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resumo

Neste artigo apresenta-se uma nova
abordagem do modelo de preferéncia pela
liguidez de Tobin a partir de um modelo de
equilibrio das obrigagcdes em que se
pressupde que as taxas de juro seguem
processos estocasticos de Ito.

Admite-se que a estrutura de prazo das
taxas de juro pode ser representada pelo
processo de difusdo seguido pela taxa de
juro de curto prazo e que esta segue um
processo de Ornstein-Uhlenbeck. Esta
hip6tese permite desenvolver um modelo
de preferéncia pela liquidez em que o
portafélio € composto por moeda e titulos e
em que se incluem simultaneamente a
hipdtese de retorno da taxa de juro para
um valor normal de longo prazo e uma
medida do risco das obrigagdes
determinada pela volatilidade das taxas de
juro.

| résumé / abstract

Dans cet article on présente une nouvelle
approche du modeéle de préférence pour la
liquidité de Tobin & partir d’'un modéle
d’équilibre des obligations dans lequel on
suppose que les taux d’intéréts suivent des
processus stochastiques de Ito.

On suppose que la structure par termes des
taux d'intéréts peut étre représentée par le
processus de diffusion suivi par le taux
d’intérét a court terme et nous admettons que
celui-ci suit un processus de
Ornstein-Uhlenbeck. Cette hypothese permet
de développer un modéle de préférence pour
la liquidité dans lequel le portefeuille est
composé de monnaie et titres et dans lequel
on inclut simultanément I’hypothése du retour
du taux d’intérét a une valeur normale de long
terme et une mesure du risque des obligations
déterminée par la volatilité des taux.

This article presents a new approach to
Tobin’s liquidity preference model based on a
bond price equilibrium model assuming that
interest rates follow Itd’s stochastic processes.

It is assumed that the term structure of interest
rates may be represented by the diffusion
process followed by the short term interest rate
and that the latter follows an
Ornstein-Uhlenbeck process. This hypothesis
enables the development of a liquidity
preference model where the portfolio is a mix
of money and bonds. The model also assumes
that the interest rate may resume a standard
long term value and that the degree of bonds
risk is determined by the interest rates
volatility.
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Introducgao

O modelo de preferéncia pela liquidez de Tobin contém uma medida do risco das obrigagdes que
esta ausente na teoria de Keynes sobre a procura especulativa de moeda. Por outro lado,
enquanto esta se baseia na hipotese do retorno das taxas de juro para um valor normal de longo
prazo, o modelo de Tobin pressupde que os ganhos esperados de capital nas obrigacdes
seguem um passeio aleatorio.

Fazendo uma abordagem de preferéncia pela liquidez a partir de um modelo de precos de
equilibrio das obrigag6es em que se pressupde que as taxas de juro seguem processos de
Ornstein-Uhlenbeck, integramos no modelo de preferéncia pela liquidez, simultaneamente, uma
medida de risco e a tendéncia de retorno para um valor normal de longo prazo.

|l — Apresentacdo do Modelo de Tobin 1

O modelo de Tobin para a preferéncia pela liquidez (1965) utiliza a abordagem desenvolvida pela
teoria do portafélio. Tobin supde que os individuos podem escolher a composi¢éo do seu
portafélio entre moeda, que nédo proporciona qualquer rendimento, e titulos de divida que
proporcionam um rendimento esperado e =r + ge onde r representa a taxa de juro de mercado e
ge o ganho esperado de capital.

As obrigacdes detidas pelos investidores sao consolidadas (rendas perpétuas) e o seu prego é

p=\ (1.1)

Sendo o juro periédico de 1 u.m. e r a taxa de juro. O ganho esperado de capital é

fl- £-1 .2
A rentabilidade total da carteira de titulos do individuo é

E(RT)=x(r + ge) €3

x€é a percentagem de titulos no portafélio do individuo e 1-xé a percentagem de moeda.

O risco da carteira é
O1=XGg ~

sendo cg o risco de perda de capital do titulo o qual € medido pelo desvio-padrao da distribuicdo
de probabilidade g.

Na auséncia, suposta no modelo, de qualquer processo inflacionista, a detencéo de encaixes
monetarios ndo implica risco.

As combinacdes possiveis entre moeda e titulos sdo representadas pela recta

E(Rr)=11(r+ge) (1.5)

O investidor pode obter um rendimento esperado E(RT] superior (inferior) se aceitar incorrer num
riscoAT; superior (inferior), dado que

9E(Rt) _ MJle (16)

oGt Gg
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Fig. 1.1 — Curva das oportunidades de investimento e composi¢do do portafélio

r+
A recta OC cuja inclinagéo é @ representa a rela¢é@o entre a rentabilidade esperada e o

risco que o investidor pode obter no mercado (sendo conhecidos r, ge e vg).

Dado que

Isi =7, (17)

a cada combinacéo entre rendimento esperado e risco corresponde uma dada composicéo da
carteira em moeda e titulos. Quanto maior (menor) for a proporgao dos titulos na carteira, maior
(menor) é o rendimento esperado e o risco.

Na equagéo (1.5) vemos as combinacdes entre rentabilidade esperada e risco que o individuo
pode obter no mercado. O que o investidor pretende é maximizar a sua funcéo de utilidade.

Se admitirmos que o investidor tem aversao ao risco, ele desejard aumentos crescentes do seu
rendimento esperado para aceitar aumentos constantes no seu risco. As suas preferéncias
podem ser representadas por um mapa de curvas de indiferenca convexas em relagdo a origem
e em que a derivada do rendimento esperado em relagé@o ao risco é crescente.
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Fig 1.2 — Maximizacédo da utilidade esperada

£ ()

"I~ C

O individuo escolhera a combinagao rendimento esperado/risco que corresponde ao ponto de
tangéncia de uma das suas curvas de indiferenga com a recta de oportunidades de investimento
OC.

recos das obrigaces

relagdo de equilibrio entre a esperanca de rentabilidade das obrigagGes e o seu risco é
abordada nesta secgdo a partir de modelos em que se pressupde que uma soé taxa de juro, que
segue um processo estocastico de Itd, representa as taxas de juro de todos os prazosl.

E — A relac@o entre a esperanca de rentabilidade e o risco a partir de um modelo dos

Para determinar a relagdo de equilibrio entre a esperanca de rentabilidade de uma obrigagéo e o
seu risco de taxa de juro recorre-se a um raciocinio de arbitragem, sendo ainda requeridas as
condicdes a seguir apresentadas.

A — Hip6teses de base do modelo

— Né&o existem custos de transacgdo ou impostos sobre obrigacGes e é possivel transacciona-las
em qualquer momento de tempo. As obrigagdes ndo estéo sujeitas a risco de pagamento.

— A informagéo é imediatamente acessivel a todos os investidores.
— A existéncia de um prec¢o de equilibrio ndo permite obter lucro sem risco.
— O objectivo dos investidores € maximizar a rentabilidade das suas carteiras.

— As variag6es das taxas de juro séo governadas por um conjunto de variaveis aleatérias que
determinam a estrutura de prazo das taxas de juro.

B — O processo de difusdo da taxa de juro

Admitimos que os processos estocasticos seguidos pelas taxas de juro podem ser representados
por uma Unica variavel de estado, a taxa de juro de curto prazo rt, que segue um processo
estocastico de 1t62' com a seguinte representacédo

1 A andlise da estrutura de prazo das taxas de juro pelo processo de difusdo seguido por uma Unica taxa é
utilizada entre outros por Vasicek (1977) e Cox, Ingersoll e Ross (1985).

2 Sobre 0s processos estocasticos, ver Malliaris e Brock (1985).
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drt = art,tdt + ort,tdzr,t (2.1)
onde a”t é a componente determinista, é a componente aleatéria e dzr t um processo geral
de Wiener3.

C — A determinacéo do preco de equilibrio de uma obrigacéo de cupéo zero.

Se ataxa de juro sem risco seguir um processo estocastico tal como é definido em (2.1),
podemos representar a rentabilidade de uma obrigacéo de cupéo nulo por uma equagao
estocéstica de Itd

A= H(rt,t)dt-e(n,t)dZr., (2.2)

sendo ®  arepresentacdo simplificada de ~_ 11'em que P{Tré o preco no momento t, de

- ¢lp
" Tdx

obrigacéo de cupéo zero cuja maturidade éxo que significa que dx =- dt e portanto o

: 1 3P 3P L 9P,
ANM)=P[ ¥ +&Fatt+24ai7(art) (2-3)

representa a esperanca matematica, no momento t, da rentabilidade da obrigagao e

_1nP
e(n.t)=--— 0t (2.4)

representa o termo aleatério da rentabilidade. Como a duragdo estocastica da obrigacdo em
relagdo a taxa de juro sem risco &, por definigdo

Bre=.1OP 25
T #5)

a volatilidade da rentabilidade da obrigacédo é

o(rt, 1) = D, 1, t (2.6).

Se seguirmos uma abordagem semelhante a de Black e Scholes (1973) o nosso objectivo sera
compor um portafélio de forma a que as proporcdes dos activos que o compdem permitam
eliminar o risco de taxa de juro.

Para isso escolhemos arbitrariamente duas obriga¢Ges de qualquer maturidade, cujo pre¢o no
momento t é respectivamente Pj e ?2-As proporcdes das obriga¢des no portafélio sdo
respectivamente x-f e com 1. O valor do portafélio &

V = XiP1+ Xe P2 (2.7)

Aplicando a equacéo estocastica de Itd as rentabilidades das duas obrigacdes temos a
rentabilidade do portaf6lio

A= X|i(rt) + X2re(rt,t) 1- [ Xioi(rt,t) + X202(rt,t) 1dZr,t (2.8)
onde (ij e 0j representam respectivamente a esperanga matematica e 0 termo aleatério da

rentabilidade da obrigacéo i (com i=1, 2).

3 Sobre os processos estocasticos de Wiener, ver Malliaris e Brock (1985).
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O portafélio € imune ao risco de taxa de juro se as propor¢des x* e X2 anularem a sua
componente aleatoria, isto é, se

xi0i(rt,t)+X202(rt,t) =0 (2.9).

Por outro lado, é impossivel obter lucro sem risco, isto €, a esperanca da rentabilidade do
portafélio deve ser igual a taxa de juro corrente de curto prazo r, isto é

Xi[ ni(rt,t)-rt J+Xo[ jidrt,t)-rt =0 (2.10).
As equacdes (2.9) e (2.10) representam um sistema de equagfes com duas incognitas e %2.
Para que este sistema tenha solugado diferente de zero, o seu determinante principal deve ser
nulo, o que implica

M-A(rt,t) —rt _ |X2(n,t)-ri

9i(rt,t) 02(r,5'™

Esta relacdo pode ser interpretada como o preco de mercado do risco de taxa de juro, pois
mostra 0 acréscimo esperado na taxa de rentabilidade da obriga¢&o por unidade adicional de

qEH5f ar

O preco de mercado do risco de taxa de juro é determinado, em cada momento, pelas
preferéncias e riqueza dos investidores assim como pelas oportunidades de investimento. A sua
determinacdo permite representar a esperan¢ga matematica da rentabilidade de uma obrigacéo
em fungdo do risco de taxa respectivo

ji(rt,)= rt+0(rt, )a(t, t) (2.13)

Substituindo nesta equagédo as expressoes de \x(rt,t) e Q(rt,t), respectivamente (2.3) e (2.4),
obtemos

= [ arti- q(rt,tort,t ]+-~"(cw,t)2rtP =0 (2.14)

Esta equagdo (2.14) permite calcular o prego de equilibrio de uma obrigagdo de cupéo nulo e
sem risco de pagamento.

D — Um caso particular de processo estocastico seguido pela taxa de juro: o modelo de Vasicek
(1977)

Vasicek (1977) pressup8e que a taxa de juro de curto prazo segue um processo de Ornstein-
Uhlenbeck4

drt = a(p-rt)dt + Grttdzr;t (2.15)

em que p é o valor normal de longo prazo da taxa de juro e a é a elasticidade de retorno de rtao
seu valor normal.

Resolvendo a equagédo (2.14) para o processo de Ornstein-Uhlenbeck, sujeito a condic&o limite
de o preco da obrigagdo na data de reembolso ser igual a 1 (P (t,0,r) = 1), obtém-se o preco de
equilibrio de uma obrigacéo de cupao zero de acordo com o modelo de Vasicek:

4 Cf. Malliaris e Brock (1985), sobre o processo de Ornstein-Uhlenbeck.
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J P@x,r)=exp[ i(1-e-aKR(~)-r)-TR(co)--"(1-e-al)2 ] (2.16)

sendo

em que g=q (rt,t).
Aplicando a equagéo (2.16) a definicdo da duragdo estocastica obtemos
Dr,t=-(1-e_at) (2.18)
a

tendo em conta a igualdade (2.5).

Uhlenbeck

onsideremos, contrariamente ao que é proposto pelo modelo de Tobin, que cada individuo
detém moeda e titulos cujo prazo corresponde ao seu habitat preferido5 e ndo necessariamente
obrigacbes consolidadas.

E — A preferéncia pela liquidez quando a taxa de curto prazo segue um processo de Ornstein-

Admitimos, adicionalmente, que a estrutura de prazo das taxas de juro é representada pelo
processo estocastico seguido pela taxa de juro de curto prazo, sendo este um processo de
difusdo de Omstein-Uhlenbeck.

Nesta hip6tese, os precos de equilibrio das obrigages séo-nos dados pelo modelo de Vasicek. A
medida do risco de uma obrigacéo, é, de acordo com este modelo, dada por:

Dr,Or,t=-(C1l-e~“vV, t (3.1)
a

Quando um investidor constitui uma carteira composta por uma determinada obriga¢éo na
oroporgao x e por moeda na proporgdo 1~x, a rentabilidade esperada da sua carteira é dada por:

E(Rt) =x|i (3.2
Dnde jK é a rentabilidade esperada da obrigacdo.

D risco da carteira é
(tt=x- (1—e"™V i (3.3
a
sendo o risco individual do titulo definido na equagéo (3.1), o que implica:

X - 3.9

"(l-e-Vr,
Substituindo na equacao (3.2) temos:

E (Ri) = —————— - ————ar (3.5)
I(1-e -ot)cr.t

5 De acordo com a teoria de Modigliani e Sutch (1965, 1966).
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em que -f------ —------- é a inclinagdo da recta de combinagdes possiveis de rentabilidade e
5&1— e -at)or,t

risco, a cada uma das quais corresponde uma determinada combinagdo entre moeda e titulos.

A inclinagcdo desta recta varia directamente com a rentabilidade esperada dos titulos tal como no
modelo de Tobin. No que diz respeito & influéncia do risco, temos que distinguir entre a influéncia
do termo aleatério art,t do processo de difusdo da taxa de juro de curto prazo e a elasticidade,a,
de retorno desta para o seu valor normal de longo prazo. O risco das obrigagdes varia
directamente com a primeira destas duas componentes, e varia inversamente com a segunda.
Esta relagdo inversa entre o risco de uma obrigacdo e o parametro de elasticidade a, decorre do
facto de que, quanto maior for o valor deste, mais rapidamente qualquer flutuacdo da taxa de juro
€ reabsorvida pela tendéncia de longo prazo.

Concluséo

A inclusé@o dos processos de difusédo das taxas de juro na andlise da preferéncia pela liquidez
permitiu-nos abandonar a hipétese de neutralidade dos investidores acerca da evolucéo das
taxas de juro, presente no modelo de Tobin. Demonstramos assim, com 0 recurso a estes
processos, que a hipétese keynesiana tradicional de retorno da taxa de juro para um valor normal
de longo prazo é compativel com a inclusdo de uma medida de risco das obrigacGes e que a
elasticidade desse retorno influencia o valor do risco.

Simultaneamente, abandonamos o quadro limitativo de uma andlise apresentada em termos de
obrigac¢des consolidadas, generalizando o modelo de preferéncia pela liquidez a obrigacdes de
todos os prazos, de acordo com as preferéncias dos investidores.
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