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PREFACIO

Em 8 de fevereiro de 1902 foi assignada por Sua Ex.* o Sr. Presidente do
Conselho de Ministros e Ministro dos Negocios do Reino, Conselheiro Ernesto

Rodolpho Hintze Ribeiro, uma portaria em que se diz o seguinte:

«Sua Majestade El-Rei, a quem foi presente a proposta do Director Geral
de Instrucciio Publica para serem reunidos em volumes os trabalhos sobre Ma-
thematica do Dr. Francisco Gomes Teixeira, lente cathedratico e director da
Academia Polytechnica do Porto, que se acham dispersos em revistas nacionaes

e estrangeiras: ha por bem determinar que se proceda a essa publicagio.»

Tendo pois de se proceder 4 publicacdo dos nossos trabalhos scientificos,
por conta do Estado e debaixo da nossa direc¢fio, em conformidade com o que
determina esta portaria, julgdmos conveniente fazer-lhes uma revisfo, para cor-
rigir erros que encontrdssemos, esclarecer alguma passagem obscura e annotar
outras.

Na disposi¢do dos trabalhos ndo seguimos nem a ordem por que foram pela

primeira vez impressos, nem a ordem logica dos assumptos a que se referem,
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porque isso demoraria a sua publicacfo, visto os mais antigos necessitarem de
revisdo mais cuidadosa.

E-nos extremamente agradavel exprimir neste logar o mnosso reconheci-
niento ao nobre Ministro que assignou a portaria, e ao illustre Director Geral
de Instrueciio Publica, Sr. Conselheiro Abel de Andrade, que lhe apresentou a

respectiva proposta, pela alta honra que nos fizeram

Porto, dezembro de 1903.

I Gomes Teixeira.



SOBAE 0 DESENVOLVIMENTO DAS FUNCCOES EM SERIE

Memoria premiada e publicada pela Real Academia de sciencias exactas, physicas e naturaes
de Madrid

(Memorias de la Real Academia de ciencias exactas, fisicas e naturales
de Madrid, 1897, tomo XVIII, parte I)






INTRODUCCAO

Versa esta Memoria sobre o assumpto do thema seguinte, proposto pela Academia Real
das Sciencias de Madrid:

« Exposicion razonada y metédica de los desarrollos en serie de las funciones matemdticas.
Teoria general de los mismos. Stgnificacion de las llamadas series divergentes. Investigacidn de
una. serie tipica, de la cual, d ser posible, se deriven como casos particulares las series de mayor
imporéancia y uso en andlisis, como las de Taylor, Lagrange y cualquiera otra andlogar.

O desenvolvimento das funcgdes em série tem sido empregado pelos geometras umas
vezes com o fim de calcular os valores numericos que tomam estas funcgdes para valores
determinados das variaveis, outras vezes para estudar as propriedades das mesmas funcgdes.
Quer se empreguem para um, quer para outro fim, é conveniente variar quanto possivel a
férma d’estes desenvolvimentos, j4 para obter séries mais rapidamente convergentes, quando
se destinam ao primeiro fim, j& porque ha propriedades que se manifestam nos desenvolvi-
mentos de uma férma e ficam ocultas nos desenvolvimentos de outra forma.

O problema geral do desenvolvimento das funcgdes em série consiste em procurar, dadas
as funcgdes f (), 0i (x), 02 (x),. .., as condigdes para que seja

fla)y=A10;1(@) + A0 (). . .+ A0, () + ...,

Ay, As... representando quantidades constantes, e determinar estas constantes. Na impos-
sibilidade de resolver este problema com toda a generalidade, téem os geometras considerado
os casos particulares que, ou por sua simplicidade ou por sua importancia nas applica¢des da
Analyse 4 Geometria, 4 Mechanica e 4 Physica, téem merecido preferencia. Assim foi con-
siderado o caso de 84 (x), 82 (). .. representarem potencias inteiras de uma funcglo, o caso
de estas funccBes serem o0s senos ou o8 cosenos de multiplos successivos do arco @, o caso
de estas funcgdes representarem potencias inteiras, positivas ou negativas, de muitos binomios
da férma #—a, 2—5b..., etec. Cada uma d'estas questdes exige bastante espago para ser
tratada de uma maneira completa; porisso aqui limitar-nos-hemos a tratar da primeira, isto é,
do desenvolvimento das funcgdes em série ordenada segundo as potencias inteiras de uma
funcgio dada.

Principiando pelo caso mais simples, consideraremos primeiramente os desenvolvimentos
ordenados segundo as potencias inteiras e positivas de nma variavel independente, tanto no
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caso d’esta variavel ser real como no caso de ser imaginaria, expondo os differentes methodos
empregados pelog geometras para resolver esta questdo. Assim estudaremos primeiramente o
methodo, apresentado por J. Bernoulli e Taylor e completado por Lagrange e Cauchy, para
o desenvolvimento das funcgles de variaveis reaes; depois a extensio d’este methodo, esbo-
¢ada por Cauchy e completada por Darboux, ao caso das funcgdes de variaveis imaginarias.
Em seguida, continuando o estudo do desenvolvimento das func¢des de variaveis imaginarias
e considerando a questdo n’'um ponto de vista menos elementar, exporemos o methodo de
Cauchy, fundado na theoria dos integraes curvilineos, o methodo de Riemann, fundado na
theoria das func¢Bes harmonicas, e finalmente o methodo de Weierstrass, fundado na theoria
das séries inteiras. Cada um d’estes methodos é o objecto principal de um dos primeiros
cinco capitulos.

O desenvolvimento das func¢Bes em série ordenada segundo as potencias inteiras, positi-
vas e negativas, é tambem considerado. A formula dada, para achar estes desenvolvimentos,
por Laurent é demonstrada no capitulo terceiro pelo methodo de Cauchy e no capitulo quinto
pelo methodo de Welerstrass e Mittag-Lefller. A bella demonstragio que Mittag-Lefller den
d’esta formula nas Acta Mathematica, foi apresentada pelo eminente geometra de uma ma-
neira bastante resumida; aqui apresentamo-la com todos os desenvolvimentos necessarios para
ser facilmente comprehendida, modificando mesmo algumas passagens com o fim de a tornar
mais elementar.

No capitulo sexto demonstraremos a formula de Biirmann, que d4 o desenvolvimento das
funegBes em série ordenada segundo as potencias inteiras e positivas de uma funcgfio dada,
e d’ella tiraremos a de Lagrange, que s¢ differe d’aquella na notagiio. Em seguida faremos,
nos numeros 61 ¢ 62, uma applicagio, que julgamos nova, da mesma formula ao desenvolvi-
nmrento das funcgdes em série ordenada segundo as potencias de sen = e 4 demonstraciio de
duas formulas devidas a Iuler. Finalmente, para responder & ultima parte do programma
proposto, daremos uma formula, que dd o desenvolvimento das funcgdes em série ordenada
segundo as potencias inteiras, positivas e negativas, de uma funcgho dada. Esta formula, que
julgamos nova e que estudamos nos nwmeros 64 e 65, comprehende a de Biirmann, e por
tanto a de Taylor e Lagrange, e ainda a de Laurent.

Terminando estas consideragdes preleminares, devemos dizer que, na exposigllo dos as-
sumptos, suppomos sémente conhecidas do leitor a theoria algebrica das quantidades comple-
xas, 0s principios geraes mais elementares da theoria das séries e os primeiros principios do
caleulo differencial e do calculo integral. Porisso, antes de entrar em cada questdo, apresen-
tamos alguns estudos preleminares que certamente serfio conhecidos por muitos dos leitores.
Devemos ainda dizer que fazemos acompanhar cada assumpto pelas indicagdes bibliographicas

e historicas que nos pareceram convenientes.




CAPITULO 1

Estudo da série de Taylor no caso das funcgdes

de variaveis reaes

1. As séries de forma mais simples que se podem empregar, para desenvolver as fun-
cgles, sio as séries da forma

AvHAi@—a) b A m—ar

onde a, Ao, Ay... representam quantidades constantes e z uma quantidade variavel. Consi-
deremos, pois, em primeiro logar estas séries, determinando as condigdes para que qualquer
funcglo dada f(x) seja susceptivel de um tal desenvolvimento e procurando os meios para
calcular os coefficientes Ag, Ay... Supporemos em primeiro logar que a funcglo f(x) é real,
assim como as quantidades e a.

2. Gregory, nas sua Exercitationes geometricae, publicadas em 1668, e Mercator, na sua
Logarithmotechnic, publicada no mesmo anno, apresentaram os primeiros desenvolvimentos
de funcgdes em série ordenada segundo as potencias da variavel, dando o primeiro o desen-
volvimento de arctang «, e o segundo o desenvolvimento de log (1 ). Alguns annos depois
Newton apresentou, nas suas cartas a Leibnitz de 13 e 24 de outubro de 1676, os desenvol-
vimentos em série do binomio, do seno, do coseno e da exponencial.

O primeire geometra que deu, porém, uma formula assaz geral para o desenvolvimento
das funcgdes em série, foi Jofo Bernoulli, que publicou em 1694, nas deta eruditorum, um
artigo em que apresentou a formula seguinte (Veja-se Opera omnia, t. 1, p. 125):

[T () dac:wF(cc)—-i;azE B (x)—I—Q% o (@) —. ..,



de que fez algumas applicagles a funcgdes particulares, a qual elle tirou da identidade ev:-
dente

Fa)da =T (@) + ¥ (x)] de — % 2z F' () + a ¥/ (x)) da

+ g-l—r [Ba?F () - a3 T (o) dac — . ..
1
e T — A—2F n—2)(m ptt— 4 T (r—1) (e »
+ 1.2 (a1 [(n—1ar—2F (@) a1 1 (x)] dw
. pr—1
LTRSS TR

integrando ambos os membros, pondo n= oo, e determinando a constante arbitraria, intro-
duzida pela integracio, pela condi¢io de ser nullo o integral /T (x)da, quando x=0.

Analysando esta demonstragfio, vé-se que a conclusiio tirada pelo celebre geometra é de-
masiadamente lata, e que o que se pode affirmar é que este desenvolvimento tem logar todas
as vezes que a quantidade

(_ 1)11 -] e
a— 4 R{n— 1) ;
RISyl A (@) de
tende para zero, quando n tende para o infinito. Assim modificada, é esta demonstragio ainda
hoje empregada.

3. A série de Bernoulli, que vimos de considerar, n3o estd ordenada segundo as potencias
da variavel. O primeiro geometra que apresentou uma formula, que d4 immediatamente o
desenvolvimento das func¢des em série ordenada segundo as potencias da variavel, foi Taylor,
que, no seu Methodus incrementorum, publicado em 1715, deu para este fim a formula

Fat ) =f@) L @t g fY @) 4

sem todavia fazer conhecer as condicdes para que este desenvolvimento seja conver-
gente.

O methodo empregado por Taylor, para chegar a esta formula, é fundado na theoria das
differengas finitas. Eshocado pelo seu auctor na obra citada, foi depois desenvolvidamente
exposto por Euler nas suas Institutiones caleuli differentialis. Eis resumidamente em que con-
siste.

Sejam Ay, Ay, Ady... as differengas da funcglio y==f (%), correspondentes 4 differenga
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constante Az da variavel independente ®». Teremos, como se v& por induccio facil de com-
pletar,

Szt Ax)=f(x)+ Af (w) =y + Ay,
fled20x) = f(x+ Ax)-- Af (x + Ax) = y+ 24y + A%y,

............................................

s T gy k=1 k(e—1)(k—2)
flz-+kAx) =y -+ LAy - 3 s

Ay -+

Ady - ..,

onde %k representa um numero inteiro positivo, e onde o numero de termos que entram no
segundo membro ¢é igual a k4-1; e, pondo kAx =7,

Ay hih—Ax) Ny

@) Flat b=yt h gy T g

Fazendo tender Ax para zero, ou & para o infinito, e attendendo 4s egualdades

Ay

lim A = lhn

Fletda)—f(z)  dy
T A T A

Ny Alfetde)—f@)] A Py
lim g =Hn = I v
A N[f b An)—f@)] . Af @)y
llln 'A‘wg = hm A"L’3 = llm - 7@7 = —CTI;—,S’

...............................................

vem a formula pedida

Fla+h)=f(@)+h _(‘13/7+,_h2

lz

Esta demonstragio é evidentemente viciosa. Tem, entre outros inconvenientes, o de se
fundar em que o limite para que tende uma somma de parcellas é igual 4 somma dos limites
para que tendem as parcellas, theorema que ¢é verdadeiro quando as parcellas s3o em numero
finito, mas que nem sempre tem logar quando, como no caso actual, o numero k-1 das
parcellas tende para o infinito.

A formula de Taylor nfo differe essencialmente da formula de Bernoulli, da qual resulta
por uma mudanga de notagio. Mudando, com effeito, na formula de Bernoulli primeiramente
F(x) em f/(h—x), e depois x em & ¢ % em x4, vem a formula de Taylor. Porisso Ber-
noulli, depois da publicagdo da obra de Taylor, reclamou para si a prioridade da descoberta
da formula precedente. {Opera omnia, t. 11, p. H84).



4. Maclaurin, no seu Theatise of Fluxions, publicado em 1742, apresentou outra de-
monstraciio da formula de Taylor. Admittindo que toda a func¢do que tem derivadas de todas
as ordens ¢ susceptivel de ser desenvolvida em série ordenada segundo as potencias de w:

fa)= Ao+ Asx -+ Aga® . . .,
determinou os coefficientes Ag, Ay, Ag... por meio das egualdades seguintes:

f/ (m)=A1+2A9w—§—3A3x’+ seey
fl(@)=249+2.3Asx+. ..,

que dao
. 1.
Ao=f(0), A1=7"(0), Ae=-5["(0)-.-
Achou assim a formula

f@)=F(0)+af (0)+ -i- A f(0) ...

ainda hoje conhecida pelo nome de formula de Maclaurin.

Da formula de Taylor passa-se para esta pondo primeiramente z =0 e depois mudando
h em @. D’esta passa-se para a de Taylor mudando primeiramente f(x) em f(x %) e depois
trocando % por .

A demonstragio que precede tem, entre outros inconvenientes, o de nella se suppér esta-
belecida antecipadamente a possibilidade de a funcglo ser desenvolvida em série ordenada

segundo as potencias inteiras e positivas da variavel.

3. O inconveniente que vimos de notar na demonstragio de Maclaurin tem-o tambem a
demonstra¢iio que Lagrange deu da formula de Taylor n'uma memoria apresentada em 1772
4 Academia de Sciencias de Berlin (Oeuvres, t. 111, p. 441). Parte, com effeito, da igualdade

fle+h)=f(x)+Ar+Br24+Chr ...,

A, B, C,... representando funcgdes de @ que pretende determinar; e, para isso, muda neste
desenvolvimento « em a7 e & em A1, o que o leva a dois desenvolvimentos, que devem

ser identicos, e que dio, pelo methodo dos coefficiéntes indeterminados, as quantidades B, C,. ..

Acha d’este modo que, pondo por defini¢ho A = f (x), vem B = %‘JM (), C= 21()f’” (), ete.
<

Foi porém este grande geometra o primeiro gue reconheceu o papel fundamental da for-
mula de Taylor na analyse, e o que deu os primeiros passos para o estudo das condigdes



para o desenvolvimento das funcgdes pela série de Taylor, apresentando na sua Théorie des
Jonctions analytiques, publicada em 1797, a formula seguinte:

hn—1

® FEAE R =f @ @) g @) Ry
onde &

A" .
@) BN T A R

6 representando uma fune¢do desconhecida de n, cujo valor estd comprehendido entre O e 1.
Quando R, tende para O, para n= oo, a formula de Taylor tem logar; no caso contrario nfo
tem logar.

6. Para demonstrar a formula anterior apresentou Lagrange dois methodos, dos quaes
vamos dar uma ideia succinta, empregando, para simplificar a exposi¢lo do primeiro, as no-
tacles do calculo integral.

O primeiro methodo foi publicado na Théorie des fonctions analytiques (Oewvres, t. IX,
p- 69).

Pondo

Jlet+h)y=f(e-h—hz)+hef' (x +h— h2)
hn—izn—-i

+ o fl @t h—h) 4. S e e A R

esta ignaldade determina uma func¢dio P de @ e 2, que é nulla quando z=0.
Derivando os seus dois membros relativamente a z, vem

Jagn —1
=— e ) _ ey
O=—To aop /W etk ke T,
o que dd
1 2
= [ zt—1fM _
F 1.2...(n_1)/02 S (@4 h— hz) d.

Pondo agora z=1, obtem-se a formula (1) com a seguinte expressiio do resto R,:

hv 1
Rn =Pt = ﬁ(mj./o Z ‘f(n) (x + h — }LZ) dz.

Temos assim uma expressio do resto da série de Taylor por meio de um integral definido.
B



Para d’esta expressio de R, tirar a formula (2), demonstrou Lagrange um theorema que
coincide no fundo com um caso particular do theorema hoje conhecido pelo nome de primeiro
theorema dos valores medios dos integraes definidos. Applicando-o ao integral que entra na
expressio de R,, suppondo para isso que a funcglio f (x4 —hz) & continua no intervallo
de z=0az=1, vem

i
/ 2= A0 (- b — ha) dz — % F) (mA-h—O'h),
0

0/ representando uma quantidade comprehendida entre O e 1. Pondo agora 1 —6' =0, temos
finalmente

hn \
Buo=g oy /Mt oh),

ge a funcglo f™ (x) for continug no intervallo (z, x - A).

7. A segunda demonstraglo dada por Lagrange das formulag (1) e (2) foi publicada nas
suas Lecons sur le caleul des fonctions (Oeuvres, t. X, p. 85). Esta demonstracio, mais sim-
ples e directa do que a anterior, é fundada no theorema de Calculo differencial, segundo o
qual as funcgBes crescem com as variaveis, quando as suas derivadas de primeira ordem sZo
positivas, e decrescem, quando estas derivadas sfio negativas.

Consideremos a série de expressies

[ (4 h)—1,
f(n —1) <w + k’) __f(n — 1) (CC) . L]L’,

h't

FOB @) =B @) —fr = @ H = L

.......................................

f(x -+ ]L/> __j(m) f‘f/ <,’L‘) n _ e __f‘(u -b (ZE) 17';7?77,“—7717 —L Aléii—ﬁ_’

Todas estas expressles slo nullas quando é 2'—=0 (exceptuando a primeira, que é egual a
zero ou differente de zero, segundo o valor que se dd a L), e cada uma d’ellas é a derivada
da seguinte relativamente a %’; applicando, pois, o theorema que vimos de recordar, vé-se
que, se a primeira tiver um signal constante quando 7' varia desde O até %, todas as outras
tém este mesmo signal, quando . é positivo, e o signal contrario, quando A é negativo.
Representando, pois, por M e N o maior e o menor dos valores que toma f™ (x--2') quando



¥ varia desde O até , e dando a L os valores M e N, temos as desigualdades

pr—1 T\I]n
et =f @ @y G T O
kn~1 Nhn
fle b —f @)=t @)= =y M@ 5

quando % é positivo, e as desigualdades contrarias, quando % ¢ negativo.
Em ambos os casos, tira-se d’estas desigualdades a igualdade seguinte:

. . N ' kn~1 o N Khar 3
Flat B =f@ @)y g @

K representando uma quantidade nem superior a M, nem inferior a N.
Suppondo agora que a fancedio f (x) é continua no intervallo de = a -k, deve existir
um numero x;, comprehendido entre « e x4 &, tal que esta funcgio tome o valor K quando

=21 (Y). Como a este numero se pode dar a férma x -0k, 0 representando uma quantidade
comprehendida entre O e 1, temos

K=jf® (x 0h).
Substituindo este valor de K na formula anterior véem as formulas (1) e (2)

8. Cauchy no tomo 1, pagina 29, dos seus Kxercices de Mathématiques, publicados em
1826 (Oeuvres, t. vi da 2.% série), deu uma nova demonstragio das formulas (1) e (2), e par-
tindo de um caso particular d’estas formulas, apresentou em seguida uma nova expressio do
resto R,, mais propria para o estudo do desenvolvimento em série de algumas funcgles.

Applicando, com effeito, 4 funcglo de z

9 (@) =flet)—f () — @+ h—2) [ ()

1 x-+h—z)r—1
—?(m_{_k-z)zf”(z)— ( + (7111)]&';;—4)()

a formula

3 (e B = g (&) + R (- OF),

(1) Este principio, considerado por Lagrange como evidente, foi mais tarde demonstrado por Cauchy no
seu Cours d’Analyse.

*



que resulta das formulas (1) e (2) pondo nellas n=1, e attendendo 4 igualdade

, h—zyr—1 .
o' (2) :”—%—;_—‘m%f(") (2),

obtem a formula de Taylor

hn—1

1) Seth)=f@)+4f (). ..+ 132, n=1) =1 () + Ry,
c¢com a eXPreSSEO dO resto

o B (1l —0y—1 -

() R = l.?...uz—])f (@ +0R)-

9. A expressio do resto, que vimos de achar, foi objecto de uma observagRo interes-
sante de Pringsheim (Mathemaiische Annalen, t. XLIV). Mostrou, com effeito, este geometra
que, apesar de 0 ser funcglio de =, é condigfio necessaric para que a série que resalta de (1)
pondo n= oo convirja para a funcgio f(x), que esta expressio de R,, considerada como
Juncedo de duas variaveis tndependentes 8 e n, tenda para 0, quando » tende para o infinito
e 0 varia entre O e 1, Conclue-se d’aqui que o conhecimento da funcglo 6 nada adiantaria a
resolugio do problema que tem por fim desenvolver f(x) em série. A demonstragio d’este
theorema, que nfo serd dada aqui, pode ver-se no trabalho de Pringsheim jé citado e n'uma
nota de E. Pascal, publicada na Rivista di Matematica (Roma, 1895).

10. As expressBes do resto da série de Taylor devidas a Lagrange e Cauchy s3o casos
particulares de uma expressiio muito geral, dada por Schlomilch primeiramente no seu Hand-
buch der Differentialrechnung, publicado em 1847-1848, e em seguida n'um artigo publicado
no Journal de Liowville (2.* série, t.111), que obteve por meio da igualdade, devida a Cauchy,

N o(@4h)—g (@) o (@}6h)
% bty =y Yoy OS0SD

¢ (x) representando uma funcgiio que nio seja nulla no intervallo de « a x4 A.
Applicando, com effeito, esta igualdade & funcgdo, considerada no n.° 8,

o(z =fiwt-h)—f@)—@+h—2)f (2)

1 ) N9 o1 fn— 1)/,
-5 x+h—2)%f (Z)_..._T.Ui;l>f (2,
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vem o resultado

. . hn—1
(1) f(w+h) :f(m)+hf’ <ZU)+ . ot ﬁvf@l“‘ 1) () + R,,,
, 0=t et —b@
) R, = 1.2...n—1) ° 4/(004:6/1) f -t 0R).
Pondo

() =@+ h—2p,
vem para R, a expressio

, W—eyp—r
@") R ooyl @t

a qual, sem ter tido outros usos que nfio tenham as formulas de Lagrange e Cauchy, tem
todavia a vantagem de as conter a ambas, correspondendo uma a p=n e a outra a p=1.
A formula (2"') foi tambem obtida por Roche, partindo da expressio de R, por meio de
um integral definido, anteriormente achada (n.° 6), (Journal de Liouville, 2.* série, t. 10).
Applicando, com effeito, a este integral o premeiro theorema dos valores medios dos inte~
graes definidos, vem

hr 1
= n—1 £m) (b h2)d

k

; L ) (2 +-h—hz) d o' —» h
=y T iy Pt —p FO) (o h b o
1.2...(n—1)/oz 21 (@4 h— hz) dz

1.2...n—L)p-

o (@ +nh—0'R),

onde ©' representa uma quantidade comprehendida entre O e 1. Pondo agora 6'=1-—89,:
obtem-se a formula (2/).

11, Nas demonstragdes das formulas (1) e (2), dadas por Lagrange, suppoz-se que a
funcgfo f () é continua no intervallo de @ a x--h. A mesma hypothese se ¢ obrigado a
fazer na demonstraglo das formulas (1) e (2'), dada no numero anterior, quando se adopta,
para estabelecer a igualdade (3), a demonstragio que deu Cauchy d’esta formula, pois que
nella o illustre geometra suppde que ¢'(z) e ¢’ () sdo funcedes continuas de z no intervallo
de 2 a x+h. O. Bonnet porém, dando uma nova demonstragiio da igualdade (3), que vamos
expdr, a qual s6 exige que as funcgles o' (2) e ' (2) sejam finitas e determinadas no intervallo
considerado, permittiu que se estendessem as formulas (1) e (2"} ao caso de f™ (z) ser des-
continua, se todavia for finita e determinada no intervallo (xz, x + 7).

Seja F'(z) uma funcglo que admitte uma derivada F'(2) finita e determinada, no inter-
vallo de z=a a z2=a-+h, e que é nulla nos extremos d’este intervallo. Quando z varia
desde a até a—+ A, a funcgdo F (2) deve principiar por crescer (em valor absoluto), para de-
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pois decrescer; porisso e por ser continua, deve, no intervallo considerado, passar por um
maximo ou por um minimo negativo (*). Deve, pois, existir um numero 2y tal qual seja
I (2)=0, quando z=11, e a este numero, que deve estar comprehendido entre z e x4 A,
pode dar-se a férma oy =2 -0k (onde O < 6 <1).

O theorema que vimos de demonstrar é conhecido pelo nome de theorema de Rolle, por
ter sido dado por este geometra para o caso particular das funcgdes inteiras. Para tirar d’elle

a formula (3) basta por

g@+h)—¢ (@)
Yt h) =)

FE=¢@—9@—4@®—4@)]
A funcgdo ¥ (2) é nulla nos pontos z=wx e z=a-+Ah; logo temos a igualdade

. h—o(x

da qual se tira a formula (3), quando ¢/ (z) é differente de O no intervallo z=a a z=x-}h.

12. Viu-se nos dois numeros anteriores que a formula de Taylor, com a expresso do
resto dada por Schlémilch, pode ser deduzida do theorema de Rolle por intermedio da for-
mula (3). Homersham Cox, n’um artigo publicado no t. vi do Cambridge and Dublin Mathe-
matical Journal, tirou-a directamente d’este theorema, applicando-o 4 funcgdo

F (@) =—f@+h)+f@)+@+th—2)f @)

1 \ v (et+h—zp—t

(+h—zp Fn— 1

te g (e —f@ = @y ST @,

hy

que é nulla quando z=x e quando z=1wx- k. Temos, com effeito, a equagio

_(m_{_k__xl)n—i

O=Fe) =15 mon /@

LR — g —1 i At
_]9<Q7T - xl)] f(l+k)—f<93)“ ”_ﬁm‘f@—“ (x> b

da gual se tiram, pondo s =a -+ 0k, as formulas (1) e (2.

(1) A existeneia d’este maximo ou minimo negativo, que O. Bonnet considerava evidente, foi rigorosa-
mente demonstrada por Weierstrass. (Veja-se, por exemplo, o t. 1 do nosso Curso de Analyse).



E conveniente observar que a expressio de F(2), de que se partiu, é a que resulta de
substituir na expressio de I'(z), dada no numero anterior, ¢ (2) pela expressio dada no nu-
mero 10 e ¢ (2) por (x+ 4~ —zP. Logo o methodo que vimos de expdr coincide no fundo com

0 methodo dado nos numeros 10 e 11.

13. Fundados nos mesmos principios podemos dar uma formula muito geral, que contém

a formula de Taylor (%).
Para isso appliquemos a igualdade

9 (@-4-h) =7 (x) + ko' (x| O0h)
4 funcgllo

. It
¢ () =Ff (@) +1f' () +. ..+ T_z‘fjf(l’ (z)

L R Y O R A L 1

(-1
| () - hF (). T'bﬂT P ()
. h— gyn—1
_F(z)—<m+h-2)F'(z)—M(l—rzi——(n?_n F\m—1)<z>r

{
Pt B —f@)—If @)—..— g O @)
> ) b *
F (1) —F () — IF (@) —. ..~ ;L —Fia)

Teremos, suppondo 25 7+ 1 e m< k1 e effectuando alguns caleulos simples, a igualdade

\ ht .
Pt W —f @) —hf @)=y 1 (@)
k B
F -k —F () — b () —. . .— - 1.»__)377- F#) ()
hl4+1 hr—1 v
- UMYy, A fl—) 4
1.2, .0+1) JErD (@) Y12 n—1) @) R
= B+ 1 B pn—14 T

To gy @y o PO @R

(1) Gomes Teixeira: Sur une formule & Analyse. (Nouvelles Annales de Mathématiques, 3.» série, t. v).
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onde
_ hn(l_e)n—l - N
Ri=go oy /@0,

hm 1 _ e #—1 )
R = 17(75)73 Fi (a -+ 0k),

6 varia entre 0 e 1.

se 0 denominador do segundo membro d’esta igualdade se conservar differente do zero quando
Pondo nesta formula

F@)=~, k=m—1,
Fo(e)y=1.2...m,

l=n—1,
Fom (iE _l\_ eh): 1.2.. .m,

obtem-se a formula de Taylor com uma expressfo do resto que coincide com a que resulta
da formula de Schiomilch (2/) dando a p um valor inteiro positivo qualquer.

14. Se a funcglo f (x) for continua no ponto x, temos

S (A 8k) = f () -+,

¢ representando uma quantidade que tende para O quando % tende para O, Podemos porisso,

substituindo este valor de f (w4 0k) na expressfo do resto dada por Lagrange, escrever a
formula de Taylor do modo seguinte:

‘ ' n ) hn
Flat By =@t @ ook gy Y @ g

Esta formula tem mesmo logar, como mostrou Peano, n'um artigo publicado no t. 1x do
Mathesis, quando f () nio é continua no ponto w, se todavia é n’este ponto finita e determi-

nada. Esta extensfio da formula anterior pode ser tirada muito simplesmente da formula de-
monstrada no numero 13, como vamos ver.

Mudemos para isso na referida formula m e n em n—1, e ponha-se depois =0,
{=n—2, k=n—2, Teremos

o , 2
FO—FO— O =g gy /O e
F(B)— F (0)— bF () —. .

~ Fin—141(6R)
I T )]
1.2...(n—2) F ©)
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Appliquemos agora esta igualdade ds funcgdes

hn i
fBy=g@+h)—g@ =l @)= — g 7" @)

.

hn
F# =190
Como &
f0)=0, f©0)=0, ..., fr=2(0)=0,
FomOR) =gt = (@ h) — ot = (2) — hy™ (x),
F©0)=0, F(0)=0, ..., Fa=2(0)=0, Fo—1(k)=k,
vem

. hn o1 (x4 0R) — o = (a)
= : __ ln) 1 .
FW=135 4 oh 7 (@)

Mas, em virtude da definicdo de derivada, temos

¢ =4 (24 OR) — o — 1) ()
0k

=g (@) +e,
onde ¢ representa uma quantidade infinitamente pequena com h.
Logo temos a igualdade

(-+h)— o (x) —hy' () — i i (2 __me
¢ )—9 @) —hy (@) —...— 1'2“.;? (@)= 1.2...n°

da qual se tira a formula pedida mudando ¢ em f.

13. Temos até aqui considerado o desenvolvimento de f(x--7%) segundo as potencias de
h. Para achar agora o desenvolvimento de f(x) segundo as potencias de x--a, basta des-
envolver f(a—h) segundo as potencias de h e substituir depois 2 por @ —a. D’este modo
tiram-se das formulas (1) e (2') as seguintes:

(93‘ . a‘)n —1

j(m) ,__f(a) -+ (x— a)f/ (a) e my‘f{n —1 (@)~ Ry,

. (x»_a)n(l__e)n—p
R = 1.2...(n—1)p

fla--0(z—a)

das quaes se tira o desenvolvimento de f(x) em série ordenada segundo as potencias de
x— a, quando, n tendendo para oo, R, tende para O.
C



18. Terminaremos o que temos a dizer sobre a série de Taylor, no caso das variaveis
reaes, expondo uma observaglo importante, devida a Cauchy. Fez notar este grande geo-
metra, nas suas Lecons de Calcul différentiel, que, sendo uma func¢do desenvolvida pela for-
mula de Taylor, pode obter-se um resultado convergente e todavia este desenvolvimento nio
representar a funccio que lhe deu origem. Para dar um exemplo d’este facto apresenta a

1

. ~ o B . ,
fancedo e +e * que, sendo-lhe applicada aquella formula, dd o resultado convergente

1 " o 6 ,
T T T T T ST T e e .
1.2 1.2.3° ’

| e ol |
que todavia tende para e e ndo para e +e . 86 quando o resto de uma série,
obtida pela formula de Taylor, tender para 0, quando » tender para oo, & que podemos affir-
mar que a série tem para somma a funcclio que lhe deu origem.

Os geometras que primeiro empregaram a série de Taylor nio faziam esta discussiio do
resto, nem mesmo attendiam, na maior parte das vezes, 4 questio da convergencia das séries
que empregavam. Muitos resultados verdadeiros foram mesmo obtidos pela série de Taylor
em circumstancias em que esta série era divergente. Nio nos occuparemos aqui dos motivos
d’esta coincidencia e s6 notaremos que, em muitos casos, o emprego que faziam da série de
Taylor equivalia ao emprego da formula

. 2 iz
' (@) B () L ()
Flth)=f@+hf @bty O T e

em quest(”)es em que ndo era necessario conhecer ¢,

17. Por meio da formula de Taylor, com as expressdes do resto dadas por Lagrange e
Cauchy, tem-se achado o desenvolvimento em série de algumas funcgdes importantes. A
difficuldade que se encontra porém geralmente em verificar se o resto R, tende ou nflo para
0, quando n tende para o infinito, limitaria consideravelmente o uso da série de Taylor, se
Cauchy, fundando-se em methodos de natureza mais elevada, nio tivesse dado o ineio de
evitar esta discussdo, tirando a possibilidade do desenvolvimento da consideragio immediata
da funcgdo. Vamos deduzir o theorema celebre que deu para este tim, empregando para isso
primeiramente o methodo por elle seguido, depois o methodo proposto por Riemann, e final-
mente o methodo empregado por Weierstrass. Porém, antes d’isso, vamos, conservando-nos
ainda no ponto de vista elementar, estender ac caso das funcgdes de variaveis complexas o
theorema de Taylor e as expressles do resto obtidas neste capitulo.



CAPITULO 11

Hstudo da formula de Taylor mno caso das funccoes
de variaveis complexas. Methodo elementar

18. A extenslo da formula de Taylor ao caso das funcgles de variaveis complexas foi
feita pela primeira vez por Cauchy, j4 por um processo elementar, que aqui vamos expOr,
j4 por um processo de natureza superior, que serd exposto no capitulo seguinte. O processo
elementar, a que vimos de nos referir, fol publicado pelo celebre geometra nas sunas Legons
de Calcul différentiel, publicadas em 1829,

Seja

F @) =T () =9 ()T

uma funcedo da variavel complexa
N o)
ax=¢(cos w1t senw) = e,

e supponhamos que @, quando varia, percorre wna recta que passa pela origem das coorde-
nadas e faz um angulo o com o eixo das abscissas e que If () admitte as derivadas ¥/ (x),. . .,
¥ (x), finitas e determinadas. Teremos, derivando F () n vezes relativamente a ¢,

1 T (1) = g () + 00 o).

Supponhamos agora que ¢ (¢), 4 (¢) e as derivadas d’estas funcgdes até 4 ordem n— 1 slo

z

nullas quando ¢ = 0. As formulas (1) e (2) do numero 10 mostram que &, n’este caso,

i (1 —09pr—rp
#0000ty

B Fn (1_62)n—~p i)



Vem portanto

¥ () = T 1—01)"— P (By F) 41—y 4,(“) (6«3 m

¢ 1
2= T)p
Applicando agora esta formula 4 funegiio

i — 1
F (@) = @)= [f(O)taf O+t g g = [V (0]

que é nula assim como as suas derivadas até 4 ordem n—1, quando =0, vem a formula

pedida:
an —1
o e £ ! *f i I S — fin—1) _
@ Rim gy — b gy (L 81 =g (Brg) - (1 — 82 =1 410 (B2 )]

1.2...n—1)p

2

Cauchy punha p =1, mas, como se vé, o seu methodo é applicavel qualquer que seja p.

19. A expressio de R,, que vimos de achar, pode dar-se uma forma mais propria para
a sua applicago ao desenvolvimento das funcgdes em série. Para isso, basta notar que, por
ser F ()= f (x), temos, representando por a3 e aa os valores de z cujos modulos sdo
b1p e Bap,

wnf(n) (-’El) — Pn enit Jiin) (wl) :Pn [,P(n} (61 P) _.‘_ ?f,j{(n) (61 Pﬂ?
at f0 () = pm € F (wg) ==p" [9 (B p) - ¢4 (B2 p)].

Podemos, pois, escrever a expressio de R, da maneira seguinte:

1 ,

R, = 1.2...(n—1)p (

1— 61)” -7R ; wnf(n) (1‘1) %

_.}_ 7 (1 — 62))1, —rJ ; o f(n) ((Eﬂ 2 ,

representando por R |« f"(x) | a parte real de a" f' {x1) e por J | a f (a2) ! 0 coefliciente
de ¢ na parte imaginaria de @ f0 (a2).



Como porém xy e x representam pontos da recta que passa pela origem das coorde-
nadas e faz o angulo » com o eixo das abscissas, temos

a1 =01pe® =01, x3==0sp6 =00

Logo podemos dar 4 expressio de R, a forma

1
Ry, = — n—pR oo £ (B |
O AL IET
(2) :
( +i(1_62>7z—p J ; wnf(n) (e_‘) x)i .

Esta formula foi empregada por Mansion, n'uma memoria publicada nos Annales de la
Société scientifique de Bruwelles (t. 1x, 188D), para achar o desenvolvimento em série das
funcgdes elementares ¢, (14-a™, log (1--a), ete.

20. Mudando f(x) em f(x+ %), e trocando i por x, pode dar-se ds formulas (1) e (2')
a forma

hn —1
Sk =f@)+n (x)-+.. '+iﬁ~1)

Fo= @)+ R,

1
— Q=7 n ) (g h
R, 1.2...n—1)p (1—06y) JRgh f (46, M

i (L— g —2.J | hn ) (05 B) ||,

21. N’uma memoria importante, publicada em 1876 no Journal de Liowville (t. n da
3.2 série), apresentou Darboux uma expressido do resto da série de Taylor, no caso das fun-
cgles de variaveis complexas, mais simples do gue a precedente e que é a verdadeira ex-
tensdo das formulas dadas no capitulo anterior.

Para achar esta expressfo fundou-se o eminente geometra no seguinte lemma geome-
trico:

Se um ponto M descreve uma recta AB, variando sempre no mesmo sentido, e se um
ponto m estd ligado com M de modo que, quando M descreve esta recta, o ponto m descreve

: C e ~  ds . .
a curva ach, existe pelo menos uma posicio d’estes pontos onde a rasdo v da differencial
do

do comprimento dos arcos da curva para a differencial do comprimento dos segmentos da

- . ab
recta é igual ou malor do que \R
£



Se tosse, com effeito, para todas as posi¢des dos pontos considerados

ds ab
I “AB’

teriamos, representando por oy e oz os valores que toma ¢ nos pontos A e B,

02 ds ab [O2
/ do do AB/ o,
[oF]

e portanto

arc ach < al,

o que ¢ absurdo.
22, DPosto isto, sejam
5{zy=X—412Y, ¢ =X:-+1Yy

duas funecgdes de uma variavel complexa z, continuas em todos os pontos de uma recta que
une o ponto correspondente a & ao ponto correspondente a x--%, e supponhamos que, quando
z percorre esta recta, Xy--tYy percorre tambem a recta AB, variando sempre no mesmo
sentido, ¢ X +-2Y percorre o arco de curva acd.

Por serem «, 5, A, B, os pontos correspondentes aos numeros complexos ¢ (), o (x-}- 1),

(), b (et h), temos

ab ! @(m—{—/),—@(az)
T Ve b

[
i
I
1

Temos tambem

ds _VdXiydy: | dgo(z) ()
do T ve 1 IO

| ax? L dy?*

Logo, applicando o lemma precedente, vé-se que existe um numero 2, correspondente &
um valor de 4 () representado por um ponto da recta AB, e portanto comprehendido entre
x e x+h, tal que &

‘_’(m > cp(x+7z)—m( ):
| Vi) =] bt —@ ]




€ portanto
pleih)—o(@ _, o @)
bbb —4h) " Yy’

J representando um numero complexo cujo modulo ndo pode ser superior & unidade.

A esta igualdade podemos ainda dar outra furma. Seja KL (1) a recta descripta pelo
ponto z, K, N e I os pontos correspondentes aos imaginarios a, @ e @ -4, o o angulo d'esta
recta com o eixo das abscissas, o/, p”, R, & as distancias OK, Ol.,, ON e CO. Teremos

w=0b-p' e, with=0-Lp'e®, w=0-Re?,
€ portanto

SN

J — (Pr/ _ P/> ei(-), P — = (R . Pr) v
mas
R—p'<p"—0';
R—p"=0(p"—p),
0 representando uma quantidade real comprehendida entre O el e por consequencia
@y —ax=0(p" —p) e = 0h.
Temos pois a igualdade

o o@th)—o@ .
) Ve h =@

o' (- 0k)
FACEIAR

A formula que vimos de achar differe s6 pelo factor 2 da formula correspondente do nu-
mero 10,

23. Pondo

V@) = (2 - h—2)7,
e notando que, se representarmos por p o modulo de 2, temos

(4

=l pe

(1) I facil tragar a figura. Basta tirar duas rectas perpendiculaves Cx e Cy e, por wm ponto O de (',
tirar depois a recta OKNL.
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vé-se que &
Xy+iYy = "'H (z) = (p" — p)? e — (p" — p)? (cosp -2 sen p m),
€ portanto

Xi=(p"—p)fcospo, Yi=("—p)fsenpo,

Yy =X tang p v,

Logo, quando z descreve a recta KL, & (z) descreve uma recta AB.
Podemos, pois, applicar a formula (3) 4 funcgiio precedente, o que dé
» POIS, app ¢a0 p 104

¢’ (- 0h)

go(w—(—h)——cp(m):)]zpu#e}?*l—.

Applicando esta formula &4 funegio considerada no numero 10,

¢@=fleth)—f&)—(@+h—2)f ()

(w+h—zyp—1

1
—g et @y e /T @

vem a formula de Darboux

hn—1

A1) =@ @) g s @) R,

..

hn (1 — e)n —p

S W T oy y

F (a1 OR),

que é a extensdo ao caso das variaveis complexas das formulas (1) e (27) do numero 10.

24. Mansion, na memoria ja citada, deu uma demonstragiio puramente analytica do theo-
rema de Darboux. Mais tarde, no sea Résumé du Cours d’' Analyse, publicado em 1887, deu
4 expressio de R, uma outra forma que serve para os mesmos fins que a anterior, da qual

nio differe essencialmente, mas cuja demonstracllo analytica é mais simples e directa.
Parte para isso da expressio de R, dada no numero 20, onde pde

8 \e—p )
bt =Bet, ‘(21. : .(Z;L Ty /Ol = Ot
(1 — a7

) (g 030) = id .
12(”’“1)}7 f (a/ : 8_1) De ;



o que da

R, = BC cos (b +¢) -+~ BDi sen (b -+ d) = He,

representando por H a quantidade

s -

H=B?*C2?cos? (b+c¢) +B*D?sen? (b {-d)]

Suppondo agora C>D, temos H2Z 2B?C? e portanto H=1 BC }/5, onde Ay representa um
factor positivo igual ou inferior 4 unidade.

Logo
. 1—6yye—7
— /O i la—b— o) pn ,_;(_4___1_ (n) ]
Ry =dujze e T @),
ou
. ’a h?l (1 - e‘l)n - (1) 0
R =22 5oy S @ 0h),

onde |A| = 1. B esta formula que pretendiamos achar.

Se for D> C, demonstra-se o theorema do mesmo modo, pondo H =24 BD ]/5

25. Por meio de qualquer das formulas, que vimos de achar, pode-se obter o desenvol-
vimento em série das funcgdes elementares €%, (1-4-a)¢, log (14 x),..., procedendo como no
caso das funcgOes de variaveis reaes. Aqui vamos considerar sémente a funcglo (14, de
cujo desenvolvimento temos de usar adiante.

Temos n’este caso

“:g*‘ Ek—1)...(k—a+1) 4o

Lo — 1

(Irof=1- ey 1.2...a B

S kG—1).. . (k—=nt1) 1—0 |t Pt
R,=7 T2 1) m<1'”+93c) (1 4+ fa)r— 1,

1) Se o modulo p de @ é mevor do que a unidade, a quantidade

1.2...(n—1)
tende, como é sabido, para O quando n tende para o infinito. Além d’isso é

RN }T¥92p2—1—29p0030)< 1—6p '
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Logo R, tende para O quando » tende para o, ¢ o binomio considerado pode ser des-
envolvido em série ordenada segundo as potencias de x pela formula

czo kk—1)...(k—ai1)
i

(Itaf=14 2 1.2.. .4 S

2) Se o modulo p é maior do que a unidade, a série precedente ¢ divergente.

O estudo do caso em que p é igual 4 unidade ndo serd aqui feito. A respeito d’elle pode
consultar-se a memoria de Abel sobre o binomio (Oeuvres, t. 1) ou ainda os trabalhos de
Mansion anteriormente citados.

Deve-se observar que, no caso de & ser um numero fraccionario ou um numero irracional
a funcglo (1--x)F tem muitos ramos. A série anterior dd o desenvolvimento do ramo que se
reduz 4 unidade quando @=0. Para achar o desenvolvimento dos outros ramos basta »tten-
der a que estdo todos comprehendidos na expressio 1% (1 + «)f, onde se deve substituir 1%
pelos seus diversos valores e (14-a)F pelo desenvolvimento que vimos de achar.

b




CAPITULO 111

Continuaciio do estudo da série de Taylor,
no caso das funcgdes de variaveis complexas.
Methodo de Cauchy

26. O methodo para o estudo da série de Taylor, que vamos agora considerar, é devido
a Cauchy ¢ é fundado n'uma theoria importante, devida a este grande geometra, da qual elle
fez muitas e notaveis applicagdes. Esta theoria, que vamos expdr succintamente, foi publicada
em 1825 na sua bella e importante Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites
Tmaginaires,

Consideremos uma curva composta de muitos arcos AB, BC, CD,. .. taes que, em cada
um, a cada valor de @ corresponda um unico valor da ordenada, sejam «, b, ¢, d,... as
abscissas dos pontos A, B, C,... e yi, 12, y3,... funcgdes de @, que representam os valores
que toma y respectivamente nos arcos AB, BC, CD,... Chama-se integral curvilineo de
Sz, y)da tomado ao longo da curva ABCD..., que designaremos por S, e representa-se

”

pela notagfo / S, y)de a somma :
$

o

b " d
/f("?,yx)dw+/f(x7,7j2)dm+/f(x,y3)dm—{~...
13 v b ¢

D’esta definigio resulta immediatamente que, se a curva S f6r descripta no sentido
DCBA, contrario ao precedente, o integral ao longo d’esta curva conserva o mesmo valor
absoluto e muda de signal.

Quando a curva 8 é fechada, o integral pode ser tomado em sentido tal que a 4rea, que
ella limita, fique 4 esquerda de um observador que percorra aquella curva movendo-se no
mesmo sentido, ou 4 direita d’este observador. O primeiro sentido diz-se directo, o segundo
retrogrado.

*
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Posto isto, vamos demonstrar o theorema fundamental, devido a Cauchy:

Se na drea limitada por wma curva fechada as funcgdes o (x, y), ¢ (x, y),%?, % forem

_ , oode dy , /
continuas e tiver lsgar a condiclo Egj = 39:’ o integral de ¢ (x,y) de -+ Uz, y) dy, tomado av
longo da curva considerada em sentido determinado, é nullo.

A demonstragio que Cauchy deu d’este theorema ¢é fundada nos principios do calculo das
variagles. Mais tarde Riemann deu outra demonstragio do mesmo theorema fundada em um
theorema importante de G. Green, que adiante serd estabelecido. Aqui vamos apresentar uma
demonstragio mais directa e que é fundada nos prinecipios mais elementares do caleulo integral-

Consideremos primeiramente uma drea ABCD, limitada por uma recta AD, parallela ao
eixo das ordenadas, por duas rectas AB e DC, parallelas ao eixo das abscissas, e por uma
linha recta ou curva BC, e sejam

= f1 (), y =/ )

as equagdes da linha ABC (fi e fa representando uma funcglo ao longo de AB e outra funcgio
ao longo de BC, e s representando o comprimento dos arcos d’esta linha, contados a partir
do ponto A) e sy o valor que toma s no ponto C.

Integrar a expressio ¢ (x,y)de ¢ (x,y)dy ao longo de ABC entre os pontos A e C,
cujas coordenadas sdo (20, yo) e (21, 71), é procurar o valor que toma no ponto C, onde s = sy,
a funcglo dag variaveis « e y, dependentes de s, que satisfaz 4 condig¢fo

du du
%dw+@dz/=so (@, y) de 1§ (2, ) dy,

7

e que ¢ nulla quando s=20.
Para determinar u, podemos empregar as equagdes

du du
da =9 (w’ Y, ﬁ? = Hb (e, Y)s

que dfo primeiramente

X
u:/ ¢ (@, y) dx =+ 5 (y),
L)

e depois

_du d [ di (y)
w,y)—d—y—@f%eo<w,y>dw+~@~,

dg
dy
funcgdes continuas de « e y no intervallo de xp a @, o theorema de Leibnitz relativa 4 diffe-

ou, notando que, ¢(wx,y) e sendo, para cada valor de y comprehendido entre yo e wi,



renciagio dos integraes & applicavel ao integral que entra n’esta igualdade,

v dyp (x, de (
@(w,y>=f LD 4o B,
Ly

dy Ay
ou
v dy do (y) Cde(y
! — YT Jp o W | 4 T
Y (:L',:l/) « d dac dj/ d (=, Y) Y(m07y> i dy 3
e portanto
Y
0(y) =fy b (@0, y) dy.
Temos pois

T T
w=["o e et [ Yoy
To

4 x

O valor que toma w no ponto (x1,y1) é pois igual 4 quantidade

It Ty
/ ¢ (a0, ) Ay +f 9 (@, 1) dev.
< Yo o

Analysando esta expressdo, vé-se que a primeira parcella coincide com o resultado que
se obtem integrando ¢ (z,y)de+{ (x, y)dy ao longo de AD, e que a segunda parcella coin-
cide com o resultado que se obtem integrando a mesma expressio ao longo de DC. Logo
temos, representando por (ABC), (ADC), etc. os integraes da expressfo considerada, toma-
dos respectivamente ao longo de ABC, ADC, etc.,

(ABC)= (ADC) = — (CDA),
e portanto

(ABCDA) =0.
Consideremos agora uma &rea limitada por um contorno qualquer S. Decompondo-a, por

meio de rectas auxiliares, parallelas aos eixos coordenados, em 4reas parciaes limitadas por
contornos Sy, Se,. .., S, que estejam nas condigdes que vimos de considerar, temos

f[cp(w, yda -+ (2, 9) dy) = zf [o () d+ & (2 9) g,
S m=1/ Sm

estes contornos sendo todos percorridos no mesmo sentido relativamente 4s dreas que li-

mitam.
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Com effeito, no segundo membro d’esta igualdade entram os integraes relativos a todos
os lados das figuras em que se decompoz a drea dada. Os integraes que correspondem Aas
rectas auxiliares sio dois a dois eguaes e de signal contrario, por ser cada recta descripta duas
vezes, cada uma em seu sentido, quando (x,y) descreve os contornos de duas figuras adja-
centes, reunidas pela recta considerada; e os integraes correspondentes ds linhas que fazem
parte do contorno 8, dio uma somma igual ao primeiro membro d’esta igualdade, por ser S
a somma d’estas linhas.

Basta agora attender a que os integraes que entram no segundo membro sfo todos nullos,
para concluir que é

[, o0 dot-4 @, 5) 1 ~0.

O theorema que vimos de demonstrar tem applicagdes importantes em Analyse e em Phy-
sica mathematica. Aqui vamos immediatamente applical-o 4 demonstragio de um theorema
relativo 4s funcgBes de variaveis complexas, por meio da qual Cauchy deduziu a formula de

Taylor.
27. Consideremos uma funcg¢iio da variavel complexa z==x -4y

f(z)=u+ivv

onde u e v representam funcgdes de 2 e y, e supponhamos que esta funcglo admitte deri-
vada. Sabe-se que n’este caso u e v satisfazem 4s equagdes

du dv  du dv
) =@ & dy

du du dv dv
de’ dy’ dax’ dy
continuas de x e g, u -+ tv admitte derivada. Sabe-se tambem que esta derivada é dada pela
formula

e que, reciprocamente, se u e v satisfazem a estas equagdes e sfo funcgdes

du dv
v Ldv
U i

As funcgdes que admittem derivada sdo as unicas que ha interesse em estudar, e dd-se-lhes
o nome de funcgles monogeneas ou analyticas.

A funcclio f(z) pode ter um s6 valor para cada valor de z ou muitos. No primeiro d’estes
casos a funcglo diz-se uniforme ou monodroma. No segundo caso, se considerarmos, para
determinar completamente a funcgfo, um dos valores que f(2) toma em um ponto B como



valor inicial, o valor que a funcefio toma n’um ponto qualquer D da drea A, limitada por um
contorno 8, quando z descreve uma curva que ligue D a B, deve ser determinado pela con-
digio de f(2) variar de uma maneira continua quando z descreve esta curva. Se este valor
¢ sempre o mesmo, qualquer que seja a linha descripta pelo ponto 2z, quando vae de B a D
sem sahir da drea A, a func¢Ro diz-se ainda uniforme ou monodroma na drea considerada.
No caso contrario diz-se multiforme ou polydroma.

Se a funcglo f(2) for monogenea, uniforme e continua em todos os pontos de uma drea A
e, além d’isso, as derivadas parciaes de u e v relativamente a # e y forem funcgBes continuas
d’estas variavels, diremos, com Cauchy, que a funccio f(2) é synectica na drea A,

28. Dosto isto, temos por defini¢lo, representando por S o contorno da drea A,

/ f(2)dz= / (- i) (do - idy) — / (i —vdy) i / (vda: —+ udy).
JS S s ¥,

S

Se a funcglo f(2) é synectica na drea A, temos iambem, em virtude do theorema de-

monstrado no numero 26 e das formulas (A),

/(vdy‘udw)::o, /(udy+vdm)=0;
s ]

& portanto

/sf@ dz=0.

Podemos pois ennunciar o theorema seguinte:

Se o funcclo f(z) for synectica na drea A, limitada por wma curva fechada, o integral
de f(2)dz, tomado no longo do contorno da drea, é nullo.

Este theorema, publicado por Cauchy em 182D na sua Memoria celebre sobre os integraes
tomados entre limites imaginarios, atraz citada, foi a base dos trabalhos d’este eminente geo-
metra sobre a theoria das funcgles de variaveis complexas. Entre os corollarios que d’elle se
deduzem notaremos os seguintes, de que teremos de fazer uso:

1.° Se a funcelo f(z) for synectica na drea limitada por uma curva exterior S e pelas

curvas intertores ci, ca,. .., emos

/sf (©) de= /f (2) dz+ / @t

o0s contornos S, ¢i, ca,. .. sendo descriplos todos no mesmo sentido relativamente ds dreas in-

teriores.



Com effeito, o contorno fechado EDGKDEBAHABFE limita uma 4rea na qual a funcg¢io
¢ synectica; logo o theorema precedente ¢ applicavel, e temos, representando por (ED),
(DGKD), ete., os integraes de f(z)dz tomados ao longo de ED, DGKD, etc.,

(ED)--(DGKD) - (DE) 4 (EB) 4 (BA) + (AHLA) -+ (AB) + (BFE) = 0.

Mas
(ED)=—(DE), (BA)=—(AB).
Logo temos
(DGKD) -+ (EB)+ (AHLA) + (BFE) =0,
ou

(EFBE) = (DGKD) - (AHLA),

o que demonstra o theorema enunciado.
2.° Se f(z) for synectica na drea limitada por wm unico contorno S e se a representar

wm ponto do interior desta dren, serd

(B) f@y=—p [ LOE

sz-a’

S sendo descripto no sentido directo.
Temos, com effeito, representando por ¢ uma circumferencia de raio p, cujo centro seja
o ponto representado por « e que esteja collocada no interior da curva S,

f@de [ fe)de

s z—a e Z2—@

Mas, pondo z— a = pei’, vem
3 7

X
LE% [ r a1 pev) don
0

Logo, pondo ¢=f (a4 pe!) — f(a), temos

i f(z) dz _ fla)de _; {/‘Qﬁf(a> " +/2ﬁ sdw}.
0 [}

s z2—a |, z—a

Notando agora que, por ser a func¢lo f(z) continua no ponto @, |¢| pode tornar-se menor
do que qualquer numero positivo d, por mais pequeno que seja, dando a p valores sufficien-



temente pequenocs, e que ¢

P % N
lf edm}<f [e]dm < 20w,
0 IJo

obtém-se a formula procurada

f . f;(.?%i ~i /;%f(a) d = 2ir f (a).

3. Se a func¢lo f(z) for synectica na drea 4, limitada por um contorno exterior S e por
um conforno interior S, ¢ se a representar um ponto do interior d’esta drea, é

2) d, (2) dz -
PN N L O

iz s z—a 2im |y z—a

L o que resulta dos dois corollarios precedentes, que d&o

i 7
Z—da ¢ Z—da

fle)de [ f@dze | [ f(z)dz
[ ok o0

. 1/ ) d
F) =g [ L2

Deve observar-se que, no theorema que vimos de demonstrar, S deve ser descripto no
sentido directo e 8 no sentido retrogrado relativamente 4 drea A, que limitam.

29. Se a funcelo f(2) é synectica na drea Umitada pela curva S', temos, n’um ponto
qualquer a do interior d'esta drea, a igualdade

in g (2— a)“j‘T ’

£ () — 1.2...n /" f{z)dz

que dd as derivadas de f{a).
Temos, com effeito, por definigio

f/(“)——-lim/ ﬂfflﬁé
S

k=0

mas

1 1 h h?

t—a—h  z—a | (z-— a)? - @—aj(z—a—h) ;

&
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logo

= M—i—lim/ Rf(2) dz

s(z—a)  ,-o)s z—a)(z—a—h)’

S (@)

Basta attender agora a que temos, representando por M o maior valor que toma
/(@)
(z—a2(z—a-—h)
=1V da? 4 dy? = ds (s representa o comprimento do arco que une o ponto ( ao ponto fixo
¥ p p q p yy)aop
que se toma para origem dos arcos),
<
s

para concluir que a segunda das parcellas que entram na expressio de f’(a) tende para O
quando A tende para 0, e que portanto temos

, quando z descreve a curva S e notando que é |dz|=|dx - idy

/(@) d

(z—a)*(z—a—h)

<MS,

/" f(z)dz
]

(z—a)¥(z—a—h)

1 f(z)da

2ir s (z—a)?

S'(a)=
Do mesmo modo se acham as derivadas seguintes.

30. Habilitados com os theoremas que vimos de demonstrar, podemos agora estender,
seguindo Cauchy, a formula de Taylor ao caso das funcgles de variaveis complexas.

Seja f(«) uma funcglo synectica da variavel complexa 2 na drea limitada por um con-
torno 8, sejam a e = dois numeros representados por dois pontos do interior da mesma 4rea
e seja z um numero representado por um ponto do contorno.

A identidade

1 1 e—a @—ar—t  (z—ar
z—x  z—a @ (z—a)® o (z—a) (z—ay(z—x)’

e depois, multiplicando ambos os membros por f(z)dz e integrando ao longo do contorno S,

f@dz _ [ f@dz | (o—ay [ L@

§ T—x s 2—a s(z—a)“~’

: 5 f(Z) dz " f(z) dz
Tt 1/s Fmay T /s Gy
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Temos porém (numeros 28 e 29)

; . (2)d o " f(2)dz
2irf (a) =_/s —f———z(?az, 2inf (x) :/S i}jﬁ%‘?
1.2...71/ fi2)dz

£ (a) =

29w S (z—a)”+‘ )
Logo ¢

(2-—ayr—1

f@=fla)+(@x—a)f (a)+...+ mﬂ” —H(a)+ Ry,

onde

R, — (x—‘u)" / fizds
S

21w (:~a)"(z—:zé)'

Temos assim a formula de Taylor com uma expressio do resto da qual Cauchy deduziu,
na sua importante Mémoire sur le Calcul des résidus et le Caloul des limites (1), apresentada
em 1831 4 Academia de Turin, o seguinte theorema, que constitue uma das suas mais bellas
descobertas:

Se a funcgdo f(z) é synectica na drea limitada por uma circumferencia, cujo centro é o
ponto correspondente a a, e se x representa wm ponto qualquer do interior d’esta drea, tem

logar o desenvolvimento em série

(m__ a)n

f@=Ff@)@—a)f @t d -y (@)

Supponhamos, com effeito, que S representa uma circumferencia cujo centro é o ponto
correspondente a a. Para todos os pontos z do contorno e para todos os pontos = do interior
tem n'este caso logar a desigualdade

r—al<|z—al.

Por outra parte, da desigualdade seguinte, que resulta immediatamente da noglo de in-
tegral definido,

REACIEPA
B

deduz-se, notando que é |dz| =V¢tlw‘f + dy; = ds (pondo z =+ dy;) e representando por M

(1) Ezercices & Analyse et de Physique mathématique, t. 11, pag. b0,
Y yseq pag

*
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. "(2) . .
o malor valor que toma A—t, quando z descreve a circumferencia S,
¥

I SM|a—al
‘R,, <H= |-
| T Z—a

Basta attender agora a que é |z—a|<|z—a! para concluir que |[R,| tende para O
quando n tende para o infinito, e portanto que f(x) pode ser desenvolvida pela série de
Taylor.

31. Nio nos occuparemos aqui a deduzir as consequencias importantes que se tiram
d’este theorema nem a mostrar o papel fundamental que elle representa na theoria geral das
funcgdes (1), Faremos sémente excepgiio para a proposicio seguinte, porque teremos de fazer
d’ella uso adiante.

Seja f(x) uma funcgdo synectica na area A, limitada por um contorno S, e procuremos o
numero de raizes que a equagio f(x) =0 tem no interior d’este contorno.

Sejam a, b, ¢,... estas raizes e m, n,... os seus graus de multiplicidade, e represen-
tem-se por 8, ®, ete. circumferencias cujos centros sejam os pontos correspondentes a
@, b,... e cujos raios sejam tRo pequenos que ellas nfo cortem o contorno 8 e cada nma
contenha no interior s§ uma raiz.

Teremos (numero 28 --1.°)

/' 1‘" (z)dz _ /" frzds /" 1 (2)dz L
s Sy S e fGTTTT

e, em virtude do theorema anterior,

f@)=(@—a)" Py (x—a),
f (@) =(@— b s (z—a),

Py(x—a), Pa(x —a),... representando séries ordenadas respectivamente segundo as po-
tencias de w-—a, x—b&,..., e a primeira igualdade tendo logar na 4rea limitada pelo con-
torno &', a segunda na drea limitada pelo contorno 8, ete,

(% Para um estudo desenvolvido da theoria geral das func¢des monogeneas pode consultar-se, entre
outras obras, a seguinte: A. R. Forsyth, Thenry of Functions of a complex variable, London, 1893.
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Das igualdades anteriores tira-se

I (@) m , P (a*—~a)
f@)  x—a ' Piaz—a)’

f® _ n P, (x —b)
j(a:) x—b DPa(w—b)’

¢ portanto (numero 28)

f(2)dz =_fn'zﬁ/ =,

Zu. s fla) 217

f’ ) n / dz
2 i~ 8 j( ) 22::1/ "

; 7‘(~\/]z
m-Fn-4-... = 9?“‘[‘ 3

Esta formula d4 o numero de raizes da equaciio f(x)=

Temos pois

0, contidas no interior do con-
torno S, expresso por meio de um integral curvilineo tomado ao longo do contorno.

32. Passando agora a considerar os desenvolvimentos ordenados segundo as potencias
inteiras, positivas e negativas, da variavel, seja f(2) uma funcglo syneetica na drea annular
limitada por duas circumferencias concentricas de raio R e R/, e sejam « um ponto qualquer
do interior d’esta drea e a o centro das circumferencias.

Temos n’este caso (numero 28 — 3.°)

fa— (L@ 1 [ f@ds

2ir g z2—= 29%n |y 22—

?

~

representando por S e 8’ as circumferencias de raio R e R’ consideradas.

Applicando ao primeiro integral a analyse desenvolvida no numero 30, vem

s 3—@x

F@)d ffwd /f@d’ o p—apt [ L2

2 sG—ar

Para achar o segundo integral partiremos da igualdade

v T @—ar T T Geapr @2

1 __[ 1 z—a | , z—ay =t (z—a) }



que d&
f(Z)dz _ 1 ~ o 1 ) 7
=l e T Mt
1 .
- v — e aq\n—1 R ,
(m—a,)"/y<z a) FG)da+R,,
onde
Ry—— [ (:z ) f(3)dz
! JS\NT—da £—2 *

Por ser, ao longo de 8, |z—al<|x—a]|, vé-se, procedendo como se fez no numero 30
a respeito de R,, que |R/,| tende para O quando n tende para o infinito.

Logo temos a formula
B,

Ce—

I 48

Ay(w—ayn
0

n

I b48

J(x)=

onde é (numero 28 —1.°)

1 f(2)dz
T / o G—ap D

1 o (z—ay —1f(z)da.

]) = o3
U 24x
A formula que vimos de achar é conhecida pelo nome de formula de Laurent e tem uma
importancia consideravel na theoria das funcgBes. Foi apresentada por este geometra 4 Aca-
demia das Sciencias de Paris em 1843 e foi objecto de um parecer de Cauchy, onde se in-

dicam diversos modos de a obter (Comptes rendus, t. XvI).
Pondo z—a=R'e", pode-se ainda exprimir A, e B, por meio dos integraes definidos

1 T o )
Z’RT/ Jla+1R e =M,
v . 0

A, =

R (7 |
Bn — f (u %‘ R/ 6“')) M oy,
0

2%




CAPITULO IV

Continuacio do estudo da série de Taylox
no caso das funcc¢des de variaveis complexas.
Methodo de Riemann

33. Seja f(2)=u-Fiv uma funcclio monogenea da variavel complexa z=2x-l-iy. J&
dissemos que as funegdes u e v devem satisfazer ds equagdes

du dv dv  du

@ = T de Gy dw
e portanto 4s equagles seguintes, que resultam das anteriores:

d?u d“zu__ dav_Ld?v
W= mtgE—

As propriedades das funcgBes monogeneas podem, pois, ser tiradas das propriedades das
funcgles que satisfazem 4 equago 4s derivadas parciaes de segunda ordem

&7 &

2 il
(2) dacQery

9 v

4s quaes se d4 o nome de funcedes harmonicas.
Para ver como por este methodo, proposto por Riemann (1), se obtem a formula de Taylor

(Y Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer vardnderlichen complexen Grosse, 1851,
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e o theorema de Cauchy demonstrado no numero 30, vamos estudar algumas propriedades

das funcg¢des harmonicas das quaes teremos de fazer uso (1).

34. Para estudar as propriedades das funcgles que satisfazem 4 equagio (2) fundou-se
Riemann n’um theorema importante, publicado em 1828 por G. Green, que vamos primeira-
p » P ’
mente demonstrar.
Consideremos o integral duplo seguinte, referido a uma drea A limitada por uma curva
; p
que nfo possa ser cortada em mais de dois pontos pelas rectas parallelas aos eixos das coor-

denadas e na qual a funcglo f(x, y) seja continua:

: o
[ s izas=["ay [ s
JJ A a o

-onde ay =01 (y), wa="062(y) sdo as equacdes (?) dos arcos MQP e MNP da curva, que limita
A, e a, b sho as ordenadas dos pontos M e P, onde as ordenadas sfo minima e maxima;

e seja
Jfepde=F @y,

C representando uma constante arbitraria.
Teremos

? b b
[[ t@pdedy=] ¥ @ g)dy— F o)
oA a a

Por outra parte, representando por S a curva que limita A e attendendo 4 defini¢iio de

integral curvilineo dada no numero 26, temos tambem

» 7l "
‘/1?(1'7.7/)(].7/:/ F(x‘-’??/)dg/—i“/ F(wl7.7/)d?7

S Vot b

o integral sendo tomado ac longo d’esta curva n’um sentido tal que A fique 4 esquerda de
um ohservador que percorra o seu contorno (sentido a que se d4, como j4 dissemos, o nome

de directo).

(1} Para wmn estudo mais completo das funcgdes harmonicas veja-se: Picard, Traité d’ Analyse, t. 11, 1892,
(2) E facil descrever a figura. Basta tragar dois cixos coordenados Oz e Oy e uma curva fechada que
niio possa ser cortada pelas rectas parallelas aos eixos em mais de dois pontos, e representar depois respe-
ctivamente por M e P os pontos de ordenada minima e maxima e por Q e N os pontos de abscissa minima

e maxima.
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D’estas igualdades resulta a formula

(@) fﬁf(w,y)dwdy=fﬁiF—$’~@dwdy=[s F(z,y)dy.

Do mesmo modo se demonstra a formula

o frensn [ D ngy [ w

suppondo que o contorno S é ainda descripto no sentido directo.

As formulas precedentes podem ser extendidas ao caso de A ter uma forma differente da
que vimos de considerar. Decompondo A em outras figuras Ay, As, As,... cujos contornos
nfo sejam cortados pelas rectas parallelas aos eixos coordenados em mais de dois pontos, estes
contornos sio formados por por¢des do contorno A, as quaes representaremos por Sy, Se,. ..
e pelas linhas anxiliares empregadas para fazer a decomposi¢iio de A nas figuras Ay, Ag,. ..,
48 quaes representaremos por sy, s2,... Logo temos, suppondo que os contornos Ay, As,...
sdo descriptos no sentido directo,

[[ e teiy=s[[ repaziy=2] Fend x| ey
A A S 5

E facil porém de ver que cada linha s, so,... é descripta duas vezes, uma em cada
sentido, quando sfo descriptos os contornos de duas dreas separadas por esta linha; portanto,
a cada parcella da somma X f (=, y)dy corresponde outra igual e de signal contrario, esta

si

somma é nulla e temos

|[ s nizay=2] Pgiy=| Py

353. As formulas (a) e (6) sdo as formulas de Green, que pretendiamos achar. Antes de
as applicar ao estudo das funcgdes harmonicas, observaremos que Riemann tirou d’ellas o
. , N b dw
theorema de Cauchy demonstrado no numero 26, applicando-as 4s funccdes T & T Vem,
ax ay
com efleito,

b [ dy
fﬁggclwcly=/s¢(wyy)dy, //A@daﬁdy:*fs?(x,y)dw,
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e portanto

I' o

Basta attender agora a que as funcgdes < e ¢ consideradas no numero 26 satisfazem, por hy-

do dd
e :?Z%’ para se obter a igualdade

pothese, 4 condigio Ty

/S (9 @, ) de -+ (2, 9) dy] = O,

que pretendiamos demonstrar.

36. Passando agora ao estudo das funcgdes harmonicas, vamos primeiramente achar,
fundados nas formulas de Green, uma expr essBo d’estas funcgdes por meio de um integral
curvilineo.

Sejam U e V duas funceBes de « e y continuas, assim como as suas derivadas parciaes
de primeira ordem, na 4rea A, limitada por um contorno S, e seja tambem continua na

A

i + —— T . Applicando o theorema de Green 4 funcclio

mesma 4area 4 somma

dU dV dU dV U(d'zV "V)
o dz ay dy TN EE T

que é igual a

d dVv d av
%(U%>+d—y(”@')’

vem.

A dV &V
// dw = Ty dy e _/ y—*dw ~// “dy? )dwdy’

e portanto, se V representar uma funce¢fio harmonica,

du dv  dU dV)d doy — dVd dVd)
@ g )= Y=gy )

Do mesmo modo se acha, U representando uma funcgio harmoniea,

dUdV dUdeJ_ dU dUd)
A C—— 7 CZJ da dy & x|



D’esta igualdade e da anterior resulta a seguinte:

av A% dU au

que d4, pondo U==1, visto que 1 é uma soluglio da equagio (2),

av A%

Se a drea A for limitada por um contorno exterior C e por um contorno interior ¢, tere-
mos, applicando a formula (3) a0 contorno uvico EFBEDKGDE, e representando por (EFBE),
(D), etc. os integraes da funcelo que entra em (3), tomados respectivamente ao longo de
E¥FBE, ED, etc.,

(EFBE) - (ED)+ (DKGD)4- (DE) =0
ou, por ser (ED)=-— (DE),
(EFBE)+(DKGD)=0

ou

(EFBE) = (DGKD).

Porisso, suppondo que os contornos C e ¢ siio descriptos no sentido indicado pelas flechas,
podemos escrever a igualdade

oAV v JU ,du
/JU(% Y= clm)—V(—ﬁdy——Ei cza;-”

av av U au

E facil verificar que a funcgio

U =logz,

onde

e=} (@—aP+(y—0),

satisfaz 4 equagdo (2), e portanto que a funcglio logz ¢ harmonica. A formula anterior d4

*
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porisso, suppondo que o ponto (a, &) estd no interior da curva c,

[ dav av dlogz dlogz
| ros (G =g ar) -V (Tt T e )|

AV A dlogz . dlogz ,

37. Tomemos agora para contorno interior ¢ uma circumferencia de raio p e centro (a, ),

e supponhamos que a funcgio V e suas derivadas parciaes de primeira ordem sfo funcgdes
continuas de @ e y em toda a drea limitada por C. Teremos, pondo

x=a-+pcost, y=>b-{psent,

e attendendo 4 formula (4),

dv av av A%
(6) ﬂlogz<gm—dg—ﬂ?dm>=logpﬁ <—Jw—dg/—wdw>:0,

dlogz dlogz >__/‘ <m—a B y—b N ~/3«-
/av<ﬁd53_*dy— dy - du ) = OV 2 dy g dz>_ cht-— . Vdt.

Tornando explicitas as variaveis « e y que entram em V, podemos substituir V por

V (x, y) e temos, applicando o primeiro theorema dos medios valores dos integraes definidos,

9% 9
f th=f V(a+pcost, b+psent)dt=2%V (a--pcosty, b+ psenty)dt,
0 0

¢ representando um numero comprehendido entre O e 2%, A igualdade anterior d4 portanto

dlogz dlogz |
/;V <%g_ y~733—- dac> =27V (¢ pcosty, b--psenty),

e, Tazendo tender p para zero,

l >
/ AY <£Z~Id(§ﬁ oy — £ Idoygz dac) = 2%V (a, b).

D’esta ignaldade e das igunaldades (B) e (6) tira-se finalmente a formula seguinte:

1 A Ay Jlog dlog z )
r e . o o o v o - R =2
(0 {a,b) = 5= /c{lob z < . dy 7 dac> \ < T dy b da ],

o
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que d4 os valores da funcglo harmonica V expressos por melo de um integral definido e que
representa no methodo de Riemann o mesmo papel que aigualdade (B) do numero 28 repre-
senta no methodo de Cauchy.

38. Para dar um segundo passo para a resolucio da questio que estamos considerando,
vamos tirar d’esta formula outra que dé os valores de V expressos por um integral definido
ordinario. Para isso vamos porém primeiramente demonstrar um lemma de que teremos de
fazer uso.

Consideremos um circulo de centro O e raio R, e seja A um ponto collocado no interior
d’este circulo, cujas coordenadas sio a e b.

Vejamos se existe um ponto B, exterior ao circulo, tal que seja constante, para todos os

. . ~ AM
pontos M da circumferencia, a razlo BM°

Representando por « e B as coordenadas do ponto B, por @ e y as do ponto M e por c?
uma constante, teremos

AM? 22 (=)t (y—0)?
BM* &4 (@—af(y—B)?

2
?

e portanto, sendo O a origem das coordenadas,
R2—2ax —2by 4 a4+ 0% = ? (R? — 2o — 2By + «* -+ B?),
ou, pondo a=pcosy, b=pseney, a=rp;cosqy,=0p1seny,
R*—2px cos 9 — 2py sen ¢ - p? = ¢* [R? — 2pjx cos o1 — 2pyy sen oy -+ p? .
Satisfaz-se a esta igualdade pondo

R2
(8) pr= 77 =R

3

2y
—

como é facil verificar, e vé-se que é p; > R.

D’estas igualdades conclue-se o lemma seguinte:

Dado um circulo de raio R ¢ um ponto A no interior, existe outro ponto B, exterior ao
mesmo circulo e situado sobre a recta que une o primeiro ponto ao centro do circulo, tal que a
razdo geometrica das distancius AM ¢ BM ¢ constante, qualquer que seja M. A distancia do
ponto B ao centro do circulo ¢ dada pela primeira das formulas (8) e o valor da constante é
dado pela sequnda.
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39. DPosto isto, tomemos para contorno da integraclo na igualdade (7) a circumferencia
. . . , 1
a que vimos de nos referir, e notemos que a igualdade (3) d4, pondo U=—2~10g [(x— a)?

-+ (y—B)*] =log 21 e attendendo a que logzi e V siio funcgBes continuas de 2 e y no interior
da drea A,

17 av. .. dv "dlog 24 dlog z1 _
—«QﬂJC{Iogu(—d?dg——Fy—dm)mV( Bty -t dwﬂ_o

e a que a igualdade (4), d4, por ser z constante,

24

1 z (dV av
— QK/C logz—1 <—%dy——@«dm> =0,

Sommando membro a membro estas igualdades e a igualdade (7), vem

1 dlog z4 d log 21 dlogz dlogz
V(a,b)——ﬁ/CV{——dE-——dy——— a dx — - dy + 7 dex |,

ou

V(CL,b):_Tﬁf V[“’”:“ dy— 48 e R dy—%y—_gidm}
C z 2 2

"~ 1 1 ~©

1 V P‘Z 92
Vit ==y | | om0ty —f =B de—@—aydy+ =) de |

1 \'% 4
o [ ey (9 () — (ot — aTE) iy + (2 — 810 )
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Pondo nesta formula
xz=Rcosd, zy=DRsend
e attendendo 4 igualdade
2?=(r—a)?+(y—0b)=Rcosd—pcosg)* 4 (Rsend —nsgenv)? = R*-+o? — 2Rp cos ($ — 1),

vem a formula

aT 3 sen { 2 — 02} dd
V (4, 5)— 1/ V (Rcosd, Rsend) (R2—p%) dd

2% [, R?—2Rpcos(p—o)4p*

que determina, por meio de um integral definido, os valores que a funcg¢io harmonica V (a, b)
toma no interior do contorno C.

40. Partindo d’este integral, vamos exprimir os valores da funcgfio harmonica por meio
de um desenvolvimento em série.
E facil de ver que ¢

R¥—¢? R R
=-—1 - .
R2—2Rpcos (4 —¢) - p? +R_9@Z(4'—<?)+R_Pe—z('@~“¢?)’
R 1 oy O emi(i—e) _”_.Pee("J”)“'@_‘?)‘
R__Pesl(""'_?) m=1 Rm Rn 1{_()@%("%*?) !

onde ¢ =+ 1, e portanto

=g =142 % P—mcosm(q)_m)
R?—2Ro cos () —¢)+p? i P
L9 2[Bpcos(nt1)(h—9)—pcosnp—g)]

R2—2Rp cos (¢ — @)+ p?

Logo

n
Via,by= X " (a, cos myg -+ b, sen mo)
m =0

+ 1 9"*1/2ﬁV[Rcos(n+ D~ —pcosn(p—g)] 4,

= R* [, R*—2Rp cos (§ — ) - o2
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onde
1 o=
=5 [ V(R cos ¢, Rsend)dd,
TJo
1 2"
= V (R cos $, R sen ¢) cos m ddd,
", O
1 e
bm:.Wf V(R cosd, Rsend)senm dd,
i, O
em=1,2,3,...

Fazendo tender n para o infinito e attendendo a que, por ser g <R, o ultimo termo da
expressdio anterior de V (a,b) tende para zero, esta formula dd o desenvolvimento em série

da foncglo harmonica:

e
9 Va,b)= X p"(a,cosmg--b,senms).
m =0

41. Consideremos agora as séries

o] @®
(a) F= Y a,¢mcosmy, ¥i= ¥ b, p"senmey,
m =0 m =0

que entram na formula que vimos de achar, e notemos que por meio das desigualdades

) e
< >f | V(R cosd, Rsend)] d¢<<§> zM7

f~ V(Rcos@,Rsencp)senmfpdcpl

0

g

237

V (R cosd, Rsend) cosmd d [

| a,, cos my

<

bpsenmy | g = 1 sen mey
?ip

A

‘]H—"

> f |V (R cos &, Rsen ) | d < <§> M,

W.Q

onde M representa o maior valor que toma a funcglio |2V (Rcosd,Rsend)| quando ¢ varia

desde O até 2%, se vé que estas séries slo convergentes quando p <R, isto é, quando p e ¢

representam as coordenadas polares de um ponto do interior do circulo de raio R.
Consideremos tambem as séries que resultam de derivar as precedentes relativamente a

peag.
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Seja R’ um numero positivo inferior a R. A primeira das desigualdades anteriores d4,

pondo p=R e ¢=0,

/ !

! oy 1 Rm < <%> " M< I\I,

¢ portanto

m

n i ; P{\
}alzpi <BI <~ﬁ)

Esta desigualdade mostra que os termos da série

I 148

)

M| Gy | P 1
1

n

sdo menores do que os termos correspondentes da série

1\[ * P 1 e
» Rl
Pt me=t " ( Rl> ’

a qual é convergente quando p; <<R'; logo aquella série é tambem convergente para os
mesmos valores de py.
Seja agora R, o resto da série (b), isto é, seja

oz
AN —
R,= X mlum{p;” ',
m="n

Por ser convergente a série considerada, a cada valor de 3, por mais pequeno que seja,
corresponde um numero ny tal que é |R,| <3, quando n > n4.
Mas os termos da série

o
{c) X ma, p” 1 cos mey,
m=1

que ¢ formada pelas derivadas relativamente a p dos termos da primeira das séries («), nio

podem exceder, em valor absoluto, os termos correspondentes da série (), quando ¢ p = py,

G
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qualquer que seja ¢. Logo temos a desigualdade

fo o3
2 a,mp™—!cosmy| <3,

m=n

para n > ni, a qual mostra que a série (¢) ¢é uniformemente convergente para todos os valores
de ¢ e p correspondentes aos pontos da drea do circulo de raio p.

Basta agora applicar um theorema bem conhecido, relativo & derivaglo das séries, para
ver que tem logar a igualdade

d¥ &

— ¥ m—1
= A A,y Mo cOs Mmy.
do e P £

Do mesmo modo se demonstra a igualdade

d¥

dw

@
=— ¥ a,mg"senmy.
=1

A segunda das séries (#) pode ser cansiderada do mesmo modo e obteem-se resultados
analogos.

42. Posto isto, vamos agora ver como a formula (9) conduz com a maior facilidade 4

resolugio da questdo que se pretende resolver.
Heja

fl@y=u-tdw

a tuncglo proposta, que suppomos synectica no circulo de raio R, e seja (x,y) um ponto
[até agora representado por (a,b)] do interior d’este circulo.

As funegBes w e v satisfazem, por hypothese, 4 equacio (2), e temos portanto, em virtude
da formula (9,

o5
w= 2 0"(a, cosmy- b, senmy),
=0

m

[o4)
p= . o™ (a,, cos my -+ B, sen my).

m=
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Mas, por ser & =pcosy, y=pseny, temos

do seng  dp dp  dy  cosg

dae o | de

e portanto

d (" cos mo
ﬁ(g,ﬁav,ﬁ — um —1 o8 (m . 1) ,‘0,
5

(Mg «
a g ;%}n—”y) = mp™—lsen(m-1)o,
(o 4 (p" cos my)

___P_",(jo_s% — ir 4 . o
dy mp sen (m-—1) v,

d (p™ sen mo
dlgrsenme) et cos m—1) g
\ dy

Substituindo agora na igualdade

du dv

T T dy

o0s desenvolvimentos de u e v anteriormente escriptos, e attendendo ds igualdades preceden-

tes, vem
E mpn—1t[ a,cos(m—1)g-+b,sen(m—1)¢]
m=91
= X mp"—![—u,sen(m—1)g+8,cos(m—1)g].

me=1

Pondo n'esta equaglo =0, vem a seguinte:

o
— W' L —
My, p™ ~ = L mB, p" 1
i =1

I 148

2

que, devendo ter logar para todos os valores de p, na vesinhanca de p=0, mostra que ¢

Ay == ﬁm, (m > O)-



A mesma equagio dd depois a seguinte:

®XL o
2 b,mpm—lsen(m—1)o=— X a,mp" " lsen(m—1)¢g,

m == m==1

I

que, depois de dar a ¢ um valor determinado qualquer, devendo ainda ter logar para todos
os valores de p, na vesinhanga de p=0, mostra que ¢

b= —tyy (m>0).
Temos pois a igualdade

os

f@y=u-t+w=ayt+i00+ X py[a,cosmyg-| by, sen mg—ib, cos me --a, sen my|,

mr== 1

ou

fl@y=ayt+iug4 X p" (e, —1D,) (cos ms -7 sen mo),

m=1

ou finalmente
» > .
fley=a+iw-+ X (a,—1ib,)z"
m =1

Temos pois o theorema de Cauchy, j4 demonstrado no numero 30:
A funcgdo f(z) é susceptivel de ser desenvolvida em série ordenada segundo as potencias

inteiras ¢ positivas de z, quando z representa um ponto qualquer do interior do cireulo de
rato R, no qual é synectica.

43. Para completar esta questio, resta ainda determinar, seguindo o mesmo methodo,

os coefficientes do desenvolvimento precedente. Para isso, vamos considerar as séries da
forma

=*x

H@=u+in= L ay o™ (cosmy -1 senmy),
m=1
. @®
fe(@)=ustiva=—1 X . b 0 (cO8 mep -+ ¢ sen mao),
m =

que estio nas condicles das séries que entram na formula anterior, e que sfo (numero 41)
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convergentes para todos os valores de w e p que sfo coordenadas polares dos pontos de
um circulo de raio R.
Temos, attendendo &s formulas (10) do numnero anterior,

dul > .
_ = X ma, g~ eos (m—1)o,
da mo==1 ’
dvy x .
= Y may, " —1sen(m—1j0,
dx m=1
duy g
= X ma, 0"~ tsen(m—1)0o,
d?/ mo=1
dvy -

may, o™~ teos (m—1) 4.

d}/ =1

Vé-se pois que as igualdades (1) sdo satisfeitas pela func¢lo uy-1-7vi, e portanto que esta

~

funcgio & monogenea. A sua derivada relativamente a z é pois dada (n.° 27) pela formula

duy dvy ®
! — i — N m—1 . Dewte 1) o] =
Z) = — 2 == 2 ma leos(m 2 8en{m ==
f) ( ) I de 1 m L ( )f i ( )fi et

I<s

m, 2" L

o que mostra que se obtem esta derivada derivando cada termo da série

@
film= ¥ a2
m=1

Como a derivada de fi(z) estd tambem ordenada segundo as potencias inteiras e positivas
de z, conclue-se do mesmo modo que é monogenea e que admitte uma derivada

e
f;// (Z) = S m (m_,_ 1) U, o — 2,
2

m = x

dada por uma série cujos termos se formam derivando os termos do desenvolvimento de

S (@)

Continuando do mesmo modo temos a formula geral -

o]
frE = X mm—1)...(m—n-+1)a,z" ",

mo==n

que, pondo z==0, d4
£ 0)

a, = —'=

1.2...n
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Considerando do mesmo modo a funegRo fa(z), vé-se que é

720

1.2...n°

n

Temos pois finalmente

SO for0)
1.2

a, —1b, =
" t 1.2...n ceom ]

o que dd a formula de Maclaurin
- O ;: ‘ {n
F@)=f( )+n:1 1o

Pondo f(2)=F (2 + a), deduz-se d’esta formula a de Taylor

: & Ft(a)
(L — F Vo M T N A3
F(a+ta I‘(a)‘";_i 1.2...0°%
ou, mudando 5 em z—a,
» (n) (a)
) | o NS Y]
I(z) F(cc)-,—m);4 1.2”’11(2 ay”,

que tem logar quando é |z—a|<<R.




CAPITULO V

Continuagﬁo do estudo das séries de Taylor e de Laurent
no caso das funcedes de variaveis complexas.
Methodo de Weierstrass ¢ Mittag~I.cefller

44. * Se, para os valores de « visinhos de um valor «, tiver logar o desenvolvimento
(1) fl@y=ata(e—a)+a(@—a)?+...

a funcclo f(x) diz-se regular ou holomorpha na vesinhanca do ponto a. Se esta propriedade
tiver logar para todos os valores de « representados pelos pontos de uma drea A, a funcglo
f () diz-se regular ou holomorpha na drea A.

Vin-se no capitulo T que as funcgBes analyticas sfio regulares nas dreas em que sio sy-
necticas. A theoria d’estas funcgdes coincide portanto com a theoria das funcgles regulares

n'uma certa drea, e pode porisso ser feita, sem a intervengiio da theoria dos integraes cur-

5

~

vilineog, por meio das propriedades das séries da forma (1). Iiste modo de expdr a theoria
considerada, cuja primeira ideia remonta a Lagrange, tem sido empregado principalmente
por Welerstrass e Mittag- Leffler nos seus belles e importantes trabalhos sobre as funcefes
analyticas. O presente capitulo é destinade a estudar por este methodo os theoremas de
Taylor e de Laurent. Para isso principiaremos por recordar algumas propriedades das séries
da forma (1), de que teremos de fazer uso.

45. A drea que representa os valores de = para os quaes é convergente a série (1) ¢ limi-
tada por wma circumferencia, cujo centro é o ponto que representa a, e esta série é absoluta-
mente convergente no interior da circumferencia considerada.

Com effeito, seja 1 um valor de  para o qual a série seja convergente. Os modulos

laol, jat]| |ze—al,. .., lay | s —alry. ..
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devem ser todos inferiores a um numero B, visto que |a,| 21—« " tende para zero quando

n tende para oo; e portanto temos, qualquer que seja n,

au] o —af <B,

o que di

Suppondo que os valores que se dio a @ satisfazem 4 condicio
|e—a] <|ai—al,

vé-se que os termos da série

=
L la, | |jxe—alr
n=20

sdo inferiores aos termos correspondentes da progressio convergente

Y B

n =0

n

€
X1 ?

e

logo, para os valores de « considerados, a primeira série é convergente, e a série (1) é por-
tanto absolutamente convergente.

Como os valores de @ que satisfazem 4 condi¢lo |@—a|<<|w;—a]| sdo representados
pelos pontos do interior de um circulo de raio igual a |@;—a| com o centro no ponto cor-
respondente a ¢, vé-se que, se a série (1) for convergente no ponto ¢, é absolutamente con-
vergente em todos os pontos do interior da circumferencia que passa por este ponto.

Fazendo agora variar @y obtem-se uma série de circumferencias cujos raios ou crescem
indefinidamente ou téem um limite superior. No primeiro caso a série é convergente em todo
o plano, o que se exprime ainda dizendo que ella é convergente n'um circulo de raio infinito.
No segundo caso o Jimite considerado é o raio de wuma circumferencia tal que a série (1) &
convergente quando = representa um ponto do interior do circulo que esta circumferencia
limita e é divergente quando @« representa um ponto exterior. Ao circulo que vimos de con-
siderar deu Cauchy o nome de circulo de convergencia da série (1). A série (1) pode ser con-
vergente sémente no ponto =a; n’este caso o raio do circulo de convergencia é nullo.

46. Consideremos agora a série

a+ay{fw—a)Fam@—aP ... ta_j(w—a)"tta_g(z—a)=24. ..
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A sébrie inteira que forma a primeira parte d’esta expressio é convergente quando
lx—a|<R,R representando o raio do seu circulo de convergencia.
A série que forma a segunda parte da mesma expressio é convergente para todos os va-

. - 1 . .
lores de = que satisfazem a condigfo ———;<R’, R’ representando o raio do circulo de
XT—a

I

convergencia da série

a_qy+a_sytta_zyii-.. .,
e portanto quando & |z —a| L
P quando é | > g
- : o : 1 ; :
Logo a série considerada sé é convergente quando é R > —— e, n'este caso, a drea que

Rl

representa os valores de x, para os quaes ella é convergente, ¢ limitada por duas circuinfe-

. . 1
rencias de ralo R e - com o centro no ponto correspondente a a.

R/

4%. Se uma série

uy f-ug +uz ...,

cujos termos slo funcgBes de uma variavel «, é convergente para todos os valores de x re-
presentados pelos pontos de uma drea A, o valor que em cada ponto toma o resto

Ry=wupr1+upra+...

tende para zero quando n tende para o infinito. A cada valor que se dé 4 quantidade positiva
8 corresponde pois um numero n; tal que é |R, | <3, quando n>ny. Se este numero é o
mesmo para todos os valores de @« considerados, a série diz-se uniformemente convergente na
drea A.

Posto isto, temos o theorema seguinte:

Se a série

ap+aru-tagu.o . Fa,ut 4.,

onde w representa wma funcgdo de x, for convergente quando |u| <R, esta série ¢ uniforme-
mente convergente na drea A que representa os valores de @ que tornam |[w| = g, o representando
qualquer numero positivo tnferior a R.
Com effeito, por ser a série proposta absolutamente convergente quando |u|=p (numero
H
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45), a cada valor da quantidade positiva 8 corresponde um numero ny tal que é

!an+l ’ Pn+1+lan+219n+2+' L.<3,

quando n > ny.
Temos porém, para todos os valores de x representados pelos pontos da drea A,

an1‘=—.;;'an+4u‘"+1—{~a,,+gu" +2+. . ;
<lawpd] o™ ang | fu]mr 2+

<{@ug " Guge | pr 2L

A A X -
Logo, para todos os pontos da 4rea A, temos [R,| <3, quando n > n{; o que mostra que
a série proposta é uniformemente convergente na drea A.

48. Se a série

Fa)= % aa

N =2

Jor convergente n'um annel circular dado e se, em todos os pontos do interior d’este annel que
téem o mesmo modulo n, o modulo de ¥ (x) for menor do que wma quantidade positiva L, o
modulo de cada termo da série serd tambem menor do que L.

Com effeito, multiplicando a série proposta por x—, vem

n=m—_ 0=
W S
=" Ple)= X auav—"-ta,+ X aq e
M= — 00 rn=m+1
R==m—14 n o=
= X aye""ta,- X a,arm+ R,
M=% n=m+1

R representando uma quantidade que tende para zero quando % tende para o iufinito.
Mas, como por hypothese é

=" F (&) <Lo—",

e como, por mais pequeno que seja o valor que se attribua a uma quantidade positiva 3,
existe sempre um valor %; tal que é |R| <9, quando &> ki, temos

|2=mF (@) —R| < Lp—"+3,
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ou

m— 4 n==k
2 o aqaer"da,- T ogatTm< LP —m-L3,
Nem —00 ne=m+1 i

Dando agora n’esta desigualdade a @ os valores
X=90, 96i87 ped, ..., pele—1i0

e a k& um valor maior do que os differentes valores de A1 correspondentes a estes valores de
x, temos as desigualdades

| n=m—A4 n==k |
. \ ey — N
‘ a, Pn m + a, ~q~ » ay, pn M < LP m _}‘._ ?),
= — 00 n=m+1
| n==m—A ) n=k o
} ‘ T a, Pn__m pln—mjif +a,, - 3 i, Pn——m ein—m}if ' < Lp —m L ‘5,
fhe==—00 7= 44

que dfio, sommando-as e attendendo a que o modulo de uma somma de quantidades n3o pode
exceder a somma dos modulos das parcellas,

n=m+1 .
Y a, pr—m (]_ - efn—mlif L - gla—1) (n—m,)ie)

N == ——an

n==k
_l_ » " Pn—-m (1 _l_ e(n—m)ie +. . __i_ e(a——l) (n—m)ie) _l_ ad,, { <a (LP-_m _i_ B%
n=m+1

ou, pondo

) ) 1 — esln—m}if
1 n—m)iQ L. 1 pla—4)y n—m)iQ) —n .
1-F el . te T i mie =

e dando 4 quantidade § wm valor que niio seja raiz da equaco

1 __e(n—m)i() — O,
isto & um valor tal que A seja finito,
==t 4 n==f
Al
3 a, Apn—m + aa,, + b ay Apn—m; <a (Lp — + 3)7
== — 0 n==im+4 }



60

ou

B
am—?-;f<Lp—-m_{_3’

representando por B a parte do primeiro membro da designaldade precedente independente
de a,,. D’esta desigunaldade tira-se

(@) Lan | <Lp= 43,

porque se fosse
! Ay ! > LP - +8;

podia dar-se a « um valor t8o grande que fosse

B
|21 S Lp=n s,

a

ou ¢ fortiort

B
oy, ‘{“—a—]> Lp_m‘FB; .

visto ser

'

B B =
La,’li" “m"‘"“d‘!>f“m!-

Da designaldade (a) tira-se o theorema enunciado; porque, se fosse |a, | > Lp—", podia
dar-se a ® um valor tRo pequeno que fosse

lay, | >Lp—™"1-2.

O theorema que vimos de demonstrar é devido a Cauchy. Aqui serve como lemma para
a demonstragio do theorema seguinte.

49. Se uma funcclo f(x) for susceptivel de ser desenvolvida na série uniformemente con-

vergente dentro de um annel, comprehendido entre duas circumferencias de raio R e R’ com o

centro na ortgem das coordenadas:

(1) S@=fo@+fi @+ F @+,
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e se as funcgles fo(x), f1(2),... forem susceptiveis de ser desenvolvidas em séries ordenadas
sequndo as potencias inteiras de @, convergentes dentro do mesmo annel:

B So@ =AY L AP LAY e AY gL
(2)

_ ( —1 1 (i) -2 1 i i —
FAD et AT T AR T

a funcglo f(x), serd tambem susceptivel de ser desenvolvida em série ordenada sequndo as po-
tencias de x:

fley=Ao+Aje+Asa®-.. . Ay

3)

Ay ! LA g2, AL
e serd:

‘ Am=A$’>—{—A:’+. . .+A:ﬂ")+. ..
4)

[ A =A® LAD 4 AW 4o,

Este theorema representa um papel importante na theoria das funcgBes analyticas. B de-
vido a Welerstrass, assim como a demonstracio que vamos dar d’elle (1).

Seja p uma quantidade positiva tal que R'<p <R; por ser uniformemente convergente
a série (1) na circumferencia de raio p, a cada valor da quantidade positiva 3, por mais pe-
queno que seja, corresponderd um numero n; tal que as desigualdades

—

|f"‘+4(m>+fn+2(€ﬁ)+...]<TZ~3’

o7

fatp+1@ Ffotara@t... | <

po| —

serfio satisfeitas por todos os valores de n superiores a n; e por todos os valores de x que
téem o modulo o, qualquer que seja p; logo a designaldade

V1@ +Sove @+ H Sy, (0] <3

sera satisfeita pelos mesmos valores de n e .

(1) Monatsbericht der Kon. Akademie der Wissenschaften zu Berlin (1880).
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Mas temos, sommando os desenvolvimentos de f,+ 4 (). . vy fu+, (@),

ke
fn-}-l ($>+. . °+fn+p (w) =m z (Af;l+1)+' ¢ '—%—A,(:_‘_m) xm.

= — 00
Logo, em virtude do theorema demonstrado no numero precedente, temcs a desigualdade

| ACHD L AMED AP BT (> )

da qual se conclue a convergencia das séries (4), applicando para isso o criterio fundamental
de convergencia e divergencia que se deve a Cauchy.

Considerando agora outro numero positivo py tal que seja R > p; > R/) podemos dar a ny
um valor tal que seja tambem

| 1 42y 1 G 1 D
| ATED R A L AU <,
quando 2 > ng, por malor que seja p; e portanto

lim (ACH) L A6+ L A | Z e,
m m m < Vi

=
Pondo para brevidade

ADFAO LAY — A
| lim (Al 1A LAY AT

p=x
o que d4
A LA NN
A=A AL AT <o
vem, para os valores de « cujo modulo ¢ ¢ inferior a py, a desigualdade

! i Al | 12
;AO{—HA‘m]—%...J‘—EAmx’"E—}—...

[ m
<l (2] +. <ot
01 12

da qual se conclue que a série
"oy i ! 1!
AO —;~AA1 [ s .':'"Am{l,’m—%*. ..

é absolutamente convergente.



Considerando outro numero 03 tal que seja o> 03 >R/, vé-se do mesmo modo que temos
a desigualdade

| AL @t A o AL e <

p—p2
da qual se conclue que a série
A et A g AT
¢ tambem absolutamente convergente,
Temos depois
m-—=om m =0 ; p m="n W=k i
AN Mo I TR { © n
YA, "= L (Am - Am> o= Y f(x-+ X Am z™,
) m=—a0 m =0 M == e D
d’onde se tira
m —=w m=ao M = " =0oc
‘V 3 A il al 7 v
Y fal@w— X Ajan= X fil@— T A a",
m =20 M == —on me=n+1 M=~
e portanto
b = 0 =0 ! 04 [¢]
Y fm (m) - z Am am | <B + [ ‘1" 0 : -
m == 0 m = — o | or—9p p—1p2

Como a 3 se pode dar um valor tio pequeno quanto se queira, tira-se d’esta desigualdade

m=o m =
.l 1 v
z ,fm (m) = hh Am ™ 5

m =0 M=

isto 6 a igualdade (8), que se queria demonstrar, e vé-se que esta igualdade tem logar para
todos os valores de x cujo modulo estd comprehendido entre oy e pa. Como gy e pa sfo tlo
proximos de R e R/ quanto se queira, vé-se que a igualdade anterior tem logar para todos
os valores de @ representados pelos pontos do annel limitado pelas circumferencias de raio
R e R e com o centro na origem das coordenadas,.

No que precede pode ser R'=0, e entio o annel circular, que vimos de considerar, re-
duz-se a um circulo de raio igual a R. N'este caso os desenvolvimentos (2) e (3) nilo contéem
potencias negativas de .



50. Antes de entrar no assumpto que forma o objecto principal d’este capitulo, de-
monstraremos finalmente as proposi¢les seguintes:

1.° 4 somma ¢ o producto de funcgies regulares, na vestnhanca do ponio a, sdo regulares
na vesinhanca do mesmo ponto.

Com effeito, se as funcgdes f(x) e I (x) sfo regulares na vesinhancga do ponto a, temos,

!
i”

para valores sufficientemente pequenos de [x—a
fl@)=ap+ay(@—a)+aa(x—a)*+. ..,

F@=by+bi@—a)tb(@—aP+...;

e d’estas igualdades tiram-se, em virtude de theoremas bem conhecidos relativos és operagdes
sobre séries, as igualdades seguintes:

Je) T (@) = ao 4o+ (ay +by) (w— ) - (a2 + b2) (w — a)* +. . .,
S () F () = a0 bo 4 (ao by —+ a1 bo) (x — a) - (ao bp -+ a1 by - aa bo) (x — a)* . . .,

que téem logar para os mesmos valores de |z —a|.

2.2 A funcgdo [ f(@)]" é tambem vegular na vesinhanga do pento a, qualquer que seja o
valor de f(a), no caso de k ser inteiro e positivo, ¢ quando f(a) é differenie de zevo, nos outros
0asos.

O caso de % representar um numero inteiro positivo ja foi considerado, visto que n’este
caso [ f(x)]* representa um producto de factores.

Nos outros casos temos, suppondo ap= f(«) differente de zero,

a as

k
f @) =ao 1~[~7;~(90—(L)+ a;— (x—a)?+.. ] =ay[1 - P(m—a)f,

Dando a

x—a | valores tio pequenos que seja
Pae—a)l<1,

podemos desenvolver [ f(x)}* em série ordenada segundo as potencias w— @ por meio da for-
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mula de Newton (numero 2D), e teremos

k(k—

(f@f=a|l+kP@x—a)+ 1'21) Plx—a)?+...|

Esta série ¢ uniformemente convergente na vesinhanga do ponto a (numero 47), assim
como os desenvolvimentos de P (w—a), [P(x—a)}?,...; logo a funcglio [ f(x)F é susceptivel
de ser desenvolvida (numero 49) em série ordenada segundo as potencias de « — a, na vesi-

nhanga do ponto a.

. Fo . g 2
3.0 O quociente v‘]—c((—))— 6 reqular na vesinhanca do ponto a, se f{(a) for differente de zero
z
Este principio ¢ uma consequencia dos dois anteriores, visto que podemos escrever a ex-
pressio considerada debaixo da forma F () [ f(x)] .
4.° Se F (y) for reqular na vesinhanca do ponto y=>= ¢ se y= f(r) for regular na vesi-
nhanga do ponto a, a que corresponde y="0, F{ f{x] é regular na vesinhanca do ponto a.

Temos, por hypothese,

Fy)=0bo+bi(y—0b)+ba(y—07+-..,
y—b=ai(r—a)ta@x—a®+...

Substituindo na primeira série y—& pelo seu desenvolvimento e ordenando o resultado
gegundo as potencias de (x—a) vern (nuniero 49) um resultado da forma

Ao+ A(w—a)+As(w—a). ..,
o que demonstra o theorema enunciado.
51. Postas estas proposiges relativas ds séries inteiras, vamos agora deduzir a série de
Tuylor e demonstrar o theorema de Cauchy relativo ao raio de convergencia d’esta série.
Se o série '

1 fl@®)=ao+ay(w—a)+az(w—a)?+...+a,(@—a)y"+...

Jor convergente no interior de wma circumferencia de centro a e raio R, isto é quando
jo—a| <R, e se xo representar um ponto do interior d’esta circumferencia, a funccio f(x)

admitte uma derivada finita no ponto xo e esta derivada é dada pela série
e
f(xo)= X 1na,, (wo—a)r —4,
n =

cujos termos se formam derivando os termos du série proposta.

I



Em seguﬁdo logar temos

FE) = F @) - ) f @) b g W (a0

..n
e este desenvolvimento tem logar para todos os valores de x que satisfazem d condi¢do
|as—a| +lo—m| <F,

tsto é para todos os valores de x representados pelos pontos da drea de um circulo de centro

@0, contido no interior da circumferencia de raito R e tangente interiormente a esta circum fe-
rencia.

Com effeito, pondo na série proposta @=ao |-k, temos
S@ot+h)= ¥ a,(wo+h—a)r.
n=>0

Esta série, considerada como funcgio de A, é uniformemente convergente quando
two+h—al <R, ou d fortiori quando é |@o—a ||k | <R. Desenvolvendo pois os binomios
que n'ella entram e ordenando o resultado segundo as potencias de h, temos (numero 49)

(o h) = f (wo) -+ k1 (o) + 12 fa (w0) +-- - -,

onde é

o
Fi(wo)= X [ (o — a)*,
n

Pondo agora A= a—uxg, vem

F ) =Flan) (@ a0\ fi @)+ (s ()

com a condigdo de ser jxp—a|--|z—xp| <R.
Para d’estas formulas tirar o theorema enunciado, basta notar que a ultima dé, passando
f(x0) para o primeiro membro, dividindo depois os dois membros por & —ap e fazendo final-



mente tender x—xy para zero, fi(wo) = f (x). Basta em seguida notar que cada uma das

funcgdes

Ja (x0), f3 (20), - - -

se deduz da anterior como f’ (xg) se deduz de f(mxo), para ver que é
Ja (@o) = f" (x0), f3 (x0) =f"" (), - - -

52. Se a funcglo f(x) for regular no interior de wma circumferencia de centro a, o

desenvolvimento
. . 1 5
f@)=f(a)+(x—a)f (a)+7(90—“>‘f” (@) ..

tem logar para todos os valores de x vepresentados pelos pontos do interior d’esta circumfe-
rencia.

Esta proposiglo coincide com o theorema de Cauchy, considerado no numero 30, e pode
ger demonstrada do modo seguinte,

Notemos primeiramente que, se nma funcglo f(x) for regular em wma drea A, o contorno

sendo incluido, os valores do raio de convergencia da série
it g ' ! 1 2 i1 .
Fa)=F )+ @ — ) (@) o (@ aP " ()

correspondentes aos valores de « representados pelos pontos d’esta 4rea, téem um limite in-
fertor \, e mostremos que este limite ¢ differente de zero.

Circumscrevendo, com effeito, 4 4rea A um rectangulo, cujos lados sejam parallelos aos
eixos das coordenadas e dividindo depois esta drea em quatro novas dreas por meio de
duas rectas parallelas aos lados do rectangulo e que o dividam ao meio, os valores do raio
de convergencia da série precedente, correspordentes aos valores que toma « em uma, pelo
menos, d’ellas, deve ter evidentemente tambem para limite inferior o numero h. Represen-
temos esta ultima 4drea por Ay

Dividindo do mesmo modo A; em quatro novas areas, os valores do raio de convergencia
da série considerada, correspondentes aos valores de « representados pelos pontos de ama,
pelo menos, d’estas ultimas dreas deve ter k para limite inferior. Representamol-a por As.

Dividindo Az em quatro novas areas e continuando do mesmo modo, obtemn-se uma série
de dreas Ay, As, Az,..., cada uma das quaes tem no interior a seguinte, que decrescem e
tendem a reduszir-se a um ponto, collocado no interior de todas ellas; e vé-se portanto que
podemos tragar nma circumferencia com o centro no referido ponto e de raio », tio pequeno
quanto se queira, tal que o limite inferior dos valores que toma o raio de convergencia da

*
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série considerada, correspondentes aos valores de « representados pelos pontos da 4rea limi-
tada por esta circumferencia, seja egual a .

Seja agora 3 o numero representado pelo ponto a que vimos de nos referir, e 71 o valor
do raio de convergencia da série considerada, correspondente a «= . Por meio do theorema
demonstrado no numero anterior vé-se que é h>>7;—r, suppondo que é 71 >r; e portanto
h=ry, visto que r se pode tornar t80 pequeno quanto se queira.

Notemos, em segundo logar, que o lmite superior M dos valores que toma |f(x)| na
drea A & finito. Vé-se com effeito primeiramente, por meio de um raciocinio analogo ao que
vem de ser empregado para mostrar que A é differente de zero, que existe uma circumfe-
rencia de centro u; e raio tlo pequeno gquanto se queira, tal que, na drea limitada por esta
circumferencia, o limite superior de | f(x)| é egual a M; e, por ser continua esta funcg¢dio no
ponto uy, vé-se tambem que os valores que toma na vesinhanca d’este ponto devem differir
pouco de i f(as)}, e que ndo podem porisso ter um limite superior infinito.

Posto estes dois lemmas, seja (¢) a circumferencia mencionada no enunciado do theorema
que pretendemos demonstrar ¢ R o seu raio.

Por ser regular a funcgio f(x) na vesinhanca do ponto a (ao qual corresponde o centro
da circumferencia) existe uma circumferencia (¢;), de raio vy, e com o mesmo centro, tal que

é, em toda a 4rea que ella limita,

M F@=F @+ (2 =) f (@) 5 @ f @ -,

e basta demonstrar que é p;=1R].

Supponhamos que era py<R. Por ser tambem regular a mesma funcgio na vesinhanca
-do valor b de x, correspondente a um ponto B interior a (cy), existe uma circumferencia (ca),
de centro B e raio pa, tal que é, em toda a drea que ella limita, «' representando um ponto
qualquer d’esta drea,

J@)=f&)+ @ —b)f (©)-+ % (o =2 f O+ ..

Representando porém por I o maximo valor de |f(«/)| na circumferencia de raio igual

ala'—b! e centro 4, temos, applicando o theorema demonstrado no numero 48,

£ @) b <L

e portanto, representando por I wn numero que satisfaca 4s condigles O <</ <<h e p1+I<R
e por M o maior valor que toma | f(«)] no circulo de raio egual a p1 4%,
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Notando agora que ¢

nn—1)...(n—m-+

1 y
" 1.2...a (b—ay=rfo ()

fm—

=

e applicando outra vez o theorema do numero 48 4 funcg¢fio de &

& n—1)...a—m--1)

we=m 1.2...mx1.2...m

(b . a)n —m lmf(n) (a),

cujo modulo é inferior a L, vem

n{n—1)...(n—~m--1)
1.2...n<1.2...m

i b —q in — Zm if{n) (a) f < L’

ou

e

nin—1)...(n—m—+1) w (LN ) b—ua
1.2...2x<1.2...m |b—a (QT) S (a)]<L 01

¥

5

e portanto, sommando todas as desigualdades correspondentes aos valores

m=0,1,2,3,...,n,

!f(n) (a)i }b—aé" i__l_)n mg?n j_a n
1.2...a 14 01 <Lm‘;o pr |’
ou
|f® (a)] |b—alr N l)" pr
1.2...n (1 “or <L pn—|b—al’
ou
[ ()| [x—al Pt ' x—a "
12 T h—a] Iy
i—al{t )
P/

Esta desigualdade mostra que a série (1) é convergente quando &
o l
omeiipeel (142,
P

e basta attender a que |5 — a| differe de g; to pouco quanto se queira, para concluir d’ella
que aquella série é convergente no interior da circumferencia de raio igual a p; 1.



Demonstrado assim que o segundo membro de (1) & convergente no interior da circum-
ferencia de raio p; 4/, resta demonstrar que coincide com f(z) em toda esta drea.

Para isso, representemos por ¢ (x) e a série que entra no segundo membro de (1), e no-
temos em primeiro logar que é, por hypothese, © (x)=0 no circulo (ej).

Tomando um ponto & n’este circulo, tdo proximo quanto se queira da sua circumferencia,

temnos a igualdade (n.° 50 — 1.
X t ! 1 1 7 12 s 1
¢@)=20)T@=bg O)+ 5 @02 (B)+. -5

mas, por b pertencer ao circulo (¢;), é 2 () =0, o (b)=0,...; logo temos ¢ (#) =0 em todos
os pontos da drea d’este segundo cireulo, que é em parte distincta da anterior.

Continuando do mesmo modo até considerar toda a drea do circulo de raio py--1 vé-se
que v (x) & nulla em toda esta drea, e portanto que a igualdade (1) tem logar para todos os
valores de « representados pelos pontos d’esta drea.

Basta agora notar que tinhamos partido das hypotheses de que p; era o raio de cireulo
no qual tinha logar a igualdade (1) e que era py <R, para conclair que esta ultima desigual-

dade é absurda, e que deve porisso ser g; = R.

83. A demonstragio da formula de Laurent por meio das propriedades das séries in-
teiras foi dada por Mittag-Leffler nas Memorias da Sociedade das Sciencias de Lidge (2.% série,
t. X1) e no t. 1v das Acta mathematica. Para expor esta demonstragio slo necessarias algumas

notas preliminares que vamos apresentar.
Sejam « e y duas variaveis complexas ligadas pela relagfo

o= [T+ (2]

onde © representa um nuwero inteiro positivo e R um numerc positivo. I em prineiro logar
necessario procurar qual é a 4rea que, no plano de representagio dos y, corresponde a uma

- . . . R .
area A, limitada pelas circumferencias de raio R(1-+¢) e i com os centros na origem
- p

das coordenadas, onde sdo representados os valores de w. Suppomos que a quantidade p é
positiva.
Para resolver esta questdo procuremos primeiramente qual é a curva descripta pelo ponto
correspondente a y quando o ponto correspondente a = descreve uma circumferencia de raio
\

igual a R(1-+3), com o centro na origem das coordenadas, 3 representando uma quantidade

positiva nio superior a 5. Para isso basta pdr em (1)

y=X+1Y, x=R(143)(cosg-isenqy),



o que dd as equagdes

: 1

\Xz [(1 —}—3)’"—}*—%} cos ny,
(L4-2y ‘

@) '

‘,_. l\')i!—*

| 1
'YZ , [(1 %’"a)"_“(“l'_l’_—g)ﬁn

oo

} sen ny,

que determinam os pontos (X, Y) da curva pedida, fazendo variar © desde O até 2%, e que
mostram que esta curva é uma ellipse.

A curva, cujas equagdes vimos de achar, gosa das propridades seguintes:

1.2 O seu centro coincide com a origem das coordenadas. Os seus eixos coincidem com
os eixos das coordenadas e sfo ignaes a

1 1

o YTy

(14 +

A distancia dos focos ao centro é igual 4 unidade.
2.° A distancia de cada ponto da curva 4 origem das coordenadas ¢ dada pela formula

1 1
X2 1L.V2 MN2m L A 082 no n2 nodt.
(3) X24+Y i (14-03)+ TS 2 (cos? no — sen? ny)

Como a derivada de X2 Y? relativamente a 3 é positiva, vé-se que X2+ Y? cresce
quando 3 cresce. Esta circumstancia faz ver que as curvas correspondentes aos diversos va-
lores de d nio se podem cortar e que as curvas que correspondem a menores valores de 3
estdo no interior das que correspondem a maiores valores de 3.

Pondo em (2) 3 =0, veem as equagles

X =cosnyg, Y=0;

logo, quando « descreve uma circumferencia de raio R com o centro na origem das coorde-
nadas, y descreve uma recta que une os pontos (—1,0) e (1,0), e esta recta estd pois no
interior de todas as curvas correspondentes aos diversos valores de 3,

Do que precede conclue-se que, quando o varia desde 0 até p, a ellipse descripta por v,
correspondente 4 circumferencia de raio R (1 -38), descripta por «, varia desde o segmento
de recta pg, que une os pontos (—1,0) e (1,0), até uma ellipse determinada (E), afastando-se

sempre da origem das coordenadas em todas as direcgfes.

R .
—-—=-, y descreve ainda a curva representada

3.° Quando « descreve o circulo de raio 13

pelas equagdes (2).
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Pondo, com effeito, em (1)

. R
y:X’f‘ZY, m'—_—“—m

(cosptiseny)
véem as equagdes

1 1 ! n P
X:—Q‘[ﬁj—TyT(l"fb‘E) :ICOS{Il?,
1 1

Y-l

— (14 3)"} sen ng.

Notando que a curva representada por estas equag¢des nio se altera quando se muda ¢
em — o, vé-se que ella coincide com a curva representada pelas equagdes (2).

4.° Por cada ponto do plano de representagio dos y passa uma das curvas dadas pelas
equagdes (2).

Com effeito, a equagfo (1) d4 para @, quando y é dado, 2n valores:

»=R\/y +vy— L.

Seja ' um d’estes valores. Quando a descreve uma circumferencia de raio /| com o
centro na origem das coordenadas, y descreve uma das curvas representadas pelas equagles
(2), que passa pelo ponto correspondente ao valor dado a y. Os outros valores de a devem
ter todos modulos iguaes a ||, visto que por cada ponto nio pode passar mais do que uma
das curvas representadas pelas equag3es (2).

5.° A major e a menor distancia dos pontos da curva representada pelas equagdes (2) 4
origem das coordenadas podem ser obtidas procurando os valores de « que tornam a expressio
de X2--Y?2 dada pela formula (3), maxima ou minima; o que d4 para valor da distancia
maxima

1 1

U gy [T U0 T

2 [(1 A (1+3)"}
e para valor da distancia minima

1 .- 1

3t 7]

Reflectindo um pouco sobre as propriedades que vimos de indicar, podemos concluir que
ao annel circular A, collocado no plano de representagio dos x, comprehendido entre as cir-



cumferencias de raio R (1--p) e TI?», ¢ com o centro na origem das coordenadas, corresponde

no plano de representacdo dos y wma superficte B limitada por uma curva fechada composta

de um sé ramo ¢ tendo no interior os pontos y=0 e y=-+ 1.

54. A demonstragio, dada por Mittag-Lefller, do theorema de Laurent funda-se ainda
n'um lemma demonstrado por Weierstrass na sua bella e importante memoria sobre a theoria

das funcgdes inteiras (1), que vamos estabelecer.
Seja f(x) uma funcglo de @ monogenea, uniforme e regular na irea A, limitada pelas

. . . R .
circumferencias de raio R(1-+p) e g com o centro na origem das coordenadas.
T

o= (5] (2]}

a cada valor de y correspondem 2n valores (21, 22,.. ., x2,) para a, e entre estes valores sé
existem alguns iguaes quando é y =+ 1. Por meio d’estes valores podemos formar 2n fun-

Pondo ainda

cgles Ko, Fy,. .., Fo, _de y taes que a igualdade

p=2n—14

®) YR —f@

seja satisfeita quando a « se dio os valores @y, as,...,x2,. Para isso basta notar que, em
virtude da formula de interpolagio de Lagrange, temos, quando as raizes xi,xa,. .. ,x2, sio
todas differentes, isto é, quando y é differente de 4-1 e —1,

. 1/=A‘fdn ‘( (,) 11
Jxy= = j]%/(wmu) P “) y (=, @)

ve=4 T — Ty

onde

I (z) = (x— 1) . . (0 — x3,) = ¥ — 2yRr a2 -|- R?,
e que temos tambem

II (2 ¥ — g, xr—a,
\ ) — v ___Qan"__,_L_=w2n-—{_{_wuw2n—2_ll__”_{_mvﬂn~—i__2anwvn—-{.

x—xy x—ax, T — x,

(1) Abhandlungen der Kinigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876, Uma traducg¢io franceza
d’esta memoria foi publicada nos Annales de I'Ecole Normale Supérieure de Paris (2.2 série, t. vu).

J
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Liogo, para ser satisfeita a igualdade (5) pelos valores @y, @3,...,22, que correspondem

a valores de y differentes de + 1, basta por

v:?nm?n—lf(a?} v =2 .'I?“Wlf'(gj)
r = v 9yRe xSV
¥ - 3
IV (&)

=1

.......

Fo= 11 ()

VRSN

y @2, sfo os valores de  dados pela igualdade

e=R\/y + viF—1,

onde &y, 2, . .

e onde &
IV (&) = 2na,* — 1 (w0 — yR").

Posto isto, vamos agora mostrar que as funccdes de y representadas por Fo, Fy,. .., Fa, 4

so todas regulares na 4rea B.
Seja & um dos valores dados a y, representado por um dos pontos da drea B, e sup-

ponhamos em primeiro logar que & é differente de + 1.
Escrevendo a relagio entre x e y debaixo da forma

w=R\/(y—b)+b kv —OF 20— T 0T —1

e applicando os theoremas demonstrados no numero 50, vé-se em primeiro logar que o radical

Vig—0)*+2b(y—b) 67 —1
é regular na vesinhanga do ponto b, e em seguida que as quantidades z, s%o regulares na
vesinhanca do mesme ponto.
A funcglo f(x,) é tambem regular (numero 50-—4.°) na vesinhanga do ponto consi-

derado.
mas, productos e quocientes de funcgBes regulares na vesinhanga do ponto & e que IT (x,) s6

Basta agora attender a que as expressSes de Fo,¥y,..., Fe, 4 sfo compostas de som-
é nulla quando b=+ 1, para concluir que estas funcgBes sio regulares (numero H0) na ve-

sinhanga do ponto & considerado.
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Supponhamos agora que é b=1. As expressdes de Fo, Fy,...,Fa, _4 slo compostas de
parcellas da forma

@ f (@)

2n (2, —yRr)

P () =

Temos primeiramente, na vesinhanga do ponto y=1,

o 1

i -
Vyl—1=(y—1y [1+”;“(3/——1)+- =10 Pl -1,

P(y—1) representando um desenvolvimento ordenado segundoe as potencias inteiras e posi-
fivas de y— 1.
Temos depois, na vesinhanga do mesmo ponto,

1 4
c=Riy—1-+1+(y—12Py—1),

1
e, pondo (y-—1)2 ==t e representando por A, o coefficiente do termo de ordem m--1 no
desenvolvimento d’este binomio,

z=R { 1— = A, (tﬂ +tP g(t?))m }

o=

O segundo membro d’esta igualdade pode ser desenvolvido segundo as potencias de ¢
(numero 49), e temos portanto um resultado da forma

m == m ==
—_ ¢ 2m N 2m 4~
rT= = B‘Emtn i b) B271c+1t N

m==0 m ==

Em virtude d’esta igualdade e dos theoremas demonstrados no numere 50, vé-se que
4 () é da forma

=0 M=

4)({1&'\ - ¥ O:Zm {2 j-_ v O2m+ 1 t‘)m—;—l’
m=0 m==0
ou
=t 1p—w
b= 2 Conly—1 k(=1 S Cowre(y—1

Basta agora attender a que cada um dos signaes que affectam a segunda das séries, que
*



entram nesta formula, corresponde a uma raiz da equagio ¢ (#) —y==0, para concluir que os

L v =23

termos dependentes de (y — 1)? devem desapparecer na somma X 9 (x,) e que deve ser
v==1

2n " =00

Z $@y= = Duly—1.

Vé-se pois que as expressdes de Fo, Fy,..., s, _ sdo ainda regulares na vesinhanga do
ponlo y=1.

Do mesmo modo se mostra que estas expressdes slo regulares na vesinhanga do ponto
y=-—1.

As funceBes Fo, Fy,...,Fa, __ foram determinadas de modo que, para cada valor dado
a y, os valores correspondentes de @, dados pela equagfio (1), satisfagam 4 equacio (5). Pondo
-pois y =1 (x) n’esta equacglo, temos o theorema seguinte: '

A igualdade

fay= L Rfpler

¢ satisfeita por todos os valores de @ representados pelos pontos da drea A. As funccdes de y
representadas por Fo, Fy,. .., que entram n’esta igualdade, sdo requlares na drea B.

Deve observar-se que, para estabelecer esta igualdade, excluiram-se os valores de o cor-
respondentes & y=1 ¢ a y=—1. Basta porém attender a que os seus dois primeiros mem-
bros admittem (numero 51) derivadas finitas n’estes pontos, e a que portanto sio continuas,
para concluir que ella ainda tem logar para estes valores de w.

55. Iundado nas proposicSes que vimos de demonstrar pos dois numeros anteriores,
obteve Mittag-Leffler o theorema de Laurent do modo seguinte.

Supponhamos que f(z) representa uma funcglo monogenea, uniforme e regular na drea
limitada por duas circumferencias de raio R’ e R” e seja R um numero comprehendido entre
R e R”

Representando por 2 uma quantidade positiva arbitraria, podemos dar a p um valor t3o
pequeno e depois a #» um valor tio grande que seja

, R
R<1+())<RI, 1—_1_"‘>I{/7

1 .
) (1-+9) —m” >1--h

Vin-se no numero anterior que as funcgdes Fo (3), ¥i (9),. .., Fa, _4 (y) s3o regulares na
drea B, correspondente aos valores de x representados pelos pontos do annel ¢omprehendido
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. . . R
entre as circumferencias de raio R(1-4-p) e T

nadas. Como porém o primeiro membro da ultima desigualdade representa o minimo valor
da distancia dos pontos da curva, que limita B, 4 origem das coordenadas, vé-se que esta
4rea contém no interior o circulo de raio 11+ A. Logo temos, para os valores de y represen-
tados pelos pontos d'este circulo (numero 52),

, com os centros na origem das coorde-

Fo(y) =AY +AV y+ AV 424 ..
Por outra parte, dando a ¢ um valor positivo sufficientemente pequeno para que seja

1 1
I L S — -+
2 (1 [ ") i (1 + E)n < 1 t h’

e notando que o primeiro membro d’esta desigualdade representa o maximo valor da distancia
da origem das coordenadas aos pontos da curva que limita a drea By, correspondente ao

. . . . R .
annel Ay, limitado pelas circumferencias de raio R(1-+¢) e _-—, com 0 centro na origem
5

14
das coordenadas, vé-se que os modulos das quantidades representadas pelos pontos da drea
By s%o menores do que 1+ 4.

A série

é portanto (numero 47) uniformemente convergente na area Ay, e temos, para os valores de
a representados pelos pontos d’esta drea (numero 49),

m=x
¥, (y) = X ama™

= — 0

Sommando agora todos os desenvolvimentos d’esta forma, que correspondem aos diversos
termos da somma

fo=""¥ " g,

obtem-se um resultado da forma

() fa)= T Auam,

M == — W



que temn logar para todos os valores de x representados pelos pontos da drea Ay Dasta agora
fazer variar R desde R/ até R” para concluir que a formulu (6) tem logar para todos os va-
lores de x representados pelos pontos da drea Umitada pelas circumferencias de raio R e R/,
com o centro na origem das coordenadas.

A formula (6) é a formula de Laurent, que pretendiamos obter.

Applicando a formula (6) 4 funcglo f(x-+a) ¢ mudando no resultado z em x-—a,
obtem-se o desenvolvimento

m=0o%
n

Ap (@—a)",

J @)

= X
m == —

que tem logar para todos os valores de x representados pelos pontos do annel comprehendido
entre as circumferencias de raio R’ ¢ R”, com o centro no ponto correspondente a «.

56. O methodo que vimos de dar niio é proprio para o caleulo dos coefficlentes do
desenvolvimento. Estabelecida porém a possibilidade do desenvolvimento, é facil obter a ex-
pressdo dos coeflicientes por meio de integraes definidos.

Multiplicando, com effeito, os dois membros da igualdade anterior por (x — a)~", obtem-se
um regultado da forma

(0 — )y f (@)= Ak S A, (2 — @),
onde m ¢ differente de n. Pondo agora @ —a=Re®, R representando uma quantidade qual-

quer comprehendida entre R’ e R”, ¢ integrando os dois membros da igualdade entre os
limites O e 2%, vem a formula

1 i ‘ 4
Ay = J(a—+Rei0) ¢ni0 d,

P 0

j4 obtida no numero 32.



CAPITULO VI

Série de Bitrmann. Série de Liagrange.
Generalizacio da série de Biurmann

57. Passemos agora a tratar do desenvolvimento de f(x) em série ordenada segundo
as potencias inteiras e positivas de uma funcglo dada 6 (x), isto é, em série da forma

Ao A (@) A 62 (@) Lu LA O (@) .

i

procurando as condigdes para que este desenvolvimento tenha logar e o valor dos coefficien-
tes Au, Al, A-z,. .

Supponhamos que as funcgdes f(2) e 6 (2) sio synecticas na drea A limitada por um unico
contorno fechado S, que 6 (2) admitte wm unico zero no interior d’este contorno e que, de-
signando por = um valor representado por um ponto do interior da drea A e por a o valor
que torna nulla esta func¢fo e pondo 6 (z) = (z—a) O (z), a desigualdade

19(@)|<{6(]

lz—al |0@)|<|z—al [0 ()]

é satisfeita por todos os valores de z que correspondem aos pontos do contorno S.
N’este caso a equaclio

b(z)—0(x)=0

tem uma unica raiz z==x no interior do contorno S. Com effeito, o0 numero d’estas raizes &



dado pelo integral (numero 31)

_ 1 8 (z)dz
“ 2i,~./s*o(z)~o(m)’

ou, desenvolvendo-o em série,

v g [ e T e

mas o primeiro termo d’esta série ¢ igual 4 unidade, visto representar as raizes du equagio
6 (z) =0 comprehendidas na drea A, e os outros sio nullos, por ser, pondo z = pe®,

/" 0 (2)dz o {“_fl_m_ﬁ_]?ﬂ =0:
s 6" (z) (n—1)6"—1(z) |, ’

logo é u=1.
Posto isto, consideremos o integral

1 [ frb(2)dz
U= 2in Js 6(2)—0(x)

Como o denominador da func¢io integrada é nullo quando z=x e este zero é o unico
que este denominador tem na drea A, temos (numero 28— 1.°), representando por C uma
circumferencia cujo centro seja o ponto x e cujo raio seja igual ao raio do circulo de con-
vergencia da série

1
b(z)—0(x)=1(z L 5 (zg—a)t" (o) +. ..,
1 7 f(=2)b (z)dz
U=y / : :
c@—a)[t @)+ 5 @—a)t’ (@) +...]

mas (numero 28 — 2.9)

1 F() 0 (2)dz
U= 2i~/ ]
CleE=n)[f (@) 5 E—a) 0 (0)+. ]

=f(@);

logo

F(2)0 (2)dz
s 0(z)—6@)

f=x )—
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Se attendermos agora a que, por ser |§(x)|<|6(z)|, tem logar o desenvolvimento em
série
1 A CO N A1 C)

b(z)—6(x) T () @ Bz T 'T0n+4'(’z)‘+’~ coy

vé-se que é

1 [ f®6(2)dz ) ’f(z)ﬁ'(’z)dz N f 2) 0 (2) dz .
Floy= sz e +o<éz>/“ e+ ()/ Lo+

Para determinar os integraes que entram n’este desenvolvimento, notemos que a integra-

¢lo por partes d4, quando n >0,

/ f@8EI @ (] de
6r1+1(z) nb» (Z) Gn (z) )

e portanto temos (numero 29)

f(z) i (Z) dz —_ 1 f/ (Z) dz _ 1 f/ (Z) dz -— 2ir dr—1 f,' ((1)
s 0TI s 07 n s (z—a)y0n(z) 1.2...n dar—1 _}

Logo temos a formula

' (a l Gn dr—1 "(a
f@=f(a)y+0(x) Bgai T = T 2(11)71 dar =1 [é;z(a?)}+

devida a Biirmann, que a apresentou em 1796 4 Academia das Sciencias de Paris.

88. Pondo na formula precedente
b(x)=t,

¢ representando um numero dado tal que seja [¢]<[6(z)], quando z descreve o contorno S,
esta formnula d& o desenvolvimento em série, ordenada segundo as potencias de ¢, da funcelo
f(x) da unica raiz d’esta equaglo que, como vimos no principio do numero 57, existe no in-
terior de S.

59. A formula de Biirmann contem como caso particular a formula de Taylor. Pondo,
com effeito, n'ella f(z)=2—a e tomando para o contorno S da integragio uma circumfe-

K
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rencia de raio R e centro a, limitando uma 4drea na qual a func¢Ro f(x) seja synectica, temos,
para todos os pontos x do interior da drea e todos os pontos z da circumferencia que a limita,
|t —a|<{z—al; a formula de Biirmann ¢ pois applicavel e dd

F@) = 1@+ @) f @)+ 5 (o — @ ()

60. Pondo na formula de Biirmann

z—da

6 (2) =

TR

@ (2) representando uma func¢fio synectica na drea A e tal que seja, para todos os pontos z
do contorno d’esta drea,

| 2 —a <I z—a
2@ | e !
vem a formula de Lagrange
_ r—a ooy 1 (@—a? dif (@)g®(a)]
f(w)—f(cc)+ C?(.T) (CL){(&) 1 2 ?“2 (1,) aa
I 1 (@—ap d [ (a)gm (a)] ..
' 1200 2 (a) dar —1
Pondo n’esta formula
g—a _,
g@)

vem a seguinte:

F@)=F@+tf @)+ e L]

1.2..n dar—1

ISR S A COL S O

que determina a funecdio f(z) da raiz & da equaclo

x=a-+1tp(x),



que existe no interior do contorno S, quando para todos os pentos z do contorno tem logar

a desigualdade

z—i\
}-

T2

|
<
! 0
No que precede tirou-s rmala range da formula de Bilrmann, Esta ultima
No de t e a formula de Lagrange da formula de Bilrmann
formula nio é todavia mais geral do que a primeira. Pondo, com effeito,

z2—a

2 (z):'—ﬁ_(zj_

na formula de Lagrange vem immediatamente a de Biirmann.

A formula de Lagrange foi pela primeira vez publicada pelo grande geometra n'uma nie-
moria apresentada 4 Academia das Sciencias de Berlin (Nowvelle méthode pour vésoudie les
équations litérales por le moyen des séries, 1770; Ceuvres, t. 111) a qual fol pouco tempo de-
pois seguida de outra sobre a applicaghio d’esta formula 4 resolugio de algumas equacdes que
apparecem em Mechanica celeste. A dewmonstragiio de Lagrange ¢ fundada em consideragdes
algebricas e nos desenvolvimentos em série de algumas funcgles elementares. Laplace na sua
Mechanica celeste obteve esta formula de nma maneira mais siiples, deduzindo-a directamente
da série de Maclaorin., Nenhum d’estes geometras deu todavia as condigdes para que a série
seja applicavel. O primeiro geometra que estudou & questfo da convergencia da série de La-
grange fol Cauchy, que applicou a esta série os methodos que tdo hom resultado lhe tinham
dado quando applicados 4 série de Taylor. Os resultados a que chegou d&o logar a difficul-
dades; abriram todavia a Rouché o caminho para a resolugio definitiva d’esta questiio (Jour-
nal de 'Fcole Polytechnique de Paris, cad. 39), o qual coincide, 4 parte as notaces, com o
que fol empregado no numero 57 para deduzir a série de Biirmann.

61, DPara terminar o que temos a dizer sobre a formula de Biivmann, vamos fazer
applicacio d’esta formula ao desenvolvimento das funcedes em série ordenada segundo as
potencias de sen . ’

Temos de pdr n’este caso §(x) =senw e de procurar um contorno tal que seja, para
todos os valores de x representados por pontos do interior d’este contorno,

|senx | < senzl,

z representando um ponto qualquer do contorno.
Para resolver esta questio, vamos estudar as curvas definidas pela equagfio

‘senz

?
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¢ representando uma constante, ou, pondo z=z; iy,

(1) 4V sen? 2 cos? Ty

5
cos?zy sen? iy =,

onde sen?4yy e cos?iys sdo quantidades reaes dadas pelas formulas

e~ eht >2 o - ( e~y:+em>2
2

Como o valor do primeiro membro d’esta equa¢io nio muda quando se muda @ em
2147w, vé-se que yi é uma funcclo periodica de zy, cujo periedo é igual a =; basta por-
. 2 .
tanto considerar o ramo da curva que corresponde aos valores de 23 comprehendidos entre

T T

*‘——2— (S ”‘2—.

Vé-se tambem que a curva é symetrica relativamente aos eixos das coordenadadas; pode-
mos portanto considerar sémente, para a discussfio da curva, os valores de oy e 31 que s&o
positivos,

Posto isto, supponhamos primeiramente ¢ = 1.

Vé-se immediatamente, pondo na equagio x4 =0, que o ramo considerado da curva
corta o eixo das ordenadas no ponto cuja ordenada ¢ igual a log(c-V ¢2--1). Vé-se tam-
bem, pondo y1=0, que a curva corta o eixo das abscissas no ponto cuja abscissa ¢é igual a
arc sem c.

Resolvendo a equagfio (1) relativamente a cos?<y;, vem

cos? iy = ¢ - cos® ay,
e portanto
ey - gt ‘/——»———
— 2 2
— =1 Vcttcostay,
-
ou
N Vet cosfaren+-1=0.

Esta equagio dd

=+ VerLcos?ay + Vc? — sen? 1,

e portanto

y=log [+ V2 + cos?ay + Ve —senamy).



Esta igualdade faz ver, em primeiro logar, que yi é imaginario quando @; > arcsenc.
Para cada valor de @y, inferior a arcsenc, a mesma igualdade di para z: dois valores reaes
e dois valores imaginarios. Dos dols valores reaes deve-se aproveitar aquelle que, para
X = O, dz'L

y=log (et Vel £ 1),

isto & o valor

(2) yi =log [‘/CQ—}—cos?wl—}— Ve?—sena];

0 outro corresponde & equagio

— Vsen?ay cos? y1 — cos® 1 sen? iy = c.

Obtéem-se por meio da igualdade (2) todos os pontos da curva comprehendidos entre os
pontos cujas abscissas s80 O e arcsenc, e vé-se que g cresce desde 0 até log(c—+ Vert1)
quando @; diminue desde arcsenc até O.

A equagdio

, sen 2xy

Y=

{sen 2y
d4 as tangentes 4 curva e faz ver que as tangentes nas extremidades dos eixos sio perpen-
diculares a estes eixos. Para tirar esta conclusfio deve-se observar que a quantidade Zsen 24y
é real.
A eliminagBo de y1 entre a equaglo
cos 24y = 2¢% -+ cos 2ay,
que resulta de (1), e a equacio
sen? 2a4 cos 2iyy = cos 2y sen? 24y,
que resulta de formar 7, e pdr depois 3| =0, leva 4 equaglo

cos 2@y =—c? 4 Veb—1,

a qual mostra que ndo existem pontos de inflexio quando ¢ =~ 1.
Vé-se pois que cada wna das curvas representadas pela equagiio | senz|=c é composta,

quando ¢ =1, de um numero infinito de ovaes iguaes, cujos centros correspondem 4s raizes



da equagiio senz==0 e cujos eixos sio iguaes a 2arcsenc e 2log(c+ Vc2-+1), o primeiro
eixo coincidindo com o eixo das abscissas e o segundo sendo parallelo ao eixo das ordenadas.

Vé-se facilmente que, se for ¢>1, as curvas representadas pela equagho |senz|=c¢ nio
cortam o eixo das abscissas e nllo podem porisso dar logar a contornos fechados contendo no
interior os pontos que correspondem ds raizes da equagiio senx:=0.

Quando ¢ varia desde 1 até 0, as ovaes representadas pela equacho | senz!==¢ variam de
tal modo que aquella que corresponde a menor valor de ¢ é interior 4quella que corresponde
a malior valor de ¢, e dimiuuem continuamente até se reduzirem a um ponto. Estas curvas

resolvem a questio proposta, isto &, cada wma d’ellas limiita uma 4drea tal que
p y ’

senx | < |senz/,

z representando um ponto qualquer do contorno e ¢ um ponto qualquer do interior.
Seja pois f(z) uma funcelo synectica na drea A, limitada por uma oval cuja equaglo seja
]

isenz|=1c. A formula de Biirmann é n’este caso applicavel e temos
fl@)y=F0)--Arsena--Agsena--. ..,

onde Ay, Ag,... slo quantidades constantes, que podem ser determinadas por meio dos inte-

graes

A — 1 / Ff(3) cos zdz 1 fl(dz \

21x sen® -1 2niv g sent z

ou por meio da expressio

T 1.2 der—t ] sen® w

i dr=4 Tar (@)
?
onde, depois de effectuadas as derivacles indicadas, se deve substituir @ por aquella, a, dag
raizes da equagiio senx =0 que corresponde ao centro da oval considerada.
62. Consideremos, por exemplo, a funceio
f@)=senkx, .

L representando um numero qualquer, real ou imaginario, e ponha-se a= 0.

Teremos

A, k f cos kzdz , (n> 0).
S

2R sen” z



Mas

fcos kzdz cos k3ds cos Lz cos? ~dz

sen® z sen?+2z sent+iz

e, integrando por partes o ultimo termo do segundo membro,

cos kzdz cos kzd7 + coskzcosz
sen” z sen +2z (n 4 L)senvv iz
I k sen kz cos zdz L cos kzsen zdz
n-1 sent+ 1z n + 1 sent+1z

ou, integrando por partes o penultimo termo do segundo membro,

cos kzdz cos kzdz 0 cos ks cos 2
sen"z ) sen"*%z ' (n-+ l)sent+!lz
k sen kz k2 /cos kzd’ 1 / cos kzdz

n-+1 "msenz nin+1) sen*z | m41 sent g

Portanto

[ coskzdz coslc:dz+ k2 " coskzdz . 1 cos kzdz
_/5 sen*z  Jgsen**t2z  m(n-t1) s senz n+1 /g sen"z '’

ou
coskzdz  n?—k? cos kzdz
ssen"+2z  m(n-F1))s sen'z
Temos pois a igualdade
A n? ]2
(a) nt+2= m An-

A analyse que precede nio tem logar quando é »=0. Vamos porém mostrar que a for-
mula a que chegdmos ainda tem logar n'este caso.
Por ser

A0=—,1A</ sen k3 cos zdj7

2i% senz
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fsen kz cos zdz cos kzcosz 1 f cos kzdz

sen 2 B ksenz % ’

sentz

temos, com effeito,

1 cos kzdz 2
Ao=— Z/fivtfs sen?z __FAE’
e portanto
AQ = -];—.‘ AO.

Posto isto, da igualdade (a) tira-se, quando 2 ¢é par, notando que Ay é igual a zero,

A,=0.

Por ser (numero 28 — 2.

k cos kzdz i zcoskzdz
Ag= o[ S8z b _k
2iz]s senz 29t |g zZsensz

a mesma ignaldade d4, quando n ¢ impar,

(n2—1k2)[(n—22 —k2]...(1—1k2)

Ao 1.2...n+2)

k.

Logo, se @ representar um ponto da oval cujo centro ¢ a origem das coordenadas e cuja
equagho & |senz|==1, temos

2

k2—1 (12 —1)(k*—3%)
PP R 3 PR A 5
senkx =k|senx 193 sens x - 193475 sen m—i—

Do mesmo modo se acha, no caso da funcglo cos ke,

2 2 (2 — 22
coskr=1——sen?x -+ Ll )

A b
D) FT1ggg v E T

Estas formulas sfio devidas a Euler.
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63. Os coefficientes do desenvolvimento da funcgio f(#) em série ordenada segundo as
potencias de uma funcglo 6 (x) podem ser expressos ainda por meio de determinantes, como
fez ver Wronski.

Seja

F(x)=F(a) + A1 6 () - Ag 62 () 4. . .+ A, 6% (@) +. ...

e §(x)=(x—a)0 (x). Teremos, derivando esta série, pondo depois ®=a e notando que as
derivadas de ordem n das potencias de 6 (), superiores a n, s&o nullas quando a = «,

iy A S8 ()
Fa=a-2
2 262 ¢
f// (66) = A, ,dz?&‘(;l _’T_ AQ _d_%(gll,
i) py DOy D) ()
J = A dad Az dad T g
. a0 (a) 762 (a) drfr (a)
) () e A G A, A
S (@)= A dar b2 da» ' A dar

.............................................

Estas formulas dio Ay, Az, As, ..., expressos por meio de determinantes que nos dispen-
samos de escrever.

Wronski considerou mesmo a questio do desenvolvimento das funcgBes em série da férma
ay 0y (@) + az b2 (x) - a3 63 () +. ..

by (w), 02 (x). .. sendo funcgles dadas. O resultado a que, a este respeito, chegou foi moder-
namente demonstrado por Ch. Lagrange, astronomo do Observatorio de Bruxellas, de um
modo muito simples (Comptes-rendus de " Académie des Sciences de Paris, 1884).

Sejam f(z), 01 (2), 62 (2),. .. funcgBes synecticas na 4rea limitada por um contorno S e z
e a dois pontos do interior d’esta 4rea. O determinante

f (@ by () e by ()
fla) by (a) ver B (a)
F)y=11"(a b, (a) ver 8 (a)

...............................

fO=1(a) 6p=N(@) ... fr=D(a)

é nullo, assim como as suas »—1 primeiras derivadas relativamente a «, quando z=a;
L
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logo, applicando 4 funcclo F'(x) a formula de Taylor e o theorema de Cauchy (numero 30),
temos

P b [ e @

2 s z—ay(z—a)

Esta igualdade d4, desenvolvendo o determinante F (z) segundo os termos da primeira

linha,
1 (x—a)" F (2)dz
Aof@)=A10i(2) — Az (@)+...+ A, 0, () —}—-—27;‘; s )
onde Ag, Ay, Ag,... representam os determinantes menores que se obtéem supprimindo no
anterior a primeira linha e successivamente a 1.%,2.%,3.%,. .. columna.

N’esta formula, que conduz 4 série a que Wronski deu o nome de let suprema, entram
os determinantes Aq, Ay, Ag,... e F(2), que s¥o compostos de um numero de columnas que
tende para o infinito quando n tende para o infinito; porisso é de uma applicaclo tio difficil
que (féra do caso ja considerado de 6y (), 02 (x),. .. representarem potencias de uma mesma
funcglo) nio tem servido nem parece poder servir para desenvolver func¢iio alguma em
série.

64. Terminaremos o que temos a dizer sobre o desenvolvimento das funcgles em série
apresentando uma formula que d4 o desenvolvimento de f(x) em série ordenada segundo as
potencias inteiras, positivas e negativas, de uma funcglo 6 (), quando f(x) é synectica s6-
mente n'um annel limitado por duas curvas S e s e = representa um ponto do interior d’este
annel.

Seja S o contorno exterior e s o contorno interior do annel, seja @ um numero complexo
representado por um ponto do interior da drea limitada por s e supponhamos que, para todos
os pontos do contorno S, é

[6(x)[<|6()]
e que, para todos os pontos do contorno s, é
[0 @)[>16()]-

A equacdio 0(z)— 6 (x) =0 tem (numero H7) uma sé raiz z=a no interior do contorno S,
e o theorema de Cauchy demonstrado no numero 28 —1.° d4

f@0(dz [ f(z)b(2)dz fz)0 (3)dz
s 0@ —0() Ji0@—b@ J. 0@z—00’




¢ representando wma circumferencia descripta do ponto z como centro com um raio sufficien-
temente pequeno para ficar no interior do annel
Temos porém (numero 28 — 2.°)

1 f@)b (@)dz _ J(2)0 (2)dz —f(@).
0 —0(@) /(z——m) 6/(m)+—;«<z—w)6”(m>+.--] 7

Logo

1 F(0 (2)dz B Mf(z') 6 (z)dz
f@)_ Ub 0z)—0w) Js 62)—0( }

O primeiro integral 14 foi considerado no numero D7 e dd
o

D= SAG(Z)'—GZEUTR 1w (2) 62 (z)
. V6 1z
- G (Z)fb’]:(ﬂztjgi)/jcm 7}~ .. }

Para desenvolver o segundo integral em série, notemos que, por ser, em todos os pontos

S0 (z)de dlu [/ @0 (5)de 6 ) [ f(z .0 (2)dz

z da curva s, o modulo de 6 (z) menor que o modulo de 6 (x), temos

S S S L 1O R A CIRTR
b (z)— 0 () b (x) ’ 6 () ’ e ()" ’

e portanto

S0 ()dz /
s 0(z)—0(x) g(w)ff('zg(z)dz

ff(z)ﬁ(z)ﬁ () dz—. .. ﬁﬁf(z)ﬁ”*l(z)ﬁ/(z)dz——...

@)
Logo temos a formula

f@)=Ao+ A6 (x) A% (). . A 0 (). ..

Bi , By | Bn
B A A
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onde

A L [fD8@dz
"Ton s erin)

B, = 2%/;f(z) 67 —1(2) 0" (3) dz.

Esta formula contém a formula de Biirmann, que corresponde ao caso de a funcclio f(z)
ser synectica na drea limitada por s. N’este caso, com effeito, o integral que entra na ex-
pressio de B, é (numero 28) nullo.

Pondo

b(z)=2—a

e tomando para contornos S e s duas circumferencias de raios R e » e de centro a, é
|z—a|<<|®—a]| para todos os pontos z da circumferencia interior, e |2—a|> |2 —a]| para
todos os pontos z da circumferencia exterior. A formula anterior ¢é pois applicavel e d4 a
seguinte:

f@y=Ac+Ai(z—a)+...+ Ay (w—a)y +...

B Bs B,
o e

r—a (z—a)? "’ (x—ar

onde

A, — 1 /_Mz

=T G—ap D

1 .
ang‘g/;f<z) (Z——a)"_idz,

isto é, a formula de Laurent j& considerada nos numeros 32 e bb.

65. Os integraes que entram na formula geral, que vimos de apresentar, podem ser
expressos por meio dos coefficientes do desenvolvimento obtido pela formula de Laurent, no
caso de a funcgo f(x) admittir, na drea limitada pelo contorno interior s, sémente um nu-
mero limitado de pontos singulares em que deixe de ser synectica.

Sejam com effeito, &y, be,..., bu,..., by estes pontos, ci, c2,..., ¢y ¢ circumferencias
cujos centros sejam os pontos representados por di,bs,..., b a e cujos ralos sejam assaz
pequenos para que a drea limitada por cada uma d’ellas nio contenha outro d’estes pontos,
além do centro.
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Temos, em virtude do theorema de Cauchy demonstrade no numero 28 — 1.9,
A _ 1 J@b(zds 1 f{z)dz
2 fs nti(z) 0 2nix s 67(3)

E1 [ f@dz, 1 [ f(dz
W T ) T e, B

oy

Mas, representando por « um qualquer dos pontos by, ba,. .., &, tem logar, na vesinhanca
y q p ) 02,y y Oky 2ar, ¢
do ponto «, o desenvolvimento (em virtude do theorema de Laurent)

N; ] No Ns

R T

'

(A) S =Mo+Mi(z—0)+Ma(z— 2. .+

*
e portanto o desenvolvimento

AN 2Ns N
) =My My (5 ) e 22 3N;

G—af G —af

Substituindo esta série em logar de ' (z) na expressio de A,, vé-se que as & primeiras par-
=) / 2]
cellas d’esta expressio podem ser decompostas n'uma somma de parcellas da forma

R L
2nix om 6n (Z) (z "“bm>ﬁ ’

que s%o nullas (numero 28) quando 8 =0, e que sdo iguaes a (numero 29)

1 M[dff—‘ ( 1 )
1.2...(B——1)’n (Zx@_i 0;1(@ }z:bm

quando 8> 0.
Por ser 6(x)=(x—a)0 (x), vé-se que a ultima das parcellas que entra na expressio de
A, ¢ igual a (numero 29)

i ’:‘2"?:"‘:’(1;;: i)n [ T ((]; (f;)) )} Y

quando « ¢ differente de by, ba,. .., b;.




A analyse que precede nflo é applicavel quando n==0. Para calcular Ay pode-se porém
recorrer & formula

4

QMff’)()’(z)dz_ 1 [

L f(R)0(2)dz f@ b (3)dz
6 z) o ™ }

m=14 cp, ] (Z) [4 b (Z)

Substituindo nas % primeiras parcellas do segundo membro f(z) pelo seu desenvolvimento,
dado pela formula (A), faz-se depender cada uma d’ellas de outras da forma

1 0 (z)ds
% ), 0(2) (s— bulf?

.que 830 nullas quando 8 =0 e que slo eguaes a
P <

1 ar=! (0'(90)”
e g e

—'m

gquando §> 0. E, por ser 0(z)=(s—a)0 (5), vé-se que a ultima é dada pela formula

f@U Qs _ [ J@8E)d [ f@ds .
T . 0@ e —2nf(a)

quando a ¢ differente de by, ba,. . ., b
A analyse que precede deve tambem ser modificada quando @ coincide com um ponto
singular, & por exemplo, de f{(z). Temos entfo

I 1 (3 ds 1 F'(z)ds
- 3 ()ds
An m=1 2727:7: Cm 0'l (:) l 272iﬁ ¢ 0” ) (’)?, > O)

by
2%

1 g f()()’ F(5)0 @) d
Ao=r5; {m——l O Je 0(") 1.

N’este caso o ultimo termo da expressdo A, pode ser decomposto em parcellas da forma

1 dz
2ne% [ @n (2) (3 — a)ﬁ




cujo valor é

2. .(nl—}—ﬁ* Dn { jgjﬁ——l‘i \ @"1@0) ﬂ:

quando 8>0 e que sdo nullas quando B=0; e o ultimo termo da express¥o de Ay pode ser
decompesto em parcellas da forma

1 [ _0@Ed
2ir |, 0(5) (s —a)f 2“/< ~a)f’

cujos valores s3o eguaes a

1 a0 () 1 (B
1.2..6—1) {(zm@—i (9(&3) )L e P ANCE

quando >0, e que s¥o nullos quando § = 0.

Para os coefficientes B, temos do mesmo modo

Bu = 22~/f(z (@D ) ds=—5 f’(Z)G”(Z)dZ*~*~ S ] S (2) 0" () dz;

2ni% ,,
e os integraes que entram no segundo membro reduzem-se, como no caso anterior, a inte-

graes da forma

L[ B
2nix on (Z o bm)p ?

quando a n%o é ponto singular de f(z), e a integraes d’esta forma e a outros da forma

1 6" (z)dz
20x | (53— a)f !

quando @ é um ponto singular de f(z). Estes integraes sio nullos quando B =0 e sfo iguaes a

1 {d ‘0_’1_)_} 1 [df 1" (@)
=Dl debmt b=, 123 —Dn | geb !

oo T=a

quando 3> 0.



Para determinar os coefficientes do desenvolvimento (A) (ou, o que é o mesmo, os inte-
graes de que elles dependem segundo a formula de Laurent), quando o numero de parcellas
fraccionarias que n’elle entram é infinito, nflo existe regra geral. No caso (o mais importante
nas applicagBes) de o numero d’estas parcellas ser finito, isto é, no caso de ser

N; Ng Ny,
f(“'):M0+M1(90——6L)+1\’12(m—~a)2—}—...—}——w\l T R T IO

—a ! (. — a)? (— a)"

podem calcular-se estes coefficientes desenvolvendo em série

(w— ) f ()

_por meio da formula de Taylor.

Reconhece-se que a funcglio estd n’estas circumstancias procurando se existe um numero
7, tal que o producto (x— )% f () tenda para um limite finito e determinado quando « tende
para «.

Para fazer uma applicacio d’estes principios, consideremos a funcglo

flo) =

sen (x—10)

Por ser

temos

1
fl@) =——=+Mo+Mi(@—b)+...,

x—0b
e portanto

. 1
S (m>::—-_(&—:])_2+1\h+‘l\12(m'_'6)4_ ..

Podemos pois determinar A, por meio da formula

1 [ f@ds 1 [ f()ds

"7 2nin f, 6" (z) 2niz |, 6"(z) ’

(n>0),
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que d4

_ 1- dz 1 f(z)dsz
An=— 2nin /;1 6% (z) (z — b)? T o . 0 {z)

=__1_[d"‘"_@} L1 [d"‘i (;f’(w))Lﬂ.

n | de  Jp—p  1.2...0 | do =T\ 0" (z)

_ e 1 dr—1 cos (w — b) )l
i) 1.2...m [dx"—l <sen2(m—b)9"(w) s=d

e Ap por meio da formula

1 [ f0@E 1 [(fEiE 70 1
Ao=5 o o@“d”L‘ﬂ'Ec 6(z) dz”‘ca(b)+sen<a_b)'

Para calcular B, temos a formula

1 1 6" (z)dz

——— ‘I (%) fn Z = -
B, = 2m'7:ﬁ‘f () 0" (z) d 2niw o (3—0)%’

que d4

B, =i< 2" (z) )hb — =1 (B) 0 ().

n d.z:_

Temos pois o desenvolvimento

P WA /
S S LU -
- n=1 () 6(b) sen (a—b)
@ (00 1 dn =1 cos (z—b)
+n§1 gn+1 (1,“)‘_ 1.2...n {_dmn— 1 <Sen2(ac—b) o7 (7’07)]90::(1 % % (a).




NOTAS

1. Estudaram-se no trabalho anterior as principaes demonstragdes conhecidas da formula
de Taylor. Muitas outras, quasi todas ligadas com as anteriores por alguns dos conceitos em
que se fundam, t8em sido apresentadas por varios auctores. Vamos indicar algumas d’ellas.

I. Principiando por indicar uma demonstra¢io cuja ideia primordial pertence a d’Alem-

bert, consideremos o integral multiplo de ordem =,

Rn=/xdwfxdm.../xf(")(m)dx.
0 0 0

Teremos, effectuando successivamente uma, duas, ... integragdes,

Rn=ﬁxdwﬁxdw. . .f: :f(n—l)(@_f(n—n(o)};

_ ﬁ ¥ o ﬁ e ﬁ * 0 () — Fin=2) (0) — af i1 (0)}
[ e[ do.. [*] o @)= O —ape2 O 0)]

.........................................................

.wn—i

= @)= O —af O = O = gy P O)

Temos pois a formula de Maclaurin

an— t

f@)=f(0)+af (0)+.. -+m—_1_>f("—'” 0)+R,

e uma express3o do resto por meio de um integral multiplo de ordem n.
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Do resultado, que vimos de obter, pode-se tirar facilmente a expressio do resto devida a
Lagrange. Com effeito, suppondo que os valores que toma f (x), quando x varia desde O

X
até x, estdo comprehendidos entre m e M, o integral f f® (x)dx estd comprehendido entre
0 2 2
z 2

X X 4
ma e Ma. O integral f dz f f™ (x) da estd portanto comprehendido entre To™me T M.
0 0 . .

1)

. . , . x
Continuando do mesmo modo vé-se finalmente que R, estd comprehendido entre T;m
m’n . e s

© T

— M. Temos pois
n

f@)=f0)+=zf (0)+.. -+m]"("—“ (0)+ TT? K,

K representando um numero comprehendido entre m e M. Procedendo depois como no nu-
mero 7 do texto obtem-se a formula pedida.

II. Occupou-se tambem da formula de Taylor Laplace na sua Théorie analytique des
probabilités, publicada em 1812 (QOeuwvres, t. viI, p. 179), que a obteve por meio de applica-
¢Oes successivas do methodo de integraglio por partes.

Temos, com effeito,

fsz (a:-—z)dz=zf’(x——z)+fzzf” (@—2)dz
0 0 :

9

=zf' (x—2)-+ 12.22 f”(x~z)+%?ﬁzzﬂf"'(x—2)dz
22 ot
=Zf’(w—z)+‘1"—2“f”(w—z>+"'+m_—17 () (2 — z)

1 z
L - n—t L) (o — 7
| 1.2...(n_1)f02 F w—z)dz,

fo @) dr = f (@) — f (@ — ).

D’estas formulas tira-se a seguinte:

Z?z—l

F@)=f@—a+3f @2 bty g F N )

1 "z
. n—1 £(n) —
+1‘2...(n——l)/0z J" (@ —2)dz,
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ou, pondo z="% e mudando = em x-}- 2,

AR =f @+ @+ A s O @+ By

onde

1 h
-_— zn——l ") (o —_3
Rn 12(7’1——1)/ f (T+h )CZZ,

0

ou, pondo z==th,

hr 1
= n—1 £(n) B .
o 19 .o/, ! F® (@ h—th) dt

Temos assim a formula de Taylor e a expressio do seu resto por meio de um integral
definido, obtida j4 no numero 6 do texto. Laplace deduziu d’este resultado a expressdo do
resto devida a Lagrange, empregando, sem todavia o demonstrar, o primeiro theorema dos
valores medios dos integraes definidos.

iII. Na demonstraciio dada por Lagrange da formula de Taylor, apresentada no numero
7, figuram as mesmas proposi¢les que entram em uma das demonstragdes conhecidas do
theorema de Rolle (Y). It pois natural procurar obter-se a formula de Taylor modificando a
analyse de Lagrange de modo a fazer intervir este theorema. 1 o que fez Hatzidakis, pro-
fessor na Universidade de Athenas, em um artigo publicado no Enseignement mathématique
(t. 11, p. 448), ao qual é devida a demonstraglio seguinte d’aquella formula.

Considerem-se as funcgBes de 2/ que entram na demonstracio de Lagrange:

(&) @+ K,
®B)  frb (B —fio) () — K

n—2 14

) f (b B)—f @) —Rf @)~ 1—;’5—@—_7) @ =g 1)
In—4 n

M) fle+)—f@—kf (@)—.. .~ T,T’ff@—__g-f‘"‘“ @ K

(1) Se a funcgdo f(x) tiver uma derivada f' (), continua no intervallo (a,a %), e se annullar nog
pontos a e a-A,jaquella funcgdo cresce na vesinhanga de um d’estes pontos e decresce na vesinhanca do
outro. Logo a sua derivada f' (x) passa de positiva para negativa, e, como é continua, passa por 0 ¢m um
ponto do. intervallo considerado.
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cada uma das quaes é a derivada da seguinte, e seja X uma quantidade definida pela equagio

n—1 hn
fa+ ) —f@—hf @—. . .— Tf?.‘},l_.@—__ﬁ frt@ =gy 5

& sendo uma quantidade dada.

A funcglo (N) annulla-se quando 2’ =0 e quando %' = 2; logo existe um numero ¢, com-
prehendido entre O e &, que annulla a funcglo (M). E, como a funcglo (M) se annulla quando
k' =0 e quando A’ =g, existe tambem um numero ez, comprehendido entre’0 e g, que annulla
a funccio anterior. Continuando do mesmo modo vé-se que existe um numero e, comprehen-
dido entre O e ey, ,..., e portanto entre O e &, que annulla a funcgfio (A); e temos portanto

K =/t @) =f (@ 6h).

IV. Outras demonstra¢des da formula de Taylor, fundadas nas propriedades elementares
da theoria das séries, foram dadas por Koenig nos Nouwvelles Annales (1874) e por Amigues
no volume correspondente a 1880 da mesnia publicaciio. Estas demonstraces slo applicaveis
tanto no caso das variavels reaes como das variaveis imaginarias, mas exigem que os valores
absolutos da funcg®o f(x) e das snas derivadas admittam um limite superior, e nfio sko porisso
tdo geraes como as anteriores.

2. Deram-se no texto duas demonstragdes da formula de Lawrent, uma fundada na
theoria dos integraes curvilineos e outra na theoria das séries. Outras demonstracdes da
mesma formula foram dadas por Scheeffer no tomo 1v das Acta mathematica e por Pringsheim
nos Sitzungsb. der Alcademie zu Minchen (t. XXV e XxvI, 1895 e 1896). Iista ultima é fun-
dada na noglio de walor medio de uma func¢lo, que o auctor define do modo seguinte.

Consideremos uma funcglio f(2) e uma circumnferencia de raio p com o centro na origem
das coordenadas. Devida-se esta circumferencia, a partir do eixo das abscissas, em 2" partes
eguaes. Os pontos assim obtidos serfio representados pelas quantidades complexas

2% 4in 2 (m—1}ir
n —'I?T m

ppe 5 pe ..., pe ’

onde m =2, Posto isto, chama-se valor medio da funcgio f(z) e representa-se por M f(p) o
limite para que tende a somma

. 9

1 m—1 ( Jﬂ—i)
e

175" e

M p—y

quando # tende para oe.
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Entre o valor medio e o integral curvilineo de f(2), tomado ao longo da circumferencia

considerada, existe uma relacio muito simples. Temos, com effeito, por ser z= pe?,

e " =2ixM[pf(p)].

2AhiT i
1 -/m') 2ki

. 97e
ﬁf(z) dz = z'p/o Sf(oe®) e®df = lim 2ix X L pf(pe "

M=o k=0 M

A theoria dos valores medios corresponde pois 4 theoria dos integraes curvilineos tomados
ao longo de circumferencias, e as suas propriedades sfo caso particular das propriedades dos
integraes curvilineos geraes; podem porém estabelecer-se por processos especiaes mais simples
¢ elementares do que os que intervéem na demonstragio das propriedades dos ultimos. Estas
demonstracdes toram dadas por Pringsheim, e, partindo dos theoremas assim obtidos, achou
a formula de Laurent por um methodo analogo ao que foi empregado no texto para a obter
por meio da theoria dos integraes curvilineos. Aqui nfo apresentaremos esta demonstrago,
que se pode ver nos trabalhos citados ou na obra de Vivanti intitulada Teoria delle funziont
analitiche (Milano, 1901).
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SUR L DFVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIE DRDONNEE
SUNANT LES PUISSAKCES DU SINUS T DU COSINUS OF LA VARIABLE

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
gegrﬁndet von Crelle-Berlin 1896. Band 116)






INTRODUCTION

L’étude du développement des fonctions en série ordonnée suivant les puissances du sinus
et du cosinus de la variable méne & 1'étude préliminaire des courbes définies par I'équation
|sinz|=c¢, ¢ représentant une constante réelle positive et z une variable complexe a1+ 4y;.
Ces courbes sont étudiées dans les premiers n. du présent mémoire. Nous y verrons que,
si est »cz 1, cette équation représente une infinité d’ovales et que, siest ¢ > 1, elle représente
une courbe composée de deux branches placées symétriquement par rapport & Iaxe des
abscisses et qui s’étendent jusqu’a l'infini dans le sens des abscisses positives et dans le sens
des abscisses négatives, en faisant une série d’ondulations d’amplitude égale.

Quand est cz 1, si la fonction f(z) est holomorphe dans l'aire limitée par un des ovales

représentés par 1’équation |sin z|=c, cette fonction peut étre développée en série de la forme
Ao+ Arsinz -+ Agsin?e - Agsinda .. .,

laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de l'intérieur de Vovale
considéré. On pourrait faire la détermination des coefficients Ao, Ay, Ag,... au moyen de la
série de Biirmann; mais nous donnons ici une maniére plus simple de les obtenir [formule
(13.)] et nous en faisons application & la fonction «*, ce qui nous meéne aux formules (14.)
et (15.).

Quand est ¢> 1, si la fonction f () est holomorphe dans Paire infinie comprise entre les
deux branches de la courbe |sinz|=c et si elle admet la période 2=, la fonction est, comme
on va le voir, susceptible du développement suivant:

f(@)=Ao-f-Arsinx+ Agsin?a+-.. .- cosz[Bi 4 Basina By sin?a+-. . .7,

et nous donnerons des formules pour le calcul des coefficients Ag, Ay,..., By, Ba... On con-
sidére ensuite le cas ol la fonction f(x) admet la période 2w, réelle ou imaginaire, et on fait
application des résultats trouvés a la fonction elliptique sna.




sur les développéements de f(2) suivant les puissances de sin #
qui ont licu dans une aire limitée.

1. Soit f(z) une fonction holomorphe dans une aire A, x l'affixe d’un point quelconque
de l'intérieur de cette aire et supposons que I’équation sinz =0 n’a qu’une seule racine dans
l'aire considérée et que x est assez peu différent de cette racine pour qu’il-soit, le long du
contour A,

(1.) [sinz|<|sinz

.

Dans ce cas I’équation
(2.) gsinz—sine =10

a aussi une seule racine dans 'aire A,
Cela posé, je considere l'intégrale

; sinz—sinx ’

3

olt s représente le contour de l'aire A, Comme I'équation (2.) a une seule racine & l'intérieur

f)= 21L., f f(z)coszdz.

de s, nous avons

% |, sinz—sinz’
et, en développant U'intégrale, qui entre dans cette formule, suivant les puissances de sinx,

3. f@)=Ao-FAisine—+...+ Aysin"x+. ..
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ou est

, 1 [ f(z)coszdz
(+) A= g | ety
ou encore

. 1 "(2)dz
(D) A=+ i—)—

2nix ) sin® z

2. La question précédente nous conduit & chercher une aire telle que, pour tout poiat
x & l'intérieur et pour tout point z du contour, on ait

|sinz|<<{sinzl
Pour résoudre cette question on doit étudier les courbes définies par I’équation

[sinz]|=c,

ou, en posant z= a2y,

(6.) 4+ sin? &y cos? gy — cos? oy sin? ¢y = c,

¢ représentant une constante réelle quelconque.
On voit immédiatement que y; est une fonction périodique de a4 dont la période est égale
4 w; il suffit done d’étudier la partie de chaque courbe gui corresponde aux valeurs de

-
i

comprises entre ——- et —. On voit aussi que la courbe est symétrique par rapport aux

2 2
axes des coordonées; il suffit done d’étudier la partie correspondant aux valeurs positives de
xy et yi.

Cela posé, nous allons considérer séparément le cas ol est czl et le cas ou est ¢ > 1,

1.e* cas. Supposons premi¢rement qu’est
e 1.

En posant premierement a3 =0 et ensuite y3 =0, on voit que la partie considérée de la
courbe coupe 'axe des yi au point dont I'ordonnée est égale & log(c+ v/ ¢4 1) et Paxe des
21 au point dont 'abscisse est égale & arcsine,

En posant dans l'équation (6.) 1 —cos?iy; au lieu de sin®4éy et en la résolvant ensuite,
il vient

cos? iy, = ¢? 4 cos?ay,
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et par conséquent

e+ et
2

= -1 ¢+ cos?ay.

Cette équation donne la suivante

yi=log[+ V c?+cos?ay + ¢ 2 —sin2ay].

Cette égalité fait voir, en premier lieu, que y; est imaginaire quand @y > arc sin ¢. Pour chaque
valeur de @, inférieur & arcsine, elle donne pour g1 deux valeurs réelles et deux valeurs
imaginaires. Des deux valeurs réelles on ne doit choisir que celle qui, pour «y=0, donne

pour yy la valeur log (¢ + v¢?+ 1), ¢’est-a-dire la valeur

(7.) y1=log [V &+ cos?as + v 2 —sinay].

On obtient au moyen de cette équation tous les points de la courbe considérée correspon-
dants aux valeurs de @; comprises entre O et arcsine, et 'on voit que y; croit depuis O
jusqu'a log (¢ 4+ ¢2+1), quand a4 déeroit depuis arcsin ¢ jusqu’a O.

L’équation

, sin 2x
Y=o
' ¢sin 20y

donne les tangentes & la courbe et fait voir que les tangentes dans les extrémités des axes
sont perpendiculaires & I'axe correspondant.
Les points d’inflexion de la courbe sont donnés par 1’élimination de y4 entre I’équation

sin® 224 cos 24yy == cos 2oy sin? 24y
et I’équation
¢os 20yy == 2¢% -+ cos 2ay
qui résulte de (6.). On trouve de cette maniere 'équation

cos 2oy =—c?+ yct—1,

laquelle fait voir que la courbe n’a pas de points d’inflexion quand ¢ = 1. De cette discussion

on conclue que la courbe représentée par I’équation |sinz|=c est, quand ¢ — 1, composée
d’un nombre infini d’ovales égaux, dont les centres sont les points (0, 0), (0, + =), (0, + 2=)...
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et dont les axes sont égaux & 2arcsinc et 2log (¢ ¢Z+-1), le premier axe coincidant avec
I’axe des abscisses et le second étant parallele & 'axe des ordonées.

2.me cas. Considérons maintenant le cas ol est ¢>1. Au moyen d’une discussion sem-
blable, on voit qu’alors la courbe |sinz|=c¢ a seulement deux branches, symétriques par
rapport & I'axe des abscisses, et qui s’étendent jusqu’d infini dans le sens des abscisses po-
sitives et dans celui des abscisses négatives, en faisant une série d’ondulations d’amplitude
égale 4 = L’ordonnée prend une valeur maximum égale & log (¢~ / c*-F 1) dans les points

#1=0, + % =+ 2r,..., et une valeur minimum égale & log(c-- ¢/ ¢*—1) dans les points

2
w

Les courbes que nous venons d’étudier résolvent la question que nous nous proposions

de résoudre. Si est ¢ 1, on a
Isina|<|sinz|

pour tout point x de l'intérieur de chaque ovale représenté par I’équation |sinz|=c¢ et pour
tout point 2 du contour. Si est ¢> 1, la méme inégalité a lieu pour tous les points = de la
bande infinie comprise entre les deux branches de la courbe |sinz|=c¢ et pour tous les points
z de cette courbe.

3. De ce qu'on vient de démontrer dans les n°. précédents on conclue que, si la fon-
ction f(x) est holomorphe dans l'aire A, limitée par un des ovales représentés par I’équation
|sinz|=c (ot ¢ = 1), qu'on vient d’étudier, on a, pour tous les points x de l'intérieur de

Povale considéré
3. F@)=Ao+Agsina -t . Ay sinra-. ..,

Ag, Ay, As,. ... étant donnés par les intégrales (4.) ou (B.), qu'on peut déterminer, comme
on sait, au moyen de la théorie des résidus. Mais nous allons donner, pour la détermination
de ces coefficients, une méthode plus simple.

Considérons premiérement 'ovale dont le centre est I'origine des coordonnées. 1l est facile
de voir que I'égalité (3.) et les égalités qu’on obtient en la dérivant par rapport & 2 donnent,
en y posant a:=10,

f(O) =A07
S0 =A,
F£1(0) =24,

F7(0) =— As -+ 64,

fIV(O) =— 8Ay+ 244,

fV (0) = Ay —60A;3 12OA5,
F7(0) =32A3 — 480A, + T20As,

...........................
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et par conséquant
Ao= f(0),
A= f(0),
A= 5 SO
Ay= 5 [ O+
Av= 57 [JSTO)+ 47 (6)),
As =55 [V 0)+ 1017 (0)+ 97 (O)],

I

En général, nous pouvons écrire

N (As =K [f0(0) 4 Af®=2 (0) ...+ Lf® (O,

o | Agu i = K/ [f8 (0) 4+ A ®D (0) ...+ Lf (0)),

ouw K, K/, A A/, . .., L, L/ représentent des quantités constantes que nous allons déterminer.
Considérons dans ce but la fonction sinke, ot & est un nombre entier impair, dont le dé-

veloppement suivant est donné dans les éléments de trigonométrie:

2

LR

. . . (
= S /R 3 A1\ ]
sin ka=/ sin 761.2.351n R R e e Al 12 @)

7(,2-——12) (702“"32) e (7‘/2———<27l"—1)722 sin¥ 1 g —

En appliquant la seconde des formules (A.) & cette fonction, on trouve
Agy g = (— 1y K/ (B2 — Al 4+ LK)
En comparant ce résultat au suivant

B—1H2—3Y). . . (2 —(2n—1)%)
1.2...2n4+1)

(

A2n+1 = (_ 1)“ ko

et en représentant par S-(;Brl la somme des combinaisons des nombres
12, 32, B .., (Can—1)

pris m & m, on a donc

S
B 2n+-1)1

)

) 2)
2n-41°

[N [ /
Al=sp )y B=sy . ..y L

o

f

&
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On peut donc écrire en général

f(?)z+l) (O) + 3“9134»1 (2n—1) (O) _*_. . '_*_ Sv(l':«)—f-lf, (O)

@) Agnr = 1.2.. .20 1)

Cette formule peut étre encore écrite symboliqguement de la maniére suivante

FO 20 + 1 [F10) +32. .. [f210) + (2n — 1)7]
1.2...@2n4+1) ?

(9) A?n-H =

ou l'on doit, aprés les multiplications, remplacer les puissances de f(0) par des dérivées
d’ordre égal & 'exposant de la puissance.

Pour déterminer les coeflicients K, A, B, ..., L de la premié¢re des formules (A.), nous
pouvons considérer la fonction coskax, ot & est un nombre entier pair. La trigonométrie
donne en effet alors la formule suivante:

K., k(k2—-22) . k2 (12—2%). . . (B—(2n—2)%) .
= | — 2 - e {12 ‘L 2n v
coskr=1 2sm x—+ W) sintx + (1) S sin® o+ ;

et, en comparant la valeur du coefficient de sin®*  dans cette formule avec la valeur donnée
par la formule

Ay = (— 1y K[k* — AR2—0 ., 4+ Li?]
et en représentant par SSZ) la somme des combinaisons des nombres
22, 4%, 6% ..., (2n—2)?

3 s
pris m a m, on a

1

K= ar

A=SY), B=S&, ..., L=si™"

Nous pouvons done écrire la formule générale suivante:

S (0) - 85, f22 (0) - . . S5 2 (0)
T

1.2.3...2n

(10.) Agy =

ou symboliquement

(L) Ay, SO0V L2 L2 (0) 47301+ (90— 2]

an . . .
1.2.5...20
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De tout ce qui précede il résulte le théoreme suivant:
Si la fonction f(x) est holomorphe dans Uaire limitée par Uovale dont Iéquation est
|sinz|=c (ow ¢ = 1) et dont le centre est Uorigine des coordonnées, on a, pour tous les points

x de Uintérieur de cette aire,

£ () S f 2 (0) . . .- SE Y £ (0)

\.‘ 2n
v (o= =fO+ = 1.2...%2 sinta
. & S (O)_l_séln’+1f En=0)+-. . .+sf2, f(0) singnH o
o 2. 2u1) ’

ou symboliquement

2.2 (0) 4 (2n—2)2]

. . & OO+ 2
a5, sf('l) =f(0)+ il : 1o on sin?"
' L § FOPO+ PP O+ PO+
\ n=0 1.2...(271—2—1) ’

ot Uon doit remplacer, apres les multiplications, les puissances de f(0) par des dérivées d’ordre
égal a Uexposant de la puissance.

4. DPour faire une premiére application de la formule précédente nous allons développer
la fonction

f (:E) = wk,

ol k& représente un nombre entier positif.
1.er cas. Supposons premierement que % est un nombre pair égal & 2m. On a

FE(0) 4 85 =2 (0)+. . .+ S50 f21(0) =0
quando est n <<m, et par conséquent

Ao=0, A2=O, A4=O, ceey Aoy o=0.

On a ensuite

A?m j - (O>

(2m) ! o
Ao - S?m%»?]mm (O) . Sgn)z +2
PR T om A2 T Zm 1) (2m 1 2)°
Sg}z 4 4f°.7m (O> — S2m 44

Agnys= 2m A+ 4)! (Z'm 4+ 1) @m—+2) 2m+3) (2m +-4)’

..................................................
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Comme est

FEH (0) 4 sihly s £o0 (0) . . .+ sk f (0) =0,
on a aussi

Aj=A3=As=...=0.

Nous avons done la formule

. : S2m+2 S%’m-}-@
2 —— 2m
) ‘w sin w[1+ @m 1) @mid) sin? ¢ - @mT). .. @mr4) sin®
. S(232L+6
? T @), .. @nre) T

Qitme  cag, Supposons maintenant que % est un nombre impair égal & 2m 1. Au moyen
d’une analyse semblable, on trouve alors la formule

st) §/2
2m+1 — gin2m+i “2m+3 .9 Som+5 -~
15 v siwHiel L+ —5i) (Zm13) " T om T, .. @n mtb) o
5.
8(3)
+ 27 sinfa...|.

2m-+2)...2m+17)
La formule (14.) en y posant m=1 et en remarquant qu’est
SN =22 SP=22.42, 8P =272.4%2.62,
donne la formule connue

241

w2=sin°ﬂ’w+%.—1——sin’*w+ 58 sinfa ..

2

De la méme maniére, en posant dans la formule (15.) m=0 et en remarquant qu’est
V=1, s®=3% sP=32.0% s{"=32.52.77

on trouve la formule connue

sindx 4+ L. i«{~nn5ac—1-

x=smnx-+—— 945

1
2.3
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5. Pour faire une seconde application des formules (12.) et (13.) considérons les fon-
ctions sinkx et coskx, ou k représente un nombre quelconque, réel ou imaginaire. Ces for-
mules donnent immédiatement les formules connues

. S L (k2 —1%) (k> —8%)
. =1L
sinke=1% | sinz 1,95 5B -+ . 1.2.3.4.5

k2, k2 (k2 —22)
voa lop =1 2 in2
coskr=1 5 s x -+ W

sinfa—. . .],

sinfae—...,

lesquelles ont lieu pour toutes les valeurs de a représentées par les points de l'intérieur
de celui des ovales donnés par 1’équation |sinz|=1 qui a pour centre l'origine des coor-
données. ,

On doit remarquer que nous avons déja employé ces formules pour trouver les formules
(12.) et (13.), mais en supposant &k un nombre entier positif impair, dans le cas de la pre-
miere formule, et un nombre entier positif pair, dans le cas de la seconde.

6. Considérons encore la fonetion
flx)y=wzcota.
On a alors, By, B3, ... représentant les nombres de Bernoulli,

FO)=1, f'(0)=—22By, ..., f®)(0)=—2% B, .,
F1(0)=F" (0)=...=0.

Donc la formule (12.) donne

wootg] . 5 2 Ba HSR2OIB, 4. -85 2B,

in2n
sim“* .
n==1 1.2...2n

On peut écrire cette formule symboliguement de la maniére suivante:

vootm—1_ & ZB[2B2427) 2282+ 47]. . . [22 B2 (20— 2)7)
n=4 1.2...2a

sin?* ¢,

ou l'on doit remplacer, aprés les multiplications, les exposants des puissances de B par des
indices. ‘

7. Nous avons considéré jusqu’ici seulement des ovales représentés par l'équation
|sin z|=c dont le centre coincide avec l'origine des coordonnées. En appliquant la formule
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(12.) & la fonction f(z--mm) et en changeant ensuite  en x—m=, on trouve la formule qui
a lieu quand @« représente un poing de l’ovale, représenté par la méme équation, dont le
centre est le point (m=x, 0). On trouve ainsi, quand f(x) est holomorphe dans l'aire limitée
par cet ovale,

{ 5 fn (m )+ SO fB (mr) 4. . 85 fD (mr) .
— - { S ? . 21
(16 ) \f(w) f(an)v_rn_— 1 -2.'. .271 Sin=@
. {
| b T ) )
A n==0 (Zn + 1)
On peut écrire cette formule symboliguement de la maniére suivant:
_ 7 ) () 27 )+ B 2]
. \f(w) f(m’:)—l— 5_‘. i 2 3 T sin™ ¢
. {
4+ (—1ym E f(mz) [f2 (mx) + 1% [f? (m') 3. .. [f*(mz)+(2n—1)F] sin?H 2
' n—0 ‘ 1.2...2n+1) -

8. De la comparaison de la formule (16.) avec les formules (3.), (4.) et (5.) on conclue
les résultats suivants, dont nous ferons encore usage:

f(z) cos z

1°. Le résidu de la fonction ST, Par rapport an pble mx est donné par la formule

R — [ (mm) - S5 f&2 (mm) +. . . 4- 84~V f® (mz)
e 1.2...2n ?

f(z)cosz

. " . A A .
2°. Le résidu de la fonction “oipwFr, bar rapport au méme pole est donné par la formule

R, = (— 1™ S (mx) + 6(2:1)4_ FE0 (mz) . s S (m-:)
" 18 @i 1)

/@

3°, Le résidu de la fonction sim2i, bar rapport & mz est donné par la formule

R/ — O (mx) - SO LD (mz) -, . | Sph f (m—)
" 123...@n—1)
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’()

4°. Le résidu de la fonctlon — i par rapport & mm est

Ry (e ) L o)
m=('—1) 1.9. .

En changeant dans les formules précédentes f'(z) en f(z), on voit encore que le résidu de

z L ’
S{Ifﬂn):- par rapport & mn est donné par la formule

f(ﬂn 1) (mﬂ) + S(i) f(?n—S) (mﬂ) + + S(n—l) f/ (mﬂ)

vy
R, 1.2.3...@n—1)

f()

et que le résidua de T

par rapport au méme pble est donné par 1'égalité

1) e SR T ) o )
Ryl=(—1" 1.2...2n )




I1.

Sur les développements de f(z) suivant les puissances de sin =z
qui ont lieu dans une bande infinie.

®. Considérons maintenant Vintégrale

_L f(@) sin(z4-2)dz

2 S sin z—sin

prise le long d’un contour formé par les droites AB et CD, paralléles 4 I'axe des ordonnées,
[ of Y B qui passent par les points dont les abscisses sont —x -7
et T+ ( oty < %) et par les deux branches de la courbe

1
¢
]
1
+
1
[}

représentée par 'équation |sinz|=c (ot ¢> 1), et soit
f(z) une fonction holomorphe dans cette aire et pério-

PSP KPR

dique, la période étant égale & 2m.

A La fonction
f@)sin(z+x)  f(z)sing(z+2)
sinz—sinz  sing(z—wx)

a un seul pdle, z==a, & l'intérieur du contour S et le résidu de cette fonction par rapport &
ce pole est égal & 2f (x) sinw; par conséquent nous avons

(z)sin (z+x) dz

sin z— sin

. 1 f
2sm:cf(:c)=—.—f
2im | o
Mais de la périodicité de la fonction f(2) il résulte

f(z)sin(z-+x) de _ f(z)sin(z—}—x)dw.

AB Sinz— SN e Sinz—sinx
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Donc nous avons, en représentant par S’ et S” les courbes BC et DA:

1 [ fEsn@z+x)dz 1 [ flz)sin(z+a)dz

2 sinz—sin 2z [, sinz—sinw

2sina f(x)= y

Si 'on remarque maintenant que le développement

1 1 sine | sin?x

sinz-—sina sin z sin“ z sind z

a lieu pour toutes les valeurs de z représentées par les points de S’ et S et pour toutes les
valeurs de x représentées par les points de l'intérieur de l'aire considérée (parce qu’on -a
pour tous ces points |sina| < |sinz|), on peut écrire le développement

sina f(z)=sinx[Ao+ Arsinz ...+ A, sin*w 4. . .]
+cosa[Bo4-Bisine ... 4B, sin"aw+...],

ol
A 1  f(2) cos zdz  f(2)cos zdz
" din Js sin® +1z S Tsimt iz |
B, — 41' [f __,i(i)hdz . f(:z)ndz ]
N Y sm* z Sy sin® z

En posant dans ce développement =0, il vient Bo=0; nous pouvons donc eneore écrire
f(@)=Ao+Aising+...+ A, sin" @+ ..+ cosz[Bi+Basina 4. ..+ Bysimt— o4,

On peut encore donner aux coefficients A, et B, de ce développement une autre forme. -En

effet, on a
J(z)coszdz f(z)coszdz
ap St Tiz o sinrrig O
f@)dz f@ds
a SOtz [ . sintz 7

et par conséquent

A _ 1 [ f(z)coszdz
" dim | sinntlz

B 1 [ f(z)de

" iz g sin"z :

(18.)
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Au moyen de I'intégration par parties on voit qu’on peut encore écrire

(18’.) A, = 1 f, (z) dz

VT dnaw g sin"z °

De tout ce qui précede on peut tirer le théoréme suivant:

St la fonction f(2) est holomorphe dans la bande infinie comprise entre les deux branches
de la courbe |sinz|=rc (0% ¢>>1) et admet la période 2x, on peut développer f(x) en série de
la forme suivante: |

(19.) f@)=Ao+Aysine+-. . .A,sin?w+. . .4-cosz[By-Bgsinz+-. . .4-B,sin" -, .. ],
les coefficientes A, et B, étant donnés par les formules (18).

10. Il faut maintenant calculer les intégrales qui entrant dans les expressions de A, et
B,, ce quon peut faire au moyen du théoréme de Cauchy, qui donne, en employant les no-
tations du n.° 8, les résultats suivants:

A2n = ’-'}' [RO + Ri]v
Aswpi=%[Be +Ri],
Bqn . - _;’ [Rl(]w)_*_R(lW)],

2

Bay+1 =4 [R 4R

Ces formules donnent (n.° 8)

A 1 f®(0)+ 80 F&=2 (0) . . .8 £ (0)
2n .

2 1.2...2n
L1 ST E SRS @ S ()
2° 1.2...2n ’
ou, en posant fl@)+Fx+7) =T (x):
_ 1 FPO)+-SEFPY(0) 4. . .85 FP (0)
(20.) Az 2 1.2...2n )
On a aussi
Agyig = L OO A sbba SO (O) - - A58 S O)

2 1.2...@n+1)

L1 fO () s £ () sl f (R)
2" 1.2...2n+1) ’
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ou, en posant f@)—f@x+n)=F (x):

SRl VR 1 Gl O RSP, (0]
(21) A2n+l——2‘ (2n+ 1)

De la méme maniére on trouve les formules

1 Fp— (O)+S“>F<9"—3> (0)+. . +84="F,(0).

22) By =5 ..(2n—1)
_ 1 F®(0) R F2(0) 4. . .40 F (0)
(23.) Ban 4 2 1.2...2n )

Les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) peuvent encore étre écrites symboliquement de la
.manjére suivante:

A oL FEOFO4-2][F (0)*4?] ([F1(0)4-(2n— 2]

o T 1.2.. . 9n !

A 1 FO)[F (O)+1][FQ(O)+3’] JF2(0)+ 2n-—l)’]
24 In+1 = 5 (Zn—‘—l)

(#4) B, _1 Fi0) [F3(0)+2“][ 2(0>+49] [F2(0)+(2n— )*]
T 1.2...2r—1)

Boys— L FHO[F*(O0)+1][F*(0)+87...[F*(0)+(2n—1)]

T+t =g 1.2...2n :

Les formules antérieures ne déterminent pas les coefficients Ag et By. On les obtient aun
moyen de la formule (19.) en y posant x =0 et ==, ce qui donne

SO)=A0+B1, f(®)=A0—DB;

et par conséquent

Ao=3[fO)+f @] =+ F1(0),
Bi=3[fO)—f(®]=+5F (0).

1. Supposons maintenant que la fonction f(«) admet la période réelle ou imaginaire 2e.
Alors la fonction f (%?—) de la variable X admet la période 2x et, si elle est holomorphe

dans Daire infinie limitée par les deux branches de la courbe |sinX|=¢ (ol ¢>1), nous avons

f(m'r}:() Ao+ Arsin X+ Agsin?X +-...4-cos X [Br+Besin X + By sin? X .. .7
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Si I'on pose maintenant

(A) X

s

on trouve
. R . o TX ey . T . o R
fe)y=Ao+ A $in — + Ag sin? —— ., ..%—cos‘—[B(—i—Bg sin — + B3 st‘T—i—. .
[O] [(3 [(3 [}

Les coefficients A, et B, sont donnés par les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) en y
posant ‘

il

En posant en (A.)
o=0(cosf-+7sinf), X=R(cost+isinf), x=r(cost+7sinx)

on trouve

On voit done que l'aire qui, dans le plan de représentation de x, correspond & I'aire limitée
par les deux branches de la courbe |sin X |=c¢ est limitée par une courbe qu’on obtient en
transformant premierement la courbe |sin X |=c¢ de maniére qu’entre les rayons vecteurs R
des points de cette courbe et les rayons vecteurs correspondants » de la transformée existe

¢

-
09

le rapport » ==

R, et ensuite en faisant tourner l'aire limitée par la courbe ainsi obtenue
autour de l'origine des coordonnées d’un angle égal & l'argument de la période 2.

12. En appliquant la doctrine antérieure & la fonction f(X --«), on obtient le dévelop-
pement

‘ . X ., EX X . 7wX )
fX+a)=Ap+Asin — 4 Ag sin? — -, . .-+ cos — — | B; 4 B sin — + Bj sin?
[0} ()] . ® w

T

4

[Te e 0 iy

qui, en posant

X+a=
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donne

flx)y=Ao+ Ay sin%(w——a)—{—Ag sinQ—Z—(w——a)—{—. ..—{—cos%(x——a}[}% - Bg sin —E— (x— a)

+Bs sin2%(x—a)—{—. : }

Ce développement a lieu dans l'aire qu’on obtient en donnant & I’aire considérée dans le
numéro antérieur un mouvement de translation qui transporte le point qui coincide avec l’ori-
gine des coordonnées, au point dont 'aflixe est a.

Les coefficients Ag, Ay, ..., Bi, Bs, ... de cette formule sont donnés par les formules
(20.), (21.), (22.) et (23.) en y posant

F (m)zf(fg+a>_f<w(m1;ﬁ)_+a>,

i () =f<wm +a> +‘]"<w+ﬂ) —,La>.

s T

(O]

En posant dans les formules antérieures a=-—-y, on trouve
T L . T e oy
f@)=A¢-+ Ay cos—w——{—Ag cosQ—w——}—. S sin— {Bl + Ba cos-a——}—Ba 0052—() 4.
2

Les coefficients sont donnés par les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) en y posant

b

Fy (x):f(_u;ﬁ_%>+f(&@%—x) _%)

™

13. Pour faire une application de cette formule considérons la fonction elliptique

2kx
f(m)= sn x
. L. k! .
qui admet les périodes 2m et A et les pdles
ek ik
oF TR
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(n et m étant des nombres entiers) et supposons, pour simplifier, que & et &’ sont des quan-
titées réelles.

Il est facile de voir, en ayant égard & ce que les ordonnées maximums de la courbe
|sinz|=r¢ (olt ¢>>1) sont égales & log(c+ V/¢?+ 1), que la fonction considérée est holomorphe
dans la bande infinie limitée par les deux branches de la courbe

|sinz] = | . mk |
smzl—'sm%—l,
‘quand & et &' vérifient la condition

k'

57 > log (1 +V2).
Dans cé cas on a

2k
sn

=Ao+ Aysine + Assin?ax--.. .+ cosx{B: 4 Besine 4 Bysinfa ... ].

Mais, en remarquant qu’ est
( ka) <2kcc )
sn|{-— —m- = — 811 *‘7*{—— ’

Ao-———'A2=A4=As=..‘=O,
Bi=B;j=B;=B;y=...=0;

Y

on voit qu’ est

et, en remarquant qu’ est

’

- 2k(ai—}—7:) —w 2?0

on voit ensuite qu’on a

B2=B4:B6="'=O'
On a done

sngéai =Aysinez+ Agsindz -+ Assinz ...

et par conséquent

. ma . . R
sn@==Aysin — +Agsin? ——-4+....
o A 2k+\
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Les coefficients. qui entrent dans cette formule doivent étre déterminés par la formule (21.)
en y posant

. A —l“t. , ,.
0 2kx — 2k (x - T>—-:2sn 2km-

T ~ T

Fz)=s

Le développement qu’on vient de trouver a lieu dans l'aire infinie limitée par la courbe qu’on
obtient en transformant la courbe dont I'équation est

. | mik
Isinz|=sin

| 2k

comme on a dit dans le n.° 11. En particulier elle a lieu pour toutes les valeurs réelles
de z.

14. Nous pouvons déterminer un développement de sna qui est applicable pour toutes
les valeurs de & et &' et pour toutes les valeurs réelles de =, comme on va voir.
Considérons la fonction

2%k =
J () =sn ‘ﬂi(;c— 2)

) .. el .
qui admet les périodes 2% et et les poles
v
T wik! ikl
g g T

n et m étant des nombres entlers, et supposons encore que k. et k' sont des nombres
réels.

Comme les pbles de la fonction considérée ont les mémes abscisses que les points de la
courbe |sinz|=c ol 'ordonnée est minimum, on voit qu’il existe une valeur de ¢, supérieure
4 l'unité, telle que la fonction f{z) est holomorphe dans I'aire limitée par les deux branches
de cette courbe. Cette valeur est donnée par 1'équation ' ’

s ik k'
= 08§

“:S‘n(?+ ok M7

Nous avons done, dans l'aire considérée,

; %k—(m—— ;):Ao—{—Al sinz+ Assin?z—+.. .+ cos@[Bi 4 Basinz+ Bssin?o+...].
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Cette égalité donne premiérement

snz=Ag-+ A cos — +Ao cos? gz 4= B4 + By cos —E—B3 cos~———i—

et, & cause des égalités

sn(— z)=—snuz,

sn{x + 2k) = —snx,

elle donne ensuite

snwz-—bmﬁ[BlTBacos2 -+ Bj cost ~——+ }

Les coefficients By, B3, Bs, ... doivent &tre calculés au moyen de la formule (23.) en y
posant ' ‘

F(z)=sn < 2 k)—sn <%fj—ﬂ —k) = 2sn < 2k ——-k).

W

Le développement que nous venons de trouver a lieu pour toutes les valeurs de x repré-
sentées par les points de l'aire qu'on obtient en transformant l'aire limitée par les deux
branches de la courbe

sin z | = cos 57— ik
I - o2k b

comme on l'a dit dans les 1n.°® 11 et 12. En particulier il a lieu pour toutes les valeurs
réelles de .
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SUR LES SERIES ORDONNEES SUMANT LES PUISSANCES D'UNE FONCTION DONNEE

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
gegrundet von Crelle-Berlin, 1896. Band 118)






INTRODUCTION

Les formules de Lagrange et de Biirmann et celle de Laurent sont des cas particuliers
d’une formule qui donne le développement des fonctions en série ordonnée suivant les puissan-
ces positives et négatives d’une autre fonction. Cette formule, qu'on obtient en généralisant
la méthode au moyen de laquelle on trouve ces formules-la, est donnée dans les premiers
n°. de ce travail. Mais cette généralisation facile n'est pas le seul but que nous avons en
vue; notre but principal est de présenter quelques conséquences de la formule considérée,
qui nous paraissent offrir quelque intérét.

La premiére application concerne les développements ordonnés suivant les puissances de
x—a
x—b

couronne limitée par deux circonférences dont les centres ne coincident pas, on peut déter-

. Nous démontrons premiérement que, étant donnée une fonction holomorphe dans la

miner a et b de maniére qu’elle soit développable en série ordonnée suivant les puissances de

w_b convergente dans la couronne considérée. Ensuite nous faisons voir qu’on peut déve-
lopper, au moyen de séries de cette forme, les fonctions holomorphes dans une aire limitée
par des droites, ou par des droites et par des arcs de circonférence, et nous arrivons & un
théoréme qui contient comme cas particulier un théoréme donné par M. Appell dans les Acta
mathematica (t. 1, p. 111). Nous donnons enfin une méthode pour former des fonctions holo-
morphes dans une aire limitée par des droites, qui ne peuvent pas &tre continuées & l'exté-
rieur du contour de l'aire.

La deuxiéme application concerne les développements ordonnés suivant les puissances de
sin. Nous avons considéré déja ces développements dans un mémoire publié dans le tome
116 de ce journal, et nous allons faire voir maintenant que la méthode pour déterminer les
coefficients du développement y donnée est applicable aux fonctions qui admettent des pdles.

La derniére application concerne les développements ordonnés suivant les puissances de
=T
[} ’ . ’ . . .
¢ . A cet égard je donne une démonstration, que je crois nouvelle, de la formule de Fou-
rier pour le cas des fonctions de variables complexes périodiques, et encore une extension

de cette formule, applicable dans le cas ol la fonction considérée n’est pas périodique.




Sur le développement de /(z) en série ordonnée
suivant les puissances positives et négatives de O (x)

1. Supposons: 1°. que f(2) soit une fonction holomorphe dans une conronne A, limitée
extérieurement par une courbe S et intérieurement par une courbe s; 2°. que © (2) soit une
fonction holomorphe dans laire limitée par S, possédant & Vintérieur de ce contour un seul
zéro a; 3°% que @ soit 'affixe d’un point de l'intérieur de la couronne considérée; 4°. qu on
ait, pour tous les points z du contour S,

16@[<|O@],

et, pour tous les points du contour s,

|0@)|[>[06)].
L’équation

O (%) —O (@) =0

a, dans ce cas, une seule racine z=a & l'intérieur de S, comme on le voit au moyen de
I'égalité

ol 00 s [ S S| S

dont le premier et le dernier membres représentent respectivement le nombre des racines de

I'équation considérée et celui des racines de I'équation © (z) =0 qui existent & l'intérieur de
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S; et le théoreme de Cauchy donne

_ f@O @z [f(@)O(2)dz
S (@)= 2”.[ 0 (z)— O () e(z)_e(w)]

Les intégrales, qui entrent dans cette formule, peuvent étre développdes suivant les

puissances de © (x) au moyen des formules
f(2)© (z)ds _ § o" (@) f(2)O (z)dz
s @) —0@) =0 s Ot 7

f(z) f(&)O (@) ds
O(z)—O(x) =1 O"(2)

/ f(z)Or—(2) O (5) dz.

s

On a donc la formule

B,

f@= 2 Ao @)t 2 > vl

_L F(z) O (2)dz
" 2 SW)—_’

=g ] OO @O B,

laquelle donne le développement de f(x) suivant les puissances positives et négatives de O ().

2. 8i la fonction f(z) a un nombre fini de points singuliers dans laire limitée par la
courbe s et ces points sont des pdles, les intégrales qui entrent dans la formule préeédente
peuvent étre obtenues de la maniére suivante.

Soient by, b2, ..., by ces points et soient c1, ca, ..., ¢ ¢ des circonférences dont les
centres sont les points d’affixes b1, b2, ..., b, a et dont les rayons sont assez petits pour
qu’ils n’existent pas deux & lintérieur d’une méme circonférence. On a

Wl [fOORE_ 1 [f@d
"7 Oin s Oz T 2 [ nO"(2)

E1 £ (z)ds 1 [ f(3dz
2y 2nix [, On(z) 2nin | O" (z)

m

B, = 'gm/f (2O (2) O (2) dz = — 2n f’ (2) O (2) ds=— er B /f/(z)G"(z)d

*
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et par conséquent, « étant le degré de multiplicité du pdle by,

_ oy L] f’(w)(w—bm)““> L[dt <f’(w)>
Au= mii a!n[dma< " (x) L=bm+n—![dw”—‘ b7 () L=

B 2 [ (@O @@=t s
ol 6 (x) = 9_(_:0()7‘

Il peut arriver que « soit aussi un pdle de f(x). Il est facile de voir qu’ alors on doit
calculer A, au moyen de la formule

a_ é‘ 1 P <f/ (90) (90—— bm>a_H >} 1 dﬁ-i—n <f/ (:c) (m~a)ﬁ+1>]
" m:1 Tn {dm” on (.’L‘) x + (n JT [3)!71 Liww“" or (w) L= “,

B représentant le degré de multiplicité du pdle a, et que la formule qui donne B, doit &tre
remplacée par la suivante:

(B—ln)rn{ _n<f’(w)0n<x)(m a)ﬁﬂ—n)]

& F@owEb |

X=0

quand 7 = B.

Les formules antérieures ne donnent pas les valeurs de Ay, mais on peut les trouver au
moyen de la formule

_ f f(Z)@’(Z>dz 1 [ f(z)0 (2)de
m—1 20T O (2) 2@'1 . O (2) )

qui donne

k 1 gr—4 < flx) O (x) (a:——bm)“> .
R T L
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quand a est un point ordinaire de f(x), et

Ao=

m

| b=

1 qat <f(w) o' @) @_wﬂ 4L [ g <f<w>e’<w><m—a>ﬁ>]
1 (@—1)! [da}a_i O () w=U, B L dacP 0 (x) i
quand @ est un pdle de f(x).

3. Considérons I'équation

O@)=(x—a)l(x)=t,

ol ¢ représente un nombre donné tel qu'il soit, le long de S, |© (2)|>]t] et, le long de s,
1O (2)| <|¢t|. L’équation O (x)=1¢ a alors une seule racine dans la couronne limitée par les
courbes S et s; on voit, en effet, au moyen des égalités

1 [ O@d 1T O , 0@ _
21'7:[8 O —t 2ix [,/S o) d +tfs o7 (%) d +] 1,

1 O (z)dz 171 1 , ]

que P'équation considérée a une racine & l'intérieur de S et qu'elle n’a aucune & l'intérieur

de s.

Cela posé, si la fonction f(x) est holomorphe dans la couronne limitée par S et s, la
formule

[ @ B
fl@y= = A4 T —F,
n=20 n=1 U

ot A, et B, représentent des coefficients qui sont donnés par les formules trouvées anté-

rieurement, donne le développement de la fonction f(x) de la racine considérée suivant les
puissances de ¢.

Considérons, par exemple, I'équation de Kepler

r=a-t+esinx,

et soit f{x)= w—i——a—.



On a alors

Donec
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Ag— 2080 ,
sin a
1 drt! (sin” a)
An=— (n+1)ln °  datt (n>0)
1
= 9=Bz=...=0
1 cosa x er drt! (sin® a) 1

x—a sina  ,—q (n+1)ln dart esina’




IL

£L—a

Sur les séries ordonndées suivant les puissances de — 3
 —

4. Pour faire une premiere application de la doectrine antérieure, considérons les déve-

’ . . z—a , 1
loppements ordonnés suivant les puissances de ———~, @ et & étant deux nombres donnés.

Pour étudier ces développements, il faut chercher deux courbes S et s telles que, pour
tout point z de S et pour tout point z & l'intérieur de la couronne qu’elles limitent, on ait

z—a |

z—a
z2—b ]’

x—0b

et, pour tout point z de s et pour les mémes valeurs de @, ou ait

z2—a
z2—b

r—a

.

x—0b

On est ainsi conduit 4 considérer les courbes données par I'équation

C ébtant une constaate, ou, en posant z=X+12Y, a=a+f, b= 4§/,

o — )2 _pf
X =z + (Y —gy1)*= = (1)_2;%5 248

(1)
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112 — RI02

Cette équation représente des circonférences dont les centres (w1, 1) sont placés sur la
droite qui passe par les points dont les affixes sont a et b.

Aux valeurs que prend C2, quand il varie depuis O jusqu’a 1, il correspond un ensemble
de circonférences dont les rayons varient depuis O jusqu’a l'infini et dont les centres varient
depuis le point («, §), qui représente @ et qui correspond & C =0, jusqu’d l'infini, en restant
toujours du méme cbté du point («, ). Chaque circonférence de cet ensemble contient &

I'intérieur celles qui correspondent & des valeurs inférieurs de C2, et le point dont I'affixe est

?
a, est & l'intérieur de toutes ces eirconférences.

Aux valeurs de C2? comprises entre oo et 1 correspond un autre ensemble de circonfé-
rences dont les rayons sont compris entre O et co et dont les centres sont compris entre le
point dont l’affixe est b, qui correspond & C2%= oo, et I'infini, en restant tous du cdté opposé,
par rapport & (g, f3), de ceux des circonférences du premier ensemble. Chaque circonférence
de cet ensemble contient & I'intérieur celles qui correspondent & des valeurs supérieures de
C?, et le point dont I'affixe est b est & 'intérieur de toutes ces circonférences.

En cherchant les points d’intersection de la droit dont I’équation est

Y—§ X-—u

yi—B  w—a’

laquelle passe par les points @ et b, avec les circonférences représentées par V'équation (1.),
on trouve pour les valeurs des abscisses #' et @ de ces points

/
. . , . at-d 5
et on voit qu'elles tendent la premicre vers I'mfini et la seconde vers jf, quand C? tend

2
vers 'unité. Done les deux ensemblessde circonférences représentées par ’équation (1.) sont
séparés par une droit K, perpendiculaire & la droite des centres, qui coupe cette droite dans
un point équidistant de («, §) et (¢, §), et les circonférences des deux ensembles tendent
vers la droite K quand C? tend vers unité. On peut méme voir que la droit K est le lieu
—a

z2—b =1

des points ou

3. De ce qu'on vient de démontrer dans les n°. précédents, on conclut que, si la fon-
ction f(x) est holomorphe dans une couronne limitée par deux des circonférences représentées
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par les points de l'intérieur de cette couronne

3. @)= = A(Zp) s S B (A,

X

A, et B, étant des constantes qu’on détermine par la méthode donnée dans les n.® 1 et 2.
Dans le cas particulier olt la fonction f(x) est holomorphe dans celle des moitiés, dans
lesquelles la droite K divise le plan, qui contient le point a, on a

Xr—a

Ff@— T A, <—__7;> .

n=1_0 x

Clest ce qu'il arrive dans le cas de la fonction logw, dont le développement suivant les puis-

x—a
sances de T qui est bien connu, peut étre obtenu de la maniére suivante.
x

On a

Z=a

b\ n-—1
A, = 1. f (z—0) dg=— ! [di"— (21 (z—b)n)

2nin |, z(z—a)" n!

Mais on trouve au moyen de la formule de Leibnitz

n!b"
! (W—by):;m)
et par conséquent
drt n—1)! b~
ot @by = et o )= U I b)),
Done
dn—1 —} b \n—1 3 \n—2 1)
gt & @ =b)) = 12> K;} +<?) +. +1} G —; =D .
On a done

zx—2b

logz=loga—+ Z —1—.—an_bn <9c—a>"

nei M a?
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En posant b=—aqa il vient la formule connue

?

et 1 z—a\m+1
logm:loga—{—2m§:l2m—_{_1<_w__{__7>
laquelle a lieu pour toutes les valeurs de @ représentées par les points de celle des deux

moitiés, dans lesquelles la perpendiculaire & la droite qui passe par les points d’affixes a et
— a divise le plan, qui contient le point a.

6. Voici une question qui se présente maintenant. Etant données deux circonférences
dans le plan de représentation des «, l'une placée & l'intérieur de 'autre, et une fonction f(x)
holomorphe dans la couronne limitée par ces circonférences, est-il toujours possible de former
une série de la forme (3.) qui la représente dans la couronne considérée?

Supposons premiérement que le centre de la circonférence extérieure coincide avec l'ori-
gine des coordonnées, et soient Ry et Rz les rayons des circonférences extérieure et intérieure,
#' et y' les coordonnées du centre de celle-ci. '

Pour résoudre la question considérée il faut voir si les deux circonférences données sont
comprises entre celles que représente I'équation (1.), et, par conséquent, 8’il existe un systéme
de valeurs réelles de C}, Ci, «, B, o, §', telles qu’il soit

a———a/C?,B:B'CI’,

(4-> /e o\ e 2 1
a—d C3=(1—-CHo, p—3 Ci=(1-0C) v,
| e Cleortoop

(5.) ' | (= ’

J. ¢

| | o Gy 6
S a=cy

Or les quatre premitres équations donnent

1—C3 1—C2
oo Frama?

'

et les deux dernieéres donnent ensuite

cx 1

2 Ci(l'—‘CZQ ""Cf? ] /
Rl (C?_'T’)‘z)* (w.—{—yq))

M=oy

(@97, Ri=
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Ry

et par conséquent, en posant Ry —Ra=1£, ® = m, \/;cﬁ—%—y” =D,

14-C,C, 61—

b=1a P "Toa=c

En éliminant C} et C% entre ces équations, on trouve premi¢rement

(6.) Cp=i -
et ensuite

ko (C3— 1)+ [m (" — ") — K — g7 Gy (C;— 1) =0,
ou

kp (C3-+1)-+ Cy[m (p* — &) — k> — p*] = 0.
Cette équation donne pour Cp deux valeurs, qui sont réelles quand on a
(p*— k%) [p* (n— 1) —&* (m+-1)*] > 0.

Or, comme la circonférence dont le rayon est R est placée & l'intérieur de celle dont le
rayon est Ry et comme p représente la distance des centres, on a

0 <Ri—Rz, p<Ri-}Re,
et par conséquent

o<k, p(m—1)<k(m--1).

Les deux valeurs considérés sont donc réelles.
- On peut encore remarquer que ces deux racines sont réciproques; soient donc représen-

tées par t et - En substituant ces valeurs dans Iéquation (6.) il vient, pour déterminer Cy,

et on voit que les deux valeurs de C; sont aussi réciproques 'une de lautre,

»*
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En substituant enfin les valeurs qu’on vient de trouver pour C; et Cz dans les équations
(4.) on obtient les valeurs de «, 8, «, B’. On trouve ainsi, en posant Cy =v, Ca=t¢,

1—1¢2 1—¢2
vy o v
«= o2 2 o, B'= - ¥,
1), . R(1—f)
o == rv?:wt?‘—‘ x 3 B —_— 7;2 ____tﬂ__ y y
1 1
et, en posant Cy=—, Cs =
v
a/_vg(tz—i) / 3/_”2(252—"__1_)21
I s e L > T B
1?2 —1 121
—_ / _ !
a4 = t2 ,UQ ? B ti‘)—’UT‘Z/.

Silon permute dans le premier systéme de formules « et «, B et 3, on obtient le second.
Ces formules ne déterminent donc que deux points («, 3), (¢, §'), et ces points représentent
les nombres a et b.

De tout ce qui précéde on conclut que les circontérences données sont comprises entre
les circonférences réelles représentées par les équations (1.) et (2.), et qu’il existe, par con-
séquent, une série de la forme (3.) qui représente, dans la couronne limitée par ces circon-
férences, la fonction donnée f(x). Les valeurs des nombres a et 4, qui entret dans cette
série, sont données par les formules qu'on vient d’obtenir, les valeurs des coefficients sont
données par les formules obtenues dans les n®. 1 et 2.

Nous avons supposé jusqu’ici que le centre de la circonférence extérieure coincidait avec
I'origine des coordonnées. Si le centre de cette circonférence est le point d’affize A, on peut

et rem-

poser @ =2 -k, développer la fonction f(x'--L) suivant les puissances de i, 3

placer dans le résultat =’ par = —Xi.

Il convient encore de remarquer que, dans le cas limite ol le cercle intérieur se réduit
4 un point («',y'), c’est-a-dire, dans le cas ol la fonction f(«) est holomorphe dans un cercle
donné, le point («, ') de son intérieur excepté, on a, en premier lieu, a =o', f =1y, C2 =0,
et ensuite

m/?+ /2 RQ RQ ,
S = s L

Les constantes « et b, qui entrent dans le développement de f(x), sont alors données par les
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formules

a=wl+iy,s bzgz—igi:y—z(w/+zyl))’

le point & est donc I'inverse de a par rapport au centre du cercle donné.

7. Pour faire une premiére application de la doctrine antérieure considérons une aire A
limitée intérieurement par des arcs de circonférence si, sa, ..., 8, limitée extérieurement,
dans une direction, par une droite K, qui ne coupe pas ces arcs, et infinie dans les autres
directions; et supposons que les circonférences auxquelles appartiennent les arcs considérés
ne coupent pas l'aire A et que f (%) soit une fonction holomorphe dans cette aire. Prenons &
Vintérieur de A un point d’affixe a et sur la droite perpendiculaire & K, tirée par ce point,
un autre point d’affixe b tel que les distances des deux points & K soient égales. Tirons en-
x—a
x—b
assez grand et le centre assez éloigné de la droite K pour contenir & Vlintérieur les arcs
Sty S2, o

suite une des circonférences représentées par I'équation

= const., dont le rayon soit

Cela posé, nous avons, C représentant cette circonférence et = P'affixe d’un point de Vin-

térieur de l'aire limitée par C et par s1, s2, ...,

L[ [ fQO0E & [ f0OEE
f(”)_*gz,:{ ¢ Oz —O0 (=) mii sme(z)——e(m)}

ot © (2) = -EE*Z—

Mais
oE 1 1
O3z —O0@k z2—a z—0b’

f(@O(2)dz ‘fOAn <_m_— a)n,

- x—b.

4

c 9@ —’e’@‘_nz
f@O @dz [ f(a)ds f@®ds f(z)dz [ fz)ds
BCIORCIC) - , @ _ﬂm —b —_—'/;m (w—cm){l—z—cm} , 307

T —Cn

S

ot ¢y, ¢z, ... représentent les affixes des centres de si, sq,.. ..
En remarquant maintenant qu'on a |z2—e¢, | <|z—c¢y!,-le long de sn, on voit que la pre-
midre des intégrales, qui entrent dans le dernier membre de cette égalité, peut étre déve-



142

P 2 . . Z—Cpy y 7
loppée en série ordonnée suivant les puissances de ———-, et qu'on a par conséquent

?
“—tm

1 f(2O (2)dz 1
2ix ., ©@—9@ =G<w—cm)’

G (———_ représentant, suivant 'usage, une série ordonnée suivant les puissances entidres
z—Cp

et positives de —.
z— Cm

Nous avons donc la formule

bt x—a\P k 1
T e e
f(w) n=0 "\z—b +m=1 "\e—cn /)’
qui a lieu pour toutes les valeurs de @ représentées par les points de P'aire limitée par C et
par les arcs si, s2, s3, ..
Les valeurs de A, sont données par la formule

1 f(O (@)de a—b [ f(&)(z—0br1dz
JC

Ortlz)y ux c (z—ay*tt

laquelle fait voir que ces valeurs ne changent pas quand on remplace la circonférence C par

—b

I'intérieur; et, comme ces circonférences tendent vers la droite K, on peut énoncer le théo-

les autres circonférences représentées par I’équation == const., qui la contiennent &

reme suivant:
Toute fonction holomorphe dans Uaire limitée intérieurement par des arcs de cercle et exté-
rieurement par une droite peut étre développée en série de la forme suivante:

o k
x—a\ 1
f@= % A, <—_> + T G <~——),
n=0 x—b m=4% Z—Cn
qui a liew pour toutes les valeurs de a représentées par les points de cette aire.
Il est facile de voir que cette formule a encore lieu lorsque les circonférences antérieures
se reduisent & leurs centres.

8. Une autre question qui méne & des séries de la forme considérée est celle du déve-
loppement des fonctions holomorphes dans une aire limitée par des droites.

Soient Ky, Kg, K3, ... des droites qui limitent une aire A donnée, mais ne le coupent
pas, « un point de son intérieur et f(x) la fonction considérée. Par le point & de l'intérieur



143

de A tirons des droites perpendiculaires & Ky, Ko, K3, ... et soient ay, as, a3, ... des points
de ces perpendiculaires tels que leurs distances 4 Ki, Ka, ... soient respectivement égales
aux distances de & aux mémes droites.

On a, en vertu du théoréme de Cauchy,

o —fy= ¥ L~ [ S@O(dz
f@ f(b)_‘mil 21:7!me O(z)—O (x)’

z—a
z—b"
Mais, comme on a

oU O (2) =

0@ 1 1
O(z)—0(@x) z2—x 20’

. " f(2) 0O (2)
on voit que la fonction e—(z)—__e @

écrire, en rendant explicite la constante a qui entre dans la fonction © (x)

est indépendante de a, et qu'on peut par conséquent

L 29 (z,an,)dz
) = 2 s ! .
f@)—1@) m=t 21% [ O(2, an) — O (2, an)
En remarquant maintenant qu'on a
z—b z—b |
L— Ay Z—ay |

pour tous les points  de 'intérieur de I'aire A et pour tous les points z de la droite K,,, on
conclat que I'intégrale

f(2) O (3, an) dz
X, O (2y an) — O (T, an)
. , , , .. . . . r—b
peut &tre développée en série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de z .

On peut donc énoncer le théoréme suivant:
Toute fonction f(x) holomorphe dans une aire limitée par des droites, qui me la coupent
pas, est développable en série de la forme

=

S@—fH= 2 £ am(E70)

—1 X

quand x est Uaffixe d'un point de Uintéricur de cefte aire.
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9. On peut démontrer, au moyen de considérations analogues & celles qu'on vient d’em-
ployer pour démontrer les théorémes antérieurs, le théoréme suivant:

Toute fonction holomorphe dans Uaire limitée extérieurement par des droites et par des arcs
de circonférence et intérieurement par des arcs de circonférence est développable en série de la
Sforme

f@)—fB)= £ % A<'">( >+VPm (x-—cm)+2Gm( 1_>

m=1n=1 Cm

(ciy ca, ... représentant les centres des arcs extérieurs, cy, ¢z, ... ceux des arcs intérieurs
et @ un point de l'intérieur de 'aire), si ni les droites ni les circonférences considérées ne cou-
pent pas Uaire.

Ce théorétme contient un théoréme démontré par M. Appell dans les Acta mathematica
(t. 1, p. 111).

10. Nous avons supposé jusqu’ici que b était l'affixe d’un point de l'aire A. On peut
trouver, au moyen de la méme méthode, une formule applicable lorsque & est l'affixe d'un
point de I'extérieur de l'aire considérée. Sil'on représente par a, les valeurs de a,, qui sont
les affixes de points du plan placés du méme cbté que l'aire A, par rapport aux droites Ky,
et par a, les autres valeurs de ay,, on a alors

® . n k ® 4 A\n
T AM (——*7-) 4 % ¥ B» (w___m aén ) + P, (— cp) -+ ZG, (,_1_>_

¥
fl@)= %
m=1 m=1n=0 L~ Cp

11. Une conséquence qu’on tire des théorémes qu’on vient d’énoncer, laquelle nous fe-
rons ici remarquer, c’est que les fonctions elliptiques peuvent &tre développées, d'une infinité
de maniéres différentes, en des séries simples, dont les termes sont des fonctions rationnelles
de , lesquelles sont convergentes dans un parallélogramme des périodes.

Ainsi, par exemple, dans le cas de la fonction p (x), nous avons, en considérant le paral-
lélogramme des périodes dont le centre coincide avec 'origine des coordonnées, en posant
b=0 et en représentant par ¢ une circonférence infiniment petite avec le centre dans 1’origine,

(@)= ﬁ Pp(2) O (z,a,)dz 1 p(R)dz ()dz | 1 [p@ dz
P T s &, © (2, @) — O (@, an) T %Un , 2— T 9 z
ol G(Z,am)=z—zam; mais ay =— a3, ag=—a, et

p(z):—;——%bo:ﬂ—%.



done
1 it x >"
— AWM N A (2
o) = > !
P @) a? +n=1 "\x—ar) T <a;'— as
A
ol
AD—__ Y
" 2i%
Ky
. 45
AP = ~~~¢-7-/
2ix
o I‘).
A® -
" 2%
K3
AW — @2
n . .
2ix X
N4

Mais, en posant z=—2, il vient

p (&) (z—a)!

L) o (

5

x K wi &
) (-

-+ ay

p(2)(z— a1 dz

ant i ?

e S A y

p()(: tay-tde

znti ’

p(2) (s + o2y d

znti

PEE Fayt
T dz = — it dz 5
Ky 2" Ks 2
p (&) (z—ag)—! 1o p () (7 +az) s
antt = 44 <
Kg Kq <
et par conséquent A" =AP AD® = AP,
Done
.1 o Al AP AP AP
p(m;=—2+ Lo P ERPRY] 7 + n
x® (x—a)"  (x-+a) (— az)* (¢ -+ a2)

On peut encore écrire cette formule de la maniére suivante:

mn

1 g :
p@ =3+ T (—1p

12.

d n

(n—1)! do»

A, par un autre développement que nous allons trouver.

Remarquons, en premier lieu, qu’on voit, au moyen des égalités (1.) et (2.) du n°. 4, que,
'si on donne un point d’affixe b=d 78’ et une circonférence dont le centre soit le point
d’affixe ¢, = 2’4y et dont le rayon soit R,,, on peut trouver un nombre a,, = a3 tel que

s

J'

FAD log (& — aj) + AV log (&* — a})].

La fonetion f(x), considérée dans le n°. 9, peut encore &tre représentée, dans laire
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cette circonférence appartienne & ’ensemble de circonférences représentées par ’équation

& —
1 " = cost.;
cette valeur de @, est donné par ’équation
e BB (@) (=B =R @ i)
m 2 .

Ty =) @ =P (=B

Cela posé, prenons, comme antérieurement, un point & & l'intérieur de I'aire considérée
et faisons correspondre & chaque droite du contour et a chaque circonférence un point, qu’on
détermine par le moyen indiqué dans le n°. 8, dans le cas des droites, et par le moyen qu’on
vient d'indiquer, dans le cas des circonférences; soient ai, a2, a3, ..., a; les affixes de ces
points. On a, représentant par sy, sz, ..., s les arcs de circonférence ou les segments de
droite, qui forment le contour de l'aire, et par ¢, une quantité égale & -1, lorsque s, fait
partie du contour extérieur, et égale & — 1, lorsqu'’il fait partie du contour intérieur,

. k f(z O (2)ds
f(w)_f<b)=7)L;i Em ] O (z)—@ (av,)ﬁ

ou, comme dans le n° 8,

ok £ O (3 a0) s
f(m) —f(b) - m:l sm s o (%, “m) —0 (JZ‘, am) ’

I—da
ou O <Z7 am) = {;“

Mais on a, le long de s,,

1 r—70b i z2—0b

T — iy l |3 — ap,

Donc Vintégrale

F(z)O (z,a,)ds
. O a)—O(x,an)

A . . . . - x—b
peut &tre développbe suivant les puissances entiéres et positives de ————; et nous avons
’ T —dp
par conséquent le développement

b=

fa@=fo+ 2 5 am (2L

in

convergent & lintérieur de V'aire considérée.
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Si b représente un point de l'extérieur de Vaire A, cette formule doit &tre remplacée par
la suivaute:

kK [+=] b n k1 ] ' n
¢ xr— . r—a
fl@)=" T A;;"><——,,> + 3 ¥ ( i),

me==1 n={ T —Qy m=1n=0 x—b

olt @, représente les valeurs que prend a, lorsque a, et x sont tous deux & l'intérieur ou
tous deux & l'extérieur de la circonférence & laquelle appartient I'arc s,, et a, représente
les autres valeurs de a,,.

13. Nous terminerons ce que nous avons & dire & I'égard des séries ordonnées suivant

. rz—a . . ) -
les puissances de — T en faisant voir qu’on peut former, au moyen de ces séries, des

fonctions holomorphes dans une aire limitée par des droites ou par des droites et des arcs
de circonférence, lesquelles ne peuvent pas étre continuées & Uextérieur de cette aire.
Soit

(1) Ao+ A X +As X2+ As X34 ..

une série convergente & lintérieur d'un cercle de rayon égal & 'unité, laquelle représente
une fonction qui ne peut pas 8&tre continuée & l'extérieur de ce cercle (on connait un grand
nombre de séries qui sont dans ce cas); et soit K une droite qui passe par le milieu du se-
gment de dreite déterminé par deux points dont les affixes sont a et & et y soit perpendi-

culaire & ce segment. La série qu’on obtient en posant X:—x—_—g, c’est-a-dire, la série
x—0b
x—a r—a\?
8. Ao+ A ~~—7> As —-———>
(8.) o+ Ay <x——b A () e

est convergente dans celle des régions du plan de représentation des x, dans lesquelles le
divise la droite K, qui contient le point d’affixe a. Elle représente done, dans cette aire, une
fonction holomorphe, et nous allons démontrer que cette fonction ne peut pas étre continuée
& Uextérieur de aire considérée.

Soit, en effet, » 'affixe d’un point de cette aire, voisin de K. Il existe une quantité po-
sitive p et une série

9. bo+ by (x—u)+-ba (x—uw):+-b3(x—u)+. ..,

convergente dans le cercle de rayon p et de centre u, telle que la fonction définie par cette
série et la fonction définie par la série (8.) coincident dans la partie commune des aires de
convergence des deux séries,

*
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Mais, en posant

Tr—a Uu—a
X=o=p A=

la série antérieure se réduit & la sulvante

g a—b >”<X—A>”
(10.) n=06"<A-—1 < 1)

laquelle est donc convergente, lorsque

| X—A | [A-—1 )
X1 ISP 1= =k

é’est-e‘vdire, dans un cercle, qui existe dans le plan de représentation des X, lequel contient
4 l'intérieur le point A. Or, ce cercle doit &tre tout & Yintérieur du cercle de convergence
de la série (7.), parce gne la fonction définie par le série (10.) doit coincider, dans le voisi-
nage du point A, avec la fonction définie par (7.) et cette fonction ne peut pas étre continuée
& l'extérieur de ce cercle. Le cercle de convergence de la série (9.) doit donc &tre aussi tout
& lintérieur de l'aire de convergence de (8.). Comme cette circonstance se donne, quelque
petite que soit la distance du point d’affixe u & la droite K, on conclut que la fonction définie
par la série (8.) ne peut pas étre continuée aw deld de la droite K.

Cela posé, soient: 1° Ky, Ko, Kz, ... des droites qui limitent une aire A, mais ne la
coupent pas; 2°. ¢ l'affixe d’un point de l'intérieur de cette aire; 3°. by, bo, b3, ... les affixes
des points placés respectivement sur les perpendiculaires & Ky, Ko, Ky, ..., tirées par le
point d’affixe a, dont les distances & ces droites-ci sont respectivement égales aux distances
du point correspondant & @ aux mémes droites.

Les séries

oo o«

r—a\" . r—a \"
ZA"< >, L-An< VL
=0

n w_bl n=0 w_b‘l(

sont respectivement convergentes, dans la moitié du plan déterminée par Ky et «, par K et
a, etc., et les fonctions qu'elles représentent ne peuvent par étre continuées au deld de ces
droites.

Considérons maintenant la somme des séries précédentes:

S ¥ Aﬂ<m_a>"+ Y A, <,“’_“>"+....
0

n=0 x-—by ne— x— by

Cette somme représente une fonction holomorphe dans ’aire A, et nous allons démontrer que
cette fonction ne peut pas 8tre continuée & l'extérieur de cette aire.
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En effet, si cette fonction peut &tre continuée au deld de la droite Ky, par exemple, il
existe un point d’affixe u et une série de la forme

bo+ by (@ —u) +ba (w—u)2+. . .,

convergente dans un cercle de rayon p et de centre d’affixe u, lequel coupe la droite, tels
que les valeurs de la série coincident avec les valeurs de S dans la partie commune des ré-
gions de convergence des deux développements. En approchant le point d’affixe » de la droite
K:, on peut tirer un autre cercle C; de rayon égal & p; et de centre d’affixe w1, qui coupe
encore Kj, qui soit & l'intérieur du premier et qui ne coupe pas les droites Ky, K3, ...; ot
il existe encore une série de la forme

bo—f—bl (ac—ui)—{—bg (a:—u;)~—{—. .oy
convergente dans ce cercle, dont les valeurs coincident avec les valeurs de S dans la partie

commune des régions de convergence des deux développements.
Comme le cercle Cy est & l'intérieur des aires dans lesquelles les séries

o4} @®

x—a\" . x4a\"
S A (2, oA (S
=0 n=0

n x~bg :c—b;;/

sont convergentes, on a aussi, dans ce cercle

O: x—a \"

2 A, <_“?>"> =coto (T —u)te(c—uw)P+.. .,
n=0 xr—02

* x—a‘ n f ' , 9
A, <~——b—> =cy+c(x—u)Ffealr—u)?+...,
n=0 X —03/

On a donc aussi, dans le cercle considére,

ba+bx<w—uo+...—[ LA, <”““)\"+ T A, <x——a—>n—{—...]=du—%—d1(m—u1)+dv3/w—u~2)9+..._

x— by ne—0 xz—bs

. (s . ~ x—a\" .
Or le premier membre de cette égalité coincide avec X A, <;c——b—> dans la partie du
n=0 — U4

cercle Cy qui est & l'intérieur de 'aire A. Donc la fonction définie par cette série peut &tre
continuée au deld de Ky, ce qui est absurde. On conclut done que la fonction définie par la
série S ne peut pas 8tre continuée & 'extérieur de 'aire A.
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14. On peut aussi former par ce moyen des fonctions holomorphes dans une aire donnée

A, limitée extérienrement par des droites et par des arcs de circonférence et intérieurement
’ P

par des arcs de circonférence, qui ne peuvent pas étre continuées & l'extérieur de A.

Soient Cy, Cz, C3, ... les circonférences anxquelles appartiennent les arcs qui forment

h ? 2

le contour de A et Ky, Ko, K3, ... les droites données, et supposons que ces droites et ces
circonférences ne coupent pas 'aire A.

A chaque circonférence et & chaque droit il correspond deux nombres a,, et ¢, (¢, étant

q P

égal 4 l'unité dans le cas des droites) tels qu’elle peut &tre représentée par 1’équation

(11.) iw_bi

t = Cp
T— Uy,

Cela posé, on voit comme antérieurement que, sila série (7.) représente une fonction qui
‘ne peut pas &tre continuée & l'exterieur d’un cercle de rayon égal & l'unité, la série

g . n
v A, <m b>
n=0 C;«» €L Uy

représente une fonction holomorphe dans une aire, qui contient V'aire A, laquelle ne peut pas

étre continuée au deld de la droite ou de la circonférence représentée par l’équation (11.).
La somme

k @ /
s v A <ﬂ> "

m=1n=0 Cn \&—

représente done la fonction qu’on voulait former.

L’aire A peut, en particulier, &tre limitée seulement & Iexterieur ou seulement & 'inté-
rieur.. Dans les cas ol elle est limitée intérieurement, les fonctions qu’on obtient au moyen
de la méthode précédente ont des lucunes limitées par des arcs de circonférence.
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Sur le développement des fonctions en série ordonnde
suivant les puissances de sin

15. Considérons maintenant les développements ordonnés suivant les puissances de sina.
Nous avons déja vu, dans un mémoire publié dans ce journal (t. cxvi, p. 14), que I'équation
|sina| = c représente des courbes fermées, lorsque ¢ = 1, et nous y avons trouvé le dévelop-
pement des fonctions holomorphes dans l'aire limitée par une de ces courbes. Si la fonction
f(x) est holomorphe seulement dans la couronne limitée par deux des courbes considérées,
on peut trouver son développement suivant les puissances positives et négatives de sinx au
moyen des formules données dans le n°. 1. Alors, si la fonction n’a, & l'intérieur du contour
s, quw'un nombre limité de points singuliers, les coefficients du développement sont donnés
par les formules

An = A;z + A;;;
. 1 f f(2)coszdz 1 f(z)dz
An = T - ==

sinttlz  2nin [ sin®z

X ’
A — 1 é f(z) coszdz _ 1. ?S f .(z)_c_l_g_
P ey sin®+t z 2nim ,_y ), sin"z
m m

1

2nin

9

Bn = /f/ (Z) sin® z dz.

A l'égard de A, et B, nous n’avons rien & ajouter i ce qui résulte immédiatement de la
théorie générale. Mais la méthode qui résulte de cette théorie pour le calcul de A, peut étre
remplacé, comme dans le cas considéré dans le mémoire rapporté, par une autre plus simple,
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qui résulte des égalités

1 f@d SEO bl HT O b sl S 0)

2(2n+1)in azéi”r;?‘ft‘*‘l z_ @n+1)! ’
1 [ p@ds SEO8E TP ) £ 8gY o)

2.27i% | sin® 4 N (Z7) ! ’

lesquelles sont une conséquence de I'analyse y donnée et ont lieu, lorsque la fonction f(x) est
holomorphe dans le voisinage du point d’affixe 0. Nous rappelons qu'on représente par si,
la somme des combinaisons des nombres

12, 3%, 52, ..., (24 1)2

pris m & m, et par Sg’% la somme des cowmbinaisons des nombres

22 42 62 ..., (2n—2)2

pris aussi m & m.
Si le point d’affixe O est un pole de f(x), dont le dégré de multiplicité est égal & B, on a,
en posant F (x) = f (x) sinf z,

1 f(z)coszsinf 2

" : C d
2ie | sinntbt 2 ?

= O . = - . g
2ix . Sln71+5+1z 20T . Slnn";_p:

1 ( F(zeoszdes 1 / F/(2)dz
et, comme la fonction F (x) est holomorphe dans le voisinage du point d’affixe 0, les égalités
qu'on vient d’écrire sont applicables & l'intégrale qui entre dans cette formule.

16. Pour faire une premiere application des formules précédentes considérons la fon-

) 1
ction —. On a alors
x

A, — 1 / coszdz __1__/ ‘sinzcoszdz-

2% |, zsintttz 2z zsin"t2z

sin z

Mais, en posant =T (2), il vient

() (0) = (— 1.

1
— (21+1) (0) =
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Done
A _ 1 [ F(z)coszdz _ 1 ¥ (z)dz
2T 2 . sz 2m@042) f, sin2it2z
) { )
_eurH 1 Sy S,
T @+ 2413 21 T — 3 ’
(2n+2) i
A F (z)coszdz B (z\ dz ~0
2 91, , sin?it2; | 24 <zp+1) sin? T
On a aussi
1 sin z .
B, = o = dz=1, B,=0 (n>1).
Donc nous avons la formule
" . ()
'1“=“}~+ 9 (—1)q+1 1 2(T+1) ot S 2H) sinit @,
x  sine .0 2q4-2)! 27;—|—3 2n--1 3

Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de x qui sont représentées par les points de
Vaire limitée par celui des ovales |sinaz|=1 dont le centre coincide avec l'origine des coor-

données.

17. Comme seconde application considérons la fonction

cos @

f@)=

On a
A 1 cos?zdz 1 sin2 zcoszdz
"2 [ zsinttlz o dim [ zsintF2z
sin 2 z
ou, en posant F (z)= ~5,

A — ¥ (z)dz
" 2irn-1) [ sinHz T

T
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Mais, on a
F%) (0) = (—1)7 2% F2o+1) 0y =0
)=(—1) RN 0)=
Done
1 F(z)dz (1t (220000 221 (1) 22}
A= 55 1Y) csin2it2s (@)t 2043 ~San g T Sz )
A2~f‘=0.

On a aussi Bi=1, B,=0 (n>1); et par conséquent nous avons la formule

O«I‘E

+.. iS(z >,_‘_ 1) } sin2i 11 ¢,

z sine = .. 0(2r¢2)’

cosz 1 ;’ (— 1)’""1{ (r1) _ g 221
2+3 A2



IV.

Sur la série de Fourier.

18. L’intégrale considérée dans le n° 1 contient comme cas particulier l'intégrale

12

(U}
ze dz . s .
ffz) —;—» &u moyen de laquelle on peut obtenir la série de Fourier.
o w
e —e

Supposons que la fonction f(x) admette la période 2, représentée géometriquement par
la droite DA, qui fait un angle égal & 'argument de 2w avec 'axe des abscisses et supposons
que cette fonction soit holomorphe dans la bande comprise entre les deux droites paralléles
DA et CB. On trouve au moyen du théoréme de Cuuchy, en représentant par S le parallélo-
gramme ABCD et par « 'affixe d'un point de I'intérieur de ce parallélogramime,

i

. 1 f(z)e dz
j@):% iz ixa’

&l
(2

2|

W [0}
3 € — e

ou, en remarquant que les parties de cette intégrale relatives aux droites AB et CD sont

.LZ tTZ
(z) e o) d7 <z> e (u d7
f(.’L’) 2(\) f 7z 7:72’ l'
[0} (u
e

Cela posé, nous allons démontrer que, le long de la droite DA, est

égales,

iz | T

(O}

[0}
€

> et que,

kS
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le long de la droite CB, est
I'équation

e . Considérons pour cela les lignes représentées par

|

| i

I 3
[N}

P

i
L]
e |=c¢

¢ étant une constante positive quelconque, laquelle, en posant
z=a1+3y, o=p(cosB+|1isin0),

peut &tre réduite & la forme suivante

— % (yy cos © — zy sin B)

e =,

ou

ploge

=g tang 6 — .
yi =z tang wcos O

On voit au moyen de cette équation que les points du plan de représentation de la va-
| iz

riable z dans lesquels ’ ¢ | prend une méme valeur sont placés sur une méme droite paralléele
4 DA. Pour trouver cette valeur, quand la droite est donnée, on doit chercher la valenr
(it 4

(9]
€

dans le point ou la droite coupe I'axe des ordonnées. En posant pour cela

1Rz

que prend

e | prend

x1==0 et en représentant par y, I'ordonnée de ce point, on voit que la valeur que
dans la droite, parallele & DA, qui coupe V'axe des ordonnées dans le point 7, est égale &
_ ZYicos®

e ? et par conséquent que (I’angle © étant compris entre »—:—; et %) cette quantité

décroit, lorsque la droite considérée se déplace dans le sens des ordonnées positives. Nous
avons done, pour tous les points z de la droite DA et pour tous les points  de 'intérieur

I'aire ABCD,

14

I'ix

[0}
e

)

>le |

et, pour tous les points de la droite CB et pour les mémes valeurs de «,

Tz
03
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On a done, le long de DA,

iz:l: 2irx
: U) (U]
1 e
S L A
iRZ IR L"’ ‘2 i34 3wz
[$)]) W (9) ) (i3]
— e e €
et, le long de CB,
- ixz Qinz
m (113
——“i——‘z'—‘ —L—Jx‘ e. ‘e—fﬁ‘J*.-. M
w3 iE wr ' 2ink 3izr ! !
¢ (¢ () w )
e —e e e e
et par conséquent
nizr
- ner
(0]
f@= T A,
f=-—00
.\
ou
nivg
A 1 o ;
n = TZZ)— e f(Z) az,
DA
MRz nwz

) 1 L .
A= ¢ f(z)dzzf—/ e f(z)da.
20 J pe ) 20 Jps

On a done, en représentant par I le segraent DA (ou un segment égal pris sur une droite
paralltle & DA comprise entre DA et BC) la formule de Fourier:

Fa)- [f<z>dz+<>v/f snle=az 4]

= o

19. La formule de Fourier est encore susceptible, dang le cas des variables complexes,
d’une extension que nous allons indiquer. Supposons, en effet, maintenant: 1°. que Ja fon-
ction £ (2) ne soit pas périodique, mais qu’elle soit holomorphe dans le voisinage du segment
de droit AB, c’est-a-dire dans l'aire limitée par un parallélogramme PPy Q) Q dont deux
cOtes PPy et QQu sont paralieles et égaux 4 AB; 2°. que ce segment soit représenté par le
nombre complexe 2w et que @ soit 'affixe du point A. On a, comme antérieurement, en re-
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présentant par S le contour du parallélogramme,

f(x)=§(;

o AL

IRz

T3

) idz

I

[ [0}

e

— €

Soient maintenant w l'affixe d’un point de AP, » laffixe d’un point de AQ et « laffixe

d’un point de AB.

e

et par conséquent

ou, en supposant, comme antérieurement, que 'argument de 2 est compris entre — -

On peut écrire

R
f(z) e o dz N
w2 =z i
1) U)
e

w20

lim
U=

F@=

et en ayant égard & Pinégalité

ff@

Iwz

(z) e’ dz

zra,
m

Z:»Z

(Y)

(4]
dz
z.tw
o)
inz
U)
VA flz)e dz
=z ime

U) (U

inz

UJ
dz

ZTJ)
o

iT Z

?L<|»?(u
iz

L+?(v>
(z) e dz

f [0 (O]
e —e

%z ZIM.T

-2

=z

y=a

)
e —

irz

L@)e” de

a-}-2m

Tz

f@e”

iRz

[O)]

?J—{—?me

b

[0)
€

dz
inz

(0]

>
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qui a lieu le long de la droite qui passe par les points d'affixes v et v~ 2w,

nitEL niwz NIz

> T [u2e - . * T, [t+20 5
{ 2 e U’/ fx)e © dz+lim ¥ e “/14. flzye ¥ dz|.

lim
u=an=>0 JU v=an=1{ v

Sa)=

1
2w

Considérons maintenant la série

nivc.p ?li»:
N w /‘u~|~‘2m (:)e o .
n=14 2% ’
et remarquons que, comme on a
nivg ninz NITZ nivs
_ . s N e R _
[0} wl 0 (O / O] [N ) [O)
(z)e dz=—7F(3)e - z)e R — 3e dz
J#e %ree " e f (@ e[ ,
on peut I'éerire de la maniere suivante:
niw (b — &) ix (4 —x)
. @ _— 2 ® _——
wl 1 w w* 1 )
—[fu+20)—fW)] £ —e +— [ (et 20)—f W] L —e
T et M T ne=1 N2
N ni=z
@ o —_
w? 1 u—+2m
——y -~ —06 0’/ f(:-’)e @ dz.
T g=q N7 u
Or la série
niw (@ — )
o e )
p ie o ,
n=1 T
ou, puisque les arguments de z—a et de » sont égaux,
nin |G — |
- T
hy —1— e v )
n=1 N
ou
o
1 nwle—a .. nxle—a
Y - |cos — | +zsin Gl -——l
i ™ [ o] |

est convergente, suivant un théoréme connu (Picard, Traité d’Analyse, t. 1, p. 231); et on
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voit par conséquent, an moyen d’un théoréme donné par Abel pour le cas des séries de ter-
mes réels et dont M. Picard a fait extension au cas des séries de termes complexes (1. c.,

t. 31, p. 73), qu’est

niw (xr — u) niz {(x — a)
. * 1 [ o: )
Ilm ¥ —e = X e .
U=an=41 N n=1 N
On trouve de la méme maniére
Wiw (2 — u) niv (x — a)
@® _— o e
. ) )
lim X —e = X — e
y=gn=14 N n=4 N~
Comme on a
niv (2 — &)

}/;“}“‘wa//(z)e o . dz‘<1\1:2(ul,

I , _m'?:(z——a;)!

ot M. représente la plus grande valeur que prend |f(z)e ® I dans le parallélo-

gramme PPy Q:Q, on voit que les valeurs des termes de la série

l ' niw (2 — o)
> 1 u—+20 T T T
¥ / f(=e dz
2
n=t 7t u i
o . e M| 20|
sont inférieures aux valeurs des termes correspondants de la série ¥ ———, quelle que
n=4 N

soit la valeur de u, et par conséquent que la série considérée est uniformement convergente

dans le voisinage du point A; nous avons par conséquent

niw (2 — ) 0w (2 — &)
b | u—-+-20 - o *® 1 [a4+2n - o
lim ¥ — f'(=me dz= Y f'(s)e dz.
u=an=4 N i =1 7 a
De tout ce qui précéde on tire 'égalité
P
MRT . NIRZ NIRT WiRZ

. ® T fu20 — ® T fa+20 -
Jin X e “/ + fiee Y de= % e “/ fee © dz;

u=an=0 k12



161

et de la méme maniére on trouve la suivante:

NIRT ninz NIRE NITZ
. ot v+2m Tor ® T (a2 w dz.
lim ¥ / fe” dz== % ¢ " f(ee"
v=an=0 v n=10 a
Il vient donc la formule
MIRX MRz nizT vz
X 1 > o a—}—ﬂo) . e . T e a‘{'%” . [
j(m):——? Y e Sf(me dz+ Y e flze dsz|,
O] n=={ a n=14 @

ou

.. 1 a+20 :" 1+20 (e —z
j(aa):xua Ff(z)dz+2 L[/a‘ j(z)eosﬂ_(.‘"‘i_ldz}

==

laquelle a lieu pour toutes les valeurs de @ représentées par les points de AB.
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EXTRAIT DUNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE

(Bulletin des sciences mathématiques — Paris, 1890, 2.¢ série t. XIV)






EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE

Permettez, Monsieur, que je prenne la liberté de vous présenter quelques conséquences
relatives aux développements des fonctions en série ordonnée suivant les puissances de
sin (x — a) et cos (z—a) que je viens de déduire de la considération de D'intégrale curviligne

_ f(z)sin™ (@ — a) dz

s 8in(z— @) sin™ (z — @)’

Je prendrai pour contour de l'intégration le rectangle, dont le centre est le point qui a
pour affixe a, et dont les cOtés sont deux droites paralleles & I'axe des abscisses, égales & 2k
(ot 2k =), et deux droites paralleles & l'axe des ordonnées, égales & 21; et je supposerai
que la fonction f(2) est holomorphe dans l'aire limitée par ce contour, et que = est l'affixe
d’un point de U'intérieur de cette aire.

1. Cela posé, j’applique & lintégrale J le théoréme de Cauchy qui donne I'expression
de l'intégrale des fonctions uniformes, prise le long d’un contour fermé, et je trouve

J=2ir (A4 B),
en représentant par A et B les résidus de la fonetion

f(2)sin™ (x — a)

sin (z—x) sin™ (z—a)’

F(z)=

par rapport & = et & a, qui sont les racines de sin(z—wx)=0 et sin(z—a)=0 qui sont re-
présentées par des points de 'intérieur de l'aire considérée.



Le résidu de F (2), par rapport & «, est le coefficient de —}1: dans le développement de

f (e h) sin™ (w — a)
sin & sin™ (x —a %)’

Fath)=

en série ordonnée suivant les puissances de Z; et nous avons, par conséquent,
A=f(x).

Le résidu B de ¥'(z), par rapport & a, est le coefficient de % dans le développement de

fla+h)sin"(x—a)  f(a-h)sin™(x—a)

si _ Wsin™h . in™ A
sin (@ —x +h) sin™ A i sin (@ — 2 b) sxzm 0

Fla+h)=

en série ordonnée suivant les puissances de %. Mals nous avons, en développant les trois fon-
ctions

hm
sin™

fla+rh), sin—t{a—wm-th),

en série ordonnée suivant les puissances de k,

hwe . v
F@+@=%ﬂ%&ﬁ@mw@~@x2h[

d'sint (a—a-+h)] k7] d¥(hcosée hyr
— > .
v! dh? 0 o

wl dhv
Donc on a

sin" (¢ — a)

B=X —
wlvlw!

N sin_i(ft—quh):‘ [du’(h coséc h)mJ
a
S )[ dh? 0 dhv o

ol la somme représentée par X se rapporte 4 toutes les solutions entic¢res positives ou nulles
de I’équation

u-tvt+w=m—1.

En formant maintenant les dérivées successives de sin—!(x—a), je trouve

M2 (p— ) - mv (m.—
d”sin*i(a_gc.}_h)J L d’”sin‘l(w—;al__Bo_i_B’ sin? (@ — a) - .,.—}—B_;-Usm (z— a)
0

ah? da? sin’H (x — ) ’
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si v est un nombre pair, et

dhv

& sin—il(a——w . h)} B cos (z — ) [Bb—}— Bisin? (z— a)4-. . .- Bi i) sin—! (z — a)]
0

sin?*! (x — a)
si v est un nombre impair.

Donc Vexpression du résidu B a la forme suivante

B=—[Kssin(@—a)4Kssin® (@ —a)+...4 Ky sin" ! (# — a)]
—[Lo-+ Lo sin? (@ —a)+. . .-+ Ly—2 sin™2 (. — a)] cos (x — a),

si m est un nombre pair, et la forme suivante

B=—[Ky+Kssin? (. —a)+. . .4+ K,y sin" (x — a)]

— [Lisin (x — @)+ Ly sin® (x — @) 4. . .+ Lyy_a sin® % (@ — )] cos (x — a),
si m est un nombre impair.

Nous avons donc les formules suivantes

2 m—t

1
N m—1

flx)= 'y Roppa sin?*H (g —a)+-cos(x—a) XL Lo, sin® (z — a)
M " "~

1 J(z)sin™(x—a)ds

2ir 5 sin (3 — ) sin™ (3 —a)’

si m est pair;

1 1) | 5 (m=3)
fx)= 20 Ky, sin? (@ — a) +- cos (x — a) 20 Lopis sin?H (2 — a)
@ - -
1 f (@) sin™ (@ —a)ds

2 |5 sin(z—a) sin™ (z—a)’

si m est impair.

2.

allons donc les obtenir d’'une autre maniére qui fait voir cette circonstance importante.

Détermination des coefficients qui entrent dans les formules (1) et (2).— La méthode
que nous venons d’employer pour obtenir les formules (1) et (2) ne donne pas facilement les
coefficients K et L, et ne fait pas voir que ces coefficients sont indépendants de m. Nous

Y
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Dans ce but, je remarque que la fonction sin™ (z -—a) et ses dérivées, par rapport & z,
Jjusqu’s l'ordre m - 1, s’annulent pour &= a et, par conséquent, que les fonctions

LS | % m—A
O@)= %Y Koppysin?H (w—a)+cos(@w—a) X Lg,sin®(x—a)
n=0 n=0
et
:7 {(m—1) % (m—3)

O1(w)= ¥ K, sin? (@— a)+cos (- a) EO Loy sin®?+ (z — a)

= n=l
doivent satisfaire aux conditions suivantes:

0 (@)=f(a), O ()=f"(a), ..., 8" (a)=Ff"1(a),
O1(@)=f(@), Oi(@)=f"(a), ..., OF=Y(a)=ft""(a).

On peut obtenir, au moyen de ces équations, les coeflicients K et L, et I'on trouve ainsi
dans le cas de la premiére formule:

Lo =f<a);
Ki=f'(a),
(3) L= f(@)+ 3" (a),

Ks=5[/"(@+s" ()],

....................

et dans le cas de la seconde:

Kp =f(a)a
Li=f"(a),
(4) K=" (a),

Ly=5[f"(@+4f (@),

.....................

8. Séries qui résultent de (1) et (2). — Les formules (1) et (2) donnent deux dévelop-
pements de f(x) en série ordonnée suivant les puissances de sin(x —a), si U'intégrale curvi-
ligne
f(@) sin™(x—a)dz

s 8in (z —a) sin™ (2 — a)

J—=
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tend vers zéro quand m tend vers linfini. Or on trouve, en employant un théoréme de M.
Darboux,

S (@) sin® (x — a)

sin (& — @) sin™ (& —a),’

ol & représente 'affixe d'un point du contour de I'intégration, o le périmetre de ce contour
et 6 un facteur dont le module ne peut pas dépasser I'unité. Done, si l'on a

(4) [sin (2 —a) | < sin (s — ) |,

en tous les points du contour de l'intégration, I'intégrale J tend vers zéro quand m tend vers
'infini et les formules (1) et (2) ménent & deux développements de f(») en série ordonnée
suivant les puissances de sin (z— a).

Nous allons étudier la condition (A). Si I'on pose

z=wmy iy, a=a-+1if,

nous avons

sin i (y1 — 8)

sin (z — &) = sin (w1 — «) cos 2 (y1 — B) + ¢ cos (xg — ) ;

et par conséquent, en représentant par M le module de sin (z— a),
M? = sin? (wy — «) cos? (y1 — B) — cos? (w1 — «) sin? ¢ (y4 — B).
Nous allons, maintenant, chercher la plus petite valeur que peut prendre M? quand z

déerit le rectangle qui constitue le contour de lintégration, c’est-d-dire le rectangle formé
par les droites dont les équations sont

w=u—k, wm=utk, y=Bp—1I, y=0+10
Pour trouver le minimum des valeurs que prend M2?, quand z décrit la droite &1 =a— %,
nous devons chercher la valeur de 71 qui rend minimum l'expression dans laquelle se trans-
forme M2 quand on y pose @)=« —£, c’est-d-dire I'expression
sin? & cos?¢ (y1 — 3) —cos? ksin? ¢ (yy — f).
On trouve, de cette maniére, en représentant par m; ce minimum,

mi=sin?k,

et quil correspond & y1 =3, c’est-d-dire & un point du rectangle considéré.
v
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On trouve, de la méme maniére, que le minimum des valeurs que prend M2, quand z dé-
crit la droite @y = u -k, est encore égal 4 sin?% et correspond & y==§.

Pour trouver le minimum de M2, quand z déerit la droite y; =3 —1, on doit transformer
Pexpression de M? en y posant y =@ —/, ce qui donne

i —I\ 2 I p—I\2
it 0 (S5 oo (457,

et, ensuite, chercher le minimum de cette expression. On trouve, de cette maniére, que ce
minimum correspond & @ ==« et qu’il est, en le représentant par mj,

s <el_e—l>2
i={"9 )"

On trouve, de la méme manitre, que le minimurn des valeurs que prend M? quand z dé-
crit la droite y;=§--1 correspond & zy = u et est égal & mj.

De tout ce que je viens de démontrer il résulte que le minimum des valeurs que prend
M2% quand 2 décrit le contour de l'intégration, est égal & la plus petite des quantités

I_ g\ 2
sin? &, <-e 26 >

Or on voit facilement que

5113 log (sink + Vsin2k + 1) et que

I g1
e_% < sin &,
sil <log (sink -+ Vsin2k+1).
Donc nous avons le théoréme suivant:
8i 1< log (sink+- Vsin?k +-1), Vintégrale J tend wvers zéro, quand m tend vers Uinfini, si

satisfait & la condition

|sin (2 — a) | <sin k.

St I <log (sink + Vsin2k —+ 1), Uintégrale J tend vers zéro, quand m tend vers l'infini, si x
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satisfait & la condition

e —e!

Isin (x—a)| < 5

Dans ces deux cas, on peut développer f(x) en série convergente au moyen. des formules

sutvantes:

(9) f@)= ¥ Kogppqsin?H (z—a)4-cos(x—a) X Lg,sin? (2 — a),
n=0 n=10

(6) f@)= ¥ Kj,sin? (@ —a)+cos(@—a) X Ly sin®*H (z—a).
n=1_0 n=10

4. Application. — Pour faire une application de ce résultat, je vais considérer la fonction
f (@) =cos ka, &k représentant un nombre quelconque.
Les formules (3) donnent

Lo=1, Ki=0, Lo=—22"" K3=0,...,

et, par conséquent, la formule (5) donne la formule d’Euler

Bl ., (=12 —3?)
U RN B3 W

sinfa—. ..,

coskr=cosx{l —

et 'on voit que cette formule a lieu toutes les fois que

En appliquant les formules (4) & la m&me fonction, on trouve

k2

Ki=1, Li=0, Ky=—-'p, Li=0,...,

et, par conséquent, la formule (6) donne la formule connue

k2, k2 (k2 —22)
1 e AR a7
coskr=1 5 sin? 5351

sintw—. ..,

T

quand |sinz| <1, 5 <z<g

*
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On trouve de la mé&me maniére les développements suivants:

o k=) L, E@R—1D)(E—3Y)

smkm_ksmm—wsm x4 {9345 sinfx—. ..,
2__99

sin kx = cosa [k sinw — MQ?)E—) sind@ ... |,

. T T
quand |sina| <1, —g<e<5

La méthode que nous venons d’employer pour obtenir les coefficients qui entrent dans
les développements de coska et sinkx donne ces coefficients de proche en proche, mais n’en
donne pas la loi. Mais cette loi est toujours la méme quel que soit k, et, dans le cas de &
entier positif, on l'obtient par des moyens tout & fait élémentaires.

8. Je vais maintenant considérer I'intégrale

J(z)sin(x —a)sin (@—B)...(x—1) Iz

s 8In (z—)sin (z—a)sin(z—B)...sin (z—A)

qui va me permettrevd’étudier les conditions de convergence de votre formule (Cours d’Ana-
lyse de U Ecole Polytechnique, p. 331):

sin (@ — B) sin (¢ — ¥j. . .sin (@ — 1)
sin (¢ — B) sin (¢ — ¥). . .sin (@ —A)

JS@)=

f(®
sin (x —«) sin (x— 7). . .sin (e —A)
sin(B—ow)sin(B—7)...sin(B—N)
sin (z—a)sin (@—B). . .sin{fx—N) .
sm(y—a)sm(y—B)...sin{y—N\) sy

J®)

+

quand le nombre des quantités a, 3, v, ... tend vers U'infini. Je suppose la partie réelle de

. e s
x comprise entre —g et —{—-2—

le centre coincide avec l'origine des coordonées, et dont les cOtés sont deux droites paralléles

et jo prenne pour contour de l'intégration le rectangle dont

a I'axe des abscisses, égales &4 =, et deux droites paralléles & 'axe des ordonnées, égales
a 21

En supposant que les points d’affixe @, «, B, ¥ ... sont placés & 'intérieur du contour s,
on trouve

M=2in(A+B+C+...),
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ol A, B, C, ... représentent les résidus de la fonction

f(2)sin(z—a)sin (w—f)...sin(x—R)

sin (z—x)sin (z— @) sin (z—B). . .sin (2 — &)

F(z)=

par rapport & =, «, B, ..

. : ; . . 1 :
Or le résidu de cette fonction par rapport & a est égal au coefficient de - dans le déve-
loppement de

Sfe+R)ysin(x—a)sin(x—f). ..
sinksin(@+h—ao)sin(x+2—§)...

en série ordonnée suivant les puissances de 2, c’est-a-dire a f(z).

. . . . . 1 ,
Le résidu B de la méme fonction est égal au coefficient de < dans le développement de

h

fla+R)sin(z—a)sin(z—1§). ..
sin (¢ 4k —a)sin hsin (a+h—§)...

en série ordonnée suivant les puissances de %, et, par conséquent,

sin (@ — @) sin(z—7).. .(x—N)

sin (« — B) sin (a0 — 7). . .(a — ) J ().

On trouve de la méme maniére les autres résidus.
Nous avons done la formule

o) — sin (@ — B) sin (@ —7)...sin(z — 1) “
J@)= sin(a—fi)sin(a—'()...sixl(a—l)f()

sin (z— o) sin (@ — 7). . .sin (2 — k)

sin (f —a)sin (B —7v)...sin(B—4)

FiB)

/ f(@sin{r—asin(e—P5...sin(x—N) .

sin(z—a)sin (z—«)sin(z—f)...sin(2—An)

Or on voit, au moyen du théoreme de M. Darboux déja employé dans le cas antérieur,
que l'intégrale qui entre dans cette formule tend vers zéro, quand le nombre des quantités
«, B, ¥, ... tend vers Vinfini; si Pon a, en tous ks points du contour de !'intégration

v My by 3 ’ =] ?

|sin(@—«)| <|sin(:—a)], |sin@@—B)|<|sin(z—H)],

.y
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done, quand les conditions précédentes sont satisfaites, 'expression

sin (@ — B) sin (@~ -7). . .

sin (x — «) sin (x — )
sin (« — 3) sin (@ — 7). - . ‘

sin(B—a)sin (f—7)

S(@)+

A RS

représente f(z) avec d’autant plus d’approximation que le nombre des quantités «, B, y, . . -
est plus grand.

Pour étudier les conditions qu’on vient d’éerire on peut recorrir & la méthode qu'on a
déja employée dans le n.° 3 pour le méme but. En supposant qu'est «=u v, on trouve
de cette maniére que la premiére condition a lien quand

| sin (x — o) | < cosu,

1< log (cosw+ Veos2u + 1)+ [v ],
et quand

) =19l — g—1410]
Ism(ﬂc*‘“)i<—*—2”—7
si

1 <log (cos u—+ Veos?u + 1)+ ||,

et que les autres conditions ménent & des resultats analogues.

Je termine ici les considérations relatives aux intégrales M et J que je me proposais de
soumettre & votre considération. Je serai bien heureux si elles méritent votre haute appro-
bation.




NOTES.

Aprés la publication de cette lettre nous avons fait des nouvelles recherches sur le méme
sujet, qui ont été insérées dans le travail qu'on trouve dans le page 105 de ce volume. Au
moyen des résultats y publiés on peut completer en quelques points I’étude des questions que
nous venons de considéreér, comme on va le voir.

2. Les conditions pour l'existence des développements (5) et (6), que nous avons obte-
nues précédemment, en prenant pour contour de l'intégration un certain rectangle, sont suffi-
santes et de facile application, mais ne sont pas toutes nécessaires. Pour obtenir les conditions
générales pour l'existence de ces développements il faut prendre pour contour s de l'intégra-
tion une courbe fermée telle qu'il soit, pour tous les points z de s et pour tous les points x
de lintérieur,

Isin (x—a)| <|sin(z—a)|.

Cette courbe a pour équation |sin (z—a)|= ¢, ¢ étant une constante, et sa forme ne différe
pas de celle de la courbe |sinz|=¢, qui a été étudiée dans la page 107, ol I'on a vii que cette
équation représente une suite d’ovales quand ¢ 1, et une courbe ouverte quand ¢> 1.

Nous avons donc le théoréme suivant:

Si la fonction f(x) est holomorphe dans U'aire limitée par un des ovales définis par Uéqua-
tion |sin (z—a)|=c (oi ci 1), on peut développer f(x) en séries de la forme

o ®
fla)= 20 Kop i sin??H (@ — a) -+ cos (@ — a) 7:-_:—0 Ly, sin® (@ — a),

Ne=

et

o]

@«
f@)= 2 Ki,sin?(z—a)+cos(@—a) ¥ Loy qsin?+! (@ —a),
n==0 n=0

x éant Uaffice d'un point quelconque placé a Uintérieur de la courbe considérée.
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Ce théortme est plus général que celui que nous avons énoncé dans le n.° 3, parceque
aire dans laquelle il faut que la fonction f(x) soit holomorphe pour qu'il soit applicable est
a Vintérieur du rectangle considéré dans le n.® 3, mais il est de moins facile application.

2. Nous avons donné antérieurement des méthodes pour le calcul des coefficients qui
entrent dans les développements précédentes. On peut les obtenir encore au moyen des for-
mules générales que nous allons trouver.

Nous allons considérer dans ce but une fonction paire @ (x - a) et une fonction tmpaire
4 (® + «), auxquelles nous ferons application de la formule (12) de la page 112.

Nous aurons

¢ (@) + 80 ¢ () +. ..+ 850 ¢ (a)

¢@ta)=¢()+ 21 1.2...2n sin® @,
® (‘P(Q"-H) ((1)—5—3&@1 4)('2n—1) (a)_’_' . '_’_3;’.)4_1 («I)I (a) ]

1 = 2n+4

beta= 2 1.2..@n 1D S

et, en-dérivant les deux membres de ces égalités par rapport & a et en changeant ensuite
dans les résultats o' (- a) et ¢/ (x4 a) en $y (x4 a) et o (x+a),

© q)g?n—i) (a) + Sé:,) 4,59"-5‘” (a) +...+ Sé','._” c]». (“)
= E
W@ta)=cosz D L2 @1

& o (@) sy oV (@) . . s o (@)
oy (¢ a)=cosax E 7 i n41 1
‘(1(‘ + ) n=0 1.2...27]

sin?— (x),

sin?* .

Cela posé, si I'on définit oy (x +a) et ¢ (x+ a) au moyen des égalités
gi(@w+a)=cose ¥ Lg,sin* a,

n=0

. 52
b(e+a)= X Kgpisin¥He,
n=0

il vient
flata=¢@+a)+ao(r+ta),
et
=¥ (a), ["(a)=4¢"(a),
f (@) =z, (a), I (@)= ‘1”;/ (a),
Done on a

L P ) s f @) o f(a)
=" 1.2...22 ’
o (@) o O (@) s f ()
1.2...2n41) :

Kopp1=
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On trouve de la m8me maniére

FoH (@)t S O (@) A S f (@)
?

Loy = 1.2...2n-+1)
_ £ (q) -+ S £O=2 (q) -+ Se=n 1 ()
20 = 1.2...2n '

3. Nous ferons encore remarquer que la fonction f(x) a un nombre infini de dévelop-

pements de la forme

®

f@y= ¥ A,sin(x—a)4cos(x—a) X B,sin" (x—a),
0 1

n= W=

applicables dans l'ovale dont 1'équation est |sin (z—a)|=c (olt ¢ = 1), vit qu'on peut la re-

présenter, d’'une infinité de manieres différentes, par des expressions de la forme

J (@) =4 (@) 4 cos (x—a) ¢ (),

v (x) et & (=) étant holomorphes dans 'aire limitée par l'ovale considéré. Les développements
antérieurement obtenus sont caractérisés par la circonstance suivante: une des fonctions
o(x+a) et (x4 a) est paire et V'autre tmparre.

Il convient encore rappeller ici que le développement de la méme forme que nous avons
donné dans la page 119, pour le cas des fonctions périodiques, est dans des circonstances
différentes de celles que nous considérouns ici, par ce qu'il est applicable dans la zéne infinie
comprise entre les deux branches de la courbe |sin(z—a)|=c¢ (ol ¢>1).







SUR LES COURBES PARALLELES A LELLIPSE

(Mémoires couronnés et autres Mémoires publiés par I’Académie Royale de Belgigue
-— Bruxelles, 1898, t. LVIII)






SUR LES COURBES PARALLELES A L’ELLIPSE

1. Les courbes paralleles & lellipse sont, comme on le sait, les courbes qui ont la méme
développée que Vellipse. Elles sont donc le lieu des points qu'on obtient en prenant sur les
normales & ellipse, & partir de cette courbe, du c6té extérieur ou du c¢6té intérieur, une lon-
gueur constante k. Les mémes courbes sont aussi I’enveloppe d’une circonférence de rayen
constant %, dont le centre décrit I'ellipse considérée. Comme on peut aussi les regarder comme
la projection du contour apparent d’'un tore sur un plan quelconque, on les a appelées
toroides.

On trouve facilement la forme de ces courbes en partant de la relation

R=Pik7

olt p et R représentent les rayons de courbure de I'ellipse et de la courbe paralléle. Les to-
roides ont deux branches, I'une correspond & R=p-+%, l'autre & R=p—%; elles n’ont pas

de point d'inflexion; elles ont des points de rebroussement quand on a R=p—%, & étant
2 2

2

. a . b? . .
compris entre la plus grande valeur 5 et Ja plus petite valeur - de p. On voit encore faci-

lement, en considérant la développée, que la premiére branche a la forme d’un ovale et que

2 2
. .az .
la seconde a aussi la forme d’un ovale quand % > 3 on < — et que dans le cas contraire
: a

elle a quatre points de rebroussement, lesquels sont formés par quatre arcs de la courbe qui
ou ne se coupent pas ou se coupent en deux points placés sur un des axes de lellipse.

La forme des courbes paralléles & lellipse a été trouvée par Breton de Champ () au moyen
de leur développée, comme on vient de 'indiquer. Les bases de la théorie analytique de ces

(!) Nourclles Annales, 1844, t. .
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courbes ont été posées par Cauchy (!); en cherchant enveloppe de la circonférence

@—af+(y— 8P =

dont le centre décrit l'ellipse

et en faisant

(1) a2 LR

ce géometre a trouvé les équations’

ale? by §2p2 b2y
GFap TETEE T Grar G eE

k2.

(2)

L’équation des toroides, qui résulte de l’é¢limination de 6§ entre les équations (2), est du
huitieme degré; elle a été donnée par Catalan (2). Mais I'étude de ces courbes peuat &tre faite
directement au moyen des équations de Cauchy, ainsi que nous allons le montrer.

2. En résolvant les équations (2) par rapport & = et y, on obtient les valeurs
0-+a? /62— b%?
Y=g R
) 8452 /aPht— 62

qui donnent les coordonnées d’un point de la courbe en fonction du paramétre arbitraire 6. Les.

(3)

points réeles de la courbe carrespondent aux valeurs réelles de § comprises entre bk et ak, et
entre — bk et — ak. Pour chaque valeur de %, ces équations déterminent une courbe algébrique
avec deux branches réelles, dont 'une se rapporte & R=p-+% et l'autre & R=p—4%.

Des formules (2) on déduit

dr 6ot
b 2y yVe — bt
4
* dy 63+ a2b3%?

AT e — by e — 62

y dy \/62—1)9179___.%‘(6%—59)
() dz a2 —62 yl+a?)

(1) Comptes-rendus, 1841, p. 1062.
(?) Nouvelles Annales, 1844, t. 111, p. 553.
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On peut déduire des équations (3) et (4) la forme des toroides. Mais cette détermination,
qui résulte si facilement de la considération de leur développée, n’est pas le but que nous
avous en vue dans ce travail; nous allons seulement, & cet égard, chercher leurs points mul-
itiples, réels ou imaginaires, puis étudier leurs podaires, leurs transformées par rayons ve-
cteurs réeciproques, les transformées de ces podaires, enfin signaler quelques propriétés rela-
tives aux normales & l'ellipse. Ces recherches nous conduisent aussi & quelques propriétés
de certaines classes de spiriques et, en particulier, des ellipses de Cussini.

8. Pour trouver les points multiples des courbes paralleles & I'ellipse, nous examinerons
les cas suivants:
1.° Soit &< a. Si l'on fait §=—132, il vient

TR b
y==I (a? — b?) (a¥he? — b“).

Comme on a k< a> b, les points de la courbe déterminés par les équations (5) sont ima-
> ) P
ginaires. Si 'on remarque maintenant que 3 a deux valeurs différentes en chacun de ces
points, on voit qu'ils sont doubles.
Alnsi, la courbe a deux points doubles imaginaires sur V'axe des abscisses.
) p

En posant § =—a? on trouve
2_ 72
ar:_——O, 3=i aa—b kg_a27
)
V@) @ — )
Y=+ agy )

les formules (6) déterminent deux points de la courbe sur I'axe Oy, en chacun desquels 3 a
a? L a?
iz deux valeurs imaginaires quand % > 5

cas, la courbe a deux points doubles réels sur l'axe des ordonnées (qui coincident quand

«deux valeurs réelles quand k < . Dans le premier

k=a); dans le second cas, elle a deux points isolés.

2.° Soit maintenant a> k> 4. La courbe a quatre points doubles, qui sont tous imagi-
naires. Les coordonnées de ces points résultent des équations (5) et (6).

3.° Silon a kb, la courbe posséde deux points doubles réels (qui coincident quand
k= 1b), dont les coordonnées sont déterminées par les formules (5), et elle a deux points dou-

bles imaginaires, dont les coordonnées résultent des formules (6). Les deux points réels sont

b3
ésolés quand k< —

2 .
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De cette discussion, il résulte le théoréme suivant:
Chacune des courbes algébriques représentdes par les équations (3) a, d distance finde, quatre

points doubles. Deux de ces points sont toujours tmaginaires; les dewax autres sont aussi imagi-
i 2

Z

b

natres quand k est compris entre b et a, et ils sont réels dans le cas contraire. St k> o

2
k< —, ces derniers points sont tsolés.
a :

4. Les valeurs que prend 6 aux points de rebroussement doivent satisfaire aux équa-

tions —dﬁ: 0 y

76 , W:O; elles sont, par conséquent, données par I’équation

8+ a*b*h? = 0.

On en conclut qu'il existe quatre rebroussements réels quand la racine réelle de cette équa-
32 a?
tion est comprise entre — bk et — ak, c’est-a-dire quand % satisfait aux conditions — <k < 37
- a

comme d’ailleurs nous l'avions déja vii; la courbe a en outre huit points de rebroussement
tmaginaires. Quand ces conditions ne sont pas satisfaites, la courbe a douze points de rebrous-
sement imaginaires.

Les points de rebroussement peuvent encore étre obtenus d’une autre maniére. Ils doi-
vent, en effet, satisfaire & I'équation p%=1£%2, p représentant, comme ci-dessus, le rayon de

courbure de 'ellipse au point (o, B) correspondant; la relation p?=%?% donne

8
b3a

ol 10
wl oo

(7 a'B2 Fbha2 =k

L’équation (7) représente trois ellipses, une réelle et deux imaginaires, lesquelles déter-

minent, au moyen de leurs intersections avec l'ellipse proposée, douze points, dont quatre
2 a?

et —. Les centres de courbure en ces points de

b

ellipse proposée sont les points ‘de rebroussement demandés.

sont réels quand % est compris entre

A Tégard des ellipses (7), nous remarquerons que, st 2a; et 2b; représentent leurs axes,

ol a
3/ kat 3 [kt
“=V g by e

d’olt la relation



185

. a* . . b2
5. Dans 'étude précédente, on n’a pas considéré le cas de k= &0 W celui de k== -
2 . -
Si lc=—ab—, les points de rebroussement réels et les points doubles réels qui existent sur
. -
b
axe de la développée de 'ellipse, deux points triples, ou la tangente est parallele a l’'axe des

abscisses. La courbe a alors la forme d’un ovale.
Si k=—, les points de rebroussement réels et les points doubles réels, situées sur I'axe
a

'axe des ordonnées quand a <<k < —-, forment, en se réunissant en les extrémités du grand

. b% . s .
des abscisses quand &>k > —, forment, en se réunissant en les extrémités du petit axe de
a

la développée de Vellipse, deua points triples, ol la tangente est parallele & I'axe des ordon-
nées. La courbe a encore la forme d’un ovale.

6. -Pour compléter 'étude des points singuliers, il faut encore étudier les points situés

ve e 1A , . 1 7
4 Vinfini. En remplacant dans les équations (2) @ par - et y par é—, on trouve

8 \/*ae —
ThireV eE—e,
ERE \/47172 —
y= 6 4- a? 6% — bAf2’

La courbe représentée par ces équations coupe ’axe des ordonnées en quatre points dont

, .o b b . . .
les ordonnées sont égales & + ¢, —1, S b h et 'on peut voir, en procédant comme pour

les points doubles de la courbe (3), que ces points sont doubles. La torcide a donc quatre
points doubles a I'infini. .

7. On peut aussi étudier les points & Vinfini de la toroide en cherchant les asymptotes.
On conclat des équations (3) que, quand 6 tend vers 0, = tend vers i o, et y vers oo;
a

b

. . . . x . .
et si 'on prend les valeurs de « et y qui ont le méme signe, -~ tend vers — 7. De méme,
Z .
quand 0 tend vers oo, = tend vers oo et A tend vers <,
@

On a ensuite, dans le premier cas,

lim<oc “zz) 4 "1@(1{‘?)
—— = ~}- D0k -
=0 5T = Va?—b20—¢| o
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Donc la courbe a deux asymptotes dont les équations sont

iy + i[’; Val =82,

a

b

r=
ou

b,

ka3
_ 252
Y= azaz+ p Va?— b2,

et aussi deux asymptotes représentées par les équations

y=—ix+ Va2 —b
s

b,k
‘a

Pour k& =0, ces équations donnent les asymptotes de ellipse.
Dans le second cas,

1 {. ( [)2> 1 a?2 )
| —ix)=+ —— lim 40{1 1——- ..
i Tl et S PA B

a? 1 522 —
— It ¥ ) [P M=t ivaz_—1e2.
z@(l, 0)(1 5 g | +iVa2—b

Done la courbe a encore quatre asymptotes imaginaires, dont les équations sont

y=1tr+ iVa?>—0b%
y=—rix+iVa2 b2

A chacun de ces couples d'asymptotes correspond un point double & 'infini.

8. On vient de voir que la toroide a douze points de rebroussement et huit nceuds; ou
2

deux points triples, six neeuds et huit de rebroussement, quand k="r ou k=——. On en
a

b
conclut que ces courbes sont du genre un, ce qui résulte d’ailleurs immédiatement de la forme
des équations (3). On en déduit aussi, en s’appuyant sur 'une des formules de Pliicker, que
la classe de ces courbes est égale a4 quatre.
L’équation tangentielle de la toroide est bien connue. On la trouve facilement an moyen
des équations (3). En effet, I’équation de la tangente est

Valld— 62 o V6 — 5%

—_— — X =1,
(6+k2) Va2 — b2 (k) V a2 — b2




187

En la comparant & ’équation

uY +ovX =1,

on trouve

W Ve —g /e
6+ k) Va2 — ¥ 6-+k2)Va2— b2
(64 &%) (6+k%)

d’otr, en éliminant 6, on tire I’équation cherchée
(@ — k) v2 4 (B2 — kD) w? — 112 = 42 (u® + v?).

On -en déduit que Ja courbe a deux foyers réels, qui coincident avec les foyers de
Pellipse.
On en conclut aussi que la courbe n’a pas de tangente double & distance finie.

9. Une courbe parallele & lellipse est le lien d’un point tel que sa distance au pied
d’une normale issue du point soit égale & une constante donnée k. Par les points doubles de
la courbe on peut tirer deux normales différentes, qui satisfont & cette condition; par les
points de rebroussement, deux normales coincidentes, et par les points triples, trois normales
coincidentes. Comme les points de rebroussement des différentes courbes parélléles 4 Dallipse
coincident avec les points de sa développée, celle-ci est le lieu des points par lesquels passent
deux normales & l'ellipse coincidentes; elle sépare la région du plan qui contient les points
par lesquels on peut tirer & l'ellipse quatre normales réelles, de la région du plan qui con-
tient les points par lesquels on ne peut tirer que deux normales, Ces résultats sont bien
connus.

10. De ce qui précede il résulte que par chaque point (z, ) du plan d’une ellipse pas-
sent quatre courbes paralleles & l'ellipse; deux d’entre elles sont coincidentes, quand le point
(2, y) est sur la développée ou sur les axes; trois, quand le point est un point de rebrous-
sement de la développée. Si le point appartient & l'aire extérieure & la développée, deux de
ces courbes sont imaginaires.

Cela posé, si 'on ordonne la premiére des équations (2) par rapport & §, on obtient

6+ 2 (a®+02) 63 + (b* + o' + 4a?b? — 0z — b2y?) 62
+ 2 (@4h? 4 a2bt — a2 — a?b%y?) § + atht — a2blia — bigty? = 0.

Cette équation donne les valeurs que prend f au point considéré; chacune de ces valeurs
caractérise une toroide passant par le point (z, ).

»*
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1.° En représentant par 6y, 6, 63, 6, les quatre racines de cette équation, on a
(8) 01—|—02—|—03'—|—04=——2(a“2+62)‘
Donc la somme des quatre valeurs que prend 6 en un point (x, y), et qui correspondent ava

quatre toroides qui y puassent, est constante.
2.° On a aussi (1)

(9) $60,6, = ab+ b5+ 4 a2b? — a%? — b2,

Done, la somme des produits, deux a deux, des nombres 01, Oa, 03 et 0; est constante pour
tous les points placés sur Uellipse dont U'équation est

a?x? 4 0%y = mt,
3.° L’égalité
(10) 26ibef; = — 2 (bt + ot — o?b%x? — a?by?)

fait voir que la somme des produtts, trois @ trois, des nombres 6y, 02, O3 et G, est constante pour
tous les points de la circonférence dont Uéquation est

x? 4 y? = m2.

4.° Comme on a
(1 1) 0162036, == a2b? (aabv2 — b2 — ac"yQ),

le produit des nombres §1, ba, 03 et Oi est constant pour lous les points de Uellipse dont Uéqua-
tion est

a2y? + b2® = mb.

11. Des relations qu’on vient d’obtenir, on tire un grand nombre de propositions relati-
ves aux normales & Pellipse.
1.° Les relations (8) et (1) donnent

_ a2 L2 L 972
(12) gl g0 y—B g altd

48] u? ! ﬁ; - b2 ’

(1) Dans ce qui suit, le signe sommatoire s’¢tend aux quatre indices 1. 2, 3, 4.



189

(a1, B1), (w2, B2), (a3, B3), (w, Bs) désignant les coordonnées des pieds des normales & 'ellipse
tirées par le point (x, ).

Représentons par Ny, Ng, N3, Ny les segments des normales considérées, compris entre
leurs pieds et le grand axe de Uellipse; par Nj, Ng, N3, N; les segments des mémes normales
compris entre leurs pieds et le petit axe de l'ellipse; enfin par ki, k2, k3, ks les distances du
point (%, 7) aux points (a1, 1), (ua, B2), (a3, Bs), (e, Bs). On aura les relations

x— o) k1 Y

@ —NI(’...,

B K

Bo N

les seconds membres ayant le signe + ou le signe —, suivant que le point (x, y) est exté-
rieur ou intérieur & l'ellipse.
Il vient done

. 1 a? -+ b2 ki a? -+ b2
3 2 T = — — G et T 3 o e
(13) N 2= Iy B2

Donc: S7 par un point intérieur & la développde dune ellipse on tive les normales & cette
courbe, la somme des quotients qu'on obtient en divisant les distances du point aux pieds des
normales par les segments des mémes normales compris entre ces pieds et I'un des awes, est
constante.

On tire de la méme manitre, de la relation (9), que le lieu des points tels que la somme
des produits, deux & deux, des quotients qu’on vient de considérer, reste constante, est une
ellipse dont les axes, dirigés suivant ceux de l'ellipse proposée, sont inversement proportion-
nels & ces derniers.

On voit aussi que le lieu des points tels que la somme des produits, trois & trois, des
mémes quotients reste constante, est une circonférence concentrique 4 l'ellipse donnée,

Enfin, le lieu des points pour lesquels le produit des quotients considérés est constant,
est une ellipse semblable & 'ellipe donnée et de méme centre.

De la seconde des formules (13) on tire une relation entre les rayons de courbure
Ry, Re, Ra, Ry de Pellipse aux pieds des quatre normales abaissées du point (x, y) sur cette
courbe, & savoir

-\ . 3 2 2
LR W NPT
R R R R (ab)?

2.° Les équations (12) donnent aussi

2
b2’

9,2
(14) py L 27 s

o a?’

1
B
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Donc: La somme des rapports de U'abscisse (ordonnée) d'un point quelconque, duns le plan
d’une ellipse, & Uabscisse (ordonnée) du pied de l'une des normales i cette ellipse, tirées par le

point considéré, est constante.

On a aussi
9 ' b 22 __ 2,9 12,2
r—ay X—a2 x> x L b tat+4a?—a2t-)
15 % . =y X _3n® 16— : 9y,
ay %2 o4 U2 oy a*

Done on a Pégalité

. | ¢t — a%x? — b2y?
(16) T —

oty a

laquelle fait voir que le lieu des points tels que la somme des produits, dewx & deux, des rap-

est constante, est une ellipse. Si N est la valeur de cette constante,

ar’ wal ug ] w

x 2c?
(17) gt 2
A{U203 a
9 4
a? ct
(18) e
AU U3 U, a
3.° L’équation (18) donne
abx?
U = — —

a2 (a2a? -+ b2y? — c*)

Y agug = -,

Youjuguy = — —5—.
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De ces égalités (1), on tire les propositions suivantes:
La somme des abscisses des pieds des quatre normales a Uellipse, tirées par un point donné,
reste constante quand ce point varie sur une drotte parallele & son petit axe.

La somme des produits, dewx & deux, des mémes abscisses reste constante quand le point
considére déerit Uellipse dont Uéquation est

a%z? + b2 = mb,

m représentant une constante quelcongue.

La somme des produits, trois & trois, des mémes abscisses reste constante quand le point
déerit une droite parallele au petit axe de Uellipse.

Le produit ajucusey est constant powr tous les points (x, y) de deux droites paralleles au
petit axe de Uellipse et placées & des distances égales de cet axe.

4.° Pour les ordonnées 8, 82, B3, et i des pieds des normales & lellipse tirées par le

point (@, ), il existe des relations analogues & celles qu’on vient de trouver pour les abs-
cisses.

Ainsi, on a

o Y 2¢2
..J—‘l—z —ba—,
L e by
T
Y 2¢?
BifaBs 047
202
2ﬁ1= cgy')
) B2 a2 - b2 — ot
Sl Z y—]
. 2b4y
Y B1faBs = CQ‘/ ,
62
BiBaPsBs = — bcg .

(1) Pour démontrer les nouvelles égalités. on peut éliminer B entre les équations

y—6=%£@~@,$@+ﬁﬂ=ﬁ&em
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5.° Des égalités précédentes on conclut:

|{ 202 [a2x2 52,2 L o%
s a=rs — 0%}, c
\ Ea:f: [ A ]

o
(19)
. 202 [B%y? — aPr® - ct]

ch

[xa

Done, si, par un point quelconque d’une hyperbole, dont Uéquation est
a? — 02yt = + mh,

on tire les normmales & Uellipse donnée, la somime des carrés des abscisses et celle des carrés des
ordonnées des pieds des quatre normales, sont constantes. La somme des carvés des distunces des
pieds des mémes normales au centre de U'ellipse est aussi constante.

6.° A moyen de ['égalité

a?b? — a?y? — b3

v o1, 1 _1_4“_1A>__ o P07 — (@4 )
b (L<61 "6 % 1‘04 =—2¢ 5

on trouve la sulvante:

s N g @@y
ks a?h? — a%y? — b2z
‘De méme
s N g @@ty
o a?h? — a%y? — H2z?

Done, si, par un point quelconque de la circonférence dont Iégquation est
2 02 2 L B2
2?4y =a® 0%,
on tire des normales @ Uellipsc considérée, la somme des quotients obtenus en divisant, par les
distances de ce point aux pleds des normales, les segments des mémes normales, compris entre

ces preds et un quelconque des axes, est nulle.
1. L’égalité

Y v 2 9 b2 9 9
E/x:?zl[(x—ax)2+(y—5‘:)2]=2{(—2 56‘2>1T <2+2§> y2+a-+b-}

montre que la sonune des carrés des distances du point (x, y) aux pieds des normales & Uellipse
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tirées par ce point est constante pour tous les points d'une conique représentée par Uéquation
a?\ , A 9
<2—”ﬁ w""l— 2"]—-2:-;2— Yy =i7’)l.

Ce résultat est compris dans un autre plus général que nous allons trouver.
Soient 3, d2, 33, 3 les distances du point (¢, 1) aux pieds des normales & Dellipse tirées
par le point (z, ). On a

B3 = -027 a*x? —b%y% —2a%r 4 2b%y 4+ 2 (242 2+ 2 (a4 bz)g

Done, si le point (g, 1) est fixe, le liew des points pour lesquels la somme §7+-3] 493+ 8
est égale a4 une constante donnde, est une hyperbole dont le centre est le point (g, ) et dont les
axes sont paralleles aux axes de Uellipse considérée et inversement proportionnels ¢ cevx de
cette ellipse.

oy

Silon a e=5 & N="g Y I’équation précédente devient

20 =a? 4 y2 -2 (a® - 52).

Done, &t le point (x, y) parcourt une circonférence concentrique avec une ellipse, la somme
) . . 1 1 . . .
des carrés des distances du point <~2~ @ 5 y) avz pleds des normales & Uellipse tirdes par le

point (x, y) reste constante.
8.° La longueur de la normale & l'ellipse est donnée par la formule

N a‘B? 4 béo

at

Done, en représentant par Ny, Ng, N3 et N; les valeurs que prend N aux points (ay, Bt),
(o2, Ba), (43, Ba), (@, Bs), on trouve, eu égard aux égalités (19),

IN=

202
2

o [6%% — a%x? - c? (a® 4 b%)].

Donc, la somme des carrés des normales est constante pour tous les points (x, y) d'une hy-
perbole représentée par une équation de la forme

b2y% — a*w? = + mb.
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De méme, la somme

2 2 2

. 2
R{+R{+Ri+R]

est constante, Ri, Ra, Rs et Ry représentant les rayons de courbure de lellipse aux points
(a1, Be)s (o2, By (a3 Ba)y (s Bo)-

12. Si, par un point donné (x, ¥), on tire les normales 4 une des courbes représentées
par les équations (3), on a, pour déterminer les valeurs de i aux pieds de ces normales,
Péquation

[(y? +a?— c) 0%+ I¥ (ae? + b2 — aa? — b%?) 6% — a?b2 )% = 4 c%y202 (a®h? — 02) (67 —b2%2)2.

Llle donne pour 62 quatre valeurs 63, 63, 63, 67 auxquelles correspondent quatre valeurs
positives de f, qui donnent les points placés sur une branche de la courbe, et quatre valeurs
négatives, qui donnent les points placés sur 'autre branche.

On a

atbhchl®
(@22 R Ay’

63656367 =

donc le produit 0102030, reste constant lorsque

(@? 492 — c2)2 - 4%y = mt,
ou

(@2 - g2+ 262 (32 — a?) + ¢t —mb =0,

c’est-d-dire quand le point (x, y) déerit un ovale de Cassint dont les foyers coincident avee
les foyers de ellipse donnée.

Représentons maintenant par mi, wa, w3, ws; les angles des normales considérées avec 'axe
des ordonnées; on peut écrire

y— By kcosw 4 K COS m2
61:62‘/[31[3_:62 i 5, 02=52"T; sy
d’ol
B1fafBsPu b3kt

COS M1 COS w2 COS w3 Cos g 0402030,

Mais si l'on désigne, comme ci-dessus, par Ny, No, N3, Ny les longueurs des normales &



195

Vellipse aux points (a1, Bi), (u2, B2), (a3, B3), (@, B3i), terminées au grand axe, on a aussi

Ny = il NG‘,:.__B?__

cosmy cosmg’
Done
b8l
NiNeNsNj=-——— -,
0162050,

Par conséquent, st, par un point quelcongque d'un ovale de Cassini, on méne les normales
& une ellipse ayant les mémes foyers, le produit des segments de ces normales compris entre le
grand axe de Uellipse et des pieds des normales est constant.

Pareillement, en représentant par Nj, Ny, Nj, Nj les segments des mémes normales com-
pris entre le petit axe de lellipse et les pieds des normales, on a

- adlct
N NGNG NG = &
SN G 6 6l

DODC ce produit est constant pour le méme ovale.

3. Menons maintenant par le point (x, 7) les quatre tangentes 4 une des courbes repré-

sentées par les équations (3), On a

yVak? — 62w/ 67 — b2 = (6 k) Va2 — b3,
et par conséquent

(@24 2 — )2 - 4 e2y?) 6% — 4 A2 (w? — 52 — o2) 69
- 282 [(a* — 32 — ¢?) (@Py? — 0% — 2h?) - 2K %eh — 2 cPu?y?) 62
— 4lhe? (aPy? — b2t — c?) 6
Akt {(a%y? 4 0%c)? + o' hh— 2622 (ay? — b%?)| =

Cette équation détermine les valeurs de 6 aux points de contact des tangentes considérées.
¢ p g
St 6, 67, 67, 6% sont ces valeurs, on a

4522 (2% — y? — c?)

N6 =
<20) b <m2+y2_02)2+402‘7/2 4

et Uon voit que la somme 6 676" -6 est constante pour tous les points de lovale de

*
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Cassini dont 'équation est
(2412 — 22 (1 +m)a? +2¢2 (1 +m)y? 4 c* (1 +2m)=0.

Désignons par o, o, '/, o' les angles de l'axe des @ avec les normales & 'ellipse me-
nées par les points de contact des tangentes considérées, par o/, «’, «’, «¥ les abscisses des
points correspondants de l'ellipse, par Nj, N3, N3, N, les segments des normales & 'ellipse
compris entre ces points et I'axe des y, segments qui sont positifs ou négatifs suivant que les
points de la toroide considérés appartiennent & la branche extérieure ou intérieure; on aura

' 2 2

b 25 SO0 a*k o a*k ote

a N Ny T
« L 2

Done, si, par les points de Uovale de Cassini considéré, on tire les tangentes d une courbe
parallele a Uellipse et st, par les points de contact de ces tangentes, on tire les normales A la
méme ellipse, les segments de ces normales compris entre leurs pieds et le petit axe de 'ellipse
satisfont & U'équation

1 1 1 1
(21) N—;+-@—I—F§—}—~N—Z=constante.

La méme relation s’applique aux segments des normales compris entre la courbe et le
grand axe.

De I'égalité (20) on déduit que les rayons de courbure de l'ellipse aux pieds des normales
congidérées vérifient 'égalité

iii_l. 11 -+~ 11 -+ 11 = constante.
R R R} R}

On voit aussi, au moyen de la formule (20), que si, par les points de I’hyperbole dont

Léquation est
22— g2 = c?,
on tive les tangentes & une courbe parallele a Uellipse donnée, et si par les points de contact

on mene les normales d Uellipse, les seqments des normales compris entre leurs pieds et un quel-
conque des axes de Uellipse satisfont a I'équation

1 1 1 1
BTN S i P
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14. Rtudions maintenant les podaires des toroides par rapport au centre.

Soient X, Y les coordonnées du point de la podaire considérée qui correspond au point
(x, y) d’une courbe paralléle & l'ellipse. Les équations de la tangente & cette courbe au point
(®, y) et la perpendiculaire & cette droite tirée par le centre de I'ellipse donnent

’

\/ b%" (64 K2) Va2 — b2
TV @ X+ Va2l — 62

a?l? —
Y= \/ e
et par conséquent les coordonnées d’un point de la podaire sont
612 /02— b2
X= 72 \/ a2 _32?
y_ b+# \/a%“z 52
R 252

6 joue ici le role de parametre variable.

(22)

Chacune des podaires considérées est composée de deux branches réelles fermées, dont
I'une correspond & la branche extérieure et I'autre & la branche intérieure de la courbe pa-
rallele & lellipse. On obtient les points de la premiére branche en faisant varier 6 entre bk
et ak; et ceux de la seconde correspondent aux valeurs de 6 compris entre — bk et — ak.

On trouve facilement, au moyen des équations (22) et de

@3 aY 2624 % — a2k \/otW
) dX T 202K — %2V a2 — 67

la forme de la courbe. Chaque branche est symétrique par rapport aux axes des coordonnées,
ot ses axes sont égaux 4 ceux de la toroide correspondante; la courbe a deux ou six points
(deux étant en tous les cas placés sur I'axe des ordonnées) ol la tangente est paralléle i 'axe
des abscisses, et deux ou six points (deux étant sur 'axe des abscisses) ou la tangente est
parallele & I’axe des ordonnées, Si k> a ou <(b, l'origine des coordonnées est un point qua-
druple isolé; si b <<k <a, l'origine est un neud quadruple. Deux seulement des tangentes
4 la courbe au point quadruple sont distinctes; leurs coefficients angulaires sont égaux &

+ \/ Enﬁn, sil'on a k=a ou k=25, la courbe a encore un point quadruple & l'ori-

gine des coordonnées et la branche intérieure est composée de deux ovales tangents en ce
point & I'axe des abscisses quand k=q, ou & 'axe des ordonnées quand %= b.
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5. On tire facilement des formules (22) 'équation cartésienne des podaires de toroide.
Ces équations donnent, en effet,

a2 02— P2

PR

tirant de la la valeur de §% pour la substituer dans l'une des équations (22), on trouve
I'équation demandée:

24) (2% 4 )2 — (a2? 4- b2y2) — k2 (@ 4 )2 = 42 (B2 +- aa?) (2 - 32).
( [ ¥ —( y?) ]

On en conclut, en premier lieu, que les points circulaires & Uinfini sont des points qua-
druples de la courbe. Les équations des asymptotes sont

y=iac-_t—é—ci, g/:—iaci‘%ci;

. . , 1
chacune de ces droites est double. Enfin, les points dont les coordonnées sont (-_i:—2— c, O>

sont des foyers des podaires de toutes les courbes paralléles & l'ellipse donnée; ces foyers ne
varient pas quand on remplace 'ellipse par une autre ellipse homofocale quelconque.

16. L’équation (24) peut encore &tre écrite ainsi:
24) (7 57— (a2 B2) 2 0 ) = 412 7 ),
ou, en posant & =pcosf, y=psinb,
(o0 + %)% = a® cos? 6 1 b2sin? 6,

de sorte que I'équation polaire des courbes considérées est

(25) o="F% + Va?cos? f+ b2 sin? f.

De l'équation (25) il résulte immédiatement que les podaires des courbes paralleles &
lellipse sont des conchoides de la courbe ayant pour équation

p= Va2 cos? 6 -2 sin?
ou

(@ + 5?2 = a%a® -+ b%2;
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celle-ci est la podaire de l'ellipse par rapport au centre. Ce résultat est d’ailleurs évident et
g’applique & deux courbes paralléles quelconques.

17. Avant de continuer, il convient de rappeler que la podaire centrale de l'ellipse et
celle de I’hyperbole coincident avec les courbes qu’on trouve en coupant un tore fermé ou
un tore ouvert par un plan parallele & 'axe et tangent intérieurement, Booth, en son Treatise
on some new geometrical methods (Londres, 1873), a donné aux podaires de D'ellipse le nom
de lemniscates elliptiques, et aux podaires de 'hyperbole le nom de lemniscates hyperboliques.
Les premitres sont des courbes fermées unicursales, avec un point isols, qui coincide avec
le centre de 'ellipse, et deux points doubles & l'infini. Les autres sont aussi des courbes uni-
cursales et ont un nceud au centre de ’hyperbole et deux points doubles & I'infini. Les unes

1
et les autres ont deux foyers réels dont les coordonnées sont <j—_ 50 O). La classe des

lemniscates hyperboliques contient la lemniscate de Bernowlli, qui correspond & «*= b2

18. Les podaires de toroide appartiennent & une classe trés générale de courbes, dont
I'équation est (x%+y?)» = (=, 7), v (x,y) représentant une fonction entiere d'un degré infé-
rieur & 2m. Ces lignes ont été étudiées par M. Petersen, qui leur a donné le nom de courbes
de puissance constante; par M. Humbert, qui les a nommées courbes cycliques; par M. d’Ocagne,
qui les a appelées courbes isotropiques, etc. Les podaires de toroide ont donc les propriétés
générales de cette classe de courbes, que nous n’avons pas besoin de rappeler ici, et encore

-quelques propriétés spéciales que nous allons signaler.

19. Sil'on élimine 6 entre ’équation d’une podaire centrale de toroide

2

(p— k) = a? <1 ~—€t—avzﬂsin2 0)
et I’équation
p sin 6 = Ap cos 6 o,
qui représente une droite pagsant par le point (0, zp) il vient

(14 A2
RO

14 A? <(3k°3——a2) (14 A?)

3 2 B2 g2

(p8—4kp) 42 ——A2> o8 .. .+ ye=0.

Cette équation détermine les valeurs de 6 aux points ol la droite coupe la courbe, En
désignant par py, pa, ..., ps ces valeurs, on a.

p1-Fp2 -+ o3+ ps -+ ps - ps -+ pr - os =4k,
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Done, la somme des distances du centre auwx points o une droite quelconque coupe-la courbe
est égale a 4k.
On a aussi
b2 —a?

Trar

Epipa=—

K représentant une quantité indépendant de yo; par conséquent

b2 — q?

2— —_—
Zei=2 74

K.

Done, la somme des carrés des distances du centre aux points od une droite coupe la courbe,
-reste constante quand la droite se déplace parallelement & elle méme.
On a encore
4002 _ g2)2
% (6°—a’) 4 (B2 N2 wngh
0 ceepg= Lo =y (02— a?)? costo
010203 -« . P8 (1 J-A%e Yo ( ) ’
o représentant 'angle de la droite donnée avec I'axe des abscisses; si A est la distance de
la droite au centre de la courbe, cette relation prend la forme

P1p2p3 . - - P8 = A4 (a2—b2)2_

Done, le produit des distances du centre aux points o2 une drotte coupe la courbe considérée,
est constant pour toutes les droites qui sont & la méme distance de ce centre.

Remarquons aussi que ce produit ne change pas quand on remplace la podaire d’une
courbe parallele &4 l'ellipse donnée par la podaire d’une autre courbe paralléle 4 la méme
ellipse ou paralléle & une ellipse homofocale, pourvu que la distance des droites au centre
de la courbe ne varie pas.

20. De méme, la circonférence dont 1'équation est
02— 2up cos 6 — 2Bp sin 6+ «2 + B2 =R?,

coupe la podaire de chaque courbe paralléle & 'ellipse donnée en huit points; les valeurs que
prend p en ces points, satisfont aux conditions

P;+Pé+-.-+?é=K;

Co (6 — a?)? (a® + B2)*
Pifze 08 = T (@ T B — (PP — oD+ 1652 (a2 — B9) °

K représentant une quantité indépendante de R.
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Done, la somme des distances du centre aux points ol une circonférence quelcongue coupe
la podaire d’'une courbe parallele & Uellipse est indépendante de R.

Le produit des mémes distances ne varie pas quand on remplace la podaire considérée par
la podaire d’'une autre courbe paralldlle & la méme ellipse ow & une ellipse homofocale.

21. Soit (z,%) un point donné quelconque. Par ce point passent les podaires de deux
courbes paralléles & lellipse proposée; elles correspondent aux valeurs de k? données par
"équation (24). En représentant ces valeurs par &} et &3, on a

2 [(a? 2\2 22 1 P2
i g 2L@ Y a4 By

Cette égalité montre que la somme k?4-%} est constante et égale & 2m® pour les points
de la courbe dont I’équation est

(26) (& 4y = (" — @) & - (m*— 1) 7

quand m? > a*, cette courbe est une lemniscate elliptique, podaire de Vellipse

2 2

‘zw 5+ 4 =1§

e m:— b2

m

quand b <m? < d?, c’est une lemniscate hyperbolique, podaire de I'hyperbole

:] /‘l m‘l

m —b  a'—m

Si 2m? = a*+??, la lemniscate hyperbolique se réduit & une lemniscate de Bernoulli.
De 14 nous allons tirer de nouvelles propriétés des normales & ellipse.

22. Soit A le point dont les coordonnées sont (x,y), et tirons la droite qui passe par
ce point et par le centre O de l'ellipse; menons en A une perpendiculaire AjAz & AO. Il
existe deux courbes paralléles & Vellipse, dont les podaires passent par Aj elles sont tan-
gentes & la droite AjAs en des points que nous désignons par Ay et Asg.

Soient AjM et AN deux droites perpendiculaires & A4Aq; elles sont normales & Vellipse
en deux points que nous représentons par M et N.

Cela posé, & toute ellipse

a‘] 2
*7‘1’%‘:1

a
AA
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correspond une lemniscate elliptique ou hyperbolique telle, que la somme des carrés des dis-
tances AyM et AaN reste constante et égale & 2m’ quand A décrit cette lemniscate. On sait
aussi que les foyers de cette lemniscate (n.° 17) ne varient pas quand on substitue & I'ellipse
considérée une autre ellipse homofocale.

Si I'on remarque maintenant que les tangentes menées & lelhpse proposée aux points
M et N sont perpendiculaires 4 AO, on peut énoncer le résultat précédent de la maniére
suivante:

St un point se déplace de maniére que la somme des carrés de ses distances auax deux tan-
gentes a une ellipse, perpendiculaires & la droite qui Uunit au centre, reste égale @ 2m?, il décrit
une lemniscate elliptique, quand m> a; une lemniscate hyperbolique, quand b<<m <a; une

lemniscate de Bernoulli, quand m?®= —;— (a®*+b7).

Si m* = a’, I'équation (26) se réduit &

(26) @ty =1,
r . ? ’ [y 1 .
et représente deux circonférences de rayon égal & 5 ¢ et ayant pour centres les points
1
<O, i ?C>.

On a donc ce théoréme: St Uon joint un point quelconque A des circonférences (26') au
centre O de Uellipse et si Uon mine les tangentes & Uellipse perpendiculaires & OA, la somme
des carrés des distances du point A aux deux tangentes est constante et égale a 2a’.

23. On déduit encore de I'équation (24)

o 22 _ 20 12,2
i T 0
Ty

par conséquent, le produit kiks reste constant quand le point (x,y) décrit la courbe ayant
pour équation

() (@49 = (@t )+ (5 & )y

Done, le liew décrit par un point A qui se déplace de manitre que le produit de ses dis-
tances aux deux tangentes & une ellipse, perpendiculaires & la droite OA, reste constant et égal
a + m?, est une lemniscate elliptique quand la constante est positive ou négative, mais inférieure,
en valeur absolue, & b*; le lieu est une lemniscate hyperbolique quand la constante est comprise
entre — a® et — b’
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Si la constante qu’on vient de considérer est négative et égale & — 32, I'équation (27) se

réduit &
@7) @l -yt = 1 o
7 . I3 ’ 1 1 .
elle représente deux circonférences de rayon égal & S cet ayant pour centres les points
1
<i’ ? C, O) .

Done, st Uon joint un poitnt quelconque A des circonférences (27" au centre O de Pellipse
’ J p q q 'p
et que l'on mene ensuite les tangentes G Uellipse perpendiculaires & OA, le produit des distances
du point A aux deux tangentes est constant et égal 4 — b2,

24.. On reconnait, au moyen de I’équation (24), qu'une podaire de toroide est I’enve-
loppe des courbes représentées par I’équation

(@ g 8 2@ -y — (B k) 4R @) = O,

¢t étant le parameétre arbitraire.
En écrivant cette équation ainsi:

2 (a? — k%)t — 4 k2
2t + 2

202 — kN t—4k2

2
@+ 2¢ 42 ¥

@9 @y

on voit que les courbes (28) sont des lemniscates elliptiques et hyperboliques.

A chacune de ces lignes correspond une circonférence, de méme centre que la lemniscate
et passant par ses foyers; elle coupe cette courbe en quatre points dont les coordonnées sont
données par ’équation de la lemniscate considérée et par I'équation '

1 2(a2—b?)¢ o2

A TE = R [(RRG

En éliminant ¢ entre ces deux équations, on obtient 'équation du lien décrit par les quatre
points considérés quand ¢ varie:

@ +yH [(16a% —4ct)ya? + (1657 — 4 c?) y?] -+ 2 (452 + ¢?) (2 + 32) — 4 & (a4~ 0%%) = 0.

Ce lieu est donc une guartigue ayant un point double & I'origine.

¥*



204

En partant de I'équation (24'), on voit encore que les podaires de toroide sont les enve-
loppes des lemniscates représentées par 1'équation

oo 2(a?+ 1Yt —4k? — a?? 2002 + k2t — 452 — %2
(2% 122 = (a*+ )Qt a a2 L ( )2,5 < g2

Mais, en cherchant le lieu des intersections de chaque lemniscate avec la circonférence
concentrique qui passe par ses foyers, on obtient la méme courbe que ci-dessus. Ce moyen
de génération des podaires n’est done pas distinct de celui qu’on vient de donner.

25. In posant, dans I'équation (24"),

m'a] m J,

29 = =
=) [CRY 4 (i -+y)”

on obtient I'équation des transformées par rayons vecteurs réciproques des podaires centrales
des toroides, le pole de la transformation étant le centre des courbes, & savoir:

(m* — (@ — ) af — (B* — k) i ] = 4 1°m" (o} + /7).

On voit que ces courbes appartiennent & la classe des quartiques binodales dont les neeads
sont & Uinfini, et qu'elles sont les enveloppes des coniques représentées par 1'équation

By 2t [mt — (@B o} — (0P Ryl - 4m'® =0,
¢ étant le parameétre arbitraire.

26. Ln faisant la transformation (29) sur les équations (22), on obtient les formules

30) . m? a2k — 62 . m?2 \/ 62 — b2
{ "=51mV @ "TirEY el

lesquelles déterminent les coordonnées des points des courbes considérées, en fonction du

parameétre variable 6.

A Pégard de ces courbes, nous ferons remarquer, en premier lieu, qu’elles sont du genre
un et qu'en vertu d’un théoréme général connu, elles coincident avec les polaires réciproques
des courbes paralléles & lellipse pal rapport au cercle concentrique avec lellipse et dont le
rayon est égal & m.



205

En second lieu, on a

diy1 6+ a? 62 — p2h2
(31) G = R \/aaka_oa'

En comparant les formules (3) et (31), on trouve

&.

Y4 1—o0;
g T1=0;

par conséquent, le vecteur d'un point quelconque d’une courbe parallele a une ellipse ei la tan-
gente au point correspondant de Uinverse de sa podaire centrale sont perpendiculaires, le pdle
d’inversion éant le centre de Uellipse.

Cette propriété s’applique, on le sait, & une courbe quelconque et & sa podaire réciproque
par rapport 4 un cercle.

On interpréte de la méme fagon la relation

Y9 1o
xy dx

27. On peut encore étudier les courbes paralléles & Iellipse par une autre méthode.
En effet, représentons par « et 3 les coordonnées des points de ellipse; on peut poser

a==asing, B=bcosep,
et alors on a, pour déterminer les courbes paralleles & Vellipse, les équations

(@ — a sin )2+ (y — b cos @)% = k?,
a(x—asing) b(y—bceosg)

Y

sin @ cos ¢
qui donnent
; . kb sin
Lx=asinyg+ ki ,
a? b2
a\/1—-———sin?g
a2

(32)
kcosy

2__32 )
\/1—%—2—1—)—&112@

On pourrait établir, au moyen de ces formules, les propriétés qu’on a obtenues en se ser-
vant des équations (3). Mais hous ne ferons pas ici cette étude, et nous allons seulement nous

,y:bcos"o—#
\
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en servir pour déterminer la longueur des arcs et les valeurs des aires des courbes consi-
dérées.

Les équations (32) donnent

dx kb cos
d—qg:acosqa-}— az——b;o T
a<1 — sin? cp)é'
2 i 4
d—y=—bsin<p——— | Mb7sing .
dy a?—b2 | 3
“’<1—7_ sin? 9)2

Mais, en représentant par s; la longueur d’un arc de 'ellipse, on a

2 2__ 12

Done
dx do 3
Rl 2 608 ©
P a cos @ + kba cosg(dsi) )
(33) 2 don s
Y bsino—kb2asi LA
P bsing—kb amncp&dﬂ) ;

par conséquent, si s est la longueur d'un arc de toroide, on peut écrire

ds 9_ dsy . <d<p 2}2
() =L+ () T

Cette équation donne, en intégrant,

2 .
s =8y -+ kab (iﬁo—> do = sy -+ kab de ,
dsy 5 a?—b2 | 9
o (1——a2—sm cp)

ou

s=s1 —karctang (% cot cp) + const.

En prenant pour origine des arcs s; et s les points de 'ellipse et de la courbe paralléle
qui correspondent & 9 =0, on a

34) s=s81-+k —;— — k arc tang (—;}i cot <p>.
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Mais des formules (33) il résulte

d’ol1, en représentant par o l'angle formé par I'axe des  avec la normale & la toroide au
point qui correspond 3 la valeur considérée de ¢:

a

b

tang o = —- cot ¢.

L’équation (34) prend ainsi la forme
s=sl+k<%—w>.
Ce résultat coincide avec celui qui a été trouvé par Breton de Champ (loc. cit.).

28. L’aire balayée par le vecteur d’un point d’une courbe paralléle & ellipse quand ¢
varie depuis zéro jusqu'd ¢, se détermine par la formule

1 (%) de dy
S“?Of (v == 2g) %

qui donne
S ==_;_ abcp—{—b—z— a?_‘oe + ka \/1— sin? g dop
’ — sin? ¢
kb2 o dy
T Vi SR
1— g 2
i
Mais on a

sin?

¢ dy a? 1 a?—5b? |
pr R 3=—b—2~[r\/1— ae-——sm?cpdcp
(1 - @)? )

a?—b? sin ¢ cos ¢
T 272 ’
\/1~ ¢ aﬂb sin2 cp]
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et

© do al ® a
f gt = 3| 5 —arctang (- cote) |.
1 X .

:02
sin
a? ¢
Donec

a? — b2 sin @ cos @

) 2_p2
a .
\/ 1———5—siny
a

1 IA T a
S /o2 )2 -
== 9 abcp + 9 arc tang ( A cot <P> k

o 3__p2 -
+2kaf \/1—— 4 agb sinﬁcpdapJ.
0

On conclut, de cette égalité, que l'aire balayée par le vecteur d’un point de la courbe,

quand ¢ varie depuis O jusqu’a —721, est donnée par la formule

.z
2 2__ 32
S;=7i-|iabﬂ—[—k97t—i—4kaf \/1— ¢ aq_,b singgad'{/],
0

k étant positif dans le cas des branches extérieures des courbes considérées et négatif dans

le cas des branches intérieures.
I/aire comprise entre deux branches d'une courbe représentée par les équations (32) est

Se = Skaf

0

donnée par la formule

nol R

2__p2
\/1-— 4 agb— sin? o de,

trouvée par Cauchy (loc. cit.).




VI

SUR LES DERVEES D'OADRE QUELCONDUE

(Giornale di Matematiche — Napoli, 1880, t. XVIII)






SUR LES DERIVEES D’ORDRE QUELCONQUE

Nous allons nous occuper dans cette Note (') de la recherche de l'expression analytique
de la dérivée de 'ordre n de la fonction f(x).

1. Dérivée de w=f[g(x)]. La dérivation successive de la fonction u=f(y), étant

¥ = (x), donne:

[ du y
e Y
2
% =o'yt u'y’
(1) % — u///y/3+ 3u//y/y// + u/y///

dbu i . . ,
= u(!\)ym + bu///y/zy// + 310”}/”2 + 4u//y/y/// + u/y(m

.................................

On voit, par analogie, que

dr 4 _ »
(2) d—wqf‘ =3 Auld (Z/)a (3/’/)5 <y///)( .. '@(m),\,

(1) No tomo 1 do Mathesis (Gand, 1881, p. 23) foi publicada pelo illustre geometra belga P. Mansion
uma noticia a respeito do presente trabalho, que eontém algumas indicagdes bibliographicas a respeito do

assumpto que nelle é considerado.

*
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ot a, B, ..., \ représentent les racines entiéres positives ou nulles de 1'équation

at+28+37+...Fnh=mn,

et ol est

fmat B4, .

Pour démontrer cette formule, cherchons la dérivée d’'ordre n+41 de u:

n+-1 .
fl_w% =Y A ; wliH) () (y//)[i (y///)7+. vl (a @/)0.4(3///)3“ @///)f .

FB ) ) g
On voit que les exposants de 3/, 3", 3"/, ete. satisfont en chaque terme aux équations
o +28 374 o =nt+1, d+FFY+.. =01 ou =i;
et que cette formule contient des termes correspondants & toutes les solutions de la premiére

de ces équations. Donc la formule (2) est vraie.
Pour déterminer le coefficient A, nous poserons

u=1yof, y=wtd+at+. . . Fan,
k étant entier et positif. Nous aurons

1.2.8. . kel + 2434 ...
1.2, k< 1.2, 0 ke 1.2 kg <. .7

u=[wx+a?t+ad+.. .]’sz
olt

T—hythy LRyt ..

En dérivant cette équation n fois et en faisant ensuite =0, pour rendre nuls tous les
termes de la dérivée qui ont des puissances de « différentes de n, on obtient:

. d™u 1.2.3. .. k>x<1.2...n
@ <W>x:0:2 1.2, hi<1.2. has<...]

dtant

h1+2h3+3h3+ . .+nhn=n, }l1+}'2+k3 —}—. . .+hn=k.
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Mais la formule (2) donne

dru i
< l> =S Ak (k—1). . .(k—i+ 1) gk~ )" )P ..

dx™/ —q

ou, en remarquant que tous les termes ol k£ —¢ est différent de zéro sont nuls,

N R AM1.2F.2.3) .. .(1.2.3. . 1.2,
o ) )

dac®
étant

a+4-2804374...=n.

Le terme général de la somme précédente doit 8tre égal au terme général de la somme
(3), parceque icl on donne & «, B, y, etc. les mémes valeurs qu'on donne en (3) & ki, ko, A3,

etc.; donc
1.2...n
A= B 9 av r
1.2.8. . .ax1.2.. 8. .. (1.2F@.2.37...(1.2.3.. .n)
ot
@ s L2 () (P g™
dy" 1.2 ax1.2. . B2, A< (128 (1.2.3)0 .. .(1.2. ..o

olt la somme X se rapporte & toutes les solutions entiéres positives et nulles de I'équation

a+284374...-Fnh=n,
et ol est

t=a4+f8+74...+1\

On trouve cette formule dans le Caleul différentiel de M.” Bertrand, ol est démontrée
d’une maniére différente.

2. Dérivées de fonctions simples. Nous allons appliquer cette formule 4 la recherche des
dérivées des fonctions simples,
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1.° La dérivée d'ordre n de y=[g (x)]™ est:

WS 1.2...exm(m—1). . .(m—i+41) (¢)" (¢"2)%. . (¢a)*
Y 1.2...ax<1.2.. Bx...<1.2. . . hx< (1208 (1.2.3) .. .(1.2.3. . .n)

t=a+B4+y+...Fr a+284+30+.. . fnh=n.

5 (?wyn —i

Nous ferons bientdt un usage important de cette formule.
2.° La dérivée d’ordre n de y=¢*, étant 2= (x), est:

y‘”')~—~2 1.2.. .nef (2)* (z”)s. . .gz(m)?* " ’
1.2...ax1.2...8x...=<1.2. ..A (1.2 (1.2.8) ... (1.2...a)h
a+28+37+...+nh=n, t=a4BF+7+...+N\

3. La fonction y =senz donne:

1.2...nsen <z+%> ()" (z//)B. ‘ .(z(n)«)K
1.2...a><1.2...[3><...><1.2...1(1.2)5(1.2‘3)‘("_(1'2_..72)7\

yn =

On trouve de la méme maniére les dérivées des autres fonctions simples.

3. Question inverse de celle do n.® 1. Les formules (1) donnent »f, exprimée au moyen
&'un déterminant, les dérivées 25, % oo o/, o, 4", cte. tant donné
un déterminant, les dérivées ——, —-—, etc., ¥/, ¥’y 3", ete. étant données.

En effet, en représentant par T,; le coefficient de «!} dans la formule (4), les formules
(1) donnent:

du
Ty O 0 ... o
d?u
Toy Tog O 0 s
d3
- 1 Tog Toz Top ... 0 %
©)  ul) =gy .
Zn
Tot Tpz Tps ... T _. @
Y 51 3 (l[
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Cette formule sert pour faire le changement de la variable indépendante, parce qu’ elle

donne les dérivées de w par rapport & y, quand w=f(z), y=9 (x), sans faire I’élimination
de .

4. Dérivées des fonctions tnverses. La formule (B) sert encore pour trouver les dérivées
de 2 par rapport & y quand on connait les dérivées de y par rapport & «. Alors on doit faire
u =g, et il vient:

Ty O 0 1
Toy Top 0 0
dra 1
(6) d}/" - T]:i '1‘2)2. . .Tn’;
Tn,i Tn,2 T'n,n—i 0
ou
Tay Tog O 0
Tye Tsa Tss 0
dre — 1)t

d}/" - '1‘41.1 '1‘2)2 . .T»,,,n

Tot Tag Tus oo Tpue
Par exemple, la dérivée par rapport & y de
x=arcseny
sera donnée par la formule précédente, étant
1.2.. .msin“<m+734>sin3<a:+2%> .. .sin}‘<w+m%>
1.2, oax< 1.2, .Bx...x1.2...0(1.28(1.2.8)...1.2...m)’

Tm.j = ZI

ou Xy se rapporte aux racines entiéres positives ou nulles des équations
a+284.. . Fmh=m, a+B-4...+h=j.

5. Dérivée d'une fonction de plusieurs fonctions de x. Nous allons chercher la dérivée
d’ordre n de y, étant
?

(8) y=1(ug,us, ... ), wur=9px), ua=0(x), ... u=1p ).
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1] suffit de faire quelques dérivations pour trouver que y™ a la forme:

(9) Yy = A e (w)®. (ui’)ﬁ v (ué)“' (\u;)ﬁ, Ceade o

b
dul dubdug. ..

A 1 ! ! !
et nous allons déterminer a, &, ¢, «vv, @ 3, 7, «- oy &, B5 ¥, -0t
Pour faire ga nous allons particulariser, comme on fait en beaucoup de questions, la fon-

ction donnée (8), en faisant
y = (ug-ug.uz. . upf,

k étant une quantité quelconque plus grande que n, et l'on obtiendra ainsi:

g =2k (k—1)...(k—a+ )<k —1). . .(k—b+1)x...... =<

scub T T o () ()L () ) L

Les quantités A, «, B, ..., &, B/, ..., a, b, ¢, ..., qui entrent dans cette formule, sont
les mémes qui entrent en (9), et par conséquent, pour avoir leurs valeurs dans le cas géné-
ral, il suffit de les déterminer dans ce cas particulier.

Pour faire cette détermination, cherchons y™ par un autre moyen,

L’expression connue de la dérivée d’un produit de des fonctions donne, lorsqu’on Iappli-
que & uf.ub. .. ui:

» 1.2 . <h1) (h‘l)
(n} — K WL
Y =2 1o 1.2, e W () '

ol I'on doit donner a %y, hg, k3, etc. les valeurs entiéres et positives qui satisfont & 'équation:
h1—|—h2—|—h3—|—. . .—|—hl=n.

En substituant ici les dérivées des puissances par leurs valeurs données dans le n.° 2,
1.er cas, on obtient:

1.2...ax<k(k—1). . .(h—a+1)=<kk—1)...(k—b41)x<...
1.20 i< 200 B o1 2001 200 B oo 200 a1 20 B o

y(n)z , " , . r - .
2 (ui)“.(ui)ﬁ-..x(ug)“.(ug)ﬁ...><...><u’f ulg' .. ’

(1. 2)B+>§'+B"+~ (1.2 .3>'f;f—“f'+"f"+- .

......
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’ Qr |t ] T/ \
a=a+B+y4..., b=d+5-+y+..., c=a"Fp+y"+..., ete,
ay By Yy ooy &, B, 7, ... Gtant les valeurs entiéres et positives qui satisfont aux équations

o -2 -+ 37 +. . .=hy, etc.

f

a-+ 28437+ . .=k,

La comparaison des deux valeurs de 4™ donne maintenant le coefficient A, qui, substitué

en (9), donne la dérivée de la fonction (8) (!):
dn AN N Y
1.2.. .nEWCJ-Z;—C——— (a)” . ()P oo o< (ua)” (ug)? o< .
[y Qg UWly. . .
Boc. o<1 20l 1.2, B (1.0 (1 g gy T

?

y=22

ctant

m=a-+b+t+c+..., a=a+p4y-+..., b=d+p+{4..., ste.,

et o, B, 7, .., o, By ¥, ... tant les racines entibres et positives ou nulles des équations
a+28+87v+. .=k, 28 +3V .. . =h, etc.,

et i, ko, hs, celles de I'équation

hyd-ha—-hy .. 4 hy=n.

€. Déirivée d'une équation. La formule précedente donne la dérivée de 1'équation

Sy =0,

par rapport a4 x, y étant la fonction implicite qu’elle détermine.

En effet, dans ce cas on a

U=y, Ug=7Yy, U=y, ...; Us=x, Ug=1, uz=uy ==...=0,
b=1d, ad-28-+31L... .=, d=hy, li-{+ha=un;

m=a+b, a=a+3-+7+...,

(1) No tomo xir (1894, pag. 110) do Jornal de sciencias mathematicas ¢ astronomicas foi dada por J. B

Arcz outra demonstragiio d'esta formula, fundada na formula de Taylor.

cC



et par conséquent

Wyt (LN Ny
12) 1.2.3) "\1.2...a dm“/dym—a’_ﬁ

1.2, a<1.2. 0. 8. ..< 1.2, . k< 1.2, ..o

=

0,

1

ot I'on doit donner & o toutes les valeurs entieres, depuis zéro jusqu'a n, et & «, 3, 7, ..
les valeurs entiéres et positives ou nulles qui satisfont & 1’équation

a+28-+37+. .. Fak=n—d.

On voit au moyen de cette équation que « ne peut pas étre supérieur & l'unité, et par
conséquent que l'équation précedente est du premier dégré en y™.




VII

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES EN SERIE

(Journal de mathématiques pures et appliquées, fondé par Liouville
— Paris, 1881, 8. série, t. VII) :






SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES EN SERIE

On connait la formule de Lagrange qui sert & développer en une série ordonnée suivant
les puissances de x une fonction w définie par les équations

u=f(y), y=t+ap).

Nous allons dans cette Note présenter une formule plus générale que celle de Lagrange,
qui sert & développer en série ordonnée suivant les puissances de @ une fonction », quand
est

w =f<y)7

1)
= y=t-tap (y) Fa? 92 (y) +. . Ha" o ().

Dérivant la deuxi¢me des équations (1), on trouve

d o , , d
L)+ 2o () et () £ [ () T2 A )t ()]
d : , : 1

T 1 [ () + 22 () - 2" 4 ()] oy

d’ott Von déduit

d dv
L= Sl (y)+ 2252 () - A ma g ()]

ou

dy dy t=h
@ = 2 e )l
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Mais, étant

du_du.dl ﬁ_du dy
T Ay A d T dy dt

nous avons

du du =0

GRS o
(3) da dt 1 [f:L‘ e (:‘/)]7
ou

du du
(4) Tw
oli ’on pose
f=n

®) b= X [te"" o (y)).

~

1

Dérivant 1’équation (4) et ayant égard & équation (2), il vient

d2u . d2u du <d0 L6 df d«l>
Tt = s e Ty e )
o ddd dy
dedt — dt? ' dt dy di’
done
d?u d%u ,  du (d6 do dy
T2~ ! +7{<Tm“07;7ﬁ>
ou
du
6 d2u #d <_cﬁ_0 > o+ du df
®) 2= @ A e

En dérivant (6), on obtient de la méme maniére

du du , df
9( YU g3 YW g Y
7 d3u _d<dt0>+3d<dt0dw>‘ du d%
@) P dt dt
et aprés
du du db du [ df\? “du . d20)
3f “Y¥ o g @Y o YU av [ av bu o, @Y
d“u_d<cﬁ‘0> d<dt0 dm> ~3d[d?‘<dm>}4—4d<dt0dm2> du d36
da* e Tde At T de U de dx
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On obtient les dérivées suivantes de la méme mani¢re. Nous allons en chercer la loi.
En général, représentant par &, 6", 6", ... les dérivées partielles de § par rapport & w,
qui résultent de (b) en y supposant y constante, on a

du
_ do—1 { Gk (6)2 (B
i—1
(8) di—ty 2 dt

doi-1

dro—1 !

et par conséquent

da—i { (Zlu 014 (gf)m (0’/);} }

diu' _ 2

dot die—1
du di dy db (

a—1§ 7 T (e L\ pk—A (gym ("

d [dt <0 dy dt (o144 cl:r>0 @@ )p'”}
-+
! dio—1

du [db db’ dJ

a—1 krp\m—1 (R

+d [ at <doﬂL Ty dt >b @)= )p"'}

=T

. g’ de" dy N\ . ot e
’ l[P 3 <dw Ty dt >0(0’ UL U R
+ +...

dLa—i
ou
du .
al _Z " pk+HL (pAm (p!’
dl“_Z d {dt GE+L (6" (6 )P...}
dot die T
da—4 [dl: 61 (6"t (672 . . }
. dte—1
) .
de—! dﬁ il (0 )m_i (0//)p+1 <0///)q. .
dt

dre—1

da——l [_(_izi:_ 01{ (0/)m \0//)]}—1 (0///)q+1 ..
422 N
+p pr= LR

Comparant cette formule & la formule (8), on voit que chaque terme de (8) donne une
somme de termes qu’on forme de celui-ld on Otant une unité & I'exposant de chaque facteur
1,0, 6,67, ... et en 'additionnant & celui du suivant, et donnant pour coefficient au terme
I’exposant qui a été diminué.
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L’ordre de la dérivée par rapport & ¢ qui entre en chaque terme est égal 4 la somme
des exposants de §, &, 67, ..., dans le terme, moins une unité. En effet, cela est vrai pour

L., d*u . (e
la dérivée T2 et par la formule (9) on voit que l'ordre de chaque dérivée augmente d'une
da
d—ty | du
. .. ;o
Tt & gz Alnsi que la somme des exposants de 6, ¢, 67 ...

Il résulte de ce qui précéde une methode pour calculer de proche en proche les dérivées

unité dans le passage de

successives de u par rapport & x. Mais on peut méme trouver une formule générale pour ce
caleul, comnie nous allons faire voir.

Nous avons, en effet, en remarquant que les dérivées de 6 d'ordre plus grand que n—1
sont nulles, la formule suivante,

gt ] 4

diy _ E A dt

da’

67 ()8 (6")' ... (go—n)*

de—t ’

olt b est donné par la formule
b=a-+f-+y+...-Fh

Il ne nous reste qu’a déterminer le coefficient A et les exposants «, 3, 7, ..., h. Pour
cela nous ferons

o () =20 (y)=...=4,(y) =1,
et nous aurons

din . by (dy \ =~ <d“23/“5 RUSTANS
F =) G 5"

Mais on trouve dans le Caleul différentiel de M. Bertrand wne formule (*) qui donne la
dérivée d’ordre ¢ de u par rapport & x, étant u=f(y), (y) = (x), laquelle, étant appliquée

aux fonctions

u=fy), y=t-taota?t. .  4a,

donne:
<dy>a APy B dry\ b
i dw  \da <7;2> <d >
T T “f
dz dy 1.2, 1.2F1.2...8 (.2, )k 12,0

{t) Veja-se na pag. 211 do presente volume uma demonstragio d'esta férmula.
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olt «, B, ..., h représentent les racines entiéres, positives ou nulles, de 'équation

a4 2B 4. A nh =i,

et ou est

b=at+B+i+...Fn

La comparaison des deux formules précédentes mene & la valeur de A, qui, substituée
dans la formule générale, donne la suivante

a1 | B g g5 (T (gt
, dt
1.2...¢ o

5@_%2 de— ] o
dei 120 a2, o 20 0. 2B .2.8) L2 )Y

et fait voir qu'on doit donner & «, 8, 7, ..., & toutes les valeurs entitres, positives ou nulles,
qui satisfont & I’équation

a+-28+374+. .. Fnh=1.
Nous avons ainsi l'expression générale de la dérivée de w par rapport & « de la fon-
ction (1).

Pour obtenir maintenant le développement de w en série ordonnée suivant les puissances
de x, nous emploierons la formule de Maclaurin:

de 1 /d% 1 /d3uy .
=t (H)O“ 2 <Zf;~z>o““+ 73 (zz;s‘)o SRIREE

et les coefficients seront donnés par la formule précédente, en y faisant = 0.
En faisant donc & =0, nous aurons premiérement

w=fO, y=t, S—f .

Ensuite les formules

b =w(y) 20y +. . S nat e (y),
0 =20 (y)+3. 2z () +...Fnn—1)a"2q,(y),

0" =320 ... Fnn—1)(n—2)x3g, (),

...........................................

DD



donneront

D=1 (), B=202(0), 0'=3.20(), ..., 00=enin—1...2.15,0),
G — GO D) — gt — | — (),

Nous aurons donc

du \
———— — ! )
< do /)“ J (t) 71 (U)

/ d?lﬁ\ _ A0 [e (0] YA
Kd&C?)()_ dt 7‘“"‘]‘ (t) 72 (1)7

du a2 ) ) LA (e (B (] .
—— ] = Lt EREY LSRR AN O el S M & O “
(%, . 2 0 ot IZACACIOL

En général

(cl"u\ < 1200 04d1 0 7 (8) o (B ['.32 (t)]‘»(’. . .[L"/,L (t)?‘ !
7») T el o7 Ty a : P
vdat ) 1.2 lax 1200 3 oo 1200 hdt

olt 'on doit donner & «, 3, ¢, ..., A toutes les valeurs enti¢res et positives ou nulles qui sa-

tisfunt & I’équation

a+ 23874 0 ak=1
at ot b est donné par la formule
; I T B I A
=0+ 3y 2k

Nous avons done la formule

G—t N T i\ o r SAd
o Y, L A o i (t)vL"(Hiﬂ . .!'.&,l(t)i ; |
w= i) +auf t)o (t)+. . -at X A — Y R
S +af i) ' _‘1.‘_3.“a><l.2...3><...><1.2.‘.Ar,/z""*‘ ' ?

aui, en posant n =1, donne celle de Lagrange.
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SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES

{Journal de mathématiques pures et appliquées, fondé par Liouville
— Paris, 1889, 4.c gérie, t. V)






SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES

Dans une Note Sur le développement des fonctions tmplicites, publiée dans le Journal de
mathématiques pures et appliquées, 3.2 série, t. vi, 1881, nous avons présenté une formule
pour développer en série, ordonnée suivant les puissances crolssantes de a, une fonction u
définie par les équations

u=r(),

W 9
z=1t+wp () F+a? (2)+.. .+ Fg(2),

A savoir

@ u—fO Lo Qe e S L Ol OF O [ @]

al Byl ntdit ey

ot la somme 2 se rapporte & toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de I'équation

a+28+37+...+kh=n,
et ol

b=a+B+74+...+A

De cette question se sont ensuite occupés M. E. Cesaro dans les Nouvelles Annales de
Mathématiques, 3.c série, t. 1v, 1885, et M. David dans le Journal de IEcole Polytechnique,
LviL.e Cahier, 1887.

Nous revenons aujourd’hui sur ce sujet pour déterminer quelle valeur de u doit étre con-
sidérée comme représentée par la série (2), et pour étudier les condition de convergence de
cette série.



THEOREME. — Soient

f&), 91(2), 92(2), --., w.(2) des fonctions holomorphes dans Uintérieur d'un con-
tour K;

$ un point intérieur & ce contour;

N une quantité positive assez petite pour que la condition (| A| représentant le mo-

dule de A)

<1

i
T

(3) l '4}%_(:) .

4 2
0| med],

e (2)
] z-—t

soit satisfaite le long du contour K. A chaque valeur de x, qui satisfait & la condi-
tion |@| <<, correspond une racine unigque zy de Uéquation que détermine z, existunt
a Uintériewr du contour K, et f(z1) est susceptible d’étre développée en série ordonnée

sutvant les puissances crotssantes de « aw moyen de la formule (2).

En effet, de la condition (3) et de la condition |2 | <7 on tire

feg(z) || |ate (] Lk o (2) |
: Fl- f~t—4‘—...+;4 <1,
Loz—t log—1 | j 2—t |
et, par conséquent,
cxoy () Fates(z) o ate(z) 1
| z—t

Done, on peut appliquer la série de Lagrange aux équations

u=f<z)7
z=t+ax ¥ (z),

ol
F(z) =i (z) +x0a2 () 4. . . F b=t g (2);
ce qui donne (%)

m;i dm—1 ; [F (t)“l'f‘/ (?f) s 1R

7]; ! dtm_l i sy

4 fe)=fO+aF@f @+ ..+

(1) Voir notre Curso de Analyse infinitesimal (Calculo integral, 2.* parte, p. 284).



ol

Fiz)|
5 — n-+2 __:_r_ |
(z—1t) 1 " J

m+4-4 '] H £ (s e koo (2]
R 1 2 g E (2) ] H () [1—a o (2)—. . -t gy (2)] dz
m T . .
3ix
[
K
On sait que, pour les valeurs de x considérées, la série qui résulte de (4) en y posant
m = o est convergente; nous allons faire voir qu’elle est uniformément convergente.
L’expression de R,, donne

Ry < (]L i @F(2) T4 jwe ()] 4. Ao (2) | { ds
T 2 z—t| z—t ll z I (z) | ’
/ z—t |
mais
LANONINEIROR L 10N I L 10N
{ 2—1t | l z—t | | z— l | z2—t |
RABORNREEZIC ()
D i r z—1 ~F|{ z—t |
et
xF(2) xF (z) | (o (2) | iai’zg(z) atop(2) ]
1— Y P GO B T N i A8 /A ‘ . RARY
! z—t §> it |~ Ioz—t +§ il R s |
A | ge(e) | Wt (@) ],
=1 I! el e R z—t |\’
done

Ro|<.L (1L @t i na @b )] s
A I B sy L ey ORI O
] I ) z—t |\

z—1
K
Soient maintenant:
M le maximum de

f12) |,

z—t |’

M; le maximum de
L4 (@) 4 A [0k (2) 15

Mo le maximum de

0t (2)
z—t

n%1(2)
z—1

R
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le long du contour K. Nous avons

. 1 (* MM,Mg+
[Rmf<§_:f—-—“l_l\l2 ds,

K

et, par conséquent, s représentant la longueur du contour K,

. MM, Mp+'s
1 Rm | < —‘—27: (1 —:—I\/IQ)

pour toutes les valeurs de x, dont le module est inférieur & 7.

Comme Mz < 1, on voit donc que l'on peut, quelque petite que soit la quantité ¢, déter-
~miner m de maniére que l'on ait |R, | <¢ pour toutes les valeurs de « qui satisfont & la
condition x| <.

Donc la série considérée est uniformément convergente dans le cercle de rayon 7.

Cela posé, si dans cette série on pose
Fl=a(+tea®+. .+ a®),

on voit facilement qu'on peut développer chague terme suivant les puissances de @, et qu'on
obtient des polyndwmes respectivement des degrés 0, &, 2k, ....

Done, en vertu d’un théoréme bien connu de la théorie des séries (%), la fonction f(z)
est susceptible d’étre développée en série ordounée suivant les puissances croissantes de w,
et convergente dans le cercle de rayon 7.

Le théoréme énoncé est done démontré.

La méthode précédente donne méme la série trouvée dans mon article antérieur.

En effet, le terme général de la série (4) est

b A=) g () oo A2t o O F () |
7T dtt—1

ou

s 2 o (0 [ O Lo O () gt e
o O 2 AN ] 2t b
b1 dtt—1 ’

(1) M. Weierstrass, Monatsberichte der Kon. Akademie der Wissenschaften »u Berlin, 18803 Bulletin des
Sciences mathématiques, 1881, p 160.
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ott la somme X se rapporte & toutes les solutions entieres positives de I'équation

at+B4+7+...Fh=0,

ou

2 A=) (o1 (O] [¢2 (t)]lg' e (t)]“f’ @ | 2B
alfl. . ntdi—t ’

Done le coefficient du terme du degré »n dans le développement de f(21) en série ordonnée
sulvant les puissances croissantes de « sera

5 A a0 [ O[] @) |

alB 1 A gt ’

ot la somme 2 se rapporte & toutes les solutions entiéres et positives de I'équation

a+28+87+.. . Fhkh=mn

et ol

b=a+B+7+...+ 4




NOTA

1. A questio que vimos de considerar n’este trabalho e no anterior tendo merecido a
attenglo de alguns geometras illustres, que a respeito d’ella téem escripto artigos em que se
referem 4 férmula que n’elles foi demonstrada, julgamos conveniente dar aqui uma indicagiio
suceinta dos resultados de maior interesse, por elles obtidos, que estio ligados aos apresen-
tados nos referidos trabalhos.

Mencionaremos, em primeiro logar, um artigo intitulado — Giénéralisation de la formule
de Lagrange, publicado por E. Cesiro nos Nouvelles Annales des Mathématiques (Paris, 3.
série, t. 1v), no qual este sabio geometra reduziu os coefficientes do desenvolvimento de f(2)
a uma férma differente da nossa, exprimindo-os por meio de um algorithino, a que deu o nome
de usobarico e de que por varias vezes se tinha anteriormente occupado, o qual designa a

somma dos productos que se formam dando, em

flafz). - f(z),
a zy, 22, ..., % todos os valores inteiros e positivos que satisfazem 4 equagio
2tz 4. =1,

f(z) sendo uma func¢lo dada e % um numero inteiro dado.

8
Representando este algorithmo pela notagiio S{f(z)], mostrou que a férmula (2) péde ser
7

escripta do modo seguinte:

U U .
e =f(t)+n§4m" bilﬁ pr=uplO) )bl ENOIER

2. Ao desenvolvimento em série ordenada segundo as potencias de « da funcglo u, de-
finida pelas egualdades (1), deu Bassani, professor na Escola Naval de Livorno, outra férma,
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em um artigo intitulado — Generalizzazione della formola de Lagrange, o qual foi publicado
nas Atti del R. Istituto veneto di scienze (série 6.2, t. v). O resultado a que chegou péde ser
deduzido da férmula (4), que da

o1 a0 [ () FaPea (). . L)
IORTIREp s ALIC AUk s SUR LD A

b=14

¢, portanto, pondo

(o1 () + @2 () + %3 () +. . . P = 95,0 (8) + o4 () &+ o3 () 224 . o,

FO=fO+ a2 L T 0 0

I b=

b

Para calcular as quantidades @5, (t) apresentou Bassani, no referido trabalho, uma for-
mula devida a Eisenstein.

3. Occupou-se tambem do desenvolvimento em série das funcedes definidas pelas equa-
¢Oes (1) David, tenente coronel de artilheria no exercito francez, em uma memoria importante
publicada no caderno Lvit do Journal de U Ecole Polytechnique de Paris, na qual demonstrou
que da soluglo d’esta questdo depende a do problema geral que tem por fim desenvolver em
série as funcgdes algebricas implicitas,

Consideremos, com effeito, a funcgfo definida pela equagio algebrica F (x, y)= 0, ou, mu-
dando @ em x+ax—x e y em y1+y—y1,

Ji(@—z, y—y) =0,

e supponhamos que (zy, 1) é um ponto ordinario da funcglo. N’este caso uma, pelo menos,
dF
dx’ dy

esta equaciio pdde ser reduzida primeiramente a uma das formas

das derivadas parciaes deve ser differente de zero no ponto considerado, e porisso

y=pn+AYy—yp)?Pt.. F@e—w)0fe—x, y—yl,

ou

w=ait Aw—aP e (y—y0) 8 fe—as, y—yi)

onde O representa uma funcgdo inteira de @ —axy e y —y1, e depois a uma das férmas

y—yp=(@—z)de—ai, y—yl,

ou

e —wx1 =y —y)$[e—a, y—uyl,
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onde & representa uma funcgfo racional de @ —wy e y—yi, cujo denominador, no caso da
primeira equagio, s6 contém y —wy e n¥o é nullo quando y =y, e, no caso do segundo, sé
contém & — a1 e niio é nullo quando x = .

Basta agora por na primeira equaclio @ —ay= X, ou na segunda y —y; = Y, para as re-
duzir 4 férma que tem a segunda das equages (1).

Posto isto, para desenvolver em série a func¢fo w, definida pela equagfio (1), indicou o
auctor da memoria a que nos estamos referindo dois methodos. No primeiro fez uso da fér-
mula de Lagrange, de que deu uma nova demonstragio e de que fez um estudo profundo.
No segundo fez uso da férmula (2), da qual deu tamberm nma nova demonstragfo, fundada na
doutrina das derivagles de Arbogast.

4. Terminaremos esta nota mencionando ainda, a respeito da questio considerada, um
trabatho de Stolz, professor na Universidade de Innsbruck, publicado no t. xev dos Sitzungs-
3 s P g
berichte der Keiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, no qual, referindo-se a um
s ?
trabalho do Dr. Weiss, intitulado Entwicklungen zum Lagrange’schen Reversions theorem, fez
, g g s
notar que uma formula por este ultimo considerada estd contida na férmula (2 or nds an-
P ’
tertormente dada; e um trabalho, em lingua russa, publicado recentemente por Bougaiev
2 b 2 2
professor na Universidade de Moscow, no t. xxu1 de Bulletim da Soctedade mathematica de
Moscow, no qual é apresentada uma nova demonstracio da féormula (4) e se indica a relacio
» q P G
d’esta férmula com a férmula (2).




IX

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS UUU MENT PERIODIQUES DE SECONDE ESPEEE
N SERIE TRIGINDMETRIQUE

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
gegrundet von Crelle-Berlin 1908. Band CXXV)






SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES DE SECONDE ESPECE
EN SERIE TRIGONOMETRIQUE

1. On peut faire dépendre 1’étude des fonetions doublement périodiques de seconde es-
péce, dont les multiplicateurs sont ¢ et ¢/, de I'étude d’autres dont I'un des multiplicateurs
est égal & I'unité. En considérant donc ce dernier cas, soit f(x) une fonction donnée qui sa-
tisfasse aux conditions

fat20)=Ff@), f@+2)=cf@.

On sait développer cette fonction en série trigonométrique, valable dans tout le plan de
représentation de la variable 2, et aussi en série valable dans la zone comprise entre deux
droites dont l'inclinaison sur I'axe est égale & I'argument de w. Briot et Bouquet, dans leur
ouvrage sur la Théorie des fonctions elliptiques, ont employé, pour obtenir ces développements
dans le cas particulier ott ¢=—1, la théorie des résidus de Cauchy. Nous allons démontrer
qu’on peut traiter cette question dans le cas général, ol ¢ est un nombre quelconque, au
moyen de la méme théorie. Nous partirons, dans ce but, de I'intégrale

inz
) f(Be” de
U= Tinz =z’
e?f _ ET

qui nous a servi déjh pour obtenir la formule de Iourier, dans un article publié dans le
tome oxit, p. 97, de ce Journal (1); et nous obtiendrons de cette maniére non seulement les
Y ) )

(1) Veja-se a pag. 157 do presente volume.
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résultats connus, mais encore quelques développements, valables dans un demi-plan, qui, &
ce que nous croyons, n’ont pas encore été remarqués. Nous supposerons que la fonction f(x)
ait un seul péle dans chaque parallélogramme des périodes, et que ce pble soit simple. On
pourrait traiter au moyen de la méme analyse le cas général ol dans chaque parallélogramme
il existe un nombre quelconque de pdles, avec un degré quelconque de multiplicité; mais on
n’en a pas besoin, parce qu’on peut réduire ce cas & 'antérienr au moyen de la formule de
décomposition de Hermite.

2. Considérons dans le plan de représentation de 2 un parallélogramme ABCD dont le
c6té DA représente géométriquement, en grandeur et en direction, la quantité 2w, et lont le
cOté AB représente la quantité 2(«+3-41)w’, « et § étant deux nombres entiers positifs
quelconques.

Dans ce parallélogramme la fonction f(x) a a3+ 1 poles, qu’on peut représenter par

a—2a0'y a—2(a—1) o, ..., a, ¢+ 20, a+40', ..., a+ 200}

et, sl I'on représente par k le résidu de la fonction par rapport au pble a, ces résidus par
rapport aux pbles que contient le parallélogramme considéré, sont respectivement

¢~y =Nk, ok, cky ..., PR

Cela posé, considérons V'intégrale U prise le long du contour S du parallélogramme ABCD
considéré; et soit « l’affixe d’un point de 'intérieur de ce parallélogramme,.

On trouve, au moyen du théoréme fondamental de la théorie des résidus, en remarquant
que les résidus de la fonction

Tz

fE@e”

nz inz’

e —g®

par rapport & ses pbles « et a-+ 2mo’, sont

iw
— (a+2mw')
0] e?

E f(m), kcm .

i® inz’

o (a-+2mo’)

[4)
e)
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la formule suivante:

iz i
i et = (a4-2mw')
1 zye® dz i MZT e
Fay =g | L2EEE T ST pen
=z T O =y -—t (@a+-2mo') ==
/ e® — g0 e —e™
S
qui, & cause de 1’égalité
i®
(a—}-2mm ) 1 .
e 7 =
; z=?—|——2~co’c§l— (x — a— 2mw'),
T e
— (a+-2mw’) — ©
e —e®

donne

ixz
1 fz) @ de  imk™ —+B
inz zAz - 20 m=—
eW —eg®

1—|—ic0t—2%(ac—a—2mm’) .

73

o

81 Von remarque maintenant que les parties de l'intégrale, qui entre dans cette formule,
qui correspondent aux droites AB et DC sont égales, on voit qu’on peut écrire

lT Zr <
o d N} ke m=_ .
f(m)——— f@e” dz | f@)e? dzf ixk S en|14-icoto (x—a—2mw')|.
iz e "z dnr 20 ey, 2m
—_—e® u) LW

Supposons maintenant, pour fixer les idées, que l'argument de o soit compris entre

I\.

-3 et —- 2 Nous avons déja démontré dans ce Journal (tome cxir, p. 119) (1) qu'on a alors,

pour tous les points z de la droite DA,

iy 2inx
1 1 + e ) + e ()] +
iz i"r %% Qinz Jirz ' 77 ?

[0} [ ¢ o ¢
e —e t e 1) e ) e 1)

(1 Veja-se na pag. 157 do presente volume.
FF



iwz 2z
1 1 e [1)] e (1]
e | +... 1.
ixz IRT IRT iz 3izx
e ) e ) e [} e [43]) e w

Done nous avons
E em {l -+7 cot

b
20

NItz

1
A"zéx{f@e o ds,

NITD

1 )
A= L£ f@e © da

3. Nous allons maintenant chercher les valeurs des intégrales qui entrent dans les ex-

pressions de A, et de A_,.

Supposons, pour fixer les idées, que la partie imaginaire de o' soit positive, et considérons
le parallélogramme DAA’D’ dont les cdtés DA et AA’ sont égaux & 2w et 2w’ et qui con-
tient & Vintérieur le pble @ —2aw’. On trouve, en appliquant le théoreme fondamental de la

théorie des residus,

nizz nirg NiRZ

MRz
[roe @ at fi@e © dt [f@e © et ff@e © ds
DA AN A'DY D
niw nite
dime—t e ® T g a0
= 2™ % ke = 2ine™ " kg™ ¢ )
(U/
T — N
-en posant g=¢ ¥ ; mais
: __mizz __miwz
ff(z)e o dz———ff(z)e © dz,
AN/ DD/
nitz nw , nivg
—= S N (2420 o —
ff(z)e dz:ff(z—{—?m)e dz=¢—" cff(z)e dz;
DA’ DA

(® — a — 2mo)|,

DA
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done

nivs niva

f f (=) e © dz
DA

. . 9y —
Qnkg=* ¢—* —
= @
n ’

1—cqg™

et par conséquent

; 2ne ,—u nira
ik gAM% e —

()

An =

o 71‘:?%{

On trouve de la méme maniére, en considérant le parallélogramme C'B'BC, dont les cotés
C'B’ et B'B sont égals & 20 et 20 et qui contient 4 l'intérieur le pdle a - 23«

nirz o AH-B) A8 R
ff(z) i dz=~21 kg ¢ e
CB

1— cg?n

et par conséquent

o D o
—n : n
© 1—cq

Nous avons:done la formule suivante

s, — 2N In—1° n
( ) ik [c o <9 >1 w0 g-gn l,a o (x a)
U] —c [ . 1 J— 2n

n=1 cq

2An— g
1) it § LN e
. 1— 2n
n=1 cq
_ kTS e 1+ic0t—f~(oc——a—2m(’)
20 e g 20 ik

laquelle a lien pour toutes les valeurs de = représentées par les points d’une zone infinie com-
prise entre les droites DA et CB.

4. Nous allons considérer les conséquences de cette formule. Mais, avant de le faire,
nous introduirons, pour abréger le langage, les notations suivantes. Nous représenterons par
K, la droite qui passe par le pdle « - 2mw’ et qui fait un angle égal & argument de w avec
axe des abscisses; et nous représenterons par (K,, &) celui des demiplans qu'on obtient

»
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quand on coupe le plan de représentation de la variable  par la droite K,,, qui contient le
point e.

Cela posé, la premiére conséquence qu’on tire de la formule (1.) est la formule suivante,
qu’on obtient en y posant u=0 et 3=0:

@) f@="Ur S

2 ce [0 ’L.TE]C
20

. =
{1+zc0t2—m(w—a) ,

laquelle a lieu dans la zone comprise entre les droites K_; et Kj.
De cette formule on tire une autre formule importante, en ayant égard au développement

suivant:
ir Qix Jir
. 1 —fg—a) — (x—a) —(2—a)
% 1+z’cot—27:—(oc-—a) =—T—=l+e"’ +e® +-e® +.oouy
()] 4

1 e—‘_”; (o)

lequel a lieu dans le demi-plan (Ko, a--2¢'), si I'on continue & supposer que l'argument de

. . v T .
® soit compris entre — - et —-. Cette autre formule est la suivante:

2 2
nix nix
.7, >} —— S x 2 —_ S
3. Fl@)= ik [ o ¢ v (z a)_{_ 5 o n o (—a)
O [p=0 q?"—~c n:ll"“cg% !

valable dans la zone comprise entre les droites Ko et Ki.
' iy

En ponsant c=¢ “ et en ayant égard aux relations

= ;
o (2n0/-4-v)

1
eg—2m . ’
1—eqg 2isin2L(u+2nw')
(O]
= (2nw’'—v)
gﬂn ¢ e".?.m
—_pnn = - ’
1—cq 27sin 2L (v — 2n0)
)
i
s ep— 20 (o)
1 —}—lcot%(w—a):z——r——“—,

sm%(_w——a)
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on peut encore écrire les formules qu'on vient d’obtenir de la maniére suivante:

nix nir ix
=y —— (z—a-+o') iy — (x—a—uw') — 5 (z—a)
] = 9 e ® w 5o e ® e 2
f(oc)——Qm LO = . e Eie - -+ p ’
= . = . T . T
" sin 5 (v+2n0) " sin 5~ (v—2nw') sin o (x—a)

ou

i

niw
ixv T (r—a-co) (z—a)
— 1

k ot e e 20
() f@=gy| T e + )
e sin - (v+2n0) sin = (x—a)
20 2w
ol e =1, quand #n est nul ou positif, et e=-—1, quand n est négatif; et

nir
o — (z—a—u')

rk e?

®.) Fla)y=, e 20 % . .
"=_°°sin2—‘) (v + 2no)
Q

On tire de cette derniére formule, en y considérant v comme variable et en posant

S, v) =k~ f (2, v),

les égalités

(uy

— = @—a)

Silz,v+20)=fi(z,v), fi(x,v+20)=e¢ © f‘(mfu)'

Done fi (%, v) est aussi une fonction doublement périodique de v, de seconde espece, dont

i

_—_— _a)

les multiplicateurs sont 1 et ¢ , dont les périodes sont encore 2w et 2¢/, et dont les

pdles sont les nombres 2nw'. La formule (5.) fait aussi voir que le résidu de fi (x,v) par rap-
port au pdle O est égal & l'unité. Nous avons donc encore la formule

. niv ,
i ( ) - (v—w')
= —— (e—a n
=4} uk e 20) e

) fa)=—-

®©
b

n=

?

(x— a—+ 2no')

e

20

© .
sin

valable pour toutes les valeurs de @ et pour les valeurs de v représentées par les points de
la zone comprise entre deux droites qui passent par les points d’affixe O ¢ 20 et dont Uincli-
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naison sur 'axe des abscisses est égale 4 I'argument de K; et la formule

nix i
/ b
(v-e0) 5o,

in —
k| E (e
@) =g | = o ¢ e

R , . =
sin — (¢ —a + 2now sin -——v
2o ( + ) 20

valable aussi pour toutes les valeurs de @ et pour les valeurs de v représentées par les points
de la zone comprise entre deux paralléles aux droites antérieures, menées par les points
d’affixe — 20’ et 2u'.

Les formules qu’on vient d’obtenir sont équivalentes & des formules connues; nous ne
nous y arréterons donc plus, et nous passons & considérer celles qui résultent de (1.) en y
posant a= oo, ou B = o.

5. Soit § 'argument de cg?*. On a alors

[1—cga"}=[1—{cgﬂ"[(cosﬂ—}—isinﬁ)]:Vi—2}0”952"0050+|012|g§4”

>V1—2

cllgP4-[clg ™,

et par conséquent

[1—cg™P>—|c||g P

ou
[ 1—cg™|>]1—]c||gf"].

Mais, |g¢| étant <1, nous pouvons donner & n; une valeur assez grande pour qu’on ait

le]lg? <1, quand < ny; et alors on a
(A) [1—cg|[>1—]e||g>1—lc||gpm

quand » > n,,

Cela posé, considérons la série

5 D % e

2n ’

n=1 l—cg
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qui entre dans la formule (1.), laquelle peut &tre décomposée dans les sommes

[ S A i

—y- e T @)
— 273, e !
at 1—ecq ’
. ] i
b 92(71 l)(H_ﬂ —% T—at)
P o e
n=1ny 1 - Cq
———‘}(m—a)
La premiére somme tend vers i quand § tend vers l'infini.

Au moyen de l'inégalité (A.) on voit que les valeurs des modules des termes de la deu-
xiéme somme sont inférieures aux valeurs des termes correspondantes de la progression
géométrique

1 qa(nﬁx)u-ys) ! _"_i“(x—a)[
““—2”_ e [0) ‘7
w| 1—fel g | 1

lras

n

dont la raison est égale &

1 i

g ——(:v—a)’
[

Y

!

et, comme on peut donner & §' une valeur assez grande pour qu’on ait

| T g
[P (1+3) | 1, o }
—_ E(z-a) i }’
[1—leljgP"{1—fq PP e © |
et qu’elle tend vers zéro quand B tend vers l'infini.
Nous avons done
| iw
| "_—“v)(z—ﬂ)
lim | S| = ¢
B l I—cg® |
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Si I'on remarque maintenant que ]cgﬂjﬁ‘H tend vers zéro quand 3 tend vers l'infini, lors
qu'on a |eg?| <1, on tire de la formule (1.), en y posant a=0 et = oo, le développement
suivant:

nit
- [ w o @) o

_ = 5 € _ kS ; o e O

(6.) f(x) T o ¢ |1+ <cot e (— a — 2me)

o Lomo I—cg™ —0

valable dans le demi-plan (K_4, o) et applicable quand |c¢|<<|g[~2%
iwy

En posant e=e¢ “, on peut écrire cette formule de la maniére suivante:

. nix - , . _"ir o
W[ e e ey . S0
(7. ) =—0 |} e%® X e 20 3
7@ 2o "=0gin (v—}—?nm’)+ #=0gin = (¢ — a — 2no)
20 20

6. Pour déterminer les valeurs qu’on peut donner & v dans cette formule, on doit re-
marquer que l'inégalité |cg?| <1 peut &tre écrite de la maniére suivante:
in

— — (t—20) 1
e O <1,

ou, en représentant par 6, 6 et v les arguments de o, o et v,
|vlsin (t—0) < 2] o' |sin (0 —0).

Done la distance du point d’affixe v & la droite qui passe par lorigine et fait un angle
égal & 6 avec 'axe des abscisses, doit 8tre plus petite que la distance du point d’affixe 2w’

4 la méme droite. En représentant donc par L, la droite qui passe par le point d’affixe 2na/
et qui fait I'angle 6 avec I'axe des abscisses, on peut dire que la formule antérieure est vala-

. . . =

ble dans le demi-plan (Lj, — o). On suppose toujours § compris entre — 5 et Eh
Dans le cas particulier olt ¢ s’évanouit, le développement précédent est applicable dans

la région du plan située au-dessus de K_,, pour ce qui concerne x, et dans la région du plan

située au-dessous de Ly, pour ce qui concerne v.

7. On a vu déja (n.° 4) que k! f(x) est une fonction doublement périodique de v, dont
‘ in

les périodes sont 20 et 20, les multiplicateurs 1 et ¢ @ , et les poles les nombres 2nw’.
On a vu aussi que le résidu de cette fonction par rapport au pdle O est égal & 1. Sil'on pose



done dans la formule antérieure ¢ =0 et on change ensuite @ en v ¢t v en « — a, on obtient
la formule

niw nix
= (v+o') i i (r—a—w')
=k Q,.) " (e—a) ;‘: et L T % - e ©
8) fE@=se|e e R TR ,
Vel - (2 — a - 200’ “Usin =— (v — 2ne’
2w ( ~ ) 20 ( )

valable dans le demi-plan (L_y, o), pour ce qui concerne v, et dans le demi-plan (Kj, — ),
pour ce qui concerne .

8. Considérons le cas particulier ot 'on a |¢|<C1. Alors la formule (6.) peut encore
&tre écrite de la maniére suivante

- nix
— (x—a)
i 1 L oae" i = o
(9) f(w) = o m:“cj = n?:{ 1—_55;2—" -— 3 7;110 ch (,Ot — (J,‘—-— a — )mm)

ou encore, en posant c=e¢

- nin )
in (x a+o') niwy
l»k 2(0 1

® % F - .
10. I e’ Ye © ot (p—a—2u0).
(10.) f@)= 231;1 —— +2(‘)n—0 cot 5~ (@—a 2n0)

20

Cette derniere formule est applicable dans le demi-plan (Lg, — o).

9. Nous allons maintenant chercher les formules qui résultent de (1.) en y posant «= o.
Considérons, pour cela, la série

3 g2 ”Lr(x a)

n;{ 1 ——Cq—2n ’

On voit, en premier lieu, comme dans le cas de la série S, considérée antérieurement,
qu'on a

L—cg[>lel]q|7"—

.

Mais, comme |¢|< 1, on peut donner & ng une valeur qui fasse

lellgim>1
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quand n < na2; et alors nous avons
q ‘w?ng — 1,

|
I

[L—eg > o]

quand n < ng.
Cela posé, décomposons la série s dans les sommes
pose, p

=t g2(n—t)u T —a)
' ——e m ,
n=1 1 -—cg_'%
et
g2n—1) My —a)
e” .

e <]
Y
- —2n

by
n=ng 1 —cq
i
= {z—a)
o
quand « tend vers l'infini.

. .. e
La premiére somme tend vers la limite S
—oq?
Les valeurs des modules des termes de la deuxiéme somme sont inférieures aux valeurs

des termes correspondants de la progression géométrique

|
5 _lgftve | el
n=nz jcf|g[°)‘”’~’—1 t ‘,
dont la raison est
) ij(x—u)t
19 lem !

4
On peut done donner & o' une valeur assez grande pour qu’on ait

T (z—a)

|
P—— |
27}8(” {<1

|

19

quand « > «'; et alors le module de la somme considérée sera inférieur a

]ql“).('ng—l) @

i (@—a) il

[ellg®—1][1—1q % e"

et tend, par conséquent, vers zéro quand « tend vers l'infini.
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T cgjz’ gquand « tend vers l'infini.

Donc la somme s tend vers la limite
10. Nous pouvons maintenant voir ce qui arrivera lorsqu’on pose en (1.) 3=0,

t = oo,
1.er cas. Soit j¢|[> 1. On a alors aussi [¢|>|¢|?; et la formule (1.) donne la suivante:

niz
k| & g — @) ik & L. £ ( :
11. (a) = pX ——¢ " —— X ¢ 1+icot o (— a1 2me’
A1) 1@ o | g 1—cg® 20 o ) + 20 ) !

valable dans le demi-plan (K, — ).
On peut éerire encore cette formule de la maniere suivante:

. nin / . mix ,
=0 — (I—(t—m ) = — (1)-—(0)
. k| T 2 e © — g (—a) e
(12  fle)= 5 e MY S L 2o »
) - . T —¢. =
"=!sin (v — 2n0) "=%sin 5. (@ at2mo)
» » )

T

Cette formule est valable dans le demi-plan (Lp, o), pour ce qui concerne v; et dans le
demi-plan (Ky, — o), pour ce qui concerne .
On peut enfin éerire la formule (11.) de la maniere suivante:

iwv - e (T—a—0’) s w nizp
. Tk - 5 1 L e » ! p T . ,
S(x)= e ——— Y e} X e cot - (x—a-+2n0).
2w . WY n=t - ™ , 20 n=0 2m ’
2 sin sin - (v — 2no’)
20 20

2.0me cas, 8i e[ <1 etaussi {¢|>]g? laformule (1.) donne, en y posant « =, 3=0,

i i

et en ayant égard & l'égalité

¢ ) B

— 8 m=c*(lic+c?+. S e TS S .)——-f}(l%—c“‘—k. o

1—c¢ 2 M= —0.

____T;_(c——a_Jr_C—-(’/-“”—i—...+1)+c+02+"'
— g ()
5 i



la formule sulvante:

0i - anﬁ 20 4—p

T
< o ——(z—a) wk X : ’
i e o i X ¢ [z cot—— (@ —a- 2nw’) —1 4,
n 20 i

j 148

S @)=

w

valable dans le demi-plan (Ky, — co).
On peut encore écrire cette formule de la manitre suivante:

- nix niz
I A ot
f(oc) — e 20 v -+ e?m KRS € B
2m - T - x ) )
*=Ogin —— (v — 2nw) "=sin —— (& — a -+ 2no)
2m 2m

olt v représente 1'affixe d’un point quelconque de la zone comprise entre les droites Lo et L_4.
Cette formule coincide avec (8.); elle est done applicable dans une aire plus large, pour ce qui
concerne v, que celle que donne la méthode au moyen de laquelle on vient de la trouver.

11. Supposons maintenant qu’on ait

La formule (1.) donne alors

whk 5 - =
)=—_-—— X ¢"|14icot— (x—a—2my
f@ 20 e | 2m ( @ ), ’
forsque je|>1; et
[ il ; n "cot T ( 2ma') 1
)= ™17 ot —— (2 — a— 2mo) —
4 20 e o ) 20 l

lorsque |¢f << 1.
Ces développements sont valables dans tout le plan de représentation de la variable = et

peuvent encore &tre écrits de la maniére suivante:

i — — (v—uw')
s — 5 (x—a) = 0
fao=E T g e
20 o . T o .
smT(w—-a—Z'n(o)
[0} .



et

niw
i — — (vH-w)
2, @@

. wk e v
f (=) = S e

e

"S“msingg (x— a—2nao')

Dans la premiére formule on doit donner & v les valeurs représentées par les points de
la zone comprise entre les droites Lo et Ly, et dans la deuxiéme les valeurs représentées par
les points de la zone comprise entre les droites Lo et Li_j.

La premiére de ces formules coincide avee (5'.). La deuxi¢me ne differe pas essentiel-
lement de la premiére, puisqu’on passe de la deuxiéme & la premiére au moyen de la formule

i

—— (z—a)

f@v)=e © f (@ v —20).

12. Considérons maintenant le cas olt |¢|=1. La formule (1.) donne alors, en y posant

=0 et f = oo,

w0

ik 1 . m( N R
f(ac)——u—;hm [_1__ = X ¢ 1—{—1@01;—2-(;(0: a 2mm)>].

=00 —C M==--1

Dans le cas particulier ot ¢=—1, on a, en supposant que « soit un nombre entier pair,
égal & 2¢,
ik [ a T .
o o b 1y . N a6 /
fl=) o Ll tlir}”":_—%( 1) (1 -1 cot 5 (x—a—2mo ))!,

ef, en supposant a=2t-{-1,

a0 -

=k [ . ” ) = ,
fle)= o L—l—llm P )(-—1) (1—{—zcot-%(w—a——2mm)>‘l.

t =00 m=—{204+1

Ces deux formules donnent, en réunissant, dans chacune, les termes consécutifs, deux &
deux,

/

ixk e = sin
g — X —_— (O]
13 f@) Fo-=F e X -

=m0 e T A = 5 /
smTzE(w—-a—2mu>)sm§$(m—a—2(m+ 1) o)

ot m est un nombre poir dans le cas du signe supérieur et impair dans le cas du signe in-
férieur.
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La premiére des formules considérées donne encore, en réunissant les termes consécutifs,
deux & deux, excepté celui qui correspond & m =0,

. [O)
SN T
O]

P
7

= ot —— (@ — ¥
f@ 20 [COt 20 (@—a)-+ n

=1

T

sin 27;) [—a—2(2n—1)o/]sin o [x—a—4no']
(14.) { U’
- sin % —
9 o
1. = K
"= sin o [w—a+2@n—1)o]sin5=[w~a+ 4ne'

13. On peut encore déduire de (1.) un autre développement de f(x), applicable auss
lorsque ¢=-—1. En effet, si on y pose a=f, il vient

g @ 2{n— @ — ® —] 4 »—ﬁﬁ: —a)-
f(w) — <___ 1)& ek {_1_ +q?a » QZYL 1)e e® (@ a)_q‘Z(a+i) b .(12(n i) (1+_02_ e @ (z—a)
o L2 n=t 14-¢g— 2 T B i
itk % : =k z T
_ » . 1ym > —_1\m . e (] — Wy
S0, T gy B (Lt eotg s (@—a—2mo),

== o

et, en posant ensuite a = o,

lim £ (—1)mcot 2—; (@ — a—2ma).

14. On peut changer les roles des périodes 20 et 20’ dans la formule (1.) et dans celles
qui en découlent, ce qui conduit & un nouveau groupe de formules, comme on va voir,
Considérons la fonction

ur

F@)=f@e *,
olt u = loge,

Um

"
On a, en posant ¢j=e¢” ,

Uw

Fz+20)=F(@), Fa—2=c”, F@=cF@).



Si Pon applique maintenant la formule (1.) & la fonction F (x) et lon remarque que son
Ha
résidu par ldppOlt au pble a est égal & ke 2 , on trouve la formule suivante:

%?”_“) R 2 An—Lye T
om S P () e
1 Z! n—l 1 —091

— Cq

2n—1) (14-H) _’1’-‘<x_a)

(15.) EE B+1 ; & T
((ugi) o, 1 61_q
1 mv———B . [1 oot - (a _—
————2 ety Cy "{“ZCO —Q';D— l—"‘aJr 771(!)) ) .

—_—0

w

7“7, et par conséquent | ¢ | <<1.

— i
Dans cette formule on a g1 =e¢
On tire de cette formule des conséquences analogues & celles qu’on tire de la formule (1.)

Considérons, en particulier, le cas ot ¢=—1, et par conséquent u —ix.
Alors |c1]]|g1|=1; on aura donc
P> lal> gl fal>1.

Nous pouvons done appliquer la formule (13.), qui donne

. .
f(m)=_f2f_/ e 20/ 5 e [1 chot—-(w -a -} 2mo)
3] o -

M=

ou
ot 1

(16.) J@)=

m=-—0on

On trouve cette formule dans Pouvrage de Briot et Bouguet (p. 287).

15. Nous ne terminerons pas ce que nous avons ici 4 dire sur le développement des fon-

ctions doublement périodiques de seconde espéce en série trigonométrique sans remarquer que
de 1'égalité (1.) et de ce qu'on a dit dans les n.* 5 et 9 on conclut que la formule

irk 2na! —u ﬁff (z—a) ny 2n(14-§) B’—H = (q;_ a)
f@)——*—[niolg——c ST g } ’ 1— J
7 n== CQ

g m[1+' b 2moy
— ¢ T ¢o %(ﬂc——a—— mm)M,

20 4o



ol ny, ne, o, B’ sont des nombres qu’on détermine d’aprés ce qu’on-a dit dans les n.°* men-
tionnés, représente f(a) avec un dégré d’approximation plus grand que le nombre donné par
Iexpression
| nyiw
——=—{z—a
| 2= U4p) || o T
in

( )1+ lq
—-a—a 9,
e L [L—Tc|]g P [1—|q|*]

Naix
" (o)
g )

2(712*—1)&/ i

i i

(z—a) I

[1—|e|qPM][1—]|q[PATH)]

le(’)

18. Pour faire une application des formules précédentes, considérons la fonction, étudide
par Jucobi et Hermite

H )8 (x4 v)

qui satisfait aux conditions

S (@ +2K) = f (),

fle+2K)=c K f),

et admet le pdle —¢K’ dans un parallélogramme des périodes, auquel correspond le résidu

L—e2K
En posant alors dans la formule (.)
_imw .Y
o=K, o=iK, c¢=e¢ K g¢=—¢ K, 4=k,
on obtient la formule
ninx
b i e K
S @)= 9K s - . —
" T %gin K (v + 2niK')

valable dans tout le plan, pour ce qui concerne v, et dans la zone comprise entre les droites
Ko et Ky, qui passent par les poles —iK’ et /K’ et dont l'inclinaison sur P’axe des abscisses
est égale 4 'argument de K, pour ce qui concerne z.

La formule qu’on vient d’obtenir fut donnée par Hermite dans son beau et important Mé-
moire — Sur quelques applica’ions des fonctions elliptiques (1885, p. 19).
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Appliquons la formule (7.) & la méme fonction; si I'on considére maintenant le parallélo-
gramme des périodes qui contient le pdle ¢K/, et que ’on pose, par conséquent

=D
k=e¢ 2, 4=k,

il vient
. o5 i, — R i)
fla)=5p] & —— e E oy - i
" sin g (v -+ 20iK) ":(’sin?“K[m——(Qn%— 1)K/

Cette formule est applicable aux valeurs de @ représentées par les points du demi-plan
situé au-dessus de la droite K4 (I'argument de K étant compris entre ———é— et 7) Les va-

leurs qu’on peut attribuer & v dans la méme formule sont représentées par les points du
demi-plan situé au-dessous de la droite Ly, qui passe par le pole 2iK’ et fait un angle égal &
Iargument de K avec 'axe des abscisses.

Si Pon applique 4 la méme fonction la formule (9'.) on trouve, en posant ¢ =—:K/,
2n+-1)i= .
irx (.njwl)e (v—iK’)
e - e K
@ Moo
f@)=gge & >

T % sin —2;< [+ (2n 1) ZK/]

valable pour toutes les valeurs de @, et pour les valears de v représentées par les points de
la zone comprise entre la droite Ly et la parallele Lg, qui passe par le point d’affixe O.

La formule (8.) donne enfin, en posant a = — K/,
i (%—H nirx
= | = ® ,~ T(_
_ K 5 € Loy e
)= e Y
@ =gie| ¥ 2 = :

"*Osm—— [+ (20 1) K] - smﬁ (v —2mK")

valable dans le demi-plan (L_y, o), pour ce qui concerne v, et dans le demi-plan (Ky, — ),
pour ce qui concerne x.
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(Boletim da Direc¢do Geral de Instrucgdo Publica
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APONTAMENTOS BIOGRAPHICOS SOBRE DANIEL AUGUSTO DA SILVA

Fica bem a este Boletim, publicado por uma alta Reparti¢io do Estado, commemorar nas
suas paginas os homens illustres do paiz que, com trabalhos de alto valor, honraram alguns
dos estabelecimentos que d’ella dependem. E n’este caso estd o sabio eminente, enjo nome
vimos de escrever, o qual illustrou, com trabalhos cheios de originalidade e profundeza de
vistas, as collecgBes scientificas da Academia Real das Sciencias de Lisboa, os quaes lhe ddo
direito ao primeiro logar entre os geometras que Portugal teve no seu tempo, e que, apesar
d’isso, parece ir caindo em um lamentavel e injusto esquecimento. E a mim, que tive por
elle a veneragio e o respeito que o seu alto merito e as suas grandes virtudes impunham a
quem se aproximava d’elle, e que considero como a maior das honras da minha vida a con-
sidera¢io e estima que me consagrou no principio da minha modesta carreira scientifica, é-me
agradavel concorrer para esta commemoracio, sentindo todavia que se nfo encarregue d’esta
missfo pessoa de mais engenho, que possa estudar com mais profundeza e descrever com
maior britho a sua importante obra scientifica.

Daniel Augusto da Silva nasceu em Lisboa, na freguesia dos Martyres, em 16 de maio
de 1814, e era filho de Roberto José da Silva e de D. Maria do Patrocinio e Silva, e irm#o
do Conselheiro Carlos Bento da Silva, que foi por varias vezes Ministro dos Negocios da Fa-
zenda em situagdes politicas presididas pelo Duque de Avila e Bolama.

Em 1829 assentou praga na companhia dos guardas-marinhas, corpo que, para o servigo
da Armada, Martinho de Mello, seguindo uma ideia anterior do grande Marquez de Pombal,
creara e organizara militarmente em 1782,
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Existiam nessa occasifio em Lisboa duas escolas, de cujos programmas fazia parte a nau-
tica: uma, denominada Academia Real de Marinha, fora creada em b de agosto de 1779, e
a outra, denominada Academia Real dos Guardas-Marinhas, fora creada em 1 de abril de
1796 (%). Na primeira, que mais tarde foi transformada na actual Escola Polytechnica, e que
preparava nio sé para a carreira naval mas ainda para diversas carreiras militares e civis,
ensinavam-ge, em um curso de tres annos, as mathematicas puras e applicadas e a arte de
navegar; na segunda, que foi a antecessora da actual Escola Naval, ensinavam-se, em curso
tambem de tres annos, as sciencias nauticas e militares de que carecem os officiaes da Ar-
mada e a parte indispensavel das sciencias auxiliares do estudo das anteriores.

Daniel da Silva frequentou estas Academias, terminando o curso da primeira em 1832 e
o da segunda em 1835, e obtendo na primeira premios no primeiro e segundo anno e dis-
tincglo no terceiro. Entretanto, foi promovido a guarda-marinha em 25 de agosto de 1833,
esteve embarcado na corveta Klisa desde 20 de janeiro até 5 de novembro de 1834 e foi
empregado na commissdo de observagio das marés desde 17 de maio até 18 de julho de
1835.

O curso de Daniel da Silva na Academia de Marinha foi, como j4 vimos, dos mais dis-
tinctos, revelando-se nelle pela primeira vez a notavel aptidio do joven estudante para as
mathematicas, que desde essa occasifio ficaram sendo as sciencias da sua predilecgio. Dese-
jando por isso ampliar os seus conhecimentos sobre estas sciencias, resolveu ir frequentar a
faculdade de mathematica da Universidade de Coimbra, onde ainda estavam vivas as tradi-
¢bes de Monteiro da Rocha, José Anastacio da Cunha, Manuel Pedro de Mello e outros, que
tanta honra deram a esta veneranda instituigfo.

Obtida para esse fim a necessaria auctorizaglo do Governo, que lhe foi concedida por
portaria de 4 de setembro de 183D, fez n’este anno os exames preparatorios que a lei vigente
exigia e matriculou-se em outubro de 1836 no primeiro anuo da referida faculdade.

Fazia-se n’esse tempo a formatura em mathematica em quatro annos. Estudava-se no
primeiro anno a arithmetica, a geometria elementar e a trigonometria, no segundo a algebra,
o calculo infinitesimal e a geometria analytica, no terceiro a mecanica e no quarto a astro-
nomia, a hydraulica e a mecanica celeste; e simultaneamente, na faculdade de philosophia,
a chimica, a physica, a botanica e a zoologia. No fim do quarto anno do curso tomava-se o
grau de bacharel e, no mesmo anno, fazia-se depois acto de formatura, que versava sobre
todas as doutrinas mathematicas do curso.

Daniel da Silva seguiu com regularidade os seus estudos, e fez acto de formatura em 16
de julho de 1839, tendo por professores os sabios doutores Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto,
que d’elle me falou algumas vezes com grande elogio, Francisco de Castro Freire, que se

(1) Veja-se a interessante Nota sobre os estabelecimentos de instrucglo naval em Portugal, publicada em
1892 por Vicente M. M. C, Almeida d’Ega.
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referiu a elle com justo louvor na sua Memoria historica da faculdude de mathematica (Coim-
bra, 1872, p. 116), Thomds de Aquino, Agostinho José Pinto de Almeida, ete.

No seu curso da Universidade de Coimbra continuou o esperangoso estudante a revelar
os dotes de espirito que tinham j4 tornado notavel o seu curso na Academia Real de Marinha.
Obteve partides de DHOFO00 réis no primeiro e segundo anno do curso e, nas informagdes
finaes, que nesse tempo eram reguladas pela carta regia de 3 de junho de 1782, foi qualifi-
cago, em conselho da faculdade de mathematica de 29 de julho de 1839, Muito bom por tres
votos e Bom por dois. No terceiro anno do curso nfo obteve classificagio alguma, porque
foi comprehendido na graga de perdio de acto concedido por carta de lei de 9 de abril de
1838.

Terminada com t3o felizes auspicios a sua formatura em mathematica, voltou para Lisboa
a retomar o seu logar na companhia dos guardas-marinhas, sendo depois promovido a segundo
tenente da armada em 26 de novembro de 1840,

A vida socegada do professor tinha porém para elle malis attractivos e estava mais em
harmonia com a sua debil constituigio physica do que a vida encantadora, mas mais agitada,
do marinheiro; e, a ver novos continentes e novos mares, outros povos e outras ragas, pre-
feriu elle conhecer novos capitulos e novos ramos das sciencias da sua predilecgdo. Por isso,
quando, pelo decreto de 19 de maio de 1845, foi transformada a Academia dos Guardas-
Marinhas na actual Escola Naval, Daniel da Silva acceitou a nomeagiio para lente substituto
da cadeira de elementos de mecanica, astronomia espherica e nautica, e da cadeira de prin-
cipios de optica, construcgio e uso dos instrumentos de reflexdo, pratica das observagdes as-
tronomicas e dos calculos mais uteis na navegaco, etc.

Poucos annos depois, em 31 de agosto de 1848, foi promovido a lente proprietario da
cadeira de artilharia theorica e pratica, principios de fortificagio provisional, geographia e
hydrographia; e n’esta cadeira se conservou até 4 sua jubilaciio, que teve logar em 20 de
outubro de 1865. Entretanto, foi tendo differentes promogdes como official da armada, sendo
nomeado primeiro tenente em 6 de novembro de 1851, capitio-tenente em 13 de julho de
1859, e sendo reformado no posto de capitio de fragata em 31 de dezembro de 1368.

Daniel da Silva foi proposto para socio correspondente da Academia Real das Sciencias
de Lisboa, por Franzini, em sessio de 15 de maio de 1850, e em seguida eleito para este
logar em 19 de junho do mesmo anno. N&o tinha ainda nesse tempo publicado trabatho algum
original; havia apenas publicado uma traducgfio do allemdo, com annotag¢des, de uma obra do
principe Lichnowsky, intitulada Portugal — Recordagdes do anno de 1842 (Lisboa, 1844).
Tinha porém apresentado ji a esta Academia, em sessdo de 27 de fevereiro de 1850, um
trabalho notavel, intitulado Memoria sobre a rotacdo das forgas em torno dos pontos de appli-
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caglo, o qual foi depois publicado no volume correspondente a 185! da sua collecglo de
Memorias (1).

Neste bello e importante trabalho, em que o auctor se revelou pela primeira vez como geo-
metra de grande valor, procura elle mostrar como variam os effeitos das forgas applicadas a um
corpo, quando estas forgas giram 4 roda dos seus pontos de applicaglo, conservando-se porem
sonstantes os angulos que umas fazem com as outras, e as diversas circumstancias notaveis
que acompanham esta mudanca de orientagio das mesmas. O estudo geral da questdo é pre-
cedido do estudo do caso simples em que as for¢as estfo todas sobre um plano e giram sobre
elle, e, tanto a respeito d’este caso como do caso geral, sio apresentados numerosos resul-
tados cheios de interesse, de que nfo é possivel dar aqui noticia sem entrar em longos de-
talhes. Todos estes resultados sfo obtidos por methodos elegantes, claros e expressivos, em
que o auctor, sem perder de vista o systema de forgas que considera, caminha directamente
para o fim que tem em vista, empregando principalmente consideragdes geometricas, e recor-
rendo 4 analyse 86 quando esta é naturalmente chamada a intervir.

A theoria importante a que é consagrada a memoria a que nos estamos referindo, foi es-
tudada pela primeira vez pelo celebre geometra allem3o Mobius, em 1837, na sua Statica, e
pouco tempo depois por Minding, que a enriqueceu com um theorema notavel, no tomo xv
do Jornal de Crelle.

Daniel da Silva nfio conhecia estes trabalhos, quando se occupou do mesmo assumpto
cérea de treze annos depois. S¢ mais tarde os conheceu por meio das Legons de Mécanique
analytique de Moigno, publicadas em 1868, onde se encontra um capitulo consagrado a esta
doutrina, entfo desconhecida em Franga, e que elle traduziu de um tratado de macanica
publicado em Christiania por Broch. Encontram-se por isso no trabalho de Daniel alguns
resultados que jd tinham sido obtidos por Mobius. Os methodos empregados por estes dois
sabios para os obter sfo porém differentes e, além d’isso, na memoria poi‘tuguesa ¢ o agsumpto
mais ampla e profundamente estudado e sio obtidos muitos resultados interessantes, que ndo
se encontram na obra do eminente geometra allem3o.

Uma questio da theoria a que nos estamos referindo, que tanto Mobius como Daniel da
Silva foram naturalmente levados a estudar é a que tem por objecto determinar as orienta-
gbes das forcas a que corresponde o seu equilibrio. Mgbius julgava que todo o systema de
forgas que estd em equilibrio em quatro orientagdes differentes deve estar em equilibrio com
todas as outras orientag¢des. Daniel chegou porém a um resultado differente, mostrando que
ha, em geral, quatro posi¢gles de equilibrio e sémente quatro. Este ultimo resultado, que deve
substituir o de Mébius, foi confirmado pelas indagag¢des posteriores.

Vinte e cinco annos depois da publicacio da Memoria de Daniel da Silva, oceupou-se
tambem do mesmo assumpto Darboux em uma communicagdo feita 4 Academia das Sciencias
de Paris, em 27 de dezembro de 1876 (Comptes-rendus, tomo LXXXIl, p. 1284), onde deu

(1) Historta e Memorias da Academia Real das Sciencias de Lisboa, 2.2 série, t. 1.



conta dos resultados que a este respeito obteve, e depois em um trabalho mais extenso, pu-
blicado nas Memorias da Sociedade de sciencias physicas ¢ naturaes de Bordeaux (1877,
2.2 serie, tomo 1r), onde demonstrou e desenvolveu aquelles resultados. Nestes trabalhos Dar-
boux, que nio conhecia a memoria portuguesa, rectificou o erro de Mobius, a que anterior-
mente nos referimos, e chegou a varias proposi¢des relativas 4 mesma theoria que se encon-
tram j4 naquella memoria.

Daniel da Silva teve noticia dos theoremas de Darboux por meio do extracto que Les
Mondes de Moigno publicaram da sessio da Academia das Sciencias de Paris em que foram
communicados, e foi nessa occasifio que teve tambem noticia dos trabalhos de Mobius. A im-
pressio que produziu no seu espirito esta coincidencia de se encontrar na invenglio de uma
theoria importante com dois geometras eminentes, um dos quaes tinha jd desapparecido, dei-
xando um brilhante rasto na historia da sciencia allemi, e o outro principiava a brilhar na
sciencia francesa como astro de primeira grandeza, exprimiu-a elle nos termos seguintes em
uma carta que me fez a honra de me dirigir, em 23 de fevereiro de 1877:

«Quer saber o que me aconteceu ha bem poucos dias.

Vejo annunciada no jornal Les Mondes de Moigno uma Memoria apresentada 4 Academia
das Sciencias de Paris por M. Darboux, em que elle diz accrescentar muitas cousas novas 4
importante theoria iniciada na Allemanha por Mobius e Minding.

Quasi todas as proposi¢des novas de Darboux estfo publicadas ha vinte e cinco annos nas
Memorias da nossa Academia, no meu trabalho sobre a rotagio das forgas em torno dos seus
pontos de applicagio!

Foi por essa occasiiio que tive ensejo de saber que em 1868 dizia Moigno que a theoria
de Mobius (1837), a mesmissima que eu tratei, ignorando a existencia do meu predecessor,
muitissimo curiosa e importante, era totalmente desconhecida em Franga, e que elle 86 muito
tarde a veiu a aprender em um livro que um amigo lhe mandou da Noruega!

A minha Memoria, que tem muitissimas cousas, além do que lembrou a Mébius, inclusi-
vamente a correcglo de um erro d’elle com cuja rectificagio muito se gloria Darboux, jaz
ignorada, ha quasi vinte e seis annos, nas bibliothecas de quasi todas as academias do mundo.
O que aproveita escrever em portugtiez!

Tive bastante desgosto de sé agora saber que, sem suspeitar sequer da existencia de
Mébius, um dos mais distinctos geometras da sua epoca, como lhe chama o Diccionario de
Brockaus (1846), eu coincidira com elle na invengio de uma theoria, hoje declarada muito
importante, e que cheguei no seu desenvolvimento muito mais longe do que chegara o illustre
sabio allem%o».

Daniel da Silva fez, como era natural, a sua reclamagdo de prioridade a respeito das
proposicBes reinventadas por Darboux, mas dotado de modestia, talvez excessiva, recorreu
para isso a um jornal de simples vulgarizacdio scientifica, em logar de recorrer 4 Academia
das Sciencias de Paris, que de certo a publicaria nos Comptes-rendus das suas sess3es, onde
tinham sido anteriormente publicados os theoremas de Darboux sobre a theoria considerada.
Appareceu, com effeito, esta reclamagdo no jornal Les Mondes, de Moigno, em carta dirigida
a este homem illustre, a qual foi publicada no numero correspondente a 29 de margo de 1877,

I
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e depois transcripta no Jornal de sciencias mathematicas, physicas e naturaes, da Academia
das Sciencias de Lisboa, e no Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas (Coimbra,
tomo 1, pag. 38).

A Memoria de Daniel da Silva contém ainda muitos theoremas que se nio encontram nem
no trabalho de Mobius nem no de Darboux. A Academia das Sciencias de Lishoa, a que aquelle
sabio mathematico deu tanta honra, faria grande servigo 4 sciencia e ao paiz, se, a exemplo
do que fez a Academia das Sciencias de Copenhague em um caso analogo, concorresse para
tirar do injusto esquecimento em que cahiu, aquelle importante trabalho, publicando uma tra-
ducclo francesa d’elle, precedida de uma introducglo historica sobre o assumpto considerado e
acompanhada de notas onde, a proposito de cada proposi¢lo ou resultado obtido, se indicasse
0 seu primeiro inventor.

No mesmo volume da Historia ¢ Memorias da Academia Real das Sciencias de Lisboa
em que foi publicada a Memoria, a que vimos de nos referir, foi publicado ainda outro tra-
balho do mesmo geometra, intitulado Da transformaciio e reducgio dos binarios, o qual, se-
gundo o testemunho de F. Horta (Annaes de Sciencias, tomo 11, Lisboa, 1858, p. 194), tinha
sido composto pelo seu auctor antes d’aquelle que primeiro mencionamos e que primeiro foi
impresso. Esta segunda Memoria de Daniel da Silva nfio tem a importancia nem a originali-
dade d’aquella a que primeiro nos referimos; é todavia ainda um trabalho excellente, onde se
apresentam meios para simplificar a exposi¢io de uma theoria importante de mecanica.

E bem sabido que Poinsot, na sua admiravel Statica, substituin os momentos das forcas,
empregados pelos antigos geometras como meios subsidiarios para deduzir as condigles de
equilibrio dos corpos, por forcas de rotagiio, a que Daniel da Silva deu o nome de binarios
(traducgdo feliz da palavra couple, empregada pelo eminente geometra fracez), e que d’este
modo conseguiu simplificar e esclarecer a maior parte das theorias da Mecanica. E 4 theoria
dos binarios que é consagrada a memoria a que nos estamos referindo, a qual o nosso geo-
metra simplifica em muitos pontos, e, em especial, na parte relativa 4 decomposigio dos bi-
narios em outros collocados em planos coordenados obliguos, por meiv de uma representaciio
geometrica nova d’estes grupos de forgas.

Em 24 de margo de 1852 apresentou Daniel da Silva 4 Academia das Sciencias de Lis-
boa um terceiro trabalho, que tem por titulo Propriedades geraes e resoluglio directa das con-
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gruencias binomias, o qual foi publicado em 1854 no volume 1 da Nova serie das suas Me-
morias. Era n’essa occasiio ja socio effectivo da Academia, tendo sido elevado a socio livre
em 19 de fevereiro de 1851 e depois a socio effectivo, na sesslio de sciencias exactas, em 7
de janeiro de 1852.

Nesta nova Memoria, consagrada a um assumpto importante de arithmetica superior, niio
brilha menos o engenho do nosso mathematico no menejo dos methodos algebricos do que
brilthara, nos trabalhos anteriores, no menejo dos methodos geometricos. Effectivamente en-
cerra ella férmulas e methodos directos, mais ou menos originaes, para a resoluciio das con-
gruencias lineares e¢ das congruencias binomias, e ainda varios resultados novos, cheios de
interesse, e varias demonstra¢les novas de resultados conhecidos.

A este respeito mencionaremos, em primeiro logar, uma formula symbolica nova e muito
util, que vem no capitulo 1, da qual deduziu, com extrema facilidade, primeiramente o theo-
rema notavel dado por Euler no tomo viit dos Novos Commentarios da Academia das Scien-
cias de S. Petersburgo, que se refere ao numero de numeros primos com outro numero dado
que s¥o inferiores a este; depois ainda uma expressio nova da somma d’aquelles numeros;
e mais adeante, no capitulo 11, o theorema importante relativo ao numero de raizes primiti-
vas das congruencias binomias, publicado por Lambert, em 1769, nas Acta eruditorum, de
Leipzig. D’esta férmula symbolica deu mais tarde nova e interessante demonstragio I'. Horta
nos Annaes de Sciencias (1857, 1.° anno, p. 705).

Mencionaremos, em segundo logar, um theorema muito digno de notar-se, que se encontra
ainda no capitulo I, o qual contém como caso muito particular a generalizacio bem conhecida
de um theorema celebre de Fermat, dada por Euler, no tomo v, p. 75, das Nova Acta
Petropolitana.

Mencionaremos finalmente a extensio de uma férmula dada por Poinsot nas suas Réfle-
wions sur les principes fundamentaux de la théorie des mombres (p. 48) para determinar o
numero de numeros primos com um numero dado, inferiores a elle, a qual se encontra ainda
no capitulo 11; a demonstra¢io directa de uma férmula dada por Gauss no n.® 86 das suas
admiraveis Desquisitiones arithmeticae, & qual este grande geometra chegou por um caminho
indirecto e que julgava difficil obter por meios directos (capitulo 111); varias consequencias
novas d’esta formula, dadas tambem no capitulo 111; e interessantes investigagles sobre as
propriedades e o calculo das raizes modulares, que se encontram no capitulo 1x.

Os tres trabalhos importantes a que vimos de nos referir, dois dos quaes s80 bastante
extensos (o primeiro e o terceiro), foram elaborados pelo seu auctor em curto espago de
tempo. O grande espirito porém que os concebeu estava encerrade em corpo debil que ndo

poude resistir ao grande esforco que aquelle teve de empregar para os produzir. Atacado
N .
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por doenga grave que veio cortar-lhe os vdos com que seguia rapidamente a tomar logar
entre os primeiros geometras do seu tempo, Daniel da Silva teve de abandonar o trabalho e
nem mesmo poude rever as provas da ultima Memoria que vimos de analysar, nem terminar
a redacgio do seu ultimo capitulo, que era destinado a varias applicagdes, entre as quaes
figuravam as frac¢Bes continuas.

A Academia das Sciencias de Lisboa premiou tanto valor e tio grande esforgo elevando
Daniel da Silva, na sua sessio de 20 de janeiro de 1859, a socio de merito de 1.% classe, a
maior das honras que ella péde conceder e & qual corresponde uma pensfo annual de
2008000 réis. O parecer da commissio que propoz que se concedesse esta distinegdo ao emi-
nente geometra foi elaborado por F. Horta, mathematico de grande merito e que, pelas re-
lagOes de amigo e collega no professorado e na Academia que com elle tinha, melhor estava
que qualquer outro em condi¢Bes de o conhecer e apreciar. N’este documento, que d4 honra
a quem o escreveu, e que fol publicado nos Annaes de sciencias (1858, tomo 11, p. 193), des-
creve-se em tragos largos mas expressivos e aprecla-se em phrases cheias de verdade e jus-
tica a obra scientifica de Daniel.

No intervallo que vae desde 1854 a 1866 nlio appareceu nas collecgdes da Academia Real
das Sciencias de Lisboa trabalho algum de Daniel da Silva. A doenga grave a que nos refe-
rimos anteriormente, obstou de um modo fatal a todo o esforco intellectual da sua parte du-
rante este periodo. Felizmente, com o repouso e extremosos cuidados, voltou pouco a pouco
a saude perdida, e, se ndo poude jdmais produzir trabalhos da importancia e extensio
d’aquelles a que vimos de nos referir, poude ainda illustrar as collecgBes da Academia com
uma memoria e algumas notas sobre assumptos de menor difficuldade, nas quaes continuou a
manifestar a originalidade do seu bello espirito.

A primeira d’estas notas foi publicada em 1866 no volume 1 do Jornal de sciencias ma-
thematicas, physicas ¢ naturaes, e tem por titulo Nota sobre alguns theoremas novos de statica.
N’ella apresentou o seu auctor duas expressdes notaveis, independentes dos eixos coordenados,
do producto da resultante de um systema de forgas pelo binario resultante minimo.

No mesnio volume do Jornal de sciencias mathematicas, physicas ¢ naturaes, foi publicada
ainda em 1867 outra nota de Daniel da Silva, intitulada Amortizagdo annual media nos prin-
cipaes monte-plos de sobrevivencia portuguezes, na qual elle introduziu a consideragiio, no es-
tudo das condi¢¥es economicas dos monte-pios, de um certo numero a que chamou taxa media,
ensinou 0 modo de o calcular e fez notar a sua importancia para o calculo das quotas e pen-
sdes. As questdes relativas a monte-pios interessaram muito o nosso geometra que, juntando
a um grande espirito um cora¢lo cheio de bondade, receava as calamidades que da sua m4
organizaglo provéem para as familias que lhes confiam os seus haveres. Por isso se occupou
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d’elles em artigos publicados nos n.°® 4004, 4006, 4010, 4012, 4018 e 4019 do Jornal do
Commercio, de Lisboa, onde fez a critica do projecto para a creagio do Monte-pio Official
apresentado 4s Cortes em 1867, e em um opusculo intitulado O presente e o futuro do Monte-
pto Geral, publicado em 1868, onde se occupou das condigdes em que entdo se encontrava
este ultimo monte-pio. Todos estes trabalhos de Daniel da Silva sobre monte-pios merecem
ser meditados pelos que tiverem de occupar-se das questdes de installagio ou administragio
d’estas utilissimas instituicSes.

N’estas questSes relativas a monte-pios e n’outras questdes sociaes importantes representam
um papel essencial certos valores medios relativos ao movimento da populagio, que no tempo
de Daniel da Silva se iam buscar 4s estatisticas dos paizes estrangeiros, apesar de os resul-
tados que estas fornecem nfio serem applicaveis a Portugal, onde as condigdes de vida sdo
differentes das que se d3o nos paizes a cujas estatisticas se recorria. K todavia existiam j4
n’esse tempo no nosso paiz alguns elementos estatisticos para calcular os valores medios que
lhe sfo applicaveis. Este calculo fel-o o nosso sabio mathematico, empregando para esse fim
os mappas de baptismos, casamentos e obitos de 1860, 1861 e 1862, publicados pelo Minis-
terio da Justica em 1864, 1867 ¢ 1869, o censo da populagfo, referido ao ultimo dia de 1863,
feito pelo Ministerio das Obras Publicas, e alguns mappas de obitos por elle colligidos no
Monte-pio Geral e no da Marinha. Os resultados a que chegou, acompanhados de notas inte-
ressantes, relativas 4 comparagio dos numeros que obteve com os que fornecem as estatisticas
de outros paizes, foram publicados em 1869 no volume 11 do Jornal de sciencias mathematicas,
physicas e naturaes, em um artigo intitulado Contribuigdes para o movimento comparativo da
populagdo em Portugal.

Ao trabalho a que vimos de nos referir seguiu-se outro em 1872, o qual foi publicado nas
Memorias da Academia Reul das Sciencias de Lisboa, e que tem por titulo De varias fdr-
mulas novas de geometria analytica relativas aos eixos coordenados obliquos.

N’este trabalho interessante e util generalizou o seu auctor para o caso de eixos das
coordenadas com direc¢io qualquer algumas férmulas, correspondentes aos eixos orthogonaes,
que se encontravam nos livros consagrados ao ensino da geometria analytica, taes como as
que servem para determinar os cosenos dos angulos que faz com os eixos a recta perpendi-
cular a duas rectas dadas, as que dfio o seno e coseno do angulo de duas rectas dadas, a que
relaciona as 4reas planas com as das suas projecgles sobre os planos coordenados, ete.; e
fez applicagiio de algumas d’estas férmulas a uma questio de Mecanica por elle j4 anterior-
mente considerada na sua memoria, Da reduccio e transformaglo dos binurios, atrds men-
cionada, Para obter aquellas formulas empregou Daniel methodos claros e simples, acompa-
nhados de uma analyse cheia de elegancia e symetria.

O ultimo trabalho que Daniel da Silva escreveu é de wna indole differente de todos os
anteriores, pois refere-se a uma questio de physica, e revela a variedade de aptiddes do seu
bello espirito. O assumpto considerado n'elle é a theoria da chamma; foi publicado no Jornal
de sciencias mathematicas, physicas e naturaes (1873, tomo 1v, p. 113) e tem por titulo Con-
sideragles e experiencias dcerca da chamma.

Encerra este trabalho primeiramente algumas indicag¢des interessantes e instructivas sobre



0 que se passa no phenomeno da chammaj; em seguida os meios engenhosos imaginados pelo
auctor para medir a velocidade com que, nos bicos em férma de leque, o gaz de illuminagio
atravessa a fenda do bico, e aquella com que sae da zona azulada; e finalmente os resultados
das experiencias para este fim realizadas.

O sr. Benevides, que se occupou com successo do estudo da chamma em excellentes ar-
tigos publicados em 1872 e 1873 nos Annales de Chimie et Physique, de Paris, e no Jornal
de sciencias mathematicas, physicas e naturaes, referiu-se com louvor ao trabalho de Daniel
em um artigo publicado no tomo vi d’este ultimo jornal. E tambem ao mesmo trabalho se
referiu com elogio, em uma carta dirigida a este sabio mathematico, que o sr. Benevides fez
conhecer no citado artigo, o Dr. Heumann, de Zurich, que estudou tambem a chamma em
artigos publicados em 1876 nos Annalen der Chimie, de Leipzig.

Descripta a obra scientifica de Daniel da Silva seja-me permittido, evocando gratas recor-
dagBes de tempos distantes, referir-me 4s relagBes que tive com o eminente geometra. Creio
que me desculpard que o faga quem attender a que estas relagdes me deram os meios de
conhecer e apreciar, sem ter de recorrer a informacdes de extranhos, o seu bello caracter,
a0 qual nfo devo deixar de me referir aqui.

Ouvi pela primeira vez falar de Daniel da Silva em Coimbra, quando frequentava o ter-
ceiro anno da faculdade de mathematica, ao professor da cadeira de Mecanica racional,
Dr. Teixeira de Queiroz, que, quando explicou a bella theoria de Poinsot sobre os binarios
de forga, se referiu com elogio aos importantes trabalhos do geometra portuguez a respeito
d’aquelle assumpto.

Vinha eu de publicar ha pouco tempo um pequeno opusculo sobre o desenvolvimento das
funcgles em fracglo continua, e, depois de algumas hesitagdes naturaes, resolvi remetter-lhe
um exemplar d’este trabalho.

Passado algum tempo recebi, com surpresa e prazer, uma carta, datada de 6 de janeiro
de 1872, na qual elle, depois de me apresentar os seus agradecimentos pela minha insignifi-
cante offerta, dizia, referindo-se a si proprio, as palavras seguintes:

" «A paixlio pelo estudo das sciencias mathematicas, que fol em mim assaz desordenada, pelo
excesso, desde muitos annos se tem reduzido 4s proporg¢des modestas de amor platonico.

A diurna e gravissima enfermidade que padeci, pelo excesso de applicagdo, deixou apds
si o deshabito da contensdo do espirito e mesmo talvez a impossibilitagio para as aturadas
investigagdes.

Restou-me porém das ruinas do meu passado scientifico a affeicio admirativa, o vivo in-
teresse de sympathia que me ligam sempre dquelles que se distinguiram de um modo notavel
na sciencia objecto das minhas predilec¢des.
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Dizer pois que estimo desde ja cordialmente o auctor da Memoria que recebi, é muito
mais que um cumprimento epistolar: é o simples enunciado de uma condigiio inevitavel da
minha organizagdo».

Transcrevemos aqui esta passagem da carta de Daniel da Silva, porque ella descreve
singela e eloquentemente o homem que sacrificou 4 sciencia todo o seu tempo, a sua saude
e que esteve prestes a sacrificar-lhe a propria vida, e que, modesto e bom, acolheu com ca-
rinho o humilde ensaio de um obscuro estudante.

A esta carta seguiram-se muitas outras, cheias de conselhos affectuosos, que eu conservo,
com a mesma venera¢io que um crente tem pelas reliquias de um santo, como recordagio do
sabio ¢ do amigo.

Em uma d’estas cartas refere elle um facto interessante relativo a Laplace, que me parece
ser hoje desconhecido. E que o celebre auctor da Mécanique cdleste foi convidado por Mar-
tinho de Mello, Secretario dos Negocios da Marinha e Ultramar, no intervallo de 1770 a
1796, e restaurador da instrucglo naval em Portugal, a vir estabelecer-se em Lisboa. Mui-
tissimo agradecido, respondeu-lhe o sabio, mas falta-me ahi o meu theatro. No tem raz3o,
replicou o estadista portuguez, ha aqui o excellente theatro de S. Carlos. Laplace nio acceitou
porém este honroso convite; porque o theatro que lhe faltava em Lisboa era o Observatorio
de Paris.

S6 duas vezes fallel com Daniel da Silva: uma em Lisboa, quatro annos depois de prin-
cipiarem as nossas relagdes, outra em Coimbra, em uma occasifio em que elle veio visitar
esta cidade em companhia do seu unico filho, um rapaz intelligente que infelizmente falleceu
no verdor dos annos quando, terminado o seu curso na Escola Polytechnica, se preparava,
cheio de esperancas, para concorrer a um logar de professor neste estabelecimento de in-
strucgdo.

Quando, depois de repetidas instancias suas, acceitei um logar de astronomo no Obser-
vatorio de Lishoa, e parti em agosto de 1878 para esta cidade a tomar posse d’aquelle logar,
tinha elle sahido para féra da capital, onde nio voltou mais em vida.

Durante a sua ausencia de Lisboa foi atacadn por uma pneumonia, e, em 6 de outubro
de 1878, deixou de bater o seu coragdo cheio de affectos e desappareceu d’este mundo a
sua alma, rica de ideias, que tantas vezes j4 luctara contra a morte para viver para a
sciencia.

Daniel da Silva viveu sempre modestamente, todo entregue aos seus deveres de professor
e aos seus trabalhos scientificos, sem aspirar nem a honras nem a empregos, que, pela sua
posigdo social e alta collocagio de seu irmfo, facil lhe seria obter. Viveu para a familia e
para a sciencia, a qual serviu tdo desinteressadamente que nem sequer tratou da propaganda
dos seus trabalhos nos melos scientificos extrangeiros. O seu amor 4 sciencia reflectia-se sobre
os que se occupavam d’ella, e sobre a Academia das Sciencias de Lisboa, 4 qual consagrava
uma viva affeigiio e 4 qual confiou a publicaglio de todos o seus trabalhos scientificos.
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N2o terminaremos estes singelos apontamentos para a historia das mathematicas em Por-
tugal, sem chamar a altencdo das nossas escolas de instrucgfio superior para a conveniencia
que haveria em se consagrarem algumas ligdes 4 historia das sciencias n’ellas professadas.
Nao fica bem a quem terminou um curso de sciencias exactas desconhecer a historia d’estas
sciencias, nem a quem terminou um curso de philosophia natural ignorar a historia da phy-
sica, da chimica, da botanica, ete.

B certo que muitos professores indicam, a respeito de cada facto, proposi¢clo ou theoria
gue ensinam, o nome do seu inventor; mas estas indicagles desconnexas sfio insufficientes
para darem ideia do modo como se fez a evoluglo de cada sciencia. O que se torna neces-
sario é que se descreva resumidamente e a tragos largos a sua marcha progressiva desde os
seus principios até aos tempos modernos e que se indique o papel que nesta evolugio desem-
penhou cada um dos seus mais eminentes cultores. Se esta ideia tiver seguimento, a historia
da sciencia portugueza ha de ser de certo tambem considerada e o nome de Daniel da Silva
mencionado, perpetuando-se assim na memoria das successivas geragdes academicas.

Porto, outubro de 1902.
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NOTE SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECONDE ORDRE

1. Je vais considérer 'équation aux dérivées partielles du seconde ordre
(1) Hr++2Ks-- Lt +-M+-N{rt — ) =0,

o H, K, L, M, N représentent des fonctions de «, y, #, p, ¢, et olt 'on pose, suivant I'usage,

_dz . dz L d?z B d?z {; d?z
Sl Rt = Tl el e

M. Tmschenetsky a fait voir, dans son Ltude sur les méthodes d'intégration des équations
awwx dérivées partielles du seconde ordre (pages 130 et 131 de la traduction par M. J. Hotiel),
que cette équation peut &tre transformée dans une équation linéaire, quand on connait une
intégrale primitive particuliere avec trois constantes arbitraires.

Ensuite, en se basant sur les importants recherches sur la théorie des intégrales des équa-
tions aux dérivées partielles, publides par Ampeére dans les cahiers xvir et xviur da Jowrnal
de UEcole Polytechnique, il a fait voir que cette équation se simplifie considérablement quand
cette intégrale satisfait & un ou aux deux systémes d’équations de la caracteristique, auxquels
Monge et Ampére rameénent le probleme de Uintégration de (I).

Comme la théorie de Ampere, qui ne se préte pas aisément & une exposition suceinte, ne
se trouve pas dans les Traités systématiques de Calcul intégral, je crois qu’il ne sera pas
inutile de voir comme on obtient les mémes résultats par des considérations directes. (Uest
le but que nous nous proposons dans cette Note.

*
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2. Soit
(2) 2=0 (m7 ¥ 4% [37 Tt)

une intégrale particuliere de (1) avec trois constantes arbitraires «, 3, 7. Nous avons 'identité

. d ‘0 d 63} d o da(l) dQU) CZQ(') 2

@ Hige 2K Ly + Mt N [dacQ a7 <docdy> ,]=O’
\ . . do  do

ot Hy, Ky, Ly, My, Ny représentent des fonctions de o, x, v, Gty

M. Imschenetsky considére ensuite o, B, % comme variables et introduit en (1), au lieu
de la variable dépendante z, la variable 7 déterminée par (2) et, au lieu des variables indé-
pendantes @ et y, les variables « et 3 déterminées par les équations

S do | do dy
\ae T a2 =

) Vdo  do
) an 0] q —0.

dB dr d, (7'3

Pour obtenir I'équation dans laquelle se transforme de cette maniere l’équation proposée,
on tire de (2)

do dw
r=7g 9 dy’
e (G dp ) de (dp  dp ) @
dx? do ' dn da) dz dg ' dn d3) da’
o | <dp L dp d‘q> da | <dp dp dv\ dB
5= gt o) 5 |
daedy da ' dy dy ag ' dn d )
t_AdQ‘” _|_<£Zi¢_f_li d/‘> du dg dr> d
C dy? de ' dn da) dy <d@ dr s Ty

. . . . dj da d
ensuite on substitue dans les expressions précédentes de r, s, ¢ les valeurs de @—, ,E7 »ri, a3

do’ da’ dy’ dy
que l'on tire des équations du premier dégré qui résultent de la différentiation des deux équa-
tions (4) par rapport & @ et & y; et enfin on substitue les valeurs qui résultent pour », s, ¢

dans I’équation (1). On trouve de cette maniere, ayant égard & (3), 'équation suivante:

d?q d? q d? q
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ou R, S, T, U sont des fonctions de «, B, 7 Zn, R données par les formules suivantes:

Ap1 dpy dn \? dp. d d d dar  d

d dgy d
+<L1+N‘7l><dgel a dg: d/[;>

d d d d d d
S= <H1+Nm><f; o "> Pl__&*a»

(&
i Noon)| (BB L) (S ) (R 2 S0 (RS )
(

dy  dB dp dn, dB da = dy  da
(L4 Nor) (dq‘ T d'i)

dB dn dp

ds
dgr | dgi dn\~
da d da)J

—T=(H—+Nity) dpl +@ ) +2(Ky —Nysi) apy —f—ii& dny (A +£¥L An
da de " dqg da/) \da ' dn du

d d dn \ 2
+ Ly + N17‘1)< 91+_Qi ;2)

-

Do yow, [(dpi+1& ﬂ) <£lﬂ a1 ﬁ>_<iﬁa+@ Ei) <@ .O_Z_Q_iﬂ>”"
d YNded U dy da ) \dR T dq dp dg U dq dB dn daJ

d2w dPo  dy Po [ dq \¥
- Rl[ da® +2 (ladr da d‘rz_<—cﬁ>_‘

+ 28

[ do) d*q d?e  dy N d?o d—q dq
du d’i dadr CZB drdp “da dr?  du (Z'&J
[d'%?

) d*o  dn . d?o <flf‘ >2]
' d@dq dﬁ* —ol‘/fr dﬁ— RK
oll je pose, pour abreger,

_do e Lo P T
PY= G gl_dg/’ YT e Sl_ﬁachgj’ T Ay

3. Cela posé, jentre dans le sujet de cette Note, c¢’est-d-dire, je vals considérer le cas
olt I'on obtient I'intégrale (2) au moyen d’une ou de deux intégrales intermédiaires particu-
lieres de (1), avec une constante arbitraire chacune.

Soit

(6) fle,y,2,p,9) =0
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une intégrale intermédiaire de (1) avec une constante arbitraire «. On sait que la fonction
S (@, yy2,p,q) satisfait aux équations qui vésultent de I'élimination de deux des quantités
r, s, t entre (1) et les équations suivantes:

df af
df LA
’d dps—%——dqtzo,

et que ces équations sont

P=H

)df : 'fo(di“’ )

Z

%+
(g ~~> ()5 (1 )0
%

dz
oon( - ol
e fer D I D

Soit maintenant ’équation (2) une intégrale particuliere de (6), que l'on peut obtenir,
comme on sait, par la méthode de Lagrange et Charpit. La valeur qu’il donne pour z satis-
fait aux équations précédentes, et par conséguent satisfait aunssi & Péquation suivante:

(8) (H+N¢) <ZZZ—J;)2—2<K_N )iii d—’q‘ﬂm Nr) <i’l£)2=o,

qui résulte de 1'élimination de

G
_f Az’ dy "4,

dans la seconde au moyen des équations (7).
Mais, en différentiant (6) par rapport & 3 et considérant z, p, ¢ comme des fonctions de §
déterminées par (2), on trouve

ds " dn dB

dpy

d)‘ <c7o> . do d‘q) df <{Z]); dpi d.,‘> df
dB dnq dj



ou, en vertu des équations (4),

i \as T @) T \aF

df (dpy | dpi dy df <dg1 dqi dn\
o ai T a) T )

En substituant maintenant dans I’expression de R la quantité

dpi | dpy dn
B d

par sa valeur, donnée par cette équation, on trouve

<dqa dgi dn)?

R TU I R 2

R\ __dn dB/ [(HHer) <_‘j{>
_ i

() |

if df A\
—2 (i Nisg) i (N () |

Done, en vertu de la formule (8), nous avons R==0, et I'équation (H) prend la forme
simplifiée suivante:

2 2.
25 I 4 g L

daas T g U0

4. Soient maintenant

9) f@ y 2 p p=ua

F(, Y 2 P 9)2[3
deux intégrales intermédiaires de (1) avec deux constantes arbitraires « et 8. Si chacune
d’elles satisfait & un des deux systémes d’équations différentielles ordinaires, auxquels la me-
thode de Monge raméne le probléme de l'intégration de I'équation (1), ou 4 un des deux
systémes d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, auxquels la methode de Boole
ramnéne le méme probléme, on sait que les valeurs de p et ¢ donuées par les équations (9)
rendent

dz = pda + gdy

intégrable. De cette intégration résalte 1'équation (2).



Dans ce cas, on voit, comme dans le cas antérieur, que R=0. Ensuite, en éleminant
dans 'expression de T la quantité

dpr | dpy dn

da " dy da

au moyen de ’équation

dF (d}n dpt dny  dF (dg | dq dy )—O
) do  dn da/

dpi\do *dq da) T dgy

et ayant égard & l’équation qui résulte du changement dans (8) de f en If, on voit aussi que
T=0.
L’équation (D) prend done la forme suivante:
d?,

28 m‘-“U:O.

3. Soit maintenant
K2—HL+MN=0,

ce qui arrive quand les deux systémes d’équations de la caractéristique coincident, et soit
encore

S,y 2 p, 9=q

une intégrale particuliere de (1) avec une constante arbitraire a.
En différentiant cette équation par rapport & « et & 3, considérant z, p, ¢ comme des
fonctions de « et B déterminées par (2), et en ayant égard & (4), on trouve

df <dp1 dpy d‘q)_L df <d91 o g dﬂf‘):(),

iV ay ag) Vg tay
4 (@ - dps ﬁ) ifi(@ dqt _:f:a,>_1
dpy \da ~ dvy da dg \da  dy da) 7

En substituant ensuite dans Pexpression de S les valeurs que ces équations donnent pour

dpy | dpt d
a3y @
dpi | dpe dn

do T d du
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on trouve

<dq¢ dgi dy ) (dg{ dgr dy )
CO e s Lk ,
S du ' dn df ' dq dj {(Hi - Nity) (C;l;j)

(i)
—2(Ky—Nuw) df A +<L4TNm>( af )2]

<d_qi . dgy >
dy [ (H, J_Nt> df +(K4—N181) f},

(i)
dp
ot par conséquent, en vertu de (8),
dg\ dqy dy
(% ) |

(a)

Mais ’équation (8) donne

+

S == —(Hl—{—Nitl)%Jr-(Kl—le{)gpr .

df _K—Ns+V(K—Ne*—(+N) (L) df

7{ H 4 Nt “dp
_K—Ns+VK2—HL+MN df K—Ns df
- H -+ N¢ dp  H-+Nt dp-

Done nous avong 8 =0, et 'équation (5) prend la forme

dn

KK
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SUR LA COURBE EQUIPOTENTIELLE

(Archiv der Mathematik und Physik — Leipzig, 1802. Reihe III, Band III)

1. Le nom de courbe équipotentielle a été donné par Cayley, dans un important article
publié dans le Philosophical Magazine (t. Xiv, 1857), & la courbe représentée par ’équation,
en coordonnées bi-polaires,

m m ok
1 — =
(1) o ;

olt m, m' et k représentent des quantités constantes données, et o et ¢’ les distances des points
de la courbe & deux foyers dont la distance est égale &4 a. Dans ce travail I'éminent géométre
détermine la forme générale des ovales qui constituent la courbe, et leur disposition par rap-
port aux foyers, pour les diverses valeurs de %, par des considérations presque intuitives,
sang entrer en détails analytiques. Ici nous allons donner quelques indications sur une ma-
ni¢re de faire la théorie analytique de la courbe, et en déduire quelques-unes de ses pro-
priétés qui ne se trouvent pas dans le travail de Cayley.

4. En prenant pour origine des coordonnées un foyer et pour axe des abscisses la droite
qui passe par l'autre, on a

Pty (P =(w—a)?+ gt
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et, par conséquent, en éliminant @, y et ¢’ entre ces équations et (1),

. (a* - p?) (kp — am)? — a®m/?p?
@ = 2a (ko — am)? ’

RV —(p— ) (p—ua). . .(p—as)
®) y= 2 (kp — am)? ’

ou @, u2, ..., ug représentent les racines des équations

(o — ) (kp — am) — am'p — O,
(p—a) (kp — am) + am/p =0,
(p+ a) (kp— am) — am'p =0,

\ (o + @) (kg — am) +am'p = 0.

4

A P’égard de ces racines il convient de remarquer que celles de la premiére et des deux
derniéres équations sont réelles et inégales. Celles de la deuxiéme sont réelles quand on a

(k+m—m2—4km= 0
on

[k —(V'm+Vm)? [k—(Vm—Vm)?] 0,

et imaginaires dans le cas contraire; et par conséquent elles sont réelles et inégales quand
k> (‘/E—}— V)2, et quand & < (V'm —V m)2, imaginaires quand & est compris entre ces deux
valeurs, et égales quand k= (V' m—-V m')2, et quand k = ( Vim—v w2

3. Cela posé, supposons que les racines uy, a2, ..., ug sont toutes réelles et inégales et
que «g > a7 >...> ay. Dans ce cas y est réelle quand o est comprise entre ag et a7, ou entre
us et az, ou entre w; et ug, ou entre «z et wy, et imaginaire dans les autres cas. La courbe
est donc composée de quatre ovales, symétriques par rapport 4 'axe des abscisses et qui cou-
pent cet axe.

En déterminant au moyen de I'équation (2) les valeurs de @ qui correspondent aux va-
leurs ai, @2, ..., ug, données & ¢, on pourrait trouver, en chaque cas particulier, la disposi-
tion des ovales par rapport aux foyers; mais on n'en a pas besoin, parceque cela résulte
immédiatement de l'analyse de Cayley. :

Nous allons déterminer les points des ovales ou la tangente est parallele ou perpendicu-
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laire & l'axe. Pour cela, employons la formule

dy _ R2[F(p) (kp — am) — 44F ()]
de  4p[(kp — am)® -+ admm'? VE (P),

Fp)=—(p—a)(p—a)...(p—as);

afin de déterminer les valeurs que p prend dans les points out la tangente est parallele & 'axe
de la courbe, on en tire I’équation

F' (p) (kp — am) — 4kF (p) = O,

qui est du huitieme degré par rapport & p. A l'’égard du nombre de ces points nous remar-
querons que, la fonction F'(p) étant négative pour p=as, as, a, ..., a2, et positive pour
p==07, 43 ..., U3, 01, le premier membre de cette équation change septe fois de signe,
quand on donne & p les valeurs ag, a7, a5, ..., a4. Done chaque ovale a seulement un point,
de chaque c6té de ’axe, ol la tangente est parallele & cet axe, & I'exception d’un qui peut
en avoir un ou trois.

La tangente est perpendiculaire & ’axe dans les points qui correspondent aux valeurs de
o données par l’équation

3 /9
(kp — am)® 4 admm/2 =0 ou p=—al——(;glnm.

A ces valeurs de p correspondent deux points, placés symétriquement par rapport & 'axe de
la courbe, et qui sont réels quand p est compris dans un des intervalles (ag, «7), (as, a3), .

(a2, ai).

*

4. On étudie de la méme maniére le cas ol deux des racines ay, az, ..., ag sont ima-
ginaires. Alors la courbe est composée seulement de trois ovales.

Si denx des racines ay, g, ..., ug sont égales, la courbe est composée de quatre ovales,
mais deux d’entre eux ont un point commun placé sur 'axe. Dans ce point on a

_ aVm
TV
sik=(Vm+ Vm')?, et
 aVm
Vv
31 /c=($/;7-;— ‘/;27)2



5. Les points qu'on détermine en coupant la courbe par une transversale quelconque,
jouissent de quelques propriétés qui, & ce que je crois, n’ont pas encore été remarquées.
Soit

Az+By-+C=0
Péquation de la transversale considérée. Elle coupe la courbe en huit points ou p prend les

valeurs données par I’équation suivante, qui résulte de I’élimination de = et de y entre I’équa-
tion de la transversale et les équations (2) et (3):

Af(a* 42 (kp — am)? — a?m'?p?] - BL* VF(p_) +2aC (kp — am)? =0,

ou
B2*F (p) — ) (kp — am)3 [2aC + A (a? -+ )] — a?m/2p? {2 =0,
ou
k* (A2 +4-B?) o8 — damk? (A2 B2) 7 4. . .4 a'm* [B2at4- (2aC + Aa?)?]=0.
Cette équation fait voir que la somme des distances pi, p2, ..., pg des points olt la droite

coupe la courbe au foyer qu'on a pris pour origine des coordonnées, satisfait & la condition

am

prtpete.ohpg=4 Z

On voit aussi que la somme des distances pj, p3, ... des mémes points & l'autre foyer satis-
fait & la condition

!
D , am
prtpete . tpg=—a
On en conclut que la somme des distances entre les points o une transversale quelconque coupe

la courbe et un foyer est constante.
On voit, an moyen de la méme équation, qu'on a

b o(C Aa)

En posant C=0, on voit que le produit des distances & l'origine des points ol les transver-
sales qui passent par ce point coupent la courbe, satisfait & la condition

adm#

(6) Prpz. . p8=—p,~
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De la méme maniere on trouve, pour les transversales qui passent par 'autre foyer,

o I
p1 ()2. . 'PSZ——/‘;T'

On en conclut que le produit des distances & un foyer des points oit une transversale quelconque
¥4 Y »
passant par ce foyer, coupe la courbe, est constant.
Mais ce n’est pas ce corollaire de I’équation (D) qu’il v a intérét & considérer ici, parce
q ’
u’ll est un cas particulier d'un théoréme général connu, applicable & toutes les courbes cy-
g ; ap
cliques. Ce qu’il nous convient de considérer résulte de (D) en posant daus cette équation

C+Aa=0.
L’équation de la droite considérée prend alors la forme
A(ac——a)%—Bg/:O,
et on voit qu’elle passe par le foyer (a, 0). Et, ayant égard & I'équation (9), on conclut que

le produit des distances & un foyer des points ow les transversales, qui passent par U'autre, cou-
pent la courbe, est constant.

LL
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SOBRE UNA CURVA NOTABLE

(El Progreso Matemadatico — Zaragoza, 1899, série 2.2, t. I)

Consideremos dos rectas fijas que formen un dngulo dado o y una recta movil tal, que
el segmento comprendido entre las rectas fijas tenga una longitud constante [. La envol-
vente de la recta mdvil es una curva cuya ecuacién fué obtenida por Merlieux y Joachimsthal
en los tomos 1y vI de los Nouvelles annales des mathématiques. Respecto de esta curva, pro-
puso M. Barisien, en "Intermédiaire des mathématiciens, una cuestién que tiene por objeto
determinar el drea limitada por ella.

Varias respuestas se presentaron, entre las cuales una nuestra, fundada en la propiedad
que tiene esta curva de ser paralela 4 un astroide (Intermédiaire, t. v, p. 160-163).

Ahora vamos 4 demostrar, por un método directo y puramente analitico, el resultado ex-
puesto en el lugar mencionado.

Tomemos por ejes de coordenadas las rectas fijas, y sea

la ecuacién de la recta movil. Esta recta corta 4 las rectas fijas en dos pontos, cuya distan-

cia [ estd dada por la ecuacién
12=0a21-52—2ab cos o.

. . . db .
La envolvente de la recta mdvil se obtiene eliminando a, b y da ntie las ecuaciones que
la



preceden y las siguientes

a——bcosm—l—(b—acosw)%z-o.

Para hacer esta eliminacién, notemos en primer lugar que las dos ultimas ecuaciones
dan
y beoso—a

| —— =0,

4 bt
b2 b—acosw

%l &

¥ que esta ecuacién combinada con la ecuacidn de la recta mévil da
Pr=a’la—beosw), Py=0*0b—acosw),

6, eliminando b,

Pe=a?lasen? o T coswV > — a?sen’ o),

2y =+ [acosw + V12— a?sen?n]? V12— a’sen?o.

Para obtener la ecuacién de la envolvente pedida faltaba eliminar « entre estas dog ecua-
ciones. Pero puede estudiarse la curva sin hacer esta eliminacién y, en particular, determinar
el drea, que limita, como vamos & ver.

Sea S un drea limitada por un arco de curva y por los vectores de los extremos de este
arco.

Tenemos

1/ dw dy
dS=~2—(g/—dE——xd—“> sen w.

Luego el 4rea limitada por la curva y por los vectores de los puntos en que a=0y
a=a,, estd dada por la férmula

senow | 3 “ atda
3 ; atcosmsen’w—aifcoso+ 3sen’weos 20 f mmeme e
2n 42 o VI2—a?sen®o

aida

% (3 sen? » — 2 cos? m) SR
VZQ a?sen® o

S="x
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donde se debe emplear el signo superior, cuando se considera un arco de curva en el que y
es positivo, y el signo inferior, para el caso contrario.
Pero tenemos

a1 a‘da IAs alsen’ny 0————— 3 wseno ;5,5

—_ e i VE—a? sen*w — ————— VI’ —alsen’o
o VP—a?sen?o sen’o| 47 8 2

L}

3 ajp sen m:l
-+ g arcsen ——— |,

43 a?da [ 1 agsenw  ;;———
f = — V12— a?sen’ o
Jo

3 sen? 2
VI —aZsen?o sen’o 2 {

1 a; sen o
~+ —-arcsen ———

2 {
Luego
. senw{ 3 ) _ 3 S—
§ = SE | afcosmsen®’w —allfcos o | T @ cos 2wV — alsen® o
PPy T ICIN
—— " (cos? -+ 3 sen? ) VI — gl sen’ v
— 8sen?o
a N .
j a4 sen o
+ z——5—(cos? v + 3 sen® w) arc sen ———— .
— 8sendo l

Esta férmula da el valor del 4rea pedida.

. l -
Haciendo a3 = o resulta para el valor del drea limitada por los vectores de los puntos
[O)]

©, Ly <senm’ 0> y por la curva
3 _ P icoso cosﬂm—{—?{ielﬂwﬂ{
=4 | seno 8sen?ew

v para el valor del drea limitada por los vectores de los puntos (0, —) y <cos ,
i ®

la curva

O> ¥ por

i

S 2{ cosw , cos?w+3sen?n |
g = — L.
4] seno 8sen® o y
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En 4rea limitada por la curva tiene pues por expresion

22 cos?w+3sen’w  1* 1-4-2sen’o

8 sen? m 8 sen® w

.

La clase de curvas de que hemos tratado tiene como caso particular una curva 4 que se

=
2
como dice el sr. Brocard, el nombre de tetracispides; talvez sea preferible darle el nombre

da el nombre de astroide, que corresponde 4 ®==—-. A las curvas consideradas se ha dado,

-~

f1d

de astrotdes laméndose la que corresponde 4 o= astroide de cuairo ejes y & las otras as-

trotdes de dos ejes.
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SOBRE LOS FOCOS DE LAS ESPIRICAS DE PERSEQ

(Bl Progreso Matemaitico — Zaragoza, 1900, série 2.2, t. IT)

Se da, como se sabe, el nombre de espiricas de Perseo 4 las curvas de cuarto orden que
se obtienen cortando el toro por planos paralelos al eje. Se sabe también que la ecuacién de
estas curvas puede escribirse del modo siguiente

M y=YR— (Va1 o,

representando R el radio del circulo generador del toro, I la distancia de su centro al eje de
la superficie y ¢ la distancia del plano secante al centro de la superficie.

Esto sentado, el objeto de esta Nota es dar un método elemental para determinar los
focos de la curva considerada, llamando, como Pliicker, focos 4 los puntos del plano de la
curva. por los que se pueden trazar dos tangentes 4 la curva, cuyos coeficientes angulares
sean iguales 4 4-1 y —¢ (siendo 7=V—1).

Para resolver esta cuestién, notemos en primer lugar, que la ecuacién (1) da

@ Yo (l+4Vat+ )
‘/R’—(l—i—t/m* - c)? Va? - &

¥ que, por consiguiente, las abscisas de los puntos de la curva considerada, en los cuale
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coeficientes angulares de la tangente son iguales 4 -1 ¢ & —¢, deben satisfacer la condicién

((+Va2tHa

— ii7
VRE_ (Va2 1 2 Va1 &
6 (I+Va?+ ?)2a?=—[R2— (I + Va2 + ¢3)?] (x2+ c?),
6 R2—c?)? (@2 + 22— 2122 (R ¢?) (a? +- ¢¥) - %t =0,
2c? le
2L o2 b Vad = -
6 m+c~(Ric)2’0 X2 :tRic
Esta ecuacién se decompone en las seguientes
le le
: 2 LS CRIE S o
3) afet=g—, Valioe Rieo
le —— le
2002 T 2 22—
4) @it ot=prry Va? + ¢ R o

Esto sentado, consideremos diversos casos:
2 9
1.° caso. Sea I* <{(R—¢)%.
En este caso, la primera de las ecuaciones (3), la ecuacién (1) y la ecuacién (2) dan para
x & y los valores

[ CTEE— . CUETY
@ == j—_Rﬁ_—c—‘/l’—(R—c) —+ -2 YR_cE—B,

—C

y para y' el valor (—7), cuando @ é y tienen el mismo signo, y el valor (4-7) cuando tienen
signo contrario.
La segunda ecuacién (3) y las ecuaciones (1) y (2) dan para a« é y los valores

x =+ V e — 12, V(R—}—c)?—-l2

¥= +R+

y para y el valor (41), cuando @ ¢ y tienen el mismo signo, y el valor (—4) cuando tienen
signo contrario.
Las ecuaciones {4) no dan para 3 ningan valor (4-7), ningin valor (—7).
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Luego representando por a, b, a;, by las cantidades

—_°¢ I =_R~ e g2
@ =g—VER—cp—8 b R_CV(g o) — 1,

ai ‘ VR F¢)2—1, b= V(R ¢)2— 12,

_ R
T R-te¢ R-+¢

los puntos de la curva en que el coeficiente angular de la tangente es () son
(ai, —b), (—ai,b), (ait, by), (—ai, —by),
y los puntes en que el coeficiente angular de la tangente es (— i) son
(aiy b), (—at, —b), (—ai, by), (art—by).
Las tangentes 4 la curva en los primeros puntos son

Yobb =i(X— ai), Y—b =:iX+ ai),

Y —lh=iX—ar), YH+b=1iX+ ar),
y las tangentes 4 la curva cuyo coeficiente angular es igual 4 (— ?) son

Y-b=—i(X—at), Y+b=—i(X+ at)
Y—51=—-i(X+a4i), Y—{—ZM:—Z’(X—LI”‘).

Las ecuaciones de las rectas del primer grupo pueden, pues, escribirse del modo siguiente:
Y+VR—c2—B=1iX, Y +VRFc)?—2=iX;
y las del segundo grupo
Y+HVR—c2—1=—iX, Y+VR+o?—2B=—1X.

Las rectas del primer grupo cortan 4 las del segundo en 16 puntos, que son los focos
ordinarios de la curva. A cada recta del primer grupo, que hemos considerado, corresponde
una recta del segundo grupo conjugada 4 la primera. Las rectas conjugadas determinan por
sus intersecciones cuatro puntos reales, que son los cuatro focos ordinarios reales de la curva.



Las coordenadas de estos focos son

0, £VE=e*—B], [0, £VIR Fof—E]

2.° caso. Sea en segundo logar I>R+c.

Por un anilisis semejante se ve que en este caso los focos se obtienen por las intersec-
ciones de las rectas

Y+dhdi=—i(X—0), Y—Ii=—i{X+ a),
Y—bii=—iX—ai). YF+hr=—1(X+a)
con las rectas
Y-bi=i1(X—a) Y+ =40X-| a),
Y-bpi=i(X+a), Y-+hi=tX—ap,
de donde

- (S —
4 =—I%‘—‘;‘/62M(R'~C)', Z) :‘_—;‘/Z""—(:R—-—C)ﬁ,

[ =T T e R 727*~‘-—
a ZT{T;TC‘/Z‘”(R +e)2, b =~R—-+—C\/l — (R

Las ecuaciones de las rectas del primer grupo pueden pues escribirse ¢omo sigue:

Y=—i(X+VE—R—0p), Y=—iX+VE—-R+ ),
y las del segundo grupo del modo seguiente:
Y=i(X+ VE—R—cp), Y=iX+VE_R+oP.
Los focos reales son, pues, en este caso
[£VE—R—0, 0], [£VE—R+e, 0],

3.° caso. Si se tiene que (R—¢)?2 <12 < (R 4 ¢)?, se ve del mismo modo que los focos re-
sultan de la interseccién de las rectas

Y=—{X+VE—R—c)®), Y+VRBFtcP—R=—iX
MM



con las rectas
Y=i(X+ VE—®R—c?), Y+ VE+ —B—iX.
Los focos reales son pues
[£VE—®—cf, 0], [0, £V(R+ 7~

4.° caso. Sea {=R —c. En este caso, la primera de las ecuaciones (8) y la ecuacion (1)

dan @ =0, y=0. La ecuacién (2) da o/ _9. pero es ficil ver que el verdadero valor de %/

O’
es +\/——ZTC.
- ¢

La segunda ecuacidn (3) y la ecuacién (1) dan

2R
¢

omt VR, gt

¥ Re,
y la ecuacién (2) da después y =+, cuando « ¢ y tinen el mismo signo, y' =—1, cuando lo
tienen contrario.
Las rectas que determinan por medio de sus intersecciones les focos son:
P

Y+ 2VRe=iX, Y+ 2VRe=—iX.

Los focos reales son los puntos que tienen por coordenadas (0, + 2 ‘/R_c)

5.% caso. Si l=R+e¢, se ve del mismo modo que los focos resultan de las intersecciones

de las rectas.

Y=—i(X+2VRe, Y=14(X+2VRe).

Los focos reales son, pues, los puntos cuyas coordenadas son (< 2 V/Re, 0).
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SOBRE UNA PROPIEDAD DE LOS FOCOS DE LS OVALOS DE CASSINI

(Revista trimestral de Mathematicas ~— Zaragoza, 1901, t. I)

El objeto de este articulo es demostrar una propiedad de las distancias 4 los focos de los
puntos en que una recta cualquiera corta 4 los ovalos de Cassini, la cual me parece que aun
no ha sido sefialada.

Se sabe que la ecuacién bipolar de estos dvalos es

oo =k,

representando o y p' las distancias de uno cualquiera de sus puntos 4 dos puntos fijos (focos
de la curva), y & una constante dada.

Tenemos, pues, tomando por origen de las coordenadas uno de los focos, v por eje de las
abscisas la recta que pasa por el otro foco, y representando por « la distancia entre estos focos,

2 2

I

W yt=0? (@w—a)l+yt=y"

y por lo tanto

Pta?—p? (P4 a?) k2
2a B 2ap? ’

X =

_ Vda?t— [ (0 + a®) — k7P
y= 2ap? !
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4 b 2 I
6, poniendo p=",

t(t-+ a?)— k2
r= Badiy

2at

_ Va2 — [t(t+ a?) -+ k%)?
= Qat )

Estas ecuaciones determinan las coordenadas de los puntos de la curva en funcién del
pardmetro variable ¢.
Esto sentado, consideremos la recta cuya ecuacion es

Az+By+C=0,

y busquemos los valores que toma ¢ en los puntos en que esta recta corta & la curva, Para
es0, basta eliminar o é y entre esta ecuacién y las dos anteriores, lo que da

[At(t+a?)— A2+ 2aCt [ = B2 [ 4020 — [t (4 a?) — k2],

[«

(A2+BY) ¢ 28a(Aa+2C) — 2a7B |3 4. . .+ (A2 + B2 14 = 0.
Representando, pues, por &, #2, t3 ¥ {4 las cuatro raices de esta ecuacidén, tenemos

26’B?—2Ac¢ (Aa+2€)
A2+ B? ?

i+ttt =
ty ta ty f/,::]c&;

y por lo tanto

. 2a’BY—2Au(Aal-2C
pitptotpn= “ A.Z;Ig,a ),

P12 p3 i = K2,

representando p1, pe, p3 ¥ @ las distancias de los puntos en que la recta corta 4 la curva, al
foco que se tomé por origen de las coordenadas.



Tenemos, pues, los teoremas siguientes:

1.° La suma de los cuadrados de las distancias d uno cualquiera de los focos de los
puntos en que corta ¢ la curva cualquiera recta paralela al eje que contiene los dos focos, es
constante.

Rorque, en efecto, cuando A =0, tenemos
ot et i+ ol =2a

2.° El producto de las distancias d uno cualquiera de los focos de los puntos en que una
recta cualquiera corta d la curva, es constante.
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SUR LA TETRACUSPIDALE DE BELLAVITIS

(Mathesis — Gand, 1901, tome XXI)

1. On a beaucoup étudié I'enveloppe d’une droite qui se déplace de maniére que le
segment compris entre deux droites données soit constant; et on sait que cette courbe est
paralléle & une astroide. On a appelé cette courbe tétracuspidale, et on a attribué & Bellavitis
cette désignation. Mais la courbe qui a été étudiée par cet illustre géometre dans sa Sposi-
zione del metodo delle Equipollenze (1) et & laquelle il a donné ce nom, est une ligne différente
qui a pour équation

B (-

a

les axes des coordonnées étant obliques.

La tétracuspidale parallele o Uastroide et la tétracuspidale de Bellavitis ont I'une et I'autre
quatre points de rebroussement réels, mais les deux courbes ne coincident pas, parce que les
quatre tangentes & la premiére en ces points sont quatre droites distinctes; et, au contraire,
dans la deuxiéme, les tangentes en ces points coincident deux & deux.

(Y Voir Nouvelles Annales des Mathématiques, (2), X111, 229, ol on trouve une traduction, par M. Lai-
sant, de ce mémoire.
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Il est facile d’obtenir au moyen des méthodes ordinaires du calcul différentiel les propriétés
que Bellavitis a établies par la méthode des équipollences, comme on va le voir,

2. L’équation de la tangente & la courbe représentée par I'équation (1) est

by T, 7.
Y=— <a2m> X+b6%y?;

par conséquent, cette droite coupe les axes OY, OX en deux points P et Q, dont les coor-
données sont

2 1

Tl— -3 a1
y?), (a’x®; 0).

2
3

O, &°

Si on tire ensuite par ces deux points deux droites paralleles aux axes, elles déterminent,
par leur intersection, un point M, dont les coordonnées sont

1 L
3 3.

2
Ly=d X", yi=b3y H

@l

et si on porte les valeurs de @ et y, données par ces équations, dans I'équation (1), on obtient
2 2
&y K2
aug + bﬂ = 1‘

On en conclut que, si, par les points d'une ellipse, on tire des droites paralltles & deuw
diameires conjugués, U'enveloppe des droites qui passent par les points ot elles coupent les dia-
metres considérés est une télracuspidale de DBellavitis,

A chaque systeme de diameétres conjugués de I'ellipse considérée correspond une tétra-
cuspidale. Aux axes correspond la développée de lellipse.

3. La tétracuspidale de Bellavitis est U'enveloppe des ellipses représentées par Iégquation

x? 2
2) ?+@=1

dont les axes satisfont & la condition

3) S
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En effet, si 'on différentie ces équations par rapport aux paramétres variables « et f,
on trouve

«? y? da | dj .

d’olt 'on déduit, A désignant une inconnue auxiliaire,

@ _hooy b

@ e’ BB
En écrivant

2 u  y? B

Z g mTh g

et en additionant, on obtient, eu égard aux équations (2) et (3), A=1; par conséquent, le
point de contact de Dellipse (2) avee 'enveloppe a pour coordonnées

Pl B3
®= P y=\/%.

Tirons de 13 les valeurs de «, } pour les porter dans I'équation (3); il vient pour I'équa-

tion de 'enveloppe
N5 (¥\T_
)+

4. Pour distinguer les deux courbes auxquelles on donne le nom de tétracuspidale, nous
venons d’appeler 'une tétracuspidale paralltle & Uastroide et 'autre tétracuspidale de Bellavi-
tis. On pouri‘ait aussi, comme nous l'avons proposé dans El Progreso matemdtico (Zaragoza,
1890) appeler la premiére astroide d deux awes; I’astroide ordinaire serait alors appelée as-
troide & quatre awxes.
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SUR UNE PROPRIETE DES OVALES DE DESCARTES

(Mathesis —— Gand, 1902, tome XXII)

On sait que I'équation bipolaire de ces courbes est

| ;_
pr ]Lp =k,
olt p et ¢/ sont les distances d'un point quelconque de la courbe & deux points fixes ¥, F,
qui sont des foyers; k et k sont des constantes.
Prenons pour axes de coordonnées la droite FF' et la perpendiculaire en F, et posons
FF = a; nous aurons

E—op\?2

w? -y = g7 (w—a)2+z/2=9""=< 5 >

d’olt 'on déduit

(A2 —1) o2+ 2kp 4 a?h? —k*

- 2 ah? )
2= [(A2—1) p? + 2kp + a?h? — k]2 — 4 a’hip?
J T 4:a‘2h/p i .
Cela posé, considérons la droite
@ Ax+ By C=0.

NN
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Elle recontre la courbe en quatre points dont on obtient les distances au point F en
substituant les valeurs « et 7 en p dans l'équation (1). En rendant I'équation rationnelle et

ordonnant par rapport & p, on trouve

RE—1) ; k(2 —1 9

( 4(12}24) (A‘ + Az) 9,‘ + - (agh/,,—")' (1X2 + B“) {)3 +- .
(a?h? — k2)? o . ah? — 2
N 2.1 Rt 2 o
T T (A2--BY)+C24-AC —z 0.
Soient o1, p2, p3, ps les quatre racines; on aura
4k
PI+PQ+P3*{*P(«=—‘hQ—:l‘,
(a?h?% — k2)2 daht [, N @R —K2
P1 02 03 04 = (RT—1)2 -{——717_ 12 _C +AC ‘w——aﬁ—J‘

La premiere de ces relations est connue. La seconde, sil'on y fait C =0, donne un théo-
réme qui est un cas particulier d’une proposition connue, applicable & toutes les courbes cy-
cligues; c’est pourquoi nous ne nous y arréterons pas.

On obtient une propriété nouvelle en supposant

a’h? — k*

C=—A—

Tz
cette hypothése donne

: (a2h? — k)2
© SN GRS

et I'équation de la sécante est maintenant

a*h? — k2

~~~> 4 By =0.

ah?

3) A <w—-»

Toutes les droites représentées par ’équation (3), lorsque A et B varient, passeut par le
point fixe f de FF¥ qui a pour coordonnées

a2h® — k2
ah?

Xy = yr =0.

Ainsi, i existe sur U'axe FF' un point f tel que toute droite menée par ce point coupe U'ovale
en quatre points dont le produit des distances au foyer I est constant.
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Le foyer ¥’ jouit évidemment d'une propriété analogue, mais par rapport & un autre point
f' de la droite FF'. Si 'on éerit 'équation bipolaire sous la forme

: ; . " 1 k
on voit qu'on passe de F & ¥ en changeant dans les résultats précédents 2 en et k en 5
(3

On a donc pour I'abscisse de f7:

o Ek =a——%, dot Ff’:%,

a

et pour les rayons vecteurs des poiuts ol une sécante menée par f7 coupe lovale

La courbe posséde un troisieme foyer F” situé sur Vaxe FF'; et dont I'abscisse FF/ =ay
a pour valeur

ah® — k2
ah?—1)’
et 'équation bipolaire correspondant est
ah , «*h*—12
A T e

Pour passer du couple FF au couple FF”, il suffit de remplacer a, %, & par

ah  a?h*—k?
W =)
ces substitutions n’altérent pas les valeurs de @y et oy 02 p3 ps, ce qui est évident.
A I correspond un point f tel, que

a(a2—k) . ., ., (ah2—R22 (k2 — a?)
Xy S A 7 37 B}

B f =
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SUR L’ENVELOPPE D’UNE DROITE DE LONGUEUR DONNEE S’APPUYANT SUR DEUX DROITES

(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1898, t. V)

Une droite de longueur constante s’appuie sur deux droites fixes faisant entre elles un
angle donné. L’enveloppe de la droite est une courbe analogue & 'hypocycloide & quatre re-

broussements. On désire avoir I'expression de l'aire de cette courbe, ainsi que son équation
ou an moins son degré ().

Soint A I'angle des droites données et ! la longueur du segment donné.

H résulte d’une passage du Traité de Géoméirie analytique (courbes planes) de M. Salmon

(Paris. 1884, p. 148) qu’il existe deux droites d’angle k qui déterminent par leur intersection
avec les tangentes & la courbe paralléle & l'astroide

PR 7 \2
3 3 _ Vi
@ty <sinx> '

obtenue en prenant sur les normales 4 'astroide une longueur égale & —2—cot A, un segnient

(1) Question proposée par M. Barisien dans IIntermédiaire des mathématiciens, t. v, p. 28-29.



de grandeur constante, égal & /. Donec la courbe paralléle & l'astroide qu'on vient de men-
tionner, coincide avec la courbe définie & la question proposée. Or, des équations de I'astroide

3 U nss
L= 08", Y= —— 8IN"I
sin A sin A

résultent celles de la courbe paralléle considérée

! L
L= —— 083t —-—=cot Asint
sin A 2 !
— - gin’¢ ! cot h cost
Y= sk 2 ) ’

En cherchant I'aire de cette courbe au moyen de la formule
« 1/ dy de\
db—? (mm—y7> de

on trouve le résultat demandé

= {2 .
S = (1+2sin? ).

B 8 Sin(z A
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EVALUATION DIRECTE DE L'AIRE DE LA DEVELOPPEE DE L’ELLIPSE

(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1900, t. VII)

En désignant, suivant l'usage, par ¢? la quantité a?—02%, a et b étant les deux axes de

ellipse donnée, la rélation & démontrer est la suivante:

2
va -
1 [ os 2 Bwct
'FJO [(C)s—(am)aj dm=‘3—2~a—g

2

Le quart de laire de l'astroide engendrée par la droite de longueur %} a pour ex-
a

G

pression

{!) Réponse & une question proposée par M. Barisien dans le t. vi, p. 81, de I’Tntermédiaire des Mathé-

maticiens.
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osons ax’ = Vabwx et substituong, il vient, pour valeur du quart de l'aire de l’astroide con-
P ) y P q
sidérée

o
VI .
2 23
= J VI — ay) ao;
0

or, il est bien connu que le quart de l'aire de l'astroide est égal (A étant la longueur de sa

%ﬂ‘/@: le quart de l'aire de la développée de I'ellipse est donc

B [\ _8mdt
32 \Vab 32ab’

droite génératrice) a
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SUR LE RECTIFICATION DES COURBES PARALLELES A UNE COURBE DONNEE

(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1900, t. VII)

Cauchy a démontré que l'aire des courbes paralléles & une courbe donnée était fonction
de l'aire de cette courbe. Existe-il une relation analogue pour la longuewr des courbes paral-
ltles? Autrement dit, est-il vrai que, st une courbe est quarrable et rectifiable, ses courbes pa-
ralléles le soient ausst, comme cela a lieu pour I'’hypocycloide & quatre rebroussements? (1).

Soient s et sy la longueur d'un arc de la courbe donnée et la longueur de I'arc correspon-
dant de la courbe paralltle considérée, En représentant par 6 les angles des tangentes & la
courbe donnée avec I'axe des abscisses, on peut représenter cette courbe par les équations

=50, y=¢0)

(1) Question proposée par M. Barisien dans le t. v1, p. 220, de {'Jatermédiaire des Mathématiciens



et les courbes paralleles correspondantes par les équations
w=at ksinl, yi=yF kcosé,

%k étant une constante.

On a done
ds? _ dat | dyt . dy P
W—%,—l—dﬁ,“( +lccos@> <36—-_tksm6)
ds? ds /de | \
=@t + 2k~ 70 <ds cos 6 - d smﬁ -+ k2,
Mais
iﬁicosﬁJ—@smﬁ——cosﬁﬁJ—stﬁ-—l
ds ds
Done
dsy ds
T Tk

et par conséquent

s1=5 =+ k(0 — 6o),

en snpposant que les origines des arcs s et s; sont les points ott § =0 et que, dans le cas dw
signe inférieur, le signe de s —k (6 — fp) ne varie pas dans I'arc considéré.

00
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SUR LES FOYERS DU LIMAGON DE PASCAL

(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1900, t. VII)

On sait que le limagon de Pascal est un ovale de Descartes. La difinition des foyers de

Vellipse que les rayons vecteurs sont des fonctions rationnelles ete., est-elle applicable
limagon? (1).

* #
L’équation du limagon est
(1 (@ 43— aw)? = 0% (@ + ),
et en coordonnées bipolaires
(2) 20p +2ap =1 —a?,

o et ¢’ représentant les distances de (x, y) aux points

a? — b2
(Oa O)) <—2T7 O> .

(1) Question proposée par M. Barisien dans le t. vi, p. 221, de Ulntermédiaire des mathématiciens.

au



Les foyers sont, en adoptant la definition de Pliicker, les points (1)

a? — b2 1
(a0 (3%9)

(voir Journal de Battaglint, t. xx1). L’équation (1) fait voir que la distance de (x, ) au point
(0, 0) est une fonction rationnelle de a et y. L'équation (2) fait voir ensuite que la méme
. . a?—b? 1 . .
circonstance a lieu pour le foyer (——T*, O). Le foyer <—2~ a, 0> ne jouit pas de cette
a
propriété. On le voit en représentant d’abord @ et y par des fonctions rationnelles d’un para-
metre ¢ (la courbe est, en effet, unicursale) et en remarquant ensuite que la distance de (x, y)

4 ce foyer n’est pas une fonction rationnelle de t.

(t) Nous supposons ici que les foyers d’'une courbe sont les points ol se coupent les tangentes & cette
courbe, mendes par les points circulaires de U'infini. Si 1'on suppose, comme quelques auteurs, que les foyers
de la courbe sont les points o se coupent les droites qui passent par les points circulaires de U'infini et qui
coupent la eourbe en deux points coincidantes, le point double (0, 0) est aussi un foyer du limagon.
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SUR LA CONVERGENCE DES FURMULES D'INTERPOLATION DE LAGRANGE, GAUSS, EIL,

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
gegrundet von Crelle. Berlin, 1908, Band CXXVT)






SUR LA CONYERGENCE DES FORMULES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE, GAUSS, ETC.

1. Si l'on connait les valeurs que prend une fonction f(x) quand on donne & « les va-
leurs as, ag, ..., a,, on peut former, au moyen de la formule d’interpolation de Lagrange,
une fonction entiere de @ qui ait ces mémes valeurs 14 dans les points a4, @2, ..., a,. Nous"
allons nous occuper dans la premiére partie de ce travail de I'étude des conditions pour que
cette fonction tende vers f(x), quand m tend vers linfini,

Cette question a été considérée par Hermite dans un travail important, publié dans ce
journal (tome LXXX1v, 1878), ol 'éminent géometre a présenté une expression, au moyen
d’une intégrale curviligne, du reste de la formule de Lagrange, qui I'a conduit & une suite
d’inégalités qui sont des conditions suffisantes pour cette convergence. Mais ces conditions
ne sont pas nécessaires pour que la fonction déterminée par celle formule 14 tende vers f(x),
pour m = c; et, par conséquent, I’étude directe du reste, quand il est possible, peut conduire
4 des résultats que les inégalités de Hermite ne donnent pas. (’est ce qu'il arrive quand

ai, da, a3, ... représentent le systéme de valeurs
I 3% 2n—1)x
heos 5—, heoso—, ..., hcosi———)q,
2n 2n 2n

dont Vimportance dans cette question résulte d’un théoréme de Tchebicheff bien connu. En
étudiant directement, dans ce cas, le reste de la formule rapportée, nous avons obtenu les
théorémes énoncés dans les n.” 6 et 7, qui contiennent comme cas trés particulier celui qu’on
a tiré dans le n.° B des inégalités de Hermite,

Un autre cas, plus général que le précedent, dans lequel I'étude de la convergence de la
formule d'interpolation de Lagrange nous parait offrir quelque intérét est quand ai, a9, ag, ...
représentent des nombres réels, deux & deux égaux et de signes contraires, Nous le consi-

dérons dans le n.° 10.



Dans la seconde partie de ce travail nous étudions, en nous placant dans le méme point
de vue, les formules d’interpolation trigonométriques, en considérant une formule donnée par
Gauss dans son beau et important Mémoire sur 'interpolation (Theoria interpolationis methodo
nova tractata, Werke, t. 111, p. 265), une formule analogue indiquée par Hermite dans son
Cours d’ Analyse de I'Ecole Polytechnique, p. 331, etc. Aprés quelques remarques générales
nous considérons, en particulier, les fonctions périodiques, en supposant premitrement que
ai, ag, a3, ... sont des nombres réels arbitraires, et ensuite qu’ils sont des racines de I'équa-
tion cos nx =0 ou sinnx=0. ‘

Dans ces études représentent un rdle fondamental les courbes définies par I'équation
|sin (# — a) |=¢, que nous avons étudiées dans un mémoire publié dans ce journal, t. cxvi,
p. 14 (%), auquel le présent travail est lié par plus qu'un rapport. Et, par cela, nous profite-
rons cette occasion pour joindre quelques formules & celles y indiquées.

(1) Voir ce volume, p. 103



Sur la convergence de la formule d’interpolation
de Lagrange.

2. Soit () une fonction holomorphe dans laire limitée par un contour A et désignons
par x, ag, az, . .., a, les affixes de m -1 points & I'intérieur de A. En appliquant & U'intégrale

(1) R (m>= e ‘f(Z) (l’-——ai)(l‘ (w—ag)ﬁ; : '(w_am)l dz
2im J o (Z — m) (z— al)f/- (z — (Q)p ce(z— am>)\

le théoréme fondamental de la théorie des résidus, Hermite a obtenu, dans un article publié
dans ce journal (tome Lxxx1v, 1878), la formule suivante:

(2.) S (@) =9 (®)~+R (),

olt O (x) représente une fonction entiere de @, qui satisfait aux conditions suivantes:

0 (ar) =f(ar), O (a) =f (ar), ..., OC— D (@) = fr—1) (q),
(3.) 10 (az) = f (a2), O' (a2) =" (a2), ..., OF= 1) (ag) = fF—1) (ap),

.....................................................

€] (am) —_—f(“m>7 o (am> :f/ (am); ey @(}‘_ Y (am> ::f(?\ —1 (am)'

De cette formule et de 'inégalité

1 z [ x—ala..-m—‘aml
!R<w>¢<§;f:ff(>“§ o >gds

Zz— { z—a)”.. .(z——am)l

rp
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il résulte que 6 (z) tend vers f(x), quand tous ou quelqu’uns des nombres m, , B, ..., A ten-
dent vers l'infini, si la plus grande valeur que prend 'expression

i (m_a.j)a (a:—aa)ﬁ (e — (lm)l

| c— s (2 — an)f .l — )

K (@) {

lorsque z décrit le contour A, tend vers zéro. Cette condition est satisfaite, comme l'a re-
marqué I’éminent géométre, quand on a, pour tout point z du contour,

x—ay |

| & —ay

(4.)

<,
g — 4

|z — as

s étant une quantité arbitraire, inférieure & l'unité.

Si, étant donné le contour A, on veut chercher I'ensemble des valeurs qu’on doit donner
4 x pour que O (x) tende vers f(«x), ou au moins une partie de cet ensemble, on a besoin d’em-
ployer ordinairement les inégalités (4.), & cause de la difficulté de 'étude directe de la condi-
tion générale; mais on doit recourir & cette condition tous les fois que ce soit possible, par-
cequ’elle peut mener & des conséquences qui ne resultent pas de ces inégalités. Nous allons
étudier un cas important ol cette circonstance a lieu.

3. Dans I'étude que nous allons faire nous aurons besoin de considérer la courbe repré-

‘si <7t )
n —2———2

cette courbe ne differe que par sa position dans le plan de celle dont I'équation est |sinz|=/c,

sentée par l'équation |cosz|=c¢, ou =c¢, ¢ étant une constante donnée; or

étudiée par nous méme dans un travail publié dans le tome cxvi, p. 14, de ce journal (1), ot
nous avons démontré que, si est ¢ -1, cette équation représente une courbe composée d'un

nombre infini d’ovales égaux, dont les centres sont les points (0,0), (£ =, 0), (& 2x,0), ..

et dont les axes sont égaux & 2arc sinc et 2log (c+t/02+1); et que, si est ¢>1, elle re-
présente une courbe composée de deux branches, symétriquement placées chaqu'une de son
cOté de l'axe de abscisses, qui s’étendent jusqu’a U'infini dans le sens des abscisses positives
et dans celul des négatives, en faisant une série d’ondulations d’amplitude égale a =, et dans
lesquelles I'ordonnée prend une valeur absolue maximum, égale & log (¢4 V ¢2-1), dans les
points ol les valeurs de l'abscisse sont 0, &+, =+ 2=, ..., et une valeur absolue minimum,
égale & log (c -V ¢ —1), dans les points ot les valeurs de I'abscisse sont

1 3
i2ﬁv__t._7:7i

T

Ty e

rof ot

(1) Voir ce volume, p 107,
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La courbe représentée par 'équation | cosz|=rc est donc aussi composée, lorsque ¢ 1,
d’un nombre infini d’ovales égaux, dont les centres sont les points

= 3= bx
<_.t72‘7 0>7 <'_t’2’0>7 <_—t 2v0>7

et dont les axes sont égaux & 2arcsinc et 2log (c+V e+ 1); et, lorsque ¢>1, de deux

branches symétriques par rapport & l'axe des abscisses, qui s’étendent jusqu’a linfini, en
faisant une série d’ondulations d’amplitude égale & =, et dans lesquelles 'ordonnée prend une
valeur absolue maximum, égale & log (¢+V¢241), dans les points olt 'abscisse prend les
valeurs

3=
j:. j__ 27"'7

t\,[ A

et une valeur absolue minimum, égale 4 log (c+V5§j), dans le points ol I'abscisse prend
les valeurs O, + =, + 2%, ...

Nous aurons besoin de considérer aussi la courbe définie par I'équation plus générale
{sin(z—a)|=c. Elle ne differe pas des antérieures que par sa position dans le plan. Les
centres des ovales, qu'elle a quand ¢ =1, sont les points (a, 0), (¢ + =, 0), ...; et, quand
¢> 1, l'ordonnée prend une valeur absolue maximum ou minimum dans les points ot 'abscisse
prend respectivement les valeus a, « + %, @ + 2%, ... ou les valeurs

5

i +?‘ i

l\[»—t
L\.]o:z

af-

et ses deux branches sont placédes symétriquement chaqu'un de son coté de la paralléle &
I'axe des abscisses menée par le point d’affixe a.

4. Je vais encore, avant terminer ces remarques préliminaires, démontrer l'inégalité
suivante:

| cos nz[> Jle+VE—1) — (e Vet —1)—7],

ol z représente 1'affixe d’un point quelconque de la courbe représentée par I'équation |cosz|=c,
dans laquelle est ¢ > 1, que j’aurai besoin d’appliquer bientot.

Pour cela je déterminerai d’abord la plus petite valeur que prend |cosnz| quand z déerit
la droite représentée par I’équation

y=1, l=log(c+Vc°~’—l),
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qui passe par les points de la courbe |cosz|==c ol I'ordonnée prend une valeur minimum,
et, pour résoudre cette question, je remarque qu'on a, en posant z=a' 1y, u=/|cosnz|,

ey ey \ 2 . ey ey 2
u? = cos? na/ <L2~ + sin? na' ~——2———> )
/

et qu’on doit, par conséquent, appliquer la methode des maxima et minima & la fonction de
a' suivante:

et + e—nl\ 2 . el . g—nlN\ 2
1} = cos® nx' (T -+ sin® na —

On trouve de cette maniére, en ayant égard aux équations

2
dud ] ,
T = —nsin 2 nx
x
et
dPu?
v 5= —2n*cos 2 n,
x

que u; prend une valeur minime guand est
5
o =+ — + y o
2 2n
et que cette valeur est égale &

%_ [enl _ e—'nl}?.

Mais d’un autre c6té, comme la dérivée partielle de u* par rapport & ¥':

du?  n

TZ’ = (& — e

est positive, quand ' >0, on voit que les valeurs que prend 2, quand on donne a &' une
valeur déterminée quelconque, croissent quand ' augmente; et que, par conséquent, la va-
leur que prend cette fonction dans un point quelconque de la courbe |cosz|=c est plus
grande que celle qu’elle prend dans le point de la droite y =17 qui correspond & la méme
ahscisse.
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On conclut de tout ce qui préctde que, dans tout point z de la courbe |cosz|=¢, out
¢>1, on a linégalité

%>

Lo| —

[enl . e—nl],

qui, en posant I =log (¢ +V¢2—1), donne celle qu'on voulait démontrer.

Il convient de remarquer encore que le limite inférieur des valeurs de |cosnz|, qu'on
vient de déterminer, ne coincide pas avec la valeur minimum que cette fonction prend quand
z décrit la courbe |cosz|==e¢. Les ordonnées des points de cette courbe ol |cosnz| dévient
minimum doivent, en effet, étre calculées par I’équation

(2 — e~2w) sin 20 = (¥ — e~¥') sin 2na,

qu’on obtient en appliquant la methode des maxima et minima & la fonction %2, en y élimi-
nant d'abord «’ au moyen de I'équation

(¢ +e¥)2=4[c?+sin? 2]
de la courbe considérée (%).

5. Cela posé, nous allons considérer la formule qui résulte de (1.) en y posant «=1,
f=1, ..., h=1, c’est & dire la formule d'interpolation de Lagrange:

(5. S (@)=16(x)+R (),
. (—a2) (@ —a3). ..(x—ay,)
0@ ™ (a1 —az) (a1 —az).. - (m i VACD)
(x— ) (x— as) . am)
(6) T o —a) (@ —a) - (a—an)!
e e
(w —_ ai) ((L‘ - d?) o (w b am»i) f(am),

(an — ai) (O — a2). . (G — ty_y)

avec 'expression du reste donnée par Hermite

(7‘) R(:L‘):@; f (f(z) (w~ai) ( m) CZZ

2—x) (z—ar)...(z—an)

(1) Voir ce volume, p. 108.
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et, en supposant que le contour A de 'aire dans laquelle la fonctivn f(z) est holomorphe est
une circonférence de rayon égal & p, avec le centre dans 'origine des coordonnées, et que
ai, ag, ... @, représentent des nombres réels compris entre — % et + A&, nous allons chercher
un ensemble de valeurs de x telles que O () tende vers f(x), quand m tende vers I'infini.

En employant premiérement pour ce but les inégalités (4.), nous remarquerons d’abord
que les circonférences de rayon égal & |a|4%, ayant leur centre dans le point d’affixe a,
qui correspondent aux valeurs que prend a entre les limites —7% et %, sont placées dans
I'aire limitée par les circonférences C et C', de rayon respectivement égal & % et & p, ayant
leur centre dans l'origine des coordonnées, si est p>3k. On a done, pour toutes les valeurs
de x représentées par les points de Vaire limitée par C et pour toutes les valeurs de z repré-
sentées par les points de la circonférence C',

la—al<[a|+h, [z—a[>p—|a|>p—h,

ét par conséquent

On a done le théoréme suivant:

Si la fonction f(z) est holomorphe dans Uaire limitée par la circonférence ', si & repré-
sente Uaffice d’'un point de Uaire Limitée par la circonférence C, et st ay, az, ... sont des nom-
bres réels compris entre —h et h O (o) tend vers f (x) quand le nombre des quantités ai, az, ...
tend vers Uinfini.

Il convient de remarquer qu’on arrive & la méme conclusion en supposant que le fonction
f () est holomorphe seulement dans la partie de I'aire du cercle C' qui coincide avec les
aires des cercles de rayon égal 4 2k avec leur centre dans les points (k,0) et (—2,0).

6. Les nombres a, ag, a3, ..., qui entrent dans la doctrine antérieure, peuvent étre
choisis d’une maniére arbitraire. Il convient donc qu’on leur donne des valeurs telles que
O () tende le plus rapidement possible pour f(x). Nous leur donnerons done les valeurs

3% @Cn—1)=

(8.) hcosfzin, 7zcos—2—i, vovy heos

2n
qui sont celles qui satisfond & cette condition, comme Tchebickeff 1'a fait voir.
En posant alors

x=hcosws, P@)=@—a)...(z—ay),
et en ayant égard aux identités

< (Qn—l)‘ﬁz_cos »§2n—3)z 3

7
co cos L ——cos
2n on’ 2n 2n’
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on trouve

P@) =0 <005 xy — cos i) <cos @) — o8 ﬁ) ... <cos @) — o8 Qn_l)x)

n 2n 2n

=h" <cos2 21 — cos? - ) <cos2 g — cos? —?17—:—> een <cos2 a1 — cos? (L——l)l>

2n 2n 2n
Cgne (% . (3% . ((n—1D)x )
= h" sin <%—w4> sin <—27——m1> «.. 810 <——27~l—~——ml
. (= . [ 3m . ((n—1)m
> s <~2;+w4> sin <—n—}—m4> sin <( 5 -)_ -+ ,>,

quand 7 est un nombre pair, et

T 9 5 O 9 g (n— 2w nr
- cos?axy—cos?—) ... | cos?mwy—cos2 ~——- =) | cosxy—cos ~—
2n 2n . 2n 2n

A . (3% . ((n—2)x >
== ” —— — — — ——— e —
A" sin <2n w4> sin <2n m4> ... 8n < on x4

. ks . (3% . ((n—2)x
> sin }<~2n —}—m4> sin <%+w4>. .. sin <—9n—— a:4>

. < nw >
< 8in | —=——uxy
2n !

Px)=n» <c:0512904——cos2

quand 7 est un nombre impair. Et de ces formules et des suivantes, données par Euler dans

son Introductio in Analysin infinitorum:

co8 nxey = 21 sin <i—5c> sin(?m—m) '1n<(n__1)Tt w>
1= s 2n ! on A on

(A) . 5 .
< sin k?l—n —}—a:;) sin <—z~ —}—m4> ...sin <—(2_2——n)»1 + m;),

si n est un nombre pair, et

. (= . (3= . ((n—2)m >
== —1 —_—— _ v ee B — T W
cos naxy = 21 gin ( o w4> sin ( o m4> in ( on x4

(B.) < sin <27; + w;) sin (%—{— w;) ... sin ((n gnQ)l—}—w;)

. < nw )
< sin [ —— —xy
2n ’



328

si n est un nombre impair, il résulte

7

Pl)= 2—f_~‘ COS Ny,

En posant maintenant
z=h cos z,

on trouve aussl

n

P@)= % COS N21.

L’expression du reste R («) prend done la forme

9.) R (&) = 5 f flelcosmm_
2 J,

(z— E) cosﬁ_z;;

et elle fait voir que la condition générale pour que R (x) tende vers zéro, pour n == cc, est
que la plus grande valeur que prend Iexpression

COS nxy

’

COS M2y |

quand le point dont z est 'affixe déerit la circonférence A, tende vers zéro, pour n = co.

Pour étudier cette condition il nous faut chercher la courbe que décrit le point dont I'affixe
est z1, quand le point dont I'affixe est z déerit la circonférence A. Or, comme l'équation de
cette circonférence est |z|=p, on voit que I'équation de la courbe demandée est

cos zy | = L.

h

Nous trouvons ainsi la courbe considérée dans le n.° 3, ou on a vu qu'elle est fermée et
coupe l'axe des abscisses, quand p?k, et qu’elle est ouverte et ne coupe pas cet axe, quand
est p > A. Dans le premier cas, les valeurs de z; qui correspondent aux points ol la courbe
coupe I'axe des abscisses sont réelles, ot dans ces points on a |cosmz | = 1, quelque grand
que soit n; dans le second cas, la plus petite valeur que prend |cosnzi |, quand # décrit la
courbe considérée, tend (n.® 4) vers l'infini, pour 2= .

D’un autre ¢6té, si 'on suppose que x est une quantité réelle, comprise entre — 2 et A,
ay est aussi une quantité réelle, comprise entre O et %, et on a |cosnxy | << 1.
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cO8 Ny
cos nzy |

De tout ce qui précéde il résulte que la plus grande valeur que prend , quand

z déerit le contour A, tend vers zéro, pour n= o, si « est uh nombre réel, compris entre
—h et hj et que, par conséquent, on a, pour ces valeurs de x,

lim R (z)=0.

n=o0

Nous avons donc le théoréme suivant:

St la fonction f(x) est holomorphe dans Uaire limitée par une circonférence de rayon égal
a p ayant son centre dans lorigine des coordonnées et si a est une quantité réelle comprise entre
—h et h, et p>h, la valeur que prend O (x), quand on donne & ai, az, as, ... les valeurs (8.),
tend wvers f(x), quand n tend vers Uinfini.

En comparant ce résultat & celni qu’on a obtenu dans le n.° b et en considérant seule-
ment les valeurs réelles de @, on voit que, dans le théoréeme qu’on vient de démontrer, on fixe

. . o 1 1 ; SPRRRTIN.
a ces valeurs les limites (— p, p), moins etroits que ceux ey Py gp qu’on avait été obligé

& leur fixer en faisant usage des inégalités (4).

7. On peut généraliser facilement la doctrine qui précede en ’étendant aux valeurs com-
plexes de @, comme on va voir.
On a, en effet, en posant @y = «-F13,

o] 9
. ) P B\ 2 - NP nB\2
| cos naey |2 = cos® nu g -+ sin® nu g

et (n.° 4)

1
[cosnzg | > 5 (et —e—nhy,

b

— RYSCENY
l:log(c—}—t/cﬂ—l):logﬂ%__h

z1 étant l'affixe d’un point quelconque de la courbe |cosz |=c¢; et, par conséquent,

2 B L B\ 2 ( nB__ ,—nf\2
2 g re in2 er—e
< €08 na< il -+ sin® nu 7) .

g M

COS8 hay

CO8 nzy

QQ
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Mais

lorsque | 8| <.
0S Nty

Donce la plus grande valeur que prend i‘——

, quand z; déerit la courbe |cosz |=c¢,
COS nzy

tend vers zéro, pour n == co.
Il résulte de ce qui précede qu’est

F(@)= lim 63
quand

vt 2EE

Considérons, en particulier, les valeurs de @ qui sont les affixes des points de la circon-
férence de rayon pj, ayant son centre dans I'origine des coordonnées, et soit pj < p. Les va-

4 I . i
leurs correspondantes de a; sont représentées par les points de la courbe | cosay | =% = ¢y,

et, par conséquent, pour qu’on ait, por toutes ces valeurs de &, lim O (&) =f(x), il suffit que
N=—=00

cette courbe-ci soit & lintérieur de la bande limitée par les droites y=—1 et y=1. Or,
comme la plus grande valeur absolue des ordonnées de la courbe |cosay|=1¢; est égale &
log (¢t +V¢i+1), la condition énoncée est satisfaite quand

log (ps Vi -+ 1) < log (p+- V¢~ 23)
ou, par conséquent,
pr ViR <p VR —R2.
Il résulte de cette inégalité la suivante:
07> i+ 1

et nous avons done le théoréme suivant:

Si la fonction f(x) est holomorphe & l'intérieur de la circonférence de rayon égal a p,
ayant le centre dans Uorigine des coordonnées, et si x est Uaffice d'un point de Uaire du cercle

de rayon égal a py ayant le centre dans le méme point, et si est p* > pi -+ h*, la fonction O (x)
tend vers f(x), quand n tend vers U'infins.
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Ce théoréme contient comme cas particulier celui qui résulte du théoréme obtenu dans le
n.° 5 en y donnant & ai, a2, az, ... les valeurs (8.), lequel correspond au cas ot py=~ et

p> 3h.

8. Nous allons nous occuper maintenant de la détermination du dégré d’approximation
avec laquelle le polyndme O (x), correspondant & une valeur de » donnée, représente la fon-
ction f(x), en continuant & supposer que f(x) est holomorphe dans l'aire limitée par la cir-
conférence de rayon p ayant son centre dans l'origine des coordonnées, que x est un nombre
réel compris entre —% et A, et que ai, ag, a3, ... représentent les nombres (8.).

Pour étudier cette question nous partirons de la formule

_J(2) cos nxy
—dz,
92, (/ — x) cos nz)

RSy

et par conséquent en représentant par M un nombre égal ou supérieur & la plus grande va-

qui donne

S

—X

1cos nxy

CO8 1z}

leur que prend |

quand z décrit la circonférence A, et par 3 un nombre égal on inférieur
4 la plus petite valeur que prend |cosnzs|, quand z décrit la méme circonférence (et par con-

séquent z; la courbe | cosz;|=c), et en remarquant qu'est |z—a|< p—| |,

pM | cos ny |

(10, R <TGy

Or on a déja vu qu’est

| cos mzi | > 5 [(c+Vc2—1)"—<c+‘/c~“>—]

et on peut donc poser
1 .
=5 [(c+ V2 — 1 —(c+Ve2—1)—7].

I’expression (10.) du limite de l'erreur qui résulte de prendre pour valeur de f(x) la
valeur de O (x), correspondant 4 un nombre n» donné, depend de x. On en tire la suivante,
independante de cette variable, applicable & tout l'intervalle (— &, -+ A):

oM
IR(=)| < G—WB"
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On peut obtenir de une maniére facile la valeur qu’on doit attribuer & »n pour que | R (x) |

N

soit inférieur 4 un nombre donné d’avance 3. Il suffit, en effet, de satisfaire & l'inégalité

oM

G-mB ="

oM

qui donne, en posant Gk =u,

(c+Ve =T — 1> 2u(c+VeE— 1),
ou
[(eHVel—1)t —uf—(u?+1)>0
et, par conséquent,
(c+VeA—1y >u+vVul+1,

ou

ne log(u—}—\/u?—}—l).
log (¢ +Ve2 —1)

On obtient donc le nombre démandé en cherchant le plus petit entier qui satisfait & cette
inégalité.

La doctrine qui précéde est applicable & I’évaluation approchée des intégrales définies.
On a, en effet, en représentant par a et b deux nombres compris entre — 2 et 2,

b b b
ff(ac)dac=f 9(w)dm—1~f R () dx,

et, en supposant b> a,

b | M(b—a
pMOb—a) . p_
Done

b b
f(a:)daz:limf@(az)dx.
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b
L’erreur qui résulte de prendre le nombre f O (x) de, correspondant & une valeur de n
@

b
donnée, pour valeur de f f (@) de, est-inférieure &
13

M@G—a)
Ble—"h) "

Si on veut déterminer la valeur qu’on doit attribuer & n pour que cette erreur soit in-
férieur & un nombre donné 3, ou peut recourir 4 l'inégalité

Bo—n

ou

(M@G—a)

(c+Ver—1)2—1>2 =L

(c4+Ve2—1y

ou

s log(u,—}—t/u?—:— 1) ’
log (¢ -+ Ve —1)

w = —u (b—a).
=T (0—-a)

Le plus petit entier qui lui satisfait est le nombre demandé.

9. La doctrine qui précéde peut &tre étendue au cas ou la fonction f(2) est holomorphe
dans l'aire limitée par une circonférence de rayon p ayant le centre dans le point (a, 0), et
ol « représente un nombre réel compris entre a — A et a -k, et ay, as, a3, ... représentent
les nombres

= @n—1rx
g

: S
a—{—hcos%, a—’rheos%, eesy a-t+hcos-

En posant, en effet, @ =2’ -a, on voit que f(«'--«) est une fonction de ' holomorphe
dans Vaire limitée par la circonférence de rayon p ayant son centre dans Vorigine des coor-
données, et que prend les valeurs f(ai), f(a2), f(a3), ..., quand on donne & «' les valeurs

T 3r 2n— =
hcos—‘«,.\hcos2 ) ey hcos( -*)'_.
n

2n
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On a done, quand les conditions indiquées aux n.°s 6 et 7 sont satisfaites,
f@ +a)=lim 8 (&)
n=cc

et, par conséquent,

fle)=lim 8 (x—a).

10. Voici encore un autre cas dans lequel la condition générale pour la convergence de
la formule d’interpolation de Lagrange, considérée dans le n.° B, conduit & des résultats, qui
nous paraissent offrir quelque intérét, qu’on ne peut pas tirer des inégalités (4.).

Supposons que les nombres ay, a2, az, ... soient encore réels et, deux & deux, égaux et
de signes contraires, et qu'ils solent compris entre —% et &. Supposons aussi que la fonetion
S () soit, comme dans le n.° 6, holomorphe dans laire limitée par une circonférence de rayon
o ayant son centre dans 'origine des coordonnées.

La condition pour que O (x) tende vers f(x), pour m=oc, est alors que la plus grande
valeur que prend

o

(2" —al) (@*—ad). . . (& —a?)
(@ —a) (& —a)...(@—da)/

|
|

ott v==—-m, quand z décrit la circonférence considérée, tende vers zéro, pour v=co; et sont

2

des conditions suffisantes pour cette convergence qu’on ait

x* — a) 2 — a3
- /3 — T
~% 2 2

22— a;

< g s
22—l i ?

Y

¢ étant une quantité positive arbitraire, inférieure & l'unité. Nous allons étudier ces condi-
tions-ci.
Soit @ un nombre réel quelconque, compris entre —% et %, et considérons la cassinigue
définie par ’équation
2 212
fz —a }—c ’
¢ étant une constante, ou, en posant z =a’ + iy,

(& — @ + ¢ [@ -+ a)2 - y/%] = ¢,

laquelle, lorsqu’on suppose ¢ > a, est composée d'un seul oveole, lequel coupe "axe des abscisses

dans les points [+ Va?--¢2 0] et celui des ordonnées dans les points (0, Vet —at].
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Quand a varie depuis O jusqu'a %, et ¢? varie aussi de manitre qu’il soit toujours
a’+-¢*= R}, h} étant un nombre donné, que ne soit pas inférieur & 22%, les ovales résultants
coupent tous l’axe des abscisses dans les mémes points, ne se coupent pas en autres points
réels, et varient de maniére que celui qui correspondent & une déterminée valeur de a con-
tient & l'intérieur ceux qui correspondent & les valeurs supérieures de a; et tous ces ovales
sont placés & l'intérieur de la circonférence représentée par l'équation

/2 /2 3
2 +y*=h,

qui est 'ovale correspondant & a=0.

Cela posé, si « représente l'affixe d’un point de l'intérieur de Iovale suivant, qui cor-
respond & a=nh:

€y - | 22— R | =hi— I,
ce point est alors & I'intérieur de tous les ovales considérés, et on a donc
|t —a?| <hi—a® <M
D’un autre cdté, on trouve au moyen de 'expression
|22 —a? 2= (@2 + 22+ 202 (&2 + y'2) — 4at /2 + ab,
que la plus petite valeur que prend |22 —a?|, quand z décrit la circonférence
w2y = g2,
ol p > k4, coincide avec la plus petite valeur que prend
p*+ 2a%p% — 4a2m"2 + a2,

quand a2 varie depuis O jusqu'a p2, et est, par conséquent, égale & p? — a2
Nous avons done, pour tout point z de la circonférence considérée,

|22 —a?|>p2—a?> o2 — 2,
et par conséquent

x?2— a2

7
<

2ot
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En substituant maintenant @ par les nombres ai, ag, a3, ..., et en supposant
0* > h* ki,
on trouve les inégalités suivantes:

hy
< Pa_h-z

P—a? ot —al h?
1 1 2 <})§“___L}?<1’ N

<1,

2 —*—2—
' —al | 28— a3

au moyen desquelles on voit qu’alors on a

f (@) =1im 0 (z).

Nous avons donc le théoréme suivant:

Si la fonction f(x) est holomorphe dans le cercle de rayon égal & p, ayant son centre dans
Uorigine des coordonndes; st ay, as, asz, ... sont des nombres réels, compris entre —h et k,
deve a deux égaux et de signes contraires; et si @ représente UVaffice d'un point de Uintérieur
de Uovale de Cussini (C.), O (x) tend vers f(x), pour v =0, quand est

h>hV2, o> VR LI
Si, en particulier, @ est un nombre réel, compris entre —hV2 et h‘/g, et est p>hV§,

0 () tend vers f(x), quand v tend vers l'infini.
De ce qui précede et des inégalités

oz |22

la—z|S o~

' —al). . (F—a)
((zq——— a%;. .. ((22 —ay) s,

on tire encore les inégalités suivantes, lorsque = est réel:

My < % > My R
|
lR(w),<p—}w! Pa___h‘z <p—h,'(p“——-h*)”’

ot M représente un nombre égal ou supérieur & la plus grande valeur que prend [f(2)],
quand z déerit la circonférence de rayon p ayant le centre & l'origine des coordonnées, qui
ont les mémes usages que les inégalités analogues considérées dans le n.° 8.

11. Nous terminerons la premiére partie de ce travail en étendant la formule (2.), qui
a été le point de départ des recherches précedentes, aux fonctions qui admetent des pdles ou
des points singuliers essentiels, en nombre fini, & l'intérieur du contonr A.
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.y by ces points. On sait qu’il existe alors & développements respectivement

. . . s 1 1 1
ordonnés suivant les puissances entiéres et positives de ; ) ey —————) que
x—b' w«—bs x— by

Soient b{, 62, ..

nous designerons, suivant l'usage, par

1

1 1
Y A e R e

:B-—bx

tels que la fonction F («) définie par I'égalité
i=’;]£ G 1
F @) =f@)— L Gi(;=7)

est holomorphe dans I'aire considérée. Donc on peut lui appliquer la formule (2.), et il vient

F- 1o+ [ Ll G,

w Jy e—x)(z—a) (z—a)f. . . (z—ay)h
ot 1I (%) représente une fonction entitre de @, qui satisfait aux couditions

O(a) =F(a), I (a) =F (a), ..., O (@)=F(a)

.....................................................

II () =TF (@), IU(an)=F (an), ..., M (a,)=FM (a,),

ot F(a), ¥ (), ..., F'(ay), ' (a2), ... sont des nombres qui dépendent des valeurs que

prenent f(x) et ses dérivées dans les points ay, ag, ...
Mais on a, en posant P(x)= (@ —a1)”. . .(x— am)7‘,

] . 1
L e=wre “The—agre PTLY emare

et, & cause de l'égalité

( 1 AP AP AP
: >=(z—b5) (z——b,~)2T(.z—1>i)'“"_{~'''7

Z—bi

on a aussi

IG,- <z—éb—i>P(x)
A (z—x)P(2) dz=s

f A9 P () I
A=) by P

I'1t4s

i

RR
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Or dans cette formule il entre l'intégrale de la fraction rationnelle

1
(e—x) (z—b) (z—ap”. .. (z—— an)’

et il suffit qu’'on remarque que le dégré de son numérateur est égal & O et que celui de son
dénominateur est supérieur & 2 pour conclure, en employant un théoréme bien connu, suivant
lequel la somme de ses résidus par rapport & ses poles est égal & zéro, qu’est

dz _
Jr(z—2) G—=b) (z—a)?. . .(z—ay)*

?

et par conséquent

dz =0,

f ¢ (; ) P@

A (z—x) P (2)

Nous avons donce la formule suivante:

) i=k 1 1 J @ P (x)
@ =@ 56 () b g S o

qu’on voulait démontrer.




I1.

sur la convergence des formules d’interpolation
trigonomdotriques.

12, Soit f(z) une fonction holomorphe dans l'aire limitée par une courbe fermée A, et
supposons que cette courbe soit enfermée dans la bande comprise entre les droites paralleles

. ;1 1 : A
4 V'axe des ordonnées dont les abscisses sont égales & —5 T et 55 et qu’elle contienne &

Vintérieur les points d’affixe @z, a1, a2, ..., ap.
Alors la tonction o
(@) sin (@ -— ay) sin (& — a2). . .sin (2 — a,,)
sin (z—) sin (z— a1) sin (z — ag). . .sn (2 — @)

F(o=
a, dans laire considérée, les pdles a, a1, a2, ..., a,; et, en appliquant & l'intégrale

1
12.) R(w)=%LF(z)dz
le théoréme fondamental de la théorie des résidus, on trouve la formule
(13.) f (@)=Y (r)+ R (=),
olt

sin (x - - az)8in (@ — a3)...sn (x — a,)
sin (@4 — ag) sin (a1 — a3). .. sin (a1 — a,y,)

@)= £a)
gin (& — ai)sin ( — a3)...sin (x — a,)
sin (ag — a1) sin (a2 — as). . . sin (a2 — a,,)

+

(14.) f(as)

sin (w — ay) 8in (. — ag) .. .sin (@ — ay_y)
Sin (@, — @1) sin {@y, — ag) . . . 80 (@p —~ Ap—y)

S (@),
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et on voit que ¥ () satisfait aux conditions

(15.) Fa)=f(a), YW(a)=fla), ..., Yaw)=rf(an).

Nous venons de trouver ainsi une formule d’interpolation donnée par Hermife dans son
Cours &’ Analyse de U Ecole Polytechniquc (1873, p- 332) et une expression de son reste au
moyen d’une intégrale curviligne, que nous avons déja indiquée dans une note publiée dans
le Bulletin des sciences mathématiques (2.° série, t. XIv), au moyen de laquelle nous étudierons
sa convergence. Mais, avant de la faire, nous indiquerons une autre forme qu’on peut donner

4 l'expression de ¥ (x).
13. Chaqu'un des termes qui entrent dans le second membre de l'égalité (14.) est le

produit de m—1 facteurs de la forme p cosx+ ¢gsina; donc ¥ (x) est une fonetion homogéne
de sinx et cosx du dégré m—1, et elle peut &tre réduite 4 la forme suivante:

W () = Ly cos™* 2+ Ly cos™ 3. . .- [Ky cos” 2+ K3 cos™ 4 --...] sina.

En employant maintenant les formules connues:

(s [ s , 1 /s>
2‘“1c053w=cossm—§—<]>cos(s—?)x+(2> cos(s—4)m+...+§/1 Y,

\ 58
AY

si s est pair,

251 cogs o = cos s -~ $ cos(s—2ya -+ ’ cos(s —4)ax+...+ /o8 cos ,
1 2 (l(s—l‘)
2

8l s est impair, et les suivantes, qui résultent de dériver par rapport & = les antérieures,

/ N
2~tgcossdwsine =ssinse+ <i> (s—2)sin(s —2yaw+...+ 1 § )2sin2a:,
?"8———1
. 2 /
21 g cos1 x sin & = s sin sx -+ <i> (s—2)sin(s—2)ax-+.. .+( { >sinm,
'2‘(3_1)',
on trouve
(16 V() =Ayu_ycos(m—1)x-4+ A, _scos(m—3)x—+...-Ajcosax

+ By sin(m— 1)z + B, _3sin (m —3)x+...+ Bysine,
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si m est un nombre pair, et

(1) V(@)=A,_ycos(m—1)ax+ Ap_gcos (m—3)x-...+ A cos 2a4- Ao
' -+ By sin (m— 1)z -+ B,_gsin (m—3)ax+. . .4 Bo sin 2,
si m est un nombre impair.

Au moyen de Panalyse que précede ou démontre non seulement la possibilité de réduire
toujours " (x) aux formes précedentes mais on peut déterminer, en chaque cas particulier,
les coefficients Ag, Ay, Ag, ..., Bi, Ba, .... On peut aussi, la possibilité de cette réduction
étant établie, déterminer ces coefficients au moyen des équations

V(a) = fla), V(o) =fla), .., ¥(m)=F(a),
qui sont du premier dégré par rapport & ces quantités.

14. En passant maintenant & étudier la convergence, pour m= o, de la formule d’inter-
polation qu’on vient de considérer, que est le biit principal que nous avons en vue, nous re-
marquerons que les formules (12.) et (13.) font voir que la condition générale pour que ¥ (x)
tende vers f(x), pour m= oo, est que la plus grande valeur que prend

\ sin (¢ — ay) sin (z— a3). . .sin (& — ay,)
|sin (z— a1)sin (z— ag). . .sin (2 — ay,) |’

quand z décrit le contour A, tende vers zéro; et que, par conséquent, sont des conditions

suffisantes pour cette convergence qu'on ait, pour les mémes valeurs de z,

sin (@ — ay) | | sin (@ — ag) |
i i e L<e, e,
sin (2 — ay) | sin (z — a2) |

(18.)

¢ étant une quantité arbitraire inférieure & l'unité.

Les considérations qui précédent nous ménent & poser le probleme suivant: le contour A
et les points a1, ag, a3, ... étant donnés, déterminer 'ensemble des valeurs qu’on doit donner
4 « pour que YV (x) converge vers f(x), quand le nombre de ces points tend vers I'infini, ou,
au moins, une partie de cet ensemble; ou, réciproquement, étant donunées ces valeurs, déter-
miner A.

On ne peut pas resoudre ce probléme d’'une maniére générale, mais nous allons V'étudier
en quelques cas qui nous paraissent offrir quelque intérét.

15. Y¥n considérant prémiérement un cas qui nous conduit & employer les inégalités (18.),
soient ay, ag, as, ... des nombres réels compris entre —A et k et § une quantité qui sa-
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. ., & 1 * 7 '3 * :
tisfasse aux conditions 3A < j <z et considérons les ovales représentés par les équations

|sinz|=sinfB, |sinz|=sink, |sinz|=sin3k,

dont les centres coincident avec l'origine des coordonnées, lesquels nous désignerons par
L, L/, L, et 'ovale représenté par ’égquation

|sin(z—a)|=sin(|a |+ k),

dont le centre coincide avec le point d’affixe «, lequel nous désignerons par L,. Ces ovales
coupent l’axe des abscisses respectivement aux points

0, +0), ©,+4r), 0,43k, [0,at (a|+rR)],

L’ovale L, est tangent & 'ovale L/, et, en écrivant leurs équations sous la forme suivante,
en posant pour cela z=a'J-4y':

cos? 7y = sin® b 4 cos? o/,

cos?4y = sin? (| a |+ k) 4 cos? (&' — a),

on voit qu'ils n’ont pas d’autres points communs.

On voit de la méme maniere que 'ovale L, est tangent & l'ovale L” et que celui-la est &
I'intérieur de celuni-ci, quand le parameétre « est égal & + A.

Quand « varie depuis — & jusqud %, l'ovale L, varie, mais il ne coupe jamais L”, ni par
conséquent L, qui est extérieur & L”. Il reste donc & lintérieur de l'aire limitée par L
et L,

Nous avons done, en représentant par x l'affixe d’un point queleconque de l'aire limitée
par L/,

[sin (x— a)| <sin (|« |+ k) <sin 2h.
D’un autre cdté, I'ovale L et I'ovale représenté par I'équation
|sin(z—a)| =sin (B —|a|)
sont tangents et le deuxiéme est a 'intérieur du premier. Donc on a, pour tout point z de L,

|sin(z—a)| >sin(3—|a|)>sin(B—A).
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Nous avons done

gin (x — a) ’ sin 2 <1
sin (z — a) < S B—r

t

Comme cette inégalité est satisfaite quand on donne & « les valeurs ay, ug, a3, ..., on
peut énoncer le théoréme suivant: »
St la fonction f(2) est holomorphe dans Uaire limitée par Vovale L et a1, aa, a3, ... sont
des nombres compris entre —h et h, ¥ (x) tend vers f(x), pour m =, quand x est U'affice d’un

point quelcongue de Uaire limitée par Vovale 1/,

16. C(C’est dans le cas de fonctions périodiques que se présentent les plus intéressantes
applications de la doctrine du n.° 12. Nous allons nous en occuper maintenant.

Soit f(z) une fonction holomorphe dans la bande infinie comprise entre deux droites pa-
ralléles & 'axe des abscisses, Y =1 et Y =70, et supposons que cette fonction soit périodique
et que sa période soit égale & =, Supposons aussi que le nombre des quantités as,as, a3, .. ., apn
soit émpair et que A représente un rectangle formé par les deux droites précédentes et par

les droites, paralleles & 'axe des ordonnées, dont les équations sont X=—% et X=%».
On a alors
. ;Hz ;er ~»';i+il/ —-‘;‘-+u ~
R(m)_—_%[ f F (z) dz-+ f F (z) dz -+ f F () dz+ f F(z)dzJ,

T ki T T
i A o — gl
2-}-31 2—+—1l 2+Ll 2+ll

et aussi, & cause de la périodicité de la fonction F (2),

ki — i
f F (z) dz = f F(2)dz;
w . T i1
T)—-}-zl —§-+z
et par conséquent
T . T -
o il —-g“Hl

R(m)zﬁ%ljf F () dz -+ f F(z)dz].

w T
—_— i — il
2-}-1! 2—}-11
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On voit au moyen de cette formule que la condition pour que U (x) tende vers f(x), quand
m tend vers linfini, est que la plus grande valeur que prend

8in (o — aq) sin (22— ag). . . 8in (@ — ay,) |
sin (z — aq) sin (z — az2). . . sin (2 — @)

?

quand z décrit les cOtés du rectangle A paralléles & P'axe des abscisses, tende vers zéro, et
que sont des couditions suffisantes pour cette convergence qu’on ait, pour les mémes valeurs
de z,

sin (@ — aa)
sin (z — ag)

sin (@ — a4)

. S
sin (z — ay) ’ ’

’

¢ étant, comme antérieurement, une quantité arbitraire, inférieure & 1'unité.
Comme dans ce cas m est un nombre impair, ¥ () est déterminée par la formule (14.)
ou (17.).

17. Pour faire une premitre application de ces résultats, considérons la courbe définie
par ’équation

|sin(z—a)|=c,

et supposons qu'est ¢ > 1 ef que a est un nombre réel compris entre —éi et '7 Cette courbe

est alors composée de deux branches symétriquement placées par rapport & 'axe des abscisses
et elle a un nombre infini de points ot 'ordonnée est minimum, en valeur absolue, placés sur
les droites dont I’équation est

(20.) Y =+ log(c+Ve2—1).
. On a donc, pour toute valeur de x représenté par un point compris entre ces droites,
|sin(x—a)| <c.
Considérons aussi la courbe définie par 1’équation
[sin (s—a) | = §,

et soit > c. Cette courbe est placée au-dessus de l'antérieure et elle a un nombre infini de
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points ol la valeur absolue de I'ordonnée est maximum, placés sur les droites dont 1’équation est
(21.) Y=t log 3+VE+1).
On a done, pour toute valeur de z représentée par un point de ces droites,
|sin(z—a) | S B>c.

Il vient, par conséquent,

sin (x —a c
IT_(___)f<.__<1’
|sin(z—a)| B
et ensuite, en représentant par e, as, ... des nombres réels, compris entre -5 et 27
sin (z — ay ¢ sin (. — a c
—.(—"-‘2 < o .—(_—%‘)‘ < "“‘"
sin (z — ay) B sin (z — ag) B

Nous avons done le théoréme suivant:
Si la fonction f(z) est holomorphe dans la bande comprise entre les droites (21.) et

s . B T
ar, az, ..., ay sont des nombres réels, compris entre — 5 et —, ¥ (x) tend vers f(x), pour

2 2

m= o0, quand x repfésente Uaffice d'un point de la bande comprise entre les droites (20.).

18. En continuant I’étude du cas que nous venons de considérer et en supposant main-
tenant que x est réel, nous allons indiquer une propriété des coefficients qui entrent dans la
formule (17.), quil convient remarquer.

Soit M la plus grande valeur que prend |f(z)| quand z décrit les droites qui limitent la
bande ol cette fonction est holomorphe, et B la plus petite valeur que prend |sin(z—a)]

o . . . . T, by T
quand z déerit les mémes droites et = varie depuis — oy Jusquid o On a, en remarquant
que B est différente de zéro,

c

R@®)]| <-%l— (?>
De I'égalité

fx)=Y¥ @)+ R ()
ss
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et de l'inégalité précédente il résulte

T
2

ff(oc) cos kx dee = lim f‘l"(oc)coskocdm

o] 2

PO

2

x =
= lim | A,y f cos(m—Dyaxcoskadre+...+ Ay f cos kx dx

m =0 . x
2 y
T T

) 2 N

4+ B, f gin(m —1)x coskadr+...4 Bs f sin 22 cos kx dw. |,

T T )

-7 7

olt k représente un quelconque des nombres pairs m—1, m—3, ..., 2, O,
Mais on a, en représentant par & un quelconque de ces mémes nombres,

T " T T
B 2 E) 2
N _ n & _ 27, _T s 2 =T
fcoskoccoskocdm 0, fcos]cmsm]mdm 0, fcos ka dx 5 fsm ka da 5
- -3 - 5
Done
. 7
Jim Ao f Ferde
T
2
s
9 2
lim Ay = ff(a:) cos ka du, (> 0).

2

On trouve de la méme maniére, en partant de I'égalité

x T
'?' B

[ 7@ sinke do— lim f ¥ () sin ke dee,
x m==aoc .

] )
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'égalité suivante:

(e

2
lim B, = % f f{w) sin ke dae.

M=

2

19. 1l est facile de voir que tout ce que nous venons de dire & 'égard du cas ol la fon.
ction f (2) a la periode = a aussi lieu quand cette fonction satisfait & la condition f(z+4=)=—f(2).
Mais alors il faut que le nombre m soit pair, pour que la fonction F (z) ait encore la période w;
et, par conséquent, la fonction ¥ (x) est donnée par la formule (16.).

20. Nous avons supposé, dans tout ce qui préceéde, qu'on choisissait d’une maniére ar-
p ? ?
bitraire les nombres a1, ag, a3, ... Nous allons maintenant considérer quelques nombres par-
ticuliers qui conduisent & des conséquences remarquables.
Supposons premiérement que la fonction f(z) admette la période =, que l’axe des abscisses
P 5
soit & I'intérieur de la bande infinie, limitée par deux droites qui lui sont paralléles, dans la-
quelle elle est holomorphe, et que & «y, ag, a3, ... on donne les valeurs

S 3 br m—2Dr ax
2n  2n°  2n’ 777 2n 7 Zn’
(22.) - ,
d 3 b= (n—2)x
L 207 207 207 7777 2n

n étant un nombre impair.
On voit alors, au moyen de la formule (B.) (n.® 6) qu’est

sin (x —ay) sin (x — @ag). . .sin (x —a,)  cosnx
sin (z — a4) sin (z — ag). . sin (z —ay) cosnz’

et, par conséquent,

1 f(xcosnxe de.

2¢x ], sin(z —x)cosnz

(23.) R (@)=

Il en résulte que la condition pour que ¥ (x) tende vers f(x), quand n tend vers I'infini,

icos na

est que la plus grande valeur que prend | Cos !, quand z déerit les droites qui limitent la

bande considérée, tende vers zéro.

*
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Or, en posant z=2a'--¢y/, on trouve l'identité

ey - g—ny \ 2 . ey — g~y \ 2
| cos nz |2 = cos? na' < - + sin% na/ )

2 2

au moyen de laquelle on voit, en posant premitrement 3’ = -+ et en appliquant ensuite la
méthode des maxima et minima, que la plus petite valeur que prend |cosnz |, quand z décrit
les droites y' =—1 et y =1, est égale &

e . gl
2

et qu’elle tend, par conséquent, pour l'infini, quand n = co.
D’un autre coté, en posant ==« 1B et en ayant égard & I'identité

g mB o\ 2 ng__ —nB\2
e?4-e . € —e
| cos na [* = cos? nu <——+ > + sin? na ( —,

2 2
on trouve
9 n B\ 2 " B\ 2
cos nx |~ 5 e3+e 8 L, B
oS nzlt < cos m( o) hsintaa | )
quand z représente un point quelconque des droites i =1 et 3/ =—1.

Mais on a, quand |B|</,

N S T e
lim ——— =0, lim ——=
n—w €F—€ nm=ox € —e€ "

cos na - .
- , quand z décrit les droites
z

On conclut done que la plus grande valeur que prend

y =—1 et y =1, tend vers zéro, quand n= oo, si le point d’affixe « est 4 l'intérieur de la
bande limitée par ces droites.

Nous avons done le théoréme suivant: _

St la fonction f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre deux droites, paralleles a
Vaxe des abscisses et équidistantes de cet axe, et est périodique, sa période étant égale 4 =, la
fonction ¥ (x), qu’on obtient en donnant en (14.) ou (17.) @ a1, as, ... les valeurs (22.), tend
vers f(x), quand n tend vers infini, si x représente un point quelcongue de Uintérieur de la
bande considérée.
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21. La fonction ¥ (x) prend, dans le cas qu’on vient de considérer, deux formes simples
qwon pouvait déduire des formules (14.) et (17.), mais qu’on obtient d’'une maniére plus facile
en partant directement de Pintégrale (23.), en lul appliquant le théoréme fondamental de la
théorie des résidus.

En effet, en représentant par a un quelconque des nombres (22.) et par R le résidu de
la fonetion

f (=) cos nx

sin (z — ) cos nz

F(5)=

par rapport & son pble a, on trouve

R — lim hf (a+ k) cos nx f(a) cos ne
hl o sin(a@-+h—x) cos n(a—}—h) " asin(a —a)sinna’
et par conséquent
__ cosmx g f{a)
V@)= n sinna sin (x — a)’
ou
) e COSNT _ Jf(a)
(24.) W (x) sin na —= o)’
ol a représente les nombres
2n+ 1w n—1 2n4 1= n—3
'(“““Q—n‘)_a <TI=O7 L ... 3 >’__(712n <‘Q=O7 L 7—2—‘>

Ayant obtenu ainsi la premiére expression de ¥ (x) démandée, nous allons en déduire la
seconde.
, . cOS B
Posons, pour cela, dans 'expression -—-

i —a) qui entre dans la formule qu’on vient de
trouver, €2 =¢ et ¢¢= L. On trouve

COs NX . 2n 1
= A +

sin (z — a) 22— \2

4 2n
p\t“—i + A3 gn—3 +. .+ A2n—3 3—n + A2n—1 tl—n] -+ I 2\_2_::%;7;,,

et, par conséquent,

Cos nx

_ i[(n—1)x+ta] i [(n—3) x+3a] i [(3—n) x4 (2r~-3} a] i [(1—n}xt (2n—1)a]
sm(oc—a) e e Teeere Te Ik
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ou, & cause de l'identité et = gt@n+0im — 1,
LMY 9 [siu (n—1) 2-t)+-sin (n—3) --3a) ...+ sin (-t (n—2) @) - — sin na]
sin (x — a) ' e 2 :

On a done la formule

W () = —72; Ysinna {sin (n-—-1)a+4a)+sin((n—3)x+3a)+...+sin(Ze-+(n—2)a)+ Sna f (o),
ou

o5 V@)=A,qcos(n—1a+A, scos(n—3)x{...--Ascos 2w - Ap

(2.) 4+ B, ysin(n— 1B, 3sin (n-—3)x+. ..+ Basin 2,

. . .
ou 7 est impair, et

1
A0=Tn-—2f(a),
A= —?{ Ysinnaf(«) sin (n—k) a = —X f (a) cos ka, (k>0

() sin ka.

CAECEE RS

B, = o Ysinna f(a)cos(n —k)a=

Ces formules donnent immédiatement les propriétés suivantes des constantes A; et By:

™

n=00

2
lim A0=% f f () de,

2

T

2
lim Ak=—2: ff(oc)coskwdoc,
f==00 ™ _

2

9

lim Bk————?- ff(oc) sin ke de,

n=00

| 2

®

2
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qui coincident avec celles qu'on a données dans le n.° 18 pour le cas out ai, ag, a3, ... repré-

. . s =
sentent des nombres arbitraires, compris entre —g et OR
22. Soit @ une quantité réelle et My et My les plus grandes valeurs que prend |f(z) |,

quand z décrit les droites qui limitent la bande dans laquelle f(z) est holomorphe. En remar-
quant que les plus petites valeurs qu’alors prenent |sin(z—ua)| et | cosnz| sont égales &

el . e—l enl _ e-—nl
2 ? 2 ?

on trouve l'inégalité

2 (My - Ma) | cos na |
(el . e—l) (e"l — g—nl) ?

IR(@)| <

qui donne un limite supérieur de l'erreur qui resulte de prendre la fonction ¥ (x), correspon-
dante & une valeur de n donnée, pour valeur approchée de la fonction f(x).
e cette inégalité on tire encore la suivante:
De cette inégalité on t 1 t

2(Mi+Ms)

(e‘ __ e—l) (e"l— e""l) ?

[R@)[<

qui est indépendante de x, et qui peut &étre employée pour démontrer que, si « et 3 repré-
sentent deux nombres réels, on a

pf(ac)dac: lim IB‘I’(m)dac,

n==00

et que l'erreur qui résulte de prendre fﬁ V¥ (x) d pour valeur de f@f(:v) dz est inférieur a
a o

2(Mi+M,) | B—af

(el — e—l) (e"‘ _ e—nl) ¢

Comme 'inégalité

2 (M -+ M) | 3 — |

(Gl —_ e—l) (enl — e—nl)

<?

donne

My Mo

2nl { —
e”-—1>206", U_’@i:m’
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ou

et >v4 Vol L1
on peut déterminer an moyen de l'inégalité

. log (v =+ Vv2+1) M+ M.

l T (d—ehd?

la plus petite valeur qu'on doit donner & n pour que Uerreur qui résulte de prendre ¥ (x)
pour valeur de f(x) soit inférieur & 3.

23. Pour faire maintenant une application de la doctrine considérée dans le n.® 19, sup-
posons que la fonction f(x) satisfasse & la condition f(x+7)=—f(x) et que soit encore ho-
lomorphe dans la bande comprise entre les droites y=—1 et y =1, et supposons aussi qu’on
donne & ay, a2, a3, ... les valeurs

2n+1) % n—2
(26.) + @it ;o 1=0,1,2, ..., —5=,

- 2n

et que n soit pair.
Au moyen de la formuge (A) du n.° 6 on voit qu’est encore

R (x) = f Fdem | L B8,

Jasin(z— @) cos Nz

et que F (2) est périodique, et que sa période est égale & =. On en conclut que le théoréme
démontré dans le n.° 20 a encore lieu ainsi que la formule (24.).
Mais on doit substituer & la formule (25.) la snivante:

V(x)=A,ycos(n—1)z+A_scos(n—3)x+ ...+ Ajcosa
+ B, usin(n—1)x+ B, 3sin (n—3)x. ..+ By sin w.

Les coefficients A; et B, de cette formule sont donnés par les mémes rélations que dans
le cas antérieur en y substituant « par les valeurs (26.).

24. Nous indiquerons encore un autre systéme de valeurs de a4, a2, a3, ... qui, quand
la fonction f(x) admet la période =, ménent & des résultats convergents. C'est le suivant:

nr 1 N
a=-—— l»'i':o) 1,42, .. i?(n——-l) )

n étant un nombre ‘mpair.
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En appliquant le théoréme fondamental de la théorie des résidus & l'intégrale

f(z)sinnx

o Sin (z — ) sin nz

f(2) sinne

et en ayant égard & que le résidu de la fonction —"—————
sin (z — x) sin nz

est donné par la formule

R — lim hf (@ h) sin nx . f(a)sinnx

h—o 8in(@a+h—x)sinn(a-+ k) msin(a—x)cosna’

on trouve alors

f@)=Y¥()+R (@),

olt
1 f(2)sinna dz
R (@)= 2n 4 Sin(z—a) sin ng’
: ooy SI0RE G O
(26.) V@) n =1 sin (@ — a)’

et on voit au moyen de cette expression de R () que W (x) tend vers f(x), pour n= oo, si
la fonction f(x) est holomorphe dans la bande limitée par deux droites paralleles & l'axe des
abscisses, équidistantes de cet axe, et @ est I'affixe d'un point de son intérieur.

Comme on a, en posant, comme au n.° 21, e¥=t¢, ¢t =,

sin na

2n 1 . u ” + 1
—_— = Atl—n 5 = a1 + A3 pn—3 + + A2n—3 t3 2 + A2 g —n + Z)\f‘_”
sin (z — a) 12—

Y
et par conséquent

_SMRE _ gilteta] - gil—3at3d | | @ilB—net@i3)a] L gilt—njat-@e—t)]
sin (x — a) : ?

ou, & cause de l'identité A" = 0 = 20T = 1,

sin nx

e 2 [cos [(@—1) &+ a]tcos[(n—38)x+3a]+...4cos[2z J—(n—-?)a]—f— (— 1)4
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on peut réduire expression de W (x) & la forme suivante:

‘F(oc)=7—212(—1)7i§c0s[(n—l)m—{—a]—{—cos[(n—3)m—|—3a]—|—. . .—%—cos[?m—}—(n——?)a]—{—(_g)n fla),

ou

Vr)=A,ycos(n—1)x4 A, 3cos(n—3)e+...+ Agcos 2z + Ag
+ Biysin(n—1) &+ B,_3sin (n—3)x+. ..+ Be sin 2,

1
A= n Zf(a)v

A= % E(—1)1f(a)cos(n —k)a= % Zf(a) cos ka, k>0)
2 ) . 2 .
B, = - Y(—1)Y f(a)ysin(n—k)a= - 2 f(a) sin ka.

25. Si la fonction f(x) satisfait & la condition f(w-+=)=—f(x) et on donne &

ag, as, az, ... les valeurs

‘/“7{

, n=0,+1,+2, ..., + <—n——1>, -_—1)—71,

a =
n

ol n est un_nombre patr, on trouve, comme dans le cas antérieur, que la fonction ¥ (x), dé-

finie par la formule (26.), tend vers f(x), quand n=o0, si la fonction f(x) est holomorphe

dans la bande considérée dans le n. antérienr et @ représente un point de son intérieur.
L’expression de ' («) peut &tre réduite alors a la forme

¥ (x) :—721—2(— 1)1} cos [(n—1)x -+ a]+cos[(n—3)x+3a]+. ..+ cos e+ (n—1)a]{f(a),

ou

Vx,=A,_jcos(n—Dae+A,_ycos(n—3)x+...+ Aicosa
+Bysin(n—Dx+B,3sin(n—3)x+...+Brsina,

A= —2-}] (—1)if(a)ycos (n—k)a= %Ef(a) cos ka,

n

B = %E (— D% f(a)sin (n—k)a= %Ef(a) sin ka.
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26. L’intégrale

1 f(®)sin % (x—ay). . .sin%(w— )
(27.) Ri(a)=—— dz
2T N S.nl . 1 o @)
R sm§(a—w) 1 —2—(2—0{1)... 1n7(& "

conduit 4 des résultats analogues & ceux qu’on a obtenu au moyen de P'intégrale considérée
dans le n.° 12,

On trouve, en premier lieu, en supposant que A représente une courbe fermée, placée
4 l'intérieur de la bande comprise entre les droites X =—= et X =, et que a1, ag, a3, . ..
soient les affixes de des points donnés, placés & l'intérieur de l'aire qu’elle limite:

Sy =¥y ()4 —;“ Ry (@),
ol

sin%(w ——ag)sin—;—(w —aa)...sini(w — )

Vi () = 2 Fa)

.1 . 1
sin 5] (a; — ag) sin o (ar —ag). . .sin P (a1 — ay)
s T S T
1 1
sin— (z —ay)sin—(z —az)...sin »‘1— (® —an_y)
2 2
1

El
+ 1 1 f (Ctm))

sin 5 (am— a1) sin 5> (d—ag). . .sin > (ty — Apet)

ou, en procédant comme dans le n.° 13,

. 1
Uy () = Ay cos—Q—(m—J)w—{—Am_g cosé—(nz—3)+. . .—%Alcos%w

+ By sin é— (m—1)ax-+ B,_3sin % (m—3)—+...+ Bisin _;, x,

si m est un nombre pair, et

Wi ()= An_s cos—;—(m— Dt A, cos% (m—3)+...4 Ag

4 Bp—s sin % (m-—1)z+ B,z sin %(m— 3)+...--Bisine,
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si m est fmpair; et on voit que Wy (x) satisfait aux conditions

Vi (@)=F(a), Wi(a)=Ff(az), ...y Wilan)=f(an).

Nous avons ainsi une formule d'interpolation considérée par Gauss (Werke, t. 11, p. 281)
ot une expression du reste au moyen d’'une intégrale curviligne, laquelle fait voir qu’est con-
dition pour que Wy (x) tende vers f(x), pour m= o, que la plus grande valeur que prend

Yexpression
’ sini(w—al)sin—l—(w—ag). ..sin L (o — ap)
. 2 2 2
@8) — ’ ,
| sin~2~(z—— ai) sin—2« (z—a2).. .sin-2—(z— ) ¢

quand z déerit le contour A, tende vers zéro, et que sont des conditions suffisantes pour cette
convergence qu’on alt, pour les mémes valeurs de z,

.1 .1
sm—2—(w——a|)1 sm;(w——ag)
<e

(29 <& e,
8in - (2 — ay)

2 2

! sin = (z — ag)

= étant une constante arbitraire, inférieure & l'unité.

27. Supposons que la fonetion f(x) soit périodique, sa période étant égale & 2=, et qu’elle
soit holomorphe dans une bande infinie comprise entre deux droites paralléles & I'axe des
abscisses. On voit alors, comme dans le n.° 16, que dans ce cas la condition pour que ¥y (x)
tende vers f(x), pour m= oo, est que la plus grande valeur que prend Pexpression (28.),
quand z déerit ces droites, tende vers zéro, et que sont des conditions suffisantes pour cette
convergence que les inégalités (29.) soient satisfaites par les valeurs que alors prend =

On voit aussi, en procédant comme dans le n.° 17 et en remarquant que l'équation

sin

9 (z——a)‘l=c

représente, quand ¢>1, une courbe composée de deux branches infinies, symétriquemert
placées par rapport & I'axe des abscisses, ayant un nombre infini de points olt 'ordonnée est
minimum, en valenr absolue, placés sur les droites représentées par 1'équation

¢30.) Y=+ 2log(c+ Vec2—1),
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et que la courbe analogue représentée par l’équation

=B7

sin % (z—a)

ot f>¢>1, a un nombre infini de points olt 'ordonnée est maximum, en valeur absolue,
placés sur les droites dont I’équation est

(31.) Y=+ 2log (84 VB +1),

le théoréme suivant:

8i la fonction f(a) est holomorphe dans la bande limitée par les drottes (31.) et est pério-
dique, la période étunt égale @ 2x; et st ay, az, a3, ... sont des nombres réels, compris entre
—x et m, et  est Uaffixe d'un point de Uintérieur de la bande limitée par les droites (30.), on a

Tim ¥ @) =£ 2)-

On démontre aussi, comme dans le n.° 18, 'inégalité
. M < ¢ >m
|R@)|<g; 7)o

ot M représente la plus grande valeur que prend |f(2)}, quand z décrit les droites qui limitent
la bande ot la fonction est holomorphe, et By la plus petite valeur que prend {sin-%— (z—ax)l,
t

quand z décrit les mémes droites, et ensuite les formules

~ ™
f f(w)cos-;—kwdw= lim f W4(w)c0s%kwdx,

p— —x

* s
.1 . . .1
— == ( — .
f f (x) sin 5 ka doc "lbx;nwf ¥ (@) sin 5 ke dae

p— —%
Au moyen de ces formules et des rélations

x T -

k K N 4 .k K
fcosgaccos—z—wdx%f 51n§—msxn§wdm=fsm—2—:z:cos§wdw=(),

—_T —_— —_T

A

®

cosgkwdm= f sin2—k—mdw=7c,

2 2

—% —_T
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ou les entiers k et &’ sont l'un et I'autre pairs ou 'un et 'autre impairs, on voit que les coeffi-
cients de ¥y () ont, dans le cas considéré, les propriétés exprimées par les rélations suivantes:

m= o

. 1 .
lim Ap— - f f(x) de,
—_

lim Ak=—i—ff(cc\)coskwdcc, (k> 0)
22 00 4 i

™
lim B, = ',.L f f () sin ke dec.

-_T
28. Supposons maintenant qu’on donne & ai, as, a3, ... les valeurs
(32.) a=T5 (=ELE2, ka1,

n

et que les équations des droites qui limitent la bande dans laquelle f(x) est holomorphe sont
Y=—1let Y=1I.

On voit alors, au moyen de la formule

n aner [ | .
sin ne = 221 1T sin%< - > 11 sinl <€‘z£+m>’

M e=A Z n =0 2

que l'intégrale (27.) se réduit alors 4 la forme

f (#) sin na sin % z
Ry (x)= dz;

?

2im . N S
sin - (z— ) sin -« sin nz

A 2

et, en appliquant directement & cette intégrale le théoréme fondamental de la théorie des ré-
sidus, en prenant pour contour A de I'intégration le rectangle formé par les droites Y =—1,
Y=, X=—n+3, X=x+3, ¥ étant une quantité positive assez petite pour que le point

p—1m . s . .
————— 801t & son interieur, et en remarquant que le résidu de la fonction

f(z) sin nx sin —12— 2

.1 . .
sin — (2 — ) sin -~ x sinnz

2 2
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par rapport & a est égal &

f(a-A)sin nx sin é~ (a-h)

lim i i ,
hzosin—2—(a+h—w) sin?wsinn(a—{— h)

ou
£ .1
(a)sm?a
i L a—x) inlmosna,
7 8in 2( sin —-a ¢
on frouve
" 1
F@)="1@)+ 5 Ri (@),
ol

sin nax sin - @
¥ (@) = - B (= e £ (@),
2n sin 5 x sin 5 (x— a)

Or, on voit, comme dans le n.® 20, premiérement que la plus grande valeur que prend
{sinnz| quand z décrit les ¢tés du rectangle considéré, paralléles & 'axe des abscisses, est
enl - el

2
mémes droites, tend vers zéro, pour n = . Donc on peut énoncer le théoréme suivant:

Si la fonction f(x) admet la pertode 27 et est holomorphe dans la bande infinie comprise
entre deux drottes paralleles & Uaxe des abscisses, équidistantes de cet axe, et st x est Uafffice

sin nx

, quand z décrit les

égale 4 , et ensuite que la plus grande valeur que prend

sin nz

d’un point de Uintérieur de cette bande, on a
lim ' (@) — £ &),
=

quand « représente les nombres (32.).

29. On peut donner & l'expression de Wy (x) une autre forme, qu'il convient remar-

quer.
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Considérons I’expression

sin nx
¢ (CC) = 1 )

sln?(w——a)sm ?cc

1, 1.
=T - i .
dans laquelle nous poserons e? =¢, e? =\

Il vient

(t&rn — 1) $2—2n

@ (x) = 20 Wﬁ

ou

© (w) = Q7\2—2n [t&n—k - (1 - )\2) ghn—6 - (1 - A2 -+ )\4) {in—8

R ) e I I i L UR Iy L

et, par conséquent,

R U R G w1
o (x)=2{ _)Ltﬂ“ “—}—7\)?_1 2(n 2)—}—7\.)\2_1—152(" 3’—!—...—%—7\?—_]—
')\4-7»-—4__] '}&1:——2__1

—2n—1) |,

R A R

M1 —1

1.
Mais on trouve, en substituant A par e?2 et en ayant égard & lidentité e¥"i¢= 1,

T R VR o SN
M-l sinia, M—1 sinia, ‘, A2—1 sinaa,
2 9 5
Wen—6__ 1 —iza s1n 2 a Nn—b ___ 1 o sin a M2 __ 1 m%m
N1 T € Sin—_‘; 21 = — N 1 a, T —_——
2 2
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Donc
sine " q in ™
9 . n—A{ 5y 1 X
'?(90)= et[n 490-}'2 :|+ sin @ z[(n—ﬂ)ﬁ“a]_}_“._}_ 2 L z[m-}__Q_. :|+__ 6?’““
sm~2—a sin—2—a singa
sin n—1 a
: . 1
B R Ty ﬂlli T E ey
S o= a sin - @
et, par conséquent,
8in sin - @
¢(x)=—41 sin [(n— Dae+ 4 aJ + —1 sin[(n—2)x+a]+ —i sin [(n_g)w+ }
sin 5 a sin - a
sm—(’n~1)a a1 . sinQnT;a
a2 o 1
+. i Sinia s1n[x—{—___2 .a:l+2 Sinia
2 2

On en conclut qu’on peut donner & 'expression de ¥y (x) la forme suivante:

v, (m):—-—%z(—l)ngs'in%asin [(n——l)w—}—é—a:l—{—sinasin[(n—-?)w—}—a]

—}—sin%asin[(n———S)w—{—g—aJ—{— —}—smi(n-—l)asm[ +n;1a:l_{_ 22§f(“)>

ou

Wy (w)=Apqycos(n—1)x+A,_gcos(n—2)ax+...+Ajcosa+ Ag
+B,ysin(n—1 a4+ B, 9sin(n—2)x+...+ B sinz,
olt
A== B (— 1 f(@sin? = 3 £ (a),

2ie)
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Y représentant une somme qui se rapporte aux valeurs impaires de 7, et

Apm— 28 (— 11 () sin? 2K 0 I @+ - B (@ cuska,
B.=—— % b (_ l)’lf(a) sin (n—k) a == %Ef(a) sin ka.

En se basant sur la notion d’intégrale définie comme limite d’wne somme d’éléments
infiniment petits, il est facile de démontrer les propriétés suivantes des constantes gu’on vient

d’écrire:

n=uo

lim Ao=2—17tff(ac)dac,

lim Ap— — f f (@) cos ke d, (I > 0)

p—

nN—=—w

T
lim By = —i— f f () sin ka da.

30. Dang le cas particulier olt f(x) satisfait & la condition
{a formule antérieure se réduit & la suivante:
Wy ley=B,ysin(n—1)a+B,_gsin(n—2)x+.. .4 By sinw,
et les valeurs des constantes sont données par la formule
B,= % 2 f(a)sin ka,

en y posant

n~ o \
a=-- (n=142,3, ..., 2—1).

‘e résultat coincide avec celui qui a été obtenu par Lagrange, dans ses Kecherches sur lu
nature et la propagation du son, au moyen de I'élimination des constantes By, Ba, B, ...
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entre les équations

n/ n

s R
‘h(‘;) =f<‘>, (n=1,2,8,...,n—1).
31. Supposons maintenant qu'on donne & ay, a2, a3, ... les valeurs
ay=0, a=-+——~+, (r=0,1,2, ...,0n—1).

et que la fonction f(x) soit encore périodique, sa période étant égale & 27, et que soit holo-
morphe dans la bande comprise entre deux droites paralleles & I'axe des abscisses, équidis-
tantes de cet axe. Alors Vintégrale

f(2) cos na sin 1 @
1 2
Rl (w) = T — dz

sin 0l (z—a)sin -z cos nz

2

A

conduit & des résultats analogues & ceux qu’on vient d’obtenir dans les numeros préce-
dents.
Ainsi 1 vient premiérement

£ @) =¥ @)+ 5 R @,
olt

1
f(a) cos na sin -

2

3

. 1.
¥y (&) = f(0) cos ne + §Esmna T
nsin 5 (a—x)sin—+«a

2

et on voit qu’est

f )= lim ¥y (@),

n=cw

quand & représente l'affixe d'un point de Vintérieur de la bande dans aquelle f(z) est ho-
lomorphe.
On peut voir ensuite, an moyen de 1’égalité

7

. 1 . ; :
~ CcOoS nx =9 ; Sann_EA)w_}_%a}—{—mn{(n—%)oc{——;—a}—fﬂ .. sin

.1
sin- (a—wx)

x  2n—1 ]
?+T“{§

*
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qu’on obtient par la méme méthode qui fut employée au n.° 21 pour démontrer une formule
analogue, et au moyen de l'identité

qu'on a

.1
COS 1 8in — @

—_— =cos[(n——1)oc—l~i aJ—{—cos[(n——?)w—{—Tg«aJ—l—. . .—I—cos2—n_—1 a
.1 2 2 2
sm—2—(a——x)

_% cos[nw—f——%- a]—l—cos[(n—l)sc—l—% aJ—I—. ..—I—cos[gg_l, 2n—1 J(,

R
et que, par conséquent, ¥y (x) peut étre réduite & la forme

¥y (x) =A,cosne -+ As_ycos(n—1)x+...+ Ajcose+ Ao
-+ By sin nae |- B,y sin (n — 1) -. . .- By sin ,

1
A= 2/ (a),
1. . 1
Ak=7{2‘smnaf(a) sm(n—-k)a:?Zf(a)coska, O<k<n)
1. 1 .
Bk=Wﬁsmnaf(a)cos(n——k)a:~;2f(a) sin ka, (k< m)
A, =S Ly afacti—a
n=f( )—%_,smn (a) co 9 4

B,= 2—172- Y sinna f(a).

32. Les résultats donnés dans les n.% 16 & 25 peuvent étre étendus au cas ou la fon-
ction f () satisfait & une des conditions f(x -+ w)=f(x) ou f(x -+ w)=—f(x). On peut, pour
cela, partir de I'intégrale

. T . =
1 f(z)sin - (—ay). . -8 — (x— ay)

— dz
2im

. ® I . T
—(z— —(z—at)...sin—(z—a
R sin — (g — ) sin . (z—ay) in — ( -
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et appliquer les méthodes employées dans ces numeros-l4, ou appliquer les théorémes y

obtenus & la fonction f <—$i>, qui satisfait alors & la condition

S =2 (),

T

. X . . . . . : .4
ot poser ensuite m=Tw. Si 'on suit cette voie, il faut chercher le point du plan qui repré-
sente «, quand on donne celui qui représente X, et le contour Ay que déerit le point z, défini

'/ .
par I’égalité —7:)— ==z, quand Z décrit le rectangle A. En posant, pour cela,

o=03(cos8--isinB), X=R(cos® --isin®), a=r(cost-|7sin1),
on trouve

r=-—, t=8-+6,

et on en conclut: 1.° que, si les coordonnées polaires du point X sont égales & R et 0, celles

BR

du point  sont égales & — et 84 6'; 2.° qu'aux points de 'axe des abscisses compris entre

—x et © correspondent les points de la droite (que nous représenterons par D) qui passe par
Porigine des coordonnée et fait un angle égal &4 Pargument de w avec 'axe des abscisses,
compris entre — o et w; 3.° que les droites paralléles a axe des abscisses menées par les
points (0, £ {) se transforment dans les paralleles & I dont la distance & cette droite est

&

T

7

égale &4

; 4.° que les droites paralleles & laxe des ordonnées menées par les points

(£ =,0) se transforment dans les perpendiculaires & D qui passent par les points d’affixes
—w et o.

On trouve de cette maniére les résultats suivants:

1.° Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande limitée par deux droites paralléles
4 D, et  represente un point de son intérieur et ¥ () la fonction

. 0w . 0w .0
sin— (@ —ag)sin— (@ —ag)...sin — (& —a
1 o (x ag) si = (2 as). . .sl o { )

Y@= — = Sa)
sin -~ (ay — ag) sin - (@1 —a3). ..sin - (4 — ay)
R R R e e e
sin—n—(w —-m)sin—ﬂ—(ac —ag)...sin z (® — am—t)
[0 L)) w .
+ f(am),

. T . T . T
sz (ap— a1) sin - (am—ag). . .sin —(‘; (O — g
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on a

lim W () = f (x),

quand la plus grande valeur que prend

. T LT |
smg(w—ai). ..smg(w——am)‘

E

. T 3 x
imn_(%(z—ai)...SIHK(Z—‘Gm)l

dans les droites qui limitent la bande, tend vers zéro, pour m==cc. Nous supposons que
‘ay, ag, a3, ... sont représentés par des points de l'intérieur du rectangle Ay, dans lequel se
transforme A,

L’expression de ¥ (x) peut étre réduite & la forme

V(@)= An—y cos(m—l)EjLAm_g cos (m—~3)E A Ay cos-ﬁ-f—
) (O]

ke

4 By sin (m— 1) =% 4+ B,,_g sin (m — 3) ~= . . .- By sin —,
(O} [3)

o
ol m est pair, si est f(z+ w) =—f(x); ou

x4

W (@) = Apet 08 (m—1) = -+ Ay cos (m— 3)2:? o Ao
3]

e O

~+...+Basin—,
o

T

+ B,y sin (m — 1) -+ B3 sin (m— 3)

[O)] w

ol m est Impair, si x4+ o)=f(x).
2.° 8i, en particulier, f(#) est holomorphe dans la bande limitée par deux paralleles & D,

. . . - . ! SCRTRES .

dont la distance & cette droite soit supérieure & —TQ log (c+$/c*—§— 1), ¢ étant un nombre quel-
conque plus grand que l'unité, et si = représente laffixe d’un point de l'intérieur de la
bande limitée par deux paralleles & D, dont la distance & la méme droite soit égale &
4 T

?Blog(c—'rt/cz—{—l), ¥ (x) tend vers f (), pour m= co.

3.9 S8i la fonction f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre deux droites paral-
leles & D et équidistantes de cette droite, et si @ représente I'affixe d’un point de Vintérieur
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de la bande, la fonction définie par I'égalité

¥ () = — ——> vsin@_fEL
no ® sin = (x ,
sin = (z—a)
ol n est un nombre impair et
2n+1) o n—1
a=( ‘2n')_—a n=0,1,2, ..., 9
@2r+ Do . n—3
= ‘272'2“—) =0, 1, 2, ’ 9
quand f(z-+ o)=Ff(x), et ou n est un nombre pair et
21+ 1Do n—2
a=t( ‘271_)_—’ n=0,1,2, ..., 9

quand f(x -+ o) = —f(x), tend vers f(x), pour m= on.
Dans le premier cas on peut encore écrire

Y (@)= A,_ycos(n—1) m

' +A,_scos(n—3) Ef—%—. .- Ap
[O] [O]

4+ By_y sin (n— 1) 5§+Bn_3 sin (n_3)l’f 4vvobBasin2 22
[{ 0. [O]

et dans le second

YV @y=A, ycos(n—1) E—%—A,,_g cos (n—3)t—w+.. Ay cos =%
w w w
4 B,y sin (n —1) =2 L B,y sin (n — 3) ~2 +. ..+ By sin —~,
w w w
ol

Ao= -2 (@),

2o . nrg . e 2 .7
Ay = 725111 —w—f(a) sin (n—lc)z =—n—2f(a) coskw, (k>0

2 . nTa Ta 2 . ra
Bk-_—_—;l—Zsm Tf(a) cos (n——k):=—n—2f(a) smkw.
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4.° On transforme de la méme maniére les formules considérées dans le n.° 24.

83. La doctrine exposée dans les n.°® 26 & 31 peut étre étendue de la méme maniére
au cas ol la periode de la fonction f(x) est égale & w. On doit poser alors w:z—m et consi-
dérer la fonction f =2 qui admet la période 2x. Des résultats auxquels on arrive de cette

2n /?

maniére nous indiquerons seulement les suivants.

1.° Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre deux droites, paral-
leles & la droite antérieurement représentée par D et équidistantes de cette droite, et si x
est Paffixe d’'un point de I'intérieur de cette bande, la fonction définie par I’égalité

. 2nmx . Ta
sin : sin-—
Wy (@) = —— = E (— ) ———2— f(a),
. T LT,
2 sin — sin — (& — a)
[0)] o
olt
o
-‘Q‘Zv n==x1,%2, ..., £ (n—-1), n,

tend vers f(x), pour n= co.
On peut donner & la fonction ¥y («) la forme suivante:

¥ (@) = Ay cos (n— 1)?033 + Ay cos (n——3)—2::m S Ao
2

+ B,y sin (n_1)2(—“:w—+3ﬁ_3 sin (n— 3) = — +-. . .+ By sin2_’;”,
(¢

()]

_ 1 /
Ao= ¥ /(@)

2/ représentant une somme qui se rapporte aux valeurs impaires de 7, et

Ap=— 2 (1)1 (@) sint BT

)

2kra

(M)

Bk=%2f(a)sin
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2.° On trouve de la méme mani¢re que la fonction ¥y (x), définie par I'équation

Onre . T
81

onma f(a)cos

¥y (@) =f(0) cos Znme -{—»}— Y sin @
2 .7 . Ta
n sin — (@ — &) sin —
(O] [O)]
ou
Wy (@) = A, cos 213:93 -+ A,_4cos 2 (n—il—)ﬁ 4. . Ag
-+ B, sin Znna -+ B, sin —2—@——:—12& +...-+Bjsin 27:93,
() ® ®
ol
Ag = 1 X
0 =35, S (@),
1 21a ,
Ak=2—ngf(a)cosk—m—, 0 <k <n)
1 . , Z2ra
= -——-2 '\
B, 5 f(a)sink — (k< n)
2n

A, =f(0)— 21” S sin % f(a) cot%,

[O)]

2nra

- 1o
Bn=%2s1n " fla),

=+ (@ntDo

a
- 4n ?

(n=0,1,2,...,n—1),

tend vers f(x), pour n= .

34. La formule (13.) peut &tre étendue au cas ot la fonction f(x) admet des péles ou
des points singuliers essentiels 4 l'intérieur de A, comme on va voir,

Solent &4, b2, ..., b ces points. Il résulte d’une théorie que nous avons considérée dans
ce journal, tome cxxm, p. 116 (%), qu'il existent £ développements 91 (), 22 (), ..., ¢ ()

(1) Voir ce volume, p. 150.
vv
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de la forme

9 (@)= sin (& — b;) T (@—28) ' sind@—0b) '

tels que la fonction F () définie par I’équation

F@=f@)— T 4)

est holomorphe dans l'aire limitée par A.

On peut done lui appliquer la formule (13.), et il vient

F(2) =TI (m)_*_“LI F (z)sin (@ — a1). . .sin (i — @)

Zin J, sin(z—a)sm(z—a)...sn(z—a,)

ol II () représente une fonction entiere de sinx et cosa, qui satisfait aux conditions

I (ay) =f(ar), 1I(ae)=F (a2), ooy I{a,)=F (aw).

Mais on a, en posant P (x)=sin(@—ay)...sin (@ — ay),

f F(z)?(w) ds — )P (@) i=k
A

AL dz— % ¢i(x) P(x)dz_
sin (z—x) P (2) 4 sin(z—x) P (2) iZt Jysin(z—a; P(z)’
et
a@P@ e AP P (@) dz
Asme—a)P(z) s—1 sin (z—ax) sin® (z— b)) P (z)

dz )
ﬁ sin z—a) sins(z__bi)P(z> =21W(Ri+R2+. o)y

en représentant par Ry, Re, ... les résidus de la fonction

1

sin (z—a) sin’ (2 — ;) sin (2 — dy). . . SIN (2 — dp)

par rapport & ses pdles.
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Or, en posant ¢ =1¢ dans cette fonction, on obtient une fonction rationnelle de ¢, et om
voit que le dégré de son numérateur est inférieur de deux unités, au moins, & celui da dé-

1

nominateur. En représentant donc par ri, 2, 73, ... ses résidus par rapport & ses pdles et
en ayant égard & un théoréme bien connu, on peut écrire

7‘4—*—1"2—}—7‘3—}—.. . =0.
Mais on a Hermite (Cours d’'Analyse de UEcole Polytechnique, p. 324)

Ty = 2R4, T9 = 2R2,

Done

dz
ﬁ sin (z— ) sin’ (z— b;) P (2) 0.

On a, par conséquent, la formule:

Fla)—=T @)+ i=2k o (0)+ 1 __f(@)sin(z—ay)...sin{x—ay)
i=1

0 B : - 2z
2ot |, sin(z—ax)sin(z—a1)...sin(g—an)
que nous voulions démontrer.

35. L'intégrale qui a été le point de départ des recherches contenues dans ce chapitre
est un cas particulier de la suivante:

1 F(z)sin” (z — ay). . .sin (x — ay,)

2in ), sin (z— ) sin® (z— ). . .sin* (z— ay)

R (x)=

%y

qu’on pouvait aussi étudier de la méme maniére, et étendre ainsi quelqu’uns des résultats
obtenus antérieurement. Mais nons ne considérerons pas cette généralisation, et nous allons
nous occuper seulement de lintégrale

1 in®
R@)— o [ L@ 4
2iz ], sin(z—x)sin®z
qui se rapporte & la théorie du développement de f(x) suivant les puissances de sina.
En appliquant & cette intégrale le théoréme fondamental de la théorie des residus, nous
avons trouvé, dans un article publié dans le Bulletin des sciences mathématiques (2.¢ série,
*
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tome XIV) les formules suivantes:

1 1
5 o1 el o—1
fl)y= ¥ Kopsin?ttw4cosw X Lg,sin>x+ R(x),
n={ n=0
si a est pair; et
% (a—1) -;— (1)
f@y= %X Kjsin®x+cose X Li,ysin?Ha+R(x),
n==0 n=0

si a est impair, et nous avons donné une méthode pour calculer de proche en proche les coeffi-
cients, Il en résulte que, si la fonction f (@) est holomorphe dans I’aire limitée par un ovale

jsinz]=c¢ (ou ¢ 1), on a, pour tout point = de son intérieur,

oo w
{A) fle)y= ¥ Koppysin®te+4cose £ Ly, sin? w,
n=0 n=0
et
[} o
(B) f@)= X Ka,sin?*ax+cose ¥ Li,pqsin? !,
n=10 n=0

Or nous allons déduire ces résultats, et aussi des formules générales pour le caleul des
coefficients, au moyen des théorémes démontrés dans un travail sur le développement des
fonctions en série ordonnée suivant les puissances du sinus, que nous avons publié dans le
tome CXvI de ce journal.

Pour cela, nous remarquerons, en premier lieu, qu’on peut représenter d’une infinité de
maniéres différentes f(x) par des expressions de la forme

f@) =9 @+ #)cosa,

ou ¢ (x) et ¢ (x) sont, comme f(x), holomorphes dans 'aire limitée par un ovale |sinz|=c
{c = 1), et quon peut compléter la détermination de @ () et  (x) au moyen de la condition
d’dtre paire une de ces fonctions et I'autre smpaire. Ou en conclut, en appliqnant un théo-
reme démontré dans larticle rapporté, qu’on peut développer o (x) et ¢ (x) en série ordonnée
suivant les puissances de sinx, quand x est Vaffixe d’un point de l'intérieur de I'ovale con-
sidéré, et que, par conséquent, f(x) peut &tre représentée par les deux développements
précedentes,

Nous allons maintenant déterminer les coefficients de ces développements.
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Soit premiérement ¢ (x) une fonction paire et ¢ (x) une fonction émpaire. En appliquant

4 ces fonctions la formule (12.) de I'article rapporté on trouve

(2n) (O) + S(l) o (2—2) (O) + + b(n 1) // (O)

[ér) & S‘ ‘P in
¢ @ =50+ 2 73, s
@np1) O) 480l A (0) F- L R sf 7 (0)
gw 4) 5 _+_ gl) n4-1 ()) 2n-+1
4 (@)= NGRS T

et ensuite, en dérivant les deux membres de ces égalités par rapport & « et en changeant

dans les résultats ¢/ () et ¢’ (x) en ¢y (z) et g1 (x),

o (0>+S;:3 9?"-3) (0) 4 . 485 41 (0)

sin®t—1 g,

‘1’1(90)=cosacn:1 S RCT—Y
o 2n o (In—2 n
¢1(x)y=cosx ¥ i (0) F sbos ('J(‘; 2) ©) ;;z s 91 (0) sint x
n=0 PO~

Mais, en posant
@x

fo)
o (@)y=cosx ¥ Lg,sin®wx, ¢(x)= X Kg,pqsin? g,
0 n=0

fa formule (A) donne
S (@) =4 (@) +91 (),
et, par conséquent, on a

S (O)=¢"0), f"0)=¢"(0),
F O =5(0), [ ©O)=¢ (0)

Donc
L, = 7O+ sl f570 (0)+ s f (0)
2n 1.2...2n
K SO (0) -+ sl f“"‘” O)+... 4+ f (0
It 1.2, (2n +1)

On trouve de la méme maniére les formules suivantes:

Lyts = SO0 + 8 ST (O0) +. - A Sl 1(0)
et 1.2...2n+1)

, f(’u) (0) + S(;) f(?n-—?) (O) + + S«n_c) fl/ (O)
Ron= 1.2,

]
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Dans ces formules s§7}, représente la somme des combinaisons des nombres
2 92 K2 2
12,32, B2 . ., (2n—1)
pris m & m; et S§ la somme des combinaisons des nombres

92, 42 62, ..., (2n—2)?

pris aussi m & m.
Les formules précédentes peuvent &tre écrites symboliquement de la maniére suivante:

L _ PO+ 0)+8Y. . [ O+ @ -1
21 y
1.2...2n

S OO+ 2O +3%. .. [f2(0)+@n—1)]
1.2...@2n+1) ’

Lo =L OO +22][f2(0)+47. . .[2O) + (2n)*]
2t 1.2..@2n+1) '

. _ L2O 10+ 22 [f2(0) +47). . .[/2(0) + (2n— 2)7]
1.2..%n -

K?n—H =
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DIVERSOS ARTIGOS SOBRE ANALYSE INFINITESIMAL






EXTENSION D'UN THEOREME DE JACOBI (*)

Extrait d’une lettre adressée a2 M. Lerch

(Monatshefte fur Mathematik und Physik — Wien, 1890, Band 1)

Soient données les fonctions

yr=r1 (@, @, .. ., ),

1) ya=J2 @1, 2 . . ., 2a),

In "_‘fﬂ (901, X2y ooy Tn)e

Vous connaissez bien ce beau et important théoréme de Jacobi:

Si les fonctions g1, y2, « . ., y» admettent des dérivées partielles, relatives & ay, a2, . .., %,
qui soient fonctions continues de a1, @9, . . ., a,, est condition nécessaire et suffisant pourque
une soit fonction des autres que soit identiquement nul le déterminant:

dft  dfi af

&) dey  dee "7 dax,

(*) Uma traducgfio hespanhola d’este trabalho foi publicada por Galdeano em Kl Progreso matematico
(Zaragoza, 1891, t. 1, p. 121),

XX
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Mon but est de faire voir qu'on peut énoncer ce théoréme de la maniere plus compléte
suivante:

Soient ai, g, . . ., a, un systéme de valeurs de @i, 2, - .., 2, et by, ba, . .., b, les valeurs
correspondantes de 1,2, - .., ¥4, et supposons que les fonctions y1, ¥, . . ., 7, adinettent des
dérivées partielles par rapport & @y, @a, . . ., @4, dans les environs du point (ai, ag, ..., a,), et

que ces derivées soient des fonctions continues de @i, 22, ..., 2,:

1.° Si une des fonctions yy1, y2, ..., ¥, (y1 par exemple) est fonction des autres (ya,ys, ..., ¥a)
et cette fonction admet des dérivées partielles relatives & wa, 93, ..., %, continues dans les
environs du point (by,be, ..., 0,), le déterminant (2) est nul dans les environs du point

(a1, a2y« ooy @),

2.° S8i le déterminant (2) est nul dans les environs du point (a1, as, ..., a,), et si un des
déterminants mineurs du premiér ordre n’est pas nul dans ce point, une des fonctions
Y1, Y2, - - -»¥a (y1 par exemple) est une fonction des autres, dans les environs du point
(byy b3y ..., b,), et cette fonction est continue et admet des derivées particlles relatives &

Y2, Y3y -+ +, Yn dans le point (by, ba, ..., by).

3.° Si le déterminant (2) et les déterminants mineurs du premier ordre sont nuls dans
les environs du point (ay, a2, ...,a,), et si un des déterminants mineurs du second ordre
n’est pas nul dans ce point, deux des fonctions yi, 2, ..., 7y, sont fonctions des autres dans
les environs du point (by,ds, ...,b,), et ces fonctions sont continues et admettent des déri-

vées partielles dans ce point.

4.° En général, si le déterminant (2) et les déterminants mineurs d’ordre égale ou infé-
rieure & ¢ sont tous nuls dans les environs du point (ay, az, ..., a,), et si un des déterminants
mineurs d’ordre ¢ 1 n’est pas nul dans ce point, ¢ des fonctions (yi,¥2, ...,¥s) sont fon-
ctions des autres dans les environs du point (b, b2, ..., by), et ces fonctions sont continues

et admettent des dérivées partielles dans le point (dy, bs, .. ., by).
Pour démontrer cette proposition je vais considérer seulement les trois équations:

[ 91 :fl (1, 2, x3),
(3) y2 =2 (1, 32, 23),

Ys :f3 (1, 22, m3)'

Il est facile de voir que, dans le cas général, on démontre le théoréeme de la méme

maniére.
Vous savez blen que, pour établier la premitre partie du théoréme énoncé ou pose
‘o \ . . e deo deo
y1 = o (Y2, y3), on dérive par rapport & xi,xs,ws cette eéquation et on élimine T et T

entre les trois équations vésultantes. Je passe donc anx autres parties du théoréme.
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Supposons que le déterminant:

dfy  dfy dfi H
dry dxs dxs i
" dfe  dfs dfs |
(4 dey  dxa dxs |
i dfs dfs |
dacl d:z’g dmg !

est nul dans les environs du point (ay, a2, as), et que un des déterminants mineurs du premier
ordre n’est pas nul dans le point (ai, ag, a3), par exemple le déterminant

dfa _c_lfiI

1 day  da
© 1 dfs dfs )
T s |

En vertu d’un théoréme bien connu (Jordan, Cours d’Analyse, t. 111, p. 58H), la seconde
et la troisitme des équations (3) déterminent xz et a3 comme fonctions de @y, y2 et ys dans
les environs du point (ai, ag, a3, b2, b3) et ces fonctions admettent dans ce point des dérivées
partielles relatives & ay, x2, 23 données par les équations

dfe | dfa dws | dfs dws
“day + dre dy + drs daxy =0,

df?, dfg dcx‘g df 3 dmg -
dm + dl’vg dm _}__dg dacl HO

Si l'on substitue maintenant les valeurs de @3 et @3 dans la premiére des équations (3),
on trouve le résultat

Y1 =7 (x1, Y2, ¥3)s

qui a lieu dans les environs du point (ay, b, ba, b3).

En remarquant maintenant que le théoreme relatif & la dérivation des fonctions composées
est applicable & la premiére des équations (8), on voit que 71 admet des dérivées partielles
relatives & @1, y2 et ¥s.

La dérivée relative & a; est donnée par I'équation

do _dfi | dfi dus | dfi dum
dey  daxy dwxs day ' das duoyg’
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qui, en substituant —— et —— par leurs valeurs tirées des équations antérieures, donne

dxy day

en représentant par D le déterminant (4) et par Dy le déterminant (5).

Comme le second membre de cette équation est nul dans les environs du point (ai, ag, a3),

nous avons

de

dxy

0,

et par conséquent dans les environs du point (ay, a2, a3) la fonction ¢ ne dépend pas de 1.

Nous avons done

et la seconde partie du théoréme est démontrée.

nh=g¢g (?/21 y3);

Supposons maintenant que tous les déterminants mineurs du premier ordre sont nuls dans

les environs du point (ai, a2, a3); et soit

dfs

dxs

un des déterminants mineurs de troisiéme ordre qui n’est pas nul dans le point considéré.

En vertu du théoréme déja employé dans le cas antérieur, la troisitme des équations (3)

détermine a3 en fonction de oy, @2, y3, et les dérivées particlles de w3 relativement & @ et a9

sont données par les équations

dfs df3 dis
d:L‘l + dws dw; _O,
dfs dfs duws
dag + dxs dxs =0.

Si Ton substitue maintenant la valeur de a3 dans la premiére des équations (3), on trouve

le résultat

=g (m‘li T2, y3)1
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et nous avons, comme dans le cas antérieur,

Cl:p _ ﬁ df1 dma
d$1 B dml dacg d(L‘i

do _ dfi , dfi das.
dry dxs ' dzz dxs’

dxs dxs

ou, éliminant v et Pk moyen des équations antérieures,
dfi dfi
dzy  das
dfs dfs
de | dzy drs
dry dfs !
das
b dfi dfi
I za  das
% dfy dfs
de | dxy dxg |
drs dfs
dxg

Comme les seconds membres de ces égalités sont nuls dans les environs du point
(a1, a2, a3), la fonction ¢ ne contient pas x4 ni ze, et nous avons

yr=5(4).
La seconde des équations (3) donne de la méme maniére
Ya=14(ys)

Le théoréme est donc démontré.
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SUR LA DETERMINATION DE LA PARTIE ALGEBRIQUE DE L'INTEGRALE
DES FONCTIONS RATIONELLES

(Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei — Roma, 1885, série 4., vol. 1.9)

1. Dans le Cours d’Analyse de M. Hermite on trouve (page 263 et suivantes) deux sa-
vantes méthodes pour la recherche de la partie algébrique de I'intégrale des fonctions ration-
nelles, dont la deuxitme est indépendante de la connaissance des racines du dénominateur de
la fonction donnée. Nous allons voir qu’on peut aussi rendre la premiére méthode indépendante
de cette connaissance en employant les théorémes de la théorie des fonctions symétriques
rationnelles.

En effet, soit

Fi(z) Fy (x)
Fz) M*NFPT...

la fonction proposée, et

M=(m—a1) (.’I)——ag). . (w—an)=m”—{—k1 av"—‘—{—/z,zw"—?—}—. “ey
N=(z—aj)(z—ay)...(@—ap)=af +hya?rL -hya?t=2 . ..,
P=@—a)(@—ag)...(0—a))=a 4Ry 2= F-hgat=2 . . .,

Fi@) A | B L
T o—am o—a T
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ou l'on représente par I—gg la somme des fractions simples dont le degré du dénominateur
est supérieur a l'unité.
Cela posé, M. Hermite fait voir que le numérateur f(z) de la partie algébrique de 'inté-

grale de la fonction donnée peut &tre calculé au moyen de la formule suivante:

f@)=m (@™t +pra"? 4. . .4 pni)
T2 ("Em_2 +p1 am—3 +... +]9m—2> RIS ) (m +pi) + T,

ol my P1, P2, ..., 7,72, ... représentent des nombres déterminés par les égalités
F
“M’N(IB == g™ +p1 gm-1 +pz Al A 4"{—]71717
et
oy — ZAak
e

o1, m2, w3, ete, étant obtenus an moyen du développement

02
2
P

FJ_(Qz.u’_‘+
z

F(2)

+%+...,

qui résulte de la division algébrique de Fy(a) par F (z).
Or, dans cette analyse, XAaF représente la somme

TAd = Adi+Bas+...+Lat+Adf+Bak+. . .4 Las+. ..,

et elle peut étre calculée au moyen des théorémes de la theéorie des fonctions symétriques
rationnelles, sans la conmaissance des racines ag, az, ..., ay, aa, . . .. En effet, cette somme est
une fonction symétrique rationnelle séparément de ai, ag, ...; de ay, 03, ...; ete., puisque
on sait, par la théorie de la décomposition des fractions rationnelles, que A, B, C, ...,
L, A, B, ... I/, etc. sont des fonctions rationnelles de a4, as, ..., a,, ai, a3, . . ., a,, etc., et
qu’on passe de A pour B, C, ete. échangeant a; par ag, as, ete. D’'un autre ¢6té on sait tou-
jours ramener le caleul des fonctions symétriques rationnelles des racines d’une équation &
celui des sommes des puissances semblables de ces racines, c¢’est-a-dire, dans notre cas, &

celul des sommes:

@+ ayt. .t df
diFaib . d)

..... L LI Y



384

qui sont calculables au moyen du théoréme de Newton en fonction de hi, kg, ...; de
ki, kg, . .. ete. (1), f(@)
On peut done calculer f(x), et ensuite la partie algébrique TN pT=l de lin-

tégrale démandée, sans la connaissance des racines ay, ag, .

2. Pour trouver la partie transcendante de l'intégrale de la fonction rationnelle il faut
connaitre les racines du dénominateur. Mais on peut obtenir le développement en série de
cette intégrale au moyen des théortmes de la théorie des fonctions symétriques sans la con-
naissance de ces racines.

En effet, développant en série les fractions simples dont le dénominateur est du premier
degré et additionnant les résultats, nous trouvons un résultat de la forme suivante:

A 2A  ZAa | TAa?
) P il e
r—a T RIS
dont l'intégrale est
LAa XAa?
) @) =logz A B¢ =aer
Alog(w—a)y=Ilogx XA . 50

Done il faut calculer les sommes XA, XAa, ZAa?, ete., qui sont des fonctions symétriques
de a, ag, ... a,; de ay, aa, ... ap; ete., et qu'on peut par conséquent obtenir an moyen des
théoremes connus, sans résoudre ’équation F (z)=0.

(1) Ch. Biehler, Sur le calcul des fonctions symétriques des racines d’une équation (Nouvelles Annales de
Mathématiques, 1884, 3.¢ série, tome 1),
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SUR L'INTEGRALE S e"f (x) da.

(Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei — Roma, 1885, série 4., vol. 1.)

On sait que, si f(x) représente une fonction rationnelie de a, l'intégrale fe‘”'”f(oc) dx a

la forme suivante:
(O g T e « em.’l?
e fe)yde=e ()42 a dec,

ol la premiére partie contient une fonction © () rationnelle, et la deuxiéme partie contient

une transcendante qui a la dénomination de logarithme intégral. La méthode qu’on emploie
pour obtenir cette intégrale exige la décomposition de f(x) en des fractions simples, et par
conséquent la recherche des racines de son dénominateur. Nous allons faire voir que, si on
veut seulement la premiére partie ¢”% 0 (x) de I'intégrale, il ne faut pas résoudre cetté équa-
tion. Nous emploierons dans ce but la méme méthode que nous avons emploide pour résoudre
une question analogue, relative & Vintégration des fonctions rationnelles, dans notre note in-
sérée & page 187 de ce volume des Rendiconts (1).
En effet, soit

o) e oo ( \J__P_‘L(Q= Fil@)
S@) = @) F () O e

(1) Voir ce volume, p. 382,
YY
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la fonction proposée, et

M=@—a)(z—a))...z—a)=a"+ kot +lhgam2L. ..,
N=(z—ay) (@ —as)...(x—ay)=a +hyar—t +hyar—2 4, .

P=(@—a)(x—as)...(@—a))=a1-hyat— +hgat—2 ...,

M, N, P, etc. étant obtenus au moyen de la théorie des racines égales. Nous avons

f=s@+ 2 | gt P

it ac—m)z (x-—az)

et par conséquent

[
fe”w f (@) dee =f T 5 () da
m.r d.’c m.T d.’L‘ (u.T d&
<w"“4)l “’)L o (m—an)’l
VT do "% do [ / T Jo B
[ f = —<—f =1

..................................................

II Me

()

Comme ¢ (x) est une fonction entiére, on trouve facilement la premiére intégrale.
Les autres intégrales sont de la forme suivante:

T do B eVt . ® ® T dr
( — ay" - (m—1)(x— a)! m—1 ] (x— 0)7'ij"




et on a par conséquent

o (!)J} (J).fL' (¥4
£ [ e Lf_d_]
Pt (x— al)‘ (¢ — J (x—ay)

. a‘ (U¥ 7 L B L
@ {=-=x —6»( et e ]

’ iZ1i—1 | (—ay)t (2 — a,)—1
7] . S0 d e 4 e d
Lbo [ a e f @ @
b T e—1 [AJ @—ayj—t" B (x— )H+ L (& — a,)—t

On trouve A;, B;, ... L;, au moyen des formules de décomposition des fractions ration-
nelles; et comme ces numérateurs sont des fonctions rationnelles de ai, a2, ..., @, et sont
des fonctions symétriques de ay, a3, ..., @y, de ai, az, ..., a;, etc., et on passe de A;
pour B, C;, ..., L; échangeant ay par ag, a3, ..., a,, on conclut que

i LL
A

(x—ap)—

est une fonction symétrique rationnelle séparément de ai, az, ..., a,, de ay, as, ..., a,), ete.
On peut donc obtenir cette somme au moyen des théortmes de la théorie des fonctions
symétriques en fonction de kg, ks, k3, ..., ki, kg, k3, ..., etc. sans connaitre les racines
ai, az, ete.

De la méme maniére, on trouve

74 . (um‘ d mw cloc WL d[L
w_e x 4T e

_— 'é L we®? d[ Ai L Bi o Li ]
D= | E—a? e G ey

2‘ o 0)_ - u).r doc (».7) dm (».1,‘ dw
.2 u—-w—» @y TP f(oc ayte (z—a,y—

et on voit que la partie

z we”T A B; L
z§«<i—1><i—2)hw—aa>t~°+ R a>t~~]

peut étre calculée an moyen de la théorie des fonctions symétriques.

*
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En continuant de la méme maniére, on arrive au résultat

o e e e o .
Y A RN P
i='1[ (.’E ai)l ay TP f(x——u))‘ (x—an)LJ
r/ i—i 0L ] eV d NL ] B
(9)1‘ © . e x . ,x _e___i
W(m)+ Zi 1. 2...(1'—1){ x— ay +B'fm~a7 T m—”nJ’

olt W' (x) représente la partie qu'on a calculé au moyen des théorémes de la théorie des fon-

hJ Id ’
ctions symétriques, et I’autre partie dépend du logarithme intégral
On voit done que la connaissance des racines du dénominateur I (x) est seulement néces-

saire pour obtenir la partie de la valeur de l'expression considérée qui ne dépend pas de cette

transcendante.
- Ce qu'on vient de dire de la partie de la formule (1) relative & ay, a2, ..., a, s’applique &
la partie relative & aj, ag, ..., @, & ay, a3, ..., a;, etc. On conelut donz le théoréme énoncé




1Y

SUR LE DEVELOPPEMENT DE «* EN SERIE ORDONNEE SUIVANT LES PUISSANCES

DU SINUS DE LA VARIABLE

(Nouvelles Annales de Mathématiques — Paris, 1896, 3.¢ série, t. XV)

Dans un article Sur le développement des fonctions en série ordonnde suivant les puissances
du sinus et du cosinus de la variable, publié dans le Journal de Crelle-Fuchs (t. cxvi, p. 14),
nous avons donné, pour le développement des fonctions «*" et ™! suivant les puissances

de sinw, les formules suivantes (1):

[ 2m . qin2m ) S(’:")+°
" = §in*" x 1+(2m+1)()ﬂz+2)51n x
So
1€ (2m—}—1) On+d sin® z
@)
Sinsa _sinfat. ..

(2m +1)...(2m 4 6)

o

S(l)
2m-H — gin2n-t p 2m-+ 8 n?
¥ st [1 T (2m 4+ 2) (2m -+ 5) o
St
(2) ()m - 2) (Zm -+ 5) e
@
Seags sinfar—+. ..

()m +2)...Cm-+7)

(1) Voir ce volume, p. 112.



qui ont lieu quand on a [sina|<<1. Dans ces formules, S¥ représente la somme des combi-

naisons des nombres

pris b &4 b, et S{, la somme des combinaisons des nombres

12, 3%, 5% (za—1p,

7 3

pris aussi b & b.
Nous avons employé, pour obtenir ces formules, une méthode fondée sur la théorie des

intégrales prises entre des limites imaginaires. Ici nous allons voir comment on peut les vé-
rifier au moyen d’une méthode élémentaire.

Je remarque, en premier lieu, qu’on démontre, d'une maniere tres simple, la possibilité
du développement de a** et a*+! en série ordonnée suivant les puissances de sina, en par-

tant de 'égalité connue

ol |sina|<1.
On sait, en effet, par un théoréme bien connu, relatif & la multiplication des séries, que

le second membre de I'égalité

/. | 1.3 . | k
xt = Ksmaz—}—ﬂsmaw—}—Q—Ll bsln°w+...>

peut &tre développé en série ordonnée suivant les puissances de sina.
Cela posé, je suppose que la formule (1) ait lien quand 'exposant de x est égal & 2 (m— 1)
et je vais démontrer qu'elle a encore lieu quand l'exposant est égal & 2m. Dans ce but, je

pose

adm = Agm sin2™ g + szmi, 2 sin2m+2 g + ey

relation olt 'on n’écrit pas les termes de degré impair, parce que la valeur de 22" ne varie
pas quand on change a en —a, et je dérive deux fois les deux membres de cette égalité.

Il vient
2m (2m — 1) 2?2 == — [2m Ay, sin*™ i + (2m - 2) Ay, 9 sin?+2 ¢
+ (27)2 =+ 4) A2m+& sin?ntb g 4, ]
+ (1 —sin2 w) [2"1 (27” _ 1) A2m sin2n—2 g

+@Cm+2)2m-+1) Agpyasin®me 4. ..
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Si Yon pose dans cette identite
22m—2= A}, _asin? 2z -+ Ay, sin??x 4. . .,
on trouve les égalités

2m (2m— 1) Aup = 2m (2m — 1) Ag,,
—2m Ag,, 4+ (Cm+2) (2m+ 1) Agmye — 2m (2m — 1) Ay, = 2m (2m — 1) Asy,
—(2m+2) Agnta+ (2m—+4) Cm+3) Aents — (@m +2) (2m+-1) Agmta = 2m (2m —1) Aguye,

qui donnent

Ao = Agns,

— (2m)? Agy+ (@m+2) @m 4 1) Asp 2 = 2m (2m — 1) Agy,
—(2m—2)% Agmia + 2m+4) (8m + 3) Agm s = 2m (2m — 1) Agp o,
— (@m 4 Agmiy - (2m6) (2m - B) Agmpo = 2m (2m— 1) A ps,

(8) —(Cm+22)2Agnier +(2m—+2v+2)(2m-+2v + 1) Aantav+e = 2m (2m — 1) Agy i oy,

....................................................................

Mais, comme nous supposons que la formule (1) a lieu quand l'exposant de = égal &
2 (m—1), nous avons

A:‘?m——‘.’. = 1)
LRy

Mooy

AQm—{»Qv = e

et nous pouvons donc calculer As,, Asmi2, Agmts, ... au moyen des formules antérieures.

Les valeurs qu’on obtient de cette maniére pour les coefficients A, Asmto, Aguts, »..
coincident avec les valeurs des coefficients de la formule (1). Pour nous rendre compte de
cette circonstance dans toute sa généralité, supposons qu’elle ait lien pour le coefficient
Aomiay, cest-d-dire que 'on ait

()
M9y

Agnta = (2m41)(2m+2). .. (Zm+2v)

La formule (3) donne alors

1
2m+42 = (V1) 9 .a (V)
Aznievta OmF1)...2m+ 2T 2) ES 2wty T (2m+2v) Szmwv}
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Mais si 'on a égard & la signification des symboles Sﬂ(;:%’ et Sﬂ(:zzrﬂ‘f—#ﬂ’ on voit que

Q () aQ(¥) g
S gmgay T (2m+-2v) S-_>m+2v = Sﬂm+2‘-’+2'

Donc on a

(v1)
S 2m—+2v42

Cm+1)...2m~+2v+2)

A‘_,)m+2v +2 =

et 'on voil que la valeur de Agmray1e coincide encore avee la valeur du coefficient de
sin?"+2+2 2 dans la formule (1).

Au moyen de l'analyse qui précede, on voit que la formule (1) a lieu pour I'exposant 2m
si elle a lieu pour l'exposant 2 (m—1), et, par conséquent, si elle a lieu pour la fonction 2.
Mais cette formule, en y posant m=1 et en remarquant que

S =28 SP=2%.4% SP=22.4.6° ...,
donne la formule connue

401 16 g
—3'b.§sn r+. ..

La formule (1) est done démontrée. De la méme maniére on vérifie la formule (2).
On tire de I’égalité (1), en la dérivant par rapport a ,

e AP S . )
—=sin?t—1gp |14+ T gin?e 4 —— s———— sintx 4. .. |.
cos & 2m 41 Zm41).. . (Im—+3) -

De I'égalité (2) on tire aussi

9
:E_.hl

i Shys St ‘
- = sin?® g | 1L ' sin2 - ot intae-t... 1.

cos @ T @m+2). .. Cmtd) P
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DENONSTRATION D'UNE FORMULE DE WARING

(Nouvelles Annales de Mathématiques — Paris, 1888, 3.¢ série, t. VII)

Dang un intéressant article intitulé: Sur cerfaines fonctions symétrigues; application au
calcul de la somme des puissances semblables des racines d'une équation (1), M. M. d’Ocagne
calcule, au moyen de la théorie des fonctions symétriques, la fonction

1 1 1
Goar T @emy T ey

olt @y, @2, ... représentent les racines de l'équation

U=A0w7)—{’“A4 or—t-+. . .+AI,_1:E+AI,::O;
et ensuite déduit, du résultat auquel il arrive, une formule pour le caleul de la somme des
puissances semblables des racines de cette équation, analogue & celle de Waring. Il part de
l'identité
1

xrT— X

D,logU=9,

W

qui, étant dérivée n —1 fois par rapport & x, donne

S
D Ty Dele

(1) Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas (Coimbra, t. vir, p. 133).

ZzZ
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Le but de cette Note est de faire voir qu’on peut, par la méthode de M. M. d’Ocagne,
obtenir la formule de Waring, en faisant usage, pour le calcul de D;log U, d’une formule dif-
férente de celle qu'il a employée, & savoir ()

n! % @) (@B . ()
y(”) =

alBl. A1 @NEEH .. (N

ob ) représente une somme qui se rapporte & toutes les solutions cntiéres positives de
I'équation

a+284...+ ph=n,

et ol

t=a+B+...FA

En effet, cette formule donne

n!GE— 1)1 U= U ud, | Unt
a!Bl. A @nBEY L (p

Dilog U=3] (— 1)t

a+ 28+. ..+ ph=n,
t=a+B4... .4}
parce que

Ut = Jirtd — . . .= U =0,

Nous avons donc

1 . L G—1)1U-ueurk, L ek
E (,’,U—mu))ﬂ =(_'~1> 722<_1) a!ﬁ!...‘)\!(2!)@--'(p!)7\

et, en posant =0,

1V YT T (pyh
2”7}_2712(_1>i (E—111T5 UO..‘.UOP ‘
, alBlo o nr@2nEEn (et

() Voir le Culeul différentiel de M. J. Bertraad, p. 308, ou mon Curso de analyse infinitesimal, t. 1, 3.¢
ed., p. 242.
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ou
1 C@E—1)TA-AY AP L AL
IS — 1) s p—4 “Tp—2 0.
zmz) PR alBl. !

En appliquant maintenant cette formule & I’équation
Ayer+A, A4 Az Ag=0,

dont les racines sont inverses des racines de l'équation proposée, on trouve la formule de

Waring

. oy G—DTAZTAZ AR AN
e =n X1 ST

ol a, B, ..., X sont les solutions entiéres positives de I’équation

a+28+.. .4 ph=n,

et ol

i=atB+.. .47
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SUR L'INTEGRALE J; " ot (@ — o) d

(Nouvelles Annales de Mathématiques — Paxris, 1889, 8.6 série, t. VIII)

L’intégrale f " cot (% — o) dx, qui a une grande importance dans la théorie de l'intégration
0

des fonctions rationnelles de sina et cosa, a été obtenue par M. Hermite dans son savant
Cours d’Analyse, p. 344, au moyen d'une construction géométrique, et ensuite dans Jornal
de Sciencias mathematicas, t. 11, p. 65, au moyen d'une méthode entiérement élémentaire.
Je me propose ici de considérer la méme intégrale, pour I'obtenir par une autre méthode,
aussi élémentaire, en la faisant dépendre de I'intégrale

f S (@) du
@l +[f@F

Sort a=«-+175, On a

fcot(mw_a__i@dm:fcos(w—a-—zb) =J‘ cos (¢ — a) cos ¢b -+ sin (x — a) sin ¢b de,

sin (x— a—1b) sin (w — a) cos b — cos (x — a) sin @b
olt Yon doit remplacer sin¢b et cosib par leurs valeurs

e

con b = —g

e ¢
% !

8in 16 =
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ce qui donne

fcot(m__a)dm=f(e—b—}—eb)cos(oc——a)_—i(e~b_eb)Sin@__‘a)dm

(et 4 ¢) sin (x — a) 7 (e~> — ) cos (x —a)

. f 2sin2 (@ — a) da . (€20 — ) du
T Y eV _2c0s2(x—a) ’ (et €)% sin? (w — a) + (¢7> — &% cos? (x —

d[ :Z+ tang (oc—a)]
_b+ ' tang(w—a)]2.

=%log [e=2 - ¢% — 2 cos (@ — a)] — 1
i e

Mais, comme on a e~ 4-¢2 > 2 la fonction
H b

log [6—% - €26 — 2 cos 2 (. — a)]

a une branche réelle qui prend des valeurs égales dans les points =0 et @ ==. Donec

d [rb _}_—e tang (@ — a)]

. 14 [ ot tang(ac——a)]g.

e—b

fﬁ cot(@—a)ydw=—1
0

L’intégrale, qui entre dans le second membre de cette égalité, a la forme

f“ S () dee
o 1+{f(@)’

et nous allons par conséquent lui appliquer le théoréme de Cauchy:

S arotang £ (5)—aro tang £ O+ (0=,

ol n représente le nombre de fois que f(x) passe par I'infini en allant du positif au négatif,
et m le nombre de fois que f(x) passe par Vinfini en allant du négatif au positif.
En y posant donc

@) =515 tang @ —a),
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et en remarquant que, quand @ varie depuis zéro jusqu'a w, tang (x — a) passe une seule fois
par linfini, en allant du positif au négatif, et que la fraction

e=b | e
et —¢

est positive ou négative suivant que b <0 ou >0, on voit que f(x) passe une seule fois par
Vinfini, en allant du positif au négatif quand b <0, et du négatif au positif quand &> 0.
Nous avons done

fﬁ cot(a:;a)d:)c=i1t
0
gquand 5> 0, et
T
f cot (x— o) de=—1x
0

quand & < 0.

FIM DO VOLUME PRIMEIRO
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