
OBRAS 

SOBRE 

MATHEMATICA 

Hosted by Google 





OBRA.S 

SOBRE 

MATHEMATICA 
DO 

.Dr. F. Gomes Teixeira 
DIRECTOR DA ACADEMIA POLYTECHNICA DO PORTO, 

ANTJlGO PROFESSOR NA UNIVERSIDADE DE COIMBRA, ETC. 

PUBLICADAS 

POR ORDEM DO GOVERNO PORTUGUÊS 

VOLUME PRIMEIRO 

COIMBRA 

Impren.sa da Un.iversidade 

1904 

Hosted by Google 







VIII 

porque isso demoraria a sua publicação, visto os maIS antigos necessitarem de 

revisão maís cuidadosa. 

t-nos extremamente agrac1avel exprlIlllr neste logar o nosso reconheci

mento ao nobre Ministro que assÍgnou a portaria, e ao ilIustre Director Geral 

de Instrucção Publica, S1'. Conselheiro Abel de Andrade, que lhe apresentou a 

respectiva proposta, pela alta honra que nos fizeram 

Porto, dezembro de 1903. 

F. Gomes Teixeir~. 

Hosted by Google 



O~~E o o M NC 

(Memorias de 





_.l-
I • 





I 

Estudo da do 'l'aylor no ea"o 

o vari 

F 



que 

F' 

FI" 

(11 

h)= 



7 

a 



" " 



sua 

p 

1 

= Phil 

por 



10 

Para d'esta expressão de Rn tirar a formula (2), demonstrou Lagrange um thBorema que 
coincide no fundo com um caso particular do theorema hoje conhecido pelo nome de primeiro 

theorema dos valores medias dos integraes definidos. Applicando-o ao integral que entra na 
expressão de Rn, suppondo para isso que a funcção f(n) (x + h - hz) é continua no intervallo 
de z = O a z = 1, vem 

6' representando uma quantidade comprehendida entre O e 1. Pondo agora 1-a' = a, temos 
finalmente 

se a funcção f(n) (x) fôr continua no intervallo (x, x + h). 

7. A segunda demonstração dada por Lagrange das formulas (1) e (2) foi publicada nas 
suas Leçons Stlr le calcul des fonctions (Oeuvres, t. x, p. 85). Esta demonstração, mais sim
ples e directa do que a anterior, é fundada no theorema de Calculo differencial, segundo o 
qual as funcções crescem com as variaveis, quando as suas derivadas de primeira ordem são 

positivas, e decrescem, quando estas derivadas são negativas. 
Consideremos a série de expressões 

j(n) (x + h') - L, 

j(n - i) (x+ h') _ j(n -I) (x) - Lh', 

h'2 
j(n - 2) (x + h') - f(n - 2) (x) - f(n -I) (x) h' - L -r:--t"' 

. h'n - t h'n 
f(x+ h')-f(x)-f' (:c)h'- ... -fi" - t) (x) ------:;------L-~-

1. '" ... (n - 1) 1. 2 ... n . 

Todas estas expressões são nullas quando é h' = O (exceptuando a primeira, que é egual a 
zero ou differente de zero, segundo o valor que se dá a L), e cada uma d'ellas é a derivada 
da seguinte relativamente a h'; applicando, pois, o theorema que vimos de recordar, vê-se 
que, se a primeira tiver um signal constante quando h' varia desde O até h, todas as outras 
têm este mesmo signal, quando h é positivo, e o signal contrario, quando h é negativo. 
Representando, pois, por lVI e N o maior e o menor dos valores que toma j(n) (x+ h') quando 
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que rl3sulta das formulas (1) e (2) pondo nellas n = 1, e attendendo á igualdade 

obtem a formula de Taylor 

cp'(z)=- (x+h_z)n-i f'n)(z), 
1.2 ... (n-1) 

(1) 
hn - i 

j(x+h) =f(x)+ lif' (x)+ ... + 1.2 .. . (n-1) f'n- i) (x) +Rn, 

com a expressão do resto 

(2') 

9. A expressão do resto, que vimos de achar, foi objecto de uma observação interes
sante de Pringsheim (Mathematische Annalen~ t. XLIV). Mostrou, com effeito, este geometra 
que, apesar de e ser funcção de n, é condição necessaria para que a série que resulta de (1) 
pondo n = 00 conviIja para a funcção f(x), que esta expressão de Rn, considerada como 
juncção de du-as vaJ'iaveis independentes e e n, tenda para 0, quando n tende para o infinito 
e e varia entre ° e 1. Conclue-se d'aqui que o conhecimento da funcção e nada adiantaria a 
resolução do problema que tem por fim desenvolver f(x) em série. A demonstração d'este 
theorema, que não será dada aqui, pode ver-se no trabalho de Pringsheim já citado e n'uma 
nota de E. Pascal, publicada na Rivista di Matematica (Roma, 1895). 

10. As expressões do resto da série de Taylor devidas a Lagrange e Cauchy são casos 
particul-ares de uma expressão muito geral, dada por Schlõmilch primeiramente no seu Hand

bnch der DijJerentialrechnung~ publicado em 1847-1848, e em seguida n'um artigo publicado 
no Journal de Lionville (2.a série, t. m), que obteve por meio da igualdade, devida a Cauchy, 

(3) 
rp(x+h)-cp(x) 
~ (a:~ -+ h) ---;} (x) 

cp' (x+ eh) 
~' (x+ eh)' 

~l (x) representando uma funcção que não seja nnlla no intervallo de x a x + h. 
Applicando, com effeito, esta igualdade á funcção, considerada no n. o 8, 

cp(z' =jlX+ h) -j(z)- (x+ h-z)f' (z) 

t (X+h-ZI"-l 
--(x+h-z)2jl/(z)-... - j!n-l)(z), 

2 1.2 .. (n-l) 
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pOl'lSSO e por deve, no intervallo considerado, passar 

por um minimo Deve, pois, numero Xi tal 

quando z = Xi, e numero, que deve estar comprehendido entre X 

fórma Xi = X e < 1). 
o theorema que vimos de demonstrar é conhecido pelo nome de thearema de Halle) por 

ter sido dado por este geometra para o caso particular das fllncções inteiras. Para tirar d' elle 

a formula (3) basta pôr 

F(z)= 

F (z) é nuila a igualdade 

da qual se tira a formula (3), quando ~I (z) é differente de O no intervallo z = X a z = x + h. 

resto 

que 

da 

Viu-se nos dois numeros anteriores que a formula 

SchlOmilch, deduzida do theorema 
publicado no t. VI 

tirou-a directamente d'este theorema, 

com a 
por intermedio 

and Dublin 
fllncção 

F (z) = = f(x+h) + fez) +(x+h-z)J' (z) 

+~(X+h-Z)2fll(Z)+ ... + (x+h-z)n-i Jln-il(z) 
2 1.2 .. . (n-l) 

----±~)-z)jllf(X h) hJ'(x)- ... - I_TfPn-I)(X)j, 

quando z= X e h. Temos, com a equação 

pondo Xi = formulas (1) e 

existencia d'este maximo negativo, que O. considerava evidente, foi 
mente demonstrada por ,,y eiel'strass. (Veja-se, por exemplo, o t. I do nosso Curso de Analyse). 

for-
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É conveniente observar que a expressão de F (z), de que se partiu, é a que resulta de 
substituir na expressão de F (z), dada no numero anterior, rp (z) pela expressão dada no nu
mero 10 e ~ (z) por (x+h-.?)p. Logo o methodo que vimos de expôr coincide no fundo com 
o methodo dado nos numeros 10 e 11. 

13. Fundados nos mesmos principios podemos dar uma formula muito geral, que contém 
a formula de Taylor (I} 

Rara isso appliquemos a igualdade 

á funcção 

9 (x + h) = 'f (x) + h'f' (x + eh) 

hl 
rp(z)=f(x)+hf'(x)+ .•. + 1.::? .. lf<I)(x) 

(x+h z)n-l 
-f(z)-(x+h-z)f'(z)- ... - ].2 .. ~n-~ J!n-t)(z) 

-[ F (x) +hF' (x)+ . .. + 1.2~k .. k F(/r) (x) 

(x+h-z)Ill-1 1 
-F(z)-(x+h-z)F'(z)- . .. - 1.::? . . (m-l) F,m-I)(z) 

hl fU) ( ) f(x+h)-f(x)-hf' (x)- ... - 1.2 ... l x 

x h" 
F(x+h)-F(x)-hF'(x)- ... - 1.2 . .. k Fil.) (x) 

Teremos, suppondo n > l + 1 e m > k + 1 e effectuando alguns calculos simples, a igualdade 

f(x+h)-f(x)-hf'(x)- ... - hl f(l) (x) 
L::? .. l 

-------------------------- h" -------
F \x + h) - F (x) - hF' (x) - ... - ~.)--:- Fi!.) (x) 

1..., ... /.; 

hl+t hn -1. 
-c---=---~___:_c-f(l + 1.) (x)..L + ,. fi" -1.) (x)· + Rn 
1.2 ... (l+l) I'" 1.2 ... (n-l) . 

hk+ t h'"-1. 
-:;----;::-----c~c-::-:_ F(k + 1) (x) + ... +. FI'" - I) (x) + R'", 
1. 2 ... (k + 1) 1. ::? ... (m - 1) 

(1) Gomes Teixeira: Sur une formule d'Analyse. (Nouvelles Annales de Mathématiqlles, 3." série, t. v). 
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oom effeito, para posições dos pontos oonsiderados 

ab 
dcr < AR' 

teriamos, representando por cri e cr2 os valores que toma cr nos pontos A e B, 

e 

are acb < ab, 

o que é ahsurüo. 

22. Posto isto, sejam 

~ (ZI = X! 

duas de uma variavel ::3, continuas em pontos üe uma ruda 

une o ponto correspondente a x ao ponto correspondente a x -1- h, e supponhamos que, quando 

Z percorre esta recta, Xi + iY 1 pereorre tambem a recta AB, variando sempre no mesmo 

sentido, e X iY peroorre o aroo de curva acb. 

Por serem C~, b, A, B, os pontos correspondentes aos numeros complexos 'f (~), f (x -f-- 71), 

Temos 

um 

x 

temos 

ds JI dX2+dY2 I drp (z): I fi (z) i - ... _ ........ __ .- --- ---I-l--da: - JdX; +dY~· - d~ (z) i - ~'(z)~· 

applieando o lemma 

(z) representado 

que é 

vê-se que existe 

da recta 

I rI;'(Xjl 1>1 rp(x h)-rp(xI 
I-VeXl) 1= ~(x+h)--":~(x) , 

Xi, corresponclénte 

comprehelld id" 
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Temos (numeros 28 e 

2i,J(a) 

Logo é 

=f(a)+(x-
(x--a)n-I , 

--;--=-~-;---~----;-;_j I II 
1.2 ... (n-1) : R", 

onde 

H _____ r fiz) dz 
n- 2irr Js (z-a)" (Z-x)' 

Temos assim a formula de Taylor com uma expressão do resto da qual Cauchy deduziu, 

na sua importante Mémoi1'e sw' le Calcul des résidus et le Calcul des limites (1), apresentada 

em 1831 á Academia de Turin, o 

descobertas 

Se a fez) é synectica 

ponto 

logar 

a a, e se x; 

desenvolvimento em série 

theorema, que constitue 

limitada por uma 

um ponto qnalquer 

das suas mais bellas 

enjo cent1'O 

d' esta á1'ea, 

f(x)=f(a)~(x-a)f'(a)+ ... + (x~a)n j{"I(a)+ ... 
1.2 ... n 

Supponhamos, com effeito, que S representa uma circumferencia CL\jO centro é o ponto 

Para todos os contorno e para pontos x do interior 

tem n' este a desigualdade 

!Z--((I· 

Por outra parte, da desiguélldade seguinte, que resulta immediatamente da noção de in
tegral definido, 

I R" ! = _1 r 1 x--"-I" i 11=ll I dz I 
I I ;27: Js a I z-x I ' 

deduz-se, que é I dz: = = ds (pondo z = Xl representando por 

(1) Exercices d' Analyse et de Ph1fsique m.athématiqae, t. II, pago 50. 
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que dá os valores da funcção harmonica V expressos por meio de um integral definido e que 

representa no methodo de Riemann o mesmo papel que a igualdade (B) do numero 28 repre

senta no methodo de Cauchy. 

as. Para dar um segundo passo para a resolução da questão que estamos considerando, 

vamos tirar d'esta formula outra que dê os valores de V expressos por um integral definido 

ordinario. Para isso vamos porém primeiramente demonstrar um lemma de que teremos de 

fazer uso. 

Consideremos um circulo de centro O e raio R, e seja A um ponto collocado no interior 

d'este circulo, cujas coordenadas são a e b. 
Vejamos se existe um ponto B, exterior ao circulo, tal que seja constante, para todos os 

t Md ' fi' ~ AM pon os a Clrcum erenCla, a razao BM' 

Representando por a e ~ as coordenadas do ponto B, por x e y as do ponto M e por c' 
uma constante, teremos 

e portanto, sendo O a origem das coordenadas, 

R2- 2ax-2by+ a2 +b2 = c2 (R2_ 2ax-2~y+a2+ ~2), 

ou, pondo a = p cos <f, b = p sen <f, a = pi COS <fI, ~ = pi sen <fi, 

R2 - 2 px cos <f - 2 py sen cp + p2 = c2 [R2 - 2 piX COS cpi - 2 piy sen CPi + P: J. 

Satisfaz-se a esta igualdade pondo 

(8) pi = ~2, C = ~, cp = 91, 

como é facil verificar, e vê-se que é pi> R. 
D' estas igualdades conclue-se o lemma seguinte: 

Dado nm circulo de ?'aio R e um ponto A no intedor) existe out?·o ponto B, exterior ao 

mesmo circulo e situado sobre a recta que une o primeiro ponto ao centro do cirey,lo, tal que a 

razão geomet?'ica das distancias AM e BM é constante) qualquer que seja M. A distancia do 

ponto B ao centro do circulo é dada pela prirneil"a das formulas (8) e o valor da constante é 
d ado pela segunda. 
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que seja cp. Logo temos desigualdade 

I ~ am mpm - i COS mcp I < a, 
m=n 

para n > nl, a qual mostra que a série (c) é uniformemente convergente para todos os valores 

correspondentes aos 

agora applicar um 

logar a igualdade 

dF 
rIp 

bem conhecido, 

00 

'\', a'fll 1np1n - 1. cos 1nry. 
"' = i 

Do mesmo modo se demonstra a igualdade 

00 

~ am mp'" sen 
111=1. 

derivação das sérll's, 

A segunda das séries (a) pode ser cansiderada do mesmo modo e obteem-se resultados 

analogos. 

42. Posto isto, vamos agora ver como a formula (9) conduz com a maIOr f~1Cilidade á 

questão que se resolver. 

a funcção proposta, que suppomos synectica no circulo de ralO R, e seja (x, y) um ponto 

[até agora representado por (a, b)] do interior d' este circulo. 

As fnncções tl e v satisfazem, por hypothese, á equação (2), e temos portanto, em virtude 

cosmy+bm 
m o 

00 

v = 1: pm (um COS 1Il1' + ~m sen my). 
rn = O 
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Considerando do mesmo modo a funcção f2 (z), vê-se que é 

Temos pois finalmente 

• f 1(n) (O) + j~(n) (O) fin) (O) 
an-tbn= =, 

1.2 ... n 1.2 ... n 

o que dá a formula de Maclaurin 

00 f(n) (O) 
f(z)=f(O)+ ~ -'----zn. 

n=1. 1.2 ... n 

Pondof(z)=F(z+a), deduz-se d'esta formula a de Taylor 

ou, mudando ;:; em z - a, 

00 F(n) (a) 
F(z+a)=F(a)+ ~ ---,-- z", 

11=1 l.~ ... n 

00 F(n) (a) 
F(z)=F(a)+ ~ ----(z-a)n, 

m=1 1.2 ... n 

que tem logar quando é I z - a I < R. 
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visto que I 
que seja n, 

I an I I Xl - a ln < B, 

: a" II x- a ln < B 1 __ ~.= __ ~t_ln. 
I Xi-a 

X satisfazem 

tende para zero 

vê-se que os termos da série 

n=oo 
~. I an II x-a!n 

n=Ü 

são aos termos da progressão 

B--- . I x-a ln 
n =0 Xi- a ' 

logo, para os valores de x considerados, a primeira série é convergente, e a série (1) é por

tanto absolutamente convergente. 

Como os valores de x que satisfazem á condição I X - a I < I Xi - a I são representados 

do interior de raio igual a I o centro no 

a, vê-se que, 

todos os pontos 

( ) for convergente 
da circumferencía 

Xl, é absolutamente 

por este ponto. 

agora vanar Xl uma série de círeumferencias cujos raios ou 

indefinidamente on tôem um limite superior. No primeiro caso a série é convergente em todo 

o plano, o que se exprime ainda dizendo que ella é eonvergente n'um eirculo de raio infinito. 

N o segundo caso o limite considerado é o raio de uma eircumferencia tal que a série (1) é 
convergente quando X representa um ponto do interior do circulo que esta eireumferencia 

limita e é divergente quando X representa um ponto exterior. Ao cireulo que vimos de con-

siderar Cauchy o nome convm'gencia da (1). série (1) pode 

súmcnte no ponto caso o raio do eonvergeneia é uuHo. 

Consideremos agora 
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que forma o 

seguintes: 

regulares J na 'I"~.'/'JI!III'" 

d'este capitulo, 

ponfo C/) são 

Com effeito, se as funcções f(x) e F (x) são regulares na vesinhança do ponto a, temos, 

para valores sufficientemente pequenos de I x- a:, 

-a)+a2 (x-

F -a)+ b2 (x-

e igualdades tiram-se, de theoremas 

sobre sóries, as igualdades seguintes: 

f (x) F (x) = ao bo + (ao b 1 + ai bo) (x - a) + ( aO b2 

casos. 

de lx-a!. 
na vesinhança 

e positivo, e quando 

" " 

~ . , 

relativos ás 

... , 

qualquer que 

de ze1'O) nos 

O caso de k representar um numero inteiro positivo já foi considerado, visto que n'este 

caso [f(x)Jk representa um producto de factores. 

Nos outros casos temos, suppondo ao = f(a) differente de zero, 

a2 lk fi,) --(x-a)2+ ... 
ao I 

00 

representando por P (x - a) o desenvolvimento 

[
- -1 ar , a~ . I 

P(x-a)=(x-a) --;--(x-a)--r .... 
ao ao 

D ! ::c - a I valores que seja 

P -a)]<l, 

podemos desenvolver [f(x)J" em série ordenada segundo as potencias ;,; - rI por meio da 1'01'-
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Notando 

'" n(n-lJ . . (71 --LI) Ilm)(b)= ~ _'---_~:-:--__ --(b-a)n-m/ln) (Ct), 
n='" 1.2 . .. n 

e applicando outra vez o theúrema do numero 48 á funcção de b 

c~jo modulo é 

ou 

e portanto, 

ou 

ou 

Esta 

n(n-1) ... (n 
1.2 ... nx12 

L, vem 

n(n-1) ... (n-rn 1) Ib-aln-mlmi/ln)(a)!<L, 
1.2 ... nx1.2 ... rn 

-1) ... (n-rn+1) 
1 2 .. . nxl.2 ... rn 

(_l )"'ipn) (a) I < L b 

todas as desiguak1adcs correspondentes aos 

m=Ü, 1, 2, 3, ... ,n, 

1+- <L 1. --- , IfI») (a)llb-aln ( l)n m~nl b-a 1m 

1.2 ... n pi m=O pi 

I/ln) Ca) II b-a ln 
1.2 ... n 

L pi 
pi-I b-a! ' 

I/ln) Ca)! Ix-aln <L--~--
1.2 ... n PI-Ib-al 

x-a ___ j" 

!b-a l(1++'-)1 
mostra que a série l'onvergente quando 

Ix- < 1(1+_1 ) 
. pi ' 

1m 
-1 : 
I ' 

e basta attender a que i b - a I differe de pi tão pouco quanto se queira, para concluir d'elJa 
que aquella série é convergente no interior da circumferencia de raio igual a pi + l. 
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Demonstrado assim que o segundo membro de (1) é convergente no interior da circum
ferencia de raio Pi + l, resta demonstrar que coincide com f(x) em toda esta área. 

Para isso, representemos por l' (x) e a série que entra no segundo membro de (1), e no

temos em primeiro logar que é, por hypothese, cp (x) = ° no circulo (CI). 
'l'omando um ponto b n'este circulo, tão proximo quanto se queira da sna circumferencia, 

temos a igualdade (n. o 50 _1.") 

?(x)=1'(b)+(x-b)1"(b)+ ~(x-b)2?"(b)+ ... ; 

mas, por b pertencer ao circulo (CI), é cp (b) = 0, cp' (b) = O, •.. ; logo temos? (x) = O em todos 
08 pontos da área d'este segundo circulo, que é em parte distincta da anterior. 

ContInuando do mesmo modo até considerar toda a área do circulo de raio pi + l vê-se 
que l' (X) é nullaem toda esta área, e portanto que a igualdade (1) tem logar para todos os 
valores de x representados pelos pontos d'esta área. 

Basta agora notar que tinhamos partido das hypotbeses de que pt era o raio de circulo 
no qual tinha logar a igualdade (1) e que era pi <R, para concluir que esta ultima desigual
dade é absurda, e que deve porisso ser PI = R. 

53. A demonstração da fOl'mula de Laul'ent por melO das propriedades das séries in
teiras foi dada por Mittag-Leffier nas MemOl·ias da Sociedade das Sciencias de Li'ege (2.a série, 
t. XI) e no t. IV das Acta rnathematica. Para expôr esta demonstração são necessarias algumas 
notas preliminares que vamos apresentar. 

Sejam x e y duas variaveis complexas ligadas pela relação 

(1) 

onde n representa um numero inteiro positivo e R um numero positivo. :f~ em primeiro logar 
necessario procurar qual é a área que, no plano de representação dos y, corresponde a uma 

área A, limitada pelas circumfereneias de raio R (1 + p) e 1 -tR ,com os centros na origem . - p , 

das coordenadas, onde são representados os valores de x. Suppomos que a quantidade p é 
positiva. 

Para resolver esta questão procuremos primeiramente qual é a curva descripta pelo ponto 
corrt'spondente a y quando o ponto correspondente a x descreve uma circumferencia de raio 
igual a R (1 + a), com o centro na origem das coordenadas, a representando uma quantidade 
positiva não superior a p. Para isso basta pôr em (1) 
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Pondo, com effeito, em (1) 

y = X + iY, x =-1 ! ~ (cos 11 + i sen (1) 

vêem as equações 

Notando que a curva representada por estas equações não se altera quando se muda 11 
em -11, vê-se que ella coincide com a CUl'va representada pelas equações (2). 

4.0 Por cada ponto do plano de representação dos y passa uma das curvas dadas pelas 

equações (2). 
Com effeito, a equação (1) dá para x, quando y é dado, 2n valores: 

Seja x' um d'estes valores. Quando x descreve uma circumferencia de raio i x' I com o 
centro na origem das coordenadas, y descreve uma das curvas representadas pelas equações 
(2), que passa pelo ponto correspondente ao valor dado a y. Os outros valores de x devem 

ter todos modulos iguaes a I x' I, visto que por cada ponto não pode passar mais do que uma 
das curvas representadas pelas equações (2). 

5. o A maior e a menor distancia dos pontos da curva representada pelas equações (2) á 
origem das coordenadas podem ser obtidas procurando os valores de 11 que tornam a expressão 
de X2 + Y2, dada pela formula (3), maxima ou minima; o que dá para valor da distancia 
maXlma 

e para valor da distaNcia minima 

Reflectindo um pouco sobre as propriedades que vimos de indicar, podemos concluir que 
ao annel circular A, collocado no plano de representação dos X; comprehendido entre as cir-
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Logo, para ser satisfeita a igualdade (5) pelos valores Xl, X2, • •• , X2n que correspondem 
a valores de y differentes de + 1, basta pôr 

onde Xi, X2, ••• , X2n são os valores de X dados pela igualdade 

e onde é 

Posto isto, vamos agora mostrar que as funcções de y representadas por Fo, FI, ... , F2n - 1. 

são todas regulares na área B. 
Seja b um elos valores dados a y, representado por um dos pontos da área B, e sup

ponhamos em primeiro logar que b é differente de + L 
Escrevendo a relação entre X e y debaixo da forma 

x=Ry(y-b)+b + V(y-b)!+2b (y-b)+b~-l 

e a:Qplicando os theoremas demonstrados no numero 50, vê-se em primeiro logar que o radical 

y'(y-b?+2b (y-b) + bt.-1 

é regular na vesinhança do ponto b, e em seguida que as quantidades Xv são regulares na 
vesinhança do mesm@ ponto. 

A funcção f(xv) é tambem regular (numero 50 - 4.°) na vesinhança do ponto consi
derado. 

Basta agora attender a que as expressões de Fo, Fl~ ... , F2n _ t são compostas de som
mas, productos e quocientes de funcções regulares na velinhança do ponto b e que II' (xv) só 
é nulla quando b = + 1, para concluir que estas nmcções são regulares (numero 50) na ve
sinhança do ponto b considerado. 
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entram nesta formula, corresponde a uma raiz da equação 9 (x) - y = 0, para concluir que os 
I. v=2n 

termos dependentes de (y-1)2 devem desapparecer na somma :E ~ (xv) e que deve ser 
v=f 

v=2n rn="" 
.:E ~(xv)=·:E Drn(?I-1ym. 

v=l. m=O· 

Vê-se pois que as expressões de Fo, FI, ... , F2n _ I. são ainda regulares na veBinhança do 

ponto y= 1. 
Do mesmo modo se mostra que estas expressões são regulares na yesinhallça do ponto 

y=-l. 
As funcções Fo, Fi, •.• , F2n _ i foram determinadas· de modo que, para cada valor dado 

a y, os valores correspondentes de x, dados pela equação (1), satisfaçam á equação (5). Pondo 

.pois Y='f(x) n'esta equação, temos o theorema seguinte: 

A igualdade 

v=2n-1. 
f(x)== :E FVly(x)Jx" 

v=o 

é satisfeita pOjO fodos os valores de [JJ representados pelos pontos da área A. As funcções de y 
repr'esentadas por Fo, FI,. , ., que entr'am n'esta igualdade, são r'egulm'es na ár'ea B. 

Deve observar-se que, para estabelecer esta igualdade, excluiram-se os valorAs de x cor

respündentes a y = 1 e a y = -1. Basta porém attender a que os seus dois primeiros mem

bros admittem (numero 61) derivadas finitas n'estes pontos, e a que portanto são continuas, 

para concluir que ella ainda tem logar para estes valores de x. 

55. Fundado nas proposições que vimos de demonstrar nos dois numeros anteriores, 

obteve Mittag-Leffier o theorema de Laurent do modo seguinte, 

Supponhamos que f(x) representa uma funcção monogenea, uniforme e regular na área 

limitada por duas eircumfel'eneias de raio R' e RI! e seja R um numero compl'ehendido entre 
R' e RI/. 

Representando por h uma quantidade positiva arbitraria, podemos dar a p um valor tão 

pequeno e depois a n um valor tão grande que seja 

R(l+p)<R", l!P >R', 

~ l (1 + p)n - (1 ~ P )n ] > 1 + h, 

Viu-se no numero anterior que as fnncções Fo (y), FI. (y), . .. , F2n _I. (y) são regulares na 
área B, correspondente aos valores de x representados pelos pontos do annel comprehendido 
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dado (numero 31) 

O' (z) dz 
-O (z) - O (x) , 

ou, desenvolvendo-o em série, 

u= 1 [f O' (z) dz + O ' ')f ~(z) dz + ]. 
10' (x 100' ••• , 

s u i.Z) 's U' (Z) 

termo d' esta 
O 

logo é lt = 1. 
Posto consideremos 

á unidade, vi~to 
outros são nullos, 

1 j~ fez) O' (z) dz 
2iTI: S o (Z)-O(iC) . 

as raizes da 

Como o denominador da funcçào integrada é nullo quando z = x e este zero é o muco 
que este denominador tem na área A, temos (numero 28 - 1. 0), representando por C uma 

cil'cumfel'encia cujo centro seja o ponto x e cujo raio seja igual ao raio du circulo de con
vergencia da série 

O (z) - O 

U=_l_ 
2i7. 

mas (numero 28 - 2.°) 

1 
(;1') "2 (z-

fez) O' (z) dz 
1 ,---, '--'----'-, 

(z-:r) ~O' (.1) + T (z -a-) O" (x) + ... ] 

fez) O' (z) dz 

[(x) = _1_. r fez) O' (z) dz • 
2iTI:}s O(z)-O(x) 

-, =f(x); 
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área na qual seja synectica, 

e todos os pontos 

é pois applicavel dú 

f(·T) =f(a) + (x-a)f' (a) + ~ (x-a)2f'(a)+ ... 

80. Pondo na formula 

z-a 
= cp (Z)-' 

11 (z) representando uma funcção synectica na área A e tal q lle seja, para todos os pontos z 
do contorno d' esta área, 

n'esta formula 

-({ 
---=t 

cp (x) , 

vem a seguinte: 

1 d [fi (a) (02 (a)] 
f(x) =f(a) + tf'(a) cp (a)+',[t2 da' 

dn -I [fi (a) (j)n (ali 
-::;---:c:---- t n ------------ - ' - ---

dan-i 
1 

que a funcção f(x) rmz da equação 



que existe do contorno S, 

a desigualdade 

83 

todos os pontos do contorno tem Iogar 

I z-a I It!<I---I' 
i ? (z) I 

"No que precede tirou-se a formllla de Lagrange da formula de BÜl'lnann. Esta ultima 

formula não mais geral do . Pondo, com 

na formula de Lagrange vem immediatamente a de Biirmann. 

A" formula de Lagrange foi pela primeira vez pnhlicada pelo grande geometra n"tUllit me

moria apresentada á Academia das Sciencias de :Berlin (.Nom;elle 1rll;illOde pom' réroud1'e les 

équatior/s l1:térales ]Ja7' le moyen eles sériC8) 1770; Oeuv1'es, t. III) a qual foi pouco tempo de-

pois seguilla sobre a applicaçil0 formula á resoluçho equações que 

apparecem l\Ieehanica celeste. A de Lagrange considerações 

algebricas p dOSOllyolvimentos em funcções Laplace na sua 

111eclwnica esta formula maneira mais simples, deduzindo-a directamente 

da série de lVIaclaurin. Nenhum cl'estes geometl'as deu todavia as condições para que a série 

seja applicavel. O primeiro geometra que estudou a questão da cOllvergencia da série de La

grange foi Cauchy, que applicou a esta série os methoc1os que tão bom resultado lhe tinham 

dado quando applicados á série de Taylor. Os resultados a que chegou diLo lagar a difficul-

dades; abriram todavia resoluçiio definitinl d' esta questiLo (JOUT-
nal ele de Paris) () qual coincide, notações, com o 

que foi 57 para série de Bürmann. 

61. o que temos sobre a formula vamos fazer 

applieação d'esta formula ao desenvolvimento das fllneções em série ordenada segundo as 

poteneias de sen x. 
Temos de pôr n' este caso 8 ex) = sen x e de procurar um contorno tal que seja, para 

todos os valores de x representados por pontos do interior d'este contorno, 

z representando 

Para resolver 

ponto qualquer elo ,,,ynU,,'n 

questão, vamos ellrvas definidas pola 

, sen z I = c , , 
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onde 

A =_1_ r f(z) O'(z) clz 
n 2Í1t Js On-t-i (z) , 

Bn, = 2~~ !f(z) o" - i (Z) O' (z) clz. 
'tI... S 

Esta formula contém a formula de Bürmann, que corresponde ao caso de a funcção f (z) 
Iiler synectica na área limitada por 8. N'este caso, com effeito, o integral que entra na ex

pressão de Bn é (numero 28) nuUo. 
Pondo 

O(z)=z-a 

e tomando para contornos S e 8 duas circumferencias de raios R e r e de centro a, é 

I z - a I < I x - a I para todos os pontos z da circumferencia interior, e I z - a I > I x - a I para 
todos os pontos z da circumferencia exterior. A formula anterior é pois applicavel e dá a 
seguinte: 

onde 

A _i J fez) clz n--- ------
~i'lt S (z- a)n+ P 

Bn= 2~~ r f(z)(z-a)n-iclz, 
'tI .. ) s 

isto é, a formula de Lcwrent já considerada nos numeras 32 e 55. 

65. Os integraes que entram na formula geral, que vimos de apresentar, podem ser 
expressos por meio dos coefficientes do desenvolvimento obtido pela formula de Laurent, no 
caso de a fnncção f(x) admittir, na área limitada pelo contorno interior 8, sómente um nu
mero limitado de pontos singulares em que deixe de ser synectica. 

Sejam com effeito, bl, b2, ••• , bm, • •• , b" estes pontos, Ci, C2, • •• , C/c, C circumferencias 
cujos centros sejam os pontos represéntados por bl, b2, . •• , bk, a e cujos raios sejam assaz 
pequenos para que a área limitada por cada uma d'ellas não contenha outro d'estes pontos, 
além do centro. 
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que precede não 
recorrer formula 

quando n= calcular Ao pode-se 

Ao=~ (j(z) {j'(z)dz =~f ~ { f(z) {j'(z)dz + (f(Z){j/(Z)dZ]. 
2~T.)s (j(z) 2~T: lm=f)cm (j(z) )€ (j(z) 

Substituindo nas k primeiras parcellas do segundo membro fez) pelo seu desenvolvimento, 
dado formula (A), faz-se cada uma d'ellas forma 

{j/ (z) clz 
{j (z)(z - b",)~ , 

. que são nullas quando ~ < O e que são eguaes a 

E, por ser {j (~), vê-se que dada pela formula 

f f(Z){j~~Z)dZ ]'f(z)_{j'~Z)clZ +( f(z)clz =2iTr.f(a), 
c (j\~) c 8(",) )c z-a 

quando a é differente de bJ , b2, • •• , b/r

e 

N'cste 

que precede 
por exemplo, de 

Tc 

An= ~ 
tn=1 

ser modificada 
então 

_,---c~.d __ z -L _1_]' -'---;--'-':--' 
I 2ni-:: c 

coincide com um 

(n> O) 

Ao=-. ~ + . 1 r k- 11 fez) (j' (~) clz (jú) {j/ (z) clz 1 
2~7. m=1 Cm. (j(z) ,;C (j(z) 

o ultimo termo da pode ser parcellas da forma 
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e por 

Para 

que dá 

Temos 



s 

Temos lVIaclaurín 

de um 



e 
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ou, pondo z = h e mudando x em x + h, 

hn- i 

f(x+h) =f(x) + hf' (x)+ ..• + 1.2 .. . (n-l) f(n-i) (x)+Rn, 

onde 

1 . (h 
Rn= 1.2 ... (n-l))0 zn-if'n) (x+h-z)dz, 

ou, pondo z = th, 

Rn = , tn-1. fin) (x + h - th) dto hn fi 
1.2 ... (n-1) o 

Temos assim a formula de Taylor e a expressão do seu resto por melO de um integral 
definido, obtida já no numero 6 do texto. Laplace deduziu d'este resultado a expressão do 
resto devida a Lagrange, empregando, sem todavia o demonstrar, o primeiro theorema dos 
valores medios dos integrae~ definidos. 

III. Na demonstração dada por Lagrange da formula de Taylor, apresentada no numero 
7, figuram as mesmas prop.osições que entram em uma das demonstrações conhecidas do 
theorema de Rolle (i). É pois natural procurar obter-se a formula de Taylor modificando a 
analyse de Lagrange de modo a fazer intervir este theorema. É o que fez Hatzidakis, pro
fessor na Universidade de Athenas, em um artigo publicado no Enseignement mathématique 

(t. II, p. 448), ao qual é devida a demonstração seguinte d'aquella formula. 
Considerem-se as funcções de h' que entram na demonstração de Lagrange : 

(A) f(n) (x + h') - K, 

(B) f'n-i) (x + h') - f(n-t) (x) - Kh' 

h'n-2 h'n-l 
(M) f'(x+h')-f'(x)-h'f"(x)- ... - f(n t)() K L2 .. . (n-2) - x - 1.2 .. . (n-lY , 

h'n-l . h'n 
(N) f(x+h')-f(x)-h'f'(x)- . .. - . J'n-l) (x)----K: 

1.2 ... (n-l) 1.2 . .. n 

(1) Se a funcção f(x) tiver uma derivada f' (x), contínua no intervallo (a, a+h), e se annullar nos 
pontos a e a + h,Jaquella funcção crescc na vesinhança de um d'estes pontos e decresce na vesinhança do 
outro. Logo a sua derivada fi (x) passa de positiva para negativa, e, como é contínua, passa por O em um 
ponto do. intervallo considerado. 

Hosted by Google 



101 

cada uma derivada da K uma quantidllde U\5JlIHJ.U't pela equação 

-i 
f(x+h)-f(x)-hf'(x)- .. . --. -----fln-i) (x)=-, --K, 

1.2 ... (n-1) 1.2 ... n 

h sendo uma quantidade dada. 

A funcção (N) annulla-se quando h' = O e quando h' = h; logo existe um numero 2[, com-

prehendido que annulla a E, como a funcção annlllla quando 

h' = O e existe tambem "2, comprehendido 21, que annulla 

a funcção 

elielo entre 

Continuanelo elo mesmo 

... , e portanto entro 

vê·se que existo 

que annulla a 

K = fln) (x + E) = fln) (x + Oh). 

E, comprehen

temos portanto 

IV. Outras demonstrações ela formula de Taylor, funelaelas nas proprieelades elementares 

da theoria das séries, foram elaelas por Koenig nos Nouvelles Annales (1874) e por Amigues 
no volume a ] 880 da Estas sào applicaveis 

tanto no caso 

absolutos 
tão geraes 

val'lavers reaes como 

e elas suas 

anteriores. 

variaveis imaginarias, 

admi t tam um limi te 

u,,"'~,cu que os valores 

não sào porisso 

2. Deram-se no texto eluas demonstrações da f01'?nula de Laurent) uma fundada na 

theoria elos integraes curvilineos e outra na theoria das séries. Outras demonstrações ela 

mesma formula foram daelas por Scheeffer no tomo IV elas Acta rnathernatica e por Pringsheim 

nos Sitzungsb. der Alcademie zu jVIiinchen (t. xxv e XXVI, 1895 e 1896). Esta ultima é fun-

dada na medio ele umll o auetor define seguinte. 

Consideremos funcção fez) e 

das coordenadas. Devida·se esta 

eguaes. Os assim obtidofl serão 

2ir. 

'" p, pe 

circumferencia de raio 

-
m 

partir do eixo 

pelas quantidades 

2 (m-l)ir. 
m pc , ... , pe 

onde m = 2n • Posto 
limite para 

chama-se valor medio da funcção fez) e 

somma 

quando n tenele para 00. 

o centro na origem 

em 2n partes 

por Mf(p) o 
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(8.) 
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S~;!+JI2n-l) (O) + ... + 
l.:L . . (2n+ 1) 

Cette formule pent être encore éçrite symboliquemt;nt de la mauiere suivante 

(9.) 
f(O) [f2 (O) + PJ [.fi (O) + 32J .•• [f2 (O) -l- (211 - 1 n 
--- 1 2 . .. (2n+l) 

ou I'ou los multiplications, les puissauces par des dérivées 

d'ordre de la 

POUl' déterminer les eoeffieients K, A, B, ... , L ele la pl'emicre eles formules (A.), nous 

pouvons eonsielérel' la fonction eos kx, Oll k est un nombre entier pair. La trigonométrie 

donne en effet alors la formule wivante: 

coskx= 1 

et, eu 

par la 

(-1)" k2 (k2-22
2
).· . (P-(2n-2)~) .• .. ---:)-- ._._- sm-n x + ... 

•.• :'12 -

valem elu coeffil'ient x elans cette la valem elonnée 

A 2n = (-1)" K [k2n _Ak2{n-l) +. , ,+ Lk2] 

et en rep·résentant par S~~:) la somme eles eombinaisons des nombres 

" " (2n- 2)2 

pris m on 

TI " " L -I) 

Nous pouvons clone écrire la formule générale suivante: 

(10.) 

ou 

(11.) 
f2 (O) [f2 (O) + 22J Lf2 (O) + 4 2J, , ,[f2 (O) + (2n - 2)2J 

A2n = 1 ,) '. ':> -. ,:.,v., ,_u 
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1°. Le 

. Le 

Le par la 



116 

La résidu de la fonction -~C~ par rapport à mT. est 
z 

R;;: = (_ltf,---(_2n_+_')..'-(m_T.-:.c) __ s"'_(\-'-C1'-".f-.,.(2_»-=I_) (,-m-:T.~) ____ s~--,-n~,-I..::...f_'-,-(m_T.-,-) 
1.2 ... 2n 

En changaant dans les formules précédentes f' (z) en fez), on voit encore que le résidu de 
fez) 

sin2n ;;;-- par rapport à m7C est donné par la formule 

f (2,.-I) ( "'") 1(2)>-3) (m~) +. . 
R(IV) = m,. " 

m '------'----~~1-'-.~2~.3~.~.-.7.(2~n--~1)---

_et que le résidu de /2(2 par rapport au même pôle est donné par l'égalité 
SIn n Z 

1(2n) ( ) + (I) f(2)>-2) ( ) + + (n) f( ) 
R~;) = (-1 t mT. 82.+1 m7C. •• S2n+I.m7C. 

1.2 .. . 2n 
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2sin 

la de la fonction il résultA 
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Donc nous avons, en représentant par S' et S" les coul'bes BC et DA: 

2sinxf(x)=~ r f(z).sin(z~x)dz +J..- r f(z)"sin(z+x)dz 
2~7t J S' SIll Z - SIll X 2~7t Js" sin z - sin x 

Si I'on remarque maintenant que le développement 

_. __ 1_. _ =_l_+ s~n x + s~n~ x + ... 
SIllz-smx SIllZ sm2 z SIll3 Z 

a lieu poul' toutes les valeurs de z représentées par les points de S' et S" et pour toutes les 
valeurs de x représentéespar les points de l'intérieur de l'aire considérée (parce ,qu'on 'Ii 
pour tous ces points I sin x I < I sin z I), ou peut écrire led'éveloppement 

sinxf(x) = sinx [Ao+AI sinx+ .. . +An sinn x+ .. . ] 

+cosx [Bo+Bt sinx+ ... +BII sinn x+ . .. ], 

En posant dans cedéveloppementx":,, 0, iI vient Bo =0; nous pouvoÍls donc encore écrire 

On peut encore donner aux coefficients An etBn de ce développement une aútre forme; ,En 
efl'et, on a 

1 fez) co~ z dz ~ fez) cos zdz 
sinn+ t z sii:tn +t z ' AB De 

fez) dz 

JAB sinn z 
f(z)dz 

et par conséquent 

(18.) 

A _I Is fez) coszdz 
n--- -----

4i7t, s" ,sinn+i z " 

Bn=~ r f~z)dz. 
, 4~7t Js smn z 
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sin 
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En 
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x 
p 
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eoefficients qui entrent formule doivent par la formule 
en 

2k(x+TC) 
F(x)= sn ---sn-------=2sn --o 

7t' 7t TC 

Le développement qll'on vient de trouver a lieu dans l'aire infinie limitée par la eourbe qu'on 

obtient en transfol'mant la eoul'be dont l'équ~tion est 

I 'k' I I' _ . TCt . sm I - SIll--;)7 
, 'I ;"C 

dit dans le n. partieuliel' eUe a toutes les valeul's 

de x. 

14. Naus pouvons détel'minel' un développement de sn x qui est applieable poul' toutes 
les valeurs de k et 1.;' et pour toutes les valeurs réelles de x, eomme on va voir. 

la fonetion 

. , . , dk/ A 

q III admet les penoues 2-;;: ét -----r;- et les poles 

des nombres supposons em'ore et k' sont des 

pôles de la fonction cousidérée out les abseisses que les poiuts 

courbe I siu z I = c ou l'ordonnée est minimum, on voit qu'il existe une valeur de c, supérieure 
à j'unité, telle que la fonctionf(x) est holomorphe dans l'aire limitée par les deux branehes 

de eette cOllrbe. Cette valeur est donnée par l'équation 

TC + 7tik' )_ 
2k - cos 

TCik' 

dane, dans Paire 
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Cette premierement 

snx= 

et, à cause dp,s égalités 

sn(- x)=-snx, 

-snx, 

elle donne 

. __ ~. ~[B I B 2~+B. 4 __ -!-- ] sn x - t;Ill 2k J T 3 COS 2k a COS 2k , ...• 

Les coefficients B!, B3, B5, ... doivent être calculés au moyen de la formule (2:3.) en y 

posant 

= sn (2kX _ 
7t 

( 

Le que nous venons tronvor a lieu pour valeurs de x repré-

sentées par los points de l'aire qu'on obtient en transformant l'aire limitée par les deux 

branches de la courbe 

comme 
réelles 

dans les n. oS 11 

• 7Cik' 
I SIll Z I = cos 2k ' 

particulier iI a toutes les valeurs 
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pour tous 1es du 
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8 -8 o 

cas, seule comme on 1e 
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Ou a la formule 
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et a étant le l1lultiplicité du pôle 

ou (x) 
a 

Il arriver que a soit de j(x). II de voir qu' alors 
calculer An au l1loyen de la formule 

moyen 

le degré de 
la suivante: 

antérieures 
formule 

pôle a, et que 

pas les valeurs 

qui donne Bn 

on peut les· trouver au 

Ao= t ~( j(z) 8/(z) dz +~ r j(z)8/ ez)dz, 
m=12m}cm 8(z) 2tr-Jc 8(z) 

Ao= ~ __ l_[ __ (j(X)8/(X)(X-bmt ·)] +j(a), 
m=i (a-l)! dxa- 1 8 (x) x=bm 
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quand a est un ordinaire de f(x), 

Ao= f 1 [~~(f(x)e'(x)(x-bm)~)l +~[~(f(x)e'(x)(x-a)~)l ' 
m=f (a-1)! dxa- i e (x) x=bm~! dx~ o (X) x=a 

quand a est un pôle de f(x). 

3. l'équation 

e a) (x) = t, 

ou t représente un nombre donné tel qu'il soit, le long de S, I e (z) I> I t I et, le long de s, 
I e (z) I < I t I. L'équation e (x) = t a alors une seule racine dans la couronne limitée par les 
courbes S et s; on voit, en effet, au moyen des égalités 

1 f e' (z) 
+t S 82 (z) dz . J 2iTI: 

1 r 8' (z) dz 1 [1 r I ( ) d 1 r '() 82 ) d ] o 
2iTI: J s e (z) - { = - 2ir: t J s e zz + t2 J s e z (z z +. .. = , 

que l'équation considérée a une racme à l'intérieur de S et qu'elle n'a aucune à l'intérieur 
de s. 

Cela fonction f(x) est dans la couronne limitée par S et s, la 
formule 

ou An et Bn représentent des coefficients qui sont donnés par les formules trouvél:'s anté
rieurement, donne le développement de la fonction f(x) de la racine considérée suivant les 
puissances 

Considérons, par exemple, l'équation 

x, 

et soit f(x) = _1_. 
x-a 



On a alors 

Donc 

Ao =_ c?sa 
sma' 
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1 
An=-----

(n+1)! n 
dn+! (sinn a) 

dan+! 

1 
B! =-.-, B2=B3=' .. =0. 

sma 

(n>O) 

_1_ = _ _ c?_s_a _ ~ en • dn+! (sinn a) + _1_ 
w - a sm a n = 1 (n + 1) ! n dan+! e sin a • 
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Mais, en posant 
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x-a 
X=-

x-b' 
u-a 

A=-
u-b' 

la série antérieure se réduit à la suivante 

(10.) 00 (a-b)" (X-A)" 
,,~o b" A - 1 X -1 ' 

laquelle est donc convergente, lorsque 

c'est-à-dire, dans un cercle, qui existe dans le plan de représentation des X, lequel contient 
à l'intérieur le point A. 01', ce cercle doit être tout à l'intérieur du cercle de convergen<.·e 
de la série (7.), parce que la fonction définie par le série (10.) doit cOIncider, dans levoisi
nage du point A, avec la fonction définie par (7.) et cette fonction ne peut pas être continuée 
à l'extérieur de ce cercle. Le cercle de convergence de la série (9.) doit donc être aussi tout 
à l'intérieur de l'aire de convergence de (8.). Comme cette circonstance se donne, quelque 
petite que soit la distance du point d'affixe u à la droite K, on conclut que la fonction définie 

pU?' la série (8.) ne peut pas être continuée au delà de la droite K. 
Cela posé, soient: 1°. Ki, K2, K3, ... des droites qui limitent une aire A, mais ne la 

coupent pasi 2°. a l'affixe d'un point de l'intérieur de cette airei 3°. bl, b2, b3, ••• les affixes 
des points placés respectivement SUl' les perpendiculaires à Ki, K~, K3, ... , tirées par le 
point d'affixe a, dont les distances à ces droites-ci sont respectivement égales aux distances 
du point correspondant à a aux mêmes droites. 

Les séries 

00 (x-a)" ~ ·A" ---b , ... 
n=O x- 2 

sont respectivement convergentes, dans la moitié du plan déterminée par Ki et a, par Ri! et 
a, etc., et les fonctions qu'elles représentent ne peuvent par être continuées au deJà ele ces 
droites. 

Considérons maintenant la somme des séries précédentes: 

00 (x-a)" 00 (x-a)" s= ~ A" --b- + ~ A" --b- + .... 
,,=0 x- i n=O x- 2 

Cette somme représente une fonction holomorphe dans l'aire A, et nous allons démontrer que 
cette fonction ne peut pas être continuée à l'extérieur de cette aire. 
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Done 
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_ 1 r F' (z) dz _ i-= 1)1)+1 r?2("'l+1~ 
- 2 ir: (2Yj + 2) J c sin2"'i+2 - (2"fj + 2)! l2Yj + 3 

A21)=0. 

aussi B! = 1, Bn > 1); et par eonséq U6n t 

=0. 

avons la formule 



Sur la sóric d 

AB 



156 

la droite CB, est \ IJ) 

I 
I. Considérons lignes représentées par 

[
' i"z I 

mi e =c, 

c étant une constante positive quelconque, laquelle, en posant 

z (1)= p (cos B + 
réduite à la forme suivante 

- " (YI COS 8 - Xl sin 8) 
e P =c, 

ou 

P log C 
=Xl tang8- 8 . 

'iC COS 

au m?yen de cette que les points représentation de va-

riable z 
I 

i1CZ I 

lesquels e --z:; I même valeur sont SUl' une même droite parallele 
à DA. Pour trouver eette valeur, quand la droite est donnée, on doit ehereher la valeur 

I i"z I 
que prend e Ul , dans le point ou la dr ai te coupe l'axe des ordonnées. En posant pour eela 

Xi 

dans 

e 

représentant par 
parallele à DA, 

par eonséquent 

de ce point, on 
l'axe des ordonnées 

8 étant compris 

I 
i"z I 

(t) 

valeur que e I 
point y;, est 

; et ;) cette 

décroí:t, lorsque la droite considérée se cléplace dans le sens des ol'données positives. Nous 

avons done, poul' tous les points z de la droite DA et pour tous les points X de l'intérienr 
I'ail'e ABCD, 

et, les points de la 

i"z I I i"x I 
O) (!) 

> e , 

pour les mêmes X , 



1 

1 

-- e 



et 

i 

~I 



qui a lieu la dl'oite qui passe 

ni1r.x 

1 [ --;;;-ra+2UJ f(x) = ') lim 1: e fez) e 
~(!) u=a n=O ~ U 

Considérons maintenant la série 

00 

1: e fi) 

,,=1. 

et remarquons que, comme on a 

on peut 

OH 
-[j(n 

7t 

Or la série 

maniere suivante: 

ni7t 
"" 1 -

-f(u)] 1: -e 
n=i n 

1 
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points (1' affixes 

nmz 
00 - -~V+20l - J 

Ul d _L l' 'i' (t) j' (~) (t) d" z I 1I11 .... e \ ~ e ~ . 
V=it1t=:l V 

ni"z 

e (I) d~, 

-- [1' (~l + 20)) - l' ,,2 

nir..,v nirez 
O)~ co 1 ----;;:;-lU+2(J) - --;;;-

-2 1: 2 e f(z) e dz. 
" ,,=i n u 

la-x) 

ou, puisque les arguments de x- a et de O) sont égaux, 

ou 

co 1 [ 1: - COS ---,---;--
n={ n 

.. nrclx- i] 
~Slll----' 

I OJ I -

est convergente, suivant un théoreme cOlmu (Picard, Traité d'Analyse) t. I, p. 231); et on 



1,60 

voit par conséquent, au moyen d'un théoreme donné par Abel pour le cas de,sséries de ter
mes réels et dont M. Pica1'd a fait l'extension au cas des séries de termescomplexes (1. C., 
t. lI, p. 73), qu'est 

'!!:i" (.r-u) 
00 1 O) 

Iim :E - e 
u=an=1. n 

ni" (x - a) 
00 1 -----
~ m .... -e . 

n=1 n 

On trouve de la même maniere 

Comme on a 

ni" (x-u) 
00 1 

lim :E ~e 
u=an=t n 

m 

ni" (x- a) 
00 1 ---0-) --

:E -e 
n=! n2 

I nÍ1r(z - x) ," (u+2m - m 

'J u f" (z) e 'dz, < M 12m I, 

I ,-ni" (z-x) I 
ou M, représente la. plus grande valem' queprend If" (z) e OJ dans le parallélo-
gramme P P'l Q! Q, on voit que les valeurs des termes de la série 

I ni" (z -x) I 
00 '1 lu+2m" - ---(;;--- -
:E -2' f (z)e dZ I n=1 n u 

• 1" • 1 d d dI"; M 12m I II sont lllIerrellres aux va eurs es termes correspon ants e a sene .... 2' que e que 
,., n=1 n 

soit la valeur de u, et par conséquent que la série considérée est uniformement convergente 
dans te voisinage du point A; nous avons par conséquent 

~~-~ ~~-~ 
00 l1U+2(J) - (') d _ ,; ,1 fa+2(1)f"(~) ---(-')--d 

lim :E -2 f" (z) e z - """ -2 ~ e z. 
u=an={ n u n={ ,n a 

De tout ce qui précede on tire I'égalité 

ni"x , rli"z ni,,;c ni"z 
00 ---z,;-ftt+2oj - ---z,;-oó ---z,;-la+2(~ --;;;-

lim :E e f(z) e dz= :E e f(z) e dZj 
u=an=O 'U n=O a 
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EXT~AIT OJUNE lETT~E AORESSÉE A M, H E~MITE 

(Bulletin des sciences lnathématiques - Paris, 1890, XIV) 





A 

J 

J 

et li 

F 

o re-



166 

Le résidu de F (z), par rapport à x, est 1e eoeffieient de ! dans 1e déve10ppement de 

F +h = f(x+h)sinm(x-a) 
(x ) sinh sinrll (x-a+h) , 

en série ordonnée suivant 1es puissanees de h; et nous avons, par eonséqnent, 

A=f(x). 

Le résidu B de F (z), par rapport à a, est 1e eoeffieient de ~ dans 1e déve10ppement de 

f(a + h) sinrll (x ~ a) 
sinmh 

hm sin (a -x+ h) lífY' 

en série ordonnée suivant 1es puissanees de h. Mais nous avons, en déve10ppant 1es trois fon
ctions 

f(a+h), sin- i (a-x+h), 

en série ordonnée suivant 1es puissances de h, 

F( +h) =~~~fU( ) . m( _) ~~[dvsin-:1(a-x+h)] ~ hw Idw(heOSéCh)m] 
a hm u! a, sm x a x... v! dhv O x .... w! l dhw o· 

Done on a 

sinrll (x- a) [dV sin- i (a -x + hl] [dW (h coséc h)m J 
B=~ fU(a) , 

u ! v ! w! dhv o dhw o' 

ou la somme représentée par ~ se rappol"te à toutes les solutions entieJ'es positives ou nnHes 
de l'équation 

En formant maintenant 1es dérivées suecessives de sin- i ex - a), je trouve 

[d . t( +h)] d' ,:t( ) Bo+Blsin2 (x-a)+ ... +B. sinV(x-a) v sm- a-x ,Vsm- x-a, ,2'v 

dhv 0=- dxv = sinV-t-i(x-a) 

Hosted by Google 



1 7 

un 

TI 

B 

m 

B 

a) 

m 

a) a) 



et 

satisfaire 

et 

1 

2 

J 

1 

a) 

a) 

K et 



1 

J 

I, 

- a.) 

de 

un 

v 



170 

On trouve, de la même maniere, que le minimum des valeurs que prend M2, quand z dé
crit la droite $i = a + k, est encore égal à sin2 Tc et correspond à yl = ~. 

Pour trouver le minimum de M2, quauel z décrit la droite yl = ~ -l, on doit transformer 
l'expression de l\tJ2 en y posant yl = ~ :-l, ce qui donne 

et, ensuite, chercher le minimum ele cette expreRsion. On trouve, de cette maniere, que ce 
minimum correspond à $1 = a et qu'il est, en le représentant par mi, 

m;= ' , . ( el-e-I)2 
2 

On trouve, ele la même maniere, que le minimum des valeurs que prend M2 quand z dé
crit la droite yl = ~ + l corresponel à $i = a et est égal à m~. 

De tout ce que je viens de démontrer ii résulte que le minimum des valeurs que prend 
M2, quand z décrit le contour de I'intégration, est égal à la plus petite des quantités 

01' on voit facilement que 

sil>10g(sink+Vsin2 k+1) et que 

si l < log (sink+ Vsin2 k+ 1). 

sin2 k, ( el_e-I)2 
2 . 

el_e-l . 
2 > smk, 

,el_e-l . 
'---<smk 

2 ' 

Donc nous avons le théoreme suivant: 

Si 1 > log (sink + V sin2 k + 1), l'intégrale J lend vers zéro, quand m tend vers l'inJini, si re 

satisfait à la condition 

I sin (re- a) I < sin k. 

Si l < log (sin k + V sin2 k + 1 ), l' intégr-ale J tend vers zéro, quand m tend vers l'in fini, si x 
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done, quand les conditions précédentes sont satisfaites, l'expression 

s~n(x-~)s~n(x-",) ... f(a) + s~n(x-a)s~(x-,) ... f(~)+ ... 
sm(a -~) sm(a- ,).. . SIll (~-a) sm (~-,) .. . 

I'eprésente f(x) avec d'autant plus d'approximation que le nombre des quantités a,~, " ... 
est plus grand. 

Pour étudier les conditions qu'on vient d'écrire on peut reeorrir à la méthode qu'on a 
déjà employée dans le n." 3 pour le même but. En supposant qu"est a = lt + iv, on trouve 
de cette maniere que la premiere condition a lieu quand 

I sin (x - a) I < cos tt, 

SI 

l > log (cos u + V cos2 U + 1) + I v I, 

et quand 

e'-Ivl_e-l+lvl 
Isin(x-a)l< 2 ' 

si 

l < log (cos lt + V cos2 U + 1) + I v I, 

et que les autres conditions menent à 'des resultats analogues. 
Je termine ici les considérations relatives aux intégrales :M et J que je me proposais de 

soumettre à votre considération. Je serai hien heUl"eux si elles méritent votre haute' appro
hation. 
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Ce théoreme est plus général que celni que nous avons énoncé dans le n.O 3, parceque 
l'aire dans laqueUe iI faut que la fonction f(x) soit holomorphe pour qu'il soit applicable est 
à l'intérieur du rectangle considéré dans le n. o 3, mais iI est de moins facile application. 

2. Nous avons donné antérieurement des méthodes pour le calcul des coefficients qui 
entrent dans les développements précédentes. On peut les obtenir encore au moyen des for

mules générales que nous allons trouver. 
Nous aHons considérer dans ce but une Jonction paire <p (x + a) et une fonction impaÍ1'e 

4> (x + a), auxquelles nous ferons application de la formule (12) de la page 112. 

Nous aurons 

et, en' dérivant les deux membres de ces égalités par rapport à x et en changeant ensui"te 

dans les résultats <p' (x + a) et 4>' (x + a) en 4>i (x + a) et <pI (x + a), 

00 ,1,(2n-l) ( ) + S(J) .,,(20-3) ( ) + + S(o-I)." ( ) 
.1, ( + ) _ ~ 'rI a 20 'rI. a . • . 2. 'rI a . 211-i ( ) 
'ri X a - cos X ..::... 1 2 (2 _ 1 SIll X , 

lI=i • .,. n ) 
00 <p12n) (a) + S~:{+I <p\2n-2) (a) + ... + S~~)+I !DI (a) <Pi (x + a) = cos x :E --'-____ -'--,-O-_-'----'--=-'-_--'-----='-'--'---'--T'--'--'-- sin211 x. 

11=0 1.~ ... 2n 

Cela posé, si l'on définit <Pi (x + a) et 9(x + a) au moyen des égalités 

00 

<pi (x + a) = cos x :E L 2n sin2n x, 
. 11=0 

4> (x + a) = 1: K 2nH sin2nH x, 
11=0 

ii vient 

et 

Donc on a 

f' (a) = 4>' (a), 1''' (a) = 4>'" (a), 

f (a) = CPI (a), 1" (a) = cp;' (a), 

L _ 1<211) (a) + s~:1~d(2n-2) (a) + .. . +s;~~d(a) 
211 - . 1. 2 ... 2n ' 

K _ 1<211+1) (a)+st~d(2n-t) (a)+ . . . +s;':1+d' (a) 
211H- 1.2 .. . (2n+l) --o 
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De cette discussion, iI résulte le théoreme suivant: 
Chacune des cOl/?'bes algéb1'iques rep1'ésentées par les équations (3) Cl, à distancefinie; qUClt1'e 

points doubles, Deux de ces points sont t07ljOU1'S irnaginai-resj les deux autres sont aussi imagi-
. a2 

naires quand k est compris ent1'e b et a, et ils sont réels dans le cas contraire, Si k> T ou 

k b2 d' , , l' , < -, ces e1'1uers potnts sont uo es, 
a 

ti. Les valeurs que prend O aux points de ~ebroussement doivent satisfaire aux équa-

, dx dy , 
bons dO = 0, dO = 0, elles sont, par conséquent, données par l'équation 

On en conclut qu'il existe quat1'e 1'ebroussements 1'éels quand la racine réelle de cette équa'-

, , bk k" d' .l k" l' • d' , b2 k a2 
tlOn est compnse entre - et - a , c est·a- ire quanlll. satislalt aux con ltlOns a < < b' 

comme d'ailleurs nous l'avions déjà vu; la courbe a en outre huit points de 1'eb1'oussernent 

imaginaires. Quand ces conditions ne sont pas satisfaites, la courbe' a douzep01:nts de 1'ebrous

sernent imaginaires. 

Les points de rebroussement peuvent encore être obtenus d'une autre maniere. Tis doi
vent, en effet, satisfaire à l'équationp2 = k2 , prepréselltant, comme ci-dessus, le rayon de 
courbnre de l'ellipse au point (a, ~) correspondant; la relation p2 = k 2 donne 

(7) 
288 

a4~2 + b4a2 = k"3bTaT.-

L'équation (7) représente trois ellipses, une réelle et deux imaginaires, lesquelles déter
minent, au moyen de leurs intersections ave c l'ellipse proposée, douze points, dont quatre 

b2 a2 
sont réel!! quand k est compris entre 'li: et T~ Les centres de courbure en ces points de 

l'ellipse proposée sont lespoints -de rebrousseínent demândés. 
A l'égard des ellipses(7), nous remarquerons que, si 2at et 2b j représentent leurs axes, 

on a 

d'ou la relation 

Hosted by Google 



1 

o ( ... ) 

) 



llX 

. .) 

Done la 



En 

1, 

U"'"<u"~,, finie. 



188 

1.0 En représentant par (ir, Jes quatre racines équation, on a 

(8) (h=-2(a2 

Done la somme des quatre valeurs qve prend 6 en un point (;x;~ y), et qui corl'espondent aux 

quatre torozdes qui y paS8ent~ est constante. 

2.° On a aussi (1) 

(9) 

tons 

somme des produits" 

placés sur l' ellipse 

3.° L'égalité 

(10) 

fait somme des 

tons 

4.° Comme on a 

(11) 

le 'lJ'I"'UU ,''''I, 

fion 

denx~ des nombres 

7' équation est 

trois ~ des nombres 

l'équation est 

constant pOn1' fOlls 

et 64 est constante 

et 64 est constante 

de l' ellipse donf 

11. Des relations qu'on vient d'obtenir, on tire un grand nombre de propositions relati
ves aux normales à l'ellipse. 

1. o Les relations (8) et (1) donnent 

(12) 

(1) Dans ce qui Euit, le signe sOll111lntoire s'étellLl nllX Cjnatre illdiecs 1. 2, 3, 4. 



-2-~---. 

2.° 



1 

3 

on 



De ces ou tire les 

1'este constante ce point vw,ie SUl' 

La somme des produits} deux à deux; 

considé1'é décrit l' ellipse dont l' équation est 

m représentant 

La somme 

décTit une 

constante quelconq1l8. 

Ii1'oduits; t1'ois à 
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suivantes: 

1wl'males à l' ellipse~ 

parallele à son 

un point donné; 

des mêmes abscisses 1'este constante quand le point 

abscisses 1'este "Vj'tDCU"t'" quand le point 

Le est constant points (x, y) droites paralleles au 

petit axe de l' ellipse et placées à des disfances égales de cet axe. 

4.o Pollr les ordonnées ~j, ~2, ~3, et ~" des pieds des normales à l'ellipse tirées par le 
point (x, y), il existe des relations analogues à celles qu'on vient de trouver ponr les abs-
CIsses, 

Ainsi, on a 

II est fal'ile de 

(1I POll l' 

interpréter 

Ics nouvelIcs égalítés. 

a 2a:;2- b2y2 

b" 

éliminer ~ entre les 
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5. 0 Des égalités préeédentes on eonclut: 

Done, si) pct?' Wl point que1conque d'1me hyperbo1e) elont l' équation est 

on tire les nm'males ii l' ellipse donnée) la sonime des carrés eles ctbscisses et celle des carrés des 

01'elonnée3 des des sont constantes. somm.e des catrés distances 

pl:eds des mêUW8 normctles cm centre de l'ellipse est cmssi constante. 

6. o A moyen de l'égalité 

trouve la suivante' 

·De même 

9 -=a- 1 _L 1 + 1 +_~) 
I (11 

a2 + b2- (x2 + y2) 
~2y2-b2x2-

Done, si) par un point quelconque de la circouférence dont l'équation est 

on tire des 1w1'IIwles à l'ellipsc considérée) la somme des qtwtients obtenus en elivisant) PCtr les 

Ih:8fances ele ce point pieds eles les des mPmes conl]n'is ent1'e 

ces pieds et 1/n quelconque eles ax~) est nulle. 

7.° L'égalité 

'\' [(x (y- [( -
lllontre que ~a somme car'rés eles elistances ela, (x) y) aux pieels eles 1w1'males à l'ellipse 
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somll1e 

est constante, RI, R~, R3 et Rí représentant les rayo11s de courbure de I'ellipse aux points 

(eq, f;!), (a2, f;2), (a3, ~3), (aí, ~,,). 

12. Si, par un point donné (x, y), 011 tire les 110rmales à une des courbes représentées 

par (3), on a, déterminer les valeurs pieds de ces 

[(,1/ 

Elle donne pOUl' fj2 quatre valeurs fJ;, fJ~, fJ~, fJ: auxquelles correspondent quatre valeurs 

positives de fJ, qui donnent les points placés SUl' une bl'anche de la courbe, et quatre valeurs 
négatic,ct:s, qui clonnent les points placés SUl' I'autl'e branche. 

donc 1e procluit fJjfJ2fJJfJ" reste constant lorsq ue 

ou 

c'esk\cdire le point (x, ovale ele Casshli foyers cOlncidellt 
les l' ellipse donnée. 

Représelltons maintenant par 0)1, (1)2, 0)3, O)í les angles des norll1ales considérées ave c I'axe 

des ordonnées; on peut éCl'ire 

fJ- = b2 k COS 0)2 
2 R' 

1..12 
' .. , 

d'ou 

COS 

Mais si I'on clésigne, comll1e ci-c1essus, par Nt, N2, N3, N" les longueurs eles norll1ales à 



1 

), 



1 



1 7 

et 
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(22) I'équation 

x 2 (j~ - b~k2 

!1 a 2k~ ~7fi' 

des podaires de 

tirant de là la valeUl' de (j2 pour la substituer dans l'une des équations (22), on trouve 
l' équation demandée: 

conclut, en premier les points cÍ7'cl!laires 

drvples de la courbe. Les équations des asymptotes sont 

ces dl'oites est 

. + 1 . y=tX _ 2"ct, 

les points dont 

sont des 

eoorc1ol1nées sont (+ 
eles podaires 

quand on remplacB 
courbes paraIleles donnée; ces 

par une autre homofoeale quelconquB. 

16. L'équation (24) peut encol'e êtl'e écrite ainsi: 

(24') 

x = p cos (j, Y SIl1 

(p a2 cos2 (j + b2 sin2 

l'équation polaire courbes considérées 

(25) p = k + Va2 cos2 (j + b2 sin2 (j. 

De I'équation (25) iI résulte immédiatement que les podaires des courbes paraIleles à 
eles conchordes ayant poul' 
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1. dérivée d' ordre est: 

1. 2 .. • n 1). • Cm - i + 1) Cq/X)1Z (q/!x<I~ ... (1'I n )X)" 

1. 2 ... a x 1. 2 ... ~ x ... ~~ 1. 2 ... A. X (1. 2)~ (1. 2.3)' ... (1. 2.3 ... n)À 

i= a+ ~+I+"'+ A., a+2~+3A.+ ... +n),=n. 

Nous ferons bientôt un usage important de cette formule. 
o La dérivée d'ordre étant z = 9 (x), 

~~~~ 
1.2 ... ax 1 

Z ( I (J. ( /f)~ . " .ne z) z .. 

... x 1.2 ... A.(1 ... (1. 2 . .. 

3. La fonction y = sen z donne: 

~ 
1.2 ... a 

2 ( + ~1t) ( I' (J. .. sen z 2 z) 

x ... xL 2 ... A. (1. 

de la même elérivées eles autres simples. 

3. Qltestion inverse de celle do n.o 1. Les formules (1) donnent u{n), exprimée au moyen 

d' d' . I d'" du d2u '"/1 III ' d ' un etermmant, es erlvees dx' dx2 ' etc., y, :J , Y , etc. etant onnees. 

en représentant 'r coefficient de formule (4), les 

o 

1 T3,! Ta,2 T3,3 

Tn,t Tn,2 Tn,3 

o 

o 

T _, 

d2u 
dx2 

d3u 
dx 3 
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II suffit faire quelques pour trouver a la forme: 

(9) 

et nous allons déterminer a, b, c, .•• , a, ~, " .•. , ai, W, ,', .•.• 
Ponr faire ça nous allons particulul'isel', comme on fait en beaucoup de questions, la fon

(S), en faisant 

k étant une quantité quelconque plus grande que n, et l'on obtiendra ainsi: 

y(n) = "i:,k (k-l) ... (k- a+ 1) x k(k -1) .. . (k-b+ 1) x ...... x 

!c-a k-b ( ')(1. ( ")~ (')(1.' ")W x Ui . U2 •.• X UI '. Ui '" X U2 . (U2 ••• X ••• 

A, a, ~, . 

entrent en (9), 
les déterminor 

.., a, b, c, ... , 

conséquent, pour 
particulier. 

dans cette formule, 

valeul's dans le 

Poul' fairé cette détermination, chel'chons y(n) par nn autl'e moyen. 

L'expression connue de la dérivée d'un produit de des fonctions donne, lorsqu'on l'appli

que à tt~.u; ... u~: 

..... , 

ou valeurs entieres satisfont à 

En substituant ici les dérivées des pnissances par leurs valeurs données dans le n. o 2, 
1.er cas, 'obtient: 

1.2 ... nx Clc l) ... (h-a+l)xk(k 1) . . (k-b+l)x ... 
-::1-.-;C:2-. -•• -a-xl. 2 ... ~x ... xl."2 ... a'xl. 2 ... Wx.. 1.2 ... a"xl. 2 ... ~I/x .. 

( ')(1. ( ,,)f.< ')(1.' ( ")f.<' k-a !c-h ltl '. Ui ~ .•• X (U2 • U2 ~ ••• X ••. X UI • U2 ••• 

X (1.2)~+W+W'+'" (1.2.3)T+T'+1"+ ........ . 
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6. 
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L'ordre de la dérivée par rapport à t qui entre en chaque terme est égal à la somme 
des exposants de O, O', O", ••• , dans le terme, moins une unité. En effet, cela est vrai pour 

d2 
la dérivée ~x~' et par la formule (9) on voit que l'ordre de chaque dérivée augmente d'une 

. 'd I d da-iu, dau .. I d d O O' O" umte ans e passage e -d -, a -d ,amS1 que a somme es exposauts e " ... 
xa-. x a 

I! réslllte de ce qui précede une methode paul' caleuler de proche en proche les dérivées 

successives de u par rapport à x. Mais ou peut même trouver une formule générale pour ce 

calcul, comme nous allons faire voir. 
Nous avons, eu effet, ~n remarquant que les dérivées de O d'ordre plus grand que n-1 

sout nulles, la formule suivante, 

ou b est donné par la formule 

b=a+~+I+' .. +L 

I! ne nous reste qu'à déterminer le coefficient A et les exposants a, ~, I, ... , À. Pour 
cela nous ferons 

CP! (y) = «2 (y) = ... = «II (y) = 1, 

et nous aurons 

Mais ou trouve dans le Calcul dijl'érentiel de M. Bertrand une formule (I) qui donne la 

dérivée d'ordre i de tt par rapport à x, étant 1t = f(y), Iy) = 'f (x), laquelle, étant appliquée 
aux fonctions 

donne: 

din ~ 
-d - =~1.2. x' 

( dy ) a. (d2y ) ~ (dlly ) À 
dbtt dx dx2 dx" 

i-- ---- ------ ----------
- dyb ·1.2 ... a·(1.2)h.2 ... ~"· (1.2 ... n)À1.2 ... À' 

(1) Veja-se na pago 211 do presente volume uma demonstração d'esta fórmula. 
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\ dx / fi 
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\ dx-) fi 

( ,l~) _ cZ:Jf (t) 
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(t) , ... , 

2f' (t)y~ (t), 

. d [1' (t) 1'1 (ti b '--------- , 
dt 

((lin \ = ~ 
\ dx i ) 

/ I) 

.2 .. úlb-'llf'(t)'[YI (f)?[9~ 
1 :2.. --- L :2 .• -2 x ... 

Ult l'Ull 

tisfunt 

"t l'lt h est dUllllé p~lr ln fOl'lllHle 

les valems elltihl'l',", 

(1111, en posant n = 1, ilonne cel'[o de Lagl·:lllge. 

(11 I.· .2.11',,(1), 

li f' (t) 1'3 (t). 

positives ou lllllles 

'" , 
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su~ LE OÉVELOPPEMENT OES FONCTIONS IMPLlCITES 

(Journal de mathématiques pures et appliquées, fondé par Liouville 

- Paris, 1889, 4.e série, t. V) 
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le long du contoU!' K, Nous avons 

et, par conséquent, s représentant la longuenr du contour K, 

pour toutes les valeurs de x, dont le module est inférieur à "'lo 
Comme :M2 < 1, on voit donc que l'on peut, quelque petite que soit la quantité E, déter

. miner m de maniere que l'on ait I R", I < ê pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la 

condition I x 1< 'lj, 
Done la série considérée est uniformément conve1'gente dans le cercle de rayon "'l. 
Cela posé, si dans eette série on pose 

on voit facilement qu'on peut développer ehaque terme suivant les puissances de x, et qu'on 

obtient des polynômes respectivement des degrés 0, k, 2k, .... 
Done, en vertu d'un théoreme bien connu de la théorie des séries (i), la fonction feZ!) 

est susceptible d'être développée en série ordounée suivant les puissances croissantes de x, 

et convergente dans le cercle de rayon "'lo 

ou 

Le théoreme énoncé est donc démontré. 
La méthode précédente donne même la série trouvée dans mon article antérieur. 
En effet, le terme général de la série (4) est 

x b db- i I [<pI (t) +, .. + xk-! <p,,(t)Jb l' Ct) I 
TI dtb-I. 

(1) ""1. Weierstrass, Monatsberichte der Kon. Akademie deI' Wissenschaften zu Berlin, 1880; Bulletin des 
Sciences mathématiques, 1881, p 160. 
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ou la somme ~ se rapporte à toutes les solutions entieres positives de l'équation 

ou 

~ db-1.1 [cpl (t)r [cp2 (t)J~ . .• [cpk (t)JÃ. fi (t)! (I.+2~+ .. +kÃ. 
~ IRI -'d bt x . a. j' •••• A. t 

Done le coeffieient du terme du degré n dans le développement de f(zl.) en série ordonnée 
suivant les puissanees eroissantes de x sera 

~ dh- 1 1 [iiI. (tW [1'2 (t)J~ • .. [1'k (t)JÃ. f' (t) ! 
a ! ~ !. .. À ! dtb- 1 , 

ou la somme ~ se rapporte à toutes les solutions entieres et positives de l'équation 

et ou 

b= a+~+T+ ... +À. 

EE 
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NOTA 

1. A questão que vimos de considerar n'este trabalho e no anterior tendo merecido a 

attenção de alguns geometras illustres, que a respeito d' ella têem e~cripto artigos em que se 

referem á, fórmula que n'elles foi demonstrada, julgamos conveniente dar aqui uma indicaçí'io 

succinta dos resultados de maior interesse,por elles obtidos, que estão ligados aos apresen-

tados referidos trabalhos. 

de 

em primeiro 
publicado por E. 

, um artigo intitulado Oénéralisation de la 

nos Nouvelles A.nnales ilIedhématiqtles 

, no qual este sabio reduziu os coeffieientes desenvolvimento 

a uma fórma differente da nossa, exprimindo-o:;; por meio de um algorilhmo, a que deu o 

de isobarico e de que por varias vezes se tinha anteriormente occupado, o qual designa a 

somma dos productos que se formam dando, em 

a • •• Zs todos os valores positivos que equação 

+ .. . +zs=1j, 

/(z) sendo uma funcção dada e .~ um numero inteiro dado. 
s 

Representando este algorithmo pela notação S [f(z)J, mostrou que a fórmula (2) póde ser 
1) 

modo seguinte: 

f(z)=f(t) i 

2. Ao desenvolvimento em série ordenada segundo as potencias ele x da funcção ll, de

finida pelas egualdades (1), deu Bassani, professor na Escola Naval de Livorno, outra fórma, 



235 

intitulado - Generalizz(tzione formola de em um 

nas Atti 
deduzido 

veneto di scienze 

(4), que dá 

t. v). O resultado 

foi publicado 

chegou póde ser 

", portanto, pondo 

f(z)=f(t)+ l: 
n=! 

(t) + 'Pb,1 (t) X 

db-I. 

dib--I. ['Pb,n-b 

.. , 

Para calcular as quantidades 'Pb,n-b (t) apresentou Bassani, no referido trabalho, uma fór

mula dévida a Eisenstein. 

3. Occupou-se tambem do desenvolvimento em série das funcções definidas pelas equa-

ções (1) coronel de artilheria exercito francez, memoria importante 
publicada lNn do Journal Polytechniqye de qual demonstrou 

que da questão depende geral que desenvolver em 
série as <"nAn,,,, algebricas implicitas. 

effeito, a funcção 

dando x em Xl. +X-Xi e y em yi +y-yt, 

pela equação 

e supponhamos 

das derivadas 

esta equação 

ou 

onde 8 

{lU 

* 

fi (X-XI, y- yt) = 0, 

Yl.) é um ponto da funcção. 

dF dF 
~d '~d deve differen te de zero no 

X y 
reduzida a uma das fórmas 

uma funcção inteira e y-yl, e 

F = 0, ou, mu-

uma, pelo menos, 

e porisso 

a uma das fórmas 
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(Journal für die reino und angowandte Mathematik, 
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on le plan de de la variable droite Km, qui contient 

la premiere qu' on tire de la .) est la formule 
qu'on obtient en y posant C( = O et ~ = O: 

(2.) 

ni" ( ) ni" ( ) 
. k [ao -;-;; x-a 00 'iln - -;;;- x-a 1 . k [ 1 t'c ) - ~7t '" e , ~ q- ce ~7t 1 + ' 7t ( ) X - - "" T L. - - t cot - x - a , 
lO ,,=01-cq-2n »=1 l_cq2n 2m 2m 

De 
suivant: 

dans la zone 
formule on til:e 

les droites K-i 
formule importante, égard au développement 

I [ 7t ] 1 i" (x-a) 2i" (x-a) 3i" (x-a) 
- l+icot-~-(x-a) = '_ =l+e(l) +e(') +e m + ... , 
2 2m ~(x-a) 

l-eOl 

dans le demi-plan 2m'), si l'on continue supposer que l'argument 

autre formule est 

(3.) 

valable dans la zone comprise entre les droites Ko et Ki. 
i"v 

c = e (I) et aux relations 

i7t r (2nm'+v) 
1 e m 

~-- -------l_cq-2n - 7t ' 
2isin-2 (v+2nm') 

m 

i7C I -(2nm-v) 
e2m 

2 .. T: ( 
~slll-2 '11-

m 

ii: 
T: e- 2m 

1+icot-2' (x-a)=i , 
(I) • 'Ti: 

sm-(x-a) 2m ' 
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on peut encore formules qu' on d'obtenir de Ia maniere 

r l'-"V nir: (x-a+(IJ' ) nire i-:: J - , irev - - (x-a-o/) - 19- (x-a) 
f(x) = 7tk ~ e2m em _+ ~ e- 2m e m +_e __ ~~ __ _ 

2(1) n=ü • 7t (+2 ') n=i . 7t (2 . 7C ( )' slll-2 v n(l) sm-2 v- n(l)') sln-2 x-a 
(I) , (I) (I) 

ou 

(4.) 
00 E-r ireli 

n=~-oo e 2m .------
2nm') 

e- 2(1J 

+-------
. 7t 

Slll-2(1) 

ou E=+ 1, quand n est nuI ou positif, et E=-l, quand n est négatif; et 

(5.) f ') 7tk(x =-e 
2m 

On tire de cette derniere formule, 

nire ( 1 - x-a-(Ij) 
(IJ 

7C 
-2 (v+2nm') 

(I) 

y considérant v comme variable 

fi (x, v) = k-If(x, v), 

les égalités 

i-rr 

2m) = fi (x, v), =e m 

posant 

Donc fI aussi une fonction IJAC'U"OUO périodique de v, "",'V,"'UO espece, dont 
i-;;. 

--(x-a) 
les multiplicateurs sont 1 et em, dont les périodes sont encore 2m et 2(1)', et dont les 
pôles sont les nombres 2nm'. La formule (5.) fait aussi voir que le résidu de fi (x, v) par rap
port au pôle O est égal à l'unité. Nous avons donc encore la formule 

(5'.) 

ni~ , 
-(v-m) 

eO) 

J. ( '2' -2 x-ai '1/0)') 
(I) 

valable pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de v représentées par les points de 
la zone comprise entre deux droites qui passent par les points d'affixe O e 20)' et dont l'incli-
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naison sur l'axe d.es abseisses est égale à l'argument de K; et la formule 

(4'.) [ 

. ni", (+ ') i1tV J l~ - V EUJ -
r-k 00 E ~ (x-a) e UJ e'!OI 

f(x)=-'- I:. e 2UJ +--- , 
2ill _ 00 • 1': • 1': 

tI-- sm :.!ill (x-a + 2nill') sm till v 

valable aussi pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de v représentées par les points 
de la zone comprise entre deux paralleIes aux droites antérieures, menées par les points 
d'affixe - 2(1)' et 2(1)'. 

Les formules qu'on vient d'obtenir sont équivalentes à des formules connues; nous ne 
nous y arrêterons done plus, et nons passons à eonsidérer celles qui résultent de (1.) en y 
posant (J. = 00, ou ~ = 00. 

3. Soit O l'argument de cq2t1. On a alors 

11 - cq2" I = 11 -I cq2" I (cos O + i sin O) I = V-1 - 21 c II q 12n eos O + 1 c 12 1 q 1411 

> V 1 - 2 1 c II q 12n + I c 12 1 q 14n , 

et par eonséquent 

ou 

11 - cq2J1 I > 11 -'-I c II q 12n I. 

Mais, I q I étànt < 1, nous pouvons donner à n( une valeur assez grande pour qu'on ait 

I c II q2n I < 1, quand n > nl; et alors on a 

(A.) 11 - cq2n I > 1 -I c II q 12n > 1 -I c II q 12n, 

qnand n>n,. 

Cela posé, eonsidérons la série 

00 q2(n-l) (I+~) _ n:; (x-a) 
S= I:. --l-"2n-e , 

n=! -cq 
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cação, o qual foi depois publicado no volume correspondente a 185J da sua collecção de 
Memorias (1-). 

Neste belIo e importante trabalho, em que o auctor se revelou pela primeira vez como geo
metra de grande valor, procura elle mostrar como variam os effeitos das forças applicadas a um 
corpo, quando estas forças giram á roda dos seus pontos de applicação, conservando· se porem 
constantes os angulos que umas fazem com as outras, e as diversas circumstancias notaveis 
que acompanham esta mudança de orientação das mesmas. O estudo geral da questão é pre
cedido do estudo do caso simples em que as forças estão todas sobre um plano e giram sobre 
elIe, e, tanto a respeito d'este caso como do caso geral, são apresentados numerosos resul
tados cheios de interesse, de que não é possivel dar aqui noticia sem entrar em longos de
talhes. Todos estes resultados são obtidos por methodos elegantes, claros e expressivos, em 
que o auetor, sem perder de vista o systema de forças que considera, caminha directamente 
para o fim que tem em vista, empregando principalmente considerações geometricas, e recor
rendo á analyse s6 quando esta é naturalmente chamada a intervir. 

1\ theoria importante a que é consagrada a memoria a que nos estamos referindo, foi es
tudada pela primeira vez pelo celebre geometra allemão Mobius, em 1837, na sua Statica, e 
pouco tempo depois por Minding, que a, enriqueceu com um theorema notavel, no tomo xv 
do Jornal de Crelle. 

Daniel da Silva não conhecia estes trabalhos, quando se occupou do mesmo assumpto 
cêrca de treze annos depois. S6 mais tarde os conheceu por meio das Leçons de Mécanique 
analytique de Moigno, publicadas em 1868, onde se encontra um capitulo consagrado a esta 
doutrina, então desconhecida em França, e que elIe traduziu de um tratado de macanica 
publicado em Ohristiania por Broch. Encontram-se por isso no trabalho de Daniel alguns 
resultados que já tinham sido obtidos por Mobius. Os methodos empr~gados por estes dois 
sabios para os obter são porém differentes e, além d'isso, na memoria portuguesa é o assumpto 
mais ampla e profundamente estudado e são obtidos muitos resultados interessantes, que não 
se encontram na obra do eminente geometra allemão. 

Uma questão da theoria a que nos estamos referindo, que tanto Mobius como Daniel da 
Silva foram naturalmente levados a estudar é a que tem por objecto determinar as orienta
ções das forças a que corresponde o seu equilibrio. Mobius julgava que todo o systema de 
forças que está em equilibrio em quatro orientações differentes deve estar em equilibrio com 
todas as outras orientações. Daniel chegou porém a um resultado differente, mostrando que 
ha, em geral, quatro posições de equilibrio e s6mente quatro. Este ultimo resultado, que deve 
substituir o de Mõbius, foi confirmado pelas indagações posteriores. 

Vinte ~ cinco annos depois da publicação da Memoria de Daniel da Silva, occupou-se 
tambem do mesmo assumpto Darboux em uma communicação feita á Academia das Sciencias 
de Paris, em 27 de dezembro de 1876 (Comptes-rendus, tomo LXXXIll, p. 1284), onde deu 

(1) Historia e Memorias da Academia Real das Sciencias de Lisboa, 2." série, t. III. 
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vôos com que rapidamente a tomar 
Daniel da Silva teve abandonar o trabalho 

nem poude rever as ultima Memoria que analysar, nem 
a redacção do seu ultimo capitulo, que era destinado a varias applicações, entre as quaes 

figuravam as fracções continuas. 
A Academia das Sciencias de Lisboa premiou t:.nto valor e tão grande esforço elevando 

Daniel da Silva, na sua sessão de 20 de janeiro de 1859, a socio de meríto de La classe, a 

maior das honras que ella póde conceder e á qual corresponde uma pensão annual de 

O parecer da que propoz que esta distincção 

foi elaborado mathematico merito e que, 
e collega no e na Academia clle tinha, melhor 

outro em condições conhecer e apreciar. documento, que 

a quem o escreveu, e que foi publicado nos Annaes ele sciencias (1858, tomo II, p. 193), des
creve-se em traços largos mas expressivos e aprecia-se em phrases cheias de verdade e jus

tiça a obra scientifica de Daniel. 

* 
* * 

No int€l'vallo que vae desde 1854 a 1866 não appareceu nas collecções da Academia Real 

das Sciencias de Lisboa trabalho algum de Daniel da Silva. A doença grave a que nos refe

rimos anteriormente, obstou de um modo fatal a todo o esforço intellectual da sua parte du

rante este periodo. Felizmente, com o repouso e extremosos cuidados, voltou pouco a pouco 
a saude perdida, e, se não poude jámais produzir trabalhos da importancia e extensão 

que vimos de nos poude ainda iIlnstrar colleeções da Academia 

uma e algumas notas assumptos de menor nas quaes continuou 
manifestar originalidade do 

A d'estas notas Jornal de sciencias 

thematicas} physicas e natttraes} e tem por titulo Nota sob1'e algun,Ç theoremas novos de statica. 

N'ella apresentou o seu auetor duas expressões notaveis, independentes dos eixos coordenados, 

do producto da resultallte de um systema de forças pelo binario resultante minimo. 
No mesmo volume do Jornal de sciencias mathematicas} physicc!s e natm'aes} foi publicada 

ainda em 1867 outra nota de Daniel da Silva, intitulada Amm·tl:zação annual media nos 

condições economicas 

modo de o calcular 

na qual elle a con~ideração, 
de um certo que chamou taa:a 

a sua importancia calculo das quotas e 
relativas a interessaram muito geometra que, 

a um grande espirito um coração cheio de bondade, receava as calamidades que da sua má 
organização provêem para as, famílias que lhes confiam os seus haveres. Por isso se OCCUpOli 
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o no phenomeno i em seguida os engenhosos imaginados 
auctor medir a velocidade nos bicos em fôrma o gaz de 

atravessa fenda do bico, e que sae da zona <>;l,'''''''Ua finalmente os 
das experiencias para este fim realizadas. 

O sr. Benevides, que se occupou com successo do estudo da chamma em excellentes ar
tigos publicados em 1872 e 1873 nos Annales de Chimie et Physique) de Paris, e no Jornal 

de sciencias mathematicas) physicas e naturaes} referiu-se com louvor ao trabalho de Daniel 
em um artigo publicado no tomo VI d'este ultimo jornal. E tambem ao mesmo trabalho se 
referiu 
conhecer 

elogio, em uma carta 
citado artigo, o Dr. 

a este sabio lU<'''H''HJld 

de Zurich, 

que o sr. Benevides fez 

tambem a chamma 

PUi"W,,''''vo em 1876 nos LH,mu""" 

distantes, referir'me 
que o 

* 
* * 

da Silva seja-me 
relações que tive 

evocando gratas 
eminente geometra. 

"''''''''<7'' me deram os meios de 
conhecer apreciar, sem ter a informações o seu bello 
ao qual não devo deixar de me referir aqui. 

Ouvi pela primeira vez falar de Daniel da Silva em Coimbra, quando frequentava o ter
ceiro anno da faculdade de ma thematica, ao professor da cadeira de Mecanica racional, 
Dr. Teixeira de Queiroz, que, quando explicou a beBa theoria de Poinsot sobre os binarios 
de força, se referiu com elogio aos importantes trabalhos do geometra portuguez a respeito 

um 
fracção continua, 
d'este trabalho. 

o desenvolvimento 

resolvi rerr.etter-Ihe 

Passado algum tempo recebi, com surpresa e prazer, uma carta, datada de 6 de janeiro 
de 1872, na qual elle, depois de me apresentar os seus agradecimentos pela minha insignifi
cante offerta, dizia, referindo-se a si proprio, as palavras seguintes: 

«A paixão pelo estudo das sciencías mathematicas, que foi em mim assaz desordenada, pelo 
excesso, desde muitos annos tem reduzido ás proporções modestas de amor platonico. 

A gravíssima enfermidade padeci, pelo applicação, deixou 
si da contensão mesmo talvez "'''"'''''~'''V para as aturadas 

porém das ruinas passado scientifico admirativa, o 
teresse de sympathia que me ligam sempre áqm>lles que se distinguiram de um modo notavel 
na sciencia objecto das minhas predilecções. 
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ou R, S, u fonctions de 
dor, 
dP données par 

8=(Hi+Nl t l) ( dPi dYj) (dP1 \ 
) 

\ dYj da d~ 

+(Kl-N181) I dpl dYj) 
dYj da (~ 

d~ 
+ (<!P! + 

d~ 

( dgl I dg l dYj) (~gl + _dgl -~Yj.) J-
+(Ld-NlJ'l) dR T elo" -dR d d d ' 

I' 'I I' a Yj a 

ou je pose, paul' abreger, 

dO) 
Pi = dx' 

d2(l) 

81=---
dxdy' 

formules suivantes: 

) + dgl . d°'l ) 
/ dYj da 

3. Cela 

ou l'on obtient 

lieres de 

dans le sqi et 
(2) au moyen 

Note, c' est-à-dire, eonsidérer le eas 

de deux intégrales intermédiaires parti eu-
constante arbitra ire ehaeulleo 

Soit 

(6) f(x, y, z,p, g) = a 



P II II 

( 

\ 

) + -) 



2 

En 

par par 

-H 

2 

u 

r 



Dans 
dan:; 

cas, on voit, eomme 

de '1' la 

au moyen de l'équation 

et 

T 

dF (dP1 
dPi da 

à l'équation qui 
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eas antérieur, 

ehangement dans 

L'équation (5) prend done la forme suivante: 

maintenant 

HL+MN=O, 

ce quand les deux d'équations de 

eneore 

f(x, y, z, p, g) = a, 

R 

une intégrale particuliere de (1) avee une eonstantt' arbitraire a. 

Ensuite, en éleminant 
I 

0, 

en F, on voit 

cO'incident, 

difl'érentiant eette rapport à a et à cons[c1{,rimt z, p, g COlllllle 

fonctions et ~ déterminées en ayant égard trouve 

df (dP1 
dpl d~ 

jL (dp i 

dP1 da 

suhstituant ensuite dans 

dpl -+- df (dg1 -1_ dgI = 0, 
dYj , dgl d~ I dr; 

~P~ d'~) + df (dgI + ,dgI 3:.3_) = L 
d'~ da dg1 da dYj da 

de S les valeurs 

+ dpl ~!I 
d'~ d~' 

GP! dPl dYj ---+-----
da. ' dYj da' 

équations donnent 
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ou trouve 

( dql.+dq( dYJ)(dql.+dql. dYJ ) 
S = dã.- a;;: d"i d~ a;;: d~ ['H -1_ N ) ( di )2 

( di)2 (I. ... I.tl. dq! 

dp! 

et par conséquent, en ver tu de (8), 

Mais l'équation (8) donne 

di K-Ns ± V (K-Ns)2_(H+Nt) (L + Nr) di 
dq-= H+Nt • dp 

K-Ns+VK2-HL+MN di K-Ns df 
H+Nt dp = H+Nt dp· 

Donc nous avons S = 0, et l'équatiou (5) preud la forme 

KK 

'I, d2'lj +U=O 
d~2 • 
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Luego representando por a, O, ai, 01 las cantidades 

los puntos de la curva en que el coeficiente angular de la tangente es (+ í) son 

(ai, -o), (-ai, o), (ati, bl.), (-aâ, -bl ), 

y los puntos en que el coeficiente angular de la tangente es (- i) son 

(ai, b), (-ai, -b), (-ai, bl ), (ati-b!). 

Las tangentes á la curva en los primeros puntos son 

Y +b =i(X- ai), Y -b =i(X+ ai), 

y -01. =i(X-aâ), Y +bl =i(X+a!i), 

y las tangentes á la curva cuyo coeficiente angular es igual á (- i) son 

Y -b =-i(X- ai), Y +b =-i(X+ ai) 

Y -bl =-i(X+ali), Y +bl. =-i(X-ali). 

Las ecuaciones de las rectas dei primer grupo pueden, pues, escribirse dei modo siguiente: 

Y + V(R-c)2-l2=iX, Y +V(R+c)2_l2=iX; 

y las dei segundo grupo 

Y + VeR c)2-l2=-iX, Y +V(R+c)2-l2=-iX. 

Las rectas dei primer grupo cortan á las dei segundo en 16 puntos, que son los focos 
ordinarios de la, curva. A cada recta deI primer grupo, que hemos considerado, corresponde 
una recta deI segundo grupo conjugada á la primera. Las rectas conjugadas determinan por 
sus intersecciones cuatro puntbs reales, que son los cuatro focos. ordinarios ,'eales de la curva. 
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distancias á uno "'l.In,,1I.> 

pamlela aI çfe que (;()'/'tHllne 

~rque, en efecto, cuando A = 0, tenemos 

recta 

pi -+ p; -+ p~ -+ p~ = 2 a2• 

distancias 
la curva) es 

(;wc.t~u'ntl~TU de los focos 

los focos de los 
dos focos, es 

en que una 
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par rapport 

da+ 
a 

d'ou l'on déduit, À désignant une inconnue auxiliaire, 

En écrivant 

et en additionant, ou obtient, eu égard aux équations (2) et (3), À = 1; par conséquent, le 
point de contact de l"ellipse (2) avec l'enveloppe a pour coordonnées 

là les valeurs 
tion de l'enveloppe 

Pour distinguer les deux 
l'une tétracuspidale 

aussi, comme 
la premiere ast1'o"ide 

les portel' dans 

auxquelles on 
à l' astro"ide 

proposé dans El 
axes,. l'astroYde 

; ii vient pour 

de tétracuspidalc) 

tétracuspidale de ,"><".,.t1.",. 
rTI·)m'Il!W matemático 

serait alors 



(Mathesis Gand, 1902, 
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(Journal für die reine Mathematik, 

Cre11e. Berlin, 1903. Band 





SUR LA CONYERGENCE DES FORMULES D'INTERPOLATION DE LAGRANGE, GAUSS, ETC. 

1. Si l'on connait les valeurs que prend une fonction f(x) quand on donne à x les va
leurs ai, ((2, ••• , am, on peut former, au moyen de la formule d'interpolation de Lagrange~ 
une fonction entiere de x qui ait ces mêmes valeurs là dans les points ai, a2, ..• , amo Nous' 
allons nous occuper dans la premiere partie de ce travail de J'étude des conditions pour que 
cette fonction tende vers f(x), quand'ln tend vers J'infini. 

Cette question a été considérée par Her'lnite dans un travail important, publié dans ce 
journal (tome LXXXIV, 1878), ou l'éminent géometre a présenté une expression, au moyen 
d'une intégrale curviligne, du reste de la formule de Lagrange, qui l'a condait à une suite 
d'inégalités qui sont des conditions suffisantes pour cette convergence. Mais ces conditions 
ne sont pas nécessaires pour que la fonction déterminée par celle formule là tende vers f(x), 

pOUl' 'ln = 00; et, par conséquent, l'étude directe du reste, quand il est possible, pent conduire 
à des résultats que les inégalités de Hermite ne donnent pas. C'est ce qu'il arrive quand 
ai, a2, aa, '" représentent le systeme de valeurs 

'lt 
hcos-2 ' n 

3'lt 
h cos 2n' ... , h (2n-l)'lt 

cos 2n ' 

dont l'importance dans cette question résulte d'un t,héoreme de Tchebicheff bien connu. En 
étudiant directement, dans ce cas, le reste de la formule rapportée, nous avons obtenu les 
théoremes énoncés dans les n.08 6 et 7, qui contiennent comme cas tres particulier celui qu'on 
a tiré dans le n.O 5 des inégalités de Hermite. 

Dn autre cas, plus général que le précedent, dans lequel l'étude de la convergence de la 
formule d'interpolation de Lagrange nous parait offrir quelque intél'êt est quand ai, ali, aa, ••• 

représentent des nombres réels, deux à deux égaux et de signes contraires. Nous le consi
dérons dans le n.o 10. 
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et, en supposant que le contour A de l'aire dans laquelle la fonctiun fez) est holomorphe est 
une circonférence de rayon égal à p, avec le centre dans l'origine des coordonnées, et que 
ai, a2, ... am représentent des nombres réels compris entre - h et + h, nous allons chercher 
un ensemble de valeurs de x telles que e (x) tende vers f(x), quand m tende vers l'infini. 

En employant prelUierem~nt pour ce but les inégalités (4.), nous remarquerons d'abord 
qUQ les circonférences de rayon égal à I a I + h, ayant leur centre dans le point d' affixe a, 
qui correspondent aux valeurs que prend a entre les limites - h et + h, sont placées dans 
l'aire limitée par les circonférences C et C', de rayon respectivement égal à h et à p, ayant 
leur centre dans l'origine des coordonnées, si est p> 3h. On a donc, pour toutes Ies valeurs 
de x représentées par les points de l'aire limitée par C et pour toutes Ies valeurs de z repré
sentées par les points de la circonférence C', 

I a: - a I < I a I + h, I z - a I > p -I a I > p - h, 

ét par conséquent 

On a donc le théoreme suivant: 

I x-a \ 2h -- <--<1. 
z-a p-h 

Si la fonction fez) est holomorphe dans l'aire limitée par la circonférence C'~ si x repré
sente l'aiJixe d'un point de l'ail'e limitée par la ci1'conférence C~ et si ai, a2, ". sont des nom
bres réels compl'is entre - h et h e (0-;) tend vers f (x) quand le nombre des quantités ai, ~, •.. 

tend vers l'injini. 
II convient de remarqueI' qu'on arrive à la même conclusion en supposant que le fonction 

fez) est holomorphe seulement dans la partie de l'aire du cercle C' qui cOIncide avec les 
aires des cercles de rayon égal à 2h avec leu r centre dans les points (h, O) et (- h, O). 

6. Les nombres ai, a2, a3, .••• qui entrent dans la doctrine antérieure, peuvent être 
choisis d'une maniere arbitraire. II convient donc qu'on leur donne des valeurs telles que 
e (x) tende le plus rapidement possible pour f(x). Nous leur donnerons donc les valeurs 

(8.) 

qui sont celles qui satisfond à cette condition, comme Tchebicheif l'a fait voir. 
En posant alors 

et en ayant égard aux identités 

(2n-l)'lt 7t 

cos 2n = - cos 2n ' 
(2n-3) 7t 37-

cos ------ = - cos -. -
~n 2n' 
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on trouve 

P(re)=h'll (cos rel-cos ;n) (cos rei-cos ;:) 000 (cos rei-cos (2n~1)1t) 

= h'll (cos'!! rei - cosI! ~:) (cos'!! rei - cos'!! ::) o o . (c os'!! rei - cos'!! (n 2n1 ~ ) 

h . ('TC ). (3'TC ) . (n -1) 'TC ) = 'II sm 2n -rei sm 2n -rei ... sm ~- -rei 

. ('TC ). (3'TC ) . (n-l)'TC+ ) x SIll l3n+rei sm l3n + rei o o. sm ~-- rei, 

quand n est un nombre pair) et 

h . ('TC ). (3r. ) . ( (n - 2) 'TC ) = 'IIsm 2;-rei sm l3n-rel ... sm -2n --rei 

x . ('TC ). (3'TC ) . ( (n - 2) r. + ) 
SIll. l3n + rei sm 2n + rei .,. sm -"2n- rei 

x . (n'TC ) SIll --rei 
2n ' 

quand n est un nombre impairo Et de ces formules et des suivantes, données par Euler dans 
son Introductio in Analysin infinitorum: 

(Ao) 
cosnrel=2'11-isin (;n -rei) sin(;: -rei)" o sin(n 2:~-rel.) 

· ('TC ). (3'TC ) . (n-l)r. ) x SIll 2n +ret sm 2n +rei .. o sm ~-+rel. , 

si n est un nombre pair, et 

, 2 i' ('TC ). (3'TC ) . ( (n - 2) 'TC ) cos nrel. = '11- SIll 2n - rei sm 2n - rei . o . SIll ~- - rei 

(B.) x · (r. ). (3'TC ) .' ( n - 2) 'TC ) sm l3n+ret SIll l3n+rei ... SIll ~-+rel 

x · (nr. ) sm --rei 
2n ' 
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SI est nombre impair, iI 

P 

En posant maintenant 

Z= h COSZ1, 

on 

p 

L'expression du reste R (x) prend donc la forme 

(9.) 

et 

que 

que la conclition 

grande valeur que 
pOUl' que R (x) 

I 
cos nx:!_I, 
cos nz:! I 

zéro, pour n 

quand le point dont z est l'affixe décl'it la circonférence A, tenele vers zéro, pour n = 00. 

Pour étuelier cette condition iI fant cheroher la conrbe déerit le point dont l'affixe 

est point dont 1'affixe décrit la circonférence 

cette eireonfél'ence est I z I = p, l'équation ele 
comme l'équation 

dcmanelée est 

I eos Zj I = k . 

Nous trouvons ainsi la courbe considérée dans le n. O 3, oil on a vu qu'elle est fcrmée et 

eoupe r axe des abscisses~ quaud p < h, et qu'elle est ouverte ct ne eoupe pas cet axe, quaud 

cst le premieI' eas, 

abscisses sont 

ele Zl qui 

dans ces poiuts 

aux points oil la 

'fIZl I <: 1, quelque 

dans le seconel eas, nZI I, quanel z:! 

tenel (n. o pour n = 00. 

D'un autre eôté, si l' Oil suppose que x est une qnantité réelle, comprise entre - h et h, 

XI cst aussi une quantité réelle, comprise entre O et 7:, et on a I cos nXI I < 1. 



lim R 

en 

par 
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lim --,------0- 0, 
n=oc 

lorsque I ~ I < l. 
I cosnxl I Donc la plus grande valeur que prend 1---- , 

cos nZl 
tend vers zéro, pour n = 00. 

quand Zi décrit la courbe I cos Zl I = c, 

n de ce qui précede 

= lim 8 (x) 
n=oo 

I ~ I < log P + V r -h2
• 

Considérons, en particulier, les valeurs de x qui sont les affixes des points de la circon-
férence l'ayon Pi, ayant S011 dans l'ol'igine des et soit pi < p. Les va-

leurs cUllTeSTHJllOl<tU de Xi par les eourbe I COS Xi 1= 
et, par pour qu'on toutes ces valeurs e (x) = f(x), iI 

n:::.-:QO 

cette courbe-ci soit à l'intérieur de la bande limitée par les droites y = -l et y = l. 01', 
comme la pIus grande valeur absolue des ordonnées de la courbe I COS Xl I = Cl est égale à 

log'(cl+Vc~+l), la condition én011cée est satisfaite quand 

< Iog(p+ 

QU, par 

Ii résulte de cette inégalité la sUlvante: 

et avons donc le théoreme 

f(x) est de rayon 
dans l' origine et si X est point de l' aÍ1'e 

de rayon égal à Pi ayant le centre dans le même point, et si est p2> p; + h2, la fonction 8 ex) 
lend vers f(x), qnand n tend vers l'infini. 
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Ce théoreme contient comme cas celui qui résulte obtenu dans le 

n.O 5 en 

p>3h. 

(8.), lequel (ô{"el"A",,,'nrl au cas ou PI"- h et 

s. Nous allons nous occuper maintenant de la détermination du dégré d'approximation 

avec laquelle le polynôme e (x), correspondant à une valeur de n donnée, représente la fon

ction f(x), en continuant à supposer que f(x) est holomorphe dans l'aire limitée par la cir-

conférence de ayant son centre dans l'origine des coordonnées, est un nombre 

réel compris et h, et que représentent 
Pour question nous la formule 

qui donne 

R(x)=~ f f(z)cosnxl dz, 
217;: J A (z - x) cos nZj 

I R(x'I=~. flf\z) IlcosnxlldS 
\ ) < 2'7: JA z-x cosnZl ' 

et par représentant par :M 110mbre égal ou plus grande va-

quand z décl'it circonfól'ÚllCe A, et par B un égal on infél'ieur 

que prend I cos I Z décrit la même circonférence (et par con

séquent zlla courbe !coszll=c), et en remarquant qu'est Iz-x!>p-lxl, 

(10.) I R ( ) I pM I cos nXj I 
x'<B(p_lxl)' 

01' OIl a qu'est 

et on peut donc poseI' 

1 
i cos nZj I> 2 

L'expression du limite de 

valeur de correspondant à un 
résulte de 

variable, applieable 

pM 
I R (x) I < (p-h)B' 

* 

valem de f(x) la 
tire la suivante, 
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Onpeut obtenir de une maniere faeile la.valeur qu'on doit attribuer à n pour que I R (x) I 
soit inférieur à un nombre donné d'.avanee a. Il suffit, en .effet, de satisfail'e à rinégalité 

pM 
(p -'- h) B < a, 

. d pM 
qUI onne, en posant (p ~ h) õ = u, 

(c+VC2- 1)211 -1> 2u (c +Vc2 1)11, 

ou 

[(c+Vc2-1)1I _u]2_(u2+ 1) > o 

et, par eonséquent, 

ou 

log(u+~) 
n> ./ . 

log (c + V c2 - 1) 

On obtient done le nombre démandé en eherehant le plus petit entier qui satisfait à eette 
inégalité. 

La doetrine qui préeede est applieable à l'évaluation approehée des intégrales définies. 
On a, en effet, en représentant par a et b deux nombres eompris entre - h et h, 

et, en supposant b> a, 

I i b I pM(b-a) . 
R(re)dre < (-h)B; l:..mB=oo. 

, a P 11-00 

Done 

Hosted by Google 



m-

ou 

. , 

., , 



On 

tions-ci. 

liill 8 
n=-oo 

I 
1<'" 
! 



ces ovales 

1= 

et 011 

D'un 

la la 

> 

> 

et par 



En ... , 

<, 

> 

IR 

!R 



7 

Soient . , 
1 

~--,-. que 

par 

tels la AVHvHC1U F 

F 

RR 



entre la rationnelle 

1 

et 



d' interpola tion 

F 

R 

le 



( ) (s 

SI 

G) --L ( 

(1) (s 

1 / s \ 
, 1 
\ 

( 

s \ 

) 

2 





1 
< < et par 

I sinz 

par 

sin (I 

par Ces 

eu 

L', 
avons eu 

L 

a) I SIll 



x 

R F F 

et de VU'~HV'H F 

F F 

R F dz F 



faire 

i= 

Slll 

et 



la valeur 

y 

a 

II 

<1 

en 

lU 1< 

De 

R 



346 

et de I'inégalité précédente il résulte 

2 2 

f f(x) cos kx rk = 2~<Xl f 'f (x) cos kx dx 
~ ~ 

~ ~ 

2 2 

= 2~[Am-{ f cos(m-l)xcoskxdx+ ... +Ao f coskxdx 
~ ~ 

-2 -2 

~ ~ 

2 2 

+Bm-1. f sin (m-l)xcoskxdx+ •. . +B2 f sin 2x cos kx dx] , 

ou k représente un quelconque des nombres pairs m - 1, m - 3, ..• , 2, O. 
Mais on a, en représentant par k' un quelconque de ces mêmes nombres, 

7t 7t 7t 7t 

2 2 2 2 

f cos kx cos k'X dx = 0, f cos!cxsink'xrk=O, f cos2 kxdx= ;, f sin2 kx dx = ; . 

7t 7t ~ " '-ii -;2 -~ -2' 

Donc 

~ 

2 

2~<Xl Ao = ! f f(x) dx, 
71: 

-2 

.71: 

2 

lim Ak=~ ff(x)coskxdx, 
1U=OO 1!' 

(k>O). 

On trouve de la même maniere, en partant de l'égalité 

7t 7t 

2 2 

f f(z)sinkxrk= 2~ f 'F(x)sinkxdx, 
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ou, à cause de l'identité e2nia = e±(27j+f)i;;: = - 1, 

.co(S~al ) =-2 [sin((n-1)al+a)+sin((n-3)x+3a)+. .. +sin(2x+(n-2)aY+ 21 sinnaJ. 
SIll x-a 

On a donc la formule 

'f (x) = ! ~sinna[sin((n-1)x+a)+sin((n-3)x+3a)+. .. +Sin(2x+(n-2)a)+ si~na]f(a), 

ou 

(25.) 
~ 'f (x) = An-1. cos (n-1)x+An._3 cos (n-3)x+ . .. +A2 cos 2x+ Ao 

I + Bn-i sin (n -1) x+ Bn-3 Sill (u - 3) x+ . .. + B2 sin 2x, 

ou n est impair, et 

1 
Ao=-"E.J(a), 

n 

Ak = ~-~ sin naf(a) sin (n- k) a = ~ ~f(a) cos ka, 
n n 

Bk = ~ ~ sinnaf(a) cos (n -k) a = ~~f(a) sin ka. 
n n 

(k>O) 

Ces formules donnent immédiatement les propriétés suivantes des constantes Ak et Bk : 

7t 

2 

!~ Ao= ~ f f(x)dx, 
;;: 

-2 

7t: 

2 

fll~ Ak=! f f(x) coskxdx, 
7t: 

-2" 

" 
2" 

!~n;., Bk = ! f f(x) sin kx dx, 
;;: 
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ou 

enl>v+ Vv2 +1 

on peut déterminer au moyen de l'inégalité 

log (v + v'v2+1) 
n> l ' 

la plus petite valeur qu'on doit donner à n pour que l'erreur qui résulte de prendre 'li' (x) 
pour valeur de f(x) soit inférieur à ~. 

23. Pour faire maintenant une application de la doctrine considérée dans le n.8 19, sup
posons que la fonction f(x) satisfasse à la condition f(x + 7t) = - f(x) et que soit encore ho
lomorphe dans la bande comprise entre les dl'oites y = -l et y = l, et supposons aussi qu' on 
donne à ai, all, a3, .' • les valeurs 

(26.) 

et que n soit pairo 

+ (2"l+ 1)7t 
- 2n ' 

n-2 
"l=0, 1,2, ... , -2--' 

Au moyen de la formule (A) du n.O 6 on voit qu'est encore 

i [ f(z)cosnx 
R (x) = F(z)dz= . ( ) dz, 

A L- A sm z - x cos nz 

et que F (z) est périodique, et que sa période est égale à 7:. On en conclut que le théoreme 
démontré dans le n.o 20 a encore lieu ainsi que la formule (24.). 

Mais on doit substituer à la formule (25.) la suivante: 

'I!' (x) = An-1. cos (n-l) x + An-3 cos(n-3) x+ .. . +Ai cosx 

+ Bn_i sin (n -1)x+Bn-3 sin (n-3)x+ . .. + BI. sin X. 

Les coefficients Ak et Bk de cette formule sont donnés par les mêmes rélations que dans 
le cas antérieur en y substituant a par les valeurs (26.). 

24. Nous indiquerons encore un autre systeme de valeurs de ai, a2, a3, ..• qui, qlland 
la fonction f(x) admet la période 7t, menent à des résultats convergents. C'est le suivant: 

n étant un nombre impair. 
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(ln peut réduire I'expression de 'Y (x) à la forme suivante: 

ljiOCx) = ~ :E(-1)'I!cos[(n-l)x+aJ+cOS[cn-3)x+3aJ+ ... +cos[2x+(n-2)aJ+ ( ~)'Ilf(a), 

.ou 

'lO (x) = An-i cos (n-l)x+ An-3 cos (n-3)x+ ... +A2 cos 2x+Ao 

+ Bn-i sin (n-1) x+ Bn-3 sin (n-3) x+ . .. + B2 sin 2x, 

1 
Ao=-:Ef(a), 

n 

Ak =.!:E (-l)'If(a) cos (n -k) a =.! :Ef(a) cos ka, 
n n 

Bk =~:E (-Ir f(a) sin (n-k) a=.! :Ef(a) sin lea. 
n n 

(k> O) 

2:». Si la fonction f (x) satisfait à la condition f (x + 'lt) = - f (.x) et on donne à 
ai, a2, a3, ... le.s valeurs 

a = .;~, "IJ = 0, + I, ± 2, ... , + (~ n -1) , 1 
i 11, 

.ou n est lln_nombre pai!"} on trouve, comme dans le cas antérieur, que la fonction 'F (x), dé

finie par la formule (26.), tend vers fex), quand n= 00, si la fonction f(x) est holomorphe 

dans Ia bande considérée dans le n.O antérieur et x représente un point de son intérieur. 

L'expressioll de 'lo (x) peut être réduite alors à Ia furme 

'F (x) = ! :E (-1)'1 I cos [(n -1)x+ a] + cos [(n- 3) x + 3aJ + ... + cos[x+ (n-I) a] !/(a), 

.ou 

'Y (x~ = An-I cos (n-1)x+An_3 cos (n-3)x+ . .. +Al COS X 

+ Bn-i sin (n-l) x + Bn-3 sin (n-3)x+ . .. + BI Sill x, 

.011 

A" = ~-:E (-l)"'1f(a) cos (n-k) a=.! :Ef(a) cos ka, 
n n 

Bk = ~:E (- 1)'1f(a) Sill (n - k) a =.! :Ef(a) sin ka. 
n n 
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COllsidérOllS l' expressioll 

( ) sill nx 
cpx= 1 1 ' 

sin - (x - a) sill - x 2 2 

1 . { . 

dans laquelle nous poserons é2 lx = t, eT,a = À. 

II vient 

, . (t4n _ 1) t2- 2n 

cp (X) = 2~À (til _ 1..2) (tI! -1) 

ou 

cp (x) = 2iJ..t2- 2n [t4n-4+ (1 + 1..2) t4n- 6 + (1 + 1..2 + 1..4) t4n- 8 

+ ... +(1+1..2 + ••• +À4n-6) t2+ 1 + À2+À,4+ ... +Ã.411-4J, 

et, par conséquent, 

),4n-4_1 Ã.4n-2 -1 -I + -L ' ____ t-2(n-2J+, ____ t-2(n-f). 
'" I 1\ À,2-1 1\ Ã.2-1 _ . 

f • 

Mais on trouve, en substituant À par eT,a et en ayant égard à l'identité e2nia = 1, 

. n 
1..4 --.:...1 . sina 

À, À~-=-r = eta --1-' 
sin "2 a 

" " 

Àn-1 ~nia. SIll"2 a 
À---=e2 --

1..2-1 . 1 ' 
SIll"2 a 

. 3 
À,4n-6_1 -.!.ia SIll"2 a 

À----=-e 2 --
À,2 -1 . 1 ' 

À,4n-4_1 . sina À4n-2_1 - ~ia 
À----=-e-1a-- Ã. "12_-1 =-e 2 . 1..2 -1 . l' ,>. 

SIll"2 a SIll"2 a 
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et appliquer méthocles employées 

.obtenus à la f (Xoo) o o r' \7 ,qUI satlslalt 

Bt poser ensnite 
Xoo 

Si l' on sui t cette 

sente x, quanc1 celui qui représente 

par 1'égalité - quand Z c1écrit 1e 

numeros-Ià, ou 

condition 

faut chercher le 

contour Ai que 

En posant, pour 

du 

théoremes y 

qui repré

point z, défini 

00 = ~ (cos 8 +i sin 8), X = H (cos 8' +i sin 8'), x= r (cos ,+i sin c), 

.on trouve 

et 011 en conelut: 1. 

<lu point x S011t 

pR 
r=-, ' 8 8' , 

si les coordonnées 

pR et 8+8'; 2. 
11: 

du point X sont 

points de l'axe des 

R et 8', celles 

compris entre 

-11: et 11: correspondent les points de la droite (que nous représenterons par D) qui passe par 
l'origine des coordonnée et fait nn angle égal à l'argument de 00 avec !'axe des abscisses, 
eompris entre - 00 et 00; 30 o que les c1roites paralleles à l' axe des abscisses menées par les 
points (O, + l) se transforment dans les paralleles à D dont la distance à cette droite est 

égale à ~. 4. droites paralleles des ordonnées les points 
11: 

(+ 11:, O) se dans les D qui passent points d'affixes 
-00 et 000 

On trouve de cette maniere les résultats suivants: 
1.0 Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande limitée par deux droites paraIleles 

à D, et x represente un point de son intérieur et 'F (x) la fonction 

011:( )011: sm - x - a2 S111 
00 

o 11: ) 
• o Slll - (x - am 

00 
f(al) 

o 11: ( ) 
•• o Slll -- ai - am 

00 

011:( )011:( ) 07t"( ) Slll - X - aj Slll - x - a2 • o o SIll - X - am-i 
00 00 00 + -------f(am), 

011:( )011:( ) 07.( ) Slll - am - a i S111 - am - a2 o o • Slll - am - am-i 
00 00 00 
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fonetion définie par 

cos-
O) • n'ITa f(a) 

'Y(x)=--- ~SIll- , 
nO). n ) 

SIll- (x-a 
O) 

OU n est un nombre impair et 

(2''1 i 
a=--

2n 
0,1,2, ... , 

-1 

(2'1 1) 
a=------

:ln 1 
0, 1, 2, ... , 

quand f(x+m) =f(x), et ou n est un nombre pair et 

quand 

et dans 

oü 

a = + (2'1 + 1) ~ 
- 2n 1 

n-2 
0, 1, 2, ... , 

m=oo. 
cas on peut 

IT~( A T:X A nx A -r Xl = n-i COS (n-l) - + n-3 COS (n-3) --+ ... + O 
, O) O) 

B . ( 1) 'ITX B . 3) 1Wl B . 2 T:X + n-i SIll n - - + n-3 SIll (n - - + ... + 2 SIll -, 
O) O) 

An-i cos (n-
'ltX 

COS (n-3)
O) 

r.X 
O) 

+ B . ( 1) 7tX B ., 3) 'ITX B . r.x 
n-i SIll n - -;- +. n-3 SIll \n - -;- + ... + i sm -;;;-, 

1 
= -"'i:.f(a), 

n 

2 '" . mra 
=-,:...Sln 

n O) 

7W 2 
-k)-=-

O) n 
k--, sm 

B 2 '" . nr.a f( ( 1. na 2 "'f ) . 1. na 
k=-,:...Slll- a)cos n-",)-=-,:... (a sm",-. 

n O) O) n O) 

(k>O) 
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.de la forme 

tels que la fonetion F (x) définie par l'équation 

i=k 
F (x) = f(x) - l: <fi (x) 

i={ 

est holomorphe dans l'aire limitée par A. 
On peut done lui appliquer la formule (13.), et iI vient 

F(x)=II(x)+~ r . F(z) sin (x-a{) . .. sin(~-am) dz 
2~'lt JA sm(z-x)sm(z-al.)" .sm(z-am) , 

ou II (x) représente une fonetion entiere de sin x et cos x, qui satisfait aux couditiol1s 

Mais ou a, en posant P(x)=sin(x-al)" .sin(x-am), 

et 

r ?i (z) P (x) _ 5';'" Aji) P (x) dz 
JA sin(z-x)P(z) dz- 5:1 sin (z-x) sin5(z-b i)P(z), 

r . ) .dz( b)P( ) =2i'lt(Rl. +R:a+ ... ), JA sm(z-x smS z- i z 

eu représentant par R!, R2, ... las résidus de la fonction 

1 
Sill (z - x) Sills lZ - bi ) sin iZ -lIl) •.• sin lZ - um) 

ralO rappol't à ses pôlfs. 
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EXTENSION D'UN THÉORÉME DE JACOBI (I) 

Extrait d'une lettre adressée à M. Lerch 

,.Lu.une,""""",,,',,, für Mathematik Physik - Wien, 1890, Band I) 

(1) 

Soient données 

v OUS cOl1naÍssez 

Si ies fonctions 

fonctions 

ce beau et 

yl = fi (,q, X2, •.. , xn), 

y2 = f2 (Xl, X2, •.. , Xn), 

•.. ,Yn admettent 
qui soient fonctions continues de X!., X2, • _ 

une soit fonction des autres que soit 

théoreme de Jacobi: 

dérivées partielles, 

condition nécessaire 

u",'"",." nui 1e déterminant: 

df!. df!. df!. 
dx!. dX2 ... dXn 

df2 df2 df2 
(2) dXI dX2 '" dXn 

dfn 
.-- :~: I dXi 

X2, .. " Xn, 
suffisant pourque 

(1) Uma traducção hespanhola d'este trabalho foi publicada por Galdeano em El Progreso matematicQ 

(Zaragoza, 1891, t. I, P 121). 
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valeurs tirées antérieures, 

en représentant par D le déterminant (4) et par Di le déterminant (5). 

nou::; 
le second membre de cette équation est nul dans les environs du point (ai, 

d'f -O 
dXi - , 

-et par eonséquent dans les environs du point (ai, Cl2, (3) la fonetion 'f ne dépend pas de Xi. 

Nous avons done 

et partie du théoreme démontrée. 
maintenant que c1éterminants mineurs n",>mlAl' ordre iôlont 

les point (a1,Cl2, ; et 

nn déterminants mineurs ordre qui n'est nul le point eonsidéré. 

En du théoreme déjà dans le eas antérieur, troisieme des équations 
détermine en fonction de les dérivées de relativement à X2 
sont par les équations 

dj3 + dj3 dX3_0 
dXI dxa dXI - , 

dja dxa_O 
dxa dX2 - . 

substitue maintenant de xa dans la équations (3), on 
le 

yi = 'f (XI, .T2, ya), 



et nous comme dans le cas 
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dji dxa 
dX3 dXi 

d'Y _ dj! + dji dxa. 
dX2 - dX2 dila dX2' 

'1" dX3 dX3 d " , ' ou, e lmmant et -d au moyen es equatlOlls antenenres, 
X2 

djl 
, dX3 

I j}3 dj3 
I dIa dX 3 

dj3 
dX3 

Comme les seeonds membres de ces égalités sont nuls dans les enVlrons dn point 
(a!, Cl2, aa), la fonetion l' ne eontient pas Xi ni X2, et nous avons 

La "''''OU!!'l«:: équations (3) donne même maniere 

y2 = ~ (ya). 

Le théoreme est done démontré. 
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LA DÉTERMINATION PARTIE UJ.lUL''-''.uV L'INTÉGRALE 
RATIONELLES 

(Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei - Roma, 1885, série 4.a, volo 1.°) 

Cours d' Analyse 

vantes méthodes pour la rechcrche 
deuxieme est 

donnée. Nous allons 
de cette connaissance en employant 
rationnelles. 

En eftet, soit 

la proposée, et 

Hermite on trouve 
partie algébrique 

et suivantes) 
des fonctions 

de la connaissanee raeines du dénominateur de 
peut aussi rendre méthode indépemlante 

les théoremes de la théorie des fonctions symétriques 

Fi (x) 

l\'I=(X-ai) (x an)=xn+hi + ... , 
N = (x- ai) (x - a2)" .(x- a~) = a:P + hi Xp-i +h2 {J'p-2 + ... , 
P = (x - a'í) (x - a;;) • .. (x - a~) = x q + hi xq-i + h;; xq- 2 + ... , 
................................................... , 

M, N, P, etc. étant obtenus au moyen ele la théorie eles racines égales. Nous avons 

__ ~+ ... + L 
x-a2 x-

B' --,+ ... + 
-a2 x 

cp (x) + .......... , ............ " . + ~ (x)' 



3 

du ClU.UVAua'Q) 

et 

.. , 



3R4 

ealeulables au moyon théoreme de Newton fonetion de h!, h2 , ••• 

h1, ete. (1). 
donc calculer f(x), 

f(x) 
la partie algébriquc l\i~=fN~-I p T- i ... 

tégrale démandée, sans la connaissance des racines a!, a2, •.. 

2. Pour trouver la partie transcendante de l'intégrale de la fonction rationnelle iI faut 

connaí:tre les racines du dénominateur. Mais on peut obtenir le développement en série de 
cette intégrale au moyen des théol'emes de la théorie des fonctions symétriques sans la con-
naissancc 

En 
ees racines. 
développant en 

additíonnant les 

dont l'intégrale est 

í:A log 

calculeI' les sommes 

de G2, ••• Gn ; de aÍ, ail,.. ; 

fI'aetions simples 
trouvons un résultat 

í:Aa 
xí:A----

x 

théoremes COllnus, sans résoudre l'équation F (x) = O. 

déllomínateur est du 

forme suivante: 

... , 

fonctions ""·,.,.,,,,e," 

obtenir au moyen 

(I) eh. Biehlel', Sur le calcul desfonctions symétriques des racines d'une équation (Nouvelles Annales de 

1884, 3." série, tome 
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SUR L'INTÉGRALE feOlXf(x) dx. 

(Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei - Roma, 1885, série 4.", valo 1.") 

Ou sait représente une ratiounelle de x, J e"Jr ] (x) dx a 

la forme suivaute: 

J J e(l)x 
e"Jx/(x)dx=e"lX8(x)+2.:A x-a dx, 

ou la coutient une fonction rationnelle, et 
une transccndaute a la dénominatíon logaTithme intégj'al. 

pour obtenir intégrale exige la de ](x) eu des 

Ut;!lUI..l\JiLlt partie contient 

qu'on emploie 

simples, et par 

conséquent rechcrche des racines dénominateur. Nous voir que, si on 

veut seulement la premiere partie eWx 8 (x) de l'intégrale, iI ne faut pas résoudre cetté équa
tion. Nous emploierons dans ce but la mêllle llléthode que nous avons elllploiée pour résoudre 

une question analogue, relative à l'intégration des fonctions rationnelles, dans notre note in
sérée à page 187 de ce volume des Rendiconti (i). 

En effet, soit 

(1) Voir ce volume, p. 382. 

yy 
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proposée, et 

",,,-2 --L 
tA! I ••• , 

N = (.1: - ai) (x - a2)' .. (x - a;) = .rP + hi Xp-i + h~ {J'p-2 + .. " 

................................................... , 

p étant obtenus la théorie des Nous avons 

f() ( ) I ~ [Ai R, + + Li J x =? x ,,::,, -( -~)' +-, -~)' ." -( --)' 
i=t x-ai' (X-a2' x-a,,' 

+ ............ , 

et par conséquent 

\ + ................................................. . 

intégrales sont 
on trouve 
suivante: 

premiere intégrale. 



7 

et 

/ 

a~, 

De 

et que 

üa'"""HJO au de 
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE x~ EN SÉRIE ORDONNÉE SUIVANT LES PUISSANCES 
DU SINUS DE U VARIABLE 

(Nouvelles Annales de Mathématiques - Paris, 1896, 3." série, t. XV) 

Dans Sur le développement 

du sinus cosinus de la variable~ 

nous avons donné, pour le développement 
de sin x, les formules suivantes (1): 

(1) 

(2) 

(I) Voir ce yolume, p. 112. 

fonclions en série 

dans le Journal de 

suivant les puissances 

(t. CXVI, p. 
des fonctions x2m et x2m+f suivant les puissances 

.j, 



1<1 des 

b 

, 

'" ) 
I 



1 

.. , 

que 

2 

La 



Mais égard à la 

Donc on a 

et la valeur de 
sin2jil-f-2v-t-2 x dans la formule (1 

392 

S ("+1) 
symboles 2m+~V 

coincide encore 

on voit que 

valeur du coefficient 

de l'analyse qui voit que la formule lieu pour l'exposant 

si elle a lieu pour l'exposant 2 (rn-l), et, par conséquent, si elle a lieu pour la fonction x2• 

Mais cette formule, en y posant 1ft = 1 et en remarquant que 

donne formule connue 

., + 2.4 1 
sm"x 3.b';r 

" " 

La formule (1) est dane démontrée, De la même maniere on vérifie la formule (2). 

De 

On tire de l'égalité (1), en la dérivant par rapport à x, 

- -=sin2m- 1 x 1 X 2m - I [ 

on tire aussi 

x 2ut [-
= sin2m x _1 

cos x 



(Nouvelles Annales Paris, 1888, 3.C VII) 

u 0, 

u 1 

1 

'lUéIltU"C'~,' e astl'01lOmicas 

zz 
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Le but de cette Note est de faire voir qu'on peut, par la méthode de M. M. d'Ocagne, 
obtenir la formule de Waring, en faisant usage, pour le calcul de D~ log U, d'une formule dif
férente de celle qu'il a employée, à savoir (f) 

ou ~ représente une sornme qui se rapporte à toutes les solutions entieres positives de 

l'équation 

a+2~+ ... + pÀ=n, 

et ou 

En effet, cette formule donne 

, (' 1) , U-i U,a U"~ U(p\À Dn lo U =::E (_l)i-i n ',~- . . .. 
x g a!~! ... À!(2!)~(3!r .. (p!i' 

a+ 2~+ .. . +pÀ=n, 

i = a + ~ + ... + À, 

parce que 

Nous avons donc 

et, en posant x = 0, 

1 c, 1)' U-i U,a U(p)À 
~ -'- = n ~ C - 1)i ~ - .' o o . ... o x: a! ~!. .. À! (2 !)~ (3!/ .. ·Cp ti 

(1) Voir le Galcul dijféTentiel de M. J. Bertrand, p. 308, ou mOil GUI'SO de analyse infinitesimal, t. 1,3." 
ed., p. 242. 

Hosted by Google 
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ou 

1) I A-i Aa AP • ,Q' •• P P-1 p-. 

a! ~! ... À! 

En appliquant maintenant cette formule à l'équation 

dont les 
Waring 

Ap x P + Ap-i x p- i + ... + Ai X + Ao = 0, 

sont inverses des l'équation proposée, 

1) I A-i Aa A~ Ai. 
~ x: = n ~ (- 1 Y ___ o -;--O;:-;-_i~o-~ _. '_'---,-P 

a!~!. .. À! 

ou a, ~, .•. , À sont les solutions entieres positives de l'équation 

et ou 

... +À. 

* 

trouve la formule 



a) 

(Nouvelles .tUJ.H"""''' Paris, 1889, 3.° t. VIII) 

a 



3 

dro 

i 

-2 

>2, 

Done 

-a) 
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et en remarquant que, quand x varie depuis zéro jusqu'à 'lt, tang (x - a) passe une seule foi,s 
par l'infini, en allant du positif au négatif, et q'Ue la fraetion 

est positive ou négative suivant que b <O ou > 0, on voit que f(x)passe une s'euÍe fois par 
l'infini, en allantdu positif au négatif quand b < 0, et du négatif au positif quand b> O. 

Nous avons done 

quand b> 0, et 

quand b<O. 

i r.: ' 
cot (00- ex) dx = i'lt 

o 

FIM DO VOLUME' PRIMEIRO 

Hosted by Google 
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