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INTRODUCCAO

CAPITULO 1

Theoria dos nuimeros irracionaes,
dos numeres negatives e dos nmumeros imaginarios.
Regras para o seu calculo.

I

Caracteres das operacdes da Arithmetica e da Algebra (%)

1. Os numeros inteiros e os numeros fraccionarios, cujos numeradores e denominadores
sio numeros inteiros, constituem a classe dos numeros ractonaes, que podem ser positivos ou
negativos. O estudo dos numeros racionaes positivos & o primeiro objecto da Arvithmetica.
Ahi sfo definidos, assim como as operagles numericas, e ahi sfo estudadas as propriedades
fundamentaes d’estas operagJes.

Em seguida, na Algebra, em logar de numeros consideram-se letras que os representam,
e definem-se as operagBes algebricas pelas leis fundamentaes das operagdes arithmeticas,
isto é, da maneira seguinte:

1.° Addi¢ilo dos numeros representados pelas lettras « e b é a combinaglo univoca (de

resultado unico) d’estes numeros, cujas leis fundamentaes sfo:

1) atb=b+a, (lei commutativa)
2) (a+b)+fec=(atc)+0b, (leiassociutiva)
3) a+0=a.

(1) A theoria geral das operagdes, consideradas como combinac¢des de numeros ou objectos, foi estudada,
por Grassmann nos seus Ausdehnungslehre (Leipzig, 1844), por Hankel na sua Theorie der complexen Zahl-
systeme (Leipzig, 1867), ete.
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2.° Subtracgdo é a operaglo inversa da addigfo.

3.° Multiplicaglio & a combinaglo univoca dos numeros, representados pelas lettras « e b,
caracterizada pelas leis:

1) ab=1a, (lei commutativa)
2) (ab)c=(ac)b, (ler associativa)
3) (a+0)c=uac-|be, (lel distributiva)

4) ax<0=0, axl=a.

4.° Diviso & a operagRo inversa da multiplicacRo.

5.° Elevaglo a potencia é a multiplicaglo de factores eguaes.

6.° Lzlracgdo de raiz & a operaglo inversa da elevagRo a potencia.

Refleetindo um pouco sobre o que se aprendeu na Arithmetica, é facil de ver que o cal-
culo arithmetico é principalmente fundado nas leis fuudamentaes precedentes, na propriedade
que t8em as operagles de darem resultados eguaes quando se substituem a e b por quanti-
dades eguaes e nas leis fundamentaes das egualdades: a=a; de «=>0 resulta b=qa; de

=0 e b=c resulta a=c.

Duas das operagies precedentes, a subtracglio e a extracciio de raiz, nio s8o sempre pos-
siveis, quando se usa sémente dos numeros racionaes positivos. Para nflo ter porém de separar
os casos em que estas operagles sfo ou n3o sdo possivels, introduzem-se novas especies de
numeros e generalizam-se as defini¢des das operagBes, tendo sempre em vista que se con-
servem as propriedades fundamentaes que vimos de indicar, e que as novas definigles levem
aos mesmos resultados que as antigas, quando se applicam aos numeros para os quaes estas
foram primeiramente estabelecidas. Foi o que se viu na Arithmetica, onde appareceram os
numeros irracionaes, e na Algebra, onde appareceram os numeros negafivos e 08 nuNeros

tmaginarios. Aqui vamos recordar succintamente a theoria d’estas tres especies de numeros.
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Theoria dos numeros irracionaes (1)

2. Consideremos um grupo composto de uma infinidade de numeros racionaes, positivos
e creszentes, '

Oy (2, +ovy Oyy oo

(M) A theoria dos numeros irracionaes foi tratada primitivamente debaixo de uma férma geometrica,
Occuparam-se da theoria arithmetica dos mesmos numeros, 4 qual se tem dado diversas férmas, Welerstrass



e outro grupo composto de uma infinidade de numeros racionacs, positivos e decrescentes,
by, by vvey by ooy

e supponhamos que os numeros do primeiro grupo sio todos menores do que os numeros do
segundo, e que a differenga b, — a, péde tornar-se tho pequena quanto se queira, dando a n
um valor sufficientemente grande.

Se existe um numero racional maior do que os numeros do primeire grupo e menor do
que os do segundo grupo, este numero é completamente determinado pelos dois grapos. Com
effeito, se existissem dois numeros A e B que satisfizessem a esta condigfo, estes numeros

deveriam estar comprehendidos entre b, e a,, e seria, por maior que fosse n,
B“A<bn”“an;

o que é absurdo, visto que a differenga b, —a, pdde tornar-se t80 pequena quanto se queira,
dando a n um valor sufficientemente grande.

Se porém nfio existe numero algum racional maior do que os numeros do primeiro grupo
e menor do que os do segundo, diz-se, por definigho, que os dois grapos estio separados por
um numero irracional. Como, neste caso, qualquer numero racional differente dos precedentes
é menor do que um valor de a, ou maior do que win valor de b,, vé&-se que cada.numero irra-
cional divide a totalidade dos numeros racionaes em dois grupos, taes que os numeros do
primeiro grupo sio todos menores do que os do segundo grupo. Os numeros do primeiro
d’estes grupos dizem-se menores e os do segundo maiores do que o numero irracional consi-
derado.

Dois numeros irracionaes A ¢ B dizem-se eguaes quando todos os numeros racionaes me-
nores do que A sfo tambem menores do que B e todos os numeros racionaes maiores do que
A siic tambem maiores do que B.

Diz-se que A é maior do que B, ou que B é menor do que A, guando existe algum nu-
mero racional maior do que B e menor do que, A.

3. Definamos agora as operagBes sobre numeros irracionaes,

no seu curso na Universidade de Berlin, Méray em um trabalho publicado na Revue des sociétés savantes
(Paris, 1869), G. Cantor em artigos publicados nos Mathematische Annalen (Leipzig, t. v e t. xx1), Dedekind
em um trabalho intitulado Stetigkeit und irracionale Zaklen (Brunswick, 1872), Tannery na sua Introduction
a&-la théorie des fonctions (Paris, 1886), Capelli em um artigo publicado no Giornale di Mathematiche (Napoli,
1897) e nas suas Istituzioni di Analisi algebrica (Napoli, 1902), ete. A theoria dc Weierstrass péde ver-se
em um trabalho publicado por Pincherle no t. zviir do Giornale di Matematiche.



1.° Sejam dados dois numeros racionaes ou irracionaes A e B, determinados pelos grupos

0 ALy G2y vy Upy oo

Biy B2y vevy buy ey
Ofy A2y ooy Oyy oo
bi, Bay ey by o,

@)

e formemos 0 grupo de numeros crescentes

as -+ aj, ag_-{—a'g, vy Gyt .
e 0 grupo de numeros decrescentes

bi+8, bat 03, - vvy butluy o

Como os numeros do primeiro d’estes grupos sfio menores do que os do segundo, e como
a differenca entre b,--b, e a,-a, pdde tornar-se t80 pequena quanto se queira, dando a n
um valor sufficientemente grande, estes grupos determinam um numero racional ou irracional,
que os separa, o qual se chama somma dos numeros dados.

Para justificar esta definigio, notemos em primeiro logar que, se os numeros dados A e B
forem racionaes, os grupos que vimos de formar determinam o numero racional A --B, visto
que este numero 0s separa.

Notemos em seguida que a somma dos numeros A e B, como vimos de a definir, goza
das propriedades fundamentaes indicadas no n.® 1, como é facil de verificar.

Assim, por ser

an+an=an+an7 bn+bn= b7z+b7z)
vé-se que os grupos de numeros que determinam A --B coincidem com os que determinam

B--A, e que temos portanto A+-B=B-|A.
Do mesmo modo, por ser

(an + a;z) + a;; = (an -+ a;;) -+ CL'",
(b= b) + b= (ba+ B3) -+ B,

(aty az, +..), (b1, b3, ...) sendo os grupos que determinam um terceiro numero C, temos

(A+B)+C=(A+C)+B.



2.° Consideremos ainda os numeros A e B e seja A > B. Demonstra-se, procedendo como
no caso anterior, que os grupos

ar—by, aa—by, ..., ay—0y, ...

b4—a1, Z)z—ag, ey bn—an, . e

determinam um numero racional ou irracional. A este numero chama-se differenga dos nu-
meros dados, e representa-se por A—DB. X facil, com effeito, de ver que da sua somma com
o numero B resulta um numero egual a A. Para isso, basta notar que esta somma é deter-

minada pelos grupos
ay—byt+ay, ..., an— by + ay,
by —ar-Fby, ooy by—aytby ..,

e que, sendo « wm numero racional qualquer, menor do que esta somma, temos (para um
valor de n sufficientemente grande)

aCay—by+ ay <a, <A,
e que, sendo « maior do que a mesma somma, témos
w > by—an b, > by > A
portanto, em virtude da déﬁnigﬁ_o de egualdade, é
(A—B)-+B=A.
3.° Chama-se _producto.dos numeros A e B ao numero definido pelos grupos

AL QY 0902, <oy Oy lyy o ooy

bi By, babh, .., bybl, ...

Para justificar esta defini¢lo, é necessario demonstrar que estes dois grupos determinam
um numero racional ou irracional, e, para isso, basta attender a que a,a, cresce e b,b, de-
cresce, quando n augmenta, a que temos b,5,> @, a,, quaesquer que sejam os valores de n
e m, e a que da desegualdade

bb,—a,a,=b,(b,— a)+a,(b,—a,) <b, (b,—a,)+ b, (b, —a,)

resulta que a differenga 6,5, — a, a, se péde tornar tio pequena quanto se queira, dando a n
valores sufficientemente grandes.



E facil demonstrar que o producto, assim definido, satisfaz ds leis fundamentaes da mul-
tiplicagfo, mencionadas no n.° 1.
4.° Consideremos agora os grupos

al 22 an
_,, "‘T, ... ] _,’ . .
bt b? n

1 b‘) bn
Ty Ty e e sy Ty ee oy
a, Qg n

o primeiro composto de numeros que crescem com 2, o segundo composto de numeros que
decrescem com n e sio superiores a todos os do primeiro grupo. Por meio da desegualdade

b,b,—a, a, b.b,—a,a,

n n i Yn ”n

¥ = 7 T )
a, bn Ay bn @

a,

. . b
e da desegualdade anterior, vé-se que a differenga — — T
a

n

se pdde tornar tdo pequena quanto
n

se queira, dando a n valores sufficientemente grandes. Logo estes grupos definem um numero,
racional ou irracional, que se chama guociente dos numeros A e B.

Para mostrar que o producto da multiplicacio do numero que vem de ser definido pelo
numero B, definido pelos grupos (2), é egual ao numero A, definido pelos grupos (1), basta
attender a que este producto é determinado pelos grupos

Yoy 2y %

T Wy T Uay w0 oy 577y v 0 vy

bi b? Z)n

bi ’ 62 4 bn ' .

Oy, Ly Dy
i 153 a,

e a que, se « representar um numero racional qualquer, temos, para um valor de » sufficien-
temente grande, quando « é inferior ao referido producto

| 3]

n
3 an< a, <A)

n

ot

o

e, quando « é superior ao mesmo producto,
=b, ..
a>—a,—b,,> b”>A.
n

5.° Chama-se potencia do grau m do numero irracional A ao producto de m factores

eguaes a A, Os grupos que a determinam sio pois

m m m . m m m
ay, Ay, oo, ary veey 0P BY oL, BT L.



6.° Chama-se raiz de indice m do numero A ao numero que elevado 4 potencia m da A.
Adeante veremos que existe sempre um numero positivo que satisfaz a esta condigfo.

4. Para completar a theoria das operagBes sobre numeros irracionaes, que vem de con-
siderar-se, ¢ ainda necessario mostrar que o valor da somma, producto, etc. dos numeros A
e B nflo varia quando se substituem os grupos de numeros empregados para os determinar
por outros que definam numeros eguaes a estes.

Sejam A, B, C e D quatro numeros determinados pelos grupos

. - ' \
iy Ogy v vvy Quy ous ai,aQ,...,an,...g
' g : ’
by bay ooy by oo\ B, oy e, B
Ciy Cay =eny Cpy oo Cly Cap vony Cpy ooe |
? 9 ' ‘ ?
dyy doy ooy doy vn d,,da,...,dﬂ,...i

e seja A=C, B=D. A somma dos numeros A ¢ B ¢ determinada pelos grupos

aFay, astay, oo, d b, o
bl+b;7 bl—*_b’.)a AR | bn—'_br’n e

e a somma dos numeros C e D pelos grupos

I I A e T
di+dy, dydyy ool ditdy, .

Para mostrar que estas sommas s3o eguaes, notemos que das egualdades A=C e B=D
resulta, quaesquer que sejam os valores de m e n,
an < CZm) an < dm) bn > cm) bn > cm'

Sendo pois « um numero racional, menor do que A -} B, existird um valor de = tal que
serd, qualquer que seja m,

a?an—}—a,',<dm—{—d:,,,
e portanto a << C+ D; e, sendo « maior do que A+ B,
N
e portanto «> C--D. Logo, em virtude da definigio de egualdade, temos a relagRo

A+B=C+D.



Do mesmo modo se procede no caso das outras operagdes.

Como consequencia do que precede pdde mostrar-se que, se for A>B e C;D, temos
A C>B-+D. Da definigho de subtracgfo resulta, com effeito, que existem dois numeros
K e K' taes que A=B-+K e C=D 4+ K'; portanto temos a egualdade

A+C=B+D+XK+K,

da qual se deduz a desegualdade que se pretende demonstrar.
E facil estender aos numeros irracionaes todas as outras propriedades das desegualdades
que téem logar no caso dos pumeros racionaes,

3. A theoria precedente abrange os numeros irracionaes a que se foi conduzido em
Arithmetica pela extraccfo das raizes. Assim, por exemplo, VA, quando ndo é egual a um
numero racional, representa um numero irracional que separa o grupo de numeros racionaes,
que se obtéem extrahindo a raiz quadrada a A pelo processo ensinado na Arithmetica, levando

a approximaglo successivamente até 4s decimas, centesimas, ete.,

my e mg m,

107 102 109 T 10w T

do grupo de numeros

my -+ 1 mg-+1 mg+1 my, 41

B U TR 1 I (TR

Us quadrados dos numeros do primeiro grupo e dos numeros racionaes inferiores a estes
s%o menores do que A, e os quadrados dos numeros do segundo grupo e dos numeros racio-
naes superiores a estes sfo maiores do que A; porisso VA separa 0s NUMeEros racionaes cujos
guadrados sdo menores do que A d’aquelles cujos gquadrados sfo maiores do que A,

B facil de ver que o numero irracional assim definido goza da propriedade fundamental
de ser o seu guadrado egual a A. Elevando com effeito a0 quadrado o numero determinado
pelos grupos anteriores, vem o numero definido pelos grupos (n.° 3-5.9)

m ml m?
102) 1047 e ,10%7 M
(my41)%  (ma+1)2 Em,, +1)2

10077108 e 0

mas os numeros do primeiro grupo sflo todos inferiores a A e os do segundo grupo slo su-
periores a A; logo estes grapos determinam o numero A.
Do mesmo modo se consideram as raizes de indice superior a 2.



6. Consideremos agora o grupo de numeros crescentes
Uiy U2y «vvy Vyy oo
e 0 grupo de numeros decrescentes, maiores do que os anteriores,
Wi, Wy veey Wyy o ey

e supponhamos que estes numeros sio trracionaes e que a differenga w, —v, pdde tornar-se
tio pequena quanto se queira, dando a » um valor sufficientemente grande. Vamos mostrar
que, para os separar, nio & necessario introduzir wma nova especie de numeros, pois que os
gepara um numero racional ou irracional.

Seja, com effeito,

Afy A2y oo oy Gyy oo
um grupo de numeros racionaes crescentes e
54, bQ, ey bn, e

um grupo de numeros racionaes decrescentes, que se formem tomando wm numero racional
entre cada par de numeros successivos dos grupos anteriores. Como a, e b, estio compre-
hendidos entre v, e w,, temos

bn — Uy < Wy, — Vn,y
e porisso os ultimos grupos de numeros determinam umt numero racional ou irracional ¢, que
os separa. Este numero ndio péde ser inferior aos numeros vy, va, - .., porque se fosse ¢ < vy,

terlamos ¢ < a,, 0 que nio péde ter logar, e, por motivo analogo, nflo péde ser superior aos

numeros wi, wz ...; logo separa estes dois grupos.
7. Como consequencia da doutrina que precede, podemos agora, completando o que se

. a . m/ . s .
disse no fim do n.° 3, determinar V' A, quando A & irracional.
Consideremos, para isso, o grupo de numeros crescentes

m/”  my m/
Vai, Vaa, ..., Vag, ...
e o grupo de numeros decrescentes, superiores aos do primeiro grupo,

Va, '{'/Z;) '-“,VE; e0.
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Elevando 4 potencia m os dois membros da identidade

Vo = Vet (Vn— V),
vem

by=ay+m Vo, —Va,) Va, )" .. 05

€ portanto, temos

bn - ‘an >m (’:/?)Tz —_ Vgn) (T/;n)m—i >m (T/b_n — ’{’/;;1) (T/a)m_iy

o que dd

— by—a
my m/ n n
4 Z)” —va, < m/” \m—4 *
m (v a;)

Vé-se, por meio d’esta desegualdade, que a differenca entre os termos da ordem n dos dois
grupos considerados se pdde tornar tio pequena quanto se queira, dando a » valores sufficien-
temente grandes. Logo os dois grupos determinam wum numero racional ou irracional.

Para mostrar que o numero que vem de ser obtido, elevado 4 potencia m, dd A, basta
applicar aos grupos que o determinam a regra dada no n.° 3-b.°

8. Representaglio geometrica dos numeros trracionaes. Convem recordar que os numeros
irracionaes que, em (Geometria elementar, a medicio dos segmentos de recta incommensu-
ravels com a unidade levou a considerar, colncidem com o0s que véem de ser definidos. Com
effeito, sendo dado o segmento OK, resulta do

O My Mo My, K N, No N

postulado de Archimedes (*) que podemos determinar dois segmentos OM; e ONy, entre os
quaes esteja comprehendido OK, que contenham respectivamente mi e mi-+1 vezes a uni-
dade. Do mesmo modo, dividindo a unidade em um numero determinado de partes eguaes,
dez por exemplo, e tomando uma d’ellag para nova unidade, podemos determinar dois se-
gmentos OMy e ONa que contenham respectivamente my e ma-+1 vezes a nova unidade, e

() D4-se o nome de postulado de Archimedes ao prineipio seguinte:

Se L e A; representarem dois segmentos de recta e se for X >, existe um numero inteiro m tal que é
7\1 .m > A.

A doutrina d’este numero é fundada nos postulados que caracterizam a linha recta, no postulado de
Archimedes e no postulado de continuidade, cujo enunciado € dado no texto.



11

. ma  ma2 1
sejam portanto representados pelos numeros 10 e o

dade. Continuando do mesmo modo formam-se dois grupos de segmentos

, quando se referem 4 primitiva uni-

OM;, OMs, OMs, ...; ON;, ONa, ONs, ...,

entre os quaes estd comprehendido OK, taes que a differenga entre ON, ¢ OM,, se pdde tornar
menor do que qualquer segmento dado, tomando n sufficientemente grande; e a estes grupos
de segmentos correspondem os grupos de numeros

ma M3 ma-+1 my-41
My Ty gy veey U1, e e

107 102 10 102
que determinam um numero racional ou irracional A, que os separa, Ac segmento OK corres-
ponde pois um numero irracional A, tal que os numeros racionaes menores do que A slo re-
presentados por segmentos menores do que OK e os numeros maiores do que A sfio repre-
sentados por segmentos maiores do que OK. Podemos accrescentar que n3o existe outro
numero B, que satisfaca a estas condigles, porque, se wm tal numero existisse e fosse B> A,
entre B e A estaria comprehendido um numero racional a, que, por ser menor do que B, seria
representado por um segmento menor do que OK, e, por ser maior do que A, seria represen-
tado por um segmento maior do que OK, o que é absurdo. O numero que vinios de determinar
é o que, em (Geometria elementar, se tomou para medida do segmento considerado.

Reciprocamente, a todo o namero irracienal A, definido pelos grupos de numeros racio-
naes (ay, as, ...) e (by, b2, ...), corresponde um segmento OK, tal que os numeros racio-
naes menores do que A sdo representados por segmentos menores do que OK e os numeros
racionaes Imaiores do que A sho representados por segmentos maiores do que OK. Com
effeito, representando sobre uma recta, a partir de um ponte O, todos os numeros racionaes
menores do que o numero irracional considerado, que entram na sua defini¢io, obtem-se uma
serie de pontos, que representaremos por My, M, ..., M,, ... Do mesmo modo os numeros
maiores do que A, que entram na sua definigio, d%o outra serie de pontos, que representa-
remos por Ny, No, ..., N, ..., os quaes, por ser ON, > OM,, quaesquer que sejam os
valores de m e n, estio separados dos anteriores. Iista separaciio nfo péde ser feita por um
segmento de recta, porque se o fosse, o numero que representa o segmento M, N,, isto é
by — a,, nio poderia ser inferior ao que representa aquelle segmento. Admittindo porém como
postulado (postulado da continuidade) (*) que os separe um ponto K, o segmento OK satisfaz
4s condi¢des indicadas.

(1) Foi G. Cantor quem primeiro notou a necessidade de fazer intervir este postulado na presente
questdo.
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Definiram-se na Geometria elementar as operagdes sobre segmentos de recta e viu-se
que, se L e Lj sio dois segmentos representados pelos numeros A e B, os numeros A--B
e A.B representam a somma e o producto dos segmentos considerados. Nio é necessario
recordar aqui como se estabelece este principio no caso de A e B serem racionaes. No caso
de serem numeros irracionaes, definidos pelos grupos (1) e (2), os segmentos L e Ly estdo
respectivamente comprehendidos entre os segmentos correspondentes a «, e b, e entre os que
correspondem a a, e b,; e portanto o segmento L -+ Ly estd comprehendido entre os segmen-
tos correspondentes a a,-1-a, e b, by, qualquer que seja n. O numero A -+ B, que separe
estes ultimos numeros, corresponde pois ao segmento L 4 Ls. Do mesmo modo se procede no
caso da multiplicacio dos segmentos L e L.

A correspondencia entre os segmentos de recta e os numeros, que vem de ser conside-
rada, ¢ a base primordial da Geometria analytica. Em virtude d’ella, a toda a relagdo entre
segmentos corresponde uma relagio entre numeros e reciprocamente.

111

Numeros negatives ¢ numeros imaginarios

8. Numeros negativos. Consideremos a differenga a—5 entre os dois numeros « e b. Se
for 5> a, a subtracgio precedente ¢ impossivel, empregando os numeros até aqui estudados.
Considera-se porisso a—25 como definindo uma nova especie de numeros, a que se chama
numeros 726'_(/611‘?:‘008.

No caso de ser a>0b e ¢>d, os numeros a —b e ¢ —d silo eguaes quando
a-t+d=0b-c;

no caso de ser a<Cb e c§(l dizem-se, por definiglo, eguaes quando esta condigio tem logar.
Diz-se que a—b ¢ maior do que ¢—d, ou que ¢—d & menor do que «—¥b, quando

atd>b+ec.

D’aqui resulta, pondo a=0 e ¢=0, que —b>—d, quando d> b, isto é, que um nu-
mero negativo menor do que outro tem maior valor absoluto. ,

Introduzida assim esta especie de numeros, resta definir as operagles a que se sujeitam,
de modo que as leis indicadas no n.° 1 tenham logar.

1.° Chama-se addigdo de dois numeros a —b e c—d a operaglo definida pela egualdade

(@@= +(—d)=a-+c—@0+d).
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2.° Chama-se multiplicagio de dois numeros a—0 e ¢—d a operagiio definida pela egualdade
(a—b) (¢ — d) = ac+ bd — (bc + ad).

3. Chamam-se subtracglio e divisdo as operagles inversas da addigio e da multiplicagio.

4.° Cama-se elevaglo a potencia a multiplicacio de factores eguaes.

B facil de ver que as operagdes assim definidas gozam das propriedades fundamentaes
enunciadas no n.° 1, que coincidem com as operagdes arithmeticas no caso de ser a>b e c>d,
e que dio -origem 4s regras bem conhecidas da Algebra.

10. Numeros tmaginarios. A extracelo da raiz de grau par das quantidades negativas é
uma operagiio impossivel, quando se usa dos numeros precedentemente considerados. D’ahi
vem a necessidade de introduzir uma nova especie de numeros, da férma a--0 YV —1, a que
se chama numeros tmaginarios ou numeros complexos, e que comprehendem todos os prece-
dentes como caso particular.

Para introduzir estes numeros no calculo, é necessario definir as operagles a que se su-
jeitam, de modo que lhes sejam applicavels as leis fundamentaes expostas no n.° 1.

1.° Dois numeros a+5 ¥V —1 e c+d v/ —1 dizem-se equaes quando é a=¢, b=d.

2.° Chama-se addicdo dos dois numeros imaginarios a5 V' —1 e ¢c--d ¥ —1 a operaglo

definida pela egualdade
(a+bV—1)+(c+dV—1)=a+tc+t{B+d) V—1.

3.° Chama-se subtraccdo a operacio inversa da addigRo.
4.° Chama-se multiplicaciio dos numeros a+b ¥ —1 e c4-d V' —1 a operagio definida
pela egualdade

(@b V—1)(c+dV—1)=ac—bd+ (ad+be) ¥ — 1.

5.° Chama-se divisdo do numero a5 ¥ —1 pelo numero c--d ¥/ —1 a operagio inversa
da multiplicagfo, isto é a operaglo que tem por fim achar um numero x4y V' —1 que mul-
tiplicado por ¢4-d v/ —1 dé a5 V—1.

Temos pois
atby—1=(x+y \/————1)(0—}—d V:il)zcoc—dy—{—(dw—#cy) V—1,

d’onde se tira

a=cex—dy, b=dx-tcy.
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Estas equacBes dio os valores de @ e y que entram no quociente pedido, e vem

at+bV—1 actbd  be—aod Vot
R el T — 1.
c+d V=1 24d? Ed?
E facil de ver que as operagBes, que vimos de definir, gozam das propriedades fundamen-
taes expostas no n.° 1, e que coincidem, no caso de ser =0 e d =0, com as operagdes re-
lativas aos numeros reaes.

11.  Todo o imaginario a5 V' — 1 péde ser reduzido 4 forma trigonometrica

p(cos -V —1sen6),
pondo
a=pcosl, b=psenf,
o que dd

a

o =-F a2+ b2, sen(izzﬁ, o8 f = —
' p P
A primeira d’estas formulas determina p. As duas outras, consideradas simultaneamente,
determinam fl. As quantidades p e 6 chamain se respectivamente modulo e argumentp do ima-
ginario. B facil de ver, pondo 0 =0, que os modulos das quantidades reaes coincidem com
os seus valores absolutos.
Para commodidade representa-se ordinariamente o imaginario V' — 1 pela letra i, e repre-
senta-se muitas vezes o modulo do numero z, quando é imaginario, ou o seu valor absoluto,
quando é real, pelo signal

z|. Istas notacdes serfo adeptadas n'esta obra.
As regras para o caleulo dos imaginarios, quando se lhes d4 a férma trigonometrica, con-
duzem aos resultados seguintes:

I A sowma e a differenga dos imaginarios
z=op(cosfligenfl), 2z =p (cos® +isenf’)
sio dadas pela egunaldade

z2 —opcos o cos b 47 (psen f £ ¢ sen §)
ou
zt 2 =R(cosw-+7senw),

pondo

pcosfEp'cos =Rcosw, psenftp senf =R sen o,



o que dd

R= o2+ 242 pp cos (6 —0').

3 8 L R2 N . . . inte:
Esta expressdo de R mostra que é R2 - (p--¢')%; e portanto temos o theorema seguinte:
O modulo de wma somma algebrica de imaginarios ndo péde ser maior do que a somma dos

modulos das parcellas.

II. O producto dos mesmos imaginarios ¢ dado pela egualdade
22/ = pp' [cos § cos 6 — sen 6 sen §' ¢ (cos G sen 6 - sen 6 cos 0')] = op’ [cos (6-1-0) -+ ¢ sen (6 -6)].
Multiplicando este resultado por

2" =" (cos 6" - i sen 67},
vem

2t 2 = pp' p" [cos (60" +4-6") - isen (6 -+ 6 - 67)].
Em geral temos
z2 ... 2=l =pp' oY cos (46" . .. F601)fdgen (66 4. ..+ 60—1)];

e portanto o modulo do producto de tmaginarios é equal ao producto dos modulos dos factores,
e 0 sew argumento é equal & somma dos argumentos dos factores.
Se for 2=z2'=...=2""1, vem o resultado importante

Z"=g"[cos n §-{-¢senn b,

conhecido pelo nome de formule de Moivre, por ter sido dada por este geometra na sua Mvs-

cellanea analytica, publicada em 1730.
III. Dividindo por z o imaginario

=7 (cos w4 1isen o)

vem

% 7 (cosw+iseno)(cosf—isenl)

r
z  p (cos §Fisen 6)(cosf—isenl)

- [e0s (i — 6) -+ sen (0 — 6)];

e portanto o modulo do quociente de dois imaginarios é equal ao quociente da divisdio do mo-
dulo do dividendo pelo modulo do divisor, e o seu argumento é equal d differenca entre o ar-

gumento do dividendo e o argumento do divisor.
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Dividindo este resultado-por 7, vem

(22

—,:é[cos(w—ﬂ—@’)—{—isen(m——@—ﬁ’)].

22
Em geral, temos

w 7 . o
P B T TR P [cos(w—0—8 —...—6m=D) L igen (0—0§—...—b60=D))

Fazendo r=1, =0, z2=2'=... =201 resulta

=" =" [cos (—n §) 4 Isen (—n 6)],

. 1 .
convencionando representar — por z~", como no caso das quantidades reaes.
%

Vé-se pois que a formula de Moivre ainda tem logar quando o expoente é um numero
inteiro negativo.

IV. Passemos 4 extracglo das raizes.
Vejamos se pdéde ser

V p (cos 6 -1 sen 6) = 7 (cos » + 7 sen ).
Para ter logar esta egualdade deve ser
o (cos § +isen§) =" (cos nw+1senn o),
ou

peosfi=1"cosnw, psenl=r"sennwo,

d’onde se deduz

r=yp, no=04+2kmn,

representando por &k um inteiro, que péde ter todos os valores positivos e negativos desde
— oo até oc.

Vem pois (})

-+ 7¢sen .
ki3 n

n

- , 6 2kmy | . 6  2k= . 6 . 6
Vz:ﬁp[cus(-;—k Tt>-rzsen<;l—+ ° ﬂ:/p[cos;—%—zsen;

{ 2k= 2kw
cos

() Este theorema é a generalizacfio, dada por Moivre, de um theorema devido a Cétes (Harmonia men-
surarum, 1722).
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O binomio

2k= L isen 2k%

cos

n

86 tem n valores differentes, correspondentes a £=0, 1, 2, ..., n—1, pois é facil de ver
que, quando a k se ddo valores maiores ou menores do que estes, 0 seno e o coseno, que
entram no binomio, retomam os valores correspondentes aos valores precedentes de k.
- Logo a raiz de tndice n de qualquer numero tem n valoves differentes, que a formula que

vimos de achar, determina.

Das consequencias d’este theorema importante faremos notar as seguintes:

1.° As regras para o caleulo dos radicaes foram demonstradas na Arithmetica para o va-
lor unico de cada radical, que 14 se considerou. O theorema precedente permitte verificar se
estas regras se estendem ou nfo a todos os n valores do radical,

Asgsim, para verificar que é

Vo VF =

basta attender 4 egualdade

n % " YD n

" T : A w— / o . / o
"V/P{COS (E"F 2 >+i59n (%—}— 2 >}>< Vo' [003 (6 + 22 >—Hsen (f—z+ 2k ﬂ

n 0 6/ 2 ]17 ]/ I . 6 6/ 2 ] ],,I =
=‘/PP/{cos<——j7;___%_ ( k) )—‘rzsen( -+ + (k4% ﬂ,

n n n

. . . — o . n/
cujo primeiro membro representa /z. /2 e cujo segundo membro representa V2.

Do mesmo modo se verificam as relag¢des

m 7 mns” " ? ;72
y &= /Z, - = "ﬂﬁﬁl.
2 ‘/Z

2.° Elevando ambos os membros da formula considerada & potencia m, e convencionando

m

0 o .
representar (/z)" por 2%, como no caso das quantidades reaes, vem a formula

m m

<" 2" =g =" [cos % (64 2k=) + i sen % CES 27m)1.

Esta formula mostra que (y/z)" tem n valores distinctos, quando n e m sio primos entre

si, 08 quaes correspondem aos valores 0, 1, 2, ..., n—1 de k. Com effeito, se fossem eguaes
VOL. 11 c
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os valores da expressfio considerada correspondente aos valores &' e &, dados a &, teriamos

_7’11 (6+2k'7) = % (6+ 2%"%) + 2Mx,

ou

mE =k
?

n

portanto », que é primo com m, deveria dividir &' —%", o que nfio péde ter logar, por serem

k' e k' menores do que n. Se porém é n=up e m=[p, p representando o maior divisor

commum de m e n, a mesma formula mostra que ("'/z)m temn sdmente « valores distinctos,
. 2\ B

que coincidem com os de (/z)p.

3.° Escrevendo o segundo membro da ultima egualdade do modo seguinte:

™ Y En
o {cos mb-+2 " 7)16‘*:_2(;7’},

—— T 8en
n n

onde &' = mk, vé-se que todos os seus valores coincidem com valores de Vz"; logo a egualdade
n/TNM /o
(A) (Ve)" = V2,

tem logar para todos os n valores dos seus dois membros, quando n e m sio primos entre si.
Quando porém n=up e m=_{_p, temos

(Vo) = (Vo =V

e a egualdade (A) tem pois logar para os « valores que tem o primeiro membro e para os

-
valores do segundo que coincidem com Vb,

12, Representacdo geometrica dos imaginarios. O tmaginario a - & pdde ser representado
geometricamente pelo ponto M cuja abscissa é a e cuja ordenada é b, e reciprocamente; visto
que a cada valor do imaginario corresponde umna posigio determinada do ponto M, e a cada
posigiio do ponto corresponde um valor determinado do imaginario.

Representando por p o segmento OM e por § o angulo MOP, temos

a+itb=0P+iMP =p(cos+7isenb).
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Logo o segmento OM representa o modulo e o angulo MOP representa o argumento do

imaginario considerado.

Y

| I

X

As operagles sobre imaginarios correspondem operacgdes geometricas determinadas.

Assim a somma dos imaginarios «-+14b e o' -4/, cujos modulos sfo p e ¢’ e cujos argu-
mentos sio 0 e ¢, é representada pelo ponto M, que se obtem tirando primeiramente pela
origem das coordenadas um segmento OM, cujo comprimento seja egual a g, e que faga com
Ox um angulo egual a 0, ¢ em seguida tirando pela extremidade M d’este segmento outro,
MM/, cujo comprimento seja egual a ¢, e que faga com Oz um angule egual a 6. Com effeito,
as coordenadas do ponto M’ sfio

pcosf-+p'cost, osenf--p'sent,

e portanto M’ representa o imaginario
pcos 0 -4 ¢ cos ' -7 (psen 4 ¢ sen 6'),

ue coincide com a somma dos imaginarios considerados
q 8 .
O producto dos mesmos imaginarios é representado por um ponto, cujas coordenadas po-

lares sfo op’ e 6+ 6.

I. Os resultados que precedem podem ainda ser interpretados de outro modo, que convem
conhecer.

Para isso, notemos primeiramente que se dd o nome de wector a todo o segmento de recta
de grandeza e direcglo determinadas; que todo o vector se suppde descripto por um ponto,
movendo-se em sentido determinado, partindo de uma extremidade, que se diz inicial, até &
outra, que se diz final; e que dois vectores se dizem eguaes quando tem a mesma grandeza
e direcglio, e sfo descriptos no mesmo sentido. Notemos, em segundo logar, que o vector OM/,
que se determina tirando por M um vector MM/, egual a ON, se diz somma dos vectores OM
e ON, e que o vector cuja grandeza é egual a OM > ON, e que forma com Oz um angulo
egual a MOx +NOw, se diz producto dos dois vectores.
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Posto isto, como a cada ponto do plano corresponde um vector, que tem para extremidade
final este ponto e para extremidade inicial o ponto O, vé-se que a todo o imaginario corres-
ponde um vector, que tem o ponto O para extremidade inicial, e reciprocamente. Assim aos
imaginarios a—¢b ¢ o b’ correspondem os vectores OM e ON; 4 somma d’estes imagina
rios corresponde o vector OM/, egual 4 somma dos vectores correspondentes ds parcellas
a4t e o +1'; e ao producto dos mesmos imaginarios cerresponde um vector, egual ao
producto dos vectores correspondentes aos factores a--ib e a -0’

As operagBes sobre vectores, que véem de ser consideradas, sio uma generalizaglo das
operagles sobre segmentos consideradas na Geometria elementar; e da correspondencia, que
vem de ser indicada, entre aquellas operagBes e as operagles sobre imaginarios resulta que
as operacBes sobre vectores se sujeitam 4s leis fundamentaes consideradas no n.° 1.

A representagfo geometrica dos imaginarios e das suas operac¢des foi dada pela primeira
vez por Wessel em uma memoria apresentada em 1797 4 Academia das Sciencias de Cope-
nhague, a qual ficou por muito tempo desconhecida, e depois por Grauss, Argand, ete. O me-
thodo de investigacio geometrica que d’ella resulta foi applicado principalmente por Bellavitis
4 resoluglo de muitas questdes de Gteometria, e abriu o caminho a varios methodos analytico-
geometricos com que Grassmann, Hamilton, ete. enriqueceram a sciencia, nos quaes se counsi-
deram operacBes sobre segmentos de recta que se sujeitam a algumas das leis fundamentaes
indicadas no n.° 1.

v

Nocio de limite

13. A nocio de limite apparcceu j4 na Arithmetica e nos Elementos de Geometria, onde
se disse que uma quantidade constante A ¢ o limife para que tende uma quantidade variavel
u, se os valores successivos da variavel se approximam indefinidamente da constante, de tal
modo que o valor absoluto da differenca A —wu possa tomar e conservar um valor menor do
que gualquer grandeza dada, por mais pequena que seja.

Em termos mais precisos péde dizer-se que uma quantidade constante A é o limite para
que tende uma quantidade variavel u, que passa por uma infinidade de valores successivos
ug, g, U3, ..., quando a cada valor da quantidade positiva 3, por mais pequeno que seja, cor-
responde um numero ny tal que a desequaldade

) |A—u, | <0
sefa satisfeita por todos os valores de n superiores a ny.

Assim, por exemplo, se os valores successivos da variavel u forem egunaes a wx, 2, 3,
.e., 2% ..., @ representando uma quantidade inferior 4 unidade, em valor absoluto, temos,
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pondo !mizl—l}—h’ onde & >0,
1 1 1
twrl: P < *
(L2 1—}—7271—}—%3712—}—... 14 nh

Dando pois a » valores que satisfacam 4 condicfio

1 N
1-4-nh <%

h
Da definigRo precedentemente dada deduzem-se immediatamente as consequencias se-

. . . o f o M o (4
isto é valores superiores a , vem "< 3. Logo u tende para zero (!).

guintes:

1.° A variavel w ndo pdde tender wo mesmo tempo para dois limites differentes. Com effeito,
se u tendesse tambem para uma quantidade B, differente de A, existiria um numero ng tal
que seria

| B —u, | <9,
quando 7 > na. Logo a desegualdade (n.° 11-I)
jA—B]=|A—un—%—un—BlziA—unH—]B-—un]<25

seria satisfeita pelos valores de n superiores a ny e ma; o que 6 absurdo, visto que 9 é tio
pequeno quanto se queira e A —B é constante.

2.° Se os valores successivos de uma variavel w estdo constantemente comprehendidos entre
0s valores correspondentes de duus quantidades variaveis v e w, que tendem para o mesmo li-

mite A, u tende tambem para A. Com effeito, como as desegualdades
[A—w, | <8, |A=w,|<3

sho satisfeitas, por hypothese, a primeira pelos valores de n superiores a um nuinero 2 e a
segunda pelos valores de » superiores a ng, as duas desegualdades sfo satisfeitas, ao mesmo
tempo, pelos valores de n superiores ao maior dos numeros ny e ng. Porisso e porque, A — u,
estando comprehendida entre A -~v, e A —w,, | A —u,| é inferior a um dos numeros | A — v, |

(Y) No Corso di Analist algebrica de Cesaro (Torino, 1894) sdio dados muitos exemplos interessantes de
determinagdes de limites.
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ou | A —w,|, a desegualdade
nis fw]

TA —u, | <D

é satisfeita por estes mesmos valores de n, e portanto u tende para A.
3.% Se os valores successivos da variavel w sdio todos inferiores a um numero L, u ndo pdde

tender para um numero superitor @ L. Com effeito, temos por hypothese

A—u,>A—-L.
Logo, 38 fosse A > L, nido podia ter logar a desegualdade (1) quando a o se dessem va-

lores inferiores a A — L.
4.% Se os valores successivos da variavel w sio todos superiores « um numero L, w ndo pdde

tender puara wm numero nferior a L. Com effeito, temos
u,—A>L—A.
Logo, se fosse A<CL, a desegualdade (1) nio poderia ter logar quando fosse o << L— A,
24. O problema que consiste em procurar se uma quantidade variavel tende ou nio
para um limite, péde ser substituido por outro, em que se procura se uma certa quantidade
tende ou nio para zerv, em virtude do seguinte theorema importante (1):
“Sejum ur, ua, ..., wy, ... 0s valores successivos que toma a variavel w. E condi¢io neces-

sarta e sufficiente para que w tenda para um limite, que a cada valor dado d quantvdade posi-

tiva 8, por mais pequeno que seja, corresponda um numero i, tal que a desequaldade

(2> l Upyp— Uy ! < 3

seja satisfeita por todos o+ valores de n, superiores a ny, combinados com todos os valores de p.
Com effeito, se w tende para um limite "A, a cada valor da quantidade positiva 3 corres-

ponde um valor =y, tal que as desegualdades
| 1 .1
(un+p_A;<'C§B; Iun—Al<_2*8

sho satisfeitas pelos valores de n superiores a mi. Logo tambem é satisfeita pelos mesmos:

(*) Este principio foi enunciado pela primeira vez por Bolzano, em 1817, no Bulletim da Sociedade Real
das Sciencias de Praga, e depois, em 1821, por Cauchy no seu Cours d’Analyse.
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valores de n a desegualdade (2), visto que é
[u%_H}—un}z]unﬂ,-—A]—{—}A-—un[<3.

Demonstremos agora que, reciprocamente, quando a desegualdade (2) tem logar, u tende
para um limite.
Dé-se a 3 um valor particular 3; e represente-se por « o valor correspondente de n;. Por

ger, por hypothese,

[ttty — U py | <y

quando n> a, os valores correspondentes de u,,, estiio comprehendidos entre as quantidades
Py ™ " "
U, — 01 € w01, que representaremos por vy e wy.

Dé-se em segnida a 3 o valor 32, menor do que %, e seja B o valor correspondente de ny.
Vé-se do mesmo modo que os valores que toma u,,,, quando n > f, estio comprehendidos
entre ug  —h e ug 32. Logo os valores que toma u,,,, quando a n se dfo valores que
satisfazem ao mesmo tempo ds duas condigdes n>a e n> B, estio comprehendidos entre
vy € wy e entre “B-M"B? e ugy -- 02, e portanto entre a maior das quantidades vy e Ug 4 == g,
que representaremos por vg, e a menor das quantidades wy e ug, ;= 32, que representaremos

por wz; e vé-se que &
N . . NS - — Y
v >0y, wy < Wy, Wy — V3= ug gy 439 —(uﬁJr1 d2) =2 da,
quando ”ﬁ+1+3“2 <lwy e uﬁ,H—3~2>w, e

Vg ;M, wgzwl,. w2 — vz <ugyy+ B2 — (ugy —B2) =20,

nos outros casos,
Continuando do mesmo modo, forma-se ur grupo de numeros crescentes

Uiy V2y « ooy Uy - - -
e um grupo de numeros decrescentes

Wiy W2y ooy Wy o e -y
que satisfazem & condigfio

Wy — Vm 2 2 am

e definem portanto (n.° 6) um numero racional ou irracional ¢, comprehendido entre w,, e vy,;
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e vé-se que wu,,, estd tambem comprehendide entre v, e w,, quando n é maior do que as m
gnantidades «, 3, ete. Temos pois a desegualdade

f€— iyl L.<_ 2 3,y

que ¢ satisfeita pelos valores de n+ p superiores a «, B, ete., da qual se conclue que u tende
para c.

CoroLLaRIOS. 1.° Se a quantidade vartavel w cresce constaniemente, sem todavia poder
exceder um valor determinado L, w tende para uwm limite.

Com effeito, se » nlo tendesse para um limite determinado, existiria, em virtude do theo-

rema precedente, um valor de ¥ tal que, por maior que fosse o inteiro nj, a desegualdade
Upfp — U >3

seria satisfeita por um valor «, superior a ny, dado a n, e por um valor a, dado a p. Te-
riamos pois

“a+a._>tu'a -+ 3.
Pela mesma razlio deveria existir um numero 3, superior a a+ a, e um inteiro b, tal que

r i
“B—i—b>"5—r 3,
ou, por ser u}g>ua+a,

p N
u3+b>ua+ﬂ—l—3>ua—|—20.
Continuando do niesmo modo, obteriamos a desegualdade
Y
Uy g > Uy k3,

cujo segundo membro puderia tornar-se superior a I, dando a & um valor sufficientemente
grande, e da qual resultaria o poder w tornar-se maior que L, o que é contra a hypothese.
2.° 8¢ a quantidade variavel v decresce constantemente, sem todavia poder ser inferior a um
numero | determinado, u tende para wm limite.
Demonstra-se este corollario de um modo semelhante ao que fol empregado para demons-
trar o anterior.

15. Seja agora w uma quantidade variavel, cujos valores dependem dos valores de outra
quantidade variavel @, que pdde ter todos os valores visinhos de um numere @, ou sémente

os valores que satisfazem a certas condigbes, como por.exemplo, 4 de serem maiores do que a,
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ou 4 de serem menores do que «, etec. A defini¢ho de limite e os principios anteriores levam
4s consequencias seguintes:

1.° E condiclio necessaria e sufficiente para que u tenda para o Umite A, quando x tende
para a, ¢ para que este limite seja unico, qualquer que seja a serie de vulores pelos quaes passe
x, que a cada valor que se dé ¢ quantidade positiva B, por muais pequeno que sefa, corresponda

um numero € tal que a desequuldade

(3) [A—ul<d

seja satisfeita por todos os valores de x que satisfazem & condicdo
4) lz—al <e.

Com effeito, sendo @, 2, a3, ... uma serie qualquer de valores de @, que tendam para
a, © uy, ug, w3, ... 08 valores correspondentes de u, se a desegualdade (3) é satisfeita por
todos os valores de v que correspondem aos valores que tem « entre a—z e a-¢, € satis-
feita pelos numeros a4, ty 11, Unya, €tc., que corresponden 408 NUMETOS Ly, Lpit, Tpgo, €iC.,
comprehendidos entre a—e e a--e. Logo (n.® 13) os numeros =y, u2, us, ... tendem
para A. ‘ '

Reciprocamente, se a todo o grupo (a1, w2, @3, ...) de valores de z, que tendam para «,
corresponder um grupo (uy, uz, u3, ...) de valores de u, gue tendam ‘para A, a cada valor
de 8 corresponde um numero positivo e tal que a desegualdade (3) tem logar quando
|@w—a|<<e. Com effeito, se aquella desegualdade nfio tivesse logar, existiria um valor de 3

tal que, por menor que fosse o valor & que se desse a ¢, seria
(@) [A—u|>d

para algum valor a; de @« tal que |@;—a|<(e. Dando depois a ¢ um valor ¢, tal que
g <|ow;— al, existiria um valor «; de x, satisfazendo 4 condicho |a;—a|<g;, pelo qual
a mesma desegualdade («) seria satisfeita. Continuando do mesmo mode e escolhendo os nu-
meros ¢;, g, ... de modo que tendam para zero, obter-se-ia uma serie de numeros a;, a;,
%, ..., tendendo para a, taes que, quando se fizesse passar = por elles, a quantidade u
ndo tenderia para A, o que é contrario 4 hypothese.

2.° Se a cada serie de valores de w, que tendem para a, corresponde uma serie de valores
de u, que tendem para um limite, ete limite é 0 mesmo para todas as series.

Sejam w1, aq, @3, ... € xy, X9, 3, ... duas series de valores pelos quaes passa z quando
tende para «, e sejam A e A’ os limites correspondentes para que tende w. Para ver que é
A=A’ basta notar que, se A fosse differente de A/, fazendo passar « por uma terceira serie

VOL, 1II D
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de valores, composta dos numeros das duas series anteriores, dispostos alternadamente, os
valores de » tenderiam para A e A’) o que é contrario 4 hypothese.

8.° I condiglio necessaria o sufficiente pura que w tenda para um limite, quando x tende
para «, e para que este limite sefa unico, qualquer que sefa a serie de valores pelos quaes puasse
x, que a cada valor dado & quantidade positiva 3, por mais pequeno que seja, corresponda um

numero positive ¢ tal que a desegualdade
(%) ' —u| <3

seja satisfeita por fodos os pares de valores, u' e u’, de u, corvespondentes aos valores a' ¢ ' de
x que satisfazem d condigiio | —a!<e.
Com effeito, se w tende para A, quando x tende para a, a cada valor dado 4 quantidade

positiva & correcsponde um numero ¢ tal que as desegualdades

W — A<y iu”—A!<—;~B

? 3

7

sdo satisfeitas por todos os pares de valores, ' e u”, de u que correspondem a valores de x
p ) )

que satisfacam & condigho |z —a|<Ce; e portanto a desegualdade
[u”——u"?!u”—A!—{—[u'»—A |<d

¢ satisfeita pelos mesmos valores de v’ e o',

Para demonstrar que, reciprocamente, se a cada valor de § corresponde um numero ¢ tal
que a desegualdade (D) é satisfeita por todos os pares de valores, «' e v/, de w que corres-
pondem aos valores de a que satisfazem 4 condigho |@ — a|<Ce, u tende para A, basta notar
que, sendo, como anteriormente, @i, @3, a3, ... uma serie qualquer de valores que tendam
para a, e wy, ug, u3, ... 0s valores correspondentes de u, a desegualdade (5) é satisfeita, por
hypothese, quando w' e u” representam dois quaesquer dos NuUMeros Uy, Wity - .., COrres-
pondentes a0s NUMEIOS Ty, Tppi, Lmia, .-, comprehendidos entre « —z e a ¢, Portanto,
quando « passa pela serie de valores considerados, w tende para um limite (n.° 14) e este
limite é unico (n.? 10-2.°),

4.° Se u cresce constantemente, quando @ se upproxima constuntemente de a, sem poder ex-
ceder um numero L, u tende para wm limite, quando x tende de qualquer modo para a, e este
limite ¢ unico.

Com effeito, seja @;, @3, @3, ... uma serie de valores de & que se approximem constan-
temente de a e que tendam para a. Os valores correspondentes de u tendem para um limite:
A, em virtude do primeiro corollario do n.® 14; e porisso existe um numero m tal que a
desegualdade {u—A|<(3 ¢ satisfeita pelos valores de u que correspondem aos valores

Ty Tng, -. - de 2.
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Considerando outra serie qualquer (xy, w2, @3, ...) de valores de  que tendam para a,
sem ser necessario que se approximem constantemente de a, a mesma desegualdade ¢ satis-
feita, por hypothese, pelos valores a;, @44, ..., comprehendidos entre xy e a; logo, quando
a passa por esta serie de valores u, tende ainda para o limite A.

Um theorema analogo tem logar quando u decresce constantemente, sem se tornar inferior

a um numero I
26. Para designar que u tende para A, quando x tende para a, escreve se (1):

Hmu=A,
=@

Muitas questdes importantes de Analyse levam a procurar o limite para que tendein quan-
tidades dadas. Os principios seguintes facilitam esta indagaclo.

1.0 O limite para que tende a somma de duas quantidades variavess, dependentes de x, que
tendem para limites determinados, quando x tende para a, existe e é equal d somma dos limites
para que tendem as parcellus.

Sejam u e v duas quantidades variaveis, dependentes de z, que tendam para os limites
A e B, quando x tende para a.

A cada valor dado a 8 corresponde, por hypothese, uma quantidade positiva ¢’ tal que a
desegualdade

A—ul< g

é satisfeita pelos valores da variavel @ que satisfazem & condigdo | — a|<¢'

Do mesmo modo, existe uma quantidade positiva ¢ tal que a desegualdade

1
9 )

|B—v|<

é satisfeita pelos valores da variavel @ gue satisfazem 4 condigho |x—a| <",

Logo, representando por & a menor das quantidades ¢’ e ¢”, a desegualdade (n.® 11-I)
A —u4-B—v|<o

& satisfeita pelos valores da variavel o que satisfazem 4 condiglio |z —a|<e; e portanto a
quantidade v tende para o limite A+ B.

() Em toda esta obra, quando dissermos que uma variavel » tende para wn limite, quando outra varia-
vel, da qual a primeira depende, tende tambem para um limite, sem especificar a serie de valores pelos
quaes passa esta ultima, suppomos que isto tem logar qualquer que seja esta serie de valores.
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2.° 0 limite para que tende o producto uv existe e é equal ao producto dos limites para
que tendem os factores.

Deduz-se este principio da identidade
AB —uv=A B—v)+v(A—u).
Com effeito, a cada valor dado a ¥ corresponde um numero ¢’ tal que a desegualdade
|A—u|<¥

6 satisfeita pelos valores da variavel @ que verificam a condi¢lio & — a|<(¢'. Chamando porém
M um numero maior do gue os valores que toma |v| quando a  se dio todos os valores que
satisfazem 4 condigilo precedente, vem

M|A—u|<M¥

1
e portanto, pondo M3 = 55

]vHA—u]<-:}B.

Esta desegualdade ¢ pois satisfeita por todos os valores de @ que verificam a condigio

[w—al<d

Do mesmo modo se v& gne ha sempre um valor &/ tal que a desegualdade
‘ 1
Al[B—v]< 12

¢ satisfeita por todos os valores de o que verificam a condi¢lio |@ —a|<e".
Logo a desegualdade

|AB —uw| <3

¢ satisfeita por todos os valores de @ que verificam a condiglo |z —a|<(e; e portanto uw
tende para o limite AB.
.. . w . p . "
3.0 O limite para que tende o quociente — ewiste ¢ é egual ao quociente dos limites para
v

que tendem u e v, quando v ndo lende para zero.

Com effeito, pondo

temos a identidade




29

Mas mostra-se, como no caso anterior, que, dado 3, existe sempre um valor ¢ tal que as
desegualdades

1
<

w—A | 1 AB-—-v)
!<2“ ; B

v

elo satisfeitas pelos valores de @ que verificam a condiglo |@ —a|<e.
Logo a desegualdade

lw—C|<?

, Cp , % A
é satisfeita pelos mesmos valores de @; e portanto — tende para —-.
' v

B

4.° O limite para que tende v/ u, quando w é positivo-e tende para A, existe ¢ é equal a VA.
Pondo com effeito na identidade conhecida

T — 0= (— ) (= U2 - . - 1)

n

k= yu, 1= /A, vem o resultado seguinte:

u—A
Vur—t VA Yun=2 A

Vu— VA=

Se representarmos pois por B uwm numero positivo, inferior a A, v& se que u, tendendo
para A, pode tornar-se maior do que B e que é, para os valores de u que satisfazem a esta

condigio,

n/ e !U - A ’

w— ¢y A<

t ‘/ ! < n :/Bn*i

Suppondo agora
lu— Al T

Er——t— b nd ‘/B"_l =
n /Bt <% ’

vé-se que a cada valor de 5 corresponde um numero z tal que §é [i'/z_c—VX{-(%, quando

lu—Al<e, e portanto que Vu tende para YA, quando u tende para A.

-17. Tudo o que se disse nos numeros precedentes estende-se facilmente ao caso de u
depender de muitas quantidades variaveis «, 7, 2z, etc. Assim, temos primeiramente:
p ? bl ? bl
E condicllo necessaria e sufficiente para que w tenda para o limite A, quando x, vy, eic.
¢ )i y s Y,
tendem respectivamente para a, b, etc., e para que este limite seja unico, quaesquer que sejam

os valores pelos quaes passem estas variavels, que a cadae valor dado d quantidade positiva 3,



por mals pequeno que seja, corresponda wm numero ¢ tal que o desequaldade

(3) [A—u|<?

seja satisferta pelos valoves de @, y, ete. que verificam as condigdes

(6) le—a| e, |y—>b|<s, ete.

Com effeito, sendo (w1, x2, 23, ...), {y1, 42, 3, ...), etc. series de valores que tendam
respectivamente para a, b, ... e wi, u2, ug, ... os valores de u correspondentes aos valores
(@1, Y1y oo 0)y (@2, 42, - ..), ..., 868 deseg;ualdzzde | A—u|<b é satisfeita por todos os va-
lores de u que correspondem aos valores que tomam respectivamente @, 7, ... entre ¢—¢
e ate¢, entre b—ze e b4-¢, ete., & satisfeita pelos numeros wy, Upgy, - - ., que correspondem
aos valores (@, ®uys, «--)y (Ym) Ymsa, .- .), ete., respectivamente comprehendidos entre
a—e e a+s, entre b—e e b+e, ete. Logo os nnmeros wy, ua, ... tendem para A.

Para demonstrar a proposi¢io reciproca, supponhamos que u tende para A, e vamos pri-
meiramente mostrar que se péde determinar ¢ de modo que a desegualdade (3) seja satisfeita

2

pelos valores de @, v, ... que satisfazem 4 condigdo
(O le—al4+ly—>bj+ ... <meg,

onde m representa o numero das variaveis @, y, ...

Com effeito, se isto nio tivesse logar, mostrava-se como no n.° 15-1.* a possibilidade de
formar series (o, . ...), (4, ¥j, - - .), ete. de valores de @, y, ..., que tenderiam respecti-
vamente para os limites «, b, ..., taes que u nZo tenderia para A quando x, y, ... pas-
sassem por estes valores. Basta agora notar que a desegualdade (7) é satisfeita pelos valores
de o, y, ... que satisfazem 4s condigdes (6), para coneluir que a desegualdade (3) é satis-
feita pelos mesmos valores de @, ¥, ste,

A extensfo dos outros principios demonstrados nos numeros anteriores ao caso de muitas
variaveis no tem difficuldade alguma.

18. Diz-se que uma quantidade variavel tende para oo, quando esta quantidade augmenta
indefinidamente de tal modo que chega a ser e a conservar-se superior a todo o numero dado,
por maior que seja, ¢ diz-se que uma quantidade variavel tende para — oo, quando esta quanti-
dade é negativa e o seu valor absoluto tende para oo,

Assim, por exemplo, os valores por que passa 2%, quando n passa pelos valores 1, 2, 3, 4
tendem para oo, quando |#|>1. Pondo com effeito | |=1-1%, onde A>0, temos

g0y

n (712——_1)_ B2-b ... > 1+ nh;

{20 = (14 Ry =1+ nh+
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e basta attender a que o ultimo membro d’esta desegualdade se péde tornar maior do que

h

1 o .
Se notarmos que e tende para 0, quando @ tende para o infinito, e gue tende para o in-

qualquer numero %, dando a n valores superiores a , para concluir que a® tende para oo.

finito, quando @ tende para O, podemos dos theoremas anteriormente demonstrados para o
caso de @ tender para um limite « deduzir outros correspondentes para o caso de x tender
para o infinito. Assim, por exemplo, podemos enunciar o theorema seguinte:

A somma, o producto ¢ o quociente de duas funcyles v e v que tendem para os limites A

s . A
¢ B, quando x tende para o infinito, tendem respectivamente para A--B, AB ¢ 5 (quando B
é differente de zero). :
. ©
Com effsito, u e v tendendo para A e B, quando — tende para 0, w4 v, uv, - tendem
@

para A+ B, AB, %, quando % tende para O, isto é quando @ tende para o infinito.

19. Consideremos agora a quantidade imaginaria « 4-7v, que passa successivamente pelos
valores uy 4 ivi, us - tva, ete. Se u tende para A e v tende para B, diz-se que esta quanti-
dade tende para o limite A -4<B.

S%o consequencias immediatas desta definiglo os principios seguintes:

I. E condiciio necessaria e sufficiente para que u--v tenda para o limite A+iB, que o
mddulo da differenga entre a quantidade w—1iv ¢ A41B tenda para zero.

Com effeito, se u e v tendem para A e 3, a cada valor da quantidade positiva 3, por
mals pequeno que seja, corresponde um valor ny tal que as desegualdades

|A—u,| <8, | B—v,|<?

sio satisfeitas pelos valores de n superiores a ny. Logo a desegualdade

| A—u, +i(B—v)|=V(Ad—w)i (B—v)2<dV2

é satisfeita pelos mesmos valores de n, e 0 médulo considerado tende portanto para zero.
Reciprocamente, se é

Vid—u)2+(B—uv)2<? V2,

quando n>>ny, é tambem

[A—u,|<3V2,| B—v,|<5V2,

e portanto u tende para A e v tende para B.
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II. E condigiio necessaria e sufficiente para que -t fenda para um limite, que a cadu
valor que se dé d quantidade 3, por mais pequeno que seja, corresponda wm numero ny tal que

a desequaldade
®) | top =20, 3 (g — 0} [ <D

seja satisferia pelos valores de n superiores a 1, qualquer que seja p.
Deduz-se facilmente este theorema da igualdade (n.° 11)

! u’n-h) — W, + i ('v;r} » Un) , = + ‘/ (uzrh) - un)2 + (/U)rh) - Uu>2'
Com effeito, se w4 tende para um limite, a cada valor da quantidade & corresponde
um valor ny tal que as desegualdades (n.° 14)

b

3
} Upypp = Uy I < ‘72;‘—’ ] Vydp — Uy % < ‘/g

sfo satisfeitas pelos valores de n superiores a ny, qualquer que seja p. logo tambem a
desegualdade (8) é satisfeita pelos mesmos valores de n e p, o que demonstra a primeira
parte do theorema.

N

Reciprocamente, se d representa uma quantidade tilo pequena quanto se queira, e é satis-
feita a desegualdade (8) quando n >ny, qualquer que seja p, temos

(7'(’n+p - lLil)Q __{; (U“_:,}, = /Uny2 < 62 ; '
fogo as desegualdades

!’U’wh) — U, i < E; I 1]11+p— Uy 1 < B

sfo satisfeitas pelos mesmos valores de n e p. Ag variavels u e v tendem pois (n.° 11) para
limites determinados, assim como w4,
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v

Series

20. Series de termos reaes, — As series slo expressdes da férma

(1) w Ut us+ .o w4,

7

em que o numero das parcellas é infinito. O termo wu, é o termo geral, por meio do qual se
formam todos os outros dando a n os valores 1, 2, 3, etc. Empregando o signal X para

designar sommas, esta expressio péde ser escripta do modo seguinte:

»
Y ou

n

ne
Se a somma dos n primelros termos da serie, isto ¢, a somma

S,=1u +ug ... Au,,

tende para win limite determinado, quando n augmenta indefinidamente, diz-se que a serie é
convergente. Este limite chama-se somma da serie.
As series que nilo slo convergentes chamam-se divergentes.

ExXEMPLO 1.°— A progressio geometrica
Ideta?4ad 4. ... ..

é convergente, quando o valor absoluto da razio a é menor do que a unidade, pois que a

somma dos seus 1 primeiros termos

1 "

12 1—=

Sn _

tende para o limite , quando n augmenta indefinidamente,
@

1—
Podemos pois escrever

1

——=1ldata?d. . ..
l—=x
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Se o valor absoluto de @ é maior do que a unidade, ou se é z=1, a somma s, tende para
o infinito e a serie é divergente.

Se é x==—1, a somma s, toma alternadamente os valores zero e um, e portanto a serie
& divergente.

ExmupLo 2.°— A serie importante

1 1 1 1
@) Tetb gt et e

ne
& convergente quando a>>1, e & divergente quando a==1 ou a<(1.

Seja primeiramente « > 1. Reunindo os termos em grupos de 1,2, 4, ..., 2, ... termos,
a série considerada pdde ser escripta.do modo seguinte:

11—+ <2}-+?;> + (%T : .+%> +...+[(‘71)—a+@_j%)m+. . +@T+§ZT)]+

Notando agora que a somma dos termos de cada grupo é menor do que o producto do
A q 2
primeiro termo pelo numero dos seus termos, temos

1 1 1
EOMETAN T

1 1 1
E_{_ .. ‘—I__r?E <22(a_T)7

...................

1 1 1 1
CrRNCESVARRMICEEE S

e portanto

1 1 1 1 1
F+§E+' N .+7LE<1+@:4+‘ . .+sz_—‘“—i_. .
Qa—1
ou S, ZT__I_:——]_'

O segundo membro d’esta desegualdade tem um valor determinado; logo o primeiro
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membro, que augmenta com 7 sem poder exceder este valor, tende para um limite, e a serie
proposta é portanto convergente.

No caso de ser a=1, a serie (2) tem o nome de seric harmonica e é divergente. Para
o demonstrar, basta dispor os seus termos em grapos de 1, 2, 4, ..., 2, ... termos, do
modo seguinte:

R Y O I e S

Com effeito, notando que a somma dos termos de cada grupo ¢ maior do que o producto
do ultimo termo do grupo pelo numero de termos, temos

1,11
—
5 a7
1 11
— e
et >
1 1 1 1
RS T R TS

m
27
por maior que seja o valor do inteiro m, dando a n um valor sufficientemente grande; e

’

a serie ¢ portanto divergente.

Logo a somma s, dos n primeiros termos da serie (2) péde tornar-se maior do que

Se é a <1, temos

1 1 1 1 1 1
= o — _ — PP —
Sn @ 2(‘—{_-' #7Za>1+2+ +n

Quando = tende para o infinito, o segundo membro d’esta desegualdade tende para o
infinito ; logo tambem tende para o infinito o primeiro membro, e a serie proposta ¢ portanto
divergente.

Os geometras da antiga Grecia empregaram para o calenlo de certas quantidades pro-
cessos equivalentes ao uso de verdadeiras series. Tste algorithmo s6 foi porém directamente
considerado no seculo xviI, depois da publicagio da Aw»ithmetica infinitorum de Wallis, na
qual se encontra um modo de determinar a drea de qualquer curva, quando se sabe exprimir
as ordenadas por serie ordenada segundo as potencias da abscissa.

*
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Mercator e Brounker publicaram em 1668 os primeiros exemplos de taes desenvolvi-
mentes. Mas o principal inventor do methodo das series foi Newton, que ensinou a calcular
por meio d’ellas as expreeses algebricas, as raizes das equagles algebricas, as expressdes
trigonometricas, etc., e que ndo sé as applicou ao caleulo das areas, seguindo a ideia -de
Wallis, mas tambem 4 rectificacfio das curvas. Sabe-se que estes importantes resultados foram
obtidos pelo grande geometra antes de 1668, mas s6 foram publicados em 1704 em um ap-
pendice & sua Opiica, intitulado De quadrature curvarum, e de novo em 1711 na sua Ana-
lysis per aequationes muwmerorum terminorum infinitas. Neste intervallo de tempo occuparam-se
tambem das series J. Gregory e Leibnitz.

A partir desta epocha foram as series empregadas em mathematica com grande successo.
Apesar porém de se reconhecer, desde os primeiros tempos em que foram usadas, a neces-
sidade de serem convergentes, para determinarem os valores das quantidades, os geometras
darante muito tempo extenderam a este algorithmo as operagles e theoremas relativos 4s
expressdes compostas de wm numero finito de parcellas, sem procurar as condi¢des para que
esta extensfo fosse legitima. Fol sdmente no ultimo seculo que foram fixadas as regras para
o seu calculo por Cauchy, no seu Cours d’Analyse, e por Abel, Dirichlet, Gauss e Riemann,
em trabalhos sobre series particulares, que os levaram a estudar questdes geraes relativas a
estas expressdes. Outros geometras se occuparém depois d'este assumpto, j& enriquecendo-o

com novos theoremas, ji generalisando os anteriores.

2t. Do theorema demonstrado no n.° 14 tiram-se immediatamente os dous principios
seguintes, conhecidos pelo nome de principios geraes de convergencia e divergencia:
1. — Se a serte (1) é convergente, a cada valor dado & quantidade positiva B, por mais

pequeno que seja, corresponde wm numero n tal que a desequaldade
! } ' N
18udp— Sn|= i Upyg Up12 ..ot ntp ’ <0

¢ satisfeita pelos valores de n superiores a ny, qualquer que seja p.
2.° — Reciprocamente, se a cada valor dado & quantidade positiva 9, por mais pequeno que

seja, corresponde wm numero ny tal que a desequaldade
702

¢

Sy — 50| <D

é satisfeita pelos valores de n superiores a ng, a serie (1) é convergente.
Destes principios tira-se, pondo p=1, o corollario seguinte:
E condiglio necessaria (mas ndo sufficiente) para que a serie (1) seja convergente, que ¢

valor dos seus termos tenda para zero, gnando a ovdem d’elles augmenta indefinidamente.

22. Ni#o ha criterio geral para decidir se uma serie dada & convergente; ha apenas
regras abrangendo malor ou menor numero de casos. Aqui exporemos apenas as seguintes:
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I. Sejam
wtueto s fug e, v tva o

duas series compostas de termos positivos, e seja p wmn numero determinado. Se, a partir do
termo de ordem p, é sempre w,<v, e a sequnda serie & convergente, a primeira tambem ¢é
convergente; se, pelo contrario, é u, >wv, e a sequnda serie é divergente, a primelra tambem é
divergente.

Com effeito, se é u, < v, quando mZ]), temos

(2 S S T e T R el i S o T L T T

e portanto, representando s, e s, as sommas dos n primeiros termos da primeira e da segunda

serie e ¢’ o limite para que tende s,, quando n augmenta indefinidamente,

Sp<lSp s+ <8 Hur A

A somma s, augmenta pois indefinidamente com #, sem poder exceder o valor que tem
o segundo membro d’esta desegualdade; logo (n.° 14) tende para um limite determinado.
Se, pelo contrario, é wu,>v, e a segunda serie é divergente, temos a desegualdade

uptug .Uy e >y byt
ou

3n>3;z—(7~71 +rvat.. .—f—’Up‘j)’

cujo segundo membro augmenta indefinidamente com n; logo tambem o primeiro membro
augmenta indefinidamente com n, e portanto a primeira serie & divergente.

Por exemplo, a serie

1 1 1 1
1’}““2‘_{“37_{‘2;_}”}“. ..+m+. -

é convergente, pois que cada termo, a partir do terceiro, é menor do que o termo corres-
pondente da progressiio geometrica convergente

1 1 1
R TR .+%+. ..

IL. Toda a serie composta de termos. positivos e negativos, de que deriva uma serie conver-

’

gente pela mudanca dos signaes dos termos negativos, é convergente (1).

(1) Cauchy: Cours d’Analyse, cap. VI
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Com effeito, a serie

Fun | gl

sendo, por hypothese, convergente, a cada valor da quantidade positiva 3, por mais pequeno
ue seja, deve corresponder (n.” 21-1.°) um numero ny tal que
) q

g [ g [ ] <2,

quando n>n(, qualquer que seja p. D’aqui conclue-se que a desegualdade (n.° 11-I)

g igttpge .o T, 1<

7

tambem §é satisfeita pelos mesmos valores de =n, e portanto que a serie (1) é convergente.

As series que estfio no caso indicado neste theorema, isto é as series formadas de termos

cujos valores absolutos formam uma serie convergente, chamnam-se absolutamente convergentes.

| wnti]
[ 204 ]
absolutos de dous termos consecutivos da serie (1) é sempre menor do que wma quantidade L,

III. Se, para todos os valores de n a partir de wm valor p, a razdo dos valores

inferior d unidade, a serie é convergente; se esta vazlo é maior do que a unidade, a serie ¢
divergents (1),

Este criterio importante, devido a D’Alembert, resulta da comparaclo da serie proposta
com uma progressio geometrica, como vamos vér.

Temos, por hypothese,

Vi [<L]w |, [pya | < Lltpps], ete.;

logo os termos da serie

(3) ET I E RN Y RS

sflo, a partir do termo de ordem p, menores do que os termos correspondentes da serie
P [ ua | oA g | | L LA,

que & convergente quando L <1, por ser neste caso convergente a progressfo

1+ L4123+ ..

(') Vejam-se nos tomos vir ¢ vinz do Jornal de Sciencias mathematicas algumas observagdes interessantes
de Lerch, Cesiro, Giitzmer ¢ Ed. Weyr a respeito d’este theorema e dos dois seguintes.
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Logo a serie (3) é convergente (th. I), assim como a serie (1) (th. II).

Se é, pelo contrario,
iu,lﬂ !

w0

o valor absoluto dos termos da serie (1), a partir do termo de ordem p, cresee com n, e por-
tanto a serie é divergente (n.” 21).

Eun-H !

CoroLLARIO. — Se a razdo ]
[ Un

tende para um limite determinado, quando n augmenta

’

indefinidamente, a serie é convergente se este limite é menor do que a unidade, ¢ é divergente se

2

este limite ¢ mator do que a unidade.
Sejam [ este limite e L um valor comprehendido entre / e 1.

. U, 1 . .
Os valores que toma a quantidade nt podem approximar-se de ! tanto que seja
Uy,
[ 2ty
_”'t,r < L<1,
Uy
quando <1, e
WUpid
el > 1,
Uy

quando /> 1, dando para isso a n valores superiores a um numero sufficientemente grande
p. Em virtude do theorema precedente a serie é pois convergente no primeiro caso e diver-
gente no segundo,

Por exemplo, a serie

.’EA "

x2 3 ,
etgtegtysgz T Tes T

é convergente, qualquer que seja o valor que se dé& a x, pois que a razio dos valores abso-
lutos de dous termos consecutivos

Uniq
Uy

==
tende para O quando »n augmenta indefinidamente.
IV. 8e, para todos os walores de n a partir de um numero determinado p, a raiz

V{tn| é menor do que uma quantidade L, inferior & unidade, o serie (1) & convergente; se esta

raiz é mavor do que a unidade, a serie é divergente.
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Temos, por hypothese,
Ly | << Ly | LPHY, ete.s
logo os termos da serie

[wg |+ jua |+ oo | .

s#o, a partir do termo de ordem p, menores do que os termos correspondentes da serie con-
vergente

lug |4 o [y | L0 (1 L+ L2 .0,

Logo, aquella serie é convergente, assim como a serie (1).

Se temos (Vs—u—,;[> 1, é tambem |u,|>1, quando 2> p, e portanto a serie (1) ¢ divergente.

Do theorema que vimos de demonstrar, devido a Cauchy (1.7c.), deduz-se um corollario
analogo ao que se deduziu do theorema anterior.

Por exemplo, a serie

*l.fk—“L————“];—'—*—"-_}__.——]%—. e e,
(log 2)* ' (log 3)3 (log n)"
é convergente, visto que é
lim /= lim =0,
n=o0 . f—a0 10% ’)’l

V. Se existir um numero a, maior do que a unidade, tal que, para todos os valores de n,
a partir de um numero determinado p, o producto n*|uy,| seja menor do que wma quantidade
Jfiza K, a serie é convergente (Cauchy, L. c.).

Com effeito, por ser

K
I’LLp1< cl’ ‘ ]‘+li< £ l)a7 etc
os termos da serie

’ul 3+‘1&2r+..-+}1611]+"

a partir do termo de ordem p, sRo menores do que os termos correspondentes da serie con-
vergente (n.° 20).

1
|+ —Hup_iH—K< +<p+1)“+ )

Logo aquella serie é convergente, e portanto é tambem convergente (th. II) a serie (1).

Se existir um numero a, egual ow tnferior & unidade, tal que, parae todos os valores de n,
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a partir de um numero determinado p, os termos da serie (1) sefum posicivos e o producto
ntu, seja maior do que wm numero fivo K, a serie (1) ¢ divergente.

Com effeito, temos

> K > K )
ty p—a, Upiy @m, etc.,

e portanto, a partir da ordem p, os termos da serie (1) sfio maiores do que os termos cor-

respondentes da serie divergente

1 1
Bl ] Cf— A — — L]
wgt b+ K (27“ e 1)4—&— >
Logo a serie (1) é divergente.
Assim, por exemplo, a serie
1 1 1
R a S o
14 5y ...~{—2n_l—[
é divergente, por ser
oon 1 1
O P R

VI. Seja L wma quantidade positiva e

caey Oyy e

ay, dz,

um grupo composto de wm numero infinito de nuwmeros positivos, Se o desequaldade

t o L' — Uy > L

" gl

Sfor satisfeita pelos valores de n superiores « um mimero p, « serie é convergente.
Temos, por hypothese,

i ,
[y <3 [y Py [ =y | ],

. 1 ‘
Vpra < [ g [ — appefupral ],

¥
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& portanto

L a,lu
!lbp+i [ + . + * U pm ! < -]j [ap]up] — dyim l Up-im H<AI_TQJ’
por maior que seja m. Logo
] o L] < oo ] 4 2L

Quando x tende para o, o primeiro membro desta desegnaldade angmenta sempre, sem
todavia poder exceder o valor determinado do segundo membro, e portanto tende para um

limite. Logo a serie

ug |+ ]ug |40 oo w40

& convergente, assim como (n.° 22-1I) a serie (1).

D’este theorema, devido a Kummer (1), tira-se como corollario, pondo @, =mn, o theorema
seguinte, devido a Raabe (?):

Se a desegqualdade

1&(—&[—1«~1>>1+L

for satisfeita por todos os valores de n superiorves a wm numero p, a serie (1) é convergente,
VII. Sejam wi, ua, ete. quantidades positivas e

ug—ug U3 —us+ ...

uma serie cujos termos sdo alternadamente positivos e negativos. Se w, decresce constantemente

s

¢ tende para zero, quando n cresce indefinidamente, esta serie é convergente.
Com effeito, por ser cada termo da serie considerada maior do que o seguinte, a diffe-
renga

H
Sntp— Sn= =+ [un+l  Upgg T U3 — Unts +.. -}
tew o signal do primeiro termo. Mas esta differenga pdde ser eseripta do modo seguinte:
+ [Unpt— (un—i—Q - un+3) - (WH—A - 1‘n+5) e J,

o vé-se entlio que o seu valor absoluto é menor do que u,.s, pois que esta expressio deve

(1) Jornal de Crelle, t. xur, 1835,
(2) Zeitschrift fir Mathematik, t. x, 1832,
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ter o signal do primeiro termo. Temos pois

(4) [ Sup = S | <l s

Por outra parte, a cada valor da quantidade positiva d corresponde, por hypothese, um
3 q 1 p ) )
numero %y tal que & w, <9, quando n > ny.

Logo a desegualdade
! Sipf-p— S & <B

é satisfeita pelos valores de » superiores a ny, e a serie considerada é portanto (21-2.°) con-
vergente.
Por exemplo, a serie

é convergente.

Nora, — Fazendo na formula (A) tender p para o infinito e notando que ¢,,, tende para
a somma s da serie considerada, é facii de ver que o erro que se comniette, quando se tona
para valor approximado de s a somma dos n primeiros termos da serie, é menor do que o
primeiro termo desprezado (1).

28. QSeries de termos imaginarios. — Consideremos agora as series compostas de termos

imaginarios:

(s +ty) + (2 Féyz) .o o4 (g +tyn) e -

ou
el @K
- .
(4:) 2 (mm + Z(7/m)= Z Uy
==l m=1
Se as series
o o
v v
(5) = Loy =~ Ym
m=Ai =1

sXo convergentes, a serie (4) diz-se convergente. Neste caso a somma s, dos seus n primmeiros
9 i I

termos, isto é a somma
n n

%
oY . 2l L .
sp= % (wm+lym): Eow,+1 8 Yy
m={ M= m==1

tende para um limite determinado, que se chama somma da serie (4).

(1) Outros criterios para reconhecer a convergencia das series foram dados por Gauss (Werle, t. i,
pag. 139), Mozgan (Dif. Cal,, London, 1836), Bertrand (Journal de Liouville, t. vz, pag. 87}, cte.

#
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A respeito de convergencia das series de termos itmaginarios vamos demonstrar os theo-

remas geguintes:
Turoresa 1.°— F condiglio necessaria e sufficiente para que a serie (4) seja convergente,

que a cada valor dado 4 quantidade positiva 8, por mails pequeno que seja, corresponda um

numero ny, tal que a desegualdade

RA-P n4p
v co >
] Sntp— 5 {*“ Tl L +i 2 Y <O
n

n-+1

seja satisfeita pelos valores de n superiores a ni, qualquer que segja p.

I3

Tista proposicio é wma consequencia immediata do theorema II do n.° 19.
TaeoreMA 2.°— Para que a serie (4) seja convergente, basta que a serie formada pelos

mddulos dos seus termos o sefa.
Com effeito, das desegualdades

; Lm i < ‘/mgm 'I* 3/2711 ) i Y 1 < ‘/mgm +Z/2m

deduz-gse (n.° 22-1) que, quando a serie

~143

& convergente, tambem slo convergentes as series
«® oo

lrd 1 VV

@ Slaal,  Zlynl
1 1

Logo as series (D) sfio (n.° 22-1I) convergentes, assim como a serie (4).
leorema reciproco brecedente nlo é sempre ver iro, isto é, pdde ser conver-
O tl do precedente ndo é sem erdadeiro, isto é, pé
gente a serie (4) e nfo o ser a serie correspondente dos médulos. Ha porém um caso impor-
tante em que esta proposigio reciproca ¢ verdadeira, que é quando as series (7) sfio conver-
gentes. Com effeito, temos

Vx%n’i‘ Z/Qm <C i Lon ‘ +- }ym }’7

& portanto

—_— e —— n n
—;‘ ‘/m‘zm_*‘yam <X } Lo ] +X ’ Ym f
, 4 1
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Quando n angmenta indefinidamente, o segundo membro desta desegualdade tende, por
hypothese, para um limite, e o primeiro membro augmenta constantemente, sem poder exceder
este limite. Logo tende tambem para um limite, e a serie (6) é portanto convergente.

24, QSeries absolutamente convergentes.— As series formadas de termos cujos modulos
formam uma serie convergente, chamam-se series absolutamente convergentes. A respeito d’estas

series vamos demonstrar o seguinte theorema importante, devido a Dirichlet,

TaEOREMA 3.° — 4 somma de uma serie absolutamente convergente nio se altera quando se
muda a ordem dos seus termos.

Seja s, a somma dos n primeiros termos da serie dada, s a somma desta serie e s, a
somma dos p primeiros termos da nova serie, que resulta de mudar a ordem dos termos da
primeira. Suppondo que se d4 a p um valor sufficientemente grande para que s, contenha
todos os termos de s,, e chamando ug, ug, etc. 0s termos que aguella somma contém a mais,

vem

sj,=sn—{—ua+u‘3~}— <oty
e portanto, attendendo ao theorema 1.° do n.* 11,

H—[u,

]

is;)—s|§|s,,—s|—sza 4o,

zls7z_sl+|un-{»il_i_un-i-ﬁi—*—' . '+iul)1‘

@
Por ser convergente a serie £ |u,|, o segundo membro desta desegualdade tende para
t
zero quando » tende para o infinito; logo s, tende para o limite s, quando p tende para o in-
finito.

No que precede suppozemos que cada termo occupa, dapois de feita a mudanga da ordem
dos termos da serie, um logar tal que a differenga entre os numeros que indicam a sua ordem
antes e depois da mudanca seja finita, Supponhamos agora que se agrupam separadamente
os termos da serie, em numerc infinito, que satisfazem a determinadas condigBes, ¢ sejam
s @ 6B, ., as sommas das novas series assim formadas. Dando a p um valor sufficiente-
mente grande para que s s 4., .4 s contenha todos os termos de s,, temos, como no

caso anterior, a desegnaldade

|st s .. st —s] =

Sn_sl‘}“!un-H["{“{ Upt-2 H‘ sy

a qual faz vér que a somma s)--s®-}-. . .+s(? tende para o limite s, quando p tende para
o infinito.
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COROLLARIO. — Em gualquer serie formada de termos reaes pdde alterar-se a ordem das
parcellas, sem mudar o valor da serie, se, dando a todos os termos da serie o signal -+, resultar
uma serie convergente.

Nora. — A respeito do theorema que precede faremos a seguinte observacgio:

Se a serie proposta nflo for absolutamente convergente, no se pédde mudar a ordem dos
seus termos, porque d’esta mudanga podem provir ou novas series convergentes com valores
differentes da primeira ou series divergentes. E o que se vé no exemplo M:

2. 2 2 2 2
—o 2 s 2 22
U=2 L3 4+5 6

“

F...

Com effeito, dando outra disposigdo aos termos d’esta serie, vem, representando por n
um numero impar,

I NI T

Accrescentaremos ao que precede que as series que n3o sio absolutarmente convergentes
“sfo chamadas por alguns auctores semi-convergentes; que se péde dar, como mestrou Rie-
mann (%), aos termos de qualquer serie semi-convergente uma ordem tal que a somma da
nova serie tome um valor arbitrariamente dado; ¢ finalmente que é sempre possivel, segundo
notou Ed. Weyr (), reunir os termos d’aquella serie em grupos que formem uma serie abso-
lutamente convergente.

25. Operagles sobre series. — Passando agora 4s operacles sobre series, demonstraremos
a este respeito vs dous theoremas seguintes, devidos a Cauchy (L. c.):

THEOREMA 4.° — Se as series

wyFua .oty

vy Fve . ot

forem convergentes e se as suas sommas forem s ¢ ', tambem a serie cujo termo geral é v, v,
serd convergente, e a sua somma serd egual a s-+s'.

(1) Longehamps: Algebre (Paris, 1889), pag. 166.
(?) Riemann: Oeuvres completes, (Paris, pag. 234).

(3) Ed. Weyr: Deux remarques relatives aux séries (Jornal de Sciencias Mathematicas, t. vix).
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Com effeito, a somma dos n primeiros termos da nova serie &
n n
Xyt Xy,
1 1
e esta somma tende para o limite s,

THEOREMA 5.° — Se as series precedentes forem absolutamente convergentes, a serie

wy vy (ug va-Fugvg) F. .

@) "
+ (g vyt ug vy o u o)

é convergenle e a sua somma é egual ao producto ss' das sommas das series consideradas (*).

Como as series propostas sfo, por hypothese, absolutamente convergentes, as series
§u4 §—|—§ug‘—|—{u3}—l—.. . }m [—|—]vz[+103[—]— .

slo convergentes. Sejam pois S e § as suas sommas e g, a somma dos n primeiros termos
da serie

s o (] e+ s [ )
(] o+ s |t |2 [ )

Teremos a desegualdade

ga— | [Jor |+ 02+ |vn]]
Alug|[ o] +]va |+ oA va—a]]
<Jwg |8 ug | S . oA, | S CSY,
a qual mostra que o, tende para um limite (n.° 14-1.°), quando n tende para o infinito, e por-
tanto que a serie anterior é convergente.

Vé-se pois que a serie (A) é absolutamente convergente. Para achar a sua somma, basta
dispor os seus termos do modo seguinte (n.° 24):

wi(wetFvetvsoo ) Fus (v Fve et )4l

(1) Veja-se no tomo cxx1x, pag. 182, do Jornal de Crelle, uma extensfo d’este theorema, devida a Mertens.
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para concluir que esta somma é egual ao producto

(urtugtus-+...) (vetvatust...)

cujo valor & ss.

26. OSeries cujos termos dependem de wma vartavel. — Consideremos ainda a serie
@
2wy,
m=1

e supponhamos que os geus valores dependem de uma variavel z, egual a @+ {y, que toma um
numero infinito de valores, 2/, 2/, 2/, etc.

Se esta serie é convergente nos pontos #, ", ete., a cada valor da quantidade positiva 3
e a cada valor de z corresponde um numero 7y, tal que é (n.° 23-1.9)

! Sutp—8n 1 = ‘un—}—l T+t Un4-p ] < 87

quando n>ny, qualquer que seja p.

Se a todos os valores de 2z considerados corresponde o mesmo valor de ny, diz-se que a
serie & uniformemente convergente nos pontos #, 2", ete,

Se os valores de z considerados slo representados geometricamente pelos pontog de uma
linka ou de uma drea dada, diz-se que a serie & wniformemente convergente na linha ou na
drea dada. Se ¢ y=20 e os valores #, 2", ete. representam todos os valores de z desde um
numero A até um numero B, diz-se que a serie é uniformemente convergente no intervallo de
A a B. ’

Chamando s a somma da serle considerada, s, a somma dos = primeiros termos e R, a
somma dos restantes, e fazendo tender na desegualdade precedente p para o infinito, temos,

quando a serie é uniformemente convergente,

N - N
ts—Sﬂ:]Rn’<07
quando »>ny, qualquer que seja z.
Reciprocamente, se a serie proposta for convergente ¢ a cada valor de B corresponder um

numero ny tal que sefa | R, | <3, quando n>>ni, qualquer que seja z, a serie é uniformemente

convergente. Com effeito, das desegnaldades
R =[5m0, <8y | Ruy | = 5= 0t | <2,
que téem logar, por hypothese, quando n>ni, tira-se a desegualdade

ey 8 | =[S0y — 5 sk 5| <20,
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que tem logar tambem quando n>nj, qualquer que seja 2, e que mostra portanto que a serie

é uniformemente convergente,

I. TaeoreMa 6.°— Se os mddulos (ow os valores absolutos) dos termos da serie proposia
Sforem, qualquer que seju z, inferiores aos iermos correspondentes de wma serie convergente, com-
posta de termos positivos constantes, a serie proposta é uniformemente convergente.

Com effeito, sendo gy, &3, e3,... 0s termos d’esta ultima serie, temos, para todos os valores

de z considerados,
l%H—i“F- . -+un—}—pl EIUNJA]‘*—~ . -+§lun+]}1<5n+1+5n+2 +.. -+Sn+p- .

Mas, por hypothese, a cada valor de ¥ corresponde um numero n, tal que é

Entd -+ Ent2 .t Eudp < 8;

quando 7> ny.
Logo é tambem

l Uppt T Uppgt.. . + Uptp ; <3,

quando n>ny, qualquer que seja z, e a serie Yu, é portanto uniformemente convergente.

II. Para se vér um exemplo de uma serie que, sendo convergente, nfo é todavia uni-

formemente convergente, consideremos a expressio

l—a)yet+(1—x)e®+.. .+ 1 —w)a™4...,

I3

onde suppomos que x é real e que varia desde O até 1. Neste intervallo esta serie & conver-

gente, mas nfo ¢ uniformemente convergente, porque a desegualdade

IRy |=(1—2)eH L (1—a)ar P2+, =arH D
A
dd @ <<3"7'<1, quando 3<1; e portanto vé-se que nio existe valor algum finito de = tal
que aquella desegualdade seja satisfeita por todos os valores de & comprehendidos entre O e 1.

27. Consideremos agora as series ordenadas segundo as potencias de uma variavel, isto

é as series da férma

e
Y . *
(8) 2y 2y z=uw-1y,
m=1{

e demonstremos os seguintes theoremas, devidos a Abel:

THEOREMA 7.° — Se existir um numero positivo «, que, substituido em (8) no logar do md-
G
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dulo de z, torne 0s mddulos de todos os termos du serie inferiores a uma quantidade finita B,

< d.

Seja z; um valor de z de mddulo menor do que a. Por ser, por hypothese, |¢,|a™ <B,

a serie (8) é absolutamente convergente, quando

4

temos

Lew |z <B

)

2
o

e portanto os termos da serie

=
SEPHIEAE
m=={

sflo menores do que os termos correspondentes da progressiio

o« o im
s plAl
ol

m=—=

Logo aquella serie é (n.° 22-1 e II) absolutamente convergente.

Norta. — O theorema que vimos de considerar mostra que todos os valores de |z| podem
ser dividides em dois grupos, separados por um numero R, o primeiro compostos dos valores
de
os quaes esta serie é divergente. Os numeros do primeiro grapo sio menores do que R & os

4

z| para os quaes a serie (8) é convergente, e o segundo composto dos valores de

para

numeros do segundo grupo sdo maiores do que R. Como os valores de z, cujo mdédulo é menor
do que R, sfo representados (n.° 12) pelos pontos do interior de um circulo de raio R com
o centro na origem das coordenadas, vé-se que a serie (8) é convergente quando z representa
um ponto interior a este circulo, e divergente quando z representa um ponto exterior. A
este circulo, cuja consideraglo é devida a Cauchy, chama-se circulo de convergencia da serie
(8).

O theorema precedente nada diz relativamente 4 convergencia ou divergencia da serie (8),
quando z representa pontos collocados sobre a circumferencia do ecirculo de convergencia.

Deve-se observar que a serie (8) péde ser convergente sémente no ponto z=0, e
n’este caso o raio do circulo de convergencia é nullo; e que péde ser convergente qualquer
que seja o valor que se d& a 2, e n'este cago diz-se que o raio do circulo de convergencia é
infinito.

O estudo das serles ordenadas segundo as potencias inteiras e positivas de 2—a, isto é
o estudo das series da forma

o0
2 ey (z—a),
1

reduz se, pondo z—a==t, ao da serie que vimos de considerar. Neste caso existe ainda um
circulo de convergencia, cujo centro é o ponto que representa a.
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THEOREMA 8.°— Toda a serie ordenada sequndo as potencias de uma variavel z, que é con-
vergente quando |z | <R, é uniformemente convergente para todos os valores de z que satisfuzem
d condigdo !zi?p, sendo p< I,

Scja

oo
}Ecmz’", e=w-|y
a gerie proposta.

Por ser esta serie absolutamente convergente quando |2z]< R, a serie X|¢,|p™ é conver-
gente. Temos porém, por hypothese, ¢, ||s]|™<|cn|p™ Logo a serie considerada 6, em vir-
tude do theorema 6.°; uniformemente convergente quando {z}Zp

Por exemplo, a serie
Zﬂ

zz
1+Z+ '1—.2*—}‘.. .—}‘i-‘“g?“—n‘i—...

6 convergente, qualquer que seja z, visto que a serie

-

Lo+ i

1

2|3
.2+'“+

6 sempre convergente. Logo o raio do circulo de convergencia d’aquella serie ¢ infinito, e a
gerie é absoluta e uniformemente convergente em uma drea qualquer.

Como segundo exemplo consideremos a serie

a.f afa+1DBBE+1)
1“}‘]—;,’2“}‘ l?‘f(‘.’-—i—l) ZQ—}‘.,.
_%_a(a—}—l)...(a—{—n—l)fﬁ(ﬁ+1).. B+n—1) o
L.2..ony(y+D..(y+n—1) e
e supponhamos que «, §, y sflo constantes.
A serie correspondente dos mddulos é
Bl [a@t DBEHD),
1= 2|24 ..
| JI.T[]ZHl LGy |7
_ra(ajtn...(H—n—1>6<{3+1)...(B+n»1>l'lz’n+
1.2. ony(y+1)...(y+n—1) | Y
e a razio de dols termos consecutivos
E a—1 B—1\
| W] (a—i—n——l)(ﬁ—]—n—l)[ #§<1+ n ><1_L n >’
- ~ —1 {ZI—‘I o ”Z‘
wl T ey T T L
n
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tende para

Z

, quando 7 augmenta indefinidamente. Logo esta serie é convergente (n.° 22-IIT)
quando |z]| <1, e divergente quando |z|>1.

Logo o raio do circulo de convergencia da serie considerada é egnal 4 unidade, e a serie
& absoluta e uniformemente convergente em qualquer 4drea comprehendida dentro d’este
circulo.

A serie precedente, que tem sido objecto de trabalhos importantes, tem o nome de serie

hypergeometrica.

Nora, B conveniente observar que, como corollario dos theoremas 7.° e 8.°, se conclue,
pondo =10, que os valores de » para os quaes a serie de termos reaes X ¢, =™ & conver-
gente, estio comprehendidos entre dois numeros eguaes e de signal contrario, —R e R, ¢
que esta serie é absoluta e uniformemente convergente em qualquer intervallo (—p, p), tal

que seja p <R.

28. Series duplas. ~— Déd-se 0 nome de series duplas 4s sommas X u,™ cujos termos se
formam dando em w,(" a m e 2 uma infinidade de valores inteiros, positivos ou negativos.

Se dispozermos estes termos uns adiante dos outros, segundo uma ordem tal que nfo dé
logar a omissfo alguma, obtem-se uma serie simples. Se esta serie fOr absolutamente con-
vergente, a serie dupla diz se tambem absolutamenie convergente. Neste caso podemos mudar
a ordem dos termos da serie simples (n.° 24), sem alterar a sua somma; e, como cada ma-
danca no modo de disposicio dos termos da serie dupla, para formar nova serie simples, cor-
responde a uma mudanga no modo de disposi¢io dos termos da serie dupla primeiramente
formada, vé-se que todas as series simples, a que d4 origem a serie dupla, téem a mesma
somma. Esta somma &, por defini¢io, a somma da serie dupla considerada.

Para ter o exemplo de uma distribui¢do dos termos da serie dupla, para formar uma serie
simples, basta, quando n e m sdo positivos, ordenar os termos da serie dupla segundo a
ordem crescente das sommas m-f-n e, em cada grupo assim formado, segundo a ordem
crescente de m; o que d4

0% - (g0 - 1!V 4= (12 20y B - 20p®) -1

Como esta serie é, por hypothese, absolutamente convergente, podemos dispdr os seus
termos do modo seguinte (n.° 24):

200 2y 0 L -,
—}—llo{l) +u.1“)—}—ugf” ‘}‘ ..

+uo!® g Fug@-- L L

R I I I R A I B AP P Y
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ou do modo seguinte:
2w gt L@ -, L
+u, @ —I—ua(“%uﬂz) 4.
T+ w0 4 gt @ . .

Representando por s, s, ... as sommas das series que formam as linhas do primeiro
quadro, por s, s1, s2, ... as sommas das series que formam as linhas do segundo quadro, e
por S a somma da serie dupla, temos

S=sthh 5@ 4-s68 4, ..

S=s8 +s+s+...

Para considerar o caso de m e n representarem numeros inteiros, positivos e negativos,
basta applicar o que precede 4 serie dupla

» <un(m) _{_u_n(m) +_ un(—mz) + U_y, (—-m)))

onde = e m sfo positivos.
Terminaremos o que temos a dizer sobre as series duplas pelo seguinte theorema, de que
se faz muitas vezes uso(!):
Se as series
ap = | uo | 4| ey @ |+ @ | +. . .,
gy =|uo®W |4 {us® |+ ]u®|+. ..,

forem convergentes, assim como a serie
gy torte+...,

a serie dupla ¥ w, é absolutamente convergente.

Com effeito, dispondo os termos da serie X|u,™| de modo a formar uma serie simples,
a somma dos ¢ primeiros termos d’esta serie cresce constantemente com £, sem poder exceder
a somma da serie ¥ o,. Logo aquella somma tende para um limite, quando ¢ tende para o
infinito, e a serie simples assim formada é absolutamente convergente; a serie X u,™ & por-
tanto tambem absolutamente convergente.

(1) Cauchy: Cours d’Analyse; Nota 7.2
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VI

Produetos infinitos

29. Consideremos agora as expressdes da férma
(1) (I+a)y (L+4ad). .. A4a,)...,

em que o numero de factores é infinito, que, empregando o signal II para representar pro-
ductos, podemos escrever do modo seguinte:

IL (1+ay).
m=1

A cada expressiio da férma precedente chama-se um producto infinito; e diz-se que este

producto é convergente, se o producto

T (1 +an)

m=1

dos n primeiros factores tende para um limite determinado, quando n tende para o infinito.

Este limite & o valor do producto infinito (*).

I. Antes de procurar as condigles de convergencia do producto (1), vamos demonstrar o
seguinte lemma, de que teremos de fazer uso:

A média geometrica dos numeros A, B, C, etc. é sempre menor do que a média arithmetica
dos mesmos numeros.

Esta proposiclo ¢é devida a Cauchy e foi demonstrada por este eminente geometra do

modo que vamos expdr ().

() Os productos infinitos foram considerados pela primeira vez por Wallis, que os empregou na sua
Arithmetica infinitorum para o caleulo da drea do cireulo, e depois por Euler, na sua admiravel Introductio
in Analysin {nfinitorum, publicada em 1748, o qual exprimiu por este algorithmo o seno, o coseno, ete. Foram
em seguida usados por Jacobi, Heine, Weierstrass, etc., como se verd em diversos logares d’esta obra. As
condigdes para se empregarem no caleulo foram estudadas por Kummer (Jornal de Crelle, t. xim), Cauchy
(Cours &’ Analyse, Nota 9.%), Weierstrass (Jornal de Crelle, 11), ete.

(?) Cauchy: Cours d’Anaiyse, Nota 2.2
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I3

Seja n o numero das lettras A, B, C, ete. Queremos provar que & sempre

VABO. < AP
I
ou que é

ABC...< <£i§7il‘_ck>”

Ora, em primeiro logar, temos evidentemente, quando é n =2,

e (S (A (A

d’onde se conclue, pondo successivamente n=4, n=8, ..., n=2m",

2

ABCD<<AgB>9(Lny<<A+B+O+D>ﬁ

2 4

L

= 1 | 4 3 . 4
ABCDEFGH<<A BTCVD)<L+FfG‘H>

4 4
<A+B+C+D+E+F+G+HY
< g s
om
ALBLCL. N\
ABCD”.<<X‘PSW‘ )

Em segundo logar, se 2 nfio é um termo da progressio geometrica 2, 4, 8, 16, etc.,
designe-se por 2" um termo d’esta progressdo, superior a n, ponha-se

A+LB+CH. ..

n

K=

e egualem-se a K as 2" —n ultimas quantidades que entram nos dois membros d’esta des-
egualdade. Teremos

ABCD.”KQW_n<{

2 m

O
A+B+0+“ﬁH%—mKr,

ou, substituindo K pelo seu valor,

ABCDHJ<<A+B+C+”>1

n

que é 0 que se queria demonstrar,
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II. Posto isto, vamos procurar as condicdes de convergencia do producto (1), suppondo
primeiramente que as quantidades ay, a2, a3, ete. s8o reaes e positivas.

Vimos de vér que a média arithmetica de p quantidades positivas é maior do que a sua
média geometrica; portanto, sendo ¢ d’estas quantidades eguaes a A e as restantes eguaes. a
B, temos

<ME> ? > Al Bpfq'
P

Ponde n’esta desegualdade
A=1+8L, B=1,
q
vem
?
a+ar>(14+22)"
ou, pondo f=1,

q

o> <1+~%>

Temos pois, pondo =% >1,

] 1
2> 141> 1457
Se for 0 <y<1, a férmula precedente d4, mudando 7 em 17,

o> 14 (1+7),

e portanto temos tambem n’este caso
7 1
2'>1+4 —2“‘{.

Em virtude d’esta desegualdade vird, pondo y=2a,,

2ay,

A) 1+a,<2

e portanto

" " o2

T (1+a,)<II27 "=
i

D3 s "
=1y oY
2 8= 2y,
m=1 1
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Se a serie Ya,, & convergente, a sua somwma ¢ inferior a um numero racional ¢, e temos

T (1 +an) <224,
{

m=

n
portanto 1I (14-a,) tende para um limite determinado, quando n» augmenta (n.° 14-1.°) inde-
1

finidamente.

A demonstraglo que precede g6 tem logar quando todas as quantidades ay, ag, ete. sdo
racionaes. A conclusio porém, a que se chegou, tem ainda logar quando todas ou algumas
d’estas quantidades sfo irracionaes. Com effeito, representando por b1, b2, etc. numeros ra-
cionaes respectivamente inferiores a ay, ag, ete. e tdo proximos d’estes numeros quanto se
queira, temos

n [==]
Lhy< T oup< “,

m=1 m=={

e portanto

" 2Ebm 9
I (1+sy<2 ' <2,
m=1

Quando by, b2, etc. tendem para aj, ag, ete., e n augmenta indefinidamente, o primeiro
membro d’esta desegualdade augmenta constantemente; logo tende (n.” 14-1.°) para um
limite.

Reciprocamente, a desegualdade

n

7 n
IHd4tea)y=1+% apt+...> X a,

m=4 =1 m=4

mostra que, se X a, tende para oo, quando n augmenta indefinidamente, tambem o producto
1

II (1 +a,) tende para oo.
1

Temos pois o seguinte:

THEOREMA., I condi¢io necessaria e sufficlente para que o producto (1) seja convergente
que a serie Lay, o seja.

30. Podemos ligar com a doutrina precedente a das potencias de grau infinito. A este

(143"

respeito vamos considerar a expressiio
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que tem grande importancia no Caleulo Differencial, para procurar o limite para que tende,
quando n tende para o infinito. Supporemos que o numerv n é inteiro e positivo, reservando
para mais tarde o caso de n representar um numero qualquer.

A desegualdade

(1+Byr> <1+B%>q

ou ‘
(14-B)1>1+By
1 n-+1 . .
d4, pondo ﬁ:_ﬁ——ﬁ’ T=—e elevando 4 potencia n os seus dois membros,
1 n-t4 1 )n
e 1)

. 1" . .
Logo a expressiio <1 +__> augmenta indefinidamente com =.
n

: 1
Por outra parte, temos, pondo a,, = — ma desegualdade (A),
v

2
1_+L<2"
n

?

e portanto
JN\»
(14 2) <
n

A desegualdade (B) mostra que a expressfo considerada augmenta indefinidamente com
n, e esta ultima desegualdade mostra que ndo pdde exceder o numero 4; logo tende para um
limite determinado, quando = tende para o infinito. Este limite, que se designa habitualmente
pela lettra e, tem uma grande importancia na theoria dos logarithinos, como adiante se vers.

31. Consideremos agora o producto

I (1 Hup),

m=4

onde wug, uz, etc. representam quantidades reaes ou imaginarias.
O theorema demonstrado na Algebra clementar, relativo 4 multiplicagio de binomios, d4

n "
II A4up)y=14+2Zu,+. .. Fugua. . .uy,
i

m=i
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e do mesmo modo
H A+ ay=1+Zan+...Fa as...a,

=1 ]

chamando a4, ag, ete. os modulos de uy, ua, ete.
[ <]
Suppondo agora que o producto II (14 a,) é convergente, a cada valor da quantidade
1

positiva 8 corresponde um numero ny, tal que (n.° 14)

n-+ n
0 (14 a)— M1 a) =Y g . .. <3,
m=1 m=]
quande 7>, qualquer que seja p.
Mas temos
n+4p n
I (T4 ay)— 1T (U F ) =2 wy uy oo

m=4 m=4
e (.0 11-1)

[ X vy . .]EE/ aj . ..

Logo
n+p 7
I (14 u)— 1T (14w, | <3,
m=14 m=1

0
quando 7> ny, e o producto II (14 w,) é portanto (n.° 19-I1) convergente.
i
Podemos pois enunciar o principio seguinte:
o e2]
Se o producto 11 (1 ay,) é convergente, tambem é convergente o producto 11 (1 4 wy,).
t 1

Por exemplo, o producto

© tz| >
7,}=14<1+ 1.2...m/’

onde z=x 1y, é convergente, visto ser convergente a serie (n.° 22-111)

Y oa,= X
m={ met 1.2...m

Logo tambem é convergente o producto

= z
11LI:Il<1—|— 1.2..Tﬁ>'
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I. No caso de ser convergente e producto II (1 -+ a,), o producto II (1 + w,,) diz-se abso-
lutamente convergente. N'este caso pdde mudar-se a ordem dos seus Sfactores, sem alterar o seu
valor, Com effeito, representando por P, o producto dos n primeiros factores do producto
infinito dado, por P o valor d’este producto e por P; o producto dos s primeiros factores do
producto infinito que resulta da mudanga da ordem dos factores do primeiro, e dando a s um
valor sufficientemente grande para que P; contenha todos os factores de P,, temos

P, =P, (1+u,) (1+up). ..,
e portanto

| Pe —Pu|=|Pal{(1+u,) A+tug)...—1]=|Pu||Eugug...],

z!PnEEaa ag. . =P [1+a) (1—{—%). 1]
o que dd

| Pe—Pu | 2P [ [(1 + @) (14 atngs). .. —1].

Mas, por ser convergente o producto II (14-an), o producto infinito que entra no segundo
1

membro d’esta egualdade tende para a unidade, quando = tende para o infinito. Logo P; tende
para P, quando s tende para o infinito.

Se o producto infinito considerado se decompozer n’outros, cujos valores sejam Pt), P2,
P@®, ..., basta substituir no calculo anterior P; por P 4-P@ .. .4 P6 para ver que esta

ultima quantidade tende para P, quando s tende para o infinito.

II. Dé-se o nome de productos infinitos duplos aos productos da férma
II (1 4w,

cujos factores se formam dando em 1-+ul™ a m e »n uma infinidade de valores inteiros, posi-
tivos ou negativos.

Se dispozermos estes factores uns adiante dos outros segundo uma ordem tal que nfo dé
logar a omissfo alguma, obtem-se um producto infinito simples. Se este producto for absolu-
tamente convergente, o producto infinito duplo diz-se absolutamente convergente. N'este caso
o valor do producto infinito simples é sempre o mesmo, qualquer que geja'a ordem pela qual
se disponham os factores do producto duplo, para formar o producto simples, e é este valor

que representa, por definiglo, o valor do producto duplo considerado.
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VII

Fraegdes continuas

32. As frac¢des continuas numericas s%o conhecidas desde os Elementos de Algebra,
onda se via a grande importancia que téem em muitas questdes relativas aos numeros. Os
principaes resultados 14 achados téem logar no caso em que, na fracglo continua

as as
=y Ug=— oy ...
ba - ug by - ug !

(1)

ay
U= 53— U}
by 4wy

ay, ag, ete., by, by, ete. representam polynomios ordenados segundo as potencias inteiras e
positivas de uma variavel @ (%),

I. Formando as reduzidas successivas, como no caso das fracgles continuas numericas,
acham-se os resultados:

Ni
Ci = D.1 == 7)—1,
02 - EIE ay b_)

2 bibatay

L A N I I IR Y

Nn Nn—l bn + Nn—% ay,
D, Doy bn+ Dy a, ’

Se o numero das quantidades ug, ug, etc. é infinito e C, tende para um limite, quando n
tende para infinito, a frac¢lo continua diz-se convergente.

(1) Os primeiros resultados relativos 4 theoria das funcgdes continuas foram achados por Cataldi, Broun-
ker, Wallis, Huygens, etc.; mas o principal fundador d'esta theoria foi Euler, que lhe consagrou diversas
memorias, publicadas nos tomos 1x e x1 dos Commentarit e nos tomos 1x e x1 dos Novi Commentarit da Aca-
demia das Sciencias de 8. Petersburgo, e um capitulo da sua Introductio in Analysin infinitorum. Depois
occuparam-se das suas propriedades ou das suas applic.ag(”)es Lambert, Lagrange, Gauss, mais tarde Stern,
que lhes consagrou um trabalho extenso, publicado nos tomos x e x1 do Jornal de COrelle, e, nos ultimos tem-
pos, Tchebicheff, Stieltjes, Padé, ete.



1I. As tres reduzidas consecutivas:

"Nos Nyy _&_ No—i bn+Nn—2 Uy
Dn—Q, Du—i, Dn o l)n—i b1z+D11—2 Gy

dio, por subtracciio,

ay, (Nn_.1 Dn_z — Dn—i Nn—?),

Cn—-l — C?l = Dn_i Dn

Nn—-l Dn—2 - Dn—i Nn—%

072—2 - Cn—i = D. L D A

e portanto o numerador da differenca C,_1—C, é egual ao numerador da differenga
Cy—s— C,—4, multiplicado por — a,; mas as primeiras reduzidas dio

ay da
Ci—Co= DD,

logo temos

ay az... g

Cn—l o Cn - (—— 1>n Dn—i Dn

& portanto

Nt Dy — Ny Dy =(—1 ag az a3 ... a,.

III. Este resultado permitte transformar a fracgiio continua n’uma serie. Com effeito,
teros evidentemente

u==C1—(Ci—C)—(Ca—C3)—. ..,
d’onde se segue

W ay ag ay e as

b1 DiDy " DeDy 7T

U =

O valor que se obtem sommando n termos d’esta serie é egual 4 reduzida de ordem » da
fracglo continua. Logo, para que a fracglo continua seja convergente, é necessario e basta
que esta serie o seja ().

(1) Péde ver-se outro criterio para reconhecer a convergencia das fracgdes continuas em um trabalho de
Stern publicado no tomo xzxvir do Jornal de Crelle,
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IV, Entre as fracgles continuas contidas na férma geral (1) ha um grupo mais importante

na Analyse, o qual corresponde a aj=dap =a3=...=1.

A respeito d’estas fracgdes continuas enunciaremos os principios seguintes:
0 - N, ,
1.0 4 fracgdo algebrica D¢ wrreductivel.
n
Este principio é consequencia da formula

Nn—i Dn - Nn Dn—l = ('_ 1)”

2.° 0 denominador da reduzida de ordem n é um polynomio ordenado sequndo as potencias
inteiras e positivas de x, cujo grau é equal d somma dos graus de by, by, ..., b,

Este principio é wna consequencia da lei de formaglo dos denominadores das reduzidas
(n.° 32-1).

3. Se as quantidades by, by, ... sio todas positivas, D, tende para o, quando n augmenta
indefinidamente, e a serie precedentemente escripta é convergente, assim como a fracgfio con-
tinua considerada.

4." Se u, tende para um limite, quando x tende para o infinito, a differenca entre o valor
de w ¢ 0 da reduzida C,_y é da fdrma

1
(2) w—Chy=—(Ad-e)

onde k é a somma dos graus dos polynomios D,y e D,, A uma constante determinada e ¢ uma
quantidade que tende para zero, quando x tende para o infinito.
Antes de demonstrar esta proposigo, demonstremos o lemma seguinte:

A fraceio

_ Axt 4Bt ...
J= Lt +Mam~-, .. T

cujo numerador e denominador estlo ordenados segundo as potencias decrescentes de w,
. A , e ,
tende para zero, se é a<([, tende para 188 da= {, e tende para o infinito, se é a>>{,

quando « tende para o infinito.
Com effeito, se é a==1, temos

lim ol AT B A A
A VRS | PP N P

se é a>1, temos

A-+-Bab—ay, .
Logl~8 4 Moo -, .

lim y = lim = 0]
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se 6 a <1, temos

Agt—l L Bgt~14-. .. -0
L+ Mer—t4...

lim y = lim

Posto isto, a egualdade

Nt Nn 1 1

T)-n_———-i— o ’])—n— - (— 1 >n mn-—i - <_1>n Dn—~i (Dn—i bn +D7z—2)

d4, quando se muda &, em b, 4 u,,

N'n—i 1 » _ 1>n 1 .
- D,y (Dn+D7t—i un)

e U =

—1y
Dn—-i ) Dn—i (Dn— 1 bn+Dn—i 1611+Dn—2> <

Temos pois a egualdade

aF

( e (— 1 Vo1
(u—Cyy) 2t =(—1) Dy (De+Doywy) ’

da qual se deduz, dividindo os dois termos da frac¢lo que entra no segundo membro por xk,

o ; 4D
fazendo tender a para o infinito e attendendo a que —”ml r
%

tende para um limite determi-

D2,y .
nado e ——:— tende para zero, uma egualdade da férma
X
lim o (v — C\y) = A,

da qual se tira o theorema enunciado.
<o N o . . . .
5.2 Se D representar uwma fracgdo irreductivel, cujo numerador e denominador sejam

polynomios ordenados segundo as potencias inteiras ¢ positivas de x e cyjo denominador seja

do grau «, e se existir um numero m, mator do que 2u, tal que seja

N 1 ,
(3) U——]j=:;,;n—(B+E),

- B sendo uma quantidade constante e ¢ uma quantidade que tenda para zero, quando wx tende

. . N . .
ara o mfinito, a fracclio — é equal & reduzida C,_y da fraccio continua u, no caso de u
b g n 2 n

D
tender para um limite, quando x tende para o infintto.
Sejam @, e «, os graus dos denominadores D,_; e D, de duas reduzidas consecutivas

da fracglio continua considerada, taes que a,_4 2 a e u,>a, e ponha-se a4 u,_y=s.
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As egualdades {2) e (3) ddo

N N.a as xS
S — — =7 (AL —" (B¢
“ <D’ Dn__1> wk( + ) wm( +¢),
e portanto, fazendo tender @ para o infinito e notando que é s <<k, Si?a<m,

x (ND,_y — DN, ) _

DD, 0.

lim

Temos pois

NDn—i - DNn—i = O;

porque, se esta egualdade niio tivesse logar, o grau do numerador da fracgio precedente
seria egual ou superior ac grau do denominador, e o limite da fracgio nlo podia ser egual a
zero, em virtude do lemma anteriorimente demonstrado.

Logo

que é o que se queria demonstrar.

83. A theoria das fracedes continuas algebricas tem a sua principal applicagio no pro-
blema que consiste em procurar, sendo dada a serie convergente

cy [ c"
u=A0+—m—+?+...+—r+...,

at

onde Ag representa um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de a,
uma serie de fracgdes irreductiveis

N Ny N
D1, Dy Dn—17

taes que, sendo « o grau de Dy, seja

N._ 1
“—"Ej=g(A+€);

vepresentando por A uma constante, por & um numero inteiro maior do que 2« e por e uma
variavel que tende para zero, quando x tende para o infinito. Para resolver esta questdo,
vamos primeiramente desenvolver u em frac¢fio continua.
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Pondo, para isso,

1 1
w=Ag +_v_’ PV=

¢4 c2
22
X x=

e suppondo que ¢; é o primeiro dos coefficientes ¢y, c3, ¢3, ... que nfdo é nullo, teremos,
effectuando a divisfio, um resultado da férma

v=A1+tu, m= +%+—;}Z%+""

i
x

onde A; representa um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de a,

do grau 7.
Temos depois
1
261=’U—l, o= (l.l d2 . d3
’n -+ 2T +...
e portanto, suppondo que d; é o primeiro dos coefficientes di, dz, ... que nio é nullo, e

representando por Ag um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de «,
do grau j,

€y

€y €3
- b
x @x &€

vy = Ay +ua, ug=

1 mo em-se o desenvolvimento de u» em fracgiio continua:
Continuando do mesmo modo, obt e od 1 to d fl t

11 1
Afug’ T A T T

u=Ao+

Ay tu,

Como u, tende para zero, quando 2 tende para o infinito, e os graus de D,y e D, sfo
o primeiro egual a « e o segundo maior do que «, as convergentes d’esta frac¢fo continua
satisfazem (n.° 32-4.°) 4 questdo proposta, e s@o as unicas fracgBes (n.° 32-5.°) que lhe
satisfazem.

A transformaglio das series em fracgBes continuas fol feita pela primeira vez por Euler.
A que vimos de considerar tem applica¢des importantes em um trabalho de Gauss sobre a
quadratura approximada das curvas e em alguns trabalhos de Tchebicheff, Laguerre, Stieltjes,
ete.



CAPITULO 1II

Principios geraes da theoria das funccgdes.
Funcedes algebricas, logarithunicas, ete.

Principios geraes

34, LunceBes de variaveis reaes. — Se duas quantidades reaes variaveis « e y estdo li-
gadas de tal modo que os valores da segunda dependem dos valores da primeira, diz-se que
y & funcgdo de w. Assim, por exemplo, o, senw, =™, ete. sio funcgBes de @. Para designar

que y é funcglo de x, emprega-se qualquer das notagdes

y=rf(x), y=F (x), y=1¢(x), etc.

Os valores que tomam as funcgdes f(x), F (x), ete., quando 4 variavel « se d4 o valor
determinado a, representam-se por f(a), I (a), ete.
A variavel @ chama-se variavel tndependente e 4 varviavel y variavel dependente. A variavel
independente pdéde representar qualquer numero de collecglio geral dos numeros, ou qualquer
nnmero de uma collecglo especial, como, por exemplo, da collecgo dos numeros com-
prehendidos entre A e B, etc. Os valores da y ficam determinados quando « é dado.

Uma funcelo f(x) diz-se definida no tntervallo de & =a a =05, quando a todo o valor
que se dd a x, desde a até b, corresponde um valor unico da funcglo.

Uma funeglo diz-se definida na visinhanga do ponto x = a, quando existe um numero 8, tal
que a funcglo é definida no intervallo de w==a—8 a x=a+-§.

Nas definigdes e enunciados dos theoremas geraes, relativos 4s funcgdes, supporemos sempre
que a cada valor de & corresponde um sé valor da funcgflo. Para depois se applicarem estes
principios 4s funcgles que tomam muitos valores para cada valor de @, & necessario primeira-

*
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mente separar aquelles valores de modo a formar novas funcgdes, taes que a cada valor de
corresponda um s6 valor de cada uma. As novas funcgdes assim formadas chamam-se ramos
da primeira.

Deve-se observar que esta separagiio nio se faz de uma maneira arbitraria; deve ser feita
de tal modo que as novas funcgBes tenham as qualidades geraes que iremos attribuindo 4s

funegdes de que nos occuparmos,

35. Principiaremos o estudo geral das funceBes demonstrando o theorema seguinte,
devido a Welerstrass:

Se os valores da funcclo f(x), correspondentes aos valores que toma x desde x—a até
x=[, estdo todos comprehendidos entre dois numeros a e b, existe sempre um numero L, tal
que os valores de f(x) ndo podem ser superiores a L e tal que, ou L representa um valor de
(@), ou entre Li e L—3 existe sempre algum dos valores de f(x), por mais pequeno que se¢ja
3; e existe sempre um numero I, tal gque os valores de f(x) ndo podem ser inferiores a 1 e tal
que, ou [ representa um valor de f(x), ow entre [ ¢ I3 existe sempre algum dos valores de
@),

Supponhamos que é b>>a e dividamos o intervallo entre « e b em dois intervallos eguaes,

o que d4 os nuineros

b—a
, a+—f, b,

e sejam a; o ultimo d’estes tres numeros que f(x) chega a exceder, quando x varia desde «

até B, e by o primeiro que f(#) nfo péde exceder. Temos

b—a b—a

9 <b, by —ay = B)

ay=a, by=a-+ 3

quando f (%) nfo pdde exceder a+b—2—~, e

— b—
a1=a—l—¥>a, bl=b7 bi—a4=—2%;

quando f(x) chega a exceder a+—b—;a-

Dividamos em seguida o intervallo entre a; e &; em dois intervallos eguaes, o que d4 os

numeros

by — ay
ai, a1+——2 y b1,
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e sejam «, o ultimo d’estes numeros que f(x) chega a exceder e b2 o primeiro que f(x) ndo

péde exceder. Temos

bi—ai_b——a
2 22

a-zga;, ba = by, ba—as=

Continuando do mesmo modo, obtem-se um grupo de numeros crescentes
Ay Afy A2y oo vy Oy oo ey
que f(x) chega a exceder, e um grupo de numeros decrescentes
by, biy bay vovy by oo,

que f(x) nio péde exceder, taes que

Os numeros a, s, gz, etc. tendem para um numero racional ou irracional L; e, como a
differenca b, — a, tende para zero, quando n tende para o infinito, segue-se que o0s numeros
b, by, ba, etc. tendem tambem para o limite L. Como porém f(x) nde péde exceder os nu-
meros b, by, by, etc., esta funcelo nio péde exceder L; e, como, por outra parte, temos

L—f(x)<L_an<bn_an;

ou

L—f(x) <L2‘ni,

. b—
ou, dando a n um valor tdo grande que seja ——gnﬁ<8,

vé-se que f(x) chega a exceder L —38, quando « varia desde a até B, por mais pequeno que
seja 3, o'que é a primeira parte do theorema.
Do mesmo modo se demonstra a existencia de um numero / que satisfaz 4s condigdes do

theorema.
Aos numeros L e ! chama-se respectivamente limite superior e limite inferior dos valores

considerados da funcglo.

Nora. E facil de ver que o theorema precedente tem logar no caso mais geral de se
considerar, em logar de uma funcglio, um grupo qualquer de numeros comprehendidos entre

aeb.
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86. Scja f(x) wna funcglo definida na visinhanga do ponto a. Se f(a--k) tende para
f(a), quando k tende para zero, e isto tem logar qualquer que seja a serie de valores pelos
quaes passa k, diz-se que a funcglo f(x) é continua no ponto a. Se no ponto a a funeglo
nlo é continua, diz-se que ¢ discontinua.

D’esta definigfio ¢ do que se disse no n.° 15-1.° e no n.° 16 a respeito da nogllo de limite
decorrem immediatamente as seguintes proposigSes: ‘ C

1.° E condigio necessaria e sufficiente para que a funcedo f(x) sefa continua no ponto a,
que a cade valor da quantidade positiva 3, por mais pequeno que seja, corresponda um numero
positivo €, tal que a desegualdade

(1) |f(@4-R)—f(2) | <2

seja satisfeita por todos os valore de b que satisfazem d condigdo || <e.

2.0 A somma, o producto, o quociente (quando o divisor ndo & nullo no ponto a) e as raizes
de funccBes de x, continuas no ponto a, sfo funcedes de x, continuus no mesmo ponto.

Com effeito, sendo @ (x) e d(w) estas funceles e f(x) a sua somma, temos (n.° 16-1.%)

lim f(a-+h) =lime (a+ k)L lim & (@ -+ 4) = (a) +§ (a)=f(a).
h=0 : h=0 h=0 ' . .

Do mesmo modo se demonstram os theoremas relativos ao producto, ao quociente e 4
raiz, baseando-se nos theoremas 2.% 8.° ¢ 4.° do n.” 16.

3.° Se y=g (x) representa wina funccdo continua de & ne ponto a ¢ z=1>P (y) wma funcglo
continua de y no ponto b, correspondente a w=«a, a funcglo de funcedo z==3[g(x)] é con-
tinua no ponto x= a.

Com effeito, quando @« tende para a, y tende para b, e z tende para & (), e portanto para

$L (@), visto ser & (b) = [ (@]
87. Os theoremas seguintes dde propriedades importantes das funogles continuas:

TueoreMa 1.° Se a funceio f(x) for continua em todos os pontos, desde x=a até x=25,.
e se fa) e f(b) tiverem signaes cuntrarivs, entre a e b existe pelo menos uma raiz da equaglo
f(x)=0 (Cauchy).

Supponhamos b>a e dividamos o intervallo de ®=a a ®=0> em duas partes egnaes, o
que d4 os numeros

a, a—!—i—;ﬁ, b.

Se o segundo numero annullar a funcglo, estd o theorema verificado. No caso contrario,
representando por ag e b; dois d’estes numeros que sejam consecutivos e déem 4 funcglo
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signaes. contrarios, temos

b— b=
ay == a, bl:a'+Ta<b, by —ay=- 2a7
: ' b—a ., . .
quando « e a-+ 5 d#io 4 funecgiio signaes contrarios, e
b—a b —
m=at+—5—>da =0, 51—a1=*2—a’

no caso contrario.
Dividamos do mesmo modo o intervallo de w=ay a @ =>5; em dois intervallos eguaes, o

que d4 o numeros

by —a
uy, al-l—-l—?ﬂ, by,

e chamemos a3 e ba os dois numeros consecutivos d’este grupo que d3o a f(x) signaes con-

trarios ; temos

by —ay . b—~a.

2 22

QQZCH, 6921)1,'1)2—(@:

Continuando do mesmo modo, obtem-se um grupo

iy G2y ouey Upy oo

de numeros crescentes e um grupo

by, ba, ..., by,
de numeros descrecentes, maiores do que os numeros do grupo anterior e taes que

Os numeros do primeiro grupo tendem para um numero racional ou irracional ¢; e, por
ser a funcgdo f(x) continua no intervallo de x=a a ®=2>5, os numeros f(ay), f(az), ete.
devem tender para um limite f(¢), que deve ser nullo ou ter o mesmo signal que estes
numeros (n.° 13-3.°). _

Os numeros by, b3, etc. tendendo tambem para c, os numeros f (b1), f(b2), etc. tendem
tambem para um limite f(¢), que-deve ser nullo ou ter o mesmo signal que estes numeros.

Mas f(c) nfo péde ter ao mesmo tempo o signal de f(a,) e de f(b,), porque estes
numeros tdem signaes contrarios; logo f(c)=0.
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TaroreMA 2.° Se a funcgio f(x) é continua em todos os pontos, desde x=a até x="5, ¢
A e B sdo dois valores de f(x), correspondentes aos valores a e b de x, f(x) passa por todos
o0s valores comprehendidos entre A e B, quando x varia desde « até b.

Com effeito, sendo C um valor comprehendido entre A ¢ B e portanto A>C>B, as
quantidades f(a)—C e f(5)—C téem signaes contrarios; logo existe um valor «; de @, com-
prehendido entre ¢ e & (theorema 1.°), tal que é f(x)—C=0.

THEOREMA 3.° Se a funcglo f(x) for continua no intervallo de x=a a x==0, incluindo a
e b, existe um limite superior e um limite inferior dos valores que ella tem neste intervallo, e estes
limites representam valores da funcgio (Welerstrass).

E evidente que, se f(x) nlo tivesse limite superior no intervallo de @ =a a =<5, tambem
nio teria limite superior n’um pelo menos dos intervallos que resultam de dividir aquelle em
duas partes iguaes; e que, se f () tiver limite superior no intervallo considerado, este limite
coincide com o limite superior correspondente a uwm (a; a &) dos intervallos parciaes.
Continuando depois, como na demonstracio do theorema 1.°, é facil de ver que, se nllo
existir limite superior, haverd dois grupoes de numeros

iy 02y ooey Quy o ooy

bi, bay ooy bay vy

que tenderfio para o mesmo limite ¢, taes que nllo existird limite superior dos valores que
toma f(x), quaado x varia desde «, até b,; e que, se existic um limite superior L, este
numero serd tambem o limite superior dos valores que toma f(x), quando x varia desde a,
até b,.

Mas, por ser a funcglo f(x) continua no ponto ¢, a cada valor de 3 corresponde um
numero positivo &y, tal que a desegualdade

e th)—fe)] <D

é satisfeita pelos valores de & comprehendidos entre — s e k. Logo, dando a n um valor
tdo grande que @, e b, fiquem comprehendidos entre ¢c—7k; e ¢4 Ay, vé-se que é

L (@) —1(e)] <3,

quando x estd comprehendido entre «, e b,, e portanto que f(x) estd comprehendido entre
f(e)+23 e f(c)—3. Existe pois um limite superior a L (n.® 35) dos valores que toma f (),
quando x varia desde a até b.

Para mostrar que este limite é um valor de f(x), basta notar que, por ser tambem L o
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limite superior dos valores que toma f(x), quando « varia desde a, até b,, temos para alguns
d’estes valores de @, por defini¢io (n.° 35),

f(iL‘)>L—8’,

pY

por mais pequeno que seja ', e portanto

FO+3>L—;

o que dd, fazendo tender 3 e ¥’ para zero, f(c) =L, visto que f{c) nlo pode ser maior do
que L.

Por um raciocinio semelhante se demonstra a parte do theorema que se refere ao limite
inferior.

TreoREMA 4.° Se a funcglo f(x) for continuu em todus os pontos desde x==a até x =10,
inclwindo a.¢ b, a cadu valor da quantidude positiva 8, por mais pequeno que seja, corresponde
um valor e, tal que a desequaldade

f@) =S @) <3

é satisfetia por todos aquelles valores de @ ¢ &, pertencentes ao tntervallo considerado, cuja
differenca é menor, em valor absoluto, do que = (G, Cantor).

Com effeito, se o theorema nfo tivesse logar, tambem nfo teria logar n’um, pelo menos,
dos intervallos que resultam de dividir o intervallo de 2 =« a @ =5 em duas partes eguaes
por meio dos numeros

b—a

T,b.

’

a, a-

porque, se o theorema tivesse logar nos dois intervallos, terlamos, representando por = ¢ a;
dois valores de « pertencentes ao primeiro intervallo, por as e @, dois valores de x perten-

centes ao segundo e por « o valor que tem « no ponto de separaglo dos dois intervallos,

(@) —f @) [ <3, [ f (@) — f )| <3,

1 1
[f@)=f @<z fl—f@l<zh
quando [y —ay | <ep, |@y—aa| <er, |@ —a|<les, |aa—a|<s, e, por ser

fla) —f @) | f @) —f (@4 1f () —f (2) | <,
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as condigdes do theorema verificavam-se em todo o intervallo de #=a a 2 =25 dando a 5 o
menor dos valores gy, €2, €3, =, ,

Chamando a; e by as extremidades d’aquelle dos intervallos precedentes no qual o theo-
‘rema nio teria logar, vé-se que o theorema tambem n2o deveria ter logar n'um pelo menos
dos intervallos parciaes que resultam de dividir o intervallo 2 =ay a =254, em duas partes
-eguaes por meio dos numeros ‘

by —a
at, a4+{—2i, by.

Continuando do mesmo modo, como na demonstragiio -do theorema 1.°, é facil de ver que,
se 0 theorema nZo fosse verdadeiro, haveria dois grupos de numeros

614, CLQ, ey Uy + ooy

1)1, Z)Q, ey Z)n, PPN

que tenderiam para o limite ¢, taes que o theorema nlo seria tambem verdadeiro no inter-
vallo de x=a, a x=18,.

Mas, por ser a funcgBo f(x) continua no ponto ¢, a cada valor 3, por mais pequeno que
seja, corresponde um valor Ai, tal que é

Fleth—f@]<5,

quando % estd comprehendido entre — 7%y e -+ /7. Logo, dando a = um valor tdo grande que
a, e b, fiquem comprehendidos entre ¢ — Ay e ¢+ hy, a desegualdade

F@—f )] <5

¢ satisfeita por todos os valores de « comprehendidos entre a, e b,. Chamando pois ' um
valor de « comprehendido entre estes numeros, temos

7 1 N
F@)—f(@)] <5
D’esta desegualdade e da anterior tira-se (n.° 11) a desegualdade

Lf @) —f ()| ZIF @) =f©) |+ f @—F )] <3,
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que ¢ satisfeita por todos os valores de = o de &' comprehendidos entre a, e 4, Logo o
theorema tem logar para o intervallo de z=a, a ®x=10,, e portanto tambem tem logar para
o intervallo de ¢ =a a x=2>5.

38. BSe uma quautidade variavel u depende de outras variaveis @, y, etc., diz-se que .

é funcgio das variaveis x, y, ete. e escreve-se
u=fla,y, ...), u=F(x, y, ...), etc.

A fancgdo f{z, y, ...). definida na visinhanga dos pontos x=a, y =10, ete., diz-se con-
tinua no ponto (a, b, ¢, ...), se flat+h, h+k,...) tende para f(a, b, ...), quando 7, %,
ete. tendem para zero, e isto tem logar qualquer que seja o modo como estas quantidades
tendam para zero.

B facil de estender os theoremas que demonstrdmos nos numeros anteriores para as
funcgBes de uma variavel, ao caso das funcgdes de muitas variaveis. Assim temos, limitando-nos
aos theoremas de que teremos de fazer uso:

1.0 E condiciio necessaria e sufficiente para que o funcedo f(x, y, ...) sefa continua ne
ponto (a, b, ...), que a cada valor da quantidade positiva 3, por mais pequeno que s¢gja, cor-

responda um numero €, tal que a desequaldade

[ flath, b+Fk .. )—Ffla, b, ...} (<D

seja satisfeita por todos os valoves de h, I, etc. que satisfizerem ds condigdes || <Te, | k| <e, ete.

2.° A somma, o producto, o quociente [quando o divisor ndo é nullo no ponto (a, b, ...)]
e as raizes de funcgles continuas no ponto (a, b, ...) sdo funcgles de x, y, etc., continuas no
mesmo ponto.

Estes dois principios sfo corollarios dos principios a que nos referimos no n.° 17.

3. Se a funcgdo flx, y) for continua para todos os valoves de x e y representados pelos
pontos de wma drea limitada A (incluindo o conforno), existe wm limite superior e um limite
inferior dos valores que ella toma nos pontos d'essa drea, ¢ estes limiles representam valores da
funcgdo.

Sejam « e b o menor e o maior dos valores que toma @ na area considerada e o e ¥ o

rmenor ¢ o maior dos valores que toma y na mesma drea, e tracemos as duas parallelas aos
i ‘denados cujas e Jes sho f‘—i -+ D), y= 1 {a' + 0"y, as quaes dividem a ér
eixos coordena ujas equagbes sio w=—- (¢+90), y== (a ), as qu m a area

em quatro novas 4reas. Se a funcglio f(x, y) nflo tiver limite superior na drea A, tambem o
nfio tem n'uma pelo menos das partes em que se dividiu esta drea; e, se a fancclo fla, y)
tiver limite superior na drea A, este limite coincide com o limite superior correspondente a
uma d’estas partes de A. Seja Ay a parte de A a que vimos de nos referir, e sejam

*
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ay, ay, by, D] os menores e os maiores valores que tomam respectivamente @ e y n’esta ultima
4rea; temos

611;65; blzb, a'l;a’, blzb', by —ay = ;_(b—a), bl—a}:%(l)’—a’).

Dividindo do mesmo modo a drea A; em quatro novas 4reas por meio das rectas cujas

1 1, . .
equagdes sio @ = 5 (a1 -+01), y= 5 (ay -+ by), forma-se como anteriormente uma drea As, tal

que, se a funcglo nfo tiver limite superior em A, tambem o nfo tem em Ag, e, se a funcgdo
tiver limite superior em A, este limite coincide com o que a funcglo tem em Asj e temos,
representando por @z, as, ba e by 0s menores e os maiores valores que tomam respectiva-

mente x e y na drea Ao,

a2§a4, aéga.}, bg?b], bézbl,

bi—ay b—a , bV —a
Ty =g Bom=g

Z)vz — g =

Continuande do mesmo modo, formam-se duas series de numeros crescentes (as, aa, ...,

Ay +..) € (ay, ag, ..., ay,...), e duas series de numeros decrescentes (bg, ba, ..., by, .. .)
e (b, bay +. .y by, . ..), que satisfazem ds condigBes

’ ’ Y—d
, bn — = —

on

b,l—an=éz—f
e que portanto tendem a primeira e a terceira para um limite ¢ ¢ a segunda e a quarta para
um limite d; e férma-se uma serie de dreaes Ay, Ao, ..., A,, ..., contendo todas no inte-
rior o ponto (¢, d), taes que, se f(x, y) nlo tiver limite superior na drea A, tambem o nfo
tem na drea A,, e, se tiver um limite superior L na drea A, este numero é tambem o limite
superior dos valores que toma aquella func¢dio na drea A,. N'esta drea os valores de w e
estdo respectivamente comprehendidos entre a, e b, e entre a, e b,.

Mas, por ser a funcgdo f (x, y) continua no ponto (¢, d), a cada valor dado a 3 corresponde

um numero &, tal que a desegualdade

|fl, y)—f(c, d)|<?

7

¢ satisfeita pelos valores de « e y respectivamente comprehendidos entre ¢ —e e ¢ +¢ e entre
d—ec e d-e; e por isso, dando a » um valor tio grande que a, e b, fiquem comprehen-
didos entre c—z e ¢+ e a, e by, fiquem comprehendidos entre d —c e d+-¢, a mesma des-
egualdade é satisfeita pelos valores de e y que representam os pontos da drea A,. Logo os
valores correspondentes de f(x, y) estdo comprehendidos entre f(c, d)—70d e f(c, d)-+9, e
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existe portanto (n.° 35) um limite superior L dos valores que f(x, y) toma na drea A, e,
por conseguencia, na drea A,

Para demonstrar que o limite, cuja existencia vimos de mostrar, é um valor da funcefio
f (@, y), notemos que, por ser tambem L o limite superior dos valores que toma f(x, y) na

drea A, temos, para alguns dos valores de « ey representados pelos pontos de A,
f @ y)>L—7,
por mais pequeno que seja o', e portanto
fle, )+3>L—v;

o que d4, fazendo tender ¥ e ¥ para zero, f(c¢, d)=L, visto que f(c, d) ndo pdde ser maior
do que L.

Do mesmo modo se mostra que o limite inferior existe ¢ é um valor da funcgdo.

4.2 Se a funcedo f(x, y) for continua em todos os pontos (x, y) de wma drea fechada A
(incluindo o contorno), a cada valor da Juantidade positiva 8 corresponde wm numero ¢, tal

que a desequaldade
@ y)—f (@ g <3

¢ satisfeita por todos os grupos de valores de (x, y) ¢ de (@, 3}, repiresentados pelos pontos
da drea A, que satisfazem ds condiges (@ — o | <e, |y—y | <z
Divida-se, como na demonstragio do theorema anterior, a 4drea A em quatro 4reas por

1 :
meio das rectas C=— (a—+0), g/=—;« (o' +8"). Vé-se, como no caso das funce¢des d’uma

variavel (n.° 37-4.%), que, se o theorema nio tivesse logar na 4rea A, tambem no teria
logar n'uma pelo menos Ay das dreas em que se dividiu A. Continuando depois, como na
demonstraglo do theorema anterior, podemos formar duas series de numeros (a1, @2, ..., ¢y, -..)
e (bi, bz, ..., by, ...), que tendem para um limite ¢, e duas series de numeros (ay, aa, .. .,
yy. - .) e (by, bay ..., by), que tendem para um limite d, taes que, se o theorema enunciado
nfo fosse verdadeiro para a drea A, nfo o seria tambem para a parte A, da drea A, que
estd comprehendida no rectangulo cujos lados téem as equagles ®=a,, @==0,, y=a,,
Y= by, '

Mas, por ser a funcglo f(x, y) continua no ponto (¢, d), a cada valor de ¥ corresponde

um numero ¢, tal que é

@y —f o D)<,

quando @ e y estlo respectivamente comprehendidos entre c—c e ¢+¢ e entre d—e ¢ d-te.
Logo, dando a » um valor tio grande que a, ¢ b, figuem comprehendidos entre ¢—e¢ e
3 ) n
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7

c+¢e e a, e b, fiquem comprehendidos entre d—e e d4-¢, a desegualdade anterior é satis-
feita por todos os valores de @ e y representados pelos pontos da drea A,, o que d4, sendo
# ey dois valores de @ e y que satisfacam a esta condiglo,

. 1
6 ) —F e <50
D’esta desegualdade e da anterior tira-se a desegualdade

tf(wl7 y)—f @y ; <39,

7

que é satisfeita pelos valores de (z, y) e (¢, 3') que representam pontos da 4rea A,. Logo
o theorema enunciado tem logar na drea A,, e portanto tambem tem logar na drea A.
Do mesmo modo se demonstram os theoremas seguintes:
5.° Se a funcedo f(x, vy, z) for continua para todos os valores de =, y e z representados
¥
pelos pontos de um volume Limitado V (incluindo a superficie que o limita), a funcedo admitte
win limite supertor e um lmite inferior dos valores que toma nos pontos d'este volume, e estes
limites stio valores da funcgdo.
6. Se a funcglo f(m, y, z) for continua em todos os pontos (x, y, z) de um volume limi-
¢ > Y P 5 Yo
tado V (Incluindo a superficie que o limita), a cada valor da quantidade positiva ¥ corresponde

um numero ¢, tal que a desequaldade
@y, ) —fa gy 2) | <D

¢ satisfeita por todos os grupos de valores de (x, y, 2) e (o, ¥, &), representados pelos pontos
<& ly—y|<e 2= <o

do volume considerado, que satisfuzem ds condicdes |x —a

38. Iuncgdes de variaveis tmaginarias.— Se os valores de uma variavel u=X-4-17Y
dependem dos valores de outra variavel z=w41y, diz-se que u é funcedo de z.

A funcglo f (x-+iy) diz-se continua no ponto a-b, se a tuncglo fla-th-+¢ (b4 k)
tende para f (¢ --tb), quando % e & tendem para zero, e isto tem logar qualquer que seja o
modo como A e k tendam para zero; ou, em outros termos (n.° 19), se X e Y sfo funcgdes
continuas de x ¢ y.

D’esta definigho decorre immediatamente que « somma, o producto e o quociente [quando
b (a--1b) ¢ differente de 0} de duas funcgles o (2) ¢ & (2), continuas no ponto a+-ib, é uma
Suncedo de z continua no mesmo ponto. '

Com effeito, pondo

9 (=X +i¥, & () = X +iYy,
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temos as relagdes

¢ @)+ (2)=X+Xi+¢ (Y4 Yy),
@ (2)$ (2) = XXy — YY1+ (XY1 4+ YXy),

(p (z) XX{ —{— YY1 i YX.i —— XY{
= ’

Ve T X+ NEERG

das quaes se tira o theorema enunciado, visto que a parte independente de 7 e o coefficiente
de 7, que entram no segundo membro de cada uma d’estas relagdes, sfo (n.° 38-2.°) funcgdes
continuas de x e y.

Vé-se tambem, como no n.° 36, que, se w==¢ (2) representa uma funcgio continua de z
no ponto a e t =1 (v) uma funcgdo continua de w no ponto B, correspondente a z=ua, a
funcgdo de funcglo ¢ [¢(2)] é continna no ponto 2= a.

11

Funecdes algebricas

40. Seja f(z) uma expressdo analytica dada, dependente da variavel real ou imaginaria
z. Se, para calcular o seu valor, for necessario executar sobre z sémente operagdes algebricas
(isto é, addigBes, subtracgdes, multiplicagdes, elevagles a potencia e extracgles de raiz), em
numero finito, a funcglo diz-se algebrica. As funcgdes que ndo slo algebricas dizem-se trans-
cendentes.

Se a funcglo f (2) for algebrica, mas nfo contiver radicaes que affectem a variavel z, esta
funcgiio diz-se racional; no caso contrario diz-se irracional.

Se a funcglo f (2) for racional, mas nRo contiver z em denominador, esta funcclo diz-se
tnteira; no caso contrario diz-se fraccionaria.

Seja F'(z, u)=0 uma equaglio que determine u, quando z é dado. N'este caso diz-se que
u & uma funcgio de z dada debaixo de férma implicita, ou, em termos mais breves, que u 6
funcglo implicita de z. Resolvendo a equagiio precedente relativamente a u, quando isto
for possivel, obtem-se v em funcgio explicita de z.

Se o primeiro membro da equaglo precedentemente considerada representar uma funcgfio
algebrica de u e 2, isto é, se para calcular ¥ (u, 2), quando w e z sfo dados, for necessario
sémente executar sobre estas variaveis operagles algebricas, em numero finito, diz-se que »
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¢ funccio algebrica implicita de z. Demonstra-se em Algebra, como consequencia de theoria
da eliminaglo, que, n'este caso, a equaglo precedente péde ser sempre reduzida 4 férma

1 U U g w4 L aru - ay=0,

onde m é wn numero inteiro positivo e ay, @i, az, ete. sdo polynomios ordenados segundo as
potencias inteiras e positivas de 2.

N'este logar occupar-nos-hemos sémente das funcgBes racionaes, inteiras e fraccionarias,
para recordar algumas das suas propriedades mais importantes.

41. Consideremos primeiramente as funccBes inteiras, isto é as funceBes da férma

w=F()=Acz" +F Az .. .+ A,

onde n é um numero inteiro positivo e Ag, Ay, ete. sfo constantes reaes ou imaginarias,

I. Mudando z em z-+ 4, temos

fle+h)=Ac(z-+hr+ Ay(e--hyt 4. . Ay Hhy—t - Ay (2R Ay,

ou, desenvolvendo as potencias inteiras do binomio z+ 5 e ordenando o resultado segundo as

potencias de 2,

f(z+k)=A0 At A2 A

A [nAozrt - (n—1) Ay 2724 LAy

1 (=) Ayt (i 1) (n—2) Ar 2]

I R e e e e N

+1—27—Zk¥] [(n) Azt 4 (n— 1) Ay a1 - L]
/AR v

R R e o . .

T Aok,

pondo
(my=nn—1)...(n—k--1), ete.
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Representando os coefficientes de 4, % h2, ~2~1-§ B3, ete. por £ (2), f!' (2), f" (2), ete., vem
a egunaldade ) '

FEAR=F @M @t g f! &) A FOO e £ (2)

que tem o nome-de formula de Taylor.’
As funegBes f' (2), f” (2), ete. s¥o respectivamente do gran n—1, n—2, etc., e a sua
let de formaglo é dada pela férmula seguinte:

SO (&)= () Apz"" - (n— 1) Ayt -, ..

A estas funcgdes ddo-se respectivamente os nomes de derivada de primeira ordem, de
derivada de sequnda ordem, ete. da funcglo f (z).
Da comparaglo da férmula precedente com a correspondente a k—+1

f'(k—{—i) (z) — (n)k—l—l AO gn—k—1 + (n - 1)’»‘4"- A4 gh—k—2 + .
=myn—ky Aoz (n—1) (n—k—1) Ay 22+ ..

tira-se a seguinte regra, para formar ag derivadas successivas de £(2):

Para passar de uma funcelo para a sua derivada ov de wma dertvada para a seguinte,
multiplique-se em cada termo da primeira o ewpoente de z pelo coeffictente e diminua-se o
expoente de uma unidade.

~ Por exemplo, no caso de

flB)=25=32+422-T,
vem |

f (@)= b2t—1254 8,

F7 (2) = 2023 — 36 22+ 8,

.....................

II. A férmula de Taylor mostra que f(z- %) tende para f (z), quando % tende para 0, e
portanto que a funcelo inteira f(2) é continua, qualquer que seja z.

III. A funcelo inteira (z) é o producto de n factores do primeiro graw:
@ FE=A —ay —bf... =0}

onde a, b, ..., I sdo as raizes da equagiio f (z)=0.
K



82

Este theorema importante é uma consequencia do principio fundamental da theoria das
equagdes, que vamos primeiramente demonstrar:

A equagio algebrica f (z) =0 admitte pelo menos uma raiz (1).

Consideremos os valores de z=ax ¢y representados pelos pontos da drea de um circulo,
cujo centro esteja na origem das coordenadas e cujo raio seja um numero R, que vamos
determinar de modo que o limite inferior dos valores que toma |f(z)|, na area considerada,
ndio corresponda a ponto aigum da circumferencia d’este circulo. Para isso, notemos que da
egualdade

Agzn =f(z)—A4 a1l —A,

se tira, suppondo |z|>1,

iAoHZI"E)f(z)fHAaHzl"—‘+~--+1An!<lf(z>!+[¥‘A1i+---+iAnH!zl”*‘,
e portanto
@ > Az | — [T Ar[ 4. . [ Au] ],

e que esta ultima desegualdade faz vér que é | f(2)|>|A,]|, quando

O LAn A A

%] A,

Logo, escolhendo R de tal modo que seja

R>1 R>3Ant+]A”+---+lAn§’
’ [ A

| f () | toma nos pontos da circumferencia considerada um valor maior do que o valor |A, ]|,
que toma no centro.

Posto isto, seja f (x4 7y) =X +7Y. Por ser continua a funcglo considerada, tambem s¥o
continuas as funcgdes X e Y, assim como (n.° 38-2.°) a funcgdo |f ()], que é egual a
V X2+ Y2 Logo |/ (2)| tem um limite inferior, na drea do circulo considerado, e este limite
é um valor da funcgfo (n.° 38-3.°).

Seja pois [ este limite e 2’ o valor de z que d4 |f(2')|=/{. Vamos mostrar que é /=0.

(!) Foi Gauss quem deu as primeiras demonstragdes rigorosas d’este importante theorema. Depois téem
sido dadas muitas outras, como se péde vér em uma noticia que sobre ellas publicou G. Loria no t. 1 da
Rivista di Matematica (Pavia, 1900),
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Se 1 fosse differente de zero, pondo z=2 -k, 2 -k representando um ponto do interior
do circulo considerado, e suppondo que £ (#') é a primeira das quantidades f' (), ' (z), ..
que nfo ¢ nulla, a formula de Taylor daria

h? hn
— fp) (g — ) (o
1.2...p 1 <Z)+'”+1.2..‘.nf (),

fE+h)=Ff )+

ou, representando por « uma quantidade real comprehendida entre O e 1, fazendo

— ? g
h=pVa, B=&/——1.2...p}%§—<’%,

onde daremos o valor real ao radical que entra na expressio de 2 e um qualquer dos seus
valores ao radical que entra na expressio de B, e eliminando % e f? (2') por meio d’estas

equagdes,
SE+h)=f () (1 —a)+ ki,
pondo
ptt »
B g p Bn a?

SRR Ve IO A R RS v A )

Mas, representando por P uma quantidade superior aos modulos dos coefficientes de « na
somma precedente, é

L P2 n p-H1

[)x—}—i‘q{<P<aJT—}—aT +.. .—{—a—l’_><(n—p)PaT.
Logo teriamos

Pt
|FE R <IfE)| (A —a 4 (r—p) Pa?

ou

1
Pl )< | F@&) = al | &) | — (n—p) Pt )

ou ainda, cbrigando «, que j4 estd sujeito a estar comprehendido entre O o 1, a satisfazer 4
desegualdade

i

F) | — (0—p) Pa7 >0,
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dando-lhe por isso um valor assaz pequeno,

R <IFE)

o que é absurdo, visto que |f(z)| é o limite inferior dos valores de | f(z)].

Deve pois ser f(z') =0, que é o que queriamos demonstrar.

E facil de demonstrar agora a férmula (A).

Com effeito, dividindo f(z) por z—# vem um quociente ¢ da férma Ayz"~'--... e um
resto » independente de z, e temos a egualdade

f@&)=gq@E—2)+r,
que, pondo z=2/, dd f(2)=r=20, e portanto

f(2)=q(=z—2).

Temos do mesmo modo
g=¢(z—2"),

¢ representando uma funeglo inteira da férma Ayz"—2-... e 2’ uma raiz de ¢=0; e por-
tanto

fB)=¢ (z—2)(z—2")

Continuando do mesmo modo, até chegar a um quociente constante, obtem-se a férrmula

F@)= Ay e—) e —). . .(z— ),

da qual se tira a férmula (A), suppondo « das quantidades #, 2", ... eguaes a «, § das mesmas
quantidades eguaes a b, ete.

42, Consideremos agora as funcgles ractonaes fraccionarias, isto é as funcedes da
férma:

ay 2" oy 20 - .

u=f)= agzPfap 2?4y

1. Suppondo n>p, péde effectuar-se a divisio do numerador pelo denominador e reduzir
d’este modo « & férma

¢ (2)

u="F(2)-- ) (z)’

onde F(2), v (2) e ¢ (2) sfo funcgdes inteiras, taes que o grau de ¢ (z) é menor do que o de ¢ (z).
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. ~ @z
Consideremos agora a fracgio ¢(2) e supponhamos que, decompondo ¢ (z) em factores, vem

9 (2)

@) =(—a)  E—bF. .. =D

¢ (2)

Neste caso « fracgdo ——— é susceptivel da decomposiciio sequinte :

¢ ()

P (z) _ Ay Ao ] Aa_
B1 BQ BB

R S e YR (z—b)F

e e
Ly Lo Ly

onde os numeradores sdo quantidades constantes (!).
Demonstra-se esta proposi¢io importante do modo seguinte:
Pondo

@)= .. @

e chamando @1 (2) 0 quociente ¢ R o resto da divistio de @ (2) — A, $1(z) por z—a, temos
?(5)— Ay (&) =1 () b= ) + R

e, pondo z=a,

R—¢ (a) — Au i (a).

Determinando pois A, de modo que R seja nullo, pondo para isso

_ ()
Au= 05

(1) A theoria da decomposi¢do das funcgles racionaes em fracgdes simples foi esbocada por Leibnitz, nos
volumes correspondentes a 1702 e 1703 das Acta eruditorum de Leipzig, e por Jodo Bernoulli, no volume cor-
respondénte a 1702 das Mémoires de I! Académie des Sciences de Paris. Euler foi quem primeiro lhe deun uma
forma completa (Introductio in Analysin infinitorum, cap. u). '
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velnl
@ (2) = Aud1(2) +- 51 (2) (z— a),

d’onde se tira, dividindo por ¢ (z),

°@ _ A AN
50 " ap | e )

Do mesmo modo obtemos

01 (2) A 2 (2)
= a4 (2) e —afThi(®)

Continuando do mesmo modo, acha-se finalmente a egualdade

o0)_ Ao Apr ")
O(z) (2 — a)*—1 + + z—a  di(z)

%. ()
$1 (2)

mesmo modo até chegar 4 decomposig?io enunciada.

2@
¢’

Depois applica-se a 0 mesmo processo que se applicon a e countinua-se do

Pelo processo anterior determinam-se as constantes Ay, Ag, etc., By, Bg, ete.; mas,
attendendo 4 importancia d’esta questdo, vamos expor um processo mais simples para esta
determinaggo.

Pondo na egualdade precedente z=a+h, vem

gs(a—}—h _Aa A, cp(,(a—{—h)
R by (ath) T TRt T '+*'+ INCEN N
ou
¢ (et )

= A A b+ . A ha—i ka(?a(a_i_h)
b(atn) T Aet e A T

Este resultado mostra que, para achar A, A, _,, ..., Ay, basta dividir v (a+4) por

¢1 (a+h), tendo o cuidado de ordenar primeuo estes polynomios segundo as potencias cres-
centes de k. Os coeflicientes de A%, R, ..., ha—t no quOCIente s3o as constantes pedidas,
glath)
by (a—l—h)

escusado escrever os termos que contéem potencias de % superiores a a—1, pois que estes

Devemos observar que na formagiio do nuinerador e do denominador de

termos nio inflaem no quociente.
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Do mesmo modo se determinam as outras constantes By, Bz, ... (}).
ExempLO. Decomponhamos por este processo a fracgio

22—3s+bH i
(z— D4 (z—2)2

Pondo n’esta fracglo z= 14, excluindo o primeiro factor do denominador e effectuando

depois a divisio, vem

g(l+h)  3—h--h |
)~ —ii T SRR

logo teremos

Aj=—3, Ag=1, Agm—4, A=

Do mesmo modo, pondo na fracgio considerada z=2-+4% e excluindo o segundo factor
do denominador, vem a egualdade '

¢(2+h)  (@2FRE-3@2+h 5
p@+h - (+HRIRER

cujo segundo membro, aproveitando sé a parte independente de A no numerador e no deno-

. . . . 3
-minador, visto que —2 entra na fracgflo proposta no primeiro grau, se reduz a —-. Logo

temos 2
)
Do mesmo modo se acha Cj=— o
Temos pois
#2—3:+b 1 4 . 1 3
—1)iz—2z z—1 (z—1)? (z—1} (z—1)t
3 5
2 2
Teoe T

(1) Ha outros methodos para determinar as constantes Ay, A,, cte. e ha mesmo férmulas que dio ex-
pressdes analyticas d’estas constantes, Podem ver-se alguns methodos e férmulas no nosso trabalho Sur la
ddeomposition des fractions rationelles, publicado no Jornal de sciencias mathematicas {t. 1 e 1) e no t. 11 das

nossas Obras sobre mathematica.
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Nota, No caso deser a=1, &

Com effeito, da egualdade

YO =E—a)h @),

pondo z=a—-% e desenvolvendo os dois membros pela férmula de Taylor, tira-se a identi-
dade

(@) +hd (a)+.. .=k (a)Fr{ (a)+...],

que, devendo ter logar qualquer que seja o valor de 2, d& ¢/ (a)=oi (@); e portanto temos

A =@ ela)
MONR A0
II. Vejamos agora se a funcglo considerada é ou nfio continua.
.o . . . X W s ¢ .
A primeira parte I'(z) é continua, por ser uma funcglo inteira. A outra parte y EZ; 6 a
: ‘ ?

somma de fracgdes da férma G=a onde & é inteiro; logo ¢ continua (n.° 36 e 39) em
z—a
todos os. pontos, excepto nos pontos z=a, b, ¢, ..., L
Concluiremos pois que toda a funccio racional fraccionaria é continua em qualquer ponto

z, que ndo seja raiz do denominador. Nestes pontos a funcgdo torna-se infinita.

III

Funcedes exponenciaes, logarithmicas e ecirculares

43. As ewponenciaes, os logarithmos e as potencias de expoente irracional sio funcgdes
transcendentes conhecidas desde os Elementos de Algebra; as funcgles circulares sfo conhe-
cidas desde a Trigonometria. S%o as unicas transcendentes estudadas nos Elementos, e o sew
estudo & muito importante, por causa da frequencia com que apparecem nas questdes a que
se applica a Mathematica, e porque serve de preparacdo para o estudo das outras transcen-
dentes de que se occupa a Analyse mathematica. Vamos por isso aqui recordar succintamente
e completar em certos pontos o que a respeito d’estas funcgSes se ensina nos Elementos,
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44. Exponencial de base e expoente real. — Viu-se nos Klementos de Algebra qual é a
significagio de a”® quando a representa um numero racional positivo e # wm numero racional,
positivo ou negativo. Viu-se tambem que n’este caso a cada valor de @ corresponde um valor
positivo para a, e, além d’este, outro valor negativo quando o denominador de « é par.
Considerando s6 os valores positivos, «* é uma funcgio de @, que tem um unico valor para
cada valor racional de w. ‘

Vejamos agora como se define a® quando @ e x sdo irracionaes, suppondo ainda que a é

positivo.
Sejam primeiramente ¢ win numero irracional e & um numero racional, egual a L Neste
» q
caso define-se a? por meio da egualdade
2
al! = &/;l_p;

cujo segundo membro tem uma significagiio conhecida (n.° 3-6.° e n.° 7).

Sejam, em segundo logar, ¢ wm numero positivo qualquer,  um numero irracional, (w,
@2y v oey Ty, -..) 0 grupo de numeros racionaes, inferiores a x, gque entram na definiglo
(n.° 2) d’este numero, ¢ « um numero racional maior do que @. Se é a<C1, os valores posi-
tivos de a " crescem constantemente, quando % augmenta, sem todavia poderem exceder o
numero a%; logo tendem para um limite (n.° 14-1.°), unico qualquer que seja o grupo
de numeros que entrem na definicgio de = (n.° 15-2.°), que se representa pelo sym-

bole a® Se & a <1, os valores positivos de “r decrescem, quando n augmenta, e tendem
para um limite, que se representa tambem por a”.

A funcgdo o, que vimos de definir, chama-se exponencial. Vamos ver algumas proprie-
dades d’esta funccio.

1. O producto de dois valores da exponencial é dado pela férmula
(1) af, af = a*+y,

A demonstraciio que se deu d’este theorema nos Elementos de Algebra é applicavel quando
x e y si0 numeros racionaes e a' ¢ wm numero positivo qualquer.

No caso de @ e y representarem numeros irracionaes, temos, chamando yi, 2, elc. og
numeros racionaes que formam um dos grupos que entram na definicio de g,

@y . O Yn . Y x4y
a ¢ =1lma .limda = lma =a .
N=20 n=—=x N=0

II.  Quando x cresce constantemente desde —0 até oo, a® cresce constantemenie desde
até oo, s¢ é a>1, e decresce constantemente desde % até 0, se é a << 1.
Seja primeiramente a> 1.
L
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Viu-se na Arithmetica que as potencias de expoente inteiro e as raizes dos numeros
maiores do que a unidade sXo tambem maiores do que a unidade; logo, se % representar um
numero racional positivo, é a'>>1. Se % representar um numero irracional positivo e A4, g,
ete. representarem os numeros, menores do que £, que entram na sua defini¢do, temos ainda
a"> 1, por ser ab> ah”> 1.

Em virtuda d’esta desegualdade, a férmula (1} dé4 «**>a%; por onde se v& que a expo-
nencial cresce, quando o expoente cresce.

‘Para demonstrar que a® tende para o, quando @ tende para co, basta notar que, cha-

~mando m o maior inteiro contido em x, temos
a*>a" a"=(1+ra—1)"=1+m(a—1)+...;

por onde se vé& primeiramente que a” tende para oo, quando m tende para o, e depois que
a® tende para oe, quando x tende para co.
Para demonstrar que a® tende para O, quando @ tende para — oo, basta notar que, quando
. . . 1
a ¢ negativo, o denominador de — tende para cc.
@ 1
Para considerar o caso de ser a<(1, basta pdr == e notar que, por ser 6>1, o deno-

: 1 ' ,
minador de — cresce desde O até oo, quando a cresce desde — oo até co.

b

III. Quando x tende para zero,. o tende para a unidade.
Seja primeiramente > 1.
Se @ ¢ positivo, temos, pondo w=-—¢ chamando m o malor inteiro contido em ¢,

4 _ 4
a@—1=at —1 Zam —1,

Mas da desegualdade

<1+“—1>m= 14+a—1- <1;> <a;1>2+. L>a

m
tira-se

! 1
a™ —1< e

m

1
D’esta desegualdade conclue-se que a”—1 tende para zero, quando m tende para o infi-

nito; e da primeira conclue-se depois que a*—1 tende para zero, quando x tende para zero.
Quando @« é negativo, ponha-se x=—1; o que dd a egualdade
av—1

o P
a¥
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da qual se tira ainda o principio enunciado, visto que, quando x tende para O, a¥ tende

para 1.
1

Para demonstrar o theorema, no caso de ser a<(1, basta pdr a=--e notar que, por ser

b>1, ?:T tende para 1, quando « tende para O,

1V. 4 funcglio a® é continua, qualquer que s¢ja .
?

E o que resulta da egualdade
avth — g = a® (ab— 1),

a qual, attendendo a que a* tende para 1, quando % tende para O, mostra que a*t* tende

para a®.
45. Entre as funcgdes exponenciaes tem principal importancia em Analyse a que tem
para base um certo numero, que vamos definir,
A 1\ A
Consideremos a expressio (1-+—) e seja » um numero inteiro.
n

Temos, desenvolvendo este binomio,

A" —1 1 —1)(n—
B

13 1.2.5

1 1 1 1

I — 1 4 —_—
g tyest<Etgteateo

e portanto, sommando os termos da progressio que entra no ultimo membro d’esta desegual-

dade,

(A) <1 +i> <.

n
Por outra parte, a desegualdade

((11———%——71 =(l—apt+A—ap—2-+.. .+ 1<n,

que tem logar quando a<(1, d4

l—ay>1—na,
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e portanto, pondo a=-—-
n

ou

ou

(e)"> (5 = (i)™

Esta desegualdade e a desegualdade (A) mostram que <1 —i——}z—>

cresce indefinidamente

com n e que nfo péde exceder o numero 3; logo tende para um numero determinado, que

se representa pela lettra e, Este resultado coincide com o que se dem
cesso, no n.° 30,

onstrou, por outro pro-

Vamos agora mostrar que a expressio considerada tende ainda para o mesmo numero ¢
o P >

quando » tende para o infinito passando por uma serie qualquer de
irracionaes, positivos ou negativos.

numeros racionaes ou

Seja n positivo e sejam m e m 41 dois numeros inteiros, entre os quaes n estd compre-

hendido. Teremos

e depois

O

ou

14 1 n m
Tmr1

e
A R

>.

O primeiro e o ultimo membro d’esta desegualdade tendem para e, quando m tende para

s , 1\"
o infinito. Logo a expressdo <1 + ~n-> tende tambem para e.



93

Se n é negativo e egual a —m, temos ainda

lim <1 +i>"= lim (1—i> ' lim <—m->
N=00 n M= m M= m "‘—‘1

o) )

m==00

= lim < 1
oo | 1 1

m

Péde-se calcular o valor de ¢, com a approximaciio que se quizer, dando a n os valores
1, 2, 3, ...; adiante sera dado porém outro modo de o calcular, preferivel a este. Vem assim
e=2,718281...

46. [Funcglio ¢*t%, — Seja e o numero que vimos de considerar. A defini¢io de ¢#, no
caso do ser z==x 1y, deve ser tal que se recaia na exponencial de expoente real, quando é
y=0, e que tenha logar o principio fundamental (1). A estas condig¢des satisfaz ¢”+¥, quando
se define pela egualdade, devida a Euler;

(2) T = ¢* (cos y + ¢ sen y).
Com effeito, temos, pondo z=w+1iy, 2 =o'+ iy,

€.¢"=2¢"(cosy+iseny).e¢” (cosy +iseny)
=" [cos (y+ o) Tisen(y +y)]=et".

Adiante definiremos «*, no caso de @ representar um numero positivo differente de e.

I. Da equacio de definigio decorre logo uma propriedade importante da exponencial de
expoente imaginario, a saber: a sua periodicidade. Com effeito, por ser

GHT oo [COS (y + 2kw) 4+ sen (y -+ 27611)]
=¢"(cosy +iseny)=¢,

quando %k ¢ inteiro, conclue-se que a exponencial toma o mesmo valor, cada vez que z angmenta

de 2ir.
Do mesmo modo se vé que a exponencial toma o mesmo valor, com signal contrario, cada

vez que z augmenta de iz,

II. Do que precede resulta tambem que todo o imaginario se péde exprimir debaixo da
forma de exponencial. Com efleito, temos, p sendo 0 modulo e § o argumento de z,

@ -+ 1y =p(cos §+1sen 0)=pei6-
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IIT. Por ser

¥ =¢"(cosk+isenk)

e por ¢, cos k, sen k tenderem respectivamente para 1, 1, 0, quando % e k tendem para 0,
como se viu no n.° 44-1IT a respeito de ¢, e na Trigonometria a respeito de senk e cosk,
vé-se que é

lim et# =1,
by k=0°

Temos porém
e thHi{y+Hh) — gxHiy | gh ik
Logo
Iim extrtifty+h — ex+f?l.
k, k=0

A funcgdo exponencial ¢ é pois continua, qualquer que sgja z.

4%7. Logarithmos reaes. — Consideremos agora a funcglo inversa da exponencial e,

isto é, a funcglio y ligada com x pela equacdo
x = ¢Y,

e supponhamos que ® é uma variavel real, positiva ou negativa.

A y chama-se logarithmo neperiano de x, em honra de Neper (%), o fundador da theoria
dos logarithmos, e, para o representar, emprega-se o signal logw, Tambem se the d4 o nome
de logarithmo natural e o de logarithmo hyperbolico.

L A variavel y é uma funcgdo definida de x, que, quando x varia desde O até «, varia
desde — oo até .
Com effeito, por ser ¢ uma funcglo continua de y, que varia desde O até oo, quando y

(1) Foi Neper, geometra inglez que viveu no seeulo xvii, o prineipal inventor ¢ fundador da theoria dos
logarithmos, 4 qual consagrou duas obras, uma das quaes, intitulada Merifici logarithmoruin canonis descriptio,
foi publicada om 1614, e a outra, intitulada Merifici logarithmorum constructio, foi publicada em 1620, A
base dos logarithmos considerados primeiramente por Neper nfo coincide nem com e nem com 10, mas em
breve reconheceu a vantagem de adoptar como base este ultimo numero. Briggs publicou em 1624 as pri-
meiras taboas de logarithmos de base 10, aos quaes se d4 o nome de logarithmos vulgares. Leibnitz e Jofio
Bernoulli, prineipalmente este ultimo, em um trabalho intitulado Principia calculi exponencialis, publicado no
volume correspondente a 1697 das Acta eruditorum, relacionaram o calculo exponencial com o logarithmico.
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varia desde — oo até oo, se a @ dermos um valor positivo ¢, a y deve corresponder (n.” 37-2.°)
um valor &, tal que ¢ =a, e sé um, visto que a valores deseguaes de y correspondem valores
deseguaes de x. Além d'isso, a @ =0 corresponde (n.° 44-II) y = — oo, a &= oo corresponde
Y=o, e a & >¢' corresponde y>y'. De tudo isto resulta o theorema enunciado. -

II. Se x e @ representarem dois numeros positivos, temos
log (wa) =log x4 log &/,
log%:logm—logm’,
log &™ =mlog x.
As demonstragBes das duas primeiras egualdades e a da terceira, quando m é nm numero
racional, sio bem conhecidas desde os Elementos d’Algebra.

Se m é um numero irracional e my, ma, ..., my, .. s30 os numeros racionaes, inferiores
a m, que entram na sua definigio, temos

my
loge =mlogw,

e portanto

my me log @
z =e )

¢, no limite,

m  mlogx

Logo
log ™ =mlog .
1. 4 funcglo log x é continua, quando a variavel x é positiva e differente de 0. No ponto

0 a funcgio logx é infinita.
Esta proposigiio resulta da egualdade

log (2 + 2)—logx=log <1+—§—> =—z—]0g <1—§—‘0};—>T s

cujo ultimo membro tende (n.° 45) para 0, quando % tende para O.
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IV. Temos, pondo & =a¥ e representando por log, # o logarithmo de » na base a,

logex =y, loge=yloga,
€ portanto

log

logaw— loga

Passa-se pois do logarithmo meperiano de & para o logarithmo de x na base a, dividindo o
logarithmo neperiano de x pelo logarithmo neperianc de a.

48, Logarithmos tmaginarios. — Consideremos agora a funcgllo u determinada pela

equacio
z =",

onde z e u representam quantidades reaes ou imaginarias.

Suppondo

z=2 41y =o0(cos ot isenw), u=o-+1f,
temos a equagdo
. 4 i .
0 (cos o -+ i sen o) = 418 — ¢ {cos f+isen),

que dé

pcosw=e"cos f, psenw=e¢“senf,
d'onde se tira, por serem « e J reaes,

2% — 2, cos w = cos B, sen w = sen §,
ou

a=logp, §=ow-+ 2k,

onde é w<27 e k egual a zero ou a um numero inteiro, positivo ou negativo, qualquer.
Temos pois

() u =log {(z)) = log p 47 (& + 2kx),

empregando, como Cauchy, o signal log (N)) para designar todos os logarithmos de N e'o
signal log N para designar o logarithmo real.
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O valor de p que entra nesta egualdade é dado pela formula
p=-1 Valty,
e o valor de o é dado, sem ambiguidade, por duas quaesquer das férmulas

¥

X

Y

x
® = arcsen -, @ =arccos —, w=arctang

I. Se z for um numero real positivo, é o==0, e vé-se pela formula precedente que o
logarithmo de # tem um valor real, correspondente a =0, ¢ um numero infinito de valores
imaginarios, correspondentes aos outros valores de &, Em todos os outros casos o logarithmo
de 2z tem um nuwmero infinito de valores imaginarios, e nio tem valor real.

Cada uma das expressles que se obtéem para u, dando a %k um valor determinado, é um
ramo da funcgfo log ((2)). Cada ramo é uma funcclio definida de z, a qual no ponto z=0
se torna infinita., Quando z é um numero real positive, a funcglo tem um ramo real e um
numero Infinite de ramos imaginarios; nos outros casos sé tem ramos imaginarios,

II. A egualdade fundamental

log ((2)) -+ log ((+')) = log ((##'))

tem logar para todos os valores do logarithmo, como se péde ver pelo mesmo processo que
no caso das variaveis reaes. Os logarithmos que entram nos dois membros d’esta egualdade
podem todavia corresponder a valores differentes de k.

III. Cada wm dos ramos da funcedo log ((2)) é uma funcglo continua de z, excepto no
ponto z=0,
Com effeito, temos, para cada ramo,

@h2+(y+0?

. 1
1 —_— —_—
log (z+ ki) —log 2 5 log Ty

+1 (arc tang %tl —arctang y >

+h /)

Quando & e I tendem para zero, temos

, (+RhP+(y+0*
h,hzilo log x? -+ y* =0
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e, dando a 2 e [ valores t8o pequenos que x-}7 tenha o signal de « e y--! tenha o
signal de g,
y+1

Jim <arc tang -Y—-- —arc tang —y~>
b, 1=0 8 + 7 ®

. le — hy
= lim arctang !

=0,
B, 1==0 @(@4h)fyly+k)

visto que os dois arcos que entram no primeiro membro d’esta férmula estdo comprehendidos
no mesmo quadrante,
Temos pois

lim log (24 A4 )=logz,
B, 1=0

d’onde se tira o theorema enunciado.

49, Funcedo «*, — Sejam x a a quantidades reaes e seja além d’isso @ positiva. Se a 6

. m ~ . . e ~ .

egual a um numero racional —, a funcclio a® é algebrica; se a ¢ irracional, a funcglo ¢ &
n

transcendente. Em ambos os casos temos a egualdade

2% ¢t log x,

da qual se deduzem as seguintes propriedades do ramo d’esta funcgio correspondente aos
valores reaes de log x:

L. Quando x cresce desde O até oo, x% cresce desde 0 até w, se é a> 0, e decresce desde
o até 0, se é a<CO.

Com effeito, quando « cresce desde O até o, log @ cresce desde — oo até oo, e portanto
e*og* cresce desde 0 até oo, quando é a >0, e decresce desde oo até 0, quando é « <CO0.

II. O producto de dois valores da funcgdo é dado pela férmula

xt. = ()
Temos, com effeito,

. = gtlogx  palogal _ pulog (xx/) — (CBCB,)“.

IIL. A funcgdo x° é continua em qualquer dos pontos considerados, exceptuando o ponto
=0 quando a é negativo. N'este ponto a funcedo torna-se infinita.

Viu-ge, com effeito, no n.° 47 que, quando é 2 >0, a funcglle logx é continua; portanto
tambem é continua (n.° 36-3.%) a funcglo de funcgdo etlosx,
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No ponto =10 a funcglo z¢ é infinita, quando « negativa; quando porém « é positivo,
e*o¢* tende para 0, quando # tende para O, e a funcglo z* & ainda continua.

850. [Funcglo 2% — Estudemos agora a funcglo 2%, onde 2z e a representam quantidades
quaesquer, reaes ou imaginarias, e consideremos tanto os valores reaes como os valores ima-
ginarios da funcglo.

I conhecida desde o n.® 11-IV a significagio de 2% quando @ representa um numero

racional gualquer, e sabe-se que é
2= p¢[cos a (fl + 2kz) - sen a (64 2kx)],

p e O representando o médulo e o argumento de z e & um inteiro qualquer, positivo ou nega-
tivo. No caso de a ser irracional toma-se esta egualdade para definigio de z*. A funcglo

z* goza das propriedades seguintes:

, . m . )
I. Se « é racional e egual a —, a func¢lo 2* tem = ramos (n.° 11-IV), que corres-
Vs

pondem a k=0, 1, 2 n—1. Se a é irracional, a funcglo tem um numero infinito de

ey
ramos. Se z é real e egual a0 numero positivo @, é =0; e 2% tem um ramo real positivo, cor-

respondente a k=0, que foi estudado no numero anterior, e, no caso de « ser uma fracco

. .o,om : . .

irredactivel — de denominador par, tem ainda wm ramo real negative, correspondente a
n

n
k=

II. Por ser (n.°® 46 e 48)
¢ 10g ((2)) — ga[log p (0 4-2%m) ]
=p®[cos a (0 + 2kz) +-isen a (0 -+ 2kz)],

temos a relaglo

20 — gl log ((2)),

ue péde servir para definir 2%, quando a é Imaginario.
3

I11. Das egualdades

tira-se a seguinte:
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Os valores das potencias, que entram nos dois membros d’esta egualdade, podem corres-
ponder a valores differentes de k.

IV. Vé-se, como no caso das variaveis reaes, que cada ramo da funcglo 2% é uma func¢o
continua de z, exceptuando o ponto z=0 quando a parte real de a é negativa.

51. Funcedo a. — A funcglio exponencional a? foi ja estudada no caso de a ser positivo
e z real e no caso de ser ¢ =e¢ e 2 imaginario. No caso geral temos (%)

az=ezloga,
loga representando o ramo de log((a)) correspondente a um valor particular qualquer, dado
a k; e esta egualdade faz ver que é

at, a¥ = a*+¥,
e que a funcglo considerada & continua.

52. Funcgles circulares, — As funcgles circulaves sena e cosw foram estudadas na Tri-

; - Har g ar 3 fane 2
gonometria, onde apparecem como auxiliares para a resolugio dos triangulos (3).

I. As suas propriedades fundamentaes slo, no caso dos arcos reaes, as seguintes:

1.> Sendo a e b dois arcos reaes, temos

sen (@ +b)=senacos b+ cosasend,

cos{a-+b)=cosacosd—senasend.

L o theorema de addigio das funcedes senz e cos .

2% As funcedes sena e cosa slo periodicas, isto é, tomam o mesmo valor cada vez que
0 arco augmenta de 2w. Quando o arco augmenta de =, tomam o mesmo valor absoluto, mas
wudan de signal

3.2 Entre as funcgdes sena e cosa existe a relaglo

senz -+ cos2x=1.

(1) Sobre o caso em que a=1, o qual tem algum interesse, péde ver-se um artigo publicado no tom. i
das nossas Obras sobre Mathematica.

(?) A theoria das razdes trigonometricas fol a principio um capitulo da Geometria elementar. Foram
.Joiio Bernoulli ¢ Euler os fundadores da theorin analytica d'estas quantidades, por meio da gual se reduziu
o culevlo tiigonometrico ao calculo logarithmico e exponencial,
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II. As férmulas do n.® 46:
é*=cosax-Fisenx, e *—=cosx—isenx
dfo as expressdes seguintes das funegBes seno e coseno:

eix+ e—ix ex__ g—ix
B) y SeNX = —— -

o8 &£ == R
21

por meio dos quaes Kuler reduziu o calculo trigonometrico ao calcule exponencial.

III. Estas relagdes levam a introduzir na Analyse os senos e cosenos de arcos imaginarios.
¢
Representam-se, com effeito, pelas notagdes sen(x—-1y) e cos(x-+1dy) as funcedes que resul-

tam de substituir nas férmulas precedentes x por 44y, a saber:

eiz-}-g—iz e~y - gy—ix
cosz = cos (x --ty) = 5 = 3 ’

et g—iz e—ytin _ gy—ix

sen z = sen (-~ i) =

% 2
A primeira d’estas férmulas d4
el (247 —+ et (z47) &'z gz’ - g% g—iZ
cos(z+2)= 5 = 5

_(eiz + e~'iz) (eiz/ + e——iz’) _|_ (eiz — e—iz) (e—iz/ _ e—iz/)
o 4

ou

cos (z-}-2)=coszcosz —senzsenz.
Do mesmo modo a segunda dd
sen (z--2') = sen z cos 7 4+ cos zsen 7.

Vé-se pois que o0s senos e os cosenos de arcos imaginarios gozam da propriedade expressa

pelo theorema de addicdo.
Das férmulas que servem de definigio a senz e cosz tira-se tambem facilmente a egual-

dade

sen®z--cos?z =1,
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1V. Seja k& um numero inteiro positivo. Desenvolvendo a potencia de grau & dos binomios
que entram nos primeiros membros das egualdades
(cos z+ i senz)t = (%) = e = cos kz+ ¢ senkz,
(cosz—isenz)f=coskz—isenkz,

e sommando e subtraindo as egualdades resultarites, membro a membro, obtéem se as fér-
mulas seguintes, dadas por Jodo Bernoulli em 1701 nas Acta eruditorum: '

senkz =15 cosk—i zZsenz — 70_(7»_—1_1‘))_(7;_:@ cosf—3z sendz

E{ik—1)...(k—4)
1.2.3.4.9

E(l—1)
1.2

_l_

costFgendz—. . .,

coskz=costz— cost—2zgen?z

k(k—1)(k—2) (k—3)

k—4 4
: cogb*zgentz—. ..
1.2.3.4

V. Pondo «=0 nas expressdes de senz e cosz, vem

L, e Ter . e —e
cos (ty) = g sen (ty) = — g

As funcgdes — isen (4y) e cos (¢y) téem o nome de seno hyperbolico e de coseno hyperbolico
do g.

VI. Por ser a exponencial uma funcglo continua, qualquer que seja z, e por serem senz
e cosz sommas d’exponenciaes, podemos enunciar o theorema seguinte:

As funcgBes sen z e cosz sdo continuas, qualquer que segja z.

VII. A funcgfio senz é nulla nos pontos que satisfazem 4 equagio

et g—it — O’

ou
e (cosx+ T sen &) — e (cos & — i senx) = 0,

ou
cosx(eV—e¥)+isenx(er 4 e) =0,
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que, por ser a expressio ¢ - ¢/ sempre positiva, dd sen =0, e =¢”, e portanto y =0,
=0, £x, +2z, +3x%, ...
Vé-se pois que a funcglo senz s6 é nulla nas pontos z=0, £ =, =21, £ 3%, ...

1 3
Do mesmo modo se vé& que a funcgdo cosz s é nulla nos pontos z=i—2~ T, i—2—-1t,
b
+ g

VIII. A tangente de z, a cotangente de z, etc, slio, quer z seja real quer seja imaginario,

definidas pelas relagBes

sen cos z
tang 2 = ~——, cotangz = ——, etc.,
cos 2 sen z

e vé-se que a primeira é continua, excepto nos pontos que satisfazem & condigdo cosz=0,
que a segunda & continua, excepto nos pontos que satisfazem 4 condigio senz=0, ete.

33. JFuncgles circulares tnversas. — Suppondo que na relagfio

el + g—i
——— = C08 U =&
2

se conhece cosu, isto &, z, podemos achar wu, isto &, arc cos s,
A equagdio precedente dd, com effeito,

e‘?iu — 9z eiu _{_ 1 = O’
logo serd
dt—pt V221,

d’onde se deduz

1

7

log (s % V1)),

U= are co8z=

onde se deve substituir o logarithmo neperiano pela sua expressio achado no n.° 48.

Esta férmula dd todos og valores do arccosz e mostra que esta funcglio tem um numero
infinito de ramos (n.° 48).

Baseando-se em que toda a funcglo de outra funcglo continua é tambem continna ¢ em
que nflo existe valor algum de z que annulle z4 V22 —1, vé-se que os ramos da funcgRo
arccosz sio funceles continuas de 2, qualquer que seja 2.
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Do mesmo modo se acham as férmulas

arc senz =

% log (2 V1—22)),

ctangz =g (75) )
arc angz—% 0g m

Cada uma das funcgBes proecedentes tem um numero infinito de ramos, Os ramos da pri-

meira sfo funcgdes continuas de z, qualquer que seja z; os da segunda slo funcedes conti-
nuas de z, excepto nos pontos ¢ e —¢ onde se tornam infinitos.

A descoberta da ultima férmula, feita por Jo%o Bernoulli, foi o primeiro passo para a
reducgdo do caleulo trigonometrico ao calculo logarithmico e exponencial.



CALCULO DIFFERENCIAL

CAPITULO 1

Nog¢des preliminares

Noc¢do de infinitamente pequeno e de derivada

54. Chama-se quantidade infinitamente pequena toda a quantidade variavel que tende
para o limite zero.

Sejam « uma quantidade infinitamente pequena e 8 uma quantidade ligada com « de tal
modo que, quando « tende para o limite zero, B tenda tambem para este limite. Se, n’este

caso, B tende tambem para zero, diz-se que f é infinitamente pequeno de ordem superior an rela-
an \

tivamente a o. Se porém — tende para um limite determinado A, differente de zero, diz-se
a

ue B & tnfinttamente pequeno de ordem n relaitvamente a «. N'este ultimo caso podemos escrever
p ,

—B—=A—l—e,

o

onde a quantidade ¢ ¢ infinitamente pequena ao mesmo tempo que a.
D’esta definiglo resultam immediatamente as consequenciag seguintes:
1." Se duas quantidades infinitamente pequenas § ¢ §' forem respectivamente da ordem n e
m relativamente @ a, o seu producto serd da ordem n-m e o sew quociente da ordem n—m.
N
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Com effeito, das equagBes de definigfo

B==a"(A-te), B =a"(B-+¢)
deduz-se

. Bp . B A
th=AB’ lim T o = B

2.° Se uma quantidade infinitamente pequena §' for da ordem m relativamente a B, ¢ esta
da ordem n relativamente a «, a primeira serd da ordem n ><m relativamente a u.

Com effeito, das equagdes de definigio
pr=pr(Ate), B=a(B+e)
deduz-se

lim = AB™.

amn

ExenrrLo 1. — Quando um arco é infinitamente pequeno, o seu seno é um infinitamente
pequeno de primeira ordem relativamente ao arco. Com effeito, sabe-se pela Trigonometria
sen @

tende para a unidade, quande x tende para o limite zero.

que

Exempro 2.°— No triangulo rectangulo ABC a differenga entre a hypothenusa BC e o
catheto AC é infinitamente pequena de segunda ordem relativamente ao angulo BCA.
Com effeito, chamando « o angulo BCA, temos

CB-—AC=CB(1—cosa)=20B sengéa,

e portanto, fazendo tender « para zero,

CD sen? —;— «
hm—m-i———=—-CB.

ES
26(

Deu-ge no n.° 36 a defini¢io de continuidade das funcgldes. A este respeito observaremos

CB—AC 1

lm——— = —
o2 2

aqui que, empregando a linguagem infinitesimal, se péde dizer que f(x) é uma funcedo continua
de ®, no ponto a, quando a differenga f(a--h)— f(a) é infinitamente pequena ao mesmo tempo -
que h.

55. Seja f(») uma funcglo da variavel real x, definida na visinhanca de cada ponto. Se,
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quando % tende para zero, a fracgiio

" feth=f@)

tende para um limite determinado f'(x), qualquer que seja a serie dos valores successivos
pelos quaes passa h, quando tende para zero, a este limite dd-se o nome de derfvada da
funcgfio f (%) no ponto «.

Se em alguns pontos a fracglo (1) tende para o infinito, diz-se que a derivada é infinite
n’estes pontos e finita nos outros.

Se em alguns pontos a mesma fracglo nflo tende para um limite determinado, a funcc¢fo
n’estes pontos nfo tem derivada. No que segue, quando dissermos que uma funcgfo tem de-
rivada sem especificar os pontos em que isto tem logar, deve entender-se que a func¢lo tem
derivada em todos os pontos em gue é determinada,

B facil de ver que, no caso de f(x) ser uma funcglo algebrica inteira, a defini¢io de de-
rivada que vimos de dar, concorda com a definicio dada na Introduccdo (n.° 41-I).

Com effeito, a férmula de Taylor dd n’este caso

pu—t

Ll B)— h
FEENZTE) ey iy @) e o £ ()

e portanto

lim L&A /@) ’2 —I®_ (.

Da defini¢io de derivada deduz-se immediatamente o seguinte prineipio:
Toda a funcelo que tem derivada, é continua nos pontos em que a derivada ndo é infinita.
Com effcito, da egualdade

lim L@ TR = ’2 —8_ )

deduz-se

TELRIE _paye,

representando por ¢ uma quantidade infinitamente pequena com A.
Temos pois a egualdade

Jeth—f@=nr[f @)+,

a qual mostra que a differenga f(x + k) —f(2) ¢ infinitamente pequena ao mesmo tempo que
h, quando a funcglo f' (x) é finita.

*
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Por muito tempo se julgou que toda a funccfio continua em um intervallo dado tinbha nos
pontos d’este intervallo, exceptuando um numero limitado d’elles, uma derivada finita. Hoje
sabe-se que isto é falso e conhecem-se muitas funcgﬁeé, continuas em todos os pontos.de um
intervallo, que nRo admittem derivada em ponto algum d’este intervallo. Adiante serd dado
um exemplo notavel d’estas funcgBes singulares, As funcgles consideradas na Introducgdo
téem todas derivada. Veremos isso adiante, assim como veremos que o ramo da Analyse que
vamos estudar, da origem a um numero infinito de novas funcgdes que satisfazem 4 mesma
condigo.

56, Consideramos no paragrapho anterior a derivada como limite da razfo das quanti-
dades infinitamente pequenas f(x-+A)—f(x) e k. Introduzindo a noglo de differencial, pdde
exprimir-se a derivada pela razlo de dois infinitamente pequenos, como vamos ver.

Temos

fet+h—f@)=rlf @+,

onde ¢ representa uma quantidade infinitamente pequena com k. A differenca f (x4 —f ()
compde-se pois de duas parcellas infinitamente pequenas, a primeira proporcional a 2 e a
ségunda infinitamente pequena relativamente 4 primeira. A parcella proporcional a-k chama-se
differencial da funcclo f(x) e representa-se por df (x) ou por dy [pondo y—f(x)]. Para con-
formidade de notaglio, representa-se por da o infinitamento pequeno arbitrario &. Temos

pois
dy = f" () de,

onde dx é o augmento arbitrario da variavel independente x ¢ dy é a parte proporcional a dx
do augmento correspondente da funccio f(x). A derivada f'(x) é o quociente de dy por dx.
Das duas egualdades precedentes tira-se a relagio

lim M@ =1
h=0 d:‘/

entre o augmento da funcglo f(w) e a sua differencial,

57. Em todo este livro empregaremos, para representar as derivadas, umas vezes a
d .
notaclo y' ou f'(x) (notacio de Lagrange), outras vezes a notaglo —(% (notaglo de Leibnitz).

A funcglo f' (x) péde ter tambem uma derivada, que se representa por f (x), etc. Estas
derivadas f" (x), ' (x), etc. téem respectivamente os nomes de derivada de sequnda ordem,
de terceira ordem, etc. da fancgo f(x). Podem tambem ser representadas pelas notagBes
dy d%

a2 dd? etc., por motivo que adiante veremos.
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Foi por consideragdes gecmetricas que se chegou 4 noglo importante de derivada. Vamos
por isso entrar por um pouco no campo da (Greometria, para se poder ver a crigem d’esta
nogdo e apreciar assim a sua importancia.

II

Methodo dos limites. Methodo infinitesimal. Origem do calculo infinitesimal

58. Dé-se, como se sabe, 0 nome de methodo dos limites ao modo de determinar quan-
tidades, considerando-as como limites d’outras quantidades conhecidas. Viu-se j4 na Geomeiria
Elementar a importancia consideravel d’este methodo, por meio do qual se resolveram certas
questdes relativas ao circulo, ao cylindro, ao céne e 4 esphera. Aqui vamos fazer ainda duas
applicagdes, importantes para o nosso fim.

I. Consideremos uma recta MM', que corte uma curva em dois pontos, e supponhamos
que, quando.o segundo ponto M’ tende para o limite M (!), a recta tende para um limite MT",
e que este limite é unico, qualquer que seja a serie de pontos pelos quaes passe M', quando
se approxima de M. A esta recta M'TY chama-se tangente 4 curva no ponto M.

Se forem y = f(x) a equagio da curva, referida a eixos rectangulares, (x, y) e (x -+ h, y4-k)
as coordenadas dos pontos M e M/, 6 e « as inclinagdes T'"ML e M’ML da tangente e da se-
cante sobre o eixo das abscissas, a resolugfo do triangulo rectangulo LMM' dara a egualdade

WLk _ flath)—f)

tang o == WL =

N h

por meio da qual se determina a inclinagiio da secante sobre o eixo das abscissas, substituindo

B — .
f*(f——‘%-ﬂ@ pelo seu valor, tirado da equag®o da curva.

Mas, quando o ponto M’ tende para M, A tende para zero; logo temos a egualdade

flaAh—f@

.k
tang 6 = hmT = lim 5

(1) Diz-se que uma recta fixa é o limite para que tende uma recta variavel, se o angulo das duas rectas
tende para zero; e que um ponto fixo é o limite para que tende um ponto variavel, se a distancia dos dois
pontos tende para zero. '



fle+h)—f(@)

% pelo

por meio da qual se determina a direcgio § da tangente, substituindo lim

seu valor, tirado da equaclio da curva,

T
/ %/
p
4’/
M L
P
0T P P X

No caso, por exemplo, de ser y= VR2—a?, ou #®+¢?=R?, teremos, mudando z em
x-t-heyemytk,

a? + 2wh 4 h2 442+ 29k - k2 =R2,

ou
QCy+k) k4 (e R)h=0,

e portanto

.k . 2w+h x
tang § = lim — =—Iim
)

; 2tk y

Temos assim o coefficiente angular da tangente 4 circumferencia 1o ponto (&, ¥).

Foi Descartes quem primeiro considerou as tangentes como limite das posi¢des das se-
cantes, e foi tambem este grande geometra quem deu pela primeira vez um methodo geral
para as achar, o qual foi publicado em 1637 na sua celehre Geometria. Outros methodos
foram depois empregados, para resolver a mesma questio, por Fermat, Roberval, Sluse, etc.
O methodo de tangentes que vimos de expdr, é o de Fermat, com a férma simples que lhe deu
Barrow nas suas Lectiones geometricae, publicadas em 1679,

’

II. O segmento plano AMPK, comprehendido entre umma curva AM, cuja equaglo é
y=f(x), f(«) representando uma funcgdo continua, o eixo das abscissas e duas ordenadas
AK e MP, correspondentes &s abscissas «, e X, péde ser decomposto n'outros por meio de



rectas parallelas ao eixo das ordenadas, que passemn por n—1 pontos, comprehendidos entre
K e P, cujas abscissas representaremos por @y, @z, ..., .

Y
GZEF/

0 J ARSI PI T X

O segmento ABLK est4 comprehendido entre dois rectangulos cuja base é KL, cujas
alturas sfo eguaes a AK e DK, e cujas 4reas sfo portanto eguaes a At f(z;) e b f(21),
representando o comprimento de KL; o segmento BCSL estd comprehendido entre os rectan-
gulos BHSL ¢ ECSL, cujas dreas sfo eguaes a haf(xy) e hg f{wq), ha representando o com-
primento de LS; ete. Liogo o segmento considerado AMPK estd comprehendido entre dois
segmentos planos, cujas dreas sfo eguaes a

(A) 721 f(&l?o) +722f<a:1) +. . ._f,_ ]lnf(wn—i)
e
®) hu f (@) - b F ) oo B £(X),

Posto isto, chama-se drea do segmento considerado o limite para que tendem estas sommas,
quando as quantidades kg, ha, A3, ..., &, tendem todas para zero. Admittimos por agora,
como postulado, que as sommas precedentes tendem para um limite commum, e que este
limite tem um valor unico, qualquer que seja o modo como se fagcam as divisdes successivas
de KP em partes cada vez menores (questiio de que adiante nos occuparemos),

A consideragfio das dreas planas como limites de sommas de outras dreas infinitamente
pequenas, que podem ser rectangulares, como precedentemente se suppoz, ou ter outras
férmas, estd contida implicitamente na demonstraglo por ewaustio, dada por Archimedes, o
maior geometra da antiguidade, da expressiic da drea da espiral conhecida pelo seu nome.
No seculo Xv11 foi este modo de considerar as referidas dreas explicitamente empregado, com
o nome de methodn dos indivisiveis, por alguns dos mais eminentes geometras d’esse tempo,
como Cavalieri e Torricelli, na Italia, Huygens, na Hollanda, Pascal, Fermat ¢ Roberval, na
Franga, Wallis, na Inglaterra, G. de Saint-Vincent e Sluse, na Belgica, etc., os quaes obti-
veram assim o valor das dreas limitadas por algumas curvas importantes.

ExemMprLo 1.° - Se a curva dada for a parabola de ordem m, cuja equagdo é y=ax™, m



presentando um numero inteiro positivo, e se quizermos achar a 4rea do segmento plano
limitado por esta curva, pelo eixo das abscissas e pela ordenada correspondente 4 abscissa X,
temos, dando a Ay, kg, ..., h, um mesmo valor %, ¢ portanto a a, xi1, x2, ..., X os valores
wyg=0, w1 =h, g =2h, ..., X=mnh, e considerando-se S como limite da somma (B),

S = lim @k (17 - 20 1 n |  fopm),
h=0
1m + Om _}_. . + nm )

—_ m—+1 |y
= aX™ ! lim g ?

mas, em virtude de um theorema d’Algebra, do qual se dard adiante uma demonstragio,

temos
i 1420wt 1
m ) T m +1 3
logo
. Xm+-1
S=ao 1

Este resultado fol descoberto por Cavalieri, e depois por Fermat e Wallis. O caso par-
ticular de ser m=2 tinha sido considerado na antiguidade por Archimedes.
Se a curva dada for representada pela equagio

y=aytag ...+ a,x",
acha-se do mesmo modo, suppondo que a ordenada y & positiva no intervallo de x =0 a =X
5 Supp q yep y

X2 Xomt-4
S= (10X—}~a17—i—. . ."}—‘amm

Este resultado suggerin a Wallis a ideia de empregar as series para o calculo approxi-
mado das dreas planas, representando primeiramente as ordenadas da curva por uma serie
ordenada segundo as potencias das abscissas, e levou assim Newton e outros geometras da
mesma epocha a procurarem, como ja dissemos, a representagio por series das principaes
funcgBes conhecidas n’esse tempo. ,

Obtem-se, como é facil de ver, o mesmo resultado, considerando S como limite da
somma (A).

ExempLo 2.° — Consideremos agora a hyperbole cuja equacio é xy = a?, ¢ procuremos
o valor da 4rea S, limitada por esta curva, pelo eixo das abscissas e por duas parallelas ao
eixo das ordenadas, tiradas pelos pontos cujas abscissas slo eguaes a x;, e X.
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Pondo, como Fermat,

wi=wxy(1+2), ma=wy (L +e)?, ..., xy_g=ay (1 +ay—t,
¢ sendo uma quantidade tal que
(C) Ly (l+€)"—~=X,
o que da
hy=cxy, ha=(1+4¢c)eay, ..., hy=(1-+ertex,,
e, considerando S como limite da somma (A), temos

S=a? lim ne.
N=—x

Péde-se ver agora, ou por meis da theoria arithmetica dos logarithmos, como os geome-
tras que primeiro estudaram esta questo, ou por meio da sua theoria algebrica, que vamos
empregar, que S é exprimivel por um logarithmo,

Com effeito, a equaclio (C) mostra que ¢ tende para 0, quando % tende para o, e dd

_log X —loga,

log(1-¢)
1
portanto temos, pondo e=—
S=a?log X lim ﬁ;ﬁ =a?log ES lim ——l—a—,
Ly =0 10% (1 BE 3) 20 p=co \ Lym
log 14,"75

ou, tomando para base dos logarithmos considerados o numero e, definido no n.° 45,

X

S =allog —-

To

Este resultado explica o motivo porque a determinacio da 4rea da hyperbole levou a con-

siderar os logarithmos de base ¢, e o motivo porque a estes logarithmos se deu a designagio
de hyperbolicos (1).

(! Foi G. de Saint-Vincent quem primeiro se occupou da determinagdo da drea da hyperbole e foram
os resultados a que chegou, que levaram diversos geometras a descobrir a expressfio d'esta drca por loga-
rithmos.

0]
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HI. Representemos por S e % as dreas de AKPM e MPTE e por X e % os segmentos
OP e PT. A drea 0 estd evidentemente comprehendida entre as 4reas dos rectangulos MPTF
e GPTE, e temos portanto a desegualdade

hf(X) <3<hf(X+h),

que, por tender f(X -+ %) para f(X), quando % tende para 0, d4
I} b _ X
m T—f( )7

ou, por ser 3 o augwmento da drea S correspondente ao augmento i de X,

as
% =T X).

Esta expressio da derivada da drea S relativamente a X foi descoberta por Newton e
Leibnitz.

39. O methodo dos limites, quando se determinam as quantidades considerando-as como
limites de razBes ou limites de sommas de quantidades infinitamente pequenas, toma o nome
de methodo infinitesimal. Os dois principios seguintes facilitam a applicagiio do methodo infini-

tesimal a muitas questdes: )
. .o . P .  ps
1.° Se se quizer achar o limite para que fende a razdo — de duas quantidades infinitu-
o

mente pequenas o e a, e s¢ as quantidades infinitamente pequenas B e B estiverem ligadas com

o' e a de modo que seja
al

B/

. . a
lim - =1, lnu?= 1,
i

podemos substituir o por §' e « por B, e temos

7 t
. .
lim — ==lim —B—
@ .

p

Com effeito, temos por hypothese
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onde ¢ e ¢ sio quantidades infinitamente pequenas ao mesmo tempo que & e «. Logo serd

o _ B+

« Bl+e’

e portanto

! I
. .
Hm — =lim =
«

p

2.° Se as quantidades a, o, ..., a tenderem para zero, quando n tende para o infinito,
e se quizer achar o limite para que tende w'este caso a somma d’estas quantidades, e se as quan-

tidades positivas 8, B/, ..., B estiverem ligadas com «, &/, &, etc. de tal modo que s¢ja

17

. @ L@ :
fim — =1, lim =1, lim —-==1, ete.,

aV
=20 H==00 ‘ﬁr n=w |
podemos substituir o por B, & por §', etc., e vem
m (e 4o 4. . . o) =lim B+ 4. ..+ pM).

Jom effeito, temos

!
-O-L—=1+s z

ol ,
g ’F:1+E,’W=1+EI7 ete.,

© portanto

ddol b b a =B . 3 e Bl L B0 e,

Mas, suppondo que ¢ é aquella das quantidades infinitamente pequenas ¢, €, ¢’, ete. que
tem maior valor absoluto, temos (n.° 11-I} a desegualdade

[Be+Be . B[ Z (BB . B,
que, quando B+ B'-... tende para um limite determinado e ¢ tende para zero, dd

lim (Be +B'e’ .. .+ 30 s(”))%O.
Logo é
lim (@+o/+.. )=lim @+ -+ ..).

O primeiro dos principios precedentes tem applicaglo nas questdes da natuveza do problema I
do paragrapho precedente, em que uma quantidade é determinada pelo limite da razdo de dois

*
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infinitamente pequenos, O segundo tem applicaglo nas questdes da natureza do problema II do
mesmo paragrapho, em que uma quantidade é determinada pelo limite de uma somma de
infinitamente pequenos. Im virtude d’estes principios podemos substituir os infinitamente
pequenos que entrem n’uma questio, por outros que a simplifiquem. '

66, DPara applicar o methodo infinitesimal 43 questdes da natureza do problema I do
n.° 58, & necessario procurar, para as diversas funcgdes, o limite para que tende ‘w,
quando % tende para 0. Somos assim levados pela questio importante da determinaciio das
tangentes 4s curvas a cousiderar o problema de calculo que tem por fim achar as derivadas
dus funcgdes. Este problema é o objecto do Caleulo differencial.

Em segundo logar, para applicar o methodo infinitesimal 4s questBes da natureza do
problema II do n.° B8, é necessario procurar, para as diversas funcgdes, o limite para que
tendem as sommas (A) ou (B), quando Ay, fha, ..., &k, tendem para zero. Somos assim levados
a outro problema de Analyse: determina» o funcelo que é o limite das sommas conside-
radas.

Vimos no n.” 58-11I que, se a funcelo f(x) é continua, o limite para que tende 8, quando
& tende para zero, é uma funcglo de X, cuja derivada ¢ egual a f(X). O estudo da questlo
anterior leva pois a considerar o problema que tem por fim achar as funcedes, quando se conhe-
cem as suas respectivas derivadas. Este problema é o objecto do Caleculo integral.

O Caleulo differencial e o Caleulo integral constituem a Analyse infinitesimal, cuja des-
coberta & devida a Newton e a Leibnitz. A determinagio das tangentes 4s curvas e a quadra-
tura das areas planas foram as duas questdes que principalmente levaram estes dois celebres
geometras a esta grande descoberta.

InvestigagBes historicas, que aqui nfo podemos indicar (*), levaram 4 conciusfio de que
Newton inventou a Analyse tnfinitesimal antes de 1666; todavia este grande homem, que
junctava ao mais sublime dos genios a mais extraordinaria modestia, s6 tarde, cedendo a
instancias dos amigos, se resolveu a publica-la. Ista publicacio fol feita pela primeira vez
em 1687 na sua obra immortal: Principia mathematica philosoplhiae naturalis, o monumento
mais grandioso da sciencia humana, depois em um appendice & sua Optica, publicado em 1704,
intitulado De quadratura curvarum, mais tarde, em 1711, na obra Analysis per series, fluctio-
nes ete., e finalmente, com 1inalor desenvolvimento, em um trabalho intitalado Methodus
Sluztonum et serterum etc., o qual appareceu em 1736, depois da sua morte. Antes da pri-
meira publicaglo da descoberta de Newton, fol a Analyse infinitesimal reinventada por Leibnitz,
que publicou a sua descoberta em um artigo celebre, impresso em 1684 nas Acta eruditorum,
o qual tem por titulo Nova methodus pro maximis et minibus. .. et singulare pro illis caleuli

genus.

(!) Para um estudo desenvolvido da historia da fundaclo da Analyse infinitesimal consulte-se a obra
magistral de M. Cantor intitulada Vorlesungen iber Geschichie der Mallematik.
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O methodo empregado pelos dois grandes geometras para tratar a questio é identico na
sua essencia, mas differente na férma, mais geometrica e rigorosa na exposiclo de Newton,
mais subjectiva na exposicdo de Leibnitz.

O novo ramo da Analyse a que a descoberta de Newton e Leibnitz deu origem, foi im-
mediatamente cultivado pelos dois irm&os Jofio Bernoulli ¢ Jacob Bernoulli, e depois por Euler
e Lagrange, os dois maiores geometras do seu tempo, os quaes completaram a sua fundag®o.
Outros analystas eminentes continuaram depois a obra que os grandes geometras que vimos
de mencionar iniciaram, desenvolvendo e completando uns capitulos, junctando outros, trans-
formando alguns em novos ramos, aperfeicoando as condigdes para a applicagiio de alguns
theoremas primitivamente enunciados de um modo vago, descobrindo novas applicagBes, etc.,
como se verda em diversos logares d’esta obra. '

As primeiras obras em que a Analyse infinitesimal foi systematicamente exposta, foram
o Traité des infiniments petits de L'Hospital, publicada em 1696, fructo das ligBes que a este
geometra deu Joflo Bernoulli, a continuaglo d’aquelle tratado por este ultimo, e o Treatrise
on Fluxions de Maclaurin, publicado em 1742, A estes primeiros ensalos seguiram-se as Insti-
tutiones calculi differencialis e as Institutiones calculi integralis de Euler, publicadas no inter-
vallo de 17565 a 1770, onde aquella analyse foi apresentada pela primeira vez debaixo de

férma completa.






CAPITULO I1

Derivadas de primeira ordem
das funccdes reaes de variaveis reaes

Theoremas geraes

61. 1. Seja y uma funcglo de @ definida pela egualdade
y=or1(@)Te(@) L. .. T (®),

e procuremos a derivada d’esta func¢lo relativamente a «, suppondo que ¢ (2), 92 (%), ete.
admittem derivadas finitas no ponto .

Mudando « em @+ A e chamando %, Iy, &, ..., I, os augmentos correspondentes de 7,
oy (), 2 (), ete., teremos

E=hLtlht...+1,
d’onde se deduz, quando & tende para zero,

limﬁ=limf‘_inm—+...

h h

ou

Y =1 (@) T o3 (@) To .. T, (%)

Logo a derivada de uma somma algebrica de funcgBes é equal d somma algebrica das de-
rivadas das parcellas.



IT. Procuremos a derivada do producto
y=5 @ 9@

de duas funcgles dadas, que admittam derivadas finitas no ponto .
Mudando @ em «-+% e chamando %, /1, l» os augmentos correspondentes de y, @1 (x) €

% (@), vem |
Y o= 1 (o ) (- By = [0 () ) [ (2) - ).
Temos pois
k=10 (x)+lao (@) -+,
e portanto, quando 2 tende para zero,

_k . . b
lim 5 = () lim 7 ~+¢1 () lim 3

ou

Y =) () 02 (z) + 03 () ¢1 ().

Do mesmo modo se v& que a derivada do producto
Y= ()92 (@) . .ou (@)
¢ dada pela férmula

/

Y=0@9@. . gu@+o@ea@.. g@t. o @e@. . o@);

-S

e portanto a derivada de um producto de funcedes é egual & somma dos productos que se obtéem
multiplicando « derivada de cada factor pelo producto de todos os outros.

III. A derivada do quociente das mesmas funcgdes

NG

a2 ()

obtem-se egualando os limites para que tendem os dois membros da identidade

Jple D —e @
h

o gx)J _ 1 [,102 (o
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quando % tende para zero, o que dd

_ (@) e w)— o1 (z) ¢ (@)

= (2 () 2

Logo a derivada de uma fracclio é equal ao quociente que se obtem dividindo pelo guadrado
do sew denominador a differenga entre os productos da derivada do numerador pelo denomi-

nador ¢ da dertvada do denominador pelo numerador.

IV. Seja y uma funcgdo de funcgdo de  determinada pelas equacdes

y=J (), u=29),

e procuremos a derivada de y relativamente a a, suppondo que o (x) admitte uma derivada
finita no ponto @, e que f(u) admitte wna derivada finita no ponto u correspondente. Cha-
mando ! e k os augmentos de u e de g, correspondentes ac augmento £ de a, temos (n.° 56)

k=t —fe) =1 {2 e},

l=<p(oc+h)¥9(ac)=7z <%—-+E'>a

onde e e ¢ representam quantidades infinitamente pequenas com %; e portanto

E [dy > <du‘ ,>
7= e (e
Egualando agora os limites para que tendem os dois membros d’esta identidade, quando
h tende para O, vem

dy . dy du

dz ~ du dx

Temos pois o theorema seguinte:
Se y-é funcgio de w ¢ u é funcglio de x, a derivada de y relativamente a x é equal ao pro-
ducto da derivada de y relativamente a w pela derivada de w relativamente a x.

V. Se resolvermos relativamente a « a equagio y=f(x), vem uma equacio da férma
x=¢(y), e 4 funcglo ¢ (y) chama-se funcedo inversa de f(x).

Supponhamos que as funcedes f(x) e ¢ (y) téem um unico valor para cada valor de x e
de y, que a funcglo f(x) é continna e que a funcglo ¢ (y) admitte uma derivada finita no

P
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ponto y. Chamando % o augmento infinitamente pequeno de y, correspondente ao augmento

infinitamente pequeno % de @, temos
h=g¢(y+k)—¢(y)=k[¢ (y) +al,

onde a representa wma quantidade infinitamente pequena com %, e portanto com #.

Logo

f%a:):limﬁ———limv—lw——: :

2 iyt 1 f®)]

Logo a derivada de uma funcclo é equal & unidade dividida pela derivada da sua funcelo

inversa.

11

Derivadas das funecdes explicitas algebrieas, logarithmicas, eireulares, ete.

62, Vamos agora procurar as derivadas das funcgles explicitas reaes consileradas na
Algebra e na Trigonometria.

Todas estas funcgdes sfio constituidas por funcgles simples, chamando funcgdes simples
aquellas em que a variavel entra affectada de um 6 dos signaes usados para indicar as com-
binagdes analyticas. Por meio dos theoremas demonstrados no n.® 61, pdde-se formar a deri-
vada de qualquer funcgdo, quando se conhecem as derivadas das funceBes simples, e vamos
porisso procurar estas derivadas.

As funcgdes simples sfo as seguintes: o+, bz, o, ¢, log x, senx, cosw, tangx, cotw,
Sec®, cosec®, alcsen®, arccos®y, arctang, arc cotz, arcseca, arc cosec .

Nem todas estas func¢les slo independentes, e bastaria portanto procurar as derivadas

das funcgdes

a4 x, ax, €, senwx,
de que as outras dependem. Em todo o caso serfio aqui todas consideradas, para termos
regras que permittam escrever immediatamente as suas derivadas, attendendo 4 frequencia

¢om que apparecem na Analyse.

1) A derivada da funcglio y=a+a é

k&\
f
H-
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2) A derivada de y =10« é

y=0.
A derivada da funcglo de funcgio
y=a ~+bu,

onde w representa uma funcelo de w, é (0. 61-1V) y'=10u'; e vé-se portanto: 1." que «
derivada do producto de wma constante por uma funcgio ¢ egual ao producto da constante
pela dertvada da funcglo; 2.° que as constantes podem ser consideradas como funcgbes cuja

dertvada é nulla.

3) No caso da funcglio y==¢*, onde ¢ representa o numero definido no n.° 4, temos

Mas, como ¢ tende para o limite 1, quando % tende para zero, podemos pdr
1
eh=1+4-"
n

onde n representa uma quantidade que tende para o infinito, quando A tende para zero; o
que dd

h==1log <1+—7lz_>’

representando por log os logarithmos neperianos,
Vird pois
1 g

Yy =¢" lim = )

N=00 1 . 1\*»
4 ;
nlog <1 | ”> lim log <1 + n>

=00

e por consequencia (n.” 4D)
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Se for y=¢* e u=10 (x), teremos (n.° 61-1V)

o que di a regra seguinte:
A derivada da exponencial de base ¢ é equal ao producto da mesma exponencial pela deri-

vada do expoente.
Se for y=a*, teremos

Y= e log e,

e portanto

¥ =a*u log a.

4) A funcgiio logarithmica y=1log®, onde a variavel x é positiva, dd x=e”, e portanto

(n.° 61-V)

Se for y=1logu e u=¢ (x), teremos (n.” 61-IV)

!

3/ —_

u

Logo a derivada do logarithmo neperiano de wma funcgdo é equal d derivada da funcedo

dividida pela funccdo.
Se for a a base dos logarithmos, teremos (n.° 47-1V)

logu u
y=logau = loga’ ¥~ uloga’
9) No caso da funcglio
y=a"
temos
y=enlosx,

o que d4, quando o expoente de ¢ & real, isto é, quando x é positivo e m real (1),

y/ = em logx ﬁ — my — mm»n—dn
€* €*

(') A derivada da exponencial de expoente imaginario serd considerada adiante.
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Se x & negativo e m ¢ real, pondo . =—z, temos

y=(=1)"z"
e portanto
y/ — <__ ]_)m mzr—t g — ,mmm—l,
como no cago anterior,

Se for y =u™ e u=19 (x), vem

y'=mur v/,

Logo a derivada da potencia do graw m de wma funcglo férma-se multiplicando o expoente
pela potencia de grau m—1 da funcedv e pela dertvada da funcedo.

A regra precedente abrange as raizes das funcgBes, visto que podem ser representadas por

n

R}
potencias com expoentes fraccionarios. Assim a derivada de "/ 6 — u™ .
: m

Se for y =", u e v representando funccdes de x, temos y = e’ "¢ % ¢ portanto

u
Y =u <v’ Iogu—l——v> .
u
6) A fancgllo y=senx da

2 sen—h— cos <m—|—%>

. sen(x+h)—senz . 2
y =lim = lim
¥ h =0 h
. sen el
=cosx lim ———)
h=t) i
2
& portanto
¥ =cosax.

7) Por ser cos% = sen <%—w>, a derivada da func¢iio y =cosx é dada pela egualdade

Yy =—senx,

8) A derivada de y=tanga obtem-se derivando a fracglo n;:) o que dd

Y=

= -———— = secant? x.
cos?
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Do mesmo modo se acham as derivadas de cota, de secx e de coseca:

9) y=cota, ¢y =— ——— =—cosecx
)y > Y sen? x ?
sen
10) y==seca, ¢y = — =tangx secx
)y R e g ’
11) y=cosecx, y = —cotx cosecz.

12) Passando 4s funcgdes circulares inversas, consideremos primeiramente s funegio
Yy = arcsenz,

que ¢ real no intervallo de x=—1 a =1 e tem um numero infinito de ramos.
Applicando o theorema V do n.” 61 ao ramo formado pelos valores de y comprehendidos
T

2

T
entre ——- e —{—7, temos

11
sy AViea

/

:l/:

Do mesmo modo se acha a derivada dos outros ramos da funcgflo.
Obtéem-se de um modo semelhante as derivadas de arccosz, de arctangz, ete.:

1
13) y=arccosw, ¢y =———o—e
)y Y _W/l—oc?,
14) y=arc tangw, y = 1
y= gx, Y _l*i‘lf‘),
, 1
1) y=arc cota, =1
16) y=arcsecw z’——wl—
/ T Ve 1
1

17) y=arccosec, y = ——
)y Y e



considerando o ramo de arccos @ comprehendido entre O e =, e os ramos de arcsecx e de
. T
arc cosec @ comprehendidos entre O e ?(‘)

I11

Relagdes entre as funegles e snas derivadas

63. ToeoreMa 1.°— Se a funcedo f(x) tiver uma dertvada finita e differente de zero no
ponto o, a funcgdo cresce com x, na visinhanga do ponto u, se a quantidade f' (x) é positiva,
e decresce, quando x cresce, se f' (o) é negativa. ’

It o que se deduz da egualdade

flexh)y=fa)Zh[f (a)+e].

Com effeito, por ser ¢ infinitamente pequeno com %, péde sempre dar-se ao numero A um
valor t80 pequeno que a somma f' («)-¢ tenha o signal de f/ (&), quando || <Cky. Logo, se
f' () é positiva, temos

Jfla—=0) S <fleth),

quando |%|<Chy; e portanto, quando @ cresce desde a— Ay até a - hi, a funcglo f () cresce.
Se porém f’ («) é negativa, temos

Fla=0)>F(@)>f(a+h),
e a funcglio f(x) decresce, na visinhanga do ponto «, quando x cresce.

64. TaEOREMA 2.°-— Se a funcedo f(x) tiver uma derivada f'(x) finita em todos os
pontos, desde xo até X, e se for f(a)=0 e f(X)=0, existe sempre um valor de x, comprehen-
dido entre x, e X, que annulla f (x). ‘

() Os inventores do calculo infinitesimal deram directa ou indirectamente regras para formar as deri-
vadas e differenciaes das funcgles algebricas, as unicas que consideraram no primeiro trabalho em que publi-
caram a sua descoberta, e as funcegdes dependentes de logarithmos ou arcos de circumferencia. Jodo Ber-
noulli occupou-se da differenciagfio das funcgdes exponenciaes no trabalho, consagrado ao calculo exponencial,
mencionado no n.° 47, Finalmente Euler reuniu todas as regras e considerou esta questio de uma maneira
systematica completa nas suas Institutiones calculi differentialis.
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Bista proposiglo, conhecida pelo nome de theorema de Rolle (*), foi demonstrada por
O. Bonnet do modo seguinte. _

Por ser a funcglio f () continua no intervallo de @p a X e nulla nos extremos d’este in-
tervallo, ou serd constantemente nulla n’este intervallo, ou existird um ponto @; onde terd
um valor f(24) maior, se a fancgllo ¢ positiva, ou menor, se é negativa, do que nos outros
pontos (3). No primeiro caso serd f'(x)=0, qualquer que seja x. No segundo caso serd
f' (@) =0; porque, se f'(x;) fosse differente de zero, teriamos, na vesinhanca de w1,

S (@1 > f (@) > f (20— b,

se f(x1) fosse positivo, e as desegualdades contrarias, se f (1) fosse negativo, e porisso f{w1)
ndo seria nem o maior nem o menor valor de f(xj no intervallo considerado.

THEOREMA 3.°— Se « funcglo f(x) tiver uma derivada f'(x) finita em todos os pontos
desde wx, até X, serd

S (X) = (o) + (X — ) f' (@),

a1 representando win valor comprehendido entre xy e X.
Com effeito, applicando o theorema precedente 4 funcglo

¢ @)= @) —F ) —x - [F ) —f e,

que se annulla quando se faz @ =, e quando se faz x =X, temos a egualdade

(X) —f(ap)
o () = ' (e _f—o_=0
! () = f () T,
que dd a fSrmula enunciada,

Por estar a; comprehendido entre x, e X, pode pdr-se 1 =, + 6k, representando por A
a differenca X —x, e por § uma quantidade positiva desconhecida, comprehendida entre zero
e a unidade; e temos

S @y + k) =f () +Af (,+ OR).

(1) Por ter sido dado por Rolle, no caso particular das funcgdes inteiras, no seu Traité d’Algtbre, publi-
cado em 1690.

(*) O. Bonnet considerava como evidente a existencia de um valor f(x;), maior do que os outros valores
da funcgdo. Weierstrass demonstrou rigorosamente este facto, que é o objecto do theorema 3.° do n.° 87.
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D’este theorema, devido a Lagrange, deduzem-se os dois corollarios seguintes:

1.0 Se a derivada de uma funcedo f (x) é nulla n’um certo intervallo, a funcglio é constante
710 mesmo tntervallo.

Com effeito, sendo x, e x,+ % dois valores de a pertencentes ao intervallo considerado,
por estar a, +6A comprehendido no intervallo de 2, a )+ A, serd f’ (x,+ 64) =0, e portanto
F g+ ) = f @)

2.° Se duas funceles f(x) e F (x) tiverem uma mesma derivada finita em todos os pontos
d’um certo intervallo, « sua differenca serd constante no mesmo intervallo.

Com effeito, por ser nulla a differenca f/ (x) — ¥’ (%) das derivadas das duas funcgBes no
intervallo considerado, é constante (covollario precedente) a func¢flo correspondente f(x) —F (2)
no mesmo intervallo.

THEOREMA 4.°— Se as funceles f(x) ¢ ¥ (@) tiverem derivadas f'(x) e F'(x) finitas em
todos os pontos desde a, até X, serd

S —flag) S [1‘0+0<X—9@oﬂ7

FX)=Fiag) ~ F oy +0 X —a)

se a funcgdo ¥’ (x) for differente de zero no intervallo comprehendido entre x, ¢ X.
Demonstra-se este theorema, devido a Cauchy, applicando o theorema de Rolle 4 funcgfio

¢ @)= 00— @) —[F o —F @0 —f

que se annulla nos pontos ¢, e X; o que d4 a egualdade

¢ o) "o o) )y =0

ou

JX)—=Flag) ) o+ 60X —wp]

FX)—Fay) Fie) Fleg+0X—an]

Nora. Deve-se observar que os theoremas 2.°, 8.° e 4.° ainda téem logar quando as
funcgles f(x) e F (x) ndlo téem derivadas finitas nos pontos @ e X, se todavia estas func¢des
sfio continuas n’estes pontos. 1 a que resulia immediatamente das demonstragdes que vimos
de dar, d’estes theoremas.
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Funecdes de muitas variaveis

65. Passando agora 4s funcgBes de muitas variaveis, consideremos a funcg¢io

=y

das variaveis independentes @, ¥, etc.

Podemos derivar z relativamente a «, considerando as outras variaveis como constantes,
ou relativamente a 7, considerando as outras variavels como constantes, etc. A estas deri-
vadas dfo-se respectivamente os nomes de dertvada parcial de z relativamente a , de deri-
vada parcial de z relativamente a y, ete.

Para representar as derivadas parciaes de primeira ordem de z relativamente a , y, ...

oz 0 . 0 .
empregam-se as notagdes —8%’ 15, ... As derivadas de —(,% relativamente a @, y, ... repre-
sentam-se pelas notacdes 0% 0% Em geral, representa or o a derivada
P otagdes =, Gy m geral, representa-se por Cr

parcial de ordem n que resulta de derivar a funcglio dada a vezes relativamente a x, depois
o resultado b vezes relativamente a y, ete.

Empregam-se tambem muitas vezes, para representar as derivadas de primeira ordem de
z, as notagBes [, (z, ¥, ...), f, (@, ¥, ...), ..., para representar as derivadas de segunda

ordem, as notagBes f.. (¢, ¥, ...), fo, (® ¥, -..), ..., etec.

66. THEOREMA 1.°— Se as derivadas f,, (z, y) e f,.(x, y) forem funceBes continuas de

xey,é
Jon (0 9) =1 (2 y)-

Com effeito, applicando o theorema 3.° do n.® 64 4ds funcgles

fle, y+k, ..0)0—f (e y, ...), felw+6: b, 9, ...,
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considerando na primeira @ como variavel independente e na segunda y, vem

fleth, y+k . )—fl@et+h y ... )—[flx y+k o)==y, )]
=h{fo(x+O0ih, y+k, .. )—f(lwtbhy, ...)]
=hkfo, (-+0h, yI0sk,...),

onde 0 e fa representam duas quantidades comprehendidas entre O e 1.

Applicando o mesmo theorema 4s funcgles

fleth, g, ... )—f@y, ...), [z y+0k .0,

considerando a primeira como func¢llo de y e a segunda como funcgdo de x, vem do mesmo
modo

fleth, y+k, ..o)—f(x, y+k ..)0=[flthy .. )—flxy . ..0]
=hk (e 0h, y+06k, ...),

onde § e § representarmn gquantidades comprehendidas entre O e 1.
Egualando estes dois resultados, vem a relagfio

Sog@ 0k, y+02 k. )=Fp(@+0h, y+ 0k, ...),
da qual se deduz o theorema enunciado, fazendo tender %4 e %k para zero.
THEOREMA 2.° — Se as derivadas

omz oz
~ ~ ~ 7 =
. ..0t0udv Ox...0tdv du

Sforem funcgBes continuas de u ¢ v, pdde-se tnverter a ordem das duas derivacBes consecutivas,

relativas a u e v, e temos

0"z 0%z

dx...0tdudvow. .. T bk, . otoviuow...

Com effeito, temos primeiramente, em virtude do theorema anterior,

1—2 S

e 0" 22 Lo 07 %2

A Crg——; 0% =

¢z Ox...0t dx...0t
dx...0t0udy  oudv  Ovdu



e portanto

Omz O-mz

B, .. 0toudv  Gw...0tovou

Derivando em seguinda ambos os membros d’esta identidade relativamente a w, etc.,
obtem-se a egualdade que se queria demonstrar.

Se notarmos que qualquer mudanga na ordem em que se effectnam as derivagles rela-
tivas a «, y, ete. pdde ser obtida por mudancas successivas da ordem de duas derivacBes,
péde-se, por applicacBes successivas do theorema que vimos de demonstrar, inverter a ordem
de qualquer numero de deriva¢des. Em todas estas mudancas deve-se attender 4s condigBes
relativas & continuidade das derivadas impostas pelo theorema.

67. Vamos agora estender o theorema 3.° do n.” 64 4s funcgBes de muitas variaveis
independentes.

Applicando este theorema 4 funcgio f(x, y- k), considerando-a como func¢do de a, vem
Flet+h, y+k)y=Ff(r, y+ ) +Lf, (x+ 6k, y+ k),

quando a func¢fio considerada tem uma derivada parcial relativa a x, finita em todos os
pontos do intervallo de & a »--%.

Applicando o mesmo theorema 4 funcglo f(x, #), considerando-a como uma funcg¢fo de 7,
vem

F, gt B=f e, g+ R, y-+ k),
quando a funcgfo considerada tem uma derivada parcial relativa a y, finita em todos os pontos

do intervallo de  a y-Fk.

Temos pois

Jeth, y+k)y=Fe, y)-+ hfle+ 0, y+k)-+f,(x, y-+ k).
Do mesmo modo se acha, no caso de muitas variaveis, a férmula seguinte:

Sleth, yFhy ot D) =F (2, y, )
+hf e b Ok, y+k, o, D)
M ¢ ke f, (y g+ bek, ...t D)
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68. D’este theorema deduzem-se os dois coroilarios importantes seguintes:

1.° Se as derivadas parciaes de primeira ordem da funcglo f(x, y, ...) forem todas
finitas, (=, y, ...) é uma func¢io continna de x, y, etc. Com effeito, o primeiro membro da
formula (1) tende para f(x, v, ...), quando &, k, etc. tendem para zero.

2.° 8e f,(x, ¥, ...) for uma funcglo continua de », y, ..., ¢, se f, (@, y, ...) for uma
funcglo finita de = e uma funcglo continua das outras variaveis, e assim successivamente,
temos

- sk gtk )—=flx, g, - N=hf (e y, . )y, o)+
) doht+wkt. ..,
onde wj, o, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando todas as quantidades
h, k, etc. tendem para zero,
Com effeito, temos n’este caso

fole+0ch, y+k, .. 0)=Ff(ey .. )0+,
oty gk ol o) = foen e )

onde oy, ag, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando %, k, etc. tendem
para zero.
Substituindo estes valores na férmula (1), vem a férmula (2), que se queria demonstrar.
Nas applicagBes que fizermos da férmula (2), supporemos, algumas vezes, para simplificar
os enanciados das proposi¢les, que f.(x, v, ...), f, (@ ¥ ...), ».. slo funcgles continuas
de todas as variaveis «, v, ..., t.

88. Derivadas das funcges compostus. — A funcgfo f(u1, ug, ..., u,), onde uy, ue, ete.
representam funcges de @, dd-se 0 nome de funcgdo composta de x por meio de uy, ug, ete.

Da férmula (2) deduz-se uma regra importante para derivar estas funcgles.

Dé-se a @ 0 augmento infinitamente pequeno A e sejam Iy, ly, etc. os augmentos correspon-
dentes de wi, uaz, etc. Se a funcglo f(wi4, ue, ...) admitte derivadas parciaes relativamente
a w1, ug, etc., finitas nos pontos (uy, ue, ...), correspondentes aos valores dados a x, e se
a derivada de f(uy, u2, ...) relativamente a wy é uma funcgio continua de wy, ug, ..., w,,
se a derivada de f(uy, ug, ...) relativamente a uz é uma funccfo continua de ua, u3, ..., uy,
o assim successivamente, a formula (2) d4

f(u;—f— l;, ?12+Zg, . .)—f(m, Uy . ):ll »?L%lg ?'i+ ..

duy Jus

A o Faala.
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onde o, oz, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando Iy, I, ete. tendem
para zero.
Temos pois, quando % tende para zero,

Flur+U, wva+l, . ) —Fflug ue, .00)

lim 3
0 l of .. I3
= »h-'}i lim 4—{——“% hm——+. ..
Oug h Cuz h

+alliml]~z’+aglim§—-+...,

h
e portanto
dw ou dx ous dux ou, dx

Esta férmula importante d4 a derivada das funcgBes compostas, quando sfio conhecidas
as derivadas das funcgBes que entram na sua composi¢io, e contém como caso particular os
theoremas 1.°, 2.°, 3.° ¢ 4.° do n.° 61.

70. Funcgbes homogeneas. — Diz-se que f(x, y, ...) é uma func¢lo homogenea, do grau
m, quando satisfaz 4 condigfo

fla, ty, .. )=1t"f(x, y. ...).

Derivando os dots membros d’esta identidade relativamente a ¢ por meio do theorema

anterior, vem
feCxty, o ya+f,0n, ty, .. )y+...=m" ! fla, y, ...)
e, pondo t=1,
folto yo oo Je+f@y, . )yt o=mfla, y, ).

Consiste n’esta egualdade o theorema de Fuler relativo 4s funcceles homogeneas (1).
5 o

(') A theoria da differenciagfio das funcg¢des de muitas variaveis foi considerada pela primeira vez de
um modo systematico geral por Euler nas suas Inst. Cal. diff, onde vem tambem, como applicagiio d’esta
theoria, o theorema que vem de ser demonstrado.
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71. A noclo de differencial péde ser estendida ao caso das funcgles de muitas variaveis
independentes.

Se differenciarmos a funccio z==7(x, y, ...) relativamente a cada uma das variaveis,
considerando as outras como constantes, obtemos os resultados

0z 0z
ﬂdw, _8—37_6@) ceey

,
a que se dio os nomes de differenciaes parciaes de z relativamente a «, a y, etc. A somma
d’estas differenciaes parciaes da-se o nome de defferencial total de z, Representando-a por dz,
temos pois a egualdade

0z

dz = —
o

oz
dgc—i—gy—dy—i—. cey

que define daz.
Seja z==F (w1, u2, ...) e supponhamos que ui, u2, ... sfo funcgles de , y, ...; temos

0z Oug 0z Oug >
(]Z—— <éﬂ{_ —8?_‘_51‘(; 'a—x"+.-. (,Z(L'

0z Ouy 0z Cup )
e P
e
d __azud +8u; dy L
{77} aw 4 -57/— y ey
dua—alﬁ-dw%—au? dy_‘_...,
0 0
Logo
cz

dz = du4+£%du2—%~...

Ouy
Vé-se pois que dz tem a mesma expressfio, quer wuy, ug, ... sejam variaveis indepen-
dentes, quer sejam dependentes de outras.
Da egualdade precedente resultam, como corollario, as relages

du+u+. . )=duy+dug+. ..

) s g — g dua
d (ug w2) = vy dus + vaduy, d —_—— T,
s ul
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as quaes mostram que 4s regras, dadas no n.” 61, para formar as derivadas da somma, pro-
ducto e quociente de funcgles, correspondem outras analogas para formar as respectivas
differenciaes.

v

Funcedes implicitas

72. Consideremos agora as funcedes implicitas, isto &, procuremos a derivada relativa-
mente a = de uma funcgllo y dada pela equaclio

@ Fila, H=0.

Seja y = o (x) uma func¢fo que tenha um unico valor para cada valor de x e que satis-
faga a esta equagdo, e supponhamos que ¢ () admitte uma derivada finita. N’este caso o theo-
rema relativo 4 derivaglo das funcgles compostas (n.° 69) d4

(2) F.(@ 9)+F,@ 9y =0;

e portanto temos a férmula

F.(xz, 3
® y——Fm ),

por meio da qual se obtem a derivada da funcgiio ¢ (), sem resolver a equaglo proposta
relativamente a .

Por meio da férmula precedente temos a derivada 3 expressa em func¢lo de @ e y. Se
quizermos esta derivada sé expressa em func¢lio de uma variavel, eliminaremos a outra por
meio da equaglio proposta.

Derivando pela mesma regra a equagfio (2), vemn a equagdu

Fo(e, ) +2F,(x, )y +F,(z, ») y*+F,(x, y)y'=0

que determina y".

Continuando do mesmo modo, obtéem-se equagBes que dfo g/, ¥, etc.

As equagBes que se obtéem derivando successivamente uma equacio dada, sfo respectiva-
mente do primeiro grau relativamente a ¥/, y’, ¥, etc. Porém este grau péde elevar-se, ja
fazendo desapparecer radicaes que ld entrem, j4 eliminando entre ellas algumas quantidades.
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Assim, por exemplo, a equagfo
a? y? 4+ 02 x? = a? b2
d4, derivando os seus dois membros relativamente a @, considerando y como funcglo de ,
a seguinte:
a?yy + 62w =0,

que determina y'.
Se quizermos exprimir a derivada sé em funcelo de @, temos de eliminar y entre estas

equagdes, o que dd
a?(a® —a?) 2 = b2 22,

HEsta equaclio, ou a anterior, determinam as derivadas dos dois ramos de funcglo que se
obteriam resolvendo a proposta relativamente a y.

73. Toda a relagio da férma

f(xa A 3//7 Y e 3/("))=0)

onde y™ & a derivada da ordem mais elevada, tem o nome de equagdo differencial da ordem n.
O estudo d’estas equacdes serd feito no Caleulo Integral. Aqui limitar-nos-hemos a observar
que da equagio

F(z, y, e1; €2y oo 0y ) =0,
que contem n constantes arbitrarias ci, cz, ete., resulta uma equacdio differencial da ordem =,
independente d’estas constantes.
Com effeito, derivando n vezes esta equagRo, obteremos n equagdes da férma
!
Fi(z, g, ¥y c1y 02, ...)=0,
- —
F2(w7 Y ¥, ¥, o, c "')‘07

DR R R P R I B R B AP

Fole, o o V5 oo g™,y €15 a5 o) =0,

entre as quaes e a proposta podemos eliminar as n constantes srbitrarias. Chega-se assim a
uma equaglio da férma

J@ s ysyy ooy y™)=0,

independente d’estas constantes.
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Em Geometria esta equaglo representa uma propriedade commum a todas as curvas cor-
vespondentes & equagho proposta.

ExemprLo. Consideremos a equaclio d’'um systema de conicas homofocacs

Ate T Bye D

onde A e B representam constantes determinadas e ¢ uma constante arbitraria.
Derivando esta equaclo relativamente a @, vem

/

z oy
Atc ' Bltc

A eliminagfio de ¢ entre esta equacio e a anterior leva & equagdo differencial das conicas
consideradas

zyy? + (@ —y?— A+ B)y' —wy=0.

Por cada ponto do plano passam duas conicas, que correspondem aos dois valores que a
equacdio proposta dd para ¢, quando se substituem n’ella = e y pelas coordenadas do ponto
considerado. A equacio differencial que vimos de obter, d4 para 3 dois valores y; e 73, que

. L, .
satisfazem 4 condigio 7, ya=—1; logo as tangentes a estas duas conicas, no ponto em que
se cortam, sio perpendiculares uma 4 outra.

74. As derivadas parciaes das funcgBes implicitas de muitas variaveis obtéem-se proce-
dendo como no n.° 72.

Assim as derivadas parciaes relativamente a « e y da funcglo implicita 2z, dada pela
equagdo

F(x7 Y z>=O;

obtéem-se por meio das egualdades

6F+8F 82_ GE _8_11;‘ élz—__
Ox 9z " ox H&' 0z " dy

Em geral, se tivermos as n equagBes com m--n variaveis, das quaes n sejam depen-
dentes e m independentes:
Fi(oy, a2y oovy oy 21y 22y 000y 2) =0,

Fg(ml, X2y oo vy Ly 2Ly 22y o v oy Zu):O,

By (e, w2, ooy 2oy 21, 22y 000y 2,y =0,
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podemos achar as derivadas das variaveis dependentes z, 23, ..., 2, relativamente 4s varia-

vels independentes ay, @2, ..., x, resolvendo as m.n equagdes do primeiro grau

oFy \ oFy oy . oFy oz,
— .+ .T~,\——.-ﬂ—:O,
Oay Ozy Oy 0z, Oxy

R R T L I N S PR S R I S S

que resultam de derivar as anteriores relativamente a a4, @2, ete., considerando zj, 2, ete.
como funcgBes d’estas variaveis.

Derivando estas equacdes relativamente a ay, a2, ete., obtéem-se outras, que determinam
as derivadas de segunda ordem de 2y, 22, ete., e assim successivamente,

75. Toda a relagio entre uma funcelo e suas derivadas parciaes

0z Oz 0%
f Ly X2y o s oy By 7" Ty v, =0

Ty e
oxy ’ Oxa ? O

tem o nome de equaglo ds derivadas parciaes. Se a derivada da ordem mais elevada que
entra n’esta equaciio, é da ordem n, diz-se que a equac¢io é da ordem n. O estudo d’estas

equagBes serd feito no Culeulo Integral, Aqui limitar-nos-hemos a observar que de toda a
equagio

Fle, y, 2, ¢ (w) |=0,

onde o (u) representa uma funeclo arbitraria de u e w representa uma func¢iio determinada
de @, y e #, resulta wma equagio ds derivadas parciaes de primeira ordem, independente de
@, a que satisfaz a funcglo # dada por aquella equaglo. o o

Com effeito, derivando-a relativamente a @ e a y e representando E;Q e —gé por p e g,
temos as equagdes

oF | oF oF o <8u >

or | 0z Pt 0o (u) ? (%) ]] 0
oF  oF oF <6u du > _
ETR R A m A C RV -RE ) bl

que, pela eliminagio de o (1) e ¢’ (u) entre ellag e a proposta, ddo uma equacio 4s derivadas
parciaes de primeira ordem, independente da func¢fo arbitraria.

ExesmprLos. 1.° A equacgfo geral das superficies cylindricas

@ —az=o(y—bz)
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dd, derivando relativamente a x e a y, considerando #z como funcglo d’estas variaveis,
f
l—ap=—bpy(y—ba),
! .
—ag=(1—=b9 ¢ (y—b);

e portanto, eliminando o' (y —b2), temos « equaglo ds derivadas parciaes das superficies cylin-
dricas

aptbg=1,
que deve representar uma propriedade commum a todas estas superficies. Adiante veremos
qual é esta propriedade.
2.° A equaglo geral das superficies de revoluglo
car By + 2= g (@ — )P+ (y— 2+ 2),
cujos eixos coincidem com a recta representada pelas equag¢es
v=oz+k, y=PBz+41
da do mesmo modo @ equagio ds derivadas parciaes d’estas superficies
(@+p) (y—l+ga)=0F+g) x—k-+p2).

3.° Finalmente da equagfio geral das superficies conicas

e—a_ EJ_—_Z>
r—ec ¢ <z—c

resulta « equaclo ds derivadas parciaes d’estas superficies

(e—a)p+(y—b) g=2—c.

76. Viu-se nos numeros anteriores o modo de achar as derivadas das funcgBes impli-
citas, quando se sabe d priori, como acontece em muitos casos, que a funcelo que se consi-
dera admitte derivada. Passando agora ao estudo das condigBes geraes para a existencia de
derivada d’estas funcgles, vamos demonstrar os theoremas seguintes (1):

THEOREMA 1.° 8¢ a equagdo
Fe, )=0

(1) Os fundadores do calculo differsncial sabiam formar as derivadas das func¢des definidas por equagdes,
e Newton dedicon mesmo algumas paginas do seu Methodus fluzionum efc. a este assumpto, ao qual Euler
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for satisfeita pelos valores xy e y,, dados a x ¢ a y, se a funcedo F (x, y) admittir derivadas
parciaes I (z, y) e F, (@, y) continuas no ponto (x,, y,), € se n'este ponto a derivada F,(xz, y)
for differente de zero, y é uma funcqlo definida de x na wvisinhanga do.ponto (2, y,), € esta
funcgdo é continua e admitte uma dertvada finita n’este ponto.

Pondo ¢ —wy=h e y—y, =%k e representandn por ai, az e a3 tres quantidades infinita-
mente pequenas com 2 e k, temos (n.c 68-2.%), quando F, (x, y) e F,(x, y) slo finitas no in-
tervallo de «, a ;-2 e y, a y, 1%,

F (@, y) = [Fu (@, g9) 1 aa] o+ [Fy (@0, 35) T aa] &
e, em virtude da continuidade da funcglio Fy (2, y) no ponto (%), yo),
Fy (o, y)=Fy @y, yo)+ -

Seja Ay um numero de valor absoluto tio pequeno que, para os valores de || e | k| que

nfo sejam maiores do que | A, as quantidades F,(x, y) e F,(x, y) sejam finitas e as quanti-
dades

Fy(2gs y0)+ 2y  Fy(gy 7o)+ s

(cujos primeiros termos sdo differentes de zero, por hypothese, e cujos segundos termos ten-
dem para zero com % e k) sejam differentes de zero e tenham o signal de Fy(x;, y,); e
déem-se na primeira das féormulas precedentes a % o valor Ay e a h valores taes que seja
|| < B}, Teremos, pondo = 6Af (onde 6 representa um numero positivo menor do que a
unidade)

F(x, y) = [Fa(w, o) -+ 1] 6 57+ [Fy (2, y) + ca] by

F;C<m07 y0>+ai 3 ]

=h [F, [1—}—0 ,
i [Fy (@, ) -2 | 1 F, (@, 9y) 422 f

D’esta férmula conclue-se que F (z, y) tem o signal de 2y Fy (g, y,), quando se dé a |%4]
um valor tio pequeno que seja

!F;c (g, o)+, |

A LY Y TR E

B @, yo) T |

e portanto que, para cada valor @, -+ % de @, comprehendido entre @, — 7} e ) A%, F (2, y)
muda de signal, quando y varia desde y,—hy até y,+ A
A cada valor de @ comprehendido entre @y — %} e x,--h} corresponde pois sempre um

deu, nas suas Institutiones caleuli differentialis, a férma geral actualmente empregada. Durante muito tempo,
porém, os geometras admittiram, sem demonstracdo, a existencia de derivada das funcgdes implicitas que
consideraram, e fol Cauchy quem principalmente estudou as condigdes para que esta circumstancia tenha

logar.
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valor de y, comprehendido entre y,—%h; e y,-+hi, que satisfaz (n.° 37-1.°) 4 equagio
F(x, y)==0; e ndo péde corresponder mais (n.® 64-2.°) do que um, visto que a derivada
F, (z, y) ndo & nulla n’este intervallo. Logo a colleccio dos valores de y comprehendidos
entre y,—hi e y,+ i, determinados pela equaglo F(z, y) =0, quando se d%o a x os valores
comprehendidos entre &, — A} e a;+ 1}, constitue uma funcgdo ¢(x), definida no intervallo
considerado, a qual satisfaz a esta equag3o.

Como além disso, quando % tende para zero, z tende para @, ¢ y tende para z,, vé-se
que 9 (x) é continua no ponto x;.

Finalmente a funcclo y=¢ (x) admitte uma derivada finita no ponto (x,, 7,). Com
effeito, mudando na equacfo proposta a, em a,--% e y, em y,--k (representando agora por
Yo+ o valor que toma a fanccio y =0 (x) quando a x se d4 o valor a;--7%}, temos

¥ oyt h yo+ k) =T (x, Z/u)+F;c(m0a Yo) IZ‘*‘F;’ (g, Yo) kb +wrh+ak=0

ou

y , k g
T (2, 90)+ Ey (o yo)"}_["i—aljl“a?—h—:‘o.

Temos pois, fazendo tender % para zero e notando que, por ser ¢ (x) uma funcglo con-
tinaa de «, k tende tambem para zero,

o (wg) = lim — =— _?M
h FJ’ (“'07 ?jo)

0 que concorda com o que se disse no n.° 72.

Ao que vem de dizer-se accrescentaremos ainda o seguinte. ,

Supponhamos que F, (z, ) ¢ F, (%, y) sBo funcgles continuas no ponto (z, 7), quando «
e y estlio respectivamente comprehendidos nos intervallos (x;,— %3, -+ A1) e (yy— hu, yy -+ h1),
precedentemente determinados. N’este caso o ponto (x, y) satisfaz ds condigdes impostas no
enunciado do theorema ao ponto (x, 7,), ¢ temos portanto, para todos os valores de x per-
tencentes ao intervallo (x,— ki, y, 1 A1),

¢ @)=t ),
y (@ y)
onde y = v (x).

Vé-se pois que, no intervallo considerado, @' (x) é uma funcgllo definida de z, e que esta
func¢lo admitte, no mesmo intervallo, uma derivada finita ¢” (x), quando ¢ numerador e o
denominador da sua expressio a admittirem, isto &, quando F(z, y) admittiv derivadas par-
ciaes de segunda ordem relativamente a @ e y que sejam continuas nos intervallos precedente-
mente assignados a estas variaveis.

Do mesmo modo se consideram as derivadas seguintes.
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TaeoreMA 2.° Se a equagdio
F(.’E], X2y« ooy Liys y)=0

Sfor satisfeita pelos valores ay, oz, ..., Gw, ¥Y,, dados a @1, ®2, ..., ®y, y; se a funcedo
F (w1, ...,z y) admittir derivadas parciaes de primeira ordem velativamente a @y, a3, . . .,
T Y cOREINUGS MO PONLO (A4, G2y + .y G, Yo); € se Neste ponto a dertvada Fy for diffe-
rente de zero, y é uma funcglo definida de @y, a2, . . . @y, na visinhan¢a do ponto (as, ag, .. .,

Qus Yo, € esta funcello é continua e admitte n'este ponto derivadas parciaes finitas relativamente
a xy, xa2, etc.

A demonstraciio d’este theorema é semelhante 4 demonstragiio empregada para estabelecer
o theorema anterior.

Trrorema 3.° Se as equagdes
Fi=0,F:=0,..., F,=0,

onde entram as variqveis independentes &y, ®2, ..., @y € as variaveis dependentes zy, 22, . .,
2, foram satisfeitas pelos valores ay, agy ..oy m, by, bay ..., by, dados @ @y, ®2, ooy Ty,
2y 29, ..., 2a; se as funcgbes By, Fa, ..., ¥, admittirem derivadas parciaes de primeira ordem
relativamente a X1, X2, «..; Ty, 1, 22, - .., £y, que sejam funcgles continuas d’estas variavers
no ponto (aj, .. vy Ay D1, oo, b)) e se mleste ponto o determinante

(GFy OF,  oF
i@za Ozg T Gz
|
|

B e R

|oF, oF, OF,
dz1 Oz '*827 I

Sfor differente de zero; 21, 23, ..., #, sdo funccles definidas de w1, x2, X3, ..., ®Tw, NA Visi-
nhanga -do ponto considerado, e admittem n’este ponto dertvadas parciaes finitas relativamente
a T4y T2y B3y oo vy Ty '

Como este theorema vem de ser demonstrado no caso de ser dada uma sé equaglo, para
o demonstrar completamente, vamos provar que, se é verdadeiro no caso de serem dadas n—1
equagles, ainda é verdadeiro quando sfio dadas n equagdes.

Por ndo ser, por hypothese, nullo no ponto (as, a2, ..., b, b2, ...,) o determinante J,

tambem nfo podem ser nullos n’este ponto todos os determinantes menores que resultam de
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supprimir a primeira columna. Seja pois, por exemplo, differente de zero o determinante

oFy oFy
Oz " Bz,

Ji

I

oF, oF,
020 " Oz

As equagdes Fo =0, ..., F,=0 determinam n’este caso za, 23, ..., 2, em funcgdo de

21, T4, X2, .+ .+, L, €, substituindo estes valores em ¥y, vem

F1 (.’L'j, L2y o ooy 21, 22, ):'g(wi, X2, ...,zl).

Temos portanto

by oF, | OF: o oFy o,
v T m v T e m
O0z2 023

——, ete. entre esta equagio e as seguintes:

(&}
1. . s —=., —
Eliminando depois 821" Oz

GFQ 8FQ 822 BFQ 0z
= +.ot =0,
0z Ozz Ozy Oz, 02
anF,, i oF, 0z Ll oF, Oz, ~0,
024 Oza  Ozy 0z, 0Oz
vem
de J
Om  Ji

. o, 4.
Vé-se pois que E)f é differente de zero no ponto (b1, a, az, ...); e portanto que (th. 2.°)
24
a equagiio © =0 determina z1 em funcglo de @i, xa, ete., que esta funcglo satisfaz 4 equagio
Fi =0 conjunctamente com os valores de z5, z2, etc. dados, por hypothese, pelas eqnagdes

Fy=0, F3=0, etc., e que a fancglo z; admitte tambem dertvadas parciaes relativamente a

@1, ®2, etc. no ponto (b1, a1, ag, ...).
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Vi

DPerivadas dos determinantes. Determinantes funecionaes

3.

F=|"

|

onde u,, u2, v, va sdo funcgdes de .

Procuremos agora a derivada do determinante

Uz

’
v2

!

Mudando x em « -k e chamando %y, ke, {;, o 0s augmentos correspondentes de wu;, ug,

vy, vz, vem

| y/
Fatny— T

|01 +4

ou, em virtude de um theorema bem conhecido,

3

Uy U3 |

I+’ “ kQ‘

!

1Y

f@+m{

vy V2 lo l

Temos pois

: S @b —f @)
f(@)=Ilm —

ug + ka
vy + Iy l,
1 kl Ug l I 701 762
-+ + -
L wl |4 &
Wy Uy wy ug |
— , -+ ,
lvl Ty ! vy V2

O raciocinio precedente applica-se evidentemente a um determinante com qualquer nu-

mero de columnas, e vé-se que a derivada de um
nantes que se obtéem substituindo cada columna do

pelas derivadas dos termos d’aquella.

78. Consideremos as funcgdes

9= N (2, 22,

(1)

..........

determinante é equal & somma dos determi-

determinante proposto por outra formada

cong Tp)y

y2 = fa(m, a, .

-5 @),
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Com as derivadas d’estas func¢Bes forme-se o determinante

oh ko

o, Oy
2) R
of of

O, 0y, |

que se representa tambem por

a(fhf’a '-'1.70")1y

oy, o2, ..., )

e que se chama determinante funccional ou jacobiano. Este determinante, estudado pela pri-
meira vez por Jacobi, apparece em muitas questes e tem propriedades muito importantes,
para o estudo das quaes se pdde recorrer 4 memoria intitulada De determinantibus functiona-
libus (1) d’este eminente geometra. No theorema 3.° do n.® 76 vimos ji4 uma questio em que
intervem este determinante. Aqui vamos demonstrar, a respeito d’elle, os theoremas seguintes,

dados na referida memoria.

I. Supponhamos que as funcgdes 1, 32, ..., ¥, admittem derivadas parciaes relativas a
X1, X2y ..., Ly © que estas derivadas slo funcgSes continuas d’estas variaveis. N’este caso
temos o theorema seguinte:

1.° Se wma das funcgles yi, Y2, « .., Yn, por exemplo y1, for uma func¢io das outras e
admittir derivadas parciaes, relattvamente a ya, Y3, « . ., Ya, que sgam funcedes continuas d’estas
variavets, o determinante (2) é identicamente nullo.

2.° Se o determinante (2) for identicamente nullo, mas nio o for um dos seus menores de
primeira ordem, wma das quantidades yi, ya, etc. (aquella cujas derivadas ndo entram n’este
determinante menor) é funcgdo das outras, e esta funcgdio é continua e admitie derivadas par-
ciaes finitas nos pontos em que o determinante menor constderado ndo é nullo.

3.0 Em geral, se forem identicamente nullos o determinante (2) e 0s seus menores até & ordem
7 ¢ nido o for um dos determinantes menores du ordem i+41, ¢+ 1 das quantidades yi,
Y2, .oy Yn (aquellas cujas derivadas ndo entram n’este determinante menor) sdo funcgdes das
restantes, e estas funcgles sGo continuas e admittem derivadas parciaes finitas nos pontos em
que o determinante de ordem ¢+ 1 considerado ndo é nullo.

Para demonstrar esta proposiglo, consideremos sémente tres funcgdes

(1) yr=r1 (2, x2, x3), y2 = fa (%, %2, B3) = f3 (215 T2, 23).

(1) Jacobi: Gesammelte Werke, tom, 111,
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E facil de ver que o raciocinio que vamos empregar, é applicavel a maior numero de
funcgdes.
Se for y, = ©(ya, y3), temos

oy _ O¢ dyr | O¢ o,
Ory  dye Oxy — Qys Oy

oy _ 09 ay2+_6_gg o3

Owa  dya OCwz | oys Oma

Gy O B2, O oy
Ors  Qya Oxs  Qya O

Oy

. O .
e portanto, eliminando —— e —— entre estas equagles,
0y2 oy3

Bfian_cM

Cxy Oxe Oxs

ofe 8f2 of2

(2) Oxy Oxg Oxs

ofs ofs %

-5{)?[— aw«; 8.’1:3

o que demonstra a primeira parte do theorema.

Para demonstrar a proposiclo reciproca, supponhamos que o determinante (2') é identica-
mente nullo e que um dos determinantes menores de segunda ordem nfio é identicamente
nullo, por exemplo o determinante

a(fﬁa f3)

0 (2, x3)

Em virtude do theorema 3.° do n.° 76, as duas ultimas equagBes (1) determinam xe e w3
como funcgles de @y, y2 e ¥3, e, nos pontos em que este determinante n#e é nullo, estas
funcgdes admittem derivadas parciaes relativas a @i, 32, y3, dadas pelas equages

ofe , 0f2 Oma | Ofs Gwy
Ory = Owg Oxy = Owms Omy

8fs , 0fs Cxa | 8fs Cas

véa- 8;132 8%4 Emg 8-131 o

0,

)

Substituindo estes valores de a3 e a3 na primeira das equagdes (1), vem

Y= (%1, Y2, Y3)y
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e, em virtude do theorema relativo 4 derivaglo das funcgBes compostas, y1 admitte derivadas
parciaes relativamente a xi, %2 e y3. A derivada relativa a = é dada pela equagio

op _ofi  ofi B oft bm
Gy~ B | Owa Oxy | Ows Own
o . 8932 amg,-» . - .
onde se devem substitnir —— e - pelos seus valores, tirados das equagBes anteriores, o que
s 8904 00Xy,
0 (fiv f“2> fﬁ
09 0w, wa, w3
Om: 8 (fe f3)

(2, a3)

Como o segundo membro d’esta egualdade é, por hypothese, identicamente nullo, é iden-
dicamente nulia a derivada de ¢ relativamente a x;; portanto ¢ é independente de x4, e temos

y1="1 (42, 93),

que é o que se queria demonstrar.

Se todos os determinantes menores de primeira ordem do determinante (1) forem iden-
ticamente nullos, recorre-se aos determinantes de segunda ordem, gque no caso considerado
nlo podem ser todos identicamente nullos, sem que as funcgdes sejam todas constantes. Seja

ofs .

pois 5 um dos determinantes de terceira ordem que ndio é identicamente nullo. A ultima
x3

das equagdes (1) determinard x3 em funcgBo de a1, s e 3, © as suas derivadas relativamente
a @1 e xg serfo dadas pelas equagles

ofe  ofs B of  af b

E)ﬂcT 5-1’3 Oxy ' Ewa Oz Oxa

Substituindo ¢ valor de x3 na primeira das equagdes (1/), vem

y1=1 (@1, ®2, ¥3),

e as derivadas de ¢ relativamente a @z e wg siio dadas pelas equagdes

bp _ofi ofi O
0wy Oxy Oxs Cxy ’

o ofi , 8fi 0w

Oxy  Omz = Gy Oxa

]
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- Oz O3 . n .
ou, eliminando B © 5, por meio das equagdes anteriores,
oy o

o (1, J3) 001, f3)

o _ 0w, #s) 0 _ 8l @)

1 ofs . oma afs
O3 O3

Como, por hypothese, os segundos membros d’estas equagdes sio identicamente nullos, a
funcglio v é independente de x4 e a3, e temos

y=2e(ys)-
Do mesmo modo a segunda das equagdes (1') d4
ya =0 (y3)-
II. Se nas funccdes fi, fa, ..., fu substituirmos as variaveis i, X2, ..., @, Por outras,

01, B2, ..., by, ligadas com as primeiras por equacgles dadas, o jacobiano das novas funccBes

estard ligado com o jacobiano (2) pela relaglio

4 8(911"'73/n)_a(.7/'17'-'7?/n) 80y, --., 00)
(4) : T i .
a("ci’ LA '7“’71) 8( 17 AR | n) 8(901; .. -;xn)

Para demonstrar este theorema, basta. substituir no determinante (2) as derivadas que l4
entram pelos seus valores, tirados das equacdes que se formam dando a ke a ¢ os valores

1, 2, ..., » na equagio

Qf»//; O o6, _8]/,, 66,,7

oxy oy " omy T 6h, oy

e applicar depois o theorema da multiplicagio dos determinantes,
A férmula (4) contem o theorema 4.° do n.° 61, o qual corresponde ao caso de ser n=1.

IIL. Se, no theorema precedente, as equagBes que ligam as novas variaveis 4s antigas sio
as equagdes lineares
h=aP x4 +...+ax,

®)

6n = aiﬂ) x4 + e + a;n) L
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vem
. Sy
pondo
laﬁﬂ ad
O N
a’...a®

of of
8.’1:1’ Tt Bwn

funcedo y=f (21, ..., ®,), 0 determinante (2) reduz-se ao determinante

79. Se as funcgles fi, ..., f» forem as derivadas parciaes de uma

e
ot " " oncy Oy,

que se chama hesseano, para recordar o nome do eminente geometra O. Hesse, que primeiro
o considerou.

A respeito d’este determinante, limitar-nos-hemos aqui a procurar arelaglo entre o hesseano
da funcgio dada e o hesseano da funcello em que esta se transforma pela substituigio das
variaveis @y, @, otc. pelas variaveis 84, s, ete., ligadas com as primeiras pelas equagles (5).

Por ser y funcglio de @, ..., «, e portanto de 61, ..., 6,, temos, em virtude das for-
mulas (5),

.............................

_ 0y a® 33/ w 0¥
yn'_ amn n + + dﬁn

Substituindo estes valores em

0 (y1, oo y@_
901, ..., 0,
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e attendendo ao theorema da multiplica¢io dos determinantes, vem

Py Py
207" " 36, 00, |
8 (y{, e sy ,’l/n)
=M e e .
561, oo, ) .
oy oY
06,001 " 08
Logo a férmula (6) d4
oy o | oy ol |
g " " Oy Oy, 063 06, 06,
............ =M? ...........
Oy &y &y &y
Gy om " Oxl | | 00,000 ey |
V1I

Derivada de limites de sommas. Derivada dos areos de eurva

8@. Seja f(x) uma funcgio de = continua em todos os pontos do intervallo de x, a X.
Decomponha-se X —x, em n intervallos eguaes a hy, ha,

<oy Py, 0 que dé
hyFho+. . Fh,=X—m,

e representem-se por zi, 2g,

.y Z,—4 0s numeros, comprehendidos entre x; e X, que separam
estes intervallos, isto €, os numeros definidos pelas equagBes

z.1=w0—]—721, Zo=21+hgy .oy X =2, 4+ Ay

Finalmente, representem-se por wi, gz,

monstrar o theorema seguinte:

., ®, quaesquer numeros que pertengam res-
pectivamente aos intervallos de x; a 21, de =z a 20, de 22 a 23, etc. Posto isto, vamos de-
A somma

S=huf (@) +he fwa)+. . - ho [ n) =Ehif ()

tende para um limite, quando se augmenta o numero de intervallos em que se decomple X— x,,
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de modo que todas as quantidades hy, ha, ..., h, tendam para zero, e este limite é sempre o
mesmo, qualquer que seja o mode como se escolham os numeros 21, za, etc., e 0s numeros xy, ®g,
ete.

Seja X >a, e supponhamos primeiramente que se escolhem os numeros @i, as, ete. de
modo que f (1), f(x2), etc. representem os maiores valores que toma f(x), quando @ varia
respectivamente de x, a 21, de 21 a ze, etc. Decompondo o intervallo 2; em m intervallos

parciaes ki, ki, ete., o que dd
hi=hi+hi+4. ..,

e chamando @, #;, ete. os valores de @ a que correspondem os maiores valores que toma
f(x), quando x varia desde z;_y até z;_q— ki, de z;y A até z_y+ k4 &, ete., temos

F@)Zf @), f @) Zf @), ete.,
e portanto

hif ()= hif (@) 4k f @)+ . > hif (@) + ki f @)+ ..

O primeiro membro d’esta desegualdade representando uma qualquer das parcellas de 8
e 0 segundo membro a somma das que a substituem quando se divide k; em m partes, podemos
concluir que a somma S diminue, quando augmenta o numero de partes em que se divide o
intervallo k. Por outra parte, o seu valor conserva-se sempre maior do que

m (hi {“hg +. . .—i~hn)=m (X—oco),

repregentando por m o menor valor que toma f(x), quando x varfa desde x, até X. Logo a
somma S tende para um limite, quando as quantidades A4, ha, ete. tendem todas para zero.

Supponhamos agora que f(x1), f(x2), ete. nflo representam os maiores valores que toma
J(x), quando = varia respectivamente de x, a z1, de z; a 2, etc., e sejam My, Mz, Ms, ete.

estes valores. Pondo
f(ocx) =M; -} Ef, f(wz) == Mg g9, ... 5

temos

Zh,f(ocl) = Zh, Mi —f— Ehl €y
ou, chamando ¢ a maior das quantidades ||, |ea], ete.,

}Ehlf (w,) — Xk M ! = ] Xhig; Il Eh’ l € I <& LAy,
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Mas, por ser continua a funcglio f(x) em todos os pontos desde @, até X, a cada valor
de 9, por mais pequeno que seja, corresponde um namero ¥, tal que as desegualdades
le1 | <<, |ea| <, ete. sho satisfeitas quando a kg, A2, etc. se ddo valores inferiores a v (%),
Logo, quando %1, s, etc. tendem para zero, e tende para zero. Por isto e por ser L7; egual a
X —u,, conclue-se da desegualdade precedente que as duas sommas Zh; f (2;) e X 5; M; tendem
para um mesmo limite.

Resta demonstrar que este limite é sempre o mesmo, qualquer que seja o modo como se
escolham os numeros 2, 22, ete. Para isso, consideremos duas sommas S e Sy, correspon-
dentes a dois modos de divis&o do intervallo X —a,, e seja Sy uma somma correspondente a
um terceiro modo de divis¥o, em que figurem todos os intervallos das duas divisSes anteriores.

O intervallo A; da primeira divisio conter4 um ou mals intervallos ;, &, etc. da terceira
divisfo, e & parcella &;f (;) da somma S corresponderdo as parcellas

if (@), hif (@), ...

da somma S;. Pondo pois

Sla)=f (@) e, fle)=f()+e ...,
w=hi f (@) + 8 f )+,
temos
Ss = D= B () (Bt B+ ) — S (6B )
=X fa)hi—Z (e i+ el +. . .),

d’onde se tira

|Se— 8= S (e hi+ehi+...) | <elh,

chamando ¢ afmaior das quantidades |ei|, |e2], ..+, e}, | &), ..., etc.

Mas, por ser continua a funcglio f(x), ¢ tende para zero, quando %y, hg, ete. tendem para
zero; logo S e Sg tendem para um mesmo limite, ‘ ‘

Demonstra-se do mesmo modo que Sy e Sz tendem tambem para um mesmo limite.

Logo S e 8; tendem para um mesmo limite, que é .0 que se queria demonstrar.

No que precede suppozemos X >w,. Se for porém X <, o theorema subsiste, porque,
como as quantidades %, ko, ete. s3o n’este caso negativas, —S tende para um limite deter-
minado, e portanto S tende para um limite egual dquelle em valor absoluto mas de signal
contrario. ‘

) Este‘facto, consequencia do theorema 4.° do n.° 87, foi considerado durante muito tempo como evi-
dente. '

T



I. No caso de f(x) ser positiva no intervallo de x; a X e de ser X >, todas as par-
cellas de S sfo tambem positivas, e o limite para que tende esta somma, quando A¢, hg, ete.
tendem para zero, representa, por definigio, a drea do segmento plano lmitado pela curva
cuja equacio é y=1{f(x), pelo elxo das abscissas e por duas parallelas ao elwo das ordenadas,
tiradas pelos pontos cujas abscissas sio eguaes a x, ¢ X. Ista definiglo concorda com a que
foi dada no n.° B8-II, visto que as sommas (A) e (B), consideradas no referido paragrapho,
correspondem a dois modos particulares de escolher os valores de 2, 29, etc., que entram na
expressfio de S; tem todavia uma férma mais geral. Accrescentaremos ainda que no n.° 58
" se admittiu como postulado a existencia do limite das sommas mencionadas, e que este facto
estd agora demonstrado,

81. O limite para que tende a somma 8, quando todas as quantidades Ay, %2, etz. tendem
para zero, é uma funcgio de X, que representaremos por ¥ (X). Procuremos a derivada d’esta
funcgfo.

Se mudarmos em ¥ (X) a variavel X em X 4% e se chamarmos % o augmento correspon-
dente d’esta funcgio, temos

T [t f @) o o g f @]y

kn«H + hn—}—? T+ hn—H =h.

Representando por f(z") e f(2/) o menor e o maior dos valores que toma f(x), quando =
varia desde X até X 4%, vé-se que o valor de & estd comprehendido entre

F@) Gt ) =F (@)

o
F@") s+ oot ) =f (@) B
Logo, se &0, temos
hf @) <k<hf@),
e portanto
Fah << pa;
e, se b <0,

) < < fla).



155

Fazendo agora tender % para zero, ' e 2 tendem para X e, por ser continua a funcgio
f{x), f(=) e f(x') tendem para f(X); temos portanto

.k
lim 5 =f(X).

Logo a funcgio ¥ (X) admitte derivadu no ponto X, e esta derivada é egual a f (X).
A demonstra¢do que se deu d’este theorema no n.° 53-IIL é a representagdo geometrica
da que vem de explr-se

82. Derivada dos arcos de curva (). — Dd-se o nome de comprimento de um arco de
curva ao limite para que tendem os perimetros dos polygonos inscriptos n’este arco, quando
todos os lados tendem para zero.

Para justificar esta definiglio, é necessario demonstrar que este limite existe e que tem nm
valor unico, qualquer que seja a lei de inscrip¢io dos polygonos.

Supponhamos que as coordenadas dos pontos da curva considerada sio determinadas
pelas equagdes z =1 (1), y =19 {¢), 2 == (t), dando diversos valores & variavel independente ¢,
e que a cada valor dado a ¢ corresponde um unico ponto.

Em um arco desta curva, comprehendido entre os pontos (w, v, %) € (%, y, z), corres-
pondentes aos valores #, e ¢t da variavel independente, inscrevamos um polygono qualquer, e
sejam (1, y1, 21), (X2, y2, 22), etc. 0s seus vertices e ty, {2, ete. os valores de t a que cor-
respondem. O perimetro P do polygono serd dado pela férmula

23

w7 ) PRY:
P =2V (@i —a)? + (Yips — )2+ (2ips — 2%
onde a somma representada por X se refere a todos os lados do polygono, a qual, represen-

tando por ¢, # e ¢ tres valores de ¢, comprehendidos entre t; e f;1y, por A; a differenca
i1 —t e atterdendo d4s egualdades (n.” 64)

Ty — &=l ¢ (), yip1—yi=h§' (), 2y —z=R7 ("),

se reduz 4 seguinte:

P — S/ [ GIF ¥ P 7 T

Ponha-se agora

=Yg (0P 4 [P+ [ )]
—

R UM GO

(1) Foi Newton guem primeiro applicon a analyse infinitesimal & reciificagfio das curvas., Antes d'isso
poucas curvas tinham sido rectificadas,

*
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&

, etc. Teremos

e represente se por ¢ a maior das quantidades ey |,

P=3h/[e" (0P + [ )P+ [F ()2 + Zei by

d’onde resulta

| P—Zhi/ [ ()P + [ ()P +[7 (0] = | et hi | <X
Mas a expressfo de ¢; pode ser reduzida 4 forma

_ @R P+ )] — ¢ AP+ )P+ [F )R
VAP R E RV G 8 @R[ 6P

e portanto temos, representando por m o menor valor que toma /[’ (#)]24 [/ (624 [='(1)]?
nos pontos do arco considerado e suppondo que este valor é differente de zero,

}e,f<—~§[ (=" (B + [ @) — [ ()P + [ ()2~ [ (W) .

Suppondo agora que o' (f), $'(t) e = (¢) slo funceles continuas de ¢ em todos os pontos do
arco considerado, a cada valor de 9, por mais pequeno que seja, corresponde um numero 7,

tal que é
(o' @] =o' PP, [P @R <8, [[F P = @) <3,

quando A, ha, ..., sBo menores do que 7.
Logo temos | ¢ | <9, qualquer que seja ¢, e portanto tambem ¢<(3; o que mostra que ¢
tende para zero, quando Ai, A2, ... tendem para zero, e portanto que &

lim [P — 2k /[ ()] 110 (1)) + |7 (1] = O.

Esta férmula mostra, em virtude dos theoremas demonstrados nos numeros precedentes,

r

que o limite de P existe; que é unico, qualquer que seja o modo como as quantidades Ay, Lo,
ete. tendam para zero; e, finalmente, que a derivada d’este limite, que representaremos por

/() () + ()

onde o radical deve ser tomado com o signal 4 quando s e ¢ variam no mesmo sentido

s, 6 dada pela férmula

(n.? 63), e com o signal — no caso contrario.



157

Da egualdade precedente deduz-se a expressio da differencial de s:
ds = \/dw2~{— dy? - dz2.

L. O limite da razdo do comprimento de um arco para o da sua corda é egual ¢ unidade.

Sejam I e ¢ os comprimentos do arco e da corda correspondente, e ¢ e t--dt os valores
que toma a variavel ¢ nas suas extremidades. Temos, representando por ¢, ta e {3 tres nu-
meros comprehendidos entre ¢ e ¢t dt (n.° 63).

o= V[p(t+dty—gOP [ (¢4 d) — b O 4= (- d) — = (1))
=dty/ [/ () [ ()] [ (t) 2.

Por outra parte, como [ representa o augmento que recebe o comprimento do arco s,

. . foy o b
contado a partir de uma origem fixa, quando se muda ¢ em ¢--dt, temos (n.° H6) hm-d:_ =1.
Logo

A VE O AR OF

Iim—l~= lim — lim —
c

ds ¢ VIg )P+ ()P @)

Basta agora attender a que ¢i, ta e 3 tendem para ¢, quando dt tende para zero, e
admittir que as funcgles ¢ (t), ¢&'(f) e ='(t) s¥o continuas no ponto #, para concluir que
l

lim —=1.
¢

II. Se a curva dada for plana, a express®o de ds reduz-se 4 seguinte:
ds= {/dx?+dy?.

Se quizermos o valor de ds expresso em coordenadas polares, faremos a transformaglo
da férmula precedente por meio das relagdes

xz=pcosf, du=dpcosf—psenbds,
y=opsenf, dy=dpsenl--pcosbdb,
e acharemos

ds = \/dp* - p* d6>.
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VIII

Mudan¢a das variaveis

83. O problema que vamos resolver é o seguinte:

Dada uma expressdo analytica ouw uma equaglio, em que entrem variaveis tndependentes,
variaveis dependentes ¢ derivadas d'estas, achar a sua transformada, quando se substituem todas
ou algumas das variaveis por oulras, ligadas com as primeiras por equagles dadas.

Esta transformaciio é empregada em Geometria, quando, tendo um resultado expresso
em um systema de coordenadas, se quer exprimil-o n’outro systema. Km Analyse tem tambem -

uma importancia grande, como iremos vendo.

84. Consideremos primeiramente expressdes em que entrem duas variaveis, uma depen-
dente e outra independente:

di d?
F<ac, y,-d‘é—a T@‘é? >’

¢ resolvamos os dois problemas seguintes:
1.0 Substituir a variavel independente « por outra 8, ligada com x pela relaglo ¢ (x, 6) =0
Chamando o, «”, ete., ¥/, 3, ete. as derivadas de = e de y relativamente a 6, teremos

° 61-TV)

,_dy y_ 4% Y 2 dy
Y="gp® V=g gy
dy d? f/ dy
- '3 B A
Y=g 23 @@ g
€ portanto
dy 3/_/ -@— _ oy —y @
de & daf '3 ’
1) (dy oy —a'y o —3Ba 2 y' 3y o
ded x'?

s 4 s 4 00 s s a2 e s e e e s .o R A S

onde se devem substituir as derivadas de « pelos seus valores tirados da equagfo ¢ (x, §)=0
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. - . dy d%
Substituindo depois os valores de ‘d;aﬁ“’ dgcé’

posta, resolve-se o problema enunciado.

ete., obtidos d’este modo, na expressiio pro-

ExeyMpro. — Substituindo na expressio
' —q——;—* dy
F<oc, Vat-Fbx+c, Ti%>’

. . —— 4 .
onde F representa uma fancclo racional de @, yz?+bxr—+c e d—y’ a variavel @ por outra 0,
x

ligada com x pela equaclo
Va2t ba+ c=x—0,

que d4

_P—e 2+t
Teew U7 2R

7(0.%):

@

vem uma expressio da férma

‘ . d .
onde f representa uma funcglio racional de 6 e 5 Temos assim um exemplo da transfor-

mac¢lo de uma funcgfo irracional n’outra racional.
2.° Substituir as variaveis x e y por outras p e 8, ligadas com a ¢ y pelas equacdes

9 (xy 7, 0, 0)=0, $(z, y, 8, p)=0,

sendo 6 a nova variavel independente.
Para resolver este problema basta derivar as equag¢les precedentes relativamente a 6,
considerando @, 7 e p como funcgdes d’esta variavel, o que da

d d 0 0 0
—gm'+~f—_y’—{— ¢ P+ ¢ 0,

b By Op o0 a6

G B W %, 8
w " Ty Y T e =Y

e em seguida substituir nas férmulas (1) os valores de &/, ¥/, @', 3/, etc., tirados das equagles

. . dy d? .
precedentes. Obtéem-se assim os valores das derivadas TJ‘%’ %, etc. que se devem substi-

tuir na expressiio que se quer transformar.
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ExEMPLO. — Transformar a expressfio

sendo

x=opcosf, y=psenf

as equagdes que ligam as novas variaveis ds antigas.
Temos

d dp
a =d—gcosﬁ—p senf, y=—t- d0 sen §--pcosd,

2
= 302 cosi—2 (ég sen f—p cos f,

d2
Y= dﬁz sen6—|—2———cos0 psen f.

Substituindo estes valores de @/, ¥/, #”, etc. na férmula

3
_ @yt

Y
= v =y

- d d?
que resulta de substituir na expressio dada 29 o d% pelos seus valores, tirados das for-

dx

mulas (1), vem

85. Consideremos agora, a respeito da funccfio de duas variaveis independentes

7 < 0z oz - 0% - >
@Y 2 Sy e
4 y} 4 E)J C'il’ ay 3 2
as duas questdes seguintes:
1.0 Substituir ds variaveis independentes x e y por outras Oy ¢ b, ligadas com aquellas

pelas_equagdes
¢ (0, y, Oty 02)=0, ¢ (@, y, b1, b2)=0.
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Por z ser funcgio de @ & y, e por = e y serem funcgdes de 6) e 0z, temos

Oz 0z Owx oz oy 0z 0z Ox oz QY
S = 7 -Ta Ty ApT T o “|— e wd
004 ox ol oy 06y 003 ox  0fs gy oy
0% % < o ) 2_] o &% dw &y ez 0%
o6, Gx? \ob, dxay o0y oby - w06

1 0% <82 >- dz oty

ay* \ob &y~ of;
.. . ox Oe oy dy &%
Substituindo n’estas equacSes as derivadas ——, —— &9 ete. pelos seus va-

ofy’ ¢y’ 06y 66y’ o0}’
lores, tivados das equagBes que resultam de derivar 9 =0 e $==0 relativamente a f; e 02, e
. . 0z Oz 0% , .
resolvendo-as depois relativamente a ——, —, —, etc., temos os valores d’estas derivadas,
de’ gy’ ow
em funcgdo de 01 e 62, que se devem substituir na expressio que se quer transformar.
2.% Substitwir as variaveis @, y ¢ » por owlras 0y, 02 ¢ p, lgadas com as primeiras pelas

equacies

¢ (@ Y 2 01, b, 0)=0, §(x, y, 2, bi, b, ) =0, o (w, y, 2, b1, be, p)=0.
: . . o 0z
Resolve-se este problema por meio das férmulas anteriores, substituindo n’ellas 6
4

dr oy 0%

06,7 06y’ ob’

Q

etc. pelos seus valores, tirados das equagdes ¢ =0, d=0, o =0.

ExempLO. — Transformar a funcgio

Cz 0z
Yo — X
— 7 7
Fl\a, Valex AN A
Y

suppondo as novas variaveis ligadas com as anligas pelas equagfes
22+ =0y, a-x=0.

Derivando estas equagdes relativamente a 6y e 62, vem

O dy G dy o om
oz Y 4 xS, g 95 9 g,
20 T2 e, =1 Ty T30, =0 76, =9 55, =200
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o que dd
de ox oy 1 oy 22 G2
W T T e T Ty
Temos pois
0z 1 0z 02 0z 2wy Oz

W2y oy 0 ey oy

. 0z oz .
Substituindo na expressfio proposta os valores de —— e e tirados d’estas equagles, vem
N . O
uma expressfo da férma Y
oz
(B, —— )
£lon 22

em que s6 entra uma derivada e em que nfo entra radical (%).

(1) As férmulas para a mudanga da variavel independente, no easo das funcgdes de uma variavel, foram
dadas pela primeira vez no Traité des infiniment petits de L'Hospital. Os outros problemas de que vimos de
nos oceupar n'este numero e no precedente foram considerados por Euler nas suas Institutiones caleuli diffe-
rentialis.



CAPITULO 111

Applicacdes geometricas dos principios precedentes

Curvas planas

86. Tangentes e normaes. — 1. Seja ¥'(x, y)=0 a equaglo de uma curva dada, refe-
rida a coordenadas rectangulares. A tangente a esta curva no ponto (x, y) passa por este

. d
ponto e o seu coefficiente angular é egual a E:Jc_ (n.° 58-I); logo a equaglio d’esta recta é

(representando por X e Y as coordenadas dos seus postos)

) Yo y= L (X2,

dy

. pelo sen valor, tirado da equnaglo da curva,

ou, substituindo
oF oF
g X —) +5§ (Y —y)=0.

II. A recta perpendicular 4 tangente, tirada pelo ponto de contacto, diz-se normal ¢ curva
n’este ponto, e a sua equagio &

d
X—w=~d—;/(Y——y)

X—-—ac_Y—y.
T
3 oy
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A respeito da normal resolveremos aqui o problema seguinte:

2

Determinar o limite para que tende a intersecciio das normaes & curva nos pontos (x, y) e
x+h, y-+k), quando o sequndo ponto tende para o primeiro.
As equagles das duas normaes sio

X—w——f(@) (Y—y),
X—zw—lbh=—flle+n) Y —y—F),

e a segunda d4, attendendo 4 primeira e 4 relago (n.° 5D)

S et =f @ +hif" @+,
onde e representa uma quantidade infinitamente pequena com 7,

h:]z[f"(a;)—{—e] (Y—g/fk)»—]cf’ ().
‘Temos portanto, dividindo por % e depois fazendo tender % para zero, as férmulas

14y
Y

Lty

2 ' Y—y= o

3 X——oc:—g/

que determinam as coordenados (X, Y) do ponto pedido.

III. Dio-se respectivamente os nomes de subtangente, subnormal, comprimento da tan-

)4
T
<
ANt
N
o LT P X

N

gente e comprimento da normal aos segmentos de recta TP, PN, TM e NM, determinados
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pela tangente e pela normal. A resoluclo dos triangulos MTP ¢ MNP d4, para determinar o
valor d’estes segmentos, as férmulas segnintes (§ representando o angulo MTX):

_ Y
subtangente = tang 6 Y &
da
subnormal =y tang 6 =y d.:é s
¢ A Tpe . [, [ de)?
angente = V y*-+TP* =yy /1 <_ s
dy
I T T du Nt
normal = y/ 2 +NP? =y v 1+ <£%>

Faz-se muito uso d’estas expressBes para construir as tangentes e as normaes 4s curvas.

IV. O angulo o da recta OM, que une a origem das coordenadas a um ponto M da curva,
e da tangente MT & curva n’este ponto é dado pela férmula

¥
tang - ady — yduw
€ 0= = A
7t d,
1+%y/ wda —+ ydy

visto que g e 2§30 os valores dos coefficientes angulares das duas rectas.
@

Em coordenadas polares temos, pondo w=pcos 9, y= psenf,

db

tang w = %ﬁ-

Tirando pela origem O das coordenadas uma recta NT, perpendicular a OM, e tragando

\\N M

N

a tangente MT e a normal MN 4 curva no ponto M, formam-se dois triangulos rectangulos,
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cujos lados OT, ON, MT e MN sfo conhecidos pelos nomes de subtangente polar, subnormal
polar, tangente polar e normal polar.

Resolvendo os triangulos considerados e notando que é OMT =0 ¢ OM =p, obtéem-se
as férmulas

o2df dp

subt. = p tang v == idp , subn.=pcotw== ik

L/ df\? [ do
tang.=p\/l+92 <g—§> > norm. ~\// 2+ (C[g/

V. A equaglio da tangente dé-se muitas vezes, principalmente no caso das curvas alge-

bricas, uma férma que vamos ver.
L " @ Y
B evidente que, mudando na equag¢iio da curva x e y em — e 2, podemos representar
z oz
a curva proposta pelas equagles

F<m) Y, Z):O7 Z:l7

F (x, y, 2) representando uma funcglo homogenea de «, y e z. A equacio da tangente pdde
tambem ser escripta debaixo da férma

oF oF
g5 =9+ oY =)+ 50 G—9)=0,

onde Z=z=1.
Temos porém (n.° 70)

¢ ol or ,
L a—yy+§z:nF(ac, 7, z) = (.

Logo podemos dar 4 equagiio da tangente a férma

(A) Exp ok
oy

Y7 o,
ox

onde, depois de formar as derivadas, se deve pér Z=2-—1.

VI. A theoria das tangentes e das normaes 4s curvas d4 Jogar a muitos problemas im-
portantes ; mencionaremos aqui 0s seguintes:

1.° Por um ponto (a, b), exterior a uma curva dada, tivar iangentes a esta curva.
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Para resolver este problema, temos de eliminar « e y entre a equacio da curva e a
equagio
oF 8P OF

-%7(1‘+a—yvb+_éz—:0,

que exprime que as tangentes passam pelo ponto dado. Os systemas de valores que estas
equagdes dio para = e g, sfio as coordenadas dos pontos de contacto.

Considerando = e y como variaveis, a ultima eqnaglo representa uma curva, que passa
pelos pontos de contacto da curva dada com as tangentes tiradas pelo ponto (a, b). A esta
curva chama-se polar do ponto (a, b) relativamente 4 curva dada.

Se a curva proposta for algebrica de ordem n, a sua polar ¢ tambem algebrica de ordem
n—1, visto que as derivadas de F (x, y, z) relativamente a =, y ¢ 2z sfo do gran »—1.
N’este caso, estas duas curvas nflo podem cortar-se em mais do que n(n —1) pontos; e por-
tanto por wm ponto exterior o uma curva algebrica ndo se podem tirar mais do que n (n—1)
tangentes a esta curva (b).

2.° Achar a condicdo para que a recta
AX+BY+CZ=0, Z=1,

seju tangente a vma curva dada.
Para que a recta representada por esta equaclo coincida com a recta representada pela
equagdo (A), é necessario e sufficiente que seja
o oFf oF

—A="1:B=—":0C.
ox oy oz

Eliminando pois @ e y entre estas equagles e a equaclo F (%, y) =0 da curva, obtem-se
a equacio de condigdo para que a recta dada seja tangente 4 curva. Se esta equaglo for
satisfeita, as duas equagBes anteriores d&o depois a coordenadas @ e y dos pontos de contacto.

3.2 Tirar as tangentes communs a duas curvas dadas.

Sejam F (z, y, 2)=0, ¢ (z1, y1, 21) =0 as equagdes das curvas dadas. A equacio geral
das tangentes 4 primeira é dada pela férmula (A). Basta pois procurar a condigio para que
esta equaglo coincida com a equacglo

{*) A respeito do caso em que o ponto estd sobre a curva pode ver-se um artigo que publicdmos em
L’ Enseignement mathématique (Genéve, tom. vi).



para resolver o problema. Temos assim as equacles

0F &g oF gy G0 o

0z  cuxy dy oy ¢z oz’

que, juntamente com as equagdes das curvas dadas, determinam as coordenadas @, y, =1, ¥
dos pontos de contacto da tangente com as duas curvas.
4.° Tirar uma normal a wma curva dada por um ponto exterior («, ).

A condigio para que a normal passe pelo ponto (a, b) é

oF oF
cx cy

Por meio d’esta equagio e da proposta obtéem-se as coordenadas (x, y) dos pontos em
que as rectas pedidas sXo normaes 4 curva.

Se a proposta for nma curva algebrica de ordem n, a equagiio anterior é tambem do grau
n, e vé-se por isso que o numero das normaes que se podem trar « wma curva por um ponto
extertor ndo pdde ser superior a n2.

5.° Procurar o logar geometrico dos pés das perpendiculares ds tangentes a wma cuirva
dada, tiradas por wm ponto fixo.

Tomando este ponto para origem das coordenadas, obtem-se a equaglio da curva pro-
curada eleminando = e y entre a equaglo da curva dada e as seguintes:

Y—y—yX—x), yY+X=0,

que representam a tangente e a perpendicular a esta recta, tirada pela origem das coorde-
nadas. A curva que vem de definir-se chama-se pedaria da curva dada.

87. [Idcos das curvas. — Generalisando a nocio de fdco, dada na theoria das conicas,
Plicker (*) den este nome aos pontos do plano de uma curva pelos quaes se lhe podem tirar
duas tangentes cujos coefficientes angulares sejam eguaes a 4-i e —1, ¢ representando V--1.

Para obter estas tangentes, determine -se a constante C, que entra na equagio

Y4+iX4C=0,

o

por meio da que resulta de eliminar 2 e y entre a equaclo da curva dada e as seguintes

(0.0 86-VI, 2.9): ’

Folw, y, 2): Hi=Fy(x, y, 2): 1=F; (w0, y, 2) : C.

(1) Jornal de Crelle, tom. x, 1833.



Obtidas assim as equagBes das tangentes qué tdem para coefficiente angular +7 e —i,
basta procurar os pontos em que as primeiras cortam as segundas, para determinar os fécos
da curva dada.

Consideremos, por exemplo, a ellipse
a2+ 02— a?b222 =0,

Temos

b a® b?
- - =aly=— g

e, eliminando @ e y entre estas equagdes e a da curva, C?=02—da?
Logo as equages das tangentes pedidas sio -

Y=i[X+Va 12, Y=—i[X+Va®—0?

e as duas primeiras cortam as duas ultimas em quatro pontos, dois reaes e dois imaginarios,
que sfo os fécos da curva considerada. As coordenadas dos primeiros so (0, + %/;-71“/)”), o
que concorda com o que se via na theoria das conicas.

A mnoglo geral de fico, que vimos de dar, tem uma grande importancia na theoria das

curvas algebricas.
88. Concavidade ¢ convexidade. — Consideremos um arco de curva e pelo ponto M (i, 7)
d’este arco tiremos a normal MK, que se estende indefinidamente em duas direcges oppostas.

Se as normaes nos pontos do arco, visinhos de M e situados de ambos os lados d’este ponto,

Y

N e

a P X

cortarem todas a normal MK em pontos situados n’uma mesma direc¢iio, diz-se que o arco
considsrado tem, na. visinhanca do ponto M, a sua concavidade voltada no sentido MK e a
sua convexidade voltada no sentido opposto.
O sentido da concavidade determina-se pois pela posigio do ponto (X, Y), dado pelas for-
v
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mulas (2), visto que estas féormulas d3o o ponto para que tendem as intersecgles da normal
4 curva no ponto (z, y) com as normaes nos pontos visinhos, quando estes pontos tendem
para (z, y).

Diz-se que um arco tem, na visinhanga do ponto M, a sua concavidade voltada no sentido
MS, quando esta direcelo forma um angulo agudo com a direcgio MK da normal, no sentido
da qual estd voltada a concavidade.

Se a direcglo dada é a das ordenadas positivas, para que esta direccio forme um angulo
agudo com a direcglo da normal que contem o ponto (X, Y), deve este ponto estar evidente-
mente acima de uma parallela ao eixo das abscissas, tirada pelo ponto (x, ), e portanto deve
ser Y >y. A primeira das férmulas (2) mostra que isto tem logar todas as vezes que 7" §é
positivo.

Vé-se do mesmo modo que a concavidade estd voltada ne sentido das ordenadas negativas
quando y" é negativo.

Podemos pois enunciar o theorema seguinte:

A curva volta a sua concavidade no sentido das ordenadas positivas ow das negativas, na
visinhanga de wm ponto dado, no qual as derivadas y' e y" sdo finitas, segundo a derivada y'"

¢ positiva ou negativa n'este ponto.

I. Se nos pontos visinhos do ponto N, collocados de um dos lados d’este ponto, a conca-
vidade estd voltada n'um sentido NA e nos pontos visinhos, collocados do outro lado, estd
voltada no sentido opposto NB, diz-se que N é um ponto de inflexdo.

D’esta definic¥o e do theorema anterior resulta immediatamente o theorema seguinte:

E condiclio necessuria e sufficiente para que wm ponto (x, y), no qual as derivadas y' e y"
sdlo finitas, seja ponto de inflexdo, que y"” mude n’este ponto. de signal,

Funda-se n’ests theorema a indagaclo dos pontos de inflexBo, como adiante veremos (V).

89. Asymptotas. — Uma recta diz-se asymptote de um ramo infinito de uma curva, se
a distancia de um ponto do ramo da curva & recta tende para zero, quando o ponto se affasta
indefinidamente sobre a curva.

Para achar as asymptotas n3o parallelas ao eixo das ordenadas dos ramos das curvas

lanas, basta determinar as constantes a e b, que entram na equagiio
p ? 2
y=ar-b,

de modo que a differenca entre as ordenadas ¥ e Y da recta e da curva, correspondentes 4

(1) A determinagdo dos pontos de inflexdo das curvas planas é um dos problemas a que os inventores do
caleulo infinitesimal applicaram a sua descoberta. Anteriormente tinha sido o referido problema methodica-
mente estudado por Sluse na 2.2 edigdo do seuw Mesolabium, publicado em 1668, e tinham sido obtidos, por
processos particulares, por Huygens, Descartes, ete. os pontos de inflexfio de algumas curvas especiaes no-
taveis.
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mesma abscissa, tenda para zero, quando x tende para o infinito. Para isso é mnecessario e

basta que seja

Y=axt+b-+wv,

representando por v uma funcglo de « que tenda para zero, quando « tende para o infinito.

Temos pois, pondo Y =zx ¢ Y = ax 4 u,

Y b4

Iimz=1im — =« lim
x

=a,
fmu=lm (Y —ax) =b+limv =b;

e vé-se portanto que, para determinar a, basta substitulr Y por zx na equaglo proposta e
procurar depois o limite para que tende z, quando a tende para o infinito; e que, para deter-
minar b, basta substituir Y por ax + v na equaglo proposta e procurar depois o limite para
que tende u, quando x tende para o infinito. Devemos observar que é necessario e safficients
para que o ramo da curva do qual a recta que vimos de achar é asymptota, seja real, que
sejam reaes os valores pelos quaes passa uw, quando tende para b,

A equaglo de gualquer asymptota parallela ao eixo das ordenadas é = a, onde a repre-
senta evidentemente o limite para que tende a abscissa do ramo da curva considerado, quando

y tende para o infinito (1).
Exuempros. 1.° Appliquemos primeiramente este methodo 4 equaglo

y? = 2ka --ma?,

que representa todas as conicas.
Pondo, para isso, y =2z, vem

22 —m — 2kw—1=0,
e portanto, fazendo tender a para + oc,
a=limz==+ Vm.

Pondo em seguida y — 4 Vma - w, vem a equaglio

+2 Vmu— 2%k +u? x1=0,

(1) A origem da theoria das asymptotas encontra-se na Enumeratio linearum tertii ordinis de Newton,
publicada cm 1706. Foi continuada por Stirling e Nicole, em trabalhos consagrados 4 demonstragdo dos re-
sultados enunciados n’esta obra celebre, e depois por De Gua na obra intitulada Usage de i’ Analyse de Des-
cartes (1740), por Euler na sua Introductio in Analysin infinitorum, j4 mencionada, por Cramer na sua notavel
Introduction & I’ Analyse des lignes courbes (1750), ete.

*



k
que determina uma funcglo v de @1, que tende para + Vi (além de outra que tende para
o infinito), quando &« tende para zero. n

Logo as equagBes das asymptotas pedidas sdo

y=t Vot L),
m

e sio reaes quando m >0, isto é, no caso de hyperbole, imaginarias quando m <0, isto &,
no caso da ellipse, ¢ estiio situados no infinito quando m =0, isto é, no caso da parabola.
2.° A equachio

yzmi\//w_—{él_

d4, pondo y =2z e depois z="+ oo, lims=1, e, pondo y=2-+u e z=F o0, imu=—"41;

logo a curva correspondente admitte as asymptotas
y=ut1, y=x-—1.
Quando x tende para 0, 7 tende para 1= oo; logo a recta =0 é tambem asymptota da

curva,

3.° Consideremos finalmente a eguagio
hacy® + kay - ly? +my = ax® - bx® + cx - d
que pode representar todas as cubicas, escolhendo-se convenlentemente os eixos das coorde-
nadas.
Pondo primeiramente na equaglio dada y=z2, vem
he*—a+ 22+ ke—Dbya 14 (mz—c)a—2—de—3=0,
e portanto, fazendo z= 1 oo,

hz?2 —a—=0.

Pondo depois na mesma equaglio

w
y:% —7—[90—:—15
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e ordenando segundo as potencias de x—!, vem um resultado da férma

2 ‘/;h—u-b—}-k%/% +£Z~—{—Mm“+Nm‘2:O,

que, para @ =1 oo, da

2\/Eu~b—}—k _fL_.{__fo:Q,
h h

As reetas repregentadas pelas equacBes

@ . bh—la k
?/""i\/r@*_zar)”‘ﬁ

s8o pois asymptotas da curva; e estas asymptotas sfio reaes quando « e & téem o mesmo
signal, imaginarias no caso contrario, e as suas distancias 4 origem tendem para o infinito,
quando % tende para zero.

LEscrevendo a equaglo proposta debaixo da férma

hae 1+ (ke +m) y—* = (wx® + bao* 4 ce - d) iy -2

e, pondo y = oo, vé-3¢ que a curva tem uma terceira asymptota, parallela ao eixo das orde-
nadas, cuja equagio é

hae+1=0,
quando % e ! nfo sfo simultaneamente nullos, e que a distancia d’esta asymptota & origem
tende para o infinito, quando % tende para zero.

Be é ao mesmo tempo =0 ¢ {=0, a equaclo da curva reduz-se 4 seguinte:
Ix +m = (ax®+ba? + ce+ d)yy—1,

e vé-se que ainda existe uma asymptota parallela ao eixo das ordenadas, cuja equaglo &

Fwe —-m =0,
e que a distancia d’esta asymptota 4 origem tende para o infinito, quando % tende para zero.

1. Supponhamos que na equagio da tangente

Y=y X+y—ay



a um ramo infinito de uma curva, no ponto (#, y), 0s parametros y e y —ay' tendem para
o8 parametros « e & de uma recta Y =aX + &, quando « tende para o infinito. N’este caso a
recta Y =aX -+ b é asymptota da curva.

Para demonstrar este theorema, basta mostrar que A y— ax tendem respectivamente
para a e b, quando x tende para o. *

Como ' e y—ay tendem para a e b, quando « tende para oo, vé-se immediatamente que

Y

. /
L;:z/w tende para 0, e portanto que —oc_ tende para a.

Em segundo logar temos, pondo z=¢—1 e y = f (x), applicando o theorema 3.° do n.® 64
4 funcgo f(¢—*) ¢ —a, pondo para isso no referido theorema xy =0, h=1¢ e notando que esta
funcglo ¢ nulla quando ¢=0 (por ser egual a x—1y—a),

i () =t EE = i | (0 01) = (00 0

L==00 1=

=l [f (¢=) —f" (== J=lim (g~ y/) =P,

96. Curvatura. — Chama-se curvatura média de um arco de curva, comprehendido entre

2

os pontos M e M/, a razlio entre o angulo formado pelas tangentes MT e M"I" 4 curva nas

extremidades do arco e o comprimento do arco.
Chama-ge curvatura da curva no ponto M o limite para que tende a razidio precedente,

quando o arco tende para zero.
Sejamm y=f(») a equaglo da curva em coordenadas rectangulares, § o angulo das tan-

-T

M T

M L

A

gentes nas extremidades do arco e ! o comprimento do arco; a curvatura da curva no ponto M

. .
serd egual a lim —-, e vamos determinal-a em func¢lo das coordenadas do ponto.

{

Representemos por o o angulo formado pela tangente 4 curva n’este ponto com o eixo
das abscissas e por s o comprinento do arco comprehendido entre uma origem fixa O, a partir
da qual se contam os arcos, e o ponto M. Por ser egual a § o valor absoluto do augmento,
positivo ou negativo, que recebe o angulo que férma a tangente com o eixo das abscissas,
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quando se passa do ponto M para M/, isto é, quando se muda s em s+, temos, em virtude
da definigo de derivada,

do i
ds

curvatura = lim — =--

l

Obtida esta primeira expressio da curvatura, vamos deduzir d’ella uma outra, em funccfio
das coordenadas (%, y) do ponto M. Para isso, basta derivar a equaglo y = tang o relativa-
mente a x, o que dd

, oy GO
3//=(1+3/2)—a-{;3

& substituir na expressdo precedente dw e ds pelos seus valores, dados por esta equacio e

pela equagiio ds= V' 142 dx, o que d4

1 (149
3) curvatura = Nk R=+ v == —3/3—3//77

onde N representa (n.” 86-III) o comprimento da normal, e onde se deve empregar o signal
a que corresponde um valor positivo de R, pois que se considera a curvatura como uma quan-
tidade essencialmente positiva.

I. Applicando a férmula precedente & circumferencia a?+-y? =12, vem R=7»; e portanto
a curvatura da circumferencia é constante inversa do seu raio.

Se pelo ponto (%, y) da curva dada fizermos passar uma circumferencia, cujo centro esteja
sobre a normal 4 curva n’este ponto, do lado para onde ella volta a concavidade, e cujo raio
seja egual a R, esta circumferencia é tangente 4 curva e tem em toda a sua extensfo a
mesma curvatura que a curva considerada tem no ponto (&, ¥). Ao circulo assim obtido dé-se
o nome de circulo de curvature da curva no ponto (x, y). B facil obter as coordenadas
{1, y1) do centro d’este circulo, que se chama centro de curvatura,

Com effeito, por passar este circulo pelo ponto (x, 7 e por ser o seu raio egual a R,
tem s

(14593

y//:z ?

® (@ — P+ — ) =R =

e, por estar o seu centro sobre a normal 4 curva no ponto (=, ), temos

) wi—x=—y ()1 —y).



Kliminando @y e ¥ entre estas equagdes, obtéem-se as férmulas

gy 1y
4= Ly =y
L1=x 4 Y Z/// s =Yy ?/,/ ’

que d%o as coordenadas nfio 86 do centro de curvatura, collocado do lado para onde a curva
volta a concavidade, mas tambem as do centro do circulo tangente & curva no ponto (zx, y)
e egual ao de curvatura, collocado do lado para onde ella volta a concavidade. Para distinguir
quaes dos signaes das férmulas precedentes correspondem ao centro de curvatura, basta com-
paral-as com as férmulas (2) do n.° 86, que determinam um ponto (X, Y) para o qual estd
voltada a concavidade da curva. Vé-se assim que as coordenadas do centro de curvatura sfio

dadas pelas férmulas

; 14y 1447
(b) :Irlzx—g/—g,—», 3/1:3/‘4”:{/_,[/‘

D’esta comparacgiio conclue-se tambem, attendendo ao que se disse no n.” 86-1I, que o
centro de curvatura da curva no ponto (x, y) é o Bmite para que tende a intersecelio de normul
d curva no ponlo considerado com a normal n'um ponto infinitamente proximo, quando o se-

gundo tende para o primeiro.

II. Se, em logar da variavel independente a, quizermos empregar outra variavel ¢, ligada
com x por uma relagio dada, transformaremos as formulas (3) e (6) por meio das formulas
(1) do n.” 84, e teremos

3
WA ) o @y L @2y

ajl —_—r - ————— S "2/1 —_ Y — T =
) :l// m// _wl 3// b «_/ 3/ x// __x/y//7 lz// a)// —__m/ ;Z/”’
onde @’ e %/ representam agora as derivadas de = e 7y relativamente a £. A expressio de R
>

em coordenadas polares foi dada no n.° 84.

HI. A cada ponto (@, y) da curva proposta corresponde um centro de curvatura. Quando
o ponto (, y) descreve esta curva, o centro de curvatura descreve outra, cuja equaglio se
acha eliminando = e y entre as equagles (6) e a equaclo proposta. A esta ultima curva dd se
o nome de evoluta da curva dada, e a esta o nome de evolvente d’aquella. A respeito da re-
lagio entre a evoluta e a evolvente demonstraremos as duas proposicBes importantes seguintes:

1.2 4 normal a4 wma curva dada no ponto {x, y) é tangente d sud evoluta no ponto (i, y1)
correspondente.

Com effeito, differenciando as equagdes (6), vem

. af2
doy = do— (1 -+ %) dee—yfd > 8

o
1_[_?//2 /

!

dyy =y dwe--d ;
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Multiplicando a segunda d’estas equacgBes por y' e sommando o resultado com a primeira,

obtem-se a equagio

dyt
o +1=0,

(M Y

- dy.
que, por ser 3 o coefficiente angular da tangente 4 curva proposta no ponto (x, y) e d—‘zi—
1

o coefficiente angular da tangente 4 evoluta no ponto (1, y1) correspondente, mostra que estas
duas rectas s%o perpendiculares.

2.2 4 differenca entre os raios de curvatura correspondentes a dois pontos de uma curve
dada é equal ao comprimento do arco da evoluta comprehendido entre os seus respectivos centros
de curvatura, quando entre os dots pontos o raio de curvatura cresce ou decresce sempre.

Seja MP um arco da curva considerada, NQ o arco correspondente da evoluta e O um

ponto fixo, a partir do qual se contam os comprimentos dos arcos da evoluta. Chamando s; o
comprimento do arco OQ, teremos

ds} = da + dy.
Differenciando a equaglio (4) e attendendo 4 equaglo (B), vem
(@ — 1) does 4 (y — y1) dys = — RdR.
A equaglo (7) d4 tambem, eliminando % por meio de (5),
(e — 1) dyr — (y — ) daey = 0.
Elevando ao quadrado os dois membros das equagdes precedentes e sommando, vem
dal + dyf = dR2.

Temos pois

ds dR

dx
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onde se deve empregar o signal - ou —, segundo R e sy variam no mesmo sentido ou em
sentido contrario no intervallo considerado (n.° 63).

No primeiro caso temos (n.° 64, th. 3.°-2.°), C representando uma constante,
8y = R + O,
e, do mesmo modo, chamando R, o raio MN e s, o comprimento do arco ON,

so=Ry+C;
e portanto

si—s=R—R,.

No segundo caso (o da figura quando se toma o ponto L para origem dos arcos) vem do
mesmo modo

so—s1=R—R,.

Resulta d’esta proposiglo que, se collocarmos sobre PQ um fio flexivel e inextensivel e
o enrolarmos sobre QNO, fixando uma extremidade em Q e conservando-o sempre tenso, a
outra extremidade P descreve uma evolvente de QNO. Iista propriedade das evolutas foi
approveitada por Huygens para construir um pendulo que descreva uma curva dada qualquer ;
e foi mesmo esta questdo de Mecanica que levou aquelle grande geometra 4 inven¢fo da theo-
ria que vem de ser considerada, da qual se occupou no seu admiravel tratado De horelogio
oscillatorio, publicado em 1673, onde lhe consagrou um capitulo que é uma obra prima de
geometria pura ().

91. Expmpros (?). I, Consideremos primeiro a parabola cuja equagfo é

1) A equacfio da tangente no ponto (x, y) é

y(Y—yg)=pX—a)

(1) A definicio que Huygens deu de evoluta, é independente da consideracdo do circulo de curvatura. A
nocdo de curvatura foi dada mais tarde por Leibnitz e Newton, e foi estudada principalmente por este
ultimo geometra, pelo methodo das derivadas, no seu Methodus Fluxionum.

(?) Fazemos aqui applicacdo ins doutrinas precedentes sémente 4s conicas e 4 cycloide. Podem ver-se
muitas outras applicagdes no aosso Tratade de las curvas especiales notables, publicado pela Academia das
Sciencias de Madrid, onde . %0 systematicamente estudadas as curvas mais notaveis pelas suas propriedades’
pela sua historia ou pelas suas applicagdes.
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2) As expressdes da subtangente, da subnormal e da normal sdo

subt = 2x, subn=p, norm=N— {/2pa +p

Resultam das duas primeiras egualdades meios faceis de construir a tangente e a normal &
curva.

3) As férmulas (3) e (6) dfo as expressdes do raio de curvatura e das coordenadas do
centro de curvatura:

3

R (yz _I_paﬁ B (9]790+p2)7 —Ei
= ) s

w

p? P P

Pkt
2?

x =1

=390+f9)

(P + 90y ¥
Yy == Y — =— L
n=y P2 2
4) Eliminando @ e y entre as duas ultimas equagles e a da parabola, vem a equaglo da
evoluta :

8
?257-29 (et —p)?,

RS

que representa a curva de terceira ordem a que se d4 o nome de parabola semicubica.
Esta equaglio mostra que a evoluta da parabola é formada por dois ramos, symetrica-
mente dispostos relativamente ao eixo das abscissas, que partem do ponto A, cujas coorde-

Z
N

nadas 880 (p, 0), e se estendem indefinidamente no sentido das abscissas positivas, quande

¥

p >0, ou no sentido das abscissas negativas, quando p <0, affastando-se cada vez mais do

* . ®
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eixo das abscissas. A primeira das equagdes

.3 8 L, 3 8 -1
— i — )2 _ Ay — 2
y=- \/2710 (w1 —p)2, yi ) \/2720 (g —p)

mostra que no ponto (p, 0) é y; =0, e portanto que os dois ramos da curva slo tangentes
n’este ponto ao eixo das abscissas. A segunda mostra que, em cada ramo da curva, y; tem um

signal constante, e portanto que a curva nfo tem pontos de inflexRo.
J1. Consideremos em segundo logar a ellipse

a?y? 4 b2 = a? b2,
Temos

2 4
, bz v b

V= Ve
e portanto:
1) A equagfio da tangente 4 curva no ponto (=, y) é

ay(Y —y)+ 0% (X —a)=0
ou
a?y Y 4 6% X =q? b,

'2) A expressio do raio de curvatura no ponto (z, y) é (n.° 90)

a?N8  N°
==

)

2p representando o parametro.

Mudanda & em &V —1, vé-se que esta expressio de R tem tambem logar no caso da hy-
perbole. Comparando-a com a expressio do raio de curvatura da parabola, conclue-se que
em todas as secgdes conicas o raio de curvatura em win ponto dado é equal ao cubo do segmento
da normal comprehendido entre este ponto e o eixo que contem os fécos, dividido pelo quadrado
do semiparametro.

As coordenadas do centro de curvatura sfio dadas pelas férmulas

onde ¢?=a?— b2
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3) A equacio da evoluta acha-se eliminando # e y entre as ultimas equagles e a da

&)
c?

Como esta equacglio niio se altera pela mudanca de @1 em —wy e de y1 em —yy, vé-se

ellipse, 0 que d4

que a curva é composta de quatro ramos eguaes, symetricos relativamente aos eixos coorde-
nados. Basta portanto, para conhecer a sua férma, discutir o ramo correspondente 4s coor-
denadas positivas, para o que se deve attender 4 equaciio da curva e ds egualdades

1 9 )
()T L ()7 ()7 (),
yi— Z)Q:’L‘i 7./1— 3 Z) 1 w‘f

2

. ‘ . " ¢ .

1. A curva corta o eixo das abscissas positivas no ponto <+—, 0>, e n’este ponto &
a

tangente a este eixo, visto que é y; = 0 quando y; =0,

ol 1o

Z

[l

2.° Quando @; diminue, 7 augmenta e a curva affasta-se do eixo das abscissas, conser-

vando sempre a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, visto que 7, ¢ positivo.
2

¢
T)’ e n’este ponto é tan-

3.° A curva corta o eixo das ordenadas positivas no ponto <O,
gente a este eixo, visto que é y,= w quando x; = 0. .

I3

. ¢ L
4.° Quando o valor absoluto de 4 é maior de que —, y; é imaginario. Logo a estes
a

valores de @ ndlo correspondem pontos da curva. Do mesmo modo aos valores de y; maiores

2
2N y
do que — nfo correspondem pontos da curva.

b

III. Chama-se cycloide a curva gerada pelo ponto M de uma circumferencia que réla, sem

escorregar, sobre uma recta dada OB.
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I3

D’esta defini¢lio resulta immediatamente que a curva é composta de um numero infinito
de arcos egnaes a ODB, que este arco temn um eixo de symetria DE, egual ao diametro do
circulo gerador, e que OB é egual ao comprimento da circumferencia do mesmo circulo.

a JL

Para achar a equaglio da curva, consideremos um ponte qualquer M, correspondente 4
posicBo C do centro do circulo gerador, e, tomando OB para eixo das abscissas e a perpen-
dicular a esta recta, tirada por O, para eixo das ordenadas, exprimamos as coordenadas
(%, y) do ponto M em func¢io do angulo MCQ, formado por MC com a recta CQ, perpen-
dicular a OB. Para isso, notemos que é, por vd'eﬁni(;?io, t representando o angulo MCQ e »

o raio da circumferencia geradora,

0Q = arco MQ =t;
€ portanto
x=0P=0Q —PQ=r{—sent),
y=MP=0CQ— CF =r(1-—cost).

Estas duas equagdes determinam todos os pontos do arco ODB, dando a ¢ todos os va-
lores desde O até 2, e dariam, pela eliminagiio de #, a equaciio da curva; mas vamos estu-
dal-a sem fazer esta eliminago. :

1) A equaglo da normal é, tomando ¢ para variavel independente,

dy de
W<Y—J> _W(A_Z@:Ov
onde
dz ) dy
W:7'(\1——cosi)=y,J{T;_—.rseni,

Para achar a sua intersecgdo com o eixo das abscissas, fagamos Y =0, o que d4

ry sen { = (X —x) v,



¢ portanto
X =z+7r sent= 0P+ PQ =0Q.
Logo a normal 4 cycloide n'um ponto dado M passa pelo ponto Q onde o circulo gerador

correspondente toca o recta sobre que gira (Descartes).
2) O comprimento da normal é dado pela férmula

e vem portanto
N=» /2 (1— cos)=2rsen %
3) A ultima férmula do n.° 90-1I, pondo
« =r(l—cost), ! =rsent, y =rsent, y'=1rcost,
d4 a expressfio seguinte do rafo de curvatura:
R=27V 2 (1 —cost) = 2N,
a qual mostra que o rato de cwrvature MMy é equal ao dobro do comprimento MQ da normal.
As coordenadas (1, 1) do centro de curvatura My, isto é, O5 e MyS, obtéem-se imme-

diatamente como consequencia da egualdade dos triangulos MPQ e M;8Q, da qual resulta

MiS =MP, 05 =0+QS=0Q+FQ,
& portanto
oy =7 (t+sent), ys=r(—1-+ cost).
Estas equagBes dao, pela eliminagio de ¢, a equaglo da evoluta da cycloide.
4) Como t ¢é variavel independente, podemos n’estas equagBes mudar ¢ em ¢-4=, sem
alterar a natureza da curva que ellas representam, e vem

x=r (t+7—sent), yy =r(—1-—cosi).

Mudando depois a origem das coordenadas para o ponto Oy, cujas ordenadas so (zr, — 2r),
isto 6, mudando xy em @ L 7r e yy em yi-—2r, v8em as equacles

wp =7 (t—sent), yi=r1r(1—-cost),
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d’onde se coneclue que a evoluta da cycloide é outra cycloide, equal & primetra, cujo circulo
Y g s
_gerador réla sobre uma recta KL, parallela o OB, tirada pelo ponio Oy, ¢ cujo ponto gerador

parte de Oy (Huygens).

II

Curvas no espaco

92. Tungentes ¢ normaes, — Consideremos a curva representada pelas equacdes
1) J@ y, =0, F¥(z g, 2=0.

1. A tangente a esta curva no ponto (w, y, z) define-se, como no caso das curvas planas,
como limite das posi¢Bes que toma a secante que passa pelo ponto (x, y, 2) e pelo ponto infi-
nitamente proximo (z--%, y -k, z-1-1), quando o segundo ponto tende para o primeiro.

Como a secante considerada passa pelos dois pontos (x, y, 2) e (x-+h, y+ £k, 24-1), as
suas equagles sfo (chamando X, Y, Z as suas coordenadas correntes) '

l

k
(X—uw), Z—ZZT

Y—y— (X—a);

e portanto as equagles da tangente sfio

Y y=2 (x ),

dae
@) dz
As derivada Ty ﬁ sio dadas pel Jes d
s derivadas T © as pelas equagles da curva

Substituindo nas eguagdes

of L of dy  of dz= . OF OF dy  OF dz
(4) ey e T A T e Ty de e dw =
dy dz , . . o .
—= e —— pelos valores dados pelas férmulas (2), dd-se-4s equagles da tangente a férma

da de

Y-+ Ly—p+Lz—y=o,

@) {
oF oF oF



185

II. Os cosenos dos angulos «, f, 7 furmados pela tangente 4 curva no ponto (x, y, 2) com
os eixos coordenados rectangulares sio dados, em virtude de férmulas bem conhecidas da
Geometria Analytica, pelag equagles

(3) cosa:i, cosﬁz—%, co8 [ = ——

onde

ds= v/ da? |- dy? + dz2.

IIT. Chama-se plano normal ¢ curva no ponto (x, y, z) o plano que passa por este ponto
perpendicularmente 4 tangente.

Applicando 4s equagles (2) as férmulas, conhecidas de Geometria Analytica, que dio a
equacio do plano perpendicular a uma recta dada, vem a equaglo do plano normal

4 X—w) de+ (Y —y) dy+4-(Z—2z) de=0,

onde X, Y e Z representam as coordenadas correntes do plano.

. dy d .
Eliminando d—i e d—; entre esta equaclo e as equagBes (A), péde ainda dar-se 4 equagdo

do plano normal a férma

X—2 Y—y Z—z
of of of
4 o Oy dz |=0.
oF oF oF
T T =

Chama-se normal d curve no ponto (z, y, z) toda a recta que passa por este ponto e
existe no plano normal.

. 1V. Chama-se plano tangente d curva no ponto M (x, y, z) todo o plano que passa pela

T

A

tangente 4 curva n’este ponto, Entre estes planos vamos especialmente considerar aquelle
‘ Y
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para que tende o plano TML, que passa por esta tangente e por uma parallela 4 tangente 4
curva no ponto M/, tirada pelo ponto M, quando aquelle ponto tende para este.

Tomando para variavel independente uma quantidade ¢, podemos representar a curva
proposta pelas equagles

w:cp(t), y:cp(t)_, Z=7:(t>a

que determinam as cordenadas dos pontos da curva em funcedo de ¢.
A equaglo geral dos planos que passam pelo ponto (=, y, 2) é

A(X—a)+B(Y—2)+C(Z—2=0,

onde A, B e C s8o constantes arbitrarias. Vamos determinal-as pelas condigBes de o plano
passar pela tangente & curva no ponto (z, ¥, 2), cujas equagles

~N

2

X—w Y—y 7Z—
(Y

ORI

A

resultam das férmulas (2), pondo n’ellas
de=q' (t) dt, dy=9J' (t) dt, dze="7'(t) dt,
e pela recta representada pelas equacgBes

X—2 Y-y  Z—z
¢ (4-dty — Y @ETd)  AE+Tdh

a qual passa pelo ponto (x, y, z) e é parallela 4 tangente 4 curva no ponto M/, correspon-
dente ao valor ¢t dt da variavel independente. Estas condigBes siio

AdO+ByH+C (=0,
A ¢/ (t+df)+B § (t--dt)+C = (t-+dt) =0,
ou (n.° 55)
A () +BY(H+Cr (=0,
Ag'@®+B Y )+ 0 () +Aa+Bea+Ca=0,

onde ey, & e &3 representam quantidades infinitamente pequenas com dt.
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Eliminando A, B e C entre ellas e a equaglo do plano e fazendo tender d¢ para zero,

vem a equagio

]X——a Y—& Z—c

J

x

@’ y’l z// ]

que representa o plano procurado. A este plano di-se o nome de plano osculador da curva
no ponto (z, ¥, 2).
Desenvolvendo este determinante, péde escrever-se a equaciio do plano osculador do modo

seguinte :

(Zy —ydy X—a)+ (@ —da") (Y—y)

©) = y) (L) =0,

93. Curvatura e torsdo. — Consideremos uma curva no espago, representada como ante-
riormente, pelas equaces:

@=9(0), y=9 (), z=n().

Se pelo ponto (x, y, z) fizermos passar uma recta de direcgflo determinada, dependente
da posigio do ponto, de modo que, chamando a, b e ¢ os cosenos dos angulos formados por
ella com os eixos coordenados, seja

a=fi(t), b=fa(t), c=fa(8),

o8 cosenos &, ¥/, ¢ dos angulos formados com os mesmos eixos pela recta correspondente,
que passa pelo ponto (x—+ %, y-+%, z-+-1), serfo dados (n.° ) pelas formulas

@ = fo ) = o O+ B o),
b fo ) L5 0o,
¢ =f3 )+ dt[ f (1) T es),

onde e1,62 © &3 sfo quantidades infinitamente pequenas com dt.

Posto isto, procuremos o limite para que tende a razlo do angulo formado pelas duas
rectas para o comprimento do arco & comprehendido entre os pontos (x, ¥, 2) e (x-+ 2, y -+ k,
z+1), quando o segundo pondo tende para o primeiro.

*
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Chamando 6 o angulo formado pelas duas rectas, temns

1

sen 0 = [(¢b' — bc)? 4 (ac’ —ca')2 4 (ba' — al')?]2.

Substituindo n’esta férmula os valores de &/, &’ e ¢/ achados precedentemente, represen-
tando para brevidade fi(¢), fa(t) e f3(t) por fi, fa e f3, e attendendo 4s egualdades

lim—s—o——=1 e (n.0 56) lim —— —1, vem

en f ds
lim - =l 520
A ds
i
i P+ (f s —f 0+ (fafi—fr N
ds
dr

I. Supponhamos que as rectas dadas sfo as tangentes 4 curva nos pontos (z, ¥, z) e
(w+h, y+E, 2+1). Temos (n.>c 92-II)

2

a=fil) =7, b=fa ) =2, o=fs () =~

S

representando por ¢, @, ¥/, # as derivadas de s, @, y, 2 relativamente a ¢, e

o'sl—sw y s — gl y/ Loty gty

3 ==
812 H 3/2 ? 812

/!

=

?

onde

s = \/90’2 + 2422

Logo, chamando o o angulo formado pelas duas tangentes consideradas, vird

1
o [(z’ y// '—?/’ 22+ (ac’ Z— )+ (?// 2 — ! F/H)ﬂi

(@2 32 42122
ou
t
.o (A24B24 (02
(6) lim - = ————73————)—7
pondo

A=z ?/" _y/ z”, Be—g s — “,//’ C =yr 2 '—90'3/”-
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Ao limite, dado por esta férmula, para que tende a raziio do angulo formado pelas tan-
gentes 4 curva dada nos pontos (xz, y, 2) e (w-+h, y+4k, z-1) para o comprimento do arco
comprehendido entre estes pontos, quando o segundo ponto tende para o primeiro, di-se o
nome de curvatura da curve no ponto (x, ¥, 2); a o di-se o nome de angulo de contingencia;

.k . . .
e a lim — déa-se o nome de raio de curvatura. Esta féormula contem evidentemente a f6r-
o

nula dada no n.® 90 para determinar a curvatura das curvas planas.

1I. Supponhamos agora que as rectas dadas sfo as perpendicalares ao plano osculador.
A oquacio d’este plano é (n.° 92-1V)

A (X—a) +B(Y —5)+C (Z—2)=0,

e, em virtude de férmulas bem conhecidas de Geometria Analytica, temos

A
BN s

B
A e e

C
=R e

Estas formulas d3o
CB — B

: . AC--CA
flfs—f3f1=m7

. ., BA'— AP
RA—hh=gpre

Logo, chamando t o angulo formado pelas perpendiculares aos planos osculadores nos
pontos (x, y, 2) e (x+h, y-+%, 1), temos a férmula

1
hg % [(CB'—BO2+ (AC'— A2+ (BA' — AB)7F

iy (AL B2 Chs

Pondo em logar de A, B, C e s’ os seus valores e notando que &

CB'—BC =D«/, AC'—CA'=Dy, BA'—AB' =D,
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onde
2 y Z
D= A/ +-By" 4 Co' == —| & 3 2,
/! y" 2
vem emfim
@ =

Ao limite, dado pela férmula precedente, para que tende a raziio do angulo formado pelos
planos osculadores nos pontos (%, y, z) e (4%, y+k, z+1) para o comprimento do arco
comprehendido entre estes dois pontos, quando o segundo ponto tende para o primeiro, dé-se
o nome de torsdo da curva no ponto (x, y, 2); ao angulo T dd-se o nome de angulo de torsdo;

ao lim— dé-se o nome de raio de forsdo; e 4s curvas cuja torsfio é differente de zero, isto é,
T

ds curvas que nio sXo planas, dd-se o nome de curvas de dupla curvatura ou o de curvas

enviezadas.

III. Tomando s para variavel independente, isto é, pondo ==y, péde dar-se 4 expressio
da curvatura uma férma muito simples. Substituindo, com effeito, em (6) A, B e C pelos
seus valores, desenvolvendo os quadrados e attendendo 4s egualdades

w’z—l—y’g—l—z”:s’?:l, m’m”—%y’y”—}—z’z”:O;

e d¥ d%

vem, substituindo no fim do caleulo &/, ¥/, 2/ por ——, =2, —
b » ¥ p ds?’ ds2’ ds??

® i = | () -+ () + ()

IV. Exempro. Consideremos a kelice tragada sobre o cylindro de revoluglo, isto &, a
curva gerada por um ponto que se move sobre a superficie de um cylindro recto de base
circular, de modo que a sua distancia 4 base seja proporcional ao comprimento do arco da
base comprehendido entre um ponto fixo e o pé da generatriz de cylindro que passa pelo
ponto gerador.

Tomando o centro da base para origem das coordenadas, o eixo do cylindro para eixo
dos z e chamando ¢ o raio da base, as equagles da curva sio

x==pcost, y=psent, z=at,
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a representando uma constante, e diio

a =—psent, &’/ =-—pcost, &/ =psent,
Yy =opcost, ' =—psent, ¥ =—pcost,

?=a, =0, 2"=0.

Logo temos as férmulas

R
— = - = 5!
A p2+a¥ ko ptta?
que determinam a curvatura e a torsfo da helice tragada na superficie do cylindro conside-
rado.
Vé-se por estas férmulas que a curvatura e a torsGo da helice tragada sobre o cylindro

de base circular sGo constantes (*).

ITI
Superficies

D4, Plano tangente. Normal. — Sejam ¥ (x, y, 2) =0 a equacio de uma superficie dada
e o(z, y, )= a equaclio de outra superficie qualquer, que passe por um ponte dado (z, y, 2),
situado sobre a primeira. As duas superficies cortam-se segundo uma curva, que passa pelo
ponto considerado, e resulta do que se disse no n.° 92-1 que uma das equagBes da tangente
a esta curva no ponto (x, ¥, z) é

oF

oF oF
—aw_(X“xH—*a?(Y—“S/H‘g(z“z):(l

Esta equagBo pertence a um plano e é independente da equaclo @ (%, 7, 2) =0 ; portanto

(') A applicacfio do methodo differencial 4s curvas de dupla curvatura foi feita pela primeira vez por
Clairault, o fundador da sua theoria geral, 4 qual consagrou em 1731 um livro notavel, intitulado Trasté des
courbes & double courbure, no gual se occupou das suas tangentes, da sua rectificago, da quadratura dos seus
cylindros projectantes, ete. Os planos osculadores d'estas curvas foram considerados indirectamente por
Jodo Bernoulli e depois de um modo directo por Tinseauw, em 1781, no tom. 1x das Mémoires des savanis
étrangers da Academia dasg Sciencias de Paris, e a theoria da sua curvatura por Monge, em 1785, no tom. x
da mesma collecgdo de memorias.
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todas as tangentes ds curvas tragadas n'uma superficie, que passam pelo ponto (%, y, z), estdo
situadas sobre um plano. A este plano dd-se o nome de plano tangente d superficie no ponto

(x, y, 2). oz

. 0z
Por ser, representando por p e ¢ as derivadas 5 © G
oF | oF or - oF
@) w w0 T wm Y

podemos ainda dar 4 equaglio do plano tangente a férma
@) Z—z=pX—x)+q(Y—y)

1. Se quizermos achar os pontos da superficie considerada em que os planos tangentes
sio parallelos a uma recta dada @ = az, y = bz, temos de procurar os pontos d’esta superficie
que satisfazem 4 equacglio de condigdo

oF oF oF
) ‘o Thay T =0

a qual exprime que o plano tangente é parallelo 4 recta dada.

Esta equaciio e a da superficie considerada determinam uma curva A, em todos os pontos
da qual o plano tangente 4 superficie é parallelo 4 recta dada.

Se pelos pontos da curva A tirarmos parallelas 4 recta dada, estas parallelas formam um
cylindro. Como o plano tangente 4 superticie F (x, y, 2) =0 n’um ponto da curva A é deter-
minado pela parallela 4 recta dada, que passa pelo ponto considerado, e pela tangente &
curva A no mesmo ponto, e como o plano tangente ao cylindro no ponto referido é determi-
nado pelas mesmas rectas (visto que ambas s¥o tangentes a linhas gue estio sobre a super-
ficie do cylindro), vé-se que este cylindro é tangente d superficie ao longo da curva A,

Escrevendo a equaglio (A) debaixo da férma [para o que basta attender 4s férmulas (a)]:

vé-se que a equaglio 4s derivadas parciaes das superficies cylindricas, obtida no n.® 75, ex-
prime que os planos tangentes a estas superficies sfio todos parallelos a uma recta.

II. Os pontos de contacto da superficie ¥ (x, y, 2) =0 com os planos tangentes que passam
por um ponto dado (4, b, ¢), sfo determinados por esta equaglo e pela seguinte:

oF orF oF
®B) %(w—a)—{—%?@/—b)‘{“a—z(z—c):o-
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Estes pontos formam pois uma curva A, e vé-se, como anteriormente se viu no caso do
cylindro, que o cone formado pelas rectas que passam pelos pontos d’esta curva e pelo ponto
dado, & tangente 4 superficie considerada em todos os pontos de A.

Escrevendo a equaglo (B) debaixo da férma

z—e=p@—a)+gH—10)

vé-se que a equaclo 4s derivadas parciaes das superficies conicas (n.° 70) exprime que os
planos tangentes a estas superficies passam todos pelo vertice.

IIL. As expressSes dos cosenos dos angulos a, 8, 7 que o plano tangente férma com os
planos coordenados @y, zz, e yz slo, em virtude de férmulas bem conhecidas de (reometria
Analytica:

oF oF oF
cosa:K—g, cosB:Ka—y, COS‘(:K@;’

onde
1

V& (@) (@)

IV. Chama-se normal d superficie no ponto (z, y, 2) a perpendicular n’este ponto ao’plano

tangente, As suas equacges sfio, em virtude das condigles de perpendicularidade de uma
recta a um plano, dadas na Geometria Analytica,

(10) oF T oF | oF

W o
Estas equagdes podem ainda ser escriptas do modo seguinte:
(10 X—g=—p(Z—2), Y—y=—q(Z—2).

V. A condiglio para que a normal a uma superficie corte a recta representada pelas equa-
¢les

X—=uZtk Y=fZ+1
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obtem-se eliminando X, Y e Z entre estas equagBes e as da normal, o que d4

(atp) (y—l4+92)=0B+¢g (x—Fk+p2).

Vé-se pois que a equaglo 4s derivadas parciaes das superficies de revolugfo, obtida no
n.° 7D, exprime que as normaes a esta superficie cortam o seu eixo., Acrescentaremos ainda
que ¢é geometricamente evidente que todas as normaes a estas superficies nos pontos do mesmo
parallelo encontram o seu eixo no mesmo ponto.

95, Curvatura das seccles planas das superficies, — . A curvatura da secglo feita
n’uma superficie por um plano qualquer obtem-se pela férmula geral dada no n.° 93-1. Aqui
vamog procurar as relagles gue existem entre as curvaturas das secgles feitas pelos planos
que passam por um ponto dade da superficie, considerando primeiro as secedes feitas pelos
planos que passam pela normal 4 superficie no ponto dado, e em seguida as secgBes obli-
quas. :
Seja z=f(x, y) a equaclo da superficie. Ponhamos para brevidade

Oz 0z 0%z 0%z 02z
=77

P=z Qz—@) =52 “a?a?t:@?’

e representemos por Py, gy, Tos Sp © T 08 valores que tomam p, ¢, 7, s e ¢ no ponto dado.

Para comparar a curvatura das secgBes feitas n’esta superficie pelos planos normaes que
passam por um ponto dado, tomemos para eixo dos z a normal 4 superficie no ponto dado
e para plano xzy o plano tangente no mesmo ponto. N'este caso a equaglo do plano tangente
é Z.=0, e portanto, pondo na equaglio (9)

=0, y=0,2=0, Z=0,
vé-se que temos py=0 e ¢, =0.
Um plano gualquer que passe pela normal, tem para equagiio y = Ax, onde A representa

a tangente trigonometrica do angulo § formado por elle com o plano az; e esta equaglio e a
da saperficie ddo, representando por y/, 2, 3/, 2 as derivadas de y e z relativamente a a,

Y=A,y'=0,7d=p+Aq,
2= 2 As+ A%,

e portanto, quando x=0, y=0, z2=0,
yY=~4,y' =0, =0, =r;42 As; |+ A%,.

Substitaindo estes valores na férmula (6) do n.® 93 e pondo, a fim de tomar = para
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variavel independente, 2/ =1 e @’ =0, vem a expressio seguinte da curvatura c, da secglo
normal considerada:

g+ 2 As,+A¥
(11) c')l_ 1 +A.2

convencionando considerar esta quantidade como pesitiva quando A satisfaz 4 condigfio
7o+ 2 As - A%, >0, cuja significaglo geometrica veremos adiante, e como negativa no caso
contrario,

Derivando ¢, relativamente a A, vem

¢ e 259 A*—(tg—7p) A— '°0J7
n (1-}—A2)2

ou

. “_*230 (A —my) (A-—mg)
On = (1+A22

7

onde my e mg representam as raizes da equagio
2 __(f —p Y A—s —
50 AT —(t,—ry) A—s5y=0.

Vé-se pois que, quando A passa pelos valores my e ma, ¢, muda de signal, e portanto
a curvatura c, passa (n.® 63) de crescente a decrescente ou de decrescente a crescente, isto
é, passa por um valor maxémo ou por um valor minime.

De ser mj.mg==—1 conclue-se que as duas secgles de curvatura maxima e minima sio
perpendiculares uma d ouira.

Tomando os planos d’estas duas seccBes para plano zz e zy, teremos de fazer na for-
mula (11) §=0 e §—90°, e portanto A=0 e A = oo, para obter as suas curvaturas, que

designaremos por ¢; ¢ ca; 0 que dd ¢y=7ry e ca=1¢;,. Vem pois

1 24 A?
STTATA T T A T A e

Cn

Por outra parte, devendo ser numa das quantidades my e ma egual a zero, a equaglo que
determina os valores d’estas quantidades mostra que deve ser s;==0. Logo

1 A?
cnz—-— —A_Ci i -

14 A

(12) ¢, = ¢1 c082 6§ -I- cg sen? .
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Temos pois o seguinte theorema importante, publicado por Euler em 1760 nas Memorias
da Academia das Sciencias de Berlin, com o qual este grande geometra deu principio 4 Geo-
metria infinitesimal das superficies curvas:

Entre as secgles feitas n'uma superficie por planos que passam por wma mesma normal, ha
duas de curvaturas maxima ou minima, perpendiculares entre si; e a curvatura de qualquer
d’ellas estd ligada com a curvatura d’estas duas por meio da relagio (12).

As secgBes de curvatura maxima e minima dd-se o nome de secgles principaes.

D’este theorema deduzem-se os corollarios seguintes:

1.2 Se wma secgiio cufa curvatura € ¢, for perpendicular d secglio cuja curvatura é c,, temos

Cn e = 1+ ca.

Deduz-se este resultado sommando com a egualdade (12) a egualdade
cV=cj sen? 6 -} ca cos?.

2.9 Se for ¢, ==ca, serd a curvatura c, constante, qualquer que seja o plano secante. Aos
’ s ¢
ontos da superficie onde igto tem logar, dd-se o nome de pontos umbilicaes.
p ?

II. Para conhecer o sentido em que as secgles planas que vimos de considerar, voltam
a sua concavidade, na visinhanca do ponto da superficie considerado, basta notar que, por ser

zg=r1y+ 2As,+ Aty =ry+ A%,

a concavidade da secclio normal que faz com o plano zz um angulo 6, estd voltada (n.° 88)
no sentido dos z positivos, quando é 7y+ A%,>0, e no sentido dos z negativos, quando
& ry+ A%, < 0.

Logo, se r, e t, téem o mesmo signal, todas estas secgBes téem a sua concavidade voltada
no mesmo sentido. Se 7, e ¢, téem signaes contrarios, os dois valores de A dados pela egual-
dade 7,+ A%, =0, determinam dois planos, que separam as secgBes cuja concavidade estd
voltada no sentido em que z é positivo d’aquellas cuja concavidade estd voltada no sentido
em que z ¢ negativo. No primeiro caso a superficie estd toda do mesmo lado do plano tan-
gente, na visinhanca do ponto de contacto; no segundo caso a superficie corta o plano tan-

gente na visinhanca d’este ponto.

III. Continuemos a suppdr a superficie proposta referida ao plano tangente e aos planos
das secgBes principaes, como planos coordenados, e comparemol-a com a superficie de segunda

ordem cuja equaglo, referida aos mesmos planos coordenados, ¢

To t

- X’—}— OY‘.),

2

<

oo

a qual passa pela origem das coordenadas, onde é tangente & superficie dada.
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027 o . , . . .
Por ser ——mmO, os planos das seccBes principaes d’esta ultima superficie, relativos ao
ponto (0, 0, 0), coincidem com os planos zr e 2y, isto é, com os planos das secgles principaes
? 7 ) .y) ? ¥

9 2
da Supel‘ﬁ(}ie dada; e por ser ? Z =7y e SYZZ

=t,, as seccOes feitas nas duas superficies
0X2 02 (} p

por um mesmo plano normal no ponto cosiderado téem a mesma curvatura n’este ponto e,
na sua visinhanga, a concavidade voltada no mesmo sentido.

Se cortarmos esta superficie por planos perpendiculares 4 normal considerada, obtéem-se
curvas de segunda ordem, cujas equagles sho

rg X248, ¥%=2a, Z=uaq,
semelhantes 4 curva representada pelas equacles
rg X2+, ¥%=1, Z=0.

A esta ultima curva chama-se a indicatriz da superficie z=7(x, y) no ponto (0, 0, 0.

Se 7y e t, teem o mesmo signal, a superficie de segunda ordem considerada é um para-
boloide elliptico o a indicatriz é uma ellipse. Se r, e ¢, téem signaes contrarios, a superficie
de segunda ordem considerada é um paraboloide hyperbolico e a indicatriz é uma hyperbole.
No primeiro caso, os planos perpendicnlares 4 normal 4 superficie 2 =f(x, %) cortam a super-
ficie de segunda ordem segundo ellipses reaes ou imaginarias. No segundo caso, estes planos
cortam a superficie de segunda ordem segundo hyperboles, e as hyperboles correspondentes
a dois planos equidistantes do ponto (0, O, O) considerado sfo conjugadas. Todas esta hyper-
boles téem as mesmas asymptotas, cnjas equacdes sio

X2, Y2 =0, Z=0.

O plano tangente 4 superficie no ponto (0, O, 0) corta o paraboloide hyperbolico segundo
estas rectas.

No caso de ser ry=0 ou t;,=0, a indicatriz reduz-se a duas rectas parallelag e a super-
ficie 2 um cylindro.

A indicatriz d4 uma representacfo geometrica notavel dos raios de curvatura das secgdes
normaes que passam por um mnesmo ponto da superficie dada.

Referindo-a, com effeito, a coordenadas polares, pondo X =gpcosf, ¥ =psend, vem

1
=T cos? § ¢, sen? 6 = ¢; cos? - cg sen? b,

e portanto ¢,=p~2 Logo o raio de curvatura de cada secgdo normal pdde ser representado
geometricamente pelo quadrado do raio da indicatriz pelo qual passa a secglo considerada.
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A consideraglo da indicatriz, que tanta luz d4 4 theoria da curvatura das seccdes nor-
maes das superficies, ¢ devida a Dupin, que lhe consagrou algumas paginas dos seus notaveis
Développements de Géoméirie, publicados em 1813.

IV. Consideremos agora uma seccio feita na superficie considerada por um plano que
passe pelo ponto (x, ¥, 2), mas n¥o contenha a normal & superficie n'este ponto.

Tomando para plano xy o plano tangente 4 superficie no ponto dado, para eixo dos = a
intersecgdo do plano considerado com o plano tangente e para eixo dos z a normal, a equaglio
do plano dado é

y=ztangi =Bz,

chamando 7 o angulo formado por este plano com o plano normal zz. Teremos pois, em vir-
tude d’esta equagfo e da equacio da superficie, que suppomos referida aos mesmos eixos,
tomando « para variavel independente,

yl =Bz, Z/” =B, 2 =p-+ ﬂf/’a
=125y +ty? + gy,

ou, pondo =0, y =0, z=0 e notando que p, ¢ g, s¥o nullos,
@ =1,a"=0,y =0, 9y =Bry, =0, & =r,.

Logo a curvatura ¢, da secgfo obliqua serd (n.° 93-I) dada pela férmula

1
co=1y (1-+ BQ‘,E: To_.

OB

Por outra parte a férmula (11), pondo 6 =0 ou A =0, d4 o valor », para a curvatura c, da

)

secglio feita na superficie pelo plano zx; logo temos

Cp

T cosd

Esta relaclio tfo simples entre a curvatura de qualquer secglo obliqua e a da secgllo nor-
mal que passa pela mesma tangente foi descoberta por Meusnier, que a publicou em 1785

nas Mémoires présentés par divers savants éirangers & U Académie des sciences de Paris.
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v

Curvas ¢ superficies envolventes

98. Curvas envolventes. — Consideremos a familia de curvas cuja equaglo é

(1) ) f(:L’, Y a) =0,

onde @ representa um parametro arbitrario.

Chama-se envolvente das curvas representadas por esta eguagfio o logar geometrico dos
pontos para que tendem as intersecgles de cada uma d’ellas com uma outra, quando o valor
do parametro correspondente a esta tende para o que corresponde dquella. As curvas repre-
gentadas pela equaglo (1) chamam-se envolvidas.

Para achar a equaglc da envolvente, consideremos as duas curvas

f y a)=0, f(z, y, ath)=0,

correspondentes a dols valores do parametro.
Por ser (n.® bb)

J g ath)y=f(zy o+h @C* >

¢ representando uma quantidade que tende para zero, quando % tende para zero, as duas
equagles anteriores podem ser substituidas pelas equacBes

NLo
Fx y, @)=0, GJ_(”LQ’_“),H:O

da ’

quando se procuram os pontos em que as curvas correspondentes As primeiras se cortam.
Quando % tende para zero, estes pontos tendem pois, em geral, para os pontos em que se
cortam as curvas representadas pelas egnacdes

£ .
@) Fa y, 9=0, LELD_q

as quaes determinam por isso pontos da envolvente.
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Eliminando « entre estas equagdes, obtem-se o logar geometrico d’estes pontos, isto ¢, a
equaclio da envolvente das curvas dadas.

A theoria geral das curvas envolventes foi considerada pela primeira vez por Leibnitz
em um trabalho publicado no volume correspondente a 1694 das Acta eruditorwm de Leipzig.
Anteriormente tinham porém j4 sido consideradas por Huygens as envolventes das normaes

ds curvas, as quaes, como vamos ver em seguida, coincidem com as suas evolutas.

I. TuroreMaA. A4 tangente d envolvente em um ponto qualquer é tambem tangente n'este ponto
d envolvida correspondente.

Com effeito, derivando a primeira das equagSes (2), considerando a como funcglo de w e
y dada pela segunda, vem a equagio

8f . aof af<m da 9_
T TV i \we T ) Y

que determina o coefficiente angular ¢ da tangente 4 envolvente no ponte (x, y). Mas, por

af N ; ‘
ser —éL:-O, esta equaglo reduz-se & seguinte:
a

of , 8f
-(%—*‘ 83/?/ 0,

7

que coincide com a que determina o coefficiente angular da tangente 4 envolvida que passa
pelo ponto considerado. Logo as duas tangentes coincidem.
Convem observar que, para se poder tirar esta conclusfie, é necessario excluir os pontos
. . 0 9
cujas coordenadas annulam simultaneamente %— e —Ji
| x  dy

97. Avpricagdes. —I. Para fazer a primeira applicago da doutrina precedente, pro-
curemos a envolvente das normaes 4 curva cujas coordenadas sie dadas pelas equacdes
=0 () e y=19 (), em funcglio da variavel independente ¢.

A equaglo da normal ¢
X—a)a'+ (Y—y)y =0,

«' e y representando as derivadas de @ e y relativamente a ¢.

Temos pois de procurar a envolvente das rectas representadas por esta equagfo, consi-
derando ¢ como parametro arbitrario.

Derivando para isso a equaglio precedente relativamente a ¢, vem

(X —a)a+ (Y —g)y =+



Temos pois

. y/ (ml2+y12) x! (m/2+y'2)
X——CI}:‘ T Y =—— I_’_I/y,_,.

y/ m/l-_ & !/ y @

Estas equagdes determinam as coordenadas X e Y dos pontos da envolvente pedida em

funcefio de variavel independente ¢, e mostram que esta envolvente coincide (n.° 90-II) com
a evoluta da curva dada; o que concorda com o que se disse no fim do n.® 90-1.

II. Como segunda applicaglio, procuremos a envolvente das ellipses representadas pelas
equagles
2 2
x Yy « B3
-t =1, — =1
a2 ' B2 e b ’
onde a e b representam constantes dadas.
Temos de devivar estas equagdes relativamente a «, considerando § como fincecio de «
? Ed 9
determinada pela segunda, o que da

, 1 1 dj
T WY T o

.. dap x ~
e de eliminar «, § e —'- entre estas equagdes e as equacdes dadas.

du

Para fazer esta eliminaclo, basta notar que ag ultimas equagdes dio

by? ax?
33 T Ty
e portanto, pondo ax®= ha?,
3 3
e B3 P ?\.
b @

Substituindo estes valores de 2% e »* na equagio da ellipse e attendendo 4 segunda equaciio
dada, vé-se que temos A=1, e portanto

i (@, B (g

Basta apenas substituir estes valores na equago que liga « com B, para obter a equagdo

()74 () -

que representa a evoluta de uma ellipse (n.° 91-II).

AA
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III. Procuremos finalmente a envolvente Cy das polares dos pontos de uma curva dada C,
cujas equagles sio @1 =0 (f) e y1 =1 (), relativamente a uma conica tambem dada, cuja equa-

¢lio podemos suppdr reduzida 4 forma

y = ka?4- 12
Por ser (n.’ 86-VI)
2haoey + 2ly— D y1—y=0

a equaglo da polar do ponto (x1, x), obtem-se a equagio da curva pedida eliminando o

parametro ¢ entre esta equaglio e a sua derivada relativamente a ¢
2leacacy - (20y — 1) yy =0.
Eliminando 2/y—1 entre estas duas equag¢les, obtem-se a seguinte:
2k (xy y1—y1 w)e—y1y =0,
que, conjunctamente com a anterior, determinam as coordenadas (z, y) da curva procurada

Cy em funcglo da variavel independente ¢, A esta curva Cy chama-se polar de € relativa-

mente 4 conica dada.
Vamos agora mostrar que, reciprocamente, a curva C é a polar de C; relativamente

4 mesma conica.
Para isso notemos que é condiglo necessaria e sufficiente para que a tangente 4 curva C,
isto &, a recta representada pela equagio

(Y —y) oy =X—a@)y,

seja a pular de um ponte (2, #2) relativamente & conica, que esta equagio coincida com a

d’esta polar, isto &, comn a equaglo
(2l3/2‘—— DY +2kaa X —p2=0.
Escrevendo a primeira equagio do modo seguinte:
21 Y —y X+ wy,—yia =0,
vé-se que as condi¢les para esta coincidencia sio

k(@i —ma)ea—yiya=0, 2kma;+Rlyp—1)y;=0.
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Comparando estas equagBes com as que determinam a envolvente Cj, precedentemente
achadas, vé-sa que coincidem quando =z e y==y2. Logo a curva formada pelos pontos
cujas polares, relativas 4 cénica, coincidem com as tangentes a C, & Cy; e portanto C ¢ a
envolvente das polares dos pontog de Ci. Por este motivo as curvas C e Cy dizem-se polares

reciprocas uma da outra relativamente 4 conica.

88. Consideremos a 1‘eé,ta. 1‘epresentada pela equag‘z‘io

uxe vy +w=_0,

onde u, ¢ e w representam parametros, um dos quaes pdde ser considerado como egual 4

unidade, e supponhamos que entre estes parametros existe a relacio homogenea
Fu, v, w)y=0.

A envolvente das posicdes que toma esta recta, quando o parametro independente varia,
& uma curva tangente 4 recta em todas as suas posigles e da qual, porisso, esta ultima egual-
dade se diz a equagdo tungencial. Como toda a curva é a envolvente das suas tangentes,
toda a curva tem uma equagio tangencial.

Seja f(x, y, 2)=0 a equacdo homogenea de uma curva dada, referida a coordenadas
cartesianas. Para obter a sua equaglio tangencial, basta exprimir as condi¢Bes para que a
recta precedentemente considerada coincida com a tangente a esta curva, o que da (n.° 86-VI)

fol@, 3o 2)tu=/f(x, y, 2) tv=f:(x, y, 2) 110,

e eleminar e y entre estas equagles.

A equagio tangencial de uma curva é algebrica, quando a equacfo cartesiana o é, e reci-
procamente. N’eate caso, o grau da equac¢io tangencial ¢ egual ao numero de tangentes 4
curva que se podem tirar por um ponto qualquer do seu plano, n¥o situado sobre ella.

Para o ver, basta notar que, sendo (i, 1) as coordenadas d’este ponto, a condiclio para
que a recta representada pela equagiio

e vy +-w=0
passe por elle, é
i 4-vy+w=0;
que os systemas de valores de w e v que satisfazem a esta ultima equaciio e 4 equaglo tan-
gencial-da curva dada determinam as tangentes consideradas; e que o numero d’estes sys-

temas & egual ao grau d’esta equaglo.

%
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Foi Pliicker quem primeiro mostron a conveniencia de considerar simultaneamente, no
estudo das curvas algebricas, as equagles cartesianas e tangenciaes, como se péde ver nas
suas importantes obras: System der analytischen Geometrie, publicada em 1835, e Theorie der
algebraichen curven, publicada em 1839.

89. Se uma curva for dada pelas equagBes @ = ¢ (t) e y =4 (f), para obter a sua equagio
tangencial, basta exprimir as condigles para que as rectas

uX+vY4w=0, XY—pao=K—x)y

coincidam; o que di

(12 w

! / ! /
x xy —yx
v
e eliminar ¢ entre estas equacdes,
I. A equagBo da polar reciproca da curva considerada relativamente ao circulo imaginario

oyt k=
obtem-se eliminando ¢ entre a equagfio da polar do ponto (x, y) relativamente a este circulo,
wey +yyr + k=0,
e a sua derivada relativamente a ¢,
ar @+ oy y =0,

Estas equagdes podem ser substituidas pelas seguintes:

@ yl x',//_ywl

——m - = 2

Y1 2y L2
que coincidem com as equagdes (A), quando se pde

) (7 Y1 v

B ow' kT w

u
Logo « equagdo gue resulta de mudar na equacio tangencial da curva clada —em —5 €

k9
v
— WLF’_ cotncide com a equagdo cartesiana da polar d’esta curva relativamente ao cwculo consi-
demdo.
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206. No caso de ser dada uma familia de curvas nlo existentes no mesmo plano

(1) fle, y, 2, a)=0, Flx, y, 2, a)=0,

a analogia com o que se disse no n.” 96 leva a chamar-se envolvente d’estas curvas a curva
cujas equagBes se obtéem eliminando «.entre as seguintes:

@) Fa oy s =0, Feyza=0,L_o L _o

se s6 tres d’estas equagles forem distinctas.

z

TueorEMA. 4 tangente d envolvente n'um ponto é tambem tangente n’este ponto d envolvida

correspondente.
Com effeito, derivando relativamente a z as duas primeiras equagdes (2'), considerando a

como funcglo de @, y e z dada pela terceira, véem as equagdes

+6f dJ_’_S{ dz 6f< 4 G Ja +8a dz) 0,

Er3 oy dux da oY dx T 9z d=x
oF dy , oF dz oF <8a da dy | Oa dz ) _
Ty dr e dw T da \aw T oy dn B da) TV

. ] d dz
ue determinam os coefficientes i e — que entram nas equacdes da tangente 4 envolvente
q ¢

de = de
. af oF o
n. , ). Mo =06 —= - -
(n.° 92) no ponto (x, y). Mas por ser 5 0 o 0, estas equagles reduzem-se 4s se
guintes:
of O Ay o
oy de ' 8z dx
oF  oF dy OF dz _0
ox gy de ' 0z dx

que sflo as que determinam os coefficientes das equagOes da tangente 4 envolvida que passa

pelo ponto considerado. Logo as duas tangentes coincidem. of of
Esta conclusio nfo tem logar quando so simultaneamente nullas as derivadas )
O a3y
af . oF oF oF
e —— ou as derivadag —, — ¢ —
0z ox’ gy 0z

16E,  Superficies envolventes. — Chama-se superficie envolvente. das superficies represen-

tadas pela equaciio

e Flar v 2 @)=0
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o logar geometrico das linhas para que tendem as intersecgdes de cada uma das superficies
representadas por esta equagfo com uma outra, quando o valor do parametro correspondente
a esta tende para o que corresponde dquella. As superficies representadas pela equaglo (1)
chamam-se envolvidas e as linhas para que tendem as intersecgBes das envolvidas chamam-se
caracteristicas.

Vé-se como no n.® 96 que as equagdes

Sy 2 a)=0, f(x y, 2 ath)=0,

que determinam a intersecglo de duas superficies da familia considerada, podem ser substi-
tuidas pelas seguintes

) af |
f(ac, Y % a):()’ s :Oa

¢ representando uma quantidade infinitamente pequena com %, Fazendo tender % para zero,
temos as equagdes

@ flx, v, z,.a)=0, f(x’ Y, % a) a) 0

da ’

que determinam a linha para que tende esta intersecglio, quando % tende para zero, e que
porisso representam uma caracteristica da superficie. Eliminando a entre esfas equagles, vem
a equaglo da envolvente considerada.

A theoria das superficies envolventes ful dada por Monge na sua obra admiravel: Appli-
cation de U Analyse & la Géométrie, onde fez tambem d’ella bellas e importantes applicagdes.

L. TreoreMA. O plano tangente d superficie envolvente n'um ponto qualquer é tambem
tangente n’este ponto d superficie envolvida correspondente.
Com effeito, derivando relativamente a @ e y a primeira das equagdes (2), considerando a

como funcglio de e y, dada pela segunda, e representando por p e ¢ as derivadas % e ?62*,
temos as equagdes s
f 8f ('a , Oa >
R P T T R
f . of of <8a da >
oy = oz T % @—+6 +2) =0

que determinam os coeflicientes p e ¢ da equagio (n.° 94) do plano tangente & envolvente que

0 .
passa pelo ponto (x, y). Mas, por ser c"-;f =0, estas equagBes reduzem-se 43 seguintes:
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que slo as que determinam os coefficientes da equagio do plano tangente 4 superficie envol-

. . . 0 0 .
vida que passa pelo ponto considerado, quando as derivadas o of e —% nfo sdo simul-

ox’ gy
taneamente nullas n’este ponto. Logo os dois planos tangentes coincidem.

II. Como as equagBes das caracteristicas sfo

f(x; €L, 2, Cl) =O; af (w) aya’ “ a*)’-"—' O?

estas linhas admittem uma envolvente (n.° 100), cujas equagles se obtéem eliminando «

entre as seguintes:

.

of (@, v, 2, a 2f(w, vy, 2, a)
®) f g o a—0, LEB02A_o CEnEa_,

A esta envolvente dd-se 0 nome de aresta de reversdo da superficie.
Do theorema demonstrado no n.° 100 conclue-se que a tangente d aresta de reversdo
n'um ponto qualquer é tambem tangente n'este ponto d caracteristica correspondente.

162, Applicagdes. — 1. Consideremos, como primeira applicag®o, as superficies de revo-
lucflo, as quaes podem ser definidas como envolventes de uma esphera cujo centro se move
sobre uma recta dada e cujo raio varfa de grandeza segundo uma lei dada. As caracteristicas
sfo n’este caso os parallelos da superficie.

Sejam

e=uz+k, y=pz+1

as equacles da recta dada e (a, b, ¢} as coordenadas do centro da esphera. Estas coorde-

radas devem satisfazer ds equagles
a=uc+k, b=1PBc+]
e portanto 4 equagRo da esphera péde dar-se a férma
(ac—ac—k)2+(y—Bc—2)2+(z—0)9=R2;
Supponhamos agora que ¢c=¢(R) é a equagio que traduz a lei segundo a qual o raio da

esphera varia, quando o seu centro se desloca. Para achar a envolvente pedida, temos de
derivar a equagio d’esta superficie relativamente a R, o que d4

[ —se—E)at(y—fo—3+2—clyg (R)——R,
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ou

(az+By+2) ¢ (R) = [(ac +E) a =+ (Be + 1) p+c] ¢/ (R) — R.
Eliminando R éntre esta equag¢io e a da esphera, que se péde escrever do modo seguinte:
(@— k)2 (g — D2+ 22— 2¢ (o By +2) + ¢ (a2 +32 - 1)+ 2¢ (ke -+ 1) = R?,
obtem-se uma equaglio da férma
ww 4 Byt z = @k (y— 2+ 2.

Logo toda a superficie de revoluglo deve satisfazer a uma equaglo d’esta férma.

A equaclo differencial correspondente 4 que precede foi dada no n.° 75-2.°; ¢ no n.® 94-V
foi dada a sua interpretagio geomstrica.

No caso de o eixo de revoluglio coincidir com o eixo dos z, temos =0, 83==0, t=0,
_{=0, e portanto a equaglo das superficies de revolugiio toma a férma

=4ty

A consideragfio de familias de superficies, caracterisadas pelo seu modo de geragdo,
pelas suas equagdes finitas e pelas suas equagdes 4s derivadas parciaes, é devida a Monge.
Encontra-se na obra precedentemente mencionada, onde sio estudadas muitas familias impor-
tantes, entre as quaes estfio comprehendidas as de revolugdo, as cylindricas, as conicas, ete.

II. Chamam-se superficies planificaveis as superficies envolventes dos planos dados por
uma equagfo em que figura um sé parametro arbitrario. As caracteristicas sfo n’este caso
linhas rectas.

Seja

(1) Ax+By+Cz4+D=0

a equaglo do plano gerador, onde A, B, C, D representam func¢Ses de um parametro a.
Para achar a equagfo da superficie planificavel gerada por este plano, é necessario eliminar
a entre esta equagfio e a sua derivada relativamente a a:

dA dB dC dp
@ Wttt e =Y

1) As superficies planificaveis satisfazem a uma equaclo 4s derivadas parciaes, que vamos
achar.
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Seja C differente de zero. Derivando a primeira das equagdes precedentes relativamente

ax e y e attendendo 4 segunda, temos as equagdes
A+Cp=0, B4+C¢g=0,

que, pela elimina¢iio de «, ddo uma equagio da férma

7=4(p)-

Derivando esta equagio relativamente a « e a y, e representando por », s e t as deri-

&% 0% 0% . N
—3) 5n - © ———, Obtéem-se as equagles
ox?’ OxCy ay

vadas

7

s=4 (P 1= (D)5,
d’onde se deduz

82— rt=0.

Esta equagio, indepehdente das funcgdes de @ que entram na equagio do plano, é a equa-
cho 4s derivdas parciaes das superficies planificaveis,

2) As superficies planiticavels gozam da seguinte propriedade importante:

Nas superfictes planificaveis o plano tangente n’um ponto é tambem tangente em fodos os
outros pontos da mesma caracteristica.

Resuita esta propriedade do theorema 1 do n.® 101.

3) As superficies cylindricas e conicas estfo comprehendidas na fawilia das superficies
planificaveis. As primeiras slio as envolventes das posigles que toma um plano que se move
parallelamente a wina recta dada, e as suas caracteristicas sio rectas parallelas dquella. As
segundas sfo as envolventes das posigdes que toma um plano que passa por um ponto dado,
¢ as suas caracteristicas sio rectas que pasgsam por este ponto.

Para fuzer uma applicaglio da equagdo das superficies planificavels, vamos procurar a
equaglio da familia das superficies conicas.

Sendo (4, 8, 1) o ponto fixo por onde deve passar o plano gerador, «, § ey devem satis-
fazer 4s equagdes (1) e (2), e portanto temos as equagBes de condiglo '

AatBE+Cy--D=0

?

ar B

¢ _,dD
da da a !

d
B""d ‘!““d—a*:()

BB
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. AabD
Eliminando D e g entre estas equacgles e as equagdes (1) e (2), temos
a

Al—a)+By—B)+Cz—71)=0,

44 dB dC ‘
T (m—a)‘f“w(?j—ﬁ)—{—___ (z—7)=0,

da

e portanto

A+B ?/‘B _{_O 5—H :07

X — X —a

dA | dB y—38 dC zv‘g_o

da ' da z—q da z—o

Eliminando a entre estas equagdes, vem uma equaglo da férma
z—1 v —f
\ o vy .
(=),
r—a r—a

e v& se porisso que todas as superficies conicas satisfazem a uma equaglo d’esta férma

{Monge: L. ¢.).
4) Procuremos a superficie planificavel envolvente dos planos oscaladores de uma curva

dada, cujas equagdes slo, tomando ¢ para variavel independente,
w=1 (1), y =¢ (), Z=ﬁ(i>-
A equagio do plano osculador é (n.° 92-1IV)
(Y —y &) (X—a) (@ — ) (Y—y)+ () o = o) (B—2) = O,

e portanto a cquaglo da superficle pedida resulta de eliminar o parametro arbitrario ¢ entre

esta equaglo e a sua derivada relativamente a £:
(2 y" — ' ") (R —a) 4 (@ & — &) (Y =) + (" — 2/ y") (Z—2) = 0.

Esta eliminag¢lio ndo péde ser effectuda sem se especificar primeiro as funceBes o, ¢ e =,
Para achar as equages da avesta -de reversiio, temos de empregar, além das equagles

precedentes, a equaclio que resulta de derivar a segunda relativamente a ¢:

(Z)/ y/// _ y// 21 7% 2 y(a) ___?/,, ZU‘)) <X _ x)
+ @~ w at ) — 2 alh) (Y —y)
+ (]/" a2 ! .7/”/ _{_y'x(-'») - m/ym) (Z — z) o 07
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e de eliminar depois ¢ entre estas tres equagdes. Como a estas tres equagdes se satisfaz pondo
X=z, Y=y, L=z,

segue-se que « curva proposta é aresta de reversio da superficie envolvente dos seus planos
osculadores.

5) Do theorema que precede conclue-se que as fangentes a qualquer curva dada formam
uma superficie planificavel, Com effeito, vimos de vér que existe uma superficie planificavel
envolvente dos planos osculadores da curva dada, da qual ella é arvesta de reversiio. Logo as
caracteristicas d’esta superficie coincidem com as tangentes & curva dada (n.° 101-II).

6) Uma curva niio péde ser aresta de reversfio de duas superficies planificaveis diffe-
rentes, visto que as caracteristicas das duas superficies devewn ser tangentes 4 curva consi-
derada. Porisso, se uma superficie planificavel tem para aresta de reversio uma curva dada,
coincide com a envolvente dos planos osculadores d’esta curva; e os planos tangentes dquella
superficie sfo osculadores da sua aresta de reversiio.

7) As superficies planificaveis estio comprehendidas no grupo mais geral das superficies
regradas, as quaes sdo geradas por uma recta que se move segundo uma let qualguer.

(=]
Sejam

Aaﬁ—{—By—i*Cd—%D:O, AWC—I—BQ/ +Ciz-+Dy=0

as equagles de uma recta e sejam A, B, C, D, Ay, By, Ci, D funcgdes de um parametro
arbitrario a. Estas rectas sé do origem a uma superficie planificavel quando téem envolvente,
isto é, quando 86 s¥o distinctas tres equagles do grupo formado pelas anteriores e pelas se-
guintes:

Az 4 By +Cz+D'=0, A+ By+Ciz+ Di=0,

onde A/, B, ete. representam as derivadas de A, B, etc. relativamente a a. A condiclo para
sy Dy P y ¢ao

que a recta proposta gere uma superficie planificavel, quando ¢ varia, é pois

A B C D [
A B o} D 3_0
A/ B ¢/ D/

& B @ D

As superficies regradas que nlo sio planificaveis, dizem-se empenalas.






CAPITULO IV

Derivadas e differenciaes de ordem qualgquer

Formaciio das derivadas de ordem gualquer

103. Por meio das regras dadas no capitulo I podemos formar successivamente as
derivadas 7, 7", etc. da funcello y=f(x). Ha porém questSes em que & necessario conhecer
a lei d’estas derivadas, isto é, a funcgio de z e n que representa a derivada y™; vamos
porisso agora procurar esta funcglo, considerando os mesmos casos que nos n.” 61 e 62,
por ordem diversa.

102, Derivadas de algumas funcgdes simples. — 1) Formando as derivadas successivas
da funcglo y=a*, acha-se
Yy =katt, ' =k(k—1)a"2 ...
e, em geral,
Yy =kEk—1)... (k—n-+1) b
2y A funcglio y=¢* dd
Y = e,

3) A funcgdo y=loga dd ¢ = 2—1, ¢ portanto, derivando n —1 vezes 7/,
y(m = (_ 1)1(—1 (n __ 1) 1 @,

representando por (n—1)! o producto 1.2.3 ... (n—1).
4) A funeglio y=senax da

9 = cos @ = sen <»c+-;;>, 3 =sen <m—i—2l;~>, -



214

e, em geral,

7/ == gen <:13 n 1> .
Y 2

5) A funcello y=cosa d4 do mesmo modo

yM =cos <:c +n %> .

105, Theoremas geraes. — L. Seja

y=us+ua 4. .. Fuy,

onde uy, ug, ete. representam funcedes de . Temos’

Y= uPFud o ul

m

Nota. — A derivada de ordem n da somma

k213

YW= Ak —1)... k—n-+ 1)zt

k=n

Fazendo &= 0 e representando por §’ o valor correspondente da derivada ", vem o
resaltado

o) __
Y =Amn!.

II. Procuremos a derivada de ordem n» do producto y=wusus de duas funcedes dadas.
Temos

, . ,
Yy = ug ug g ug,

!/

Y =y ve +2uguy + wy g,

o =y ug -+ Buy wy + Bugug -+ uy ug,

D R R I I T R A L]

Observa-se n’estas egualdades que os coefficientes numericos coincidem com os que appa-

recem nos desenvolvimentos das potencias 1.7, 2.2, 3.2 ete. do binomio uy--u2, e que os

indices superiores coincidem com os expoentes de wy e wz nos mesmos desenvolvimentos.
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Somos pois levados, por induccflo, a escrever a férmula

n . . 7 " .
y(ﬂ) — ugn) s _:_ .. + < , 1>u§n—1+l) ug—i) + < X >u§n—l) ug») +. . + W, 'L(/gl)
11— (3
ou
, n n .
1) yr=b (7 Jurrug,
=0\ T

n L , ..
representando por < > o numero de combinagdes de n lettras tomadas a v a ¢.
D

Para demonstrar esta formula, basta provar que, se é verdadeira para o indice n, tambem
¢ verdadeira para o indice n+4 1. Para isso derivemos os dois membros d’esta egualdade, o

que dd
, n . . n - .
YO = gy 4L A <i— 1> =D < ; > w0 udtY

ou

n4-1 3

n-+1 ) .
Y= X < . )u{"’“”r” ud’,

i=0 ?

por ser

<z—7i1> + <?> - <n;1>

A férmula (1), devida a Leibnitz (%), pdde ser escripta symbolicamente do modo seguinte :
Y= (uy +-ua)",

significando esta egualdade que se deve desenvolver (ug-+wus)* pela férmula do binomio e
substituir no resultado os expoentes por indices de derivagfo.
Do mesmo modo, no caso da funcglo

3/ =ULUY o . Uy

temos symbolicamente

(#) () (tm)

nlu, “u )

¥ =(utut. o Tu,) =12 1 ',Izz!...i !m -
m

(!) Vej. Opera omnia, Genevae, 1748, tom. 1y, pag. 421.
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em que % se refere a todas as solugOes inteiras, positivas ou nullas, da equagio

bt =,

e onde se deve considerar 0! como representando a unidade.

Deduz-se esta férmula da anterior por um processo analogo ao que se emprega em Al-
gebra para passar da lei do desenvolvimento do binomio para a lei do desenvolvimento dos
polynomios.

. o Uy
111, Consideremos agora a func¢do y=-—. Temos
Uy

Uy = Yyua,

wy =y ug + yua,

D I T

n o
uf? =y u, 4. . - < . >y<“_" e R &

2

Por meio d’estas egualdades obtéem-se successivamente as devivadas v/, o, ¥/, . .., y™ da
fracclo proposta; ou directamente a derivada %™, expressa por um determinante.
) Y, exp I

IV. Seja y uma funcglo de @ determinada pelas equagBes
(&) y=J ), uw=9¢@

e procuremos a derivada y™ de y relativamente a w.

Temos
da
y/ :_'/u’,
du
2
By e Ay,
- P i H
du? du
o d d# da
ol = é s - _% wl - Y "
du du du

D T T T I I N R BN B

Vé-se facilmente que a expressiio da derivada y™ & da férma:

L. di .z N
Yy =XA }Zi/i' (w)* (u") N (O
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A, a B, Y, -+, A, 7 sendo numeros inteiros, que vamos determinar. Para isso, appliquemos
a férmula precedente 4 funcglo

y=u", u=ay--ayx-++ag ...+ ax?
onde a, a4, ..., a, representam constantes arbitrarias; o que da
Yy =XAn(n—1) ... (n— i+ 1)ur— (W) (u")g - (u("))k,
e, pondo @ =0 e notando que é (n.° 105-I) v =1Lk !ay,

U =SAn(n—1) ... (n—i+1)@HEBY L ) aTat ab. . ah

ne

Por outra parte, temos

y=(ay,+ayetaza?+...4 a,a")"
hy , T R hu_hit-2hy -+ Bhy . . ~fnb,
s P

nlay, "o " a T ..
o thilhate. Byl

=3

?

onde X representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos,
de %y, Ay, ete. que satisfazem 4 equagio

byt hy+hy .. Fhy =,

devendo substituir-se 2y!, ht!l, k!, ete. pela unidade, quande é hy=0, Iy =0, %3 =0, ete.
Derivando esta egualdade ¢ pondo =0, vem (n.® 105~I)

by hi kg h,

v(n!)gao Yay Tag ... ay
hgthilhalo. byt

:l/:’n) —_
onde X se refere agora a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de &, ki, ks, ete. que
satisfazem 4s equagles

hothi+ho-. . . hy=mn, hy+ 2ha—+ Bhs +. . . nhy,=mn.

Os dois valores de y”, que vimos de achar, devem ser identicos, quaesquer que sejam os
valores de a;, ay, as, etc.; portanto vem

a=hi, B=ta, ..., h==hy, hy=n—i=n—(a-+B4... W),
n!

A= G -
alBL o @DPEY L @

cc
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Temos pois a férmula

n! % (/)™ (u”)B ce (u""))‘

3 w3 ,
® T B 2B . I

onde X ge refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de «, B, ¥, ..., A que satis-
fazem 4 equagilo
e+28+37+.. . +nh=mn,

e onde

ima Bty b

Deve observar-se que na férmula (3) devem substituir-se nos denominadores os factores
que forem nullos pela unidade, como se faz na lei do desenvolvimento dos polynomios, d’onde

a férmula é tirada.
NoTa. — A respeito dos coeflicientes numericos

nl

A:azgl...xz(zz)@@!)'ﬁ..(nz)*

faremos algumas observagles.

1.0 Estes coefficientes sito numeros intetros.

Esta propriedade resulta da demonstraclio precedente, e constitue um theorema interes-
sante de Arithmetica, a que se péde tambem chegar por consideragBes relativas 4 theoria das
combinagles (%),

2.° Sendo y=1uf, u=¢"—1, temos

dry

duk Y

d ) d% o
d—z = kw4, —du‘é =k(k—1)u2, ..

dkirlg/

—— T e ,,.: ,/= =x<~
P y e, W =u"=...=¢

e, pondo w =0,

(), =0 - (G,
\Gu 0_0’ U\ duk O_k" R

(1) Comptes rendus de U'Académie des Sciences de Paris, tom. cxui, pag. 1066.
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Substitnindo em (3), vem a férmula seguinte, de que adiante faremos uso:

1 dr <6x— ]>k> <
k ! < dm" 0 - A’

que d4 a somma de todos os coefficientes da férmula (3) que correspondem 4s solugdes in-
teiras e positivas da equagdo

at+B4+...+h="r.
3.° Sendo y==¢*, u=¢"—1, teremos

diy
dut

— pt [—— — %
= u =u'"...=d,

e portanto

diy " "
<dui>0=17 W =u=,..=1.

Logo, applicando (3), vird a férmula

que d4 a somma de todos os coefficientes da fdrmula (3).

A

4.° O quociente ——- tende para o limite zero, quando n augmenta indefinidamente (%).
n!

V. Seja
y=f (w1, ug, ..., u), ug =01 (x), us =02 (), ..., uy=(x),

e procuremos a derivada y™ de y relativamente a .

Para resolver esta questlo, empregaremos o mesmo methodo que em um artige que a
este respeito publicAmos no Gornale di Matematiche (Napoli, tom. Xviil), que passamos a
expdr,

(1) Para a demonstra¢fio d’esta propriedade veja-se:
Oliveira Ramos e C. J. de Faria : Sobre os coefficientes ete. (Jornal de Sciencias mathematicas e asiro-
nomicas, tom. vir).

*
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Temos

o? o%f
Y = ()22 - w2 ..
Y ;( s Ouy Oua | 2+ Tac it

.............................................

Vé-ge facilmente que a derivada de ordem n tem a férma:

dmf‘

{n) — E - v o . ) A

(b) sz/ A Ouu aub (’L(,’) (’LL . (ul )
é >< (ug )'/ (u (u“’)y‘ cee

onde

m=a+b+c+t...,

eonde A, «, b, ..., o, B, ..., &, B, ... s8o numeros inteiros, que vamos determinar. Para

isso, appliquemos esta formula ds funcgles

Y=UiU; ... U,
wy = dy -+ ayx. . a2t

u?:bo‘i—blw“i_- . -+bnmn; ‘

onde ay, ay, ..., by, by, ... representam constantes arbitrarias; o que da

yW=YXAn(n—1)...(n—atx<nn—1)...(a—b41)x<...
w () ()™ () )

e, pondo x=0, e attendendo ao que se disse no n.® 105-I,

(An(n—1)...(n—a+1)<xnn—1)...(n —b+1)x<.. ’

y(”) =X i@ 1)54’3"}‘ (3 !)T‘{“T,‘i" L <nz>7\—H\’—f—. . S

— - ! ]
< dl “afag...xbg b} bg...x

Por outra parte, applicando a férmula de Leibnitz ao producto considerado, vem

1
- ()

N [k
Y =X m (u (NQ)( 2)
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onde ¥ se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de A4, ke, ete. que satisfazem

4 equagdo

hy +ho . By=mn;

ou, substituindo as derivadas (uj)(u), (ug)(ta), ete. pelos seus valores, que se obtéem pela fér-

mula (3), e pondo & =0,

nlnm—1)...n—a+lxnn—1)...(n—0+1)x...
alBlo Rl IR N L

.2/81) — E

! 7
— o —b 7.0,
> ay “alaé3 ceex T 8] bE Ce ey
onde X se refere aos valores inteiros, positivos ounullos, de &, 8, ... &/, §',... que satisfazem
48 equacdes
- 28-F oo k= b,
o 4 28 s Ahal = b,

alb=1) - 2800 L At ==y,
e portanto 4 equacio
o +28+F. A ak4-of £ 28 - Lo al -
+ ol 280 - phl =g,
e onde é

a=a+B+...+hk b=d+F+...+V, etc.

Os dois valores de " que vimos de obter, devem ser identicos, qualquer que seja o valor
Yo ’ y qualq J
das quantidades ag, a1, ..., by, b1, ...; portanto os inteiros «, 8, ..., o, B/, ... devem ter

os mesmos valores nas duas expressies de y”, e deve ser

, n!
!Bl N B W e e @B MR

Tstio pois determinadas as constantes que entram em (b), e temos a férmula seguinte,

que resolve a questfio proposta:

n! of
al Bl e/ TR M e o 7 Ougoud. ..

LENE (W w
X(ul>(/<~2ﬁ> -.-<72—9— X(lbg))a... Tnj“ ><n-'7

@ Yo =%
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onde ¥ se refere a todas as solugBes inteiras, positivas ou nullas, da equagio

a+28+. . ko 28 4. el .
+al 2800 L b =,
e onde &

a=a-+f+...+% b=o+...+WN, ete.,

m=a-+btect...

VI. Consideremos agora a func¢fio implicita y, definida pela equaglo

S @ y)=0.
Temos as equagles

S of

2 =
o dy ¥y =9,

% Lo Y e O
fat T P any Y T Ty Y =0

por meio das quaes se obt@em successivamente 3/, ¥, etc.
A lei que seguem estas equagles obtem-se applicando 4 funcgio f(x, y) a férmula (4),
pondo ug =, uy =y e considerando y como funcglio de @, o que dd

n! onf ,, 0 n
®) B TTalBl N W) @ - =0,

onde ¥ se refere a todas as solugdes inteiras, positivas ou nullas, da equagBo

o o428+ .. nh=n,
e onde é

m=o +a+t+B+...+A

A férmula que precede dd a derivada de ordem n em funcglo das anteriores. A férmula
que d4 directamente y™ & muito complicada, e porisso nflo a exporemos aqui (%).

(1) Duarte Leite : Sobre as derivadas etc. {(Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas, tom. 1v).
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I

Applicacles

108. Derivada da funcedo arctang . — 1. A funcelo y=arctang e dé v = (14?1,
d’onde se deduz (n.° 1056-1V)

)1 (2 (1 - 2ty

W (1 (n
Y % (—1)L F1

onde a+ 28 =n—1, t=a-+B; e portanto

Y = (— 1)t (n— 1) 12 (—1)P <n—é—B>

< (22)" PR (1 )P,

onde % se refere a todos os valores positivos de 8, desde O até ao malor inteiro contido em

n—1

2

?

A expressdo da derivada de ordem = da funcgio considerada péde dar-se uma férma

. do
differente da precedente. Pondo ©—=cotv, o que d4 —— ——sen?v, vem
p 77 q dm T
Yy = I =sgen®o, ' = —sen 2¢ sen?oy, otc
%0 71 ; ? .
1+cot?o
Em geral

Yy = (—1)"~1 (n—1) ! sen” © sen no.

Demonstra-se facilmente esta férmula mostrando que, se for verdadeira para a derivada da
ordem 7, tambem é verdadeira para a derivada da ordem n 1.

II. A comparagdo das duas expressSes de y™, que vimos de achar, d4 a férmula impor-
tante, attribuida a Viete:

—1_
sen ng = sen goZ (— 1)3 <” é 3) (2 0 @n._g_g{i.

III. Se quizermos o valor de g, poremos @ =0 na formula que d4 ».
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1.” Se n é impar, todos os termos da férmula se annullam, excepto aquelle que corres-
onde a n—1—28 =0, e teremos portanto
p ) p

n—A4
Yo = (— 1)T (n—1)1.

2. Be n é par, o expoente n~—1—2B nilo péde ser nullo, e teremos yi” =0.

107, Numeros de Bernoulli, —I. Consideremos a fancgio

y=(+ert,
- e procuremos o valor que toma 3™ quando é x=0.
Pondo
o 1 B 1 —e®
Y@=y =5 g ire
vem
et —1
‘?(—m):mﬁ’
e portanto
o @)=~ (~a)
e
¢ (@) =¢'(—=x), ¢'@)=—¢"(—a), etc.

Estas egualdades mostram que as derivadas de ordem par de ¢(x) se devem annullar
quando se faz =0, porque, se assim nflo fosse, teriam dois valores differentes para =0,
0 que nfo pdde ter logar.

Ag derivadas de y s3o eguaes 4s derivadas de ¢ (), e portanto temos yf” =0, quando n

g P L) Yo ’
é par.
As derivadas de ordem impar acham-se por meio da férmula (3) do n.° 105, que d&
p p ’

() ¥ . nlile (1 4 ev)—i—t
Y= oc!B!...')\!(Qi)? (31)"' ,”@!)7\

onde

a+28+. . . Fnh=n, {=a+f+ ... FK;

portanto temos, pondo x=0,

nldl

= B (— 1) . :
Y ( )22‘-#4«!(3!...1:(23)5 CH AR CY) 0
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Posto isto, chamam-se numeros de Bernoulle os numeros definidos pela egualdade

n-4

(a) B, =(-1) ?

7l~{_ 1 (i) »

05 quaes porissd sdo nullos quando n é par, e, quando n é impar, podem ser caleulados por

meio da formula (4):

[ S DI ) il

(6) By=(—1)" pr— U

———

i g Qi RO A
2t I8 NN 20 ()
onde X se refere ds solugdes inteiras, positivas ou nullas, da equagho

a+284+...Fnk=n
e onde
F=at B R
I1. De ser

n !

alBlo ok t@DE L

um numero inteiro (n.® 105) e de ser m--1 par resulta que os numeros de Bernoulll ndo
podem conter em denominador factores primos differentes de 2 e dos factores primos de 20+t —1,

¢ que 2 ndo pdde ler expoente superior a n.

III. Da f6rmula (6) vamos tirar outra mais propria para o caleulo dos numeros de Ber-
noulli.
Com effeito, aquella férmula d4

n-4-4 . '
= a1 ;&[ ) n!

vy 2o — NI Y — %
Bu=(=D 7wy i=aL< Vo alBlo R DE L (ahh)

!

onde X' se refere a todas as solugBes inteiras e positivas da equacfo

zx’—{—2f3+. oA nh=n

que dio a ¢ o mesmo valor; e portanto (n.® 105-1V)

n4-14 :
Uit 31 ey
B.=(-1) PIEEp ii‘4<~1> N g /g

(!) Veja-se o nosso artigo : Sur les nombres de Bernoulli, publicado no American Journal of Mathematics
de Baltimore, tom. viz.

DD
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ou, substituindo a derivada que entra no segundo membro pelo valor que se obtem desenvol-
vendo o binomio (e —1) ¢ derivando n vezes o resultado,

a1 |
T2 TLT] & ;1 o s (1 2
(7> ngz:(_jl) -WT;;‘II (“‘”l@_?q {7« —’L(l—l)

SETSREMSSINERY

Ou por meio d’esta férmula, ou por meio da férmula (6), obtem-se

1

1 1 )
= =

By =-— B7:w, By = g e

By 42’ 30 6

1
B3=3T),

Os numeros que vimos de caleular foram considerados pela primeira vez por Jacob Ber-
noulll na sua Ars conjectandi. Euler encontrou-os depois em muitas questdes de Analyse. No
tomo LXXXV do Jornal de Crelle foi dado por Adams uma taboa que contem todos estes numeros
até Bies.

IV. Derivando n vezes a egualdade

y(e’”—lrl):l,

vem
Yy (e 1) e {ny“‘*” -+ <g > e C <nﬁ 1) y'+y} =0.

Pondo =90 e attendendo 4 féormula (a), resulta a equagio

=l »

5 2?1—}—1___] 3 9u__1
(—1) Tf{TB“+(Ml) n B,

n—14

=/ n\ 211
0 () e

ﬂ-——?/n on—2___1
e 2 ) —_—_
T \3> w—g Bos

n 2.1 1

+<_1><n—1>_~—_B1+?h0’
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que, pondo n=2p—1, di

9 __1 2p—1\ 2201 1 2p—1> 221, _
—_—— Dy, 4 — EE—— B DT “ + — B 1= M
2 P By < 2 ) p—1 Byt .k (\229——2 T B FI=0;

e, pondo n=2p, dd

5 27 —1 2p\ 221 < 2p >2°~’—1 .
2]? p—B;)p_l—<3>ﬁ777B2p_3+...j: 2p—l ——1——B1+1—O

Temos assim duas relagles lineares recorrenfes entre os numeros de Bernoulli, por meio
de qualquer das quaes se pdde caleular successivamente By, Bs, B, ete.
IPoi Moivre quem primeiro achou uma relagio recorrente entre os numeros de Bernoulli.

Depois foram encontradas muitas outras.

V. Os numeros de Bernoulli apparecem em muitas questdes de Analyse. Assim, por
exemplo, os valores das derivadas da funcglo

y=f @)=

eIE

correspondentes a w= 0, exprimem-se por meio d’estes numeros.
Com effeito, derivando n vezes a identidade

x € 2x

1l e 1 &1 =f (=) —f(2),

vem (n.° 105-11) a seguinte:

3 1 n—1< 1 >
d <e“—|—1> d &1

dac _}_ n dai—1 ____fn (%)—— 2nfm) (2&3),

que, pondo @ =0 e attendendo & férmula (a), d4 a relaglo, achada por Euler,

n

=17 B

Vé-se por esta egualdade que as derivadas de ordem impar de y sfio nullas,
A férmula que precede nio dé os valores de g, e yp. Para os achar, parte-se da equaglo

(*— 1) y=u,
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que d4

=1y +ety=1,
(*—1)y'+2¢y ey =0,

, 1
e, pondo =0, y,=1, Yo=—"

VI. Do mesmo modo, no caso da funcgllo

_e’—l_l 2
y_61+1- 6.’0_%_17

temos, para determinar o valor de g, a formula

n—4
W=(—1) %25

a qual mostra que este valor é nullo quando n é par,

VII. Consideremos finalmente uma questio d’Algebra em que entram os numeros de
Bernoulli.
Seja
6113:_1 em‘_l T

) =1 & ! e?xJ__' .. _6(71-—1)22 — . s
y=lhetet. .o e—1 z -1

e portanto
@
: — 721‘__1 e
my— (" —1) ==

. @x
Derivando k-1 vezes esta egualdade e pondo z=-——, vem
g } E3 1’
er —

ayt )+ (k4 1) g =l gz H (k1) nF ¢ o
L <]C _g 1) kL gnw /! +.. <l‘“ _]F 1> nerx gk -+ (em: _ 1) glh+-1)

e, pondo @ =0,

R N B;
— L By —k(— p— N nf-3 L,
% =7 2—{— oL Bi—kk—1E—2)n 4!—{~

Por outra parte, derivando % vezes a funcgio y, vem

Z/(]")= e+ 9k e?x+_ A .;i_ (11— l)k eln—1) :c,
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e portanto
Y= T -2 3k L - (n— 1)

Temos pois a férmula de Jacob Bernoulli

i - ) iax 0k nk—~l ‘ B3
1421 o (n— 1) =m——§~+k —E)T~B1~7c (e—1) (k—2) 71"—31—!%—. ey

que dd o desenvolvimento, ordenado segundo as potencias de 2, da somma das potencias do
grau & dos m — 1 primeiros numeros e serve para calcular rapidamente esta somma, quando
n & um numero grande,

Resulta desta egualdade, como corollario, a seguinte:

T
=00 p bt ‘——7{2—}—1,

de que se fez applicagfio no n.” 58.
108, Fdrmula de Jacobi. — Procuremos a derivada de ordem n—1 da funcglio

1
n—
y=(1—a?) %

Applicando a férmula (3) do n.” 105, vem a egualdade

1 .
(n—])!(n————é«) ...<n——i——i+1> (— 22 (— 2B (1 —a®) T
(n—1y - %} —_
Y 2181 (2)P ’
onde a-28=n—1, i=a-}§; ou
1
" P 2e—1). @8 3" 2 —w“—’)B+_?

y’n—l) =2 (.._

(m—1—28)1p!28

i
iyt LB @) o g nta T2 (1 g Pte |
T UV e

que, por ser

2F<1.2.8...8x1.3...(28+1)= (284 1)1,



d4d

—1-98 B+o
P 1)?11 <2n 1)2< lg(n 28). . .0 27;+1)lv<1 x?) :
§ .

onde 3 representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros positivos de B, desde

n—1
0 até ——-
°T3

Pondo &= cos o, vem

n—1-28 9511
J(,L,_ . ]>,L 11.3.. (Qn 1)2( 1)p (n—28)...ncos

@)

ou, em virtude de uma férmula de Trigonometria, dada no n.° H2

Y= = (— 1y, 1.3...2n—1)

n

.Sennarc cosw,

resultado devido a Jacobi(!).

109. Fdrmula de Waring. — Seja

U= Agem+ A= - o Ay Ay =0

" uma equaglio dada e sejam x4, @2,

., Ty as m raizes d’esta equagdo,
Por ser

U=A,(x—x) (@—x)...(x—ay),
e portanto

log U=log A, +Xlog (@ —w,,),

temos, derivando n vezes,

- 1 _ (—1=t drlog U.
- (@—ap)" (r—1)1"  dan

Substituindo no segundo membro d’esta egualdade U pelo seu valor, applicando a fér-
a (3) e attendendo 4s egualdades Uint+t =0, Utn+2) ’

=0, etc., vem
1

N

(e 1yas (— 1y O nru—iue Ul .,

a Bl L@, (ml)h

(1) Jornal de Crelle, tom. xv, 1836.
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e portanto, pondo =20,

E-i—=n§_‘-(_~1)i (i— 1)1 U7 U Ug? . . .

a al Bl @hb mh

(= DIAZAT L AL
alBlo.

=0 (—1)

Applicando agora esta formula 4 equacio
Apam - Ay qamt At A() = O:

cujas raizes sfo reciprocas das raizes da equacBo primeiramente considerada, temos a fdrmula
de Wartng (1)

E—DIAGTATAL. . A]
NE

mn
by ol =n¥(-—1)
=1

onde o, 3, ..., h sito as solugBes inteiras, positivas ou nullas, da equagio
a+284.. . Fmh=n

e onde &

7

i

a-+B-Fo0 N

Csta férmula dd a somma das potencias de grau n das raizes da equaglo proposta.

Os coefficientes numericos que entram na férmula de Waring gozam das seguintes pro-
priedades arithmeticas, que nos limitaremos a enunciar (?), quando n é egual ou inferior a m:

1.° A somma dos valores absolutos de todos os coefficientes é egual a 20 —1,

2.° A somma dos valores absolutos dos coeflicientes dos termos do grau ¢ é egual a <1;>

3." A somma dos valores absolutos dos coefficientes dos termos do grauw n—<¢ é egual 4
somma dos valores absolutog dos coeflicientes dos termos do grau 7.

180, Derivadas das funcgles compostas de funcgles lineares de . — Seja na férmula (4)

u;:A;—FBHU, ZLQ=A2+B237,..., u,=Al—I—Blw;

(1) Waring: Meditationes algebricae, 1712
(%) Estas propriedades foram dadas pelo sr, J. B. d’Almeida Arez em um trabalho publicado no tom. 1
dos Annaes scientificos da Academia Polyteehnica do Porto, onde se péde ver a sua demonstragio.
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teremos

n! arf .
- B BY ...,

. * - 7
alol L. att=11 aufdug...

y(n) =

onde % se refere 4s solugBes inteiras, positivas ou nullas, da equagiio
ato +o .. Fel=n,

A férmula que precede pdde ser escripta symbolicamente da maneira seguinte:

0 of "
y<n>:< f B+ uf? Bg+...+—§}iBl> ,

cuy ¢ ouy
devendo depois do desenvolvimento substituir-se (97)" por &*f.

A differencial dy de y=f(x), que estd ligada com

28R, Differenciaes de ordent superior,

a derivada de y pela equacio
dy =y du,
& uma funcelo de 2, cuja differencial d{(dy) (que se representa por d?y) se obtem differen-
clando o producto y'dx; o que da
By =y da?,
suppondo dx constante, qualquer que seja x, 0 que é sempre possivel, visto que « representa

a variavel independente e portanto o seu augmento dax é arbitrario.

Do mesmo modo se acha
APy =y da?, dby = yP dat, ete.
As differenciaes dy, d%y, dy, ete. téem respectivamente os nomes de differencices de -
2 2 2 I

metra ordem, de segunda ordem, ete. de y.
Seja h un angmento dado a @ e Ay o angmento correspondente de y, isto &,

Ay —f (@)= (£) = fi (@)
Teremos (n.° 64)
Ay =1 (@ + 1),

onde § representa uma quantirdade oomprehendida entre O ¢ 1.
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Representando por A%y o augmento A (Ay) da funcglo Ay, correspondente ao augmento %
de &, vem do mesmo modo

Ny — i (o4 — fi (@) = I (@-+-0u1)
=0[f (@08 1)—f (- 617)]

= R%" (- Ot + G2h).
Continuando do mesmo modo, obtem-se a férmula geral
Ary = hfi) (oo - G2 - G2 . . .+ 6,k)

ou, pondo Oy +bs-+...+6,=0,

Any — ]an(n) (m + 6/1),

f representando uma quantidade comprehendida entre O e n,

A Ay, A%y, A3y, ete. dd-se respectivamente o nome de differenca primeira, differenca sequnda,
etc. da faneglo f(x).

Se a derivada ™ (x) é continua, temos

A?zy = hr [f(n) (x) ,_}_ E:[ — dny + 8]2”)

onde ¢ representa uma quantidade infinitamente pequena com %; logo a differencial de ordem
n ¢ a parte proporcional a 2* da differenca de ordem n da funcglo y.

112, Consideremos agora a funcgio de duas variaveis independentes z=F(x, y), cuja
differencial total & definida pela egualdade (n.° 71)

-
0z Oz
— da -+

dz= =
e oy

dy.

Esta expressdo de dz é uma funcglo de @ e y que, sendo differenciada, d4 a expressio
seguinte da differencial total de segunda ordem:

2.
T2 A2
Ox>

2
. 2z
A2 =

% , .,
da dy -+ £ dy?,

n9
0
dx Oy

ou, symbolicamente,

jOID)
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‘Continnando do mesmo modo, acha-se, por inducglo, a férmula symbolica

w [ Oz 0z >”
d2—<aw @—dy 5

que se demonstra por meio de um calculo analogo ao que foi empregado no n.® 105-II, e

onde se deve substituir, depois de effectuar o desenvolvimento da potencia indicada, (8z)" por
oz,

Do mesmo modo, no caso da funcgfio de muitas variaveis

z=f (w1, w2, ..., %),

se acha a férmula symbolica

s az az 23
dtz == <-6de1 +.. '+% d:cl>

111

Relacdes entre as funecdes e suas derivadas

188.  Se « funcgdo f(x) admittiv as derivadas f' (), f"(x), ..., [ (%), e se estas deri-
vadas forem finitas em todos os pontos do intervallo de xy a w, temos

F@) = f )+ @—a)s )+ G ) 4+ E B e ) 4R,

onde

(e — ) (L — 0=
(n—1)!m

R, = SO [0+ 0 (o —2z)]

§ representando wina quantidade comprehendida entre zero ¢ o unidade.
Para demonstrar este theorema, basta applicar 4s funcgdes

e @=F@ SO —@—a7 05T g -~ E e,

b= )"
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a férmula conhecida (n.° 64-4.)

o) — 9 @) _ ¢ x+0@—a)]
Y@l Yo

notando para isso, que ¢ (z) é dada pela egualdade

- (oc—— /)

¢ (z)= f” (@)

A férmula que vimos de demonstrar é conhecida pelo nome de formula de Taylor, e a
respeito d’ella faremos as seguintes observacdes:
1.* Pondo @ —wy=h, a férmula mencionada pide ser escripta debaixo da férma seguinte

h? it
S g+ R) = f (a0g) 1o f (a09) + 'Q—If” G e (n'—_’_ﬁf(”"“ (wg) =+ Ru,

onde

]ln (1 . g)n—m

R, = (n—1)!m

S (acy - 6R).

2.2 A R, chama-se resto da serie de Taylor. Da expresslo d’este resto que vimos de
achar, e que é devida a Schlomileh'(1), deduz-se, pondo m=mn, a férmula
’ y y P s

Ry =00 fo0 g 4 o] = 20 4 00,

devida a Lagrange; e, pondo m =1, a férmula

o (1 —6)y—t

(o0 — ) (1— =
(n—1)!

R, ==

10 g+ (2 — ] = £ Gy + 08,
devida a Cauchy.

3.* Se R, tender para zero, quando = tende para o infinito, a funcglo f(x) péde ser
desenvolvida em serie convergente, ordenada segundo as potencias de a—x;, por meio da

férmula

F@)=F @)+ (o) f () ok 2 PO 0 )

) Journal de Liourville, 2.» serie, tom. .



4.2 Se na férmula de Taylor pozermos z,=0, vem a férmula

mn-—-l

f@=ﬂ%mﬂ®+§ﬂ@+~+@3WﬁHWHm

onde

931 (L__ 6>n~ m

Dim

L (n

" (0a),

conhecida pelo nome de férmula de Maclaurin.

D.* Se tiver logar o desenvolvimento em serie
Sy =A )+ A (x—wy) + As (w—axp)2 . . oA Ay ()t -
¢ as funcgbes f(x), f' (), ..., f@ (&) forem continuas no ponto x,, serd

_ S ()

=
al

Para demonstrar este theorema, notemos primeiro que, ponde x =), vem A =7 ().
Notemos em segundo logar que, pondo a—x; =1, temos

Flao+ 1) —f (@) = Adh+Ask2 ...,
d’onde ge deduz
Sy +6h)=Ay+ Ash . . .,
e portanto

A= (z,).

Para completar a demonstraciio do theorema, basta notar que, se for verdadeiro para o
coefficiente A,, ainda é verdadeiro para o coefficiente A, 4. Com effeito, temos

he
S o -+ R) = f (g) =T f' () + - '+}Z—1 £ ()
FAp g B A bt

e portanto

1
G/ @ T = Awpyt A bt

d’onde se tira, fazendo tender % para zero
’ P )

f(a—H) (mo\
@F !

Appy=



6.° Quem primeiro applicou o Calculo differencial ao desenvolvimento das funcgdes em
serie foi Jodo Bernoulli, que deu em 1694, nas Acta eruditorum, uma férmula muito geral
para esse fim, em cujos termos figuram as derivadas da funcglo dada. Alguns annos mais
tarde, em 1715, Taylor appresentou no sea Methodus incrementorum a serie que vimos de
obter, a qual s6 differe pela forma da que anteriormente tinha dado Bernoulli. Lagrange,
que se occupou muito desta importante serie, deu na sua célebre Théorie des fonctions
analytiques a expressio do resto precedentemente demonstrada, e abriu assim o caminho
ao estudo das condigles para que aquella serie possa ser applicada a uma funcgio dada, o
qual foi feito em seguida por Cauchy, empregando esta expressio e ainda outra, anterior-
mente mencionada, que publicou pela primeira vez no tomo 1 dos seus Kaxercices de mathe-
matigues.

As duas expressdes do resto que vimos de mencionar, s em poucos casos permittem
reconhecer se a serie converge para a funcgio dada, por ser em geral complicada a expressao
da derivada de ordem n que n’ellas entra. Porisso Cauchy procurou tirar as condigdes d’esta
convergencia directamente da natureza da funccdo considerada por wm methodo que sera
exposto em outro logar d’esta obra.

Para o estudo dos principaes modos de demonstrar e considerar a férmula de Taylor que
tdem sido empregados até hoje, veja-se 0 nosso trabalho Sobre o desenvolvimento das funceles
em serie, publicado nas Memorias da Academia Real das Sciencias de Madrid (tom. Xvi,

1897) (1).

114. O theorema demonstrado no numero precedente é um corollario do seguinte, que nos
limitamos a enunciar (2):

Se as funcees f(x) ¢ ¥ (x) admittirem as dertvadas f'(x), f"(x), ..., f®(x), (),
E'(x), ..., F™ (@), e estas derivadas forem finitas em todos os pontos do intervallo de xy a a,
teremos o relaglo

Fla)— () (i) 1 ) — " i%lf'% AR s

(cr

F (@) —F (a2)) — (m—y) B (30,) — F"(x()) ——(—m—"-fc‘l)—k B ()

(ﬂzl —{—T(i))!T S ()4 (90 i()l))’ FO ()R,
(w(k x, )7~ RO () +(w(m %1?;.—1 For=) () +R;,

(Y) Transcripta no tom. 1, pag. 1, das nossas Obras sobre Mathenatica.

(2) Este theorema é extrahido do nosso artigo Sur une formule d’Analyse, publicado nas Nouvelles Annales
de Mathématiques (Paris, 3.¢ serie, tom. v), onde se péde ver a respectiva demonstragio, Encontla se este
artigo no tom. 1 das nossas Obras sobre Mathematica.



onde

(w_w())n (lﬂ n—1

Rn = _ff(") [wO + b (60 _w0>]7

(n—1)!
, ((Z} — ey (1 — g)m—i
B, = LI O O a8 e — )

se ¢ denominador do sequndo membro se conservar differente de zero, quando 6 varia desde O
até 1.
Para deduzir d’este theorema o de Taylor, basta por

Flay=@—a)", k=m—1, l=n—1,
185. Consideremas agora a funcclo de duas variaveis independentes

2 =f<96, ?/)7

para estender a estas func¢des a formula de Taylor.
Pondo

xy -+t (@—zg)=u, Yo+ t(y—y)=v, ¢{)=f(u v)=f oy + ¢ (@ —x), Yo+t (¥~ Yol

o applicando a fdrmula de Maclaurin a esta funcglo de ¢, vem

¢ (=4 (0)Ft' (O)+.. .+~

. it (1 6>n—m (”)
== (—1) o (0t)

Os coefficientes de ¢ que entram n’esta férmula, sdo dados pelas egualdades

7= L@—a)+ Ly—yy),

ou

0

f(“"““’o) T2 C]L (w—a0) (Y —Yo) +

u” (t> = ou ov

que, pondo t=0, dio

Gf(cco, Yo (0 — ) +§<ﬂ%.’_y_0) (y

o (0
v (0= Zq ' Yo

— Yoy
,?r/ (O) — 0 f(%a JO)

oxs

2 ¢ Cf(y()’./o)(m 90())(./ y0>+a f(xm JO)( )

x")) _T_ ox aJ

...................................................................



Para achar o0 (¢), péde empregar-se o methodo usado no n.° 105-II para resolver uma

questdo analoga, ou a formula symbolica demonstrada no n.® 110, que dd

00 ()= | o o)+ L gy

¢ portanto
. . 0F (. 0 , 1t
(?(l) (O)u: [Oj (axxﬂo -yO) ( )+ f(af;) JO) ( _3/0>7J ,
) 0 1, U n
L A Ik
onde &

wy =+ 0 (w—xp) b, v1 =1, 0(y—yp)t.

Pondo agora nas férmulas precedentes t =1, vem a seguinte:

2!

2= (% Y5) 1 :21 [Of(%u/n)( O)_l_af(mmyo\’ (y— JO)]

. éll i))oz'—?;: l:of(azzt; V1) ( )+8f(z¢4, V1) o —JO)]

que tem os mesmos usos que a férmula de Taylor. O methodo que vem de ser empregado
para a deduzir é devido a Cauchy.

Deve observar-se que, por ser baseada a doutrina precedente nos theoremas dos n.% 69
e 113, deve impbr-se & funcgiio f(u, v) a condigho de admittir derivadas parciaes relativas a

% e v, até 4 ordem =, continuas nos intervallos de u=a; a u=a e de v=y, a v=1.






CAPITULO V

Applicacles analyticas da féormula de Taylor

Desenvelvimento em serie do binomio ¢ de algumas faunecdes algebrieas

116, Consideremos em primeire logar o binomio
y=(1+2),

onde % representa uma quantidade real qualquer,
Temos

y = (1),
Yy =l (k—1) (1 Fa)-2,

....................

Yy =k{k—1)...(k—n-+1)(1Fx)—;
& portanto

yo=1, yo="k, ..., gy V=k(k—1)...(k—n+2).
Logo, applicando a férmula de Maclaurin com a expressio do resto de Cauchy, vird

75(76?“2902 J_k(k—l)...(k—n—}—?)

S

(1 _}— w)k =1 —}—70.’17-'— a1 + R'n;

21 (n—1)1
Ckk—1...(k—nt1) e
_k(k—1).. (k—n-+1) n<1»—0>"_1, i
= n—11 P\ 11gs) LR

1) Supponhamos primeiro que o valor absoluto de = é inferior 4 unidade.

FF
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Por ser a razfo dos dois termos consecutivos de ordem n— 1 e n—2 da serie

;‘j E{k—1).. .(/;—«71—1’—296,‘2

2 (n—1)!

k . . . <
egual a <“I~l x, esta razio tende para o limite —a, cujo valor absoluto é inferior 4

unidade, quando @ tende para o infinito; e, portanto, esta serie é {n.° 22-III} convergente,

\

Logo o seu termo geral

EE—1 ... (h—n+1)
(n—1)!

tende para 0, quando n tende para o infinito. Como porém esta quantidade coincide com o

producto dos dois primeiros factores da expressfo do resto R,, e como além d’isso o factor
. o 1—6N—t .,
(1 4 Gx)—1 & finito e o factor (TLT é inferior 4 unidade, este resto tende tambem para
-+ O
|

0, e temos a férmula, descoberta por Newton:

(1 af =1 dot BET Dy | BT el

+...

2) Se o valor absoluto de x for superior & unidade, a serie precedente é divergente, e
esta egualdade nflo tem logar, Com effeito, a razlic de dois termos consecutivos, isto é,

k—a-t+1 <7c+1 )
x = — 1)z,

a G

tende para um limite —x, cujo valor absoluto é superior 4 unidade, gquando n tende para o
infinito (n.c 22-1II).

11%. Do desenvolvimento em serie do binomio, que vimos de obter, péde tirar-se o
desenvolvimento em serie de muitas outras funcgdes.

Assim, suppondo f(») uma funegfio racional de 2, em que o grau de « no numerador seja
inferior ao grau de x no denominador, da egualdade (n.° 42)

) agtara ... g ™

. 9z -
TO=3a) " pytpiet. oo

—k
=2_é#=2(-~1)'~zaé (1__”."’—)

(x—a)* a

tira-se o desenvolvimento em serie

fl)=Agt+ A+ Aga®-+. ..,



: £\ A
Ag— B (—1) {37, o Anzﬁ(—ly"(n)W, o
a qual tem logar quando o valor absoluto de x é inferior ao menor dos valores absolutos das
quantidades designadas por a ().
Convem notar que, para obter os coefficientes Ay, Ay, Ag, ete. da serie que vem de ser
considerada, nio ¢ necessario conhecer as raizes da equagho ¢ (x)=0, pois que podem ser
obtidos directamente, derivando a fraccho dada, ou por meio das relagBes que resultam da

egualdade

agFwzt. . aa” = (pytpm . Fpad) (Ag -+ A Agt - L),

effectuando a multiplicagio indicada no segundo membro, ordenando o resultado segundo as
potencias de ® e egualando os coeflicientes das mesmas potencias de x nos dois membros.

Véem, com effeito, d’este modo a relacho
== Py A, +pi Ay - P AO?

onde a4 ="0, @y a=0, ..., a qual tem logar quando n <7, e a relaglo
0 =Po An +]71 An——l +..F Ppi An—i;

a qual tem logar quando 7, por meio das quaes se calculam successivamente os coeffi-
clentes Ay, Ay, Ag, etc.

Vé-se pelo que precede que os coefficientes do desenvolvimento procurado, a partir de
A, estlo ligados com os ¢ anteriores por uma relaglio linear homogenea. As series cujos
termos satisfazem a esta condiclo, dizem-se recorrentes. Foram estudadas por Moivre na sua
Miscellanea analytice, e depois por Euler, Lagrange, ete. Podem ver-se diversos modos-de
calcular os seus coefficientes ¢ a sua relago com wma classe importante de funcgdes syme-
tricas em um trabalho que publicdmos em 1904 no Giornale d¢ Matematiche (Napoli,
tom. XLIr) (%).

118, Desenvolvamos agora a funcedo
| 1
y=(1—2uzr+u?)

em serie ordenada segundo as potencias de w.

(') Suppomos por agora que todas as raizes de & (x) = 0 sflo reaes. Adiante veremos porém que o desen-
volvimento considerado ainda tem logar quando alguma d’estas raizes sfio imaginarias, se o valor absoluto
de 2 & inferior ao valor absoluto de todas as raizes reaes e ao modulo das imaginarias.

2

(?} Obras sobre Mathematica, tom. 11,

*
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Pondo esta funcgfio debaixo da {6rma

ll —_

y=(u— u,i)— 2 (u ——ug)_ 2

1

1 i

2 U\"Ty U\NTY

= (w1 ua) 3<1_7> 2<1__> 7
72 U9

onde uy e up representam as raizes da equacfio

ur—2uxr+1=0,

'vé-se que um dos casos em que ella é susceptivel de ser desenvolvida em serie convergente
ordenada segundo as potencias de u, é quando w; e ug s8o reaes e o valor absoluto de u é
inferior ao de u1 e ug(Y).

Em todos os casos em que y é susceptivel de ser desenvolvida em serie ordenada segundo
as potencias de u, o desenvolvimento é da férma

y=Xo+ Xru+ Xou?+.. .+ Xpub+...,

onde X, X, etc. representam funcgdes de », que vamos determinar,

Por ser (n.® 105-1V)

k! <— %> <— é——l> - <— -%—‘i*‘r 1> (— 20+ 2u)r2By2i 1
alprof

y(") =3

g R11.3.5.. Qi—1)(@—wgHt

== a1 B12f

onde

a+2B==Fk, i=a-§,

.. . k.
teremos, representando m o malor inteiro contido em 57

X,(:Lomz g (_1)3.135<2]L—23‘—1)mh_2(3
k1 g=0

(k—2B)1p12P :

(t) Veremos adiante que o desenvolvimento considerado ainda tem logar quando, %; e u, sendo imagi-
narios, [ = | éinferiora o | e |w}.
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Esta férmula serve para caleular os polynomios X, conhecidos pelo nome de polynomivs
de Legendre, por terem side estudados por este geometra eminente em um trabalho publicado
em 1785 nas Memorias da Academia das Sciencias de Paris. Vamos estudar algumas dag

suas propriedades mais elementares.

I. Derivando % vezes a identidade

k(2 1Yk

dmk

vem
<k> (2 —2B). .. (k— 25+ 1)at-2P
p=0 i
m of k (2]6—21%)’ 0B
= Y (1B Jaf—a 1—23
ezo( 2 <5> = oI

23

L8 gy e (B )13 (22812 4., (2=28)
M;@:O =1 prik—2p)!

mo o 1.3, (2k—23—1) 25!
— Y (— 18, i f—20e

z &0 51k —28)] “

Comparando esta egualdade com a expressio de X; anteriormente achada, deduz-se a
formula notavel, devida a Olinde Rodrigues,

. 1 dF(x? —1)F
=g 51 a

1

II. Derivando a funcgio
y=(1 —2um+u2)_ 2

19] e

relativamente a u, vem
Y =(e—u) (1—2uxtu? -,

e portanto
¥ (L —2urtu?)y=(m—u)y.

Derivando agora k vezes esta equaglo, temos (n.° 105-1II)

YU (1 — 2ux - u?) —ky (22 — 2u) + 2 < 22c ) Yo =yl (2 — o) — g1,



e portanto, pondo u =0,

Y& — 2k + D awyd? - E2 yi— = 0.

(k)

o ? ’
LEsta equacglio, pondo sz%g,—, dd
v .

(k+1) Xjgy — (2k+1) 2 X, + kX, =0,

Temos assim uma relaglo linear recorrente entre tres polynomios consecutivos de Legen-
dre, por meio da qual se podem formar successivamente estes polynomios a partir do terceiro.

III. Como a equaglo (w®—1Y' =0 tem k& raizes eguaes a 1 e L raizes eguaes a —1, a
d(x?—1)
dax

virtude do theorema de Rolle) uma raiz real comprehendida entre -1 e —1.
AP (1) .
Pela mesma raziio, a equagho. ‘—7&2—20 terd k—2 raizes eguaes a +1, kb—2

raizes eguaes a — 1 e duas raizes deseguaes comprehendidas entre 1 e —1,

equagho - =0 terd & —1 raizes eguaes a + 1, k—1 raizes eguaes a —1 e {em

Continuando o mesmo raciocinio, conclue se emfim que a cquacio X, =0 tem & raizes

reaes e desequaes, comprehendidas entre 41 ¢ —1 (Legendre)

IV. Pondo (#?— 1) =z, temos
klog (a*—1)=1logz,
e, derivande,
(x> —1) 2 —2kaz=0.
Derivando k-1 vezes esta equaclo, vem
(22— 1) 2042 - 2 (B4 1) a0 4k (k + 1) 2" — 2k [ae2 ) - (k + 1) 20 ] = 0,
ou, pondo 28 =2¢1 X, e fazendo as reduccdes,

(@ — 1) X+ 22 Xy —k (k1) X, =0.

Os polynomios de Legendre s@io pois solugbes de uma equagio differencial linear de sequnda

ordem (Legendre).

V. Da relacio entre tres polynomios de Legendre consecutivos (II) vamos tivar o limite

o D . .
para que tende a razilo X——”—:Ak, quando % augmenta indefinidamente, suppondo || > 1.
fe-+-4
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Dividindo primeiramente esta relagio por & Xy, 4, vem

1 1
1 %_7_. <2+7{>wAk+Ak Ay =0.

Consideremos em seguida a relagio
1—2 B/{ + B/; B/{-l = 07

ue determina uma serie de funcedes B,, By, etc., dada uma d’ellas B ue supporemos ser
¢ 0 ) 3 07
egual a A,.
Chamando 21 e 22 as raizes da equagllo

1 —2xz+22=0

e notando que é z; -z =2, 2z 22=1, podemos escrever a equaglo precedente debaixo da

férma
BiBiy— (214 22) B+ 2122 =0,
ou

Bi—z1 21 B y—a

Bi—2 22 Brg—z

Mudando n’esta equaglo successivamente b em k—1, k—2, £ —3, ..., 2, 1, vem uma
gerie de equagdes, das quaes se deduz

B]c—Zj_ . < 24 >k BO:ZQ . <Zi >]{AO—~1
Bk —Z2 o) BO — %9 29 AO -—Z9
Esta egualdade mostra que B, tende para o limite 21, quando % augmenta indefinida-
za | <
Por outra parte, se na equaglo de que se partiu substituirmos as quantidades Ay e Aj;_y

mente, se é |22|>]21], e que tende para o limite 23, se & 21 ).

por By e Bi_4, obtem-se o resultado 7i (1 —xBy), que tende para 0 quando & tende para oc;
v

e v&-se portanto que Ay e By tendem para um mesmo limite, quando % tende para .
Logo a razdo Ay de dots polynomios de Legendre consecutivos tenderd para aquella das
quantidades @+ Va2 —1 e @ — Va*— 1 que tiver menor valor absoluto, quando I augmenta

indefinidamente.
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Desenvolvimento em serie de algumas funecdes transcendentes

129, [Kaponencial. — Principiemos pela exponencial y =e¢”, que dd 9™ =1¢ e portanto

% =
Applicando a férmula de Maclaarin, com a expressio do resto de Lagrange, vem

n—1 L
X X i

x® ;
ex=1+w+§r‘r---+(ni“m+Rn; Rn=ﬂe :

Suppondo x comprehendido entre os dois inteiros m e m-f1, o resto R, é o producto dos

tres factores

am x x T
s
m!”m4+1 m+ 2 n’ 7

. . e €
dos quaes o primeiro e o terceiro sfo finitos, e o segundo, por ser menor do que —, tende
7

para zero, quando » tende para o infinite. Logo R, tende tambem para 0, e temos o desen-
volvimento em serie, descoberto por Newton,

€l

(1) w=1+m+%%+u“+ZT+“w

que tem logar qualquer gue seja o valor de .

I. Se « for positivo e menor do que 41, temos

" gt 2 ‘ @ i 22 )
R’”:ﬂ'+(h¢ﬁ!+'"<71—![1Téz—}-lT_—(7z+1)§+"'J

e portanto, sommando a progressiio que entra no segundo membro,

(n+1)an
SRl —w)

Se « for negativo e inferior, em valor absoluto, a -1, temos (n.° 22-VII)

le“
i

IRy |<<-



Por meio d’estas formulas calcula-se um limite superior do erro que se commette, quando
se toma para valor de ¢” a somma dos n primeiros termos do seu desenvolvimento.

II. Pondo na férmula (1) =0, vem

1 1 1
e=1414ortgrto bt

al

Por esta serie calcula-se o valor de ¢ mais rapidamente do que pelo processo indicado ne
n.° 30,
c e N . . m .
Este numero e é irracional. Com effeito, se ¢ fosse egual a uma fracgio —, teriamos
n

. 1 1
LA R R e B
n 21 n!
¢ portanto
m 1 1 1 1
7T i T _Wz(n+1>z+(n+2)z+“'
11 1 1
<n—z[ﬂ—1 (n—+1_)2+]
ou
m 1 1 1
W AT T T < wiw
ou

m—1lm—2(m!)—.. .—~1<—717;

e portanto o numero inteiro positivo, que o primeiro membro d’esta egualdade representa,
seria menor do gue wma fracglo, o que é absardo.

Lambert demonstrou que todas as potencias inteiras de e slo irracionaes, ¢ modernamente
Hermite demonstrou que este numero é transcendente, isto é, que nio pdde ser raiz de uma
equaclio algebrica com coefficientes racionaes (1).

120. Logurithmo de (14-x).—Consideremos agora a funcgiio y==log (1 4 7).

(Y) Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris, tom. Lxxvi, Veja-se tambem no tom. cxvi uma
demonstraglo muito elementar da mesma proposi¢do, devida a Hurwitz.

GG



Por ser

y=(+a)yt g = — (L) 2, gl = (1 (L), ..
Y = (— L=t (n— 1)1 (L + ),

a férmula de Maclaurin d4, empregando a expressdio do resto de Cauchy,

2 3
log(l—}—m):wA%—}—m o (— 1)72—~ .
1— gyt g 1 <1_0> -
(1 \n—1 ( — n—i1 0
Ro= (U gy — OV 2 1 T
1) Se « estiver comprehendide entre +1 e —1, a fracgdo 1—_:;05 é finita, a fraccfo

1—6\»t . Ca
<1+0m> ¢ menor do que a unidade e x” tende para zero, quando » tende para o infinito.

Logo R, tem por limite zero, quando n augmenta indefinidamente, e a funcglio proposta péde
ser desenvolvida em serie pela seguinte férmula, publicada em 1668 por Mercator na sua
Logarithmotechnica :

a? a3 xt
log(l_}—w):w_'?_}—?——.e.i a .

E facil ver, empregando a expressio do resto de Lagrange, que esta férmula ainda
subsiste quando x=1.

r

2) Se o valor absoluto de « for superior 4 unidade, esta serie é divergente (n.° 22-III),

a+i 2%
a-+ 1

tende para co. Tambem & divergente quando &= —1.

visto que a razfio dos dois termos consecutivos —— tende para o limite x, quando «

I. Da férmula precedente deduz-se outra, adoptada ao calculo dos logarithmos dos nu-
meros inteiros. Ponhamos para isso

P9
MY
o que dd
P _ 1-{—w
q 11—z’
e portanto

logp—log g=log (1+=)—log (l—ux)
a3 @ ot
—_ el A RS
—2(:1:—{— 3 -+ gt —}—>

=2[fta 5 (o) vl )

onde n é impar.



Esta serie é tanto m

ais convergente quando menor for p—¢ e maior for p+-¢, e serve

para caleular log p, quando log ¢ é conhecido. Pondo ¢=1, d4 immediatamente log p.

O erro que se comm
da progressfo

ette parando no termo de grau n— 2 d’esta serie é inferior 4 somma

I

isto é, ao numero

p—=9q"

2npq (p+qr—2

128, FuncgBes circulares. — I. Consideremos a funcglo y=senz. Temos, applicando

a formula de Maclaurin,

3 b} 71—4 N
x x o a
sen@=2— =-—+—e—...F — sen <0m+nl—>

T

n!

o

Y ~Tn—1)!

. T\, op ax” .
e portanto, visto que sen <6oc—}—n—> ¢ finito e —- tende para zero, quando = augmenta in-
n!

definidamente,

qualquer que seja a.

n

3 2a-y
x x20
senx = — 4+

37 "'im—l)ﬂ!‘:l:“"

II. Do mesmo modo se acha o desenvolvimento em serie de cosa:

As funccles sena e

w‘l | wi J;Qa
1+ T
cosz=1—or ~Qay

cosa appareceram pela primeira vez na Trigonometria, e ahi foram

obtidas geometricamente as suas propriedades. Definindo estas funcgdes pelas series prece-

dentes, descobertas por

HI. Applicando fina

considerando o valor de

Newton, pdde constituir-se analyticamente toda a sua theoria ().

lmente a férmula de Maclaurin 4 funcgfo y=arc tangw, vem (1.° 106),

. A
z comprehendido entre Gy
a3 x? a1t

+ R)l)

arctang @ —=w— - = — ...+
arctang a &x* 3 1 5 S |

mn
R, = (—1y~1— sen" ¢ sen no,
n !

(1) Tannery: Introduction & la théorie des fonctions, 1886, pag. 103. — Godefroy: Thdorie élémentaire des

séries, 1903, pag. 149,
#



onde ¢ é dado pela egualdade 6x==cotg. Logo, quando |#| é egual ou inferior 4 unidade,
R, tende para zero, quando n tende para o infinito, ¢ temos o desenvolvimento, descoberto
por J. Gregory,

a3 5 2t

x
arctanga::m——g——f——{r—,. .+ T

Se é |2|>1 a serie precedente é divergente.
E um corollario da férmula precedente a seguinte expressiio de =:

T 1 1 1 1
Ty Ty Ty
III
Interpolaciio

122, O fim da interpolagio ¢é procurar uma funcgfio f(x) que, quando a @ se dfo os
valores ay, a2, a3, ..., @, tome valores y1, y9, ..., y, dados.

Este problema é indeterminado, quando se n3o d4 a férma da funcglo. Aqui supporemos
que se quer que a funcglo f(x) seja inteira e do grau k — 1, e n'este caso satisfaz evidente-
mente ao problema a funcglo dada pela férmula seguinte, devida a Lagrange:

_ (a:—a‘z) {x—az). .. .(x—ax)
f(w)—(m — w2) (g —az). .. (e — o)
(e — ) (w—a3). . .(x—ay)
(m.z -——.{Ei) (932—*%3)' o .(mQ — &L

(@ —w1) (w—wa). . . (—wp_y)
(g — 1) (g —2) « » « (T — X —p) k-

Emprega-se tambem muitas vezes, para resolver o mesmo problema, o methodo seguinte,
devido a Newton.

Ponha-se
f@)=A+B@—a)+C@—a)(@—m)+. ..
+M@—x) (z—a). .. (x—xi—y)
e determinem-se os coeflicientes A, B, C, ..., M de modo que y tome os valores yi, %3, . ..,

Yk, quando @ toma os valores w¢, @2, ..., %
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Temos primeiramente, pondo =24, A = ;. Pondo depoizs & =a3, vem a egualdade
s P y Y ’

Y2 =1+ B (@2 —ay),
que determina B. A egualdade

y3=y1-+ B (w3 — 1)+ C (03 — ay) (03 — z2)

determina depois C. Continuando do mesmo modo, determinam-se todos os coefficientes da
férmula anterior.

As expressBes analyticas d’cstes coefficientes em funcglio de g, a2, ete. e de yi, 49, ete.
foram dadas por Ampére em um trabalho publicado no tomo xvi dos Annales de Gergonne.

I. Para o caso particular em que temos
Ly — Xy =X — Py = . =L — Xy =1

deu Newton uma férmula notavel, que vamos demonstrar.
Representemos, como no n.” 111, por Af(x) o augmento que recebe f(x), por A?f(x)
o augmento que recebe Af (), ete., quando = recebe o augmento %; temos

Flar+hy=f @)+ Af @),
By = @)+ 28 f (@) -+ A2 f (),
F o 35) = f (@) + B0 f (20) + BALF (@) -+ AV (),

...........................................

Obtem-se d’este modo, por inducglo, a férmula geral

For-t by = f o) +ad flan+ 20D 117y

nmn—1)(n

=+ 1.‘_3;2)A3f(901)+--—;

que se demonstra por um methodo analogo ao que foi empregado no n.° 105-II em uma
questfio semelhante,

Pondo agora n’esta relagiio @y +nh=a, vem a férmula de Newton

e =) i

@ =) +-E 7 s f )+

L(ac—m;)(acaxg) (o —

' 1.2.3A%

& .
5) AR f (@) . ..,
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que pretendiamos obter. Fol d’esta formula que Taylor partin para achar a serie conhecida

pelo seu nome.

II. A doutrina precedente applica-se ao calculo approximado dos valores que tem uma
funcgio I (), em um ponto qualquer «, quando se conhecem os valores 1, 42, - .., ¥, que esta
funcgfo tem nos pontos &y, @2, ..., @

Com effeito, a differenga I'(x)— f(x) devendo ser nulla nos pontos @y, @, ..., 2, lemos

Fa—f@)=K@—a) (@—a)...(c—ax).
Consideremos agora a funceglo
0@ =F @ —f (&)~ K (z—m). .. (—a),

a qual se annulla nos pontos x4, @e, . . ., x, «, e supponhamos que as funcedes f(z), /' (2), . - .,
J¥ (z) sBo finitas no intervallo comprehendido entre o maior M e o menor m d’estes numeros.
A derivada ¢'(z) deve annullar-se em & pontos, comprehendidos entre m e M, a derivada ¢/ (z)
em k—1 pontos, comprehendidos entre os precedentes, etc. Vé-se finalmente que ¢ (z) se
deve annullar em um ponto X, comprehendido entre m e M. Notando agora que f® (2)==0,
por ser egual a k—1 o grau de f(2), podemos escrever

o) (X)) = F(X)— k! K =0,

T

€ por anto
) 1 ) )
F (o) =f @)+ FOX) @— o) @ —2) .. . (2 —a).

Vé-se pois que o polynomio f (), precedentemente determinado, tende para ¥ (x), quando

k tende para oo, no caso de a expressiio

1 - ,
Ry = P (X) (@ — 1)

aa) . . (—ap),
que se chama resto, tender para O.

O methodo para o caleulo approximado das quantidades que vem de ser considerado, foi
dado por Newton no seu Methodus differentialis, publicado em 1711, e applicado por este
grande geometra ao calculo das dreas planas. A expressfio do resto que vem de ver-se foi
dada por Ampére no trabalho precedentemente mencionado. Mais tarde serd dada outra,
devida a Hermite.

Quando a escolha dos numeros @1, @we, ..., 93, que entram na questfio considerada, se

S T 3=
poder fazer de nm modo arbitrario, convem dar-lhes os valores hcos -5, hcos ——, ...,
: 2k 2k
), @k—1= b rent d lor , . o 2 obter -esul
L cos ~———(h e —h representando os valores entre os quaes varfa @), para obter os resul-

2k
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tados mais rapidamente convergentes. Pdde ver-se a demonstraglo d’esta proposi¢io, devida
a Tchebicheff, no Calcul différentiel de Bertrand, e podem ver-se outras vantagens do emprego
d’estes numeros na nossa memoria sobre a convergencia da férmula de interpolagiio de
Lagrange, publicada no tomo cxxvi do Jornal de Crelle (4).

323. Consideremos agora o caso mais geral de serem dados os valores que tomam a
func¢do f(x) e suas derivadas, quando 4 variavel @ se dio valores particulares.

Sejam @y, @2, . .., 2 08 valores dados a @, e sejam os valores correspondentes da funcedo
e suas derivadas os seguintes:

. a—1)
ATICET) » Y1

. 31
Yi» Yis ./t(( )

, r—1
Yis Yis oo oy ?j/(n )'

Ponhamos (?)

fi{x)=(x—ax)" ... (w—wi)B SN (w—wlc))‘

e (n.° 42-1)

fl) L[ M B
'ﬁ(oc)—ii [x—wi+(w x,)2+ +(w m)(f]

hif @it 1)
. Si(e+0) "
Por outra parte, representando por Ay, Az, ..., Ag; ...; By, Bg, ..., Bg; ... o8

onde My, Ma, ..., Mg s8o os coefficientes de RB1 RB-2 .. R0 no quociente

numeradores das fracgdes simples em que se decompde a fracglo FACE femos

J@) _ Aflx) | Asf(w) Auf (@)

filw) «—m A (2 —acy)2 e (2 — acg)*

e, e, e, .

Bif(#) . Ba f(x) By S (®)

= S -

x — x; (w ;) (2 — a;)f

4+ e e

Py f(x) ) ﬁf(w)

+.’1)—-%k+(w—wk>2+ ._}—(x—xk)?‘.

(1) Obras sobre Mathematica, t. 1.
(?) A analyse que segue é tirada do nosso artigo Sur une formule d’interpolation, publicado nas Memorias
da Sociedade Real das Sciencias de Litge (2.2 serie, tom. x).



Pondo @ =wa; -+, multiplicando por %? e ordenando segundo as potencias de k, vem

W f (it 1)

B e et U CORR AT COR SN

+Bs [hf” Fl)+ R )+ _;- BB f1 (a) -. J

+ Bp[f(xi) ! @) 4t b ) }

+ RAE,

onde o termo RAEP contem as potencias de %, eguaes e superioresa 8, que resultam dos termos

AghP (a4 0)  AohP £ (@i +h) o

xi—m—ﬁ—h ’ (mi—-%‘l—!—h)?’

da funcgfo considerada em que n3o entram By, Ba, ... ... » Bg.
Temos pois

M; =By f (o) + Ba f' () +. . .+(?_i1>_233 FED (@,

Mo =By f(@)+Bs f/ (@) +. ..+ (’8‘_1_27' B f(F-2) (),

............................................

e portanto

k B, B
R T S
B: By . B ]
et bt e o
e

1 B (-1l
+(B—_W Twyi( );

Esta férmula d4 uma funcgio inteira do grau a++f-4...4h—1, que resolve a questio
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proposta. Vé-se que, para a applicar, ¢ necessario decompdr em fracgles simples a fracgic
1

Ji (@)

A questio de que vimos de nos occupar fol considerada por Hermite no tomo 1Xxx1v do
Jornal de Crelle, onde deu as condicBes para que wma funcgiio dada possa ser representada
por f(x) com um grau de approximagiio tanto maior, quanto maior forem os valores de %, a,
B, etc. Estas condigBes serfo consideradas em outro logar d’esta obra.

v

Desenvolvimente em serie das funcgdes implicitas

124, A férmula de Maclaurin applica-se tanto ds funcgdes explicitas como 4s funcgdes

implicitas. Aqui vamos fazer applicacio d'ella 4 funcgio implicita y definida pelas equagdes
y=rf(uw), wv==t4ap; (u)-+a*gg (v)+. . . fat g (v),

que vamos desenvolver em serie ordenada segundo as potencias de w.
Derivando a segunda equagfo velativamente a @ ¢ a ¢, vem

d
_c% =01 (u) + 22 g3 (w) +. . .+ kalt g, () - [@ ¢ (W) +0? ga (w)+. . .k alp (0)] {il% ’

d | 7
S =1 0 et 0] G

¢ portanto

A Y L () 2 () Rt )]
ou
du 6, du
do de
pondo
01 =01 (w)+ 2z 92 (u) . . A kah~1 g (u).
Mas

dy dy du dy dy du

de ™~ du " de’ dt T dudt

HH
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logo teremos

dy dy
T =

Derivando esta equacfio relativamente a @ ¢ a ¢ e chamando 6l a derivada de 6; relativa-
mente a x, considerando u como constante, vem

d?y__ d?y d‘y{ dfy  du
T T dmd T 02*”175'%}

d?y . d?y 4 dy di; du

dedt  dez ' de WTt’

e portanto

d?y d?y - dy[ d6y dzoj
Tt T g | TR

ou

dy .
Py d <Tit_ 0‘> i dy 6
da? dt /e

Derivando esta equagfio relativamente a a, obtem-se do mesmo modo

oo ofdon) ,
=Ygz 3@ Tt

e
RS

&
%u

s,

e assiln successivamente.
Al AL
Em geral, podemos pdr

a1 <£?—/- 676¢ . .. 0?\>
dny . S’A de 172 k
da AT ’

sendo A, 7, u, B, etc. numeros inteiros que vamos determinar.
Para isso, appliquemos a férmula precedente 4 funcglo definida pelas equagdes

y=Ffw), v=tt+x-t+a?4...4a,

o que dd

. du du d*y
y=1+2e+. .. ket t =, GQ:W’ 03:61—333’

Tn ete.



259

e teremos

d”‘l/-_zlx diy <du>a<§li7i>f> <j/ftc>7\
de" "7 dd \Nda dx?) T\ dak)

Por outra parte, temos (n.° 105-1V)

dry n! diy <du>’/-<d2u>ﬁ
dar Tt @b G dul \de/ Ndw?) T

onde ¥ se refere 4s solugBes inteiras e positivas da equagio

a+284...Fkh=n
e onde

7,=C(+ﬁ+ .+7\.

Comparande as duas férmulas precedentes, obtem-se o valor de A eos de o, B, ...
Vem pois

P, d:l/ v }\’
iy o d f[m—a;og...okj

der T Tatplo ot @DE L dti—1

Pondo agora @ =0 nas férmulas

01 = @1 (w) + 22z () +. o .+ k" g (u),
b2 = 292 (u) +2. 3wz (u)+. ..+ kb (k—1) "2 (u),

...........................................

vem
b1 =11 (u), Oo=2"%ea(u), ..., Oh="k!qg (),
bii1=0r2=...=0;

e portanto

(d"y > o nldT A (e @) (e ()P . (o (t))q,
[}

de /o Talpl Kt A1
onde

at+2B4.. Ak =n, i=a+Bt... L
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Applicando 4 funcgio proposta a férmula de Maclaurin, vem pois o desenvolvimento
pedido:

=0 +wl£:_wi$‘ n! AL () (g0 () (i ()] .

al TalBl dt—1

D'esta férmula, que publicdmos no nosso artigo Sur le développement des fonctions impli-
cites (Journal de Mathématiques de Liouville, 3.* serie, tom. vir), tira-se, pondo k=1, a for-
mula notavel

y=ro-+

g IO O |

i—t ! pn—t

devida a Lagrange (%), que d4 o desenvolvimento em serie da func¢lo y definida pelas equa-

cles
¢

y=1f(u), w==t4ao;uw).

As condicOes de convergencia das series precedentes, que se ndo podem tirar da conside-
’ P
raglo do resto, por ser muito complicado, serfio dadas n’outra parte d’este Curso.

v

Maximes e minimos (?)

123. Diz-se que a funcelo y=f(x) é maxima ou tem um valor maximo no ponto w=u;,
quando o valor f(x;) da funcglo é maior do que os valores que ella tem nos pontos visinhos
de @i ; isto ¢, quando existe um numero fy, tal que a desegualdade

Sl +R)—fw) <O
seja satisfeita por todos os valores de & comprehendidos entre %4 e — Aa.

Do mesmo modo, diz-se que a funcglo é minima ou tem um valor minimo no ponto =,

se existe um numero A4, tal que a desegualdade

J @+ —f (@) >0

seja satisfeita por todos os valores de % comprehendidos entre 2y e — 2.

(1) Oeuvres, tom. 111, pag. 25.
(?) Foi Fermat o primeiro inventor de um methodo geral para determinar os valores maximos e minimos
das funcgles. Newton e Leibnitz applicaram a esta questfio o methodo differencial.
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Se a funeglo dada tem uma derivada finita no ponto ;, a funcglio cresce com a na visi-
nhanca d’este ponto, se o numero f' (wy) é positivo, e decresce, se este numero é negativo
(n.” 63). Logo, para que no ponto #; a funcglo tenha um valor maximo ou minimo, deve ser
S (@) =0.

Supponhamos pois que é f' (x1)=0 e que a funcglo f(x) tem no ponto x; uma derivada
de segunda ordem finita e differente de zero. Temos (n.°° BH e 63)

Fiwr+h)—f (1) = hf (@ + 0h) = 6B [ ! (1) + 1],

onde ¢ representa uma quantidade infinitamente pequena com % e § uma quantidade positiva
menor do que a unidade. Mas, attendendo a que ¢y tende para O com A, vé-se que existe um
numero positivo %4, tal ‘que a desegualdade |e|<C|f" (x1)| & satisfeita pelos valores de 4
comprehendidos entre Ay e — k4, e portanto que ' (x;)+¢; tem o signal de f (1) no inter-
vallo considerado. Logo a desegualdade

Sl Bl —f (@) >0,

é satisfeita pelos valores de & comprehendidos entre — Ay e hy, se o numero f7 () é positivo,
ou a desegualdade

S @) —f (#1) <O,

se o numero f (x;) é negativo; e portanto a x=x corresponde um valor minimo de y,
quando f”/ (w;) é positivo, um valor maximo, quando f” (x;) é negativo. 7

Se for " (x1)=0 e se a func¢lo f(x) tiver uma derivada de terceira ordem finita e diffe-
rente de zero no ponto a;, temos a egualdade

S+ 1) —f o) = T ot O = OB () + ),

onde ¢ representa uma guantidade infinitamente pequena com %; e esta egualdade, attendendo
a que existe um numero %, tal que a desegualdade |ez| <<[f/ (1) | é satisfeita pelos valores
de & comprehendidos entre — /%4 e %y, mostra que o signal da differenca f(zq-4%2)—f(z1)
muda com o signal de %, quando % varia desde — /%4 até ky. Logo no ponto #; a funcglo f(x)

n3o pdde ter valor maximo nem minimo.

Continuando do mesmo modo, obtem-se a regra seguinte, para achar os valores de z que
tornam a func¢lo y maxima ou minima:

Resolva-se a equagdo f' (x) =0 e cubstitua-se cada um dos valores obtidos para a nas deri-
vadas seguintes f" (x), f"(x), ..., até encontrar uma f (x) que ndo se unnulle. Se esta deri-
vada for de ordem impar, ao valor de x considerado ndo corresponde nem maaimo nem minimo;
se for de ordem par, ao valor de x considerado corresponde wm maximo, se este valor tornar

a dertvada f™ (x) negativa, corresponde wm minimo, se a tornar positiva.
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Substituindo depois estes valores de x na funcgllo proposta, obtéem-se os valores maximos e

MRS Procurados.
Exempros: 1.° Para achar os valores de @ que tornam maxima ou minima a funcgdo

y=2x3—9ax?+ 120 —4,
temos de resolver a equacio
Y =06xr—18x+12=0,

que dd x=1 e x=2,
Substituindo o valor =1 na derivada

y' =122~ 18,

vem um resultado negativo; portanto a w= 1 corresponde um maximo y == 1 da func¢fo con-
siderada.
Substituindo o valor ==2 na mesma derivada, vem um resultado positivo; portanto a

x =2 corresponde um minimo y==0.

2.2 Achar o rectangulo de perimetro dado que tem maior drea, e o rectangulo da 4rea
dada que tem menor perimetro.

Sejam « e y o comprimento dos lados do rectangulo e 27 o perimetro. Temos, represen-
tando por S a sua drea,

y=Il—wx, S=ux(l-—=x),
e portanto
N=1—2w, 8'=-2
0 1 1 , .
Pondo §'=0, vem = —=-1 e portanto y:?l. Logo -0 quadrado ¢ o maior dos rectan-

2
gulos considerados.

Seja agora wy=a?, a representando uma quantidade dada, Temos
l=ewt+y=ata?e—!

e portanto

l=1—a%a"? "=2a213.

Pondo agora /=0 e considerando sémente a solug¢io positiva d’esta equaclo, que é a
unica que satisfaz ao problema enunciado, vem =, ¢ portanto y=a. Logo o quadrado &
o menor dos rectangulos que téem uma 4rea de valor dado.



. : X 1 : .
3. No caso da funcglio y = cos—, temos de resolver a equagio
x

e dd, considerando sé os valores positivos de o, = ——, onde k=1, 2, 3. ..., .
2 2 ]C—' b] ) ? 7 ?

A derivada segunda

" 2 1 1 1
y'=——5-sen — ——-cos —
1 .
dé y' =—rkizicoskr; logo a w=-—, x = 3o ete. correspondem alternadamente o minimo
! T

—1 e o maximo + 1.

Temos aqui o primeiro exemplo de uma funcgio que, quando @ se approxima indefinida-
mente de zero, oscilla entre -1 e —1; de modo que, entre zero e um outro valor qualquer
dado a @, tem num numero infinito de maximos e minimos. No ponto =0 a funcgio é inde-
terminada.

126. DPela regra precedente acham-se os pontos em que a funcgiio f(x) é maxima ou
minima e admitte uma derivada finita. Para achar pois todos os pontos em que f(x) é maxima
ou minima, é necessario considerar ainda os pontos em que esta funcglio ndo admitte deri-
vada, e os pontos em que a derivada é infinita.

Seja @1 um d’estes pontos. Para ver se n'elle a funcclo é maxima ou minima, basta ver
86 f7 (x1+ h) muda ou nio de signal com %, quando % varia desde — A4 até hy. Com effeito,
ge f' (w14 k) muda de signal com A e passa de negativa para positiva, a funcgBo f () passa
de (n.° 63) decrescente para crescente, e portanto no ponto x; é minima. Se f'(x; + &)
muda de signal com & e passa de positiva para negativa, a funcgfo f(x) é maxima no ponto
w1 Se ' (x1+h) nBo mada de signal com A, a funcgBo f(a) nfo 6 maxima nem minima
no ponto .

Applica-se este mesmo methodo quando se procuram os maximos e minimos correspon-
dentes aos pontbs que satisfazem 4 equagho f/(x)=0, se a funcgiio f(z) nlo admitte no
ponto «y algumas das derivadas a que é necessario recorrer no methodo exposto no numero
anterior, ou se alguma d’estas derivadas € infinita n’este ponto, ou ainda se o methodo ante-
rior leva a calculos complicados.

Assim, por exemplo, a faneglo

9

F4

y=f@=b+@—-a®

1
y :3—(90—61) 3.
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A derivada ' torna-se pois infinita quando é z=«, e pdéde portanto a funcgio ser a-

Xima ou minima nho ponte a. 9 '
Pondo & =a—+h em f/ (&) vem o resultado ?h_?, e portanto f’ (a—+h) passa no ponto
a de negativa para positiva. A @ =a corresponde pois um valor minimo & da funcgio dada.

127, Se a funcglio cujos maximos e minimos gueremos achar, for a funcglio implicita y,
definida pela equacio ¥ (@, y)==0, determinaremos, pela eliminaglo de = e y entre as equa-

¢les

oF
o
e =Y

o

F (e, 5)=0, ' =—

os valores de @ que tornam y maxima ou minima e os valores de y correspondentes. Substi-
tuindo depois estes valores nas derivadas 2/, 3/, ete., vé-se, pela ordem da primeira deri-
vada que nfo se annulla e pelo signal do resultado, quaes d’estes valores de y s¥o maximos

ou minimos.
Procuremos, por exemplo, as ordenadas maxima e minima da hyperbole cuja equacio é

2?2+ By — 2y* + 50 = 0.

Eliminando @ e y entre a equacfio precedente e a equacdo

, 43y
Y=p 5.
4y —3ax
ou
20+ y=0,
vem =13, y=T4.

Derivando 3 e pondo no resultado w=3 e y=—4, vem para 3/ um valor negativo,
logo 4 abscissa @ =3 corresponde uma ordenada maxima y = — 4, ou uma ordenada negativa,
cujo valor absoluto é minimo e egual a 4. Os valores w=—3, y=4 dio a g um valor posi-
tivo; logo 4 abscissa ©=—3 corresponde uma ordenada minima y=4.

128, Funcedes de duas variaveis independentes, — Diz-se que a funcgiio de duas variaveis
z=f(x, y) 6 maxima no ponto (z1, yi), se o valor f(w, y1) da funccBo € maior do que
os valores que ella toma nos pontos visinhos de (a, 71); isto &, se existe mm numero
positivo 3, tal que a desegualdade f(w; -+ %, y1 +k) <f(x1, y1) seja satisfeita por todos os
valores de & e k comprehendidos entre —3 e 8.

Do mesmo modo, diz-se que a funeglo é minima no ponto (x4, y1), se ex’ste um numero 3,
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tal que a desegualdade f(wt -7, y1+k) > f (21, 1) seja satisfeita por todos os valores de %
e k comprehendidos entre — 3 e 9.

Todos os pontos (z, y) visinhos de (21, ¥1) estdo situados sobre as rectas representadas
pela equaglo y—y1=a(x—mx) ou sobre a recta representada pela equaglo xz=uwxy. Para
que a funcglo z seja pois maxima no ponto (g, y1), é necessario e sufficiente que a funcglo

de uma variavel
W | Flo yi-ta@—m)) =4 @)

seja maxima no ponto =i, qualquer que seja o valor de a, e que a funegio f(x(, 7) seja
tambem maxima no ponto y=y; e, para que z seja minima no referido ponto, é necessario
e sufficiente que as funcgBes precedent-s sejam minimas no ponto =y e y=y1, qualquer
que seja o valor de a. o

. 0z . - .
Posto isto, supponhamos que G © 5y S0 funegBes continuas de = e gy, e procuremos 0s
xr Y

valores d’estas variaveis que tornam z maxima ou minima.
Notemos, para isso, que é condi¢io necessaria para que a funcglio (1) seja maxima ou
minima no ponto x=uay, quando a « se d4 um valor particular qualquer, que a equagio

0z 0z
iy

! () =

¢ (@)=
seja satisfeita pelos valores w=w; e y=1y;. Para que a funcglo (1) seja pois maxima ou
minima, qualquer que seja o valor dado a a, devem x1 e y1 satisfazer 4s equagles

Oz 0z
~—=0, —=0.
ox Y
Istas equagdes determinam pois os valores de # e y que podem dar a 2z um valor maximo
ou minimo.
Derivando ¢ (x) relativamente a =, attendendo 4 segunda das equagdes precedentes e
0% 0% 0%

representando por =, s, ¢t os valores que tomam as derivadas —,,

e —a{a;, @5 no ponto

(@1, 1), vem o trinomio

9" () = r - 2sa -+ ta?,

que, para aos valores @ e y; de x e y poder corresponder um valor maximo ou minimo de z,
deve ser nullo ou ter sempre o mesmo signal, qualqaer que seja o valor de a.

Sejam a, e a; as duas raizes da equagho que resulta de egualar a zero o trinomio ante-
rior, e portanto

o' () =t (a~— aoj (& — ay).

II
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1.° Se as raizes a, e a1 sio reaes e deseguaes, ¢ (x) muda de signal quando @ passa por
0 o) 7Y =}
a, e por ay; logo a funcglio z nflo pdde ser n'este caso maxima nem minima no ponto consi-
derado. Dd-se esta circumstancia quando é #¢ — s2<0,

2.° Se as raizes a, e a; slo imaginarias e eguaes a p g, temos

-G

@) =t (a—pl+¢,

e vé-se portanto que 9" (x) tem scmpre o signal de ¢, qualquer seja a, e que a funcgio (1) é
pois maxima no ponto &=y, quando ¢ é negativo, e minima, quando ¢ é positivo. A funceiio
flay, y) é tambem maxima no ponto y =y, quando ¢ é negativo, e minima, quando ¢ é posi-
tivo. Logo a funcclio z é maxima no ponto (21, y1) no primeiro caso e minima no segundo.
Dé-se esta circumstancia quando & »t—s*> 0.

3.% Se as duas raizes a, ¢ a; forem eguaes, isto é, se for ¢ —s? =0, temos
) — £ ( :
¢ (w) =t (a—ag)?,

e vé-se portanto que ¢ (x) ¢ nulla quando ¢ =g, e tem o signal de ¢ no caso contrario. Re-
correndo n’este caso 4s derivadas seguintes de z, ponha-se @ =4, y==y1 e @ = ¢, nas expres-
sOes de ' (), ¢ (i), etc., até encontrar uma que ndo seja nulla. Se esta derivada for de
ordem impar, a funcedio z n¥o é maxima nem minima no ponto (z, #1); se esta derivada for
de ordem par e o seu signal for differente do signal de ¢, tambem z n%o ¢ maxima nem
minima no ponto considerado; finalmente se esta derivada for de ordem par e tiver o signal
de t, a funcglo serd maxima ou minima no ponto (xy, yi), segundo este signal é — ou -+.

4.° Se for t==0 e r differente de zero, o calculo anterior nfio & applicavel, mas péde-se
em todo elle trocar @ por y e resolver assim a questio.

5. Se for ao mesmo tempo ¢=0 e =0, temos a egualdade 9" (x)=2sa; o signal de
¢ () muda pois com o signal de ¢ e a funcglo 2z nlio é maxima nem minima no ponto (a1, y1).

6.° Se for r=0, s=0 e t =0, a derivada <" (®) é nulla no ponto (w1, 1), qualquer que
seja a, e ¢ portanto necessario recorrer 4 derivada ¢ (x), que deve ser nulla, qualquer que
seja @, para que n'este ponto possa z ser maxima ou minima, e depois & derivada ¢ (),
que deve ser nulla ou ter sempre o mesmo signal, qualquer que seja a, ete.

Podemos resumir a parte principal d’esta discussfio na regra seguinte:

Para achar os valores maximos ¢ minimos de z, resolvam-se relativamenie a x ¢ a y as

0z Oz

equagbes —— =0, —— =0 ¢ substitua-se cada systema dos valores resultantes na expressdo
O " oy

G ~

A 0% 0% ( 0%z >°3
B gy da Gy

Os systemas de valores que ddo A >0 tornam & maximo, se o valor correspondente de

Q
3
™

¢ megativo, e minimo, s¢ este valor é positivo.

(2]

()]
BN



267

Os systemas de valores que ddo A <O nlo tornwm z maximo nem minimo.

Para estudar o gque acontece nos pontos em que ¢ A =0, é necessario recorrer ds dertvadas
de z de ordem superior d sequnda (*).
Exempro 1.° Achar a mais curta distancia entre um ponto (i, ¥, %) € um plano
z=Ax-|+By+C.
Temos de achar os valores de x e y que tornam maxima ou minima a funcglio
R

z sendo dada em func¢lio de « e y pela equaciio do plano.
As equagdes que determinam 2 e y sio pois

jal 9

obD? ) oh? .
e =2(@—uwy)+2A (z—z)) =0, oy =2(y—y,)+-2B(z—2))=0;

e, como estas equagdes s3o as de uma recta perpendicular ao plano, segne-se que o ponto
do plano cuja distancia ao ponto dado é minima coincide com o pé da perpendicular abaixada

do ponto dado sobre o plano, como ja se sabia.
Tirando d’estas equagdes e da equagio do plano og valores de 2, v e z e substituindo-os

na expressio de D, vem a férmula

Az, + By, +C —#,
= ?

D i
(1-+ A2-- B2

que dd o valor da minima distancia pedida.
Podemos verificar que o precedente valor de D é um minimo. Com effeito, pondo na ex-

pressio

Sl

Tt oy g Oy
02 D2 ¢2 D2 22
S gy, S amperary, S
%) ( + )7 O‘y?‘ (B 1)7 or ay 2AB7
29 T2

vem o resultado 4 (14-A%2+4DB2), que & positivo, assim como —87—
e

(1) A theoria dos maximos e minimos das funcgdes de duas ou mais variaveis foi estudada por Lagrange

em uma Memoria publicada vm 1759 no tom. 1 da Miscellanea Taurinensis.

>



ExempLo 2.° Para fazer uma segunda applicagio do methodo anterior, procuremos a
maxima e a minima distancia entre os pontos de duas curvas planas dadas, cujas equacdes
sio F (x, y)=0, f(X, Y)=0.

A distancia D entre um ponto qualquer da primeira curva e um ponto gualquer da se-
gunda ¢ dada pela formula

D2 = (X —)?(Y — )",

e portanto os valores de @ ¢ X que podem tornar D? maxima ou minima e os valores de y
e Y correspondentes sBo dados pelas equagBes das curvas e pelas seguintes:

X—z4+Y—»Y=0, X—a+¥—yy=0,

as quaes mostram que as rectas que unem os pontos das duas curvas cuja distancia é maxima
ou minima, sio normaes a estas curvas.

Sejam (x1, y1), (X1, Y1) dois pontos assim determinados. Para completar a resolucio do
problema proposto, deve-se ainda verificar se as coordenadas (g, y1) e (Xy, Yy) satisfazem on
nlo a alguma das condigdes

02D2? g2 Do <52D2>2:0
X2 8x? T \dwoX :

Supponhamos que & satisfeita a primeira d’estas condigles. A distancia D? gerd entdo

minima quando for

22
- 141LY'2 (Y —- 1
T = LY (Y =) Y0

D

w[»—-a

nos pontos considerados, e maxima no caso de ter logar a desegualdade contraria. Repre-
sentando por (a, b) as coordenadas do centro de curvatura da curva F (X, Y)=0 no ponto
(X, Y), podemos escrever esta desegualdade do modo seguinte (n.® 90-I):

(1+Y%)

N

b—Y

o que mostra que a distancia D? é minima quando b nfo estiver comprehendido entre ;1 ¢
Y;. A desegualdade contraria mostra que D? é maxima quando & estd comprehendido entre

y1 e Yy,
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VI

Indeterminacoes

129. Se a funcello f(x) é indeterminada quando x=a, chama-se verdadeiro valor da
funcedio no ponto ¢ o limite para que tende f(x), quando « tende para a. Vamos procurar
este limite em alguns casos mais importantes ().

I. Se for

@ ()

¢ (@)

(@)=

~ ~ 0
e as funegles ¢ (x) e ¢ (x) se annullarem quando x=a, a.funcelo reduz-se a o © vamos
achar o seu verdadeiro valor. Por ser (n.° 64)

B o (a-h) _c?’(a‘}—ﬁih)
f(a+h)——— (I)(a"‘}_h) —dH, (a—{-—ﬁjll,y

quando as funcgdes ¢ () e ¢ (x) sio continuas no ponto e e admittem derivadas de primeira
ordem finitas nos pontos visinhos de @, temos, n’este caso,

¢ (a0 )

f(a)-—hmf(a—Hz)—l n(R CENN

Se for ¢ (0} =0, & (v) =0, temos do mesmo modo

Gt o ak )
f(a) hn% 4’/ (CL+ 6, ]L) h— ‘I-’” (a+02 ]l)

Em geral, se forem nullas as funcgBes ¢ (a), ¢'(a), ..., 9"~V (a) e b (a), $' (a), ..., $"=1 (a),
teremos

iy E (a0, L ot (@)
f(a) h;l b (a -+ 6, }L) l}ll}t 4’(") (w)

Por esta férmula caleula-se o'valor de f(a), quando se sabe achar o limite para que tende
o seu segundo membro.

(1) O caleulo differencial foi applicado a esta questdo por Jodo Bernoulli em um artigo publicado em

, . N . . 0
1704 nas Acta eruditorum, onde considerou as fracedes que se apresentam debaixo da férma Nk
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Se as funcedes o (x) e & () forem continuas no ponto @, podemos ainda eserever

" (a)
4)”” (a)

Sfla)=

R 1 .
No caso de ser a=oc, podemos pbr z= - ¢ depois fazer tender ¢ para 0. Temos d’este
modo

e a regra anterior é ainda applicavel.

ExEmpLo. A funcedo

_wfx)  cosz—1
S b)) &—1—senz

¢ indeterminada, quando @ =0, assim como a funcglo

¢ (x) —senw

I (@) e'—cosaw

A fracclio

¢ (x) — cos@
O (w) ¢ senw

é egual a —1, quando é =0; logo —1 é o verdadeiro valor de y, correspondente a =10,

. a) . o,
1I. Seja agora f(a):w:—“g & procuremos o verdadeiro valor d’esta fracciio, isto 8,
"P(a) [0} E 3 7

o limite para que tende ha —>— , quando @ tende para a.

$ ()’

Representando por z; um numero tal que x esteja comprehendido entre «, e a, e sup-
pondo que as funcgles o (x) e $ () admittem derivadas finitas no ponto ®, e nos pontos com-
prehendidos entre x; e a, ¢ que ¢’ () é differente de zero n’estes pontos, temos

o(x)—o(x _{“)_(E_) ’&/CL" A O ()
o @ 1-1 | (1 el

|
?
[ () —¢ (%)][1 *@‘})J Yt 0k)< J”(gg’)

onde h=z—mx,.



¢ (%)

Suppondo agora que a fracglio tende para um limite finito e determinado A, quando

“( )
6%
« tende para a, tambem a fracgiio T/ ((;goijﬁ tende para o mesmo limite, quando x, tende
2

para a, visto que x, - 6h esta (somplehendldo entre @, e & e portanto entre x, e ¢. Podemos
pois dar a x, um valor tio proximo de a que esta fracgio deffira tho pouco quanto se queira
de A.

Depois de escolher d’este modo x,, por ser

’ (930)

- ] (00)

i‘:a 1— .r (x()) =1 ’
¢ (x)

podemos dar a ¢ um valor tdo pequeno que, para os valores de « comprehendidos entre a —e
e a-}-¢, a fracglo que entra no primeiro membro d’esta egualdade deffira da unidade tdo
pouco quanto se queira.

Podemos pois dar a a, um valor tio proximo de ¢ e a ¢ um valor tdo pequeno que, para
(@)
¢ (@)

todos o valores de x comprehendidos entre «—¢ e a—¢, a fracglo diffira tdo pouco

quanto se queira de Aj; e temos portanto (1)

fla)= lim -2

g=a

00 _ 1o, ?2)
e

e, se ¢ (x) e §' (x) slo continuas no ponto «,

9= ¢ ().

Logo acha-se o verdadeiro valor da fraccio considerada pela mesma regra que no caso
g ¢ p t2)
anterior.
Se for A= o, teremos
lim 2@ @
9@)  y=a ¢ (®)
@ (x)

e portanto lim ~——-==00. A regra é pois ainda applicavel.

w=a P (@)

(1) A demonstragdo precedente ¢ tirada do Caleolo differentiale de Grenocchi e Peano (Turin, 1884).



Exempro. A funcglio

¢@) loga
v e
d4 2., quando @=0. Mas o quociente
({Q/ (.l’) _ 2! _ K
V@) —ne—t  n

é nullo, quando @ =0; logo ¢ tambem nulla a fancc¢lo considerada.

III. Se a funcglo f(x) = o (x).d(x) se reduzir a 0>< oo, quando x=«, acha-se o seu ver-

dadeiro valor applicando a regra anterior 4 fracclo ﬁ%c()ﬁc]—)_—l, que se reduz a %, ou 4 fracclo
Ly

_b@
e’

O,
que se reduz a -Z.

Exempro. A funccilo

4
y=n <wn — 1>

dd 0>< oo, quando n= oo, Para achar o seu verdadeiro valor, consideremos a fracgdo

" —1

Y =
Y n—1

H

0 . . .
ue se reduz a — e que da, derivando o numerador e o denominador relativamente a n, a
0 ! 2
fracgdo
1
—n2z" loga

—p2 ’

que se reduz a logw, quande n = . Logo temos a formula notavel

1

log = lim = <mﬁ— 1> .

=%

IV. Se a funcglo f(x)=1¢ (x) —¢ (x) se rednzir a o - w, quande x=a, acha-se o seun
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verdadeiro valor, applicando a regra anterior & fracgio

L
¢ (x) <P(cc)7

I

@ (2) ¢ ()

0
que se reduz a —-

0

V. Se a funcglo y=0o (#)*® se reduzir a 0°, 1°, «° quando ©—=a, acha-se o seu ver-

dadeiro valor applicando a regra anterior 4 funecgho

logy =19 () logp(x),

que se reduz a 0 > oo,

ExEvprLo. A funcglo

(s,

n

quando n= oo, d4 1. Para achar o seu verdadeiro valor, determinemos o verdadeiro valor

da funcglo

(i)

1 ?

logy=mnlog <1 +%> =

n

0 , , . : .
que se reduz a —; o que dé logy=u, e portanto y=¢*. Temos pois a férmula seguinte,

dada por JoRo Bernoulli:

JJ






CAPITULO VI

ApplicaclSes geometricas da formula de Taylor

Curvas planas

1306. Contacto das curvas planas, — Sejam
y=f(z), Y=F(X)

ag equagdes de duas curvas que passam por um ponto M, cujas coordenadas sio z, e gy, e
sejam A e B dois pontos das mesmas curvas, correspondentes 4 abscissa xp+k. Se o

Y

T B

}

i
0 : X

P
segmento AB, egual 4 differenca F (xy—+ %)—f(x,+ %) das ordenadas AC e BC d’estes
pontos, for infinitamente pequeno de ordem n- 1 relativamente a PC, diz-se que as curvas
téem no ponto (xy, 7,) um contacto de ordem n.

Se pelo ponto (x,, 7,) passar uma terceira curva y = ¢ (), que tenha com a curva y=F£(x)
um contacto de ordem m, e se for n>>m, a segunda das curvas consideradas approxima-se
mais da curva y = f(x), na visinhanga do ponto (x,, 7,), do que a terceira curva y=— ¢ (x).
Com effeito, representando respectivamente por 3 e a as differengas I (a,+4-2)—f(o, +2) e

x*
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@ (xy+h)—f (xy-+Ph), & por definigio,
B=hrtl(A+¢), a=h"tt(B4-¢),

onde A e B representam quantidades finitas differentes de zero, e ¢ e ¢’ quantidades infinita-
mente pequenas com %; portanto temos a egualdade

d— B = At [B e — hn—m (A f-e)],

a qual faz vér que se péde dar a Ay um valor tio pequeno que «—f tenha o signal de
It (B-¢), isto &, o signal de «, quando || <<hi. Serd pois, para todos os valores de
comprehendidog entre — Ay e + 4y, B <o

131, As condigBes analyticas para que as curvas consideradas tenham um contacto de
ordem n, decorrem immediatamente da férmula de Taylor, que dd

F (g + h) —f (g + 1) =F (ieg) —f (o0)

B E () —f @] -+ bt [P0 )= ay)]

hnt+t

+ n4+1)!

[Ftd) (g + 0h) — f 4D (2, + OR)].

Com effeito, se as funcgdes f(z) e F (x) admittirem derivadas até 4 ordem n--1, conti-
nuas no ponto x,, para que a differenca F (2, - %) —f (2,1 %) seja infinitamente pequena de
ordem n -1 relativamente a k, é necessario e sufficiente que as differengas

B (o) —f (@o)y ¥ (o) =" @)y « - -y W (wg) —f ™ (o)

sejam nullas, e que a differenga F+1 () — f "4 (x) seja differente de zero, o que dd o se-
guinte:

s

THEOREMA. — Se as funcgles I () ¢ f(x) admittirem derivadas até ¢ ordem n-- 1, conti-
nuas no ponto x,, sio condigdes necessarias ¢ sufficientes para que as curvas consideradas tenham

no ponto (x,, y,) um contacto de ordem n, que x, satisfaga ds equagbes
@ F@)=f(@), F(@=f@),..., F@)=7"@),
e que 0 () seja differente de ) ().

I. Resulta ainda destas egualdades e da precedente que a differenga ¥ (a, -+ %) — f (1w, 4 7)
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tem o mesmo signal, na visinhanca do ponto (x, ¥,), qualquer que seja o signal de %, quando »
é impar, e que muda n’este ponto de signal com %, quando n é par. Logo, quando duas curvas
téem um contacto de ordem par no ponto (x, 7,), cruzam-se n'este ponto, e, quando téem
um contacto de ordem impar, tocam-se, sem se cruzar.

II. Se, tomando para variavel independente uma quantidade ¢, as curvas forem repre-
sentadas pelas equagles w =9 (), y=1= (), Y==(t), as equagles de condigho a que deve
satisfazer o valor que tem ¢ no ponto (¥, y,), para que as curvas tenham n’este ponto um
contacto de ordem n, sio, representando por «', ¢, Y/, @, ... as derivadas de %, y e Y

relativamente a i,

y/ v Y 2l — 3/' Vgl ! YV

@ @ a'd a’? >

& portanto

y=Y,y=Y,y'=Y" ..., y=Y0,

Como corollario d’estas egualdades resulta que a ordem do contacto de duas curvas é
independente dos eiwos das coordenadas a que estdo referidas. Representando, com effeito, por
@1 e yy as novas coordenadas e por y1 = fi(x1) e y1 =T (1) as novas equagdes das curvas,
as equagdes precedentes dio, pondo t=uay,

Fule)=fi(m), Fi@)=fil@m), ..., FP@)=fe @)

132. Seja y=f(x) a equagio de uma curva dada ¢ Y =T (x) uma equagio com n+1
parametros arbitrarios, que representa uma familia de curvas. A curva d’esta familia que
tem com a curva dada um contacto de ordem mais elevada no ponto (,, y,) diz-se oscula-
dora da curva y=f(x) n'este ponto. Para obter esta curva, deve-se dispdr dos n-1
parametros de modo que sejam satisfeitas as n-1 equagdes de condigdo (1), e a ordem
do seu contacto com a proposta serd egual ou superior a =, segundo a differenga entre
SO () e Footl) () for differente de zero ou egual a zero.

133. A doutrina precedente, devida a Lagrange, vae-nos apresentar, debaixo de um
novo ponto de vista, alguns dos resultados obtidos no Capitule III.

I. Be quizermos achar a recte osculadora da curva y=f(x) no ponto (z, y), temos de
determinar as constantes A e B, que entram na equaco

Y=AXB
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da recta, de modo que sejam satisfeitas as condigSes do contacto de primeira ordem

y=Ax-+B, y=A.
A equagfio da recta pedida é pois
Y—y=y (X—u),
e portanto esta recta coincide com a tangente 4 curva dada.

Por ser Y/'=Y" =...=0, a tangente tem com a curva proposta um contacto de segunda
ordem nos pontos que satisfazem 4s condigdes f/ (x) =0, f/" (m)§0; um contacto de ter-

ceira ordem nos pontos que satisfazem 4s condigles f/(x)=0, f" (x)=0, f®¥ (oc)§0; ete.

II. Se quizermos achar o circulo osculador da curva y==f(xz) no ponto (z, ¥), temos de

determinar as constantes arbitrarias «, b e R, que entram na eqguacgfio
(X —a)? (Y —0)=R?
de modo que sejam satisfsitas as condigdes do contacto de segunda ordem
y:Y, jt/zY’, g/”zY”,

9y ', Y e Y" representando as derivadas de primeira e segunda ordem de y e’Y relativa-

mente a @. As duas ultimas quantidades slo dadas pelas equagles

(w—a)?--(Y— b2 =R2
z—a-+(Y—08)Y =0,
14+Y2 4+ (Y —08)Y" =0;

e porisso as condigBes consideradas reduzenm-se ds seguintes:

(@—a)*+ (y—b)*=R2,
z—at(y—b)y =0,
L4y2 4 (y—b)y' =0.

D’estas equagOes tiram-se os valores das coordenadas a e b do centro e o valor do raio
R do circulo osculador
3

(1+y%* T4y i
.R.:*g//———7 a:.’l,"——:?/ *‘3/—,,—7 b'———?j‘(“—yl—-—.
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Da comparacgio d’estas férmulas com as que d%o as coordenadas do centro e o raio do
circulo de curvatura (n.° 90-I) conclue-se que o circulo de curvatura ¢ o circulo osculador,
correspondentes ao mesmo ponto de uma curva dada, coincidem ().

Esta coincidencia podia ser prevista. Com effeito, das equagles y=Y, v=Y/, /=YY" e
das férmulas (3) e (6) do n.° 90 conclue-se que os circulos de curvatura da curva dada e do
seu circulo osculador no ponto (w, 3) coincidem,

Nota. Como na equagdo geral do circnlo entram sémente tres constantes arbitrarias, o
contacto do circulo osculddor com uma curva é, em geral, de segunda ordem. Este contacto
é de ordem superior 4 segunda sémente nos pontos que satisfazem 4 condiglo seguinte, que
resulta de "' =Y"":

39y T y—8y" =0,
ou, eliminando y — 6 por meio da ultima das equa§5es precedentes,

3yy —(1+y%y" =0,

3184. DPontos de inflexdo. — A determinacglo dos pontos de inflexdo da curva y= f(x) é
facil de conseguir por meio do theorema do n.° 88-I. Com effeito, se f//(x) é wma funcgdo
continua no ponto x;, da egualdade

S @Ry =7 () Fey

onde e representa uma quantidade infinitamente pequena com 4, resulta que, para f'(x)
mudar de signal no ponto w,;, é necessario que seja f/(x;)=0. N'este caso, suppondo a
funcglo f7 (x) finita no ponto x,, a egualdade (n.° 55)

J" @y TR =R () +-22],

onde e representa uma quantidade infinitamente pequena com %, mostra que [ (x,-+ %)
muda de signal com %, e portanto que (x, y,) é um ponto de inflexfo, se f/ (x;) é differente
de zero.

~ No caso de ser F (xg)=0 e de a funcgdo f®* (x) ser finita no ponto =y, a egualdade
(n.°® bb e 64) '

J! g Ry =R f" (2 4 0h) = 882 [fO (p) + 3]

() Lagrange deu a theoria geral dos contactos na sua notavel Théorie des Jonetions analytiques, publicada
em 1797, Antecedentemente tinha sido considerado por Newton e Leibnitz o circulo osculador, a proposite
da theoria da curvatura das curvas planas. (Vej. a nota ao n.c 90). '
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mostra que, para f' (z) mudar de signal no ponto (z, y,), é necessario que seja f* (x,)=0.
Logo, se esta egualdade n3lo é satisfeita, (x,, 7,) nfo é ponto de inflexfo,
Continuando do mesmo modo, obtem-se a regra seguinte:

Para achar os pontos de inflexfo de wma curva, cuja equagio é dada, determinem-se x ey
por meio da equaglio da curva e da equagio y' =0.

Substitua-se depois cada grupo (xy, y,) de valores resultantes nas derivadas seguintes de y.
Se a primeira derivada que ndo se annulla for de ordem tmpar, o ponto (xy, y,) é de inflexdo,
se for de ordem par, este ponto nio é de inflexdo.

Se ag coordenadas (x,, y,) satisfazem 4 condiglo 3" =0 e o ponto correspondente nio é
de inflexfo, diz-se que é um ponfo de ondulagio.

Tanto nos pontos de inflex®o como nos de ondulaglio, a tangente tem com a curva um

contacto de ordem superior 4 primeira (n.° 133). Se a ultima derivada que é nulla n’este ponto
é da ordem n, este contacto é tambem de ordem .

Exempros. — 1.° Consideremos a curva cuja equaglio &
y=A sen(ax+b)+ B.
Teremos
Yy =Aacos (ax+b), y'=—aA%sen (ax 4 b);

e como os valores de « que annullam y” slo dados pela relagio ax-+b==Z%x, onde % repre-

senta um inteiro qualquer, positivo, negativo ou nullo, e como estes valores de x no annul-
lam a terceira derivada

Yy =— Aad cos (ax+b),

kw . . . .
—, B> s80 as cordenadas dos pontos de inflex30 da curva considerada.
a

=

2.° A equaglo y=a—+(x—1,7 d4
1T @18, g =T.6@—1)5, +.., =11

Como o valor =1 annulla a derivada y’, e como a primeira das derivadas seguintes
que este valor de z nlo annulla é de ordem impar, o ponto (1, 1) é de inflexfo.

I. Se a curva dada for representada pelas equagles @ =¢ (t) e y =19 (t), t representando
a variavel independente, os pontos de inflexdo sfo dados (n.° 84) pela equag®o

m/

Y —y @ =0,

@, &, y, ¥ representando as derivadas de x e y relativamente a ¢,
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Pondo t=40, x=pcoslf e y=opsenf, vem a equagho seguinte:

9 d?p dp>°~’_
¢ g +2 () =0

por meio da qual se determinam os pontos de inflexfio e de ondulag®o, quando a curva dada
é representada por uma equaglo p==1I"(f), referida a coordenadas polares

II. Seja I'(z, y)==0 a equacio de uma curva algebrica do grau m. Por ser

oF | oF BF . 0F #F . oF
Pt Bt N Y o Sl R Y T L
i oy Y 0 e Tty Y Tty v =0

og sens pontos de inflexdo sfio dadog pela equagio

0,

SO

cx*

<€5F>2 o’ o FF oF &F <§E>‘3 o

T~ 9 T~ A A~ - ~ e
Jy fxecy Ox Oy ox oy®

a qual pdde ainda ser escripta do modo seguinte

A2 d>y oF
Ox2 Ox oy O

o o?F  oF

T T
LN
Oz oy

Posto isto, escreva-se a equagiio da curva considerada debaixo da férma homogenea
Pz, y,27)=0, z=1

como no n.° 86-V. Teremos (n.° 70)

oF oF 0

_ézc_»b—l— 3 —i—}gz:mF(m, Y, 2)==10,

o2F o a%F oF

@ T ey Y T et m Dy
97K RN 9K L oF
b—“yax x *aTJQ—:Z/—i———‘ayaz Z=<7n*—1>@7 :

2K et o oF
EI AT A =Rl

KK
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Multiplicando agora respectivamente por x, y e m—1 as columnas do determinante ante-
rior e subtrahindo depois de cada termo da ultima columna os termos do determinante que

estdo na mesma linha, vem, attendendo 4s equagBes precedentes,

x? a'j Oz 0z
o2r i“'E a2r
Oyoxr  0yf _ay 0z
oF oF oF
B

Multiplicando ainda por «, y e m — 1 as linhas d’este determinante e subtrahindo depois
de cada termo da ultima linha os termos do determinante que estfo na mesma columna, vem

finalmente a equag&o

ycx Oy oyoz | 0,
02 o oW
OzCx  Cz0y 02

4 qual devem satisfazer as coordenadas dos pontos de inflexdio da curva proposta.

Por serem as derivadas que entram n’esta equagio funcgles inteiras de 2, y e z do grau
m—2, vé-se que a equagio é do grau 3 (m—2). Logo a curva representada por esta equa-
¢lo n%o pdde cortar a curva proposta em mais de 3m (m —2) pontos e esta curva ndo pdde
ter portanto mais de 3m (m —2) pontos de tnflexdo. O theorema notavel que vimos de demons-
trar & devido a O. Hesse, ¢ porisso se d4 a esta curva o nome de hesseana da curva dada.

135. No processo anterior para achar os pontos de inflexfo, parte-se da hypothese que
a derivada g é continua. Logo pdde ainda haver outros pontos de inflex&0 em que esta deri-
vada nflo exista ou seja discontinua, Além d’isso, se z” & continua no ponto (x,, 7,), mas
alguma das derivadas 3"/, y®, etc., a que é necessario recorrer, nfio existe ou é infinita
n’este ponto, nlo se péde distinguir pelo processo anterior se o ponto {x), %;) ¢ ou nio de
inflexfo, N'estes casos, para achar os pontos de inflexf0, recorre-se principalmente ao theo-
rema do n.° 83, por meio do qual se v& em que sentido estd voltada a concavidade na visi-

nhanga do ponto considerado.
5

Exempro 1.° A equagiio y =06 (x — a,)? da

2 1
=g ot = e—aT.
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Como x = a torna y’ infinita, vamos ver se o ponto (a, ) é ou nio de inflexfo. Para
iss0, notemos que gy’ & positiva quando x> a, e que é negativa quando &< a; logo, 4 direita.
do ponto (a, b) estd a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, e 4 esquerda
d’este ponto estd a concavidade voltada no sentido contrario, e o ponto é de inflexfo
(n.” 88).

I

"ExeMPLO 2.° A equaglo y=0b4-(w—a)® d4

1 2
y=2e—a, y=1 @)

No ponto (a, b) annulla-se 3", mas y” torna-se infinita, e o methodo anterior ndo &
applicavel. Raciocinando porém como no exemplo anterior, conclue-se que o ponto é de

inflex3o.

138. Pontos singulares das curvas planas. — Chama-se ponto ordinario de uma curva
plana o ponto M onde se reunem dois arcos de curva, cujas secantes MN e MN’ tendem
para direcgBes oppostas da mesma tangente TTY, quando N e N’ tendem para M (fig. 1).

T ki T
N/ N
e \\
v
(Fig. 1)

Os pontos que nfo estdo n’estas condigBes chamam-se singulares. Mencionaremos os pontos
seguintes :

1.2 O ponto de suspensiio, que ¢ aquelle d’onde parte s6 um arco de curva.

2.° O ponto anguloso, que é aquelle d’onde partem dois arcos de curva cujas tangentes
sfo differentes.

3.° O ponto 1isolado, que ¢ aquelle que estd completamente separado do resto da
curva.

4.° O ponto de reversiio de primeira especie, que é aquelle d’onde partem dois arcos de
curva cujas secantes MN e MN’ tendem para a mesma direcgio MT da tangente, ficando
uma de cada lado da tangente (fig. 2).

5.° O ponto de.reversiio de sequnda especie, isto &, o ponto d’onde partem doiz arcos de
curva cujas secantes tendem para a mesma direc¢lo da tangente, ficando ambas do mesmo

lado da tangente (fig. 3).

*
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6.2 O nodo, isto &, o ponto em que se cruzam dois ou mais arcos de curva.

Vejamos alguns exemplos de curvas em que se encontram os pontos singulares que vimos
de mencionar.

¢ M ¢

(Fig. 2) (Fig. 3)

1.* Constderemos primeiramente a curva definida pela equagio

y2—a? =0,
afqual d4

1252 ; (222 — 3
y=toims, Yt gk 2B
(1—a2)’

Vé-ge por meio d'estas egualdades que a curva tem a férma indicada na figura juncta.

h¢

I symetrica relativamente aos eixos das coordenadas; tem um nedo em O, e as tangentes
n’este ponto formam angulos de 45° com os eixos das coordenadas ; tem quatro pontos onde o

. ‘ . 1.5 1
valor absoluto das ordenadas é maximo, correspondentes 4s abscissas m=7t/2 e x= ———2—V 2;
e tem quatro pontos, correspondentes 4s abscissas =1 e a=-—1, onde a tangente é per-

pendicular ao eixo. Cada um dos arcos que se cruzam em O tem n’este ponto uma inflexRo,
e a curva nfo tem mais pontos de inflexdo reaes. )
2. Consideremos em segundo logar a curva representada pela equacfo

(a—a)y? =,
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4 qual se d4 o nome de cissoide de Diocles, por ter sido considerada na antiguidade por este
geometra, e seja a> 0.
Temos

s _ x
9=iv — y’=i~_v<3; V_Q_"l_wgﬁ,
i (a—x)

o, por meio d’estas equagdes, vé-se que a curva tem a férma indicada na figura junta. I

Y 14

A

symetrica relativamente ao eixo das abscissas, ao qual é tangente no pento O, e, como y é
imaginario quando « & negativo, vé-se que tem em O wm ponto de reversio de primeira
especie; as suas ordenadas augmentam, quando = augmenta, e tendem para o infinito, quando
@ tende para ¢, sendo porisso a recta LK, cuja equagiio é @ = «, asymptota da curva, Quando
é x> a, y é imaginario,

." No caso de ser dada a equaglo

y?—20? y -+t L’ =0,

temos as egualdades

ymattatV—m, y—2et eV e, =2tV a
¥
A

/3

por meio das quaes se vé que a curva tem a forma indicada na figura juncta. A cada valor
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que se dd a @ correspondem dois valores reaes para y e y', quando « <0, dois valores ima-
ginarios, quando @ > 0, e dois valores eguaes a zero, quando z=0; logo a curva tem dois
ramog, que se encontram no ponto O, onde sfo0 tangentes ao eixo das abscissas, Na visinhanga
d’este ponto tBem estes ramos a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, visto
ser positiva a quantidade y’, quando @=0; e porisso a curva tem em O um ponto de re-

versio de segunda especie. O ramo inferior tem um ponto onde a ordenada é maxima, o qual
1 . . «
—35 da abscissa, um ponto de inflex80, que corresponde a @ =—55E

e corta o eixo das abscissas no ponto onde x=—1.

corresponde ao valor =

4.° No caso de ser dada a equagllo

yz PV I J 0,
temos

y—to Vo, yot o

2y x—1
e portanto a curva tem um ponto real na origem das coordenadas, e é imaginaria na visi-
nhanga d’este ponto, que & porisso um ponto isolado, onde se cortam duas tangentes imagi-
narias conjugadas, Os outros pontos reaes da curva correspondem aos valores de x desde 1
até oc. Estes pontos formam um ramo, symetrico relativamente ao eixo das abscissas, que,
partindo do ponto (1, 0), onde corta perpendicularmente este eixo, se estende até ao infinito,
affastando-se constantemente dos dois eixos das coordenadas.

5. Consideremos agora a curva transcendente representada pela equago

Y (1 —I—a{;):w.

Quando ® tende para O, y tende para O, % tende para 1, se ®<C0, e tende para O, se

@> 0. Logo a curva tem na origem das coordenadas um ponto anguloso, e uma das tangentes
coincide com o eixo das abscissag e a outra férma um angulo de 45° com este eixo.
6. Consideremos finalmente a curva representada pela equaglo

y=xlogw.
Como y é real, quando >0, é imaginario, quando x <0, e tende para O (n.° 129-II),

quando « tende para 0, vé-se que esta curva tem um ponto de suspensdo na origem das

coordenadas (1).

(1) Podem vér-se muitos exemplos de determinagdes de pontos singulares e diversos modos de os obter
no nosso Tratado de las curvas especiales notables, j& mencionado no n.° 91,
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I. Supponhamos que F(x, 2)==0 & a equagdo da curva dada e que a funcglo F (x, y)
tem um unico valor correspondente a cada grupo dos valores de = e y. Estdo n’este caso
as curvas algebricas e tambem muitas curvas transcendentes.

A indagagio dos pontos singulares d’estas curvas baseia-se no theorema seguinte, que &
uma simples traducglo geometrica do theorema 1.° do n.* 76:

o . oF oF .- , ,
Se a funcedo ¥ (x, y) ¢ as derivadas % e forem continuas, os pontos singulares da.
. . o xr
curva dada satisfazem ds equagdes Y

oF or
0, T —o.
o dy

Em virtude d’este theorema, para achar os pontos singulares da curva plana dada, devemn
procurar-se os valores de x e y que satisfazem 4 equaglo da carva e tornam as derivadas

oF oF . ‘
T & on descontinuas ou nullas,
Y

O

Seja (x,, y,) um systema d’estes valores. Para conhecer a especie do ponto singular
(9, Yo), procure-se quantos valores reaes tem x na visinhanga do ponto considerado, para
saber quantos arcos de curva se encontram n’este ponte, e depois, para cada arco, o valor
que n’este ponto tem g, para ver se os arcos que se encontram no ponto (x;, y,) téem ou
nio a mesma tangente, e o signal que tem yp, para saber a direcglio para onde estd voltada
a concavidade do arco (n.” 88). Estas questSes resolvem-se facilmente quando a equagho da
curva péde ser resolvida relativamente a 7 ou a @, como se viu nos exemplos precedentes.

II. Se a equaglo I (z, ) =0 nfo poder ser resolvida relativamente a y ou a x, pdde-se
determinar a férma da curva na visinhanca dos pontos singulares por um methodo, devido a
Newton, que vamos expdr succintamente.

Tome-se o ponto singular considerado para origem das coordenadas e seja Iy (x, y)=10 a
equagio da curva, referida 4 nova origem. '

Pondo n’esta equacio y =zx*, a representando uma constante positiva e z uma nova va-
riavel dependente, teremos a egualdade Iy (x, z2*) = 0. Determinando depois a de modo que
em dois termos d’esta equaglo, pelo menos, tenha @ o mesmo expoente e que este expoente
seja menor do que o que tem x nos outros termos (o que se pdéde fazer por tentativas (1),
egualando os expoentes de « dois a dois e regeitando os valores de a que forem negativos ou
levarem a resultados que nflo satisfagam 4 condiglo precedente) e, substituindo este valor de
a na equacio Py (x, z2%) =0, vird, para determinar z, uma equaglo da férma ¥q(x, 2)=0.
' oty (z, 2)

N . LY
Sejam 2y, 22, ... as raizes reaes da equacio I'2 (0, 2) =0, e supponhamos que %

(1) Newton indicou, debaixo de forma geometrica, um methodo regular para resolver esta questdo, ao
qual Minding deu forma algebrica em um trabalho publicado no tom. xxu do Jornal de Crelle.
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¢ differente de zero nos pontos (x=0, z=2y, 23, ...), unico caso que aqui serd estudado.
Neste caso z é (n.° 76) uma func¢fio real de «, na visinhanca de cada um d’estes pontos,
que admitte derivadas finitas de todas as ordens; pdéde portanto, na visinhanca do ponto
(=0, z=2;), ser desenvolvida pela férmula de Maclaurin, o que da

. 1,
2 =zi—f—zix—l—7 zia? ...,
2

representando por z;, 2z, ... 0s valores que tomam 2/, 2/, ... no ponto (z=0, z=z).

Temos depois

o 1 .
Y=’ (z;—l—zioc—i—-gzi x4 >

Derivando duas vezes esta equacgio relativamente a 2, obtéem-se duas equacdes, por meio
das quaes se determinam o valor de ¢ ne ponto (=0, y=0) e o signal de ¥’ na visinhanca
d’este ponto, e portanto a tangente n’este ponto ao ramo da curva, correspondente 4 ralz
considerada, e a direc¢Bo para onde este ramo volta a concavidade na sua visinhanga.

Considerando todos os ramos da curva, correspondentes aos numeros 2, 2z, . . ., conhece-se

a férma da curva na visinhanga do ponto singular considerado (1).
ExXEMPLO. A curva representada psla equaglo

R ad— Py =0

tem na origem das coordenadas um ponto singular. Para determinar a férma da curva na
visinhanca d’este ponto, ponha-se y==22% o que dd

22 20 ., g2 -+ @3 _23m3u+ 2h g — O;

portanto temos primeiramente, para determinar «, a equagfio 2a =2, que dd a=1, e depois,

para determinar z, a equaclo

2—1+1—)etzha?=0.

Pondo 2 =0 n’esta equaglo e suas derivadas, vem

z=1, 7=0, Z'=—1,...
p=—1, 2Z=1, 2'=—1,...

(1) O problema que tem por objecto a indagacdo dos pontos singulares das curvas planas foi estudado
.por I'Hopital, De Gua, Euler, etc.] Cramer occupou-se d’elle com largueza na sua Introduction & analyse
des lignes courbes, onde se péde estudar desenvolvidamente o methodo que vem de ser indicado.
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Na visinhanga do ponto (z =0, y =0) temos pois

Y= <1—~;—x?—{—...>, y=x<—1—rx—-—21— 00‘2—}—...>,

0 que mostra que no ponto considerado se cortam dois ramos da curva, cujas tangentes fazem
angulos de 45° com o eixo das abscissas, e que o primeiro d’estes ramos tem n’este pouto

uma Inflexfo.

137, Pontos multiplos, — Consideremos ainda a curva cuja equaglo é F(z, )=0 e o
ponto (x,, 7,) d’esta curva, e supponhamos que a funccfo I' (2, 7) admitte derivadas parciaes
de primeira ordem relativamente a e a y, continuas no ponto (x,, y,). Se uma d’estas deri-

vadas, pelo menos, nflo é nulla no ponto (x,, ¥,), este ponto diz-se simples.
2F  o%F o’
A

~——, continuas no

Supponhamos agora que F(x, 7) admitte as derivadas HaF Bwdy e EE

ponto (z,, ¥,). Se uma d’estas derivadas, pelo menos, nfio é nulla no ponto (g, ,) e as deri-
L oF  ¢F | . ,

vadas de primeira ordem @ En sdo nullas n’este ponto, diz-se que o ponto (x,, y,) é duplo.

Fm geral, supponhamos que as derivadas parciaes da funcglo I (z, y) até 4 ordem = sdo
todas continuas no ponto (¥, 7). Se uma, pelo menos, das derivadas de ordem » nfio é nulla
no ponto (x,, 7,) e se as derivadas de ordem inferior a = sfo todas nullas n’este ponto, diz-se
que (x,, y,) ¢ um ponto multiplo, cujo grau de multiplicidade é n.

Supponhamos que a equagflo proposta é algebrica e do gran m, e que f(z, y)=0 ¢ outra
equagio algebrica do grau =/, cujos coeflicientes sdo constantes arbitrarias, excepto um, que
é determinado pela condigdo de a curva passar pelo ponto (z;, y,). Supponhamos tambem
que se excluem dos valores dados a estas constantes aquelles que annullam f, (z,, y,). A
equaglo f(x, y) =0 determina y como funcglo de @, na visinhanca do ponto z,, e esta funcgllo
admitte derivadas de todas as ordens (n.” 76-1.°). Temos pois, pondo & —xy =", repre-
sentando por w () esta funcelo e attendendo 4 egualdade I (», y,) =0,

T

gO =¥ [w,+h, ox,+N0)]= [?—F— -+ (:F o (000)] 3
(1> ( 0xy e/} .
17 a2p o oo :
J RS SRR ) S ’ X <9/5_,) o T ol 9 .
- 5 l&rg ! Q(M0 e o' (x,) + i (ocg) -+ o © ka‘&] B2+,

Esta equaglio leva 4 determinacfio dos pontos em que se cortam as duas curvas conside-

radas na visinhanga de (xy, 7,), visto que determina % e depois as equagles z=u,+% e
. . : ;) .

y=¢(x) determinam as coordenadas d'estes pontos. Um d’clles é o ponto (zy, y,).

. , . . oF  oF .

Se (7, ¥y é um ponto simples da curva, uma das quantidades — ¢ — & differente de

, 0xy Y
zero, e portanto a equacio anterior tem, em geral, uma unica raiz egual a zero. Logo, em
LL
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virtude de um theorema bem conhecido da theoria da eliminaglo algebrica, as curvas cortam-
se, em geral, em mm'— 1 pontos, reaes ou imaginarios, differentes do ponto (xy, z,), e nio
podem cortar-se em maior numero de pontos. .

. : . oF or
Se (xy, ¥) ¢ um ponto duplo da curva, as quantidades e sdo nullas, e a equagdo
‘0 dYo

precedente tem, em geral, duas raizes eguaes a zero. Logo as curvas consideradas cortam-se,
em geral, em mm'—2 pontos, reaes ou imaginarios, differentes do ponto (x,, y;), © ndo podem
cortar-se em maior numero de pontos. ‘

Continnando do mesmo modo, vé-se que, se (z,, y,) é um ponto multiplo, cujo grau dé
multiplicidade é n, as curvas consideradas cortam-se, em geral, em mm’ — n pontos, differentes
do ponto (xy, ), € ndo podem cortar-se em maior numero de pontos.

Vé-se pois que, nas questdes em que se procura o numero de pontos em que a curva cuja
equaglo é f(z, y)=0 corta a curva cuja equagio é I (, y) =0, cada ponto duplo equivale
a dois pontos simples, cada ponto triplo equivale a tres pontos simples, etc. Estas conside-
ragles téem uma importancia consideravel no Calculo integral.

A doutrina que precede tem ainda logar quando o ponto (zy, ¥,) é imaginario. Veremos,
com effeito, n'outro logar que o theorema 1.° do n.° 76, que lhe serve de base, tem logar no
caso das variaveis imaginarias.

I. I conveniente ainda observar que, no caso de (xy, ¥,) ser um ponto simples e ¢ ()
satisfazer 4 condigBo
oF | oF
4

o9ry Y

'*‘?I (aﬂo) = 07

a equaclo (1) d4 para % dois valores eguaes a O, ¢ mostra portanto que n’este ponto estdo

reunidos dois pontos de intersecglo das curvas consideradas. E facil de ver que esta equacio

coincide com a que exprime que as curvas t@em um contacto de primeira ordem no ponto (¥, %g)-
Se, além d’esta equagBo, t.ver logar a seguinte

BF  BF 0 R
a—ﬁﬂL?m? (o) -+ 3 ? <wﬂ)+ay0 " (2g) = 0,

no ponto (z, 7,) estdo reunidos tres pontos de interseccio das curvas. B facil tambem vér
que esta equagio coincide com a que exprime que as curvas consideradas téem um contacto
de segunda ordem no ponto (xy, y,).

Continuando do mesmo modo, vé-se que, se as curvas {iverem no ponto (xy, y,) wn contacto
de ordem p, w'este ponto estlo reunidos p -+ 1 pontos de intersecgdo das curvas,

Supponhamos agora que (x, y,) ¢ um ponto duplo. N’este caso, se for

02 o 0%
a—xgﬂL? By 030 ¢ () + o

92 () =0,
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a equagfo (1) dd para & tres valores eguaes a O; portanto n’este ponto estfo reunidos tres
pontos de intersecglo das curvas consideradas.

Continuando do mesmo modo, acham-se as condi¢des para que no ponto duplo (2, #,)
estejam reunidos quatro, cinco, ete. pontos de intersecglo das curvas,

Estas consideragdes podem ser facilmente estendidas aos pontos triplos, quadruplos, ete.

II. Appliquemos as consideracdes precedentes ao caso de se cortar a curva I'(x, y) =0
PP ¢ I > Y
pela recta y —y, = A (x—ay).
Se (x4, 7,) 6 um ponto simples e a recta tem com a curva n'este ponto um contacto de
ordem p, no ponto (x,, 7,) estio reunidos p-+ 1 pontos de interseccio da recta com a curva.
5 0 Yo ; §
Se (x4, y5) ¢ win ponto duplo e tem logar a condigho

BF  _ &F &
or _er OF e _
o T2 dn e AT A0

no ponto (i, v,) estio reunidos tres pontos de intersecgfio da recta com a curva. Esta equacio
d4 dois valores para A, aos quaes correspondem duas rectas que satisfazem 4 condigio pre-
cedente e que sfo determinadas pela equagio

02
o e
da (—m)* 2

!

&*F O
f— - S e V2
B age ) gt g (=0,

que resulta de eliminar A entre a ultima equaglo e a equaglo y—y,=A (w—wx). A estas
rectas, cujos coefficientes angulares coincidem com os valores que se obtéem para g deri-
vando duas vezes a equaclo I'(z, y)=0 relativamente a e pondo no resultads x=u,
e y=y,, dd-se o nome de tangentes & curva no ponto duplo considerado. Estas tangentes
coincidem quando ag raizes da equaglo que determina A sfo eguaes.

Os pontos duplos que vimos de considerar dizem-se ordinarios, e déd-se o nome de nodos
aquelles em que as tangentes s%o distinctas, e o de pontos de reversio dquelles em que estas
tangentes coincidem, estendendo assim a significaglo d’estas palavras, antecedentemente em-
pregadas, de modo a considerar os pontos reaes e imaginarios, e as tangentes reaes e ima-
ginarias das eurvas.

Se algum dos valores de A annullar o coefficiente de 23 em (1), no ponto (x;, 7, estio
reunidos mais de tres pontos de intersec¢lio da curva com a tangente correspondente ao valor
de A considerado.

As tangentes 4 curva nos pontos triplos, quadruplos, etc., determinam-se do mesmo modo.

Estendendo a significaciio das palavras, ponto singular, empregadas no numero anterior
para designar certos pontos reaes, dizem-se singulares todos os pontos multiplos das curvas
consideradas, devendo ainda notar-se que alguns auctores abrangem n’esta designagio tambem
os pontos de inflexlo e os de ondulagho.

*



292

Suppozemos no que precede que a equagio F(z, y) =0 da curva dada é algebrica: &
porém facil estender esta doutrina ao caso em que esta equagio é transcendente, comtanto
que a funcglo F (x, y) seja susceptivel de ser desenvolvida segundo as potencias inteiras e
positivas de @ —a; e y—y,.

138, Supponhamos agora que a curva dada é representada pelas equagles w=15(¢) e

y=1>(), que (x,, y,) sdo as coordenadas de um ponto d’esta curva, correspondente ao valor

¢, da variavel independente ¢, e que, na vesinhanga d’este ponto, temos
~f 1 2 ' 1
w=ay+ (=1 ¢ ()5 (=1 ¢" () +- . -,

: 1 .
Y=Y+ (t_t0> ¢ (ty) —|——2—(t—t0\~¢’ ) -
A recta representada pela equagio
Aw—a0)+B(y—yp)=0

corta a curva considerada nos pontos correspondentes aos valores do ¢ dados pela equagdo

(1= 1) TAY () + BY (] + - (— 1 [Ag" () +BY ()] ... =0,

a qual mostra que em (x,, y,) estdo reunidos dois, pelo menos, d’aquelles pontos, quando

& satisfeita a condigho
A9’ (fg) +BY () =0.
N’este caso a recta tem para equagio
(@—ao) b (1)) — (¥ — ) ¢’ (o) =Q
e ¢ tangente 4 curva no ponto (x,, ¥,)-
Se porém for ¢ (t,)=0 e ¢/ (f))=0, todas as rectas que passam pelo ponto considerado

téem duas das suas intersecees com a curva reunidas n’aquelle ponto, exceptuando aquella

cujos coefficientes satisfazem 4 condigio
Ag (1) -+ BY! (1) =0,

a qual tem, pelo menos, tres das suas intersec¢es com a curva reunidas no referido ponto.
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Neste caso o ponto (x;, y,) é singular, e a recta representada pela equagio
(@ —ay) " (t)) —(y—20) ¢" (f) =0

é a tangente 4 curva n’este ponto.
I facil continuar esta discussio.
Assim, por exemplo, no caso da cycloide, cujas equagles sfo (n.° 91-III)

w=r({t—sent), y=r(l—-cost).

Por ser

o =r(l—cost), gy =rsent,

«'! =rsent, Yy’ =rcost,

vé-se que a curva tem um ponto singular correspondente a t=0, e que a equac¢iio da tan-

gente n’este ponto & =0, como j& se sabia.

139, Transformagbes algebricas. — Duas curvas dizem-se ¢ransformadas uma da outra
quando os pontos das duas curvas estdo ligados de tal modo que, sendo dada uma, a outra
fica determinada. Se esta ligaglo é estabelecida por meio de relagles algebricas entre as
coordenadas dos dois pontos, a transformagio diz-se algebrica. O estudo desenvolvido d’estas
transformag3es, que deu origem a bellos e importantes trabalhos de Poncelet, Chasles, Cre-
mona, Lie, etc., deve ser feito nas obras especialmente consagradas 4 Geometria. Aqui vamos

apenas dar algumas indicagBes sucecintas sobre duas d’ellas que téem maior importancia.

I. A primeira transforma¢fio que vamos considerar, conhecida pela designagfo de Zomo-
graphica, & aquella em que as coordenadas (z, y) e (X, Y) de dois pontos correspondentes
das duas curvas (I) e (7) estlo ligados pelas relagdes

____am—{—by—}—c Yo w’x_—{—b’y—}—c/.
pe+gqy 47’ pr-+qy+r

Fista transformaclo goza das seguintes propriedades fundamentaes:

1.0 As vatiaveis (@, ») podem exprimir-se em funcglio de (X, Y) por meio de relagdes
que t@em a mesma férma que as precedentes,

2.° A transformada de gualquer recta é outra recta.

3.2 Se o ponto (x, y) de uma curva (I) tender para o ponto (&, ¥/), o ponto (X, Y) de (7'),
correspondente a (x, ), tende para o ponto correspondente a (', /), no caso de 2/ e 3 nfo
annullarem o denominador das expressdes de X-e Y.

Resulta do que precede que, se um ponto A de (!) tender para o ponto Ay, o ponto B
da outra curva, correspondente ao primeiro, tende para o ponto B, correspondente ao
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segundo, e as rectas AA; e BB, tendem para as tangentes nos pontes A e Ay 4s duas cur-
vas; e portanto que a tangente a (I) no ponto (X, Y) ¢ a transformada da tangente a (I) no
ponto (#, y). Se () tiver em um ponto m tangentes, distinctas ou coincidentes, a outra curva
tem tambem, no ponto correspondente, m tangentes, distinctas ou coincidentes, e os dois
pontos sfio ambos multiplos de ordem m, e tdem o mesmo numero de tangehtes coincidentes.

Do mesmo modo, se uma recta cortar a curva (I) em » pontos, a sua transformada corta
a outra curva em 7 pontos, correspondentes aos primeiros, que coincidem, guando os pri-
meiros coincidirem. Logo aos pontos de inflexdo e ondulaglo de (Iy correspondem pontos da
mesma natureza em (I').

A transformagio que vimos de considerar tem uma representa¢fo geometrica muito nota-
vel: cada curva é a perspectiva da outra, vista de um ponto convenientemente escolhido.
Péde vér se uma demonstragio muito simples d’esta proposi¢io em uma nota collocada no fim
do nosso Tratado de las curvas especiales notables. Péde vér-se no mesmo logar a demonstragio
de que a transformaglo que vimos de considerar, equivale 4 transformag¢io de Newton:

Y- x=2
4

’ @
e a mudancgas dos eixos das coordenadas a que estdo referidas as duas curvas.

7

II. A segunda transformagio que vamos considerar é aquella em que as coordenadas
dos pontos das duas curvas estdo ligadas pelas relagles

- m2e m%y

Z&ZT___}_TJ?’ =m_“——_‘2—+—:l/2,

>

ou, em coordenadas polares, p e pi representando os vectores do ponto (x, y) e do ponto
(X, Y) correspondente, para o mesmo valor do angulo 6 gque formam com o eixo,

ppr =m2

A esta transformagio dd-se o nome de fransformacdo por raios vectores reciprocos, a m?
d4-se o nome de mddulo da transformaciio, e cada nma das curvas diz-se inversa da outra.

Vamos indicar algnmas propriedades fundamentaes d’esta transformagio.

1. A recta cuja equagio é

AY+BX+C=0
transforma-se na linha representada pela equaclio
m? (Az+ By) 4 C (x4 y») =0,

isto &, em um circulo, quando C é differente de zero, em um recta, quando C=0.
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2.° O circulo cuja equagio é
X?24+Y2 20X —28Y =R2 —?2—j2
transforma-se no circulo representado pela equagiio
(R — 02— %) (@ + )+ 2m (o i) — m* =,

quando R?— o —f3? ¢ differente de zero, ¢ em wma recta, no caso contrario.
3.° Os angulos formados pelos vectores dos pontos correspondentes das duas curvas com
as tangentes respectivas sfo determinadas pelas formulas (n.° 86-1V)

p1db
dps

df
tang w= P—, tang oy =

dp

Substituindo na ultima py pelo valor dado pela equacio ppr=m?, vem

tang oy = — =—tang .

pd
&

Logo os dois vectores formam angulos eguaes com a recta que une os pontos correspon-
dentes, ficando porém um de cada lado d’esta recta.

Como corollario do que precede conclue-se que, se duas curvas se cortam em um ponto A,
as curvas inversas cortam-se no ponto correspondente B, e as tangentes 4s segundas em B
formam um angulo egual ao que formam as tangentes 4s primeiras em A. Em particular,
se duas curvas forem tangentes em A, as inversas sio tangentes no ponto B correspondente.

4.° Viu-se ja que, se (a, B) representam as coordenadas de um fdco de uma curva, as

rectas representadas pelas equagdes
Y-p=FiX—a

sio tangentes 4 curva. Mas as equagBes das rectas inversas s3o

m2B _ < mia >
== =)

I3

e estas rectas sdo tangentes 4 curva inversa. Logo os fcos de uma curva sdo os pontos in-
wversos dos focos de curva inversa,
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Curvas no espaco

140, Contacto de duas curvas no espago.— Sejam
y=f@, =fi@; Y=FX), Z=TiX)
as equagBes de duas curvas no espago, que se cortem no ponto M, cujas coordenadas sio

Z

Y.

(o, Yo, 2p). A distancia BA, que representaremos por d, de dois pontos d’estas curvas, cor-

respondentes 4 niesma abscissa a;, |- 7%, é dada pela férmula

d=y (F (g -+ h) — fag + )+ [ Fa (g - ) — f1 (2 + DI

Se d for infinitamente pequeno de ordem n -1 relativamente a %, diz-se que as curvas
consideradas téem no ponto (z, ¥,, #;) um contacto de ordem n. Vé-se, como no n.° 130,
que n’este caso, na visinhanca do ponto dado, as curvas se approximam mais uma da outra
do que de qualquer outra curva com a qual tenham um contacto de ordem inferior.

Procuremos as condigBes analyticas para que as curvas dadas tenham um contacto de
ordem 2 no ponto considerado. Para isso, notemos que é condigio necessaria e sufficiente
para que d seja infinitamente pequeno de ovdem n--1, relativamente a 2, que as differencas

a=F(x) -+ 1) —f (@ +h), B=Fu(wy+h)—fi{xy+ 1)

o sejam, ou que wma seja de ordem n-+1 e a outra de ordem superior. Com effeito, suppondo
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que uma das differencas é da ordem n--1 e que a outra é da ordem n+4 17, temos (n.° 54)
B=nA"1(ALe), a=hHH (B¢,

onde A e B sfio quantidades finitas; differentes de zero, e ¢ e ¢ so quantidades Infinitamente
pequenas com %; e portanto

d = (KT o PR B o,

d’onde se deduz que d é da ordem n -1 relativamente a h.

Reciprocamente, se d for da ordem n--1 relativamente a %, uma das quantidades « ou §
é da ordem n+1 e a outra é da mesma ordem ou de ordem superior; porque, se a que é de
menor ordem fosse de ordem m differente de n--1, tambem d seria da ordem m, em virtude
do que vimos de demonstrar.

Para achar pois as condigBes analyticas do contacto de ordem n, basta exprimir que uma
das quantidades « cu 3 é infinitamente pequena de ordem n -1 relativamente a %2 e que a
outra é da mesma ordem ou de ordem superior. Raciocinando para isso como no caso das
curvas planas (n.° 131), acham-se as equagles de condigio

J@=F@), f1(@) =T (@), ..., j @) =F@),
Si@=TF1(@), f1(x)=F1@),..., [ @=FP (),

a que deve satisfazer x,. ,

Vé-se tambem, como no caso das curvas planas, que, se tomarmos para variavel inde-
pendente uma nova variavel ¢, o que dd w =9 (), y=¢ (), z==(), Y=0() e Z=1(}), as
equagBes de condi¢llo para o contacto de ordem 7 sio

y=Y,y=Y, ..., yW=Y,

z=Z, Zd =0 ..., =7

Y, 2, Y, Z/, ete. representando as derivadas de y, 2, Y, Z relativamente a ¢.

Se uma das curvas for completamente dada e as equagBes Y == (X), Z =T (X) repre-
sentavem uma familia de curvas, a curva d’esta familia que tem com a curva dada um con-
tacto de ordem mais elevada, diz-se osculadora da primeira. Para obter esta curva, devem-se
determinar os parametros arbitrarios que entram nas equagdes Y =F (X) e Z =F{(X), cujo
numero supporemos egual a 2 (n-}1), por meio das equagdes de condiglo precedentes,

’

1. Appliquemos os principios anteriores 4 linha recta, isto ¢, procuremos a recta que passa

MM



298

pelo ponto (x, y, z) da curva representada pelas equagles y=f(x) e z=/fi(x) e que tem
um contacto de ordem a mais elevada possivel com esta curva.

As equacdes da recta sio da férma Y = AX +B, Z=CX + D, e podemos portanto deter-
minar as quatro constantes A, B, C e D de modo a satisfazer 4s quatro equacdes necessarias

para o contacto de primeira ordem:
y=Az+B, z=Cx+D, f' () =A, fi(x)=C.
Logo as equagles da recta pedida sfo
Y—y—f' @) (X—2), Z—z=fi (@) X—a),

€ a recta coincide portanto com a tangente 4 curva no ponto (x, y, z) (n.® 92).
O contacto da curva com a tangente é de primeira ordem, excepto nos pontos que satis-
fazem 4s equagBes f' (®)=0 e fi(x) =0, onde é de ordem superior 4 primeira.

II. Procuremos em segundo logar o circulo osculador da curva representada pelas equa-

gles 2=0(t), y=>4 (f) e z==(t) no ponto (x, ¥, 2).
Como toda a circumferencia péde resultar da intersecco de uma esphera com um plano
gue passe pelo seu centro (@, b, ¢), pbde esta curva ser representada pelas equagdes

(X—ap 4 (Y —Dp | (L =R,
«(X—a)-+B(Y —b)Fy(Z—c)=0.

N'estas equagBes ha seis constantes arbitrarias distinetas, que vamos determinar de modo
a satisfazer ds sels equagles necessarias para que a circumferencia e a curva tenham um

contacto de segunda ordem no ponto (x, y, 2), isto é, 4s equacles seguintes:

fa(@—a)+B(y—b)+7(z—c)=0,

wr! -+ By +17d =0, a4 By’ +7" =0,
) (x—a)?+(y =0+ (z—c =R

@—aa'+(y—=b)y+(z—0c)2=0,

(@—a)a’ +(y—0)y +(z— )¢ -+ =0,

onde se representa por % a somma a'? -2 22,
Eliminando «, § e 7 entre a segunda, a terceira das equagBes precedentes e a equaglo

4u(X—=2)+BY —p) +7Z—2 =0,
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vem a equacdo

(Y —y ) (K —a)+ @ =) (Y—g) + (y o — ') (Z— )= O
que pertence (n.” 92-1V) ao plano osculador da curva no ponto (@, y, z). Logo o circulo
osculador em wm ponto da curua estd no plano osculador da curva, correspondente ao mesmo

ponto.
Como o ponto (a, b, ¢) estd no plano anterior, temos a equagfo

(ZI yll . :(// Z//) («’E . Cl) _l|_ (.’L‘I Z” _ Z/ 93”) <y_ Z)) %A (.7/’ {L’N _ {L’, Lz/I/) (Z _ C) — 07
e, em seguida, eliminando a, b ¢ ¢ entre ella ¢ as duas vltimas equagdes (b),

(B2 — Cy/) 5"
“=E o DY

(Cx'— Az2l)s? . (Ay' — Ba')s"?
TATTBITRC? (T A B

pondo, como no n.° 93,

A=y —y'2', B=a'z'—7a", C=ya"—oy".
As férmulas precedentes determinam as coordenadas do centro do circulo osculador,
Substituindo agora os valores de @ —a, y — b, z— ¢ na terceira das equagdes (b) e atten-

dendo 4 egualdade
(B2 — Cy')? + (Ca’ — AZ')2 4-(Ay —Ba/)?
=(A?+ B2+ (02— (Ax' - By 4 C) = (A2 -+ B2+ C2)52,
vem a férmula
s'3
R— —
(A2 B2 (?)*

que dd o raio do circulo osculador. Da comparaclo d'esta férmula com a que d4 (n.° 93-1)
o raio de curvatura, conclue-se que o raio do ctreulo osculador de wma curva em um ponto dado
é equal ao raio de curvatura da curva no mesmo ponto.

Ao circulo que vimos de considerar dd-se tambem o nome de circulo de curvatura e ao
seu centro o de centro de curvatura da carva considerada. As expressdes das coordenadas
(@, b, c) d’este ponto téem uma férma muito simples, gnando se toma s para variavel inde-
pendente. Substituindo, com effeito, A, B e C pelos seus valores nas férmulas que determinam

*
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aquellas quantidades e attendendo 4s relagdes

OJIQ—FL?//Q*FZ'?:]_, Q«‘/OC’/—E“LQ/Q‘”—E*Z/ZU:O,
vem

G d*y
cczxq-R?W, b=y+R? T

d2

c=1z-+R2? 7

A recta que une o ponto (%, y, ) da curva ao centro de curvatura correspondente chama-se
normal principal. A recta perpendicular ao plane osculador, tirada pelo ponto (x, y, #), chama-se
binormal. Adiante nos occuparemos outra vez d’estas rectas importantes.

141. Entre o circulo osculador da curva dada e a envolvente dos seus planos normaes
existe uma relagio importante que vamos considerar.
A equagBo do plano normal & curva dada no ponto (x, y, 2) é (n.° 92-III)

X =) +(Y—g) g + (Z— 57 =0,

e portanto a equagiio da superficie envolvente das posiges que toma este plano, quando ¢
varfa, é dada pela eliminagio de ¢ entre a equaglo precedente e a seguinte:

X—wye' + X —y)y'+H(Z —2) 2" =52

A caracteristica d’esta superficie gue passa pelo ponto (x, y, z) é representada por estas
duas equagdes ¢ esta caracteristica é portanto perpendicular ao plano

AX—-2)+BY -y + CZ—2=0,
quando entre A, B e C existem as relag@es

Ar --By +Cd =0,
Az 4+ By'+ C2’ =0,

isto é, ao plano osculador da curva dada no ponto considerado.

Comparande as equagdes da mesma caracteristica com as duas ultimas equagdes (3), vé-se
que esta recta passa pelo centro («, b, ¢) do eirculo osculador.

Temos pois o theorema seguinte:

As rectas perpendiculares aos planos osculadores de wma curva, tirados pelos centros dos
cireulos osculadores, formam uma superficie planificavel, que cotncide com a superficie envol-

vente dos planos normaes d mesma curva.
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Este theorema ¢ devido a Monge, que foi quem primeiro considerou esta superficie, 4
qual deu o nome de supenficie polar.
As equagles da aresta de reversio da superficie polar sfo as seguintes:

X—wja' +Y—y) ¢y + (Z—27 =0,
X—2) '+ (Y =gy +(Z—2 " ="
=)@+ (Y —y)y" +(Z—z)2" =35 s,

que determinam as coordenadas (X, Y, Z) dos seus pontos em func¢lo da variavel ¢,

III

Superficies

142, Contacto de uma curva com wma superficte. — Sejam

Z=TF(X,Y),

y=9¢(®), 2=9 @)

as equagdes de uma superficie e de uma curva que se cortam em um ponto, e supponhamos
que & da ordem n o contacto de ordem mais elevada que a curva dada tem com as curvas
tracadas sobre a superficie. N'este caso diz-se que a superficle e a curva téem no ponto con-
siderado wm contacto de ordem n. B facil achar as equagBes de condiglo para que isto se da.

Notemos para isso, primeiramente, que as equagBes de condiglo a que deve satisfazer a
abscissa do ponto considerado para que a curva dada e a curva representada pelas equagles
Z=F(X,Y), Y=0(X), a qual resulta de projectar a primeira sobre a superficie por meijo
de rectas parallelas ao eixo dos z, tenham n’este ponto um contacto de ordem n, sio (n.® 140)

P, o (@] = @), T2 YOy, POy,

Notemos, em segundo logar, que as egnagdes de condigio a que deve satisfazer a abscissa
do mesmo ponto, para que a curva tenha mm contacto de ordem m com outra curva qualquer,
collocada sobre a superficie, e representada pelas equagBes

Z=F(X,Y), Y=6(),
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sdo

d" ¥ [z, 0(x
Flo, 0] = @), T Py, T IE] g,

b@)=9(@), 0@=¢@),... 0 @)=¢"@).

Basta agora attender a que as equacdes contidas na primeira linha coincidem (em virtude
das que entram na segunda) com as equagles que exprimem que o contacto da curva dada
com a curva especial primeiramente cousiderada é da ordem m, para concluir que m nao péde
ser superior a n.

As condigdes a que deve satisfazer a abscissa de um ponto da curva dada, para que n’elle
tenha um contacto de ordem n com a superficie, coincidem pois com as que exprimem que
a curva tem um contacto de ordem n com a que vesulta de a projectar sobre a superficie
por meio de rectas parallelas ao eixo dos z; e, pondo Fla, v (2)]=f(x), podem ser escriptas
do modo seguinte:

J@=b@®, f@=0@),. .., fO@)="().

Se, tomando ¢ para variavel independente, for x =0 (t), y =14 (t), 2= (t), vé-se como no
n.° 131 que temos, pondo F [0 (¢), b (O)]=/ (),

J@O ==, S1O=7 -, SOE)=7"()

Logo, para achar as condigBes do contacto de ordem n da curva com a superficie, basta
substituir na equagdo da superficie X, Y e Z por @, y e z, formar depois as derivadas da
equacfo resultante; relativamente a ¢, até 4 ordem n, e substituir finalmente n’estas equages
t pelo valor que tem esta quantidade no ponto considerado.

Be a curva for completamente dada assim como a especie da superficie, a superficie da
especie considerada que tem com a curva um contacto de ordem mais elevada no ponto
(@, y, 2", diz-se osculadora da curva n’este ponto. Para achar esta superficie, basta deter-
minar as constantes arbitrarias, cujo numero supporemos egual a n-+ 1, que entram na
equacglio Z=(X, Y), de modo que as n -1 condigBes precedentes sejam satisfeitas.

1. Procuremos a equaglo do plano dsculador da curva o =12 (f), y =14¢ (¢), z="=(t) no ponte

(@, y, 2). Temos para isso de determinar as constantes que entram na equagfo
AX+BY+CZ=D
de modo que sejam satisfeitas as equagBes de condiglio

Ax+-By-+-Cz==D, Ax'--By + (2 =0, Az +By"4-Cz' =0,
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onde @', y/, ete. representam as derivadas de x, y e z relativamente a £; o que leva a uma
equaglo que coincide com a equagio (5) do n.® 92-1V, justificando assim a designacdo que foi
dada ao plano estudado n’esse numero.

O plano osculador tem com a curva um contacto de segunda ordem, excepto no caso de
as coordenadas do ponto satisfazerem 4 condicio que resulta de eliminar A, B e C entre as

equagdes precedentes e a seguinte:

AQ’JW + B:Z//H + OZW — 07

isto é, 4 condigo

@ g 2
! . 72 |=0,
|
2y

Os planos osculadores da curva n’estes pontos, onde a torsfo ¢ nulla, dizem-se estaciona-

r108.

II. Consideremos ainda a esphera osculadora da mesma curva.
Temos, para a obter, de determinar as constantes «, 3, { e p, que entram na equagfio

(K =+ (Y =B+ (Z—1) =%

por meio das relagles

(—a)? +(y—8? +(—77 =p
(=)@ + =By +E—17 =0,
(= (g By +e—p)d" ——,
(o) @l - (y— B)Z/W‘}‘ (z—7) I W
Comparando estas equagles com as que determinam (n.° 141) a aresta de reversfo da
superficle polar da curva dada, vé-se que «, B e 7 satisfazem a estas equacdes. Logo o logar
P I ) q ) 1 quag g g
dos centros das espheras osculadoras coincide com a aresta de reversdo da superficie polar.
s P p

Quando ¢t =s, as coordenadas («, §, 7) do centro da esphera osculadora no ponto (z, ¥, 2)

da curva sfio determinadas pelas equagdes



304

onde D representa o determinante

| mI 2 ! z/
} CE” i z/I
1 CEW y//[ z/ll ]

O raio p da esphera considerada é dado pela férmula

PQ B (mlg + y/Q + 2!2) (w//lﬂ “}“"2/”,2 _(_ z///?) _ (.’L’" .’,C”l +y/ y/// + Z' zl//)
= D2 .

143, Contacto de duas superficies. — Sejam
i=fla y), Z=FX Y)
as equagdes de duas superficies que se cortam no ponto (@, ¥, 2) e
Y—y=AX—wx)

a equaclio de um plano arbitrario, tirado por este ponto perpendicularmente ao plano wy.
Se as duas curvas que este plano determina pela sua intersecglo com as superficies téem
um contacto de ordem 7 no ponto considerado, qualquer que seja a posi¢io do plane, diz-se
que as duas superficies téem no ponto (x, y, z) um contacto de ordem n.
Para obter as condigBes a que devem satisfazer as coordenadas do ponto dado para que

iswo tenha logar, basta notar que as condigdes para o contacto de ordem = das curvas cor-
respondentes a um valor determinado de A, sio

F(z, y)=f (= v),
oF  OF ,  Of  of ,

b Oy T oz oy

........................

Devendo estas equacBes ter logar qualquer gque seja o valor de A, conclue-se que as con-

dicles para que as duas superficies tenham um contacto de primeira ovdem no ponto (x, y, z)
sdo

oF  of oF of
F(m:9)=f<m;y)>a—w=§£y—a‘y"=%§



305

que as condigies para que as duas superficies tenham um contacto de sequnda ordem no ponto
¢

(2, y, z) sdo, além das precedentes, as sequintes:

OF & FF  &f &FF &

tx?  ox?’ 6may= Oz 3y’ W_ ay

e assim successivamente.

344. Uma superficie de especie dada Z=T (X, Y) diz-se osculadora de uma superficie
dada z=f(x, y), se a primeira tem com a segunda o contacto de ordem mais elevada que
as superficies da especie considerada podem ter com a superficie dada. Se a superficie
Z=TF (X, Y) contem m constantes arbitrarias, podemos determinar estas constantes de modo
que as superficies tenham, em geral, uin contacto de ordem n, se m for egnal ao numero de
equagBes necessarias para haver contacto de ordem n. Se for menor, pdde estabelecer-se s6

um contacto de ordem inferior a n, e a equagio fica ainda com algumas constantes arbitrarias,

I. A equaglo Z=AX+BY +C contendo tres constantes arbitrarias, péde o plano ter
um contacto de primeira ordem com a superficie z = f(x, y). Para achar o plano que satisfaz
a esta condi¢do, determinem-se as constantes arbitrarias por meio das tres equagdes de con-
diclio para haver contacto de primeira ordem, que dio

ox y’

2 of
—AwiByto, A= p_fL,

portanto a equacgio do plano osculudor da superficie é

O

z—zm (X—w)+~27f(Y—y),

e coincide com a equaglo do plano tangente (n.° 94),

1I. Consideremos, em segundo logar, a esphera
X —a)?+(Y—0)*+(Z—c)?=R2%

Podemos dispdr de tres das constantes arbitrarias que contem esta equagiio, de modo a
satisfazer 4s tres equagBes de condigho necessarias para que esta superficie tenha um con-
tacto de primeira ordem com a superticie z= f(z, y).

Para obter um contacto de segunda ordem, é necessario que a equaglo da superficie
Z=F (X, Y) contenha seis constantes arbitrarias, e portanto a esphera nio péde ter um
contacto de segunda ordem com a superficie dada, excepto em alguns pontos particulares
d’esta superficie, como vamos ver,

NN
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. 0Z oL o* 027 Y/
Para haver contacto de segunda ordem, os valores de Z, X AY? AXE ARV © AvE?

tirados da equagiio da esphera e das equagles

—a—{—(Z——c)-—~_—O Y— b+(Z—c)—~O

o7, 07 07
4 () 4 (o g =0, 1+ (2 >+<Z—c> =0

0Z °Z 0*Z

wWoax Ty =Y

2
devem ser eguaes respectivamente a f(x, v), of —ai o Bf -5 quandon ellas se faz

oz’ oy’ O0w?’ 89383/ ay
X=ze Y=y, o que dd as equagdes de condiclio

(@ — @t (=B (e — o = I,

w—a—{—(z—c)»2£=0,y—b—{—(z >8f

4 () 4 om0 O = ,1+<%§>2+(z—c>§1=0,

0y*
0] af 0%/
bz oy (=0 0 dy

As quatro primeiras equagdes servem para determinar as constantes arbitrarias a, b, ¢ e R.
As duas ultimas, eliminando z— ¢ por meio da quarta, dio as equacdes

[ (G =+ (5 ] &5

i Bl (] &

a que deve satisfazer o ponto (20, Yo» 29) da superficie z= f{(x, y), para que n’elle a superficie
possa ter wina esphera osculadora.

Tomando o ponto (xy, ¥y, 2,) para origem das coordenadas, o plano tangente para plano
dos xy e os planos das secgdes principaes para planos dos az e yz, e chamando z—=1f1 (z, ¥)
a nova equaglo da superficie, as equagdes precedentes dfio {representando por py, 9o, 7o, S

24 n9 2
e t, os valores que tomam as derivadas %%, Lf', gmf)‘ ,—O(;]gy e gy];i no ponto (0, 0, 0}]

7y =ty, 8, =0, visto ser (n.° 95) p, =0 e ¢;=0. Mas as curvaturas ¢; e ¢z das secgles principaes
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que passam pelo ponto (0, 0, 0) sfo (n.° 95) dadas pelas férmulas ¢ =r; e cg=¢,. Portanto
temos ¢;=cg; 0 que prova que os pontos em que a superficie tem um contacto de sequnda ordem
com uma esphera cotncidem com os pontos umbilicaes (n.° 95).

Para um estudo mais desenvolvido e profundo da theoria do cantacto, consulte-se o bello
Cours d’Analgse de I Ecole Polytechnique de Paris de Hermite.

145, Pontos singulares das superficies. — Consideremos a superficie representada pela

equaclo f(x, y, 2)==0 e um ponto (a, ¥,, %) situado sobre ella, e applicando a férmula de
Taylor, escrevamos esta equacio debaixo da férma

I @ay Yoy 20) (—20) 1, (@05 Yos %0) (Y — Yo) T+ @0y Yo 20) (2— 20)
R . .
+'2“ [fm (mm Yo ZO) (:L‘—CL‘O)2+ 2fry (x07 Yos zo) (m'—m0> (?/ —yo) +fw (xO’ Yo ZO) (3/—3/0)2+' ° ]

A recta representada pelas equagBes
Yy—y,=A{—mx), z—z=Bx—=zx)
corta esta superficie em pontos cujas abscissas s¥o determinadas pela equaglio

(e —ao) [ fu (20y Yoy 20) + A, (0, Yoy Z0) + Bf. (2 Yo 2)]
1 I . " o o
+—§ (m—— wﬂ)g qu (mo? Yor ZU) =+ 2A fﬂry (mm Yo zo) + Asz (:L‘O, Yos zo)+' - ]

um dos quaes coincide com (x, ¥,, 7,), a qual mostra que n’este ponto estio reunidas duas
intersecgdes, pelo menos, da recta com a superficie, quando A e B satisfazem 4 condigio

ﬂ (Wo; Yos ZO) + Af?’l (xoa :‘/07 Zo) + B.f: (w(;7 3/07 zo) =0.

Eleminando A e B entre esta equaclo e as da recta, vé-se que todas as rectas que satis-
fazem 4 condi¢flo indicada estdo situadas no plano representado pela equaglo

fa; (1’0, ?/07 Zo) (.’Z? - wo) +fy (mm ?/o’ zo) (3/ - :‘/o) +f; (3707 Yor 7‘0) (Z - zu) = 07

isto é, no plano tangente (n.° 94) & superficie no ponto (@, 7, 2,).
Se porém for

sz (1’0, Yo Zo):O, fy (mm Yoo Z()):O) f;(wm'?/m Zo)=07
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ndo existe plano tangente, e todas as rectas que passam pelo ponto considerado téem duas,
pelo menos, das suas intersecgBes com a superficie reunidas no ponto (z,, y,, 7).

Entre as rectas que, n’este caso, passam pelo ponto (x,, 7, %) convem notar aquellas
cujos coefficientes angulares satisfazem 4 condigio

Faw @0y Yy %)+ 2A fo (00, Yy 20) + A2, (200 Yoy 20) 0. =0,

as quaes téem tres das suas intersecgles com a curva reunidas no ponto considerado. Eli-
minando A e B cntre esta equaciio e as das rectas, obtem-se a equago

jx'a’v <x07 Yor ZO) (:70-—900)2+ 2fr;<m07 Yor Zo> (m-mo) (3/—"."/0> +.leij (moa Yos Zo) (Z/—‘?/QQ Foe= O)
a qual representa um cone de segunda ordem, que se diz tangente d superficie no ponto
(%0, Yoy 2,). N'este caso o-ponto (x,, ¥, 2 diz-se duplo.

Se todas as derivadas parciaes de primeira e de segunda ordem de f(x, y, #) forem nullas
no ponto (%, y,, 2,) e alguma derivada de terceira o nfio for, o ponto diz-se triplo, e vé-se
do mesmo modo que existe um cone de terceira ordem que é o logar geometrico de todas as
rectas que t8em, pelo menos, tres das suas intersecedes com a superficie reunidas em (xy, ¥, 2,).

Em geral, se as derivadas parciaes de f(z, y, z) até 4 ordem n forem todas nullas no
ponto (%, ¥, 2) e alguma das de ordem n -1 for differente de zero, este ponto diz-se mul-
tiplo de ordem n, e existe um cone de ordem n que é o logar geometrico das rectas que téem
n, pelo menos, das suag intersecedes com a superficie reunidas no referido ponto.

Os pontos multiplos e os pontos da superficie considerada em que a doutrina precedente
nido tem logar, por nfio the ser applicavel o desenvolvimento pela férmula de Taylor de que
se partiu, dizem-se singulares,

146, Pontos singulares das curvas enviezadas. — Consideremos a curva representada
pelas equagdes f(x, y, 2)=0, F(x, y, 2)=0 e um ponto (=, y,, z,) situado sobre ella, e
escrevain-se estas equacgdes do modo seguinte:

ugtug4-...=0, vi-tvat...=0,
onde
uL=fe (@, Yo, 2,) (@—2) 'y @0y Yoy 2) (Y —o) T (@or Yor 20) (2 —20),
U= LF (0 i 20 2 0 G 20) @) (=) -,
e onde vy, v, ... representam as funcgles que se obtéem mudando nas expressSes prece-

dentes a lettra f pela lettra I.
Posto isto, viu-se no n.® 92 que a tangente 4 curva considerada no ponto (z,, yo, z,) €
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dada pelas equagdes uy =0 e vy =0, que representam os planos tangentes ds duas superficies
que entram na sua definigio. Se porém estes planos tangentes coincidem, o que tem logar
quando (x,, y,, #,) satisfaz ds condigdes

fz (‘7707 Yoo 50):Fa;<w07 Yoo Zo)’:fy’(woa Yos Zo):F;(mm You Zo)
=F2(®y Y5 20) P Fa(@oy oy %0),

os dois planos nfo determinain recta alguma, e o ponto diz-se singular. Considerando entfo
a superficie representada pela equagio

g —va+ug—v3+... =0,
a qual passa pela curva dada, o cone de segunda ordem representado pela equagio
Uy — Vg == 0,

o qual é formado pelas rectas que téem tres, pelo menos, das suas intersecgdes com a super-
ficie precedente reunidas em (,, ¥, 2,), © 0 plano uy=0, tangente 4s superficies dadas,
cortam-se segundo duas rectas que se dizem tangentes 4 curva, e o ponto diz-se duplo.

Se for tambem ws=wv2, o plano uy=0 e o cone de terceira ordem representado pela
equagdo ug — vy =0 cortam-se segundo tres rectas, que se dizem tungentes 4 curva no ponto
(@41 Yoy %), © este ponto diz-se triplo.

Nao continuaremos esta discussfo, que é facil, e terminaremos observando que a doutrina
precedente s6 é applicavel ao ponto (w,, y,, #,) quando os desenvolvimentos pela férmula de
Taylor de que se partiu téem logar n’este ponto.






CAPITULO VII

Ifuncedes definidas por series. Singularidades das funcedes

Funegdes definidas por series

147. Vamos n’este Capitulo estudar as funcgdes definidas por series, para estabelecer
as condi¢les da sua continuidade e achar as suas derivadas. Em seguida formaremos, por
meio d’estas funcgBes, exemplos das singularidades mais importantes, relativamente 4 conti-
nuidade e 4s derivadas, que as funcgdes apresentarm.

128. Continuidade das funcgdes definidas por sertes. — A este respeito vamos demonstrar
o seguinte:

THEOREMA. Se a serie

o F@=fi@+fr @+ L@

Jfor uniformemente convergente em wm intervallo comprehendido entre dois numeros dados, a
Suncgdo f(x) é continua nos pontos d’este intervallo em que as funcgdes fi(x), fa(x), etc. sdo
conttnuas.

Seja a um d’estes pontos. Por ser uniformemente convergente a serie anterior, a cada
valor da quantidade positiva 8, por mais pequeno que seja, corresponde (n.” 26) um numero
m tal que serd

, § - i) [ § h z E”
l Re==m-+1 .f?l (a> < 3 E n=nit-1 ‘fn (av + >} < 3

qualquer que seja o valor de A, com a condigio de a A pertencer ao intervallo considerady.
Mas, por ser continua no ponto « a somma (n.® 36)

P,@=fi(x)+fo'z)+. ..+ fulx),
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péde-se sempre dar a ¢ um valor positivo tal que a desegualdade
\ 1
]Pm(a—l—h)*Pm(a)’<—3~E

seja satisfeita por todos os valores de % que satisfazem 4 condigfio |2 ] <<e (n.° 36-1.°).
D’estas desegualdades e da egualdade

fla+b)—f(@)=P, (a1 —P, (a)+ g Jula+nh)— S fulw

n==n-t1 n=m-f1

conclue-se pois que, por mais pequeno que seja o valor que se attribua a 3, ha sempre um
valor de ¢ tal que a desegualdade

3 3

|flatt) —f@)| <5 +5+

¢ satisfeita por todos os valores de 2 que satisfazem & condigllo |%]<Ce. Logo a funcglo é

continua no ponto a.

149, Derivadas das funceBes definidas por series. — Principiaremos o que temos a dizer
sobre as derivadas das funcgOes definidas por series, fazendo notar que as series cujos ter-
mos sio as derivadas dos termos de uma serie convergente, péde ser divergente. Assim a

serie ¥ (—1)"—— & convergente quando é & ==1, em quanto que a serie X (—1)* 2", formada
v

pelas derivadas dos seus termos, é n’este caso divergente. Posto isto, vamos demonstrar o

seguinte :

THEOREMA. Se a serie (1) for convergente em wm intervallo comprehendido entre dois nu-
meros dados, e se no mesmo infervallo for uniformemente convergente a serie Lf, (x), formada

pelas derivadas dos termos da precedente, a funcedo f(x) admitte derivada e temos
Fl@=Ff @+ @) e i@

no tntervallo comsiderado.
Seja @ um valor qualquer de «, pertencente ao intervallo considerado, e ponhamos para

brevidade

[}

R = % fi@), R@= % fi@.

m-p+1 m+p-H4
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Teremos

HEtD—f@)_§5 ) 5 [RetD=f@_g ) Rleth RO g,

a n —Jn v m—}‘» t ! ! R(a h R{a
=g@i%it<_“>_fn(a)}+ S [F1 (at 0B — f () e ) : ) }(LLRi(a)-/
1 m--1

onde 0 representa uma quantidade positiva menor do que a unidade.

Por ser uniformemente convergente a serie X f, () no intervallo considerado, se dermos
a & um valor t80 pequeno quanto se queira, podemos determinar um valor correspondente
para m tal que as desegualdades

'mé‘p i__
”+1fn( ) <”1'(‘)’

N fiatom| 22
m 4 ) l<10

sejam satisfeitas por todos os valores do inteiro p e por todos os valores de 2, com a con-
digiio de a % pertencer ao intervallo considerado. Logo a desegualdade

m-p , ,
L [fila+0h) —fa(@)]| <
m—4-14

é tambem satisfeita pelos mesmos valores de p e k.
Por outra parte, por ser

‘%fn ((l) = lim E fn (d =+ k) _fn ((L)
i

k=0 %

podemos concluir que existe um valor % tal que a desegualdade

w [ falath) ~fu (@) ..
(]
(onde m tem um valor finito anteriormente determinado) ¢ satisfeita por todos os valores de &
que satisfazem 4 condiglo || <C Ay.

Finalmente, por serem convergentes as series Xf, (x) e Xf, (), a cada valor de % cor-
responderd um valor de p tal que sers

R (a)

R(ah)_ R@

R | hH

)

—7 |R1 (cc)

Das desegualdades precedentes e da egualdade de que se partiu, counclue-se que, dando

00
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Y

a § um valor t8o pequeno quanto se queira, ha sempre um valor correspondente %y tal que
a desegualdade

| Sfla+h)—fla) L I NN S B
A Vf,l(a)’ g . _5"|‘—5—+*5A‘|‘—5~

serd satisfeita pelos valores de % que satisfazem 4 condiglio || <%y} e, portanto, teremos

lim flath—f(@ Zoiof(cc)

h i

que é o que se queria demonstrar.

11

Singularidades de algumas fune¢des

150, [uncgles discontinuas em pontos isolades. — Uma funccdio f(x), definida na visi-
nhanga do ponto «, ¢ discontinua no ponte @ =, quando n’este ponto se torna infinita oa
passa de um valor a outro. Da primeira especie de discontinuidade temos até aqai encontrado
exemplos nas funceSes racionaes, quando ¢ é raiz do denominador, na funcedo tang &, quando

I3

1 o .
é {20=<76+§7t , k representando wm numero inteiro, etz. Para exemplo da segunda especie

de discontinuidade, da qual nfo offerecem exemplo as funcgBes que até aqui temos estudado,
apresentarel a funcclio definida pela serie seguinte:

_ k—1 .
1 Z 2w (1 —x) N 2ot (1 —a)

TFe ey e TR

Com effeito, temos evidentemente

1—am 2
Rt S T T
1 1 a1 (1 —ux)
mm 1 + set—1 (l +_ xm) 1 + wm-l)
1 1 a2 (1 —a)

1_|_wm——£ = 1 + wm~“2 (1_’_mm——l>(1+ wm——%)’

..................................

L SR (o)
1722 14z A4+t
1 1, 1—w

Tte 2 " 2(tw
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d’onde se tira

2om—1 (1 — )
(1 + mm—d) (1 {_ mm) )

l—a™ 201 —ux) 20 (1 —x)
T+am 2(1+z) (1+x)(1+¥2‘)+“‘+

e portanto

. I — e . o oh—1 (1 —_— .’L’)
m - =2 8 e
M= 1 4 ™ fe==1 (1 '%_ m"—l) (1 _!— w')

D’esta egualdade conclue-se que a funcgiio considerada ¢ egual a + 1, se o valor absolato
de x & menor do que a unidade, que & egual a —1, se o valor absoluto de x é maior do que

a unidade, que é egual a zero, se ¢ x=1, e que é egual ao infinito, se é z =—1. A func¢lo
é pois discontinua no ponto =1, onde passa do valor +1 ao valor — 1, e no ponto z=—1
onde ¢ infinita.

151. Condensaciio das singularidades. — As funcgdes que até aqui temos encontrado
apresentam em um intervallo finito um numero finito de pontos em que siio discontinuas, Ha
porém funcgdes que, em um intervallo finito, sho discontinuas em um numero infinito de pon-
tos, separados por outros em que sio continuas, e ha funcgles que, em um intervallo finito,
sfo discontinuas em todos os pontos. Para formar funcgBes d’esta natureza, pdde-se seguir
um methodo, devido a Hankel (*) ¢ por elle chamado methodo da condensaglio das singulari-
dades, por meio do qual, partindo de uma func¢ho com um numero limitado de singulari-
dades, se férma uma funcgho com infinitas singularidades. Vamos aqui expdr a parte funda-
mental d’este methodo, que se pdde estudar desenvolvidamente no excellente livro de Dini:
Fundamenti per la teorica delle funzione di variabili reali.

I. Represente-se por ©(y) uma funcclo de y que no intervallo entre y=—1 e y=-+1,
o ponto O sendo exceptuado, seja continua ¢ menor do que uma quantidade M, que no ponto
=0 seja nulla e que, quando y tende para zero passando separadamente por valores posi-
tivos e negativos, tenda para um limite differente de zero, ou para dois limites, um dos quaes,
pelo menos, seja differente de zero.

A funcglo ¢ (sen pmx), onde p € inteiro, serd nulla e discontinna nos pontos onde r=—
(m inteiro), e serd continua nos outros pontos.
N’estes ultimos pontos, a funcglo

(1) flx) =7§1 A, ¢ (sennmx)

(1) Hankel:
1870.

Untersuchungen ber die unendlich oft oscillirenden und unsteligen Functionen— Tubingue,
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4 tambem continua, se Ay, Ag, etc. representarem quantidades positivas taes que seja con-
e

vergente a serie X A,, Com effeito, n’este caso, a cada valor de 3, por mais pequeno que
1

seja, corresponde um valor «y de « tal que a desegualdade

a+B
¥ MA,<d
n=0+41

& satisfeita quando «>> «;. Logo a desegualdade

e
pY
n=g+1

; o A,z (sen mm:)](%

& tambem satisfeita pelos mesmos valores de «, A serie (1) é pols uniformemente convergente,
o portanto a funcglo f(z) é continua (n.° 148) nos pontos considerados.

Consideremos agora os pontos em que a funcgho ¢ (sen prx) é discontinua; e seja primeira-
mente m um numero par.

Pondo n=ap—+4&, onde b representa um numero inteiro menor do que p, temos

m
S <*§> =XAy 9

~ " -
gen (ap + b —rJ
I (ap >p '

onde X representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros e positivos de a e b,
excluindo os termos correspondentes a =0, os quaes sfio nullos.
Do mesmo modo temos

S <%+h>=2Aap+b’? [Sen (ap—+D) <;l+h>ﬁ]

ou, geparando os termos correspondentes a b =0,

; ﬂ—}—h =YA, 0! sen(ap-+b ﬁ—}—h nl-+ X A, o(sen aphx).
) b ¢ 22 P = p ¢ P

Logo temos

f <-;i+h> —f <~75—>=EA@+I,% ¢ (sen (ap+b) <Z)—11— 7l> 75_] —9 [Sen(f‘]"+b)%ﬁ]%

+ I Ay o (sen aphw).
a==1

Mas, empregando uma analyse semelhante 4 que foi usada precedentemente para de-
monstrar que a funcgllo definida pela serie (1) é continua quando @« ¢ irracional, vé-se que a

PR . : m .
funcglo XA, ;¢ [sen (ap +-b) mz] é continua no ponto oc=~17, quando & differente de zero, e
que ¢, portanto,

}li__t-% @ [sen (ap +b) <% +7z> TC]= cg[sen (ap +b) _gl_ﬁ]
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Vem pois
lim[ (zl— h>— <ﬁ>J=I' 3 Ao (sen aphn).
| fl R )= A) J=lim 2 Ay g (sen aphr)
Quer % tenda para zero passando por valores positivos, quer % tenda para zero passando

por valores negativos, da uniformidade de convergencia da serie
o0
w
= Ay ¢ (sen aphr),
=

na visinhanga do ponto 2 =0, conclue-se que, por mais pequeno que seja o valor que se dé
a B, ha sempre um valor as tal que a desegualdade

1 0

Ay, @ (senaphr) | < —g—
1

a=yg,

2

6 satisfeita pelos valores de a superiores a ay, qualquer que seja o valor que se dé a &, enfre
certos limites. '

Por outra parte, por ser convergente a serie £A,,, existe um numero ag tal que a desegual-
dade

t

0
<3

S A,

a=g-+1 i

<M

lim @ (sen aphr) 5 Ay
B 1

== a=u

é satisfeita pelos valores de « superiores a w.

Logo as duas desegualdades precedentes sio satisfeitas simultaneamente pelos valores de
o superiores a «y e «g.

Por outra parte, existe sempre um valor % tal que a desegualdade

3
<3

o o
2 Ay ¢ (sen aphr) —lim o (sen aphr) X Ay
=1 h=0 -

@~

satisfeita pelos valores de A que verificam a condigio | | <Ay,
D'estas tres desegualdades resulta

<3,

5 A, 9 (sen apht) — lim ¢ (sen aphr) 5 Ay
a=t k=0 a=4

quando |k |<Chs; e portanto temos

lim 2 A, ¢ (sen aphr)=lim ¢ (sen aphr) S Ay,
h=0 a=1 h=0 a=1

lim [f (% +h> —f <}?ni>] = lim ¢ (sen aphz) Ei A,

h=0
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Como, por hypothese, um pelo menos dos dois valores de lim ¢ (sen aphx), corres-
k=0

pondentes um a valores positivos e outro a valores negativos de A, é differente de zero, a

~ 7 . . m
funcglo f (x) é discontinua nos pontos onde &= ——.

Por uma analyse semelhante se mostra que a funcgllo f(x) é discontinua nos pontos onde

m L
x=—, quando m & impar.
p

Logo a funcglo f(x) é continua nos pontos em que @ é irracional, e & discontinua nos
pontos em que @ é racional.

Para applicar o methodo anterior, é necessario formar uma funcgfo ¢ (y) que satisfaga 4s
condigles impostas anteriormente a esta funcgBo. Péde servir para este fim a seguinte:

)9 = y(y+ 1! ,
A e RSV ESCESVaEa

que se deduz da serie que considerdmos no n.° 150, pondo &=y - 1.

Com effeito, sendo aquella serie egnal a -+-1, 0 ou —1, segundo éx <1, x=1 ou &> 1,
serd esta egual a -1, 0 ou —1, segundo é y<<0, y=0 ou y > 0.

Temos pois a funceio \

F (@) =— T A & 2 sen nmx (sen nxw + 1)t
TS [(sen mma 1) 1] [(sen e F L 1T

que ¢ continna nos pontos onde « é irracional e que ¢ discontinua nos pontos onde @ é ra-
cional. ’

II. Partindo da serie que vimos de empregar, pedemos formar agora uma funcglo total-
mente discontinua em um intervallo finito. Com effeito, a somma da serie

S
n—t 7 ! [ (sen nax))*

® 1 .

é egual a X — =e¢—1, quando = é um numero irracional, e ¢é infinita, quando x ¢é racional,
ey i

porque no primeiro caso a funcglo [p(sennmx)]? é egual a +1, e no segundo caso ¢é nulla

g

quando n=p e x=%. Logo a funcglo

e—1
1
n ! [0 (sen nwax) |

@)=

5
1
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¢ egual a zero, quando x é racional, e é egual a 41, quando « é irracional; e portanto é
totalmente discontinua em um intervallo qualquer.

152, Exemplo de uma funccdo continua que ndo tem derivada. — Pelo methodo de Hankel
podem formar-se funcgdes continuas com um numero infinito de pontos onde nfo téem deri-
vada. No entraremos porém aqui n’esta parte do methodo de condensagiio das singulari-
dades, e limitar-nos-hemos a apresentar um exemplo (!) de uma funcg¢lo continua que nio tem
derivada em ponto algum, devido a Weilerstrass, que trataremos pela mesma analyse que
este eminente geometra (Jornal de Crelle, tom. 79). Lista funcgio 6 a seguinte

oo
fx)= X b cos a"ur,
n=0

onde a, que representa um inteiro positivo impar, e b, que representa um numero positivo menor
. . . 2 T
do que a unidade, devem ser escolhidos de modo que seja [ab>1 e —S—> Wl
ao —

A serie que define f(x) é uniformemente convergente, qualquer que seja o valor de .
Com effeito, por ser convergente a progressio X% a cada valor de 9, por mais pequeno que
seja, corresponde um valor my, tal que a desegualdade

mp
Y b <h

n=m-4-1

é satisfeita quando m>my. Logo a desegualdade

m—+-p
us
Y brcosatrr | <D
n=m-+1 |

é tambem satisfeita pelos mesmos valores de m, qualquer que seja @, e a serie & portanto
uniformemente convergente.
D’este facto e de ser cada termo da serie uma funcgio continua de « conclue-se (n.® 148)
que a funcgdo f(x) é continua. '
Posto isto, vejamos como Welerstrass demonstra que esta func¢lo nfo tem derivada.
Represente a, um valor qualquer de @, m um numerc inteiro positivo e «, um numero

inteiro tal que seja

1 —1
_?<Ct a}o—am<—2—-

(1) Vejam-se outros exemplos no importante trabalho de Darboux intitulado — Mémoire sur les fonctions
discontinues { Annales scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure de Paris, 1815).

A memoria célebre que Riemann consagrou & theoria das series trigonometricas inspirou uma grande parte
dos exemplos das fancgdes sem derivada que téem sido dados.
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Representando a differenga a™x, — o, por a,44 e pondo

, Op—1 g Omt1
= ol =" —

am ?

a™
vem

, 1 —{—mm_H i 1 L
o —py=————, @ —ry=—
am a™
d’onde se conclue que x, estd comprehendido entre a’ e @, e que se pode dar a m um valor
tdo grande que &' e « diffiram de @, tdo pouco quanto se queira.
Por outra parte, temos

! 0 ey 7
) —f(x €08 a’x'T — Cos atryn
f(? f(0>=2<b" : 0>=A+B’
a —x, n—0 7 —uax,
pondo
A_’";i w7n  COS a"'m— o8 a'wyw
= a b . 7 )
0 a® (' — xp)
® M1 gl \ m+-n
B & <bm+n co8 a™ " @'t — cos a xoﬁ).
n=0 ) @ -,
Por ser
gen {a®——— %
cos (a"’) ® — cos (ae,)T x 2
s =-—xsen{a® —— |% ; )
a® (x' —awxy) 2 WX X
2
n{a 7
/
x +x 2
sen <a"~§Jx> <1, = <1,
, an X %o
2 l
temos ainda
A m—i T
<A ab)™,
I { ™~ a0 <(lb—1 ( >
Como ¢
ARl n U
cos a" it = cos a” (ay — 1) t=—(—1) ",

o
08 a™ " oy = cos (@ oty -+ @'y g) T=(—1) " COS @™y 14T,

temos tambem

oy ® 1-+cosa@nii®
B=(—1 pym ¥ T T T T pns
=D (d ) n=0 1+ L4 ’

e, por serem positivos todos os termos da somma ¥ que entra no segundo membro d’esta



2
egualdade, e o primeiro termo nfo ser menor do que 5 <vist0 que @,y estd comprehendido
1 1
entre - e E)’
(1 2
(—1*B > ()",
Logo
in 2 m Lin AET m
B ()™ S (aby, A= (=1 @,

onde 1 representa um numero positivo, maior do que a unidade, e ¢ uma quantidade com-
prehendida entre +1 ¢ — 1.
Temos pois

f(a’l) _f (‘TO) __ A AVITEN 2 T .
e (—1) " (ab)"y <7 +e c?b_—"1>

;
Do mesmo modo se acha

1y — ( m 2 !
M:— (—-— })a (ab)’“ T <’T5" -f‘ €1 :’,{7)'1—1> "

It
€T — &y

2 %
— > ———, conclue-se das egualdades prece-
37 ab—1

dentes que as razdes que entram nos seus primeiros membros, tendem para + o0 e — oo,

quando m tende para o infinito e, portanto, quando #' e " tendem para @,. Logo a funcglo

Dando pois a « e b valores taes que se¢ja

Jf(x) nio tem derivada em ponto algum .

PP






CAPITULO VIII

¥Funcedes de variavels imaginarias

Definicdes e principios geraes

3133. Tendo de tratar agora das funcgBes de variavels imaginarias, recordemos primeiva-
mente que toda a variavel imaginaria z =a 47y pode ser representada por um ponto cujas
coordenadas cartesianas sfo = e y; e, portanto, que podemos falar no ponto z, quando nos
quizermos referir ao ponto (z, 7).

Seja
J@=¢@ ytioy)

uma funcgfo da variavel z=wa+{y. Mudemos n’esta funcclo w em xz+%2 ey em y+ ke
supponhanmos que a razlo

flz+h-ik)--f(z)

h—+ik

tende para um limite determinado f7(z), quando 2 -4i% tende de qualquer modo para zero,
mesmo quando nma das quantidades % e & ¢ nulla. Este limite chama-se, como no caso das
variaveis reaes, derivada de f(z).

Por ser o limite da razdo precedente o mesmo, quando f(z) tem derivada, quer 2 e k
sejam differentes de zero, quer uma d’estas quantidades seja nulla, temos

gl@—+h, y)+id (et b, y)—lo(@ y) i) (x, y)] = £ (2)
h - ( ?

lim
h=0

limt‘o (93) ¥+ k)_a_ 7'4) (x, Y +%)— ['9 (xv .Z/> + i/‘f’ (;C, 7/\)]
k=0 ik

=f' (),
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@ portanto

09 | G 4 09 0 .
(a) 5 T iae = @) @/‘ﬂ”a—y—zf (=),

d’onde se deduz

dy oy ox o
ou

& & . e &b
O By o B by

Temos assim duvas condigles a que devem satisfazer as funcges o (2, y) e d(x, y), para
que f(z) tenha derivada.
Accrescentaremos ainda que a primeira das equagles (a) faz ver que, se f'(s) for uma

, o b .
funcelo continua de 3z, a? e 8\) sdo funcgdes continuag de = e y.
x X
. . . . oo 0b N
A proposiclio reciproca da precedente é verdadeira. Se -~ e - representarem funcgdes
g dz ~ Ox

“continuas de x e y, as egualdades (n.° 63-2.°)

0 oo
o@+h, y+k)=0(x, y)-+h %+75’é?‘i—“ih+ sk,

blx+h, yt+hy=9@ g h%—}—k 8d?+(3h—(—(3»7*
PET R Y =9& Y)T o a.y ! 3k,
onde «, a|, 8, §; representam quantidades infinitamente pequenas com % e k, dRo, attendendo

4 férmulas (1),
¢ @ty y 1) Tt by g+ B — (o )+ @ )]

o o '
== <% +1 fj_> (- 1k) + (ag = 1B1) b A= (o2 -+ 1B2) k.

o0x

Temos pois, dividindo os dois membros d’esta egualdade por 2 4-ik e attendendo a que o
primeiro membro da nova egualdade tende para f'(z), quande % +ik tende para zero,

Oy o . (e 130 R

_ . (2 +1Ba) &
JH@) =g i, Thim=

Flim ==

?

ou, attendendo a que oy, a2, B e f2 tendem para zero e a que os mdédulos de

h
h+ik
——— sio igferiores 4 unidade,
h+ik

do . o
@ flE=t i
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. . , . Ow o - .
Logo, se a funccio f(2) satisfaz &s condigBes (1) e se a—‘ e 55;’— sfo funcgBes continuas
. @ @
de @ e y, a funcclo f(z) tem derivada.
Accrescentaremos que esta formula determina a derivada e mostra que f'(z) é uma funcgio

continua de z no caso considerado.

154, 1 facil de ver que o que se disse no n.° 61 a respeito da derivagio das sommas,
productos, quocientes e funcgdes de funcgles tem ainda logar no caso das funcegBes de varia-
veis imaginarias. Estamos pois reduzidos a considerar as funcees simples.

1) T facil de ver que a derivada de a2 é + 1, e que a derivada de bz & &,

2) A derivada de ¢* obtem-se applicando a férmula (2) 4 funcello

w = ¢ = " = ¢” (cos y + I sen y),

que dd o = ¢,
3) A derivada de cada ramo da funcgo logz obtem-se applicando tambem a formula (2)

4 funcelo
1 5 . Y
w=logz= 5 log (@? 4 »*) 4 arc tang -

1 -
que d4 o' = -, como no caso das variaveis reaes.
2

4) A derivada de 2™ acha-se, pondo, como se fez no n.° 62, 2 =¢m87, ¢ & egual a mzm—1,
As outras funcgles dependem das anteriores, e porisso acham-se facilmente as suas deri-
vadas, e v8se que as regras dadas, para as formar no caso das variaveis reaes, subsistem

no caso das variaveis imaginarias.

155. Se, entre cada grupo de dois pontos de uma regifo A do plano, onde estfo repre-
sentados og valores de z, se poder tragar wma linha continua que no corte o seu contorno,
a regifio considerada diz-se uma drea continua. Se em todos os pontos d’esta regifio f(z) tem
uma derivada, diz-se que f(z) é uma func¢do monogenea ou uma funcedo analytica de 2 na
drea A. A 4drea A pdde abranger todo o plano, como acontece, por exemplo, no caso das
funcgdes €7, sen z, ete.

A funeg¢lo monogenea f(2) diz-se uniforme na drea A, quando a cada ponto z da drea
corresponde um unico valor da funcgfo (%),

(1) A theoria geral das funcgdes de variaveis imaginarias foi fundada principalmente por Cauchy, que
consagrou a esta theoria muitos dos seus mais importantes trabalhos. Depois occuparam-se d’ella muitos
geometras eminentes, 4 frente dos quaes estio Riemann e Weierstrass. Para a estudar téem sido empregados
por alguns geometras methodos fundados na theoria das series, e por outros methodos pertencentes ao Cal-
culo integral. Aqui vamos applicar os primeiros ao estudo de algumas questdes relativas dquellas funcgdes;
depois, em outro logar d’esta obra, faremos applicagdes dos segundos ao estudo de outras.
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A respeito das defini¢Bes precedentes faremos as observagdes seguintes:

1.* Uma funcgio monogenea em uma drea A péde ser uma parte de outra func¢lo mo-
nogenea em uma drea que contenha a primeira. Assim, por exemplo, a funcglo definida pela
‘serie

1+4+z+22423-4. ..,

convergente quando é |z|<(1, faz parte da funccdo
cepto no ponto z==1.

1
monogenea em todo o plano, ex-
1—-2, 3

Do mesmo modo, a funcgfio definida pela serie

F&=F@— Lot e—a=D| ot et

é egual a I (2), quando {z—a)|>1, e é egual ao infinito, quando {z—a |< 1. Logo se F (2)
representa uma funcglo monogenea em todo o plano, f(2) representa uma parte d’essa fanegio
monogenea.

2.2 Uma funcclo de uma variavel imaginaria z péde ser monogenea s6 em parte da drea

em que é determinada. Tem, por exemplo, esta propriedade a funcglo ()

® an
F@) =202,
n=0

quando @, que representa uin numero inteiro positivo impar, e b, que representa uma quan-

—_~

"
ab—1
effeito, a serie considerada ¢ convergente quando é [z| 1. Em todos os ponios que satis-.

. Com

. . . . . 2
tidade positiva menor do que a unidade, satisfazem &s condigdes b >1 e —3—>

fazem 4 condiglo |z]<(1, a func¢lo tem uma derivada finita, como adiante veremos., Nos

s

pontos que satisfazem 4 condiclo |z

=1, a funcgfo no tem derivada, visto que, substitnindo

a variavel z por cos®w—+{sen w, vem
%,

f@)=X01"[cos (a"w) -+ isen (a’0)],
0

®
e a funcgBo X 6" cos {@"w) nio tem derivada (n.° 152) relativamente a w.
0

Accrescentaremos ainda que se vé, raciocinando como no n.° 148, que a funcclio f(2) é

(!) Weilerstrass: — Zwur Functionenlehre (Monatsbericht der K. Akademie zu Berlin, 1880).
Veja-se outro exemplo em um artigo que publicdmos no tom xvix do Bulletin des sciences mathémaliques,
transeripto no tom. 1x das nossas Olbras sobre mathematica.
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continua mesmo na circumferencia do circulo de raio egual 4 unidade, e que portanto os va-
lores que a funcglio toma n’esta circumferencia dependem dos valores que toma no seu inte-
rior; porisso nllo existe funcglo alguma monogenea em uma 4rea continua, que contenha no
sen interior o circulo considerado, a qual coincida com a precedente no interior d'este cir-
culo, e a serie precedente representa portanto uma funccio analytica completa.

3.* Quando a regiflo do plano em que uma expressio analytica f(z) é determinada, se
compde de muitas dreas separadas, f(z) pdde representar, n’estas differentes 4reas, diffe-
rentes funcgBes monogeneas completamente independentes. Esta observaglo importante foi
demonstrada por Weierstrass da maneira seguinte.

Seja ¢ (z) uma expresso egual a 4+ 1, quando
Pondo

21<1, e egual a —1, quando |z|>1.

Fo (z)=ﬁ(i;f"(—z) F <z)=f;@j2;f_2@,

)

a expressio I (2) +Fi(2) ¢ (2) é egual a fi(2), quando |z <1, e & egtial a f2(z), quando
lz|>1.

Ha varias expressfes analyticas que satisfazem 4s condigBes impostas a ¢ (2); aqui em-

pregaremos a expressio (1)

@ 1 (1 — Z)

A (1

¢(5)=2

considerada no n.° 150. Com effeito, vé-se por meio da analyse empregada no numero citado,
que temos

1_ £
5 (z) = lim ——-»
¢ I B
quer z seja real, quer seja imaginario; e d’esta egualdade resulta que ¢ (2) =1, quando |z| <1,
e que ¢ (#)=—1, quando |z|> 1. \

Ha muitos outros modos de formar expressdes analyticas que satisfazem 4s condigdes do
theorema enunciado. Aqui exporemos ainda um, devido a Lerch, professor na Universidade
de Fribourg (3).

Sejam us e ua duas funegBes monogeneas independentes, e consideremos a fracglo continua

WUy U2

f(z>=ui+uﬂfl T wita
" 2 ug+ug—. ..

(!) Esta expressfio é reciproca de outra considerada pelos srs. Schréder e Tarnrnery. Veja-se um artigo
que a este respeito publiquei no Bulletin des sciences mathématiques, tom. xxir, transcripto no tom. 1t das
Obras sobre mathemalica.

(3) Bulletin des sciences mathématiques, 2,2 série, tom. x.
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cnjas convergentes c¢,i14 e ¢, estlo ligadas pela relagRo

Uf U

Cnjd = Ut -+ uz — P
n

ou

Cptq — Uy Uy Cp—Uug
= 3
cn+4 — U9 (27) Cy — UY

d’onde resulta

Cp— U} U2 Cpg— UL Chu_g — UL . U2 Cpa— UL

— , = —, ete.,
Cp — U UL Cp_y —U2 Cy_§—U2 Uy Cpg—U2

& portanto
et _ (1) (1)
Cnft — U2 (721 CO — U2 Uy

visto ser ¢, = uy -} ua.
D’esta egualdade conclue-se que é, para n = oo, lim ¢,y =1, se |uz | <|w|, e lim ¢, 11 =2,
se |ug|>|uy|; isto é, que a expressio f(z) representa uy na 4drea onde & jua| <|uirl, e que

representa ug na 4drea onde é |ua|>|uyl.

II

Extensdio da férmula de Taylor s fanegdes de variaveis imaginarias

156. Sejaz=p (cosw |7 senw)=pe’” uma variavel complexa, que suppomos descrever,
quando varia, uma recta que passa pela origem das coordenadas e faz um angulo @ com o

eixo das abscissas, e seja

B (z) =F (pe) =9 (p) +3 (p)

uma funcedo d’esta variavel, que suppomos admittir derivadas finitas até & ordem =, para
todos os valores que toma z, quando varia desde O até z. Teremos (n.° 113), desenvolvendo

¢ (p) e ¢(p) pela formula de Maclaurin,

N

FE)=FO)+E £ (60 (0)+ig0 0] + Ry

R =y (L 00 g () (01— Bay =409 ().
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Temos porém, derivando F (z) a vezes relativamente a p,

110 T (2) = 5l (g) + 30 (p) 5
e, pOl‘ ser
0,p6” = 61z, Ozpe'® = bz,
temos tambem
i T (By2) = o (G1p) + ™ (8,0),
el T (B2) = o (Bap) - i (B30).
Logo (%)

. n—‘l P i
(1 F(z)=F (0) +a§:l —F9(0)+ Ry,

11— — fa)—m .
( 1 M;z“ 1”(01 )} Li\’ [[gz 0 vze) (.
(n 1)tm (n—1}1m

R?l
Pondo na expressio de R,

(1 6{ )n~m
T (n=1)Im

( 02)” —in
(n 1) ’m

2t — Be zb

" (f12) = Ce®,

>z) D(s”

péde dar-se-lhe a férma

R,=BCcos(b+¢) +BDisen (b4 d) = He?,
onde

H2=DB2C2cos? (b + ¢) -B*D%sen? (b - d).

Suppondo agora C;D, temos H2Z 2B2C2 e portanto H =iBC /2, onde A representa
um factor positivo, egual ou inferior 4 unidade.
Logo temos a férmula

01)72—m

=\ )wa—
) Ri=hy/2en —1)!m

1 (612),

onde =% —0b-—c. _
Se for D > C, demonstra-se esta férmula do mesmo modo, pondo H=ABD V2.

(1) Pelas notagdes B [A] e | [A] representam-se a parte real e o coefliciente de ¢ em A.

Qe



Applicando as férmulas (1) e (2) 4 funcglo f(z+ z,) e mudando no resultado z em Z — 2,

vemn a formula

B =f )+ B G+ A+ EZIL fen 1R,

— (Z —2z)" (1 — fy-m

oy 0 n) [ - — s\
Rn ) \/ ¢ (n — 1) tm f ['40 T (Z ZO)J
gae tem logar quando as funcgdes f(2), f/(2), ..., f®(z) slo finitas para todos os valores

que toma z, quando varia desde z, até 7, descrevendo a recta que une os pontos correspon-

dentes.

A férmula precedente &, como se v&, a férmula de Taylor, que foi demonstrada primeiro
no caso das variaveis reaes, ¢ que foi estendida por Cauchy ao caso das variaveis imagi-
nariag (). A expressio do resto R,, que vimos de achar, é a expressio devida a Darboux (%),

com a férma que the dew Mansion ().

%3,  Desenvolvimento do binomio. — Applicando a férmula de Taylor 4 funcciio u=(1-}2),
onde suppomos & real, e considerando o ramo que d4 w=1, quando z=0, vem, como no

n.° 116,

(142k=1+4 \w1< a/Za_!L_

N

o= k=1 (k— 1) 1—g\»t
:R‘,'L: A \/2 (;rﬂ <<‘ Zn __<])S 7l+ }zn <1 7}— 6}:) (1"1‘65)];‘1.

’

1) Se o médulo p de z=10¢'® é menor do que a unidade, a quantidade

E{k—1). (k—-n—kl)
\n—l) : v

K

tende (1.° 116) para zero, quando n tende para o infinito. Além d’isso, temos

1—6 — 16

11—86
1.
\/1+6° °’+90000~=w<1—0”<

1+67

{!) Podem ver-se os principaes methodos que téem sido empregados para demonstrar a férmula de Tay-
or no caso das variaveis imaginarias no nosso trabalho Sobre o desenvolvimento das funccies em serie, jh
mencionado no n.° 113.

() Journal de Liouville, 3.2 serie, tom. 1r.

3) Résumé du Cours d’'4nalyse infinitésimale de Université de Gand, 1887.
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Logo R, tende para 0, quando n tende para o infinito, e o binomio considerado pdde ser

desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z pela férmula

(I fzp—1+ 3 <i>4

a=4

2) Se o médulo de z é maior do que & unidade, a serie precedente é divergente. Com
effeito, o médulo do guociente de dois termos consecutivos d’esta serie tende para p, quande
@ tende para o infinito.

Para o estado do caso em que o mddulo de 2 é egual 4 unidade, assim como para o estude
do caso em que & é imaginario, péde consultar-se uma excellente memoria de Mansion publi-
cada nos Annales de la Société scientifigue de Bruxelles (tom. 1x).

O estudo das condigBes de convergeneia do desenvolvimento do binomio foi feits pela pri-
meira vez de uma maneira completa por Abel em uma memoria admiravel, que consagrou
a esta serie (Oeuvres, tom. I).

358. Appliquemos agora a férmula que vimos de obter 4 deducglio de algumas outras.
A egualdade

<2i)k senk z = ekiz (1 — e—ﬂz‘z)k.

Se & é um numero inteiro positivo, vem

k
(20 sentz= X (—1) < k > glh—2a) iz
a={ a

k
= ¥ (—1) < Z > teos (k—2a) z+4-isen (k— 2a) z].
a==0

D’esta egualdade tira-se, se & é par, altendendo a que nos termos equidistantes dos ex-
tremos é egual a parte dependente do coseno, e egual, em valor absoluto, mas de signal
contrario, a parte dependente do seno, e attendendo tambem a que existe um termo medio,

{ . , %
correspondente a 4= cujo valor ¢ ik ,
2
_Ii v %k—i 2 k
(—1)? Zsentz=2 ¥ (—1)“( ‘>cors(/c—?a)z—f— 1 .
a=0 a k



Do mesmo modo se acham as férmulag

1

2 s 1)
(—1)® "ok sentz — 2 s (— 1)a< Zi > sen (k— 2a) z,
a=0
que tem logar quando £ é impar,
1 i k
Qheoshz=2 X < > cos{k—2ayz+{ 1 ,
a=0 a Tz‘k

que tem logar quando & é par, e

Al

coglz=2 X < & > cos (k—2a) z,
4= @ '
que tem logar quando & é impar.
Bstas formulas importantes dfo os desenvolvimentos da potencia & de senz e cosz orde-
nados segundo 0s senos e os cosenos dos arcos multiplos de z. Foram dadas por Euler na
Introductio in Analysin infinitorum.

Applicando a férmula de Taylor 4 funcglo

‘189, Desenvolvimento de ¢%, senz e c0s z.

¢*, vem

gt = oz
z - . e 9 i iz
2 1+Z+""(oz—1)f‘)\‘/“e o7

VL on
z p .

Por L:— tender para zero, quando n tende para o infinito, esta férmula mostra que a
nl

funcglo ¢ é sempre susceptivel ds ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias

de z pela férmula

S
=14+ X

oy !

9

qualquer que seja o valor de z.
Por uma analyse semelhante se v& que as series achadas no n.® 121 para o seno e o
coseno de uma variavel real ainda téem logar no caso das variaveis imaginarias,

180. Desenvolvimento de log (1 -+-2z). — Applicando a férmula de Taylor a esta funcgio,

vem, como no cago das variavels reaes,

n—1

1
log(1+#) —z— 5 & +...+(—1p= Z_l+Rn, .

Ry=(— Ltk /2 enie 2 <1—0>"“,
=0 A ER AV
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congiderando sémente aquelle ramo de log (14 2) cujo valor inicial é egual a zero. E facil de
ver, procedendo como no n.° 157, que, se o médulo de z é menor do que a unidade, temos
o desenvolvimento em serie

log(1+2)= % (—1* 2

b}
a=1 a
e que, se o médulo de z é maior do que a unidade, esta serie é divergente.

181. Fazendo uma outra applicagio da formula demonstrada no n.° 156, vamos esten-
der, por meio d’ella, 4s funcgBes de variavels imaginarias a regra para formar as derivadas
das funegBes compostas. A demonstragio d’esta regra dada no n.° 169 é sémente applicavel
4s variavels reaes.

Seja y =f(u, v) uma funcglo dada e supponhamos que as derivadas f, (u, v), f, (u, v) e
S (1, v) slo finitas no ponto (u, v) e nos pontos visinhos, e que f; (u, v) é continua, relativa-
mente a u, no ponto considerado.

Temos

flw+k, v+ l)=Ff(utk,v)+1f, (vt E, v)—}——%-»)\t/ge“‘ B foutk, v+ 00),

quando se dio a & e ! valores sufficientemente pequenos para se poder applicar a férmula
dada no n.® 156; ¢

flu+k, v)y=f(u, v)+Efy(u, v)+ wk,
folutk, v)=f (u, v)+ o,

onde 24 e ¢ siio quantidades que tendem para zero, quando % tende para zero. Logo

Stk vl —fu, v)y=kf, (u, v)+1f(u, v)
+ kol % Iy {/Qe“" P fo(w+k, v+00).
Suppondo agora que u e v sdo funcgBes de z e que k& e [ sio os valores dos augmentos

que recebem u e v, quando se muda z em z—+ %, temos, devidindo ambos os membros d’esta
equagdio por & e fazendo tender A para zero,

) 0
V=



quando ao valor de z considerado corresponde wm ponto (u, v) onde slo satisfeitas as condi-
¢Bes precedentemente enunciadas.

Do mesmo modo se considera o caso de a func¢lo dada depender de mais de duas funcgdes
componentes.

182, O processo anterior para achar o desenvolvimento das funcgdes em serie é raras
vezes applicavel por causa da complicagdo da expressfo do resto R,, que é necessario dis-
cutir, para saber se R, tende para zero, quando n tende para o infinito. Recorre-se porisso
n’este caso a um theorema célebre de Cauchy, que serd demonstrado no Calculo infegral, e
ainda a um theorema importante, devido a Weilerstrass, que aqui vamos demonstrar. De-
monstraremos porém primeiramente o seguinte:

LeMMA. Se a serie

F@)y= % ¢,2", z=w+1y

n=

Jor conxergente em wm circulo de raio dado, e se, em todos os pontos do interior d’este circulo
que téem o mesmo mddulo p, o médulo de F () for menor do gne uma quantidade positiva Li,
o mddulo de cada termo da serie ndo pdde exceder Li.

Com effeito, multiplicando a serie proposta por z—™, vem

m—1f )
2 F(2)= 2% ¢,z "te,+ L ocper™
. n=0 n=m4+41 7
m—1 k
=2 ettt B e +R,
n=0 n=m—+4

R representando uma quantidade cujo mddulo tende para zero, quando & tende para o infinito.

Mas, como por hypothese é |z="F (z)| << Lio—", quando |2] <p, e como, por mais pequeno
que seja o valor que se attribua a uma quantidade positiva 3, existe sempre um valor %, tal
que é |R| <3, quando &>k, teremos (n.” 11-1)

27" F (z) — R | <<Lp™™-3,

ou
m—1 k
N e gn—m + Cm _{_ » Cp Zn—m < Lp—m _{_ '0\7
n=0 n=m—+1

quando |z|=0p.

Dando agora n’esta desegualdade a z os valores

) Peie» 96%61 ey Pe(a—l)i@_
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e a k um valor maior do que os differentes valores de %y correspontes a estes valores de 2,
temos as desegualdades

m—1 k

» Cn Pn—-m + e + » cn Pn—m

n=0 n=m-+1

< Lo=™ 3

m—A4 k
» Cp p'n—m eln—mj if} + Com + » Cn Pn—m eln—m) if} < Lp—m _|_ a)
|

n=0 n=m--4

que dio, sommando e attendendo ao theorema I do n.° 11,

m—i
N Cy Pn—m < 1 _%_ eiln—m)f} <{_ .. _|_ ot (a—i)(n—m)@) +acm

n=0

k
~%_ » c, Pn~m <1 _|_ giln—mif) _|_ ... + el (a—1)(n—m) 6> } < a (Lp—m + 3)7

n=m-1

ou, pondo

1 — gialn—mjf

1 _|_ ei(q;;m)@ + . + ei {a—1) (m—m)f} — m — A

e dando 4 quantidade 6 um valor que nio seja raiz da equaglo 1—¢ =2 =0, isto &, um
valor tal que A seja finito,

m—i k
Lo Aprtac,+ X e, Apn a(Lpmm-3),
n=0 n=m-1
on
[ B
e+ —< Lo 9,

representando por B a parte da desegualdade precedente independente de cy.
Desta desegualdade tira-se

(@ | e | Z L35

porque, se fosse |¢,|>Lp~"-79, podia dar-se a « um valor tio grande que fosse

_!cmi—""lli>IJP_m+a

a

e, portanto,

cnt '%1 > LP—m -+ 87
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visto ser (n.° 11-I)

1Bl

a

Bi=
Cm‘%";;’>*cml .

163, THEOREMA. — Se uma funcelo f(z) for susceptivel de ser desenvolvida na serie uni-
formemente convergente dentro de um circulo de raio R com o centro na origem das coorde-

nadas :

ey F@)=Py(&)+Pi(@)+...FPy@)+ ey

e se as funcgles Py(z), Pi(2), etc. forem susceptiveis de ser desenvolvidas nas series ordenadas

sequndo as potencias de z, convergentes dentro do mesmo circulo:
(2) P.)=AP + AP z+ AP 2+ AP+ .,

a funcclo f(2) serd tambem susceptivel de ser desenvolvida na serie ordenada sequndo as poten-
74

clas de z:

@) Fe) = Mgt ArztAa A4
e serd

W A= AQ AR AR

Este theorema foi demonstrado por Weierstrass da maneira seguinte (1),

Seja p uma quantidade positiva menor de R; por ser uniformemente convergente a
serie (1) na circumferencia do raio p, a cada valor da quantidade positiva 3, por mais pequeno
que seja, corresponderd um valor ny de n, tal que a desegualdade

| Prg1 () +Poja )+ . .+ Poupp(2) | <3

serd satisfeita por todos os valores de nm superiores a my e por todos os valores de 2z que
téem o médulo p, qualquer que seja p.
Mas temos (n.° 25)

Pt ()4 ot Poy(2) = X (AUH 4., 4 At g7,

m=0

Logo, em virtude do lemma demonstrado no numero anterior, temos a desegualdade
g0, ’
[AGHY - AL A, A AP <8,

d’onde se conclue a convergencia da serie (4),

(1) Monatsberichte der Kin. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880,
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Considerando agora outro numero positivo g1 tal que seja R>ps > p, podemos dar a nt

um valor tal gne seja tambem

[ AL f AQEY L Al
m

<Bp{—m7
por maior que seja p; e portanto

| lim (AZH 4 AGH |, b At | Z g,

p=

Pondo para brevidade
ADFAY +. LAY = A,

lim (AlHD - Al |- A ) = AL

p=»

o que da

A, —AL+A, AL Z v,

vem, para os valores de z cujo médulo p é inferior a py, a desegualdade

VAG] A2 4 AL <a{1+.o~°l_+...+ (&) +..u]<ap_—,

¥ ¥ ¥

da qual se conclue (n.” 23-2.°) que a serie

Ag+HAlz+ AL 2

é absolutamente convergente,
Por outra parte, é tambem absolutamente convergente (n.” 2b) a serie

Py Pr(a) e P ()= B (ADHAD . AD)

m=0
=Aj+ Azt AL
Logo a serie
Ao-f-Aiz-f—AQZQ—F...

é absolutamente convergente.
Temos depois

Y Apm= X (A;n -+ A;;z) 2" = lE P, (Z) + X A;;z 2",

m=0 Me=0 =0 m=0

RR
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d’onde se tira
<] o0 @D <] "
X P (2)— X Apzr= X Py(z)— X Ayzh,
a=0 m=0 a==n-+4 m=0

e portanto (n.® 11-I)

!

8

S Py(e)— B Apan|<dla—P_.
a=0 m=0 pr—0p

Como a 3 se péde dar um valor td3o pequeno quanto se queira, tira-se d’esta desegual-
dade

== o
EP(e= X A,z
a=0 m=0

isto é, a egualdade (3), que se queria demonstrar.
ExempLo 1.° Consideremos a funcgiio f (2) = sen (sen z). Temos o desenvolvimento

3 5,
sen Z_LSGII A__

31 ' b B

f(z)=senz—

que é uniformemente convergente, qualquer que seja z (n.° 27). A funcgio

3 5 %
2 2z

o | _
sen z-(.a 37 —{—5! >

péde ser desenvolvida (n.® 25) em serie ordenada segundo as potencias de z, qualquer que
seja z. Logo, em virtude do theorema precedente, tambem a funcclo sen(senz) péde ser
desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z, qualquer que seja 2.

ExrmpLo 2.° Vé-se do mesmo modo que a funcgdo
(&) =sen [log (z+ 1)

péde ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z, quando o mddulo de z

é menor do que a unidade.

164. Applicando o theorema precedente 4s series ordenadas segundo as potencias de
z—a, sendo z variavel e a constante, deduz se, como vamos ver, o seguinte theorema:

Se « serte

(1) f@R=cte(z—a)+...Fey(z—ay+...
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for convergente no interior de um circulo de centro a e raio R, isto é, quando|z—a| <R, ¢ se
2y representar um ponto do interior d'este circulo, as derivadas f'(zy), f" (%), elc. existem, e
sdo finttas e respectivamente equaes aos valores que tomam no ponto z, as sommas das deri-

vadas de primeira ordem, de sequnda ordem, etc. dos termos da serie proposta, isto é:

8

I (z)= .

I

ne, (7g — a)" 1,

e}

S (7)) = ggn (n—1) ¢, () — a)"2, eto.
Em segundo logar, se for |zp—a|-+|z2—z,| <R, temos

P& = ) - e—20) £ ap) o+ E i) -

Com effeito, pondo na serie proposta z=z,--%, teremos

f(ZO - 71) = § Cy (20 -+ A — a)n’
n==0

Esta serie, considerada como funcgllo de %, ¢ uniformemente convergente quando é

|2p+h—al<<R, e, portanto (n.° 11-I), quando é

zg—a|--| k| < R. Desenvolvendo] pois
o8 binomios que n’ella entram e ordenando o resultado segundo as potencias de %, teremos,
em virtude do theorema precedente,

S @41 =1 (z0) + 2 f1 (z) +- 12 fa (7)) -+ o o,

onde
w0

Fi(zg) = 21 ne, (zp—a)yr—1,
-

folzg =X n(n—1)¢,(zp— a)y—2, ete.
n=2

Pondo agora k2 =z—z,, vem

J (@) =S () + & —2)ft () -0 - E—20)" fu (3) F- . o,

com a condiglo |zy—a|--jz—z,|<<R.

Para das férmulas precedentes tirar o theorema enunciado, basta notar primeiramente que
*
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a ultima dd fi (z)) =/" (), e que, portanto, a derivada da funcglo definida pela serie
fzp)=cytc(zg—a)t...}czg—ay .. o

relativamente a z,, é egual 4 somma das derivadas dos seus termos. v

Applicando depois esta regra 4 funcglo fi(z,) e notando que os termos de fa(z,) sio
eguaes 4s derivadas dos termos correspondentes da serie que define fi(z)), conclue-se que
Sal(zy) =F1(20) =f" (). Continuando do mesmo modo, v&-se que f3(z)=f"" (%), etc.

CoronLario. 8e a serie (1) for convergente no inferior do circulo de raio R e centro a, a
funcclo é continua dentro do mesmo circulo.

Com effeito, em todos os pontos do interior d’este circulo f(z) tem uma derivada finita.

183, A respeito da continuidade e das derivadas das series enunciaremos ainda os theo-
remas seguintes, que se demonstram do mesmo modo que os theoremas analogos relativos 4s
funccBes de variaveis reaes (n.°% 148 e 149):

1.° Se a serie f(x)=Xf, (%) for uniformemente convergente em wma drea dadea, a funcedo
[ (%) é continua nos pontos d’esta drea em que lodas as funceles fi (), fa(x) efc. sdo continuas.

2.° Se a serie X, (z) for convergente em wma drea dada, e se na mesma drea for unifor-
memenle convergente a serie Xf (), formada com as derivadas dos termos da serie precedente,

temos f!(2) =X 1, (2) na drea considerada.

166. Vimos no n.° 164 que, se a serie
(1) fley=c,+ter(z—a)+. .. e, (z—a)y—t4. ..
for convergente no interior de um circulo de raio R, a serie
fle)=c14+2calz—a)+... .- ne,(z—a)y—t ...

& convergente no interior do mesmo circulo. Vamos agora mostrar que o raio de conver-
gencia d’esta segunda serte niio pdde ser superior ao da anterior.

z—al=p, existe um numero

Com effeito, se esta ultima serie f6r convergente quando 0,

positivo B tal que temos

nic, | vt < B,

por maior que seja o valor que se dé a m, e, portanto, dando a n valores mailores do que p,

o <BL.<B,

I Cn

por onde se vé& que a serie (1) tambem é convergente (n." 27).



341

Resulta do que precede um methodo para desenvolver uma funcgdo em serie ordenada
segundo as potencias de #—u«, quando se conhece o desenvolvimento da sua derivada. Assim,
se quizermos achar o desenvolvimento de f(x) e for conhecido o desenvolvimento da sua de-
rivada

f@=aq+ai@—at.. +az—ay-+...,
temos

F@=F(a)+ap (z— )+ +S“+—>f+ N

Procuremos, por exemplo, o desenvolvimento da funcglo u = arcsenz, .
Por ser (n.° 116).
4

- ( 2n —

2 1
w = (1—2% -——1+—-/ +.. -{— T Em—l), e

onde o raio do circulo de convergencia é egual 4 unidade, temos o desenvolvimento, des-
coberto por Newton,

1 28 1.3...(2n—1) ¥t
are Cos 2 ==% - o Rt 2.4 2% .272—{—1_}_

onde se considera o ramo da funcelo que se reduz a 0, quando z=0, o qual tem o mesmo
circulo de convergencia que o anterior.

I. Resulta do que precede e do que se disse no n.® 163 que a funcglo u = cosk (arc senz)
péde ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z, quando |z|<<1.

I3

A expressio d'este desenvolvimento é notavel, e porisso vamos procural-a.
Temos primeiramente

(1—2)u?=k*(1—u?),
e portanto

(1 —2)yu'"—aw + %20 =0
Derivando agora n vezes esta equagiio (n.° 105-II), vem
— 22wl — (2n 1)z ) — (p? — £2) ul) =

e portanto, pondo z=0,

uf T = (n2 — k% ul’.
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Como porém temos uy;=1, ug=0, deduz-se d’esta egualdade que u{® ¢ egual a zero,
quando n é impar, e que, quando w=2m,
uf™ = (— 1) (k2 — 2% (k2 — 42, . [ — (2m — 2)2].
Temos pois a férmula, dada por Joio Bernoulli,

o k2 k2 (k2 —2% |
cosk(alcsenz)zl—ﬁzﬂ—}— Z

2 (12 —2%) (k2 —4%) |
il - 61 B

Acha-se do mesmo modo a férmula, devida a Newton,

o (2 — 12 : 2

sen k (arc sen z) = kz— fe(k 3_1 2 2%+ k(l— 1?!06_—3 >z5— .

O primeiro d’estes desenvolvimentos tem um numero finito de termos quando & é par, e

o segundo quando & é impar, e, nestes casos, z péde ter um valor qualquer. Nos outros casos
z>1.

Existem outras formulas analogas, devidas a Euler e Lagrange, que se podem ver nos

bellos capitulos que este eminente geometra consagrou ao desenvolvimento das funce¢des cir-

a serie & divergente quando

culares nas suas Lecons sur la théorie des fonctions analytiques.

111

Funegdes regulares em uma regifo do plane

167.  Definicdo. — Se a funcgdo f(z), na visinhanca do ponto z,, for susceptivel de ser
desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z— zj, isto &, se existir um numero

positivo R, tal que seja
f(z) ZCO_}_CI (Z—ZO) -ty (z_._zo)'n_{_u .

quan’do z—zy| <R, diz-se que a funcgdo f(2) é regular no ponto z,.
E facil de ver que (142}, ¢%, log (14-2), ete. sio funcgles regulares em todo o plano,

exceptuando certos pontos isolados.
1) No caso do binomio (1+42)* temos

(taf =) [ 1450 e (B) (220)

A n 12,
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quando |z—z, |<{|1-+2,|; e portanto esta funcglo é regular em todo o plano, exceptuando-se
o ponto z,=—1 quando % nfio & inteiro e positivo.
2) Do desenvolvimento

eZ=—_eZ"Zo.ezo=ez°{1+z_zo+‘ : ._|_7(Z—‘Z_0)i_|_._ ]

n!

conclue-se gue a funcglio ¢ é regular em todo o plano.
3) Da egualdade

_ — 1 /z—n \2
log (14 2)=1log(1+2,)+log <1 f——zg>=log(l+zo)+j—_'_zgf——?<%§§> +...,

que tem logar quando é [z—z;|<{|1-+2,|, conclue-se que log (14 2) é uma funcglo regular
em tode o plano, excepto no ponto z,=—1.
4) Do mesmo modo se mostra gque senz e cosz s¥o funcgles regulares em todo o plano.

168, THEOrREMA 1.° Se uma funcclo uniforme, regular em todos os pontos de uma drea
continua A, for constante em todos os pontos de uma linha finita, contida na drea A, é cons-
tante em toda a drea,

Representando, com effeito, por a o valor de z correspondente a um ponto qualgquer da
linha dada, teremos, para todos os valores de z representados pelos pontos de um circulo de
centro a e raio R,

fl@=cytea(z—a)+...+Fez—a)+...
ou (n.° 164)

f@=f(@)+E—a)f (@+.. .+@%?>_"f<n>(a>+. .

Mas, por ser constante a funcglo f(z) em todos os pontos da linha dada, temos f/(a) =0,
" (a)=0, ete. Logo serd f(z)=f(a) em todo o circulo considerado.

Tomando em seguida um ponto & do circulo anterior e repetindo o raciocinio precedente,
demonstra-se do mesmo modo que f(z) =f(b)=Ff(«a) em todos os pontos de um segundo cir-
culo, que & em parte distincto do anterior. Tomando um ponto ¢ d’este circulo acha-se do
mesmo modo f(zj=f(c)=f(b)=f(a) em todos os pontos de um terceiro circulo. Continuando
do mesmo modo até ao contorno da drea A, demonstra-se completamente o theorema.

TuroreMa 2.° Se duas funcgles uniformes, regulares em todos os pontos de uma drea con-
itnua A, foérem equaes em todos os pontos de uma linha finita, contida na drea A, sdo eguaes
em toda a dreq.
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Este theorema é consequencia immediata do anterior, pois que a differenca das duas
funcgBes sendo nulla em todos os pontos da linha dada, serd nulla em toda a drea A.

THEOREMA 3.° Se wma funcedo uniforme, regular no ponto a, se annulla assim como as

suas derivadas até d ordem m— 1, quando é 2= a, teremos

f@)=(z—a)"¢(z),

onde ¢ (2) é uma funcglo uniforme regular na visinhanca do ponio a.
Com effeito, sendo por hypothese

flEy=cytec(z—a)+...fepz—a)yr+...
e ¢co=f(a), c1 =f"(a), ete., temos

1

m!

FEO == | o @)+ S @ |

d'onde se tira o theorema enunciado.

THEOREMA 4.° Us pontos em que uma funccdo uniforme, reqular em wna drea A, tem um
mesmo valor, estilo separados por tntervallos finitos, se a funcgdo nio é constante.

Com effeito, por ndio ser constante a funcgfo f(2) na drea A, as derivadas {7 (a), /" (a),
etc. nfio podem ser todas eguaes a zero. Suppondo pois que [ () é a primeira derivada que

ndo é nulla, temos

z—a

FE=F(@) = | oy f @+ e @

m!

Mas é sempre possivel dar a & um valor tdo pequeno, que o mdduloe do primeiro termo d’esta
differenga seja maior que o médulo da somma dos seguintes, quando |z—a|Z8. Logo no
circulo de centro a e raio 3 a differenga f(z) —f(a) nfo pdde ser nulla em ponto algum diffe-

rente de «.

THEOREMA D.° 4 somma de duas expressdes uniformes, regulaves em todos os pontos da
drea A, é uma expressiio regular nos mesmos pontos.

Este theorema é uma consequencia immediata do theorema 4.° do n.° 25, Com effeito,
chamando f(z) e I (z) as duas expressBes dadas e ¢ um ponto da drea A, temos

F&)=Ze,(e—ay, F(z)=20C,(—ap,



¢ portanto

fl)+F()=2(,+C,) (z—a).

TuEOREMA 6.0 O producto de duas expressBes uniformes, regulares em todos os pontos da
drea A, é wma expressdo regular nos mesmnos pontos.

Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o anterior, partindo do theorema 5.
do n.° 25,

TreorEMA 7.° O quociente de duas expressdes ¢ (2) e § (2), uniformes e requlares na drea
A, é regular nos pontos da mesma drea em que o denominador ¢ (2) ndo é nullo.

Com effeito, pondo
blag)=cote(z—a)y+...+e(z—a)y+...,

onde ¢, ¢é differente de zero, teremos

1 200[1+ (Z—“M““W_“H'"]]_4=c0[1+P(z—a)]*4,

%
pondo
(z—a) et 42 (z—a)+...]

c

=P (z—a).
0

Dando a |z-—a| um valor tio pequeno que seja |P(z—a)| <1, podemos desenvolver
[b(2)]—* em serie ordenada segundo as potencias de z—a, e teremos

q)—%;):cog 1—-Pe—a)y+Pe—a)P—P@z—a)P+...}

Esta serie é uniformemente convergente na visinhanga do ponto @, assim como (n.° 25)
as series que resultam de P(z—a), [P(z—a)}?, etc.; logo (n.° 163) a fancelo [ (z)]—*! é
susceptivel de ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z— a na visinhanga
do ponto a. Esta funcglo é pois regular no ponto @, assim como, em virtude do theorema
anterior, a funcgldo ¢ (@) [¢ ()%

88
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IV

Funegbes regulares em todo o plano

169, A toda a funcgo uniforme f(2), regular em todos os pontos do plano, chama-se
funcglo inteira ou holomorpha. Taes sfo, entre as funcgBes algebricas, os polynomios racio-
naes inteiros relativamente a z, e, entre as funcgles transcendentes, as funcgBes ¢f, senz,
cos z e, em geral (n.° 164), as func¢les que podem ser desenvolvidas em serie ordenada se-
gundo as potenclas inteiras positivas de z:

f@)=cyterztea 4. Fe2t+. .,

qualquer que seja z.

- A theoria das funcgBes transcendentes inteiras é a continuacfio natural da theoria das
funcgdes racionaes inteiras, estudada na Algebra, e as saas propriedades s¥o, em parte, ana-
logas 4s propriedades d’estas. SHo tambem susceptiveis de se exprimir por um producto de
factores, que tornam explicitas as raizes da funcc¢do. Este resultado importante, demonstrado
primeiro por Huler, Cauchy, Gauss, etc., em alguns casos particulares, foi completamente
estabelecido por Weierstrass (*). Antes porém de expdr o bello theorema devido ao eminente
geometra de Berlin, vamos considerar as duas fune¢Ses senz e cosz, cuja decomposi¢io em
factores, devida a Euler, se obtem por consideragBes simples.

7@, Decomposicio do seno e do coseno em factores. — Da expressio de senkz dada no
n.° 52 tira-se, quando % é impar, pondo cos?z=1-—sen?s,

sen kz = f (sen z),
onde f representa uma funcclo inteira do grau k. Os & valores de senz que annullam esta

funecBo, devem corresponder aos valores de z que satisfazem 4 equaglo sen kz =0 e que dio
para senz valores distinetos, isto &, aos valores de z seguintes:

1

IR S e

A
o
5]

&

() Weierstrase: — Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen einer Veranderlichen (Ablandluin-
gen der K. Akademie zu Berlin, 1876).
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Logo temos

3 2,
senkz—=Asens [ 1— 2 ... 1——453———— ,
3 2% o2 1)m
. sen? 5 7 /

onde A é uma constante, que vamos determinar. Para isso, dividam-se os dois membros da
egualdade precedente por kz e faga-se depois tender z para zero. O primeiro membro ten-

dendo para a unidade e o segundo para —, teremos A==1%.

k

2
Mudando na egualdade precedente z em ——, temos
£
o T2 ) 5 T2
sen? sen? —
% k . k
senwz=Fksgen — (1l ——) ... (1 ——n 1.,
k g 27 {k—1)=
n gen? e
2k | ! 2l

Vamos agora procurar o limite para que tende o segundo membro d’esta egualdade,
quando k£ tende para o infinito.

Por ser
7z
9
sen
. Tz . k 22
lim ksen— ==z, lim ———=—5,
b0 k k=0 q 1% n
sen?
k
temos

2% 22 22 .
Sen w2 =mz <1 '—T> <1 ——4?*> - <1 ——m—_—l)Tz“> ]};12 Rmy

%(k—-i;g sen°~’l;ci
R,= I él——

ax|’
=01
! sen?

\

. . - . 1
Por ser (em virtude do que se disse nos n.°s 121 e 159, e em virtude de ser ?(lc- 1)
o maior valor que pdde ter )

<nﬁ>3
nE nR T T NN el
Sen—]-‘;—=-k——— ?I—-COS 67{;_: -7;;‘<1 _072—91_)’
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onde §, representa uma quantidade inferior 4 unidade em valer absoluto; e por ser

o T2 g2
sen? —— = .=
k k*

(1+e)

onde & representa uma quantidade infinitamente pequena, quando % é infinitamente grande,
temos tambem

gen? T}: ALy .
T e
Q 2 i
sen e n <1~0n 24>

onde u, representa uma quantidade cujo mddulo nfo pdéde ser infinito, qualquer que seja n.
Logo

m-—t 2 ®
sen mz =7z 1l <1—s-zu,r>- T <1—{—u_;>.
2 n

n—14 7 A=

Por outra parte, chamando L um numero maior do que as quantidades wy, ug, etc., a

- 7/
serie X -2

g é convergente, visto que 08 seus termos sio menores do que o8 termos correspon-
{1 N

. e L . . ) . o= Uy,
dentes da serie (n.° 20) 27; portanto é tambem convergente o producto infinito IT <1+ n; )
1 .
e temos

oo un
_ I}<1+__“2> =1
o I mﬁi (1 Uy Tt
im —1——n~>

fim 11 <1 42
m=os m n

m=00 n={

Vem pois a férmula d’Euler

(@) senmz==mz 1l <1—Z >

=t n?

Do mesmo modo se decompBe cosnz em factores, o que da

cos né: ﬁ <1 42 >

n=0 (277' + W

171. 'THEOREMA DE WEIERSTRASS. — Sendo dada o serie de quantidades O, a1, a2, as,

a ..., collocadas sequndo a ordem crescente dos seus mddulos e satisfazendo d .condicdo.

cen .
lim |a,|= oo, pdde construir-se uma funcgdo transcendente inteira pela formula

L=

® . M B k
1) Fe=a (1= Z)e R s X (2,

o—t a; =tk \a
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cujas raizes sdo O, a1, gy ..., gy -..,-€ cujos respectivos graus de multiplicidade sdo
no,m,...,nc,.... '

Reciprocamente, se fi (z) representar wma funcelo intetra cujas ratzes sefam O, ai, ag, ...,
g, + .., € 08 respectivos graus de multiplicidade ng, ny, ..., esta funcgdo pdde ser decomposta
em factores, que tornum explicitas estas raizes, por meio da formula

@ Fig=c P (1 - iz-)”C &5

c—t A

onde @ (z) representa uma funcelo intelra.

A demonstragiio que aqui vamos dar d’este importante theorema é devida a Mittag-Leffler,
professor na Universidade de Stockholm (1).

Da serie (n.° 160},
z \n, © 1 /z\t
IOg <1 -——a—c-> = — R, kE/ 7‘{}“ ('a—c> )

<1, deduz-se

2
que tem logar quando é|—
a(i

(A) (1 _i>nc;e_7lcSc(1> )

pondo, para brevidade,

k=u '15

v 13
S;(u, v)= Z %<i> .
Logo temos

(B) (1 _i)’nn e’nc S, (1; m0)=6_ neS, (me - 17 00)7

g

onde m, representa um numero inteiro positivo ou zero, devendo n’este ultimo caso considerar-se
7,5, (1, m,). Sy
e’ o(15 me) como representando a unidade.

Considere-se agora uma serie de quantidades positivas ei, €2, ..+, &, ..., taes gque a

oo

serie ¥ g, seja convergente, e dé-se a m; um valor tio grande que seja
1

©) ey Se(m 41, ,OO);<€“

qualquer que seja o valor que se d& a 2z, o qual satisfaca 4 condiglo <e<1, ¢ represen-

z
g

(1) Acta Mdthematz’ca, fom. 1v.
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tando uma quantidade positiva arbitrariamente dada; o que é sempre possivel, por ser n’este
caso uniformente convergente a serie S, (1, o). O producto II E;, onde

8
(1__z_>ncenc (1, *rnc):Ec7

A

representa uma funeglo regnlar em todos os pontos do plano e que se annulla nos pontos

g, ag ..., dy, ., COMO Vamos ver.

Consideremos para isso um ponto qualquer z, do plano e os pontos visinhos d’este, isto é
0 I »

7

os pontos que satisfazem 4 condiglo |z—z,|Z p, onde p é uma quantidade tio pequena quanto

se queira.

Por ser lim @, = oo, é sempre possivel dar a ¢; um valor tfo grande que a desegualdade
=00

<& seja satisfeita por todos os valores de ¢ maiores do que ¢y, e por todos os valores de

aC

z que satisfagam & condigio |z—z,|< p. "

Por outra parte, por ser convergente a serie Le,, ¢ sempre possivel dar a ¢ um valor
1

tio grande que, dando a 3 um valor tio pequeno quanto se queira, a desegualdade

c+p
Z € <?)

—C

seja satisfeita por todos os valores de ¢ superiores a ¢z, qualguer que seja p.

Logo as duas desegunaldades precedentes sdo satisfeitas a0 mesmo tempo pelos valores de
¢ maiores do que a maior das quantidades ¢i e ¢z, na regilio do plano determinada pela con-
digho [z —z [ <o,

Das desegualdades precedentes e da desegualdade (C) conclue-se que a desegualdade

o4-p
(D) = ncSt('mt+l, ()D), <3

I=c

¢ satisfeita por todos os valores de ¢ superiores a ¢y e ¢z, na regilo do plano determinada
pela condicio |z —z,| < p.

Por outra parte, a férmula (B) d4

ctp
cp X i
i1 K, =6»_t§c n By (m+1, o),

=

d’onde se tira

c+p . e=p
x IOgELZ— by mSt(7m+l, oo)?

t=c¢ t=¢
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¢, em virtude da desegualdade (D),

c+-p
2 log B, § <.
t=¢

Logo a serie X logE, é uniformemente convergente na regio considerada do plano.
t=1

Posto isto, supponhamos primeiramente que z, é differente de ai, ag, etc. e que a p se
d4 um valor tio pequeno que seja |z —z,| <]z, —a,|, qualquer que seja ¢. O segundo membro
da egualdade

m, i
logEc=nclog <[—-—ai> -+ n, » l<i>

—1 K \a,

=nclog<1—f— :_ZO>+nclog < —%>
0 % ¢

mg Ay k
+n, T —1—<z° Te _z0>
=t k a;

¢ susceptivel de ser desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z— z;, ¢
temos (1) log B, =P (2-~#,); e portanto, applicando o theorema do n.° 163,

L log E,=Pi (z—2y),

=1
d’onde se tira

o]
I E,— Pt —20),

=1
D’esta férmula tira-se depois
3 P” J—
M E=1+Pi(z—z)+. .+ _%Y_@+ .
ou (n.° 163)

I E,—Py(z—2),
c=1

: d
0 que prova que a funcglo 11I E, é regular no ponto z,, como se queria demonstrar.

Supponhamos agora que z, representa uma raiz a; da funcglo considerada. Dando n’este

{!) Empregaremos, como Weierstrass, as notagdes P (z—z;), Py (z—2), etc, para representar series or-
denadas segundo as potencias inteiras e positivas de z2— z,
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caso a p um valor tdo pequeno que na 4rea plana determinada pela condigiio |z —a;} Zp ndo
exista outra raiz da mesma funecc¢lo, teremos

i1 E,
o
(=)™

.

visto que o primeiro membro ndo tem a raiz «; e por isso lhe é applicavel o que vem de
§

Pre—a)

dizer-se; e portanto

» 1
I;[EC= <—1—>— (z—ay)

a]- ?

Py lo—a.
n; eP,g (z—ay)

: -
d'onde se conclue, como no caso anterior, que a funcglio I K, é regular no ponto a;.
1
As ralzes a4, az, etc. da funcglo que vimos de formar, sdo todas differentes de zero.

. oo
Para que a func¢fio tenha tambem a raiz O, basta multiplicar II'E, por z%. Com effeito, temos
1

(n.° 25)

2 f[ E,=(zy+2—2)Pa(zg—2z) =Pi(z — éo),
1 .

, .

e portanto a nova func¢le que se obtem é ainda regular em todo o plano.

De tudo o que precede conclue-se a primeira parte: do theorema de Welerstrass, isto é,
que se pdde construir pela férmula (1) uma funcgdo que é regular em todo o plano e que se
annulla nos pontos 0, a4, ag, etc.

Para demonstrar a segunda parte d’este theorema, basta notar que o quociente da func-
¢do fi1(z) dada pela funcglo f(2), que vimos de formar, nio péde ser nullo nem infinito em
ponto algum do plano. Logo este guociente representa (n.° 168-7.°) uma funcglo I (2) regu-
lar em todo o plano, que ndo se annulla em ponto algum.

Por ser, na visinhanga do ponto z,, '

F)=byFbiz—z)tba(e—r)?+...,

onde b, é differente de zero, teremos

logF(Z>=IogbO+log[l+<Z—ZO) [Z’*Mg (Z_Z0>+'-']J.
0

Logo, se a |z—z#,| se derem valores tiio pequenos que seja

tz—zy| [b1-Dale—z) .. .|
105 |

<1,
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teremos, em virtude do theorema do n.° 163,
logF(2) =P (z—2),

e portanto a funccdo log ¥ (z) é inteira. Temos pois, representando por ¢ (z) esta funcglo,

F(2)==€?"¥, e portanto
Ji@® =0 . f(2),

que é 0 que se queria demonstrar.

172, Determinacdo dos factores primarios das funcgBes inteiras. — A cada um dos factores

<1 __Mz_>ench
a,

que entram nas férmulas (1) e (2), chamou Weierstrass um factor prémario das funcgles con-
sideradas f(2) e fi (2). Tanto para decompdr uma funcgdlo inteira dada em factores primarios,
como para achar uma funcgfio inteira que tenha raizes dadas, é necessario conhecer, para
cada valor de ¢, um valor de m, que satisfaga 4 desegualdade (C), e para isso basta, como
vamos ver, dar a m, valores taes que seja convergente a serie

m,+1

N 2
o=t | M-+l
| % l

o

()

2

Com effeito, se esta serie é convergente, podemos dar a ¢, o valor

m,+ 1
ez "
.mo—l—l i’

€, ==

ta

chamando A uma quantidade independente de z e de c.
Mas, por ser

) 1 2\ 4 ® z

n, X —<—> '< X on, {—{

hmmot1 K NG/ | g1 ]

e
me+1
® fzlF Inz ’ 1
P U == __WTT . '4_i
a, ¢ P
f=mo+1 ¢ ; a, } 1-— !

a

i

TT



354

a desegualdade (C) pdde ser substituida pela seguinte:

mc+1}

N, 2

mHTi'

| &

que toma 1 quando
1—

que & satisfeita, visto que se péde dar a A o valor maximo
|

—&

= L

, 1z
e }‘ A |
|G
Se houver pois um valor de m,, constante qualquer que seja ¢, tal que a serie (E) seja

convergente, emprega-se este valor em todos os termos das férmulas (1) ou (2). No caso con-

<e<<l.

. - ) . . . @ ip et

trario, pSe-se m,=¢; com effeito, a serie (E) transforma-se entdo na serie X —cm» , que
¢/ e =t %
é convergente (n.° 22-IV), visto que a raiz \/m o tende para zero, quando ¢ tende
Jag

para o infinito, suppondo gue n, ndo tende ao mesmo tempo para o infinito.

ExempLo. Procuremos a férma geral das funcgles inteiras cujas raizes sfio 0, 1, —1,
2,—2,...,¢, —c¢, ete.

w |2  [2]2

Como a serie Ei I = };‘1 2 é convergente, qualquer que seja z (n.° 20), podemos por
= ¢} o=

m,=1, e temos

ou

onde o (z) representa uma funcgio inteira de z.
Faz parte das funcgBes comprehendidas na férma precedente a funcclo sen wz. N'este

caso 6 ¢? ¥ —=x(n.° 170).

373. Fundados no que precede, podemos achar um desenvolvimento em serie da funcgio

A . , . .
f4'<z), em que se tornam explicitos os pontos onde esta funegfio ¢ infinita.
fi(®)

Derivando os logarithmos dos dois membros da férmula (2), vem (n.c 165)

ﬂ(z)zfl 2) - o o 3

¢ (&) [ X <1>HJ
Ji(z) ‘ 2 =il z—ag ey @ N




ou
‘ o0 M,
) L gty §
S1(2) 2 e, Mo (r )
visto ser
1 1 2 z\m,—1 ZMe
—;:——[1—%——{----—#(—) J+f B
z—a, d, a, de acmc (Z—* ag)

Para completar a demonstraciio d’esta férmula (¥'), vamos mostrar que a serie que entra
no seu segundo membro é uniformemente convergente, quando a serie (E) o é tambem. Com
effeito, por esta serie ser uniformente convergente e por |«;| tender para o infinito com ¢, a
cada valor de B, por majs pequeno que seja, corresponderd um valor #, tal que as desegual-

dades

serfio satisfeitas quando ¢>#1 e |z|<{p, p representando uma quantidade tdo grande quanto
se queira. Logo teremos tambem

H—P! ne 2t { 1
- <"
— m
¢ tk a,"t 1 — 1=
Q¢
. , £ .
visto que se pdde dar a o valor =) depois
—t
m
iip N, 2 ¢ 1 _3
7
¢=} acmc *_ 1l; 1 i
aC
e finalmente
aa nez™Me |
Y3
] @Mz —a) |

d’onde se conclue que & serie que entra no segundo membro de (¥) & uniformemente con-
vergente em qualquer 4drea, por maior que ella seja.

174, Caso em que m, é constante. — No caso de m, ser constante, a funcgio (2) tem pro-
*
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priedades notaveis, que foram estudadas por Laguerre, Cesaro, ete. Aqui limitar-nos-hemos a
demonstrar, no caso de @ (2) ser constante e 7, =0, o theorema seguinte:

Se todas as raizes de fi (z) =0 sio reaes, tambem as raizes de fi (z) =0 o sdo.

Este theorema foi demonstrado por ¥. Chio nos casos de ser m;=0 e m;=1, e em se-
guida por Cesaro no caso de m, representar uma constante gqualquer (1),

Seja 2z = o (cos o +7sen w) uma qualquer das raizes da equagfo fi(z)=0. Substituindo
este valor em logar de z na egualdade (F) e pondo m;=m, vem

148

0.

< 0 >m nc(cos mo + ¢ senmo)
et \ 1, pcos w— u, |+ tpsenw

Esta equagiio parte-se nas duas seguintes, das quaes uma determina p e a outra w:

Y %(g) }peos (m—1) v —a,cosmol =0,
1 e

c= 2]

n, {0

— <—‘—> ! osen (m—1)o —a;senmo|=0,

c=1 dc a;

8

pondo d,= (p cos & — a,)* + p%sen’ w.
Se m é impar, multiplicando a primeira d’estas egualdades por sen (m —1) o, a segunda
por cos (m— 1) w e subtrahindo membro a membro as egualdades resultantes, vem

o

sen Yo =
e=1 dc azn——i

7,

0,
d’'onde se tira o =0.
Se m & par, multiplicando a primeira equaglo por sen mm, a segunda por cosmw e sub-

trahindo, vem

co
2,
senw X ———=0

=1 dc azn ’

d’onde se tira tambem w=0.

Logo, em qualquer dos casos, serd zy=p. As raizes de fj(z)=0 slo portanto reaes, que
é o que se queria demonstrar.

(1) Giornale di Matematiche, tom, xxi1,
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v

Funcedes uniformes regulares em todo o plano, excepto em pontos isolados

175, Das funcgBes uniformes nfo inteiras, limitar-nos-hemos a estudar as que s8o regu-

lares em todo o plano, excepto em pontos isolados ai, @2, a3, ..., d;, ..., taes que seja
lim | a;| = o, e na visinhanga dos quaes tenhamos
1

(1) f@=P@E—a)+G, )
onde

mn t
@) GC<1>=2A,5<1>.

2—dg (=1 Z—a

Estes pontos sBo os pontos singulares da funcgdo, e féram chamados por Weierstrass
pdlos, quando m & finito, pontos singulares essenciaes, quando m & infinito.
As funcgles consideradas resultam naturalmente da generalizagRo da theoria das funcgBes

I3

racionaes. Na verdade, toda a funcglio racional f(z) é susceptivel da decomposigio (n.® 42)

Aa Bh .
+2(Z_a%)b+...,

f@=x

(z—a)

se agora z, representar um ponto differente de a4, ag, etc., temos

FO=S R (14 2R T

(zp—au)® Zy—
d’onde resulta (n.°* 25 e 157)
FO=Pe—z),

e a fancglo é portanto regular na visinhanca de z,; se porém z, representa um dos pontos
ay, ag, ete., a; por exemplo, applicando a decomposigio anterior sé 4s parcellas correspon-
dentes a ag, a3, etc., vem um resultado da forma

A, -

. + Pi(z— ay),

Fi =2

e o ponto a1 & portanto am pdlo.
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Pertencem tambem ao grupo de funcgles que estamos considerando, as funcgles fi(2)
que sdo o quociente de duas funcgles transcendentes inteiras 4y (2) e 92 (z). Com effeito,
sendo ai, ag, ..., a,, ... as raizes do denominador e ny, n2, ..., N, ... 0% seus respectivos
graus de multiplicidade, a funcgllo fi(z) serd regular em qualquer ponto z, do plano, diffe-
rente dos pontos ai, aa, ete. (n.° 168-7.%); e, na visinhanca do ponto a,, teremos (n.° 171)

D (s a ;e
Jiz)= I(ZPQC) = Poe—ar :Gc< 1—>+P3(z—ac).
(2— ag el (z—a,) (e — ap) z—aq,
Logo a funcglio considerada é regular em todo o plano, excepto nos pontos ay, az, ...,

a;, ..., que sfo pélos,

176. Assim como acontece com as func¢Bes racionaes, as funcgBes que estamos estudando
sBo susceptiveis de uma decomposiciio que torna explicitos os seus pélos e os seus pontos
singulares essenciaes. Ista importante propriedade, estabelecida por Weierstrass no caso de
ser finito o numero de pontos singulares da func¢lo, foi em seguida estendida por Mittag-
Leffler ao caso de a func¢llo conter um numero infinito de pélos ou pontos singulares essen-
ciaes, Antes porém de demonstrar o bello e importante theorema devido ao sabio professor
da Universidade de Stockholmo, vamos considerar o caso das funccgdes cotz, tangz, secz e
cosecz, cuja decomposiciio em funcgSes simples, dada por Euler na sua Introductio in Analysin
infinttorum, se obtem de um modo muito facil e d4 origem a algumas férmulas importantes.

A férmula (a) do n.° 170 d4

0 e
logsenz=1logz-+ X log <1—~02__2>7
P

=

e, derivando relativamente a z,

® 2z
cotz=—-4 X ?

z oy 2—ctr?

ou

1 & 1 1
COCJZAZ“}—‘ 2( —“—E?(E)‘

=1 \® — (T
Esta férmula dd a decomposigio de cotz em fracgdes simples, que tornam explicitos os
poéles O, ¢z, —cm da funcgllo. '

Do que precede tiram-se as seguintes consequencias.

I. Desenvolvendo o binomio que entra no segundo membro da penultima férmula, vem

1 “ 1 z2 2
) — pi ,_.L
LOtZ—z—QZ_A + "7:4+ ),

ot \ c2 72 ¢



quando é (n.° 157) |z|<=; e portanto, em virtude do theorema do n.® 163,

% #3 0 D45

Ll gl 2az1 wgn

cotz2 —=— — Py = TE T 5 ~ T8 PR
Z T = Ty ¢ wr g C

D)

Esta férmula dé o desenvolvimento de cotz em serie ordenada segundo as potencias de z,

quando é |z| <7

II. Por ser

z(2%4-1) 2iz
zcotz = —'é:z—uj:r =12 + 62i3 —_1

temos (n.” 107-V), representando zcotz por w,
du d™uy %“‘4 .
(#),=0 (), =0 ers,
B,—1 designando os numeros de Bernoulli; e portanto, applicando a férmula de Maclaurin,

228y, 24¢B; |, 26B;s 6
zeotz=1— S TREAE Z% — o 26— ...

5

Egualando os coefficientes das potencias de grau 2m —1 de 2 nos dois desenvolvimentos
de cotz que vimos de obter, resulta a importante relagio, descoberta por Kuler (1) e publi-

cada nas suas Institutiones Calcult differentialis,

2m—1 7:2111 Bi’m——i

(2m) !

II. Do desenvolvimento de cotz que vimos de obter, péde tirar-se o desenvolvimento
de tang 2, de secz e de cosecz em serie ordenado segundo as potencias de z, desenvolvendo

os segundos membros das férmulas conhecidas:

1
tang z = cotz — 2 cot 2z, cosecz=eotz+tang—§z, secz==tangz cosecz;

e vé-se que a primeira e a terceira func¢lo sfo susceptiveis d’este desenvolvimento, quando

z

& iz <7,

T .
<5 ea segunda, quando é
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Das duas primeiras egualdades resultam os desenvolvimentos

C?o‘ 2m (D2m BQW_{ 2m—_
tangz= X 2% (220 1) o gt
m=1 (Zm) .
039‘ -~ 4 BQ’”’“ ! om
zeosecz==1--2 2 (221 1) 2,
m=1 (27") !

Pondo na ultima

1 1
secz:EO—}—gEEgz?—%—mE/,z’*—}—. .

substituindo no seu segundo membro tangz e cosecz pelos seus desenvolvimentos, ordenando
o resultado segundo as potencias de z, e egualando depois os coefficientes das mesmas poten-
cias de z nos dois membros da identidade assim obtida, vem uma serie de equagdes que deter-
minam as constantes Ej, Ea, Es4, etc. por meio dos numeros de Bernoulli.

Aos numeros K, Eg, E;, ete. dd-se o nome de numeros de Euler. Podem ser calculados,

independentemente dos numeros de Bernoulli, por meio da egualdade

d? (cos w)—*
Buem(EY)

dwﬂm

que dd, applicando a férmula (3) do n.® 105,

T T
... cos* 2m =
2 2

1Bl 2EBDT. . 2m )

(2m) 141 cos® 7 cos? 2

Bg, =X (— 1)

onde «, 8, ¥, ... representam todas as solugles inteiras, positivas e nullas, da equacglio

-+ 28+ 37448+ be+ 6w 4. . . 2mh = 2m,
e onde

Pema By b,

ou finalmente

Fan— £ ( 1>i+,8+m+... (2m)!
i I? ~ 1} -
BIdtol.. . (2f@neBle

?

onde 3, o, ... representam as solugSes inteiras, positivas e nullas, da equacfio

B+20430w4...=m,
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e onde

Podem ainda calcular-se os numeros considerados por meio da relagiio de recorrencia

2m 2m
Eﬂm— < 2> E?m—2+ < 4 > E‘zmwﬂ—- . -=07
que se obtem derivando 2m vezes os dois membros da equaglio

yeosz =1

e notando que é y™™ = E,,. Para applicar esta relagio deve attender-se a que é Kj=1.

122. Consideremos ainda a funcglo tang z.
Partindo da expressfio de cosz dada no n.” 170, acha-se, procedendo como no numero

anterior, a férmula, devida a Euler:
=] 2‘2

tang s = % —;
0 (_20.1_1_)27:2_22

c=|

ou
*® 1 1
ta“gz=§[2c+1 T T ]’
- Ttz

onde estio explicitos os pélos 5T 3

Da primeira das férmulas precedentes resulta a seguinte:

2t 1 T e 201 da funeclio tangs.

8 [ 1 22,2 @ 1
) - D by
tangz= 0 La Qo1 T R S eIy ]

da qual se deduz, comparando-a com o desenvolvimento de tang z precedentemente escripto,

a relagdo
® 1

(22m _ 1) —2m —
St " Bt = B i

Dos desenvolvimentos de cotz e tangz deduz-se, por meio da relaclio
Z +tang ? 2,

1
9 sec z = cot =-
secz co 2
vu
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j& anteriormente empregada, o desenvolvimento

2z

1 0
cogsecz=—— % (—1)¥—— "y
z 4( ) c2n? 2

=

. T .
e d'este tira-se, mudando z em — —z, o desenvolvimento de secz:

2
&= . 2¢+1
secz:cgo(-—l) RS
—g o2

Este ultimo desenvolvimento d4 este outro:

T 222
secz:i[ﬁ(—l)“' 1 2 1 },
ki c=()

Zor1 T SV e e

por meio do qual e de um outro desenvolvimento da mesma funcglio, anteriormento escripto,
se deduz a relaclio

it R 1

RO A ) (__ 1)0._‘,#_4.
D2(m-+1) (2772) ! 0 (20 4 1)2m+1

178, TreoreEMA DE Mitvae-LeFrFLER. — Sendo dadas as quantidades ay, as, ag, as, . . -,
Go, «-., collocadas sequndo a ordem crescente dos seus mddulos e satisfazendo & condiclo
lim |a,| = o0, ¢ sendo dadas as funcgBes

1 1 1
G4<é_al>, G2<z_~a;>,..,, Gc<z_ac>,...,

que sio da férma (2), é sempre possivel formar uma funcelo f(z) da férma

1

z—a,

- -
ro=% e (1 )+,

=
que seja reqular em todos os pontos do plano, differentes de ay, az, ..., a,, ..., ¢ da qual
estes pontos sgjam pdlos ou pontos singulares essenciaes.

" Reciprocamente, toda a funcglo fi(z) reqular em todo o plano, excepto mos pontos ai,
A2y « ooy Qgy + ooy que sto pdlos ou pontos singulares essenciaes, pdde ser reduzida 4 férma

Sy 1
fio=¢@+E |62 )+P.0)
c=1 22—l
onde @ (2) representa uma funcgdo inteira de z (*).
(1) Mittag-Leffler: — Sur la représentation analylique des fonctions monogines uniformes (Acta Mathe-

matica, tom. v).
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Por ser uniformemente convergente a serie

G( L >=_§i(1—i>_d+éﬂ<1_i>_2+. .

quando z é differente de a,, e por ser cada termo d’esta serie susceptivel de ser desenvol-

1

. . . , 12
vido em serie ordenada segundo as potencias de z, quando é o
¢

tude do theorema do n.° 163,

A) Gc< 1 ):'§A,<;>(ﬁ-)k,

<e<1, teremos, em vir-

quando ¢ <Ls <1,

z

a;|

Consideremos agora, como no n.° 171, uma serie de quantidades positivas ey, s, ...,
o

&, ..., taes que a somma X¢, seja convergente, e démos a m, um valor t8o grande que seja
1

(B) <&,

i
S AP (i)
k=m,+1 e

qualquer que seja o valor que se attribua a z, que satisfaga 4 condiglo

2
—({<e<l, o que
g
é sempre possivel, por ser uniformemente convergente a serie (A) na regifio do plano deter-

minada pela condigfo <e. A somma

e

co 1 m, 2 k
Ere), R=6(=,)- 240 (5)
) ¢

t= 2—dy k=0 a

satisfaz 4s condigBes do theorema enunciado, isto é, representa a func¢fo f(z), como vamos
ver.

Seja z, um ponto do plano, differente dos pontos a4, ag, etc., e p uma quantidade positiva
R o0

tho pequena quanto se queira. Por ser lim|a,|= o e por ser convergente a serie X¢,, é sem-
1

L==30

pre possivel dar a ¢ um valor tio grande que as desegualdades

t+p
<g Dg<d

t==¢

4

g

sejam satisfeitas ao mesmo tempo por todos os valores de ¢ superiores a ¢f, na regido do
plano determinada pela condigio |z — z,| Zp, qualquer que seja p.

*
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D’estas desegualdades e da desegual&ade (B) conclue-se que a desegualdade

c+p
X

t=c

%0 z\F
& (=)' |
kE=m¢+1 de/

ou (form. A)

c+p
X ()<

[

é tambem satisfeita pelos valores de ¢ superiores a ¢;, na regifo do plano determinada pela
condiglo |z —z,|Zp.
0 .
Logo a serie X F,(z) é uniformemente convergente na regifio definida pela condigio
— c=14

lz—2 | <Zep.

Posto isto, como z, é differente de «,, supponhamos que se d4 a p um valor tdo pequeno
que seja |z—z,! <|z—a,|. O segundo membro da egnaldade

m P -4
G( 1 >=2 A <1+ ¢ zO)
z—a, — 2y 2y — G

é susceptivel (n.° 163) de ser desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z—z,
na regifio do plano determinada pela condigdo |z— z,
F,(z), e temos (n.° 163)

2 p; logo o mesmo acontece & funcgdio

F.(2) =P (z—z)).

| 143

o
-

o
A faneglo %Fc (z) 6 pois regular no ponto z,.

Consideremos agora um ponte singular a; da mesma funcgio. Dando n’este caso a p um
valor to pequeno que na regilo determinada pela condiglio |2 —a;| Z p nilo exista outro ponto
singular da funcglo considerada, teremos

;E{ Fo(2) —F; () =Pi1(z —a),

visto que o primeiro membro nfo tem o ponto singular a;; e portanto

ERE=6 ()t

o= 2 — ij

Logo a; é am pélo ou um ponto singular essencial da funceo TF, ().
Os pontos singulares ai, as, etc. da funcglo que vimos de formar, sio differentes de
zero. Para que O seja um ponto singular da funcglo, de modo que na visinhanga d’este
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ponto tenhamos

pomniat () o2)-5 ()

z o=1 2

basta por

F&= £ P+ Gy (1)

Com effeito, a funceio

1y 1
Gl—\=G [
O( ° ZU<1+ZZ_'@\)

2

3

¢ (n.° 163) regular na visinhanga de qualquer ponto z, differente de 0; e na visinhanca do
ponto O a funcglo X F,(z) é regular.
=1

De tudo o que precede conclue-se que a funcglio ¥ F(z) tem todas as propriedades enun-
1

=
ciadas na primeira parte do theorema de Mittag-Leffier, e representa portanto a funcgfio f(2)
que queriamos formar. -
Para demonstrar a segunda parte, basta notar que a differenca entre f(z) e T F,(2) ndo

. 1 , ] s £ S . . e={
tem pontos singulares, e portanto é egual a uma func¢io mteira ¢ (z).

179.  Quoctente de duas funcgBes inteiras, — Vimos ja (n.° 168-7.°) que o quociente de
duas funcg3es infeiras é regular em todo o plano, excepto nos pontos que sfio raizes do de-
nominador, os quaes s8o pélos (n.° 175). A estas funcgSes é pois applicavel o theorema de
Mittag- Leffler.

Reciprocamente, toda a funcefio fi(z) regular em todo o plano, excepto nos pontos
Giy €2, « ..y Gy «» ., que s80 pblos, & o quociente de duas funcgdes inteiras. Com effeito,
chamando ni, ng, etc. os expoentes dos factores (z— )™, (z—a2)™, etc. pelos quaes é
pecessario multiplicar fi (z) para fazer desapparecer os pélos, e construindo por meio do theo-
rema de Weierstrass uma funcglo inteira ¢a (z), cujas raizes sejam ai, ag, etc. com os graus
de multiplicidade n4, na, etc., o producto de fi () por 2 (2) é regular em todo o plano, e
representa portanto uma funcgdo inteira ¢y ().

Para um estudo mais desenvolvido da theoria das funcgdes analyticas, da qual nos occuparemos outra
vez no Calculo integral, para expér os methodos de Cauchy, consultem-se as obras seguintes:

Forsyth : — Theory of Functions of a complex variable. Cambridge, 1893 Vivanti: — Teoria delle funzioni
analitiche, Milano, 1901,
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No fim do n.° 162 accrescentar as palavras seguintes:

Da desegualdade (o) tira-se o theorema enunciado, fazendo tender 5 para zero.
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