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INTRODUCÇAO 

CAPITULO I 

Theoria dos nU1neros irraoionaes. 
dos nU1lleros negativos e dos Ul.:uueros iIuaginarios. 

Regras para o seu oaloulo. 

I 

Caractcres (las operações da Áritlmletica c (la Algebra (i) 

1. Os numeros inteiros e os numeros fraccionarios, cujos numeradores e denominadores 
são numeros inteiros, constituem a classe dos numeros 1'Gcionaes) que podem ser positivos ou 
negativos. O estudo dos numeros racionaes positivos é o primeiro objecto da Arithmetica.' 
Ahi são definidos, assim como as operações numericas, e ahi são estudadas as propriedades 
fundamentaes d'estas operações. 

Em seguida, na Algebra, em logar de numeros consideram-se letras que os representam, 
e definem-se as operações algebricas pelas leis fundamentaes elas operações arithmeticas, 
isto é, ela maneira seguinte: 

1.0 Addição elos r,.umeros representados pelas lett1'as a e b é a combinação univoca (ele 
resultado unico) d'estes numeras, cujas leis funelamentaes são: 

1) a + b = b + a, (lei commutativa) 

2) (a + b) + c = (a + c) + b, (lei associativa) 

3) a+O= a. 

(1) A theol'ia geral das opemções, consideradas como combinações de numeros ou objectos, foi estudada. 
por Grassmann nos seus Áusdelmungsleltre (Leipzig, ]844), por Hankel na sua Theorie der complexen Zaltl­
sy8teme (Leipzig, 1867), etc, 

VOL. III A 
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2.0 Subtmcção é a operação inversa da addição. 
3. 0 Multiplicação é a comb:nação univoca elos numeros, representados pelas lettras a e b, 

.caracterizada pelas leis: 

1) ab = ba, (lei commutativa) 

2) (ab) c = (ac) b, (lei associativa) 

3) (a+ b) c = ac + bc, (lei distr'ibutiva) 

4) axO=O, ax 1 =a. 

4. o Divisão é a operação inversa da multiplicação. 

5. o Elevação Cl potencia é a multiplicação de factores eguaes. 

6. o Extracção de miz é a operação inversa da elevação a potencia. 

Reflectindo um pouco sobre o que se aprendeu na Arithmetica, é facil de ver que o cal­

culo arithmetico é principalmente fundado nas leis fllndamentaes precedentes, na propriedade 

que têem as operações de darem resultados egllaes quando se substituem a e b por quanti­

dades eguaes e nas leis fundamentaes das egualdades: a = a; de a = b resulta b = a; de 
a = b e b = c resulta Ct = c. 

Duas das operações precedentes, a subtracção e a extracção de raiz, não são sempre pos­
siveis, quando se usa sómente dos numeros racionaes positivos. Para não ter porém de separar 

os casos em que estas operações são ou não são possiveis, introduzem-se novas especies de 
numeros e generalizam-se as definições das operações, tendo sempre em vista que se con­

servem as propriedades fundamentaes que vimos de indicar, e que as novas definições levem 

aos lllesmos resultados que as antigas, quando se applicam aos numeros para os quaes estas 
foram primeiramente estabelecidas. Foi o que se viu na Arithmetica, onde appareceram os 

numeros irracionaes) e n:. Algebra, onde apparecel'iIIn os numeros negatl:vos e os numeros 
irnagina1·ios. Aqui vamos recordar succintamente a theoria c1'estas tres especies de numeroso 

II 

Tlleol'ia (los lllUnel'OS il'l'acionues (i) 

2. Consideremos um grupo composto de uma infinidade de numeros racionaes, positivos 

e cresJentes, 

ai, a2, ... , an , '" 

(1) A theoria dos numeros irraeionaes foi tratada primitivamente debaixo de uma fórma geomefrica. 
Oceuparam·se da theoria arithmetiea dos mesmos numeros, á qual se tem dado diversas fórmas, Weierstrass 
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e outro grupo composto de uma infinidade de numeras racionaes, positivos e decrescentes, 

e supponhamos que os numeras do primeiro grupo são todos menores do qUE> os numeras do 

segundo, e que a differença b" - a" póde tornar-se tão pequena quanto se queira, dando a n 

um valor sufficientemente grande. 

Se existe um numero racional maior do que os numeras do primeiro grupo e menor do 

que os do segundo grupo, este numero é completamente determinado pelos dois grupos_ Com 

effeito, se existissem dois numeras A e B que satisfizessem a esta condição, estes numeros 

deveriam estar comprehendidos entre b" e an. e seria, por maior que fosse n, 

o que é absurdo, visto que a differença bll - a" póde tornar-se tão pequena quanto se queira, 
dando a n um valor sufficientemente gl~ande. 

Se porém não existe numero algum racional maior do que os numeras do primeiro grupo 

e menor do que os do segundo, diz-se, por definição, que os dois grupos estão separados por 
um numero i1'1'acional_ Como, neste caso, qualquer numero racional differente dos precedentes 

é menor do que um valor de a" ou maior do que um valor de bnl vê-se que cada. numero irra~ 

cional divide a totalidade dos numeras racionaes em dois grupos, taes que os numeras do 

primeiro grupo são todos menores do que os do segundo grupo. Os numeras do primeiro 

d'estes grupos dizem-se menores e os do segundo maiores do que o numero irracional consi­

derado. 

Dois numeras irracionaes A e B dizem-se eguaes quando todos os numeras racionaes me­

nores do que A são tambem menores do que B e todos os numeras racionaesmaiores do qu~ 
A são tambem maiores do que B. 

Diz-se que A é maior do que B, ou que B é menor do que A, quando existe algum nu­

mero racional maior do que B e menor do que. A. 

3. Definamos agora as operações sobre numeras lrraClOnaes. 

no seu curso na Universidade de Berlin, Méray em um trabalho puqJicado na Revue des soeiétés savantes 
(Paris, 1869), G, Cantor em artigos publicados nos Mathematiselte Annalen (Leipzig, t. v e t. XXI), Dedekind 
em um trabalho intitulado Stetig7ceit und irracionale Zahlen (Brunswick, 1872), Tannery na sua Introduction 

. à la théorie des fonetiom (Paris, 1886), Capelli em um artigo publicado no Giornale di Mathematiche (Napoli; 
1897) e nas suas Istituzioni di Analisi algebl'ica (NalJoli, 1902), etc. A theoria de "\Veiel'strass l'óde ver· se 
em um trabalho publicado por Pincherle no t. XVIII .do Giornale di Matematiche. 
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1.0 Sejam dados dois numeros i:acionaes ou irracionaes A e B, determinados pelos grupos 

(1) 1 aI, a2, ••. , an1 

bl , b2, " ., bn , ... , 

~ ai, a2, 
, 

••. , an , 

bí., bÍl, " ., b~, ... , (2) 

e formemos o grupo de numeros crescentes 

e o grupo de numeros decrescentes 

Como os numeros do primeiro d'estes grupos são menores do que os do segundo, e como 
a dift'erença entre bn + b~ e a" + a~ póde tornar-se tão pequena quanto se queira, dando a n 
um valor sufficientemente grande, estes grupos determinam um numero racional ou irracional~ 
que os separa, o qual se chama somma dos numeros dados. 

Para justificar esta definição, notemos em primeiro logar que, se os numeros dados A e B 
forem racionaes, os grupos que vimos de formar determinam o numero racional A + B, visto 
que este numero os separa. 

Notemos em seguida que a somma dos numeros A e B, como vimos de a definir, goza 
das propriedades fundamentaes indicadas no n. O 1, como é facil de verificar. 

Assim, por ser 

vê-se que os grupos de numeros que determinam A + B coincidem com os que determinam 
B + A, e que temos portanto A + B = B + A. 

Do mesmo modo, por ser 

(an + a~) + a~ = (an + a~) + a~, 
(b,,+ b~) + b~ = (bn + b~) + b~, 

(ai, a;;, ... ), (b'i, bíí, •.• ) sendo os grupos que determinam um terceiro numero C, temos 

(A+B) +C=(A+C)+B. 
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2.0 Consideremos ainda os numeros A e B e seja A> B. Demonstra-se, procedendo como 
no caso anterior, que os grupos 

al.-bi, a2-bil, ... , an-b~, 

bl.-aí., b2-a2' ... , bn-a~, 

determinam um numero racional ou irracional. A este numero chama-se differença dos nu­
meros dados, e representa-se por A - B. É facil, com effeito, de ver que da sua somma com 
o numero B resulta um numero egual a A. Para isso; basta notar que esta somma é deter­
minada pelos grupos 

a!. -bi + aí., ... , an-b~+a~, 

bl. - aí. + b~, ... , bn - a~ + b~, ... , 

e que, sendo a um numero racional qualquer, menor do que esta somma, temos (para um 
. valor de n sufficientemente grande) 

e que, sendo a maior do que a mesma somma, t~os 

portanto, em virtude da definição de egualdade, é 

(A-B)+B=A. 

3. o Chama-se producto dos numeros A e B ao numero definido pelos grupos 

... , 

Para justificar esta definição, é necessario demonstrar que estes dois grupos determinam 
um numero racional ou irracional, e, para isso, basta attender a que an a~ cresce e bn b~ de­
cresce, quando n augmenta, a que temos bn b~ > a .. a~, quaesquer que sejam os valores de n 
e m, e a que da desegualdade 

resulta que a differença bn b~ - a" a~ se póde tornar tão pequena quanto se queira, dando a n 
valores sufficientemente grandes. 
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É facil demonstrar que o producto, assim definido, satisfaz ás leis fundamentaes da mul­

tiplicação, mencionadas no n. o J. 
4,0 Consideremos agorá os grupos 

aI a2 a" -r: , b~ , .. " 
b~ , .. , 

bl b2 b" -', -', , .. , -', ", " 
aI a2 a" 

o primeiro composto de numeros que crescem com n, o segundo composto de numeros que 
decrescem com n e são superiores a todos os do primeiro grupo. Por meio da desegualdade 

b" a" b" b~ - an a;. b" b~ - a" a;, 
-,- - ---,- = --,-,. -,-- < ---'2--
an b" a. b,; a I 

d d ld d t ' A d'I!!! b" ali 'd N • e a esegua a e an erlOr, ve-se que a luerença -,- - -b' se po e tornar tao pequena quanto 
a. n 

se queira, dando a n valores sufficientemente grandes. Logo estes grupos definem um numero,. 
racional ou irracional, que se chama quociente dos numeros A e B. 

Para mostrar que o pro dueto da multiplicação do numero que vem de ser definido pelo 

numero B, definido pelos grupos (2), é egdal ao numero A, definido pelos grupos (1), basta 

attender a que este producto é determinado pelos grupos 

... , 

e a que, se a representar um numero racional qualquer, temos, para um valor de n sufficien­

temente grande, quando a é inferior ao referido producto 

=a" ' A a < 'h' a. < ali < , 
II 

e, quando a é superior ao mesmo producto, 

5.° Chama-se potencia do grau m do numero irracional A ao producto de 'ln factores 

eguaes a A. Os grupos que a determinam são pois 

a~', a;n, ... , ar;:, .•. ; br, b'2, ••• , b';:, .•. 
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6.° Chama-se ra1:Z de indice m do numero Aao numero que elevado á potencia m dá A. 
Adeante veremos que existe sempre um numero positivo que satisfaz a esta condição. 

4. Para completar a theoria das operações sobre numeros irracionaes, que vem de con­

siderar-se, é ainda necessario mostrar que o valor da somma, p~oducto, etc. dos nu meros A 
e B não yaria quando se substituem os grupos de numeros empregados para os determinar 
por outt-os que definam numeros eguaes a estes. 

Sejam A, B, C e D quatro numeros determinados pelos grupos 

(ti, (, a;, a~, 
, , 

a2 , .. . , an, ... .. . , an, ... 
~ , bo b2 , ... , bn, ... b;, b~, ... , b:z, . .. 

Co c2 , ... , Ctl , . . . ~, c;, c~, ... , c~, i 
do d2 , ... , dn , ... d;, d~, ... , d;l' I' 

e seja A = C, B = D. A somma dos numeros A e B é determinada pelos grupos 

ai + a;, a2 + ct~, 
bl+b;, b2+b~, 

El a somma dos numeros C e D pelos grupos 

CI + C'I' C2 + c~, ... , CIl + c:, 
di + d;, d2 + d~, ... , dn + d~, 

... / 

... ) 

... I. 

... , 
Para mostrar que estas sommas são eguaes, notemos que das egualdades A = C e B = D 

resulta, quaesquer que sejam 0S valores de m e n, 

Sendo pois (J. um numero racional, menor do que A + B, existirá um valor de n tal que 
será, qualquer que seja m, 

e portanto (J. < C + D; e, sendo (J. maior do que A + B, 

e portanto (J. > C + D. Logo, em virtude da definição de egualdade, temos a relação 
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Do mesmo modo se procede no caso das outras operações. 

Como consequencia do que precede póde mostrar-se que, se for A> B e C >D, temos 

A+C> B+D. Da definição de subtracção resulta, com effeito, que existem dois numeros 

R e R' taes que A = B + R e C = D + R'; portanto temos a egualdade 

A + C = B + D + R + R', 

da qual se deduz a desegualdade que se pretende demonstrar. 
É facil estender aos numeros irracionaes todas as outras propriedades das desegualdades 

que tê em logar no caso dos numeros racionaes. 

õ. A theoria precedente abrange os numeros irracionaes a que se foi conduzido em 

Arithmetica pela extracção das r~izes. Assim, por exemplo, li A, quando não é egual a um 
numero racional, representa um numero irracional que separa o grupo de numeros raciunaes, 
que se obtêem extrahindo a raiz quadrada a A pelo processo ensinado na Arithmetica, levando 
a approximação successivamente até ás decimas, centesimas, etc., 

do grupo de numeros 

~t 1n2 ~3 

10' 102 ' 103-' 

mi + 1 'ln2 + 1 m3 + 1 'lnn + 1 
-ia 10""2' -lOS-' ... , 1õ'1' 

0s quadrados dos numeros do primeiro grupo e dos numeros racionaes inferiores a estes 
são menores do que A, e os quadrados dos numeros do segundo grupo e dos numeros racio­

naes superiores a estAS são maiores do que A; porisso li A separa os nu meros raeionaes cujos 
quadrados são menores do que A d'aquelles cujos quadrados são maiores do que A. 

É facil de ver que o numero irracional assim definido goza da propriedade fundamental 
de ser o seu quadrado egual a A. Elevando com effeito ao quadrado o numero determinado 
pelos grupos anteriores, vem o numero definido pelos grupos (n. o 3_5.0) 

~; 'In~ 
102 I 104' 

mas os numeros do primeiro grupo são todos inferiores a A e os do segundo grupo são su­
periores a A; logo estes grupos determinam o numero A. 

Do mesmo modo se consideram as raizes de indice superior a 2. 
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8. Consideremos agora o grupo de numeros crescentes 

Vi, '1.'2, ••• , V"' ••• 

€ o grupo de numeros decrescentes, maiores do que os anteriores, 

toi, to2, ••• , to", .•. , 

e supponhamos que estes numeros sã.o ÍlTacionaes e que a differença to" - v" pôde tornar-se 
tão pequena quanto se queira, dando a n um valor sufficientemente grande. Vamos mostrar 
que, para os separar, não é necessario introduzir uma nova especie de numeros, pois que os 

separa um numero racional ou irracional. 
Seja, com effeito, 

um grupo de numeros racionaes crescentes e 

um grupo de numeros racionaes decrescentes, que se formem tomando um numero racional 
entre cada par de numeros successivos dos grupos anteriores. Como a" e bn estão compre­
hendidos entre VII e W n, temos 

bn-an<wn-vn, 

e porisso os' ultimos grupos de numeros dderminam um numero racional ou irracional c, que 
os separa. Este numero não pôde ser inferior aos numeras Vj, V2, ••• , porque se fosse c < VII' 

teriamos c < a", o que ,não pôde ter lagar, e, por motivo analogo, não pôde ser superior aos 
numeros tOi, t02 ••• , logo separa estes dois grupos. 

7. Como consequencia da doutrina que precede, podemos agora,completando o que se 

disse no fim do n.o 3, determinar V A, quando A é irracional. 

Consideremos, para isso, o grupo de numeros crescentes 

vai, va~, ... , v~, ... 
e o grupo de numeras decrescentes,superiores aos do primeiro grupo, 

Vbi, Vb2, ••• , V'bn, '" 
n 
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Elevando á potencia m os dois membros da identidade 

vem 

b (m/-b m/_) ('!'/-)11l-i + . n=an+m,v n-van van ... , 

e portanto, temos 

. (m/-b Inl-) ("'I-)11l-i (m/-b '!'/-) (Yf'I-)m-i 
b" - a" > m " n - v a" \ a" > m " I! - V aI! VaJ , 

o que dá 

Vê-se, por meio d'esta desegualdade, que a differença entre os termos da ordem n dos dois 
grupos considerados se póde tornar tão pequena quanto se queira, dando a n valores sufficien­
temente grandes. Logo os dois grupos determinam um nnmero racional ou irracional. 

Para mostrar que o numero que vem de ser obtido, elevado á potencia m, dá A, basta 
applicar aos grnpos que o determinam a regra dada no n.O 3-5.° 

s. Representação geomet1'ica dos numeros irracionaes. Convem recordar que os numeros 
irracionaes que, em Geometria elementar, a medição dos segmentos de recta incommensu­
raveis com a unidade levou a considerar, coincidem com 08 que vêem de ser definidos. Com 
effeito, sendo dado o segmento OK, resulta do 

postulado de Archimedes (i) que podemos determinar dois segmentos OMi e ONi, entre os 
quaes esteja comprehendido OK, que contenham respectivamente mi e mI + 1 vezes a uni­
dade. Do mesmo modo, dividindo a unidade em um numero determinado de partes eguaes, 
dez por exemplo, e tomando uma d'ellas para nova unidade, podemos determinar dois sec 

gmentos OM2 e ON2 que contenham respectivamente m2 e m2+ 1 vezes a nova unidade, e 

(I) Dá-se o nome de postulado de Archimedes ao principio seguinte: 
Se " e "1 representarem dois segmentos de recta e se for" > "1, existe um numero inteiro m tal que é 

"1· m >". 
A doutrina d'este numero é fuudada nos postulados que caracterizam a linha recta, no postulado de 

Archimedes e no postulado de continuidade, cujo enuuciado é dado no texto. 
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. . d I m2 m2 + 1 d 1:: ,.. • • sejam portanto representa os pe os numeros 10 e ~, quan o se relerem a pnnlltIva um-

dade. Continuando do mesmo modo formam-se dois grupos de segmentos 

... , 

entre os quaes está comprehendido OK, taes que a differença entre ONn e OMn se pôde tornar 

menor do que qualquer segmento dado, tomando n sufficientemente grande; e a estes grupos 

de segmentos correspondem os grupos de numeros 

m2 1113 

1ni, 10' 102' ... , 
1112 + 1 1113 + 1 

'1111 + 1, lU ----rõ2, ... , 

que determinam um numero racional ou irracional A, que os separa. Ao segmento OK corres­

ponde pois um numero irracional A, tal que os numeros racionaes menores do que A são re­
presentados por segmentos menores do que OK e os numeros maiores do que A são repre­

sentados por segmentos maiores do que OK. Podemos accrescentiu' que não existe outro 

numero 'B, que satisfaça a estas condições, porque, se Um tal numero existisse e fosse B> A, 

entre B e A estaria comprehendido um numero racional a, que, por ser menor do que B, seria 

representado por um segmento menor do que OK, e, por ser maior do que A, seria represen­

tado por um segmento maior do que OK, o que é absurdo. O numero que vimos de determinar 

é o que, em Geometria elementar, se tomou para medída do segmento considerado. 

Reciprocamente, a todo o numero irracional A, definido pelos grupos de numeras racio­

naes (ai, a2, .•. ) e (bi, b2 , " .), corresponde um segmento OK, tal que os Immeros racio­

naes menores do que A são representados por segmentos menores do que OK e os numeros 

racionaes maiores do que A são representados por segmentos maiores do que OK. Com 

effeito, representando sobre uma recta, a partir de um ponto O, todos os numeros racionaes 

menores do que o numero irracional considerado, que entram na sua definição, obtem-se uma 

serie de pontos, que representaremos por Mi, M2, ... , M", " . Do mesmo modo os numeros 

maiores do que A, que entram na sua definição, dão outra serie de pontos, que representa­

remos por N1, N2, ... , N;" ..• , os quaes, por ser ONn > OM"" quaesquer que sejam os 

valores de 1n e n, estão separados dos anteriores. Esta separação não pó de ser feita por um 

segmento de recta, porque se o fosse, o numero que representa o. segmento Mn Nn , isto é 

bn - an, não poderia ser inferior ao qUE: representa aquelle segmento. Admittindo porém como 

postulado (postulado da continuidade) (1) que os separe um ponto K, o segmento OK satisfaz 

ás condiçõ\ls indicadas. 

(1) Foi G. Cantor quem primeiro notou a necessidade de fazer intervir este postulado na presente 
questão. 
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Definiram-se na Geometria elementar as operações sobre segmentos de recta e viu-se 
que, se L e Li são dois segmentos representados pelos numeros A e R, os numeros A + R 
e A. B representam a som ma e o producto dos segmentos considerados. Não é necessario 
recordar aqui como se estabelece este principio no caso de A e R serem racionaes. No caso 
de serem numeras irracionaes, definidos pelos grupos (1) e (2), os segmentos L e Li estão 
respectivamente comprehendidos entre os segmentos correspondentes a ali e bll e entre os que 
corr~spondem a a~ e b~; e portanto o segmento L + Li está comprehendido entre os segmen­

tos correspondentes a a n + a;1 e b" + b~, qualquer que seja n. O numero A + R, que separe 
estes ultimos numeras, corresponde pois ao segmento L + Li. Do mesmo- modo se procede no 
caso da multiplicação dos segmentos L e Li. 

A corresponclencia entre os segmentos de recta e os numeras, que _ vem de ser conside­
rada, é a base primordial da Geometria analytica. Em virtude d' eUa, a toda a relação entre 

segmentos corresponde unia r dação entre numeros e reciprocamente. 

III 

N llmel'OS negativos e llumeros imaginados 

9. Numeros negativos. Consideremos a differença a - b entre os dois numeros a e b. Se 
fôr b > a, a subtracção precedente é impossivel, empregando os numeras até aqui estudados. 
Considera-se porisso a - b como definindo uma nova especie de numeros, a que se chama 
numeros negativos. 

No caso de ser a> b e c> d, os numeros a - b e c - d são eguaes quando 

no caso de ser a<b e c::;d dizem-se, por definição, eguaes quando esta condição tem logar. 
Diz-se que a - b é m3.ior do que c - d, ou que c - d é lllenor do que a - b, quando 

D'aqui resulta, pondo a = O e c = O, que - b > - d, quando d> b, isto é, que um nu­
mero negativo menor do que outro tem maior valor absoluto. 

Introduzida assim esta especie de numeros, resta definir as operações a que se sujeitam, 

de modo que as leis indicadas no n.O 1 tenham logar. 
1. o Chama-se addição de dois numeros a - b e c - d a operação definida pela egualdade 

(a - b) f(c-d) = a+ c-(h +d). 
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2.0 Chama-se multiplicação de dois numeros a-b e c-d a operação definida pela egualdade 

(a-b) (c-d) = ac+ bd - (bc-fad). 

3.0 Chamam-se subtracção e divisão as operações inversas da addição e da multiplicação. 
4. o Cama-se elevação a potencia a multiplicação de factores eguaes. 

É facil de ver que as operações assim definidas gozam das propriedades fundamentaes 
enunciadas no n. o 1, que coincidem com as operações arithmeticas no caso de ser a>b e c>d, 

e que dão -origem ás regras beJ;n conhecidas da Algebra. 

10. Numm'os imaginarios. A extracção da raiz de grau par das quantidades negativas é 
uma operação impossivel, quando se usa dos numeros precedentemente considerados. D'ahi 

vem a necessidade de introduzir uma nova especie de numeros, da fórma a + b V -1, a que 
se chama numer'os imaginariós ou numeros complexos, e que comprehendem todos os prece­
dentes como caso particular. 

Para introduzir estes numeros no calculo, é necessario definir as operações a que se su­
jeitam, de modo que lhes sejam applicaveis as leis fundamentaes expostas no n. o 1. 

1. o Dois numeros a + b V-I e c + d V-I dizem-se eg?~aes quando é a = c, b = d. 

2. o Chama-se addição dos dois numeros imaginarios a +b V 1 e c + d V'- 1 a operação 
definida pela egualdade 

3. 0 Chama· se subtracção a operação inversa da addição. 

4. o Chama-se mult1'plicação dos numeros a + b V 1 e c + d V - i a operação definida 
pela egualdade 

(a+b V-l)(c+d V-l)= ac- bd+(ad+bc) V 1. 

5. o Chama-se divisão do numero a + b V-1 pelo numero c + d V - 1 a operação inversa 

da multiplicação, isto é a operação que tem por fim achar um numero x + y V 1 que mul­

tiplicado por c + d V - 1 dê a + b V-1. 
Temos pois 

d' onde se tira 

a=cx-dy, b=dx+cy. 
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equações os valores x e y que entram no pedido, vem 

a + b v=1 = Cle + ~ + be -ad V -1. 

c + d e2 + c2 + d2 

É faeil de ver que as operações, que VJmos de definir, gozam elas propriedades fundamen­

taes expostas no n. o 1, e que eoincidem, no caso de ser b = ° e d = 0, com as operações rc-

lativas numeros l'eaes. 

Todo o 

pondo 

o que dA 

p=+ 

1 pôde reduzido fôrma trigonometrica 

p (cos a + V - 1 sen a), 

a p ~os a, 

SOll 

=psena, 

b 

P 
cos 

A primeira d'estas formulas determina p. As duas outras, consideradas simultaneamente, 

determinam a. As quantillades p e a ~halIlam se respectivamente modulo e a1'gumento do ima-

ginaria. faeil do ,pondo b que os modulos das qnantidades reaes eoinciclem 

os valores absulllt()~. 

Para commodidacle representa-se ordinariamente o imaginario V - 1 pela letra i, e repre­

senta-se muitas vezes o moelulo do numero z, quando é imnginal'io, ou o seu valor absoluto, 

quando é real, peiu 1 zl. notações sL'rfiu adoptadas n'esta obra. 

l'l'gras pal'n o ei1lettlo elos imaginarios, se lhes fôrma tl'igonometrica, 

dl1ZHll resLtltados seguintes: 

l. j\ 80H111H1 e a diffel'ença dos ünaginarios 

z=p sen a), p' (cos a' a') 

são dadas pela egualdade 

Z+ZI= + p' cos (p sen a r/ sen a') 
ou 

z + z' = R (cos m + i sen m), 

panelo 

+ p' cos cos OJ, a + pi sen R sen Ol, 

{ ~ol 
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o que dá 

R = V pi + p'2 + 2 pp' cos (O - O'j. 

Esta expressão de R mostra que é R2 < (p + p'?; e portanto temos o theorema seguinte: 

O modulo de uma somma algeb1'ica de imaginarias não póde ser maio?' do que a somma dos 

modulas das parcellas. 

II. O producto dos mesmos imaginarios é dado pela egualdade 

zz' = pp' [cos Ocos O'-sen O sen O' +i (cos O senO' +sen O cos O')] = pp' [cos (O+O')+i sen (0+0')]. 

Multiplicando este resultado por 

z" = p" (cos 0" + i f'en O"), 

vem 

zz' Zll = pp' p" [cos (O + O' + 0/') + i sen (O + O' + 0")]. 

Em geral temos 

zz' ... z.(n-~) = pp' •.. p(II-~) [cos (O + O' + ... + o(n-I) + i sen (O + O' + ... + o(n-I)]; 

e portanto o modulo do p1'oducto de imaginarias é egual ao producto dos modulas dos factores ~ 

e o seu argumento é egual á somma dos argumentos dos factores. 
Se fôr z = z' = ... = z(n-l" vem o resultado importante 

zn = pn [cos n O + i sen n Oj, 

conhecido pelo nome de formula de Moiv1'e~ por ter sido dada por este geometra na sua Mis­

cellanea analytica~ publicada em J 730. 

III. Dividindo por z o imagina rio 

vem 

u = l' (cos O) + i sen O}) 

~ = ~ (cos O)+ i sen O}) (COi> O - i sen O) = ~ rcos (O) _ O) + i sen(O} - O)]. 
z p (cos () + i sen 0)( cos O - i seI! O) p L , 

e portanto o modulo do quociente de dois imaginm'ios é egual ao quociente da divisão do mo­

dulo do dividendo pelo modulo do divisor, e o seu argumento é egual á differença entre o ar­

gumento do dividendo e o argumento do diviso1·. 
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Dividindo este resultado'pol' z', vem 

~ = ~ [cos (Ol - O - O') + i sen (Ol - O - O')]. 
zz, pp' 

Em geral, temos 

1t '1' 
, (n-I =, (n-I) [COS(Ol-O-O'- ... -(J(n-ll)+isen(Ol-O- ... -o!n-Il)]. 

ZZ ••• Z ) pp ... p 

Fazendo l' = 1, O) = 0, Z = Z, = ... = z(n-I), resulta 

z-n = p-n [cos (- n O) +isen (- nO)], 

convencionando representar ~ por z-n, como no caso das quantidades reaes. 
zn 

Vê-se pois que a f01"nmla de Moivre ainda tem 'logar quando o expoente é um numero 
inteiro negativo. 

ou 

IV. Passemos á extracção das raizes. 

Vej amos se póde ser 

\I p (cos O + i sen O) = l' (cos Ol + i sen 0). 

Para ter logar esta egualdade deve ser 

p (eos O + i sen O) = l,n (C0S n O) + {seu n 0), 

p cos 0= 1,n COS n 0), p sen 0= 1,n sen n Ol, 

d'onde se deduz 

l' = Vi p, n Ol = O + 2 k 7t, 

representando por k um inteiro, que póc1e ter todos os valores positivos e negativoR desde 
- 00 até 00. 

Vem pois (I) 

, [(O 2k7t) . (O 2k7t)'] [O. 0][ 2k7t . 2k7t] V z = ;' pcus - + -- + l sen - + -- = V p cos - + % seu - cos -- + 'I. seu -- • 
n n n n n n n n 

(1) Este theorema é a generalização, dada por MoiVI'e, de um theorema devido a Côtes (Hm'rnonia men-

8urarurn, 1722). 
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o binomio 

2k7t + . 2k7t cos -- ~ sen --
12 n 

só tem 12 valores diffel'entes, correspondentes a k = 0, J, 2, ... , 1i - 1, pois é faeil de ver 
que, quando a k se dfio valores maiores ou menores do' que estes, o seno e o coseno, que 

entram no binomio, retomam os valores coáespondentes aos valores precedentes de k, 
Logo a raiz de -indice n de qualquer numero tem n valO1'es dijJerentes, que a j01"'mtda que 

vimos de acha?;) determina. 

Das r.onsequencias cl'este theorema importante faremos notar as seguintes: 
1.0 As regras para o calculo dos radicaes foram demonstradas na Arithmetica para o va­

lor unico de eada radical, que lá se considerou. O iheorema precedente permitte verificar se 

estas regl'as se estendem ou não a todos os n valores do radical. 

Assim, para verificar que é 

basta attender á egualdade 

n/- ,lill li!,1 
II z, V z = ~"zz, 

nl-[ (0 + 2k7t)+. (0+ 2k'it)] "II r (0' + 2k/7t) + . (0' + 2kl 'it)] II P cos -;;:;- -.,- t sen -1' -n x v p cos - -- ~ sen - --
.•••• n n n n 

= Vppl[COS (!!.2-~+ 2 (7~ +k') 7t) + isen (~~+ 2 (k+k l )7t)] 
n n n n' 

cujo primeiro membro representa vz. Vi e cujo segundo membro representa V zz'. 

Do mesmo modo se verificam as relações 

,mi nr ",nr V V z= V z, V- ·r 
• z v z 

7= vz" 

2.° Elevando ambos os membros da formula considerada á potencia m, e convencionando 
ln 

representar (,v'z)'" por zn, como no caso das quantidades reaes, vem a formula 

ln ln [ - ] 11'- '" - -?n . m (vz) =z" =p" cos-(0+2kTi:)+tsen-(0+2k7t). 
, n n' 

Esta formula mostra que (vz)'" tem n valores distinctos, quando nem são primos entre 

si, os quaes correspondem a.os valores 0, 1, 2, ... , n -1 de k. Com effeito, se fossem eguaes 

VOL. III c 
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(JS valoi'es da expressão considerada correspondente aos valores k' e k", dados a k, teriamos 

<lU 

. m(k' -k") 
----=M· 

n ' 

portanto n, que é primo com m, deveria dividir k' -k", o que não póde ter lagar, por serem 
k ' e k" menores do que n. Se porém é n = a p e m = ~ p, p representando o maior divisor 

commum de 'ln e n, 11 mesma formula mostra que (V"·"Zt' tem sómente a valores distinctos, 

que coincidem com os de (V'z)~. 
3.° Escrevendo o segundo membro da ultima egualdac1e do modo seguinte: 

~ [ mil + 2k'TC + . mil + 2k'TC] Pn cos ----- ~ sen ----
n n' 

onde k' = mk, vê-se que todos os seus valores coincidem com valores de ';I"Zi1i; logo a egualdade 

(A) 

tem lagar para todos os n valores dos SAUS dois membros, quando nem são primos entre si. 
Quando porém n = a p e m = ~ p, temos 

e a egualdade (A) tem pois logal' para os a valores que tem o primeiro membro e para os 

valores do segundo que coincidem com V'~~. 

12. Representação geometrica dos imaginarias. O imaginario a + bi póde ser representado 
geometricamente pelo ponto M cuja abscissa é a e cuja ordenada é b, e reciprocamente; visto 
que a cada valor do imaginario corresponde uma posição determinada do ponto M, e a cada 
posição do ponto corresponde um valor determinado do imaginaria. 

Representando por p o segmento OM e por (j o angulo MOP, temos 

a+ib = O P+l~M P = p (cos +isenO). 
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Logo o segmento OM representa o modulo e o angulo MOP representa o argumento do 

imaginario considerado. 

D~--------~------~ 

Ás operações sobre imaginarios correspondem operações geometricas determinadas. 

Assim a somma dos imaginarios a + ib e a' + ib', ClÚOS modulos são p e p' e cujos argu­

mentos $ão O e O', é representada pelo ponto M', que se obtem tirando primeiramente pela 

origem das coordenadas um segmento OM, cujo comprimento seja egual a p, e que faça com 

Ox um angulo egual a O, e em seguida tirando pela extremidade M d'este segmento outro, 

MM', cujo comprimento seja egual a p', e que faça com Ox um angulo egual a O'. Com effeito, 

as coordenadas do ponto M' são 

p cos 0+ p' cos O', P sen O + p' sen O', 

e portanto M' representa o imaginario 

p cos O + p' cos O' + i (p sen O + pi sen O'), 

que coincide com a somma dos imaginarios considerados. 

O producto dos mesmos imaginarios é representado por um ponto, cujas coor.denadas po-. 

lares são pp' e O + O'. 

r. Os resultados que precedem podem ainda ser interpretados de outro modo, que convem 

conhecer. 

Para isso, notemos primeiramente que se dá o nome de vector a todo o segmento de recta 

de grandeza e direcção determinadas; que todo o vector se suppõe descripto por um ponto, 

movendo-se em sentido determinado, partindo de uma extremidade, que se diz údcial; até á 
outra, que se diz final; e que dois vectores se dizem eguaes quando têem a mesma grandeza 

e direcção, e são descriptos no mesmo sentido. Notemos, em segundo logar, que o vector QM', 

que se determina tirando por M um vector MM',egual a ON, se diz somma dos .vectores OM 

e ON, e que o vector cuja gmndeza é egual a OM x ON, e que forma com Ox um angulo 

egual a MOx + NOx: se diz producto dos dois vectores. 
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Posto isto, como a cada ponto do plano corresponde um vector, que tem para extremidade 
final este ponto e para extremidade inicial o ponto O, vê-se que a todo o imaginario corres­
ponde um vector, que tem o ponto O para extremidade inicial, e reciproçamente. Assim aos 
imaginarios a + ib e a' + ib' correspondem os vectores OM e ON; á somma d'estes imagina 
rios corresponde o vector OM', egual á somma dos vectores correspondentes ás parcellas 

a + ib e a' + ib'; e ao pl'odttcto dos mesmos imaginarios corresponde um vector, egual ao 
pl'odlwto dos vectores correspondentes aos factores a + ib e a' + ib'. 

As operações sobre vectores, que vêem de ser consideradas, são uma generalização rias 
operações sobre segmentos consideradas na Geometria elementar; e da correspondencia, que 
vem de ser indicada, entre aquellas operações e as operações sobre imaginarios resulta que 
as operações sobre vectores se sujeitam ás leis fundamentaes consideradas no n.O L 

A representação geometrica dos imaginarios e das suas operações foi dada pela primeira 
vez por Wessel em uma memoria apresentada em 1797 á Academia das Sciencias de Cope· 
nhague, a qual ficou por muito tempo desconhecida, e dtlpois por Gauss, Argand, etc. O me­
thodo de investigação geometrica que d'ella resulta foi applicado principalmente por BelJavitis 
á resolução de muitas questões de Geometria, e abriu o caminho a varios methodos analytico­
geometricos com que Grassmann, Hamilton, etc. enriqueceram a sciencia, nos qllaes se consi­
deram operações sobre segmentos de recta que se sujeitam a algumas das leis fundamentaes 
indicadas no n. o 1. 

IV 

Noção de lhnite 

13. A noçãú de limite appareceu já na Arithmetica e nos Elementos de Geometria, onde 
se disse que uma quantidade constante A é o limite para que tende uma quantidade variavel 
u,se os valores successivos da variavel se approximam indefinidamente da constante, de tal 
modo que o valor absoluto da differença A - U possa tomar e conservar um valor menor do' 
que qualquer grandeza dada, por mais pequena que seja. 

Em termos mais precisos póde dizer-se que uma quantidade constante A é o limite para 

que tende umn quantidade variavel u, que passa p01· uma infinidade de valol·es· successivos 

UI, U2, U3, ••• , quando a cada valor da quantidade positiva ~) por mais pequeno que seja, cor­

resp·onde um numero nl tal que a desegualdade 

(1) I A.-un I <~ 

seja satisfeita por fodos os valores de n supe1"iores a nl. 

Assim, por exemplo, se os valores successivos da variavel tt forem eguaes a x, Xll, x 3, 

••• , :vn, ••• , x representando uma quantidade inferior á unidade, em valor absoluto, temos, 
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1 
pondo lool=l+h' onde h>O, 

1 1 1 Iooln=---n= <---o 
(1 -+ h) 1 -+ I -+ n (n - ..!lI 2 -+ 1 -+ nh na 1. 2 I~ ••• 

Dando pois a n valores que satisfllçam á condição 

1 "-
l+nh <(J, 

isto é valores superiores a 1 h(j (j, vem 100 ln < ô. Logo u tende para zero (i). 

Da definição precedentemente dada deduzem-se immediatamente as consequencias se­
guintes: 

1.0 .A va~'iavelu não póde tender ao mesmo tempo pa1'a dois limites diflerentes. Com effeito, 
se u tendesse tambem para uma quantidade B, differente de A, existiria um numero n2 tal 
qua seria 

quando n> n2. Logo a desegualdade (n. o 11-1) 

IA-BI = I A-un-+un-B l<i A- unl-+IB- ttnl<2(j 

sena satisfeita pelos valores de n superiores a nl. e n2; o que é absurdo) visto que (j é tão 
pequeno quanto se queira e A - B é constante. 

,2.0 Se os valores stíccessivos de uma variavel t~ estão constantemente comp1'ehendidos entre 

os valores cOI're8pondentes de duas quantidades variaveis , v e w, que tendem pa1'ao mesmo li­

mite A, ti tende tambem para A. Com effeito, como as desegualdades 

são satisfeitas, por hypothese, a primeira p210s valores de n superiores a um numero nI e a 
segunda pelos valores de n superiores a n2, as duas desegualdades são satisfeitas, ao mesmo 
tempo, pelos valores de n superiores ao maior dos numeros nl. e n2. Porisso e porque, A - Un 

estando comprehendida entre A - V n e A -- W n, I A - U n I é inferior a um dos numeros I A - V n I 

(1) No Corso di Analisi algeb1'ica de Cesàro (Tol'ino, 1894) são dados muitos exemplos interessantes de 
determinações de limi teso 
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ou "I A - w" i, a desegnaldade 

é satisfeita por estes mesmos valores de n, e portanto n tende para A. 

3. o Se os valores successivos da variavel n são todos infel'iO'l'es a um numero L, It não póde 

tender para ltm numero wpel'ior a L. Com effeito, temos por hypothese 

A-u,,>A-L. 

Logo, se fosse A> L, não podia ter logar a desegllaldade (1) quando a o se dessem va­

lores inferiores a A-L. 

~. o Se os valO'l'es sltCcessivos da vw'iavel It são todos supel'tores a um nwnero L, u não póde 

tendeI' para um n1tmel'O inferior a L. Com effeito, temos 

un-A>L-A. 

Logo, se fosse A < L, a desegualdac1e (1) não poderia ter Ioga r quando fosse o < L-A. 

14. O problema que l'onsiste elll procurar se uma quantidade variavel tende ou não 

para um limite, póde ser suLstitl1ido por outro, em que se procura se uma certa quantidade 

tende ou não para zero, em virtnde do seguinte theorema importante (1): 
Sf!fam Ui, U2, •. " U n , '" os ·val07'es successivos que toma a vw'iavel ú. É condição neces­

sw'ia e sttfficiente pw'a que 1t tenda para um limite) que a cada valor dado á quantidade posi­

tiva o, por mais pequeno que seja) corresponda wn 11mnel'O nl, tal que a desegualdade 

(2) 11l,,+p - u" I < o 

seja satisfeita pOl' todo." o' valores de n, Supe1'iorfls a 111., combinados com todos os val01'es de p. 

Com effeito, se v. tende para um limite 'A, a cada valor da quantidade positiva o corres­

ponde um valur 111., tal que as desegualdades 

1 I un+p-A I <2 o, 

são satisfeitas pelos valores de n superiores a nl.. Logo tambem é satisfeita pelos mesmoS' 

(1) Este principio foi enunciado pela primeira vez por BolzahO, em 1817, no Bulletirn da. Sociedade Real 
das Sciencias de Praga, e depois, em 1821, por Cauehy no seu COUI'S d'Analyse. 
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valores de n a desegualdade (2), visto que é 

Demonstremos agora que, reciprocamente, quando a desegualdade (2) tem logar, n tende 

para um limite. 
Dê-se a a um valor particular ~1 e represente-se por a o valor correspondente de 1H. Por 

ser, por hypothese, 

qUlIndo n> a, os valores correEpondentes de nn+p estão comprehendidos entre as quantidades 

lta+i - aI e ua+i + ~I, que representaremos por Vi e W!. 

Dê-se em seguida a () o valor ()2, menor do que aI, e seja ~ o valor correspondente de n{. 

Vê-se do mesmo modo que os valores que toma ttn+p , quando n >~, estão comprehendidos 
entre tl~+i - ()2 e u~+I. + ()2. Logo os valores que tOllla un+p, quando a n. se dão valores que 

satisfazem ao mesmo tempo ás duas condições n> a e n >~, estão comprehendidos entre 

VI. e Wl. e entre u~+i - ~2 e tl~+i + ~~, e portanto entre a maior das quantidades Vi e u~+l. ~ ~2, 

que representaremos por V2, e a menor das quantidades Wl e n~+i + ~2, que representaremos 

por W2; e vê· se que é 

nos outros casos. 
Continuando do mesmo modo, forma-se mil grupo de numeros crescentes 

VI, V2, ••• , Vm, ••• 

e um grupo de numeros decrescentes 

Wl., W2, .•. , W m ••• , 

que satisfazem á condição 

e defi~em portanto (n.o 6) um numero racional ou ii'I'acional c, comprehendido entre W m e 'Vm ; 
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e vê-se que u n+p está tambem comprehendido entre V 11l e W m, quando n é maior do que as m 

quantidades a, ~, ete. Temos pois a desegualdade 

I c - un+p I < 2 a"" 

que é satisfeita pelos valores de n + p superiores a a, ~, etc., da qual se conclue que u tende 

para c. 

COIWLLARIOS. 1.0 Se a quantidade va1"iavel u cresce constantemente) sem todavia pode?' 

exceder um valm" determinado L, u tende pa1"a um. limite. 

Com effeito, se ~t não tendesse para um limite determinado, existiria, em virtude do theo­

rema precedente, um valor de a tal que, por maIOr que fosse o inteiro nl, a desegualdade 

seria satisfeita por um valor a, superior a 1H, dado a n, e por um valor a, dado a p. Te­

riamos pois 

Pela mesma razão deveria existir um numero ~, superior a a + a, fi um inteiro b, tal que 

Cuntinuando do mesmo modu, obteriamos a desegualdacle 

cujo segundo membl'o poderia tornar-se superior a L, dando à k um valor sufficientemente 

grande, e da qual resultaria o poder u tornar-se maior que L, o que é contra a hypothese. 

2.° Se a quantidade val'iavel u decresce constantemente) sem todavia poder ser infe?'ior a um 

numero l det81'minado) u tende para um limite. 

Demonstra-se este cOl'ollario de um modo semelhante ao que foi empregado para demons­

trar o anteriur. 

t:i. Seja agora 1t uma quantidade variavel; cujos valores dependem dos valores de outra 

quantidade variavel x, que póde ter todos os valores visinhos de um numero a, ou sómente 

os valores que satisfazem a certas condições, como por exemplo, á de serem maiores claque a, 
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ou á de serem menores do que a, etc, A definição de limite e os principios anteriores levam 

áR consequencias seguintes: 
1. o É condição necessaq ia e suificienfe pa1'a que u tenda para a limite A, quando x tende 

pa1'a a) e para que este limite sfJ'a unico, qualquer que sfJ'a a se1'ie de valores pelos quaes passe 

x) que a cada valaI' que se dê á quantidade posit.iva ~) p01' mais pequeno que s~a, c01'l'e.~ponda 

wn numm'o E tal que a de,<egualdade 

(3) 

slfja satisfeita por todos os val01'es de x que satisfazem á condição 

(4) !x-al<E, 

Com effeito, sendo Xl, X::l, X3, ,., uma sene qualquer de valores de x, que tendam para 

a, e Ul, U2, U3, ••• os valores correspondentes de u, se a desegualdade (3) é satisfeita por 

todos os valores de u que correspondem aos valores que tem x entre a - E e a + E, é satis­

feita pelos numeros Um, Um+I. Um+2, etc., que correspondem aos numeras Xm, xm+b X'''+2, etc., 
comprehendiclos entre a-E e a+E. Logo. (n.o 13) os numeras Ui, tl2, U3, ••• tendem 

para A, 

Reciprocamente, se a todo o grupo (Xi, X2, X3, ••• ) de valores de x, que tendam para a, 
corresponder um grupo (Ul, t/j!, U3, .,.) de valores de u, que tendam 'para A, a cada vaiar 

dn ~ correE'ponde um numero positivo E tal que a deseguaidade (3) ten;t lagar quando 

I x- a 1< E. Com effeito, se aquella desegualdade não tivesse lagar, existiria um valor de ~ 

tal que, por menor que fosse o valor Ei que se desse a E, seria 

(C() 

para algum valor Xi de X tal que I Xi -a I < E" Dando depois a E um valor Eh tal que 

Ej<lxi-al, existiria um valor Xi de x, satisfazendo á condição lXj-al<Ej, pelo qual 
a mesma desegualdade (C() seria satisfeita. Continuando do mesmo modo e escolhendo os. nu­

meras Ei, eh ,., de modo que tendam para zero, obter-se-ia uma serie de numeras Xi, Xh 

Xl, ••• , tendendo para a, taes que, quando se fizesse passar X por elles, a quantidade u 

não tenderia para A, o que é contt'ario á hypothese. 

2.° Se a cada sel'ie de valores de X) que tendem para a, cOl'r'esponde uma serie de valores 

de 'll~ qlte tendem paq'a tl1n limite) ede limite é o mesmo para fadas as sel'ies. 

Sejam Xi,' X2, X3, ". e xi, X2, xa, . " duas sel'ies de 'valores pelos quaes passa X quando 
tende para a, e sejam A e ,AI os limites correspondentes para que tende u. Para ver, que é 

A =A', basta notar que, se A fosse differente de ,AI, fàzerido passar X por uma terceira sel'ie 
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de valores, composta dos numeros das duas series anteriores, dispostos alternadament.e, os 

valores de lt tenderiam para A e A', o que é contrario á hypothese .. 

3.0 É condição llecessw'ia e sllfficiente para que u tenda pum um limite) quando x .tende 

pflra Cl) e J)(Jl'a que este limite seja tmico) qnalquer que seda a sel'ie de valores pelos quaes passe 

x) que a cada valor dado á qnalitidade positiva ~) pOI' muis pequeno que seja) c07'responda um 

m/mel'o positivo E tal que a de8egualdade 

(5) 

s1/a satisfeita paI' fodos os pares de vQlo/'e.~) Ui e tt", de u) cOl'l'espondentes aos valores x' e x" de 

x que satisfazem á condição I x - a I < E, 

Com effeito, se u tende para A, qUll-ndo x tende para a, li cada valor dado á quantidade 

positiva ~ corresponde um .numero E tal que as desegualdades 

lu'-AI< ~~, iu"-AI<~a . 2 

são satisfeitas por todos os pares de valores, Ui e u", de u que correspondem a valores de x 

que satisfaçam II. condição I x - a I < E; e portanto a desegualdade 

Itt"-u/l<!tt'l-A 1+ lu' -A I<a 

é satisfeita pelos mesmos valores de Ui e u". 
Para demonsrl'ar que, reciproeamente, se a cada valor de a corresponde um numero E tal 

que a desegualdade (f1) é satisfeita por todos os pares de valores, u' e tt", de ti, que corres­

pondem aos valores de x qlle satisfazem á condição I x- a I < E, tt tende para A, basta notar 

que, sendo, como anteriormente,. Xi, X2, X3, '" uma serie qualquer de valores que tendam 

para a, e tli, tt2, U3, • , , os valores corl't:spondentes de tt, a desegualdade (5) é satisfeita, por 

hypothese, quando 'Ui e u" representam dois quaesquer dos numeros u"" nm+i, .,', corres­

pondentes aos nu meros Xm. Xlll+b x m +2, "', c01l1prehendidos entre a - s e a + E. Portanto, 
quando x passa pela serie de valores considerados, n tende para um limite (n. o 14) e este 

limite é nnieo (n,O 16-2,°), 
4, o Se u cr'esce constantemente) quando x se approxima constantemente de a) sem poder ex­

cedeI' wn numel'o L) n tende pal'a um limite) qualldo x tende de qualquer modopa1'a a) e este 

limite é unico. 

Com effeito, seja Xl, X2, :1':'3, ". uma serie de valores de x que se appl'oximem constan­

temente de a e que tendam para a. Os valores correspondentes de n tendem para um limite­

A, em vÍl,tude do primeiro corollarío do n.o 14; e porisso existe um numero 'ln tal que a 

desegualdade lu - A I < a é satisfeita pelos valores de n que correspondem aos valores 

X m, XIll+I' •• , de x. 

Hosted by Google 



27 

Considerando outra serie qnalqner (xi, X2, xa, ... ) de valores de x que tendam para a, 

sem ser necessario que se approximem constantemente ele a, a mesma desegnaldade é satis­

feita, por hypothese, pelos valores x~, x;IH, "', comprehendidos entre Xm e ai logo, quando 

x passa por esta serie de valores u, tende ninda para o limite A. 

Um theorema analogo tt'm logar quando tt decresce eonstantemente, sem se tornar inferior 

a um numero l. 

16. Para designar que tt tende para A, quando x tende para a, escreve se (i): 

lim tt= A. 
x=a 

Muitas questões importantes (\e Analyse levam a proeurar o limite para que tendem quan­

tidades dadas. Os principios seguintes f~l<:iLitam esta indagação. 

1. o O limite para que tende Ct somma de duas quantidades variaveis) dependentes de x) que 

tendem pQ1'a limites dete1'minados) quando x tende pw'a a) existe e é egual â somma dos limites 

pm'a que tendem as parcellas. 

Sejam, n e v duas quantidades varia veis, dependentes de x, quc tendam para os limites 

A e B, quando x tende para a. 
A cada valor dado a a corresponde, por hypothese, uma quantidade positiva r;.' tal que a 

desegualdade 

é satisfeita pelos valores da variavel x qne satisfazem á condição I x - a I < E'. 
Do mesmo modo, existe uma quantidade positiva E" tal que a desegualdade 

é satisfeita peios valores da variavel x que satisfazem á eondi<;ão I x - a I < E". 
Logo, representando por E a menor das quantidades s' e E'I, a desegualdade (n, o 11-1) 

IA-n+B-v!<a 

é satisfeita pelos valores da variayel x qne satisfazem á condição Ix-al<E; e portanto a 

quantidade n + v tende pllra o limite A + B. 

(1) Em toda esta obra, quando dissermos que uma variaveln tende para um limite, quando outra varia­
vel, da qual a primeira depende, tende tambem para um limite, sem especifieal' a serie de valores pelos 
quaes passa esta ultima, suppomos que isto tem logar qualquer que seja esta sede de valores . 

• 
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2. o O lÍlm:te pal'a que tende o p1'oducto u v existe e é egual ao producto dos limites pa1'a 

que tendem os factores. 

Deduz-se este principio da identidade 

AB - uv = A (B - v) + v (A - u). 

Com effeito, a cada valor dado a ?J' corresponde um ntunero E' tal que a desegualdade 

é satisfeita pelos valores da variavel x que verificam a condição I x - a I < E'. Chamando porém 

lYI um numero maior do que os valores que toma I v I quando a x se dão todos os valores que 

satisfazem á condição precedente, vem 

lYI ! A - tt ! < M ~, 

e portanto, pondo lYI a' = ~ a, 

I v II A - ui < ~ a. 

Esta desegualdade é pois satisfeita por todos os valores de x que verificam a condição 

Ix-al<E' 
Do mesmo modo SA vê que ha sempre um valor E" tal que a desegualdade 

IAIIB-vl<~~ 

é satisfeita por todos os valores de x que verificam a condição !x-al<E". 
Logo a desegualdade 

IAB-uvl<a 

é satisfeita por todos os valores de x que verificam a condição t x - a I < E; e portanto U'V 

tende para o limite AB. 
3. 0 O limite pam que tende o quociente ~ existe (J é egual ao quociente dos limites para 

v 
que tendem u e v, quando v não tende para zero. 

Com effeito, pondo 

ternos a identidade 

u-A . A(B-v) 
w-C=---j-' . 

v Bv 
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Mas mostra-se, como no caso anterior, que, dado a, existe sempre um valor ê tal que as 
desegualdades 

I u-A I' 1 -v- <2a, I A (B - v) \ < 2.. a 
Bv 2 

são satisfeitas pelos valores de x que verificam a condição Ix-al<ê. 

Logo a deseg'ualdade 

~L A 
é satisfeita pelos mesmos valores de X; e portanto v tellde pará 13-' 

4.° O limite para q~Le tende ru, quando u épositivo'6 tende para A, existe e é egual a ~A. 
Pondo com effeitona identidade conhecida 

kn _ln = (k-l) (kn-l + llcn- 2 + ... + ln-i) 

k = ~/~, l = VA, vem o resultado seguinte: 

Se represfmtarmos pois por B um numero positivo, inferior a A, vê se que u, tendendo 
para A, póde tornar-se maior do que B e que é, para os valores de u que satisfazem a esta 

condição, 

Suppondo agora 

Ju-AJ a 
n VBII-i< , 

vê-se que a cada valor de a corresponde um numero E tal que é I v~ - V AI < (l, quando 

j u - A J < ê, e portanto que V~ tende para V A, quando ~L tende para A. 

·11. Tudo o que se disse nos numeras precedentes estende-se facilmente ao caso de u 

depender de muitas quantidades variaveis x, V, z, etc. Assim, temos primeiramente: 
É condição necessaria e sufficiente para que t6 tenda para o limite A, quando X; y, etc. 

tendem respectivamente pctra a, b, etc.; e pctra que este limite sejCt unico; quaesquer que sejam 

os valo1'es pelos quaes passem estas varicweis; que a cadct valor dado á quantidade positiva a .. 
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por mais pequeno que seJa, c01'respondcl um ntlmero ê tctl que a deseguaZdade 

(3) 

.~e}a satisfeita pelos valO1'es de X, y, etc. que ve1'ificam as condições 

(6) I X - a ! < ê, I y - 6 I < ê, etc. 

Com effeito, sendo (Xi, X2, X3, ..• ), (Yi, y2, y3, ••. ), etc. series de valores que tendam 
respectivamente para a, 6, ... e Ui, U2, U3, ••• os valores de u correspondentes aos valores 

(Xi, yi, ... ), (X2, ?l2, ... ), ..• , se a desegualdade I A -1ll < a é satisfeita por todos os va­

lores de u que correspondem aos valores que tornam respectivamente x, y, '" entre a - ê 

e a + ê, entre 6 - E e 6 + ê, etc., é satisfeita pelos numeros Um, Um+ll ••• , que correspondem 

aos valores (x"" X m+1, ... ), (Yn" Ym+l, ... ), etc., respectivamente comprehendidos entre 
a- ê e a +~, entre 6 - ê e 6 + e., etc. Logo os nnmeros UI, U2, .:: tendem para A. 

Para demonstrar a pt'oposição reciproca, supponhamos que u tende para A, e vamOR pri­
illêiramente mostrar que se pôde determinar e ele modo que a desegualdaele (3) seja satisfeita 

pelos valores de x, y, que satisfazem á condição 

(7) IX- a l+ly-6 1+ ... <me, 

onde m representa o numero das variaveis x, y, ... 
Com effeito, se isto não tivesse logar, mostrava-se como no n.O 15-1.· a possibilidade de 

formar series «(}'·i, Xj' ••• ), (Yi, Yh .•. ), etc. ele valores de x, y, ., ., que tenderiam respecti­
vamente para os limites a, b, ... , taes que u não tenderia para A quando x,?l, ... pas­

sassem por estes valores. Basta agora notar que a desegualdade (7) é satisfeita pelos valores 
de x, y, '" que satisfazem ás condições (6), para concluir ·que a desegualdade (3) é satis­

feita pelos mesmos valores de x, y, etc. 
A extensão dos ontros principios demonstrados nos numeros anteriores ao caso de muitas 

variaveis não tem difficuldllde alguma. 

iS. Diz-se que uma quantidade variavel tende para 00, quando esta quantidade augmenta 

indefinidamente de tal modo qne chega a ser e a conservar-se superior a todo o numero dado, 

por maior que seja, e diz-se que uma quantidade variavel tende pam - 00, quando esta quanti­
dade é negativa e o sen valor absoluto tende para 00. 

Assim, por exemplo, os valores por que passa x", quando n passa pelos valores 1, 2, 3, 4, ... , 

tendem para 00, quando I X I > 1. Pondo com effeito I X I = 1 + h, onde h> 0, temos 

n (n -1) 
Ixjn =(l+h)" = l+nh+ --2 -h2 + ... > l+nh; 
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e basta attender a que o ultimo membro d'esta desegualdade se pó de tornai' maior do que 

qualquer Ilumero k, dando a n valores superiores a k h 1, para concluir que r,v" tende para 00. 

1 
Se notarmos que - tende para 0, quando x tende para o infinito, e que tende para o in­

x 

finito, quando x tende para 0, podemos dos theol'emas anteriormente demonstrados para o 

('aso de x tender para um limite a deduzir outros correspondentes para o caso de x tender 

para o infinito, Assim, por exemplo, podemos enunciar o theorema seguinte: 

A somma, o producto e o quociente de duas funcl]ões u e v que tendem para os limites A 

(J B, quando x tende pam o infinito) tendem respectivamente para A + B, AB e ! (quando B 
é differente de zero). 

Com effeito, u e v tendendo para A e B, quando -~ tende para 0, 
u 

u+v, uv, - tendem 
v 

A 1 
para A + B, AB, 13' quando re tende para 0, isto é qnando x tende para o infinito, 

'19. Consideremos agora a quantidade imaginaria li + iv, que passa successivamente pelos 

valores Ui + iVi, U2 + iV2, etc. Se u tende para A e v tE'nde para B, diz-se que esta quanti­
dade tende para o limite A + iB. 

São consequencias immediatas desta definição os principios seguintes: 

r. É condição 11ecessaria e suffidente para que u + iv tenda pum o limite A + iB, que o 
módulo da differença entre a quantidade 1t + iv e A + iB fenda para ze1·O. 

Com effeito, se u e v tendem para A e B, a cada valor da quantidade positiva 1l, por 

mais pequeno que seja, corresponde um valor n{ tal que as desegualdades 

são satisfeitas pelos valores de n superiores a ni. Logo a elesegualdade 

I A-un +i (B-vn) I = V (A-un)2-t- (13- Vn)2 < () V ~ 

é éatisfeita pelos mesmos valores ele n, e o módulo considerado tende portanto para zero. 
Heciprocamente, se é 

quando n>nl, é tambem 

IA-u ll l<1l V2,IB-vn l<1l V2, 

e portantou tende para A e 'v tende para B. 
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II. É condição necessaria e svjficiente pam que u + iv tenda pam um limite~ que a cada 

valor qtte se dê á quantidade a, POj' mais pequeno que se}a~ cOj'?'esponda um nwne?'o nl tal que 

a desegualdade 

(8) 

sfja satisfeita pelos valO1'es de n superio1'es a 1H, qualque?' qlte sfja p. 
Deduz-se facilmente este theorema da igualdade (n. o 11) 

Com effeito, se tt + iv tende para um limite, a cada valor da quantidade a corresponde 
um valor nl tal que as desegualdades (n. o 14) 

são satisfeitas pelos valot'es de n superiores a 111, qualquer que s~ja p. Logo tambem a 
desegualdade (8) é satisfeita pelos meSmos valores de n e p, o que demonstra a primeira 
parte do theorema. 

Reciprocamente, se a representa uma quantidade tão pequena quanto se queira, e é satis­
feita a desegualdade (8) quando n > ni, qualquer que seja p, temos 

logo as desegualdades 

são satisfeitas pelos mesmos valores de n e p. As variaveis u e v tendem pois (n. o 11) para 
limites determinados, assim como u + iv. 
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v 

Serles 

20. Se1·ies de te1'mos reaes. - As series são expressões da fórma 

em que o numero das pal'cellas e infinito. O termo 11" é o termo ge1Ytl) por meio do qual se 

formam todos os outros dando a n os valorps 1, 2, 3, etc. Empregando o signal 1: para 

designar som mas, est~ expressão póde ser escl'ipta do modo seguinte: 

Se a somma dos n primeiros termos da serie, isto é, a somma 

tende para um limite determinado, quando n augmenta indefinidamente, diz-se que a serie é 

conve1'gente. Este limite chama-se somma d,a se1'ie. 

As series que não são convergentes ch-'11l1am-se divergentes_ 

EXEMPLO 1.0 _ A progressão geometl'ica 

é convergente, quando o valor absoluto da razão x é menor do que a unidade, pois que a 

somma dos seus n primeiros termos 

I x" 
s =----­

n l-x l-x 

tende para o limite 1 1 x' quando n augmenta indefinidamente. 

Podemos pois escrever 

1 _ _ 2 " r -l--l+x+x +., .+x T'" -x 
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Se o valor absoluto de x é maior do que a unidade, ou se é x= 1, a somma Sn tende para 
Q infinito e a serie é divergente. 

Se é x = - 1, a somma Sn toma alternadamente os valores zm'o e um, e portanto a serie 
f!. divergente. 

EXEMPLO 2. 0 _ A serie importante 

(2) 
1 1 1 1 
-1 +-2 +-3 + ... +- + ... a a a na 

é convel'gente quando a> 1, e é divergente quando a= 1 ou a< 1. 
Seja primeiramente Ct> 1. Rt:'uuindo os termos em grupos de 1, 2, 4, ... , 2b, ••• termos, 

a série considerada póde ser escripta.do modo seguinte: 

Notando agora que a somma dos termos ele cada grupo é menor do que o producto do 

primeiro termo pelo numero dos seus termos, temos 

1 1 1 
2a + 3a < 2ã-i ' 

..................................... , 

e portanto 

1 1 1 1 1 ra+ ~a + ... + na < 1 + 2a-1 + .. '+1lb(a~l) + ... 

ou 
2a-1. 

s .. < ~a-i_l • 

o I:legundo membro d'esta desegualdade tem um valor determinado; logo o primeiro 
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membro, que augmenta com n sem poder exceder este valor, tende para um limite, e a sene 

proposta é portanto convergente. 
No caso de ser a = 1, a serie (2) tem o nome de serie hal'monica e é divergente. Para 

o demonstrar, basta dispôr os se~s termos em grupos de 1, 2, 4, ... , 2b, ••• termos, do 

modo seguinte: 

Com effeito, notando que a somma dos termos de cada grupo é maior do que o producto 
do ultimo termo do grupo pelo numero de termos, temos 

1 1 1 
;)+4>2' 

... - ........... . 

m 
Logo a somma 8" dos n primeiros termos da serie (2) póde tornar-se maior do que 2' 

por maior que seja o valor do inteiro m, dando a n um valor sufficientemente grande; e 
a serie é portanto divergelltf>. 

Se é a < 1, temos 

1 1 1 1 I 1 
8"=-1 +-2 + .. '+->-1 +-:-;-+ ... +_. a a na ;<, n 

Quando n tende para o infinito, o segundo membro d'esta desegllaldade tende para o 
infinito; logo tambem tende para o infinito o primeiro membro, e a serie proposta é portanto 
divergente. 

Os geometras da antiga Grecia empregaram para o calculo de certas quantidades pro­
cessos equivalentes ao uso de verdadeii'as series. Este algorithmo só foi porém directamente 
considerado no seculo XVlI, depois da publicação da Arithmetica infinitorwn de Wallis, na 
qual se encontra um modo de determinar a área de qualquer curva, quando se sabe exprimir 
as ordenadas por serie ordenada segundo as potencias da abscissa. 

* 
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1\fercator e Brounker publicaram em 1668 os primeiros exemplos de taes de~envolvi­

mentos. Mas o princípal inventor do methodo das series foi Newton, que ensinou a calcular 
por meio d'ellas as expreesões algebricas, as raizes das equações algebricas, as expressões 

trigonometricas, etc., e que não só as applicou ao calculo das areas, seguindo a ideia -de 

Wallis, mas tambem á rectificação das curvas. Sabe-se que estes importantes resultados foram 

obtidos pelo grande geometra antes de 1668, mas só foram publicados em 1704 em um ap­

pendice á sua Optica) intitulado De quadmturct W1'Va1'um) e de novo em 1711 na sna Ana­

lysis pe1' aequationes numero rum fm'minorum infinitas, N'este intervallo de tempo occuparam-se 

tambem das series J. Gregory e Leibnitz. 

A partir d'esta epocha foram as series empregadas em mathematica com grande successo. 
Apesar porém de se reconheeer, desde os primeiros tempos em que foram usadas, a neces~ 

sidade de serem convergentes, para determinarem os valores das quantidades, os geometras 

durante muito tempo extenderam a este algorithmo as operações e theoremas relativos ás 

expressões compostas de um numero finito de parcelfas, sem procurar as condições para que 
esta extensão fosse legitima. Foi sómente no ultimo secnlo que foram fixadas as regras para 

o seu calcuro por Cauchy, no seu Cours d'Analyse) e por Abel, Dirichlet, Gauss e Riemann, 
em trabalhos sobre series particulares, que os levaram a estudar questões geraes relativas a 
estas expressões, Ontros geometras se occuparam depois d'este assumpto, já enriquecendo-o 

com novos theoremas, já generalisando os anteriores, 

21. Do theorema demonstrac1ono n. O 14 tiram-se immediatamente os dous prmclplOs 

seguintes, conhecidos pelo. nome de p1'i1lCipios ge1'aes"de eonve1'geneia e divergeneia: 

1. o - Se a se1'ie (1) é conve7'gente) a cada valor dado á quantidade positiva () por rnais 

pequeno que seja) con'esponde um nume1'O n:l tal que a desegttaldade 

é satisfeita pelos valm'es de n supm<iores a n{, qualquer que srja- p. 

~. 0_ Recip1'ocamente) se a cada valo1' daelo á quantidade positiva (), pOl' mais pequeno que 

srOa) c01'responde um mlme1-O 111 tal que a desegualrlade 

é scttisfeita pelos valores de n superiores a niJ a se1'ie (1) é convergente. 

Destes principios tira-se, pondo p= 1, o coroIlario seguinte: 

É. condição necessa1'ia (mas não snfficiente) para que a se1'ie (1) seja convergente) que o 

valor dos seus tel'mos tenda pa1'a zero) qnanelo a m'dem d'elles augmenta indefinidamente. 

22. Não ha criterio geral para decidir se uma sene dada é convergente; ha apenas 
regras abrangendo maior ou me:p.or numero de casos, Aqui exporemos apenas as seguintes: 
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L Sejctm 

Ui + U2 + .. ,+ ú,~ + ... , Vi + V2 + ... + Vn + ... 

duas serie~ compostas de termos positivos, e sçja 1J um numero determinado. Se, a pa1·tir do 

termo de ordem p, é sempre Úin< 1'm e a segunda serie é convergente, a primeira tambem é 

convergente,. se, pelo contra1'io, é u'" > vl1, e a segunda sen:e é dive1'gente, a primeira tambem é 

divergente. 
Com effeito, se é u",<v'" quando m>p, temos 

e portanto, representando Sn e s;. as sommas dos n primeiros termos da primeira e da segunda 

serie e s' o limite para que tende s~, quando n augmenta indefinidamente, 

sn<S~+Ui + .. . +Up_i <s' +Ui + .. . +Up-i' 

A somma Sn augmenta pois indefinidamente com n, sem poder exceder o valor que tem 
o segundo membro d'esta desegualdade; logo (n. o 14) tende para um limite determinado. 

Se, pelo contrario, é u",>v'" e a segunda serie é divergente, temos a desegualdade 

ou 

cujo segundo membro augmenta,indefinidamente com n; logo tambem o primeiro membro 

augmenta indefinidamente com n, e portanto a primeira serie é divergente. 

Por exemplo, a serie 
1 1 1 1 

1+2+3~ + 4 3 + ... + (n+1)2\ + ... 

é convergente, pois que cada termo, a partir do terceiro, é menor do que o termo corres­
pondente da progressão geometrica convergente 

II. Toda a serie composta de termos positivos e negativos, de que deriva uma serie conver­

gente pela mudança dos signaes dos te1'mos negativos, é conver'gente (i). 

(1) Cauchy: COW/'s d'Analyse, cap. VI. 
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Com effeito, a serie 

sendo, por hypothese, convergente, a cada valor da quantidade positiva ~, por mais pequeno 

que seja, deve corresponder (n.o 21-1.°) um numero nl tal que 

quando n>nl, qualquer que sejap. D'aqui conclue-se que a desegualdade (n.o 11-1) 

tambem é satisfeita pelos mesmos valores de n, e portanto que a serie (1) é convergente. 

As series que estão 110 caso indicado neste theol'ema, isto é as series formadas de termos 
cujos valores absolutos formam uma serie convergente, ehamam-se absolutamente convergentes. 

III. Se, pam todos os valO1'es de n a parti?' 

absolutos de dons tej'mos consecutivos da seJ'ie (1) 

de um valo?' p, a razão I UI n+111 dos 1)uloj'es 
Un 

é sempremenOl' do que uma quantidade L, 

inferinJ' á unidade, a se?,ie é convergente; se esta. 1'azão é maior do que a unidade) a serie é 

divergente (I). 
Este criterio importante, devido a D'Alembert, resulta da comparação da serÍe proposta 

com uma progressão geometrica, como vamos vêr. 

Temos, por hypothese, 

logo os termos da serie 

(3) I Ui I + I U2 I + ... + I ttn I + ... 

são, ii partir do termo de ordem p, menores do que o~ termos correspondentes da serie 

que é convergente quando L < 1, por ser neste caso convergente a progressão 

(I) Vejam-se nos tomos VII e VIII do Jornal de Scienciasmathematicas algumas observações interessiultes 
de Lerch, Ccsàro, Gützmer e Erl. TVevr a respeito d'este theorema e dos dois seguintea. 
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Logo a serie (3) é convergente (th. I), assim como a serie (1) (th. II). 
Se é, pelo contrario, 

111tn+~ I > 1 
u" ' 

o valor absoluto dos termos da serie (1), a partir do termo de ordem P, cresce com n, e por­
tanto a serie é divergente (n.o 21). 

COROLLARIO. - Se a razão .I~"-I-{II tende para um limite determinado, quando n augmenta 
lU" 

indefinidamente, a se1'ie é con'vergente se este limite é menor do que a unidade, tJ é divergente se 

este limite é maim' do que a unidade. 

Sejam l este limite e L um valor comprehendido entre l e L 

Os valores que toma a quantidade IU"+1.1 podem approximar-se de l tanto que seja 
u" 

quando l< 1, e 

quando l> 1, dando para isso a n valores superiores a um numero sufficientemente grande 
p. Em virtude do theorema precedente a serie é pois convergente no primeiro caso e diver­
gente no segundo. 

Por exemplo, a serie 

~. ~ x' ~ 
x+-2'+-2-3+') 3 4 + .. '+~2 3 -+ ... . "'.. . ... n 

é convergente, qualquer que seja o valor que se dê a x, pois que a razão dos valores abso­
lutos de dous termos consecutivos 

tende para O quando n augmenta indefinidamente. 

IV. Se, para todos os valol'es de n a partir de um nltmel'O determinado p, a raiz 

viu" I é menor do que '~tma quantidade L, inferior á unidade, tt serie (1) é convergente; se esta 
1'aiz é maior do que a unidade, a serie é divergente. 
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Temos, por hypothese, 

logo os termos da serie 

são, a partir do termo de ordem p, menores do que os termos correspondentes da sel;ie con­

vergente 

1 UI 1+···+ 1 up_! 1 +LP(l + L+L2+ .. . ). 

Logo, aquelIa serie é convergente, assim como a serie(l). 

Se temos vlun 1 > 1, é tambem I U n I> 1, quando n>p, e portanto a serie (1) é divergente. 
·Do theorema que vimos de demonstrar, devido a Cauchy (I. ·c.), deduz-se um corollario 

analogo ao que se deduziu do theor8ma anterior. 

Por exemplo, a serie 

ti, convergente, visto que é 

lim V'~~= Jim _1_=0. 
fl=CX> tl= log n 

V. Se exisH1' um. num.ero a) maior do que a unidade) tal que) para todos os valores de n, 
a pm'tú' de um nume7'o determinado p) o prodúcto na I U n I seja men01' do que uma quantidade 

fixa K) a se1"Íe é convergente (Cauchy, I. c.). 

Com effeito, por ser 

os termos da serie 

a partir do termo de ordem p, são menores do que os termos correspundentes da serie con­

vergente (n. o 20). 

Logo aquelIa serie é convergente; e portanto é tambem conveI'gente (th. II) a serie (1). 
Se existi?' um nu,me1'O a) egual ou inferio1' á unidcule) tal que) pa·ra todos os valo1'es de 1~, 
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a pa1'tÍl' de um numero determinado PJ os te1'1nos da sen'e (1) sçjmn posuwos e o p1"oducto 

na Un seja maiO?' do que um numero fixo K, a se1'ie (1) é dÍ're)'gente. 

Com effeito, temos 

e portanto, a partir da ordem p, os termos da serie (1) são maiores do que os termos cor­

respondentes da serie divergente 

Logo a serie (1) é divergente. 

Assim, por exemplo, a sel'ie 

é divergente, por ser 

1 1 1 
1 +-3-+-:;-+" '+~l-+-'" b .... n-

n 1 1 
nun = ~n-1 =--1-> 2' 

2---
n 

VI. Sçja L W1W quantidade positiva e 

aI, a2, .•• , ali, '" 

um g1'UpO composto de um numero infinito de numeras positivos. Se a desegualdade 

f01' satisfeitct pelos valores de n supe1'io7'es a um nÜ1I1ero p, a se1'ie é convergente. 

Temos, por hypothese, 

............................... , . 
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e portanto 

por maior que seja m. Logo 

I UI I + I U2 I + ... + I Un I < I Ui I + ... + I Up I + _ap ~tp I . 

Quando n tende para 00, o primeiro membro desta desegualdade augmenta sempre, sem 
todavia poder exceder o valor determinado do segundo membro, e portanto tende para um 
limite. Logo a serie 

é convergente, assim como (n.o 22-II) a serie (1). 
D'este theorema, devido a Kummer (1-), tira-se como corollario, pondo ali = n, o theorema 

seguinte, devido a Raabe (2): 

Se a destgualdade 

for satisfeita por todos os val01'es de n supe1'iores a um numero p, a serie (1) é convergente. 

VII. Sf[jarn 1tj, U2, etc. quantidades positivas e 

tt'ma se1'ie cufos termos são alternadamente positivos e negativos. Se U n decr'esce constantemente 

e tende pa?'a zero) quando n cresce indefinidamente, esta se1'ie é conve?'gente. 

Com eft'eito, por ser cada termo da serie considerada maior do que o seguinte, a dift'e­
rença 

tem o signal do primeiro termo. Mas esta dift'erença póde ser escripta do modo seguinte: 

e vê-se então que o seu valor absoluto é menor do que un+!, pois que esta expressão deve 

(1) Jornal de Crelle, t. XIII, 1835. 
(2) Zeitschl'ift für Mathematik, t. X, 1832. 
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ter o signal do primeiro termo. Temos pois 

(A) 

Por outra parte, a cada valor da quantidade positiva ~ corresponde, por hypothese, um 

numero nl tal que é 1t1l+1 <~, quando n > 111.. 

Logo a desegualdade 

é satisfeita pelos valores de n sllperiol'es a 111, e a serie considerada é portanto (21-2.°) con­

vergente. 

Por exemplo, a serie 

é convergente. 

NOTA. - Fazendo na formula (A) tender p para o infinito e notando que 8,,+p tende para 

a somma s da serie considerada, é facii de ver que o erro que se cOillmette, quando se toma 

para valor approximadó de s a somma elos n primeiros termos da serie, é .menor do que o 

primeiro termo desprezado (t). 

:.lI3. Se1,ies de tel'mos imagina'rios. - Consideremos agora as senes compostas de termos 

imaginarios: 

ou 

00 00 

(4) I: (x",+iy",)= I: Um. 
m=l m=i 

Se as series 
00 00 

(5) 2: Ym 
m=:I 

são convergentes, a serie (4) diz-se convergente. Neste caso a 80111ma 8n dos seus n primeiros 

termos, isto é a somma 
n n n 

8n= I: (x",+iy",)= I: xm+i I: Ym, 
m=:I 111=1 m=! 

tpnde para um limite determinado, que se chama somma da sede (4). 

(I) Outros criterios para reconhecer a con'lergencia das series foram dados por Gauss (Wt1'.',e, t. III, 

pago 139)':1VIorgan (Dif. Cal., London, 1836), Bertrand (Joul'nal de Líollville, t. 'llI, pago 37), etc. 
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A respeito de ccnvergencJa das senes de termos imaginarias vamos demonstrar os theo­

remas seguintes: 

THEOHEIIIl\ 1. condição neCi3ssana e para a serw 

que Cl cada valo)' dado á qu.anticlacle positi1xt (j, ]iOJ' mais peq,wno que se:ja) c01"1'esponcla um 

JW1J?e)'O nJ, tal que ct clc8cgualclade 

Sn 1= I 
" +-i 

s~ja pelos valores ele n s1tpel'ioTcS Ct 11[, qnalquer que seja p. 

proposiç:no uma inu11(,üiata do theorenm II do 

Tl-IEOREMA 2. o - Para que a sene (4) seja conucJ'gcnte) basta que a serie formada pelos 

'módulos dos seus lermos o S(Da. 
effeito, 

deduz- (n,O 

(6) 

(7) 

V---
122 IXml< xm-I-Vm, 

I ")~) V---
I Vm 1< X;"m + V "'1' 

que, quando fierie 

<Y.O ____ _ 

), ./ 0 + 0 ..... li X'"'m Y-m 
i 

tambom são as 

00 

~lxml , "I I -' !/m . 
1 1 

as senes são (n. o assim a sene 

O theorema reciproco do precedente não é sempre verdadeiro, isto é, póde ser conver­

gente a serie (4) e não o ser a sel'ie correspondente dos módulos. Ha porém um caso impor­

tante em que esta proposição reciproca ó verdadeira, que é quando as series (7) são conve1'­

Com effeito, temos 

e portanto 

n 

I+~! Vm I· 
i 

{ ~ol 
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Quando 11. augmenta indefinidamente, o segundo membro desta desegualdade tende, por 
hypothese, para um limite, e o primeiro membro augmenta constantemente, sem poder exceder 

este limite. Logo tende tambem para um limite, e a serie (6) é portanto convergente. 

24. SeJ'ies absolutamente convergentes. - As series formadas de termos cujos modulas 

formam uma serie convergente, chamam-se series absolutamente conve1'gentes. A respeito d'estas 

series vamos demonstrar o seguinte theorema importante, devido a Dirichlet. 

THEOHE~IA 3.0 - A somma de uma se7'ie absoltdamente conve1'gente não se altera qttando se 

muda a m'dem dos seus termos. 

Seja Su a somma dos n primeiros termos da serie dada, s a somma desta serie e s~ a 
SOlllma dos p primeiros termos da nova serie, que reSl1lta de mudar a ordem dos termos da 

primeira. Suppondo que se dá a p um valor sufficientemente grande para que s~ contenha 
todos os termos de Sn, e chamando Uo:, tt~, etc. os termos que aquella somma contém a mais, 

vem 

e portanto, attendendo ao theorema 1.0 do n. o 11, 

I s~ - s I < I SI! - s I + I U o: I + I U s I + ... + I ttp I 

< ! Sn - S I + I ttn+1 I + ttn+21 + ... + I ttp I· 

00 

Por ser convergente a serie ~ I Um I, O segundo membro desta desegualdade tende para 
! 

zero quando n tende para o infinito; logo s~ tende para o limite s, quando p tende para o in-
finito. 

No que precede suppozemos que cada termo occupa, depois de feita a mudança da ordem 
dos termos da serie, um lagar tal que a differença entre os numeros que indicam a sua ordem 
antes e depois da mudança seja finita. Supponhamos agora que se agrupam .separadamente 
os termos da serie, em numero infinito, que satisfazem a determinadas condições, e sejam 
s(l·) , s(2), s(3), • •• as sommas das novas series assim formadas. Dando a p um valor sufficiente­

mente grande para que s(1'+s(2)+ ... +s(p) contenha todos os termos de Sll' temos, como no 

caso anterior, a desegllaldade 

a qual faz vêr que a somma s(i)+ s(2) +. , . + s(p) tende para o limite s, quando p tende para 

o infinito, 
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COROLLARIO. - Em qltalquer ser'ie formada de termos T'eaes póde altemr-se a ol,dem das 

parcellas~ sem mudar o val01' da serie, se~ dando a todos os tel'mos da serie o signal +, 1'esultar 

uma serie convergente. 

NOTA. - A respeito do theorema que precede faremos a seguinte observação: 

Se a serie proposta nã,o for absolutamente convergente, não se pó de mudar a ordem dos 

seus termos, porque d'esta mudança podem provir ou novas series convergentes com valores 
differentes da primeira ou series divergentes. É o que se vê no exemplo (1): 

Com effeito, dando outra disposição aos termos d'esta serie, vem, representando por n 

um numero impar, 

Accrescentaremos ao que precede que as series que não são absolutamente convergentes 

, são chamadas por alguns auctores semi-convergentes; que se póde dar, como mostrou Rie­

mann (2), aos termos de qualquer serie semi-convergente uma ordem tal que a somma da 
nova serie tome um valor arbitrariamente dado; e finalmente que é sempre possivel, segundo 

notou Ed. Weyr (3), reunir os termos d'aquella serie em grupos que formem uma serie abso­
lutamente convergente. 

25. Operações sobre series. - Passando agora ás operações sobre serief!, demonstraremos 

a este respeito os dous theoremas seguintes, devidos a Cauchy (L c.): 

THEOREMA 4. 0 -- Se as series 

UI + U2 + ... + U n + ... , 
VI +V2+ ... +VnT .. . 

forem conve1'gentes e se as suas sommas for'em s e s/, lambem a sm'ie clljo termo geral é U n + v" 

será convergente, e a sua 8Om111a será egual a s + Si. 

(1) Longchamps: Alg'ébre (Paris, 1889), pago 16G. 
(2) Riemann: Oeuvres completes, (Paris, pag, 234). 

(3) Ed. Weyr: Deux rernal'ques relatives a'ux séries (Jornal de Sciencias Mathematicas, t. VIII). 
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Com effeito, a somma dos n primeiros termos da nova serie é 

II II 

:Eu" +:E Vn, 
I. I. 

e e!\ta sornma tende para o limite s + s'. 

THEOREMA 5.° - Se as se1'ies precedentes jorem absolutamente convergentes, a serie 

(A) 
!Ui Vi + (tti V2 + U2 Vi) + ... 
/+ (Ui Vn+U2 VII-I. + .. ,+UII vI) + ... 

é convergente e a sua somma é egual ao producto ss' das sommas das series consideradas (i). 
Como as series propostas são, por hypothese, absolutamente convergentes, as series 

I Ui I + I U2 I + I Ua I + ... , I Vj I + I v21 + I vai + ... 

são convergentes. Sejam pois SeS' as suas sommas e ali a somma dos n primeiros termos 
da sel'ie 

I UI. II vil + ( I tq II v21 + I U211 Vil) + .. . 
+ ( i Ui II VII I + I U2 II Vn-il + ... + I U II II VII) + ... 

Teremos a desegualdade 

ali = I UI. I [ I VI. I + I V2 I + ... + I VII I ] 

+ I tt2 I [ I Vi I + I V21 + ... + I Vn-1.1 ] 
+ .......................... . 
< I UI. I S' + I U21 S' + ... + I U n I S' < SS', 

a qual mostra que (J"n tende para um limite (n. o 14-1.0), quando n tende para o infinito, e por­

tanto que a serie anterior é convergente. 
Vê-se pois que a serie (A) é absolutamente convergente. Para achar a sua somma, basta 

dispor os seus termos do modo seguinte (n.o 24): 

(1) Veja-se no tomo OXXU, pago 182, do Jornal de CreUe, uma extensão d'este theorema, devida a Mertens. 
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para concluir que esta somma é egual ao producto 

cujo valor é ss'. 

26. Se7'ies cujos termos dependem de urna vct1'iavel. - Consideremos ainda a serie 

e supponhamos que os seus valores dependem de uma variavel z, egual a x + iy, que toma um 

numero infinito de valores, z', z", Z'", etc. 

Se esta serie é convergente nos pontos z', z", etc., a cada valor da quantidade positiva 1l 

e a cada valor de z corresponde um numero n1., tal que é (n. o 23-1.°) 

quando n>n1., qualquer que sejap. 

Se a todos os valores de z considerados corresponde o mesmo valor de n1., diz-se que a 

serie é unifol'rnernente convergente nos pontos z', Zll, etc, 

Se os valores de z considerados são representados geometricamente pelos pontos de uma 

linha ou de uma área dada, diz-se que a serie é unifol'rnemente convergente na linha ou na 

área dada, Se é y= O e os valores z', Zll, etc. representam todos os valores de z desde um 

numero A até um numero B, diz-se que a serie é uniformemente convergente no intervallo de 

AaB. 
Chamando s a somma da serie considerada, SII a somma dos n primeiros termos e Rn a 

somma dos restantes, e fazendo tender na desegualdade precedente p para o infinito, temos, 

quando a serie é uniformemente convergente, 

quan.do n > 111., qualquer que seja z. 
Reciprocamente, se a sel'ie pl'oposta fOI' conVB1'gente e a cada valo,' de 1l c01'1'esponde1' um 

numero n1. tal que sfJ'Ct I Rn 1< 1l, quando n> n1., qualquel' que seja z, a se1'ie é w~iformemente 

convergente, Com effeito, das desegualdades 

que tê em logar, por hypothese, quando n> n1, tira-se a desegualdade 

I sn+p- s I = ISn+p-s-'~'n +s I <21l, 
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q.ue tem logar tambem quando 11, >11,1, qualquer que seja z, e que mostrá portanto que a. serie 

é uniformemente convergente. 

I. THEORE~iA 6.° - Se os módulos (mL os valores absolutos) dos te1'mos da serie proposta 

forem, qualquer que S([jrt z, inferiores aos ier1nos c01'1'espondentes de uma sen'e convergente, com­

posta de termos positivos constantes) a serie proposta é 1Lnif01'memente convel'gente. 

Com effeito, sendo El, E2, E3, •• , os t.ermos d' esta ultima serie, temos, para todos os valores 

de z considerados, 

Mas, por hypothese, a cada valor de ~ corresponde um numero nl, tal que é 

quando n> l1i. 

Logo é tambem 

quando 11, > nl, qualquer que seja z, e a serie ~nm é portanto uniformemente convergentt'. 

II. Para se vêr um exemplo de uma serie que, sendo convergente, não é todavia uni­

formemente convergente, consideremos a expressão 

onde suppomos que x é real e que varia desde O até 1. Neste intervallo esta serie é conver­

gente, mas não é uniformemente convergente, porque a desegualclade 

I R" I = (l-x)xn+f + (l-x) xn+2+ ... =xn+f < ~ 
f 

dá x < ~ "+1 < 1, quando ~ < 1; e portanto vê-se que não existe valor algum finito de n tal 

que aquella deseguaIdade seja satisfeita por todos os valores de x comprehendidos entre O e 1. 

2':. Consideremos agora as series ordenadas segundo as potencias de uma variavel, isto 

é as series da fórma 

(8) ~ Cm Zm, Z = X + iy, 
m=i 

e d2monstremos os seguintes theoremas, devidos a Abel: 

THEOREMA 7. 0 - Se existir um numero positivo a, que) substituido em (8) no lugar do mó­

G 
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aula ele z) torne os móelulos ele toelos os tenllos ela serie infel'iores a uma quantielaele finita B, 
a serie (8) é absolutamente convugente) quanelo [z [ < a. 

Seja Zl um valor de z de módulo menor do que a. Por ser, por hypothese, [cm [ am < B, 
temos 

€ portanto os termos da sede 

00 

~ [cm [[ z! 1 m 

1n=i 

são menores do que os termos correspondentes da progressão 

et: I 1
m ~B~ 

m={ a 

Logo aquella serie é (n. o 22-1 e II) absolutamente convergente. 

NOTA. - O theorema que vimos de considerar mostra que todos os valores de 'z' podem 
ser divididos em dois grupos, separados por um numero R, o primeil'o compostos dos valores 

de I z, para os quaes a serie (8) é convergente, e o segundo composto dos valores de I z , para 

os quaes esta serie é divergente. Os numeros do primeiro grupo são menores do que R e os 

numeras do segundo grupo são maiores do que R. Como os valores de z, cujo módulo é menor 

do que R, são representados (n. o 12) pelos pontos do interior de um circulo de raio R com 

o centro na origem das coordenadas, vê-se que a serie (8) é convergente quando z representa 

um ponto interior a este eirculo, e divergente quando z representa um ponto exterior. A 
este circulo, cuja consideração é devida a Cauchy, chama-se circulo ele convergencia da serie 

(8). 

O theorema precedente nada diz relativamente ~\, Mnvergencia ou divergencia da serie (8), 

quando z represE'nta pontos collocados sobre a cir~umferencia do circulo de convergencia. 

Deve-se observar que a serie (8) póde ser convergente sómente no P?nto z = 0, e 

n'este caso o raio do circulo de convergencia é nullo; e que pó de ser convergente qualquer 

que seja o valor que se dê a z, e n'este caso diz-se que o raio do circulo de convergencia é 
infinito. 

O estudo das series ordenadas segundo as potencias inteiras e positivas de z - a, isto é 
o estudo das series da fórma 

00 

~ Cm (z-aYll, 
{ 

reduz se, pondo z - a = t, ao da serie que vimos de considerar. Neste caso existe ainda um 

circulo de converg~ncia, ClUO centro é o ponto que repres~nta a. 
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THEOREMA 8.°- Toda a serie ordenada segundo' as potencias de umavar'iavel z, que é con­

vergente quando I z I < R, é uniformemente convergente para fodos os valo1'es de z que sati.'ifazem 
á condição I z I <p, sendo p < R. 

Seja 
00 

:E Cm zm, Z = X + iy 
l. 

a serie proposta. 

Por ser esta serie absolutamente convergente quando I z : < R, a serie 1: I cril I pm é conver­

gente. Temos porém, por hypothese, I Cm II fi 1 '" < I Cm 1 prll. Logo a serie considerada é, em vir­
tude do theore111a 6.°, uniformemente convergente quando 1 z 1 <p. 

Por exemplo, a serie 
z! zn 

l+z+l ')+'''+~1 2 -+ ... . ., . ... n 

é convergente, qualquer que seja z, visto que a serie 

é sempre convergente. Logo o raio do circulo de convergencia d'aquella serie é infinito, e a 

serie é absoluta e, uniformemente convergente em uma área qualquer. 

Como segundo exemplo consideremos a serie 

l+ a.~ + a(a+1)~(~+1) ~+ 
] . y z 1. 2, (, + 1) z . . . 

+a(a+1).:.(a+n-l)~(~+l) .. (~+n-l) zn+ ... 
1.2 ... ny (,+ I) ... (t +n -1) 

e supponhamos que a, ~, , são constantes. 

A serie corresponClente dos módulos é 

1 + I~:~II zl +Ia(~~~)(~~ ~ 1) II z 1
2 + ... 

'-Ia(a+ 1) .. . (a+n-1) ~ (~+1) ... (~+n-1)1' 1 n+ 
-, 1 2 ( +1 1 :z ... , .. , .71" ) .. . (,+n- ) 

e a razão de dois termos consecutivos 

1(1 + a-l) (l+C )j 
1 un+t I =1(a+n-1)(~+fZ-1)llzl=l' n n Izl 
lunl n(,+n-1) I 1+' n 1 I 

* 
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tende para I z I, quando n augmenta indefinidamente. Logo esta serie- é convergente (n.o 22-III) 
quando I z I < ], e divergente quando I z I > 1. 

Logo o raio do circulo de convergencia da serie considerada é egual á unidade, e a serie 

é absoluta e ·uniformemente convergente em qualquer área comprehendida dentro d'este 

circulo. 

A serie precedente, que tem sido objecto de trabalhos importantes, tem o nome de serie 

hype1·geometrica. 

NOTA. É conveniente observar que, como cOl'oIlario dos theoremas 7. 0 e 8.°, se conclue, 

pondo y = 0, que os valores de T para os quaes a serie de termos reaes ~ Cm xm é conver­

gente, estãocomprehendidos entre dois numeros eguaes e de signal contrario, - R e R, e 

que esta serie é absoluta e uniformemente convergente em qualquer intervallo (- p, p), tal 

que seja p <R. 

2S.· Series duplas. - Dá-se o nome de sel'ies duplas ás sommas ~ ui") cujos termos se 

formam dando em un(m) a m e n uma infinidade de valores inteiros, positivos ou negativos. 

Se dispozermos estes termos uns adiante dos outros, segundo uma ordem tal que não dê 

logar a omissão alguma, obtem-se uma serie simples. Se esta serie fôr absolutamente con­

vergente, a serie dupla diz se tambem absolutamen:e convergente. Neste caso podemos mudar 

a ordem dos termos da serie simples (n. o 24), sem alterar a sua somma; e, como cada mu­

dança no modo de disposição dos termos ela serie dupla, para formar nova serie simples, cor­

responde a uma mudança no modo de disposição dos termos da serie dupla primeiramente 

formada, vê-se que todas as series simples, a que dá origem a serie dupla, têem a mesma 

somma. Esta somma é, por definição, a somma da serie dupla considerada. 

Para ter o exemplo de uma distribuição dos termos da serie dupla, para formar uma serie 

simples, basta, quando nem são positivos, ordenal' os termos da serie dupla segundo a 

ordem crescente das sommas m + n e, em cada grupo assim formado, segundo a ordem 
crescente de mi o que dá 

Como esta serie é, por hypothese, absolutamente convergente, podemos dispô r os seus 

termos do modo seguinte (n.o 24): 

+ .................. . 
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ou do modo seguinte: 

Uo(O) + uo(1) + 110(2) + .. . 
+Ut(O) +U1(1) +UI(~) + .. . 
+ lt2(0) + U2(1) + U2(~) + .. . 
+ .................. . 

Representando por s(O), s(1), • •• as sommas das series que formam as linhas do primeiro 

quadro, por so, SI, S2, •• o as som mas das series que formam as linhas do segundo quadro, e 
por S a somma da serie dupla, temos 

S =,<;(I)+s(2)+s(3) + ... 
e 

Para considerar o caso de rn e n representarem nnmeros intE'iros, positivos e negativos, 
basta applicar o que precede á serie dupla 

onde n. e rn são positivos. 

Terminaremos o que temos a dizer sobre as series duplas pelo seguinte theorema, de que 
se faz muitas vezes uso (i) : 

Se as se1'ies 
0"0 = 1 1to(0) 1 + 1 ?tI (O) 1 + 1 U2 IO) 1 + ... , 
O"i = 1 tlO(1) 1 + I ttl(i) 1 + 1 U2(1) 1 +" o "' 

forem COnVel"gentes, assirn como a Sm"ifl 

0"0 + O"{ + 0"2 +" .. , 

a serie dupla :E un(m) é absolutamente convergente. 

Com effeito, dispondo os termos da serie :E I un(m) 1 de modo a formar uma serie simples, 

a somma dos t primeiros termos d'esta serie cresce constantemente com t, sem poder exceder 
a sornma da serie :E O"no Logo aquella somma tende para um limite, quando t tende para o 
infinito, e a serie simples assim formada é absolutamente convergente; a serie :E un(m) é por­
tant.o tambem absolutamente convergente. 

(1) Cauchy: Cours d' Analyse; Nata 70' 

Hosted by Google 



54 

VI 

Productos infinitos 

20. Consideremos agora as expressões da fórma 

em que o numero de factores é infinito, que, empregando o signal II para representar pro­

ductos, podemos escrever do modo seguinte: 

co 

A cada expressão da fórma precedente chama-se um p7'oducto infinito; e diz-se que este 

producto é conve~'gente, se o produeto 

n 

II (1 + am) 
111=1 

dos n primeiros factores tende para um limite determinado, quando n tende para o infinito, 

Este limite é o valor do prodncto infinito (I). 

L Antes de procurar as condições de convergencia do producto (1), vamos demonstrar o 

seguinte lemma, de que teremos de fazer uso: 

A média geomet1'ica dos numeras A, B, C, etc. é sempre menor do que a média Cl7'ithmetica 

'dos mesm08 numeros, 

Esta rroposição é devida a Cauchy e foi demonstrada por este eminente geometra do 

modo que vamos expôr (2). 

(I) Os productos infinitos fOl'am considerados pela primeira vez por Wallis, que os empregou na sua 
Arithmetica infinitorum para o calculo da llrea do circulo, e depois por Euler, na sua admiravel Introductio 

in Analysin infinitorwm, publicada em 1748, o ,qual exprimiu por este algorithmo o seno, o coseno, etc, Foram 
em seguida usados por Jacobi, Reine, vYeierstrass, etc., como se verá em diversos lagares d'esta obra. As 
condições para se empregarem no calculo foram estudadas por Kummer (Jornal de Orelle, t. XIII), Cauchy 
(Cours d'Analyse, Nota 9,"), Weierstrass (Jornal de Crelle, LI), etc. 

(2) Cauchy: COtt1"S d'Analyse, Nota 2." 
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Seja n o numero das lettras A, B, q, etc .. Queremos provar que é sempre 

II/ABC - A+B+C ... 
JI ••• < , n . 

ou que é 

Ora, em primeiro logar, temos evidentemente, quando é n = 2, 

= (A +B)2 _ (A-B)2 (A+B)2 AB 2 2 < 2 ' 

d'onde se conclue, pondo successivamente n = 4, n = 8, ... , n= 2"', 

ABC D (A+B)2 (C+~)~ (A+B+C+D)4 
< 2 2 < 4 ' 

ABCDEFGH< (A+B 4 C+Df (E+F~_G+Hr 

(A+B+C+D+E+F+G+H)8 
< 8 ' 

Em segundo logar, se n não é um termo da progressão geometrica 2, 4, 8, 16, etc., 
designe·se por 2m um termo d'esta progressão, superior a n, ponha-se 

K= A+B+C+ ... 
n 

e egualem-se a K as 2'" - n ultimas quantidades que entram nos dois membros d'esta des­
egualdade. Teremos 

ou, substituindo K pelo seu valor, 

ABCD ... < (A+B~C+ .. ,)n, 

que é o que se queria demonstrar. 
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II. Posto isto, vamos procurar as eondições de convergencia do producto (1), supp'ondo 
primeiramente que as quantidades ai, a2, a3, etc. são reaes e positivas. 

Vimos de vêr que a média arithmetica de p quantidades positivas é maior do que a sua 
média geometrica; portanto, sendo q d'estas quantidades eguaes a A e as restantes eg~aes; a 
B, temos 

Pondo n'esta desegualdade 

vem 

ou, pondo ~ = 1, 

Temos pois, pondo 1= l!...c. > 1, 
q 

(1 + ~)P > ( 1 + ~ .~ ) q, 

Se fôr O < I < 1, a fórmula precedente dá, mudando I em 1 + I' 

e portanto temos tambem n'este caso 

Em virtude d'esta desegualdade virá, pondo 1= 2am, 

(A) 

e portanto 
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Se a serie :Eam é convergente, a sua somma é inferior a um numero racional /l, e temos 

" portanto II (1 + am) tende para um limite determinado, quando n augmenta (n. ° 14-1.°) inde· 
i 

flnidamente. 
A demonstração que precede só tem logar quando todas as quantidades ai, a2, etc. são 

racionaes. A conclusão porém, a que se chegou, tem ainda logar quando todas ou algumas 
d'estas quantidades são irracionat's. Com 'effeito, representando por bi, b2, etc. numeros ra­
cionaes respectivamente inferiores a ai, a2, etc. e tão pl'oximos d'estes numeros quanto se 

queira, temos 

n 
:E bm < :E ltm < /l, 

m=! 1n=! 

e portanto 

" 2 :Ebm 

II (1 + bm) < 2! < 22a 
m=! 

Quando bl , b2, etc. tendem para aj, a2, etc., e n augmellta indefinidamente, o primeiro 
membro d'esta desegualdade augmenta constantemente; logo tende (n.o 14-1.°) para um 
limite. 

Reciprocamentt:, a desegualdade 

n n n 

II (1 + am) = 1 +:E am + ... > :E Um 
",=1 m=! m=! 

n 
mostra que, se :E a", tende para 00, quando n augmenta indefinidamente, tambem o producto 
n { 

II (1 + am) tende para 00. 
! 

Temos pois o seguinte: 

THEOREMA. E condição necessa1'ia e suificiente pam que o producto (1) sf1ja, convergente 
que a serie :Ea", o s!fja. 

30. Podemos ligar com a doutrina precedente a das potencias de grau infinito. A este 
respeito vamos considerar a expressão 

II 
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q ue tem grande importancia no Calculo DijJerencial, para procurar o limite para que tende, 
quando n tende para o infinito. Supporemos que o numero n é inteiro e positivó, reservando 

para mais tarde o cuso de n representur 11m numel'O qualquer. 

A desegualdade 

ou 
(1 +~F> 1 +~t 

1 n+1 
dá, pondo ~ = ~l' t = -- e elevando li potencia n os seus dois membros, 

n-r n 

(B) ( 1) ,,+i ( 1 ) n 
1+n+1 > 1+--;;- . 

Logo a expressão (1 +~) n augmenta indefinidamente com n. 
.. n 1 
Por outra parte, temos, pondo am = - na desegualdade (A), 

n 

2 
1 n 

1+-<2 
n 

e portanto 

A desegualdade (B) mostra que a expressão consideradu uugmenta indefinidamente com 
n, e esta ultima deseguuldade mostra que não póde exceder o numero 4; logo tende para um 

limite determinado, quundo n tende para o infinito. Este limite, que se designa habitualmente 
pela lettra e, tem uma grande importancia na theoria dos logarithmos, como adiante se verá. 

31. Consideremos agora o producto 

00 

onde UI, 1/2, etc. representam quantidades reues ou imaginarias. 

O theorema demonstrado na Algebra elementm', relativo á multiplicação de binomios, dá 

n n 
II (1 + um) = 1 +~ u",+ . . ,+Ui U2.· .ttn, 

m=! ! 
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e do mesmo modo 
n n 

II (l+al1l)=l+:Eam+ ... +at ai ... an, 
",=1. i 

chamando ai, a2, etc. os módulos de UI, U2, etc. 

Suppondo agora que o produeto II (1 + am) é convHgente, a cada valor da quantidade 
i 

positiva ~ corresponde um numero nl., tal que (n.o 14) 

quando n>nl., qualquer que seja p. 
Mas temos 

e (n.o 11-1) 

Logo 

:lO 

quando n> nl., e o pro dueto II (1 + um) é portanto (n.o 19-II) convergente. 
I 

Podemo:> pois enunciar o principio seguinte: 
00 00 

Se o pJ'odueto II (1 + am) é eOn1'ergente, tambem é eonve1'gente o produeto II (1 + um)' 
i i 

Por exemplo, o producto 

onde z -:- x + iy, é convergente, visto ser convergente a serie (n.o 22-III) 

~ am = ~ j z I 
111=1 1ll=1 1.2, .. m 

Logo tambem é convergente o producto 

00 ( z) II 1+--- . 
111=:1 1.2 ... m 
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1. No caso de ser convergente e producto II (1 + um), O producto II (1 + um) diz-se abso­

lutamente convm·gente. N'este caso póde muda1'-se a o1·dem dos sens factores, sem alterar o seu 

val01·. Com effeito, representando por PilO producto dos n primeiros factores do producto 

infinito dado, por P o valor d'este producto e por P~ o producto dos s primeiros factores do 

producto infinito que resulta da mudança da ordem dos factores do,primeiro, e dando a s um 

valor sufficientemente grande para que P~ contenha todos os factores de PII, temos 

e portanto 

o que dá 

I P~ - Pn I = I PIIII (1 +urJ (1 +u~) . .. -11 = I Pn II :Euo;u~ .• ·1. 

< I PIII :E ao; a~ .. . = I P" 1[(1 + ao;) (1 +a~) . .. -lJ; 

CIO 

Mas, por ser convergente o producto II (1 +am), o producto infinito que entra no segundo 
I 

membro d'esta egualdade tende para a unidade, quando n tende para o infinito. Logo P~ tende 

para P, quando s tende para o infinito. 
Se o pro dueto infinito considerado se deeompozer n'outros, cujos valores sejam P(I), P,2), 

P(3J , ••• , basta substituir no calculo anterior P; por P(I)+pt2J+ .. . +P(s) para ver que esta 

ultima quantidade tende para P, quando s tende para o infinito. 

II. Dá-se o nome de prodnctos infinitos duplos aos pro duetos da fórma 

cujos factores se formam dando em 1 +u~m) a m e n uma infinidade de valores int~iros, posi­

tivos ou negativos. 
Se dispozermos estes factores uns adiante dos outros segundo uma ordem tal que não dê 

lagar a omissão algu,ma, obtem-se um productoinfinito simples. Se este pro dueto for absolu­
tamente convergente, o produeto infinito duplo diz-se absolutamente convm·gente. N'este caso 

o valor do producto infinito simples é sempre o mesmo, qualquer que seja' a ordem pela qual 

se disponham os factores do pro dueto duplo, para formar o producto simples, e é este valor 
que representa, por definição, o valor do pro dueto duplo considerado. 

Hosted byGoogle 



61 

VII 

Fracções continuas 

32. As fracções continuas numericas são conhecidas desde os Elementos de Algebra, 

onda se viu a grande importancia que têem em muitas questões relativas aos numeroso Os 
principaes resultados lá achados têem logar no caso em que, na fracção continua 

(1 ) 

aI, a2, etc., bl , b2, etc. representam polynomios ordenados segundo as potencias inteiras e 
positivas de u)Jla variavel ro (1). 

r. Formando as reduzidas successivas, como no caso das fracções continuas numericas, 
acham-se os resultados: 

Se o numero das quantidades 1tj, U2, etc. é infinito e Cn tende para um limite, quando n 

tende para infinito, a frac~ão continua diz-se conve1'gente. 

( 1) Os primeiros resultados relativos á theoria das funcções continuas foram achados por Cataldi, Broun­
ker, \V allis, Huygens, etc.; mas o principal fundador d'esta theol'ia foi Euler, que lhe consagrou diversas 
memorias, publicadas nos tomos IX e XI dos Commentarii e nos tomos IX e XI dos Novi Commentarii da Aca­
demia das Sciencias de S. Petersburgo, e um capitulo da sua Introductio in Analysin infinitorum. Depois 
occupal'llm-se das suas propriedades ou das suas applicações Lambert, Lagrange, Gauss, mais tarde Stern, 
que lhes consagrou um trabalho extenso, publicado nos tomos X e XI do Jornal de Crelle, e, nos ultimos tem­
pos, Tchebicheff, Stieltjes, Padé, etc. 
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II. As tres reduzidas consecutivas: 

dão, por subtracção, 

Nn- 2 --, 
Dn-2 

Nn Nn- i bn + Nn- 2 ali 

Dn -. Dn_1. bn + Dn-2 a n 

C -C _ an (Nn_1. Dn-l- Dn-i Nn- 2) 
H-i n- D D ' 

n-1. n 

C -C __ Nn- i Dn-2 - Dn-i Nn- 2 
n-2 n-I.- D D ' 

n-1. n-2 , 

e portanto o numerador da differença Cn-i - Cn é egual, ao numerador dc1 differença 
Cn- 2 - Cn-I., multiplicado por - an ; mas as primeiras reduzidas dão 

logo temos 

e portanto 

III. Este resultado permitte transformar a fl'acção continua n'uma serie. Com effeito, 
temos evidentemente 

d'onde se segue 

o valor que se obtem sommando n termos d'esta serie é eguaI á reduzida de ordem n da 
fracção continua. Logo, para que a fracção continua seja convergente, é necessario e basta 
que esta serie o seja (1.). 

(I) P6de ver-se outro criterio para reconhecer ,a convergencia das fracções continuas em um trabalho de 
Stern publicado no tomo xxxnr do Jornal de Crelle. 
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IV, Entre as fracções continuas contidas na fórma geral (1) ha um grupo mais importante 

na Analyse, o qual corresponde a ai = a2 = aa =, , ,= I, 
A respeito d'estas fracções continuas enunciaremos os principios seguintes: 

1. o A fracção algebrica ~: é irreductivel, 

Este principio é conseqnencia da fórmula 

2, o O denominador da 1'eduzida de ordem n é mn polynomio ordenado segundo as potencias 

inteiras e positivas de x, cu}o gratl é egual á somma dos g1'ctUS de bi, b2 , "" bn, 

Este principio é uma consequencia da lei de fOl'mação dos denominadores das reduzidas 
(n,O 32-I), 

3,0 Se as quantidades bl , b2 , ", são todas positivas, Dn tende'pclra 00, quando n ctugmenta 

~'ndejinidamente, e a serie p1'ecedentemertte escripta é convergente, assim como a fracção con­

tinua considet'ada, 

4,° Se 11 n tende pam um limite, quando x tende para o infim'to, a d1'jferença ent1'e o valor 

de tt e o da 1'eduzida On-i é dCl fÓ1'1ncl 

(2) 

onde k é a somma dos g1'ctUS dos polynomios Dn-! e Dn, A uma constante determinada e z uma 

quantidade que tende pam zero, quando x tende para o infinito, 

Antes de demonstrar esta proposição, demonstremos o lemma seguinte: 

A fracção 

Axa+Bxb+., • 
y= , 

LXi + Mx1J!+. " . 

cujo numerador e denominador estão ordenados segundo as potencias decrescentes de x, 

d • l dA. 1 d ' fi ' • >l tc'n e para zeru, se e a < , ten e para . L' se e a = , e ten e para o 1ll mto, se e a , 

quando x tende para o intinito, 

Com effeito, se é a = l, temos 

se é a>l, temos 

r _I' A+Bxb-a+., , __ ~, 
1m y- 1m L + Mxl>l-a+ ." - L' 

r r A + Bxb-a+, , . 
1m y = !lll Lxl-a + Mx1J!-a + . , , = 00; 
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se é a <l, temos 

. . Axa-l + Bxb-l + .. . 
hmy=hm L+Mxm-I+ ... =0. 

Posto isto, a egualdade 

dá, quando se muda bn em bn + UnI 

Temos pois a egllaldade 

da qual se deduz, dividindo os dois termos da fracção que entra no segundo membro por xk, 

J! d d . fi . d d Dn-I Dn d I" d . lazen o ten er x para o m mto e atten en o a que --- ten e para um lmIte eterml-
D2 ~ 

nado e __ :-t tende para zero, uma egualdade da fórma 
x 

lim xk Cu - On-i) = A, 

da qual se tira o theorema enunciado. 

5.° Se ~- 1'ep1'esentar 1tma /1'acção irreductivel, cujo numerador e denominad01' selam 

polynomios 01,denados segundo as potencias inteÍ1'us e positivas de x e cujo denominador sÇja 
do grau a, e se existir um numero m, maio?' do que 2a, tal que slja 

B sendo uma quctntidade constante e ri umet q1tantidade que tenda para zero, quando x tende 

para o infinito, a fracção ~ é egual á reduzida On-I da fracção continua u, no caso de U n 

tender para um limite, quando x tende para o infinito. 
Sejam rJ..n-1 e an os graus dos denominadores Dn-! e Dn de duas reduzidas consecutivas 

da fracção continua considerada, taes que rJ..n-1 < a e an> a, e ponha.se a + an-I = s. 
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As egualdades (2) e (3) dão 

( N Nn-I) :x;S (A+) X S (B+ I X S ----,,--- =- E -- E), 
D- Dn-i Xk Xm 

e portanto, fazendo tender x para o infinito e notando que é s < le, s < 2a < m, 

lim X s (NDn_1 - DNn- i ) = O. 
DDn-i 

Temos pois 

NDn-i - DN,,_i = 0, 

porque, se esta egualdade não tivesse lo~al", o grau do numerador da fracção precedente 

seria egllal ou superior ao grau do denominador, e o limite da fracção não podia ser egual a 

zero, em virtude do Jemma anteriorment.e demonstrado. 

Logo 

N NIl- i -=--, 
D Dn-l. 

que é o que se queria demonstrar. 

33. A theoria das fracções continua!> algebricas tem a sua principal applicação no pro­

blema que consiste em procurar, sendo dada a serie convergente 

Ci C2 c,. 
tt = Ao + - + -2 + ... + - + ... , 

x X x" 

onde Ao representa um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de x, 

uma serie de fracções Írreductiveis 

taes que, sendo a o grau de Dn--i, seja 

representando pOI' A uma constante, por le um numero inteiro maior do que 2a e por ê uma 

variavel que tende para zero, quando x tt'nde para o infinito. Pam resolver esta questão, 

vamos primeiramente desenvolver u em frac~~ão continua. 

I 
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para 
1 1 

n=Ao+--, v=----
v ~+ C2 + 

x 2 

e suppondo que Ci é o primeiro dos coeffidentes Gi, C2, C3, ••• que não é nuHo, teremos, 

effectuando a divisão, um resultado da fôrma 

v ... , 

onde AI representa um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de x-, 

do ~. 

Temos depois 
1 

~q=-, 
VI 

e que dj o primeiro coefficientes, d2 , •• , não é e 

representando por A2 um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de x-, 
do grau}, 

Vj 

Continuando do mesmo modo, obtem-se o desenvolvimento de u em fracção continua: 

Ao+ 
1 1 

, nj=-c---. ... , 

Como ttn tende para zero, quando .x tende para o infinito, e os graus de Dn--j e Dn são 

o egual o segundo maior do 11, as convergentes d'esta fracção continua 
satisfazem (n. o 0) á proposta, são as fracções B2-5. 0) lhe 

satisfazem. 

A transformação das series em fracções continuas foi feita pela primeira vez por Euler. 

A que vimos de considerar tem applicações importantes em um trabalho de Gauss sobre a 

approximada das curvas e em trabalhos Tehebicheif, 
etc. 

{ ~ol 



CAPITULO II 

Prinoipios geraes da theoria das fUIl.oções. 

FUIl.oções algebrioas. logarith:ruioas. eto. 

I 

Prillcipios gemes 

34. Funcções de variaveis 1'eaes. - Se duas quantidades reaes vanavelS x e y estão li­

gadas de tal modo que os valores da segunda dependem dos valores da primeira, diz-se que, 

y é ft6nCção de x. Assim, por exemplo, aX , sen x, x"', etc. são funcções de x. Para designar 

que y é funcção de x, emprega-se qualquer das notações 

y=f(x), y=F(x), y=rp(x), etc. 

Os valores que tomam as funcções f(x), F (x), etc., qnando á variavel x se dá o valai' 
determinado a, representam-se por ira), F (a), etc. 

Á variavel x chama-se vw'iavel independente e á variavel y varia1,el dependente. A val'Íavel 

independente p6de representar qualquer numero de collecção geral dos numeras, ou qualquer 
numero de uma collecçào especial, como, por exemplo, da collecção dos numeras com­

prehendidos entre A e B, etc. Os valores d'3 y ficam determinados quando x é dado. 
Uma funcção f(x) diz-se defin'ida no intel'vallo de x . a a :>'; = b, quando a todo o valor 

que se dá a x, desde a até b, corresponde um valor unico da funcção. 

Uma funcção diz-se definida na visinhança do ponto x = a, quando existe um numero ~, tal 
que a fnII~ção é definida no intervallo de x == a - ~ a x = a + ~. 

Nas definições e enunciados dos theoremas geraes, relativos ás funcções, supporemos semprf' 

que a cada valor de a; corresponde um s6 valor da funcção. Para depois se applicarem estes 

principios ás funcções que tomam muitos valores para cada valor de x, é necessario primeira-

"" 
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mente separar aquelles valores de modo a formar novas funcções, taes que a cada valor de [1: 

corresponda um só valor de cada uma, As novas funcções assim formadas chamam-se ramos 

da primeira, 

Deve-se observar que esta separação não se faz de uma maneira arbitraria; deve ser feita 
de tal modo que as novas funcções tenham as qualidades geraes que iremos attribuindo ás 

funcções de que nos occuparmos, 

SiS. Principiaremos o 'estudo geral das funcções demonstrando o theorema seguinte, 

devido a Weierstrass: 

Se os valoj'es da funcção f(x)~ correspondentes aos valores que toma x desde x = a. até 

[1:= ~~ estão todos comprehendidos entr'e dois numel'OS a e b~ existe sempre um nttmero L, tal 

que os valores de f(x) não podem sm' supm'iores a L e tal que~ ou L j'epresenta um valo,- de 

f (x), ou entre L e L - (; existe sernpre algum dos valores de f (x)~ prn' mais pequeno que seja 

aj e existe sempre wn numero l~ tal que os valores de f(x) não podem ser inferiores a l e tal 

qtte~ ou l representa ~tm 1) a lo l' de f(x)~ ou entre l e l + (; existe sempre algum dos valor'es de 

f(x), 

Supponhamos que é b > a e dividamos o intervallo entre a e b em dois intervallos eguaes, 
o que dá os numeros 

e sejam ai o ultimo d'estes tres numet'OS que f(x) chega a exceder, quando x varia desde a. 

até ~, e b1 o primeiro que f(x) não pó de exceder, Temos 

b-a b-a 
al=a, bl=a+~<b, bl.-al.=-2-' 

quando f(x) não pódé exceder a + b 2 a, e 

b-a b-a 
ai =a+-2->a~ bl=b, bl-al.=-2-' 

b-a 
quando f(x) chega a exceder a +-2-' 

Dividamos em seguida o intervallo entre ai e bl. em dois intervalIos eguaes, o que dá os 

nu meros 
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e sejam a~ o ultimo d'estes numeros que f(x) chega a exceder e b2 o primeiro que f(x) não 

pó de exceder. Temos 

Continuando do mesmo modo, obtem-Sé um grupo de numeros crescentes 

que f(x) chega a exceder, e um grupo de numeros decrescentes 

que f(x) não póde exceder, taes que 

Os numeros a~ ai, a2, etc. tendem para um numero racional ou irracional L; e, como ,a 

differença bn - an tende para zero, quando n tende para o infinito, segue-se que os numeros 

b~ bi , b2 , etc. tendem tambem para o limiteL. Como porém f(x) não póde exceder os nu­

meras b, bl, b2, etc., esta funcção não póde exceder L; e, como, por outra parte, temos 

ou 

b-a 
L-f(x) <2n-' 

. b-a 
ou, dando a n um valor tão grande que seja 2H <a, 

vê-se que f(x) chega a exceder L - a, quando x varia desde a até ~, por mais pequeno que 

seja a, O' que é a primeira parte do theorema. 

Do mesmo modo se demonstra a existencia de um numero l que satisfaz ás condições do 

theorema. 

Aos numeras L e l chama-se respectivamente limite superior e limite inferio/' dos valores 

considerados da funcção. 

NOTA. É facil de ver que ~ theorema precedentt> tem lagar no caso mais geral de se 

considerar, em lagar de uma funcção, um grupo qualquer de numeras comprehendidos entre 

a e b. 
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36. Seja f(x) uma funeção definida na visinhança do ponto a. Se f(a + h) tende para 

l(a), quando h tende para zero, e isto tem logar qualquer que seja a serie de-valores pelos 

quaes passa h, diz-se que a funcção f(x) é continua no ponto a. Se no ponto a a funcção 

não é continua, diz-se que é dt·sc011tinua. 

D'esta definição e do que se disse no n.O 15-1.° e no n.O 16 a respeito da noção de limite 

decorrem immediatamente as seguintes proposições: 

1.0 É condição necessaria e sufficiente para que a funcção f(x) sr;ja continua no ponto a, 

que a cada valor da quantidade positiva a, por mais pequeno que seja, corresponda um nume1'0 

positivo E, tal que a desegualdade 

(1) If(a+h)--j(a) I <~ 

seja satisfeita p01' todos os valm'e de h que satisfazem á condição I h I < E. 

2.° A somma, o p1'oducto, o quociente (quando o divisor não é nullo no ponto a) e as mizes 

de funcções de x, continuas no ponto a, são f1t1tCções ele x, continuas no mesmo ponto. 

Com effeito, sendo cp (x) e ~(x) estas funcções e f(x) a sua somma, temos (n. o 16-1.°) 

limf(a+h)=limcp (a+h)+lim~ (a+h)=cp(a) +~(a)' f(a). 
h=O· h=O . h=O 

Do mesmo modo se demonstram os theoremas relativos ao producto, ao quociente e á 

raiz, baseando-se nos theoremas2.0,3. il e 4.° do n.o 16. 
3. ° Se y = cp (x) 1'epI'esenta uma fUricção continua de x no ponto a e z = ~ (y) uma funcção 

continua de y no ponto b, correspondente et, x = a, a juncção de funcção z = ~ [cp (x)] é con­

tinua no ponto x = a. 

Com effeito, quando x tende para a, y tende para b, e z tende para ~ (b), e portanto para 

HCfi(a)], visto ser ~(b)=H<p(a)]. 

31. Os theol'emas seguintes dão prupriedades importantes das funoções continuas: 

TH~;OHEMA 1.0 Se a flt1lCção f(x) jôr continlttl em todos os pontos, desde x =a até x = bJ" 
e se f(a) e f(pl tivel'eni signaes cunf1'(Jrilis, entre a e b existe pelo menos uma raiz da equação. 

fex) := O (Cauchy). ' 

Supponhamos li> et e dividamos o intervallo de x = et a x = b em duas partes eg~aes, o' 
que dá.os numeros 

b -a 
(/, a+-2-, b. 

,Se o segundo pumero annullar a funcçã:o, está o theDrema verificado. No 'caso contl;ario, 

representando por ai e 6, dois d'estes numeros que sejam consecutivos e dêem á fun~çãâ 
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signaes éontrarios, temos 

b-a ·b-a 
~l=a, bi=a+~<b, b{-ai=-~' 

b-a . 
quando a e a+2 - dão á funcção signaes contrarios, e 

b-a· b-a 
al.= a +-2-. ->a, bt=b, bl.-a1=-2-' 

no caso contrario. 

Dividamos do mesmo modo o interva110 de x = ai a x -:- bl. em dois intervallos eguaes, o 

que dá o numeros 

e chamemos a2 e b'J, os dois numeros consecutivos d'este geupo que dão a f(x) signaes con­
trarios; temos 

Continuando do mesmo modo, obtem-se um geupo 

de numeros crescentes e um grupo 

de numerQs descrecentes, maiores do que os numeros do grupo anterior e taes que 

b-a 
b -a =--. 

11 n ~n 

Os numeros do primeiro g~upo tendem para um numero racional ou irracional C; e, por 

ser a funcção f(x) contínua no intervaUo de x = a a. x = b, os numeros f(al.), f(a2), etc. 

devem te:nder para um limite fCc), que deve ser nuUo ou ter o mesmo signal que estes 

numeros (n. o 13-3.0). 

Os numeros bi, b2 , etc. tendendo tambem para C, os numeros f (b l ), f(b2), etc. tendem 
tambein para um limite i Cc), qmi ·deve ser nuJlQ ou ter o mesmo signal que estes numeroso 

Mas i(c) não póde ter ao mesmo tempo o signal de f(a,,) e de f(b,,), porque· estes 
nUmel;OS têemsignaes contrarios; logo"j(c) .. 0, 
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'rHEommA 2. 0 Se a funcçâo f(x) é continua em todos os pontos) desde x = a até x = b) e 

A e B são dois valores de f(x» c01'1'espondentes aos valO1'es a 6 b de x) f(x) passa p01' todos 

os val01'es comprehendidos ellt.'e A e B, quando x varia desde a até b. 

Com effeito, sendo C um valor com prehendido entre' A e B e portanto A> C> B, as 

quantidades f(a) - C e f(b) - C têem signaes contrarios; logo existe um valor Xl de x, com­

prehendido entre a e b (theorema 1.0), tal que é f (Xi) - C = O. 

THEOREMA 3. o Se a funcção f(x) f01' continua no intm'vallo de x = a a x = b, inclltindo a 

e b) existe um limite superior e um limite inferior dos valol'es que ella tem neste intervallo, e estes 

limites rep1'esentam valores da funcção (Weierstrass). 

É evidente que, se f(x) não tivesse limite superior no intervallo de x = a a x = b, tambem 

não teria limite superior n'um pelo menos dos intervallos que resultam de dividir aquelle em 

duas partes iguaes; e que, se f(X) tiver limite superior nú intervallo considerado, este limite 

coincide com o limite superior correspondente a um (ai a bi) dus intervallos parciaes. 

Continuando depois, como na demonstraç-ão do theorema 1.0 , é facil de ver que, se não 

existir limite superior, haverá dois grupos de numeros 

... , 

que tenderão para o mesmo limite c, taes que não existirá limite superior dos valores que 

toma f (x), quaado x varia desde an até b,,; e que, se existir um limite superior L, este 

numero será tambem o limite superior dos valores que toma f(x) , quando x varia desde an 

até bn• 

Mas, por ser a fUllcção f(x) contínua no ponto c, a cada valor de ~ corresponde um 

numero positivo h i , tal que a desegualdade 

if(c+h)-f(c)[<~ 

é satisfeita pelos valores de h comprehenuidos entre - hi e hi . Logo, dando a n um valor 

tão grande que an e bn fiquem comprehendidos entre c - hj e c + hi , vê-se que é 

[f(x) - f(c) I <~, 

quando x está comprehendido entre a" e b., e portanto que f.ex) está comprehendido entl'e 

f(c)+~ ef(c)-~. Existe pois um limite superior a L (n. o 35) dos valores que tomaf(x), 

quando ,x varia desde a até b. 

Para mostrar que este limite é um valor de f(x), basta notar que, por ser tambem L o 
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limite superior dos valores que toma f(x), quando x varia desele (ln até b", temos para alguns 

d'estes valores de x, por definição (n. o 35), 

f(x»L-a', 

por mais pequeno qne seja a', e portanto 

f(c)+(j>L-(jI; 

o que dá, fazendo tender a e (j' para zero, f(c) = L, visto que f(c) não póde ser maior do 

que L. 
Por um raciocinio semelhante se demo.nstra a parte do theor6ma que se refere ao limite 

inferior. 

THEOREMA 4.° Se afuncçãof(x) fOI' continua em todus os pontos de.~de x=a até x=b, 

incluindo a. e b, a cada valO)' da quantidade positiva b, por mais pequeno que seja, c07'7'esponde 

um valor E, tal que a desegualdade 

If(X') - f(x) I < (j 

é satisfeita pPI' todos aquelles valO1'es de x e x', pertencentes a.o intervallo c.onsiderado, cuja 

differença é men.o?', em val.o1' abs.oluto, do que E (G. Cantor), 

Com effeito, se o theo~'ema não tivesse logar, tambem não teria logar n'um, pelo menos, 
dos internllos que resultam de dividir o intervallo de x = a a x = b em duas partes eguaes 

por meio elos numeras 

b-a 
a, a+-2-, b; 

porque, se o theorema tivesse logar nos dois intervallos, teriamos, representando por Xi e x; 
dois valores de x pertencentes ao primeiro intervallo, por X2 e x~ dois valores ele x perten­
centes ao segundo e por (/. o valor que tem x no ponto de separação elos dois intervallos, 

If(x;) - f (XI) I < a, 
1 

If(xI) - f (a) I < ~ (j, 

lf(x~)-f(x2)1 <(j, 

1 IfeX 2) - {(a) I < ~ (j, 

quando I x; - Xl 1< El, I x~ - x21 < E2, I XI - a I < Ea, I a'2 ~ a I < E., e, por ser 

J 
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as eomliçõe" do theorema verificavam-se em o intervallo de x = b dando z o 

,menor dos valores 2t, 22, 23, ê4, 

Chamando at e bi as extremidades d'aquelle dos intervallos precedentes no qual o theo-

Tema nfw teria vê-se que theorema lambem não deveria ter 

dos intel'vallos que resultam de dividir intervallo ai a 

eguaes por meio dos numeras 

n'um pelo menos 

em duas 

Continuando do mesmo modo, como na demonstração do theorema 1,0, é faeil de ver que, 

se o theorema não fosse verdadeiro, haveria dois grupos de numeros 

" " 

" " 

que tenderiam limite que o theorema não tambem verdadeiro no inter-

valIo de x = an a x = Dn' 

Mas, por ser a funcção J(x) continua no ponto e, a eada valor ~, por mais pequeno que 

sej a, corresponde um valor h j tal que é 

h está comprehendido 

fiquem eomprehendidos 

1 
IJ(e +h) - i(e) 1 < 2~' 

-1'1 e . Logo, dando n um 

c -111 c + hi, a desegualdac1e 

tão grande que 

é satisfeita por todos os valores de x comprehendic1os entre a" e bn • Chamando pois um 

valor c1e x comprehendido entre estes numeros, temos 

iJ(x') 

D'esta c1esegualc1ade e da anterior tira-se (n, o 11) a desegualdac1e 

IJex ') 1+ IJ(x)- i (e) 1 <~, 
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que é satisfeita por todos os valores de x e de x' comprehendidos entre an e bll • Logo (} 

theorema tem logar para o intervallo de x = an a x = b", e portanto tambem tem logar para 

o intervallo de x = a a x = b. 

3S. Se lima quautidade variavel 1t depende de outras variaveis x, y, etc., diz-se que u· 

é funcção das variaveis x, y, etc. e escreve-se 

n=f(x, y, " .), n=F(x, y, ... ), etc, 

A fUllcçãof(x, y, .. . ), definida nít visinhança dos pontos x=a, y=b, etc., diz-se con-

tinua no ponto (a, b, c, ... ), se f(a+h, b+k, ... ) tende paraf(a, b} ... ), quando h, k7 

etc. teridem para zero, e isto tem logar qualquer que seja o modo como estas quantidades 

tendam para zero. 

É facil de estender os theorellJlls que demonstrámos nos numeros anteriores para as 

funcções de uma variavel, ao caso das funcções de muitas variaveis. Assim temos, limitando-nos 

aos theoremas de que teremos de fazer uso: 

1.0 É condição neces8a1'ia e suificiente pam que a fnncção f(x; 'f/J ••• ) seja continua no 

ponto (a, b, ... ), que a cada valor da quantidade positiva ~, por mais pequeno que stda, cor­

responda um numero ê, tal que a desegualdade 

s~ja satisfeità pOJo todos os valores de h, k, etc. que satüjizerem ás condições I h I < E, I li; 1< ê, etc. 

2.° A somma, o producto, o quociente [quando o divisor não é nullo no ponto (a, b, ... )J 
e as j'aizes de fnncções continuas no ponto (a, b, ... ) são funcções de x, y, etc., cont'inuas no 

mesmo ponto. 

Estes dois principios são corollarios dos principios a que nos referimos no n. ° 17. 
3.° Se a fttncção f(x, y) for continua para todos os valores de x e y j'epresentados pelos 

ponto,. de uma área limitada A (incluindo o cont01'11O) , existe mn limite stlpel'ior e um limite 

úiferio1' elos valores que ellct toma nos pontos d' essa áj'ea, e estes limites repl'esentam valol'es da 

funcção. 

Sejam a e b o menor e o maior elos valores que toma x na área considerada e ai e bJ o , 
menor e o maior dos valores que toma y nít mesma área, e tracemos as duas pa,rallelas aos 

eixos coordenados cujas equações são iC= ~ (a+b), y= ~ (a'+b'), as quaes dividem a área 

em quatro novas áreas, Se a funcção f(x, y) não tiver limite superior na área A, tambem o 

não tem n'uma pelo menos das partes em que se dividiu esta área; e, se a funeção f(x, y) 
. tiver limite superior na área A, este limite coincide com o limite superior correspondente a 

uma d'estas partes de A. Seja Ai a parte de A a que vimos de nos referir, e sejam 

* 
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ai, a~, bi, bí os menores e os maiores valores que tomam respectivamente x e y n'esta ultima 
área; temos 

Dividindo do mesmo modo a área Ai em quatro novas áreas por meio das rectas cnjas 

equações são x = ! (ai + bt), Y =; (ai + bi), fórma-se como anteriormente uma área A2, tal 

que, se a funcção não tiver limite superior em A, tambem o não tem em A2, e, se a funcção 
tiver limite superior em A, este limite coincide com o que a funcç~o tem em A2 ; e temos, 
representando por a2, a2; b2 e b't. os menores e os maiores valores que tomam respectiva­
mente x e y na área A2, 

a2>at, a2>ai, b2<bt , b2<bí, 

. bt-at b-a . . b' -a' 
b2 -a2=--2-= 2:2-' b2 -a2 =-W-' 

Continuando do mesmo modo, formam-se duas series de numeros crescentes (ai, a2, 

an, ••• ) e (aí, a2, ... , a~, . .. ), e duas series de numeros decrescentes (bl., b2, " ., bn, 

e (bj, b2, .•• , b~, .•. ), que satisfazem ás condições 

b-a, . bt-a' 
bn-an=--, b,,-aM=-2n-' 

~II " 

... , 

... ) 

e que portanto tendem a primeira e a terceira para um limite c e a segunda e a quarta para 

um limite d; e fórma-se uma serie de áreaes AI, A2, ... , An, ... , contendo todas no inte­
rior o ponto (c, d), taes que, se f(x, y) não tiver limite superior na área A, tambem o não 
tem na área An' e, se tiver um limite superior L na área A, este numero é tambem o limite 
superior dos valores que toma aquella funcção na área An. N'esta área os valores de x e y 
estão respectivamente comprehendidos entre an e b" e entre a~ e b~. 

Mas, por ser a fllncção f (x, y) continua no ponto (c, d), a cada valor dado a a corresponde 
um numero E, tal que a desegualdade 

é satisfeita pelos valores de x e y respectivamente comprehendidos entre c - ê e c + ê e entre 

d - ê e d + ê; e por isso, dando a n um valor tão grande que a" e bn fiquem comprehen­
didos entre c - ê e c + ê e a~ e b~ fiquem comprehendidos entre d - ê e d + ê, a mesma des­
egualdade é satisfeita pelos valores de x e y que representam os pontos da área An. Logo os 
valores correspondentes de f (x) y) estão comprehendidos entre f (c, d) - a e f (c, d) + a, e 
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existe portanto (n. °35) um limite superior L dos valores que f(x, y) toma n1\- área An e, 
por consequencia, na área A. 

Para demonstrar que o limite, cuja existencia vimos de mostrar, é um valor da funcção 
f(x, y), notemos que, por ser tambem L o limite superior dos valores que toma f(x, y) na 
área An temos, para alguns dos valores de x e y representados pelos pontos de Am 

f(x, y»L-a', 

por mais pequeno que seja a', e portanto 

o que dá, fazendo tender a e a' para zero, f(c, d) = L, visto que f(c, d) não póde ser maior 
do que L. 

Do mesmo modo se mostra que o limite inferior existe e é um valor da funcção. 
4.° Se a funcção f(x, y) fôr continua em todos os pontos (x, y) de urna área fechada A 

(incluindo o contorno), a cada valor da çuantidade positiva a cornsponde urn numero E, tal 

que a desegualdade 

If(x', y') - f(x, y) I <a 

é satisfeita por todos os grupos de valores de (x, y) e de (x', y'), ·replesentados pelos pontos 

da ál'ea A, que satisfazern ás condições I x - x' I < E, I y - y' I < E. 

Divida-se, como na demonstração do theorema anterior, a área A em q'uatro áreas por 

meio das rectas x = ; (a + b), Y = .~ (a' + b')o Vê-se, como no caso das funcções d'uma 

variavel (n.o 37-4.°), que, se o theorema não tivesse logar na área A, tambem não teria 
logar n'uma pelo menos AI das áreas em que se dividiu A. Continuando depois, como na 
demonstração do theorema anterior, podemos formar duas series de numeros (ai, Cl2, ... , an, o •• ) 

e (b l , b2, ... , b", . o o), que tendem para um limite c, e duas series de numeros (ai, a2, o. o, 
a;" . . o) e (b~, b2, o' o, b~),que tendem para um limite d, taes que, se o theorema enunciado 
não fosse verdadeiro para a área A, não o seria tambem para a parte An da área A, que 
está comprehendida no rectangulo Cl~Os lados têem as equações x = an, x = bn, y = a~, 
y=b;,o 

Mas,. por ser a funcção f(x, y) con~ínua no ponto (c, d), a cada valor de a corresponde 

um numero E, tal que é 

quando x e y estão respectivamente comprehendidos entre c - E e c + E e entre d - E e d+ E. 

Logo, dando a n um valor tão grande que an e bn fiquem comprehendidos entre c - E e 
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c + E e a;, e b~ fiquem comprehendidos entre d - E e d + E, a desegnaldade anterior é satis­

feita por todos os valores de x e y representados pelos pontos da área An, o que dá, sendo 

x' e. y' dois valores de x e y que satisfaçam a esta condição, 

lf(x', y')-f(c, d) 1< ~ a. 

D'esta desegualdade e da anterior tira-se a desegualdade 

If(x', y')-f(x, y)l<a, 

que é satisfeita pelos valorAs de (x, y) e (x', y') que representam pontos da área An. Logo 

o theorema enunciado tem logar na lÍrea An, e portanto tambem tem logar na área A. 
Do -mesmo modo se demonstram os theoremas seguintes: 

5. o Se a fwwção f (x) y) z) for continua pam todos os valores de x, y e z 1'epl'esentados 

pelos pontos de um volume limitado V (incluindo a sVlperficie que o limita), a funcção admitte 

um limite superior e um limite infe1'ior dos valores qtW toma nos pontos d'este volume, e estes 

limites são valores da jimcção. 

6. 0 Se a funcção f(x, y) z) f01' continua em todos os pontos (x) y, z) de um volume limi­

tado V (incluindo a superficie que o limita) a cada valm' da quantidade positiva a corresponde 

um mtmel'o E, tal que a desegnaldade 

lf(x', y', z') - fx, y, z) i < a 

é satisfeita pOl' todos os grupos de valores de (x, y, z) e (x', V', z'), 1'epresentados pelos pontos 

do volume considerado, que satisfazem ás condições I x - x' I < E, I y - y'l < E, I z - z' I < E. 

39. Funcções de vm'iaveis imaginm'ias, - Se os valores de uma variavel u = X + iY 

dependem dos valores de outra variavel z = x + iy, diz-se que tL é ft-tncção de z, 

Afllncçãof(x+t'y) diz-se continua nopollto a+ib, se atuncçãof[a+h+i (b+k)j 

tende para f (a + ib), quando h e k tendem para zero, e isto telil logar qualquer que seja o 

modo como h e k tendam para zero; Oll, em outros termos (n,O 19), se X e Y são funcções 

continuas de x e y, 
D'esta definição decorre immedi&talllente que a somma, o producto e o quociente [quando 

!f (a+ib) é di.ffel'ente de OJ de duas fUllcções cp (z) e ~ (z), continttas no pónto a+ib, é uma 

funcção de z continua no mesmo ponfo. 

Com effeito, pondo 
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tf (z) +~ (Z)=X+Xi +i (Y + Yi), 

tf (Z) ~ (Z) = XXi - YYi +i (XYi + YXi), 

.tf (Z) _ XXi + YYi + . YXi -- XYi 
~ (Z) - X~+ Y~ t X~+Y; , 

das quaes se tira o theorema enunciado, visto que a parte independente de i e o coefficiente 
de i, que entram no segundo membro de cada uma d'estas relações, são (n. o 38-2.°) funcções 

continuas de x e y. 
Vé-se tambem, como no n.O 36, que, se n = tf (z) representa uma funcção continua de z 

no ponto a. e t = ~ (u) uma funcção continua de u no ponto ~, correspondente a z = a, a 

funcção de funcção ~ [tf (z)] é continua no ponto z = a. 

II 

Funcções algebl'icas 

40. Seja fez) uma expt·essão analytica dada, dependente da variavel real ou imaginaria 
z. Se, para calcular o seu valor, for necessario executar sobre z s6mente ope1'ações algebricas 

(isto é, addições, subtracções, multiplicações, elevações a potencia e extracções de raiz), em 
numero finito, a funcção diz-se algebrica. As funcções que não são algebricas dizem-se trans­

cendentes. 

Se a funcção f (z) for algebrica, mas não contiver radicaes que affectem a variavel z, esta 
funcção diz-se racional; no caso contrario diz-se irracional. 

Se a funcção f (z) for racional, mas não contiver z em denominador, esta funcção diz-se 
inteú·a; no caso contrario diz-se f1"acciona1'~:a. 

Seja F (z, u) = O uma equação que determine u, quando z é dado. N'este caso diz-se que 
u é uma funcçãô de z dada debaixo de fórma implícita, ou, em termos mais breves, que u é 
funcção únpUcita de z. Resolvendo a equação precedente relat.ivamente a u, quando isto 
for possivel, obtem-se tt em funcção explicita de z. 

Se o primeiro membro da equação precedentemente considerada representar uma funcção 
algebrica de u e z, isto é, se para calcular F (u, z)" quando u e z são dados, for necessario 
sómente executar sobre estas variaveis operações algebricas, em numero finito, diz,se que u 
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é funcção algebrica implicita de z. Demonstra-se em Algebra, como consequencia de theoria 
da eliminação, que, n'este caso, a equação precedente póde ser sempre reduzida á fórma 

(1) 

onde rn é um numero inteiro positivo e ao, aI, a2, etc. são polynomios ordenados segundo as 
potencias inteiras e positivas de z. 

N'este logar occupar-nos-hemos só mente dlls funcções racionaes, inteiras e fraccionarias, 
para recordar algumas das suas propriedades mais importantes. 

41. Consideremos primeiramente as funcções inteir'lIs) isto é as funcções da fórma 

u = fez) ~ Ao zn + Ai zn-I + ... + An, 

onde n é um numero inteiro positivo e Ao, AI, etc. são constantes reaes ou imaginarias. 

r. Mudando z em z + h) temos 

ou, desenvolvendo as potencias inteiras do binomio z +h e ordenando o resultado segundo as 
potencias de h) 

-j- ..............•............................ 

h" + 1. ~ ... k [( n)k Ao zn-k + (n - 1)" AI zn--k--I + ... ] 

+ ............................ . 

pondo 

(n)" = n (n-1) ..• (n-k+ 1), etc. 
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·11 . 
Representando os coeflicientes de h, 2 h2, 2 3 h3, etc. por f' (z), f" (z), fifi (z), etc., vem 

a egualdade .. 

h2 hk hn 
f (z + h)~=f(z) + hf' (z) + 1. 2 f" (z) + ... + 1. 2 .. . k f(k)(Z) + ... + 1.2 .. . nf'n) (z), 

que tem o nome ·de f6rmula de Taylor. 

As funcções f' (z), f" (z), etc. são respectivamente do grau n-l, 11,-2, etc., e a sua 
lei de formação é dada pela fórmu]l;l. s.eguinte ; 

A estas funcções dão-se respectivamente os nomes de derivada de primeira ordern, de 
deriv·ada de segunda. ordem, etc. da funcção f (z). 

Da comparação da fórmula precedente com a correspondente a k + 1 

f(k+!) (z) = (n)k+i Ao zn-k-t + (n - 1)"+1 A! zn-k-2 + ... 
= (n)k(n -k) Ao z .. -k-! + (n -l)k (n-k -1) A1 zn-k-2 + ... 

tira-se a seguinte regra, para formar as derivadas sur.cessÍvas de f(z): 
Para petssar de uma funcção para a sua de1'ivada ou .. de umet de?'ivada pa1'a a seguinte, 

multiplique-se em cada te1'mo da primeira o expoente de z pelo coefficiente e diminua-se o 

expoente de uma unidade. 

Por exemplo, no caso de 

vem 

f' (z)= 5z4 -12z3+8z, 

f" (z)=20z3_36z2+8, 

II. A fórmula de Taylor mostra que f(z+ h) tende para f (z), quando h tende para 0, e 
portanto que a funcção inteira fez) é continua, qualquer que s~a z . 

. III. A funcção inteira (z) é o prod1tcto de n factores do primeiro gmu: 

(A) f(z)=Ao (z-at- (z-b)~ ... (z-l)", 

onde a, b, ... , l são as raizes tia equação f (z) =0. 

K 
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Este theorema importante é uma consequencia do principio fundamental da theoria das 
~quações, que vamos primeiramente demonstrar: 

A equação algeb1'ica I (z) = O admitte pelo menos uma raiz (I). 
Consideremos os valores de z = x + iy representados pelos pontos da área de um circulo, 

cujo centro esteja na origem das coordenadas e cujo raio seja um numero R, que vamos 
determinar de modo que o limite inferior dos valores que toma If(z) I, na área considerada, 
não corresponda a ponto algum da circumferencia d'este circulo. Para isso, notemos que da 
egualdade 

se tira, suppondo I z I > 1, 

I Ao Ilzln<l/(z) i +1 Aill z ln-i + ... + 1 An I <1/(z) I + [I Ail + ... + IAnl] I zl n-i, 

e portanto 

II (z) I > 1 Ao II z 1- [ / Ai I + ... + I An I J, 

e que esta ultima desegualdade faz vêr que é /I(z) I> I An I, quando 

I I > / An I + I Ai 1+· •. + I An I . 
z I Ao I 

Logo, escolhendo R de tal modo que seja 

R> i R>I An I +1 Ai 1+···+ IAn/ 
, IAol ' 

I f (z) I toma nos pontos da circumferencia considerada um valor maior do que o valor I An I, 
que toma no centro. 

Posto isto, seja/ex+iy)=X+iY. Por ser continua a funcção considerada, tambem são 
continuas as funcções X e Y, assim como (n. o 38-2.°) a funcção II (z) I, que é eguaI a 

VX2 + y2. Logo II (z) I tem um limite inferior, na área do circulo considerado, e este limite 
é um valor da funcção (n.o 38-3.°). 

Seja pois l este limite e z, o valor de z que dá I f (z') I = l. Vamos mostrar que é l = O. 

(1) Foi Gauss quem dpu as primeiras demonstrações rigorosas d'este importante theorema. Depois têem 
sido dadas muitas outras, como se póde vêr em uma noticia que sobre elIas publicou G. Loria no t. I da 
Rivista di Matematica (Pavia, 1900). 
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Se l fosse differente de zero, pondo z = z' + hJ z' + h representando um ponto do interior­
do circulo considerado, e suppondo que f(p) (z') é a primeirl\ das quantidades l' (z'), f" (z'), •.. 
que não é nuHa, a fórmula de Taylor daria 

f(z'+h)=f(z')+ 1.2~P .. p f(P) (z')+ .. '+T.2~n .. nf(n) (z'), 

ou, representando por a uma quantidade real comprehendida entre ° e 1, fazendo 

onde daremos o valor real ao radical que entra na expryssão de h e um qualquer dos seus 
valores· ao radical que entra na expressão de ~, e eliminando h e f(p) (z') por meio d'estas 

equações, 

f (z' +h) =f (z') (1- a) + À+i''l, 

pondo 

p+t n 
~,,+la-P- ~naP 

À+i''l = 1.2 .. . (p+ 1) f p+t ) (z')+ . .. + 1.2 .~nfn) (z'). 

Mas, representando por P uma quantidade superior aos modulos dos coeflicientes de a na 

somma precedente, é 

Logo teríamos 

ou 

p+t 

[f(z' +h) [< [f(z') [(1 - a) +(n-p) PaP 

[fez' +h) [< [f(z') [- a[ If(z') [-(n -pj PafJ, 
ou ainda, obrigando a, que já está sujeito a estar cumprehendido entre ° e 1, a satisfazer á 
desegualdade 

* 

t 

[f(z') [- (n-p)PaP>O, 
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dando-lhe por isso um valor assaz pequeno, 

If(zl +h) I < II (z') !; 

o que é absurdo, visto que If(z') I é o limite inferior dos valores de I/(z) I. 
Deve pois ser fez') = 0, que é o que queriamos demonstrar. 

É facil de demonstrar agora a fórmula (A). 

Com effeito, dividindo f (z) por z - z' vem um quociente q da fór1I\a Ao-zn-i + ... e um 

resto r independente de z; e temos a egualdade 

f(z)-~ q (z-z') + r~ 

que, pondo z=z', dáf(z)=r=O, e portanto 

fez) = q(z-z'). 

Temos do mesmo modo 

q = q' (z _Z"), 

q' representando uma funcção inteira da fórma Aozn-2+ ... e Zll uma raiz de q=O; e por­

tanto 

fez) = q' (z -z') (Z-z"). 

Continuando do mesmo modo, até chegar a um quociente constante, obtem-se a fórmula 

j (z) = Ao (z - z') (z _Zll) • •• (z - z(n), 

da qual se tira a fórmula (A), suppondo a das quantidades z', Z", 
quanti<lades eguaes a b; etc. 

eguaes a a; ~ das mesmas 

42. Consi.deremos agora as ftmCçõe8 racionae8 fraccionar'ias; isto é as funcções da 

fórma: 

r. Suppondo n > p; póde effectuar-se a divisão do numerador pelo denominador e reduzir 
d'este modo u á fórma 

u=F(z)+ :~:} 

onde F (z), cp (z) e ~ (z) são funcções inteiras, taes que o grau de cp (z) é menor do que o de ~ (z). 
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Consideremos agora a fracção : ~~ e supponhamos que, decompondo ~ (z) em factores, vem 

=(z- ~ (z- b) .,. 

N' -f, N ? (z) , . l d l . N • este caso a J 1'acçao ~ (z) e susceptlVe a c ecorrpostçao segu~nte: 

AI Aa 
=~~+--"'+ ... +---(z) z-a (z-a)" (z-a)a 

+. B~ 
--=. b)~ 

+ ......................... . 

, L! ,-­
z-l 

L-I, 

-lt 

onde os numeradores são !].ttantidades constantes (I). 

Demon§ltra-se esta proposição importante do modo seguinte: 

Pondo 

'l . À 
~i(z)=(z-by ... (z-l) 

e ehamando o quociente R o resto divisão 

? (z) - Aa Y! (z) = Cjil (z) (z- a) + R 

e, pondo z = a) 

Determinando pois Aa de modo que R seja nullo, pondo para isso 

? (a) --, 
~! (a) 

por z- temos 

(1) A theoria da decomposição das funcções racionaes cm fracções simples foi esboçada por Leibnitz, nos 
volumes correspondentes a 1702 e por Bernoulli, volnme cor-
l'espondente das Mérnoil'es 

fÓl'ma completa (Introductio in .'"''''"'.'1'°''' '-".'{.'fI:/JI·nWri? 

Sciences de 

cap. II). 
primeiro deu uma 

{ ~ol 
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vem 

cp (z) = Aa h (z) + cpi (z) (z ~ a), 

d'onde se tira, dividindo por ~ (z), 

? (z) Aa CPI (z) -=--+ . . 
~ (z) (z- a)a (z-(f)r!.-t ~I (z) 

Do mesmo modo obtemos 

(jll (z) Aa_1 + cp2 (z) ___ . 
(z-a)(J-I(z-a)a-2~i (z) (z- a)a-i ~I (z) 

Continuando do mesmo modo, acha-se finalmente a egualdade 

cp(z) =_~+_Aa_l + ... +~+ cpa (z). 
~(z) (z-a)U. (z_a)a-i z-a ~I(Z) 

Depois applica-se a :~ ~:j o mesmo processo que se applicou a : ~:~, e continua-sedo 

mesmo modo até chegar á decomposição enunciada. 
Pelo processo anterior determinam-se as constantes AI, A2, etc., Bt, B2, etc.; mas, 

attendendo á importancia d'esta questão, vamos expor um processo mais simples para esta 
determinação. 

Pondo na egualdade precedente z = a + h} vem 

ou 

Este resultado mostra que, para achar Aa' A a_ O ••• , AI, basta dividir <p(a+h) por 

9i (a + h), tendo o cuidado de ordenar primeiro estes polynomios segundo as potencias cres­
centes de h. Os coefficientes de hO, h} •.. , ha-l no quociente são as constantes pedidas. 

Devemos observar que na formação do numerador' e do denominador de ~ ~:!:~ é 

escusado escrever os termos que contêem potencias de h superiores a fi. -1, pois que estes 
termos não influem no quociente. 
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Do mesmo modo se determinam as outras constantes B!, Bi!, ." (I), 

EXEMPLO. Decomponhamos por este processo a fracção 

zíl-3z+5 , 
(z-1)4(z-2)z 

Pondo n'esta fracção z = 1 + h; excluindo o primeiro factor do denominador e effectuando 

depois a divisão, vem 

logo teremos 

Do mesmo modo, pondo na fracção considerada z = 2 + h e excluindo o segundo factor 
do denominador, vem a egualdade 

(2+h)íl-3 (2+h) +5 
(1 +h)4(2+h) 

cujo segundo membro, aproveitando só a parte independente de h no numerador e no deno-
3 

minador, visto que z-2 entra na fracção proposta no primeiro grau, se reduz a 2' Logo 

temos 

3 
Bt=-· 2 

5 
Do mesmo modo se acha ai =-:r' 
Temos pois 

z2 - 3 z + 5 1 4 + 1 3 
(z-1j4(z-2)z=z-1 -(z-l)2 (z-1)3-(z-1)4 

3 5 
+ 2 __ ~ 
z-2z' 

(I) Ha outros methodos para determinar as constantes All A2' etc. e ha mesmo fórmulas que dão ex­
pressões analyticas d'estas constantes. Podem ver-se alguns methodos e fórmulas no nosso Íl:abalho Sur la 
décompo8ition des fractionB rationelles, publicado no Jornal de sciencias mathematicas (t. I e II) e no t. II das 
nossas Obras sobre mathematica. 
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NOTA. No caso de ser a = 1, é 

Com effeito, da egualdade 

Hz) = (z - a) ~! (z), 

pondo z = a+ h e desenvolvendo os dois membros pela fórmula de Taylor, tira-se a identi­
dade 

que, devendo ter logar qualquer que seja o valor de h, dá ~'(a)=~i (a)j e portanto temos 

II. Vejamos agora se a funcção considerada é ou não continua. 

A primeira parte F (z) é continua, por ser u~a funcção ,inteira. A outra parte : ~:~ é a 

somma de fracções da fórma -( A -)"' onde k é inteiro; logo é continua (n.os 36 e 39) em 
z-a . 

, . ~, 

todos os. pontos, excepto nos pontos z = a, b, c; ... , l. 
Concluiremos. pois que toda a funcção racional fraccionaria é continuaePl qtú1,lquer ponto 

z, que nÍlo seja raiz do denominador. N'estes pontos a funcçào torna-se infinita. 

III 

FUl~cções expollenciaes, logaritllmicas e circulares 

43. As exponenciaes, os loga?'ithrnos e as potencias de expoente irracional são funcções 
transcendentes conhecidas desde os Elementos de Algebraj as funcções cÍ?'culw'es são conhe­
cidas desde a Trigonometria. São as unicas transcendentes estudadas nos Elementos, e o seu 
estudo é muito importante, por callsa da frequencia com que apparecem nas questões a que 
se applica a Mathematica, e porque serve de preparação para o estudo das outrastrariscen­
dentes déque se occupa a Analyse mathematica. Vamos por isso aqui recordar sucéintamente 
e completar em certos pontos o que a respeito d'estas funcções se ensina nos Elementós~ 
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44. Exponencial de base e expoente real. - Viu-se nos Elementos de Algeora qual é a 

significação de aX quando a representa um numero racional positivo e x um numero racional, 

positivo ou negativo. Viu-se tambem que n'este caso a cada valor de x corresponde um valor 

positivo para aX, e, além d'est,:" outro valor negativo quando o denominador de x é par. 

Considerando só ()s valores positivos, aX é uma funcção de x) que tem um unico valor para 

cada valor racional de x. 

Vejamos agora como se define aX quando a e x são inacionaes, suppondo ainda que a é 
p0sitivo. 

Sejam primeiramente a um numero irracional e x um numero racional, 
P 

caso define-se aq por meio da egualdade 

~ 

aq=ta P, 

cujo segundo membro tem uma significação conhecida (n. o 3-6. o e n. o 7). 

egual a L. N'este 
q 

Sejam, em segundo logar, a llm numero positivo qualquer, x um numero irracional, (XI, 
X2, ••• , x n) ••• ) o gl'UpO de numeros racionaes, inferiores a x)' que entram na definição 

(n. o 2) d' este numero, e rJ. um numero racional maior do que x, Se é a < i, os valores posi-
x . 

tivos de a n crescem constantemente, quando n augmenta, sem todavia poderem exceder o 
numero aCl.; logo tendem para um limite (n. o 14-1.°), unico qualquer que seja o grupo 

de numeros que entrem na definição de x (n. o 15-2.0), que se representa pelo sym-
x 

bolo aX • Se é a < 1, os valores positivos de a n decrescem, quando n augmenta, e tendem 

para um, limite, que se representa tambem por aX • 

A funcção aX , que vimos de definir, chama-se exponencial. Vamos ver algumas proprie­

dades d'esta funcção. 

I. O producto de dois valores da exponencial é elado pela jÓ1'rnula 

(1) 

A demonstração que se deu d'este theo1'ema nos Elementos de AIgeb1'a é applicavel quando 

x e y são numeros racionaes e a' é um numero positivo qualquer. 

No caso de x e y representarem numeros irracionaes, temos, chamando yl, y2, etc. os 

numeros racionaes que formam um dos grupos que entram na definição de y) 

x y 
a .a 

x n 
lim a 

tI=Xl 

I. Y· I' XIl+Vn x+y 
1m a = 1111 a = a . 

n=Xl 

II. Quando x cresce constantemente desde -00 até 00, aX aesce constantemente desde O 
até 00, se é a > ], e clec/'esce constantemente desde ':TJ até 0, iie é a < 1. 

Seja primeiramente a> 1. 

L 

Hosted by Google 



90 

Viu-se na Arithmetica que as potencias de expoente inteiro e as raizes dos numeros 
maiores do que a unidade são tambem maiores do que a unidade; logo, se h representar um 
numero racional positivo, é. ah> 1. Se' h representar um numero irracional positivo e ht , h2, 

ete., representarem os numerof'\, menores' do que h) que entram na sua definição, temos ainda 
h 1 h> h,,> 1 a >. , por ser a a . 

Em virtuda d'esta desegualdade, a fórmula (1) dá a,+h>ax ; por onde se vê que a expo­

nencial cresce, quando o expoente cresce . 
. Para demonstrar que aX tende para ':XJ, quando x tende para 00, basta notar que, cha~ 

. mando m o maior inteiro contido em x) temos 

por onde se vê primeiramente que am tende para 00, quando m tende para 00, e depois que 
aX tende para 00, quando x tende para 00. 

Para demonstrar que aX tende para 0, quando x tende para - 00, basta notar que, quando 

a: é negativo, o denominador de a~x tende para 00. 

Para considerar o caso de ser a < 1, basta pôr a =! e notar que, por ser b> 1, o deno­

minador de b~ cresce desde ° até 00, quando x cresce desde - 00 até 00. 

III. Quando x tende para Ze1·O). aX tende para a unidade. 

Seja primeiramente a> 1. 1 
Se x é positivo, temos, pondo x= t e chamando 'ln o maior inteiro contido em t) 

Mas da desegnaldade 

tira-se 

1 1 

aX -1=at -1 <am-1. 

~ a-I 
a m -1<--. 

m 

{ 

D'esta desegualdade conclue-se que a m-1 tende para zero, quando m tende para o infi­
nit.o; e da primeira conclue-se depois que aX - 1 tende para zero, quando x tende para zero. 

Quando x é negativo, ponha-se x = - yj o que dá a egualdade 

ay-l 
ax-l=----aY , 
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da qual se tira ainda o principio enunciado, visto que, quando w tende para 0, aY tende 

para 1. 

Para demonstrar o theorema, no caso de ser a< I, basta pôr a = ~ e notar que, por Sel" 
1 

b >1, bx tende para], quando w tende para O. 

IV. A funcção aX é continua} qualque1' que s~a w. 

É o que resulta da egualdade 

a qual, attendendo a que ah t6l1de para 1, quando h tende para 0, mostra que ax+h tende 
para aX • 

45. Entre as funcções exponenciaes tem principal importancia em Analyse a que tem 
para base um certo nmuero, que vamos definir. 

Consideremos a expressão (1 + !) n e seja n um numero inteiro. 

Temos, desenvolvendo este binomio, 

(1+.~)n==1+1 n(n-1) ~+n(n-1)(n-2) ~+ 
+12'2 123 '3'" n . n . . n 

1 1 1 1 
<2+~2+~3+" .<2+2 + 22 + ... , 

e portanto, sommando os termos da progressão que entra no ultimo membro d'esta desegual­
dade, 

(A) ( 1) n 1+--;- <3. 

Por outra parte, a desegualdade 

(1-a)n-1 
-'---:---'---------:--= (1-- a)n-i +(1-a)n-2+ . .. + 1< n, 
(l-a)--l 

que tem logar quando a< 1, dá 

(l-a)n>l-na, 

"" 
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1 
e portanto, pondo a =2' 

n 

ou 

ou 

92 

( 1) n 1 1-- >1--, 
n2 n 

( 1 ) n ( 1 )"-n 1+--;- > 1--;- , 

( l)n (n-1)"-n ( 1 )n-t 1+- > -- = 1+--- . 
n n n-l 

Esta desegualdade e a desegualdade (A) mostram que (1 + !) '! cresce indefinidamente 

com n e que não póde exceder o numero 3; logo tende para um numero determinado, que 
se representa pela lettra e. Este resultado coincide com o que se demonstrou, por outro pro­
cesso, no n.o 30. 

Vamos agora mostrar que a expressão considerada tende ainda para o mesmo numero eJ 

quando n tende para o infinito passando por uma serie qualquer de numeros racionaes ou 
ü'racionaes, positivos ou negativos. 

Seja n positivo e sejam ?n e ?n + 1 dois numeros inteiros, entre os quaes n está compre­
hendido. Teremos 

( 1 ) m ( 1 ) n ( 1 ) m+f 1+--;- <.1+--;- < 1+--;- , 

e depois 

( 1) ln ( 1 ) n ( 1 ) 111+{ 1+ m+1 _ < 1 +-n < l+m ' 

ou 

o primeiro e o ultimo membro d'esta desegllaldade tendem para eJ quando m tende para. 

o infinito. Logo a expressão (1 + J..) 1\ tende tlllllbem pam e. 
n . 
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Se n é negativo e egual a - mJ temos ainda 

( l)n - '( 1 )-'" ( m )'" !im 1+- = lim 1-- = lim ---
"=00 n m=oo m In=oo m -1 

= l~ (1 + _.1_) m= Hin (1 + _' 1_, ) m-I (1 + _1_) = e. 
1'n-1 m=oo m-l m-l 

Póde-se calcular o valor de eJ com a ,approximação que se quizer, dando a n os valores 
1, 2, 3, ... ; adiante será dado porém outro modo de o calcular, preferivel a este. Vem assim 
e= 2,718281 ... 

46. Funcção ex+iy. - Seja e o ,numero que vimos de considerar. A definição de ef, no 
caso do ser z = x + iYJ deve ser tal que se recaia na exponencial de expoente real, quando é 
Y = 0, e que tenha logar o principio fundamental (1). A estas condições satisfaz ex+iy, quando 
se define pela egualdade, devida a Euler; 

(2) 

Com effeito, temos, pondo z = x + iYJ z' = x' + iy', 

e'. e" = e'" (cos y + i sen y). e"" (cos y' + i sen y') 

= e'*' [ cos (y +y') + i sen (y + y') ] = e*'. 

Adiante definiremos (t', nocaSQ de a, representar um numero positivo differe,nte de e. 

l. Da equação de definição decorre logo uma propriedade importante da exponencial de 
expoente imaginario, a saber: a sua perioÇlicidade. Com effeito, por ser 

e'+2ki~= e'" [cos (y + 2h::) +i sen (y + 2k7t)] 

= e'" (cosy + i sen y) = e', 

quando k é inteiro, conclue-se que a exponencial toma o mesmo valor, cada vez que z augmenta 
de 2i7t. 

Do mesmo modo se vê que a exponencial toma o mesmo valor, com signal contrario, cada 
vez que z augmenta dei7t. 

II. Do que precede resulta tambem que todo o imaginario se póde exprimir debaixo da 
fórma de exponencial. Com efleito, temos, p sendo o modull) e fJ o argumento de ZJ 

x+ iy= p(cos fJ +i sen fJ) = pe iB • 
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III. Por ser 

e por eh, cos k, sen k tenderem respectivamente para 1, 1, 0, quando h e k tendem para 0, 

como se viu no n. o 44-III a respeito de e}, e na Trigonometria a respeito de sen k ecos k, 
vê-se que é 

Temos porém 

Logo 

lim eh+ik = 1. 
h,k;O' 

lim ex+h+i!y+k) = ex+ iy• 
h, k=O 

A funcção exponencial eZ é pois continua, qualquer que slja z. 

4'4'. Logarithmos 1'eaes. - Consideremos agora a funcção inversa da exponencial eX, 

isto é, a funcção y ligada com x pela equação 

e supponhamos que x é uma variavel real, positiva ou negativa. 
A y chama-se logarithmo neperiano de x, em honra de Neper (1.), o fundador da theoria 

dos logarithmos, e, para o representar, emprega· se o signal log x. Tambem se lhe dá o nome 
de logarithmo natural e o de logarithmo hyperbolico. 

r. A variavel y é uma funcção definida de x, que, quando x va1'ia desde ° até 00, varia 
desde - 00 até 00. 

Com (\ffeito, por ser eY uma funcção continua de y, que varia desde ° até Ol, quando y 

(1) Foi Neper, geometra inglez que viveu no seculo XVII, o principal inventor e fundador da theoria dos 
logarithmos, á qual consagrou duas obras, uma das quaes, intitulada Me'l'ifici lo.qU1'ithrnorulIl canonis descript'io, 

foi publicada om 1614, e a outra, intitulada Me:l'ifici logarithrnorltrn constl'uctio, foi publicada em 1620. A 
base dos logarithmos considerados primeiramente por Neper não coincide nem com e nem com lO, mas em 
breve reconheceu a vantagem de adoptar como base este .ultimo numero. Briggs publicou em 1624 as pri­
meiras tahoas de logarithmos de base 10, aos quaes se dá o nóme de logarithrnos vulgares. Leibnitz e João 
Bel'lloulli, principalmente este ultimo, em um trabalho intitulado Principia calculi exponencialis, publicado no 
volume correspondente a 1697 das Acta eruditorurn, relacionaram o calculo exponencial com o logarithmico. 
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varia desde - 00 até 00, se ii, x dermos um valor positivo a} a y deve corresponder (n. o .37-2.°) 
um valor b} tal que eb == a} e só um, visto que a valores deseguaes de y correspondem valores 
deseguaes de x. Além d'isso, a x = O corresponde (n. o 44-II) y = - 00, a x = 00 corresponde 

y = 00, e a eY > eY' corresponde y > y'. De tudo isto resulta o theorema enunciado. 

II. Se x e x' 1'ep1"eSentarem dois nu meros positivos, temos 

log (xx') = log x +- log x', 

'x 
log ,=logx-Iogx', 

x 

logxm=mlogx. 

As demonstrações das duas primeiras egualdades e a da terceira, quando m é um numero 
racional, são bem conhecidas desde os Elementos d'Algebra. 

Se m é um numero irracional e ml, m2, ... , mt} " são osnumeros racionaEls, inferiores 
a m} que entram na sua definição, temos 

e portanto 

e, no limite, 

m mlogx 
x =e 

Logo 

logxn> = mlogx. 

III. A funcção log x é 'continua} quando a va1"iavel x é positiva e diffm"ente de O. No ponto 

O a funcção Zogx é infinita. 

Esta proposição resulta da egualdade 

( h) h ( h)~ log(x+h)-logx=log 1+X- =X-1og 1+X- h , 

cujo ultimo membro tende (n.o 45) para O, quando h tende para O. 
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IV. Temos, pondo x = aY e representando por Ioga x O Iogarithmo de x na base aj 

e portanto 

Iogx 
Ioga x =--. 

Iog a 

Passa-se pois do logarithmo neperiano de x pam o logà1'ithmo de x na base a, dividindo o 

loga1'ithmo nepe1'iano de x pelo loga1'ithmo neperiano de a. 

4S. Logarithmos imaginarios. - Consideremos agora a funcção u determinada pela 
equação 

onde z e u representam quantidades reaes ou imaginarias. 
Suppondo 

z=x+iy=p(cosO)+isenO)), u=C(+i~, 

temos a equação 

p (cos O) +i sen 0) = e0: 1 i~ = eO: (cos ~ + i sen ~), 

que dá 

p cos O) = eO: cos~, p sen O) = eO: sen ~, 

d'onde se tira, por serem a. e ~ reaes, 

e20: = p2, cos O) = cos~, sen O) = sen ~, 

ou 

a. = Iog p, [j = O) + 2kl'c, 

onde é 0)< 21C e k egual a zero ou a um numero inteiro, positivo ou negativo, qualquer. 
Temos pois 

(a) lt = log «(z») = log p + i (O) + 2k1C), 

empregando, como Cauchy, o signal log «N» para designar todos os Iogarithmos de N e o 
signaI log N para designar o Iogarithmo real. 

Hosted byGoogle 



o valor 

valor de 

97 

qlle enb'a egllaldade dado fórmula 

darIa, sem ambiguidade, por duas quaesquer das fórmulas 

(1)= sen Y , O) 

P 

x 
cos~ p , 

Y arc tang ---' 

I. Se z for um numero real positivo, é (I) = 0, e vê-se pela fórmulit precedente que o 

logarithmo de z tem um valor real, correspondente a k = 0, e um numero infinito de valores 

imaginarias, (;ürrespondentes outros valores de k. todos os casos o logarithmo 

z tem um numero infinito v,dores illlaginarios, tem valor 

Cada uma das expressões que se obtêem para ~~) dando a k um valor determinado, é um 

1'WJW da funcção log ((z)). Cada ramo é uma funeç'ào definida de z) a qual no ponto z = ° 
torna infinita, Quando é um numero positivo, funcção um ramo I'eal e um 

numero infinito ramos outros casos tem ramos i:naginarios. 

II. A egualdade fundamental 

log ((z))-J ((z')) = 

tem lagar para todos os valores do logarithmo, como se póde ver pelo mesmo processo que 

no caso das variaveis reaes. Os logarithmos que entram nos dois membros d'esta egualdade 

todavia correspondei' valores c1ifferentes de 

III. Cada mn dos 1'amos da fítncção log ((z)) é uma funcção continua de z) excepto no 

ponto z=O. 

Com effeito, temos, para cada ramo, 

+ i (are 

Quando h e l tendem para zero, temos 

lim lo g ---'-,0-----";---'-­ 0, 
h, I~O 

M 
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e, dando a h e l valores tão pequenos que x + h tenha o signal de x e y + l tenha o 
signal de y, 

lim (are tang y + ~ - are tang 'JL) 
1t,1=0 x+h x 

. lx-hy. 
= hm arc tang + h) + ( k) = 0, 

h,I=O x(x Y y+ 

visto que os dois arcos que entram no primeiro membro d'esta fórmula estão comprehendidos 
no mesmo quadrante. 

Temos poís 

lim 10g(z+h+il)=logz, 
h,I=O 

d'onde se tira o theorema enunciado. 

49. FWICÇão xa. - Sejam x a a quantidades reaes e seja além d'isso x positiva. Se a é 

egual a um numero racional ~, a funeção x a é algebrica; se a é irracional, a funcção x a é 
n 

transcendente. Em ambos os casos temos a egualdade 

da qual se deduzem as seguintes propriedades do ramo d'esta funcção correspondente aos 
valores reaes de log x: 

L Quando x C1'esce desde ° até 00, xa creSCê desde ° até 00, se é a> 0, e decresce desde 

00 até 0, se é a < O. 
Com effeito, quando x cresce desde ° até 00, log x cresce desde - 00 até 00, e portanto 

ea10g x cresce desde ° até 00, quando é a>O, e decresce desde 00 até 0, quando é a<O. 

II. O pl'oducto de dois valo1'es da juncção é dado pela jó?'7nula 

Temos, ~om effeito, 

III. A funcção ~a é continua em qualquer dos pontos considerados, exceptuando o ponto 

x = ° quando ~ é negativo, N'este ponto a juncção toma-se infinita, 

Viu-se, com effeito, no n,O 47 que, quando é x>O, II funcção logx é continua; portanto 
tambem é continua (n,O 36-3.°) a funcção defllncção ealogx. 
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No ponto X = ° a funcção x a é infinita, quando a negativa; quando porém a é positivo, 
ealogx tende para 0, quando X tende para 0, e a funcção x a é ainda continua. 

SO. Funcção za. - Estudemos agora a funcção za) onde z e a representam quantidades 

quaesquer, reaes ou imaginarias, e consideremos tanto os valores reaes como os valores ima­

ginarias da funcção. 
É conhecida desde o n. O li-IV a significação de za, quando a representa um numero 

racional qualquer, e sabe se que é 

za = pa [cos a (O + 2krr.) + i sen a (O + 2kl1:)], 

p e O representando o módulo e o argllmento de z e k um inteiro qualquer, positivo ou nega­
tivo. No caso de a ser irracional toma-se esta egualdade para definição de za. A funcção 
za goza das propriedades seguintes: 

I S ' . I I m . e Ct e raCIona e egua a -, a funcção z" tem n rainos (n. o li-IV), que corres-
n 

pondem a k=O, 1,2, ... , n-l. Se Ct é irracional, a funcção tem um numero infinito de 
ramos. Se z é real e egual ao numero positivo x) é 0=0; e za tem um ?'amo ?'eal positivo) cor­
respondente a k = 0, que foi estudado no numero anterior, e, no caso de a ser uma fracção 

irreductivel !!!.. de denominador par, tem ainda um mmo 1'eal negativo) correspondente a 
n 

k =!!:... 
2 

II. Por ser (n.os 46 e 48) 

temos a relação 

eU log ((z)) = eU [log p+ (O +2k1t) iJ 

za = ea10g ((z)) , 

que póde servir para definir za, quando a é imaginaria. 

III. Das egualdades 

za = ea log ((zl), z' a = ea log ((zl)) 

tira-se a seguinte: 
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Os valores das potencias, que entram nos dois membros d'esta egualdade, podem corres­

ponder a valores difi.;!rentes de k. 

IV. Vê-se, como no caso das variaveis reaes, que cada raIllO da funcção za é uma funcção 

continua de z) exceptuando o ponto z = O quando a parte real de a é negativa. 

:u. Funcção aZo - A funcção exponencional aZ foi já estudada no caso de a ser positivo 

e z real e no caso de ser a = e e z imaginario. No caso geral temos (i) 

Ioga representando o ramo de Iog((a» correepondente a um valor particular qualquer, dado 

a k; e esta egualdade faz ver que é 

e que a funcção considerada é continua. 

52. Funcções circulares. - As funcções circulares sen x ecos re foram estudadas na Tri­

gonometria, onde apparecem como auxiliares para a resolução dos triangulos (2). 

1. As E'uas propriedades fundamentaes são, no caso dos arcos reaes, as seguintes: 

1. a Sendo a e b dois arcos reaes, temos 

sen (a + b) = sen a cos b + cos a sen b) 

cos (a + b) = cos a cos b - st'n a sen b. 

É o theol'ema de addição das funcções sen x ecos X. 

2. a As funcções sen X e cos x são p81'iodicas) isto é, tomam o mesmo valor cada vez que 

o arco augmenta de 21t, Quando o arco augmenta d~ 1t, tomam o mesmo valor absoluto, mas 

mudam de signal 

3.a Entre as funcções sen x e cos x existe a relação 

(I) Sobre o caso em que a= 1, o qual tem algum interesse, póde ver-se um artigo publicado no tom. II 

das nossas Obras sobre Mathematica. 
(2) A theoria das razões trigonometricas foi a principio um capitulo da Geometria. elementar,. Foram 

,João Bernoulli e Euler os fnndadores,da theoria analytica d'estas quantidades, por meio da qual se reduziu 
o "e~iJ.clllo tligonometrico ao calculo logarithmico e exponencial. 
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II. As fórmulas do n. o 46: 

x, = cos -isen 

dão as expressões funcçõc8 seno C08eno : 

eix + e-ix eix _ e-ix 
cos sen 

por meio dos quaes Euler reduziu o calculo trigonometrico ao calculo exponencial. 

III. Estas relações levam a introduzir na Analyse os senos e cosenos de arcos imaginarios. 

Representam-se, com effeito, notações sen (x + iy) e cos (x + as funcções que resul-

tam de substituir nas fi5rmulas prl8Ctldent,3s x por + iy) saber: 

ou 

cosz= (x+ 
eiz e- iz 

senz= (x+ 

A pl'Ímeira d'estas fórmulas dá 

ei (z-j-z'l + e-i 
cos (,z+ z') = 

2 

e--y+ix _ ey-ix 

2i 

CQS (z + z') = cos z cos Zl - sen z sen z'. 

Do mesmo modo segunda dá 

sen (z + z') = sen z cos z' + cos z sen z'. 

VQ-se pois que os ~enos e os cosenos de arcos imáginarios gozam da propriedade expressa 

pelo theorema de addição. 

Das fórmulas que servem 
clade 

definição a 8enz cos z tira-se tambem faeilmente egual-

+ C082 1. 
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IV. Seja k um numero inteiro positivo. Desenvolvendo a potencia de grau k dos binomios 
que entram nos primeiros membros das egualdades 

(cos z + i sen z)k = (ei~)'c = eikz = cos k<: + i sen kz, 

(cos z- i sen z)k= coskz-i senkz, 

e sommando e subtraindo as egualdades resultantes, membro a membro, obtêem se as fór­

mulas seguintes, dadas por João Bernoulli em 1701 nas Acta eruditorurn: 

. k (le - l)(k - 2) 
sen kz = k COSk- i Z sen z - COSk-3 Z sen 3 z 

1.2.3 

k(k-l) ... (k-4) k~5 5 + 1 . 2 . 3 .4. [) cos sen z - ... , 

cos k z= coskz - !!... (le -1) cosk-2 z sen2 z 
. 1.2 

+, lc(lc-l)(k-2)(k-3) 
coSk-4 z sen4 z- . .. 

1.2.3.4 

V. Pondo x = O nas expressões de seu z ecos z, vem 

. e-Y+eY . e-Y -eY 
cos (ty) = 2 ,seu (ty) = -W-. 

As fuucções - i sen (iy) ecos (iy) têem o nome de seno hyperbolico e de coseno hyperbolico 

de y. 

VI. Por ser a exponencial uma funcção continua, qualquer que seja z, e por ser"'m sen z 

ecos z som mas d' exponenciaes, podemos enunciar o theorema seguinte: 
As funcções sen z e cDs z são continuas, qualquer que seja z. 

VII. A funcção sen z é nulla nos pontos que satisfazem á equação 

eiz _ e-ir = 0, 

ou 
e-Y(cos x+ i sen x) - eY (cos x-i senx) = 0, 

cos x (e-Y - eY) + i seu x (e-Y + eY) = 0, 
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que, por ser a expressão e-Y + eY sempre positiva, dá sen ao = 0, e-Y = eY, e portanto y = 0, 

x = 0, + 1C, + 21C, + 31C, ••• 
Vê-se pois que a funcção sen z só é nulla nas pontos z = 0, + 1C, + 21C, + 31C, ••• 

1 3 
Do mesmo modo se vê que a funcção cos z só é mdla nos pontos z = +"2 1C, +"2 .')t, 

5 
+2"1C, • .• 

VIII. A tangente de z, a cotangente de z, etc. silo, quer z seja real quer seja imaginario, 

definidas pelas relações 

senz cos z 
tang z = --, cotang z = --, etc., 

cos z sen z 

e vê-se que a primeira é continua, excepto nos pontos que satisfazem á condição cos z = 0, 
que a segunda é eontinua, excepto nos pontos que satisfazem á condição sen z = 0, etc. 

3S. Funcções circulares inversas. - Suppondo que na relação 

eiu+e-iu 
----=cosu=z 

2 

se conhece cos u, isto é, z, podemos achar u) isto é, arc cos z. 
A equação precedente dá, com effeito, 

logo será 

d'onde se deduz 

e2iu _ 2z eiu + 1 = ° ; 

1 .1-
U = are cos z= --;-log ((z + v z~ -1», 

~ 

onde se deve substituir o logarithmo neperiano pela sua expressã.o achado no n. o 48. 
Esta fórmula dá todos os valores do arc cos z e mostra que esta funcção tem um numero 

infinito de ramos (n. o 48). 
Baseando-se em que toda a funcção de outra funcção continua é tambem continua e em 

que não existe valor algum de z que annnlle z+ Vz2-1, vê-se que os ramos da funcção 

arc cos z são fnncções continuas de z, qualquf'l' que sf'ja z. 
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Do mesmo modo se acham as fórmulas 

1 .1.--
arc sen z = -.log ((iz+ v l-z2», 

t 

1 ((i-Z)) arc tang z = 2i log i + z . 

Cada uma das funcções precedentes tem um numero infinito de ramos. Os l'amos da pri­
meira são funcçõés continuas de z, qualquer que seja z; os da segunda são funcções conti­
nuas de z, excepto' nos pontos i e - i onde se tornam infinitos. 

A descoberta da ultima fórmula, feita por João Bernoulli, foi o primeiro passo pllra a 
reducção do calculo trigonometrico ao calculo logarithmico e exponencial. 
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CALCULODIFFERENCIAL 

CAPITULO I 

Noções preliIninares 

I 

Noção (le infinitamente pequeno e de derivada 

54. Chama-se quantidade infinitamente pequena toda a quantidade variavel que tende 

pa1'a o limite zepo, 

Sejam a uma quantidade infinitamente pequena e ~ uma quantidade ligada com a de tal 
modo que, quando a tende para o limite zero, ~ tenda tambem para este limite, Se, n',este 

caso, ~ tende tambem para zero, diz-se que ~ é infinitamente pequeno de ol,dem supe1'ior a n 1'el~-
an ~ . 

tivamente a a, Se porém ;n tende para um limite determinado A, differente de zero, diz-se 

que ~ é infinitamente pequeno de opdem n relativamente a a, N'este ultimo caso podemos escrever 

L=A+E, an . 

onde a quantidade E é infinitamente pequena ao me8mo tempo que a, 

D'esta definição resliltam immediatamente as consequencias seguintes: 
Ln Se duas quantidades infinitamente pequenas ~ e W fopem pespeetivamente da ordem n e 

m l'elativamenfe a a~ o seu pl'odueto sepá da ordein n + m e o seu quociente da ordem n - m, 

N 
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Com effeito, das equações de definição 

~ == an (A + E), W = am (B + E') 

deduz-se 

. ~W hm--=AB, 
an+m . 

lim-~-= A. 
Wan- m B 

2. o Se uma quantidade infinitamente pequena W for da ordem m relativamente a ~, e esta 
da ordem n relativamente a a, a. primeira será da ordem n X m 1'elativamente a a. 

Com effeito, das equações de definição 

deduz-se 

limL=ABm. 
a'hm 

EXE~IPLO 1.0 - Quando um arco é infinitamente peqJ-leno, o seu seno é um infinitamente 

pequeno de primeira ordem relativamente ao arco. Com effeito, .sabe-se pela Trigonometria 

sen re . 
que -- tende para a umdade, quando re tende para o limite zero. 

re 

EXEMPLO 2. 0 - No triangulo rectangulo ABC a differença entre a hypothenusa BC e o 
catheto AC é infinitamente pequena de segunda ordem relativamente ao angnlo BCA. 

Com effeito, chamando a o angulo BCA, temos 

. 1 
CB - AC = CB (1- cos a) = 2CB sen2 2a, 

e portanto, fazendo .tender a para zero, 

I. CB-AC 1 I' 
nn a2 = 1f 1m 

1 
CB sen2 1fa 1 

(1)2 ='2 CB. 

'2 a 

Deu-se no n.O 36 a definição de continuidade das funcções. A este respeito observaremos 

aq ui que, empregando a linguagem infinitesimal, se póde dizer que fere) é uma funcção continua 

de re~ no ponto a~ quando a diffm'ença f'(a+ h) - f(a) é infinitamente pequena ao mesmo tempo 

que h. 

55. Seja fere) uma funcção da variavel real x, definida na visinhança de cada ponto. Se, 
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quando h tende para zero, a fracção 

(1) 
f(x+h)-f(x) 

h 

tende para um limite determinado f' (x), qualquer que seja a serie dos valores successivos 
pelos quaes passa h, quando tende para zero, a este limite dá-se o nome de derivada da 

funcção f(x) no ponto x. 
Se em alguns pontos a fracção (l) tende para o infinito, diz-se que a derivada é infinita 

n'estes pontos e finita nos outros. 
Se em alguns pontos a mesma fracção não tende para um limite determinado, a funcção 

n'estes pontos não tem derivada. No que segue, quando dissermos que uma funcção tem de­
rivada sem especificar os pontos em que isto tem logar, deve entender-se que a funcção tem 
derivada em todos os pontos em que é determinada. 

É facil de ver que, no caso de f(x) ser uma funcção algebrica inteira, a definição de de­
rivada que vimos de dar, concorda com a definição dada na Introducção (n.o 41-1). 

Com effeito, a fórmula de Taylor dá n'este caso 

e portanto 

f(x+h)-f(x) 
h 

h hll-{ 

l' (x) + '21" (x) + ... + 1.2. :-:-n f(n) (x), 

1· f(x+h)-f(X)_fl() 
1m h - x. 

Da definição de derivada deduz-se immediatamente o seguinte principio: 

Toda a funcção que tem derivada, é contimta nos pontos em que a dm'ivada não é infinita. 
Com efft'ito, da egualdade 

I· f(x+h)-f(X)=f' () 
1m h ... x 

deduz-se 

f(x+~-f(x) =f'(x)+e, 

representando ,por e uma quantidade infinitamente pequena cOlfl h. 

Temos pois a egualdade 

f(x+h)-f(x) = hrf' (x) +I!:], 

a qual mostra que a differença f(x + h) - fere) é infinitamente pequena ao mesmo tempo que 
h, quando a fun:!ção l' (x) é finita. 

* 
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Por muito tempo se julgou que toda a funcção' continua em um intervallo dado tinha nos 
pontos d'este intervallo, exceptuando um numero limitado d'elles, uma derivada finita. Hoje 
sabe-se que isto é falso e conhecem-se muitas funcçõe~, continuas em todos os pontos de um 
intervallo, que não admittem derivada em ponto algum d'este intf\rvallo. Adiante será dado 

um exemplo notavel d'estas funcções sin~ulares. As fnncções consideradas na Introducção 

têem todas derivada. Veremos isso adiante, assim como veremos que o ramo da Analyse que 
vamos estudar, dá origem a um numero infinito de n,ovas funcções que satisfazem á mesma 

condição . 

. 56. Considerámos no paragrapho anterior a derivada como limite da razão das quanti­

dades infinitamente pequenas f(ro+ h) - fero) e h. Introduzindo a noção de differencial) póde 
exprimir-se a derivada pela razão de dois infinitamente pequenos, como vamos ver. 

Temos 

f(x+h) - f(x) = h [I' (x) +s], 

onde E representa uma quantidade infinitamente pequena com h. Adifferençaf(x+h-f«(l;) 
compõe· se pois de duas parceUas infinitamente pequenas, a primeira proporcional a h e a 
segunda infinitamente pequena relativamente á primeira. A parcella proporcional a,h chama-se 
differencial da funcção f(x) e representa-se pOl~ df(x) ou por dy [pondo y = f(x)]. Para con: 
formidade de notação, representa-se por doo o infinitamento pequeno arbitraria h. Temos 

pOIS 

dy = f' (x) doo) 

onde doo é o augmento arbitrm'io da variavel independente X e dy é a pa1·te proporcional a doo 

do augmento correspondente da funcção f(x). A derivada fi (x) é o quociente de dy por dx. 

Das duas egualdades precedentes tira-se a relação 

!im f(x+h)-f(x) =1 
h=O dy 

entre o augmento da funcção f(x) e a sua differencial. 

:n. Em todo este livro empregaremos, para representar as derivadas, umas vezes a 

notação y' ou fi (x) (notação de Lagrange), outras vezes a notação :~ (notação de Leibnitz). 

A funcção fi (x) pMe ter tambem uma derivada, que se representa por f" (x), etc. Estas 
derivadas f" (x), f'" (x), etc. têem respectivamente os nomes de derivada de segunda ordem, . 

de tm'ceim ordem) etc. da funcção f(x). Podem tambem ser representadas pelas notações 
d2y d 3y . , . 
doo'}.' dx3' etc., por motIvo que adIante veremos. 
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Foi por considerações geometricas que se chegou á noção importante de derivada. Vamos 
por isso entrar por um pouco no campo da Geometria, para se poder ve~ a origem d'esta 
noção e apreC'iar assim a sua importancia. 

II 

~Ietbo(lo (los limites. ~Iethodo infinitesimal. Origem do calculo infinitesimal 

:iS. Dá-se, como se sabe, o nome de methodo dos limites ao modo de determinar quan­
tidades, considerando-as como limites d'outras quantidades conhecidas. Viu-se já na Geome~ria 
Elementar a importancia consideravel d'este mE'thodo, por meio do qual se resolveram certas 
questões relativas ao circulo, ao cylindro, ao cóne e á espher8.. Aqui vamos fazer ainda duas 
applicações, importantes para o nosso timo 

I. Consideremos uma recta MM', que corte uma curva em dois pontos, e supponhamos 
que, quando.o segundo ponto M' tende para o limite M (1), a recta tende para um limite MT', 
e que este limite éunico, qualquer que seja a serie de pontos pelos quaes passe MI, quando 
se approxima de M. A esta recta MT' chama-se tallgente á curva no ponto M. 

Se forem y = f(x) a equação da curva, referida a eixos rectangulares, (x~ y) e (x + h) y+k) 
as coordenadas dos pontos M eM', () e a as inclinações T'ML e M'ML da tangente e da se­
cante sobre o eixo das abscissas, a resolução do triangulo rectangulo LMM' dará a egualdade 

M'L k f(x+h)-f(x) 
tanga= .ML=T= h ' 

por mEio da qual se determina a inclinação da secante sobre o eixo das abscissas, substituindo 
f(x+h)-f(x) . N 

"--'--h~---"---'- pelo seu valor, tIrado da equaçao da curva. 

Mas, quando o ponto lV1' tende para M, h tende para zero; logo temos a egualdade 

t () I ' k I' f(x+h)- f(x) ang = lm-= 1m , . h h 

(1) Diz-se que uma recta fixa é o limite pam que tende uma l'ecta variavel, se o angulo das duas rectas 
tende para zero; e que um ponto fixo é o limite para que tende um ponto variavel, se II distancia dos dois 
pontos tende para zero. 
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por meio dl~ qual se determina a direcção O da tangente, sUbstituindo lim f(x+h1""'- f(x) pelo 

sEm valor, tirado da equação da curva. 

T' 

-t 
'------'---~._-~---
O-T P P' ~ 

No caso, por exemplo, de ser y= VR2_X2, ou X 2 +y2= R2, teremos, mudando x em 

x+h e y em y+k, 

ou 

(2!f+k) k+(2x+ h)h=O, 

e portanto 

tan (J' O = lim'~ = -lim 2x + h ~ _ ~. 
b h 2y+k Y 

Temos assim o coefficiente angular da tangente á Cil'Cllmfel'encia no ponto (x, y). 
Foi Descartes quem primeiro considerou as tangentes como limite das posições das se­

cantes, e .foi tambE'm este grande geometra quem deu pela primeira vez um methodo geral 
para as achar, o qual foi publicado em 1637 na' sua celebre Geometria. Outros methodos 

foram depois empregados, para resolver a mesma questão, por Fermat, Roberval, Sluse, etc. 

O methodo de tangentes que vimos de expôr, é o de Fermat, com a fórma simples que lhe deu 

13arrow nas suas Lectianes geomet1'icae, publicadas em 1679. 

II. O segmento plano AMPK, comprehendido entre uma curva AM, cUJa equação é 
!J=f(x), f(x) representando uma flll1Cção continua, o eixo das abscissas e duas ordenadas 

AK e MP, correspondentes ás abscissas Xo e X, póde ser decomposto n"outros por meio de 
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rectas paralIelas ao eixo das ordenadas, que. passeIU por n -1 pontos, compl'ehendidos entre 

K e P, cujas abscissas representaremos por Xi, Xi, : .• , XII_I. 

o segmento ABLK está comprehendido entre dois rectangulos cuja base é KL, cujas 

alturas são eguaes a AK e DK, e cujas áreas são portanto eguaes a h j f(xo) e hi f(XI.), hl. 
representando o comprimento de KL; o segmento BCSL está comprehendido entre os rectan­

gulos BHSL e ECSL, cujas áreas são eguaes a h2f(XI) e h2f(X2), h2 representando o com­
primento de LS; etc. Logo o segmento considerado AMPK está comprehendido entre dois 

segmentos planos, cujas áreas são eguaes a 

(A) 

e 

(B) 

Posto isto, chama-se área do segmento considerado o limite para que tendem estas sommas, 

quando as quantidades h!, h2 , h3, ..• , hn tendem todas para zero. Admittimos por agora, 
como postulado, que as sommas pl·ecedentes tendem para um limite commum, e que este 

limito tem um valor unico, qualquer que seja o modo como se façam as divisões successivas 
de KP em partes càda vez menores (questão de que adiante nos occuparemos). 

A consideração das áreas planas como limites de Sommas de outras áreas infinitamente 

pequenas, que podem ser rectangulares, como precedentemente se suppoz, ou ter outras 
fórmas, está contida implicitamente na demonstração porexaustão~ dada por Archimedes, o 

maior geometra da antiguidade, da expressão da área da espiral conhecida pelo s~u nome. 
No seculo XVIl foi este modo de considerar as referidas áreas explicitamente empregado, com 

o nome de rnethodn dos indivisiveis) por alguns dos mais eminentes geometras d'esse tempo, 

como Cavalieri e 'l'orricelli, na Italia, Huygens, na Hollanda, Pascal, Fermat e Roberval, na 
França, Wallis, na Inglaterra, G. de'Saint-Vin~ent e Sluse, na Belgica, etc., os quaes obti-

. veram assim o valor das áreas limitadas por algumas curvas importantes. 

EXEMPLO 1.0 _ Se. a curva dada for a parabola de orélem rn, cuja equação é '!J = axnlr m 
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presentando um numero inteiro positivo, e se quizermos achar a área do segmento plano 
limitado por esta curva, pelo eixo das abscissas e pela ordenada correspondente á abscissa X, 
temos, dando a hl., h2 , ••• , hn um mesmo valor h, e portanto a xo, XI., X2, ••• , X os valores 
iro = 0, XI = h~ ir2 = 2h, ... , X = nh~ e considerando-se S como limite da somma (B), 

S = lim ah"'+1. (lm+ 2m+ 3m+ .. ,+nm), 
1<=0 

1m+2"'+ +n'" - X",+l.l' .,. - a 1m 11,"'+1. .; 

mas, em virtude de um theorema d' Algebra, do qual se dará adiante uma demonstração, 

temos 

r 1"'+2"'+ .. . +n'" 1 
1m nm+1. m+1' 

logo 

. Este resultado foi descoberto por Cavalieri,· e depois por Fermat e Wallis. O caso par­
ticular de ser m = 2 tinha sido considel'ado na antiguidad,e por Archimedes. 

Se a curva dada for representada pela equação 

acha-se do mesmo modo, suppondo que a ordenada y é positiva no interva\lo de ir = ° a ir = X, 

Este resultado suggeriu a Wallis a ideia de empregar as series para o calculo approxi­
mado das áreas planas, representando primeiramente as ordenadas da curva por uma serie 
ordenada segundo as potencias das abscissas, e levou assim Newton e outros geometras da 
mesma epocha a procurarem, como já dissemos, a representação por series das principaes 
funcções conhecidas n'esse tempo. 

Obtem-se, como é facil de ver, o mesmo resultado,consideralldo S como limite da 
somma (A). 

EXEMPLO 2.° - Consideremos agora a hyperbole cuja equação é x y = a2 , e procuremos· 
o valor da área S, limitada por esta curva, pelo eixo das abscissas e por duas parallelM ao 
~ixo das ordenadas, tiradas pelos pontos cujas abscissas são eguaes a Xo e X. 
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Pondo, como Fermat, 

l; sendo uma quantidade tal que 

(C) 

o que dá 

e, considerando S como limite da somma (A), temos 

S = a~ lim n E. 
n=XI 

Póde-se ver agora, ou por UH:io da theoria arithmetica dos logarithmos, como os geome­

tras que primeiro estudaram esta questão, ou por meio da sua theoria algebrica, que vamos 

empregar, que S é exprimivel por um logarithmo. 

Com effeito, a equação (C) mostra que E tende para 0, quando n tende para CFJ, e dá 

1 
portanto temos, pondo E =-, 

'ln 

10gX-logxo n= . 
10g(1+E) , 

S = a 2 10g X lim I ; -I- = a2 10g ~ lim 1 
xu 8=0 og( ,E) xO",=oo I (1' 1 )11t' 

og --r-~;;:-

ou, tomando para base dos logarithmos consiclerados o numero e; definido no n. o 45, 

x 
S = a2 Iog-· 

Xo 

Este resultado explica o motivo porque a determinação da área da hyperbole levou a con­

siderar os logarithmos de base e, e o motivo porque a estes logarithmos se deu a designação 

de hype1'bolicos (:1). 

(1) Foi G. de Saint· Vincent quem primeiro se occupou da determinação da área da hypcrbole e foram 
os resultados a que chegou, que levaram diversos geometras a descobTir a expressão d'esta área por loga­
rithmos. 

o 
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III. Representemos por S e (j as áreas de AKPM e MPTE e por X e h os segmentos 

OP e PT, A área (j está evidentemente comprehendida entre as áreas dos J'ectangulos MPTF 
e GPTE, e temos portanto a desegualdade 

que, por tender f (X + h) para f (X), quando h tende para 0, dá 

lim ! = f(X) , 

ou, por ser (j o augmento da área S correspondente ao augmento h de X, 

dS 
dX =f(X). 

Esta expressão da derivada da área S relativamente a X foi descoberta por Newton e 

Leibnitz. 

59. O methodo dos limites, quando se determinam as quantidades considerando-as como 

limites de razões ou limites de sommas de quantidades infinitamente pequenas, toma o nome 

de lllethodo infinitesimal. Os dois prineipios seguintes facilitam a applicação do lllethodo infini-

tesimal a muitas questões: I 

1.0 Se se quize1' acha'r o limite pam que tende a 1'azfio ~ de duas quantidades infinita­
a 

mente pequenas ai e rJ.) e se as qtbantielades infinitamente pequena,s W e ~ estiverem ligadas com 

0'.' e O( de moelo que sf'(Ía 

, 
lim ;, = 1, lim ; = 1, 

podemos substitui)' ai por W e a por ~) e temos 

Com effeito, temos por hypothese 

, (.l' 

I' a I' I' lm-= lm-' 
a . ~ 
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onde E' e E são quantidades infinitamente pequenas ao mestno tempo que (XI e a. Logo st'rá 

a' W (1 +E') 
a ~(l+E)' 

e portanto 

ai W 
lim -- = lilll _. 

a ~ 

2.0 Se as quantidades a, a', ••. , a(ll) tenderem pa1'a zero) q1.wndo n tende pa1'a o infinito) 

e se q1.lizer achar o limite para que tende n'este caso a somma d'estas quantidades} e se as quan­

tidades positivas~) W) ... , Wn) estiverem ligadas com a) ai, (x", etc. de tal modo que sqja 

. a. . a' . ali 
hm 7.l= 1, 11m -r.f' = 1, lun Ft= 1, etc., 

1't=XI 1.1 n=oo jJ 1l=iXI tJ 

podemos substz'tuir a por ~) (XI por W, etc.) e vem 

Oom effeito, temos 

e portanto 

Mas, suppondo que E é aquelJa das quantidades infinitamente pequenas E, E', E", etc. que 

tem maior valor absoluto, temos (n. o 11-1) a desegualdade 

1 ~E+WE' + .. ·+W") E(n) 1 <:1 ê i (~+ W + .. ·+Wn)), 

que, quando ~ + W + ... tende para um limite determinado e E tende para zero, d~í 

Logo é 

lim (a +a.'+ .. . ) = lim (~+ W + .. ). 

o primeiro dos principios precedentes tem applicação nas questões da natureza do problema I 

do paragrapho precedente, em que uma quantidade é determinada pelo limite da razão de dois 

'" 
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infinitamente pequenos. O segundo tem applicação nas questões da natUI't>za do problema II do 

mesmo paragl'apho, em que uma quantidade é determinada pelo limite de uma somma de 

infinitamente pequenos. Em virtude d'estes principios podemos substituir os infinitamente 

pe9.uenos que entrem n'uma questão, pOr outros que a simplifiquem. 

60. Para applicar o methodo infinitesimal ás questões da natureza do problema I do 

n.o58, é necessario procurar, para as diversas funcções, o limite para quetendef(x+h~-j(x), 

quando h tende para O. Somos assim levados pela qut>stão importante da dett>rminação das 

tangentes ás curvas a consiclerar o p1'oblema de calculo que tpm por fim achar as derivadas 

das juncções. Este problema é o objecto do Calculo dijJerencial. 

Em segunclo logar, para applicar o methodo infinitesimal ás questões' da natureza do 

problema II do n. ° 58, é necessario procurar, para as diversas funcções, o limite para que 

tendem as sommas (A) ou (B), quando hl , h2, ... , hn tendem para zero. Somos assim levados 

a outro problema de AnaJyse: clele1'minct?' a fttncção que é o limite dcts sommas conside-

1'ccclas. 

Vimos no n.O 58-ln que, se a funcção j(x) é continua, o limite para que tende S, quando 

h tende para zero, é uma funcção de X, cltia derivada é egual a j (X). O estudo da questão 

anterior leva pois a considerar o p1'oblema que tem por fim achem' as funcções) quando se conhe­

cem as suas 1'espectivas del'ivadas. Este problema é o objecto do Calculo integ1'ctl. 

O Calwlo diflerencial e o Calculo integral constituem a Analyse infinitesimal) cuja des­

coberta é devida a Newton e a Leibnitz A determinação das tangentes ás curvas e a quadra­

tura das áreas planas foram as duas questões que principalmente levaram estes dois celebres 

geometras a esta grande descoberta. 

Investigações historicas, que aqui não podemos indicar (i), levaram á conclusão de que 

Newton inventou a Analyse infinitesimal antes de 1666; todavia este grande homem, que 

junctava ao mais sublime dos genios a mais extraordinal'ia modestia, só tarde, eedendo a 

instancias dos amigos, se resolveu a publica-la. Esta publicação foi feita. pela primeira vez 

em 1687 na sua obra immortal: Pl'incipia mathematica philúsophil1e natnralis, o monumento 

mais grandioso da sciencia humana, depois em um apperidice á sua Optica, publieado em 1704, 

intitlllado De quadratura W1'va1'1tm) mais tarde, em 1711, na obra Analysis pel' se1'ies) fluctio­

nes etc., e finalmente, com maior desenvolvimento, em um trabalho intitulado Methodus 

fluxi01mm et sel'ierum etc.) o qual appareceu em ] 736, depois da sua morte. Antes da pri­

meira publicação da descob8rta de Newton, foi a Analyse infinitesimal reinventada por Leibnitz, 

que publicou a sua descoberta em um artigo celebre, impresso em 1684 nas Acta e1'1.tdito1'ttm, 

o qual tem por titulo Nova methodns pro maximis et minibus . . , et singttla7'e pro illis calculi 

genus. 

(I) Para um estudo desenvolvido da historia da fundação da Analysc infinitesimal consulte-se a obra 
magistral de M. Cantor intitulada Vorlesungen über GeBchichte de1' jlfatlternatik. 
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o methodo empregado pelos dois grandes geometras para tratar a questão é identico na 
sua essencia, mas differente na fÓl'ma, mais geometrica e rigorosa na exposição de Newton, 
mais subjectiva na exposição de Leibnitz. 

O novo ramo da Analyse a que a descoberta de Newton e Leibnitz deu origem, foi im­
mediatamente cultivado pelos dois irmãos João Bernoulli e Jacob Bernoulli, e d"pois por Euler 
e Lagrange, os dois maiores geometras do seu tempo, os quaes completaram a sua fundação. 
Outros analystas eminentes continuaram depois a obra que os grandes geometras que vimos 
de mencionar iniciaram, desenvolvendo e completando uns capitulas, junctando outros, trans­
formando alguns em novos ramos, aperfeiçoando as condições para a applicação de alguns 
theoremas primitivamente enunciados de um modo vago, descobrindo novas applicações, etc., 
como se verá em diversos logares d'esta obra. 

As primeiras obras em que a Analyse infinitesimal foi systematicamente exposta, foram 
o Traité des infiniments petits de L'Hospital, publicada em 1696, fl'Ur.to das lições que a este 
geomeü:a deu João Bernoulli, a continuação d'aquelle tratado por este ultimo, e o 'l)'eatrise 
on Fluxions de Maclaurin, publicado em 1742. A estes primeiros ensaios seguiram-se as Insti­
tutiones calcnli diJferencialis e as Institutiones calcnli integralis de Euler, publicadas no inter­
valia de 1755 a 1770, onde aquella analyse foi apresentada pela primeira vez debaixo de 
fórma eompleta. 
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CAPITULO II 

Derivadas de prlIneira oreleIll 
elas funoções reaes de variaveis reaes 

í 

Theoremas geraes 

61, 1. Seja y uma funcção de x definida pela egualdade 

e procurElmos a derivada d'esta funcção relativamente a x" suppondo que <pi (x), <P2 (x), ~to~ 
admittem derivadas finitas no ponto x. 

Mudando x em x + h e chamando k) li, l2, .,., ln os augmentos correE:tpondentes de '!h 
<PI (x), <p2 (x), etc., teremos 

k = li + l2 + ... + ln, 

d'onde se deduz, quando h tende para zero, 

1, k l' II '1' h + 1m li: = 1m T -;- 1m li: --' .. 

ou 

y' = <pi (x) + <P2 (x) + .. , + <p;, (x). 

Logo a derivada de uma somma algebrica de funcções é egual á somma algebrica das de­

q'iIJadas das pa1'cellas. 
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II. PI'oeuremos a derivada do producto 

Y = 'fi (x). 'f2 (x) 

de duas funcções dadas, que admittam derivadas finitas no ponto x. 

Mudando x em x + h e chamando k, li, l2 os augmentos correspondentes de Y., 'fi (x) e 

'f2 (x), vem 

Temos pois 

e portanto, quando h tende para zero, 

ou 

y' = <pI (x) <P2 (x) + <p~ (x) <Pi (x). 

Do mesmo modo se vê que a derivada do pro dueto 

é dada pela fórmula 

y' = <PI (x) <P2 (x) . .. 'fll (x) + 'fi (x) <P2 (x) . .. <pn ex) + ... + 'fI (x) <p2 (x) . .. 'f~ (x); 

e portanto a dm'ivada de wn prodtwto de jnncções é egnal á somma dos p1'oductos qtle se obtêem 

multiplicando a derivada de cada jactar pelo p1'oducto de todos os antros. 

III. A derivada do quociente das mesmas fUllcções 

<pi (x) 
y= <P2 ex) 

obtem-se egualalldo os limites para que ten.J.em os dois membros da iden tidaél e 
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quando h tende para zero, o que dú 

Logo a dm'ivada de uma fj'ucçào é egual ao quociente que se obtem dividindo pelo quadrado 

do sell denominador a difJerença en(j'e os pl'oductos dCl dej'ivada do numerador pelo denomi­

nador e da derivada do denominador pelo numm'ador. 

IV. Seja y uma funcção de funcção de x determinada pelas equações 

y=f(u), u=<p(x), 

e procuremos a derivada de y relativamente a x, suppondo que <p (x) admitte uma derivada 

finita no ponto x, e que f(u) admitte uma derivada finita no ponto u ~orrespondente. Cha­

mando l e k os augmentos de tl e de y, correspondentes ao augmento h de x, temos (n. o 56) 

onde E e e' representam quantidades infinitamente pequenas com h; e portanto 

~= (dy +E) (du + E') . 
h di! dx 

Egualando agora os limites pam que tendem os dois membros d'esta identidade, quando 

h tende para 0, vem 

Temos pois o theorem.:t seguinte: 

Se yé funcção de II e tl é funcção de x, a derivada de y 7'elativamente a x é egual ao pro­

dueto da deri,vada de y j'elativamente a u pela deri-vada de U j'elatl:vamente a x. 

V. Se resolvermos relativamente a x a equação y = f(x), vem uma equação da fórma 

x = <p (y), e á funcção <p (y) chama-se funcgão inversa de f(x). 

Supponhamos que as funcções f(x) e <p (y) têem um unico valor para cada valor de x e 

de y, que a funcção f(x) é continua e que a fllncção <p (y) admitte uma derivada finita no 

p 
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ponto y. Chamando k o augmento infinitamente pequt'no de y, correspondente ao augluento 
-infinitamente pequeno h de x, temos 

h= <p(y+ k) - <p (y) = k [<p' (y) + a.], 

onde a. representa uma quantidade infinitamente pequena com k) e portanto com h. 
Logo 

Logo a derivada de uma funcção é egual á tmidade dividida pela derivada da sua funcção 

l:nversa. 

II 

Deriva{las (las fUllcções explicitas alg'ebl'icas, log'uritlul1icas, circulares, etc. 

62. Vamos agora procurar as derivadas das funcções explicitas reaes consi:leradas na 
Algebra e na Trigonometria. 

Todas estas funcções são constituidas por funcções simples) chamando funcções simples 
aquellas em que a variavel entra affectada de um só dos signaes usados para indicar as com­
binações analyticas. POI' meio dos theoremas demonstrados no n.o 61, póde-se formar a deri­

vada de qualquerfuneção, quando se conhecem as derivadas das funcções simples, e vamos 
porisso procurar estas derivadas. 

As funcções simples são as seguintes: a + x, bx, x"', eX, log x, sen x) cos x) tang x) cot x) 

sec x) cosec x, arc sen x, arc cos x) arc tang x, arc cot x, arc sec x, arc cosec x. 

Nem todas estas funcções são independentes, e bastaria portanto procurar as derivadas 
das funcções 

de que as outras dependem. Em todo o caso serão aqui todas consideradas, para termos 
regras que permittam escrever immediatamente as suas derivadas, attendendo á fl'equencia 
com que apparecem na Analyse. 

1) A derivada da funcção y = a + x é 

y'=+1. 
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2) A derivada de y = bx é 

y'=b, 

A derivada da fllllCção de funcção 

onde tb representa uma funcção de x} é (n. o S1-IV) y' = bn'; e vê-se portanto: 1.0 que cc 

derivada do producto de uma conlitante por uma funcção é egual ao proclucto da constante 

pela dm'ivadet ela funcção; 2. 0 que as constantes podem seI' com ide1'Ctdas como funcções c1ljet 

derivada é nulla. 

3) No caso da funcção y = er, onde e representa o numero definido no n.O 45, temos 

Mas, como eh tende para o limite 1, quando h tende para zero, podemos pôr 

onde n representa uma quantidade que tende para o infinito, quando h tende para zero; o 

que dá 

representando por log os logarithmos neperia.nos. 

Virá pois 

y'~"';~ (11) 
nlog 1+-

. n 
( 1)'" nl~~ log 1+-n 

e por consequencia (n,O 45) 

* 
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for v= =rp(x), teremos (n. o 

Vi =e" Ui, 

() dá a regra seguinte: 

derivada exponencial base e é ao p1'oducto 

vada do expoente. 

Se for y = aU) teremos 

e portanto 

A funcção logarithmica == log x) onde varia veI 

(n. o 61-V) 

I 1 1 
V=-=-' 

x 

Se for v= log teremos (n." G1-IV) 

Vi 
u' 

mesma 6il7Jonencial deri-

positiva, 

Logo a rle1'ivada do logarithrno nepe1'ictno de nma fnncção é egltal á de1,ivada da ftincção 

dividida pela funcção. 

for a a dos logarithmos, teremos o 47-IV) 

log I 

V = Ioga 1~ = Iog a' y = ti log a . 

ú) No caso da funcção 

temos 

V = e11!log x, 

() dá, quando expoente real, isto quando positivo e 

m '1111/ V' = e11!logx_=_,j =mxm-l. 
x x 

deri vada exponencial expoente um'6"""'V será considerada adiante. 
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Se x é negativo e 'ln é real, pondo a') = - z, temos 

e por,tanto 

como no caso anterior, 

Se for y=um e u=cp(x), vem 

y'= mum- I u', 

Logo a derivada da potencia do grau m de uma funcção fÓl'ma-se 1nttltiplicando o expoente 

pela potencia de g,'au m - 1 da funcção e pela derivada da fnncção, 

A regra precedente abrange as raizes das funcç'ões, visto que podem ser representadas por 
..!:.-! 

potencias com expoentes fraccionarios, Assim a de.rivada de mi un é -~ um u', ' 
m 

Se for y = u1J, u e v representando funcçõesde x, temos y = eV log U e portanto 

( . UI) 
y' =uV v' logu+-Uv ' 

6) A funcção y = sen x dá 

e portanto 

h ( h) 2 sen - cos x + -
y'=lim sen(x+h)-senx=lim 2 2 

h=O h h=O h 

h 
sen-

I ' 2 
= cos x 1m --h-' 

h=O 

y' = cosx, 

7) P~r ser cos x = sen(; - x), a derivada da funcção y = ros x é dada pela egualdade 

y'=-senx. 

senx 
8) A derivada de y = tang iI: obtem-se derivando a fracção cos x' o que dá 

1 
y' = --2- = secant2 x. 

cos x 
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Do mesmo modo se acham as derivadas de cot x) de sec x e decosec x: 

, 1, 2 
9) y=cotx) Y =---2-- =-cosec x) 

. sen x 

senx 
10) y = sec x) y' = --2- = tang x sec x .. 

cos x 

11) y = cosee x) y' = -cot x cosecx. 

12) Passando ás funcções circulares inversas, consider:emos primeiramente a funcção 

y=arcsenx) 

que é real no intervallo de x = - 1 a x = 1 e tem um numero infinito de ramos. 
Applicando o theorema V do n. o 61 ao ramo formado pelos valores de y comprehendidos 

Ti: 7C 
entre -"2- e +2' temos 

,1 1 
y = cosy = +V1-x2' 

Do mesmo modo se acha a derivada dos outros ramos da fllneção. 
Obtêem-se de um modo semelhante as derivadas de are eos x) de are tang x) etc.: 

1 
13) y = are eos x) y' = V ' 

. - 1-x2 

14) y= are tang x) y'= i~x2' 

16) y=arcsecx) y'= ~, 
+x x2 -1 

1 
17) y=arccosecx) y'= V -, 

-x x 2-1 
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considerando o ramo de arc cos x comprehendido entre O e 7t, e os ramos de arc sec x e de 

are cosec x comprehendidos entre O e ; (I). 

III 

Relações entre as funcções e suas derivadas 

63. THEOREMA 1. 0 - Se a fttncgão f (x) tiver ttma derivada finitct e ditferente de zero no 

ponto aJ a funcção cresce com XJ na visinhança do ponto a, se a quantidade f' ("') é positiva, 

8 dec1·esceJ quando x cresce, se f' (~) é negativa. 

É o que se deduz da egualdade 

f(", + h) = f("') + h [1' ("'l + EJ. 

Com effeito, por ser E infinitamente pequeno com h, póde sempre dar-se ao numero h1 um 

valor tão pequeno que a somma f' ("') + E tenha o signal de f' (ei); quando I h 1< hl. Logo, se 

f' ("') é positiva, temos 

f(", - h) <f("') <f('" + h), 

quando I h I < ht; e portanto, quando x cre sce desde (X - ht até a + ht, a fllncção f (x) cresce. 

Se porém l' (a) é negativa, temos 

f(a-h) >f(a) > f(a +h), 

e a fllncção f(x) decresce, na visinhal1ça do ponto a, quando x cresce. 

64. THEOREMA 2.0 -S8 a funcção f(x) tiver uma derivada f' (x) finita em todos os 

pontos, desde Xo até X, e se for f(xo) = O e f(X) = O, existe sempre um valo?· de XJ comprehen­

didu ent?'e .To e X, que annulla f' (x), 

(') Os inventores do calculo infinitesimal deram directa ou indirectamente regras' para formar as deri­
vadas e differenciaes das funcções algebricas, as unicas que consideraram no primeiro trabalho em que publi­
caram a sua' deséoberta, e as funcções dependentes de logarithmos ou arcos de circumferencia. João Ber­
noulli occupou-se da differenciação das funcções exponenciaes no trabalho, consagrado ao calculo exponencial, 
mencionado no n.O 47. Finalmente Euler reuniu todas as regras e considerou esta questão de' uma maneira 
systematica completa nas suas Institutiones calculi differentialis. 
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Esta proposrçao, conhecida pelo nome de theorema de Rolle (t), foi demonstrada por 

O. Bonnet do modo seguinte. 

Por ser a funcção f(x) contínua no intervallo de Xo a X e nnHa nos extremos d'este in­

tervallo, ou será constantemente nulla n'este intervallo, ou existirá um ponto XI onde terá 

um valor f(rei) maior, se a funcção é positiva, ou menor, se é negativa, do que nos outros 

pontbs (2). No primeiro caso será l' (x) = 0, qualquer que seja x. No segundo caso será 

l' (X:I) = O; porque, se l' (Xi) fosse differente de zero, teriamos, na vesinhançà de Xl, 

f (Xl +h) > f(X:I) > f(x:I- h), 

se f(Xi) fosse positivo, e as desegualdades contrarias, se f (Xl) fosse negativo, e porisso f (XI.) 
não seria nem o maior nem o menor valor de f(x) no intervallo considerado. 

THEOREMA 3.° - Se a funcção f(x) tiver uma derivada l' (x) finita em todos os pontos 

desde Xo até X, será 

mi ?·epresentando um valor compl·ehendido entre Xo e X. 
Com effeito, applicando o theorema precedente á funcção 

que se annulla quando se faz x=xo e quando se faz x=X, temos a egualdade 

que dá a fórmula enunciada. 

Por estar XI comprehendido entre Xo e X, pode pôr-se XI. = Xo + Oh, representando por h 

a differença X - X o e por O uma quantidade positiva desconhecida, comprehendida entre zero 

~ a unidade; e temos 

f(xo + h) = f(xo) + h1' (xo + Oh). 

(1) Por ter sido dado por Rolle, no caso particular das funcções inteiras, no seu Tmité d'Algebre, publi­
,(lado em 1690. 

(2) O. Bonnet considerava como evidente a existencia de um valor /(XI), maior do que os outros valores 
da funcção. Weierstrass demonstrou rigorosamente este facto, que é o objecto do theorema 3.° do n.O 37. 
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D'este theorema, devido a Lagrange, deduzem-se os dois corollarios seguintes: 
1.0 Se a de'rivada de uma funcção f(x) é lwlla n'um certo intervallo, a ftlncção é constante 

no mesmo intervallo. 

Com effeito, sendo Xo e Xo + h dois valores de x pertencentes ao intervallo considerado, 

por estar Xo + Oh comprehendido nointervallo de Xo a Xo + h, será fi (xo + Oh) = 0, e portanto 

f(xo +h) =f(xo)' 
2.° Se duas funcções f(x) e F (x) tiverem urna mesma derivctda finita em todos os pontos 

d'um cer'to intervallo, a sua di.fferença será constante no mesmo intervallo. 

Com effeito, por ser nuUa a differença l' (x) - F' (x) das derivadas das duas funcções no 
intervallo considerado, é constante (corollario precedente) a funcção correspondente f(x)-F (x) 

no mesmo intervallo. 

THEOREMA 4. o-Se asfuncçãesf(x) e F(x) tive?'em de?'ivadas f'(x) e F'(X) finitas em 

todos os pontos desde Xo até X, será 

f(X) - f(xo) l' [xo +0 (X-xo)] 
F(X)-.Flxo) = li"[xo+O(X-xo)J' 

se a funcção F' (x) for di.fferente de zero no intm'vallo c0111J?l'ehendido entl'e Xo e X. 
Demonstra-se este theorema, devido a Cauchy, applicando o theorema de Rolle á funcção 

que se annulla nos pontos Xo e X; o que dá a egualdade 

ou 

f(X)-f(xo) I'(Xt) f'[xo+O(X-xol] 
F(X)-.F(xo) = F' (Xi) = F'[xo+Ó(X-xOIJ' 

NOTA. Deve-s(:\ observar que 08 theoremas 2.°, 3.° e 4.° ainda têem logar quando as 
funcções f (x) e F (x) não têem derivadas finitas nos pontos xo e X, se todavia estas funcções 
são contínuas n'estes pontos. É Q que resulta immediatamente das demonstrações que vimos 
de dar, d'estes theoremas. 

Q 
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IV 

Funcções de muitas variaveis 

85. Passando agora ás funcções de muitas variaveis, consideremos a fllncção 

z=f(x~ y, ... ) 

das variaveis independentes x~ y~ etc. 
Podemos derivar z relativamente a x, considerando as outras variaveis como constantes, 

ou relativamente a y, considerando as outras varia veis como constantes, etc. A estas deri­
vadas dão-se respectivamente os nomes de de1-ivada paq'cial de z relativamente .a x, de deri­

vada parcial de z relativamente a y, etc. 

Para representar as derivadas parciaes de primeira ordem de z relativamente a x, '!/J •• , 

N oz oz Ad' d d oz I' . empregam-se as notaçoes ~,-, ... s enva as e ~ re atlvamente a. x, y, ... repre-
~ ~ ~ 

o~ o~ o~ 
sentam-se pelas notações !S2-, -!j--' .... Em geral, representa-se por o a b a derivada 

vx vxoy x oy ... 
parcial de ordem n que resulta de derivar a funcção dada a vezes relativamente a x, depois 
o resultado b vezes relativamente a y~ etc. 

Empregam-se tambem muitas vezes, para representar as derivadas de primeira ordem de 

z, as notações f~ (x, y, ... ), f~ (x, y, ... )., ., ., para representar as derivadas de segunda 
ordem, as notações f:'" (x, !h ... ), f~Y (x, y, ... ), ... , etc. 

66. THEOREMA 1.0 _ Se as derivadas f~Y (x, y) e f:~ (x~ y) forem fttncções continuas de 

x e y, é 

Com effeito, Ilpplicando o theorema 3. 0 do n.O 64 ús fUl1eções 
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considerando na primeira x como variavel independente e na segunda y, vem 

fex+h, y+k, ., .)-f(x+h, y, " .)-[f(x, y+k, .. ·)-f(x, y, ... )] 

= h [j~ (x+ 01 h, '!J+k, ... )-f~ (x+ 01. h, y, ., .)] 

=hkf~(x+Oih, y+02k, .. . ), 

onde Ol. e 02 representam duas quantidades comprehendidas entre O e 1. 

Applicando o mesmo theorema ás funcções 

f(x+h, y, .. ·)-f(x, y, .. . ), f~(X, y+O'k, ... ), 

considerando a primeira como funcção de y e a segunda como funcção de x, vem do mesmo 

modo 

f(x+hJ y+k, ... )-f(x, y+k, .. ·)-[f(x+h, '!JJ" ·)-f(x, y, ... )] 

= hkf:. (x + Oh, '!J + O'kJ ... ), 

onde O e ()' representam quantidades comprehendidas entre O e 1. 
Egualando estes dois resultados, vem a relação 

da qual se deduz o theorema enunciado, fazendo tender h e k para zero. 

THEOREMA 2.0 - Se as dm'ivadas 

f01'ern funcções continuas de u e V J póde-se invm'ter Ct ordem das duas derivações consecut'Ívas" 

f'elativas a u e v, e temos 

ax . .. Bt Bu ~v Bw . .. Bx . .. Bt Bv au Bw • .. 

Com eft'eito, temos primeiramente, em virtude do theorema anterior, 

Bx ... BtauBv 
,.. 

Bm.-2Z 
B2-::-----::-­

ax . .. Bt 
âuov 

. B",-2 Z 
B2 __ -

o.x: . . . at 
ov Bu 
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e portanto 

Bx . •. Bt Cn Cv ex ... Bt Bv BIt 

Derivando em seguinda ambos os membros d'esta identidade relativamente a w, etc., 
obtem-se a egualdade que se queria demonstrar. 

Se notarmos que qualquer mudança na ordem em que se effectuam as derivações rela­
tivas a x, y, etc. póde ser obtida por mudanças successivas da ordem de duas derivações, 
póde-se, por applicações successivas do theorema que vimos de demonstrar, inverter a ordem 
de qualquer numero de derivações. Em todas estas mudanças deve-se attender ás condições 
relativas á continuidade das derivadas impostas pelo theorema. 

64'. Vamos agora estender o theorema 3.0 do n. o 64 ás funcções de muitas varIaV61S 
independentes. 

Applicando este theorema á funcção j (x, y -+ k), considerando-a como funcção de x, vem 

quando a funcção considerada tem uma derivada parcial relativa a x, finita em todos os 

pontos do intervallo de x a x -+ h. 

Applicando o mesmo theorema á funcção f(x, y), considerando-a como uma funcção de y, 
vem 

quando a funcção considerada tem uma derivada parcial relativa a y, finita em todos os pontos 

do intervalIo de y a y -+ k. 
Temos pois 

Do mesmo modo se acha, no caso de muitas variaveis, a fórmula seguinte: 

(1) 

. f(x-+h, !/-+k, ... , t-+l)=j(x, y, .,.) 

\ -+hf~(x'Hlh, y-+k"", t+l) 

I ~k!,(~: .Y~ o,~~ ...... .'. ~+.l) 
-+ lj, (x) y, , .. , t-+O,.l). 
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6S. D'este theorema deduzem-se os dois corollarios importantes seguintes: 
1. o Se as derivadas parciaes de primeira ordem da funcção f (x, y, ... ) forem todas 

finitas, f(x, y, ... ) é uma funcção continua de x, y, etc. Com effeito, o primeiro membro da 
fórmula (1) tende para f(x, y, ... ), quando h, k, etc. tendem para zero. 

2. 0 Se f~ (x, y, ... ) for uma funcção continua de x, y, ... , t, se f~(x, y, ... ) for uma 
funcção finíta de x e uma funcção continua das outras variaveis, e ass{m successivamente, 

temos 

(2) 
\f(:;;'.-h, y+k, .. ·)-f(x, V,·· .)=hf~(x,. y, .. . )+kf;, (x, !J, ... )+ ... 

) +cqh+a2 k + ... , 

onde (.(1., 17.2, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando todas as quantidades 

h, k, etc. tendem para zero. 
Com effeito, temos n'este caso 

f~(x+(hh, y+k, .. . )=f~(x, y, ... )+CY.J, 

f~(XI, y+(hk, .. ·)=f~(x, y, ... )+CXfl, 

................................. , 

onde 17.1., a2, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando h, k, etc. tendem 

para zero. 
Substituindo estes valores na fórmula (1), vem a fórmula (2), que se queria demonstrar. 
Nas applicações que fizermos da fórmula (2), supporemos, algumas vezes, para simplificar 

os enunciados das proposições, que f~ (x,y, ... ), f~ (x, y, ... ), ,.. são funcções continuas 
de todas as variaveis x, y, ... , t. 

69. Derivadas elas funcções compostas. - Á funcção f(UI., U2, ••• , un), onde UI., U2"etc. 
representam funcções de x, dá se Q nome de funcção composta de x por meio de Úl., U2, etc. 

Da fórmula (2) deduz-se uma regra importante para derivar estas funcções. 
Dê-se a x o augmento infinitamente pequeno h e sejam: li, l2, etc. os augmentos correspon­

dentes de UI., U2, etc. Se a funcção f(Ui, U2, ••• ) admitte derivadas parciaes relativamente 
a Ui, U2, etc., finitas nos pontos (Ui, U2, ••• ), correspondentes aos valores dados a x, e se 
a derivada de f (tt!, U2, ••• ) relativamente a UI. é uma funcção continua de Ui, U2, .•• , Un, 

se a derivada de f(ttl, tt2, ... ) relativamente a tt2 é uma funcção continua de tt2, tl3, ... , U n, 

e assim successivamente, a fórmula (2) dá 
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onde ctt, ct2, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando lI, l2, etc. tendem 

para zero. 
Temos pois, quando h tende para zero, 

). f(ul + lt, U2 +~, , .. ) -j"(Ztl, u~, .. ,) 1m .. 
. h 

af], li + af I' l2 = -';.~ !lU - -- 1111 - + .. ' 
OU! h atl2 h 

]' l, ]' 72 +cq Imh+a2 lm h--+ ... , 

e portanto 

(3) 

Esta fórmula importante dá a derivada das funcções compostas, quando são conhecidas 
as derivadas das funcções que entram na sua composição, e contém como caso particular os 
theoremas 1.0, 2.°, 3.° e 4.° do n. O 61. 

":0. ·Funcções homogeneas. - Diz-se que f(x, y, ... ) é uma funcção homogenea, do grau 

m, quando satisfaz á condição 

Derivando os dois membros d'esta identidade relativamente a t por melO do theorema 

anterior, vem 

e, pondo t = 1, 

f~(x, y, ... )x+f~(x, y, ... ) y+ ... =rnf(x, y, .. ). 

Consiste n'estaegualdade o theorema de Eulm' relativo ás funcções homogeneas (I). 

(I) A theoria da differenciação das funcções de muitas variaveis foi considerada pela primeira vez de 
um modo systematieo geral por Euler nas suas Inst. Cal. diff., onde vem tambem, como applicação d'esta 
theoria, o theorema que vem de ser demonstrado. 
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11. A noção de .differencial póde ser estendida ao caso das funcções de muitas variaveis 
independentes. 

Se differenciarmos a funcção z = f(x) y) ... ) relativamente a cada uma das variaveis, 
considerando as outras como constantes, obtemos os resultados 

... , 

a que se dão os nomes de differenciaes parciaes de z relativamente a x) a y) etc. Á somma 
d'estas diffel'enciaes parciaes dá-se o nome de differencial total de z. Representando-a por dz) 
temos pois a. egualdade 

ez oz 
dz=-o drc+~dy+ ... , 

dx ey 
que define dz. 

Seja Z=f(Ui, tt2, •.• ) e supponhamos que Ui, U2, .;. são funcções de x) y) ... ; temos 

+ ...... e •••••••••• o ••••••• 

e 

Btt! Bill 
dUl.=~dx+-B dy+ ... , 

uX y 

BU2 BU2 
dU2 =-B dx+- dy+ .•. , 

x By 

Logo 

Vê-se pois que dz tem a mesma expressão, quer Ui, U2, ••• sejam varmvelS indepen­
dentes, quer sejam d,ependentes de outras. 

Da egualdade precedente resultam, como corollario, as relações 

d (til. +U2 + ... ) = dI/i + dU2+ ... 
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as quaes mostram que ás regras, dadas no n.O 61, para formar as derivadas da somma, pro­

ducto e quociente de funcções, correspondem outras analogas para formar as respectivas 

differenciaes. 

v 

Fuueçõcs ÍII1])Hcitas 

Consideremos agora 

mente x de uma fUHcção V 

funcções implicitas, isto nrocuremos a derivada relativa-
J. 

pela 

(1) PIX 1/)=0_ , ) u 

y = <fi funcção tenha um unico valor cada valor de x e que satis-

esta e supponhamos que <fi admitte uma derivada finita. N'este caso theo-

rema relativo á derivação das funcções compostas (n. o 69) dá 

y) y' = Oi 

e portanto temos a fórmula 

yl= F~ (x) y) --, 
y) 

por meio da qual se obtem a derivada da funcção <fi (x), sem resolver a equação proposta 

relativamente a V. 

meio da fórmula temos derivada Vi expressa em de x Se 
esta derivada só expressa em de uma eliminaremos a on tra por 

11181O eq nação pro posta. 

Derivando pela mesma regra a equação (2), vem a equação 

V) y'2 

que determina VII. 
Continuando do mesmo modo, obtêem-se equações que dão y'll, y(4), etc. 

equações :3e obtêem derivando suceessivamente equação são 

do primeiro grau relativamente a yl, , etc. este grau póde já 

fazendo desapparecer radicaes que lá entrem, já eliminando entre eIlas algumas quantidades. 
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Assim, por exemplo, a equação 

dá, derivando os seus dois membros relativamente a x, considerando y como funcçãode x, 
a seguinte: 

a2 yy' + b2 X = 0, 

que determina y'. 
Se quizermos exprimir a derivada só em funcção de x, temos de eliminar y entl'e estas 

equações, o que dá 

Esta equação, ou 'a anterior, determinam as derivadas dos dois ramos de funcção que se 

obteriam resolvendo a proposta relativamente a y. 

'is. Toda a relação da fórma 

f(x, y, y', y", ... , y(n)) =0, 

onde y(n) é a derivada da ordem mais elevada, tem o nome de equação dijJerencial da m'dem n. 

O estudo d'estas equações será feito no Calculo Integral. Aqui limitar-nos-hemos a observar 

que da equação 

F (x, y, CI, C2, ••• , cn) = 0, 

que contem n constantes at'bitrarias CI, C2, etc., resulta uma equação differencial da ordem n, 
independente d'estas constantes. 

Com effeito, derivando n vezes esta equação, obteremos n equações da fórma 

FI (x, y, y', Cl, C2, ••• )=0, 

F2 (x, y, y', y", CI, C2, ... ) = 0, 

F ( '" ''') ) ° n ,x, y, y, y , ••. , y' , CI, C2, ••• = , 

(-'ntre as quaAs e a proposta podemos eliminar as n conE'tantes arbitrarias. Chega-se aSSIm a 

uma equação da fórma 

f(x, y, y', y", ... , y(II)) =0, 

independente d'estas constantes. 

R. 
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Em Geometria esta equação representa uma propriedade commum a todas as curvas cor­
respondentes á equação proposta. 

EXEMPLO. Consideremos a equação d'um systema de conicas homofocaes 

(mele A e B representam constantes determinadas e c uma constante arbitraria. 

Derivando esta equação relativamente a x) vem 

A eliminação de c entre esta equação e a anterior leva á equação diferencial das conicas 

consideradas 

xyy'2+(X2_y2_A+B)y'-xy=O. 

Por cada ponto do plano passam duas conícas, que correspondem aos dois valores que a 

equação proposta dá para c) quando se substituem n'ella x e y pelas coordenadas do ponto 

considerado. A equação differencial que vimos de obter, dá para y' dois valores yl. e y~, que 

satisfazem á condição y', y~ = -1; logo as tangentes a estas duas conicas, no ponto em que 

se cortam, são perpendiculares uma á outra. 

'4'4, As derivadas parciaes das funcções implícitas de muitas variaveis obtêem-se proce­

dendo como no h.o 72, 

Assim as derivadas parciaes relativamente a x e y da funcção implícita z) dada pela 

equação 

F(x, y, z)=O, 

obtêem-se por meio das egualdades 

aF + aF az _ ° 
ax az'a;;-' 

Em geral, se tivermos as n equações comm+n variaveis, das quaes 12 sejam depen­

dentes e m independentes: 
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podemos achai' as derivadas das variaveis dependentes ZI, Z2, ••• , ZI! relativamente ÚS vllria­

veis independentes XI, X2, ••• , X m l'esolvf\l1doas m. n equllções do primeiro grau 

que resultam de derivar as anteriores relativamente a Xi, X2, etc., considerando ZI, Z2, etc. 

como funcções d'estas variaveis. 
Derivando estas equaç.ões relativamente a XI, X2, etc., uLtêem-se outras, que determinam 

as derivadas de segunda ordem de Zj, 22, etc., e assim succe~sivamente. 

'iii. Toda a relação entre uma funcção e suaR derivadas parciaes 

( az az a2z 
f XI, X2, ••• , z'-a " -0-' ... , a~'~I-' 

XI ÔX2 w 
.. )=0 

tem o nome de equação ás derivadas parciaes. Se a derivada da ordem malS elevada que 

entra n'esta equação, é da ordem n, diz-se que a equação é da ordem n. O estudo d'estas 

equações será feito no Calculo Integral. Aqui limitar-nas-hemos a observar que de toda a 

equação 

F[x, y, Z, <p(u)J=O, 

onde l' (u) representa uma funcção arbitraria de t~ e t~ representa uma funcção determinada 
de X, y e z, resulta uma equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, independente de 

<p, a que satisfaz a funcção Z dada por aqueIla equação. 
C ee . d' dI' d az az om euelto, el'lvan o-a re atJvamente a X e a y e representan o ax e By por p e q, 

temos as equações 

aF aF aF, (au a!~ ) -o-+-a .p+~() <p (u) -;;-+".p =0, 
ôx z CI<p t~ Clx ClZ 

BF aF a}f, (an a!~ ) --a +-~-·q+a-()1' (u) ,,-+-;;-.q =0, y Clz l' u ôx cz . 

que, pela eliminação de l' (u) e <p' (u) entre elIas e a proposta, dão uma equação ás derivadas 
parciaes de primeira ordem, independente da funcção arbitraria.' 

EXEMPLOS. 1. o A equação geral das superficies cyIindricas 

X· - az = <p (y-bz) 
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dá, derivando relativamente a x e a y) considerando z como funcção d'estas variaveis, 

1- (tp = - b ri (y- bz), 

- a q = (1- b q) cp' (y- bz); 

e portanto, eliminando cp' (y -bz), temos a equação ás den'vadas parciaes das superficies cylin­
d1'icas 

ap+bq=1, 

que deve represfmtar uma propriedade commum a todas estas superficies. Adiante veremos 
qual é esta propriedade. 

2. Ii A equação geral das superficies de revolução 

ax+ ~y +z = rp [(x-k)~ + (y-l)2 + z2J, 

cujos eixos coincidem com a recta representada pelas equações 

dá elo mesmo modo a equação ás derivadas parciaes d'estas superficies 

3. o Finalmente da equação geral das sllperficies conicas 

x-a _ (y-b) ---rp --
z-c z-c 

resulta a equação ás derivadas parciaes d'estas super6cies 

(x-a)p+ (y- b) q = z-c. 

':;6. Viu-se nos numeros anteriores o modo de achar as derivadas das funcções impli­
citas, quando se sabe á priori) como aconteee em muitos casos, que a funcção que se consi­

dera admitte derivada. Passando agora ao estudo das condições geraes para a existencia de 

derivada d'estas funcções, vamos demonstrar os theoremas seguintes (i) : 

THEOREMA 1.0 Se a equação 

(I) Os fundadores do calculo differ~ncial S9 biam formar as derivadas das funcções definidas por equações, 
e Newton dedicou meEmJ algumas paginas do seu Met1wdu8 fiuxiomtm etc. a este assumpto, ao qual Euler 
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for satisfeita pelos valores xo e Yo' dados a x e a y, se a fllncção F (x, y) admittir dm'ivadas 

parciae,q F~(x, y) e F~ (x, y) continuas no ponto (xo, Yo), e se n'este ponto a derivada F~(x, y) 
for differente de zero, y é uma funcção definida de x na 'visinhança do,ponto (xo, Yo), e esta 

fttnCção é continua e admitte uma derivada finita n'este ponto, 

Pondo x - Xo = h e y - Yo = k e representando por ai, a2 e a3 tres quantidades infinita­

mente pequenas com h e k, temos (n. o 68-2.°), quando F~(x, y) e F~(x, y) são finitas no Ín­

tervallo de X o a Xo + h e Yo a Yo + k, 

e, em virtude da continuidade da funcção F~ (x, y) no ponto (xo, Yo), 

Seja hi um numero de valor absoluto tão pequeno que, para os valores de I h I e I k I que 

não sejam maiores do que I hi I, as quantidades F~ (x, y) e F~ (x, y) sejam finitas e as quanti­
dades 

(cujos primeiros termos são differentes de zero, por hypothese, e cujos segundos termos ten­

dem para zero com h e k) sejam differentes de zero e tenham o signal de F~ (xo, YoJ; e 
dêem~se na primeira das fórmulas precedentes a k o valor hi e a h valores taes que seja 

I h I < hi. Teremos, pondo h = + (J h~ (onde (J representa um numero positivo menor do que a 

unidade) 

D'esta fórmula conclue-se que F (x, y) tem o signal de hi F~ (xo' Yo), quando se dá a I hi I 
um valor tão pequeno que seja 

e portanto que, para cada valor Xo + h de x, comprehendido entre Xo - h~ e Xo + h~, F (x, y) 
muda de signal, quando y varia desde Yo -hi até Yo + hi. 

A cada valor de x comprehendido entre Xo - h~ e Xo + hi corresponde pois sempre um 

deu, nas suas InstituUones calculi differentialis, a f6rma geral actualmente empregada. Durante muito tempo, 
porém, os geometras admittiram, sem demonstração, a existencia de derivada das funcções implicitas que 
consideraram, e foi Cauchy quem principalmente estudou as condições .para que esta circumstancia tenha 
logar. 
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valor dE' !/J compl'ehendido enti'e yo-h, e yo+h l , que satisfaz (n,O 37-1,°) á equação 
F (x~ y) = O; e não pó de corresponder mais (n. o 64-2.°) do que um, visto que a derivada 

F~ (x, y) nãú é nulla n'este ir:;,tervallo. Logo a collecção dos valores de y comprehendidos 

entre Yo - h, e Yo + h!, determinados pela equação F (x, y) = 0, quando se dão a x os valores 
cornprehendidos entre Xo - h; e ;x'o + h;, constitue uma fUllcção g> (x), definida no intervallo 
considerado, a qual satisfaz a esta equação. 

Como além d'isso, quando hi tende para zero, x tende para Xo e y tende para Yo, vê-se 

que cp (x) é continua no ponto XO' 

Finalmente a funcção y = cp (x) admitte uma derivada finita no ponto (xo, Yo)' Com 

eft'eito, mudando na equação Pl'('posta Xo em Xo + h e Yo em Yo + k (representando agora por 
Yo + ko valor que toma a funcçào y = cp (x) quando a x se dá o valor Xo + hl, temos 

ou 

Temos pois, fazendo tender h para zero e notando que, por ser cp (x) uma funcção con­
tinua de x) k tende tambem para zero, 

o que concorda com o que se disse no n.O 72. 

Ao que vem de dizer-se accrescentaremos ainda o seguinte .. 

Supponhamos que F~ (x, y) e F~ (x, y) são funeções continuas no ponto (x, V), quando x 
e y estão respectiVaI~lente comprehendidos nos intervallos (xo-h;, xo+hD e (Yo-h!, yo+h,), 
precedentemente determinados. N'este caso o ponto (x, y) satisfaz ás condições impostas no 

enunciado do theorema ao ponto (xo, Yo)' e temos portanto, para todos os valores de x per­

tencentes ao intervallo (xo - h;, Yo + h~), 

, (x) = _ F~ (x, y) 
((I F~(x, y) , 

onde y = ((I (x). 
Vê-se pois que, no intervallo considerado, ((I' (x) é uma funcção definida de x, e que esta 

funcção admitte, no mesmo intervallo, uma derivada finita ((I" ex), quando o numerador e o 

denominador da sua expressão a admittlrem, isto é, quando F (x, y) admittir d6rivadaspar­

ciaes de segunda ordem relativamente a x e y que sejam continuas nos intervallos precedente­
mente assignados a estas variaveis. 

Do mesmo modo se considem!u as derivadas segllintes. 

Hosted by Google 



143 

T'HEOREMA 2. ó Se a equação 

fOl' satisfeita pelus valol'es ai, a2, ... , am) Yo' dados a XI, X2, ..• , Xm) y; se a fnncção 

F (X!, ... , Xm) y) admittir derivadas parciaes de primeira ol'dem relativamente a x!., x~, ... , 

Xm' y) continuas no ponto (at, a2, ... , .a/n) Yo); e se n'este ponto a derivada F~ for' dijJe­

rente de zero) y é uma funcção definida de XI, X2, ... Xm) na visinhança do ponto (ai, a2, ... , 

am) Yo), e esta funcção é continua e admitte n' este ponto derivadas parciaes finitas l'elativamente 

a XI, X2, etc. 

A demonstração d'este theoremaé semelhan.te á demonstração empregada para estabelecer 

o theorema anterior. 

THEOlmMA 3.° Se as equações 

FI=O, F2=O, ... , Fn=O, 

onde entram as val'iaveis independentes XI, X2, ... , Xm e as variaveis dependentes Zl, Z2, ••• , 

Z.) fOl'am satisfeitas pelos valol'es a!, a2, ..• , art!) bl , b2, ... , bn) dadOb a Xi, X2, ..• , Xm) 

Zl., Z2, ... , ZIl; se as jimcções FI, F2, .•. , FI! admittú'em derivadas parciaes de Pl'imeim m'dem 

l'elativamente a Xi, X2, ... , Xm) ZI., Z2, ... , Zn) que stjam jimcções continuas d'estas variaveis 

no ponto (ai, ... , am) VI, '"', bn)i e:se i/,'este pontoodeter'minctnte 

BFI oF!. BFI 
OZI OZ2' •• CJzn 

J= ................ . 

élFn 8Fn élFn 
a~- BZ2'" -oz~ I 

for dijJel'ente de zero; z!., Z2, ... , Zn são funcções definidas de x!., X2, xa, "', Xm) na visi­

nhança.do ponto considerado, e admittem n'este ponto de·rivadas parciaes finitas relativamente 

a·x!., X2, xa, " .. , Xm. 

Como este theorema vem de ser demonstrado no caSO de ser dada uma só equação, para 
o ·demonstrar completamente, vamos provar que, se é verdadeiro no caso de serem dadas n-l 

equações, ainda é verdadeiro quando são dadas n equações. 

Por não ser, por hypothese, nullo no ponto (a!., a2, ... , bl., b2, '" ,) o determinante J, 
tambem não podem ser nullos n'este ponto todos os determinantes menores que resultam de 
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suppl'imir a primeira columna. Seja pois, por exemplo, diffel'ente de zero o determinante 

ÓF2 ÓF2 
ÔZ2 '" ôZn 

ôFn ôFn 
ÔZ2 ••• ÓZ~ I 

As equações F 2 =0, ... , Fn=O determinam n'e8te caso Z2! Za, ••• , Zn em funcção de 

Zi, Xi, X2, •• " Xm~ e, substituindo estes valores em Fi, vem 

Temos portanto 

El" d d . &Z2 ÓZ3 ~. lmman o epOls -Ó ',-Ó-, etc. entre esta equaçao e as segumtes: 
Zi Zj . 

vem 

ôF~ + ôFIl ÓZ2 + -I- ÓF2 ÔZn _ ° 
ÓZI OZ2 ÔZi • • • I OZn ÓZi - , 

ôFn + ilFn OZ2 + + ó1!'n ÔZn _ ° 
ÔZi ÔZ2 ÔZi • ". ÔZn OZI - , 

Ócp J 
ÓZi = Ji' 

Vê-se pois que OÓ? é differente de zero no ponto (bt, ai, a2, ••• ); e portanto que (th. 2.°) 
Zi 

a equação <p = ° determina Zi em funcção de Xi, X2, etc., que, esta funcção satisfaz á equação 
Fi = ° conjunctamente com os valores de Zi, Z2, etc. dados, por hypothese, pelas eqnações 
F 2 = 0, Fa = 0, etc., e que a funcção ZI admitte tambem derivadas parciaes relativamente a 
Xi, X2, etc. no ponto (bl, ai, a2, ••• ). 
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VI 

Deriva.das dos determinantes. Determinantes funccionaes 

':':. Procuremos agora a derivada do àeterminante 

onde UI' U2, VI' V2 são funcções de x. 
Mudando x em. x + h e chamando k l , k2, li, l'J, os augmentos correspondentes de UI, U2, 

VI, V2, vem 

ou, em virtude de um theorema bem conhecido, 

Temos pois 

. f(x+h)-f(x) IUI u21 ui u21 
h .. r f'(x)=bm = + I' 

I Vi V2 I Vi V2 

o raciocinio precedente applica-se evidentemente a um determinante com qualquer nu­
mero de columnas, e vê-se que a derivada de um determinante é' egual á somma dos detm'rni­
nantes que se obtêem substituindo cada columna do determinante proposto por outra formada 
pelas derivadas dos termos d'aquella. 

(1) 

':8. Consideremos as funcções 

'!h=h (XI' X2, ••• , xn); 

,!/2 = f2 (Xl' X2, ••• , x n), 
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Com as derivadas d'estas funcções forme-se o. determinante 

(2) 

que se representa tambem por 

e que se chama dete1'minante funccional ou jacobiano. Este determinante, estudado pela pri­
meira vez por Jacobi, apparece em muitas questões e tem propriedades. muito importantes, 
para o estudo das quaes se póde recorrer á memoria intitulada De determinantibus functiona­
libus(l.) d'este eminente geometra. No theorema 3,° do n.o 76 vimos já uma questão em que 
intervem este determinante. Aqui vamos demonstrar, a respeito d'elle, os theoremas seguintes, 
dados na referida memoria. 

I. Supponhamos que as funcções yl, y2, •.. , Yn admittem derivadas parciaes relativas a 
001., 002, ••• , X n e que estas derivadas são funcções continuas d'estas variaveis. N'este caso 
temos o theorema seguinte: 

1.0 Se uma das funcções yt, y2, .•• , Yn~ por exemplo yl., f01' uma funcção das outras e 
admittir derivadas parciaes, relativ(tmente a y2, y3, •.. , Yn~ que srrjam funcções continuas d'estas 
variaveifl~ o determinante (2) é identicamente nullo, 

2.° Se o determinante (2) for identicamente nullo~ mas não o for um dos seus menores de 
primeira ordem~ uma das quantidades yl, y2, etc. (aquella cujas derivadas não entram n'este 
determinante menor) é funcção das outras, e esta funcção é continua e admitte derivadas par­
ciaes finitas nos pontos em que o determinante menor considerado não é nullo. 

3.° Em geral, se forem identicamente nullos o determinante (2) e os seus menores até á ordem 
i e não o for um dos determinantes menores da ordem i + 1, i + 1 das quantidades yl., 
y2, .•. , Yn (aquellas cujas derivadas não entram n'este determinante menor) são fttncções das 
restantes, e estas funcções são continuas e admittem derivadas parciaes finitas nos pontos em 
que o determinante de ordem ,i + 1 considerado não é nullo. 

Para demonstrar esta proposição, consideremos sómente tres funcções 

(1') 

(1) Jacobi: Gesammelte Werke, tom. lU. 
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Ê facil de ver que o raciocinio que vamos empregar, éappJicavel a maior numero de' 

funcções. 

Se for '/11 = If (;'12, '!Ja), temos 

Ô'!J1 = ÔIf ÔY2 +~ ôya, 
ÔXl ÔY2 ÔXt ôya ôX1 

ÔYI ~ ôlf ôy2 + ôlf ôya, 
ôX<p. - ÔY2 eX2 ôya ÔX~ 

ÔYI _ ô<p ôY'J. -+- ~t. fjya, 
ôxa - Ô'!J2 exa ôya axa 

J" d ôlf ôlf N e portanto, e Imman o -- e -- entre estas equaçoes, 
ay2 ôya 

(2') 

\ 
aft afl af, 
éXt ÔX2 ôxa 

aj'}. af2 aj2 _ O 
ÔX! ÔX2 axa - , 

ôja aja aja 
ÔXt oX'}. ÔXS 

o que demonstra a primeira parte do theorema. 
Para demonstrar a proposição reciproca, supponhamos que o determinante (2') é identicà­

mente nullo e que um dos determinantes menores de segunda ordem nàoé identicamente 
nullo, por exemplo o determinante 

Ô (j2, Ja). 
o (X2, xa) 

Em virtude do theorema 3.° do n.O 76, as duas ultimas equações (1') determinam X2 e xa 
como funcções de Xi, y2 e ya, e, nos pontos em que este determinante não é nullo, estas 
funcções admittem derivadas parciaes relativas a Xi, Y2, ya, dadas pelas equações 

_ôJ2 -+- aJ2 fJX2 + ar'}. ~xa =0 
OXi ÔX2 ÔXt ôxa OXl ' 

aia + ~Ja ÓX2 + aja ôxa = O 
OX! ÔX2 ÔXi aa:a ÔXt ' 

•••••• 'i-•• e •• , •••.• · •••••••••• 

Substituindo estes valores de X2 e xa na primeira das equações (1'), vem 
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e, _ em virtude d.o theorema relativo á qerivação das funcções compo.staSt, .yl. admittedel'ivadas 
, " - , 

parciaes relativamente a Xl, y2 e y3. A derivada relativa a Xl é dada pela equação 

d d b . . OX2 oxa I I' d- d . on e se evem su stltmr -!:I- e ~pe os seus va ores,tlra os as equações anterlOres, o que 
dá uX!. OX{. 

â (fi, f2, f3)-
o (Xi, X2, X3) 

a (f2, fa) 
a (X2,X3) 

Como o segundo membro d'esta egualdade é, por hypothese, identicamente nuHo, é iden­
dicamente nulla a derivada de <fi relativamente a XI; portanto <fi é independente de Xl, e temos 

que é o que se queria demonstrar. 
Se todos os determinantes menores de primeira ordem do detf'rminante (1') forem iden­

ticamente nuHos, recorre-se aos determinantes de segunda ordem, que no caso considerado 

não podem ser todos identicamente nuHos, sem que as funcções sejam todas constantes. Seja 

pois !:I0fa um dos determinantes de terceira ordem que não é identicamente nulJo. A ultima 
uX3 

das equações (1') determinará xa em funcção de Xi, X2 e y3, e as suas derivadas relativamente 
a Xi e X2 serão dadas pelas eq nações 

Substituindo o valor de X3 na primeira das equações (1'), vem 

e as derivadas de cp relativamente a Xie X2 são dadas pelas equações 

Ocp ) af!. -+ afi. OX3 --= - ._-, 
OXi OXI OX3 OX! 
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I·· d axa axa . d ~ . ou, e lmlllan o -a- e -a- por melO. as equaçoes anterlOres, 
Xi X2 

Oomo, por hypothese, os segundos membros d'estas equações são identicamente nuHos, a 
funcção cp é independente de Xi e X2, e temos 

yi = cp(ya). 

Do mesmo modo a segunda das equações (1') dá 

y2 = 0/ (ya). 

II. Se nas funcções fi, f2, ... , f" substituirmos as variaveis Xi, X:il, ••• , Xn por outras, 

ti!, O~, .•. , Bn' ligadas com as primeiras por equações dadas, o jacobiano das novas funcções 

estará ligado com o jacobiano (2) pela relação 

(4) 
a (Yi, ..• , Yn) a (Yi, .•. ,Yn) a (Oi, •.• , On) 
a (Xi, ., ., X n) = a (Oi, ... , O,,) . a (Xi, ••• , X n) • 

Para demonstrar este theorema, basta. substituir no determinante (2) as derivadas que lá 
entram pelos seus valores, tirados das equações que se formam dando a k e a i os valores 

1, 2, . o'., n na equação 

€ applicar depois o theorema da multiplicação dos determinantes. 
A fórmula (4) contem o theol'ema 4.° do n.O 61, o qual corresponde ao caso de ser n=1. 

III. Se, no theorema precedente, as equações que ligam as novas variaveis ás antigas são 

as equações lineares 

(5) .................... 
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vem 

(6) a (Yt, ••• , Yn) =M a(YI, ••• , Yn) , 
a (Xi, ..• , x n) a (Oi; •.. , On) 

pondo 

\ 
a~1) ••• a~!' I 

,M= ..... ' .... 

la Cn) aco'l •••• n 

ai '49. Se as funcções ii, ... , in forem as derivadas parciaes aX!' ai 
••• , aXn de uma 

funcção Y = i (Xi, .•• , xn), o determinante (2) reduz-se ao determinante 

a'!f a2f 
ax~ .•• aXl aXn 

............. ó , 

! a2J a2J I aXn ÔXi ••• ax~ I 

que se chama hesseano, para recordar o nome do eminente geometra O. Resse, qUe primeiro 
o considerou. 

A respeito d'este determinante, limitar-nos-hemos aqui a procurar a relação entre o hesseanQ 
da funcção dada e o hesseano da funcção em que esta se transforma pela substituição das 
variaveis ~~t, X2, etc. pelas variaveis Oi, 02, etc., ligadas com as primeiras pelas equações (5). 

Por ser Y funcção de XI., ••• , Xn e portanto de 01., ... , On) temos, em virtude das fór~ 
mulas (5), 

ay (1) ôY + + (n) ay 
Yn = aXn = a. aOi • • • a" aon ' 

Substituindo 6I!Jtes valores em 

Ô (Yt, .•. , Yn) 
a COI, .•• , On) 
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e attendendo ao theorema da multiplicaçã',o dos determinantes, vem 

• fII • • • • •. • • • •• • 

Logo a fórmula (6) dá 

I ô2y â'f.y '1 

-ôO~ ••• Ôo! ôOn 

=M2 •..•.....••.. 

ô2y ô2y 
BXn éJxi ••• ôx; I 

VII 

Derivada de limites de sommas. Derivada dos arcos de curva 

SOo Seja l(x) uma funcção de x continua em todos os pontos do intervallo de X o a X. 
Decomponha-se X-xo em n,intervallos eguaes a hi, h2, ••• , hn, o que dá 

e representem-se por Zf, Z2, ••• , Zn-i os numeros, comprehendidos entre Xo e X, que separam 
estes intervallos, isto é, os numeros definidos pelas equações 

Finalmente, representem-se por Xi, X2, ••• , X n quaesquer numeros que pertençam res­
pectivamente aos intervallos de Xo a ZI., de Zl a 2:2, de Z2 a Z3, et:l. Posto isto, vamos de­
monstrar o theorema seguinte: 

A somma 

tende para um limite, quando· se augmenta o numero de intervallos, em que se decorllpõe X- xOt 
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de modo que todas as quantidades hi , h2 , ••• , hn tendam para Ze1"0) e este limite é sempre () 

mesmo) qualqum" que slja o modo como se escolham os numeros Zt, Z2, etc.) e os numeros Xi, X2, 
etc. 

Seja X> Xo e supponhamos primeiramente que se escolhem os numeros Xi, X2, etc. de 
modo que f(Xi), f(X2), etc. representem os maiores valores que toma f(x), quando X varia 

respectivamente de Xo a Zt, de Zt a Z2, etc. Decompondo o intervallo h j em m intervallos 
parciaes h;) h;') etc., o que dá 

e chamando xi, xi') etc. os valores de x a que correspondem os maiores valores que torna 

f(x) , quando x varía desde Zi-t até Zi-t +hi) de Zi-i +h; até Zi_1+hi+hi') etc., temos 

e portanto 

o primeiro membro d'esta desegualdade representando uma qualquer das parcellas de S 
e o segundo membro a somma das que a substituem quando se divide hi em m partes, podemos 
concluir que a somma S diminue, quando augmenta o numero ele partes em que se divide o 

intervallo hi • Por outra parte, o seu valor conserva-se sempre maior do que 

representando por m o menor valor que toma f(x), quando x varia desde Xo até X. Logo a 
somma S tende para um limite, quando as quantidades ht, h2, etc. tendem todas para zero. 

Supponhamos agora que f(Xt), f(X2), etc. não representam os maiores valores que toma 
f(x), quando x varia respect.ivamente de Xo a Zt, de Zt a Z2, etc., e sejam Mi, M2, Ma, etc; 
estes valores. Pondo 

temos 

ou, chamando E a maior das quantidades I Si I, I E:! I, etc., 
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Mas, por ser continua a funcção f(x) em todos os pontos desde Xo até X, a cada valor 
de a, por mais pequeno que seja, corresponde um numero "'l, tal que as desegualdades 
1 ê{ 1 < a, 1 E21 <a, etc. são satisfeitas quando a ht, h2, etc. se dão valores inferiores a"'l (i) . 

. Logo, quando ht, h2 , etc. tendem para zero, E tende para zero. Por isto e por ser 'i:.hi egual a 

X-xo, conclue· se da desegualdade precedente que as duas sommas 'i:.hjf(xi) e 'i:.hjMj tendem 
para um mesmo limite. 

Resta demonstrar que este limite é sempre o mesmo, qualquer que seja o mO,do como se 
escolham os numeros Zl., Z2, etc. Para isso, consideremos duas sommas S e Si, correspon­
dentes a dois modos de divisão do iutervalIo X - xo, e seja S2 uma somma correspondente a 
um terceiro modo de divisão, em que figurem todos os intervaIlos das duas divisões anteriores, 
O intervaIlo h; da primeira divisão conterá um ou mais intervalIos hi, h;', etc. da terceira 

divisão, e á parcelIa hd(Xi) da somma S corresponderão as parceIlas 

hif(xi), hi'f(x;'), ' •. 

da somma.82. Pondo pois 

temos 

d' onde se tira 

f(Xi)=f(xi)+êiJ f(x;) f(xi')+E;". 'I, 

U; = hif(wi) +hi'f(xi') + ... , 

S2 = 'i:.Uj = 'i:.f(xj) (h; + h;' + .. ,)-1: (E; hi +E;hi' + ... ) 
= 'i:.f(Xi)h i - 'i:. (Ei hi+ E; hi' +. , .), 

chamando E a~maior .das quantidades [ EI [, [E2[, ••• , [ E'I [, I E~ [, , •• , etc. 
Ml:ls, por ser continua a funcção f(x), E tende pal'a zero, quando kl., h2, etc. tendem para 

zero; logo S e S2 tendem para um mesmo limite. 
Demonstra-se do mesmo modo que Si e S2 tendem tambem para um mesmo limite. 
Logo S e Si tendem para um mesmo limite, que é.o que se queria demonstrar. 
N o que precede suppozemos X> xO' Se for porém X < xo, o theorema subsiste, porque, 

como as quantidades h l , h2 , etc. são n'este caso negativas, - S tende para u,m limite de1;er~ 
minado, e portanto S tende para um limite egila.I áqueIle em valor absoluto mas de signal 
contrario. 

(I) Este facto, consequencia do theorema 4.· do n." 37, foi considerado durante muito tempo como evi­
dente. 

T 
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I. No caso de f(.v) ser positiva no intervaIlo de Xo a X e de ser X> x 01 todas as par­
cellas de S são tambem positivas, e o limite para que tende esta somma, quando ht, h2, etc. 
tendem para zero, representa, por definição, a área do segmento plano limitado pela curva 

cuja equação é y=f(x), pelo eixo das abscissas e pO'/' duas parallelas ao eixo das ordenadas~ 

ti1'adas pelos pontos cujas abscissas são egl~aes a Xo e X. Esta definição concorda com a que 
foi dada no D.O 58-II, visto que as sommas (A) e (B), consideradas no referido paragrapho, 
correspondem a dois modos particulares de escolher 08 valores de ZI., Z2, etc., que entram na 
expressão de S; tem todavia uma fórma mais geral. Accrescentaremos ainda que no n. o 58 

. se admittiu como postulado a existencia do limite das som mas mencionadas, e que este facto 
está agora demonstrado. 

81. O limite para que tende a somlIia S, quando todas as quantidades hl., h2, et:l. tendem 
para zero, é uma funcção de X, que representaremos por F (X). Procuremos a derivada d'esta 
fllricção. 

Se mudarmos em F(X) a.variavel X em X+h e se chamarmos k o angmento correspon­
dente d'esta funcção, temos 

onde é 

Representando por f(x") e f(x') o menor e o maior dos valores qne toma f(x), quando x 
varía desde X até X + h, vê-se que o valor de k está comprehendido entre 

e 

Logo, se h> 0, temos 

hf(x") <k<hf(x'), 

e portanto 

k 
f(x") < T<f(x'); 

e, se h <0, 

f(XI)<_~< f(x"). 
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Fazendo agora tender h para Zéro, x' e x" tendem para X e, por ser continua a funcção 

f(x), f(x') e f(X") tendem para feX); temos portanto 

lim ~~ = feX). 

Logo a funcgão F (X) admitte del'ivuda no ponto X, e esta derivada é egual a f eX). 
A demonstração ,que se deu d'este theorema no n,O 58-III é a representação geometrica 

da que vem de expô r-se 

82. Del'ivada dos arcos de curva el ). - DA-se o nome de comprimento de wn ét7'CO de 

curva ao limite para que tendtnn os perímetros dos polygonos inscriptos n'este arco, quando 

todos os lados tendem para zero, 

Para justificar esta definição, é necessario demonstrar que este limite existe e que tem um 

valor unico, qualquer que seja a lei de inscl'ipção dos polygonos. 

Supponhamos que as coordenadas dos pontos da curva consicleradn são determinadas 

pelas equações x = cp (t), Y = ~ (t), Z = 7t Ct), dando diversos valores á variavel independente t, 
e que a cada valor dado a t corresponde um unico ponto. 

Em um arco desta curva, compl'ehendido entre os pontos (:ro' Yo, zo) e (x, y, z), corres­
pondentes aos valores to e t ela variavel independente, inscrevamos um polygono qualquer, e 

sejam (X!, yl, ZI), (Xi, y~, Z2), etc, os seus vertices e ti, t2, etc. os valores de t a que cor­
respondem. O perímetro P do polyg<)l1o será dado pela fórmula 

onde a somma representada por :E se refere a todos os lados do polygono, a qual, repI'esen­

tando por t;, t;' e (' tres valores de t, compl'ehendidos entre ti e ti+h por hi a diffel'ença 

Ti+l-ti e atterdendo ás egualdades (n. o 64)· 

se reduz á seguinte: 

Ponha-se agora 

Ci = V[1" (t;IJl! + W (t;')Jl! + (7t' (t;'')Jl! 

- V ['P' (ti)jl! + W (tilJl! + [7t' (fj)Jl! 

(1) Foi Newton quem primeiro Ilpplicou a analysc infinitesimal á rectificação das CUl'vas. Antes d'isso 
poucas curvas tinham sido rectificadas, 
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e se a maIOr quantidades I I, 122 1 , Teremos 

d'onde resulta 

1 P - "Lhi V'[7' (ti)J2 + [~' (ti)J2 +[ ')t' (t;)J2! = I "LE; h; 1 < E"L hi . 

a expressão de 2; pode reduzida forma 

E;= 
[ri (()J2 + W (t;')]2 + [1:' (t;'')J2 -I[ q/ U;IJ2 + [~' ((i)J2 + [Tc' (t;)J2 I 
V[ rp' (ti)JLf- [~' (ti')J2 + l Tc' (t;")J2 + V[ rpl (t;)J2+ L~' (ti)]2+ [')t' (ti)J~ , 

e temos, representando m o valor que toma Vr rp' 
nos pontos do arco considerado e suppondo que este valor é dífferente de zero, 

-[y' (. 

Suppondo agora que rp' (t), ~'(t) e Tc' (t) são fllncções continuas de t em todos os pontos do 

arco confliderado, a cada valor de ~, por mais pequeno que seja, corresponde um numero "fj, 

tal é 

h!, h2 , '" são menores que ". 
temos I ~, qualquer qcle seja portanto tambem E < a; que mostra E 

tende para zero, quando h l , h2 , '.' tendem para zero, e portanto que 

lilll [P 

fórmula em dos theorelllas demonstrados nos numeras 

que o limite de P existe; que é unico, qualquer que seja o modo como as quantidades hl, h2, 

etc. tendam para zero; e, finalmente, que a derivada d'este limite, que representaremos por 

s, dada pela 

onde 

(n. 
radical 

e com 

ser tomado com o 

- no contrario. 

+ quando variam mesmo sentido 

{ ~ol 
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Da egualdade precedente deduz-se a expressão da differencial de s: 

ds= Vdx2+dy'!+dz2, 

I. O limite da razão do compl'imento de nm a1'CO para o da sna cQ1,da ê egnal á nnidade. 

Sejam l e c os comprimentos do arco e da corda correspondente, e t e t+ dt os valores 

que toma a variavel t nas suas extremidades. Temos, representando por ti, t2 e t3 tres nu­
meros comprehendidos entre t e t + dt (n. o 63). 

c = V[ cp (t + dt) - rp (t)J2 +[~ (t + dt) - ~ (t)J2 + 7t (t + dt) -'TC (t)]2 

= dt V [cp' (ti)]' + W (t2)J2 + ['TC' (t3)J2, 

Por outra parte, como l representa o augmento que recebe o comprimento do arco s? 

contado a partir de uma origem fixa, quando se muda t em t + dt) temos (n. o 56) lim ~s = 1. 
Logo 

Basta agora attender a que ti, i2 e i3 tendem para t, quando dt tende para zero, e 
admittir que as funcções cp' (t), ~'(i) e 'TC' (t) são continuas no ponto f, para concluir que 

l 
lim-=1. 

c 
II. Se a curva dada for plana, a expressão de ds reduz-se á seguinte: 

Se quizermos o valor de ds expresso em coordenadas polares, faremos a transformaç~o 
da fórmula precedente por meio das relações 

e acharemos 

x = r cos o, dx = dr cos o - r sen o dO, 

y = r sen O, dy = dr sen O + r cos O dO, 
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VIII 

~Iudança das variaveis 

83. O problema que vamos resolver é o seguinte: 
Dada uma expressão analytica ou uma equação, em que entrem va7'iaveis independentes, 

variaveis dependentes e der'iradas d' estas, achaI' a sua tntnsfo1'1nada, quando se substituem todas 

ou algumas das variaveis p01' outras) ligádas com as primeir'as por equações dadas. 

Esta transformação é empregada em Geometria, quando, tendo um resultado expresso 
'em um systema de coordenadas, se quer exprimil-o n'outro systema. ~m 'Analyse tem tambem . 
uma importancia· grande, como iremos vendo. 

84. Consideremos primeiramente expressões em que entrem duas variaveis, uma depen­
dente e outra independente: 

( dy 
F x, y, dx ' 

d~y ) 
dx2 ' ••• , 

e resolvamos os dois problemas seguintes: 
1.0 SubstitUÍ!' a val'iavel independente x pOI' outra O, ligada com x pela relação cp (x, O) = O. 
Chamando x', x", etc., y', y", etc. as derivadas de x e de y relativamente aO, teremos 

(n. o 61-IV) 

" = d2y x'2 + dy x" 
Y dx2 dx' 

y'" = d3y x'3 + 3 d2y x' x', + .!!y x'" 
dX,l da::2 dx 

e portanto 

d2y x'y"-y'x" 
dx2 = x'3 

(1) d3y x'2 y'''- x' y' x'" - 3x' x" y" + 3y' x"~ 
drc3 = x'õ ' 

.................... ' .................. , 

onde se devem substituir as derivadas de x pelos seus valores tirados da equação cp (x, O) = o. 

Hosted byGoogle 



159 

Substituindo depois os valores de ~!, ~~, etc., obtidos d'este modo, na expressão pro­

posta, resolve·se o problema enunciado. 

EXEMPLO. - Substituindo na expressão 

onde F representa uma funcção racional de x, vx2+bx + c e ;!' a variavel x por outra (), 
ligada com x pela equação 

vx2+bx+c=x-(), 

que dá 

vem uma expressão da fórma 

dy 
onde f representa uma funcção racional de () e -df' 'remos assim um exemplo da transfor-

mação de uma funcção irracional n'outra racional. 
2. o Substituir as variaveis x e y por outras p e (), ligadas com x e y pelas equações 

~(x, y, (), p)=O, Hx, y, (), p)=O, 

sendo () a nova variavel independente. 
Para resolver este problema basta derivar as equações precedentes relativamente a (), 

considerando x, y e p como funcções d'esta variavel, o que dá 

.......... ~ .................. , 
e em seguida substituir nas fórmulas (1) os valores de x', ,V', x", y", etc., tirados das equações 

precedentes. Obtêem-se assim os valores das derivadas ~y, ~, etc. que se devem substi-
tuir na expressão que se quer transformar!. . x 
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EXEMPLO. - Transformar a expressão 

sendo 

x = p cos O, y = p sen O 

as equações que ligam as novas variaveis ás antigas. 
Temos 

rJ1' = ~: cos 0- p sen O, y' = ~: sen 0+ p cos O, 

d2 d 
X/I = --.-f cos 0- 2 _t sen 0- p cos O 

d02 . dO ' 

"_ d2p 0+2 dp O O Y - dO~ sen dO cos - p sen . 

Substituindo estes valores de x', y', xl!, etc. na fórmula 

dy d2y 
que resulta de substituir na expressão dada dx e dx2 pelos seus valores, tirados das fór-
mulas (1), vem 

S:i. Consideremos agora, a respeito da funcção de duas variaveis independentes 

as duas questões s,eguintes: 
L° Substituir eis va1'iaveisindependeintes x e y por outras Ot e O~, ligadas com aquellas 

pelas equações 
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Por z ser funcção de x e y) e por x e y serem funcções de (h e 02, temos 

ôz _ ôz ôx + az ôy 
aOi - ,óx . aOi ay' eO~' 

ôz ez ex + 2z ôy 
-=--.- -.-' 
a02 ôx a02 eY a02 

S b . . d' ~ d' d ax ôx ay ay a2x I 
,u stltum o nestas equaçoes as erJva as -ao ''--------0 ' -ao ,---;C-O ' a02 ' etc. pe os seus va-

i C2 i d2 1 

10res, tirados das equações que resultam de derivar ~ = O e ~ = O relativamente a 01 e 02, e 

I . d d . I' az ez a2z I d' d·.J reso ven o-as epOls re atIvamente a -a ,-, -a 2' etc., temos os va ores estas envallas, 
x ay x 

em funcção de Oi e 02, que se devem substituir na expressão que se quer transformar. 

2. o Substituir as va1'ict'Veis x) y e z p01' outras Oi, 02 e p, ligadas com as p1'irnei1'as pelas 

equações 

Resolve-se este problema por meio das fórmulas anteriores, substituindo n'ellas 

ax ,ay az 1 I' d d 'N O O ao! ' aOi' a02 ' etc. pe os seus va ores, tIra os as equaçoes q; = ,~= O, (J) = . 

EXEMPLO. - Transformar a funcção 

suppondo as novas variaveis ligadas com as antigas pelas equações 

x 2 + y2 = 01, a + x = O;. 

Derivando estas equações relativamente a Oi e 02, vem 

u 

dz 
ao! ' 
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o que dá 

Temos pois 

Bz 1 az ôz 28 ÔZ 2x 82 az 
--=-.- --= 2------· 
ael 2y ôy' a82 ôx y ay 

S b . . d ~ I d ôz Bz. d d' N u stltum o na expressao proposta os va ores e -ô e - tira os estas equaçoes, vem 
uma expressão da fórma 

x ay 

em que só entra uma derivada e em que não entra radical (i). 

(1) As fórmulas para a mudança da variavel independente, no caso das funcções de uma variavel, foram 
dadas pela primeira vez no Tmité des infiniment petits de L'Hospital. Os outros problemas de que vimos de 
nos occupar n'este numero e no precedente foram considerados por Euler nas suas Institutiones calculi diffe­
rentialis. 
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CAPITULO III 

Applicações geoIlletricas dos principios preoedentes 

I 

Curvas planas 

86. Tangentes e n07'maes. - L Seja F (x) y) = O a equação de uma curva dada, refe­
rida a coordenadas rectangulares. A tangente a esta curva no ponto (x) y) passa por este 

ponto e o seu coefficiente angular é egual a ~~ (n.o 58-I); logo a equação d'esta recta é 

(representando por X e Y as coordenadas dos seus postos) 

(1) 
dy 

Y -y= dx (X-x), 

ou, substituindo ddy pelo seu valor, tirado da equação da curva, 
x. 

8F 8F 
-(X-x)+-(Y -y)=O. 
8x 8y 

II. A recta perpendicular á tangente, tirada pelo ponto de contacto, diz"se normal á curva 
n'este ponto, e a sua equação é 

o 

* 

dy 
X-x=--(Y-y) 

dx 

X-x Y-y 
---w- = ----W-' 
a;; 8y 
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A respeito da normal resolveremos aqui o problema seguinte: 
Determinar o limite pa?'a que tende a inte?'secção das no?'maes á curva nos pontos (x~ y) e 

x+h~ y+k), quando o segundo ponto tende pa?'a o primeiro. 

As equações das duas normaes são 

X-x=-f'(x) (Y-y), 

X -x-h=-f' (x + h)(Y -y-k), 

e a segunda dá, attendendo á primeira e á relação (n. o 55) 

f' (x+h) =f' (x) + h [f" (x) + ê], 

onde E representa uma quantidade infinitamente pequena com h~ 

h=h[f"(x)+EJ (Y-y-k)-kf'(x). 

'Temos portanto, dividindo por h e depois fazenclo tender h para zero, as fórmulas 

(2) 

que determinam as coordenados (X, Y) do ponto pedido. 

III. Dão-se respectivamente os noméS de subtangente) subn01'mal) comp'rimento da tan-

y 

T' 

o T p x 

gente e cO?1'qH'imento da normal aos segmentos de recta TP, PN, TM e NM, determinados 
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pela t~lllgente e pela normal. A resolução dos trianglllos MTP e MNP dá, para determinar o 
valor d'estes segmentos, as fórmulas seguintes (O representando o angulo MTX); 

Y dx 
subtangente=--e=y-d} 

tang y 

d1j 
subnormal = y tang e = y d~} 

Faz-se muito uso d'estas expressões para construir as tangentes e as normaes ás curvas. 

IV. O angulo Ol da recta OlVI, que une a origem das coordenadas a um ponto M da curva, 
c da tangente MT á curva n'este ponto é dado pela fórmula 

, y 
y --X xdy-ydx 

tangOl=----= , 
1 +JL y' xdx+ydy 

x 

visto que y' e JL são os valores dos coefficientes angulares das duas rectas. 
x 

Em coordenadas polares temos, pondo x = r cos e, y = r sen O, 

rdO tangOl=--' 
dr 

Tirando pela origem O das coordenadas uma recta NT, perpendicular a OM, e traça,ndo 

~------7IM 

x 
o 

T 

a tangente MT e a normal MN á curva no ponto M, fornlam·se dois triangulos rectangulos, 
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cujos lados OT, ON, MT e MN são conhecidos pelos nomes de subtangente pala?', subnormal 
pola1', tangente polar e normal polar. 

Resolvendo os triangulos considerados e notando que é OMT = Ol e OM = p, obtêem-E'e 
as fórmulas 

p2d8 
subt. = p tang Ol = -ap-' dp 

subn. = p cot Ol = dO ' 

./--­
tang. = p V 1 + p2 (~~ r, j --( dp ')---2-

norm. = \ p~ + dJi . 

v. Á equação da tangente dá-se muitas vezes, principalmente no caso das curvas alge­
bricas, uma fórma que vamos ver. 

É evidente que, mudando na equação da curva x e y em ~ e JL, podemos representar 
z z 

a curva proposta pelas equações 

F (x, y, z) representando uma funcção homogenea de x, vez. A equação da tangente póde 
tambem ser escripta debaixo da fórma 

ôF ôF aF 
-(X-x)+-Y -V) +---(Z-z)=O 
ôx ôy ôz.' 

onde Z=z= 1. 
Temos porém (n. o 70) 

êF óF ôF 
-ô-x+-V+-.-z=nF(x, v' z) =0. 

x ôy oz 

Logo podemos dar á equação da tangente a fórma 

(A) 

onde, depois de formar as derivadas, se deve pôr Z = z = 1. 

VI. A theoria das tangentes e das normaes ás curvas dá Jogal' a muitos problemas im­
portantes; mencionaremos aqui os seguintes: 

1.0 Por um ponto (a, b), exterior a uma curva dada, tim/' tangm'ttes a está curva. 
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Para resolver este problema, temos de eliminar x e y entre a equação da curva e a 
equação 

que expríme que as tangentes passam pelo ponto dado. Os systemas de valores que estas 
equações dão para x e y, suo as coordenadas dos pontos de contacto. 

Considerando x e y como variaveis, a ultima equação representa uma curva, que passa 
pelos pontos de contacto da curva dada com as tangentes tiradas pelo ponto (a, b). A esta 
curva chama-se polar' do ponto (a,b) relativamente á curva dada. 

Se a curva prop?sta for algebrica de ordem n, a sua polar é tambem algebrica de ordem 
n - 1, visto que as derivadas de F (x, y, z) relativamente a x, y e z são do grau n-lo 
N'este caso, estas duas curvas não podem cortar-se em mais do que n (n -1) pontos; e por­
tanto pOl' um ponto exterior a ttma curva algeb7'ica não se podem tirar mais do que n (n - 1) 
,tangentes a esta cur'va (1). 

2.° Acha?' a condição para que a recta 

AX+BY+CZ=O, Z=l, 

s~a tangente a uma curve! dada. 

Para que a recta representada por esta equação coincida com a recta representada pela 
equação (A), é necessario e sufficiente que seja 

óF . A _ ôF . B _ BF . C 
óx' - óy' - ôz' . 

Eliminando pois x e y entre estas equações e a equação F (x, y) = ° da curva, obtem-se 
a equação de condição para que a recta dada seja tangente á curva. Se esta equação for 
satisfeita, as duas equações anteriores dão depois a coordenadas x e y dos pontos de contacto. 

3.° Tir'ar as tangentes communs a duas curvas dadas. 

Sejam F ex, y, z) = 0, cp (Xi, yi, Zi) = ° as equações das curvas dadas. A equação geral 
das tangentes á primeira é dada pela fórmula (A). Basta pois procurar a condição para que 
esta equação coincida com a equação 

(I) À respeito do caso em que o ponto está sobre a curva pode ver-se um al'tigo que publicámos em 
L'Ensei[JlIement mathématique (Geneve, tom. VII). 
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para resolver o problema. Temos assim as equa~~ões 

aF dep ali' rpa aF. Bep 
ax-: ex! = By : 0YI = oz . ezl. ' 

que, juntamente com as equações das curvas dadas, determinam as coordenadas x) y, XI, yl 

dos pontos de contacto da tangente com as duas curvas. 
4. o Tú'ar uma normal a uma cur'va dada pOJ' um ponto exterio?' ({I, b). 

A condição para que a normal passe pelo ponto (a) b) é 

a-x b-y 
aF =a1'-' 
a.:c ay 

Por meio d'esta equação e da proposta obtêem·se as coordenadas (x) y) dos pontos em 

que as rectas pedidas são normaes á curva. 
Se a proposta for uma curva algebrica de ordem n, a equação anterior é tambem do grau 

n, e vê-se por isso que o numero das ?w?'maes que se podem tú'ar a uma curva por um ponto 

extm,ior não pócle ser superio?' a n 2• 

5. o Pl'octwa?' alaga?' geometr'ico elos pés das perpendiculares ás tangentes a 'Mma CW'Vfj 

cladct, tiradas p01' um ponto fixo, 

Tomando este ponto para origem das coordenadas, obtem-se a equação da curva pro­

curada eleminando x e y entre a equaçfio da curva dada e as seguintes: 

y -y=y' (X-x), y'Y +X=ü, 

que representam a tangente e a perpendicular a esta recta, tirada pela origem das coorde­
nadas. A curva que vem de definir-se chama-se pedaria da curva dada. 

S'Z. Fócos elas cu?'vas. - Generalisando a noção de jóco, dada na theoria das conicas, 
Plücker (I) deu este nome aos pontos do plano de uma curva pelos quaes se lhe podem tirar 
duas tangentes cujos coefficientes angulares sejam. eguaes a + i e -i) i. representando 11''':-'::1-

Para obter estas tangentes, dete.rmine·se a constante C, que t'ntr3 na equação 

por meio da que resulta de eliminar x e y entre a equação da curva dada e as seguintes 
(n. o 86-VI, 2. 0): 

F~ (x, y, z) : + i = F~ (x) y, z) : 1 = F~ (l') ,I), z) : C. 

(I) Jornal de Cr'elle, tom. x, 1833. 

Hosted by Google 



169 

Obtidas assim as equações das tangentes que têem para coefliciente angular + i e - i y 

bas'taprocurar os pontos em que as primeiras cortam as segundas, para determinar os fócos 

da curva dada. 

Consideremos, por exemplo, a ellipse 

Temos 

b2x a2 b~ + --=a2 y= ___ , 
- i C 

e, eliminando x e y entre estas equações e a da curva, C2 = b2 - a2• 

Logo as equações das tangentes pedidas são' 

e as duas primeiras cortam as duas ultimas em quatro pontos, dois reaes e dois imaginarios, 

que são os fócos da curva considerada. As coordenadas dos primeiros são (O, + V ct2-1/2), ~ 
que concorda com o que se viu na theoria das conicas. 

A noção geral de jóco, que vimos de dar, tem uma grande importancia na theoria das 
curvas algebricas. 

§§. Concavidade e convexidade. - Consideremos um arco de curva e pelo ponto M (,,1) y) 
(l'este arco tiremos a normal MK, que' se estende indefinidamente em duas direcções oppostas. 

Se as normaes nos pontos do arco, visinhos de M e situados de ambos os lados d'este ponto, 

y, 

s 

u 

B 

o~ __ ~P __ ~~ ________ ~X~ 

cortarem todas 1,t normal MI{ em pontos situados n'uma mesma direcção, diz-se que o arco 

considerado tem, na visinhança do ponto M, a sua . concavidade voltada no sentido MK e a 

sua convexidade voltada no sentido opposto. 
O sentido da concavidade determina-tle pois pela posição do ponto (X, Y), dado pelas fór­

V 
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mulas (2), visto que e'ltas fórmulas dão o ponto para que tendem as intersecções da norma! 
á curva no ponto (x, y) com as normaes nos pontos visinhos, quando estes pontos tendem 
para (x; y). 

Diz-se que um arco tem, na visinhança do ponto M, a sua concavidade voltada no sentido 
MS, quando esta direcção fórma um angulo agudo com a direcção MK da normal, no sentido 
da qual está voltada a concavidade. 

Se a direcção dada é a das ordenadas positivas, para que esta direcção forme um angulo 
agudo com a direcção da normal que contem o ponto (X, Y), deve I;lste ponto estar evidente­
mente acima de uma parallela ao eixo das abscissas, tirada pelo pont0 (x, y), e portanto deve 
ser Y > y. A primeira das fórmulas (2) mostra que isto tem lagar todas as vezes que y" é 
positivo. 

Vê-se do mesmo modo que a concavidade está voltada no sentido das ordenadas negativas 
quando y" é negativo. 

Podemos pois enunciar o theorema seguinte: 
A CU1'va volta Ct sua concavidade no sentido das ordenadas positivas ou das negativas, na 

visinhança de um ponto dado) no qltal as derivadas y' e y" são finUas) segundo a dm'ivada y" 

é ;positiva ou negativa n'este ponto. 

L Se nos pontos visinhos do ponto N, collocados de um dos lados d'este pORto, a conca­
vidade está voltada n'um sentido NA e nos pontos visinhos, collocados do outro lado, está 
voltada no sentido opposto NB, diz·se que N é um ponto de inflexão. 

D' esta definição e do theorema anterior résulta immediatamente o theorema seguinte: 
É condição necessaria e suificiente para que um ponto (x) y), no qltal as derivadas y' e y" 

são .finitas) seja ponto de inflexão) que y" mude n'este ponto de signal, 

Funda-se n'est~ theorema a indagação dos pontos de inflexão, como adiante veremos (1). 

SO. Asymptotas. - Uma recta diz-se asymptota de um ramo infinito de uma curva, se 
a distancia de um ponto do ramo da curva á recta tende para' zero, quando o ponto se affasta 
indefinidamente sobre a curva. 

Para achar as asymptotas não parallelas ao eixo das ordenadas dos ramos das curvas 
planas, basta determinar as constantes a e b; que entram na equação 

de modo que a differença entre as ordenadas y e Y da recta e da curva, correspondentes á 

(1) A determinação dos pontos de inflexão das curvas planas é um dos problemas a que os inventores do 
calculo infinitesimal applicaram a sua descoberta. Anteriormente tinha sido o referido problema methodica­
mente estudado por Sluse na 2," edição do seu Mesolabium, publicado em 1668, e tinham sido obtidos, por 
processos particulares, por Huygens, Descartes, etc. os pontos de inflexão de algumas curvas especiaes no­
taveis. 
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mesma abscissa, tenda para zero, quando x tende para o infinito, Para isso é necessario e 
basta que seja 

representando por v uma funcção de x que tenda para zero, quando x tende para o infinito. 

Temos pois, pondo Y = zx e Y = ax + u, 

I' l' Y +1' b+v lmz= lm-=a 1m --=a, 
x X 

limu= lim (Y - ax) = b+limv = b; 

e vê-se portanto que, para determinar u, basta substituir Y por zx na equação proposta e 
procurar depois o limite para que tende z, quando x tende para o infinito; e que, para deter­
minar b, basta substituir Y por ax + u na equação proposta e procurar depois o limite para 
que tende u, quando x tende para o infinito. Devemos observar que é necessario e sufficiente 
para que o ramo da curva do qual a recta que vimos de achar é asymptota, seja real, que 
sejam reaes os valores pelos quaes passa ~~, quando tende para b. 

A equação de qualquer asymptota parallela ao eixo das ordenadas é x = a, onde a repre­
senta evidentemente o limite para que tende a abscissa do ramo ela curva considerado, quando 
y tenele para o infinito (i). 

EXEMPLOS. 1.0 Appliquemos primeiramente este methodo á equação 

J;2= 2kx+mx2, 

que representa todas as conicas. 

Pondo, para isso, y = ZX:, vem 

e portanto, fazendo tender x para + 00, 

a=limz=+ Vm. 

Pondo em seguida y = + yt;;;x + u, vem a equação 

(1) A origem da theoria das asymptotas encontra-se na Enumeratio Zinem'um tertii ordinis de Newton, 
publicada cm 1706, Foi continuada por Stirling e Nicolc, em trabalhos consagrados â demonstração dos re­
sultados enunciados n'esta obra celebre, e depois por De Gua na obra intitulada Usage de l'Analyse de Des· 

caI'tes (1740), por Euler na sua Intl'oductio in Analysin infinitorum, jâ mencionada, por Cramer na sua notavel 
Introduction à l'Analyse des lignes cOll1'bes (1750), etc, 
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que determina uma funcção u de x-i, que tende para + ;C (além de outra que tende para 
o infinito), quando x"-i tende para zero. m 

Logo as equações das a5ymptotas pedidas são 

e são reaes quando m > 0, isto é, no caso de hyperbole, imaginarias quando m < 0, isto é, 
no caso da ellipse, e estão situados no infinito quando m = 01 ,isto é, no caso da parabola. 

2.0 A equação 

dá, pondo y=zx e depois x=+m, limz=l, e, pondo y=x+tt e x=+m, limn=+l'; 
logo a curva correspondente admitte as asymptotas 

Quando x tende para 0, y tende para + mi logo a recta x=O é tambem asymptota da 

curva. 
3. o Consideremos finalmente a equação 

hxy2 + kxy + ly2 + my = ax3 + bx2 + ex + d 

que pode representar todas as wbieas, escolhendo-se convenientemente os eixos das cOOl'de­
lladas, 

Pondo primeiramente na equação dada y = zx, vem 

h.z2 --a+(lz2+kz-b) x-i +(mz- e)x-2- dx- 3 = 0, 

e portanto, fazendo x = + m, 

hz2 -a= O. 

Pondo depois na mesma equação 
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e ordenando segundo as potencias de X-i, vem um resultado da fórma 

que, para x = + 00, dá 

As rectas representadas pelas equações 

Va( bh-la) k y=+ - x+--- --
- h "4cth 2h 

sao pois asymptotas da curva; e estas asymptotassão reaes quando a e h tê em o mesmo 
signal, imaginarias no caso contrario, e as suas distancias á origem tendem para o infinito, 

quando h tende para zero. 

Escrevendo a equação proposta debaixo da fórma 

lJx + l + (kx + m) y- { = (ax3 + bx2 + ex -+- d) y- -2 

€, pondo y = 00, vê·se que a curva tem uma terceira asymptota, parallela ao eixo das orde­

nadas, cuja equação é 

quando h e l não são simultaneamente nullos, e que a distancia d'esta asymptota á origem 

tende para o infinito, quando h tende pai:a zero. 

Se é ao mesmo tempo h = ° e l = 0, a equação da curva reduz· se ~í, seguinte: 

kx + m = (ax 3 + bx2 + ex-+- d) y- i, 

e vê·se que ainda existe uma asymptota parallela ao eixo das ordenadas, cuja equação é 

e que a distancia d'esta asymptota á origem tende piu'a o infinito, quando k tende pat;a zero. 

r. Sup'ponhamos que na equação da tangente 

Y =y'X+y-xg' 
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a um ramo infinito de uma curva, no ponto (x) y), os parametros y' e y-xy' tendem para 
os parametros a e b de uma recta Y = aX + b) quando x tende para o infinito. N'este caso a 
recta Y = aX + b é asymptota da curva. 

Para demonstrar este theorema, basta mostrar que.JL e y - ax tendem respectivamente 
. x 

para a e b) quando x tende para 00. 

Como y' e y-xy' tendem pata a e b) quando x tende para 00, vê-se immediatamente que 

y - xy' tende para 0, e portanto que JL tende para a. 
x x 
Em segundo logar temos, pondo x = t-1 e y = j (x), applicando o theorema 3. 0 do n. o 64 

á funcção f (t- i) t - a) pondo para isso no referido theorema Xo = 0, h = t e notando que esta 

funcção é nulla quando t = ° (por ser eguaI a x-I y- Ct), 

lim (y-ax) = lim f(t- 1)t- a = lim I f[(O t)-I]- fi [(Ot)-1](Ot)-i I 
"'=00 !=o t t=O 

= lim [f (t- i ) -fi (t-l)t-t] = lim (y -x y') = b. 
t=O x=oo 

90. Curvatu1'a. - Chama-se curvatura média de um m'co de curva, comprehendido entre 
os pontos M e M', a razão entre o angulo formado pelas tangentes MT e M'TI á curva nas 

extremidades do arco e o comprimento do arco. 
Chama-se curvatura da curva no ponto M o limite para que tende a razão precedente, 

quando o arco tende para zero. 
Sejam y=f(x) a equação da curva em coordenadas rectangulares, O o angulo das tan-

.1 

1..L-______ L 

gentes nas extremidades do arco e l o comprimento do arco; a curvatura da curva no ponto M 

será egual a lim {, e vamos determinaI-a em funcção das coordenadas do ponto. 

Representemos por Ol o angulo formado pela tangente á curva n'este ponto com o eixo 
das abscissas e por s o comprimento do arco comprehendido entre nma origem fixa 0, à partir 
da qual se contam os arcos, e o ponto M. Por ser egual a O o valor absoluto do augmento, 

positivo ou negativo, que recebe o anguIo que fórma a tangente com o eixo das abscissas, 
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quando se passa do ponto M para M', isto é, quando se muda s em s + l) temos, em virtude 

da definição de derivada, 

1. O + dro 
curvcttura = 1m T = - -ds . 

Obtida esta primeira expressão da curvatura, vamos deduzir d'ella uma outra, em funcção 
das coordenadas (x) y) do ponto M. Para isso, basta derivar a equação y' = tang ro relativa­

mente a x) o que dá 

dro 
y" = (1 +y'2) dx ; 

e substitui e na expressão precedente dro e ds pelos seus valores, dados por esta equaçao e 

pela equação ds= Vl +y'2dx, o que dá 

3 

(3) 
1 (1 +y'2) "2 N3 

curvatura=IP R=+ y" =+ y3 y" , 

onde N repl'esenta (n.o 86-III) o comprimento da normal, e onde se deve empregar o signal 
a que corresponde um valor positivo de R, pois que se considera a curvatura como uma quan­

tidade essencialmente positiva. 

r. Applicando a fórmula precedente á circumferencia x 2 +y2=r2, vem R=?'; e portanto 
a curvatura da circumferencia é constante inversa do seu raio. 

Se pelo ponto (x) y) da curva dada fizermos passar uma éircumferencia, cujo centro esteja 
sobre a normal á curva n'este ponto, do lado para onde ella volta a concavidade, e cujo raio 
seja egual a R, esta circumferencia é tangente á curva e tem em toda a sua extensão a 
mesma curvatura que a curva considerada tem no ponto (x) y). Ao circulo assim obtido dá-se 
o nome de circulo de Ctt1'vatU?'a da curva no ponto (x) y). É facil obter as coordenadas 
(XI, Yi) do centro d'este circulo, que se chama centro de curvatura. 

Com effeito, por passar este circulo pelo ponto (x) y) e por ser o seu raio eguaI a R, 

tem s 

(4) 

e, por estal' o seu centro sobre a normal á curva no ponto (x) y), temos 

(5) Xt-X=_Y' (Yl-Y)' 
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Eliminando Xi e yi entre estas equações, obtêem-se as fórmulas 

_ , 1 + y'2 1 + y'2 
Xi=X+Y--,,-, yl =Y+--,i-' 

Y Y 

que dão as coordenadas não só do centro de curvatura, collocado do lado para onde a Cl1l'\'a 

volta a concavidade, mas tambem as do centro do circulo tangente á curva no ponto (x, y) 
e egual ao de curvatura, collocado do lado para onde ella volta a concavidade. Para distinguir 

quaes dos signaes das fórmulas precedentes correspondem ao centro de curvatura, basta cmu­

paraI-as com as fórmulas (2) do n.O 86, que determinam um ponto (X, Y) para o qual está 

voltada a concavidade da curva. Vê-se assim que as coordenadas do centro de curvatura sfio 

dadas pelas fórmulas 

(6) 
, 1 + y'2 1 + 1/2 

x!=x-Y --11-' Yi=y+ __ él_. 
Y y" 

D'esta comparação conclue-se tambem, attendendo ao que se disse no n.O 86-II, que o 

centr'o de curvatura da curva no ponto (x) y) é o limite par'a que tende a inte1'secção da 7w1'maZ 

á curva no ponto conside1'ado com a 1w7'mal n'mn ponto infinitamente proximo} quando o se­

gundo tende pal'a o primeiro, 

II. Se, em logar da variavel independente x} quizermos empregar outra variavel t} ligada 

com x por uma relação dada, transformaremos as fórmulas (3) e (6) por meio das fórmulas 

(1) do n. O 84, e teremos 

y' (X'2+,yI2) x' (x'2+ y'2) 
Xt=x+ 1'1i-y Y' X" - x' yil " - - -,-"---,-,,, , , y x -x y 

3 

R= (XI2+VI2 )2 

V' x" -x' V"' 

onde x' e V' representam agora as derivadas de x e V relativamente a t. A expressão de R 

em coordenadas polares foi dada no n. o 84. 

III. A cada ponto (x; V) da curva proposta corresponde um centro de curvatura. Quando 
o ponto (x) y) désereve esta curva, o centro decl1rvatura descreve outra, cuja equação se 

acha eliminando x e ventre as equações (6) e a equação proposta. A esta ultima curva eláse 

o nome de evolufa da curva dada, e a esta o nome ele evolvente d'aquella. A respeito da re­

lação entre a evollda e a evolvente demonstraremos as duas proposições importantes seguintes: 

1.a A 1W1'mal a ttlna curv(~ dada no ponto (x) V) é tangente á suei evoluta no ponto (x.]) Vi) 
c01·re.~pondente. 

Com effeito, differencianc10 as equações (6), vem 

1 +V'2 
dXi=dx-(l +V'2)clx-V'd--,-,-, 

y 
1+V'2 

dYi = y' clx + d --'I-O 

V 
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Multiplicando a segunda d'estas equações por y' e sommando o resultado com a primeira, 
obtem-se a equação 

(7) , dYl + 1 =0 
Y dXl ' 

que, por ser y' o coefficiente angular da tangente á curva proposta no ponto (x, y) e ddy~ 
Xi 

o coefficiente angular da tangente á evoluta no ponto (Xi, Yi) correspondente, mostra que estas 
duas rectas são perpendiculares. 

2. a A dijJerença entre os 'raios de curvatura corr'espondentes a dois pontos de uma curva 

dada é egual ao comprimento do a1'CO da evoluta comprehendido entre os seus 1'espectivos centros 

de curvatura, quando entre os dois pontos o raio de curvatura cr'esce ou decresce sempre. 

Seja MP um arco da curva considerada, NQ o arco correspondente da evoluta e O um 

o 
p 

\ 

ponto fixo, a partir do qual se contam os comprimentos dos ar.cos da evoluta. Chamando Si o 
comprimento do arco OQ, teremos 

ds~ = dx~ + dy~. 
Differenciando a equação (4) e attendendo á equação (5), vem 

A equação (7) dá tambem, eliminando y' por meio de (5), 

Elevando ao quadrado os dois membros das equações precedentes e sommando, vem 

dXT + dyi = dR2. 

Temos pois 

~=+dR, 
dx - dx 

x 
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()nde se deve empregar o signal + ou -, segu~do R e 81. variam no mesmo sentido ou em 
sentido contrario no intervallo considerado (n. o 63). 

No primeiro caso temos (n. o 64, th. 3. 0_2.°), C representando uma constante, 

81.=R+C, 

e, do mesmo modo, chamando Ro o raio MN e 80 o comprimento do arco ON, 

ti portanto 

No segundo caso (o da figura quando se tonia o ponto L para origem dos arcos) vem do 
mesmo modo 

Resulta d'esta proposição que, se collocarmos sobre PQ um fio flexivel e inextensivel e 
() enrolarmos sobre QNO, fixando uma extremidade em Q e conservando-o sempre tenso, a 
outra extremidade P descreve uma evolvente de QNO. Esta propriedade das evolutas foi 
approveitada por Huygens para construir um pendulo que desereva uma curva dada qualquer; 
e foi mesmo esta questão de Mecanica que levou aquelle grande geometra á invenção da theo­
ria que vem de ser considerada, da qual se occupou no seu admiravel tratado De horelogio 

o8cillatorio) publicado em 1673, onde lhe consagrou um capitulo que é uma obra prima de 
geometria pura (I). 

91. EXEMPLOS (2). L Consideremos primeiro a parabola ~l~a equação é 

y2=2px. 

1) A equação da tangente no ponto (x) y) é 

y (Y -y) =p (X-x). 

(1) A definição que Huygens deu de evoluta, é independente da consideração do circulo de curvatura. A 
noção de curvatura foi dada mais tarde por Leibnitz e Newton, e foi estudada principalmente por este 
ultimo geometra, pelo methodo das derivadas, no seu jlfethodus Fluxiomtm. 

(2) Fazemos aqui applicação "ltS doutrinas precedentes somente ás conicas e á cycloide. Podem ver-se 
muitas outras applicações no nosso Tratado de las CUj'vas espec':ales notables, publicado pela Academia das 
Sciencias de Madrid, onde ,~o systematicamente estudadas as curvas mais notaveis pelas suas propriedades, 

pela sua historia ou pelas suas applicações. 
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2) expressões subtangente, 

Resultam das duas primeiras 

curva. 
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subnormal da normal 

meios faeeis de construir a tangente a normal 

3) As fórmulas (3) e (6) dão as expressões do raio de curvatura e das coordenadas do 

centro curvatura: 

XI=X 

4) Eliminando x e y entre as duas ultimas equações e a da parabola, vem a equação da 

evoluta: 

que representa a curva de terceira ordem a que se dá o nome de pa1'abola semicubica. 

Esta equação mostra que a evoluta da parabola é formada por dois ramos, symetrica-

mente relativamente ao das abscissas, que partem ponto coorde-

nadas 

p>O, 

* 

y 

O), e estendem indefinidamente 

sentido abscissas 

sentido das abscissas 

<0, 
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eixo das abscissas. A primeira das equações 

mostra que no ponto (p) O) é yi = 0, e portanto que os dois ramos da curva são tangentes 
n'~ste ponto ao eixo das abscissas. A segunda mostra que, em cada ramo da curva, yl. tem um 
signal constante, e portanto que a curva não tem pontos de inflexão. 

II. Consideremos em segundo logar a ellipse 

Temos 

e portanto: 
1) A equação da tangente á curva no ponto (x) y) é 

ou 

'2) A expressão do raio de curvatura no ponto (x) y) é (n.o 90) 

2p representando o parametro. 

Mudanda b em b v'=1, vê-se que esta expressão de R tem tamhem logar no caso da hy­
perbole. Comparando-a com a expressão do raio de (~urvatura da parabola, conclue-se que 
em todas as secções conicas o raio de curvatura em um ponto dado é egual ao cubo do segmento 

da normal comp1'ehenclido enh'e este ponto e o eixo que çontem os fócos) dividido pelo quadrado 

do semiparamet1'o. 

As coordenadas do centro de curvatura são dadas pelas fórmulas 
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A da evoluia acha-se eliminando x e ontre as ultimas equações da 

ellipse, o que dá 

( bY1 ) 
c~ 

Como esta equação não se altera pela mudança de XI em - XI e de YI em - VI, vê-se 

curva é composta de ramos eguaos, symctricos relativamente aos eixos ceol'de-

Basta para eenhecer a diseutir ramo correspondente coor-

denadas positivas, para o que deve attender á equação curva egualdados 

1. o A curva corta o eIXO das abscissas positivas no ponto (+:' O), e n'este ponto é 

a este visto é Y; = O '!:fI = O. 

Q 

2. o Quando XI diminue, yl augmenta e a curva affasta-se elo eIXO das abscissas, conser-

sempre eoncavidade voltada no selltido das ol'delladas positiva,;, que V~ 

3. A curva eorta o eixo ordenadas positivas no 

gente a este eixo, visto que é Y; = (XJ quando XI = O. 
(o, n'este tan-

c2 
4. 0 Quando o valor absoluto de XI é maior de que yl é imaginario. Logo a estes 

valores de XI eorrespondem pontos en]'va. Do moelo valores de maiores 
c2 

do que b não eOl'responelem pontos ela eUl'va. 

III. Chama-se cvcloidé curva gerada ponto uma circumfel'encia que sem 
escorregar, sobre uma recta OB. 

{ ~ol 
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D'esta definição resulta immediatamente que a curva é composta de um numero infinito 
de arcos eguaes a ODB, que este arco tem um eixo de symetria DE, eguaI ao dia metro do 
circulo gerador, e que OB é egual ao comprimento da circumferencia do mesmo circulo. 

n 

E B X 

K o. , L 

Para achar a equação da curva, consideremos um ponto qualquer M, correspondente á 
posição C do centro do circulo gerador, e, tomando OB para eixo das abscissas e a perpen­
dicular a esta recta, tirada por O, para eixo das ordenadas, exprimamos as coordenadas 
(x, y) do ponto M em funcção do angulo MCQ, formado por MC com a recta CQ, perpen­
dicular a OB. Para isso, notemos que é, por 'definição, .t representando o angulo MCQ e r 

O raio da circumferencia geradora, 

e portanto 

OQ=arco MQ=rt; 

x = OP=OQ-PQ = r(t- sen t), 

y= MP = CQ- CF = r (1- cost). 

Estas duas equações determinam todos os pontos do arco ODB, dando a t todos os va­
lores desde O até 27t, e dariam, pela eliminação de t, a equação da curva; mas vamos estu­
daI-a sem fazer esta eliminação. 

1) A equação da normal é, tomando t para variavel independente, 

dy dx 
-(Y -y)+-(X-x)=O 
dt dt ' 

onde 

dx dy 
-d =r (1- cos t) = y, -;--d = rsen t. 

t j t 

Para achar a sua intersecção com o eixo das Itbscissas, façamos Y = 0, o que dá 

ry sen t ~ (X -x) y, 
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é portanto 

X=x+r sent=OP+PQ=OQ,. 

Logo a normal ti cycloide n'um ponto dado M passa pelo ponto Q onde o circulo gerador 

C<J'trespondente toca a recta sobre que gÚ'a (Descartes). 
2) O comprimento da normal é dado pela fórmula 

e vem portanto 

./---- t 
N = r V i (1- cos t) = 21' sen_. 

2 

3) A ultima fórmula do n. O 90-II, pondo 

X' = r (1 - cos t), x" = r sen t} y' = r sen t) y" = r cos t) 

dá a expressão seguinte do raío de curvatura: 

R =21' V2 (l-=cos t) = 2N, 

a qual mostra que o raio de CU1'vatlt7'a MMi é egnal CiO dob?'o do comprimento MQ da ?w1'mal. 

As coordenadas (Xi, Yl) do centro de curvatura Mi, isto é, OS e MiS, obtêem-se imme­
diatamente como consequencia da egualdade dos triangulos MPQ e MiSQ, da qual resulta 

MtS=MP, OS=O~+QS=OQ+PQ, 

.e portanto 

Xi=?'(t+sent), Yl=?'(-l+ cost). 

Estas equações dão, pela eliminação de t) a equação da evoluta da cycloide. 
4) Como t é variavel independente, podemos n' estas equações mudar t em t + Tc, sem 

alterar a natur8za da curva que ellas representam, 8 vem 

Xi = l' (t+Tc - sen t), yi = r (-l-cos t). 

Mudando depois a origem das coordenadas para o ponto Oi, cujas ordenadas são (Tc?') - 2'1'}, 
isto é, mudando Xi em Xi + 'ltr e J)i em yi - 2/') veem as eq nações 

Xi =1' (t- sen t), yi =?' (1- cos t), 
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d'onde se conclue que a evolutct da cycloide é outra cycloide, egual á p?'imeir'a, cujo circulo 
,gerctdO?' róla sobre uma recta KL, parallela a OB, ti-rada pelo ponio 01, e cujo ponto geradO?' 
pCtrte de ai (Huygens). 

II 

Curvas no espaço 

92. Tangentes e no?'maes. - Consideremos a curva representada pelas equações 

(1) i(x, y, z)=O, F(x, y, z)=O. 

r. A tangente a esta curva no ponto (x, y, z) define-se, como no caso da.8 curvas planas, 
como limite das posições que toma a secante que passa pelo ponto (x, y, z) e pelo ponto infi­
nitamente proximo (x + h, y + k, z + l), quando o segundo ponto tende para o primeiro. 

Como a secante considerada passa pelos dois pontos (x, y, z) e (x+h, y+k, z+l), as 
suas equações são (chamando X, Y, Z as suas coordenadas correntes) 

e portanto as equações da tangente são 

(2) 

(A) 

dy 
Y -y= dx (X-x), 

dz 
Z-z= dre (X-x). 

As derivadas ddy e ~z são dadas peÍas equações da curva 
x (,f;X ' 

Substituindo nas equações 

ai +}i d.y + af~=o aF + aF dy + aF ~=o 
ax ay dx az dx 'ax ay dx az dx ' 

'ddy e adz pelos valores dados pelas fórmulas (2), dá-se' ás equações da tangente a fórma 
x ,x 

(2') 

ai ai ai -(X-x)+-(Y -y)+-(Z-z)=o 
ax ay az ' 

ôF aF aF 
-(X-x)+- (Y -y)+ -(Z-z)=o. 
ax ay az 
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II. Os cosenos dos angulos a, ~, l' furmados pela tangente á curva no ponto (x) y) z) com 
os eixos coordenados rectangulares são dados, em virtude de fórmulas bem conhecidas da 
Geometria Analytica, pelas equações 

(3) 

onde 

ds= li dx2 + dy2 + dz2• 

III. Chama-se plano 1w1"mal á curva no ponto (x) y) z) o plano que passa por este ponto 
perpendicularmente á tangente. 

A pplicando ás equações (2) as fórmulas, conhecidas de Geometria Analytica, que dão a 
equação do plano perpendicular a uma recta dada, vem a equação do plano normal 

(4) (X-x) dx+(Y -y) dy+(Z-z) dz=O, 

onde X, Y e Z representam as coordenadas correntes do plano. 

EI"' d dy dz N - (A) 'd . d d ' N "lmman o -d e -d entre esta equaçao e as equaçoes , po e am a ar-se a equaçao x x . 

Chama-se normal á curva no ponto (x) y) z) toda a recta que passa por este ponto e 
existe no plano normal. 

, IV. Chama-se plano tangenteá CU1"Va no ponto M (x) y) z) todo o plano que passa pela 

l"'l):.------L 

tangente á curva n'este ponto. Entre estes planos vamos especialmente considerar aquelle 
y 
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para que tende o plano TML, que passa por esta tangente e por uma parallela á tangente á 

curva no ponto M', tirada pelo ponto M, quando aquelle ponto tende para este. 
Tomando para variavel independente uma quantidade t) podemos representar a curva 

proposta pelas equações 

, x = cp (t), y = ~ (t), z ---; 11: (t), 

que determinam as cordenadas dos pontos da curva em funcção de t. 
A equação geral dos planos que passam pelo ponto (x, y, z) é 

A (X-x)+B (Y -y)+ O(Z-z) =0, 

onde A, B e O são constantes arbitrarias. Vamos determinaI-as pelas condições de o plano 
passar pela tangente á curva no ponto (x, y) z), cujas equações 

X-x Y-y Z-z 
cp' (t) =11(t)=~ 

resultam das fórmulas (2), pondo n'ellas 

doo = cp' (t) dt, dy =~' (i) di, dz = 11:' (t) dt, 

e pela recta representada pelas equações 

X-x Y -Y. Z-z ---;---;-:---,--'" = ---_. - = ----, 
cp' (t+dt) ~'(t+dt) 11:' (i + dt) 

a qual passa pelo ponto (x, y, z) e é parallela á tangente á curva no ponto M', correspon­
dente ao valor t+ dt da variavel independente. Estas condições são 

A cp! (t) + B ~' (t) + O 11:' (t) = 0, 

A cp'(t+dt)+B ~'(t+dt)+O r.'(t+dt) =0, 

ou (n.o 55) 

A cp' (t) + B~' (t) + C 11:' (t) = 0, 

A cp" (t)+B ~"(i) +011:" (t)+A El +B E2 + O E3 =0, 

onde Ef, Ej! e E3 representam quantidades infinitamente pequenas com dt~ 
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Eliminando A, B e C entre ellas e a equação do plano e fazendo tender dtpara zero, 

vem a equação 

Y-b z-c! 
y' z' -O 1- , 

y" z" I 
que representa o plano procurado. A este plano dá-se o nome de plano osculador da curva 

no ponto (x, y) z). 
Desenvolvendo este determinante, póde escrever-se a equação do plano osculador do modo 

seguinte: 

(5) I(Z' y" - y' Zll) (X-x) + (x' Zll - Z, x") (Y - y) 

+(y' x" -x' y") (Z- z) =0. 

93. Curvatura e torsão. - Consideremos uma curva no espaço, representada como ante­
riormente, pelas equações: 

x=cp(t), y=~(t), z=7t(t). 

Se pelo ponto (x, y, z) fizermos passar uma recta de direcção determinada, dependente 
da posição do ponto, de modo que, chamando a, b e c os cosenos dos angulos formados por 
elIa com os eixos coordenados, sej fi 

a = f1 (t), b = f2 (t), c = f3 (t), 

os cosenos a', b', c' dos angulos formados com os mesmos eixos pela recta correspondente, 

que passa pelo ponto (x + h, y + k, z + l), serão dados (n. o 55) pelas fórmulas 

ai = fi (t + dt) = fi Ct) + dt [fi (t) + Ei], 

b' = f2 Ct) + dt [f2 (t) + E2], 

c' = f3 (t) + dt [fá (t) + E3], 

onde EI,E2 e E3 são quantidades infinitamente pequenas com dto 

Posto isto, pl.'ocuremos o limite para que tende a razão do angulo formado pelas duas 
rectas para o comprimento do arco À comprehendido entre os pontos (x) y, z) e (x+ h, y + k, 
z + l), quando o segundo pondo tende para o primeiro. 
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Chamando O o angulo formado pelas duas rectas, temos 

i 

sen O = [Ccb' - bc')2 + C ac' - ca')2 + (ba' - ab')2J2. 

Substituindo n'esta fórmula os valores de ai; b' e c' achados precedentemente, represen­

tando para brevidade fi Ct), f2 Ct) e fa (t) por fil f2 e fa, e attendendo ás eguaIdades 

lim _0- = 1 e (n.o 56) lim dÀs = 1, vem 
senO 

I, O I' sen O 
lm-= 1m--

À ds 
i 

[(t3 12 - f2fá)2+(j1 fá - 13 f;)'1. + (12f; -fi f2)2J2 
ds 
dI 

I. Supponhamos que as rectas dadas são as tangentes á curva nos pontos (x) y) z) e 
(x + h) Y + k, z + l). Temos (n,o 92-II) 

representando por Si, x'} y', Zl as derivadas de s} x} y} z relativamente a t} e 

onde 

Logo, chamando Ol o angulo formado pelas duas tangentes consideradas, virá 

ou 

(6) 

pondo 

A=Z'Y"_Y'z", B=x'z"-ix", C=y'x'l-x'y". 
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Ao limite, dado por esta fórmula, para que teride a razão do angulo formado pelas tan­
gentes á curva dada nos pontos (x; y; z) e (x + h; Y + k; z + l) para o comprimento do ar~o 
comprehendido entre estes pontos, quando o segundo ponto tende para o primeiro, dá-se o 
nome de ct~rvatura da curva no ponto (x; y; z); a O) dá-se o nome de angulo de contingencia; 

e a lim ~ dá-se o nome de mio de curvatura. Esta fórmula contem evidentemente a fór-
O) 

mula dada no n. o 90.para determinar a curvatura das curvas planas. 

II. Supponhamos agora que as rectas dadas sã.o as perpendiculares ao plano osculador. 
A equação d'este plano é (n.o 92-IV) 

A (X-x)+B (Y -y)+C (Z-z)=O, 

e, em virtude de fórmulas bem conhecidas de Geometria Analytica, temos 

A 
a-fi Ct) - ---====~ - - V A2+B~+C2' 

b-.f!2(t)- B 
-I' - V A2+B2+C2' 

C 
c=fa (t)= V ALj--B:!+C2 

Estas fórmulas dão 

, ,CB'-BC' 
fa f'}.-f2fa= A2+B2+ C2' 

, ,AC'--CA' 
ftfa-faft= A2+B~+C2' 

, ,BA'-AB' 
f2 It-/1 12= A2+B2+C2' 

Logo, chamando 1: o angnlo formado pelas perpendiculares aos planos osculadores nos 

pontos (x; y) z) e (x + h) y+ k) z + l), temos a fórmula 

t 

• 1: [(CB':"'-' BCI)2 + (AC' - CA')2 + (BA' - AB')2J2 
hm T= (A2+B2+C2)s' • 

Pondo em logar de A, B, C e s' os seus valores e notando que é 

CB' - BC' = Dx', AC' - CA'= Dy', BA' - AB' = Dz', 
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D = Aa'{'" + By'" + Cz'" = - x" 

xl" 

r 't D 
lmT= A2+B2+C2 

y' 

y" 

y'" 

Zl 

z" 
z'" 

Ao limite, dado pela fórmula precedente, para que tende a razão do angulo formado pelos 

planos osculadores nos pontos (x, y, z) e (x + h, y + k, z + l) para o comprimento do arco 
comprehendido entre estes dois pontos, quando o segundo ponto tende para o primeiro, dá-se 
o nome de torsão da curva no ponto (x, y, z) ; ao angulo 't dá-se o nome de angulo de torsão; 

ao lim -~ dá-se o nome de raio de tm'são; e ás curvas cuja torsão é differente de zero, isto é, 
't 

ás curvas que não são planas, dá-se o nome de curvas de dupla curvatura ou o de W7'vas 

enviezadas. 

III. Tomando 8 para variavel independente, isto é, pondo t = li, póde dar-se á expressão 
da curvatura uma fórma muito simples. Substituindo, com effeito, em (6) A, B e C pelos 
seus valores, desenvolvendo os quadrados e attendendo ás egualdades 

XI2+y'2+ZI!=S'2= 1, x' x" +y' y" +Zl Z" =0; 

b ' . d fi d I I " "" d'x d2y d2z vem, su StItUlll o no moca cu o x , y ,z por -a i' d 2' d i!' 
8 8 ·s 

! 

(8) _. ~= [(d2x) 2 (d2y )2 (d2z)J2. hm. - d 2 + d 2 + d 2 A • _ S8 

IV. EXEMPLO. Consideremos a helice traçada sobre o cylindro de revolução, isto é, a 
curva gerada por um ponto que se move sobre a superficie de ·um cylindro recto de base 
circular, de modo que a sua distancia á base seja proporcional ao comprimento do arco da 
base comprehendido entre um ponto fixo e o _pé da generatriz do. cylindro que passa pelo 
ponto gerador. 

Tomando o centro da base para origem das coordenadas, o eixo do cylindro para eIXO 
dos z e chamando p o raio da base, as equações da curva são 

x = p cos t, Y = P sent) z == at, 
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a representando uma constante, e dão 

x' =- p sen t, x" =- P cos t, x", = psent, 

y' =pcost, y"=-psent, ylll=_pcost, 

z' = a, Zll = O, Zll' = O. 

Logo temos as fórmulas 

1. O) p 
1m--;-=~+ ~, 

ii. P a 
1. 1: a 
1m-=;::= p2+a2' 

que determinam a curvatura e a torsão da helice traçada na superficie do cylindro conside­

rado. 
Vê-se por estas fórmulas que a CU1·vatu1·a e a torsão da helice traçada sobre o cylindro 

de base circular são constantes (t). 

III 

Superficies 

9<1. Plano tangente. NormaZ. - Sejam F (x, y, z) = O a equação de uma superficie dada 
e cp (x, '!f> z) = a equação de outra superficie qualquer, que passe por um ponto dado (x, y, z), 
situado sobre a primeira. As duas superficies cortam-se segundo uma curva, que passa pelo 

ponto considerado, e resulta do que se disse no n.O 92-1 que uma das equações da tangente 
a esta curva no ponto (x, y, z) é 

oF oF . oF 
--(X-x)+- (Y -y)+-(Z-z)=O. ox oy oz 

Esta equação pertence a um plano e é independente da equação cp (x, y, z) = O; portanto 

(I) A applicação do methodo differencial ás curvas de dupla curvatura foi feita pela primeira vez por 
Clairault, o fundador da sua theoria geral, á qual consagrou em 1731 um livro notavel, intitulado Traité des 

courbes à double courbure, no qual ~e occupou das suas tangentes, da sua rectificação, da quadratura dos seus 
cylindros projectantes, etc. Os planos osculadores d'estas curvas foram considerados indirectamente por 
João Bernoulli e depois de um modo directo por Tinseau, em 1781, no tom. IX das Mémoires des savants 

étj'angers da Academia das Sciencias de Paris, e a theoria da. sua curvatura por Monge, em 1785, no tom. X 

da mesma coIlecção de memoriàs. 
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todas as tangentes ás CU1'vas traçadas n'uma superficie; que passam pelo ponto (00, y, z), estão 
situadas sobre um plano. A este plano dá-se o nome de plano tangente á superficie no ponto 

(00, y, z). 
Por ser, representando por p e q as derivadas 

ôz ôz 
-e­
ôoo ôy' 

(a) ôF + ôF =0 
ô:r ôz p , 

ô~+ ôF -O 
ôy ôz q- , 

podemos ainda dar á equação do plano tangente a fôrma 

(9) Z-z=p(X-x)+g(Y -y). 

I. Se quizermos achar os pontos da superficie considerada em que os planos tangentes 
são parallelos a uma recta dada x = az, y = bz, temos de procurar os pontos d'esta superficie 
que satisfazem á equação de condição 

(A) 

a qual exprime que o plano tangente é parallelo á recta dada. 
Esta equação e a da superficie considerada determinam uma curva !l, em todos os pontos 

da qual o plano tangente á superficie é parallelo á recta dada. 
Se pelos pontos da curva !l tirarmos parallelas á recta dada, estas parallelas formam um 

cylindro. Como o plano tangente á superficie F (x, y, z) = O n'um ponto da curva !l é deter­
minado pela parallela á recta dada, que passa pelo ponto considerado, e pela tangente á. 
curva !l no mesmo ponto, e como o plano tangente ao cylindro no ponto referido é determi­
nado pelas mesmas rectas (visto que ambas são tangentes a linhas que estão sobre a super­
ficie do cylindro), vê-se que este cylindr'o é tangente á superfide ao· longo da curva !lo 

Escrevendo a equação (A) debaixo da fórma [para o que basta attender ás fórmulas Ca)]: 

ap+bq= 1, 

vê-se que a equação ás derivadas parciaes das superficies cylindricas, obtida no n.O 75, ex­
prime que os planos tangentes a estas superficies são todos parallelos a uma recta. 

II. Os pontos de contacto da superficie F (x, y, z) = O com os planos tangentes que passam 
por um ponto dado (a, b, c), são determinados por esta equação e pela seguinte: 

(B) 
ôF ôF ôF 
-(x-a)+ -- (y-b)+-(z-c)=O. 
ôx ôy ôz 
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Estes pontos formam pois uma curva ~, e vê-se, como anteriormente se VIU no caso do 
cylindro, que o cone formado pelas rectas que passam pelos pontos d'esta curva e pelo ponto 
daa.o, é tangente á superficie considerada em todos os pontos de ~. 

Escrevendo a equas~ão (B) debaixo da fórma 

z- c=p(x-a)+q(y-b), 

vê-se que a equação ás derivadas parciaes das superficies conicas (n.o 75) exprime que os 
planos tangentes a estas superficies passam todos pelo vertice. 

III. As expressões dos cosenos dos anglllos a, ~, 1 que o plano tangente fórma com os 
planos coordenados xy; xz, e yz são, em virtude de fórmulas bem conhecidas de Geometria 
Analytica: 

aF aF aF 
cos a = K -az' cos ~ = K ay , cos 1 = K ax' 

onde 

K= 1 
. / (aF)2 (aF)2 (aF)2' 
\I ax + ay + az 

IV. Chama-se n01'mal á 8uperficie no ponto (x) y, z) a perpendicular n'esteponto ao~plano 
tangente. As suas equações são, em virtude das condições de perpendicularidade de uma 
recta a um plano, dadas na Geometria Analytica, 

(10) X-x Y - y Z--:-z ---aw- = BJ!- = -ar' 

Estas equações podem ainda ser escriptas do modo seguinte : 

(10') X-x=-p(Z-z), Y -y=-q(Z-z). 

V. A condição para que a normal a uma snperncie corte a recta representada pelas equa­
~ões 

.z 
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obtem-se eliminando X, Y e Z entre estas equações e as da normal, o que dá. 

(a+p) (y-l+ qz) = (~+ q) (x- k+ pz). 

Vê-se pois que a equação ás derivadas parciaes das superficies de revolução, obtida no 
n.O 75, exprime que as normaes a esta superficie cortam o seu eixo. Acrescentaremos ainda 
que é geometricamente evidente que todas as normaes a estas superficies nos pontos do mesmo 
parallelo encontram o seu eixo no mesmo ponto. 

94>. Curvatura das secções planas das superflcies. - I. A curvatura da secção feita 
n'uma superficie por um plano qualquer obtem-se pela fórmula geral dada no n.O 93-I. Aqui 

vamos procurar as relações que existem entre as curvaturas das secções feitas pelos planos 
que passam por um ponto dado da superficie, considerando primeiro as secções feitas pelos 
planos que passam peja normal á superficie no ponto dado, e em seguida as secções obli­

quas. 
Seja z = f Cx, y) a equação da superficie. Ponhamos para brevidade 

e representemos por Po, qo, rOl so e to os valores que tomam p, q, r, s e t no ponto dado. 
Para comparar a curvatura das secções feitas n'esta superficie pelos planos normaes que 

passam por um ponto dado, tomemos para eixo dos z a normal á superficie no ponto dado 
e para plano xy o plano tangente no mesmo ponto. N'este caso a equação do plano tangente 
é Z = 0, e portanto, pondo na equação (9) 

vê-se que temos Po = ° e qo = O. 
Um plano qualquer que passe pela normal, tem para equação y = Ax, onde A representa 

a tangente trigonometrica do angulo O formado por elle com o plano xz; e esta equação e a 
da superficie dão, representando por y', z', y", z" as derivadas de y e z relativamente a x, 

y'=A, y"=O, z'=p+A,q, 

z" ='1'+ 2 As + A 2t, 

e portanto, quando x = 0, y = 0, z = 0, 

Substituindo estes valores na fórmula (6) do n.O 93 e pondo, a fim de tomar x para 
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variavel independente, x' = 1 e x" = 0, vem a expressão seguinte da curvatura Cn da secção 
normal considerada: 

(11) 

convencionando considerar esta quantidade como positiva quando A satisfaz á condição 
7'0 + 2 As + A 2to > 0, cuj a significação geometrica veremos adiante, e como negativa no caso 
contrario. 

Derivando Cn relativamente a A, vem 

ou 

onde mi e m2 representam as raizes da equação 

Vê-se pois que, quando A passa pelos valores, mi e m2, c~ muda de signal, e portanto 
a curvatura Cn passa (n. o 63) de crescente a dflcrescente ou de decrescente a crescente, isto 
é, passa por um valor maximo ou por um valor minimo. 

De ser ml .m2 = -1 conclue· se que as duas secções de curvatur(t maxima e minima são 

perpendiculares wma á out1'a. 

Tomando os planos d' estas duas secções para plano zx e zy, teremos de fazer na fór~ 

mula (11) a = ° e a = 90°, e portanto A = ° e A = 00, para obter as suas curvaturas, que 
designaremos por Ct e C2; o que dá C1 = TO e C2 = to' Vem pois 

Por outra parte, devendo ser uma das quantidades mi e m2 egual a zero, a equação que 
determina os valores d'estas quantidades mostra que deve ser So = O. Logo 

ou 

(12) Cn = Cf cos~ a + C2 sen2 a. 
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Temos pois o seguinte theorema importante, publicado por Euler em 1760 nas Memorias 

da Academia das Sciencias de Bel'lin, com o qual este grande geometl'a deu principio á Geo­
metria infinitesimal das superficies curvas: 

Entre as secções feitas n'uma supel'ficie por planos que passam por uma mesma normal, ha 

duas de curvaturas maxima ou minima, perpendiculares entre si; e a cur'vatura de qualquer 

d'ellas está ligada com a curvatura d'estas duas por' meio da relação (12). 

Ás secções de curvatura maxima e minima dá-se o nome de secções pr/ncipaes. 

D'este theorema deduzem-se os corollarios seguintes: 

1. o Se ttma secção cuja curvatura é c~), for perpendicular á secção cuja curvatura é c"' temos 

Deduz-se este resultado sommando com a egllaldade (12) aegualdade 

2.° Se fm' c( = C2, será a curvatura c" constante, qualquer que s~a o plano secante. Aos 
pontos da superfieie onde isto tem lagar, dá-se o nome de pontos umbilicaes. 

II. Para conhecer o sentido em que as secções planas que vimos de considerar, voltam 
a. sua concavidade, na visinhança do ponto da superficie considerado, basta notar que, por ser 

a concavidade da secção normal que faz com o plano zx um angulo 0, está voltada (n. o 88) 
no sentido dos z positivos, quando é ro + A 2to > O, e no sentido dos z negativos, quando 

é ro + A 2to <0. 
Logo, se ro e to têem o mesmo signal, todas estas secções têem a sua concavidade voltada 

no mElsmo sentido. Se r'o e to têElm signaes contrarias, os dois valores de A dados pela egual­
dade ro + A 2to = 0, determinam dois planos,que separam as secções cuja concavidade está 
voltada no sentido em que z é positivod'aqueIlas cuja concavidade está voltada no sentido 
em que z é negativo. No primeiro caso a superficie está toda do mesmo lado do plano tan­
gente, na visinhança do ponto de contacto; no segundo caso a superficie corta o plano tan­

gente na visinhança d'este ponto. 

III. Continuemos a suppôr a superficie proposta referida ao plano tangente e aos planos 

das secções principaes, como planos coordenados, e comparemol-a com a superficie de segunda 
ordem Cltia equação, referida aos mesmos planos coordenados, é 

a qual passa pela origem das coordenadas, onde é tangente á superficie dada. 
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P Ô2Z ° 1 d . ~ " d' I " fi ' I t' or ser ax éJY = ,os p anos as secçoes prlllClpaes esta u tIma super Cle, re a lVOS ao 

ponto (O, 0, O), coincidem com os planos zx e zy~ isto é, com os planos das secções principaes 

d fi , d d éJ2Z éJ2Z N J!' d' fi ' a super Cle a ai e por ser éJX2 = 1'0 e éJy2 = to, as secçoes leltas nas uas super Cles 

por um mesmo plano normal no ponto cosiderado tê em a mesma curvatura n'este ponto e, 

na sua visinhança, a concavidade voltada no mesmo sentido. 
Se cortarmos esta superficie por planos perpendiculares á normal considerada, obtê em-se 

curvas de segunda ordem, cujas equações são 

semelhantes á curva representada pelas equações 

A esta ultima curva chama-se a indicatriz da superficie z = f(x) y) no ponto (0,0, O). 
Se TO e to têem o mesmo signal, a superficie de segunda ordem considerada é um para­

boloide elliptico e a indicatriz é uma ellipse. Se ro e to têem signaes contrarios, a superficíe 
de segunda ordem considerada é um pa1'aboloide hype1'bolico e a indicatriz é uma hyperbole. 
No primeiro caso, os planos perpendiculares á normal á superficie z = f(x; y) cortam a super­

ficie de segunda ordem segundo ellipses reaes ou imaginarias. No segundo caso, estes planos 
cortam a superficie de segunda ordem segundo hyperboles, e as hyperboles correspondentes 
a dois planos equidistantes do ponto (O, 0, O) considerado são conjugadas. Todas esta hyper­
boles têem as mesmas asymptotas, cujas equações são 

7'OX2+to Y2=0, Z=O. 

o plano tangente á superficie no ponto (O, 0, O) corta o paraboloide hyperbolico segundo 
€stas rectas. 

No caso de ser ro = ° ou to = 0, a i'ndicatl'iz reduz-se a duas rectas pal'allelas e a super­
ficie a um cylindro. 

A indicatriz dá uma representação geometrica notavel dos raios de curvatura das secções 
normaes que passam por um mesmo ponto da superficie dada. 

Referindo,a, com effeito, a coordenadas polares, pondo X = P cos 0, Y = p sen 0, vem 

e portanto Cn = p-2, Logo o raio de curvatura de cada secção normal póde ser representado 

geometricamente pelo quadrado do raio da indica triz pelo qual passa a secção considerada. 

Hosted by Google 



198 

A consideração da indicatriz, que tanta luz dá á theoria da curvatura das secções nor­
maes das superficies, é devida a Dupin, que lhe consagrou algumas paginas dos seus notaveis 
Développements de Géométrie, publicados em 1813. 

IV. Consideremos agora uma secção feita na su~erficie considerada por um plano que 
passe pelo ponto (x, y, z), mas não contenha a normal á superficie n'este ponto. 

Tomando para plano xy o plano tangente á superficie no ponto dado; para eixo dos x a 
intersecção do plano considerado com o plano tangente e para eixo dos z a normal, a equação 
do plano dado é 

y= ztangi =Bz, 

chamando i o angulo formado por este plano com o plano normal zx. TerelJ:!.os pois, em vir­
tude d'esta equação e da equação da superficie, que suppomos referida aos mesmos €lixos, 
tomando x para variavel independente, 

y' =Bz', y" = Bz", z' =p+qy', 

Zll =r + 2s y' + ty'2 + qy" , 

ou, pondo x = 0, y = 0, z = ° e notando que po e qo são nuHos, 

x'=l, x"=O, y'=O, y"=Bro, z'=Ü, Z'i=1'0' 

Logo a curvatura Co da secção obliqua será (n. o 93-1) dada pela fórmula 

1 - r 
Co = r (1 +B21:l=~-;-. 

O I cos ~ 

, Por outra parte a fórmula (11), pondo 0=0 ou A = O, dá o valor ?·o para a curvatura Cn da 
secção feita na superficie pelo plano zx,. logo temos 

CII 
Co=--.· 

cos t 

Esta relação tão simples entre a curvatura de qualquer secção Obliqua e a da secção nor­
mal que passa pela mesma tangente foi descoberta por Meusnier, que a publicou em 178& 
nas Mémoires présentés par divers savants étrangers à l' Académie des sciences de Paris. 
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Curvas e superficies envohentes 

1)6. Czwvas envolventes. Consideremos família curvas equação é 

(1) 

a representa um arbitraria. 

Chama-se envolvente das curvas representarias por esta equação o logar geomotrico dos 

pontos para que tendem as intersecções de cada uma d'ellas com uma outra, quando o valor 

do parametl'o correspondente a esta tende para o que corresponde áquella. As curvas repre-

sentadas pela (1) chamam-se envolv/:das. 

Para achar equação envolvente, consideremos 

correspondentes dois valores 

Por ser (n. o 55) 
parametro. 

duas curvas 

E representando uma quantidade que tende para zero, quando h tende para zero, as duas 

equações anteriores podem ser substituídas pelas equações 

y, Ct) = 0, :;;=0, 

quando se procuram os pontos em que as curvas correspondentes ás primeiras se cort&m., 

~t,v'a.L"'UV h tende para zero, pontos tendem pois, geral, para pontos que se 

cortam as curvas pelas 

(2) 

quaes determinam por isso pontos da envolvente. 
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Eliminando a entre estas equações, obtem-se o lagar geometrico d'estes pontos, isto é, a 

equação da envolvente das curvas dadas. 
A theoria geral das curvas envolventes foi considerada pela primeira vez por Leibnitz 

em um trabalho publicado no volume correspondente a 1694 das Acta erudito1'um de Leipzig. 

Anteriormente tinham porém já sido consideradas por Huygens as envolventes das normaes 

ás curvas, as quaes, como vamos ver em seguida, coincidem com as suas evolutas. 

r. THEOREMA. 4. tangente á envolvente em um ponto qualquer é tambem tangente n' este ponto 

á envolvida correspondente. 

Com effeito, derivando a primeira das equações (2), considerando a como funcção de x e 

y dada pela segunda, vem a equação 

que determina o coefficiente angular y' da tangente á envolvente no ponto (x; y). Mas, por 

ai ser -a = 0, esta equação reduz-se á seguinte: 
a 

jl+ ai '=0 
ax ay y , 

que coincide com a que determina o coefficiente ~ngular da tangente á envolvida que passa 

pelo ponto considerado. Logo as duas tangentes coincidem. 
Convem observar que, para se poder tirar esta conclusão, é necessario excluir os pontos 

cujas coordenadas annulam simultaneamente ~~- e ~. 

91. ApPLICAÇÕES. - L Para fazer a primeiraapplicação da doutrina precedente, pro· 

curemos a envolvente das normaes á curva cqjas cDordenadas são dadas pelas equações 
x = cp (t) e y = ~ (t), em funcção da variavel independente t. 

A equação da normal é 

(X-x)x'+ (Y-y)y' =0, 

x' e y' representando as derivadas de x e y relativamente a t. 

'remos pois de procurar a envolvente das rectas representadas por esta equação, consi­
derando t como parametro arbitrario. 

Derivando para isso a equação precedente relátivamente 1), t) vem 

(X-x)x" +(y - y)y" =x'!+y,s. 
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Temos pois 

Estas equações determinam as coordenadas X e Y dos pontos da envolvente pedida em 
funcção de variavel independente t, e mostram que .esta envolvente coincide (n. o 90-II) com 
a evoluta da curva dada; o que concorda com o que se disse no fim do n. O 90-I. 

II. Como segunda applicação, procuremos a envolvente das ellipses representadas pelas 

equações 

~+~=1 
a b ' 

onde a e b representam constantes dadas. 
Temos de derivar estas equações relativamente a a, considerando ~ como fnncção de a, 

de~erminada pela segunda, o que dá 

x 2 y2 d~ 
-------0 a3 ~3 da - , 

d I· . R d~ . N ~, d d e e e lmmar a, I' e da entre estas equaçoes e as equaçoes a as. 

Para fazer esta eliminação, basta notar que as ultimas equações dão 

Substituindo estes valores de x 2 e y2 na eqüação da ellipse e attendendó á segunda equação 
dada, vê-se que temos f.. = 1, e portanto 

Basta apenas substituir estes valores na equação que liga a com ~, para obter a equação 

que representa a evoluta de uma ellipse (n. o 91-II). 
AA 
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III. Pl'ocUl'emos finalmente a envolvente C1 das pulares dos pontos de ulDa curva dada 0, 

clljas equn,yões sao Xl = l' (t) e yl = ~ (t), relativamente a lima conica tambem dada, cuja equa­
ção podemos snppôl' reduzida á fórma 

Por ser (n. o 86-VI) 

2kxXl + (2ly-l) yl-Y= O 

a equação da polar do ponto (Xl, !li), obtem-se a equação tIa curva pedida eliminando o 

pat'amet!·o t entre esta equação e a sua derivada relativamente a t 

2kxxi + C21y-l) YI =0, 

Eliminando 2ly-l entre estas duas equações, obtem-se a seguinte: 

que, conjunctamente com a anterior, determinam as coordenadas ex, y) da curva procurada 

C1 em funcção da variavel independente t_ A esta curva Oi chama-se pola1' de a relativa­

mente á conica dada. 

Vamos agora mostrar que, reciprocamente, a curva ° é a polar de Oi relativamente 
á mesma conica, 

Pam isso notemos que é condição necessaria e sufficiente para que a tangente á curva 0, 

isto é, a recta representada pela equação 

seja a pular de um ponte (X2, !J2) relativamente á conica, que esta equação coincida com a 

d'esta pojar, isto é, com a equação 

Escrevendo a primeira equação do modo seguinte: 

vê-se que as condições para esta coincidelleia são 
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Comparando estas equaçõl?s com as que determinam envolvente ,precedentemente 

achadas, vê-s8 que coillcidem quando x = X2 e y = y2. Logo a curva formada pelos pontos 

Cl~as polares, relativas tí cónica, coincidem com as tangentes a C, é CI; e portanto C é a 

envolvente elas dos ele C I . este motivo curvas elizem 

uma 

os. Consieleremos a recta representada pela equação 

llX "w= O, 

onele u) v e w representam parametros, um dos ql~aes pó de ser consideraelo como egual á 

unidade, e supponhamos qne entre estes parametros existe a relação homogenea 

F =0. 

A envolvente elas posições que toma esta recta, quando o parametro independente varía, 

curva á rectn todas as posições qual, 

se diz ii Como a curva envolvente das suas 

toda a curva tem uma eql1aç?Lo tangencial. 

Seja f(x) y) z) = O a equação homogenea de uma curva dada, referida a coordenadas 

eartesianas. Pam obter a sna equação tangencial, basta exprimir as condições para que a 

precedentemente considerada coincida a tangente esta curva, que cU en . o 

eleminar x entre estas 

equação tangencial de curva é quanr10 equação eart(~siana o é, 1'I'CI-

procamente. N'este caso, o grau da equação tangencial é egnal ao numero de tangentes á 

curva que se podem tirar por um ponto qualquer do seu plano, não situado sobre eUa. 

Para o ver, basta notar sendo (Xi, as coordenadas d'este a condição para 

recta pela equação 

UX+vy+w=O 

por elle, 

UXj w=Oi 

qnfl os systemas de valores de ~t e v que satisfazem a esta ultima equação e á equação tan-

da curva dada determinam as consideradas' e que numero d'estes sys-

é egual grau d'esta equação. 

li: 
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Foi Plütker quem primeiro mostrou a conveniencia de considerar simultaneamente, no 
estudo das curvas algebricas, as equações cartesianas e tangenciaes, como se póde ver nas 
suas importantes obras: System der analytischen Geometrie, publicada em 1835, e Theorie der 

algebraichen CU1'ven, publicada em 1839. 

99. Se uma curva for dada pelas equações x = 11 (t) e y = ~ (t), para obter a sua equação 
tangencial, basta exprimir as condições para que as rectas 

úX+vY+w=O, (Y_Y)X'=(X-X)y' 

coincidam; o que dá 

(A) x' =_}/ = xi -yx', 
v w 

e eliminar t entre estas equa~ões. 

I. A equação da polar reciproca da curva considerada relativamente ao circulo imaginaria 

obtem-se eliminando t entre a equação da polar do ponto (x, y) relativamente a este circulo, 

xx! + yyl. + k 2 = 0, 

e a sua derivada relativamente a t, 

XI. a! + yl y' = O. 

Estas equações podem ser suhstituidas pelas seguintes: 

x' y' X!l' - yx' 
--=---=---, 
yi XI. k 2 

que coincidem com as equações (A), quando se põe 

Logo a equação que resulta de múdar na equação (ct1lgencial da curva dada:. em ~! e 

~ em t~ coincide com a equação· ca1'fesiana dct polar d' esta curva 1'elativamente ao circulo cons,i­

derado. 
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:100. No caso de ser dada uma familia de curvas não existentes no mesmo plano 

(I') I(x, y, z, a)=O, F(x, y, z, a)=O, 

a analogia com o que se disse no n. o 96 leva li chamar-se envolvente d'estas curvas a curva 

cujas equações se obtêem eliminando a,entre as seguintes: 

(2') I ) F ) O ai o óF_ O (x, y, z, a = o, (x, y, z, a = 'aa = , aa - , 

se só tres d'estas equações forem distinctas. 

THEOUElI'IA. A tangente á I!nvolvente n'ttm ponto é tambem tangente n'este ponto á envolvida 

correspondente. 

Com effeito, derivando relativamente a x as duas primeiras equações (2'), considerando a­

como funcção de x, y e z dada pela terceira, vêem as equações 

af + af dy + af ~+ af (~+~ dy +~ ~)=O 
ax ay dx az dx aa ax ay dx az dx ' 

aF + aF dy + aF ~ + aF (~+ ~ dy + ~ ~) =0 
ax ay dx az dx aa ax ay dx az dx ' 

que determinam os coefficientes ~~ e :; que entram nas equações da tangente á envolvente 

(n.o !:li) no ponto (x, y). Mas por ser aaf = O e ~F = 0, estas equações reduzem-se ás se-
, a (}fl, 

gumtes: 

lt+ af ~lL+~f ~=O 
ax ay dx az dx ' 

aF + aF dy aF ~ = O 
C!X ay dx + az dx ' 

que são as que determinam os coefficientes das equ~ções da tangente á envolvida que passa 
pelo ponto considerado. Logo as duas tangentes coincidem. 

Esta conclusão não tem logar quando são simultaneamente nullas as 
af . aF aF aF 

e - ou as derIvadas --- - e _. 
az ax' ay az 

. ai aI 
derIvadas ai' &ii 

101. Snperficies envolventes. - Chama-se superficie envolvente das superficies represen­

tadas pela equação 

(1) f(x, y, z, tt) = O 
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o logar geometrico das linhas para que tendem as intersecções de cada uma das supcl'ficies 
representadas por esta equação com uma outra, quando o valor do parametro cOlTespondente 
a esta tende para o que corresponde áquella. As Buperticies representadas pela equação (1) 
chamam,se envolvidas e as linhas para que tendem as intersecções das envolvidas chamam,se 
ca1'acteristicas. 

Vê,se como no n. O 96 que as equações 

que determinam a intersecção de duas sllperficies da família considerada, podem ser substi· 
tuídas pelas seguintes 

€ representando uma quantidade infinitamente pequena com h. Fazendo tel~der h para zero, 
temos as equações 

(2) 

que determinam a linha para que tende esta intersecção, quando h tende para zero, e que 

porisso representam uma caracteristica da sllperficie. Eliminando a entre estas eq llações, vem 
a equação da envolvente considerada: 

A theoria das snperficíes envolventes fói dada por Monge na sua obra admiravel: Appli, 

cation del'Analyse à la Géométrie~ onde fez tambem d'ella bellas e importantrs applicaç.ões. 

L TREOREMA. O plano tangente á superficie envolvente n'ttln ponto qualquer é tambem 

tangente n' este ponto á sup€1:ficie envolvida correspondente. 

Com e:ffeito, derivando relativamente a x e y a primeira 'das equações (2), considerando a 

como funcção de x e y, dada pela segunda, e representando por p e q as derivadas ~; e :;, 
temos as equações 

&f,+ of.p+~f (óa +.~a .p) =0 
0.1; . OZ caox ôz ' 

que determinam os coefficientes p e q da equação (n.o 94) do plano tangente á envolvente que 

passa pelo ponto (x,y). Mas, por ser ~f =0, estas equações rf>duzem,se áS,seguintes: 
ca 
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que são as que determinam os coefficientes da equação do plano tangente á superficie envol­

vida que passa pelo ponto considerado, quando as derivadas aaf , af e aaf não são simul-
. x ~ z 

taneamentA nuIlas n'este ponto. Logo os dois planos tangentes ~oincidem. 

II. Como as equações das características são 

f(x, x, z, a) =0, afex , y, z, a) _. O 
aa -, 

estas linhas admittem uma envolvente (n. o 100), cujas equações se obtêem eliminando a 

entre as seguintes: 

(3) fex, y, z, a) = O, a2f(x, y, z,a) = O 
aa"Ã • 

A esta envolvente dá-se o nome de a1'esfa de reversão da superficie. 

Do theorema demonstrado no n.o 100 conclue-se que a tangente á a1'estade reversão 

n'um ponto qttalquer é tambem tangente n'esfe ponto á característica cM·respondente. 

102. Applicaçães. - r. Consideremos, como primeira applicação, as superficies de revo­

lução, as quaes podem ser definidas como envolventes de uma esphera Cl~o centro se move 

sobre UUla recta dada e cujo raio varia de grandeza segundo uma lei dada. As caracteristicas 

são n'este caso os pal'allelos da snpE'rficie. 

Sejam 

as equações da reda dada e (a, b, c) as coordenadas do centro da esphera. Estas e.oorde­

Iladas devem satisfazer ás equações 

e portanto á ~quação da esphera póde dar-se a fórma 

Supponhamos agora que c = I:fl (R) é a e~uação que traduz a lei segundo a qual o raio da 

esphera .varÍa, quando o seu centro se desloca. Para achill' a envolvente pedida, temos de 

derivar a equação d'esta superficie relativamente a R, o que dá 

[(x- ac- k) cx+ (y- ~c-l) ~+ z- c]:p' (R) = - R, 
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ou 

(ax+ ~y+z) rp' (R) = [(ac+k) a+ (~c + l) ~ + c] rp' (R)-R. 

Eliminando R entre esta eqllação e a da esphilra, que se póde escrever do modo seguinte: 

obtem se uma equação da fórma 

Logo toda a superfície de revolnção deve satistàzer a uma equação d'esta fórma. 

A equação differencial correspondente á que precede foi dada no n.o 75-2.°, e no n.o 94-V 
foi dada a sua interpretação geometrica. 

No caso de o eixo de revolução coincidir com o eixo dos z) temos a = 0, ~ = 0, k = 0, 
. l = 0, e portanto a equação das superfícies de revolução toma a fórma 

A consideração de familias de superfícies, caracterisadas pelo seu modo de geração, 

pelas suas equações finitas e pelas snas equações ás derivadas parciaes, é devida a Monge. 

Encontra-se na obra precedentemente mencionada, onde são estudadas mnitas familias impor­

tantes, entre as quaes estão comprehendidas as de revolução, as cylindricas, as conicas, etc. 

II. Chamam-se supe1:ficies planificaveis as superficies envolventes dos planos dados por 

uma equação em que figura um só parametro arbitrario. As caracteristicas são n'este caso 
linhas rectas. 

Seja 

(1) Ax+By+Cz+D=O 

a equação do plano gerador, onde A, B, C, D representam funcçõesde um parametro a. 

Para achar a equação da superficie planificavel gerada por este plano, é necessario eliminar 

a entre esta equação e a sua derivada relativamente a a: 

(2) 

1) As superficies planificaveis satisfazem a uma equação ás derivadas parciaes, que vamos 
achar. 
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Seja C differente de zero. Derivando a primeira da8 equações pl'ecederites relativamente 

a x e y e attendendo á segunda, temos as equações 

A+Cp=O, B+Cq =0, 

que, pela eliminação de a, dão uma equação da fórma 

q=rp(p). 

Derivando esta equação relativamente a x e a y, e representando por 1', s e t as deri-

ô2z ô2z éJ2z 
vadas ~2' ~ e --, obtêem-se as equações 

vX VXL'!J ày 

d'onde se deduz 

Esta equação, independente das funcções de (t que entram na equação do plano, é a equa­

ção ás derivdas pal'ciaes elas supel'fieies planificaveis, 

2) As superficies planifica veis gozam da seguinte propriedade importante: 

Nas superfícies planifícaveis o plano tangente n'um ponto é lambem tangente em todos 0,<; 

oufl'os pontos da mesma ca1'actm'istica, 

Resulta esta proprif:'dade do theorema I do n. o 101. 

3) As superficies cylindricas e conicas estão comprehendidas na familia das sllperficies 

planificaveis. As primeiras sao as envolventes das posições que toma um plano que se move 

parallelamente a uma recta dada, e as suas caracteristica~ são rectas parallelas iLquella. As 

segundas são as envolventes das posições que toma um plano que. passa por um ponto dado, 

e as suas características são reetas que passam por f:'ste ponto. 

Para fazer uma applicação da equação das supcrficies pianificaveis, vamos procurar a 

equação da familia das supedicies conicas. 

Sendo (a, ~, r) o ponto fixo por onde deve passar o plano gerador, a, ~ e r devem satis­

fazer ás equaçõf:'s (1) e (2), e portanto temos as equações de condição 

Aa+B~+ Cr + D=O, 

dA . dB dC dD -'--- a+- ~+._- -'--1'+-=0. 
da da da da 

BB 
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(lI) 
Eliminando D e -1- entre estas equações e tIS equações (I) e (2), temos 

c,a 

A (x- a) + B (V- ~)+ O (z-i) = 0, 

dA dB dO, 
-da (x-a)+ da (V-~)+ dã-(z-i)=O, 

e portanto 

A+B y-~ +0 z-i __ =O, 
x-a x-a 

Eliminando a entre estas equações, vem uma equação da fôrma 

z-i ='F(v-~); 
x-a x-a 

e vê se pOl'lSSO que toda., as superficies conicas satisfazem a uma equação d'esta fórma 

(l\>longe: I. c.). 

4) Procuremos a sllperfieie planificavel envolvente dos planos osculaclores de uma curva 

dada, cldas equações são, tomando t para variavel independente, 

x=tf(t), V=~(t), z=rc(t). 

A equação do plano osculador é (n. o 92-IV) 

(Zl Vii - y' z") (X-x) + (x' Zll _Z' x") (Y -V) + (Vi Xii -x' y") (Z-z) =0, 

e portanto a eq1lação da sllpel'ficie pedida resulta de eliminar o parametro arbitra rio t entre 

esta eqllaçFio e a sua (lel'ivada relativamente a t: 

(Zl y'" - Vi Zl") (X - x) + (x' z'" - Zl X"I) (Y - y) + (Vi x'" ~ x' y'll) (Z --z) = O. 

Esta elimina~ão não póde ser effectuda st-'m se especificar primeiro as funcções ((, ~ e 7:. 

Para achar as equações da aresta de reversão, tHIllOS de empregar, além das equações 

precedentes, a equação que resulta de derivar a segunda relativamente a t: 

(z" y'll - y" Z'll + Zl y(4) - y' zl.í) (X - x) 

+ (x" Zl" - Z'l x·" + x' z(4) - Z' x(41) (Y - y) 

+ (y" X'" - x'I y"l + y' x(4) - x' ynl) (Z - z) = 0, 
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e de eliminar d"'pois t entre estas tres equações. Como a estas tres equações se satisfaz pondo 

segue-se que a curva proposta é aresta de 1'eve1'são da superficie envolvente dos seus plano.'! 

o.~cnladores . 

5) Do theorema que precede conclue-se qUfl as tangentes a qnalque1' ctt1'va dada formam 

uma superficie planificavel. Com effeito, vimos de vêr que existe uma superficie planificavel 

envolvente dOfl planos oflculadores da curva dada, da qual elia é aresta de reversão. Logo as 

caracteristicas d'esta superncie coincidem com as tangentes á curva dada (n. o 101-II). 
6) Uma curva não póde ser aresta de reversão de duas superficies planificaveis diffe­

rentes, visto que as caracteristicas das duas superficiel:l devem ser tangentes á curva consi- . 

derada. Porisso, se uma super~cie planificave.l tem para aresta de reversão uma curva dada, 

coincide com a envolvente dos planos osculadores d'esta curva; e os planos tangentes áqueJla 

superficie são osculadores da sua aresta de reversão. 

7) As superficies planificaveis estão cOl1lpl'ehendidas n:) grupo mais geral das supel'ficie.'! 

1'egradasJ as quaes são geradas por uma recta que se move segundo uma lei qualquer. 

Sejam 

as equações de uma recta e sejam A, B, C, D, Ai, BI, 0 1, DI funcções de um parametro 

arbitrario a. Estas rectas só dão origem a uma superficie planificavel quando têem envolvente, 

isto é, quando só são distinctas tl'es equações do grupo formado pelas anteriores e pelas se­

guintes: 

A'x + B'y + C'z+ D' =0, Aix+ Biy+ Ciz+Df = 0, 

onde A', B/, etc. representam as derivadas de A, BI etc. relativamC'nte a a. A cClndição para 

que a recta proposta gere uma snperficie planificavel, quando a varía, é pois 

A B C D 

AI RI Ci DI 
=0. 

A' B' C' D' 

I Ai Bi Ci Df 

As superficies regradas que não são planifica veis, dizem-se empenalas. 
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CAPITULO IV 

Derivadas e di:fferenoiaes de ordeIll qualquer 

I 

Formação das (lerivadas de ordem qualquer 

103. Por meio das regras dadas no capitulo II podemo!'! formar successivamente as 
derivadas y', y", etc. da funcção y -f (x). Ra porém questões em que é necessario conhecer 
a lei d'estas derivadas, isto é, a funeção de x e n que representa a derivada y(H); vamos 

porisso agora procurar esta funcção, considerando os mesmos. casos que nos n.OS 61 e 62, 
por ordem diversa. 

104. Derivadas de algumas funcções simples. - 1) Formando as derivadas successivas 
da fllncção y ~ x") acha-se 

y' = kx"-t, ,y" = k (k-l)xk-2, " ., 
e, em geral, 

y(nl =k(k-l) ... (k-n+ 1) xk-n. 

2) A funcção y = eX dá 

3) A funC'ção y = log x dá y' = ,x-i, e portanto, derivando n -1 vezes y', 

y(n) = (_l)n-i (n -I)! x---n , 

representando por (n-l)! o producto 1.2.3 .,. (n-l). 
4) A funcção y = sen x dá 

y' = cos x = sen (.e + ;.), y" = sen (x+ 2 -;-), ... , 
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e, em geral, 

5) A funcção y = cos x dá do mesmo -modo 

y(n) =cos (x+ n ;} 

105. Theoremas ge1'aes. - L Seja 

onde ttj, tt2, etc. repreElentam funcções de x. Temos' 

NOTA. - A derivada de ordem n da somllla 

é 

m 

y(n)= 1: A"k(k-l) ... (k-n+l)x"-n. 
k=n 

Fazendo x = O e representando por yg') o valor correspondente da derivada '!/\ vem o 

resultado 

yg')=A"nl. 

II. Procuremos a derivada de ordem n do producto y = Ui U2 de duas funcçõas dadas. 

Temos 

y' = ui. U2 + Ui U2, 

y" = uI. U2 +2uf. U2 + lti u;í, 

y'" = uI' U2 + 3ul. U2 + 3uí. U2 + UI u;;', 

Observa-se n'estas egualdades que os coefficientes numericos coincidem com os que appa­

recem nos desenvolvimentos das potencias l.a, 2.a, 3.a, etc. do binomio UI. +U2, e que os 

indices superiores coincidem com os expoentes de lti e U2 nos mesmos desenvolvimentos. 
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Somos pois levados, por inducção, a escrever a fórmula 

ou 

(1) 

representando por (1;) o numero de combinações de n lettras tomadas a i a i. 

Para demonstrar esta fórmula, basta "provar que, se é verdadeira para o indice n, tambem 
é verdadeira para o indice n + 1. Para isso derivemos os dois membros d'esta egualdade, o 
que d~í, 

Oll 

por ser 

A fórmula (1), devida a Leibnitz (1), póde ser escripta syrnbolicarnente do modo seguinte: 

significando esta egualdade que se deve desenvolver (Ui + U2)" pela fórmula do binomio e 
substituir no resultado os expoentes por indices de derivação. 

Do mesmo modo, no caso da funcção 

temos symbolicarnenie 

(1) Vejo Opera omnia, Genevae, 1748, tom. lH, pago 421. 
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em que refere a as soluções Inteiras, ou da equa),'ão 

e onde eleve considerar como repr~sentando unidade. 

Deduz-se esta fórmula da anterior por um processo analogo ao que se emprega em Al­

gebra para passar da lei do desenvolvimento do binomio para a lei do desenvolvimento dos 

polynomios. 

III. Consideremos a func~'ào =~. Temos 
112 

Por meio d'estas egualdades obtêem-se successivamente as derivadas Vi, VII, ViII, ... , V(II) da 

fracção proposta; ou directamente a derivada V(lI)j expressa pOI' um determinante. 

IV. uma 

(A) 

e procuremos a derivada 

Temos 

de x l1eterminada oquações 

V =f(u), 1~ = Y (x) 

de V relativamente 

I dy, 
Y =-t( 

cLu ' 

y" = + dy 
clu 

Vê-se facilmente que a expressão da derivada yín) é da fórma: 
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A, a, ~, " •.. , À, i sendo numeras inteiros, que vamos determinar. Para isso, appliquemos 
a fórmula precedente á funcção 

onde ao, aI., ••• , an representam constantes arbitrarias; o que dá 

y(n) = ~An (n -1) ... (n - i + 1) un- i (u')r:J. (u/l)~ . •• (u(n))\ 

e, pondo ai = ° e notando que é (n. o 105-I) tlO(k) = k I ak. 

Por outra parte, temos 

onde ~ representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, 

de ho, h!, etc. que satisfazem á equação 

devendo substituir-se hol, hl.l, h2 1, etc. pela unidade, quando é ho=O, hi=O, h2 =0, etc. 
Derivando esta egualdade e pondo ai = 0, vem (n. o 105-I) 

onde ~ se refere agora a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de ho, hi, h2 , etc. que 
satisfazem ás equações 

Os dois valores de YÓn), que vimos de achar, devem ser identicos, quaesquer que sejam os 

valoees de ao, ai, a2, etc.; portanto vem 

(X,=hl., ~=h2, ... , À=hfl! ho=n-i=n-((X,+~+ .. . +À), 

A= n! 
o:!~!. .. /" (2 l)~ (3 !)T ... (n lf 

cc 
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Temos pois a fórmula . 

(3) 

onde ~ se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de IX, ~, I' ... , À. que satis­
fazem á equação 

e onde 

i=IX+~+I+" .+À.. 

DElve observar-se que na fórmula (3) devem substituir-se nos denominadores os factores 
que forem nulll)s pela unidade, como se faz na lei do desenvolvimento dos pol;'"nomios, d'onde 

a fórmula é tirada. 

NOTA. - A respeito dos coefficientes numericos 

A= n! 
IX ! ~ !. .. À. ! (2 I)~ (3 1/ ... (n!)" 

faremos algumas observações. 
1. o Estes coeificientes são numeros ~·nteÍ1·os. 

Esta propriedade resulta da demonstração precedente, e constitue um theorema interes­
sante de Arithmetica, a que se póde tambem chegar por considerações relativas á theoria das 
combinações (1). 

2. o Sendo y = ltk, U = e"'-l, temos 

dy d2y dky 
_=kttk- i --=k(k-l) u'c- 2 ••• , duk =kI, du ' du~ , 

dk+1y 
duk+1 =0, ... , u'=u"= ... =e"'; 

e, pondo x = O, 

( dy) (d1ry ) du 0=0, .,., duk o =kl, .. " 

uO=u~= ... = 1. 

(I) Gomptes rendus ele l'Académie des Sciences de Paris, tom. cxm, pago 1066. 
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Substituindo (3), vem fórmula de que adiante faremos uso: 

que dá a somma de todos os coefllcientes da fórmula (3) que correspondem ~ls soluções in­

teiras e positivas da equação 

3. o Sendo y = eU, u = é" - 1, teremos 

ul!, •• 

e portanto 

Logo, applicando (3), virá a fórmula 

dá a somma ele todos os eoeffici811tes da fórmula (3). 

o O ~A 1 I' . d --, tem e para o umte zero, quano 
n. 

V. Seja 

e procuremos a derivada y(n) de '!J ndativamente a x. 

augmenta indefinidamente ( 

Para resolver esta questão, empregaremos o mesmo methodo que em um artigo que a 

respeito no Giol'nale di J1atematiche tom. que passamos a 

(I) Para a demonstração d'esta propriedade 
Oliveira RamoB C. J, de . Sobre os ~~~1!'~"V'" etc. de Sciencias malhematicas e astro-

tom. 

{ ~ol 
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Temos 

Vê-se facilmente que a derivada de ordem n tem a fórma: 

(b) 

onde 

e onde A, a) b) ... , a, ~, ... , ai, W, ... <Ião numeros inteiros, que vamos determÍnar. Para 
isso, appliquemos esta fórmula ás fnncções 

~ti = ao + ai x + ... + a"x") 

...................... , 

onde a0 , aj, ... , bo, bj , " • representam constantes arbitrarias; o que dá 

y(n) = :EAn (n-l) . . . (n-a+ l)xn(n-l) . . . (n-b+l)x . .. 

x n~-a (~t'IY/. (lt;')~ ... x n;-v (U~)'J.I (u;)W ... , 

e, pondo x = 0, e attendendo ao que se disse no n. o 105-1, 

An(n-l) . . . (n-a+1) xn (n-l) . .. (n-b+l)x . . '1 
y(lI) =~ x (2 !)~+W+. "(3 !)1+11+ ..... . (n!)'-+'-'+". ~. 

H-a (7. ~ b"-V b(7.1 bW x aO a j ail ... x O i ~ •.• x ... 

Por outra parte, applicando a fórmula de Leibnitz ao producto considerado, vem 
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onde ~ se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nuIlos, de ht, h2, etc. que satisfazem 
á equação 

ou, substituindo as derivadas (U~)(hl), (U~)(h2), etc. pelos seus valores, que se obtêem pela fór­

mula (3), e pondo x = 0, 

<n)_~ n! n (n-l) . . . (n-a+ 1 xn (n-l) . . . (n-b+l)x . .. 
Yo - 1:1. ! ~ ! ... 1.., 1:1.' ! W ! ... 1..' ! .. . 

n-a rt ~ bn-b blJ.I bW xao a 1a2 ···x o 1-::l" .x ... , 

onde L se refere aos valores inteiros, positivos ou nuIlos, de 1:1., ~, ••• ai, W, .. . que satisfazem 
ás equações _ 

e portanto á equação 

e onde é 

t:I.+2~+ ... +ht1..=hl., 

"I +2W + .. . +h21..' =h2, 

,,(l--I.) + 2~(1-1.) + ... + hl1..(I-t) = hlJ 

a+2~+ ... +n1..+a' +2W + .. . +n1..'+ •.. 

+ ,,(l-I.) t- 2~(I-I.} + ... + n1..U-t } = n) 

Os dois valores de yS') que vimos de obter, devem ser identicos, qualquer que seja o valor 

das quantidades ao, at, ... , bo' bt , ••• ; portanto os inteiros a, ~, ... , "I, W, '" devem ter 
os mesmos valores nas duas expressões de Y6") , e deve ser 

A- n! 
- I:I.! ~!. .. 1.., X a'!p'!. .. 1..'! x ... x(::? !)HW ..... . (n!)À+lI+ ... 

Estão pois determinadas as constantes que entram em (b), e temos a fórmula seguinte, 
que resolve a questão proposta: 

n! B"'f 
" ! ~ , ... À. ! X "I ! W ! ... 1..' ! x . .. . Bu'í Bu~ . .. 

(4) 
( u")~ (u<n»)l (u<n»)v 

X (u~)1J. 2 1, ••• nT X (U;)IJ.I. •• :r x ... , 
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onde :E se refere a todas as soluções inteiras, positivas ou nullas, da equação 

a + 2~ + ... + nÀ + a/ + 2W + ... + nÀ/ + ... 
+ a{l-I) + 2WH ) + ... + nÀ(I-I)= n; 

e onde é 

e 

a=o:+~+ .. . +À, b=a'+ .. . +À/, etc., 

VI. Consideremos agora a fnncção implicita y, definida pela equação 

Temos as equações 

f(x; y) = O. 

af + af , =0 
ax ay y , 

a2.t ô'u ô2.t ôf _J +2 __ J_y'+_J y/2+_ y"=0 
ax2 ôx ôy ôy2 ôy , 

por meio das quaes se obtêem successivamente y/, y", etc. 
A lei que seguem estas equações obtem-se apphcando á funcção f(x, y) a fórmula (4), 

pondo U2 = X, UI = Y e considerando y como funcção de x, o que dá 

(5) n' 
:E o:/!o:!~i ... À! 

arnf 
~-;-;::--'----,'" (y,)a (yl/)~ . .. (1J(n))" = O ôxa' Ô y_a l i/' 

onde :E se refere a todas as soluções ~nteiras, positivas ou nullas, da equação 

e onde é 

A fórmula que precede dá a derivada de ordem n em funcção das anteriores. A fórmula 
que dá directamente y(n) é muito complicada, e porisso não a exporemos aqui (I). 

(1) Duarte Leite: Sobre as derivadas etc. (Jornal de sciencias .mathematicas e ast"onomicas, tom. IV). 
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II 

Applicações 

106. Dm"ivada da funeção are tang x. - I. A funcção y = arc tang x dá y' = (1 +x2)-f, 
d'onde se deduz (n. o l05-IV) 

ln) = '" (_I)i (n -I)! i! (2X)CI (1 + x2)-i-i 
y .:... !(.l! ' o: • I' . 

onde 0:+2~=n-l, i=a+~; e portanto 

y1n) = (-l)n-1 (n-1)! ~ (-1)~ (n-; ~~) 
X (2xt-f-2~ (1 +x2)~-n, 

onde ~ se refere a todos os valores positivos de ~, desde O até ao maior inteiro contido em 

n-l 
-2-' 

Á expressão da derivada de ordem n da funcção considerada póde dar-se uma fórma 

differente da precedente. Pondo x = cot cp, o que dá ~: = - sen2 cp, vem 

Em geral 

y' = 1 + 1 
2 = sen2 cp, y" = - sen 2cp sen2 cp, etc. 

cot cp 

y1n) = (_l)n-i (n-l)! senn cp sen1Hf. 

Demonstra-se facilmente esta fórmula mostrando que, se for verdadeira para a derivada da 
ordem n) tambem é verdadeira para a derivada da ordem n + L 

II. A comparação das duas expressões de y1n) , que vimos de achar, dá a fórmula impor­

tante, attribuida a Viete: 

sen n" = sen cp:E (- 1)~ (n - ~ - ~) (2 cos cp )"-1-2~. 

III. Se quizermos o valor de ygl', poremos x= O na fórmula que dá y1n). 
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Ln Se n é ímpar) todos os termos da fórmula se annullam, excepto aquelle que corres-
I 

ponde a n -1 - 2~ = 0, e teremos portanto 

n":"{ 

yõn) = (-1)2 (n-l)!' 

2. 0 Se n é par) o expoente n-1-2~ não póde ser nuHo, e teremos YÕn) =0. 

10.... Nttmero8 de Bernoulli. - r. Consideremos a funcção 

e procuremos o valor que toma y<n) quando é x = O. 

Pondo 

vem 

e portanto 

q-; (x) = - 9'(- x), 

e 

q-;' (x) =q-;' (-x), q-;"(x)=-q-;"(-x), etc. 

Estas egualdades mostram que as derivadas de ordem par de q-; (x) se devem annullar 
quando se faz x = 0, porque, se assim não fosse, teriam dois valCll"es dift'erentes para x = 0, 

o que não póde ter logar. 
As derivadas de y são eguaes ás derivadas de q-; (x), e portanto temos Ybn) = 0, quando n 

é par. 
As derivadas de ordem ímpar acham-se por meio da fórmula (3) do n.o 105, que dá 

, n! i! eix (1 +eX)-í-1. 
1An) - ~ ( l)i R"r 
J -"-' - ,d~!. .. À!(2!)1'(3!) ... (n!i 

onde 

portanto temos, pondo x = 0, 
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Pusto isto, chamam-~e ntt?1le?'OS de Bernmdli os numeros definidos pela egualdade 

(a) 
n+i 

B -(-1 T n+1 () ) Yo" " ,,- :Jn+i_l 

os qUiles porisso são nullos quando n é par) e,quando n é impar, podem ser calculados por 

lIJeio da fórmula (I): 

(G) 
n+i ( + 1) I '! __ ,-2- n . ~ (-l)i t .' . _~, 

B,,-( 1; ;1"+1_-1 2/+1 fR! ·A.I(')I'~ (1/' C!.. IJ ., •• • ~.) ••• n.) 

onde ~ se refere ás soluções inteiras, positivas ou nullas, da equação 

C!.+2~+ ..• +nil.=n 

e onele 

n. De ser 

n! 

C!. ! ~ 1. .. ii. ! (2 !) ~ ... (n! l 

um numero inteiro (n. o 105) e ele ser n + 1 par resulta que os numeros ele Bernoulli não 

podem conte)' em denominador factores pj'imos elijJerentes de 2 e elos factores pj'únos de 2"+1_1, 
e que 2 não pôele tel' expoente sltpej'io?" a n. 

III. Da fórmula (6) vamos tirar outra mais propria para o calculo elos numeros de Ber­

noulli. 

Com effeito, aquella fórmula dá 

n+1 + 1 n [" , 
:2 n ~ (_l)i_L_~, n. ] 

.Bn=(-l) ~,,+1_1 i=1 '2i+1 a!~!. .. iI.!(2!)~ .. . (n!/-' 

onde ~' se refere a todas as soluções inteiras e positivas da equação 

que dão a i o mesmo valor; e portanto (n.o 10õ-IV) 

B = (_l)n;1 n+ 1 ~ (_l)i.L (eln (ex -l)i) 
n 2n+i -1 i=i. 2/+1 elxn o' 

(I) Veja.se o nosso artigo: SUl' les nombres de Bernoulli, publicado no American Journal 01 Matl!ematlcs 
de Baltimore, tom. VII. 

DD 
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ou, substituindo a derivada que entra no segundo membro pelo valor que se obtem desenvol­
vendo o binomio (eX _l)i e derivando n vezes o resultado, 

n+1 +1 1[ - n n 
B =(-1) 2 ____ ~ (_l\i- __ in-i(i-1)" 

" o::!"H- 1 i=1 12'+1 (7) 

Ou por meio cl'esta fórmula, ou por meio da fórmula (6), obtem-se 

Os numel'OS que vimos de calcular foram considerados pela primeira vez por Jacob Ber­
noulli na sua Ars conjectanrli, Euler encontrou-os depois em muitas questões de Analyseo No 

tomo LXXXV do Jomal ele Crelle foi dado por Adams uma taboa que contem todos estes numeras 

até Bi23, 

IV. Derivando n vezes a egualdade 

vem 

Pondo x= O e attendendo á fórmula (a), resulta a equaçao 

"+i " -2- 2n+1 -- 1 2'" 2" - 1 
(-1) 2-+-1 Bn+(-I) n--Bn-i 

n . n 

n-i 

+(_1)2(n) 2,,-i-1 B 
2 n-I rt-2 
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que, pondo n=2p-1, dá 

2~p-1 (2p-1) 2~(p-1)-1 (2p-1) 22-1 _ 
2~p-B2P_1- 2 p-1 B2p- 3+"'+ 2p-2 -1- B1 + 1 =0; 

P, pondo n = 2p, d~í 

22 -1 (2P) 22p-2_1 ( 2p ) 22-1 _ 
2pp-B~p_1- 3 p-1 B2p- 3+"'+ 2p-1 -1- B1 + 1 =0. 

Temos assim duas rel3ções linea1'l's ?'ecorrentes entre os numeras de Bernoulli, por meio 

de qualquer dlls quaes se pôde calcular successivamente B1, B3, Bs, etc. 

Foi Moivre quem primeiro achou uma relação recorrente entre os numeras de Bernoulli. 
Depois foram encontradas lImitas outras. 

V. Os numeras de Bernoulli apparecem em muitas quest,ões de Analyse. Assim, por 

exemplo, os valores das derivadas da funcção 

x 
y=f(x)=--, 

eX-l 

correspondentes a x= 0, exprimem-se por meio d'estes numeras. 

Com effeito, derivando n vezes a identidade 

x x 2x 
&+1 = ex-1 -- e2x_l=f(x)- f(2x), 

vem (n.o 105-1I) a seguinte: 

que, pondo x = O e attendendo áfórmula (a), dá a relação, achada por Euler, 

~-1 
<n) ( 1) II B yo = - , n--I.-

Vê-se por esta egualdade que as derivadas de ordem impar de y são nullas. 

A fórmula que precede não dá os valores de Yo e yo. Para os achar, parte-se da equação 
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que dá 

(ex _) +ex 1, 

(eX-I) y" + 2ex y' + eX y=O, 

e, x= Yo= 1, 

VI. Do mesmo no caso da 

e"-l 2 
Y - -1------ eX - e l' 

temos, para determinar o valor de y~'») a f6rmula 

a qunl mostra que este valor é quando 11 é pal'. 

Consideremos flnrdmento uma 

Bernoulli. 

d'Algebra 

Seja 

Y 1 

e portanto 

xy= 

Dt"l'ivando 1 vezes esta egualdade panelo 
x 

( 1;; 1) + 2 n k- I e1!X z" + ... + 
e, x= 

Por outra parte, derivando k vezes a funcção y) vem 

que entram numeras de 

-1 

vem 

1) ne'''C z(k) + (e1!X -1) z(l,+i) 
k 

y(ll) = .. + __ 1)" é"-I) x, 

Hosl 
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e portanto 

Temos pois a fórmula de Jacób Bernoulli 

que dá o clesenvol vimento, ordenado segundo as potencias de n,da SOlllmIL d11S potencias do 

grau k dos n -1 primeiros numeros e serve para calcular rapidamente esta somma, quando 

n é um numero grande. 

Resulta (resta egualdac1e, como corollario, a seguinte: 

. 1"+2Tc + ... +nk 1 
hm /c+i =k+l' n=oo n 

de que se fez applicação DO n. o 58. 

tos. PÓ1'mllla de Jacobi. - Procuremos a derivada de ordem n -1 da fUDcção 

Applicando a fórmula (3) do D.o 105, vem a egualdade 

( 1 ) (1) ~ n- i. -i (n-l)! n-2 ... n- 2 -i+1 (-2x)G!(-2;'J (I-x2) 2 

y(n-i)=~ 

o:! ~! t2)~ 

onde 0:+2~=n-1, i=o:+r~; ou 

l)n-l- ~( 1) I (2 1) (')R + 3) n-l -2~ (1 ~)~ + + Y'n-i)=~(- n---:- ' n- .... "'IJ X -x~-
(n-1-2~)1 ~! 2~ 

. l. 
, n-1-2~ (1 2 ~+2 

=(_1),,-1.1.3 ... (2n-1) ~(=1)~ n,x -x) , 
. n" 1.3 ... (2~+I)(n-1-2~)!~!2~ 

que, por ser 

2~ x 1.2.3 ... ~ x 1.3 ... (2~+ 1) = Ó~~+ I)!, 
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t 
n-1-2~ ~~+2 

1'n-l) = (-I)"-t 1.3 ... (2n -1) 1: (-1' ~ (n - 2~) ... nx (1- X") 
.1J n) (2~ + 1) ! 

onde 1: representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros positivos de ~, desde 
n-l ° Itté __ o 

2 

Pondo X = cos 00, vem 

n-1-2~ 2~+1 
1(,,-1)=(_]),,-11.3 ... (2n--l)1:(_I)~ (n--2~) .. . ncos oosen. (j) 

Y . n (~~+l)! 

ou, em virtude de uma fórmula de Trigonometria, dada no n,O 52, 

( ') ( )' 1. 3 ... (2n - 1) Y n-, = -] n-,. . sen n are cos X) 
n 

}'esultado devido a Jacohi(i). 

109. Fórmula de Warin,q. - Seja 

uma equação dada e sejam XI, X2, ••• , X rn as m raizes d'esta equação. 
Por ser 

e portanto 

temos, derivando n vezes, 

log D ---:-log Ao + 1: log (x - xill), 

(_l)n-t dn log D 
(n -I)! . ------a:xn-' 

Substituindo no segundo membro d'estaegualdade U peio seu valor, applieando a fór­
mula (3) e attendendo ás egualdades U",+t) = 0, D(rn+2) = 0, etc., vem 

1 ( ' 1) , D-i D'&. D/~ 
1: ' =(~l)"n1:(--l)i ~-. .' '" 

(X-Xill)n ix!~!. .. À!(2!)~ ... (m!l 

(1) Jornal de Crelle, tom. xv, 1836. 
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e portanto, pondo x = 0, 

1 .. )' U-i U'rI. U"~ ~ _ = n~ (-1)i (~ -- 1 . o o o· .. 
x" , "' , • , (I) ')~ (,)Ã. 

fi) O( . 1-' •••• fI.. "". • •• rn. 

( . l)'A-iArI. AÃ. ...., ( 1)' ~ - . m "'-1.... o =n.?.. - I • 

. O(I~!. •. ÀI 

Applicando agora esta fórmula á equação 

A",x"'+A",_l.a:o"'-I.+ .. ,+Al.x+Ao=O, 

cujas raizes são reciprocas das raizes da equação primeiramente considerada, temos a fÓl'mula 

de WW'ing (1) 

m (i-l)!AoiAfA~ ... A~ 
~ x" = n~ (-l)i--~---.-

U) =1. (J) O( ! ~!. •. À I . 

onde 0(, (3, ... ; À são as soluções inteiras, positivas ou nulIas, da equação 

0(+2~+ ... +mÀ=n 

e onde é 

i=CI.+(3+ ... + À. 

Esta f6rmulr. dá a somma das poten(~ias de grau n das raizes da equação proposta. 

Os coefficientes nnmericos que entram na fórmula de Waring gozam das seguintps pro-

priedades arithmeticas, que nos limitaremos a enunciar (2), quando n é egual ou inferior a m: 
1. o A somma dos valores absolutos de todos os coefficientes é egual a 2n -1. 
2. o A somma dos valores absolutos dos coefficientes dos termos do gl'au i é egual a (~). 
3.° A somma dos valores absolutos dos coefficipntes dos termos do grau n-i é egualá 

somma dos valores absolutos dos coefficientes elos termos elo grau i. 

110. Dm'ivadas das fimcções compostas de funcções linem'es de x. - Seja na fórmula (4) 

(I) Waring: lVleditationes algebricae, 1772. 
(2) Estas propriedades foram dadas pelo sr. J. B. d'Almeida Arez em um trabalho publicado no tom. I 

dos Annaes scientificos da Academia Polytechnica do Porlo, onde se póde ver .a sua demonstração. 
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I ón] 
(n) = 1: ~.--~--- . -----'iW~ Ra' ••• 

y (X! (1.' ! ., • (1.lt--i)! au~ au~' . . . i 2 , 

onde z: se refere ás soluções inteiras, positivrts ou nullas, da equação 

(X + (X' + (X/I + ... + (1.(1-1) = n. 

A fórmula que precede póde ser e:ocripta symbolicarnente da maneira seguinte: 

n) (a] a] a] ) n y( = -, - Ri + -a -R2+" '+-a Rt , 
dul. U2 Ut 

devendo depois do desenvolvimento substituir-se (ó])n por anJo 

lU. Dijfe1'enciaes de O1·de1Ji supel·ior. - A differencial cty de y= f(x), que está ligada com 

a derivada de y pela equação 

cly= y' dx, 

é uma funeção de x, cuja differencial cl ( c7y) (que se representa por cl2y) se obtem differen­

ciando o pro dueto y'clx; o que dá 

suppondo clx constante, qualquer que sf'ja x, o que é sempre possivel, visto que xrepresenta 

a variavel independente e portanto o sea augmento dx é arbitra rio. 

Do mesmo modo se acha 

As differeneiaes dy, cl2y, cl3y, etc. tê em respectivamente os numes de clijfe1'enciaes de pl'i­

meÍT'a ordem, de segunda Oj'dem, etc. de y. 
-Seja h um augmento dado a x e l1y o augmento correspondente de y, isto é, 

l1y=f(x+h)- f(x)=fl. (x). 

Teremos (n.o 64) 

l1y =hf' (x+ Oh), 

onde O repres~nta uma quantidade comprehendida entre O e 1. 
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Representando por 1:!:..2y o augmento I:!:.. (I:!:..y) da funcção I:!:..y, correspondente ao augmento h 

de x, vem do mesmo modo 

1:!:..2y = fi (x + h) - fi (x) = hfi (x+fhh) 

=h [I' (x+ 6!h+h) -f' (X+6ih)] 

Continuando do mesmo modo, ootem-se a fórmula geral 

6 representando uma quantidade comprehendida entre O e n. 

A I:!:..y, 1:!:..2y, 1:!:..3y , etc. dá-se respectivamente o nome de dijfm'ença prirneim, dijferença segunda, 

etc. da funação f(x). 
Se a derivada f(n) (x) é continua, temos 

onde E representa uma quantidade infinitamente pequena com h; logo a differencial de ordem 
12 é a parte proporcional a hn da differença de ordem 12 da funcção y. 

112. Consideremos agora a funcção de duas variaveis independentes z = f (x, y), cuja 
dijfe'rencial total é definida pela egualdade (n. o 71) 

Bz Bz 
dz=-~- dx+-,,-dy. 

ex oy 

Esta expressão de dz é uma funcção de x e y que, sendo differenciada, dá a expressão 
seguinte da dijferencial total de segunda ordern: 

ou, symbolicarnente, 

• ( Bz Bz) 2 d-z= --dx+--dy Bx By • 

EBJ 
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-Continuando do mesmo modo, acha-se? por inducção, a fórmula symbolica 

'que se demonstra por meio de um calculo analogo ao que foi empregado no n.o 105-II, e 
onde se deve substituir, depois de effectuar o deserivolvimento da potencia indicada, (Bz)" por 
B"z. 

Do mesmo modo, no caso da funcção de muitas variaveis 

se acha a fórmula symbolica 

III 

Relações entre as funcções e suas derivadas 

113. Se a f1t1wljão f(x) admittir as de?'ivadas f' (x)~ f" (x), ... ~ fi") (x), e se estas de1'i-

vadas forem finitas em iodos os pontos do inte1'vallo de Xo a x~ ternos 

{)nde 

R' = (x-xo)"(l-B)n-rn f{n) [x I B(x-x)] 
n (n-I) ! m 01, o, 

(j rep1'esentando uma quantidade comprehendida entre zero e a ttnidade. 

Para demonstrar este theorema, basta applicar ás funcções 

cp (z) =f(x) - fez) - (x -z)f' (z)-'~2 t)2 f" (z) - ... - (~n ~i~l. f(n-i) (z), 

9 (z),= (x - Z)l1l 
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a fórmula conhecida (n. o 64-4.") 

cp (x) - cp (xo) 
~ (x) - ~ (xo) 

cp' [xo + O (x - xo) ] 
~I [xo + O (x -- xo) ] ' 

notando para isso, que cp' (z) é dada pela egualdade 

(x-- z)n-i 
(f)'(z)=-----jln) (z). 
I (n-l)! 

A fórmula que vimos de demonstrar é conhecida pelo nome de jórmnla de Tayl07') e a; 

respeito d'ella faremos as seguintes observações: 
1.a Pondo x-xo=h) a fórmula mencionada póde ser escripta debaixo da fórma seguinte 

onde 

2.a A R,. chama-se 1'esto da serie de Taylor. Da expressão d'este resto que vimos de 

achar, e que é devida a SchlOmilch'(l), deduz-se, pondo 'ln = n) a fórmula 

devida a Lagrange; e, pondo m = 1, a fórmula 

R = (x-xo)"(1-0)n-i j1n)[x +O(x-x)l= hn(1-0)n-ij1n)(x +Oh) 
" (n-l)! o 0_ (n-l)! o , 

devida a Canchy. 
3. a Se Rn tender para zero, quando n tende para o infinito, a funcção j (x) póde ser 

desenvolvida em serie convergente, ordenada segundo as potencias de x - xo, por meio da 
fórmula 

(1) Jml1'nal de Liou'viUe, 2,a serie, tom, III. 
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4.a Se na fórmula de Taylor pozermos xo=O, vem a fórmula 

x 2 xn- t 
f(x) =f(O) +Xf' (0)+-2' f" (O) + ... +-. --1)' JCn-1) (O)+Rn, 

. ~n- .?n 

onde 

xn (1-- o)n-", 
Rn = (n _ 1) ! m f(lI) (Ox), 

conhecida pelo nome de fÓ1'mulct de Maclaurin. 

5. a Se tiver logar o desenvolvimento em serie 

e as fimcções f(x), fi (x), "', f(a) (x) fOT'em continuas no ponto xo, será 

Para demonstrar este theorema, notemos primeiro que, ponde x=xo, vem Ao=f(xo). 

Notemos em segundo logar que, pondo x - X o = h, temos 

d' onde se deduz 

e portanto 

Para completar a demonstração do theorema, basta notar que, se for verdadeiro para o 
coefliciente Aa, ainda é verdadeiro pam o coefficiente Aa+1' Com effeito, temos 

ha 
f(xo +h) =f(xo)+ hf' (xo) + ... +-, f(a)(x) 

a. 

e porta,nto 

d'onde se tira, fazendo tÊmder h para zero, 
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6. o Quem primeiro applicou o Calculo differencial ao desenvolvimento das funcções em 

serie foi João Bernoulli, que deu em 1694, nas Acta e1'ttclitontm~ uma fórmula muito geral 
para esse fim, em cujos termos figuram as derivadas da funcção dada. Alguns annos mais 

tarde, em 1715, Taylor appresentou no seu Methodtts 1.1ZC1"ementor'Um a serie que vimos de 
obter, a qual só differe pela fórma da que anteriormente tinha dado Bernoulli. Lagrange, 

que se occupou muito desta importante serie, deu na sua célebre Théol'ie des fonctions 

analytiques a expressão do resto precedentemente demonstrada, e abriu assim o caminho 

ao estudo das condições, para que aquella serie possa ser applicada a uma funcção dada, o 
qual foi feito em seguida por Cauchy, empregando esta expressão e ainda outra, anterior­

mente mencionada, que publicou pela primeira vez no tomo I dos seus Exercices de rnathe­

matiques. 

As dilas expressões do resto que vimos de mencionar, só em poucos casos permittem 
reconhel"er se a serie converge para a funcção dada, por ser em geral complicada a expressão 
da derivada de ordem n que n'ellas entra. Porisso Cauchy procurou tirar as condições d'esta 

convergencia directamente da natureza da fUllCção considerada por um methodo que será 

exposto em outro logar d'esta obra. 
Para o estudo dos principaes modos de demonstrar e considerar a fórmula de Taylor que 

têem sido empregados até hoje, veja·se o nosso trabalho SOb1"e o desenvolvimento das funcções 

em sm"ie, publicado nas i1!femM'ias da Academia Real das Sciencias. de Metdrid (tom. XVIJI, 

1897) (i). 

114. O theorema demonstrado no numero precedente é um corollario do seguinte, que nos 
limitamos a enunciar (2) : 

Se as funcções f (x) e F (x) admittú"em as derivadas fi (x)~ f" (x), .•• , f(n) (x)~ F' (x), . 

Fil ex), ... , F(m) (x)~ e estas derivadas forem finitas em todos os pontos do inte1'vallo de Xo a x, 

teremos et 1"elação 

( ) /+1. (x X )n-1. 
_x-xo -f(/+I.) (x )+ -I- - o f(n-I.) (x )+R 

_ (l+l)! \'0 "', (n-l)! o n 

- ()"+t ()m-l , 
~-xO_.F(lc+t)(x)+ .+_x-XO __ F(rn_t) (x )+R:n 

(k+l)! o·· (m-l)! o 

(1) Transcripta no tom. I, pago 1, das nossas Ob1"a8 sob1"e Mathematica. 

(2) Este theorema é extrahido do nosso artigo Sur unefOl'mule d'Analyse, publicado nas NOltVelles Annales 

de Mathématiques (Paris, 3." serie, tom, v), onde se póde ver a respectiva demonstração. Encontra·se eete 
arti~o no tom. II das nossas Obras sobre Mathematica. 
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onde 

R = (x- xo)" (1-O)"-lf(n) [ + O ( - )] 
n (n _ 1) !. Xo x xo ' 

R' = (x-xo)'" (1_0)m-i F(m) [x +O(x-x)] 
m (m-1)! o o , 

se o denominador do segundo membro se conse1'var dijferente de zer'o ~ quando O vw'ia desde O 
até 1. 

Para deduzir d'este the·orema o de Tayior, basta pôr 

115. Consideremas agora a funeção de duas variaveis independentes 

z =f(x~ y), 

para estender a estas funeções a fórmula de Taylor. 

Pondo 

e applieando a fórmula de Maclaurin a esta funcção de t~ vem 

,n-i 

cp (t) = cp (O) + tcp' (O) + ... + (n" l)T cp(n-I) (O) + R lIJ 

tn (1- o)n-m 
Rn = i'(n) (Ot). 

(n-1)!m 

Os coeflicientes ele t que entram n' esta fórmula, são daelos pelas egualelades 

I of or 
1i (t)~au(x-xo)+av(Y-Yo), 

. 02f 0'1 02f 
'f" (t) = ou'). (x -- ::Co? + 2 a;.;:-ilV (x-xo)(Y-YoH- ov2 (y - YO)2, 

. " .... " ... " " " .. " " .............. " . " . " .. " . " .... " " " " " " " . " " .. " " " " ~ . 
que, pondo t = O, elão 

" " . " . " " " .. " " .. " . " .... " " " " .................... " . " " " " .. " " " " " " " " " ....... " " " " .. " " . " " .. " " " .. 
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Para achar <p(i) (t), póde empregar-se o methodo usado no n.O 105-II para resolver uma 
questão analoga, ou a fórmula symbolica demonstrada no n. o 110, que dá 

e portanto 

w(i) (0)'= [af(xo~ ?lo) (x-x) + af~xo, Yo) (y_y )J- i 
T, ax \' o oy o, o o 

(n)(Ot)- [af(ul' VI.) ( )+ Of(UI, Vi) ( )Jn <p - ---- x-x ---- y-Yo ' 
OUI. o aVi 

onde é 

Pondo agora nas fórmulas precedentes t = 1, vem a seguinte: 

z=f(x(ll Yo)+ ~~I.I. :! [Of~~~yo) (x-xo) + Of~;~yo) (y-yo)T 

+ (1_0)n-m [OfCUi' Vi) (X-Xo) + Of(ul., VI.) ( _ )Jn 
(n-l)! rn OUI. OVI. Y Yo , 

que tem os mesmos usos que a fórmula de Taylor. O methodo que vem de ser empreg"do 
para a deduzir é devido a Cauchy. 

Deve observar-se que, por ser baseada a doutrina precedente nos theoremas dos n. os 69 

B 113, deve impôr-se á funcção f(u, v) a condição de admittir derivadas parciaes relativas a 
tt e v, até á ordem 12, continuas nos intervallos de tt = Xo a u = x e de v = Yo a v = y. 
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CAPITULO V 

analyticas da 'TlllJlla 

I 

em SCll'iü hinomio algumas 

US, Oonsideremos em primeil'o logar o binomio 

=(1+ 

onde k representa uma quantidade real qualquer. 

'remos 

y' =k(1 

y'l = le (le -1) (1 +x)k-2, 

=k(k .. . (le-

e portanto 

1) (1 + 

Logo, applicando f6rmnla de lHaclal1rin com expressão 

Taylor 

resto de 

(1 I " 1 7. k(k-1) 2 ,-x) = +,ex+-- 2-1 -x + ... k(k-1) .. (k-n+2) n-1 R 
(n -1) ! x +,1> 

R - (le ~(k___~xn(l (1+ 
n- (n-1)1 

1) Sn pponhamos 

k (k - 1) ... (le - n 

(n-1) 1 

que () absoluto é inferior unidade. 

virá 

FF 
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ser a dos dois termos consecutivo~ de ordem 1 e n sene 

~ k (k - 1') ... (k - n + 1) 
..:..... -a;?I 

1) ! 

( k 
egnal a ---­

n-1 
tende para (I limite x) euj o valor absoluto é in á 

unidade, quando n tende para o infinito; e, portanto, esta serie é (n. o 22-III) convergente. 

Logo o seu termo geral 

k(k-1 i . . (II-n+1) 
----G~=T)T--

tende para 0, quando n tende para o infinito. Como porém esta quantidade coincide com o 

dos dois primeiros da do resto e como d'isso faetor 

( 1 6 ),,-1 
é finito o factor 1: 6x- inferior á este rel'lto tende tambem para 

0, e temos a fórmula, descoberta por Newton: 

(1+ 1 +kx+ 

2) Se o valor absoluto de x fôr superior á unidade, a sene precedente é divergente, e 

egnaldade tem lagar effeito, razão de termos isto é, 

tende para um 

infinito (n.o 

valor absoluto superior nnidade, n tende o 

111. Do desenvolvimento em serle do binomio, que vImos de obter, póde tirar·se o 

desenvolvimento 

inferior ao grau 

serie de muitas outras 

f(x) urna furwção racional de XJ em grau de 
no denolllillarlor, da (n. ,) 

f 
lJl (x) 
y (x) 

ao.:+- a1 ~_+ ... + an> x'" 
x+. ,,+PiXi 

A A ( )-k =2:--=2:(--1)"- 1--
(x-a)" a a 

tira-se o desenvolvimento em 

=Ao+ 

numerador seja 

{ ~ol 
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onde é 

A - '5"' ( 1 k A A _ '5"' (_ l)k ( k ) ~ o-.:..J - ) ()!C' ..• , n - .... n ak+n"" , 

a qual tem lagar quando o valor absoluto de x é inferior ao menor dos valores absolutos das 

quantidades designadas por a (1). 
Convem notar que, para obter os coefficientes AOl AI, A2, etc. da serie que vem de ser 

considerada, não é necessaL'io conhecer as raizes da equação ~ (x) = 0, pois que podem ser 

obtidos dIrectamente, derivando a fracção dada, ou por meio daR relações que resultam da 

egualdade 

effectnando a multiplicação indicada no segundo membro. ordenando o resultado segundo as 

potencias de x e egl1alando os coef11cientes das mesmas potencias de x nos dois membros. 

V êem, com effeito, d'este modo a relação 

anele am-H = 0, a",+2 = 0, ... , a qual tem logar quanelon <i) e a relação 

° = Po An + pi An-i + ... + Pi An-i} 

a q llal tem lagar quando n > 1:) por meio das quaes se calculam successivamente os coeffi­
cientes Ao, Ai, A2, etc. 

Vê-se pelo que precede que os coefficientes do desenvolvimento procurado, a, partir de 

Ai} estão ligados com os i anteriores por uma relação linear homogenea. As series cujos 

termos satisfazem a esta condição, dizem-se ?'eCO?Tentes. Foram estudadas por Moivre na sua 

}Jiiscellcmea analytiw} e depois por Euler, Lagrange, etc. Podem ver-se diversos modos ·de 

caleular os seus eoeffieientes e a sua relação com uma classe importantp de funcções syme­

trieas em um trabalho que publicámos em 1904 110 Giol'nale di }Jiatematichf, (Napoli, 

tom. XLII) (2). 

US. Desenvolvamos agora a funcção 

em seL'ie ordenada segundo as potencias de u. 

(1) Suppomos por agora que todas as raizes de 'f (x) = O são reaf's. Adiante veremos porém que o desen­
volvimento considerado ainda tem logar quando alguma d'estas raizes silo imaginarias, se o valor absoluto 
de x é inferior ao valor absoluto de todas as raizes l'eaes e ao modulo das imaginarias, 

\2) Obras sob1oe Jl,fatltematica, tom. II, 
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Pondo esta funcção debaixo da fórma 

"- 1 

Y=(U-U1)-2 (U_U2)_2 

onde Ui e U2 representam as raizes da equação 

u2 -2ux+ 1 = 0, 

'vê-se que um dos casos em que elJa é susceptivel de ser desenvolvida em serie convergente 
ordenada segundo as potencias de u, é quando tq e U2 são reaes e o valor absoluto de U é 
inferior ao de tL1 e U2 (1). 

Em todos os casos em que y é susceptivel de ser desenvolvida em serie ordenada segundo 
as potencias de tt~ o desenvolvimento é da fórma 

onde' Xo, XI, etc. representam funcções de x~ que vamos determinar. 
Por ser (n. o 105-IV) 

k '1 3 5 (2; - 1) (~_ -t)CI. y2i+1 =~(-1)~. . . . .. o oh' , 

a! ~! 2~ 

onde 

teremos, representando rn o maior inteiro contido em ~ " 

X YÔk
) ~ (_ 1)~ . 1 .3 .5 .. , (2k - 2~ - 1) xk-2~. 

"=kT= ~=o (k-2~)! ~! 2~ 

(1) Veremos adiante que o desenvolvimento considerado ainda tem logar quando, u, e U2 sendo imagi­
narios,_ 11t I é inferior a I UI I e I Uz I . 
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Esta fórmula serve para calcular os polynomios XI" conhecidos pelo nome de polynomios 

ele Legend1'e) por terem sido estudados por este geometra eminente em um trabalho publicado 
em 1785 nas Memorias da Academia das Sciencias ele Paris. Vamos estudar algumas das 
suas propriedades mais elementares. 

r. Derivando k vezes a identidade 

vem 

elk(x;xk 1)"= ~~o(-l)~(~) (2k-2r~) ... (k-2~+1)x/c-2~ 

= ~ (-l)f; (k) . i2k - 2r1)! x/c-2~ 
f;=o ~ (k-2~)! 

= ~ (-1)~. k ... (k-~+1)x1.3 ... (2k-2~-1)x2.4 ... (2k::-.2~) X',-2~ 
~=o ~!(k-2~)! 

= ~ (-1)~. 1.3 .. . (2k-2~-1)2k-Pd x lc- 2f;. 
f;=o ~!(k-2~)! 

Comparando esta egualdade com a expressão de X lc anteriormente achada, deduz-se a 
fórmula notavel, devida a Olinde Rodrigues, 

II. Derivando a funcção 

relativamente a u} vem 

e portanto 

i 

Y = (1 - 2ux + ü 2)- "2 

3 

y'=(x-u) (1-2ux+u2)-"2 

Derivando agora k vezes esta equação, temos (n. o lOá-II) 

y(k+i) (1- 2ux + u2) -ky(k) (2x -- 2tb) + 2 (.~ ) y(lc-i) = y(k) (x - u) _ ky(k-i), 
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e portanto, pondo n = 0, 

ylk) 

Esta equação, pondo X/c= ;!' dá 

246 

(k+ 1) X"+l - (2k+ 1)x Xk+k X/'_1 = O. 

Temos assim uma relação linea1' 1'eC01Tente entre tres polynomios consecutivos de Legen­

dre, por meio da qual se podem formar successivamente estes polynomios a partir do terceiro. 

III. Como a eqmíção (x~ -1 y = O tem k raizes eguaes a + 1 e k raizes eguaes a - 1, a 

~ d (x2 -1)k ° á k 1 . + 1 7 1 . 1 ' equaçao --d-x--= ter' - raizes eguaes a ,If,- raIzes eguaes a - e \em 

virtude do theorema de Rolle) uma raiz real comprehendida entre + 1 e -1. 
d2 (x2 __ 1)k 

Pela mesma razão, a equação -----a:~ = ° terá k - 2 raizes eguaes a + 1, k - 2 

raizes eguaes a - 1 e duas raizes desegnaes comprehendidas entre + 1 e ...:- 1. 

Continuando o mesmo raciocinio, conclue se emfim que a equação XI' = ° tem k ratzes 
1'eaes e deseguaes, C01l7p1'ehendidas entre + 1 e -1 (Legendre) 

IV. Pondo (x2-1)"=z, temos 

ldog (x2 -1) = log z, 

e, derivandtl, 

(x2 -1) z'-2kxz=O. 

Derivando k + 1 vezefl esta equação, vem 

(x 2 -1) z(/t+2) + 2 (k + 1) XZ1k+11 + k (le -+ 1) Zlk)- 2k [xz(k+1) + (k+ 1) zlk)J = 0, 

ou, pondo z(k) = 2k k ! X k e fazendo as reducções, 

(x2-1) X;; + 2x Xk-k (k+ 1) X k = O. 

Os polynomios de Legend1'e são pois soluções de urna equação differenciallinear de segunda 

or-dem (Legendre). 

V. Da relação entre tres polynomios de Legendre consecutivos (II) vamos timr o limite 

para que tende a razão XXk = Ak, quando k augmenta indefinidamente, suppondo I x I > 1. 
k-j-1 
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Dividindo primeiramente esta relação por k Xkt-il vem 

Consideremos em seguida a relação 

que determina' uma serie de funcções BD, Bi, et~., dada uma d'ellas Bo, que supporemos ser 

egual a Ao. 
Chamando Zi e Z2 as raizes da equação 

e notando que é z{ + Z2 = 2xJ Zl Z2 = 1, podemos escrever a equação precedente debaixo da 

fórma 

ou 

Bk-Zi Zj Bk-i -z{ 
Bk-Z2 = 'Z2 • Bk-l =-Z2' 

Mudando n'esta equação successivamente k em k -1, k - 2, k - 3, ... , 2, 1, vem uma 
serie de equações, das quaes se deduz 

Esta egualdade mostra que Bk tende para o limite z{, quando k augmenta indefinida­

mente, se é I z21 > I z{ I, e que tende para o limite z~, se é I z21 < I z{ I· 
Por outra parte, se na equação de que se partiu substituirmos as quantidades Ak e Ak_i 

1 
por Bk e Bk-l., obtem-se o resultado k (1 - xB,,) , que tende para O quando k tende para ex:; 

e vê-se portanto que A" e B" tendem para um mAsmo limite, quando k tende para m. 
Logo a razão Ale de dois polynomios de Legendr'e consecutivos tendm'á para aquella das 

qucmtidades x + v' x 2 - 1 e x - v' x 2 - 1 -que tiveJ' menor valor absolzóto J qucmdo k augrnentct 

indefinidamente. 
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II 

Desenvolvimento em sel'ie de alg'umus funcções tl'anSCemlelltes 

119. Exponencial. - Principiemofl pela exponencial y = eX, que dá y(n) = eX, e portanto 
yg') = 1. 

Applicando a fórmula de Maclaurin, com a expressão do resto de Lagrange, vem 

Suppondo x comprehendido entre os dois inteiros m e m + 1, o resto Rn é o producto dos 
tres factores 

xm X X X Dx - --.-- - e 
m!'m+1m+2"'n' , 

elos quaes o primeiro e o terceiro são finitos, e o segundo, por ser menor do que~, tende 
n 

para zero, quando n tende para o infinito. Logo Rn tende tambem para 0, e temos o desen-
volvimento em serie, descoberto por Newton, 

(1) 

que tem logar qualquer que seja o valor de x. 

r. Se x for positivo e menor do que n + 1, temos 

e portanto, sommando a progressão que entra no segundo membro, 

(n+1)xn 
Rn< . 

n!(n+1-x) 

Se x for negativo e inferior, em villor absoluto, a n + 1, temos (n. o 22-VII) 
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Por meio d'estas fórmulas calcula-se um limite superior do erro que se commette, quando 
se toma para .valor de eX a somma dos n primeiros termos do seu desenvolvimento. 

II. Pondo na fórmula (1) 00=0, vem 

1 1 1 
e=1+1+-2 , +-3' + ... +-, + ... .. a. 

Por esta serie calcula-se o valor de e mais rapidamente do que pelo processo indicado no 
n.O 30. 

Este numero e é irracional. Com effeito, se e fosse egual a uma fracção m, teriamos 
n 

mIl 1 1 
-= + +2'+" .+-, + ... , n . n. 

e portanto 

ou 

ou 

mIl 1 
--2---- --<--n 2!'" n! n!n 

1 
(n-l)! m- 2(n! )-... -l<-i 

n 

e portanto o numero inteiro positivo, que o primeiro membro d'esta egualdade representa, 
seria menor do que uma fracção, o que é absurdo. 

Lambert demonstrou que todas as potencias inteiras de e são irracionaes, e modernamente 
Hermite demonstrou que este numero é transcendente, isto é, que não póde ser raiz de uma 
equação algebrica com coefficientes racionaes (1). 

120. Logarithmo de (1 +00). -Consideremos agora a funcçilo y = log(l + y). 

(1) Comptes1'endus de l'Académie des Sciences de Paris, tom. LXXVII. Veja·se tamhem no tom. CXVI uma 
demonstração muito elementar da mesma proposição, devida a Hurwit~. 

GG 
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y' = (1 +x)-1, y" =- (1 +X)-2, y'" = (-1)2 (1 +X)-3, 
y(n) = (_1)n-1 (n -1)! (1 +x)-n, 

.. " 

a fórmula de Maclaurin dá, empregando a expressão do resto de Cauchy, 

1) Se x estiver comprehendido entre + 1 e - 1, a fracção 1: O;; é finita, a fracção 

(11+0~) n-I. é mlmor do que a unidade e :en tende para zero, quando n tende para o infinito. 

Logo Rn tem por limite zero, quando n augmenta indefinidamente, e a funcção proposta póde 
ser desenvolvida em serie pela seguinte fórmula, publicada. em 1668 por Mercator na sua 
Logarithmotechnica: 

É facil ver, empregando a expressão do resto de Lagrange, que esta fórmula ainda 

subsiste quando X = 1. 
2) Se o valor absoluto de x for superior á unidade, esta serie é divergente (n.o 22-III); 

x a+1 x a 
visto que a razão dos dois termos consecutivos --1 e - tende para o limite x) quando a a+ a 
tende para 00. Tambem é divergente quando x = -1. 

I. Da fórmula precedente deduz-se outra, adoptada ao calculo dos logarithmos dos nu­
meros inteiros. Ponhamos para isso 

p-q 
x=---

p+q' 
o que dá 

p l+x -=---, 
q l-x 

e portanto 

logp-Iogq= log (1 +x)-log (l-x) 

( 
x3 x 5 :;cn ) 

=2 x+T+fj+" '+n+'" 

onde n é impar. 
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Esta serie é tanto mais convergente quando menor for p - q e maior for p + q, e serve 

para calcular logp) quando logq é conhecido. Pondo q= 1, dá immediatamente logp. 

O erro que se commette parando no termo de grau n -- 2 d'esta serie é inferior á somma 

da progressão 

2 (p- q)n [ (p_q)2 (p_q)4 J - - 1+ - + - + ... , 
n p+q _ p+q p+q 

isto é, ao numero 

(p_q)n 
2npq (p + q)n-2 

121. Fnncções cÚ'culares. - I. ConsideremoA a funcção y = sen x. Temos, applicando 

a fórmula de Maclaurin, 

x 3 x 5 xn-1. xn ( 7t ) 
senx=x--3 , +"1-" .+-( _ -1)'-+-' sen Ox+n-2 • D. n. n. 

e portanto, visto que sen (Ox + n 'iC) é finito e ~~ tende para zero, quando n augmenta in-
d fi 'd n n. e 111 amente, 

qualquer que seja x. 

II. Do mesmo modo se acha o desenvolvimento em serie de cos x: 

x 2 x 4 x 2a 
cos X = 1 - 2T + 4T - ... + (2ct) I + ... 

As funcções sen x e cos x appareceram pela primeira vez na Trigonometria, e ahi foram 

obtidas geometricamente as suas propriedades. Definindo estas funcções pelas series prece­

dantes, descobertas por Newton, póde constituir-se analyticamente toda a sua theol'ia (I). 

III. Applicando finalmente a fórmula de Maclanrin á funcção y=arc tang x) vem (n. o 106), 

considerando o valor de y comprehendido entre - ; e ~, 

x 3 x 5 x n-1. 
arc tang x = x - """3 + 1) - ... + n -1 + RJl) 

R I. .r,n 
n= (_l)n- - senn cp sen ncp, 

n 

(1) Tannery: Inl1'oduction à la théurie eles fonctiolls, 1886, pago 153. - Godefl'oy: Théorie élémentaú'e eles 

séries, 1903, pago 149. 

*" 
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onde 9 é dado pela egualdade 6x = cotp. Logo, quando I x I é egual ou inferior á unidade, 
R" tende para zero, quando n tende para o infinito, e temos o desenvolvimento, descoberto 
por J. Gregory, 

Se é I x I > 1 a serie precedente. é divergente. 
É um corollario da fórmula precedente a seguinte expressão de 7t: 

III 

Interpolação 

122. O fim da interpolação é procurar uma funcção f(x) que, quando a x se dão os 
valores Xl, X2, xa, •.. , Xk , tome valores yI, y2, ••. , Yk dados. 

Este problema é indeterminado, quando se. não dá a fórma da funcção. Aqui supporemos 
que se quer que a funcção f(x) s~ja inteira e do grau k -1, e n'este caso satisfaz evidente­
mente ao problema a funcção dada pela fórmula se.guinte, devida a Lagrange: 

f( ) (X-Xil)(X-Xa) ..• (x-xk ) 
X = yl 

. (Xi - X2) (Xi - xa) ... (XI - Xk) 

+ (X-XI)(X-Xa) .. ,(X-Xk) 
(Xi! - xl.) (X2- xa) ... (Xi! -Xk) y2 

+ ......................... . 
+ (X - xt) (X - X2) • •• ex - Xk_I) 

(Xk - Xi) (Xk - X2) .•. (Xk -Xk-i) Yk. 

Emprega-se tambem muitas vezeFl, para resolver o mesmo problema, o methodo seguinte, 
devido a Newton. 

Ponha-se 

f(X) -.A +B (X-Xi) +0 (X-X!) (X-X--2) + ... 
+M(X-Xl) (X-X2)' . . (X- XI.:_I) 

e determinem-se os coefficientes A, B, 0, ... , M de modo que. y tome os valores yi, y2, 
Yk, quando X toma os valores Xl, X2, .. " XIc. 

... , 
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Temos primeiramente, pondo x = Xi, A = yl. Pondo depois X = X2, vem a egualdade 

que determina B. A egualdade 

determina depois C. Continuando do mesmo modo, determinam-se todos os coefficientes da 
fórmula anterior. 

As expressões analyticas d'estes coefficientes em funcção de Xi, X2, etc. e de '!}I, '!}2, etc. 
foram dallas por Ampere em um trabalho publicado no tomo XVI dos Annales de Gergonne. 

L PIIl'a o caso particular em que temos 

X2 -, Xl = X3 - X2 = ... =XIc - XIc-1 = h 

deu Newton uma fórmula notayel, que vamos demonstrar. 
Representemos, como no n.o 111, por I1f(x) o augmento que recebe f(x), por 112f(x) 

o augmento que recebe I1f(x), etc., quando X recebe o :mgmento h; temos 

f(Xl +h) = f(xI) + I1f(Xl) , 

l' (Xi +h) = f(XI) + 2I1f(Xi) + 112f(XI), 

f(Xi + 3h) =f(XI) + 3I1f(Xl) + 3l12f(Xl) + 113f(Xi), 

Obtem-se d'este modo, por inducção, a fórmula geral 

, n(n-1) 
f(Xi+ nh)=f(xl)+nl1f(x!)+ 1.2 112f(xi) 

+ n (n - 1) (n - 2) A 3f ( )-l-
1 .2 . 3 U XI I"" 

que se demonstra por um methodo analogo ao que foi empregado no n.o 105-II em uma 
questão semelhante. 

Pondo agora n'esta relação XI + nh = X~ vem a fórmula de Newton 

f(X) =f(:1'I) + (x h xlt I1f(xl) + (X-7~)2~2-X2~ 112f(xI) 

--L (x-wtl (x -X2) (X-X3) A3f( )--L 
I 1.2.3h~ U XI. I"', 
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que pretendiam os obter. Foi d'esta fórmula que 'l'aylor partiu para achar a serie conhecida 

pelo seu nome. 

II. A doutrina precedente applicn-se ao calculo approximado dos valores que tem uma 

funcção F (x), em um ponto qualquer x) quando se conhecem os valores '!ii, '!i2, •.. í '!iii, que esta 

funcção tem nos pontos Xi, X2, ••• , x/c. 

Com effeito, a differença F (x) - f (x) devendo ser llulla nos pontos Xi, X:2, ... , X/o temos 

Consideremos agora a funcção 

cp (z) = F (z) - fez) -·K (Z-Xl)' •. (Z-X/c), 

a qual se annulla nos pontos Xi, X2, ••• , Xk) x) e supponhamos que as funcções f (z), fi (z), •.. , 
f(lC) (z) são finitas no intervallo comprehendido entre o maior M e o menor m d'estes numeroso 

A derivada cp' (z) deve annullar-se em k pontos, comprehendidos entre m e M, a derivada ry" (z) 
em k - 1 pontos, comprehendidos entre os precedentes, etc. Vê-se finalmente que cp(lr) (z) se 
deve annullar em um ponto X, comprehendido ent.re m e M. Notando agora que fUr) (z) = 0, 

por ser egual a k -1 o grau de f(z), podemos escrever 

cp(k) (X) = F(Ie) (X)-k! K=O, 

e por anto 

Vê-se pois que o polynomio f (x), precedentemente determinado, tende para F (x), quando 

k tende para 00, no caso do a expressão 

que se chama resto) tender para O. 
O methodo para o calculo approximado das quantidades que vem de ser considerado, foi 

dado por Newton no seu Methodus diffel'eniialis) publicado em 1711, e applieado por este 

grande geometra ao calculo das ·àreas planas. A expreE'são do resto que vem de ver-se foi 

dada por Ampere no trabalho precedentemente mencionado. Mais tarde sed dada outra, 

devida a Hermite. 

Quando a escolha dos numeros Xi, X2, ••• , ';I'/() que entram na questão considerada, se 

poder fazer de um modo arbitrario, convem dar-Ih"s os valores l~ cos -;i, h cos ~~, ... , 
(2k -1) 7t , 

h cos 2k ~h e - h representando os valores entre os quaes vana x), para obter os resul-
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tados mais rapidamente convergentes. Póde ver-se a demonstração d'esta proposição, devida 
a Tchebicheff, no Calwl diffé1'entiel de Bertrand, e podem ver-se outras vantagens do emprego 
d'estes numeros na nossa memoria sobre a convergencia da fórmula de interpolação de 

Lagrange, publicada no tomo CXXVI do Jornal de Crelle (1). 

123. Consideremos agora o caso mais geral de serem dados os valores que tomam a 
funcção f (x) e suas derivadas, quando á variavel x se dão valores particulares. 

Sejam Xi~ X2, ... , x" os valores dados a x, e sejam os 'valores correspondentes da funcção 
e suas derivadas os seguintes: 

. (a-1) 
yi, yi) ... , Yi 

• (~-1) 
Yi, Yi! ..• , Yi 

. (l-1) 
Yk, '!II" ••. , Yk • 

Ponhamos (2) 

e (n.o 42-1) 

f(x) = ~ [~+~~+ ... +~-J, 
fi (x) i=1 X-Xi (X-Xi)2 (X-Xi)~ 

~ 1 ~ 2 o . h~f(Xi+h) 
onde M1 I M2, ... , M~ são os coefficientes de h - I h -, .•. I h no quoCIente f1 (Xi + h) . 

Por outra parte, representando por AI, A2, ••. , Aa; ... ; B1, B21 ... , B~; ... os 

numeradores das fracções simples em que se decompõe a fraccão ~ 1 )' temos 
, J1 (x 

f(x) = Ad(x) +}\2 f (x) + + Aaf(x)_ 
fi (x) X -X1 (X-XI)2 '" (x - X1)a 

+ ............................. . 
+ B1f(x)+ B2f(x) + +_B~f(x~ 

X-Xi (X-Xi)~ ... (X-Xi)~ 

+ ............................. . 
+ Pl{(x) +~f(x) + ... + Plf(x). 

X-Xk (X-Xk)2 (x-x,,)À. 

(1) Obras sobre Mathematica, t. l. 

(2) A analyse que segue é tirada do nosso artigo Sur une formule d'interpolation, publicado nas Memorias 
da Sociedade Real 'das Sciencias de Li"ége (2.> serie, tom. x). 
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Pondo x = Xi + h) multiplicando por h~ e ordenando segundo as potencias de h) vem 

h~j(Xí h) -B [ ~-1 ~ I ] 

fI (X:i+ h) - 1 h f(Xi) + h f (Xi) +. " 

[ h~-2 j (Xi) + + ... J 

+B~~(Xi)+ hj' (X;) +. .. + (~ 1 f)fh~-ll~-l) (Xi) + .. .J 
+ 

onde o termo Rh~ contem potencias h, eguaes e superioresa que resultam termos 

da funcção considerada em que não entram Bl, B2, ...... , B~. 
Temos 

portanto 

Esta fórmula 

l\'Il=Blj(Xi)+B2j'(Xi)+ . +(~ 11)!B~j(~-1)(Xi)' 

IvI2 = B2j(x;) + B3j' (Xi) + ... +(~ 12)! B~j(~-2) (Xi), 

+ ................................... . 

uma inteira do grau u. + ~ -L 
~ o. I 1, que resolve 

~d by 

questão 

~le 
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proposta. Vê-se que, para a applicar, é necessario decompôr em fracções simples a fracção 

1 
fiCx) . 

A questão de que vimos de nos occupar foi considerada por Hermite no tomo LXXXlV do 

Jornal de Crelle, onde. deu. as condições para que uma funcção dada possa ser representada 

por f(x) com um grau de approximação tanto maior, quanto maior forem os valores de k, rl, 

~, etc. Estas condições serão consideradas em outro logar d'esta obra. 

IV 

Desenvolvimento em sede (las f'1l11CçÕeS implicitns 

124. A fórmula de :Maclaurin applica-se tan,to ás funcções explicitas como ás funcções 

implicitas. Aqui vamos fazer applicação d'elll1 á funcção implicita y definida pelas equações 

que vamos desenvolver em serie ordenada segundo as potencias de x. 
Derivando a segunda equação relativamente a x e a t, vem 

~: = <Pi (u) + 2x rp2 (u) + ... + kXIc- 1 rpk (u) + [x epi (~t) + x2 ep2 (~t)+ . .. + xlrep;' (n)] ~: J 

dn 1 [ . ( + k' J dtt (]t= + Xrpl u)+ ... x CfiIr(U) dt-; 

. e portanto 

ou 

pondo 

:Mas 

d~t= 01 du) 
dx . dt 

d.1J _ dy . dn dy dy du. 
dx - du • dx J -dt = du . di ' 

EH 
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logo teremos 

Derivando esta equação relativamente a x e a t e chamando 02 a derivada de 01 relativa­
mente a x, considerando u como constante, vem 

d2y d2y dy [ dOi dn] -=--01+--- 02+01--'-' 
dx2 dx dt dt du dt 

e portanto 

ou 

Derivando esta equação relativamente a x, obtem-se do mesmo modo 

e assim successivamente. 
Em geral, podemos pôr 

sendo A, i, a, ~, etc. numeros inteiros que vamos determinar. 
Para isso, appliquemos a fórmula precedente á funcção definida pelas equações 

o que dá 

du d2u d2n 
01 = 1 + 2x + ... + kxk-i = dx' 02 = dx2 ' 03 = dx3 , etc.; 
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e teremos 

Por outra parte, temos (n.o 105-IV) 

onde ~ se refere ás soluções inteiras e positivas da equação 

e onde 

Comparando as duas fórmulas precedentes, obtem-se .0 valor de A e os de a, ~, ..• 

Vem pois 

Pondo agora x = O nas fórmulas 

vem 

e portanto 

onde 

'"' 

01. = <pI (u) + 2x <p2 (x) + .•. + kxk-I. <pIe (tt), 

02 = 2<p2 (u) +2. 3x <p3 (u) + ... + k (k-l) xk-2 (PIe (tt), 

OI.=<pI(U), 02=2!cp2(U), • •• , Ok=k!<pIc(U), 

Ok+i = Ü/C+2 = ... = O; 

( dny ) = ~ ~_. di-I. [f' (t) (cpl (t)Y'· (cp2 (t))~ . .. (<pie (t)iJ 
dxn o a ! i3 ! .. , À. ! dt i - i , 
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Applicando á funcção proposta a fórmula de :Maclaurin, vem pois o desenvolvimento 
pedido: 

=f( ) +?n~1 ~ ~ __ n_f _ di-i [fi (t) (Cft (t))a • •. (CPk Ct»"] + R 
y t .... ,...., (.l , À , d i-i . 

n=1 n. a.I'..... t 

D'esta fórmula, que publicámos no nosso artigo Sur le développement des fonctions impli­

cites (Jonrnal de Mathématiques de Liouville) 3. a serie, tom. vn), tira-se, pondo k = 1, afór­
mula notavel 

?n~1 x n dn- i [1' (t) (cpI (t) ln] 
y=f(t)+ ""' -, d n-i +R, 

n=1 n. t 

devida a Lagrange (I), que dá o desenvolvimento em serie da funcç,ão y definida pelas equa­

ções 

y=f(u), U=t+XCPi(tt). 

As condições de convergencia das series precedentes, que se não podem tirar da conside­
ração do resto, por ser muito complicado, serão dadas n'oritra parte d'este Curso. 

v 

llJaximos e minimos (2) 

125. Diz-se que a funcção y=f(x) é maxima ou tem um valor maximo no ponto X=XI, 

quando o valor f(xI) da fllncção é maior do que os valores que ella tem nos pontos visinhos 
de XI; isto é, quando existe um numero hil tal que a desegualdade 

seja satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre h i e - h i • 

De mesmo modo, diz· se, que a funcção é minima ou tem um valor minimo no ponto X = XI, 

se existe um numero ht, tal que a desegualdade 

seja satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre hi e - h l • 

(1) Oeuvres, tom. III, pago 25. 
(2) Foi Fermat o primeiro inventor de um methodo geral para determinar os valores maximos e minimos 

das funcções. Newton e Leibnitz applicaram a esta questão o methodo diflerencial. 
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Se a funcção dada tem uma derivada finita no ponto Xl, a funcção cresce com X na visi­
nhança d'este pauto, se o numero fi (xi) é positivo, e decresce, se este numero é negativo 

(n. o 63). Logo, para que no ponto Xl a funcção tenha um valor maximo ou minimo, deve ser 

j' (xl) =0. 
Supponhamos pois que é l' (Xi) = O e que a funcção j(x) tem no ponto Xi uma derivada 

de segunda ordem finita e differentede zero. Temos (u.os 55 e 63) 

onde "I representa lima quantidade infinitamente pequena com h e O uma quantidade pORitiva 
menor do que a unidade. Mas, attendendo a que EI tende para O com h, vê-se que existe um 

numero positivo hi, tal que a desegua!dade I EI I <II" (XI) I é satisfeita pelos valores de h 

comprehendidos entre hi e - hi, e portanto que f' (Xl) + Ej tem o signal de f" (Xi) no inter­
vallo considerado. Logo a desegualdade 

é satisfeita pelos valores de h comprehendidos entre - h! e !ti, se o numero f" (XI) é positivo, 
ou a desegualdade 

se o numero f" (Xi) é negativo; e portanto a X = XI corresponde um valor minimo de y, 
quando f" (Xl) é positivo, um valor maximo, quando f" (Xl) é negativo. 

Se forf" (XI) = O e se a funcção f(x) tiver uma derivada de terceira ordem finita e diffe­
rente de zero no ponto XI, temos a egualdade 

onde Ej! representa uma quantidade infinitamente pequena com !t; e esta egualdade, attendendo 

a que existe um numero hl , tal que a desegualdade I E2! <If" '(X!) I é satisfeita pelos valores 
de h comprehendidos entre -h l e h l , mostra que o 'signal da différença f(X! +h)-f(X!) 

muda com o signal de h, quando li varía desde --' h! até h!. Logo no ponto XI a funcção j(x) 

não póde ter valor maximo nem minimo. 

Continuando do mesmo modo, o'btem-se a regra seguinte, para achar os valores de x que 
tornam a funcção y maxima ou minima: 

Resolva-se a equação f (x) = O e wostitlta-Se cada um dos valO1'es obtidos para X nas deli­

vadas seguintes f" (x), f"' (x), .. " até encontrar uma f tnl (x) que não se unnulle. Se esta deri­

vada f01~ de o1'dem impar, ao valor de'x considerado não cOlTesponde nem ma;('imo nem minimo; 

se fO?' de ordem par, ao valor de x comiderado cOrl'esponde um maximiJ, se este valor tOT1wr 

a dm'ivada ftn) (x) negativa, corresponde um minimo, lie a tornar positiva. 
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SubstituindQ depois estes valol'es de 'x nct juncçãoproposta) obtêem-sB os valores maximos e 

minimos prowrados. 

EXEMPLOS: 1.0 Para achar os valores de x que tornam maxima ou minima a funcção 

temos de resolver a equação 

que dá x=1 e x=2, 
Substituindo o valor x = 1 na derivada 

yl!=12x~ 18, 

vem um resultado negativo; portanto a x= 1 corresponde um maximo y = 1 da funcção con­

siderada. 

Substituindo o valor x = 2 na mesma derivada, vem um resultado positivo; portanto a 

x = 2 corresponde um minimo y = O. 

2.° Achar o rectangulo de perimetro dado que tem maior área, e o rectangulo da área 

dada que tem menor perimetro. 

Sejam x e y o comprimento dos lados do rectangulo e 2l o perimetro. Temos, represen­

tando por S a sua área, 

e portanto 

S'=l-2x, S"=-2. 

Pondo S' . 0, vem x = ~ l e portanto y = ~ l. Logo '0 quadrado é o maior dos rectan­
gulos considerados. 

Seja agora xy = a2) a representando uma quantidade dada. Temos 

e portanto 

l' -:- 1- a2 x-2, lI! = 2a 2 x- 3• 

Pondo agora l' = ° e considerando sómente a solução positiva d'esta equação, que é a 

unica que satisfaz ao problema enunciado, vem x = ct) e portanto y = ct. Logo o quadrado é 

o menor dos rectangulos que têem uma, área de valor dado. 
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3.0 No caso da funcção y = cos !' temos de resolver a equação 

Y'=~sen ~=O, 
x- x 

que dá, considerando só os valores positivos de x) x = _,,1 , onde k = 1, 2, 3, ., ., 00. 
{;']t 

A derivada segunda 

II 2 1 1 1 
Y =--sen ----cos­

x 3 x x" X 

dá y" = - k4T:~ cos krr.; logo a x~~, x = 21-, etc. correspondem alternadamente o minimo . ~ . ~ 

- 1 e o maXlmo + 1. 
Temos aqui o primeiro exemplo de uma funcção que, quando x se appI'oxima indefinida­

mente de zero, oscilla entre + 1 e -1; de modo que, entre zero e um outro valor qualquer 
dado a x) tem um numero infinito de maximos e mínimos. No ponto x = O a funcção é inde­
terminada. 

126. Pela regra precedente acham-se os pontos em que a funcção f(x) é maxima ou 
minima e admitte uma derivada finita. Para achar pois todos os pontos em que f(x) é maxima 
ou minima, é necessario considerar ainda os pontos em que esta funcção não admitte deri­
vada, e os pontos em que a derivada é infinita. 

Seja Xi um d'estes pontos. Para ver se n'elle a funcção é maxima ou minima, basta ver 
se fi (Xl + h) muda ou não de signal com h) quando h varía desde - hi até hl.. Com effeito, 
se l' (Xl. + h) muda de signal com h e passa de negativa para positiva, a fllllcção f (x) passa 
de (n. o 63) decrescente para crescente, e portanto no ponto Xi é minima. Se f' (X! + h) 

muda de signal com h e passa de positiva para negativa, a funcção f(x) é maxima no ponto 

Xi. Se l' (x:! +h) não muda de signal com h) a funcção f(x) não é maxima nem mllllllla 
no ponto Xl.. 

Applica-se este mesmo methodo quando se procuram os maximos e minimos correspon­
dentes aos pontos que satisfazem á equação fi (x) = 0, se a fnncção f (x) não admitte no 
ponto Xl. algumas das derivadas a que é necessario recorrer no methodo exposto no numero 
anterior, ou se alguma d'estas q.erivadasé infinita n'este ponto, ou ainda se o methodo ante­
rior leva a calculos complicados: 

Assim, por exemplo, a fnncção 

2 

y=!(x)=b+(x-a)3 

dá 

I 2 ( . )_! 
Y=T x - a ~. 
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A derivada y' torna-se pois infinita quando é x = aJ e póde portanto a funcçào ser a-

xima ou minima no ponto a. 2 1 

Pondo x=a+h em]' (x) vem o resultado h-T, e portantof(a+h) passa no ponto 

a lwgativa positiva. a (·{)"'·l'C·Qy\ pois um valor minimo da funcçfío dada. 

12'4. Se a funcção cujos maximos e minimos queremos achar, for a func~~ão implícita Yl' 
definida pela equação F (xJ y) = 0, determinaremos, pela eliminação de x e y entre as equa-

BF 

F(x, y)=O, y'=- -~; =0, 

Bp 

os valores de x que tornam y maxima ou minima e os valores de y correspondentes. Substi­

tuindo depois estes valores Ilas derivadas y", y'", etc., vê-se, pela ordem da primeira deri-· 

vada que não se annnlla e pelo elo resul quaes (l'estes valores y "ão lllaxilllos 

OH ml11UTIos. 

Procuremos, por exemplo, as ordenadas maxima e mínima da hype:rbole cuja equação é 

2x2 + 3xy - 2V2 + 50 = O. 

Eliminando entre a e a 

ou 

vem +3, V= 
Derivando '!l' pondo no resultado x V = -4, para V'I valor 

logo abscissa corresponde Ullla ordenada maxima 4, ou uma onknada 

cujo valor absoluto é minimo e egual a 4. Os valores x = - 3, V = 4 dão a V'I um valor posi­

tivo; lo~o á abseissa x = - 3 corresponde uma ordenada mini ma V= 4. 

Funcções duas varict'eeis independentes. - Diz-se que a funC'çfio duas varíaveis 

z =] (xJ V) é maxima no ponto (XI, YI), se o valor] (XI, Vil da funeç'ão é maior do que 

os valores que ella toma nos pontos visinhos de (Xi, Vi); isto é, se exi,;(e um numero 

~, tal que desegualllade ](XI + h) k) <f(J,'I, seja satisfeita por todos os 
valores de h e comprehendidos ('ntl'e - ~ 

Do mesmo moclo, diz-se que It funcção é mininw no ponto (Xi, VI), ,e existe um numero ô, 
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tal que a desegualdade f (X! + h, yl. + k) > f(Xt, YI) seja satisfeita por todos os valores de h 
e k comprehendidos entre - a e +(;. 

Todos os pontos (x, y) visinhos de (XI, Yl) estão situados sobre as rectas representadas 

pela equação y-yt=a(x-xl.) ou sobre a recta representada pela equação ,X=XJ. Para 

que a funcção z seja pois maxima no ponto (Xl, YI), é necessario e sufficiente que a funcção 
de uma variavel 

(1) f[X, YI.+a(x-xl)J=cp(X) 

seja maxima no ponto X=Xt, qualquer que seja o valor de a, e que a funcçãof(Xtl y) seja 

tam bem maxima no ponto y = yl; e, para que z seja minima no referido ponto, é necessario 

e sufficiente que as funcções precedent-s sejam minimas no ponto x=x( e y=yl., qualquer 

qne sfja o valor de a. B B 
Posto isto, supponhamos que -B: e B; são funcções continuas de X e y, e procuremos os 

valores d'estas variaveis que tornam z maxima ou minima. 

Notemos, para isso, que é condição necessaria para que a funcção (1) seja maxima ou 
minima no ponto X = Xl, quando a Ct se dá um valor particular qualquer, que a equação 

'() Bz + Bz O cp X = a;- aya= 

seja satisfeita pelos valores X = Xi e y = yl.. Para que a fllncção (1) seja pois maxima ou 
minima, qualquer que seja o valor dado a 0., devem Xl e yl satisfazer ás equações 

~-o Bx - , ~=o. By 

Estas equações determinam pois os valores de X e y que podem dar a ?J um valor maximo 
ou minimo. 

Derivando cp' (x) relativamente a x, attendendo á segunda das equações precedentes e 

representando por 1·, s, t os valores que tomam as 

(Xt, Yl.), vem o trinomio 

. B2Z B2z ó2z 
derIvadas Bx2 ' Bx By 'By2 no ponto 

que, para aos valores Xl e yl de X e y poder corresponder um valor maximo ou minimo de ít, 

deve ser nullo ou ter sempre o mesmo signal, qualqner que seja o valor de a. 
Spjam ao e 0.1 as duas raizes da equação que resulta de egualar a zero o trinomio ante­

rior, e portanto 

II 
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1 Se as ao e ai reaes e (:/' muda ele signal quando a por 

ao e por (I:{; logo a funcção z nào póde ser n'este caso maxima nem minima no ponto conSl­

derado. Dá-se esta circumstancia quando é 7't - s2 < O. 

Se as raizes ao e ai imaginarias t'guaes a temos 

e vê-se portanto que y" (x) tem sdnpre o signal de t, qualquer seja a) e que a fllncção (1) é 

x = xl, t é e quando positivo. 

é tambem maxima e quando 

tivo. Logo a funcção z é maxima no ponto (Xl, .1)1) no pnmeIro caso e minima no seg11l1l10. 

Dá-se esta circu;nstancia quando é 1't - s2 > O. 
o Se as raIzes ao forem egllaes, isto é, rt - S2 temos 

portanto y" (x) é nulla quando ao e tem de t caso contrario. Ee-

cOlTE:ôll(lo n' este ÚS derivadas seguintes ponha-se ;:t!1, Y=;ljl = ao nas l'xprt's-

'f/II (x), etc., eneontrar que nào nulla. Se derivac1a de 

ordem impar, a funcção z não é maxima nem minima no ponto (Xl, Yl); se esta derivada for 

de arriem par e o seu signal for differente do signal de tJ tambem z não é maXll11a Ilem 

minima no ponto comiderado; finalmente derivada de ordem 

funcção maxima ou rninima no (Xl, Jjl segundo este é -

4. o Se for t = ° e r differente de zero, o calculo anterior não é applica vel, mas póde-se 

em todo elle trocar X por y e resolver assim a questão. 

Se for lllesmo O e l' 0, temos a o de 

muda pois a fUllcçào não é maxima nem minima no ponto VI). 

(j. Se for l' = ~ 0, a derivada (x) é no ponto VI), qualquer que 

seja aJ e é portanto necessario recorrer á derivada 1"" (x), que deve ser nnlla, qualquPl" (lue 

seja aJ para que n'este ponto possa z ser mllxÍma ou minima, e depois á dérivacla 9''') (x), 

deve ser ter sempre (I mesmo qualqnel' que seja 

Podelllos resumir a parte prinl'ipal c1'esta discussão regra seguinte: 

Pare. acha1' os valores maximal! e minimos de z) 1'esolvam-se relativamente a x e a y as 

ez ez __ O equações ax = 0, e substÍiua-se cada systema dos valores 1'esI~ltantes na exp1'es,<ão 

(
' 62z \ 
oxcy) . 

Os systemas de valores que dão A> ° tornam z maximo) se f) valor correspondente de 

'l:alO1' é 
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O,; systemcts de valores que dão A < ° não tOJ'nct1n z mctxirno nem minimo. 

PW'(J, estudctj" o que acontece nos pontos em. que é A = 0, é necessaj"io 1'ecorrer ás derivadas' 

de z de OJ'dem supel'ior á segunda (I). 

EXElIIPLO 1.0 Achar a mais curta distancia entre um ponto (xo, Yo, zo) e um plano 

Temos de achar os valores de x e y que tornam maxima ou minima a funcção 

z sendo dada em funcção de x e y pela equação do plano. 

As equações que determinam x e y são pois 

e, como estas eql1açõessão as de uma recta perpendicular ao plano: segue·se que o po.nto 
do plano cuja distancia ao ponto dado é minima coincide com o pé da perpendicular abaixada 

do ponto dado sobre o plano, como já se sabia. 

Tirando d'estas equações e da equação do plano os valores de x) y e z e substituindo~os 

na expressão de D, vem a fórmula 

D _ Axo+Byo+O-zo, 
-I 

(1+A2+B2)2 

que dá o valor da minima distancia pedida. 
Podemos verificar que o precedente valor de D é um minimo. Oom effeito, pondo na ex­

pressrio 

!l~ ~'2 = 2 (B2 + 1) 
ay· , 

a2 D2 
--=2AB a.x; ay , 

ê2 D2 
vem o resultado 4 (1 + A 2 + B2), que é positivo, assIm como __ o ay2 

(1) A theoria dos maximos e minimos das funcções de duas ou mais variaveis foi estudada por Lagrange 
em urna i\IcmoTia publicada em 1759 no tom. I da Ml:scellanea Taurinensis. 
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EXE~IPLO 2.° Para fazer uma segunda applicação do methodo anterior, procuremos a 

maxima e a minima distancia entre os pontos de duas curvas planas dadas, cujas equações 

são F (x) y) == 0, f(X, Y) = O. 

A distancia D entre um ponto qualquer da primeira curva e um ponto qualquer da se­

gunda é dada pela fórmula 

e portanto os valores de x e X que podem tornar D2 maxima ou minima e os valores de y 
e Y correspondentes são dados pelas equações das curvas e pelas seguintes: 

X-x+(Y-y)Y'=O, X-x+(Y-y)y'=O, 

as quaes mostram que as rectas que unem os pontos das duas curvas cuja distancia é maxima 

ou minima, são normaes a estas curvas. 

Sejam (Xl., YI), (Xi, Yl) dois pontos assim determinados. Para completar a resolução do 

problema proposto, deve-se ainda verificar se as coordenadas (XI., Y'I) e (XI, Y 1.) satisfazem 011 

não a alguma das condições 

Supponhamos que é satisfeita a primeira d'estas condições. A distancia D2 será entfio 

minima quando for 

1 ~2 D2 
- ~-= 1-1- Y'2+iY -y) Y//>O 2 ÔX2 . \ 

nos pontos considerados, e maxima no caso de ter logar a desegualdade contraria. Repre­

sentando por (a) b) as coordenadas do centro de curvatura da curva F (X, Y) = ° no punto 

(X, Y), podemos eS':lrever esta desegualdade do modo seguinte (n. o 90-I): 

(1 + Y'2): i>O, 

o que mostra que a distancia D2 é minima quando b não estiver comprehendido entre ?fI e 

YI.. A desegnaldade contraria mostra que D2 é maxima quando b está comprehendido entre 

yl. e YI.. 
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VI 

Indeterminações 

129. Se a funcção f(x) é indeterminada quando x = a, chama-se ve1,dadeú'o valor da 

funcção no ponto a o limite para que tende f(x), quando x tende para a. Vamos procurar 
este limite em alguns casos mais importantes (I). 

I. Se for 

. <p (x) 
f(x) = ~ (x) 

e as funcções cp (x) e ~ (x) se annulIarem quando x = a, 
achar o seu verdadeiro valor. Por ser (n. o 64) 

° a. funcção reduz-se aO" e vamos 

quando as funcções <p (x) e ~ (x) são continuas no ponto a e admittem derivadas de primeira 
ordem finitas nos pontos visinhos de à, temos, n'este caso, 

f() I· f( h) I' <p' (a+Oth) 
a = 1m a + = 1m ~' ( + O h)' 

h=O h=O a I. 

Se for <f' (a) =0, ~' (a) = 0, temos do mesmo modo 

f(a) = lim <p' (a + 01. h) = lim ii" (a + Oj!h). 
h=O ~' (a+ 0\ h) h=O ~" (a+02 h) 

Em geral, se forem nullas as funcções <p (a), <p' (a), , .. , <p(n--I) (a) e ~ (a), ~' (a), ... , ~(n-I) (a), 
teremos 

Por esta fórmula calcula-se o' valor de f (a), quando se sabe achar o limite para que tende 
o seu segundo membro. 

(1) O calculo differéncial foi applicado a esta questão por João Bernoulli em um artigo publicado em 

1704 nas Acta eruclitorum, onde considerou as fracções que se apresentam debaixo da fórma ~, 
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Se as funcções tp(n) (x) e ~(n) (x) forem continuas no ponto a, podemos ainda escrever 

tp(n) (a) 
f(a) = ~In)(a)' 

No caso de ser a = oc, podemos pôr x = -} e depois fazer tender t para O. Temos d'este 

modo 

. tp (x) . ~ ( +) . t12 tp' (-} ) . qJ' (x) 
hm--=hm·--=!Im----=hm ---, 
x=~ Hx) t=O ~ ( ! ) t=O t~ ~' (+) X=~~' (x) 

e a regra anterior é ainda applicavel. 

"EXEMPLO. A funcção 

tp(x) eosx-l 
y= ~ (x) = eX-l- sen x 

é indeterminada, quando x =0, assim como a funcção 

A fracção 

tp' (x) - sen x 
~'(x) = eX-cosx' 

tp" (x) 
~"(x) 

-cosx 
---
eX + sen x 

é egual a -1, quando é x = O; logo -1 é o verdadeiro valor de '!h correspondente II x = O. 

II. Seja agora f (a) = :~:; = ~ e procuremos o verdadeiro valor d'esta fracção, isto é, 

o limite para que tende i-~~, quando x tende para a. 

Representando por Xo um numero tal que x esteja comprehendido entre a.'o e G) e sup­
pondo que as funcções tp (x) e ~ (x) admittem derivadas finitas no ponto Xo e nos pontos com­

prehEindidos entre Xo e a, e que ~'(x) é differente de zero n'estes pontos, temos 

tp (x) 
~ (x) 

onde h = llJ-xo' 
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Suppondo agora que a fracção :: ~~ tende para um limite finito e determinado A, quando 

x tende para a~ tambem a fracção ::~:! ;~~ tende para o mesmo limite, quando Xo tende 

para a~ visto que Xo + Oh está eomprehendido entre Xo e x e portanto entre Xo e a. Podemos 
pois dar a Xo um valor tão proximo de a que esta fracção deffira tão pouco quanto se queira 

de A. 
Depois de escolher d'este modo xo, por ser 

1- ~ (xo) 
lim __ ~(x) =J, 
x=a 1- f(xo) 

cp (x) 

podemos dar a c um valor tão pequeno que, para os valores de x comprehendidos entre a - c 
e a+ c, a fracção que entra no primeiro membro d'esta €'gualdade deffira da unidade tão 
pouco quanto se queira. 

Podemos pois dar a Xo um valor tão proximo de Ct e a c um valor tão pequeno que, para 

todos os valores de x comprehendidos entre (t - c e a + c a fracção .fix) diffira tão pouco 
, ~(x) 

quanto se queira de A; e temos portanto (1) 

. ' cp (x) . cp' (x) 
f (a) = bm --;r,--( ) = hm "" ( )' 

x=a 'j' X x=a'j' X 

e, se cp'(x) e ~'(x) são continuas no ponto a~ 

cp' (a) 
f(a) = Jf(a)' 

Logo acha-se o verdadeiro valor da fracção considerada pela mesma regra que no caso 
anterior. 

Se for A = 00, teremos 

lim jix) = lim _~ix) = O 
=a cp (x) x=a cp' (x) , 

e portanto ~ -: ~:~ = 00. A regra é pois ainda applicavel. 

(1) A demonstração precedente é tirada do Calcolo diffel'cntiale de Genocchi e Peano ('l'urin, 1884). 
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EXEMPLO. A funcção 

tp (x) logx 
~ (x) = x-" 

dá -~-, quando x = O. Mas o quociente 

é nuHo, quando x = O; logo é tambem nulla a funcção considerada. 

III. Se a funcção f(x) =tp(x).o/(x) se reduzir a Ox 00, quando x=a) acha-se o seu ver­

dadeiro valor applicando a r8gra anterior á fracção l~ ~x~]~' que se reduz a ~, ou á fracção 

Hx) d 00 
[cp (x)J=T' que se re uz a -00-' 

EXEMPLO. A funcção 

dá O x 00, quando n = 00. Para achar o seu verdadeiro valor, consideremos a fracção 

x"-l 
y= n-i ' 

que se reduz a g e que dá l derivando o numerador e o denominador relativamente a n) a 
fracção 

i 

-n-2 x" logx 
--n-- 2 

que se reduz a log x) quando n = 00. Logo temos a fórmula notavel 

IV. Se a funcção f (x) = cp (x) - ~ (x) se reduzir a 00 - 00, quando x = a) acha-se o seu 
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verdadeiro valor, applicando a regra anterior á fracção 

o 
que se reduz a 1)" 

1 1 
~-~ 

1 
;p (.1:) ~ (x) 

, 

v. Se a funcção y=<p(x)Hx) se reduzir a 00, 100 , 000, quando x=a) acha-se o seu ver­
dadeiro valor applicando a regra anterior á funcção 

log Y = ~ (x) log l' (x), 

que se reduz a O x 00. 

EXE~iPLO. A funcção 

quando n = 00, dá 100 • Para achar o seu verdadeiro valor, determinemos o verdadeiro valor 
da funeção 

log (1 +~) 
log Y = n log (1 +~) = i n , n n-

O 
que se reduz a O; o que dá logy=x) e portanto y=ex• Temos pois a fórmula seguinte, 

dada por João Bernoulli: 

eX = lim (1 +~) ~ 
n=oo n 

JJ 
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CAPITULO VI 

Applioações geoIlletrioas da :fórIllula de Taylor 

I 

Curvas planas 

130. Contacto das curvas planas. - Sejam 

y=f(x), Y = F (X) 

as equações de duas curvas que passam por um ponto M, cujas coordenadas são Xo e Yo, e 
sejam A e B dois pontos das mesmas curvas, correspondentes á abscissa Xo + h. Se o 

y 

o l--_~p-~---X 

segmento AB, egual á differença F (xo + h) -f(xo + h) das ordenadas AO e BO d'estes 
pontos, for infinitamente pequeno de ordem n+ 1 relativamente a PO, diz-se que as curvas 

têem no ponto (xo, Yo) um contacto de ordem n. 

Se pelo ponto (xo, Yo) passar uma terceira curva y = cp (x), que tenha com a curva y= f(o::) 
um contacto de ordem m, e se for n > '111, a segunda das curvas consideradas approxima-se 

mais da curva y = f(x), na visinhança do ponto (xo, Yo), do que a terceira curva y = cp (x). 
Oom effeito, representando respectivamente por ~ e a as differençasF(xo+h)-f(xo+h) e 
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cp(xo+h)-f(::Co+h), é, por definição, 

onde A e B representam quantidades finitas differentes de zero, e E e E' quantidades infinita­

mente pequenas com h,. portanto temos a egualdade 

a qual faz vêr que se pMe dar a h" um valor tão pequeno que a - ~ tenha o signal de 

j~m+l. (B + E'), isto é, o signal de a, quando I h I < hl.. Será pois, para todos os valores de h 

cOillprehendidos entre - h" e + hl, ~ < a. 

131. As condições analyticas para que as curvas consideradas tenham um contacto de 

ordem n, decorrem immediatamente da' fórmula de Taylor, que dá 

F (::Co+ h) - f(::co + h) = F (wo) - f(::co) 

Com effeito, se as funcções f(::c) e F(::c) admittirem derivadas até á ordem n+ 1, conti­

nuas no ponto ::C01 para que a differença F(::Co+h)-f(::Co+h) seja infinitamente pequena de 

ordem n + 1 relativamente a h, é necessario e sufficient,e que as differenças 

sejam nullas, e que a differença Fln+") (::Co)-f1n+l.) (::co) seja differente de zero, o que dá o se­

guinte: 

THEOREMA. - Se as funcções F (::c) e f(::c)admittirem dm'ivadas até á ordem n+ 1, conti­
nuas no ponto ::co, são condições necessarias e sufficientes para que as curvas consideradas tenham 
no ponto (::CQj '!lo) um contacto de ordem n, que ::Co satisfaça ás equações 

(1) F (::c) = f(::c) , F' (::c) = f' (::c), ... , F(n) (::c) = f1n) (::c), 

1_ Resulta ainda d'estas egllaldades e da precedente que a differença F (::co + h)- f(::co + h) 
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tem o mesmo signal, na visinhança do ponto (xo, '!lo), qualquer que seja o signal de h, quando n 

é impar, e que muda n'este ponto de signal com h) quando n é par. Logo, quando duas curvas 
têem um contacto de ordem par no ponto (xo, Yo), cruzam-se n'flste ponto, a, quando têem 
um contacto de ordem impar, tocam-se, sem se cruzar. 

II. Se, tomando para variavel independente uma quantidade t) as curvas forem repre­

sentadas pelas equações x = <fi (t), Y = ~ (t), Y = 7t (t), as equações de condição a que deve 
satisfazer o valor que tem t no ponto (xo' Yo), para que as curvas tenham n'este ponto um 
contacto de ordem n, são, representando por x', y', Y', XII, ••• as derivadas de x, y e Y 
relativamente a t, 

e portanto 

y' Y' 
Y-y ----- 'x,- x" 

y'x" -x' yll 
x'3 

Y' XII_X' Y-" 

y= Y, y' = Y', y" = Y", ... , y(n) = y(nl. 

, ... , 

Como corollario d'estas egualdades resulta que a ordem do contacto de duas curvas é 
independente dos eixos das coordenadas a que estão referidas. Representando, com effeito, por 

Xi e yi as novas coordenadas e por y1 = fi (XI.) e yi = Fi (XI.) as novas equações das curvas, 
as equações precedentes dão; pondo t = XI., 

... , 

132. Seja y=f(x) a equação de uma eurva dada e Y =F(x) uma equação com n+ 1 
parametros arbitrarios, que representa uma família de- curvas. A curva d'esta familia que 
tem com a curva dada um contacto de ordem mais elevada no ponto (xo, Yo) diz-se oscula­

dora da curva y = f(x) n'este ponto. Para obter esta curva, deve-se dispôr dos n + 1 

parametros de modo que sejam satisfeitas as n + 1 equações de condição (1), e a ordem 
do seu contacto com a proposta será aguaI ou superior a n) segundo a differença entre 
j(n+l.) (xo) e F(n+l.) (xo) for differente de zero ou egual a zero. 

133. A doutrina precedente, devida a Lagrange, vae-nos apresentar, debaixo de um 
novo ponto de vista, alguns dos resultados obtidos no Capitulo III. 

I. Se quizermos achar a recta oswladora da curva y=f(x) no ponto (x) y), temos de 
determinar as constantes A e B, que entram na equação 
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da recta, de modo que sejam satisfeitas as condições do contacto de primeira ordem 

y=Ax+B, y'=A. 

A equação da recta pedida é pois 

Y-y= y' (X-x), 

e portanto esta recta coincide com a tangente á curva dada. 
Por ser Y" = Y"' = ... = 0 1 a tangente tem com a curva proposta um contacto de segunda 

ordem nos pontos que satisfazem ás condições f" (x) = 0, f"' (x):; O; um contacto de ter-

ceira ordem nos pontos que satisfazem ás eondições f" (x) = 0, f"' (x) = 0, f(4) (x):; O; etc. 

II. Se quizermos achar o ci'rculo osculador da curva y = f (x) no ponto (x; y), temos de 
determinar as constantes arbitrarias a, b e R, que entram na equação 

de modo que sejam satisfeitas as condições do eontacto de segunda ordem 

y=Y, y'=Y', y"=Y", 

y', y", Y' e Y" representando as derivadas ele primeira e segunda ordem de y e'Y relativa­
mente a x .. As duas ultimas quantidades são dadas pelas equações 

(x- a)2 + (Y -b)2 =R2, 

x-a+\Y -b)Y'=O, 

1 + Y'2+ (Y -b)y/' = O; 

e porisso as condições consideradas reduzem- se ~lS seguintes: 

(x- a)2+ (y-b)2 =R2, 

x-a +(y-b)y' =0, 

1 +y'2+ (y- b)y" =0. 

D' estas equações tirarn-se os valorel> das coordenadas a e b do centro e o valor do raio 
R do circulo osculador 

3 

R =(1+y'2)2 1 +y'2 , 1 +y'2 
'I ,a=x-y'. 'I' b =y-r---,,--· y y y 
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Da comparação d'estas fórmulas com as que dão as, coordenadas do centro e 'o raio do 
circulo de curvatura (n~ o 90-I) conclue-se que o circulo de curvatura e o cÍ1'culo osculador, 

correspondentes ao mesmo ponto de wma curva dada) coincidem (1). 
Esta coincidencia podia ser prevista. Com effeito, das equações y = Y, y' = Y', y" = Y" e 

das fórmulas (3) e (6) do n. o 90 conclue-se que os circulos de curvatura da curva dada e do 

seu circuloosculador no ponto (x, y) coincidem. 

NOTA.' Como na equação geral do circulo entram sómente tres constantes arbitrarias, o 
contacto do circulo osculádor com uma ctlrva é, em geral, de segunda ordem. Este contacto 
é de ordem superior á segunda sómente nos pontos que satisfazem á condição seguinte, que 

resulta de· y'" = y/II: 

3y' y" + (y-b)y'" = O, 

ou, eliminando y - b por meio da ultima das equações precedentes, 

3 y"2 y' - (1 + y'''') y'" = O. 

134_ Pontos de inflexão. - A determinação dos pontos de inflexão da curva y ~ f (x) é 
facil de conseguir por meio do theorema do fi.O 88-1. Com effeito, se fI! (x) é uma funcção 
continua no ponto xo, da egualdade 

onde (;1 representa uma quantidade infinitamente pequena com h) resulta que, para f" (x) 
mudar de signal no ponto xo, é necessario que seja fI! (xo) = O. N'este caso, suppondo a 
funcção fll! (x) finita no ponto xo, a egualdade (n. o 55) 

onde (;2 representa uma quantidade infinitamente pequena com h) mostra que f" (xo + h) 

muda de signal com h) e portanto que (xo, Yo) é um ponto de inflexão, se fll! (xo) é differente. 
de zero. 

No caso de ser jI" (xo) = O e de a funcção f(4) (x) ser finita no ponto xo, a egua!dade 
(n. os 56 e 64) 

(I) Lagrange deu a theoria geral dos contactos na sua notavel Théorie des fonctions analytiqu€s, publicada 
em] 797. Antecedentemente tinha sido considerado por Newton e Leibnitz o circulo osculador, aproposito 
da theoria da curvatura das curvas 'planas. (Vej. a nota ao n.O 90). 
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mostra que, para f" (x) mudar de signal no ponto (xo, Yo), é necessario que seja f(4) (xo) = O. 

Logo, se esta egualdade não é satisfeita, (xo' Yo) não é ponto de inflexão. 

Continuando do mesmo modo, obtem-se a regra seguinte: 

Para achar os pontos de inflexão de ttma curva, wja equação é dada, determinem-se x e y 
por meio da equação da curva e da equação y'l = O. 

Stlbstitua-se depois cada gmpo (xo, Yo) de valores resultantes nas derivadas seguintes de y. 

Se a p1·imeira derivada que não se annulla for de 01·dern impar, o ponto (x(}l Yo) é de inflexão, 
se for dr; ordem par, este ponto não é de 1·nflexão. 

Se as coordenadas (xo, Yo) satisfazem á condição y'l = ° e o ponto correspondente não é 
de inflexão, diz-se que é um ponto de ondulação. 

Tanto nos pontos de inflexão como nos de ondulação, a tangente tem com a curva um 

contacto de ordem superior á primeü·a (n. o 133). Se a ultima derivada que é nulla n'este ponto 

é da ordem n, este contacto é tambem de ordem n. 

EXEMPLOS. _1.0 Consideremos a curva cuja equação é 

y=A sen(ax+b)+B. 

Teremos 

y' = Aa cos (ax+ b), y" =-aA2 sen (ax+ b); 

e como os valores de x que annullam y" são dados pela relação ax + b = kIt, onde k repre­

senta um inteiro qualquer, positivo, negativo ou nuHo, e como estes valores de x não annul· 

Iam a terceira derivada 

y'" =-Aa3 cos(ax+ b), 

--- B .. (-b+k'lt ) 
a ' 

são as cordenadas dos pontos de inflexão da curva considerada. 

2.° A equação y=x+(x-li dá 

, 
Como o valor x = 1 annulla a derivada y'l, ~ como a primeira das derivadas seguintes 

que este valor de x não annulla é de ordem impar, o ponto (1, 1) e de inflexão. 

r. Se a curva dada for representada pelas equações x = ~ (t)e y = ~ (t), t representando 

a variavel independente, os pontos de inflexão são dados (n.o 84) pela equação 

x' y"_y'x" =0, 

x', x", y', y" rf'presentando as deÍ'ivndas de x e y relativamente a t. 
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Pondo t = 0, = r cos Y = r sen 0, equação [iZ"lgninte: 

por meio da qual se determinam os pontos de inflexão e de ondulaçào, quando a curva dada 

é representada por uma equação r = F (O), referida a coordenadas polares 

II. Seja y)=O a de uma curva do grau Por ser 

cF cF c2F 02F 02F cF 
-+--y'=O ~+2~y'+ ___ y'2+ ____ y"=0 
ex oy 'ox2 oxoy dy2 oy , 

SC1,1S pontos inflexão dados pela 

( ~F)2 
oy 

póde ser moela 

é2F cl2y élF 
ox2 b;véJy a.E 

a2F éJ2F oF 
-éJyéJx' ey2 óy =0. 

oF oF 

° ox 

Posto isto, escreva-se a equaçã.o da curva considerarta debaixo da fôrma homogenea 

F (x) y) z) = 0, z = 1 

no n." Teremos (no 70) 

cF cF oF 
-,,- x+ -ri- y + -0- z = m F (x) y) z) = 0, 
ox cY z 

a~ B~ oF 
a;;cy y z = 1) -8-;;:;-' 

02F B2F e2F oF 
-~-x+-y+~~z=(rn-l)-, 
cy ox oy2 cy OZ oy 

él 2F 
OZ oy y z=(m 

KK 
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Multiplicando agora respectivamente por x~ y e m -1 as columnas do determinante ante­

rior e subtrahindo depois de cada termo da ultima columna os termos do determinante que 

estão na mesma linha, vem, attendendo ás equações precedentes, 

02F 02F 02F 
ox2 ox-oy ox oz 

02F a~F ô2F 
=0. 

oyox Tiy! oyóz 

oF ôF ôF 
ÔX ôy oz 

Multiplicando ainda por x~ y e m -1 as linhas d'este determinante e subtrahindo depois 

de cada termo da ultima linha os termos do determinante que estão na mesma columna, vem 

finalmente a equação 

à2F 02F ô2F 
ôx! o:c ôy ax oz 

02F o~F 02F 
oy ox oy2 óyoz =0, 

02F 02F a2F 
azêx oz 0.1/ -oz2 

á qual devem satisfazer as coordenadas dos pontos de inflexão ela curva proposta. 

Por serem as derivadas que entram n'esta equação funcções inteiras ele x~ y e z do grau 

m - 2, vê-se que a equação é do grau 3 (m - 2). Logo a curva rdpresentada por esta equa­

ção não póde cortar a curva proposta em mais de 3m (m - 2) pontos e esta cU'rva não pôde 

ter p01'tanto mais de 3m (m - 2) pontos de inflexão. O theorema notavel que vimos de demons­

trar é devido a O. Resse, e porisso se dá a esta curva o nome de hesseana da curva dada. 

135. No processo anterior para achar os pontos de inflexão, parte-se da hypothese que 

a derivada y" é continua. Logo pó de ainda haver outros pontos de inflexão em que esta deri­

vada não exista ou seja discontinua. Além d'isso, se V" é continua no ponto (xo, Vo), mas 
alguma das derivadas V"', V(4), etc., a que é necessario recorrer, não existe ou é infinita 

n' este ponto, não se póde distinguir pelo processo anterior se o ponto (xo, '!lo) é ou não de 

inflexão. N'estes casos, para achar os pontos de inflexão, recorre-se principalmente ao theo­

rema do n. o 88, por meio do qual se vê em que sentido está voltada a concavidade na visi­

nhança do ponto considerado. 
5 

EXEMPLO 1.0 A equação y=b+(x_a)3 dá 
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Como x = a torna y" infinita, vamos ver se o ponto (a) b) é ou não de inflexão. Para 
isso, notemos que y" é positiva quando x>a, e que é negativa quando x<a; logo, á direita 
do ponto Ca) b) está a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, e á esquerda 
d'·este ponto está a concavidade voltada no sentido contrario, e o ponto é de inflexão­

(n.o 88). 

7 

'EXEMPLO 2.° A equação y=b+(x-a)3 dá 

2 28 ---
ylll = 27 (x- a) 3 

No ponto (a) b) annulla-se y", mas y'" torna-se' infinita, e o methodo anterior não é 
applicavel. Raciocinando porém como no exemplo anterior, conclue-se que o ponto é de 

inflexão. 

136. Pontos singula1'es da.~ curvas planas. - Chama-se ponto ordinario de uma curva 
plana o ponto M onde se reunem dois arcos de curva, cujas secantes MN e MN' tendem 
para direcções oppostas da mesma tangente TT', quando N e N' tendem para M (fig. 1). 

I 
'r' , T 

~-N 
(Fig. 1) 

Os pontos que não estão n'estas condições chamam-se singulares. Mencionaremos os pontos 
seguintes: 

1.0 O ponto de suspensão} que é aquelle d'onde parte só um arco de curva. 
2. ° O ponto anguloso) que é aquelle d'onde partem dois arcos de curva cujas tangentes 

são differentes. 
3.° O ponto isolado, que é aquelle que está completamente separado do resto da 

curva. 
4. ° O ponto de reversão de primeira especie} que é aquelle d'onde partem dois arcos de 

curva cujas secantes MN e MN' tendem para a mesma direcç~o MT da tangente, ficando 
uma de cada lado da tangente (fig. 2). 

5.° O ponto de ,re-.ersão de segunda especie) isto é, o ponto d'onde partem dois arcos de 
curva cujas secantes tendem para a mesma direcção da tangente, ficando ambas do mesmo 

lado da tangente (fig. 3). 
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6. o ° nodo) isto é, o ponto em que se cruzam dois ou mais arcos de curva. 
Vejamos alguns exemplos de curvas em que se encontram os pontos singulares que vimos 

de mencionar. 

(:' 

\" 
T 

(Fig. 2) (Fig. 3) 

1. o Oonsideremos primeiramente a curva definida pela equação 

'I + x(2x2-3) y = 3 • 

(1_x2)2 

Vê-se por meio d 'estas egualdades que a curva tem a fÓl'ma indicada na figura j uncta. 

y 

T 

x 

T' 

É symetrica relativamente aos eixos das coordenadas; tem um nodo em 0, e as tangentes 
n'este ponto formam angulos de 45° com os eixos das coordenadas; tem quatro pontos onde o 

valor absoluto das ordenadas é maximo, correspondentes ás abscissas x = ; V2 e x = -; fi; 
e tem quatro pontos, correspondentes ás abscissas x = 1 e x = - 1, onde a tangente é per­

pendicular ao eixo. Oada um dos arcos que se cruzam em ° tem n'este ponto uma inflexão, 
e a curva não tem mais pontos de inflexão reaes. 

2.° Oonsideremos em segundo logar a curva representada pela equação 
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se dá o de cissoidc de Diocles, ter sido considerada antiguidade este 

geometra, e seja a> O. 
Temos 

y V x3 
,--, 
,a-x' 

e, por meio d'estas equações, vê-se que a curva tem a fórma indicada na figura junta. E 

relatinunente ao das abscissas, 110 qual tangente no 0, e, é 

imaginario quando x é negativo, vê-se que tem em ° um ponto de reversão de primeira 

especie; as suas ordenadaEl augmentam, quando x aug-menta, e tendem para o infinito, quando 

para sondo porisso rodil LK, oquação ftJ da curva. 

a, y é 

No caso de ser dada a equação 

as 

meio das 

y = x2 + x2 V=--x, Y'=2x+~xv'-x - 2 ' 
1---­

y"=2+ 4 V-x, 

o X 

se vê que eurva tem fÓl'ma indieada na figura A cada valor 

{ ~ol 
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que se dá a x correspondem dois valores reaes para y e y', quando x < 0, dois valores ima­
ginarios, quando x> 0, e dois valores eguaes a zero, quando x = O; logo a curva tem dois 
ramos, que se encontram no ponto O, onde são tangentes ao eixo das abscissas. Na visinhança 
d'este ponto têem estes ramos a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, visto 
ser positiva a quantidade y", quando x = O; e porisso a curva tem em O um ponto de re­

versão de segunda especie. O ramo inferior tem um ponto onde a ordenada é maxima, o qual 
16 .... 64 

corresponde ao valor x = - 25 da abscissa, um ponto de inflexão, que corresponde a x =- ::!2fl ' 

e corta o eixo das abscissas no ponto onde x = - 1. 
4. o No caso de ser dada a equação 

temos 

e portanto a curva tem um ponto real na origem das coordenadas, e é imaginaria na VISI­

nhança d'este ponto, que é porisso um ponto isolado; onde se cortam duas tangentes imagi­
narias conjugadas. Os outros pontos reaes da curva correspondem aos valores de x desde 1 
até c/::. Estes pontos formam um ramo, symetrico relativamente ao eixo das abscissas, que, 
partindo do ponto (1, O), onde corta perpendicularmente este eixo, se estende até ao infinito, 
affastando-se constantemente dos dois eixos das coordenadas. 

5. o Consideremos agora a curva transcendente representada pela bquação 

Quando x tende para 0, y tende para 0, JL tende para 1, se x<O, e tende para 0, se 
x 

x> O. Logo a curva tem na origem das coordenadas um ponto anguloso) e uma das tangentes 
coincide com o eixo das abscissas e a outra fórma um angulo de 450 com este eixo. 

6. o Consideremos finalmente a curva representada pela equação 

y=xlogx. 

Como y é real, quando x> 0, é imaginario, quando x < 0, e tende para O (n. o 129-II), 
quando x tende para 0, vê-se que esta curva tem um ponto de suspensão na origem das 
coordenadas (i). 

(I) Podem vêr·se muitos exemplos de determinações de pontos singulares e diversos modos de os obter 
no nosso Tratado de las curvas especiales notables, já mencionado no n.O 91. 
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I. Supponhamos que F (x) x) = O é a equação da curva dada e que a fancção F (x) y) 
tem um unico valor correspondpnte a cada grupo dos valores de x e y. Estã,Q n'este caso 

as curvas algebricas e tambem muitas curvas transcendentes. 

A indagação dos pontos singulares d'estas curvas baseia-se no theorema seguinte, que é 

uma simples traducção geometrica do theorema 1. 0 do n. o 76: 

Se a funcfjão F (x) y) e as derivadas a: e ~F fo~em continuas) 08 pontos singulares da 
(JU1'va dada satisfazem ás equações x y 

oF=O aF_ O ox 'ay - . 

Em yil'tude d'eHte theorema, para achar os pontos singulares da curva plana dada, devem 

procurar-se os valores de x e y que s,ttisfazem á equação da curva e tornam as derivadas 

aF aI!' . " -a e -.- descontmuas ou nullas. 
x cy , 

Seja (xo, Yo) um systema d'estes valores. Para conhecer a especie do ponto singular 

(xo, Yo), procure-se quantos valores reaes tem y na visinhança do ponto considerado, para 

saber quantos arcos de curva se encontram n'este ponto, e depois, tJara cada arco, o valor 

que n'este ponto tem y', para ver t:!e os arcos que se encontram no ponto (xo, '!Jo) têem ou 

não a mesma tangente, e o signal que tem Yo, para saber a direcção para onde está voltada 

a concavidade do arco (n. o 88). Estas questões resolvem-se facilmente quando a equação da 

curva póde ser resolvida relativamente a y ou a x, como se viu nos exemplos precedentes. 

II. Se a equação F (x) y) = O não poder ser resolvida relativamente a y ou a x) póde-se 

determinar a fórma da curva na visinhança dos pontos singulares por um methodo, devido a 

Newton, que vamos expôr succintamente. 

Tome-se o ponto singular considerado para origem das coordenadas e sej a Fi (x) y) = O a 

equação da curva, referida á nova origem. 

Pondo n'esta equação y=zxa) a representando uma constante positiva e z uma nova va­

riavel dependente, teremos a egualdade FI (x, zxa) = O. Determinando depois a de modo que 

em dois termos d'esta equação, pelo menos, tenha x o mesmo expoente e que este expoente 
seja menor do que o que tem x nos ontros termos (o que se póde fazer por tentativas (1), 
egualando os expoentes de x dois a dois e l'egeitando os valores de a que forem negativos ou 
levarem a resultados que não satisfaçam <Í condição precedente) e, substituindo este valor de 

a na equação FI (x, zxa) = 0, virá, pa ra determinar z) UUla equação da fórma F2 (x, z) = O. 

S d O h OF2 (x, 7.) 
ejam Zl, Z2, ••• as raízes reaes a, equação F2 ( ,z) = 0, e suppon amos que OZ 

(1) Newton indicou, debaixo de fórma geometrica, um methodo regular para resolver esta questão, ao 
qual Minding deu fórma aIgebrica em um trabalho publicado no tom. XXIl do Jornal de Crelle. 
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é dift'erente de zero nos pontos (x=O, Z=Zi, Z2, " .), unico caso que aqui será estudado. 
N'este caso Z é (n. o 76) uma funcção real ele x) na visinhança de cada um d'estes pontos, 
que admitte derivadas finitas de todas as ordens; póde portanto, na visinhança do ponto 
(x = 0, Z = Zi), ser desenvolvida pela fórmula de Maclaurin, o que dá 

representando por zi, zj', 
Temos depois 

os valores que tomam ZI, ZII, ••• no ponto (x=O, z= Zi). 

Derivando duas vezes esta equação relativamente a X; obtêem-se duas equações, por meio 

das quaes se determinam o valor de y' no ponto (x = 0, y =0) e o. si&nll,l de y" na visinhança 
d'este ponto, e portanto a tangente n'8ste ponto ao ramo da curva, correspondente á raiz Zi 

'considerada, e a direcção para onele este ramo volta a concavielade na sua visinhança. 
Consideranelo todos os ramos da curva, correspondentes aos numeros Zi, Z2; ••• , conhece-se 

'a fórma da curva na visirihança elo ponto singular consideraelo (i). 

EXEMPLO. A curva representada pela equação 

tem na origem elas coordenadas um ponto singular. Para determinar a fórma da curva na 
visinhança d'este ponto, ponha-se y= zxa) o que dá 

portanto temos primeiramente, para determinar a) a equaçã02a = 2, que dá a = 1, e depois, 
para determinar Z) a equação 

Z2 - 1 + (1 - z3) x + z4 x2 = O. 

Pondo x = ° n'esta equação e suas derivadas, vem 

z=l, Z'=o, z"=-l, 

z=-l, zl=l, zl/=-l, ... 

(1) O problema que tem por objecto a indagação dos pontos singulares das curvas planas foi estudado 
.por L'Hopital, De Gua,Euler, ek! Cramer occupou-se d'elle com largueza na sua Introduction à l'analyse 
:ies lignes courbes, onde se póde estudar desenvolvidamente O methodo que vem de ser indicado., 
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visinhauç'i1 do ponto 0, y = O) temos pois 

o que mostra que no ponto considerado se cortam dois ramos da curva, Cl0as tangentes fazem 

angulos de 45° com o eixo das abseissas, e que o primeiro d'estes ramos tem ll'este pOlJto 

uma inflexão. 

13:7. Pontos mult0Jlos. Consideremos ainda a cuja equas:fto F (x, y) e o 

ponto (xo, Yo) d'esta curva, e supponhamos que a funcção F (x, y) admitte derivaclasparciaes 

de primeira ordem relativamente a x e a !h continuas no ponto (xo, Yo)' Se uma d'estas deri-

pelo não é nulla no ponto este diz-se 

Supponhamos agora que F 
. a2 ji' c2F . 

denvadas --- ---- ----c-, contmuas no 
Bx2' Bx By By2 

y) Ildlllítte 

ponto (xo, Yo)' Se uma d'estas derivadas, pelo menos, não é nulla no ponto (:ro, Yo) e as deri-

1 " d aF c e pnmell'a 01' em 
2F 
;c- são 
cly 

n'este 

Em geral, supponhamos as derivadas parciaes 

se que o 

funcção F 

duplo. 

até á ordem são 

todas continuas no ponto (xo, Yo)' Se uma, pelo menos, das derivadas de ordem n não é nulla 

no ponto (xo, Yo) e se as derivadas de ordem inferior a n são todas nulllts n'este ponto, diz-se 

Yo) um ponto cujo grau multiplicidade é n. 
Supponhamos q ne 11 proposta algcbrica grau 111, e y) = outra 

equação algebl'ica do grau mi, cujos coeffieielltes sITo constantes arbitrarias, excepto um, que 

é determinado pela condição de a curva pllssar pelo pont.o (xo, Yo)' Supponhamos tambem 

que se excluem dos valores dados a estas constantes aquelJes que annullam j~ Yo)' A 
j(x, y) O determina tomo de x) na visinhança do xo, e esta 

admitte derivadas de todas ordens o 70-1. ü). pois, - Xo = h, repre-

sentando por 9 (x) esta funcção e attendendo á egualclade F (xo, Yo) =0, 

Esta equaçiio leva á dos em que cortam duas Cluvas eonside-

radas na visillhnnça de (xo, Yo), visto qne determina e depois as t'quações x = h e 

y = cp (x) determinam as coordenadas dOestes pontos. Um d'dles é o ponto (xo' Yo)' 

ponto d d " 1 d BF a curva, uma as qualltJua es a-
xo 

e portanto equação anterior tem, geral, uma raIz 

6F 
é difforente de 

zero. em 

LL 
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virtude de um theorema bem conhecido da theoria da eliminação algebrica; as curvas cortam­

se, em geral, em mm' - 1 pontos, reaes ou imaginarios, differentes do ponto (xo, '!lo)' e não 

podem cortar-se em maior numero de pontos. aF ~F 

Se (xo' '!lo) é um ponto duplo da curva, as quantidades -a- e ~ são nullas, e a equação 
xo aVo 

precedente tem, em geral, duas raizes eguaes a zero. Logo as curvas consideradas cortam-se, 

em geral, em mm' - 2 pontos, reaes ou imáginarios, differentes do ponto (xo, '!lo), e não podem 

cortar-se em maior numero de pontos. 

Continuando do mesmo modo, vê-se que, se (xo, Vo) é um ponto multiplo, cujo grau de 
multiplicidade é n, as curvas consideradas cortam-se, em geral, em mm' - n pontos, differentes 

do ponto (xo, yo), e não podem cortar-se em maior numero de pontos. 

Vê-se pois que, nas questões em que se procura o numero de pontos em que a curva cuja 

equação é f(x, y) = ° corta a curva cuja equação é F (x, '!I) = 0, cada ponto duplo equivale 
a dois pontos simples, cada ponto triplo equivale a tres pontos simples, etc. Estas conside~ 
rações têem uma importancia consideravel no Calculo integ7'al. 

A doutrina que precede tem ainda logar quando o ponto (xo, Vo) é imaginaria, V erem~s, 
com effeito, n'outro logar que o theorema 1.0 do n.O 76, que lhe serve de base, tem lagar no 

caso das variaveis imaginarias. 

r. É conveniente ainda observar que, no caso de (xo, Yo) ser um ponto simples e tp ($) 
satisfazer á condição 

aF + aF '( ) ° axo aVo <fi Xo = , 

.a equação (1) dá para h dois valores -egllaes a 0, e mostra' portanto que n' este ponto estão 

reunidos dois pontos de intersecção das curvas consideradas. É facil de ver que esta equação 

coincide com a que exprime que as curvas têem um contacto de primeira ordem no ponto (Yo, '!io)' 
Se, além d'esta equação, tiver logar a seguinte 

no ponto (xo, Yo) estão reunidos tres pontos de intersecção das curvas. É facil tambem vêr 

que esta equação coincide com a que exprime que as curvas consideradas têem um contacto 

de segunda ordem no ponto (xo, Vo)' 
Continuando do mesmo modo, vê-se que, se as CU1'vas tiverem no ponto (XOI '!lo) nm contacto­

de ordem p, n' este ponto estão ?'eltnidos p + 1 pontos de inte1'secção das wrvas. 

Supponhamos agora que (xOI Yo) é um ponto duplo. N'este caso, se for 
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a equação .(1) dá para h tres valoreseguaes a. O; portanto n'este ponto estão reunidos tres 
pontos de intersecção das curvas consideradaa. 

Continuando do mesmo modo, acham-se as condições para que no ponto duplo (xo, '!Ia) 
estejam reunidos quatro., cinco, etc. pontos de intersecção das curvas. 

Estas considerações podem ser facilmente estendidas aos pontos triplos, quadruplos, etc. 

II. Appliquemos as considerações pl'ecedentes ao caso de se· cortar a curva F (x) y) = O 

pela recta y -Yo = A (x- ::1:0), 

Se (xo, Yo) é um ponto simples e a recta tem com a curva n'este ponto um contacto de 
ordem p) no ponto (xo, Yo) estão reunidos p + 1 pontos de intersecção da recta com a curva. 

Se (xo, Yo) é um ponto duplo e tem logar a condição 

no ponto (xo, '!lo) estão reunidos tres pontos de intersecção da recta com a curva. Esta equação 
dá dois valores para A, aos quaes correspondem duas rectas que satisfazem á condição pre­
cedente e que são determinadas pela equação 

que resulta de eliminar A entre a ultima equação e a equação y - Yo = A (x - xo). A estas 
rectas, cujos coefficientes angulares coincidem. com os valores que se obtêem para y' deri-< 

vando duas vezes a equaç.ão F (x, y) = O relativamente a x e pondo no resultado x = XI} 

e y = Yo' dá-se o nome de tangentes á curva no ponto duplo considerado. Estas tangentes 
coincidem quando as raizet> da equação que determina A são eguaes. 

Os pontos duplos que vimos de considerar dizem-se O1'dincwios) e dá-se o nome de nodoi5 
áqnelles em que as tangentes são distinctas, e o de pontoi5 de reve1'são áquelles em que estas. 
tangentes coincidem, estendendo assim a significação d'estas palavras, antecedentemente em­
pregadas, de modo a considerar os pontos reaes e imagina rios, e as tangentes reaes e ima­
ginarias das curvas. 

Se algum dos valores de A annullar o coefficiente de h3 em (1), no ponto (xo, Yo) estão 
reunidos mais de tres pontos de intersecção da curva com a tangente correspondente ao valor 
de A considerado. 

As tangentes á curva nos pontos triplos, quadruplos, etc., determinam-se do mesmo modo. 
Estendendo a significação das palavras, ponto singulm') empregadas no numero anterior 

para designar certos pontos 1'eaes) dizem-se singulcwes todos os pontos multiplos das curvas 

consideradas, devendo ainda notar-se que algmís auctores abrangem n'esta designação tambem 
os pontos de inflexão e os de ondulação. 

* 
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Suppozemos no que precede que a equação F (x~ y) = O da curva dada é algebrica: é 
porem facil estender esta doutrina ao caso em que esta equação é transcendente, comtanto 
que a funcção F (x~ Y) sf>ja susceptivel de ser desenvolvida segundo as potencias inteiras e 
positivas de x - Xo e y - '!lo' 

1.38. Supponhamos agora que a curva dada é representada pelas equações x = cp (t) e 

Jj = ~ (t), que (xo, '!Jo) são as coordenadas de um ponto d'esta curva, correspondente ao valor 
to da variavel independente t~ e que, na vesinhança d'este ponto, temos 

A recta representada pela equação 

corta acurva considerada nos pontos correspondentes aos valores do t dados pela equação 

a qual mostra que em (xo, '!Jo) estão reunidos dois, pelo menos, d'aqueIles pontos, quando 
é satisfeita a condição 

N'este caso a recta tem para equação 

e é tangente á curva no ponto (XOI '!lo)' 
Se porém for 9' (to) = O e ~' (to) = 0, todas as rectas que passam pelo ponto considerado 

tê em duas das suas intersecções com a curva reunidas n'aqueIle ponto, exceptuando aquella 
cujos :)oefficientes satisfazem á condição 

a qual tem, pelo menos, tres das suas intersecções com a curva reunidas no referido popto. 
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N'este caso o. ponto (XOl Yo) é singular, e a recta representada pela equação 

é a tangente á curva n'este ponto. 

É facil continuar esta discussão. 

Assim, por exemplo, no caso da cycloide, cujas equações são (n.o 91-III) 

X=1·(t-sent), y=r(l-coflt). 

Por ser 

X' = r (1- cos t), y' = r sen t, 

x"=rsent, y"=1'COSt, 

vê-se que a curva tem um ponto singular correspondente a t = 0, e que a equação da tan­
gente n'este ponto é x = 0, como já se sabia. 

139. Transformações algebricas. - Duas curvas dizem-se tran.ifo1·madas uma da outra 
quando os pontos das dnas curvas estão ligados de tal modo que, sendo dada uma, a outra 
fica determinada. Se esta ligação é estabelecida por meio de relações algebricas entre as 
coordenadas dos dois pontos, a transformação diz-se algebrica .. O estudo desenvolvido d'estas 
transformações, que deu origem a beBos e importantes trabalhos de Poncelet, Chasles, Cre­
mona, Lie, etc., deve ser feito nas obras especialmente consagradas á Geometria. Aqui vamos 
apenas dar algumas indicações succintas sobre duas d'ellas que têem maior importancia. 

L A primeira transformação que vamos considerar, conhecida pela designação de homo­

graphica, é aquella em que as coordenadas (x, y) e (X, Y) de dois pontos correspondentes 
dlls duas curvas (l) e (li) estão ligados pelas relações 

X=ax+by+c, y=a'x+bfy+cl • 

px+gy+r px+gy+r 

Esta transformação goza das seguintes propriedades fundamentaes: 
1.0 As vaÍ'Íaveis (x, y) podem exprimir-se em funcção de (X, Y) por melO de relações 

que têem a mesma fórma que as precedentes. 
2.0 A transformada de qualquer recta é outra recta. 

3.° Se o ponto (x, y) de uma curva (l) tender para o ponto ~x', y'), o ponto (X, Y) de (l'), 
correspondente a (x, y), tende para o ponto correspondente a (x', y'), no caso de x' e y' não 
annullarem o denominador das expressões de X e Y. 

Resulta do que precede que, se um ponto A de (1) tender para o ponto Ai, o ponto B 
da outra curva, correspondente ao primeiro, tende para o ponto Bl, correspondente ao. 
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segundo, e as rectas AAl e BB, tendem para as tangentes nos pontos A e Ai ás duas cur­
vas; e portanto que a tangente a (l') no ponto (X, Y) é a transformada da tangente a (l) no 

ponto (:J.'~ y), Se (l) tiver em um ponto m tangentes, distinctas bu coincidentes, a outra curva 
tem tambem, no ponto correspondente, m tangentes, distinctas ou coincidentes, e os dois 
pontos são ambos multiplos de ordem 'lIi, e tê em o mesmo numero de tangentes coincidentes. 

Do mesmo modo, se uma recta cortar a curva (l) em n pontos,' a sua transformada corta 
a outra curva em n pontos, correspondentes aos primeiros, que coincide~, quando os pri­
meiros coincidirem, Logo aos pontos de inflexão e ondulação de (l) correspondem pontos da 

mesma natureza em (l'). 

A transformação que vimos de úonsiderar tem uma representação geometrica muito nota­
vel: cada curva é a perspectiva da outra., vista de um ponto convenientemente escolhido, 
PÓ de vêr se uma demonstração muito simples d'esta proposição em uma nota collocada no fim 
do nosso Tratado de las CU7'vas especiales notables. Póde vêr-se no mesmo logar a demonstração 
de que a transformação que vimo!:' de considerar, equivale á transformação de Newton: 

Y ay 
=-X' 

. c 
X=-x' 

e a mudanças dos eixos das coordenadas a que estão referidas as duas curvas. 

II. A segunda transformação que vamos considerar é aquella em que as coordenadas 
dos pontos das duas curvas estão ligadas pelas relações 

ou, em courdenadas polares, p e pi representando os vectores do ponto (x, y) e do ponto 
(X, Y) correspondente, para o mesmo valor do angulo () que formam com o eixo, 

A esta transformação dá-se o nome de t7'ansf01'mação pOl' ?'aios vectores 1'eciprocos, a 711 2 

dá-se o nome de módulo da transformação, e cada uma das curvas diz-se inversa da outra. 
Vamos indicar algnmas propriedades fundamentaes d'esta transformação. 

L o A recta cuja equação é 

AY+BX+C=O 

transforma:se na linha representada pela equação 

m2 (Ax+By)+C (x2 + y2)=O, 

isto é, em um circulo, quando C é differente de zero, em um recta, quando C = o. 
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2." O circulo cuja equação é 

transforma -se circulo t"A''ll'l'.""nt!l pela equação 

R2 - é differeníe de zero, uma caso 

3. o Os angulos formados pelos vectores dos pontos correspondentes das duas curvas com 

as tangentes respectivas são determinadas pelas fórmulas (n. o 86-IV) 

w= tangwl= 

Substituindo na ultima pi pelo valor dado pela equação ppl = rn2, vem 

tangw! =-

Logo os dois vectores formam angulos eguaes com a recta que une os pontos correspon-

ficando um de lado d'esta recta. 

Como corollario do que conclue-se que, se duas curvas se 

as curvas inversas cortam-se no ponto correspondente B, e as tangentes 

formam um angulo egual ao que formam as tangentes ás primeiras em 

duas curvas forem tangentes em A, as inversas são no 

"Viu-se que, se (a., p) representam coordenadas de um 

rectas representadas pelas equações 

y - = + i (X - a.) 

tangentes curva. Ma'! Aquações rectas inversas são 

em um A, 
ás segundas em B 

A. Em particular, 

B correspondente. 

de uma as 

e estas rectas são tangentes á curva inversa. Logo os jócos de uma cW'va são os pontos in­

versos dos jócos de curva inversa. 

{ ~ol 
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II 

CUl'Vns no espaço 

1'10. Contacto de duas W1'vas no espaço. "- Sejam 

as equações de duas curvas no espaço, que se cortem no ponto lVI, cujas coordenadas são 

y 

~:B,'i t t 
t t' 
, ,t 

O O: , s 
~---+~~,~'~·~"X· 

, ,,/1 I I,' 

l )L 
~/ t I 
r tI 

K 

(XI), Yo, zn)' A distilllcia BA, que representaremos por d) de dois pontos c1'estas curvas, cor­

respondentes á niesma abscissa x'o + h, é dada pela fórmula 

Se d for infinitamente pequeno de ordem n + 1 relativamente a h) diz-se que as curvas 

consideradas têem no ponto (xo' Yo, zo) um contacto de ordem n. Vê-se, como no n. o 130, 
que n'este caso, na visinhança do ponto dado, as curvas se approximam mais uma da outra 
do que de qualquer outra curva com a qual tenham um contacto de ordem inferior. 

Procuremos as condições analyticas para que as curvas dadas tenham um contacto de 
ordem n no ponto considerado. Para isso, notemos, que é condição necessaria e sufficiente 

para que dseja infinitamente pequeno de ordem n + 1, relativamente a h) que as diffel'enças 

o sejam, ou que uma seja de ordem n + 1 e a outra de ordem superior. Com effeito, suppondo 
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que uIlla das differenças é da ordem n + 1 e que II outra ~ da ordem n + 1 + i, temos (n. o 54) 

onde A e B são quantidades finitas, differentes de zero, e E e E' são quantidadrs infinitamente 

pequenas com hi e portanto 

d'onde se deduz que d é da ordem n + 1 relativamente a h. 
Reciprocamente, se d for da ordem n + 1 relativamente a h, uma das quantidades a ou ~ 

é da ordem n + 1 e a outra é da mesma ordem ou de ordem superior; porque, se a que é de 

menor ordem fosse de ordem m, differente de n + 1, tambem d seria da ordem '111, em virtude 

do que vimos de demonstrar. 

Para achar pois as condições analyticas do contacto de ordem n, basta exprimir que uma 

das quantidades a OlI ~ é infinitamente pequena de ordem n + 1 relativamente a h e que a 

outra é da mesma ordem ou de ordem superior. Raciocinando para isso como no caso das 

curvas planas (n. o 131), acham-se as equações de condição 

f (x) = F (x), f' (x) = F' (x), ... , f(n) (x) = F(n) (x), 

fi (x) = Fi (x), li (x) = Fi (x), '" ,j~') (x) = Fl") (x), 

a que deve satisfazer xo. 
Vê-se tambem, como no caso das curvas planas, que, se tomarmos para variavel inde­

pendente uma nova variavel t, o que dá x=cp(t), y=~(t), Z=7C(t), Y=O(t) e Z='t"(t), as 
equações de 'condição para o contacto de ordem n são 

y = Y, y' = Y', ... , y(n)= y(n), 

z=Z, z'=Z', ... , z(n)=Z(n), 

y', Zl, Y', Z', etc. representando as derivadas de y, z, Y, Z relativamente a t. 

Se nma das curvas for completamente dada e as equações Y = F (X), Z = Fi (X) repre­

sentarem uma familia de curvas, a curva d'esta familia que tem com a curva dada um con­

tacto de ordem mais elevada, diz-se osculadont da primeira. Para obter esta curva, devem-se 

determinar os parametros arbitrarias que entram nas equações Y = F (X) e Z = F,( (X), cujo 

numero supporemos egual a 2 (n + 1), por meio das equações de condição precedentes. 

I. Appliquemos os principias anteriores á linha recta, isto é, procuremos a recta que passa 

MlIf 
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pelo ponto (x, y, z) da curva representada pelas equações y = f(x).e z = fi (x) e que tem 
um .contacto de ordem a mais elevada passiveI com esta curva. 

As equações da recta são da fórma Y = AX + B, Z = CX + D, e podemos portanto deter­
minar as quatro' constantes A, B, C e D de modo a satisfazer ás quatro equações necessarias 
para o contacto de primeira ordem: 

y=Ax+B, z=Cx+D, fi (x) =A, f1 (x) = c. 

Logo as equações da recta pedida são 

Y-y=f'(x)(X-x), Z-z=fi(x) (X-x), 

oe a recta coincide portanto com a tangente ~í curva no ponto (x, y, z) (n. o 92). 
O contacto da curva com a tangente é de primeira ordem, eXcRpto nos pontos que satis­

fazem ás equações f" (x) = ° e fi (x) = 0, onde é de ordem superior á primeira. 

II. Procuremos em segundo logar o Ci1'CltlO o8culctdor da curva representada pelas equa­

ções x= « (t), y = ~ (t) e z= 'TC (t) no ponto (x, y,z). 
Como toda a circumferencia póde resultar da intersecção de uma esphera com um plano 

4]ue passe pelo seu centro (a, b, c), póde esta curva ser representada pelas equações 

(X- a)2+ (Y - b)2 + (Z- c)~ = R2, 

a (X-a) + ~(Y - b) +r(Z-c) = O. 

N'estas equações ha seis constantes arbitrarias distinctas, que vamos determinar de modo 
:a satisfaz"r i\s seis equações necessarias para que a circumferencia e a curva tenham um 
<contacto de segunda ordem no ponto (x, y, z), isto é, ás equações seguintes: 

(b) 

a (x - a) + ~ (y- b) + r (z - c) = 0, 

ax' + ~y' + 12' = 0, ax" -+ ~y" + p" = 0, 

(x- a)2 -+ (y- b)2 -+ (z-c)2 = R2, 

(x-a)x' +(y- b)y' + (z- C)ZI =0, 

(x-a) x" + (y- b) y" + (z- C)Z" +s'2 = 0, 

-onde se representa por s'2 a somma X'2 + y'2 -+ Z12. 

Eliminando a, ~ e r entre a segunda, a terceira das equações precedentes e a equação 

a(X-x)+ ~ (Y -Y)+r(Z-z) =0, 
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vem a equação 

('1.,' y" - y' '1.,") (x- x) + (x' '1.," - Z'X") (Y - y) +(y' x" -x' y")(Z- z) = ° 
que pertence (n, o 92-1V) ao plano osculador da curva no ponto (x) V' z), Logo o cÍ1'culO' 

osculad01' em ttm ponto da cltl'ua está no plano osculad01' da curva) c01'1'e8pondente ao mesma· 

ponto, 

Como o ponto (a) o) c) está no plano anterior·, temos a equação 

('1.,' y" - V' z") (x-a) + (x' '1.," -'1.,' x") (y- o) + (V' x" - x' V") ('1.,- c) = 0, 

e, em seguida, eliminando a) o e c entt'e ella e as duas ultimas equações (o), 

(B'1.,' - CV') s'2 (Cx' - A'1.,') s'2 (AV' -Bx')s'2 
a. x- A2+B2+C2' o =y- A2+B2+C2' C='1.,- A2+ B~+C2' 

pondo, como no n.O 93, 

A = '1.,' y" - V' '1.,", B = x' '1.,1! - '1.,' x", C = li' x" - x' V", 

As fórmulas precedentes determinam as coordenadas do centro do circulo osculador, 

Substituindo agora os valores de x - a) V - o) '1., - c na terceira das equações (o) e atten­

dendo á egualdade 

(Bz'- Cy')2 + (Cx' - Az')2 + (Ay'-Bx')2 

= (A2 + B2+ C2)8'2_ (Ax' +By' + C'1.,') = (A2+ B2+ C2)8'2, 

vem a fórmula 

8'3 
R=-----

que dá o raio do circulo osculadol'. Da comparação d'esta fórmula com a que dá (n,O 93-1> 

o raio de curvatura, conclue-se que o raio do circulo osculad01' de uma CltrVa em um ponto dadO' 

é egltal ao 1'aio de cw'vaf,wYt da curva no mesmo ponto, 

Ao circulo que vimos de considerar dá-se tambem o nome de circulo de cw'vatu1'ct e ao 

seu centro o de centro de Clt1'vatura da curva considerada, As expressões das coordenadas. 
(a) b) c) cl'este ponto têem uma fórma muito simples, quando se toma s para variavel inde­

pendente, Substituindo, com effeito, A, B e C pelos seus valores nas fórmulas que determinam 

'*' 
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aquellas quantidades e attendendo ás relações 

vem 

X'2 + y'2 + z'2 = 1, x' Xii + y' 'fi' + Zl Zll = 0, 

d2 _ +R2 x 
a-x ds'2' 

Á recta que une o ponto (x, y, z) da curva ao centro de curvatura correspondente chama-se 

normal principal. Á recta perpendicular ao plano osculador, tirada pelo ponto (x, y, z), chama-se 

bino1'mal. Adiante nos occuparemos outra vez d'estas rectas importantes. 

14f. Entre o circulo osculador da curva dada e a envolvente dos seus planos normaes 

existe uma relação importante que vamos considerar. 

A equação do plano normal á curva dada no ponto (x, y, z) é (n. o 92-III) 

(X-x) x' +(Y -y) y'+ (Z-Z)Z' =0, 

e portanto a equação da superficie envolvente das posições que toma este plano, quando t 
varía, é dada pela eliminação de t entre a equação preeedente e a seguinte: 

(X -x)x" +(Y - y)y'l +(Z -z) Zll =SI2. 

A caracteristica d'esta superficie que passa pelo ponto (x, y, z) é representada por estas 

duas equações e eE'ta caracteristica é portanto perpendicular ao plano 

A (X-x)+B(Y -y)+ C (Z-z) =0, 

quando entre A, B e C existem as relações 

Av' + By' + CZI = 0, 

Axl! + By" + CZII = 0, 

isto é, ao plano osculador da curva dada no ponto considerado. 

Comparando as equações da mesma caracteristica com as duas ultimas equações (b), vê-se 

que esta recta paRsa pelo centro (a, b, c) do circulo osculador. 

Temos pois o theorema seguilltl>: 

As 1'ectas pel'pendiculm'es aos planos osculad01'es de uma CU1'va, tirados pelos cent1'os dos 

cú'culos oscttladores, f01'mam ~tma supel'ficie planificavel, que coincide com a sUPeljicie envol­

vente dos planos n01'maes á mesma cm'va. 
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Este theorema é devido a Monge, que foi quem primeiro considerou esta superficie, á 

qual deu o nome de supe1:ficie polar. 

As equações da aresta de reversão da supérficie polar são as seguintes: 

(X-x) x' +(Y -y) y' + (Z -z) z' =0, 

(X-x) x"+ (Y -y)y" +(Z-z)z" =s'2, 

(X-x)x''' +(Y -y)?!" +(Z -z)z'" = 3s' s", 

que determinam as coordenadas (X, Y, Z) dos seus pontos em funcção da variavel t. 

III 

Supel'ficies 

142. Contacto de uma cnrva com ttma superficie. - Sej am 

Z=F(X, Y), 

y = 'f (x), z = ~ (x) 

as equações de uma superficie e de uma curva que se cortam em um ponto, e supponhamos 
que é da ordem n o contacto de ordem mais elevada que a curva dada tem com as curvas 
traçadas sobre a superficie. N'este caso diz-se que a supe/:ficie e a curva têem no ponto con­

sidMYtdo um contacto de ordem n. É facil achar as equações de condição para que isto se dê. 
Notemos para i:;\so, primeiramente, que as equações de condição a que deve satisfazer a 

abscissa. do ponto considerado para que a curva dada e a curva representada pelas equações 
Z = F (X, Y), Y = 'f (X), a qual resulta de projectar a primeira sobre a superficie por meio 
de rectas parallelas ao eixo dos z) tenham n'este ponto um contacto de ordem n) são (n.o 140) 

Notemos, em segundo logar, que as eqnações de condição a que deve satisfazer a abscissa 
do mesmo ponto, parà que a curva tenha um contacto de ordem 'ln com outra curva qualquer, 
collocada sobre a superficie, e representada pelas equações 

Z=F(X, Y), Y =O(X), 
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são 

F[ O( ]_.I,() dFex, (}(X)]_.IJ( ) dlnF ex, (}(x)] =.I,(In) ( ) x, X) - 'r X , dx' - 'r x, ... , dxln 'r::xl , 

() (x) = <p (x), ()' (x) = <p' (x), . . . O(In) (x) = <p{"') (x). 

Basta agora attender a que as equações contidas na primeira linha coincidem (em virtude 

das que entram na segunda) com a,s eqúações que exprimem que o contacto da curva dada 

com a curva especial primeiramente considerada é da ordem m, para concluir que m não póde 

ser superior a n. 
As condições a que deva satisfazer a abscissa de um po'nto da curva dada, para que n'elle 

tenha um contacto de ordem n com a superficie, coincidem pois com as que exprimem que 

a curva tem um contacto de ordem n com a que resulta de a projectar sobre a superficie 

por meio de rectas parallelas ao eixo dos z; e, pondo F [x, <p (x)] =f(x), podem ser escriptas 
do modo seguinte: 

f (x) = ~ (x), f' (x) =~' (x), ... , f(n) (x) = ~(n) (x). 

Se, tomando t para variavel independente, for x = <p (t), Y = ~ (t), z = 7t (t), vê-se como no 

TI.o 131 que temos, pondo F[<p(t), 7(t)]=f(t), 

f (t) = 7t (t), f' (t) = 7t' (t), '. _, f(n) (t) = 7t(n) (t). 

Logo, para achar as condições do contacto de ordem n da curva com a superficie, basta 

substituir na equação da superficie X, Y e Z por x, y e z, formar depois as derivadas da 

equação resultante, relativamente a t, até á ordem 11, e substituir finalmente n'estas equações 

t pelo valor que tem esta quantidade no ponto considerado. 

Se a curva for completamente dada assim como a especie da superfície, a superfície da 

especie considerada que tem com a curva um contacto de ordem mais elevada no ponto 

(x, y, z\ diz-se osculadont da curva n'este ponto_ Para achar esta superficie, basta deter­

minar as constantes Ilrbitrarias, cujo numero supporemos egual a n + 1, que' entram na 

eqnação Z = (X, Y), de modo que as n + 1 condições precedentes sejam satisfeita!:!. 

r. Procuremos a equação do plano dsculadol' da curva x = <p (t), Y = ~ (t), z = 7t (t) no ponto 

(x; y, z). Temos para isso de determinar as constantes que entram na equação 

AX+BY+CZ=D 

de modo que sejam satisfeitas as equações de condição 

Ax+By+Cz=D, Ax' +By' + Cz' =0, Ax"+By" +Cz" =0, 
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x', Vi, etc. representam derivadas ::Cj vez relativamente que leva uma 

equação que coincide com a equação (5) do n.o 92-IV, justificando assim a designação que foi 

dada ao plano estudado n'esse numero. 

plano osculador tem curva 

eoordenada" ponto satisfazerem á 

equações precedentes e a seguinte: 

Ax"l 

á 

I 
Xl 

Xii 
I I X'II 

contacto de segunda 

que de eliminar 

+Cz'" 

v' I 
Z 

Zll 

Zlll 

excepto 

B e 

de 

entre as 

Os planos osculadores da curva n' estes pontos, onde a torsão é nuIla, dizem-se estaciona-

II. Consideremos ainda a esphera osculac1ora .da mesma curva. 

Temos, para a obter, de determinar as constantes a, ~, I' e p, que entram na equação 

+(z-

por meio das relações 

+(z 

(x- a) Xl + (V-~) Vi +(z-l) Zl = 0, 

a) Xiii ~)V'II+ 

Comparando estas equações com as que determinam (n. o 141) a aresta de reversão da 

superfície polar da curva dada, vê-se que a, ~ e I' satisfazem a estas equações. Logo o logar 

centros elas f'_WJfil,·nIS osculwloras coindcle com a aresta 

Quando t coordenadas (a, ~, I) centro da 

da curva são determinadas pelas equações 

reversão snperficie 

oscllladora no ponto 

Xl y'11 
z----

D 

{ ~ol 



onde D representa o determinantA 

I x' 

I x" 
I x'" 
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y' 

V" 
VIII 

z' I 
z" . 

z'" I 

o raio p da esphera eonsiderada é dado pela fórmula, 

(x'::! -+ V'::! -+ z'~) (X"12 -+ V'fl2 -+ Zflf2) - (x' x'" -+ V' V'fl -+ Z' Zlll) 

D2 

143. Contacto de duas supm:ficies. - Sf'jam 

z=f(x, V), Z=F(X, Y) 

as equações de duas superficies que se cortam no ponto (x, V' z) e 

Y -y=A(X-x) 

a equação de um plano arbitrario, tirado por este ponto perpendicularmente ao plano xV. 
Se as duas curvas que este plano determina pela sua intersecção com as superficies têem 

um eontaeto de ordem n no ponto considerado, qualquer que sEeja a posição do plano, diz·se 
que as 'duas superfícies têem no ponto (x, V, z) um contacto de ordem n. 

Para obter as condições a que devem satisfazer as coordenadas do ponto dado para que 
is.o tenha logar, basta notar que as condições para o contacto de ordem n das curvas cor­
respondentes a um valor determinado de A, são 

F (x, V) =] (x, V), 

_aF -+ aF A = a] -+ a] A, 
ax av ax av 

Devendo estas equações ter logar qualquer que seja o valor de A, conclue-se que ascon­

dições para que as duas supe1:ficies tenham um contacto de primeú·ct o1·dem no ponto (x, V, z) 

são 

aF a] aF &]. 
F(x, v)=](x, v), a;-=ax' av·= avi 
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que as condições pa1'a que as duas superficies tenham um contacto de segunda ordem no ponto 

(x) y) z) são) além das p,'ecedentes, as seguintes: 

e assim successivamente, 

144, ,Uma superficie de espede dada Z = F (X, Y) diz-se osculadora de uma superficie 

dada z = f(x) y), se a primeira tem com a segunda o contacto de ordem mais elevada que 
as superficies da especie considerada podem ter com a superficie dada. Se a superficie 

Z=F(X, Y) contem 111 C0nstantes arbitrarias, podemos determinar estas constantes de modo 

que as superficies tenham, em geral, um contacto de ordem 'fi) se 111 for egual ao numero de 
equações necessarias para haver contacto de ordem 'fi. Se for menor, póde estabelecer-se só 
um contacto de ordem inferior a n) e a equação fica ainda com algumas constantes arbitrarias. 

r. A equação Z = AX + BY + C contendo tres constantes arbitrarias, pó de o plano ter 
um contacto de primeira ordem com a superficie z = f(x) y). Para achar o plano que satisfaz 

a esta condição, determinem-se as constantes arbitrarias por meio das tres equações de con­
dição para haver contacto de primeira ordem, que dão 

z=Ax+By+C, A= af 
'000 ' 

portanto a equação do plano osculudol' da superficie é 

B- alo 
- By' 

af af 
Z- z = - (X -00)+ - (Y -yl ax ay" 

e coincide com a equação do plano tangente (n.o 94). 

II. Consideremos, em segundo logar, a esphera 

(X-a)2+(Y -b)2+(Z-c)2=R2. 

Podemos dispôr de tres das ;:"onstantes arbitrarias, que contem esta equação, de modo a 

satisfazer ás tres equações de condição nect'E'sarias para que esta superficie tenha um con­
tacto de primeira ordem com a superncie z = f(x) y). 

Para obter um contacto de segunda ordem, é necessario que a equação da supetficie 

Z =F (X, Y) contenha seis constantes arbitrarias, e portanto a esphera não póde ter um 
contado de segunda ordem com a superficie dada, excepto em alguns pontos particulares 
d'esta superficie, como vamos ver. 

NN 
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az él.2Z 
Para haver contacto de segunda ordem, os valores de Z, -élX' élY' ax2' élX élY- e -élY~ , 

tirados da equação da esphera e das equações 

X-a+ 
élZ 

c)--"=' 
élX 

élZ + 
élY élX 

Y -b+(Z 

a2z 
c)-aXélY = 

az 
c) _'y = 0, 

c 

devem ser eguaes 
élf 
ély' 

n'ellas faz 

Y =y, que dá as de CV1"lW;<lV 

(x- a)2 + (y-b)2+ (z- c)2 = R2, 

x-a c)}f = 
élx 

( élf)2 él 2f 1+ - +(z-c)---=O 
élx ax2 ' 

b+(z- =0, 

As quatro primeiras equações servem para determinar as constantes arbitrarias aJ b) c e R. 
As ultimas, eliminando z por meio quarta, dão equações 

a2j 
a.1:;2 ' 

a que deve satisfazer o ponto (xo' Yo, zo) da superficie z = f(x) y), para que n'elle a superfieie 

possa uma oscllladora. 

Tomando o (xo, Yo, para origem coordenadas, o plano para 

dos xy e os planos secções prin<:ipaes para planos dos e yz) e chamando z= fi y) 

a nova equação da sllperficie, as equações precedentes dão [representando por Po, qo, 

. él fi a fI a2{J a2fi tomam as denvadas - - - --- -- e---
. ax ' 'ax2 , ay2 e valores ponto (O, 

'I' o =0, visto (n,O 95) ° e qo = as curvaturas Ci e c~ secções 

{ ~ol 



307 

que passam pelo ponto (O, O, O) são (n. o 95) dadas pelas fórmulas Cj =ro e C2 = to- Portanto 
temos .C1 = C2; o que prova que os pontos em que a superficie tem um contacto de segunda ordem 
com uma esphel'a coincidem com os pontos umbilicaes (n. o 95). 

Para um estudo mais desenvolvido e profundo da theoria do cantacto, consulte-se o beBo 
Cours d' Ânalgse de l' École Polyfechnique de Paris de Hermite. 

145. Pontos singulares das superficies. - Consideremos a superficie representada pela 

equação 1 (x) y, z) = O e um ponto (XOl Yo' zo) situado sobre ella, e applicando a fórmula de 
Taylor, escrevamos esta equação debaixo da fórma 

j~ (xo, YOl zo) (X-Xo) +1;, (xo, YO) Zo) (Y- Yo)+ 1: (XOl YOI zo) (z-zo) 

+; [f~.,(xo, Yo' zo)(x-xo)2+21~(xo, Yo' zo)(x-xo)(Y-Yo}+1;y(xOl Yo' zo)(Y_Yo)2+ ..• ] 

+ .................................................. ó •••••••••••••••••••• =0. 

A recta representad.a pelas equações 

corta esta superficie em pontos cujas abscissas são determinadas pela equação 

(x-xo)[f~(xo, Yo, zo)+A1;(x01 Yo' zo)+B1;(xo, Yo, zo)] 

+; (x-xo)2[f~ .. (xo, Yo' zo)+ 2A f:y(xo, Yo' zo)+A21~y(XOl YO) zo)+···] 

+ ...................................................... =0, 

um dos quaes coincide com (xo, YO'. zo), a qual mostra que n'este ponto estão reunidas duas 
intersecções, pelo menos, da recta com a sllperficie, quando A e B satisfazem á condição 

Eleminando A e B entre esta equação e as da recta, vê-se que todas as rectas que satis­
fazem á condição indicada estão situadas no plano representado pela equação 

isto é, no plano tangente (n. o 94) á superficie no ponto (XOl Yo' zo). 
Se porém for 
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não existe plano tangente, e todas as rectas que passam pelo ponto considerado têem duas~, 
pelo menos, das suas intersecções com ii. superficie reunidas no ponto (xo' Yo' zo)' 

Entre as rectas que, n'este caso, passam pelo ponto (xo, Yo' zo) convem notar aqllellas 
cujos coefticientes angulares satisfazem á condição 

as quaes têem tres das suas intersecções com a curva reunidas no ponto considerado. Eli­

minando A e B l:ntre esta equação e as daa rectas, obtem-se a equação 

a qual representa· um cone de segunda O1·dem~ que se diz tangente á s?lperficie no ponto 

("-'0' YOl zo)' N'este caso o· ponto (roo, Yo' zo) diz-se duplo. 
Se todas as derivadas parciaes de primeira e de segunda ordem de f(x) y) z) forem nullas 

no ponto (xo, Yo' zo) e alguma derivada de terceira o não for, o ponto diz-se t1'iplo~ e vê-se 
do mesmo modo que existe um cone de terceim ordem que é o logar geometrico de todas as 

rectas que têem, pelo menos, tres das suas intersecções com a superficie reunidas em (xo, Yo, zo). 
Em geral) se as derivadas parciaes de f (x) y) z) até á ordem n forem todas nullas no 

ponto (xo, Yo' zo) e alguma das de ordem n + 1 for differente de zero, este ponto diz-se mul­

tiplo de ordem n) e existe um cone de ordem n que é o logar geometrico das rectas que têem 

n) pelo menos, das suas intersecções com a superficie reunidas no referido ponto. 
Os pontos multiplos e os pontos da superficie considerada em que a doutrina precedente 

não tem logar, por não lhe ser applicavel o desenvolvimento pela fórmula de Taylor de que 
se partiu, dizem-se singulares; 

146. Pontos singulares das curvas enviezadas. - Consideremos a curva representada 

pelas equações f(x~ Y~ z)=O, F(x~ Y~ z)=O e um ponto (xo, YOl zol situado sobre ella, e 
escrevam-se estas equações do modo seguinte: 

onde 

Ui = f~ (xo, Yo, zo)(x - xo) + f~ (XOI Yo, zo) (y - Yo) + f~ (XOI YOI zo)(z - zo), 

u2=; [f:~(xo, YUI zo)(x-xu)2+2f:~(xo, Yo, zo)(x-xo)(Y-Yo)+" .], 

e onde Vi, V2, ••• representam as funcções que se obtêem mudando nas expressões prece­
dentes a lettra f pela lettra F. 

Posto isto, viu-se no n.o 92 que a tangente á curva considerada no ponto (XOI YOI zu) é 
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pelas UI = ° e 0, que répresentam tangentes ás duas 
que entram na sua definição. Se porém estes planos tangentes coincidem, o qu~ tem logar 

quando (xo, Yo, zo) satisfaz ás condições 

planos determinam recta alguma, o ponto singular. Considerando então 

superficie repres~lltada pela equação 

passa eurva dada, cone de ordem representado equaç~o 

é formado pelas rectas tê em menos, suas com super-

precedente rounidas em Yo, zo), plano UI tangente superfícies 
cortam-se segundo duas rectas que se dizem tangentes á curva, e o ponto diz-se duplo. 

Se for tambem ll2 = V2, o plano lH = ° e o cone de terceira ordem representado pela 
U3 = cortam-liC segundo tres que dizem á curva ponto 

Yo, zo), e ponto diz-se triplo. 
Não continuaremos esta discussão, que é facil, e terminaremos observando que a doutrina 

precedente só é applicavel ao ponto (xo, Yo, zo) quando os desenvolvimentos pela fórmula de 

Taylor de que se partiu têem logar n'este ponto. 

{ ~ol 
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CAPITULO VII 

I;'unoções definidas por series. Singularidades das funoções 

I 

Funcções definidas por sedes 

14.... Vamos n'este Capitulo estudat' as funcções definidas por series, para estabelecer 
as condições da sua continuidade e achar as suas derivadas. Em seguida formaremos, por 
meio d'estas fllncçõefl, exemplos das singularidades mais importantes, relativamente á conti.., 
nuidade e ás derivadas, que as funcções apresentam. 

14S. Continuidade das funcções definidas por sedes. -A este respeito vamos demonstrar 

o seguinte: 

TUEOREMA. Se a serie 

(1) f(x) =f1 (x) + f2 (x) + ... + fn (x) + ... 

for uniformemente convergente em um intel'vallo comprehendido entre dois numeras dados? a 

funcção f(x) é continM nos pontos d'este intervallo em que as funcções ft (x), f2 (x), etc. são 

continttas. 

Seja a um d'estes pontos. Por ser uniformemente convergente a serie anterior, a cada 
valor da quantidade positiva a, por mais pequeno que seja, corresponde (n.o 26) um numero 

m tal que será 

qualquer que seja o valor de h} com a condição de Ct + h pertencer ao intervallo considerad,}. 
Mas, por ser continua no ponto a a somma (n.o 36) 

P", (x) = fI (x) + t2 :x) + ... + t", (x), 
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pôde-se dar a E valor tal que desegualdado 

seja satisfeita por todos os "alores de h que satisfazem á condição I h I < E (n. o 36-1.°). 

D'estas desegualdades e da egualdade 

+h)- PIn(a 

conclue-se 

valor de 

que, por p3queno seja o que se attl'ibua a 6, sempre um 

que a dosegualdade 

o o o 
If(a+h) -f(a) I < - -1--+-~-,- 3 '3 J 

satisfeita todos os valores de h satisfazem condição! E. Logo a funcção 

continua no ponto a. 

149. Dm'ivada8 das funcções por Sen'/38, Principiaremos o que a dizer 

sobre as derivadas das definidas por serios, fazendo notar que as sel'ies m00s ter­

mos são as derivadas dos termos de uma serie convergente, pôde ser divergente. Assim a 

serie :E (-l)n~ é convergente quando é x== 1, em quanto que a serie:E (-I)n xn-i, formada 
n 

pelas derivadas dos seus termos, é 

seguinte, 

caso Posto vamos demonstrar 

'l'HEOREMA. Se a se1'ie (1) foI' convergente em um interlXtllo comprehendido ent1'e dois mt-

me1'OS se no mesmo intervallo u.n~formemente conve1'gente 8erie :Ef;, formada 

pelas deriwdas dos tm'mos precedente) funcção admitte del'ivacZa e temos 

f' (x) = f1(x) + f~ (x) +. , .+ f,;(x) +. , , 

no inte1'vaUo conside1'arl o, 

Seja a um valur qualquer de x) pertencente ao intervallo considerado, e ponhamos para 

brevidade 

R 
cc 

~ 
m+JI-f-l 
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Teremos 

f(a+h)- f (a) _. ~f,' )="'*P ff,1 (a+h) -ln (a) -fi' ( )] + R (a+h) 
h 7 n(a 'i'L h na h 

.onde O representa uma quantidade positiva mflUor do que a unidade. 

Por ser uniformemente convergente a serie ~f~ (x) no intervallo considerado, se dermos 
a ~ um valor tão pequeno quanto se queira, podemos determinar um valor correspondente 

para m tal que as desegualdades 

I m+p 1- ~ 
~ f~(a),<-, 

m+1 I 10 Im+p \- ~ ~ f~(a+()h) <10 
mH , 

sejam satisfeitas por todos os valores do inteiro p e por todos os valores de h) com a con­
(tição de a + h pertencer ao intervallo considerado, Logo a desegualdade 

é tambem satisfeita pelos mesmos valores de p e h. 
Por outra parte, por ser 

~f'( )-1' ~ ln (a+h)-fn(a) 
.IJ n a - 1m..., h . , 
i h=O 1 

podemos concluir que existe um valor hi tal que a desegualdade 

I ~ [fn(a+h) ~f,1 (a~ _/~ (a)] I < ~ 
I i - h b 

(onde m tem um valor finito anteriormente determinado) é satisfeita por todos os valores de h 

que satisfazem á condição I h 1< hi • 

Finalmente, por serem convergentes as series ~fn (x) e ~f~ (x), a cada valor de h c.or­
responderá um valor de p tal que será 

IR __ (a+h)I<!, I R(a) I ~ ~ 
h fi ~h- <1)' IRi (a) I <1)' 

Das desegualdades precedentes e da egualdade de que se partiu, conclue-se que, dand() 

00 
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a ~ um valor tão pequeno quanto se queira, ha sempre um valor correspondénte hi tal que 
a desegualdade 

será satisfeita pelos valores de h que satisfazem á condição I h I < h!; e, portanto, teremos 

I' f(a+h)-f(a)_~.f!'() 
llU h -7Jn a, 

que é o que se queria demonstrar. 

II 

Singulàri(la<les {le algumas funcções 

lõO. Funcções discontimws em pontos isolados. - Uma funcção f(x), definida na visio 
nhança do ponto ct) é discontinua no ponto x = ct) quando n'este ponto se torna infinita ou 

passa de um valor a outro. Da primeil'a especie de discontinuidade temos até aqui encontrado 

exemplos nas funcções racionaes, quando a é raiz do denominador, na funcção tang x, quando 

é x = (k + ; 7L), k representando um numero inteiro, etc:. Para exemplo da segunda especie 

de discontínuidade, da qual não offerecem exemplo as func.ções que até aqui temos estudado, 
apresentarei a fllncção definida pela serie seguinte: 

l-x 2x(1-x) 2xk-i(1-x) 
1 +x + (1 +x2) (1 +x) + ... + rI +xk) (1 +x"-i) + ... 

Com effeito, temos evidentemente 

l-x»> 2 
1+xm=-1+ 1+X""l 

1 1 x»>-i (l-x) 
1 +xm = 1 +X»>-l + (1 +xm) (1 +x""-i)' 

1 1 x rll- 2 (l-x) 
1 +x""-i = 1 + x"""":2 + (1 +xm-i)(l + x1n-2)' 

_~_=_1_+ x(l--x) , 
1+x2 l+x (I + x2)(I+x) 

1 I l-x 
1+00 = 2' + 2(1 +x)' 
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d'onde se tira 

e portanto 

1 - x'" 00 ' x le- i (1 x) lim = 2 2: " - -_._ .. 
m=XJ 1 + x'" k=i (1 + xle-i) (1 + x/c) 

D'esta egualdade conclue-se que a funcção considerada é egual a + 1, se o valor absoluto 

de x é menor do que a unidade, que é egual a -1, se o valor absoluto de x é maior do que 

a unidade, que é egual a zero, se é x = 1, e que é egual ao infinito, se é x = - 1. A funct;ão 

é pois discontinua no ponto x = 1, onde passa do valor + 1 ao valor - 1, e no ponto x = - 1 
onde é infinita. 

151. Condensação das singulm·idades. - As funcções que até aqui temos encontrado 

apresentam em um intervallo finito um numero finito de pontos em que são discontinuas. Ha 

porém funcções que, em um intervallo finito, são discontinuas em um numero infinito de pon­

tos, separados por outros em que são continuas, e ha funcções que, em um intervallo finito, 

são discontinuas em todos os pontos. Para formar funcções d'esta natureza" póde-se seguir 

um methodo, devido a Hankel (I) e por elle chamado methodo da condensação das singulm'i­

dades, por meio do qual, partindo de uma funcção com um numero limitado ele singulari­

dades, se fórma uma funcção com infinitas singularidades. Vamos aqui expôr a parte funda­

mental d'este methodo, que se póde estudar desenvolvidamente no excellente livro de Dini: 

Fundamenti per la teol'ica delle funzione di variabili 1'eali. 

1. Represente-se por cp (y) uma funcção de y que no intervallo entre y = -1 e y = + 1 , 
o ponto O sendo exceptuado, seja continua e menor do que uma quantidade M, que no ponto 

y = O seja nnlIa e que, quando y tende para zero passando separadamente por valores posi­

tivos e negativos, tendà para um limite differente de zero, ou para dois limites, um dos quaes, 

pelo menos, seja differente de zero. 

A funcção cp (sen p1tx) , onde p é inteiro, será nulla e discontinua nos pontos onde;x; = m 
( . t') , . p m 111 elro , e sera contmua nos outros pontos. 

N'estes ultimos pontos, a funcção 

00 

(1) f(x) = 1:: Ancp(senn1tx) 
n=! 

(I) Hankel: - Unte"8uchungen über die unendlich oft oscillirenden und unsteligen Functionen- Tubingue, 
1870. 
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é tambem continua, se AI, A2, etc. representarem quantidades positivas taes que seja con-
00 

vel'gente a serie :E An. Com efleito, n'este caso, a cada valor de a, por mais pequeno que 
i 

seja, corresponde um valor cq de a tal que a desegualdade 

(7.+~ 
:E MAn<a 

n=(7.+i 

é satisfeita quando a> ai. Logo a desegualdade 

" (7.+~ 1 
:E Ancp (sen m:x) I < a 

I n=(7.-r1 

é tambem satisfeita pelos mesmos valores de a. A serie (1) é pois uniformemente convergente, 

e portanto a funcção f(x) é continua (n. o 148) nos pontos considerados. 

Consideremos agora os pontos em que a funcção cp (sen p7tx) é discontinua; e seja primeira­

mente m um numero par. 

Pondo n = ap + b, onde b representa um numero inteiro menor do que p, temos 

onde:E representa uma somma que se refere a todos os 'valores inteiros e positivos de a e b) 
excluindo os termos correspondentes a b = 0, os quaes são nuIlos. 

Do mesmo modo temos 

ou, separando os termos correspondentes a b = 0, 

Logo temos 

00 

+ :E Aap cp (sen aph7t). 
a=i 

Mas, empregando uma analyse semelhante á que foi usada precedentement.e para de­

monstrar que a funcção definida pela serie (1) é continua quando x é irracional, vê-se que a 

funcção:EA ap+b cp [sen (ap + b) rI.XJ é continua no ponto x =~, quando b clifferente de zero, e 
que é, portanto, p . 

l~cp[sen(ap+b) (; +h)7tJ=cp[sen(ap+b) ;7tJ 
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Vem pois 

lim [f( m +h) - f(m)]=lim ~ Aap cp (senaphTC). 
k=O p P k=O a=i 

Quer h tenda para zero passando por valores positivos, quer h tenda para zero passando 
por valores negativos, da uniformidade de convergencia da serie 

QO 

~ Aap cp (sen aphTC), 
a=t 

na visinhança do ponto h = 0, conclue-se que, por mais pequeno que seja o valor que se dê 
a a, ha sempre um valor at tal que a desegualdade 

é satisfeita pelos valores de a superiores a aI, qualquer que seja o valor que se dê a h, entre 
certos limites. 

Por outra parte, por ser convergente a serie ~Aap, existe um numero a~ tal que a desegual­
dade 

é satisfeita pelos valores de a superiores a a~. 

Logo as duas desegualdades precedentes são satiefeitas simultaneamente pelos valores de 

a superiores a aI e a2. 

Por outra parte, existe sempre um valor ht tal que a desegualdade 

é satisfeita pelos valores de h que verificam a condição I h I < ht. 
D'estas tres desegualdades resulta 

quando I h I < ht; e portanto temos 

QO QO 

lim ] Aap cp (sen aphTC) = lim cp (sen aphTC) ~ AaPl 
k=Oa=t k=O a=1 

e 

lim [f (m +h) - f (m)] = lim cp (sen aphTC) ~ Aapo 
k=O p P h=O . a=1. 
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Como, por hypothese, um pelo menos dos dois valores de lim <p (sen apkrr.), corres­
h=O 

pondentes um a valores positivos e outro a valores negativos de h} é differente de zero, a 

funcção f (x) é discontinua nos púntos onde x = m . 
p 

Por uma analyse semelhante se mostra que a funcção f(x) é discontinua nos pontos onde 

m d ,. x=-, quan o m e lmpar. 
p 

Logo a funcção f(x) é continua nos pontos em que x é irracional, e é discontinua nos 

pontos em que x é racional. 

Para applicar o methodo anterior, é necessario formar uma funcção <p (y) que satisfaça ás 

condições impostas anteriormente a esta funcção. Póde servir para este fim a segt:inte: 

~ y (y+ l)k-1. 
cp (y) = - 2 lc:1. [(y + 1)k + 1] [(y + ll--1. + 1] ' 

que se deduz da serie que considerámos no n.O 150, pondo x = y + 1. 
Com effeito, sendo aqueIla serie egual a + 1, ° ou -1, segundo é x < 1, x = 1 

será esta egual a +1, ° ou -1, segundo é y<O, y=O ou y>O. 
Temos pois a funcção 

00 ~ 2 sen n7CX (sen mcx + 1 )k-t 
f(x)=-:E An ~ , 

n=1 k=1. [(sen m:x+1l + 1 J [(sen n7tx+l)k-1+1] 

ou x> 1, 

que é continua nos pontos onde x é irracional e que é discontinua nos pontos onde x é ra· 

Ci011aI. 

II. Partindo da serie que vimos de empregar, podemos formar agora uma fnncção total­

mente discontinua em um Íntel'valJo finito. Com effeito, a somma da serie 

~ 1 
n=1 n! [cp (senn7tx)JIl 

00 1 
é egual a :E ,= e-1, quando x é um numero irracional, e é infinita, quando x é racional, 

n=t n . 
porque no primeiro caso a funcção [<p (sen n7tx)JIl é egual a + 1, e no segundo caso é nuIla 

U m 
quando n = p e x = -. Logo a funcção 

p 

f(x) = 00 e~l 
:E 
I. n![<p(senm:x)]2 
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a zero, quando x é e é a + 1, x é irracional; e 

totalmente discontinua em um intervallo qualquer. 

Ui2. ~;,r'W"~/lJI',(1 de uma não tení derivada. - Pelo methodo Hankel 

formar-se funcções continuas com numero inl111ito de pontos onde não deri-

vada. Não entraremos porém aqui n'8sta parte do methodo de condensação das singulari­

dades, e limitar-nos-hemos a apresentar um exemplo (I) de uma funcção continua que não tem 

derivada em ponto algum, devido a "'IVeierstrass, que trataremos pela mesma analyse que 

eminente (Jornal de Cr'elle) 79). Esta fllncção é seguinte 

00 

f(x) = :E bn cos a"x-rr, 
n=O 

a) que um inteiro positivo e b, que repI'l0Senta um numero positivo menor 

do que a unidade, devem ser escolhidos de modo que seja I ab > 1 e 3 > ab 7t i' 

A serie que define f(x) é uniformemente convergente, qualquer que seja o valor de x. 
effeito, a :Eb", a valor de mais pequeno que 

corresponde um valor tal que a deseguald&de 

m+p 
:E bn < ~ 

n=m+~ 

satisfeita m> 1ni. a 

tambem satisfeita pelos mesmos valores qualquc'l' seja x) serre portanto 

uniformemente convergente. 

D' este facto e de ser cada termo da serie uma funcção continua de x conclue-se (n. o 148) 

fllncção é continua. 

Por:;to isto, amos como Vi eierstrass demonstra que esta funcção tem 

Represente Xo um valor qualquer de x, m um numero inteiro positivo e am um numero 

inteiro tal que seja 

1 
--< 2 

1 

(1) Vejam-se outros exemplos no importante trabalho de Darboux intitulado - Mémoil'e SUl' les fonctions 

discontinues (Annales scientifiques de l'Ecole Nol'male Supél'ieu1'e de Paris, 1875). 

A memoria célebre que Riemann consagrou á 
exemplos das sem que têem 

das series trigonometricas U'"'flH.VU uma 
dados. 

parte 

{ ~ol 
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Representando a differença amxo - tXm por xm+! e pondo 

vem 

Clm -1 
x'=-­am , 

, 1 +Xm+i x -xo=- , 
am 

'I am +1 x =---, 
am 

d/onde se conclue que Xo está comprehendido entre x' e x", e que se pode dar a 1n um valor 

tão grande que x' e x" diffiram de Xo tão pouco quanto se queira, 

Por outra parte, temos 

pondo 

A =:E ali bn , o , m-i ( cos a"x''lt - cos anx 'lt ) 
11=0 ali (x' - xo) 

Por ser 

sen (ali x' -= xo) 'lt 
cos (a"x') 'lt - cos (allxo)'lt = _ 'lt sen (ali x' +'-::0) 'lt 2, 

ali (x' -xo) 2 li x' -xo 
a -2--'lt 

( XI-XO) 
sen a ll - 2 'lt 1 

x' x < , 
ali _--=-.J!. 'lt 

2 I 

temos ainda 

Como é 

cos am+n a/'lt = cos ali (am -1) 'lt = _ (_l)am, 

cos am+ll xo'lt = cos (an IXm + allxm+l.) 'lt=(_1)lXmcos a"xm+i'lt, 

temos tambem 

e, por serem positivos todos os termos ria somma:E que entl'a no segundo membro d'esta 
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egualdade, e o primeiro termo não ser menol' do que : (visto que Xm+1 está cOt11prehendido 

entre - ~ e -.!.) , 
~ 2 

Logo 

B = (-ltm : "'I (ab)''', 
IX "flE1t 

A=(-l) m '"ib-l (ab)"', 

onde "'I representa um numero positivo, maior do que a unidade, e E uma quantidade com­
prehendida entre + 1 e -1. 

Temos pois 

Do mesmo modo se acha 

f(x")-f(x.o) 
x"-xo 

Dando pois a a e b valores taes que seja : > ab 1t l' conclue-se das egualdades prece­

dentes que as razões que entram nos sens primeiros membros, tendem para + 00 e - 00, 

quando 1n tende para o infinito e, portanto, quando x' e x" tendem para ;):'0' Logo a funC'ção 

f(x) não tem derivada em ponto algum xo' 

pp 
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CAPITULO VIII 

Funeções ele i,a veis lXlaginarias 

Definições e princípios gel'aes 

1&S3. Tendo de tratar das ele variaveis imaginarias, recordemos 

mente que toda a variavel imaginaria z = x íy pode til'!' por um cujas 

coordenadas cartesianas sao x e y; e, portanto, que podemos falar no ponto z, quando nos 

qnizermos referir ao ponto (x, V). 

Seja 

fllncção 

supponhamos 

variavel z 

razão 

iy. Mudl'lllOS n'esta 

f (z + h + ik) --.f (z ) 
h--i--ik 

para um limite determinado f' (z), h+ik 

x em h e y k& 

de modo zero, 

mesmo quando I1ma das quantidades h e k é llul/a. Este limite chama-se, como nu caso das 

variaveis reaes, derivada de f (z). 

Por ser o limite da razao precedente o mesmo, quando fez) tem derivada, quer lt e k 
differentes de zero, uma (l'estas quantidades nulla, 

lim cp (x + h, .1/) +ú!; (x + 11,.1/) - [cp (x, y) + i~ (x, y)] =1' (z), 
h=O h 

I. w (x, y 
nn-I ~-

1,=0 

{ ~ol 



e portanto 

(a) 

d'onde se deduz 

ou 

(1) 

324 

BCP. + i a~ = fi (z), 
ox Bx 

Bcp + ,B~ if' ( ) - ~-=~ z By By I 

Bcp ,B~ , [ ocp ,B~ ] 
-+~-=~ --+~- , By By Bx. Bx 

l'emos assim duas condições a que devem satisfazer as funcções cp (x) y) e ~ (x) y), para 

que fez) tenha derivada. 
Accrescentaremos ainda que a primeira das equaçõeE> (a) faz ver que, se fi (~) for uma 

f N ' d Bcp B~ N f N ' d unccao contmua e z) -o e -B sao uncçoes contmuas e x e y, • x .lJ 

A proposição reciproca da precedente é verdadeira. Se ~~- e ~~ representarem funcções 
"continuas de x e y, as egualdades (n. o 68-2.°) 

onde a, ai, ~, ~1 representam quantidades infinitamente pequenas com h e k, dão, attendendo 

á fórmulas (1), 

q;(x+h, y+k)+iHx+h, y+k)-[cp(x) y)+i~(x) y)] 

= (~! +i -~:) (h + ik) + (al +i~l) h' + (a2 + i~2) k. 

Temos pois, dividindo os dois membros d' esta egualdade por h + ik e attendendo a que o 
primeiro membro da nova egualdade tende para fi (z), qlVllldo h+ik tende para zero, 

h 
ou, attendendo a que ai, 0:2, ~1 e ~2 tendem para zero e a que os módulos de h + ik-

k N' c' "d d e h + ik sao IglerlOres a um a e, 

(2) f'(z)=~+i~. 
Bx Bx 
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Logo, se a funcção f (z) satisfaz ás condições (1) e se ~: e -~~ são fnncções continuas 
de x e y, a funcção f (z) tem derivada. 

Accrescentaremos que esta fórmula determina a derivada e mostra que l' (z) é uma funcção 

continua de z no caso considerado. 

Ui-1:. É facil de ver qne o que se disse no n. o 61 a respeito da derivação das sommas, 

productos, quocientes e funcções de funcções tem ainda logar no caso das funcções de varia­

veis imaginarias. Estamos pois reduzidos a considerar as funcções simples. 

1) É facil de ver que a derivada de a+z é + 1, e que a derivada de bz é b. 
2) A derivada de eZ obtem-se applicando a fórmula (2) á fllncção 

tl = eZ = ex-I--iy = eX (cos y + i sen y), 

que dá Ui = eZ • 

3) A derivada de cada ramo da funcção log z obtem-se applicando tambem a fórmula (2) 
á funcção 

u=logz= ~ log(x2+y2)+iarctang !' 
que d' I 1 d' . a u = z' como no caso as varlavelS reaes. 

4) A derivada de zlll acha-se, pOlido, como se fez no n. o 62, zm = em log z~ e é egual a mzm-f. 

As outras funcções dependem das anteriores, e porisso acham-se facilmente as suas deri­

vadas, e vê-se que as regras dadas, para as formar no caso das variaveis reaes, subsistem 

no caso das variaveis imaginarias. 

1:'i5. Se, entre cada grupo de dois pontos de uma região A do plano, onde estão repre­

sentados os valores de z~ se poder traçar uma linha continua que não corte o seu contorno, 

a região considerada diz-se uma área continua. Se em todos os pontos d'esta região fez) tem 

uma derivada, diz-se que fez) é urna funcção monogenea ou uma funcção analytica. de z na 
á"ea A. A área A póde abranger todo o plano, como acontece, por exemplo, no caso das 

fllncções eZ~ sen z, etc. 

A fllncção monogenea f(z) diz-se tmiforme na área A, quando a cada ponto z da área 

corresponde um unico valor da funcção (1). 

(1) A theoria geral das funcções de variaveis imaginarias foi fundada principalmente por Cauchy, que 
consagrou a esta theoria muitos dos seus mais importantes trabalhos. Depois occuparam-se d'ella muitos 
geomctras eminentes, á frente dos quaes estão Riemann e Weierstrass. Para a estudar têem sido empregados 
por alguns geometras methodos fundados na theoria das series, e por outros methodos pertencentes ao Cal­
culo integral. Aqui vamos applicar os primeiros ao estudo de algumas questões relativas áquellas funcções; 
depois, cm outro lagar d'esta obra, faremos applicações dos segundos ao estudo de outras. 
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A respeito das definições precedentes faremos as observações seguintes: 
La Uma funcção monogenea em uma área A póde ser uma parte de outra funcção mo­

nogenea em uma área que contenha a primeira. Assim, por exemplo, a funcção definida pela 

sene 

convergente quando é I z I < 1, faz parte da func~'ão 1 l z ' monogenea em todo o plnno,' ex­

cepto no ponto z = 1. 

Do mesmo modo, a funcção definida pela serie 

f(z)=F(z) __ l_+(z-a-l)[-C 1_)2+_( 1 )3+ ... J-
z-a z-a z-a 

é egual a F (z), quando I z - a) I> 1, e é egual no infinito, quando I z - a 1< 1. Logo se F (z) 
representa uma funcção monogenea em todo o plano, fez) representa uma parte d'essa funcção 

monogenea. 

2. a Uma funcção de uma variavel imaginaria z póde ser monogenea só em parte da ~lrea 

em que é determinada. Tem, por exemplo, esta propriedade a funcção (I) 

00 C/n 
fez) = ~ b z , 

11=0 

quando aJ que representa um numero inteiro positivo impar, e bJ que representa uma quan­

tidade positiva menor do que a unidade, satisfazem ás condições ab> 1 e ~ > ab ~ 1 . Com 

effeito, a serie considerada é convergente quando é i z I <r. Em todos os pontos que satis- , 

fazem á condição I z 1< 1, a funcção tem uma derivada finita, como adiante veremos. Nos 

pontos que satisfazem ~ condição I z I = 1, a funcção não tem derivada, "isto que, substituindo 

a variavel z por cos O) + i sen 0), vem 

<lO 

00 

fez) =~ bn [cos (anO) + i sen (a"O)] , 
O 

e a funcção ~bncos(a»O)não tem derivada (n. o 152) relativamente aO). 
o 

Accrescentaremos ainda que se vê, raciocinando como no n.O 148, que a fll110ção fez) é 

(I) Weiel'strass: -ZU1' Functionenlehre (Monatsbericht der K. Akademie zu Berlin, 1880). 

Veja-se outro exemplo em um artigo que publicámos no tom XVII do Bullelin des sciences mathémaliques, 

transcl'ipto no tom. II das nossas Obras sobl-e mathematica. 

Hosted by Google 



327 

continua mesmo na circumferencia do circulo de raio egual á unidade, e que portanto os va­

lores que a funcção toma n'esta circumferencia dependem dos valores que toma no seu inte­
rior; porisso não existe funcção alguma monogenea em uma área continua, que contenha no 

seu interior o circulo considerado, a qual coincida com a Pl'ecedente no interior d'este cir­

cnlo, e a serie precedente representa portanto uma funeção analytica completa. 

3.a Quando a região do plano em que uma expressão analytiea j(z) é determinada, se 
compõe de muitas áreas separadas, j(z) póc1e representar, n'estas c1ifferentes áreas, diffe­

rentes funcções monogeneas eompletamente independentes. Esta observação importante foi 

demonstrada por Weierstrass da maneira seguinte. 

Seja cp(z) uma expressão egual a +1, quando Izl<l, e egual a -1, quando Izl>1. 
Pondo 

F ()=ji(Z)-j2(Z) 
i z 2' 

a expressão Fo (z) + F:! (z) cp (z) é egual a ji (z), quando I z 1< 1, e é egual a 12 (z), quando 

Izl > 1. 
Ha varias expressões analyticas que satisfazem ás condições impostas a cp (z); aqui em­

pregaremos a expressão (I) 

~ zk-i(l-z) 
m(z)=2 "" 
T k=1 (1 + z/c-I)(l -\- zk) 

considerada no n. o 150. Com effeito, vê-se por meio daanalyse empregada no numero citado, 

que temos 

quer z seja real, quer seja imaginario; e d'esta egllaldade rcsulta que cp(z) = 1, quando Izl <1, 
e que cp (z) = -1, quando I z I > 1. 

Ha muitos outros modos de formar expressões analyticas que satisfazem ás condições do 

theorema enunciado. Aqui exporemos ainda um, devido a Lerch, professor na Universidade 
de Fribourg (2). 

Sejam Ui e U2 duas funcções monogeneas independentes, e consideremos a fracção continua 

U{ Uj 
1(z)=ttl.+tt2~-------­

UI U2 
Ui + U2 - -----,---
. Ul.+U2- •.• 

(I) Esta expressão é reciproca de outra considerada pelos srs. Schrõder e Tannery. Veja-se um artigo 
que a este respeito publiquei no Bulletin des 8ciences mathématiques, tom. XXII, transcripto no tom. II das 
Obras 8ob"e mathematica. 

(2) Bulletin des sciences mathématiques, 2.' série, tom. x. 
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cuja;; convergentes cn+t e Cn estão ligadas pela relação 

ou 

Cn+i - UI U2 Cn - UI 
----=-" , 
Cn+i -U2 UI Cn - U2 

d'onde resulta 

Cn - UI U2 Cn-I -. UI -=_.---, 
Cn - U2 UI Cn_I-U2 

Cn-I - UI. U2 Cn--2 - UI ----=-.---, etc_, 
Cn-I - tt2 Uj Cn-2 - U2 

e portanto 

visto ser Co = UI + U2. 

D'esta egualdade conclue-se que é, para n = 00, lim cn+t =Ut, se 1 u21 < I UI I, e lim Cn+l =U2, 

se I U2! > I UI 1 ; isto é, que a expressão f(z) representa UI na área onde é 1 U2! < I Ui I, e que 
representa U2 na área onde é I U2 I > 1 UI [. 

II 

Extensão da fórmula (le Ta,ylor ás fllIlcções de variaveis imaginarias 

156_ Seja z = p (cos 00 + i sen (0) = peitO uma variavel complexa, que suppom0s descrever, 
quando varía, uma recta que passa pela origem das coordenadas e faz um angulo 00 c~)m o 
eixo das abscissas, e seja 

F (z) =F (peitO) = cp (p) +i~ (p) 

uma funcção d'esta variavel, que suppomos admittir derivadas finitas até á ordem n, para 
todos os valores que tomllZ, quando varía d.esde O até z. Teremos (n.o 113), desenvolvendo 
cp (p) e ~(p) pela formula de Maclaurin, 

n-i a 

F (z) = F (O) + ~ --.e, [cp(a) (O) + i~(a)(O)J + Rn, 
a=t a. : 

Rn= pn [(1-OI),,-mcp(n)(Olp)+i(1-02)n-m~(n)(o~p)J. 
(n-l)!m . 
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Temos porém, derivando F .(z) a vezes relativamente a p, 

e, por ser 

temos tambem 

Logo (") 

(1 

eairu Fia) (z) = cpia) (p) + iepla) (p); 

enio; Fin) (Oi Z) = <pin) (Oip) + i<ptn) (Olp), 

e"iru Fi") (O~z) = 1"in) (02p) + i~in) (02p), 

n-i za 
F(z) =F (0)+ ~ -, Fia) (O)+R", 

a=i a. 

Pondo na expressão de RI! 

. (1 - Ot),,-m . (1- O )n-11I 
zn = Be',b --~ Fin) (Oi Z) = Ce'" --~-- Fln) (Ooz) = Dei1 

.' (n-1)!m '(n-1)!m" , 

póde dar-se-Ihe a fórma 

R" = BC cos (b + c) + BDi sen (b +d) = He ih , 

onde 

Suppondo agora C >D, temos H2 < 2B2C2 e portanto H = il.BC V2, onde ii. representa 

um factor positivo, egual ou inferior á unidade. 
Logo temos a fórmula 

(2) 

onde ct = h - b - c. 
Se for D > C, demonstra-se esta fórmula do mesmo modo, pondo H = "'-BD V2. 

(1) Pelas notações Illl A] e ] [ A] representam· se a parte real e o coefficiente de i em A. 

QQ 
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Applicando 

"vem a fórmula 

fó rmulas (1) á funcç?io + zo) e mu<lando no resul tado z em 

(Z-z 
___ ~l __ iln-I) (z ) 

(11,-1) 0, 

R = t, V') eU; (Z -zo)" (1 - &)"-111 ii") [z + O (Z - z )] 
n - (n -1) ! m o o , 

lagar as fnncl;õPs i (z), f' ... , fln) (z) finitas para todos os 

que z) quando vada desde 20 até Z, deserevendo a que une pontos correspon-

dentes. 

A fórmula precedente é, como se vê, a fórnntlé( de Taylor, que foi demonstrada primeiro 

no das variaveis reaes, e foi estendida por ao caso 

naí:UlS A elo resto que vimos achar, 

com a fórma que lhe deu Mansion (3). 

Desen"CoZolnwnto elo blnomio.- a fórmllla Taylor 

~md(j SlIpp0ll10S k 

n. 116, 

Rn=i, 

e eon~i:knlldo o ramo que elá g quando 

(1 + 

,k Ik 11 .. , (1.;-
cC" _'---_--'-_--"--c~_ 

(n -1)! 
1) zn (_1 ___ \) n-I (1 + 

1 +Oz/ 

1) o módulo de z = é menor do unidade, quantidado 

k(lc-1) ... (k-n+1) 
o" 

(n-1)! ' 

tende o 116) zero, tende o infinito. d'isso, 

'11-0 I l-e -l-e 
, 1 + 7fz = VI + 02p~ + 20p cos Ol < 1- Op < 1. 

varlavelS 

l~=(l 

O, vem, como 

(I) Podem ver-se os principaes methodos que têem sido empregados para demonstrar a fórmula de Tay-
1m' no caso das variaveis imaginarias no nosso trabalho Sobre o desenvolvimento das funcções em serie, já 
mencionado no n,O 

JouTnal de 

Résumé du, 

3,. serie, 

d'Analyse de l'UlIi!!Cl'sité de 1887, 
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Logo R" tende para 0, quando n tende para o infinito, e o binomio considt'rado póde ser 

desenvolvido PIl1 serie orrlenada segundo as poteneias de z pela fórmula 

2) Se o módulo de z é màior do que a unidade, a serie precedente é divergente. Com 

effeito, o módulo do quociente de dois termos consecutivos d'esta serie tende para p, quando­

a tende para o infinito. 

Para o estudo do caso em que o módulo de z é egual á unidade, assim como para o estudo 

do caso em que k é imaginario, póde consultar-se uma excellente memoria de Mansion publi­

cada nos Annales de la Société 8cientifique de Bl'llXelles (tom. IX). 
O estudo das condições de convergencia do desenvolvimento do binomio foi feito pela pri­

meira vez de uma maneira completa por Abel em uma memoria admiravel, que consagrou 

a esta serie (Oeuvres) tom. 1). 

dá 

:158. Appliquemos agora a fórmula que vimos de obter á deducção de algumas outras. 

A egualdade 

Se k é um numero inteiro positivo, vem 

• k (k)' _ (2t)k sen" z = ~ (- l)a e(/c-2a) IZ 

a=O a 

= a~u (_l)a (~) [cos(k-2a)z+isen(k-2a)z]. 

D'esta egualdade tira-se, se k é par, attendendo a que nos termos equidistantes dos ex­

tremos é egual a parte dependente do coseno, e egual, em valor absoluto, mas de signal 

contrario, a parte dependente do seno, e attendendo tambem a que existe um termo media" 

,"",,'pondente a a ~ !, ,ujo .. lo, é (t k) , 

k 2-k-i. ( k ) ( k ) (_1)22"senkz=22~ (-l)a '. cos(k-2a)z+ ~k . 
~ a 2 
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Do mesmo modo se acham as fórmulas 

que tem logar quando k é impar, 

2'"" '~2'~~' (~) '0' (k-2a),+ (;k)' 
que tem logar quando k é par, e 

I 

2 (lc-f) (k) 
2k cos" z = 2 ~ cos (k - 2a) z) 

a=O a 

que tem logar quando k é ímpar. 
Estas fórmulas importantes dão os desenvolvimentos da potencia k de sen z ecos z orde­

nados segundo os senos e os cosenos dos arcos multiplos de z. Foram dadas por Euler na 
lnt?'oduclio in Analysin infinitornm. 

159. Desenvolvimento ele eZ) sen z e cbs z. - Applicando a fórmula de Taylor á funcção 
eZ) vem 

zn-f _ zn 
ez -1 +z+ I -1-" ./9, ai_eiz - •. .. :- ( _ I)! I I\. V '" e , . n. n. 

I Z ln 
Por ~ tender para zero, quando 12 tende para o infinito, esta fórmula mostra que a 

n. 
funr,ção eZ é sempre susceptivel de ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias 

de z pela fórmula 

qualquer que seja o valor de z. 
Por uma analyse semelhante se vê que as serles. achadas no n.o 121 para o seno e o 

coseno de uma ,variavel real ainda têem lagar no caso das variaveis imaginarias. 

160. Desenvolvimento ele log (1 + z). - Applicando a fórmula de Taylor a esta funcção, 

vem, como no caso das variaveis reaes, 

zn (1-0)n-1. R =(-l)n-l) ... {2eai .---- -- , 
n 1 +Oz 1 +Oz 

Hosted by Google 



333 

considerando sómente aqueIle ramo de log (1 + z) cujo valor inicial é egual a zero. É facil de 

ver, procedendo como no 11.° 157, que, se o módulo ele z é menor elo que a unidade, temos 

o desenvolvimento em serie 

00 t za 
10g(1+z)= ~ (-lt- -, 

a=i a 

e que, se o módulo de z é maior do que II unidade, esta serie é divergente. 

101.. Fazendo uma outra applicação da fórmula demonstrada no n. O 156, vamos esten­

der, por meio d'ella, ás funcções de variaveis imaginarias a regra para formar as derivadas 

das funcções compostas. A demonstração d'esta regra dada no n. o 169 é sómente applicavel 

ás varia veis reaes. 

Seja y = f(u, v) uma funcção dada e supponhamos que as derivadas f~ (u, v), f; (u) v) e 

f~v (lt) v) são finitas no ponto (u,v) e nos pontos visinhos, e que f; (u, v) é continua, relativa­
mente a u, no ponto considerado. 

Temos 

quando se dão a k e l valores sufficientemente pequenos para se poder applicar a fórmula 
dada no n.O 156; é 

f(u+k) v)=f(u, v)+kf~(u, v)+cqk) 

f;(u+7c) v)=f~(u) V)+CX2, 

onde :XI. e CX2 são quantidades que tendem para zero, quando k tende para zero. Logo 

f(lt+k) v+l)-f(u, v)=kf~(u, v)+lj~(u, v) 

+CXtk+CX2l+ ~ À V2ea.il2j~~(u+k) v+Ol). 

Suppondo agora que u e v são funcções de z e que k e l são os valores dos augmentos 

que recebem u e v, quando se muda z em z + h, temos, devidindo ambos os membros d'esta 

equação por h e fazendo tender h para zero, 

y' = !JL Ui +!JL Vi 
ôu ôv) 

Hosted by Google 



334 

quando ao valor de z considerado corresponde um ponto (u) v) onde são satisfeitas as condi­

ções precedentemente enunciadas. 
Do mesmo modo se considera o caso dE' a funcção dada depender de mais de duas funcções 

compon'entes. 

162. O processo anterior para achar o desenvolvimento das funcções em serie é raras 

vezes applicavel por causa da complicação da expressão do resto Rn) que é necessario dis­

cutir, para saber se Rn tende para zero, quando n tende para o infinito. Recorre-se porisso 
n'este caso a um theorema célebre de Cauchy, que será demonstrado no Calculo 1'nfeg1'al) e 

ainda a um theorema importante, devido a Weierstrass, que aqui vamos demonstrar. De­

monstraremos porém primeiramente o seguinte:· 

LEMMA. Se a serie 
00 

F(z)=:E cnzn, z=x+iy 
n=O 

for conxergente em um circulo de 1'aio dado, e se, em todos os pontos do interior d'este circulo 

que têem o mesmo módulo p, o módulo de F (z) for menor do qne uma quantidade positiva L, 
o módulo de cada termo da serie não póde exceder L. 

Com effeito, multiplicando a serie proposta por z-m, vem 

m-f 00 

z-m F (z) =:E Cn zn-m + Cm + :E Cn zn-m 
n=O n=m+i I 

m-f k 
= l: cnzn-m+cm+ :E c"zn-m+R, 

n=O n=m+f 

R representando uma quantidade Cl~O módulo tende para zero, quando k tende para o infinito. 

Mas, como por hypothese é I z-m F (z) 1< Lp-m, quando I z 1< p, e como, por mais pequeno 
que seja o valor que se attl'ibua a uma quantidade positiva (l, existe sempre um valor kJ tal 

que é I R I < (l, quando k> kl, teremos (n.o 11-1) 

I z-m F(z)-R I <Lp-m+ll, 

ou 

quando I z I = p. 
Dando agora n'esta desegualdade a z os valores 

iB 2iB (1) 'O p, pe ,pe , ... , pe a- t -
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e. a k um valor maior do que os differentes valores de ki correspontes a estes valores de z~ 

temos as desegllaldades 

................................................. , 
que dão, sommando e attendf1ndo ao theorema I do n. o 11, 

ou, pondo 

I m:E'i CII pn-m (1 + ei(n-mIO + ... + ei (a-i)(n-m IO ) + aCm 
n=O 

+ ~ cnpn-m (1 +eiln- mI8 + ... +ei(a-i}(n-mIO)j <a (Lp-m+a), 
n=m+i 

1 - eia(n-m)B 
1 + ei(n-m)B + ... + ei (a-i) (n-m)O = --~-~ = A 

1- eiln-mlB 

e dando á quantidade O um valor que não seja raiz da equação 1 - ei (n-mIB = 0, isto é, um 

valor tal que A seja finito, 

ou 

representando por B a parte da deseglll\ldade precedente independente de Cm. 

D'esta desegualdade tira-se 

(a) I Cm 1 <: Lp-m + a ; 

porque, se fosse I Cm I > Lp -111 + a, podia dar-se a a um valor tão grande que fosse 

.1 Cm 1- I ~ I > Lp-m + a 

e, portanto, 

I Cm+ ~ I > Lp-11I + a, 
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visto ser (n. o 11-1) 

IBI +1 +B 1=1 I ------;;-- c", a > Cm • 

163. THEOREIIU. - Se uma fttncção fez) for susceptivel de ser desenvolvida nct sm'ie uni­

formemente convergente dentro de um circulo de 7'aio R com o centro na origem das coorde­

nadas: 

(1) 

e se as funcções Po (z), Pi (z), etc. forem susceptíveis de se1' desenvolvidas nas series ol'denadas 

segltndo as potencias de z, convergentes dentro do mesmo circülo: 

(2) 

a funcção fez) sm'á lambem susceptível de Se?' desenvolvida na seríe ordenada segundo as poten­

cias de z: 

(3) 

e será 

(4) 

Este theorema foi demonstrado por Weierstrass da maneira seguinte (1). 
Seja p uma quantidade positiva menor de R; por ser uniformemente convergente a 

serie (1) na circumferencia do raio p, a cada valor da quautidade positiva~, por mais pequeno 

que seja, corresponderá um valor n{ de n, tal que a desegualdade 

será satisfeita por todos os valores ele n superiores a nt e por todos os valores de z que 

têem o módulo p, qualquer que seja p. 

Mas temos (n. o 25) 
00 

Pn+i (z) + ... + Pn+p (z) = z: (A~'+l)+ ... + A;:+P» z ... 
",=0 

Logo, em virtude do lemma demonstrado no numero anterior, temos a desegua!dade 

d'onde se conclue a convergencia da serie (4). 

(1) Monatsberichte der [{ano Akademie der Wissenschafte'n zu Berlin, 1880. 
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Considerando agora outro numero positivo pi tal que seja R> pi> p, podemos dar a Ut 

um valor tal que seja tambem 

por maior que seja p; e portanto 

Ilim (A~+I) +A~+2) + ... + A~+p) I <~pl-·,n. 
p=oo 

Pondo para brevidade 

lim (A~+I) + A~;+2) + ... + A~+P») =A~, 
p=oo 

o que dá 

vem, para os valores de z cujo módulo p é inferior a PI, a desegualdade 

1 Ao 1+1 A1z 1 + ... + IA~,zm I-r- ... <~ [1+~+ ... + (_~)1n+ ... ] <~ -p-, 
Pi pi pt- P 

da qual se conclue (n.o 23-2.°) que a serie 

é absolutamente convergente. 
Por outra parte, é tambem absolutamente convergente (n. o 25) a serie 

00 

Po(z)+Pt (z)+ ... +Pn(z) = L: (A~~)+A~)+ .. . +A~»)zm 
",=0 

= Aú + Ai z + ... + A~,z'" + ... 
Logo a serie 

é absolutamente convergente. 
Temos depois 

00 00 11. 00 

L: Am z1n = L: (A;n + A~,) zm = L: Pa (z) + L: A;~ zm, 
111=0 1)1=0 11=0 111=0 

RR 

Hosted by Google 



338 

d'onde se tira 

00 00 00 00 

~ Pa(z)- ~ Amzm = ~ Pa(z)-:E A~~zm, 
=0 m=ü a=n+l m=O 

e portanto (n.o 11-1) 

Como a a se póde dar um valor tão pequeno quanto se queira, tira·se d'esta desegual­
dade 

00 00 

~ P~(z)= ~ A11Iz11l, 
a=O 111=0 

isto é, a egualdade (3), que se queria demonstrar. 

EXEMPLO 1.0 Consideremos a funcção f (z) = sen (sen z). Temos o desenvolvimento 

sen3 z sen5 z 
f(z)=senz-3! +51-"" 

que é uniformemente convergente, qualquer que seja z (n.o 27). A funcção 

póde Silr desenvolvida (n.o 25) em serie ordenada segundo as potencias de z~ qualquer que 
seja z. Logo, em virtude do theorema precedente, tambem a' funcção sen (sen z) póde ser 
desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z, qualquer que seja z. 

EXEMPLO 2.0 Vê-se do mesmo modo que a funcção 

f(z) = sen[log (z+ l)J 

póde ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z, quando o módulo de z 
é menor do que a unidade. 

164. Applicando o theorema precedente ás series ordenadas segundo as potencias de 
z - Ct/ sendo z variavel e a constante, deduz se, como vamos ver, o seguinte theorema: 

Se a sm'ie 

(1) 
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fôr conve?'gente no inte?io?' de um cú'culo de centr'o a e raio R, isto é, quando I z - a I < R, e se 

Zo ?'epresentar um ponto do interior d'este ch'culo, as derivadas l' (zo), f" (zo), etc. existem, e 

são finitas e respectivamente eguaes aos valores que tomam no ponto Zo as sommas das de?'i­

vadas de primeú'a ordem, de segunda m'dem, etc. dos termos da se?'ie proposta) isto é: 

00 

f' (zo) = :E nCn (zo - a)n-I., 
11=1 

00 

f" (zo) = :E n (n -1) Cn (zo - a)n-2, etc. 
n=2 

Em segundo logar) se fôr I Zo - a I + I z - Zo I < R, temos 

Com e:ffeito, pondo na serie proposta z = Zo + h) teremos 

00 

f(zo+h)= :E cn(zo+h-a)n. 
11=0 

Esta serie, conflider.ltda como funcção de h, é uniformemente convergente quando é 

I Zo + h- a I < R, e, portanto (n. o 11-1), quando é I Zo - a I + I.h I < R. Desenvolve.do j pois 
os binomios que n'ella entram e ordenando o resultado segundo as potencias de h) teremos, 
em virtude do theorema precedente, 

onde 

00 

f2(zo)= L n(n-1)cn (zo-a)'!-2, etc. 
n=2 

Pondo agora h ~ z - zo' vem 

com a condição I Zo - a I + i z - Zo I < R. 

Para das fórmulas precedentes tirar o theorema enunciado, basta notar primeiramente que 

* 
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a ultima dá fi (zo) = f' (zo), e que, portanto, a derivada da funcção definida pela serie 

relativamente a zo' é egual á somma das derivadas dos seus termos. 

Applicando depois esta regra á funcção fi (zol e notando qne os termos de f2 (zo) são 
eguaes ás derivadas dos termos correspondentes da serie que define fi (zol, conclue-se que 

f2 (zo) =fi (zo) = f" (zo)' Continuando do mesmo modo, vê-se que f3 (zo) = f'fI (zo) , etc. 

COROLLAltIO. Se a se1"ie (1) fôr' convergente no intm"ior do circulo de raio R e centro a, a 

funcção é contimta dentro do mesmo circulo. 

Com effeito, em todos os pontos do interior d'este circlllo fez) tem uma derivada finita. 

165, A respeito da continuidade e das derivadas das series enunciaremos ainda os theo­
remas seguintes, que se demonstram do mesmo modo que os theoremas analogos relativos ás 
funcções de variaveis reaes (n.os 148 e 149): 

1. ° Se a se1"ie f(x) = "E.f" (x) fôr uniformemente convergente em uma á1"ea dada, a funcção 

f(x) é continuct nos pontos d'esta área em que todas ctS funcções f, (X), f2 (x) etc. são continuas. 

2, ° Se a se1"ie r. fn (z) fÔ1' convergente em uma área dada, e se na mesma área fôr unifor­

memente convergente a serie r. f~ (z), f01"mada com as derivadas dos tel'mos da se1"ie precedente, 

temos f' (z) = r. f~ (z) na árect considemda. 

166, Vimos no n.O 164 que, se a serie 

fôr convergente no interior de um circulo de raio R, a serie 

é convergente no interior do mesmo circulo. Vamos agora mostrar que o raio de conver· 
gencia d'esta segunda serie não póde ser superior ao da anterior. 

Com effeito, se esta ultima serie fôr convergente quando I z - a ! = p, existe um numero 
positivo B tal que temos 

por maior que seja o valor que se dê a n, e, portanto, dando a n valores maiores do que p, 

I cnl pn<BL<B, 
n 

por onde se vê que a serie (1) tambem é convergente (n.n 27). 
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Resulta do que precede um methodo para desenvolver uma funcção em serie ordenada 
segundo as potencias de ro-a~ quando se conhece o desenvolvimento da sua derivada. Assim, 
se quizermos achar o desenvolvimento de fero) e fôr conhecido o desenvolvimento da sua de­
rivada 

temos 

(z-- a)n+1. 
f(z)=j(a)+ao(z-a)+ •.. +an n+l + ... 

Procuremos, por exemplo, o desenvolvimento da funcç~o tt = arc sen z. 
Por s,-r (n. o 116). 

I. 

, 1 2) - '2 1 1 2 + + 1. 3 ... (2n -1) 2 
1t = (-z = + -2 z . . . 2 4 2 z n + ... , 

. '" n 

onde o raio do circulo de convergencia é egual á unidade, temos o desenvolvimento, des­

coberto por Newton, 

1 z3 1.3 .. . (2n-l) z2n+1. 
arccosz=z.+2·S+···+ 2.4 .. . 2n '2n+1 + ... , 

onde se considera o ramo da funcção que se reduz a 0, quando z = 0, o qual tem o mesmo 

circulo de convergencia que o anterior. 

L Resulta do que precede e do que se disse no n. O 163 que a fllncção lt=cosk(arcsenz) 
pó de ser deseuvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z~ quando I z I < 1. 

A expressão d'este desenvolvimento é notavel, e porisso vamos procuraI-a. 
Temos primeiramente 

e portanto 

Del'Ívando agora 11 vezes esta equação (n. o 105-II), vem 

e portanto, pondo z = 0, 
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Como porém temos Uo = 1, uó = 0, deduz-se d' esta egualdade que Ub") é egual a zero, 
quando n é impar, e que, quando u=2m, 

Temos pois a f6rmula, dada por João Bernoulli, 

Acha-se do mesmo modo a fórmula, devida a Newton, 

sen k (arc sen z) = kz 

o primeiro d'estes desenvolvimentos tem um numero finito de termos quando k é par, e 

o segundo quando k é impar, e, nestes casos, z p6de ter um valor qualquer. Nos outros casos 
a serie é divergente quando I z I > L 

Existem outras fórmulas analogas, devidas a Euler e Lagrange, que se podem ver nos 
bellos capitulos que este eminente geometra consagrou ao desenvolvimento das funcções cir­
culares nas suas Leço'l1s SUl' la théorie des fonctions analytiq1tes. 

III 

Funcções regulares em uma região do plano 

16'4'. Definição. - Se a funcção fez), na visinhança do ponto zo' fôr susceptivel de ser 
desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z - zo' isto é, se existir um numero 
positivo R, tal que seja 

quando I z-zol <R, diz-se que a funcção fez) é 1'egular no ponto zo0 
É facil de ver que (1 +z)k, ez, log (1 +z), etc. são funcções regulares em todo o plano, 

exceptuando certos pontos isolados. 

1) No caso do binomio (1 +z)" temos 

(1 +z)"= (1 +zoY' [1 + ~ . ~Jk =(1 +zo)'c~ (~) (z_zo)n 
_. .1 + Zo n 1 + Zo ' 
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quando I z - Zo 1< 11 + Zo I; e portanto esta funcção é regular em todo o plano, exceptuando-se 
o ponto zo= - 1 quando li; não é inteiro e positivo. 

2) Do desenvolvimento 

conclue-se que a funcção eZ é regular em todo o plano. 
3) Da egualdade 

que tem logar quando é I z - Zo I < 11 + Zo I, conclue-se que log (1 + z) é uma fnncção regular 
em todo o plano, excepto no ponto Zo = -1. 

4) Do mesmo modo se mostra que sen z ecos z são funcções regulares em todo o plano. 

lOS. THEOREMA L o Se uma funcção unifo7'1ne) regular em todos os pontos de 'Uma área 

continua A, fÓ1' constante em todos os pontos de uma linha finita) contida na á1'ea A, é cons­

tante em toda a á1·ea. 

Representando, com effeito, por a o valor de z eorrespondente a um ponto qualquer da 
linha dada, teremos, para todos os valores de z representados pelos pontos de um circulo de 

centro a e raio R, 

ou (n.o 164) 

(z a)n 
fez) =f(a) + (z- a)fl (a) + ... +---=r- pnl(a)+ ... 

n. 

Mas, por ser constante a fun('ção fez) em todos os pontos da linha dada, temos fi (a) = 0, 
fl/(a)=O, etc. Logo seráf(z)=f(a) em todo o cil'eulo considerado. 

Tomando em seguida um ponto b do circulo anterior e repetindo o raciocinio precedente, 
demonstra-se do mesmo modo quef(z) f(b)=f(a) em todos os pontos de um segundo cir­
culo, que é em parte distincto do anterior. Tomando um ponto c d'este circulo acha-se do 

mesmo modo f (z) = f (c) = f (b) = f( a) em todos os pontos de um terceiro circulo. Continuando 
do mesmo modo até ao contorno da área A, demonstra-se completamente o theorema. 

THEOREl\IA 2.° Se duas fltncções uniformes) 1'egulares em todos os pontos de uma área con­

tinna A, fórem eguaes em todos os pontos de uma linha finita) contida na área A, são eguaes 

em toda a área. 
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Este theorema é consequencia immediata do anterior, pois que a differença das duas 

funcções sendo nulla em todos os pontos da linha dada, será nuIla em toda a área A. 

THEOREMA 3.0 Se uma funcção uniforme, regular no ponto a, se annulla assim corno as 

sua8 derivadas até á o?,dem m - 1, quando é z = a, terem08 

fez) = (z- a)m cp (z), 

onde cp (z) é ttma funcção tmif01'me ?'egular na visinhança do ponto a. 
Com effeito, sendo por hypothese 

e co=f(a), ci==f'(a), etc., temos 

d 'onde se tira o theorema enunciado. 

THEOltEMA 4. 0 08 pont08 em que uma funcção uniforme, ?'egular em uma ál'ea A, tem um 

mesmo valO1', e8tão sepa?'ad08 PO?' inte?'vallos finitos, 8e a ftmcção não é constante. 

Com effeito, por não ser constante a funcção fez) na área A, as derivadas fi (a), f" (a), 

etc. não podem ser todas eguaes a zero. Suppondo pois que f(m) (a) ~ a primeira derivada que 

não é nulla, temos 

f(z)-f(a)=(z-a)"'[~f(rn)(~)+ z...L a,J<>n+i)(a)+ ... ]-. 
·m. (mil). 

Mas é sempra possivel dar a ~ um valor tão pequeno, que o módulo do primeiro termo d'esta 

differença seja maior que o módulo da sornma dos seguintes, quando I z - a I <: (l. Logo no 

circulo de centro a e raio (l a differença fez) - f(Ct) não póde ser nuHa em ponto algum diffe­
rente de a. 

THEOREMA 5. o A 80rnrna de duas exp1'essões uniforme8, regw,la?'es em todos os pontos da 

área A, é uma expressão ?'egttlCt1' nos mesmos pontos. 

Este theorema é uma consequencia immediata do theorf'ma 4. 0 do n. o 25. Com effeito, 

chamando fez) e F (z) as duas expressões dadas e a um ponto da área A, temos 
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e portanto 

fez) + F (z) =:E (Cn + Cn) (z- a)n. 

'l'HEOREMA 6.° O producto de duas expressões uniformes) regulares em todos os pontos da 

á1"ea A, é umct erl'pressão 1"egular nos mesmos pontos. 

Demonstra-se este theorema do mesm~ modo que oa~terior, partindo do theorema 5. 0 

do n.O 25. 

THEORElIiA 7.° O quociente de dttas expressões cp (z) e ~ (z), unifor'mes e reg1tlal"esna área 

A, é 1"egula1' nos pontos da mesma ár'ea em que o denominador ~ (z) não é nullo. 

Com effeito, pondo 

onde Co é differente de zero, teremos 

_1_= [1+ (z-a)[c l +c2 (Z-a)+ ... ]] . .:....I.= rl+p( _ )]_1 
Hz) Co Co Co L Z a , 

pondo 

(z-a) [Ci +C2 (z-(6)+ .. . ] = P(z-a). 
Co 

Dando a jz--aj um valor tão pequeno que seja IP(z-a)j<l, podemos desenvolver 
[~(z)J-i em serie ordenada segundo as potencias de z~ a, e teremos 

~~z) = Co 11-P (z- a)+ [P (z-a)J2 - [P (z- a)] 3 + . : . I· 

Esta serie é uniformemente convergente na visinbança do ponto a) assim como (n.o 25) 
as series que re.sultam de P(z-a), [P(z-a)J2, etc.; logo (n,O 163) a fllllcção C~(z)J-i é 

susceptivel de ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z - a na visinhança 
do ponto a. Esta funcção é pois regular no ponto a) assim como, em virtude do theorema 
anterior, a funcção cp (x) [~(x)]-I. 

Ss 
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IV 

Funcções regulares em todo o plano 

169. toda a uniforme 
funcção ou holom01jJha. Tae::; os raclO-

naes inteiros relativamente a z) e, entre as funcções transcendentes, as funcções ez) sen z) 

cos z e, em geral (n. o 164), as fllneções que podem ser desenvolvidas em serie ordenada se-

gundo potencias inteiras positivas 

= Co + C2 z2 + ... + Cn zn + ... , 
qualquer que seja z. 

A theoria das transcendentes inteiras é a continuação natural theoria das 

funcções racionaes estudada Algebra, suas propriedades são, em parte, ana-

Iogas ás propriedades d'estas. São talllhem de se por producto 

factores, que tornam explicitas as raizes da funcção. 

primeiro por Euler, Cauchy, Gauss, etc., em alguns 
estabelecido por ,IV eierstrass (1-). Antes porém de 

Este resultado importante, demonstrado 

casos particulares, foi completamente 

o bello theorema devido eminente 

geometra Berlin, considerar duas sen z 

factores, devida a Euler, se obtem por considerações simples. 

1'30. Decomposição 

n. o 52 quando 

onde f 

seno e 

impar, 

coseno em - Da 
cos2 z = 1 - 8en2 z) 

sen kz = f (sen z), 

'UJ.llO\i"'V inteira grau k. valores 

funcção, devem de z que satisfazem 

para sen z valores distinctos, isto é, aos valores de z seguintes: 

0, + ~, 
1 

(k -1) Tc 

k 
, ... , 

(1) 'V eiel'stras~ : - Fllnctionen 

gen der Akademie zn 1876). 

cuj a decomposição 

de kz dada 

sen z que annullam esta 

equação sen e que 

VeranderUclien (Abhandlun-
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Logo temos 

sen kz = A sen Z 1-~ '" 1 - 2 (k _ 1) Ti: ' ( 
sen~z) ( sen2Z) 

\ sen 2k sen ~--, 

onde A é uma constante, que vamos determinar. Para isso, dividam-se os dois membros da 
E'gualdade precedente por kz e faça-se depois tender z para zero. O primeiro membro ten-

Llendo para a unidade e o segundo para ! ' teremos A = k. 

d u 
Mu ando na egualdade precedente z em T' temos 

Ti:Z 
senTi:z=ksen k 

sen2~ 
k 

1---
2 2Ti: 

sen 2k, 

sen2~ 
k 

1-----
~ (k-1)rc 

sen --'i~ 

Vamos agora procurar o limite para que tende o segundo membro d'esta egualdade, 

quando k tende para o infinito. 
Por ser 

I ' k 1tZ 1m sen 7:- = 1tZ, 
k=oo h* 

2 1tZ 
sen k 2 

lim ----~ 
k=co ~ n1t - n 2 , 

sen-T 

temos 

1 \' ~ 1tZ 2" (Tc-f) sen~k 

RI1I = rr ~1---. 
n=nt sen 2 n1t 

k 

Por ser (em virtude do que se disse nos n.O S 121 e 159, e em virtude de ser ~ (k -1) 
o maior valor que póde ter 'n) 

(nTi:r 
sen n1t = n1t _ ...!!..._ cos O n1t = ~~ (1-6n~)' 

k k 31 k k 24 
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onde On representa uma quantidade infel'ior á unidade em valor absoluto; e por ser 

onde E representa uma quantidade infinitamente pequena, quando k é infinitamente grande, 
temos tambem 

onde U n representa uma quantidade cujo módulo não póde ser infinito, qualquer que se;ja n. 
Logo 

",-1 ( z2) 00 ( u) sen 'ltZ = 'ltZ II, 1 -:--2' . II 1 + -t . 
n=l. n n=", n 

Por outra parte, chamando L um numero maior do que as quantidades Ui, U~, etc., a 

serie ~ u; é convergente, visto que os seus termos são menores do que os termos correspon-
1 n , 

dentes da serie (n.o 20) ~ ~ ; portanto é tambem convergente 'o producto infinito fr(l,+ U;) 
i n l' " 1~ 

e temos 

Vem pois a fórmula d'Euler 

(a) 00 ( Z2) 'sen'ltz='ltz II ,1-~2 . 
, n=i n 

, , 

Do mesmo modo se decompõe cos 'ltZ em factores, o que dá 

, 00 ( 4z2) 
COS'ltZ= n 1-(-2 '-12 ' 

n=O n --j- ) 

1'4'1. THEOREl\IA DE.WEIERSTRASS. - Sendo dadct a sB1'ie de quantidades O, ai, a2, a3, 

... , ae ••• , collocadas segundo a ordem. crescente dos seus m.ód~tl.os, ii; sàtisfazendo á .. condição 

Jim I ae I = 00, póde const1'ltir-se ttma funcção t1'anscendenfe intei,1'ct pela fórrnula 
c=,:() 

(1) f f.,' ' n, o Ir, l' z, ne na. e S __ 'n .. z', . 00 ( ) S" me 1 (' )k 
(Z) = z " , - - e : ~ : e - ~ :-- - ,', 

, e=1'" ao ' " Ic=t ,k ao 
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cujas' 1'aizes são 0, ai, a2, "" ac, o,',' e cujos respectivos graus de multiplicidade são 

n Ol n1, "O, n e, ' , '. 

Reciprocamente, se f1 (z) rep1"eSentar uma funcção inteira cujas raizes sejam 0, ai, all, .•• , 
ae, o. o, e os respeCtivos graus de multiplicidade nOl n{, ..• , esta funcção póde ser decomposta 
em factores, que tornam explicitas estas mizes, por meio da fórmula 

(2) f ( . q> (z) no 1""1 (1 z )ne ne Se 
1 Z)=e Z -- e, , 

e=1 ae 

onde cp (z) 1'epresentct uma fnncção inteú'a. 

A demonstração que aqui vamos dar d'este importante theorema é devida a Mittag-Léffier, 
professor lIá Universidade de Stockholm (1). 

Da serie (n.o 160). 

log 1-- =-ne~' -----'- , ( z )nc 00 1 (Z)" 
a e k=1 k ac 

que tem logar quando é I :el < I, deduz-se 

(A) 

pondo, para brevidade, 

II 1 (Z)k 
Se(u, \1)= ~ -k J . 

k=u ae 

Logo temos 

(B) 

onde me representa um numero inteiro positivo ou zero, devendo n'este ultimo caso considerar-se 

ne Se(i, me) , d' °d d' e ' como representan o a um a e. 

Considere-se agora uma serie de quantidades positivas ê1, ê2, .0'; êe, •• '., taes que a 
00 

serie ~ êc seja convergente, e dê-se a me um valor tão grande que seja 
1 

, 
(C) ,nc ISe(mc+l,oo)l<êe, 

qnalquer que ~eja o valor que se dê a z, o qual satisfaça á condição I :c I <e<l, ê, repre~en-

(1) Acta Mathematica, tom. IV. ' 
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tando uma quantidade positiva arbitrariamente dada; o que é sempre possivel, por ser n'este 
caso uniformente convergente a serie Se (1, ro). O producto II Ec, onde 

representa uma funcção regular em todos os pontos do plano e que se annulla nos pontos 
(Ij, a2 ... , a" ... , como vamos ver. 

Consideremos para isso um ponto qualquer Zo do plano e os pontos visinhos d'este, isto é, 

os pontos que satisfazem á condição I Z -zol <. p, onde p é uma quantidade tão pequena quanto 
se queira. 

Por ser lim ae = ro, é sempre possivel dar a Ci um valor tão grande que a desegualdade 

I :e I < E seja e;a~isfeita por todos os valores de c maiores do que Ci, e por todos os valores de 

Z que satisfaçam á condição I Z - Zo I <: p. 00 

Por outra parte, pur ser convergente a serie ~ Ee, é sempre possivel dar a C2 um valor 
l. 

tão grande que, dando a a um valor tão pequeno quanto se queira, a desegualdade 

seja satisfeita por todos os valores de c superiores a C2, qualquer que seja p. 
Logo as duas desegualdades precedentes são satisfeitas ao mesmo tempo pelos valores de 

c maiores do que a maior das quantidades Cl e C2, na região do plano determinada pela con­

dição Iz-':~o I <p, 
Das desegualdades precedentes e da desegualdade (C) conclue-se que a desegualdade 

CD) 

é satisfeita por todos os valores de c superiores a Cl e C2, na região do plano determinada 

pela condição I Z ~ Zo I <: p. 
Por outra parte, a fórmula (B)dá 

d' onde se tira 

e+v e=p 
1: log Et = - l: 'fIt St (mt + 1, ro), 

t=e t=e 
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e, em virtude da desegualdade (D), 

00 

Logo a serie :Elog Et é uniformemente convergente na região considerada do plano. 
t=1 

Posto isto, supponhamos primeiramente que Zo é differente de ai, a2, etc. e que a p se 

dá um valor tão pequEmo que seja I Z - Zo I < I Zo - ac I, qualquer que seja c. O segundo membro 
da egualdade 

( Z) mC1(Z)" logEc=nclog 1-- +nc:E -k -
ao k=i ac 

é susceptível de ser desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z- ZOl e 
temos (I.) log Ec = P (z - zo); e portanto, applicando o theorema do n. o 163, 

d'onde se tira 

00 

:E logEc=P!(z-zo), 
e=i 

00 

TI Ec=tPt (z-zo). 
c~l. 

D'esta fórmula tira-se depois 

co P p~ (z - zo) 
IIEc=l+ t(z-zo)+' •. +--,-+ ... 
c=i n. 

ou (n.o 163) 

00 

II Ec=P~ (z-zo), 
0=1 

co 

o que prova que a funcção II Ecé regular no ponto zo' como se queria demonstrar. 
l. 

Supponhamos agora que Zo representa lima raiz aj da funcção considerada. Dando n'este 

(1) Empregaremos, como Weierstrass, as notações P(z-zo}, Pt (z-zo), etc. para representar series or­
denadas segundo as potencias inteiras e positivas de z-zo. 
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caso a p um valor tão pequeno que na área plana determinada'pela córidição'lz'-ail<pnão 
exista outra raiz da mesma funcção, tereJ1los 

visto que o primeiro membro não tem a raIZ aj e por isso lhe é applicavel o que vem de 

dizer-se; e portanto 

'00 

d'onde se conclue, como no caso anterior, que a funcção II Ec é regular no ponto ajo 
1 

As raizes ai, a2, etc. da funcção que vimos deformar, são todas differentes ele zero. 
00 

Para que a funcção tenha tambem a raiz 0, basta multiplicar II Ec por z"o. Com effeito, temos 
1 

(n. o 25) 
ao 

zno II Ec= (zo + z- ZO)"oP2 (z-ZO)=P4 (z -zo), 
:l 

e portanto a nova funcção que se obtem é ainela regular em todo o plano. 

De tudo o que precede conclue-se a primeira parte, do theorema de Weierstrass, isto é, 

que se póde construir pela fórmula (1) uma funcção que é regular em todo o plano e :que ;;e 

ann1l11a nos pontos 0, ai, a2, etc. 
Para demonstrar a segunela parte el'este ,theórema, basta notar que o quociente da func­

ção f1 (z) daela pela funcção f(z), que vimos ele formar, não póele ser nllllo nem infinito em 
ponto algum do plano. Logo este quociente representa (n. o 168::.7. 0) uma funcção F (z), regu­

lar em todo o plano, que não se annlllla em ponto algum. 
Por ser, na visinhança do pqnto zo, 

onele bo é differente ele zero, teremos 

I F() I b +1 [l+ (z-zo)[bi+b2(z-:,-zo)+ ... J] 
og z = og o og b" • 

o 

Logo, se a I z - Zo I se elerem valores tão pequenos que st'ja 
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teremos, em virtude do theorema do n.o 163, 

log F (z) = P (z-zo), 

e portanto a funcção log F (z) é inteira. Temos pois, representando por qJ (z) esta funcção, 

F(z)=e9 (.z), e portanto 

fi (z) = e'f (z) • f (z), 

que é o que se queria demonstrar. 

1~2. Dete~"minação dos factores p?"imarios das funcções inteiras. - A cada um dos factores 

que entram nas fórmulas (1) e (2), chamou Weierstrass um facto?" prim(trio das funcções con­
sideradas f (z) e fi (z). Tanto para decompõr uma funcção inteira dada em factores primarios, 
cOmo para achar uma funcção inteira que tenha raizes dadas, é necessario conhecer, pata 
cada valor de c, um valor de me que satisfaça á deseguaIdade (C), e para isso basta, como 
vamos ver, dar a me valores taes que seja convergente a serie 

(E) 

Com effeito, se esta serie é convergente, podemos dar a Cc o valor 

chamando À uma quantidade independente de z e de c. 
Mas, por ser 

e 

TT 
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a desegualdade (C) póde ser substituida pela seguinte: 

que é satisfeita, visto que se póde dar a À o valor maximo 

I z i 
é -1<E<1. ae 

1 1 
1 _ E que toma --I zl quando 

1--
ae I 

Se houver pois um valor de meJ constante qualquer que seja CJ tal que a serie (E) seja 

convergente, emprega-se este valor em todos os termos das fórmulas (1) ou (2). No caso con-

trario, põe-se me = C; com effeito, a serie (E) transforma-s~então na serie e~lll1~e~:{-I, que 

é convergente (n.o 22-IV), visto que a raiz • c Ine 1~le-t-{ tende para zero~ qua~do C tende V . ael 
para o infinito, suppondo que ne não tende ao mesmo tempo para o infinito. 

EXEMPLO. Procuremos a fórma geral das funcções inteiras cujas raizes são 0, 1, - 1, 
2, - 2, ... , CJ - CJ etc. 

Como a serie ~ I z: I = i: I Z 12 é convergente, qualquer que seja z (n. o 20), podemos pôr 
c=1 I etc I e=1 c· 

me = 1, e temos 

<li(Z) 00 [( z)!..( z) ._!..] 
J(z)=e' z Ei l-c ee 1+-;;- e c

o

' 

ou 

<li(Z) 00 ( z2) 
J(z)=e' z II 1-"2' 

e=1 c 

onde ~ (z) representa uma funcção inteira de z. 
Faz parte das funcções comprehendidas na fórma precedente a funcção sen 'ltz. N'este 

caso é etf' (z) = 'lt (n. o 170). 

14'3. Fundados no que precede, podemos aehar um desenvolvimento em serie da funcção 

if!j(z) , em que se tornam explicitos os pontos onde esta funcção é infinita. IW . 
Derivando os logarithmos dos dois membros da fórmula (2), vem (n,o 165) 

1 Z I ') I no + ~, ne +" lIe Z f ' ( ) cc r me ()',;-IJ -,-=1' (z 1- ,;" --- ,;" - -
fi (z) , Z e=1 Z - ae k=1 ae ae 
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ou 

(F) 
.f!'() 00 'me 
Ji Z _ I ( + no +.., ne Z 
---(O Z) ---;." , 
f1 (z) I Z e=1 ao 'me (Z- ae) 

visto ser 

Para completar a demonstração d'esta fórmula (F), vamos mostrar que a serie que entra 
no seu segundo membro é uniformemente convergente, quando a serie (E) o é tambem. Com 

effeito, por esta serie ser uniformente convergente e por I at I tender para o infinito com t~ a 
cada valor de Cl, por mais pequeno que seja, corresponderá um valor t." tal que as desegual­
dades 

serão satisfeitas quando t> ti e I z I < p, p representando uma quantidade tão grande quanto 
se queira. Logo teremos tambem 

vÍsto que se póde dar a À. o valor -1 ê ; depois 
-ê 

e finalmente 

d'onde se conclue que a serie que entra no segundo membro de (F) é uniformemente con­
vergente em qualquer área, por maior que eIla seja. 

174. Caso em que me é constante. - No caso de ?ne ser constante, a funcção (2) tem pro­

* 
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priedades notaveis, que fôram estudadas por Laguerre, Cesàro, etc. Aqui limitar-nos-hemos a 
demonstrar, no caso de (jI (z) ser constante e no =0, o theorema seguinte: 

Se todas as ?'aizes de fi (z) = O são 1'eaes, tambem as raizes de fi. (z) = O o são. 

Este theorema foi demonstrado por F. Chio nos casos de ser me = O e me = 1, e em se­
guida por Cesàro no caso de me representar uma constante qualquer (1-) •. 

Seja Zl = P (cos ill + i sen ill) uma qualquer das raizes da equação f~ (z) = O. Substituindo 
este valor em logar de z na egualdade (F) e pondo m, = m, vem 

~ (1...)m, ne(cosmill+is,en mill) =0. 
,=1 a, p cos ill - ue + tp sen ill 

Esta equação parte-se nas duas seguintes, das quaes uma determina p e a outra ill: 

OOn(p)m :E -de - I pcos(m-1)ill-a,cosmill! =0, 
o=i o ao 

OOn(p)m :E d' -- ! psen(m-1)ill-aosenmilll=0, 
e=i c ae 

pondo de = (p COS ill - ao)2 + p2 sen2 ill. 
Se m é impar, multiplicando a primeira d'estasegualdades por sen (m -1) ill, a segunda 

por cos (m -1) ill e subtrahindo membro a membro as egualdades resultantes, vem 

d'onde se tira ill=O. 

00 ne 
sen ill :E d m-{ =0, 

0=1 o ao 

Se m é par, multiplicando a primeira equação por sen mill, a segunda por cos mill e sub­

trahindo, vem 

d'onde se tira tambem ill=O. 
Logo, em qualquer dos casos, será Zi = p. As raizes de fi. (z) = O são portant~ reaes, que 

é o que se queria demonstrar. 

(1) Giornale di Matematiche, tom, XXII, 
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v 

Funcções uniformes regulares em to(lo o plano, excepto em pontos isolados 

175. Das funcções uniformes não inteiras, limitar-nos-hemos a estudar as que são regu­

lares em todo o plano, excepto em pontos isolados ai, a2, a3, ... , ae, ... , taes que seja 
lim I ae I = CI:l, e na visinhança dos quaes tenhamos 
e=oo 

(1) j(z)=P(z-ae)+Ge (_1_), 
z-ae 

onde 

(2) ( 1) m (l)t Ge -- = ~ At -- " 
z-ae t=i z-ae 

Estes pontos são os ·pontos singulares da funcção, e fôram chamados por Weierstrass 
pólos) quando m é finito, pontos ~ingulares essenciaes) quando m é infinito_ 

As funcções consideradas resultam naturalmente da generalização da theoria das funcções 
racionaes. Na verdade, toda a funcção racional f(z) é susceptivel da decomposição (n.o 42) 

se agora Zo representar um ponto differente de ai, a2, etc., temos 

d'onde resulta (n.os 25 e 157). 

(l a funcção é portanto regular na visinhança de zo; se porém Zo representa um dos pontos 
ai, a2, etc., ai por exemplo, applicando a decomposição anterior só ás parceIlas correspon­
dentes a a2, aa, etc., vem um resultado da fórma 

e o ponto ai é portanto um pólo. 
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Pertencem tambem ao grupo de funcções que estamos considerando, as funcções fi (z) 

que são o quociente de duas funcções transcendentes inteiras 'fi (z) e <p2 (z). Com effeito, 
sendo ai, a2, ... , aC) ..• as raizes do denominador e nt, n2, ... , nc, '.' . os seus respectivos 
graus de multiplicidade, a funcção fi (z) será regular em qualquer ponto Zo do plano, diffe­
rente dos pontos ai, a2, etc. (n.o 168-7.°); e, na visinhança do ponto ac, teremos (n.o 171) 

Logo a funcção considerada é regular em todo o plano, excepto nos pontos ai, a2, ... , 

aO) ••• , que são pólos. 

l'4'6. Assim como acontece com as funcções racionaes, as funcções que estamos estudando 
são susceptiveis de uma decomposição que torna explicitos os seus pólos e os seus pontos 
singulares essenciaes. Esta importante propriedade, estabelecida por Weierstrass no caso de 
ser finito o numero de pontos singulares da funcção, foi em seguida estendida por Mittag­
Lemer ao caso de a funcção conter um numero infinito de pólos ou pontos singulares ess~n­
ciaes. Antes porém de demonstrar o bello e importante theorema devido ao sabio professor 
da Universidade de Stockholmo, vamos considerar o caso das funcções cot z, tang z, sec z e 
cosec z) cuja decomposição em funcções simples, dada por Euler na sua Introductio in Analysin 

infinito1'Urn) se obtem de um modo muito facil e dá origem a algumas fórmulas importantes. 
A fórmula (Ct) do n.O 170 dá 

co ( z2) log sen z = log z + ~ log 1 - -~. 2 ' 
c=1 C 11: 

e, de·rivando relativamente a z) 

1 co 2z 
cotz = -+:E z2_ c~ 11:'2 ' 

Z c=1 

ou 

1 OO( 1 1) cotz=--+:E --+-- . 
z c=1 Z - C11: Z + C11: 

Esta fórmula dá a decomposição de cot z em fracções simples, que tornam explicitos os 
pólos O, C11:, - C'lt da funcção. 

Do que precede tiram-se as seguintes consequencias. 

r. Desenvolvendo o binomio que entra no segundo membro da penultima fórmula, vem 
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quando é (n.o 157) Izl<7t; e portanto, em virtude do theorema do n.O 163, 

1 2z ~ 1 2z3 00, 1 :!z5 ~ 1 
cot z = - - ~- L -,,- - -,- L - - --o L - - ..• 

z r:Z I. c::, 7t' I. c4 ,,6 I. c6 

Esta fórmula dá o desenvolvimento de cot z em serie ordenada segundo as potencias de z, 
quando é I z I < 7t. 

II. Por ser 

iz (e2iZ + 1). 2iz 
z cot z = -'-"--1- = ~z + -2-'--1 e-1z - e IZ_ 

temos (n. o 107 -V), representando z cot z por u) 

(du.) =0, 
dz o 

(dnu) ~-1 
-d =(_1)2 (2i)"Bn_t, 

z" o 

B,,-i designando os numeros de Bernoulli; e portanto, applicando a fórmula de Maclaurin, 

22 BI ~ 24 B3 26 Bõ 
zcotz= 1-~Z:"_---:n-z4_Ef!z6_ ... 

Egualando os coefficientes das potencias de grau 2m - 1 de z nos dois desenvolvimentos 
de cot z que vimos de obter, resulta a importante relação, descoberta por Euler (I) e publi­

cada nas suas Institutiones Oalculi dijjerentialis) 

22m-I 7t2m B2m-l =:E~. 
(2m) ! i c2m 

III. Do desenvolvimento de cot z que vimos de obter, póde tirar-se o desenvolvimento 
de tang z) de sec z e de cosec z em serie ordenado segundo as potencias de z) desenvolvendo 
os segundos membros das fórmulas conhecidas: 

1 
tang z = cot ~ - 2 cot 2z) cosee z = cot z + tang 2' Z, sec z = tang z cosec z,. 

e vê-se que a primeira e a terceira fl1ncção são susceptiveis d'este desenvolvimento, quando 

é Izl < ;, e a segunda, quando é Izl<r.:. 
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Das duas primeiras resultam os desenvolvimentos 

00 Bo 1 
tang z = ~ 22m (22m _ 1) _In- 2~m-l 

~ , 
m~1 

z cosec z = 1 + 2 L: 
11l=1 

Pondo na ultima 

sec z = Eo ... , 

substituindo no seu segundo membro tang z e cosec z pelos seus desenvolvimentos, ordenando 

resultado segundo as de egualando os coeffieientes das poten-

eias de z dois membros identidade assim obtida, vem uma de equações deter-

minam as constantes Eo, E2, E4, ete. por meio d0s numeros de Bernoulli. 

Aos numeros Eo, E27 Er., etc. dá-se o nome de m~me1'OS de Euler. Podem ser calculados, 

independentemente dos numeras de Bernoulli, por da egualdade 

E =(~osx)-1) 
2m dx2m x=o' 

que dá, pu~;aHl.lV a fórmula (3) do n. 

2)" 7: R 2 7: Ã2 1t 
~ ( 'ln • t ! cos(l.2 cos~ 2'" cos 111 2 

E 2112 = "-' (-1)' , ~ , ). , ,~ 3' T 2 'i a. J ..... (2.) ( .) ... ( 111. ' 

onde a, ~, representam todas soluções positivas nullas, da 

a + 2~ + 31 + 4B + 5E + 60) + ... + 2m). = 2m, 

onde 

ou finalmente 

+f;+w+ ... 
------------~--~~-~--

R f" f I" . o • 01 '" 

onde Ô, 01, '" representam as soluções inteira~, positivas e nullas, da equação 

I~ 301+ ••• 



e onde 

Podem calcular-se 

se obtem derivando 

e notando Y(2m)_ 
o -

361 

numeros considerados meio da de recorrencia 

vezes os membros equação 

y cos z;= 1 

Para applicar esta relação deve attender-se a que 1. 

1':i'':i'. Consideremos ainda a funcção tang z. 
Partindo da expressão de cos z dada no n. o 170, acha-se, procedendo como no numero 

anterior, a devida a Euler: 

Z2 

tang :ii = c=o(::?c + 1)2 2 2 
--4--7t -z 

ou 

z = c~o [ 2 c + 11 + --cc-_,--1 __ 
---2- 7to- Z 

onde estão 
2c+ 1 2c+l 

os ~--7t - --2-

Da das fórmulas precedentes resulta a 

da qual se deduz, comparando-a com o desenvolvimento de tang z precedentemente escripto, 

a relação 

Dos desenvolvimentos de cot z e tang z deduz-se, por meio da relação 

2 sec z 
1 1 
--z+tal1'~ z~ 2 b 

uu 
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já anteriormente o desenvolvimento 

1 00 2z 
cosec z = - - ~ (- 1)' 2 2 2 ' 

Z c=1 C 'Jt - z 

e d'este tira-se, mudando z em z) o desenvolvimento 

<): 2c+ 1 '" (_l)C sec z = "'" ---co---,-~---
(2c 

Este ultimo desenvolvimento dá este outro: 

sec 4 [' 00 ~ 
c=o 

1 
2c+1 

z: 

por meio do qual e de um outro desenvolvimento da mesma funcção, anterÍormento escripto, 

se deduz a relação 

'Jt2m E 2m 

~2(m 

00 

=~ 
c=o 

1 

1'4S. THEOREMA DE MITTAG-LEFFLER. - Sendo dadas as qnantidades ai, a2, aa, a4, ... , 

aC ) ••• , collocadas segundo a ordem C1'escente dos seus módldos e satisfazendo á condição 

lim I 00, e sen((o dadas as 
c=oo 

... , Gc(-) , ... , z-ac 

que da fórma sempre 'Yln, " "PI. formar funcção 

f (z) = ~ [Gc (-=-) + Pc (z)J' , 
c=1 Z ac 

que l'eglllw' em to elos os plano) d~fferentes de a2, " ., ., e da 

estes sl{jam ou pontos singulares essenC'/:aes, 

Reciprocamente) toda a funcção fi (z) regular em todo o plano) excepto nos pontos ai, 
a2, ..• , aC) ••• , qlU3 são pólos ou pontos singulares essenciaes) póde ser rednzida á fôrma 

fi (z) 
ao 

+1: 
c=1 

( , .. _1 )+ 
z-ac 

onde ~ (z) representa wna ftmcção inteira de z e). 

(I) MHtag-Leffiel': - Sur la 7'pyj'T!'"enul.l.w monogenes unztormes (Acta 

IV). 
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Por ser uniformemente convergente a serie 

( 1) Ai ( Z )-i A2 ( Z )-2 Ge -- =-- 1-- +-2 1-- + ... , 
z-ae ae ac ae ac 

quando z é differente de ac, e por ser cada termo 

. vido em serie ordenada segundo as potencias de z, 
tude do theorema do n.o 163, 

d'esta serie susceptivel de ser desenvol­

quando é I~' < E < 1, teremos, em vir­
ac I 

(A) Gc __ = ~ A!,e) __ , ( 1) ,(x) ( Z )k 
z-ac k=O ac 

quando é 1-.:.1 < E < 1. 
aCI 

Consideremos agora, como no n. o 171, uma sel'le de quantidades positivas Ei, E2, ••• , 
oa 

Ee, ••• , taes que a somma ~Ee seja convergente, e dêmos a me um valor tão grande que seja 
! 

(B) 

qualquer que seja o valor que se attribua a z, que satisfaça á condição I :c I < E < 1, o que 

é sempre possivel, por ser uniformemente convergente a serie (A) na região do plano deter­

minada pela condição I :c I < E. A somma 

satisfaz ás condições do theorema en~nciado, isto é, representa a funcção fez), como vamos 
ver. 

Spja Zo um ponto do plano, differente dos pontos ai, a2, etc., e p uma quantidade positiva 
00 

tão pequena quanto se queira. Por ser lim I etc 1=00 e por ser convergente a serie ~ Ec, é sem-
c=oo l. 

pre possivel dar a .e! um valor tão grande que as desegualdades 

sejam satisfeitas ao mesmo tempo por todos os valores de e superiores a et, na região do 

plano determinada pela condição I z - Zo I <: p, qualquer que seja p. 
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D'estas desegualdades e da desegualdade (B) conclue-se que a desegualdade 

ou (form. A) 

c+p 

~ IFt(z)I<~ 
t=c 

é tambem satisfeita pelos valores de c superiores a CI, na' região do plano determinada pela 
condição I z - Zo I < p. 

00 , 

Logo a serie ~ Fc (z) é uniformemente convergente na região definida pela condiçl1o 
.- c=! 

Iz-zo I <p. 
Posto isto, como Zo é differente de ac, supponhamos que se dá a p um valor tão pequeno 

que seja I z - Zo I < I z - etc I. O segundo membro da egualdade 

G (_1 ) _ f: At (1 + z -zo ) -I. 
c Z - ac - t=1. Zo -- ac Zo - ac 

é susceptivel (n. o 163) de ser desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z - Zo 
na região do plano determinada pela condição I z - Zo I < p; logo o mesmo acontece á funcção 
Fc(z) , e temos (n.o 163) 

00 

~ Fc (z) = P (z - zo)' 
c=1 

00 

A funcção ~ Fc (z) é pois regular no ponto zOo 
I. 

Consideremos agora um ponto singular aj da mesma funcção. Dando n'este caso a p um 
valor tão pequeno que na região determinada pela condição I z - aj I <p não exista outro ponto 
singular da funcç,ão considerada, teremos 

00 

:E Fc (z) - Fj (z) = PI (z -aj), 
c=! 

visto que o primeiro membro não tem o ponto singular aj; e portanto 

Logo aj é um pólo ou um ponto singular essencial da funcção ~Fc (z). 

Os pontos singulares ai, a2, etc. da funcção que vimos de formar, são differentes de 
zero. Para que O seja um ponto singular da funcção, de modo que na visinhança d'este 
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ponto tenhamos 

pôr 

Com eft'eito, funcção 

365 

G (~\ -G ( 1 ) o z) - o ( z - Zo \ 
Zo 1 +._-) 

Zo 

1(3) na visinhança de ponto Zo differente de na l"".H"Lil\,·.a do 
00 

ponto O a funcção :E Fc (z) é regular. 
c=1 cc 

De tudo o que precede conclue-se que a funcçào :E Fc(z) tem todas as propriedades enun-
c=i 

na parte do theorema de Mittag-Leffier, representa a f(z) 
queriamos formar. 

00 

Para demonstrar a segunda parte, basta notar que a dift'erença entre fez) e :E Fc (z) não 

tem pontos singulares, e portanto é egual a uma funcção inteira l' (z). 
e=i 

t:;'9. vaUG/c/:Jn'/:J de duas ,",.',vV'J~ inteiras. - Vimos o 168- que o de 

duas funcções inteiras é regular em todo o plano, ex~epto nos pontos que são raizes do de­

nominador, os quaes são pólos (n. o 175). A estas funcções é pois applicavel o theorema de 

Mittag- LefRer 

toda fi o plano, excepto pontos 

, a2, ... , aC) ••• , é o funcções inteiras. Com e[eito, 
chamando nl, n2, etc. os expoentes dos factores (z - al)n l ) (z - c(2)n2, etc. pelos quaes é 

necessario multiplicar fi (z) para fazer desapparecer os pólos, e construindo por meio do theo-

de Weierstrass uma inteira 

multiplicidade nl, n2, etc. o producto 

representa portanto uma funcção inteira fi (z). 

cujas 

(z) por 

sejam ai, etc. com 

é regular em todo o 

graus 

e 

Para um estudo mais desenvolvido da theoria funcções HllHlyticas, da nos occuparemos outra 

Calculo para methodos Cauchy, consultem-se as obras seguintes: 

Porsyth: - of Functions complex varü!ble. Carnbl'irlge, 1893; Vivallti Teoria delle funzioni 
analitiche, JV1i1ano, 1901. 

{ ~ol 
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Pago Un. erro emenda 

77 24 b:u 

25 (z) 

22 1'ationelles TationneUes 
94 15 x y 
98 4 k l 

B9 1 a negativa a é negativa 

20 
u 

éJx 

255 19 
d2u d3n 
dx3 dx3 

259 19 Ok+2 Ok+2 
16 primeira 
11 I ab I 

836 Nof1m 162 accrescentar as palavras seguintes: 

Da desegualdade (a) tira-se o theorema enunciado, fazendo tender B para zero. 
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