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Introducao

Apds uma fase inicial descritiva a matematica apoiou o arranque de grande
parte das outras ciéncias, na construgdo das suas identidades.

A fisica so passou a ter caracter de ciéncia a partir do século XVI com
Newton e a introdug@o da matematica, de modo sistematico, na sua linguagem.
Quatro séculos depois assistimos aos esfor¢os levados a cabo, em Medicina,
com a inten¢do de introduzir uma aproximagdo cientifica, com rigor
matematico, nos seus objectivos, metodologias de diagnostico e terapéutica.
Esta afirmagdo podera ser verdadeira em sentido lato mas, na realidade, os
métodos matematicos sdo utilizados, desde ha muito, em biologia e medicina.
Certas ligacdes entre a biologia e as matematicas sdo até relativamente
familiares, nomeadamente em genética e na investigacdo da dindmica das
populagdes. Por outro lado, se ainda se hesita em falar de biologia matematica,
no seu conjunto, como ciéncia autdbnoma, nio existem duvidas que a genética
matematica ¢ uma disciplina, ha muito amadurecida. Do mesmo modo, ha
décadas que os métodos matematicos sdo utilizados correntemente no estudo
das relacdes entre populacdes de animais vivendo em sociedade e da sua propria
dinamica. Conceitos fisicos ¢ métodos matematicos tais como a determinac¢ao
de espacgos, ajustes lineares e ndo lineares, aproximacdes a modelos
estocasticos, aproximagdes polinomiais e analise compartimental, dentre muitos
mais, sdo comuns em medicina. Finalmente, notemos que um largo recurso a
estatistica e aos diversos métodos de tratamento matematico dos resultados
das experiéncias ¢ uma constante ja tradicional, no seu conjunto, em diversas
areas da biomedicina. Ha também ramos da medicina como a Medicina Nuclear
e a RMN que, pela sua propria natureza tiveram, desde o inicio, forte
envolvimento matematico, fisico e tecnologico e o seu progresso assenta quase
exclusivamente em apoio multidisciplinar especializado.
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Numa analise da situagdo presente e do passado recente, aparece como
evidente que intervencdes da matematica, t€ém contribuido definitiva e
decisivamente para o progresso da medicina em muitos dos seus campos. Esta
contribuigio exerceu-se, de modo directo, sobretudo por duas vias diferentes:
por um lado, através do desenvolvimento de modelos matematicos, descrevendo
0s sistemas vivos e os processos que neles tomam lugar, por outro, através do
tratamento dos resultados das experiéncias bioldgicas.

Desde os anos sessenta o computador abriu multiplos caminhos a medicina
com aconteceu, alias, em outras disciplinas, permitindo uma melhor aplicagédo
dos métodos matematicos. O uso generalizado de computadores em linha, de
sistemas simbolicos e de hardware dedicado estd por trds da maioria dos
progressos recentes da medicina. O computador ndo modificou os conceitos
matematicos; pelo contrario, reforgou-os e criou necessidades sempre
crescentes em medicina e outros campos com problemas comuns. Para
satisfazer estas demandas, apareceram novas subespecialidades de raiz
matematica e com propodsitos bem definidos tais como o processamento de
imagem, o reconhecimento de padrdes, o processamento de dados dindmicos,
a simulacdo e a visualizac¢do 3-D.

Multiplas designagdes, nem sempre esclarecedoras, tentam caracterizar as
diferentes interac¢des entre a matematica e a biologia/medicina.

A biomatematica ¢ a disciplina que combina os usos simultdneos da biologia/
medicina e da matematica. A investigagdo em biologia ¢ baseada na
experimentag¢do sobre matéria viva ou materiais bioldgicos, necessitando
eventualmente de processos matematicos.

A matematica bioldgica, por outro lado, utiliza a investigacdo tedrica,
constituindo um campo especifico de colaborag@o interdisciplinar.

A biomatematica usa propriedades organizacionais e conceitos numa
tentativa de descobrir novas respostas para as questdes levantadas pelos
bidlogos sobre a natureza e propriedades dos organismos vivos.

A matematica bioldgica, em muitos casos, esta antes das proprias questdes
bidlogicas.

Tudo se passa como se uma das finalidades da matematica fosse a de levar
até a natureza as proprias ciéncias biologicas.

Curiosamente, para além da biologia ser um campo de aplicacdo dos
métodos matematicos ela tem sido também uma fonte de novos problemas
matematicos em diversas areas como a epidemiologia, a simulagéo da actuagio
do sistema nervoso (redes neuronais), a inteligéncia artificial e a fisiologia
fratalica.



A teoria matematica da epidemiologia das doengas infecciosas iniciada por
Ross, MacDonald, Kermack, McKendrick e outros, foi decisiva no
estabelecimento de estratégias de vacinagdo.

Modelos de propagacdo de gonorreia foram usados para avaliar a eficacia
de estratégias para combater o rapido crescimento da incidéncia da gonorreia
nos EUA na década de sessenta. Esta foi uma das histérias de sucesso da
aplicacdo dos modelos matematicos para controlo em epidemiologia.

Por outro lado, na pratica, o médico procura respostas numeéricas a questdes
numéricas, ou seja, probabilidades de se tratar de uma dada afecgdo perante
resultados de analises bioquimicas, tempos de relaxagdo, coeficientes de
atenuacio, velocidade de clarificac@o, etc., obtidos na sua pratica clinica. Esta
interac¢do consequéncia de uma contribui¢do multidisciplinar em Medicina,
¢ uma garantia de rigor em diagndstico. Esta situacdo foi gradualmente
alargando o campo de envolvimento das disciplinas em que o médico € simples
utilizador na sua pratica quotidiana.

Uma pergunta que pode surgir é a de qual devera ser a preparacdo
matematica do médico? Ou, por outras palavras, como devemos reagir ao
desenvolvimento de uma medicina cientifica onde os seus executantes sdo
quase generalizadamente meros observadores dos progressos que diariamente
acontecem resultantes de aplicagdes da biologia molecular, quimica, fisica,
matematica, etc. Uma pergunta que surge ¢ a de se ¢ razoavel que um
especialista, em dada sector médico, seja incapaz de entender um artigo de
investigagdo na sua propria area de especializacdo ja que ndo entende desde a
matematica a fisica, ou quimica, nele contidas.

A resposta a esta pergunta varia com a formacdo do interrogado mas néo
estranhemos que um médico tradicional ache a formacdo em areas técnico-
cientificas um disparate. Um argumento adiantado é que a medicina parece
poder ser bem executada, quase sempre, mesmo por médicos sem grande
preparacdo basica nas areas complementares da sua especialidade. Nao
conhecemos estudos comparativos nesta matéria, capazes de indicar as
vantagens ou desvantagens da preparagio basica, talvez por falta de casos
numa das populacdes a comparar.

Contudo, e pelo menos para alguns, ha um pressuposto de potencial utilidade
para os médicos, dos conhecimentos basicos de matematica e fisica. Parte-se
da suposi¢do que o conhecimento com base cientifica causal € mais solido do
que o conhecimento factual, baseado no reconhecimento dos efeitos ou
meramente na intuicdo. Supde-se assim que o futuro profissional tem mais
armas para actuar e para evoluir na sua preparagdo, se for capaz de raciocinar
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baseado em conhecimentos cientificos abstractos de fisica e matematica.

Pensamos que constitui um avango importante mudar a posi¢do do futuro
médico, de simples observador, a participante no acto de pensar o processo
biologico através das suas proprias leis. Ou seja, cria-se uma conivéncia do
especialista com a propria especialidade que, de contrario, nunca seria tdo
total.

A primeira questdo a levantar prende-se com a altura do curso de medicina
onde deve ser ministrada a prepara¢do em biomatematica. Podera ser polémica
a opgdo, quase sempre usada, de ser o primeiro ano a melhor altura no curso
para ser estudada a matematica dos fendmenos biologicos que, com grande
probabilidade, e na maioria dos casos, ndo foram ainda abordados nas disciplinas
médicas. Na perspectiva dos fendmenos bioldgicos talvez ndo seja, mas na
perspectiva da matemética, acreditamos que sim. A medida que se afastam
dos conhecimentos basicos de matematica do curso secundario, mais dificil é
para os alunos do curso de medicina estudar ciéncias das designadas exactas.
Quem ja ensinou biofisica no curso de medicina, e também em mestrados das
especialidades médicas, facilmente entende este ponto.

Contudo, uma vez mais, ndo baseio estas afirma¢des em estudos
comparativos de resultados, apos uma analise exaustiva das possiveis
alternativas. E que nds, os das ciéncias exactas, nio podemos vir para as ciéncias
médicas defender o interesse das primeiras e comegar logo por argumentar
sem qualquer base cientifica.

Parece ndo ser irrealista acreditar-se que os conhecimentos da matematica
poderdo ser uteis em medicina: a) na explicagdo de multiplos fenomenos,
associados a estrutura e as fungdes do organismo, quer a nivel macroscopico,
quer microscopico, b) na aplicagio e desenvolvimento de metodologias fisicas
de apoio em diagndstico e terapéutica e ¢) no refor¢o da capacidade de
associagdo e raciocinio, como instrumento para a criagdo de liga¢des causa-
efeito, durante a pratica da medicina.

Podemos distinguir diversas areas nas quais foi oferecido apoio matematico
a medicina: a fisiologia, na compreensio da dindmica dos sistemas biologicos,
a metodologia no desenvolvimento das técnicas de diagndstico e terap€utica e
no processamento de dados. Alguma sobreposi¢do ocorre entre estas areas
mas os instrumentos matematicos utilizados vao desde o calculo diferencial e
integral a matematica tedrica e a estatistica aplicada.

Nao é dificil mostrar as potencialidades e a fecundidade dos métodos
matematicos, aplicados aos problemas biologicos e fisioldgicos. Importa
sublinhar que a aplicacdo dos métodos matematicos ao estudo dos fenomenos



reais (fisicos, biologicos, econdmicos, etc.) ndo se limita somente a utilizacdo
de procedimentos matematicos e formulas de calculo conhecidas. A aplicac@o
dos métodos matematicos no estudo de novos dominios processa-se, antes de
tudo, através da elaboragio de conceitos gerais suficientemente rigorosos, do
desenvolvimento de modelos capazes de servir a analise do processo em estudo
por meio de métodos quantitativos exactos, bem como o esclarecimento dos
principios fundamentais que regem a organizagao do sistema ou sobre sistemas
em estudo.

No curso de medicina da Faculdade de Medicina da Universidade de
Coimbra funciona, desde ha cerca de 6 anos, altura em que ocorreu uma
restrutura¢do do curso existe, no 1° ano, a disciplina anual de Biofisica/
Biomatematica. Esta disciplina aparece como substitui¢do de duas disciplinas
semestrais: a Biofisica e a Biomatematica. Apesar de poder parecer uma simples
juncao de dois corpos de matéria, a criacdo de uma disciplina anual de Biofisica/
Biomatematica tem um significado bem para além disso. De facto a fisica e a
matematica constituem disciplinas complementares que podem ser utilizadas,
em cada instante, em exemplos de aplica¢do médica, criando o interesse e a
conivéncia do aluno motivado para estes temas. Esta fora de questdo o inter-
esse de ser ensinada uma matematica elaborada ou uma fisica com grande
rigor que a tornaria, certamente, impopular, mas sim a inten¢do de mostrar
uma enorme ligac@o entre a biomedicina e estas disciplinas numa sinergia que
constitui afinal a esséncia dos proprios fendémenos. Na maior parte das
situagdes, o chamado fendmeno bioldgico tem como base fendmenos fisicos
ou quimicos, susceptiveis de uma tradugdo matematica. Acreditamos que um
aluno ndo pode ficar indiferente aos sucessivos passos que levam da
transferéncia ionica através das membranas celulares, ao fendmeno da
bioelectricidade, do potencial de ac¢do e aos sucessivos passos da sua
quantificagdo, através da dedug¢fio matematica da equacdo de Nernst-Plank.
Do mesmo modo, a dedugdo das curvas de sobrevivéncia das populagdes
celulares em campos de radiagfo, utilizando os postulados de ac¢fo directa e
a espectacular coincidéncia com resultados experimentais, desperta o aluno
para o interesse do método matematico. Estes sdo s alguns entre tantos
exemplos possiveis.

A estratégia que vimos utilizando, € a de ndo leccionar teoria matematica
mais do que em 2 aulas sucessivas, seguidas de aulas de exemplos biomédicos
de interesse reconhecido. Com a jun¢do dos 2 blocos de Biofisica e
Biomatematica, esta atitude é prolongada durante todo o ano sem uma divisao
muito objectiva a estabelecer fronteiras entre as matérias referidas. Deste modo,
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os alunos aprendem desde as propriedades das fun¢des, ndo esquecendo as
fungdes discretas e digitais, até aos integrais indefinidos e definidos, sem a
sensagdo de estarem a estudar assuntos afastados dos seus interesses.

Chegara, aparentemente, o0 momento onde a biologia matematica se
transformara num instrumento de investiga¢do da natureza viva, com eficacia
comparavel a da fisica tedrica no estudo dos fendomenos fisicos. Alias, ndo
resta diivida que cada vez mais os problemas biologicos e biomédicos servem
de inspiragdo e ponto de partida a numerosos estudos com base matematica. A
complexidade de muitos destes processos podera tornar mais lenta a
aproximagdo do estadio referido mas tudo leva a crer que, cedo ou tarde, a
metodologia da matematica acabara por se impor.

Nesta obra € considerada, inicialmente uma parte de analise matematica
incluindo no¢des de calculo vectorial, propriedades de fungdes, derivadas,
primitivas, integrais e equagdes diferenciais.

Os temas seguintes abordam a bioestatistica que inclui a probabilidade e
suas propriedades, as distribui¢cdes estatisticas e a inferéncia estatistica onde
sdo tratados os testes de hipdtese entre variaveis qualitativas, entre variaveis
quantitativas e a sua generalizagéo a situacdes de multiplas variaveis.

Como referimos sdo feitas aplicagdes de interesse médico em todos os
capitulos.

Os capitulos de analise matematica sdo da responsabilidade de J. J. Pedroso
de Lima, Francisco Caramelo ¢ Miguel Couceiro e os de bioestatistica de
Rosa Reis e Francisco Alte da Veiga.



CApriTULO 1

REVIsAo DE CoONCEITOS ELEMENTARES



(Pdgina deixada propositadamente em branco)



1. Revisao de conceitos elementares

Neste capitulo serdo relembrados alguns conceitos elementares de
matematica, com interesse para a melhor compreensdo das matérias dos
capitulos seguintes.

Comecamos por recordar algumas propriedades basicas das operagdes com
nimeros bem como a sua classificagdo em conjuntos.

Note-se que estas operagdes podem ndo ser representadas
exactamente como € usual, ou ser aplicadas sobre outras entidades
que ndo numeros, nomeadamente, translagdes, rotagdes, etc..

Por exemplo, pensando no ponteiro das horas de um relogio, pode
definir-se uma operago de adi¢ao de horas que nao segue a definigdo
usual: a adicdo de duas horas a vinte e trés horas ¢ igual a uma hora.

1.1 Numeros Reais

1.1.1 Propriedades Basicas dos Numeros

As operagdes basicas que podem ser efectuadas com niimeros sio a adi¢do
e a multiplicacdo. Com estas operacdes € possivel estabelecer um conjunto de
propriedades fundamentais (ver tabela 1.1) referentes aos numeros reais.

Falta enunciar as propriedades basicas dos numeros que se referem a
desigualdades. Apesar de surgirem com pouca frequéncia no calculo
matematico elementar, as desigualdades desempenham um papel importante
no calculo infinitesimal. As duas no¢des de desigualdade

a<b = aémenordoqueb

a>b = aémaiordoqueb I

estdo intimamente relacionadas. Na realidade, a<b e b>a representam a
mesma relagdo entre os nimeros a € b.
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Pl propriedade  associativa a+btc=a+ ( b+ c) = ( a+ b)+ c
da adigdo

P2 propriedade comutativa da a+b=b+a
adicdo

P3 | elemento neutro da adi¢do a+0=a

P4 existéncia de inverso para a+(—g) =0
a adi¢fo

P5 propriedade associativa da a-bc= g.(b. c) = ( a- b) e
multiplicagdo

P6 pr(?priedade comutativa da ab=b-a
adigdo

P7 elemento neutro da al=a
multiplicagdo

P8 existéncia de inverso para aa'=1, coma#0
a multiplicagdo
propriedade distributiva da

P9 | multiplicagdo em relagfio a a(b+c)=ab+ac
adicdo

Tabela 1.1:  Propriedades basicas das operagdes com nimeros.

Podemos agora enunciar as trés propriedades basicas que relacionam dois
nameros quaisquer. Sejam a e b esses dois numeros. Verifica-se sempre uma e
s6 uma das seguintes relacdes

a<b
a=b
a>b

1.2

Utilizando as relacdes 1.2, podemos generalizar as relagdes 1.1, da seguinte

forma,



a<b = aémenordoqueb,ouadéigualab

azbh = aémaiordoqueb,ouadigualab 1.3

Fazendo b =0 nas relagdes 1.1 é possivel definir nimeros positivos e
negativos. Assim, os nimeros que satisfagam a desigualdade 4 >( dizem-se
positivos ao passo que os niumeros que satisfagam a relagdo g <( dizem-se

negativos. Utilizando estas tltimas nogdes, € possivel definir o valor absoluto,
ou modulo, de um numero a qualquer, dado por

| |_ a se a=0
= —a se a<0 14

E possivel provar que para dois niimeros a e b quaisquer se verifica

|a-b|=|al|b] 1.5
al 4l

; _H 1.6
|a+b|<|a|+]|b| 1.7
|a—b|=|a|-|b] 1.8

1.1.2 Subconjuntos dos niimeros reais

Existem varios subconjuntos dos nimeros reais cujas propriedades
justificam uma referéncia especial.
1.1.2.1 Numeros Naturais

Os numeros naturais sdo o conjunto de nimeros positivos cujos elementos

sdo multiplos da unidade. O conjunto de nimeros naturais, N, ¢ assim um
conjunto infinito tal que

N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,...} 1.9

A aplicagdo das operagdes de adicdo e multiplicagdo a dois quaisquer
elementos de N tem por resultado um elemento de N.
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Para o conjunto N, ndo faz sentido falar das propriedades P3, P4 ¢ PS,
bem como qualquer outra propriedade que para ser demonstrada recorra as
propriedades referidas.

E possivel definir um novo conjunto que compreenda os niimeros naturais

e o nimero zero. Este novo conjunto designa-se por N, e representa-se
matematicamente por

N, ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,...} 1.10

Para este conjunto, a propriedade P3 ja faz sentido.

1.1.2.2 Numeros Inteiros
O conjunto dos nimeros inteiros, representado por 7 , € uma extensio do
conjunto N que inclui nimeros negativos, isto €, ¢ a unido do conjunto N

com o conjunto N multiplicado por —1.
z={...,-6,-5,—4,-3,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,...} 1.11

Para este conjunto somente a propriedade P8 nao tem sentido.

1.1.2.3 Numeros Racionais

O conjunto dos numeros racionais, designado por Q (do inglés “Quo-

tient”), € composto pelos numeros inteiros e fraccionarios, positivos e negativos,
ou seja,

a
Q:{Z s Vpez A bio} 1.12

Para o conjunto QQ todas as propriedades P1 a P9 sdo verificadas.

1.1.2.4 Numeros Irracionais

Os nameros irracionais sdo frac¢des decimais interminaveis e nio
periodicas. Se um numero for representado por uma frac¢io decimal periddica,
¢ passivel de ser traduzido, como vimos em 1.1.2.3, pelo quociente de dois
nimeros inteiros.

O numero que elevado ao quadrado é igual a 2 apresenta uma dizima infinita
ndo periddica e ndo pode ser representado pelo quociente de nimeros inteiros,



sendo por isso um numero irracional. Posto de outra forma, /2 € um numero

irracional.

Euclides (300 AC) apresentou a seguinte prova, ad absurdum, de
que /2 ndo ¢ passivel de ser traduzido por um quociente de dois
inteiros. Suponhamos que existe um fracgdo, tal que:

p 2
21 =2
b 9

em que a e b sdo inteiros primos entre si, isto €, ndo tém divisores
comuns. Desenvolvendo o quadrado e rearranjando, teremos

a’=2b".

Qualquer que seja b, a* tem de ser um numero par. No entanto a® sO
pode ser par se a também o for. Assim, por defini¢do de numero par,
podemos escrever

a=2n.
Substituindo este resultado na equag@o anterior, tem-se
2n*=b’

Pelo que, b também tem de ser par contradizendo a suposicao inicial
de que a e b sdo primos entre si.

1.1.2.5 Numeros Reais

O conjunto dos numeros reais, R , ¢ constituido pelo conjunto dos numeros
racionais e pelo conjunto dos ntimeros irracionais.

Todas as propriedades P1 a P9, bem como as relagdes 1.2 sdo verificadas
para os numeros reais.

1.2 Poténcias

Dados o numero real @ e o numero natural », denomina-se poténcia de
expoente 7 do niimero a o produto de » factores iguais a a:
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n factores

1.13

a"=axaxXaxX...a

O conceito de poténcia tem ainda significado caso 7 ndo seja natural. Se n
for:

/ inteiro e negativo a" = ! 1.14
al‘l
positivo an =4gm n#0 1.15
fracciondrio
. =
negativo a " =——, a,n#0 1.16
n am
nulo a® =1 1.17
. m factores
uma pOténCIa n" IXIXIXNX. . Xn 1.18
\ a’ =a

Para além disso, o expoente pode ser um numero irracional.

1.2.1 Algumas Propriedades das Poténcias

Sejam a e b dois niimeros quaisquer e m e n dois expoentes quaisquer. E
possivel demonstrar que:

a) o produto de poténcias com a mesma base ¢ igual a base elevada a
soma dos expoentes

a"xa" =a""; 1.19



b) o produto de poténcias com o mesmo expoente € igual ao produto das
bases elevado ao expoente

amxbmz(axb)m; 1.20

c) apoténcia de expoente n da poténcia de expoente m ¢ igual a poténcia

do produto dos expoentes

(a” )"=a(mX") 1.21

Note-se a diferenga entre esta expressdo e a 1.18. Como exemplo,
consideremos as quantidades (32 )3 e 32", cujos resultados sdo,

respectivamente,

(32)3= 3 (2x3)_ 36 _ 799

323 = 3 (2><2><2): 38 = 6561

1.3 Logaritmos

Por definicdo, o logaritmo do numero a (a > 0) na base n (n > O) ¢ igual

ao numero real x tal que:

n=a- 1.22

Esta relagdo ¢ habitualmente escrita na forma

log, a=x 1.23

Se 7 =10 o logaritmo diz-se decimal e representa-se por
log(a).
Se n=e (e=2,7182818...)" o logaritmo diz-se natural ou neperiano,

representando-se por

ln(a).

)
I e=1lim (1 +x )A , ¢ um numero irracional transcendente.

x—>o0
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Consideremos que pretendemos determinar a poténcia de dois que
¢ igual a 32. Escrevendo sob a forma algébrica, teriamos

2 =382
que ¢ 0 mesmo que
x =log, 32

1.3.1 Algumas Propriedades dos Logaritmos

Sejam a e b dois nlimeros reais positivos e m e n duas bases quaisquer. E
possivel demonstrar que:

a) o logaritmo na base n do produto de a e b € igual a soma dos logaritmos
de a e b na mesma base, n,

log, (axb)=log, (a)+log,(b); 1.24

b) o logaritmo na base n do quociente de a por b (b#0) & igual a

diferenca dos logaritmos de a € b na mesma base, »,

logn[%]zlogn(a)—logn(b) com b;tO; 1.25

¢) ologaritmo na base n da poténcia x de a € igual ao produto do expoente
pelo logaritmo de @ na mesma base, 7,

log, (a*)=xxlog, (a); 1.26
d) o logaritmo de 1 em qualquer base » é igual a zero,

log, (1)=0; 1.27
e) o logaritmo de » na base n ¢ igual a unidade,

log, (n)=1 1.28

O logaritmo de um numero tomado numa base » pode ser transformado
num logaritmo tomado noutra base m usando a seguinte relagio:

log, (a)=log, (m)xlog, (a) 1.29



A relagdo entre os logaritmos decimal e natural de um mesmo nimero
pode ser dada por

log(a)=log(e)xIn(a)=0,483429xIn(a)
ln(a):ln(lO)Xlog(a):2,3026><log(a)

Consideremos que pretendemos calcular o logaritmo de 10000 na
base 10.

x = log,,(10000) = 1og(10000)
Fazendo uso das propriedades de logaritmos, podemos rescrever a
expressdo anterior na forma
x=log (1><104 ) =log(1)+log (104 )
= O+4><10g(10)= 4x1=4

1.4 Variaveis e constantes

Uma variavel é uma quantidade que pode apresentar diferentes valores
numéricos, ao passo que uma constante ¢ uma quantidade que apresenta um
valor numérico fixo. E habitual designar as variaveis pelas letras x, y, z, u, ...,
e as constantes pelas letras a, b, ¢, d, ....

O conjunto dos valores que uma variavel x pode assumir, constitui um:

a) intervalo aberto quando x toma valores compreendidos entre os numeros
aeb, (a<b), excluindo estes valores. Utilizando as relagdes de grandeza

definidas por 1.1, podemos escrever a <x <b . Outras formas de representar

um intervalo aberto sdo (a,b) e |a,b[;

b) intervalo fechado quando x assume valores compreendidos entre os
ntimeros a € b, (a < b), incluindo estes valores. Utilizando as relagdes de
grandeza definidas por 1.3, podemos escrever a<x<b. Outra forma de

representar um intervalo fechado é [a,b].
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O intervalo de uma variavel pode ser aberto em a e fechado em b (a <b ),

ou vice-versa. Nestas condi¢des diz-se parcialmente fechado e representa-se
por:

Ja,blou(a,b] para a<x<b;

[a,b[ oula,b)para a<x<b.

Uma variavel que assume todos os valores a partir de, e incluindo a, tem
por dominio [a, ). Uma varidvel que assume todos os valores até, e incluindo
a, tem por dominio (- oo , a].

Variagdo discreta de uma variavel: diz-se que uma variavel x varia de forma
discreta num intervalo quando apenas pode assumir valores bem definidos,
como por exemplo o niimero de bilhetes vendidos para um desafio de futebol.

Varia¢do continua de uma varidvel: diz-se que uma variavel x varia
continuamente num intervalo [a , ] quando varia de a até b assumindo todos
os valores compreendidos entre a e b, como por exemplo o peso ou a altura de
um individuo.

1.5 Polinomios

As equagdes polinomiais tém inumeras aplicagdes, entre as quais a
aproximagdo, nas vizinhangas de um dado ponto, de fungdes complicadas e
dificeis de manejar a um polinémio de grau », que ¢ uma fungdo de facil e
rapida manipulago.

Um polinémio de grau » de uma variavel x, P, (x), ¢ uma expressdo do
tipo
_ 2 n—1 n
Pn(x)—ao tax+tax +--+a,_x" +tax

N\, o 1.30
;alx

onde os coeficientes a, a,, a,, ..., a,,, a, sdo constantes reais.
O grau do polindomio € o maior expoente de x com coeficiente diferente de
zero, pelo que:

i) o polinémio de grau 0 ¢ da forma F,(x)=a,. Um exemplo de um

polindomio de grau 0 € uma fungfo constante, isto €, f ( X ) =k ,com k constante.



i) o polindmio de grau 1 ¢ da forma A (x)z a,tax,com g #0. Um
exemplo de um polinémio de grau 1 é a equacdo de uma recta com declive
diferente de zero, isto é, y=mx+b,com m#0.

iif) o polindmio de grau 2 ¢ da forma P, (x ) =a, +ax+a,x’,com a, #0.
Um exemplo deste tipo de polindmio € a equag@o de uma parabola, dada por,

y=ax’+bx+c,com a#0.

1.5.1 Operacodes Entre Polinomios

Tal como com os niimeros, também para os polinomios € possivel definir
as operacdes de adi¢do, subtrac¢do, multiplicacio e divisdo. A excepgdo da
operacdo de divisdo, estas operacdes, gozam das propriedades comutativa,
associativa e distributiva.

No caso da adigdo ou subtrac¢do de polinomios, o resultado ¢ ainda um
polindmio cujos termos sdo a adi¢éo ou subtrac¢@o dos coeficientes do mesmo

grau de cada polinémio. Consideremos os polindmios P ( x ) e Q ( X ) definidos

por:

P(x):a0 +ax+ax

Q(x)=b0+b2x2 131
O polinémio R(x)=P(x)*Q(x) é entdo dado por:
R(x)=(a,+by)+(a£0)x+(0£b, )x* +(a,£0)x’
1.32

=(a,£b) )+ axtb,x’ +a,x’
No caso do produto de dois ou mais polindmios, o polinémio resultante ¢
obtido por aplicag@o da propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo

a adigdo. Assim, considerando ainda os mesmos polinémios P(x) e Q(x)

(eq. 1.31), o resultado da multiplicagdo entre os dois polindmios,

M(x)zP(x)-Q(x), ¢
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M(x)z(a0 +ax+ax’ )'(bo +b,x’ )
3 3 2
= (ao +ax+ax )-bo + (ao +ax+ax )-bzx
= ayb, + abyx + ab,x’ +ayh, x> + ab,x’ + ab,x’ 1.33

= a,b, + a,byx + a,b, x> + (a3b0 +a,b, )x3 +ab,x’

Por ultimo, analisemos a operacdo de divisdo entre dois polinémios.

Consideremos os mesmos polinomios P(x) e Q(x ), definidos por 1.31. O

processo de divisao de dois polindmios € semelhante ao processo usado para
a divisdo de nimeros. No entanto, o resultado da divisdo s6 da um polinémio
se o grau do dividendo for igual ou superior ao grau do divisor. Por esse motivo,

consideraremos unicamente o polinémio D ( X ) =P ( X )/ 0 ( X ) . Para efectuar

a operagdo de divisdo, € necessario que ambos os polinomios, dividendo e
divisor, se apresentem ordenados de forma decrescente das poténcias das suas
variaveis.

a3x3 + a,x + a, bzx + bo
a, b a, 1.34
0 4 |a-"lv b g X
: b, 0 b,

1.5.2 Raizes de Polinomios

Seja o um valor tal que P(a)=0. Diz-se que « ¢ raiz, ou zero, do
polindmio P(x ) Neste caso, o polinomio P(x) ¢ divisivel por (x -a )
Consideremos agora que P(x) ¢ um polindmio de grau » com # raizes

distintas umas das outras, ¢, @,, &;, ..., «,. Neste caso, P (x) pode ser

escrito na forma



P(x)=a,+ax+a,x" +a,x ++a,x"
1.35
:an(x—al)-(x—az).(x—%) ..... (x_an)

Se das n raizes existirem k raizes iguais entre si, com k <, diz-se da raiz
repetida que apresenta grau de multiplicidade &, ou seja, se b for a raiz em
e, PP k
causa, o polinémio ¢ divisivel por (x—f) .
O calculo da raiz de um polinomio de grau 1, é trivial,

Pl(x)=a0+a1x=0=>x:—& 1.36

a

O calculo das raizes de um polinomio de grau 2 ¢ efectuado utilizando a
conhecida formula resolvente, dada por,

—_— 1' 2_
Pz(x):a-x2+b-x+c=O:>x:w 1.37
a
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CAPiTULO * 2

RELACAO ENTRE DIMENSAO, FORMA E FUNCAO
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2. Relacdo entre Dimensiao, Forma e
Funcao

Se em algum momento conseguissemos esquecer todos os conhecimentos
que temos e observassemos a realidade tal qual ela é, concerteza que, muito
para além da admirag¢@o, ficariamos assustados com a diversidade das coisas.
Deve ter havido um momento de espanto inicial perante o mundo. Alids, ainda
sentimos algo parecido quando observamos as coisas pela primeira vez. E
nestes momentos, que de forma subconsciente, tentamos ordenar e classificar
as coisas de acordo com padrdes por nos observados e/ou estabelecidos.

Restringindo-nos ao campo bioldgico, a multiplicidade de formas e
tamanhos que a Natureza nos oferece € tdo vasto que as tentativas de as estudar,
com base em conceitos e leis gerais, parecem condenadas ao fracasso. Sera
possivel encontrar caracteristicas comuns, ou padrdes, que se repitam em todos
0s seres vivos?

Desde logo, as nossas observagdes no campo das ciéncias bioldgicas
confrontam-nos com limites finitos, sendo, por conseguinte, pertinente colocar
a seguinte questdo: poderia a Natureza ser ainda mais diversificada? Existirao
limites ou regras que impecam a viabilidade de existéncia de determinadas
formas ou dimensdes dos seres vivos?

Este ¢ um campo de estudo premente ndo s6 para compreender a realidade
quotidiana, mas também ajudar no entendimento de todo o Universo.

Responder a questdo sobre os limites que as formas de vida podem
apresentar ¢ um avango significativo nas ciéncias bioldgicas. Encontrar o
paradigma que responde de forma cabal a esta questdo, que a partida se afigura
simples, tem envolvido intimeras pessoas de diferentes areas. Estabelecer os
limites de viabilidade de toda e qualquer forma de vida ajudara a prever quais
sdo as possiveis, e em que condi¢des, bem como significara, porventura, uma
maneira diferente de encarar a satde.

O objectivo da abordagem deste tema € a consciencializa¢do para a aplicagdo
de leis gerais aos seres vivos. Visto que este é um campo muito vasto ficar-
nos-emos pela explicac@o de alguns itens mais simples.

Na discussdo que ira ser feita surgem determinados conceitos que €
necessario analisar e precisar. Nesse sentido, adoptar-se-a uma perspectiva de
simplicidade que em nada prejudica a generalidade desejavel e que, além disso,
tem a vantagem de ser facilmente entendida.
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2.1 Escalas

Um rato ampliado a escala de um rinoceronte sera um ser viavel? E um
elefante encolhido a escala de um coelho?

Muitos aspectos da vida dos seres vivos sdo determinados pelas suas
dimensdes. Seria impensavel um hipopdtamo cavar canais no solo para se
proteger como faz uma toupeira. Dimensdes e funcdo poderdo estar
correlacionadas. As propriedades biologicas poderdo assim depender de
grandezas geométricas, tais como comprimento, area e volume, através de
relagdes matematicas simples.

Para objectos regulares a relagdo de algumas grandezas com as dimensdes
lineares estd bem estabelecida, nomeadamente, para sélidos regulares.

Consideremos o caso do cubo de aresta a em que a area da sua superficie,

S_, e o seuvolume, V_, sdo dados por,

S =6a°, 2.1

c

3
Vo=a, 2.2
ou mesmo o caso da esfera de raio r cujas expressdes para a area da

superficie, S, , e volume, V,, sdo dadas por,

S =4mr?, 2.3
4 s

I/C:—ﬂ'}" . 24
3

Uma questdo que pode ser desde ja colocada ¢ qual a semelhanga entre as
expressoes referentes ao cubo e a esfera? Se considerarmos que a dimensao
linear caracteristica de um cubo € o comprimento da sua aresta, a, € que a
dimensao linear caracteristica de uma esfera ¢ o comprimento do seu raio, 7,
entdo, comparando as expressoes 2.1 e 2.3 e as expressoes 2.2 e 2.4, verifica-
se que a superficie e volume destes sélidos sdo proporcionais, respectivamente,
ao quadrado e ao cubo da sua dimens@o linear caracteristica.

Este resultado pode ser generalizado para solidos regulares. Neste caso, se
¢ representar a dimensdo linear caracteristica de um dado solido regular,
podemos escrever para a sua superficie, S, e volume, V,

Soc(?, 2.5



Voo 3. 2.6

em que o simbolo « significa “é proporcional a”.

Conclui-se, entdo, que a relagdo entre o volume e a superficie de uma dado
solido € proporcional a dimenséo linear caracteristica desse mesmo corpo:

V.t

: 2.7
s

2.1.1 Factor de Escala

Consideremos a figura 2.1 que representa dois cubos de arestas /, e /,,
tais que

0, =x1, 2.8

Figura 2.1:  Dois cubos distintos cujas arestas medem ¢, e £, .

Os dois cubos estdo relacionados por um factor de escala x, definido por:

Loxh 2.9
2 :

Define-se, entdo, factor de escala entre dois objectos semelhantes como a
relacdo entre as suas dimensdes lineares caracteristicas.

As areas de superficie dos cubos representados sdo proporcionais ao
quadrado da dimensdo linear caracteristica. Assim:

A1=6gf, 2.10
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4,=602=6(xt, 2.11

Pelo que a relagfo existente entre as areas dos cubos corresponde a poténcia
de ordem dois do factor de escala. De facto:

4, 60 X0
“r=—2=tol=y 2.12
4602 7

Seguindo o mesmo raciocinio, conclui-se que os volumes dos cubos se
relacionam pelo factor x°, que corresponde a poténcia de ordem trés do factor
de escala.

" 532 x3£? 3
—_—_=—= =X
v I3 2.13

O raciocinio anterior pode ser aplicado a outros objectos semelhantes en-
tre si, como por exemplo dois cones.

No caso do cone € necessario ter em conta duas dimensdes caracteristicas.
Estas podem ser a altura e o raio da base, a altura e o angulo de abertura, ou o
raio da base e o 4ngulo de abertura. Para a analise que vamos efectuar, supomos
a relagcdo entre dois cones em que apenas se faz variar uma dimensao
caracteristica.

Consideremos o caso de dois cones com o mesmo angulo de abertura e

alturas distintas, ¢, e /,, tal como representado na figura 2.2.

Figura 2.2:  Dois cones com o mesmo angulo de abertura e alturas
diferentes.

Tomando como dimensio caracteristica a altura dos cones, o factor de escala
entre eles sera dado por



12
Zl

X =

2.14

Para um mesmo angulo de abertura, o raio das bases dos cones podem
relacionar-se com as suas alturas por

}"1=kf1 1"2

_kt, kxt,
_ = - =, =7 2.15
=k, n o kt, kY

Tendo em conta este resultado, facilmente se verifica que as areas das bases
dos cones se relacionam entre si pela poténcia de ordem dois do factor de
escala:

Sabendo que o volume do cone ¢ dado por
L, .
V= 571' lr 217

pode verificar-se que a relagdo entre os volumes dos dois cones € igual a
terceira poténcia do factor de escala:

1
fﬂﬁzrf e 2 .

- N R B 2.18
%”51;‘12 El I8 .

S

1

2.2 Aplicacdes da Lei das Escalas a Sistemas Biologicos

A aplicacdo da “Lei das Escalas” ao estudo de algumas caracteristicas e
fungdes de seres vivos reveste-se de grande interesse. Recorrendo a uma linha
de raciocinio tipica da “andlise dimensional”, que ¢ usada em alguns ramos
das ciéncias comparadas, podem obter-se relagdes entre as dimensdes de uma
estrutura, ou de estruturas semelhantes e algumas das suas fungdes especificas.

Como vimos na seccdo anterior, para efectuar uma andlise comparada en-
tre dois objectos semelhantes, ¢ necessario definir qual, ou quais, a(s)
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dimensdo(des) caracteristica(s) dos objectos em estudo. Para sdlidos regulares
¢ facil definir dimensio caracteristica, no entanto, quando consideramos seres
vivos surge imediatamente uma questdo: como definir neste caso a dimensao
caracteristica?

Tendo em conta que estamos interessados em comparar propriedades ou
funcdes de diferentes organismos, ainda que de forma muito aproximada,
podemos tomar como comprimento caracteristico uma dimensao tipica desses
mesmos organismos. Por exemplo, no caso do Homem, algumas das grandezas
que poderiam ser utilizadas como dimens@o caracteristica seriam a altura, o
comprimento do brago, ou o comprimento da perna. Ja no caso de uma célula
¢é razoavel aproxima-la a uma esfera e considerar como dimensao caracteristica
0 seu raio.

2.2.1 Necessidades Alimentares

“O imperador mandou que os seus gentis-homens, que esperavam ordens,
me trouxessem de comer e beber, o que eles fizeram prontamente, ordenando
que os viveres fossem colocados em pequenos carros que os criados me iam
chegando sucessivamente. Trouxeram vinte carrinhos de alimentos, cada um
dos quais contendo a quantidade suficiente para duas ou trés dentadas, e dez
carritos carregados de odres de vinho, que eu deitava numa vasilha e bebia de
um trago.

(...) no ultimo artigo do real decreto de liberdade, se dispunha que me
dariam diariamente uma quantidade de comestiveis e bebida suficiente para
alimentar mil setecentos e vinte e oito liliputianos. (...) os matematicos do
palacio tinham tirado as escondidas a altura do meu corpo por meio de um
quadrante e deduzido a minha largura, vendo que os seus corpos correspondiam
ao meu na propor¢do de um para mil setecentos e vinte e oito (...)”. in As
Viagens de Gulliver, de Jonathan Swift.

Vejamos como se pode chegar ao valor de 1728 refei¢des de um liliputiano
necessarias para alimentar o Gulliver. O alimento necessario a sobrevivéncia
relaciona-se com o volume. Como vimos anteriormente, o volume €
proporcional ao cubo da dimensao caracteristica, que tomaremos como sendo
a altura. Matematicamente podemos escrever

V=KI, 2.19

onde K é uma constante de proporcionalidade caracteristica de cada espécie.
No exemplo em analise, podemos assumir que o valor de K sera o mesmo para



o Gulliver e para os liliputianos. Podemos entdo determinar a relagio entre os
volumes corporais de Gulliver e um liliputiano médio:

3
V. . =KL, 3
Gulliver Gulliver VGulliver _ LGulliver
: - 2.20
4 =K L, 4 L ’ :
Liliputiano — Liliputiano Liliputiano 'Liliputiano

De acordo com a descri¢do que Gulliver faz dos liliputianos, estes seriam,
aproximadamente, doze vezes mais baixos do que ele, mantendo no entanto as
mesmas propor¢des. Assim,

LGu/liver = 12XLLilipufuianos s 2.21
e substituindo na equagdo 2.20, teremos
373
V. . 12°L,,. .
Gulliver  __ Liliputiano _
=7 =1728 2.22
Liliputiano Liliputiano

2.2.2 Robustez

Uma questdo que podera ser levantada, quando se fala em gigantes, ¢ até
que ponto o gigantismo compensa, ou se ha sensatez nas limitagdes naturais
do crescimento nos seres vivos, nomeadamente no Homem. Note-se que, em
condi¢des normais, o peso de um ser humano € proporcional ao seu volume,
pelo que um aumento da sua altura (dimensdo linear caracteristica) implica
um aumento do seu volume de um factor ao cubo, enquanto que a forca maxima
que consegue desenvolver é proporcional ao quadrado da dimensao
caracteristica.

Define-se robustez, F, pela relagdo entre a carga maxima levantada e o
proprio peso:

o carga maxima que levanta _

¢
P . 2.23
peso préprio p

Uma questdo que podemos levantar ¢ se dois individuos com a mesma
constitui¢do fisica e alturas distintas tém ou ndo a mesma robustez. Para re-
sponder a esta questdo, consideremos um jockey com 1,60 m de altura (L)e
um jogador de Basquete com 2,10 m de altura (L,).

Como a constitui¢do dos dois atletas ¢ muito semelhante, podemos assumir
que a densidade de ambos ¢ igual. Seja » a massa especifica de ambos os
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atletas. Entdo, os pesos do jogador de basquete, p,, e do jockey, p,, serdo

dados por

p=pV, g p,=pgK,L
= s 2.24
=PV g p;=pV,K,L;

onde g representa a aceleragdo da gravidade e K, ¢ a constante de

proporcionalidade entre o volume e a dimenséo linear caracteristica. Tendo os
dois atletas constitui¢des fisicas semelhantes, podemos assumir que esta
constante € igual para os dois. Tomando a relagdo entre os pesos do jogador de
basquete e do joquei, facilmente se verifica que esta € proporcional ao cubo
do factor de escala:

(x L. )3
By ) 2.25
pj L

Por outro lado, a carga méaxima, ¢, que um animal é capaz de suportar
depende da area da secgdo recta dos seus musculos.

A forca muscular maxima relaciona-se com a capacidade de contrac¢do
das fibras musculares e com o nimero destas. Supondo que a capacidade média
de contraccdo das fibras € igual para os dois individuos em estudo, torna-se
claro que a uma maior massa muscular vai corresponder um maior nimero de
fibras musculares e, por conseguinte, uma maior area de sec¢o recta.

Convém recordar que, qualquer que seja a grandeza de interesse num ser
vivo esta é fungdo da dimensdo caracteristica. Assim, considerando a sec¢do
recta de um musculo, e aproximando-a por um circulo, o raio deste ¢ ainda
proporcional a dimens@o linear caracteristica. Logo a area da secg¢do recta dos
musculos é proporcional ao quadrado da dimensdo linear caracteristica, e
atendendo a que a carga maxima, ¢, 4 proporcional a area da secgdo recta tem-
se:

c a I*. 2.26

Tomando a relag@o entre as cargas maximas que o jogador de basquete e o
joquei conseguem suportar teremos:



DR 2.27

¢
F=t

p; N ﬂzcb p;
P F, ¢ p,. 2.28
;=

Dy

F, 1
- 3. 2.29
r X

Se x>1 (x=2,10/1,60~1,31), entdo, F,<F. O que significa que a

robustez do jogador de basquete ¢ menor do que a do joquei. Apesar do jogador
de basquete ter uma forga que em valor absoluto é superior a do joquei (maior
area da seccdo recta dos musculos), quando esta ¢ medida relativamente ao
proprio peso verifica-se que o joquei tem vantagem. Este aspecto ¢
particularmente evidenciado em exercicios que envolvam esta relacdo entre
forga e peso proprio, nomeadamente, em elevagdes numa barra.

2.2.3 Doses de Farmacos

A administracdo de fArmacos carece de precaucgdes inerentes a sua propria
natureza. A dose a administrar prende-se com a eficacia terapéutica que se
pretende. No entanto, a determinacdo desta dose tem em conta a massa corpo-
ral do individuo a quem € prescrito o farmaco.

Seria grave que a dose a administrar numa crianga fosse calculada a partir
da dose nos adultos usando a relagdo de alturas. Por exemplo, considerando

uma crian¢a com 1,0 m de altura, hcrianga , € um adulto com 1,7 m de altura,

h

adulto

obteriamos para a relacdo entre as alturas um valor igual a 0,59:
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h

crianga

h

adulto

=1,0m

=== =0,59
i7m . 2.30

hcrian(,‘a la 0
1,7

adulto

Se fosse este o valor utilizado no calculo da dose de um determinado fArmaco
a administrar a uma crianga a partir da dose para um adulto cometer-se-ia um
erro por excesso de aproximadamente trés vezes.

A relac@o correcta a utilizar deve ser dada pelas massas. Se considerarmos
que a massa especifica da crianga e do adulto sdo aproximadamente iguais,
entdo a relagdo entre as massas é aproximadamente igual a relagdo entre os
volumes, que por sua vez sdo proporcionais ao cubo da dimensdo linear
caracteristica. Assim, o valor obtido para a relagdo entre volumes, e
consequentemente entre as doses de fArmaco a administrar a uma crianga,
com 1,0 m de altura, e a um adulto, com 1,7 m de altura, seria de 0,20:

crianu:l’om V KXh3' 1
¢ N crianga _ cgtan;a — ’03 — 0’ 20 . 231
hudultu = 1’ Tm Vadu/ro Kx hudulm 1’ 7

2.2.4 Metabolismo basal

A energia interna de um organismo que se encontre em jejum € em repouso
absoluto vai diminuindo ao longo do tempo pois ndo s6 ha consumo de energia
nas fungdes vitais, embora minimizado em cada instante, como também ha
que ter em conta as trocas de energia com as vizinhangas.

A rapidez com que aquela diminui¢do se verifica denomina-se por

dE
velocidade metabdlica basal, e ¢ usualmente representada por |
b

Segundo a lei de Kleiber, a velocidade metabolica basal relaciona-se com
a massa, M, do mamifero de acordo com a equagéo:

dE 3
= =K M* 232
b

A aplicacdo da lei das escalas permite provar matematicamente esta relaco.
Tendo em conta que a poténcia realizada pelos musculos é a energia
consumida por unidade de tempo, € razoavel supor-se que a velocidade
metabolica basal dos mamiferos € proporcional a poténcia maxima, P, isto

e

c:



dE
= <« P,
( » l . 2.33

em que, a poténcia maxima do musculo ¢ definida por:

dr
P =sA|l —
max ( d ) 2.34

onde s € o esfor¢o (for¢a por unidade de area) exercido pelo musculo, 4 a area

d
de seccdo recta do musculo, e —— a velocidade com a qual o musculo encurta

dt

na contracgdo. Estudos realizados em musculos diversificados mostram que

tanto o esforgo, s, como a velocidade — sfo praticamente constantes, pelo

dt

que a poténcia maxima desenvolvida pelo muisculo € proporcional a area da
sua secg¢io recta:

P o< 4. 2.35

max

Do exposto anteriormente, e utilizando as equagdes 2.33 a 2.35, podemos
concluir que a velocidade metabodlica basal € proporcional a area da seccdo
recta dos musculos:

(d—Ej <P ocd = (d—EJ o 4 2.36
dt ), dt ), : :

No entanto, o problema consiste em relacionar a velocidade metabdlica
basal com a massa.

Como representado na figura 2.3 para o caso do homem, as dimensdes
podem ser definidas em termos de duas dimensdes lineares caracteristica: um
comprimento, /, e um didmetro, d.

Estudos em primatas e outros mamiferos revelam que o comprimento, ¢, ¢
o didmetro, d, estdo relacionados por:
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Figura 2.3:  Exemplo de possiveis dimensdes lineares caracteristicas para
o caso do Homem.

O volume, e consequentemente a massa, do membro do mamifero sao

proporcionais a ¢d?*, pelo que podemos escrever,

2 8

M o dixd?*=d?- 2.38

Como a area do membro, A4, € proporcional ao quadrado do seu diametro, a
equacgdo anterior pode ser rescrita por forma a que do lado direito seja

evidenciado o factor 2.

8
M o« d=(d") 2.39
Considerando que 4o ? tem-se, a partir de 2.39:

4 3

Mo A2 =  doc M*- 2.40

Finalmente, substituindo este resultado na equago 2.36, teremos:

dE 2
(Ej < M*, 2.41
b



que mais ndo ¢ do que a lei de Kleiber.
3

A velocidade metabdlica basal por unidade de M* ¢ constante para
diferentes espécies de mamiferos.

Outras relagdes interessantes de escalamento sdo aquelas em que se mostra

1
que o ritmo cardiaco dos mamiferos € proporcional a M * e a frequéncia
1

respiratoria varia com M*.

2.2.5 Limitacio das Dimensées de uma Célula

Com o intuito de simplificar o raciocinio, consideremos que uma célula
tem forma esférica, e tomemos como dimensdo linear caracteristica o seu
raio, R.

Suponhamos uma célula em crescimento de tal forma que a sua dimensao

caracteristica passa para o dobro, isto €, tal que em dois instantes de tempo ¢,

€ t,,com ¢, <t,,setem R, =2R,. (ver figura 2.4)

R,

Figura 2.4:  Esquema simplificado de uma célula que em dois instantes
de tempo ¢, e t,, com f <t, apresenta raios R, e R,
respectivamente, tais que R, = 2R .

As necessidades de oxigénio de uma célula sdo proporcionais a sua massa
e volume. Mas, a quantidade de uma dada substancia que, por unidade de
tempo, atravessa uma membrana celular depende da natureza da membrana,
da natureza da substancia, da diferenca de concentracdo da substancia entre o
meio intra e extra celular, e da area total da membrana. Para o caso em estudo,
s0 a area de membrana e o volume da célula é que variam.

51



52

Tendo em conta as equagdes que traduzem a superficie da membrana, S, e
o volume da célula, V,

S=47R*, 2.42
V=§ﬂR? 2.43

facilmente se verifica que quando o raio da célula aumenta de duas vezes a

v - 2
superficie da membrana aumenta quatro vezes (2 ) e 0 seu volume aumenta

: 3 . . ;4. .
de oito vezes (2 ) Assim, o aumento de oxigénio que € difundido para o
interior da célula ndo acompanha o aumento de oxigénio necessario.

Designando por O, a quantidade de oxigénio molecular que atravessa a

membrana celular por unidade de tempo, tem-se que

=K R’

1

D,
o,

cél. estado 1

2.44

=KR;’

cél. estado 2

sendo portanto a relagdo entre a quantidade de O, captada nos dois estados de
desenvolvimento dada por

o,
o,

2
cél.estado2 R2

"R 2.45

cél. estado 1

Designando agora por N, anecessidade de oxigénio da célula por unidade

de tempo, e recordando que esta é proporcional ao volume da célula, teremos:

1
=~

0,

cél. estado 1

1
~

R
R 2.46

0, cél. estado 2

concluindo-se entdo que a relagio entre as necessidades de oxigénio nos dois
estados de desenvolvimento ¢ dada por:



3
cél.estado2 R2

_R_f' 2.47

0,

0, cél. estado 1

Defina-se factor de viabilidade, Z, da célula pela seguinte relacao:

_ Quantidade de O, obtida por minuto _ O,

Z
No, 2.48

Necessidade de O, por minuto

Das equagdes 2.44, 2.46 ¢ 2.48 vem entdo que sendo R o raio da célula
num certo instante, o factor de viabilidade ¢ dado por:

7 =— 24
R 9

Esta relagdo mostra que a medida que o raio aumenta, a viabilidade da
célula diminui.

Figura 2.5:  Variag@o do factor de viabilidade com o raio da célula.

A relag@o entre a viabilidade da célula nos dois estados de desenvolvimento
sera:
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3. Calculo Vectorial

Os vectores sdo entidades utilizadas para representar certas grandezas fisicas
ditas vectoriais, tais como posi¢do, velocidade, aceleragdo, forga, etc..
Usualmente representa-se uma grandeza vectorial por uma letra sobre a qual ¢

desenhada uma seta, por exemplo a .

Figura 3.1:  Representa¢@o tridimensional de um vector num sistema de
eixos ortogonal.

Graficamente, um vector pode ser representado por um segmento de recta
orientado e, como tal, compreende direc¢@o, sentido e mddulo. Na figura 3.1
encontra-se uma representacdo tridimensional de um vector, considerando-se
um sistema de eixos ortogonais.

Denomina-se por recta suporte, ou linha de ac¢do, do vector a, a recta p
colinear com o prdprio vector, tal como representado na figura 3.2.

A direc¢@o do vector € definida pela recta suporte, o sentido, € o do percurso
que vai da origem (ponto de aplicagdo) para a extremidade. Quanto ao mddulo,
¢ o nimero positivo que mede o comprimento do segmento de recta orientado

que ¢ o vector, representando-se habitualmente por |51 , ou, simplesmente,

por a.
Um vector diz-se nulo quando a sua origem coincide com a sua extremidade,

representando-se por (.
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Figura 3.2:  Representacdo de um vector, a, e respectiva recta suporte.

Um vector fica completamente determinado desde que se conheca a sua
origem, direc¢do, sentido e mddulo. A este tipo de vector da-se o nome de
vector ligado.

Na figura seguinte encontram-se representados quatro vectores.

- J

Ad/

Os vectores @ ¢ b tém a mesma direc¢do, 0 mesmo sentido e
modulos diferentes. Os vectores ¢ e d tém a mesma direc¢do, o

mesmo modulo, mas sentidos opostos. Os vectores @ e b tém

direc¢oes diferentes das dos vectores ¢ e d .

Se a origem de um vector puder ser tomada arbitrariamente sobre a sua
recta suporte, o vector diz-se deslizante. Se a origem de um vector puder ser
tomada arbitrariamente no espago, o vector diz-se livre. Em ambos os casos,
os vectores ficam completamente definidos pela direc¢ao, sentido e modulo.

3.1 Adicao de vectores livres

A semelhanga do que ocorre com os nimeros, também sobre os vectores se
pode definir a operacdo de adi¢ao. A soma de dois vectores ¢ ainda um vector.



BT, =5 3.1

O vector soma, s, de dois vectores, v, € Vv, , pode ser obtido graficamente

pela regra do paralelogramo, a qual se pode enunciar da seguinte forma:
passando pelo extremo dos vectores a adicionar tragam-se rectas paralelas a
sua linha de ac¢do. O segmento de recta que une a origem ao ponto de
intersec¢@o das rectas tracadas € o vector soma.

Figura 3.3:  Regra do paralelogramo para adi¢ao de vectores livres

A adigéo de vectores ¢ comutativa e associativa, e tem por elemento neutro

o vector nulo, 0.

3.2 Produto de um vector por um escalar

Seja £ um ntimero real e y um vector. Denomina-se produto do vector 7

pelo escalar £, representando-se por kv , todo o vector 1 que seja paralelo a
¥, cujo modulo seja |Vv| = | k|| \7| e que tenha o0 mesmo sentido que ¥ se k>0

ou sentido contrario a v se k <0 . Na figura 3.4 encontra-se representado um

vector, i, € o resultado da multiplicagdo desse vector pelos escalares k=2 e
k=-0,5.

<!
[\
<l

_0’5"7/7

Figura 3.4: Exemplo da multiplicagdo de um vector por um escalar.
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3.3 Diferenca de dois vectores

Define-se a diferenga entre dois vectores a ¢ b como sendo o vector

w=d+ (—b ) o que significa que para se encontrar o vector w se multiplica

o vector b por —1, e se adiciona o vector resultante ao vector a . Utilizando a
regra do paralelogramo, esta operacdo pode ser efectuada como representado
na figura 3.5.

Figura 3.5: Subtrac¢do de vectores livres recorrendo a regra do
paralelogramo.

A opera¢do de subtrac¢do entre dois vectores livres pode ser efectuada
graficamente de forma mais simples, utilizando a seguinte regra: o vector
w=a—-b ¢ o segmento de recta cuja origem ¢ a extremidade do vector
subtractivo, b, e a extremidade é a extremidade do vector aditivo, a, tal
como representado na figura 3.6.

Figura 3.6:  Subtrac¢@o de dois vectores.

3.4 Vector unitario

A um vector cujo modulo € igual a unidade da-se o nome de vector unitario
ou versor. Para construir um vector unitario colinear com um certo vector v,
basta multiplicar v pelo inverso do seu modulo, isto é:



N
Il
<

32

<!

Usualmente, representa-se o vector unitario # por .
Os versores s3o normalmente utilizados para definir direcgdes e sentidos

no espaco, por forma a que outros vectores possam ser expressos relativamente
a eles.

3.5 Projeccao de um vector segundo uma direc¢io

Considere-se a figura 3.7, na qual se encontra representado um vector v,

que faz um angulo 6 com um recta p orientada pelo versor .

Figura 3.7:  Projec¢@o de um vector segundo uma dada direcgdo.

A projecgdo do vector v segundo a direc¢do considerada ¢ o vector p,

cujas origem e extremidade sdo as projec¢des ortogonais da origem e
extremidade, respectivamente, do vector y sobre a recta p. A relagio entre os

modulos dos vectores v ¢ p, ¢ dada por uma fungio trigonométrica (neste
caso o coseno do angulo 6):

|5, |=[¥]|cos (6)). 33

O vector p ,» pode ser escrito em fungdo do versor ;; uma vez que se encontra

sobre a recta r. Para além disso verifica-se que o sentido de p, é 0o mesmo do

61



62

versor u, pelo que podemos escrever
P, =|V|cos(6)a. 3.4

Se, porventura, o sentido de ﬁp fosse oposto ao do versor #, entdo, a

equacio 3.4 viria afectada por um sinal negativo.

A grandeza |V|cos(6) dé-se o nome de componente do vector v na
direcg¢do considerada.
Consideremos que pretendiamos agora efectuar a projec¢do do mesmo

vector v segundo uma direc¢ao definida pela recta 7, perpendicular a definida
pela recta p, tal como definido na figura 3.8.

Figura 3.8:  Projec¢do de um vector segundo uma dada direccéo.

Designado por w o versor associado a recta 7, e seguindo o mesmo

raciocinio efectuado para a projecc¢do do vector v segundo a direc¢do definida
pela recta p, obtém-se

Pr=—|V|sin(6). 3.5

O sinal negativo nesta expressdo deve-se ao facto de o sentido do vector



D, ser oposto ao do versor W.

3.6 Representacio cartesiana de vectores

Um ponto do espaco pode ser caracterizado por um conjunto ordenado de
trés numeros reais, bastando para isso escolher um referencial cartesiano a

trés dimensoes.
Consideremos a figura 3.9, e sejam i, ; e k os versores das direcgdes X,

Y e Z, respectivamente.

Figura 3.9:  Representagdo tridimensional de um vector e suas projecgoes.

Designando por v, v, € v, as projec¢des do vector v segundo as direcgdes
X, Y e Z, respectivamente, a defini¢do analitica do vector v é dada por

v=vi+v, j+v k. 3.6

As operagdes entre vectores de adi¢do, subtraccdo e multiplicagdo por um
escalar, anteriormente definidas, podem ser efectuadas de forma analitica. Para

tal, sejam # e v dois vectores cuja representacio cartesiana ¢ dada por
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v=vxi+vyj+vzk

. R n A 3.7

u=u i+u, jtuk
O vector w; =V +u tem componentes w, , w, € w,_dadas por

x 1y 1z
w=w, i+w, j+w_k
2 A A 3.8
=(v, +u, )1+(vy +u, )J+(vz +u, )k
O vector w, =AV tem componentes w,, w, € w, dadas por
X 2y 2z
W, =w, it+w, j+w, k=Av.i+Av j+Av k. 3.9

Também o moddulo de um vector pode ser calculado a partir das suas
componentes. Num sistema ortogonal, o modulo € dado pela raiz quadrada da

soma dos quadrados das suas componentes, isto €, sendo v =v_i+ v, jtv. k,

teremos

EENE 3.10

Consideremos os vectores dados por

¥ =5i—17k

ii=3j+5k

A soma destes dois vectores é dada por

w

v+ﬁ=(5i—1712)+(3j+512)

(5+0)i+(0+3)j+(-17+5)k_
i+3j-12k

O produto do vector v pelo escalar 4 =-2,5 ¢ dado por



h=Av =—2,5(5i—17f<)
=—12,5i+42,5k

O modulo dos vectores v, 1 € w
|7 =/5° +(=17)" =314

|ii| =32 +52 =34

9] =/5* +3° + (12’ =178

Como facilmente se verifica, o modulo da soma dos dois vectores

v e u ¢ menor ou igual do que a soma dos seus modulos. A
semelhanca do que ocorre com os ntimeros, este resultado é geral,
isto ¢, verifica-se sempre a relagio

3.7 Produto escalar entre dois vectores

O produto escalar (ou produto interno) entre dois vectores # e v, definidos
por

v=v i+v, j+v.k
- 2 A A 3.11
u=u i+u, jtuk

representa-se por # -v . O resultado deste produto é uma grandeza escalar, dai

a sua designagdo. Sendo <y o angulo formado pelos vectores # e Vv, o
produto escalar entre estes dois vectores ¢ dado por

iV =u, v, +u, v, +u, v, =|il|V]cos (d<v ). 3.12

Se o angulo formado por 3 e v for agudo entdo #-v >0, se o angulo for

obtuso entdo #-v<0. O produto escalar entre dois vectores goza da
propriedade comutativa e da propriedade distributiva em relaco a adico, ou
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seja, verificam-se as igualdades

V-

3.13

<l

=ii-

<)

ve(d+w)=v-i+v-w 3.14
Consideremos os vectores dados por
v=5i-17k
ii=3j+5k
O produto escalar entre estes dois vectores ¢ dado por
v-a:(sf—17ﬁ)(3}+5ﬁ)
=(5%0)+(0x3)+(-17x5)=-85"

Se um dos vectores for um vector unitario, por exemplo se # =1 , o produto
escalar € igual a componente da projeccio do vector v sobre a recta colinear

com O Versor i .

Consideremos o vector dado por
v =5i+4j-10k
€0 Versor i, que indica a direc¢@o e sentido do eixo dos XX. O produto
escalar entre o vector v e o versor i ¢ dado por
v-ﬁ=(5i+4}40£)f
=(5x1)+(4x0)+(-10x0)=5

que € precisamente o valor da componente do vector i segundo a

direc¢ao definida pelo versor i.

O produto escalar entre dois vectores pode ser utilizado para determinar o



angulo formado entre eles. Para isso, recorre-se a equag¢ao 3.10 para determinar
os modulos dos vectores, substituindo-se os resultados na equagéo 3.12, que é

entdo resolvida em ordem a cos(#<v ).

Consideremos os vectores y e ¢ dados por

v =5i+4j-10k

i=2i-7j+5k

Utilizando a equagao 3.10 para calcular os mdodulos dos vectores, teremos

|7 =/5* +4° +(-10) =141

|i|=y22+(=7) +5* =18

Calculando o produto escalar analiticamente teremos,

Vi = (51+4j-1012)-(2i—7j+512)
=(5x2)+[4x(=7) |+[ (-10)x5 ] =-68"

Substituindo na equagao 3.12, teremos

~68 =/141/78 cos (V< ),

e resolvendo em ordem a cos(ﬁ(ﬁ ), teremos

68

10998

entdo para o angulo vem

(17<):L7 )= arccos( —& ) ~130,4°

cos (V< )=—

/10998

3.8 Produto vectorial entre dois vectores

O produto vectorial (ou produto externo) entre dois vectores # e v, definidos
por
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v=v ity j+v.k
e A L 3.15
u=u i+u,jtu,

representa-se por %XV, ou por # AV, e é um vector perpendicular ao plano

definido pelos vectores # e Vv, cujo modulo € dado por
|ii x| =|i||¥|sen (ii<cv ), 3.16

onde #<v representa o menor angulo formado pelos vectores # e v . O sentido

¢ o que aponta para o lado do plano definido pelos vectores # e v de tal
forma que um observador colocado na extremidade do vector resultante vé o

vector # rodar sobre o vector v no sentido contrario ao dos ponteiros do
reldgio (ver figura 3.10).

Plano 1

Figura3.10: Representagdo vectorial do produto externo entre dois
vectores.

As componentes cartesianas do vector resultante do produto vectorial en-
tre dois vectores sdo dadas pela expressao

A

ﬁX\7=<uyvz —u.v, )i+(uzvx—uxvz )j+(uxvy —u, v, )k. 3.17

Este resultado pode ser obtido de forma simples utilizando o seguinte
procedimento.

Comega-se por construir uma matriz de trés linhas por trés colunas. Na
primeira linha colocam-se os versores das direc¢des XX, YY e ZZ, ou seja, os

versores i, j € k. Na segunda linha introduzem-se as componentes do vector

que aparece do lado esquerdo do produto vectorial, respeitando a mesma ordem
utilizada para os versores introduzidos na primeira linha. Finalmente, na terceira



linha introduzem-se as componentes do vector que aparece do lado direito do
simbolo de produto vectorial, seguindo as mesmas normas enunciadas
anteriormente. Para o produto vectorial # XV , aplicando as regras enunciadas,
a matriz resultante seria

>

~.

<
N
98]
—_
o¢]

X

J
UXv — |u u,
v,

1%

X

<

O resultado envolve as direcgdes i, j e k , pelo que o importante € calcular
as respectivas componentes;

ixi=( )i+( )j+( k.
A componente segundo uma determinada direc¢o ¢ dada por uma subtragéo
de produtos;

ixv=( - )i+( - )+( - k.

Para se obter a subtrac¢do de produtos tapa-se a coluna da direccdo em
calculo bem como a linha dos versores; sobrando, assim, quatro elementos do
determinante. Os produtos sdo feitos de forma cruzada sendo o aditivo aquele
que contém, respectivamente, o elemento imediatamente a direita e

imediatamente abaixo da coluna e da linha tapada, tal como ilustrado na figura
3.11.

3.19

3.20

Componente k

Componente i Componente 3

A A A
- N ~ Y
i j k i j k i j k
u u u, u u u, u u u,
& >
v, v, v, ve v, Y, v, v, W,

Figura 3.11: Calculo das componentes do produto vectorial.

69



70

Aplicando as regras anteriormente definidas, teremos para a equacdo 3.20

~

Uxy =(uy v.—u v, )f+(u2 V.o—u v, )]A'+(ux v, —u, v, )k, 3.21
Consideremos os vectores dados por

v=5i-17k

ii=3j+5k

O produto vectorial vxu ¢ dado por

i j k
vxu=(5 0 -17
0 3 5

ou seja,

¥xii =[ 0x5—(=17)x3 Ji+(~17x0-5x5)j+(5x3-0x0)k
=51i-25]+15k

3.9 Produto triplo composto

Sejam v, u e w trés vectores. O produto triplo composto ¢ um escalar
definido por
(vxi)-w, 3.22

ou seja, € igual ao produto escalar entre o vector w e o vector resultante do
produto vectorial entre os vectores vV ¢ i .
O modulo do produto triplo composto € entdo dado por
|(¥xii )-#| =[] [sen (V<cai )| 3| cos [ (¥ xii )< |
=[] | %] sen (9<cii )eos[| (¥xii )< ] 323

onde (\7 X )<IVV ¢ o angulo definido pelo vector resultante do produto vecto-



rial (Vi) e o vector w.
Recordando as defini¢gdes de projec¢do de um vector segundo uma direcgéo

e de produto escalar, se w for um vector unitario, isto €, se w=w, o produto
triplo composto

(vxi)-w, 3.24

¢ a projecgdo, segundo a direc¢do definida por W, do vector resultante do
produto vectorial v X .

3.10 Aplicagoes do calculo vectorial a sistemas biologicos

S&o numerosas as situagdes em que a forca muscular ¢ usada para fazer
rodar ossos em torno de pontos fixos. O calculo vectorial, associado a nogéo
de equilibrio de corpos indeformaveis, através da noc¢do de forga e momento
de uma forga, permite estudar as situagdes referidas, revestindo-se, por isso,
de particular importancia para a compreensdo de varios fenomenos mecanicos
em Medicina.

3.10.1 Equilibrio Mecénico

Um sdlido pode ser considerado como um sistema constituido por um
conjunto de pontos materiais. Neste sistema podem existir dois tipos de forgas
a actuar: forgas internas, responsaveis pela ligacdo entre as diversas particulas
que o constituem, e forgas externas, responsaveis pela alteracdo do estado de
repouso ou de movimento do solido.

Para solidos rigidos e indeforméaveis, os efeitos das forgas internas sio
desprezaveis, sendo apenas necessario considerar os efeitos das for¢as externas
por forma a estudar o estado de repouso ou movimento do sélido.

Um corpo quando sujeito a um sistema de forcas qualquer pode exibir
movimento de translacdo, movimento de rota¢do, ou uma combinagdo dos
dois. Para determinadas distribui¢cdes de forgas, o sélido pode encontrar-se
em repouso ou em movimento rectilineo e uniforme, dizendo-se nesta altura
que se encontra em equilibrio mecanico.

Para o estudo do movimento de translacdo ¢ usual considerar-se que as
for¢as a que um corpo esta sujeito estdo todas aplicadas num s ponto o qual
se considera ter a massa total do corpo; ou seja, supde-se 0 corpo como um
ponto material. Diz-se que este se encontra em equilibrio (de translacdo) se a

71



72

resultante das forcas aplicadas, isto é, a soma de todas as forgas aplicadas no
corpo, for igual a zero. Matematicamente, esta condigdo pode traduzir-se por

Y F=0 3.25

onde o indice i do somatorio indica que este deve ser estendido a todas as
forgas que actuam no corpo.

No estudo de problemas que envolvem a actuagdo de forcas externas
distribuidas por uma superficie de um soélido rigido e indeformavel, ¢ usual
recorrer-se a substituicdo dessas forgas por um Unica cujas caracteristicas
produziriam o mesmo efeito, no que respeita ao estado de repouso ou
movimento do s6lido. E o caso das forcas distribuidas a actuar na cabeca do
fémur de um individuo em pé, tal como ilustrado na figura 3.12.

Figura 3.12: Exemplo de redu¢do de um sistema de forgas distribuidas por uma
superficie a uma s6 for¢a que produz o mesmo efeito sobre o s6lido.

No caso geral uma sé forca ndo pode traduzir a ac¢do global do sistema
sendo necessario considerar também o momento das forgas.

Para o estudo do movimento de rotagdo de um corpo é necessario conhecer
a direc¢do, sentido, modulo e o ponto de aplicagdo das forgas que actuam no
corpo. Por este motivo, concebeu-se o conceito de momento de uma forga,
que apresenta unidades de energia, traduzindo a tendéncia que a forga tem em
produzir rotagdo em torno de um ponto ou eixo, € que agrega em si mesmo as
caracteristicas das forgas aplicadas e a posi¢do dos seus pontos de aplicagio

relativamente ao ponto ou eixo de rotagdo considerado. Sendo M p (F:) 0

momento da forga 17“1 relativamente a um dado ponto 4, a condigdo de equilibrio

de rotacdo traduz-se matematicamente por



ZMA(E):(), 3.26

em que esta expressdo significa que um corpo esta em equilibrio de rotagdo se
a resultante dos momentos das for¢as aplicadas no corpo, relativamente a um
dado ponto 4, for igual a zero.

3.10.1.1 Momento de uma for¢ca em relacio a um ponto

O momento de uma forca em relag@o a um ponto ¢ uma grandeza vectorial
que mede o efeito rotativo da for¢a em torno de um ponto.

O momento de uma forg¢a, F, em relagdo ao ponto, O, € um vector,

designado por M, o (F“ ), definido por

MO(F)=;7><]3, 3207

onde 7 ¢ o vector posi¢do do ponto de aplicagio da forca F relativamente ao
ponto O, isto €, ¥ é um vector com origem no ponto O e extremidade no

ponto de aplicagio da forga F, tal como ilustrado na figura 3.13.

!

Q A »
F Y

\4
z

Figura 3.13: Representagdo do vector posi¢do, 7, de uma forga, [,
relativamente a origem, O, de um sistema de eixos cartesianos.

O momento de uma for¢ca em relagdo a um ponto € um vector com as
caracteristicas resultantes da definicdo de produto vectorial, anteriormente
discutidas (ver secc¢do 3.8 e figura 3.10).




Na determina¢io do mdédulo de um momento de uma for¢a em relacdo a
um ponto, pode usar-se directamente a relacdo expressa pela equagdo 3.16,
que neste caso particular assume a seguinte forma:

‘FXF‘zV”F‘sen(F{F). 3.28
No entanto, por simplicidade, é habitual determinar-se o modulo do

momento de uma forca F em relagdo a um ponto O, utilizando a nogdo de

brago da forca, que € a distancia do ponto O a linha de acgdo da forga F'.
Assim, 0 médulo do momento € dado por

‘Mo(ﬁ)‘zb‘ﬁ‘, 3.29

Na figura 3.14, em que se representam os vectores 7 e F no plano do
papel, podemos compreender melhor qual o significado geométrico de brago

de uma forca.

brago =|#[sen (6 )

Figura 3.14: Representagdo geométrica do brago de uma forga F
relativamente a um ponto O.

Tendo em conta a defini¢do de projeccdo de um vector segundo uma direcgéo

(figura 3.7 e figura 3.8), facilmente se verifica que o braco, b, da forga F ¢
dado por

b=|F|sen(6). 330

onde 0 ¢ o menor angulo entre os vectores 7 e F . Substituindo esta expressio



na equagdo 3.29, verifica-se a concordancia com a equagio 3.28.

3.10.1.2 Momento de uma forca em relacdo a um eixo

Em casos cujo interesse ¢ analisar o movimento de rotagdo em torno de um
eixo ¢ preferivel utilizar o conceito de momento de uma for¢a em relagdo a um
eixo.

Por definicdo, o momento da for¢a F em relagio ao eixo E, orientado pelo
vector unitario 4, ¢ o escalar M, componente da projecgdo sobre o eixo E do

vector momento da forca F em relacdo a um qualquer ponto O do eixo,

M o (F ), tal como ilustrado na figura 3.15.

Figura 3.15: Representa¢do geométrica do momento de uma forca em
relagdo a um eixo.

Sendo 7 o vector posi¢do da forca F , isto ¢, vector com origem no ponto

O e extremidade no ponto de aplicacio da for¢a F , e recordando a definigéo
de produto triplo composto, teremos

M, =(FxF)-4. 331
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O momento de uma for¢a relativamente a um eixo mede a tendéncia que a
for¢a tem de produzir rotacdo em torno desse eixo.

O momento de uma for¢a em relagdo a um eixo pode ser traduzido por uma
entidade vectorial. Para isso, basta considerar o produto do momento em relagéo
a um eixo como foi apresentado pelo versor caracteristico da direcgdo do eixo.
No exemplo da figura anterior teriamos:

M, =[ (#xF)-A]A. 3.32

3.10.1.3 Momento de um binario

Denomina-se bindrio o sistema constituido por duas forcas de igual
intensidade, linhas de ac¢@o paralelas e com sentidos contrarios.

Figura 3.16: Representagdo grafica de um binario.

O momento resultante das forcas que constituem o binario ¢ um vector
perpendicular ao plano da figura e tem por modulo:

—aF +(a+b)F =bF . 3.33

sendo por isso independente do ponto O em relacdo ao qual ¢ calculado.
Como o vector momento de um binario ndo depende da posi¢do do ponto

0, diz-se que ¢ um vector livre. Como consequéncia, a soma de dois binarios

pode ser traduzida pela soma dos seus vectores momento relativamente a um



qualquer ponto O.

3.10.2 Estudo da forca de reacciio na charneira da mandibula de um réptil
primitivo

3.10.2.1 Exemplo 1

No maxilar inferior de um réptil primitivo, um musculo exercia a forga F'
no ponto B fazendo rodar o osso em torno da articulagdo, ou charneira, 4, tal
como ilustrado na figura 3.17.!

Figura 3.17: Diagrama de forgas aplicadas na mandibula de um réptil
primitivo.
Da aplicacdo da condicéo de equilibrio de transla¢do, teremos
C+F+P=0- 3.34
Por outro lado, para que exista equilibrio de rotacdo € necessario garantir
que a soma dos momentos das forgas aplicadas no sistema em relagéo a qualquer
ponto do espago seja igual a zero. Calculando os momentos das forgas em

relagdo ao ponto A, e considerando como sentido positivo da direcgdo perpen-
dicular ao plano do papel a que aponta para o leitor, teremos

! Ao ponto fixo no qual um solido assenta e em torno do qual roda da-se o nome de charneira.
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MA(C:‘>=O

M, (F)=bx|F|=bF 335

M, (P)=—(a+b)x|P|==(a+b)P

Assim, para que exista equilibrio de rotacdo tem de se verificar a seguinte
equagdo:

M, (C)+M,(F)+M,(P)=0. 3.36

Como os momentos de todas as forgas t€ém a mesma direc¢do a equagdo
vectorial pode transformar-se numa equagfo escalar:

0+bF—(a+b)P=0 F=(%+1)P, 337

Como na ultima equacao o termo entre paréntesis € superior a um, podemos
concluir que o musculo tera de ser extremamente forte devido a sua implantagéo
proxima da charneira.

Calculemos agora os momentos em relacdo ao ponto B. Escrevendo a
equag¢fo na forma algébrica, teremos:

bC—aP=0 & C=%P. 338

Podemos concluir indicando uma reac¢do consideravel na charneira.

3.10.2.2 Exemplo 2

Tomemos como exemplo outra mandibula de réptil féssil, posterior na escala
de evolugdo ao do exemplo 1, tal como ilustrado na figura 3.18. Neste caso a
distribuigdo de forgas € tal que as linhas de ac¢fo se cruzam todas num mesmo
ponto.



Figura3.18: Diagrama de forgas aplicadas numa mandibula.

Na figura, 7 e fm representam as forcas exercidas pelos musculos du-

rante a mastigagdo e F € a reac¢do exercida pelo alimento. Se considerarmos
que ndo ha reac¢do na charneira, entdo o equilibrio é traduzido pelas equacdes:

T.+T,+F=0
Yit: Yit: YIE- AN T 3.39
M (T, )+M(T, )+ M(F)=0
A condi¢@o de momentos € satisfeita visto as linhas de acg¢ao das trés forcas
serem concorrentes num ponto — em relago a este ponto o momento resultante
¢ nulo.

Figura 3.19: Diagrama de forgas aplicadas numa mandibula.
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Se agora o musculo masseter for suprimido, o equilibrio ¢ estabelecido a
custa da for¢a de reac¢do a actuar na charneira 4.

Analisando a situagdo resultante da supress@o do musculo, temos de
considerar tanto a resultante das for¢cas como o momento resultante. Assim,
podemos comegar por verificar que a forca resultante da accdo do musculo

temporal, fe ,e dareacgdo na charneira, R, ¢ dada pela regra do paralelogramo

e éiguala S como representado na figura 3.20.

Figura 3.20: Regra do paralelogramo aplicada as forcas fe eR.

A forga resultante S ¢ decomponivel em componentes segundo XX e
segundo YY:

Figura 3.21: Decomposicao da forca S nas suas componentes horizontal
e vertical.
Se a intensidade da componente da forga S segundo yy, Sy, for igual a

intensidade da forca [, entdo estas duas forcas equilibram-se. No entanto, se
ndo for adicionada mais nenhuma forca ao sistema, entdo a componente da

forca S segundo xx, S, ndo € equilibrada, e a mandibula tende a deslocar-se
para a frente.



3.10.3 Estudo das forcas a actuar numa sec¢do do antebraco

Suponhamos que se pretende saber qual a for¢a e 0 momento que actuam
numa determinada sec¢do do antebrago, numa situagéo de equilibrio, quando
a mao suporta uma massa de 1 kg, tal como representado na figura 3.22.

Figura 3.22: Esquema do antebrago sujeito a uma forga vertical, de cima
para baixo, de intensidade igual 9,8 N que esta aplicada na
mio.

A secgdo A pode corresponder ao local de uma fractura ou de um reimplante.

Para se estudarem problemas de estatica consideram-se os sistemas em
analise independentes do conjunto a que pertencem, entrando em conta com
todas as forcas que actuam na porg¢do do sistema em estudo. No nosso exemplo,
corresponde a considerar o antebrago até a seccdo 4 como independente do
resto do corpo. Na figura 3.23 encontra-se representada a porgdo do sistema
em estudo bem como as forgas que sobre ele actuam.

Na situagdo de equilibrio a resultante das forgas a actuar no sistema tem de
ser nula. Por outro lado, 0 momento resultante em relagdo a um qualquer ponto
também tem de ser nulo. Assim, o equilibrio s6 pode ocorrer devido as acgdes

sobre a seccdo A, traduzida pela forga de reaccdio R, e pelo momento M ,
ambos aplicados no ponto O.

A condi¢do necessaria e suficiente para que se verifique equilibrio de
translacdo ¢ dada pela equagao

Z[b+13+]§=6. 3.40
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Figura3.23: Diagrama de forgas a actuar na sec¢o do antebraco. Izlb éa

accdo que a bola exerce sobre a mdo, e p € o peso do
segmento do antebrago limitado pelo plano 4 da figura 3.22.
Decompondo os vectores forca nas suas componentes segundo os eixos

XX e YY representados na figura 3.23, teremos as seguintes equagdes
algébricas:

R =0
_Ab_p_l_Ry:O- 341
Considerando que o antebrago tem uma massa igual a 0,5 kg, a intensidade

da forga p serd igual a4, 9N (p=mg,com m a massa e g a aceleracdo da

gravidade, igual a 9,8 m s2). A intensidade da for¢a de ac¢fo da bola sobre a
mao ¢ igual a 9,8 N.
Substituindo os valores na equacdo 3.41, vem para a for¢a de reacgéo

R, =0
R =147N" 3.42

E ainda necessario considerar a condi¢do de equilibrio de rotag¢do. Se
tomarmos os momentos de todas as for¢as em rela¢do ao ponto O, entdo a
condi¢do de equilibrio de rotacdo traduz-se pela equacdo



Mo (4, )+ My (B)+M,(R)+M=0. 3.43

Como os momentos tém todos a mesma direc¢do, perpendicular ao plano
do papel, e tomando como sentido positivo o que aponta do plano do papel
para o leitor, esta equac@o pode ser escrita na seguinte forma algébrica:

(0,20+0,15)x 4, +0,15x p+0xR+ M =0. 3.44

Finalmente, substituindo os valores de 4, e de p, e resolvendo em ordem a
M, teremos

0,35%9,8+0,15x4,9+ M =0 M =-4,2Nm. 3.45

Este momento resulta da ac¢@o da por¢do do antebrago que se liga ao sistema
em estudo no plano A4 representado na figura 3.22. Apesar do resultado ser
descrito por um momento € importante notar que este resulta de uma
distribuicdo de forgas aplicadas no plano de corte.

Outro aspecto interessante ¢ o valor do proprio momento. Este pode ser
conseguido por um binario de duas forcas de 4,2 N de intensidade e cujas
linhas de ac¢@o distam 1 m entre si, ou, se as linhas de ac¢do distarem 10 cm,
a intensidade das forgas tera de ser igual a 42 N, equivalente ao peso de uma
massa de 4 kg!

3.10.4 Forc¢a exercida na cabeca do fémur quando um individuo se
encontra em equilibrio e assente num s6 pé

E possivel determinar com boa exactiddo a direc¢do da forca que se exerce
sobre a epifise da cabe¢a do fémur. Para tal consideremos a figura 3.24, na
qual se encontra representada a situacdo em estudo bem como as forgas que
actuam na perna quando um individuo se encontra em pé e assente apenas na
sua perna direita.

A forca F resulta da accdo de diversos musculos, cuja inser¢io se faz na
epifise do grande trocanter. A linha de ac¢fo desta forca faz um angulo de 70°
com a horizontal.

- 1
A forga P, representa o peso da perna, cujo modulo se assume igual a 7

do mddulo do peso do individuo, P. O ponto de aplicagdo desta forca considera-
se localizado no centro de massa da perna, o qual se situa ligeiramente acima
do joelho.
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Figura3.24: Diagrama das forgas que actuam na perna quando um
individuo se encontra em pé ¢ em equilibrio, assente apenas
na sua perna direita.

A forca Néa forca de reaccio que o chio exerce sobre o pé, cuja intensidade
tem de ser igual ao peso total do individuo, P. A linha de acc¢do desta forca €
coincidente com a linha de ac¢@o0 do peso do individuo, caso contrario surgiria
um bindrio a actuar no individuo, ndo havendo entdo equilibrio de rotagdo.

Finalmente, a forca R ¢ a reac¢io que o acetabulum exerce sobre a cabeca
do fémur, que se considera aplicada num s6 ponto tal como referido na figura
3.12.

Este problema pode ser traduzido por um diagrama mecanico da perna no
qual se representem as forgas aplicadas, tal como ilustrado na figura 3.25.



=\

a=10cm
b=8cm
c="7cm

Figura3.25: Diagrama mecanico da perna e representagdo das forgas
aplicadas.

Numa situagao de equilibrio a resultante das forcas aplicadas e a resultante
dos momentos sdo nulas.

Como referido anteriormente, para que exista equilibrio mecanico ¢
necessario que a soma de todas as forgas exercidas sobre o sistema em estudo
seja nula. Tem de se verificar a equacdo

F+R+P,+N=0. 3.46

Decompondo, agora, as forcas no sistema de eixos XY representado na
figura, e igualando a zero, teremos
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xx: F.—-R =0
w: F,~R —P,+N=0" 347

Tendo em conta as considera¢des geométricas do problema, bem como as
relativas a grandeza das forgas envolvidas, vem

XX Fcos(70°)=Rx xx: F=2.92R

(=1
w: Fsen(70°)=Ry+%P—P {yy: F=1,06R, ~0,91P.3.48

Conhecido o peso do individuo, P, ficamos com um sistema de duas
equagdes a trés incognitas.

Além do equilibrio de translagdo temos ainda de considerar o equilibrio
de rotagdo, o qual é garantido se a soma dos momentos das forcas relativas a
um ponto for igual a zero. Escolhendo o ponto O como ponto relativamente
ao qual os momentos das forgas sdo calculados, podemos escrever

1, () i1, (R)+ 31, (B, )+ 8, (¥) =0, 349

Como todos os vectores envolvidos no problema se encontram no plano
XY, os vectores momento serdo todos perpendiculares ao plano X7, ou seja,
terdo todos a direc¢o do eixo dos ZZ. Definindo como sentido positivo para o
eixo dos ZZ o que aponta do plano do papel para o leitor, a equagdo 3.49 ¢
dada por

—csen(70°)F —(a—c)P,+(a+b—-c)N=0. 3.50
Tendo em conta, mais uma vez, as consideragdes geométricas do problema,
e reduzindo todas as unidades ao sistema internacional, teremos

—0,07sen(70°)F—(0,1—0,07)x§+(0,1+0,08—0,07)P=0, 3.51

e resolvendo em ordem a F, teremos
F=163P. 3.52

Juntando esta equagdo as equagdes 3.48, e assumindo-se conhecido o peso
do individuo, P, como referido anteriormente, teremos, entfo, o seguinte sistema
de trés equacdes a trés incognitas:



F=292R,
F=1,06R, —0,91P
F=1,63P

Podemos agora calcular as componentes da forca R segundo as direcgdes
dos eixos dos XX e dos YY:

1,63P=2,92R, R.=0,56 P

1L63P=106R, -091P < Ry:2,4OP' 354

A partir das componentes da forca de reaccdo que o acetabulum exerce
sobre a cabeca do fémur, pode determinar-se o angulo que esta faz com a
vertical, bem como o seu mddulo. Estas duas quantidades sdo entdo dadas por

o =arctg£ 2}* Jz13°
|R|=\R:+R; =2,46P >

No caso de um homem com uma massa de 70 kg, o seu peso sera de 686 N

(P =mg=T70x9,8=686 N ) , podendo-se concluir que a intensidade da forga

de reacgdo que o acetabulum exerce sobre a cabega do fémur ¢ de 1687,56 N,
ou seja uma forga equivalente a exercida por uma massa de 172,2 kg, 2,46
vezes superior & massa total do individuo!

Consideremos a figura que representa uma radiografia da epifise e respectiva
representacdo esquematica.

Facilmente se verifica que a orientacdo das ldminas de tecido dsseo ¢ tal

que acompanha as linhas de ac¢do de R, sugerindo que o crescimento dsseo
deve estar relacionado com a distribui¢do de forg¢as que lhe sdo aplicadas.
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Figura3.26: Radiografia da epifise e sua representacdo esquematica.



CApriTULO « 4

FuNCOES



(Pdgina deixada propositadamente em branco)



4. Funcoes

O conceito de funcdo ¢ transversal na ciéncia em geral, assumindo, por
isso, especial realce. A procura de relagdes entre as informagdes que se
observam passa pela definigdo de fungdes. Estas sdo entendidas como a relagéo
existente entre valores, sejam estes numéricos ou de outro tipo (cor, caracteres,
etc.).

Quando duas variaveis estdo relacionadas de tal modo que o valor de uma
¢ conhecido quando se da um valor a segunda, diz-se que a primeira ¢ uma
fun¢do da segunda.

4.1 Representacio de uma funciio

Uma fung@o pode ser representada na forma analitica, na forma grafica ou
por enumeracio.

A representac@o analitica caracteriza-se pela existéncia de uma relagdo
matematica explicita entre duas ou mais variaveis. Um exemplo bem conhecido
de representagdo analitica de uma funcdo, é a equagio de uma recta, que
relaciona duas varidveis x e y, dada pela expressdo geral

y=mx+b. 4.1

Um exemplo simples de duas grandezas que se relacionam pela

equagdo de uma recta sdo a temperatura na escala Celsius, t., € a
temperatura na escala Fahrenheit, 7,. . A equagdo que permite efectuar

a conversdo de ¢, em t. € dada por

9
t F = g t C ar 32
Assim, a temperatura média corporal de 37 °C é, na escala Fahren-
heit, dada por

U =%X37+32=98,6°F
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A representagdo analitica de uma func¢do tem como principal vantagem o
conhecimento exacto da fun¢do em todo o seu dominio. A partir da
representagdo analitica pode construir-se uma representacdo grafica que permite
muitas vezes uma interpreta¢do mais clara dos fendmenos em estudo. Por
outro lado, quando se estudam dados experimentais a representagdo grafica é
a mais imediata.

A representag@o grafica de uma func@o pode tomar varias formas: sistema
de eixos cartesiano, graficos de fatias (pie charts), graficos de barras, graficos
de coordenadas polares, mapas coloridos, entre outros.

As principais vantagens da representacdo grafica de funcgdes so a
visualizacdo e interpretagdo directa da fungdo, com a consequente rapidez na
determinagdo aproximada do valor da variavel dependente conhecida a variavel
independente. No entanto, esta forma de representagdo apenas traduz uma
porg¢do limitada do dominio e/ou contradominio da fungdo, bem como os valores
exactos da fun¢do podem ser de dificil determinago. Note-se, ainda, que ao
efectuar-se a representagdo grafica de uma fungéo tem de ser escolhido o tipo
de grafico que melhor se adequa aos dados a representar, assim como, para
alguns tipos de graficos as escalas dos eixos, que ndo sendo adequadas podem
ndo por em evidéncia aspectos essenciais, ou pelo contrario, evidenciar aspectos
acessorios.

A representacdo por enumeragdo ndo € mais do que a representacdo sob a
forma de uma tabela, na qual se encontram valores para a variavel independente
e os correspondentes valores da variavel dependente. Ambas as variaveis podem
estar representadas com maior ou menor precisao.

Este método de representagdo de uma fungéo tem apenas permite traduzir
uma porg¢do limitada do campo de existéncia das fung¢des e s6 permite conhecer
a fungo para valores discretos da variavel independente. Apesar disso, este
tipo de representagio possibilita o conhecimento exacto, ou quase exacto, do
valor da fun¢fo para determinados valores da variavel independente, para além
de permitir a manipulagio rapida dos dados por aplicacdo de algoritmos de
computacgio.

4.2 Limite de uma funcéio

A nogio de limite de uma fungio relaciona-se com o facto desta poder
tomar valores t3o proximos quanto se queira de um determinado valor » quando
a variavel independente tende para um determinado valor a.

Pode definir-se limite recorrendo a duas definigdes distintas: a definigdo



segundo Cauchy e a definicdo segundo Heine.
4.2.1 Limite segundo a defini¢cdo de Cauchy

Diz-se que o limite de f (x) ¢ igual a b quando x tende para a, e escreve-

S¢€

limf(x)=b 4.2

xX—a

se para qualquer valor 8, por menor que este seja, existe um nimero positivo
€ tal que, para todos os valores de x diferentes de a que satisfazem a inequacéo

|x—a|<€. 4.3
se verifica

| f(x)-b|<5. 44

~
>
X

4+ - -

1 ——
[

IS}

Figura 4.1: Interpretagdo grafica da defini¢do de limite segundo Cauchy.
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V5>OE|£>Oz|x—a|<€:>|f(x)—b|<5. 4.5

Uma possivel interpretacéo grafica desta definicdo encontra-se representada
na figura 4.1. De facto a equagdo 4.5 significa que pata todo o 9 >0 existe
um & >0 tal que:

xe(a—s,a+€):>f(x)e(b—5,b+5) 4.6

isto ¢, que a imagem de (a—é&,a+¢) esté contidaem (b—5,6+5).
Para melhor compreender a defini¢do 4.5 observe-se a figura 4.2.

Y\
fla) + 6 —
fla) —

fia)- 5
f(x)—

=~V

Figura 4.2: Interpretagdo grafica da defini¢do de limite segundo Cauchy:
situagdo em que o limite ndo existe.

Neste caso ¢ possivel escolher d >0 tal que, qualquer que seja € >0 (por

menor que seja) a imagem de (a—e,a+8) ndo esta contida em
(f(a)—5,f(a)+5). Por exemplo, o ponto de abcissa X pertence ao

intervalo (a—¢&,a+ ¢ ) mas a sua imagem, f (), ndo pertence ao intervalo

(f(a)-6.1(a)+6).



4.2.2 Limite segundo a definicdo de Heine
Segundo a defini¢do de Heine, diz-se que lim f (x )= b seesdseatodaa

sucessao (xn ) de valores de x pertencentes ao dominio da fun¢do f (x) e

que tende para a, corresponder a uma sucessao, ( f ( X, )) ,de valoresde f (x )

que convirja para b.
Esta defini¢do pode traduzir-se, utilizando notacdo matematica, por

(xn)%a/\xn;ta:(f(xn))%b. 4.7

Uma possivel interpretagdo grafica desta defini¢do encontra-se representada
na figura 4.3.

YN
f(a)zb
s~ N\
f(xs )—
f(xz)—
F(x)7]
>X

Figura 4.3:  Interpretagdo grafica da definicao de limite segundo Heine.

Note-se que esta interpreta¢do grafica é redutora da defini¢do de limite

segundo Heine, uma vez que € apresentada apenas uma sucessio x,, X, , ...,
X, , ..., que se aproxima de a apenas por valores inferiores a a , a0 passo que,

de acordo com a defini¢do de Heine, o limite de f (x) no ponto a so existe

se f(x), f(x,), f(x3), . f(x,),.... tender para b, qualquer que seja a
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sucessdo de valores de x que tenda para o valor a.

A sucessdo representada na figura 4.3, que contém somente valores de x
inferiores a a € apenas uma de entre uma infinidade de sucessdes possiveis.
Uma outra sucessdo obvia para x seria por valores superiores a a. Podem
ainda ser construidas sucessdes convergentes para a que incluam valores
inferiores e superiores a a .

Para tornar mais claro a defini¢do de limite segundo Heine observe-se a

fun¢do representada na figura 4.4.

YN

I R "
Jx) —f-==="---

Jtx1)
Jixs)
fla)

O
=~V

b
=
L)

Figura 4.4: Interpretagdo grafica da definicdo de limite segundo Heine:
situacdo em que o limite ndo existe.

Neste caso observa-se que (x, )—>a mas que ( 7 (x, )) A f(a).

Consideremos a fungdo f (x)= Jx , cujo dominio é o intervalo [0,400).

Neste caso quando se pensa no limite da fun¢do quando x tende para zero, e
aplicando a defini¢do de Heine, s6 podemos considerar sucessdes que tendam
para zero por valores a direita. Diz-se entdo que o limite assim calculado ¢ o
limite lateral a direita, representando-se por

lig £ (x)=fim =0, 48



Do mesmo modo, podemos considerar a fungdo f (x )= \—x , cujo dominio

¢ o intervalo (—oo,O]. Seguindo o raciocinio anterior, somente podemos

construir sucessdes com valores de x inferiores a zero. Neste caso estamos
perante o limite lateral a esquerda, que se representa por

lim f(x)zlim N=x=0_ 4.9
x—0" x—0"

O conceito de limite lateral de uma fun¢do a esquerda e a direita é
generalizavel para qualquer fungdo f(x) e para qualquer ponto a,

representando-se entdo por

lim / (x). 4.10
}ngf(x) 4.11

4.2.3 Teoremas sobre limites de fun¢oes

Uma fungdo f (x) ndo pode tender simultaneamente para dois limites

finitos diferentes quando x tende para a (teorema da unicidade). Tendo em
conta a definicdo de limites laterais dada anteriormente, este teorema afirma
que uma fung¢do s6 tem limite num ponto a se os limites laterais, a esquerda e
a direita, existirem e forem iguais, ou seja, se se verificar a igualdade

lim f(x)=lim f(x). 4.12
O limite de uma fun¢do constante ¢ o valor da propria constante, isto &,

lim(c)=c, 4.13

xX—a

4.2.4 Teoremas das operacdes sobre limites de funcoes

Consideremos duas fungdes f(x) e g(x) que apresentam limites finitos

quando x tende para a.
E possivel demonstrar os seguintes teoremas sobre limites de funcgdes:
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iy im [ f(x)+g(x)]=lims (x)+lim g (x) 4.14

ify lim | f(x)-g(x)]=limf(x)-limg(x) 4.15

iii) lim [ f(x) g(x)]=lim/ (x)-lim g (x) 4.16
| S lim /() .

V) 1211[/1-f(x)]=/1-1iinf(x) A A€R 418

vi) £§r3[f(x)]”=[§ggf(x)}” A neN 4.19

vii) iglg’(/f(x)=’(/£i_l)13f(x),com }(i_r)l:f(x)>0 se n par 4.20

Como exemplo de aplicacdo das operagdes sobre limites, calculemos
Jim — X
=3 4 \x? +16

Aplicando os teoremas anteriormente apresentados, teremos

g X*S him o im 5
x—-3 2 2
4-vx" +16 1im34—\/(lim3x) +1im 16
-3+5 5

) 4-49+16 B



4.2.3 Indeterminacdes

No calculo de limites de fungdes aplicam-se os teoremas sobre limites,
anteriormente enunciados. Este processo pode muitas vezes conduzir a
indeterminacdes de varios tipos:

%, 2 Oxoeo, co—so, 0°, o, 7 421

Existem situagdes em que ¢ possivel levantar a indeterminac¢do por
simplificagdo da fung@o em estudo.

4.3 Infinitésimos

Uma funcdo fix) diz-se um infinitamente pequeno, ou um infinitésimo, no
ponto a, se

lim f (x)=0 422

Xx—a

Se existir um numero natural k tal que

X
llm—f( )k:C 4.23
x—a (x —a ) .
com c finito e diferente de zero, diz-se que f{x) é¢ um infinitésimo de ordem &

. . k
no ponto a, ou um infinitésimo com (x-a) .

4.3.1 Teoremas relativos a infinitésimos

A soma de » infinitésimos é, ainda um infinitésimo (sendo » um niimero
inteiro e positivo). Se o valor absoluto de cada infinitésimo for menor do que

£ e .
Z, o valor absoluto da soma dos # infinitésimos ¢ menor do que &
n

O produto de uma constante ¢ por um infinitésimo ¢ um infinitésimo. Se o

e e 3
valor absoluto do infinitésimo for menor do que |— , 0 produto cxe
C

permanecera menor do que &
O produto de # infinitésimos € um infinitésimo (com » um numero inteiro
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positivo). Se o valor absoluto de cada infinitésimo for menor do que /¢,
entdo valor absoluto do produto sera menor do que €.

Se lim f (x): B, com B diferente de zero, entdo o quociente de um

X—a

infinitésimo g por f'é também um infinitésimo.

4.4 Funcodes continuas

Diz-se que uma fungdo f (x ) ¢ continua para o ponto x = a, se se verificar

cumulativamente as seguintes condigdes:

i) f(x) ¢ definida num intervalo aberto que contém o ponto x=a;
ii) lxl_lgf (x) existe;

iii) lim f (x )=/ (a).

Se uma destas condi¢des ndo se verificar, entdo a fungdo ¢ descontinua no
ponto x=a.

Na figura 4.5 encontram-se representados graficos de fungdes que ndo
verificam pelo menos uma das trés condi¢des anteriores, representando por
isso fun¢des descontinuas no ponto x=a.

I II I

fla) -

X

Figura 4.5: Exemplos de func¢des que apresentam uma descontinuidade
no ponto a.

No caso I, a fungfo ndo esta definida no ponto a. No caso II, os limites da



fung¢@o a direita e a esquerda do ponto a no sdo iguais ndo existindo, por isso,
limite da fung¢do no ponto a. No caso IlI, existe limite da fun¢do para o ponto
a (que € igual a b) mas ¢ diferente do valor da fung¢do no ponto.

As descontinuidades que uma fun¢@o pode apresentar sdo de diferentes
naturezas, pelo que é usual classifica-las em descontinuidades removiveis, de
1* espécie e de 2% espécie e polo.

Uma descontinuidade diz-se removivel se o limite da funcdo existe mas
este ndo ¢ igual ao valor da fun¢fo ou a func¢do nfo ¢ definida no ponto. Se se
verificar

limf(x)=ceR A (aeEvaf(a);tc), 4.24

xX—a

diz-se que a ¢ uma descontinuidade removivel de f.
Se os limites laterais existem e s@o finitos mas sao diferentes entre si diz-se
que se trata de uma descontinuidade de 1? espécie.
Se um dos limites laterais ndo existir ou for infinito diz-se entdo que se
trata de uma descontinuidade de 2* espécie.
Pode ainda considerar-se uma outra situagdo: se se verificar:
lim £ (x ) =+4eo (=) 4.5

X—a

diz-se que a € um polo da fungio f.

Consideremos a fun¢do f (x) definida por:

x—9’ se O0<x<?2
3x-3
f(x)= 2, sex=0
2
w, sex<Ovx>2
(x+1)

Esta fungdo apresenta as seguintes descontinuidades
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a) para x =0, apresenta uma descontinuidade removivel. Verifica-

Se:
2
lim £ (x)= limw=
x>0~ x—0~ (x+1)
. . x=9
1 = 1 =
fi /() 3

e portanto, lir%f(x)=3,mas F(0)=2%3

b) para x =—1, apresenta um polo, pois:

X2 +2x43
Iim f(x)= lIm————= +oo
xg)flf( ) x—-1 (x+1)2

¢) para x =2, apresenta uma descontinuidade de 1* espécie:

. x-9 7
CHE T

x—2

. . X" +2x+3 11
lim x)= lim——M = —
x_>z+f( ) 2" (x+1)2 9

d) para x =1, apresenta uma descontinuidade de 2 espécie:

limf(x)= lm = e
limf(x)= lim 2=

Quando uma fungdo, f(x), apresenta uma descontinuidade removivel ¢

102 possivel construir outra fungéo, g(x ), com base em f (x ) , de forma a que

g(x) seja continua. Nesta situagcdo diz-se que g(x) ¢ um prolongamento

por continuidade de f'(x).



Consideremos a fung¢ao
¥ +5 =x#2
f(x)=
2 =x=2

para o ponto x=2, a func@o apresenta uma descontinuidade
removivel, pois:

lim f(x)=lim f(x)=9 A f(2)=2

x—2*
A fungdo g(x) definida por:
3 f(x) <xeD, \{2}
g ( g ) {9 =x=2
é continua para x =2 . A fungdo g (x ) , denomina-se prolongamento

por continuidade de f(x).

Uma funcdo f (x) que apresente um dominio sob a forma de um intervalo

fechado tipo [a,b] apresenta apenas limites laterais em a e b, havendo, por

esse motivo, a necessidade da introdu¢do do conceito de continuidade lateral.

Consideremos a fun¢@o dada por:

f(x)=vx -1

Verifica-se que a fungdo ¢ definida nos intervalos (-oo , -1] e [1 , +o0).
No intervalo (-1, 1) a fun¢@o ndo ¢ definida.
Para x = -1, a fungfo € continua a esquerda, pois

lim 7 (x)=7(-1)

E, para x = 1, a funcfo ¢ continua a direita: 103

tim £ (x)=£ (1)
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A funcdo f (x) ¢ continua a direita em a€ D, se

}Ll}zlf(x):f(a)' 4.26
De igual forma, a fun¢do f(x) ¢ continua a esquerda em b€ D, se
1Ln[3f(x) £ (b) 4.27

4.4.1 Propriedades de fun¢des continuas

Vamos agora abordar algumas das propriedades das fungdes continuas em
intervalos.

O Teorema dos Valores Intermédios encerra uma das propriedades das
fung¢des continuas em intervalos. Este teorema pode ser enunciado da seguinte

forma: sejam £ (x ) uma fungdo continua no intervalo [a,b] ¢ ¥ um namero

real qualquer compreendido entre f ( a ) e f (b ) entdo existe pelo menos um

celab]talque f(c)=y.

>
X

Figura 4.6: Interpretacdo grafica do Teorema dos Valores Intermédios.



Uma consequéncia deste teorema com importantes aplica¢des surge no

caso de f(a)-f(b)<0. Assim pode enunciar-se o seguinte corolario do
Teorema dos Valores Intermédios: seja f (x) definida e continua em [a,b |
tal que f(a)- f(b)<0, entdo existe pelo menos um c€ [a,b |, que satisfaz

f(c)=0.

Y/
Jtb) —

=~V

fla) —

Figura 4.7: Interpretacdo grafica do Corolario do Teorema dos Valores
Intermédios.

O corolério enunciado permite obter um método de determinagdo da raiz

de uma equagdo do tipo f (x):O. Partindo do intervalo anterior pode

considerar-se a bissec¢do desse intervalo e verificar as condi¢des do teorema.

YN\

=~V

a+tb I(a+b
— +b
2 20 2

Figura 4.8: Interpretacdo grafica do método de bissecgao.
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Este é o conhecido método da bissecgio para a obtencdo de raizes e que se
encontra representado na figura 4.8.

Sim
+b
f(a;b)=0 ?NN—> 612 € raiz da equagio

v v

f(a;b]-f(b)<0 ? f(a)-f(a;rb)<0 ?

Sim Sim
Existe uma raiz no Existe uma raiz no
; a+b . a+b
intervalo T b intervalo | a, 5

Figura 4.8:  Esquema referente ao método da bissec¢o para a obtenc¢éo
de raizes.

Na verdade este método, permite conhecer a raiz da equagéo ou um intervalo
menor que contém a raiz da equag@o. Aplicando sucessivamente o método
pode obter-se sempre uma raiz aproximada, estando a aproximagéo dependente
do nimero de iteragdes realizadas.

Numa primeira aproximacdo a raiz pertence a [a,b]; uma segunda

a+b
2

aproximac¢do diz-nos que a raiz pertence a [ ’b}; uma terceira

106

_ _ . at+b 1( a+b
aproximacao localiza a raiz em 5 5 o +b || ete.

O grafico de uma fungdo continua num intervalo fechado, [a,b ], é uma



curva continua que une os pontos A(a, f(a )) e B(b, f(b )) Sendo assim,

¢ obvio que a fungdo ¢ limitada nesse intervalo apresentando um maximo e
um minimo.

O método da bissec¢@o pode ser utilizado na determinaco de raizes
quadradas. Suponhamos que queremos saber a raiz quadrada de 14.

Consideramos, entdo, a funcao:
f(x)= X’ —14
Notemos que /(3)<0 e que f(4)>0, logo existe uma raiz da

equacdo no intervalo (3, 4 ) uma vez que a fun¢ao € continua. Fazendo

3+4
a bissec¢do do intervalo, determinamos ./ ( T) que ¢ menor do
que zero. Por conseguinte, no intervalo (3,5; 4) existe uma raiz da
equacdo. Voltando a fazer a bissec¢do do intervalo, verificamos que

/(3,75)>0 . Existe entdo uma raiz entre os valores 3,5 ¢ 3,75. Podia

voltar a fazer-se a bissec¢do do intervalo obtendo-se aproximacdes
cada vez melhores.

J14 =3,741657387

Existem dois teoremas distintos que descrevem estas propriedades. O

primeiro afirma que se uma fungéo, f (x ) , € continua num intervalo [a,b |

entio € limitada nesse intervalo [a,b ]
O outro teorema ¢ conhecido pelo teorema de Weierstrass e afirma que se

uma fun¢do, f (x ) , € continua num intervalo [a,b ] entdo tem nesse intervalo

um maximo € um minimo.
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Exercicios resolvidos

Exercicio 1: ldentificar a presenca de pontos de descontinuidade, se estes
ocorrerem, na funcao:

/(x)=lx]

Resolucio:

Esta fun¢o pode ser escrita na forma

70~
Seja @ um niimero real qualquer. Verifica-se que:
Voewr lim f(x)=f(a). 429

o que significa que a fung@o € continua em todo o seu dominio.

—x sex<0

x sex=>0- 4.28

Exercicio 2: Identificar a presenca de pontos de descontinuidade, se estes
ocorrerem, na fungao:

f(x)={_1

1 sex<0
se x>0

Resolucio:

Verifica-se que:

Vaecﬁ/\a#()’ }Cll}}f(x):f(a) 430

A fung¢fo € continua em todos os pontos excepto para a = 0, ponto em que
ndo ¢ definida.

Exercicio 3: Provar que a fun¢do f(x)=x" ¢ continua num ponto x,

qualquer.



Resolucio:

Uma outra maneira de definir continuidade de uma fun¢do num ponto x, €
dizer que a funcdo tem de ser definida no ponto e, além disso,

lim [ f (3, +4v)=f(x,) ]=0. 431

Em que Ax pode ser positivo ou negativo. Assim, para a fungio dada:

Eglo[(xojLAx)z —ngzAl}iglo[(xg+2x0Ax+Ax2)—x(f}:

= lim (2x, Ax+ Ax* ) =0 4.32

Ax—0

Logo, a fungdo continua num ponto x,.
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CAPIiTULO ¢ 5

DERIVADAS DE FUNCOES
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5. Derivadas de func¢oes

5.1 Definicao de derivada

O grafico seguinte representa o caudal de ar medido na boca durante a
respira¢do, em fung¢do do tempo.

2

Caudal (ml/s)
o

Tempo (s)

Figura 5.1:  Caudal de ar medido na boca em fung@o do tempo.

Do grafico observa-se que o caudal de ar, c(t), no intervalo [0,1]s

aumenta enquanto que no intervalo [1, 2]s diminui.

Uma analise mais cuidada do grafico permite tirar conclusdes sobre a maior
ou menor rapidez da variacdo do caudal. A fungdo representada ¢ crescente no

intervalo [O, l]s , o entanto, este crescimento ¢ mais acentuado no intervalo

[0,0.2]s do que no intervalo [0.8,1]s. A conclusdo anterior pode ser

expressa por:

c(02)=c(0) _ c(1)=c(08) 5.1
0.2-0 1-0.8

Note-se que os quocientes envolvidos ndo sdo mais do que os coeficientes

angulares das rectas, 4 e B, que passam pelos pontos em causa representados
na figura 5.2.
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400 -
350 1
300
250
200 A1
150 4
100 -

Caudal
A
——B

Caudal (ml/s)

0.6 0.8 Tempo (s) 1

Figura 5.2: Representagéio grafica das rectas A e B.

A rapidez de variagdo de uma fungdo f(x) num intervalo [x,, x, | ¢ dada

pela seguinte razdo:

S ()= S (%)

Xy =X

. 5.2

Esta razdo é usual denominar-se por taxa de varia¢do ou por razdo incre-
mental da fungdo no intervalo considerado na medida em que o denominador
representa o acréscimo (incremento) da variavel independente e o numerador
¢ 0 acréscimo (incremento) do valor da func¢do correspondente.

O valor assim obtido representa o crescimento (decrescimento) mais ou

menos acentuado da fungdo no intervalo [x,,x, |, tendo como significado
geométrico o declive darecta A P,, em que P, e P, sdo os pontos do grafico

de f(x) cujas abcissas sdo x, e x,, respectivamente (figura 5.3).

Se se fizer tender o valor x, para x , isto €, determinando o seguinte limite:
X - X,
lim—f(z) f(l), 53
Xy X X, =X

diz-se, caso o limite exista, que se esta a determinar a derivada da funcdo



df(x)

dx

x=x1

f (x) no ponto x, e, representa-se por . Fazendo na equacdo 5.3

x, =X, + Ax obtém-se uma defini¢do equivalente para a derivada:

df (x) =limf(xl+Ax)_f(xl)
dx Ax—0 Ax '

X=X

54

TN

Sx2) = flxr)

Figura 5.3: A raz@o incremental da fungdo f{x) no intervalo [x, x,] € a
tangente de 6.

Se o limite definido por 5.4 ndo existir diz-se que a func¢do nao ¢ derivavel
no ponto considerado.

A determinagdo dos declives das rectas A e B leva aos seguintes
valores:

c(02)-¢(0) _125-0
0.2-0 0.2-0

=625 mlls*

para o intervalo [0,0.2]s, e

c(l)—c(O.S) _ 400 -380
1-0.8 1-0.8

=100 ml/s*
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para o intervalo [0.8,1]s.

Estes valores representam a variagdo média que o caudal de ar
sofre nos intervalos de tempo considerados. O primeiro valor, 625 ml/
s?, significa que o caudal aumenta em média 625 ml/s por cada segundo
que decorre, supondo que o caudal variasse sempre da mesma forma.
O segundo valor tem o0 mesmo significado: ha uma variagdo média de
caudal igual a 100 ml/s, por cada segundo que decorre, supondo que
o caudal varia sempre da mesma forma.

Daqui pode concluir-se que a variagdo média do caudal € superior
no primeiro intervalo.

5.1.1 Significado geométrico da derivada

Consideremos a fun¢@o f{x) representada na figura abaixo, e a secante
definida pelos pontos P, e P.:

TN

S(x0) = fixo+Ax)
P,

X2 — X1

o\

X0 Xo+Ax

Figura 5.4:  Significado geométrico da derivada: declive da secante en-
tre os pontos x, € x, + Ax.

O declive, ou coeficiente angular, da secante que passa pelos pontos P, e
P, € dado por:

m=tg(9)=f(x0+A23_f(x0)‘ 5.5

Quando Ax ¢ cada vez mais pequeno, a secante vai passar sucessivamente




pelos pontos O, R, S, etc., aproximando-se da tangente a curva f{x) no ponto
X=X,
0

Xo «4— X0+ Ax X

Figura 5.5:  Significado geométrico da derivada: aproximagao da secante
a tangente no ponto x,.

As secantes assim obtidas vao sendo definidas por dois pontos cada vez
mais proximos. O limite das posi¢cdes das secantes vai entdio corresponder a
tangente a curva no ponto x,. O declive da tangente € portanto igual ao valor
da derivada no ponto.

Voltando ao exemplo do caudal de ar medido na boca.
Supondo que se determinava os valores da derivada da fungao em

causa nos pontos x=0.2 e x=0.8, e que estes eram
aproximadamente iguais a:

597 ml/s?, para x=0.2, ¢
194 ml/s?, para x=0.8.

Qual o significado destes valores? 17
Tomemos como exemplo o primeiro: o valor de 597 ml/s? para a

derivada do caudal de ar no ponto x=0.2 significa que se verifica
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uma variagdo do caudal de 597 ml/s por cada segundo que passa se
se supuser que a varia¢do do caudal for sempre a que se verifica para

x=02.
Outra forma de interpretar este valor € dizer que traduz a variacdo

de caudal nas vizinhangas (em torno do ponto) x=0.2.
Comparando os dois valores podemos afirmar que a varia¢do do

caudal de ar em torno de x =0.2 ¢ superior a varia¢do do caudal em
torno de x=0.8.

5.1.2 Derivadas laterais

Consideremos a fungdo representada na figura seguinte:

Uy

\4

Xo

=

Figura 5.6:  Representacdo de uma fung@o e das semitangentes no ponto
P.

No ponto P da fungdo verifica-se que:

fim L (o &)= (%) 5.6
Ax—0 Ax

ndo existe. Contudo os limites laterais, a direita e a esquerda, existem.



lim f(x0+Ax)—f(x0)

, existe ¢ € finito e, 5.7
Ax—0" Ax
lim f(x(’ +Ax)—f(x0 ) , existe e ¢ finito. 58
Ax—0" Ax

Os limites laterais correspondem aos declives das semitangentes, a esquerda
e a direita, no ponto P. Estes limites laterais denominam-se derivada a esquerda
e a direita da fung@o no ponto P.

Uma fung¢fo diz-se derivavel num determinado ponto se e sé se a fungdo
for derivavel a esquerda e a direita desse ponto e se estas derivadas forem
iguais.

Em particular, se f{x) ¢ definida no intervalo [a, b], entdo f{x) é derivavel
no intervalo se e so se for derivavel em todos os pontos de [a, b] € se existem
as derivadas

df (x)[
dx

df (x)

dx

5.9

x=b

X=a

Note-se que a fungio representada € continua em P, mas ndo admite derivada
nesse ponto. Pode entdo concluir-se que a continuidade de uma fungdo num
determinado ponto ndo implica que ela seja derivavel no mesmo. O contrario
desta asser¢do €, no entanto, valido, isto €, uma fun¢@o que ¢ derivavel num
dado ponto é continua nesse ponto.

Podemos demonstrar aquele teorema. Se uma fungdo f (x) €
df(x)
dx

X=Xy

derivavel em x, entdo existe . Como:

1)= 1)+ L)
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llm f(x)_f(xo ) — df(X)
X% 35— dx .
tem-se que,
hnlf(x)=f(x0)+QV(x) X0
X=X, dx =
€, portanto

lim £ ()= 7 ()

e a fungdo f(x) ¢ continua em x =x,.

5.1.3 Derivadas de ordem superior
Seja uma fungdo f (x) derivavel num conjunto, C, tal que Cc D, , e
considere-se x, pertencente ao conjunto considerado (xo eC ) Se a funcdo

df(x)

T ¢ derivavel em x,, diz-se que a fungdo f (x) ¢ duas vezes
X

derivada,

derivavel em x e, a derivada da derivada em x, chama-se segunda derivada
(ou derivada de segunda ordem), podendo ser representada por:

d’f(x)

dx2 . 5.10

Se existir um conjunto D, tal que D c C, no qual a fungio derivada,
d/(x)

dx
em D.

, € derivavel em D, diz-se que a fungdo f (x) ¢ duas vezes derivavel

Podemos generalizar este conceito. Seja f (x ) , (n-1) vezes derivavel num



dn—l
conjunto C, tal que CC D, . Se a fungdo d+—(1x) for derivavel em x
X

(x,€ C), diz-se que f(x) € n vezes derivavel em x,, podendo representar-

se por:

LACO| 511
dx”

5.2 Regras de Derivacio

5.2.1 Derivada de uma funcio linear
Seja a fungdo f(x) dada por:

f(x)=mx+b, 5.12

e determinemos a sua derivada em X,

dx ¥%, X=X,
= . 5.13

i mGR)
= X=X,

df(x) :lim(mx+b)—(mx0+b)

Podemos agora particularizar:
i) para m =0 e b qualquer, que corresponde a uma fun¢o constante, tem-
se:

b _y, 5.14
dx

ii) para m qualquer e b = 0, tem-se:

_d(””‘):m, 5.15
dx
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5.2.2 Derivada da soma de funcoes

Sejam g(x) e A(x) fungdes derivaveis em x, € fix) dada por:

f(x):g(x)+h(x). 5.16
Apli . ) ) df(x)
plicando a defini¢do de derivada vamos determinar em x,.
X
df(x) :lim(g(x)+h(x))—(g(xo)+h(x0))
dx | _ % X=X,
= lim g(x)_g(xo)_l_lim h(x)_h(xO) ) 5.17
X=X, X — xo X=X, X — xO
_dg(x)] |, dh(x)
 dx . dx

X=Xo

Podemos, entdo, dizer que a derivada da soma de um numero finito de
fungdes derivaveis num determinado ponto € igual a soma das derivadas dessas
fun¢des no ponto considerado.

5.2.3 Derivada do produto de duas funcdes

Sejam g(x) e A(x) fungdes derivaveis em x, e f{x) dada por:

f(x)=g(x)-h(x). 5.18
" N MG
plicando a defini¢@o de derivada vamos determinar em x:
X
dx TR X=X,

Subtraindo e somando ao denominador o termo g(x)-/(x, ), ficamos

com:



df (x)
o 1520

X=X

-t () o) 8 0)

X=X, 0

Recordando que tanto g (x) como h(x) sdo continuas em x, porque sdo

derivaveis em x,, tem-se:
limg(x)=g(x,) ¢ limh(x)="h(x,) 5.21
Pelo que, a equagdo 5.20 se transforma em:

df(x)| _dg(x)
dx dx

-h(x0)+dil1—(xx) g(x,)- 5.22

x=x, x=x, xX=x,

Assim, a derivada, em x; do produto de duas fungdes derivaveis em x, €
igual a ao produto da derlvada em x, da primeira fungdo pelo valor da segunda
fung¢@o em x, mais o produto da derlvada em x, da segunda fung@o pelo valor
da primeira fun(;ao em x,

Exemplo
Determinar a derivada em ordem a x da funcdo definida por:

f(x)=(5x+2)-(—x—4)

Aplicando as regras de derivacdo obtém-se:

d{lix)zd(dex+2).(_x_ ) a’( —-x— )(5x+2)
=(5+O)-(—x—4)+(—1+0)-(5x+2)
=—5x-20-5x-2
=—10x—-22
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5.2.4 Derivada de uma poténcia de expoente natural

Seja a fungdo f(x) definida por:
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f(x)= [ g(x )]n , em que # é um nimero natural. 5.23

Consideremos que a fungdo g (x ) ¢ derivavel em x. A derivada de f (x ) ,

em x,, € dada por:

df(x):n,di(xx)_[g(x)]"‘l. 524

dx

Fagamos uma prova usando o método indutivo. Para n =2 tem-se:

(e ()= g (1) g (1) 15
. 5.25

= 2g(x)—di(xx)

Admitindo que o resultado é valido paran—1, i. e:
- 2y \48(x
( 1( )) (n 1) Z(X)L. 5.26
Provemos que € valido para n. Tem-se:

(2 ()= (e ()-8 (1)): 27

€ portanto,

d( ( )) dg(x) WI(X)'Fg(x)(n l)gnz( )dg(x) 598

dx dx

donde finalmente vem,

(e ()

e ainda,

[g"I(X)+(n—1)g(x)g”z(x)]dg(x), 5.29

dx



d (g”(x))=[g"_l(X)+(l’l—1)gn_l(x)]di—(xx)’ 5.30

dx

concluindo-se entdo que,

d (0o o 48(x) 1
E(g (x))—"g 1(X)T' >3
Exemplo

Determinar a derivada em ordem a x da funcéo definida por:
f(x)=7x5 A (—3x3 +x)4

Aplicando as regras de derivagao obtém-se:

4

df(x)=d(7x5)+d(—3x3+x)

dx dx dx
2.3
=7X5.ﬂ.x4+4.m.(_3x3 +x)3
dx dx
.3
=35x4+4{M+ﬂ]~(—3x3+x)3
dx dx

=35x* +4(-9x>+1) (32> +x)

5.2.5 Derivada do quociente de duas funcées

Sejam g(x) e A(x) fungdes derivaveis em x, € f{x) dada por:

f(x):ig;. 5.32

Consideremos ainda que
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h(x,)#0. 5.33

A derivada da fungdo f (x) ¢ dada pela expressdo:

dg(x) h( ) g(x) dh(x)

df(x)_ dx . 5.34

dx [h(x)]

Para demonstrarmos esta expressdo vamos comegar por mostrar que:

dh(x)

%{h(lx):lz_[hjxx)]z | o

Aplicando a definigdo de derivada para o ponto x, vamos obter:

1 1
i 1 = lim h(X) h(x())
dx| h(x) I X=X,
h(x,)=h(x) : 5.36

= lim

S () ) (x %)
[_ 1 .h(x)—h(xo)
W) ()

= lim

X=X

Mas como A(x) € derivavel em x, € continua em x, logo

lim A (x)=h(x,). 5.37

X—>Xy

A equagdo 5.36 vem entao:



ZEclie

Tendo em conta esta relagdo pode agora, facilmente demonstrar-se a
expressdo da derivada do quociente de duas fung¢des (expressdo 5.34), a partir

dh(x)
dx

[n(x)]

X=X,

da regra de derivacdo do produto.

5.38

Derivada

Regra

de uma constante

da soma/subtracg¢io

dr dr dx
doproduto L) o)=L gy () D
do quociente pa {/’(X)}: afg £(¥)-/(+) dg;f)

v g(x) g (x)
corstome s | 1 /(] 250

de uma poténcia

d m m-1 af(x)
L] = A0]" ==

Na tabela anterior encontram-se resumidas as regras de derivagio analisadas

até ao momento.

Determinar a derivada em ordem a x da fung¢do definida por:

2x°

x+1

S (x)=

127



Aplicando as regras de derivagao obtém-se:

) -2t o)
dx (x+1)2
=4x-(x+1)—(2x2)
(x+1)2
_ 2x>+4x
(x-f-l)2

5.2.6 Derivada da funcio composta

Seja f (x) a funcdo composta que ¢ definida por:

f(x)=g[h(x)]. 5.39

\%/

Figura 5.7: Esquema representativo da fungdo composta f(x).
128

Consideremos que a fun¢do /(x ) é derivavel emx e que g (s ) é derivavel

em s, em que s, =h(x, ).



A derivada da fungdo f (x) em x, vem:

:hm{g[h(x”_g[h(xo)]'h(x)_h(x")- 5.40

h(x)=h(x,) X=X,

I (x)
dx

X=X

X=X,
Como A(x) € derivavel em x, €, por conseguinte, continua em x, e portanto:

limh(x)=h(x,). 5.41

X=X

Fazendo agora
s=h (x ) , 5.42

a equagdo 5.40 fica igual a

df (x) — im [g(s)—g[h(xo )]}in{h(x)—h(xo)}
dx o, s—h(xy) s—h(xo) X3, X=X, Csm
_dg(s)| ds
 ds - dx o,

Esta formula é conhecida pela regra da cadeia.

Consideremos uma membrana celular com area 4 que separa duas
solugdes de um mesmo soluto com concentragdes diferentes, C, e C,.

A quantidade de soluto, /, que atravessa a membrana por unidade
de tempo € proporcional a diferenca de concentragio:

I,=k(C -C,)=kAC
Suponhamos que a diferen¢a de concentracéo varia no tempo de
acordo com a equagdo:

1
AC=AC, -
t
I ¢ uma fung¢do da diferenca de concentra¢do entre os dois lados
da membrana que, por sua vez € uma fungdo do tempo. Assim, / ¢
uma fun¢do composta.
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A derivada da quantidade de soluto, /, em ordem ao tempo € igual
a:

s s
2
t

dl, dl .dAC_k. _ACO
dt  dAC dt

5.2.7 Derivada da funcio inversa

Seja a fungdo f (x), uma fung¢@o injectiva, que admite derivada finita

diferente de zero em x, e cuja fun¢do inversa admite também derivada finita
no ponto considerado.

A derivada da fungio f (x ) , em x,, € dada pela definigdo:

df(x) f(x)-f (%) 5.44

— 7 = lim —————~.
dx X=Xy X=X,

X=Xy

Fazendo y = f(x), temos

df(x)
dx

—lim 2720 —fim— L 545

XXy X — xo x—=xy X — ,)CO

Y=Y

X=X,

Tendo presente o facto da fungdo ser derivavel em x, e, portanto, continua
nesse ponto, quando x — x, verifica-se que y — y, . Desta forma, a equagio
5.39 pode ser reescrita:

df(x)

dx

1 1
= lim =
= [ ()= (v)  dfT ()
Y=>» dy

5.46

X=Xo

Y=Xo



5.2.8 Outras regras de derivacao

5.2.8.1 Funcao logaritmo e funcio exponencial

As fungoes logaritmo e exponencial sdo derivaveis como se intui a partir
da observacdo dos seguintes graficos.

Funcao logaritmo, k>1 Funcao exponencial, a>1

y=log, x

\%
\%

Figura 5.8: Representag@o grafica das fungdes logaritmo e exponencial.

A regra de derivagdo da fun¢do logaritmo, numa base qualquer, pode ser
expressa da seguinte forma:

) df (x)
—Lloe. 7 (x)]= f‘é);) log, (e)- 547

Recordando que:

5.48 131

log, a=
8 log, b

a equagdo pode ser transformada em:



_[1ogkf(x)]——. 5.49

Exemplo
Determinar a derivada da funcéo:

log,, (\3/s2 +3 )

Aplicando as regras de derivacdo obtém-se:

o (43 |- {33 )J—++(10)

%{(3)}J—+(10)
),(s2+3);1

1 1
3 ds \3/s2+ 3-In(10)
s +3
3 { ) Is*+3-In(10) 1n(1o)
2s
g/(s2 +3) Vs> +3-In(10)
2s

=ln(10)-(s2+3)

132
A derivada da fun¢do exponencial ¢ determinada utilizando a seguinte regra:



d . o df (x
AT )= )-%)-ln(c)' 5.50

Em particular, quando se tem ¢ =e, vem

d[ f():| o) df(x) 5.51
dx dx
Exemplo

Determinar a derivada da fungio:

x*-1

h(x)=e
Aplicando as regras de derivacdo obtém-se:

dh(x)zi{xz—l}.ei;l

dx dx| S5x
_ 2x-(5x)—5-(x2 —1).6%
(5x)
x2-1

_10x—5x2—5 -
T 52

5.2.8.2 Funcio seno, fun¢io coseno e funcio tangente

Os graficos das fungdes seno, coseno e tangente estdo representados na
figura 5.9.

A derivada da fun¢fo seno é dada pela seguinte regra:

5.52

j[sen(f(x))] (x )cos(f(x)) . -




Funcdo seno Funcio coseno Funcio tangente

/ N N

A ,
\VIAVASRVALV

\%

g
™~
——
- N
\

Figura 5.9: Representagao grafica das fungdes seno, coseno e tangente.

A regra de derivacao para a funcéo coseno € semelhante a da fun¢do seno e
¢ dada por:

%[cos(f(x))] f(x) sen(f(x)) 5.53

Exemplo
Determinar a derivada da funcéo:

i(t):senz(t3 —8)+cos(t)

Aplicando as regras de derivacdo obtém-se:

di(,)_zd[sen(t3 —8)}

dr dt

-sen”’ (13 —8)—sen(t)

:2003(t3 —8)- d(t3 _8)

-sen(t3 —8)—sen(t)

= ZCos(t3 —8)-(3t2 )-sen(t3 —8)—sen(t)

134 =6¢"sen (£ =8 Jcos (#* 8 )—sen (7)



A regra de derivac@o da fungéo tangente pode ser obtida a partir da regra
do quociente e das regras para a fungdo seno e coseno. Assim:

dr. enl/ ()
o —e(/(x))]= deOS(f(x)J
= df(X).Cos (f(x))+sen2(f(x))
dx cosz(f(x)) ' >

=df(x)' 1
dx cosz(f(x))

_d(x)
o see (f( ))

Exemplo
Determinar a derivada da fungao:

f (x ) =1g (x2 )
Aplicando as regras de derivacdo obtém-se:
df (x d
LDy ()
=2x-sec’ (x2 )

5.3 Diferenciais

Seja f (x ) uma fungéo derivavel no seu dominio e consideremos a equacio

yv=f (x ) Existem situagdes em que a variavel independente x esta sujeita a

pequenas varia¢des, Ax, e, para as quais é importante conhecer a 135

correspondente variagdo da funcdo, Ay . Se a variavel independente x, toma o

valor x, e sofre uma variagdo Ax, o0 novo valor, x,, serd dado por:
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X, =x +Ax.

E, a variagdo, Ay, que a fun¢do sofre sera dada por:

Ay:f(xz)_f(xl ):f(x1+Ax)—f(X1)-

Consideremos a func¢do dada por:

y=x2+2

5.55

5.56

Para x=3,0 assumamos uma pequena variacdo em x igual

Ax=0,1. A variacdo correspondente em y vem:

Ay=(31+2)-(3,0°+2)=0,61

Da defini¢fo de derivada tem-se:

df(x) =1imf(xl-i-Ax)—f(xl)

dx Ax—0 Ax

X=X

b

€ portanto segue-se que

d
£+ A6)— £ (%)~ Z(xx) Ax
lim i =0
A0 Ax

Designa-se por diferencial de f{x) em x,

df(x)
dx

“Ax .

df(xl):

De 5.58 vem entdo

Ay =df (x1 )+ infinitésimo de ordem superior .

5.57

5.58

5.59

5.60

Analisemos o significado geométrico deste conceito considerando, para o

efeito, o grafico da figura seguinte,



Figura 5.10: Significado geométrico de diferencial.

Desta figura, facilmente se verifica que:

”

dyz%Ax:tg(@)szlM

X

Ax=IM". 5.61
Por outro lado,

Ay=MM"=IM"+IM =dy+IM’ . 5.62
Como dx é um infinitésimo de 1* ordem, a secante MM’ confunde-se com

a tangente a curva no ponto M, pelo que /M’ (<<dy) ¢ um infinitésimo de

ordem igual ou superior a 2. O diferencial dy ¢ portanto a componente prin-

cipal do acréscimo Ay :

Ay = dy + infinitésimo de ordem superior. 5.63

Exemplo
Seja f(x)=x2 +2
Entdo

af(x)_,,
dx

137
e, portanto
df(x)=2xAx



O célculo com diferenciais (multiplicagdo, divisio, potenciagao, radicia¢do)
efectua-se exactamente da mesma forma como com os niimeros.

Note-se que a derivada de uma fungéo y(x) pode ser interpretada como um
quociente de dois diferenciais. Desta forma, a derivada de uma fungéo y = f(x)
num ponto x = x, diz-nos qual o acréscimo infinitesimal sofrido pela fungdo y
quando a variavel independente x softre, ela propria, um acréscimo infinitesi-
mal dh, isto é, a taxa a qual a variavel y varia com a variavel x.

Exemplo

Estima-se que o raio de um alvéolo seja igual a 50 um com um
erro maximo de 5 wm. Estimar o erro maximo no céalculo do volume
do alvéolo.

O volume de uma esfera ¢ dado por:

V:iﬂr3
3

Representando por dr o erro maximo do raio e por dV o
correspondente erro no célculo do volume, aplicando diferenciais

temos:
14
av = d—dr
dr
A derivada do volume em ordem ao raio € igual a
ar =4rr’
r
pelo que o erro no calculo do volume vem
dv =4mr’ dr

Substituindo valores
V=0,52x10° um® e dV =0,157x10° um’

5.4 Maximos e Minimos de uma Funcio

138
5.4.1 Primeira derivada

A interpretagdo geométrica de derivada permite concluir que a existéncia
de uma derivada positiva num determinado intervalo corresponde ao



crescimento da fungéo nesse intervalo e, que se a derivada se apresenta negativa,
num dado intervalo, corresponde a um decrescimento da func¢do. Este
comportamento ¢ ilustrado pela figura seguinte:

SAx) y

~
>
X

(ST P

Q
>~ 4--

Figura 5.11: Relac@o entre o sinal da derivada e o crescimento/
decrescimento de uma fungéo.

No intervalo (a, b) as tangentes a curva apresentam declive negativo, ou
seja, a derivada tem neste intervalo sinal negativo e, a fungéo é decrescente.
No intervalo (b, ¢) a fung@o € crescente e as tangentes a curva neste intervalo
tém declive positivo.

SN

-V
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Figura 5.12: Interpretacdo do comportamento da fun¢do em pontos de
derivada nula.
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A derivada de uma fungdo num determinado ponto pode ser nula o que
corresponde, naturalmente, a uma tangente horizontal. Este facto pode ter varios
significados melhor explicados pela fungfo representada na figura.

Apesar da fungdo apresentar derivada nula nos pontos P, P, P,, P, e em

todos os pontos do segmento P, P, ¢é evidente que o comportamento da fungéo

em cada um deles ¢ diferente.

No ponto P, a fungdo passa de decrescente a crescente que, como vimos
anteriormente, corresponde a uma mudanga de sinal da sua derivada de negativo
a positivo. Verifica-se que em torno do ponto P, a fungdo toma valores
superiores ao valor que apresenta nesse ponto. Seja x,, a abcissa do ponto P, €

Vs (xo ) uma vizinhanga, § , de x,, isto € um conjunto tal que:
Fso (X =0 x,+8) Vs (x,). 5.64

Diz-se que a fungdo f (x) apresenta um minimo local em x, se

F5s0 Veer, (ongny F (¥)> (%) 5.65
Ja no ponto P,, a fun¢do apresenta um maximo local, isto €
= Verd(xO)\{xO}:f(x)< F(x). 5.66

A derivada da funcédo a esquerda do ponto € positiva e a direita ¢ negativa
e, por isso, a fungdo € crescente a esquerda de P, e decrescente a direita.

A fun¢do no ponto P, apresenta derivada nula mas € crescente quer a
esquerda quer a direita. E, a fungdo no ponto P, também apresenta derivada
nula, no entanto € decrescente antes e depois deste ponto. Estes pontos, P, e
P,, denominam-se por pontos de inflexdo. Verifica-se que a fung@o altera a
sua concavidade em P, ¢ P,.

Nos pontos do segmento PP, a fun¢@o ¢ constante.

Das consideragdes anteriores conclui-se que se existir um extremo local
em x, entdo a derivada da fun¢do em x; € nula, mas também se conclui que a
derivada pode ser nula sem que exista um extremo. Este facto traduz-se

df(x)
dx

X=X,

matematicamente dizendo que =0 ¢ uma condicdo necessaria

(mas ndo suficiente) de existéncia de um extremo em Xx,.



5.4.2 Segunda derivada

De uma maneira geral, o sinal da segunda derivada da-nos informagao sobre
a concavidade da fungio.

Uma fungio crescente pode apresentar a concavidade voltada para baixo
ou para cima.

Concavidade voltada Concavidade voltada
para baixo para cima

SN JOON

~N
>
X

-V

Figura 5.13: Estudo da concavidade de uma fungao crescente: sua relagido
com a segunda derivada

Para a situagdo em que a concavidade da fungdo esta voltada para baixo
verifica-se que o declive das tangentes a curva vao sendo cada vez menores, 0
que equivale a dizer que a primeira derivada ¢ uma funcao decrescente. Sendo
aprimeira derivada uma fun¢o decrescente implica que a derivada desta fungéo
seja negativa, ou seja, a segunda derivada de uma fungio que € crescente, num
determinado intervalo, e apresenta a sua concavidade voltada para baixo tem
sinal negativo.

Fazendo a mesma analise para uma fungdo decrescente iriamos chegar as
mesmas conclusdes sobre a relagdo entre o sinal da segunda derivada ¢ a
concavidade da funcio.

Para a situagdo em que a fungdo crescente tem a sua concavidade voltada
para cima, podemos observar que a primeira derivada é uma fungéo crescente,
pelo que a segunda derivada apresenta sinal positivo.

Voltando a fungdo representada na figura 5.12, consideremos agora o
comportamento da segunda derivada nos pontos P, P, P, e P,.

Suponhamos um pequeno intervalo em torno de x, abcissa do ponto P,.
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Esquematicamente:

X
/(x) decresce cresce
9() <0 =0 >0
dx
2
770 )
a’

A primeira derivada da fungdo f (x) ¢ uma fung¢do que, em torno de x,

passa de valores negativos para valores positivos, portanto trata-se de uma
fung¢fo crescente. Desta forma, a derivada da fungio derivada tera de apresentar
um valor positivo. Assim, num minimo local a segunda derivada da fungéo ¢
positiva e, portanto, a concavidade da fun¢fo esta voltada para cima.

Suponhamos um pequeno intervalo em torno de x, abcissa do ponto P.,.
Esquematicamente:

3
/ ( x ) cresce decresce
M > () = 0 < 0
7 /() )
v’

Verifica-se que em torno de x, a derivada da fungdo f ( X ) passa de valores
positivos para valores negativos, logo a fungéo primeira derivada € decrescente.
Assim sendo, a segunda derivada de f (x) tera de ser negativa em x,. Num

maximo local a segunda derivada da func¢do apresenta um valor negativo e,
por essa razdo, a concavidade da fungdo esta voltada para baixo.



Para estudarmos o que se passa no ponto P, vamos proceder de forma
analoga aos pontos anteriores: suponhamos um pequeno intervalo em torno
de x,. Esquematicamente:

1
/() cresce cresce
M) >( =0 >(
ax
L/7) : 0 .
a’

A primeira derivada da fungdo £ (x) ¢ uma fungdo que, em torno de x,, é

sempre positiva anulando-se em x,. Esta situagdo € possivel se a fun¢do primeira
derivada for decrescente a esquerda de x, e crescente a direita. Isto implica
que a derivada da func¢do primeira derivada, isto €, a segunda derivada da

fungdo f (x ) , apresenta valores negativos a esquerda de x, e, valores positivos

a sua direita. Supondo que a segunda derivada ¢ uma funcdo que se encontra
nas condi¢des do teorema dos valores intermédios, implica que ela se anule
em x,. Assim, num ponto de inflexdo a segunda derivada da fung¢do € nula.
Neste caso a segunda derivada muda de sinal o que implica que a fungdo muda
a sua concavidade: a esquerda de x, a concavidade da fung¢io esta voltada para
baixo e a direita esta voltada para cima.

Poderiamos agora proceder de forma analoga para estudar a segunda
derivada da fungdo em torno de x,.

Ainda que nos casos expostos se admita que a primeira e segunda derivada
sdo nulas nos pontos de inflexdo existem casos em que ha mudanca da
concavidade da fun¢@o, num determinado ponto, sem que para isso a primeira
derivada seja nula.

Seja
f(x)zx3 —3x
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cuja representagdo grafica ¢

/

As primeira e segunda derivadas desta fungdo sdo, respectivamente,

() 300 s

dx

—dzf(x ) =16%
dx*

No ponto x =0 temos

(&)
dx -
dzf(x)

o |,

x=0

O ponto (0, 0) ¢ um ponto de inflexdo mas ndo um ponto
estacionario.

5.5 Refraccio da luz

O fenémeno conhecido por refrac¢do da luz pode ser explicado com base
na aplicagdo de extremos de uma dada fungfo. A refrac¢do da luz é um
fendmeno no qual se verifica a minimizacdo do tempo do trajecto da luz.

Quando um feixe de luz monocromatico atravessa uma interface de
separacdo de dois meios transparente, sofre um desvio.



Raio

Incidente Meio 1

Meio 2

Raio
Refractado

Figura 5.14: Esquema representativo da refrac¢do da luz.

Este fendmeno designa-se por refracgéo, e deve-se a diferenca de velocidade
de propagac¢do da luz nos diversos meios transparentes que atravessa.

Sendo ¢ a velocidade da luz no vazio e v, e v, as velocidades da luz nos
meios transparentes 1 e 2, respectivamente, define-se coeficiente de refraccao
absoluto dos meios 1 e 2, respectivamente por:

c c
n=— e n,=—: 5.67
Il V)

Para qualquer meio tem-se portanto que 1 > 1.
Escrevendo a velocidade de propagacdo da luz num meio em fungo do
indice de refracg¢ao,

v=5, 5.68

concluindo-se, entdo, que num meio homogéneo, isto €, com coeficiente de
refrac¢@o constante, a luz se propaga com a mesma velocidade em todas as
direcgdes.

De acordo com o principio de Fermat, um raio de luz percorre o trajecto
entre dois pontos levando sempre o menor tempo possivel (minimizag¢do do
tempo).

Tendo como valido o principio de Fermat podemos concluir que, num meio
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homogéneo, a luz propaga-se em linha recta
Considerando os meios 1 e 2, define-se o indice de refracc¢io relativo entre
0s meios por:

h_%, 5.69
n, v

,=

Sejam A e B dois pontos nos meios 1 e 2, respectivamente, e por onde passa
um raio de luz. Seja P o ponto de intercep¢do do raio com a interface.

A (xa, ya) |
Raio
Incidente Meio 1
Meio 2
Raio
Refractado

B (xs, yB)

Figura 5.15: Esquema representativo do fendmeno de refrac¢éo da luz,
considerando 4 como um ponto de partida e B um ponto de
chegada. O ponto P situa-se no interface dos dois meios.

As distdncias AP e PB percorridas pelo raio nos meios 1 e 2 sdo dadas
por

AP=\(x,~x) +(3,-0) . 5.70

PB=|(x,-x) +(7,-0) - 5.71

Tendo em conta a velocidade da luz nos meios 1 € 2 as distdncias AP e

PB podem também ser descritas pelas equacdes:



AP=v, 1,, 5.72

PB=v,1,. 573

em que 7, e f, representam os tempos que a luz leva a atravessar,
respectivamente, os meios 1 e 2.
O tempo que o raio demora a percorrer o trajecto de 4 até B, ¢ dado entdo
por
t=t 41, = AL P8 5.74
Y V2

Tendo em conta a defini¢ao de indice de refraccéo relativo entre os meios
1 e2,h,,, teremos
AP PB
f=—+—
w M

5.75

1
=V_[ (x,—x) 432 41, (xB—x)2+y§}
1

Atendendo ao principio de Fermat o ponto P sera tal que minimiza o tempo
do percurso entre A € B, ou seja, a abcissa x deve tomar o valor que torna
menor o tempo. Considerando entdo ¢ como funcéo de x e derivando o tempo
em ordem a x tem-se:

dtzi X—x, . Xp—X ' 576

dx v \/(xA—x)2+yj " \/(xB—x)2+y125,

Igualando a zero,

X—x, Xp—X
> > =M > = 5.77
J(x,—x) +)7] (x;—x) +y;

Observando novamente o esquema da figura 5.15 retira-se que:
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x—xz =sen (6, )
V(i) 4] . 578
o B =sen (6, )
J(x=x, ) + 52
Pelo que
sen(6, )=1,, sen(6, )< 1, sen (6, )=n, sen(6, ). 5.79

Deduzimos assim uma das leis da refrac¢@o, que pode ser enunciada da
seguinte forma:

i) A relagdo entre o seno do angulo de incidéncia, 6, € o seno do angulo
de refraccdo, 6, € constante ¢ dada por:

. =sen(6,.)
2.1 sen(6, ) 5.80

A outra lei da refrac¢do pode enunciar-se do modo seguinte:

ii) O raio refractado esta no plano do raio incidente.

Se 7,, >1, o raio refractado aproxima-se da normal, ou seja 6,> 0, ¢ o

meio 2 diz-se mais refringente, ou opticamente mais denso que o meio 1.

5.5.1 Analise do desvio sofrido pelo raio incidente
Consideremos que o desvio sofrido pelo raio incidente ¢ dado:
0=6-6.. 5.81

A interpretagdo geométrica do desvio encontra-se representada na figura
5.16.

Com base na defini¢do dada para o desvio, 0, se >0, o raio refractado
aproxima-se da normal e, se § <0, o raio refractado afasta-se da normal.



A (xa, Ya) |

Raio
Incidente Meio 1
Meio 2
. A\
Raio S
Refractado

B (xB’ J/B)

Figura 5.16: Interpretacdo geométrica do desvio sofrido pelo raio
incidente.

Vejamos como varia o desvio  com o angulo de incidéncia, 0., isto €,
vamos analisar se o desvio aumenta quando o adngulo de incidéncia aumenta
ou se, pelo contrario, o desvio diminui quando o angulo de incidéncia aumenta.
Para isso, vamos estudar a fung@o 5.80. Uma vez que estamos interessados em
verificar o comportamento do desvio em fun¢@o do angulo de incidéncia, vamos
derivar o desvio, 6, em ordem ao angulo de incidéncia, 6. Assim temos:

46 _,_4ds,
do, de, -

i

5.82

dae
A derivada —— pode ser obtida através da lei da refraccdo que relaciona

1

os senos dos angulos de incidéncia e de refraccdo, ou seja:
sen(6,)=n,,-sen(0, ). 5.83

Derivando 5.83 em ordem a 0, tem-se:

cos(6,)=n,,-cos(0, ) ZIZ” ; 5.84
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”

pelo que a derivada vem igual a:

i

do, _ 1 cos(0) 5.85

de, B 1m,, cos(6,)

Substituindo este resultado na equagdo 5.82, temos:

B i W A 5.86

Podemos agora fazer o estudo da fungdo 5(6,).

Se 71,,>1, entdo o raio refractado aproxima-se da normal e, por

conseguinte:

6,>0,. 5.87

Uma vez que os angulos de incidéncia e de refrac¢io estdo compreendidos

entre 0 e 7~ , temos que:
2

cos(6, )<cos(6, ). 5.88

Aplicando este conhecimento a equagdo 5.76 concluimos que a derivada
do desvio em ordem ao angulo de incidéncia € positiva:

dé

L 50, 5.89
do,

E, portanto, & (Hl. )e’ uma fungio crescente, o que significa que a medida

que o angulo de incidéncia aumenta a diferenca entre o angulo de incidéncia e
de refrac¢do é maior.

Se 1,, <1, equivale a pensar no esquema da figura 5.16 trocando o raio

incidente com o raio refractado e vice-versa. Desta forma, o raio refractado
afasta-se da normal pelo que o angulo de incidéncia ¢ menor do que o angulo

de refrac¢do (Hl. <0, ) e o desvio, d, € negativo. A derivada do desvio em



ordem ao angulo de incidéncia vem,

a5 _, 5.90
de,

uma vez que,

cos(6, )>cos(6,). 591

Sendo a primeira derivada de & (6, ) negativa implica que a fungéo & (6, )¢
uma fun¢do decrescente, mas, como 6 < 0, o seu valor absoluto € crescente.

Podemos entdo concluir que quanto maior for o dngulo de incidéncia, 6,
maior € a diferenca absoluta entre o angulo de incidéncia e o angulo de
refraccéo.

5.6 Série de Maclaurin e de Taylor

O conhecimento das derivadas até uma determinada ordem de uma fun¢ao
pode ser utilizado para proceder a aproximagao da fun¢do, nas vizinhangas de
um ponto, por um polinémio.

A razdo pela qual se aproxima uma funcdo, em torno de uma dado ponto,
por um polinémio prende-se com o facto dos polinomios serem fungdes faceis
de manipular e de estudar.

A ideia subjacente a esta aproximagdo é simples e para a discutir
consideremos uma fun¢do qualquer cuja representacdo grafica ¢ a seguinte:

/
\_

\ fx)

=V

Figura 5.17: Representagdo de uma func¢do qualquer que se pretende
aproximar por um polindmio em torno de x = 0.

Suponhamos que pretendemos aproximar esta fungdo em torno de x = 0.
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Podemos considerar um polindmio de grau 0 para aproximarmos esta fungéo
e, para isso, a unica condi¢do que temos de ter em considerac@o € que a fungéo
e o polindmio apresentam o mesmo valor em x = 0. Em termos graficos
teriamos:

N fix)

\ / P(x) = ag

(

Figura 5.18: Representacdo grafica da aproximagdo da fungdo por um
polindmio de grau 0.

Por observagdo da figura facilmente se conclui que esta aproximagio é
bastante grosseira: a fungdo e o polindmio apresentam o mesmo valor para
x =0 mas o comportamento do polindmio em torno deste valor ¢ diferente do
da funcgio.

Para melhorar a aproximag@o podemos notar que a fung@o € decrescente
em torno de x =0, isto €, a primeira derivada da fungio apresenta um valor
negativo. Nesta ordem de ideias podemos aproximar a fung¢do a um polindmio
de grau 1 cuja primeira derivada tenha valor igual ao da primeira derivada da
fun¢@o em x = 0. A interpretagio grafica desta nova aproximacio levar-nos-ia

a:
N\ Sx)
\ ~/ S
N \ 7
152 P(x) = ap+ax

Figura 5.19: Representagdo grafica da aproximagao da fung¢do por um
polinémio de grau 1.



Esta é ja uma aproximagdo melhor, mas pode ainda ser melhorada. Se
considerarmos agora um polinémio de grau 2 e, além das condi¢des ja impostas
considerarmos que o valor da segunda derivada do polinomio € igual ao valor
da segunda derivada da fung@o para x = 0 vamos obter:

N A

\

Y

=\

P(x) = a0+a1x+a2x2

Figura 5.20: Representagdo grafica da aproximagio da fun¢do por um
polinémio de grau 2.

O raciocinio poderia ser estendido para um polinémio de grau 7, o qual nos
daria uma aproximagao tanto melhor quanto maior fosse 7.

Para aproximar uma dada fun¢fo f{x) nas vizinhan¢as do ponto x = 0 por
um polindmio em x, isto &, por

P(x)zao+a1x+a2x2+-~~+anx" 4.

= ax

i=0

5 5.92

temos de calcular os coeficientes a, a, a,, ..., a, ..., por forma a que, nas
vizinhangas do ponto x =0, o polindmio se aproxime da fungao f{x).

Uma das condicdes Obvias que temos de impor, ¢ o facto de no ponto 0 o
polindmio ter de ser igual a fun¢do que se pretende aproximar, isto ¢,

7(0)=P(0). 5.93

Rescrevendo a igualdade inicial (equagdo 5.92),

P(x)=a0+2al.xi , 5.94
i=1

e substituindo x por zero, temos:
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P(0)=a,. 5.95

Como a fungdo e o polindmio t€ém de apresentar o0 mesmo valor em x = 0,
vem que:

a,=1(0). 5.96

Consideremos agora que a funcdo f{x) é continua e infinitamente derivavel
no ponto x = 0. Parece igualmente ébvio que se imponha como condi¢ao que,
neste ponto, todas as derivadas da funcfo, sejam iguais as correspondentes
derivadas do polinémio, isto &,

d'f(x)
dx*

_dB(x)
At

5.97

com k=123--,m--"

x=0 x=0

Resumindo, impomos como condigdo para que o polindmio descreva
correctamente o comportamento da fungdo nas vizinhangas do ponto x =0,
que neste ponto tanto o polindmio como as suas derivadas sejam iguais,
respectivamente, a fungdo e suas derivadas. E claro que, as igualdades impostas
s0 sdo validas para o ponto x = 0, ¢ ndo para qualquer outro valor de x, e, por
isso, o0 polindmio s6 descreve o comportamento da fungéo nas vizinhangas do
ponto x = 0. Por essa razdo o polindmio constitui uma aproximacao local da
funcao.

A primeira derivada do polinomio em ordem a x, ¢ dada por:

dP(x)_ 5 0 .
T—al+ ax+3ax” +--+tna,x" +---. 5.98

A segunda derivada do polinomio em ordem a x,

d*P(x)
————2=2a,+2x3ax+--+(n-1)xna,x"7? +--- 5.99
dx
Generalizando, a derivada de ordem # do polindémio em ordem a x, ¢ dada
por:

d"P(x
%:2><3><4><---><(n—Z)X(n—l)XnXan+---. 5.100
X
Analisando atentamente estas expressdes, podemos concluir que a derivada
de ordem k do polindmio P(x) toma a forma



PO (x)=kla, + ¥ b x' 5.101
i=1

com b, b,, b,, ..., coeficientes derivados dos coeficientes a,,, a,,,, @, ....

Tendo em conta as derivadas do polindmio no ponto x = 0, € as suas relagdes
com as derivadas das fun¢des nesse mesmo ponto, teremos

dP(x) _ df(x)
dx dx

x=0 x=0

dzP(x) a’zf(x)
& | e |

x=0 x=0

:al

5.102
d"P(x) d"f(x)

[ S = 7 =nla

ax” dx" !

Resolvendo em ordem aos coeficientes a,, vem:

L)
dx

x=0

1 ()

“a
X

x=

5.103
, o Ldf(x)

"l dx”

x=0 155
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Finalmente, a fun¢@o f{x) nas vizinhangas do ponto x = 0 pode ser descrita
por

WKX)

drl
f(x)=r(0)+ +% %J, 5.104
isto ¢,
f(x)= %df(x );—k, 5.105

Esta expressdo representa a expansdo em série de Maclaurin de uma funcéo

J).
O raciocinio anterior pode ser generalizado por forma a aproximar uma
fung¢do f{x) por um polindmio nas vizinhangas de qualquer ponto x = a. Para

tal basta considerar, em vez do polindmio em x, um polindmio em (x —a ) ,

isto €,
P(x):ao+a1(x—a)+a2(x—a)2+---+an(x—a)n+---
=iai(x—a)i 5.106
i=0

Impondo que para x = a se verifiquem as seguintes igualdades

P(a)=f(a)
dkP(x) :dkf(x)

o ok com k=1,2,---,n,-+> 5.107
X X

xX=a xX=a

e utilizando o raciocinio anterior, pode concluir-se que f{x) ¢ dada por

( )+...+dﬂf(x)

dx”

(x‘f’) b 5.108
n!

7(x)=r(a)+ L)

a

€ portanto



7(x)= gdf(x .(";j)k. 5.109

xX=a

Esta expressio representa a expansdo em série de Taylor de uma fungéo
Sx).

As séries de Maclaurin e de Taylor séo Uteis para aproximar uma funcéo de
manipula¢do complicada por uma de manipulagdo mais simples. Para construir
uma aproximagdo para a fun¢do f{x) consideramos naturalmente um niimero
finito de termos. Neste caso diz-se que a fungfo é aproximada por um polinémio
de grau n.

Utilizando a série de Maclaurin, teremos para o polinomio P (x), que
aproxima f{x), a formula

P (x)=1(0)+ df(x) +%Ex) ’;‘ 5.110
isto &,
P, (x)= de(x) ’;_k' 5111

A fungo f(x) pode entdo representar-se por P (x), definido em 5.110,
obtendo-se

k
2 5.112
k!

x=0

r()=-3 )

k=0

designando-se esta ultima por formula de Maclaurin de grau », sem resto.
Utilizando a série de Taylor teriamos,

k
(x-a) . 5.113
k!

7()=3 )

k=0

X=a

Esta ¢ a formula de Taylor de grau », sem resto.
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Aproximar, por um polinémio de grau 4, a funcio

f(x)=cos(x)

nas vizinhancas de x = 0. As derivadas da fun¢do vém:

S (x)=cos(x) = /(0)=1

M=_Sen(x) — df (x) ~0
dx dx -
2 2
d f(zx):—cos(x) = d f(zx) =-1
dx dx -
3 3
IIC) gen(x) = L)
dx dx -
4 4
d fgx)zcos(x) . A f(4x) .
dx dx -
Vem entao,
_ 2 4
cos(x)z1+9x+—1x2+2x3+ix4zl_x_+x_
n 2! 3! 4! 2! 4!

No grafico seguinte encontram-se representadas a fung@o de onde
partimos e o polinomio obtido pela formula de Maclaurin.

/ AN

158 P(x)




5.7 Derivadas parciais

Seja w uma fungdo definida num subconjunto D c R*. O grafico de uma

~ e s . 3
funcdo de duas variaveis ¢ uma superficie em R” como representado na figura.

W =fxy)

=V

Figura 5.21: Representacdo grafica em R* de uma fungdo, w = f(x,y), de
duas variaveis.

Supde-se que a fungo € continua em x e y e definida num dado dominio D,
do plano X7.

7/

Y+ Ay

y-

«V

1
X x+ Ax
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Figura 5.22: Representa¢o da variac@o das varidveis independentes x e y

no dominio D da fungdo f (x, b% )
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O objectivo desta secco € generalizar o conceito de derivada de uma fungéo
de duas variaveis. A qualquer ponto P de coordenadas (x, y) na regido D

corresponde um valor w= f(x, ).

Se y ¢ mantido constante enquanto x varia de x para x+Ax, ocorre um
deslocamento de P a S ao longo de uma recta paralela aos XX, com coordenadas
(x+Ax, y). O valor da fungio neste ponto € fix+Ax, y). A variagdo em w
resultante da varia¢do de x é

Aw=f(x+Ax,y)—f(x,y)- 5.114
Entre P e S, a variacdo média relativa de w ¢ dada por:

Aw _f(x+Axy)- /(%) 5.115

Ax Ax

Aw
Se existir o limite de Ay quando Ax — 0 obtemos a derivada parcial de

ow

w em ordem a x, que designamos por ax-

a X Ax—0 Ax—0 Ax

a_w:hm(%j:hm(f()HrAx,y)—f(x,y))_ 5.116

Esta derivada parcial mede a variagfo local da fungdo w com a variavel x,
quando a variavel y é mantida constante.

De igual modo, se x for mantida constante enquanto y varia de y a y+Ay,
ocorre deslocamento de P a Q ao longo de uma recta paralela aos YY, com
coordenadas (x, y+Ay). O valor da fung¢do neste ponto € f{x, y+Ay). A variacdo
em w resultante da varia¢do de y é, entdo:

Aw=f(x,y+Ay)—f(x,y). 5.117

Entre P e Q, a variacdo média relativa de w vem:

Aw _f(rny+ay)-f(xy). 5.118
Ay Ay

Considerando limites quando Ay — 0 obtemos a derivada parcial de w em



ow
ordem a y, que designamos por ——:

dy

a—wzlim(ﬂ)zlim Sy dy)=f(x)
) y o &0 Ay Ay—0 Ay

5.119

Esta derivada parcial mede a variago local da fun¢do w com a variavel y,
quando a variavel x € mantida constante.

Podem deduzir-se regras da derivagdo para a soma, produto, quociente,
etc., analogas as obtidas para fungdes de uma sé variavel.

2 e(x+y)

. o 2 .
Consideremos a fungdo w=x"e’ +y e determinemos a

: ow . . .
derivada —— . Para determinar esta derivada vamos aplicar as regras
X

de derivacdo ja conhecidas considerando a varidvel y como constante,
uma vez que estamos a derivar em ordem a variavel x. Assim:

0 0 0 -
a—;‘}:a—x(xzey )+a—x(y2e( y)),

€, portanto

W _oxe + y2e ).
0x

5.8 Derivadas parciais de ordem superior

Tal como no caso de fungdes de uma sé varidvel, também para funcdes de
duas ou mais varidaveis podemos definir derivadas de ordem superior. No
entanto, ha uma pequena diferenga: para fun¢des com duas ou mais variaveis,
a segunda derivada pode ser calculada em ordem a qualquer das variaveis.

Consideremos novamente a func¢do

wzf(x,y). 5.120

e sejam
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J ["’WJ_"’ZW 5.124

e
9fow)_o'w 5.125
dx| dy | dxdy

0 0 . .
Se as fungdes f,(x,y) = ia e fr(x,y)= a—w forem continuas e derivaveis
y

0x

nos seus dominios, entdo

’w _ dw 5.126
dydx 0dxdy

Consideremos a fungdo f (x,y ) definida por:
f(x,y)=x2y+y2x+2x—4y

Vamos calcular a segundas derivadas cruzadas da fungdo f (x, y ) .

Para isso comecemos por achar as primeiras derivadas em ordem a x
e em ordem a y.

of (x, of (x,
M =) xy + y2 +2 M
ox dy
Note-se que quando derivamos em ordem a x, a variavel y € tomada
como constante e, quando derivamos em ordem a y, a variavel x é
tomada como constante.

=x"+2yx—4

0’ f(x.)
dy dx

af(x,y):
ox

A segunda derivada cruzada obtém-se derivando, em

ordem a y, a expressao obtida para



1 (xy)_

2x+2
dy ox ”

*f (%)
oxdy
of (7).

dy

De modo analogo, a segunda derivada cruzada obtém-

se derivando, em ordem a x, a expressdo obtida para

0’ f(x.y) _
oxay
Para esta funcdo verifica-se que:
’w 9w

dydx 0xdy

2x+2y

5.8.1 Propagacio do impulso nervoso

A propagac¢do do potencial eléctrico ao longo de uma fibra nervosa, pode
traduzir-se pela equacdo

V =Acos(x—vt), 5.127

onde 4 ¢é a amplitude maxima do potencial e v a velocidade de propagagdo do
impulso nervoso.

Os fenémenos naturais que envolvem a propaga¢do de ondas sdo
modelizados por uma equacdo que envolve as derivadas, mais concretamente
as segundas derivadas, de uma fun¢@o constituindo, por esta razdo, uma equagao
diferencial. Esta equagdo ¢ conhecida por equagdo de onda e ¢ dada por:

Fw_19w 5.128

ax> v or
Vamos mostrar que a propaga¢@o do impulso no interior da fibra, equacio
5.127, é solucdo da equagdo de onda. Para isso, vamos calcular as segundas
derivadas parciais que aparecem nos dois membros da equagio de onda. Assim
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teremos

ow 0% w

E=—A sen(x—vt) Py =—Acos(x—vt), 5.129
2
aa_vtVZV'Asen(x—vt) aaT;V:_Vz'ACOS(x_”), 5.130

o que prova que 5.127 ¢ solucdo de 5.128.

Exercicios resolvidos

Exercicio 1: Durante uma certa fase do desenvolvimento a area 4 da
superficie de uma célula aumenta com o tempo de acordo com a equacdo

A=A, (1+kt),
com A a area inicial da superficie da c€lula no inicio da referida fase de

crescimento ¢ k uma constante. Determinar a velocidade de variagdo da area
da membrana.

Resolucio:

A velocidade de variacdo da area da membrana ¢ dada pela derivada da
area, 4, em ordem ao tempo, 7. Assim:

dA

E3kA, (1+kt)
0 A (1+kr) 5.131

Este resultado pode ser apresentado em funcgdo da area da membrana em
vez ser em funcdo do tempo. A partir da funcdo que nos da a area da mem-
brana em fun¢do do tempo podemos chegar a seguinte equacio:

1
3
1+ kt = i . 5.132
4,

Substituindo 5.132 na equagdo 5.131 da primeira derivada chegamos,
finalmente ao resultado:



dA 2
E:’skg/g/r. 5.133

Exercicio 2: Uma populagdo de linfocitos reproduz-se a um ritmo tal que o

nimero de células € dado pela relagdo N =1000%2", com ¢ em horas.

a) Determinar a velocidade média de crescimento, por hora, da populagéo
para as primeiras 4 horas e para o periodo inicial de 4 horas.

b) Qual é a velocidade de crescimento as 3 horas?

Resolucio:

a)
A velocidade média de crescimento néo € mais do que a variagdo do niimero
de células por unidade de tempo.
Na tabela seguinte temos o nimero de células para as primeiras horas:
¢ ‘ 0 | 1 ‘ 2 ‘ 3 | 4
N ‘ 1000 | 2000 ‘ 4000 ‘ 8000 | 16000

As velocidades de crescimento médias, por hora, sdo:

z ‘ 0-1 ‘ 1-2 ‘ 2-3 ‘ 3-4

AA—/;/(ce///z) ‘ 1000 ‘ 2000 ‘ 4000 ‘ 8000

A velocidade de crescimento média para o periodo inicial de 4 horas ¢
entdo:

AN

AN| _ N,=N, 160001000
At

04 4-0 4

=3750 (cel./h): 5.134

b) 165
A velocidade de crescimento em cada instante ¢ dada pela derivada do
numero de células em ordem ao tempo,
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V .=d—N=1000><2f><1n(2). 5.135
“ar

N
Para =3 h temos

_av

J

=1000x2"xIn(2)=5545 (cel/h):- 5.136

t=3h

Ve

Exercicio 3: Se uma dada populagdo de N elementos varia com o tempo

segundo a relagio N =N, (1+kt2) qual € a expressdo da sua velocidade

relativa de crescimento?

Resolucio:

A velocidade relativa de crescimento da popula¢do num dado instante € o
quociente entre a velocidade de crescimento da populagdo num dado instante,
pelo nimero de elementos da populagdo nesse mesmo instante, isto é,

_1aN

Vc,, - - 5137
TN dt
Como
N Nkt 5.138
dt
logo
LaN _ 1 onp=2M 5.139

N dt N0(1+kt2) ke

Exercicio 4: Uma célula esférica aumenta de dimensdes. Obter a relagdo
entre os aumentos relativos da area e do volume da esfera com o aumento do
raio.



Resolucio:

O volume de uma esfera ¢ dado por
v=2a. 5.140
3

e a area de uma esfera ¢ dada por
S=drnr. 5.141

Considerando o diferencial do volume, dV , e da area, dS , vamos obter

2
dV =4rxr dl". 5.142
dsS =8xrdr

Seja 0, o aumento relativo do volume ¢ O o aumento relativo da area
dados por:

oo_dv
pid
- 5.143
P
S8

Tendo em consideracdo o diferencial de volume, 4, o aumento de vol-
ume relativo de volume vem:

o = A r* dr _3dr
y = =3— 5.144
%mﬁ r

Por outro lado, o aumento relativo da area é:

_8mrdr dr

- _ar
47[”'2 ” 5.145

Os

A relacdo entre os aumentos relativos de volume e de area de uma célula
esférica vem entdo:
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oy _3. 5.146
2

Exercicio 5: Verificou-se que uma célula esférica mergulhada numa solucéo
hipotonica, durante um certo intervalo de tempo, recebia 4gua a uma velocidade
proporcional a sua area externa. Mostrar que, neste periodo, o raio da esfera
aumenta com velocidade constante.

Resolucio:

A célula que se encontra mergulhada esta a receber agua, o que implica
que o seu volume aumenta na mesma medida. Isto é, a velocidade de variagdo
de volume da célula ¢ igual a taxa a que recebe agua. Se V for o volume da

célula e vy, a velocidade a que recebe agua, temos
2

av

v 5.147

No problema dizem-nos que a velocidade a que recebe dgua é proporcional
a area externa da célula. Sendo S a area externa da célula e k uma constante de
proporcionalidade, vem que

vH20=kS_ 5.148
Pelo que, podemos escrever

av _
dt

Recordando que a area de uma esfera ¢ dada por

kS . 5.149

S=4rr*, 5.150

a taxa de variac@o de volume da célula fica igual a

d—V=k4ﬂr2. 5.151

dt

A medida que a célula recebe 4gua o volume aumenta por aumento do raio



e, o raio, aumenta ao longo do tempo. Desta forma, podemos dizer que o
volume ¢ fungdo do raio, ¥ (r), o qual, por sua vez ¢ fungéo do tempo, (7).

Estamos, pois, perante uma fungdo composta, pelo que a derivada do volume
em ordem ao tempo ¢ dada pela regra da cadeia:

v _dvdr ‘15
dt  dr dt’ )
Mas o volume de uma esfera é dado por:
4 =§ﬂ r, 5.153

logo a derivada do volume em ordem ao raio pode ser facilmente determinada,
ou seja

dv
—=4rr, 5.154
r

e, a derivada do volume em ordem ao tempo fica

5.155

dt dr dt dr’

Igualando as duas expressoes obtidas para a variagdo do volume em ordem
ao tempo, vem

v _dvdr_, .dr

4ﬂr2i=4kﬂr2 = ﬂ=4k- 5.156
dt dt

Concluindo-se desta expressio que o raio da célula, considerada esférica,
varia com uma velocidade constante.

Exercicio 6: Determinar a relagio entre a altura e o didmetro do cilindro de
maior volume que pode inscrever-se numa esfera de raio R,
Resolucio:

Consideremos a seguinte figura na qual se encontra representada, em corte,
um esquema do cilindro inscrito na circunferéncia.
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N—

Figura5.23: Esquema em corte de um cilindro inscrito numa esfera.

Quando inscrevemos um cilindro dentro de uma circunferéncia podemos
ter varias situacdes, tipicamente poderiamos ter um cilindro mais alto do que
largo ou um cilindro mais largo do que alto. O que desejamos € que o cilindro
seja tal que o seu volume seja o maximo possivel.

A fung¢io que desejamos maximizar ¢ o volume do cilindro o qual ¢ dado
por:

V.=rn-R’-L. 5.157

Verificamos que o volume do cilindro é fungio de duas variaveis altura, L,
e raio da base, R, e de alguma forma temos de relacionar estas dimensdes com
a dimensdo da esfera na qual o cilindro estd inscrito. Da figura, podemos
relacionar a altura do cilindro, L, com o raio da esfera, R, pela seguinte
expressio:

L=2R, -cos(0). 5.158

E, podemos relacionar o raio do cilindro, R , com o raio da esfera através
de:

RC:Re-sin(H). 5.159

O volume do cilindro ¢ entio dado por:



V. =27Z"R: -senz(ﬁ)'cos(ﬁ)
=27 R} -(l-cos2 (6))-003(0)
= 27Z'~R: -(cos(@)—cos3 ((9))

5.160

Desta forma o volume do cilindro € fun¢ao de apenas uma variavel: o angulo
0. O raio da esfera, R, € uma constante. Uma vez que procuramos o maior
volume temos de procurar o valor de 0 que maximiza esta fun¢fo. Para isso,
vamos determinar os zeros da primeira derivada.

Derivando o volume em ordem ao angulo 6 temos:

d’;c =27 R} (~sen () + 3sen (0 )cos* () ). 5.161

Igualando a zero, obtemos duas solugdes:

dv,
do

=O=>sen(9)=3sen(t9)cos2 (9)(:)
cosz(e)zé v sen(0)=0= _ 5.162

6=arccos(?} v 0=0

A solug@o para o angulo igual a zero ndo tem interesse uma vez que iria
corresponder apenas a um segmento de recta. Quanto a outra solugédo devemos
ter em conta que pode corresponder a um maximo ou a um minimo. Uma das
formas que temos para saber se corresponde a um maximo ¢é a analise da
concavidade da fun¢do naquele ponto. Para isso vamos calcular a segunda
derivada do volume do cilindro, ¥, em ordem ao angulo, 6
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2
c;eV; =27-R} [—cos(9)+ 3cos’ (8)—6cos(8 )sin® (6 )]

=27-R ~cos(9 )[—1+3cosz(0)—6sin2(9)]

=27-R} .COS(H )[—1+3cos2 (9)—6(1—COS2 (0))} S 163
=27-R 'cos(ﬁ)[—l+3cos2(9)—6+60052 (6)] '
I

=27-R’-cos(6)| -7 +9cos’ (9)}

3
Para 0 = arccos[ %], a segunda derivada fica:

do’

av,
szﬂ.Rj.ﬁ _7+9£ zzﬂ.Rs.ﬁ[_7+3\/§]. 5.164
3 3 3
Logo, a segunda derivada toma um valor negativo.

3
Como para 0 = arCCOS[T] a primeira derivada de ¥, em ordem a 6 ¢

nula e a segunda derivada € negativa, entdo o volume do cilindro, V', € maximo

3 ) ..
para 0 = arccos[ ?] .Para esta situac@o a altura, L, do cilindro vem:

_2WB3,

L 5.165
3
e o raio do cilindro fica igual a:
R = ﬁ R,. 5.166

c 3

O volume méaximo do cilindro sera



7-R. 5.167

Vo=m-R L= :

43
9

Calculemos agora a relacdo entre a altura e o didmetro do cilindro.

LZTRE L \/E
= —=—
d 2 5.168

Tendo em conta que o volume do cilindro depende do quadrado do raio da
base e da altura, este resultado esta de acordo com a lei das escalas.

Exercicio 7: Aproximar, por um polinomio de grau 5, a funcéo

f(x)=e™

nas vizinhangas de x = 0.

Resolucio:

Para aproximar esta fungfo por um polindmio vamos usar a férmula de
Maclaurin. A qual ¢ dada pela expressio:

n

X

df (x)

dx

d"f(x

+ ~+—)

B(x)=/(0)+ =

! 5.169

x=0 x=0

Para proceder a aproximacao necessitamos de conhecer as cinco primeiras
derivadas e o seu respectivo valor para x = 0. Assim:
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f(x):e_x = f(O):l

d(x)__ o F)
dx dx o
2 2
Pr6)_ )|
dx* dx? .
QI A
dx® dx’ -
S s
dx* dxt o
SIS
dx’ dx’ »
Vem entao,
e_le——x+—xz—lx3 —x4—i ?

Na figura seguinte representam-se a fungéo e o polinomio.

5.170

5171

—&— Funcio

—>— Polindmio




CAPITULO ¢ 6

CALcuLo INTEGRAL



(Pdgina deixada propositadamente em branco)



6. Calculo Integral

Neste capitulo introduziremos as no¢des de primitiva de uma fungédo bem
como de integral indefinido e definido de uma funcao.

O célculo integral ¢ de grande utilidade na resolugdo dos mais variados
problemas sendo utilizado para, partindo de modelos fisicos de processos
fisiologicos chegar a resultados conhecidos e descritos em muitos livros de
fisiologia.

6.1 Primitiva de uma funcio
A fungdo F (x) chama-se fungdo primitiva (ou simplesmente primitiva)

da fungdo f (x) se se verificar a relagdo

dFdix)=f(x). 6.1

6.2 Integral indefinido
Se F(x) ¢ primitiva de /(x), entdo qualquer fun¢do @ (x) dada por

®(x)=F(x)+k, 6.2

onde k ¢ uma constante qualquer, ¢ também uma primitiva de f (x ) ,uma vez

que, derivando ambos os membros em ordem a x, vem

d(I)(x)zdF(x)_l_%

6.3
dx dx dx
e, tendo em conta que a derivada de uma constante ¢ igual a zero,
dk
-0 6.4
dc

pode concluir-se que
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qu(x)_ dF(x)
dx  dx

. 6.5

A funcdo q)(x) chama-se também integral indefinido da fungfo f (x),

podendo utilizar-se a notacdo alternativa

[f(x)ax, 6.6
que, como vimos ¢ dado por
[7(x)de=F(x)+k, 6.7

A funcdo f (x) da-se o nome de fungio integranda. Nesta expressdo, x é

avariavel de integracdo, e k ¢ uma constante de integragdo. O termo do membro

esquerdo da equagdo 6.7 1&-se como integral de f(x) em ordem a x.

Neste ponto levanta-se a seguinte questdo: como calcular o valor
da constante de integragdo, k? A resposta a esta questdo ¢ simples: a
constante de integracdo depende das condigdes especificas do
problema em estudo.

Consideremos que, para um dado problema, sdo conhecidos os

valores das fungdes @ (x) e F(x) para o ponto x=a e que esses

valores sdo dados por © (a ) eF (a ) , respectivamente. Substituindo

na equagdo 6.2 facilmente se verifica que
CI>(a)=F(a)+k = k=q)(a)—F(a)

6.3 Propriedades Fundamentais do Calculo Integral

Seja f (x) uma fungdo qualquer, F (x) a sua primitiva e « uma constante

diferente de zero. Prova-se que,

J.af(x)dx=aJ.f(x)dx=aF(x)+k_ 6.8



Este resultado pode ser enunciado da seguinte forma: o integral do produto
de uma constante por uma fungdo é igual ao produto da constante pelo integral
da fungdo.

Seja g(x) outra fungdo e G(x) a sua primitiva. Prova-se que,

[[f(x)+g(x)]de=]r(x)de+[g(x)dx

= F(x)+G(x)+k 69

Este resultado pode ser enunciado da seguinte forma: o integral da soma
de duas fungdes é igual a soma dos integrais de cada uma das fungdes.
Estas duas propriedades podem ser resumidas numa sé expressao: se a € b

forem constantes diferentes de zero, e f(x) e g(x) fungdes da variavel

independente x, com primitivas iguaisa F (x ) e G(x ), respectivamente, entdo

J.[af(x)+bg(x)}dx=ajf(x)dx+bfg(x)dx

=aF(x)+bG(x)+c ’ 6.10

6.4 Integracio Directa

Do exposto no capitulo 5, facilmente se compreende que, numa primeira
abordagem, para se obter o integral (ou a primitiva) de uma dada fungéo
podemos procurar qual a fungdo que derivada vai dar a fungio integranda. A
fungdo encontrada ¢ entdo igual, a menos de uma constante, ao integral da
fun¢do integranda.

Utilizando este principio, e as propriedades fundamentais do calculo
integral apresentadas na secc¢do 6.3, procuraremos deduzir algumas regras de
integragcdo de funcgdes simples.

6.4.1 Integrais de base simples e expoente inteiro ou fraccionario, positivo
ou negativo

Consideremos um polinémio em x de grau » dado por
P (x)=a,+ax+a,x’ +--+ax". 6.11

Aplicando as regras dadas pela equago 6.10, teremos
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J.Pn(x)dxzj.(ao +ax+a,x’++ax" )dx
=fa0 dx+.|-a1xdx+J.a2x2 dx+---+fanx" dx . 6.12
=a0.|.dx+al.|.x dx+a2.|.x2 dx+---+an.|.x” dx

Calculemos cada um dos integrais separadamente, esquecendo no entanto
as constante de integragdo.
Para calcular o primeiro integral, teremos simplesmente,

jdxzx, 6.13

Para o segundo integral, procuremos uma fungéo que derivada seja igual a
x. Consideremos a fungéo

2
X
>

F(x)= 6.14
(="
e calculemos a sua derivada
dF (x 2
dx dx| 2 2
logo podemos escrever
x2
xdx=—, 6.16
Jrav=
Para calcular o integral de ,? consideremos a fungio
x3
F(x)="—. 6.17
3
Mais uma vez, derivando F (x) em ordem x teremos
dF 3 2
()_dfx) 32 . 6.18
dx dx| 3 3

pelo que podemos escrever



3

jﬁw:%g 6.19

Calculemos agora o integral de x". Para tal consideremos a fung¢éo

xn+1

F(x)= : 6.20

Derivando F (x) em ordem x vem

n+l n+l-1
dF(x)zi[x ]:(n+1)x _ 631

dx dx| n+1 n+l1 ’

pelo que podemos escrever

n+l

Ix” dr=" 6.22

Finalmente, tendo em conta as constantes e os resultados obtidos

anteriormente, podemos escrever para o integral de P, (x)

P (x)dx=ay|dc+a |xdc+a,|x* dc++a,|x" dx
JR.()de=afdcralxdera J

¥2 3 n+1 . 6.23
:a0x+a1?+a2?+---+an +k

n+l1

A constante k é igual a soma das constantes de integracdo obtidas em cada
um dos integrais.
Do resultado obtido pode tirar-se a primeira regra de integra¢do, dada por

n+l

+k. 6.24

W o, X
.[x dx_n+1

onde »n pode ser um niimero inteiro ou fraccionario, positivo ou negativo, mas
diferente de —1. Com efeito, se »=—1 o denominador da equa¢do 6.24 fica
igual a zero.

Consideremos agora a situacdo em que o expoente € igual a —1. Neste caso
teremos a fun¢do
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_a_1
f(x)—x =

Calculemos os seguintes integrais em ordem a x:
1) f(x):Sazx6
5a°x
7
2) f(x):Sx4 +3x° —4x* +2x+1

+k

J.Sazx6 dx = SaQJ.x6 dx =

If(x)dxzf(5x4 +3x° —4x? +2x+1)dx
=J.5x4 a’x+.|.3x3 a’x—J.4x2 dx+.|.2xdx+.|.dx
=5J.x4 a’x+3fx3 a’x—4jx2 dx+2'|.xdx+‘|.dx

5 4 3 2

=52 135 4t 40 Lxik
5 4 3 2
=+ xR+ x4k

3) f(x):x(x+a)(x+b)
J.x(x+a)(x+b)dx=.”:x3+(a+b)x2+abx}dx

=£+(a+b)x3 +abx2

+k
4 3 2
4) f()c)=5\/;c+\/a+x5
3 .5 3 :
J.[S\/;+m+x dezJ.S\/;dx+J.de+J.x dx

6.25



:SJ.x% dx+%‘[x_; dx+'|-x% dx

1 - 241
2 2
=5f +§ xl +; +k
L
2 2 3
1 3 1 5

=—0xE+3xE +§x§+k
=?\/x73+3\/;+§3/x75+k
=?x\/)_c+3\/;+§x~%/x_2+k

Consideremos a fun¢do

F(x)zln(x), 6.26
e calculemos a sua derivada em ordem a x:
dF(x) d 1
=—1 =—, .
o dx[ n(x)] . 6.27

Podemos entéo concluir que o integral da fun¢do definida pela expressdo
6.25 ¢é dado por

fldlen(x)+k, 6.28
X
De uma forma mais geral, se considerarmos a fungéo

F(x)=In[ f(x)]. 6.29

e derivarmos em ordem a x
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dF (x)= fdx . 6.30

podemos concluir que

df (x)

[~ dx=In[ f(x)]+k, 6.31

/(x)

ou numa forma mais compacta

J.u—dx=1n[u]+k, 6.32
u

onde u ¢ uma funcdo de x e " a derivada de  em ordem a x.

Calculemos os integrais em ordem a x das seguintes fungdes

1 f(x)= 2x+2

¥ +2x+3
Comecemos por calcular a derivada em ordem a x do denominador

da fung:ﬁof(x):
i(x2+2x+3)=2x+2

dx
Facilmente se verifica que esta derivada é igual ao numerador

de f(x), pelo que o integral de f(x) em ordem a x ¢ do tipo

If(x)dx:f%’dlen(u)+k

com u=f ( X ) Assim, teremos

184 f 2x+2

. de=In(x*+2x+3)+k
X +2x+3



X
2) f(x)=
Tal como no exemplo anterior, calculemos a derivada em ordem a

x do denominador da fungdo f (x):

d,
—(x"+3)=2x
(¥ +3)
Facilmente se verifica que a parte de um factor 2 o numerador de

f (x) ¢ igual a derivada do denominador de f (x )

Calculemos entdo o integral de f (x) em ordem a x.

X
J. ——dx
x +3
Se multiplicarmos e dividirmos a expressao por 2 ndo a alteramos
em nada, e vira

[ ax= 2 [ ax
x 43 29 x°+3

De acordo com a equagio 6.8, as constantes podem ser podem ser
passadas para fora ou para dentro do integral sem alterarem o resultado
final. Assim, se passarmos a constante 2 do numerador para dentro
do integral, o numerador da funcdo integranda passa a ser igual a
derivada do denominador, podendo ser aplicada a regra de integracdo
dada pela equagdo 6.32.

Finalmente podemos escrever

2 1 2 1
'[xzi3dx=aj.xzi3dx=5'|.x2i3dx=51n(x2+3)+k

6.4.2 Integrais de fun¢des exponenciais de base e

. , . .. . .. . 185
Muitos fendmenos em biomedicina seguem leis exponenciais do tipo

f(x)=4-¢e", 6.33
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Onde “e” ¢ o numero de neper, ¢ 4 ¢ b s3o0 constantes positivas ou negativas.
Para calcular o integral de uma fun¢do exponencial deste tipo comecemos

por considerar a situagdo mais simples, em que A =b=1. Teremos entdo
f(x)=¢", 6.34
Consideremos a fungdo F(x) dada por
F(x)=e", 6.35

e calculemos a sua derivada em ordem a x

dF(x) .
T—e . 6.36

Podemos entdo concluir que
J.f(x)dx:J.exdx:ex+k, 6.37

Voltemos novamente a equagdo 6.33 com 4 e b constantes quaisquer, e

consideremos a fungdo F (x) dada por:

A
F(x)=geb , 6.38
Derivando em ordem a x, vem

dF(x)_iﬁbx _M b _ 4 bx _
T_dx(be )— 19/ e’ =A4-e —f(x),

donde se conclui que F (x) ¢ primitiva de f(x).
Para calcular o integral da equago 6.33 procede-se entdo do seguinte modo:

multiplica-se e divide-se a fun¢fo integranda pela constante b que precede x
no expoente de e

Jf(x)dxz.[A-eb"dxz.[%beb"dx_ 6.39

A :
Passando a constante 7 Ppara fora do integral, vem



[f(x)dx=]4-e"ax =§jb-e’”dx, 6.40

Agora a funcdo integranda ¢ igual a derivada dee™, pelo que podemos
escrever

— _ A d bx bx
Jf(x)dx —J dx XE(J‘ a’x) b +k. 6.41
Temos entdo mais uma regra de integragdo, para exponenciais de base

dada por

“ tX

j A-e”de=§ebx Tk 6.42

6.4.3 Integrais de Func¢des Trigonométricas

Muitas fungoes biologicas sdo periodicas. Alguns exemplos sdo o caudal
de ar medido na boca ao longo do tempo, ou o ritmo cardiaco. E possivel
mostrar que uma func¢do pode ser decomposta numa soma de fungdes seno e
coseno cada uma delas multiplicada por uma constante apropriada (série de
Fourier). Por esse motivo nesta sec¢do somente calcularemos os integrais da
fungdo seno e da fungio coseno.

Tal como nos exemplos anteriores, para calcular o integral de fungdes
trigonométricas simples basta pensar na fun¢io que derivada da como resultado
a funcdo integranda. Todas as fung¢des trigonométricas podem ser escritas
como fun¢des das fungdes seno e coseno, pelo que nesta seccdo somente
serdo calculados os integrais indefinidos destas fungoes.

Consideremos a fun¢ao
f(x)=cos(x), 6.43
bem como a fungo
F(x)=sen(x). 6.44

Derivando esta ultima em ordem a x, teremos
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dF(x)

d
. =d—[sen(x)]=cos(x),

X

pelo que podemos escrever

J.f(x)dx=J.cos(x)dx=sen(x)+k'

Consideremos a fun¢do
f(x)zsen(x),
bem como a fun¢do
F(x)=-cos(x).
Derivando esta ultima em ordem a x, teremos

dF(x) d

dx

[ cos(x)] = ——[cos(x)}
= —[—sen(x)] =sen(x)

pelo que podemos escrever

J.f(x)dx=J.sen(x)dx=—cos(x)+k'

1) Calcular o integral em ordem a x de
f(x)=sec®(x)
Consideremos a fung¢do

sen (x)

MPEIR )

Derivando em ordem a x

b

6.45

6.46

6.47

6.48

6.49

6.50



() _d ] d{sen(x)}

dx dx dx| cos(x)

_ COS(X)'COS(X)‘l‘ sen(x)~sen(x)

cos’ (x)
_cos”(x)+sen’ (x) 1 =sec’ (x
o) e (3) (x)

Conclui-se entdo que
_[secz (x)dx = tg(x)+k
2) Calcular o integral em ordem a x de
S (x)=cosec® (x)
Consideremos a fun¢do
cos(x
F(x)= —cotg(x)z—KExg

Derivando em ordem a x,

L)t ane()]) -4 =)

dx dx| sen(x)
~ —sen(x)-sen (x)—cos(x)-cos(x)
sen” (x)
_cos’(x)+sen’(x) 1

sen” (x) senz(x)

= COSGC2 (x)

Conclui-se entdo que

J.cosecz (x)dx = —cotg(x)+k
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Os resultados obtidos anteriormente para os integrais das fungdes seno e
coseno podem ser generalizados quando o argumento €, ele proprio, uma
fungdo de x.

Seja u =u(x) uma fungdo de x. Consideremos agora uma fun¢io F (x)

dada por
F(x)zsen(u), 6.51
e calculemos a sua derivada em ordem a x, dada por
F(x) d[sen(u)]—— cos(u)=u"cos(u). 6.52
dx

Entdo, se o integral for do tipo

'[u'cos(u)dx=sen(u)+k, 6.53

Calculemos o seguinte integral

J.xcos(x2 +1 )dx

multiplicando e dividindo por 2, teremos
2 _ 1 2

J.xcos(x +1 )dx = Ej2x . cos(x +1 )a’x

Note-se que 2x € a derivada do argumento da fung¢do cosseno. O
integral da expressdo anterior tem a forma da equacdo 6.53O, pelo

que:
sen(x2+1)
1 k=—12 l)dx=—"—=+k
Ixcos(x + J. x- cos(x + ) he > +
Da mesma forma, se F'(x) for dada por
19 F(x)=—-cos(u), 6.54

e derivarmos em ordem a x:



dFdECx)=—[—%-sen(u)}=u'sen(u), 6.55
Entio:
J.u'sen(u)dx=—cos(u)+k, 6.56

6.4.4 Algumas regras de integraciio directa

Todos, ou quase todos, os livros que tratam do célculo integral tém
normalmente em apéndice tabelas de integrais, alguns directos, outros obtidos
recorrendo a regras de integragdo mais ou menos complexas. Nao sendo este
um livro de tratamento exaustivo de calculo integral, incluimos nesta sec¢o
uma tabela com um reduzido numero de regras de integracdo directa.

/() [/ (x)er /() [7(x) e
0 v a* lnaza)
1 x sen(,r) —cos(,r)
a ar cos(xr) sen(.r)
(a=-1) ::11 sen (ax) —écos(ax)
(a=-1) In(.x) cos( ar) isen(ax)
e’ e’ z/sen(u) —cos(y)
o ie‘“ u' cos () sen ()

u'e” " sen(x)cos(x) | T3 (2¥)
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Algumas daquelas regras foram demonstradas anteriormente.
Na tabela anterior, a é uma constante, x ¢ a variavel de integragdo, u ¢ uma
funcéo de x e u’ é a derivada de # em ordem a x.

6.5 Integracio por Mudanca de Variavel

Por vezes ¢ complicado, ou mesmo impossivel, calcular um integral de
forma directa. Uma das técnicas que pode ser utilizada nestas situagdes consiste
em recorrer a uma mudanca de variavel. Por vezes esta mudanga de variavel
¢ suficiente para simplificar a funco integranda permitindo calcular o integral
de forma directa. Outras vezes essa simplificagdo ndo € possivel, sendo
necessario recorrer a técnicas de integragdo mais complexas.

E mais facil compreender o processo de integragdo por mudanga de variavel
com um exemplo concreto. Consideremos o seguinte integral

Jx\/x—l dx . 6.57

Fagamos a substitui¢do de variavel dada por
r=x-1. 6.58
Note-se que o dominio da variével x € o intervalo [1,+e[ € 0 contradominio
da fungdo f (x)= Jx =1, que ¢ o dominio da variavel 7, é o intervalo [0,4] .
Substituindo na equacdo 6.57, teremos

J.x-tdx, 6.59

Esta equag@o contém agora duas variaveis, x ¢ ¢, pelo que teremos de
substituir a variavel x por uma expressdo em que so entre a variavel 7. Para tal
teremos de resolver a equagéo 6.58 em ordem a x:

2
z2=( x—l) o P=x-1 & x=1+1. 6.60

Recordemos que o dominio da varidvel 7 € o intervalo [ 0,+e [, pelo que o

dominio da variavel x ser o intervalo[1,+[, 0 que estd de acordo com as

consideragdes feitas anteriormente. Substituindo este resultado na equagio
6.59, teremos



[(7+1)-rax=[(r +1)dx. 6.61

Recordando que o diferencial que aparece num integral indica a variavel
em ordem a qual ¢ efectuada a integrac@o, € necessario substituir o diferencial
de x pelo diferencial de ¢, isto €, € necessario substituir dx por df. Tendo em
conta a defini¢io de diferencial de uma fun¢fo, dada na sec¢fo 5.3 e utilizando
a equacdo 6.60, vem para dx

dx=2tdt. 6.62

Substituindo na equagdo 6.61,
J.(t3+t)dx=.|.<t3+t)2tdt=.|.(2t4+2t2)dt. 6.63

Com a mudancga de variavel efectuada, transformamos um integral que
ndo tinha integracdo directa num integral de um polindmio, cujo integral €
mais simples de calcular. Calculando entio o tltimo integral da equacdo 6.63,
teremos

J'(214+2t2)dt=2?t5+%3+k, 6.64

Finalmente, teremos de reverter o processo de substitui¢do de variavel.
Substituindo a variavel ¢ pela equagio 6.58, teremos

J.x\/;dx=2< X—l) +2( x_l) +k

=§\/(x—1)5+§\/(x—1)3+k : 6.65

=§(x—1)2\/ﬁ+§(x—l)\/ﬁ+k

Por vezes a substitui¢do ndo ¢ tdo simples nem evidente como neste
exemplo. Nalgumas situagdes a substitui¢do pode mesmo envolver fungdes
trigonométricas.

Calculemos o seguinte integral
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6.66

1
dx .
'[(x+1)2\/x2+2x+2

Reparando atentamente no contetido da raiz quadrada, facilmente se conclui
que

X 42x+2=x+2x+1+1=(x+1) +1. 6.67

Assim, podemos rescrever a equagdo 6.66 na forma

1 1
dx = dx . 6.68
J.()c+1)2\/x2+2x+2 J.(x+1)2 ,(x+1)2+1
Fagcamos agora a mudancga de variavel dada por
x+1=1g(1). 6.69
Substituindo na equagio 6.68, vem
6.70

I ! dx:-[ ! dx .
(x+1)Vx® +2x+2 te? (1)\tg? (1) +1

Falta ainda substituir o diferencial de x pelo diferencial da variavel ¢. Da
defini¢do de diferencial, temos

x=tg(t)—1 = dxzsecz(t)dt, 6.71

e, substituindo na equag¢fo 6.70, vem
sec” (t )

1 —
'[(x+1)2\/x2+2x+2 dx_".tgz(t),/tgz(t)+l

Para calcular este integral vamos substituir as fungdes tg(7) e sec(7)

dt . 6.72

pelas suas defini¢des em termos de fungdes trigonométricas mais simples,
funcdes seno e coseno. O resultado obtido sera



1 e sec’ (1)
J(x+1)2,/(x+1)2+1 th 2 (1 )\/tg (t)+1

B cos’ t)
_J. sen’ () [sen® (1 )
/S/(/j cos” (1)

Reduzindo o resultado dentro da raiz quadrada ao mesmo denominador,

6.73

teremos
[ ! dx = ! dt
(x+1) {(x+1) +1 Senz( ) sen” (1 )
cosz(t)
1
=f e () dt ) 6.74
sen” (¢ )+ cos
sen’ (t)\/ cos” (1)
_f cos (1) P
J gen? (t)
Mas, como
senz(t)+cosz(t)=1, 6.75
teremos
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1

1 dx = dt
J.(x+1)2w[(x+1)2+1 fsenz(t)\/senz(t);l-(co)sz(t)
=Jsen2 (t)l 1 d . 6.76
cos’ (1)
B 1 B Cos(l)
'|‘sen2 (1) J.senz(t)d

Consideremos agora a fungdo F(7) dada por

6.77

F(t)z_senl(t)’

e calculemos a sua derivada em ordem a ¢,

dr () dli_ 1 }z_{—COS(f)}_ cos(r) . 6.78

dr dt sen(l) senz(t) _sen2(t)
Podemos entdo concluir que o ultimo integral da equacéo 6.76 ¢ dado por

B cos() _ L
(x+1) N x+1) +1 J.Senz(’ Sen(f) ‘

Falta-nos ainda efectuar a substituicdo da variavel 7 pela variavel x. Para

6.79

tal, dividamos por sen” (t ) ambos os membros da igualdade dada pela equagéo
6.75,



sen” (t)+0052 (t) 1

sen’ () sen (t) senz()

= 1+COtg2(I)zseT(l)

/sen+(t) = Jeotg® (7)+1 |
[
sen(r)  \[te?(¢) :

6.80

Finalmente, tendo em conta a substitui¢o inicial, dada pela equacao 6.69,
teremos,

1 1
= +1. 6.81
sen (1) (x+1)2

e o integral inicial, dado pela equacdo 6.66, sera dado por,

1

(x+1) V( x+1) +1 Sen(’)
_,/(x+1) +1

x+1

—F*c

6.82

+c

Muitos outros exemplos poderiam ser dados para ilustrar a integracdo por
mudanca de variavel.

6.6 Integracio por Partes

Na sec¢do 6.3 vimos que o integral de uma soma de fung¢des € igual a soma
dos integrais de cada uma das fungdes e que o integral do produto de uma

constante por uma fungdo ¢é igual ao produto da constante pelo integral da
fungao.
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Na secgdo 6.5 vimos também que alguns integrais de produtos de fungdes
podem ser determinados por mudanga de variavel.

Ha, no entanto, integrais de produtos de fun¢des que nio podem ser
resolvidos por mudanga de variavel. Para além disso, o integral de um produto
de fungdes ndo € igual ao produto dos integrais de cada uma das fung¢des, isto
<,

Ju-vdxijudx-[vdx, 6.83

onde u e v sdo fungdes de x. De facto, se tivermos em conta que a integragdo
¢ a operacdo inversa da derivacdo, e que a derivada de um produto de fungdes
¢ dado por

d du dv
—[u-v]z—-v+u-
dx dx dx

> 6.84

facilmente se compreende que os dois termos da equagdo 6.83 sejam diferentes.

Vejamos entdo como calcular o integral do produto de duas fung¢des. Para
tal partamos da equacdo 6.84 e calculemos o integral de ambos os membros
em ordem a x,

J.i[u-v]dx=“-[@-v+u-ﬂ}dx. 6.85
dx dx dx

Como integracdo e derivacdo sdo operag¢des inversas, entdo o primeiro
membro da equagdo 6.85 é simplesmente igual ao produto de # por v. Quanto
ao integral do segundo membro, pode ser separado numa soma de integrais.
Podemos entdo escrever

J.i[u-v]dx=.|.|:ﬂ~v+u~ﬂ}dx
dx dx dx
S u-v:‘[[ﬂ-v}dx+-[[u-ﬂ}dx
dx dx

6.86

€, portanto,

Jﬂ.v dv=u-v-| LA 6.87
dx dx



A equagdo 6.87 pode ser utilizada para calcular um integral por partes.
Tudo o que € necessario é conhecer as fungdes u € v.
Para clarificar, consideremos o seguinte integral

[f(x)g(x)ax. 6.88

que contém de forma explicita as fungdes f(x) e g(x) que dependem da
variavel x.

Entao, para determinar o integral 6.88, falta-nos conhecer v e u, que podem
ser obtidos da seguinte forma:

d df (x

u= f(x) d—u = fag )
p = X X S

A%
- = g(x) —dx g(x)dx
e Je() 6.89

du _ df(x)
o dx dx
V= Ig(x)dx
Utilizando as equagdes 6.88 e 6.89 na equagdo 6.87, teremos
Jf(x)g(x)dx
6.90

:f(x).fg(x)dx—-[[.[g(x)dx] f(x)

que ¢ uma outra expressdo para a integra¢do por partes.
Temos ainda de referir um aspecto importante da integragdo por partes.
Centremo-nos na equagdo 6.87. Esta equagcdo mostra que para calcular o

integral de I[%V } dx temos de calcular o integral de J.[vﬂ

X X

}dx. Se este

ultimo for mais facil de calcular do que o primeiro, o processo resulta. Se for
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mais dificil, ha ainda a possibilidade de inverter os papeis de v e %e
x
recomegar o calculo. Isto equivale a escrever as equagdes 6.89 na forma

du dg(x
= * o
?Zf(x) —dx J.f(x)dx
o : 6.91
ﬂzm
o dx dx
v=J.f(x)dx
e, agora, a equag¢do 6.90 vira dada por,
Jf(x)g(x)dx
6.92

(o) [ (e[ () ae | B gy

Por vezes nem mesmo a alterag¢@o dos papeis das fun¢des permite calcular
o integral. Neste caso, o processo de integragdo por parte niao é aplicavel.

De referir ainda que nalguma situagdes, pode ser necessario integrar por
partes duas ou mais vezes para chegar ao resultado final.

Para clarificar ideias, calculemos o integral

[xcos(x) dx. 6.93

Escolhamos u e dv da seguinte forma



u=cos(x) d—u——sen(x)
v = p X =
—=x y
—dx = |xdx
dx dx J.
6.94
u
— =—sen(x
o (¥)
And 2
X
V=—
2
Substituindo na equagdo 6.87, vem
¥t ox’
J.xcos(x)dx=cos(x)-7—f7-[—sen(x)}dx, 6.95
Como se pode verificar, falta-nos calcular um integral que é ainda mais
dv
dificil de calcular do que o original. Invertamos entdo os papeis de u e
isto é, facamos
u=x ﬂ =1
dv ( ) = J dhx o
— =cos(x y
dx de = fcos(x)dx 6.96
du
& dx
v=sen(x)
Substituindo na equagdo 6.87, vem
J.xcos(x)a’x=xsen(x)—fsen(x)dx, 6.97

O integral que temos agora de calcular é muito mais simples do que o
original, e o resultado final sera
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chos(x)dx=XS6n(x)—(—COS(x))+k. 6.98

=xsen(x)+cos(x)+k

Vejamos agora um exemplo em que € necessario integrar por partes mais
do que uma vez. Calculemos entdo o integral

J.e'” -cos(x)dx, 6.99
E dv .
scolhamos ©# e =~ da seguinte forma
dx
X du X
u==¢c E =€
v_ cos(x) - dv <
dx J.dezj.cos(x)dx 6.100
du .
—=e
& 4 dx
v=sen(x)
Substituindo na equagio 6.87, vem
J.ex-Cos(x)dxzexsen(x)—.[exsen(x)dx, 6.101

Aplicando novamente integragdo por partes ao integral do segundo membro,

e escolhendo u e % da seguinte forma
X



X

du et

u==¢ d_
2%
ﬂ—sen(x) - dv
de J-de:fsen(x)dx
du
— =
= dx

v=—cos(x)

teremos, por substituicdo na equagdo 6.87,
'[ex -sen (x ) dx =—e" cos(x )—f—e’“ cos (x ) dx
=—e" cos(x)+ J.excos (x ) dx

Substituindo este resultado na equagdo 6.101,

J.e’“ -cos(x)dx=e" sen(x)—[—ex cos(x)+fe’“cos(x)dx}
=e"sen(x)+e” cos(x)—‘[excos(x)dx

= ex[sen(x)+ cos(x)]—fe"cos(x)dx

L=

6.102

6.103

6.104

Aparentemente ainda ndo conseguimos calcular o integral inicial. No
entanto, se observarmos atentamente a ultima equagdo, podemos verificar
que o integral do segundo membro € o simétrico do integral do primeiro
membro, ou seja, a equagdo 6.104 pode ser resolvida em ordem

a fex -cos (x ) dx - Teremos entdo
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J.ex-cos(x)dx
=e"[sen(x)-i—cos(x)]—fe"cos(x)dx+k &

& [e*-cos(x)dv+[e*-cos(x)dx
—e'[sen(x)+cos(x)]+k & 6105
& ZIeX-cos(x)dx=ex[sen(x)+cos(x)]+k &
e’“[sen(x)+cos(x)]

2

+k

R J.ex -cos(x)dx=

Nos dois exemplos utilizados para exemplificar o processo de
integragdo por partes as duas fungdes eram explicitas e faceis de
identificar. Por vezes tal pode ndo suceder, como no exemplo que se
segue.

Pretende-se calcular o seguinte integral

J.ln(x)dx
Nao conhecemos nenhuma fung¢do simples que derivada dé a

funcéo ln(x), logo ndo podemos calcular este integral de forma

directa. Também ndo parece que uma substitui¢ao de variaveis permita
simplificar o integral por forma a resolvé-lo. Dos trés métodos de
integragdo apresentados (note-se que existem mais) o0 Unico que nos
resta € a integragdo por partes. No entanto, s6 temos uma fungio.
Como resolver o problema?

Comecemos por rescrever o integral na forma

J.ln(x)dxzj.l-ln(x)dx

Nesta forma podemos identificar facilmente duas fungdes: uma

204 fun¢fo constante, igual a 1, e a fun¢io In (x ) . Escolhamos u € ﬂ da
dx

seguinte forma



umin(x) (e _1
dv = dx x
a_l v=x

Substituindo na equacdo 6.87, teremos
1
1 de=|1-1 dx =x1 —|x=d
J.n(x) X J. n(x) x xn(x) J.xx X
:xln(x)—fdx:xln(x)—x+k

:x[ln(x)—1]+k

6.7 Determinacio de Areas Sob Curvas.
Consideremos a Figura 6.1, na qual se encontra a sombreado a area

delimitada por uma fun¢do y = f (x ), o eixo dos X e duas rectas verticais que

passam pelas abcissas x, =a ex, =b.

Q —rmmmmmmdmmmmmmmeean
. ______ T

Figura 6.1:  Area compreendida por uma curva y = f (x), o eixos dos 205

X e duas abcissas x, =a e x, =b.

Pretendemos calcular a area a sombreado na figura anterior. Para tal,
consideremos agora a Figura 6.2, na qual se encontram representados »
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rectangulos com alturas variaveis y,, v,, Vs, ..., V,, iguais aos valores da

fun¢@o no ponto médio de cada rectangulo com largura Ax .

I —
Ax

Figura 6.2:  Aproximacao da area da figura 6.1 pela soma das areas de
rectangulos com larguras iguais e alturas variaveis.

Numa primeira aproximag¢do podemos considerar que a area A

compreendida entre a curva y = f (x ), asrectas x, =a ex, =b, e 0 eixo dos
X ¢ igual ao somatorio das areas dos rectdngulos sombreados na Figura 6.2.

Sendo 4, a area do i-ésimo rectangulo, com1<i<n, teremos entdo
A=Y 4, 6.106
i=1

Com 4, dado por

A = yAx. 6.107

a equagao 6.106 pode ser escrita na forma

4= yAr. 6.108

i=1

Parece obvio que quanto menor o valor de Ax, melhor sera a aproximagao
anterior. Assim, no limite, quando Ax tender para 0, podemos escrever,



A=lim } yAx, 6.109

Isto &, no limite, a 4rea a sombreado da Figura 6.1 ¢ exactamente igual ao
valor dado pela equagao 6.109.

Este procedimento para determinar areas subjacentes a curvas ¢ muito
utilizado em computacdo quando os dados de que se dispde sdo valores

amostrados da fungéo y = f (x ) Quando se conhece a expressdo analitica da

funcdo, este procedimento ¢ demasiado laborioso para ser utilizado na préatica.
No entanto, existe um método analitico que permite calcular a area exacta
subjacente a curvas, tal como a area sombreada da Figura 6.1. Esse método
faz uso do conceito de integral definido, que passaremos a descrever na sec¢ao
seguinte.

6.7.1 Integral Definido

Vejamos de que modo o calculo integral pode ser utilizado para determinar
a area subjacente a curvas. Para tal consideremos a Figura 6.3, na qual se

encontra representada uma fungdo y= f(x) e uma area infinitesimal A4

subjacente ao grafico de /' (x).

v y=r(x)
VHAY | . E
R S :}
. : 4P:Q ;
: & N ;
a \/ b X
x=T xi+Ax=U

Figura 6.3: Representacdo de uma area infinitesimal subjacente a uma

curva y=f(x).




208

Pretende-se calcular a area delimitada pela curva y = f (x ) , 0 eixo dos X,

e as rectas verticais x =g ex =>b . Para tal comecemos por considerar a area
sombreada que designaremos por AA4. Esta area ¢ maior do que a area do
rectangulo de vértices TUQP (4., , ) e menor do que a area do rectangulo de
vértices TURS (4,, ), ou seja,

TUPQ

ATUPQ SAAS Apygs 6.110

Tendo em conta que

ATUPQZE'T_P - ATUPQZAx'yl ) 6.111
Apps =TU - TS Aryps ZAX'()’I +Ay)
vira,
Ax-y, SAA<Ax-(y,+Ay). 6.112

Dividindo todos os membros por Ax, temos

AA
yISESyl—l_Ay. 6.113

Quando Ax tende para zero, o ponto R desloca-se sobre a curva em direcgéo
ao ponto P, o que significa que Ay tende igualmente para zero.

Seja A(x) a fungo que representa a area sob a curva y = f (x) entre a

ex. Entdo, Ad=A(x, +Ax)- A(x, ), e tomando limites em 6.113 quando Ax

tende para zero, vem
o
de .., N, 6.114
Podemos entdo concluir que a derivada da fungo A(x) em ordem a x,

calculada no ponto x=x, ¢ igual ay, =f(x1 ) Este resultado pode ser

generalizado para um qualquer ponto x, pelo que podemos escrever

dA
=1 (). 6.115



Integrando ambos os membros de 6.115 em ordem a x, vem

fdAd(x de=[f(x)dx = A(x)=F(x)+k, 6.116

Temos agora de calcular a constante k. Suponhamos que pretendemos

determinar a area limitada pela curva y = f (x) e o eixo dos X, desde um
ponto x, =a até um pontox, =b. O dominio de x serd entdo o intervalo

fechado[a,b |. A é4rea limitada pela curva para x = x, terd de ser nula, ja que
nesta situacdo ndo conseguimos sombrear nenhuma area abaixo da

curvay = f(x), o que se traduz por

A(a)=0 < F(a)+k=0 = k=-F(a)- 6.117

Substituindo na equacdo 6.116, e para valores de x maiores ou iguais do
que a, teremos

A(x)=F(x)-F(a). 6.118

Como pretendemos a area subjacente a curva entre os pontos x=a ex =5,

queremos calcular 4(5 ), que sera entdo dado por
A(b)=F(b)-F(a). 6.119

Provamos assim que a area definida pelo grafico de f (x ) , 0 eixo dos x, e

asrectas x=a ¢ x=>0 ¢ definida por
A=F(b)-F(a). 6.120
Este resultado escreve-se normalmente na forma
[[f(x)de=[F(x)] =F(b)-F(a). 6.121

A notagdo

["7(x)ax, 6.122
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1é-se integral definido em ordem a x da fungdo f (x ) entre a e b. As constante

a e b sdo, respectivamente, os limites inferior e superior de integracao.
Tendo em conta o resultado obtido na equagéo 6.109, podemos escrever

[[7(x)de=1m ¥ yAx, 6.123

Ax—0

que mostra que o integral definido pode ser visto como o limite da soma das
areas dos rectangulos subjacentes a curva quando a largura destes tende para
zZero.

Para terminar as considera¢des teoricas sobre integrais definidos
enunciaremos duas propriedades importantes.

A primeira diz-nos que o integral definido de f'(x) entre a e ¢ & igual &

soma dos integrais definidos de f (x) entreaebeentrebec, coma<h<c,
isto €,

J.:f(x)dxzf:f(x)dx+.|.:f(x)dx com a<b<c. 6.124

A segunda diz-nos que o integral definido de f (x) entre b e a € simétrico

do integral definido de f'(x) entre a e b, isto ¢,

[[r(xyde==["7(x)ax. 6.125
Com efeito,
[[7(x)de=[F(x)] =-[F(a)-F(b)]
:—[F(x)}z =—.fhaf(x)dx

6.126

Calcular o seguinte integral definido

J.llen(x)dx



Integrando por partes, teremos

J.xln(x)dx=ln(x)fx dx—‘l.[-l.x dx]%dx
3 len(x) 1
==l
_#in(x) x

2 4
=§[21n(x)—1]+k

+k

Vem entdo para o integral definido

2

jfxln(x)dx{é[zln(x)_l}rk}

=27r2[21n(2)—1]+k—§[21n(1)—1]—k

1

:21n(2)—% (=0,1363)

6.7.2 Significado de areas sob curvas

O significado do resultado obtido por integrag¢do definida analitica ou
numérica tem de ser analisado caso a caso, nomeadamente no que concerne
as unidades do resultado. Atendendo a equagdo 6.123, as unidades do resultado
sdo sempre o produto das unidades da fun¢do integranda pelas unidades da
variavel de integragdo, ou no caso da integragdo numérica, do produto das
unidades da func¢do amostrada pelas unidades do intervalo de amostragem.

Exemplo 1: A fun¢do f(x) tem por unidade m (metro);
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A variavel de integragdo, x, tem por unidade m (metro);
O integral definido tera unidades de m? (metro quadrado)

J.jf(x)dx - [m-m]—)[mz]

Exemplo 2: A fun¢do f(x) tem por unidade W (Watt);

A variavel de integracdo, x, tem por unidade s (segundo);
O integral definido terd unidades de J (Joule)

[[r(x)ax - [Wes]-[1]

Exemplo 3: A fungdo f (x) tem por unidade m s (metro por

segundo);
A variavel de integragdo, x, tem por unidade s (segundo);
O integral definido tera unidades de m (metro)

Lbf(x)dx — [ms’l-s]—>[m]

Retomemos o exemplo do caudal de ar medido na boca dado na secgéo
5.1. O grafico da figura 5.1 pode ser aproximado pela fungéo

V(t)zAsen(ZTﬂ-t) 6.127

onde A4 é a amplitude maxima, igual a 400 cm’s!, 7 ¢ o periodo do ciclo
respiratorio, igual a 4 s, e ¢ o tempo medido em segundos.

Se o periodo do ciclo respiratorio € de 4 s, entdo o tempo de uma inspiracao
corresponde a 2 s ¢ o tempo de uma expiracdo corresponde aos restantes 2 s.

No caso da fun¢do dada, verifica-se que no instante inicial, =05, comega
um novo ciclo inspiratério. Calculemos o seguinte integral definido

. 2
ij(z)dz:j;atooSen(T”szz, 6.128

Usando as regras de integragdo vem



2
.[2400 sen 2—7[ t |dt=| -400 icos 2—7[1‘
0 4 27 4

~509,3 cm®

0. 6.129

Como referido anteriormente, as unidades do resultado da integrag@o sdo
o produto das unidades de caudal pelas unidades de tempo, ou seja unidades
de volume. Podemos entdo concluir que o integral que determinamos ¢ igual
ao volume de ar inspirado durante um ciclo inspiratdrio.

Exercicios resolvidos
Exercicio I: Calcular os seguintes integrais indefinidos:

a) .|.5azx6 dx
b) J.x(x+a)(x+b) dx
¢) [(6x*+8x+3) dx

d)J. 2px dx

) '[5x1—2 dx

ﬂj( x +sen(x)j dx

x> +2

Resolucio:

a) Verificamos que se trata do produto de uma constante por uma fungio,
pelo que a constante pode passar para fora do integral. A fungéo integranda ¢
uma poténcia de expoente seis, pelo que se tem:

5a°x’
7

J.Sazx6 a’x=5az.|.x6 dx = +c. 6.130

b) Estamos perante o produto de varias fun¢des polinomiais. Devemos
comegar pela simplificacdo da expressdo e posteriormente efectuar o integral.
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x* (a+b)x3 abx?
= —+4 +
3 2

+c. 6.131

'[[x3 +(a+b)x2 +abx} dx

¢) Este é um integral de uma expressio polinomial, logo vem

j(6x2+8x+3) dx=2x> +4x> +3x+c 6.132

d) A expressdo a integrar € na verdade o produto de uma constante por
uma fungio. E a fun¢fo ¢ dada sob a forma de uma poténcia racional. Basta
entdo passar para fora do integral a constante e aplicar a regra do integral de
poténcias. Assim:

1 3
J. 2 px dx:@jﬁ dx=@x2+c. 6.133

¢) O numerador do quociente ¢ a derivada, a menos de uma constante, do
denominador, desta forma estamos perante um integral imediato, cuja fun¢éo
¢ o logaritmo neperiano.

X 6.134

I Ly zln(Sx—2)+c'
S5x=2 5

f) Neste caso temos a soma de duas fungdes, logo o integral da soma é
igual a soma dos integrais. A primeira parcela assim obtida ¢ um quociente
cujo numerador ¢ igual, a menos de uma constante, a derivada do denominador,
por conseguinte: logaritmo neperiano. A segunda parcela ¢ uma fun¢do
trigonométrica pelo que basta aplicar a respectiva regra de integragio:

j( & 2+sen(x)) de=[ 5 de fren(x) ds

X + +2
_ln(x2+2)
-———

6.135

—COS(X)+C



Exercicio 2: Calculemos o integral em ordem a x de

f(x)zsenz(x).

Resolucio:

Consideremos as seguintes relagdes trigonométricas:

cos (2x )= cos (x )cos (x )—sen (x )sen(x)
= cos’ (x)—sen2 (x) . 6.136
cos’ (x)+ sen’ (x)=1
Usando a segunda equacdo na primeira, teremos

COS(2X)= COS()C)COS()C)—S@I](X)SGII(X)

. 6.137
=1-sen’ (x)-sen’ (x)=1-2sen’(x)
Resolvendo em ordem a sen’(x), vem
1- 2
senz(x)=w. 6.138
A partir daqui o célculo do integral ¢ directo
1- 2 2
jsenz(x)dx=jde=lx—M+k. 6.139
2 2 4

Exercicio 3: Efectuando uma mudanca de variavel adequada, calcular os
seguintes integrais indefinidos:

a) J.cos(3x) dx

b) fe‘“ dx

2
) I(Sx t3 +cos(8x)) dx
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d) f(3x2 +4)3 X dx

e) _l.cos4 (x)sen(x) dx

Resolucio:

a) Fazendo a mudanca de variavel:

t=3x = dt=3dx = dx:%, 6.140
vem
t t 3
J-cos( ) dt:sen( )+C:sen( x)+c' 6.141
3 3 3
b) Fazendo a mudanca de variavel:
dt
t="2x = dt=-2dx = dx:—?, 6.142
vem
e 1 e e ™
—— dt=——|¢& dt=—F=-—"—, 14
J 2 2~[ 2 2 6.143

¢) O integral pode ser apresentado da seguinte forma:

J.( 8x’ +x—22+cos(8x)) dx=2x" —2x"' +Icos(8x) dx 6.144

No integral que falta calcular, facamos a mudanca de varidvel

t=8x = dt=8 dx = dx=% 6.145
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vem



J.[Sx3 +x—22+cos(8x)j dy=2x"-2x7" +J.COS(t) dt

8

=2x" —2x" +%(t)+c '

=2x* —2x7! +M+c

d) Fazendo a mudanga de variavel:

t=3x"+4 = dit=6x dx = xdxz%,
vem
5 4
.[(3x2+4)3x dx=.|.% dt=;—;+c=%+c-

e) Fazendo a mudanga de variavel:

t=cos(x) = di=-sen(x) dx =

= sen(x) dx=-dt
vem

5 5
J.cos4 (x)sen(x) dx= —J.t4 dt =%+ c= —coss(x)

+c.

6.146

6.147

6.148

6.149

6.150

Exercicio 4: Tendo em conta a regra de integragdo por partes, calcular os

seguintes integrais indefinidos:

a) .[(x+1)ex dx

b) J.xsen(Zx) dx
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c) .[(2x2 —l)cos(3x) dx

d) fezxsen(3x) dx

Resolucio:
a) Facamos:
u=x+1 du _ |
v . = qdx
P ¢ v=e*

Tendo em conta a regra de integracdo por partes, vem

J(x+1)ex dx=(x+1)e"—fex dx=(x+1)e"—e" =xe",

b) Fagamos:
u=x ﬂ=l
P N dx '
d—::sen(Zx) Vz_cos(Zx)

2

Tendo em conta a regra de integracdo por partes, vem

jxsen(Zx) dx:_xcos(Zx)_J-_cos(ZZx) i

2
:_xcos(Zx)_l_ sen(2x)+c
2 4

¢) Facamos:

6.151

6.152

6.153

6.154



du _
N dx
ﬂzcos(3x) _sen(3x)
dx V= 3

u=(2x2—1) 4x

6.155

Tendo em conta a regra de integracéo por partes, vem
‘[(2x2 —l)cos(3x) dx

_ (2)52 _llsen(3x)—§jxsen(3x) dx.

6.156

Integrando novamente por partes, fazendo

du _,
dx
. 6.157
= cos(3x)

3

u=Xx

dv
—x—sen(3x) e

vém agora,

3
sten(3x) dx = —M+ljcos(3x) dx
3 3 6.158

3 xcos(3x)+ sen(3x)
- 3 9

+c
Substituindo no primeiro integral,

J.(sz —1>cos(3x) dx

2x* -1 sen(3x) 4
=( ) —Efxsen(3x) dx ) 6.159
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2x% -1 3

( x )sen( x)+4xcos(3x)_4sen(3x)+c
3 9 27




d) Fagcamos:

u =sen(3x) @=3cos(3x)
dx 6.160
dv 2x = 2x ' '
d—:C v=e
o 2

Tendo em conta a regra de integracdo por partes, vem

e”sen(3x) 3

'[ezxsen(3x) dx=# Efezxcos(Sx) dx . 6.161
Teremos de aplicar novamente a integracdo por partes ao integral resultante.
Assumindo:
d
u = cos (3x) d—u=—3sen(3x)
&, - ¥ - : 6.162
Y=
dx >
Integrando por partes, vem
e* cos(3
J.ez" cos(3x) dx=%+%f@2xsen(3x) dx. 6.163

Substituindo no integral inicial, vem

2x 3
'[ezxsen(Sx) dx:%—% e’ cos(3x) dx

2% 2x
_e sen(3x) 3]e COS(3x)+§J.62XSCH(3X) dx}- 6.164
2 2 2 2

_ eszen(3x) ~ 3e>* COS(3X) —gj.ezxsen(fix) dx
2 4 4
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Note-se que temos uma equac¢do cuja incognita é o integral

J.ezxsen (3 X ) dx - Resolvendo entdo a equagdo ficamos com:



2x 2x
[%+1)J.ez"sen(3x) dx:e se121(3x)_3e czs(?»x)
6.165
[2sen(3x)—3cos(3x)]ez"

+c

2x 3 d —
J.e SCH( X) X 13

Exercicio 5: Qual a relacdo entre a area lateral do cilindro e a area da
esfera entre os planos que contém as bases do cilindro?

Resolucao:

Seja A, a area da calote esférica situada acima do plano 1, que € igual a
area da calote esf€rica situada abaixo do plano 2. Entfo a area pretendida ¢

S =47 R*~24,,. 6.166

Calculemos entdo 4 . Esta drea pode considerar-se como a soma das areas
laterais de elementos de volume dV/, ilustrado na figura b) abaixo, que quando
d6 é muito pequeno se podem considerar cilindros extremamente finos de

altura L=Rd0 .

221



222

A area da superficie lateral do elemento de volume dV € entdo igual a

dA., =27rL =27 rR, d6 . 6.167

Mas, como o raio de um elemento de volume dV cilindrico € dado por

r=Rsen(6). 6.168
Teremos para a area elementar dA., ,

dAc; =27 R2sen(6)d6 . 6.169

Esta equagdo corresponde a uma equacdo diferencial, cuja solucdo geral
se obtém por integragdo de ambos os membros:

[dAcy = [27 R sen(0)d0 & Aoy =27 R2cos(0)+C, 6170

e em que C ¢ uma constante que depende das condic¢des iniciais. Tendo em
conta as condi¢des inicias do problema vem que:

Ay =27 R cos(6, )—cos(0) ]. 6.171
No nosso caso o dngulo 6, = 0, pelo que teremos
Ay =27 R’ [cos(O)—cos(H)] =27 R’ [l—cos(ﬁ)] : 6.172

Teremos entdo para a area da esfera compreendida entre os planos que
contém as bases do cilindro,

S=4m R} =24, =4mR; -4z R [ 1-cos () |

6.173
=4r R’ [1—1+cos(¢9 )] =47 R’ cos(6)
A area lateral do cilindro inscrito na esfera é dada por
Ay =47 R sen (0 )cos(6)=27 R, sen(20). 6.174

Finalmente vem para a relacdo entre a area do cilindro inscrito na esfera e
a area da esfera entre os planos que contém as bases do cilindro,

2
A, _47R; ser;(@)cos(@)zsen(a). 6.175
S 47 R cos(0)




Este resultado pode generalizar-se para qualquer cilindro inscrito no interior
de uma esfera de raio R.

Consideremos agora um cilindro cujas bases sdo definidas pelo plano 1,
que intercepta a esfera, e o plano 2, paralelo ao plano 1 e tangente a esfera, e
cujo raio da base ¢ igual ao raio da esfera, tal como ilustrado na figura seguinte.

Calculemos a relacdo entre a area da calote esférica e a area da superficie
lateral do cilindro.
A éarea da calote esférica foi ja calculada anteriormente, e ¢ dada por

Ay =27 R [ 1-cos(0)]. 6.176
A area da superficie lateral do cilindro ¢ dada por
A.-=27wR. h, 6.177

onde R. € o raio de cilindro ¢ /4 a sua altura.
Consideremos um corte axial da figura anterior, por forma a determinarmos
R e h em fungdo do raio da esfera, R, e do angulo 0 que este faz com o eixo

perpendicular aos planos 1 e 2 e que passa pelo centro da esfera.
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Por construcdo do cilindro, o seu raio é igual ao raio da esfera. Temos
entdo de calcular somente a sua altura, /, que sera dada por

the—Recos(0)=Re[1—cos(0)J, 6.178
pelo que a area da superficie lateral do cilindro ¢ dada por
A.=2mR.h=R R, [l—cos(ﬁ)] =27 R’ [l—cos(ﬁ)}. 6.179

Comparando a equagdo 6.179 com a equacdo 6.176, podemos constatar
que

A=Ay 6.180

Este resultado ¢ importante, uma vez que permite calcular de forma simples
o angulo solido subentendido por uma calote esférica de raio R, e semi-
angulo de abertura 6.
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7. Equacoes diferenciais

7.1 Introducéo

Neste capitulo pretende-se fazer uma breve abordagem as equacdes
diferenciais, ndo constituindo por isso, um estudo exaustivo e pormenorizado
do assunto. E nosso objectivo apenas a classificacio de algumas equagdes
diferenciais e o desenvolvimento de algumas técnicas que permitam a sua
resolucéo.

As equacdes diferenciais desempenham um papel muito importante na
modelagdo matematica dos fendmenos naturais e entre eles dos fendmenos
biologicos. Da observagio da natureza, ndo raras vezes obtém-se relagdes en-
tre taxas de variagdo em detrimento de relacdes directas entre variaveis. Este
tipo de observagdo conduz inevitavelmente a elaboragcdo de modelos que
envolvem equacdes diferenciais.

As equacdes diferenciais envolvem além das varidveis as suas derivadas
ou diferenciais. A resolu¢do de uma equacdo diferencial passa pela obtenc¢éo
de uma fungdo (entenda-se: uma relagdo entre as variaveis) que seja solugdo
da equacio diferencial.

Consideremos a seguinte equagao:

- x’f(x)’df;xx),d;C(QX),_‘_,d";C(nx) _o. 7.1

Este tipo de equagio denomina-se equacdo diferencial ordindria de ordem
n. Diz-se que € ordindria uma vez que envolve apenas derivadas de uma sé
variavel e, que é de ordem n porque a maior derivada envolvida ¢ de ordem 7.

Exemplos
Equacao diferencial ordinaria de 1* ordem
dj
—f (x ) -2x=0
dx

Equacdo diferencial ordinaria de 2* ordem
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d’f(x), df(x) _
- +x i —f(x)—O

Equacao diferencial ordinaria de 3 ordem

dx® dx

Quando a fungdo F ¢ polinomial podemos classificar a equagio diferencial
quanto ao grau, sendo este 0 maior expoente associado a derivada de maior
ordem. Para os exemplos precedentes temos que os dois primeiros sdo equagdes
diferenciais de grau 1 e o ultimo ¢ uma equacdo diferencial de grau 2.

A resolugdo da equag@o diferencial passa por encontrar uma fung@o f ( X )

que quando se substitui na equagdo diferencial resulte numa expressao
identidade nalgum intervalo.

Consideremos a seguinte equagao diferencial ordinaria de 1* ordem:
df (x
—f( ) =2x

dx
Seja f(x)=x>+C em que C ¢ uma constante qualquer.
Substituindo esta fun¢@o na equagdo diferencial vamos obter:
a’(x2 € )

dx

A expressdo obtida € uma identidade dizemos, por isso, que a

=2x & 2x=2x

fungdo f(x) ¢ solugdo da equagdo diferencial.

De uma equagio diferencial pode obter-se a solugdo geral, a solucdo
particular e a solu¢@o singular. Pode mostrar-se que a solugéo geral de uma
equagdo diferencial de ordem » contém » pardmetros independentes C,, C.....,



C.. A solugdo particular obtém-se atribuindo valores especificos aos
parametros. Existem equagdes diferenciais que apresentam solu¢des que ndo

sdo casos particulares da equagdo geral denominam-se estas solugdes por
singulares.

Determinar a solug¢do particular de

df (x)
dx
que satisfaz as seguintes condicdes

para x=3 f(x)=10
A solugdo geral desta equacgao diferencial é:
f (x )= ¥ +C
Para a condi¢do ser satisfeita temos:
10=3*+C & C=1
Assim a solucdo particular € a fungéo:

f(x)=x2+1

—2x=0

As condigdes impostas na resolu¢do do exercicio anterior denominam-se
condig¢des iniciais. Naquele caso foi apenas necessaria uma condi¢do uma vez
que desconheciamos apenas um parametro. No entanto, a existéncia de um
determinado niimero de pardmetros implica que se imponham o mesmo numero
de condi¢des iniciais por forma a que a solugio particular seja obtida.

Consideremos a equagdo diferencial:

df(x)—36f(x)

Determinar a solugdo particular que verifica as seguintes condigdes
£(0)=10 e limf(x)=0 2

A solugdo geral da equacdo diferencial ¢ dada por:
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f(x )= Ce® +C,e™
Pelo que aplicando as condi¢des iniciais ficamos com:
10=C,e’ +C,e° 10=C, +C, C,=10
=3 N =3
0=Ce™ +Cye” 0=C,e” +C,x0 C, =0
A solugao particular ¢:

f(x)=10®

7.2 Equacées diferenciais de primeira ordem

A verificagdo se uma determinada fun¢do € solugdo de uma equacio
diferencial ¢ um processo, que ainda que possa ser laborioso, ¢ de facil
execucdo; ja a construgdo da solugio partindo da equagio diferencial é mais
complexa. Existem métodos sistematicos para a obten¢do da solucdo de uma
equacdo diferencial dos quais vamos analisar apenas alguns mais simples.

Consideremos a seguinte equacdo diferencial:

%:f(x). 7.2

Esta €, concerteza, a equacdo diferencial mais simples e a sua resolugédo
ndo oferece dificuldade. Escrevendo a equagdo 7.2 na sua forma diferencial
ficamos com:

dyzf(x)dx. 7.3
Aplicando integrais indefinidos vem:

.fdy=ff(x)dx = yz.[f(x)dx- 7.4

Podemos agora obter a solugdo geral da equacdo diferencial

—df(x)—2x=0
dx



A equacdo pode ser apresentada da seguinte forma:
df ( X ) =2xdx

Integrando

J.df(x):J.Zxdx S f(x)=x2+C

7.2.1 Equacdes de variaveis separaveis
Uma equacdo diferencial de variaveis separaveis ¢ do tipo:
dy
—=Jf(x) . 7.5
=/ (x)e(y)

Em que o lado direito da equagdo é um produto de duas fungdes que
dependem cada uma delas de apenas uma variavel. Por este motivo podemos
separar as varidveis escrevendo a equacdo 7.5 na seguinte forma:

b
g(»)

Tomando o integral indefinido tem-se:

dy=f(x)dx. 7.6

dy=ff(x)dx+C, 7.7

1
)

em que C representa uma constante.

Obter a solugdo geral da seguinte equacdo diferencial:

dy
-x—=0
Y dx

A equacdo pode ser escrita na forma

1y ]

ydx x
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Verificamos entdo que é uma equagdo de variaveis separaveis,
pelo que integrando se tem:

l@a’xzj.ldx
y dx X

€ portanto

In|y|=In|x|+C
Atendendo a defini¢cdo de logaritmo
y=Cx

¢ a solugdo geral da equacdo diferencial.

7.2.2 Equacgoes diferenciais homogéneas
Uma funcdo f (x, y) diz-se homogénea de grau » quando
f(tx,ty):t"-f(x,y), 7.8
e (tx,1y) pertence ao dominio de f(x,y).
Seja a fungdo f(x,y) dada por:

f(x,y)=y3+x2y—xy2. 7.9

Esta fun¢@o ¢ homogénea de grau 3 porque se verifica:

f(tx,ty):t3f(x,y)

. 7.10
(ty)3 +(tx)2(ty)—(z‘x)(ty)2 =t3(y3 +xzy—xy2 )
Uma equago diferencial homogénea ¢ do tipo:
dh
[P(x»y)+Q(x,y)]d—z=0, 7.11
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e em que as fungdes P(x,y) e O(x,y) sdo fungdes homogéneas do mesmo

grau. A equagdo 7.11 € formalmente equivalente a:



P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0. 7.12

As equacgdes diferenciais homogéneas podem ser transformadas em
equacdes separaveis por meio da seguinte substituicao:

y=x-s. 7.13
Note-se que quando se procede a esta substituicdo o diferencial dy vem:
dy=s-dx+x-ds. 7.14

A equacdo que se obtém operando a substitui¢do proposta é uma equagio
de variaveis separaveis.

Verificar que a seguinte equag@o ¢ homogénea e resolvé-la.

d
o
dx
A equacdo pode ser escrita na seguinte forma:

(x—2y)dx+xdy=0

2y—x

A fungdo x—2y ¢é uma fun¢@o homogénea do primeiro grau
tx—2ty=t(x—2y)

E a fung¢@o xy também uma fun¢do homogénea do segundo grau
Ix=tx

Assim sendo a equacdo diferencial ¢ homogénea. Para
determinarmos a solu¢do geral da equacdo vamos proceder a
substitui¢ao

y=x-S

dy=s-dx+x-ds

Ficamos entdo com:
(x—2xs)dx+x-(s-dx+x-ds)20 =

xdx—2xsdx+xsdx+x’ds=0 &

(l—s)xdx+x2ds:0 233

A equacdo obtida € uma equacdo de variaveis separaveis, pelo
que
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L
X s—1

Integrando, vamos obter
1 ds
J.—dxzf— = ln|x| =1n|s—1|+C
X s—1
Atendendo a que C é uma constante arbitraria:

In|x|=In|s-1|+InC & x=C(s-1)

Mas como Y =Xx-s, substituindo s, vem

sz(X—j & y=C’x"+x
X

Poderiamos agora verificar se a fungdo obtida é solucdo da
equacao.

7.2.3 Equacgdes diferenciais exactas

Consideremos uma equacgao diferencial de primeira ordem do tipo:

dy
P 5 ) - = O
[ P(xry)+0(x y)]dx :
que ¢ formalmente equivalente a

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0.

Diz-se que a equagdo 7.15 ¢ uma equacdo diferencial exacta se

8P(x,y)= aQ(x,y)
dy ox

Verificar que a seguinte equacdo diferencial € exacta:

y—3x+(4y+x)%:0

7.15

7.16

7.17



Podemos escrever a equagéo na forma:

(y=3x)dx+(4y+x)dy=0

Fazendo

P(x,y )= y—3x

Q(x, y )= 4y +x

Derivando agora a fungfo P(x, y) em ordem a y e derivando a
fun¢o Q(x, y) em ordem a x, vem

E)P()c,y):1 BQ(x,y)=1

0y 0x

Verifica-se entdo que a equacdo é diferencial exacta.

Se uma determinada equagdo ¢ diferencial exacta, entdo existe uma func¢ao

/(x.y) tal que

W:P(x,y) e %}?”ZQ(L)’)-

7.18
Assim a equag@o 7.16 pode ser escrita na forma:
a 9 a 9
LACSD FRRCRAC) Fary 7.19
ox dy

Atendendo a definicdo de diferencial, a equagdo anterior é equivalente a:

df(x,y)=0. 7.20

Logo, a solucdo geral ¢ dada por:

f(x,y)zC. 7.21
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Resolver a equagdo diferencial:
dy
-3x+(4y+x)—=0
y (4y+x)=

Esta equagdo é diferencial exacta como ja foi mostrado

anteriormente. Assim existe uma fungdo f (x, y) tal que:

af(x’y)zy_3x (1) e —af(x’y)=4y+x ()
0x dy

Integrando a equagdo (1) em ordem a x, vamos obter:
3
f(x,y):yx—gx2 +h(y)
em que h( y) ¢ uma funcdo qualquer em y. Substituindo agora a
fungdo f (x, y) na equagdo (2) temos:

x+L(y)=4y+x

P L(y)zzl_y
dy dy

Integrando a fungio /4 ( y) em ordem a y vem:

h(y ) =2y +C

Verificamos entdo que a fungdo f (x, y) ¢ dada por:
f(x,y)zyx—%x2 +2y2 +C

A solugdo geral da equacdo diferencial ¢ dada na forma implicita
por:

yx—%x2 +2y*=C
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7.2.4 Equacdes diferenciais lineares

Uma equacéo diferencial linear de primeira ordem ¢ do tipo:



ay _ . 7.22
e +P(x)y Q(x)

Em que as fungdes P(x)e Q(x) sdo continuas. Se a fungdo Q(x) for
igual a zero em todo o seu dominio a equacdo 7.22 reduz-se a:
dy
DL p(x)y=0 7.23
S TP(x)y

A equagdo assim obtida ¢ uma equagdo diferencial de variaveis separaveis
podendo ser escrita na forma seguinte:

la’yz—P(x)a’x com y#0. 7.24
y

A integragdo desta equacdo conduz ao seguinte resultado:
ln|y|=—_[P(x)dx+lnC- 7.25

A constante de integracdo C ¢ escrita explicitamente e na forma de logaritmo
na medida que facilita a transformacdo da equagdo em:

Y|

ln|—=— P(x)dx. 7.26
C f (+)

Atendendo a defini¢do de logaritmo chega-se a:

% Loy P 7.27

Derivando agora a expressdo da equag@o 7.25 em ordem a x ficamos com:

d JP(x)dx
[ye ] :@e;p(x)dx +yP(x)€jP(x)dx ] 7.28
dx dx

. . P .
Colocando em evidéncia o factor eI (),
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d|:ye[1’(x)dx }

dy jP(x)dx
=| —+ P X -e . 729
dx { dx d ( )}

Tendo em conta a defini¢do da equagdo diferencial de onde partimos (7.20)

a expressdo que se encontra dentro dos paréntesis rectos € igual a Q(x).

Assim:

d|:yej'P(x)dx }

y ={dy+yP(x)}eJP(X)dX=Q(x)~ejp(x)dx. 7.30
x

dx
Isto significa que se multiplicarmos a equagdo diferencial pelo factor

eI PO obtendo:

d P(x)dx P(x)dx
{_y+P(")y]eJ() =0(x)-el " 7.31
dx
E a equacdo que resultante desta operagdo €

d|:yeJ'P(x)dx }

- =0(x)-"*, 7.32

Integrando obtemos a seguinte solugdo implicita
yejP(x)dx =J‘Q(x)_ejP(x)dxdx+ C. 733

-[P(x)dx

O factor e ¢ denominado factor integrante. A multiplicagdo de am-

bos os membros da equagdo diferencial pelo factor integrante conduz a uma
equacdo cuja solucdo é dada pela equacdo 7.33.

Apesar da solugdo de uma equagdo diferencial linear de primeira ordem
poder ser obtida directamente pela equagdo 7.33 ¢ preferivel determinar
primeiro o factor integrante, multiplicar pelo factor integrante na equacao 7.32
e, finalmente, integrar a equacdo resultante.



Resolver a seguinte equagio diferencial:

dy 1
—+—y=2x
dx xy
Esta ¢ uma equagdo linear em que
P(x)=1 ¢ QO(x)=2x
X

.. . . P(x )dx .
Vamos primeiro determinar o factor integrante, eI . Para 1sso

calculemos:
1
P(x)d —dx =1
J. (x)dx = -[x X n|x|
O factor integrante vem entdo:

eJ.P(x)dx _ eln‘x‘ _

X
Atendendo a equagdo
d |: yefP(x )dx :|
_ [P(x)dx
—_—— — x . e
dx Q( )
vamos multiplicar pelo factor integrante
d
(y X ) — 2x2
dx
integrando

J.d(yx):J.szdx S yx=%x3+C S y:%x2+%

7.3 Difusio através da parede de um capilar

No alvéolo processam-se trocas gasosas do alvéolo para o sangue e do
sangue para o alvéolo. Este fenomeno ¢ passivel de ser analisado com
instrumentos matematicos e, por conseguinte, de forma quantitativa.

O objectivo do tratamento deste assunto é a identificacdo dos processos
logico-matematicos que definem uma relag@o entre as variaveis em causa.
Assim, partindo de uma evidéncia fisica e utilizando um procedimento l6gico-
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dedutivo, € possivel estabelecer uma relagdo matematica entre as variaveis
envolvidas no processo. No caso concreto, vamos deduzir uma equagio
diferencial que traduz o comportamento observado e, naturalmente, resolver
essa equagdo diferencial, o que nos permitira realizar um estudo do fendmeno
através da analise da solucdo obtida.

Consideremos a figura seguinte que representa uma por¢do de um tubo
cilindrico percorrido por um fluido em regime laminar e com caudal constante

igual a ¥ (cm®s™).

Figura 7.1:  Tubo cilindrico percorrido por um fluido em regime lami-
nar.

Sendo v (cms') a velocidade média do escoamento e S (cm?) a drea da
secgdo recta do capilar, o caudal (volume de fluido que atravessa S por segundo)
através do capilar é dado por

V=vS. 7.34

Consideremos agora que o fluido que circula no tubo da figura 7.1 é uma
solu¢do com concentragdo C (mol cm™) constante e uniforme em todos os
pontos do escoamento.

Define-se corrente de soluto, /, como sendo a quantidade total de soluto
que atravessa uma sec¢do recta do tubo por unidade de tempo, podendo entdo
escrever-se:

I1=VC (cm3 s'xmolem™ =mol s™ ) 7.35

A densidade de corrente de soluto, J, sendo definida como a quantidade de
soluto que atravessa por unidade de tempo a unidade de area tomada
perpendicularmente a direc¢do do escoamento, pode representar-se por:

_re

J= (mol cm? s ) 7.36

r
s



Estamos interessados em estudar de que forma se efectuam as trocas de
uma dada substancia ao longo da parede de um capilar. Esta ¢ a situagéo
verificada na transferéncia de gases dos alvéolos para o sangue, desde que os
gases sejam misciveis com o sangue ¢ obedecam a lei de Henry, como por
exemplo o NV, e os gases inertes.

Consideremos a figura 7.2 que representa uma por¢ido de um capilar

percorrido por um caudal constante V' (cm®s™') e em regime laminar.

o ! Co
%4 + l " I (x+dx) ll %4
A I\ l\
C(x) Ax C(x+dx)

Figura 7.2:  Esquema representativo da difusdo para um tubo cilindrico
percorrido por um fluido.

Consideremos ainda que o eixo do tubo coincide com o eixo dos XX, e que
as concentragdes de um dado soluto em duas sec¢des rectas muito proximas,
de abcissas x e x+Ax, sdo, respectivamente C(x) e C(x+Ax). Nestes pontos as

correntes do soluto, /(x) e /(x+Ax), serdo
I(x)=VC(x), 7.37

I(x+Ax)=VC(x+Ax). 7.38

Se a concentracdo do soluto considerado no espago extravascular for
constante e igual a C,_ (mol cm”), a permeabilidade da parede vascular ao
soluto em causa for P (cm s™), e se sd ocorrerem trocas de massa por difuséo,
entdo a corrente através da parede do capilar entre as seccdes de abcissas x e
x+Ax é dada por

[/atera/ = PI: Cext - C ( X ):| : SLatera/ do Capilar * 739
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Tendo em conta que a massa de soluto que entra por unidade de tempo no
volume delimitado pelas secgdes consideradas e a parede do vaso tem de ser
igual a massa de soluto que sai desse mesmo volume, teremos

I(x+Ax)=1(x)+1, 7.40

ateral

Supondo que as trocas efectivas por difusdo envolvem somente metade da
parede do vaso, podemos rescrever a equacdo anterior em termos de densidades
de corrente. Assim,

J(x+Ax)'ﬂR2:J(x)'ﬂ.Rz-i-Jlateral.w, 741
pelo que
J(x-l—Ax)_J(x):Jlateral.%- 7.42

Dividindo ambos os membros de 7.42 por Ax e calculando o limite quando
Ax tende para zero tem-se

s _J

_ " lateral

dx R 7.43

Por outro lado, tendo em conta a defini¢do de densidade de corrente (7.36)
dada anteriormente, podemos calcular a diferenga entre as densidades de

corrente do soluto 4 nos pontos x+Ax e x:

VC(x+Ax) VC(x)

J(x+Ax)-J(x)= S S i

:%[C(x+Ax)—C(x)]

Dividindo ambos os termos da equagdo 7.44 por Ax, vem

J(x+AX)—J(x)=K[C(“Ax)—c(x)}, 745

Ax S Ax

calculando limites quando Ax — 0 e atendendo a defini¢do de derivada de
uma fun¢do vem:



dJ(x)_VdC(x)
dx S dx

7.46

Recordando que a relagdo entre o caudal, V', a area da secgdo recta, S, e a

velocidade média do escoamento, Vv, é
V=vS. 7.47
Substituindo 7.47 em 7.46, vem:

dJ(x) VdC(x)‘

= 7.48
dx dx
Das equagdes 7.43 e 7.48 pode concluir-se que
v dC(X) — Jlateral . 7.49
dx R

Considerando que a corrente de soluto através da parede lateral do vaso ¢
igual ao produto da densidade de corrente pela area de trocas, teremos

Jlaterul =P|:Cext _C(x):l 7.50

Substituindo este resultado na equacdo 7.49, vem

VdC(x)zP[Cex,—C(x)]’

7.51
dx R
ou,
dC(x) P P
+—C(x)=—=cC,
Tt C(¥)==5Ca. 7.52

Considerando que P, R e v s3o constantes, esta equagdo € uma equagdo
diferencial de primeira ordem. Fazendo:

b

K=24
VR

7.53

a equacdo diferencial fica:
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dC(x)

dx

+KC(x)=KC,,. 7.54

Esta é uma equagido diferencial linear em que:

P(x)=K e Q(x)=KC,,, 7.55
pelo que, o factor integrante ¢ dado por:
o/ P () 7.56
No presente caso sera igual a
ol K — K, 7.57

Entdo a resolugdo da equacdo diferencial passa por determinar a solugéo
da equagdo:

Kx
M:Kcext.elﬁ’ 7.58
dx

obtendo-se
C(x)e™=C,,-e“+D, 7.59
em que D ¢ uma constante qualquer. A solugdo geral é entdo dada por:
C(x)=C,, +D-e™. 7.60

Para determinar a constante D utilizam-se as condig¢des iniciais, que
estabelecem as concentragdes de soluto para determinados valores de x.

Consideremos que quando o sangue entra no capilar a concentragdo do
soluto € igual a zero. Matematicamente esta condi¢do pode ser expressa por:

x=0 = C(x)=0. 7.61

Substituindo na equacéo 7.60, podemos determinar a solugéo particular do
problema:

0=C,,+D-¢e*" o D=-C,. 7.62

ext

Finalmente vem para C (x),



C(x)=-C

ext

—Kx
e "+C,,

P

—c | 1-ew |- 7.63

Uma vez que determindmos uma solucdo que relaciona as variaveis C e x
em jogo, podemos agora fazer uma analise do fenomeno. Consideremos, para
o efeito, uma situacdo hipotética, com todos os pardmetros constante
exceptuando v que assume valores 1, 3, 5, 7 ¢ 9 em unidades arbitrarias. Na
figura seguinte encontra-se representada a variagéo relativa de concentragao,

C(x)/C, , ao longo do capilar para os diferentes valores de v .

Figura 7.3:  Variacdo relativa da concentragdo de soluto em fungdo da
velocidade.

As curvas y=C (x)/ C,, que correspondem a valores mais baixos da

velocidade média do sangue nos vasos tendem mais rapidamente para a
saturacao.

Consideremos agora uma situacdo hipotética, em que o pardmetro varidvel
¢ a permeabilidade, P, que assume valores 1, 3, 5, 7 ¢ 9 em unidades arbitrarias.
Na figura seguinte encontra-se representada a variac@o relativa de 245

concentragdo, C(x)/C,

.. » a0 longo do capilar para os diferentes valores de
P.
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Figura 7.4:  Variag@o relativa da concentrag@o de soluto em fungio da
permeabilidade.

As curvas y =C(x)/Cm que correspondem a permeabilidades mais

elevadas tendem mais rapidamente para a saturagio.
Exercicios resolvidos

Exercicio 1: Suponhamos que um determinado niimero, N, de bactérias €
colocado numa solugfo rica em nutrientes no instante 7 = 0. Admitindo que o
alimento e o espago necessarios para o crescimento da populago ¢ ilimitado
e que, por consequéncia, a velocidade de crescimento da populagao, a qualquer
instante, € proporcional ao nimero de bactérias existentes, determinar a fung@o
que traduz o niimero de bactérias em funcdo do tempo.

Resolucio:

Uma vez que a velocidade de crescimento € proporcional ao numero de
bactérias presentes podemos descrever esta hipotese pela equagao diferencial,

dN
&=kN(t), 7.64
di

em que k representa a constante de proporcionalidade.



Esta ¢ uma equacdo de variaveis separaveis, pelo que separando as variaveis
temos:

M) g, 765

N(7)

Integrando a equagdo vem:

dN(t)=[kdt < W|N(t)=k+C. 7.66

J- 1
N(7)
Por forma a obtermos a solucéo particular do problema temos de considerar
as condi¢oes iniciais, que neste caso se podem exprimir por:

para 1=0  N(7)=N,. 7.67
Substituindo na solugdo geral, 7.66, vem:
In(N,)=kx0+C < C=In(N,). 7.68

Assim, a solugdo particular do problema é:
In|N (1) =kt +In(N,) < N(t)=Nye", 7.69

o que revela um crescimento exponencial.

Exercicio 2: Uma amostra de uma substancia radioactiva tem inicialmente
N, nucleos radioactivos. A taxa de desintegragdes num determinado instante €
proporcional ao numero de ntcleos radioactivos presentes nesse instante.
Determinar a fung¢do que traduz o numero de nicleos radioactivos em cada
instante.

Resolucio:

Uma vez que a taxa de desaparecimento é proporcional ao numero de
nucleos radioactivos presentes podemos escrever a equacgdo diferencial:

dN (1)
Sk ,
7 (), 7.70

247



248

em que & € a constante de proporcionalidade.
Esta ¢ uma equacdo de variaveis separaveis, pelo que separando as variaveis
temos:

dN (1)
N(1)

Integrando a equagdo vem:

=—kdt . 7.71

jﬁdN(z):I—kdt & In|N(1)==kt+C. 7.72

Por forma a obtermos a solugfo particular do problema temos de considerar
as condig¢des iniciais, que neste caso se podem exprimir por:

para 1=0  N(1)=N,. 7.73
Substituindo na solucdo geral, 7.72, vem:

In(N,)=kx0+C & C=In(N,). 7.74
Assim, a solugdo particular do problema é:

In|N(1)|==kt+In(N,) & N(t)=Ne™, 7.75

evidenciando um decrescimento exponencial.

Exercicio 3: No estudo das propriedades dos solidos é usual analisar a
variagdo da deformagdo em fun¢do do tempo quando o corpo fica sujeito a
uma tensdo deformadora. Em materiais que apresentam viscoelasticidade pode
escrever-se a seguinte equagio:

00 pe(r)=1 (1)

em que 7 representa a viscosidade, £ o moédulo de Young, T (t) a tensao

deformadora e 8(t) a deformagfo. Se se aplicar uma tensdo deformadora

constante determinar a equagdo que traduz a deformag¢do em func¢do do tem-
po.



Resolucio:

A equacio diferencial apresentada ¢ linear de primeira ordem, com

T (¢
r()=E£ o o(n)=TW) 776
n n
Vamos determinar o factor integrante, eI P(I)dt. Como
E E
[Zar==1, 7.77
n n
o factor integrante vem:
£
e’ . 7.78

Para resolver a equaco diferencial considere-se:

E,
dﬂ?e” } .
_T() 0" 7.79
dt n
(]
E,
d{ge” } ;
| dt:jT(t e dr. 7.80
dt n

Atendendo a que a tensdo deformadora, T’ (t)z T, , ¢ constante podemos

facilmente integrar:

Ep o K
cel =0 0 4o 7.81
nkE

Como €=0 quando #=0, podemos determinar o valor da constante C:
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o_ho,0 o o=l 7.82
£ £

Oxe

Assim a solugdo particular do problema ¢:

_ _E,
E(t)z%—%e PN E(t)=%{l—e " ) 7.83
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CAPiTULO * 8

SOBREVIVENCIA CELULAR SOB RADIACAO IONIZANTE



(Pdgina deixada propositadamente em branco)



8. Sobrevivéncia celular sob radiacao
ionizante

8.1 Introducéo

A capacidade das células se multiplicarem por divisdo celular é de capital
importancia em qualquer sistema biologico. A perturbagdo desta capacidade
devido a accdo da radiacdo interessa fundamentalmente a radioterapia e a
radioprotecg¢ao.

No caso da radioterapia a probabilidade de sucesso de um dado tratamento
depende da probabilidade de morte das células cancerigenas que sdo irradiadas.

No caso da radioprotec¢@o, para um dado método de diagnostico que faga
uso de radiacdo, interessa efectuar o melhor diagndstico possivel considerando
0 menor risco possivel, isto é, minimizando os danos provocados pela
irradiagdo.

No que concerne ao uso de radiacdo em medicina, podemos considerar
duas situagdes distintas:

i) o doente ¢ irradiado por um periodo bem definido, findo o qual a fonte
de radiag@o ¢ desligada ou retirada das suas proximidades.

ii) ¢ administrado ao doente uma substancia radioactiva cujo tempo de
emissdo de radiacdo depende das caracteristicas dos radionuclideos e da
propriedade metabdlica utilizada na terapéutica.

8.2 Decaimento Radioactivo

A desintegracdo nuclear ¢ um processo estatistico no qual a probabilidade
média de desintegrag@o por atomo € tal que se considerarmos uma populagio
de N atomos radioactivos a variagdo da populagdo num intervalo de tempo
infinitesimal Az ¢ dada por

AN =-ANAt, 8.1

isto €, ao fim de um intervalo de tempo infinitesimal, Az, a populagdo inicial
de N atomos diminui de uma quantidade AN que € proporcional ao niimero de
atomos existentes na amostra no instante # = 0. Nesta expressdo A € a constante
de desintegracdo ou constante de decaimento, caracteristica de cada espécie

253



254

nuclear, com dimensdes de inverso de tempo [T]', e igual a probabilidade
média de desintegracdo por atomo quando A7 = 1.

Da equagdo anterior tira-se que A ¢ também a velocidade relativa de
decaimento, ou seja, a frac¢do do nimero total de &tomos que se desintegram
por unidade de tempo:

A=—N_. 8.2

A equagdo que vimos inicialmente, 8.1, é equivalente a

AN
SN
v : 8.3

E aplicando limites, quando Az — 0, a ambos 0os membros obtém-se,

dN
N
r , 8.4

cuja solugdo ¢ dada por
In|N|=-At+InC. 8.5

Tendo em conta a defini¢do de logaritmo obtém-se:
N(t)=Ce™. 8.6

Considerando que no instante inicial, 7 = 0, existem N, nucleos radioactivos,
podemos obter a solugdo particular da equagdo diferencial:

N(t)=Nye ™, 8.7

onde N(7) é o nimero de atomos radioactivos no instante 7= 0.

Como referido anteriormente, a constante de desintegracdo radioactiva, A,
¢ caracteristica de cada espécie nuclear. No entanto, ¢ comum utilizarem-se
outras grandezas que podem ser expressas em fungéo de A, como, por exemplo,
o periodo e o tempo de vida médio.

Por definicdo, o periodo fisico, 7, (periodo de semi-desintegracdo, tempo
de semi-vida ou simplesmente periodo) de um nuclideo radioactivo
(radionuclideo) € o tempo necessario para que uma populagdo deste nuclideo



se reduza, exclusivamente por processos de decaimento, a metade do seu val-
or inicial.
Fazendo:

N,
N(1)= 2", 8.8

e substituindo na equagao, 8.7, do decaimento radioactivo, teremos:

N, 1
TO:NOe_” e == o

1n(e—4r)=1n(%j o sz- 8.9

Outra quantidade que ¢ usual definir-se é o tempo de vida médio, igual ao
tempo médio necessario para que ocorra uma desintegracdo. Este tempo pode
ser obtido a partir da definicdo de média de uma fung@o continua.

Por defini¢do de valor médio de uma fung¢éo, temos que o tempo de vida
médio, 7, ¢ dado por:

NO
[“tan
= 8.10
["an
0
Mas como,
J'ON()th: ’ td—th
' d]if , 8.11
0 0
[Pav=[" T
0 teo At
obtém-se a partir de 8.10 ¢ 8.11
.[0 ~t AN e dt
T=" 8.12

J.O —~AN, e dt

Procedendo a integracdo chegamos ao seguinte resultado:
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EES R GG

T= — . 813
{_ e } % +(-0) A
A
Uma vez que o periodo ¢ dado por
In (2)
Ir=—>-—7=. 8.14
A
entdo, para o tempo de vida médio, 7, teremos
8.15

T
“T(2)

Dado que o processo de desintegracdo é perfeitamente aleatdrio a vida
média de uma populagio de atomos desde a sua produgio até ao decaimento
total € igual a de qualquer populago a partir de uma origem temporal qualquer.

Consideremos agora a velocidade de variagdo do numero de atomos
radioactivos. Este valor ¢ dado por:

Ny o D)
dt dt

O primeiro membro desta equagdo € a velocidade de decaimento, ou seja,
o nimero de atomos radioactivos que, no instante #, se desintegram por unidade
de tempo. A esta quantidade da-se o nome de actividade e representa-se
habitualmente por A(?).

Da equagéo anterior, podemos concluir que a actividade no instante =0 é

=AN,e™" . 8.16

dN (t
A«D=——;§2 =AN,, 8.17
t=0
pelo que
A(t)= A,e7 . 8.18

Para um dado radionuclideo, o periodo e o tempo de vida para a actividade
sdo, obviamente, os mesmos que os definidos para o numero de nucleos.



No sistema internacional, a unidade de actividade € o Becquerel (Bq), que
¢ igual a uma desintegracdo por segundo. E ainda habitual representar a
actividade em Curie (Ci). A relagdo entre estas duas unidades ¢:

1Ci=3,7%x10" Bq . 8.19

O numero de nucleos radioactivos de uma amostra num
determinado instante de tempo € igual a 1 mol. Ao fim de dois periodos
de semidesintegracdo qual é o nimero de nucleos radioactivos
presentes?

Por definicdo, ao fim de um tempo igual ao periodo de semi-
desintegracdo o niumero de nucleos radioactivos presentes ¢é igual a
metade do nimero de nucleos inicialmente existentes. Desta forma
ao fim de dois periodos de semi-desintegracdo havera metade de
metade, ou seja, um quarto do numero de nucleos inicialmente
presentes. Entdo havera 0,25 mol de nucleos radioactivos.

Outra forma de resolver este problema ¢ utilizando a equacao do
decaimento. Assim, consideremos que o nimero de nucleos existentes
num determinado instante ¢ dado por:

In2

-—=1
N(t)=N,e T
em que N, =1mol . Desejamos determinar o niimero de nucleos para

o instante # =27 . Substituindo na equagdo, vem

In2

N(2T)=e 7 & N(2T)=e"=0,25mol

8.3 Eliminacdo Biologica

Num sistema biologico, os atomos ¢ moléculas sdo captados e eliminados
a todo o instante. Cada atomo de uma populagdo de N, dtomos, retido pelo
sistema no instante =0, tem uma dada probabilidade de ser biologicamente
eliminado num dado intervalo de tempo.

Esta probabilidade depende apenas do sistema e das moléculas em estudo
bem como da duragio do intervalo de tempo e é traduzida pela equacio:
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_IN_ o
dt
onde Ab ¢ denominada por velocidade de renovagdo, constante de transferéncia,
constante de depuragio, etc. O inverso de A, ¢ geralmente denominado por
tempo de renovacgao.
No modelo 8.20, a eliminacdo bioldgica ocorre de acordo com uma reac¢ao
de primeira ordem, isto ¢, a velocidade de eliminag@o ¢ proporcional a N (a
poténcia de ordem um de N). Em biologia ¢ comum encontrar reacgdes de
primeira ordem, que, como vimos, originam equag¢des exponenciais.
Integrando a equacdo anterior, temos

8.20

2

N(t)=Nye™. 8.21

O periodo bioldgico de um dtomo ou molécula, 7,, € o tempo necessario
para qualquer populacio desta espécie, ser reduzida a metade do seu valor
inicial devido apenas a acg¢fo biologica. Tal como ocorre com o decaimento
radioactivo, podemos ainda definir o tempo de vida médio bioldgico, 7,. E
facil verificar que

In(2
T, =L e T, =i. 8.22
4, A,
Se o decaimento radioactivo e a eliminacdo bioldgica actuam

simultaneamente sobre a mesma populagdo de atomos ou moléculas
radioactivas, a velocidade relativa total de reducdo da amostra é:

_dN
_dt _j4 ), 8.23
N

A integragdo desta equagdo ¢ feita da mesma forma que para o decaimento
radioactivo, conduzindo a:

N(t)=Nye 4, 8.24
Note-se que agora,

dN
o (A+ 4N
” (A+4,)N, 8.25



ndo representa a actividade da amostra mas a velocidade total de
desaparecimento da espécie radioactiva. Por defini¢do, a actividade ¢

A(t)=AN(r)
= AN, #h) . 8.26
_ A() e—(ﬂ+ﬁ,, )

Como seria de esperar, devido a proporcionalidade entre A(¢) e N(¢), a
actividade da amostra decresce com o tempo segundo a mesma lei que o nimero
de 4tomos da amostra.

Podemos agora definir o periodo efectivo, 7, de um farmaco marcado

com uma espécie radioactiva. Por defini¢do, este corresponde ao tempo
necessario para qualquer populagio destas moléculas, ou atomos, se reduzir a
metade do seu valor inicial devido simultaneamente ao decaimento fisico da
espécie radioactiva e a eliminagdo biologica das moléculas marcadas com
essa espécie. Assim, e seguindo o mesmo raciocinio utilizado para o
decaimento radioactivo, podemos mostrar que

_In(2). 8.27
TA+A,

Considerando o inverso de cada um dos membros desta equagdo vem

A 8.28
T, In(2)
A+ 4,
€ portanto
1 _A+h 8.29
T, n(2)
Donde se finalmente se tem
1 1.1 8.30
T, T 7,

ou
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7. =L 8.31

8.4 Dose de radiacio absorvida por um tecido biolégico

Quando radiontclidos, ou produtos marcados com radionuclidos, sdo
administrados a pacientes, ocorre distribui¢io, retencdo e eliminagdo dos
atomos radioactivos e, simultaneamente, ¢ libertada energia nos tecidos.

As energias cedidas localmente dependem das propriedades fisicas do
elemento radioactivo utilizado, a forma quimica em que ¢ administrado, a via
de administragio e as caracteristicas bioldgicas do receptor.

Por defini¢do, designa-se por dose absorvida, D, a energia absorvida por
um dado tecido por unidade de massa. No sistema internacional, as unidades
de dose sdo J kg, que se designa por gray, Gy. (1 Gy =11J kg™").

Quando se considera a aplicabilidade clinica de determinada técnica de
diagnoéstico com radionuclidos, ha que ter em conta os valores das doses
absorvidas pelos diferentes drgaos.

Consideremos que num dado instante se administra uma substancia marcada
com uma actividade inicial 4, € que desta actividade se fixa uma actividade
A,, num dado drgdo.

\

Actividade

Ah(t) L —

Tempo
At

Figura 8.1:  Representacdo da actividade em fungdo do tempo no inte-
rior de um determinado orgao.



Na figura 8.1 encontra-se representada uma hipotética curva de actividade
em funcdo do tempo no 6rgdo em causa, considerando decaimento fisico e
eliminacdo biologica.

O namero total de desintegragdes que ocorre durante o tempo em que se
encontra actividade nesse 6rgdo designa-se por actividade acumulada, 4,, e

¢ igual a area delimitada pela curva, pelo eixo dos XX e pelo eixo dos Y7V, isto
¢

A= a4,(¢)ar. 8.32

Pode também definir-se actividade acumulada para um dado intervalo de

tempo At, A, (1,1 + Ar). Neste caso, se 4, (1,1 +At) for a actividade média no
intervalo [¢, t++Af], entdo a actividade acumulada nesse intervalo sera:

A, (t,t+A)=4, (1, t+A1)- At 8.33

e corresponde a area do rectangulo de lados Az e Zh (t,t+Ar).

No sistema internacional, a actividade acumulada exprime-se em
Becquerelxsegundo, Bq s. Utilizando a unidade historica de actividade, o
Curie, as unidades de actividade acumulada serfo Curiexsegundo. A relacao
entre Ci s e Bq s ¢ dada por:

1 Cis=3,7x10"" Bq s. 8.34

8.4.1 Fixacdo instantinea sem excrecio biolégica

Consideremos que no 6rgdo em estudo, a actividade 4, diminui
exclusivamente por decaimento radioactivo, isto €, ndo se verifica eliminacéo
biologica. Neste caso, a actividade registada no 6rgdo ao longo do tempo sera
dada por:

4,(t)=A4,e™, 8.35

¢ a actividade acumulada entre dois instantes 7, e 7, quaisquer sera dada por
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16}

—-At
Ah(tl,tz)=.|':Ah(t)dtzj'tl’zAhoe—m dt:|:_Ah0; }

h

__ Ah() e_ﬁtz 4 Ah() e_itl . 8.36
A A
Aho At —At
=10 (et ™
l )

Se considerarmos todas as desintegra¢des que irdo ocorrer no o6rgao,
teremos #, = 0 e 7, = +o, pelo que

3, (01 )= (e )= B T 8.37

8.4.2 Fixaciio instantinea com excrecio biolégica

Em adi¢do ao decaimento fisico, com constante de decaimento A, o produto
radioactivo administrado ¢ excretado biologicamente, segundo uma reacgio
de primeira ordem com constante de depuragéo ).h. Neste caso, a actividade
registada no 6rgdo ao longo do tempo serd dada por:

4,(1)= A6 PP, 8.38

¢ a actividade acumulada entre dois instantes 7, € 7, quaisquer sera dada por

4,(t.6,)= J': 4,(t)dt = J': Ay e ) gy

~(Ad ) 2
| A , 8.39
A+ 4,

h
_ AhO |:e—(1+/1b " e—(ﬁﬁ% )ty :|
A+ 4,

Se considerarmos todas as desintegra¢des que irdo ocorrer no o6rgao,
teremos #, = 0 e 7, =+, pelo que:

- A . A AhO-Tf
A (0r)= (e )= T ) S0



8.4.3 Fixaciio niio instantinea com excrecio biolégica

Quando a aproximacdo a uma fixago instantdnea nao ¢é possivel t€m de
ser usadas outras estratégias.

O tecido tiroideo € o unico que metaboliza iodo. Assim, quando se
administra uma substancia marcada com lIodo-131, I, este fica todo retido
em tecido tiroideo, razdo pela qual o iodo radiactivo € utilizado em estudos
de medicina nuclear para avaliar o grau de metastizac@o de cancros da tirdide.

Suponhamos que a curva de fixa¢do de iodo-131 na glandula tiréide de um
paciente ao qual foram administrados 500 uCi de "*'l, cujo periodo de semi-
desintegracdo ¢ de 8,04 dias, estd representada, em escala semilogaritmica,
na figura seguinte. Esta curva toma em considerac@o a eliminagao bioldgica e
o processo fisico de desintegracao.

Fracg¢do act.

"t (dias)

Figura 8.2:  Variacao da actividade em fun¢o do tempo num determinado
orgao.

Graficamente, a partir do segundo dia a actividade varia linearmente com
o tempo. Tendo em conta que este € um grafico semilogaritmico, entdo podemos
concluir que a partir do segundo dia, a actividade em func¢do do tempo € uma
exponencial simples.

Extrapolando a recta que traduz a variag¢do de actividade apo6s o segundo
dia, verifica-se que para t =0 corresponde uma frac¢do de 0,8. Recordando
que o periodo efectivo € o tempo necessario para reduzir a metade a actividade
inicial, e tendo em conta que para esta por¢ao da curva a fracgdo inicial ¢ de
0,8, metade deste valor ¢ 0,4 e corresponde a um tempo igual a 5,2 dias. Este
¢ entdo o periodo efectivo apds o segundo dia.

Tendo em conta o resultado obtido para a actividade acumulada num
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decaimento exponencial simples, a actividade acumulada desde o segundo dia
até infinito sera:
Ay T,

ef
1n(2) . 8.41

A, (2,40)=

Mas, 4,, € a actividade fixada aos dois dias, que € igual ao produto da
actividade administrada pela frac¢do de actividade fixada aos dois dias, ou
seja,

Ay = Jrias X Ajo - 8.42

Substituindo na equagéo anterior,

Sadias Ano Tejf

A, (2,400 ) =200 710 8.43
 (242) In(2)
Substituindo valores, € tendo em conta as unidades,
A, (2,400)= 0650052 _5)506  ucixdia 8.44

In ( 2 )
Temos agora de calcular a actividade acumulada nos dois primeiros dias,
4,(0,2).
Esta actividade acumulada corresponde a area A da figura anterior, a qual
ndo temos possibilidade de calcular com exactidéo.

No entanto, podemos calcular esta drea com uma aproximacao razoavel,
se considerarmos um rectangulo com largura igual a dois dias e altura igual a
0,75. Na figura 8.3 podemos verificar que as arecas 4 ¢ do rectangulo
considerado sdo aproximadamente iguais.



Fracc¢do act.

ot (dias)

Figura 8.3:  Determinagdo aproximada da area da sec¢do A a partir de
um rectangulo com largura 2 dias e altura 0,75.

Assim, a actividade acumulada desde que se administra o *'I até aos dois
dias sera aproximadamente

4,(0,2)=0,75x500x2=750 pCixdia. 8.45
A actividade acumulada total é entdo
A(0,00)=A4(0,2)+ A(2,)

~750+2251 . 8.46
=3001 pCixdia

8.5 Energia libertada num 6rgéo

Conhecendo a energia média da radiagdo emitida pelo radionuclideo, E ,
a actividade acumulada entre os instantes 7, € 7, 1:1(11,12 ), e a fraccdo de

actividade fixada num dado drgdo, f,, € entdo possivel calcular a energia
libertada no 6rgdo nesse intervalo de tempo, que serd dada por:

w=f,-A(t,t,)E. 8.47

Recordando a defini¢do de actividade acumulada,
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i(tl,tZ)zj.:A(t)dt, 8.48

facilmente se verifica que esta quantidade ¢ adimensional, uma vez que
corresponde ao numero total de desintegragdes ocorridas entre os instantes 7,
et

Se multiplicarmos o nimero total de desintegracdes pela fracgio de ntiicleos
que se fixam ao érgdo em estudo, f,, teremos o0 numero total de desintegracdes
que ocorrem no 6rgdo, entre os instantes 7, e 7,. Multiplicando este resultado
pela energia média libertada em cada desintegrag@o, obtém-se a energia total
libertada no 6rgéo entre os instantes considerados.

Conhecida a massa total do 6rgdo, M , e a energia nele libertada, a dose de
radiacdo absorvida sera

D:K:M, 8.49
M M

o o

isto se toda a energia libertada no drgao for por ele absorvida.

Exemplo

Calcular a dose total absorvida num 6rgdo com 20 g que, para
t = 0, e instantaneamente, fixa 2 MBq de um radionuclido emissor de
particulas 3, com energia média 1,5 MeV, e que decai exponencial-
mente com periodo efectivo (decaimento fisico e eliminagdo biologica)
de 6 dias.

Como acabamos de ver, a dose sera dada por

_JirA(61,) E
M

o

D

No nosso exemplo, ja € dada a actividade que se fixa no 6rgao,
isto €, o produto da fracc¢do fixada pela actividade administrada,

4, (t.1,)= 1, A(t.1,)
Vem entdo para a dose absorvida
_ 4L )E

M

o

D



Tendo em conta a expressdo obtida para a fixagdo instantdnea com
eliminacdo biologica,

Aho .T _In(2)n _In(2)r,

o Ty _ Ty
m2)| - °

entdo para #, = 0 e 7, = +oo, vird

gh( 2 )_ lho(zj

Substituindo na expressdo de dose absorvida, vem

(’1”2)_

t.,)E Ay T,E
M,  In(2) M,

_ 2x10°x6x24%3600x1,5
20%0,693

D:é(

=1,12x10" MeVg™

Sabendo que 1 eV = 1,6x10"°J, vira para a dose
1,12x10'" x(1,6x107 )x10°
- 1107

=17,92 Gy

8.6 Modelos de agressiao celular

Qualquer modelo que traduza os efeitos biologicos da radia¢do ionizante
sobre tecidos biologicos deve ter em conta duas possibilidades:

i) Acglo indirecta: a radiagdo ionizante pode interagir com moléculas do
meio no qual as células se encontram, levando a formagdo de produtos
citotoxicos.

ii) Acglo directa: a radiacdo ionizante pode interagir com moléculas
importantes nas fungdes celulares, com consequente destruigio das capacidades
funcionais das células.

A teoria do alvo constitui o desenvolvimento matematico da acc¢do directa
da radiac@o sem ter de entrar em conta com os mecanismos bioldgicos da
destrui¢do celular.
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Nesta teoria, a probabilidade de aparecimento de determinados fendémenos
radiobiologicos € fungdo da probabilidade de que o acontecimento fisico primario
tenha ocorrido em determinadas zonas da célula, denominadas zonas sensiveis,
que correspondem, afinal, as estruturas vitais.

Para uma mesma intensidade da radiac@o a probabilidade de uma
determinada molécula, ou estrutura, se encontrar no trajecto da radiagio e ser
afectada por acgdo directa, aumenta com as dimensdes da molécula.

O numero de moléculas atingidas, relativamente ao total existente na célula
¢, em geral, muito pequeno, mas os seus efeitos poderdo ser importantes.

Por exemplo, o DNA, com massa molecular da ordem das 7x10°® u.m.a.,
tem um papel primordial na vida celular, constituindo por isso um alvo critico.

Outro exemplo de alvos criticos sdo alguns enzimas cuja ac¢do é decisiva
para a vida celular. Embora, numa célula, o nimero de moléculas de alguns
desses enzimas seja minimo, limitado a algumas unidades, a sua inactivagio
afecta de forma irremediavel a fungdo em que participam.

A teoria do alvo comegou a ter base experimental com o bidlogo francés
Latargé.

Letargé irradiou bacilos da disenteria em suspensdo aquosa suficientemente
diluida por forma a que as interacgdes celulares fossem desprezaveis, tendo
verificado que diminuindo a intensidade da radiagdo mas mantendo a sua
qualidade (tipo e energia da radiagdo incidente) as lesdes observadas ndo
eram menos graves mas sim em menor nimero.

De um modo geral, os tecidos bioldgicos contém uma grande percentagem
de agua, podendo ser considerados, numa primeira aproximagdo, como
solugdes diluidas contendo células e nutrientes.

A teoria do alvo assenta em dois postulados:

i) natureza estatistica da deposicdo da energia;

ii) existéncia de uma rela¢do de um para um entre o nimero de lesdes
iniciadas e o efeito biologico final.

No que se segue vamos considerar uma colénia de células todas do mesmo
tipo, designando cada célula por unidade bioldgica. Cada unidade biologica
tem uma ou mais regides sensiveis a radiacdo incidente, ou alvos, ¢
designaremos por toque a interac¢do da radiacdo com um dado alvo.

Por forma a simplificar a linguagem vamos admitir que a radiagdo que
interage com o meio bioldgico € radiacdo electromagnética, tal como radiac@o
X ou radiagdo Y.

Quando se irradia um meio bioldgico, o nimero de fotdes que nele incidem
¢ extremamente elevado. No entanto, a probabilidade de um particular fotdo



interagir com uma regido sensivel ¢ extremamente pequena. Nestas condigdes
podemos dizer que a probabilidade de ocorrerem x toques numa regido sensivel
segue uma distribui¢do de Poisson, dada por:

X —-m
m*e
P(x,m)=——, 8.50
x!
onde m é nimero médio de toques por regido sensivel.
E possivel mostrar que m € proporcional a dose de radiagéo absorvida, isto

m=aD=—, 8.51

em que o significado de D, sera explicado na sec¢do seguinte.

8.6.1 Modelo de um sé alvo e um sé toque

O modelo mais simples, de sobrevivéncia celular considera que cada
unidade biologica contém uma so6 regido sensivel cujo estado ¢ alterado por
um s6 toque conduzindo a sua inactivagdo. Este modelo de agressdo celular é
normalmente designado por modelo de um s6 alvo e um sé toque.

A probabilidade de sobrevivéncia da cultura de células ¢ entdo igual a
probabilidade de ndo ocorrer nenhum toque por regido sensivel, dada pela
equacdo de Poisson com x =0, ou seja,

0 D

—m P

S=P(0)="tS e P, 8.52
0!

Podemos agora compreender o significado de D

i) D, € a dose letal média, ou seja, a dose média recebida pela populagdo
celular, suposta de vida biologica infinita, e que morre devido exclusivamente
a ac¢lo da radiagdo.

iif) D, € um indicador da radiosensibilidade. Esta aumenta quando D
diminui.

iii) D, € também a dose que reduz a sobrevivéncia a 1/e, ou seja cerca de
37%.

D, varia de alguns Gy, em c€lulas de mamiferos at€ valores da ordem dos
milhares de Gy em virus.

0
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Na figura seguinte encontra-se representada a curva de sobrevivéncia em
grafico semi-logaritmico.

)

Sobrevivéncia
o
(]
f—

0.001
Dose

Figura 8.4:  Variagio da sobrevivéncia em func¢do da dose: representagéo
em grafico semi-logaritmico.

8.6.2 Modelo de varios alvos e um sé toque

A maior parte das células dos mamiferos possuem diversas zonas sensiveis.
Nestas condigdes, para que ocorra morte celular, tero que ser atingidas, com
um ou mais toques, todas as zonas sensiveis.

Consideremos que cada regido sensivel é desactivada com um s6 toque.
Neste caso, a probabilidade de uma regido sensivel ndo ser atingida ¢ dada
pela equagdo de sobrevivéncia (8.52) obtida para o modelo de uma regido
sensivel e um so toque,

_b
P(0)=e ™. 8.53
A probabilidade de uma qualquer regido sensivel receber pelo menos um

toque, P(Zl), sera entdo a probabilidade contraria, isto €,

D

P(21)=1-P(0)=1-¢ >. 8.54



Havendo /4 zonas sensiveis, a probabilidade, P,, de ocorrer pelo menos um

toque em todas as regides ¢é igual ao produto das probabilidades individuais,
isto €,

h

D D D
P=l1-e® |1—e? [f1oe® |=[1-e ® | . 8.55

h vezes

Assim, a probabilidade de sobrevivéncia da célula com % zonas sensiveis
¢ a probabilidade contraria a esta, ou seja

D\

S, =1-|1-¢ ™ |- 8.56

Na figura seguinte encontra-se representada a curva de sobrevivéncia em
grafico semi-logaritmico, para varios valores de 4.

ivéncia

0.1 1

Sobrev

0.01

Dose

Figura 8.5:  Variagdo da sobrevivéncia em fungido da dose para varios
valores de /: representacdo em grafico semi-logaritmico.

Facamos agora um estudo simples da curva de sobrevivéncia, analisando
0 que ocorre para doses baixas e para doses elevadas.
Para doses baixas, a sobrevivéncia tende para a unidade. De facto,
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D

limS, =1-1lim| 1-e ™ |=1. 8.57

D—0 D—0

Este resultado é de esperar. Qualquer modelo de sobrevivéncia celular sob a
accdo de radiagdo ionizante, tem de conduzir a uma sobrevivéncia unitaria
quando a dose € nula, na medida em que a radiag@o s6 produz efeito se existir.
Calculemos agora o coeficiente angular da tangente a curva de
sobrevivéncia, para uma dose qualquer. Este valor ¢ dado por

D D h-1
as, __h o m | . 8.58

0

dD

Quando a dose absorvida tende para zero, teremos
lim—*=0 8.59

o0 que significa que ndo ha variacdo da sobrevivéncia nas vizinhangas de D = 0.

Como para D = 0 a sobrevivéncia € unitaria, a auséncia de variacdo com a
dose indica que para doses pequenas (proximas de zero) ndo ha efeito
bioldgico.

Vejamos agora o que ocorre para doses elevadas.

A equacgido da sobrevivéncia € passivel de ser expandida por aplicagdo do
binomio de Newton. Recordando a expansao do binémio de Newton:

" n) . o, (1) .- n
(x+a) 0 x"a’ + L oot x’a
n

I

M

S
Rs\
QN

onde,

n n!

-, 8.61
i) il(n-i)

representa combinacdes de », i a i.



D

D,
Fazendoa=1¢e x=—e ™, teremos

Sh:l_ﬁ‘;[lz)[_ejh] ' o e 8.62

Considerando valores de dose, D, elevados, entdo o termo exponencial é
um infinitésimo, pelo que os termos exponenciais elevados a uma poténcia
igual ou superior a 2 tornam-se muito pequenos quando comparados com o0s
dois ultimos termos da expansao.

Assim, para valores de D elevados podemos escrever,

1
h D h _b
S, =1- —e ™ |+ —e ™
h-1 h

o 2o : 8.63

=
o
=he ™

A curva de sobrevivéncia torna-se uma exponencial simples.

Representando a curva de sobrevivéncia num grafico semi-logaritmico,
esta tornar-se-a linear para valores de D elevados, tal como se observa na
figura seguinte.
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Figura 8.6:  Variagdo da sobrevivéncia em func¢do da dose: representagio
em grafico semi-logaritmico.

A extrapolagao da por¢ao linear até ao eixo das ordenadas da o valor de
In(%) — logo, o logaritmo neperiano do niumero de zonas sensiveis por célula.

O valor D, ¢ a dose absorvida que corresponde a S, = 1 na recta
extrapolada. D, ¢ chamada de dose limiar ¢ ¢ uma medida do patamar que
precede a por¢do linear da curva de sobrevivéncia na situagdo de multiplo
alvo um so6 toque. Este coeficiente esta relacionado com a capacidade das
células recuperarem dos danos subletais e dd uma indicagdo do dano que tem
de ser acumulado antes da morte celular ocorrer.

Aplicando logaritmos a equagao anterior, tem-se

In(S,)=-2+In(#). 8.64

0

Entdo, quando §, = 1

D, =D, In(h). 8.65



8.6.3 Modelo misto de agressio celular

Neste modelo considera-se uma regido sensivel dita letal e /4 regides
sensiveis subletais. Ocorrera efeito bioldgico ou por toque na regido letal ou
por 4 toques acumulados nas / regides subletais.

Assim, a probabilidade de sobrevivéncia é igual ao produto da probabilidade
de sobrevivéncia da zona letal pela probabilidade de sobrevivéncia do conjunto
das % zonas subletais, ou seja,

D p Y

S=e 2 |1-|1-e2 | |. 8.66

Nesta equacdo, D, € a dose letal média para a zona sensivel letal € D, € a
dose média para o toque nas / regides subletais.

A principal diferenca entre este modelo e o anteriormente estudado reside
no comportamento para doses baixas. Tal como no modelo anterior, também
agora S =1 para D =0, no entanto, para este modelo existe efeito biologico
mesmo para doses baixas, como se pode confirmar calculando o coeficiente
angular de S quando D tende para zero.

Calculando a derivada de S em ordem a D

Sl

8.67

limﬁz—éeo[l—(l—eo )h }—Dioeo (l—e0 )h_l e’ =—;l ,  8.68

o que significa que mesmo para doses pequenas ha variagdo da sobrevivéncia
com a dose, isto €, para doses pequenas o efeito biologico nio é nulo.
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Figura 8.7:  Variac¢do da sobrevivéncia em fungdo da dose: representagio
em grafico semi-logaritmico.

Além dos modelos de sobrevivéncia celular, baseados na teoria do alvo,
outras aproximagdes foram tentadas, merecendo especial destaque aquelas
que assentam nas possibilidades de alteragdo das moléculas de ADN pela
radiag@o e da sua possivel recuperacio.

O modelo linear-quadratico que tem, no presente, grande aceitagdo, € o
caso mais paradigmatico desta aproximacao.

A principal vantagem do modelo linear-quadratico € a sua simplicidade,
pois necessita do conhecimento de um menor numero de parametros para a
sua aplica¢do, do que os modelos de interac¢ao directa que desenvolvemos.

Exercicios resolvidos

Exercicio 1: Um dos radionuclideos mais utilizados em medicina nuclear ¢
0 #"Tc (tecnécio 99, metaestavel), que emite radiagdo gama com energia igual
a 140 keV, e cujo periodo de semi-desintegrag¢do ¢ de 6 horas.

Consideremos uma amostra de *™Tc que apresenta uma actividade inicial
de 500 MBq. Determinar:

a) O nimero total de desintegracdes ocorridas entre os instantes # =1 min

e t=10min .



b) A energia total libertada pelo radionuclideo no mesmo intervalo de tem-
po.

Resolucio:

a)

O numero de desintegragdes por segundo num determinado instante é
traduzido pela actividade, A(t ), cuja equacgdo pode ser escrita sob a seguinte
forma:

In2

A(t)=4de T, 8.69

em que A4 representa a actividade no instante inicial € 7 o periodo de semi-
desintegracdo caracteristico da espécie radioactiva.

O que ¢é pedido ¢ o nimero de desintegragdes ocorridas num determinado
intervalo de tempo, o qual é dado pelo seguinte integral definido:

10
["a(t)ar. 8.70

Substituindo pela fungdo da equacdo 8.69 vem:

In2 m2 O
_Ae AT _Ae
Che T dr=| — Ll T | 8.71
roe In2 1

Reduzindo os valores para unidades do Sistema Internacional e
substituindo, ficamos

6 0,693 ; 600
_ 500x10° X (6x60x60) “(aian)
0,693

60

0.693 oo 0,693 60}

=—1,558X1013{e 21600 — o 21600

8.72

=-1,558x10"°[ 980x10™° ~1,92x10” |=
=1,524x10"  desintegracdes
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b)
Como a energia média emitida por desintegragdo ¢ 140 keV, a energia
total libertada ¢ determinada por:

E, ..=NE, . 8.73
em que N ¢ o nimero de desintegragdes ocorridas. Assim:
E,.. =1,524x10" x140=2,134x10" kel . 8.74
Sabendo que
leV =1,6x107" J, 8.75

a energia total libertada expressa em unidades do sistema internacional sera:

E,., =2,134x10" x10’ x1,6x107"° =0,341J . 8.76

Exercicio 2: Expandir, com base no bindmio de Newton, a equagdo que
traduz a sobrevivéncia celular para o modelo misto, quando se consideram
doses elevadas.

Resolucio:

A equagdo que traduz a sobrevivéncia celular para o modelo misto é:

D oY
— D, _ _ D,
S=e |1 Ll e } . 8.77

O binémio de Newton € aplicado a situagdes do tipo:

(a+b)', 8.78

resultando em:
(a+b) ="Cya" +"C a'b"" +...+"C, d"'b +"C,d"p’,  8.79

em que "C, sdo combinagdes A, k a k, e que ¢ dado por:



he N 8.80
C"_(h—k)zk!' '

A equacdo de sobrevivéncia apresenta um caso do tipo referenciado em

D

8.79. Fazendo a=1 e h=—e ” e aplicando o bindmio de Newton vem:

h h h—-1

_b _b D

l—e 2 | =G 1% —e 2 | +7C 1| —e ™ | +...
8.81

p \!

Lte, T e P |+ 1 —e P

D
D, « . i
Para doses elevadas, o termo —e ™ ¢ um infinitésimo, pelo que elevando-
0 ao quadrado, ou ao cubo, ou a poténcias superiores, ficamos com um
e e . D ~
infinitésimo de ordem superior. Os termos _o D que estdo elevados a um
_b
. . . ~ . D,
expoente igual ou superior a dois s3o muito menores que —e " . Desta forma
_b
podemos desprezar todos os termos _p D que se encontram elevados a um
expoente igual ou superior a dois. A equagdo 8.81 fica entdo:

h 1 0

_b _b _b
l—e P ~ hCh—l —e P |+ hCh —e Dl 8.82

Os valores das combinagdes podem agora ser determinados

- ! _h(h-1)
T (h=(h=1))(h-1) (h-1)! ‘ 8.83
, h! h!
Ch_lzmzﬁ:1
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A equagdo 8.82 fica

oY D
[l—e P ] ~—he " +1-

Substituindo na equag@o de sobrevivéncia (equagdo 8.77) vem

D D D D _D(L+L]
S=e” I—E—he D”+1J =he e P =he 7 ")

8.85
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9. Analise descritiva

9.1 Introducao a Bioestatistica

A designacdo Estatistica aparece nos séc. XVI/ X VIl referindo-se ao estudo
das caracteristicas de um estado através de métodos numéricos. De facto a
palavra “estatistica” deriva do latim “status” indicativo dos antecedentes
historicos relacionados com censos populacionais, informacdo demografica
ou mesmo estudos militares. E também na sua origem histérica que
encontramos a justifica¢do para o facto de a palavra “estatistica” ou
“estatisticas” ser utilizada muitas vezes como sinénimo de dados ou contagens.

Rapidamente o conceito foi-se tornando mais amplo sendo hoje visto como
o ramo do conhecimento cientifico que tem por objectivo néo sé a observagio,
classificacdo e analise dos fenémenos colectivos mas também o estudo da
possibilidade de inferéncia indutiva a partir dos dados observados. Muitas
das investigagdes nas ciéncias bioldgicas sdo quantitativas com observacdes
que se traduzem por dados numéricos ou quantificaveis. Ndo admira portanto
que os métodos estatisticos lhes sejam aplicados. Designa-se por Bioestatistica
a estatistica aplicada ao estudo das caracteristicas biologicas das popula¢des
humanas ou, duma forma mais genérica, aplicada as Ciéncias da Vida.

Antes de os dados poderem ser analisados tem de se proceder a recolha da
informag8o e a formulago das hipoteses a serem testadas. O método estatistico
deve ser conduzido seguindo um faseamento ldgico que comeca na
identificacdo do problema que se pretende analisar. SO entdo se estd em
condig¢des de definir a populagio em estudo, proceder a recolha da informagéo
necessaria e organiza-la de forma a constituir uma base de dados, manual ou
informatica, susceptivel de ser submetida as varias metodologias proprias da
estatistica.

A andlise de dados comeca pela apresentacdo sumariada da informagdo
quer através de tabelas de distribuicao de frequéncias, da representacéo grafica
ou de indicadores estatisticos como a média, o desvio padrdo ou outros. A
esta fase de organizacdo e resumo da informagdo da-se a designacdo de
Estatistica Descritiva. Normalmente trabalha-se com um subconjunto
representativo da populacéo que se quer estudar e a que se chama amostra. Os
indicadores estatisticos atrds referidos designam-se entdo por valores
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estatisticos e sdo estimadores dos reais indicadores na populagdo, ou seja,
dos parametros da populacio.

A analise de dados propriamente dita utiliza métodos de identificacdo de
relagdes entre variaveis, testa as hipoteses inicialmente formuladas e chega a
conclusdes para a populacdo a partir dos elementos fornecidos pela amostra.
Trata-se da fase da Estatistica Inferencial. Existira agora informacao suficiente
para a tomada de decis@o que reflectira ndo s6 as conclusdes tomadas nos
testes estatisticos mas também o conhecimento que o investigador possui sobre
o0 problema em causa.

9.2 Recolha de dados e Amostragem

Os dados a serem analisados podem ser continuos, quando os eventos sdo
registados a medida que ocorrem, periddicos, os que acontecem ciclicamente
ou ainda ocasionais, quando realizados sem preocupagdes de continuidade
ou periodicidade pré-estabelecidas. Podemos ainda referir que os dados dizem-
se primarios quando sdo levantados especialmente para uma determinada
investiga¢do; se se utilizam dados ja existentes estes designam-se por dados
secundarios.

A obten¢ao dos dados podera ser feita por censo, em que € recolhida a
informacao relativa a todos os elementos da popula¢do ou por amostragem,
em que apenas um subconjunto da populacéo ¢ analisado.

Uma vez identificada a populacdo que se vai estudar através de
caracteristicas comuns aos varios elementos que a constituem, ter-se-a de
escolher um método de amostragem e calcular a dimensdo minima da amostra
a recolher por forma a que seja representativa da populag@o.

Sdo varias as vantagens da obtencdo de uma amostra no estudo da
populag@o. Desde logo é impossivel a recolha de todos os elementos da
populacdo em populagdes infinitas, com elevado numero de elementos ou
quando o estudo das caracteristicas de cada elemento conduz a sua destruico.
Por outro lado, o estudo cuidadoso de uma amostra conduz a dados mais
fidedignos que o estudo sumario de toda a populagdo. Ndo ¢ de desprezar o
menor custo e a obtencgdo de resultados em tempo oportuno a que o processo
de amostragem conduz. Por ultimo e com grande acuidade na Bioestatistica,
ha problemas de ordem ética que tém de ser levados em consideragdo
nomeadamente no estudo de novas drogas, novas técnicas cirirgicas, técnicas
invasivas, etc...



Para que a amostra seja representativa da populagéo a analisar de modo a
ser possivel inferir para a populacdo tem de obedecer a alguns
condicionalismos:

- Néo pode ser enviesada o que pressupde uma defini¢do correcta da
populagdo a inquirir e a utilizacdo correcta de um processo de extrac¢do de
elementos;

- Deve existir um controlo na obtengdo de néo respostas ou casos perdidos
0 que pode diminuir drasticamente a dimensdo da amostra;

- Deve possuir a dimenséo suficiente para que as conclusdes a obter tenham
um determinado grau de confianca e nivel de precisdo.

As amostras ditas de conveniéncia sdo muitas vezes as Unicas possiveis
de obter, principalmente quando se trata de populag¢des raras, mal conhecidas,
geograficamente mal determinadas. Existe aqui grande perigo de
tendenciosidade o que torna estas amostras inadequadas para se produzir
inferéncia.

A amostragem aleatoria, casual ou probabilistica é a que garante melhor
representatividade. Para se obter uma amostra deste tipo € necessario possuir
uma listagem de todos os elementos da populagio de forma que a probabilidade
de qualquer elemento da populagfo ser seleccionado seja conhecida a priori
e diferente de zero.

Estamos a ver que na pratica ¢ extremamente dificil obter-se tal
amostragem. No entanto é possivel uma aproximagao a este processo.

Define-se a amostragem aleatoria simples quando todos os elementos da
populagdo tém igual probabilidade (1/N em que N é a dimensdo da populagéo)
de serem seleccionados quer através de sorteio quer através duma tabela de
nameros aleatorios. O processo do sorteio ndo ¢ muito utilizado devido a
dificuldade de obtencdo da populagio réplica . As tabelas de numeros aleatdrios
sdo geradas por processos matematicos que constituem um conjunto de
nimeros que ndo obedecem a nenhum plano prévio. Na pratica usam-se
amostras sem reposi¢ao pois para grandes amostras o erro cometido ¢ muito
pequeno.

A amostragem aleatoria estratificada utiliza-se quando se conhece a
estrutura da populagdo. A populagdo é dividida em estratos, grupos
homogéneos relativamente a uma caracteristica como por exemplo o sexo, ¢
dentro de cada estrato seleccionam-se os elementos duma forma aleatoria
simples de acordo com a propor¢do de cada grupo na populagdo. Este método
pode conduzir a amostras representativas de menor dimenséo.
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Outro método de amostragem muito utilizado € a sistemdtica ou quase-
aleatoria. Apenas o primeiro elemento da amostra é escolhido aleatoriamente
sendo os restantes determinados de modo sistematico pela razdo N/n (em que
N ¢ a dimenséo da populag@o e n a dimensio da amostra a obter). O primeiro
elemento da amostra pode ser escolhido com auxilio duma tabela de nimeros
aleatorios no intervalo [1, N/n] sendo os restantes elementos obtidos por
adigdes sucessivas do quociente N/n arredondado.

9.3 Variaveis e niveis de mensuracio

Os dados estatisticos sdo representados através de variaveis em diferentes
niveis de mensuragdo como o sexo, o nivel sdcio-econémico, a idade, a
temperatura, etc...Podemos definir quatro niveis de mensura¢do: nominal,
ordinal, intervalar e racional.

No nivel de mensuragdo mais elementar encontramos varidveis como o
sexo, o estado civil, a religido em que os diferentes valores por elas assumidos
ndo representam mais que diferentes categorias da varidvel em causa. Neste
nivel encontram-se as variaveis verdadeiramente qualitativas que permitem
classificar os individuos de acordo com as suas categorias. Designa-se por
escala nominal e ndo permite que sejam realizadas quaisquer operacdes
aritméticas. Apenas as operacdes de “igual” e “diferente”.

Sao muitas vezes utilizados codigos numéricos que identificam cada uma
das categorias. Ndo podemos confundir estes cddigos com quantidades
numéricas. Nao lhe devera ser aplicado portanto qualquer método numérico
de célculo.

Quando, como no caso da varidvel sexo, existem apenas duas categorias
estamos em presen¢a duma variavel binaria ou dicotomica que, como veremos
em capitulos posteriores, poderdo gozar de alguns privilégios em termos de
aplicac@o de alguns métodos estatisticos.

Ja variaveis como o nivel socio-economico ou o grau de escolaridade
possuem categorias (por exemplo, mau, médio, elevado) que podem ser
ordenadas numa forma ascendente ou descendente. Os codigos numéricos a
atribuir as categorias devem obedecer a esta ordem. O nivel de mensuraco
destas variaveis ja admite as operagdes de “maior do que” “e menor do que”
para além das do nivel anterior de igualdade / desigualdade. Trata-se de uma
escala ordinal.

Passa-se do tipo de escala anterior para um nivel de mensuragéo
propriamente dita quando se pode dizer quanto valem as diferencas entre os



valores, correspondendo a distancias iguais quantidades iguais. Por isso,
designa-se este nivel de mensuragdo por intervalar. Como exemplo podemos
referir a variavel temperatura em graus centigrados. Entre 10°C e 30°C existe
uma diferenga idéntica a encontrada entre 70°C e 90°C e que ¢ de 20°C. Como
0 zero ¢ arbitrario ou seja, ndo representa auséncia de temperatura, ndo
podemos dizer que, por exemplo, 90°C ¢ trés vezes mais quente que 30°C.

Subindo no nivel de mensuragio encontramos variaveis que possuem como
valor minimo um zero absoluto que representa auséncia. A razdo entre dois
valores da variavel ¢ a mesma ainda que a unidade de medida se altere. O
peso de 4,5 kg é sempre o triplo do peso de 1,5 kg ainda que a unidade de
medida seja outra. Dizemos que as variaveis como o peso, a altura, a idade, o
nivel de colesterol... sdo do nivel de mensuracdo racional.

As variaveis deste nivel de mensura¢do podem ser aplicadas todas as
operagodes aritméticas.

Pode-se passar de um nivel de mensuracéo para um imediatamente inferior
com perda de informagio. E o caso de passar da variavel idade, racional, para
a variavel grupo etario, ordinal.

Podemos ainda considerar as variaveis quantitativas discretas e continuas
sendo as primeiras definidas num conjunto de niimeros finito ou infinito
numeravel e as segundas dos reais. As varidveis discretas representam
normalmente contagens como ¢ o caso da variavel nimero de filhos num
casal. Relativamente as variaveis continuas ha que ter em atencdo o grau de
precisdo em que a medigdo esta expressa. Diz-se que a variavel que representa
o numero de filhos num casal ¢ discreta e a que representa o peso em kg é
continua com determinado grau de precisdo, por exemplo, décimas.

9.4 Formas de representaciio das variaveis

As varidveis podem ser apresentadas na forma tabular, através de tabelas
de distribuicdo de frequéncias; na forma grafica, através de diferentes graficos
ou diagramas de acordo com o tipo de variavel a ser descrita; na forma
numérica, através dos valores estatisticos que sumariam o conjunto de
observacdes colhido.

9.4.1 Tabelas de distribuicdo de frequéncias

Uma vez feita a recolha da informacao relativa as diferentes variaveis que
caracterizam os individuos na amostra, torna-se necessario apresentar para
cada varidvel uma tabela resumo com as diferentes categorias ordenadas e
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acompanhadas das respectivas frequéncias. Diz-se que a variavel esta
representada através de uma fabela de distribuicdo de frequéncias.

Uma tabela de distribui¢@o de frequéncias é normalmente constituida por
um cabecalho onde esta inscrito o titulo da tabela e por um conjunto de colunas
com a informagdo resumida da variavel relativamente a ocorréncia dos seus
valores, o corpo da tabela:

"Titulo da tabela"

Varidvel Frequéncia Frequéncia Frequéncia
absoluta (F) relativa(f) percentual(p;)
Valorl
Valor2
Valor3
Totais n 1 100%

Cada coluna ¢ encabecada por um descritor que identifica o seu contetido.

As linhas da primeira coluna contém os diferentes valores numéricos
(variavel mensuravel ou quantitativa) ou as diferentes categorias (variavel
categorial ou qualitativa) da variavel a que se refere.

A segunda coluna contém o numero de ocorréncias de cada valor da variavel
na amostra. Cada um destes valores ¢ designado por frequéncia absoluta e o
seu somatorio, que se representa por n, é igual ao namero de individuos da
amostra ou seja, ¢ a dimensdo da amostra.

As colunas seguintes representam as frequéncias relativas a unidade,
designada normalmente por frequéncia relativa de cada valor i (f) e frequéncia
percentual (p,), sendo:

F
fi=rt

n
p, = f,x100

Estando interessados na representacdo simultdnea de duas variaveis ter-
se-a de recorrer a uma tabela de distribuicio de frequéncias de dupla entrada,
também designada por tabela de contingéncia. Nesta tabela, uma das variaveis
sera representada em linha e outra em coluna.



Duma maneira geral teremos a seguinte forma de apresentagio:

"Titulo da tabela de contingéncia"

Variivel Y
Y1 Y2 Y3 Total
X1 all al2 al3 .. L1
Variavel| X2 a2l a22 a23 L2
X X3 a3l a32 a33 .. L3
Total Cl C2 C3 n

Na primeira linha e na primeira coluna da tabela temos representadas as ¢
categorias da varidvel Y (Yj, J=1,...,c) eas [ categorias da variavel X (X, i=1,...,/)
respectivamente. Cada célula da tabela (aij) representa o nimero de individuos
que responde afirmativamente a uma categoria nas duas varidveis em
simultaneo. Ou seja, temos a frequéncia de resposta simultdnea nas variaveis
XeY.

A coluna dos totais (L, i=1,..., /) representa os totais em linha ou seja, o
somatoério de a, com j=1,..., ¢; a linha dos totais (Cj, j=1....,c) representa os
totais em coluna ou seja, o somatério de a, com 1=1,..., [. Para finalizar temos
n que representa a dimensdo da amostra e que € igual ao somatdrio dos totais
em linha ou em coluna.

9.4.2 Variaveis quantitativas continuas: divisdo em classes

Quando a variavel a representar ¢ continua ou seja, traduz uma quantidade
relativa a uma medig¢do como ¢ o caso do peso em quilogramas, da idade em
anos, do nivel de colesterol em mg/100 ml, ndo faz sentido construir a tabela
de distribuig¢do de frequéncias expressando todos os valores possiveis que a
variavel pode assumir.

O procedimento habitual ¢ a apresentag¢do da variavel dividida em classes
de igual amplitude embora, em alguns casos, seja preferivel a divisdo em
classes pré-determinadas e em que as amplitudes de varia¢do das classes
possam ser diferentes.

A divisdo da amplitude de variagdo total da variavel em classes equivale a
perda de informagio por reduzir os diferentes valores possiveis da variavel
aos pontos médios das classes. Quanto menor for o niimero de classes a
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considerar maior sera essa perda. Ha pois que optimizar o nimero de classes
de maneira a que a perda de informagdo seja minima. Este calculo optimizado
¢ feito recorrendo a formula de Sturges que pode ser traduzida pela seguinte
expressao:

log

k:1+log2n=1+M=1+3.32x10g10n

log,,2
em que k € o nimero aproximado de classes. Esta regra ndo define com rigor
o niimero de classes de igual amplitude, apenas da um valor aproximado que
pode variar para mais ou menos uma classe.

Duma maneira geral, podemos esquematizar da seguinte forma a definicao
das classes de igual amplitude que integrardo a tabela de distribuicdo de
frequéncias e a partir das quais todos os calculos numéricos e apresentagdes
graficas serdo feitas:

a) Calculo da amplitude de variacdo total da variavel:

A =max—min
em que max é o valor maximo e min ¢ o valor minimo da variavel na
amostra ¢ 4 a amplitude de variagdo total.

b) Calculo do niimero de classes pela regra de Sturges:

k=1+3.32xlog,,n

em que 7 € a dimensao da amostra e k 0o numero calculado para estimativa
das classes.

c¢) Calculo da amplitude de cada classe

A amplitude ou largura de cada classe, /, é estimada tendo em conta a
estimativa k obtida pela regra de Sturges e a amplitude de variagdo
total da variavel:

=4
k

290 A partir das estimativas k e / ¢ atendendo a que o nimero de classes tem
de ser inteiro e a amplitude de cada classe tem o grau de precisdo
considerado na variavel, encontramos os valores para nimero de classes
e amplitude de cada classe.



Para que todos os valores da variavel estejam contidos nas classes é
necessario obedecer ao seguinte condicionalismo:

Ixk>A

O valor mais proximo de 4 assim obtido, e que posso designar por W,
representa a nova amplitude de variagao total.

d) Defini¢do das classes através dos limites reais

A divisdo do intervalo de variagao da variavel em classes de igual largura
traduz-se num aumento da amplitude de variacdo total como vimos
pela condig¢do imposta. Para que a distribuicdo dos dados nas classes
fique equilibrada, o aumento da amplitude de variagdo total deve ser
igualmente distribuido pelas duas classes extremas:

W4
2

e

sendo e metade do aumento da amplitude de variagdo total.
Desta forma, o limite inferior da primeira classe sera igual a
LI =min-e
E o limite superior da ultima classe sera igual a

LS =max+e

A fim de ser expressa e garantida a continuidade da variavel o limite
superior de cada classe deve coincidir com o limite inferior da classe seguinte.

Definido o limite inferior da classe 1 teremos agora de adicionar
sucessivamente o valor da largura das classes por forma a irmos obtendo os
limites de todas as classes.

Teremos agora de considerar que ndo pode existir ambiguidade na
colocagao de valores em classes contiguas. Este problema poderia surgir caso
os limites das classes fossem valores possiveis de obter na varidvel. Para que
ndo haja esta possibilidade os limites so definidos de modo a que os seus
valores sejam médias entre dois valores possiveis e consecutivos da variavel.
Também aqui teremos de ter em ateng@o o grau de precisdo da varidvel.

Caso W-A seja impar ndo ha problema relativamente a obtenc@o dos limites
mais apropriados para as classes. Se W-A for par ter-se-a de efectuar uma
translagdo para a direita ou para a esquerda de metade do grau de precisdo
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dos dados. Ou seja, ter-se-a de somar ou de subtrair metade de uma unidade
(se o grau de precisdo for das unidades), ou metade de uma décima (se o grau
de precisdo for das décimas), etc... obtendo-se entdo valores de limites nunca
coincidentes com valores da variavel.

Aos limites com estas caracteristicas designam-se por limites reais e
podemos defini-los desta forma:

E condi¢io necessaria para que sejam considerados limite reais que:

1. o limite superior de uma classe coincida com o limite inferior da
classe imediatamente a seguir, por forma a garantir a continuidade da
variavel,

2. os seus valores representem pontos intermédios de dois valores
possiveis e contiguos da variavel, por forma a que ndo haja ambiguidade
na colocagdo dos dados nas classes.

Ha por isso toda a vantagem em que as classes relativas a variaveis continuas
sejam definidas através de limites reais.

9.4.3 Representacido grafica das variaveis

As variaveis categorias podem ser representadas através de diagramas de
barras e de ordenadas bem como sectores circulares, pictogramas e ainda
uma combinagdo de formas graficas que sejam mais convenientes na
apresentagdo e realce de determinadas propriedades da variavel.

No caso das variaveis quantitativas discretas os tipos de graficos a
considerar sdo idénticos sendo os mais usuais os de ordenadas verticais ou
horizontais.

Ja com as variaveis continuas tem de se recorrer a outros tipos de graficos
que representem as frequéncias das classes em que a variavel se encontra
dividida e realcem o factor de continuidade da variavel. Iremos recorrer a
histogramas e a poligonos de frequéncias simples ou acumuladas. Veremos
que os poligonos de frequéncias acumuladas designam-se por Ogivas de Galton
e sdo muito uteis na determinagdo dos valores das medidas de localizagdo da
varidvel sem recurso a calculo numérico.

No fim do capitulo iremos referir a constru¢@o dos varios graficos através
de exercicios de exemplificacdo.



9.4.4 Representaciio através de indicadores numéricos

As variaveis quantitativas podem ainda ser representadas por indicadores
numéricos como as medidas de tendéncia central (média, moda e mediana),
de localizacao (quantis) e as medidas de dispersdo. Existem ainda indicadores
da forma de distribui¢do como os coeficientes de assimetria e achatamento
que serdo introduzidos sempre que os exercicios de aplica¢do dos conceitos
expostos a eles fizerem referéncia.

No exercicio que se segue vamos calcular medidas de tendéncia central,
de localizac@o e dispersao.

Consideremos os seguintes valores numéricos correspondentes a idade em
anos de um grupo de 12 pessoas:

|8 5 4 3 12 14 5 5 7 10 7 2

Calcule:

a) média aritmética;

b) mediana;

¢) moda;

d) 1°, 2° e 3° quartis;

e) desvio médio;

f) variancia;

g) desvio padrio;

h) coeficiente de variagao.

a) A média aritmética x ¢ a medida de tendéncia central mais utilizada em
variaveis quantitativas e é obtida pela seguinte expressio:

n
in
—_ =l

n

em que X, sdo os n valores cuja média se pretende obter.
No nosso caso obtemos para valor da média:
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Contrariamente a moda, a média aritmética admite apenas um tnico valor;
no entanto ndo pode ser calculada em dados agrupados em classes se alguma
das classes tiver limites mal definidos. Outra desvantagem da média ¢ sofrer
a influéncia de valores aberrantes ndo sendo, nestes casos, a melhor medida
de tendéncia central. Com a média deve sempre ser indicado o valor de uma
medida de dispersdo que nos permita perceber se os valores da variavel sdo
ou ndo muito dispersos.

b) Por defini¢do, a mediana divide a frequéncia em duas partes iguais
sendo 50% dos valores inferiores ao valor da mediana e 50% dos valores
superiores ao valor da mediana. O calculo da mediana bem como de qualquer
outra medida de localizacdo pressupde, por isso, a ordenacdo prévia dos valores
da variavel.

1. ordenar os valores da variavel

2 3 4 S5 5 5 7 7 8 10 12 14

2. posicionar a mediana

A mediana situa-se entre o 6° € 0 7° elementos ficando 50% dos valores
em cada lado.

3. calcular o valor da mediana

Como o numero de elementos é par a mediana localiza-se entre os dois
elementos centrais, como vimos, e o seu valor € dado pela média aritmética
destes valores centrais, agora valores ordenados:

x, +x, 517
Z 24
2 2 _ % X = + =6.0 anos
2 2 2

med =

Se o nimero de elementos fosse impar a mediana localizar-se-ia sobre o

X
elemento gﬂ .

A mediana ¢ utilizada como medida de tendéncia central em vez da média
quando ha valores aberrantes ou em variaveis divididas em classes com limites
mal definidos. Caso contrario é preferivel a utilizagdo da média.

¢) A moda é dada pelo valor mais frequente sendo neste caso 5 repetido 3
vezes:



mo = 5 anos

A moda ¢ usada como medida de tendéncia central em variaveis qualitativas
nominais. No entanto a utilizagdo da moda tem varios inconvenientes uma vez
que o seu valor ¢ muito instavel variando de amostra para amostra e sendo
muito afectado pela forma como as classes sdo constituidas nas variaveis
agrupadas. Nem sempre existe apenas uma moda; é o caso de distribuigdes
com mais de um valor com o mesmo niimero de repeti¢des. Em distribui¢des
sem valores repetidos ou em que todos os valores sejam igualmente repetidos
a moda nfo existe.

d) Os quartis bem como outras medidas de localizagdo como a mediana e
os percentis designam-se genericamente por quantis. Podemos esquematizar
no quadro abaixo indicado o seu posicionamento apds ter sido efectuada a
ordenacao de todos os valores:

K Quantil N° quantis Descrigédo
grupos r=kl1
2 Med - Mediana | 1 50% dos valores por grupo
4 Q; - Quartil 3 25% dos valores por grupo
100 P, - Percentil 99 1% dos valores por grupo

Pela descricdo acima indicada podemos estabelecer a seguinte
correspondéncia:

Ql = PZS
Q,=P,,=Med
Q3 = P75

O valor de posi¢do p, de qualquer quantil apos ordenagdo ¢ dado pela
seguinte expressao:

p. =%(n+1)

Vamos agora calcular os valores dos quartis 1, 2 e 3 comegando por 295
encontrar os seus valores de posi¢do uma vez que os valores da variavel ja
estdo ordenados:
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. p1=%(12+1)=3.25 O =% +025x(x, —x) =
Quart = 5+0.25%(5-4)=425
entre 0 3° e 0 4° elementos
=2(12+1)=65 O, =4, +0.5x( 4, —x; ) =
Quartil 2 777
vartt =5+0.5x(7-5)=6.0
entre 0 6° € 0 7° elementos
~3(1241) =975 O, =% +0.75% (5, — x5, ) =
Quartil 3 770
Hartt =8+0.75x(10-8)=9.5
entre 0 9° € 0 10° elementos

e) f) g) h) medidas de dispersdo relativamente a média

Poder-se-ia pensar em calcular a média dos desvios dos valores
relativamente 8 média da variavel como medida indicativa do grau de dispersao
dos valores. Este calculo seria perfeitamente inttil pois o somatorio dos desvios
seria sempre nulo. Uma maneira de fazer desaparecer os valores negativos
dos desvios de modo a que no somatdrio ndo se anulassem ¢ por obtencao dos
valores absolutos dos desvios. Aparece assim a nog¢do de desvio médio DM
como a média dos valores absolutos dos desvios:

"
IR
DM ="
n
A divisdo por z no calculo das medidas de dispersdo ¢ feita quando ndo
queremos inferir valores para a populacdo, ou seja, quando ndo estamos a
trabalhar uma amostra. Quando estamos a considerar os valores de uma amostra
devemos substituir # por n-1. Este valor n-1 relativo a uma dada amostra é
designado por numero de graus de liberdade.
No caso do nosso exemplo teriamos o seguinte desvio médio:

DM =+

=3,1 anos
n—1

Y
Y



O célculo com mddulos, ou seja, que envolva a obtengdo de valores absolutos,
ndo é o mais expedito tendo-se optado pela quadratura do bindmio a fim de

serem eliminados os valores negativos:

i (x,. -X )2
variancia = =1
n

Obtivemos assim a expressdo da média dos quadrados dos desvios dos
valores da variavel relativamente a média, que designamos por varidncia.
Podemos sumariar os calculos para a obtencdo das medidas de dispersao

na seguinte tabela:

X; Xi - x| xi- x) X’
2 48 23,04 4
3 3,8 14,44 9
4 2,8 7,84 16
5 1,8 3,24 25
5 1,8 3,04 25
5 1,8 3,24 25
7 0,2 0,04 49
7 0,2 0,04 49
8 12 1,44 64
10 3.2 10,24 100
12 52 27,04 144
14 72 51,84 196
> =82 34,0 145,68 706

A variancia da amostra teria o seguinte valor:

2 _ =l

Z _\2
2 (% -%) _145.68

K
n 11

=13.2 anos®
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Podemos ja verificar que a interpretacio da varidncia ndo ¢ muito facil na
medida em que obtemos valores elevados ao quadrado, no nosso caso anos’.
Extraindo a raiz quadrada obtemos a expressdo do desvio padrao:

desvio padrdo = +/ variincia

ou seja,

s =4/13,2 =3,6 anos

Os valores da variancia e do desvio padrio sdo fungdo do valor da média,
expressando-se nas mesmas unidades de medi¢do. Quando pretendemos
comparar a dispersao de uma variavel entre grupos ou entre variaveis do mesmo
grupo temos de a exprimir através de uma medida de dispersdo relativa, ou
seja, ndo dependente do valor da média. Ao dividir o desvio padrdo pela média
encontramos o coeficiente de varia¢do, medida de dispersdo relativa
normalmente expressa em percentagens:

s
cv=—x100%
X
No exemplo que temos estado a considerar o valor do coeficiente de
variacdo ¢:

cv =3—'6><100% =52.9%
6.8

Exercicios resolvidos

Exercicio I: Para o estudo de comportamentos atipicos em ambientes
considerados de risco foi realizado um inquérito a 200 individuos. Uma das
questdes prendia-se com o nivel socio-econémico do agregado familiar,
classificado nos graus elevado, bom, médio e mau e foram obtidas,
respectivamente, as frequéncias 10, 40, 100 e 50.

a) Construa a tabela de distribuicdo de frequéncias para esta variavel
estatistica;

b) Faca a representag@o grafica através de diagramas de ordenadas e de
barras;

c) Faca a representacdo grafica através do diagrama de sectores circulares;



d) Faca a representacdo grafica através do diagrama de circulos.

Resolucio:

a) Tabela de distribui¢do de frequéncias

Nivel sé6cie Frequéncia Frequéncia Frequéncia
econémico absoluta (F) relativa(f) percentual(p;)
- elevado 10 0,05 5%
- bom 40 0,20 20%
- médio 100 0,50 50%
- mau 50 0,25 25%
Totais n=200 1 100%

b) Diagrama de barras e diagrama de ordenadas

O diagrama de barras e o diagrama de ordenadas sdo idénticos tendo como
diferenca apenas o aspecto grafico:

Diagrama de barras Diagrama de ordenadas

50% - 50%
40% 40%
30% 30%
20% 20%-
10%- 10%
|I_| 1 1 1 ! 1 1
1 2 3 4 1 2 3 4
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c¢) Diagrama de sectores circulares

No diagrama de sectores circulares o conjunto de individuos n que responde
a variavel é representado por um circulo dividido em sectores circulares. O
angulo ao centro ou arco de cada sector circular € proporcional a frequéncia
da categoria que representa sendo a constante de proporcionalidade igual a
360°/n, 360° ou 3.6° conforme se trabalhe com frequéncias absolutas, relativas
ou percentuais respectivamente:

360
o, =——XIF, o, =360 f; o, =3.6Xp,
n
em que o, € o angulo ao centro que corresponde a categoria i.

Utilizando uma regra de trés simples, teremos para os trés casos:

360°—n 360°— 1 360°— 100
ai_Fi a,'_fi o, — Di

Podemos agora acrescentar a tabela de distribuicéo de frequéncias a coluna
relativa a construg¢do do diagrama de sectores circulares.

Utilizando as frequéncias percentuais calculamos os angulos ao centro
representativos das categorias da variavel:

Nivel sécie | Frequéncia | Frequéncia Frequéncia a;=3.6 g,
econémico | absoluta (F) | relativa(f) | percentual(p;)

1 - elevado 10 0,05 5% 3,6°5=18°

2 - bom 40 0,20 20% 3,6°x 20 ="72°

3 - médio 100 0,50 50% 3,6°x 50=180°

4 - mau 50 0,25 25% 3,6°x 25= 90°

Totais n=200 1 100% 360°




5%

25%

50%

d) Diagrama de circulos

O diagrama de circulos ¢ o conjunto de circulos representativos de todas
as categorias da variavel. A representagdo de cada categoria da variavel é
feita através de um circulo cuja area € proporcional a sua frequéncia:

dgrea=mr’=cf

c c
r= —xf:a\/7 com a=,|—
b4

T

sendo 7 o raio do circulo, fa frequéncia e c e a constantes de proporcionalidade.

Uma vez que a area ¢ proporcional a frequéncia, cada circulo terd um raio
proporcional a raiz quadrada da frequéncia da categoria que representa sendo
a constante de proporcionalidade «a estabelecida de maneira a que a dimensao
dos circulos possa estar contida no suporte (por exemplo, folha A4) utilizado.

Continuando a trabalhar com as frequéncias percentuais sera conveniente
usar o valor 0.5 para a constante de proporcionalidade a sendo obtidos os

seguintes valores de raio, em cm:

O elevado
E bom
O médio

O mau

301



Nivel socio- Frequéncia Frequéncia

econéomico | absoluta (F;) percentual (py) | ¥ = a\/pT =0,5\p;
1 - elevado 10 5% 0,55 =1,10
2 -bom 40 20% 0,5~/20 = 2,25
3 - médio 100 50% 0.5+/30 = 3.55
4 - mau 50 25% 075\/322’50
Totais n=200 100%

oO(HO

Exercicio 2: Foram experimentadas as drogas A ¢ B em dois grupos de
100 doentes tendo-se obtido o resultado apresentado na seguinte tabela:

Resultado Droga A Droga B
Pior 5 20
Sem alteracdo 20 30
Melhor 75 50
Total 100 100

302
Faga a representacdo grafica por forma a evidenciar a comparagido de

resultados nas drogas A e B.



Resolucao:

Na representacio grafica para comparagdo de uma variavel em dois ou
mais grupos sdo frequentemente utilizados os diagramas de barras multiplas
figurando em abcissas a variavel em categorias e em ordenadas a frequéncia
relativa. As barras relativas a cada grupo sao identificadas por um determinado
padrdo ou cor que acompanha a legenda.

100%

80%

60%

B Droga A
O Droga B

40%

20%

=

Pior Sem alteracdo Melhor

0%

Exercicio 3: A tabela seguinte representa a percentagem de pessoas que,
em trés anos distintos, se tém deslocado a Universidade utilizando diferentes
meios de transporte:

Ano A pé Transporte Veiculo Total
publico préprio

1970 80 15 5 100%

1980 55 30 15 100%

1990 40 35 25 100%

Represente os dados da forma grafica mais conveniente.
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Resolucao:

A comparagdo da ocorréncia das diferentes categorias da varidvel em
determinado grupo (ou ano) ¢ feita através de diagramas de barras compostas
em que as percentagens respectivas podem figurar no interior de cada segmento
identificado por legenda.

@ Veiculo préprio
| Transporte ptiblico
100% - —
80% -
60% =
40% +
20% =
0% T y 1
1970 1980 1990

Exercicio 4: Em 100 internamentos por intoxica¢@o alimentar, em
determinado hospital, verificou-se a seguinte distribui¢do de frequéncias:

Dias de
internamento | 1 | 2| 3 |4 | 5| 6 7 8 | 9 (10| 11| 12| Total
F; 5141101812015 (2017 | 712 100

Represente graficamente a distribuicéo.

Resolucio:

A variavel “dias de internamento” ¢é discreta e apresenta grande dispersao
de valores sendo por isso conveniente formarem-se agrupamentos de dados
por forma a dar maior legibilidade a forma da distribui¢do. Dividindo em 4
agrupamentos de 3 dias cada podemos obter a o seguinte grafico de ordenadas:




Dias de | F; Agrupamentos F;
internamento
1 5
2 4 Grupo [ 19
3 10
4 8
5 1 Grupo II 29
6 20
7 15
8 20 Grupo 111 36
9 1
10
11 Grupo IV 16
12
Total 100 100

Fj

30

20

10

0

I 11 11T v

Agrupamentos
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Exercicio 5: O nivel de colesterol em mg/100ml encontrado em 46 individuos
com idades compreendidas entre os 40 e os 70 anos foi o seguinte:

160 170 163 209 191 135 172 201
183 192 155 156 148 181 200 183
146 207 179 178 149 171 172 173
184 166 190 202 179 201 166 161
178 187 186 184 183 179 185 187
186 187 176 199 198 199

Construa a tabela de distribui¢do de frequéncias.

Resolucio:
1. Célculo da amplitude de variagdo total da variavel:
A=max—min =209-135=74

por ser: max = 209; min =135
2. Célculo do niimero de classes pela regra de Sturges:

k=1+3.32xlog,, n=1+3.32xlog,, 46 = 1+3.32x1.66 = 6.52

3.Célculo da amplitude de cada classe:

A 74

=—= =11.35
k652

A partir das estimativas k e / e atendendo a que o numero de classes tem de
ser inteiro e a amplitude de cada classe terd o grau de precisdo considerado na
variavel, encontramos os valores para nimero de classes e amplitude de cada
classe.

Para que todos os valores da varidvel estejam contidos nas classes &
necessario obedecer ao seguinte condicionalismo:

Ixk>A
k=6 =12 6x12=72< 4 ndo serve
k=17 /=12 7x12=84>>A4  valor muito maior que A
k=17 /=11 Tx11=77> A4 serve



O valor mais proximo de A assim obtido, € que posso designar por W,
representa a nova amplitude de variagdo total:

W =77

4. Defini¢do das classes pelos seus limites reais

Metade do aumento da amplitude de variacéo total:

WA _T7-74 3 _
2 2 2

1.5

e

Limite inferior da primeira classe e limite superior da ultima classe:

LI =min—e=135-1.5=133.5
LS =max+e=209+1.5=210.5

Encontrado o limite real inferior da classe 1 vamos adicionar
sucessivamente o valor da largura das classes por forma a irmos obtendo os
limites reais de todas as classes.

Definidas as classes procede-se a contagem dos individuos em cada uma
obtendo-se a tabela de distribuigdo de frequéncias:

Classes | Limites reais Contagem F; Pi )
1 133,5— 144,5 | 1 2,2

2 144,5 — 155,5 Il 4 8,7

3 155,5—166,5 M 1 6 13,0

4 166,5 — 177,5 M1 6 13,0

5 177,5 — 188,5 (11 17 37,0

6 188,5 — 199,5 M 1 6 13,0

7 199,5 —210,5 | 6 13,0
Total 46 99,9*

* Devido a erros de arredondamento ndo foi obtido 100% no
somatdrio percentual
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Exercicio 6: Num grupo de 28 doentes o nivel de acido urico em mg/
100ml encontrado foi o seguinte :

41 48 42 51 61 55 56 62 74 39
47 6,7 55 58 48 49 35 66 63 52
6,1l 60 49 48 53 56 57 58

Construa a tabela de distribui¢do de frequéncias.
Resolucio
1. Calculo da amplitude de variagdo total da variavel:
A=max-min=74-35=39
2.Calculo do numero de classes pela regra de Sturges:
k=1+3.32xlog,,n=1+3.32xlog,,28 =1+3.32x1.45=5.8

3. Célculo da amplitude de cada classe

1=4232 o6
k5.8
Como:
IXk>A

k=6 [=0.6 6x0.6=3.6<4 nao serve
k=6 =07 6x0.7=4.2> 4 serve
O valor mais proximo de A assim obtido, € que posso designar por W,
representa a nova amplitude de variagdo total:
wW=42
4. Defini¢ao das classes pelos seus limites reais
W-4 42-39 03

e —=0.15
2 2 2

308 Limite inferior da primeira classe e limite superior da ultima classe:

LI =min-e=3.5-0.15=3.35
LS =max+e=7.4+0.15=7.55



Definidas as classes procede-se a contagem dos individuos em cada uma

obtendo-se a tabela de distribuicdo de frequéncias:

Classes Limites reais Contagem F; f; Pi %)
1 3,35—4,05 I 2 0,07 7
2 4,05—4,75 If 3 0,11 11
3 4,75 — 545 1111l 8 0,28 28
4 5,45—6,15 1111t 10 0,36 36
5 6,15— 6,85 Il 4 0,14 14
6 6,85 — 7,55 | 1 0,04 4
Total 28 1 100

Exercicio 7: Num grupo de 105 pessoas os valores minimo ¢ maximo de
potassio encontrados foram de 2,46 e 4,32 mg/100ml, respectivamente.

Se tivesse de apresentar estes dados numa tabela de frequéncias com classes
de igual amplitude, diga quais os limites mais apropriados para cada classe.

Resolucao
1.Célculo da amplitude de variagdo total da variavel:
A=max—min =4.32-2.46=1.86
2.Calculo do numero de classes pela regra de Sturges:
k=1+3.32xlog,,n=1+3.32xlog,,105="7.7

3.Célculo da amplitude de cada classe

lzézﬁ:0.242
k7.7
Como:
IXk>A
k=17 [=0.24 7x0.24=1.68< 4 nao serve

k

8 [1=0.24 8x0.24=192> 4 serve
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A nova amplitude de variagio total é:
W=1.92
4. Defini¢ao das classes pelos seus limites reais

W-4_192-186 0.06
2 2

e =0.03

Limite inferior da primeira classe e limite superior da ultima classe:

LI =min—e=2.46-0.03=2.43

LS =max+e=4.32+0.03=4.35

Nao podemos considerar estes limites como reais pois ndo obedecem a
condicdo de ndo ambiguidade na colocag@o de valores da variavel nas classes
por ndo representarem pontos intermédios de dois valores possiveis e contiguos
da variavel.

Teremos entdo de somar ou subtrair a ambos os limites metade de uma
centésima por o grau de precisdo da variavel ser precisamente a centésima.
Fazendo:

LI =2.43-0.005=2.425
LS =4.35+0.005=4.345

Obtemos os limites reais das classes da tabela de distribuicao de frequéncias:

Classes Limites reais
1 2,425 — 2,665
2 2,665 — 2,905
3 2,905 — 3,145
4 3,145 — 3,385
5 3,385 — 3,625
6 3,625 — 3,865
7 3,865 — 4,105
8 4,105 — 4,345




Exercicio 8: A ocorréncia de determinada doen¢a segundo escaldes etarios
estd indicada na seguinte tabela:

Idade Ocorréncia
10— 14 5
14 —21 15
21 —35 47
35—65 58
> 65 10
Total 135

Construa o histograma de frequéncias correspondente.

Resolucio:

Verifica-se que as classes aqui definidas tém amplitudes de variagao
diferentes. O histograma tem de ser construido por forma a que as areas dos
rectangulos sejam proporcionais as frequéncias das classes que representam.
Como as bases dos rectangulos ndo s@o iguais as frequéncias tém de ser
ajustadas por divisdo pelas amplitudes respectivas.

Obtém-se entdo a seguinte tabela de distribuicdo de frequéncias a partir da
qual se fara o tragado do histograma:

Idade F; | W; | Limites reais | Fi ajustadas
=Fi/ W;

10— 14 5 4 9,5—13,5 5/4=1,25

14 —21 15 7 | 13,5—20,5 15/7=2,14

21 —35 47 14 | 20,5—34,5 | 47/14=3,36
35—65 58 30 | 34,5—64,5 | 58/30=1,93
> 65 10 25 | 64,5—89,5 | 10/25=0,40
Total 135
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3 _|
> | |
1 -
0 ]
20,5 34,5 64,5 idade
95 34,5 64,5 89,5
13.5
13.5
20.5
Nota: A ultima classe etaria esta mal definida.

Exercicio 9: As idades em anos de um grupo de 50 individuos encontram-
se na tabela abaixo indicada:

21 40 43 31 39 33 44 21 24 25
23 26 30 29 29 31 32 26 31 34
29 33 27 35 30 36 34 30 25 27
33 28 28 43 31 37 32 32 28 32
38 39 35 36 37 38 39 34 27 25
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Construa:
a) tabela de distribui¢do de frequéncias;
b) histograma de frequéncias;



¢) poligono de frequéncias;

d) histograma de frequéncias acumuladas;

e) poligono de frequéncias acumuladas ou ogiva de Galton;

f) principais medidas de tendéncia central (média, moda, mediana);

g) medidas de dispersdo (absoluta: variancia, desvio padrio; relativa:
coeficiente de variagdo);

h) coeficiente de Pearson de assimetria;

i) coeficiente quantilico de achatamento.

Resolucao

a) Tabela de distribuicdo de frequéncias com classes de igual amplitude

1. Célculo da amplitude de variagdo total da variavel:
A=max—min=44-21=23

2. Célculo do niimero de classes pela regra de Sturges:
k=1+3.32xlog,,n=1+3.32xlog,,50=6.6

3.Célculo da amplitude de cada classe

_A_2 55
k 6.6
Como:
IxXk>A
k=17 [=3 Tx3=21< A4 nio serve

k=6 =4 6x4=24> 4 serve
A nova amplitude de variag@o total é:
W =24

4. Defini¢do das classes pelos seus limites reais

e:W_A :24—232120'5
2 2 2

Limite inferior da primeira classe e limite superior da Gltima classe:
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LI =min—-e=21-0.5=20.5
LS =max+e=44+0.5=44.5

Sendo a tabela de distribui¢@o de frequéncias, definida pelos limites reais
das 6 classes:

Classes Limites reais Contagem Fi Pi
1 20,5 —24,5 Il 4 8

2 24,5—28,5 | lIFfi-| 11 22

3 28,5—32,5 | llIF 11 14 28

4 32,5—36,5 T 10 20

5 36,5—40,5 11T 8 16

6 40,5 — 44,5 Il 3 6
Total 50 100

b) Histograma de frequéncias; c) Poligono de frequéncias

As variaveis quantitativas continuas podem ser representadas graficamente
através de histogramas ou de poligonos de frequéncia.

Os histogramas correspondem a representagdes graficas constituidas por
rectangulos justapostos em que a area de cada rectangulo é proporcional a
frequéncia da classe a que diz respeito. Tendo as classes igual amplitude, os
rectangulos correspondentes tém bases idénticas pelo que, nestes casos, as
alturas dos rectangulos também s3o proporcionais as frequéncias. Os
histogramas podem ser apresentados com o tragado integral dos rectangulos
constituintes ou apenas com o contorno exterior.

Os poligonos de frequéncia podem ser tragados a partir dos histogramas
ou directamente a partir dos pontos médios das classes. O tragado do poligono
de frequéncias com auxilio do histograma ¢ feito unindo os pontos médios
superiores de cada classe. O ponto médio de cada classe corresponde a média
aritmética entre o limite real inferior € o limite real superior da classe ou, se
preferir, a soma de metade da amplitude de variagdo da classe com o seu
limite real inferior.



%
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20,5 24,5 28,5 32,5 36,5 40,5 44,5 idade

d) Histograma de frequéncias acumuladas; e) Poligono de frequéncias
acumuladas ou ogiva de Galton

Podemos encontrar as frequéncias acima ou abaixo de valores dos limites
das classes que resultam dos somatorios das frequéncias das classes abrangidas
na nova defini¢o. Normalmente estamos interessados nas frequéncias abaixo
de determinado valor limite com as quais se constroem os histogramas de
frequéncias acumuladas e as ogivas de Galton.

O poligono de frequéncias acumuladas ou ogiva de Galton oferece um
método grafico e expedito de encontrarmos os valores das medidas de
localizagdo desejadas. Neste caso vamos exemplificar com a obtengdo do
valor da mediana. Se fosse utilizado o papel milimétrico teriamos uma boa
aproximagdo destes valores.

Classes Limites reais Fa; %
1 20,5 —24,5 4 8
2 20,5 —28,5 15 30
3 20,5 —32,5 29 58
4 20,5 — 36,5 39 78
5 20,5 — 40,5 47 94
6 20,5 — 44,5 50 | 100
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O tragado da ogiva de Galton ¢ obtido unindo os pontos correspondentes
aos limites superiores das classes.

Fai
%

100 -

75 1+

med 50

20,5 245 28.5 32.5 36.5 40,5 44,5 Idade

v

Valor da med +31 anos

f) principais medidas de tendéncia central (média, moda, mediana)

Comeca-se por calcular os pontos médios das classes. De facto a divisao
da variavel em classes traduz-se por uma perda de informa¢do dos dados.
Tudo se ird passar como se a variavel tivesse como valores possiveis apenas
os valores dos pontos médios das classes com um peso igual as respectivas
frequéncias. Na tabela seguinte, auxiliar de calculo, passamos a designar os
pontos médios por X, pois de facto sdo os nossos valores de trabalho.



Classes | Limites reais X F; x; F;
1 20,5—24,5 22,5 4 90,0

2 24,5 —128,5 26,5 11 291,5

3 28,5—32,5 30,5 14 427,0

4 32,5—36,5 34,5 10 345,0

5 36,5 —40,5 38,5 8 308,0

6 40,5—44,5 42,5 3 127,5
Z 50 1589

A média aritmética de dados agrupados ndo é mais que uma média
ponderada em que o factor de ponderagdo ¢ a frequéncia das classes:

S,

i=l1

_ 1589
n 50

x= =31,6 anos

Para o calculo da mediana temos de encontrar a classe que contém a
mediana. Existindo 50 elementos a mediana encontra-se entre o 25° € 0 26°,
ou seja, na classe 3, como se pode verificar na tabela das frequéncias
acumuladas.

n+l1
- Facmedfl

mediana=Li , + —=———XI
Fmed

50+1_15
=28,5+2T><4=31,3 anos

sendo Li o limite real inferior da classe que contem a mediana, F, ,a
frequéncia da classe que contém a mediana, Fac, , a frequéncia da classe
anterior a que contém a mediana e / a largura da classe.

Para o célculo da moda comega-se por encontrar a classe com maior
frequéncia e que no nosso caso € também a classe 3. Isto significa que a moda
se encontra entre Li,=28,5 e Ls,=32,5 podendo o seu valor ser dado pela
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seguinte expressio:

10
0+11

X4 =30.4 anos

F
moda = Li, +—"¢—x/ =285+
+F 1

mo+1 mo—1

sendo Li, o limite real inferior da classe que contem amoda, F', _ a frequéncia
da classe seguinte a que contem a moda, F, a frequéncia da classe anterior
a que contem a moda e / a largura da classe.

g) medidas de dispersdo (absoluta: variancia, desvio padrdo; relativa:
coeficiente de variagdo)
Da defini¢do de variancia obtém-se a seguinte expressdo de calculo:

Por desenvolvimento do bindmio constrdi-se a formula dita computacional:

k

e, 2R
= F 1=

g n—1 g‘ - n

Qualquer uma das férmulas de calculo pode ser utilizada acrescentando a
tabela a coluna auxiliar correspondente:

Classes | Limites reais X; F; x; F; xi F;
1 20,5—24,5 | 225 4 90,0 2025,00

2 24,5 —28,5 | 26,5 11 291,5 7724,75

3 28,5—32,5 | 30,5 14 427,0 13023,50

4 32,5—36,5 | 34,5 10 345,0 11902,50

5 36,5—40,5 | 38,5 8 308,0 11858,00

6 40,5—44,5 | 42,5 3 127,5 5418,75
Z 50 1589 51952,50




2
st = 1 51952.50 - 1589
50

=29.7 anos”

Alguns autores sdo de opinido que o valor de variancia calculado deve ser
corrigido pelo facto de terem sido introduzidos erros ao reduzir-se aos pontos
médios das classes os valores da varidvel. A correc¢@o de Sheppard ¢ utilizada
sobretudo se o numero de classes for reduzido e consiste em subtrair o
quociente /12 ao valor calculado:

2 2

si=s’ L =29.7 & =28.4 anos’
12 12

Sendo o desvio padrio:

s =+/s> =</28.4 =53 anos

O coeficiente de variacdo cv € normalmente expresso em termos
percentuais:

v =2 X100% = 2% 100% = 16.8%
X 31.6

h) coeficiente de assimetria de Pearson

A expressdo que define este coeficiente € dada por:

X —mo
c =—"
? s

O coeficiente de assimetria de Pearson € centrado em zero, ou seja, assume
o valor zero em distribui¢des simétricas.

Em qualquer distribuicdo de frequéncias a mediana estd sempre entre a
moda e a média, podendo coincidir com alguma delas ou com as duas.

De facto os valores da média, moda e mediana sdo idénticos nas
distribui¢des simétricas e coincidem com os valores das abcissas dos
respectivos eixos de simetria. Assim sendo, o numerador do quociente da
expressdo deste coeficiente ¢ nulo e a curva representativa da distribuigéo é
simétrica.
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Quando a média € maior que a moda o valor do coeficiente é positivo e a
distribui¢do diz-se com assimetria positiva ou a direita. A curva representativa
da distribuicdo ¢ assimétrica com cauda prolongada a direita.

Quando a média é menor que a moda o valor do coeficiente ¢ negativo ¢ a
distribuig¢do diz-se com assimetria negativa ou a esquerda. A curva
representativa da distribuic@o € assimétrica com cauda prolongada a esquerda.

Neste caso, o valor do coeficiente de assimetria de Pearson é:

x—mo 31.6-304
c = = =
? s 53

O que traduz uma distribui¢do com uma ligeira assimetria a direita.

0.2

1) coeficiente quantilico de achatamento

O coeficiente quantilico de achatamento ca é obtido pelo quociente entre
metade da amplitude inter quartis e a amplitude entre o percentil 10 e 90:

1
E(XQ:; le )
ca=
Xpo0 ~ Xp10
sendo
p
—(n +1)—FacQH
xp, = Liy, +% x1
FQF
em que:

x ¢ o valor do quartil 1;

01
x,, € o valor do quartil 3;
x,,, € 0 valor do percentil 10;
X,,, € 0 valor do percentil 90,

€

X, €0 valor do quantil », sendo » determinado quantil e k£ o nimero de

partes em que a frequéncia ¢ dividida por este quantil;



Li ¢ o limite real inferior da classe do quantil;
or

Fac ¢ a frequéncia acumulada da classe anterior a do quantil;
or-1

F ¢ a frequéncia da classe que contem o quantil;
or

n € a dimensio da amostra.

O coeficiente de achatamento fica centrado em zero se se subtrair a
constante 0,26 ao valor calculado pela expressdo indicada anteriormente. Se
for positivo ou negativo obtemos distribui¢des mais ou menos achatadas que
a da curva normal.

Neste caso obtivemos um valor muito proximo de zero.
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10. Probabilidade

Acabamos de estudar os varios métodos de sumarizagdo e representagdo
dos dados colhidos sobre uma amostra retirada da populagio que se pretende
conhecer. Mas, como o nosso estudo visa de facto o conhecimento da populagéo,
nao podemos da-lo por concluido com a Estatistica Descritiva. Ha necessidade
agora de podermos extrapolar para a populagdo as conclusdes obtidas da
amostra, no pressuposto de que ela é representativa dessa mesma populagao.
A esta inferéncia estatistica que, a partir do conhecimento dum subconjunto
do universo, propde-se fazer afirmacdes sobre todo o universo, esta
necessariamente ligado o célculo de probabilidades. E afinal sobre o célculo
das probabilidades que vai assentar toda a teoria conducente a inferéncia
estatistica, testes de hipdteses e estimacdo de pardmetros.

O calculo de probabilidades ndo se confina, no entanto, s6 a Estatistica
Inferencial. Esta presente em muitas outras medidas de apoio a decisdo clinica
como no estudo de sobrevivéncia, epidemiologia, genética e outros.

10.1 Introducio

10.1.1 A Probabilidade e a Estatistica

O estudo das probabilidades teve a sua origem nos jogos de azar ainda hoje
usados para exemplificar algumas propriedades e métodos probabilisticos.
Porém sé no século XVI com Cardano e Galileu se comega a criar as bases
duma teoria das probabilidades. A defini¢do de probabilidade como o quociente
entre o nimero de ocorréncias favoraveis a um determinado acontecimento e
o numero de ocorréncias possiveis bem como algumas propriedades das
probabilidades foram entdo estabelecidas. No século seguinte, Pascal e Fermat
estudam as principais leis das probabilidades e estabelecem a teoria da
inferéncia estatistica. Posteriormente, ainda no século XVII, Leibnitz e Ber-
noulli desenvolvem e sistematizam de tal maneira o estudo das probabilidades
que estas acabam por se tornar numa verdadeira ciéncia. Aparece um novo
conceito de probabilidade quando se pretende relacionar frequéncias relativas
na amostra com o que acontece na populagdo. O nome que sobressai no século
XVIII € o de Thomas Bayes com a sua famosa teoria bayesiana. No século
XIX o maior desenvolvimento deve-se a Laplace, Gauss e Quetelet. Muitos
foram os que no século XX se dedicaram ao desenvolvimento da Teoria das
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Probabilidades e sua ligagdo a Estatistica. Entre eles podemos destacar nomes
como Chebyshev, Markov, Pearson, Gosset (de pseudonimo Student), Fisher.
O maior relevo vai no entanto para o russo Kolmogorov pelo desenvolvimento
dado na formulagdo matematica e cientifica da teoria das probabilidades. Somos
agora chegados a uma fase em que efectivamente a teoria das probabilidades
constitui as bases onde assenta a estatistica.

10.1.2 Conceitos basicos: Nocio de acontecimento

Um fendmeno diz-se aleatorio quando € influenciado pelo acaso. Para
uma experiéncia ser aleatoria deve obedecer a algumas condigdes:

- Haver a possibilidade de ser repetida em condicdes idénticas;

- Ser conhecido o conjunto de todos os resultados possiveis embora nio se
saiba a priori qual sera o resultado produzido;

- Existir regularidade estatistica na repeti¢do da experiéncia.

A experiéncia aleatoria tem como contraponto a experiéncia deterministica
ou ndo aleatoria cujo resultado ¢ conhecido antes da sua realizacdo. Como
exemplo podemos referir algumas grandezas fisicas conhecidas como a
temperatura de congelagio e ebuli¢do da agua.

Vamos entdo considerar a experiéncia aleatdria que consiste no lancamento
de um dado e o conjunto de todos os resultados possiveis. Podemos designar
o conjunto de todos os resultados possiveis ou de todas as ocorréncias possiveis
por conjunto fundamental ou espago amostral. Quando se realiza uma
experiéncia o resultado é apenas um dos sub-conjuntos do espago amostral. E
cada um destes sub-conjuntos que designamos por acontecimento. Por exemplo,
ao langar um dado ao ar (experiéncia aleatéria) o conjunto de resultados

possiveis € {1,2,3,4,5,6}, constituido por seis sub-conjuntos elementares de

um elemento, ou {pares, impares}, ou {1, 2,3,5}u{4}U{6}, etc... de acordo

com o espago amostral definido.

Cada um destes sub-conjuntos de resultados possiveis define um
acontecimento. Ndo confundir, todavia, acontecimento com resultado duma
experiéncia. Uma experiéncia pode ou nio produzir determinado acontecimento
mas conduz certamente a um resultado. Ao langar um dado ao ar posso pre-
tender a saida de face par (acontecimento) e o resultado ser sair face impar
(realizag¢@o do acontecimento contrario ou complementar).

Representando em diagrama o exemplo anterior em que o espago amostral

¢ constituido pelos sub-conjuntos {1,2,3,5}, saida da face 1,2, 3 ou 5; {4},



saida da face 4, e {6}, saida da face 6 e em que o resultado da experiéncia

tenha sido saida da face 6:

Espaco amostral S

Acontecimento X

Acontecimento
elementar Y

Acontecimento Z realizado
(resultado da experiéncia = 6)

Figura 10.1: Diagrama esquematico de um espago amostral e alguns
conjuntos de acontecimentos.

Um acontecimento de determinada experiéncia aleatoria e relativo a um
dado espaco amostral ¢ constituido por um conjunto de resultados possiveis.
Apos a experiéncia ser realizada um destes resultados possiveis passa a
designar-se por resultado da experiéncia.

Podemos agora identificar os seguintes acontecimentos:

Acontecimento impossivel, corresponde ao complemento do conjunto que
constitui o espago amostral ou seja, resultado diferente dos resultados possiveis
da experiéncia. A probabilidade de ocorrer € zero.

Acontecimento certo, corresponde a um qualquer dos sub-conjuntos do
espaco amostral ou seja, € certo que um deles tem de acontecer. A probabilidade
de ocorrer ¢ um.

Acontecimento complementar do acontecimento A, corresponde ao sub-
conjunto do espago amostral que ndo contém A. A sua probabilidade de
ocorréncia ¢ o complemento para a unidade da probabilidade de ocorréncia
de A.

Acontecimentos incompativeis se ndo t€ém elementos comuns ou seja, ndo
se podem realizar simultaneamente e por isso a realizagdo de um exclui a
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realizagdo do outro. Podemos dizer que sdo mutuamente exclusivos. A
probabilidade de ocorrerem simultaneamente ¢é zero.

Acontecimentos independentes quando a ocorréncia de um néo influencia
a ocorréncia do outro. Dois acontecimentos ndo podem ser simultaneamente
independentes e mutuamente exclusivos ou incompativeis a menos que um
deles seja impossivel. De facto o acontecimento impossivel é independente e
mutuamente exclusivo de qualquer acontecimento possivel.

10.1.3. Probabilidade a priori e Probabilidade a posteriori; probabilidade
subjectiva

Quando o espago amostral € conhecido ou seja, quando todas as ocorréncias
possiveis numa dada experiéncia aleatdria sdo conhecidas e equiprovaveis, o
valor da probabilidade de determinado acontecimento pode ser estabelecido
a priori e ser definido como o quociente entre o numero de ocorréncias
favoraveis a realizagdo do acontecimento e o nimero de ocorréncias possiveis
da experiéncia.

Podemos considerar alguns exemplos que ilustram a probabilidade a priori:

- A probabilidade de, ao atirar um dado ao ar, sair face par ¢ de 1/2: sabendo
nds que o espaco amostral € constituido pelo conjunto das 6 faces e sendo o
dado nao viciado (possibilidade idéntica na obten¢ao de qualquer face), como
o numero de faces par € 3, a probabilidade de sair face par é 3/6 = 1/2.

- A probabilidade de se extrair um rei num baralho de 52 cartas ¢ de 1/13:
realmente o numero de ocorréncias favoraveis é 4 (por existirem 4 reis no
baralho) e o numero de ocorréncias possiveis € 52 sendo a probabilidade do
acontecimento saida de rei igual a 4/52 = 1/13.

- Admitindo que a probabilidade de nascer rapaz ¢ igual a probabilidade
de nascer rapariga, qual a probabilidade de um casal ter um filho do sexo
masculino? Partindo do principio que a crianga so pode ser do sexo masculino
ou do sexo feminino a probabilidade pretendida ¢ de 1/2.

Generalizando, sendo P(A) a probabilidade do acontecimento A numa
experiéncia aleatdria E, n(A) o nimero de ocorréncias favoraveis ao
acontecimento A, N(S) o numero de ocorréncias possiveis na experiéncia, ou
seja a dimensdo do espago amostral S, podemos dizer que:




Como A é um sub-conjunto de S, n(A4) < N(S) e por consequéncia este

quociente é sempre < 1. Podemos ja concluir que o valor da probabilidade é
positivo, por se tratar do quociente entre duas contagens, € <1, ou seja:

0<P(A)<I1

A probabilidade a priori é também conhecida por probabilidade classica e
tem como pressuposto que as ocorréncias possiveis numa dada experiéncia
sdo equiprovaveis.

Como vimos na breve resenha historica do desenvolvimento do calculo
das probabilidades, pode-se relacionar a probabilidade de um acontecimento
com a frequéncia com que ele ocorre. Designamos por probabilidade a
posteriori do acontecimento A ou probabilidade empirica ao quociente entre
o numero de vezes que A ocorre (k) € o numero de experiéncias ou tentativas
realizadas (n):

Pay="
n

k
Entio, sendo a probabilidade de A acontecer p = P(A) = .a probabilidade

do acontecimento contrdrio g =P(A), ou seja, a probabilidade de A ndo

acontecer sera:

— _n—k
g=Pd)=—==1-p

De facto, numa dada experiéncia, A acontece ou ndo acontece, ou seja:

q+tp=1

Realmente a probabilidade do acontecimento certo ¢ igual a 1 enquanto
que a probabilidade do acontecimento impossivel € igual a zero.

Podemos referir como exemplo ilustrativo a experiéncia de atirar um dado
ao ar que tem como resultado a obtengdo de uma das faces.

Por defini¢do de probabilidade a priori verificamos que a probabilidade
de se obter a face 5 ¢ de 1/6 = 0,16(6) uma vez que o dado tem 6 faces das
quais apenas uma tem o niamero 5.

Se repetirmos a experié€ncia 10 vezes, podemos obter, por exemplo, 2 vezes
a face 5 sendo por isso, de 2/10 = 1/5 = 0,20 a probabilidade de sair a face 5.
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Repetindo a experiéncia 100 vezes podemos obter, por exemplo, 17 vezes a
face 5 sendo por isso a probabilidade de 17/100 = 0,17. Se o numero de
tentativas aumentar para 1000 € possivel obtermos a probabilidade de 160/
1000 = 0,16. Isto demonstra que a medida que o nimero de tentativas aumenta
o valor da probabilidade a posteriori aproxima-se do valor da probabilidade a
priori. Aparece-nos assim o conceito de regularidade estatistica a que
associamos uma nova defini¢do de probabilidade: o valor para que converge a
frequéncia relativa dum acontecimento quando o niimero de tentativas tende
para infinito.

Contrapondo-se a estas no¢des de probabilidade objectiva (probabilidade
a priori e probabilidade a posteriori) podemos ainda enunciar um outro tipo
de probabilidade: a probabilidade subjectiva que se baseia na experiéncia
pessoal de cada individuo relativamente ao assunto em questdo e num certo
grau de optimismo ou pessimismo inerente a cada pessoa. Deparamo-nos com
frequéncia com frases como estas: ¢ provavel que grande parte dos carcino-
mas sejam curaveis dentro de 5 anos; dentro de 3 anos ter-se-a descoberto a
vacina para a SIDA; ha vida inteligente noutros planetas do sistema solar,
etc... que prenunciam um certo grau de probabilidade de ocorréncia de um
determinado acontecimento. No entanto, a falta de rigor e de precisdo destas
afirmagdes, variaveis de individuo para individuo, tornam este tipo de
probabilidade totalmente dependente do crédito pessoal de quem a enuncia.
S6 ¢é admissivel quando de facto ndo existem elementos que conduzam ao
calculo numérico do seu valor sendo por isso o factor experiéncia pessoal o
unico a poder ser tomado em consideragdo. Como exemplo podemos considerar
a tomada de decisdo dum médico relativamente a uma intervengdo cirurgica
de grande risco quando, tendo falhado o tratamento néo invasivo, ndo é muito
provavel que o doente possa sobreviver nas condigdes actuais.

10.1.4. Exercicios de aplicacio

Exercicio 1: Em dada experiéncia sao utilizados 10 ratos numerados de 1
a 10. Escolhendo aleatoriamente 3 destes ratos, qual a probabilidade de:
a) Serem escolhidos 3 determinados ratos;

b) Serem seleccionados 3 ratos identificados com ntimeros < 5.

Resolucio

Numero de agrupamentos diferentes constituidos pelos 10 ratos:



10 ! !
N= =£=120, porser, N = Mo m
3 317! k k(m=-k)!”

em que m ¢ o numero de elementos diferentes existentes e k ¢ o niimero de
elementos que constitui cada agrupamento.

a) Seja A o acontecimento “serem escolhidos aleatoriamente 3 determinados
ratos”.
Pela nogio de probabilidade:

_ n(4)
M= NGy

em que:

n(A) é o numero de ocorréncias favoraveis ao acontecimento A;

N(S) ¢ o numero de ocorréncias possiveis na experiéncia.
Entao:

1
P(A)=—
D=1

b) Seja B o acontecimento “serem escolhidos aleatoriamente 3 ratos com
numeracio <57
O namero de ocorréncias favoraveis é dado por:

5 5!
n(4) = =——=10
3/ 32!

Entio:

pipy— 10 _ 1
120 12
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2.2 Calculo de probabilidades

Considerando o modelo de probabilidade a priori na obtengio de cara ou
coroa no langamento duma moeda ndo viciada, sabemos que a probabilidade
de sair cara ¢ igual a probabilidade de sair coroa ou seja € igual a Y. Ja vimos
que a probabilidade de num langamento sair ou cara ou coroa € 1 por se tratar
dum acontecimento certo. Ou seja, a probabilidade de sair ou cara ou coroa é
igual & soma das duas probabilidades:

P (cara U coroa )= P (cara )+ P (coroa )

Suponhamos agora que atiramos a moeda ao ar duas vezes e que do primeiro
langamento resultou coroa. Qual sera a probabilidade de sair coroa no segundo
langamento?

Sera que o facto de ter saido coroa no primeiro lancamento vai influenciar
o resultado do segundo langamento? Sendo a moeda nao viciada o resultado
do segundo langamento ndo ¢ de facto influenciado pelo primeiro. Dizemos
que o segundo langamento ¢ independente do primeiro, ou seja, 0s
acontecimentos sdo independentes.

Mas ao langar a mesma moeda ao ar duas vezes ou ao langar duas moedas
ao ar simultaneamente qual serd a probabilidade de se obter coroa e coroa?

Se construirmos o espaco amostral para o lancamento de duas moedas
existem 4 resultados possiveis e igualmente provaveis. Representando o
primeiro langamento por 1 ¢ o segundo por 2 obtemos:

coroa, M coroa,
coroa, Mcara,
cara, Mcoroa,

cara, Mcara,

r

Ou seja, a probabilidade de ocorrer um dos resultados é Y4, sendo a soma
de todas as probabilidades igual a 1 (é certo que um deles ocorra).

A probabilidade conjunta de ocorréncia de coroa e coroa ¢ igual ao produto
das probabilidades de ocorréncia de cada face por se tratar de acontecimentos
independentes:

P (coroa, Mcoroa, )= P (coroa, )xP (coroa, )



Veremos em paragrafos posteriores que se trata do produto de
probabilidades de acontecimentos independentes.

10.2.1. Regra da adicdo de probabilidades

Continuemos com a experiéncia de atirar duas moedas ao ar. Se quisermos
saber a probabilidade de sair nos dois langamentos s6 caras ou sd coroas
teremos de adicionar as duas probabilidades:

P[ (cara, Ncara, )U (coroa, Ncoroa, )] =

= P(cara, Ncara, )+ P(coroa, Ncoroa, )= 111
4 4 2

Estamos perante a regra da adicdo de probabilidades de acontecimentos
em que a realiza¢2o de um exclui a realizagdo do outro, ou seja, acontecimentos
mutuamente exclusivos. De facto ou se obtem cara ou coroa no langamento
da moeda; ndo € possivel obter-se simultaneamente e no mesmo langamento
cara e coroa.

Vamos agora considerar uma outra experiéncia que consiste na extracio
de uma carta de um baralho de 52 cartas. Pretendemos calcular a probabilidade
de se obter um rei ou uma carta de copas.

Trata-se aqui também de uma soma de probabilidades mas o acontecimento
saida de rei ndo é mutuamente exclusivo do acontecimento saida do naipe de
copas devido a existéncia do rei de copas. Ao adicionar as probabilidades
saida do naipe de copas com saida dum rei estamos a considerar o rei de
copas duas vezes. Isto porque a intersec¢do dos dois conjuntos nio € nula.
Entdo a probabilidade pretendida sera:

P(rei U copas )=P(rei)+P(copas)—P(rei de copas)
4 1 1

"5 4 2

Acabamos de verificar que na adigdo de probabilidades ha a considerar se
os acontecimentos s3o ou ndo mutuamente exclusivos.

Duma maneira geral, podemos agora enunciar a regra da adig¢do de
probabilidades:
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A probabilidade de acontecer A ou B ¢ igual a probabilidade de
acontecer A adicionada a probabilidade de acontecer B menos a
probabilidade de acontecer A e B, ou seja:

P(AUB)=P(A)+2P(B)-P(ANB)
Se o0s acontecimentos sio mutuamente exclusivos a
probabilidade da sua intersec¢o € nula, por isso:

P(AUB)=/P(A)+P(B)

10.2.2. Regra da multiplicacio de probabilidades

Vamos agora considerar a seguinte experiéncia: Temos uma urna com 5
bolas brancas e 4 bolas pretas. Extraimos sucessivamente 2 bolas da urna.
Qual a probabilidade de se obter uma bola branca na primeira extracgdo e
uma bola preta na segunda:

a) Com reposicéo da bola saida na primeira extrac¢ao.

Para facilidade de exposi¢cdo vamos comegar a representar os
acontecimentos por letras maitisculas. Seja entdo A o acontecimento saida de
bola branca na primeira extrac¢do e B o0 acontecimento saida de bola preta na
segunda extrac¢do. A probabilidade de acontecer A e B é dada pelo produto
das duas probabilidades:

P (coroa, Ncoroa, )= P (coroa, )xP (coroa, )

sendo
5 4
P(A)== P(B)=—
(A)=2 o p(B)=1
ou seja:
P(AmB)=§x£=§=O.247
9 9 81

b) Sem reposi¢do da bola saida na primeira extracgdo.
Uma vez que ndo ha reposicdo da bola branca o espago amostral sofre uma
diminui¢do passando a um total de 8 bolas em vez das 9 existentes inicialmente.



Assim o nimero de ocorréncias possiveis na segunda extrac¢do ¢ de 8
mantendo-se todavia o nimero de ocorréncias favoraveis a saida de bola preta,
ou seja, a probabilidade de sair bola preta na segunda extracgéo ¢ de 4/8. Esta
probabilidade é condicionada pela primeira ocorréncia e designa-se por
probabilidade condicional e é referida como sendo a probabilidade de acontecer
B tendo acontecido A ou a probabilidade de B sendo A ou P(B/A). A
probabilidade de acontecer A e B sem reposi¢io ¢:

P(ANB)=P(A)xP(B/A)

sendo que
5 4
P(A)== P(B)==
(A)=2 o P(B)=1
ou seja
P(AmB):ixf:§:0.278
9 8 72

Dizemos que neste caso os acontecimentos A e B ndo sdo independentes
enquanto que no caso de reposi¢do os acontecimentos sdo independentes.

Acabamos de verificar que na multiplicagdo de probabilidades hé a
considerar se os acontecimentos sdo ou ndo independentes.

Podemos agora enunciar a regra da multiplicagdo de probabilidades:

A probabilidade de acontecer A ¢ B ¢ igual a probabilidade de
acontecer A vezes a probabilidade de acontecer B tendo acontecido

A, ou seja;
P(ANB)=2(A)xP(B/A)
Se os acontecimentos sdo independentes a probabilidade

condicional P(B/A) = P(B) uma vez que o espaco amostral ndo se

altera, donde,

P(ANB)=P(A)xP(B) com P(A)%0 e P(B)=0
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Dizemos que os acontecimentos A e B sdo independentes quando:

P(A/B)=P(A).

10.2.3. Relacio entre probabilidade condicional, marginal e conjunta

Comecemos por exemplificar o calculo destas probabilidades através da
seguinte questio:

Um grupo de 12 mulheres e 8 homens foi submetido a rastreio do cancro
do pulmao. Sabendo-se que 6 homens e 5 mulheres sdo fumadores, calcule:

a) As probabilidades marginais;

b) As probabilidades conjuntas;

¢) As probabilidades condicionais;

d) A relagdo existente entre estas probabilidades.

Em primeiro lugar temos de construir a tabela de contingéncia relativa as
duas variaveis sexo (H — homem; M — mulher) e tabagismo (F — fumador; NF
— ndo fumador):

H M total
F 6 5 11
NF 2 7 9
total 8 12 20

a) Pretendemos encontrar a probabilidade de, ao escolher uma pessoa ao
acaso:

Ser homem P(H):i
20
Ser mulher P(M)zz
20
11
Ser fumador P(F)=—

20



Ser ndo fumador P(NF)= =
20
Como decorre da nocéio de probabilidade: quociente entre o numero de
ocorréncias favoraveis e o nimero de ocorréncias possiveis.
Como podemos observar no calculo destas probabilidades, o nimero de
ocorréncias favoraveis encontra-se nas margens da tabela de contingéncia
pelo que se podem designar por probabilidades marginais.

b) Pretendemos encontrar a probabilidade de, ao escolher uma pessoa ao
acaso:

Ser homem e fumador P(HNF)= 220
Ser homem e ndo fumador P(HNNF)= 2_20
Ser mulher e fumador P(MNF)= %
Ser mulher e nio fumador P ( MNNF ) - 21()

Agora o nimero de ocorréncias favoraveis encontra-se nas c¢lulas da tabela
de contingéncia ou seja, no cruzamento da linha com a coluna que dizem
respeito as duas caracteristicas pretendidas. As probabilidades acabadas de
calcular designam-se por probabilidades conjuntas.

¢) Pretendemos encontrar a probabilidade de, ao escolher uma pessoa ao
acaso:

Ser homem sendo fumador P ( H/F ) = %

2
Ser homem sendo ndo fumador P(H/NF )= 5
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Ser mulher sendo fumador P(M/F)=—

5
11

Ser mulher sendo ndo fumador P(M/NF )= %

Ser fumador sendo homem P(FH)= g

Ser nao fumador sendo homem P ( NF/H )= %

5
Ser fumador sendo mulher P(FM )= o
7
Ser ndao fumador sendo mulher P ( NF/M )= o
Neste caso as ocorréncias possiveis estdo condicionadas a ser homem, a
ser mulher, a ser fumador ou a ser ndo fumador. Ha em qualquer delas reducio

do espaco amostral. As probabilidades acabadas de calcular designam-se por
probabilidades condicionais.

d) Podemos encontrar a relagdo existente entre as trés probabilidades
calculadas nas alineas anteriores, recorrendo a regra da multiplicagao:
P(ANB)=P(A)xP(B/A)
ou seja,
Prob. Conjunta = Prob. Marginal x Prob. Condicional

O célculo da probabilidade condicional pode entdo ser feito da seguinte
maneira:

Prob. Condicional = Prob. Conjunta / Prob. Marginal,

com Prob. Marginal 0
Atendendo a comutatividade da intersec¢io:

P(HNF)=P(FNnH),



donde:
P(HNF)=P(H)xP(F/H)=P(F)xP(H/F)

Como podemos verificar, por substituicdo dos valores, as equacgdes sdo
idénticas:
6/20 = 8/20 x 6/8 = 11/20 x 6/11

10.2.4 Propriedades das probabilidades

Do que foi dito podemos enunciar as seguintes propriedades das
probabilidades:

a) Sendo A um qualquer acontecimento verifica-se que 0< P(A )S 1 com:
P(A) =0 se o acontecimento ¢ impossivel;

P(A) =1 se o acontecimento ¢ certo.

b) A soma das probabilidades de todos os acontecimentos mutuamente
exclusivos no espaco amostral de A € igual a unidade. Se os acontecimentos
A, com i a variar de 1 a k, forem mutuamente exclusivos, entéo:

Y P(A)=1

10.2.5 Férmula de Bayes

Considerando os acontecimentos A, A, ..., A num determinado espago
amostral ¢ o acontecimento B definido no mesmo espago temos:

P(4j1B) = P(4j)- P(B/ 4j)

, para j=1,2,....n

n

Y P(4i)- P(B/ Ai)

Por ser:

P(4jnB) _ P(4))-P(BI 4))

P(4j/B) = 25)

zn:P(Ai)'P(B/Ai)

i=1
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Sendo o numerador a probabilidade da intersec¢io de dois acontecimentos
e 0 denominador a probabilidade de acontecer B.

Os problemas deste tipo podem ser resolvidos duma forma expedita pelo
uso de arvores de probabilidades, como podemos verificar quando forem
apresentados alguns exercicios de aplicacdo.

10.2.6 Exercicios de aplicacio

Exercicio 1: Seja p a probabilidade de uma pessoa ser infectada por
utilizacdo duma seringa nfo esterilizada. Qual a probabilidade de se ser
infectado apenas na quarta utilizacdo duma seringa nestas condigdes?

Resolucio:

Seja E; 0 acontecimento “seringa i infecta” e E; o acontecimento “seringa

i ndo infecta”. Se a pessoa € infectada apenas pela quarta seringa € porque nio
¢ infectada pela primeira, nem pela segunda, nem pela terceira. Pela regra da
multiplicagio sera:

P(E,)=P(E,E, "E,NE,)
= P(E,) P(E,)- P(E,)- P(E,)
=(1-p)-A-p)-A-p)-p=1-p)*-p

Exercicio 2: Numa certa regido, a probabilidade de um individuo sofrer da
doenga A é de 2% e a probabilidade de ter a doenga B € de 5%. No pressuposto
de que as doengas sdo independentes calcule:

a) Quantos individuos com pelo menos uma das doengas existirdo numa
amostra de 5000 pessoas?

b) Quantos individuos com a doenca B existirio numa amostra de 100
pessoas que tém a doenga A?

Resolucio:

a) Pela regra da adicao de probabilidades:

P(AUB)=P(A)+P(B)- P(AN B)
=0,02+0,05-0,001= 0,069



por ser
P(ANB)=P(A)- P(B)=0,02-0,05=0,001,

uma vez que A e B s3o independentes
Em 5000 pessoas, terdo pelo menos uma das doengas:

n-P(A4U B)=5000-0,069 = 345

b) Tratar-se-ia de uma probabilidade condicional; mas, como os
acontecimentos sfo independentes, a condi¢do ndo afecta o valor da
probabilidade:

P(B/ A) = P(B)=0,05
Em 100 pessoas que possuem a doenca A, terdo a doenga B:

n-P(B/A4)=100-0,05=5

Exercicio 3: Um médico, ao aplicar um teste para detectar determinado
tipo de virus, obteve 95% de resultados positivos em pessoas doentes e 10%
de resultados positivos em pessoas que nio tinham esse virus.

Se se souber que em certo hospital 1% das pessoas internadas esta
contaminada, qual a probabilidade de um doente internado selecionado ao
acaso e em que o teste tenha dado resultado positivo, possua realmente o
virus?

Resolucio:

Seja M o acontecimento “teste positivo” e N o acontecimento “teste

negativo”. Seja ainda C o acontecimento “estar contaminado” e ( o

acontecimento contrario. Os dados retirados do enunciado sdo entdo os
seguintes:

P(M/C)=0,95
P(M/C)=0,10
P(C)=0,01

portanto,

341



342

P(C)=1-0,01=0,99
E a probabilidade pedida ¢ P(C/M)="?

i) Resolugdo por aplicagdo da formula de Bayes:

P(4j N B) _ P(A4j)-P(B/ 4j)

P(4j/B) = -
PB 3 paiy- P81 4i)
i=1
P(C/M)ZP(CmM)Z P(C)-P(M/C) B
P(M)  P(C)-P(M/C)+P(C)-P(M/C)
0,01-0,95

= =0,088
0,01-0,95+0,99-0,10

Por ser
P(M)=P(C M)+ P(CnM)

A probabilidade pretendida ¢ de 8,8% aproximadamente.

ii) Resolugdo por aplicacdo da arvore de probabilidades

1. Tragar a arvore de probabilidades

0,95 M
C
0.01 oS~ N
0,99 _ 010~ M
C



ou

2. Calcular as probabilidades conjuntas
P(CnM)=0,01-0,95=0,0095

P(C A N)=0,01-0,05 = 0,0005
P(C M) =0,99-0,10 = 0,0990

P(CAN)=0,99-0,90 = 0,8910

3. Calcular as probabilidades marginais
P(M)=P(CNnM)+ P(E N M) =0,0095 +0,0990 = 0,1085

P(N)=P(CN)+P(CNN)=0,0005+0,8910 = 08915

P(N)=1-P(M)=1-0,1085=0,8915

4. Tragar a arvore invertida

0,0875 C
M
0,1085 —
C
0,8915 C
N
C

5. Calcular a probabilidade condicional pretendida
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_ P(CAM) _0,0095

P(CIM)
P(M) 0,1085

=0,0875

A probabilidade pretendida ¢ de 8,8% aproximadamente o que coincide
com o valor encontrado anteriormente.

Exercicio 4: Numa amostra, constituida por individuos entre os 15 e os 20
anos, constata-se que 40% tém problemas escolares, 10% problemas de
adaptacéo e 50% ndo apresentam problemas deste tipo.

Dos que tém problemas escolares, 10% pertencem a niveis socio-
econdmicos baixos bem como 5% dos que tém problemas de adaptagéo e 2%
dos que ndo t€ém problemas.

Escolhendo-se um deles ao acaso, verifica-se que pertence a um a nivel
socio-economico baixo. Qual a probabilidade de que tenha problemas de
adaptag@o?

Resolucio:
Seja A1 o acontecimento “ter problemas escolares”; A2 o acontecimento

“ter problemas de adapta¢do”; A3 o acontecimento “ndo ter problemas” e SE
“nivel socio-economico baixo”. Do enunciado retiramos os seguintes dados:

Problemas Nivel socio-econémico Baixo
P(Al) =40% 10% — ASE A) =10%
P(A2)=10% 5% — P(SE A2) = 5%
P(A3)=50% 2% — P(SE] A3) =2%

Pretende-se P(A2/SE)="?

Resolugdo por aplicacdo da formula de Bayes:



P(4j N B) _ P(A4j)-P(B/ 4j)

P(4j1B) = x
F(8) Y P(4i)-P(B/ Ai)
i=1
P42/ sE) = LA20SE)
P(SE)

~ P(A2)- P(SE | A2)
" P(Al)- P(SE/ Al)+ P(A2)- P(SE/ A2) + P(A3)- P(SE/ A3)
~ 0,1-0,05 ~
0,4-0,1+0,1-0,05+0,5-0,02

0,09

A probabilidade pretendida é de 9% aproximadamente.
10.3 Distribuicdes de probabilidades

10.3.1 Introducéo

Duma maneira geral ¢ possivel associar-se a uma experiéncia aleatoria
uma variavel X que pode tomar os valores X , X,, X,, ..., X_a que correspondem
diferentes acontecimentos possiveis. A esta variavel cujos valores dependem
apenas do acaso da-se o nome de varidvel aleatoria. A cada um dos valores
da variavel aleatoria esta associado o valor da sua probabilidade de ocorréncia.
A soma de todas estas probabilidades tera de ser igual a unidade uma vez que
estdo aqui representados todos os resultados possiveis da experiéncia. Ao
conjunto das probabilidades de ocorréncia dos diferentes valores possiveis
da variavel aleatoria da-se o nome de distribui¢do de probabilidades da
varidvel aleatoria.

A distribui¢do de probabilidades ndo €, afinal, outra coisa senfo a
generalizagdo para a populagdo da distribui¢do de frequéncias da amostra
estudada na Estatistica Descritiva.

A variavel aleatoria pode assumir valores discretos, como no caso do
numero de rapazes em agregados familiares com 3 criangas, ou valores
continuos, como o tempo de recidiva de determinada doenca.
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10.3.2 Funcio de probabilidade e funcio de distribuicio

10.3.2.1 Variaveis aleatorias discretas

Seja a experiéncia aleatdria constituida pelo nascimento de trés filhos num
casal.

Os varios acontecimentos ou resultados possiveis (representando por M —
crianga do sexo masculino e por F — crianga do sexo feminino) geram o seguinte
espago amostral:

{FFF; FFM; FMF; MFF; FMM; MFM; MMF; MMM }

A variavel aleatoria X representa o nimero de criancas do sexo masculino
do casal. Esta varidvel pode assumir os valores x =0, x,=1, x,=2, x,=3 aos
quais estdo associadas determinadas probabilidades de ocorréncia.

Considerando equiprovaveis o nascimento de rapaz e de rapariga podemos
tragar a seguinte tabela de distribuicdo de probabilidades para a variavel
aleatdria X:

Acontecimentos & VAEA

FFF 0 1/8=10,125
FFM; FMF; MFF 1 3/8=0,375
FMM; MFM; MMF 2 3/8=0,375
MMM 3 1/8=0,125
Espago amostral z 1

Duma maneira geral podemos dizer que esta definida a fungdo de
probabilidade de X, ou seja, f(x,)=P(x;) de dominio R e conjunto de
chegada [0,1]C R.

Uma vez que se trata de uma varidvel aleatéria discreta, os valores x; sdo

inteiros positivos € a sua representacdo grafica é dada por:



SAx)

3/8 4

1/8 4

>~
>
X

Figura 10.2: Representacdo grafica dos valores x.

A soma de todas as probabilidades associadas ao espagco amostral ¢ igual a
1 por estarem aqui representados todos os resultados possiveis. Dizemos que
temos definida a distribui¢do de probabilidades da variavel aleatéria X.

A fung¢do de probabilidade permite calcular a probabilidade de cada
acontecimento ocorrer. Por exemplo, a probabilidade de ndo haver rapazes

num casal com trés filhos € dada por f ()c1 ) = P()c1 ) =0(,125 e aprobabilidade

de haver um rapaz ¢ dada por f(x, )= P(x,)=0,375.
Se agora pretendéssemos calcular a probabilidade de haver 1 ou 0 rapazes
teriamos de adicionar as probabilidades:

P(X <D= P(X=0UX =1)= f(x)+ f(x)= 3 f(x)

A probabilidade de haver 2 ou menos rapazes seria:
P(X<2)=P(X=0UX=1UX=2)

3
= FOD+S00)+ /()= X (x)

Efectivamente ha muitas vezes interesse em calcularmos a probabilidade
de X assumir um determinado valor o que é dado pela funcdo de probabilidade.
A probabilidade de X assumir um conjunto de valores menores ou igual a
um valor determinado obtém-se pelo somatorio da fun¢do de probabilidade
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nesses pontos. A nova fun¢do assim definida designa-se por fungdo de
distribuicdo:

F(x;)=P(X <x,),
de dominio R e conjunto de chegada [0,1]C R.

Podemos, por exemplo, calcular a probabilidade de haver pelo menos 2
rapazes:

P(X22)=1-P(X <) =1-F(x,),

atendendo a nog¢o de probabilidade do acontecimento contrario.
Podemos agora completar a tabela com as func¢des de probabilidade e de
distribuic@o da variavel aleatdria X (numero de rapazes numa familia com 3

criangas):
i Acontecimentos T ( x; ) =P X=x) | Flx)=PX<x)
1 | FFF 0 | 1/8=0,125 1/8=0,125
2 | FFM; FMF; MFF 1 3/8=10,375 1/8+3/8 =4/8 = 0,5
3 | FMM; MFM; MMF | 2 3/8=10,375 4/8+3/8 =7/8 = 0,875
4 | MMM 3 1/8=0,125 7/8+1/8=1

A representagdo grafica da fungéo de distribuigdo é em escada:

F(X) N
1] *——
0,875 T
0,5 4 ~—
0,125 4 o~
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Figura 10.3: Representagdo grafica da fungio de distribuigéo.



10.3.2.2 Variaveis aleatorias continuas

As variaveis aleatorias continuas podem assumir quaisquer valores reais
no intervalo de variagdo em que sdo definidas. A probabilidade de a variavel
ter exactamente um determinado valor é zero. Assim sendo, ndo € possivel
definir a fun¢@o de probabilidade pontual mas apenas a probabilidade de a
variavel assumir um valor num certo intervalo, ou seja:

P(X =x,)=0, para i=1,2,...mas P[x,<X<x,|#0

O calculo da probabilidade de X pertencer ao intervalo definido por ]x,
X,] € feito recorrendo a no¢do de fungdo de distribuigao:

Plx, < X <x,|=F(x,)-F(x,),
por ser
F(x)=P(X<x) e F(x,)=P(X<x,)

Em vez da fun¢do de probabilidade é definida a fun¢do densidade de
probabilidade f(x) que ¢é continua e representa a variagdo do valor da
probabilidade a medida que vai variando o valor da variavel. Geometricamente
corresponde ao tracado duma curva.

A fungdo de distribuicdo é também continua e ¢ definida através do integral
da fun¢io densidade de probabilidade f(x).

Como

F(x;)=P(X <x,),

sera entdo

F(xl. )= ff(x)dx

A sua representagdo grafica é dada pela area compreendida entre a curva
J(x) e o eixo das abcissas, ordenada zero, de — a Xx;.

A area total, dada pela variagdo entre —eo € +oo, € igual a 1:

i 349
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Deste modo, a probabilidade de X pertencer ao intervalo definido por Jx,, x,]
sera:

Plx,<X<x, |=P[x<X<x,]|

P
P[xISX<x2]
P

[x <X <x, ]=J.X2f(x)dx

Esta probabilidade corresponde a area a sombreado no grafico que se segue:

SN

X1 X2 X

Figura 10.4: Fung2o de distribui¢do da probabilidade.
10.3.3 Parametros da variavel aleatéria: valores esperados

10.3.3.1 Variaveis aleatorias discretas

As varidveis aleatorias discretas podem ser caracterizadas pelos valores
esperados para a média e para a variancia ou para o desvio padrio.

O valor esperado para a média de X (esperanga matematica ou média da
variavel aleatdria X) € dado pelo operador matematico “esperanca matematica
de X que se traduz no seguinte:

u=EX)=Yx f(x)

De facto a média da variavel X corresponde a uma média “ponderada”
pelas probabilidades de ocorréncia de cada um dos diferentes valores de X.



Também o valor esperado para a varidancia é calculado pela esperanca
matematica dos quadrados dos desvios de X relativamente a média:

o’ =E(X - )’ :Z(xi _lu)z 'f(xi)

A interpretagdo do valor do desvio padrao ¢ bastante mais facil por ser
expresso nas mesmas unidades dos valores assumidos pela variavel. Como
sabemos o desvio padrdo ¢ dado pela parte positiva da raiz quadrada da
variancia:

o= io”

Uma forma expedita de calculo da variancia, conhecido o valor da média
de X, pode ser encontrada por desenvolvimento do binémio:
0’ =E(X —u)’ =EX*-2uX+u’)
=E(X*)-2uEX)+u’=EX*)-u’
donde:

ol =Y x " fx)-p’

Recorrendo ao exemplo anterior, a experiéncia aleatoria constituida pelo
nascimento de trés filhos num casal, queremos calcular os valores esperados
para a média, variancia e desvio padrio.

Construindo a tabela de distribui¢do de probabilidades e acrescentando as
colunas necessarias aos célculos:

i x, S(x)=Ax) % /(%) X7 f(x)

1 0 1/8 0 0

2 1 3/8 3/8 3/8

3 2 3/8 6/8 12/8

4 3 1/8 3/8 9/8
> 1 1,5 3
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4
H=Yx f(x)=15
i=1
o’ =Y x" flx)-p* =3-15 =075

sendo o desvio padrio o =4/0,75 = 0,87

10.3.3.2 Variaveis aleatorias continuas

No caso das variaveis aleatorias continuas os valores esperados para a
média e para a variancia (ou para o desvio padrdo) sdo obtidos por integragdo
das fungdes vistas anteriormente. Assim sendo temos o valor esperado para a
média e para a variancia:

7, :J._Jr:xf(x) dx

0 = [ (- ) £(e)d

ou, desenvolvendo o quadrado do binomio,
oo
o’ =J. x? f(x)dx — i
sendo o desvio padrao 5 = 4+/52 -

10.4 Principais distribuicdes tedricas

Os modelos matematicos associados a determinadas variaveis aleatorias
diferem com as caracteristicas das variaveis e conduzem a varios tipos de
distribui¢des de probabilidade. No ambito do nosso programa vamos estudar
a distribuicdo Binomial e a distribui¢do de Poisson, aplicaveis a variaveis
aleatdrias discretas, e a distribuicdo Normal, aplicavel a variaveis aleatorias
continuas. Sdo estas, efectivamente, as distribui¢des mais utilizadas na
descrigdo das variaveis reais cujas caracteristicas se encontram, por isso, mais
frequentemente disseminadas.



Nao queremos, no entanto, deixar de prevenir contra o uso indevido destes
modelos sempre que as variaveis em estudo ndo verifiquem os pressupostos
da sua correcta utilizacio.

10.4.1 Distribuicdo Binomial

A distribui¢do Binomial é derivada de uma sequéncia de experiéncias,
designadas por provas de Bernoulli (James Bernoulli, suigo sec.XVII), que
possuem as seguintes caracteristicas:

- Cada prova tem como resultado um de dois acontecimentos
mutuamente exclusivos designados arbitrariamente por sucesso e
Insucesso;

- A probabilidade de sucesso p, permanece constante nas varias provas
e a probabilidade de insucesso € g = I-p;

- As provas sdo independentes, ou seja, o resultado de cada uma néo
afecta os resultados das restantes.

Esta distribuigdo tem grande aplicabilidade em varias situagdes em que os
resultados possiveis sdo apenas dois mutuamente exclusivos como: morto,
vivo; curado, ndo curado; homem, mulher; presente, ausente; etc...

10.4.1.1 Funcéo de probabilidade

Na verdade o que, normalmente, se pretende calcular ¢ o valor da
probabilidade de em 7 experiéncias serem obtidos x sucessos ou, o que € o
mesmo, #-x INsucessos.

Recorrendo uma vez mais ao exemplo de casais com 3 filhos e escolhendo
para sucesso o nascimento de crianga do sexo masculino, que vamos designar

por M, o insucesso, M, serd o nascimento de crianca do sexo feminino.
Realmente trata-se duma variavel Binomial com dois resultados possiveis
mutuamente exclusivos e com 3 provas independentes em que a probabilidade
de sucesso p se mantém constante.

O espaco amostral tem a dimenséo 2", em que # € 0 nimero de provas ou

experiéncias com dois resultados possiveis. Neste caso existem 2° sequéncias
possiveis:
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{MMM;MMM;MMM;MMM;
MMM;MMM;MMM;MMM}

Considerando em cada sequéncia de experiéncias X sucessos € n-x

insucessos, a probabilidade de ocorréncia de qualquer uma delas ¢ dada

por: p*(1=p)"™.
O ntmero de sequéncias diferentes com o mesmo numero de sucessos (ou

n
insucessos) € dado por (x]

Entdo, a probabilidade de em n provas ou experiéncias obter x sucessos
sera:

n —X
foJup)=l%x)=(xjp d=-p)"
com x=0, 1, 2,..., n (inteiro positivo) e 0< p<1.
Temos assim definida a fungdo de probabilidade da variavel aleatdria X
com distribui¢do Binomial.
Daqui resulta que a probabilidade de ndo se obter sucesso ou seja, de
x =0, sera:

P(X =0)=P0)=q",

por ser,

"=
=1. 0 . n—0 n
ol P =Liqg =¢q

Quando pretendemos calcular as probabilidades para valores sucessivos
da variavel ¢ preferivel utilizarmos uma férmula de recorréncia:
n—x
P P(x)
x+1 g

P(x+1)=



Como estamos a ver, a distribui¢do Binomial fica completamente definida
pelos parametros n (nimero de provas ou experiéncias a realizar) e p
(probabilidade de sucesso em cada prova ou experiéncia).

Por defini¢do de funcio de distribuicio:

F(x)=P(XSx)=§x:( ]px‘(l—p)”' com  0<x<n
x;=0

n
xi

A distribui¢do Binomial € simétrica para p=0,5. Para outros valores de p, a
distribuigdo ¢ tanto mais assimétrica quanto mais afastados de 0,5 estiverem

esses valores. A assimetria pode ser negativa ou positiva:

»=0,5 Distribui¢do simétrica
»<0,5 Assimetria positiva (longa cauda a direita)
2>0,5 Assimetria negativa (longa cauda a esquerda)

No entanto, ¢ possivel, mesmo nos casos de valores de p # 0,5, fazermos

uma aproximacdo desta distribui¢do a uma distribui¢do simétrica se n for
suficientemente grande. Iremos ver, em paragrafo posterior, que na practica
torna-se muito vantajoso fazer-se a aproximacdo da distribuicdo Binomial a
distribuicdo Normal (distribui¢ao simétrica de variaveis aleatorias continuas)
desde que estejam satisfeitos os requisitos de aplicabilidade.

10.4.1.2 Parametros da distribuicio Binomial

Como acabamos de referir a distribuicdo Binomial fica completamente
definida pelos parametros » (nimero de provas ou experiéncias a realizar) e p
(probabilidade de sucesso em cada prova ou experiéncia).

Isto significa que os valores esperados para a média e para a variancia (e
portanto também para o desvio padrdo) podem ser calculados através daqueles
dois parametros:

Média de x U=EXx)=n-p
Variancia de x oc’=n-p-q

Desvio padrao de x O=\n-p-q
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10.4.1.3 Exercicios de aplicacio

Exercicio 1: De um grande numero de pessoas saudaveis submetidas a um
conjunto de 8§ analises clinicas, 3% dos resultados, em cada analise, ndo foram
considerados normais.

Se uma pessoa considerada saudavel for submetida a estas analises, qual a
probabilidade de:

a) Todas as analises darem resultados normais?

b) Uma ou mais analises darem niveis fora do intervalo de normalidade?

Resolucio:

Estamos perante uma variavel aleatdria que admite dois valores
antagdénicos, mutuamente exclusivos, e com uma probabilidade de sucesso
constante igual a 3%, ou seja, uma variavel Binomial.

Definindo como sucesso o resultado “ndo normal” temos que p=0,03 ¢

q=1-p=0,97.

8 0 8
Q) PX=0)=| 1:0,03°-097",

ou mais simplesmente, como P(0) = q":

P(0) = 0,978 =0,78, ou seja, aproximadamente 78%.

b) P(X>21)=1-P(0)=1-0,78=0,22, podemos dizer que a
probabilidade de uma ou mais analises darem niveis anormais ¢ de
cerca de 22%.

Exercicio 2: E de 20% o risco de morte em determinado tipo de intervengio
cirargica. Um cirurgido empregou uma nova técnica cirurgica em 10 doentes
sem que nenhum tenha morrido.

a) Com base no resultado obtido podera o cirurgido garantir, com um erro
maximo de 5%, que a nova técnica € superior a antiga?

b) Qual o nimero minimo de doentes que o cirurgido necessita de operar
sem ocorrer morte, para poder garantir com um erro maximo de 5% que o
novo processo ¢ mais eficiente do que o antigo?



Resolucao:

a) A variavel aleatoria Binomial admite dois resultados possiveis: morrer
e ficar vivo. Considerando como sucesso o resultado “morrer” podemos dizer
que p=0,20 e q=0,80.

P(X =0)=¢" =0,80" =0,107,
ou seja, ¢ de 10,7% a probabilidade de ndo ocorrer qualquer morte em 10
doentes operados pela técnica antiga (p = 0,20; q = 0,80).
Como 10,7% > 5% ndo podemos daqui inferir que a nova técnica é superior
a antiga admitindo um erro de 5%.

b) P(X =0)=¢" =0,05,

ou seja, 0,80” = 0,05
nlog0,80 =10g0,05

_1log0,05

n= =134
log 0,80

Podemos dizer que o numero minimo de doentes, que se prevé serem
submetidos a intervencao cirurgica sem ocorrer qualquer morte, seja de 14.

10.4.2 Distribuicio de Poisson

A distribui¢@o de Poisson € também aplicada a variaveis aleatorias discretas
mas que traduzem fenomenos diferentes dos interpretados pelas variaveis
binomiais. Foi estudada pelo fisico francés Simon Poisson (1781-1840) e tem
enorme aplicagdo nos campos das Ciéncias da Vida.

Se considerarmos ocorréncias aleatorias de um acontecimento, num certo
intervalo de tempo ou espago, e desde que:

- estas ocorréncias sejam independentes, ou seja, a probabilidade duma
ocorréncia se verificar seja independente de outras ocorréncias;

- a probabilidade de ocorréncia depender exclusivamente da magnitude
do intervalo considerado;
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- a probabilidade de uma ocorréncia num intervalo ser muito grande
relativamente a probabilidade de se verificarem duas ou mais;

dizemos que a variavel aleatdria segue uma distribui¢do de Poisson.
Muitas vezes ¢ conhecida pela distribuicio de probabilidade dos fendmenos
raros por a probabilidade de sucesso ser reduzida. Podemos ainda dizer que

deriva da distribuigdo Binomial com p — 0 e n — oo e sendo o niimero
médio de ocorréncias dado por np.

10.4.2.1 Funcio de probabilidade

Sabemos da distribuicdo Binomial que o valor esperado para a média ¢

M =n-p. Daqui podemos obter a probabilidade de sucesso P =% e

encontrar a expressdo para a func¢do de probabilidade, por substitui¢do na
férmula estudada para a distribui¢do Binomial:

f(x)zp(x)=(n]px(l—p)"" =‘n—'[ﬁJ .(I_EJ
X x!n—x)!\ n n

Fazendo n — oo obtemos as seguintes simplificagdes:

lim_ n! }:hm[n(n—l)...gn—ﬁl)}:1;

el gt (n=x)! | o n

lim (1—ﬁ) ]=lim{(l—ﬁj -(1—EJ }ze”J:e“
n—yoo n n—yoo n n




Entdo a fungfo de probabilidade da variavel aleatdria X com distribuigéo
de Poisson tera a seguinte expressdo matematica:

.
S = Py = S5
X

5

com x=0, I, 2,... (inteiro positivo) e u >0
E como podemos facilmente concluir:

PO)=e™

Quando se pretende calcular probabilidades para valores sucessivos da
varidvel aleatoria € preferivel utilizarmos a formula de recorréncia:

P(x+1) = ﬁ-P(x)

10.4.2.2 Parametros da distribuicio de Poisson

Na distribui¢do de Poisson o valor da média e da variancia sdo iguais.

De factocom p -0 e n— oo:

lim [np]= u

n—>oo

Tim [pg |=limlu(1 - p)]=

Daqui resulta que esta distribuicdo de probabilidades fica completamente
caracterizada pelo valor esperado para a média. Este valor corresponde ao
nimero médio de ocorréncias por unidade de tempo ou de espago.

Do que acaba de ser dito concluimos que:

Média de x H=n-p

Variancia de x o’=u

Desvio padrao de x o=\l
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10.4.2.3 Aproximacio da distribuicio Binomial a de Poisson

Ja tinhamos referido que a distribuicdo de Poisson deriva da distribuigéo
Binomial quando p — 0 e n — oo, mantendo-se inalterado o valor de

M =n-p. Podemos dizer que, para valores de n grandes e p pequenos,
podemos obter os valores de probabilidades duma variavel Binomial pela
distribui¢io de Poisson. De facto, a medida que os valores de # vdo aumentando
e os de p diminuindo os valores das probabilidades binomiais vao-se
aproximando dos das probabilidades de Poisson.

Esta aproximagfo ¢ tanto melhor quanto mais extremados forem estes

valores. Na practica consideramos uma aproximagio correcta para 5 > 2(0) €

p<0,05.

10.4.2.4 Exercicios de aplicacido

Exercicio 1: O nimero de acidentes de trabalho ocorridos mensalmente
em determinada industria segue uma distribui¢@o de Poisson com desvio padrido
igual a 2.

a) Qual ¢ a probabilidade de ocorrerem exactamente 2 acidentes no corrente
més?

b) Qual ¢ a probabilidade de neste més ocorrerem 2 ou menos acidentes?

¢) Qual ¢ a probabilidade de neste més ocorrerem pelo menos 2 acidentes?

Resolucio:

Na distribui¢do de Poisson: y = o? =2?
Sendo os parametros:

u=4 c’=4 o=2
a) A fungdo de probabilidade é dada por:

f o) = Plx) = 5
X.

—4 2
¢ = .1465

P(X=2)=



b) Pede-se:

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
674 ‘40 674 ‘41 e~4 _42
+ +
0! 1! 2!
=e¢ (1+4+8)=0.2381

c) Pede-se:
P(X22)=1-[ P(X=0)+P(Xx=1)]
=1-e"(1+4)=0.9084

Exercicio 2: O numero de ilhéus por unidade de area encontrados em
analises ao figado esta registado na seguinte tabela:

N°. de ilhéus (x;) 0 1 2 3 4 5 6
N°. de éreas (F)) 327 | 340 160 53 16 3

Considerando que esta varidvel aleatdria segue uma distribui¢do de Poisson,
calcule os valores das probabilidades correspondentes.

Resolucio:

A estimativa para o valor da média da distribui¢do pode ser dada por:

7

ZE"xi

i=1

x==—

n
_327-0+340-1+160-2+53-3+16-4+3-5+1-6
900
=1,0044
7 361
em que ”:ZFi

i=1

Vamos entdo considerar que p = 1,0044
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Como, P(0) =e™ =" =0,3663
Estamos em condi¢des de poder aplicar a formula de recorréncia:

P(x+1) :ﬁ-P(x)

(r+1) Artl)
! A = 1’0?44 10,3663 =0,3679
2 A2) = 1’0344-0,3679 = 0,1848
3 P(3):%-0,1848=0,0619
4 )= 1’0244 10,0619 =0,0155
5 Hs):#-O,OISSZO,OOM
6 A6)=" 0244 0,0031 = 0,0005

Se adicionarmos os valores de probabilidade encontrados:

7
ZP (x;) =1, como seria de esperar.

i=1

Exercicio 3: Se a probabilidade de um individuo sofrer uma reac¢@o nociva
resultante da injec¢do de determinado soro for de 0,001, determinar a
probabilidade de, em 2000 individuos:

a) Trés sofrerem aquela reacgio;

b) Mais que dois sofrerem a reaccéo.

Resolucio:

A probabilidade de ocorréncia de reac¢ao nociva é muito pequena; vamos
considerar que a variavel segue aproximadamente a distribui¢do de Poisson:



w=n-p=2000-0,001="2

23 . e—2

a) P(X =3)= =0,1804

ou seja, existe uma probabilidade de aproximadamente 18% de 3 em 2000
individuos sofrerem uma reac¢ao nociva a injec¢do do soro.

b) P(X>2)=1-[ P(0)+P(1)+P(2)]

que vem,
) 2 -2 2 -2 -2
P(X>2)=1-| ¢ +250¢7 +7.2¢7 |=1-5.¢7 20,3233

Podemos dizer que a probabilidade pretendida ¢ de 32,33%.

Exercicio 4: Determinado hospital possui 4 camas na Unidade de Cuidados
Intensivos. Sabe-se que o nimero de doentes a necessitar de cuidados
intensivos nesta regido segue uma distribui¢do de Poisson de média igual a 3.

a) Qual a probabilidade de em dada semana uma das camas estar vaga?

b) Calcule a probabilidade de em dada semana ter havido necessidade de
se recorrer a outro hospital por ndo haver nenhuma cama disponivel.

Resolucio:

a) Se uma das camas estd vaga ¢ porque trés estdo ocupadas. Entdo a
probabilidade pretendida € igual a probabilidade de estarem ocupadas trés
camas:

-3 3
3
P@3)== I 0,224 | ou seja, 22,4%

b) Ha necessidade de se recorrer a outro hospital se o numero de doentes a
necessitarem de cuidados intensivos for superior a 4, por isso a probabilidade
pretendida ¢:
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P(X>4)=1-P(X <4)
=1-[P(0)+ P(1)+ P(2) + P(3)+ P(4) ]
=1-(0,050+0,149+0,224+0,224+0,168)
=0,185

ou seja, 18,5%.

10.4.3 Distribuicio Normal

As varidveis aleatorias continuas podem assumir uma infinidade de valores
reais num intervalo finito de variag@o. Por razdes de ordem practica como,
por exemplo, restricdes inerentes ao instrumento de medi¢do, aos valores
registados estd associado um certo grau de precisdo que ndo pode ser
confundido com a existéncia de descontinuidade na variavel.

Sendo X uma variavel aleatoria continua podemos associar a cada intervalo
de valores possiveis uma probabilidade. Grande parte das variaveis aleatdrias
continuas que descrevem fenomenos fisicos, medidas bioldgicas ou erros de
medigdo, entre outras, seguem a distribui¢ao Normal. Estdo neste caso variaveis
como, por exemplo, o peso, a altura, os niveis de colesterol ou de glicémia
que ddo lugar a poligonos de frequéncia regulares com graus de simetria e
achatamento préximos das defini¢des tedricas da distribui¢do Normal. No
limite, ou seja, quando se passa da distribui¢do de frequéncias para a
distribui¢do de probabilidades, obtém-se uma curva em sino que se designa
por curva de Gauss (alemdo Karl Gauss, sec. XVIII) ou curva Normal (a
designag¢do de distribuicdo Normal ¢ atribuida a Karl Pearson, finais do sec.
XIX, tendo sido descrtita pela primeira vez, por De Moivre em 1733).

U =mo =med X

Figura 10.5: Curva da distribuicdo Normal.



Observando a curva da distribuigdo Normal podemos verificar algumas
das suas caracteristicas:

- A variavel aleatoria X pode tomar um qualquer valor real dentro do
intervalo de variacdo;

- A curva representativa da distribui¢@o tem a forma de sino e € simétrica
relativamente a média;

- Os valores da média, moda e mediana sdo iguais;

- A area total abaixo da curva ¢ igual a unidade uma vez que corresponde
a probabilidade de a variavel X assumir um qualquer valor real;

- Da simetria da curva pode-se concluir que a probabilidade de X assumir
valores menores que a média é igual a probabilidade de X assumir valores
maiores que a média sendo estas probabilidades iguais a 0,5:

P(X >u)=P(X <u)=0,5

10.4.3.1 Funcio densidade de probabilidade; parametros da distribuicio

No caso de variaveis continuas ndo faz sentido falarmos no valor da
probabilidade pontual, ou seja, no valor da probabilidade para um valor exacto
da variavel. De facto, este valor de probabilidade seria igual a zero. O calculo
tera sempre de ser feito para um dado intervalo de variagdo que podera ser tdo
pequeno quanto se queira. Por isso ha necessidade de ser definida uma fun¢do
de densidade de probabilidade (f.d.p.) que, para a distribuicio Normal, tem a
seguinte expressio:

1 x—u
f(x)=f(X;,u;0')=—-ez( "), com —oo< x < +oo
o2z

Como vimos anteriormente, esta fun¢do descreve, para os valores de x,
curvas em forma de sino simétricas em relacdo a recta x = 4 . Estas curvas
diferem apenas pelos valores da média u e do desvio padrdo o . Uma
distribui¢do Normal € portanto caracterizada pelo valor da média, que localiza
o centro da distribui¢do, e pelo valor do desvio padrdo, que indica a
variabilidade dos valores de X relativamente a média.

365



Figura 10.6: Configuracdo da distribui¢do em fungéo do desvio padrio.

O valor do desvio padrio vai determinar uma configuragdo mais ou menos
achatada da curva conforme se vé na figura 10.6. Existem trés distribui¢des
distintas para o mesmo valor da média mas diferentes desvios padroes.

De igual modo podemos representar graficamente trés distribui¢cdes com
o mesmo valor de desvio padrao mas médias diferentes:

Hy 1, 1y

Hy <y < fy
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Figural0.7: Distribui¢do em func@o da média.



Dizemos que a média e o desvio padrdo sdo os pardmetros que

caracterizam a distribui¢do Normal e representamos a variavel Normal X da
seguinte maneira:

X NNu;0)

Por analise da curva da distribuicdo Normal e da sua fun¢@o de densidade
podemos ainda concluir que:

- para x=L, ou seja, no maximizante da funcdo, esta ¢ igual a

1
f(X)_E;

- a curva tem dois pontos de inflexdo em x = ¢ £ 0 com o valor

1 ~(-u) 1
f)=—— el L
o Zﬂ-e’porsere 20 —e 2>

- as areas nos intervalos compreendidos entre u+lo, u+20 e ut3o

tém valores aproximadamente iguais a 68%, 95% e 99,7% da area total abaixo
da curva.

Geometricamente, a probabilidade de X assumir valores em dado intervalo,
¢é representada pela area abaixo da curva delimitada pelos valores limite desse
intervalo. Assim a probabilidade de X se encontrar entre os valores x, € x, €
representada pela area a sombreado:

~
L} L] /
X1 X2 X

Figura 10.8: Significado geométrico da probabilidade de X assumir
valores num dado intervalo.
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O calculo do valor da probabilidade para um dado intervalo da variavel X,
ou seja, o calculo do valor da area a sombreado, ¢ feito por integracdo da

fun¢o densidade de probabilidade:

P(x, <x<x,)= .[X2 f(x)dx

10.4.3.2 Distribuicdo Normal padronizada Z

Como acabamos de verificar a obtencao dos valores de probabilidade para
a distribui¢do Normal envolve o célculo de integrais que nem sempre sdo de
facil resolugdo. Uma forma expedita de resolver o problema seria o recurso a
uma tabela que nos fornecesse os valores de probabilidade em intervalos
sucessivos e de amplitude suficientemente pequena por forma a que a
aproximagdo a efectuar no encontro da area apropriada fosse bastante boa.
Mas, como vimos, a distribuicdo Normal ¢ caracterizada pela média e pelo
desvio padrdo pelo que existem tantas distribui¢cdes diferentes, entenda-se,
tantas curvas diferentes, quantos os diferentes valores assumidos por estes
parametros. De facto existe uma infinidade de curvas normais diferentes pelo
que teriamos de ter uma infinidade de tabelas diferentes disponiveis para
resolvermos problemas deste tipo. Uma outra solugdo, de resto a possivel,
sera considerarmos uma varidavel Normal padrdo para a qual existiriam os
referidos valores de probabilidade tabelados. Qualquer variavel aleatoria
Normal seria padronizada, ou seja, os seus parametros seriam reduzidos aos
valores dos pardmetros da variavel padrdo, apos o que seriam calculadas as
probabilidades pretendidas com recurso a tabela existente.

A variavel padrao, standard, reduzida ou variavel Normal Z tem média
igual a zero e desvio padrio unitario:

ZNN(0;1)

Entdo padronizar, standardizar ou reduzir uma variavel sera transformar
a sua média em zero, o que corresponde a uma mudanga de origem (por
subtraccdo de W), e o seu desvio padrdo em 1, o que corresponde a uma mudanga
de escala (por divisdo por ).

O calculo do valor da probabilidade de X N N(u;0), para um dado

intervalo, ¢ feito por recurso a tabela da variavel reduzida Z pelo que o primeiro
passo sera precisamente padronizar X.



A expressdo para a transformagao da variavel X M N (u;0) a padronizar

A consulta a tabela da distribui¢do de Z resolve o problema do célculo dos
valores de probabilidade somando ou subtraindo areas por forma a obtermos
a probabilidade pretendida.

Como a curva Normal é simétrica relativamente a recta X = U, as areas
correspondentes a esquerda e a direita deste eixo sdo iguais sendo a area total
a esquerda ou a direita igual a 0,5. A leitura da tabela de Z tem de ter isto em
consideragdo pois a sua constru¢do pode corresponder:

- a valores de probabilidade compreendidos entre 0 e +z, ou seja,

PO<Z <+z);

- a valores de probabilidade compreendidos entre -eo ¢ +z, ou seja, valores
da fungfo de distribuigio

P(—o<Z <+z2);
- ou a valores de probabilidade compreendidos entre +z ¢ +oo, ou seja,
P(+z < Z < +00).

Para um dado valor de Z =z, temos assim representadas as areas
correspondentes, a sombreado, na tabela de Z apresentada nas trés formas:

>
0 z Z

>
. z

O [

P(0<Z<+z) P(-eo<Z<+z) P(+z<Z <+oo)

Figura 10.9: Significado geométrico dos valores da probabilidade na
tabela Z.
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10.4.3.3 Aproximacio da distribuicio Binomial a distribuicio Normal

Ja tinhamos referido que a distribui¢do Binomial € simétrica para qualquer
valor de n (nimero de provas de Bernoulli) desde que p=0,5. Ainda que p seja
diferente de 0,5 a distribuicdo é quase simétrica para valores de n elevados.
Dagqui se depreende que pode ser feita uma aproximacao a distribuicdo Normal
se estas condi¢des forem satisfeitas. Esta aproximagao sera tanto melhor quanto
mais proximo de 0,5 for o valor de p (ou q) e maior for o valor de n (alguns
autores consideram n grande para valores n>30).

Seja entdo R uma varidvel Binomial (7; p) que se pretende aproximar da
varidvel Normal X com U4 =npe o =,/npg em que g =1- p, ou seja
N (np;+/npq) , para se calcular o valor da probabilidade num determinado

intervalo. A probabilidade de R se encontrar entre os valores 7, ¢ r, com

r; <r, pode ser calculada através da aproximagdo 4 variavel Normal X por

ser:
1 1
P(r,<R<r)=P( —ESXSr2+§)

1

em que a soma ou subtragdo de 5 tem a ver com a correc¢do a continuidade,

uma vez que R é uma variavel discreta e X é continua.

Na prética consideramos uma aproximagédo correcta para 0,1 < p < 0,9 ¢

np>5eng>S5.
A padronizagdo desta variavel obtém-se através da seguinte transformacgao:
(r£ ! )—np
2



10.4.3.4 Aproximacao da distribuicido de Poisson a distribuicio Normal

Podemos utilizar a distribuicdo Normal como aproximagio da distribuigédo
de Poisson quando p for grande (u>20). Com efeito quanto maior for u melhor

serd a aproximacdo a varidvel Normal N ( ‘u;\/; ).

Mais uma vez ha que considerar uma correccdo a continuidade sendo a
expressdo de padronizagdo da seguinte forma:

1
(Xia)—ﬂ

Ja

zZ =

10.4.3.5 Exercicios de aplicacio

Exercicio 1: Considere a variavel X M N(10;3). Calcule os valores das

seguintes probabilidades:
a) P(10 <X< 12)
b) P(8 <X< 10)
c) P(8 <X< 12)
d) P(X> 12)
e) P(X< 12)
f) P(X< 8)
g) P(X>8)

Resolucio:

10-10 12-10
3 3

a) P(10<X<12):P( <Z<
que vem

P(0<Z<0.66(6))
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T T >
10 12 X

0 0,67 Z

por leitura do valor da probabilidade na tabela Z temos:
P(0<Z<0.66(6))=0.2486
ou seja:

P(10<X<12)=24.86%

8—-10 10-10
b) P(8<X<10)=P( 3 <Z< ]

3

que vem

P(-0.66(6)<Z<0)

372 8 10 X
-0,67 0 +0,67 Z

€ uma vez que a curva ¢ simétrica:



P(-0.66(6)<Z<0)=P(0<Z<0.66(6))
por leitura do valor da probabilidade na tabela Z:
P(0<Z<0.66(6) )=0.2486
ou seja:

P(8<X<10)=24.86%

¢) P(8<X<12)=P(-0.66(6) <Z<+0.66(6))=2xP(0<Z<0.66(6))

que vem
P(—0.66(6) < Z < +0.66(6) )=2x0.2486 = 0.4972
ou seja:

P(8<X<12)=49.72%

d) P(X>12)=P(Z>0.66(6))
que vem
P(Z>0.66(6))=0.5-P(0<Z<0.66(6))
=0.5-0.2486=0.2514

10 12

0 +0,67 Z
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ou seja:

P(X>12)=25.14%




e) P(X<12)=P(Z<0.66(6))

que vem

P(Z<0.66(6))=0.5+P(0<Z<0.66(6))
=0.5+0.2486 = 0.7486

0 +0,67 Z

ou seja:

P(X<12)=74.86%

f) P(X<8)=P(Z<-0.66(6))=P(Z>0.66(6))
que vem
P(Z>0.66(6))=0.5-P(0<Z<0.66(6))
=0.5-0.2486=0.2514
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ou seja:

P(X<8)=25.14%

g) P(X>8)=P(Z>-0.66(6))

que vem

P(Z>-0.66(6))=0.5+P(0<Z<0.66(6))
=0.5+0.2486 =0.7486

g 10 X
067 0 Z

ou seja:

P(X>8)=74.86%

Exercicio 2: O peso médio de 170 pessoas sujeitas a rastreio de hipertensio
¢ de 75,5 kg e o desvio padrdo é de 7,5 kg. Admitindo-se que os pesos estdo
distribuidos Normalmente, determine quantas pessoas pesam:

a) entre 60 e 77,5 kg

b) mais de 92,5 kg

Resolucio:

— — 375
a) P(60< X <77.5) =P(MS z SM)
7,5 7,5

que vem
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P(-2,1<7<0,3)=P(0<Z<2,1)+ P(0< Z<0,3)
=0,4821+0,1179=0,6

n=170x0,6 =102

ou seja, 102 pessoas pesam entre 60 e 77,5 kg.

b) P(X >92,5) = P(Z> 2=

que vem
P(Z>2,26)=0,5-P(0<2<2,26)+ P(0<Z<0,3)
=0,5-0,4881=0,0119

n=170x0,0119=2

ou seja, 2 pessoas pesam mais que 92,5 kg.

Exercicio 3: Se a propor¢do de vacinados numa populacéo for de 40%,
qual a probabilidade de uma amostra de 200 individuos conter pelo menos
100 pessoas vacinadas?

Resolucio:

XNB(p=0,4n=200)

P(X 2100)=P(100)+P(101)+...+P(200)
=1-[ P(0)+P(1)+...4+P(99)]
Em qualquer dos casos o numero de probabilidades a calcular ¢ muito

grande.
Um processo expedito seria o recurso a aproximagio a distribuigdo Normal:

XAN(u;0) com  pu=np e o=.npq

Verificagdo das condigdes de aplicabilidade:



np =200x0,4=80>>5

ng =200x0,6=120>>5

¢ legitimo fazer-se a aproximacao a distribui¢do Normal sendo os pardmetros
da variavel:

1 = np =200-0,4 =80

o = npq =+200-0,4-0,6 =6,9

XNN(u=80,0=6,9)

100-280

P(X2100)=P(ZZ j=P(222,89)

il

=0,5-P(0<72<2,89)
=0,5-0.4981=0,0019

A probabilidade pretendida ¢ de 0,19%.

Exercicio 4. O nimero de acidentes de trabalho ocorridos mensalmente
em determinada industria segue uma distribuic@o de Poisson com desvio padrido
igual a 2.

Qual é a probabilidade de ocorrerem exactamente 52 acidentes durante
um ano?

Resolucio:

Na distribui¢do de Poisson: u (x) = 62 (x) = 2?
Seja X a variavel aleatoria que representa o nimero de acidentes por més:

XNP4),porser u=4.

Seja Y a variavel aleatoria que representa o nimero de acidentes por ano:
YN P(48),porser u=4-12=48.

Pretende-se P(Y=52).
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Uma vez que p € grande (u=48) podemos fazer a aproximacao a distribuicao
Normal:

N(u=48;0=./43)

51,5-48 52,5-48
W<Z<W
= P(0,505< Z <0,649)
=P(0<7<0,649)- P(0<Z<0,505)
=0,2422-0,1950=0,0472

P(51,5<Y <52,5) = P( )

ou seja, a probabilidade de ocorrerem 52 acidentes durante um ano é de 4,72%
aproximadamente.
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11. Inferéncia estatistica: estimacao

11.1 Introducéio

Os métodos de inferéncia estatistica permitem-nos o conhecimento das
caracteristicas de uma populac@o através de observagdes feitas num sub-
conjunto dessa populacdo. As medigdes entdo efectuadas podem conduzir a
estimativa dos parametros da populagdo. Os valores estatisticos calculados
de amostras representativas da populag@o sdo os melhores estimadores desses

pardmetros. Podemos, por exemplo, afirmar que a média amostral 5 ¢
estimador da média da populacdo .
A média amostral y € a estimativa pontual de p se considerarmos um

unico valor para estimativa do parametro média. Mas havera vantagem em
associar a estimativa um indicador do grau de precisdo ou de confianga desta
aproximacdo. Neste caso indicaremos o intervalo, definido pelos limites
inferior e superior, dentro do qual se encontra o valor da média na populagéo,
para um determinado grau de confianca. Chegamos assim a nog¢ao de infervalo
de confian¢a para a média que ¢ uma estimativa intervalar da média da
populagdo.

11.2 Distribuicdes amostrais; teorema Limite Central

Consideremos a varidvel aleatdria X pertencente a uma populac@o normal
P, com média W e varidncia 6°. Se extrairmos k amostras aleatdrias de dimensio
n e calcularmos para cada uma o valor da média obteremos o conjunto:

X1 X2 X5 Xx

que representa a distribuicdo amostral das médias ¢ obedece também a
distribui¢do normal.

A distribuicdo amostral das médias terd como média a média da populag@o,
ou seja , a média das médias sera igual a W:

H.=u

Facilmente compreendemos que os valores das médias amostrais estdo
mais proximos do valor de |, ou seja, sdo mais homogéneos, que os valores
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da variavel X. De facto, o valor da variancia diminui a8 medida que n aumenta
sendo a variancia da distribuicdo amostral das médias igual a:

Podemos dizer que, de uma maneira geral, designamos por distribuicdo
amostral a distribui¢do de uma estatistica amostral. Neste capitulo iremos
referir apenas a distribuicdo amostral das médias mas poderiamos obter uma
distribui¢do amostral de proporcdes, de diferenca entre médias, etc...

O desvio padrio desta distribuicdo € calculado através da variancia:

o= o =2
x I

O desvio padrio de uma distribui¢do amostral designa-se por erro padrdo,
sendo O- o erro padrdo da distribui¢do amostral das médias ou erro padrdo
das médias.

A distribui¢do amostral das médias de uma popula¢do ndo normal nio
obedece a distribuicdo normal mas tende para a normal a medida que o n
aumenta. O Teorema Limite Central vem precisar esta aproximacio:

Seja (X, X,, X,, ..., X ) uma amostra aleatdria da variavel X com média
M evariancia 2 finita. A distribui¢do de y tende para a distribui¢do normal

2
com média M e variancia —, quando n tende para infinito.
n

O Teorema Limite Central é valido para qualquer distribui¢do de X ¢ é
aplicado normalmente para n>30, pois a partir deste valor a aproximagao a
distribui¢do normal é muito grande.

Se X ¢ normal entfo a distribui¢do das médias € normal, ou seja,

9,
\/;.

Podemos sintetizar estas nogdes da seguinte forma:
A distribuigao amostral das médias ¢ uma distribui¢do normal com média

X AN

U e desvio padrio a/ Jn se a populagio da qual as amostras sdo extraidas:

- for normal;
- ndo for normal mas as amostras tenham dimensao superior a 30.



A transformagfo para a variavel normal reduzida Z assume o seguinte
aspecto:

_X-u_X-p
Ao

x N

N

Se a variancia da variavel X na populagao for desconhecida temos de usar

Z

a sua estimativa ¢> sendo o desvio padrdo estimado s. A estimativa do erro

S
padrido da média sera _\/; . Estas estimativas estardo tanto mais proximas do

verdadeiro valor quanto maior for a dimensao da amostra. Para n <30 os erros
introduzidos, ao tomar como desvio padrdo da populagdo o desvio padrio da
amostra, sdo suficientemente grandes para justificar o recurso a outra
distribuicdo de probabilidades. A distribuicdo t de Student toma em
consideracdo a dimensao da amostra porque é definida néo sé pelos parametros
média e variancia mas também pelos graus de liberdade (os graus de liberdade
para uma amostra sdo iguais a n-1). Neste caso a variavel normal reduzida Z
sera substituida por t de Student também com média zero:
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_®_,com n-1 graus de liberdade.

Existe um numero infinito de curvas representativas da distribuicdo t de
Student; uma para cada valor do numero de “graus de liberdade”. No limite,
ou seja, quando n tende para infinito, a distribui¢o t de Student tende para a
distribui¢do normal reduzida Z o que conduz a uma aproximagio bastante
boa entre os graficos das suas densidades de probabilidade. Podemos mesmo
dizer que para valores de n>30 os valores das duas distribuicdes sdo tdo
proximos que acaba por ser indiferente utilizar uma ou outra. Muitas vezes a
opgao recai na utilizacdo da variavel reduzida Z por a tabela da sua distribui¢io
ser mais completa, ou seja, existirem mais valores disponiveis uma vez que
ha apenas uma curva.

Resumindo:
Standardizacdo da varidvell’ ou I’

Variancia populagio Dimensio n Variavel reduzida
Conhecida o” Qualquer Z(0,1)
Estimada s 7n>30 t, ou Z(0,1)
Estimada s 7<30 t,

11.3 Intervalos de confianca para a média
Seja X uma variavel aleatoria normal de média W e variancia 6%. Quaisquer

que sejam as amostras de dimensdo n a retirar da populac¢do terdo médias x
diferentes e diferentes da média da populacdo u. Sabemos que os varios valores
de médias amostrais seguem uma distribui¢do normal ou a distribuicdo t de
Student se 6 for desconhecido.

Pretendemos calcular o intervalo para o qual a probabilidade de a média
da populacido se encontrar entre o seu limite inferior e superior seja de 95% e
que seja simétrico relativamente a média para que a sua amplitude seja minima:

P(LI < <LS)=95%



Comecemos por encontrar um intervalo de valores de Z simétrico em torno
da média (zero) e com a probabilidade de ocorréncia de 95%:

P(LI < Z < LS) = 95%
Ou, consultando a tabela da distribuigdio ZNN(0;1):
P(-1,96 < Z < 1,96) = 95%

Por substituicdo de Z obtemos:

Pl —1.96< X =% < 1.96=95%
Jn
ou seja
P()_(—l.96xi<y<)7+1.96><i)=95%
Jn Jn

da o intervalo de confianca para a média U, ao nivel de confianga de 95%.
Sendo o nivel de confianga de 95% existe a probabilidade de erro de 5%
distribuida igualmente pelas duas extremidades da distribuigdo, ou seja, 2,5%
em cada cauda da curva.
Interpretamos este intervalo de confianca dizendo que se extrairmos um
grande numero de amostras de dimensdo n e calcularmos para cada uma o
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intervalo de confianca para a média, 95% desses intervalos contém o
verdadeiro valor da média .

Podemos generalizar para um nivel de confianca qualquer 1-o a que
correspondera um determinado valor de Z:

Pl XooxLcpu<X42x-L |=1-a
(Froenemeen)

Esta € a expressdo geral do intervalo de confianca para o parametro média
W, ao nivel de confianca 1-cL.

Quando a variancia da populagao ¢ desconhecida utiliza-se a sua estimativa
s’ e a distribui¢do t de Student. A expressido da probabilidade que permite
construir o intervalo de confianca para a média assumira a seguinte forma:

P[)_(—tcxi<u<)_(+tcxij:1—a

N =

Como a distribui¢io t de Student ¢ fun¢io dos graus de liberdade o valor
critico t_ a introduzir nesta expressdo € lido na tabela respectiva tendo em
aten¢@o o valor dos graus de liberdade n-1 e o nivel de confianga 1-o
pretendido.

Exercicios resolvidos

Exercicio I: A média do aumento de peso de 25 bebés de uma maternidade
em 1995 foi de 0,3 kg com um desvio padrao de 0,1 kg. Pretende-se calcular
o intervalo de confianca para a média a 95%,

a) sendo 0,1 kg o desvio padrdo na populagio;

b) sendo 0,1 kg o desvio padrio calculado da amostra;

c) de quanto teria de aumentar a dimensdo da amostra para reduzir a
amplitude do intervalo para 0,05.

Resolucio

a) n=25 x=03kg 0=0.1kg

P(;—z- 0.1 <U<x+z- 0.1 ]=0,95

V25 J25



O valor de z para o nivel de confianca de 95% ¢ lido na tabela da variavel
normal reduzida:

Z% =Zy,s = 1,96
donde:

P(}—l,%-ﬂq;<}+1,96-£j=o,95

V25 V25

P(0,261< 1 <0,339)=0,95

sendo o intervalo de confianca para a média a 95%:
10,261 ;0,339[

Se considerarmos que o intervalo € aleatorio, podemos afirmar com 95%
de confianca ou admitindo um erro de 5% que a média na populacio situa-se
neste intervalo de valores. Ou se extrairmos um grande niimero de amostras
com 25 elementos e calcularmos para cada uma o intervalo de confianga para
a média, 95% desses intervalos contém o verdadeiro valor da média u . Para
ndo sobrecarregarmos a interpretagdo, vamos simplificar nos restantes
exercicios considerando que o intervalo a interpretar ¢ aleatorio, ou seja, que
se trata de uma amostra genérica.

b) n=25 x=03kg s=0.lkg

V25 V25

O valor de t para o nivel de confianca de 95% e 24 graus de liberdade ¢ lido
na tabela da variavel reduzida t de Student:

P[;—tc- 01 <u<§+tc-£]=0,95

1 % =1 05 =logs =2,06 paran-1=25-1=24 graus de liberdade
—ay =1 00s :

2

donde:

P(;—2,06-£<,u<;+2,06-£):O,95

V25 J25
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P(0,259 < 11 <0,341)=0,95
sendo o intervalo de confianca para a média a 95%:
10,259 ; 0,341[

Podemos afirmar com 95% de confian¢a ou admitindo um erro de 5% que
a média na populagdo situa-se neste intervalo de valores.

Como era de prever a amplitude deste intervalo (0,341-0,259=0,082) é
superior a do intervalo obtido quando se conhece a variancia da populag¢do
(0,339-0,261=0,078). De facto, se este valor for estimado, o grau de incerteza
introduzido faz com que o intervalo seja mais impreciso para 0 mesmo nivel
de confianca.

¢)A=0,05 kg

A amplitude do intervalo de confianga ¢ igual a diferenca entre os valores
dos limites superior ¢ inferior do intervalo:

LS—L[:(E—Zx%J—(ﬂZx%j:A

ou seja;

A4=27x2L

Jn

donde:

270 ¥
n=| ——
A
No nosso caso:

2
= 2x1.96x0.1 — 615
0.05

Conclusio: era necessaria uma amostra com 62 individuos.

Exercicio 2: A média da taxa de colesterol no plasma sanguineo de 25
doentes ¢ de 216mg/100ml de plasma.



a) Calcule um intervalo de confianga a 95% para a taxa média de colesterol
sabendo que o desvio padrao 6=15mg/100ml de plasma.

b) Calcule um intervalo de confianga a 90% para a taxa média de colesterol
sabendo que o desvio padrio estimado da amostra é s=20mg /100ml de plasma.

Resolucio

a) n=25 X =216 mg/100 ml o =15 mg/100 ml

- 15 - 15
Pl x-1,96- —< u<x+1,96-—— [=0,95
[0 genesnion )
P(210,1< 1 <221,9)=0,95
sendo o intervalo de confianca para a média a 95%:
1210,1 ; 221,9]

Podemos afirmar com 95% de confianga ou admitindo um erro de 5% que
a taxa média de colesterol na populagdo destes doentes esta compreendida
neste intervalo.

b) n=25 x =216 mg/100 ml s =20 mg /100 ml

P(;—tc -£<,u<;+tc -ﬂjzoyo

V25 J25

O valor de t para o nivel de confianga de 90% e 24 graus de liberdade ¢
lido na tabela da variavel reduzida t de Student:

4 % =1 o, =lyos =1, 71 paran—1=25-1=24 graus de liberdade
—ay =F o1 Th,
2

donde:

P(;—1,71-£<u<;+1,71-ﬂj=0,90

V25 V25

P(209,2 < u<222,8)=0,90
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sendo o intervalo de confianga para a média a 90%:
1209,2 ; 222,8]

Exercicio 3: Para verificar se homens e mulheres diferem relativamente a
resisténcia ao calor foram submetidos a teste 8 pares, homem / mulher,
homogeneamente constituidos. Apds a ingestdo de determinada droga em
ambiente quente a diferenga de peso perdido, em quilogramas, entre os pares
foi a seguinte:

201 10 lo2 [o05 |-02]-06]02 |00 |

Teste se existe de facto diferenca entre sexos, na resisténcia ao calor,
utilizando um intervalo de confianca a 95%.

Resolucio:

Se nao existir diferenga na resisténcia ao calor ¢ de esperar que a média
das diferengas entre os pares seja igual a zero. Assim sendo o valor zero
devera estar contido no intervalo de confianga que se vai calcular.

Calculo da média e do desvio padrio da diferenga observada nos 8 pares
testados:

st =" =0.23 kg
n—
em que
s =0.48 kg

Sendo o intervalo de confianca para a média, a 95%, construido a partir
de:



V8 8

O valor t de Student para este intervalo ¢:

P[;—tc ~%<ﬂ<;+tc -wjzoys

1 % =1t 405 =togs =2,36 para n—1=8—-1="17 graus deliberdade
—ay =1 o0s Tho,
2

donde:

P(0,125-2,36-0,17 < u <0,125+2,36-0,17 )=0,95
isto €

P (0,28 <1 <+0,53)=0,95

Como o intervalo de confianca para a média a 95% contém o valor zero
nao posso afirmar que existe diferenga a resisténcia ao calor nos dois sexos.
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CaprPiTUuLO 12

INFERENCIA ESTATISTICA: TESTES DE HIPOTESES



(Pdgina deixada propositadamente em branco)



12. Inferéncia estatistica: testes de
hipoteses

12.1. Introducio

Designa-se como inferencial todo o processo de analise de dados que vise
a obtengdo de conclusdes acerca de uma populagdo com base no conhecimento
de apenas uma parte desta (amostra). Evidentemente, este processo de
generalizacdo implica a admissdo de um possivel erro.

Os dois principais parametros de que depende um processo inferencial
sdo o erro (que, para simplificar, designaremos de momento apenas por o) € a
dimensdo da amostra (n).

Um exemplo facilmente compreensivel consiste no estabelecimento de
intervalos de confianga para propor¢des de votagdo em elei¢cdes. Para uma
mesma margem de confianca (digamos, de 95%, o que equivale a admissdo
de um erro de 5%), verifica-se que, a medida que mais freguesias vao sendo
escrutinadas, a amplitude dos intervalos de confianga relativos as propor¢des
de votacdo nos diversos partidos vai diminuindo. Por outro lado, para um
mesmo numero de freguesias apuradas, a admissdo de um erro menor
(confianga maior) implicara necessariamente um aumento na amplitude dos
referidos intervalos.

Os testes de hipoteses, que veremos em seguida, sdo igualmente processos
inferenciais.

12.2 Testes de hipéteses - conceitos gerais

Embora existam testes com outras finalidades (exemplos: verificacdo da
homogeneidade de variancias, aderéncia de um conjunto de dados a uma
determinada distribuicdo), apenas consideraremos os testes de associagdo entre
variaveis e, em particular, aqueles em que intervém apenas duas variaveis
(excluiremos, portanto, os métodos de analise multivariada).

Qualquer teste admite a partida duas hipoteses, a nula (H ) e a alternativa
(H,). No caso dos testes de associagdo entre duas variaveis, estas hipoteses
assumem a seguinte formulacdo genérica:

H, : Nao existe associagdo entre as variaveis
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H, : Existe associag@o entre as variaveis
Dois tipos de erro tém entdo de ser admitidos:

Erro tipo I - rejeicdo de H sendo esta verdadeira

Erro tipo II - aceitagdo de H sendo esta falsa

A probabilidade de ocorrer um erro tipo [ € genericamente designada por
o. A probabilidade de ocorrer um erro tipo II é designada por 3.

A poténcia de um teste corresponde a 1- . O pardmetro o ¢ também
conhecido como nivel ou limiar de significancia do teste.

Todo o teste de hipdteses envolve um processo de comparagdo dos dados
amostrais com 0 que se esperaria encontrar no caso de H ser a hipotese
verdadeira (isto €, de n3o existir associacdo entre as variaveis ao nivel da
populacio, no caso especifico dos testes de associagdo). Desta forma,
compreende-se que seja o erro tipo [ que condiciona a execu¢ao de qualquer
teste, sendo a probabilidade associada a sua ocorréncia para uma situagio
especifica designada por o/, ou, como € mais comum em termos de publicag¢des
e de software estatistico, por p. Este valor devera ser comparado com o nivel
de significancia escolhido - o valor mais utilizado ¢ 0.05, tratando-se contudo
apenas de uma convengao, com as implicacdes que veremos.

O primeiro critério que preside a escolha do teste apropriado a uma
determinada situag¢@o concreta refere-se ao tipo de varidveis em estudo. A
sequéncia e organizacdo dos proximos capitulos reflecte este principio
genérico. A tabela 12.1 sumariza os testes de associacdo entre duas variaveis
mais frequentemente utilizados, bem como as respectivas situacdes de
aplicagdo.

12.3 Testes de associaciio entre uma variavel qualitativa nominal e uma
variavel quantitativa

12.3.1 Teste Z para uma média

Este teste pode ser utilizado quando conhecemos U ¢ 6%, a média e a
variancia de uma populagdo, e com esta desejamos comparar uma outra
populagdo que a partida ndo conhecemos, sendo apenas possivel dela extrair
uma amostra da qual calculamos x e S? (vamos supor, por enquanto, que S* €
estatisticamente igual a 52 - veremos adiante que isso pode ser verificado
pelo teste F - condi¢@o essencial para a aplicagdo do teste para uma média).
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Vejamos, entdo, quais os passos fundamentais na execu¢@o deste teste, de
resto comuns a execu¢do de qualquer outro teste.
Consideremos o seguinte exemplo:

O tempo médio de sobrevida a determinada doen¢a neopldsica,
em individuos medicados com um citostdatico bem conhecido e
estudado (que designaremos por A), é de 100 semanas, com um
desvio-padrdo de 28 semanas. No ambito de um ensaio clinico
de um novo medicamento B, este foi administrado a uma amostra
de 8 doentes com aquela patologia, tendo sido registados os
seguintes tempos de sobrevida:

142 133 94 173 149 105 83 165
média aritmética = 130.5 desvio-padrao = 33.2

Passo 1: formulacido das hipodteses

Pretende-se comparar a eficacia dos dois medicamentos no que diz respeito
ao tempo de sobrevida. Nao sendo expressamente indicado um valor para o
nivel de significancia o, tomamos o valor por defeito de 0.05. Estamos perante
uma associa¢do entre uma variavel nominal (medicamento, com 2 categorias
A e B) e uma quantitativa (tempo de sobrevida), podendo as hipoteses ser
formuladas com base nas médias aritméticas do tempo de sobrevida:

Hy:py =,

H g >p,
Na formulagdo da hipotese alternativa poderiamos considerar as médias
diferentes (H, : 4, # 1, ), caso em que terfamos um teste bilateral. A hipotese

alternativa atras formulada corresponde a um teste unilateral, que utilizamos
quando temos, a partida, uma expectativa sobre o sentido da diferenca a testar,
como sucede na maioria dos exemplos relativos a ensaios clinicos e em muitas
outras situagdes.



Passo 2: calculo do parametro estatistico

5 M, 1305-100 _

7, =1 = =
A A

Passo 3: determinacio do valor critico (leitura da tabela)

3.08

Z =7, . em testes unilaterais
Z =2, , em testes bilaterais
No caso presente temos que Z =72, = Z, .= 1.64

Passo 4: decisdo estatistica (comparacio dos valores obtidos nos passos 2
e3)

No teste Z rejeitamos H se |Z | > Z . Quer isto dizer que, neste exemplo,
rejeitamos H, uma vez que o valor absoluto do pardmetro estatistico € superior
ao valor critico. Isto significa que existe associaglo estatisticamente
significativa entre as duas varidveis. Por outras palavras, podemos afirmar,
com uma probabilidade de erro inferior a 5%, que o medicamento B
proporciona um tempo de sobrevida superior ao medicamento A.

O processo atras descrito permite a execugdo do teste sem recorrer ao
computador. Utilizando software de analise estatistica, suponhamos que era
devolvido um valor de p = 0.003. Considerariamos a associagdo
estatisticamente significativa, uma vez que p < 0.05 (o valor escolhido para
a), o que condiz com o resultado obtido pelo método anterior. Em termos
intuitivos, teriamos uma probabilidade de 3 em 1000 de errar ao afirmar que
o medicamento B proporciona um tempo de sobrevida superior ao obtido
com o medicamento A. Em termos de Estatistica Matematica, o significado é
um pouco diferente, pelo que a interpretacdo anterior constitui uma
simplificag¢@o visando facilitar a compreensibilidade no &mbito de um curso
orientado para futuros profissionais de saude.

12.3.2. Teste t de Student para a diferenca entre duas médias

Consideremos agora outro exemplo pratico:
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Pretende-se comparar a tensdo arterial média em individuos com
determinada doenga com o mesmo pardmetro clinico medido em
individuos normais, tendo sido obtidos os seguintes valores em
duas amostras de 9 individuos cada (o0 = 0.05):

Doentes: x =105.6 S*=53.77

Normais: x =96.9 S?*=15.9

Estamos igualmente perante um estudo de associagdo entre uma variavel
qualitativa nominal e uma quantitativa, mas existe uma diferenga importante
em relacdo a situag@o anterior: agora ndo dispomos de populagdo de
comparacdo, temos simplesmente duas amostras - o que, na pratica, ¢ mais
frequente.

O teste a usar sera entdo o teste t de Student para a diferenga entre duas
médias. No entanto, este requer a realizagdo prévia de um teste F a

homogeneidade das varidncias:

Passo 1: formulacio das hipoteses
H,:0,-0,=0
H :0-0,#0

Passo 2: calculo do valor paramétrico

_ Maior variancia amostral _ 53.77

F, =337

Menor variancia amostral 15.9

Passo 3: determinacio do valor critico (leitura da tabela)

F=F

c m—1,n,—1

=l =344
a=0.05
400 . .
onde n, ¢ n, se referem aos graus de liberdade para o numerador e denominador

respectivamente.



Passo 4: decisio estatistica

Como o valor paramétrico F € menor que o valor critico F¥, entdo aceitamos
H,. Significa isto que podemos considerar as variancias como estatisticamente
iguais.

Estamos agora em condi¢des de proceder ao teste t de Student para a
diferenca entre as duas médias:

Passo 1: formulacio das hipoteses
Hy:u —u,=0

H, :u, —u, #0 (supondo que o tipo de estudo remete para um teste
bilateral)

Passo 2: calculo do valor paramétrico

_ (g mxn) - —w)

l() -

Erro-padrao

O erro-padrdo serd dado por

S8

n.oonm

2

se as variancias forem estatisticamente diferentes pelo teste F, e por

sendo

S = (n, =S’ +(n, = 1)S;
0 n+n,—2

se as variancias forem estatisticamente iguais.
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No exemplo em causa utilizamos a segunda expressdo, uma vez que
consideramos as variancias como estatisticamente iguais. Nestas condigdes o
valor paramétrico sera

(105.6 -96.9) -0

Iy = BE =
59X, |[—+—
Vo 9

Passo 3: determinac¢io do valor critico (leitura da tabela)

34

t =t em testes unilaterais

l-a

t =t._, em testes bilaterais

Em qualquer dos casos temos de calcular os graus de liberdade, que sdo
dados por uma expressdo complexa no caso de as varidncias serem
estatisticamente diferentes, e por n, +n, — 2, se forem estatisticamente iguais.
Uma vez que estamos perante um teste bilateral (ver Passo 1), teriamos

fe =1, 0055 =loors = 2.12

16gl.
949-3 5. &

Passo 4: decisdo estatistica

A semelhanca do teste Z, rejeitamos a hipotese nula H, se |¢,| > 7. No caso
presente, verifica-se que o valor absoluto do parametro estatistico € superior
ao valor critico, logo rejeitamos a hipdtese nula. Podemos entdo afirmar, com
uma probabilidade de erro inferior a 5%, que existe diferenga entre as duas
médias, sugerindo pois a existéncia de associagdo entre a variavel “estado”
(doente/normal) e a varidvel “pressdo arterial”, no sentido de um aumento
deste parametro clinico nos individuos doentes.

A interpretacdo do valor de p seria idéntica a referida a proposito do teste
Z para uma média.

12.3.3 Teste t de Student emparelhado

Finalmente, e ainda no &mbito da associa¢do entre uma variavel nominal e
uma quantitativa, consideremos a seguinte situagao, relativa a um estudo



destinado a avaliar o efeito de determinada terapéutica sobre um pardametro

da fungdo respiratoria em doentes do foro pneumolégico (0( = 0.01) :

Doente Antes Depois Diferenca

1 102 132 30
2 89 116 27
3 32 50 18
4 82 82 0

5 36 61 25
6 56 64 8

7 79 92 13

¥ =121

Como se verifica, este estudo tem um desenho diferente do subjacente aos
dois exemplos anteriores: trata-se de uma tinica amostra, em que cada elemento
¢ avaliado em dois tempos diferentes. O teste a usar ¢ o teste # de Student
emparelhado.

Passo 1: formulacio das hipoteses
H,:u, =0 (a média das diferengas € nula)
H,:u, >0 (supondo que o estudo remete para um teste unilateral)

Passo 2: calculo do valor paramétrico

) d—p _(120/7)-0 _
0" B 109/
W V1

onde d € a média das diferengas e S, o desvio-padrdo respectivo.
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Passo 3: determinacio do valor critico (leitura da tabela)

=1, =l =3.14
n-1 gl 6gl

Passo 4: decisdo estatistica

Uma vez que o valor paramétrico é superior ao valor critico, a decisdo
estatistica serd a rejeicdo de H;. Com uma probabilidade de erro inferior a
1%, consideramos que existe diferenga entre os valores do parametro da fungéo
respiratoria medidos antes e depois de administrada a terapéutica, no sentido
de um aumento do mesmo.

Note-se que o estudo da associag@o “terapéutica / parametro respiratorio”
poderia ser igualmente feito com base em duas amostras diferentes, uma
composta por individuos ndo submetidos a terapéutica e outra por individuos
submetidos.

No entanto, o teste emparelhado, quando utilizavel, é mais adequado, uma
vez que ndo ¢ afectado por variaveis confundentes - no caso de termos dois
grupos, nada garante que eles apresentem as mesmas caracteristicas no que se
refere ao sexo, idade e outras variaveis que poderdo estar igualmente
relacionadas com as que estamos a estudar. Outra vantagem consiste na redugo
da dimensdo amostral.

12.3.4 Dependéncia da significincia estatistica em relacio a dimensio
amostral

E chegada a altura de abordar uma questio importante, ndo exclusiva dos
testes de associagdo que consideramos anteriormente. Devera por isso estar
bem presente em relagdo a qualquer teste de hipdteses, incluindo os abordados
em secgdes posteriores.

Como ja foi salientado, o p pode ser interpretado como a margem de erro
(e, como tal, 1 - p serd o grau de confianga) que conferimos a afirmac¢fo de
que a associacdo encontrada a nivel amostral reflecte uma associagéo real em
termos populacionais.

Considere-se a expressdo que permite calcular Z relativa ao teste Z para
uma média (ver 12.3.1.). Supondo que X, U e 6 ndo se alteram de forma
sensivel, verifique-se o que sucede quando aumentamos progressivamente a
dimensdo amostral: atinge-se sempre um valor de #n para o qual |Z| > Z (Z ¢



fixo para um determinado limiar de significancia), levando a rejeicdo de H
De igual forma, em termos do p devolvido por software de analise estatistica,
facilmente se compreende que, mantendo-se a diferenca entre as médias apos
a colheita de mais informag@o, o valor diminua (mais informagéo proporciona
mais confianga...), e se torne eventualmente inferior a 0.05 ou outro limiar
de significancia considerado.

Isto implica que, em teoria, qualquer associagéo encontrada a nivel amostral
pode ser estatisticamente significativa, desde que a dimens3o amostral atinja
uma determinada grandeza. Corremos entdo o risco de considerar como
estatisticamente significativas associagdes que sdo irrelevantes de um ponto
de vista pratico.

Por este motivo, todo o teste de associacdo em que tenha sido apurada
significancia estatistica devera ser complementado com um parametro de
magnitude ou forca de associagdo.

No caso particular dos testes de associacdo entre uma variavel qualitativa
nominal e uma quantitativa, a inspec¢do dos valores das médias dos varios
grupos (ou tempos de medi¢cdo) é um primeiro passo importante. O grau de
discriminagdo inter-grupos pode ser igualmente da maior relevancia, como a
seguinte situac@o hipotética ilustra:

Normais Doentes

Normais Doentes

T XN

Figural2.1: Grau de discriminag8o inter-grupos.
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Se este exemplo se referisse a dois meios auxiliares de diagnostico para a
mesma patologia (por exemplo, dois pardmetros bioquimicos), diriamos que
B apresenta maior capacidade de discriminagio entre normalidade e doenca
do que A, o que o tornaria mais util considerando apenas este aspecto.

Nota importante:

Mais do que associagdes fortes ou fracas, temos associagdes relevantes ou
pouco relevantes em termos praticos. Uma associagdo numericamente fraca
num determinado contexto pode ser mais relevante do que uma associagio
comparativamente forte noutro. Por exemplo, um meio auxiliar de diagnostico
com uma sensibilidade (probabilidade de se obter um resultado positivo em
individuos doentes) de 80% pode ter utilidade reduzida, enquanto a
identificagdo de um factor de risco responsavel por 10% dos casos de um
determinado tipo de neoplasia pode assumir uma importancia consideravel
em termos de Saude Publica.

12.4 Testes de associacdo entre duas variaveis qualitativas nominais

12.4.1 Tabelas de contingéncia 2 x 2

Considere-se o seguinte exemplo, relativo a um ensaio clinico visando
estudar uma eventual associagdo entre a administra¢do de um farmaco e a
ocorréncia de nauseas como efeito secundario.

Presentes Ausentes Z
Principio activo 0,=15 0,=35 £L,=50
Placebo 0;=4 0,=46 £,=50
> C=19 =81 =100

Tabela 12.3: Nauseas.

Resumindo a informagéo contida nesta tabela de contingéncia 2x2, em 15
dos 50 individuos a quem foi administrado o principio activo registou-se a
ocorréncia de nauseas, 0 mesmo acontecendo apenas em 4 dos 50 a quem foi
dado o placebo.

O teste a utilizar é indicado pelas regras de Cochran para tabelas 2x2:



1. Se n = 40 podemos usar o teste do X * ouo equivalente teste de diferenca
entre duas proporgdes;

2. Se 20 < n £ 39, qualquer dos testes mencionados no ponto anterior pode
ser utilizado, com as condigdes de lhes ser aplicada uma correc¢io de
continuidade (de Yates) e de todos os valores esperados sob hipdtese nula
serem superiores ou iguais a 5. De contrario devera ser usado o Teste Exacto
de Fisher;

3. Se n <20 utilizar o Teste Exacto de Fisher.

12.4.1.1. Teste do qui-quadrado

No caso do exemplo acima fornecido, a primeira regra permitir-nos-ia usar

o teste do y* sem correcgdo.

Passo 1: formulacio das hipoteses

As hipoteses de ndo-existéncia / existéncia de associacdo podem ser
formuladas em termos de proporcdes:

H,: apropor¢do de ocorréncia de nauseas € idéntica nos dois grupos

(principio activo e placebo)

H,: as proporgdes sdo diferentes

Passo 2: calculo do valor paramétrico

O valor paramétrico ¢ dado pela expressao:

2 (0, _Ej)2
Xo=2 5

1

onde O, sdo os valores observados na tabela e £, sdo os valores esperados sob
H,, sendo calculados da seguinte forma:

E = Llcl E = L]C2
! n : n ) n n
No nosso exemplo temos

E =95 E, =405 E,=95 E,=405

O valor paramétrico sera
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2, (15-9.52  (35-40.5) (4-9.52 (46-40.5)2 _
Xo="95 * 05 *+t 95 T 05 /36

Passo 3: determinacio do valor critico (leitura da tabela)

=2

l-a
(L-1)(C-Dg.l.

onde o € o erro considerado, L o nimero de linhas e C o nimero de colunas da
tabela de contingéncia.

2
No caso das tabelas 2 X 2 esta expressdo resume-se a X %‘g“l

2 —_—
Voltando ao exemplo, o valor critico sera Z?'%l =3.84
gl

Passo 4: decisio estatistica

Comparando os dois valores, verificamos que o valor paramétrico € superior
ao valor critico, pelo que rejeitamos a hipotese nula. Concluimos, portanto,
que a associacdo entre as variaveis “farmaco” e “efeitos secundarios” é
estatisticamente significativa, sugerindo que o principio activo € responsavel
pela ocorréncia de nauseas para além do simples efeito de natureza psicoldgica
(efeito “placebo”).

12.4.1.2 Correccio de YATES

Nos casos em que temos de utilizar o teste do y* corrigido, devemos

calcular o valor paramétrico através da seguinte expressao:

2 /2
0 —E |05 00 -00 |-"
sy 10, 7E 17097 10,0,-0,0,1-73)7
0 E cCcLL
i 127172

12.4.1.3. Teste Exacto de Fisher

Consideremos o seguinte exemplo, relativo a um ensaio clinico visando
estudar uma eventual associa¢do entre a administragdo de uma determinada
vacina e a ocorréncia de morte no caso de a doenca infecciosa ser contraida.



Morreu Nao morreu z

Vacinado 0,=1 0,=3 L =4
Nio vacinado 0;=4 0,=8 L,=12
> =5 G=11 n=16

Tabelal2.4: Ensaio clinico sobre eventual associagdo entre a
administra¢ao de uma vacina e a possibilidade de morte caso
a doenga infecciosa ser contraida.

Atendendo as regras de Cochran para tabelas 2x2 estamos perante o 3°
caso, uma vez que a dimensao da amostra ¢ de 16 individuos. Nestas condi¢des
vamos utilizar o Teste Exacto de Fisher.

Mantendo os valores marginais constantes, vamos calcular a probabilidade
de ocorréncia de cada uma das tabelas possiveis. Para o efeito identificamos
o valor marginal menor da tabela original e fazemos variar a linha ou coluna
respectiva entre 0 e esse valor.

No exemplo em consideracdo temos que o menor valor marginal
corresponde a linha 1 (L, = 4); as tabelas possiveis para a mesma configuracao
de valores marginais seréo:

0] 4 1 |3 2 12 3 (1 410
4 | 8 319 2 |10 1 |11
0 1 2 3 4

Tabela 12.5: Tabelas possiveis para a mesma configuracdo de valores
marginais.

A probabilidade exacta para cada tabela ¢ dada pela seguinte expressao:

p=_GGnL,!
n10,10,10,10, !

Efectuando os calculos para o exemplo em causa temos:
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P(0)=0.1813

P(l ) =0.4532 < Tabela original
P(2)=03

P(3)=0.06

P(4)=0.0027

Consideremos os somatorios das probabilidades das tabelas extremas, o
que neste exemplo corresponde a:

P(0)=0.1813 e  P(2)+P(3)+P(4)=0.3627

Adicionamos agora a probabilidade da tabela original, P(1), o menor destes
somatorios, que no caso presente ¢ P(0), e obtemos o valor correspondente ao
valor paramétrico:

=P(1)+P(0)=0.4532+0.1813=0.6345

A formulagdo das hipoteses é idéntica a utilizada no teste do y*. No entanto,
conforme anteriormente referido (secgdo 12.2), o valor de o, € a probabilidade
de erro na rejeigdo de H, podendo ser directamente comparado com o nivel
de significancia. Assim, temos que ¢, >0.05, levando a aceitagdo de H . Isto

significa que ndo podemos concluir pela existéncia de associagcdo entre as
variaveis em causa. Por outras palavras, ndo podemos considerar que a vacina
tenha um efeito atenuante estatisticamente significativo no caso de a doenca
ser contraida.

12.4.2. Tabelas de contingéncia L. x C

No caso de pelo menos uma das varidveis nominais ter mais de duas
categorias, estamos perante uma tabela de contingéncia L X C. Nestas condi¢des
o valor paramétrico ¢ dado pela seguinte expressio:

LCOE)
=3y

i=1 j=1 ij



onde os 0,eo0s E, correspondem aos valores observados e esperados, L
corresponde ao nimero de linhas e C ao numero de colunas da tabela. Os

~ LC
valores esperados sdo dados por E; =—*.

Temos agora de atender as regras de Cochran para tabelas L X C:

1. - Pelo menos 80% das frequéncias esperadas devem ser superiores
ou iguais a 5 e nenhuma inferior a 1;

2 - Se o disposto na regra anterior ndo se verificar temos de proceder a
fusdo de linhas e/ou colunas até que se verifique, ou que seja obtida
uma tabela 2 X 2 (situacdo em que aplicamos as regras de Cochran para
tabelas desse tipo).

Hé que notar, todavia, que a fusdo de linhas e/ou colunas implica
necessariamente perda de informagao, pelo que idealmente devera ser colhida
uma amostra com dimensdo suficiente para evitar o recurso a este
procedimento.

12.4.3 For¢a da associacio

Conforme referimos em 3.4., todo o teste de associacdo em que tenha sido
apurada significancia estatistica devera ser complementado com um parametro
de magnitude ou for¢ca de associagdo. No caso dos estudos de associagdo
entre duas variaveis qualitativas nominais existe uma grande diversidade de
pardmetros com esta finalidade. Os mais frequentemente utilizados s2o os
Coeficientes de Contingéncia e o Odds Ratio.

12.4.3.1 Coeficiente de Contingéncia de Cramer

Este coeficiente pode assumir valores entre 0 (auséncia de associacdo entre
as variaveis) e 1 (associacdo maxima), sendo dado pela expressdo

2

C, = |-t

f n [min(C-1,L-1) |

onde n € a dimensdo da amostra, C o numero de colunas e L o numero de
linhas da tabela.

No caso de tabelas 2 x 2 a expressdo reduz-se a C, = 1["72 )
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Para o exemplo fornecido em 12.4.1. terfamos C,= 0.255. As duas situagdes
extremas sdo exemplificadas pelas seguintes tabelas hipotéticas:

Néuseas Néuseas
Pres. | Aus. z Pres. | Aus. Z
P.activo | 10 40 50 P.activo | 50 0 50
Placebo 10 40 50 Placebo | O 50 50
> 20 80 | »=100 > 50 |50 |s=100
Coef. Cramer =0 Coef. Cramer = 1
(proporgdes iguais) (uma das diagonais da tabela € nula)

Tabela 12.6: Tabelas hipotéticas associadas ao valor do coeficiente de
Cramer.

12.4.3.2 Odds Ratio

Outra medida de forga da associagdo, que vem sendo progressivamente
mais utilizada, é o Odds Ratio ou razio dos produtos cruzados:
0O, x0,

OR=——->
0, %0,

Retomando o exemplo considerado em 12.4.1.,

R = 15x 46 _
4x%35

Este resultado pode interpretar-se da seguinte forma: quando administramos
o principio activo a um doente, a possibilidade (em rigor, ndo deve ser utilizado
o termo probabilidade) de ocorréncia de nauseas é quase 5 vezes superior em
relacdo a administragdo do placebo.

Nota: Os exemplos considerados nesta sec¢do baseiam-se em grupos
(amostras) diferentes; contudo, existem também testes de associacdo entre
variaveis nominais em que se utiliza uma populag¢ao de comparacio (o teste Z
para uma propor¢ao) ou se estuda um unico grupo em dois tempos (teste de
McNemar) — ver tabela 12.1.

4.9




12.5 Testes de associaciio entre duas variaveis quantitativas

5.1 Regressiao linear simples
Considere-se o seguinte exemplo:

Um investigador pretende estudar o efeito secunddrio de um
farmaco sobre a frequéncia cardiaca, o qual suspeita ser no
sentido taquicardizante. Para o efeito seleccionou um grupo de
11 pacientes com frequéncia cardiaca a partida normal. Escolheu
previamente as doses a administrar e registou depois os valores
da frequéncia cardiaca que observou, resumindo os dados na
tabela seguinte; a partir da mesma construiu o diagrama de

dispersdo representado em baixo:

Dose (ug) Freq. Cardiaca
20 65
30 64
40 60
50 77
60 86
70 79
80 93
90 110
100 108
110 110
120 120
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130 +
120 +
110 +
100 +
90 +
80 +
70 +
60 +

Y (Frequéncia cardiaca)

40 1 1 1 1 1 1
10 30 50 70 90 110 130
X (dose do farmaco)

Figura 12.2: Grafico de dados experimentais da frequéncia cardiaca em
fungdo da dose do farmaco.

O grafico sugere a existéncia de associag@o entre as varidveis, a qual
aparenta ser de tipo linear (representavel através duma recta) e directa (os
valores da variavel dependente Y tendem a aumentar em fungdo dos valores
da variavel independente X).

Evidentemente, temos de testar a significancia e avaliar a for¢ca dessa
eventual associagdo. Para o efeito utilizamos a analise de Regressdo Linear
Simples (simples por contraposi¢do a multipla - analise multivariada).

Mais uma vez, as hipdteses subjacentes ao teste sdo:

H, : Nao existe relagdo linear entre as variaveis

H, : Existe relacdo linear entre as varidveis

Na analise de regressdo linear, estas hipdteses podem também ser
formuladas em termos do declive da recta. Note-se que perante uma auséncia
de relacdo linear entre as varidveis teremos um declive nulo (recta paralela ao

eixo dos XX):



\%

Figura 12.3: Auséncia de relacdo linear entre as variaveis: declive nulo.

12.5.1.1. Equaciao amostral da recta de regressio

A equacdo darecta é dada por y =a+ bx ,onde b ¢ o declive e a a ordenada
na origem.

_Sy _X& -0 -) R
S, Y (x,—%) Y

X
Estas expressdes podem ser convertidas noutras de mais simples utilizag8o,
fun¢@o de somatorios obtidos a partir da seguinte extensdo da tabela de dados:

b

X Y X ) XY
20 65 400 4225 1300
30 64 900 4095 1920
120 120 14400 | 14400 | 14400
> 770 972 64900 | 90400 | 74800

Tabela 12.8: Tabela de valores exemplificativa da forma de calcular os

coeficientes a e b.

b_nzxiyi_zxizyi _Zyi_be[
- 2 2 a=——"
an,. —(Zx,) n
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Aplicando ao nosso exemplo teremos:

(11X 74800) - (770x972)

b =0.615

(11x 64900) — 770>

= 972-(0.615x770)
11

=45.345

Assim, a equacdo amostral da recta de regressao vira:

y. =45.345+0.615x

12.5.1.2. Estudo da equac¢do amostral obtida

Passemos a avaliacdo da significancia estatistica da associacdo entre as
duas variaveis. Consideremos de novo o diagrama de dispersdo:

130 ~
120 ~

110 A Desvio nio { ----------- -
100 - explicado

] Desvio
Desvio total

90 e e :}explicado
80 (]

70 -
60 - L4
50 ~
40 \ \ \ \ \ \

10 30 50 70 90 110 130
X (dose do farmaco)

Y (Frequéncia cardiaca)

Figura 12.4: Diagrama de dispersao.

Verificamos que o desvio de qualquer ordenada y, em relagdo a média y
416 pode ser decomposto em duas componentes, uma explicada pela recta de
regressdo e outra ndo-explicada:

Desvio total = Desvio explicado + Desvio ndo-explicado (ou residual)



ou seja,

V== =+, -».)

Demonstra-se que, tomando as somas dos desvios quadrados, esta relagao
se mantém:

PACESDEEDNAESDIEDNES B
ou S S total = SS explicada SSresidual
Os termos SS referem-se a somas de quadrados (do inglés sum of squares).
Podem ser traduzidos em expressdes de calculo mais simples, trabalhando
com os somatdrios obtidos com a extensdo da tabela de dados apresentada em
12.5.1.1. :

2
SSrua = 2,0 =¥V = X} _nr

n

2
SSExplicada = Z(yc _)_})2 = bZZ(xl. - )?)2 = bzzxiz — (Exi)
n

SS SS SS

Residual = Total ~ Explicada

Aplicando estas expressdes ao exemplo que vimos considerando, temos:

9722

S8, = 90400 - =4510.55

2

770
SS =0.615° (64900 - T) =4160.48

Explicada

SS =4510.55-4160.48 = 350.07

Residual

Estes somatdrios podem ser considerados como medidas de dispersao da

variavel dependente Y (recorde-se que E(yi —¥)* ndo é mais do que o 417

numerador da expressdo da variancia). Nestas condi¢des, teremos trés tipos
de variagao:
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Variacdo Total — graficamente traduzida na dispersdo dos valores de
Yy em torno da sua média y ;

Variagcdo Explicada — componente da variagdo total que ¢ explicada
pela regressdo linear entre as variaveis;

Variagdo Residual — graficamente traduzida na dispersdo dos pontos
(x,y) em torno da recta de regressdo (componente da variagdo total
ndo explicada pela regressao).

Estamos agora em condi¢des de proceder ao teste de significancia
propriamente dito, utilizando para o efeito a andlise de varidncia (ANOVA)
aplicada a regressdo, que passa pela constru¢do da seguinte tabela:

Variacio SS g.l. (graus de | Variincia Fy
liberdade)
—2

S0 -7) 2.0.-9)
Explicada 1 1

z ( )2 Z( V= yf)2 Variancia Explicada
Residual S 72 n-2 Varidncia Residual
Total ' -1 n—1

Tabela 12.9: Analise de variancia aplicada a regressao.

Passo 1: formulacio das hipoteses
H,: X'e Y ndo estdo linearmente relacionadas

H,: X'e Y estdo linearmente relacionadas



Passo 2: Determinaciao do valor paramétrico

Este valor, F, € dado pela tabela ANOVA. No caso do exemplo considerado,
temos:

. g.l. (graus de .
Variacio SS ] Variincia Fo
liberdade)
Explicada 4160.48 1 4160.48
Residual 350.07 9 38.9 106.95
Total 4510.55 10

Passo 3: Determinacio do valor critico (leitura da tabela F)

Da tabela ANOVA, verificamos que temos 1 grau de liberdade para o
numerador e 9 para o denominador. Para oo = 0.05 obtemos o valor critico
F_=5.12, da tabela respectiva.

Passo 4: Decisio estatistica

Comparando os valores paramétrico e critico, verifica-se que o primeiro ¢
superior ao segundo, donde se conclui pela rejeicdo da hipdtese nula.
Consideramos assim, com uma probabilidade de erro inferior a 5%, que as
varidveis “Frequéncia cardiaca” e “Dose” estdo linearmente relacionadas,
sendo o sentido da relagfo directo (b = 0.6145 > 0).

Conforme foi anteriormente referido, as hipoteses poderiam também ser
formuladas em termos do declive da recta de regressao:

H,: B =0(f — parametro populacional estimado por b)

H,: >0 (no enunciado do exemplo € referida a expectativa de que

o farmaco possa ter um efeito taquicardizante)

12.5.1.3. Forc¢a da associacio

Como foi referido anteriormente, perante uma associagao estatisticamente
significativa torna-se necessario determinar a for¢ca ou magnitude respectiva.
O parametro mais vulgarmente utilizado na regressdo linear simples é o
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coeficiente de determinacéo », directamente decorrente da decomposi¢do da
varia¢do de Y:
2 _ SSExplicada

- =
SS.

Total

O r? pode ser interpretado como a propor¢do da variagdo da variavel
dependente (Y) que € explicada pela variacdo de X. Pode assumir valores
entre 0 e 1 (0 para auséncia de associagdo e 1 para uma associagdo maxima),
de acordo com as seguintes situagdes acompanhadas da respectiva ilustragio
grafica. O pardmetro r - coeficiente de correlagdo - serd abordado
posteriormente (seccdo 12.5.2.).

N\
> > >
=0 =1 - A=l
r=0 r=1 Relacdo r=-1 Relacdo
b=0 b>0 directa b<0 inversa

2 T 2 P
0 <7 <1 (mais préximo de 1) 0 <7 <1 (mais préximo de 0)

Figura 12.5: Representacdo grafica dos varios casos possiveis para os
valores de 2.

r? reduzido — grande dispersdo dos pontos (x,,y,) em torno da recta

(associagdo fraca);



r? elevado — pequena dispersdo em torno da recta (associagdo forte);

r? =0— recta de regressdo coincidente com a recta y (auséncia de
associacdo);

r? =1— dispersdo nula em torno da recta (associagdo maxima).

No caso do exemplo que temos vindo a considerar, estamos perante uma
associagdo forte (#* = 0.92), significando isto que 92% da variagdo da variavel
“frequéncia cardiaca” ¢ explicada pela variagcdo da dose do farmaco.

12.5.1.4. Utilizacio da equacio de regressiao para estimar valores de Y

Podemos utilizar a equacdo de regressdo para estimar o valor que esperamos
encontrar para a variavel dependente Y conhecido um valor de X.
Exemplificando com o problema que temos vindo a considerar, suponhamos
que desejavamos saber qual a frequéncia cardiaca que esperariamos encontrar
num paciente hipotético a quem fosse administrada uma dose de 25 ug.

Resolvendo a equagao da recta para X =25 temos

Y =45.345+0.615x25=60.72

Evidentemente, este valor ¢ uma estimativa pontual, pelo que necessitamos
de estabelecer um intervalo de confianca em torno da mesma.

A formula genérica do intervalo de confianca para uma estimativa cuja
distribuicdo amostral seja normal ¢:

Estimativa * Factor de confianga X Erro Padrio da estimativa

Neste caso particular, temos que:
- a estimativa € o valor Y, dado pela resolugdo da equacio ;
- o factor de confianga é dado pela distribuicdo t de Student (estamos perante

dados amostrais): £ |, ..

- 0 erro-padrio da estimativa, SY‘ o ¢ dado pela expressio
L . L, Xp=X)
Sy, =, [variacdo residual (1+ + —)
p n (X,-X)*

sendo X o valor de X para o qual desejamos estimar Y.
Estabelecendo um intervalo de confianca de 95%, temos:
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Y+ 1(1—0.05/2, 11-2g..)

xS

Y| Xp
ou seja

60.72-2.26x7.04=44.81=45

60.72+2.26x7.04=76.63 =77

Conclusdo: com um grau de confianca de 95%, estimamos que o valor da
frequéncia cardiaca, correspondente a administracdo de uma dose de 25ug,
se situe no intervalo limitado pelos valores 45 e 77.

12.5.1.5. Outras consideracdes

Ao abordar o problema da associacdo entre duas variaveis quantitativas,
nunca ¢ de mais realcar a importancia da construg¢do do diagrama de dispersao
antes de escolher um determinado modelo de andlise. Imaginemos duas
situacdes como as seguintes:

N

/
\

Figura 12.6: Diagramas de dispersao.

Se procedermos a uma analise de regressdo linear, obtemos, na situagéo A,
uma recta de declive nulo (b=0) e concluiremos pela ndo-existéncia de relagdo
linear entre as variaveis. No entanto a associa¢do existe, mas sera nao-linear
(ex.: parabola, funcdo sinusoidal). Ainda que na situagdo B obtinhamos uma
recta de declive ndo-nulo, verifica-se igualmente que uma func¢io néo-linear
descreveria de forma mais adequada o tipo de associagdo entre as variaveis
(ex.: ramo de hipérbole, fun¢do logaritmica).

A realizacdo e inspeccdo prévia do diagrama de dispersdo evitara a
imposi¢do de um modelo linear em situag¢des a que ndo deve ser aplicado.



12.5.2. Correlacio linear simples

12.5.2.1. Modelo de correlaciao

Considere-se o seguinte exemplo:

Num estudo sobre a eventual associa¢do entre peso (em Kg) e
quantidade de creatinina excretada nas 24 horas (mg), foram
seleccionadas aleatoriamente 20 criancas de 6 meses de idade e
registaram-se os respectivos valores para as duas varidveis.

Note-se que, no exemplo da sec¢lo anterior, uma das variaveis era
controlada pelo investigador (a dose do farmaco) e s6 a variavel “frequéncia
cardiaca” era aleatoria. No presente exemplo, nenhuma das variaveis é
controlada, sendo ambas aleatorias. Enquanto no primeiro caso estavamos
perante um modelo de regressdo, esta agora em causa um modelo de
correlagdo. Em termos da analise a utilizar esta distingdo € importante: a
analise de regressdo € aplicavel a qualquer dos modelos, mas a analise de
correlacdo so € aplicavel ao modelo de correlacao.

Em suma, num modelo de correlagdo temos que:

- ambas as varidveis sdo aleatérias;
- a andlise de correlagdo sé pode ser aplicada a este modelo;

- ndo ha distin¢do entre variavel dependente e independente.

Se desejamos apenas obter a significancia da associag@o entre as variaveis
e uma medida da for¢a da mesma, a analise de correlagfo € suficiente.

Se desejamos obter uma equacéo e utiliza-la para estimar ¥ em fungo de
um ou mais valores de X, temos de proceder a uma analise de regressdo, o que
obriga a considerar uma das variaveis como dependente. A escolha depende
do problema em causa: no caso do exemplo atras enunciado, em termos praticos
s0 faria sentido estimar o valor da creatinina em func¢do do peso.

12.5.2.2. Coeficiente de correlaciao

O coeficiente de correlacdo r, para além de medir a for¢a da associagio,
pode também ser testado quanto a sua significancia. No entanto, este
procedimento vem sendo progressivamente menos utilizado, uma vez que a
generalizacdo do recurso ao computador veio tornar menos relevante a sua
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vantagem em relagdo a analise de regressdo - maior simplicidade de calculo
manual. Esta ultima é mais informativa ao sumariar a associa¢gdo numa
equagdo, que por sua vez permite efectuar estimativas de Y para casos ndo
incluidos na amostra inicial.

Sendo » dado pela raiz quadrada do coeficiente de determinagdo, pode
assumir valores entre -1 e +1, o que significa que para além da forca da
associa¢do da-nos também o respectivo sentido, sendo o seu sinal igual ao do
declive b da recta de regressao.

A expressdo que permite o seu calculo é

nzxiyi _inzyi
Yy =y n XYt -

=

12.6. Generalizacido para situacdes em que existam 3 ou mais categorias
em variaveis nominais

Suponhamos que no exemplo a que aplicAmos o teste t de Student
emparelhado tinhamos 3 medi¢des em cada individuo (1° - antes do tratamento;
2% - ao fim de 1 més; 3" - ao fim de 3 meses). Nestas condicdes, e de acordo
com a tabela 2.1, o teste a utilizar seria a ANOVA de 1 factor com medi¢des
repetidas.

A forma de apresenta¢do dos resultados varia consoante o software de
analise estatistica, mas todos comecam por apresentar uma tabela ANOVA
contendo um valor de p. No caso de este levar a rejei¢do da hipdtese nula,
isso significa que o teste admite a existéncia de uma diferenca ao nivel de
pelo menos um dos possiveis pares de categorias. No exemplo citado, os pares
possiveis sdo:

Antes do tratamento vs. 1 més depois
Antes do tratamento vs. 3 meses depois

1 més depois vs. 3 meses depois

Em termos praticos, um p global superior ao limiar de significancia (por
defeito 0.05, como temos vindo a considerar) dispensa quaisquer comparagoes.
De contrario, ha que averiguar qual(quais) o(s) par(es) de categoria(s) em
que se apura diferenga, isto é, qual(quais) o(s) responsavel(is) pela associagio
entre as variaveis.



E frequente a apresentacdo destas comparagdes sob a forma de matriz
triangular, contendo os valores de p para todas as combinagdes possiveis.

Antes 1 més 3 meses
Antes
1 més 0.0058
3 meses 0.004 0.23

Tabela 12.10: Representagdo da matriz triangular que contém os valores
de p para todas as combinacdes possiveis.

Estes resultados indicariam uma diferenca estatisticamente significativa
apenas entre o tempo “Antes” e os outros dois, sugerindo que o tratamento
ndo melhora o pardmetro respiratorio em estudo para além do 1° més de
administragdo. Evidentemente, as médias aritméticas respectivas seriam
igualmente apresentadas.

Numa situacdo em que estivessem em causa 3 ou mais grupos diferentes,
utilizariamos a ANOVA de 1 factor, procedendo como atras referido no que
se refere a interpretagdo de resultados.

Perante 2 varidveis nominais contendo uma delas (ou ambas) 3 ou mais
categorias, construimos uma tabela de contingéncia LxC. Um possivel
exemplo consistiria num estudo visando detectar eventuais diferengas em
termos de distribui¢do de grupos sanguineos ABO em funcdo da raga:

Caucasiana Negra Amarela Z
A 25 20 20 65
B 10 15 7 32
AB 5 15 3 23
0 60 50 70 /80
> 100 100 100 300

Tabela 12.11: Tabela de contingéncia LxC: distribui¢do de grupos
sanguineos em funcdo da raca.
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Conforme verificamos na secgio 4.2, utilizamos o teste do X ? , havendo
que observar as regras de Cochran para tabelas LxC:

A semelhanga do anteriormente referido a propésito da ANOVA, no caso
de o p global indicar a existéncia de associagdo estatisticamente significativa,
€ necessario identificar os grupos que se comportam de forma diferente. Sendo
ambas as variaveis nominais, qualquer uma permite definir grupos. A decisio
sobre qual delas (ou eventualmente ambas) usar para fins de comparagdo
depende fundamentalmente do problema em estudo. Neste exemplo, apenas
faria sentido comparar as ragas entre si.

12.7. Testes envolvendo varidveis qualitativas ordinais (uma ou ambas)

12.7.1. Conceito de teste nao-paramétrico

O termo “ndo-paramétrico” ¢ frequentemente utilizado para designar testes
que operam sobre variaveis ordinais. Outros autores alargam o conceito aos
testes de associagdo entre varidveis nominais, ja anteriormente abordados.
De qualquer modo, é uma designagdo que exclui todo e qualquer teste que
opere sobre varidveis quantitativas (e, como tal, se baseie em “parametros”
estatisticos como a média aritmética ou o declive da recta de regressao).

12.7.2 Aplicacgao

12.7.2.1. Variaveis originalmente ordinais

Sdo exemplo de variaveis originalmente ordinais um “nivel socio-
econdmico” com valores possiveis “reduzido”, “médio” e “elevado”, ou itens
de questionarios ou escalas do tipo “Likert”, como um nivel de ansiedade
assumindo valores entre 0-ausente e 4-maximo.

O que distingue este nivel de mensuragdo do quantitativo ¢ o facto de
envolver subjectividade, a qual ndo garante que uma determinada diferenca
de scores reflicta idéntica diferenga ao nivel do fenomeno medido (ex: na
escala de ansiedade, a diferenga entre um score 1 € um score 2 serd igual a 1,
tal como a diferenga entre 2 e 3, dificilmente traduzindo um diferencial idéntico
no que se refere a intensidade da ansiedade).



12.7.2.2. Variaveis originalmente quantitativas

Neste caso, comegariamos naturalmente por pensar na utilizacdo de um
teste paramétrico. Contudo, estes envolvem requisitos de aplicabilidade que
nem sempre estdo reunidos na pratica, como por exemplo:

-as amostras serem provenientes de popula¢des normais;

-no caso de o serem, possuirem dimensao suficiente (7 > 30 é um critério
frequentemente utilizado).

Sempre que condigdes como estas ndo estejam reunidas, a alternativa ¢
transformar as varidveis quantitativas em ordinais e utilizar entdo um teste
ndo-paramétrico. Essa transformacdo faz-se simplesmente ordenando os
valores e atribuindo-lhes o respectivo niimero de ordem (rank ou posto).

Exemplo:

Amostra Postos
(glicémia em mg%) (“ranks”)
85 4
80 2.5
79 1
80 —p 25
95 5
105 7
103 6
120 8

Tabela 12.12: Transformagio de variaveis quantitativas em ordinais.

Deste modo, € relativamente facil identificar, na tabela 12.1, os testes ndo-
paramétricos potencialmente aplicaveis a problemas envolvendo variaveis
originalmente quantitativas. Exemplificando, o teste U de Mann-Whitney ¢ a
alternativa ndo-paramétrica ao teste t de Student para a diferenca entre duas
médias, enquanto o teste de Friedman serd a alternativa a ANOVA com
medigdes repetidas.
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12.7.2.3. Interpretacio dos resultados

Como testes de associag¢@o que sdo, fornecem um p. No caso de se apurar
significancia estatistica, ha que averiguar a forca da associagdo e respectiva
relevancia pratica, a semelhanca do que sucede em relagdo a todos os testes
anteriormente abordados.

Nos testes envolvendo uma variavel nominal e uma ordinal, um passo
importante consiste na inspeccdo de uma medida de tendéncia central para
cada grupo da variavel nominal e subsequente comparac@o. [dealmente deveria
ser utilizada a mediana, embora na pratica seja por vezes necessario recorrer
a média aritmética.

Quando estdo em causa duas variaveis ordinais, utiliza-se o coeficiente de
correlagdo de Spearman, o qual, a semelhan¢a do 72, assume valores entre 0
(associagdo inexistente) e 1 (maxima).

12.8 Estatistica e causalidade

E fundamental notar e compreender que a Estatistica ndo permite inferir
relagdes de causalidade entre variaveis, mas apenas relagdes de co-ocorréncia.
Com efeito, uma associacdo estatisticamente significativa entre duas variaveis
A e B podera reflectir, pelo menos, uma de trés possiveis relagdes em termos
de nexos de causalidade:

1. 4 causa B
2. B causa 4

3. Uma ou mais terceiras variaveis sao causa simultinea de 4 ¢ B

Desta forma, a Estatistica deve ser fundamentalmente entendida como um
conjunto de metodologias que apenas permitem sugerir e/ou sustentar hipdteses
envolvendo causalidade entre varidveis. A respectiva confirmag¢do ou
infirmagao s6 é possivel no contexto de outras ciéncias (ex: Biologia,
Bioquimica, Biofisica, Fisiologia, Farmacologia, Imunologia, etc.).
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