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Prefacio

Pela importincia que se lhe reconhece ha ji cerca de cinco décadas, a teoria
da distribui¢ao de tempos de residéncia (DTR) é uma matéria que ocupa hoje
uma posigao de relevo no dominio geral da Engenharia Quimica, e, mais es-
pecificamente, no da Engenharia da Reacgao Quimica. Nao existe, pois, acaso
no facto de estarmos diante de um tema que tem vindo a integrar o contetido
programitico de disciplinas pertencentes a drea dos Reactores Quimicos, inse-
ridas estas na estrutura curricular da Licenciatura em Engenharia Quimica do
Departamento de Engenharia Quimica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia
da Universidade de Coimbra.

O ensejo de colaborar na leccionagio de aulas tedrico-praticas da disci-
plina Reactores Quimicos II ao longo de vérios anos e a concomitante ex-
periéncia pedagbgica acumulada nesse exercicio sao a origem motivadora deste
trabalho. Nio se reclama neste qualquer originalidade no plano substantivo
da teoria da DTR. O que se pretende nio ¢ mais do que expor o tema de
uma forma sistematizada, tendente a facultar uma compreensio integrada dos
conceitos fundamentais que retine. Numa palavra, o objectivo essencial é o
de contribuir com uma fonte de informagdo julgada relevante para quem,
na sua formagao académica, sendo ji detentor de conhecimentos bésicos em
matéria de Reactores Quimicos, é pela primeira vez confrontado com a teoria

da DTR.

O juizo que fazemos acerca dessa relevincia nao é arbitrario. Nao nos
furtamos ao reconhecimento do peso da curiosidade e do interesse que o tema
nos merece. Mas é sobretudo na prética pedagégica aludida que se firma o
nosso entendimento. A nossa experiéncia sugere-nos que a teoria da DTR,
nio sendo particularmente dificil, revela-se, no entanto, mais intrincada para
os alunos do que outras matérias de dificuldade comparével ou até mesmo
superior.

Ora, se o tema geralmente nao se oferece de apreensao tao directa quanto
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seria desejével, importa tentar perceber porqué. Sem qualquer pretensao de
dar uma resposta definitiva a essa questao, parece-nos que a origem plausivel
do problema residird na conjuga¢io de dois factores. Por um lado, a espe-
cificidade que é prépria da teoria da DTR, designadamente na forma, por
assim dizer menos tradicional, como descreve o escoamento/mistura em sis-
temas continuos e como aplica essa descri¢do a reacgdo quimica. Por outro
lado, a abundincia de fontes bibliogrificas que reservam ao tema mais ou
menos espago, mas cujo confronto por vezes revela a auséncia de uma forma
unificada na andlise de algumas subtilezas que o tema contém. Esta segunda
face da questao é manifestamente proficua no sentido em que permite encarar
um mesmo conteddo segundo diferentes perspectivas. No entanto, conju-
gada com a referida especificidade da teoria da DTR, exige aos alunos um
esfor¢o porventura acrescido na desejavel integragao de conhecimentos. Nisto
se resume o fundamento da nossa opiniao a respeito da importincia que deve
ser reconhecida a um documento de sintese sobre a teoria da DTR. E num
documento dessa indole que o nosso contributo procura uma inscrigao.

Esta monografia divide-se em cinco Capitulos. O primeiro proporciona
um breve enquadramento do tema.

O segundo Capitulo incide na apresentagao das vérias fungdes e respecti-
vas propriedades que formam o corpo matemadtico da teoria da DTR. Reserva-
se também nesse Capitulo um espago a vertente experimental enquanto com-
ponente fundamental nos estudos de DTR.

No terceiro Capitulo exploram-se alguns modelos de escoamento nao-
ideal no quadro da teoria da DTR.

O quarto Capitulo descreve a DTR como meio de prever o desempenho
de reactores quimicos.

A esséncia do tema distribui-se pelos Capitulos dois, trés e quatro. Em
face do vasto ntimero de trabalhos de indole teérica e pritica em volta da
teoria da DTR que constam na literatura especializada, optdmos por basear
o contetido desse corpo principal num conjunto equilibrado de referéncias,
tendo em vista a observincia de um compromisso entre a sintese e a represen-
tatividade da matéria versada. Alguns problemas exemplificativos e respectiva
resolugao encerram cada um destes trés Capitulos

A stimula deste trabalho ¢ realizada no quinto e tltimo Capitulo.

Pepro Nuno N. L. SimOEs
Coimbra, Novembro de 2005
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CAPITULO 1

Introdugao

A identificagio de problemas numa dada realidade constitui um dos primeiros
passos na analise de Processos Quimicos.

Em engenharia da reacgdo quimica ¢ habitual considerar um reactor con-
tinuo como um sistema cujas condigdes a saida dependem da natureza da en-
trada, da cinética da reac¢do, da qualidade do fluido processado, assim como
do estado de mistura (Levenspiel, 1998). Esta afirmagao configura a possibi-
lidade de ocorréncia de fenémenos, isolados ou combinados, como sejam a
transferéncia de massa (e/ou de calor), a reac¢ao quimica e a prépria mistura.
Eis aqui uma dada realidade.

Compreender-se-4 que para prever a velocidade de transferéncia de massa
(e/ou calor), assim como a conversio por reac¢ao quimica, é necessario conhe-
cer o comportamento do fluido no interior do sistema. O modo como o seu
desempenho ¢ afectado pelo estado de mistura pode suscitar questdes diversas.
Quais as condi¢bes de mistura que beneficiam o rendimento do sistema? Qual
a sensibilidade desse rendimento a variagoes no padrao de mistura? Quais as
incertezas que podem estar associadas a uma descrigao parcial do fenémeno
de mistura? Numa palavra, como pode ou deve ser este descrito? Eis aqui um
dado problema.

A formula¢io de modelos matematicos adequados a descri¢ao da reali-
dade fisica em causa e a solugdo dos problemas que coloca chama a si uma
importincia crucial na anilise de Processos Quimicos. Nesse contexto inte-
ressa avaliar qual o pormenor que ¢ possivel alcancar em tal formulagio e, ao
mesmo tempo, ponderar se tal pormenor é ou nao justificado para a maioria
dos fins praticos. Dito de outro modo, uma vez salvaguardada a rentncia a
simplismos, é, com frequéncia, mais proveitoso decidir por solugdes simplifi-
cativas em detrimento de outras cuja complexidade se justificard, apenas, em
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circunstincias muito particulares.

A op¢ao por modelos firmados no quadro teérico da dinimica de fluidos
nao deixa de ser atractiva pela profundidade analitica que lhe poderé advir.
Porém, o formalismo e o conteddo matemdtico implicados na andlise do es-
coamento de fluidos e das condi¢oes de mistura relacionadas — por aplicagao
de principios fundamentais como, por exemplo, da conserva¢ao da massa
(equagao da continuidade) e da quantidade de movimento (equagdes de Navier-
Stokes), ou ainda de modelos que traduzem a condi¢io de turbuléncia —,
impdem o recurso a métodos numéricos de complexidade assinaldvel, cuja
resolugao exige meios computacionais conformes. Ao longo dos tltimos anos
tem-se assistido a um progresso notével no desenvolvimento de algoritmos
cada vez mais completos, facto que decerto nio ¢é apartado da também mar-
cante evolugio registada no desempenho dos computadores. Ainda que nio
seja essa a matéria de que nos iremos ocupar, cabe dizer, sugestivamente, que
a dinimica de fluidos computacional (vd. p. ex. Ranade, 2002; Haidari et al.,
2001; Wendt et al., 1996) encerra um potencial enorme no estudo do escoa-
mento e mistura, designadamente na anélise de mecanismos locais no interior
do sistema, por intermédio de modelos baseados em principios fisicos funda-
mentais.

Optar por modelos mais simples é no sé6 uma outra via possivel, como,
repetidas vezes, a que melhor se justifica em inimeras finalidades préticas
(Levenspiel, 2002). De entre esses modelos destaca-se uma familia particular
que tem em vista a andlise do estado de mistura em sistemas continuos e que
se baseia na analogia entre o escoamento e o processo de nascimento-morte.
Ou seja, numa determinagio, em termos estatisticos, da histéria de elementos
de fluido a saida do sistema (morte), cuja origem se reporta a0 momento de
entrada no mesmo (nascimento).

Consideremos um sistema continuo de geometria arbitraria e volume V/,
formado apenas por uma entrada e uma saida, conforme se representa na Fi-
gura 1.1, através do qual se escoa um fluido em estado estacionario. Nestas
condigbes (estado estaciondrio), a composigao é constante em qualquer ponto
do sistema. Significa isto que se na caracterizagio da mistura se prescinde
do atendimento aos mecanismos de mistura especificos, ter-se-4, em contra-
partida, de confiar a analise a outro tipo de premissas. Na base destas estd
um atributo dos sistemas continuos que nio se relaciona estritamente com
a composi¢ao mas que ainda assim pode ser usado para caracterizar a mis-
tura. Esse atributo é designado por idade e corresponde ao tempo que uma



CAPfTULO 1. INTRODUCAO

Entrada Saida

Figura 1.1 Representagio esquemdtica de um sistema continuo genérico.

“particula’, cuja integridade é conservada, passa no interior do sistema. O
termo mistura investe-se assim de uma nova acep¢io, no sentido em que o
objecto de anilise directa nao é a homogeneidade espacial do fluido, mas sim
a distribui¢ao de idades dos elementos que o compdem, quer no interior quer
a saida do sistema.

Suponhamos que as ligacoes de entrada e saida do sistema representado na
Figura 1.1 sao constituidas por tubos de didmetro suficientemente reduzido de
modo que a velocidade do fluido seja elevada e o escoamento essencialmente
unidireccional. Admitamos também que é possivel marcar uma dada quanti-
dade de particulas do fluido 4 entrada do sistema, coligi-las a saida, e medir
o lapso de tempo da introdug¢do a recolha. Se o sistema fosse constituido
apenas pelas condutas de entrada e saida, todas as particulas que entrassem
a0 mesmo tempo deixi-lo-iam ao fim de tempos aproximadamente iguais.
Mas sendo o volume do sistema bastante superior ao dos canais de entrada e
saida, como se ilustra na Figura 1.1, e considerando plausivel que no interior
do sistema o fluido experimente um movimento aleatério, é de prever que
as particulas apresentem tempos de residéncia (idades a saida) diferenciados.
Supondo entdo que seria possivel medir os valores dos tempos de residéncia
das particulas marcadas, a respectiva classificagao poderia traduzir-se num di-
agrama de barras como exemplificado na Figura 1.2. Informagao como esta
e outra dela procedente, tratadas num quadro matematico préprio, formam

w‘
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Frequéncia relativa

HH HHHH

Tempo de residéncia

Figura 1.2 Diagrama de barras de uma hipotética amostra de tempos de re-
sidéncia medidos em particulas que percorrem um sistema continuo genérico.

um corpo unificado que permite caracterizar o escoamento e a mistura em
sistemas continuos.

A aplicagio de principios de balangos populacionais ao estudo do esco-
amento e das condi¢oes de mistura em sistemas continuos foi formalmente
organizada por Danckwerts (1953, 1958) com base em fun¢des derivadas dos
conceitos de tempo de residéncia e idade. Zwietering (1959) deu também um
contributo decisivo no mesmo contexto com a introdug¢io do conceito de
esperanga de vida. Os trabalhos pioneiros destes autores sio repetidas vezes
considerados os precursores da teoria da Distribuicio de Tempos de Residéncia
(DTR). Esta, na sua concepgao classica, assume-se como uma ferramenta de
anélise baseada na aplicagio de uma perturba¢io na concentragao de entrada
de um #racer (marcador do fluido que nio altere a hidrodindmica do esco-
amento) e na determinagio da resposta do sistema. Mau grado dai nio se
poderem esperar muitos ou sequer alguns dados sobre os reais mecanismos
de mistura que ocorrem localmente no interior do sistema, a verdade é que
a relagao entre a entrada (estimulo) e a saida (resposta) oferece um precioso
conjunto de informagao acerca das potencialidades do sistema como reactor
quimico. De resto, nao serd por acaso que grande parte da literatura dedicada
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a andlise e projecto de reactores quimicos reserva invariavelmente um espago a
teoria da DTR (Nauman, 2002; Levenspiel, 1998; Fogler, 1998; Westerterp
et al., 1984; Rodrigues, 1981; Froment e Bischoff, 1979; Himmelblau e Bis-
choff, 1968). O mesmo se podera dizer da literatura consagrada ao problema
da mistura (Nauman, 2004). Os Capitulos que se seguem formam a sinopse
que nos foi possivel realizar em volta deste tema.

Assim, o segundo Capitulo d4 a conhecer os aspectos basicos do forma-
lismo matemético da teoria da DTR. Esse percurso ¢ iniciado pela afirmagio
das premissas as quais fica subordinado o contetido da subsequente exploragao
do tema. Nesta, definem-se fung¢oes densidade e fungbes de distribui¢ao
no quadro da teoria da DTR, alude-se as suas propriedades relevantes, esta-
belecem-se relagdes entre elas e tipificam-se comportamentos de escoamen-
to/mistura em sistemas ideais e em sistemas reais. A par dessa descrigao
procura-se fazer uma aproximagao sistematica a terminologia que é prépria
do tema. Sempre que se justifique, procura-se ainda dar um sentido fisico a
abstrac¢ao que decorre da descri¢ao matematica. Incluem-se também aspectos
atidos a vertente experimental de estudos de DTR. Ai se d4 relevo as técnicas
de estimulo/resposta e ao tipo de perturbagdes cujo emprego é mais comum.
Exemplifica-se a sua aplicagao com base em conceitos ideais relacionados com
o escoamento/mistura, conceitos esses que sao uma referéncia fundamental
para a interpretagao do comportamento de sistemas reais. Finalmente, a utili-
dade prética das fung¢des que descrevem a DTR ¢ exemplificada recorrendo ao
seu emprego na detecgao de fenémenos anémalos de ocorréncia possivel em
sistemas reais.

Reserva-se o terceiro Capitulo para apresentar um conjunto de modelos
de escoamento nao-ideal que se julga ser representativo do universo de mo-
delos que ao longo dos anos tém sido propostos e que de algum modo tém
enriquecido o panorama na teoria da DTR. Mas mais do que uma simples
inventariagio de modelos, o objectivo desse Capitulo é o de contribuir para
consolidar ideias e conceitos abordados no que lhe é precedente.

No quarto Capitulo privilegia-se o enquadramento da DTR no campo da
Engenharia da Reac¢iao Quimica. O problema da mistura, tal como descrito
pela teoria da DTR, ¢ entdo reapreciado a luz de um objectivo de grande
relevincia pratica: a andlise do desempenho de reactores quimicos. Nesse
sentido, sao descritos alguns conceitos relacionados com o estado de agregagao
da matéria reagente, assim como modelos que descrevem o estado de mistura
que lhes sao afins. Com base em tais modelos, estabelecem-se depois os limites
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de aplicabilidade da DTR na previsao do desempenho de reactores quimicos,
tanto no caso de reactores ideais, com a sua DTR caracteristica, como no caso
de reactores reais, em que a DTR pode ser arbitraria.

O quinto Capitulo encerra este trabalho com algumas notas de cardcter
conclusivo.



CAPITULO 2

Fungoes que descrevem a DTR e aspectos relacionados

Alguns dos pontos mencionados na Introdu¢ao merecem aqui uma renovada
alusdo, uma vez que ¢ em volta deles que firmaremos o ponto de partida do
actual Capitulo. Com efeito, subentender-se-4 do que ja ficou dito que a teo-
ria da DTR chama a si um conjunto de pressupostos. E justamente por af que
comegaremos, pela sistematizagdo de ideias essenciais que, a0 mesmo tempo,
assumem o caricter de premissas 4 explanac¢ao do tema. No curso desta ire-
mos em primeiro lugar percorrer as principais fung¢des tipicas da teoria da
DTR, suas propriedades e suas relagdes. De seguida analisaremos dois mode-
los de escoamento ideal tradicionais: escoamento pistado puro e escoamento
com mistura perfeita. Por fim, prestaremos a devida aten¢ao 4 metodologia
de medi¢ao da DTR, assim como a outros aspectos que se inscrevem no plano
experimental.

2.1 Pressupostos e conceitos fundamentais

2.1.1 O fluido

Consideraremos o fluido como um meio constituido por particulas idénticas
que se conservam durante a sua passagem pelo sistema. O termo particula
pode ser entendido como um pequeno elemento de volume, de composicao
uniforme, com dimensoes a escala molecular, massa volimica constante e sem
qualquer dependéncia relativamente a temperatura (de agora em diante usar-
se-20 indistintamente os termos particula e elemento de fluido para referir a
mesma ideia).

Todas as particulas tém uma idade definida e permanecem no sistema um
tempo limitado. Quando entram pela primeira vez no sistema, as particulas
tém uma idade igual a zero, idade essa que vai aumentando de forma corres-

7



CAPITULO 2. FUNCOES QUE DESCREVEM A DTR E ASPECTOS RELACIONADOS

pondente ao tempo que passam no sistema (Nauman e Buftham, 1983).

Estes pressupostos aplicam-se ao actual Capitulo e, de igual modo, ao
Capitulo 3. Quanto ao Capitulo 4, porque o fluido ¢ ai objecto de uma
andlise mais pormenorizada e também porque se considera matéria reactiva,
tais pressupostos serdo nesse ponto reapreciados.

2.1.2 O sistema

O realce por varias vezes colocado na questao da continuidade do escoamento
denota a clara intengdo de fixar os sistemas continuos como aqueles em que
estamos aqui particularmente interessados.

O sistema consiste num volume pré-definido pelas trés coordenadas espa-
ciais, a0 qual as particulas acedem através de ligagdes ao ambiente exterior. A
teoria da DTR ¢ aplicével a sistemas com diversas configuragdes. Deste ponto
de vista, um sistema diz-se simples quando possui apenas uma entrada e uma
saida, sendo este o caso aqui considerado.

Outra ideia importante a reter é a de que em qualquer instante nio existe
ambiguidade quanto ao posicionamento — dentro ou fora do sistema — de
uma determinada particula. Se as particulas ¢ permitido entrar no sistema
uma sé vez e sair, igualmente, uma sé vez, aquele diz-se fechado; um sistema
nao fechado diz-se aberto (Nauman e Buftham, 1983). Esta questao coloca-se
com alguma acuidade principalmente na defini¢ao das fronteiras do sistema.
Com efeito, casos hd em que junto a entrada se podem verificar variagoes
locais na velocidade do fluido, movimentos difusivos de retorno, turbilhoes,
ou outras condigdes passiveis de levar frac¢oes de particulas ji no interior do
sistema a sair de novo, eventualmente a misturarem-se com novas particulas,
apds o que voltam a entrar no sistema. Esta descri¢ao aplica-se de modo
semelhante as particulas junto da saida do sistema. A Figura 2.1 ilustra as
vérias possibilidades.

Importa ter presente que, exceptuando a Sec¢io 3.2, portanto apenas uma
parcela do Capitulo 3, a hipdtese de sistemas com fronteiras fechadas a difusio
(sistema do tipo "fechado-fechado”, na Fig. 2.1) acompanha todo o este texto.

2.1.3 Tempo de residéncia, idade interna e idade residual

A teoria da DTR trata, de modo integrado, populagbes de particulas cuja
diferenciagao ¢ feita como se segue (Rodrigues, 1981; Zwietering, 1959).
— Populagio de particulas a saida do sistema e que o deixam durante um
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Entrada Saida Entll‘ada Saida
|
BS=s==B E====
—3 >
== e
Fechado-Fechado Aberto-Aberto
Entrada Saida Entrada Saida
BSes=s== EE===5
—3 >
Hess=s= ===
Fechado-Aberto Aberto-Fechado

Figura 2.1 Representagao esquemdtica dos tipos de fronteiras usualmente
consideradas na modelag¢ao de sistemas continuos.

intervalo de tempo arbitrario, para a qual se define a quantidade:

tempo de residéncia, t, — tempo que uma particula permanece no sistema
desde o instante em que nele entra até ao instante em que dele sai.
Por outras palavras, ¢ a idade da particula a saida do sistema.

— Populagio de particulas no inzerior do sistema num dado instante arbitrario,
em relacio a qual se definem as seguintes quantidades:

idade interna, t, — tempo que uma particula permaneceu no sistema
desde o instante em que ai entrou;

idade residual, t) — tempo que uma particula ainda permanecera no sis-
tema até ao instante em que o deixa definitivamente.’

Para qualquer particula, o tempo de residéncia tera de ser igual  soma das
idades interna e residual, ou seja,

ty =ty +1). (2.1)

Para facilitar a apreensao do significado das quantidades expressas na Equa-
¢a0 2.1 e da prépria relago entre elas, imaginemos que acompanhamos uma

'A quantidade #, foi originalmente definida por Zwietering (1959) e designada esperanca
de vida. Ainda que tal designagio ndo tenha caido em completo desuso, é comum vé-la de-
nominada em alguma literatura anglo-saxdnica como tempo de vida residual ou simplesmente

idade residual.

\D‘
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particula hipotética desde a entrada até 4 saida do sistema, mas em que tal
acompanhamento é apenas cronométrico, portanto, subtraido de qualquer
informagao sobre a posi¢ao espacial da particula no interior do sistema. A
Figura 2.2 auxilia-nos nesse exercicio. Apés a entrada no sistema num ins-
tante genérico #y, a particula estd destinada a ter um determinado tempo de
residéncia, digamos # = #,. A idade interna da particula #, pode ser medida
com base no tempo genérico ¢, o que significa que #, = #. Por exemplo, no
instante # = #; a sua idade interna serd #,, conforme indicado na Figura 2.2.
Uma vez que a particula saird em # = #, = #, (tempo de residéncia que lhe estd
destinado), a sua idade residual em # = #; = ¢, correspondera ao acréscimo de
tempo que vai de 71 a 1, isto &, £y = £, — £].

% |
AN l}
I
! I
i !
' l
) i
I I
I I
! e =ty + 1)
I I
I
: fu |
I I
I I
I I
I I
I I
o, N 4
to t tr "
Sm———— P - —— . %
Entrada Saida

Figura 2.2 Representagao esquemdtica da relagao entre #,, #,, € £).

2.2 Distribui¢ao de tempos de residéncia

Recordemos o grafico de barras da Figura. 1.2, o qual, como vimos, expressa
a medigao e a classificagio dos tempos de residéncia de um dado conjunto de
particulas marcadas. Tal conjunto traduz apenas a contribui¢ao de uma amos-
tra da populagdo de particulas. A determinagao da DTR dessa populagao (to-
dos os ¢, possiveis, respeitantes a totalidade das particulas de fluido) serd tanto
mais precisa quanto maior for a amostra, condi¢ao que propicia o estreita-
mento dos intervalos Az, que agrupam os valores de #, medidos. No limite,
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quando Az, — 0, obtém-se uma curva continua como a que a Figura 2.3

tipifica.

tr

Figura 2.3 Fungdo densidade de tempos de residéncia, E(z,).

Assim, é possivel estabelecer a seguinte defini¢ao:

E(t,) é a fungio densidade (de probabilidade) de tempos de re-
sidéncia®; E(t.)dt, é a probabilidade de um tempo de residéncia
estar compreendido no intervalo (¢, #, + dz,).

Usando uma terminologia alternativa, que também empregaremos ao longo
do texto, o produto E(z,)dz, pode ser entendido como a fracgao das particulas
que deixam o sistema com tempos de residéncia entre #, e #, + dz,.

As fungbes densidade obedecem a certas condigbes (vd. p.ex. Montgo-
mery e Runger, 2003; Guimaraes e Cabral, 1997) que convém ter presentes.
Sendo E(#,) uma fung¢ao que mede probabilidades, os valores que assume tém
de ser nao-negativos,

E@)>0. (2.2)

2Por vezes, E(t,) ¢ impropriamente designada fingio de distribuicio de tempos de residéncia.
Importa sublinhar que E(z,) ¢ uma firngio densidade de probabilidade (da varidvel ¢,). E(z,)
ndo representa, ela propria, uma probabilidade, mas antes uma probabilidade por unidade
de tempo (de residéncia). Aproveitamos este reparo para através dele firmar o sentido lato de
que se reveste a sigla DTR que temos vindo e continuaremos a usar.

11
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Por outro lado, visto que todos os tempos de residéncia se excluem mutu-
amente, entdo, da defini¢ao axiomdtica de probabilidade, o somatério das
probabilidades associadas a todos os possiveis acontecimentos (tempos de re-
sidéncia) mutuamente exclusivos tem de ser igual a unidade,

—+00

/E(tr) de, = 1. (2.3)

0

A informagio oferecida pelas fun¢des densidade também o é, de um modo
diferenciado mas nem por isso menos til, pelas fiungoes de distribuicio (ou
de probabilidade acumulada). Com efeito, além do interesse em conhecer
a probabilidade de um tempo de residéncia estar contido num intervalo in-
finitesimal, pode haver proveito em conhecer também, de modo directo, a
probabilidade de um tempo de residéncia ser inferior a um determinado valor
particular, #,. Nesse caso, define-se:

F(t,) € a funcdo de distribuicio de tempos de residéncia e equivale a
probabilidade de uma particula possuir um tempo de residéncia
inferior a t,.

Pode-se também dizer que F(¢,) corresponde a fracgdo de particulas na saida
com tempos de residéncia inferiores a z,.

Se houver interesse em conhecer a probabilidade de um tempo de re-
sidéncia ser superior a t,, basta recorrer A fungio complementar de F(t,):

W (t,) é a fungdo washout® e corresponde A probabilidade de uma
particula possuir um tempo de residéncia superior a t,.

A fungao de distribui¢io relaciona-se com a fung¢ao densidade pela soma
(acumulada) de probabilidades. Entao,

tr

F(t,) = / E(z)dr (2.4)

0

3 Adoptar-se-4 ao longo do texto esta designagio sugerida por Nauman e Buftham (1983)
para a fun¢do complementar de F(#,).
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+o0
Wit = / E@)de. (2.5)

tr

Também, de acordo com a Equagao 2.3, tem-se que
F(t)+ W) =1. (2.0)

A probabilidade de um tempo de residéncia se encontrar entre dois valo-
res, t; €ty (£ < ), ¢ dada por

Fltn) — Flen) = / E@)dr. 2.7)

£
Em pontos 7, onde as fungdes F(z,) e W(z,) sao diferencidveis, tem-se ainda

dF(z)  dW()
dr, dr,

E@) = (2.8)

De acordo com a descrigao probabilistica de que temos vindo a dar conta,
facilmente se depreenderd que as fungdes F(z,) e W(¢,) devem obedecer a
certas condigdes a que importa atender, designadamente,

0< F(g) <1, (2.9)
lim F(z,) =0 e lim F(z)=1. (2.10)
£ —0 =400
Para a funcio washout,
o< We) <1, (2.11)
lim W) =1 e lim W(,) =0. (2.12)
t—0 tr—+00

Por outro lado, torna-se claro que, em todo o dominio (0, 4o00), F(z,) é
mondtona crescente e continua, ao passo que W(z,) é mondtona decrescente
e continua (vd. Fig. 2.4). Nauman e Buffham (1983) recorrem também a
uma notag¢ao do tipo F(07) = 0 e W(0~) = 1, com base na qual sugerem a
possibilidade de ambas as fun¢des poderem apresentar pontos de descontinui-
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F(t:), W(t)

Figura 2.4 Fungio de distribui¢ao de tempos de residéncia, F(z,), e fungio
washout, W (¢,).

dade isolados, com a ressalva de se exceptuar o caso #, — +oo em virtude da
interpretagao probabilistica associada as fun¢des em causa, a qual implica que
F(400) =1e W(+o0) = 0.

O facto de se preverem descontinuidades nas fung¢des F(z,) e W(z,) revela
a sua utilidade no tratamento matemético de alguns modelos. Descontinui-
dades em 7, = 0 siao habitualmente associadas a uma anomalia que pode
ocorrer em sistemas reais, vulgarmente designada por curto-circuito (by-pass).
Se F(0") = a, diz-se que uma fracgdo a (0 < a < 1) de particulas curto-
circuita o sistema, isto ¢, deixa o sistema com um tempo de residéncia nulo.
Os casos em que F(+00) < 1, indiciam existéncia de zonas mortas no in-
terior do sistema, para as quais nio existe transferéncia de massa. Nessas
circunstincias, o volume do sistema terd de ser redefinido de modo a que se
contabilize apenas a frac¢ao que é efectivamente acessivel ao fluido (Nauman
e Bufftham, 1983). Questoes relacionadas com anomalias tipicas em sistemas
reais serdo retomadas na Secgio 2.7.2 e também no Capitulo 3.

2.2.1 Momentos da DTR

A semelhanga do que se observa na caracterizagao de distribuicoes referidas
a populagoes em geral, é nio sé vantajoso como habitual descrever a DTR a
partir de um ntimero restrito de pardmetros. De entre estes merecem destaque
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os que se definem com base nos momentos populacionais.

Vimos que E(#,) é uma fun¢io densidade de probabilidades. A varidvel
aleatéria em questdo é #,. Os momentos populacionais podem ser obtidos
como valores esperados de varidveis transformadas (Montgomery e Runger,
2003; Guimaraes e Cabral, 1997). Assim, se tomarmos ¢” (z = 0,1,2,...)
como uma transformagdo da varidvel 7, os valores esperados E[¢”], ou, o
mesmo ¢ dizer, momentos ordindrios p,,, sao dados por

+o0
fon = /tf E(t,) dt,; (n=0,1,2,...). (2.13)

0

=

—_—
~

S

S
Il

O momento de ordem zero ¢, por defini¢do, igual 4 unidade de acordo
com a propriedade da 4rea unitiria associada as fung¢oes densidade (vd. Eq.
2.3),

po=1. (2.14)

O momento de primeira ordem (7 = 1) corresponde a média populacional,

—+0o0

,ulzfr:/trE(tr)dtr. (2.15)

0

O tempo de residéncia médio, %,, ¢ um dos mais importantes parimetros usa-
dos na caracterizagao da DTR. Trata-se de um parimetro de localizacio, que
traduz o valor médio das idades das particulas que deixam o sistema. Como
adiante se ver4, tem o importante atributo de também poder ser conhecido,
em grande parte dos casos, através da razao entre o volume do sistema e o
caudal volumétrico que o percorre.

Em lugar da Equagdo 2.13 pode-se ter (Nauman e Buftham, 1983)

—+00

fon =1 / tffl Wiz, dt, (n=0,1,2,...), (2.16)
0
expressao cuja utilidade reside no facto de ser frequente obter W(z,) (ou a sua

complementar, F(z,)) directamente de medi¢des experimentais de tempos de
residéncia (vd. Sec. 2.7). A concretizagao mais importante na Equagao 2.16 ¢
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também aquela em que 7 = 1,

+0oo
f = / W(z,) dz, . (2.17)
0

Uma vez conhecido o0 momento ordindrio de primeira ordem (u; ou ),
podem definir-se os momentos centrados (ou momentos em torno da média),

—+00

4= / (t, — ) E(t,) d, 2.18)

0

O caso de maior interesse na Equacio 2.18 é aquele em que #» = 2. Desta
forma chega-se a mais um pardmetro util que informa sobre a dispersio da
distribui¢ao em torno do seu valor médio. Trata-se da varidncia da distribuigao,

+0o0
o == / (to — ) Ele) dty = pr — (). (2.19)
0

O momento centrado de terceira ordem mede a assimetria da distribuigao.
Embora este seja um dado importante, a média e a varidncia s3o, habitual-
mente, os parimetros mais usados na caracterizagao de DTR.

2.2.2 Teorema de van der Laan

A transformagio de Laplace é matéria que ocupa um lugar de relevo em estu-
dos de DTR. A manifesta¢ao da sua utilidade ficard patente nao s6 na actual
Secg¢do, como na recorrente aplicagio que dela faremos.

A transformada de Laplace (TL), F(s), de uma funcio f(@) (comz > 0),

¢ definida como se segue

—+0o0

L{f)} = F(5) = / exp(—s2) f(r) de, (2.20)

0

em que £ ¢ o operador de TL e s é uma varidvel complexa. Se F(s)éaTL
de £(#), diz-se também que f(¢) ¢ a transformada de Laplace inversa de F (s).
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Simbolicamente,
LHFO}=10. (2.21)
A TL da fungdo densidade de probabilidades E(z,) é entao dada por
+00
L{Et)Y =E() = / exp(—st,) E(,) dz, . (2.22)
0

Neste ponto, importa reconhecer que E(s) é uma fungio geradora de momen-
tos*. Com efeito, partindo da Equagio 2.22 e representando o factor exponen-
cial exp(—s #) como uma série de poténcias ¢ possivel obter a seguinte relagio’

d"E(s)
ds”

fon = (1) (2.23)

s=0

4Se x é uma vari4vel aleatéria e se existir um ntimero 4 > 0 tal que || < 4, entdo pode-se
definir a fungio G(y) = Elexp(yx)], a qual se designa por fun¢io geradora de momentos da
variavel x. Com efeito, é facilmente demonstravel que G (0) = Elx"] = p, (vd. p.ex.
Montgomery e Runger, 2003; Guimaries e Cabral, 1997).

SRepresentando o factor exponencial exp(—s #) como uma série de poténcias,

+00 N 2 3 4 n
exp(—st):Z( ;t) zl—st—i—(s;) —(S;) +(S4t!) —...+(—1)”%+...,

i=0
tem-se entao

“+o0

2 n
E(s):/{E(t)—stE(t)—l—(S;)E(t)—...—}—(—l)”(”')E(t)—|—..} dr
! n!
0
+o0 +oo 2 +o00 n +o0
= /E(t)dt—s/tE(t)dt—i—%/tzE(t)dt—...—i—(—l)”s—'/t”E(t)dt—i—...
0 0 0 ” 0
2 a5
=l—-sm+—p—...+=D"—p, +....
2! !
Atendendo a que
0 Jj>i
d [ . .
Y R R 7 J=1
ds (:‘!/") si=i '
J<i

chega-se & Eq. 2.23.
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Na teoria da DTR, a Equagio 2.23 ¢é habitualmente designada como a
expressao do teorema de van der Laan (van der Laan, 1958). A sua utilidade é
patente, por exemplo, na determina¢ao de parimetros em modelos. No caso
de modelos mais complexos, as equagdes diferenciais correspondentes podem
ser convenientemente manipuladas no dominio Laplace e depois invertidas
para dar origem 2 solu¢o no dominio tempo. Este dltimo passo pode en-
volver dificuldades acrescidas, mas a determina¢ao dos momentos é possivel
mesmo sem recorrer A transformagao inversa. Voltaremos a este assunto.

2.2.3 Tempo de residéncia médio

A interpretagio do significado fisico do tempo de residéncia médio, #,, me-
receu a atengao de alguns autores. Danckwerts (1953) e, mais tarde Zwiete-
ring (1959) mostraram que, para fluidos incompressiveis em sistemas fechados
operando em estado estaciondrio, o tempo de residéncia médio corresponde a
razao entre o volume do sistema, V', e o caudal volumétrico que o percorre,
Q,. Tal quociente ¢ habitualmente designado como zempo de passagem, .,

_V
-

Este resultado foi demonstrado por outros autores (Gibilaro, 1977; Buftham

(2.24)

A
=T

e Kropholler, 1973) de modo elaborado e com base em premissas de cardcter
mais geral. No entanto, parece-nos suficiente adoptar aqui uma argumentagio
que se nos afigura de apreensao mais acessivel.

Consideremos um instante de referéncia, # = 0, e um intervalo de tempo,
(¢, + dr), que lhe é posterior. Para um caudal volumétrico constante, Q,, o
ntmero total de particulas que deixa o sistema durante o intervalo de tempo
(¢, + d) é Q,dt, ou, o que é equivalente, Q,[ f 0+°° E (tr)dtr]dt.6 Estas parti-
culas sao agrupaveis do seguinte modo:

+00 frac¢ao que entrou durante # < 0
Q. / E(#,) dt, | dt = ¢ fraccdo presente em t = 0
0 frac¢io que entrou durante # > 0

°Q, pode ser interpretado como o nimero (discreto) de particulas que entram/saem no
sistema por unidade de tempo. Esta interpretacio ¢ consistente com as hipéteses consideradas
sobre o fluido na Sec. 2.1.1.
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A fracgdo presente no interior do sistema em # = 0 ¢ que o deixa durante
o intervalo (z,7 + dr) devera ter tempos de residéncia superiores a #, ao que

corresponde
—+00

o / E(t,)dt, | dt

(ou seja, terao de ser excluidas as particulas que embora com tempos de re-
sidéncia entre #, e #, + df, e que saem durante o intervalo (#,7 + d#), terdo
entrado no sistema ao longo dos tempos entre 0 e #). Ora, como o material V'
presente no sistema em ¢ = 0 terd de o deixar durante todos os subsequentes
intervalos dr possiveis, tem-se

—+00 —+00

ey / / E()de, | de. (2.25)
0 t

Recordando que

“+oo

+0o0
/ Ee)dr = W) o / W) dt = 7.,
0

t

facilmente se obtém o resultado expresso na Equagao 2.24.

2.2.4 Distribui¢oes normalizadas

Uma vez conhecido o tempo de residéncia médio, seja pela razao entre o vo-
lume do sistema e o caudal volumétrico (Eq. 2.24), seja com base na medigao
de tempos de residéncia (Eq. 2.15), o seu valor pode ser usado para normalizar

as fungoes de DTR.

Definindo ¢ como o tempo de residéncia adimensional

0 =— ou g =

T

(2.26)

™| =

tem-se que se o tempo de residéncia de uma particula se encontra no intervalo
(¢, + dt), o correspondente tempo de residéncia adimensional pertencerd ao
intervalo (¢, @+d#). Assim, considerando o mesmo evento (ou, se quisermos,
a mesma particula sob anilise), as probabilidades de # e & se encontrarem, res-
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pectivamente, em cada um daqueles intervalos, serdo necessariamente iguais,

E(#)dd = E(r) dz, (2.27)

onde E() ¢ a fun¢ao densidade de tempos de residéncia adimensional. Entao,

E@) =7E(r)=1E@7). (2.28)

Para as fung¢des cumulativas, e também porque as probabilidades tém de
ser as mesmas, tem-se

F@) = F@) = F(76), (2.29)
[§]
W) =Wk = W(r). (2.30)
Finalmente,
[4
Fd) = /E(ﬂ) déa, (2.31)
0
W) — / E(9)dd, (2.32)
g
L dF(g)  dW()
E@®) = w - a4 (2.33)

Os momentos de ordem 7 de uma distribui¢ao normalizada podem ser
obtidos da divisio dos momentos nao normalizados por uf, ou seja,

+0o0
Ly = / 0" E(0)do = £, (2.34)
Iz
0
+00 ,
= / (61 E@)ds = L (2.35)
, i
2 2
oy = pao — (p19)” (2.30)

Note-se que os momentos tém unidades (tempo)”, e enquanto normalizados
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sao adimensionais.

De agora em diante, se nada for referido em contrério, consideraremos
valida a igualdade 4 = L =1,0 que equivale a dizer que os momentos
s3o normalizados pelo tempo de passagem. Por exemplo, fazendo » = 1 na
Equagio 2.34 vem

“+oo

eA:/eE(e)de:ﬂ:l, (2.37)

T

H16

0

~
em que ¢ corresponde ao tempo de residéncia médio adimensional.
A utilidade da normalizagao torna-se 6bvia quando se pretende comparar
duas ou mais distribui¢oes.

2.3 Distribuigao de idades internas

Consideremos agora a populagao de particulas no interior do sistema. Se
a varidvel aleatdria referida a essa populagao for a idade interna, ¢,, é com
base nela que interessa classificar as particulas. Também, se os intervalos
At, que definem cada uma dessas classes de idades forem tomados no limite
(At, — 0) pode entdo definir-se:

1(z,) € a fungio densidade de idades internas. 1(¢,)dz,, é a proba-
bilidade de uma idade interna estar compreendida no intervalo
(to 4 dta).

As consideragoes feitas na Secgao 2.2 acerca das propriedades das fungoes
densidade de probabilidade e fun¢oes de distribui¢o correlacionadas aplicam-
se, de igual modo, a fun¢do /(z,). Por isso, mais do que repetir essas conside-
ragdes, 0 que interessa aqui é procurar relagoes entre a fungio /(z,) e as fungoes
atras definidas.

Tomemos a Figura 2.5 como ilustragao de suporte ao que se segue. Consi-
deremos todas as particulas no interior do sistema num determinado instante
arbitririo que, por conveniéncia, se escolhe como # = 0 (deste modo, to-
das essas particulas terao entrado no sistema antes de # = 0). Algumas dessas
particulas terdo idades no intervalo (z,,, + dz,), o que significa que de-
ram entrada no sistema durante um intervalo de tempo —#, — dz, <t < —#,
(vd. Fig 2.5). Se Q, for o caudal volumétrico, o ntimero total de particulas

21
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7’ ’ ’
—ty — dty ' -0 t

Figura 2.5 Esquema simplificado do registo cronométrico, #, das idades in-
ternas, ¢,, de trés particulas hipotéticas.

que entraram no sistema durante esse intervalo terd sido Q,dz,. Desta quan-
tidade, haverd uma fracgao que deixou o sistema antes de # = 0 (por exemplo
a particula (B) na Fig. 2.5 contribuir4 para essa frac¢ao), e uma frac¢ao restante
presente no sistema em ¢ = 0 (por exemplo as particulas &) e (© na Fig. 2.5).
Ora, esta tltima fracgio terd necessariamente tempos de residéncia superiores
a t,, 0 que pode ser traduzido por W(z,) ou 1 — F(z,). Por outro lado, se
V for o volume do sistema, a frac¢ao de particulas no seu interior em # = 0
com idades no intervalo (z,, ¢, + dz,) serd dado por VI(¢,)dz,, e deste modo
tem-se entdo,’

VI()de = Q, W()de, (2.38)

7As fungdes F e W foram definidas na Secgio 2.2 para populagdes de particulas a saida do
sistema, enquanto que aqui elas se nos deparam associadas a varidvel #,, a qual, por seu lado,
diz respeito a populagdes de particulas no interior do sistema. E certo que as quantidades
t;, o € t) foram atribuidos significados diferentes. Mas essa é uma diferenciagio essencial-
mente conceptual. Qualquer dessas quantidades pode ser vista como procedente do tempo
ordindrio. O que as distingue ¢, por assim dizer, a perspectiva adoptada na cronometria de
acontecimentos sucessivos (de que a representagio na Fig. 2.5 é exemplo). Dito isto, e tendo
por fim uma simplificagio da simbologia, as quantidades #,, 7, e r) passardo a ser expres-
sas apenas por f, exceptuando um ou outro contexto particular em que se julgue adequado
manter essa distingao formal.
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ou seja,

o W(2)

T

1-F
[(t) — —(t)
-
donde facilmente se chega a

E(t)=—71 A7)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

As Equagdes 2.39 ou 2.40 revelam-nos que o comportamento da fung¢ao
1(¢,) é qualitativamente idéntico ao da fun¢io W(z) (ou 1 — F(¢)), como a

Figura 2.6 ilustra.

Notando também que

1(0) =71(2),
tem-se dI(é’)
Bl =~
i
ta o

Figura 2.6 Fungio densidade de idades internas, /(z,).

(2.42)

(2.43)
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I(6) =1-F(9). (2.44)

2.4 Distribui¢ao de idades residuais

Continuando a focar a populagao de elementos de fluido no interior do sis-
tema, além do tempo que uma particula ai permaneceu desde o instante em
que entrou, poderd haver interesse em considerar também o tempo que a
mesma particula ainda permanecerd no sistema desde um instante especifi-
cado, no qual terd uma idade interna # = z,,, até ao instante em que o deixara.
O lapso de tempo entre esses dois instantes é designado por idade residual (ou
esperanga de vida, na terminologia originalmente adoptada por Zwietering
(1959)), £), quantidade da qual decorre a seguinte defini¢ao:

Y(¢)) é a fungdo densidade de idades residuais. +)(¢))de) é a pro-
babilidade de a idade residual estar compreendida no intervalo
(. 22+ dty).

As relagoes entre a fungdo ¥(z)) e as outras fungdes ja consideradas podem
ser obtidas com base numa metodologia aniloga a que foi adoptada no caso da
distribui¢o de idades internas. Seja entdo # = 0 um instante genérico tomado
como referéncia conforme se indica na Figura 2.7. As particulas presentes no
interior do sistema nesse instante terdo de o deixar durante os tempos ulteri-
ores a r = 0. Dessas particulas consideremos a quantidade correspondente as
que saem durante um intervalo de tempo entre 7, e 7, + dz), ou seja Q,dz).
Desta quantidade poder4 haver uma frac¢ao que entrou no sistema durante os
instantes 0 < # < r) (por exemplo a particula (©) na Fig. 2.7) e uma fracgao
restante que estava presente no sistema no instante de referéncia r = 0 (por
exemplo as particulas (&) e (B) na Fig. 2.7). Esta fracgdo terd necessariamente
tempos de residéncia superiores a ). Entao, o niimero total de particulas que
deixa o sistema durante o intervalo (¢,#) + dz)) e que nele estava presente
em ¢ = 0 serd dado por Q,W(z))dzy. Por outro lado, esta quantidade terd
de corresponder a frac¢ao de particulas que, no interior do sistema em ¢ = 0,
tinha uma idade residual entre £ e £, + dz), pelo que

V() de = Q, W(r)dz. (2.45)
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| i1

t=0 ty  ty+dty, |t

Figura 2.7 Esquema simplificado do registo cronométrico, #, da idade resi-
dual, 7), de trés particulas hipotéticas.

Assim, facilmente se chega as seguintes relagoes,

b0 = Wf) , (2.46)
g = L=FO (2.47)
Ee) — —r WO (2.48)

dz

Ou seja, a distribui¢ao de idades residuais e a distribui¢ao de idades inter-
nas tém a mesma forma. Este resultado foi obtido por Zwietering (1959) num
trabalho respeitante 2 modelagao do estado de mistura em sistemas continuos,
assunto de que nos ocuparemos no Capitulo 4.

2.5 Fungao intensidade

A introdugdo da fungio intensidade na teoria da DTR foi originalmente pro-
posta por Naor e Shinnar (1963). Trata-se de um conceito que assume espe-
cial relevo na interpretagio de resultados experimentais, designadamente na
identificacio de anomalias em sistemas continuos (vd. Sec. 2.7.2).
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Consideremos todas as particulas no interior do sistema num dado ins-
tante arbitrario. Como algumas dessas particulas podem deixar o sistema no
instante imediato a esse instante arbitrario define-se:

A(zy) é a fungdo intensidade. A(z))dt) é a probabilidade que uma
particula no interior do sistema, com idade #,,, tem em deixa-lo
durante o incremento dz, subsequente.

Por outras palavras, é a fracgao de elementos de fluido que, em cada classe de
idades, tem uma idade residual nula.

A fungdo A(z)) obedece a condi¢oes menos restritivas quando comparadas
com as das fungdes referidas nas secgbes precedentes. Com efeito, a Gnica
restri¢ao imposta é A(zy) > 0 em todo o seu dominio. Como se disse, os
seus atributos revelam-se na detec¢ao de anomalias (curto-circuitos e/ou zonas
mortas) em sistemas reais. Nestes, e na auséncia de anomalias, A(¢)) é uma
fun¢ao mondtona crescente como se tipifica na Figura 2.8.

As relagbes entre A(z)) e outras fungdes ja descritas podem ser estabeleci-
das com base nas seguintes considera¢oes (Naor e Shinnar, 1963). A probabi-
lidade de uma particula permanecer no sistema um tempo entre # e ¢ + dr é
dada por E(z)dz. Por seu lado, esta probabilidade é o produto de dois termos:
um que corresponde a probabilidade de ter tempos de residéncia maiores que

Alty)

9}

Figura 2.8 Fungao intensidade, A(z)).
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t, isto é W(z) ou 1 —F(¢); outro que corresponde a probabilidade que a mesma
particula tem em deixar o sistema no intervalo de tempo (¢, # + dz). Ou seja,

E@)de =[1 — F()] A(2) de, (2.49)
donde B
t
Ar) = 1——F(t) ) (2.50)
o que ¢ equivalente a
1 E()
AR = - 0 (2.51)
ou ainda a 4
AlR) = 1 In[W(2)] . (2.52)
Uma vez que
AG)=7A@), (2.53)
tem-se )
A@0) = T-F0) (2.54)
E(9)
Ad) = W’ (2.55)
AB) = - L nwi) (2.56)
=~ n| ]- .

2.6 DTR em reactores ideais

As condig¢bes de escoamento em sistemas reais deverao afastar-se, em maior
ou menor grau, das que sao atribuiveis a dois importantes casos idealizados:
escoamento pistdo puro e escoamento com mistura perfeita. Uma vez descritas
as quantidades e as fung¢des préprias da teoria da DTR, cabe agora proceder
a sua aplicagao a esses dois casos limite. Por enquanto, renunciaremos a um
formalismo baseado em equagbes de balango mdssico para obter as fungoes
que descrevem a DTR em reactores ideais (que retomaremos adiante), em
favor do simples exercicio de chegar até elas por via mais ou menos intuitiva.
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2.6.1 Reactor de escoamento pistao

Um reactor tubular, no qual se admite um escoamento pistao ideal, é geral-
mente conhecido como reactor pistao (RP) ou reactor tubular ideal (Levens-
piel, 1998). O pressuposto teérico essencial reside no modo de escoamento
das particulas, o qual obedece a um perfil de velocidades plano, isto é, a ve-
locidade linear do fluido ¢ a mesma em qualquer ponto de sec¢do recta per-
pendicular a direcgao do escoamento. Os elementos de fluido que entram no
reactor num dado instante ndo interferem com quaisquer outros que entra-
ram ou venham a entrar em instantes diferentes. O volume de controlo que
se considera nos balangos materiais corresponde a uma quantidade diferen-
cial, dV' = Adz, em que A ¢ a drea de sec¢do recta, como se representa na

Figura 2.9.
dV = Adz
—> —>
z=0 _ z=1L

Figura 2.9 Representagio esquematica de um reactor de escoamento pura-
mente pistao (RP).

Fungoes que descrevem a DTR num RP

Nas condi¢oes referidas, facilmente se depreende que #odas as particulas que
entram no reactor no mesmo instante terao de o deixar com o mesmo tempo
de residéncia, correspondendo este ao tempo de passagem no sistema, 7,. Dito
de outra forma, nao existem particulas 4 saida com tempos de residéncia infe-
riores a 7,. Ora, esta afirmagao encerra o significado da fun¢ao de distribui¢ao
de tempos de residéncia, o que quer dizer que para um RP se tem

Foy—d% 1< (2.57)
I, t>r1,
ou
0, 6<1
F(6) — < (2.58)

1, >1
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A funcio densidade correspondente é obtida por derivagio da Equagao 2.57,

donde resulta

E@)=4(t—1,) (2.59)

ou

E@)=460-1), (2.60)

onde ¢ ¢ a fun¢do impulso unitrio, também conhecida por fun¢io Delta de
Dirac. Este é um resultado que importa reter.

Uma vez que as relagdes entre as fungdes E(z), F(z), 1(z) e A(z) sdo ja
conhecidas, facilmente se chega a

1) = {1’ P<T (2.61)
0, t>m7,
ou
1, <1
14) = <, (2.62)
0, >1
e, também (ap6s levantada a indeterminagao),
<
A) = {O’ Osr<m (2.63)
o0, t=7,
ou
<
A -1%  0sf<l (2.64)
400, =1

A Figura 2.10 resume os gréifico das fungdes que descrevem a DTR num RP,

2.6.2 Reactor continuo perfeitamente agitado

7

O caso contraposto a0 de escoamento puramente pistdio é o que obedece
a condi¢ao de mistura perfeita, ou seja a uma composi¢ao homogénea em
todo o volume do sistema. Um sistema cujas condi¢coes de escoamento/mis-
tura se baseiam neste pressuposto ¢ designado por Reactor Continuo Perfei-
tamente Agitado (RCPA ou, na terminologia anglo-saxénica "ideal CSTR”)
(Levenspiel, 1998). Pelas razoes apontadas, o volume de controlo utilizado
nos balangos de matéria coincide com o volume total do sistema (vd. Fig. 2.11)
sendo usual dizer-se que o reactor opera nas condi¢oes de saida.
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A /
1/7, YAN 1/7,
= =
T, T,
ot P
y A
1/7, 1/7,1 YAN
= <
TP ; TP ;

Figura 2.11 Representa¢ao esquemdtica de um Reactor Continuo Perfeita-

mente Agitado (RCPA).

Fungoes que descrevem a DTR num RCPA

Num RCPA o material 4 saida ¢ idéntico ao material em qualquer ponto no
seu interior. Isso significa que a distribui¢o das idades internas é igual a



2.6. DTR EM REACTORES IDEAIS

distribuicao das idades a saida. Entio,
1(t) = E(¢) (2.65)

ou

1(0) = E0). (2.66)
Também, das Egs. 2.65, 2.40 ¢ 2.8,

1—F(r) _ dF ()

5 (2.67)

Y

Separando as varidveis na Equagdo 2.67 e integrando com base na condigao
inicial #(0) = 0, obtém-se

F) =1 — exp <_i> (2.68)
ou
F(@) =1 — exp(-0). (2.69)

Facilmente se chega também a (vd. Fig. 2.12)

E) = = exp <_i> (2.70)
ou

E(0) = exp(-0). (2.71)

Este é um resultado que merece detida aten¢ao. Um RCPA, enquanto con-
ceito que idealiza um estado de mistura méxima, exibe como fung¢io densi-
dade de tempos de residéncia a fun¢io de decaimento exponencial (Eq. 2.70
ou 2.71). Todavia, um sistema continuo cuja fun¢io densidade tenha a forma
da Equagio 2.70 (ou 2.71) nao corresponde necessariamente a um estado de
mistura maxima. Este assunto sera explorado no Capitulo 4.

Continuando a focar um RCPA, tem-se ainda (v4. Fig. 2.12)

Al = i (2.72)

Ty

ou

AG) =1. (2.73)
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i i
1/7,7 1/7,
ey =
T, - T, .
t t
i i
1/7,7 1/1,
= <
T, T, o

Figura 2.12  Fungoes que descrevem a DTR num RCPA.

2.7 Metodologia empregue na medi¢ao de DTR
2.7.1 Técnicas de estimulo/resposta

A DTR ¢é uma caracteristica de todos os sistemas continuos reais. Cumpre
portanto averiguar como essa caracteristica nos é revelada pela experimentagao.

Nogao de marcador

A determinagao experimental da DTR ¢ comummente realizada por marcagio
do fluido na entrada do sistema e pela sua detecao a saida. Para isso faz-se
variar no tempo a concentragio de um marcador ou tracer. £ naturalmente
desejavel que a DTR das particulas de #racer seja uma manifestagao fidedigna
da DTR de quaisquer outras particulas que percorrem o sistema. Por con-
seguinte, um #racer devera ser qualquer material que nao modifique a hidro-
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dinidmica do escoamento e que seja facilmente detectado. Em termos ideais,
deverd possuir exactamente os mesmos atributos hidrodindmicos do fluido em
que é misturado; por outro lado, é fundamental que apresente alguma carac-
teristica diferenciada de modo a ser facilmente detectado e medido através de
algum instrumento analitico (Nauman e Buftham, 1983).

Sao vérias as substincias que podem ser utilizadas como #acers (electrélitos
detectados por medi¢oes de condutividade eléctrica ou de pH, substincias co-
rantes e outras detectadas por espectrofotometria, materiais radioactivos, etc).
A sua escolha depende de factores tao variados como o tipo de fluido em
questdo, custo, precisao exigida na analise, aplicabilidade, etc. Apesar de ser
possivel encontrar #racers adsortivos ou mesmo reactivos, é apenas do caso de
tracers ditos hidrodindmicos que aqui nos ocuparemos. O que importa reter
¢ que o uso de tracers estd associado a uma perturbagao a entrada do sistema,
cuja resposta (transiente) correspondente permite conhecer a DTR e, assim,
inferir sobre as caracteristicas de escoamento. As técnicas de estimulo/resposta
$30 a via comum na determina¢ao de tempos de residéncia e fungoes afins.

Resposta a um estimulo arbitrario

Consideremos um sistema que opera um caudal volumétrico Q,, em que as
concentragdes de zracer A entrada e A saida sdo, respectivamente, cg(2) e cs(2).
Supondo que nao existe interacgdo entre as particulas de #acer, que o tempo
de residéncia de cada uma nao influi no das restantes, e também que quais-
quer que sejam as amostras de populagoes de particulas consideradas a DTR é
comum a todas elas, entao é possivel expressar a concentragao de tracer a saida,
cs(t), em termos da sua concentragio de entrada, cg(#), e da fun¢io E(z).

O ntmero total de particulas que deixam o sistema durante um intervalo
(¢,¢ + dr) é Q,cs(r)dr. Esta quantidade deve ser formada por particulas de
tracer que entraram no sistema em todos os intervalos (#,# + d#) possiveis
anteriores a £, ou seja desde # = —o0 até ' = £. Como o nimero de particulas
que entram no sistema durante um intervalo (¢, # 4 d#') e que saem ao longo
do intervalo (¢,7 + dz) é dado por Q,ce(#)E(z — #')dzd?, tem-se (Nauman e
Buftham, 1983),

t

Q, cs(2)dr = Q. dr / ce(#) E(t —¢')d?f (2.74)

—00



CAPITULO 2. FUNCOES QUE DESCREVEM A DTR E ASPECTOS RELACIONADOS

ou
t

cs(2) = / cg()E(r —¢)dt . (2.75)

—00

A Equagdo 2.75 apresenta uma forma anéloga a do integral de convolugao
ou férmula de Faltung (vd. p.ex. Seinfeld e Lapidus, 1974). Os limites de
integracao resultam do facto de se estar perante um sistema que foi pertur-
bado num tempo passado indefinido (i. e., cg(#) > 0 paraz < 0). Um sistema
diz-se inicialmente relaxado ou em repouso quando cg(¢) = 0 para todo o tempo
t < 0 (Nauman e Buftham, 1983). Sucede que a maioria das perturba¢oes ha-
bitualmente usadas na DTR permite que o sistema se considere inicialmente
relaxado, pelo que

t t

cs(2) = /cE(t')E(t —)dl = /cE(t —YE@)dY = cx(t) x E(t), (2.76)

0 0

onde o simbolo * indica a operagio.

Como a transformada de Laplace do integral de convolugao ¢ igual ao pro-
duto das transformadas de Laplace das fun¢des envolvidas (Seinfeld e Lapidus,
1974), tem-se

25(s) = () E(s5) . (2.77)

A razdo ¢s(s) /cg(s) corresponde a fungdo de transferéncia do sistema. Usando
para esta a notagao habitual, G(s), vem entdo

G(s) = L{E@®)} = E(s) (2.78)

ou

G(S) = L{E)} = E(); (§=7s). (2.79)

Assinale-se que a fungao de transferéncia representa, no dominio Laplace,
um modelo matematico para um dado sistema. Tal fun¢io é absolutamente
independente do estimulo imposto. Como adiante se vera, o interesse da
Equagao 2.78 (ou da Eq. 2.79) evidencia-se na obtengao da expressao analitica
de E£(z) bem como dos parimetros do modelo considerado. A este propésito,
convém também notar que a relagio traduzida pela Equagio 2.78 estd de
algum modo implicita na descrigao feita na Secgao 2.2.2.
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Estimulos mais comuns

Sem perda de generalidade, em vez de estimulos arbitrarios interessa conside-
rar agora estimulos particulares que s3o uma ferramenta préitica importante,
tanto no plano experimental como do ponto de vista matemético. Ou seja,
perturbagdes caracterizadas por fungdes matematicas definidas, que podem ser
incorporadas em equagdes de balango, integradas, sujeitas a transformagao de
Laplace, etc.

Na Figura 2.13 tipifica-se o aspecto grafico de trés tipos de perturbagoes
bem como das respostas correspondentes. Destacam-se a fun¢io degrau (tam-
bém designada fun¢io Heaviside), H(¢) (Fig. 2.13-(a)), e a fungao impulso,
(z) (Fig. 2.13-(b)), cujas aproximagdes experimentais s3o as mais usadas em
estudos de DTR. A variagao sinusoidal na concentragao de zracer (Fig. 2.13-

t t

(a) Degrau. (b) Impulso.

i

t

(c) Sinusoidal.

Figura 2.13  Perturbagdes tipicas na concentragao de zracer a entrada (cg) e
respostas (de um sistema arbitrario) correspondentes (cs).
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(c)) é também uma via possivel. De resto, é bem conhecido o seu emprego
generalizado na teoria de controlo automatico, onde se usa a informagao de-
corrente da resposta de frequéncia — variagao na amplitude do sinal entre a en-
trada e a saida, e do Angulo de fase — para caracterizar sistemas. J4 no contexto
dos estudos de DTR envolve alguns problemas de execugao experimental re-
lacionadas com a dificuldade em gerar flutuagdes periddicas na concentragio
de tracer, facto que obsta a uma utilizagao mais alargada.

Curva F e curva C de Danckwerts

Resposta normalizada a uma perturbagao em degrau. A funcio degrau
unitario apresenta a seguinte forma (vd. Fig. 2.13-(a))

0, 0
H() = < (2.80)
1, >0

ou, No caso em que a perturbagﬁo tem inicio num instante ¢, ulteriora ¢t = 0,

0, <t

H(t—¢ty) = (2.81)

1, >t
(Seinfeld e Lapidus, 1974).

Considere-se agora que um sistema a operar em condigdes estaciondrias
¢ submetido, no instante # = 0, a um incremento repentino, de ¢; a ¢, na
concentragio de tracer na corrente de alimentagao. A concentragao de entrada
pode entdo expressar-se por cg = ¢oH (¢), em que ¢y = (¢ — ¢y;) corresponde
a amplitude do degrau (normalmente ¢; = 0). Se a concentragao de saida,
¢s(2), for registada é possivel representar a fun¢ao do tempo,

Fy= 59 (2.82)

co

vulgarmente conhecida como curva F de Danckwerts. Obviamente, F(z) é
adimensional, e o seu aspecto grifico pode ser exemplificado com base na Fi-
gura 2.13-(a), pois qualitativamente a resposta do sistema ¢ idéntica, variando
F(t)entre0e 1.8

8Esta descrigio aplica-se de modo semelhante ao caso em que a concentragio de tracer é
sujeita a um decréscimo abrupto. Este procedimento permite obter directamente a fungio
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Note-se que F () foi ja definida na Secgio 2.2 como a fungio de distri-
bui¢ao de tempos de residéncia. Este é um aspecto que importa salientar
porque demonstra a utilidade das técnicas estimulo/resposta na determinagao
da DTR, em particular daquelas em que se faz uso da perturbagao em degrau.
Mas ainda que esta seja um estimulo com atributos claramente positivos, nao
deixa de ter algumas limitagoes. A Tabela. 2.1 resume algumas das suas vanta-
gens/desvantagens, nio sem dar relevo a aspectos relacionados com a vertente

experimental.

Tabela 2.1 Algumas caracteristicas da perturbagao em degrau.

Vantagens

Desvantagens

— Conduz directamente (por
normalizagdo da resposta) a fun¢ao
F(z).

— E relativamente simples gerar uma
variagdo em degrau na concentragio
de tracer.

— Fécil de manipular do ponto de
vista matematico.

— Maior consumo de tracer do que a
perturbagio em impulso.

— Ap6s longos tempos de resposta do
sistema, i. e., quando cg(¢) /co 22 1, a
medi¢io da concentragio de tracer
pode tornar-se dificil.

— A obtengao de E(z) exige a
diferenciagao numérica da curva F(#),
o0 que ¢ procedimento matemdtico
intrinsecamente sensivel.

Resposta normalizada a uma perturbagao em impulso.

A fun¢io impulso

unitrio, ou fung¢ao Delta de Dirac, é outra perturbagao muito comum em
estudos de DTR (vd. Fig. 2.13-b)). Ela corresponde ao caso limite de outra
funcao especial que é o pulso quadrado (Seinfeld e Lapidus, 1974),

() = élg(l)% [H@) — H(r— ()] . (2.83)

Como a 4rea sob a curva correspondente ao pulso quadrado ¢ igual 4 unidade,

1, t<¢tg

washout, sendo a perturbagio em causa um degrau negativo, H (¢t — ty) = {0 .
, >4t
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vem

+0o0
/J(t) dr=1, (2.84)
donde, a fun¢io Delta se define como

s-1%  F0 (2.85)
400, t=0

(para que a drea do pulso se mantenha unitaria, o limite na Eq. 2.83 tera de
tender para infinito). No caso em que o impulso ocorre num instante #y > 0

Sy Th (2.86)
400, t=1k
Também, para qualquer fung¢ao f{(#) continua tem-se
+00
/f(t) 8(z — t9) dr = fz0) (2.87)
0

(como o integrando ¢ igual a zero para todos os tempos & excepgao de # = #,
entdo f(#) = f(#)). Se a 4rea sob a curva ndo ¢ unitiria mas apresenta um
valor finito M, os resultados anteriores sio multiplicados por M.

A aproximagao experimental a um impulso perfeito consiste na introdugao
no sistema de uma quantidade conhecida de #7acer durante o menor intervalo
de tempo possivel. Seja entdo cg(#) a concentragio de #racer A entrada do

sistema e ¢°

uma concentragio de referéncia, definida como a concentragao
que existiria no reactor se todo o tracer (m moles) se distribuisse instantinea e

uniformemente pela totalidade do volume disponivel, V. Assim,

cE(t)_— ! = ——J(t)_c T4(2). (2.88)

Q. Ar  V Q
Se ¢s(#) for a concentragio de #racer a saida do reactor, pode entao definir-se

cw =89 (2.89)

C
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a que se chama curva C de Danckwerts.

Notando agora que ao fim de um tempo ¢ a quantidade de #racer que
deixa o sistema corresponde a uma frac¢ao do total introduzido (7 moles)
com tempos de residéncia inferiores a #, tem-se

t

/ Qu es(t) Y = m / E()dr. (2.90)
0

0

Derivando ambos os membros da equagio anterior em ordem a #, vem
Q.cs(t) =mE(z). (2.91)

A conservag¢ao de massa (#7acer) pode ser expressa por
+00
m = / Q. cs(?)dz. (2.92)
0

Combinando as Equagbes 2.91 e 2.92 facilmente se obtém

P L (2.93)
/ cs(z) de / C(z)dr
0 0

Ou seja, a perturbagao em impulso permite obter directamente a fungao den-
sidade, E(#), bastando para isso normalizar’ a respectiva resposta.

Multiplicando ambos os membros da Equagio 2.92 por 1/c° é possivel

obter, apés rearranjo,
—+00

T = /C(t)dt (2.94)

0

% Note-se que neste contexto particular o termo normalizagio é usado no sentido em
que se deve tornar unitdria a 4rea sob a curva correspondente 2 resposta, seja esta dada em
concentragdes absolutas (cs(#)) ou relativas (curva C de Danckwerts) que, como mostra a
Equagdo 2.93, ¢é indiferente.
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ou oo
1= /C(ﬁ)dé’. (2.95)
0
Assim,
Ep— Y (2.96)
ou
E@#) = C(9). (2.97)

Facilmente se depreende da Equagao 2.97 que os momentos normalizados da
DTR podem ser directamente calculados com base na curva C(6),

+o0o

/9” C(9)dd
0
g = (2.99)

/ C(9)dg

0

ou, uma vez que C(#) é uma concentra¢io normalizada,

+00
. / 6" C(6)dd. (2.99)
0

A descrigao anterior revela a utilidade da perturbagiao em impulso em es-
tudos de DTR, mas ha aspectos menos favordveis que lhe estao associados e
que importa nao ignorar (vd. Tab. 2.2).

Em sintese, poder-se-4 afirmar que a fun¢ao degrau e a fun¢ao impulso
merecem destaque particular em virtude dos seus atributos matemadticos e aos
que a execugdo experimental dizem respeito. Saliente-se, no entanto, que
a conjugacio destes dois factores requer alguma prudéncia, designadamente
no que concerne ao tratamento de sistemas cujas fronteiras nao sio do tipo
que implicitamente tem vindo a ser considerado, isto é fechado—fechado. Para
informagao mais detalhada sobre esse assunto e sobre outras especificidades re-
lacionados com o tratamento matemético em estudos experimentais de DTR,
sugere-se, por exemplo, o trabalho de Levenspiel e Bischoff (1963) no qual o
tema ¢é apresentado de modo notavelmente bem sistematizado.
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Tabela 2.2 Algumas caracteristicas da perturbagao em impulso.

Vantagens Desvantagens

_ — Nao ¢ fAcil injectar o #racer de

— Conduz directamente (por . L
o . _ modo suficientemente rdpido para
normaliza¢do da resposta) a fun¢ao

E(z).

— Exige um menor consumo de tracer

que a perturbagio se aproxime
realmente de um impulso perfeito.

— A medida que o tempo de resposta

comparativamente a perturbagdo em . . .
aumenta, a medi¢do precisa das baixas

degrau.

concentragdes torna-se dificil. Este é

— Fécil de manipular do ponto de . -
um factor importante na andlise da

vista matematico.
cauda da resposta.

Curva F e curva C de Danckwerts num RP

O procedimento conducente as curvas F e C (tedricas) resume-se & modelagao
do sistema mediante a aplicagio de balangos massicos ao #acer, seguida da
resolugdo das equagdes do modelo com base em condigdes iniciais e condigoes
fronteira adequadas. Ainda que tal modelagao se possa confinar ao dominio
temporal, recorrer-se-4 aqui a0 dominio Laplace para exemplificar a utilidade
dessa metodologia, a qual, acrescente-se, se pode tornar ainda mais relevante
no caso da modelagio de sistemas de complexidade acrescida.

Para um reactor tubular de volume V' e de édrea de secgdo recta A cujo
escoamento ¢ idealmente considerado como pistao puro, o balan¢o missico
ao tracer num elemento de volume dV' = Adz (vd. Fig. 2.9) conduz a

Oc(t,z) Oc(t,z) _

"o o
t=0, ¢0,2)=0

z2=0, ¢(0) =cp(®

0

(2.100)

o

o0

em que # ¢ a velocidade linear média do fluido, z a distAncia axial ¢ L o



CAPITULO 2. FUNCOES QUE DESCREVEM A DTR E ASPECTOS RELACIONADOS

comprimento do reactor. Por aplica¢do de transformadas de Laplace, vem

de(s, z) 3
& +52(s,2) —c(0,2) =0 (2.101)

c f. z=0, ©(s,0)=7cgls).

u

Este exemplo simples ilustra a utilidade do recurso a transformagio de La-
place. Com efeito, a equagio diferencial parcial original é convertida numa
equagao diferencial ordindria cuja solugao é simples de obter. A forma geral
da solugao da Equagao 2.101 é dada por

o(s,2) = Ay exp [—24 . (2.102)

A constante de integragio, A, obtém-se da condi¢do fronteira para z = 0,
donde resulta A; = ¢(s,0) = ¢g(s). Concretizando a Equagao 2.102 para
z = L (onde ¢(s, L) = s(s)), e tendo em conta que L/u = (LA)/(uA) =
V/Q, = 7,, obtém-se

= exp(—7, ), (2.103)

que ¢ a fun¢io de transferéncia para o reactor em causa.

Curva E  Para uma perturbagao em degrau de amplitude ¢, tem-se
¢
L{ex(®)} = L{coH®)} = TO — Ts(s). (2.104)

Retomando a Equagio 2.103, vem entao

() = L {L} , (2.105)
k)
consequentemente,
cs(2)
F(r) = =H@t—-1) (2.1006)
Co
e

F@O)=H@-1). (2.107)
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Curva C. Para uma perturbagio em impulso tem-se

L{ce(t)} = LT, ? 0} =r, & =7:(s5). (2.108)
Assim,
es(t) = L7} {TP ¢ exp(—7, x)} =71, L7 {exp(—79)} , (2.109)
isto é
Cl) = CS(O’ ) o st— 1) (2.110)
c
e
Cl) =406-1). (2.111)

Na Figura 2.14 apresentam-se as curvas F' e C para para um RP.

/
A A A
= =
o =
0 - 0 —
0 1 0 1
0 0

Figura 2.14 Curva F e curva C de Danckwerts para um RP.

Curva F e curva C de Danckwerts num RCPA

Consideremos que um RCPA de volume V' (vd. Fig. 2.11), operando um cau-
dal constante Q,, é submetido, em # = 0, a uma perturba¢io na concentragao
de #racer na entrada. Num instante genérico, # > 0, a equagdo de balango
mdssico ao fracer pode ser expressa por

v des) = cg(t) — cs(2)
dr

(2.112)
c. L t=0, ¢(0)=0
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em que 7,, = V'/Q, corresponde ao tempo de passagem no reactor. Aplicando

transformadas de Laplace 2 Equagao 2.112 e tendo em conta a respectiva

condi¢do inicial, vem
7, 5 Cs(s) — ¢5(0) = Te(s) — cs(s) .

Assim, a fun¢ao de transferéncia para o reactor é dada por

Curva E  Para uma perturbagiao em degrau de amplitude ¢y tem-se

L{es(®)} = L{ccH®)} = CS_O = Z6(s) .

Retomando a Equagio 2.114, vem entao

el o . -1 l/TM
) =L { s(rys + 1) } = ok { s (5 + I/TM)

donde

F(t) = () =1—exp <_i>

o Tm

F(6) =1 — exp(—0).

Curva C. Para uma perturbagao em impulso tem-se

L{ce(®)} = L{r, ? 0} =1, ® = Ze(s).

0 1
cS@):z-l{L} :coﬁ_l{—}
7,5+ 1 s+ 1/7,

Entao

ou seja,

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)
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e
C(f) = exp(-0). (2.122)
Na Figura 2.15 apresentam-se as curvas F' e C para um RCPA.
1 L 1 L
S S
O =
0 - — 0 . -
0 1 0 1
0 0

Figura 2.15 Aspecto tipico da curva F e curva C de Danckwerts para um
RCPA.

2.7.2 Diagnéstico de comportamentos anémalos

Os conceitos de RCPA e RP inscrevem-se num plano idealizado. O seu
préstimo nao sé foi atrds devidamente relevado como voltara a ser patente nos
Capitulos seguintes. No entanto, vale a pena determo-nos aqui um pouco
em torno de um aspecto pritico fundamental na analise do escoamento em
sistemas reais.

Compreender-se-4 que o facto de um sistema real denotar um compor-
tamento diverso dos que caracterizam cada um daqueles casos limite (RCPA
e RP) pode ser apenas, e nio mais do que isso, a consequéncia natural da
oposi¢io da realidade a idealidade. Com efeito, nio sera dificil reconhecer
a possibilidade de ocorréncia de factores indesejiveis que afectam nefasta e,
por vezes, seriamente as condi¢des de operagao em sistemas continuos. A im-
portancia dos estudos de DTR em geral, e da sua vertente experimental em
particular, afirma-se nao apenas na avaliagio do escoamento em sistemas re-
ais mas também no diagndstico de anomalias que prejudicam o seu regular
funcionamento. Na Figura 2.16 representam-se esquematicamente dois casos
tipicos de anomalias: zonas estagnantes e curto-circuitos.

As zonas estagnantes representam regides que exibem um contacto de
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N Curto-circuito

Zona estagnante/morta

Figura 2.16 Zona estagnante e curto-circuito.

matéria relativamente pobre quando comparado com a parte "activa’ do sis-
tema, isto ¢, aquela que efectivamente processa o fluido. Dependendo das
caracteristicas particulares de cada sistema, assim como das condi¢bes em que
este opera, a transferéncia de massa entre a regido (ou regides) estagnante e
a regido activa do sistema pode ser mais ou menos intensa, ou pode mesmo
nao existir. Neste tltimo caso, a regido em que o fluido se encontra comple-
tamente estagnado ¢ designada zona morta.

Os curto-circuitos podem ser interpretados como zonas de escoamento
preferencial indesejavel, em que parte do fluido se escoa muito mais rapida-
mente do que a maior por¢ao de fluido que o sistema processa.

Como exemplos de sistemas reais onde é possivel a ocorréncia de qualquer
das anomalias mencionadas, podem referir-se sistemas de leito fixo com de-
ficiéncias ao nivel do empacotamento do leito, assim como o caso de reactores
agitados mecanicamente com relagoes altura/didmetro e/ou posi¢des relativas
das condutas de entrada e saida mal projectadas (Westerterp et al., 1984).

Seja qual for o tipo de anomalia em questao, o seu efeito reflectir-se-4 de
algum modo no desempenho do sistema. Nessas circunstincias, as fungoes
que caracterizam a DTR s3o uma fonte informativa relevante na identificagao
do problema. Com a Figura 2.17 pretende-se ilustrar os atributos das fungoes
densidade ai representadas e a complementaridade da informagio que conce-
dem. Apesar de ser possivel que ambos os tipos de anomalia referidas coe-
xistam no mesmo sistema, consideram-se na Figura 2.17 trés casos separada-
mente para facilitar a sua interpretagdo: zonas estagnantes (curvas (a)), curto-
circuitos (curvas (c)), e um caso de referéncia correspondente a auséncia de
anomalias (curvas (b)). Podemos supor que as curvas representadas terdo re-
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Figura 2.17 Identificagdo de anomalias com base nos graficos das fung¢oes
E(9), I(d) e A(d). Curvas (2): zonas estagnantes; curvas (b): auséncia de

anomalias; curvas (c): curto-circuito.
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sultado de experiéncias com #acer levadas a cabo num dado sistema real onde
as condi¢des de escoamento correspondem a uma situagao intermédia relativa
aos extremos ideais, como de resto as curvas (b) ddo a entender.

Zonas estagnantes

O que se pode esperar da presenca de zonas estagnantes ¢ a existéncia de
fracgoes de particulas com tempos de residéncia bastante mais elevados do
que aqueles que caracterizam a maior parte da populagio de particulas. Como
consequéncia, a curva E(#) devera apresentar uma cauda mais longa do que
seria presumivel em circunstincias normais (ou seja, a probabilidade de haver
particulas a saida do sistema com tempos de residéncia elevados nao é nula).
No entanto, esta facilidade em intuir sobre as consequéncias da presenga de
zonas estagnantes na evolu¢ao da curva E(f) nem sempre se aplica de igual
modo ao problema inverso, isto ¢, interpretar, por mera observagao, a curva
E(#) quando esta deriva de medigoes experimentais.

Do ponto de vista pratico, a medigao da resposta do sistema cessa quando
deixa de existir uma variagao evidente na concentragio de #acer e, assim, as
curvas sao truncadas a partir de um dado instante (por exemplo, podemos
supor que na experiéncia que deu origem as curvas da Fig. 2.17 se optou por
truncar a resposta a partir de # = 3). Centrando a nossa atengao nas cau-
das das curvas (a) e (b) (Fig. 2.17-(a)), poderemos, em face do que se disse,
ser levados a pensar que a curva () traduz um comportamento normal, pois
para tempos adimensionais préximos do final do periodo de medigio ¢ a que
apresenta uma cauda menor. No entanto, observando em pormenor a Fi-
gura 2.17-(a) para tempos superiores a # = 3, verifica-se nao ser esse o caso.
A curva (b) tende claramente para zero ap6s o instante em que as curvas foram
truncadas, enquanto que a curva (a) tem uma evolugdo oposta. Ou seja, a
identificagdo de zonas estagnantes apenas com base numa inspec¢ao da curva
E(#) experimental nem sempre evita ambiguidades.

Uma outra regido da curva que deve ser objecto de anélise é a que cor-
responde & posicdo do respectivo pico. Confrontando as curvas (a) e (b)
(Fig. 2.17-(a)), observa-se que a primeira apresenta o pico claramente deslo-
cado para a esquerda daquele que correspondente a situa¢ao normal (note-se
no entanto que as curvas da Fig. 2.17 resultam de uma simulagao na qual se
procurou obter, deliberadamente, uma distingao suficientemente nitida dos
casos considerados; na prética tal distingio nem sempre ¢ tao evidente). Este
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resultado pode sugerir a presenga de zonas estagnantes no sistema e serd re-
tomado mais adiante quando se proceder a uma aproximagiao quantitativa do
problema. Neste ponto, e continuando a encarar a questao numa base es-
sencialmente qualitativa, interessa sublinhar que a curva E(#) nem sempre
se revela suficiente na detecgdo inequivoca de zonas estagnantes em sistemas

reais.

Recorrendo a fun¢ao I(¢) (Fig. 2.17-(b)), verifica-se que as zonas estag-
nantes sao em geral facilmente identificiveis tanto pelo deslocamento da curva
para a esquerda (em relagdo ao caso normal) como pela cauda pronunciada
que lhe é caracteristica. Repare-se que esta é agora mais facil de identificar
comparativamente ao caso da fun¢io E(9).

A funcio intensidade (Fig. 2.17-(c)) é a que permite identificar de forma
mais expedita e inequivoca a presenga de zonas estagnantes. De resto, é impor-
tante recordar que a fungio A () foi originalmente proposta por Naor e Shin-
nar (1963) tendo essencialmente em vista este tipo de aplicagdes. Ao contrério
do que acontece em circunstincias normais, em que A(#) é mondtona cres-
cente, as zonas estagnantes levam ao aparecimento de um méximo, geralmente
na vizinhanga de § = 1 (Himmelblau e Bischoff, 1968). Naturalmente que
as particulas no interior do sistema terdo de o deixar em algum instante. Ou
seja, tal como o revela a evolugio da curva (a) na Figura 2.17-(c), a fungdo
A(f) retoma o comportamento crescente para valores de ¢ elevados.

Vejamos agora de forma abreviada como se pode fazer uma estimativa
quantitativa da frac¢ao de zonas estagnantes com base na curva E(f) expe-
rimental. Para isso é necessdrio recordar o que se disse na Sec. 2.2.3 sobre

~ cqA . ;1. ~
a relagio entre o tempo de residéncia médio, #,, e o tempo de passagem no
sistema, 7. Em circunstincias normais (auséncia de anomalias) essas duas
quantidades sao iguais. A questdo para a qual queremos uma resposta ¢ a de
saber como pode ser essa relagao tedrica usada para avaliar a presenga de zonas
estagnantes. Uma vez que na presente Secgdo temos vindo a considerar que
as curvas da Figura 2.17 foram supostamente obtidas por via experimental,
N . ;1. ~ ,
expressemos o tempo de residéncia médio por #.,,. Também, porque as cur-
vas estao representadas em termos adimensionais, interessa considerar a razao

~

lrep/ T que denotaremos por Gep,. Ou seja, o que pretendemos ¢ avaliar se

a igualdade 4,

w = 0 = 1 se verifica quando 6., é calculado por meio da

Equagio 2.37 (ou, o mesmo ¢ dizer, se ¢, = 7 quando ﬂexp ¢ calculado
pela Eq. 2.15), utilizando nesse calculo pontos da curva (a) da Figura 2.17-
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(a) tal como ela se encontra truncada.!® Mesmo sem concretizar a resolugio
do problema com valores numéricos, nio serd dificil prever que em tais cir-
AN

cunstincias se obteria a desigualdade €,,, < 1 (ou 7

rexp < 7). Isto porque no

~

calculo de 8., (ou de 7,,) se estaria a desprezar a contribui¢io de pequenas

rex
frac¢oes de particulas corfl tempos de residéncia elevados (v4. pormenor da
Fig. 2.17-(a)). Sao essas frac¢des que justificam o deslocamento do pico da
curva (a) para a esquerda do pico respeitante a curva (b), que atras foi referido.

A fracgdo do volume do sistema correspondente as zonas estagnantes pode

~
ser estimada se se considerar que o valor de ., reflecte o tempo de residéncia
médio do fluido na parte activa do sistema, ou seja,

“+oo

A~

oy = / GE@B) df — Joe (2.123)
T
0

(é ébvio que em termos préticos o limite superior do integral que consta da
Eq. 2.123 sera o valor de # a partir do qual a curva é truncada). Se conside-
rarmos que

. Vv, V-V
Froep = _ : (2.124)
QVQ- QVH

onde V, é a parte do volume total, V', acessivel a maior por¢ao de fluido (que

atrs designdmos como a parte activa do sistema), V. ¢ o volume correspon-
dente as zonas estagnantes, e Q, a frac¢ao do caudal total, Q,, que percorre a
parte activa do sistema. Manipulando a Equagio 2.124 obtém-se

I/C . Qva N Qva aexp

=1 brap = 1 —
|4 |4 Q, 7

(2.125)

Em geral, é possivel considerar que Q,,/Q, = 1 (Himmelblau e Bischoff,
1968), donde resulta

Ve Lrexp a7
mp e g
%4 T

(2.1206)

19Cabe aqui ressalvar que devido a erros experimentais e outros decorrentes dos procedi-
mentos numéricos usados (designadamente no calculo numérico de integrais) nio se pode
esperar que a igualdade é;xp =1 (ou f;exp = 7) possa ser estritamente verificada, mesmo na
auséncia de anomalias. Supde-se no entanto que na presente discussao tais erros podem ser
ignorados.



2.7. METODOLOGIA EMPREGUE NA MEDICAO DE DTR

Esta ¢ uma metodologia que pode ser posta em prética para diagnosticar
e quantificar deficiéncias no escoamento em sistemas reais. No entanto, a sua
aplicagdo depende do conhecimento prévio do valor de 7, e nem sempre é esse
0 caso.

Curto-circuitos

Se existe uma fracgao de particulas sujeita a correntes de curto-circuito, é natu-
ral que essa frac¢ao apresente tempos de residéncia substancialmente menores
do que a maior parte da populagio de particulas. Como resultado dessa saida
antecipada de particulas, a fungio E(f) apresenta geralmente dois picos que
se diferenciam, quer na sua ocorréncia temporal, quer na intensidade que exi-
bem. Um desses picos corresponde a maior parte da populagao de particulas
(aquela que percorre a parte activa do sistema) e ocorre para tempos de re-
sidéncia mais ou menos préximos, por excesso, do tempo de residéncia médio
em circunstincias normais. O outro pico, de menor intensidade porque a
uma menor frac¢ao de particulas diz respeito, surge para tempos de residéncia
mais ou menos préximos de zero, dependendo das caracteristicas particulares
das correntes de curto-circuito a que se referem. A curva (c) da Figura 2.17-(a)
ilustra um caso em que os dois picos se distinguem claramente.

Em alternativa a fun¢ao E(6), a curva I(¢) é outra via possivel para identi-
ficar curto-circuitos. A presenca deste tipo de anomalia leva a que a existéncia
de fracges de particulas com idades internas reduzidas seja inferior ao que se
detecta numa situagio normal. Deste modo, observa-se um decréscimo acen-
tuado da curva I(f) para valores de @ reduzidos (vd. curva (c) na Fig. 2.17-
(b)).

Geralmente, as fung¢oes E(8) e/ou I(f) sio suficientes para identificar os
curto-circuitos. Os casos em que tal ndo se verifica justificam o recurso a
funcio intensidade, A(f). Como existem frac¢oes de particulas no interior
do sistema que apesar da sua reduzida idade interna tém grande probabilidade
em sair nos instantes imediatos, a curva A(f) apresenta um méximo para
valores de @ reduzidos. Esse maximo ¢é, em geral, de magnitude inferior ao
que caracteriza a presenca de zonas estagnantes (v4. curva (c) na Fig. 2.17-
()

Uma anélise comparativa mais cuidada incidindo nas posigoes relativas
dos picos principais das curvas (a) e (c) na Figura 2.17-(a) permite inferir so-

bre a relagdo entre f,, ¢ = 1 (ou aexp e 7). Como o pico da curva (¢),
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correspondente A maior parte da populagio de particulas, se encontra ligei-
ramente deslocado para a direita do pico que se refere ao caso normal (curva
(), ¢é de esperar que a presenga de curto-circuitos leve a desigualdade é;xp > 1
(ou Z‘;exp > 7).

Procuremos exemplificar aquela desigualdade recorrendo a uma situagao
passivel de ser observada na pritica. Por vezes, pode acontecer que picos
devidos a curto-circuitos sejam de tal modo estreitos que a sua detecgio se
torne dificil. Por exemplo, podemos imaginar o caso em que a medigao da
concentragao de zracer é feita em tempos discretos e que em algum intervalo
de amostragem se podera encontrar um pico que nio ¢é detectado. A omissao
desses pontos reflectir-se-4 no resultado do célculo do integral que leva a é;xp

(ou Z;exp). Por seu lado, esse resultado traduzir-se-4 na desigualdade é;xp > 1
(ou f;exp > 7), uma vez que nesse calculo se ignoram fracgdes considerdveis de
particulas com tempos de residéncia bastante reduzidos.

A avalia¢ao quantitativa da frac¢io de caudal que curto-circuita a parte
activa do sistema pode ser efectuada com base no célculo de 19;}, (ou ;‘;exp)
omitindo nesse célculo a contribui¢ao do pico correspondente a essa anomalia.

Considerando
hox Y (2.127)
rexp QV . QVC ?
onde Q.. ¢ o caudal de curto-circuito, obtém-se, apds rearranjo
ve 1
Qe oy = L (2.128)
Qv Frexp o

Importa aqui reforgar a ideia de que a realidade nem sempre conduz a
resultados cuja interpretagio é tao simples quanto as curvas da Figura 2.17
porventura dao a entender. Por exemplo, a ocorréncia de transferéncia de
massa entre as correntes de curto-circuito e as que transportam a maior parte
do fluido através do sistema pode levar a que os picos surjam de tal modo
préximos que a distingao entre eles deixe de ser tao facil quanto a que a Fi-
gura 2.17-(a) sugere. Um outro exemplo que pode ser referido diz respeito
a func¢ao intensidade. A sua utilidade na detec¢ao de anomalias é inques-
tiondvel. A isso se deve o conceito que encerra e o comportamento grafico
que o objectiva. Em circunstdncias normais A(¢) é uma fun¢ao monédtona
crescente, pelo que a ocorréncia de um maéximo, seja em que regiao do seu
dominio for, dificilmente deixa lugar a ddvidas quanto 2 existéncia de anoma-
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lias. No entanto, nem sempre ¢ fécil identificar o tipo de anomalia particular,
principalmente no caso de curto-circuitos. Como se disse, a presenga de zo-
nas estagnantes leva ao aparecimento de um mdaximo na regiao préxima de
g = 1. Por outro lado, por razdes ji invocadas, como ¢é o caso da transferéncia
de massa entre a parte activa do sistema e aquela que o curto-circuita, pode
acontecer que o pico que lhe corresponde aparega em tempos adimensionais
superiores e que apresente uma magnitude substancialmente acrescida quando
comparado com o caso ilustrado na Figura 2.17-(c) (Curva (c)). Deste modo
podera assemelhar-se ao pico da curva (2) da mesma figura e em consequéncia
disso tornar dificil a distingao entre o que poderd ser curto-circuito ou zona
estagnante.

As Equagdes 2.125 ou 2.127 podem ser encaradas como a expressao ma-
temAtica de um modelo que procura descrever uma certa realidade fisica. To-
davia, trata-se um modelo, por assim dizer, algo rudimentar. Por conseguinte,
¢ de todo o interesse dispor de modelos mais flexiveis que concedam uma
aproximagio tao fidedigna quanto possivel da realidade que pretendem des-
crever. A avaliagio do desempenho de sistemas reais baseada em modelos
matemdticos adequados é outra componente crucial da teoria da DTR, sendo
a ela que se reserva o Capitulo que se segue.
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Problemas resolvidos

Os problemas ilustrativos que se seguem sao, nuns casos, exemplos adaptados
de Himmelblau e Bischoff (1968), Fogler (1998) e Nauman (2002), noutros,
exemplos preparados pelo autor.

Problema 2.1

A Fig. P2.1.1 representa a resposta de um reactor continuo a uma perturbagao

em degrau. Determine e represente graficamente as fungdes E(z), W(z), 1(2) e
A(z). Calcule o valor de 7,.

0.8r

0.6

F(t)/—

0.4}

0.2}

0 1 2 3. 4 5 6
t/min

Figura P2.1.1

Solugao.
De acordo com o grafico da Fig. P2.1.1, a forma analitica de F(z) ¢

0 ,0
1
F(t) = —1+5t 2

~

<2
t< 4.

4

A/

1 b
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Assim, da Eq. 2.6 (p. 13) vem (vd. Fig. P2.1.2)

1 ,0<r«?2
1
W) = 2—§t 2<t<4.
0 >4
1
0.8}
I 0.6}
~
§0.4-
0.2t
0 J
5 6

3.
t/min

Figura P2.1.2

A Eq. 2.16 (p. 15) diz-nos que o valor de y; corresponde a édrea sob a
curva W (z). Entdo,

+00
4-2)x1
= /W(t)dt:Zx l—l—ﬁzfimin.
’ ~ 55
Dado que 7 é agora conhecido (supondo que y; = 7, = 7, i.e. que nio

existem anomalias), de acordo com a Eq. 2.40 (p. 23), tem-se (vd. Fig. P2.1.3)

,0<r<?2

1
3
1() = l(2—lt> 2<t<4 "
3 2
0
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04y

3 .
t/min

Figura P2.1.3

Recorrendo a Eq. 2.8 (p. 13), temos (vd. Fig. P2.1.4)

0 ,0<r<?2
1
E@) = 3 2<r<4.
0 ,t>4
0.5¢
0.4
_‘50.3-
g
~
=02
g
0.1
O 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6
t/min

Figura P2.1.4

Podemos ainda verificar a condig¢do expressa pela Eq. 2.3 (p. 12),

+o0
/E(t) df = (4 —2)min x 0.5min! = 1.

0



PROBLEMAS RESOLVIDOS

Finalmente, pela Eq. 2.50 ou pela Eq. 2.52 (p. 27), vem (vd. Fig. P2.1.5)

0 ,0<r<«?2
1
Ap) =<K — ,2<t<4.
4 —¢
400 t =4
10¢
8.
= 6
&
~
= 4
<
2.
0 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6

t/min

Figura P2.1.5

Problema 2.2

Considere a fungio /(¢) representada na Fig. P2.2.1. Determine e represente
graficamente as fungdes E(z), W(z), F(¢) e A(z). Calcule o valor de f,.

Solugao. 57
Notando que /() = 1 quando # — 0, tem-se que 7 = 1 min. Deste modo,
I(r) = W) = 1 — F(¢) (Egs. 2.39 € 2.40), p. 23), ou seja (vd. Fig. P2.2.2),

( 1
1——¢r ,0<r<«1
2

,1<r<1.25
W) =

—t ,1.25<t< 1.75
,t = 1.75

S I~
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0 025 05 075 1. 125 15 175 2
t/min

Figura P2.2.1

0.81
I 0.6}
~
=z 04f
0.2
0 1 1 1 1 1 1 J
0 025 05 075 1. 125 15 175 2
t/min
Figura P2.2.2

Conhecida a fun¢ao W (z), facilmente se obtém a sua complementar (vd. Fig.
P2.2.3),

(1

Et ,0<r« 1

1

— ,1<r<1.25
F(t) = 2

—Z—i—t ,1.25<r < 1.75

1 ,t > 1.75

\
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0 1 1 1 1 1 1 1 J
0 025 05 075 1. 125 15 175 2
t/min

Figura P2.2.3

Recorrendo a Eq. 2.16 (p. 15),

1 1-0. 1.75—-1.2 0.
:M+1.25x0.5+( & 25)>< > _ 1 min.

Da Eq. 2.8 (p. 13), vem (vd. Fig. P2.2.4)

(1

2

1< 1.2
E() — 0o ., t < 1.25 '
1 ,1.25<r< 1.75
\O ,t = 1.75

Também, em consonéncia com a Eq. 2.3 (p. 12),

+00
/E(t) df = 1 min x 0.5min"' + (1.75 — 1.25) min x 1 min~' = 1.

0

Por tltimo, atendendo a Eq. 2.50 ou a Eq. 2.52 (p. 27), é possivel obter a
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o
o

E(t)/min !

0 1 1 1 1 J
0 025 05 0.75 /1. 125 15 175 2

t/min
Figura P2.2.4
funcio A(7) (vd. Fig. P2.2.5)
(1
a— 0«1
2—t
0 , 1 <r<1.25
Al = 4 .
,1.25 << 1.75
7 — 4t =
\—l—oo ,t — 1.75
107
8.
T
g 6r
g
~
= 4
<
2.
N ———— ) o
0 025 05 075 1 125 15 175 2

t/min

Figura P2.2.5
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Problema 2.3

Considere a resposta de um reactor continuo a uma perturbagao em impulso,
representada na Fig. P2.3.1. Determine e represente graficamente as fun¢oes

E@), F@), W(2), I(t) e A(z). Calcule o valor de 7,.

N

cs(t)/(unid. arbit.)

0 10 20, 30 40
t/min

Figura P2.3.1

Solugao.
Para transformar cg(#) (resposta nao normalizada a um impulso) em E(#) basta
fazer uso da Eq. 2.93 (p. 39), isto é,

cs(?) cs(2) es(?)

EW) =< ~(B0—10)x3 30

/ cs(z) dr 2

0

Como cs(z) é representdvel analiticamente, facilmente se chega a (vd. Fig. 61
P2.3.2)
(0 ,0< <10
1 1
—— 4+ —1r ,10<2 <20
E@) = 10 100
3 1
— ,20 < < 30
10 100
0 .t = 30

A condi¢do de 4rea unitdria associada a £(z) (Eq. 2.3, p. 12) é verificada.



Com efeito,
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0.1
0.081
‘= 006
g
~
< 0.04}
)
0.02}
O 1 1 1 1 1 J
0 10 20, 30 40
t/min
Figura P2.3.2
N (30 — 10) min x 0.1 min""
— min X 0.1 min
/ E(t)dr = 5 =

0

Da relagao entre £(z) e F(¢) (Eq. 2.4, p. 12), vem (vd. Fig. P2.3.3)

0 ,0< <10

A I — ,10 < < 20
F(t):<2 10 200

1
— 4+ T — ,20<1< 30

1 ,t =30

Também, mediante a Eq. 2.6 (p. 13) tem-se (vd. Fig. P2.3.4)

1 ,0< <10

11 1,

— 4+ —r——2 ,10< <20
W () = g 130 2(1)0

o T4 —12 20Kt <30

210" 200 =

0 ,t =30

Pela Eq. 2.16 (p. 15), tem-se que o valor de y; corresponde a drea sob a
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081

0.6

()/ -

o 04f

0.2f

0 10 20, 30 40
t/min

Figura P2.3.3

0.8}

0.61

W(t)/—

0.4}

0.2}

0 10 20, 30 40
t/min

Figura P2.3.4

curva W(¢). Assim (considerando que p; = %, = 7),

20 30

1 1 1 9 3 1
=10x 1 4t P2 dr N — A
x +/ (2 + 10 200 ) +/ (2 10 * 200 )

10 20

25 5
=10+ —+ = =20 min.
3 3



PROBLEMAS RESOLVIDOS

Na posse de 7 e atendendo a Eq. 2.40 (p. 23), vem (vd. Fig. P2.3.5)

_ ,0<r< 10
20
11 ,
S R — ,10 < < 20
1) = { 40 200 4000
1
_Z“_§1¢____# ,20 <t < 30
40 200 4000
L0 ,t 230

0 10 20, 30 40
t/min

Figura P2.3.5

Por fim, pela Eq. 2.50 ou pela Eq. 2.52 (p. 27), vem (vd. Fig. P2.3.6)

(

0 ,0<r< 10
10 —¢
2 > , 10 < 20
AY) = —100 — 20+ ¢
2
— ,20 <t < 30
30 —¢
[ +00 ,t — 30
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157

A(t)/min~!

051

0 10 20, 30 40
t/min

Figura P2.3.6

Problema 2.4

Os dados seguintes referem-se a resposta normalizada de um reactor continuo
a uma variagdo em degrau na concentragdo de fracer.

t/min | 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00
F()/—10.00 0.00 0.01 0.07 020 0.38 0.55 0.69

t/min | 8.00 9.00 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0
F@)/—- 1079 086 0.92 096 098 1.00 1.00

(a) Determine e represente graficamente a fun¢ao densidade de tempos de
residéncia, £ (¢). Calcule os seus parimetros caracteristicos, p; = f, e 2.

(b) Determine e represente graficamente as fungdes W(z) e /(). Calcule
w1 = £, a partir da fungao W (z).

(c) Calcule as fracgdes de fluido com tempos de residéncia superiores a 10 min
e com tempos de residéncia entre 4 min e 6 min.

Solu¢ao.

Os dados tabelados podem ser representados graficamente como na Fig. P2.4.1.



PROBLEMAS RESOLVIDOS

1r Prs . —o
/.’
¥ J
0.8t )/
/
»
| 0.6f 4
> s
N /
 04r é
/
/
0.2} s
/
F ]
G * .—./ 1 1 1 1 1 1 J
0 2 4 6 8. 10 12 14 16
t/min

Figura P2.4.1

(a) Nao dispomos da forma analitica de F(¢). Para determinar £(z) (vd. Eq.
2.8, p. 13) é necessario diferenciar numericamente os dados tabelados. Para o
efeito, podemos usar diferengas centradas para os pontos interiores, #; = 1 a

t; = 13,

dF(z)

U F@) = Fi)
dr |~ ’

t Liv1 — i1

E@t;) =

diferengas progressivas para z; = 0,

_ dF(z)
 dr

N F(tip1) — F(2)
tiv1 — ¢

E(;)

’

t

e diferengas regressivas para ¢; = 14,

B dF(z)
- dr

- F(t;) — F(t; 1)
L —ti .

E(?)

t

Os valores obtidos encontram-se na Tab. P2.4 e a sua representagio grafica
na Fig. P2.4.2 (as dreas sombreadas referem-se a alinea (c); v4. infra).

Antes de determinar os parimetros caracteristicos de E£(#) ¢ de todo o
interesse verificar se a drea sob a curva E(z) ¢ unitdria (vd. Eq. 2.3, p. 12).
Naturalmente, o integral em questdo tem de ser calculado numericamente.
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Tabela P2.4
t/min F(t)/— E()/min~" W()/— I(z)/min”!
0 0.000 0.000 1.000 0.164
1 0.000 0.005 1.000 0.164
2 0.010 0.035 0.990 0.163
3 0.070 0.095 0.930 0.153
4 0.200 0.155 0.800 0.131
5 0.380 0.175 0.620 0.102
6 0.550 0.155 0.450 0.074
7 0.690 0.120 0.310 0.051
8 0.790 0.085 0.210 0.034
9 0.860 0.065 0.140 0.023
10 0.920 0.050 0.080 0.013
11 0.960 0.030 0.040 0.007
12 0.980 0.020 0.020 0.003
13 1.000 0.010 0.000 0.000
14 1.000 0.000 0.000 0.000
0.2r
/‘\
0.15} o
N / \
= ! .
& o1t J \
— 1 [}
g B S
0.051 / «
/‘ \.\
0 2 4 6 8 10 12 14 16
t/min
Figura P2.4.2

11

Recorrendo a regra dos trapézios'! e a valores da Tab. P2.4, vem

14

m:/fm&:L%.

0

""Dados 7 + 1 pares de valores {(xi, flxi))}7_, em abcissas equidistantes, b = x,.1 — x;,
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Continuando a recorrer a0 mesmo método de integragio numérica e a valores

da Tab. P2.4, vem (vd. Eq. 2.15, p. 15),
14
= f = /tE(t) dr = 6.09 min
0

e (vd. Eq. 2.19, p. 16)

14

o’ = py = /(z‘—f‘;)2 E(¢)dt = 6.13 min®.
0

(b) A determinagio de W(z) a partir de F(#) (Eq. 2.6, p. 13) é directa. O

resultado encontra-se na Tab. P2.4 e a sua representagio grifica na Fig. P2.4.3.

1o © —._
A J
\
0.8} Y
\
\
| 0.6} :
~ \
< '\
E 041 \
»
\
0.2} AN
A J
\&
0 N N N N N \'\% o s
0 2 4 6 8. 10 12 14 16
t/min
Figura P2.4.3

O célculo de p; = #, com base em dados de W(#) pode ser realizado resol-

o integral de f(x) entre x¢ e x, ¢ aproximado por

*n /] n—1
I= /f(x)dx b (f(xo) +2;f(xi) +f(xn)> .
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vendo numericamente o integral na Eq. 2.17 (p. 16), do que resulta

14
f = /W(t) d# = 6.09 min.
0

Uma vez calculado 7, (ou seja, 7), é possivel determinar /(z) (Eqs. 2.39 ou
2.40, p. 23). Os valores obtidos ¢ a sua representagao grafica encontram-se na
Tab. P2.4 e na Fig. P2.4.4, respectivamente.

(c) As fracgdes pretendidas podem ser determinadas (por integragao numé-
rica) de acordo com a Eq. 2.7 (13). Assim, a frac¢ao com tempos de residéncia
entre 4 min e 6 min ¢é (vd. Fig P2.4.2)

6
Ft=06)—F@t=4)=A4,= /E(t)dt: 0.330.
4

Por seu lado, a fracgao com tempos de residéncia superiores a 10 min é

14
F(t — 00) — F(10) = A, = /E(t)dt =0.085.

10
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Problema 2.5

Pretende-se determinar a DTR num reactor continuo laboratorial, de fase
liquida, agitado mecanicamente. Para o efeito, é injectada muito rapidamente
uma pequena quantidade de #racer A entrada do reactor, sendo registada a
varia¢ao temporal da sua concentragao (em milimolar) a saida, como se indica

a seguir.
t/s 0 18 30 48 66 78 90 100 120
cs(t)/mM 0.00 2.00 4.40 6.90 7.70 7.50 7.10 6.00 5.40
t/s 138 150 180 210 240 270 300 330 360
cs(t)/mM 430 370 220 1.40 0.80 0.50 0.25 0.16 0.01

Sabendo que o volume do reactor é 7 L, e que é utilizado um caudal de
4 L min~', determine:

(a) A quantidade de #acer utilizada.

(b) A funcao densidade de tempos de residéncia, £(z), o tempo de residéncia
médio e a varidncia da distribui¢io.

(c) A fracgio de fluido na corrente de saida com idades compreendidas entre
200 s e 300 s.

(d) A fungio distribui¢ao de tempos de residéncia, F(#) e a fun¢ao densidades
de idades internas, /(z).

(e) Compare as funcoes E(8), F(8), I(§) e W(#) referentes ao actual pro-
blema a ao Prob. 2.4, normalizando, em cada caso, o tempo de residéncia
pelo momento de primeira ordem.

Solugao.
Os dados tabelados podem ser representados graficamente como se mostra na
Fig. P2.5.1.

(@) Uma vez que a perturbagao sob anilise ¢ um impulso (ou, em termos
mais rigorosos, uma sua aproximagio), a quantidade de #racer utilizada pode
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Figura P2.5.1

ser calculada recorrendo a Eq. 2.92 (p. 39)

360

m=Q, /cs(t)dt

0

1
—4 Ls’l@ % 998.050 x 102> molL's

= 66.5 x 1072 mol.

O valor 998.050 x 10~ mol L' s corresponde ao integral calculado nume-
ricamente (aplicando a regra dos trapézios nas sucessivas regides com abcissas

equidistantes).

(b) Os valores de E(¢) sao calculados de acordo com a Eq. 2.93 (p. 39), ou

seja,

E@) = cs(2) _ cs(2) 1
360 998.050

/ cs(z) dt

0

(c5(2) em mM).

A Tab. P2.5 resume os valores de E(z) calculados pela relagao anterior. O
gréfico de E(¢) encontra-se representado na Fig. P2.5.2.
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Tabela P2.5
t/s E@) x10°/s7t F@)/— W@)/— 1) x 10°/s7!
0 0.000 0.000 1.000 9.378
18 2.004 0.018 0.982 9.209
30 4.409 0.057 0.943 8.848
48 6913 0.158 0.842 7.893
66 7.715 0.290 0.710 6.658
78 7.515 0.381 0.619 5.801
90 7.114 0.469 0.531 4.978
100 6.012 0.535 0.465 4.362
120 5.411 0.649 0.351 3.291
138 4.308 0.737 0.263 2.471
150 3.707 0.785 0.215 2.020
180 2.204 0.873 0.127 1.188
210 1.403 0.927 0.073 0.681
240 0.802 0.960 0.040 0.371
270 0.501 0.980 0.020 0.187
300 0.250 0.991 0.009 0.082
330 0.160 0.997 0.003 0.024
360 0.010 1.000 0.000 0.000
8 Mo
J
1

— 6r !

i I .

N ! \

S ) S

— 4+ | \

X I <«

= | ! AN
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/ Ne
/’ Tl
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G 1 1=@.
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Figura P2.5.2

Antes de determinar os parAmetros caracteristicos de £(#) ¢ de toda a con-
veniéncia verificar se a 4rea sob a curva E(z) é unitaria (vd. Eq. 2.3, p. 12).
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Recorrendo a regra dos trapézios e a valores da Tab. P2.5, vem

360

Mo = /E(t)dl’ = 1.00.
0

Continuando a fazer uso do mesmo método de integragio numérica e aos

valores tabelados (Tab. P2.5), vem (vd. Eq. 2.15, p. 15),

360
wo=t = /tE(t)dt = 106.6's
0
e (vd. Eq. 2.19, p. 16)

360
o’ = ph = /(t — 1) E(r)dr = 3736.3 §%.
0

O valor de 7, é superior ao valor de 7 = V/Q, = 105 s em apenas cerca
de 1.6%. Esta diferenga é perfeitamente justificdvel apenas no plano do
numérico (erro de truncatura associado a férmula de quadratura; erros de ar-
redondamento). Nao deve, pois, ser entendida como decorrente de qualquer
anomalia no sistema.

(c) A fracgdo de fluido com tempos de residéncia (ou idades a saida do sis-
tema) entre 200 s e 300 s corresponde & 4drea sombreada na Fig. P2.5.2. O
integral tem de ser calculado numericamente, para o que é necessirio dispor
do valor de E(¢) para r = 200 s o qual nao consta dos dados recolhidos. O
problema pode ser solucionado por interpolagao. Assim, usando como pontos
base os pares de valores correspondentes aos tempos 180, 210 e 240 s, obtém-
se, por interpolagdo quadritica, £(r = 200) = 1.644 (vd. Fig. P2.5.2). Pela
regra dos trapézios vem entio

300
A= /E(t)dt = 0.079.

200
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(d) A fungio F(#) corresponde a soma acumulada de £(z). Assim, por
aplicagao da Eq. 2.4 (p. 12), facilmente se obtém os valores de F(¢) presentes
na Tab. P2.5, cuja representagao gréfica consta da Fig. P2.5.3.
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Figura P2.5.3

Como F(t) é ji conhecida e como 7 = f = 1, os valores de /(¢) pode ser
calculados de acordo com a Eq. 2.40 (23). Tais valores sao apresentados na
Tab. P2.5 e representados graficamente na Fig. P2.5.4.

10¢

[ S

8 »

I(t) x 10°/s7!

74 _ .

. _
0 . . S e o o

0 50 100 150 tZ?O 250 300 350 400
S

Figura P2.5.4

(e) A relevincia desta alinea reside no facto de as gamas (de tempos de re-
sidéncia) implicadas no actual problema e no Prob. 2.4 serem substancial-
mente diversas. Como essa diferenga dificulta a comparagao dos resultados,
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¢ de toda a conveniéncia normalizar os tempos de residéncia com base nos
valores de p; = #, obtidos em cada caso. A Fig. P2.5.5 resume os resultados
dessas normalizagbes na forma das fungées E(4), F(8), e W(F) (Egs. 2.28,

2.29 e 2.30, p. 20), e ainda I(f) (Eq. 2.44, p. 24). Af se evidencia a clara
vantagem deste procedimento.
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’ o 0.8F /:’;
b ' %
0.8 TRy N »
[ L] | 0.6f /
~ Iy \ ~ »
s 06y ) = p
m 'y "8 = 041 ud
04F 11 ) J)
I v /
. KN 02} "4
0.2 , b \ /.i'// — & -Prob. 24
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Figura P2.5.5
[

Problema 2.6

Considere a Fig. P2.6.1, na qual se representam as curvas W (z) referentes a

um tanque com 8 m> de capacidade a operar um caudal de 8 m> h™", em cir-

cunstincias normais e andémalas. Identifique o tipo de anomalia socorrendo-se

dos valores da Tab. P2.6, referentes as curvas representadas na Fig. P2.6.1.
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— — —Com anomalia
Sem anomalia

081

0.6

0.4r

W(t)/—

0.2f

PR PO

t/h
Figura P2.6.1

Tabela P2.6
t/h - Wo/—  Wa/-— t/h - Wa/—  Wo/-
0.00 1.0000 1.0000 2.75 0.0538 0.0640
0.25 0.7519 0.7788 3.00 0.0433 0.0498
0.50 0.5661 0.6063 3.25 0.0353 0.0388
0.75 0.4275 0.4722 3.50 0.0293 0.0302
1.00 0.3236  0.3680 3.75 0.0247 0.0235
1.25 0.2457 0.2865 4.00 0.0211 0.0183
1.50 0.1875 0.2231 425 0.0184 0.0143
1.75 0.1437 0.1739 450 0.0163 0.0111
2.00 0.1109 0.1354 475 0.0147 0.0087
2.25 0.0863 0.1054 5.00 0.0133  0.0067

2.50 0.0678 0.0821

Nota: W, = com anomalia; W, = sem anomalia.

Temos duas vias independentes para determinar o valor esperado para o
tempo de residéncia médio. Por um lado,

14 8 m?

r=—=—_=1h.
Q, 8m3h!

Por outro lado, uma vez que dispomos da curva W (z), podemos determinar 7,
mediante a Eq. 2.17 (p. 16). Recorrendo a regra dos trapézios para proceder
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as integragbes numéricas a partir dos valores tabelados (Tab. P2.6), vem

5
Fro= /%dt: 0.999 h ~ 7,
0

5
fra = /Vdet=0919h< T.
0

As integragdes foram realizadas truncando as curvas W(z) (vd. Fig. P2.6.1)
para tempos de residéncia superiores a 5 h. Quando o sistema opera em
circunstincias normais, essa truncatura nao afecta substancialmente o calculo
de 7, (i.e., f;’sa ~ 7). Ao contririo, em condi¢des andémalas verifica-se que
f; < 7. A diferenga em questao ¢ de cerca de 8%, sendo dificil de justificar
com argumentos confinados ao numérico. De facto, tal diferenga sugere que
a anomalia em questdo é uma zona estagnante.

As discrepancias que na Fig. P2.6.1 sio reveladas de um modo apenas
subtil, surgem-nos mais vincadas se recorrermos a uma representagao semi-
logaritmica. A Fig. P2.6.2 ilustra isso mesmo. O prolongamento da cauda
da distribuigao para além de tempos bastante superiores a 5 h é ai claramente
visivel. Os valores de W(#) nessa gama sao muito baixos. Do ponto de vista
prético, tal pode implicar que a medigao de concentragdes se torne dificil ou
mesmo impossivel, dependendo do nivel de precisao do equipamento.

0

10
— — —Com anomalia
Sem anomalia
| 107}
~
z
107} _
107 ;
0 8 10
t/h
Figura P2.6.2
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CAPITULO 3

Modelos de escoamento nao-ideal

Procurdmos expor no Capitulo precedente algumas das nogbes que represen-
tam, seja de um ponto de vista qualitativo, seja na sua expressao matematica,
uma plataforma de apoio a estudos de DTR. Concedemos que, em virtude
do exercicio analitico pelo qual nos regulimos na exposi¢ao dessas nogoes,
tenhamos conduzido o leitor a uma percep¢ao algo fragmentada do tema.
Serve-nos este Capitulo para procurar debelar essa possibilidade, através de
uma sintese dos varios conceitos anteriormente definidos, realizada com base
na exemplificagdo da aplicacao desses conceitos a modelos de escoamento nao-
ideal.

A complexidade dos modelos ¢é fun¢io dos objectivos que norteiam o seu
uso, das caracteristicas particulares dos sistemas a que se aplicam e, concomi-
tantemente, da formulagio matematica que se lhes aplica. A sua profusio
recomenda uma classificagio adequada, sendo justamente a estrutura ma-
tematica que lhes inere que serve essa classificagdo, a qual, por seu lado, pode
tomar diferentes graus de sistematizagao. No nosso caso, porém, ¢ suficiente
adoptar a classificagao sugerida por Levenspiel (1998) que distingue dois gru-
pos principais de modelos. Por um lado os que advém da analogia entre o
escoamento em sistemas reais ¢ o fenémeno de difusao — modelos dispersivos,
também referidos como modelos a um pardmetro. Por outro lado, modelos cuja
elaboragao se baseia na combinagao de elementos basicos ideais (RCPA, RD,
outros) através de arranjos varios — modelos combinados, também designados
por modelos de pardametros mitltiplos.

3.1 Modelos combinados

Em geral, os modelos a um parimetro adequam-se ao tratamento de siste-
mas com padrées de escoamento uniforme, como no caso de colunas com
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ou sem enchimento, reactores tubulares de leito fixo, etc. No entanto, difi-
cilmente traduzem o que se passa em sistemas de escoamento nio uniforme
cuja ocorréncia é possivel, por exemplo, em leitos fluidizados, tanques agi-
tados mecanicamente, etc. Estes casos podem ser tratados considerando os
sistemas formados por regioes ligadas entre si, em que os escoamentos inter-
e intra-regionais podem ser diferenciados. Cada uma dessas regides pode ser
vista como um subsistema, caracterizado por algum pardmetro, sendo o es-
coamento em cada subsistema habitualmente restringido a casos simples, de-
signadamente, escoamento pistao, mistura perfeita, zona morta (fluido com-
pletamente estagnado) ou zona estagnante (fluido parcialmente estagnado).
Os tipos de correntes entre subsistemas podem ser simples, cruzadas, repre-
sentativas de curto-circuitos ou de correntes de recircula¢io. Da combina¢io
destes elementos decorrem os modelos de pardmetros multiplos (Himmelblau

e Bischoff, 1968).

3.1.1 RP e RCPA em série

Consideremos um sistema modelado pela combinagio de um RP em série
com um RCPA, conforme se ilustra na Figura 3.1. O volume total do sis-
tema, V/, reparte-se por uma frac¢ao S que corresponde a zona de escoamento
pistao, e uma outra, (1 — 4), de mistura perfeita. Recordando as fungoes
de transferéncia respeitantes a cada um desses elementos, expressas nas Equa-
¢oes 2.103 e 2.114, tem-se, respectivamente,

G1(s) = exp(—T15), T = =BT (3.1)

]
4
1

Figura 3.1 Modelo que combina em série um RP e um RCPA.
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1 1-pV
) T2 =
T25+1 Qv

Atendendo também a que para uma associagao de subsistemas em série se tem

Gy(s) = —1-Br. (3.2)

G =[G, (3.3)

a func¢ao de transferéncia global do sistema vem

exp(—77 5)

G(s) = E(s) = —————,
(S) (5) ) (S+ 1/7’2)

(3.4)

da qual, por inversdo para o dominio tempo e recordando que § = #/7, resulta

) )

E@) = l exp {—t N H@E— 1) (3.5)

ou

E@) = T exp {—M H(ﬂ — 7'1/7')

T /T
1 63
e [_m} HE—B). (3.6)

A Equagio 3.6, concretizada para um valor arbitrario de /3, encontra-se re-
presentada na Figura 3.2. O efeito do RP em série com qualquer outro sub-
sistema € o atraso na resposta do conjunto, atraso esse igual ao tempo de
passagem no RP.

3.1.2 RP e RCPA em paralelo

O sistema agora considerado (v4. Fig. 3.3) envolve um parimetro adicio-
nal relativamente ao caso anterior, parimetro esse que traduz a fracgao « do
caudal total, Q,, que vai percorrer a zona de escoamento pistao. Assim,

_BY _F, (5.7)

CaQ, «a

1 __a-pv_a-p
st 1 TO-wQ, (-a)

G1(s) = exp(—71 5), T

Ga(s) = (3.8)

81
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P 0

Figura 3.2 Curva E(f) para o modelo que combina em série um RP e um

RCPA.

Tendo em conta que a associag¢ao é agora em paralelo,

G(s) = Z G;(s). (3.9)

No entanto, a aplica¢ao desta relagao ao caso vertente exige que se atenda ao
ponto de confluéncia das correntes de saida dos subsistemas. Nesse ponto, o

| [
Pt BV |
: 1 :

Qv | | Qv
—p ——>
CE | Cs

(1 - ﬁ)V C2

Figura 3.3 Modelo que combina em paralelo um RP e um RCPA.



3.1. MODELOS COMBINADOS

balango material ao #racer resulta em

Quest) = aQuer(®) + (1 — @) Qyea(®).

No dominio Laplace, tem-se

Qyts(s) = aQ,71(s5) + (1 — @) Q,02(s) .
Multiplicando a expressao anterior por 1/[Q, ¢g(s)] vem

cs(s)  als) L (—a) Z10)

s ] -,
cg(s) cg(s) G30)

o que equivale a

G(s) = E(s) = aGi(s) + (1 — @) Go(s) .
Concretizando (vd. Egs. 3.7 e 3.8),

B (1-a) 1
G(s) = E(s) = a exp(—715) + T <5—1—1/7'2

Finalmente, invertendo agora para o dominio tempo, vem

(1 -

72

E@t)=adlt—1)+

ou

E@)=ad (0 —7/7) + (1 a) exp (=7/72)
72
(1-—a)?

(1-5)

1l -«

1-p

:acf(é’—ﬂ/a)—l— exp [—6’

O aspecto grifico desta fun¢io encontra-se ilustrado na Figura 3.4.

3.1.3 RCPA com curto-circuito e zona morta

) exp (—2/72)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Como foi referido na Sec¢ao 2.7.2, existem razdes de véria ordem passiveis de

levar sistemas reais a exibir certo tipo de anomalias ao nivel do escoamento.
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Figura 3.4 Curva E(f) para o modelo que combina em paralelo um RP e
um RCPA.

De entre essas anomalias, as mais comuns si0 0s cCurto-circuitos, as zonas
estagnantes e as zonas mortas.

A Figura 3.5 representa um modelo (proposto por Chollete e Cloutier
(1959)) que prevé a ocorréncia conjunta de um curto-circuito ¢ de uma zona
morta. A parte activa do sistema é modelada por um RCPA. Entre ela e a zona
morta estd vedada qualquer transferéncia de massa.

A fun¢ao E(f) para o modelo representado na Figura 3.5 pode obter-
se facilmente por combinag¢ao da fungio de transferéncia correspondente ao

RCPA

1 1%
Gi() = A (3.17)
s+ 1 aQ, «

com a equagao de balango méssico ao #racer no ponto em que confluem a

corrente de curto-circuito e a que deixa 0 RCPA. Dessa combinagao resulta

o

GGs)=EG) =1 — - .
() (=a oz)+T1 G5 1/m)

(3.18)

Invertendo para o dominio tempo, vem

E@) = (- a)80) +— exp (—t/7) (3.19)
71
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o (1-wQv :
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Qv : “QV‘ ﬁV 1 ; v
e | | ol cs
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l -+ l

! 1—B)V i

Figura 3.5 Modelo que combina um RCPA com curto-circuito e zona-
morta.

ou
E@) = (1-a)d@)+ ar exp (—6’7’/7’1)
71
o
= (1-a)d0) + 5 P (~fa/B) . (3.20)

O grafico desta fungdo é qualitativamente idéntico ao grifico da Figura 3.2,
embora sem qualquer atraso no tempo.

A titulo ilustrativo, podemos aproveitar este caso e verificar a consisténcia
matemdtica do modelo face as defini¢oes das fun¢oes E(6) e F(6).

A condi¢do de 4drea unitaria respeitante a fun¢io E(6) ¢é satisfeita, pois

—+00

+00 5
E@)df = (1-a) [ 60)d0+ > [ exp(—ba/B) df
j oo |

0

—+00

0

a? ﬁ)
- (1—a>+—<—— 01
B o

= 1. (3.21)

Para avaliar a fun¢ao F(#), facamos o exercicio simples de obté-la através de
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duas vias distintas. Uma das possibilidades ¢ a seguinte,

0

F@) = /E(H)dﬂ

0

[ 4
2
— (- SO do+ 2 [ exp(—6 44
( a>0/(> +ﬂ0/ep( a/B)
= (1-a)H@O) +a[l —exp(—fa/F)] . (3.22)

Como alternativa, podemos recorrer a fungio de transferéncia do sistema
(Eq. 3.18) e determinar a resposta no dominio tempo para uma perturbagio
em degrau de amplitude o (¢(s) = co/s). Ento,

B (1- o) o 1
F - vy -, - -
®) { s + T S (5+ 1/71) }

= (I-a)H@) + « [1 — exp (—t/ﬁ)] . (3.23)

Considerando § = ¢/7 = ¢tQ, /V facilmente se obtém a Equagao 3.22.

Recordando a notagao usada na Sec¢ao 2.2 aquando da defini¢io da fung¢ao

F (@), tem-se

lim F(@)=1- a e lim F(#) =1. (3.24)
f—0t f—+oo
A descontinuidade em # = 0 corresponde ao efeito de curto-circuito (na

sua auséncia ter-se-ia @ = 0 e limg_o+ F(#) = 0). Repare-se ainda que no
desenvolvimento do modelo se teve em consideragao o volume efectivamente
preenchido pelo fluido, 8V, de modo a salvaguardar que limy , . F(8) = 1.

3.1.4 RCPA com zona estagnante

Em lugar de se considerar que existem partes do sistema em que o fluido se
encontra completamente estagnado, é possivel prever a ocorréncia de trans-
feréncia de massa entre a parte activa do sistema e a zona estagnante (Raghu-
raman e Ulbrecht, 1973). Nessas circunstincias, um modelo simples pode ser
como o que se representa na Figura 3.6.



3.1. MODELOS COMBINADOS

QV QV

|
' |
' |
i CsirleV C]. :

|
: (1-B)V :
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' |

Figura 3.6 Modelo que combina um RCPA e uma zona estagnante perfei-
tamente agitada.

De um balango ao #racer na parte activa do sistema resulta

s Vdcdst(t) = Ques®) +7Quar(®) =y Ques(®) — Ques(®) (3.25)

c. i t=0, cs(0) =0.

Dividindo a equagao anterior por Q, e aplicando transformadas de Laplace,
obtém-se

TBsTs(s) =) +y21(s) = (y + DEsls), 7= —. (3.26)

Para determinar ¢; é necessdrio realizar um balango a zona estagnante, a qual,
por conveniéncia, podemos considerar também como uma regiao perfeita-
mente agitada. Assim,

ey
1-pV i =7 Qyes(®) (3.27)

c l.: t=0, c1(0)=0.

Por divisao desta equagio por y Q, e por aplicagao de transformadas de La-
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place, vem
(l_mrﬁmg:@@_agy (3.28)
ou seja,
N 772s(s)
c1(s) = —(1 By P . (3.29)

Substituindo 7, na Equagio 3.26 facilmente se chega a relagao ¢s(s) /cx(s),
donde, a fun¢ao de transferéncia para o sistema sob consideragao é

1
2

Y
rBs— —— 1 441
s A-p)rs+7y 7

G@s) = E(s) = (3.30)

A inversao da Equag¢io 3.30 para o dominio tempo, ainda que menos
simples e directa do que nos modelos anteriormente exemplificados, nao deixa
de ser possivel. Esse exercicio conduz-nos a seguinte expressao,

@_ﬂ+70—2M+ﬂﬁw<%%%%%%?g
_|_

E@) =
t 2874
11—
(<1487 (-1428) +q)esp (S0 )
_|_
2p7q
(3.31)
em que q:\/72+7(4,6’2—6,3+2)+(ﬂ—1)2.
Expressando a Equa¢ao 3.31 em termos de ¢ vem
(1_lg+7(1_2/3)+q)exp<wg>
26-1p
E@) = +
2p7q
11—
(—1—{—,3+7(—1—|—2/6)—|—q)exp< 2(/87_%-1?;79)
_l_
2849
(3.32)

Como exemplo da aplicabilidade da fung¢ao intensidade (vd. Sec. 2.5)
na detec¢o de anomalias, consideremos que no modelo representado na Fi-
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gura 3.6 se tem J = 2/3 ey = 1. As Equagdes 3.32, 2.31 (p. 20) ¢ 2.54
(p. 27) permitem-nos determinar a fun¢io A(¢). Esta tem o comportamento
gréfico indicado na Figura 3.7, na qual se representa também o caso de um
RCPA sem anomalias (o que equivale a dizer que 8 = 1 ey = 0).

No caso de estarmos diante de um RCPA simples, a fun¢ao A(), portanto,
nio normalizada, é constante e igual 1/7 (vd. Fig. 2.12). Por seu lado, A(f) ¢
igual 4 unidade conforme se observa na Figura 3.7. O afastamento desse caso
quando se modela o sistema por inclusio da zona estagnante é claramente
evidenciado pelo grafico da Figura 3.7.

201
1.5
RCPA com zona estagnante
S RCPA
= 1.0
051
00 N 1 N 1 N 1 N |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

6

Figura 3.7 Curva A(f) para ao modelo que combina um RCPA e uma zona
estagnante perfeitamente agitada, juntamente com a curva A(f) respeitante a
um RCPA simples (Adap. de Nauman e Buftham, 1983).

3.1.5 Modelo de reactores em cascata

Consideremos um sistema de volume total V', operando um caudal volumétri-
co Q,. O modelo dos reactores em cascata (MRC) consiste essencialmente em
fazer corresponder o volume total do sistema a uma cadeia de N RCPA, todos
com igual volume V;, de modo que V' = NV; (vd. Fig. 3.8).



CAPITULO 3. MODELOS DE ESCOAMENTO NAO-IDEAL

Qv Vi Qv , :QV Vi Qv , :QV VN Qv
CE |:|J.|:| 1 Ci—1 |:|J-|:| Ci CN-1 |:|J-|:| CN = Cs

Figura 3.8 Modelo que combina em série NV RCPA de igual volume.

Um balan¢o méssico ao #racer aplicado ao reactor 7 conduz a

de;(2) _ , ;
= Qe - Qe (3.33)

c. L: t=0, ¢;(0)=0

Vi

em que ¢; ¢ a concentragdo de zracer no reactor i. Aplicando transformadas
de Laplace 4 Equagdo 3.33, tendo em conta a respectiva condi¢ao inicial, e
considerando que 7 = V' /Q, (tempo de passagem na bateria) vem

El‘ (S) 1
G.(5) = = . 3.34
©= 2@ " T4 (34
Como
. = S0
Go) =[[cw=]]—"—~" (3.35)
i=1 i Gi-1)
a func¢do de transferéncia para o sistema sob consideragio é
— N\Y 1 N
GGs)=E@s) = — _ . 3.36
(5) = E(s) <T> <5-|-N/T> (3.30)
Invertendo a equagio anterior para o dominio tempo vem
NA\Y
ou ainda
N e (—Nb) (3.38)
Elf) = —6" — . .
D= v

Na Figura 3.9 apresentam-se as curvas correspondentes 3 Equagio 3.38
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Figura 3.9 Curvas E(#) do modelo dos reactores em cascata para varios
valores do parAmetro V.

concretizada para varios valores do pardmetro /V. A varia¢ao de V equivale a
uma mudanga no padrio de escoamento. Para NV = 1 estamos diante de um
caso-limite (RCPA, mistura mixima). A medida que /V aumenta, o volume
V; de cada elemento da cascata diminui (note-se que V' tem um valor fixo),
ou seja, decresce a contribui¢ao de cada estddio caracterizado pelo escoamento
num RCPA. No limite, isto é, quando N — +o00, assiste-se a prevaléncia de
um outro caso-extremo de escoamento (RP, mistura minima).

Consideremos agora o problema inverso, isto ¢, que uma vez na posse
de curvas E(f) como as representadas na Figura 3.9, se pretende estimar o
pardmetro N. Uma possibilidade, partindo de pares de valores [6, E(6)], con-
siste em aplicar um método de ajuste de modelos nao-lineares a0 modelo cuja
forma é dada pela Equagao 3.38. Podemos, no entanto, usar o presente mo-
delo para exemplificar a utilidade do método dos momentos na determinagao
de parAmetros. Para isso é necessario recordar a expressio do teorema de van
der Laan (vd. Sec. 2.2.2) e aplica-la sucessivamente a Equagao 3.36 até que
uma relagao entre os momentos da DTR e o pardmetro /V seja obtida. Assim,

E
= (=1) % =7, (3.39)

s=0
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M2 = (-1)? TEG =7 (1

12 + l) . (3.40)

N
s=0
Normalizando os momentos pelo tempo de passagem (do mesmo modo como

as curvas da Fig. 3.9 estao normalizadas), facilmente se chega a

g =1, (3.41)
pas =14 (5.42)
N
ou ainda
ag = L, (3.43)
N

donde se verifica que 0 < Uz < 1. Ou seja, o pardmetro NV pode ser estimado
com base no conhecimento da variincia.

De um modo geral, a experiéncia tem demonstrado que o modelo dos
reactores em cascata permite descrever de forma bastante razodvel uma vasta
gama de condi¢cbes de escoamento/mistura em sistemas reais. Pequenos va-
lores de IV, por exemplo, adequam-se a tanques agitados mecanicamente, ao

passo que sistemas de escoamento com configuragio tubular se podem mode-
lar usando valores elevados de NV (Nauman e Buffham, 1983).

3.1.6 MRC com zonas mortas e curto-circuitos

A diversidade de situagoes que a realidade deixa antever justifica a elaboracao
de modelos mais flexiveis. Em tais circunstincias, os modelos simples até
aqui considerados podem revelar-se Gteis como base de construgao de outros
mais complexos. Disso é exemplo o modelo proposto por Chiang e Chol-
lete (1970), esquematizado na Figura 3.10, o qual consiste numa cadeia for-
mada pela combinagao sugerida por Chollete e Cloutier (1959). Nesse caso,
por exemplo a fun¢ao de distribui¢ao de tempos de residéncia tem a seguinte
forma

N N! . < (%—Nf)jl
F@)=1- Z (]V——.i)!i!al(l — o)V Zexp [—(aN?) /(B7)] (]T_— )
i J
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(1-a)Qy (1-a)Qv (1-a)Qv
| | |

| |
Qv IXQ\L B4 QV‘ Qv |aQv BV; QVk Qv “Qv‘ BVN Qv‘

c o a0 cinn o a7 enn o s

v - VA

Figura 3.10 Modelo que combina em série RCPA cada qual com um curto-

circuito € uma zona morta.

ou, fazendo 0 = ¢/7 = 1Q,/V,

Yoo < (‘;—Nﬁ)jl
F@) =1- Z Wa’(l — )V Zexp [—(aNG) /5] W
i J
(3.45)

A sua obtengao ¢ matematicamente um pouco mais exigente quando compa-
rada com os casos simples anteriores. Essa dificuldade acrescida é no entanto
compensada pela flexibilidade do modelo como sugere a Figura 3.11. Nesta,
exemplifica-se a aplicagio do modelo a um caso em que nio existem zonas
mortas (4 = 1), verificando-se apenas curto-circuitos (o = 0.6) a cada zona
perfeitamente agitada da cadeia.

3.2 Modelo pistao dispersivo

Em determinados sistemas reais, como por exemplo em reactores tubulares,
verifica-se que as respectivas DTR apresentam desvios em relagao 8 DTR de
um RP, sem contudo deixar de ser patente, em muitos casos, a presenga de
distribui¢des marcadamente simétricas, aproximadas a uma distribui¢ao nor-
mal (ou Gaussiana). A ocorréncia do fenémeno dispersivo, acrescido ao trans-
porte por convecgao, leva, em maior ou menor grau, a existéncia de mistura ao
invés da sua auséncia como ¢ idealmente descrito pelo escoamento puramente
pistao. O modelo matemdtico que traduz uma tal situagdo ¢é o que geralmente
se designa por modelo pistio dispersivo (MPD)'.

No MPD, a componente dispersiva, considerada apenas longitudinal-
mente?, é representada por uma expressio equivalente A que traduz a lei de

'O MRC é uma alternativa possivel.
2Na sua forma mais complexa, o modelo prevé a ocorréncia do fenémeno dispersivo
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1.0

1.5 2.0

(b)

Figura 3.11 Curvas (a) F(8) e (b) E(f) para o modelo que combina em

série N RCPA cada qual com um curto-circuito e uma zona morta.
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Fick para a difusio molecular (v4. p. ex. Cussler, 1984), ou seja,

J=- DE. (3.46)
dz
A constante de proporcionalidade entre o fluxo dispersivo, /, e o gradiente de
concentragao, (dc)/(dz), ambos na direcgdo axial, 2, é designada coeficiente de
dispersio axial, D. Embora apresente as mesmas unidades que a difusividade
molecular toma em relagao a ela valores superiores em virtude de contabilizar
fenémenos como gradientes de velocidade locais, turbilhdes, vértices, e outros
que ocorrem em escalas superiores & molecular (Westerterp et al., 1984).
Da combinagio do termo de transporte de matéria por convecgao (escoa-
mento puramente pistao) com a componente dispersiva, a equagao do MPD
toma a forma

Oc(t, z) Oc(t,z) 0] B
ot o Oz +3_z_

Ou seja, tendo em conta a Equagdo 3.46 e considerando P constante,

0. (3.47)

2
Oc(t, z) . dc(t, z) D 0%c(t, 2) _

% Ep 522 0. (3.48)

A Equagao 3.48 pode ser convenientemente expressa em termos de varidveis
normalizadas, considerando para o efeito as seguintes igualdades

c—=_° oo 2
o L
e_ut_uAt_Qvt_t
L LA V 7
Pe = uL.
D
vementio 6w 9CH.x) 1 FPCEO.x)
X X X
’ T, 4
90 ox  De 0w (3.49)

onde é possivel identificar explicitamente o parimetro deste modelo, o n#mero
de Péclet, Pe. Este traduz a importincia relativa dos dois fenémenos de trans-
porte envolvidos. Correspondendo a razao entre a velocidade de transporte
por convecgio e a velocidade de transporte por dispersdo, a interpretagio do

simultaneamente nas direc¢oes axial e radial.
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seu significado fisico pode ser feita atendendo aos dois casos extremos seguin-
tes,

Pe — +4o00: o fenémeno dispersivo é desprezdvel quando comparado com
o convectivo, situagdo que corresponde ao conceito de RP (mistura
minima);

Pe — 0: o fenémeno convectivo ¢ desprezével comparativamente ao disper-
sivo, caso referente ao conceito de RCPA (mistura maxima).

Retomando a Equagio 3.49, e tendo em vista a completa defini¢ao do
problema, ¢é essencial estabelecer as respectivas condigdes fronteira (duas por-
que a equagdo apresenta um termo diferencial de segunda ordem relativa-
mente a varidvel espacial) e condi¢ao inicial. Sendo claro que a escolha dessas
condigbes ird determinar a forma da solugio final, porventura menos ébvias
serao as implicagoes dessa escolha na complexidade do tratamento matematico
que dela decorre, assim como certas questdes que se prendem com o signifi-
cado fisico das condigbes fronteira. O sentido desta afirmacio tornar-se-4 por-
ventura mais nitido com a evocagao das palavras de Westerterp et al. (1984) ou
de Nauman e Buftham (1983) quando referem que o problema das condigoes
fronteira no MPD, particularmente no caso de fronteiras abertas a difusao, en-
cerra variadissimas “subtilezas matematicas” que o tornaram objecto de ampla
discussao.

O termo dispersivo, que é uma caracteristica intrinseca do modelo, in-
troduz dificuldades conceptuais acrescidas comparativamente aos modelos até
aqui considerados. A isso se deve o facto de também no caso vertente estar-
mos supostamente interessados numa expressao analitica explicita que traduza
a DTR em sistemas descritos pelo MPD, ou pelo menos em informagao re-
levante a esse respeito. Com efeito, esta é uma temdtica que envolve certas
particularidades que justificam algumas consideragoes adicionais, pelo que se
procurard aludir aqui, embora de forma necessariamente resumida, a alguns
aspectos julgados relevantes ao seu enquadramento no presente contexto. Para
um estudo mais detalhado sobre o tema sugerem-se, por exemplo, os traba-
lhos de Nauman (1981), Gibilaro (1978), Kreft e Zuber (1978), Michelsen e
Ostergaard (1970), Peths (1968), Levenspiel e Bischoff (1963), van der Laan
(1958), Levenspiel e Smith (1957), os quais permitirao, também, atestar que
o assunto foi objecto de ampla discussio durante décadas.
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Neste ponto importa recordar o que se disse na Sec. 2.1.2 sobre o tipo
de fronteiras usualmente consideradas na descri¢io de um sistema continuo.
Relacionado com isso, é de lembrar que a nogao de sistema até aqui conside-
rada e usada em contextos como a defini¢ao das fun¢ées de DTR, a descrigao
de técnicas de estimulo/resposta, bem como no desenvolvimento dos modelos
nas secgdes precedentes, tem implicita a ideia de fronteiras fechadas a difusao,
isto ¢, fronteiras do tipo fechado—fechado. Ora, se o que pretendemos agora
obter é informagao sobre a DTR num sistema descrito pelo MPD, em sentido
estrito também aqui interessaria considerar apenas o caso de fronteiras fecha-
das 4 difusao. Contudo, o recurso a outros casos pode, nio sem ressalvas,
manifestar grande interesse pratico, como de resto se procurard evidenciar a
seguir, confrontando dois tipos de condi¢des fronteira.

3.2.1 Fronteiras fechadas a difusao

Na Figura 3.12 representa-se esquematicamente a situagao de condigoes fron-
teira fechadas a difusao. Um dos pressupostos essenciais reside no facto de
o fenémeno dispersivo ocorrer no interior do sistema: ou seja, como a Fi-
gura 3.12 d4 a entender (e tendo em conta que a Unica varidvel espacial sob
consideragao é a que define a distincia axial) entrex = 0 (ouz = 0) ex =1
(ou z = L); nas condutas de entrada (para x < 0) e de saida (parax > 0) o
escoamento ¢ puramente pistdo (isto ¢, D = 0). As concentragdes relevantes
que importa considerar na defini¢ao das condi¢oes fronteira sao as seguintes,

z=0 z=1L

D=0 —3J D>0 — - D=0
== ==
o(t)

Figura 3.12  Fronteiras fechadas a difusao no MPD.
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Entrada Saida
Nio normalizadas  cg(¢) = c(¢,07); ¢(z,07) c(t,L7); c(t, L") = cs(2)

Normalizadas Ce(0) = C(6,07); C,07) CO,1); c(8,1F) = ¢5(0)

Esta notagdo deixa antever que se torna necessario distinguir as condigdes
(concentragdes) imediatamente antes e apds cada uma das fronteiras do sis-
tema. De facto, é com base nas relagcoes entre C(4,07) e C(4,0%), e entre
C(f,17) e C(4,17), respectivamente 2 entrada e A saida, que se definem as
seguintes condigdes fronteira para a Equagao 3.49

wep®) = uclt,0) = uc(t,0) — D Octt, 2) (3.50)
0z |,
ot 1 ace
Co(0) = C(6.07) = (8,07 — L 2¢10:%) (3.51)
Pe Ox o+
¢ P
wet, 1) = 0 2D e 1) = westo (3.52)
Z I-
ot 1 ac#
co.1)— LU cg vy o). (3.53)
Pe Ox -

Estas relagoes, embora expressas em termos de concentragdes, reflectem, na
verdade, a existéncia de continuidade no fluxo através das fronteiras (Nau-
man e Buftham, 1983). Em virtude da natureza das condig¢bes do problema,
tal como tem vindo a ser formulado (fronteiras fechadas a difusio), nao é fi-
sicamente possivel haver continuidade na concentragio em x = 0, ou seja,
Cc(@4,07) 7é C(8,0"). No entanto, em x = 1, essa continuidade ¢é satisfeita.
Com efeito, ao contririo do que sucede na fronteira de entrada, o fluido a
saida transita de uma regiao de mistura (interior do sistema, onde ocorre dis-
persao) para uma regio em que nao existe mistura. Consequentemente, nao
existe forma de a composi¢ao variar quando o fluido atravessa a fronteira de
saida. As Equagdes. 3.52 e 3.53 vém entao simplificadas, resumindo-se, res-
pectivamente, a

Oc(t, 2)
0z

=0 (3.54)

I-
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0C(0, x)

=0 f>0. .
Ew > (3.55)

-
Em x = 1 tem-se pois que C(4,17) = C(4,17).

Considerando que o sistema se encontra inicialmente numa situagao esta-
ciondria, a condig3o inicial poder4 ser

c(0,2) =0 0<z< L (3.56)

ou

C0,x) =0 0<x<1. (3.57)

Assim, a condi¢ao inicial dada pela Equag¢ao 3.57, juntamente com as con-
digoes fronteira definidas através das Equagdes 3.51 e 3.55 permitem resolver
a Equagdo 3.49 de modo a obter a concentragio C(#, x) e, em particular, a
expressio que determina o seu valor a saida do sistema, Cs(d) = C(4,17).
Para isso devera ainda especificar-se o tipo de perturbagao cuja expressao ma-
temdtica ird corresponder a Cg (). Se recordarmos que em sistemas fechados
a difusdo a resposta normalizada a uma perturbagio em impulso corresponde
a fun¢io densidade E(f) (vd. Sec. 2.7.1), é razodvel que optemos por esse
tipo de estimulo. Note-se, no entanto, que tal escolha nao é absolutamente
necessaria; a forma de Cs(f) depende de Cg(¢), mas E(¢) é uma fungio ca-
racteristica de cada sistema que nao depende do tipo de perturbagao. Con-
siderando entao uma injec¢do instantdnea de 72 moles de #racer a entrada do
sistema, temos

cp(t) = Z 5(t) = % g 5() = CO 7 6(r) (3.58)
ou
Cu() = 6(6). (3.59)

Em suma, a solugio da Equagao 3.49 passa pelo recurso as Equagoes 3.51,
3.55 ¢ 3.57, em que Cg(#) pode ser dada pela Equagio 3.59. Tal solugio sé
pode ser obtida numericamente com base num tratamento matemdtico cuja
complexidade ultrapassa os propésitos deste texto. Westerterp et al. (1984)
citam um trabalho de Otake e Kunigita (1958) no qual teré sido obtida a se-
guinte solu¢do para a Equagio 3.49 com base nas condigdes fronteira e inicial
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referidas (note-se que de acordo com estas, C(#) = E(6)):

o —co [ (1) £ £t ienss ()

(3.60)
onde &, corresponde & n¥ésima raiz positiva da equagio
& Pe
t n = — . 3.61
cotd Pe 4¢, (3-61)

Por seu lado, Brenner (1962) propds outra via de resolugao do problema,
considerando para o efeito a fun¢ao degrau negativo como a perturbagio im-
posta ao sistema. Neste caso, a condi¢io inicial toma a forma

C0O,x)=1 0<x<1, (3.62)

sendo as condigbes fronteira (normalizadas) dadas por

1 0C(4,x)
=C,0") - — .
0=C(4,0") Do x|, (3.63)
‘ ac(o
0= 9C0,x) (3.64)
o |

Através de um tratamento matematico adequado, é possivel obter a fun¢io
washout,

+oo . 2
W(0) = 1-F(0) = exp (Pe/2) Y 8&sindn (_Pe +4€ 9>

— Pe? 4+ 4Pe + 4¢2 4Pe
(3.65)
em que ¢, corresponde A 7ésima raiz positiva da equagio
4¢,P
5 - (3.66)

tan¢, = 4§2

Cabe no entanto dizer que a Equagao 3.65 conduz a resultados satisfatérios
apenas na gama de valores de Péclet inferiores a aproximadamente 16. J4 a
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relacao’

0
< ~ o /| Pe Pe(1 — 6)?
0

permite obter excelentes aproximagdes na gama Pe > 16, facto tanto mais

interessante quanto se notar que a Equagao 3.67 decorre do uso da condigio
fronteira C(f,0") = 0 em vez daquela expressa pela Equa¢ao 3.63 (Nauman
e Buftham, 1983). Isto sugere que a escolha do tipo de condigdes fronteira
para a resolugio da equagao do MPD é um factor cuja influéncia na solugao se
vai esbatendo 4 medida que Pe vai assumindo valores cada vez mais elevados.
Esta é uma observagao que importa sublinhar.

A Figura 3.13 mostra o comportamento da fungio E(#) para diferentes
valores de Pe. Como se pode observar, o modelo permite prever diversas
condi¢bes de escoamento/mistura extremadas pelos casos correspondentes a
um RCPA (Pe — 0) e RP (Pe — +o00). No entanto, estimar o pardmetro Pe
por ajuste da Equaggo 3.60 a curvas E(8) vs.  como as da Figura 3.13 pode
nao ser facil mesmo recorrendo a métodos de regressao sofisticados.

As dificuldades que se prendem com a obten¢ao e o emprego, no dominio
tempo, da solugio da Equagao 3.49 no caso de fronteiras fechadas a difusao
podem, em termos praticos, ser obviadas encarando o problema segundo duas
perspectivas.

Por um lado, fazer uso do ja aludido facto segundo o qual a escolha do
tipo de condi¢do fronteira no tem uma influéncia marcante na solugio da
Equagio 3.49 quando o ntimero de Péclet apresenta valores elevados. Sucede,
porém, que o nimero de Péclet é justamente o pardmetro que em dltima
andlise se pretende determinar. Por conseguinte, esta estratégia, ainda que
viavel, nao é directa.

Uma via alternativa consiste no recurso ao dominio Laplace para resolver
o problema, a semelhanga do que ja foi feito no tratamento matematico de
outros modelos previamente descritos. Aplicando transformadas de Laplace

as Equagdes 3.49, 3.51 (em que Cg(#) = 4()) e 3.53, obtém-se, respectiva-

3A notagio W(ﬂ) e f(ﬁ) adoptada pretende significar que estamos diante de
aproximagoes das funges W (6) e F(6), uma vez que na origem da Equago 3.65 nio estd a
observancia estrita das condi¢oes fronteira do tipo fechado—fechado.
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Figura 3.13 Curvas E(¢) do modelo pistao dispersivo (fronteiras do tipo
fechado—fechado) para diferentes valores de Pe.

mente?,

dC(s.x) 1 &CGS.x)

C($,x) — C(0%, —— =0, .68
SC(S,x) — C0",x) + i e a2 (3.68)
_ 1 9C(s,x)
1=C(s,0t) — — /=77 6
(8,07) o O . (3.69)
oS . (3.70)
- Ox
102 -

A vantagem deste procedimento ¢ evidente, porquanto a equagao diferencial
as derivadas parciais de segunda ordem foi transformada numa equagao di-
ferencial ordinaria da mesma ordem mas cuja solugao geral é facil de obter.
Esta, tendo em conta que C(0", x) = 0 (da condi¢do inicial), tem a forma

C(S,x) = A, exp [%(1 — q)x] +Ajexp [%(1 —l—q)x} , (3.71)

4Note-se que aqui estamos a aplicar transformadas de Laplace a fungdes de € e ndo de 7,
pelo que a varidvel da transformada é S e nio s (vd. Eq. 2.79).
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4
g=\1+5- (3.72)

As constantes de integracao A; e A, sdo determinadas a partir das condigoes

onde

fronteira (Egs. 3.69 e 3.70), e a Equagdo 3.71 pode ser concretizada para
x = 1 (saida do sistema) para dar origem a C(S,1) = Cg(S). Por ou-
tro lado, se considerarmos que Cz(S) = L{C#,07)} = L{5O)} =1, a
relagio Cs(S) / C£(S) que corresponde 4 fungio de transferéncia do sistema e,
a0 mesmo tempo, A transformada de Laplace de E(¢) porque o sistema tem
fronteiras fechadas a difusao, por simples manipula¢ao matemética vem

Pe
o 4q CXP (7)
G(S) = E(S) =

(3.73)
P P
(1+¢)%exp (76 q> — (1 —g)?exp <—7€q>

A inversao da Equagao 3.73 para o dominio tempo é extremamente dificil.
Felizmente, tal facto nao diminui a sua relevincia pois em si mesma a Equagao
3.73 é uma importante ferramenta na estimativa do parimetro do MPD, Pe.
Com efeito, recorrendo ao teorema de van der Laan’, nio ¢ dificil chegar as
seguintes relagoes

) 2 2
o= — —
0 Pe Pe?

A Equagao 3.74 reflecte um resultado esperado ao passo que a Equagao 3.75

[1 — exp(—Pe)] . (3.75)

mostra a relagao entre o ndmero de Péclet e a varidncia normalizada para o
MPD com fronteiras fechadas a difusio. Trata-se de uma relagao nio-linear
mas da qual é possivel estimar o valor de Pe com base nos momentos norma-
lizados quando estes sao calculados a partir de curvas C(€) (ou E(#)) experi-
mentais.

>Neste caso, uma vez que a varidvel tempo foi objecto de normalizagio (¢ = #/7) na
equagdo do modelo e respectivas condi¢des auxiliares , a Eq. 2.23 toma a forma
d"E()
d\sn

Hnb = (_l)n

$=0
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3.2.2 Fronteiras abertas a difusao

Muito do que se disse na descri¢ao anterior permitird inferir que no caso
de fronteiras abertas a difusao nio se podera esperar, independentemente do
estimulo considerado, que a solugio da Equagao 3.49 corresponda, em ri-
gor, a uma fun¢io de DTR. Esta interpretagdo afigurar-se-4 agora evidente
a luz do enquadramento que tem vindo a ser feito a respeito do problema
das condi¢oes fronteira. Mas uma analise mais aprofundada revela-nos que a
questao persiste em nao ser trivial.

O ntmero de publicagoes dirigidas ao estudo tedrico e/ou experimental
do MPD com fronteiras abertas a difusao ¢é diverso. Como resultado, vérias
solu¢des para a Equagdo 3.49 foram propostas. Mais do que inventariar to-
dos esses resultados (como exemplo, podem referir-se os ja citados trabalhos
de Nauman (1981), Gibilaro (1978), Kreft e Zuber (1978), Michelsen e Os-
tergaard (1970), Petho (1968), Levenspiel e Bischoff (1963), van der Laan
(1958), Levenspiel e Smith (1957)), importa realgar o interesse pratico que
em termos gerais decorre do recurso a0 MPD com fronteiras abertas a difuso.
Nessa perspectiva, podemos invocar a pretensao de simplificar procedimentos
na obtencao da solugdo da Equagao 3.49, designadamente pelo recurso a via
analitica, e de que essa solugao apresente um formalismo matemdtico mais
simples quando comparado com a Equagio 3.60.

O tnico caso em que a Equagio 3.49 apresenta solugao analitica é aquele
em que se consideram fronteiras do tipo aberto—aberto, sendo comum dizer-se
que o reactor tem um ~comprimento infinito” (Levenspiel e Bischoff, 1963),
como se ilustra na Figura 3.14. O significado fisico que esta expressao pre-
tende traduzir é o de que os efeitos de entrada/saida no sistema sao des-
prezaveis, ou seja, supoe-se que ha secgao do reactor 0 < x < 1, bem como
nas regioes que lhe sao contiguas, o fluxo se encontra estabilizado. Levenspiel e
Smith (1957) foram os primeiros autores a descrever uma tal abordagem num
trabalho que se tornou uma referéncia quase constante em muitos outros que
se lhe seguiram.

As condigdes fronteira sao agora definidas do seguinte modo
x = o0, C(6,x) = valor finito, (3.76)

e decorrem do facto de se introduzir uma quantidade limitada de #racer, o
que leva a que as concentragdes tomem necessariamente um valor finito. A
condigao inicial ¢ dada pela Equagdo 3.57 e a perturbagio continua a ser um
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Figura 3.14  Fronteiras abertas a difusao no MPD.

impulso de Dirac. Nestas circunstincias, a Equagao 3.49 pode ser resolvida
analiticamente (v4. Levenspiel e Smith (1957) ou, para mais pormenores
matematicos, por exemplo, Crank (1970) ou Jost (1960)), donde se obtém

2
Pe Pe (1 —0) ] ’ (3.77)

1
C) = - -
@=5 wee’(p[ 49

que é uma expressao formalmente mais simples do que a Equagao 3.60. A
Figura 3.15 apresenta varias curvas obtidas com base na Equagao 3.77 corres-
pondentes a diferentes valores de Pe. Refira-se uma vez mais que nao se poder
afirmar, neste caso, que C(#) = E(#). Isto mesmo pode ser confirmado pela
diferenga entre as Equagbes 3.60 e 3.77, graficamente por comparagao directa
das respectivas curvas correspondentes a0 mesmo valor de Pe, ou ainda por
compara¢ao de um nimero restrito de parimetros (momentos) que caracteri-
zem essas Curvas.

Se confrontarmos as curvas da Figura 3.13 com as da Figura 3.15, verifi-
camos que o padrao global é qualitativamente comparavel. Ou seja, 3 medida
que o valor de Pe aumenta, a dispersao das curvas em torno da média diminui
e, no limite (Pe — +00), em ambos os casos se tende para a situagao de esco-
amento puramente pistao. Uma analise comparativa um pouco mais cuidada
permitird também confirmar o que atrés se disse sobre a influéncia da escolha
das condigdes fronteira para a Equagao 3.49 na respectiva solugao quando o
numero de Péclet apresenta valores médios ou elevados. Com efeito, pode-
mos verificar que, digamos para Pe > 16, vai deixando de haver uma distingao
clara entre as curvas E(f) da Figura 3.13 e as curvas C(¢) da Figura 3.15. Dai
ser razodvel considerar, para muitos fins préiticos (valores de Pe elevados), a
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Figura 3.15 Curvas C(f) do modelo pistao dispersivo (fronteiras do tipo
aberto—aberto) para diferentes valores de Pe.

aproximag¢io E(#) = C(#) quando o MPD é tratado considerando fronteiras
abertas a difusio.

Os momentos normalizados e a varidncia correspondentes 2 Equagio 3.77

podem ser determinados recorrendo as expressoes®

+o0o
fony = / 6" C(8)dd, (3.78)
0
106 e e ’
o = / 62 C(6) dé / 6C)do| . (3.79)
0 0

Estas podem ser levadas (por mudanca de varidvel) a forma de integrais do
tipo

+o0

/y”_l ¢e?dy =I(n)

0

®Recorde-se que C(f) é uma concentragio normalizada, pelo que I 0+°° C#)dd =1.
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(I'(n) € a fun¢ao Gama) os quais sio finitos quando 7 > 0 (Dwight, 1961).
Deste modo, Levenspiel e Smith (1957) chegaram aos seguintes resultados

2
=1+ e (3.80)
2 8
2
= — 4+ —. 3.81
% Pe + Pe? ( )

Neste caso, o momento de primeira ordem difere da unidade. Recordando o
que se disse aquando da defini¢o da funcio E() e dos respectivos momentos
normalizados (vd. Sec. 2.2.4), facilmente se depreende que a curva C(f) dada
pela Equagio 3.77 nao pode, em sentido estrito, ser considerada uma fungio
densidade de tempos de residéncia.

Podemos tentar dar uma interpretago fisica a diferenga entre os momen-
tos de primeira ordem para os dois tipos de condi¢bes fronteira considerados.
Primeiro, é importante recordar que 0s momentos tém vindo a ser normali-
zados pelo tempo de passagem, 7. Sucede que a igualdade i = 7, supondo
satisfeitos outros requisitos que se prendem com as propriedades do fluido, é
vélida com base no pressuposto de que o sistema apresenta fronteiras fechadas
a difusdo. Nao sendo este o caso, e mesmo imaginando que se introduz um
impulso perfeito em x = 0 ¢ # = 0, a ocorréncia de dispersao levard algumas
particulas injectadas a fazerem uma incursao algures em x < 0, apds o que
voltam a entrar na sec¢ao 0 < x < 1. A duragio dessa incursao traduzir-se-4
num tempo de residéncia acrescido a saida comparativamente com o caso em
que as particulas atravessam as fronteiras do sistema uma s6 vez (fronteiras do
tipo fechado—fechado). Como resultado, 7, > 7, ou seja pyg > 1.

A Equagao 3.80 mostra que a diferenga entre p4 e a unidade sera tanto
menor quanto maior for o nimero de Péclet, ou seja, quanto menor for a
dispersdo. Se existe pouca dispersao, é provavel que o ntimero de particulas
que contribuem com tempos de residéncia mais elevados em relagao as que
atravessam as fronteiras apenas uma vez seja menor do que no caso em que a
dispersio ¢ elevada. Isto é, para ntimeros de Péclet elevados, a nao observancia
da condi¢io de fronteiras fechadas a difusao nao serd um factor critico no
emprego do MPD com fronteiras do tipo aberto—aberto.

As Equagdes 3.80 e 3.81 mostram que o numero de Péclet pode ser es-
timado com base no conhecimento de p14 € oy, respectivamente. Todavia, a
Equagao 3.80 conduz a resultados menos exactos, uma vez que nela o niimero
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de Péclet aparece associado apenas ao termo que de algum modo quantifica o
desvio entre o caso de fronteiras fechadas e o de abertas a difusdo. A variincia
(Eq. 3.81), por seu lado, envolve o parimetro Pe em dois termos, um domi-
nante (2/Pe), e outro que diz respeito ao desvio atrés referido (v4. também as
Egs. 3.74 ¢ 3.75).

O trabalho de Levenspiel e Bischoff (1963) é uma referéncia a respeito
da anélise do problema das condi¢oes fronteira no MPD. Ai, o tema é tra-
tado com uma profundidade e com uma extensao que nao encontram par na
descri¢ao que aqui realizimos. No entanto, os exemplos a que demos primazia
s3o porventura suficientes para revelar um dos aspectos essenciais da questao:
a inexisténcia de um tratamento unificado capaz de fazer face ao problema
das condigoes fronteira. Em condigdes transientes, as quais sio uma ineréncia
das técnicas de estimulo/resposta e da andlise de experiéncias com #racer, nao
existe equivaléncia entre fronteiras fechadas e abertas. Como consequéncia,
a resposta transiente em sistemas abertos nao pode ser directamente interpre-
tada em termos da fun¢ao densidade de tempos de residéncia. Em lugar disso,
as experiéncias, conceptuais ou reais, que tém em vista essa resposta tran-
siente, dao origem a fungdes cuja natureza depende, por vezes subtilmente,
do método exacto empregue na injecao e detec¢ao das particulas de zracer
(Nauman e Buffham, 1983). A especificidade de cada sistema real recomenda
prudéncia na escolha do tipo de solu¢ao da Equagao 3.49, nio apenas de entre
os dois casos aqui considerados mas também de entre outros descritos na lite-
ratura, e a sua escolha dever adequar-se, tanto quanto possivel, 8 metodologia
experimental adoptada. Todavia, e sem depreciar o juizo anterior, hd que re-
conhecer que o resultado pritico de uma atengao minuciosa ao problema das
condi¢des fronteira acaba por revelar-se infrutifero em circunstincias diversas.
Se se atender ao facto de que o cumprimento de uma prética experimental ri-
gorosa ¢ insuficiente para eliminar erros na medigao de tempos de residéncia,
nem sempre se justificard recorrer a um modelo matemadtico que inclua por-
menores conceptuais cuja eficicia acaba por ser anulada, designadamente por
uma prevaléncia do efeito dos erros experimentais. Por outro lado, como se
viu, o problema da escolha das condi¢bes fronteira é tanto menos relevante
quanto maior for o nimero de Péclet. De facto, 2 medida que este aumenta,
as curvas apresentadas nas Figuras 3.13 e 3.15 tendem a assimilar-se as cur-
vas de uma distribui¢ao Gaussiana. Muitos sistemas reais exibem padroes de
escoamento caracterizados por valores de Péclet elevados, circunstincia que
confere alguma legitimidade 4 op¢ao por modelos mais simples.
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Problemas resolvidos

Os problemas ilustrativos que se seguem sao, nuns casos, exemplos adaptados
de Himmelblau e Bischoff (1968) e Fogler (1998), noutros, exemplos prepa-
rados pelo autor.

Problema 3.1

Na Fig. P3.1 estd representada a resposta de um dado sistema a uma per-
turbagio em impulso na concentragio de um rracer. As equagdes das rectas
ajustadas que se apresentam na mesma figura sao as seguintes:

In[es()] = 0.360 — 1.429¢7, 0 <7z <4.5;
In[es()] = 2.818 — 0.7027, 4.5 < ¢ < 10.

In [cs(t)/M]

5
t/min
Figura P3.1
(a) Usando uma combinagio de reactores ideais, elabore um modelo que per-
mita prever essa resposta. Identifique e determine os parimetros do mo-

delo proposto.
(b) Determine a fun¢io densidade de idades internas.

Solugao.

(a) A resposta global do sistema reparte-se por duas regides temporais, ca-
racterizadas por evolucdes qualitativamente idénticas entre si. Ou seja, como
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se observa na Fig. P3.1, dois comportamentos lineares com declives diversos
em coordenadas semi-logaritmicas, o que, em coordenadas lineares, equivale a
dois decaimentos exponenciais com intervalo de ocorréncia distintos. Assim,
o modelo proposto corresponde a associagao em paralelo de um RCPA e uma
série formada por um RP e um RCPA, como se ilustra na Fig. P3.2.

aQy

Qv
Figura P3.2
Tem-se entdo, para o ramo superior,
71(s) 1 Van
— = , Ty = )
cp(s) 1471y aQ,
Para o ramo inferior:
o,(s) Vp
— = exp(—7, ), T, = —————
ce(s) (1-a)Q,
ORI ~ V2
o) 147, s o 1-a)Q,

Para o ponto de confluéncia das correntes:

Q,cs(s) = aci(s) Qv+ (1 — a) 73(s) Qy,

&6 @) &0)

=« 1l —a) —,
20 2o TUTY50
50 _ 80 60 e

() cxls) e(s) Tels)
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Entao,
cs(s) _ a (1 - a) exp(—7,5)

Tels) 147, 147,

E@s) =

Os parametros do modelo sio entao «, 7,, 7, € 7,,,- Note-se que os dados
sob andlise sao cs(#) e ndo E(z). Quer isto dizer que devemos procurar a
transformada inversa de ¢g(s) e ndo a de E(s). Como a perturbagao é um
impulso, cg(#) = C° 74(¢) e ce(s) = C°7. Assim,

aCr (1-a)Cr exp(—1,5)
1471, 1471, ’

os(s) =

o0 que, invertendo para o dominio tempo, leva a

Cs(t) — al'r exp <_L> +m exp (—t_TP> H(t—TP),

TM 1 TMI TMZ TMZ

ou, de acordo com a defini¢ao da fung¢do degrau unitério,

aC'r t
exp| —— < T,
T T
Cs(t) — M1 Ml
aC’r ¢ 1-—a)Cr t—T,
exp|—— )+ ——F—exp| — 2T,
7-Ml TMI TMZ TMZ
Se quisermos uma comparagao directa com as rectas ajustadas da Fig. P3.1,
entao,
aClr t
In - — LT,
T T,
In[es(®)] = M M .
aClr ¢ 1-—a)C'r t—T,
In —— +1n - JEZ T,
TMI TM] TMZ TMZ

Da anélise do gréfico da Fig. P3.1 tira-se directamente que 7, = 5 min.

Por outro lado, quando 7 < 7, vem

1
1429 = — = 71

7—Ml

= 0.70 min,

M1
aClr

7-Ml

O.360:In< > = aC'7=070xe"%"~1.
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A resposta do sistema globalmente considerado para tempos # > 7, é dada
pela soma das respostas de cada ramo. Todavia, no presente caso, o decai-
mento exponencial da concentra¢ao no ramo superior é mais ripido do que o
atraso que se verifica no ramo inferior. Ou seja, parat = T, a contribui¢ao
do ramo superior na concentragao de saida do sistema global ¢ essencialmente
nula:

cs(t =45 ) e =25x107 <1 =6 =~ cs(t — 4.57).

Assim, podemos considerar como aproximagao razoavel que, parat > 7,

In [¢es(#)] =~ In [(1 —o) ¢ T} T )

TMZ

Entao do declive da recta (vd. Fig. P3.1),

1 .
0702=— = 7,,=142min.

TM 2

Por outro lado, quando # — 4.5,

In[es(9)] = 2.818 — 0.702 x 4.5 = —0.34,

pelo que
1—a)C°
2.818 =In [ﬁ} (1-a)C’r=1.42 x ¢ %3 ~1.03.
TMZ
Finalmente,
aClr 1.00
~1 = a=05

1-a)C'7 1.03

(b) A determinagao de /(#) pode ser realizada com recurso a Eq. 2.40 (p. 23).
Para isso, é necessirio dispor da fun¢io F (). Vimos atrds que a funcio de
transferéncia é

Cs(s) _ o (1 - a) exp(—7,5) .

F(S) — = fry
ce(s) 147y 147,
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Sabemos que E () = [:_1{F(S)}. Uma vez na posse da fun¢io densidade de
tempos de residéncia, a fun¢ao distribui¢ao correspondente poderia ser obtida
por integra¢ao daquela, de acordo com a Eq. 2.4 (p. 12). Essa integragdo
pode, no entanto, ser evitada. Basta recordar que a resposta normalizada a
uma perturbagdo em degrau nos conduz a fungio F(z). Assim, substituindo
na fungdo de transferéncia ¢z (s) = ¢y /s (o que corresponde a uma perturbagio
em degrau de amplitude ¢y expressa no dominio Laplace), vem

cs(s) B o (1 - a) exp(—7,5)
o _S(I—I—TMI.Y) s(1+71,9) )

Invertendo para o dominio tempo, dado que ¢5(2)/co = F(2), vem

F() = « [1 _ exp <_i>] +(-a [1 _ exp <_t_TP>} H—7)

¢ ) — l—F(t).

T

Problema 3.2

Considere o grafico da Fig P3.2, o qual corresponde a resposta de um dado
sistema a uma perturbagao em degrau.

l -

I t/min  F()/-
081 0 0.000
o6l 3 0.000
i ' 5 0.300
T 04l 6 0.498
9 0.815
0.2} 12 0.932
15 0.975

OO . 5 . 1b . 15

t/min
Figura P3.2
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De entre os modelos A ¢ B a seguir representados, identifique o que se

adapta a resposta indicada e calcule os respectivos pardmetros. Determine,

por via analitica, o momento de primeira ordem e a fun¢ao E(z).

RCPA

Solu¢ao.

RCPA

O modelo B implica uma resposta de um RCPA sem qualquer atraso, ao

contrario do que se observa na Fig P3.2. Assim, o modelo correcto é o A.

Tem-se entdo, para o RP:

ci(s)
— = exp(—7, ),
ce(s)
Para o RCPA:
22(5) . 1
G 1+ TM.Y’

Para o ponto de confluéncia das correntes:

Vp
T, = —.
Q,

VM

M_aQV'

Qves(s) = (1 — a)e1(5)Qy + a2 (s)Qy s

s(s) _
cg(s)
s(s) _
G30)

Entao,

=,y cs(s)
Eo=20

05(s)

&)’

o(5) 71 (s)

c1(s)
(1- a)EE(S) +

¢y (s)
=220

= (1 — a)exp(—7,s) +

(64 .
¢1(s) Tels)

aexp(—7, s)

L4+ 7,s

Os parimetros do modelo s3o entao a, 7, e 7,,.

A resposta no dominio Laplace, atendendo a que a perturbagao é um de-
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grau (cg(s) = co/s), é

Zs(s) _ (1 - a)exp(—7,5) aexp(—7,5)

o s s(rys+1) )

Invertendo para o dominio tempo, vem
C t
£—1 {CS(S)} _ CS() _ F(t),
Cco Co

ou seja,

t—T

)

T

F(f)z(l—a)H(t—TP)—i—a{l—exp[—<

S

Os valores de 7, e o podem ser retirados directamente da anélise do grafico

da resposta do sistema. O atraso puro devido ao RP dé-nos 7, = 5 min. Por
outro lado, observando que quando # — 7, vem F(¢) = 1 — a = 0.3, tem-se
que a = 0.7. Para z > 7, a resposta do sistema ¢é

F() =1 - exp [— <t_“’>] ,

0 que equivale a

1 F() = exp {_ (" T)]
7-M
ol t—T
In(1-F@)=-——"
(1 FO) =
Uma vez que 7, é ja conhecido, por regressao linear (usando os valores tabe-
lados), vem
1
-0.333) = ——,
TM

donde se tira 7, = 3.

Para determinar analiticamente o momento de primeira ordem, basta re-
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correr 3 FT e ao teorema de van der Laan:

dE(s5)
ds

= (=1)

=7, + ar,.

s=0

Finalmente, obtém-se E(¢) pela transformada inversa de E(s):

t—=7p

E@) = an—<TM>H(t—TP)+(1 —a)d(t—T,)H(t—T,).

T

M

Problema 3.3

A Fig. P3.3 contém dados referentes a resposta normalizada de um sis-
tema continuo a uma perturbagao em degrau (pontos discretos), e, a0 mesmo
tempo a curva obtida a partir de um modelo formado pela da combinagao de
dois RCPA. Os valores tabelados so resultado da modelagio.

2 t/min F/— ¢/min F/—
' p g ST 00 000 35 093
08} y 0.5 017 40 0.96
Ll 1.0 042 45 097
= 15 061 50 098
0.4r 2.0 0.75 5.5 0.99
0l 25 084 60 099
3.0 0.90 6.5 1.00

© 2 4 6 s

t/min
Figura P3.3

Recorra aos valores da tabela anterior para estimar o tempo de passagem
no sistema. Verifique se os RCPA do modelo tém ou nao igual capacidade.
(Sugestao: recorra ao teorema de van der Laan.)
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Solu¢ao.
Pressupondo que o sistema nio apresenta anomalias (7 = 7, = 41), a forma
mais directa de determinar o tempo de passagem ¢é através da Eq. 2.17 (p. 16).

Assim, 6.5

65
o :/W(t)dt:/[l—F(t)] dz.
0 0

Resolvendo o integral numericamente (regra dos trapézios) a partir dos valores
tabelados, vem 7 = 7, = 1 = 1.495 min.

O comportamento da resposta revela-nos que a associa¢ao dos dois RCPA
tem de ser em série (a curva revela um ponto de inflexao). Considerando entio
que o volume total do sistema se divide em duas fracgdes complementares
V =BV + (1 - )V, para o primeiro e segundo reactores da série vem,

respectivamente
. E](S) . 1 . ﬁV -
GI(S)_EE(J)_Tlf—Fl’ T =Fr
_?1(5)_ 1 _(1—ﬁ)v_ B
CO=L0 Tt BT AT

A fungio de transferéncia do sistema global é entao
1

(1 —I—ﬂST) [l—l—(l—ﬂ) xr] ’

0 que, por inversao para o dominio tempo, vem

(7).
(28-1)7 11

Aplicando o teorema de van der Laan,

dE(s)
ds

E(s) =

E@) =

H1 = (—1)

s=0
6.5

_ /(1 _ F() dr = 1.495,

0

resultado a que j4 tinhamos chegado.
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Para 0 momento de segunda ordem, vem,

d2E(5)

M2 = (—1)2 d52

=2(1-8+p%)

s=0

6.5
= 2/;(1 — F(r))dr = 3.535.

0

A equagio quadritica em [ permite-nos determinar este parimetro, mediante
o qual podemos calcular a razao entre os volumes dos RCPA que constituem
o modelo. Essa razao nao ¢ mais do que £/(1 — 53).

A resolu¢ao da equagdo quadrética leva as solugdes 5 =~ 0.70 ¢ 8 = 0.30.
Estas s30, como era de prever, complementares (note-se que 0 < 8 < 1).

Como S # 0.5, os RCPA do modelo tém diferentes capacidades.
|

Problema 3.4

Na Fig. P3.4 apresentam-se a curva E£(#) e alguns pontos da mesma para o
modelo indicado.

14r

0/— E@))— 0/- E@)/-

0.0 0.0000 2.0 0.0487
0.2 0.0243 2.2 0.0218
0.4 0.2280 2.4 0.0099
0.6 0.7339 2.6 0.0046
0.8 1.1616 2.8 0.0021

———— 10 11390 3.0 0.0010
12 08123 3.2 0.0005
o [ 14 04682 3.4 0.0002
1.6 02351 3.6 0.0001
AN L. 1.8 0.1089

Bateria de M RCPA

Figura P3.4
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(a) Deduza a expressio correspondente a E(6), justificando devidamente to-
dos os passos que efectuar.

(b) Com base nos valores tabelados, calcule o0 momento de primeira ordem
normalizado, 44, € comente o resultado obtido.

(c) Sabendo que @ = 0.3 ¢ N = 5, estime o nimero de RCPA no ramo
inferior.

Solugao.
Sem comprometer a flexibilidade do nosso modelo, podemos supor que os
volumes dos RCPA de ambos os ramos (superior e inferior) s3o iguais.

(a) Tendo em conta que os dados disponiveis estdo expressos em termos da
varidvel tempo normalizada pelo tempo de passagem, podemos recuperar a

Eq. 3.33 (p. 90) e introduzir a varidvel # = ¢/7. Assim, dz = 7d#, pelo que,

VidG)
S = QG0 - QG0

ci:  #=0, C(0)=0.
Também, dado que V; = V'/N, tem-se

V; _ 14 1
TQV_NTQV_N’
donde
1 dC;(0)
— =C_,(0)-C;(8
YT, 1(0) @)
C. 1. =0, C(0)=0.

Aplicando transformadas de Laplace, vem

C;(5) 1

Ciai(®) 1+ v

Assim, nos ramos superior e inferior ter-se-4, respectivamente,

. N — M
Cns) _ (1 . w1
Ce(S) 1+ Ce(S) 1+
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Para o ponto de confluéncia, vem

Q,Cs(S8) = aCn(S) Qu + (1 — @) Cu($) Q.

Cs(5) Cy(S) Cu(S)
= =a—= 4+ (1 - a) = ;
Ce(S) Ce(S) Cr(S)

Cs(S) 1\ "
F = S = — .
) Ce(8) a<1+liv> 0 a)<1+ﬁi4>

Dado que temos vindo a considerar o tempo normalizado, a inversao da

Entao,

equagio anterior leva-nos directamente a E(6),

aNV . (1 — ) M
ol PN+ =

E(f) = 0= exp(—M 8) .

(b) Usando os valores tabelados para as integragdes numéricas, tem-se, por
aplicagdo da regra dos trapézios,

3.6

fi1g = /eE(e)de = 1.0.

0

Como seria de prever, na auséncia de anomalias, 19 = 1. Este resultado
pode ser consubstanciado pela aplicagao do teorema de van der Laan. Com
efeito,

JF
g = (1) £

5 =a+(l-a)=1.0.

S=0

(c) Para determinar o ntimero M de RCPA no ramo inferior, podemos re-
correr a0 momento de segunda ordem, donde
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d2E(S)

(W) | alNt)
s | T +

M N

pao = (= 1)°

S=0
3.6

_ /€2E(€)d€ _ 1.1296.
0

Entao, conhecendo o = 0.3 ¢ N = 5 ficamos com uma equagio apenas em

M donde se tira M ~ 10.
[ |

Problema 3.5

Pretende-se aproximar a distribui¢ao de tempos de residéncia de um mistu-
rador de 200 cm?, pelo modelo de escoamento de Cholette e Cloutier, o qual
prevé a existéncia de uma zona morta e de uma corrente de curto-circuito. A
Tab. P5.1 € o resultado de um teste estimulo/resposta realizado nesse mistura-
dor quando o mesmo opera 20 cm®s~! de fluido. Deduza a fungio de trans-
feréncia do sistema considerando que a frac¢ao de caudal de curto-circuito é
(1 — ) e que a fracgao de volumes mortos é (1 — /3). Determine o volume do

Tabela P5.1
t/s cs(z‘)/u.a.Jr t/s cs(t)/u.a.

0.25 146.90 24.00 12.13
1.00 137.86 27.00 9.38
3.00 113.58 30.00 6.56
6.00 88.28 33.00 5.07
9.00 54.22 36.00 3.45
12.00 40.22 39.00 2.68
15.00 32.48 42.00 1.76
18.00 22.06 45.00 1.23
21.00 15.26 - -

I w.a.= unidades arbitrarias.

121



PROBLEMAS RESOLVIDOS

sistema directamente acessivel ao fluido e o caudal correspondente (sugestao:
utilize o momento de primeira ordem de £()).

Solugao.
O modelo em questao foi objecto de anélise na Sec¢do 3.1.3. A Fig. 3.5 (p. 85)
e a simbologia que nela consta ajustam-se ao actual problema.

A fungao de transferéncia é dada pela Eq. 3.18 (p. 84), ou seja,
a _pV B

G(S):E(S):(l_a)‘Fm, Tl—aQV:;T,
o que ¢é equivalente a
2
G(s) = E(s) = (1 —a)—l—m.

Uma vez conhecida a fungio de transferéncia, podemos recorrer ao teo-
rema de van der Laan, de modo que

dE(s)
ds

atTf3

ICERD

=70.

M1 = (=1

O momento de primeira ordem pode ser calculado (vd. Eq. 2.98, p. 40)
através de

o f045 tes() de
= f045 cs(2) dzr ’

em que os integrais tém de ser obtidos numericamente. Utilizando os valores

da Tab. P5.1, vem

122

45 45

/cs(t) dr = 1432.71 e /tcs(t) dr = 13042.01, donde 7, = 9.10s.

0 0

Ora,
|4 200 cm? ~

=—=——"—=10s#%.

Q, 20cm3s!

O valor de 7, refere-se ao tempo médio de passagem na fracgdo do sistema
efectivamente acessivel ao fluido, ou seja (de resto, em conformidade com o
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resultado a que chegdmos por aplicagio do Teorema de van der Laan),

M1 :a: T/B’
donde se tira que
910
=—=_"—=091.
A T 10

Para determinar o valor do pardmetro «, temos, atendendo a que a per-
turbagdo é um impulso, i.e. cg(£) = C° 74(¢) e ¢ (s) = COr,

a?COr
(Tﬂs—ka)'

Invertendo para o dominio tempo, vem entao

() =C'7(1 — a) +

cs(®) =C'7(1 — @)d(r) + C;az exp <—%t> .

Ora, de acordo com a defini¢io da fun¢io Delta, para z > 0, §(¢) = 0, pelo
que, nessas circunstancias

cs(t) = o’ ex (—i t)
S /3 P - .

Este é o modelo que temos de ajustar aos dados tabelados (Tab. P5.1).

Neste ponto, podemos, ou proceder a um ajuste nao-linear, ou linearizar
o modelo original, o que equivale a

In [e5(2)] = In [Co 0‘2} “

- —.

g e 123
No primeiro caso (modelo nao-linear) somos conduzidos a curva repre-
sentada na Fig. P5.1 (os pontos correspondem aos valores tabelados) e aos

seguintes valores para os parimetros do modelo de regressao

0a2

& 0.1059
— =0. e
e B

donde se tira, respectivamente’, « = 0.96 e C’ =150.1.

= 153.3975,

7Este exemplo serve também para alertar para a prudéncia que deve acompanhar o trata-
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150

125¢

100

75F

cs(t)/(u.a.)

501

251

0 1b 2.0 3.0 40 5.0
t/s
Figura P5.1

0 1‘0 Zb 3b 4.0 5.0
t/s
Figura P5.2

No caso da linearizagao, a recta de regressao ¢ a representada na Fig. P5.2
e os valores para os parimetros do modelo de regressao sao

0 2
2 01054 e In [C o } — 5.0243,
7 B

donde se tira, respectivamente, @ = 0.96 e C°=150.4.

mento numérico dos resultados. H4 que tomar cuidado com o efeito da propagagdo de erros
de arredondamento sob pena de sermos conduzidos a resultados duvidosos. Por exemplo, se
em vez do factor 0.1059 considerarmos uma sua aproximagio com apenas duas casas decimais
teremos @ = 0.11 x 7 x = 0.11 x 10 x 0.91 = 1.00. Nestas circunstincias somos levados
a concluir que ndo existem correntes de curto-circuito.
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Em suma, o volume do sistema directamente acessivel ao fluido é
B xV =0.91 x 200 cm’® = 182 cm?,

e o caudal no volume do sistema directamente acessivel ao fluido,

axQ,=0.96x20cm’s™" =192 cm’s™".

Problema 3.6

A Tab. P6.1 sumaria o resultado de um teste estimulo/resposta realizado num
reactor tubular a escala piloto. Estime o valor do ndmero de Péclet e, com base
neste, o nimero de RCPA, NV, do modelo de reactores em cascata (MRC) que
se ajuste aos resultados experimentais.

Tabela P6.1
19/— E(é’)/— 6’/— E(é’)/— 6’/— E(é’)/—
0.0001 0 0.9231 2.1289 1.5385 0.0891

0.2051  0.0000 0.9744 2.2910 1.5897  0.0556
0.4103  0.0000  1.0256  2.2009  1.6410  0.0298
0.4615  0.0001 1.0769  2.0193 1.6923  0.0199
0.5128 0.0018  1.1282  1.8017 1.7436  0.0108
0.5641  0.0137  1.1795 1.3619  1.7949  0.0073
0.6154  0.0530  1.2308  1.0795 1.8462  0.0035
0.6667  0.2115 1.2821  0.7685 1.8974  0.0016
0.7179  0.4306  1.3333  0.5206  1.9487  0.0010
0.7692  0.7096  1.3846  0.3549  2.0000  0.0000
0.8205 1.3411 1.4359  0.2089

0.8718 19003  1.4872  0.1331

Solugao.
Como vimos na Secgdo 3.2, o nimero de Péclet, Pe, é o parimetro da modelo
pistao dispersivo (MPD). Isto remete-nos para a questao de saber que tipo de
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fronteiras deve ser considerado e, por consequéncia, a que equagao recorrer. A
resposta a este questao depende, ela prépria, do valor de Pe. Mas é justamente
Pe que pretendemos determinar.

Para ultrapassar esta dificuldade comecemos por representar graficamente
os dados experimentais, como na Fig. P6.1.

257
[ ]
° [ ]
2. [ ]
[ ]
[ ]
| 1.5¢
~ 'Y [ )
S .
O 1y
° [ ]
0.5} . .
[ ]
[ ] [ ]
04 coe® .’o...“”
0 0.5 1 1.5 2
0/—
Figura P6.1

Confrontando agora a Fig. P6.1 com a Fig. 3.13 (p. 102) ou com a
Fig. 3.15 (p. 106), verificamos que, nas condi¢des experimentais que deram
origem aos valores da Tab. P6.1, o escoamento ¢ caracterizado por valores
de Pe elevados. Nestas circunstincias, o problema da escolha das condigoes
fronteira ndo é um problema crucial. Assim, o modelo a ajustar aos pontos
experimentais poderd ser o mais simples, sem prejuizo da qualidade da esti-
mativa do parimetro Pe. Podemos entao optar pelo modelo de escoamento

expresso pela Eq. 3.77 (p. 105),

1 /| Pe Pe (1 — 6)?
c@) == _ed -0
=5 wee’(p[ 49 }

O carécter nao-linear deste modelo exige a adop¢ao de um método de ajuste
conforme. Essa via conduz-nos ao resultado Pe = 66.3.

Para estimar valor do parimetro N do MRC a partir de Pe interessa rela-
cionar a varidncia associada ao MRC (Eq 3.43, p. 92),

1

2
o, = —

6,MRC )
N
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com a varidncia associada a0 MPD com fronteiras abertas a difusao (Eq 3.81,

p. 107),
, 2 8
To.MPD = Do + e
Em ambos os modelos, para valores de Pe ¢ /V elevados, as curvas revelam
o perfil tipico de uma distribui¢ao normal (Gaussiana). Se considerarmos
ag’MRC = ag’MPD temos entao que

1_2+8
N Pe D&’
ou seja,
N ! ! 31.3
2 8 2 g§ T

Pe  PZ 663 | 663

Na Fig. P6.2, aos pontos experimentais sobrepdem-se as curvas calculadas
pelo MPD (Pe = 66.3) e pelo MRC (V = 32, ap6s arredondamento, por
excesso, para o inteiro mais préximo do valor de NV acima obtido). Como
se pode observar, a capacidade de ambos os modelos reproduzirem os dados
experimentais ¢ bastante satisfatéria, sendo mesmo notével no caso do MPD.

2571
e Experim.
MPD
2t /
- - -MRC
| 15}
~
S
O 1
0.5
0 0.5 1 1.5 2
0/—
Figura P6.2
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CAPITULO 4

DTR, mistura e reac¢ao quimica

Faldmos até aqui de varios aspectos da teoria da DTR, realcando a modelagao
do escoamento em sistemas continuos. Aludimos a dois importantes mode-
los de escoamento ideal que traduzem padrées radicalmente opostos (RP e
RCPA), assim como a diversos modelos representativos do escoamento em
sistemas reais. Todavia, nao descrevemos ainda o estado de mistura em siste-
mas continuos com base em preceitos substantivos, pois até este ponto mais
nao fizemos do que considerar, de modo ou subentendido ou indiferenciado,
a mistura como algo implicitamente associado a0 escoamento. E tempo de
perguntar em que medida tais modelos (representativos de situagdes, quer ex-
tremas e ideais, quer intermédias e reais) consentem uma previsao fidedigna
do desempenho de reacrores quimicos. De resto, foi justamente essa a questao
que colocdmos em relevo logo no inicio deste texto (v4. Introdugao, p. 1).
Para lhe dar resposta, introduziremos no actual Capitulo dois novos registos:
mistura e reac¢do quimica.

No que toca a mistura, privilegiaremos a analise de aspectos essenciais,
julgados suficientes a um entendimento integrado do problema. Quanto
a reacgao quimica, e sem prejuizo do alcance daquele julgamento, circuns-
creveremos o assunto a reacgdes de estequiometria simples, em condigbes
isotérmicas, cuja cinética seja representativa de variacoes lineares e nao-lineares
da velocidade da reac¢ao. Ainda no que diz respeito a reac¢ao quimica, impoe-
se um reparo de salvaguarda de um dos pressupostos relativos ao fluido (v4.
Sec. 2.1.1). Tradicionalmente, a DTR diz respeito a particulas ou elementos
de fluido cuja integridade é conservada na sua passagem pelo sistema. Esta
suposi¢do afigurar-se-4 violavel na circunstincia em que particulas que cons-
tituem o fluido s3o matéria reagente. Porém, tal dificuldade ¢ facilmente su-
perével se se considerar, conforme sugerem Nauman e Buffham (1983), que as
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fungdes que descrevem a DTR, ao contrério de dizerem respeito as moléculas
reagentes, referem-se a moléculas de #7acer em tudo idénticas aquelas, excepto
na sua capacidade reagente.

O problema da concorréncia da mistura e reacgao quimica examinado no
contexto da teoria da DTR nao é trivial. O conjunto de questdes que convoca
tem expressao em factores correlativos com um grau de interdependéncia nem
sempre fécil de precisar. E esta face da questao tem a sua relevincia prépria,
porquanto nao ¢ simples fixar um modo de apresentar o tema que se presuma
apto a facultar uma percep¢ao directa das subtilezas do seu conteudo. De
resto, a diferenciagio que encontrimos justamente na forma como o tema é
exposto em fontes de autorias diversas nao nos deixou indiferentes. O que se
segue ¢, pois, a sintese resultante da consulta de varias fontes bibliograficas, das
quais destacamos trabalhos como os os Levenspiel (1998), Westerterp et al.
(1984), Nauman e Buffham (1983), Himmelblau e Bischoff (1968), Kattan
e Alder (1972), Weinstein e Alder (1967), Zwietering (1959), entre outros.

Estado de agregacao, temporalidade da mistura e DTR

O estado de agregacio da matéria fluente é um dos intrincados factores in-
tervenientes no problema da mistura versus reacgdo quimica, de que acima
faldvamos. A esse respeito é comum fazer-se a distingao entre macrofluido e
microfluido (vd. Fig. 4.1).

Num macrofluido, as moléculas percorrem o sistema agregadas em pe-
quenos glébulos sem que haja interferéncia de moléculas de glébulos distin-

(a) Macroflido. (b) Microfluido.

Figura 4.1 Representagdo esquemitica dos estados extremos de agregagao

num fluido (Adap. de Levenspiel, 1998).
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tos. Em tais circunstincias o fluido diz-se zotalmente segregado. Num micro-
fluido, as moléculas podem fluir individualmente. O estado de agregacao serd
minimo, o que significa que, no limite, a capacidade de mistura a escala mo-
lecular serd irrestrita. As duas representagdes anteriores remetem-nos para os
modelos de mistura baseados nos conceitos de macromistura e micromistura.

A macromistura é completamente determinada pela DTR. O que é ne-
cessério e suficiente conhecer é o intervalo de tempo que os elementos de
fluido permanecem no sistema e nao o que ai lhes acontece ou em que local
geométrico elas residem. A micromistura especifica todos os outros aspec-
tos da mistura, incluindo pormenores a escala molecular. Por conseguinte, a
sua relagao com a DTR ¢ menos nitida. Como veremos, ainda que a DTR
permita determinar os extremos da condi¢ao de micromistura, designados
segregacio total e misturabilidade maxima', a anilise dessa condigao de mis-
tura exige a considera¢ao de um factor adicional que é a temporalidade da
mistura, ou seja, quao prematura ou tardia é a mistura no sistema.

Dito isto, a pergunta que se impde é saber em que medida o conbecimento
da DTR possibilita a determinagio da conversio num reactor quimico.

4.1 Macromistura, DTR e reac¢ao quimica

Modelo de segregacao total

O estado de mistura conhecido por segregagio total adequa-se ao caso em
que o fluido percorre o reactor na forma de glébulos discretos aos quais estd
vedada qualquer interacgdo. Tais glébulos, que sio pequenos comparativa-
mente com as dimensdes do reactor mas que contém um niimero apreciavel
de moléculas, correspondem as particulas ou elementos de fluido da teoria da
DTR (vd. Sec. 2.1.1, p. 7). Portanto, a segrega¢ao total equivale a uma forma
extrema de mistura (ou falta dela) a escala molecular (Nauman e Buftham,

INa literatura anglo-saxdnica, a designagio usada é maximum mixedness. Ou seja, existe
uma demarcagio entre o significado dessa designagio e o que corresponde a expressdes como
maximum mixture ou maximum mixing, estas Ultimas facilmente traduziveis literalmente
como mistura mdxima. Em virtude de nio termos encontrado semelhante traducio lite-
ral para o caso de maximum mixedness, adoptamos neste texto o termo misturabilidade. A
distingdo entre misturabilidade mdxima e mistura mdéxima é importante no sentido em que
a primeira ndo implica necessariamente a segunda. Num RCPA, sendo a mistura perfeita,
ela é méxima assim como o é também a misturabilidade. Porém, num sistema continuo ar-
bitrario, a misturabilidade maxima nio corresponde inevitavelmente & condi¢ao determinada
pelo conceito ideal de mistura perfeita ou maxima.
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1983). O modelo de mistura que representa este caso firma-se na suposi¢ao
de que os glébulos que retinem as moléculas se comportam como peque-
nos reactores descontinuos perfeitamente agitados (RDPA). Segue-se destes
pressupostos que a conversao média a saida do reactor, ('), serd fungio de
dois factores: a cinética da reacgao processada em cada glébulo e a DTR dos
glébulos. Ou seja (vd. p. ex. Levenspiel, 1998),

) conversio num glébulo fracgao da corrente de
conversio média . ]
. = Z com idade entre saida com idade entre
A saida do sistema
glébulos tet+dr ter+dr
a saida
Em termos simbdlicos
/ ops () E(2) d2, (4.1)

onde & (#) é a conversio de um dado reagente obtida num RDPA.

Ei importante assinalar que as suposi¢des que conduziram a Equagao 4.1
nao incluem qualquer restri¢ao quanto a forma da fun¢ao £(¢). Quer isto di-
zer — e convém té-lo presente — que o modelo de segregagio total admite qualquer

DTR.

Efeito da macromistura na previsao do desempenho de reactores quimicos

Como se disse, a macromistura é cabalmente descrita pela DTR. Mas signi-
ficara isso que a DTR permite determinar inequivocamente a conversao em
reactores quimicos? Para responder a esta questao é proveitoso reunir diversos
modos de a encarar, pois a informagao dai resultante faculta uma percep¢ao
acrescida sobre o assunto.

Por um lado, vale a pena considerar estados de mistura representados por
modelos de escoamento que nos sdo ja familiares. E o caso das fungoes den-
sidade de tempos de residéncia de um RP (fungio Delta) e de um RCPA
(decaimento exponencial), as quais sao habitualmente consideradas como ex-
tremos naturais da macromistura (Kattan e Alder, 1972). Por outro lado, in-
teressa confrontar resultados (conversoes) obtidos por aplica¢ao do modelo de
segregagao total (Eq. 4.1), adequado a macrofluidos, com resultados obtidos
mediante aplica¢io de balangos de massa, mais conformes com os microflui-
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dos. Para isso, ¢é suficiente considerar apenas dois tipos de cinética quimica,
a temperatura constante, representativos de variagdes linear e nao-linear na
velocidade de reacgdo (de primeira e segunda ordem, respectivamente).

Para o tipo de cinética referida, trata-se de um exercicio simples resol-
ver as equagdes de balango de massa (reagente) respeitantes a sistemas ideais
como RDPA (termo &, (#) da Eq. 4.1), RP e RCPA, com a finalidade de
determinar a conversiao, tomando os dois ltimos em estado estacionario. As
Equagdes 4.2 a 4.7 incluidas na Tabela 4.1 sao o resultado desse exercicio.

Tabela 4.1 Conversao nos sistemas ideais RDPA, RP e RCPA, determinada

com base em balangos de matéria, para as cinéticas indicadas.

—R(c)=kc —R@c) =k
/}'/l'{DPA =1- exp(—k t) (42) = —k fo? (45)
RDPA 1 —|—k6‘0t
PYRLL ks S Y5
X, =1—exp(—k7,) (4.3) l+ke,
b Xy =1 - LEVIEARQT )
_ 4 ’ 2/€ Co T,
RCPA (4.4) M
1+ k7,

Nota: ¢y é a concentragio inicial (sistema descontinuo) ou de entrada (sistema continuo)
de reagente; 7, e 7, sdo os tempos de passagem no RP e no RCPA, respectivamente;

co—¢C
A= .

co

Reacgao de primeira ordem. Para aplicar o modelo de segregacao total a
um RP no qual se processa uma reacgao de primeira ordem, basta integrar
a Equacgao 4.1 quando concretizada com as Equagoes 4.2 (Tab. 4.1) e 2.59

(p- 29)

+o0
(¥}, = / [(1— exp(—k2) 8¢ — 7)] de
0

=1—exp(—k7,)=4,. (4.8)
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Realizando o exercicio andlogo para o caso de um RCPA, ou seja por
substituigao das Equagdes 4.2 € 2.70 (p. 29) na Equagao 4.1, vem

+0o0o
(X ) eeon = / [(1 — exp(—kt)) i exp (—t/TM) dz
0 T
kT
=M =—x . 4,
1 +k7—M RCPA ( 9)

Estes resultados representam j4 alguma informagao importante. Por um
lado, indicam que no caso particular de reaccoes de primeira ordem a conversao
¢ unicamente determinada pela DTR. Por outro lado, revelam que a distingao
entre macrofluido e microfluido ¢é irrelevante, o que quer dizer que nesse caso
particular o grau de segregagao nao tem qualquer efeito na conversao. E de
notar que a validade destas afirmagdes nao se esgota nos modelos de reactores
considerados, visto que estes, conforme se ilustra na Fig. 4.2, traduzem limites
(idealizados) que demarcam o escoamento em sistemas reais (a Gnica ressalva
que a estes se impoe ¢é a de que nio exibem anomalias).

RP: E(t) = 6(t — 1)

1.0
A \
geactot‘ea .

0.8 r . _1 v
L RCPA: E(t) = —e ™"/
=
~ 06
o]
o

04
! —R(c) =kc
~
=

02 r

0'0 1 1 1 1 1 1 |

0 1 2 3 4 5 6 7
Tk/—

Figura4.2 Limites de conversio para reac¢des de primeira ordem (Adap. de

Nauman e Buftham, 1983).
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Reac¢ao de segunda ordem. No caso do RD, recorrendo agora 2 Equagio 4.5,

o /€Col'
(X)) = / [(TW) a(r — TP):| dr
0

kCoTP
1+kC0TP

vem

(4.10)

Para um RCPA, a Equagao 4.1 nao tem solugdo analitica no caso vertente.
Apés alguma manipulagio matemitica, chega-se ao seguinte resultado?

+00
ket 1 t
A= [ 228 ) Zexp (L) | d
( >R(,PA /|:<1+kf()f> TM eXP( TM>:| ¢
0

1 1 1
=1 - — i X 4.11
keoT, xp (/eco TM> . <kco TM> ?é R ( )

Continuando a ter em vista a questao original (em que medida o co-

nhecimento da DTR possibilita a determinagao da conversio num reactor
quimico), os resultados entretanto obtidos sugerem uma demarcagao entre o
que sucede num RP e num RCPA.

A confrontagio das Equagoes 4.10 e 4.8 permite reiterar a afirmagio de
que o grau de segrega¢ao nao influi na conversao no caso especifico de um RP.
Com efeito, face a hipdtese subjacente ao escoamento pistdo ideal, aos ele-
mentos de fluido que atravessam o reactor s é permitido misturarem-se com
outros que possuem exactamente a mesma idade. E justamente esta restrigao
imposta pela DTR prépria de um RP que subtrai significado a destringa entre
macromistura e micromistura. Sendo o estado de mistura unicamente deter-
minado pela DTR, também o ¢ a conversao, qualquer que seja a cinética em
causa. Por conseguinte, a especificidade do escoamento num RP nao per-
mite uma exploragio completa das dividas que se nos vao deparando com as
respostas parcelares 2 questao original. Deste ponto de vista, o resultado da

[e%e]

2A funcio ei(x) = /

dr € a fungdo exponencial integral, cuja aproximagio é

exp(—1)
t

habitualmente facultada na forma de séries ou na forma tabelada (4. p.ex. Levenspiel, 1998,
p. 353 e referéncia incluida).
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comparagio das Equagdes 4.7 e 4.11 afigura-se mais interessante, tanto as-
sim que recomenda uma reapreciagao das afirmagoes feitas relativamente ao

RCPA.

Como ficou assinalado, o modelo de segregacio total consente qualquer
DTR, donde se segue que a distribui¢ao exponencial é um dos casos possiveis
— alias, esta afirmagao estd naturalmente implicita, quer na Equagao 4.9, quer
na 4.11 —. Sucede, no entanto, que a distribui¢ao exponencial corresponde
também a um outro extremo do estado de mistura, isto ¢, a mistura perfeita

(vd. Sec. 2.6.2).

Os efeitos desta oposi¢ao radical no que toca ao estado de agregagao po-
dem ser interpretados do ponto de vista da temporalidade da mistura. No caso
da segregacio total, a mistura entre glébulos com idades diferentes ocorre ape-
nas a saida do reactor, onde aqueles se fundem na corrente efluente. O mesmo
¢ dizer que qualquer que seja a mistura entre glébulos distintos, ela ocorrerd
tao tardiamente quanto possivel. Em contraposi¢ao, o caso da mistura perfeita
corresponde a uma mistura tao prematura quanto possivel, isto ¢, imediata-
mente ap6s a entrada no reactor (Nauman e Bufftham, 1983).

Mas a temporalidade da mistura nao é determinada unicamente pelo es-
tado de agregacao. Para demonstra-lo, consideremos dois sistemas baseados na
combinagio em série de um RP e de um RCPA nas duas sequéncias possiveis,
conforme se apresenta na Figura 4.3 na qual se inclui também a fun¢ao E£(z). A
forma desta, como vimos na Sec¢o 3.1.1, é independente da ordenagao des-
ses elementos. Se fixarmos o estado de agregacao, por exemplo tomando um
microfluido como objecto de andlise, a temporalidade da mistura ficar subor-
dinada apenas ao padrao de escoamento global determinado pela sequéncia da
combinagao.

Para uma reac¢ao de primeira ordem (—7R(c) = kc), as equagdes de
balango de massa respeitantes aos sistemas I e II (Fig. 4.3) conduzem 2 se-
guinte relagao’

3Se considerarmos um macrofluido, a aplicagio do modelo de segregagio total conduz a

t—T,

exp(—kT,)
1+4k7,

} Ht—r7,)de=1-

M M

(), = (X), = 7[1 ~ exp(—k )] ——exp [—

resultado idéntico ao expresso na Eq. 4.12, 0 que mostra uma vez mais que para reac¢des de
primeira ordem a DTR ¢ suficiente para determinar a conversio.
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Sistema I
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|
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E@),=E@), = TL exp{[—(t—7,) /7 |} H(@—T,)

M

Figura 4.3 Arranjos da combina¢io em série de um RP e de um RCPA e
respectiva fungao E(z).

exp(—kT,)

) 4.12
1+ kT, ( )

‘%E‘%I:l_

No entanto, no caso em que a reac¢do é de segunda ordem (—R(c) =
k c?), para o sistema I vem

1 4kC0’T
A=14+— (1 -yl —>>—" 4.13
! + 2kCoTM ( \/ + 1+k€07’P ) ( )

enquanto que para o sistema I, o resultado é

1—\/1—|—4/€C0TM (414)
2kC0TM—kC()TP (1—\/1+4k607M>

Ou seja, exibindo a mesma DTR e processando o mesmo tipo de fluido,

X=1+
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os dois sistemas dao origem a diferentes conversdes em virtude de a tempo-
ralidade da mistura ser diversa num e noutro. E interessante notar que o
exercicio efectuado revela também que se se conhecer em pormenor o padrio
de escoamento num reactor quimico, é possivel determinar a correspondente
DTR; porém, a afirmagdo contréria nio é verdadeira, porquanto a mesma
DTR pode ter origem em padrées de escoamento dissemelhantes.

Face a este conjunto de argumentos, ndo obstante serem eles circunscritos
essencialmente a sistemas de escoamento ideal, torna-se evidente que o conhe-
cimento da DTR ¢ insuficiente para determinar inequivocamente a conversao,
o0 que se aplica nao apenas ao caso de reacgdes de segunda ordem como, de
igual modo, a todos aqueles em que a cinética é nao-linear. Se quisermos
aprofundar a andlise dessa insuficiéncia teremos de conhecer algo mais do que
os tempos de residéncia das moléculas no reactor. Algo sobre o ambiente
no qual elas reagem, designadamente sobre o efeito combinado do estado de
agregacao e da temporalidade da mistura. Numa palavra, temos de atender a
micromistura.

4.2 Micromistura, DTR e reac¢ao quimica

A interpretagao da micromistura passa invariavelmente pela alusao ao trabalho
original sobre o tema devido a Zwietering (1959). Relacionado com isso estd
a definicao de tempo de vida ou idade residual (ou ainda esperanga de vida,
de acordo com a terminologia inicialmente proposta por Zwietering), que
introduzimos na Sec¢ao 2.1.3 (vd. também Eq. 2.1, p. 9), retomdmos na
Sec¢do 2.4, e que importa recuperar para este ponto.

Uma das formas de explicar o conceito de micromistura que se nos afi-
gura bastante interessante consiste em considerar elementos de fluido, quer a
entrada, quer a saida do reactor (Weinstein e Alder, 1967).

Um elemento de fluido que entra no reactor é constituido por moléculas
que, em sentido lato, estao destinadas a terem tempos de residéncia diferentes.
Como todas as moléculas a entrada possuem idades nulas, entao as moléculas
num elemento de fluido & entrada apresentam idades residuais iguais aos res-
pectivos tempos de residéncia. Ou seja, o ambiente que rodeia uma molécula
a entrada do reactor é caracterizado por moléculas com idades idénticas e com
idades residuais diferentes. Analogamente, um elemento de fluido a saida
do sistema ¢ constituido por moléculas com diferentes tempos de residéncia.
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Uma vez que todas as moléculas imediatamente antes da saida tém idades
residuais nulas, os elementos de fluido sao ai formados por moléculas cujas
idades sao iguais aos respectivos tempos de residéncia. Assim, o ambiente de
uma molécula ao deixar o reactor consta de moléculas com a mesma idade
residual e com idades diferentes. Quer isto dizer que no interior do reactor
ter-se-4 dado a transi¢io de agrupamentos de moléculas com idades iguais
para agrupamentos de moléculas com idades residuais iguais. A micromis-
tura é, pois, essa transi¢ao de agrupamentos moleculares (Weinstein e Alder,
1967).

E curioso registar que a argumentagio precedente, com base na qual se
explica o conceito de micromistura, nio deixa de estar de algum modo su-
bordinada ao préprio conceito de DTR. Isso remete-nos para a ideia de que
a DTR, que é uma caracteristica de sistemas continuos, impora ela mesma
algumas restri¢des 3 micromistura. Com efeito, Zwietering (1959) demons-
trou que a DTR determina de modo tnico a distribui¢ao de idades residuais,
quer no interior do sistema, quer do fluido 4 entrada deste. Quando existe
sobreposi¢ao destes duas distribuigoes, isso significa que terd de haver micro-
mistura de modo a permitir a reunido de moléculas que entram no reactor
e que tém uma determinada idade residual, com moléculas no interior do
reactor, que portanto terao entrado anteriormente, cuja idade residual seja a
mesma que a daquelas. O grau de sobreposi¢io das duas distribuigdes repre-
senta uma medida da micromistura que tem de ocorrer no reactor por forma
a satisfazer a respectiva DTR (Weinstein e Alder, 1967).

A invocagao de sistemas de escoamento ideal d4-nos uma percep¢ao acres-
cida sobre estas nogdes. No caso de um RP, cuja DTR ¢ a fungao Delta,
todas as moléculas A entrada estao destinadas a possuir o mesmo tempo de
residéncia, o qual coincide com a idade residual dessas mesmas moléculas.
Por seu lado, todas as moléculas no interior do sistema tém idades residuais
inferiores aos tempos de residéncia a que estarao sujeitas as moléculas a en-
trada (vd. representagdes de E(¢) e ¢(¢) na Fig. 2.10, p. 30). Por conseguinte,
0 escoamento puramente pistdo nao permite a ocorréncia de micromistura,
visto que ndo pode existir associagio de moléculas acabadas de entrar no re-
actor com outras que terdao entrado anteriormente. J4 no que diz respeito ao
RCPA, verifica-se que a fun¢ao de decaimento exponencial representa simul-
taneamente a DTR e a distribui¢ao de idades residuais (vd. representagoes de
E(¢) e 1(2) na Fig. 2.12, p. 32). Ou seja, existe uma sobreposi¢ao completa
das duas distribuicoes, donde se segue que terd de ocorrer micromistura.
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4.2.1 Limites da micromistura

O reconhecimento da importincia do efeito conjugado do estado de agregagao
e da temporalidade da mistura na determinag¢io do desempenho de reactores
quimicos, motivou Zwietering (1959) a provar que a micromistura é extre-
mada por dois estados. Um, que j4 havia sido anteriormente considerado por
Danckwerts (1958), é a segrega¢do total. O outro, proposto e demonstrado
por Zwietering (1959), ¢ a misturabilidade maxima.

J4 nos detivemos em larga medida no que toca a segregac¢io total. Quanto
a condi¢io extrema que se lhe opde, a misturabilidade méxima, também ja lhe
concedemos, ainda que de modo implicito, algum espago, designadamente
quando contrapusemos a segregacao total a condi¢ao de mistura méxima na
qualidade de modelos de mistura aplicéveis ao célculo da conversio no caso
especifico de um RCPA com estados de agregacio diversos. Antes de esten-
dermos o assunto a reactores reais, ou, se se quiser, a sistemas com DTR
arbitrarias, vale a pena recuperar algo do que ja ficou dito a respeito daquele
caso particular (RCPA) de modo a tirarmos proveito do seu enquadramento
no contexto actual.

DTR exponencial

Para examinar a condigio caracterizada por tempos de residéncia distribuidos
exponencialmente é de interesse atender a Tabela 4.2. Nela incluem, para
além das Equagdes 4.4 e 4.9 (reac¢ao de primeira ordem) e das Equagoes 4.7
e 4.11 (reacgao de segunda ordem), outras duas (Eqgs. 4.15 e 4.16) que lhes
correspondem quanto aos limites da micromistura, mas em que a cinética é
de ordem 1/2 (ou seja, outro exemplo de cinética nio-linear).

A representagdo grafica de tais equagdes encontra-se resumida na Figura
4.4. Af se pode confirmar que a micromistura no tem qualquer consequéncia
na determinagao da conversao no caso particular de reacgdes de primeira or-
dem. J4 na circunstincia em que as cinéticas sao nao-lineares, verifica-se uma
separa¢ao nitida nos valores da conversao que correspondem a cada um dos ex-
tremos da micromistura. Acresce que tais extremos nio s6 tém efeitos opostos
consoante a ordem da reac¢ao é superior ou inferir 2 unidade, como circuns-
crevem regides notoriamente diferentes em certas gamas de conversao. Isto
deixa antever algumas consequéncias do ponto de vista pritico. Tomemos
como exemplo o calculo de projecto de um reactor continuo agitado meca-
nicamente destinado a processar uma reacgio de segunda ordem e a operar
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Tabela 4.2 Conversdes num RCPA para as cinéticas indicadas e para os
limites da micromistura: mistura maxima e segregagdo total (v4. também

Tab. 4.1).

—R(c) = kO

(k7)? 4 ¢
= —1 1
% N

Mistura maxima X

(4.15)

Segregasdo toral () _ L7 {1 - ffc_ [1 - exp (—(2@)/@7))]}
0

(4.16)
—R(c)=kc
i ; kT
Mistura maxima X = T3
-
Segregacao total (X) = kT
1+kT
—R(c) =k ?
Mistura maxima le_—1+v1—|—4kco7'
2kcyT
3 1
Segregacao total ()(' ) =1+ exp[l / (% co 7-)] el < )
coT k co T

a niveis de conversio elevados, reactor esse no qual se pressupde uma DTR
exponencial e se fixam todas as varidveis operatérias excepto o volume. Esse
célculo conduzird a um volume substancialmente maior no caso em que o mo-
delo usado se baseia em equagdes de balangos de massa tradicionais quando
comparado com o previsto pelo modelo de segrega¢io total.

Convém ter presente que, no contexto da teoria da DTR, uma das face-
tas cruciais de um RCPA releva justamente da particularidade da DTR que
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Figura 4.4 Influéncia do modelo de mistura (mistura méxima ou segregag¢ao
total) na conversao obtida num reactor agitado que processa uma reac¢ao de

ordem 7 (Adap. de Westerterp et al., 1984).

lhe corresponde e ao que isso significa no plano da mistura. Para uma DTR
exponencial, a liberdade de mistura a escala molecular é total, uma vez que
a condigdo extrema de segregacao total, também ela possivel para uma DTR
exponencial, se opde a condigao de mistura perfeita, isto é, a condigao de mis-
tura mixima. Cabe entdo perguntar o que é que se pode esperar de reactores
reais que exibam uma DTR arbitraria.

DTR arbitraria

Para uma dada DTR arbitréria, a segregacio total é sempre possivel. Mas a
mistura perfeita nao o é, porquanto esta implica uma DTR exponencial. Ora,
uma pergunta que se impde ¢ a de saber se para uma DTR arbitraria existe
alguma condi¢ao de mistura equivalente & mistura perfeita. Esta foi a questao
central que se colocou a Zwietering (1959) e a partir da qual desenvolveu o
conceito de misturabilidade méxima.

Para demonstrar a oposi¢ao extrema entre o estado de segregacao total e
o estado de misturabilidade méxima, Zwietering (1959) propds os modelos
representados na Figura 4.5. Estes baseiam-se essencialmente num RP com
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Figura 4.5 Modelos baseados num RP com saidas laterais propostos por
Zwietering (1959) para representar um dos limites da micromistura (Adap.

de Westerterp et al., 1984).

correntes, de volume desprezével, localizadas ao longo do reactor, correntes
essas de saida ou de entrada consoante o limite de micromistura em questao.
Um reactor que exiba uma DTR arbitraria e no qual o estado de mistura
corresponda a segregagio total, ¢ modelado por um RP com correntes de saida
laterais, nas quais os respectivos caudais assumirao valores conducentes a coin-
cidéncia da DTR do modelo com a DTR do reactor em estudo (vd. Fig. 4.5-
(a)). Compreenda-se que a existéncia de mistura perfeita na direc¢ao radial em
cada posicio axial do RP, implicita no préprio conceito de escoamento pistao
puro, nio desvirtua a modelagiao de um reactor com segregacio total. Em
cada posigao axial do RP as moléculas poderao ter idades residuais diferentes,
mas todas elas tém a mesma idade interna. Assim, a mistura na direc¢ao radial
ocorre apenas em elementos de fluido de composi¢ao uniforme, ou seja, em
elementos de fluido cujas moléculas apresentam a mesma idade interna.
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Tal mistura nio tem qualquer efeito na conversao de saida do reactor. Por
conseguinte, o modelo representado na Figura 4.5-(a) determina a ocorréncia
de mistura entre moléculas com idades internas distintas apenas a saida do
sistema. A sua expressao matemdtica ¢ dada pela Equagio 4.1 como vimos
anteriormente. Mas se tal mistura é possivel unicamente a saida do sistema,
isso significa, também, que ela é tao tardia quanto possivel. Ou seja, o modelo
de que se dd conta na Figura 4.5-(a) descreve simultaneamente um estado
extremo de agregacdo — segrega¢do total — e um caso limite no que toca a
temporalidade da mistura — mistura tao tardia quanto possivel —.

A Figura 4.5-(b) representa o modelo proposto por Zwietering (1959)
para descrever o estado de misturabilidade méxima num reactor com uma
DTR arbitréria. A principal diferenga relativamente ao caso da segregagao
total reside nas correntes laterais, cujo sentido nos aparece agora invertido.
Ou seja, o RP, em todo o seu comprimento, é alimentado lateralmente por
varias correntes, sendo o caudal em cada uma delas determinado de modo a
permitir a sobreposi¢ao das DTR do modelo e do reactor sob considerago.
Este arranjo, ao contrério do que se refere a0 modelo de segregacio total, tem
o notavel atributo de revelar pormenores da mistura a escala molecular. Com
efeito, as moléculas imediatamente apds a sua entrada no sistema, portanto
com idades 7, = 0, misturam-se com o fluido no reactor que é composto
por moléculas cujas idades sao muito diferenciadas. Acresce que na mistura
de dois grupos de moléculas com idades diferentes, um dos grupos terd idade
to = 0, isto é, a mistura de moléculas com idades diversas é tao prematura
quanto possivel.

Posto isto, interessa agora dar corpo matemdtico ao modelo de misturabili-
ade méxima, a partir do qual seja possivel determinar a conversao num reactor
com uma DTR arbitrria. A Figura 4.6 serve-nos de meio a essa formulagao
matematica.

Uma molécula que entra no RP do modelo tem uma dada interna z, = 0
e uma idade residual igual ao tempo de residéncia que lhe estd destinado, ou
seja £y = t, enquanto que a saida z, = # e £, = 0. Assim, como se indica na
Figura 4.6, a idade residual aumenta no sentido oposto ao do escoamento no
RP, desde #y, = 0 na saida, até £, = +o00 na entrada. Para efeitos de balango
de matéria interessa considerar um elemento de volume numa posi¢ao axial
arbitrdria. Af, as moléculas podem ter idades internas diferentes, mas todas
elas apresentam a mesma idade residual. Por via disso, aquele elemento de
volume pode ser expresso em termos do intervalo de idades residuais que lhe
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[
ty = o0 C.i_.t)‘ ty = 0 LT.]/
Co T 7
> Q[ Et)dny|oy [E(t)dh—» -
Qv Ea+diy £y t
 IIIIrigIir

QvE(ty)dty

Figura 4.6 Termos relevantes na formulag¢iao matemética do modelo de mis-
turabilidade maxima (Adap. de Westerterp et al., 1984).

corresponde, isto é entre ) e £y + dry. Os termos necessdrios ao balango de
massa (global) nesse intervalo sao os seguintes (vd. Fig. 4.6):

entrada longitudinal em 7y + dzy:  Q,

saida longitudinal em z):

entrada lateral:

produgio por reac¢ao quimica:

“+o00

/ E(t)) dey| c(ey 4 dey);

£\+dey

M oo

Q. / E@)dea| ee)s

L7\

Qv (E(r) dty) co 5 145

“+00

Q. / Ee) dey| dea R(c(e)

)

Introduzindo estes termos no balango de massa parcial, em estado estacionério,

respeitante a um dado reagente cuja concentragao de entrada no reactor ¢ ¢,
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tem-se (o factor Q,, sendo comum a todos os termos, ¢ eliminado)

+00 +00
((tr + dty) / E(ey) diy — e(ty) / E(e) die(t)+
t\+dzy )

+ (E(2y) dzy) co + Rlc(zy)) dzy / E(t))dey =0. (4.17)

5}

Da combinagao dos dois primeiros integrais, da divisao da Equagao 4.17 por
dz, e de algum rearranjo, resulta?

ety +dzy) — c(zy)
dt,\

F(ty+dzy) — F(fA)+

/ E(e) dey — c(ey) i

t/\+dt/\

+o0o
e B + R(e(ty) / E()dy —0. (4.18)

No limite, quando dz) — 0, obtém-se’

de(ry)  E)
dr, T oo

/E(t,\)dt,\

3}

[c(£)) = co] — Rle(22)) (4.19)

ou

de(r))  E()
dry,  1-F@)

[c(£2) — co] — Rle(22)) (4.20)

4Os passos intermédios essenciais assentam nas seguintes igualdades

+o0 t/\+th +o0 +oo
/E(t,\)dl'/\Z / E(l'/\)th-l- / E(l’/\)dt/\=[F(l'/\+th)—F(t,\)]+ / E(t/\)dt/\.
t) ty £y +de) t)+de)

F(ty +dey) — F(ry)  dF(z))
dt/\ N dl’/\

5 Quando d¢y — 0, tem-se: =E()).
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de(zy)
dt,\ B

c. f.: 0, 7, — +oo.

A condigao fronteira em ¢z, — 400 decorre do facto de a concentragao c(z))
ser limitada e positiva. A concentragio de saida, cs, é a que corresponde a
uma idade residual #y = 0 (Zwietering, 1959).

Efeito da micromistura na previsao do desempenho de reactores quimicos

A Equagao 4.20 tem solugdo analitica apenas em alguns casos particulares,
os quais, de resto, nos tém merecido recorrente alusao. Para além desses,
a solugdo carece do recurso a via numérica. Os pardgrafos seguintes tratam
ambas as possibilidades.

Reac¢ao de primeira ordem; DTR arbitraria. Na circunstincia em que a
cinética ¢ do tipo — R(c) = k¢, a Equagao 4.20 toma a forma

de(zy)  E(#)
dry, 1-F(@)

[c(e2) — co] + k() (4.22)

de que a solugao analitica é (Zwietering, 1959)

oo

+
co exp(—k1y) E(z)) exp(—kzy)dz). (4.23)

e(ty) = 1 _Fty)

)

Concretizando a Equagao 4.23 para as condi¢des de saida do sistema, isto é,
cs = c(ty) = 0, vem

—+00

cs = o / E(r) exp(—kr)dz. (4.24)

0

Ora, a Equagdo 4.24 nao é mais do que uma outra forma da Equagio 4.1
(modelo de segregagio total) quando nesta se tem® X, (#) = 1 — exp(—£1),

°Com efeito, partindo da Eq. 4.1, tem-se

+oo +oo +oo +oo

/E(t)(l — et dr = /E(t)dt— /E(t)e_/”dt: 1- /E(t)e—’”dt: 1— ().

0 0 0 0
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o que demonstra uma vez mais que, no caso especial de reac¢des de primeira
ordem, a conversao depende somente da DTR e nio da micromistura.

Cinética arbitraria; DTR exponencial. Neste outro caso particular, aten-

1

dendo a que £(z) = — exp (—t/T) eF(t)=1—exp (—t/T), a Equagao 4.20
T

vem

de(zy)
dt,\

Esta equagdo diferencial é naturalmente vélida a saida do sistema. Ai a con-

= (el — o] - RUeler). (4.25)

centragdo é ¢(¢y = 0) = cs é constante o que quer dizer que de(zy)/dzy = 0
(Zwietering, 1959). Introduzindo estas condi¢bes na Equagio 4.25, tem-se

0= % [es — o] — RAcs) - (4.26)

Este resultado, a partir do qual facilmente se determina a conversio de saida,
¢ idéntico ao que se obtém a partir de um balango massico a um RCPA em es-
tado estacionério, o que confirma que o reactor com misturabilidade méxima
e uma DTR exponencial corresponde a um reactor continuo com mistura
perfeita, isto ¢, a um RCPA.

Reacgao de segunda ordem; DTR arbitraria. Tendo em vista a generalizagao
da sua tese acerca dos limites da micromistura, Zwietering (1959) considerou
uma reac¢io de segunda ordem como exemplo representativo de uma cinética
nao-linear. Ao mesmo tempo, conjugou esta condi¢ao com um caso que tipi-
ficasse um sistema continuo com uma DTR arbitraria. Para o efeito, recorreu
a duas formas explicitas da funcao £(z), ambas respeitantes ao modelo de re-
actores em cascata (vd. Eq. 3.37), respectivamente com N = 2 e com N = 3.

Tomando como exemplo o caso de trés RCPA em série, tem-se

27 ¢
E(r) =
2 273

exp [(—3¢#) /7] (4.27)

t

F@2) :/E(t)dt: 1—

0

92 + 67t +272
273

exp [(—3¢#) /7] (4.28)
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(recorde-se que 7 é o tempo de passagem na bateria). Introduzindo as duas ex-
pressoes anteriores na Equagao 4.20 e considerando uma cinética de segunda
ordem, obtém-se apéds as devidas simplificagoes

Cl t 27 l’z
;(t:) T 97246 TzAm 5 (o) — ] R[] (4.29)
A
L d;(;/\) =0, £ — +oo.
A

A Equagio 4.29 tem de ser resolvida numericamente. Apds algum rear-
ranjo adicional (v4. Zwietering, 1959), a sua solugao para diferentes valores
do parimetro 7kcy leva-nos as curvas representadas na Figura 4.7 que dizem
respeito 4 misturabilidade méxima. Vale e pena determo-nos um pouco na
andlise dos resultados ai expressos.

O gréfico da Figura 4.7-(a) representa os limites da micromistura para
o sistema reaccional em apreco. Ao mesmo tempo revela em concreto algo
que ji haviamos antecipado. Com efeito, consubstancia-se a afirmacio de
que, para cinéticas nao-lineares, a DTR por si s6 nao nos conduz a um valor
singular da conversio. E convém notar que a propriedade dessa afirmagao
persiste mesmo quando se atende a micromistura. Porém, como decerto serd
agora claro, a DTR manifesta o proveitoso atributo de permitir determinar os
limites possiveis para essa conversio, ou, se se quiser, de facultar a banda de
incerteza que estard associada a esse indicador do desempenho em reactores
quimicos.

A andlise comparativa que as curvas da Figura 4.7-(b) concedem ¢ outro
exercicio interessante. As curvas (a) e (f) dizem respeito 4 conversiao num RP
e num RCPA, respectivamente, cujos tempos de passagem, 7, sao iguals ao
tempo de passagem na bateria de trés RCPA. Assim, se imaginarmos que a
bateria ¢é representativa do escoamento num dado sistema real, as curvas (a) e
(f) nao sao mais do que as que correspondem aos dois tipos de escoamento
ideal que delimitam as condigdes de escoamento nesse sistema real hipotético.
A curva (¢), incluida também com fins comparativos, diz respeito ao caso em
que o sistema ¢ igualmente modelado na sua globalidade como um tnico
RCPA, mas no qual se adopta o modelo de segregacio total.

Outro ponto de analise interessante é o que se prende com o exame atento
das curvas (¢) e (d) da Figura 4.7-(b). Desse confronto decorre a concluso de
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1.0 ¢
08t Segregacao total
>~ Misturabilidade méaxima
~
~ 0.6}
=}
o
| 04 +
~ —R(c) = kc?
. ©
0.2
0.0 — ) — ) )
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Tkey/—

(a) Limites da micromistura.

b .
| 0.7 L P ./'/ 1 RP; balanco de massa;
~ e /./ 3 RCPA em série; segregagdo total;
< L (©) 3 RCPA em série; balanco de massa;
0.6 '/./ 3 RCPA em série; misturabilidade méxima;

1 RCPA; segregacao total;
05 (® 1 RCPA; balanco de massa.

3 5 10 20 30 40 50
Tkeo/—

(b) Pormenor dos limites da micromistura comparados com resultados obtidos com
os modelos indicados.

Figura 4.7 Influéncia da micromistura na conversao obtida numa bateria de
trés RCPA onde se processa uma reacgio de segunda ordem.
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que o modelo fundado em balangos de massa d4 origem a limites de conversao
que nao coincidem com os que dizem respeito 2 misturabilidade méxima. Essa
divergéncia reside no facto de, para a DTR em causa, a condi¢ao de mistu-
rabilidade maxima admitir uma mistura tdo prematura quanto possivel, cir-
cunstincia a que nao se atende nos balangos de matéria, os quais sao realizados
reactor a reactor na bateria.

Quanto maior for a dispersao exibida pela DTR, maior é a gama de
conversdes delimitada pelos extremos da micromistura. Para sustentar esta
afirmagao, consideremos as curvas representadas na Figura 4.8. Nesta, as cur-
vas a cheio sdo as mesmas que estdo presentes na Figura 4.7-(a), enquanto que
as curvas a tracejado na Figura 4.8 se referem aos extremos da micromistura
no caso em que a DTR diz respeito a uma bateria de somente dois RCPA.
Ora, como vimos no Capitulo 3, a DTR é tanto mais alargada quanto menor
o nimero de RCPA em cascata (vd. Fig. 3.9, p. 91). Retomando novamente
a Figura 4.8, verificamos, com efeito, que os extremos da micromistura de-
limitam uma regiao de conversdes que ¢ visivelmente mais apertada na série
de trés RCPA do que naquele em que a bateria é formada por somente duas
dessas unidades. Depreende-se daqui que o acréscimo no nimero de reacto-

1.0 -
Segregacdo total
L 09}
x
3 08¢
! - 42 oy
~ ——— 2RCPA:E(t) = _ ,e2)/T
= 07 27
27 (3,
L7 _R(c) =k —3RCPAE(t) = ST
0.6 1 1 1 1 1 |
3 5 10 20 30 40 50
Tkeo/—

Figura 4.8 Limites da micromistura em sistemas cujas DTR sao as indicadas
no gréfico.
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res em cascata tem por consequéncia a sucessiva aproximagao dos extremos da
micromistura. No limite, quando o niimero de RCPA é méximo, N — +0,
verifica-se a coalescéncia desses extremos. Por outras palavras, a micromistura
¢ tanto menos importante quanto mais préximo se estiver de um escoamento
puramente pistao.

Por fim, convém notar que a relativa simplicidade dos exemplos aqui
adoptados no que toca & DTR (recurso a fungdes explicitas) nao releva de
qualquer constrangimento relativo ao quadro conceptual que descreve a mi-
cromistura. Reconhega-se, pois, a sua aplicabilidade geral a sistemas reais que
exibam DTR arbitrérias laro sensu.
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Problemas resolvidos

Os problemas ilustrativos que se seguem sao, nuns casos, exemplos adaptados
de Himmelblau e Bischoff (1968), Fogler (1998) ¢ Nauman (2002), noutros,
exemplos preparados pelo autor.

Problema 4.1

Considere o Problema 2.1 (p. 54). Supondo que o sistema em questao

~ o k .
processa uma reacgao de primeira ordem A — B, com k£ = 0.25 min ',

determine a conversao pelo modelo de segregagao total.

Solugao. A conversio baseada no modelo de segrega¢io total é dada pela

Eq. 4.1 (p. 132),

“+00

() = / Ko (O EG) dr,

0

Como a reacgio ¢ de primeira ordem, tem-se (Eq 4.2, Tab. 4.1, p. 133),

X =1 —exp(—Fkr); k= 0.25 min~!

RDPA

Vimos no Problema 2.1 que (# em min~")

0 ,0<r<?2
E@) = % 2<t<4
0 ,t>4
Entao,
4
/l [1 — exp(—0.257)] dt:1 t+L exp(—0.257) 4
/2 21 7025 ,

1
=1+ T 0 [exp(—4 x 0.25) — exp(—2 x 0.25)]

=0.523.
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Problema 4.2

O reactor a que dizem respeito os dados do Problema 2.4 (p. 65) destina-se

3 o k 3 -
a processar a reacgio de primeira ordem A —+ B, com k = 5 x 1073 s~
Calcule a conversao a saida do reactor.

Solu¢ao. Como a reac¢io é de primeira ordem, é-nos suficiente conhecer a
DTR para determinar a conversao (Eq. 4.1, p. 132),

“+00

() = / X (D E@)dr,

0

onde (Eq 4.2, Tab. 4.1, p. 133),

X, =1 —exp(—kr).

RDPA

Os valores discretos de E(¢) determinada no Problema 2.4 encontram-se
na Tab. P4.2. Como o tempo # estd expresso em minutos, antes de se determi-

Tabela P4.2
¢/min E(t)/min_1 X/~ Xopps @) E(#) /min~!
0 0.000 0.000 0.000
1 0.005 0.259 0.001
2 0.035 0.451 0.016
3 0.095 0.593 0.056
4 0.155 0.699 0.108
5 0.175 0.777 0.136
6 0.155 0.835 0.129
7 0.120 0.878 0.105
8 0.085 0.909 0.077
9 0.065 0.933 0.061
10 0.050 0.950 0.048
11 0.030 0.963 0.029
12 0.020 0.973 0.019
13 0.010 0.980 0.010
14 0.000 0.985 0.000
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nar A, é necessario converter as unidades da constante cinética igualmente
para minutos, donde # = 0.3 min~!. Os valores de X, na Tab. P4.2 foram
obtidos ap6s essa conversio. Por integragio numérica (regra dos trapézios),

obtém-se entao

/ X () E(2)dt = 0.796.

Problema 4.3

A reac¢io de primeira ordem A i> B, com %k = 0.5 min~!, é processada
num reactor tubular com enchimento, de didmetro 0.1 m e comprimento
L = 6.36 m. Foi efectuado um teste com injecgdo rapida de um #racer, cuja
concentragao a saida foi registada ao longo do tempo, como se indicada na
tabela seguinte.

7 8 9 10 12 14
4 3 22 15 06 0

t/fmin |0 1 2 3 4 5
ca/mgLl) |0 1 5 8 10 8

Compare as conversoes obtidas neste reactor utilizando:

(a) O modelo de segregagio total.

(b) Modelo pistao dispersivo (MPD).

(c) Modelo de reactores em cascata (MRC).

(d) Modelo de escoamento pistao (RP) e modelo de mistura perfeita (RCPA).

Solu¢ao.

(@) O célculo da conversao pelo modelo de segregacao total é feito com base

na Eq. 4.1 (p. 132),

—+00

(X) = / X o (#) E(2) d2,
0

para o que ¢ necessario dispor dos valores de £(z) e de X ,,. Os primeiros s3o

RDPA
determinados a partir dos dados originais e de acordo com a Eq. 2.93 (p. 39),
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ou seja,
ca(?)
14

/ ca(r) de

0

E@) =

Os valores de X'

RDPA?

primeira ordem, sdo calculados pela Eq 4.2 (Tab. 4.1, p. 133),

tendo em conta que a reacgdo quimica sob estudo é de

X, =1 —exp(—kr).

RDPA

A Tab. P4.3 resume os valores relevantes para o calculo da conversao preten-
dida. Antes de efectuarmos esse célculo é prudente verificar a observincia da
condi¢ao de 4rea unitdria (Eq. 2.3, p. 12). Assim, por integragao numérica
(regra dos trapézios), vem

14

/E(t)dt: 1.0.

0

Recorrendo novamente a valores da Tab. P4.3, obtém-se entiao

14
() = / X, () E@) dt = 0.867.
0

(b) Para estabelecer o modelo pistao dispersivo envolvendo reacgao quimica,
basta recuperar a Eq. 3.48 (p. 95) e incluir na mesma o termo correspondente
a reacgao,

Ocp(t, 2) N uacA(t, 2) B Dach(t, z) _

Ra .
Or Oz 0z’ A
. , . 0€A(t, Z) i
Em estado estaciondrio, tem-se ———— = 0. Também, atendendo a que
t
Ra = —kca, vem
d d?
u @) - D 2) = —kca(z).

dz dz?
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Tabela P4.3
¢/min E(t)/min*1 Y . AN (7] E(t)/milf1
0 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.0197 0.3935 0.0078
2 0.0987 0.6321 0.0624
3 0.1579 0.7769 0.1227
4 0.1974 0.8647 0.1707
5 0.1579 0.9179 0.1450
6 0.1185 0.9502 0.1126
7 0.0790 0.9698 0.0766
8 0.0592 0.9817 0.0581
9 0.0434 0.9889 0.0430
10 0.0296 0.9933 0.0294
12 0.0118 0.9975 0.0118
14 0.0000 0.9991 0.0000

Quanto as condig¢oes fronteira (fechadas a difuso), temos, para a entrada,

uca(07) =ucpy(0Y) = D dea(z)

ot

id
e, para a saida,

dea(z)
dz

=0.
z=L

Normalizando as varidveis de acordo com as seguintes quantidades

CA z ul

vem,

dCA(X) 1 dZCA(X) —0
dx  De dxz

7k Calx) +



o]

PROBLEMAS RESOLVIDOS

As condigbes fronteira s3o, para a entrada (notando que ¢ (07) = cao),

- D dCalx)
07) = ca(0") — —

ca(07) = ca(07) M0 N
1= Cu0) - dG|

Pe dx |,

e, para a saida,
dCy(x)
=0.
Cl.X' x=1

E de notar que equagio diferencial e as respectivas condi¢oes fronteira
acima descritas sao formalmente equivalentes as Eqs. 3.68 a 3.70 (p. 102).
Trata-se de uma equagao diferencial ordindria de segunda ordem e coeficientes
constantes, cuja solugao geral tem a forma

P P ATk
CA(x):AlexpEu_q)x] +Azexp[§(1+q)x]; g=1/1+ PT .

As constantes de integragio A; e A, sao determinadas a partir das condi¢oes
fronteira. Por outro lado, notando que Cal,_y = Cao e Ca|,_, = Cs sdo,
respectivamente, as concentragoes a entrada e 2 saida do reactor, vem, apds
algum rearranjo,

4q exp <%>
X =1- ,
MPD Pe Pe
(1+¢)*exp <—q> — (1 —¢g)?exp <——q>
2 2
_ /1 N 471k
7= Pe

C
(recordar que C—Al =1-X_).

MPD
A0

Para aplicarmos esta equagao é necessario dispor do valor de Pe. Este tem
de ser determinado a partir dos resultados experimentais e, a0 mesmo tempo,
fazendo uso do teorema de van der Laan. Como se viu na Sec¢io 3.2.1, o
valor de Pe pode ser determinado a partir da varidncia da distribui¢io (Eq.
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3.75, p. 103), ou seja

2 2
2
%= e~ pe |1 OPTL

ou, se o tempo nio for normalizado, considerando que 7 = 7, e recordando
que o} = o* /7% (vd. Eq. 2.35, p. 20),

o’ 2 2
g s [1 — exp(—DPe)] .

Esta é uma equagao nao-linear em Pe, no pressuposto de que os valores de 7 e

o sio conhecidos. De facto, podem sé-lo a partir de valores da Tab. P4.3 um

vez que (Eq. 2.15, p. 15),

14
o=t = T:/tE(t)dt: 5.13 min.
0
Também (Eq. 2.19, p. 16),

14
o :,u'z = /(t —£)? E(¢)dt = 5.95 min>.
0

Aplicando entao um método de resolugio de equagdes nio lineares a

5.951 2 2

220 22 _exp(—Pe)],
5127 e pe L epl-Pe)l
obtém-se
Pe =7.69.
Finalmente,
X =10.874.

MPD

(c) Para o caso da conversao calculada a partir do modelo dos reactores em
cascata, recuperemos a Eq. 3.33 (p. 90) e incluamos na mesma o termo de
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reac¢ao,
dea,(2)
Vi 4 = Qyca; 1(6) — Quea(8) — Vikea,.
., dCA,i(l‘) , .
Em estado estacionirio, tem-se = 0, donde, apds rearranjo, vem
t
CA,z‘ 1 I/z T

Ca,i 1+ 7k Q, N

(recordar que Cy; = cpi/cao). Assim, se Cyg e Cp s forem as concentragdes a

entrada e a saida da bateria, respectivamente, e tendo em conta que

CA,S . C'A,S CA,Nfl CA,i CA,Z CWA,I
CAO B C’A,N—l CA,N—Z CA,i—l CA,I C’AO
vem
v -
MRC 7 NN
(1+%4)

A aplicagio desta equagao requer o conhecimento do parimetro IV, o qual, 2
semelhanca do que se fez na alinea anterior, tem de ser determinado conju-
gando os resultados experimentais com o teorema de van der Laan. Vimos
na Sec¢do 3.1.5 que IV pode ser calculado a partir do momento de segunda

ordem (Eq. 3.40, p. 92),
— 7'2 1 _|_ l
Fr = N~

Dos valores da Tab. P4.3, tira-se que

14
fo = /tz E(#) dr = 32.24 min?.

0

7?2 5.1272

o — 72 32241 — 51272

N =

Dado que no MRC definimos o N como um valor inteiro (nimero de RCPA
da série de reactores de igual volume), vamos arredondar por excesso o valor
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de 4.42 para o inteiro mais proximo. Assim, tomando /V = 5, vem

A .= 0.874.

MRC

E de realcar que os valores obtidos para X, e X sdo iguais entre si (pelo

MPD MRC
menos se considerados até a terceira casa decimal) e diferem em apenas 0.8%
do valor obtido para (X'). Ou seja, considerando as aproximag6es numéricas
nos calculos realizados, as conversoes obtidas através dos diferentes mode-
los sao essencialmente iguais. Este é um resultado esperado em virtude de a
reac¢ao quimica sob consideragdo ser de primeira ordem. Neste caso parti-
cular, o conhecimento da constante cinética e da DTR ¢é condigao suficiente

para determinar a conversao.

(d) AsEqs. 4.3 e 4.4 (Tab. 4.1, p. 133) permitem-nos o calculo da con-
versao considerando os casos ideais de escoamento pistao puro e de mistura
perfeita, respectivamente. Tendo em conta que # 7 = 2.564, tem-se entao

A, =1—exp(—k7) =1—exp(—2.564) = 0.923

RP

kT 2.564

X — — = 0.719.
A 1 ke 142564

Como se indica na Fig. P4.3, estes s3o valores extremos entre os quais se

[ )
| 0.8F
~
ad 0.6F
=
5)
| 0.4}
~
= 0.2} v RP
® Reactor Real
A RCPA
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
0 1 2 3 4 5

Tk/—
Figura P4.3



PROBLEMAS RESOLVIDOS

encontra o valor correspondente ao sistema real em apreco. Os pontos des-
tacados na Fig. P4.3 (A, e e ¥) ndo sdo mais do que um caso particular

(k7 = 2.564) das curvas e da 4rea sombreada da Fig. 4.2 (p. 134).
[ |

Problema 4.4

Considere que a reac¢ao quimica de segunda ordem 24 * B, em que
k = 0.50 L mol™" min~", é para ser processada num reactor continuo agitado
mecanicamente em condi¢des tais que 7 = 10 min, sendo a concentrago
de reagente na alimentagio ¢y = 1 molL™". Preveja a conversio a saida
do sistema com base no modelo de segregacao total. Repita o célculo da
conversao usando os modelos ideais RP e RCPA.

Solugao. Como vimos na Secgio 4.1, a substitui¢ao na Eq. 4.1 (p. 132) do
termo correspondente & conversdo num reactor descontinuo para uma reacgao

quimica de segunda ordem (Eq. 4.5, Tab. 4.1, p. 133),

kfol'
1+/€C0t

RDPA ~

e do termo correspondente 8 DTR de um RCPA (Eq. 2.70, p. 31),

T

em que 7 é o tempo de passagem no reactor, conduz a

+0o0
kot 1 t
Xy o= )= _ .
< >RCPA / |:<1 +k€0t> 7-M exp < TM>:| dt
0

O integral que consta nesta equagao nao tem solugao analitica, pelo que terd
de ser determinado numericamente, ou, em alternativa, fazendo uso da fun¢ao
exponencial integral, por meio do qual a equagdo anterior se pode expressar

<‘/Y>RCPA =1- : €xp : el : :
/66‘07' /@COT /€C()T

como
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De acordo com os dados do problema, tem-se

1 1 1
= =—-—=0.2.
keom 050 Lmol™'min! x 1 molL ™! x 10 min 5

Também (vd. p.ex. Levenspiel, 1998, p. 353 e referéncia incluida),

€i(0.2) = 1.222651,

pelo que

(X = 0701
Este valor encontra-se destacado no grafico da Fig. P4.4 com o simbolo e.
A curva que contém esse ponto corresponde a todas as conversdes possiveis,
determinadas pelo modelo de segregacio total para um RCPA que processa
uma reacgao de segunda ordem, na gama de 74 ¢, indicada. Com efeito, o

grafico da Fig. P4.4 equivale a uma parte do grafico da Fig. 4.4 (p. 142), em

que a escala do eixo das abcissas é agora linear.

E igualmente fécil verificar que os pontos destacados pelos simbolos v ¢ a
no grafico da Fig. P4.4 correspondem, respectivamente, a conversao num RP

(Eq. 4.6, Tab. 4.1, p. 4.1)

keyT 5
> = = = 0.833,
l4+kcgr 145
1 -
, 08r
=
= 0.61
5
°
| 0.4r
~
= 02t v RP
’ ® RCPA com Segregacao Total
4 RCPA
0 1 1

o 1 2 3 4 5 6 7
Tkco/—
Figura P4.4
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e a conversao num RCPA (Eq. 4.7, Tab. 4.1, p. 4.1)

—1—|—\/1—|—4/eco7'_ —14++/14+4x%x5

X .. =1 1-— = 0.642.
e 2kcyT 2x5




CAPITULO 5

Conclusao

O estudo do escoamento/mistura em sistemas continuos, especialrnente na-
queles cuja finalidade é a promogio de reacgbes quimicas, representa uma
componente fundamental na anilise de Processos Quimicos. A teoria da
DTR, pelo tratamento unificado que consente na caracterizagao do escoa-
mento/mistura em sistemas continuos, tem tido uma vasta aplicagdao nesse
dominio. Foi justamente da teoria da DTR de que nos ocupidmos no traba-
lho que aqui se conclui, ao longo do qual procurdmos sistematizar alguns dos
fundamentos desse tema.

O proposito de nos subtrairmos a veleidade de tratar o tema de forma
exaustiva, levou-nos a comegar por delimitar objectivos a respeito do contetido
do trabalho de sintese que pensdmos realizar. Isso significou explanar desde
logo um conjunto de pressupostos que embora nio desvirtuem, a nosso ver,
o alcance desse trabalho, necessariamente o limitam, porquanto os aspectos
focados nao traduzem toda a esfera de aplicabilidade da teoria da DTR (que
se estende 4 andlise de sistemas heterogéneos, portanto com duas ou mais
fases, sistemas cujas alimentagbes comportam reagentes nao pré-misturados,
sistemas que processam reacg¢oes de estequiometria multipla, etc.).

Seguidamente, definimos diversas fung¢oes em volta das quais se organiza a
estrutura matemdtica da teoria da DTR, como é o caso das fun¢oes densidade
(ou de distribuigao) de tempos de residéncia, de idades internas, de idades
residuais e ainda a fungio intensidade. Atendemos as suas propriedades e,
valendo-nos da evocagao de alguns conceitos estatisticos que se lhes aplicam,
estabelecemos a defini¢ao de tempo de residéncia médio e de distribui¢oes
normalizadas, e demonstrimos ainda como a transformada de Laplace da
funcio densidade de tempos de residéncia pode ser interpretada como uma
fun¢io geradora de momentos. Mostrimos como estabelecer relagoes entre as
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fungdes que descrevem a DTR e analisimos a sua forma nos modelos ideais de
escoamento com mistura perfeita (RCPA) e escoamento pistao puro (RP). Ve-
rificimos assim que um RCPA exibe uma fun¢io densidade de tempos de re-
sidéncia exponencial e que num RP essa fun¢ao é descrita pela fungao Delta, e
divisimos nessa diferenca padroes de escoamento/mistura radicalmente opos-
tos.

Sendo a DTR uma caracteristica de todos os sistemas continuos reais,
torna-se desejével dispor de meios adequados a sua medi¢ao. Este foi ou-
tro dos pontos focados. Descrevemos como ¢é possivel medir a DTR a partir
de experiéncias simples com um #racer, dando relevo as perturbagbes em de-
grau e em impulso como estimulos a que normalmente se d4 primazia nesse
exercicio. Sublinhdmos ainda as vantagens desses estimulos, nao s6 do ponto
de vista matemadtico, porque se tira proveito do facto de existir uma relagao di-
recta entre a fung¢do degrau e a fungao Delta, como do ponto de vista pratico,
uma vez que as respostas normalizadas a um degrau e a um impulso correspon-
dem, respectivamente, a fun¢io de distribui¢do e a fun¢io densidade de tem-
pos de residéncia. Outro aspecto relevado é o que se prende com a utilidade
dos estudos de DTR na identificagio de anomalias como curto-circuitos, zo-
nas estagnantes e zonas mortas, cuja possivel presenca em sistemas continuos
obsta o seu normal funcionamento.

A natureza idealizada dos conceitos de RP e de RCPA, e, por conseguinte,
dos padrdes de escoamento/mistura que lhes inerem, determina que a ob-
servincia estrita desses limites nos esteja vedada no caso de sistemas reais.
Nestes, o que de facto se pode esperar ¢ a ocorréncia, quer de condi¢des mais
ou menos proximas de um desses casos extremos, quer de alguma situagdo
intermédia. Para quantificar de alguma forma o afastamento da idealidade ¢
necessario dispor de modelos adequados. A anilise resumida de alguns des-
ses modelos, categorizados em dois grupos — modelos combinados e modelos
dispersivos —, andlise essa enquadrada na teoria da DTR, foi também outra
componente de que nos ocupimos. No que toca aos modelos combinados,
ilustrimos o potencial da sua conjuga¢do com a teoria da DTR na descri¢ao
do escoamento/mistura em sistemas reais. Por outro lado, mostrimos como
a inclusao de um termo de dispersdo na equag¢ao do modelo de um RP per-
mite representar a dispersao da DTR em determinados sistemas reais, de que
o reactor tubular é caso paradigmético. No modelo pistao dispersivo, ana-
lisimos ainda algumas das implicagoes da escolha das condigdes fronteira na
solu¢ao do problema, nio sem sublinhar a delicadeza que deve presidir ao
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tratamento da questdo, nomeadamente quando o transporte de matéria por
dispersao predomina sobre o transporte por convecgio.

Ainda que a DTR faculte uma medida do padrao de escoamento/mistura
num reactor quimico, por si s6 ela nao determina completamente o seu de-
sempenho. Este foi o dltimo tépico que explordmos. Para examinar a coe-
xisténcia da mistura e reac¢do quimica no quadro da teoria da DTR, come-
¢dmos por definir conceitos como macrofluido e microfluido, macromistura
e micromistura, e temporalidade da mistura. Demonstrdmos que no caso
especifico de reacgdes simples de primeira ordem a conversao é unicamente
determinada pela DTR, e que, nessas circunstincias, a distingao entre macro-
fluido e microfluido ¢ insignificante. Verificimos que no caso de reacgoes sim-
ples mas com uma cinética nao-linear, a DTR nao consente a determinagao
inequivoca da conversao. Mas uma anélise mais pormenorizada da micromis-
tura e a identificagao dos seus extremos — segrega¢ao total e misturabilidade
méxima —, permitiu concluir que a DTR determina os limites possiveis para
€ssa conversao.

Finalmente, cabe-nos dizer que o pendor didéctico que procurdmos salva-
guardar nesta monografia sobre a teoria da DTR, nao nos impede de afirmar
o desejo de que o interesse dos leitores pelo assunto se nao venha a esgotar so-
mente nesse plano. Espera-se pois que o nosso exercicio sirva, também, para
suscitar a curiosidade dos estudantes a quem ¢ dirigido, de modo tendente
a uma andlise posterior mais profunda e pormenorizada sobre o tema, por-
ventura para além dos limites impostos pelas premissas em que se alicer¢a o
contetido deste documento.
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