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PRIVILEGIO.

E U ELREY. Faco faber aos que cfte Alvari
virem : Que Havendo Eu Ordenado pelos Eftatu-
tos Noviflimos, com que Reftaurei , ¢ Mandei de
novo fundar a Univerfidade de Coimbra , que os
Eltudos das Sciencias Mathematicas conftituillem
nella huma indifpenfavel Faculdade : E fendo ao
melmo fim Servido pela Minha Carta de Ley de
dez de Novembro de mil fetecentos fetenta e dous
abolir , e caffar os Titulos Nono , e Decimo dos
Etatutos do Collegio Real de Nobres ; pelos quaes
os referidos Eftudos deviad tambem fex enfinados
no fobredito Collegio ; para que {6 , ¢ unicamen=
te foffem promovidos, e cultivados na dita Uni=
verfidade , em commum beneficio de todos os Meus
Fieis Vaffallos : Por quanto pela fobredita aboliga
ficarad vs referidos Eftudos proprios , e privativos
da Univerfidade ; e veio a ceffar o fim do Privile~
gio exclofivo , que para a impreflad dos Livros
Claflicos Havia concedido pela outra Carta da Ley,
Doagad perpetua feita 10 dito Collegio em doze
de Outubro de mil fetecentos feffenta ¢ finco ; na-
uella parte , que he refpe@iva aos Livros Mathe-
aticos : Hey por bem transferir para a fobr:di::a
Uni«




Univerfiddde de Coimbra o mefmo Privilegio ex-
clufivo para a impreflad dos Livros de Euclides ,
Archimedes , ¢ outros Claflicos das Sciencias Ma-
thematicas ; aflim , ‘e da maneira que na fobredita
Déacat Eu hivia concedido a0 referido Collegio :
Revogando , como Revogo ‘a efte fim , a mefma
Doacad naquella parte , que na generalidade della
fé he comprehenfiva das impreffoens dos ditos Li-
¥ros , ou de outros , que hajad de fervir aos fobre~
gitos Eftudos Mathematicos , e pelos quaes fe de=
vad enfinar na mefma Univerfidade de Coimbra.
Pelo que : Mando ao Marquez de Pombal ;
do Meu Confelho de Eftado , € Men Lugar-Te-
nente na Fundacad da Univerfidade de Coimbra ;
& Real Mefa Cenforia ; Mefa do Defembargo do
Paco ; Regedor da Cafa da Supplicagad ; Confe-
Ihos de Miuha Real Fazenda ; e dos Meus Domi-
pios Ultramarinos 3 Mefa da Confciencia , e Or-
dens ; Governador da Relagad, e Cafado Porto
Senado da Camara, e bem affim a todos os Def-
embargadores,, Corregedores , Provedores , Ouvi=
‘ores , Juizes , Jufticas , ¢ mais peffoas deftes Meus
Reinos , ¢ Dominios, a quem o conhecimento
defte Alvarh deva pertencer, que o cumprad, €
‘guardem’, e fagad cumprir , e guardar fem duviday
‘ou embargo algum , qualquer que clle feja; nab
‘obflante a fobredita Carta , Ley , e Doagad perpe-
; tua




tua de doze de Outubro de mil fetecentos feffenta
e finco, que Tenho revogado ao fobredito fim na
parte , que {6 relpeita &s fobreditas imprefloens ;
ficando para tudo o mais em feu vigor, e inteira
validade. E efte valerd como fe paffaffe pela Chan-
cellaria , pofto que por ella nad ha de paffar , € o
fen effeito haja de durar hum , e muitos annos:
nat obftantes as Ordenagoens em contrario , as
quaes Hey por derogadas para efte effeito f6mente.
Dado no Palacio de Noffa Senhora da Ajuda em
defefeis de Dezembro de mil fetecentos fetenta e
ties,

- Marquex de Pombal,

.A.E.waré s porque Veffa Mageflade pelos motives
nelle expreffos  He Jervide transferir para a Univer-
Jidade de Coimbra o Privilegio exclufivo para as im=
preffeens das Livres Clafficos dos Eftudes Mathemati-
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cas 3 havends :{Jnﬁ'g ] ﬁm , €om gﬁt anfes ﬁrrg fonces
dids, ¢ doads as Callegio Real de Nobres ; na firma
affima declarada,

Para Vofla Mageftade ver.

" ¥oas Chrifoftamo de Faria e Soufa de Vafconcellos
de Sa o fez.

Cumpra-fe, ¢ regifte-fe. Noffa Senhora da Aju_
da em 4 de Janeiro de 1774.

Marquez Fifitador.

No Livro de Providencia Litteraria defta Se-
cretaria de Eflado dos Negocios do Reino fica re-
giftado efte Alvari. Noffa Senhora da Ajuda em

3 de Janeiro de 1774.

Foad Chrifoflomo de Faria e Soufa de Vafeancellos
de Sd.
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'ELEMENTOS DE ALGERR A

SECCAO L

Dos rrincirios po Carcuro LITERAL.

] A Arceera he o inftrumento da Analyfe, ow
a Sciencia , que tem por objeéto enfinar os meios
de reduzir a regras gerais a refolugad de todas as
queftoes , que le pﬁtE-.m propor acerca das quanti-
dades.

Como eftas regras para ferem gerais, nad de-
vem depender dos valores particulares das quanti-
dades que fe confiderad , mas da natureza de cada
huma das queftdes , de maneira que fejad conftan-
temente as meflmas para todos os problemas ds
melma efpecie ; fegue-fe , que a Algebra nad deve
reprefentar as quantidades pelos mefmos caralte-
zes , de que ufa a Arithmetica.

Porque 1.9 os algarifmos tem hum valor de-|
terminado por convengab. Ainda que 3 , por exem<
plo , tanto pbde fignificar 3 toezas , como 3 ho-
sas, ou 3 libras &c, ; comtudo nal pode fignificar
cem, ou mil &c. 2. Os refultados da Arithmetic3
na6 moftrab o caminho , porque chegamos a defcv-
bri-los. Huma, ou muitas operagbes Arithmetica#

: g




pe ArLersra, ]

pdem dar o refultado 12, por exemplo ; mas efte
numero nab declara fe procedeo de multiplicar 3
Por 4, ou 2 por 6, ou de fomar § com 7, ou 2 com
10, ou em geral de alguma outra combinacad de
operagdes. Além de que a Arithmetica di regras
para achar certos refultados , mas deftes nad fe po=
dem deduzir regras. A Algebra para fatisfazer a
cltes objectos reprefenta as quantidades por finais
genericos, e univerfais,, como {ad as letras do Alfae
beto , as quais , nab tendo mais relagad com hum
numero do que com outro , admittem todos os yae
lores ; e eftando prefentes {empre i vifta no decur-
fo de hum calculo » confervab , por affim dizer, o
veltigio das operagées, que com ellas fe executs-
rab, ou a0 menus moltrab nos refultados das mef-
a8 operaghes o caminho mais breve , que fe de-
e feguir para’chegar ao mefmo fim pelos meios
ais fimples,

Tambem fe exprimem em linguagem Alge-
rica as relacdes , e condigbes das quantidades , as
ifferentes operagbes , que deftinamos fazer fobre
llas, &c.: em huma palavra na Algebra tudo he re.
refentagal, Pouco a pouco enfinaremos os diffew
cntes modos de reprefentar tudo , quanto diz re=
peito 4s quantidades , e moltraremos as vantagens,
ue diffo refultas.

He pois a Algebra a Arte de reprefentar
ymbolos gerais todas as idéas , que fe pédem for=-

ar relativamente ds quantidades. Afim tudo o
ue he defignado pelas letras do Alfabeto tem o no-
¢ de Quantidade , ou Lxpreffas Algebrica,

A2




4 ErzmMmENTOS

Das Operacies Fundamentais do Calenls *

% : Literal.
L4 "
4

2 S Obre as quantidades algebricas fe fazem ,
ou para melhor dizer fe indicad as quatro opera-
¢bes de fomar , diminuir , multiplicar e dividir ,
que fe executad na Arithmetica,

Da Addicat , e Subtracgad.

3 P Ara fomar e diminuir quantidades feme-
Thantes nad fe precifa de regra ; he evidente , que
para fomar huma quantidade reprefentada por a
com igual quantidade a, devemos clcrever 24; e que

ara fomar 24 com 3a, eflcreveremos sa. Tam-

m_he manifello , que tirando 24 de 5a o refto he
3a . Aleftas duas operagbes tad faceis como fre-
quentes fe di o nome commum de Reducgai.'

4 Nas quantidades diffemelhantes , que fempre
fe reprefentad por letras differentes , nab fazemos
mais do que indicar eltas eperacies. Para iffo no
fomar ufamos do final 4 , que fe pronuncia mais ,
¢ no diminuir do {inal — , que fe pronuncia menos .

Affim, havendo de fomar huma quantidade re-
prefentada’ por @ com outra reprefentada por &,
efcreveremos a | 4 ; de maneira que nad fabere-
mos qual he o verdadeiro refultado, fenad depois
de conhecermos o valor particular das quantidades,
que fe reprefentad por a ¢ 5; fe @ vale 5, ¢ &
vale 12, a - & valerd 17.

Do




DE ALGESBRA. 5

Do mefmo modo para fomar = - 5a 3} 3h
WM -~ o <.e o o = eia ielgld28

€ = = e e e s s e ghdad
clereveremos - sa+ 36 490+ 2¢ + 9b + 39
que fereduz (3)a - - 140+ 125 4 2¢ 4 3d.

Em quanto ao diminuir , para tirarmos J de a
Crevercmos @ — &,

" Se de «- = = - = = = Qa 65
quizermos tirar - = = = .= 5a 45

efcreveremos. - - - . a4 65— 54— 45
Qe ferediz (3) a - - o ge 2k

5 Hum numero pofto antes da letra chama-
fe com razas Coefficiente da mefma letra : em 3b,
por exemplo , 3 he coefficiente de 5. Quando o
coefliciente he 1, nad fe efcreve ; affim fe de 2a
tirarmos - 24 o refto he 12 , mas efcreve-fe tag (5=
mente @ . Pelo que fe encontrarmos huma letra
€M numero que a preceda , nad imaginemos que

leu coefficiente feja cifra ; nefle caflo o coefficien=
¢ he a unidade.

He indifferente a ordem em que fe difpéem
$ quantidades, que fe fomad ou diminuem. Se qui-
c'mos fomar g com 4 , poderemos efcrever a + 2,
a5 e para tirarmos 5 de a, elcreveremos
7 00—}t g, Seguiremos porem , quanto
vodermos, 3 ordem alfabetica, que he a mais ufada,
Porque nella fe pronunciad as letras com mais fa-
lidade do que em outra qualquer, e fe perccbem
Or as quantidades femelhantes. ‘|




6 Erementos.

7 Notemos tambem , que toda a quantidade,
que nab tem final , fe reputa ter = : @ he o mef-
mo que ~+a. He coltume fupprimir o- final
nas quantidades que o ?vcm ter , quando eftas
fe efcrevem no primeiro lugar ; naé affentamos
~+ a4 4, mas fimplesmente 2 - 5.

8 Quando depois de huma operagab fe pro-
cede & reducgab , péde acontecer que a quantida-
de precedida do final — tenha coefficiente maior ,

ue o da quantidade femelhante precedida do final
3— s porém em todos os cafos a operagad le execn-
ta por eftaregra geral . Para fomar as guantidades
algebricas , efcrevai-fe confecutivamente todas as Juas
rtes com os finais refpectives , reduzai-fe tedas as
uantidades femelbantes a buma unica , ajuntando de
z,,,m parte todas as que tiverem -\ , ¢ da outra todas
as que liverem — , tire-fe finalmente o menar refulta=
do do maior , ¢ dé-[e ao refls o final de maior.

Por exemplo, {e huma operagad defle 142} 128
+ 2¢ “i;d + &+ b+ 4d — 5¢; reduziriamos efta
quantidade a 154 <+ 136 — 3¢ + 74, na qualem
lugar de 2¢ — 5¢, que tinhamos na primeira, fe
elcreve — 3¢, porque havendo de tirar 5¢ de huma
quantidade , em que [6mente fe offerece 2¢, refta
ainda 3¢, que fe deve tirar da totalidade das outras
quantidades.

Havendo de fomar a {4 ¢ a— }, teremos
‘+5+¢— b, ifto he 24 , porque 5 — & he na-
da. Logo fe ajuntarmos a foma a 4 4 de duas
quantidades quaisquer @ e 4 com a fua differenga
a — b, acharemos o dobro da maior das melmas
quantidades. )

Que-




p'e ALGE B R A, 7

Queremos fomar as quatro quantidades feguintes

e
i:i%+g+zd
a— 4h — 2¢ 4 3¢
7a+4,6—3c-—ge

Soma  ga 4 3b— 4c4-20 — gbt-6c} 2d -+
—4b — 2c 43¢+ 7a+ 45 — 3¢ — Ge.

Fazendo a reduccad em ordem a a, temos 1543
em ordem a §, temos - 74 de huma parte , ¢ — gb
da outra, confeguintemente — 24 de reflo ; em or-
dema ¢, temos — ge de huma parte, 6¢ daoutra ,
¢ conleguintemente — 3¢ de reflto ; reduzindo as
outras quantidades do mefmo modo , acharemos
156 — 24 — 3c 4 2d — 3e.

9 Nas exprefstes algebricas as quantidades fe-
Paradas pelos finais 4- e — , chama6-fe Termos das
mefmas exprefsoes .

1o Huma quantidade chama-fe Monomio , Bi=
namia , Trinemio &¢. conforme fe compbe de hum ,
ou dous , ou tres &c. termos ; e em geral fe chama
Polynomia , quando confta de hum numero indeter-
minado de termos .

11 Em quanto & fubtraccaé das quantidades
dlgebricas , a regra geral he efta . Mudem-fe os fi-
nais dos termos da quantidade que [e deve tivar , 1ffo
}-‘-_? ' l"wd'.r«.ﬁ' +m —, & — &m +;ﬁm¢-ﬁ a guan=-
fidade affim mudada com a outra de que fe deve fazer
a fubtraccas, ¢ reduza-fe .

Ex-




ErzuMeNTOS

Exempla,
De = = « o« 6a—3b-44ge
queremos tirar - §a — gb -} 6

efcreveremos - 6a— 36+ 4c — 5a 4 5b— 6o,

ereduzindo , teremos o refto @ - 26 — 2¢,

Efcolhendo hum exemplo mais fimples para dar
a razab da regra, fupponhamos que de a queremos
tirar J , he evidente que devemos efcrever @ — b,
Mas (¢ de a quizermos tirar 4 — ¢, ifto he , fe qui=
Zermos tirar nad & por inteiro , mas {6mente 4 di=
minvido de ¢, devemos por compenfacab ajuntar
@ que fe tirou de mais no primeiro cafo , e e[’nl:revcr
a— b ¢, ifto he , mudar os finais de todos os
termos na quantidade que fe ha de {ubtrahir.

Nos numeros he defneceffario efle cuidado; por
quanto fe de 12 houveffemos de tirar 8§ — 3, CO=
megariamos por tirar 3 de 8, e o refto 5 tirado de
12 daria o refto bufcado 7 . Mas poderiamos tam-
bem tirar logo 8 de 12, ¢ a0 refto 4 ajuntar 3 , o
que da melma [6rte daria 7. Efte ultimo partido
he o que fe toma na Algebra por neceflidade, pois
?ue ella nad admitte a reducgad preliminar , que fe

az Nos numeros.

Quando (e pertende fomente indicar a fubrac-
¢ab, encerra-fe cada huma das duas quantidades
entre parenthefes , e di-fe o final — 4quella que fe
deve tirar. Aflim, para indicar que de @ 4 4 fe deve
tirar @ — b, efcreveremos (a~+4) —(a—4):
fe effeituarmos a operagad , acharemos o refto 24,
Logo a differenca entre a foma , e a differenca de

du=




DE ALGEBRA. 9

duas quantidades da o dobro da menor dellas .

12 As quantidades precedidas do final 4 cha-
mad-fe Pofitivas , €.as que tem antes de fi o final
~— chamad-(e Negativas ,

Da Multiplicagad.

13 A Multiplicacad Algebrica requer algu.
mas confideragbes particulares , que naé tem lugar
na Arithmetica; porque além das quantidades hi fi-
uais , a que fe deve attender . Porém fe nab confie
derarmos mais que os valores numericos das quan-
tidades 1eprefentadas pelas letras , deve-fe formar
a mefma idéa de ambas as multiplicagdes ( Arith,
40 ). Afiim , multiplicar @ por & he tomara quan-
tidade reprefentada por a tautas vezes , quantas fad.
3¢ unidades, da quantidade reprefentada por 4. -

4. Para indicar a multiplicagad ufamos do fi-
nal %, ou de hum ponto pofto entre as duas quane
tidades que fe devem muliiplicar, e tambem de
nenhum final , pelo menos nas quantidades mono-
mias ; de maneira que a Xb, a,b, ab [ai tres
exprefsdes , as quais querem dizer a multiplicada
por 4, ou que a fe deve multiplicar por 4. O ul.
timo modo he o mais ufado.

15 Quercndo multiplicar @b por ¢, efcreve-

EMos ab¢ , € para muftiplicar ab por cd efcreves
mos abed . He indifferente o lugar em que as le-
ras e poem , porque ( Arith. 44 ) o producto he
fempre o mefmo 2 y

16 Quando encontrarmos pois huma quanti-»
d{'d" como V- 8 ab, abe , abcd , ma qnal as lerras
[eachem efcritas confecutivamente fem final algum

inter=
‘




10 ErzmMmeENTOS

intermediario , concluiremos que ella reprefenta o
produco da multiplicagad fucceffiva de cada huma
das letras,, de que fe compde .

17 Logo ( Arith, 42 ) ae b fab faltores de
aby a,b,c fab faltores de abc, ¢ aflim nos
outros cafos . |

18 Segue-fe mais, que no produile da multipli-
cacai de muitas quantidades monomias devem entrar
todas as letras , de que fe compie tanto o muitiplican~
do como o multiplicador,

Ifto fuppoito , fe as quantidades , que houve-
rem de multiplicar-fe, qualquer que feja o nume-
ro dellas , fe compuzerem da mefma letra , efcre-
veremos efta no.producto tantas vezes quantas fe
achar nos fatores. Affim 2 multiplicado por ada
aa ; aa multiplicado por asa di aaeaa ; aa mul-
tiplicado por aaa, e além diffo por a,da aasaca .

19 Em tais cafos fe affentou , que nab fe
eferevelle a dita letra mais que huma vez, mas que
fe marcaffe com hum numero, a que fe deo o no-
me de Expoente , o qual fe puzefle 4 direita da le-
tra, algum tanto por cima, e fignificafle quantas
vezes ella fe devia elcrever; ifto he , que em lu-
gar de aa fe efcrevefle 4% , em lugar de aaa fe elcre-
velfe a' &c.

Confervemos pois na lembranca, que o expo-
ente de buma letra demsta quantas vezes ella be fa-
&ter do predulte . Em ab b2 ¢ ha tres factores de va-
lor differente , afaber a,54 , ¢ ; porém deftas le-
tras a primeira he faltor tres vezes, a fegunda duas,
e a terceira huma , porque a’b2¢ vale o melmo
que aaabbe.

Logo ( Arith. 150 ) o expoente denota tam-

bem a potencia , a que huma quantidade eftd cleva-
da
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da. Affim a* he a fegunda potencia, on o qua=
drado de a ; 4% a quinta potencia de 2 . Defte mo-
do todas as potencias de a fe reprefentad comoda-
mente por a, a%,a*, a4, a% &c. Logo em lugar
de a {e pode efcrever a*. Em geral, quando o ex=
Foente he 1 omitte-fe , e reciprocamente,

Nab devemos pois confundir o expoente com
o coefficiente . O expoente indica a multiphcagad
mais ou menos repetida de huma quantidade por
fi mefma; o coefficiente porém denota a addigad
repetida de huma mefma quantidade. Por exems-
Plo, 2a vale o mefmo que a +u s €a? fignifica
@ X @, de maneira que fe @ vale 5, 24 vale 10,
mas a? vale 25,

s termos, que [a6 formados das mefmas letras
affedtas refpe@ivamente dos mefmos expoentes ,
chamad fe femelhantes.

20 Donde fe fegue , que para multiplicar duas
quantidades monomias, que tembai letras commuas ,
Semaremos s expeentes das letras femelbantes do multi=
plicands ¢ multiplicadsr.

Para multiplicar a* por a' efcreveremos af,
ifto he a letra a , dando-lhe o expoente 8 foma dos
dous expoentes § e 3. Do mefmo modo para mul-
tiplicar a’ §2 ¢ por a4 b cd , efcreveremos a7 3 (2 d.
Tal he a regra das letras na ‘multiplicagad das
quantidades monomias .

21 Em quanto aos coefficientes que pddem ter
os la8lores monomios , por elles comecaremos a
multiplicacas como na Arithmetica , e o produfto
fervira de coefficiente do produlo algebrico. Al-
fim , Para multiplicar 5a por 35, multiplicaremos
pPrimeiramente 5 por 3 , depois a por 4, e acha-
Femos o produdto 1 5&3 « Do mefmo medo haven-

do
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do de multiplicar 124'* por gath?, teremos
10847 b5 .

22 Palfando agora & multiplicagad das quanti-
dades complexas ou dos polynomios , devemos co-
mo, nos numeros compoftos multiplicar fucceffi-
vamente cada hum dos termos do. multiplicando

r cada hum.dos termos do multiplicador , ob-
ervando as regras , que havemos dado para a mul-
tiplicaca6 dos monomios , fomar depois os produ-
&os parciais , e reduzir. He indifferente principiar
da direita para a efquerda, ou da elquerda para a di-
reita ; mas feguiremos efle ultimo modo, que he o
mais wfado, ¥

Exempla I,

. Havendo de multiplicar - a4
por~-—----::}-l-d

Produfto - - ac+tbetad+bd.

1.© Multiplico a por ¢, o produlo he ac,
(15 ) ; 2.° multiplico & por ¢, o produ€to he
ke 5 fomo os: dous produélos , e tenho ac -+ be
por produ&to de a 4 4 porc. _

Multiplicando do mefmo modo ae b pord,
acho o produ&to ad -+ éd, o qual fomado com
o primeiro dd ac 4 be 4-ad 4 bd.

Com effeito , multiplicar a + 4 por ¢4
he tomar nad fomente a, mas tambem & tantas ve«
zes , quantas {ad as unidades da totalidade ¢ 4- 4 ,
ifto he , tantas vezes quantas {26 as unidades de ¢,
€. mais tantas quantas fad as unidades de 4 .

Ex-
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Exemplo 11,

Querendo multiplicar - -« - a— 5
Por = = e e aelehge—d

Produdlo ac — be — ad - bd.

Multiplico primeiramente a por ¢ que di ac ,
e depois f por ¢ que da éc ; mas tiro o fegunde
‘produto do primeiro , porque multiplicando a por
Inteiro na primeira operagad , multiplica-fe de mais
a quantidade 4, que fe devia tirar de « : logo de-
vemos tirar do producte a quantidade & multiplica-
da por ¢, ifto he e .

, Do mefmo modo @ — & multiplicado por d ,
di ad — }d ; mas como o final do multiplicador
=<"?Uii_ d he — | tiraremos o fegundo produéto do
Primeire, ¢ (11 ) acharemos ac — be — ad + 4d.

om effeito , valendo o multiplicador ¢ —d

menos ?uc ¢ a quantidade 4, o muoltiplicando 6~

Wente fe deve tomar tantas vezes , quantas {ad as
unidades de ¢ diminuido de d. E como havendo to-
mado primeiramente 4 — & tantas vezes , quantas
f6 as unidades de ¢, o produ@o ac — B¢ vale mais
do que deve fer, quanto he o valor de a — 4
tomado tantas .vezes quantas (ab as unidades de
4, fegue-fe que devemos tirar o preduéto de
@ —5b por d.

Se em lugar dasletrasa,4,¢,d tomarmos
6,4, 7»3 ou outros quaisquer numeros , pode-
Temos com elles formar a mefma demonftragad.

23 Se attendermos aos finais dos termos de
2'-"—‘ fe compge o produ&to total ac — be — ad
» € 03 compararmos com os finais do multipli-
Ca=
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cando e do multiplicador , acharemos 1.® que o
termo a , em que fe reputa eftar o final 4- , fendo
multiplicado por & da mefma forte affecto de +-
deo o produlto ab, tambem notado com o final 4-.
- 2.2 Que o termo & notado com o final —
fendo multiplicado por ¢, que fe reputa ter o final
-+, deo o produ&to b¢ com o final — . ,

3.2 Que otermo a affeo de 4 multiplicado
por @, que tem o final —, deo ad com o final —.

4.° Finalmente que o termo 4, o qual tem ofi-
nal — , fendo multiplicado por 4, que da melina
{orte tem — , deo dd notado com 4.

Ifto pofto, daqui por diante conheceremos
facilmente nas multiplicagbes parciais; fe os produ-
&os particulares devem fer pofitivos ou negativos ;
. para o que obfervaremos as duas regras feguintes
deduzidas das reflexbes precedentes ,

24 8¢ o multiplicande e o multiplicadsr tiverem
ambos o mefmo final , o produlle feri affecto do fi
nal 4 . 8¢ pels contrario tiverem finais differentes ,
o produlle terd fempre o final — . Por meio deftas
regras , ¢ das que havemos dado (15, 20, 21 € 22)
cltamos em termos de fazer qualquer multiplicagad
algebrica. Mas para fe proceder com methodo ,
obfervaremos primeiramente a regra dos finais,
depois a dos coefficientes , ¢ por fim a das letras e
dos expoentes.
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Exemplo 111,
Se quizermos multiplicar  ga¢ — 243 -} 44232
POF = = = = = ai—yga?b 424
§a7 — 2a b -} 4a5 b2

— 204} 4 8a’ b2 — 1644 b}
-+ 10a4 b} — 4a? b4 4 8az bs

Pr. s-ﬂ’—zu‘ﬁ-i-Iaaijl-—ﬁdf—-u'&i-{-ﬂaﬂi Aot

Multiplicaremos fucceffivamente os tres termos

do multiplicando pelo primeiro 2! do multiplicader.

endo os dous termos 544 ¢ @' o mefmo final , o

produ&to deve ter -+ ; porém nab o efcreveremos

%rr pertencer ao primeiro termo do produéo (7).

epois diffo mu tiplicaremos o coefficiente 5 de

€ por I cocfliciente de a' (21) , o produlo he 5.

Por fim multiplicando a4 por &} ( 20 ) teremos a7 ,
¢ confeguintemente 5a’ por produtto .

Paflando a multiplicar o termo — 2435 por o’ ,
ve-[e que fendo differentes os finais , o produdlo fe-
14 negativo , Multiplicando além diffo os coefficie
entes e as letras , teremos o produ@o — 244 .

Do mefmo modo o termo - 4a%5* multipli-
cado por a? dard 445 b2
. Havendo multiplicado todos os termos do mul-
tiplicando por 4/, devemos multiplica-los pelo fe-
gundo termo — 4424 do multiplicador . (gctcrmo
54+ multiplicado por — 4424 de final contrario da-
T4 =204} ; o termo — 2a’ multiplicado por
— 44} do mefmo final dard +- 8atd® ; ¢ o ter-
M0 - 42242 multiplicado por — 442 dari 1644 4.

or fim paffaremos a Il:;cr a multiplicagad pe=
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lo termo -}~ 24° ; e obfervando as mefmas regras
acharemos que os tres gmdu&us parciais fad
| +1m*&‘,—-4¢*64,+ a? bs
r Somando todos eftes productos e reduzindo te-
remos o produ@o total 5a7 — 2246 - 124542
— basd? — gatbs +8a2bs |
25 Para exercicio dos principiantes ajuntamos
os exemplos feguintes , acompanhados de algumas
reflexbes , as quais moftrab hum dos ufos, que
tem a Algebra para defcubrir verdades gerais.

Exemp. IV.  Exemp, V.  Exemp. VI,

a-tlb a<} b a* ab 4+ b
ai& a.h-.# aii +

a* 4 ab a*+ab & +24° 4 ab?

—ab—b Fab+b* Fatbt2abr4 b
@ — b2, a*+ 2ab 4% &} 4-3a%h 4-3ab2-4-b%.

O exemplo IV. demonftra dnas propoficles ,
a que muitas vezes havemos de recorrer. F. j Joma
dr duas quantidades mufffpﬁ:ad'a pela fua differenca di
Jempre a differenca dos quadrades dus mefmas guanti-
dades. Tomem-fe dous numeros quaisquer, 5e 3
por exemplo ,a foma 8 multiplicada pela differenga
2 da 16 , que he com effeito a differenga entre 25
¢ 9, quadrados de § e 3. I1. Reciprocamente, a dif-
ferenca deos quadrados de duas quantidades pade fempre
confiderar-fe, como formada pela multiplicagai da foma
das mefmas quantidades pela fua differenga.

Al
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Aflim b2 — ¢ refulta da multiplicacad de b - ¢
t & —¢. Donde fe fegue , que a differenca dos
uadrados naé péde fer hum numero primo . :
No exemplo V, fe moftra de hum modo geral e
fimples , que » gwadrads da foma a 4 b de duas
uantidades be compofla do quadrady a* da primeira ,
o dobro 2ab da primeira multiplicada pela fegunda , ¢
2 guadrads b2 da fegunda  Arith. 134 ). ,
O exemplo VI, confirma tambem o que dife=
mos [ Arith, 154 ) fobre a formagas do cubo.

g 3.3 A, X X ;3
Se multiplicarmos s a7 ebt 74 por

3

& ab — 2", acharemos, que o produéto he —?; a*s

: ‘%‘:_.:35: 4 .;l__,zﬁ + & ab* = 4’. D6 mefmo
0do 5a° 4ah + sab" — 3&' multiplicado por
F ]

? = sab 26"y di 200" — 41a% § 506°8°
450°8 - agab* 2 68 | :

26 Para indicar 2 multiplicagad das quantidades
complexas, he coltume cobrir cada huma dellas com
huma rifca , ‘ou encerra-las entre parenthrefes b
elcrevends h!ln'l dos finais da mullipricm;a& (14)
entre o mult:Plicandn ¢ o multiplicador ; algumas
"¢%¢8 nad fe interpde final algum , Por éxemplo ,

as exprefsges “z+3a5+5, X 22436, ['gz..l..
3906+ 8') % (2a -+ 35), e (a 4zub45),
f2a+38), ou fimplesmente {a* + 3ab 4 3"}

B & ( 2a
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( 2a- 36 ) denotad, que 2 totalidade ( a 4+ 3ab
4 5%) fe deve multiplicar por 20436«

27 Em muitos cafos he mais util indicar a mul-
tiplicagad do que effeitua-la . Aindaque eites (6-
mente pele ufo fe diltinguem , com tudo podemos
dizer geralmente , que devemos indicar as multipli-
cacbes , quando a eftas fe fegue a divifad ; porque
executando-fe efta ultima operagab , como vere-
mos , pela fuppreflad dos fallores communs 20 di-
videndo e ao divifor ,-mclhor conheceremos 08
fallores , quando a multiplicagad eftiver fimplel-

mente indicada.

Da Divifad.

28 A. Divifag na Algebra tem o mefmo ob-
je&to que na Asithmetica, e confeguintemente ¢
modo de a fazer depende muite dos finais , de que
ufamos na multiplicagad . ‘

2g Quandoa quantidade dividenda e o divifor
nab tem letra commua , he. impolffivel executar 3
operagal ; indica-fe porém efta em tal cafo , efcre-
vendo o divifor por baixo do dividendo em férma

de fracgab . Affim , para denotar que devemos di-
vidir a por & , efcreveremos .‘T 5

que devemos dividir aa -} 86 por ¢+ 4, efcre’
aa ¥ i" . Tambem fe indica a divifal

creveremos -~
por meio de dous pontos poftos entre © dividendo
e o divifor. Pefte modo (aa 4 bb) : (¢ 44
ou aa 4 bb: ¢ +d he o mefmo que _:;.;.:_’_-.

g0 Sendo o dividendoe 0 divifos monomios »
to-
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todas as letras , que tem o divifor, fe acharem tam-
m no dividendo, péde fazer-fe a divifad exacta-
ente ; 0 que fe executara da maneira feguinte.
Supprimai-fe no dividendo todas as letras cimuas
o divifor , as que reflarem formaras o guociente .
ffim para dividir ab por a fupprimiremos a no di-
jidendo , e teremos 4 por quociente,
Do mefmo modo , havendo de dividir ad¢ por
b, elcreveremos «.

A razaé he , porque as letras do divifor com-
was a0 dividendo fa6 fa&tores ( Iij do mefmo
widendo , e confeguintemente ( Arith, 69) o
uociente fe compord das letras do dividendo ,
uc nad forem commuas ao divifor .

3t Donde fe fegue , que havendo expoentes ,
"aremos o expoente de cada buma das letras do divi-
r do expoente da letra femelbante do dividendo .

Defta férte , querendo dividir a° por a y tirare-

08 2 de 3, teremos 1 ;e con feguintemente a*, on
2 0 quociente. Do mefmo modo , havendo de

ividir a*8°c> por abe , teremos a 6 ¢ .
i
E a
Com effeito, ~;- he o mefmo que <2, e efta

a
preflad fe reduz (30) 2 2. Em geral , o ex-
ente de qualquer letra do quociente deve fer 2

TCNga entre 0s expoentes , que a mefma letra
o dividendo e no divifor ,

32 Log

divide g0 @ letra , cujo expoente for o0 mefmo
tVidendo ¢ no divifor , terd no quociente ci-

a por :x;:'oeme « Afim &° dividido por & di
i e abe dividido por abc diad’® -

B2 As
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- As letras que tem o por expoente nad fe efcres
vem , porque cada huma dellas na6 he outra cou-
fa mais do que a nuidade . Com cffeito', quando

dividimos 4° por a’, bufcamos quantas vezes a’ fe
contém em " 3 ¢ como fe contém huma vez, ©
quociente deve fer 1 . Mas por outra parte a di

vidido por a daa : logo a vale 1. Em geral,
doda a guantidade , cujo expoente he sifra , vale 1 .

43 Se algumas letras do_divifof nad forem
‘commuds a0 dividendo, ou fe alguns expoentes
‘do divifor forem maiores que os de letras feme-
Ihantes do dividendo , indicaremos a divifap (29}
porque em tais cafos nd6 he poffivel faze-la ex-
a@amente. Simplificaremos porém o quociente , ou
a quantidade fraccionaria que o reprefenta , fup-
primindo as letras commuas 20 dividendo e ao di
wifor 'y de maneira que , havendo expoentes em le-
1ras femelhantes , rifearemos aquella que o tivet
menor , ¢ deixaremos na outia a differenca entre
os expoentes primitivos . Querendo , por exem-

. 3
plo, dividic a*6 ¢ por a8’ efereveremos :::;!; f

& [
e a rediccad fe fara defta forte: rifcaremos a? 00

divifor , e efcreveremos fGmente a° no dividendo;
rifcaremos & no dividendo , ¢ efcreveremos fomen*

. . et -
te 5 no divifor; finalmente efcreveremos fomen-

3
te ¢ no divifor , ¢ aflim teremos T Do mefm?
&~

mo-
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.35 r=J

: 4
fe reduz a '-i:;—. Se depois deftas ope-

¢bes nad reftar letra alguma no dividendo , efcre-

2
eremos em lugar delle a unidade, Aflim "—3- fe re-
a

4
UZ @ == »
a

A razad deftas regras fe percebe facilmente ,
vertindo , que fopprimir o mefmo numero de
tras no dividendo e no divifor he 0 mefmo , que:
vidir os dous termos de huma fraccad por hu-
3 mefma quantidade ; operacad { Arith, gg ) que
plifica 0s quebrados , e nad altéra o fea valor,
34 Se o dividendo , ou o divifor, ou ambos
s tiverem coefficientes , praticaremos as regras
- Arithmetica ; e fe nab podermos fazer a divi-
0 exallamente , poremos os numeros em for-
2 de quebrado , o qual , podendo fer , fe redu-

#

ra ( Arith. 92 ) 4 exprefiad mals fimples.
Havendo , por exemplo , de dividir 84’5 por

2 SN T -

b, dividiremos primeiramente 8 por 4 , e tere-

oS 2 por quociente ; dividindo depois a'b por a*h
T°MOs @ por quociente, ¢ confeguintemente 24

T Quociente total, Querendo dividir 843" por

1,2 *
b, efcreveremos 846 , que fe reduz a4 *
) 3

35 A. regra que acima demos (33 ) fe appli-
308 poiynomios, com tanto que as letras com-
uas a0 dividendo ¢ a0 divifor fe achem em to-
' dos
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qos 05 termos de ambos elles. Aflim , tendo para
dividir &° 444" — ga ¥ por 8’ — 5a 6 reduzire-

:if’.p" - n:i! o I-4..-25_- ;b"

3.2 o

a —sa b & 3
fupprimindo a2 , que he fa®tor commum a todos
os termos do dividendo , e do divifor.

36 Quando o dividendo e o divifor faé com-
plexos , nab temos regras gerais para conhecer por
fimples infpec;aﬁ. fe a divifad péde ou nad fazer-fe
exaflamente. Para o {aber, e achar a0 mefmo tempo
o quociente , he precifo fazer a operagad feguinte.

1.° Ordenem-[e os termos do dividendo ¢ do di-
vifor relativamente a huma melma letra , ifto he,
elcolha-fe huma letra que feja commua a ambos , €
efcrevad-fe por ordem de grandeza os termos , em
que a dita letra tiver expoentes confecutivamente
mais pequenos.

2.° Havendo pofto em huma linha tanto o divi-
dendo como o divifor com os termos aflim orde-
nados, fepare-fe hum do outro por meio de hu-
ma rifca, e proceda-fe 4 divifad , temando {o-
mente o primeiro termo do dividendo para divis
dir conforme as regras acima dadas (30,31,134)
pelo primeiro termo do divifor, e eflcrevendo @
quociente debaixo do divifor. -

3.2 Multipliquem-fe fucceflivamente todos os
termos do divilor pelo quociente achado , e efcre-
va-fe o produélo debaixo do dividendo, mudan-
do os finais,

4. Paffando huma rifca por baixo de tudo
ilto , e fazendo a reduccad , efcreva-fe o refto , ¢
comece-fe fegunda divifad com efle novo divid:n-

0

mos o quociente
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do, tomando por primeiro termo aquelle que ti-
ver maior .expoente.

He precifo notar , que {e deve attender aos fi-
nais dos termos do dividendo e do divifor. A re-
g? he a mefma , que demos para a multiplicagad ,
iftohe .. ..

Se o dividends ¢ o divifor tiverem o mefme final ,
o queciente ferd pofitive.

Se pelo contrario tiverem finais differentes , o quo=
cfentrl{rr& negalive. e

orque , como [ Arith. 74 ) multiplicando ©

quociente pelo divifor , deve fahir no producto o
dividendo, he precifo que o quociente tenha finais
tais, que fendo multiplicado pelo divifor reproduza
o dividendo com os mefmos finais ; condigad, da
qual fe deduz neceflariamente a regra que acaba-
mos de dar.

Paffemos aos exemplos , ¢ para procedermos
com osdem , comegaremos pelos finais , depois di~
vidiremos os coefficientes , ¢ por fim as letras.

Exemplo 1.

Se houvermos de dividir a* — 4% por § 4-a,
ordenaremos eftas quantidades relativamente a hu-
ma das letras @, 6, a a , por exemplo , efcrevendo
como aqui fe vé.

D'n'idcndu - aa—bb |a +5 Divifor

L ——

— aa —ab | a — b Quociente
Rtﬂﬂ L O .—nff—.&&
~+ab 4 b

RCﬂU - - - - - - o Tﬂl-
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TFendo o primeiro termo aa do dividendo o
mefmo final , que o primeiro termo a do divilos,
efcreveremos -\ no quociente ; mas como pertence
ao primeiro termo , podemos omitti-lo. Dividin«
do aa por a , temos a por quociente , que elcrevea
remos debaixo do divifor,

Multipliquem-fe fucceflivamente os dous ter-
mos a ¢ b do divifor pelo primeiro termo a do
quociente , e elcrevad-fe os produétos ag ¢ ab de-
baixo. do dividendo com o final — contrario 20
que deo a multiplicaga , pois que eftes produélos
devem fer tirados do dividendo,

Faca-fe a reduccab , rifcando os dous termos
aa ¢ — ga que fc deftroem , erefta — ab, que
com a parte — bb , que ainda relta do dividendo ,
compde tudo o que ainda falta para dividir,

ontinuaremos pois a divifad, tomando — ab
por primeiro termo do novo dividendo,

Dividindo — aé por a , elcreveremos — no
quociente , porque os finais {ab differentes : em
quanto s letras o quociente he &, que efcreve-
remos. no feu lugar. '

Multipliquem-fe os dous termos a e § do
divifor pelo termo — & do quociente; os pro-
dultos“fab — ab, e — b2, Efcreveremos pois
<t ab 4 62 debaixo do fegundo dividendo ; eco-
mo fazendo a-reducgal, nad ha refto , conclujre-
mos, queo quociente he a — &,

Igualmente fe poderia ter ordenado o divie
dendo e o divifor relativamente a & . Nefle cafo te«
riamos para dividie — 42 4 a* por b4 a, ¢ fa-
fazendo-fe a operagab da mefma fGrte, achariamos
= b« @, que he o mefmo quea — 4.

' Exem-




pE

al --i’

- ..I‘ t+ a%

A'L'GE B R A
Exemplo 11,

‘-u-;
-=+a5+5=

23

+ _‘2‘ T— ‘i

R ey

4
87— !-;é-n

— Eﬂ — [m’i —

+ d.b:l—- 5'
o ok kA

Exemplo I,

{

o, e
el

13#‘*‘ ___1“1

e bt 24" == jab

:Iu]'.&-—-

+ na‘é +

154!23'; —_— 3]5’

s;n’i’ + _145'

o

Exemplo 1V.
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Exemplo V.,

P + za'tll + .i‘._:‘{a’*i"f e’

i “-‘ ‘2“-1 '_.‘2‘!

3
l=+5 '-l¢4

+ a’f — a’rlf 5 - l-"

o T o e v

32 232
—a i e Fe - t‘4

¥ I’G, L 4 .!lsn.‘2 L 5 r‘

o

Quando a divifad fe nad péde fazer exacta-
mente, nab querendo indica-la r 29 ) , continuare-
mos a operagab até onde nos parecer , aflim co-
mo fe pratica na Arithmetica. Havendo de divi-
dir, por exemplo , @ por &+ ¢, elcreveremos

a a ac ll." a ]

Fs Ol Ao :T-l-&c.&c.fcm fim.
Defte modo fe refolvem geralmente todas as frac-
gbes em feries infinitas.

37 Se havendo ordenado o dividendo e o divi-
{or relativamente a huma letra , fe acharem outros
termos , nos quais a dita letra tenha 0 mefmo ex-
poente , efies fe difporab em huma colunna verti-
tical , como fe moftra no exemplo feguinte ; e ne-
fla difpoficad fe deverad ordenar todos os termos de
cada colunna refpeclivamente a outra letra.

Exem-




DE Al.‘t_:lnl.n. 27

Exemplo.

Para dividir 194282 4 134’} — 20a4 — 104'¢
— ba2be - 2ab*c — 5ab’ por — 3ab — ga? 4 b2,
ordenaremos o dividendo e o divifor relativamente
3 a,e teremos — 2044 4 130}6 — 10a'c 4
194262 — 6atbe - 2ab%c — Sazi para dividir por
— 5a* — 34b 4 2 ; mas come no dividendo ha
dous termos affe@os de o' , dous affeCtos de a2, e
dous atfeétos de @, devemos difpo-los da maneira

feguinte , ordenando-os em cada colunna relativa-
mentea b,

4 i 3
Divid.{ —-120s" + I;c:- + 19487 .;J: _in’__ 3ab + 32
3 2
ﬁ;m‘-ﬁdk‘fzﬂc' %4_.5451.“

tacat 41a's = 0%

i 2,2 B
Page, ! {+:§-£+15n5 —~ zab

—_ IDI{C - 6ale ¥ :.n!:;

- z;-ii - 15:9.6: + 5.15'

Reflo w o arbe i o a e b ke +m=‘

+ Iu.:tr + 8RS ke

Rdh*v---....-,_n

Para ordenar as quantidades , he ordinariamen-
t¢ mais commodo efcolher a letra, que tem omef-
MO expoente em muitos termos.

8 Se huma quantidade pdde ter a forma de
Producto, como acontece muitas vezes, princi-

pal-
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almente quando refulta de differentes operacbes ,
ﬁe util indicar a multiplicacad entre os [eus facto-
res. Aindaque o methodo de os achar depende de
conhecimentos , que {6 adiante daremos , com tu=
do quem fe familiarizar com a multiplicagab e di~
vifab, com facilidade os achard em muitos calos.
Por exemplo , havendo de fomar g-b — 3bc +a*
com 3ab + 3bc — 2a? , teremos 8ab — a* , que
por caufa da letra @, que he fator commum dos
dous termos Bab e a* , pode confiderar-fe como

rodu@o da multiplicagab de 8ab por @, e repre«
entar-fe por (86 — a ) a. He muito util o exer~
cicio nefte genero de refolugdes .

- Do modo de achar o maiaor divifor com-
mum de duas quantidades litterais.

9 O Methodo he o mefmo que havemos
dado para os numeros ( Arith, g5 ), e a demon=
ftragad funda-fe nos mefmos principios. Haven-
do ordenado as duas quantidades, divida-fe a maior
pela menor : fe houver refto , por elle fe dividira
o divifor, e pelo nove refto o nove divifor , e
aflim por diante, até chegar a huma divifa exaéta:
o ultimo divifor fera o que fe bufeca .

Para facilitar o ufo defta regra , notaremos
que duas quantidades 4 ¢ B confervad q feu maior
divifor commum , aindaque fe multiplique ou divi-
da huma dellas , v.g. 4, por huma quantidade que
nad tenha divifor cémum com B. Por exemplo,
m{v e ac tem o divifor commum a3 e fe multipli-
carmos ab por 4, entre o produéto gabd ¢ ac ]1;-

. VEr
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vera 0 mefmo divifor commum &, que havia env
tre ab e ac . Nab aconteceria o melmo , fe multis
plicaflemos ab por huma quantidade , que fofle dis,
vilor de ac, V. g. por ¢ ; porque o divifor comum
entre o produ&n abe e ac he ac , e nab a. Do mél=
mo modo , fe multiplicaflemos ab por ¢d , que tem
hum fa&tof commium com a¢; teridmos abed ; eus
jo divifor commum com ac he ac. Em geral,a+ &
e at =2, am-‘—.!{‘m e a?n — b*n tem o melmo
maior divifor commum ; e réciprocamente.

40 Donde fe feguem as duas reflexdes feguin«
tes, que tem ambas lugar no progréeflo das divifGes
fuccefiivas , que exige a regra dada. I. Conhécendo
que huma das duas quantidades tem huni factor,
que nad he divifor da outra , pndcmos fupprimi:lo,
¢ ficard o calculo mais fimples. I1. A fim de fazer
a divifad exacta , podemos multiplicar huma das
duas quantidades por humia grandeza conveniente ,

fom tamo que efta nad feja divifor da outra quan-
tidade, : r

Exemplo 1.

Supponhamos que e pede o maior divifor com=
mum de o* —3ab 4 25" ¢ a* — ab — 2*

————

1" Dividi o=~ gabtadr .25 ~ 4% 1° Divifer
5 1.9 Quotiente .

= 4?4 ab4as”

1°Reflo  — qab 4457

Devemos agora dividic a* — ab—2b* por — 245
4, Porque o expoente de a no relto e menof, B
fue




30 ELeMENTOS

que o expoente de a no divifor; mas como o refto
tem o fattor 25, que nad he falor do novo divi-

dendo , baftara dividir a* — ab — 24* por — a-}- 25,
fupprimindo 24, Temos pois

2.°Divide @ o ab = 3b° K = 2425, 2.9 Divifor
a4 2

- a5 L“Qmim

2
+ ab = 2
- ab + 247

Reo = = - - o
Logo — a <25 he o maior divifor commum.

Exemplo 11,

sa =18ats + na? - 68 §out Lnuiut

Como § nab he divifivel por 7, e alem diffo efte
numero nad he fa®or commum dos termos da fe-
gunda quantidade , multiplicaremos a primeira por
7, € teremos

33a’ = 126a4 # ;';M-l‘= — 48! 74 ~ 236 + 65
-:i;s‘ + 11927 = j0ab? -
2 2 3
— 1t b+ gjab — 42

A operagag fe continuari ainda pelo mefmo di-
vifor, multiplicando o refto por 7, e omittinde
o faétor 4. - 177
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_?ne 1 3292k — 2948? 742 — 23ab t+ 642
+77a% = 2534 + 6647

-1k

L]

s6ab = 22867

Devemos agora dividir 74® — 23ab 4 6* por’
76ab — 2284*, ou melhor , por a — 3b.

7a? o a3ab + 64* a —3b

b BEPSRGFELI
"1#"? a1ab 74 =26
~ 2ab + 62
+ 2abie 65°
Refto = = <= = a

Logo a — 36 he o maior divifor commum das
uas quantid ades propoftas.

Pelo habito de calcular {38) fe defcobre em
uitos cafos o maior divifor commum de duas
vantidades com maior facilidade , do que pelo
cthodo geral. Por exemplo, nas quantidades at

@b — g2c2 — B2 ;e 2a%c -+ 4be? — 2a' — 4abe,
Vo (. 43) — ¢ (a3 ) o (2 4be

a (242 4 4bc), he claro que a primeira he o
¢fmo que (a4 b2)far—c2), e a fegunda o
clno que ( ek - 43¢ ) (¢ ). Mas (42 B3
)

W e (24 ) o mefmo que — (a* 4 &)
{‘-z""”}r ¢ ¢* —at he divilivel (25) porc—a;
190 ¢ = & he divifor das duas quantidades. Fazen:

o
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do a divifad , os quocientes (ad — (a* - 52) (a4 &)
e 24>+ 45/, que nad tem divifor commum : logo
¢ — a he o maior divifor commum das quantidades
propoltas.

Das Fracgdes Litterais.

41 $ fracgbes litterais calculad-fe pelas re-
gras das fracgbes numericas , fazendo-fe-a applica-
cad do que havemos dito arefpeito das quatro ope-
ragbes algebricas.

42 A fracad = p:;de transformar:fe {em alte-

3 3
a + ab
racab de valor em -Zf—,uu ou ey e aflim por

diante ( Arith.88 ).
'ﬁ‘_ a .
43 A fraccad e he o melmo que ~ , aflim

sf*:-" 2ath
T 4a t 3¢
124 toa ¢

th.89). Efta reducgad das fracgbes a expreflas mais
imples comprehende-fe no que havemos dito {f‘33:'-
44 A regra mais geral pafa reddzir huma frac:
ab aos {eus menores termos , conlifte em dividir
anto o numerador como o denominador pelo maiof
divifor commum , que elles podem ter ( 39) .

45 A expreflad a -+ ‘ij pode mudar-fe na fracgsé

+ &4 - ﬂl‘—-eﬁ
——, ¢ do meflmho miodo a5 fere

diad kg - {
duza f———%:_*—}—” , ifto he, a ':___f ( Arith, 86 ):

como tem o mefmo valor (Ari-

. ar
unica

46 A quantidade —Z1 1L oode redw
Birs
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wirdfe n 3 o ¢ - '-—:- , ¢ femelhantemente .
‘t—‘-is—‘:_ﬁ_.;:'*" fereduz aa+ ?"+T,-|-% (Arith.85)
+7 Astresfracgbes Suhs ~» fendo reduzidas ao

™efmo denominador, tornad-fe em %"’r %H' %'

¢ do melmo modo as duas f% e 2= fe mudad

2t ac— 8% — 2ac + af — q s :
em -ﬁ—t_‘__];__i" W e ¥ ab ﬂr{ﬂl‘ﬂ}l. 90, 91}.
@t — 3§ ad &
48 Se os denominadores tiverem faftor come
um , praticaremos ‘conforme a fegra dos nume=
9s (Arith, g1 55 ). Por exemplo - € -g-,. fe redu=
MY f_f_% e %'E;.». Do mefmo modo as tres fracgoes
A 4 .
0 B 2o Lot 0
49 Para fomar as fracg&es-f—.{& e —F>» obfer-

Aremos a regra dada ( Arith. 102 ), e teremos

Ftae — B8 — Fr 4 u® —aach of — 2be » que fe reduz a
ut — 33
b—ge— | LR Y ¥ # a2 .
at_jr
Pelo contrario , havendo de tirar 4 fegunda da
. = -
fimeira, acharemos '”"’"'P““:_; taec—altak,
[ J—

ft sac—Btle—at», 5
jue fe reduz 4 L;;T ( Arith. 105 ).
50 Se nefta operacal mudaffemos juntamente os
M35 do numerador ¢ do denominador , hl"'-“'i“i"_“”

C e
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fomado as fracgdes e na6 diminuindo ; porque %
nat he differente de =7 (36)-

st Para multiplicar -3~ por - » efereveremos

< » como tambem - 2 multiplicado por — J dé

",I;‘ ab, e -%— multiplicado por ¢ dd < (Arith. 106,
107). No cafo de ferera complexos o0s termos da
fraccad, praticaremos conforme a regra da mul-
tiplicacab dos polynomios.
52 Querendo dividir —;— pnr-% ; elcreveremos
bl & et
":";" , e para dividir 7—:{,— por ——7r elcreveres
(atf)(a—F)  one fereduza «—% _Fi
PEE N E g - ll"
mos (e ¥4d) eray* 9 2 in

mente - dividido por ¢ d% 7 (Arith, 109, 110)

Das Equaciese

53 P Ara fignificar que duas quantidades fab
souais , he coftume fepara-las pelo final ==, que
{e Pmnuncia igual , ou be igual a ; pelo que, a
expreﬂ'n& a == b quer dizer aigual ab, ouquesd

he igual a 2.

(g“ concurfo de duas , ou de muitas quantidades
affim feparadas J)::Io final = tem o nome de Equa-
gai. A totalidade das vantidades , que eftad & efl-
querda do dito final ,. férma’ o primeire membro da
equacab ; .¢ a totalidade das que eltad a direita 5
conftitue © fegunds membro.

Na equagad 4% — 3 sziy, 4% — 3 for«
ma o primeiro membro , € 2% -7 © fegundo.:

Foe

1
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Toda a queftad, que pbde refolver-fe por Algea

ra, envolve no enunciado hum cérto numero de
condicbes, as quais fad outros tantos meios para pera
ceber as relagBes , que ha entre as quantidades, que
fe bufcad , aque ql’e da o nome de incognitas , e
as conhecidas do problema. Eftas relacdes p6dem
exprimir-fe fempre por equagdes ; em que as inco-
gnitas fe achad combinadas com as quantidades
conhecidas de hum modo mais ou mends compofto,
conférme a queftad he mais ou menos difficultofa.

Aflim para refolver por Algebra as queftes ,
que pédem propor-fe Acerca das quantidades , fad
neceifarias tres couzas,

1.° Perceber na propofica , on na natureza do
problema as relacges , que ha entre as quantidades
conhecidas e as incognitas, Sobre efta faculdade N
ﬂue o noffo efpirito adquire com o ufo, naé fe po-

em dar regras gerais, _

2.2 Exprimir cada huma das relagGes por huma
€quacad, Efte requifito péde reduzir-fe a huma
unica regra ; mas a fua applicacad he mais ou me-
nos facil, conférme a natureza das queltdes ; e con=
forme a capacidade e exercicio do Analyfta,

“?..0 Refolver a equacas ou as equagbes , ifto he;
deduzir 6 valor das incognitas. Sobre efte ponto fe
pide dar hum numero determinado de regras , que
Vamos a expbr.

Como as queftdes pdem conduzir a eqnacGes
mais ou mengs compoltas, tem-fe eftas dividido em
muitas claffes ou gréos , os quais fe diftinguem pes
lo expoente da quantidide ou das quantidgjdcs ins
FoBnitas , que nellas entrad. Comeécamos agora a
tratar das Eguagies do primeire gris , ou Lineares ,
ue fad aquellas , em que as incognitas na6 eftad

qC 2 mul-
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muliiplicadas nem entre fi , nem por {i mefmas.

Da refolucad das Equagies do primeivo grio &
buma incognita. '
54 REfo]v:r huma equacad he reduzi-la 2 ous

tra , na qual a incognita fe ache {6 em hum mem-
bro , € no outro eftejad fomente quantidades co-
nhecidas. Feito ifto, fica o problema refolvido,
porque huma quantidade igual a quantidades co «
nhecidas he conhecida.

Daqui por diante reprefentaremos as incogni-
tas por algumas das ultimas letras x, y, z do
Alfabeto , para as diftinguirmos das quantidades
conhecidas , que reprefentarémos ou por numeros,
ou pelas primeiras letras do Alfabeto.
| A incognita péde achar-fe mifturada com as

uantidades conhecidas de tres modos: 1.° por ad-
3i(;26 ou fubtracgad , como na equacad x -} 3 =4
— x. 2,° Por addigab , fobtrac¢ad, ¢ multiplicacad,
como na equagab 4x — 6 =2x -} 16. 3.2 Final-
mente por addigad , fubtracgad , mult/plicacad , ¢
divifad , como nnequm;aﬂ—".— X4 = ;. £+ 17
ou pelas duas operagdes ultimas, ou fomente pela
ultima. ;.

Eis-aqui as tres regras , porque e defem baraga
a incognita neftes differentes cafos.

Para fazer paffar quelguer termo de bum
mmfra da cquagas para o eutro .y rifgue-fe o dito ter-
mo , ¢ ¢fcreva-fe no autre membrocom final contraris

Por exemplo , na equagal 4x -3 =23x 12+
querendo fazer paflar o termo 43 para o fegund?

mem=
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embro, efcreveremos 4x =3x 412 —13, ou, re-
uzindo, 4x = 3x 4 9. Se quizermos agora mu-
r 0 termo 3x para o primeiro membro, efcreve-
mos 4x — 3x=—=9, que pela reducgad di x—g.

Da mefma forte naequagad ¢ — 7 =121 — 4x,
uerendo tranfpor o termo — 7, efcreveremos
r=21—4x+47,itohe sr=—=28—4x;ele
epois diflo quizermos tranfpér — 4x, efcrevere-
98 §x -} 4x=—128, ou gxr = 28. Brevemente vere-
0s, como fe acaba a refolugad delta equagab.

ERas transformagbes fundad-fe , em que duas
uantidades fe confervad iguais, fe a ambas ajun-
armos , ou de ambas tirarmos a melma quantida-

57 Porefla regra fe podem tranfportar a0 mef-
© tempo todos os termos affectos da incognita pa-
a hum membro , ¢ todas as quantidades conhecidas
araooutro. Aflim daequacad 7x — 8 — 14— 4»
cconclue 7% 4 4gx =14 48, our11x=122. Do
#¢fmo modo a equagab ax -+ be — cx — ac — by
¢ transforma em ax — ex 4 bx == ac — be.

58  Se depois da tranfpoficad , e reduccad , o
ermo affeCto de x tiver o final — , mudaremos os
inais de ambos os membros. Por exemplo, fe tiver-
08 3¥ — 8 — 4» — 12, tranfpondo e redu-
zindo, acharemos — y — — 4 : dCEﬁIZiIEm{Ji pois
Mt Forquc igualmente poderiamos tran{por os
¥ para o fegundo membro, e teriamos 4 — #, que

¢ 0 mefmo que » — 4.

59 Quando a equagad he numerica, ou quando
fendo litteral inclue quantidades femelhantes, pode
abbreviar-fe areducgad, rifcando huma dellas, e tiran-
dluoutru tanto da outra ,ou fomando , conforme elles
tiverem 0 mefmo , ou differente final em differen-

. tes
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tes membros. Por exemplo , na equacad 65— 48
o} 2¢ = 5a - 3¥, rilcaremos 2% no primero mem-
bro, ¢ elcreveremos (Gmente % no fegundo ; rifcare-
mos 5a no fegundo , e fomaremos 4a com 54, 0 que
dara immediatamente 66 — ga =— ». Do mefmo mo-
do a equagad 5a 4 26 = 5a -} # fe reduz imme-
diatamente a 26 = «. :

6o Feita a tranfpofigad , para ter o valor da
incognita no cafo de nad entrarem fracgbes na
equagad , executaremos a regra feguinte: £fcreva-
Je unicamente a incognita em hum membro, ¢ divida-fe
o outro pelo multiplicador que ella tinha,

Por exemplo , da equagad 75 — 8 =14 —¢¥,
que da 11x= 22, deduzimos x — -?—:l ; porque fe

11x = 22, aundecima parte de 11x, oux ferd
tambem igual & undecima parte de 22.

Do mefmo modo aequagad 12x — 15 = 4*
4 25, ouBx=—4go, dix=3.

A regra he a mefma para as equacbes litterais ,
qualquer que feja o numero dos termos affedlos da
jocognita depois da tranfpofiab. A equagad ax
=be dﬁ::—‘:—- . A:qua-;aéqx—.l-ér-_-rxzku

- o =

__fﬂ?,nl.l ax—fx+sj == — 5{dax= ml
dividindo o fegundo membro pela totalidade das
quantidades a — ¢ 4, i

61 Para conhecermos pois o valor de x, quando
depois da tranfpoficad ha muitos termos affeos
da dita incognita , dividiremos o fegundo membro
pela toralidade das. quantidades que multiplicad
no primeiro, tomando-as com os finais, com que
nelle fe achas. ;

Por exemplo, na €quagad ax = b¢ — 2%, Ot

' ax
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be
ax 4 2x=be, teremos x = ;5 Da mefma for-

fe a equagab X —ab—lbc —ax, oux -t ax—="b¢e
+ab

+ab, dix="%(5).

62 Se houver alguma quantidade, que feja fa-
&or comum de todos os termos da equagad , para
fimplificar , dividiremos por elle todos os termos,
Por exemplo , na equagad 155> = 27ab -} 6bx divi-
diremos todos os termos pelo fen faCtor commum
36, e teremos 5b==9a —Pi-zr » da qual (56,60 )
fetira x— 5‘5"_1"‘ L

63 As regras, que acabamesde dar, podem ap-
plicar-fe @s equagdes , em que entrad denominado-
TS , com tanto que eltes nad contenhad a incogni-
123 mas como ellas fe executas ordinariamente com
mais facilidade , quando na6 ha fracgbes , por iffo
#untaremos a regra feguinte,

64 Para transformar huma equagad na qual en-
trab denominadores, em outra que os nab tenha ,
multiplique-fe cada bum das termos , gue nas tem deno-
minador , pelo producte de todas os denominadores ; ¢ o
numerador de cada buma das fracgies pelo produéts
dss denaminadores das outras Jimente,

Por exemplo, fe tiveflfemos a equagad ? +4= %'-'

1 s oge e
+12 % » multiplicariamos os termos 4 e 12 por

3-5. 700 105 , e teriamos 420, e 1260. Depois
multiplicariamos 2x por 5.7 ou 35, 4% por 3. 7 ou
21, 5¢ por 3. 5 ou 15, e teriamos 70%, 84% , 75¥;
¢ confeguintemente a equagad propofta fec muda
M 70x 4 420 —84v 4 1260 — 75%. Appli-
@ndo agora a efta as regras precedentes , teremas

Ban

Com
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Com cffeito , as tres fraccbes da equacad prow
polta, lendo reduzidas a0 mefmodenominador cone
forme as regras da Arithmerica, dad 25X, b4%, 5%,

105 165 10§
que realmente fad o mefmo que as primitivas, Se re-

duzirmos tambem os dous termos inteiros a fracgoes,

: = - 410 1100 T
cujos denominadores fejad 105, teremos it

de maneira que a equagad propolta fe transforma em
Prtae  S4xtiabo— 75 Mas quantidades iguais,

e

1oy ig
fendo mn]lip}icadsas pelo mefino numero , confer-
vab ainda a igvaldade ; logo multiplicando ambos
os membros por 105 , ifto he, fupprimindo o deno-
minador commum , ferd verdadeira a equagad , ifte
he , teremos, como acima, j0% -+ 420 = 84%
-+ 1260 — 75%.

Se os denominadores tiverem hum faftor com-
mum , fimplificaremos efta operagad, como enfia
namos ( Arith. g1 55 ). )

65 A regra he'a mefma para as equagdes litte-
rais , com tanto que fe obfervem as regras da mul-

tiplicagad algebrica. Affim , a equagab =4 b =
e :-:1 fe transforma em acdx - bede=b’x S abds
lﬁ“ = 5‘ fd

donde fe tira x = A
acd — be*

Se tivermos —r - ;ﬁ-— = ¢, multiplicare-
mos (48 ) cx por ¢, dx por b, e vird - - - -

T s, iflo hes 5 - bix = abee; da

qual tiraremos ¥ = .
Sthd
66 No
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66 No cafo de ferem complexos os denomi-
nadores , he mais commodo de ordinario indicar
primeiramente as operagbes , e executa-las depois,

Por exemplo , fe tiveffemos ‘—'_';: 4+ 4= ,_"L"_?

3
eflcreveriamos ax (3a-4-8) + 46 (a—4)(3a+4)
=cx{a—2&); e fazendo agora as operagbes india
cadas , acharemos 3ax -+ abx < 12 426 — Babr

— 463 = acx — bex , e confeguintemente , . ,
y — A Foa* _aats X
T g b aB —ar t be

Applicacat dos principios precedentes a refolucald
de alguns Problemas,

67 A Inda que refervamos os ufos da Alge-
bra para a fegunda Secgad , com tudo, afim de
fazermos a tempo algumas obfervacBes uteis , ap-
plicaremos os principios precedentes a alguns pro=
blemas muito faceis.

As regras , que acabamos de dar, fab fufficien-
tes para refolver qualquer problema do primeiro
grao, que elleja expreflo em equagad : refta fa-
ber como efta fe ha-de formar.

Para pdr hum problema em equagad, reprefen-
te-Je por huma letra cada huma das guantidades que
Je bufeai, ¢ havendo examinads o eflade da queflac ,
por meia dos finais algebricos facai-Je fobre as quan-
tidades dadas e as incognitas as mefmas operacies , e
o mefmos raciacinios , que fe farias para verificar ag
wncognitas mo cafs de ferem conbecidos os feus valores,

Os problemas feguintes dirigirad a :ppli:;-
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¢ab defta regra geral , ainda que pela fua fimplis
cidade nab precilad da .Mgebra para fe reflolverem.

Problema 1. Hum pai ¢ bum filbo tem entre am-
bos cem annos; o pai tem quarenta mais que. o filho ;
pergunta-fe , qual be a idade de cada hum,

Pouca attengad bafta para ver , que o proble-
ma fe reduz a achar duas quantidades , cuja foma
feja 100, e a differenca 40. Tambem he mani-
feito , que , [e for conhecida huma deftas quantida-
des , a fegunda o ferd com facilidade ; fe a maior ,
por exemplo, for conhecida, tirando della 40, te-
Femos a mais pequena,

Reprefentemos pois a maior por ¥.

Ora, fe efte valor fofle conhecido, e o qui-
zeflemos verificar, tirariamos delle 40 para ter o
numero menor ; depois diffo fomariamos o maior
com o menor para ver {e davad 1oo. Imitemos pois
eite modo de obrar,

O numerp maior he - - - - - = - %

Yogo omenor ferd - - - = = = = x—4o
Eftes dous numeros fomados Jdab - 2x— 40
Mas pelas condigbes da queltad devem dar 100,
Logo eis-aqui o problema pofto em equa-
20 = = = = = = = 2% — 40 =100

Havendo affim traduzido o problema em lingua-
gem algebrica , para ter ¥, nab fe trata de mais, que
de applicar as regras dadas ( 53 € 56 ). A primeira
di 2x=—=100 4 40 =140, e a fegunda x —_--'—:3
= 70. Logo o numero menor ferd 70 — 40 = igo;
¢ confeguintemente o pai tem 7o annos , ¢ o filho
g0. Com effeito , 70 -+ 30 = 100,

Reflectindo fobre 0 modo , porque nos condu-
zimos para relolver elte problema, ve-fe clara-

men-
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mente , que os raciocinios , que fizemos , nad fad
dependentes dos valores particulares dos numeros
100, ¢ 40 da queftas , e que fe em lpgar deftes
foflem dados outros quaisquer , fempre procederia-
mos pela melma férma, Affim , fe o problema fe
propuzefie delte modo geral : Sendo dada a {cma a
de duas quantidades , ¢ a fua differenga b , achar ca-
da buma das mefmas quantidades.
Reprefentando a maior por - » = - . x
A menor fer =« « = < & o+ x—4
E afomadeambass = « = = == = = - 25— }
Mas efta , conforme a queftas , deve fer--- g
Logo serress n—b=a;

®quacad, de que fetin x= % ._}-:f .

Quer dizer, qu;‘pam termos a maior , ajuntare=
mos a femifoma com a femidifferenca, como {e
achou (Trig, 177 ) por outro modo,

Como a menor he ¥ — 4 , feri;-,-.{__;—-—&.

iflo he, ‘Lii:_l.’f. =2 —% - Logo, para termos 3

menor , da femifoma tiraremos a femidifferenca
( Trig. 177 ). Efta traduccaé dos refultados finais
deve ﬁ:r hum dos principais cuidados do Analyfta,

Fica pois manifefto , como reprefentando em
geral , ifto he , por letras , as quantidades conhe-
¢idas , que entrap nos problemas , defcobrimos re-
gras gerais para a refoluad de todos os problemas
da mefma efpecie,

Muitas vezes os problemas parecem differen-
t€s 2 primeira vifta , mas depois de hum leve ex-
ame [e acha , que nag differem mais que no mo=
do de fe enunciarem, Por exemplo , f¢ nos pro=
puzerem ; . ;

Di-
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Dividir ¢ numers dado a em duas partes , das
guais buma exceda, ou feja excedida da oultra na quan-
tidade dada b. He facil de ver , que efte problema
he o mefmo que o precedente.

Probl. 11, Dividir ¢ numere 520 em tres par-
fes tais , que @ maior exceda a menor em 80, ¢ a
media exceda a mensr em 4o.

Se me diffeflem qual era a parte menor , ea
quizefle verificar , deveria ajuntar-lhe 4o para ter
a fegunda, e depois 8o para ter a maior ; a foma
das tres partes feria 720,

Chamemos poeis & parte menor - - ¥
Logoamedia he - = = = = = - = < x4+ 40
Eamaiﬁf —————— - - o= o= = X Bo
Ora eftas tres partes reunidas dad - - 31$ 120
E como o problema cxigc que dem - - - - 720
Logo =«=-a---oa 3% 4120 = 720
Applicando as regras precedentes, teremos x=—200;
Jogo a fegunda parte he 240 , ¢ 2 maior 2801 eftas
tres partes juntas fazem com effeito a foma de 72a.
Tambem aqui he manifefto , que fe os numeros
ropoftos , em lugar de ferem 720, 40, c 8o,
?ulT:m outros quaisquer , a queftad poderia re-
folver-fe do mefmo modo, Pelo que , para refol-
ver todos os problemas , nos quais fe trate de di-
vidir hum numero dado @ em tres partes tais, que o
excello da maior fobre a menor feja hum numero
?ualquer b , ¢ o excelfo da media fobre a menor
eja ¢, difcorreremos do mefmo modo , como aqui
fe mofira,

Seja




Pt ALECERR & 43

8eja a parte menor - - - - - #
A media feri - = < o s m o padeg
AWIOES ' == am ois’ Lgad §
Afoma di - == cucec qetbto
MISdﬂEdﬂf—-ﬂ--_--d_.a
Logul'eri 3.\'+5+r—_—a;

.t.-.J--e= #.,_[:5{-:!

3
Quer dizer efta formufa , fjie para ter a parte

menor tormaremos o ter¢o da differenca entre o nu=-
thero, que fe quer dividir, ¢ a forma dos dous excel-
fos. Affim, havendo de repartic 642 em tres partes
tais, que a media exceda a tmenor em 75, ¢ a mai-
or exceda a menor em 87 ; tiraremos 75 4 87 ou
162 de 642, e teremos 480 ; cujo tergo 160 he
?aglﬂ;o m_til_nur » € confeguintemente as outras duas
I ou 235 , e 160 -} 87 ou 247.
Probl. Iﬁ chgm"r bum -:t:tmzra dads , por
exemplo 14250, em tres partes tais , que [ejai emtre
Jicomo os numeros 3, 5, 11, i
Se conheceffemos huma das partes, v. g. a primei-
fa, pard a verificarmos , bufcariamos ( Arith.194 )
hum numero que foffe para ella :: 5: 3, cefleferia
a {egunda parte. Bufcariamos tambem outro nume-
1o, que folfe para a mefma primeira parte :: 1133
e eflte feria a terceira parte. A foma deftas tres par-
tes formaria 14250. Procedendo pois defta mancira
Seja a primeira parte - = - - + x
Seré ( Arith. 194 ) a fegunda - - 5%
E a terceita ---...---%
A foma deftas di - - - - x-]—-‘—:’-'

Mas conforme,a quefla deve dar - - « = 14250
Logo, s + 5 =14250 Efta

Donde fe tira x—
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Efta equacad fe muda (64) em 19x = 43750 3
Logo (60} - < - ¥==2250. A fegunda parte ferd pois
§ X 1340 ; . .
- ou 3750, € a terceira 8250. Com effei-
to os tres numeros 2250 , 3750 , 8250, fomados
fazem 14250, e eftad entre fi como 3, 5,e 11 3
como he facil de ver , dividindo-os por 750 , com
o q;: ( Arith, 170) nab fe altera a razab.

o numero que {e quer dividir 4 em lugar de fer
14250, fofle em geral a , e 0s numeros proporcio=
nais as partes, em lugar de 3, 5, 11, foffem em ge=
sal m , n, p , imitariamos o que acabamos de fazer.

Aflim , reprefentando a primeira parte por - x

A fegunda fcti-a--.----.--a--i-:

E a terceira - = -

Cuja foma faz
Mas deve fazef = v = = . w . &

Logo x4 —E-}ff =

Efta equagad di mx f- six -+ pr — na; ¢

= L.l g
conleguintemente » = BT

Para traduzirmos efta folucad , e enunciarmios
bma regra geral , note-fe , que fe tiveffemos
m<4-n4pim:ial;oquarto termo (Arith. 179)

feria ;—;‘:—*'; ; e como x he expreffo nefta quanti-

dade , fegue-fe , que para termos a primeira parte,
calcularemos o quarto proporcional a0 numera pro=
pofto , a primeira das partes dadas , ¢ 4 foma de
todas eftas ( Arith. 197 ).
Probl. IV. Defpachou-fe de Dreux para Breft
bum Poftilbai , cuja volscidade be tal , que em bus
md
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s bora anda duas leguas. Qito horas depois fe def<
pachou outro de Paris para Breff , cuja wolscidade
be de tres legues por hora. Pc?nm'a-ﬁ yonde fe hata
de encontrar , fabends-fe tambem , que a diffancia de
Paris a Dreux he de 17 leguas,

Se me diffeffem , quantas leguas devia andar o
fegundo Poftilhad para fe encontrar com o primei-
Yo , eis-aqui como verificaria cfte numero. Bufca-
ria que jornada teria feito o primeiro no tempo ,
em que o fegundo tinha feito a fua , caleculando o
quarto termo defta proporgad 3 3 2 I o numero de
leguas corridas pelo fegundo he para o numero de
leguas, que o primeiro terd andado no mefimo tem-
po. A elte quarto termo ajuntaria o numero de legu=
as, que o primeiro Poftilhab devia ter andado nas 8
horas de antecipacat da partida , como tambem as
17 leguas do intervallo de Paris a Dreux , que el-
e tinha igualoente de avanco ; a foma daria o nu-
mero de leguas corridas pelo fegundo, Procedendo
pois delta maneira

Seja o numero de leguas corridas pelo fegundo ¢

No mefmo tempo o primeiro andard - - - :... %

Enas8 deavango' - - - = S w0 _ . T

E pela diftancia de Paris a Dreux - - - - 17

. -'_‘-'_‘_"_'

Eftas tres quantidades fazem a foma T %+ 33

ilto he , 0 numero de leguas que deveri andar o fes
gundo , para fe encontrar com o primeiro

Logo :— x* < 33—=ux, econleguintemente x —09g%

quer dizer , que os dous Poftilhdes deverab encons=
trar-fe a g9 leguas de Paris.

Com effeito , no tempo em que o fegnndo anm-
dar gg leguas , o primeiro andara 66, cltas jum
ta=
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tamente com as 16 leguas de adiantamento et ra+
#ab das 8 horas , e com 1s 17 leguas de avarico ;
por partir de Dreux , fazem a fomade gg: logo
eltarad amboes ao mefmo tempo no mefmo lugar,

Em geral , feja o intervallo dos lugares da par+
tida — « , a differenga eatre os tempos da partida
== b, a velocidade do primeiro Pollithatd = ¢, a do
fegundo =4 , o efpago que deve andar o fegundo
para fe encontrar com o primeiro —=x: difcorrens

do , como havemos feito precedentemente, teremos
¥=== 4 bt a, donde fe tira x=-‘f§—1—5§ » que
da a folugad de todos os problemas delta elpecie ,
elo menos em quanto fe fuppbe , que os dous
;’oﬂilhﬁcs vab para a melma parte , e que a parti-
da do que anda menos precede @ do mais veloz.

Para moltrarmos o ufo delta formula , tornemos

ao exemplo precedente. Como nelte cafo a = 17/,
b=8b,c = 2! ,d = 3/, o valor geral de x fc torna
em x.=--—3-r——"'=:'i' =3 — 51 48 = 9¢, como aci=
ma.
. O ufo pois das folugbes gerais he tal , que
fe fubftituirmos em lugar das letras os numeros, que
ellas reprefentad , e fizermos as operagdes indis
cadas pela difpoficad e finais das melmas letras ,
acharemos a reflolugad de todos os problemias par-
ticulares da mefma efpecie.

Por exemplo, fe nos propuzellern efte probles
ma : A agulba das horas de hum relsgio correfpon-
deai7’ , eados minutos a24’ , ifle be, fui 35" 24';
pergunta-fe , quands eflaras as duas agulbas hums
Jobre a sutra.

Como as duas agulhas fe movem a0 mefmo tem-
0, 3 quantidade & he cifra nefte calo ; @ ou ol
- p‘.
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paco. que 3 agulha dos minutos deve correr defdea
vigeima quarta divifad do quadrante até a deci-
ma feptima , he igual a §3 divifGes } ¢ = 53

2 el . b v ¥ i 2
d = 60, Temos pois ir _—_.-%%::1: 57 '?': L ifte
he , deverd a agulha dos minutos correr ainda 57

divifes ¢ ':Ei ; & como ella correfpondia & vigefi-

ma quarta divifad , deverd correfponder a 81 diz
\f}fﬁﬁé ¢ :9-' ; ou, pois que huma cifchmfcr':nci,i.
confta de 6o divilGes ; as duas agulhas eflaraé hu-
ma fobre a outra 208 21’ 12; da hora feguinte ;

ifto hey4s 4b 21" 2 -
1L

_Alem da vantagem expofta das foluges litte-
fais , ha outra, a qual confifte em que muitas ve-
Zes as formulas , precedendo certas preparagdes
ddmitteni o enunciarem-fe de hum modo fimples ,
¢ facil de fe confervar na memotia. Por exemplo ,

2 ad .
a formula ultimamente achada 4 =— 7—*": ‘:{ » DA

qual a quantidade & he fa@or commum dos dous ters
mos do numerador, pide elcrever-fe por efte mo-
do, x== EL;_.—*;“—L‘- » onde fe vé; que » he o quars
o termo da J)ropo a6 , cujos tres primeiros fe=
Mab d—e¢ (d . a4 be. Poremd—¢ denota a
differenga das velocidides dos dous Poftilhiges ; 2
denota a velocidade do fegundo ; e @ -4 b coma
poe-fe do intervallo 2 dos dous lugares da parti-
dd s € da quantidade éc, que exprime o elpago
corrido pelo primeiro Poitilhad no tem po que tem
fjt avango , de mancira que & + b¢ reprefenta a
jornada que tem feito o primeiro até o inftante ,

: D em
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em que o fegundo comeca a fua ', ou todo o avan.
¢o que o primeiro ganhou em rafad de partir mais
cedo, e de hum lugar mais adiantado. Logo a
refolugad do problema pode reduzir-fe aefte enuna
ciado : Havendo multiplicado a velocidade do pri-
meiro Poftithad pelo tempo que tem de avanco ,
fome-fe o produflo com o intervallo dos lugares da
rtila ; e bulcando depois o quarto proporcional
a differenca das velocidades , 4 velccidade do fe-
gundo, e & foma achada, elle determinard o lu-
gar do encontro. Pelo que no noffo primeiro ex-
emnplo , tendo o primeiro Poftilhad 8% de avanco
e 2/ de velocidade , fomaremos 16/ com 17/ in-
tervallo dos dous lugares , o que da 33 ; e calcu-
lando o quarto termo da proporgadb 3 — 2 ou
¥ ?!'.33: » acharemos g9 , ¢omo acima,
Ultimamente , ainda que entrem fracgdes , a re-
gra fempre he a mefma. Por exemplo, fe o primei-
1o Poltithaé andafle 7/ em 4% , o fegundo 13/ em
5% ; e o primeiro fe antecipafle 15% , ¢ o inter-
vallo dos dous lugares da partida folle de 42/ ; di-
riamos : andando o primeiro 7 'em 4%, vem a an-

dar -::4 de legua por hora, e por tanto efta he a ve-
jocidade do primeiro ; do melmo modo a veloci-
dade do fegundo he de —}3 de legua por hora. Affim

o

multiplicando —I— por 15, € fomando o produéto

‘_:_i com 42, teremos 3‘-?; calculando pois o quar-

I
to terme da proporgad f ._.%:‘]3_:: 5&5 t; elte
LRV 3549
416 5 L2 20 b
quasto fermor,;—7 2 08 571 ou 52, ou.208 3

5 L3 a9
he
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he o numero de leguas , que o fegundo Poltilhat
deverd andar.

Reflexiies Jobre as quantidadés pofitivas ,
¢ nuegalivass

.bg A S formulas gerais fervem nad fémen.
te para refolver todos os problemas analagos pot
fimples fubflitig6es , mas tambem para achar em
muitos cafos a folugad de outros , cujas condi-
ghes fejad em tudo oppoftas dquellas , a que fe ha=
via fatisfeito primeiramente ; e para iffo bafta or-
dinariamente huma fimples mudanga de <+ em—,
ou de — em - nos finais das quantidades. Mas an-
tes de moftrarmos efte novo ufo dos finais ) cona
fideremo-los: em outro ponto de vifta.

As letras nag repmlJ:maﬁ mais que os valores
ablolutos das quantidades. Os finais 4 e — nab
tem repreflentado até aqui mais do que as opera=
goes da addica6 e (ubtraccat ; porem podem  re-
prefentar tambem  eni | imuvitos cafos a exiftencia
relativa de humas quantidades a refpeito de vutras,

Huma quantidade pdde confiderar-fe em dous
fentidos oppoftos, ou como capaz de angmentar ouw
tra quantidade , ou como capaz de a diminuir ; mas
€M quanto ella fe repreferita meramente por hu-
ma letra , ou por hum numeto , naé fe faberd em
?cua'l dos dous fentidos fe confidera. Por exemplo ,

hum homem tiver tantos bens como dividas , o
mefmo numero péde fervir para exprimir a quanti-
¢ numerica de ambas as coufas, porem elte ou-
mero nab moftrara a differenca que ha entre ellas. O
melo mais natural de a declarar he defigna-las por
hum final »que indique o effeito que humas podem
D2 pro=
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produzir fobre as outras ; € como o effeito das divis
das he diminuir os bens, que cada hum poffie, fica
muoito patural delignar aquellas, applicando.lhes
o fihal — .

Do melmo moda , (e confiderarmos huma li-
nha re®a ( Fig. 1 ) como gerada pelo movimento
de hum ponto 4 na direccab perpendicular & kK-
nha BC, he claro, que ainda que fe reprefente
por a o efpago AD ou AE , que elle tem cornido ,
naé fe determina com iffo abfolutamente -a fua fi-
tuaca , pois que o ponto tapio péde mover-fe ded
para D , como de 4 para E. © meio de a fixar he
indicar por algum final, fe a quantidade a eftd 4 di-
reita ou & efquerda , e para iflo fab muito propries
os finais 4, €= por quante referindo o movimen-
to do ponto.4 a outro ponto L conhecido, € cons
fiderado como termo fixo, quando o ponto 4 fe mo-
we para D), a linha que def¢reve tende a augmen-
tar LA , e quando fe move para £, alinha que
defcreve tende a diminuir L4 , e confeguintemente
he natural o reprefentar AD por<}-a, ou fimple(-
mente: por @ , ¢ AL por —=a . Seria o contrario;
{e rapm:ﬂemns o movimento do ponte 4 a0 pon-

Tem pois as quantidades negativas homa ex+
iftencia tad real como as pofitivas 3 a uniea diffes
zenga 4 que ha entre ellas, he o tomarem-{e nolcal=
culo em fentido contrario , € por tanto as regras, quo
havemos dedo para as differentes operagdes fobre
as quantidades, {ad as mefmas, feja qual for o

nto de vifta , em que eftas fe conliderab. Tanto
umas como outras podem achar-fe , e muitas ve=
zes fe achad milluradas juntamerte no mefmo cal=

culo. Acontece iflo , nad {6 porque certas opera«
goes




DE ALGEEBRA 53

¢hes conduzem a tirar certas quantidades de ou-
tras , como havemos vifto ; mas tambem porque
muitas vezes no calculo ha neccllidade de expri-
mir_as differentes accepgbes , em que fe tomad as
quantidades.

70 Pelo que, fe na refolucad de hum proble-
ma o valor da incognita fahir negativo ; por ex~’
emplo , fe chegarmos a hum refultado como x =
— 3; concluiremos que a quantidade defignada por
x nad tem as prnpriedadei » que lhe attribuimos, ou
{uppuzemos no calculo, mas outras em tudo con=~
trarias. Propondo-fe , por exemplo, efte problema:
Achar bum numera , que fends junto a 15 dé 10 , @
qual he evidentemente impofiivel ; fe reprefentar-
mos o numero bufcado por x, teremos x -} 15
=10, e conleguintemente »r = — 5, Efta ulti-
ma conclufad pois nos moflra, que », o qual fe
tinha confiderado como devendo ajuntar-fe a 1 i)pa—
ra formar 1o, deve pelo contrario fer tirado. Def-
te modo toda a folugad negativa indica alguma
fuppoficaé falfa no enunciado do problema ; mas
indica a0 melmo tempo a correcgad , moftrando
que a quantidade procurada fe deve tomar em hum
fentido totalmente oppofto aquelle , em que d’antes
havia fido tomada. :

71 Concluamos pois , que havendo refol-
vido hum problema, no qual algumas quantidades
fe tenhadé tomado em hum fentido , fe 0 quizermos
relolver, tomando as melmas quantidades em fen~
tido totalmente oppofto, baftarh mudar os finais,
que attualmente tem as mefmas quantidades, Por
exemplo , no problema quarto , re?ohr':do geralmen-
e para o calo em que os PoltilhGes caminhaf-
fem para 3 mefma partg, fe quizermos ter 2 ri:fn-

U=
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lugab de todos os problemas, que fe pédem pro<

r no cafo em que elles venha6 de partes op-

poftas a encontrar-fe hum com o outro , mudaremos

i + bed
o final de ¢ no valor achado ¥ = 5—— . Com

effeito , nefte cafo o primeiro Poftilhdo , como em
lugar de fe apartar fe avizinha do fegundo , dimi-
nue a jornada que efte devia fazer , e diminue-a
em razab da fua velocidade ¢, ou do efpago que
corre em huma unidade de tempo ; devemos pois
exprimir, que ¢ em lugar de augmentar diminue,
ilto he, efcrever — ¢ em lugar de - ¢. Efta mu-
dan¢a di xzdj: ‘:‘ ; porque 4 bed = =
bd (4 ¢) ; logo, mudando o final, teremos
+bd (—c) = — bcd,

Confirmemos tuda ifte com hum exemplo. Sup=
ponhamos que dous Poftilhes vem de partes cons
trarias , e fahem de dous lugares , cujo interval-
lo he de 100 leguas: o primeiro parte 7 horas an-
tes do fegundo, e tem velocidade de 2/ por hora ;
o fegundo anda 3/ por hora. Seja ¥ a jornada , que
elte deve fazer para fe encontrar com o primeiro,
He claro, que x feri igual 4 differenca entre a dif-
tancia total , ¢ o efpago corrido pelo primeiro ; €
como clte efpago fe compde do que elle pode an-
dar nas fete horas, ifta be , de 14/, e do que ti-
ver andado em quanto o fegundo caminhar , ifto

2 2
hc.de?x; teremaos XTZ= 100 =14 — - ¥,

’—;—sz 5:%-. Ora fena

e confeguintemente ¥ —

ad — bed
g v e

pertence a efte cafo, fubftituirmos 100 por a,

7

formula x = ,» a qual , como diffemos ,
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7 por b, 3 por d, e 2 porc, teremos do mefs
mo modux:ss-%.- {

A’ medida que nos formos adiantando , tere-
mos o cuidado de fixar cada yez mais a idéa, que
fe deve fazer das quantidn{fﬁ negativas,

72 Como convem muito adquirir facilidade
de por os problemas em equagad , ajuntameos aqui
alguns fimples para exercicio dos principiantes ,
contentando-nos com dar os relultados , os quais
fervirad para confirmar as {uas tentativas. Depois
de os terem refolvido nos numeros em que fa6 pro-
poftos , deverad (ubltituir letras aos numeros , € ex-
ercitar-fe na refolucad litteral : imitando affim as
folugGes particulares , fe adquire a facilidade de ge-
naralizar , e eftender as idéas.

Achar bum numers, que fends fucceffivamente jun-
toas, eara,dé duas fomas , as quais fejai entre f§
como 3 paraq . . . . » Relp, 16,

Achar hum numers tal , que reuninds a fua ame-

lade , tergo , e = Je fm_’m; huma foma , a qual fe-

nbaq de frﬂﬂif.ﬁn o numera procurads . . Relp. g0.

Andai trabalbando tres officiais , dos quais o pri-
meiry faz §bragas de sbra por dia o fegunds 7 , ¢
o terceira 81 em que tempo farai 100 bragas , ira-
balbando juntamente tadss tres 2 . . . Refp. 59.

Ajuflou-fe bum official preguicezs a razai de 24
oldas por cada dia em que trabalbaffe ; mas com con-
digai de fe lbe defeontarem 6 foldss por cada dia , em
gue nai trabalbaffe. Paffadss 30 dias fez fe-lhe a
conta , ¢ achou-fe que nada tinba de receber. Quan-
tos dias trabalbou? , . . . Refp. 64,

Hum bomem camprou hum cavalls , que vendeos com
100 libras de ganbo : Jabe-fe que o lucro foi de 10

per
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por cents. Por quanto o comprou 2 . . Relp. per goo’,

Pagou-fe certa quantia em 55 pagamentss , qua
Je fizerai fempre progreffivamente com augments da mef=
ma quantidade ; o primeiro pagamenis foi de 7 lib., e
o ultimo dr 37. Quanta ¢éra o augmenta de cada hum 2
Relp, de 2 ;- '

Temes agua do mar , que em 32 Itbras contem hu-
ma de ful. Due prcas de agua doce [fe devera ajun-
tar-lhe , para gue em 32 libra; de mifle nas baja mais
que duas engas de fal? . , , . Refp. 224 libras.

Das Equacies lineares a muilas incognilas.

73 QUalqﬁer que feja o numero das inco-

nitas, o methodo de por o problema em equa-
¢a6.(67) he fempre 0 mefmo. Mas em geral , he
neceflario formar tantas equagdes , coma mit=
tirem as condigfes. Se todas eitas forem diftinétas ,
¢ independentes humas das outras , e fe alem diflo
cada huma fe podér exprimir por huma equacaé ,
o problema nad poderd ter mais que huma folu-
¢a6 , nocafo de ferem as equacées todas do pri-
meiro, grio , ede ferem ao melmo tempo tantas
as equacgdes quantas as incognitas. Se porem algu-.
ma das condigbes fe achar implicita ou explicita-
mente comprehendida em alguma das outras , ou
fe o numera das condigdes for menor que o nume-
ro das incognitas ; teremos menos equagbes que
incognitas , e por tanto a quellad podera ter. hu-
ma infinidade de folugdes , excepto guando o nu~
mero deltas for limitado por alguma condicab par-
ticular , que nad poffa exprimir-fe por equagaly:
De wdo ilto daremnes exemplos, Sup=
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Suppondo primeiramente duas equacBes, ¢ du
as incognitas , a regra que fe deve ajuntar is que
hayemos dado icerca das equagbes a huma inco-
gnita , he a feguinte.

74 Tome-fe em cada equagai o valor de huma mef-
ma incognita , e igualands aos dous walores , {teremos
buma equacas @ fegunda incagnita. Sendo achade o
valor defla pelas regras precedentes , faga-fe fubfiis
tuigai delle em qualquer dos dous_valores , que fe to-
marai pela primeira operagas | e affim delerminaremas
a fegunda incognita. 3

Exemplo 1. Tendo as duas equagbes 2x -+ y

=24, §¥ -+ 3y=—065, tomaremos em ambas o

valor de x , e acharemos na primeira x = ’-‘?T'-L s
¢ na fegunda x = —55;51{.. Igualando eftes dous va-

lores , teremos =2 — 65'; i . Efta equagal

naj inclue mais do que a fegunda incognita y , @
di y = 10,

Para termos %, fubftituiremos em lugar de y
o feu valor 10 no primeiro valor de x, que¢ he o
mais fimples, e acharemos x = 7.

E 1 . Seti SR | S
75 Exemplo II. Se tivermos : —i— = 2r

¢ *:--\‘ + i— y=19; acharemos primeiramente
6o+ 24y
3
=228 — gy, e confeguintemente y = % o
Subftituindo efte valor na fegunda exprefab de
X , teremos _x;%l_—‘_—ls. s

76 Exemplo -“Iv Se forem propoftas as duas
o

— o+ 2¢ 228 —
¥ =  ex= s”' Logo

4
|
i

S —
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~

2 : |
equacles = x —= 2% + Ly —9,ety-2
=% y — 63 deduziremos x == X 432

7
,ijz._;:'a_"_‘;:’ s oudy— 84— w’_;_h. da qual fe tira
y = S8 __ 48, Subflitvindo efte’ valor na equa-

a1 —

0

gab ¥= 2, teremos ¥= 20,

77 Exemplo IV. Em geral , as duas equacdes
ax +by—c, eds 4 fy —=e¢, em que a, &,
¢, d, e, [ denotad quantidades conhecidas , po-

fr — be

fitivas , ou negativas, dad x =T—=2, ey =
g_.—-fd ¥
of — o

78 Quando as duas incognitas nab fe achare m
ambas em cada huma das equagdes , o calculo naé
differira dos precedentes , fenad em fer mais {im-
ples- 1 :

Por exemplo , fe tivermos sax — 3¢, e cx
tdy=¢,a p.im:irl dara x — ;1; » ¢ a fegunda
,;=f..—?_§£; loga—-;:-m ':-—:—"-", donde fe tira y =

ig-;k d
Sad

Das Equaces lineares a tres, e mais
incognitas,

79 D O que fica dito fe deduz facilmente @
methodo de refolver as equagdes , quando for mais
confideravel o numero das incognitas , fuppondo
que ha igual numero de humas e outras. '

‘Se tivermos tres equaghes , fome-fe em cadé
. U=
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kuma o walor de huma mefina incognita , ¢ iguale-fe
e primeire as fegunds , ¢ o primeire ad fercerro § o
o primeirs aa fegunds , ¢ o fegunds as ferceive , ¢
affim fe reduziri efle cafs ao precedente (74 ).

- Sejab , por exemplo , as tres equacgbes ,

3¢ + 5y + 72 =179
8 43y —a2z = 64

55 —y +32= 75
Da primeira tiro x = '_7_9_7_;1:_72_
Da fegunda . .« x = ﬁ-l-_l%fiﬂ_

Da terceira » . ¢ =254 2 —3%,

5
Ignalando o primeiro aa fegundo, tenho - - .
W —sr—7=__64—artas
8

3
Tgualando o primeiro ao terceiro , tenho - - =
119 — sy— 9= §.ty man . '

il

Ohfcsrwudo agora nefles duas equagdes a regra
dada (74 )» acharemosz=15, ¢y = 10.

Para ter x, fubRituad-fe eftes valores em huma
das fuas expreflbes , e teremos x = 8.,

80 O calculo feri mais fimples, quando as in-
fognitas nad entrarem todas juntamente em cada
huma das equacdes. .

Sejad , por exemplo , as tres equagdes , g% -+
=065, 2y —z=11, 3x + 4z = 57.

A primeira e terceira dag x — ST __ §7—4=,

5 3
¢ combinando efta ultima com a fegunda, achare-
Mosz=9,y=10, x =7 :
81 Sendo” maior o numero das equagdes , e
We-fo em cada equagai o valor de huma mefma r'n{a-
Zni=
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grita., iguale-fe bum defles valores a.cada hum dss
outras , ¢ baverd de menss huma equagai ¢ buma tn-
cognita. Tratem-fe eftas novas equagies coma as pri-
meiras , ¢ bavera tambem de menos hyma equagai e
buma incognita, Continue-fe affim por diante, até que
Sfinalmente fe rﬁtgu; anas ter mais que huma inca-
gnita.

82 Tambem podemos determinar os valores
das incognitas pelo methodo feguinte, que he util
em muitas occafibes.

Sejab as duasequacbes 3v 4+ 4y=181, e 3vr —
4y ==9. Se tirarmos a fegunda da primeira, te-
remos 8y = 72 , e confeguintemente y =g : fe
pelo contrario as ajuntarmos , teremos by = go, ¢
confeguintemente x = 15. He, pois manifefto , que
quando o coefficiente de huma das incognitas he
o mefmo em cada huma das duas equagdes , eftas
muito facilmente por meio da addigad , ou da fub-
tracgad fe reduzem anpad terem mais que huma
incpgnita.

3 Pode-fe dar fempre 0 mefmo coefficiente a
‘mefma incognita , multiplicando huma das duas
equagdes por hum numero conveniente , o qual fe
achari da maneira feguinte,

Sejab as duas equacbes 4v -+ 3y =65, ¢
gx -+ 8y = 111. Reprelentando por m o numero
de que fe trata, multiplique-fe por elle huma das
duas equacOes , a fegunda, par exemplo , e teremos
gmx - 8my = 111m. Ajuntando, efta com a pri-
meira, acharemos (4 =+ gm)x 4 (34 8m)y
=065 4 111m,

" Agora para eliminar x, fupporemos que o nu-
mero m he tal, que 4 | 5m =o , donde fetira

m=— ‘E‘* Efta hypothefe reduz a cquat;a?sa
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. (348m)y =654 111m,quediy= ﬂ:-{—;—:'—"-

=—3 =7, O melmo aconteceria, fe multi-

plicaffemos a primeira por 5, coefficiente de x na fe-
gunda, e efla por 4, coefficiente de x na primeira , ¢
tiraffemos o fegundo produlo do primeiro, Se qui~
zeflemos porem eliminar y, fupporiamos 3 4 8 m

=0, quedi m = £ ; ¢ confeguintemente a

tquacad fereduziriaa (4 - §0) x =65 41111,
. 65 — 313
. 654 111m
donde fe tira x = ™ o _;J _=_-II.

84 Se tivermeos tres equacdes , € tres incognitas ;
multiplicaremos a fegunda por hum numero =, ¢ a
terceira por outro n; € ajuntando os produtos com
a primeira, fupporemos o cocfliciente de cada hu-
ma de duas das incognitas x ,y , € 2 ilgllal a nada ,
¢ teremos aflim duas equagdes para determinar m
€n, as quais fe tratarad como no cafo prece~
dente. '

Tomemos para exemplo as tres equaches

Fre +72=179

. 0% 3y — 2z == fu{.

58—y F82.5% 78
M!;Itiplicando a fegunda por m , a terceira por
7, ¢ ajuntando.os productos com a primeira , teres
mos (34 8m tsn) x4 ( 5 43m—n) y 4

Ryl . .y s i i
Para achar o valor de z , fupporemos 3 4 8m
t5n=0,e54 3m—n=o0; ecaecquacad fe

re-
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weduziria (7= 2m 4 3n)z==179 4 64m-} 75
e fe firs & me DL 00w L TPxC,

J— amtim

 Determinemos agora m e n_por meio das duas
equagdes hypotheticas , multiplicando ; como no
eafo prer:ecf::nte , a fegunda por p, e ajuntando
© produ@o com a primeira. Efta operacab dard
3434 (84 3p) mi-(5=p)n = o,
a qual, fuppondo 8 4~ 3p =0, ou p = & afim
de tern, fe reduziria g 4 5p 4+ (s _Jp]u

- =R a1
59 logo n Lals 3Tt ) Semelhantemens

te acharemos m = — %. Subftituindo pois eftes

valores na expreflab de z , teremos z =15,

Pelo que fica dito fe percebe 0 modo , porque
‘deveriamos praticar, fe em lugar de z quizeflemos
ter x ou y. Porem , havendo determinado huma das
incognitas , he efcufado comegar de novo hum cal-
culo femelhante para cada huma das outras ; bafta
fubftituir o valor achado em todas as equagdes pro-
poltas menos huma, e allim fe determinab os ou-
tros valores como no cafo de haver huma equa-
¢ab de menos. No noffo exemplo , tendo achado
z==15 , fubftituiremos efte valor tanto na fegun-
da equacab como na terceira, e entad por meio
de duas equaches a duas incognitas acharemos
g =10, x==8

85 Por qualquer dos dous méthodes éxpoflos
fe pédem deduzir formulas gerais , que reprefen-
wem os valores das incognitas em todos os cafos
imaginaveis. Affin, exprimindo geralmente duas

uagbes do primeiro grio a duas incognitas por
:2 +£;-|—rp:—.-o. ea' s by4o lgﬂﬁ: W}:““

- c
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he fempre poffivel , tranfpondo todos-os termos pa=
1a hum membro § acharemos . . . .. ... . .
Bt — L% a'c — ac’
ol 1= A By ey T
Do mefmo modo , reprefentando tres equacs-
es do primeiro grio a tres incognitas por ax-i-z
:z-g-d==o rva's by 4z d-d =o0,a
By 4 etz 4 d"== o , acharemos que os valo-
resdex, y, ek fe exprimem da maneira feguine
Te‘
g = T Wt AT < A b B #BVE 4 B
T VAT 0T ¢ albe’ = abtel § alble = 2

— ad'e’ 4 a'de? — alde’ 4 ac'd! — a2'ed" 4 aled?
t ableit — gl + Ve’ ablie¥ + ad — a¥ble

y=

g B N B BTt B Bt § Bedn

. LTy Wit gt — g f‘..‘.}‘rﬂru‘ o

Para 4 equagdes, e 4 incognitas achariamos
quatro fracgdes, as quais teriad 24, ifto he, 1.2.73.4
termos no numerador , e outros tantos no denos
minador. Para § incognitas fe achariaé 120, ou
1.2, 3. 4. § termos, 720 ou I. 2. 3. 4. §. 6 pa<
126 ; eaflim por diante.

Podemos porem abbreviar hum calculo tad lon-
o, refle®indo na férma dos valores achados , e
hos que fe achariad do mefmo modo para quatro
tquagbes , e quatio incognitas: Porque 1.° feja ?unl
for © numero das incognitas Xy yy €%, 05 [eus
valores tem todos o mefmo denominador.

2.° O numerador de qualquer dos valores fe fér-

ma do feu denominador , trocando nefte o coeffici-

ente da incognita refpectiva pela nltima letra d da

€quacad , e mudando os finais. Por exemplo , fe:

no denominador de x ultimamente achado mudar-
mos
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mosaemd,a'emd y a'’emd’, e fizermos s
;ln_ng dos finais , teremos o numerador,

ara achar a regra que da o denominador com-
mum , noto 1.° que no cafo de huma equagad , €
huma incognita, como em ax < é =0 ; o déno-
minador he @, 2.2 No caflo de duas equagbes , e
duas incognitas , he ab'— a'6. 3.2 No calo de tres
equagdes , ¢ tres incogoitas , he (ab’—a'h) " +
{‘uj_-_, Bpr] r’+ fll"j'"—ﬂ”-ﬁ_'s £

oto mais, que o denominador a6’ —a'f no ca-
fode 2 incognitas , fe férma de a denominador po
¢alo de huma incognita ; multiplicando & por &,
depois mudando em ab', 'emo, ¢ 0 em ' (por o
entendemos 6 accento da letra fad accentuada )
¢ ultimamente fazendo midanca de 4+ ém —

Semelhantemente , o denominador no cafo de 3
incognitas fe forma do denominador no cafo de
2 incognitas : 1.° multiplicando efte por ¢/ : 2.°
mulh:g: “em ', e 'em ", etambem os finais :
3. mudando nefte ultimo refultado 'em o, € o
em !, € os [inais.

Logo o denominddor para 4 incognitds fe acha-
ra 1.2 multiplicando o que convem a 3 por 4'':
2.° mudando " em ¥, e "em "', e us finais: 3.
mudando nefte fegundo refultado “em /, ¢/ em
4, e os [inais : 4.° mudando nelte tereeiro ' em o5
oem’, e os finais. Bem fe vé o que fe devia fa-
zer no calo de fer maior e numero das incogni-
tas.

Temos pois huma regra geral , por meio da
gnal fe podem determinar feparadamente os valo-
res das incognitas nas equagdes do primeiro grao-

E ainda que fe devab calcular todos os deno-
minadores , que pertencem a todas as equagbes de

m-
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tnenor ‘numero de incognitas 4 com tudo a regra
nad conduz a calculos fuperfiuos ;3 tudo o que por
ella fe calcula ; entra neceifariamente na quanti=
dade , que fe bufca. Veja-le a Theoria geral dus Lgua-
goes , que publicamos em 1779,

Applicagas a vefolicad de alguns Problemas.

86 PRO'I:I'. I. Ham bomem tém duas efpecies de
moeda} 7 pecas da efpecie de maisr valor com 12 da Je-
gunda wvalem 288 libras ; e 12 da primeira efpe-
tie com 7 da fegunda fazem 358! i Quanto vale cada
#fpecie de micda # '

. Se o foubelfemos , multiplicando o valor de hu-
ma peca da primeira efpecie por 7, & o de huma
peca da fégunda por 12, a foma dos produdos da=
ria 288 libras. Do mefmo modo » multiplicands
o'valor de hudia peca da priteira efpecie por 12 ,
é dga{ fegunda por 7 ; a foma dos produtos daria
3595, ;

tﬂg‘.‘i pofto ; feja o nimeto de libfas , ou o vd-

lor de huma peca da primeird’ élpecie=x , e o

da fegunda = y. Logo 7% 12y == 288 , € 12¢
T 79 = 388, :

Para acharmos agora x ¢ y, tomaremos em arh-

as 4s equaces 0 valot' de x ; e'ignalando os do-

a8k — 13 ; B— 7y,
us valores tereinos ¥ — — — 12 __ 15—-1—;-"'3 i don-

defe tira ye=10; ¢ confeguintemente X = 24 :
hgo s maicres pecas erab de 24/, ¢ as menores de
10/, Comeffeito ;, 7 pecas de 24/ valem 1687, o
eftas com 12 de 10/, 00 com 120/ fazem a {oma de
288/, De mais ; 12 peds de 24/ , que fazem 288/,

com 7 de 10/ valem: - A
? 3§, “Probl, ‘IL,
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Probl. I1. Fes-fe bum mifls de ouro ¢ prata 4
eujo volume he de 32 pollegadas cubicas , e o pezd
de 100 ongas. A pollegada cubica de oure peza 12

angas = , ¢ buma pollegada eubica de prata pesa

ﬁuz- . Pergunta-fe , que quantidades de ours ¢ prata

entrirap nefla liga,

Seja x o numere de pollegadas cubicas deouro, €
y © numero de pollegadas cubicas de prata; teremos
% 4y = 12. Por outra parte ; pezando cada pol-

legada cubica de ouro -5?3- de onga, o numero x de

pollegadas cubicas pezard i;-'— « Pela melma razab,

3 de fo.il;gadas cubicas de prata pezard %"—.4 Los
€0 00ur0 ¢ a prata pezarad jontamente 1:—‘ + .9:;.«’_ 1

¢ coufeguintemente teremos 3—:5 4 —?— == 100.
Deftas duvas equagbes fe tirz ¥ = 12 — y

= 551*—;-’-"—: logo 57 ( 12 =y ) == 450 — 3174
ve di y =0 e confeguintemente X =3 4 ifte
?te ’ nﬁ{lm?aﬁ-fe 3 pﬂegﬂdm cubicas de ouro
com g de praw. Com cffeito , g4 3 =12, ¢

8 b2 = E00Q« o ;
5 E‘:t a5 duzs materias que fe milturarad tiveffem

gravidades efpecificas differentes das fuppoftas ( po
gravidade € pecifica entendemos o pezo’ de fum
S eterminada’ volume ) , ¢ fe tanto o pezo towl
do mifto , como o feu volume foffem outros quaif-
quer 3 © methodo para achar. as guant?d:des de
cada efpecie de materia , nab derraria poriffo de fer
& melmo, Affim, para incluir todas as_lblug&?
dos prublel.l.txas defte genero em huma uBIca s 1;13
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,.Ai-,'ruintldadc da primeira materia =«
A'defegundd & & 2V %% & o 3
Adocompafld 2 = s 4. "
Reportando-fe a; x ¢ y & mefma unidade de vo-

lume ; por exemplo , a pollegadas cubicas.

O pezo total do mifto - - - - L .

. A gravidade efpecifica, ov o pézo da unida=

de adoptada de volume , da primeira materia - ¢
A:Ffegundp.:-'—-—---'a--

. Expriniindo-le & , ¢ y 4 na mefma unidade

de pezo; v. g. em ongas g
Ifto polto ; teremos x 4y — @, & ex + dy = b;

logo x&}{%’ﬁjgﬂ%i . ;

Eftes valores dab huma tegra fulceptivel de hu-
ma enunciacad commoda. Perque , l!:mk,: b — ad

5
"'=I"j .o ear-‘-E:a(t*—f")l as
foffas formulas podem reduzit-le a = = - &

2

] L . -
tzn_a—::"_——-:)"!ﬁ"(i:f_). i,

duas analogias.
c=dil =diiaiy
t—dice Lirasy

E comio £ e o pezo ds omidade de volume do
tompofto , ou a fua grayidade efpecifica, pode-
fnos enunciar a regra géral para refolver todos os
problemias defta efpecie da maneira feguinte.

Como a differenca entre as gravidades efpecificas
dos fimplices para a J’ﬁ}rm @ entre as gravidades
tfpecificas do compofla ¢ dy ﬁfﬂﬂn mais leve , effim a

E

z guan=
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%:a:mfﬁda do compoflo para a parte que entrott do
ples “mais pezads. ;
Coms a differénga’ entre as gravidades efpecificas
d’t’:"_’ﬁnﬂjs’r’tﬂ para a differeriga entre as gravidades
efpecificas ds compific ¢ do fimples mais pezads , offint
& guantidade do compofls para d parte que entrou de
hmples ' mais leve.

Efta regta he a mefma a que (Arithl. 200 ) de=
mos o nome de Regra e Liga Inverfa, cuja de«
monflraga refervamos para efta parte.

Ao _mefmo problema fe poderh reduzir infinitos
outros , que i primeira vilta nad parccem da mel-
ma efpecic. Por exemplo efte : Fazer de 522.1is
Lras 42 pegas , humas de 24 , ¢ outras de 6/ 5 porque
‘vem 'a fer o mefmad que o de bam mifls, €uja quan-
tidade ( @ J'he 42, ¢ 0 pezo (4) 522, fendo'd gra-
vidade elpecifica { ¢ ) do primeiro fimples =24,
a (d) do fegugdo = 6. Conformie a regra, achare-
mos que (4G necelfatias 15 pegas de 24/, e 27 de 6/
. A meclma (regra-feryitia tambem para réfolver
o problema  feguinte. Pezands bum. pé cubico de
agua do mar 74 , ¢ bum de agua da rﬁuo{ 70! 5
quanis fe dewe mifiurar de buma ¢ suira , para fa-
zer agua que peie a4l por fié enbico #

Daqui fe vé, quanto he wtil, como ja diffefnos »
o reprefentar em geral as quanftidades dadas que
entrad nos problemas , ¢ interpretar ou traduzir 08
refoltados algebricos das folucdes.

Probl. 111, Temes tres barvas, ém cada bama das
.gﬂm’l enira oure , prata ¢ cobre. A E:d da jrfm'c’frﬂ
he-tal , que em 16 engas ha 7 de ouro, 8 de prata,
¢ 1 de cobre. Na fegunda em 16 oncas” ba 5 de
oure, 7 de prata, e 4 de cobre. Na tereeira e

16 ongas ba 2 de aure , § de praia; €5 de cobre.
3 Per«

#
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Pertende-fe compir huma quarta barra, com diffe-
rentes porcies deflas tres ligas , tal que 'em 16 on-
gas entrem 4 ongas 4:{; de ouro 5, 7 —;—:’— de pra-
fa, e3 -&—l— de cobre. '

Reprefentemos por x, y, € = o numero de bn-
gas , que {e deve tomar refpeltivamente da primei-
ra, legunda, e terceira barra. ;

Como 16 ongas da primeira contem 7 de ouro,

X contera -:-:.:- do melmo metal. Scmelhantemente ,
tomando y da fegunda e % da terceira , tomamos 5
c -:JE- de ouro, Teremos pois pela primeira condi-

¢ad do problema RS A e 4 =5

16 »

Logo - x - 2% ==
Do mefmo modo a fe- it e e

gunda condi¢ad di - - - - Bxi 7 4 9z =122

E a terceira X415z = §§
Eliminando x, teremos . . « . « o'olite v »
79— gy —a% 122 =7y — gx

7 i )
Jl.__sr.r..ﬂ-_ = g5 — 4,1- — 5z,

- - T
Eliminando agora y, teremos « . . vy o .,
333 —g7x | L 306 — 33% s
] 33
Logox — 3,5 =9,e x = 4: ifto he;
devemos tomar 4 ongas da primeira barra, 9 da
fegunda , e 3 da terceira, para que a nova bar-

ra teTnh.a 4 oncas ‘"}E' de ouro , 7 -:% de prata,
¢ 3 -z de cobre, _ :
« Com effcito , tendo a primeira em 16 ongas
I3 7
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% de ouro , 8 de prata, e 1 de cobre , 4 ongas cons
terad 22 de oura, 3= de %
. 3 ura, “= prata , e 3 de cobre,

Do mefmo modo, g ancas da fegunda terad -%}
de oura ._-%-depma,_ e -:—:-dpcohrc,aﬂim co=
mo 3 ongas dg terceira terad %d: oura -;:r de

prata, e —:E- de cobre.
Reunindo as tres porgbes de cada metal, te-
19 113 5 15 - o 2
remos T2 -2 <52 OU 413 7 g €3 5¢
elas quantidades de ouro , prata ¢ cobre , que
an de entrar na quarta barra, ;

Dos cafos, em que os problemas ficad indelera
minados , ainda que baja igual numero
de eg.'tdf'afﬂ! e de incognilas,

87 :£ Em ifto lugar , quanda algumas condi-
gbes differem tad fémente na apparcncia. Entad

as equacdes , que as exprimem , au fad multiplas
homas das outras , ou , em geral , algumas dellas
Lecampbem de Huma ou de muitas outras fomadas
ou diminuidas, multiplicadas pu divididas por cer-
tos: numeras. Por exemplo , hum problema queé
copduzifle a eftas tres equagles :

X1 3y =17
ax 2y + 4z = 20
By + Bx =54

ficaria indeterminado , ifto he, feria fufceptivel dé

hum numero indefinido de foligées ; porque aul-
" Petke
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tima equacad compbe-fe da fegunda fomada com
o dobro da primeira, ilto he , fegue-fe neceffaria-
mente das duas primeiras, e por tanto nad expri-
me condicad nova: eftamos pois realmente no ca-
fo de ter {Gmente as duas primeiras , € tres inco-
gnitas, no qual cada huma deitas, como veremos,
he [ufceptivel de hum numero indefinido de valo-
res,

88 Quando huma equagad fe comprehende nas
outras, o calculo fempre o declara, conduzindo-
nos a huma equagab identica , ifto he , a huma
equacgad , na qual os dous membros conftad de ter-
mos iguais ¢ femelhantes : de maneira que aparé-
cerab tantas equagfes identicas, quantas forem as
inuteis das propoftas.

Por exemplo , as duas equagbes 6x 4 8y = 12,
BI+—;J-,=.3 dad x = ___i___tl.—ﬁ_y e T -:-’_fn
econfeguintemente 12 — 8y =12 — 8y, equa-
¢ad identica , a qual nab di a conhecer o valor de
¥» porque depois das operagbes ordinarias acha-
mos @ = 0. Logo huma equa¢ad he inutil : con ef-
fciw:s a fegunda fe forma da primeira dividida
por 6.

Do mefmo modo as tres equagBes de cima dad
"-1:-1: =:|.a-—z_; -4z pry I';F-—-i’-—-xz
= 8% =8, gonde eliminando y, fe deduz

a equagad identica 3¢ ::' S LLL S T

14 ]
mos pois nefte cal is que duas equagles re-
almente diﬁin&a: ey iy

Mlﬁ

i S P
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Mas fe tivellemos as tres equagdes feguintes
5: -+ ;;y +22=124
%+ y+52==06o
155 -} 9y 4 6z =—72

LR P e Lt g P A

600 — 75y — 5oz =— 6oo — 75y — 5oz,
¢ 360 — 45y — 30z =300 — 45y — 30z
equaches identicas , das quais pap fe pode tirag
nem y, nem z. Logo, propriamente fallando ,
bha huma unica equagadi; ¢ bem fe vé como as
duas ultimas fe formaé da primeira,

89 Naos calos de que acabamos de tratar, tan-
to o numerador como o denominador de cada hum
das valoges (85 ) das incognitas x, y, z fec re-
duzem a o ; eaflim deve fer, Podemos pois por
meio das melmas formulas gerais conhecer fe hu-
mas equacbes fe comprehendem nas outras.

Dos cafos em que o5 problemas fa§ mr-r
polfiveis,

go A Impofibilidade de hum problema, cu«
jas equacbes nab paffad do primeiro grio , conhecg-
fe por algum refultado ablurdo, a que chegamos no.
decurfo do calculo,
tivermos, por exemplo, 5x -} 3y =10,¢ 20x =
12y = 135, igualando os dous valares de «, achare-
mos 6oo = 675 logo o preblema, que can_du_z'da as
duas equagées propoitas, feria impoffivel , e abfurdo.
mefmo acontecerd , quando o numero dasg,
equaches for maior que o das incognitas , e nes
nhuma dellas fe comprehender nas outsas.
ot
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ot  As folugbes negativas indicad huma efpecie
de impoffibilidade ; porem efta nad' he abfoluta , he
fomente relativa ao fentido , em que fe tomarad as
quantidades ; de forte que ha fempre hum , no qual
as folugbes fab naturais, e admiffiveis { 50.), Os re«
fultados incompativeis com as condigbes moftrad
tambem, que o problema he impolffivel ; como, por
exemplo , fe acharmos hum refuliade fraccionana ,
devendo fer inteiro.

Dos Problemas indeterminados,

92 D&mns o nome de Problema indeiermina-
do a todo aquelle, aque fe fatisfaz por muitos mo-
dos , fem que fe pofla determinar , qual he de to-
dos elles 0 que tem particularmente 1ugar. Neltes
problemas hi fempre menos condigdes que inco-
gnitas ; ¢ ficando huma quantidade a arhitrio do
Analylta , a6 infinitas as {olugGes , falvo fe forem
limitadas , como muitas vezes acontece , por algu-
mas condicGes , as quais nab podendo exprimir-fe
em equagbes , nab determinab dire@amente o nu-
mero de folugbes , que o problema péde ter. .,

Prapondo-fe , por exemplo, Achar dous nume-
ros , cuja foma [eja 24 ; reprefentando hum e ou-
tro por x e y, teremos x -+ y — 24 , donde fe tira
¥ = 24 — y, Bem fe v& que efte problema he fuf~
ceptivel de huma infinidade de folugGes , fe por »,
¢ y entendermos indifferentemente quaisquer nue
meros inteiros ou quebrados , pofitivos ou negati-
Vos : porque para fatisfazer 4 quetad bafta daray
o valor que quizermos , e calcular o de ¥ na equar
¢20 X = 24 — y. Défte modo, fuppondo fu:ccgiva«
mene=
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mnm;n1.1,=!—;-.;::2.;=-‘1-;-.8:¢.

feremos x == 23, X = 22—, ¥ == 32, = 21—, &€,
>

Querendo porem fomente numeros inteiros e po-
fitivos , he muito limitado o numero das folugbes ,
porque entad y nad deve fer maior que 24, €¢a
equagad nad pide ter mais que 25 folugGes , cons
tando o ; de maneira que {uppondo fucceflivamente
y=0,y=1, y=2, &C. tercmos X =24,
x =23, ¥ == 24, &,

Todos os problemas indeterminados podem ree
duzic-fe 4 equagad ax -+ Iy == ¢,

93 Para moltrar o modo de refolver eftes pro-
blemas em numeros inteiros e politivos , quando
feja dada huma tal condigad, fervem de muito os
exemplos feguintes , porque nem fempre he iffo tad
facil como no precedente,

Probl. I. Pergunta-fe por quantes modos fe po-
dem pagar 542 libras, dands pegas de 17", e rece-
bendo em troco eutras de 1v’.

Seja x o numero de pegas de !7" y €y O NUe
mero de pegas de 11/, os quais devem fer nume-
yos inteiros, Como dando x pegas de 17 fe pagad

17.%, e aceitanda y pegas de 11’ f& recebem 11y,
he claro que (e pagad 17x — 11y j € porque o pa-
gamento deve fer de s42’, teremos 17%— 1Y
== 542.Tirando defta o valor da incognita, que tem

menor coefficiente, acharemos y e o (P
IL

5!.—-!‘

fe reduz pela divilad a y =% — 49 +———
De-
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Dcvcndo y fer hum numero inteiro , tam-

bem &
numero inteiro ter;mus—-——’-""“' = F , ¢ confe:
guintemente ¥ = 1203 — B4 SE1. Come
x tambem deve fer hum numero inteiro , he preci-
fo que.i'£‘+_3 feja hum numero inteiro, Reprefen-

te-fe efte por £' ; teremos _iﬂ'_!_ = E’ , € conle-
guintemente E = E—s’—;‘— E' -+ §s

o deverd fer, Reprefentemos por E huln

He pois peceflario que e

ro inteiro : _Icprefcntando»Tc elfte por E”, tere-
mus.f‘;_i. = £" , donde fe tira B’ =5 E" 4 3.
A operacad nab paffa adiante, porque tumando

feja hum nume«

por £” o numero inteiro que fe quizer , teremos

fempre para E que nad tem denominador , hul'ﬁ
numero inteira como a queftad rcquer
Volianda agora aos valores de x ¢ y, como te-

mos E=.-‘_§:;_'=i, ferd B == 6E" 43, ¢ confé-

guintemente ¥ = 11E" + 6 ,e y=17E" — go.
O valor de v d a liberdade de tomar por E” hum nu-
mere inteiro qualquer , mas o de y nad permitte

que fe tome E” menor que 3 ; porque y nab fcu
Poﬁlwo fenad for 17 £ 40, ou E”;:. <=
iftohe , £7 =2,

Pode.
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_. Podemos pais fatisfazer a efte problema por hu-
ma infinidade de modos differentes, fubftiwwindo por
E" todos os numeros inteiros pofitivos defde 3 até
o infinito. Aflim, pondo fuccellivamente i gl 34
E" =4, Koisine 5, E =6 il 7 &c. teremos

os valores correfpondentes de x , ¢ d¢ y , como aqui
fe molira.

x39...;!!

a=gn- = 28
= oI = 45
= 72 == 63
= 83, &c. ‘==q9

Em geral, x =30~ 11m, ey =11 4 17m.
C;dagehum dclleslhc-t-al » que d;ndn 0 n$:r::) %
de pegas de 17/, e recebendo o numero correfpon-
dente y de pecas de 11/, pafaremos 54al, -
Probl. 1I. Fazer 741 lib, em 41 pecas de tres
#fpecies ; de 247, de 197, ¢ de 10/
Sejad x ,y, &z 0s numeros de cada hima das tres
elpecics ; teremos X -y -+ % == 41 , ¢ 24x -4 199
10Z = 741,
* Eliminando huma das incognitas , x por exem-

Plo, teremos X s= 41 — § — 2 == 2L 19710k

.]_ogo §»+ 14z =243 ; e tomando qvalor de y,

_acharemos y = *43_;’15.:43 - 27 +3—'?‘E'
Como y ¢ z devem fer numeros inteiros, he ne=

ceffario que "'s“""' feja bum numero inteiro E:

logo 1542~ E, & % = — £+ L2E. Deve pois
fer
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fer 1=F — E, donde fe tira £ =3 - 4.-2'"". .

+

Fazendo agora as {ubftituicbes neceflarias nos’
Valores de x; y, €z, teremos’ z = §E =3
y=57 =148, & % == 9B — 13,
Neiles tres valores em lugar de £ podeihos fub-
flituir ¢ numero intelro que quizermus , com tan
to que relultem numeros politivos para x, y, € %,
Efta condigad eénvolve as tres feguintes. 1.° Que feja

9E' =13, ou E";:sl_‘;s. 2.0 Que feja §7 &
14F', ou E' < .1,..?';. 3. Que feja 5E' > 3., ou

E't 3 ; como acontecer, todas s vezes que fe

houver fatisfeito 4 primeira condicab. Por efte mo-
o o numierd das folugOes he ta6 limitado , que'nad
paifla de ttes: paga as achar daremos por valowes
a £/ os numeros 2, 3 € 4, que fad os unicos ad-
mifliveis. Logo as 741/ nab podem fazer-fe em 41
pecas das tres efpécies propoltas de outra forte, que
16 feja tomando os féguintes valores de x, y, € 2.

R SR YRR

j:.—d'].g.-.ls.--!

5= ...IZ._-.I'?

No progreflo das divisbes , que fazemos para re-
duzir o valor da indeterminada a hum numero ins
teiro, podemos tomar o quociente por cima do ver-
dadeiro valor , e aflim abbreviaremos muitoo cal-
tulo em alguns cafos, !

Por exemplo’, tendo 2 equagad 19y — §2¢:
4+ 139, em lugar de conclvir y = 2v 4 7 <+

I4x +6 ,_..;,-I—ﬁ

TR concluiremos y =—3 % ~+ ?""“‘*‘:r

g

por-
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porque, fendo 3% o quociente mais proximo ; O
exceffo §¥,a que por compenfagab damos o final —,

hum coefliciente menor , e conleguintemente
o calcule fe acabari mais deprefla. Fazendo

pois:L*s — E, concluiremos pela mefma ra-
zad x*.::r =4k 4 Y E;efazcndu';’:———.ﬁ’;
teremos E£=gF' —1; logox=s5=19F', ey
£=21 — 52F'; Defte modo dando por valores

a_FE' todos os numeros negativos , acharemos tos
das as folugbes pofitivas da equacad. Se quizer=

fmos ufar de numeros pofitivos, fir&mosli’i-? =

s kg ¢ depois £ ! 'E: ' — = B', como be permitti<

do, eteremos x == 19E 4 5, y=g2E <4 a1,
Do mefmo modo, no problema I1. onde devia

fer 3"5‘"-*}3 podemos tomar — z 4 3= 3“‘ |

E , e concluir z = 5E — 3.

Abbreviad- & muito cﬂes calenlos , fomando ou
diminuindo , multiplicando ou repartindo as quan-
tidades, que devem fer numeros inteiros, por outros
numeros imt&iros, No problema 1. ; multiplicans

do ‘it_! pof 2, feremos 222=8 == B, ¢ fobira-

hindo "". acharemos x = nk 4 6, y =

17E — 40,

Probl. 1. Sends o Circula Solar humea vevolu-
;ﬂ'ﬂ' pericdica de 28 annss y 0 Lunar ou dures Nuthers
eutra de 19 annas , ¢ rencvando-fe a Indicgas Roma-
na fodos o5 15 annos 5 pergunta-fe qual he o anns da
Era Vulgar | que tem t1ds 10 de Cireubs Solar 8 it
Lunar , ¢ 1v de Indicgai, Re-
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- Redoz-fe o problema a achar hum numero , qug
fendo dividido por 28, 19, e 15 dé os reftos 10,

8, e 11. Sendo pois x efte numero, teremos E:—'EIS

=, I8 =B e =t = % Asduas pri-
meiras dab B=19E' 4 4, ex=532E"+} 122
Subftituindo efte valor de x na terceira , teremos
E' =15k" 412 , ¢ confeguintemente ¥ = 7980

B t 6506.

Suppondo B’ =0, [” =1 , &c. teremos . .
% 5=.65060.; 8 5= 14486 , &c.

Para reduzir 4 Era vulgar eftes anhos, que
pertencem ao Periodo Juliano , tiraremos de cada
bum delles 4713, ifto he , o anno do Periodo a
que C.ﬂrrcfgmdc o principio da noffla Era. Fazen-
do pois efta applicagab 4 primeira epoca , achares
mos 1793 . Logo defde o principio do mundo ,
conforme a Chronologia ordinaria , o anno
1793 tem fido o unico , que reunio 17 de Cirenlo
Solar , 6 de Numero Aureo, e § de Indiccaé.
O anno de 9773 da noffa Era ferd o unico , que
no intersallo de 1793 até 9773 poderd fatisfazer
is melmas condigbes.

Das Equagies do [egundo grdo a buma
incogmita. :

. 94 C Hamamos Eguacies do fegundo gris @ to=
das aquellas , em 'que a onais alta potencia da in-
I:c-gnit:t he efta incognita mll\liplit!di por {i mef=
ma, ou elevada a0 quadiado. A equagad 5x*

& 125 he do fegundo grio , porque no termo 5x*
a
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& quantidade’x efti multiplicada por fi mefma, Dd
mefmo modo 2 - pr = ¢ he huma equagad géral
do fegundo grio , fendo p e g quaisquer quantida=
des conhecidas , pofitivas , ou mnegativas,
. g5 Quandop == o, ifto he; quando a equa.
¢ab nab inclue outra potencia da incognita , mais
ve o quadrado’, réfolve-fe efta com muita facilis
ade , defembaragando o dito quadrado ( 56, 60,
& 64) de tudo o que a multiplica ou divide, ¢ tran+
do depois a raiz quadrada e cada membro,

Por exemplo , da cgmn;nﬁ pora do fegundo
grao 532 = 123, dividindo pelo multiplicador § ¢
concluo 22 = 23, ¢ tirando a rdiz quadrada de ca-
da membro , ¥ = 5 ; porque as raizes qnadradas
de quantidades iguais fab tambem iguais, Do mef<

fmo mode , fe tivermos -—jL.r*:_;_,: 474
acharemos pelas regras ordinarias 13x? =105 , ©
(Ilepnis x== 1/{-21- s ifto he , igual & raiz qua<
drada de Lff* i :

Uflamos defte final radical para fignificar, que
fe deve tirar a raiz quadrada, 'ghv.’-en o efta 'de ex+
trahir-fe de huma fracgad , como no cafo prefen-
te , devem as pernas do final ¢/ defeer para baixo
da 'rifca , que fepara o numerador do denomina-
nor ; querendo porém reprefentar a raiz-quadrads
de hum termo l%mr:ntc da fracgab , o radical de-
ve ficar todo por cima , ou por baixe da rilca da
divifad . Afim para notarmos que a raiz quadrada

de 4o fe ha-de dividir por 3, efcreveremos "

Se for complexa a quantidade, de que quizermof
' extra=
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extrahir a raiz quadrada , daremos ao radical hu-
ma caudas com que fe cubra toda a quantidade, od
tambem encerraremos elta entre parentheles : por
cxemplo y para repreflentarmos a raiz quadrada de

3ab 4 b2, efcreveremos Y3ab-b3y ou ., .,
V(3ab 482 ) .
g6 Como (24) de 4 X 4, ede — X “reful-
ta igualmente 4 , fegue-fe, que i raiz quadiada de
toda 3 quantidade que tiver o final ¢/ , fe deye dar
indifferentemente 4 , ou — . Aflim na equagad
precedente +3 == 25, podemos dizer com igual
razad, que a raiz quadrada he 4- 5, ou que he
— § , porque cada numero deftes multiplicado por
fi mefmo dd 4 25 . A refolucad pois da equacad
¥ = 25 fe deve efcrever defta forte ¥ == 5,
que f¢ 18 dizendo x jgwal a mais ou menos § , e
¢quivale a-eltas duas equaches X == 5, ey ==—§ }
valores differentes , naé obftante ferem reprefen-
tados pela mefima letra ¥, pois fendo efta hum final
pelo qual fe exprime a quantidade que fe bufca ,
pode 3eﬁgnar quantidades differentes, :
Da mefma férte , da equagad geral %% = g
deduziremos x == = /4. Se deffemos ao primeiro
membro o final ambiguo # , teriamos = » — e
da qual fe tirad as quatro equagdes 4- » — + /¢
+I_—_.-|— ‘;f.—--‘-’:-‘-‘—?, € X = V‘f}
Como porém as duas ultimas nab differem das duas
primeiras , bafta dar o final +a0 fegunde membro,
‘97 Se tivermos de extrahir a raiz quadrada de
fivma quantidade precedida do final — , affe@are-
mos tudo com o radical , dando-lhe tambem o fi.
tal = . Affim fe tiveffemos 7 == — 4 , efcre,
Veriamos f o= = ¢/ oux == = /(=4 )5
F Iin-e
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ainda que a raiz de 4 feja 2, nab fe fegue que deva<
fmos efcrever x = =23 he ellencial o attender ao
final — da quantidade que cftd debaixo do radical.
g8 ‘Todas as vezes que huma equagad condu=
zir defte modo a tirar a raiz quadrada de huma
uantidade negativa , concluiremos, que he impof-
fivel o problema que deo tal equagad. Com effeito,
huma quantidade negativa nad pode ter raiz qua-
drada, nem ecxala, nem approximada , porque
nad he poffivel achar huma quantidade , que mul-
tiplicada por fi mefma dé produdto negativo. He
verdade , que — 4  por exemplo, pode relultar
de - 2 multiplicado por — 2 ; mas tendo cltas
quantidades differente final , nad fad iguais , ¢
confeguintemente o feu produtto nad he hum qua-
drado. Pelo que , quando fe propde tirar a raiz
quadrada de huma quantidade negativa , propbe-
{e hum abfurdo , e conleguintemente fera impof-
fivel todo o problema , que depender de femelhante
operacab. Tal he o caradler, porque fe diftingue
a i.mpcﬂibi]idadt dos problemas do fegundo grio.
Nad deve porém reputar-fe como inutil a con-
fideragad das raizes quadradas das quantidades ne-
tivas : muitas vezes o problema he poffivel , ¢
em embargo diffo fomente admitte refolugad pelo
concurfo defta cfpecie de quantidades , nas quais
r fim defapparece o abfurdo. As raizes quadra-
das das quantidadgs negativas chamad-fe quantida-
des imaginarias. Am 4/—X « oo Y==2 o0’
f—a. .. atby/— L..ca4 ¢/— B [abto-
das quantidades imaginarias.
g9 Paffando agora &s equagbes completas do fe<
gundo grao , nas quais nat he p—o , como em
¥? — 4% = 12, he claro que ¢ podermos preparar
/ o
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o primeiro membro a fim de fer hum quadrado per«
feito, tirando depois a raiz quadrada 1.' cada mem-=
bro, ficari a equagab reduzida ao primeiro grio, ¢
nab tera difficuldade a fua refolucad. Efta preparagad
requer tres coufas : 1.° que fe paffem para hum
membro ( §6 ) todos os termos affeGtos de x , e
para o outro todas as quantidades conhecidas : 2.0
que o termo x* f¢ faga pofitivo ( §8 ) : 3.9 que eife
fe defembarace ( 60, 64 ) de todo o mu?tipl icador ,
ou divifor, Feito ifto, fe ajuntarmos a cada membro
0 quadrado daametade da quantidade conhecida que
multiplica x , ficard completo ( 25 ) o quadrado do
primeiro membro.

Por exemplo , para preparar a eéquagad . . &
4% — -:;— x* = 4 — 2x que fe pertende refolver;

1.0 paflaremos todos os x para o primeiro mem-=
bro , efcrevendo x* em primeiro lugar, e téretos

— -%- x4 6x =4 ; 2.° faremos x2 politivo ,
mudando todos os finais, e teremos ‘—:r- X 6%

= — 4; 3.° delfembaragaremos x? , multiplican-

do todos os termos por —; » € teremos x* — 10X

= :lg. =g
3

Reduzido affim o primeiro membro de qual-
quer equagad do fegundo grio 4 forma x* + px ,
noto que efta quantidade tem ja hum quadrado x*,
que {e péde confiderar como o quadrado do pri-
meiro termo x de hum binomio. Tem mais o ter-
mo px ,que fe péde confiderar como o dobro de %
F a2 multie
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multiplicado por outra quantidade , que devé fer
a ametade do multiplicador p de . Logo para
completar o quadrado , nada mais falta do que

ajuntar o quadrado defta fegunda quantidade — p,
ifto he, ajontar —:- #*+ Defte modo a equacad geral

a2 -}~ p¥ =4 fe transforma em x* + x4 l—P"
=g 4 . Extrahirentos pois a raiz quadrada

exatamente do primeiro membro , tirando as rai«
zes feparadamente dos dous termos extremos X8

X p3, e interpondo o {inal que tiver o termo mec«
‘ Tp q

dio , porque o quadrado de @ x4 = a* * 2ab - F%.
Quanto ao fegundo membro , tira-fe , on indica=

fe a fuaraiz quadrada; e affim teremos * + —;-p =
21/(;+:p=)l?gn.......
gl p 1‘/( w4s)

160 Defta formula fe deduz a regra feguinte ,
que obfervaremos na refolugaé das equagdes do fe-
gundo grio.

Havendo preparads a equagai , iguale-fe a inco-
gnita X @ ametade do feu multiplicador , tomado com
Sinal conlrario~, mais ou menos a raiz quadrada da
mefma* ametade elevada as quadrads , ¢ da quanti-
dade conbecida ‘gne conflitue o fegunds membro.

Por exemplo , tendo a equagad #2 4 6x = 16,
como cfta fe acha preparada’, concluiremos imme-
diatamente ¥ = — 3 £y/( g4 16 ), igualando
x 4 ametade — 3 do coefficiente 6 de x tomado

. ; com
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com final contrario , mais ou menos a raiz quadra-
da Jdo quadrado ¢ do mefmo 3, ¢ dotermo co-
nhecido 16 da equagad. Logox = —3 25 ,iflo

he x —2 , oux=—=8,
Do mefmo modo a equagad 4 x — 3 x2 —
4 —2x , que preparada ( g9 ) fe muda em x* —

ch:——-l: ' dixﬁs;V 25—-3—2—:5
3 o
a—V’ 3 L]

Applicacad a alguns Problemas do fe-
gundo grde. |

4

101 S Eja qual for o grio dos problemas , a
regra para os por em equagad he a mefma que ha-
vemos dado ( 67 ).

Probl. 1. Achar bum numers tal , que fendo jun-
10 B vezes ao feu quadrads , faga a foma de 33.

Seja x o numero procurado ; o ey quadrado fe-
rax2; logo x* 48 x = 33. Defta fe deduz con-

forme aregra (100 )...x—=—42y/( 16 4 33)

=-—4 * 7, ¢ confegnintemente teremos eltes
dous valores , ¥ =13 ,e x=—11I.

primeiro fatisfaz ao problema ; porque ajun-
tando 8 vezes 3 ,%u 24 a 9, quadrado de tres , te-
mos a foma 33-

O fegundo, como he negativo , indica que ha
outro Eroblema + o qual , tomando x em fentido
contrario , teremos 11 por folugad ; ifto he , o fe-
gundo valor de x deve fatisfazer a efte problema :
Achar

SR LT, T

— .
—
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Achkar bum numero tal , que fends tirads 8 vezes da
ﬁ,, lquadrado ; ¢ refle f:ja 3@ ; e com effeito , de
121 quadrade de 11 tirando 8 vezes 11, cu 88 , 0
refto he 33.

Para confirmar o que havemos dito fobre as
quantidades negativas (70) , note-fe que efle fegun-
do problema , fendo pofto em equacad da x2 — 8x
== 33, donde fe tirad os dous valores y = 11,
e x — — 3, que fab o contrario dos do primeiro
problema.

102 Defte modo toda a equagaé do fegundo
grio a huma incognita tem duas folugbes , porque
ambos os valores 11 e — 3, fendo fubftituidos em
Jugar de x na equacad x* — 8x =133, a refolvem
igualmente , ifto he , reduzem igualmente o pri-
meiro membra a 33, como he facil de ver, Mas
nem fempre o problema, que conduzio a equa-
¢ab , tem duas folughes ; porque no cafo prefente
o fegundo valor— 3 refolve unicamente o pro-
blema contrario. Muitas vezes as duas folughies da
equagab fad tambem foluces do problema, como
veremos adiante,

Probl. 1I. Devias repartiv-fe 175 lib. por Lum
eerto numers de peffoas , mas duas por aufentes nai
tem parte. Efta circunfiancia di hum augmento de 10/
@ parte de cada bum dos prefentes : pergunta-fe quan-
tos baviad de fer entai os participantes,

Reprefentando efte numero por x, a parte de
cada hum , fe todos eftiveflemr prefcmes , feria

i 1 - ¢ IT
——3 mas como faltab dous, ferd ?-'ET; logo ,

conforme o problema , a-:—f; — L}= 10 , ifto he,

— 10%% - 20% = — 250,
e Efta
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Efta equagad fendo preparada (99) di x* — 2=

35, econfeguintemente (00« ¥== T v(35+1)
=1 +6; logo ¥ = 7, e ¥ = — 5. O primeiro valor
175
s .
O fegundo porém refolve o problema, em que fe
trataﬁ‘c de repartir 175" por duas peffoas mais , de
maneira , que com ella circunftancia a parte , que
havia de caber fem iffo a cada hum , tiveffe huma
diminuicad de 10/,

Probl. 111, Comprou-fe bum ecavalls , o qual fe
vendes depois por 24 dobras , perdendo-fe ianto por
100, coms tinba cuflads = pergunta-fe por quanto fe
bavia comprada.

Seja » o numero bufcado, ifto he, o numero
de dobras que cultou o cavallo ; logo , fazendoa

he o que fe procura; porque -—--‘Jii == 10,

- 2
proporcad 100 : % . X1 ; 0 quarto termo ::0 ferd

a perda , e confeguintemente x — {-:-:-—: 24.

Preparando efta equagad, acharemos z* — 100%
=—2400 ,donde ( 100)fe tirax == 350 = 4/(2500
— 2400) = 50 = 10; ifto he, x — 60, & x — 4o.
Podia pois o prego do cavallo fer igvalmente de 60,
ou de 40 dobras, porque o enunciado da queflad
nab determina qual dos dous tem lugar. Com ef-
feito , fupponde que o cavallo cuftou 6o dobras, a
ﬁrda foi de 26, logo vendeo-{e por 6o —136 — 24.

o fegundo cafv , a perda foi de 16 dobras , logo
vendeo-fe por 40 — 16 =24.

103 As duas folucbes, que tem toda'a equagad
do fegundo grio , podem fer ambas pofitivas , co-
mo nefte problema: ou huma vegativa, ¢ 'ouir:} po-

=
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fitiva , como nos dous precedentes : oo tambem
ambas negativas, quando o enunciado da queftad
he viciofo; porque cada huma deftas foluchics mo-
fira;que a incognita fe deve tomar em fentido con-
trario a0 do enunciado. Propondo-fe , por exem-
plo : dchar bum numero tal , que ajuntando-fe as fen
uadrado neve vezes o méfmo numere , ¢ mais 5o, a
;amd.ﬁja igual @ 30 ; teremos a equagad 2 - gx
4 50 =30, ou ¥ fog¥ = —20, que di
%1 —o*3 t
#=— 2 ‘/ (]- - 20):__11.'*._. ; loge
¥ =wmy, e ¥ == — 5. O problema pois deve mu,
dar-fe nefte : Aebar hum numero tal, gque ajuntan=
do-fe 50 ao few quadrado , ¢ tirands-fe da foma § ves
zes o mefmo mumera procurads , o reflo feju 30.

to4 Aflim tem a Algebra a vantagem na6 6-
mente de refolver as queftdes , mas tambem de en-
finar adiftinguir fe fa6 bem ou mal propoftas , e
até (q8) fe (2D imfuﬁi\'eis. Por exempla , refolva.
fe o problema 111., fuppondo 26 dobras em lugar

de 24, e acharemos ¥ — 50 + ¢/ —700 ; logo o
problema nefta hypothefe he impoffivel. Acontece
ilto todag 25 yezes que for ¢ negativo, € a0 !-rl_qug
tempo maior que . #* (98, 99 ).
veonl IV. Humd companbia de dous negociantes
Rar ries e 1, tends entrads nella o primeira
gan‘;&alt 18 dob A
m 20 dobries pir 17 mezes 5 €0 Jegundo cam a fus
‘Txrfs ‘mezes depais do primeira , ou por 12 mezes 3
efla be tal , que fomada com-a kucro refpeclive fa 26
pr -+ !au:qf .l.:e; entrada do fegundo , ¢ qual a ga-
’ b
" d;:z:f:hi:tlﬂen.‘“ a entrada do fegundo , com
facilidade fe acharia o grwhe de cada hum. Rf-:l:
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fentando pois a dita entrada por # , e reduzindo a
fucicdade a hum mez de diragad , aentrada do
primeiro ‘valerd s1o dobrbes por hum mez ,' e a do
feundo 12# pelo mefmo tempo, LoEa (Arith, 197;
510 <4 12¢; 184 . 12x¢ . ganho do fegundo

; € confeguintemente pelas condigbes

170 + 4%
* + ‘--Tl-'-a-Tz—- = 260

Preparando cfta equacad para fe refolver , te-
remos #2 |- %x = 1105 ; logo ¥ = — —I%L:_

‘1/ \;‘_'___.lq::r - :[‘ns] — = T4l —301 :3‘"; ifto he no pro-

b'ema a&ual, x:—'%u =20, O fegundo negociante

pois entrou com 20 dobrBes , e confeguintemente
ganhou 6 , e o primeiro 124 . r

Probl. V. Dividir hum numere a em duas par-
1es tais , que o produdlo de m wezes a maiar por 0 Vfe
%5 @ menar feja igual a b,

Reprefentando por # huma das duas partes , a
outra ferd g — ¥ ; e teremos a equagab m (a — x )

=14, lngﬂ A — gy — 1'..:_ - ecunfégnimemcma

el | s
K== g ,/(_i.a"‘_. —m-’—). Scforf-'::-"-T-n
© preblema ferd impoffivel.

106 Quando as equagdes litterais tiverem a
forma muito compofta , para as reduzirmos a tres
termos , igualaremos a huma quantidade a foma
de todas as que multiplicarem « , e todas as quan-
tidades conhecidas a outra. Por exemplo , fe tiver,

mos
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mos a equacad ax? -+ bex — a% =}x? 4 ale

— ac#, preparando acharemos #* - L1E.—

24 ab® . actibe s“btab®
2~ %, a qual, fuppondo ——7 =p , e=—5=

=g, fe reduz 4 forma #* + px =9.

107 Porem eftas transformagbes fomente fe
devem fazer , quando o calculo que fe feguir , nad
ufando dellas , venha a fer muito complicado. Nel-
te mefmo exemplo depois de dar & equagad propol-

2 2 . .
. ta a formax? ‘:”;‘::- 1%-, indicando o

quadrado , deduziremos ( 100 ) com fumma facili-
de ¢ v

":_"—’-1/ ('::f::; )+ S

T 24— 26 a— b

108 Havendo concluido o valor de #, pademos
confervar o radical no mefmo eftado em que fe
acha, até fe fazerem as applicagbes numericas. Mas
melhor ferd fimplificar , reduzindo ao mefmo de-
nominador as duas partes que eftad debaixo do ra-
dical , conforme as obfervacbes que fizemos (48 )-

Por exemplo, tendo 1/(-%1 4+ .% ) , mul-

tiplicaremos — por 4a , ¢ teremos 1/ (ﬁff-‘-)
V(5 4 4ac)
2

g e ( Arith. 142 ). Logo fe na equa-

cab geral do fegundo grio p for huma fracab , i?“
€
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fe a equagad for ax* - v =vc, teremos . . .

y —bx v/ (B o 4ac)
. e

Da Extracgad da Raiz quadrada das quan-
tidades Jitterais, '

109 A. Refolucad das equagdes do fegunda
grio conduz , como acabamos de ver, atirar a
raiz quadrada , ou das c}uantidadcs numericas , ou
das litterais. Pelo que refpeita is primeiras, nab te-
mos que acrelcentar ao que diffemos na Arithmeti-
ca ; refta tratar das ultimas.

Por quante hum produ@o de quantidades mo-
nomias ( 18 ) inclue todas as letras dos fatores , e
eftes (a0 os mefimos na formagad de hum quadrado;
fegue-fe que em todo o quadrado monemio cada le-
tra da raiz deve fer duas vezes faftor, e o expoen-
te de cada letra de hum quadrado monomio deve
fer o dobro do expoente , que a mefma letra tiver
na raiz. Logo : Para tirar a raiz quadrada de bum
manamio , deve-fe tomar a ametade dos expoentes de
cada huma dus fuas letras, Afim , y/a® —a, y/d*
=a', /a'h?%? —abc, 1‘/_545‘;' = abics,

_ 110 Se houver algum expoente impar , a quan-
tidade propofta nab ferd quadrado perfeito. Entad,
conforme a regra, fe introduzirda hum expoente
fraccionario, o qual defigna que refta tirar a raiz
quadrada & quantidade que o tiver. Por exemplo

3 1
Vabiet = ab*? c=abbic ; porque a%hicé ==

o*bbes . Defta
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Defta forte o expoente fraccionario tem o mel-
mo ufo que o final 4/ ; de maneira que abbica ou

nﬁ:ﬁ{ equivale a abe2y/b, Reciprocamente , em
huma quantidade affe@ta do final / poderi {uppri-
mir-{fe o radital , com tanto que fe tome a ameta-
de de cada hum dos expoentes; transformacad de
grande utilidade.

111 Podemos pois em muitos cafos fimplificar
as quantidades affeclas do final /. Exemplos, /8
=22, V@B e —abybc ... yas b}

i
==a*b%c yfar. i, 1/_“.. :d/-;f- =f;¢af-
multiplicando o numerat‘f;r e denominador por f.

112 Donde vem , que para tirarmos para fora
do radical os faftores que delle puderem fahir, to-
maremos a ametade dos feus expoentes; e pelo
contrario , para meter hum fa&or dentre do radi-
cal , dobraremos o [eu expoente , ifto he , levanta-
remos o mefmo faflor ao quadrado. Affim, ay/f

= y/a% . ..'a1/-:-= 1/:1=V4‘5--'

a b = a b }1 C
: 1:*:-; ]Se‘/a quat‘l/ti.{dad;‘-tivef coefficiente , e efte
for quadrado perfeito, tiraremos a fua raiz con-
forme as regras da Arithmetica. Aflim, /ga? £’
==3ab /b, /1024 a® b'c =32ab /b,

114 Mas {e o coefliciente nad for hum qua-
drado perfeito , veremos fe he poflivel refolvello
em dous factores , dos quais hum feja quadrado
perfeito ; tiraremos entad a raiz defte , e deixare-
mos o outro debaixo do radical. Aflim, /4840 =
/16,308 — 4ab +/35; gﬂjm a'h? =16ab 4/ 20+

115 Se a quantidade affe@a do final 4/ t’urlpo-

~ y
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lynomio , mas nad quadrado perfeito , examinare-
mos fe pode refolver-fe em dous fattores , dos
quais hum feja quadrado para The tirar a raiz , dei=
xando o outro 'dentro do radical. Efte faor quas
drado facilmente fe defcobre , quando he mono-=
mio. Por exemplo , / ( 4a'6* — ga?h' - 65 ) ==

V(407 — 5a°b4-68%) b == b 1/ (40} — §a°b |- 6b1)s

116 Mas quando o fator quadrado he polyno-
mio, ou quando a quantidade complexa que elt®
debaixo do radical he quadrado perfeito, nad parega
que fe The extrahe a raiz , tirando-a feparadamente
a cada hum dos termos. Por exemplo , fe tendo
a* 4+ B2 tomalfemos a —+ & pela fua raiz quadrada,
cahiriamos em grande erro , pois o ‘quadrado 'de
a5 nab he a4 42, masa® -+ 206+ 62, de
forte c‘;:e a* -4 &2 nad tem raiz exafia em letras,
O methodo que entap devemos obfervar he o fe-
{g"““;: y 0 qual fe funda na formacab do quadrade

25 -

117 Seja a quantidade 6oab 4 36"=+‘15"i :

de que fe pede a raiz quadrada. Difporemos os ter-
mos , como na divifad, em ordem a huma das fuas
letras , de a, por exemplo.

36a* + 6oab 4 2557 64 4 5F Raiz
—_— 36;,1 ["M + 55 )
~+ 6oab - 2542 -
— boab — 2551 .
o

A primeira parte da raiz fe achard , tomando a de
36a ; e como 4/36a*=—6a, efcreveremos 6a na
raiz.Subtrahindo o quadrado 3642da quantidade pro-

PD_
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polta, refta 60ab 4 2562, E porque Goab deve fer
o produo do dobro da primeira parte 6a da raiz
multiplicada pela fegunda , para acharmos efta , di=
vidiremos 60aé por 124 ; elcrevendo pois o quoci=
ente 5é adiante da raiz, teremos 6a 4 5é pela raiz
bufcada. Para confirmarmos efta operacad, efcre-
veremos gbadiante de 124, e multiplicaremos o to-
tal 12a - & pelo mefmo quociente 54 ; ¢ como ti=
rando efte produto da quantidade 6oab 4 2567 ,
nab refta nada , concluiremos que 6a -[-25 he a
raiz quadrada exaéta de 36a* - Goab | 2562,
'lgom:mon por fegundo exemplo a quantidade
— 12ab4- 16c + 4a? 4+ 16ac — 24bc. Or-
enando relativamente a @ , e obrando como aqui
{e moftra, acharemos, que a raiz he 2a — 36 - 4¢

ga®— 12ab + 16ac + 9B = a4k + 16 (20 — 304 4c Rais
—ga® - \
3 4-—-%“#

I Refto — 12ab f 16ac + g6* — 24hc + 162
+ 12af —g&"

1L Refto # 16ac — 24fc + 16%

- — 6ar +24bc =167

“hm - - = o= =0

Do mefmo modo fe achara , que as raizcs ta-
dradas das tres quantidades . . ., 16a+ 4 joa’s +
24a?h* ... 3604 — Goab® 4 25a%* — 364"

oabe? 4 get . . . db— gaicd |- Baldl
:t.a‘ — 16ctet 4 1666, fab 4a* 4 gab... 068

— sab— 3¢ .. . al — a2k 4 4
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Do Calewlo das quantidades affeilas
dﬂ ﬁﬂﬂf V’ .

118 O Calculo deftas quantidades irracionais
fe pratica por meio das mefmas quatro operagbes
que temos moltrado nas outras quantidades, So-
mab-le , ou diminuem-fe duas , ou mais quantida-
des radicais , unindo-as com o final 4-; ou — , no
cafo de nad ferem femelhantes ; porem fe o forem ,
¢ houver f6mente differenca nos coefficientes nu=
mericos que eftad fora do radical, reduzem-fe pelo
methodo ordinario. Por exemplo, 324/ fomado
com 4by/c da gay/b + 4by/c; qaby/c fomado
com 5aby/c di ‘gaby/c; 3ay/b tirado de4by/c da
4by/e — ga‘/&, Suppomos , que os radicais fe
tem reduzido antes da operagab as exprelses mais
fimples (112); porque fe tivelemos para ajuntar
4by/ad ¢ com 6::-,/::‘3‘: , reduziriamos o primeiro
a 4aby/ac, e o fegundo a baby/ac, os quais foma=
dos dad roab/ac.

A multiplicacad executa-fe como fe naé entral-
fem radicais , e depois affe@a-fe o produo com
o final /. Por exemplo ¢/ X y/¢ = y/ac, mul-
tiplicando @ por ¢ , e dando ao produéto ac o fi-
nal /. Do mefmo modo 4/(a® 452 ) X y/ac
— ¥(ai:+a§’:}; Va X ya=y/a* =a;
(4F2y2) (2 — y2)=43 V(a+5) X
Vieatb) =o' b3 y(—a) X Vb =
V —ob iy (a) g (b ) e —yfabs

Pareceria nefte ultimo exemplo, que o produ-
&° conforme a regra devia fer 4/ab, ou antes
Ly/ab;mascomo /( —a)=ya.y/ —1, ¢

; v(+35)
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V(—b)=yb.y — 1, ferd ¢f(~a) X%
Vi—b) = yaiy/ —1 X y/b.y/— 1=
vab. f (— tjzm‘fnﬁ. |:—- I) = — y/ab; porque
a exiltencia aftual do final — em 4/ —1 )2 declara
a operagad porque chegamos ao quadrado (—1)2;
de que pertendemnos tirar a raiz, ¢ cohfeguintemeri-
te na6 havendo duvida fe elle procede de ( 4 1)
(41), oude(—1) (=1, nab tem aqui lu-
gar a ambiguidade do final = . Na6 fe confunda pois
v (—a) com /—ar; o primeiro he i . .
YV (—aX—a)e=—a,cofegandobe . . :
v (—a X +a), ot huma quantidade imagi-
naria @ 4/ — 1. Ifto pofto, hab pode haver diffi-
culdade em multiplicar os polynomios, que tem ters
mos affeftos de imaginarios,

Donde fe fegue, que para quadrar huma quantida-
deaffecta de 4/, balta fupprimir efté final. Alim que-
fendo quadrar 4/(a? - £2), efcreveremos a* -3— b,

i -

Do mefmo modo o/ (a3 4 b1 )2 =g -

i 119 Logo com muita facilidade podémos del-
embaracar huma equagab dos finais 4/ que ella tic
ver. Por exemplo , na equagab x — 2¢=4F 4 y/ax,
deixaremos /dx forherite'em hum membro ; e tes
remos x — 2a — § == y/ax ; entad quadiando cada
membro , teremos x* — 4ax ~— 2bx < 4u* 4 4ab
+4 b2 =ax, ou'x? —(5a - 28) 4= (20 + §)* .

* 120 - Para dividir huma quantidadé radical por
outra , dividiremos como fe nai hnmciﬁ: a final /s
e daremos clte ao quociente, ou raccao, Queren-
do , por exemplo , dividir /@ por /b, dividire-
mos a por b que di 3 , e applicando o radical te*
' e
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b 5
kemos1/~%. Do mefmo modo, ?::; — ./

i V(a2 —x2) . e TR 4 é&y/ﬁc
B L e A %

= §y/e

Eftas fracbes podem transformar-fe em otitras,
que tenhad ¢ denominador racional ; porque fe o
denominador da fracgas for, por exemplo , a + /5,
multiplicando tanto elté , como o numerador pot
436, onovo denominador ferd a* — &,

2

Aflim ?d__ﬂ.}_{.

14 2 .
numerador , € o denominador por 1 — V2jie. 4
Vat /b (atyip
vVa=yb~ a5}

121 Se ou o dividendo; ou o divifor for racional ;

fepararemos hom do outro por huma rifca , para
fignificar que hum delles nad he affe@o do radical.

=1 /2, multiplicando ¢

Affim , para dividir 4 por 4/a, efcreveremos —-15; F
a

Quando houver femelhanca nas letras do dividendo e
divifor, he conveniente em muitos cafos dar & quan-
tidade racional ( 112 ) a forma de radical , porque
defte modo fe facilitdg as fithplifica¢Ges,

No ultimo exemplo , mudaremos a em 4/g2 ,

ya

¢ teremos ?_G“ = y/a. Do mefmo modo ; . -

G V-
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Vied) | Yleot), o/%

afw ila e P Viigtmm:
< ultiplicando o

51—‘/(51_‘::)! multiplican

numerador, ¢ o denominador por § 5y/f2 — &, acha=
remos &= /( b2 — a2 ),

Se tivermos

Da formacad das potencias dos monomios ,
e extracgal das fuas raiges.

122 O Numero que denota a potencia a que
fe quer elevar huma quantidade , chama-fe expaente
da polencia.

123 Do que havemos dito (19 , € 20) fe fegue,

uc para fe elevar qualguer monomio a buma potencia
dada , multiplicar-fe-ha o expoente aflual de cada le-
tra da guantidade propcfia pelo expoente da polencias
Afim para elevar a*b'c & quarta potencia eflcre=
yeremos a'612:4, multiplicando os expoentes 2, 3, I
de a, b, ¢ pelo expoente 4 da potencia. Em geral a
potencia m de a"6¢t he a™* b"F c™ .
124 Se¢ a quantidade propofta for huma fracgals

elevaremos & potencia tanto o numerador , com:j"
at-

denominador, Afim , a2 quinta potencia de — 7~
atw Bis [ a® b
he PR geralmente a potencia m de 5~
a™n fmp
‘_m dmr 4 .

125 No cafo de haver coefficiente , elc‘-’ﬂ""
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hemos & potencia propofta, multiplicando-o por fi
mefmo confecutivamente. Affim a quinta potencia
de 42762 he 1024a156%° , oy indicanao a operagaj ,
4{3“&!'9’ '

126 Pelo que refpeita aos finais , fe o expoen-
te da potencia for par , o refultado terd fempre -4 ;
mas fe for impar , teri + , ou —, conforme for
-+, ou — o final da quantidade propofta (24 ).

127 Em qualquer potencia pois o expoente
aQual de cada letra contem tantas vezes O expoente
da'fua raiz,, quantas fa6 as unidades do expoente
da mefma potencia, Na quarra potencia, por ex-
cmplo , o expoente de cada letra he quadruplo do
que era na quantidade primitiva, que he a raiz da
dita potencia,

fumero que exprime o grio da raiz , cha.
ma-fe expoente da raiz.

128 Logo para voltar de qualquer potencia 4
fua raiz , ilto he, para tirar a raiz de bum gris
Propofts de qualquer monsmio , dividiremos o expoente
afual de cada huma das fuas litras pels expoente da
raiz, Allim a raiz terceira de a'2b%} he asbic ;
% niz quinta de a®515¢5 he a4bic, Em geral a

s o7
iz m de a®b hea™ bu *
_ O final da raiz ferd indifferentemente 4, on — ;
¢ 0 grio for par ; mas fe for impar , a raiz terd o
final da quantidade propofta,

129  Se a quantidade for huma fraccad , tirare.
mos {eparadamente a raiz de ambos os feus termos.

130 Havendo coefficientes § tiraremos a {ua rajz
pelos methodos da Arithmetica.

13t Quando o expoente da raiz nad dividie
®Xadtamente cada hum dos exposntes da quami:ila-

© de
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de propolta , nad ferd efta huma potencia perfeitd
do grio de que fe trata. Nefte cafo o expoente fict
fraccionario , e defigna que ainda refta extrahir
huma raiz. Aflim a raiz cubica de @b'cé he

|
aibec3 , onde o expoente L denota, que ainda
3

relta extrahir araiz cubica de ¢.

132 O final ¢/ tambem ferve para indicar as
extracgGes de raizes fuperiores a0 fegundo grio ,
efcrevendo-fe na abertura delle o expoente da raiz.
Affim , para fignificar a raiz cubica de @, podemos

|

elcrever \;’a,de maneira que -:"a=a3 . Para
4

fignihicar a raiz fetima de a+ efcreve-fe :"a‘=a Tics

133 Sea quantidade for complexa , nad fe de-
ve praticar a divifab em cada hum dos expoentes ;
mas confidera-(e a totalidade das fuas partes como
hurta quamidhtfc fimples , cujo expoente he natu-
ralmente 1 , € divide-fe elte pelo expoente da raiz.

Por exemplo,.em lugar de ‘f’(a' + £, 0 ;/m
¥

) §
elcreveremos (a? 4 5% ) 4, ou a*' - &2 i Se 3
quantidade total que efta debaixo do radical tiver
ja hum expoente, efte fe dividird pelo da raiz.

Aflim em Iugar v (a* + b* )’ podemos efcrever
J’.

(2 B)4°
Do Calewlo dos radicais , e dos expoentess

134 A. S regras que havemos dado (118 ) pard
fomar » € diminuir as quantidadés radicais do fes

gun—
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gundo grio, nguatmcmc fe applicad 4s dos grio

fupermres. Defte modo = ,\/ + £ 1/’
v

Artlr W
g 1/—.
135 No multiplicay e dividir as quantidades

g — b m '3

radicais do mefmo grio , tambem fe pram:a como
nos radicais do fcgundn grao. Afﬁm V"a‘-‘ Vs
;-.:\/a‘-—-ay’a... v’a){ Vi e vab ..
V:-,X 1/-*20ﬁ== '/l\—w*i"E

Para dividir \/'3 por }/ﬂ clcreveremos 1/ai-

Do mefmo modo :/"5 — {/ 1 Va!

&

_

L] B [
aln &]n

v acd @
i siaf> 7
= e o j porque em

]
Va
geral toda a potencia , ou toda 3 raiz da unidade he
2 unidade.

136 Para clevar as quantidades radicais
3 quaisquer potencias , multiplicaremos os feus
txpoentes pelos das pOtt‘ncms v 3 que as quie

Zermos elevar. Aflim ( a? &T) = Vra’&"

Y
= ab Jfubs 7at bi 7
Vabs § parqul.‘.'ll Vr'nu}.* =o'}, ¢ 132 )

7N 7 .
"( a b )' = d " (123), ou aby/abs .
Do
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Do mefmo mndo(yz(—:- )')3 =1y3 (.L;)'.

Logo, quando o expoente do radical he o mef-
mo que o da potencia propofta, bafta tirar o radi-

cal, Afim ( 2, )" = a; ¢ com effeito, o fim he
reduzir a quantidade ao primeira eftado,
137 Para extrahir huma raiz qualquer das

quantidades radicais, deve-fe multiplicar o expo-
ente actual do radical pelo expoente da nova raiz.

Affin , ,:/,:/d‘ =.—-'1f']4"r multiplicando spor3;e

]

¥ yd'= "y/a"; porque Ve =yt ="yd,

138 Se os radicais propoftos forem de differen-
te grio, para fe fazerem fobse clles as duas ope=
ragbes de multiplicar e dividir , primeiramente fe
reduzirab ao mefmo grio. Ifto fe conlegue , mul-
tiplicando os expoentes de cada hum dos radicais ,
¢ os das quantidades que eftad debaixo delles,
pelo produ@to dos expoentes de todos os outros
radicais,

Defte modo para reduzir 20 mefmo grio os
tres radicais ;/'g" Jfa’- f/a’ + multiplicaremos

o expoente § do primeiro radical, e o expoente 3 da
quantidade refpe&iva a', pelo produéto 8.7, ou
56 dos expoentes dos outros radicais, e teremos

=fo ”
a'*. Fazendo o mefmo a refpeito dos outros

2fa =250
dous , acharemos 1/ a2, ‘/ a™i, Porque s

{en-
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3 Bdine 7

3 3 i &
fendo :/a'=,.-;5 s ;/a"=37 » ¢ ¢fd7 =4t

. \ g s
para reduzirmos as tres fracgbes < , >, § 20
mefmo denominador , devemos multiplicar os dous
termos de cada huma pelos produtos dos denomi-
nadores de todas as outras.

Segue-fe pois (135 ) que var . Vi =
Fa n

&0 b L

)
- . T —_——F * a8
I

d %
17 mzm
puym *
139 Logo , qnando o expoente do radical , eo

da quantidade deile affe@ta tem hum divifor com-
mum , podemos fimplificar a exprellad , dividindo

ambos os expoentes por efle divifor. Affim , Vat

i ‘
=‘/a‘-‘; Va = Va.

140 Donde vem, que (e o expoente da raiz
que f{e pertende tirar, for produtto de dous , ou
mais numeros , podemos fazer fucceflivamente a
extracgad da mancira feguinte. Supponhamos que
fe pede a raiz fexta de a®4; podemos tirar primei-
ramente a raiz quadrada , depois a cubica , e tere-

3 §
mos a raiz fexta ; porque ( 139) Va* = Va2 =

j”&" = a*, que he o mefmo que fe tomaffemos
immediatamente a raiz fexta de #%¢, dividindo 24
por 6 conforme a regra geral ( 128 ).

Todas as operagbes precedentes fe podem exe-
cutar ainda mais commodamente por meio dos ex-
puentes fraccionarios , que fazem as vezes _dlosll ra.

: e
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dicais , e fap muito proprios para o calculo,

Havendo de multiplicar Vo por Vas , trans«

formaremos efta operacad em as ¥ a':', ¢ (20) te-
-

Yemos a% —a.a5=—a 1?/4‘ y Do mefmo moda

;/ai . :fa* =¢%.a% = a]:/a‘. Em geral . .

::/_aan x ;/ﬂrjl' - E;’m + lrrm +ms
O mefmo fe praticara na divifag. Por exemplo,

 § 5

V"ﬂ" a.ﬁ. . 5 1/ 1ba

“;"__'2—5‘5—-:?‘4”.5 (3_!)10“\'/".5 _$_£t_____==.‘
al ‘;- ‘/alji

o b 4 * :/a,,;,-

£5 55 Vaubi. Em genal, T e i
- y'arjr

a7 b3 et

g

141 Nefte ultimo exemplo fe for -;— = —-:- 1
o expoente de a fera negativo , € o mefmo aconte=
cerd ao de 4, fe for -;— > -—:—._ Geralmente nas

divifdes , ou fracgles, fe o expoente da letra do
denominador for maior que o da letra correfpon-
dente do numerador, a differenca entre elles com
o final — feri o expoente da mefma letra no nu-
merador ; de maneira que a toda a fraccad algebri-
ca fe pode dar a forma de inteiro, Por exemplo »
em
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¥
em logar de ':T podemas efcrever a3 5-1.

Com effeito, concebendo que @ contem a &
hum certo numero m de vezes , inteiro, ou fraccio=
i

nario , feri a = mb , e confeguintemente iz- =

Lhiad

m 4

? =mlb, Mas tambem a} b= 2=m} b1 k=9
3

=mi & (20). Logo f-z—ma’é'd.

Em geral : Pode buma quantidade paffar
dy denominador para numeradsr , oun- ds numeradsr
para denominadsor [em alteragas da fracgai , efcreve-
vendo-fe como fallor no termo em gue nai eflava, mas
com o expoente de final contrario do que tinka.

1

Exemplos , . . -‘%—F—g“* L

a T4
'—I—" =‘ﬂ-. . ._‘,... = -fi, - & 5“5}‘ —
am Sy : F e c? di

R emp g, E;-_i_:;_={ﬁ; 4+ &) (a2
s/ (4 Bi)e &
R AL, LS R
v {d=+ 5:);
142 E reciprocamente : 8¢ buma quantidade

confiar de partes affectas de expoentes megativas , pa-
derai eftas paffar com expoentes pofitives, para denami-

vador , ou para numerador , conforme fe acharem no
Bumeradsr, ;u ne denominador.

Defe
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3
Delte modo o 6% = % e s e @3 m—
a . e F_:f‘, mn
Lt WL ] _ﬂb . @ @ = 3 i- »
a’ ' (mn)™" P q

¢ aflim por diante.
Tal he a idéa que devemos formar dos expoens
tes negativos,

Da formagai das potencias -das quantidades

complexas.

143 D O que havemos dito a refpeito das po-
tencias fe fegue, que para elevar qualquer quantidade
complexa a huma potencia propofta , devemos mul-
tiplicar  a quantidade por fi mefma tantas vezes,
quantas {ad as unidades do expoente da mefma po-
tencia. Mas como efte calculo he as mais das vezes
longo, e fempre indire&o, por iffo vamos a dar hum
methodo livre deftes inconvenientes , confiderando
primeirament¢ a propriedade dos produclos das
guantidades binomias , porque defles dcpendc a
formagad das powencias das quantidades mais com-
poltas. , '

144 S’Cjaéx+dlx+é’x+f|x+d|&c‘
muitas quantidades binomias , todas com o tes-
mo % commum,

Multiplicando » j: a
por .« . . x4 ¥
feremos . o 4 v+ ¢ A1et ax ab
i bx +
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Maultiplicando efte produco por x ¢} ¢, teremos
x) ax® 4 abx < abe - ]
bx? 4 acx
. oex? = bex )
Multiplicando clte fegundo produdo por x -} 4,
teremos
x4 4 av’ L aby* = abex 4+ abed
byt 4 aex? 4 abdx
:l: exi 4 adx* 4 acdx

dx! bex2 bedy
bdx?

~ cdx? .
¢ aflim por diante. Refle@indo neftes produ@os,
¢ tomando por hum termo todas as quantidades que
eltab em huma mefma colunna, noto o feguinte.

1.° O primeiro termo de cada produfo he o
primeiro termo % de cada binomio , elevado a hu-
ma potencia deflignada pelo numero dos binomios ;

€ maneira que fe efte folle m, o primeiro terma
feria xm

2.° As potencias de x vab ao depois diminuibe
do continuamente de huma unidade até o ultimo
lerino , em que nab entra x,

3-° Em quanto aos multiplicadores dos differen=
tes termos, o do primeiro he conftantemente a
unidade ; o do fegundo he a foma dos fegundos ter-
mos a, b, ¢ ,&c. dos binomios; o do terceiro he a
foma dos produétos das quantidadesa, &, ¢ , &c.
multiplicadas duas a duas ; o do quarto he a foma

0s produétos das mefas quantidades a, &, ¢, &c.
multiplicadas tres a tres ; e aflim por diantc até a
ultimo termo , que he fempre o produ&to das ditas
Quantidades. Eftas confequencias fad evidentes,
{¢ja qual for o numero dos binomios % - a, % -+ s

€. que fe tem multiplicado. 145
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145 Se 3s quantidades a,5,c,d, &c. forem
todas iguais 3 @, os produélos ferad as potencias
fucceffivas de x + 4. Subftituindo pois a em lugar
de b,c,d, &c. os produftos fe mudarad em

¥4 2ax = (x 4 a)?
+ 3ax* 4 3a% 4 &' = (x4 a)?

xf
24 44t 606+ 4’y 4 ot (5 40 0

Logo fe o expoente da potencia , a que fe
pertende elevar o bimomio , for m, as potencias
fucceflivas de x ferad x» , xm—1, gm—3  \m—; 4
xv—4 , &c.

146 Pelo que refpeita 4 lei dos coefficientes -
ou i dependencia que tem de m, como o multi-
plicador do fegundo termo ( 144 ) he igual 4 foma
das quantidades a, 8, ¢ &c, , no cafo de ellas ferem
}guais aa, feri atomado tantas vezes, quantas

orem as mefmas quantidades, Logo para m quan-

tidades o multiplicador feri ma , ifto he , fera o
cocfficiente m igual a0 expoente do primeiro termo
da potencia. Ifto com effeito fe acha nas tres po-
tencias que acima expuzemos,

Nos outros termos , cada huma das quantidades
@b, ac, ad , &c. fe reduz a a? na fuppoficad pre-
fente , como tambem abe , abd » &c. fe mudad em
a' , ¢ aflim por diante. Logo o multiplicador do
terceiro termo fe reduz a * tomado tantas vezes .
quantos fad os produdlos que podem dar as letras
a,b, e, &c., multiplicadas duas a duas. Da mefma
forte , 0 multiplicador do quarto termo fe reduz a
a' tomado tantas vezes, quantes fad os produ&los
das melmas letras multiplicadas tres a tres ; e affim
por diante. Teremos pois os coefficientes , fe deter-
wminarmos quantos produ®os péde dar o numtr.:; o

o
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de letras, multiplicadas duas a duas , tres a tres P
CCs

147 Se combinarmos hum numero m de letfas
por todos os modos imaginaveis, ifto he, duasa
duas , tres a tres , quatro a quatro , &c¢, , fem que
haja repetigad de huma me(ma letra em huma mefl-
ma combinagad , acharemos : :

1.° Que o numero de combinagdes de muitas
letras duas a duas he o dobro do numero de pro-
ductos realmente differentes, que fe podem formar;
multiplicando as letras duas a duas. Por exemplo 4
a e b dab duas combinagbes ab, fa, mas eftas nad
{a6 dous produétos differentes. Logo o numero de

produ&os he igual a —X

binagbes. Lo )
. 2.° O numero de combinacdes tres a tres he o
fextuplo do numero de productos realmente diftin=
&os, Por exemplo, as tres quantidades a, 4, ¢,
fendo difpoftas de todos os modos poffiveis, daé
feis combinagbes abe , ach , bac, bca , cab , cha ,
que nad fab produtios differentes. Logo o numero

do numero deftas com=

de produllos he igual a —
¢oes. 352.3

Semelhantemente , quatro quantidades fad fuf=
ceptiveis de 24 combinagbes , cada huma das quais
he o mefmo produ@o ; e confeguintemente o nu-
mero de produétos differentes, que fe podem for-

de tais combina<

mar combinando miuitas letras 423 4, he 2,17
1.2.3.4

do numero total deftas combinagtes. Da mefma

forte 0 numero de produdtos differentes , que fe po-
dem

. “-_--—h—
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dem formar combinando muitas letras'sas, 626,

i T 1 1
737, &c. he 143.4.5 0 123456 I_._x_]-:'q-s_fr_f » &
ifto he , huma fraccad que tem por numerador o
numero total das combinagées , e por denominador
o produto dos numeros 1, 2, 3, 4, &c. atéo
Gue deligna de quantas letras fe compée o pro-
dudto.

148 Refta achar o numero das combinagGes
2a2, 323, &c que pode dar o numero m de les
tras.

Em quanto &s combinagdes duas a duas, he
evidente , que nad devendo multiplicar-fe huma les
tra por {i melma, ferd m — 1 o numero de letras ,
por que elle fe ha-de multiplicar, e confeguintemens
te cada letra dari m — 1 combinagbes : logo m le=
tras darad m (m— 1 ) combinagdes, e por tanto o
numero de produ&os de duas letras realmente difs

' s M1
tin&os lera m.

Nas combinagbes tresa tres he neceffario, que
cada huma das combinagbes duas a duas feja coms
binada com cada letra que ella nab inclue , ifto he
com m =2 letras , e confeguintemente huma mefa
ma combinagad de duas letras dard m — 2 combi-

nagbes de tres letras : logo, como ha m. m — &
¢ombinagbes de duas letras, o numero total das
¢ombinagdes de tres letras ferd m. m — [ , m— 2+
€ por tanto (147 ) o numero dos produétos real-

H "M o— —
mente differentes ferd m, -—E—I. R 3 :

-

Achae
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Acharemos do mefmo modo, que o numero das
combinacbes 424,535,626, &c. hem . m—1

.,ﬂ]_ﬂ'“—s. m.m==1 .M—Z.m—;

.m—-‘:*' m.m—1 -M—ﬂ-lﬂ-ﬂ-g.m—.‘.

-m—5, &c. : Logo o numero de produétos dif-
tinftos , que fe podem formar, multiplicando m le-
tras 4a 4, 545, 6ab, &c. ferd reprefentado

M= "M== g n—%
B 3 +

m— m o— ”o— m—1 m—23

Bl b ‘erfiuths O P fas &

por m,

JHER S Wed i
popth o ; e aflim por diante.

Donde fe fegue (146 )que o coefficiente de quals
quer termo da potencia de hum binomio he igual
20 coefficiente do precedente multiplicado pelo ex-
poeate de ¥ no mefmo termo precedente , e divi-
dido pelo numero dos termos precedentes.

149 Concluamos pois que

I(x-{—a]':.‘ :n+m#m.-.: +m. ._:, a‘::m-i

4+ m. '?':' *';’ 33 Lo, ':'..1.—*

Por efta formula elevaremos hum binomio quals
quer 2 huma potencia dada , fubflituindo em lu-
gar de x o primeiro termo do binomio propofto ,
tm [llg:ir de @ o fegundo , e por m o expoente da
potencia.

Querendo , por exemplo, formar a fetima poten-
cia
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tia de x4-a, acharemos 7  7ax® 4 21a%5
4 35a8a* 4 350%° 4 21a8* - a4,
Porque ; s = 7 ; ldgo ™ = & ; maam—1r —
7ax’ ym, Z—L, atxm=2=1. ;l % = 21a"x 3

"oe—1 o — 2

M2 iy —3 2 ap 8 .4
3 3

1.

35@°4* ; ¢ affim por diante até o termo ... .4
P m—1 W—3 m—3 W—4 w=—g m— G
2 3 + 5 b 7
cd'xm—7 , 0 qual fe reduz aa’ . Os termos fe-
guintes fad nada , porque no coefficiente de to-
dos elles entra m — 7 =10 na noffa hypothele.
Em geral o calculo vad paffa adiante do numero
m 4 1 de termos , e 0 ultimo terd a férma

m—1 m— " — m— 1)
. B ey f“ [t

L
2

3
Se em lugar de x - a tivermos x —a , mu-
darefnos os E:mis 126 ) nos termos em que en-
trab potencias impares de d, de mancira que re-
unindo ambos os cafos , ferd (& = a)m — a=

m—1
* maxm =t dm o gm—3 aom

It a4 &

m—I
—_—
2

™
150 Porquanto (142) ¥"—T== Sy am—"

— 7 gm—3 = £ eaflim por diante, po-

—_——

x x
demos mudar a voffa formula em (% = a )*

. 3 2 s ot At
=2 (' s T4 a - -;T'"'m

2

m— w3 :
,__L._r1:3-+&c-)
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donde fe deduz o methodo feguinte para achar
tommodamente a feric dos termos , de que deve
¢onftar qualquer potencia, cujo expoente m feja
numero politive ou negativo, inteiro on fraccio-
nario , de hum binomio ou fimples como % = a , ot

compofto como' x* = @ , ¥ = &, &e.
151 Efcrevad-fe em huma linha as quantidades

mp o= 1 1 mwe—3 it T

o B o e e &c.

- A

. a W1 g o o— I m =3 ,,3
Izt m— Mg— & m ¢ —_

;+ 2 o) z 3 33
_-‘_m‘ P B i s, Bod « y e,

3 3 4 ¥

Affentando depois a unidade por baixo ,’e majs
ara a efquerda, forme-fe a ferie inferior por efta
Bk 4

Multiplique-fe a unidade pelo primeiro termo
da [erie fuperior, ¢ tambem por = <, confor-
me o fegundo termo do binomio for pofitivo , on

negativo, e teremos o fegundo termo da ferie in-
ferion

Multiplique-fe efte rcgllr;do termo pelo i:'eglm-
do da ferie fuperior , e por = -2~ , e teremos o ter-
ceiro termo da ferie inferior,

Muliiplique-fe efte terctiro termo pelo tercéi-
ro da ferie fuperior , e por = -i—- » teremos o quar-
to da ferie inferior ; e afim por - diante,

Ajuntando todos os termos da ferie inferior ,

¢ multiplicando a totalidade por x®, teremos o
valor de (% = a)m=,

152 Se

e

e -
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152 Se o binomio fofle x* = a*, oux’ = o4
ou &c. multiplicariamos fucceflivamente os termos
2 3

por = i;. ou por :_a:{ , em geral , pelo fegundo
x

termo do binomio dividido pelo primeiro ; e a tota-

lidade fe multiplicaria depois pelo primeivo ter-

mo do binomio , elevado a potencia propolta.
Para fazermos huma applicagad , bufquemos

a fexta potencia de ¥ 4-4°.
P Tl Al ey

I o el
6ad !gaﬁ a0a? 1ga’ 6als al®
F Founaat o T e

Tendo achado a lerie inferior pelo methodo an~
tecedente , maltiplicaremos a totalidade por {1.3' j&
— x'° , ¢ teremos £ + 6a’x" - lsaﬁx"-—i—
20a%° § r5a %’ 4 6a x4 a".

153 Se em lugar de binomio houvermos de
elevar hum polynomio a huma potencia propofta »
por exemplo , o trinomio a-£§+: a tercei-
ra potencia , faremos F4e=1p, ¢ (149 )
teremos (@ +pf = @ & 34 4 39" +
—a* 430" (bt e) - 3a(b 4 c) (5 4-e)
Como {6-}-:}2 y € (!w{-rj’ fab potencjas de
binomios , nad ha difficuldade ém as achar. Aca-
bando o calculo , teremos a° - 3a*h |- 3a% -
3ab* - Gabe - 306 4= B -3 o bt 40 «

154 1fto mefmo fe pode achar pelo mﬂil:-
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do feguinte , que fe d=duzda formula do bino-
mio. Faca-fe 1-{—::;; teremos (g ~=p) =

<eb 348, VBT 6.
I

Efereva-fe debaixo de cada termo o expoents
de P & mullipiiqu:-fe cada termo pelo numero
correlpondente , mudando hum 7 em 4, o que da

30 b+ 6abp -+ 3bp*
1

ey I

2
Efcreva-fe debaixo defta quantidade a ametade de
cada expoente de p , ¢ multiplique-fe cada ter-
mo pelo numero correfpondente , mudando hum
P et BIE il T N0t VYT N R

3¢ + 385

3
Efcreva-fe debaixo de cada termo o terco do ex-
poente de p, e multiplicando como dantes , mu-

dando tambem hum p em 4 , teremos . , , 4

pcmr.acharcmos...--...-....--
@ 4 30 4 ge’ P34 1 9abe + 7bc*

- 3ab® 4 38 L B,
h.'gultipﬁcarcmm pois cada termo da primeira
linha pelo expoente de P 3 cada termo da fegun-
da pela ametads do expoente de p nefta I'm%m g
cada termo da terceira pelo ter¢o do expoente de
p neflta terceira , mudando hum p em b em to-
das as linhas , menos na primeira em que nad
ha mudanga ; e mudando ultimamente em ¢ to-
dos os p que refftarem. Efta regra fe applica da
melma forte aos quadrinomios , quintinomios , &c.
Ha2 Da

Ajuntando eftas quatro linhas, ¢ mudando |

e e oo o
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Da éxtraccai das raizes das quantidades

complexas.

155 D O que vamos adizer fobre araiz quin-
ta (e deduzirh o que devemos executar nos outrcs
graos, —

d 5 § 4 3

Por quanto (¢ 43 ) =a 4 sa'b 4 100°b
4+ 104" # 4 gab* 4 b'5 he manifeflo, que pa-
ra achar o primeiro terme :da raiz quinta de hw-
ma quantidade litteral , havendo ordenado todos
os termos da potencia dada, tiraremos 2 raiz quin-
ta do primeiro termo ; e para achar o [egendo ter-
mio da raiz , dividiremos o fegundo termo da quad-
tidade propofta pelo quintuplo da quarta potencia
da raiz achada., Com effeito ;/ @ ==a, e o

. . N
=—#, que he o fegondo fermo da raiz. Para ve-
rificarmos efta operacad, depois de ter o fegud-
do termo ; elevaremds 2o quinto grio a raiz acha-
-da , e tiraremos-o refultade da quantidade propoiia.

Exemplo.” Pede-fe araiz quinta de'. . ..
g2a5 + 2400t 4 720836 + 10800783 '+ Baouit + 24388 [ Raiz,
2at]

- 3'.',.15 . o P
t 3z z 5 goat
Refio+ 24048 +. 720038 + 10800%E3 + 8raadt + 2431

Tiro a raiz quinta de 324° que he 24, e efcre-
vo-2 na raiz. Elevo 2a 2 quinta. potencia’, e -

rando da “quantidade propofla o produ8lo 324 -
deftroe-fe o primeiro icrmo.

Ele-
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Elevo a raiz 244 quarta potencia , tenho 16a*;
efcrevo o quintuplo 8oa* por baixo da raiz 24, e

por clle divido o primeiro termo 240a*b do reflo;
elta operacad da 3b, que eflcrevo na raiz. Elevo
pois 2¢ -+~ 36 & quinta potencia, ¢ fazendo 2
{ubtracgad nada refta ; logo/a raiz he exactamen-
c 2a 3bs

Se a raiz houvefle de conftar de mais. de dous
termos , appareceria -algum relto depois defta pri-
meira operagad, Entap confiderando 24 -4 36 co-
mo huma [6 quantidade, com clla fe continva-
ria a operagad para achar o terceiro termo ., da ma-
neira que fe praticou com 24 para achar o fe-
gundo,
. 150 Pelo que relpeita as quantidades numeri-
cas , para extrahirmos a raiz do grio m, fepa-
raremos o numero dado em clafles de m letras ,
comecando pela direita, Daultima clafle & elquer-
da, que p6de ter menos letras do que as ouiras, ti-
saremos a paiz do grio m , a qual nad conltard
de mais de huma letra, e ferd a primeira da raiz.
Para_junto do refto abaixaremos a clafle feguinte,
¢ feparando m — 1 letras & direita , dividjremosa
parte que ficar 4 efquerda por m vezes 3 raiz acha-
da, clevada 3 potencia m — 1 ; € aflim por diante.

Efta regra que ja enfinamas ( Arith, 156 35 ),
fe percebe aqui com muita facilidade , advertin-

do que (a4 5)" = ™ + mad" ™"} &c, e que
fe a reprefentar dezenas, e} unidades, o™ nad
yéde incluir-fe nos m ultimos algarismos , nem

ma™ '} nos m — 1 ujtimos. Na ‘quinta poten.
cia 3
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cia, porexemplo (10)° = 100000, ¢ (10 )*
= 10000 ; logo &’ naé fe contem nos cinco ul-
timos algarifmos , nem 44* nos quatro ultimos.

Do modo de ter a vaiz approximada das potencias
imperfeitas das quantidades litterais.

157 Q Uando a quantidade complexa naé he
potencia perfeita do grio de que fe pede a raiz,
120 he poflivel que efta fe ache exaBlamente ; de-
vemos porem approximalla tanto para o verdadei-
ro valor, quanto exigir o problema que depender
deffa extracgab. Pelo methodo que acabamos de
expOr para as potencias perfeitas , poderiamos achar
as raizes approximadas ; porque teriamos huma fe-
rie de termos fraccionarios , dos quais aproveita-
riamos f6mente hum numero limitado , defprezan-
do os outros, que diminuirido continuamente de va-
lor. Podemos porem chegar ao mefmo refultado por
hum caminho muito mais breve, fazendo ufo da for-
mula do binomio , para oque devemos lembrar-nos
(133) que as quantidades irracionais fe pédem efcre-
ver em férma de potencias com expoentes fraccionas

" ”.
tios , ou que /(a4 x)—=(atx)m-
Exemplo I. Pede-fe a raiz quadrada dea -},
iflo he, o valor de (a4 » )t

Efcreveremos (150) a ferie . o o o4 o o oo

T 3 1 I

-— e I e - 1 L
T z 2 % 2 2 4 &C‘
o E] ] » 3 *

El ‘ 3 4
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s gualefe gedug o o liv'e . oot BTt

ol e sdapquy i Fogegatiich p atgl
Ti-—' 4 3 A 3 [ ¥ - » &C-
Formaremos depois a fegunda ferie . . . . .,
L 1 at a8 5 xt
b i Bl P g ek |
32 :
+ 5 5 &c

E multiplicando a totalidade por a®, teremos

iy ol §riiak 7 ab A
TT‘-T—_._II._E_'-::—-*_':_;& of --—&l.'.)

a qual fe péde continuar com facilidade até onde
quizermos , e muito methor , fe efcrevermos os
coefficientes , indicando (6mente a multiplicacas,
Defte modo

e it e o
e
HIE PR X r.3.5 I-3:8- 7
3 % 8. g 7+=4-6-s.u
x5
i—-5:::.)

&

Na qual os numeradores fe férmad dos nume-
ros pares multiplicados entre fi , e os denomina-
dores de produdtos des numeros impares,

Da melma forte acharemos « o o v s o 4 o .+ &

V({a—x) =4 (I—Li_hL-L
3 a Y 4
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. 158 Para moftrarmos o ufo deftas approxima<
¢les nas quantidades numericas, fupponhamos que
fe pede araiz quadrada de 101. Partiremos clte
pumero em duas partes, huma das quais feja qua-
drado perfeito , por exemplo, em 100e1 ; en-

tab fuppondo 4 = 100, ex= 1, teremos —:—-
== 0,01, ¢ /(a4 &) = 101 =

IO(I—I" u.:m b fo,o1 ¥ + 3{o, o1 B £

3 2. 4 2.4.0
3.5 [0, ot
oo &)

Querendo efta raiz approximada {Gmente até
as decimas—millefimas , balta tomar os tres primei-
(o,or )
10
duz a 0,0000000025 , ¢ ainda que efte termo fe
deva multiplicar por 10, como todos os outros ,
nab da por iffo mais do que o, 0oc000625 , quanti=
dade muito mengr que huma decima-millefima. Os
termos feguintes. por mais forte razaé (erié muito
menores ; porque (ad continuamente myltiplica-
dos pela fracgad o, 01 . O valor pois de ¢/ 101

IS HeHDT 3 s (o e

0,01 (o:o: o,
m(::-|— Sessitn i )_In(:+o.oos
— 0, 0000125 ) = 10, 0449 , parando’ nas deci-
mas-millefimas.

Exemplo II. Pede-[e a raiz quinta de a° — %,

T0S termos , porque © quarto fe re-

! i
illo he, o valor de frl‘ — & )i
A ferie nefte cafo he

1 ¥ o T4 19
— P — — — S — s
5 ¥ —]"o- 15 (] 20 ¥ 25 L

Logo teremos . . . -
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Py = =%

R T R I dncliis 13 Vil 1007 Skt s .,
§.010. 1§ J1§ T §.10.054 30 20 ')

159 - Advirta-fe que neftas feries , e em todas
as que (e podem formar do mefmo modo , devemos
tomar para primeiro termo o maior da quantidade
propofta. Por exemplo, em 4/( a=-x ) havemos
tomado a por primeiro termo ; mas fe x fofle ma-
ior que @ , deveriamos tomar x . A razab he , por-

que fendo » > a,,he‘i o F, d ferie v

2
a% ( 14 .5 %— ;—fi +&c.) he divergen<

te, ou os feus termos va6 fempre crefcendo, € can-
rﬂ?guill'lcmcmc n:!.G ﬁ‘, dc\l‘c Pll."ﬂf em h“n! Certo nu-
mero delles, Porém fe nefte mefmo cafo tomarmos
¥ para primeiro termo , vira a ferie convergents

I 1
T " r @ .

a (l+ — "-‘3-?—]_ &c..) » cujos ter-

mos vab diminuindo cada vez mafs,

160 Por quanto toda a fraccad algebrica he
fufceptivel da forma de inteiro (141 ), fegue-fe
que pela formula do binomio pt}demos tambem re-
duzir a ferie toda a fracgad, (}ue tiver o denominas
dor complexo, com maior facilidade do que pela
divifad,

Por exemplo fe tivermos » que hea

a
ot x

mefmo que g ( b 4-» ]_.l , elevaremos (151) & +,x
t 2
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& potencia — 1. Formando poisaferie . .

=f=1I =1 =3 --THJ
F A 3 e L v e

Ol o o o —L,=—1,—1 ,—!,&C.
2
s = I ~ x
teremos (5-{--'6 == (I_T'f'_‘; =

o s

l“ 1 x x
R L i el
Ll

8 it
4 -1 #
+-:—s- —-&C.Logoa(5+$) === T

tr’_ﬁ__{__.ﬁi__&c.
3 4 8
& b

: 3 2 3 aN =1
Do mefmo modo —= - =a (a-.—-x) =

a4

6

S S )

x’ .1|+ x‘ xt
I+?"‘+:“*+‘—"—"‘ + :—s—-—i—&(:.
z

(a4 )

ferie , confliderariamos efta quantidade como

2 2 2y —3
€ (ﬂ T "") * Do mefmo modo em lugar de
a

Se tiveflemos para reduzir

T,/_(a: b x‘)s efcreveremos ag'(az + & )—-: ;e

als
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aflim nos outros cafos.

As quantidades irracionais , e fraccionarias
tambem fe transforma® em feries infinitas pelo Me-
thads dos Coefficientes indeterminades , de que vamos
a dar idéa em alguns exemplos.

Supponhamos que fe quer reduzir em ferie 3

fracgad -5+

Sejab as quantidades 4, B, C, D, E, &c. tais,
que enhamos . .« 4 .+ .

T;? = A 4 Bx -+ C* 4 D + Ex* 4 &c.
Ifto fuppofto , multiplicando o fegundo mem=
bro pelo denominador , e tranfpondo , ferda . . .

0==db 4 Bhx 4 Chs* 4 Dbs* + Ebs* -+ &cs
—a+ Ax4 BS 4 CF + Dit 4 &,

Se igualarmos cada colunna a nada , o fegundo
membro fe deflfruird como deve fer , e teremas
tantas equagbes , quantas fab as quantidades inde-
terminadas 4 , 8, C, &c. Defte modo ferda —a

b=0,.. Bbx J-Ax =0 ... G'Exa-l-

Bs*—o...Dk 4 C="0..El'+ Dzt
=0 .., .&c,

A primeira equagad di 4 :ﬂ-:— . Subftituindo efte
valor na fegunda, teremos B = ~ % . Subftituinda

‘I

elte na terceira , teremos C== _ % _ . Da mefma
‘]
forte fe achard D —— _* -
-3 T . "o Em —~T. Logo

§ o b
fubflituindo todos eftes valores na ferie , achares
mos
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- s 5
Sy 3 & -—f_’i ot -— e
mos T+ ¥ ‘3 6‘] £++ 65 v

Querendo extrahir a raiz quadrada de o 4 %
fupporemos /(a+%) = A4+ Bx + C&* 4+ D&
+ Ed* 4 &c. ¢ teremos (119) @ 4 x ==
A* 4 24Bx + 24Cx* + 24Dy’ 24 Ex* 4 &e.

4 B*x* 4 2BC:’ +2BDx* 4 &c,
+ %' + &
aqual di 4* == a .., 248 =1, donde vem A =

T
o, B=—— , ¢ formando hyma equagal de ca-

2a®
[}

dacolunna, C= — —"— ...D= fres 0
1 Saa 16atat
E =— gi . «  + &c, Logo teremos + ¢+
1;3.3.3 ’

y r {. B a2 ¢ + ”.!‘_ e
4G e ot PR W § g

hl_‘"’ 16a a”

.._._rf"j~+ &c. , ¢ multiplicando todos ©s nu-

At
j28a’a’

L
meradores e ~denominadores per a® , teremos
L Tt e R e

r 1 j '{“ x ___-_"_:
‘r;;“-r*’) = a (=+ B isad =
4
— — -—5-}-7——-!-6'.:.)

'-;_6-43 12844
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O mefmo refultado fe acharia immediatamente
depois da fubftituicad dos coefficientes , fe redu-
zilfemos o binomio propofto a tér a unidade por
primeiro, termo , ifio he , fe deffemos a /(@ 4 %)

a forma {/a . ¢/ (I -]-_:'_) , multiplicando e
dividindo a0 mefmo tempo os dous termos por
y/ a, ¢ tratalfemos depois —- como huma {6

quantidade

161 Haverhos fuppofto que a formala que deo
o calculo para as potencias perfeitas de hum bi-
nomio , oa para m inteiro ;e pofitivo , podia tam-
bem fervir para formar as potencias imperfeitas’,
ou para m fraccionario , pofitivo , ou negativo.
Para moftrarmos agora a legitimidade defta appli-
cicab a todos os expoentes , comecemos pelo ca=
fo de fer m huma fracgad pofitiva,

Seja em geral (a+5}7, fgmlo.% po-
fitivo. Devemos provar que . . . « =+

- m i
e S

(a4 =a" (14— +—+ 5" 2

—_— =] g

+_:__ " 3 ¢ _.;_}_l_&c_)

2 i
a

_Ccr:} effeito , reduzindo o primeiro termo do
l}ll‘.nmlo a fer 1, eelevando ambes os membres
ATpOtencit NIEEENOE .. . . e, e s

g M

GH=C+sde =5

=y
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Pk -:L--—:. B -
+'_:' ‘a e 3 :T+&c')'
iﬂo hcl L] L L - - L - - &

. “_1-5_14+M--——_--l" .-:__—: £+&C.=l

2 “1 z 3 o
o -
—— — -2 3
L] 52 " - 1]
i A T T
~
+-‘ w1 3® Y L I T +&C-
AT B R e O
NS S L T
of % 3
v -
L o
Porém m, = — . T _  2=1  gqgue he 2
2 " 3

totalidade do que multiplica J:_ no fegundo

membro, reduz-fe a m ("=~ - -""'M;"-) =m

LB

+ =—— » que he o multiplicador de _“;. no pri

teiro membro,

7l vl -:——-: an®
Do mefmo modo , m. B
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— = T
" . —1 o ey w=3 :
W bl A E=E i dque e

2 2 + i 4 a 3 B "

totalidade do que multiplica %-,m fegundo mem=

bro, fe reduz a

ﬂ({ mon){m-2n)sgm(m-n){n-0)Fmn- :lt‘:m))_.

24 .30

2
e Lk e R o — ue o
m(---z.s =M. = 3 » que he

multiplicador de -';;— no primeiro membro,

Se levaffernos as feries adiante dg cubo ; sichas
riamos da mefma (Grte termos identicos. Logo he
verdadeira aequagab . . + + « ¢ o« ¥

LR T (E NS Nuay

b-. i 83
&8 & T 3 ';‘3"-'[-&!:.)

Serve pois a formula do binomio para elevar a
huma potencia, cujo expeente {eja hum numere
fraccionario pofitivo.

t Para provarmos agora que a mefma formula
pode applicar-fe a hum expoente negativo , de-
vemos moltrar que

C




128 ErsmMeEntTos

23

Com effeito defenvolvendo (1 - —j—)".emui-

"tipli::ando as duas feries, fem paffar do cuboj acha-

remos
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ifto hie; fazendo o calculo , 1 = 1.
Logo a formula do binomio tem toda a generali-
dade que havemos fuppotto.

Das Equagies [uperlincares a duas in-
cognitas.

162 D Izemos que huma equagad a huma in
cognita he do terceiro , quarto, quinto , &c. grio ,
quando a mais alta potencia da inc::gnita he a ter-
ceira , quarta , quinta , &c. ; mas alem defta po-
dem entrar todas as potencias inferiores. Alfim
as equagbes v’ = 8, xi 4 5x* = 4, x' 4 657 —
9% == 7 fad todas do terceiro gréo.

Porém fe a equagad inclue duas ou mais inco=
gnitas , dizemos que he fuperlinear, nab fémente
quando huma das incognitas paffa do primeiro
grdo y mas tambem quando algumas dellas eftad
multiplicadas entre fi : geralmente, o grio de huma
equacad fe determina pela maior foma dos expoen-
tes das incognitas_em hum mefmo termo. A equa-
¢ab x' -+ yi ==a"b he do terceiro grio ; a equa-
¢ab bx* 4 %%y -+ ay® = ab* tambem he do ter-
ceiro grio , porque os expoentes de X € y no termio
x%y fazem a foma de 3.

163 Para reflolver os problemas que condu-
zem a eltas equagdes , devemos , como fe pratica
no primeiro grio , reduzillas todas a huma , em
que nad haja mais que huma incognita.

Se tivermos duas equacdes ¢ duas incognitas ,
¢ huma deftas nas patfar do primeiro grio em
huma das equacbes , fome-fe o valor defla incogni-
@y como fe tuds o mais foffe conbecido ; ¢ Jubflituin~

I do-
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do-fe o feu walor na outra equagai , fe formari af-
m buma neva , em gue mao entrard mais que bhuma
incegnita.

Exemplo I. Achar dous numeros , cuja foma fe-
ja 12, ¢ o produéto 35. Repreflentando eftes dous nu=
HEFOS POT ¥ € ¥ , tEremos ¥ - y =12, € ¥y = 35.

A primeirnda x=—= 12—y ,¢ fubftituindo na
fegunda , acharemos 12y — y* == 35, ifto he,
y* — 12y = — 35. Logo (100 )p=06 %1, iltc
be,y==7 ,ouy=—45;¢ comox=12—y, tere
mos ¥ = 5, on x =7; ¢ confeguintemente os dous
numeros bulcados fab 5e 7, ou7¢5.

Exemplo I1I. Se tivermos x<}-3y=26 ¢
£ -} 2 = 12 , fubflitvindo na fegunda o valor de
x == 6 — 1y, que di a primeira , teremos (6 — )

y* =12, ifto he , 105> — 36y + 24 = o, don-
de fe deduzird o valor de y.

Exemplo II1. Se 2s duas equagbes forem 2y
Fy: =55 -2 y=7y -7, tomando na pri-

meira o valor de xs—s———t , ¢ fubftituinde na

fegunda vira

iffto he , a equagad do quinto grao 3
753 - 50y* — 125 =0, que inclue {Gmente y.
164 Se huma das incognitas nai paffar do fegun-
do grie em huma das duas equagies , tome-[e nefla ¢
walor do few quadrado , e fazends-fe Jubflituigoes Jue-
ceffivas na outra equagai até que a incognita Je ache
no primeiro grio o tire-fe o valer della , e fubflitua-
Je na primeira equagai.
Por exemplo , fe tivermos # =~ 3y% == 6%, ¢
%
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2%’ — 3y® =8, tomaremos na primeira o valor de
%* =6¢ — 3y*, e fubftituindo na fegunda , tere~
mos 2% (0x — 3y ) — 392 =8 ; ilto he , 12x*
— oxy* — 3y* ==8. Como nefta ainda ha x2,
fubititua-fe outra vez o mefmo valor , e vird 72
— 36y* — 6xy* — 35° =— 8. Parando com as {ub-
ftituigbes , porque eita equagad tem x {émente no
primeiro grao , tomaremos nella o valor de . .

39* +8

X —

3. Tya = bytn® qual fubftituido na primeira

4 3 =6xdi(30° +8) 43 (72— 6 )
=(234* +48) (72— 62 ). :

165 Semelhantemente podemos reduzir as
equagdes de %rios mais elevados a huma , em que
entre huma {6 incognita ; porém a equacad final
fubiri a hum grio mais elevado do que deve fer.
Pelo que vamos a expor outro methodo, que nad
he fujeito a efte inconveniente,

166 Toda a equagad a duas incclj_nims pode

reduzir-fe & forma ... dvm 4 Bym =1 - Gym—3 .,
+ 7=o0, fendo m o grio a que x eft elevado 3
Furquc podemos reprefentar por huma letra a tota-
idade das quantidades , que multiplicab huma
mefma potencia de x. Aflim, a equacad geral do
fegundo grio a duas incognitas ax2 - bxy 4 ey?
+dx4 ey f—=o0, pode ter a forma a -
(by+d)x4cp4ey+f=0, ou por abbre-
viar, 4x*+ Bx +4- C==o, com tanto que depois
de havermos feito o ufo para que fe deo efta no-
va férma, fubftituamos em lugar das letras 4, B, C
© que ellas reprefentad, Ifto pofto, fejad . . ,
dx" - Bym=1 4 Cxmm2 -+ Dxm—3 -L e T=0o
A'vw 4-Blgm-14 Cgm=2-L Digme3 ., . T'—= o
1 2 ldl.lll-

%
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duas equagbes do mefmo grio, das quais fc pers
tende eliminar x.

Multiplicaremos a primeira por 4, a fegunda
por 4, e tirando o fegundo produéto do primeiro,
teremos huma equagad do grio m—i.

Multiplicaremos a primeira por 4’ + B/, a
fegunda por 4x - B , e tirando o fegundo produ-
&to do primeiro , teremos fegunda equagad do
grio m—1.

Multiplicaremos a primeira por 42 -+ B'x 4 C',
a [egunda por 4x* 4 Bx 4 C, e tirando o fegun-
do produéto do primeiro , teremos terceira equa-
¢ab do grio m—1,

Continuando do mefmo modo , até que o mul-
tiplicador feja do grio m—1 , teremos m equagGes,
cada huma do grio m—1.

Conlideraremos pois em cada huma dellas as dif-
ferentes potencias x*—1 , xm=2 , yw=3 &c, como
fe foflem outras tantas incognitas do primeiro
grio; e determinando (85) os feus valores por
meio de m—1 equacles , os fubftituiremos na ul-
tima.

Affim vird huma equacad fem x, e repondo
nefta os valoresde 4, B, C&c, e 4, B!, C'&c,
terémos huma equagad em y,

Se tivermos , por exemplo , as duas equacbes . »

A 4 Bx 4+ C=o

4% 4 Bx + C'=o
as quais podem reprefentar todas as equagdes @
duas incugnitas » nad pailando huvma deftas do fe-
uwndo grao ; formaremos pela multiplicagab, €

ubtraccad as duas equacbes , ., ., .

(4'B— AB)x + AC— AC' =0
(4'C — AC) + BC— BC' =0 A
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A primeira di x =— -%C——:;Tq , ¢ fubftitvinde

na fegunda teremos — (4'C— AC*)’ + (4'B —

4B')( B'C — BC')=o0, equagab em que nad

entra x.

OO OVOrNIR o o b mofe

Ai 4 By 4+ Cx+ D=o
4% 4+ B'%¥ 4+ Cx 4+ D'=o

formaremos as tres equacbes

(A'B— AB)" + (A'C— AC')x + A'D— AD' =0

(4'C — ACW" 4 (A'D— AD’ 4 B'C— BC'\x . B'D—BD'=o

(A'D— AD"a* + (B'D — BD"x+ £'D — ¢D' — o

Confiderando pois x* e x como incognitas do
primeiro gria , determinaremos os feus valores por
meio de duas quaisquer dellas equagdes , ¢ os
fubftituiremos na terceira.

167 Se as equagbes nad forem do mefmo gréo ,
ou fe os expoentes de x forem m em huma equa-
a6, e n na outra; entad fuppondo que m he o
maior , multiplicaremos a equacaj do grao n por
xm» , e delte modo a reduziremos ao melmo grio.
Obraremos pois como no cafo precedente , conti-
nuando as multiplicagdes até que o multiplicador
chegue a0 grio n—1 , e teremos n equacées , cada
huma do grio m—1, Em todas ellas fubftituiremos
fucceflivamente por todas as potencias fuperiores
a 2% o valor de x* tirado da equacad do grion,
até que a mais alta potencia que reftar feja x»—1,
© que he fempre poflivel ; ¢ deflle modo teremos
n equacBes cada huma do grfo n—1. Por meio
do numero #n—r deftas equacdes determinaremos
0s valores de x7—1, xx—2 , xv—3  %c. como fo

folfem incognitas do primeiro grao , e os fublti=
liremos na ultima. Se-
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Sejad , por exemplo, y* —1 =0, ¢ a4
by4-x=20 duas equagbes , de que fe pertende

eliminar y.
Multiplicando a fegunda por y, a primeira
por @, © tirando hum produéto do outro , teremos

B Ly a=o.

i _t,a[ultiplicando a primeira por ay ..]_. b, afe
gunda por 3* , ¢ tirando hum produdo do outro ,
teremos xy* == ay =& =o.

Tendo affim tres equagBes com y*, y, ex,
fe as tratarmos como fe follem do primeiro grio a
tres incognitas , ACharemos, o v at Tao- AV Al LY

. . 3551—[—.:3 - $ =o.

Do mefmo modo fe tivelfemos ;* —1=0,8
,}3 F b gdx=0, formariamos as tres
equagbes

W 4o+t a=o
o+ tagtb=o
wta'+hfe=o
as quais juntamente com a fegunda das propoftas
ay + b ¢y 4 x=o0 ferviriad para climinar

as tres quantidades rs » ¥ 17 » € achariamos. . «
%t — gacx® 4 qa’bx — & =o
— 2bb? - abey — &
J g 5*
+ 2a5‘2
= Uj"t
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Efte methodo he geral , e admitte fimplifica-
¢ab em muitos cafos, Por exemplo, tendo as duas
equaghes acima yf — 1 =0, ¢ ay* by - x=o0,
com muita facilidade deduziremos as duas equa-
cdes do fegundo grio, multiplicando a fegunda
por y , e {ubflituindo nella o valor de y' tirado da
primeira ; ¢ fazendo depois o mefmo a que reful-
ta defta operagad. Nab nos demoraremos em indi-
viduar eftes cafos ; advertiremos fomente , que
nas multiplicagbes fucceflivas por 4" e d, por A'x
~+ B'e 4« 4 B, &c. he clculado multiplicar o
primeiro, os dous primeiros , &c, termos das duas
cquagbes propoftas, ¢ em geral tantes primeiros
termos , quantos fad os do multiplicador , por-
que os productos fe anniquilab pela fubtracgad.

168 Se determinarmos os valores das differen-
tes potencias de » pela regra que demos para as
equacbes do primeiro grio a muitas incognitas,
a equagad final em y nad paffara do grio ma , fup-
pondo que os maiores expoentes de ¥ , ¢ de y fad
m em huma equacab , e » na outra,

Mas fe osexEoentu de x ¢ de y forem del-

iguais em cada huma das equacGes , de mancira
que fendo os de x ainda m € n, os de y fejab porém
m-4-p,en-g, aequacad final em y nab paffa-
ri do grio mn + mg 4 np. Veja-fe a demonfira-
¢ab nas Mem, da Acad. das Sciencias, ann, 1764,
Podem confultar-fe tambem as Mem. da Acad. de

Berlin , ann. 1748 , € a Analyfe das linkas curvas
de Cramer. 4

lﬁq. Em muitos cafos fe confegue a elimina-
¢ab mais brevemente , do que pelos methodos pre-
ceden-
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cedentes. Por exemplo fe tiveffemos bxy — atx —
od e x® ——ax= &y, tomando na primeira , . x==
a*x— a' by
e e na fegunda , e
multiplicando huma pela outra,achariamos x = +a.

Tambem para eliminar y das equagbes ay*—

2%y = ax®, e a’y" — za‘x‘ysx" , acharemos pri-

2 4
. 3
meiramente y—_* _ & \/(._’L. +x ) ;e
a a*

y=x% A‘/(—::--}- x’) ; ¢ igualando des

pois os dous valores , viri x — a.

Se as equagbes folfemx -y 4z —a, xy 4
xz -} yz =4, e xyz =¢, multiplicando a primeira

For 1? , a fegunda por x, tirando o fegundo re-
ultado do primeiro, ¢ ajuntando ao relto a terceira,

achariamaos x°— ax™ 4 §x — ¢ = 0. Se em lugar
de multiplicar por x ¢ x*, multiplicaffemos por

yey*®, oupor z e z*, achariamos da mefma for-
te equagdes femelhantes em y, ou em z,
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Days Equagies [uperlineares a mais de
duas incognitas.

170 H Avendo mais de duas equacdes , e
mais de duas incognitas, tres por exemplo , po-
demos pelo mefmo methodo eliminar huma das
incognitas por meio da primeira e fegunda equa-
¢ad , e eliminalla outra vez por meio da primei-
ra e terceira , ou da fegunda e terceira, Feito
ifto, teremos duas equagbes e duas incognitas ,
que (e tratarad pelo methodo precedente.

Porém devemos advertir, que elte methodo fendo
applicado 2 mais de duas incognitas, tem o inconve-
niente de conduzir a equacdes mais elevadas do que
deve fer. O meio de o evitar confilte em eliminar
combinando as equagbes , nad duas a duas, mas
tres a tres , quando fad tres, e quatro a quatro ,
quando fad quatro , &ec. ; combinagab que exige
huma efcolha particular. V. as Mem. da Acad.das
Sciencias , ann. 1764 , onde tambem fe acharad mui-
tas indagaces l?obrl: o grio da equagad final. Sem
embargo de gue eftes methodos abaixad confidera-
velmente o grio em comparagad de eutros ; com
tudo he provavel que elle ainda fe pofia diminuir
mais , e que ilto {6mente fe configa, quando fe
achar hum methodo para eliminar fimultaneamen-
te todas as incognitas menos huma , como f¢ tem
defcuberto para o primeiro grio.

D I S T R T ERRTRETT R R w...
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Das Equagies a dous termos.

171 C Hamamos Eguagies a dous termes iquel-
las em que entra huma [6 potencia da incognita,
Por exemplo , a equagad ax’ -+ b =a't'—
a’}® he huma equacad a dous termos, pois que dan-
do-fe-lhe a forma {a 45 ) ¥'=a'b’ —a'¥', a4
péde reduzir-fe a huma (6 quantidadep , e 'y —
2’6’ a outra ¢, de maneira que a equagad pode re-

prefentar-fe porefta . . . § =g

Eftas equaches fad muito faceis de refplver :
Havendo defembaracado a potencia da incognita ,
como nas outras equacBes , nad refta mais que ti-
rar a raiz do grio defignado pelo expoente da in-

cognita. Allim a equagad pr;zg fe mudari em

:sz—‘:- , ¢ tirando a raiz quinta , teremos %

:Jf% . Em geral , a equagad px" = ¢ dd

-

=y e

172 Se m he impar, a incognita tem fem-
pre hum unico valor real , o qual ferd pofitivo ou
negativo , conforme for o fegundo membro pofiti-
vo ou negativo, Se m he par , a incognita tem, co-
mo no fegundo grio, dous valores, %um pofitivo ,
e outro negative, os quais ferad ambos reais,oun am-
bos imaginarios, conforme for o fegundo membro
politivo, ou negativo; pelo que nas equagdes a dous

ter-
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termos a incognita nad pode ter mais que dous va-
lores reais, Por exemplo, a equagad ¥ = 1024

di » :1:" 1024, porque hi hum unico valor real 4,
que fendo elevado 4 quinta potencia poffa produ~
zir 1024. Porém a equagab x* — 625 da. . .

x== /625 ; porque — % — hum numero par
de vezes produz o melmo que 4 X -} . Pelo con-
trario aequagad ¥4 = — 625 di ¥ —= ¢/— 625,
ito he, dous valores imaginarios , porque nad ha
numera pofitivo ou negativo , que fendo multi-
plicado por fi mefmo hum numero par de vezes,
produza huma quantidade negativa.
Applicagad. Achar dous meios propercienais entre
e 625.
! chsreﬁ:ntandu os dous numeros defconhecidos
por ¥ ¢ y, teremos == 5: #:y : 625 , donde fe
deduz

2%t %0yl
X iyt y:b62g
Eftas duas proporgoes dad 5y=—=x* , ¢ 625¢ =j*;

donde vem y = %‘— yex' = 15625 ; logo x= 125,

e y= 125.

Das Equagles que podem refolver-fe G maneira
das do fegunds grio.

173 ESm equagbes nad devem incluir
mais que duas potencias differentes de » , mas o
expoente de huma deve fer o dobro do expoente

da outra ; tais (a6 »* —l—g:r’:ﬂ,?l"‘i'j"'3 =38,
[
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e em geral a equacab a tres termos da férma
%" 4 px" = ¢. Refolvem-fe eftas como as do fe-
gundo grio ; porque fazendo x™ — ¥ » teremos
¥ 1 =g, equagad do fegundo grio , da qual

fetin y=—14 = ¢ (Ip*+4¢), ifto he,
= — = (10" +9); logo(171)..
i=¢/ [~ 0= v 5 +9].

Applicacad. Achar dous numerss , cujs produtts
Jeja 6 , ¢ a foma dos cubes faca 5.

Teremos xy —6, ¢ x° + 5y =135, as

quais dad (163) y =§. ex — 358 =—216;

logo x = 4/ [ % = 4/ ((%) —u6)]
=4/ (£52), o he, x= ¥ 2723,
ex == V ?=2 ; ¢ confeguintemente y =12,
cy=3.

Se m for par , a equagad poderd ter até quatro
raizes reais.

Da Compoficat das Equagtes.

174 T Oda a equagai di tantss valores para a
incognita , ou tem tantas raizes , quantas fad as uni-
dades do mais allo expoente da incognita 3 bem enten=

di-
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dido , que humas dellas podem fer pofitivas , outras
negativas , humas reais, outras imaginarias.
175 Para o moftrarmos , he precifo notar ,
ue em toda a equagab fe tranfpuzermos todos os
?cus termos para hum membro , ¢ os ordenarmos
relativamente a ¥ ( preparacab que daqui por di-
ante fupporemos fempre feita ) ; péde efte mem-
bro conliderar-fe como o refultado da multiplica-
€25 de muitos fattores binomios fimples , que te-
nhad x por termo commum. Por exemplo , na

equagad x* 4 7x = 8x* 4 9, depois de fe Ihe
dar a féorma ¥ — 82" + 7x — g —o0 , péde
¥ — 8x" 4 7x — g confiderar-fe como refulta-

do de tres fadtores binomios fimples x —a, x — b,
% — ¢. Porque eftes multiplicados entre fi , dag . .

P —axt+n$x-——a.ﬁr =0
— bx* ~+ acx
— ox* + bex

e para que as duas equagdes fejad as mefmas , bal-

ta que feja . . . atbtc=8. . . ab <4 ac
+éc=7...aé;:g.asquaisda&[:ﬁg), ois

@ —8d" 474 —g=—0, ¥ — 85 470 — g
=o0, e —8" + 7¢—g=o0. Dagui fe de-
duzem as propoligges feguintes.

176 1.2 Por quanto naé ha differenca entre as
cquacbes que devem dar os valores de « , 5 -
Os quais por outra parte nad podem fer igmais

entre fi; qualqucr das tres equacies neceflariamente
ha-de dar os valores de 4 » 4, ¢ ; logo cada humna

dellas deve ter tres raizes o el B

2.9
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2.° E como cada huma das tres equagles he 2

mefma que a propofta x* — 8x* 4 72— g =o,
com a differenca unicade a , ou &, ou ¢ fe mudar
em x ; tambem efta deve ter tres raizes , as quais
ferad os valoresde @, #, ¢; e conleguintemente
as quantidades que fe devem fubflituir em lugar de
a,b, ¢ nos faltores ¥ —a,x—&,x —c, para

produzirem 2® —8x” 9% —g=10 , ferad as
1aizes da me(ma equagad.

177 Eftas confequencias feriab as mefmas
ainda que os coeflicientes das differentes potencias
de x follem outros quaisquer numeros , ¢ a equa-
¢ad fofle de outro qualquer grio. Affim fe tiver-

mos em geral a equagab x* — px’ 4 gx —rx
§= 0, I'end_o[y »¢ s r , s numeros conhecidos , po-
deremos confideralla como formada pelo preduélo
de quatro faltores fimplesx — a , x — 6, x — ¢,
#—d,oufuppollaigual a . . . . . .

r

xt — X 4 abx* — abex +alid =0
— b 4 aex’ — abdx
— - ady’ — acdy
—d¢® 4 bex® — bedy
L8 -+ bdx’*
-+ cdx®

Pira iffo, formando quatro equagdes como no

cafo precedente ya 46 4 c 4+ d = p, ab+4 ac
ad 4 be 4 bd Y- ed = ¢ , a#:-ﬁaﬁd—{-ﬂd
ﬁrim."',#ﬂ&ﬂfr-“l'iﬂ':z':‘ldd:“m,rcr
tais
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tais, que tenhamos .. . a* — pd® 4 ga” — ra -3
=0... B —ppP 4 b —rbts5=0. ..

&P g —rets=0....d" —pd
+gd* —rd4s=o.

Pelo que cada huma deftas equagdes tera qua-
tro raizes , que lerad os valores das quatro quan-
tidades a , &, ¢, d; ¢ como cada huma daquellas he

a mefma que a propofta * — p® 4 g0 — o
- s = o, as quantidades a , &, ¢, d ferad tam-
bem as fuas raizes.

178 Logo em geral : 1. Huma equagai de
qualquer grio que [eja , pide confiderar-fe como for-
mada pelo produélo de tantos faliores binsmies fim-
Pf" s lends todos por lerms commum a lelra que re-
prefenta a incognita , quantas fad as unidades do mais
alts expoente da me[ma incognila,

2.° Ors fegundss termos dos binomies fas as rai-
zes da mefma equagas , fendo cada huma tomada com
Jinal contraria.

179 Havemos fuppoflo , que a equagad ti-
nha alternadamente termos pofitivos e negativos :
porém f{eja qual for a ordem dos finais , como na

equacad x* o — gt — r# 4 s=o0, fempre
fe demonftrara do mcgrno modo , que péde efta fer
reprefentada por (x — d}igr — ) (x — ¢) (x — d)
=o fendoa , b, ¢, das {uas raizes.

180 Pois que temos..a b4 c4-d=p...
ab~tacd-ad 4-bef-bd 4 cd=¢ . . . abc
+‘abd + acdt+-bed=1r ., .. ghed=3s, ¢
8,6 ,¢c,&c. fab as raizes da equagad ; fegue-le,

que
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que na equagad ¥ — p 4o — rxf1=0;
¢ geralmente em toda a equagad.

1.0 O coefficiente — p do fegunds termo , tomads
com final conirario , iflo be , ~+ p+ be igual G joma
de todus as raizes.

2.° O coefficiente do lerceiro termo he igual é
foma dss produles das raizes multiplicadas duas a
duas.

2.2 O coefficiente do quarte terma , tomade com
final contrario , he igual G foma das raizes multipli-
cadas tres a tres ; e alim por diante até que final-
mente o ultimo termo be o producle de todas as raizes.

Eftas conclusbes fad gerais , fejad quais forem
os finais dos termos da equacad , com tanto que fe
tome lempre com final contratio o coefficiente de
cada termo de numero par.

Aflim na equagab x* 4 2x* — 23x — 6o = o,
a [oma das tres raizes — — 2 , a [oma dos produ-
&tos , duas a duas =—= — 23 ,e0 produto de todas
tres — -+ 60, Com effeito, as tres raizes fad
y — 4, — 13, porque cada numero deltes,
fendo {ubftituido em lugar de % , reduz o primeiro
membro a nada ; e he evidente que § — 4 —3
=—2,—20—1I§F12=—13, ¢ 5§ X —4
X < 3 ==bo.

i81 Logo: 1.° Teda a equagai , em que faltar
pfrgamfa terma , lerd raizes pofitivas e negativas , €
a foma de humas ferd igual a foma das outras ; ¢ re-
ciprocamente.
2.° Se algumas raizes forem o, faltarai ou
tros tantos termes ubtimos da equagad 3 e reciproca=
menie,
3-°
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3.° 8¢ todas as raizes forem negativas , ]g}raa'
pofitives fodas os termos da equacai 5 e fe todas forem
pefitivas , o5 termos ferai alternadamente  pofitives e
negativos. '

-E'em huma equagad, cujas raizes fab reais,
ha tantas pofitivas , quantas fa6 as mudangas dos
finais ; e tantas negativas, quantas {ab as repeticoes
fucceflivas do mefmo final.

Aflim na equagad x* — 19x 4 30 =10 ; por-
que falta o fegundo termo, concluiremos que a
foma das raizes pofitivas he igual 4 foma das ne-
gativas ; com effeito as tres raizes fad 25413,

€— 58,

Nsa equacab xf — x4 — &1 4 3x2 =0, em
que faltad os dous ultimos termos, as raizes (a6
'—'Ip—EI,"}"j’ﬂ’O- !

Na equagabd %' + 752+ 14x 4+ 8 =0, em

ue fe acha confecutivamente. tres vezes o mefmo

Hnal =+ ha tres raizes negativas — 1, — 2, — 43

mas a equacad x! — 7%° 4 14x — 8 =0, em que

ha tres mudancas de final , tem tres raizes pofiti-
vas+1,4 2, 4 4.

Agora fe péde perceber facilmente a razaé , por-
que muitos numeros. differentes podem fatisfazer a
huma equagad. Propondo-fe , por exemplo : Achar
bum numero tal, que fe delle tirarmos § 5 ¢ the ajun=
tarmes. fuccelfroamente 3 € 4 , as duas fomas multi-
plicadas entre Jiy e pelarefla, dem nada ; teremos ,
fendo x 0 numero defconhecido , (x44) (x +63]
(¥—5) =0, ifto he, x4 2x?. - 23% — 60
= o. Vé-fe pois, que efte produéto péde fer nada
em tres cafos , quando x = — 4, quando x = —13,
€ quando x==5; ¢ que propondo-fe a equagab
&l +ﬂ=—z3x—6i:o,nﬁhcuufn que de-

_ ter=
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termine a preferir — 4 2 — 3, ou a5, pois que
cada numero deltes reduz igualmente o primeira
membro a nada , e por tanto fatisfaz igualmente &
PN g dr st doi
. B2 As equaghes.a '3 =p,a ac
-+ ad 4-be -?-&2’—}- cd =g ,abc -[‘-ahf—l-atdni-&rd
&= r, abed =13, conduzem a melma equacad , tanto
para ter a, como para ter b, como &c. A razad he,
porquea;b,e,d, eftad difpoitas da mefma’ ma-
peira em cada huma das equacies , e por tanto nad
ha motive , para que huma dellas feja determinada
por operacdes _differentes das que determinad a ou-
tra. Logo em geral : Se bulcando muitas quantida-
des deflconhecidas , formoes obrigados para cada hu-
ma a fazer ufo dos melmos raciocinios , das mef-
mas operacbes , e das mefmas quantidades conhe-
cidas , todas eltas ferad neceilariamente raizesde hu-
ma melma equagad , e por confequencia o proble-
ma sefpeétivo conduzira a huma equagad compoita.
. 183 Huma equagad tambem fe pode.confiderar
como formada pelo produflo 'de muitos faltores
compoftos. Affim, huma equagas do terceiro gg{-ﬁu
pode confiderar-fe como formada por hum fa&tor
do fegundo x* <4 ax 4 5, e outro do primeiro
% ¢ ; porque x* - ax - b péde reprefentar o pro-
duéto de outros dous fatores fimples, Do mefmo
amodo huma equagad do quinto grio pode fer confi-
derada como produéto ; ou de cinco faétores fim-
ples, oude dous do fegundo grio e hum do pri-
meiro , ou de hum do terceiro e outro do fegundo,
ou finalmente de hum fadtor do quarto e outro do
_primeiro..
184 Como pois huma equacad de qualquer grao
-pode fer formada pelo concurfo de hum ou de mui-
¢ ) tos
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tos faltores do fegundo, e as equagdes defte grio
podem ter raizes imaginarias ; fegue-fe que tam-
bem aquellas as podem ter , ainda que de formas
muito differentes das do fegundo grio.,

185 Do mefmo modo de conliderar as equagbes
fe fegue:1.° Que huma equacad do grio m nas po-
de ter mais que m divifores do primeiro grio.

186 2.° Que o numero dos divifores ; que péde

m I

ter do fegundo grio, fe exprime Pl

Com effeito , hum faétor do fegundo grao he o pro-
du&to de dous faélores fimples ; logo como eftes
podem fer divifores, tambem aquelle o podera fer.

Mas (148 ) ha m, 2. ! modos differentes de mul-

tiplicar m quautidades duas a duas ; logo' havera
me— 1

m, . divifores :Ii&'e-rr.'ntes do fegundo grio.

Por exemplo,, aequagas. ., . .., . ...
x4 — ax) + aby? — abex +alcd <o
— bx? 4 acx® — abdx
| — rxt ddx? — acdy
—dxi S-bexr — bedx
bdx2
cdx?
formada pelo produdto de(x—a)(x—8)(x—¢)
(x—d}, péde confiderar-fe como formada pelo

Produ@o de dous fallores do fi d i0 ,
eltes feis differentes mn:!t::ss. ; eg.un .u .gr:u-: .po:-

2 : mul-

/
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multiplicando (x—a) (v—B) por (x—c) ‘(x—d)
_ (v—a) (¥—c) « o (x—b) (x—d) ¢

(x—a) (x—d) . v (x—B) (x~¢)

(x—b) (x—<) « . (x—a) (x—d)

(x—b) (x—d) v . (x—a) (x—¢)

(x—c) (x—d) . . (x—a) (x—b)

Concluames pois , que querendo achar os valo-
reside ¢ e b tais, que %2 + gx - b feja divifor de
huma equagad propofta do grao m., podemos ter &
certeza, que g ¢ b neceffariamente fe had-de de-
terminar cada hum por huma equagad do grio

m. ,’"—;_l . Porque fendo 22 4 gx - b a expref-

fa6 geral de hum fadtor do fegundo grao, 4 deve

m—1I .
valores differentes ; ¢

fer fulceptivel de m .
o mefmo fe dizde g , que he a foma de todas as
raizes - Logo cada huma deftas quantidades: ha-do

fer dada por huma equacad do grio m . ot 4

Prova-fe do mefmo modo, que no cafo de fe
confiderar huma equacab como formada por fafto-
res do terceiro grio , cada hum delles he fufcepti-

velde m. 2 : L4 ;2 valores differentes , dc

mancira que fe x* -}~ gx? -} bx 4k reprefentar hum

dos faltores, k (e determinard por huma equagab do

grio m . ”,'HTI ,? =2 Podem-fe tirar confe-
3 quen~
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quencias analogas para os faftores do quarto grio,
quinto &c. :

187 De tudo o que fica dito fe fegue , que ha-
vendo achado huma raiz a , para ter as outras , po-
demos dividir a equagad por x—a. A divifad fe
fari exaftamente , e dara por quociente huma
quantidade , na qual x eftard hum grao menos eleva-
do; e efta, fe a puzermos igual a nada, feri aequa-
cai que devemos refolver para ter as outras raizes.
Se foffem conhecidas duas raizes a e &, dividiriamos
a equagad por (x—a) (x—4), ¢ alfim por diante.

Do modo de transformar as Equactes.

188 A_.Ntcs de palfarmos a refolugad das equa-
¢des , he conveniente 'que tratemos primeiramente
das differentes formas que ellas podem ter. -

Igg 8¢ em huma equagai mudarmss uﬁnn-:: dor
termos em que enlrad pofencias impares 5 as raizés po=
fitivas fe ternarai negativas, e as negativas Je tornarai
pofitivas. Porque fubftitvindo — ¥ em lugar de 4%,
as raizes da equacad mudad de final, como tame
bem os termos, em que entrad potencias impares ,
fem que poriffo haja mudanga nos termos de poten-
cias pares.

190 Para mudar huma equagai affefa de coeffi-
cientes fraccionariss em butra que os nad lenba, fem
embaracar com coefficiente o primeiro termo, fublti-
tua-fe em lugar da incognita , outra dividida pelo
produflo ‘de todos os denominadores , e multiplis
que-fe depois toda aequacad pelo denominador ,
que entad terd o primeiro termo. :
. Por

e 1
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. a ¢
B A
Por exempla , fe tivermos »3 - e

d
— =0, faremos x =-;:T~ » ¢ fubftituindo wird

H -
L oo AL o +_Q'__+}‘f = o0-; multipli-

;inl’i mjﬂﬂpz mulp
cando pois por min’pi , teremos a transformada
¥} - anpy® + srmprey - miniprd =o.

19t Sem,n,p foflem iguais, baltaria fazer
X = ﬁ . Logo para mudarmos huma equagad , que

em todos 0s termos tem coefficientes inteiros , em
outra que tenha o primeiro termo defembaracado ,
fem que entrem fracgbes nos outros termos , fare-

mos X = 5‘- s fendo m o coefficiente do primeiro

termo. Com effcito a equagad my’ - ax? -+ bx +

1 b
¢ =0, fendo dividida por m, da x* +%:’ + —’;x

+£=u » @ qual tem todos os denominadores

iguais.
gu:g-z Para fazer defa_par“rra Jegunde Terms de
buma equagas , fubfliiua-fe em lugar da incognita ,
eulra augmentada com o coefficiente do fegundp ferma o
tomade com final contrario, e dividide pelo expoente
do primeire.

Para o moftrar, feja a equacad geral , o =

X" gyt hm =t -, ., k=0,




pE ArLcExraA. 15t

Supponhamos ¥ =y -} s, fendo s huma inde-

terminada ; teremos a transformada. . ., . .

yu o msym—1 4 m m:- .S sfym—2t &, .. 4 k=0
oyt (et ) a4 &c.
-+ bym—2 |- &c.

Confiderando y come incognita , para que nefta
equagad defaparega o fegundo termo , s deve fer tal
que tenhamos ms ~l~ @ =— o, ifto he, deve fer
P (e e a

- — T j logox—y¥ ﬂl.

Por exemplo , para mudarmos a equacab »* -4
6x* — 3¥ 44 =0 e¢m outra que nad tenha fe-
gundo termo , faremos ¥ = y — 2 ; e fubftituindo,
acharemos y' — 15y - 26.=o0, que nad tem y>

Da refolucas das Equacies compofias.

193 R.Eftfvtr geralmente hyma equacai ordes
nada de qualquer grio , como #" 4 pym— 1L
gxm—3 =} &c ¢ » *f= k=0 , he achar para a inco-
gnita tantos valores , quantas {26 as unidades do fen
maior expoente , fendo cada hum delles expreffo
em letras p , ¢ , &c. k combinadas entre fi de qual-
quer ‘modo ; mas tal, que fe o fubftituirmos wa
equacad em lugar de », reduza o primeiro membro
a nada ; independentemente de qualquer valor parti-
cularde p, ¢+ &c,

Por exemplo, a regra que demos (100} , refol-
ve geralmente as equacées do fegundo gr‘ﬁ_ﬁrz + px
=0
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v g9=—0, porque di dous valores ¥— —1p %
4/(1p* —g), e cada hum delles fubftituido na equa-
¢ab reduz tudo a nada, como he facil de ver.

Efta expreflab geral dos differentes valores de x
he tanto mais difficil de fe achar, quanto mais ele-
vado he o grio da equagad. Para ifto bem fe perce-
ber , moltraremos , que feja qual for a forma dos va-
lores da incognita , a refolucad geral de huma equa-
¢26 de grio determinado jnrc incluir a refolugad
das equacies gerais de todos os grios inferiores.

Com effeito , a refolucad geral he huma equa-
¢ab do quinto grio . , . &5 - px¢ 4 o' 4 pxt 4
st 41 =o deve daraxcinco valores, cada hum
delles expreffo neceffariamente em todas as Jetras
P 9s 1y 5, t. Mas quando t =0, a equacad fe
reduz a (%4 4-pxf 4 gx2 4 ret+s) x=o0,cdi
1980 5 2°%4 4 pvi g’ F-rx s —o0.
Logo hum dos cinco valores de x deve em tal cafo
reduzir-fe a nada, e os outros quatro devem fer as
raizes da equagad x4 4 px’ 4 gx? 4 rx s —o.
E como fendo efta do quarto grio , as fuas raizes
nad podem deixar de ter a forma propria das do
‘quarto grip ; fegue-fe , que comprehendendo-fe ef-

tas ao melmo tempo nas do quinto, a refolucab
-geral delte grio ha-de comprehender a refolucad
geral do quarto, Pelo mefino modo fe provard , que
a refolucad do quarto grio comprehende a do tercei-
10 y e aflim por diante. Logo a refolugad de huma
equacad de qualquer grio deve comprehender a re-
folugad de todos os grios inferiores.

Podemos pois concluir , que na expreffad de
huma raiz devem entrar ou explicita , ou implicita-
mente todas as efpecies de radicais defde o feu
grio até o primeiro. Com effeito he facil de ver, que
' ' em
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em qualquer grio devem entrar radicais deffe mefino
grio, porque no cafo particular de faltarem todos os
termos excepto o primeiro e o ultimo, a expre(-
fad dos valores de x ha-de incluir hum radical fe-
melhante (171); ¢ como a férma geral das raizes
comprehende a férma das raizes de todos os grios
inferiores, fegue-fe que deve incluir todos os radicais
defde o feu grio até o primeiro, '
194 Feitas eftas reflexdes fobre a forma das
raizes , expliquemos hum methodo de as achar , 6
qual confifte em confiderar a equacab propofta co-
mo o refultado de duas equagdes a duas incognitas.
Aflim , fuppondo que a equacabhe . . . .
A" - prm—2 L ggm—3 L pym—s 4+ &e...4+t=o0,
fem fegundo termo (192) para facilidade do calcu-
lo , tomaremos duas equacies da forma ym—r—o,
€ ayn—t = bym=2 o cymmi o dym—s o fee, L
+ x =0, das quais eliminando y» vira huma
£quacad em x do grio m da propofta fem fegun-
do termo. Determinando pois a, b, c, &e. pela
comparacad defta com a propofta, e fubftitu-
indo os feus valores na equagad ay"— 4 fym—e
+ogm—ifdr—t Lt &l r=10, como
tambem todas as raizes de.y, que dera equagab
y" —'1 =0, as quais {e achab com facilidade ; te-
remos. todas as raizes, ou valores de .

Applicagat ao terceiro grio.

195 S Ejax’ 4 px 4 g =0 2 equacat que

fe pertende refalver.

Tomcmus_v’--lzo,ea=+5 ¥x==o0
dag quais eliminando y (167), v{cm P

xi
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X' — gabx 4 al —o
b

Comparando agora efta com a propofta, para
que fejad as mefmas , deve fer — qab —=p, ¢

! i
a' 4 8 =4, das quais fe tira af — qa’ =_:% .

]
Logo (73l e =y +V(ig+ L],
ufando de hum f6 valor de «, por nas haver necef-
fidade de mais ; e confeguintemente , ; .

b=vIv—v U+ 50 )]
Refta achar os valores de y por meio da equa-
§a0 y' — 1 =o0.Efla di y = 1, e dividindo (187)

yl—-—l por.y —1I .

Subftituindo pois fucceflivamente eftes tres va-
lores dey, cos dea e b na equacab ay? 4 by 4

% =0, eadvertindo que (-:-1%1/;1)3 fe re-

_[:;‘./._-_-3
2

duz a » teremos as tres raizes da

equacad ]?rbpﬂﬂl . - .
i=—yv[Is4+ v (i + 7)) ]
— Vi — v (i + 2 )]
WERn I VI 4 VI ]
R A & RIS TLE 5T DN
X
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s=1=V=2 Ui d v (Te 4 Sp)]
+’-1{—‘:-;/[H—t/(i9=+ ot 1s
ﬁsqnais fe pode dar a forma feguinte. + «

s=v[=1g4 v (ie+E)]
+VI—te=v (i F+52)]
x==1EVs Tk Vet 5)

o+ i 1
— =S Y[ —he—v (i + 50 )]-
Se na equagad ¥’ 4 px -+ ¢ — o fuppuzermos
g=—o,teremos (x*+ p )x=0, a qual dax =0,
=4 ¢ —pex=— /—p. O melmofe de-
duz nefte cafo das tres formulas gerais das raizes.
196 A equagab af — ga' —_-_-;t-?—p‘ tem feis rai-

zes ; porem , ainda que ufemos. de cada hum- dos
feis valores de a, como he licito,naé refultara’ por-
iffo 18 valores differentes para x : cada valor de a
da a x os melmos tres valores , que da outro quai-—
quer.

Para o moftrarmos, fimplifiquemos o calculo ;

3 .
fizendo vV $9 4+ V(i@ 4352 )]=n. . .
E&[{?—V(%ﬁzﬁ-ﬁp'}]:n; a equagad
d=lexyvii¢+ ;!:;p‘]fe mudari neftas duas

di=m... & =n’ A primeia da , ..

¢=m...a:m(:—5-ﬂ:2=¢_3). budace

—
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a=m('—l_2—"/:1);ca fegunda di . . :

a=—n ...a=n -_—'-ﬂﬂ)...a-_—,n
2
(::-?:_:—1) . E como temos o’ 4 6 =7,
ferami + 0 —g,en' J B =4, ifto he, fub-
ftivindo os valores demi e ', , . 8 =1g—
i I
Vi +ar=nr,eb =11+ viet+or)
=—m'. Logo a e b fab tais, que ab=—=mm; de ma-

neira que os valores que fe correfpondem , fad os
leguintes

B@=—M s+ « s« s s s s b—n
a=n( ll'im) b (! =21/—-3)
=0 « s ¢+ s s s 0 s b—m

PR o 1 oy W R o =3 Lty

Se fubftituirmos agora qualquer deftas feis combi-
nacbes em x == — ay’ — hy, e puzermos fuccefli-
vamente por y os feus tres valores, acharemos fem-
pre eftas tres raizes ., . . . .. X=t—m— 8
xz—_l:.‘:_‘g'.:j.. wol SENCX oy
I::i:;i .m +'_+L_“-- a7l

2 2
197 Reparando nos tres valores de ¥ acima

achados , v&-fe claramente que quando ,‘/ ( _I;.f




DE ALGEBRA, 157
+ gi?-p’ ) for real , ifto he, quando p for po=
fitivo, ou quando for negativo , fendo ao mefmo
tempo _i- 7> -;-FTPJ’ os dous ultimos valo-
res de x ferad imaginarios ; porque fendo entab os
dous radicais cubos quantidades reais , e defiguais,
os feus produf@os pelas quantidades ¢/ — 3, €
— v/ — 3 nab fe deftruirad , e allim fe conferva-
nd expreildes imaginarias nos dous valores de x;
pelo que f{omente o primeiro ferd real,

1 3 _!_ d
198 Porem fe 1/(?9 + 27 Pg) for
quantidade imaginaria , ifto he, fe p for negativo e

tal , que feja ' g5 5> —— ¢*, os tres valores
- 2

4
de x ferad reais,

Para o provarmos , fuppunha-fc' por abbreviar
A e 1 I —a
- g_m,e,/(—z-?—ﬁ —T! )=a; a
quantidade que tem lugar nefte cafo - . . ., . .
3 I 5 s e
1/[——:_,—f+v‘(Ti —--—2'}79 )] » QU
3 I ; 1 3 I 2
1/[—:-4-1--/(2? P e Psigna )
fc mudardi em \"‘/[m+ﬂ Y —1 )=

L SR L. it

T
Y n
m’(i.-i-;-;,/_;_‘___ S s

9 m
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Po melmo modo feachard . s7t 40b v v v v 4 &

VIH—v i — Spl=Y mneny—1)=

= n 1 "= ﬂ'
S S kT A N T e
_lﬂi‘_ﬂﬂvf_l+&¢.) '

243 m*" 3045 'm*
Muda6-fe pois os tres valores de xem . + « «

X 2 nd i
2 0 20
X— —m3 (2 _g_m_z_i—-‘%m———* +&C.)

g ™ | 243 mt
Lk W5 (_;__:'__%;:i’ *"5!::?:;'?:_:"& )
o | e 4
LA L T )
by s )

Expreffoens , em que .nad ha termos imaginarios.

A pezar das grandes fadigas dos Algebriftas,
até o prefente naé fe tem achado outro modo de
dar nefte cafo hum valor algebrico real s tres rai-
zes : pelo que (6 podemos determinallas por fe-
ries , ou approximadamente. Em razab da difficul-
dade , deo-{caefte calo o nome de cafe irreduzivels

1 . : 1
Se E‘;‘ #? for negativo e iguala g ¢* 5 todos

os
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0s valores de x ferad reais. ‘Logo : Toda a equa-

¢a6 do terceiro grio tem pelo menes huma raiz
real,

Exemplo 1.  dchar as raizes da equacai ¥
+ =3+ 4—o.

Faga-fe (192) ..y =x— 2, e teremos a
transformada fem fegundo termo a9 — 15% 4
26 == o. Efta comparada com a geral 3 4 px 4

1=0,dipe=- ts.g-miﬁ;logo—;-p=—51
L 3 ) .i ra— ....'_ S 2
—:&I_P:._;zs,zg—-lg,d_f 169 ;

I I
donde vem 1/<T 9* + _2'5 93 ) = g
3 equagad propofta tem pois huma raiz real » € duas
imaginarias,
A primeira he negativa, | , g’z 1,3/“3 4+ v44)
—— .f‘/[‘ 13 — /44 ) ; as outras duas fad . . ... .

x=iﬁ‘_‘_1._’/(:3+¢44}

2 " -
+ Y3 Jagm ),
s=1—v

Y3 V(134 vae)
+ 1_i'_:/_“__1=’ V(13 — ).
Exemplo II.

¥ — g% — 10 =0,

Aqui temos P=—9, 4 = —10, ¢ conle-
guin-

dchar  as raizes da equacas
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. AWML 1
gumtl:mcnte‘/(q_—f +2—"Fj>=v'—z, lo<
goa équagaﬁ pertence ao calo irreduzivel, Fazen-
do ufo das feries precedentes , temos m= — s,

¥
md——1,7009; n= /2==11, 4142; ¢ _por
conlequencia ﬁ— = — 0, 2528 : logo , fubflituin-

do fomente na primeira ferie , vira . . .. . ..

2
x=+ 1,7099 [2 4 i . (0,2828 )2 — e
(©0,2828 J¢ 4 &c. ] ; quantidade , na qual fe de-
vem fazer asoperacbes indicadas.

Quando m for menor que n, formaremos fe-
rics proprias para efte calo &159 ). Se me n differis
rem muito pouco entre {i , ferd necellario calcular
grande numero de termos, Adiante veremos outro
modo de achar os valores approximados de x.

199 Conclvamos que fe pide agora refolver
toda aequacad a quatro termos da forma y3m 4 py*
4+ ¢ 4 r=o0; porque , fazendo y* —x, te-
mos' ¥} - px* 4-gx 4 r=o0 , ifto he, huma
equagad do terceiro grio. Se figermos ymn —x — -;— P

deduziremos immediatamente huma equaga6 do
terceiro grao fem fegundo termo.

Applicagat ao quarto grdo.

200 P Ara refolvermos a equagad geral do
quarto grao fem fegundo termo

Mttt r=o0,

to=
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tomaremos as duas equagles y¢ — I = o, @
ap 4 byt g4 x=o.
Eliminando y (167), temos
A — gacx* + gatbx —at — o
— 25b5* 4 4b7% — o4
+ 4t
+ 2&1‘.
— 4ab®c
Efta comparada termo por termo com 2 propofla,
para que fejad as mefmas, di ... —4ae—24* = p
v 4ad’bF 4htr =g .. —at — ¢t - 5t - 247
— dabte =r,
~ Para ter &, fubftituiremos na terceira o valor de
a* - ¢ tirado da fegunda, e o de ae tirado da pri-
meira ; e acharemos a equacaé

64° + 32p8 + 4p*5* — g =0
— 16756%
a qual he do fexto grio, mas reflolve-fe ( 199 ) 4ma-
neira do terceiro, confiderando * como incognita,
Efta equacaé chama-fe a reduzida , porque 2 fua
reflolugad fe reduz a das equagbes do quarto grio.
201 Por quanto oultimo termo ¢* tem o fi-
val —, havera (180 ) pelo menos hum fa&or
da férma b} — n, e confegnintemente (178) 4* = n,
iftohe, d= = ¢/n: logo b teri pelo menos dous
valores reais ; ¢ dos {eis que gcralmr.me ha-de dar
a equagab , tres terab o final 4, etres o final —
202 Para determinarmos @ e ¢, recorreremos

is duas cquagbes — 4ac — 28" = p , ¢ 44°b
L +
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+ 4bc* =g, as quais dad 2¢:=—_:_P_.P,

ea* 4 2 = fF ; logo, ajuntando a primeira com

a fegunda, tirando-a tambem da fegunda, e extrahin-
do a raiz quadrada da foma e da differenca , teremos

Nad deduzimos @ e ¢, 0 .que feria facil (67 ),
porque mos bafta ter os valores achadosde a 4 ¢ ¢
B Ly

Se fubftituirmos agora na fegunda equagaé hypo-
thetica x =— — a3 — §y* — ¢y os valores de y de-
duzidos da primeira y* — 1 — o0, a faber (171,
187)..y==21,ey= 2% ¢/ — 1, teremos os

quatro valores de x , ou as quatro raizes da equas=
¢ab propolla

$==— b (afc) = —b— 1/( fb__%,_p)_

s==dt(etd=—b+4/ (L —1s-¥):

s=tidla—e)y—1=+i+ 4/ (L —4r—F)
| s=ti—(e—a)y Si=Fi— /(G- )

as
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as quais ferad fempre as mefmas, ou fe tome o b
final 4 , ou — nos valoresdea ¢, ca —c. |
203 He facil de vér, que as raizes achadas
nab mudaé, ou fe fubftitva 4 &, ou — & Agora
moltraremos , que cada hum dos tres valores de & e
que tiverem o final 4, tambem nad dard mais que
as mefmas quatro raizes.
Tirando da primeira das tres equagbes — 4ac —

2 =p, 4a’b 4 b =g, e —at — F | b
+ 24%c2 — 4ab*c =r,0 valorde I* — -@-
¢ fubftituindo-o na f_:gundz elevada ao quadrado , e
na terceira, teremos g9 —=—8 (p - 4ac) (a* 4 22
er—=—at—ct 4 %’t + 4pac + 144°c* ; valo-
res que fendo fubltituidos na reduzida 645° +
32pb% 4+ &c. dad
B 4ph 4 28 - (p - 4 ) (& + =0
-+ 2c4%*
— 8pach®
- Zsﬂ‘fzﬁs
Efta equagad, pois que he 252 = — § — 4a¢, tem

(187) o divifor 28* -+ p 4 4ac. Fazendo a di-
vifad , e igualando o quociente a nada , para ter os

outros dous valores de 42 , acharemos 4% — Bach?

+ e & 4 2% =0 ; donde fe tira (173 )

26 =2ac = (at-¢)(a—¢ )y/ — 1, ou, multie

plicando por 2,4 =gacx 2 (a4c)(a—c)y/—s |

=[(a+4¢) = (n——r%}/—-ll’ » como fe pode
3

¥E=
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verificar pela’ multiplicagad ; ¢ confeguintemente
b—=1(a+t¢)+1(a—c)4/—1, tomando Gmen-

te o valor pofitivo , pois que o negativo conduz
4s mefmas conclufbes: logo os tres valores politi=

voadcﬁfaﬁ§=+1/,____4-’2__ﬂ'.'.f s b=1(a+}4)
file—dy =1, eb=i(atc)—1(@a—0)

iy — I,

% Reprefentando o fegundo por 4/, e o terceiro
por 4", teremos a -} e = 6" 4 5", e (a —¢)y/—1
=4'—b"; e fubltitnindo eftes valores nos qua-
tio téc::‘_, :charcmusx =—b— b — b1 .x£=5

I rJ_2§‘x55 bt 5;1_+2n’
—'l-_-: b4-b' 4 8" — 28!, Aquife \rj,- que fe mu-
darmos , por exemplo , 5 em &', ferd neceffario
mudar 20 melmo tempo b/ em &, pois que em cada
hum dos valores de x entra6 imultaneamente as tres
raizes b, 5/, b ; logo elta mudanga dd os melmos
quatro valores de x, e por confequencia a equagad
do quarto grio nab pode ter mais que quatro raizes.

204 Reparando bem nos valores x — — &
Y(atc),ex=+44bz(a—c)/—1, offc-
recem-fe- tres cafos: ou as exprefloes a ¢, €
(a—¢)y/ — 1, fa0 ambas reais , ou ambas ima-
ginarias, ou huma he real , ea outra imaginaria.
No cafo de ferem ambas imaginarias , podem re-
duzir-fe.fempre 4 forma \/— m, ou y/m. y/— 1,
fendo m huma quantidade real ; por yuanto he

ede= g/ (L — 44, e lo—0) y—1
=»\/(:+%-—i-p—bm) ; ¢ tendo fempre &
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(201 ) a0 menos hum valor realdo qual fe pé-
de fazer ufo, he evidente que as mefmas quan-
tidades {6 poderaé fer imaginarias , quando. for
negativa a quantidade que eftd debaixo do ra-
dical adtval, Nab aconteceria aflim, fe & naé ti-
vefle algum valor real ; porque fendo £ imaginario
da férma 4/ — k , as quantidades a -%— £.e
(@—¢c) ¢/ — 1 poderiad fer imaginarias da for-
m .

ma 1/(-.. Fad —b).

205 Iftopolto, fead-c e (a—e) o/ — 1
forem ambas reais , cafo em que tambem os qua-
tro valores de ¥ ferad reais , os outros dous valores
de 4B, afaber [(ate) s (amé) y/— 1, |
ferad reais e pofitivos.

206 Se pelo contrario -as duas quantidades
d_+t »&(a—c) 4/ — 1 forem ambas imagina-
rias, ou, que vem a fer o mefmo, fe os quatro valo-
res de x forem imaginarios , os outros dous valores
de B’ ferad reais, mas negativos; porque fuppon-
doate=ky/—1, ela—c)y/—1=1l/—1
(204), teremos 48° = —(k =1)*,

207 Finalmente fe das melmas quantidades
fomente huma for real , ou fe dos quatro valores
de v dous forem reais e dous imaginarios , he evi-
dente que os dous valores de 44* feras imagina-
Tios.

208 Logo : 1° Se a reduzida, confiderada co-
mo equacad do terceiro grio , tiver as fuas tres ra-
izes reais e pofitivas , a equacab do quarto grio te-
ra todas as quatro raizes reais, I

2° Se tiver todas reais , e fGmente huma pofi-
tiva , a equacad do quarto grio terd todas as fuas
quatro imaginarias, i
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30 Finalmente fe tiver fémente homa raiz real ,
das quatro da equagab do quarto grio duas ferad
reais , e duas imaginarias. |

209 Por quanto , em geral, a férmula das raizes
de huma equagad do terceiro grio nad as di em
forma real (197 ), fenad quando (6 huma dellas
he real ; concluiremos que nenhuma das raizes do
guarto grio fe deduzira em férma real , fenad no ca-
fo unico de duas ferem reais ; e confegnintemente as
férmulas tanto do terceiro, como do quarto grio
fomente tem applicagab nas equagbes, em que ha
duas raizes imaginarias.

210 Exemplo 1. Achar as raizes da equagad

gt 4+ 32" — gax-l-48 =0,

Temos p=—173, g=——§2, r=48; logo a
reduzida ferd 648° - 9664 — 7928° — 2704 =0,
ou fazendo  44* = u para ﬁmpliﬁcar , W
6u* —183u — 2704 —o0,0u fazendov—=z—12,
2} — 1952 — 2322 — o, fem fegundo termo.

Vé-fe (197 ) que z nab tem mais que hum va-

lor real z = — ¢/ ( — 1161 = ¢/ 1073296 )
__.5’(-—1161—1/10?3296] | AR R
— V. (— 1161 4 1036 )—-1/[——1161—!036}
= /125 + :/2'197:5 4 13 —18 ; e como

he 46* — z — 2, ferd 5 = 2, Subftituindo pois

nas férmulas (202) efte valor de b, e os de p ,q ,7»

teremos ¥ ——2%+ ¢/ —12, s — + 2 £ I;
logo os dous valores reais fabx —173, ex=1.

Os numeros defte exemplo forad tais , que ca-

da hum dos radicais pode avaliar-fe exactamente.

Porém eltes cafos fad rariffimos ; o ordinario be
avas
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avaliar por approximacad , quando queremos ter
o valor numerico fem radicais,

Exemplo II. Achar as raizes da equagai y* - 443
‘o t1y 4 3=0.

Fazendo (192) y =% — 1, virixt + 3x*
4+ 2% — 3 = o, Temos pois pP=3, g=2,
r=—3; logo areduzida ferd 644¢ | 965+ |-
840 — 4 =—o0, ou fazendo ( 199 ) immediata-
mente 48 —2—2,2° 4+ gz —30=o0.

Efla equacad [ 197 ). nabtem mais que huma
raiz real , e por tanto (208 ) a propofta nad tem
mais que duas raizes reais, : !

Applicando as férmulas ( 195 ) , teremo

2= /(15— y/252) = ¢/( 15+ 4/252) , ¢
confeguintemente b =1 ¢/(z—2) =" " i s
=24/ (rs — ¢/ 252 ) s+ /252)].

Logo os dous valores reais de x fe comprehendem
nefta equacad

sem =3 y/[—2t V(15— ya52) + /15 4 4/350 )] 5

-

1/[1‘/[_”' f/{[f‘— V252) ¢ S/I:’S t /252 )]
— V(5= yas) =3 Yt yon) ]

Rea
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. Reflextes fobre o Methodo precedente , e [fobre
a fua applicacad ds Equaches dos grdos
Superiores ao quarto.

a1t A Equacad que no quarto grio deo 4,
pad paffou do fexto ; porém fe procuraffemos di- -
reftamente @ ou ¢, cﬁegariamus a huma equacad
do 24° gréo, Para nos convencermos difto, das duas

equagbes — 8 (p 4 4ac J(a2 2 2 = g7, ©
]
o el +—§—+4psr + 144 = r,

que achimos ( 203 ) na transformacad da reduzida ,
multiplique-fe a ultima por 8 (p 4 4ac) , e do pro-
du&to tire-fe a primeira; vird a equacad
5!1&3{3 -1 25'5?&‘1(:‘ + 4op*ac + 2p3 ="g
— 32rac — 8pr
+ 91

a qu;l fl:ndo cumbinada com a fegunda — n"‘
— * 4 & =r, afimde eliminar ¢, dara (168)
huma equagad do 24° grio. Mas independente-
mente defte calculo, podemos moltrar a melma
coufa pelo modo feguinte,

A equagab — 8 (P4 4ac)a® 4 ) 77

diat 4+t =—

— 24%*. Subflitua-fo

el ko
(p--4a0)
no fegundo membro o valor de a¢ , tiradoda equagad
doterceiro grio 51 2838 - &ec. ; teremos a* 4 ¢*
= A, chamando A 2 totalidade das quantidades co-

nhecidas que formarem o fegundo membro. Ag?ra
c
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{e reprefentarmos por B o valor achado de ac, tere-
mosa‘+§ =.{,una‘_,ff4:_.34_

Efta equacab darh oito valores de @ ; mas ac tem
tres ; logo virad tres equagdes do oitavo grie ,. e
conleguintemente a tera 24 valores : logo a equa-
cad em a ferd do 24° grao.

212 He porém manifello , que os expoentes
de todas as potencias de a que entrarem nefta
equagad , ferab mualtiplos de 4 ., vifto fer ella
(183 ) o proeduéto de tres quantidades da forma

b — Aat + B4. Se fizermos: pois at=—wu , a "
equacad transformada em #, que feri do 6° grao ,
na6 incluird de radicais mais que os quadrados e os

cubos ; porque a equagab a® — Jot — — Bt da
1 I ;
n*.'—_—a-xl' = 1/(—4— zﬂ"-—B*),guanudade

na qual 4 ¢ B, que dependem [6mente de huma
equagab do terceiro grio , nad podem conftar fe-
nad de radicais quadrados e cubos.

213 Tambem efd claro , que a?

no terceiro
grio , onde a reduzida he a® — ga3 = __I_._pz '
2

inclue tad f6mente radicais quadrados. Finalmen-
te na equagad do fegundo grio fem fegundo ter-
mo x* -+ p—o , fazendo conforme o noffo me-
thodo 2 — 1 =0, eay 4+ x — o0, a reduzida
@ 4p —o, di para @* hum valor {6mente,
ou huin radical do primeiro grio , ifto he, hu-

ma quantidade fem radical.
Logo concluiremos por analogia, que fe a re-
duzida do quinto grio incluir de expoentes de a
. tad
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taé (6mente os multiplos de ¢, o valor de a5 in-
cluird tab fomente radicais quartos, cubos, e
quadrados. Se demonftrarmos pois que pelo me-
thodo actual elta reduzida nad péde incluir de po-
tencias de @ , fenad aquellas cujos expoentes fo-
rem multiplos de 5 , feguir-fe-ha que o nollfo me-
thodo reduz a difficuldade das equacées do quinto
grao a dos grios inferiores : iffo he o que vamos
a fazer.

214 Seja &5 4+ p L g2 L x4 s — o0
huma equagad geral do quinto grio. Fazendo
¥ —1= 0, af b bi o' 4 dy +5=0,
¢ praticando como .no terceiro ¢ quarto grio ,
acharemos

& e Saa’x.& - Sﬁd"x‘ — 5’::5?.1 - a’
— 5bex’ 4 satex® — sabx 4 B
+ 54 — shdi+ oS
+ sab’s* — 50834 &

+ 50— sacd

+ sbic’xs — sabe

— S§abedx — sabd® |

=l 55:33

4+ 54’4

- 5..-'-5”11

-+ Sb'ff

+ sac’d®

Supponda o coefficiente de ¥ — p fen'lcnt{'.'-
mos por coefliciente a totalidade das quantidades
que multiplicad huma mefma potencia de x ), o de

x:
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x*— ¢, odex—r, ca totalidade dos termos
conftantes — s, teremos quatro equacbes , as

quais , fazendo b= ga* , ¢ = ba® , d = ha*,
como he licito , fe mudarab em outras quatro ,

que incluirab g, b, k, ¢ fomente &’ , 4", &c.
Logo , eliminando g , 4, e k, a equagad final nad
iucluird de g outras potencias mais , que as de ex-
poentes multiplos de 5.

215 De tudo o precedente pois fe legue , que
em ordem ao primeiro coefliciente a da equacad
apr—t L bm—zL &c, =0, 2 reduzida no fe-
gundo grio he do grio 1.2 ; no terceiro he do
grio 1. 2. 3 ; o quarto, do grio 1. 2, 3, 4 : logo
por inducgad , no quinto fera do grio 1.2.3,4.5»
ou do 120° ; do 720° no fexto grio ; eallim por
diante,

E advirta-fe, que o achar.fe no quarto grio
huma reduzida que nad pafla do fexto, he huma
fimplificagad accidental , a qual provavelmente te-
1 lugar por hum modo 2nalogo nas equagdes , cujo
expoente for numero compofto , mas nab naquellas
em que for numero primo. Porque no quarto grio
vé-fe clarameme, que efta fimplificacab proce-
de de & ter em todas as equagdes, em que entra ,
relagbes femelhantes para @ ¢; ao melmo tem-
Po que amad tem para b as melmas , que tem pa-
ra ¢, Mas no quinto grioa nechuma das quantida-
desa’, 6, ¢, d fepide aplicar o mefmo que acaba-
mos de dizer de 4 no quarto grio, como: he facil de

vir pelos coeflicientes da equacad % —35 (nﬂ'-{- be)
5 4 &c. = o.

216 Como todos os expoentes de a ( 214 ) que
en-
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entrab na reduzida do quinto grio, fab multiples
de 5 , [c fizermos a — u, a equagab do 24° grie,
que entad teremos, incluird taé {6mente :/ g 13/ ‘

ey/ ; devendo entrar na propofta os ‘5/ , que mof-

tra a equagad a — '?/u.

Bem fe vé agora de que modo devemos difcorrer
fobre os grios fuperiores. Quem dezejar maiores
individuacGes nelta materia , confulte as Mem. da
HAead, das Scienc, ann, 1762 ¢ 1765 , onde fe acha+
rab muitas claffes de equagses fufceptiveis de huma
refolucad algebrica facil , e outro methodo deduzi-
do do noffo, o qual fimplifica o trabalho nas equa-
¢des , cujo expoente nad for mlmcradprimo.

217 Nabd pode haver difficuldade em achar
fempre todas as raizes da equagab a dous termos
y" —/1 —o, que requer o noffo methodo. Por-
que deduzindo-fe a0 menos huma pela fimples ex-
traccad da raiz do grio o, ifte he , tendo fempre
y =1 ,quando n he impar ,ey =1, y=—1,
quando n he par, a difficuldade de achar as outras
reduz-fe, quando muito , a refolver huma equagad
do grio n — 1, 0 que fe reputa fabido, quando
fe paffa 4 refolucat de huma equacad geral do grio
n. Mas a difficuldade nem ainda chega a fer deffe

. . ,oom—
grio; he tad fomente do grio = ., quando

n he impar , e dogrio 2 2, quando » he par.
Porque , dividindo a equagad y* — 1 pela raiz
y — 1, quando # he impar , ou por y* — 1, quan-
do n he par , o quociente , ou a equagad que de-
R
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ve dar as outras raizes , feri fempre da férma

T e S S T

fendo & hum numero par ; efta poderd fempre re-
folvér-fe em % fallores do fegundo grio da férma

¥+ by - i ; e a equagad de que fe ha.de deduzir
b, naé paffari do grio =i Nad me demoro em

demonttrar a ultima propofigad, a qual fe pode ver
00 Tom. VI das Mem. de Petersburgos.

Dos Divifores commenfuraveis das
Equacoes.

218 Q Uando huma equagaé tem raizes com-
menfuraveis , podemos achallas pelo methodo fe-
guinte, com maior facilidade do que pela refolugasd
geral,

Como oultimo termo. ( 180) tem a proprieda-
de de fer'o producto de todas as raizes , nenhum
numero ferf valor commenfuravel de x, fe nab for
divifor exalto do ultimo termo. Poderiamos pois
tomar fuccellivamente todos os divifores do ultimo
termo , e fubflituillos em + e em — na equagas
em lugar de x , ‘pois que as raizes igualmente po-
dem fer pofitivas e negativas : o divifor que redu-
zifle a equagad a nada , feria o valor de 1.

Porém , para nab tentar tantas divifdes , vamos
a dar o cara&er, pelo qual fe diftinguem os divifores
uteis dos inuteis, enflinando primeiramente o mo-
do de achar. todos os divifores de hum numero.

219 Divida-fe fucceflivamente o numero propol-
to pelos numeros primos , por que for divifivel ,

co*
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come¢ando pelos mais fimples , e continuando 2
dividir em quanto puder fer, Efcrevag-fe a parte,
e em linha todos eftes numeros primos, repe-
tidos tantas vezes quantas fervirad de divifores ; ¢
multipliquem-fe depois dous a dous, tres a tres,
quatro a quatro, &c.: eiles productos, os nume-
ros primos que fe acharad, e a unidade forma-
rab tndos os divifores procurados.

Proponha-fe , por exemplo , achar todos os di-
vifores de 6o.

Divido 60 por 2, tenho 30; 30 por 2, tenho
15; 15 por 3, tenho 5 ; 5 por 5, tenho 1. Al-
fim os divifores primos fab

2, 2, 3 g
Multiplicando-os 2 2 2, tenho 4, 6, 10, 6,10, 15.
Muliplicando-os 3 a 3, tenho 12,20, 30, 30.
Multiplicando-os 4 a 4, tenho bo.
Logo , todos os divifores de 60 , entrando a uni=
dade que he divifor de todo o numero, fad
1,2, 3, 4» 5, 6,10, 12, 15, 20, 30, Go.

220 lito polto, para termos os divifores com-
menfuraveis de huma equacad ( havendo-os ), por
exemplo , da geral do quarto grio

Mttt =0,
fupponhames hum delles igual a x -15 a: a equagad
propoita pode entad confiderar-fe (183 ) como pro-
duzida pela multiplicacad de x -+ a por hum fadtordo
3° gréo, como ¥3 4 kx* 4 mx + n. Multiplicando

pois , teremos
xt k3 md b 4an = o
+ ax? + aks® + amx
a qual, devendo fer igual & propofta, da

E+4a=p ...m—i—n.&:g..,n-{-am:r.-'i
an
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5 F=—n
ﬂ=_l.ﬁul-...-—--..m_——-—...
a a
3 §g—m —_ p—k
—-———;—-——u . p— e .

Logo para [aber fe hum divifor a do ultime
termo he admiffivel , divida-fe o ultimo termo da
equacad por elle divifor ; tire-fe o quociente do
coefliciente de x, e divida-fe o refto pelo mefmo
divifor ; tire-fe efte fegundo quociente do coeffi-
ciente de x?, e divida-fe tambem o refto pelo
mefmo divifor ; e continue-fe aflim , até que fe
chegue ao coefficiente do fegundo termo da equa-
¢ad , o qual deve dar 1 por quociente: Se o diyi-
for fatishzer a todas ellas divisées , poderd fegu-
ramente tomar-fe por a ; mas para fc conhecer a
inutilidade do numero , bafta que huma das divi-
sdes nad fe polla fazer exa@amente.

Efa claro , que a unidade deve tambem en-
trar nefte exame , tanto cm -, como em —_
porém he mais commodo fubflituir 4 1 e — ¢
na equacab em lugar de x : fe de nenhuma deftas
fubftituigGes refultar 0 , nad péde fer a — g » Dem
a=—1.

Exemplo I. . Pergunta.fe Je a eguagai
x4 — ox! 4 23%* — 208 + 1§ = o tem ale
gum divifor commenfuravel,

Tendo achado os divifores do ultimo termo
15, elcrevo-os por ordem de grandeza, toman.’
do-0s em + e em —, como aqui fe vé na pri-
meira linha dos numeros.




176 ELsMENTOS

x — g’ #2327 —20% + 35 ==0
Divifores de 15+ « .+ 15, + 51 + 32— 3, — §i—15
$ita t 30 t S0 =—ofiimy 3y — 1
-1, =12y =—35; = 15, — 1]y —19
¥.8
+ 18

Divido o ultimo termo - 15 por cada hum
dos numeros da primeira linha , e elcrevo 0s quo-
cientes em fegunda linha, .

Tiro cada termo da fegunda linha do coeffi-
clente — 20 de %, € com os reftos férmo terceira
linha,

Divido cada termo defta pelo correfpondente
da primeira linha, e vou efcrevendo os quocientes
exafos, que fe forem achando. Como nefte exem-
plo ha [6mente hum , +- 5, 3 equagad nab pode
ter mais que hum divifor commenfuravel. Porém
ou fe ache hum (6 divifor exa&o , ou fe achem
muitos , continue-fe por efta maneira.

Tiro cada quociente do coefficiente 23 de 22,
e elcrevo os reftos em quinta linha; aqui he 4 18,
Divido , como precedentemente, cada refto pelo
termo correfpondente da primeira linha , e elcrevo
os quocientes por baixo ; aqui he — 6.
Tirando eftes do cocficiente — g de x* , for-
me nova linha com os reflos ; aqui he — 3.

Finalmente , divido eftes reftos lo termo
correfpondente da primeira linha, NE: exemplo
achamos -\ 1 ; donde conclvo , que o termo cor-
refpondente — 3 da primeira linha he a, e que
x — 3 divide a equagad: logo x=73 he o yalor
commenfuravel de x na equagad propolta. Se
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Se quizermos ter a0 mefmo tempo o quocien-
te da equacad , na colunna que houver fatisfeito ,
tomaremos os numercs que fe acharem nas linhas
de numero par , contando defde a primeira ; eftes
formari6 o ultimo termo , e os coeflicientes fuc-
ceflivos de x , %2, %', &c. no fegundo faor da
equa¢ad. Applicando a0 noffo exemplo, temos — s,
+5.— g). 15 logo concluimos , que o fe-
gundo faftor he 1x¥ —6x? 4 sx— 5, de manei-
ra que a equagad propofta he igual ao produflo
de x — 3 por £ — 6x* 4 5x — 5,

Exemplo II. Achar o5 divifores commenfura-
veis de o, . % +2 — 34 14=0

Divifores de 14 « , . . Tt 23t 35— g s)— 7y — 14
t 1t 2,% 7, — 9,— 3, = 5
=34 =35:—40,— 26, —31, —32
— fy—20, + 13
t. 7, #82,=—11
e O ok O T |

Os divifores 7 ¢ 2 f26 os unicos que fuflen-
tab a préva até a ultima linha ; mas o fegundo naé
fatisfaz , porque di 11 por ultimo quociente , dea
vendo dar 1 : logo o unico divifor commenfuravel
he x 4 7.

221 Efle methodo f= applica do mefmo modo
as equacdes litterais, Se ellas (25 homageneas , ifto
he , fe tem 0 mefmo numero de dimensd:s em ca-
da hum dos feus termos , efcreveremos na primei=
ra linha fémente os divifores do ultimo termo que
forem de huma dimenfas, Nag fendo porém ho-
mogeneas , devera fupprir-fe a homogeneidade ,
introduzindo huma letra , cujas potencias comple-
tem o numero de dimensdes.

M 2232
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222 Se o primeiro termo tiver coefficiente , 0
divifor , em lugar de fer implesmente x4 a, ferd
em geral mx -+ a, fendo m hum dos faltores do
dito coefliciente. Querendo praticar nefte cafo o
methodo precedente , para cadd factor em logar da
fegunda linha , quarta &c. , ufaremos dellas mul-
tiplicadas por m , € admittiremos tab {6mente por
a os termos da primeira , a que correfponder na
ultima o fegundo fa&tor do primeiro termo da
equagad propofta : porém bafta tomar em - os m,
em que fe fizer a tentativa. Por outra parte elle
cafo pode reduzir-fe ao precedente, fazendo def-
apparecer o coefficiente ( 191 ).

223 Huma equacad pode nad ter divifor com-
menfuravel do primeiro gro , e com tudo tello do
fegundo. Achad-fe eftes por hum methodo analogo
ao expofto , porém como os calculos fad compri-
dos, abbreviaremos delta maneira. O fadtor tri-
nomio , rcprcfentado por x* 4 mx 4 » multipli-
que-{e por outro faltor tal, que produza huma quan-
tidade do grio da equagab propofta , por exem-
plo, por hum do terceiro , como %} - ax? 4 b¢
< ¢, fea equagad propofta for do quinto ; € for-
mando tantas equaches quantas fad as indetermi-
padas @, b,c,m,n,&c. climinaremos a,d,¢
m , € virh huma equacad em n , de que fe bufca-
a6 os divifores commenfuraveis : aflim ficara de-
terminado o faftor x* -+ mx 4 .

He manifefto o que devemos fazer , para achar
os fa&tores commen(uraveis dos grios fuperiores.
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Da extracgas das rvaizes das quantidades parte
commenfuraveis , e parte incommenfuraveis.

r

224 .A. S quantidades da férma y/(C+ /D),
a que nos conduz a reflolugad de algumas equagbes
{173), pédem muitas vezes reduzir-fe a outras
exprelsbes mais fimples , que conftem de quanti-
dades racionais , e fimples radicais quadrados ; ou
{omente de radicais quadrados ; ou deltes multi-
plicados , ou divididos por hum radical fimples do
mefmo grio do radical (uperior. Comecemos pela
reducgad das quantidades da férma 4/(C 4 /D).

Seja /(C4 /D) = y/m <4 /n, fendo m ,
¢ # duas incognitas ; teremos C+ vD=m-+4
2y/mn 4 n. Como podemos dcterminar huma das
incognitas pela condigad que quizermos , vifto ha-
ver tab fomente huma equagad , fupponhamos
2¢/mn = /D; ferh C=m 7, e confleguinte-
mente (2 — D == m? — 2mm 4 n* = (m — n)?
Logo €2 — D deve fer hum quadrado perfeito ,
Para que m e n fejab commenfuraveis. As duzs
equacbes (m —n 2 =C*—D, ¢ mtn==C
dao m=1C4 1 /(C* — D,en=3iC—
FV(C —D); logo y/(CH /D)= . . .
VIIC+1v(C —D)]+ y[§C—§y/(C* — D)),

Exemplo I. Pede-fo a raiz quadrada de
7+ v48.

Temos aqui C=7, D—=48, eC*— D

=1, que he hum quadrado perfeito ; logo a ex-
preflad pdde fimplificar-fe. Fazendo pois as fubfti-
M2

tui=
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tuigbes na formula achada , teremos /(7 -} /48)
=VEF ¥ VE-D=0F v
Se nos delfem /(11 - 64/2) , reduziriamos
(r12) efta expreflad a /(11 4 4/72), e acharia-

mos do mefmo modo , que a fva raiz he 34 /2.
Exemplo 11, Pede-fe ovalor de . . . .

V4ac + 2 (@4 o) (e — ) y/—1].

Reduzindo efta expreffad a 4/[4ac 4 /(— 4
(a4¢)? (@a—e)? )], temos C= 4ac , D =—= — 4a*
+ 8a%2? —4¢4 , € confeguintemente /(C* — D)
= 2(a®* 4+ ) ; logo o valor pedido fera
Vet P+ y[—(a—cf l=a+ ¢ + (a—)
+/— 1, como fuppuzemos (203) . Aflim a melma
formula ferve para extrahir a raiz quadrada das
quantidades parte racionais , e parte imaginarias.

Se em lugar de /(C4 /D) tiveffemos
y/(C — ¢D), a formula feria /[ §C 4
v —D)]—v[iC—v(C—D]].

Pelo mefmo methodo fe achara , que em ge-
ral a quantidade imaginaria monomia 4y/ — 1,
fendo 4 huma quantidade real , tem a raiz bi-

nomia (14 ¢/ —1)y/3d. Por exemplo
Vo —1=1+4¢/—1.

225. Vejamos agora as quantidades da forma
SHe4yD). SeC 4 /D tem iz cubica

exa&a, devera efta fer huma quamidade da férma

m o/k 4 /k. 4/n; porque fe na raiz entraffem
dous radicais quadrad,os , no cubo tambem entra-
riab dous , como fe pode vér , elevando /g + /2

ao cubo. Ifto pofto, fupponhamos EK(C - v D)
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‘—m gk 4 VE.y/n ; teremos C + vD
=mikf gmin 4 (32 k4 kn) o/n, e igua-
Jando a parte racional A parte racional , e a irra-
cional 4 irracional , deduziremos /D = (3m* &
+#n)y/n, e C=m k4 3mkn, donde vem
(G —D)tk = (m‘}-—ni}‘ y OU M — p—
Vk(C:— D)
k

+ Logo para que m* — n feja ra-

cional , ou para que C - /D tenha huma raiz
cubica , deve tomar-fe pela quantidade arbitra-
ria k& hum numero tal , que faca (C*— D)k
hum cubo perfeito. Supponhamos por abbreviar

VE(C? D)
k
on n = m?* = p; e fubflituindo efte valor na equa-
€ad C=m' k 4 gmin , vird 4km® — 2pkm — C
—o. Logo para que m, e n fejad racionais, o
valor de m , que fe deduzir defta equagad, deve fer
racional. Bufcaremos pois os feus divifores com-
menfuraveis (220} , que acharemos todas as vezes
que a quantidade propofta for fulceptivel de huma

raiz cubica da férma m y/k - V k. v/n. Asduas
outras raizes cubicas fe acharad , bufcando todas
as raizes da equacab 4km’ — &c,

Exemplo 1. Pede-fe o valor de ;/f-zo + 14 /2).
Temos nefte cafo € =120, D =292 ; logo

C* — D=8, que he cubo perfeito, e por tanto
poflo fazer k=1. Serh poisp =2, ca cquagaiﬁ
4km

= p , teremos m* — n=p,
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4kmi — 3pkm — € =— o fe torna em 2m’ — 3m

— 10 =0, ou fazendo (191) m=-2_,emyi —
2

6y — 40 — o. Efa equagad tem y — 4 por divi-
for commenluravel (220); ferd pois y =4, m =2,

¢ confeguintemente n—2;logo V(20 +14v/2)
=2+ V2

Exemplo Il. Prd'.r-ﬁ a raiz cubica de 52 +
30 v3

Como temos € = 52, D = 2700, feriC?
— D=4, que nab he cubo perfeito. Fagamos
pois k=12, fera p—1, e 4km’ —3ptm — ¢
— o fe reduzira a 8m’ — 6m — §2=—0, ou fa-
zendo 2m =y, ay’ — 3y — §2 =0, cujo divifor
commenfuravel y —4diy—4 ., m=—2,n=13,

e ultimamente {1"[ 524 30 ¥3) =2 V2 .
VERVES

Do mefmo modo extrahiremos as raizes cubi-
cas das quantidades parte racionais , e parte ima-
ginatias,

Donde vem , que nad obftante a férma imagi-
naria que tem as raizes do terceiro grio (198) no
cafo irreduzivel , com tndo quando x he numero
inteiro, com facilidade fe acha exaltamente o fen
valor : naé he neceflario mais do que tomar ©
dobro da parte real da raiz cubica de } ¢

v(i¢ + o)+ Porquex , ou(195)

Vi—it + viie+5 2]+ f"/[f-!f;'
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viig + —:? $' )] nad poderd fer inteiro fe
—1¢ + v(i¢d + -};-,ﬁt:] na6 for hum cubo

perfeito, cuja raiz confte de huma parte real, que
reprefentaremos por 4, e de outra imaginaria 8.

Serh pois y/[— dg + v(i¢* + 52 )] =
A 4+ B, e confeguintemente :/[-—- Ig —
Vit :_Tps )] =4 —B;logox=—124.
Por exemplo, na equagab (198) . . . xi — 9%
—10 =0 temos y/[— fg- /( I¢* + - 9]
=V(stv—2)=—=14 y=2; lo-

go ferd x = — 2. Se achaffemos as outras duas
raizes cubicas de 54 ¢/ — 2, teriamos feme-

lhantemente as outras duas raizes da equacab.

Na extraccab das raizes mais elevadas difcor-
reremos do mefmo.modo, que havemos feito nos
dous cafos precedentes.

Do mods de acbar as raizes approximadas
das Equacies compoflas.

226 O Methodo que vamos a expdr, fup-
pbe que fe conhece hum valor da incognita ap-
proximado até a fua decima parte. Vejamos pois
como fe acha efte primeiro valor , tomando para
exemplo a equagad ' — sx+6 =o.

Sub-
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Subftituad-fe em lugar de x muitos numeros ,
tanto pofitivos , como negativos , até que duas
fubitituictes confecutivas dem dous refuliados de
finais contrarios. Se os dous numeros que fatisfi-
zerem a elta condigad , tiverem entre i de diffe-
renca a decima parte de hum delles , ou menos ,
qualquer dos dous , ou hum meio entre elles , fera
o valor approximado que {e pracura, Se a differen-
¢a porém for maior , praticaiemos da maneira fe-
guinte.

Subftituiremos na equacad ¥ — sx + 6 =0
OS5 NUMEros © , 1 325 3. 4, &c. ; porém reparan-
do que todos elles dab refultados pofitivos , e que
ifto continuaria afim até o infinito , paffaremos a
fubftitwir — 1, — 2, — 3, &c., o que nos di
os refultados feguintes.

Subftitvices, Refultados.

0O & ¢ = a
— L] . . .
w0 Al e dowiie

=t 3 L] - - .

Concluiremos pois , que a raiz eftd entre — 2

e — 3. Mas como a differenca entre eftes nume-

ros he 1, quantidade maior que a decima parte de

cada hum, tomaremos o meio — 2,5 entre el-

les , e fubflituindo-o na equagad em lugar de x,

acharemos 4 2,875, ifto he, huma quantidade
pofitiva ; logo a raiz eftd entre — 2,5 , ¢ — 3.

Tomaremos o meio — 2,7 entre — 2,5 1 €

— 3 , defprezando o que palfar das decimas, e pe-

la fubftituicad teremos — 0,183 , ita he , huma
quan=
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quantidade negativa. Logo o valor de x efla entre
— 2,5, € —2,7; ¢ como a differenca 0,2 en-
tre elles he menor que a decima parte de cada
hum , tomando o meio, {erda — 2,6 o valorde x
fem erro de huma decima.

Supponha-fe agora x igual ao numero achado
mais huma nova incognita z , illo he, mno noflo
exemplo , ¥ == — 2,ﬁ+ % , € fubftitna-fe na
equacab , defprezando z*, 2} , &c. como guan-
tidades muito pequenas ; teremos (— 2,6 )}
+3(—2,6)P%—5(—26)—s24+6=0,0n

- . HW L TR A U
15,28z -+ 1,424 — o ;logo z = _A__.ls v R
— 0,009, levando a divifab tad {6mente: até o
primeiro algarifmo fignificativo, Em geral , pa-
ra-fe com a divifab em tendo tantos 4lgarifmos
fignificativos , entrando o primeiro que %c acha,
quantas a6 as calas que medeiad entre efte , e 0
primeiro algarifmo do primeiro valor approxima-
do de x: no noflo exemplo entre g (primeiro al-
garifmo fignificativo do quociente 0,09')'¢ 235
que he o primeiro algarifmo de 2,6 , primeiro
valor approximado de x , ha huma cafa unica , e
imr iffo para-fe na primeira letra fignificativa g.

0go ¥ = — 2,6 — 0,09 = — 2,6q.

Se quizermos o valor de x mais approximado ,
fupporemos aftualmente ¥ = — 2,60 4 ¢, e
fubltituindo na equagad , acharemos — o, 015109
~+ 16,7083t =0, donde fe tira t = o0,c00g04 ,
¢ confeguintemente x — = 2,69 - 0,000904
= — 2, 689ogh.

Se quizermos ainda maior exa&idad, faremos
¥ == — 2,689096 4 v, e continvaremos o cal-
culo do mefmo modo. To
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Tomemos por fegundo exemplo a equagad
X — 4 —3x 4 27=0.

O valor de » approximado até as decimas he
2,3. Faremos pois ¥ — 2,3 4 =z, ¢ acharemos 2=
__©.5839

17, 812
mas pela razad dada ; logo x = 2,27,

= —o0,03, parando nas centefi-

Para maior approximagad, faremos x — 2,27
- t, e fubftitnindo acharemos t = — o, 0025 ;
logo x = 2, 2675.

Reflextes fobre o methodo precedente.

227 NO methodo de Newton , que aca-
bamos de expor , fuppuzemos, que a raiz de huma
equagab fe acha entre aquelles numeros , que
fendo nella fubftituidos dad dous refultados de fi-
nal contrario. Ifto he facil de demonftrar. Por-
que , reprelentando o menor valor de x pora, ¢ o
proximamente maior por 4, de maneira que x —a,
e x — & (ejad dous fa&lores da cquagad , he claro,
que fe em lugar de ¥ fubftituirmos hum numero
pofitivo menor que @ , x — a fe tornard negativo;
e fe fubflituirmos outro tambem pofitivo, mas
maior que @, e menor que b, x — a [e tornard
pofitivo , e o produ@o dos outros falores terd 0
mefmo final , que tinha no primeiro calo: logo
como o faltor x — @ he o unico que muda de fi-
nal , tambem o produ&o total mudara. O mefmo
fe demonftraria , fe 0 menor fa@or em lugar de
x —a fofle x -} a; mas deve entad fazer-fe fub-
ftituicad de numeros negativos. Po-
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Péde porém fer, que fe fubftituad por x todos
os valores reais , tanto pofitives , como negativos ,
comprehendides entre © e o ultimo termo , €
nem por iflo venhaé dous refultados de final con-
trario. Acontece ifto em tres cafos : 1° Quando
as raizes {ad iguais duas a duas , quatro a qua-
tro , &c. .

2° Quando todas as raizes fad imaginarias.

3° Quando fad parte imaginarias, parte igoais
duas a duas. |

Por exemplo : a equacab formada pelos qua-
tro fallores x —a ,x —a .x—l.!',x — &, ifto
he , a equagad (x — a )* (x — 4 )* —= o nad mu-
da nunca de final , feja qual for o numero pofiti- 1
vo , ou negativo , que fe fubftitua em lugar de x 3§
porque ou x — a f{eja pofitivo, ou negativo , o
feu quadrado fempre he pofitive. O melmo acon-
tece a ¥ — &,

Quando as raizes fab imaginarias , os finais
tambem nad podem mudar ; porque fe mudaflem ,
o valor de » eltaria entre os dous numeros ieais ,
que deffem os dous refultados de final contrario, ¢
por tanto nad feriad imaginarios.

Finalmente o terceiro cafo fegue-fe dos dous
que havemos examinado.

Vejamos como entad fe pédem achar as rai-
zes.

Do modo de achar as raizes iguais das Equagges.

228 M Ultipligue-fe cada termo da equagad
pelo expeente que a incognita tiver no mefmo termo ,

e diminuindo effe expsente de buma unidade, fe for-
ma=
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mari buma mova equagai ; o maior divifor commum
entre ella e @ propofia fe compora das rarzes iguais ,
mas elevadas a buma potencia diminuida de huma
unidade.,

Exemplo. Pedem-fe as raizes iguais da equa-
¢ab formada pelo produflo de (x — a) pot
(x— &), ifto he , da equagad

M —2ax’ 4 a%? —2aflxtathr=o0
— 2057 - 4abx? — 2ab%
+
Multiplicando cada termo pelo expoente de x,

e diminuindo o feu expoente de huma unidade,
teremos |

4% — 6ax® 4 2a% — 24%b —o
— 6bx* 4 Babx — 2alt
+ 2b%

cujo divifor commum com a propofta he x? — a¥
— x4 ab—=(x—a)(x—b), oqual tem os
mefmos fadtores que (x — g 12 ( x—4)?, mas
diminuidos de huma unidade. Eis-aqui a demon-
ftracad da regra.

Como (149 ) temos

(x4 =x"+mx"—1) 4 m . "'_ZL ot

+m. m:1 . -"';32— x™=25 4 &c.

fe multiplicarmos cada termo do fegundo mem-
bro pelo expoente de ¥, e diminuirmos efte ex-
poente de huma unidade , acharemos
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m (e + (no1) B 4 () 2

A"—38* 4 (m—1) "';“ ; Egi 0 4 &)
=m(x+&)"".

Logo, quando aflim fe multiplicad os termos de
que fe compbe a potencia m do binomio x4,
cada hum pelo expoente do feu % , o produo he a
potencia immediatamente inferior , multiplicada
pelo expoente da potencia atual, ERta pois demon-
ftrada a regra no calo de ferem todas as raizes
iguais.

Se as raizes porém nad forem todas iguais,
itto he , fe tivermos (x4 )" (x - 4 )* , multi-
plicaremos primeiramente os binomios defenvol-
vidos hum pelo outro , € depois cada termo do
produéto pelo expoente do feu x ; o refultado ferd

m (b=t (x4-d) 4-n (x + 8" (x - d)—,
cujo divifor commum com (x 4 &)™ (x 4 d)* he
(x4 b1 (x 4-d)*—* ; eallim por diante , qual-

quer que feja o numero dos faltores x 45,
x-4d, &ec.

Do modo de achar as raizes imaginarias
das Equacies.

229 A. Inda que as raizes imaginarias fejad
fn{ccptlvcls de differentes férmas , conforme o
grao das equagbes , com tudo podemos reduzillas
todas & forma x =—=a-}by/—1, fendo a ¢ &
quan-
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quantidades reais, pofitivas, ou negativas. Veja-fe
a demonftracad nas Mem. da Acad. de Berlin,
ann. 1746 , onde Mr. d’Alembert moftra, que
podendo fempre hum dos valores de x reprefen-
tar-fe por a 4 by/— 1, haveri outro da férma
a — by/— 1. Donde fe fegue :

1° O numero das raizes imaginarias he fem-
pre par. .

20 As equagbes de grios pares fab as unicas,
que pddem ter todas as fuas raizes imaginarias,

o As raizes imaginarias, que di a refolu-
¢ab de huma equagab , tem duas a duas a melma
quantidade debaixo do radical.

4° Toda a equacab de grio par, cujo ultimo
termo he negative, tem ao menos duas raizes
rcais.

5> Huma equaca6 , que tem todas as raizes
imaginarias , pode refolver-fe em faltores do fe-
gundo grio da férma (x —a —by/—1)(x —a
- 6y/—1), ilto he , em factores reais do fegun-
do grao x* — 2ax - aa + 4b.

Logo refolvendo huma equagab, que tiver to-
das as raizes imaginarias , em faltores do fegun-
do grio (223) da forma %2 - g% - b , a equagad
em b tera feguramente algumas raizes reais , €
confegnintemente poderemos achallas ao menos
por approximagad, Concluamos pois , que feja
qual for a equagad , poderemes fempre achar as
fuas raizes ou reais, ou imaginarias , a0 menos
por approximagad.




Da APPLICAGAD DA ALGEBRA A’ ARITHME=
TicA E GEOMETRIA.

230 T Ewmos vifto nas applicagles da Secgab
precedente, que a refolugad de hum problema ,
depois de formada a {ua equagad , fe redvz a del-
embaragar a incognita , ou incognitas ; € que as
regras porque ifto fe executa , ainda que fejad
muito differentes as quellées , e as quantidades
que nellas {e confiderad , fab as mefmas para to-
dos os problemas do mefmo grio.

Molftrimos em alguns exemplos , que eftas re-
gras difpenfad de multiplicidade de raciocinios ,
que neceflariamente {e deviad fazer , fenad recor-
reffemos 4s equagbes , € que independentemente
do feu numero, muitas vezes pela fua natureza fe-
riad fuperiores s forcas ordinarias da razaé. Vi-
mos tambem , quanto era va.ntajo['o reprefemar por
finais gerais as quantidades que eatrad nos pro-
blemas , e as operagbes que fubre ellas fe prati-
cab. Além deltas vantagens a Analyfe tem muitas
outras de que vamos a traltar , confiderando as
equagdes em hum ponto de vifta mais extenlo do
que temos feito até aqui.

As equagdes que exprimem de hum modo ge-
ral todas as condigdes de qualquer problema, f{ai
como outros tantos livros , em que fe podem ler
com muita facilidade as differentes relaghes , que
tem humas quantidades com as outras. A razad
aban-
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abandona o problema , e occupa-fe unicamente
com as equagdes , para applicar-lhes as regras que
enfinimos , e dar-lhes novas férmas, que melhor
deixad perceber as relagbes. Em huma palavra,
fab as equagbes o depolito das propricdades dds
guantidades que nellas entrad, e das refolugdes
gerais de hum grande numero de problemas , que
nab lembravad , nem fe fufpeitava que dependef-
fem do problema principal.

Com effeito , como o fim das regras porque
fe achad os valores das incognitas , he reduzir as
equaghes a terem por primeiro membro cada hu-
ma das incognitas , ¢ por fegundo todas as ontras
quantidades ; e como eltas regras fab applicaveis a
qualquer das quantidades que entrab nas equagbes,
eita claro , que podemos fempre chegar a ter qual-
quer dellas no primeiro membro , e todas as ou-
tras no fegundo. Entaé eftamos reduzidos ao calo ,
em que houvellemos de refolver o problema, no
qual fe delfem eftas ultimas , e aquella fGmente
foffe a incognita. Logo huma equagad refolve
tantos problemas differentes , quantas 1Eaﬁ as quan-
tidades que nelle entrad. Moftremos ifto em al
guns exemplos.

Propriedades gerais das Progre/iies
Arithmeticas.

231 S Eja o valor numerico do primeiro ter-
mo de huma progreffad arithmetica=—=a , © do
ultimo =— u , a differenca commua , ou a razad
— 4, o numero total dos termos — # ; o nume-
ro dos termos que precedem o termo u ferd n—13

logo
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logo ( Arith. 206 ) ..« u==a 4 (n—1)d Ef-
ta equagad refolve o problema, em que f{endo da-
da a razab de huma progrelfad , com o numero dos
termos , ¢ o valor do primeiro, fe procura qual
deve fer o ultimo termo. Mas como contém qua-
tro quantidades, refolve quatro problemas gerais.
Porque , ’ :

1° Confiderando @ como incognita , temos
a=u—(n—1)d, a qul enfina, que o pri-
meiro termo de huma progrelfab arithmetica cref-
cente {e acha, tirando do ultimo termo a razab
tomada tantas vezes menos huma, quantos fad os
termos todos, '

20 Confiderando # como incognita , temos

- ':d =+ 1, a qual moftra , que para achar
o numero dos termos, dividiremos a differenca
entre o primeiro ¢ o ultimo pela razad , e ajune
taremos huma unidade ao quociente. Por exem-
plo , fe o primeiro termo for 5, o ultimo 37, e
a razab 2 , conltard a progre(lad de.17 termos. Se

o quociente nab for numero inteiro , a queltad ferd
abfurda. .

3® Conliderando 4 como incognita, temos

"=

o ::: » a qual enfina, que para achar a

razab , tiraremos o primeiro termo do ultimo , e
Adividiremos o refto pelo numero dos termos me-
nos hum ; o que concorda com a regra que demos
( Arith. 209 ).

Affim 2 equagabu —=a 4 (n —1)d déare.

folugas de quatro problemas gerais , que fe com-

prehendem nefte : Das guatrs coufus , o primeir,
N

ler=
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terme , o ultimo , ¢ numero dos termos , ¢ a razaé de

buma progreffai arithmetica , fendo dadas tres , achar
a quarta,

232 Toda a progreffad arithmetica péde repre-
fentar-fe por Santd.atad atzdatyd, b
quefendoigualatazs4d-a®zd.akad.a d.a

a foma s dos termos de huma ferd igual 3 ametade da
foma de ambas juntas. Mas a foma de dous termos
correlpondentes nas duas progrefsdes deve fempre
fer a mefma , e igual & do primeiro e ultimo de hu-
ma dellas reunidos; logo a totalidade das duas fe
achard fomando os extremos de huma , e multipli-
cando o refultado pelo numero dos termos. Logo
para acharmos a foma de todos os termos de huma
progreflab arithmetica , multiplicaremes a foma dos
extremas pela ametade do numere dos termes. Por ex-
emplo , a foma dos cem primeiros termos da pro-
grelffad dos numeros impares =-1.3.5.7 &,

00
cujo centefimo termo =199, he (199 +1) o4
= 1 0000; At 2
A traduccad algebrica defta propriedade , confer-
yando as denominacOes precedentes , di a equagad

g == a -+ u) _E » a qual refolve efte problema ge-

ral’, que comprehende quatro : Das quatro coufas s
primeiro termo , ultimo , a foma , e numero dos termos
de buma progreffai arithmetica, [endo dadas tress
achar a quaria, r ;
Porque 1° conhecendoa, ., en , a equagad
da o'valor de s, 2° Conhecendo a , u, ¢ 5, teremo$
Vil i n
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b1 .
!=;—_T_—"' 3° ¢ 4° Conhecendo 2, s, en, ou

25 25
H,5,en,teremos i = — —a, o0l g =——U,
n n

233 Os oito problemas gerais que acabimos de
refolver por meio das duas equagdes , em que fe
traduzirab duas propriedades das progrefsées , mof-
trab como a Algebra enfina a deduzir de hum prin-
cipio todas as verdades que delle dependem. Nad
obftante a pouca utilidade de algumas , continuare-
mos a tractar dellas, pois que pela fua fimplicida-
de {ad muito proprias para fervirem de exemplo do
ulo das equagbes.

Até aqui havemos confiderado (6mente huma
equacad de huma vez. Porém fe duas, ou mais
equaches contiverem algumas quantidades com-
muas , poderemos com fumma facilidade derivar
maior numero de propriedades. Por exemplo, as
duas equagbes fundamentais das progrefsbes ari-

thmeticas u = 4 +(n—1)d, ﬂ:x{ﬂ-'r"]%

tem tres quantidades commnas ¢ , # , e 7. Tome-
mos fucceflivamente em cada huma o valor de qual-
quer das tres quantidades, e igualando os dous valo-
Tes, teremos novas equaghes , as quais exprimirad
a’relacad, que tem entre fi as outras quatro quan—
tidades independentemente da eliminada. Afim,
confiderando 4 como incognita , teremos .. . .

2nu —n (n—1) d
2

. » a qual refolve quatro pro-

blemas. Se eliminarmos ou # , ou m, teremos ou
N 2 ]
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das quais nos ferviremos para refolver oito proble-
mas, conforme forem conhecidas tais, ou tais
quantidades.

Concluamos pois, que as duas equacbes funda-
mentais contem a refolugad de vinte problemas,
que fe podem propdr fobre as progrefsoes arithme-
ticas, ou enfinad a achar qualquer das cinco quan-
tidades @ , uy n yd , s, huma vez que fejab dadas
tres. Para fazermos algumas applicagbes ,

214 Supponhamos que fe pergunta , quantas ba-
las inclue a bafe de hum monte triangular , a qual
tem n balas por lado.

He claro que cada fileira parallela a qualquer
dos lados tem huma bala de menos que 2 preceden-
te , e que o numero das fileiras he igual a n. Re-
duz-fe pois o problema a achar a foma dos termus
de huma progreflad arithmetica , cujo primeiro ter
mo == 1 , 0 ultimo =7, ¢ o numero dos termos

= n. Logo a foma feri@; formula des

aumeros triangulares, que fempre dara hum numero
inteiro , quer » feja par , quer impar, Se o lado AB
(Fig. 2) conftar de 6 balas, a bafe ABC tera 2r1.
275 O mefmo principio péde fervir para achar
a fuperficie de qualquer trapezio , ou de hum tri=
anzalo. Com effeito, imaginando a altura divi-
_dida em huma infinidade de partes iguais por linhas
seftas parallélas 4 bafe, tec-fe-ha o trapezio total
ABDC ( Fig. 3) dividido em infinitos trapezios
beibh , edki infinitamente pequemos. E como uivldvl
" elies




DE ALEEBRA, 197

elles tem a mefma altura, tirando ¢e ¢ &f (Pa:rallehs a
bk, a differenga entre qualquer delles e o feu vezinho
fera huma melma quantidade cefg.Logo para achar-
mos a fua totalidade , (232) multiplicaremos a foma
dos extremos pela ametade do numero dos termos,
Porém fendo os trapezios infinitamente pequenos,
péde cada hum fuppor-fe ignal 4 fua bafe multiplica-
da pela fua altura, Logo fera a fuperficie do trapezio

=(CD.54 AB.5) 2 = (212D,
(C_D_Eﬂg) IH =4 femifoma dos lados paral-

lelos multiplicada pela altura. Donde fe fegue , que
fe AB for nada, ou fe o trapezio fe converter em
triangulo , multiplicaremos a bafe pela ametade da
altura ; o que tudo concorda com o que fe demonf-
tra na Geometria.

-

Da foma das potencias dos termos de qualquer
Progreflac Aritbmetica.

216 A. Soma de muitas quantidades que cref-
cem , ou diminuem por huma lei, determina-fo pelo
conhecimento de algumas dellas , do feu numero , e
da lei do augmento, ou diminuigad que obfervad,

Sejaba, b, ¢, d, &c. muitos numeros em
progreffad arithmetica, cuja differenca feja r. Te-
remos 1° bemabr, c=bedr, d=ctr,
£ = J+ Fa -

a0
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2° Quadrando , teremos

b —at +2ar 4+ r?
=584k
d* =2 4 ur 4 r?
2 —=di42dr 412

3° Elevando 20 cubo , teremos
b= ' + 3a%r 4 gar? 4 1?
¢ = b 4 gbr 4 3br - 1!

@ = + 37 4 e+ 7
6 =di 4 3dr 4 3drr - 1}

Se fomarmos as equagbes dos quadrados , acha-
remos 2 =—a* 4 2r(a+b4c4d)4 42,
Logo em geral , fe o numero das quantidades

a, b, ¢, d, &c. fe reprefentar por#, a ultima
por « , ¢ a foma por ¢/, teremos u? —a? -+
2r (f'— u) 4 (n — 1) r*, donde vem a foma de
todos os termos de huma progreflad arithmetica

ut— g — (n—1)r?
e ( ) + u
r

Do mefmo modo a foma dos cubos dard
d=d Ll 424 )  3r°
(at+é+ctd)4 4r', e em geral , fendo &

a foma dos quadrados , «! =24’ 4 3”:‘;,__.:;]
+ 32 (s—u) 4 (n—1) P =a' 4 3,(,"___,=}
g “z‘_“"—"ﬂ{'-’l—-—l]ﬂ 4+ (n—1)r.

Lo-
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Logo ferd a foma dos quadiados , 00 . . . .,
2 =20 gt (o 1)
[

Semelhantemente acharemos a foma das po-
tencias mais elevadas.

237 Se a progreflag for a ferie dos numeros na-
turais 1, 2,3, & feriga=1, r=1, t=—a
4+ (n—1)r=n, e confeguintemente s" =

an' 42t 4 n & n.(m41)(an4 1)
6 6 ]

Supponhamos que fe pertende faber quantas ba.
las inclue hum monte dellas quadrado , fendo co-
nhecido o numero que tem hum lado da bafe. Como
todas as camadas parallelas i bafe fas quadrados que
vab diminuindo de huma bala por lado defde a bafe ,
efti claro que a toralidade fera a foma dos quadra-
dos da ferie natural dos numeros, continuados até o
numero # das balas do lado da bafe, e confeguin=

temente terd por expreffag - (n 4 t; (2n 4 1]'

Praticaremos pois conforme efta regra . « . Ao nu-
mere das balas de bum lgds da bafe , ¢ ao feu dobro
ajunte-fe a unidade ; multipligue.fe huma foma pela
outra., ¢ o produéls pelo mefms numera de balas do la-
do da bafe ; ¢ tome-fe a fexta parte defle ultime produ-
. Por exemplo, fe o monte quadrangular tiver
na bafe 6 balas por lado , a efie numero e a0 feu
dobro 12 ajuntaremos 1 , do que refultark 7,€13;
o produo gr multiplicado por 6 dara 546, cu-
Ja fexta parte g1 ferd o numero de balas do mon-
te propoflo. \

Se
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- Se o monte (Fig.4.) tiver por bafe hum paralle-
logrammo DFGI, imagine-fe dividide em hum
monte quadrando DEALH que ja fe fabe fomar, e
em hum prifma CBFEHG, cuja totalidade fe acha-
ra, ml:'ltipﬁt‘nndo o numero das balas do triangula
FBG (234) pelo nomero das balas de BC , ou de
AB — 1. Aflim , fe AB tiver m balas, o monte terd

n(n+4 1]6{2n+ 1) e (n 4 Ii (m—1)

" I.(m [.!l'l H'-"J'
=y, 2t (2t2ete— 1)

238 Suppondo que 0 numero dos termos he in-

n(n1) (an41)
[

fe reduz

finito , a formula s7 =

TP L:; ; porque fuppdr » inhnito ,

he fuppbr que » nad péde fer angmentado por
quantidade alguma finita ; hypothelfe que fe ex-
prime no noflo calculo, defprezando 1 em compa-
ragab de ne de an, Iito poll‘o, imaginc-fe huma Py-
ramide compofta de fecgGes parallelas 4 bafe, e a al-
tura ST ( Fig. 5 ) dividida em huma infinidade de
partes ignais. Como confta da Geometria, que todas
as fecches fadh proporcionais aos quadrados das{uas
diftancias refpe&ivas St ao vertice S , eftas formarad
a progreflad natural , ¢ as fecGes a dos feus qua-

drados. Logo, pela formula s = 42 -% » para
achar a foma das feccdes , ifto he, a folidez da py-

ramide , deve multiplicar-fe o ultime quadrado,

ifto
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ifto he , a bafe, pela terga parte da altura, como
{fe demonftra na Geometria,

239 Em geral: Por quanto temos , , . .

lq=i'+nf_lr+l.-":;-fﬁzrl+u.::l.‘—-__a‘""gr’ + &e,
3

F=r. ¥ .ﬂr.—:r‘l'ﬂ.f:z!f-q"i + ‘.H—-‘-I - e :.'-.31'1 + &e.

2 3
t'=£“+-5."'rfu.h—:—t M +u.'._:-' :E__E P33 s ae,

=" +-"'"’,+._'_'_:i-,""",‘ +n.:-;——t-. o 4

fe ajuntarmos eftas quantidades, e reprefentarmos
por st™=! , g™—32, ym—i  &c., a foma das potencias
m—1, m—2, m—3, &c.de todos os termos, e
por u o ultimo, acharemos u™ — o™ 4+ . .

mr (:!.I'-_' fe— u'.—'l} + o, :m:l r2 (”n-—z_-uwu-z)

~+ &c. da qual fe deduzem formulas da foma de
todas as potencias de huma progreflas , pondo fuc-
ceflivamente m—1 , m—12, m=3, &c.ead.
vertindo que em lugar de 522 — u© péde tomar-fe
n—I.

240 Agora he facil de achar a foma de muitas
outras efpecies de progefsées. Por exemplo , os
termos da progreffas ~—3.:7.11.15. 19 &c. fo-
mados fucceflivamente formab a ferie 3, 10,
21, 36, 55, &e. aqual fe pde fomar. Ajun-
tando do mefmo modo os termos defta, teremos
huma fegunda ferie 3,13, 34, 70, 125, &c. que
tambem he fomavel , como ignalmente a que fe
forma pela addigad dos termos da ultima, e affim
por diante até o infinito,

Com

33 4 &,
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Com effeito, fendo (233 ) a foma dos ter-

mos de huma progreflad arithmetica s—an 4

-z: n? — 5- n , e exprimindo s hum termo qual-
quer da primeira ferie , reduz-fe a q{ueﬁaﬁ a fo-

mar a ferie das quantidades que refultariad da
cxpreflab an +;r n"‘-—-£ n, fe fubftituifemos

fucceflivamente por n todos os termos da pro-
greflad natural 1, 2, 3, &c. Ecomoaer, fejan
qual for, fa6 fempre as mefmas, para achar a
foma das quantidades reprefentadas por an, bafta
multiplicar @ pela foma das quantidades reprefenta-
das por n, ifto he, pela foma da progreflad dos nu-
meros natarais; logo an ferd a foma das quantidades

" 1
a. [-JL]" Do mefmo modo a foma das quan-

2
tidades —: = £ ; ﬁ};'_!lf , ea das quantidades
ro. . remntdn :

-—:l-l'l' — E '_——'"'"6 ). Logoafomadﬁ

quantidades an - —: n?— én,iﬂohc.nfomadw

termos da primeira ferie ferd a . (» -};I ) n ¥

.. (1_"_‘_'1'_“*_{'_’:‘;’1 rit)n_

2 6 ) ¥ 2 2 prm— - »
md)n  (n—t)m(nd1)

3 .4 it 3 . Somando

tambem as differentes partes defte refultado, para
o
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o que nad fe requer mais do que fomar as poten=
cias da [erie natural dos numeros , acharemos a fo-
ma dos termos da fegunda ferie ; e affim até o in-
finito,

Quando a—1, ¢ r=1, ifto he, quando a
progreilad primitiva he a ferie dos numeros natu-
rais , as feries cujos termos fe formab pela addi-
¢ad dos termos da precedente , chamad-fe numerass
fizurades : eltes [ad friangulares ou da terceira
ordem , pyramidais ou da quarta ordem, confor-
me pertencem iprimcira ,0u a fl:gunda ferie &c.

Se fora—1, e fizermosrigualar, 2, 3, &c.
refultarab muitas progrefsies arithmeticas ; as fe-
ries que fe formad pela addicad dos termos con-
fecutivos de cada huma deffas progrefsdes, cha-
madb-fe numeres polygomes , os quais ferad trian-
gulares , quadrades , pentagonos , hexagomos , &c.
conforme a differen¢a da progreffaé for 1, 2,
T dy &Kco

Pela ultima formula péde achar-fe o numero
de balas de hum monte triangular ; porque fuppon-

n I " 2
doa—1, er—1, teremosn. — ‘s

¥

donde fe deduz huma regra muito fimples, Se for
dladn 0 numero total m das balas , ferd » a raiz cu-
bica_do maior cubo que fe contiver em 6m.
Do mefmo modo acharemos a foma das feries
gue fe formad ajuntando a ferie dos quadrados , a
0s cubos &c, , e em geral daquellas feries , cujos
lermos fe exprimem por quaisquer potencias per-
feitas de hum mefmo numero n , multiplicadas por
quaisquer numeros.

Das
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Das propriedades , e wfo das Progrefsies

Geometricas.

241 SEiaﬁ a,b,e,d,, &c. os termos con-
fecutivos de huma progreffad geometrica crelcente ,
cuja razab = ¢g. Como pela propriedade deftas pro-
grefsées (Arith. 211) he b—=ag,c =bg, d=1¢y,
ce=dy, teremos b+ c+d 4+ e=(at+ b4
¢+ d? ¢+ ou em geral , fendo s a foma de todos os
termos , e w o ultimo , s—a == (s—u) ¢, a qual'da

gu—a

« Se a progreffad for defcendente, @

=

—I
reprefentard o ultimo termo, e # o primeiro.

Logo: A foma de todes eos termos de huma pro-
greflas geometrica acha-fe , multiplicando o maior
termo pela razai , tirands ds produéle o menor , ¢ di-
vidinde o refle pela razai dimimuida de huma unidade.
Entendemos em geral pela palavra razas o numero
de vezes que cada termo da progreffab contem o
immediatamente menor , de maneira que o nollo
enunciado convem tanto s progrefsbes crefcentes,
como és decrefcentes.

Se a progreffad for decrefcente até o infinito,
o ultimo termo ferd infinitamente pequeno , ¢ a

I H
formula fe tornarh em s = ~1—, Logo nefte ca-

—1
fo o produ@o da razad multiplicada pelo maior
termo , fendo dividido pela razad diminuida da
unidade , dard a foma dos termos da progrel-
fab. Aflim a foma dos termos defta progreffad

- I - I ‘ l " -
* —— &c. continuada até ©

L L e ine
in=
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:' = 1. Em geral, toda a progref-

2 ias 1
infinito he - cad

fab geometrica decrefcente até o infinito da férma
n
&c. fendo »

n n 2
a4t " (nda)? " (ad1)
hum numero qualquer , tem por valor a unidade,
Nab parecerd  extranha efta conclufad a
quem advertir, que tomando , por exemplo , os

2 dalinha AB (Fig. 6) que fupponho fer de 1 pé,
3
depois Cd, ou Z do refto CB , depois :’:;4 do

refto dB, e affim por diante até o infinito , como

] * s 2 - 2 - l -
exprime a progreffad == — ? * 3 &ec. , ilto
g a2 ored it o2 ik . yineh G

A 3 9
abforbe mais que a linha AB,

242 Seja o primeiro termo de huma progref-
fab geometrica = a , qualquer termo della = « ,
arazab =g, o numero dos termos = n , [lera
(Arith. 113‘5 u = ag"— ", Efta equagab refolve elte
problema geral : Das quatro coufas, primeiro ter-
mo , ultimo , razab e numero dos termos de qual-
quer progrellad geometrica , fendo dadas tres,
achar a quarta. Porque da formula u =ag"—', a
qual di immediatamente o valor de v, fe deduz

f—1

u
e Spate ey f N E—. Note-fe que efta ul-

tima concorda com a regra que demos na Arith-
metica, para meter muitos meios proporcionais
entrc'duas quantidades a ¢ u. Quanto a» , a Algebra
nad da meios dire@os para o achar; mas facilmente e
relolverd a equacad por meio dos logarithmos ,




206 ELEMENTOS

advertindo que fe / reprefentar as palavras lsgaris
thmo de, ferd (Arith. 227 ) lab=1la 4} Ib, ¢
( Arith. 229 ) /4" = nla. Logo na equagad w =
ag"* teremos lu ==la -} (n—1 ) lg , donde vem
lu — la

Para fazermos algumas applicages , fupponha-
mos que fe derab 6cooo libras a juro de 5 por 100,
com a condicad de fe reputarem os interefles todos
os annes como hum capital que igualmente ven-
¢e juro : pergnnta-fe quantos annos fad neceffarios
para que o capital chegue a 1000000 libras.

i I &
Como o interelfe he — do capital do anno
20

precedente, reprefentando pora, b, ¢, d, ¢
os fundos fucceffivos de cada anno , teremos

21
~— d. Logo os fundos annuos formaé huma pro-
20
reffab geometrica, cujo primeiro termo a ==
0000, o ultimo u == 1000000, a fazad ¢ ==

21 ¥
S procura-fe o tempo, ifto he, n—1. Nefte cafo

l1e00000 — I Ho000O ~ 4 =I_-22l348?

g l21—120 o,0211893

< 1 pelas Taboas , ou n—1 = §7,7 proximamen-
te. Logo o capital 6oooo lib. chegari a fer de
1000000 lib. no fim de §7 annos 8 mezes §, com

pouca differenga.
-1

A equagad ¢ = :— fe refolve facilmente
por
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por logarithmos ; porque (Arith. 230, €231) te-
remos lg = :‘—I . Applicando ao cafo prece-

221848
dente , acharemos /g = i - =0,0211757

¥
logarithmo a que nas taboas correlponde o numero
1,0500 muito proximamente; donde concluiremos ,

: 1 .
que o interefle he 2o Proximamente.

Supponhamos por fegundo exemplo, que a
populacad n de huma provincia tem de augmento
fucceffivo todos os annos huma fua parte defigna-

I s
da por —; pergunta-fe, em quantos annos vird

a populacad a conftar de m pefloas.

Sendo x o numero de annos que fe procura, e
difcorrendo como no exemplo antecedente , vé-fe
claramente que a feric da populagad annva férma
huma progreffad geometrica, cujo primeiro termo

T

he n, o ultimo m, a razad , € O DUmero

’ ¥
dos termos x -t 1; logo teremos (Lj'_’l) = m,

Im—In

(x—~+p)—ip’
Se for p=100 € m =10n, acharemos t ==
lto __ 10000000
{101 — /100 43214
que a populacad crelca em cada anno (Gmente
huma fua centefima parte, paffados 231 annos cltard
dez vezes maior ; palfados 462 annos , fe fard cem
ve-

. € por confeguinte x =

== 231. Logo ainda
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vezes mdior ; ¢ mil vezes , paflados 693 annos

Com igual facilidade fe achari o augmento
annuo da populagad. Se em cada feculo, por ex-
emplo, o numeron de habitantes fe fizer o duplo ,

1 I :
teremos (J;—E) ™ = 2, e confeguintemente
14y
Mt o
?

ELremMmegvwTos

1
= IEI: = 0,0030103 ; logo p=144

poximamente : bafta pois que a populagab crel¢a
l:-l- parte.

No cafo de w = 6, como acontecen na propi-
Eﬂl,‘aﬁ da Terra depois do Diluvio, para que no
m de 200 anpos houvelle hum milhaé de pefloas,

em cada anno 4 [ua

: ol oy
devia fer/ I+’==m. wo:ooo == 0,0261097,

donde fe tira e - 1061963
‘ 1600000
ximamente. Se a progreflab crefceflle defte modo
por efpago de 400 annos , o numero de almas che-

garia 4 1000000 . ID-D:DOD == 166666666666,

; € p==16 pro=

=

243 A equagad s - dard tambem qﬁa-

-
tro formulas, as quais refolverad efte problema ge-
ral : Das quatro coufas,, foma , razab , primeiro ¢
ultimo termo de huma progreffad geometrica , fen=
do dadas tres , achar a quarta.

Finalmente , fe combinarmos entre {i as duas
equagles s = l:—-_f , ¢ u==ag®—*, refolveremos

cite
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thtoutro problema mais geral : Das cinco coufas,
primeito € vltimo termo, razad , foma e numero
dos termos de huma progreflaé geometrica, fendo
dadas tres, achar as outras duas.

Da fima das Series Recurrentes.

%

244 Dﬁ.mos 0 nomeé de récurrentes dquellas
feries, em que hum termo qualquer fe forma de cer-
to numero de termos precedentes, multiplicados ,
ou divididos por numeros determinados , pofiti-
vos, ou negativos. Por exemplo , a ferie 2, 3,
'9, 101, 543, &c. he recurrente, porque para
fe formar hum termo, recorre-fe a0s dous prece=-
dentes , multiplicando o primeiro por 2 , o fegun-
do por 5, ¢ fomando os produdos j aflim 543 ==
19.24 10L.§, €101 =3,2 4+ 19.5.

Somad-fe eftas feries pelo methodo de que aci-
ma fizemos ufo , como vamos a moltrar, applican-
do-o iquellas feries, cuja lei depende de duas quana
tidades fomente , 4 maneira do exemplo propofto,

. Sejada, 3, ¢, d, ¢, f, &c. os termos confecu=
tivos de huma ferie defta elpecie, m e pos nu-
meros determinados de gue depende a fua forma-
vab. Logo teremos r — ma +pb,d=mb+pec,
e=mc 4 pd, fe=md + pe, & confeguinte-
mente r+a?—]—e+f=_—_m[.a+ b+4c4-4d) 4
FAUE T2 S d<4¢), ou defignando s a foma de
todos os termos, S—a—be=m(s—e¢ —f1 4
P("'_a_f]; a ":I.I di > . - - - . -
o i pnlﬁfm—-r—ﬁ

mp—1

s dependente
O dos
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dos dous primeiros termos, dos dous ultimos, &
das quantidades m ¢ p. Se for m==o0, toremos

; AN 3 i
§ = EL—; - a, como deve fer, porque entad =z

ferie torna-fe em progreflad geometrica,

Péde introduzir-fe o numero dos termos , pro=
curando a expreflzé geral de hum termo qualquer
em quantidades a4, 4, m, p, € no numero dos ter-
maos u.

" Da Confivucgas Geometrica das Quantidades
Algebricas.

245 AS linhas , as fuperficies , e os folidos 4
como {ab quantidades , admitem as imefmas opera-
cbes , que fe fazem fobre os numeros , € fobre as

vantidades algebricas. Os refultados porém de
:qlaus modos fe podem avaliar , ou em nuUMEros ¢
ou em linhas. O primeiro modo , que tem lugar ,
quando as quantidades dadas fc exprimem em nu-
1ErOs , Frefcmcmcnte naé tem difficuldade : fub-
ftituem-fe em lugar das letras as quantidades nu-
mericas que ellas reprefentad, e fazem-le as ope-
ragoes indicadas pela difpoficad dos finais, e das
melmas letras,

O fegundo modo , o qual fe chama eonflrucgal
das quantidades algebricas , ou do problema que as
produzio , depende de fe entender a {ignificacad de
certas exprefsoes fundamentais , a que fe referem .
todas as outras. Trataremos das primeiras, € enfi-
paremos ao melmo tempo o medo de reportar=

Thes quaisquer outras exprefsess ‘
246
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246 Para conﬂruir%{ » he neceflario achar

huma quarta proporcional 4s tres linhas - conheci-
das @, 4, ¢. Ito fe faz,, formando (Fig. %) hum
angulo qualquer com duas linhas indefinidas AX ,
AZ, etomando fobre AX a parte AB igual 4 li-
vha reprefentada pore¢, a parte AD igual a huma
das duasa e b, a4 por exemplo, e fobre AZ a
parte AC igual a 4 ; entad fe tirarmos BC , e con-
duzirmos por D a parallela DE , efta (2. 6. Eucl,)

determinara AE :i. O mefmo fe fari para
[
conftruir 22 | com a differenca de tomar a em
L
lugar de &;
e ab b’ = Iconﬂruire-
di. T d ¥ 2

T ]
imos primeiramente f;.?" que chamaremos m , e de-

Se tivermos

pois —":i Praticar-fe-hd  do mefmo modo para

. ath gt
conftruir TR &c.

< o ab4bd (at-d)5
Se a expreflaé for S F P ¢ 5 G
confideraremaos a 4+ 4 como huma linha m,
€ 4-d como outra » ¢ allim a expreffas fe re-

m
duz a — |
n

Do mefmo modo conftruiremos

L8 (a45) (2

€
Conlifte

¢
Pois o artificio em refolver a quanti=
Oa dade
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¢ .
L. Ainds
que ifto pareca difficultofo em algumas exprefsoes
que tem numeradores , ou denominadores com-=
plexos , com tudo facilmente fe confeguira por
meio das transformacdes.

dade em porcdes da forma —r:_fu s OU -

. at b "
Por exemplo , para conftruir Py fuppo-
semos b} — a®m , € ¢* = an; entada expreflad e

transformari em %——t—lf, que he facil de con-
ftruir, havendo determinadom e » pelas  duas hy-
pothefes. X

Quando as exprelsbes nad {a6 bomsgeneas , ifto
he , quando os termos do numerador , ou do de<

nominador nad tem o mefmo numero de factores ,
o

b
como na expre{fad %:‘1'3' parece que fad inu-

(et as transformacdes. Porém como tais refulta-
dos [6mente apparecem , quando o calculador por

fimplificar fuppbe alguma quantidade igual & uni
dade ; fe efta fe reflituir em cada termo com ¢X+
poente fufficiente para com pletar o numero das
dimenfGes, a exprefiad fe fara homogenea, ¢ nab ha-
vera embaraco na fua conftruegad. Affim, para cor=

i 2
ftruir £ —1— 5;‘; Ao fuppondo que d he a linha

que fe tomou por unidade , elcreveremos « ¢
P e bd? 2d , ‘
f——-_%’_i_—;t—-—c—-, e farcmnsl W —dm, 2 =d,
e a = d, o que mudard a exprellad dada em
(phdda)d
a+m
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De tudo ifto fe fegue , que a conftruccad das
quantidades racionais , quando o numero das di-
men{oes do numerador nad exceder as do deno-
minador em mais de huma unidade , fe reduz a
achar huma quarta proporcional a tres linhas dadas,
Paffemos agora as quantidades, em que a differenca
das dimen{bes he de dvas, e tres unidades : nun-
ca o excelfo pode fer maior,, excepto quando fe
houver tomado alguma linha para unidade , ou
quando alguns fatores reprefentarem numeros.

247 Quando a differenca das dimenfGes he de
duas unidades , a quantidade exprime huma fuper-
ficie, ¢ a fua conftruccad fe pode reduzir i de
hum parallelogrammo , ou & de hum quadrado.

al 4 a%b

Por exemplo ata conftruir ————
plo » g ate —

a? ] A
a. :-Il:—:— » acharemos a linha m — %-i-—? ,
€ a exprefflad fe tornark em a,m , que he a fuper-
ficie de hum parallelogrammo que tem a por bafe,

€ m por altura: logo reciprocamente , efta fuperfi-

4 al A
cie reprefentard a.m, ou gl Da mecfma

a’-{—&f_’-[-i‘ tz+, .

: » fazendo e —am, e d* =

an, fe muda em ﬂ-—-————————{a: 1 A 2 mf).
a-t¢

forte

248  Se a differenca entre as dimenfées do nu- .
merador e do denominador for de tres nnidades , a
quantidade  exprimird hum folido e fe conf-
buird como hum paralleiepipedo, Por exemplo

al




214 ELEMENTOS

¥
:-f—+ e péde confiderar-fe como f-m,—"_fﬂ
a a-+4c¢

== abm , fendo m alinha que der a conftrucgad de
a® 4 ab
a-t¢
graramo, fe concebermos hum parallelepipedo, que
tenha ab por bafe e m por altura, a fua folidez
a'h -+ a%$?
reprefentari 2
249 Quanto as quantidades radicais do fegun«

do grio , podem conftruir-fe , ou por huma meia
proporcional entre duas linhas dadas , ou pela hy-
potenufa , on por algum dos outros lados de hum
triangulo re&tangulo.

Por exemplo , para conftruir 4/ab, tira-fe
( Fig. 8 ) alinba indefinida AB, na qual fe toma
AC igual 4 linhaa, CBigual a b, e fobre a to-
talidade AB como diametro forma-fe hum femi-
circulo, que cortando em D a perpendicular le-
vantada em C, dard CD (31. 3, e Cor. 8. 6. Eucl.)
por valor de y/ab. 3

Donde vem, que para transformar hum paralle-
logrammo em quadrado, tomaremos huma meia
proporcional entre a bafe e a altura ; para os tri-
angulos , tomaremos huma meia proporcienal en-
tre a bafe e ametade da altura ; para os-circulos,
tomaremos huma meia proporcional entre o raio
e a femicircomferencia ; e para qualquer figura re-
&tilinea , reduzilla-hemos a retangulo ( 45. 1.
Eucl.), ao qual applicaremos o que acabimos de
dizer dos parallelogrammos,

Para conllruir ¢/ 3ab 4 3° )= Vi (qa 4 4),
acharemos huma meia proporcional entre 3a-j- &

« E como ab reprefenta hum parallelo-

c
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e b. Do mefmo modo, fe tivermos /( 8? — 52 ) =
v’(a-{—i) (a—b) , bufcaremos a meia proporcio-
nal entre a -} & ¢ a— b. Se a expreflad for
v(a* 4 be), fazendo b¢ =— am , teremos
V(a=+ m)a, que fe conltruiri como temos dito.

Podemos conftruir do mefmo modo a qlﬁlnti-
dade 4/(a? =}~ 42 ) ; porém he mais fimples defcre-
ver hum triangulo re@angulo (Fig.g.), cujos la-
dos AB, AC fejad @ e b ; ferd (47. 1. Evcl.)a hy-
pothenufa BC = ¢/(a*-}-42). A melma con-
ftrucgad pode ter 4/(a® - b¢), fazendo be=m*.

A expreffad /(a? — £2 | pdde conftruir-fe tam-
bem de outra forte ; porque defcrevendo (Fig.11.)
fobre AB — a como diametro hum femicirculo ,
e tirando de A acorda AC — 4, ferd (31.3.,¢
47. 1. Eucl.) BC = /(a* — 42 ).

Se a quantidade tiver mais de dous termos de-
baixo do radical , reduziremos a fua conftruccad a
algum dos methodos precedentes por meio das
transformacées. Tendo, por exemplo, /(a?-
be 1 ¢f ), faremos bc — am , f=an, e con-

firuiremos a transformada 4/(a =~ m - n)a ; ou
de outra forte , faremos bc —m=, ¢f —n?, e con=-
ftruiremos /(a4 m* 4+ n* ), o que fe confe-
gue, pondo /(o -m? ) = b,e /(1 + n? ) =i.

O modo porém mais fimples de conflruir os
ng;cals » que contém huma ferie de quadrados po-
itivos , como por exemplo 4/(a® 4 4% 4 ¢* 4=
@ - &c. ), confifte em confiderar fucceffivamen-
te cada hypothenufa como hum lado. Affim, to-

ma-
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ma-fe (Fig.10.) AB=—na, e levantando a perpen<
dicular AC =4, ferd BC? == a? |- 4% ; levantan-
do a perpendicular CD = ¢, teremos BD?* — a*

= 42 4 ¢? ; na extremidade de BD levantando a
perpendicular DE =4 , teremos BE? = a* 4+
b2 4¢3 - d* ; ¢ continuando affim por diante, a
ultima hypothénufa ferd o valor de /(a? 4 424

A4 a4 &e.)

Se em femelhantes exprefsdes entrarem qua=
drados negativos , formar-fe-ha hum quadrado =
igual 4 foma dos quadrados polfitivos , outro » igual
4 foma dos negaiivos , e aflim teremos para con=
ftruir 4/(m? — n? ).

Finalmente , havendo fracgfes debaixo do ra~
dical , multiplicaremos ambos os termos dellas pe«

lo denominador. Aflim 4 - o muda-fe em
d-e

ay/(b4¢) (d + )
d+e

Por eftes melmos principios podemos muitas
vezes fimplificar as conftrucgdes nos calos partis
culares , artendendo ao que for proprio de cada
Fmblama. Efta materia na6 admite regras gerais ;
omente advertiremos , gue fem embargo de que
a conftricead das quantidades radicais do fegundo
graio fe reduz a achar quartas proporcionais ,
meias proporcionais , e a conltruir triangulos re-
€langulos ; com tudo algumas vezes fe confeguem
conflrucgBes mais ou menos fimples e elegantes ,
conforme o methodo de que ufarmos para achar as
Kicias preporcionais; per tanto enﬁnaremosdmnll

oug

s+ que he facil de conftruir,

L]
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dous modos de tomar huma meia proporcional ene
tre duas linhas dadas.

Confifte o primeiro em delcrever fobre a maior
AB (Fig. 11.) hum femicirculo , e tomando huma

arte AD igual & menor , levanta-fe a perpendicu-
Eu- DC, e tira-fe AC , que ferd (21.3, ¢ Cor. 8.
6. Eucl.) meia proporcional entre AB e AD.

O fegundo confifte em tirar (Fig.12.) huma li-
nha AB igual & maior , e tomando nella huma
parte AC igual a4 menor , defcreve-le fobre o reito
BC hum femicirculo , cuja tangente AD ( 36. 3, ¢
17.6. Eucl.) he meia propor¢ional entre AB e RC.

Concluamos puis » Que as quant idades racionais
fe conltroem fempre por linhas reétas , e as radi-
cais do fegundo griao pelo circulo e pela linha re-
fta juntamente.

Quanto aos radicais de grios fuperiores , a fua
conftrucgad depende da combinagad de differentes
linhas curvas , das quais havemos de tratar , occu-
pando-nos primeiramente com alguns problemas ,
cuja refolucad depende de quantidades ou racio-
mais , ou radicais do fegundo grio.

Problemas de Geomelria , e reflextes tanto fobre
o modo de o5 pir em equacat , como fobre as
differentes folugies que da as equaghes.

250 .P Ara pbr os problemas de Geometria em
equacad , ferve o melmo principio que havemos
dado (67) . Porém a Analyfe pefta parte , ou os
raciocinios que fe fazem para verificar a incogni-
ta, ededuzir afiim aequacad, depepdem de fe-
Fem conhecidas algumas propricdades da quantida-

de
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de defconhecida. Nas queftdes numericas ordina-
riamente bafta traduzir em linguagem algebrica o
enunciado do problema ; mas pa applicagad da
Algebra @ Geometria he neceflario fazer ufo de
outros meios , que iremos enfinando pouco a pou-
co. Por ora bafta dizer , que para verificar huma
quantidade , nem fempre he neceffario examinar
fe ella fatisfaz immediatamente 4s condicGes do
problema ; faz-fe muitas vezes efta venficacad
commodamente , averiguando f[e a quantidade tem
certas propriedades , que a6 ellencialmente conne-
xas com as ditas condigbes. Paffemos aos exem-
plos , que fe percebem melhor do que os preceitos
gerais.

25t Probl. 1. Inferever hum quadrade ADCD
(Fig.13.) no trianguls dads EHI.

Por trianguls dads entendemos hum triangulo,
em que tudo he conhecido , lados, angulos , altu-
ra , &c. .

Examinando o problema, vé-fe que nab fe
trata de mais , que de achar na altura EF hum

onto G, pelo qual conduzindo AB parallela a
I, feja AB=— GF. ’

Supponbamos a altura conhecida EF —=a, a
bafe }'F =—b,e GF=ux; feris EG —a—nx.
Sendo pois AB parallela a HI , teremos (2.6.Eucl.)
EF: EG :: Fi: GB :: HI: AB ; ifto he,

PR IS, £ ] §:AB=‘§:£W ; e como AB de-

b —
ve fer igual a GF, teremos f—«—;{-ix—
ab

qual fe tira ¥ = S

— x, da




DE ALCEBRA. 219

Para conltruir efta quantidade (246) , conduza-
fe de F para O homa linha FO —= a4 4 =EF
~ HI , e tire-fe EO ; tomando depois FM — HI
=4, tire-fe parallelamente a EO alinha MG,
a qual encontrando EF no ponte G, determinara
GF, ou x; pois que os triangulos femelhantes

EFO , GFM da6 FO (a4 4): FM () :°

L ab
FL(“J-FG_— ﬂ-l-—&.

252 Probl. I1. Sendo dade o compriments da li-
nba BC (Fig. 14.) ¢om os angulos B ¢ C , que for-
maa cam ella as duas BA ¢ CA , determinar a altura
AD , em que ¢ffas uitimas linbas fe hai de encantrar,

Por angula dads entende-fe dado o valor do fen
feno , tangente , &c. que fab as linhas , por meio
das quais entrad os angulos no calculo algebrico.

Seja BC = a, AD —y, No triangulo re@tan-
gulo ADC (Trig. 164.) temos CD : DA (y) ::
1:m, fendo m atangente doangulo ACD, ¢

fuppondo o raio igual & unidade ; logo CD — -ﬁ--

Pela mefma razas BD — -j’— » fendo a tangente
de ABD —n. Mas he BD +DC—=BC=a; lo-

amn

i ¥
go = -]——"- —a, dondememy_ern
Efta expreffad pode fimplificar-fe , introduzin-
do em lugar das tangentes de C e B as fuas cotan-
gentes , que chamaremos p e ¢, Porque fendo

(Trig 26, ALy m o= 2 ¢ 42 Y o imid
q
- 3




2120 ErxremenToOS

a
— ————, guc he muito facil de conftruir,
=t

253 Se havendo pois revolvido hum problema.
com certas quantidades dadas , nab chegarmos a
hum refultado tab fimples como fe defejar , he
efcufado comegar o calculo de novo com outras
quantidades , a fim de tentar a fimplificagad : bal-
ta, como no exemplo precedente , exprimir em
equagbes as relagdes , que tem as quantidades em

ue elta refolvido o problema, com aquellas que
3: novo fe introduzem , e fazer fubftituicies.

254 Probl, 111, Sends dados os tres lados de
bum trianguls ABC (Fig. 1 {)} , achar a pependicular
BD, ¢ thegmm‘al AD , DC. :

Se conheceflemos eflas linhas , e as quizefle-
mos verificar , no triangulo re&angulo BDC foma-
riamos os quadrados de BD , DC, e veriamos fe
a foma era igual ao quadrado de BC (47.1.Eucl.).
O mefmo fe praticaria no triangulo ABD,

Seja pois BD =y ,CD =« ; BC =4, AB
=&, AC=c¢; fera AD ==¢ — », Logo terc~
mos x* 4 y? —a? , e ¢? — 2ex 422 52 = 47,
as quais dad 2¢x — ¢* —a* — }? , e por confeguin-
=ty (adebd)(a—b)
e B w1 4 +

Bx =

2c Y

-:!— ¢ , que he muito facil de conftruir (246)

Das muitas conclusges , que {e podem tirar
deftas equagbes , exporemos algumas para exerci-
tar os principiantes a ler em huma equagad oque
ella contém.

255
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ass 19 A equagad 2cx — ¢ =a® — %, ou

¢ {2x — &) = (a+5) (a—&) da ( Arith. 180.)

¢t atbila—b; x—(e—x), ifto he,

AC: BC4AB:: BC — AB; CD — AD,
como achamos (Trig, 181).

256 2° Sedo ponto C ¢om o raio BC delcre-
vermos o arco BO , e tirarmos a corda BO, te-

remos BO* = BD® - DO? , ou,, por fer DO =
a—x, BO*=y" L 4* — 2ax 4 x* ; mas he¢
5+ #* = a* ; logo ferd BO® — 24 (¢ — x) =24

b2 e gt 2 :
(4 T2 =t (e )=
LGti—aG—cta="-(atbtc—
24) (n+5+c—-—gc};:- ;ﬁ.(:-—-a) (s —<¢)s

teprelentando por 25 3 foma dos tres lados. Tire-
{e de C para OB a perpendicular CI ; no triangir-
lo CIO teremos (Trig. 162.) CO (a) : Ol (4 BO)

R fmnOCI, ¢ por confeguinte BO® =
4a*
e (fen OCIL )* . Igualando os dous valores de
BO?, acharemos ac ( fen OCI ) — R* (s —a)
(s—¢c), ou ac : (se—a) (e=e) 2 RS
(/en OCI)*, eomo fe achou ( Trig. 183) .

257 3° Por quanto he y* = (a 4 x) (a — »)

=(u+a!_i9‘+‘:) (¢+ 5:_,,11:_{1_.

2c

- —
= —
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ateHd) (ae—b)N (o) (b o)y
= (EE ety (Gt

fera 4¢%y* == 25 (2¢ — 25) (25— 24a) (25— 2¢), a
qual di a fuperficie do triangulo ABC — .

‘ 2
= Vs (s —a)(s—b) (s —¢) ... Trig.189. Ca-
fo I11.)

258 4° Da equagad 2ex — ¢ — 42 — J2 fe
tira §? — a? 4- ¢* — 2¢x ; porém fe a perpendi-
cular cahir féra , teremos (Fig. 16.) , confervana=
do as mefmas denominacdes , y42=a,e¢
Y4 d e 4=, das quais fe deduz
Pea*—=c42cx, oue: btaib—a:
¢~+2x, iftohe, AC:AB-| BC:: AB— BC:
CD + AD. .. (Trig.181). ‘

259 5° Pelas equagles 4° —a? - ¢* 4+ 20x
(258) s € §° =4 + ¢* — 2cx (254) fe moltra ,
que em hum triangulo o quadrado do lado oppofto
a hum dos angulos he maior, ou menor que a fo-
ma dos quadrados dos outros dous lados , confor-
me o angulo he agudo , ou obtufo ; e tambem
como calculando os angulos de hum triangulo
pelos lados , fe vem no conhecimento da efpecie
do angulo que fe procura.

260 6° Eftas mefmas equacdes confirmab o
que havémos dito a refpeito das quantidades nega-
tivas. O fegmento CD ten fituagbes contrarias ,
conforme a perpendicular cahe dentro ou fora do
triangulo (Fig. 15. € 16.) ; ¢ com effeito o termo

2%
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acx dcha-fe com finais contrarios nas duas equas
¢bes, Logo reciprocamente , fejab quais forem os
calculos que fe fizerem para hum deftes triangu-
los , teremos os que convém aos calos analogos do
outro , mudando os finais 4s partes , que em huma
mecfma linha tiverem fituagbes ?Jpoﬁas.

261  Ainda que em geral a facilidade , e os re-
curfos , que ha para por em equagad os problemas
de Geometria , cref¢ad & propor¢ab do numero de
propriedades , que conhecermos das linhas ; com
tudo , como a Algebra da meios para achar eftas
mefmas propriedades , o numero das propofigies
verdadeiramente neceffarias vem a fer muito limi-
tado : pode dizer-fe, que a 47 do1°, ea 4do
69 Livro de Euclides , fad a bafe da applicagad da
Algebra 4 Geometria. O modo porém , porque [e
deve fazer ulo deftas doas propoligbes , varia mui-
to conforme a natureza dos problemas, e nad lem-
bra de repente. Humas vezes devem produzir-fe
linhas até que fe encontrem ; outras vezes devem
tirar-fe linhas parallelas , ou que fagad hum angulo
dado com outra linha. Em huma palavra, nefta
ratte s como em qualquer outra , requer-fe no Ana-
yfta hum certo difcernimento para a efcolha € ufo
dos meios, Como elle fe adquire em parte com o
exercicio , he conveniente que appliquemos eftas
obfervagbes a differentes exemplos,

262  Probl, IV. Prlo ponto A (Fig.17.) dads de
poficas a refpeita de duas linhas HD , DI , que far-
mai o anguls esnbecids HDI , tirar buma refla
AEG de mantira , que o trianguls intercepts EDG.
tenha huma fuperficie dada , ifts be , buma fuperficie
igual & do guadrads conhecida 2 .

Conduzameos por A a linha AB para}l)ela a
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DH , éalinha AC perpendicular a DG prédnzid
da ; do ponto E onde AEG deve cortar DH 4
imaginemos tirada a perpendicular EF. Se DG e
EF foflem conhecidas , ametade do feu produdlo
deveria fer igual a ¢* .

Supponhamos pois DG =« , e vejamos fe
EF pode exprimir-fe em x, e quantidades dadas
do problema.

Como a poficad de A he dada, ferad conhecis
das as linhas BD e AC , que chamaremos a ¢ b3
e pois que os triangulos femelhantes ABG ; EDG
daé BG : DG :: AG: EG, e os dous tambem
femelhantes ACG , EFG dab AG : EG :: AC;

AC . DG § bx
BG T atx
a4 ois Wi - EDG S # 5 Aartaoy: S
o pois fer — ¢*, terem s Ry
== ¢, donde fe tirad (100) para x eltes dous
c? cd 2ac?
valores x = 5 1/(-5—3--1--—3# ; mas o

fegundo he inutil no cafo prefente.

EF, fera EF = . Deven-

-
Para conftruir o primeiro , ifto he -t—j-+

1/ [(‘% - m:){%-] , levanto em qualquer ponto

C da linha indefinida PQ a perpendicular AC =#;
tomo fobre CA e CP as duas CO ¢ CM , cada
huma igual a ¢, e tito AM ; a fua parallela ON
2
da CN = -f&— , € por confeguinte x = CN
/[(CN+-24).CN].Para achar V/[(CN-}-242).CNT,
ou huma meia proporcional, fobre NC produzida
to-
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tomo CQ = 24, e com o diametro NQ_defcre-
v4 hum femicirculo , que encontrari CA em V ;
fazendo entas NP igual 4 corda NV, fera CP

= CN 4 ¥[(CN 4 24),CN] = . Se tomarmos
pois (Fig. 17.) DG — CP, acharemos o ponto
G, pelo qual e por A tirando AG , fera EDG
= "

263 Em quanto 4 fignificagaé do fegundo valor

e * 3 -

de ¥ = - g »‘/[(%ﬂ-‘- 2a —3——! i hote-fe ,
que os dados da queﬂnﬁ tanto pertencem 2o an-
¥u10 EDG (Fig.17.) ; como ao feu igual E‘'DG’,
ormado pelas linhas GD, ED produzidas ; ¢ por
tanto efte valor refolve o problema, em que {¢ pro-
puzelle fazer no angulo E'DG’ 0 mefmo que fize-
mos no angulo EDG. Com efigito, chamando x a
DG, e confervando as outras denominaghes , os
triangulos ABG’, E'DG' das BG': DG’:: AG':
G'E’; e abaixando a perpendicular E’F” 08 trian-
gulos ACG’, E*F‘(g'daﬁ AG": 'R~ AC
- L i AC' . [}G' 51’
F/E’; logo ferh F'E!'= G TS

bx I

e pelas condigbes P ¥=¢,a qual da

a—x
o ct 2ac? b g
= 5 1/(-5—:- +T) ; valores iguais
abs do cafo precedente , com a differen¢a unica dos
finais , como deve fer.,

A conftrucgad do cafo precedente tem tambem
aqui lugar ; a unica mudanga que e deve fazer he

Por NK =NV para aparte de Q, ¢ ferﬁ:r:x .
P
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PR
CK , porque no cafo prefente ¥ = ,_..;_ +

c: 2
.‘/[(T"l_ 2)<-]—=—CN +NV =—CN
-+ NK = CK. Logo , fazendo DG’ igual a
CK, ctirando por A ¢ G'alinha A G/E’, te-
remos o triangulo E'D G’ = ¢2, ifto he , achare-
mos a fegunda folucab do problema.
264 Se o ponto A eftiver por baixo de BG

(Fig. 19.) , alinha AC = b [erd negativa , € 0s
% 2
dous primeiros valores de x ferad x &= — b =

b
1/[(% —2a 5;:“1 Vé.fe pois que o problema

2

ferh impoffivel (g8) , quando for 2a>> —, e que os

3
dous valores de x ferad negativos, fe for 24 < —;— 3

ou por outras palavras, o problema he impoffivel a
refpeito do angulo HDI , mas a refpeito do igual
E' DG’ tem duas folugbes, Para as achar , ou para

conftruir x = — r—;-—: 1/[(%—- E.H)-?-]:

havendo determinado ( Fig. 20.) como acima CN.
2

el L , defcreveremos com o diametro NQ = 24

hum femicirculo NVQ , ao qual tiraremos a tan=

gente CV ; e tomando de ambas as partes de

as linhas CP , e CK, cada huma iguala CV, as

linhas NP ¢ NK ferad os dous valores de x ; por=

que
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1/1-(-%; ...-.zu)%} y teremos NP ,=..‘;_ .
1//[ I;—M)%;—], e NK +_-_‘:_+ il . n
1/[(%'“‘“)%]- Como eftas quantidades

fab os valores de ¥ com finais contrarios , devemos
tomallos de D para a parte de G (Fig. 19.) , fa-
zendo DG |, e BG‘i uais refpectivamente a NP,
¢ NK. Feito ifto, Eetirarmns elo ponto A, e
pelos pontos G e G’ as re@as I!E'G v B! caa
da hum dos triangulos EDG , E’'DG’ feri igual
ac,

265 Se o ponto A ( Fig.21.) eftiver dentro do an-
gulo HDI, BD cahir4 para a parte oppofta, € os dous

2

valores primitivos de x fe tornardd em x = %- -

2
1/(-5;— —l:c—-) » 08 quais {26 os mefmos (mu-

dando os finais ) que acabimos de conftruir, De-
vemos pois fazer a mefma conftrucgad (Fig. 20.),
tomando porém (Fig, 21.) NP e NK de D pa=

ra I,

266  Finalmente , fe o ponto A ( Fig. 22.) efti-
ver por baixo de BD , e dentro do angulo BDE",
2

a e} ferad negativos , o que dard x = —-%— =

i 2ac?
1/ ( 5’._._ + J;_) » com f{inal contrario dos pri-

meiros valores achados para x. Conftruindo-os pois
Pa co=
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como fizemos (Fig.18.) , feri CK o valor pofitivd
de x, ¢ CP o negativo ; pelo que tomaremos DG
( Fig-22.) igoal a CK para a parte de B, e DG’
igual a CP para a parte oppolta,»

Demoramo-nos nefte problema , para moftrar
como huma equagad comprehende todos os cafos
de hum problema , como eftes fo deduzem pela
fimples mudanca dos finais , e como as fituagdes
oppoftas das linhas fe defignad por finais contra<
1ios , € reciprocamentes

267 Para moftrarmos ainda alguns vfos deflas
folucdes , fupponhames que fe propde elte proble-
mna : Pelo ponito dede A (Fig. 23.) fira ou dentre
do trianguls dads DHI , tirar buma linha A¥ , que
divida o trianguls em duas partes DEF , EFIH,
as quais tenbai entre fi a razas conbecida de m : n.
A refolucad defte problema inclue-fe pa do pre<
cedente. Com effeito , como he dado o triangu-
1o DHI, faberemos que parte delle deve fer o
triangulo DEF , achando o quarto termo da pro-
porgad m--n: m:. DHI * DEF = m’;il':f :
Vilto pois poder-fe achar hum quadrado ¢* igual
a efta fuperficie (240) , reduz-fe a queflab a tirar
por A huma linha AEF , que com os lados DH .,
DI ferme hum triangulo igual ao quadrado ¢* , que
he oproblema precedente.

268 Ao mefino problema fe reduz efte : Divi-
dir em duas partes buma figura refiilinca (Fig. 24.)
pela refla’ tirada por qualquer ponte A, de forte que
tenbas entre [i buma razas dada. Com cffeito, fen=
do dada a figura BCDHK , fad conhecidos todos

0s
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os feus angulos e lados ; logo com facilidade (Trig,
189. Cafo I.) acharemos a fuperficie do triangulo
BLC formado pelos lados KB, DC produzidos ,
como tambem a por¢ad determinada EBCF da fu-
perficie total.” Pelo que reduz-fe a queltad a tirar
AEF de maneira , que forme com KL e DL hum
triangulo igual a hum yuadrado. Finalmente, péde-
fe por efte modo dividir huma figura em muitas
partes , que tenhad entre {i razbes dadas.

269 Se huma equagad nad fe alterar pela mu-
danga , que fizermos nos finais de algumas quanti-
dades conhecidas que nella entrarem ; ou fe da mu-
danca de poligaé na linha, ou linhas prociiradas
da figura nab refultar mudanga , nem de poficad ,
nem de grandeza nas linhas dadas ; entad entre os
differentes valores de x , que der 2 equacad , havera
fempre hum que refolvera particularmente o cafo
indicado pela dita mudanga, Vio-fe por exem-
plo no Problema IV, que hum dos dous valores
de x refolvia dire@tamente o calo , em que a linha
AEG (Fig.17.) atraveflafle o0 angulo HDI , como
fe havia fuppofto™ no calculo ; mas vio-fe a0 mef-
mo tempo, que o fegundo valor de x refolvia o
cafo , em que fe confideralfe, nad o angulo HDI,
mas o fea verticalmente cppofto. A razad difto he,
porque devendo-fe empregar em cada cafo os mel-
mos dados , e fazer os mefmos .raciocinios , che-
garemos neceffariamente a ter fempre a melma
€quacad ; logo a melma equacad deve refolver am-
bos os cafos.

270 Probl. V. Do ponts dade A (Fir.25.) fira
ds ”.J"f"""_‘BDC tirar apraﬁ'a AE , (dcf"pﬂi ?ﬂi a
parte DE intercepta no circuls feja igual a buma li-
nha dada c,

Pa-
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Para faber de que modo fe deve tirar AE , na8
he neceflario mais do que bufcar, que grandeza

deve ter AD , para que feja DE =¢. Suppondo
pois AD—==x , AB=a, AC=1}, teremos
AE.AD =— AC.AB ( Corol. 36, 3. Eucl.), ou
(x4c)xr—=uab;logo x=-—1c¢ = /(} cctab).

Para cenftruir fem transformagbes o primeiro
valor , que he o que fatisfaz ao problema aétual ,

tiraremos do ponto A a tangente AT , e o raio
TO, que ferd perpendicular a AT ; entap toman-

do Tl =1}¢, teremos Al = ¢/(} * 4 AT? )=
y/(iec+ ab) . . (36. 3. Eucl.) . Logo para ter x,
tomaremos IR =TI , e oarco RD defcrito do
ponto A com o raio AR determinard o ponto pros

curado D,
O fegundo valor de x = — I — /} ¢cc + ab)

cahe para a parte contraria a AD. Para achar a
queltab que elle relolve , noto , que fuppondo a e
4 negativos , a equagad x? -+ cx = ab nad padece
mudanca alguma ; logo efta equacad refolve tambem
o cafo de fer dado o circulo BPTD'E/C/, e aelle
pertence o fegundo valor de ¥, Na conltrucgad pre-
cedente pois fe produzirmos Al de maneira, que
feia IR"—=1T, o arco defcrito do ponto A com o
raio AR’ marcard o ponto E’ tal , que a parte in-
tercepta E/ D ferd igual a ¢.

Como os dous circulos fad iguais , e eflad fi-
tuados da mefma maneira, ambas as folucdes po-
dem pertencer ao mefmo circulo , de forte que def-
crevendo do ponto A com o raio AR’ oarco RIE,
a linha AE tambem refolverd o problema, Pprém

das
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das duas folugbes que di o calculo, a primeira
cahe da direita de A , e pertence ao ponto D da
circumferencia convexa ; a fegunda cahe da el-
querda, e pertence ao ponto E’ da circumferencia
concava.

27t Probl. VI, Achar na direccai da linka da-
da AB (Fig.26.) bum psnto C tal , que a fua difian-
cia ao ponts A [eja meia proporcional entre a fua dif-
tancia ao ponto B , e a linha toda AB.

ScjaAB—4a,e AC —=x; fera BC—=a—x;
e como deve fer AB: AC :; AC: CB, teremos
&t ax=—a*;logox = — L ax /(la*4a%).

Para conltruirmos o primeiro valor de x , le-
vantaremos (249) em B a perpendicular BD =1 4,
e tirando AD , dimipuiremos delta a linha BD,
¢ teremos AO = x. Levando pois AO de A para
: p:g:e de B, determinaremos o ponto procura-

HC,

Se prodozirmos AD até O’, de forte que feja
DO'—= DB, teremos AO’ por fegundo valor de
x ; elevando elta linha fobre AB defde A para a
parte oppolta dquella para que x tendia por fuppo-
ficab , teremos o ponto C/, que tambem fatisfaz
4 queftas,

. Efte problema he o que fe refolveu na Geome-
tria (30. 6. Eucl.) pelo methodo fynthetico.

272 Nos problemas precedentes havemos to-
mado para incognita huma linha, a qual depois
de fer conhecida podeffe determinar todas as ou-
tras pelas condi¢des da queftad; e ifto he o que
devemos fempre praticar. Como porém muitas |i-
nhas podem ter a dita prerogativa , fem que de to-
das ellas refultem equagGes igualmente fimples ,

de-
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deve preferir-fe huma dellas. Para nos dirigire
mos nefta efcolha ferve a regra feguinte.

273 8¢ entre as linkas ou gquantidades , cada*
buma das quais fends temada por incognita pide de-
terminar tedas as eutras , [e acharem duas que cons
dvzal @ mefma equagab , ainda que effa tenba finais
dfﬁr'mrn : rfmfbrremu para incognila outra quan-
tidade , que dependa tgualmente de ambas ; por exem-
plo , a fua femifoma, ou a fua femidifferenca , on
huma meia proporcional , &c. Affim teremos huma
equacad mais fimples , como fe verd no problema
leguinte,

274 Probl. VII, Pels ponto D (Fig.27.) fituads
dentrs do anguls refle 1AL , ¢ em igual diftancia dos
lades 1A , AE, tirar buma refla DB , de maneira
gue a parte CB comprebendida dentro do angulo EAB
feja icual a huma linha dada c.

Tendo abaixado as perpendiculares DE, DI,
qualquer das linhas CE ou AB, AC ou IB, CD
ou DB péde fervir indifferentemente para incogni-
ta. Se tomarmos, por exemplo CE , entad fup-
potido CE==x, e DE=DI =4, fera AC
==a — x, ¢ pelos triangulos femelhantes DEC ,

CAB teremos AB— 2 =% ; mas he AB? -

aq — ax~1

X i 2 'ﬁ h i a =
AC*=—BC?, ifto he (a — ) +(_““"x )
= ¢¢ ; logo vira a equagad do quarto grio x4 —-
2ax’ 4 2aaxx — ecxx — 24 x 4 at = o,

Se em lugar de CE tomarmos IB por incogni-
ta, teremos a melma equacad , como fe pode vér
fazendo CE =¥, e imitando a folucab prece-
dente, Setomarmos AB ou AC , acharemos hu-

ma

-
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ma melma equacad , exceptuando os finais ; o
mefmo acontece , tomando BD ou DC.
Tomemos pois (273) para incognita a foma
das duas linhas BD e DC, aqual ﬁa dcﬁgnia;g
por 2x ; ferd (Trig.177.) DB=x <4 1¢, ¢
=x—1L¢3 ecomo as parallelas UI:, CA dad
ac 1 ac
A== gmp e MorRepmg:
a%? a3c?

(x —4e)? T (* 41

, teremos

— ¢ , ifto he ¢+ —
( X +z ) 2 2 el ¢4 , egua
— L aa ) x* — — aacc — L
2 2 $6 &« it

cab , que fendo 2inda do quarto grio , he com tu-
do mais facil de refolver (173), do que a prece.
dente. Se empregarmos duas incognitas , fupponda
AB4 AC—=2x, e AB— AC =12y, ilto he,
AB—=x+4y, ¢ AC =x—y, teremos equagbes
bem fimples, que os principiantes achario com
facilidade. i

A equacad x4 — (_:T ¢c -+ 2aa ) ey -

I # l
._._Eﬂd:g.x:;/[:rc-{-m Yy

= a f(ec + da‘)] ; porém deftes quatro valores ‘o

que unicamente pertence 2o problema , confidera«
do do modo porque foi propofto , he x —

1/[_,:_- «+4aa+a K/'{fr-i-cm)] « O valor

l'=-+- V[—i— cc+m|'-—-n 1/[::+a:}] re-
fol-
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folve o problema, no cafo de fe pedir que a linha
CB (Fig.28.) efteja dentro do mefmo angulo EAI,
em que eftd o ponto D ; e nelle calo ¥ repreflenta

a [emidifferenga das linhas BD , DC. Com effeito,
fendo 2x elta differenca , feri DB— o e+,
2

1 . ;

eCD = b e logo , continuando como aci-
I 1

ma, teremos x4 — (— s + mu) X? — — aaec
2 2

- -‘—Eg ¢t, ifto he, a melma equagad que achi-

mos para a foma das linhas BD e CD ( Fig.27.) -
Como pois a mefma equagad fatisfaz aos dous ca-
fos , huma das fuas raizes deve dar a foma das di-
tas linhas , e outra a differen¢a ; bem entendido,
que eltas duas raizes fab as mefmas que havemos
indicado , porque as outras duas fab negativas , ¢
por tanto pertencem a calos inteiramente op-
pollos , que paflamos agora a confiderar.

No problema prefente , on a0 menos na equa-
¢ab , nab fe determina fe o ponto D (Fig.27.) el-
ti por baixo de Al , e i efquerda de AE, como
fe fuppoz primeiramente , ou [e cfti pelo contra-
rio por cima da primeira, e & direita da fegunda,
como fe vé relativamentea A’I’ e A’E/, E porque
nelte ultimo cafo a quantidade # fe torna negati-
va, teremos a folugab competente, pondo — a

em lugar de -2 na equagad achada x+ — (% e
o ’-""‘) a? &c.; mas efta com iffo nad padece

mu-
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mudanea ; logo a mefma equagab refolve efles dous
calos novos , ¢ por confeguinte dos outros dous
valores de # hum da a foma das linhas DB', DC!
(Fig.27.), e o outro a fua differenga (Fig.28.) .
Com effeito, cahindo nefta nova poficab os pontos
B e C para partes oppoltas , a refpeito daquellas
para que antecedentemente cahiad , tanto a foma ,
como a differen¢a das linhas DB’ e DC’devem fer
negativas , e aflim as di a equagad.

Para conftruir a equagad » = y/[aa 4 } cc =
a y/(ae - cc)] , tome-fe nalinha EA produzida
(Fig.27, e 28.) a parte AN = ¢, e tirando IN,
tome-fe fobre DI produzida a parte IK — IN,
e fobre DK como diametro defcieva-fe o femicir-
culo KLD , que encontra em L a re®a Al pro-
duzida , fe for neceflario. Pelo meio H de AN
tire-fe TH, ¢ tomande de IK ( Fig. 27.) a parte
IM —1H, ferda LM o primeiro valor de x. Na
Figura 28 porém defcreveremos do ponto L como
centro, e com o intervallo 1H hum arco , o qual
cortando [K em M, dard IM pelo fegundﬂ valor
de x. EcomoBD —=x+41¢,(era BD —=LM -+
AH (Fig.27.), e BD =1IM ~+ AH ( Fig. 28.);
defcrevendo pois do ponto D como centro , e com
o intervallo BD affim determinado hum arco , que
corte IA produzida em hum ponto B, a reéta BD
tera as condigbes dadas.

A conflrucgad do fegundo valor de  fuppde
que ITH ( Fig. 28.) naé he menor que LI ; e o
foffe, o problema feria impoffivel : ifto mefino fe
deduz tambem da equagad.

A foma das linhas DB, e DC (Fig.27.), ou
a fua differenca deu huma equacad mais fimples ,
do que CE , ou AC, ou AB , ou IB. A razad he,

por-
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porque a relacad, que DB ¢ DC tem com IB

e AB, he femelhante aquella que as mefmas li-
nhas DB ¢ DC tem com AC e CE; ilto he,
DB e DC podem determinar-fe por operagies
femelhantes , quer fe faca ufo de IB ¢ AB, quer
de AC e CE. Em geral, as equagbes , como in-
cluem todas as relagGes que as incognitas tem com
as quantidades de que dependem , ferad tanto mais
fimples , quanto for menor o numero de relagbes ,
que a quantidade efcolhida para incognita tiver
com as ontras. Eis-aqui hum exemplo na refolu-
¢ab feguinte do mefmo problema.

275 Por quanto o angulo CAB ( Fig. 29.) he
re&o, o circulo defcrito fobre CB paffara por A ;
e fe tirarmos DA até encontrar a circumferencia
em M, o angulo BAM — DAI == 45° (5.1.Eu-
cl.) tera por medida ametade de M B (20.3.Eucl.),
e por conleguinte ferd o arco MB de go° ; logo ti-
rando o raio LM, o triangulo DLM fera re&an-
gulo , e confeguintemente abaixando fobre DM a
perpendicular LN, ferd LM ( Corol. 8. 6. Eucl.)
meia proporcional entre DM e MN, ou (3. 3.
Eucl.) entre DM e AN. Tomando pois AN para
incognita , fuppenhames AN = » , DA = 4
fera DM =d + 2x ,€ confegiﬁntcmcmu d+ 2% .

1 1 1 1
i 3 o o it o =
Tc__ 7 ¢.x; logo xx 4 3 die — 8 &

qual dix = 4 V (it ) -

Para conftruirmos efta quantidade , tomemos
nos lados AO, AT do angulo re@o TAO as partes
Am, An iguais cada huma a } ¢, e acabando o qua-
drado Ampn, siremos a diagonal Ap que fera per-

pen=




logo tomando na linha AD a parte Ariguala }d,
ou } AD, teremos pr= 1/(5%4’4-;'5"—}-

1 § T
T ) . Para ter pois o primeiro valor de ¥, def-

crever-fe-hia do ponto r como centro, ecom inters
vallo rp hum arco , o qual cortando DM em N ,

5 giryl w18
dara AN =—1d + 1/(;3 A g_,:.) i de
maneira que levantando no ponto N a perpendicu-
lar NL , a qual feja cortada em L por hum arco
defcrito do ponto A como centro com o intervallo
1 ¢, determinard o ponto L, pelo qual e por D
tirando DCB, teremos refolvido o problema.

Se conduzirmos (Fig. 30) rp de r para N , fera
AN o fegundo valor de », e executando a refpei-
to de N o mefmo que fe fez para o ponto N na
Fig. 29 fe achard o ponto L, o qual juntamente
com D determinard BLD. Com effeito, chamando
a An x (Fig. 30) , e confervando as outras dcnomi-
nagbes , fe applicarmos a efta figura o que diffe-
mos da 29, teremos 2xr—d: ¢l Le i ¥, eultima-

T I :
n‘ientc xe=idx 1/(1—5& - §-:= ) . Aqui fe
vé que hum dos valores de x he o mefmo que acima
achamos , 4 excepcab dos finais , como deve fer.

. Péde acontecer que o arco defcrito do ponta
A (fig. 70) nab encontre a perpendicular NL,
porque pode fer Le < AN ; e ilfo nad abltante, a

Algebra nad moltra calo algum de impoffibilida-
de,
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de, porque todos os termos debaixo do radical
fab pofitivos. Deve-fe porém advertir, que a Al-
gebra fomente declara a impoffibilidade , quando
ou explicita , ou implicitamente fe exprime tudoo
que o problema fuppde, e iflo he o que nab (e fez
neite calo; porque fuppondo o problema tacitamen-
te, que os tres pontos D, A, L naé eftad na mefma
linha re&a, l%rnente fe exprimio que LM era
meia proporcional entre DM, e NM, proprie-
dade que tambem péde ter lugar , quando os tres
pontos eltab em linha re@ta. Com effeito fe fe pro-
puzer efte problemas Achar na direcgas DL {Fig.31)
¢ intervallo que deve baver entre duas reflas da-
das DA e ML, para gue ML feja meia propor-
cional entre DM e MN , fends ¢ meis de AM 3
he facil de vér, que acharemos a mefma equacad
des cima, ¢ que r:?}a tem duas folugbes , huma para
o cafo de eftarem os pontos Ae Mentre De L, e
outra para ¢ calo contrario. Nad he pois de admis«
rar , que a Algebra nad declare emr que cafo o pri«
meiro problema he impoffivel, por quanto deve
dar a folugab do fegundo problema , o qual he
fempre poflivel.

276 Pelo que devemos diftinguir duas efpecies
de problemas , a faber : concretes , e abfirattes, Por
problemas concretos entendemos aquelles, nos
quais , como no penultimo , a quantidade procu-
rada tem de particular alguma propriedade , con«
dicad , oun eon ﬂru&aé. que a equacad nad exprime.
Os problemas abitraftos pelo contrario fab aquel-
les, em que as quantidades fab confideradas wni-
camente como quantidades, e cuja equagad ex-
prime quanto nelles fe contem ; defla natureza he
o ultimo problema. Os abftrattos tem lantasl fo-

u=
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lugbes , quantas fab as raizes reais da equagad ;
nos concretos porém o numero das folugbes he
cm muitos cafos ainda menor que o numero das
raizes Foﬁzivas da equagad , como fe verd no ex-
emplo feguinte.

277 Probl. VIIL. Refolvends-fe todo o fector
esferico CBAD (Fig. 32) em duas paries , das quais
buma he o fegmento esferico ABD | ¢ sutra a pyra-
mide conica recta CBD 5 pergunta-fe em que lugar
Jerd o fegments igual G pyramide.

Sabemos pela Geometria, que o fe@or esferi-
co he igual 2o produlto da fuperficie do fegmento
esferico BAD pelo terco do raio AC, e que a fu-
perficie do fegmento fe acha multiplicando a eir-
cumferencia ABED pela altura AP. Suppondo
pois a raza6 do diametro para a circumferencia
=7T1:¢c, AC=a,c AP = x, teremos ABED
== 2¢a; logo ferd a fuperficie do fegmento esferi~

v 2
C0=12¢a.x, ¢afolidez do feftor = — cax.

Para ter a folidez da pyramide , deve-fe multi-
plicar a fuperficie do circulo cujo raio he BP pelo
ter¢o da altura CP, Mas BP — /( CB* — CP: )
== ¢/(2ax — xx) ; logo ferd a folidez da pyrami-
de = 2¢ y/( 2ax—xx ) . } /(205 —xx i(a—x)

- 252 (a—x) (2ax — xx). Para que pois as duas

partes do fector fejat iguais entre fi, he neceffario que
clte feja o dobro de huma daquellas ; por tanto te-

2
remos . A e ;;_:[a—xj (2ax — xx ), 0u

4% — 3ax = — 4?, da qual fe tira ¥ =

1a(3xy5).

Para
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Para conftruir o fegundo valor, ou x = 34
2

—_ v/(____q 34— ad) » que he o que convem ao
4
3

problema alual, defcreveremos fobre AM = =4
o femicircullo AOM , e infcrevendo nelle a re-
&a AQ —a, fetirara OM, a qual fendo leva-
da de M até P para a parte de A, determinara
AP == X.

A ontra folugad x = 4 (3 -+ v/5) da x maior
que 24, ¢ por tanto nad pertence 2 esfera, mas a
efle problema abltradto : Sends dividida a linka AN
( Fig. 33 ) em tres paries iguais pos ponfas BeD,
achar na fua direccai bum pento P tal, que a parte
AD feja meia_proporcional entre as diflancias AP e
PN. Porque, feja AD =a, AP = x, teremos
PN = 3¢ —x ; e dando as condi¢des ¥ 1a 1] a2
a—x, acharemos x = 1a (3% v/5); valores que
fe conflruirad como acima, i excepgad de que
fe levarh MO de M até P/ para a parte de N, 2
fim deter APT==1a (34 ¢/5) =1

Cutras applicagies da  Algebra.

478 SF.ja ¢ 0 numero 3,141 &c, ou a cir-
cumferencia do circulo que tem a unidade por di-
ametro ; a circumferencia do circulo do raio @ fera
— 2¢a , e a fuperficie = ca* . Donde [e fegue qu°
as fuperficies dos circulos eftad entre i como 03
quadrados dos feus diametros ; porque tendo fertcl-

pr
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preco mefino valor , ¢a? fomente crefcera como
crelcer a? .

Suppondo que he b a altura de hum cylindro,
cujo raio da bafe he a, ferd a fua folidez = ca?h.
Segue-fe pois que os cylindros eftad entre fi como
os produétos das alturas pelos quadrados dos raios
das bafes. Se as alturas forem proporcionais aos
raios das bales, oun fe for b =ma, fendo m conf-
tante , ferd a folidez =¢mai ; ifto he, os cylin-
dros eftarab entre [i como os cubos dos raios das
bafes.

Em geral, fe huma quantidade fe exprimir por
hom numero qualquer # de fattores , os quais fejad
proporcionais huns aos outros , crefcerd a quanti-
dade do mefmo modo que crelcer hum fa&lor,
elevado 4 potencia n. Seja, por exemplo ,a quan-
tidade 4 == abed ; fe for b = ma, ¢ = pa, e d = qa,
ferd 4 = mpgat , ifto he, proporcional a a4 , lflo
mefmo tem tambem lugar , quando as quantidades
nad fe exprimem por monomios. Logo: 1° Todas
as figuras femelhantes , pois que fe podem confi-
derar como compoftas de triangulos femelhantes ,
fab entre i como os quadrados de qualquer das fuas
duas dimensbes homologas. 2° Os folides feme-
lhantes , pois que f{c podem confiderar como com-
poltos de pyramides femelhantes , fad entre fi como
os cubos de qualquer das fuas tres dimensGes ho-
mologas.

Nab péde agora haver difficuldade em com-
parar as quantidades exprellas algebricamente, ou
ellas fejab da melma, ou de differente efpecie ,
com tanto que fejadb da mefma natureza. Por ex-
emplo, (endo V e v os volumes de dous corpos fe2
melhantes , S e s as fuas fuperficies, L e/ as li-

nhas



242 ELEMENTOS

i J i
nhas homologas ; teremos V'V : VeitLsl;e

3 i
VS:V/J::L:I;Iugol’e:ﬁ. vy, Vvt Sy,

o que moflra que as fuperficies crefcem em razab
menor do que os volumes.

279 Supponhamos a altura de huma pyramide
conica truncada =k, a da pyramide inteira = b,
eada fp}'ramidc feparada ==h’, a fuperficic da
bafe inferior == 5, € a da fuperior ==s'; fera a foli-

sh st bt s!
dez do tronco = —— ==——; mas he b‘n-b\/—-
i 3

5

AR VLY L SR L
ekh=h—hl=h 4‘.-1/.?,01:.5 1/’-‘\/’"
s/ s—sly/s’
=/
k
= -i-l:s+¢u‘+:‘}. Donde fe fegue , que

toda a pyramide conica trancada fe compde de
tres pyramides igualmente altas , das quais huma
tem por bafe a bafe inferior 5, a outra a bafe fupe-
rior 5! , € a terceira huma meia proporcional Vs’
entre as duas bales.

280 Suppondo o raio de huma esfera =4,

ferd a fuperficic de hum dos feus circulos maxi-
mos == ea? , a fuperficie da esfera == 4¢a® , ¢ a fua

logo ferd a folidez do tronco = -:-iﬂ i

folidez == 4ca® . - L
; 3 3
- Vio-fe (277) que a folidez do fe&or, cujo feg-
mento tinha a alturax, era = -;- ca’x , ¢ que 3

da
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da pyramide conica = . anx—;x] (s5%) ; logo

a folidez do fegmento = ';" catx — —;:- (a—x)

(2ax — xx)=¢x* (@ — L1 x ). He pois a foli-
dez do fegmento igual ao circulo , que tem por fe-
midiametro a altura do fegmento, multiplicado
pelo raio menos o tergo da dita altura.

Tendo as exprefsées algebricas das quantida-
des , com muita facilidade fe refolvem os proble-
mas , que fobre ellas e podem propér , como mof-
traremos em dous exemplos.

Pertende-fe  formar buma pyramide conica que
Jeja igual a huma esfera dada , ¢ que tenha por hafe
bum ciréuls maxims da mefma esfera: pergunta-fe
gue altura fe lhe deve dar. Seja x elta altura, ea
o raio da bafe, ferd a folidez da pyramide =

ca® : L. :
—x; e como deve [er igual i esfera doraioa,

teremos —r ORI o , donde fe deduz x =4a;

3
Logo he neceffario que a altura da pyramide [eja
o dobro do diametro da esfera , como confta tam«
bem pela Geometria.
281 Achar o raio de buma esfera , cujo peio he
dado tants ny ar , como na agua.

Demonftra-fe na Hydroftatica , que todo o cor-
po mergulhado em hum fluido perde huma parte
do feu pezo, igual ao pezo do volume do fuido
deslocado. 1fto fuppafto , feja o pezo de huma pol-
legada cubica de agua == p , o pezo da esfera no ar
= P, o pezo da mefma na agua ==P/, 0 raio = x;

Q2 fera
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fera a folidez == -%-—cx‘ , €0 pezo de igual volus

Jume de agua == i; ¢px? 3 logo conforme o princi-

pio expofto P — % px’ == P/, donde fe tira x ==

o/ ALE SR
" p . ;

Se o globo no ar pezar § ongas, €naagua2;
pezando hum pé cubico de agua 72 libras, ou fendo
p= 2 de onca , teremos ,,____Vﬂi___'_?_ =

3 2
. 4'- o L
3

3
1/ —;%s que pofto em calculo por logarithmos

dard .
Rt L . g,5028501
8 . . . CL. g,0969100
o L. 1447313638
L G 0,0311239
Ix. w . 0,0103746

Logarithmo a que correfponde o numero 1,0242 3
logd © raio da esfera ferd de 1,0242 pollegadas.

Havemos fuppofto tacitamente que o globo en-
trava todo na agua em virtude do proprio pezo ; fe
porém for peceffario carregallo com algum pezo,
para o mcrgulhar inteiramente , entad eile pezo
additivo feri a quantidade que devemos tomar
por P’, 0 qual fe fard negativo ; ifto he , teremos

i
N = »\/ EM . Com effeito , fendo nefte
4,

d cafo
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cafo o pezo da esfera no ar menor que o pezo

2 x? de hum igual volume de agva, a differen-

¢a,ou irpx’ — P fera o pefo P’ que fe deve ajun-
tar para a mcrgu1har totalmente 3 'ltlgo teremos

i P!
'%."‘ cpxi—P=—P/, da qual fe tira x=—= ‘/ .312.3_},

Das Linbas curvas em geral , e em particular
das Seegies Canicas,

282 D As linhas curvas que a Geometria
confidera , em razadé do grande ufo que tem na
conflrucgad das equagdes , e nas [ciencias Filico-
Mathematicas , humas fad tais que cada hum dos
feus pontos fe pode determinar pela mefma lei,
ifto he, por calculos e operagbes {femelhantes ; em
outras porém cada ponto fe determina por lei
differente 3 ainda que elta mefma differenga he fu-
jeita 2 huma lei,

As linhas tragadas 20 acafo , como , por exem-
plo, os rafgos de huma pena fobie o papel , na5
podem fer obje®to de huma Geometria rigo-
rofa. Sem embargo , a theoria das curvas conduz
a imitar delineamentos rebeldes ; e a arte de achar
approximadamente o nexo entre quantidades , cuja
lei he’ ou defconhecida , ou muito compoﬂa . nad
he a applicagad menos util da Algebra & Geome-
tria , como adiante veremos.

Para poder defcrever as curvas de que trata a
Geometria , he necetfario conhecer a lei, a que el
tad
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tab fujeitos os differentes pontos de feu perimetro,
De muitos modos pode ella fer dada, ou indi-
cando-fe o meio para defcrever as curvas por mo-
vimento continuo , como v. g. a refpeito do cir-
culo fe faz girar huma linha ao redor de hum
ponto ; ou antes enfinando-fe huma propriedade
que pertenga conftantemente a cada ponto da cur-
va , como por exemplo , fabendo-fe que todo o an-
gulo do femicirculo he re@o (31. 3. Eucl.), po-
demos defcrever o circulo do diametro dado AR
(Fig. 34), tirando da extremidade A huma infini-
dade de linhas AC, AD, AE, &e. , e conduzin-
do pela outra extremidade B as perpendiculares
BC, BD, BE, &c. , entad os pontos C,; D, E, &c.
perteucerab ao circulo que tem AB por diame-
tro.

Finalmente a lei tambem péde fer dada por
huma equagad, e aflim o fupporemos fempre ,
porque os-dous primeiros modos fervem para achar
a equagab que exprime a lei. Reduz-fe pois efta
theoria a reprefentar a natureza de qualquer cur-
va por huma equagab, a qual ferve para defcre-
ver acurva, e moftrar os feus ufos e proprieda-
des. De tudo ifto vamos a dar hum exemplo no
circulo, que ja conhecemos pela Geometria ele-
mentar. :

283 Supponhamos que da curva AMB (!-'fg.ghsg
fabemos tad fomente, que a perpendicular P
tirada de qualquer ponto M fobre a linha AB he
meia proporcional entre as duas partes AP e PB.

Para exprimir efta propriedade em equagad,
feja AB—a, AP=x, PM —y; ¢ teremos
AP(x):PM(3):: PM (y)iPB(a—x), ifto
he yy—ax —xx.

. Para
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Para defcrever agora a curva , concebamos AB
dividida , por exemplo , em 10 partes iguais , €
tiremos por cada ponto de divifad as perpendicu-
lares pm , pm, &c. Elta claro, que fe na equagab
fuppuzermos fucceflivamente ¥ igual a cada huma
das linhas Ap, Ap, &c.,ferd y igual a cada huma
das linhas correfpondentes pm , pm , &c. ; porque a
equacad exprime , que para qualquer valor de x
he fempre y meia proporcional entre x ea—x,
e cfta he a propriedade que fuppomos a cada
huma das perpendiculares pm. Logo pela equagad
acharemos fuccellivamente cada ponto da curva,
dando a ¥ muitos valores, ¢ calculando os corref-
pondentes de y. Por exemplo, na hypothele de
a=—10, a nofla equagad torna-fe em yy =— 1o¥
— xx , € teremos

¥==0; 1I; 13j $4 0 &Y §% U85 ¥y % g% 20
Ym0 R R it X540 Bgs i g N3 O

Tomando pois eftes valores de y fobre as perpen-
diculares correfpondentes aos valores 1, 2, 3, &c.
de », e fazendo o melmo para a parte debaixo fo-
bre as perpendiculares pm’, pm’, &c., determi-
naremos os pontus m, m, m', m’, &c. pertencentes
& curva que tem a propriedade dada.

Querendo ter maior numero de pontos , fuppo-
remos AB dividida em maior numero de partes,
em 100, por exemplo , ilto he , poremos a = 100;
ou confervando o mefmo valor de @ — 10, dare-
mos a ¥ os valores intermedios entre 1, 2, 3, &c. ,
e calcularemos os correfpondentes de y.

Os dous valores de y — o moftrad que a
curva encontra AB nos dous pontos de A e Bh’ em
um
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hum dos quais he x —o, e no outro he ¥ — 10.
A equagab tambem moftra o mefmo ; porque nos
lugares em que acontece o dito encontro , he =0,
e metendo efte valor na equagad , teremos o—
x (a — x) : logo como efte produ&to he nada, quan-
do x—=o0’, e quando x —a , fegue-fe que y ferd
nada neftes melmos cafos ; ifto he , a curva encon-
trard a linha AB no ponto A em que x=—=o0, e nq
ponto B em que x = 10.

284 Affim, para exprimir em equagab a natu-
reza de qualquer curva, reporta-fe cada hum dos
feus. pontes m , m (Fig. ?5} a duas reftas fixas AB,
AOA que facad entre li hum angulo conhecido ;
porque he claro , que imaginando conduzidas pelos
pontos m , m as linhas mp, e mp’ parallelas a OAO,
e AB, feri determinada a poficad de cada ponto,
fe forem conhecidos os valores das diftancias mp’e
pm, ifto he, de Ap e pm, ou o valor de huma, e a ra-
zab entre ella e a outra. A expreffad analytica da
razab que tem entre [i as linhas Ap e pm para cada
hum dos pontos # , da a equagad da curva, a qual
que fera mais ou menos compofta conforme o grio
mais ou menos elevado da equagad.

As linhas Ap ou mp’ chamab.-fe abfciffas , e as
linhas mp ov p’A chamab.fe ordenadas ; humas e
outras tem o nome commum de cosrdenadas da cur-
va. E como pertencem indifferentemente a qual-
quer ponto da curva, o feu comprimento varia a
cada inftante, pelo que tanto ellas , como as le-
tras x, y, z, &c. que as reprefentab « fe chamad
indeterminadas. O ponto A donde fe comegab a
contar as abfciffas chama (e a origem das abfciffas, €
o ponto donde fe comecad a contar as ordenadas
Ap' ou pm , origem das ordenadas, .s’Lindn'qu.lri cltes

ous
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dous pontos na Fig. 35. nab fad differentes, com
tudo nad ha outra razab para contar as ablcilfas do
mefmo ponto, de que fe contad as ordenadas ,
mais que a da fimplicidade. Como as ablciffas fe
podem tomar de huma e dc outra parte da origem,
ferab negativas aquellas que eftiverem na parte do
eixo contraria 4 que fe confiderar como politiva.
Na poligab das ordenadas nada ha de effencial , fe
nad o ferem parallelas entre fi ; podem fer perpen-
diculares, ou obliquas ao eixo das abfciffas. As or=
denadas tambem fe diltinguem em pofitivas ¢ nega
tivas,, conforme cftab paia huma, ou para outra
parte do eixo das abfciffas.

285 Molftremos agora como por meio da equa-
¢ab de huma curva fe achad asfuas propriedades,

1° Do meio C de AB tire fe para qualquer
ponto M a re&a CM ; o triangulo CPM feri fem.
pre reftangulo , e por confequencia teremos CM?

=MP?4-PC*=)* + 1a* — ax + x2 ; e como
yy = ax — xx (283}, acharemos CM =17, ifto

he, todos os pontos M, m eftad em igual diftan-
cia do ponto C ; propriedade diftin&iva da circum-
ferencia do circulo.

2°  Se conduzirmos por qualquer ponto M, ¢
pelas extremidades A e B do diametro as reftas

MA , MB, teremos AM? — AP? 4 PM* =
** 4y —ax, e MB*=PM? 4 BP* =y* 4 a2
— 26x - x? = —ar -} a* . Eftas equagdes foma-
das daé AM® 4 MB?® = a2 — AB?, que he a
propriedalde do triangulo re@angulo ; logo todos
05 _angulos AMB a6 rectos.
i 30
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3° A equagad AM*® — axdi x AM ! AM ! a;
logo na curva de que fe trata, todas as cordas AM
fad meias proporcionais entre o diametro AD eo
fegmento correfpondente AP. Semelhantemente fe
acharié as outras propriedades.

Se contaffemos as abfciffas do centro, ilto he
fe tomaffemos CP, Cp, &c. por abfeciffas, eftd
claro que reprefentando cada huma por z, teria-
mos x =— 1 a — 1z, ¢ conleguintemente a equagad
do circulo 4s coordenadas perpendiculares , conta-
das do centro, ferd yy— } aa — zz.

OQutra qualquer propriedade pertencente a todos
os pontos da curva , fendo traduzida algebrica-
mente , dard a mefma equagab is meflmas coorde-
nados. Se houver porém mudanga na origem , ou
na direccab dellas, ou em ambas as coufas junta-
mente , poderd apparecer huma equagad diiferen-
te , ainda que fera fempre do mefmo grio. Have-
mos vifto, que pela mudanca das ablciffas , em
lugar de yy==ax — xx tivemos a equagab yy =
1 aa — zz do mefmo grio , a qual,, como foi de-
duzida da primeira, tem a mefma propriedade por
bafe. Porém fe traduziffemos a propriedade que
tem MC de fer fempre a mefma, cigualaja,
entab conlervando as mefmas denominagdes , te-
riamos (47. 1. Eucl.) yy 4-2zz2= }aa, ilto he yy =
j aa — zz , como deduzimos de outra propriedade.
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Da Ellipfe.

286 COnﬁdmmns agora a curva que tem a
propriedade de fer a foma MF - Mf.( Fig. 36. ]}
das diftancias de qualquer dos feus pontos M aos

ontos fixos F e f, ignal a huma Jinha dada a.
‘fta curva tem o nome de Ellipfe, as diftancias
MF e Mf chamad-fe raios veélores , © as pontos
F e f, os ficos.

Para deduzir a equagad , tome-fe huma linha
determidada , por exemplo Ff, para eixo das abf-
cilfas, cuja origem feja em A na diftancia CA =
} a do meio C de Ff. Tire-fe a ordenada MP, ¢
faga-fe CB=CA: feja AP=x, PM =y,
AF—¢, FM =z;feri FP =% (x—¢), con-
forme P cahir entre Fe B, ou entre Fe A; fP =
@ — x —cj e pela propriedade da curva, Mf =
a— z,

Ifto _poﬁu » 0s triangulos re@angulos FPM ,
SMP dat FM? = PM? 4 FP*, ¢ Mf? — PM*
4fP; 00 2=y b2 —20x4ct, € @ —
24z 4 2° = y* =} 4? — 2ax 4 x? — 2ac 4 2x

ax -4 ac — 2cx

-+ ¢, das quais fe deduz z = = H

logo fubltituindo efte valor na primeira equagad,
dac — 4Jee

teremos . s . W=— [ax-—x‘x']‘.

287 Por efta equagab podemos defcrever a cur-
¥a por pontos, como havemos feito (283) a ref-
pei

-
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peito do circulo. Alem defte methodo temos o fe-

uinte.
. 288 Tomando CA=CB=1a, doponto f
como centro com o intervallo arbitrario Br defcre-
ve-fc hum areo , e executa-fe 0 mefmo do ponto F
com o intervallo Ar ; os pontos de interfecgad
M e M! dos dous arcos pertencerad i ellipfe.

289 A propriedade fundamental de que dedu-
zimos a equacad da curva, di hum meio muito
fimples 1pam a defcrever por movimento continuo.
Fixem-fe em dous pontos F e fas extremidades
de hum fio FMf maior que Ff, o qual fe eften-
da por meio de hum penteiro M; entab o ponteiro
movendo-fe ao redor dos f6cos, de maneira que
o fio fe conferve fempre eftendido , irda marcando
os pontos da elliple; porque em todos os pontos
que elle defcrever, a foma das diltancias M e
fM fera a mefma.

200 Donde fe fegue, que tomando o fio FMf

igual 2 AB, acurva pallara Xclas pontos AeB;

porque AF — Bf; logo AF 4 Af— AB, ¢
BF + Bf = AB. "A equagab moitra ifto mefmo,
porque , pondo-fe y=o, di x (e —x)x=0, que
quer dizer que a curva encontra a linha Ff
produzida, quando x == o, ou no ponto A, e
quando ¥ —a; ou no ponto B, ]

291 A equagaby — = 1/4’.1;541‘. (ax— xx)

da a cada abfciffa duas ordenadas iguais com fi-
nais contrarios, e por tanto moftra que a curva
tem dous ramos iguais , hum de huma parte do
eixo AB, eoutro da outra parte ; e que a perpen-
dicular DD (Fig. 37) conduzida por C divide a
curva em duas partes iguais ¢ femelhantes.

292

-
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292 A linha AB he o eixo maior da ellipfe,

DD’ o eixe minor, e o dobro mm' da ordenada

ue paffa pelo foco , 0 parametrs, Os pontos A, B,

i), D’ fab os vertices dos eixos, € o ponto C
he o centrs da ellipfe.

293 Se fuppuzermos ¥ — AF = ¢, teremos

2 (ac —cc)

, ¢ por confequencia mm'=
a

b

4 (ac— ec)
a
druple da diftancia ¢ do vertice as fico,

40c — Jic

. Logo o parametro he menor que o qua-

Seja = p; 2 equacat da ellipfe fe mu-

dard entad nefta mais fimples yy = i{lx—xx].
a

294 Se fuppuzermos ¥ — AC=—1a, teremos
39 = CD? =ac — ¢c= AF x BF ; donde [c tira
AF:CD:: CD: BF. Logo o femicixo menor be
meia proporcional entre as diftancias de bum ds fi.
o5 aos dous vertices.

. b
Scja DD'=1#, fera --é — ac— ¢ , €a equa-

cab fe mudard nefta de que fe faz muito vfo .. .

y= (ax — xx).

aa
Dos valores de p e b fc dedoz pa = bb, e
confcguintcmcntc e e p. Logo o parametrs

be huma terceira praporcional aos eixos maior ¢ me-
nor,

195
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b

-1
% (a— x) .. bb ! aa ; logo o5 guadrades das ordes

nadas ao eixo maior fai para s priductes das fuas
abfciffus , coms o quadrads do eixo menor be para o
quadrads do ¢ixs majer ; € conlegnintemente os
uadradss das erdenadas eflai entre fi como o5 pro-
duties das abfeiffas correfpondentes.

296 Se fobre AB ( Fig. 38.) delcrevermos o
circulo AEBE! teremos PN® — ax — xx; logo

295 A equagad yy =

i (ax — xx) da gy ¢

kb 2
feriyy:-—a- PN? ,aqual da y PN Il 84,

ito he PM : PN :: CD: AC ou CE ; logo asor<
denadas da ellipfe [ai proporcionais @s do circuls def-
crits fobre o eixs maior. Podemos pois delcrever
a cllipfe com muita facilidade por meio do cirs
culo.

Donde fe fegue , que o circulo he huma elli-
ple, cnjos eixos a € b fad ignais, ou cuja diftan-
cia do vertice a0 foco he igual & ametade do eixo
maior, ou tambem cujo parametro he igual ao

diametro ; porque fuppondo =42, c=14, ¢
p=—a, todas as tres equagbes da ellipfe fe tornab

na do circulo yy = ax — ¥,

297 Vé-fe pois claramente, que huma linha
vnica, ilto he o diametro, determina o circulo §
mas nad bafta o eixo maior AB ( Fig. 37.) para
determinar a ellipfe ; he neceilario alem diffo co-
nhecer ou o eixo menor b, on o parametro p, o0
a diftancia ¢ do vertice ao féco. Havemos vifto

como le defcreve a ellipfe no cafo de fer dado ©
ei-
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eixo maior com a diltancia do vertice ao féco.
Quando porém fe derem os dous eixos, para def-
crever a curva por movimento continuo, he ne-
ceffario determinar os focos. Ifto he facil de fa-
zer , defcrevendd do ponto D como centro com
o intervallo AC—=—1a dous arcos, os quais cor-
tarab o eixo maior nos pontos procurades F e f,
Se for dado o eixo maior com o parametro’, deter-
minaremos o eixo menor , tomando huma meia
proporcional (294) entre as duas linhas dadas, e
aflim reduziremos efte cafo ao precedente.

208 Pdra tirarmos huma tangente a qualquer
ponto M ( Fig. 39. ) da ellipfe , produziremos o
raio ve&or fM até G , de forte que feja MG =
MF ; e urando GF, conduziremos fobre ella por
M a perpendicular MT, « qual feri a tangente ,
ifto he, encontrari a curva unicamente no pon-
io

Porque fe a encontra em outro Ennta , por
exemplo em N , entaé tirande Nf e NF, pela pro-
pricdade fundamental da ellipfe fera FN 4 Nf
=FM 4 Mf, ou (4.¢5. 1. Eucl.) NG 4 Nf
= Gf; masifto he abfurdo (20.1. Eucl.); logo o
ponto N nad pertence a ellipfle.

299 O angulo FMO =GMO = fMN. Logo

na ellipfe os raios vellores formaa angulos iguais com
a tangente Como fe fabe por experiencia, que hum
faio de luz , quando encontra huma fuperficie, fe
reflefte fazendo o angulo de reflexad igval ao an-
Fulu da incidencia ; os raios que partirem do féco
uminoflo F, e encontrarem a elliple , irab reu-
nir-fe no outro féco f'; e reciprocamente,
Se
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Se conduzirmos por M ( Fig. 40.) fobre a tan-
gente M'T a perpendicular M1, efta linha que fera
tambem perpendicular 4 curva , dividira o angulo
FMf em duas partes iguais ; porque fendo IM’
IMTY, fe tirarmos os angnlos iguais FMT, fMT/,
reftara FMI = IM/.

300 A linha Pl chama-fe a Subnormal, MI a
Nermal , PT a Subtangente.

Por quanto temos FMI —=IMf, ferdi Mf:
MF :: f1: FI (3. 6. Eucl.), e conleguintemente
Mf 4+ MF (o) : Mf—MF (a— 2z ) ;. f1 4+ FI
(a—2¢) : f1 —Fl (@ —2c—2F1 ) da qual fetira
FlLo f2—2% _ alc—zact < adr—gqace 4 4o

a a? y

logo P1 =Fl —(x—¢) = - E::f- (ac—cc) =

i ) Tasd).

da
\ PM:: a? "1
q01 A fubtangente PT = T W ¥ (Fa—=x)

ax — XX
— -

‘: i — X

As exprefsdes de PI e PT podem fervir para ti-
rar huma perpendicular, e huma tangente a qual-
quer ponto M da ellipfe,

702 Como PT nab depende de 4, todas as
tangentes a pontos correfpondentes de todas as el-
lipfes , defcritas fobre AB como eixo inaior, fe
encontrab no mefmo ponto T do eixo. Pelo que
a tangente ao ponto N do circulo defcrito fobre AB

como
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¢omo diametro ( Fig. 38.) encontrari ‘0o mefine
ponto do eixo T atangente a0 ponto correlponden-
te M da elliple.
Porque he CP—=1}a — ¢ (Fig.40.), fera CT
CP o PTam A0 B0 0 e
ey o M TR o itk ol
AC L AC:CT; roporgad. , pela qual fe deter.
mina com fumma lja]cilidadc: oponto T , Por on-
de pafla a tangente MT.
323 O triangulo nﬁtangulo TPM di T™
r 2% 60X — xx
&= ‘/l(ex-—xx-!- — (Ju—2) ){}a—x,r‘ ].
394 A ellipfe tem grande ufo na ArchiteQura
aval. A curvatura , por exemplo, da fiperficie
exterior dos maftros , he a de huma porgad de el
liploide , ifto he , de hum folido gerado pela
revolucad da ametade de huma ell iple a0 redor do
eu eixo maior,
395 Se de qualquer ponto M tirarmos fo
bre o eixo menor a perpendicular ou ordenada

MP'; e fuppuzermos DP' = ¥’ , MP'— 7', te-
Temos y =3 —=x', e x=1a—yl. Subfti-

tuindo eftes valores na equagad yy = i::' Lo

— ¥x) , acharemos ;';*z«j—:—(h'—#'-f’“
€quacad’ femelhante a que fe deduzio para o eixo
maior ; por tanto tiraremos conclusGes analogas
(295 , 206).

306  Para termos as linhas P’ [/ oJTEEWETT,
MT" pertencentes a0 eixo menor , imitaremos
0 que fizemos arefpeito do eixo maior » ulando

R das
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das linhas correfpondentes , e ﬂonrian%dc'ia feme~
lhantes , que fe reconhecem na Figura. Defte mode
acharemos valores em x’ femelhantes aos deduzi-
dos em » relativamente ao ¢ixo maior.
Tambem damos hum parametro ao eixo me-
! nor , entendendo por efta linha nad o dobro da or- |
denada , que palfa pelo féco do eixo menor , por-
que nad o ha; mas huma terccira proporcional
aos dous eixos menor e maior (204) .
307 Se quizermos contar as ablciffas do centro
C, poremos CP =z, e fubflituindo fa — zem

| ugar de ¥ na equagal yy = 'j_,i' (ax — xx) , € nos
valores de PI, PT ,CI, ¢ TM, acharemos yy

i bb P +
I'M. (inc..._zz:l » Pl = — - :PT :__L -—2'
ada ﬂ.— ==

[ =
g e TM == 4/ [ (taa—zz 4 252

jda —z% ]
[’ T )
e A
Como os valores de z comecadem C , e aca-

bab em A, parece que a equagad y= = —

+/{1aa — zz) di f6mente ametade DAD’ da el-

lipfe. Porém como devemos dar 2 z tanto valores
pofitivos , como negativos , éftd claro, que eftes
yltivios darab as ordenadas pm , que determinad
a outra ametade DBD'; aqual he igual e feme-
hante & primeira DAD’ , porque a quantidade

b i
+ — 4/(iaa — zz) nab muda de valor pela fubfti-
[

tuigad de — = em lugar de == .
308
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308 ' Da-fe o nome de diametrs atoda a reta
MCM' (Fig. 41.) . que paffa pelo centro da elli-
ple . e termina nos dous pontos oppoftos da cur-
va. Se conduzirmos pelo centro a re@ta NCN' pa-
rallela @ tangente em M, fera6 NCN’ e MCM'
0s diametros conjugadss. As linhas mO parallelas &
tangente em M (a6 ordenadas ao diametro MCM?,
¢ as partes MO fad as abfciffas. O parametrb de
qualquer diametro he huma terceira proporcional
20 mefmo diametro ¢ 30 feu conjugado.

309 Para moltrarmos que as ordenadas a hum
diametro tem propriedades femelhantes 4s das or-
denadas aos eixos , tirem-fe as perpendiculares
mp , OQ ao eixo AB, e a re@ta ms perpendicular
20Q, Seja AB—a, PM—,,CP=2,05
=g, CQ = ¥ ; teremos AP — ia—=z, PB
=latz, Ap=Ja—k—g, pB —1ls
+ k4.

Os triangulos femelhantes TPM , mSO dad

SO = -—{zl——, ¢ outros dous CPM, COQ,

j0a — zz

F
tambem femelhantes dat QO — -j— i logo pm

=Q0 50 — 3!-—-.-_. L it il pela
z jea — zz

ropriedade da elliple (295) pm® % AP. PB—

EM’ X Ap.pB; ']ogo{fughﬂi:uinda » € reduzindo ,

Laakk T
te C et R ) S ¢
remos - +

1
= loa — gg.
laga —zz — * £

Notemos de paffagem | que quando a linha mO
paffa pelo centro, ifto he , quando-o pento O cahe
R 2 - To-
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fobre C , hie # ==0, ¢ g =— CR 5 logo fubflitnin~
do eftes valores na equacad achada , vird CR=
= jaa —zz = AP. PB.

Fazendo agora CM = 14", CN =1V,
m0O =y', CO===z', os triangulos femelhantes
CPM, CQO dat k= f{z; , € os dous CNR ,

mSO tambem femelhantes dad CR = -J—igf; logo
¥

I
1 geb'!
CR* = ~——

¥
dous valores de CR? , refultard gg —

3 donde , igualando entre fi os

y'y'(}aa—=z)
V1 I

Subftituindo pois os valores de gg e bk na equagad

1 ﬂﬂia{‘ gg‘;: ’

Taz + laa — 2% = loa — gg , tercmos

w gLy "’,'5' Pt Tl
yly S (3a'a"—z’2") , femelhante a3 que

achimos a refpeito dos eixos.
gto Pondo y'=o0 , teremos z'= = 1a'.
Logo a curva encontra a linha MM em dous pon-
tos M e M’ equidiftantes do centro, ¢ por con=
fequencia todos os diametros da elliple fad certa-
‘dos no centro em duas partes iguais.
!

311 A equagad y =z y(id'a — ='z")

moftra que qualquer diametro MCM' divide em
duas partes igoais: as fuas ordenadas mom’, ou a8
parallelas & tangente em M, e confeguintemente
tambem a ellipfe inteira.

312 Donde fe fegue, 1° que a tangente lil"m
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N he parallela ao diametro MM’ ; 20 que as or-

denadas Om ao diametro MM’ fa6 as ordenadas

a0 circulo do diametro MM’ , diminuidas po-

rém ou augmentadas na razab de o’ . 4', e incli-

nadas debaixo de hum angulo igual ao comprehen-,
dido pelos diametros conjugados.

Para fabermos em que lugar a'=73%", ou onde
as ordenadas fad iguais ds do circulo, fubflituire<
mos CP (z) em lugar de CR na equagad CR?

=laa —zz , e teremos z =1 a /%, quanti-

dade real ¢ independente de 4 , a-.qual moftra , que
cada elliple tem dous diametros conjugados iguais,
¢ que eftes fe determinad do mefmo modo  em to-
das as clii[P['es que tiverem o mefino eixo, Para os
achar , defcreva-fe fobre o eixo maior como diame-
tro (fig, 38.) o femicirculo ANEB, e dividindo
em duas partes iguais no ponto N o.arco AE de-
- terminado pelo eixo menor CD produzido , abai-
xe-fe NP, que corta a ellipfe em M ¢ M’; ferad
CM e CM' os dous diametros conjugados iguais ,
Pois que o triangulo reétangulo ifofceles PCN da
CP=CN v} —ja v,
313 Se conduzirmos do centro C (Fig. 42.)
a perpendicular CF fobre a tangente;feri CF
PM.CT TM.CR
=M ¢ CN = ——— loge

PT
CF.oN = ST CR  yab (307, 300);

ifto he ( tirando a tangente N'T'7 ‘até encontrar
TM em 1) CMIN == Za . 3b . Logo todes os
parallelsgrammos formados pelas tangentes nas. ex=

tre-
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tremidades dos diametrss conjugadss [a iguaes entre
Ji » € ao reétanguls farmada pelos erxos.

314 Os triangulos femelhantes TPM , CRN
dad RNa::E—Rl;—TI-’E- =i:— ; mas pelos dous
triangulns relangulos CRN , CPM temos CR?
-+ RN?*+4 CP* 4 PM® — CN7 4- CM?, logo
fubftituindo nefla as exprefsées algebricas das li-
nhas , fera CN® 4 CM* = 1a2 + 14 . Don-
de fe fegue , que na ellipfe a foma dos quadradas de

dous quaifguer diametros conjugados he ignal G foma
dos quadrados dos dats etxos.

315 Por quanto temos CN* = CR* 4 RN*
b2z2
= la* — 2* 4 =, ferd (307) TM* = CN*

az
( h!zﬂ_ z2 ). Porém os triangulos femelhan-

tes TPM ,» MP/T"dag MT’ — ‘P—'h%w“
CN? 3 2*

-— , ¢ confeguintemente

jat — 22
TM ¥ MT?=CN?* = Ip" ¢ CM (308), fen-
do p' o parametro do diametro MM’; donde fe
tia CM:TM :; MT'; p’.

O circulo defcrito fobre TT? como diametro
(Fig.43.) paffard pelo ponto C, porgue o angulo
TCT! he re&to ; I}; produzirmos pois CM até en-
contrar a circumferencia em V.:cremmfgs.g.EucL]
CMITM i MT’; MV ; logo MV ==:{‘}r’-5
31

logo MT'* —
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16 Daqui fe infere , que para defcrever a cl-
l]p?—:'. quando fa6 dados os dous diametros conju-
gados MM’ , NN’, com o angulo que formad en-
tre fi, produziremos CM ate V, de forte que
MYV feja igual & ametade do parametro , e do meio
X de CV levantaremos a perpendicular XZ , que
encontra em Z a linha TT’ conduzida por M pa-
rallelamente a NN’; defcrevendo entad do ponto
7 romo centro e com o intervallo ZC hum cir-
culo, que cortard TT' em dous pontos T e T,
as reftas: TC , T'C conduzidas por elles para o
centro ferad as direccbes dos dous eixos, A fua
grandeza fe determinara abaixando as perpendicu-
lares MP, MP’, etomando CA (302) igual a
huma meia proporcional entre CT e CP ; ¢ CD
igual 2 huma meia proporcional entre CE7e CP’,
como fe deduz dos triangulos femelhantes TPM ,
o b 0 WA fy

317 Para reflolvermos analyticamente efte pro-
blema, feja MM! =—m , NN = »n, e o angulo
MCN =, teremos (314) m* 4 n* = a* -} §? ,
€ (313).mn fen « — ab , porque (Trig. 174. ) CF
=mfens ( Fig.42.,) ; logo a =1 /(m* - n*
=+ 2mn fm:-]—i- Lyf(m*4 n*—amn fena)ve
b =1 y/(m* 4 n* 4 2mn fon o) — § yf(m* + n*
= 2mn fen o),

Para acharmos a dir:c;a& dos eixos , ou o0 an-
gulo MCT, que reprefentaremos por ¢ , temos no

triangulo CMT (Trig.173.) fen T ou fen (s —¢) &

Ccp

CM (4m):: feon TMC (fen ) 2 CT (ot )
: ' lo- /
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a* fen (a — o)
2m fen s
Qangulo CMP (Trig.162) di 1% im :: esf 92
Cp QUM

Jogo CP =

. Maso triangulo re«

; logo teremos m* fen a cof o

imj'ru-
==a* (fen a ¢of o — eof « fen o) (Trig.34), e di-
Al
vidindo por ¢of¢, vird tang = A tang = ,

que fe p6de exprimir em m e n, fubflituindo por
a o valor achado. !

Da Hyperiola,

218 S E a curva (Fig.44.) tiver a proprieda-
de de que a differenca Mf — MTF das diftancias de
cada huin dos feus pontos M a dous fixos F,f, feja
fempre 2 me[ma, e igual 2 huma linha dada a; pa-
ra acharmos a fua equagad , tomaremos huma li-
nha Ff, por exemplo , para eixo das ablciffas,
cnja origem feja v. g. no ponto A em diftancia
CA = {a do ponto C meio de Ff, e faremos
CB = CA. Supponhamos AP — », PM — Fa

AF=¢, FM =2z, feri FP = = (¢e—x), fP

=c¢~a-x, epela propriedade da curva, Mf
=a-4z.

Os triangulos reftangulos FPM , £PM dad
O —20x4 27 4 = 2%, e 2+ 2ac°'} a*
Fdaxd2ex a2 4y = a* f 20z 4 2%, das

quais
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2x - ac 4 ax

3 ;
tuindo efte valor ma primeira equacad ; teremos

5= 'W_":t;w(uo-{-xr}.

quais [e tira z —

3 logo fubfti.

319 Elta equagad péde fervir para deferever a
curva por pontos, dando a x muitos valores, Tam-
bem fe podem achar fucceffivamente os mefmos
pontos , tomando arbitrariamente huma parte Br
maior que BF , e defcrevendo do ponto f como
ceatro , € com o intervallo Br hum arco , o qual
feja cortade em M por outro arco defcrito do pon-
to F como centro, e com o intervallo Ar.

Se quizermos porém defcrever a curva por mo.’
vimento continuo , fixaremos no ponto /" huma
regoa indefinida, que poffa girar a0 redor delle :
em F, e em'hum dos pontos %ﬂa regoa atare-
mos as extremidades de hum fio FMQ, que feja
igual a fQ — 4. Depois, por meio de hum pon-
teiro applicaremos 4 regoa huma parte MQ _do
fio', e movendo o ponteiro de M para A, de jorte
que o fio fe conferve fempre eftendido , a regoa
112 abaixando , 2 parte FM diminuindo , ¢ o pon-
teiro delcreverd a noffa curva, & qual fe di o no-
me de Hyperbola. Com effeito , JM —FM ferad
fempre igual a a.

ki (ax - xx)
aa

moftra que a curva tem dous ramos AM , AM"

iguais e infinitos, hum de huma , e outro da ou-

tra parte dalinha AB produzida, a qual fe cha-
Wa o primeirs eixa.

320 A equacad jy —

328
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321 Se fizermos » negativo , ou fe fuppu-
germos que P cahe porcima de A, y =

- 1/ 42-1____?.—;45'_ (xx —azx) ferd imaginario em

quanto for x < a , e por confequencia nad haverd
curva delde A até B ; mas comecando a fer x > a,
as ordenadas tornad a fer reais,, e aflim comega
em B huma nova por¢ad de curva mBm’, a qual
tambem tem como a primeira dous ramos ingni-
tos , hum de huma , e outro da outra parte de AB
produzida ; e he perfeitamente igual 4 hyperbola
pofitiva, pois que tomando Bp = AP , xx—ax
ou Ap X p B vem aferigual a2 AP x PB, logo
pm = PM.

322 Se na equagab puzermos y == o, achare-
mos que a Curva encontra o €ixo nos dous pontos
AeB,emque x —0, cx——a,

323 Para termos o valor ‘da ordenada Fm",
que paffa por F (efte ponto chama-le fico , co-
mo tambem o ponto f) faremos x=¢ , € Vi-

R -:f—_l'-:f- I; logo ferd o dobro delta
ia

- I o W% i ac 'r_i l-_
quantidade , ou m" m _4.( o ). Efta li

pha chama-fe o parametrs da hyperbola. Se a re-
prefcntarmos per p 5 teremos huma equagad mais

fimples da curva . . . yy=— ..E- (ax 4 xx) .

Da equagad p=— oo i—_ﬁf. =4
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deduz que o parametrs do primeirs eizo da byperbola
be maior , que o quadruple da diflancia do vertice A
ao fico F.

324 Sedo ponto C meio de AB fe levantar
a perpendicular DD’ = 2CD , tal que feja CD?
= Af X FA = ac + ec, ferd. DD/ o fegunds eixo
da hyperbola. Reprefente-fe efte por 4, teremos
bb = 4ac + 4cc 5 e fubftitvindo na equacab da

;. b,
curva, vird . , . )'J'=a—‘\“"'+”]'

Vé-fe pois que as tres equagbes da hyperbola f6-
mente differem das tres correfpondentes da ellipfe
nos f{inais de ¢¢ e xx.

Da ultima equagab achada fe tira yy (PM? ) :

ax <4 xx (AP ¢ PB):: 44 (DD'2 )2 aa (AB*)
Logo : Na byperbola os quadrades das ordenadas as
primeire cixs [ai para os produffes das [uas abfcif=
Jas , coms o quadrads do fegunds eixe be para o qua=
drads do primeire ; e conleguintemente os guadra-
des das ordenadas efics entre fi como  os produttes das
abjcifJas corrgfpandentes. e

Quando a =14, a curva chama-fe hyperdola
equilatera, ¢ a equacab fe torma em yy =— a¢ Xy
a qual nad differe da equacad do circulo , fenad no
final de wxx.
4ac 4 gec

a
+ 4cc, lerhap = ib,ilohe a:d :: b:p. Logo
© parametto do primeiro eixo he homa terceira
Proporcional ao primeiro ¢ ao fegundo eixo.

325

Por quanto he p =

y € bb = qar




268 ELrrzMENTOS

‘325  Se tirarmos por D a re&a DA, no trian-
gulo re&angulo DAC teremos DA — /(} 44

+ iaa) = y/(¢c + ac + }aa)=— ¢+ }a = CF.
Logo , para acharmos os focos quando forem dados
os eixos , tomaremos CF — DA ; e pelo contra-
rio para acharmos o fegundo eixo quando for da-
do ¢ primeiro com os fécos , delcreveremos do
ponto A como centrv , e com: o intervallo CF
hum arco , que cortara a perpendicular DD’ no
ponto procurado D '

326 A defcricad da hyperbola depende pois de
duas quantidades , a faber : ou dos dous eixos ; ou
do eixo maior e dos fécos ; on do eixo maior e
do parametro ; e pelo que bavemos dito péde fem-
pre effeituar-fe por algum dos methodos indicados.
Se fofle dado , por exemplo , o eixo maior com o
parametro , procurariamos huma meia proporcio-
nal entre eftas linhas , ¢ teriamos ‘o [egundo cixo,
o qual ferviria para achar os f6cos.

27 Se fobre Mf ( Fig. 45.) tomarmaos a parte
M ..3: M¥, a peéendiiulasr )MT tirada :})e M
fobre FG fera tangente da hyperbola , ifto he,
nad encontrard a curva fenad em hum {6 ponto M.

Porque (¢ a encontra em algum outro ponto N de
TM, tirando NF , Nf, e NG, ferda NF = NG.
Mas he Nf < NG 4 Gf, logo fera Nf — NF
< Gf, ifto hey Nf = NF < Mf — MF ; lo-
go o ponto N nad pertence & hyperbola.

v Pela ‘conftruccat FMO — OMG = NMQ.
Logo fe F for hum ponto luminofo;, osraios que

delle fahirem, & encontrarem a concavidade MAM/,
fe reflectirad como fe partiffem de f. 328
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228 Por quanto temos ( 3. 6. Eucl.) fM
(z+a):MF (z) .. fT (a+t2¢ — FT):

FT; ferd FT=:‘+"z_—= Hodearid ob
2ex = ac - ax

(3¢ k0] a __aexdactax .

2x+a b 2¢vta H.-

(2¢ -} a) b

ax 4 xx
PT=FT —¢c4 = s Y valor da fub-
tangente da hyperbola , a qual differe fémente nos
finacs da que fe achou para a ellipfle.
329 He pois a diftancia do vertice ao ponto
em que a tangente encontra o eixo, ou AT —

 ah i@ Y Ll i (TR Y L LS
Tatx fatx

330 Efta expreflaé moftra, que fem embargo
de que os ramos da hyperbola fe eftendem até oin-
finito , com tudo as tangentes a cada hum dos
feus pontos cortad o eixo em pontos T fituados
entre A e C. Porque fe fubftituirmos em lugar de
x todas as quantidades imaginaveis defde o até o
infinito , o valor de AT crefee {Omente delde o
até ia . Logo a tangente na extremidade infinita
de cada hum dos ramos AM , AM’ paffa pelo cen-
tro C ; e como os ramos oppoltos Bm , Bm' (a0
perfeitamente iguais iquelles, e os pontos A ¢ B
eftab em igual diftancia de C, fegue-fe que as di-
fas tangentes tambem o fad nas extremidades in-
finitas dos ramos Bw , Bm’, como [e reprefenta

(Fig,46.) nas linhas CX , CY.

-~
33F
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33t Di-fe a eftes tangentes o nome de Afym-
ptotas , as quais , como fe v&, fab humas linhas ,
que partindo do centro fe avezinhad cada vez mais
da hyperbola , fem que poffad encontralla fenad
em huma diftancia infnita , e por tanto [ad os li-
mites das tangentes.

Se pelo vertice A conduzirmos Af parallela a
PM, os triangulos femelhantes TA¢, TPM da-

rab PT 1F'_—x-'!-r—):l"M[_'.'] AT i Loty

latx a4 x oy
1 1 y
AT = ﬂfr = ‘:(f:jﬂ) 5 onde fe vé,

que fazendo x infinito , he At == 14 == CD. Leo-
go , para determinar a poficad das afl mptotas ,
conduziremos por A as re@tas AL , AL’, perpen-
diculares a CA, e iguais cada huma a CD ; as
linhas CL , CL’,conduzidas pelos pontos L, L’
e pelo centro C , ferad as alymptotas da hyper-
bola , as quais fe forem produzidas para a parte
contraria , {erad tambem as alymptotas da hyper-
bola oppofta. Efli claro, que na hyperbola equi-
latera o angulo LCL’ formado pelas alymptotas
he reéto. :
faa

332 Poisque he CT = CA — AT =.i_ﬂq-:"
teremos efta proporcad CP : CA i1 CA: CT,

a qual p6de fervir para tirar huma tangente MT.
333 O triangulo re@®angulo TPM di MT

= (PM? 4 PT?) = 1/5_ %(%ﬂﬂ-ﬂ’
+ax+xx) axti ].

et o 334
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+'434 Se tirarmos a normal MI (Fig.47.) , tere-
mos TP %_‘E’.):PM(;):;PMU}:PI;

bb
logo 2 fubnormal PI — e (1a=).

335 Para acharmos agora a equacad as coorde-
nadas do fegundo eixo DD, canduzameos a per-

pendicular MP?, e fazendo MP' = y*, DP! =x",
teremos y =16 — x', ¢ x —=y'— la. Subftituin-

do cftes valores na equagad yy = % (ax 4 xx) ,

virdy'y' = f:':' (385 — b5’ 4 x'x"), a qual nad he

femelhante 4 relativa ao primeiro eixo.
336 . Se quizermos ter a equacad em ordem a
AB » contando as oblcilfas do centro, fupporemus
Pe=z, ¢ fubftituindo z — §a em lugar de x;

acharemos == _? (22 — laa) .
frd

Se referirmos a curva ao fegundo eixo DD’,
fazendo CP/===z’, teremos x'=15 —z',e fub-
ftivvindo na equagab refpectiva ( 335 ), vird y'y'

ada
= 57 ('3 ).

337 Reportando da mefma forte ao centro as
expteflsdes de PT, CT, PI, ¢ MT, teremes
o il AN PR LS A

z z aa

MT </ [ # i) 251
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Se produzirmos MT até encontrar o ﬁ-gund—o
eixo em T?, os triangulos femelhantes TPM ,

. ri
2
%1—; logo CP*: CD :: CD: CT".

238 Toda a re@a MCM' (Fig.48.) que paMa
elo centro , ¢ termina de huma e owtra pante na
E}'pcrbula. chama-fe diametrs. As rettas Om pa-
rallelas & tangente em M a0 ordenadas ao diame-
tro ; MO ¢ OM' fab as fuas abfciffas,
Para mollrarmos que as ordenadas mO tem as
mefinas propriedades que tem as ordenadas MP,
tirem-fe mp , OQ_perpendiculares ao eixo AB, e

conduza-fe 'mS parallela a AP. Seja PM =y,
CPe=z, Qp =g, CQ =1#; feri AP = %
—la, BP=z4 14, Ap=Fk —g— 1a, B
=t—g+tia.

Os triangulos femelhantes CPM, CQO dab

QO = E_J:—-; e os outros dous TPM , mSO dad

SO =-——g-z"—-; logo mp = QO — S50 =

zz — jaa
ky £2y :
e e Porém (324 ) pm* X AP.PB
= PM* X Ap . pB ; logo fubftitvindo , € re-

1
duzindo , teremos — :MH

FELZ
+ L —~ *dﬂ gd o1

b
— jaa.

No-
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+~ Notemos antes de paffar adiante , que fe tomar-
mos fobre AB a parte CR tal que feja CR* —
AP X PB = zz — }aa, ¢ levantando a perpendi-
cular RN’ terminada em N pela linha NN7 condu-
zida pelo centro parallelamentea TM , fe fizermos
CN — CN’ ; entab NN he o diametrs conjugada
de MM, e huma terceira proporcional a MM’ e
NN he o parametro do mefmo diametro MM’ .
Supponhamos agora CM = {a’, CN = 14,
CO=2z", Om=y'; os t'riangulus femelhantes

CPM,-CQO dad .E.—_-.;:— , € os outros dous

r

tambem femelhantes mSO , CN’R dag g2 —

— )
iy (2% — }aa) ; logo fubftituindo os valores de g*

&
e}’ na equacab — i::_*- 4+ B3 W == gr—laa,

zz — laa

teremos y’ § ==

g (2'z'— ja'a’) , equagad

femelhante & das coordenadas do primeiro eixo.
339 Fazendo y’ =0 ,acharemos z’ =+ 1a’;

©go a curva encontra a linha MM’ nos dous pon-

tos oppoftos M ¢ M’ em diflancia do centro igual

a 4a’; e aflim todos os diametros fe cortab no cen-
tro em duas partes iguais.

r
340 Acquagad y'= 2 —f:'r V(z'2" — 1a'd))

mn:[tr:t, ue fe produzirmos mO de maneira que
M ==Um , o ponto m' pertencera & curva; por
. S tan-
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ranto cada diametro divide em duas partes ignais
as re@as paraliclas 4 tangente que pafla pela ori-

gem do mefmo diametro.
1 A0

741 - Daequagad y'y'= z'z' — la’'a
. 9 o H:

a'a'
fe tira y'y! (mO? ) : 272" — }a'a’ (MO x OM)
<t 44 (NN ) :a'a’ (MM" )5 logo » quadrade
de byma ordenada a gqualguer diametro terminads na
curva efla para o prodults das fuas abfciffas , coms

¢ quadrads do diametro conjugads éfia para o qua-
drads ds primeire diametro.

242 Se do centro C (Fig. 49) abaixarmos fo-
bre T M a perpendicular CF , os triangulos feme-

Ihantes CFT, TPM darad CF = PM.l?;fICT

¢ os dous tambem femelhantes CRN', TPM da-

DX CR jogo R ON

; e fubftitzindo os valores

rab CN‘ou CN =
_ PM xCT X CR
L5 PT
achados ( 336 5 337 » € 338) teremos CF % CN
— lab . Se produzirmos agora MT até a alym-
ota em 1, fera MI = CN , como abaixo fe
moftrarh , e confeguintemente CIMN ferd hum
parallelogrammo , cuja fuperficie — CF X MI
— CF % CN ; logo a parallelsgramms confiruide
Jobre o5 diametros he igual ao reflanguls dos eix05s

343 * Os triangulos femelhantes TPM , CRN'

%ﬂz .'_ii ; ¢ o6 dous trian=

gu-

dat RN' =
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gulos reangulos CPM , CRN/das CM* — CN "2
= CP? 4- PM? — CR? — RN"*; f{ubftituindo
pois os valores achados, teremos CM? — CNz)
== }aa — }bb. Logo a differenga dos quadradss de
dous diametros conjugadss be fempre a mefma , ¢ igual
i differenga dos quadrados dos dous eixss. Donde fe

fegue, que na hyperbola equilatera hum diametro
qualquer he igual ao feu conjugado.
344 Por quanto temos CN? — CR? 4~ RN "
bbzz

— zz — lag 4+ —— ; fubftituindo no valor de
@aa

TM (337),acharemos TM =CN 1/ (zz—-ﬁaa).

Mas (Fig.47) os triangulos MPT ; MP'T/ das
P'M x TM CN x z
TM= = T
M PT = /(%% —}aa) * logo

teremos TM X T'M — CN?=1Ip' % CM ,
fendo p' o parametro do diametro MM, e confe-
guintemente CM : TM . T'M: Ip!.

345 Donde fe fegue , que para achar os eixos
a fim de defcrever a hyperbola , quando f36 dados
os diametros conjugados com o angulo por elles
comprehendido ; tomaremos fobre -MC ( Fig.50)
alinha MH — 1p’, e no meio 1 de CH levanta-
remos huma perpendicular 1K , a qual cortari em
K alinha MT' conduzida por M parallelamente
a0 conjugado NN’/ . Do ponto K como centro e
com o intervallo KC defcreveremos hum circulo 4
© qual encontrara MT nos dous pontos T e T’ 3
€ntal as linhas TC, CT tiradas por elles e pelo

52 cen-
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centro , ferab as direccbes dos eixos j porque &
angulo T/CT he recto, e temos (Cor.36.3.Eucl.)
CM:TM"I T/M: MH ou {p’.

- A grandeza dos eixos fe determinard abaixane
do de M as perpendiculares MP , MP/, e to-
mando huma meia proporcional CA. (337 ) entre
CP eCT, eoutraCD entre CP’ ¢ CT' .

~ Nab péde haver difficuldade em achar a fehi-
¢26 analytica defte problema , depois do que have-
mos dito (317) a relpeito da elliple.

Da Hyperbola entre as Afymptotas.

146 A. Hyperbola confiderada em ordem ds
afymptotas “tem propriedades importantes , de
que exporemos as principais , lembrando-nos

rimeiramente do que fica dito { 331 ) fobre o mo-
do de determinar as alymptotas.

Para referirmos cada hum dos pontos E da
curva (Fig. gt) 4s afymptotas CLO, CL%, ti-
femos por E a linha EQ, parallela a huma dellas
OF parallela ao fegundo eixo DD ; ES paralicla
a CLO ; e pelo vertice A a linha AG parallela a

CL’¢ . Seja CA=1a, CD=AL =AL'=
1, CP=z2, PE—=y, AG=m, GL=n,
CQ =1,QE =

Os triangulds femelhantes CPO, CAL dad

bz

bz z
- g, o s g R E
PO=Po= —  logo EO = — y» Eo

—
—_—
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=_E_z__ <+ 7 ; donde vem EO % Eo = :a
a
= B B o ) =B8RS B
aa aa
EO X Es == CD?* = AL? ; propricdade que per-
tence a qualquer ponto E da hyperbola.

347 Os triangulos femelbantes QEO , ESs, &
AGL da6 AL :EO :; AG:EQ ,eAL:Es;:
GL : ES ; logo AL* : EO X Eo:: AG X GL;
EQ % ES ; mas EO % Eo = AL? ; logo
¥/ = mn, equagab da hyperbola entre as alymptotas.

Donde fe vé , que para o ponto A teremos
AG x CG==AG % GL ; logo CG = GL.
Mas por caufa do angulo recto A, o circulo defcrito
fobre CL ha de pafiar pelo ponto A ; logo CG

=AG —=GL, ifto he , m — n , ¢ confleguinte=
mente #t — m* .

Efte quadrado conftante m?, ou CG*, ou
4(laa<- 155), a que o produ&o uf fempre he igual;
chama-fe a potencia da hyperbola,

148 * e pelo ponto E tirarmos de qualquer ma-
neira huma re&a REr terminada nas alymptotas ,
as partes RE , mr, interceptas entre a curva e as
alymptotas , ferab iguais entre fi.

Porque ," tirando por m a linha hmH parallela
a OEs, os triangulos femelhantes REO , RnH
da5 ER : Rm 2 EO* Hm, ¢ os dous tambem fe-
melhantes #hm , roF dab Er i mr T Eo tmb logo
ER X Er : Rmx mr:; EO X Eo :Hm % mb,
Mas (347) EO w Eo = CD?* =— Hm % mbh;
logo ER % Fr = Rm % mr , ou ER (Em -+ mr)
=(ER + Em) mr , ¢ reduzindo , ER = mr.

349
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149 Donde fe fegue , que huma tangente T,

(Fig.52) terminada nas alymptotas , he dividida

em duas partes iguais no ponto do contacto M.

so Se por M conduzirmos IM: parallela a
DD', e tirarmos por qualquer ponto E a linha
REr parallela 4 tangente Tt , e OEs parallela a
DD’; os triangulos %cmclhames TMI, REO da-
rab TM++ MI :: RE* EO, e os outros dous
Mit , Eor darab Mt on TM ;: Mi:: Er: Es; lo-
go TM2. MI x Mi:. RE x Er;: EO x Eos,
« por confeguinte (347) TM? = RE X Er.

351 Tire-fe pelo centro C o diametro CMV,

o qual dividira em duas partes iguais a linha Rr
parallela a Tr, porque (349) palfa pelo meio M
de Tt ;efejaCM =1es', TM =1g,CV=2/,
VE = y’.. Os triangulos femelhantes CMT ,
i !

CVR darad VR = Vr= j:—' ; logo RE = —%;—

r
—y,eEr = fi_,- -+ »' - Subftituindo eftes valo-
a

res na equacad RE % Er = TM? = 14¢ , como
tambem o valor de y’y’ (3%8) , teremos g =4’ , ¢
confeguintemente {9 =14', ou, MT =CN,
fendo CN o femidiametro conjugadeo de CM ;
logo (Fig.49.) Ml =CN, que Ae 0 que promete-
mos (342) demonftrar.

352 Para todas as re@as pois REr (Fig. 5521
parallelas ‘a0 conjugado CN , temos RE X Er
= CN?.

253 Donde fe moftra, que muito facilmente
podemos deltrever a hyperbola por pontos , quan-
do forem dados os duus femidiametros conjugados
»
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CM , CN ( Fig.53) com o angulo por elles compre-
hendido. Porque , tirando pela origem M do femi-
diametro CM a linha TM¢ parali¢la a CN , e to-
mando de huma e outra parte de M as partes M T,
Mr iguais cada huma a CN, as linhas CT, C¢
&3{49. 351) ferad asalymptotas. E fe pelo ponto
tirarmos arbitrariamente as reftas BMQ , PMQ_
que quizermos, e em-cada huma ‘fomarmos PO
== MQ_, todos os pontos O aflim ‘achados perten-
cerab (348) & hyperbola. Cada hum_dos pontos O
sode depois fervir para acharmos outros como V,
l)‘ , &c. , rirando as reftas ROS , 'ROS, &c., ¢
fazendo SV = RO.

354 Com igual facilidade fe deduz o methodo
de defcrever entre duas linhas dadas para afympto-
tas huma hyperbola , que paffe por hum ponto da-
do dentro dellas.

355 Finalmente, dividindo tanto o angulo das
alymptotas, como o fev fupplemento , em duas par-
tes iguais , acharemos as direcghes dos dous el
%08 , cuja grandeza (e determinard como (e difle
(345) ; c aflim temos outro meio para relolver a
queltad propofta no mefmo lugar.,

Da Parabola.

356 C Onfideremos agora a curva , em que

a diftancia FM ( Fir. §4) de cada hum dos feus

ontos M ao ponto fixo F he igual i diltancia

IH do mefmo ponto 2 huma reta XZ dada de
poficad.

Para acharmes a equacab delta curva , que {e
chama Parabsla , tiremos fubre XZ a perpendicu-
lar FV , e dividindo efta em duas partes iguais

¢ no
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no ponto A, feri A hum ponto da parabola, por-
que AV = AF., Sirva efte ponto , que fe chama
o vertice , de origem das abfciffas , € feja AV ou
AF = ¢, AP = x, PM =y ; teremos MF
-=-*MH==PV=II:‘+-T, e FP -=l=1'I:.¥--£}-

O triangulo re&tangulo FPM di FP? 4 PM*
e=MF?, ifto he , xx— 20x 4 cc + gy = e
4 20 4+ xx; logo a equacad da curva he
yy == 4¢cx; a qual nos moftra o feguinte.

1° Como temos y = + 4/4cx , fegue-fe que
a curva tem dous ramos AM , AM' perfeitamente
iguais e femelhantes, hum de huma, e outro de
outra parte da linha AFP , a qual fe chama o ei-

¥9 ; € que os mefmos ramos fe eftendem até o in-
finito , porque crefcendo x , tambem crefce y.

2° Fazendo x negativo , temos y = = /—jex,

valor imaginario ; logo a curva nab paffa para ci-
ma do ponto A.

3° Pondo ¥ =¢, temosy == 2c,ifto he, o
valor da ordenada que paffa pelo féco F, ou Fm
=2¢ ; logo mm' = 4c: eita linha chama-fe o
parametre do eixo da jarabola. Aflin o parame-

e quadruple da diflancia AF

fro do eixo da parabola
do vertice as fico. .
4° Seja p o parametro , teremos 4¢ = p , €3
equagad da curva fe mudard em , . . yy = px.
357 Por meio da equagad facilmente fe def-
creve a parabola por pontos, os quais fe achad
dando fucceflivamente a » muitos valoges , ¢ cal-
culando os correfpondentes de y. 1
358
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- 358 Tambem fe péde defcrever por pontos
defta maneira. Havendo elcolhido o ponto - A
para vertice , ¢ a linha VP por dirccgad do eixo,
tomem-fe as partes AV, AF iguais cada huma
a {p ; fera F o foco. Conduzad.fe por cada
ponto do eixo as perpendiculares MM', e del-
crevendo do ponto F como centro e com o in-
tervallo VP dous arcos , que cortem as perpen-
diculares em dous pnntns(h e M, pertencerid
eftes & parabola ; porque fendo VH perpendicular
20 eixo , he FM —= VP —= MH. Are&ta XVH
¢hama-fe a direéiriz. '

359 Ultimamente a parabola pdde defcrever:
fe por movimento continuo , ufando de hum ef:
quadro VHFf, e de hum fio FMf — fH , cujas
extremidades f¢ prendem em f, eno foco F. En-
tad applicando a fH por meio do ponteiro M hus
ma parte Mf do fio , fe fizermos mover o outro
lado do efquadro fobre a linha ZX , de maneira
que o fio fe conferve fempre efténdido ; o ponteia
ro defcreverd a parabola MA.

360 A equacad yy = pr moftra , que para
qualquer ponto M ¢ quadrads da ordenada MP he
igual ao producto da abfcifa correfpondente jr!a pa=
rametro 5 ou que os quadrades das ordenadas eftad

entre ficomo as fuas abfeiffas,

A equagad da ellipfe yy — %—ﬂ (ax
— xx), fuppondo & infinito , reduz-fe a yy

= X A

== 4¢x, que he a equagad da para-

aa

bola. Logo a parabsla he huma ellipfe , cujo eixe
maior he infinito. ’

361
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: 3?1 Se do ponto M (Fig.55) conduzirmos fo-
bre FH a perpendicular MOT , efta ferd tangente
da parabola.

Porque fe encontra a curva em algum outro pon-
to N, tirando as linhas NF , NH , e NZ perpen-
dicular a XZ , fera NZ — NTF ; mas por outra
parte he NZ §NH , NH —=NF, e por confe-

uinte NZ < NF ; logo o ponto N nad pertence
curva.

362 O angulo FMO — OMH = fMN ; lo-
go os raios luminofos que fahirem de F, cen-
contrarem a concavidade M/AM , fe refle@irad
parallelamente ao eixe ; e reciprocamente 0s pa-
rallelos ao eixo {e reunirdd no foco F.

8?& Por quanto HO =— OF , os triangulos
H , TOF ferab iguais ; logo FT =— MH
=— PV = x 4 ¢, e confeguintemente PT = FT
<4 FP = ax. Logo a fubtangente PT da parabsla
be dupla da abfciffa.

264 Se por M tirarmos MI perpendicularmen-
te "4 tangente MT , os triangulos femclhantes

PM* »

. d _——— e

TPM , PMI darad PI 2y =
Logo a fubnormal da parabola be a mefma em todss

s portos , ¢ igual & ametade do parametro.

365 As propriedades da parabola tem muitas
applicagbes nas Artes ¢ Sciencias. Quem quizer
vér o fen ufo na conltrucgad dos navios, pode con-
fultar o noffo original.

366 Todaa linha MX ( Fig. 56) parallela a0
¢ixo QA chama-fe hum diametrs ; o few parametr?
he
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he em geral 6 quadruplo da diftancia da oricem M
ao foco ; as (uas ordenadas {ab as re®as mO paral-
lelas a tangente em M; MO {ab as a.ﬁﬁﬂb{.

Para achar a equagad is coordenadas do dia-
metro MX , tirem-fe dos pontos m , M, O as li-
nhas mp , MP, OQ_perpendiculares ao eixo AP,
e conduza-fe mS parallela ao melmo eixo. Scja
AP =x, PM =y, Qp=y¢,AQ =1%; teremos
AP == * '—gc

Os triangulos femelhantes TPM , mSO darad

SO ﬂ—j—:-;lﬁgﬂpﬂl=PM-—So=y——.{y— r

2x

Mas (360) he pm? % AP = PM? % Ap ; logo %

=i‘-—-r.

Fazendo agora MO =1/, mQ =y/, ferd x'=1}—

X = % , ou gg = 4xx'. Mas o triangulo retan-

gulo mSO di gg + ii’: =y’y’; logo (4x+p) x'
= y'y’. Sendo pois p’' o parametro do diametro
MX ] ift he, p'=4FM = qv 4 =4x+4p,
teremos y'y'=p’x!; equagab femelhante 4 rela-
tiva s coordenadas do eixo. Logo s guadrads da
ordenada wo a qualquer diametro MX be igual a»
Producto da abfciffa pels parametro do mefmo diame-
tro; e con['cguim:mcme o5 quadradss das ordena-
das [ab entre fi como as abfciffas eorrefpondentes.
367 Do que havemos dito fe fegue, que para
delcrevermos a parabola , quando for dada a linha
indefinida MX por diametro , ‘com o feu parame-
top',eo angufu que o mefmo diametro faz com
as
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as ordenadas, tiraremos pela origem M huma lis
nha NMT que faca com MX o angulo NMX
igual ao angulo dado, e outra MF que faga com
MT .o angulo FMT — NMX ; entadé tomando
MF =}p’, oponto F ferd o féco (362, e 360).
Conduzindo pois por F huma linha TFQ paral-
Jela a MX até encontrar TM em T, fera l?[‘FQ_
a direcgab do eixo, cujo vertice A fe determinara
abaixando a perpendicular MP, e dividindo PT
em duas partes iguais no ponto A (363). Tendo
aflim achado o foco e o vertice , a curva fe defcre-
verd com facilidade (358 , e 359). -

Para darmos a folucad analytica delle problema,
feja o angulo dado MOm = MTP =g e confler-
vando as outras denominagbes , no triangulo re~
&angulo MTP teremos 1 : fang. @) PT (2x )1

Pasd
4 fanz* a e
mas p' — 4x -+ p, logo p — p’ fen®a, e allim tere:
mos Pﬂ paﬂmjt:o. Agzrigcm fk);u eixo AL fe de-
terminard pelas equagbes x — } p'cof%a , ey =
= 1p' fen 2a.

68 Astres curvas de que havemos tratado,
tem o nome de Secgaes Conicas , porque refultad de
huma pyramide conica cortada por hum plano.
Por exemplo, fe a pyramide conica CHI (Fig.57)
for cortada pelo plano AMm , de mancira que elte
encontre os dous lados CH e CI, temos a elliple
AMmB : deve exceptuar-fe unicamente o cafo em
que o plano faga com CI hum angulo igual aquelle

ue o outro lade CH forma com a bafe, porque
entab a feccad ferd hum circulo.

Se ao contrario o plano na6 encontrar hum dos

PM ( 4/px) , e confeguintemente x =
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Yados CH (Fig. 58) , fenad no prolongamento defte,

teremos a hyperbola.

Finalmente fe o plano for parallelo a hum dos
lados CH {Fig. 59), teremos a parabola.

Para o demonftrar , concebamos a pyramide co-
nica CHI (Fig. 57, 58) coriada por hum plano
que-palle pelo eixo ; a fecgad ferd hum triangulo.
Corte-fc tambem a melma pyramide por tres pla-
nos AMm , FMG, Hml perpendiculares ao tri-
angulo , fendo os dous ultimos parallelos &'bale da
pyramide 5 as duas fecgdes FMG , Hml _ferad cir-
culos , os quais encontrad a feccad AMm em M
€ m, e terab por diametro as interfecgdes FG, HL
dos feus planos com o triangulo ; e as interfecgdes
PM , pm dos circulos com o plano MAm ( 19. 11,
Eucl.) ferad perpendiculares ao plano do trian-
gulo, e conleguintemente ferad ordenadas com-
muas dos circulos , e da feccad AMm,

Iito pofto , os triangulos APG, Apldad AP I
Ap:: PG:pl, eos dous BFP, BHp dad PB
#B:. FP: Hp ; logo AP % PB : Ap x pB ..
FP % PG : Hp % pI, ou pela natureza do cir-
culo, AP PB ! Ap X pB:: PM*: pmt . Eftad
pois os quadados das ordenadas da fecgad AMm
entre fi como os productos das ablciffas ; e porque
eftas fe achab de huma e outra parte da ordenada
( Fig. 57), e da mefma parte ( Fig. 58), AMm
ferd na Fig.'s7 huma elliple, e na Fig. 58 fera
huma hjrpcrhn?a.

Na Fig. 59 temos pela propriedade do circulo
PM* = FP x PG, epm‘-‘:prpI:FPIx

A L
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p15 logo PM?: pm? 12 PG 1 pl 11 AP ; Ap, pes
los triangulos femelhantes APG , Apl. Eftad pois

os quadrados das ordenadas entre i como as abf-
ciffas,, e confeguintemente a curva he huma pa<
rabola.

Reflextes fobre as Equacies das Secgies Com

nicas.

369 TEm-ﬁ: demonttrado (309) que na elli-
pfe , fendo x a abfciffa CO ( Fig. 41 ) contada do
centro fobre o diametra MM/, € y a ordenada mO
parallela ao conjugado CN, a equagad as coor-

denadas dos diametros he yy = (}aa— xx), leja
v £

qual for o angulo comprehendido pelos diametros.
Logo fe por m conduzirmios mO’ parallela a MM’,
a qual ferd huma ordenada ao diametro NN; fa-
zendo CO'—= x', mO' =)', teremosy ==x', €
x = y'; € por confequencia yy — g—: (} bb — x'x')
Donde fe fegue , que contando as ablciffas do cen<
tro , a equacad da elliple em ordem a qualquer dia-
metro tem {empre a mefma férma, em quanto as
ordenadas fe tomarem parallclas ao diametro con=
jugado. :

Se b—a, temos yy = } aa — xx, a qual he
a equacad do circulo (285), no cafo de ferem as
ordenadas perpendiculares ao diametro ; porque fe
forem obliquas , a equagad pertence & ellipfe re-
portada aos diametros conjugados iguais.

Quan-
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Quanto & hyperbola, fendo x a ablciffa CO
[Fig. 48) contada do centro fobre o diametro MM’
terminado na_curva , ¢ ya ordenada mO parallﬂa

) ; Eij1 08
a0 conjugado NN’, teremos (338) yy = -
(xx — } aa) por equagad s coordenadas do primei-
ro diametro, feja qual for o angulo comprehen-
dido pelos diametros conjugados, Mas fe por m'
conduzirmos m'Q’ parallela ao diametro CM , a
qual fera homa ordenada ao diametro NN/ fa-

zendo CO'—=x',em'O'—y', teremos x'=—y,
- aa r
¢ y'= x , e confeguintemente y’' = 5T (x'x' 4

i 88) . Logo na hyperbola a equagad s coordena-
das do diametro conjug:l.do NN’ nad he femelhan="
te aquella que fe acha para o diametro MM ' termi-
nado na curva,

Na parabola, contando as abfciffas da origem
de hum diametro fobre clle mefmo, e tomando as
ordenadas parallelas 4 tangente no vertice do mefmo
diametro , 2 equacab (366) he fempre yy = px, fen-
do ya ordenada, x a abfciffa, ep o parametro do
diametro,

Em fim, na hyperbola entre as afymptmas , CON=
tando as ablciffas x do centro fobre huma das alym-
Ptotas, ¢ tomando as ordenadas y parallelas a outra
alymptota, a equagab he xy = aa , fendo @ a po-
tencia da hyperbola.

370 He porém de advertir, que fe huma das in-
terminadas , y por exemplo, nab fe contar da
mefma linha fobre que fe contad os ¥ , poderemos
ter huma equagad femelhante is mencionadas , a
qual nem porifio pertenga aos diametros conjnga~
dos
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dos, no cafo de fer a curva refpeiva huma ellipfe,
on huma hyperbula ; ou nab exprima a relagab en-
wre as ablcilfas e as noflas ordenadas, no cafo de
fer huma parabola, Sejaé, por exemplo , CM’,
CN (Fig. 60) dous femidiametros conjugados da

ellipfe; fuppondo CM'=14,CN =14, CQ =

x, QM =y, aequacad he yy = % (}aa — xx).

Tire-fe pelo centro C huma re@a FCE, e pelo
ponto B, tomado na diftancia conhecida BC = m,
conduza-fe BF parallela a QM; fuppondo CE =z,
e CF — #, os triangulos femelhantes CBF , CQE
bbmm

mz
daradh x =— —— ; logo teremos =
A s g »” aant

1
( i aann

mm
ainda que tenha a mefma férma da relativa aos
diametros conjngados , com tudo nad lhes perten-
ce ; porque as abfciffas z tomad-fe fobre CE, e as
ordenadas {lp“ QM contag-fe do ponto Q_, onde
a linha QM parallela a CN fe encontra com CM’

371 Segue-fe pois , 1° que huma equacad do
fegundo ‘griio a duas indeterminadas , contando- fe
huma dellas da mefma linha fobre que fe conta 3
outra , pertencer & cllipfe reportada aos diametros
conjugados , ou ao circulo, quando mella nad en-
trarem outras potencias das indererminadas mais
que os quadrados, e eltes tiverem differentes finais
em differentes membros : bem entendido que o ter-
mo conhecido deve ter o final 4 no membro em
que eftiver o quadrado da indeterminada L‘er o

: .

— zz) . Donde fe vé& , que efta equagad
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final — ; porque a equagad yy = :—i (=1 aa—uxx)

nad exprime linha poflivel (98),

372 2° Se os quadrados das indeterminadas ti-
verem o mefmo {inal em differentes membros, e
dellas nad entrarem outrds potencias mais que os
quadrados, a equagad pertenceri fempre 4 hyperbola
reportada ou a hum diametro terminado na curva ,
ou ao feu conjogado , conforme o termo conhecido
tiver o mefmo ou differente final do que tiverem
os quadrados das indeterminadas,

173 3° Se a equagad conftar {6mente de dous
termos , dos quais hum feja o quadrado de huma
indeterminada, e ooutro feja o preduflo da ou-
tra indeterminada por buma quantidade conhecida,
pertencera & parabola reportada a hum dos diame-
tros , quando os dous termos em differentes mem-
bros tiverem o mefmo final ; porque {e o tiverem
differente , a equagad nab exprimira linha poffivel,

174 4° Em fim fe a equagad conftar {Gmente
de dous termos, dos quais hum feja o produdto
das duas indeterminadas , € o outro feja huma
quantidade conhecida, exprimird a hyperbola re-
Portada as afymptotas.

375 Quando huma equagad a duas indetermi-
nadas tiver as condigbes expoftas, com facilidadg
fe podera conftruir a fecgad conica a que per-
tencer.

Por exemplo , fe tivermos a equagad ned — gyy

= gxx, efcreveremos primeiramente gy* = mcd —
ned ' PR

§x =g (T-—n) ,» € depois yy = '
T (ncd
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f;_{ — xx ) . Vé-fe pois que a equagad propofis

pertence ( 309, € 37t ) a huma ellipfe , na qual a
razab dos quadrados dos dous diametros conjuga-

dos ou 5 o —j— , € o quadrado do diametro {o-

bre que fe contab os x oua? = 474 Deflas du-

as equagbes fe tirad os valores dos dous diametros

d d
cunjugadns,afabcra..:"/ 4;_: - 5:1/4}“ /|
q

E como o angulo por elles comprehendido he ual
ao comprehendido pelas linhas x ¢ y, o qual fe %up-
pbe conhecido pelo roblema de que fe houver de-
duzido a equagab ncd — gyy == g¥x ; temos as tres
coufas (31?:). com as quais podemos defcrever a
ellipfe.

Ifto mefmo fe praticard nos outros cafos. Em
geral: Toda a equagad do fegundo grao a duas inde-
terminadas, fe exprime huma linha pofiivel, e nad he
refoluvel em dous faflores do primeiro grao da
forma ax = by -+ ¢ , € dx - fy - g, pertence 2
huma fecgab conica. Para o demonftrar , enfinare-
mos a reduzir qualquer cquagad defta natureza &
forma de alguma das equagbes que havemos con=
{iderado. Antes porém de entrarmos nefta mate-
ria, faremos para maior clareza as reflexdes fe-
guintes.

976 Por quanmto os problemas refolvidos por
Algebra conduzem fempre a huma ou mais equa~
¢bes , podemos confiderar qualquer equagad a duas

interminadas u ¢ ¢, como procedida de hum proble-
ma,
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ma, em que as melmas indeterminadas reprefen-
taffem duas incognitas. E como dando fucceffiva-
mente a huma das incognitas, a u por exemplo,
muitos valores , € calculando pela equagad os cor-
refpondentes de /, nab ha embarago para marcar
na linha AR ( Fig. 6o, 61, 62) os valores AP,
AP, &c, que fe derem a u , e tirar por P, P, &c.
debaixo de hum angulo determinado as linhas
PM, PM, &c parallelas entre fi , ¢ iguais aos va-
lores calculados de #; vindo defta forte os pontos
M, M, &c.a formar huma curva, cuja natureza
dependerd da razab que houver entre as linhas AP
e PM, a qual fe exprime pela equagad de que el-
las fe deduzirad : fegue-fe que a melma equagad
exprime a natureza de huma curva, e por tanto
feja qual for o problema , péde confiderar-fe a fua
equagad como perteneente a homa curva.

Imaginemos que a curva he huma fecgad co-
nica: eftd claro que como fe ignorava, ou lgodia
ignorar-fe, que detal ufo daequagad refultaflfe huma
fecgad conica, nad fe havia tratado de difpor as li-
nhas. AP ¢ PM de maneira , que tendo huma a fua
direcgad fobre o diametro , a outra foffe parallela &
tangente no vertice delle , ¢como era neceflario para
que a equacad tivelle alguma das férmas acima
expoftas. Pelo que péde a equacad nab ter nenhu-
ma das mefmas férmas , e fem embargo pertencer
2 huma das fecgbes conicas.

377 Vejamos agora como toda a equagad do
fegundo grio a duas indeterminadas pode reduzir-
fe aalguma das férmas que tem as equacdes das
fecgbes conicas em ordem &s linhas , a que as ha-
Vemos reportado (369) .

T2 378
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478 Para praticarmos pelo methodo que vamos
a expdr , devemos lembrar-nos (192 ) de que o fe-
gundo termo de huma equagad do fegundo grio fe
faz defaparecer , igualando a incognita mais ou
menos a ametade do coefliciente do {egundo termo,
conforme for pofitive ou negative,, a huma nova
incognita , havendo antes defembaragado o quadra-
do da incognita,

Afim na equacab 4x* - 12x¥ == g, faremos
3 8  §
x4 S=,e teremos a equivalente zz = e
em que nad ha fegundo termo, Se tiveflemos »* —
4r = 7, farlamos ¥ —2 =12, ¢ achariamos
2% == I1. ;

979 Podemos tambem igualar a incognita au-
mentada ou diminuida da ametade do coefficiente
do fegundo termo , a huma nova incognita multi-
plicada ou dividida por huma quantidade arbi-
traria.

Por exemplo na equagad x* — 4x = 7, fazen-

k k L

dox —22= =2z, ter:moa-;';-zz = 11,a qualda
para x o mefmo valor da operagad precedente , feja
k e n o que fe quizer ; porque fendo —z= V1L

cx—ﬁ:—;:. teremos como acima & — 2

=V 1I.

Me-
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Methods de reduzir és Secgies Conicas toda a
equacal indeterminada do fegundo grio.

180 SUpponhamns que a equacad geral do fe-
gundo grio a duas indeterminadas dit 4 cut 4~
eun - fdt 4 geu 4 bd* = o pertence a huma cur-
va MM (Fig. 6o, 61), cujas coordenadas fejad AP
¢ PM. Para moftrarmes que efta curva he fempre
huma fecgad conica, e enlinarmos o methodo de
a conltruir, fimplifiquemos a equagad, fazendo

(378) t 4+ 1f - _:%. =y ; teremos 4ddyy = ffdd
— 4bd} 4 (2¢fd — 4ged) u 4 (ec — 4de) uu. Sup-
pondo para maior facilidade ffdd — 4bdi =r,
20fd — gged =— ¢, € ecc — 4de =— m , 2 equacad fe
reduz 4 forma 4ddyy = r - qu 4+ muu, na qual
m, g, r podem fer quantidades pofitivas ou ne-
gativas.

Faga-fe agora a mefma operagad em ordem a

u, dando & equagad a férma uu - ...:;_u - % —

qx
2mn

o e(379) pondo L = I (4] ¢e.

m

qexx 499 r add
e ey, Tt == T ——
g 4mmin 4.#::.-:+ m S ¥y da qu‘a'l.

fe ded = o IR ki 8 i
ccdiig 16mn3d? ( 99

(*) Introduzimos a quantidade arhitraria », a fim de reduzir dire-
Chamente a equagab aos diametros conjugades. Se igualafiemos { 378)
fimplesmente a x, a¢quagad final -:Ha.m, oo cafo que havemos cxae
misado (370).
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Como ¢, n, ¢ d eltab no quadrado, os finais
da equagab fomente mudarié , quando m ou r
fe tornarem de pofitivos em negativos. Porém a
mudan¢a de final em r nad influe nos finais de xx
eyy; logo della naé refulta mudanga na curva.

ann-m a m, {e for negativu. teremos yy =— 1 Fiim’d

(mr 4 s —-x.r) . Logo a curva ferd huma

hyperbola, quando m for pofitivo (372); e pelo con-
trario ferdi huma ellipfe , quando m ou cc— 4de
for negativo (371), il{‘o he , quando 4de for maior
que ¢c , tanto no calo de 4 e ¢ ferem ambos politi-
vos, como no cafo de ferem ambos negativos.

381 Para fabermos pois em que cafos buma equagas
indeterminada do fegunds gras dtt - cut 4 euu
-+ fdv 4 geu +-hdd = o, pertence a ellipfe ou &
byperbsla , examinaremos fe o quadrade cc do coeffi-
ciente do termo ut menos o quadruplo do produéte de
dos coefficientes de tt ¢ wu di huma quantidade po-
fitiva ou negativa j no primeiro cafo a curva ferd by:
perbola , e no fegunds huma ellipfe , com tanto que nao
Jeja d=re, porque entas a curva pide fer bum cir-
euls , como lage mofiraremos,
Deve exceptuar-fe defta regra o cafo da elli-

$ - b
ple, em que r for negativo e maior qucﬁ ; por-
mrnn
que entab nn -4 - < e torna-fe em nn — 45”

il (1 ow 4;",:;) ; a qual he negativa quando
for
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for 4:;} I,onr > :; , ¢ confeguintemente.
(371) a curva ferd imaginaria.

Refta agora enfinar o modo de conftruir as cur-.
vas reconhecidas. Comecemos pella elliple , conf-
truindo as duas equagbes refpectivas £+ 4 f -4
2 = u f — 1. ois que m na
‘E_‘F'c am  2mn P 1 : i
fuppoficaé alual he negativo , e n pode fuppor-fe
indifferentemente politivo ou negativo.

382 Quanto & primeira , conduza-fe pela ori-

em A dos u e t (Fig.6o) a linha AB=—=1 paraliela
as linhas PM ou ¢, e tire-fe BKI paraliclamente 4
linha AR fobre que fe contad os u j ferd IM =1¢

<+ 1 f. Para termos pois y = IM -} —;:,— ; tome-fe
_ fobre BI a linha BK de grandeza arbitraria , € con-'
duzindo KL = :E—:'HB— parallelamente a AR, fe

tirarmos pelos pontos B e L huma linha BLQ, tere-
mos dous triangulos femelhantes BK LeB1Q, que dad

1I0= %-:; logo QM =IM 4 IQ =+ 1/+

cl

27 =" Donde fe ve vé (370) que QLB deve ler

a direcca de hum dos diametros , para que a
€quagad pertenga aos conjugados. Determinemos
@ centro,

A fegunda equagad u — —E—.—..:. " moftra ,
21l mn

que fe fobre AP tomarmos AG = -7 , feri GP

am




296 ErvesmenNros

q ¥ hala b, 1 o
== = logo tirando por G a linha
NGC parallela a PM , o ponto C ferd a origem dos
# , ¢ confeguintemente o centro da ellipfe. Com
effeito , 0s x devem contar-fe fobre LQ , e pcla

equagad GP — -

» quando GP — o, tambem

x =0 ; logo 0s ¥ come¢ab ao mefmo tempo que
as linhas GP ; mas ifto fémente pdde ter lugar
quando os ¥ comegarem em C ; logo fendo Q_Mg:i
¥ » as linhas CQ_ferab os x.

Da equacaé GP = z.f:u — AG D:l: cQ fe ti-

EEGXPEQ:; mas , pela propriedade das

AG x CQ_
parallclas , BC = —GP :
iflo he , para que a noffa equagad pertenga aos dia-
metros conjugados, cujas direccdes (a6 QB e CN,
deve introduzir-fe por # o valor de BC , determi-
nado pelas conftruccdes precedentes.

A grandeza dos diametros determina-fe, com-
97

ram—

logo n= BC ;

parand-u as duas equagbes yy =

. 16mddnn
4mrnn bb
(m: —?F_—xx) e ¥y =—;a—({qa—xx,‘.

do que refulta s — 1/(4:-.-:: -4 ~16mr“ ) Y

r
I %(‘;igj—-i'ﬁ)u ECOIT‘IIJ ﬂ| m’ 9" rl

fab quantidades conhecidas, teremos os valores
dos
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dos diametros , com os quais e com o angulo com-
prehendido BCN, que fe fuppbe determinado nas
operaches precedentes , deflcreveremos (316) a elli-
p?‘c a que pertence a nolla equagad.

383 Se a==#, ¢ 0 angulc BCN = go° , 3 cur-
va fera hum circulo. Para determinarmos quando
iflo tem lugar, 1° na noffa equagad fupporemos

i_ = 4 99 ks 2. 40
16mddnn T e 16mdd g

oangulo BCD he re&o, temos BC?* 4 CD? ==

2 99 gpec B gqq 0
BD?* —AG®, oumﬁ-{-—_mmmﬁ B oo por:
que os triangulos femelhantes BCD, BLK dad

CD ﬂq—;:_a'; logo he neceflario que m - ¢c ==

4dd , ilto he , — cc & 4de - cc = 4dd , ond =e.

384 He pois manifeto, que para faber f¢ a
curva be circuls , ellipfe , ou hyperbala, he efcufa-
do attender aos tres ultimos. termos fd¢, gew ,
hdd , da equagal dr* - cut 4 ew® 4= fdt + geu +
hd* = o : efta averigoacad depende fémente dos
tres primeiros termos , de maneira que fe d, ¢, e e
forem tais , que c¢ — 4de feja pofitivo, a curva fera
huma hyperbola ; fe pelo contrario for negativo ,
a curva ferd huma ellipfe , exceptuando fémente o
caflo em que feja a0 mefmo tempo d =-¢, ifto he
em que os dous quadrados u* ¢ 2 tenhad o mefmo
coefiiciente , porque entad acurva ferd hum cir-
culo, fe for reto o angulo das novas coordenadas.

385 Tudo o que temos dito , & excepcalb do
numero 383, fe applica igualmente & hypgrb.o{::: .
- i
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==

ifto he, & equagad y;nuL '(;x 2.
4mran

16mmnnd
m -+
79

nos finais. Aflim tornando a ler o preceden-
te, ¢ applicando-o 4 Figura 61, nad ha outra
mudan¢a a fazer mais do que tirar AG paraa
parte oppofta de AP, como indica a equagad

). fazendo a devida correcgad

Lene ol -
u —|~ 1 = (380). Quanto ao mais, tudo he

o mefmo , mudando a palavra ellipfe em hyperbola.

Nos cafos particulares as quantidades AG ,
BK , AB, KL (Fig. 60,61) podem ter difpoficad
differente da que havemos reprelentado ; porém
tais mudangas ferad fempre indicadas pelos finais
das quantidades 4, ¢, f, m, ¢ &c. nas equagdes

cul x
t+ifh g myae "+'f;=‘ ;m= que fe
formal para fazer defaparecer o fegundo termo.

386 Paffemos a examinar os dous cafos que
reftab: a faber 1° quando cc — 4de = 0; 2° quan-
do"d==0';"e'r=2"c,

No primeiro cafo , ifto he quando cc — 4de — o,
on qil:mdn o0s tres termos /f, u!, e ux formad hum
quadrado perfeito , faremos delaparecer o fegundo
r + qu
4dd
Se fuppuzermos pois efte fegundo membro igual
a huma nova indeterminada » multiplicada por
hum numero arbitrario # , vird a equacad yy = %
a qual pertence (369) a parabola reportada a hum

dia-

termo ¢m ordem a / , € teremos yy =




DE ALGEBRA. 299

diametro. Para a defcrever , conftruiremos as
£l r [

eqnat;ﬁmf{—,}f—{——ﬂ? -4 4 :;: = me.
Como ja fe conftruio a primeira, applicando ex-
altamente & Figura 62 o que fe difle (382 ) a efte
relpeito paraa Figura 6o, as linhas QM ferad os y,
¢ teremos BLQ_ pela direccad do diametro, fobre
que devem contar-fe os x.

A origem dos x, e confeguintemente o vertice
do diametro fe determina recorrendo 4 fegunda
4ddnx

equacad u —[——; = —., aqual moflra que fe
tomarmos para a parte contraria de AP a quantida-
Loy - pliopl dggy Wy B g A, o

q q q
Logo fe por G conduzirmos GCD parailela a PM,
o ponto de encontro C com QLB [era a origem

dos x.
¢g.GP __ ¢.AG
WA WL EC

. Logo fendo conhecido o parametro

O parametro n =

b

4d* . BC
do diametro, com a origem C do mefmo diametro,
¢ 0 angulo MQC das coordenadas, facilmente fe
conflruird a parabola (367).

387 Por quanto a equacad geral pertence a
parabola quando ¢ = 44, fegue-fe que todas as
vezes que faltar o produéto wf, deve neceffaria-
mente faltar hum dos quadrados »* e 1*, para que
4 equagad pertenga i parabola ; porque fendo en-
b c==o, aequagad ¢ = 4de moltra, quc dou

=0,
388




300 ErsMENTOS

388 Se ambos os quadrados fe acharem na
equagad , ¢ faltar «7, a conftrucgad (382) ferd mais
fimples ; porque nefte cafos=—o0; logo KL =0
(Fig. 60,61), e conleguintemente BK fera hum dia-
metro, cujas coordenadas feraé parallelas aos u
¢ /. Podemos tambem entad fazer defaparecer o fe-
gundo termo em ordem a u fem ular de », porque

BD ou AG (%) = BC (n), e por confequencia

iy &
u + E?Tll =X
Donde fe fegue , que no cafo prefente , alem
das condigbes expoftas (384 ), o angulo das co-
ordenadas u e # deve fer refto, para que acurva
feja hum circulo.

389 Se houver uf na equagal primitiva, e nad apa-
recer outra potencia de u [enab o quadrado depois de
fe fazer delvanecer o fegundo termo em ordem a ¢,
entad nad he necellario outra operagad femelhante em’
ordem a « ; mas nem poriffo eftamos difpenfados de
huma transformagad, a qual confifte em fuppor u =—

ji.fenda«— huma frac¢ab, que fe determina-
n n

ra de hum modo analogo ao que havemos enfi-
nado (382), como abaixo moftraremos.

390 . Se dos tres termos +* , wt, e u? faltar (6-
mente hum dos quadrados, a equacal pertencera
fempre & hyperbola , ou nad exprimiri curva al-

uma ; porque fe for d ou ¢ =0, a quantidade ¢¢
era fempre pofitiva (384) .

39t Finalmente fe faltarem ambos os quadra-
dos e w?, illo he, fc a equacad tivera forma

gut
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gut + bt — ku — l —o , pertencerd @ hyperbola
entre as alymptotas , como fe vai a vér na conftruc-
¢ad feguinte.

Faga-fe + — — = y; teremos a transformada

By i bk b
e — = 0. Faca-fe u .
IR h g e s iy

— & ; teremos xy — ? — v equagad que per-

il
tence & hyperbola , cuja potencia (347 ) he .

Conduzamos pois pela origem A ( Fig. 63 ) dos
# ¢/ parallelamente a PM ou s, a linha AB —=

-;— » € depois por B a linha CBQ _parallela a AP ,

teremos QM =7 — -i ==

Produza-fe AP para G até que feja AG =—£-— ,

e tire-fe GS parallela a PM , o ponto C de encon-
tro com BQ ferd o centro da hyperbola , cujas
ablciffas {26 as linhas CQ,, e afymptotas as linhas

CQ, CS. Com eftas e com a equagad facilmente
fe defcreverd a curva (354) .

Se a equagab nad tiver os tres primeiros termos
4%, ut e u* , pertencerd i linha re@®a, cuja con-
ftruccad na6 tem difficuldade.

392 Affim, recapitulando o que temos dito,
1° toda a equagad indeterminada do fegundo grio,
fe

-
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fe nad fe refolve em dous faltores do primeiro , ex=-
prime fempre huma fecgab conica, ou nad expri-
me linha alguma poflivel. 2° A curva he ellipfe,
hyperbola , ou parabola, conforme for pofirivo,
negativo, ou cifra o quadrado do coefficiente do
produco u¢ das duas indeterminadas menos o qua-
druplo do produéto dos coeflicientes dos dous qua-
drados u®e 12 ; e em particular péde fer circulo
no cafo de fer negativo o produéto, quando os
coefficientes de u? e 2 forem iguais entre fi, 3° E
para reduzirmos qualquer equagad, que pertengaa
huma fecgad conica , as cquagbes que havemos
dado quando fe tratou deftas curvas , devemos pra-
ticar pelo modo que fe enfinou (380, 386, 388,
389 , e 391 ). Paflemos a moftrar o ufo das noffas
transformacées.

-

Applicacab @ refolucai de alguns problemas

indeterminados.

193 P‘Ruhl. 1. Achar a curva DME (Fig.64)
tal que as diflancias de cada bum dos feus pontos
M a dous fixes A e B tenbai entre fi a razab dada
de'g : h.

Tire-fe fobre AB a perpendicular MP, e feja
AP—=u,PM—=1¢,AB—c; feri BP=uau—0o
Ifto fuppofto, os triangulos reftangulos APM

BPM dad AM =— /(uu -} #t) ,e BM = y/ (ut —=
2eu 4 ce 4 #). E como deve fer AM :BM 12
g;b, teremos {g’-—’—"}ﬂ:—i-[g’“—b:j”‘"
28%cH
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2¢%u -} g%2* — o ; equagab que pertence ao cir-
culo (384). \

Para a reduzirmos 4 férma yy = }aa — xx, bal-
ta fuppor primeiramente ==y, € teremos ty —

g% — gt

— — yy. Seja agora 4 —

e—hF = g

gk 3 . h2 g%
—— = ; terem _— et — .
82— b i ’ i s (g"' _,-:F' 2 e
Comparando pois as duas equagdes , vird o valor

gTﬁf_fTb? . Quanto i determina-
¢ad do centro, que eltd nalinha AP, tome-fe AC—=

3 3,
g ;s fera CP=u — S —x. Del-

do raio ouja—

L T —ph2
crevendo pois hum circulo do ponto C como cen-
. hge

tro ¢ com o intervallo , cada hum dos

o _J';ﬂ-
feus pontos M terd a propriedade de que fe trata.
Podemos ainda mais facilmente achar o cen-
tro e o raio. Porque fazendo y — o na equagad
28%cu e
pr g o :g’ - — yy, teremos u=—
g'e ghe __ge(gxh) .
é-:_:-lb: » gz_—Ti = -?:E -_—_b_: y 3 qua] l.{-l i
¢ ¢
s AD,eu—=—2"_ —AE ; logo a fe-
E+h g—b &
midifferenca ou —;——dc:eminan’; o centro, ¢ o ra-

io CE.

104 Probl. 1. Sends dada a linha AR I:f"f_:.ﬁs]

uchar fira della todos o5 pontes M, tais que as recfus
MA,

B —
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MA , MR, tiradas por cada bum delles para AeR,
formem fempre hum anguls dada, .

Abaixe-fe a perpendicular MP, e feja o raio
e=1, AP —u, PM=1¢, AR=14, a tangente
do angulo dad'o , ou tang AMR = m ; teremos PR

=b—u.

Os triangulos reQangulos APM, RPM dad
, e
tang AMP = —‘;— , ¢ tang PMR = iy

3
porém ( Trig. 41 ) tang (4 4+B8B) =
R? (tang A 4 tang B )
" R% — tang A tang B

1 j J—,
L2e

; logo teremos m ==

t
u (b — u)
12 ;
equagad 2 hum circulo, cujo raio ¢ centro deter-~
minaremos da maneira feguinte.

, ou mit 4 muu — mbu — bt = 0;

b e bb
Faga-fe t — T Al vird yy — pre- —bud
) b bb
un == 0. Se¢ja u — —-=x; tercmos yy = :—-{-
bb o : V b bb
;;l.;-x: ; logo o rio= (I - v
Levante-fe pois do ponto A a perpendicular

AB = _:E , e tire-fe BCQ_ parallela a AR; ferd
QM=1?-— % —y. Tomando agora fobre AR

b
a parte AG= ——, teremos GP == 5 ——mnkv
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%ﬁn fe tirarmos por G alinha GC parallela a
» o ponto C ferd o centro, ¢ AC=/(AG?

i bb bb
: 1) = —_— B a i
+ GC ].._1/(4_ +4mm ferd o raio.
Reduz-fe pois a conftrucgad a levantar do pon-

‘ ; b
to G meio de AR a perpendicular GC = e e
m
defcrever hum circulo do centro C com o raio
CA ; todo oangulo AMR que tiver o vertice na
circumferencia , e paffar pelos pontos A ¢ R, ferd
igual a0 angulo dado.

ERa claro que para conftruirmos .-:_, tirare-

. m ;

mos hima refla AO, que faca com AB o angulo
BAO igual a6 angulo dado ; entad o ponto do en-
contro C com a pc_l_-Feudicular GC ferd o ponto
procurado , porque (Trig. 164) no triangulo re@an-

gulo ABC remés AB ou GC — Ae

am
Donde fe fegue, que em huma palavra fe re-
duz tudo a tirar por. A .a linha AO que faca
com AR hum angulo igual ao complemento do
angulo dado; efta cortara no pento procurado C
a perpendicular levantada do meio de AR.

395  Agora he facil de refolver.a queftaé fe-
guinte : Sendo dada a pofigai de tres pontos R, A, R?
(Fig. 66), achar o ponte M , do qual fe vejai as
linhas RA', AR" par angulos dados.

Dividab-fe as linhas RA, AR’ em duas par-
tes jguais nos pontos G e G', dos quais fe levan-
temn as perpendiculares GCe G'C/, Tirem-fclgnr
4 as linhas AC, AC‘.Uque fagad com ﬁaf
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AR’ os angulos RAC , R’AC/ iguais cada huny a0’
complemento 'do angulo RMA, R'MA , por que
fe vé a linha correfpondente ; e delcrevendo dous
circulos dos centros C e C' com os raios CA ,
C'A, o ponto M de interfecgad fera o ponto pro-
curado,

Efte problema péde fervir para reprefentar nas
Cartas Topograficas a poficad de hum ponto, do
qual fe aviltad tres objeflos conhecidos.

Se os angulos obfervados RMA , R'MA fof-
fem iguais aos angules RR'A , R’RA, o problema
feria indeterminado ; porque confundindo-fe en-
tad os dous circulos , ¢cada hum dos pontos da cir-
cumferencia fatisfaria 3 queftad.

266 Probl. 111. Sendo dado o angule que fa-
zem entre fi duas linkas AZ, AT ( Fig. 67),
achar as eurvas, nas guais adiflancia de cada hum
des feus pontos M a bum fixe ¥ de AZ tem fem-
pre para a linba MT, tirada ds mefme ponta M para
a recta AT parallelamente a AL , a razas dads
deg:h.

Tiremos MP parallclaa AT, ¢ MS perpendi-
cular a AZ. Seja AP—w, PM =1t , AF=¢,
Jen MPS=p, ¢ eof MPS =¢.

1to pofto , o triangulo re&angnlo MPS di
MS = pt, e PS = ¢r; logo teremos F§ = gt —
u -4 ¢, e por’confequencia MF — / (M5* 4
FS* Yy — /( tt — 2gut + uu + 2gct — 2¢cu +-¢¢ ),
advertindo que p* -+ ¢* = 1. Mas deve fer MF ¢
MT :. g : b; logo teremos b%* — 2gh*ut 4
(bh* = g* )u - achqt — 2ch*u +4 b%* =o. Efta

equa=
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equacab , que comprehende todas as fecgbes coni-
cas (380) , pertencerd (392) & ellipfe ou & hyper.
bola, conforme for negativa ou pefitiva a quanti= -
dade 4h%¢* — 4p?h4 ; e pertencera & parabola, fe
for 4bh%* — 4p*h4 =0, ou g — pb ; ¢ finalmen+
te a curva fera hum circulo, quando for 4% = b®
— g% , ilto he, quando g =0, ou quando 4 = c9,
defignando por efte final o infinito.

Para conftruirmos a curva em cada hum deftes
cafos, nad temos mais do que imitar o que eltd
feito (380 e feg.), como vamos a moftrar , appli-
cando 2 hyperbola o que {e executou na elliple,
ilto he, reduzindo a noffa equagad & férma yy =

-d-';l— {#A‘ ---‘i mcr) .

_ Faga-fe pois ¢ - ¢¢ - gu==y ; teremos por
primeira transformacad yy 4 copp — acppu -+ ppus
- % uu=—o0, ou bbyy 4 cehbpp — 2chhppu 4=

Muu — o, pondo (por abbreviar ) pphh — gg

= kk.
- FS-
Fazendo agora u — f%— = ‘b;f :

;',I"Pl n2k?
P=— W(z’-l— 7 —-n’) ; mas
Como na hyperbola 45% (g* — p%?) deve fer
pofitivo, faremos k2 ncgativn » lembrando-nos da
hypothefe #* — g2 — »%5* a todo o tempo que fe
fizer a fubRituicas ; affim teremos 5 = —‘;"%%f-

3
(ar' — _;.';.__ —_n ) - Efta equagab fendo com-
U2 pa-

. Vird




ELEMENTOS

708
IE| ; : : e
p:nd:cotﬂ;’:-;;{ x¥*—1fa?), da ==

“e3hapnd 22
-‘—gf—. e ot = ;,:;4-:,:, donde fe tirara6
os valores dos diametros conjugados a ¢ 4, os
quais fab os melmos eixos da hyperbela como lo-
go fe vera.

Para determinar a direcgal dos diametros ,
conftruiremos primeiramente a equagab f - ¢4
— gu—y, continuando a imitar o que fec fez
(382). Conduziremos pois por A parallelamente 2

M a linha AB =g, etirando BI parallela a
AZ , tomaremos nella a parte BK ; e conduzindo
KL = ¢ . BK parallela a PM, fe tirarmos pelos
pontos Be L. huma linha BQ,, fera QM = y.

" Péde porém abbreviar-fe efta conftruccad ,
conduzindo immediatamente do ponto F alinha
FB perpendicular a TA ; porque fendo o angulo
FAB =— APM, no triangulo re@angulo ABF te-
mos AB == ¢g ; logo ferad os y perpendiculares &
linha BQ, a qual por confequencia fera a direc~

GaG de hum dos cixos , € a do outro ferd paralle-
Iaa QM.

Quanto i determinagag do centro, a fegunda

equacad « _{i:?’ = -%Z‘fi na hypothefe de

%2 for negativo, moflsa que tomando da partecontra-
chia®

ria dos u a quantidade AG.—_% , a linha GC

parallela a PM, ou perpendicular a BQ, deter-
minard a origem Cdos x, e por confequencia. 0
centro. Na cllipfe feguiremos hum procedimento
analogo. Quan-
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Quanto i parabola porém, como temos entad g —
ph , e confeguintemente #* — o, aequagad acha-
da entre y € u ¢ torna em y2 4 ¢¥p? — 2¢p%u —o.
Para a reduzirmos & férma ordinaria , faga-le
(386) 20p%u — ¢3p? —=nx, e teremos ¥ =nx.
Agora podemos defcrever acurva, conﬁyruindu s
a primeira equagab /-4-¢7 — gu=—y , como no
calo precedente ; e a fegunda 20p*n — 3p? — nx ,

nx
oup—1Ic— -

= de hum modo analogo ao do

§. 386, tomando fubre AP ( Fig. 68) a parte
AG = ir:allim alinha GC parallela a PM fera ali-
nha dos x, os quais feraé. CQ, de maneira que CQ_
feri a direcgad do diametro, cujo vertice ferd C,
¢z o feu parametro. Efte (¢ determinard pela fe-

gtk AP e GP_ 2ePp*
fegunda equagad, que din— —CQ = BF’

expreffad que he toda conhecida , e fe pode im-
lificar , advertindo que no triangulo re€tangulo
"AB temos BF = ¢p, e con{eguintemente: n=
2BF.

297 Probl. IV. Fazends-fe mover a refla dada
OH ( Fig. 69 ) dentro ds anguls dads OCH , de
maneira que as extremidades O ¢ H' fe confervem
Jempre fobre o5 lades do anguls 5 achar a curva que
nefle mavimente defcreve hum ponte dﬁzrmfmdafhl
43 mefma refla.

Tiremos de hum ponto qualquer M da curva
a2 linha MP parallela a CH; e feja CP=u,
PM=!, OM=¢g , MH =1}, fon MPO =,
#f MPO — 4.

. As
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As parallelas CH , PM dab OP = ‘;;;' mas

no triangulo OPM temas (Trig.180) MO? =OP*
= PM* - 20P . PM . ¢sf OPM ; logo ferd r* -
289

5 M - % u? == g? , equacad que pertence @

ellipfe (381)
” t u ¥
Seja pois ¢ - i:—=_y,cﬂ=;;lcremos;’=-
4

hEn2
2 ( ;; -—— -t"'). a'qual fendo comparada

) 52 3 akbn
mm]’=-?{ia‘—-:'],dasa=.7- , ¢k
ﬂng-

Para determinar as direcgbes dos dous diame-
tros conjugados , e o valor den, tome-{e arbitra-

. €I
. CK .,
rallelamente a PM ; entad tirando CL, feri QM
= PM + PQm ! +
x

devern contar-fe fobre CQ , e a equagad u = e

riamente CK , e conduza-fe KL ==

g;nr = y. Como pois os #

moftra que os u ¢ ¥ comegad ao mefmo tem-
po ; o ponto C ferd o centro, ¢ CQ, CH ferad

as direc¢Bes dos diametros. Mas he n = -%- ==

-E% = —(_C:[I% = CL, fuppondo CK = a0 raio;
logo temos os valores dos diametros conjugados com

o angulo OCH por clles comprehendido , ¢ confe-
guin-
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guintemente nad péde haver difficuldade na deferis
¢ab da ellipfe.
2
Se o angulo C for refto , teremos 5* m—i;
{h* — 2 ); equagad s coordenadas da ellipfe ,
cujos femieixos (26 g ¢ b. Affim temos outro me-
thodo de defcrever a ellipfe por movimento con-

tinuo.

Applicacat dos mefmos principios & refolucal de
alguns problemas deicrminados.

108 A. Solucaé do fegundo problema inde-
terminado (394) fervio para refolver outro deter-
minado (395); ¢ nefte ultimo tacitamente fuppu-
zemos incluidos mais dous indeterminados , cada
hum da mefma efpecie do primeiro, os quais por
confequencia fe relolvérad do mefmo modo. A in-
terfecgab de duas curvas, ou circulos,, que erad
neffe cafo o Jugar de cada hum dos dous problemas
parciais , deu a folucad do problema determina-
do. Tal he o procedimento que devemos feguir
para refolver as queftges, quando a equagad final
que exprime todas as condigbes do problema,
paffar do fegundo gréo : Faremos ufo de duas in-
cognitas ainda nos cafos em que huma baf=
ta, ifto he, nos cafos em que os problemas fab
determinados , e formaremos duas equagdes , cada
huma das quais fendo conftruida feparadamente
com o mefino vertice , a me{ma linha de abfciffas,
¢ 0 mefmo angulo das coordenadas, dard huma cur-
va, cujos pontos fatisfaris todos & equagad ref-

pe-
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pectiva. Ental fe a queftad he poflivel , as duas

curvas fe encontrarad em hum ou muitos pontos ,
conforme ella admitir huma ou muitas folughes ,
ou incluir muitos cafos dependentes dos mefmos
dados , e raciocinios ; ¢ as coordenadas correfpon-
dentes aos pontos de interleccab ferad os valores
das incognitas.

Efta claro, que fc as duas equagbes a duas in-
determinadas naé paffarem do fegundo grio , a re-
folugad do problema , naé dependeri fenad , quan-
do muito, da interfecgad de duas fecgbes conicas.
Porém neftes mefmos cafos, fe ufaffemos de hu-
ma incognita {émente , ou fe por meio das duas
equagbes eliminaflemos huma das duoas ipcognitas,
a equagad fubiria ao terceiro grio, e ordinaria-
mente 20 quarto. Se huma das equagles , ou am-
bas ellas paffarem do fegundo grio, a refolugad
do problema dependerd de curvas mais elevadas
que as fecgbes conicas.

Paffemos a dar exemplos , comegando E_ela re-
folugas . de alguns problemas que nad pailaé do
quarto grao. .

399 Probl. I, Achar duas meias proporcionais
teu entre duas linkas dadas aeb.

Sendo pela condicad == a:¢;:u:d, teremos
oy == 1%, ¢ bt = u* . Para conftruir eftas equagbes
tirem-fe duas linhas AX, AZ (Fig.70), perpendicu-
Jares entre fi para maior fimplicidade , ¢ fobre AZ
como diametro ¢ pelo vertice A defcreva-fe huma
parabola (367), cujo parametro feja=—a, ¢ o ane
Ftlo das coordenadas = XAZ ; cfta curva fera o

ugar da equagab au = ¢? , de maneira que fendo

AP = u, fera PM =/¢. Semelhantemente dcf'cta_'l:-
va-le
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va-le pelo vertice A, fobre o diametro AX , com
o parametro b, e o angulo de coordenadas XAZ,
outra parabola ; ferd efta o lugar da equagad bt —
ut, de forte que fendo AP'—¢, teremos P’M'
= u. Mas he ncceffario que as duas equagdes te-
nhad lugar ao melmo tempo , ifto he, que os valo-
res tanto de » como de ¢ fejab os mefmos em ambas
ellas ; e ilto [Gmente acontece no ponto de interfec-
¢ad M , como fe vé tirando MP e MP parallelas a
AX e AZ : logo os valores de u ¢ ¢ que farisfazem
20 problema fa6 as coordenadas AP e PM , cor-
refpondentes aq ponto de encontro M. Ainda que
as curvas tambem f{e encontraé no ponto A, com
tudo he evidente que tal ponto nab f(atisfaz, porque
nellehe u=o, ¢ t =o0.

400 [Eftas equacbes depois de preparadas con-
duzem muitas vezes a conftrucgbes bem fimples.
Ajuntando, por exemplo, as dnas equagles au — %,
ebt—u*, temos au 4 bt=u* 4 1*; equacab
ao circulo, fe as coordenadas we ¢ forem per-
pendiculares entre (i. E como o circulo he mais
facil de defcrever que a parabola , conftruire-
mos , com preferencia ao que’ fizemos , huma
das primeiras equagbes , por exemplo au = # , ¢
aultima au 4 8t —=u* 4 1* , aqual fe reduz 'a
= }a* 4 14 — x*, pelas hypotheles de
t—3b—y, ¢ u— La=x. Para ¢fte effeito, to-
maremos AB =14, e tirando BQ_ parallela a AP,
feri QM = y. Tomaremos tambein AO =1}a,
€ conduzindo OC parallela a AX , teremos CQ_
£= x. Se defcrevermos pois do ponto C com o raio
V(144 4* )= AC hum circulo que corte a

Pag

(8 e
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parabola em hum ponto M, ferab MP e AP as

duas meias proporcionais u e /.

4ot Podemos variar muito eftas conftrucgbes; po-
‘demos, por exemplo, ajuntar huma das doas equagGes
com a outra multiplicada por huma quantidade ar-

bitraria — , pofitiva , ou negativa , e teremos au
n

: 1 )

-+ - h=r4+ .”_11‘ ; equacab que pertence-
rh 4 ellipfep ou 4 hyperbola , conforme o valor
que fe dera e affim podemos fazer a conftruc-

¢ab com huma deftas curvas , como fe fez com o
circulo, Podemos tambem conftruir com am-
bas as curvas juntamente , ou com huma {omen-
te combinada com o circulo , para o que dare-

. 1 ( :
mos a — valores convenientes, os quais fe de-

terminab fem difficoldade (392).
402  Probl, 11. Dividir hum anguls ou arce da-
do EO (Fig. 71) em tres partes iguais.
Seja EM a terca parte do arco dado, cujo cen-

tro he A. Tirem-fe as perpendiculares MP, OR
fobre o raio AE, e fupponha-fe AE =r, OR =

meO:d. AR = af EO = ¢, AP=u,
PM ==

O triangulo re®angulo APM di w? 415 =1r*;
e os dous femelhantes APM, ARS dab RS =

-y Y .
i Produzi-fe MP até encontrar a circumferens

cia
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tia em V, fera OMS — AMP —= ASR —= OSM,
¢ por confequencia O8 = OM =MV =— 21, Mas

OR = 0S5 4 SR ; logo teremos d= 2¢ + _‘u{- '

ou fu +écr =— 1 du, que pertence (391) & hy-
Eerhnla. omo. a primeira equagad 2 — r? — u?
e a mefma do circulo EMO , nad refta mais que
conftruir a fegunda. Para a reduzirmos pois 2 for-
ma xy—aa, faga-fe primeiramente } d —t=—y,
e depois u+3c=x; e teremos xy— { «d por
equagal da hyperbola entre as afymptotas.
Conduza-fe por A a linha AB=1}4d paralle-
lamente 2 PM , e tirando QBC parallela a AP, te-
remos QM =1d — ¢t =y ; logo CQ_fera a direc-
¢ab de huma alymptota. Produzindo depois AP
para G de forte que feja AG = § ¢, e tirando GC
parallelaa PM, feri CQ =u-+4c==x; logoC
ferd ocentro, ¢ CQ, CG ferad as alymptotas.
A hyperbola defcrita ( 354) entre ellas, a qual
deve paffar por A, como fe deduz da equagad xy
=—4jc.3d=CB X AB, cortari o circulo no
ponto procurado M.

Quando o arco EO paffar de 9go° , faremos ¢ ne-
gativo nas equacbes achadas j e quando o feu valor
cahir entre 180° ¢ 270° , como EO E'0O’, muda-
remos os finais de ¢ e d.

Se produzirmos GC e CB até que tenhamos
CG'—CG, e CB'= CB e tirando B'A’e G'A’
parallelas refpe@tivamente a CG' ¢ CB’, delcre-
vermos entre as linhas CG’e CB’ (produzidas) como
alymptotas huma hyperbola que paffe por A'; efta
encontrard o circulo em dous pontos A'e M/, do
mefmo modo que a primeira o encontra em M

c
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.M, Deftes quatro pontos o primeiro determina
EM = 1 EO; o fegundo M’ determina E‘'M' =
3 E’O = % (180° — EOQ); o terceiro M determi-
na E'M"—= 31 EOE'O’'= %(180° 4 EO’).

Com effeito, os arcos E'O e EO tem os mef-
mos feno e cofeno com a differenca unica de fer ne-
gativo o cofeno de E’O , confiderado como maior
Ene go® ; logo acharemos a folucad para o arco
E'O, fazendo ¢ negativo na folucad de EO. Po-
rém efta mudanca , que altera {omente a fegunda
equagab, muda a (ua reduzida em sy — — {od,
que pertence & hyperbola A’M’, e moftra por
confequencia que'a interfecgad M’ defte ramo da
hyperbola com o circulo di a folugaé do cafo pre-
fente : logo P"M!/ he o feno do arco procurado
no fegundo cafc , e confeguintemente E’'M’ he
efte mefino arco, on E'M’'= LE"O.

Quanto i terceira folugad, fe ajuntarmos 180°
a EO, ilto he, fe tomarmos E'O'=EO , os ar-
cos EO ,e EOE’O tem os melmos feno e cofe-
no , com a differenca que os do ultimo f{ad nega-
tivos ; logo teremos a folugad que convem a cite
cafo, fazendo ¢ ed negativos. Porém elta mudan-
¢a nab altcra a equacad.xy = }¢d ; logo a primei-
ra hyperbola deve dar a folugad delte terceiro calo
na interfeccad M”. He pois P M" o {eno do arco
procurado nelle calo, ¢ confeguintemente E'M'" he
elte mefimo arco, ou E‘EM"—=3EOE'O",

Aflim a mefma conltrucgad determina £ A,
3(180°—A), ef(18e°4 A), fendo A o ar-
co dado.

O ponto de interfeccad A’, pelo qual a hyperbola
fe fujeita a paffar, como he conhecido , naé da hu-
ma ilnhu;:lﬁ nova. 403
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407 Se das dvas_equagbesa w e ¢ eliminarmos
t, vird a equagad do terceiro grio nd cafo irredu-

I

zivel gf — 3 Ay — 'y er* = o, a qual deve
comprehender os tres cafos que havemos exami-
nado ; logo a mefma equagab deve ter tres raizes,

EO

a faber u = AP —=u¢of , # =— AP' =
rg"M,cu:hP“: cof IBDO:_EO.
3

404 Donde fe fegue , que podemos por meio
das 'l‘!'aboas dos fenos achar as tres raizes de huma
equacad do terceiro grio no cafo irreduzivel com
hiima approximacad {ufficiente € muito prompta.
Porque , comparando a equagab geral defte calo
w' — pu -+ g = o com a do noflo problema , te-

3

I .
mos —~— 7l ==p,e — — cr? =g, as quais dad r—=
4

4
l‘/i‘p,e:: _:g . Se procurarmos pois
3

nas Taboas o tiumero de grios correfpondente a

Jen 3?7-— , fuppondo o raio dellas igual &
? '?P

unidade, acharemos o coinplemento do arco EO;
¢ ajuntando go® ao mefmo numero de graos , ou

tirando eflte mefmo numero de go® 4 conforme for
¢ pofitivo ou regativo na equacab , teremos o arco

EO, que chamaremos A. Bufcaremos logo nas Ta-

boas os cofenos dos tres arcos -—3—- 3 _Is_.oa_é___i, e

18c®
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,. 08 quais fendo multiplicades por r

180° - A
3

ou 1/%—,0, para fe reduzir cada hum ao cofeno do

arco correfpondente no circulo cujo raio he r, darad

4 A 4
AP ou u— St A ] LI
e Gt
IRa — - 1800 -
tof ———— e u— S SN e el T
Y 3 1/3‘ﬂ / 3§ — ¢

bem entendido qus fe deve dar o final — dquelles
em que o arco paffar de go° . Eftas operagbes po-
dem facilitar-fe por meio dos logarithmos.

405 Probl. 1II. Sends dada a poficas do ponte
D cg‘fg. 72 ) a refpeito de duas ffnié":rAR, AP,
que comprebendem bum anguls conbecido , tirar pelo
dite pon!s a recta DP , de maneira que a parte in-
tercepta RP feja igual a buma linba dada c.

Tiremos DS e RN perpendiculares a AP pro-
duzida , ¢ DO parallela 2 AR. Seja DO —=r,

DS=p,08=¢g9, AO=d,AP—u, AR=1.
OS triangulos femelhantes DSO , RNA dad

t
RN= PT' AN = % » € confeguintemente NP
f
= -?_- <4 #. Mas vo triangulo re@angulo RNP
2
temos RN? 4~ NP* — RP* ; logo ferk % # 4o
-i}-ur-l—u’-i- %;-F__'_l" » ifto he 12 +:_—f ur

-‘u: 3..
e ‘ Alem
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Alem diffo, os triangulos I':melhnntﬁ DOP,
RAP dao DO (r) :RA (1) :: OP (d+4u) : AP (u),
ou ru — td -+ ut. Temos pois duas equagbes , hu-

ma 4 ellipfe , eaoutra & hyperbola, que ambas
{e devem conftruir para relolver o problema.

Quanto & primeira , faga-fe como nos exemplos

qu rx
precedentes , £ + T-'"—“J’ y CU— T;lﬂﬁm“

22
y’:-%:- (“: —_ ).cpor confequencia os
valores dos dous diametros conjugados a , e 4 ferab

= %ﬂ- , ¢ b=—12¢c. Tome-fe pois fobre AP a

linha. arbitraria AK , ¢ tire-fe KL — g__ﬁ_is. pa-

r

rallelamente a PM ; teremos QM =y, ¢ ferd AQ_
a direcgab do diametro fobre que devem contar-fe
os x; logo AQ==x. E como a equagad u—=
r..AQ.

, teremos »—=

rx
~——fe torna em AP =
P

r.AQ_ r.AL £k
Y ey AL, fuppondo AK =r.
Affim conftruindo huma ellipfe com os dous dia-

o
, ¢ b =12¢, que com-

meiros conjugados F—

prehendad hum angule igval a AQM, achare-
mos o lugar da primeira equagal. Efta cllipfe he
2 mefma que defcreveria o meio de huma linha
igual a 2RP, a qual fe movefle fem que as fuas
extremidades fahiffem dos lados AP, AR, como
le péde ver , fazendo comparacab com a folugad
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dada (397), e fuppondo g = h—="¢.. Qu
gulo RAP he reéto, a ellipfe fe torna em hum cir=
culo defcrito com o raio e.

Para conftruir a fegunda equagad ru — ut —dt,
facafer —t=y', eu +dmx';viri:-‘;'-'_-: rds
Tire-fe por D a linha DTV parallela a AP ; ferd
VM — y'. Conduza-fe_pelo mefmo ponto D a li-
nha DO parallela a AT ; ferh DV = & Defcre-
ver-fe-ha pois entre as linhas DO e DV come
afymptotas huma hyperbola que pafle pelo pontd
A, por fer x'y' = rd = AO % AT ; ella encon-
trara a ellipfe em dous pontos M e M'; logo con-
duzindo por eftes e por D as linhas MR |, MR pa-
rallelas'a AP, e tirando DRP e DP’/R’, as par-
tes PR e P'R’ interceptas nos angulos RXP ‘
R’ A P’ ferab iguais & linha ¢:

Se a hyperbola oppofta M" A'M""  Fig. 13 ),
defcrita entre as afymptotas produzidas, encontrar
a elliple, determinari mais dous pontos M”, M,
os quais darab R", R tais , que fe por elles & por
D tirarmos duas redtas, as partes comprehendidas
dentro do angulo TAS ferab iguais a &, Tal he em
geral o methodo geomewrico de refolver os proble-
mas determinados, que nab paffarem do quarto
gido. _ _ _

406 O melmo methodo péde fervir ainda quan-
do naé fe faca ufo de duas incognitas , <om tanko
potéin que depois fe introduza huma de novo. Por
exemplo, {e nos propuze(lem elte problema: 4char
bum cube que fenba para suiro conbecide o' @ razat
duda dem 0 ; fuppoudo o lado do cubo procura-

do
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==, teriamos w' 3 @’ % m ; n, e por confe-
quencia nu’ —ma’ .
Para conftruirmos efta equagad, {upporiamos

i ma?-
u? = af, ¢ teriamos ntu =—=ma* , wln:T a

Defcreveriamos pois a parabola que tem a equagab

u? = at , ¢ a hyperbola a que pertence a equagad
2
; a interfeccad das duas curvas daria

ma
U=
os valores de we £
Maultiplique-fe porém a transformada por u , ¢
fub[ﬁtua-Fe em lugar de u? o feu valor af ; vird
= -?'-n , equacab & parabola, a qual fe po-

de conftruir juntamente com a outra «* = af.
Advirta-fe que eftas equagbes fad as melmas que
teriamos , fe procuraffemos duas meias proporcio-

nais entre a ¢ -%f- ; afim podem conftruir-fe pre-

cifamente como fe enfinou (399) -
407 Pela equagad nu’ = ma® , a qual di u=

i i
'\/ :w: , fe v& que os radicais cubos podem

conftruir-fe por meio das fecgGes conicas. O mefmo
fe deve entender a refpeito dos radicais do quarto
grio em que fe contiverem radicais cubos, como

por exemplo V (,5‘:’45-); porque fe entraffem f6-

4
mente radicais quadrados, como em M ("‘V’"‘;)n
ou quantidades racionais , a conftruc¢ad fe reduzi_
tia fempre ao circulo. Com effeite no noffo exem.
"y ple
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plo, tomando huma meia proporcional m entre ae §,
4 2
teriamos  /a'm ; ¢ tomando outra meia proporcio-

“
nal mentre aem , teriamos V. &%t , ifto he y/an,
expreflad de huma meia proporcional entre a ¢ .

408 Se a equacad deternfinada conflar de ma-
ior numero de termos , nab deixard poriffo de po-
der conflreir-fe de hum modo analogo. Aflim f{e ti-
vermos % - au’ -+ agu® 4 a*ru-4-sat =o, fen-
do @, g, r, es quantidades conhecidas , fuppo-
remos ¥* = at, e acharemos ar* 4 aut + qu* 4
aru -+ se®== o0, equacad que pertence a2 huma
fecgad conica, Se a conftruirmos pois , e tambem
aoutra u* = af , as interfcegles das dvas curvas
determinardd os differentes valoies de «.

409 Péde acontecer que hum problema tenha
muitas folugles , ¢ fem embargo as curvas nad che-
guem a encontrar-fe, quando fe introduz do
modo expolto huma nova equagal. Para evitar
elle embarago, daremos hum methodo que tem
lugar em todos os calos. 4

Seja, por exemplo , u* — an® + pau— ga* = o
a equagab procedida de hum problema. Suppore-
remos u' — au® 4 pau — ga* = a®t, fendo ¢ hu-
ma indeterminada, e a, p;, ¢ numeros ou linhas
conhecidas. Efta equacad, em que £ nad pafla do
primeiro grio, péde conflruir-fe com facilidade,
dando a  fucceflivamente muitos valores AP,
AP, &c. (Fig. 74) e calculando os correfponden~
tes de £, que tiraremos perpendiculares a AP para
maior facilidade, como PM , PM &c. ¢ com atten-
¢ad aos finais. Se procurarmos pois os pontos em
que a CUIVa encontra o €ixo , teremos u' — au® -+

pan
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= ga* = o, ifto he, a equagad propofta; logo

as diftancias AO , AO’, AO", em quea curva en-

contra o eixo, ferad os differentes valores de .

Querendo aqui ufar de conftrucgad em lugar de
H

{ 5 . u
calculo, daremos & equagad a forma ¢t = — —
a?

2 - 4
ot -t o ¢ » ¢ conltruiremos (246) cada hum
a a

dos termos do I'cguudn Il.'m::t:.l:u‘t) para cada hum
dos valores de w.

410 Quando no problema entrar mais que ho-
ma incoguita , podemos fazer ufo da conlirucgad
precedente , reduzindo todas as incognitas a huma
unica pelo methodo dado (162 e feg.).

411 Se o problema for indeterminado , ¢ huma
das duas incognitas nad paffar do fegundo grio,
poderemos fempre conftruir a equagad dando a ou-
fra incognita , feja qual for o feu gréo , valores ar-
bitrarios, e calculando os correfpondentes da primei-
ra incognita, na hypothefe de que efta reprefente as
ordenadas de huma curva, e aquella as J:;as abfcif-
{as. Se porém as duas incognitas paffarem ambas do
fegunde grio , ferd ncceﬂgariu para cada valor que
fe der a huma, achar os valores da outra pelo me-
thodo que acabamos de enfinar. Nad nos demo-
raremos mais nas conftrucgbes defta ultima efpe-
Cie , porque raras vezes [e encontrad.

412 Antes de concluirmos efta Sec¢ad, moftra-
remos alguns ufos mais da applicagad das equacGes
as linhas curvas. Por quanto toda a equagab a huma
fecgad conica he fempre do fegundo grio, e a equa-
£a0 mais geral defte grio pode reduzir-fe 3 for-

ma
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ma di* 4 cut + a 4 ft + gu + h=0; fegue-
fe que podemos fempre’ fazer paffar huma feccad
conica por cinco pontos dados ; com tanto que elles
tres a tres nad eftejad em linha re&a , porque hu-
ma feccad conica nad pode encontrar huma refta
em mais de dous pontos.
Com effeito fejab A, B, C, D, E (Fig. 75)
os cinco pontos dados. Se os referirmos 4 relta Als)
ue pafla por dous delles, entad conduzindo BF ,
H, EG perpendicularesa AD para maior facilida-
de, as diftancias AF, BF, AG, GE, AH, HC, AD
poderib confiderar-fe como abfciffas ¢ ordenadas
de huma curva , cuja equagad he dr* 4 cut 4 eu®
4 ft 4+ gu 4 h=o. Porque f¢ja AF=m, BF
—n, AG=m', GE=n', AH=m", CH=n"s
AD=—m"", efti claro 1° que no ponto A temos
#=—o0, ¢ 1=o0, ¢ confeguintemente b =— o.

2¢ No ponto Btemosu=—m,f—=n, e2a equa-
¢ab fe muda em
dm* 4 cmn 4 en* 4 fm 4 gn = 0.
3° No ponte E temos do mefmo modo
dm™ 4 em'n’ 4 en” 4 fin' L gn'=o
4° No ponto C temos
dm' 4 cm''n" 4 en" 4 fm"' 4+ m''=c
5° Ultimamente , no ponto D onde i =0, temos
eml' 4 g=o. 3
E como neftas quatro equagbes entrad todas as
quantidades ¢, ¢, f, g em primeiro grio, com fa-
cilidade fe achari6 os feus valores , os quais fendo

fubftituidos na equacad df + cut 4 ew® 4 ft +
gu
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u == o, a tornarad em outra, que ferd divifivel por
d, c em que por conflequencia todos os termos te-
rad coefficientes conhecidos ; fera pois muito facil
de conftruir a feccad conica a que pertencer a mel-
ma equagab, No calo de nad lerem dados mais que

vatro pontos , hum dos coefficientes ferd arbitra-
rio ; logo pederemos impdr huma condigab como
quizermos , duas fe forem dados tres pontos [6-
mente , ¢ allim por diante. [

As linhas diftinguem-fe pelo grio da fua equa-
a6 ; affim a linha re@a he linha da primeira or-
dem ; as fecgbes conicas fab linhas da fegunda
ordem,

Por hum modo analogo fe péde determinar a
equagad de huma linha da terceira ordem , que fe
fujeite a, paffar por tantos pontos menos hum,
quantos fab os differentes termos que péde ter a
equagab geral defla ordem a duas indeterminadas ;
eaflim nas ordens fuperiores.

413 O melmo methodo péde fervir para achar
approximadamente a lei que obfervad entre (i mui-
tas quantidades conhecidas, e dependentes humas
das outras por certas relagdes ; e nefta applicagad
tem o nome de Methodo das interpalagies. Suppo=-
nhamos , por exemplo, que tres quantidades conhe-
cidas CB, ED, GE‘ (Fig. 76) dependem de outras
tres AB, AD, AF ; pertende-fe achar a lei geral
gue une eftas quantidades, de mancira que [e pofla

eterminar huma quantidade HI, intermedia ou ve-
zinha das primeiras , a qual derive de AH, do mel-
mo modo que CB, DE &c. derivad de AB, AD &c.

De muitos modos fe pdde fatisfazer a elte pro-
blema, tomando huma equagad a duas indetermi-
na-
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nadas u e 7, a qual tenha pelo menos tantos termos
differentes , quantas a6 as quantidades dadas , tais
como CB, ED, GF. Mas entre todos elles o que
mais facilita o ufo gue pode ter o dito methodo ,
he o confiderar IH como ordenada, ¢ AH como
abfciffa de huma curva , que pafle pelos pontos da-
dosC, E, G, &c., e naqual tfeja huma funcad
indeterminada da abfciffa correfpondente , da for-
ma a + bu 4 cu? 4 &c., tomando tantos termos,
.quantos fad os pontes C, E, G. Logo fe fuppu-
zermos (412) 1°u=—AB, +=CB; 22 a=AD,
t=DE; 3° u=AF, t = FG, eaflim por dian-
te , teremos tantas equagbes para determinar a, 4, ¢,
quantos [ab os pontos dados; e fubftituindo os valo-
Tes em f=—a + bu -+ cu? + &c., acharemos a
equagab approximada. da curva, que paffa pelos
‘pontos C ,E , G, &c. Pondo entad por « a diftancia
AH, teremos o valor correfpondente de ¢ ou HI ;
€ reciprocamente.

Seguindo 0 mefmo procedimento , podemos imi-
‘tar o contorno ABCDEF ( Fig. 77) de qualquer
curva tracada ao acafo (282). Para iflo abaixare-
mos dos differentes pontes A, B, C, D, &c. per-
pendiculares fobre a linha determinada X7, que
fe toma por linha das abfciffas , e acharemos , co-
‘o acabamos de enfinar, a equagab de huma cur-
va que pafle pelos mefmos pontos ; por meio del-
la pois fe calculari6 as perpendiculares intermedi-
as com tanto maior approximagad, quanto maior
for o numero dos pontes A, B, C, D, &ec. que
houvermos tomado.
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