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P R I V I L E G I O . 

F 
' U E L R E Y . F a ç o fabe r aos que efte A lva rá 

virem : Q u e H a v e n d o Eu O r d e n a d o pelos E f t a t u -

tos Novi í l imos , c o m q u e Reí taure i , e M a n d e i dc 

novo f u n d a r a Univers idade de C o i m b r a , q u e os 

E f t u d o s das Sciencias M a t h e m a t i c a s c o n f t i t u i f l e m 

r e l i a h u m a ind i fpenfave l Facu ldade : E fendo ao 

m e f m o f i m Servido pela M i n h a C a r t a d e L e y d e 

dez de N o v e m b r o de m i l f e t ecen tos f e t en ta e dous 

abol i r , e calíar os T i t u l o s N o n o , e D e c i m o dos 

E l la tu tos do Col leg io Rea l de N o b r e s ; pelos quaes 

os referidos El ludos deviaò t a m b é m fer en f inados 

no fobred i to Co l l eg io ; pa ra que fó , e u n i c a m e n -

te foíTem promovidos , e cu l t ivados na d i ta U n i -

verfidade , em c o m m u m benef ic io de todos os M e u s 

F ie i s Vaílallos : P o r q u a n t o pela fobredi ta a b o l i ç a o 

í icaraõ os refer idos E f t u d o s propr ios , e p r iva t ivos 

da Univer l idade ; e veio a ceíTar o fim do P r i v i l e -

g i o exclufivo , que para a imprefTaó dos L i v r o s 

Claíl icos Hav ia conced ido pela ou t r a C a i t a da L e y , 

£ D o a ç a õ perpetua fe i ta ao di to Co l l eg io em d o z e 

de O u t u b r o de m i l fe tecentos fel íenta e finco ; n a -

quel la par tç , que he re fped l iva aos L i v r o s M a t h e -

at icos : H e y por b e m t r ans fe r i r pa ra a fob red i t a 

U n i « 



U n i v e r f i d à d e de C o i m b r a o m e í m o Pr iv i leg io e x -

clufivo pa ra a impref laÔ dos L i v r o s de Eucl ides , 

A r c h i m e d e s , e ou t ros Claí l icos das Sciencias M a -

t h e m a t i c a s ; aff im , e da m a n e i r a que na fobred i t a 

D o a ç a ó Eu hav ia conced ido ao re fe r ido Co l l eg io : 

R e v o g a n d o , c o m o R e v o g o a efte fim , a m e f m a 

D o a ç a õ naquel la par te , que na genera l idade del ia 

fó he comprehen f iva das imprelToens dos di tos L i -

vros , ou de ou t ros , que h a j a ó de fervir aos f o b r e r 

d i to s E f tudos M a t h e m a t i c o s , e pelos quaes fe d e -

vaõ en f ina r n a m e f m a Unive r f idade d e C o i m b r a . 

P e l o que : M a n d o ao M a r q u e z de P o m b a l , 

do M e u C o n f e l h o de E í lado , e M e u L u g a r - T e -

xiente na F u n d a ç a õ da Unive r f idade de C o i m b r a ; 

á Rea l M e f a C e n f o r i a ; M e f a do D e f e m b a r g o do 

P a ç o ; Regedo r da C a f a da S u p p l i c a ç a ó ; C o n f e -

l hos de M i n h a Rea l F a z e n d a ; e dos M e u s D o m í -

n i o s U l t r a m a r i n o s ; M e f a da C o n f c i e n c i a , e O r -

d e n s ; G o v e r n a d o r da R e l a ç a õ , e C a f a do P o r t o ; 

S e n a d o da C a m a r a , e b e m aílim a todos os D e s -

e m b a r g a d o r e s , Cor regedores , P rovedores , O u v i -

dores , J u i z e s , J u f t i ç a s , e ma i s peífoas deftes M e u s 

R e i n o s , e D o m i n i o s , a q u e m o c o n h e c i m e n t o 

def te Alvará deva p e r t e n c e r , q u e o c u m p r a ô , e 

g u a r d e m , e f açaõ c u m p r i r , e guardar fem duvida , 

ou e m b a r g o a lgum , qua lque r que elle f e j a ; n a á 

obf tan te a fobredi ta C a r t a , L e y , e D o a ç a õ p e r p e -

t u a 



*ua de doze de O u t u b r o de m i l f e tecen tos fe í fenta 

e finco , que T e n h o revogado ao fob red i to f im na 

parte , que fó re fpe i t a ás fobred i tas impreíToens ; 

ficando para tudo o m a i s em feu vigor , e i n t e i r a 

validade. E elle valerá c o m o fe paíTaífe pela C h a n -

celiaria , p o d o que por ella naõ ha de paliar , e o 

feu effeito ha j a de dura r h u m , e m u i t o s a n n o s : 

naó obf tantes as O r d e n a ç o e n s em con t ra r io , as 

quaes H e y por derogadas pa ra efte effei to f o m e n t e . 

D a d o n o Pa lac io d e N o í f a Senhora d a A j u d a e m 

defefeis de D e z e m b r o de m i l f e tecen tos fe ten ta e 

t i e s . 

R E Y : • 

Marquez de Pombal. 

Lvarã , porque Voffa Magefíade pelos motivos 

Velle exprejfos He fervido Transferir para a Univer-

fidade de Coimbra o Privilegio excluf.vo para as im-

írejfoens dos Livros Qlajjicos dos EJludos Mathemati-

cos ; 



cos ; havendo eejjado o fim , com que antes fora conce-

dido , e doado ao Collegio Real de Nobres ; na firma 

afftma declarada. 

P a r a Vofla M a g e f t a d e ve r . 

JoaÓ Chrifojlomo de Faria e Soufa de Vafconcellot 

de Sã o f e z . 

C u m p r a - f e , e r eg i f t e - fe . N o f l a Senhora da A j u -

da em 4 de J a n e i r o de 1 7 7 4 . 

Marquez Vifitador. 

N o L i v r o d e P rov idenc ia L i t t e r a r i a deita Se-

c re ta r i a de E f l ado dos N e g o c i o s do R e i n o fica r e -

g i f tado ef te A lva rá . N o í f a Senhora da A j u d a e r a 

3 de J a n e i r o de 1 7 7 4 . 

JoaÓ Chrifojlomo de Faria e Soufa de Vafconcellos 

de Sá. 
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E L E M E N T O S 

A N A L Y S E . 

S raciocínios q u e fe f a z e m nas indagaçôe* 
la themat icas , n a ó obí lan te a var iedade dos o b -

ectos deftas fc iencias , t e m par tes c o m m n a s , q u e 
e podem reduz i r a regras gerais , r e f u l t a n d o d e l -
as a van tagem de fer o notfo e f p i r i t o a l l iv iado de 
n a n d e par te dos es forços , q u e fer ia nece í far io a p -
licar em cada h u m a das quef tões . O m e t h o d o q u e 
afina a achar as ditas regras , c h a m a - f e Analyfe. 

Div ide - f e eíta em duas par tes : em Analyfe Fi' 
•ta , ou Álgebra ; e em Analyfe lnfiniteftmal , a 
uai cornprehende o Calculo Dlfferencial, e Integral. 

primeira par te ferá a m a t é r i a defte T o m o . 

D E 

I N T R O D U C Ç A Õ , 

A P R I-



3 < s E L E M E N T O S 

P R I M E I R A P A R T E , 
o u 

E L E M E N T O S D E A L G E B R A . 

S E C q A Õ I. 
D o s 1 ' R I N C I P I O S D O C A L C U L O L I T E R A L . 

LGEBRA he o i n f t r u m e n í o da A n a l y f e , on 
a Sc ienc ia , q u e t e m p o r ob jeò to en f ina r os meios 
de r e d u z i r a regras gera is a r e fo luçaõ de todas as 
que í t õe s , q u e fe p ó d e m p r o p o r ace rca das q u a n t i -
d a d e s . 

C o m o eí tas regras pa ra f e r e m g e r a i s , n a õ de-
v e m d e p e n d e r dos valores pa r t i cu l a re s das quan t i -
dades q u e fe con f ide raô , m a s da n a t u r e z a de cada 
h u m a das que í tões , de m a n e i r a q u e f e j a õ con f i an -
t e m e n t e as m e f m a s pa ra todos os p r o b l e m a s da 
t n e f m a e fpec ie ; f e g u e - f e , q u e a Á l g e b r a n a õ deve 
r e p r e f e n t a r a s quan t idades pe los m e f m o s carac te-
r e s , de q u e u f a a A r i t h m e t i c a . 

P o r q u e i o s a l g a r i f m o s t e m h u m va lo r de-
t e r m i n a d o po r c o n v e n ç ã o . A i n d a que 3 , por exem-
p l o , t a n t o p ô d e f igni f icar 3 t o e z a s , c o m o 3 ho-
r a s , ou 3 l ib ras & c . ; c o m t u d o n a õ p ô d e fignificar 
c e m , o u m i l & c . 2 . ° O s r e fu l t ados d a Ar i thmet ica 
n a õ m o í t r a õ o c a m i n h o , p o r q u e c h e g a m o s a defcu-
b r i - l o s . H u m a , o u m u i t a s ope rações Ar i thmet ica» 



D E A L 6 B B K A. 3 

pódem dar o r e fu l t ado 12 , por e x e m p l o ; m a s eíle 
numero naó declara fe p rocedeo de m u l t i p l i c a r 3 
por 4, ou 2 por 6 , 011 de f o m a r 5 c o m 7 , ou 2 c o m 
10 , ou em geral de a l g u m a out ra c o m b i n a ç a õ de 
operações. A l é m de que a A i i t h m e t i c a dá r eg ras 
para achar cer tos re fu l tados , mas dei tes n a ó fe p o -
dem deduzi r regras . A Álgebra p a r a f a t i s f aze r a 
eltes ob jec tos r ep re fen ta as quan t idades por f ina is 
genericos, e u n i v e r f a i s , c o m o faõ as le t ras do A l f a -
beto , as quais , naó t endo mais re laçaó c o m hum, 
numero do que c o m o u t r o . a d m i t t e m todos os v a -
lores ; e e i tando prefcn tes f e m p r e á vifta no d e c u r -
fo de hum calculo , con fe rvaõ , po r all im d i z e r , o 
veft igio das operações , que c o m ellas fe e x e c u t á -
raó , ou ao menos mo l t r aõ nos r e fu l t ados das m e f -
m a s operações o c a m i n h o m a i s breve , q u e fe d e -
' e feguir para chega r ao m e f m o f im pelos m e i o s 

ais l imples. 

T a m b é m f e e x p r i m e m e m l i n g u a g e m A l g e -
rica as relações , e condições das q u a n t i d a d e s , as 

dirferentes operações , que d e f t i n a m o s f a z e r f o b r e 
lias, & c . : em h u m a palavra tia Á l g e b r a t u d o he r e -
refentaçaó. P o u c o a pouco e n f i n a r e m o s os d i f f e -
sntes modos de repre fen ta r tudo , q u a n t o d i z re« 
peito ás quant idades , e m o l h a r e m o s as v a n t a g e n s , 
ue diiTò re fu l t aõ . 

He pois a Álgebra a A r t e de r ep re f en t a r p o r 
ymbolos gerais todas as idêas , q u e fe p o d e m f o r -

ar re la t ivamente ás quan t i dades . A( í im t u d o o 
ue lie defignado pelas le t ras do A l f a b e t o t e m o n o -
c de Quantidade , ou Exprcjfaó Algébrica. 

h a Das 



3 < s E L E M E N T O S 

DAS Operações Fundamentais do Calcutá 

Literal. 
t , r 

2 S O b r e as quant idades algébricas fe f a z e m r 

ou para me lho r d i ze r fe indicaó as qua t ro opera-
ções de f o m a r , d iminu i r , mul t ip l icar e ^ i v i d i r , 
que f e e x e c u t a õ n a A r i t h m e t i c a . 

Da AddiçaÕ , e SublracçaÕ. 

3 5P A r a f o m a r e d iminu i r quan t idades ferr.e-
ihan tes naõ fe precifa de regra ; he evidente , que 
p a r a f o m a r h u m a quan t idade reprcfentada por a 
c o m igual quant idade a , devemos eícrever i a \ e que 
p a r a f o m a r ia com 3a , e fcreveremos 5a . T a m -
b é m he mani fe í lo , que t i rando 2a de 5a o reílo he 
3a , A [eítas duas operações taõ fáceis c o m o f r e -
quen t e s fe dá o n o m e c o m m u m de Reducçaô 

4 N a s quant idades di l femelhantes , que f empre 
fe r ep re f en t aõ por letras differentes , naõ f a z e m o s 
m a i s do que indicar eítas operações . Para iifo no 
f o m a r u f a m o s do final , que fe pronuncia mais , 
e no d iminu i r do final— , que fe p ronunc ia menos . 

A í f i m , havendo de fomar h u m a quant idade re-
p r e f e n t a d a por a com outra reprefentada por b , 
efc reveremos a -J- b ; de manei ra que naõ fabere-
m o s qual he o verdadeiro reful tado , fenaõ depois 
de conhece rmos o valor par t icular das quant idades , 
q u e fe reprefentaõ por a e b; fe a vale 5 , e b 
vale 1 2 , a b valerá 17 . 

D o 



D E Á L G E B R A . a r 

Do m e f m o m o d o para f o m a r - - 5« - f - ^b 
com - - - - - - - - - - - f - 2 f 

9^ + 3 ^ 

efcreveremos - 5a -J- 3Í ga 2c 4- 9b -J-

que f e reduz ( 3 ) a - - 14a + 1 + 2 f + 3^* 

Em quanto ao d iminu i r , para t i r a r m o s b de a 
efcreveremos a — b. 

Se de - - - - - - - ga + 6b 

quizermos t i rar _ - - - - + 

efcreveremos. - - - - ça 6b — 5 a — 4-b 

que f e reduz ( 3 ) a - - - 4 2 b . 

5 H u m n u m e r o pofto antes da letra c h a m a -
fe com razaó Coeficiente da m e f m a letra : em 3Í , 
por exemplo , 3 he coefficiente de b . Q u a n d o o 
coefficiente he 1 , naõ fe efcreve ; affim fe de 3a 
t i rarmos 2a o reíto he ic , m a s efcreve-fe taõ f ó -
m e n j e a . Pelo que fe encon t ra rmos h u m a le t ra 
lcm n u m e r o que a preceda , naó i m a g i n e m o s q u e 
o feu coefficiente fe ja c i f ra ; nefíc cafo o coef f ic ien-
te he a un idade . 

6 He indifFerente a o rdem em que fe d i f p õ e m 
l s quantidades, que fe f o m a õ o u d i m i n u e m . Se q u i -
sermos fomar a com b , poderemos eferever a b, 
)u b a ; e para t i ra rmos b de a , e fc reveremos 

« b , ou .— b a . Seguiremos p o r e m , q u a n t o 
podermos, a ordem alfabét ica, que he a mais u f a d a , 
porque nella fe p ronunc iaó as letras com mais f a -
cilidade do que em outra q u a l q u e r , e fe p e r c e b e m 
melhor as quantidades f eme lhan tes . 7 
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q u e n a õ t e m final , fe reputa ter : a he o i n e f -
mo q u e -J- a . He c o í t u m e f u p p r i m i r o íinal 
n a s quan t idades que o devem ter , q u a n d o eí tas 
fe e f c r evem no p r i m e i r o lugar ; n a õ a l f en tamos 

a b , mas fimplesmente a - j - b . 

8 Q u a n d o depois de h u m a ope raçaõ fe p r o -
cede á r educçaô , pôde acontecer que a q u a n t i d a -
de precedida do final — tenha c o e f i c i e n t e m a i o r , 
q u e o da quan t idade f eme lhan t e precedida do f inal 

; p o r é m em todos os cafos a ope raçaõ fe e x e c u -
ta po r eíla regra g e r a l . Para fomar as quantidades 
algébricas , ejcrevaõ fe confecutivamente todas as fu/is 
partes com os fina:s refpeclivos , reduzao-fe todas as 
quantidades femelhantes a huma única , ajuntando de 
huma parte todas as que tiverem , c da outra todas 
es que tiverem — , tire-fe finalmente o menor rejulta-
do do maior , e dè-fe ao reflo o final do maior. 

P o r e x e m p l o , f e h u m a operaçaõ defíe i 4 « - j - I i b 
2c a b j\.d — r e d u z i r i a m o s eíla 

q u a n t i d a d e a I 5<í —J— 13^ — 3^ + 7 n a qual em 
l u e a r de 2c — 5c , que t í n h a m o s na p r ime i r a , fe 
e fc reve — 3*" > p o r q u e havendo de t i rar 5c de h u m a 
q u a n t i d a d e , em que f o m e n t e fe offerece 2c , re í ta 
a i n d a 3^. q " e fe deve t i ra r da to ta l idade das ou t ra s 
quan t i dades . 

H a v e n d o de f o m a r a - j - b e a — b , t e r e m o s 
a h - J - et — h > i d o he 2a , po rque b — M i e na -
d a . L o g o f e a j u n t a r m o s a f o m a a b d e duas 
q u a n t i d a d e s qua i sque r a c b c o m a fua d i f fe rença 
a — b , a c h a r e m o s o d o b r o da ma io r das m e f m a s 
quan t i dades . 

Que-
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Q u e r e m o s fomar as qua t ro quant idades feguintes 

5 a 4 - __ A e 

la — $b 6c 2d 
a — 4b — ic y 

*]a —• y — ^e 

Soma i h — Ac-\--ia— $ b 6 c l d a 

— \b — 2c -J- 3' + Ia + \b — 3Í — 6e. 

F a z e n d o a reducçaó em ordem a a, t e m o s 1 5 a ; 
em ordem a i , t emos -J- 7b de h u m a par te , e — 9b 
da outra , con fegu in t emen te — 2b de refto ; em o r -
dem a c , t emos — 9c de h u m a par te , 6c da ou t ra , 
e confeguintemente — 3c de refto ; r e d u z i n d o as 
outras quantidades do m e f m o m o d o , a c h a r e m o s 
1 5 a — 2b —. 2d — y . 

9 N a s exprefsóes algébricas as quant idades f e -
paradas pelos f inais - ] - e — , c h a m a õ - f e Termos das 
mefmas exprefsões . 

10 H u m a quant idade c h a m a - f e Monamio , Bi-
nimio , Trinomio &c. c o n f o r m e fe c o m p õ e de h u m , 
ou dous , ou tres &c. t e rmos ; e em gerai fe c h a m a 
Polynomio , quando coní la de h u m n u m e r o i nde t e r -
minado de t e rmos . 

11 Em quan to á fub t racçaõ das quan t idades 
algébricas , a regra geral he efta . Mudem-fe osfi-
nais das termos da quantidade que fe deve tirar , ijio 

. > 'nude-fe em — , e — em -y- ; fôme-fe a quan-
tidade aJJ',,11 mudada com a outra de que fe deve fazer 
a fubtracçaõ , e reduza-fe. 

Ex-
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Exemplo. 

De - - - - 6a — \c 

q u e r e m o s t i rar - 5a — - j - 6c 

efcreveremos - 6a — 3b - f - 4c — 5a - j - 5Í —• 6r. 

e r eduz indo , t e remos o refto a -{- ib — 2c . 

E f c o l h e n d o h u m e x e m p l o mais f imples para da r 
a r azaó da r e g r a , f u p p o n h a m o s que de a queremos 
t i r a r b , he evidente que devemos eferever a — b. 
M a s fe de a q u i z e r m o s tirar b — c , ifto he , fe q u i -
z e r m o s t i rar naõ b por in te i ro , mas f o m e n t e b d i -
m i n u i d o de c , devemos por compenfaçaõ a j u n t a r 
o que fe t irou de mais no pr imei ro cafo , e eferever 
a — í c , ifto he , mudar os finais de todos os 
t e r m o s na quant idade que fe ha de fub t r ah i r . 

N o s números he defneceíTario efle c u i d a d o ; por 
q u a n t o fe de 12 houveíTemos de t i rar 8 — 3 , co -
m e ç a r í a m o s por t i rar 3 de 8 , e o refto 5 t i rado de 
12 daria o refto bufeado 7 , M a s poder iamos t a m -
b é m t i rar logo 8 de 12 , e ao reílo 4 a jun t a r 3 , o 
q u e da m e f m a fór te daria 7 . E f t e u l t imo par t ido 
he o que fe t oma na Álgebra por neceílidade , pois 
q u e ella naó admi t t e a reducçaô p re l imina r , que fe 
f a z nos números . 

Chiando fe perter.de f o m e n t e indicar a f u b r a c -
çaõ , ence r ra - f e cada h u m a das duas quan t idades 
en t r e paren thefes , e dá- fe o íinal -— áquella que fe 
deve t i ra r . AíTim, para indicar que de a i fe deve 
t i r a r a •— b , e fcreveremos { a b) — ( n — b) : 
fc effei tuarmos a operaçaõ , acharemos o refto 2b . 
L o g o a differença en t re a foma , e a differença de 

d u -
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ar 

dua? quantidades dá o dobro da m e n o r delias . 
12 As quant idades precedidas do final - f - c h a -

maó-fe Pofitivas , e as que t e m antes de fi o final 
•— chamaõ- fe Negativas . 

Ba Multiplicação. 

„ A Mul t ip l i cação Algébr ica requer a l g u . 
mas confiderações part iculares , que na5 tem lugar 
na Ar i thme t i ca ; porque além das quant idades há f i-
nais , a que fe deve a t tender . P o r é m fe naõ con í i -
derarmos mais que os valores numér icos das q u a n -
tidades icprefentadas pelas letras , deve-fe f o r m a r 
a mefma idta de ambas as mul t ip l icações ( A r i t h . 
4° ). Aíilm , mul t ip l icar a por b he t omar a q u a n -
tidade reprefentada por a tantas vezes , quan tas f aõ 
as unidades da quant idade reprefentada por b . 

14 Para indicar a mul t ip l icação n famos do f i -
nal X , ou de h u m ponto pofto en t re as duas q u a n -
tidades que fe devem mul t ip l icar , e t a m b é m de 
nenhum final , pelo menos nas quant idades m o n o -
niias ; de maneira que a X b , a . b , ab faõ t res 
exprefsões , as quais querem dizer a mul t ip l i cado 
por b , cu que a fe deve mul t ip l icar por b . O u l -
t imo m o d o he o mais u fado , 

15 Q u e r e n d o mul t ip l icar ab por c , e fc reve-
remos abe , e para mul t ip l icar ab por cd e fcreve-
remos alcd. He indifferente o lugar em que as le -
tras f c põem , porque ( A r i t h . 4 4 ) o p rodué to he 
fempre o me fino . 

16 Quando encon t ra rmos pois h u m a quan t i -
dade c o m o v. g. al ) ale ( nbcd , na qual as letras 
fc achem eferitas çonfçcut ivamente f em final a lgum 

inter-
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i n t e rmed iá r io , conc lu i r emos que ella reprefen ta o 
p r o d u f t o da mul t ip l icação fucceífiva de cada h u m a 
das letras , de que fe c o m p õ e . 

17 L o g o ( A r i t h . 42 ) a e b faó fa í lo res de 
eb ; a , b , c faó fa£tores de abe , e aflim nos 
ou t ros cafos . 

18 Segue-fe mais , que tio produB» da multipli-
eaçaõ de muitas quantidades monomias devem entrar 
todas as letras , de que fe compõe tanto o multiplican-
do como o multiplicador. 

I d o f u p p o d o , fe as quant idades , que houve -
r e m de mul t ip l i ca r - fe , qua lquer que feja o n u m e -
ro delias , fe c o m p u z e r e m da m e f m a letra , e fcre-
veremos eda no produc to tantas vezes quantas fe 
achar nos f a f t o r e s . Aíl im a mul t ip l i cado por a dá 
aa ; aa mul t ip l icado por aaa dá aaaaa ; aa m u l -
t ip l icado por aaa, e a lém diífo por a, dá aaaaaa . 

19 Em tais cafos fe adernou , que naó fe 
efereveffe a di ta letra mais que h u m a v e z , mas que 
fe marcaíTe com h u m n u m e r o , a que fe deo o n o -
me de Expoente , o qual fe puzéf le á direi ta da le-
t ra , a lgum tan to por c ima , e fignificalfe quantas 
vezes ella fe devia eferever ; i do he , que em lu-
gar de aa fe eferevede a3 , em lugar de aaa fe e fere-
veife a' &cc . 

Confervernos pois na l embrança , que o expo-
ente de huma letra denota quantas vezes ella he fi~ 
fítr do prtduílo . Em a' b2 c há tres faálores de va-
lor dirFerente , a faber a , b , c ; po rém dedas le-
t r a s a pr imeira he f a&or tres vezes , a fegunda duas , 
e a terceira h u m a , po rque a' b- c vale o m e f m o 
que aaabbe . 

L o g o f A r i t h . 150 ) o expoente denota t a m -
b é m a potencia , a que h u m a quant idade edá eleva-

da 
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da . Af l im a1 he a f egunda po tenc ia , ou o q u a -
drado de a ; <?' a q u i n t a po tenc ia de a . D e l l e m o -
do todas as po tenc ias de a fe r ep re fen taõ c o m o d a -
mente por a , a2 , <r ' , a* , &c . L o g o em l u g a r 
de a fe pôde eferever a1. Em g e r a l , q u a n d o o e x -
poente he i o m i t t e - f e , e r e c i p r o c a m e n t e . 

N a õ devemos pois c o n f u n d i r o e x p o e n t e c o m 
o coefficiente . O e x p o e n t e indica a m u l t i p h c a ç a ó 
mais 011 m e n o s repe t ida de h u m a quan t idade p o r 
fi m e f m a ; o coefficiente p o r é m deno ta a add içaô 
repetida de h u m a m e f m a q u a n t i d a d e . P o r e x e m -
plo , 2a vale o m e f m o que a a , e a2 f ignif ica 
a X a i de m a n e i r a q u e fe a vale 5 , 2a vale 10 , 
mas a 1 vale 2 5 . 

Os t e rmos , que faó f o r m a d o s das m e f m a s le t ras 
aííectas r e f p e & i v a m e n t e dos m e f m o s expoen te s , 
chamaó fe f e m e l h a n t e s . 

20 D o n d e fe fegue , q u e para multiplicar duas 
quantidades monomias, que tenkaÓ letras commuas , 
/ornaremos is expoentes das letras femelhantes do multi-
plicando e multiplicador. 

Para mul t ip l i ca r a* p o r a ' e f c r eve remos <7S, 
ifto he a letra a , d a n d o - l h e o e x p o e n t e 8 f o m a dos 
dous expoen te s 5 e 3 . Do m e f m o m o d o para m u l -
tiplicar a'' b2 c por a*b'' cd , e f c r eve remos «7 b» c~ d. 
I al he a regra das letras na m u l t i p l i c a ç ã o d a s 

quantidades m o n o m i a s . 

21 Em q u a n t o aos c o e f i c i e n t e s que p o d e m ter 
'actores m o n o m i o s , po r elles c o m e ç a r e m o s a 

mult ipl icação c o m o na A r i t h m e t i c a , e o p r o d u c l o 
fervirá de coefficiente do p r o d u f l o a l g é b r i c o . A f -
ino , para mul t ip l icar 5a por 3b , m u l t i p l i c a r e m o s 
p r imei ramente 5 por 3 , depois a por b , e a c h a -
remos o p roduc to 15ab . Do m e f m o m o d o h a v e n -

d o 
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do de mul t ip l icar 12a'b- por 9 a * b } , t e r emos 
108a<b'> . 

12 Pal iando agora á mul t ip l icação das q u a n t i -
dades complexas ou dos polynomios , devemos co-
mo nos números compof tos mul t ip l icar fucceíf i-
vamen te cada h u m dos t e rmos do mul t ip l i cando 
p o r cada h u m dos te rmos do mul t ip l icador , o b -
fervando as regras , que havemos dado para a m u l -
t ip l icação dos m o n o m i o s , fomar depois os p r o d u -
â o s parciais , e r e d u z i r . He indifFerente pr inc ip iar 
da direita para a e fquerda , ou da efquerda para a d i -
reita ; mas fegui remos efte u l t imo m o d o , que he o 
ma i s u fado . 

Exemplo I. 

H a v e n d o de mul t ip l i ca r - a h 
por - - - . . . . c d 

P r o d u S o - - ac - j - bc - J - ad bd. 

i . ° M u l t i p l i c o a por e , o p r o d u & o he ac 
( 15 ) ; 2 . ° mul t ip l i co b por c , o p r o d u f t o he 
hc ; f o m o os dous produdtos , e t enho ac -J- bc 
por p r o d u â o da a -J- b por c . 

Mu l t i p l i c a ndo do m e f m o m o d o a e b por d , 
acho o p r o d u í l o ad bd, o qual f o m a d o c o m 
o p r ime i ro dá ac bc ad bd . 

C o m effeito , mul t ip l icar a b por c - j - d 
he t o m a r naõ fomen te a , mas t a m b é m b tantas ve-
zes , quantas faõ as unidades da total idade c - j - d , 
i í ío he , tantas vezes quantas faõ as unidades de c , 
e jna is tantas quantas faó as unidades de d . 

Ex-
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Exemplo I I . 

Q u e r e n d o m u l t i p l i c a r - - - a — b 
por - - - - - - - c — d 

P r o d u d l o ac — bc — ad bd. 

M u l t i p l i c o p r i m e i r a m e n t e a p o r c que dá ac , 
e depois b por c que dá bc ; m a s t i r o o f e g u n d o 
produdto do p r i m e i r o , p o r q u e m u l t i p l i c a n d o a p o r 
inteiro na p r i m e i r a operaçaõ , mu l t i p l i ca - f e de m a i s 
a quantidade b , que fe devia t i rar de a : logo d e -
vemos tirar do p r o d u f t o a q u a n t i d a d e b m u l t i p l i c a -
da por c , if to he bc . 

Do m e f m o m o d o a — b m u l t i p l i c a d o po r d , 
da ed — bd ; m a s c o m o o f inal do m u l t i p l i c a d o r 
actual d he — , t i r a r emos o f e g u n d o p rodu£ to do 
p r i m e i r a , e ( i x ) a c h a r e m o s ac — bc—ad-\-bd. 

C o m effei to valendo o mu l t i p l i c a do r c — d 
menos que c a quan t idade d , o m u l t i p l i c a n d o f o -
mente fe deve t o m a r t an tas vezes , quan ta s faó- as 
unidades de c d i m i n u i d o de d. E c o m o ha vendo t o -
mado p r i m e i r a m e n t e a — b t an t a s vezes , q u a n t a s 
faó as unidades de c, o p r o d u é t o ac — bc vale m a i s 
do que deve fer , q u a n t o he o valor de a — b 
tomado t a n t a s ..vezes q u a n t a s faó as un idades de 
d . fegue-fe que d e v e m o s t i r a r o p r o d u & o de 
a — b por d. 

Se em lugar das le t ras a , b , c , d t o m a r m o s 
» 4-1 7 , 3 ou ou t ros qua i squer n ú m e r o s , p o d e -

remos com elles f o r m a r a m e f m a d e m o n í l r a ç a õ . 
2 3 Se a t t e n d e r m o s aos f inais dos t e r m o s de 

^ue fe compóe o p r o d u & o total ac — bc—ad 
bd, e os c o m p a r a r m o s c o m os f inais do m u l t i p l i -

c a n -
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cando e do m u l t i p l i c a d o r , acharemos que o 
t e r m o a , em que fe reputa eílar o final -{- , fendo 
mul t ip l i cado por b da m e f m a fórte a f f e f t o de - f -
deo o produdlo ab , t a m b é m notado c o m o final . 

2 .° Q u e o t e r m o b notado c o m o final — 
fendo mul t ip l icado por c , que fe reputa ter o final 
- { - , deo o p r o d u f t o bc com o final — . 

3 . 0 Q u e o t e r m o a a f f e f to de -J- mul t ip l i cado 
p o r d, que tem o final — , deo ad c o m o final — . 

4 . 0 F i n a l m e n t e que o t e rmo b , o qual tem o fi-
na l — , fendo mul t ip l icado por d , que da m e f m a 
fó r te t e m — , deo bd notado com -J- . 

I f t o p o d o , daqui por d iante conhece remos 
f ac i lmen te nas mul t ipl icações parciais , fe os p r o d u -
éíos part iculares devem fer pofitivos ou negativos ; 
para o que obfervaremos as duas regras leguintes 
deduz idas das reflexões precedentes . 

24 Se o multiplicando e o multiplicador tiverem 
ambos o mefmo final, o produflo ferá affefto do fi-
val -j- , Se pelo contrario tiverem finais differentes , 
o produflo terá fempre o flnal — . Po r meio deftas 
regras , e das que havemos dado (15 , 20 , 21 e 22 ) 
e f t amos em te rmos de f aze r qualquer mul t ip l i cação 
a lgébr ica . M a s para fe proceder com me thodo , 
obfe rvaremos p r i m e i r a m e n t e a regra dos finais , 
depois a dos coefficientes > e por fim a das letras e 
dos expoentes . 
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Exemplo I I I . 

Se q u i z e r m o s mu l t i p l i c a r 5a* — 2a' b 4 a - b s 

por - - - - - a'— 4 . a 2 b - \ - 2 b ' 

507 — 2a6 b 4 a ^ b 2 

— 2oaib-\-%a'> b2 — i6a*b* 
io<j4£) — 4 a i 8a2 bi 

P r . 5a7 — 2 2 a 6 b - \ - i 2 a * b2—6a^b1— 

M u l t i p l i c a r e m o s fucce f f i vamen te o s t rês t e r m o s 
do 

mul t ip l icando p e l o p r i m e i r o a i do m u l t i p l i c a d o r . 
T e n d o os dous t e r m o s 5 a* ca' o m e f m o final , o 
p r o d u â o deve ter ; p o r é m n a ô o e f c r e v e r e m o s 
por pertencer ao p r i m e i r o t e r m o do p r o d u é l o ( 7 ) . 
Depois diiTo m u l t i p l i c a r e m o s o coeff ic iente 5 de 
" por 1 coefficiente de a'' ( 2 1 ) , o p r o d u £ l o he 5. 
Por fim m u l t i p l i c a n d o a* po r a'' ( 20 ) t e r e m o s a1 , 
e con fegu in t emen te 5a 7 po r p r o d u f t o . 

Pa l iando a m u l t i p l i c a r o t e r m o — 2a'b por a' , 
Ve-fe que fendo di f íerentes os finais , o p r o d u c t o f e -
r i negat ivo . M u l t i p l i c a n d o a l é m diffo os c o e f i c i -
entes e as le t ras , t e r e m o s o p r o d u d t o — 2ai b . 

Do m e f m o m o d o o t e r m o - f - 4«2Z>- m u l t i p l i -
cado por a' dará 4a^ b- . 

H a v e n d o mul t ip l i cado t o d o s o s t e r m o s d o m u l -
t iplicando por d e v e m o s m u l t i p l i c a - l o s pelo f e -
gundo t e rmo — 4a 2 b do m u l t i p l i c a d o r . O t e r m o 
5? 4 mul t ipl icado po r — 4 a 2 b de f ina l c o n t r a r i o d a -
ra — 2o<jS b ; o t e r m o — 2a'b m u l t i p l i c a d o p o r 

4 a z b do m e f m o final da rá 8a>b2 ; e o t e r -
m o + \a2b2 m u l t i p l i c a d o p o r — 4 « = i d a r á 16A* 3 » . 

F o r f im pa í fa remos a f a z e r a mu l t i p l i c ação p e -
lo 
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l o t e r m o 2 ; e obfe rvando a s m e f m a s regras < 
a c h a r e m o s que os tres p rodu&os parc ia is faó 
-j- ioa* i> , — 4« J b* , + 8«2 . 

Somando todos eftes produétos e r e d u z i n d o te -
r e m o s o p r o d u & o total 5a 7 — 22a6b 12^ b-

25 P a r a exerc íc io dos pr inc ip iantes a j u n t a m o s 
os exemplos feguintes , acompanhados de a l g u m a s 
ref lexões , as quais mol t raõ h u m dos u f o s , que 
t e m a Álgebra pa ra defcubr i r verdades gerais . 

Exemp. IV. Exemp. V. Exemp. VI. 

a - f - b a \ b a- - f - 2ab -{-
a — b a b a b 

a - a b a- ab a* - f - 2a'b ab2 

__ab — b2 -\-ab\-b2 -\-a2b-\- b* 

a2 — b2 . a2 - f - 2 a b ^ - b - . u> ^ - 3 a 3 b 

O e x e m p l o I V . demonf t r a duas propoíições , 
a que mui ta s vezes havemos de recor rer . I. A foma 
de duas quantidades multiplicada pela fua dijferença dã 

fempre a difftrença dos quadrados das mefmas quanti-
dades. T o m e m - f e dous números quaisquer , 5 0 3 
por exemplo ,a foma 8 mul t ip l icada pela differença 
2 dá 16 , que he c o m effeito a d i f terença entre 2^ 
e 9, quadrados de 5 e 3. I I . Rec ip rocamen te , a dif-
ferença dos quadrados de duas quantidades pode fempre 
confiderar-fe, como formada pela multiplicação da foma. 
das mefmas quantidades pela fua differença. 

A f -
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A (fim l2 — c- r e fu l t a da m u l t i p l i c a ç ã o de b - f - c 
por b — c . D o n d e fe fegue , que a d i f f e rença d o s 
quadrados naõ pôde fer h u m n u m e r o p r i m o . 

No e x e m p l o V . f e m o f t r a de h u m m o d o geral e 
Ifimples , que o quadrado da foma a b de duas 
{quantidades he comp-jjta do quadrado a2 da primeira , 
Ido dobro 2ab da primeira multiplicada pela fegunda , e 
Ido quadrado b2 da fegunda ( A r i t h . 134 ) . 

O e x e m p l o V I . c o n f i r m a t a m b é m o q u e d i í f e -
Imos ( A r i t h . 154 ) fobre a fo rmaçaÕ do c u b o . 

2 3 4 ^ t / 3 
Se mu l t i p l i c a rmos — ~ a b ~ o p o r 

ij i- ab — 21 , a c h a r e m o s , que o p r o d u f l o he — a^b 

I - Ut.tftf + 1 t f t f - f Latf — t f . D ó mefmo 
• '5 5 10 

3 s - z ? ' 
n o d j 5d — 4a b $ab~ — 3Í mu l t i p l i c ado po r 

M — 5ab - f - 2 t f , dá 20a — 41a b ^fia tf — 

2 5 0 ^ — 6'tf . 

26 Para indicar a mu l t i p l i caçaõ das q u a n t i d a d e s 
complexas , he c o f t u m e cobr i r cada h u m a del ias c o m 
huma rifca , 011 ence r ra - l a s en t r e pa ren the fe s , 
efe revendo hurft dos f inais da m u h i p i i c a ç a õ ( 1 4 ) 
entre o mu l t i p l i c ando e o mu l t i p l i c ado r : a l g u m a s 
vezes naõ fe in te rpõe final a l g u m . P o r e x e m p l o , 

as exprefsées tf 4- 3ab 4- tf x la + 3Í , ( a + 

+ h ' ) X ( 2a + 3Í ) , e ( a + 3ab + tf ) , 

2 
i 3 b ) , OU fimplesmentc ( a 4- 3 ab 4- b ) 

B ( 2 « 
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( 2tf - j - 3Í ) denotaõ , que a total idade ( a 3ab 

b ) fe deve mul t ip l icar por ia . 

l"j Ern mu i to s cafos he mais util indicar a mul-
t ip l icação do que effeitua-la . A indaque eítes fo-
m e n t e pele u f o fe d i f t inguem , com tudo podemos 
d ize r g e r a l m e n t e , que devemos indicar as mult ipl i -
cações , quando a e l l a s fe fegue a divifaõ ; porque 
e x e c u t a n d o - f e efta u l t ima operaçaõ , c o m o vere-
m o s , pela fupprelfaõ dos f a í io res c o m r a u n s ao di-
videndo e ao divifor , melhor conheceremos os 
f a í t o r e s , quando a mul t ip l icaçaó ertiver fimplcf-
m e n t e indicada. 

Da DivifaÕ. 

28 
A Div i f aó na Álgebra t em o m e f m o ob-

j e i t o que 11a A r i t h m e t i c a , e confegu in temente o 
m o d o de a f aze r depende m u i t o dos finais , de que 
u f a m o s na mul t ip l icaçaó . 

29 Q u a n d o a quant idade dividenda e o divifor 

n a ó t em letra comrnua , he impoííivel executar a 

operaçaõ ; indica-fe po rém efta em tal cafo , efcre-

vendo o divifor por ba ixo do dividendo em fórma 

de f racçaõ . AíTirn , para denotar que devemos di-

vidir a por b , e fcreveremos , e para íignificar 

q u e devemos dividir a a - f - b b por c d , efere-

c reveremos J H - t l L - . T a m b é m fe indica a divifaó c + d 
por me io de dous pontos portos en t re o dividendo 

e o d i v i f o r . Def t e m o d o ( a a - j - bb ) : ( f - j - ^ ' 1 
ou aa -}- bb : c -4- d he o m e f m o que A" * li -. 

c + Ô 
30 Sendo o dividendo e o divifor m o n o m i o s , 'e 

to» 
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todas as l e t r a s , que tem o d i v i f o r , fe acharem t a m -

em no dividendo , pôde f aze r - f e a divifaó exaòla -
cnte ; o que fe executará da mane i ra fegu in te . 

S-upprimaõ-fe no dividendo todas as letras comuas 
o divifor , as que reflorem formaraô o quociente . 
ílim para dividir ab por a f u p p r i m i r e m o s a no d i -

idendo , e te remos b por quoc i en t e . 
Do m e f m o modo , havendo de dividir abe p o r 

b , e fcreveremos c. 
A razaó he , porque as le tras do divifor c o m -

inas ao dividendo faô fa£tores ( 15 ) do m e f m o 
ividendo , e confegu in temen te ( A r i t h . 69 ) o 
uociente fe comporá das letras do d iv idendo , 
ue naõ forem c o m m u a s ao divifor . 

31 Donde fe fegue , que havendo expoen tes , 
raremos o expoente dt cada huma das letras do divi-
r do expoente da letra femelhante do dividendo . 

Deíla fór te , querendo dividir a3 por <1 , t i ra re -
os 2 de 3 , te remos 1 ;e con fegu in t emen te a 1 , ou a 
ra o quociente . Do m e f m o m o d o , havendo de 

• ]• 41.3 i 1, 2,2 
ívidir abc por a h c , t e remos a b e . 

S 
C o m effeito, he o m e f m o que , e ef ta 

•preflaó fe reduz ( 30 ) a a . Em geral , o e x -
ente de qualquer letra do quoc ien te deve fer a 
fferença entre os expoentes , que a m e f m a le t ra 
m no dividendo e no divifor . 

3.2 . L ° g o a letra , c u j o expoente for o m e f m o 
dividendo e no divifor , terá no quoc ien te c i -

a por expoente . Aíf im a dividido por a dí 

; C ah c' dividido por abc dá a b°c° . 

B 2 A s 
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As letras que tem o por expoente naó fe e f e r í ' 
vem , porque cada h u m a delias naó he outra cou-
fa ma i s do que a nnidade . C o m efíeito , quando 

• • • 3 3 3 
div id imos a por a , bufeamor quantas vezes a fc 

- 3 -
c o n t é m em a e c o m o fe c o n t é m h u m a vez , o 

3 • 

quoc ien te deve fer I . M a s por outra parte a di-

vidido por a dá a : logo vale I . Em geral , 

ioda a quantidade , cujo expoente he cifra , vale i . 

33 Se a lgumas letras do divifor naó forem 
c o m m u á s ao dividendo , cu fe alguns expoentes 
do divifor fo rem maiores que os tle letras feme-
lhantes do dividendo , ind icaremos a d h i f a ó (29/1 
j o r q n e em tais cafos náõ he pofíivel f aze - la ex-
a c t a m e n t e . S impl i f icaremos po rém o quociente , o» 
a quant idade fraccionaria que o reprefenta , fup-1 

-pr imindo as letras c o m m u a s ao dividendo e ao di-
v i fo r de mane i ra que , havendo expoentes em le-
t r a s femelhantes T r i fearemos aqueila que o tiver 
m e n o r , e de ixaremos na ou t i a a diíFerença entre 
os expoentes pr imi t ivos . Q u e r e n d o , por exem-
p l o , dividir a*b c" po r a tfc', e fcreveremos ILÁL , 

abe 

e a redúccaó fe fara deita f ó r t e : r i f ea remos a2 no 

d iv i for , <? efcreveremos f o m e n t e aJ no d ividendo; 
r i f e a r e m o s b no dividendo , e efcreveremos fómen1 

te b no d i v i f o r ; f ina lmente e fc reveremos fórnen-
J 

te e no divifor , e affim teremos ——• Do mefmó 
bc 

mo-
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odo íe r eduz a Se depois deftas ope -
uhc-j ad 

çóes naõ reftar letra a lguma no dividendo , e fc re -
S 

eremos em lugar delle a unidade. AlTim — fe r e -

uz a -- • 
a 

A razaõ deftas regras fe percebe fac i lmente , 
Ivertindo , que fupp r imi r o m e f m o n u m e r o de 
tras no dividendo e no divifor he o m e f m o , que 
ividir os dous t e rmos de h u m a f racçaõ por h u -
a mefma quantidade ; operaçaõ ( A r i t h . 8 9 ) que 
nplifica os quebrados , e naõ a l te ra o feu va lo r . 

3+ Se o dividendo , ou o divifor , ou a m b o s 
es tiverem coefficientes , pra t icaremos as regras 
Arithmetica ; e fe naõ podermos faze r a d ivi -

o exadlarnente , poremos os números em f ó r -
a de quebrado , o qual , podendo fer , fe r edu-
rá ( A r i t h . 92 ) á exprefíaõ mais f imples . 

Havendo , po r e x e m p l o , de dividir 8 ab po r 

b , dividiremos p r ime i ramen te 8 por 4 , e t e r e -

os 2 por quociente ; dividindo depois a b po r a2b 
remos a por quociente , e confegu in temen te 2a 

r quociente to ta l . Q u e r e n d o dividir 8a}bz por 

b , efcreveremos i±!iL_ , que fe r eduz a J f ! i . 

boi ^ 3 

35 -A regra que ac ima demos ( 3 3 ) fe app l i -
aos poiynomios , com tanto que as letras c o m -

uas ao dividendo e ao divifor fe achem em to -
dos 
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dos os te rmos de ambos elles . Aílim , tendo para 

dividir a5 - f - 4 ab — 53 b" por a — 5 ab r eduz i r e -

mos o quociente T ~ ~ z a — — — , 
u "'yi b a __ 5Í 

f u p p r i m i n d o a z , que he f a & o r c o m m u m a todos 
os t e rmos do d iv idendo , e do d iv i for . 

36 Q u a n d o o dividendo e o divifor faõ c o m -
plexos , naó t emos regras gerais para conhecer por 
i imples in fpecçaõ , fe a divifaõ pôde ou naõ fazer - fe 
exaé l amen te . Para o faber , e achar ao m e f m o tempo 
o quoc ien te , he precifo íazer a operaçaõ feguinte . 

1 .° Ordenem-fe os termos do dividendo e do di-
vi for re la t ivamente a h u m a m e f m a letra , ifto h e , 
e fcolha- fe h u m a letra que feja c o m m u a a ambos , e 
efcrevaõ-fe por ordem de grandeza os te rmos , etn 
que a dita letra tiver expoentes confecut ivamente 
ma i s pequenos . 

2 . ° Havendo pofto em h u m a l inha tan to o divi-
dendo c o m o o divifor com os t e rmos aílim orde-
nados , fepare-fe h u m do out ro por me io de hu-
ma rifca , e proceda-fe á divifaõ , t e m a n d o fo-
m e n t e o p r imei ro t e rmo do dividendo para divi-
d i r c o n f o r m e as regras ac ima dadas ( 3 0 , 3 1 , 3 4 ) 
pelo p r imei ro t e rmo do d i v i f o r , e efcrevendo o 
quoc ien te debaixo do divifor . 

3 . 0 M u l t i p l i q u e m - f e lucceíTivamente todos os 
t e r m o s do divifor pelo quociente achado , e efcre-
va-fe o p rodué lo debaixo do d i v i d e n d o , mudan-
do os finais. 

4 . 0 Pal iando h u m a rifca por baixo de tudo 
ifto , e f azendo a reducçaõ , efcreva-fe o refto , c 
comece- fe fegunda divifaõ com efte novo dividen-

* do 
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d o , tomando por p r ime i ro t e r m o aquelle que t i -
ver maior expoente . 

He precifo notar , que fe deve a t tender aos fi-
nais dos te rmos do dividendo e do divi for . A r e -
gra he a m e f m a , que demos para a mul t ip l icaçaó , 
ííto he . . .. 

Se o dividendo e o divifor tiverem o mefmo final, 
o quociente ferá pojitivo. 

Se pelo contrario tiverem finais diferentes , o quo-
ciente ferá negativo. 

Porque , c o m o ( A r i t h . 74 ) mu l t ip l i cando o 
quociente pelo divifor , deve fahir no p roduc lo o 
dividendo , he precifo que o quoc ien te tenha f inais 
tais , que fendo mul t ip l icado pelo divifor r ep roduza 
o dividendo com os m e f m o s finais ; condição , da 
qual fe deduz necel far iamente a regra que acaba-
mos de dar. 

Paliemos aos exemplos , e para p rocede rmos 
com ordem , começa remos pelos finais , depois d i -
vidiremos os coe f i c i en tes , e por fim as le t ras . 

Exemplo 1. 

Se houvermos de dividir a2 — b2 por b a , 
ordenaremos ellas quant idades re la t ivamente a h u -
ma das letras a , b , a a , por e x e m p l o , e fc revendo 
como aqui fe vê . 

Dividendo - - aa — bb 

— aa — ab 

a b D i v i f o r 

a — b Q u o c i e n t e 

Rerto 

Refto 

— ab — bb 
-{-ab + bb 

T e n -
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T e n d o o p r ime i ro t e r m o aa do dividendo o 
m e f m o f i n a l , que o p r ime i ro t e r m o a do d i v i f o r , 
e fc reveremos no quoc ien te ; mas c o m o per tence 
ao p r ime i ro t e r m o , podemos omi t t i - l o . D iv id in -
do aa por a , t emos a por quociente , que efcreve-
remos debaixo do d iv i for , 

M u l t i p l i q u e m - f e fuccefl ivamente os dons ter-
m o s a e b do d iv i for pelo p r ime i ro t e r m o a do 
quoc ien te , e eferevaó-fe os productos aa e ab de -
ba ixo do d iv idendo com o final — contrar io ao 
que deo a mul t ip l icação , pois que eíles produélos 
devem fer t i rados do dividendo. 

F a ç a - f e a reducçaô , r i feando os dons termos 
aa e — aa que fe def troem , e refta — ab , que 
c o m a par te — bb , que ainda reíla do dividendo , 
c o m p õ e tudo o que ainda falta para dividir , 

C o n t i n u a r e m o s pois a divifaõ., t o m a n d o •— ab 
p o r p r i m e i r o t e rmo do novo dividendo. 

D i v i d i n d o — ab por a , e fcreveremos — ní> 
quoc ien te , po rque os finais faõ differentes : em 
q u a n t o ás letras o quociente he b , que efcreve-
r e m o s no feu lugar. 

M u l t i p l i q u e m - f e os dous t e rmos a e b do 
divi for pelo t e r m o — b do quociente ; os pro-
d u í t o s faó — ab , e — b- . E fc reveremos pois 

ab b2 debaixo do fegundo dividendo ; e co-
mo f a z e n d o a r e d u c ç a ô , naõ ha reífo , concluire-
m o s , que o q u o c i e n t e he a — b . 

I g u a l m e n t e fe poderia ter ordenado o divi-
dendo e o divifor re la t ivamente a b . Nel le cafo te» 
r i amos para dividir — b2 - j - a2 por b a , e fa-
f a z e n d o - f e a operaçaõ da m e f m a fór te , achar iamos 
— b -J- a , que he o m e f m o que a — b . 

Exim-
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Exemplo I I . 

a» - 4 » C a 

_ > a'í \ + a i + ^ 

+ a í — * 

— a*A + a f 

f aí* — i J 

— ab* t i ' 

Exemplo I I I . 

8 2.2 ,»' 13a u - r i ab 

ia* loa a - - 2a £ 

3, 2 / 2 i> i— 12a £ — 15a b 3a£ 

+ 12a é + Ija b + jao 

Exemplo IV. 

+ i A ^ i . 
7 35 6 2° 

2 ? <í 2 
+ - ab-

1 35 

*S 

{4a2 + + t* 

2a ^ >— 3 ai 

2 5 
•—1 a ,. 
3 

J U * 
5 

A a + i i 

i - A - i - í3 

o 20 

- 4 + ^ 
6 2 0 

Exem-
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Exemplo V. 

a1 + laV + i* - c4 Çtf + i* + c2 

2 2 2 2 4 4 
t l i + £ —i í 

- « V - * V 

1 2 ,2 2 4 
>— a c b c — c 

, S 2 , ,2 2 4 
T a c f i e i c 

Q u a n d o a d i v i f a õ f e n a õ p o d e f a z e r e x a & a -
j r ien te , n a ó q u e r e n d o i nd i ca - l a ( 29 ) , c o n t i n u a r e -
m o s a o p e r a ç a õ a t é o n d e nos p a r e c e r , a í l im c o -
m o f e p r a t i c a n a A r i t h m e t i c a . H a v e n d o d e d iv i -
d i r , p o r e x e m p l o , a p o r b - j - c , e f c r e v e r e m o s 

— — , ou ~ — — 4- — —• — — U & c . & c . f e m fim. 
tic> b f ' bi f 1 

D e í l e m o d o f e r e f o l v e m g e r a l m e n t e t o d a s a s f r a c -
ç õ e s e m fe r ies i n f i n i t a s . 

37 Se h a v e n d o o r d e n a d o o d i v i d e n d o e o d iv i -
f o r r e l a t i v a m e n t e a h u m a l e t r a , fe a c h a r e m ou t ros 
t e r m o s , n o s q u a i s a d i t a l e t ra t e n h a o m e f m o ex-
p o e n t e , e í les f e d i f p o r a Õ em h u m a c o l u n n a ver t i -
t i ca l , c o m o fe m o f t r a no e x e m p l o f e g u i n t e ; e ne-
f ta d i f p o f i ç a õ fe d e v e r ã o o r d e n a r t odos os t e r m o s de 
cada c o l u n n a r e f p e c t i v ã m e n t e a o u t r a l e t r a . 

Exem 
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Exemplo. 

Para dividir 19a 7 b 2 -{- i^aH — 20a* —- 1 0 a ' c 
— 6a2bc -L 2ab2c — 5 a í ' por — 3 a í — 5 a 2 - f - í 1 , 
ordenaremos o dividendo e o divifor re la t ivamente 
a a , e teremos — 20a* 1 3 0 ^ — i o a ' í 
19a2b- —6n-bc 2ab-c— 5aí> para dividir p o r 
— 5a2 — 3 a í b2 ; m a s c o m o no dividendo ha 
dous termos atfe£los de a ! , dons affe&os de a2 , e 
dons atfcóios de a , devemos d i fpo- los da mane i ra 
feguinte , o rdenando-os em cada co lunna re la t iva-
mente a b . 

Divid í + 1 3 " ^ + S3Í' - jal^b2 

— 10 ac — ku'íc + zuí~Cf _ f la 

+ 2Ca* + \Zi? b — 4 a ^ b ~ 

Reíto Ít + 

— IO — 

15a b — 

6a'Lc + Zah~c 
; 1 2 f 

— 1 5 a i5 — 15a '£ t J .7Í 

í 

! 
Rcíio - . . — 10a c — 6 a * i f + 

> 3 •» + 10.1 c \ ba Lc — zab'c 

Relb - . . - ~ 

Para ordenar as quan t idades , he o rd ina r i amen-
te mais c o m m o d o efcolher a letra , que t e m o m e f -
mo expoente em mui tos t e rmos . 

38 Se h u m a quant idade pôde ter a f ó r m a de 
produc to , c o m o acontece mu i t a s vezes , p r inc i -

pa l -
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pa lmen te quando reful ta de differentes operações , 
he util indicar a mul t ip l icação entre os feus f ac to -
res . A indaque o me thodo de os achar depende de 
conhec imen tos , que fó adiante daremos , com t u -
do quem fe f ami l i a r i za r com a mul t ip l icação e d i -
vifaÕ , com facil idade os achará em mui to s cafos . 
P o r exemplo , havendo de fomar 5ab — 3bc -jp a3 

c o m 3ab - j - 3bc — 2a- , teremos 8ab — , que 
po r caufa da letra a , que he fa£tor c o m m u m dos 
dous t e rmos 8ab e a2 , pôde confiderar-fe c o m o 
p r o d u & o da mul t ip l icaçaõ de 8ab por a , e rcpre-
fen ta r - fe por (8b — a ) a . He m u i t o util o exe r -
cício neíte genero de refoluções . 

Do modo de achar o matar divifor com-
mum de duas quantidades litterais. 

X ) M e t h o d o h e o m e f m o que havemos 
dado para os números ( A r i t h . 95 j , e a d e m o n -
í traçaõ funda - fe nos m e f m o s pr inc ip ios . H a v e n -
do ordenado as duas quan t idades , divida-fe a maior 
pela m e n o r : fe houver refto , por elle fe dividirá 
o divifor , e pelo novo refto o novo divifor , e 
ailim por d iante , até chegar a h u m a divifaõ exadta: 
o u l t i m o divifor ferá o que fe bufca . 

Para faci l i tar o ufo deita regra , no taremos 
que duas quant idades A cB confervaõ o feu maior 
divifor c o m m u m , a indaque fe mul t ip l ique ou divi-
da h u m a delias , v .g . A, por h u m a quant idade que 
naõ tenha divifor c o m u m com B . Por e x e m p l o , 
ab e ac tem o divifor c o m m u m a ; e fe mul t ip l i -
ca rmos ab por d, ent re o p r o d u d o abd c ac ha-

verá 
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Verá o m e f m o d i v i f o r c o m m u m a , q u e h a v i a er i -
tre ab e ac. N a õ a c o n t e c e r i a o m e f m o , fe m u l t i -
plicalfemos ab p o r h u m a q u a n t i d a d e , q u e fo í fe d i -
vifor de ac , v. g. p o r c ; p o r q u e o d i v i f o r c o m u m 
entre o p r o d u & o abe e ac he ac , e n a õ a. Do m e f -
mo modo , fe m u l t i p l i c a l f e m o s ab p o r cd , q u e t e m 
hum t a t l o r c o m m u m c o m ac , t e r i á m o s abed j eu-> 
jo divifor c o m m u m c o m ac he ac. Em g e r a l , a - j - b 
e a- — b- , am-\- bm e a2n — b2n t e m o m e f m o 
maior divifor c o m m u m ; e r e c i p r o c a m e n t e . 

40 D o n d e f e f egue tn a s d u a s re f lexões f e g u i n * 
t e s , que t e m a m b a s l u g a r n o p r o g r e f l o das d i v i f ó e s 
fucceífivas , q u e e x i g e a r eg ra d a d a . I . C o n h è c e n d o 
que h u m a das d u a s q u a n t i d a d e s t e m hurri f á â o r , 
que naõ he d iv i fo r da o u t r a , p o d e m o s f u p p r i m i - l o , 
e f icará o ca l cu lo m a i s f i m p l e s . Í I . A f im de f á z e r 
a divifaõ e x a c t a , p o d e m o s m u l t i p l i c a r h u m a d a s 
duas quan t idades p o r h u m a g r a n d e z a c o n v e n i e n t e , 
com tan to q u e e í ta n a õ f e j a d i v i f o r d a o u t r a q u a n -

S u p p o n h a m o s q u e f e p e d e o m a i o r d iv i fo r c o m -

tidade. 

Exemplo 1. 

tnum de a1 — 3 ab 2 b z e a ,2 ab — 2 b* 

i°Reft» - 2 0 Í + 4 Í 1 " 

^ D e v e m o s agora dividir a1 — ab —2P por — 2ab 

I 4-o1 , porque o e x p o e n t e de a no r e f t o h e m e n o í , 

que 
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q u e o e x p o e n t e de a no d i v i f o r ; m a s c o m o o r e f t o 

t e m o f a ò t o r 2b , q u e n a ó he f a f t o r do n o v o d i v i -

d e n d o , ba f t a rá d iv id i r a z — ab — 2 Í 2 p o r — a-\- 2 b , 

f u p p r i m i n d o 2b . T e m o s p o i s 

í.°Divid. a' — ab — zb1 \ -» a + lb 2 .° Divifor 

- a 4 + 2ab / ~ « - b , ° — « — b a,° Quociente 

z 

+ ab - 2Ã 

- í í t 2 Í J 

Refto - - - - o 

L o g o — a - f -2£ he o m a i o r d i v i f o r c o m m u m . 

Exemplo I I . 

+ u a i 1 - 6 £ 3 | 7 o 5 - + 

C o m o 5 n a õ h e divif ivel p o r 7 , e a l e m dif to efte 
n u m e r o naó h e f a í l o r c o m m u m dos t e r m o s d a fe-
g u n d a q u a n t i d a d e , m u l t i p l i c a r e m o s a p r i m e i r a por 
7 , e t e r e m o s - - - - - - - -

3ja* — 126a7/> t 77aí" — 41 i' 

.35a' + — 

5 s í 
— 11,1 £ + 47«í — 42Í 

7«" — 23«i + 

S« 

A o p e r a ç a õ fe c o n t i n u a r á a i n d a pe lo m e f m o di-
v i f o r , m u l t i p l i c a n d o o r e f to p o r 7 , e o m i t t i n d " 
o f a í l o r b. — 77 



D E Á l g e b r a . 
ar 

— 7 7 a + 32 ç a i — 2 9 + A 4 

+ 7 7 a 2 - 2 5 3 a i + 6 6 i 2 

7 6 a * - 2 2 8 Í 2 

7«2 — 23ai t 6Á5 

Devemos agora dividir 7 a 2 — l T , a b -J- 6b"- po r 

760b — 228b2 , ou melhor , p o r a — 3 b . 

7a2 _ 23ai + 6í* 

— 7 a 2 + 2 1 a i 

- 2 a i t 6 i 2 

+ 2 a i — 6 i ~ 

{-7 a — 2 Í 

Refto -

Logo a — he o maior d iv i for c o m m u m das 
duas q u a n t i d a d e s p ropof tas . 

Pe lo h a b i t o d e calcular ( 3 8 ) f e de fcobre e m 
Muitos ca fos o ma io r divifor c o m m u m de duas 
quantidades c o m ma io r facil idade , do que pelo 
methodo ge r a l . P o r e x e m p l o , nas quant idades ai 
-\-azb2— a2C2 — b2cz 2a2c-\- \bc*— 2a' — 4abe, 
>U al („2 _ | _ £ 2 ) _ _ C 2 ) , C f + j 

~~ a ( 2o2 - j - Abc , he claro que a p r ime i r a he o 
ttefmo que ( a2 4- 32 ) ( a» — c2-) , e a f egunda o 
""efmo que ( 2a 2 - j - 4^ )V c — a ) . M a s ( a2 + b % ) 

a\ — c2) he ( 24 ) o m e f m o que — ( a 1 b2) 
c'—a2), c c í — a

2 he divifivel ( 25 ) por c — a ; 
-°go c— a he divifor das duas quan t idades . F a z e n -

do 
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do a divifaõ , os quocientes faõ — (a- -J- ( a - \ - c ) 
e l a - A f t f i c , que naõ tem divifor c o m m u m : logo 
c — a he o maior divifor c o m m u m das quant idades 
propoí tas . 

Das Fracções Litíerais. 

A S f racções Iit terais calcti laõ-fe pelas re-
gras das f racções numér icas , f azendo- fe á appl ica-
çaõ do que havemos d i to a r e f p e i t o das qua t ro ope-
rações algébricas. 

42 A f racçaõ 4 P 0 ^ e t r ans fo rmar - f e fem a l te -
b 

1 .1 + a h 

raçaõ de valor em -~jfOU — \, e aflim por 
ab + b 

diante ( A r i t h . 8 8 ) . 

43 A fracçaõ UL he o m e f m o que 4 , a (Uni 

3 , I , 
+ i ia + b . . 

como -— — e ^ t y tem o mefmo valor (Ari-
na t 9 a e 

t h . 8 9 ) . Ef ta reducçaô das f racções á expreffáõ mais 
l implcs comprehende - f e no que havemos di to (33) ' 

44 A regra mais geral para redi íz ir h u m a frac- I 
çaõ aos feus menore s t e rmos , contif ie em dividir 
t an to o numerador c o m o o denominador pelo maior 
divifor c o m m u m , que elles pódcm ter ( 3 9 ) • 

45 A expreíTaõ a - f - ~ p o d e m u d a r - f e nafrácçaS 

ún ica "c +
 t e do m e f m o m o d o a -}- ~ j z r j fe r e" 

<1UZ a «^aiUd-ab J i f t o h c ( a , A r i t h t 8 6 

4 6 A quant idade — * " • pode redir 

z i r -
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í í r - f e a 3Í c — , e f e m e l h a n t e m e h t e . > 

fe r e d u z a * + 2 * + (Ar i t h .8 5 )> 

+7 As t rês f r acções ~ - ' Y * ~J~ ' f endo r eduz idas ao 

mefmo d e n o m i n a d o r , t o r n a õ - f e e m j j jy* 

e do m e f m o m o d o as d u a s e fe m u d a o ate a — 0 

e m e í l z i i í l í ^ ^ A r i t h . 9 0 , 91)» 

Se os d e n o m i n a d o r e s t i ve rem f a & o r c o m -
mtn , p ra t i ca remos c o n f o r m e a r eg ra dos n u m e -

os (Arith. 91 5J ). Por exemplo ~ e ^ fe redir-

E : : n a e l i . . . D 0 m e f m o m o d o a s t r e s f r a c ç õ e s 

> 4 > ' f e r e d u z e m a . " j * - , ' t f - , M - • 
V CS tejg *'/g hc)l 

49 Pa ra f o m a r as f r acções e ' 

varemos a r eg ra dada ( A r i t h . 102 ) , e t e r e m o s 

, r.1 — ic t a1 — •fc + a* — } q u e fe r e d u z a w + _ .. _ 
a2 - t2 

M — ar— í 1 — 3(c + a* 

a 2 — l 1 

Pelo con t ra r io , h a v e n d o de t i r a r á f egunda da 

primeira, a c h a r e m o s 1-líS. — 
— 

Ilue f e reduz a g f A r i t h . 105 ) . 

«i—l1 J 

, 5? Se neíla ope raçaõ mudaíTemos j u n t a m e n t e 09 
mais do numerado r e do d e n o m i n a d o r , have r í amos 

C fo« 
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f o m a d o a» f racções e naó d i m i n u i n d o ; po rque 

í iaõ he differente de ( 3 ^ ) » 

51 Para mul t ip l icar po r > e fc reveremos 

"^j- > c o m o t a m b é m -- a mul t ip l i cado p o r l dá 

^ ab , e mul t ip l icado por c dá ( A r i t h . 106 , 

i o y ) . No cafo de fe rem complexos os t e rmos da 
f racçaõ , p ra t i ca remos c o n f o r m e a regra da m u l -
t ip l icação dos po lynomios . 

5 2 Q u e r e n d o dividir 4 - por - j » efcreveremos 

, e para dividir ^ P o r " T ^ T r e fc revere-

m o s [ ^ j w j • f e r eduz a ^ i l - F i n a l -

m e n t e - J - d i v i d i d o por t dá ~ (Ar i t h . -109 ,110 )» -

Das Equações. 

í " ^ A r a fignificar que duas quant idades faó 
f l u a i s , he co í lume fepara-las pelo final , qus 
fe p ronunc ia igual, ou he igual a ; pelo que , a 
expre í faõ a = b quer d izer a igual a B, ou que a 
he igual a b. 

O concurfo de duas , 011 de mui ta s quant idades 
aí l im feparadas pelo Íinal — tem o nome de Equa-
çac. A totalidade das quant idades , que eílaó á e f -
querda do di to final, f ó r m a o primeiro membro da 
equaçaõ ; e a total idade das que ef taõ á d i re i ta , 
conf l i tue o fegundo membro. 

Na equaçaõ 4X — 3 = 2.v - j - 7 , 4* — 3 f o r -
i r a o p r ime i ro m e m b r o , c 2X - | r 7 o f egundo . 

T o » 
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T o d a a q u e f t a õ , q u e pôde re fo lver - fe por Á l g e -
bra , envolve no e n u n c i a d o h u m ce r to n u m e r o de 
condições, as qua is faõ ou t ros t an tos me ios para p e r -
ceber as relações , que ha en t re as q u a n t i d a d e s , q u e 
fe b.ifcaõ , a que fe dá o n o m e de incógnitas , c 
as conhecidas do p r o b l e m a . E í t a s re lações p ó d e m 
expr imir - fe f e m p r e por equações , em que as incó-
gnitas fe achaó c o m b i n a d a s c o m as q u a n t i d a d e s 
conhecidas de h u m m o d o m a i s ou m e n o s c o m p o l l o , 
confo rme a que í taõ he m a i s ou m e n o s d i f f icu l to fa . 

Ailim para refolver por Á lgeb ra as queí tões , 
que pódem propor - fe ace rca das q u a n t i d a d e s , f a õ 
neceifarias tres c o u z a s . 

1.° Perceber na p ropof içaõ , 011 na n a t u r e z a do 
problema as relações , que ha en t r e as q u a n t i d a d e s 
conhecidas e as i ncógn i t a s . Sobre eíla f acu ldade * 
que o nolfo e fp i r i to adqu i re c o m o u fo , n a ó fe p ó -
dem dar regras gera is . 

2.° E x p r i m i r cada h u m a das relações po r h u m a 
equaçaó. E f t e requi f i to pôde r e d u z i r - f e a h u m a 
única regra ; m a s a fua app l icaçaõ he mais ou m e -
nos fáci l , c o n f o r m e a na tu r eza das q u e í t õ e s , e c o n -
forme a capacidade e e x e r c i d o do A n a l y f t a . 

3 . 0 Refo lver a equaçaó 011 as equações , i f to he , 
deduzir o valor das incógni tas . Sobre eíte p o n t o fe 
pôde dar h u m n u m e r o d e t e r m i n a d o de regras , q u e 
vamos a e x p ô r . 

C o m o as queítões p ó d e m c o n d u z i r a equações 
mais ou menos compoí t a s , t e m - f e eítas dividido em 
mui t a s clalles ou gráos , os quais fe d i f t i n g u e m p e -
lo expoente da quan t idade 011 das quan t idades i n -
cógnitas , que nellas e n t r a ó . C o m e ç a m o s agora a 
tratar das Equações do primeiro gráo , 011 Lineares , 
<jue faõ aquellas , em q u e as i n c ó g n i t a s naõ e l taó 

C 2 m u i -
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m u l t i p l i c a d a s n e m e n t r e f i , n e m por f i m e f m a s » 

Da refolucdó das Equações do primeiro gráo a 

huma incógnita. 

5+ R E f o l v e r h u m a e q u a ç a ó he r e d u z i - l a a ou-
t r a , na qua l a i n c ó g n i t a fe ache fó em h u m m e m -
b r o , e no o u t r o e i t e jaó f o m e n t e q u a n t i d a d e s c o -
n h e c i d a s . F e i t o i d o , f ica o p r o b l e m a re fo lv ido , 
p o r q u e h u m a q u a n t i d a d e igua l a q u a n t i d a d e s co •> 
n h e c i d a s h e c o n h e c i d a . 

D a q u i p o r d i a n t e r e p r e f e n t a r e m o s a s i n c ó g n i -
tas p o r a l g u m a s das u l t i m a s l e t r a s x , y , z do 
A l f a b e t o , p a r a as cHIVmguirmos das q u a n t i d a d e s 
c o n h e c i d a s , q u e r e p r e f e n t a r e m o s ou por n ú m e r o s , 
ou pe las p r i m e i r a s le t ras do A l f a b e t o . 

55 A incógn i t a p ô d e a c h a r - f c m i í h i r a d a c o m as 
q u a n t i d a d e s c o n h e c i d a s d e t res m o d o s : i . ° p o r ad-
d i ç a õ ou f u b t r a c ç a õ , c o m o na e q u a ç a ó x - j - 3 
— x. 2 , 0 P o r a d d i ç a õ , f u b t r a c ç a õ , c m u l t i p l i c a ç a ó , 
c o m o na e q u a ç a ó 4.x — 6 = ix - f - 1 6 . 3 . 0 F i n a l -
m e n t e p o r add içaõ , f u b t r a c ç a õ , m u i f / p l i c a ç a õ , c 

d iv i f aõ , c o m o na- e q u a ç a ó - — x — 4 = - x - j - 17 ; 

o u pe las duas o p e r a ç õ e s u l t i m a s , o u f o m e n t e pela 

u l t i m a . 
E i s - a q u i as t res r eg ras , p o r q u e fe d e l e m baraça 

a i n c ó g n i t a nef tes d i f f e ren tes ca fos . 
56 Para fazer paffar qualquer termo de hum 

membro da equaçaó para o outr? , rijque-fe o dito ter-
mo , e efreve-fe no outro membro com ftnal contrario< 

P o r e x e m p l o , na e q u a ç a ó 4a- - { - 3 = 3 . v - p 12 1 
q u e r e n d o f a z e r pal iar o t e r m o 4- 3 p a r a o feguado 

fficm-
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lembro, efcreveremos 4* 12 —3 , o u , r e -
luzindo , 4 x = 3*- 9- Se q u i z e r m o s agora m u -
lar o termo 3* para o p r ime i ro m e m b r o , e fe reve-
emos 4* — 3* ^z 9 , que pela reducçaô dá x—g. 

Da mefma forte na equaçaó 5* — 7 = 21 — 4* , 
juerendo t ranfpôr o t e r m o — 7 , e fc reveremos 
•v = 2 1 — 4* - j - 7 > ifto lie 5*- — 28 — 4* ; e fe 

lepois dilfo qu ize rmos t r a n f p ô r 4 * , eferevere-
nos 5 * - { - 4 * — 2 8 , ou gx = 2 8 . Brevemente vere-

mos , como fe acaba a re fo luçaó delia e q u a ç a õ . 

Eftas t ransformações fundaó- fe , em q u e duas 
uantidades fe confervaõ iguais , fe a ambas a j u n -
armos , ou de ambas t i r a rmos a m e f m a q u a n t i d a -

57 Por efta regra fe podem t r an fpo r t a r ao m e f -
o tempo todos os t e rmos affeiítos da incógni ta pa -

a hu m membro , e todas as quant idades conhec idas 
a r a o o u t r o . Aí l im da equaçaõ 7* — 8 = 14 — 4* 

e conclue 7* - f - 4* = 14 - f - 8 , ou 1 ixz=z 22 . Do 
^cirno modo a equaçaó ax bc —cx z=. ac — bx 
e t ransforma em ax — cx bx zzz ac — bc. 

58 Se depois da t ranfpof içaô , e reducçaô , o 
ermo a f fe f to de * tiver o final — , m u d a r e m o s os 

finais de ambos os m e m b r o s . Po r e x e m p l o , fe t iver -
mos 3* — 8 4* — 12 , t r a n f p o n d o e r e d u -
zindo, acharemos — x = —• 4 : deduz i r emos pois 

4 í porque igua lmente poder iamos t r a n f p ô r os 
k para o fegundo m e m b r o , e te r íamos 4 x, que 
he o m e f m o que x 4. 

59 Quando a equaçaó he numér i ca , ou q u a n d o 
fendo litteral inclue quant idades f e m e l h a n t e s , pode 
abbreviar-fe a reducçaô, r ifeando h u m a delias, e t i r a n -
do outro tanto da outra ,011 fotnando , c o n f o r m e elle» 
tiverem o m e f m o , ou diíFerente final em d i í fe ren-

tes 
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t es m e m b r o s . Po r exemplo , na eqti3çaÔ 6b — 4« 
2* = S a 3 * ' r iscaremos 2* no p r imero m e m -

b r o , e efcreveremos fomen te x no fegundo ; r i feare-
m o s 5a no fegundo , e fomaremos 4a com 5a , o que 
dará ímmed ia t amen te 6b — ga x. Do m e f m o m o -
do a equaçaó 5a - j - 2b = 5a - f - x fe r eduz Ímme-
d i a t amen te a 2b z=: x. 

60 Fei ta a t r an fpo f i çaó , para ter o valor da 
incógn i t a no ca fo de naõ en t ra rem fracções na 
equaçaó , execu ta remos a regra f e g u i n t e : Efcreva~ 

Je unicamente a incógnita cm hum membro, e divida-Je 
o outro pelo multiplicador que ella tinha. 

P o r e x e m p l o , da equaçaó ~]x —8 = 1 4 — 4* , 

q u e dá 1 xx = 22 , deduz imos J r = ; porque fe 

l i x = 2 2 , a undécima parte d e n x . o u x ferá 
t a m b é m igual á undéc ima parte de 22. 

Do m e f m o m o d o a equaçaó 12.V — 1 5 = 4 * 
-J- 25 , ou 8x = 4 0 , dá x — 5. 

A regra he a m e f m a para as equações l i t terais , 

qua lquer que feja o n u m e r o dos te rmos aflfeftos da 

incógn i t a depois da t ranfpoí içaõ . A equaçaó aX 

z= bc dá x — —j- . A equaçaó ax -{- bc — cx == ac 

— hx, ou ax — cx 4 - bx = ac — bc dá X " c ~ t~ \ 1 a — c + b 

divid indo o fegundo m e m b r o pela totalidade das 
quant idades a — c - j - h, 

6i Para conhecermos pois o valor de x , quando 
depois da t ranfpoí içaõ ha mui tos t e rmos affedtos 
da dita incógni ta , d ividiremos o fegundo membro 
pela total idade das quant idades que mul t ip l icaó X 
110 p r i m e i r o , t omando-as com os finais , c o m que 
nel ls fe achaõ. 

Po r exemplo , na equaçaõ ax = bc — 2X , ou 
ax 
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ax 2V — » t e r e m G S * — ^ T ã ' m e ^ n ' i a fer-

ie a equaçaó X — ab — bc — ax , ou x ax — bc 

-{-ab , díx=z ( 5 ). 

62 Se houver a lguma q u a n t i d a d e , que fe ja f a -
£lor c o m u m de todos os t e rmos da equaçaó , p a r a 
Simplificar , d iv id i remos por elle todos os t e r m o s . 
Por exemplo , na equaçaó 15Í 2 = 27ab 6bx d iv i -
diremos todos os t e r m o s pelo feu fa£tor c o m m u m 

, e te remos 5Í = 9a 2X , da qual ( 56 , 6 0 ) 

f e t i r a x = ^ í , 

63 As regras, que acabamos de dar , podem ?.p-
plicar-fe ás equações , em que en t raó d e n o m i n a d o -
res , com tan to que eíles naó c o n t e n h a õ a i ncógn i -
ta ; mas c o m o ellas fe executaõ o rd ina r i amen te c o m 
mais facilidade , quando n3õ ha f racções , por iifo 
ajuntaremos a regra feguin te , 

64 Pa ra t r ans fo rmar h u m a equaçaõ na qual e n -
traó denominado re s , em out ra que os naõ tenha , 
"'ultiplique-Je cada hum dos termas , que naõ tem deno-
minador , pelo produBo de todos os denominadores ; e 9 
numerador de cada huma das fracções pelo produão 
dos denominadores das outras fomente. 

Por e x e m p l o , fe t iveífemos a equaçaõ " + 4 = j"* 

12 — > mul t ip l i ca r íamos os t e rmos 4 e 12 por 

3- 5- 7 ou 105 , c te r iamos 4 2 0 , e 1 2 6 0 . D e p o i s 
mult ipl icaríamos 2X por 5.7 ou 3 5 , 4.V por 3. 7 ou 
21 ' E 5 < por 3. 5 ou 15 , e t e r iamos 70.V , 84A; , 7 5 * ; 
e confeguin temente a equaçaõ propoí ta fe muda 
em jox - j - 4 2 0 = 8 4 v - { - ' 1 2 6 0 — 75.V. App l i -
cando agora a eíla as regras precedentes , t e remos 
<t ~ 4 7 w 

6i — 61 * C o m 
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C o m cfFeito , as tres fracções da equação pro-* 

p o r t a , fendo reduzidas ao m e f m o denominador con-. 

f o r m e as regras da A r i t h m e t i c a , daõ —» 2if » 
° í C j 1 0 5 1 0 5 

q u e r ea lmen te faõ o m e f m o que as p r imi t ivas . Se r e -
d u z i r m o s t a m b é m o s d o u s t e rmos inteiros a tracções» 

c u j o s denominadore s fe jaõ 1 0 5 , t e r e m o s ^ e ~ 7 ~ í 

de mane i ra que a equaçaõ propof ta fe t r ans forma em 

7°Y f __ 84^ + 1 2 6 0 - 7 ^ a s quant idades iguais , 
i 1 0 5 

f e n d o mul t ip l icadas pelo m e f m o n u m e r o , c o n f e r -
vaõ a inda a igualdade ; logo mul t ip l i cando air bos 
os m e m b r o s por 105 , ifto he , f u p p r i m i n d o o deno-
m i n a d o r c o m m u m , ferá verdadeira a equaçaõ , i í to 
he , t e remos , c o m o ac ima , 70X - f - 4 2 0 84X 

1260 — 75* . 
Se os denominadores t i ve r em h u m faétor com-, 

t n u m , Amplif icaremos ella o p e r a ç a õ , c o m o enl i -
l i amos ( A r i t h . 91 J J ) . 

65 A regra he a m e f m a para as equações litte-. 
ra i s , c o m tan to que fe obfervem as regras da mui-. 

t ip l i caçaõ a lgébr ica . Affim , a equaçaõ b — 

-}- ~ fe t r ans fo rma em acdx-\- bzcdz^bc~x 

•j j r • ab1 d — b1 çd 
donde fe tira x •=. — — . 

mcd - bt% 

Se t ive rmos — e , mu l t ip l i ca re -

m o s ( 48 ) cx por e , dx por b , e virá 

' • x J c ~ = e , i f to h e , Í 2 * -f bdx — abce ; da 

qua l t i r a remos x — c h " . 

66 N o 
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6 6 N o ca fo d e fe rem c o m p l e x o s o s d e n o m i -

nadores , he ma i s c o m m o d o de o r d i n á r i o ind icar 

p r i m e i r a m e n t e as operações , e execu ta - l a s depo i s . 

P o r e x e m p l o , f e t ivelfemos 4 - 4b 1= — 
r a - * 1 T 3" to 

efcrever iamos ax ( 3 a b ) - f - 4b ( a —b ) ( 3a ) 
z=.cx(a — b e. f a z e n d o agora as operações i n d i -
cadas , a cha remos yi2x abx 12 a2b —• 8ab* 

.— 4b — acx — bcx , e c o n f e g u i n t e m e n t e , . , 
i,bl + Zab2 _ 12a2-b 

X • 
3<2 + ab — ac t bc 

ApplicaçaÕ dos princípios precedentes a refohçafi 

de alguns Problemas. 

67 I n d a que r e f e r v a m o s os iifos da Á l g e -
bra para a f egunda Secçaõ , c o m tudo , a f im de 
fazermos a t e m p o a lgumas obfe rvações úteis , a p -
phea remos os p r inc íp ios p receden tes a a l g u n s p r o -
blemas m u i t o f á c e i s . 

As regras , que a c a b a m o s de d a r , faõ fuf f ic ien-
tes para refolver qua lquer p r o b l e m a do p r i m e i r o 
gráo , q u e e i te ja expref lo em equaçaõ : re l ia f a -
ber c o m o eíla fe ha-de f o r m a r . 

Para pôr h u m p r o b l e m a em e q u a ç a ó , reprefen-
te-fc por huma letra cada huma das quantidades que 
Je bufeaõ , e havendo examinado o efiado da quejlaõ, 
por meio dos finais algébricos façaÕ-Je fobre as quan-
tidades dadas , e as incógnitas as mefmas operações , e 
*s mejmos raciocínios , que fe fariao para verificar as 
incógnitas no cafo de ferem conhecidos os feus valores, 

Os p r o b l e m a s f egu in t e s d i r ig i r aõ a a p p l i c a -

çaõ 
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ç a õ defta regra geral , ainda que pela fua f ímplí» 
c i d a d e naõ precifaõ da Álgebra para fe re fo lverem. 

P r o b l e m a I. Hum pai e hum filho tem entre am-
los cem annos; o pai tem quarenta mais que o filho ; 
pergunta-Je , qual he a idade de cada hum. 

Pouca a t t ençaõ baila para ver , que o p r o b l e -
ma fe reduz a achar duas quant idades , cu j a f o m a 
f e j a 100 , e a differença 40 . T a m b é m he m a n i -
fe l to , que , fe for conhecida h u m a deftas q u a n t i d a -
des , a fegunda o ferá c o m facil idade ; fe a maior , 
po r e x e m p l o , fo r c o n h e c i d a , t i r ando delia 40 , t e -
r e m o s a mais pequena . 

R e p r e f e n t e m o s pois a ma io r por x. 
O r a , fe efte valor foífe conhec ido , e o q u i -

ze í f emos verificar , t i r a r íamos delle 40 para ter o 
n u m e r o m e n o r ; depois diíFo fomar i amos o ma io r 
c o m o m e n o r para ver fe davaõ xoo . I m i t e m o s pois 
efte m o d o de obra r . 

O n u m e r o maio r he x 
L o g o o m e n o r f e rá - - x— 40 

E f t e s dous n ú m e r o s f o m a d o s daõ - 2X— 40 
M a s pelas condições da quef taó devem dar 100 , 
L o g o e is-aqui o p rob lema pof to cm e q u a -

çaõ - — - — - 2X — 4 0 = 1 0 0 
H a v e n d o aílim t raduz ido o problema em l i ngua -

g e m algébrica , para ter x, naõ fe trata de m a i s , que 
de app l ica r as regras dadas ( 53 e 56 J. A p r ime i r a 

dá 2 X = 100 - j - 40 = 140 , e a fegunda x = 

— 70 . L o g o o n u m e r o menor ferá 70 — 4 0 =r= 30 , 
e c o n f e g u i n t e m e n t e o pai tem 70 annos , e o filho 
3 0 . C o m efFeito , 70 -}- 30 irz 100. 

Ref lec t indo fobre o m o d o , po rque nos condu-
z i m o s para refolver efte p rob lema , ve-le c la ia -

m e n -
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t nen ta , q u e os rac ioc ín ios , q u e fizemos , n a ó f a ô 
dependen tes dos valores pa r t i cu la res dos n ú m e r o s 
100 , e 40 da queí taõ , e que fe em lugar deites 
fo i fem dados ou t ros q u a i s q u e r , f e m p r e p r o c e d e r i a -
m o s pela m e f m a f ó r m a . A í l i m , fe o p r o b l e m a fe 
propuzeíTe deite m o d o gera l : Sendo dada a jorna a 
de duas quantidades , e a fua differença b , achar ca-
da huma das mefmas quantidades. 

R e p r e f e n t a n d o a m a i o r p o r - - - - - x 
A m e n o r ferá - - - - - - - - - - - - x — í 
E a f o m a de a m b a s — - - - — - - - íx —- i 
M a s eíta , c o n f o r m e a que i t aó , deve fer - — a 
L o g o - -- _- .. - - - ix — b = « ; 

çquaçaõ , de q u e fe t i ra X = b— • 

Q u e r d i z e r , que pa ra t e r m o s a m a i o r , a j u n t a r e -
mos a f e m i f o m a c o m a f e m i d i f t e r e n ç a , c o m o fe 
achou ( T r i g . 177 ) po r o u t r o m o d o . 

C o m o a m e n o r he x — b , ferá - _! í. — b , 
2 1 2 

ilto he , " + * "" — 2. - í . L o g o , para t e r m o s a 

m e n o r , da f e m i f o m a t i r a r e m o s a f emid i f t e r ença 
( T r i g . 177 ) . E l l a t r a d u c ç a ó dos r e fu l t ados f ina is 
deve fer h u m dos p r inc ipa i s cu idados do A n a l y f t a . 

F i c a pois m a n i f e f t o , c o m o r e p r e f en t a ndo em 
geral , i f to he , po r le t ras , as quan t idades c o n h e -
cidas , que e n t r a õ nos p r o b l e m a s , d e f c o b r i m o s r e -
gras gerais para a re fo luçaó de todos os p r o b l e m a s 
da m e f m a e fpec i e . 

M u i t a s vezes o s p r o b l e m a s p a r e c e m d i f f e ren -
tes a p r ime i ra viíta , m a s depo i s de h u m leve e x -
a m e fe acha , que naõ di í rerem m a i s q u e no m o -
do de fe e n u n c i a r e m . P o r e x e m p l o , fe nos p r o -
p u z e r e m ; 

Di-
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Dividir o numera dado a em duas partes , das 
quais huma exceda, ou Jeja excedida da outra na quan-
tidade dada b. He fácil de ver , que efte p rob lema 
he o m e f m o que o precedente . 

P r o b l . I I , Dividir o numero 720 em tres par-
tes tais , que a maior exceda a menor em 80 , e a 
media exceda a menor em 40 . 

Se me d ide fiem qual era a par te m e n o r , e a 
qu ize f fe verificar , deveria a jun t a r - l he 40 para ter 
a fegunda , e depois 80 para ter a ma io r ; a f o m a 
das tres par tes feria 7 2 0 . 

C h a m e m o s pois á par te m e n o r - - X 
L o g o a m e d i a h e - - - - - - - - - x - f - 4 0 
E a maior - - - - - - - - - - - - x - j - 8 0 
O r a eftas tres par tes reunidas daó - - 3X—f-120 
E c o m o o p rob lema exige que dem - - - - 720 
L o g o - 3 x ^ - 1 2 0 = 7 2 0 

A p p l i c a n d o as regras p receden tes , te remos x = 2 c c ; 
Jogo a fegunda par te he 240 , e a maior 2 8 0 : eílas 
t res par tes j un ta s f a z e m com effeito a foma de 7 2 a . 

T a m b é m aqui he mani fe f to , que fe os números 
p ropoí tos , em lugar de fe rem 7 2 0 , 40 , e 80 , 
fol iem outros quaisquer , a quef taó poder ia r e -
fo lver - fe do m e f m o modo . Pelo que , para re fo l -
ver todos os p rob lemas , nos quais fe t rate de d i -
vidir h u m n u m e r o dado a em tres partes ta is , que o 
excef iò da maior fobre a m e n o r fe ja hum n u m e r o 
qua lquer b , e o excedo da media fobre a m e n o r 
fe ja c , d i feor re remos do m e f m o m o d o , c o m o aqui 
f e mof t ra , 

S e j a 
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Seja a par te m e n o r — * 
A med ia ferá — — x e 
K a m a i o r - - - - - - - - - x b 
A f o m a d á - - - - - - — ~T b 6 
M a s deve dar — - - - - a 
L o g o ferá 3* -J - b c = a ; 

D o n d e fe t i ra x =r * ~~ c- s 2-—iíL—f' 
3 3 

Q u e r d i z e r efta f o r m u l a , qíie pa ra ter a p a r t a 
menor t o m a r e m o s o t e rço da di f ferença en t re o n u -
mero , qtie fe que r d i v i d i r , e a f o m a dos dous e x c e f -
fos . Af l im , havendo de repar t i r 642 em tres pa r t e s 
t a i s , que a med ia exceda a m e n o r e m 7 5 . c a m a i -
or exceda a m e n o r em 87 ; t i r a r e m o s 75 + 87 ou 
162 de 6 4 2 , e t e r e m o s 4 8 0 ; c u j o t e rço 160 he 
a par te m e n o r , e c o n f e g u i n t e m e n t e as ou t ra s duas 
faõ 160 -J- 75 ou 235 , e 160 87 o u 2 4 7 -

Prob l . I I I . Repartir hum numero dado, por 
exemplo 1 4 2 5 0 , em tres partes tais , que Jejuo entre 
fi como os números 3 , 5 , Í I I . 

Se conhecef femos h u m a das par tes , v . g . a p r i m e i -
ra , para a ver i f icarmos , b u f e a r i a m o s ( Ar i t h . 194 ) 
h u m n u m e r o que foífe para ella ti 5 I 3 » e f e r l 3 

a fegunda pa r t e . B u f e a r i a m o s t a m b é m o u t r o n u m e -
ro , que fofle para a m e f m a p r i m e i r a pa r te ; ' . 11 1 3 ; 
e efte feria a te rce i ra pa r t e . A f o m a def tas t res p a r -
tes f o r m a r i a 1 4 2 5 0 . P r o c e d e n d o pois def ta m a n e i r a 

Seja a p r ime i r a pa r te - - — - x 

Será ( A r i t h . 1 9 4 ) a f egunda - - 5y-

E a terceita - - - - - - - - - -

A f o m a deftas dá * -f — 

M a s c o n f o r m e a quef taõ deve dar - - - - 1 4 2 5 a 

L o g o , x — = 1 4 2 5 0 E f t á 
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E f t a equaçaõ f e m u d a ( 6 4 . ) em 1 9 * = 4 . 2 7 5 0 ; 
L o g o ( 0 0 ) - - - £ = 2 2 5 0 . A fegunda par te fe rá poiá 

e '2,2, Ç O 
> y— ou 3 7 5 0 , e a te rce i ra 8 2 5 0 . C o m ef le i -

to os tres n ú m e r o s 2 2 5 0 , 3 7 5 0 , 8 2 5 0 , f o m a d o s 
f a z e m 1 4 2 5 0 , e el taõ en t r e (i c o m o 3 , 5 , e 11 * 
c o m o he fácil de ver , d iv id indo-os por 7 5 0 , c o m 
o que ( A r i t h . 1 7 0 ) naó fe a l tera a r a z a õ . 

Se o n u m e r o que fe que r dividir j em lugar de f e r 
1 4 2 5 0 , folfe em gera l a , e os n ú m e r o s p r o p o r c i o -
na i s ás par tes , em lugar de 3 , 5 , 1 1 , fo í fem em g e -
ra l m , n , p , i m i t a r í a m o s o que a c a b a m o s de f a z e r . 

Aí l im , r ep re f en t ando a p r ime i r a par te p o r - x 

A f e g u n d a ferá - - - - A - - — 0
 m 

E a te rce i ra — 
m 

C u i a f o m a f a z - - - - - - - - x - 4 - — — ^ J ' m 
M a s deve f a z e r - - - - - - - a 
, , nx + px 

L o g o x —- = a. 

Eí t a equaçaõ dá mx nx px = ma, c 

c o n f e g u i n t e m e n t e x = — . ° m + n + f ' 

P a r a t r a d u z i r m o s ef ta fo luçaõ , e e n u n c i a r m o s 
h u m a regra geral , n o t e - f e , q u e fe t ive l femos 
tn -{- n - j - p \ m \ \ a \; o qua r to t e r m o ( A r i t h . 1 7 9 ) 

f e r i a - f • ; e c o m o x he expre f fo nef ta q u a n t i -

dade , f egue- fe , que pa ra t e r m o s a p r i m e i r a p a r t e , 

c a l cu l a r emos o q u a r t o p r o p o r c i o n a l ao n u m e r o p r o -

po f to , á p r ime i ra das par tes dadas , e á f o m a de 

t o d a s eítas ( A r i t h . 197 ). 

Probl. IV. Defpachou-fe de Dreux para Breji 
hum Pojlilhao , cuja volocidedc he tal, que em ha-

ma 
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ma hora anda duas léguas. Oito horas depois fe def-
pachou outro de Paris para Breji , cuja volocidade 
he de tres léguas por hora. Pergunta-Je , onde fe haó-» 
de encontrar , fabendo-fe também , que a dijiancia de 
Paris a Dreux he de 17 léguas. 

Se me dilfeiTem , quan ta s léguas devia a n d a r 0 
fegundo Po í t i l haô pa ra fe e n c o n t r a r c o m o p r i m e i -
ro , e i s -aqu i c o m o ver i f icar ia ef te n u m e r o . B u f c a -
ria que j o r n a d a ter ia fe i to o p r i m e i r o no t e m p o , 
f m que o f egundo t i n h a f e i t o a fua , c a l c u l a n d o o 
qua r to t e r m o delta p r o p o r ç ã o 3 ; 2 ; t o n u m e r o de 
léguas corr idas pelo f e g u n d o he para o n u m e r o de 
léguas, que o p r i m e i r o t e rá a n d a d o no m e f m o t e m -
p o . A eíte qua r to t e r m o a j u n t a r i a o n u m e r o de l é g u -
as , que o p r ime i ro Poí t i lhaô devia te r andado nas 8 
horas de an tec ipaçaó da pa r t i da c o m o t a m b é m as 
17 léguas do in terval lo de Pa r i s a D r e u x , q u e e l -
le t inha igua lmen te de avanço ; a f o m a da r i a o n u -
mero de léguas cor r idas pelo f e g u n d o . P r o c e d e n d o 
pois deita m a n e i r a 

Seja o n u m e r o de léguas co r r idas pe lo fegundo» x 
No m e f m o t e m p o o p r i m e i r o a n d a r á - — ~ % 

E nas 8A de avanço — \6 
E pela d i í tancia de Pa r i s a D r e u x - - - - 17 

Efías t res quan t idades f a z e m a f o m a i> * -J - 33 

ido he , o n u m e r o de léguas q u e deverá andar o f e -

gundo , para fe e n c o n t r a r c o m o p r i m e i r o 

L o g o * 4 - 3 3 = x1, e c o n f e g u i n t e m e n t e * = 

quer d izer , que os dous P o f t i i h ó e s deve rão e n c o n -
t rar- fe a 99 léguas de P a r i s . 

C o m effei to , no t e m p o cm q u e o f e g u n d o a n -
dar 99 l éguas , o p r i m e i r o a n d a r á 6 6 , ci tas j u n -

t a -
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t a m e n t e c o m as 16 léguas de ad ian tamento erti r a -
zão das 8 horas , e com as 17 léguas de avanço , 
por par t i r de Dreux , f a i e m a f o m a de 99 : logo 
eltaraõ ambos ao m e f m o t empo no m e f m o luga r . 

Em geral , feja o interval lo dos lugares da p a r -
t ida — a , a d i f e r e n ç a en t re os t empos da par t ida 
= í , a velocidade do pr imei ro Poí l i lhaó c , a do 
fegundo — d , o e fpaço que deve andar o f egundo 
para f e encont ra r com o p r ime i ro ~ x : d i f c o r r e n -
do , c o m o havemos fei to p receden temen te , t e r emos 

X = be-\- a , doncle fe t ira X— - ^ 1 , q u e 
dá a fo luçaô de todos os p rob lemas defta e fpec ie , 
pe lo menos em quan to fe f u p p õ e , que os dous 
Pof t i lhões vaó para a m e f m a par te , e que a pa r t i -
da do que anda menos precede á do mais ve loz . 

Para moí t ra rmos o ufo deita f o r m u l a , t o r n e m o s 
ao exemplo precedente . C o m o nelte cafo a = 1 7 ' , 

= 2' , d =± 3' i o valor geral de x fe to rna 
1*7. í f S. í. i l o 7 

em x —- 3 _ z — 1 = 51 + 4° = W 1 c o m o aci-

m a . 
O u f o pois das fo luçôes gerais he tal , qtie 

fe fub f t i t u i rmos em lugar das letras os números , que 
el las r ep re fen taõ , e fizermos as operações indi-
cadas pela d i fpof içaõ e finais das m e f m a s letras , 
acharemos a refoluçaõ de todos os p rob lemas pa r -
t iculares da m e í m a efpecie . 

Po r exemplo , fe nos propuzefferft efte proble-
ma : A agulha das horas de hum relogio correjpon-
tle a l j ' , e a dos minutos a 24 ' , ijlo he , Jaó 3'0 2 4 ' í 
pergunta-fe , quando ejlaraõ as duas agulhas huma 
Jobre a outra. 

C o m o as duas agulhas fe movem ao m e f m o t e m -
po , a quant idade b he c i f ra nefte cafo ; a ou o ef« pa* 
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paço que á agulha dós m i n u t o s deve correr defde a 
vigefima quar ta divifaõ do quadran te a té a dec i -
ma fept ima , he igual a 53 divifóes ; c —z 5 

d — 60 . T e m o s pois * 57 ~ , i f to 

he , deverá a agulha dos minu tos cor rer a inda 57 

divifóes e ~ ; e cúrao ella co r re fpond ia á v igef i -

ma quar ta divifaõ , deverá co r re fponder a 81 d i -

vifóes c -- , ou , pois que h u m a c i r c u m f e r e n c i a 

confta de 60 divifóes , as duas agulhas ef taraõ h u -

ma fobre a outra aos 21' - da hora feguin te , 

ifto he . ás eJ> 2 1 ' -2 • 
11 

Alem da vantagem expof ta das foluçóes l i t t e -
rais , ha outra , a qual confif te em que mui ta s ve -
i e s as formulas , precedendo certas preparações , 
ádmitterri o e n u n c i a r e m - f e de hiim modo f imples , 
é fácil de fe confervár na m e m o r i a . Po r exemplo , 

a íormula u l t imamen te achada x = + "Lf- , na 
qual a quant idade d he faé lor c o m m u m dos dous t e r -
mos do n u m e r a d o r , pôde e lc rever - fe por efte m o -
do, ' ' — , onde f e v ê , que * h e o q u a r -
to t e rmo da p roporção , cu jos tres p r ime i ros f e -
riaõ d— c d \ \ a bc. P o r e m d — c d e n o t a a 
differença das velocidades dos dous Pof t i ihóes ; d 
denota a velocidade do f egundo ; e a -J- bc c o m -
pôe-fe do intervallo a dos dous iugares da p a r t i -
da , e da quant idade bc , que e x p r i m e o e f p a ç o 
corrido pelo p r ime i ro Pof t i l haó no t e m p o que tein 
«e avanço , de mane i r a que « - f - bc r epre fen ta a 
jornada que tem fe i to o p r i m e i r o a t é o iní lante , 

D en» 
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cm que o fegundo começa a fua , ou todo o avárt-
ço que o pr imeiro ganhou em rafaõ de part i r mais 
c e d o , e de hum lugar mais adiantado. L o g o a 
re fo luçaõ do prob lema pode reduz i r - fe a efte e n u n -
ciado : H a v e n d o mul t ip l icado a velocidade do p r i -
m e i r o Pof t i lhaó pelo tempo qne tem de avanço , 
f o m e - f e o p r o d u f l o com o interval lo dos lugares da 
p a r t i d a ; e bu fcando depois o quar to proporc ional 
á differença das velocidades , á velocidade do fe -
gundo , e á foma achada , elle de te rminará o lu -
gar do encon t ro . Pelo que no riolfo p r ime i ro ex -
e m p l o , tendo o pr imei ro Pof t i lhaó de avanço , 
e I 1 de ve loc idade , fomaremos 16 l com i j / in -
terval lo dos dous lugares , o que dá 33 ; e ca lcu-
lando o quar to t e r m o da propOrçaõ 3 — 2 ou 
1 I 3 ' 3 3 " > acharemos 99 , Como a c i m a . 

U l t i m a m e n t e , ainda qne ent rem fracções , a re-
gra fempre he a m e f m a . Po r e x e m p l o , fe o p r ime i -
ro Poi t i lhaõ andalle 7' em 4^ , o fegundo 13 ' em 
5Ã ; fe o pr imei ro fe antccipaífe 156 , e o in ter-
val lo dos dous lugares da part ida foife de 4 2 ' ; di-
r íamos : andando o p r i m e i r o 71 cm \ h , vem a an-
dar — de légua por hora , e por tan to eíla he a ve-

4 

jocidade do p r ime i ro ; do m e f m o modo a ve loci -

dade do fegundo he de ~ de légua por hora . Aílim 
mul t ip l i cando por 15 , e fomando o p rodn í lo 

í £ í com 42 , t e remos ; calculando pois o quar-
4 1 

to t e r m o da p r o p o r ç ã o — — j - : ~ :: ^ l ; efte 

1 v — 3?49 
* 4 zo , - i Q -- rj 

qua r to t e r m o — o u T T ' o u • » o u 208 — 

r "í « r 
hc 
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lie o n u m e r o de léguas , que o fegundo Pol t i lhaó 
deverá andar . 

Reflexões fobre as quantidades pofitivas, 

e negativas. 

M A s a ™ . * g m i s r ™ „ a 3 f ó rnc t l . 
te para refolver todos os p rob lemas analagos por 
fimples fubf t i tu ições , m a s t a m b é m para achar em 
mui tos cafos a foluçaô de out ros , cu jas c o n d i -
ções fejaó em tudo oppoftas áquel las , a que fe h a -
via fatisfeito p r i m e i r a m e n t e ; e para iiTò baila o r -
dinar iamente h u m a fimples mudança d e - j - e m — , 
cu de — em -J- nos finais das quant idades . M a s a n -
tes de moí t rarmos eíte novo ufo dos finais , c o n -
fideremo-los em outro pon to de vi í ta . 

As letras naõ reprefentaó mais que os valores 
abfolutos das quant idades . Os finais e — naó 
tem reprefentado até aqui mais do que as o p e r a -
ções da addiçaõ e fubt racçaõ ; porem podem re -
prefentar t a m b é m em mui tos cafos a exi f tencia 
relativa de humas quant idades a refpei to de ou t r a s . 

H u m a quant idade pôde confiderar-fe em dous 
fentidos oppoítos, ou c o m o capaz de augmenta r o u -
tra quant idade , ou c o m o capaz de a d iminu i r ; m a s 
em quanto ella fe repreferita m e r a m e n t e por ht i-
nia letra , ou por h u m numero , naõ fe faberá em 
qual dos dous fent idos fe confidera . P o r exemplo , 
fe hum h o m e m tiver tantos bens corno dividas , o 
m e f m o numero pôde fervir para exp r imi r a q u a n t i -
dade numérica de ambas as coufas , po rem eíte n u -
mero naõ mo (trará a differença que ha entre ellas. O 
meio mais natural de a declarar he deligna-las por 
hum f ina l , que indique o efteito que h u m a s podem 

D 2 p ro -
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produz i r fobre as outras ; e como o effeito das divi-
das he d iminu i r os b e n s , que cada h u m poflue, fica 
mui to natural delignar a q u e l l a s , appl icando-lhes 
o fina! — . 

Do m e f m o m o d o , fe conffderarmos h u m a l i -
nha recta ( Fig. r ) c o m o gerada pelo m o v i m e n t o 
de hum pon to A na di recçaõ perpendicu la r á l i -
nha BC , he claro , que ainda que fe reprefen te 
por a o e fpaço AD ou Ali , que elle t em corr ido , 
naõ fe de termina com iffo abfo lu tamente a fua íi-
tuaçaõ , pois que o ponto tanto pôde mover- fe deA 
para D , c o m o de A para E. O meio de a fixar he 
indicar por algum final , fe a quant idade a eftá á di-
reita 011 á efquerda , e para itU> faó mui to proprios 
os f ina is -^- , e— ; por quan to refer indo o m o v i m e n -
to do pon to A a ou t ro ponto L conhec ido , e con -
liderado c o m o te rmo fixo, quando o ponto A fe m o -
ve para D , a linha que defcreve tende a a t igmen-
tar LA , e quando fe move para E , a l inha que 
defcreve tende a d iminu i r LA , e confeguin temente 
he natural o reprefentar AD por - j - n , otr f implef-
m e n t e por a , e AE por — a . Seria o cont ra r io , 
fe rcportaffemos o m o v i m e n t o do pon to A ao pon-
to O . 

T e m pois as quant idades negativas 'nrima ex-
iftencia taó real c o m o as pofit ivas ; a urtica diíFe» 
rença , que ha entre ellas , he o t o m a r e m - f e no cal-
culo em fent ido con t ra r io , e por tanto as regras, que 
havemos dado para as differentes operações fobre 
as quan t idades , faõ as m e f m a s , feja qual for o 
pon to de viíta , e m que eftas fe confideraó. T a n t o 
h u m a s c o m o outras pódem achar-fe , e mui tas ve-
zes fc achaõ mil iuradas j u n t a m e n t e 110 m e f m o cal-
culo. Acontece iíto , naõ íó porque certas opera-

ções 
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coes conduzem a t irar certas quant idades de o u -
tras , c o m o h a v e m o s vifto ; mas t a m b é m po rque 
mui tas vezes no calculo ha neceílidade de e x p r i -
mir as differentes accepçóes , em que fe t o m a õ as 
quant idades . 

70 Pelo que , fe na refoluçaõ de h u m p rob le -
ma o valor da incógni ta fahir negat ivo ; por e x -
emplo , fe chegarmos a h u m refu l tado c o m o x 
— 3; conc lu i remos que a quant idade deí ignada por 
x naõ t em as propriedades , que lhe a t t r ibu imos , ou 
f u p p u z e m o s no calculo , mas out ras em tudo c o n -
trarias. P r o p o n d o - f e , por e x e m p l o , efte p r o b l e m a : 
Achar hum numero , que fendo junto a 15 dê 10 , 0 
qual he evidentemente impoílivel ; fe r ep re fen ta r -
mos o numero buIçado por x , t e remos x 15 
— 10 , e confeguin temente x = — 5 . Ef ta u l t i -
ma conclufaõ pois nos moí t ra , que x , o qual fe 
t inha confulerado c o m o devendo a j u n t a r - f e a 15 pa -
ra fo rmar 10 , deve pelo con t ra r io fer t i r ado . D e f -
te modo toda a fo luçaó negat iva indica a l g u m a 
fuppofiçaõ falfa 110 enunc iado do p r o b l e m a ; m a s 
indica ao m e f m o t e m p o a cor recção , m o i t r a n d o 
que a quant idade procurada fe deve t o m a r em h u m 
fentido to ta lmente oppolto áquelle , em que d ' a n l e s 
havia fido tomada . 

71 C o n c l u a m o s pois , que havendo r e f o l -
vido hum prob lema , no qual a lgumas quan t idades 
fe tenhaõ tomado em h u m fent ido , fe o q u i z e r m o s 
refolver , t o m a n d o as m e f m a s quant idades em f e n -
tido tota lmente oppof to , baftará m u d a r os f i n a i s , 
que ac tualmente tem as m e f m a s quan t idades , P o r 
exemplo , no problema quar to , refolvido g e r a l m e n -
te para o cafo em que os Pof t i ihóes c a m i n h a f -
fem para a m e f m a par te , fe q u i z e r m o s ter a r e fo -

l u -
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l t içaõ de todos os p rob lemas , que fe pódem pro-* 
p ô r no cafo em que elles venhaó de partes o p -
pof tas a encontrai -fe hum com o out ro , mudaremos 

o final de c no valor achado x z= * — • C o m 
á — r 

effeito , nef te cafo o pr imei ro Pof t i lhão , c o m o em 
lugar de fe apar tar fe av iz inha do fegundo , d i m i -
n u e a jo rnada que eíle devia fazer , e d i m i n u e - a 
em razaõ da ftra velocidade c , ou do e fpaço que 
corre em h u m a unidade de t empo ; devemos pois 
e x p r i m i r , que c em lugar de augmenta r d i m i n u e , 
i f to h e , efcrever — c em lugar de c. El la m u -
dança dá x — cd

ã ~ hcrl ; porque -J- b(d -j-r 
Id ( - j - c) ; logo , mudando o fmal , t e remos 
+ bd ( — c )=. — bcd. 

C o n f i r m e m o s tudo ifto com hum exemplo . Sup-
p o n h a m o s que dous Poí l i lhóes vem de par tes con-? 
trar ias , e fahem de dous lugares , cu jo interval-
lo he de 100 léguas : o pr imei ro p a r t e 7 horas an -
tes do fegundo , e tem velocidade de i l por hora ; 
o fegundo anda 7/ por hora . Seja .v a jo rnada , que 
efte deve fazer para fe encont ra r com o p r i m e i r o , 
He c laro , que x ferá igual á d i f e r e n ç a entre a dif-
tancia total , e o e fpaço corr ido pelo pr imei ro ; e 
c o m o eíle e fpaço fe compõe do que elle p ó d e a a -
dar nas fete horas , i f to he , de 14/ , e do que t i -
ver andado em quan to o fegundo c a m i n h a r , i f to 

he , de - x : t e remos x —z 100 — 14. — — x , 3 ^ 3 

e con íegu in temente x 2-~ = 51 j- . O r a fe na 

fo rmula x ~ ~ t,lá , a qual , c o m o dif iemos , 

per tence a efte cafo , f u b f t i t u i r m o s xoo por a , 

7 
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7 po r b , 3 po r d, e 2 po r í , l e r e m o s do m e f -

mo m o d o x — 51 - • 
5 

A' m e d i d a q u e nos f o r m o s a d i a n t a n d o , t e r e -
mos o cu idado de fixar cada vez mais a idêa , q u e 
fe deve f a z e r das quan t idades nega t ivas . 

7 2 C o m o convém rnu i to a d q u i r i r f ac i l idade 
de pô r os p rob l emas em e q u a ç a ó , a j u n t a m o s aqu i 
a lguns f imples para exe rc í c io dos p r i nc ip i an t e s , 
c o n t e n t a n d o - n o s c o m dar os r e fu l t ados , os qua i s 
fe rv i raõ para c o n f i r m a r as fuas t e n t a t i v a s . D e p o i s 
de os te rem refo lv ido nos n ú m e r o s em q u e faó p r o -
poftos , deveraó fubí l i tu i r le t ras aos n ú m e r o s , e e x -
erc i ta r - fe na r e fo luçaõ l i t tera l : i m i t a n d o af l im as 
foluçóes par t icu lares , fe adqu i re a fac i l idade de g e -
nara l i za r , e e l lender as idêas . 

Achar hum numero, que fendo fucceffivamente jun-
to a 5 , e a 17. , dê duas fomns , as quais fejaõ entre fi 
como 3 para 4 R e f p . 16 . 

Achar hum numero tal , que reunindo a fua ame-

tade , terço , Í r » fe forme huma foma , a qual te-

nha j de exceffo Jobre o numera procurado . . R e f p . 3 0 . 

Andaõ trabalhando tres officiais , dos quais o pri-
meiro faz 5 braças de obra por dia , o fegundo 7 , e 
o terceiro 8 : em que tempo faraÕ 100 braças , tra-
balhando juntamente todos tres ? . . . R e f p . 5 ^ . 

Ajuflou-fe hum officiul preguiçozo a razao de 24 
foldos por cada dia em que trabalhajfe ; mas com con-
dição de fe lhe defcontarem 6 foldos por cada dia , em 
que naõ trabalhajjê. Pajjados 30 dias fez-fe-lhe a. 
conta , e achou-fe que nada tinha de receber. Quan-
tos dias trabalhou ? R e f p . bd. 

Hum homem comprou hum c avalio , que vende o com 
loo libras de ganho : fabe-fe que o lucro foi de 10 

por 
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for cento. Por quanto o comprou ? . . R e f p . por 9 0 0 ' ; 
Pagou-fe certa quantia em 15 pagamentos , que; 

fe fizeraõfempreprtgrcjjivamente com augmento da mef-
ma quantidade ; o primeiro pagamento foi de 7 lib., e 
o ultimo de 37 . Quanto era o augmento de cada hum ? 

R e f p . de 2 ~ ' 

Temos agua do mar , que em 32 libras contem hu-
ma de fal. Que porção de agua doce fe deverá ajun-
tar-lhe , para que em 32 libras de mi fio naó haja mais 
que duas onças de fal ? . . . . R e f p . 224. libras. 

Das Equações lineares a muilas incógnitas. 

73 Ualq.uet' que feja o n u m e r o das incó-
g n i t a s , o m e t h o d o de pòr o problema em equa -
çaõ ( 6 7 ) he f e m p r e o m e f m o . M a s em geral , he 
neceíTario f o r m a r tantas equações , como. pe rmi t -
t i r em as condições . Se todas eítas forem d i f t i n f t a s , 
e independentes h u m a s das ou t ras , e fe alem dilfo 
cada h u m a fe podér e x p r i m i r por h u m a equaçaõ , 
o p rob lema naõ poderá ter mais que h u m a fo lu -
çaô , no cafo de fe rem as equações todas do p r i -
meiro. gráo , e de ferem ao m e f m o t e m p o tantas 
as equações quantas as incógni tas . Se porem a lgu-
ma das condições fe achar impl ic i ta ou exp l ic i t a -
m e n t e comprehendida em a lguma das outras , ou 
fe o n u m e r o das condições for menor que o n u m e -
ro das incógni tas ; t e remos menos equações que 
incógni tas , e por t an to a queftaó poderá ter h u -
ma infinidade de foluçóes , excepto quando o n u -
m e r o deltas for l imi tado por a lguma condição p a r -
t icular , que naó poífa exp r imi r - f e por equação . 
De tudo iíto daremos e x e m p l o s . Sup-. 
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Suppondo p r ime i ramen te duas equaç6es , ç d u -
as incógnitas , a regra que fe deve a jun t a r ás que 
havemos dado ácerca das equações a h u m a i n c ó -
gnita , he a feguin te . 

74 Tome-fe em cada equaçaó o valor de huma mef-
ma incógnita , e igualando os dous valores , teremos 
huma equaçaõ à fegunda incógnita. Sendo achado o 
valor de/la pelas regras precedentes , faça-Je fubflt t 
tuiçaÕ delle em qualquer dos dous valores , que fe to-
maraõ pela primeira operaçaõ , e afjim determinaremos 
a fegunda incógnita. 

E x e m p l o I . T e n d o a s duas equações 2 x y 

— 24 , 3JV — 65 , t o m a r e m o s em ambas ó 

valor de x , e acharemos na p r ime i ra x — a
 y • » 

e na fegunda x X 65 ~ 3y • Igua lando eftes dous va-

lores , teremos - 2 4 7 y . = Eí la equaçaó 

naõ inclue mais do que a fegunda incógni ta y , e 

dá y = 10, 
Para te rmos X , fubf t i tu i remos em lugar de y 

o feu valor 10 no pr imei ro valor de x , quç he o 
mais í imples , e acharemos x 7. 

75 E x e m p l o I I . Se t ivermos = 2 , 

c -j-x - f" ~ y— 39 ; acharemos p r i m e i r a m e n t e 

v
 60 + -y 228 - çv T 60 + 2<j> 

* — , e * = • L o g o — j 

228 — 9_y, e confegu in temente y — = 1 2 . 

Subíl i tuindo efte valor na fegunda expre l faó de 

X , teremos x z=z ~ — r g . 

7 6 E x e m p l o I I I . S e f o r e m propoí las a s duas 

e q u a -
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equações ~ X = ~ X ~ y ~ 9> e 

z=~ y — 6 ; deduz i remos x = 2CV 1 4 2 0 = 
2 7 

^ V r6 ' 0 , 1 •— 84 = ~y ^ 84 , da qual fe tira 

y = = 28 . Subíl i tuindo efte valor n a e q u a -
2ov — 420 _ 

çaó * = , t e remos x = 20 . 

7 7 E x e m p l o I V . E m g e r a l , a s duas equações 
ax -(- by = c , e dx f ) = ' • e m que a, b , 
c , d , e , f denotaó quant idades conhecidas , po-

fitivas , ou negativas , daó x = , e y 

ãt —ci . 
tj—bd 

78 Q u a n d o as duas incógnitas naó fe achare m 
ambas em cada h u m a das equações , o calculo naó 
differirá dos precedentes , fenaõ em fer mais fim-
p le s . 

P o r exemplo , fe t ivermos 5ax = 3b , e cx 

dy — e , a pr imeira dará x = , c a fegunda 

X = • logo = , donde fe t ira y =s 

y — , 

5 ad 

Das Equações lineares a tres, e mais 

incógnitas. 

79 D O que fica d i to fe d e d u z fac i lmente o 
m e t h o d o de refolver as equações , quando for mais 
confideravel o n u m e r o das incógni tas , fuppondo 
que ha igual n u m e r o de humas e ou t r a s . 

Sc t ivermos t res equações , timc-fe em cada 
hw 
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hurni o valor de huma mefma incógnita , e iguale-fe 
o primeiro ao fegundo , e o primeiro ao terceiro ; ou 
o primeiro ao fegundo , e o fegundo ao terceiro , e 
afiim fe reduzirá efte cafo ao precedente ( 74 ). 

Se jaó , p o r e x e m p l o , as t r e s e q u a ç õ e s , 

3 * + sy + 7 Z = » 7 9 
8 x -f" 3;- — 2Z = 6 4 

5 * —•• y + 3 Z = 7 5 

lrv • • ' 7 9 — 5 v — 7 2 
D a p r i m e i r a t i r o X — — — j —• 

Da f e g u n d a . . X = 64 ~ ^ + ^ • 

Da t e r ce i r a . . . X = l l J — L l ^ l . 
5 

I g u a l a n d o o p r i m e i r o ao f e g u n d o , t e n h o - - -
' 79 — jy — 7Z 64 — 3y + 2Z 

3 _ 8 
I g u a l a n d o o p r i m e i r o ao t e r c e i r o , t e n h o - - -

'7-9 — s v — 7 » 7 s + j 1 — 3 * . 

O b f e r v a n d o a g o r a ne í l a s d u a s e q u a ç õ e s a r e g r a 
dada ( 74 ) , a c h a r e m o s z = 15 , e j = = i o . 

P a r a t e r X , f u b í t i t u a ó - f e e l í e s va lo res em h u m a 
das fu^s expre í fões , e t e r e m o s x = 8. 

80 O c a l c u l o ferá m a i s f i m p l e s , q u a n d o as i n -
cógni tas n a õ e n t r a r e m todas j u n t a m e n t e e m c a d a 
h u m a das e q u a ç õ e s . 

S e j a õ , p o r e x e m p l o , as t r e s e q u a ç õ e s , 5* - J -
= 65 , 2y — z = 11 , 3X 4.Z = 5 7 . 

A p r i m e i r a e a t e r ce i r a d a õ X = 65 ~ = S 7 ~ 4 - » 
5 3 

e c o m b i n a n d o eíla u l t i m a c o m a f e g u n d a , a c h a r e -
m o s z = 9 , y = 10 , X = 7 . 

81 S e n d o m a i o r o n u m e r o das e q u a ç õ e s , to-
Ve fe (m cada equaçaó o valor de huma mefma inco-

gni-



3<S 
E L E M E N T O S 

gnita , iguale-fe hum defles valores a cada hum dos 
o.utros , e haverá de menos huma equaçaõ e huma in-
tognita. Tratem-fe ejlas novas equações como as pri-
pieiras , e haverá também de menos huma equaçaõ e 
huma incógnita. Continue-fe ajjim por diante, até que 
finalmente fe chegue a naõ ter mais que huma incó-
gnita. 

82 T a m b é m podemos de te rminar os valores 
das incógni tas pelo methodo feguirite , que he util 
em mui tas occaí iões. 

Sejaõ a s duas equações 3 * - j - \ y = 8 1 , 0 3 ? — 
4.̂  = 9. Se t i r a r m o s a fegunda da pr imeira , te-
r emos 8j = 72 , e confegu in temente y = 9 : fe 
pelo con t ra r io as a j u n t a r m o s , te remos 6x = 9 0 , e 
c o n f e g u i n t e m e n t e x — 15. He pois mani fe f to , que 
quando o coefficiente de h u m a das incógnitas hc 
o m e f m o em cada h u m a das duas equações , eftas 
m u i t o fac i lmente por me io da addiçaõ , ou da fub-
t racçaõ fe r eduzem a naõ te rem mais que huma 
incógni ta . 

83 Pode-fe dar fempre o m e f m o coefficiente á 
•melma incógni ta , mul t ip l icando h u m a das du.%s 
equações por hum n u m e r o conveniente , o qual fe 
achará da manei ra feguinte . 

Sejaõ as duas equações 4.x 3y = 65 , e 
5X 8y = 111. Repre fen tando por m o numero 
de que fe t rata , mul t ipl iqt ie-fe por elle h u m a das 
duas equações , a fegunda, por exemplo , e teremos 
5 m x - j - 8my — mm. A j u n t a n d o efla com a pri-
me i r a , acharemos (4 5») ) x ( 3 8« 

[ = 6 5 - 4 - 1 1 1 m. 
Agora para e l iminar x , f u p p o r e m o s que o nu-

m e r o m he tal , que 4 - f - 5?» = o , donde fe tira 

Pí = - ~ . Ef ta hypo the fe r e d u z a equaçaõ a 
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+ — 6 5 + I I I m > q u c d á j y = 

= • 5— = 7. ô m e f m o a c o n t e c e r i a , fe m u l t i -
3 _ IL 

plicaffemos a p r ime i ra por 5 , coefficiente de x na fe -
gunda , e eíla 

por 4* coefficiente de x na p r ime i ra , c 
tiralfemos o fegundo produéio do p r i m e i r o . Se q u i -
zeifemos p o r e m e l iminar y, f u p p o r i a m o s 3 8 rti 
— ò, que dá m = — ; è c o n f e g u i n t e m e n t e a 

equaçaõ fe reduz i r i a a (4 -{- Sní) X = 65 il IM, 

donde fe t i ra x = = ~ = 11. 
4 + 5 ' " 4 í i -

84 Se t ivermos tres equações , e ires incógni tas ; 
mul t ip l icaremos a fegunda por h u m n u m e r o m, e a 
terceira por o u t r o n ; e a j u n t a n d o os p rodud tos corri 
a pr imeira , f u p p o r c m o s o coeff iciente de cada h u -
ma de duas das incógni tas x , y , e z igual a nada > 
e teremos aíf im duas equações para d e t e r m i n a r nl 
c 11 , as quais fe t r a t a r áó c o m o no ca fo p r e c e -
dente . 

T o m e m o s para e x e m p l o a s t res equações 

3* 4 " 5y + 7 Z = *79 
8x 3y — 2 z == 6 4 

5X " > ' + 3 Z = 75 
M u l t i p l i c a n d o a fegunda po r m , a t e rce i ra po r 

w , e a jun tando os produèlos c o m a p r i m e i r a , t e r e -
m o s ( 3 - f 8m 5 ) J ) x 4 - ( 5 + 3 m—n) y 4 -
( 7 — 2m 3»;) z = 179 4 " 64»/ 4 " 75"* 

Para achar o valor de z , f u p p o r e m o s 3 4* 8« 

4- 5« — o , c 5 4~ 3»» — » = o j e a equaçaõ fc 
r c -
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r e d u z i r á a ( 7 — 2 m 3 » J z = 179 - j - 647» 4 " 75"* 
J 1 /- I7Q + 6J.W T7(« donde fe t ira z = - — , - * 

7 — + 31 
D e t e r m i n e m o s agora //; e n por meio das duas 

equações hypothet icas , mul t ip l icando , c o m o no 
ca fo precedente , a fegunda por p , e a j u n t a n d o 
o produéto com a p r ime i r a . Efta operaçaõ dará 
3 + SP + ( 8 + ZP ) « + ( 5 — P ) » = 0 ' 
a q u a l , f uppondo 8 4~ 3/> — 0 > ou p = — — afim 

de ter n , fe reduzirá 33 - j - 4- (5 p ) n 

= o ; logo n = r3 ~ ^ = 1 1 . Semelhan temen-
3 r a 3 

28 t e acha remos m — ~ . Subf t i tu indo pois eftes 

valores na expreíTaõ de z , t e remos z = 15. 
Pelo que fica dito fe percebe o modo , porque 

dever íamos prat icar , fe em lugar de z quizeí lemos 
t e r x ou y. Porem , havendo de terminado h u m a das 
incógni tas , he efcuíado começar de novo h u m cal-
culo fetnelhante para cada h u m a das outras ; baila 
fub í l i tu i r o valor achado em todas as equações p ro-
poí las menos h u m a , e aílim fe de te rminaõ os ou-
t ros valores c o m o no cafo de haver h u m a equa-
çaõ de m e n o s . No noíTo exemplo , tendo achado 
2 = 15 , fub l l i tn i remos eíle valor tan to na fegun-
da equaçaõ como na terceira , e entaõ por meio 
de duas equações a duas incógni tas acharemos 
y = 1 o , e x = 8 

85 Por qualquer dos dous méthodos expcílos 
fe podem deduz i r f o rmu la s gerais , que reprc-fen-
t e m os valores das incógnitas em todos os calos 
imaginaveis . Aílim , exp r imindo gera lmente duas 
equações do p r ime i ro gráo a duas incógnitas por 
°x 4" h 4" C — o, e u' x 4" b'y t' — o , como 
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he f e m p r e po f í ive l , t r a n f p o n d o todos o s t e r m o s p a -

ra h u m m e m b r o ; a c h a r e m o s 

. bc'—l'c a'c — ac' 
X ab'—a'l' y ab'—arb' 

Do m e f m o m o d o , r ep re f en t ando t res e q u a ç õ -
es do p r i m e i r o gráo a t res i ncógn i t a s por ax 
4 - cz 4 " d — O , a'x -}- b'y c'z - j - d' = o , a"x 
- j - b"y c"z -\-d"== o , a c h a r e m o s que os va lo -
res de x, y , e is fe e x p r i m e m da m a n e i r a f e g u i n -
te. 

— ab'd" + a'l:l" — a"bi> + ab" d' — a'l"d + a"h'd 

t ab'c" -- a'6c" t a"bc' — ah"c' t a'i"c — a"b'c 

— ad'c" + a'dc" — a"dc' + *c'd" — a'cd" + a"cd' 

+ a b'c" — a'bc" + a"Lc' — ab"c' t a'b"c — a"b'c 

— b'c"d + lc"d' — lc'd" + h"c'd — l"cd' + b'cd" 

t aí'c" — a 'bc" + a"bc' — ab"c' + a'b"c — a"b'c 

Para 4 e q u a ç õ e s , 0 4 incógni tas a c h a r í a m o s 
quatro f racções , a s quais t e r iaõ 2 4 , if to h e , r . 2 . 3 . 4 
termos no n u m e r a d o r , e o u t r o s t an tos no d e n o -
minador . P a r a 5 incógni tas fe achar iaõ 120 , ou 
1 . 2 , 3 . 4 . 5 t e r m o s , 7 2 0 ou 1. 2 . 3- 4 . 5 . 6 p a -
ra 6 ; e afl im por d iante-

P o d e m o s p o r e m abbreviar h u m ca lcu lo t aó l o n -
go , ref ledt indo na f ó r m a dos valores achados , e 
tios que fe achar iaõ do m e f m o m o d o para q u a t r o 
equações , e q u a t r o i ncógn i t a s . P o r q u e i . ° feja q u a l 
for o n u m e r o das incógni tas x , y , e z , o s f e u s 
valores t em todos o m e f m o d e n o m i n a d o r . 

2 . ° O numerado r de qua lque r dos va lores fe f o r -
ma do feu denominador , t rocando nef tc o coeff ic i -
ente da incógni ta re fpeé t iva pela u l t ima le t ra d da 
equaçaõ , e m u d a n d o os f inais . P o r e x e m p l o , fe 
fo d e n o m i n a d o r de x u l t i m a m e n t e achado m u d a r -

m o s 
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m o s a cm d , a1 em d', a" em d", e fizermos m u -
dança dos finais , te remos o n u m e r a d o r . 

Para achar a regra q u e dá o denominador c o m -
m u m , no to X.° que no cafo de huma equaçaõ , c 
h u m a incógni ta , c o m o em ax - j - b = o j o deno-
minador he a. 2-° No cafo de duas equações , e 
duas incógnitas , he. ab'— a'b. 3,0 No cafo de tres 
equações , e tres incógni tas , he ( ab'.— a'b) c" 
\a"b—ab") c 1 ( a'b" — a"b<) c . 

N o t o mais , que o denominador ab' — a'b no ca-
fo de 2 i n c ó g n i t a s , fe fó rma de a denominador no 
cafo de h u m a incógni ta , mul t ip l icando a por b', 
depois mudando em ab', ' em o , e o em ' ( por o 
en tendemos o accento da letra naõ accentuada ) 
e u l t imamente fazendo mudança de em — . 

Semelhan temente , o denominador no cafo de 3 
incógni tas fe f ó r m a do denominador no cafo de 
2 i n c ó g n i t a s : i . ° mul t ip l icando e.te por c" : 2 .° 
m u d a n d o " em ', e ' em " , e t a m b é m os finais : 
3 . 0 mudando neíte u l t i m o re fu l tado ' em o , e o 
em e os finais. 

L o g o o denominador para 4 incógni tas fe acha-
rá 1 m u l t i p l i c a n d o o que convém a 3 por d'"'. 
2 . ° m u d a n d o "' em " , e " em '" , e os finais : 3.0 

m u d a n d o neíte fegundo reful tado " em ' , e ' em 
" , e os finais : 4 . 0 mudando neí te terceiro ' em o, 
o em ' , e os finais. Bem fe vê o que fe devia fa-
z e r no ca fo de fer m a i o r o numero das incógni-
tas . 

T e m o s pois h u m a regra geral , po r meio da 
qual fe podem de te rminar f epa rauamente os valo-
res das incógnitas nas equações do p r ime i ro gráo-

E ainda que fe devaõ calcular todos os deno-
minadores , que pe r t encem a todas as equações dc 

m e -
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Vnenor n n m e r o de incógni tas « com tudo a regra 
naõ conduz a cálculos luperfluos ; tudo o que po r 
elía fe calcula , en t ra necei iar iamente na q u a n t i -
dade , que fe bufca. Veja- fe a Theoria geral das Equa-
ções , que pub l i camos em 1779 . 

ApplicáçaÕ á refoluçao de alguns Problemas. 

86 I ^ R o b l . I. Hum homem tem duas efpecies de 
noeda; 7 peças da efpecie de maior valor com 12 da fe-
gunda valem 288 libras ; e 12 da primeira ejpe-
cie com 7 da fegunda fazem 358' . Quanto vale cada 
efpecie de moeda ? 

Se o foubelfemos , mul t ip l i cando o valor de h u -
ma peça da pr imeira efpecie por 7 , e o de h u m a 
peça da fegunda por 1 2 , a foma dos p rodu&os d a -
ria 288 libras. Do m e f m o m o d o , mu l t i p l i cando 
o valor de huma peça da pr imei ra efpecie por 12 , 
e da fegunda por 7 i a f o m a dos p r o d u & o s dar ia 

35 8 / -
I f to pof to , feja o n u m e r o de l ibras , ou o v a -

lor de h u m a peça da pr imei ra e fpec ie —x , e o 
da fegunda — y. Logo 7 x 1 2 y = 288 , e 12X 
+ i'y = 358-

Para acharmos agora x t y , t omaremos e m a m -
bas as equações o valor de x , e igualando os d o -

, 288 — 1 zv ;c8 — 7y . . us valores te remos x = — — > d o n -
7 12 

de fe tira y ±= 10 , e confegu in temente x = = 24 : 
logo as maiores peças eraõ de 24' ' , e as menores dc 
l o ' . C o m e f f e i t o , 7 peças de 24 ' valem í 6 8 ' , a 
eftas com 12 de i o ' , ou com 120 ' f a z e m a foma da 
2 8 8 ' . De mais , 12 peças de 2 4 ' , que f a z e m 2 8 8 ' , 
íotn 7 de i o ' valem 3 5 8 ' . 

E P r o b l . I I . 
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P r o b l . I I . Fes-fe hum mijlo de ouro e praia 4 
eujo volume he de 12 pollegadas cubicas , e o pez* 
de xoo onças. A pollegada cubica de ouro peza 12 

enças , e huma pollegada cubica de praia peza 

6— . Pergunta-Je , que quantidades de ouro e prata 

entrárao r.ejla liga. 

Seja x o n u m e r o de pollegadas cubicas de o u r o , 6 

y o n u m e r o de pollegadas cubicas de p r a t a ; t e r e m o s 
X y — 12. Por outra parte , p e z a n d o cada po l -
legada cub ica de ouro de onça , o n u m e r o x d e 

pollegadas cubicas pezará — - • Pela m e f m a r a z a õ , 

y de pol legadas cubicas de prata pezará —2 i • ' L o -

go o ou ro e a prata pezaraõ j u n t a m e n t e - í i i _j_ í i L ^ 

e c o n f e g u i n t e m e n t e te remos -4- = l o o . 

De f t a s duas equações fe t ira X — 12 — í 

= ; logo 5 7 ( 1 2 — ) = 4 5 ° — v y ' 

que dá y = 9 , e c o n f e g u i n t e m e n t e x = 3 , ifto 
he , mi f tu ra raõ- fe 3 pollegadas cubicas de ouro 
c o m 9 de p ra ta . C o m effeito , 9 + 3 — 12 • e 

38 - f - 62 = 1 0 0 . 
Se as duas matér ias que fe mr f tu ra raõ trveflem 

"ravidades c fpec incas differentes das fuppof tas ( por 
oravidade efpecif ica en tendemos o p e z o de hum 
d e t e r m i n a d o volume ) , e fe tan to o p e z o total 
do mirto , c o m o o feu vo lume foliem outros quaif-
q u e r ; o m e t h o d o para a c h a r i a s quant idades de 
cada efpecie de matér ia , naõ deixaria porifío de fer 
o m e f m o . AíTim , para incluir todas as foluçóeí 
dos p r o b l e m a s defte género em h u m a ú n i c a , fcj» 
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Á q u a n t i d a d e da p r i m e i r a m a t é r i a - - - X 
A d a f e g u n d a - - - - - - - - - ^ 

A d o c o m p o r t o - - - - - - . - - a 
. R e p o r t a n d o - f e a , x e y à m e f m a Unidade de v o -
l u m e j p ò r e x e m p l o , a po l l egadas c u b i c a s . 

O p e z o to t a l do m i f t o - - - - - - 5 
A g r a v i d a d e e f p e c i f i c a , ou o p é z o da u n i d a -

de a d o p t a d a de v o l u m e , da p r i m e i r a m a t é r i a - c 
A d a f e g u n d a - - - - - - - - - d 
E x p r i m i n d o - f e b , c , d ha m e f m a u n i d a d e 

de p e z o ; v . g . em o n ç a s . 

I f t o p o f t o , t e r e m o s x - j - y — a , e cx dy —b j 

1 - „ b—ad ac— b 

* — 7 - V ' T - H ' 

E f t e s va lores d a õ h u m a r e g r a f u f c e p t i v e l d e h t i -

ina e n u n c i a c a ô c o m m o d a . P o r q u e , f e n d e b — ad 

noíTas f o r m u l a s p o d e m r e d u z i r - f e a - - - -

* = - A i - Z , e í = s A a — ; i f to h e , í » 
c — d J c — d 

duas a n a l o g i a s . 

c — d: - —d:: 

d\c— i : : a \y. 
a ' 

É co t i io - i he o p e z o dá u n i d a d e de V o l u m e do 

fcompofto , 011 a f u a g r a v i d a d e e f p e c i f i c a , p o d e -

t n o s e n u n c i a r a r eg ra ge ra l pa r a r e f o l v e r t o d o s os 

p r o b l e m a s def ta e f p e c i e d a m a n e i r a f e g u i n t e . 

Como a differença entre as gravidades ejpecificas 

dos fimpliccs para a differença entre as gravidades 

ejpecijicas dt ctmpojío e do fimples mais leve , affwi a 

E i q u a n -



6 8 E 1 E M E H í o s 

quantidade do compojlo para a parte que entrou ds 
fynples mais fezada. 

Como a diferença entre as gravidades efpecificas 
dos Jimplices para a diferença entre as fravidudes 
tf peei ficas do compojlo e do fimples mais pezadt , ufnl 
a quantidade do compojio para a parte que entrou do 
Hw pies mais leve. 

Ef t a r eg ra he a m e f m a a que ( A r i t h . 2 0 0 ) d e -
m o s o n o m e de Regra de Liga Inverja , c u j a d e -
monf t r açaÓ re fe rvamos para efta par te . 

A o m e f m o p rob lema l e p o d e m r e d u z i r inf in i tos 
out ros , que á p r ime i ra vifta naó pa recem da m e f -
ma e fpec i e . Po r e x e m p l o efte : ^Fazer de 5 2 2 li-
Iras 42 peças , humas de 24/ , e outras de 6' ; p o r q u e 
vem a fer o m e f m o que o de hum mijló, c u j a q u a n -
t idade ( a ) he 42 , e o p e z o ( i ) $22, f endo a g r a -
vidade efpecif ica ( c) do p r ime i ro f imples = 24 , e 
a ( d ) do fegundo = 6. C o n f o r m e a regra , a c h a r e -
m o s que faõ neceí íaf ias 15 peças de 24^ , e 27 de 6 ! • 

A m e f m a regra ferviria t a m b é m para refolver 
o p r o b l e m a fegu in te . Pezando hum pê cubico de 
agua do mar 74/ , e hum de agua da chuva ~jol ; 
quanto fc deve mijlurar de huma e tulra , para fa-
zer agua que peze 73' por pé cubico ? 

D a q u i fe vê , q u a n t o he u t i l , c o m o ja diftertrios , 
o r ep re fen ta r em geral as quant idades dadas que 
e n t r a õ nos p rob l emas , e in te rpre ta r ou t r a d u z i r os 
r e fu l t ados a lgébr icos das fo luções . 

P r o b l . I I I . Temos tres barras, ém cada huma das 
quais entra ouro , prata , e cobre. A liga da primeira 
he tal , que em 16 onças ha 7 de ouro , 8 de prata t 
s 1 de cobre. Na Jegunda em 16 onças ha 5 de 
ouro , 7 de prata , e 4 de cobre. Na terceirn em 
ió onças ha 2 de ouro , 9 de prata, e 5 de cobre. 

Per-
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Pertende-fe compor huma quarta barra, com diffe-
rentes porfies dcjias tres ligas , tal que em 16 on-

!C , 10 , 
ças entrem 4 onças de ouro , 7 —- de pra-

ta , e 3 - de cobre. 

R e p r e f e n t e m o s por X , y , e % o n u m e r o de o n -
ças , q u e fe deve t o m a r r e f p e í l i v a m e n t e da p r i m e i -
ra , f egunda , e te rce i ra ba r r a . 

C o m o 16 onças da p r i m e i r a c o n t e m 7 de o u r o , 
X conterá Zi do m e f m o m e t a l . S e m e l h a n t e m e n t e . 

16 ' 

t omando y da fecunda e z da te rce i ra , t o m a m o s —~ J o 10 

e de ouro . T e r e m o s pois pela p r i m e i r a c o n d i -

ç ã o d o p r o b l e m a J i l ^ L l i i = 4 - j f , 

- 7* + + 2 z = 7 9 

Uo m e f m o m o d o a f e -
gunda cond ição dá - - - - 8x -J- 7y + 9z = 1 2 2 

E a terceira - x - f - 4/ 52 = 55 
E l i m i n a n d o x , t e r emos 

7 9 — 5 y — iz 122 — 7_y — 9a 

7 » ' 

E l i m i n a n d o agora ^ , t e r emos 
212 — 47a 306 — 33* . 

9 ~ 23 

L o g o z — 3 , y — g , e x = 4 : i f to he ; 
devemos t o m a r 4 onças da p r ime i ra bar ra , 9 da 
fegunda , e 3 da terceira , para que a nova b a r -
ra t enha 4 onças e de ou ro , 7 de p r a t a , 

ç 3 íV de cobr<=. 
C o m effeito , tendo a primeira em 16 onças 

7 
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7 de o u r o , 8 de p r a t a , e i de c o b r e , 4 o n ç a s e o n * 

te raÓ d e o u r o , d e p r a t a , e y - d e c o b r e , 

D o m c f i n o m o d o , 9 o n ç a s d a f e g u n d a t e r a ó ^ 

de o u r o , de p r a t a , e de c o b r e , a í l im c o -

p i o 3 o n ç a s d^ t e r c e i r a t e r a ó ~ de o u r o , de 

p r a t a , e de c o b r e . 

R e u n i n d o a s t r e s p o r ç õ e s de c a d a m e t a l , t e r 
7 9 55 ' 5 1° „ 7 

r e m o s » — ' - t t » 4 — b » 7 —;r ç 3 
l 6 1 6 1 6 T i 6 ' 1 6 •> I Q 

p e l a s q u a n t i d a d e s de o u r o , p r a t a e c o b r e , q u ç 

l i a õ d e e n t r a r n a q u a r t a b a r r a , 

JPos cafos, em que os problemas ficao indeterw 

minados , ainda que haja igiud numero 

de equações, e de incógnitas. 

8 7 r y E m i f to l u g a r , q u a n d o a l g u m a s c o n d i -
ç õ e s d t f f e re tn t a ó f o m e n t e n a a p p a r e n c i a . E n t a ó 
as e q u a ç õ e s , q u e as e x p r i m e m , ou f a ó m ú l t i p l a s 
h u m a s das o u t r a s , 011 , em gera l , a l g u m a s delias 
í e c o m p õ e m d e h u m a o u d e m u i t a s o u t r a s fo rnadas 
o u d i m i n u í d a s , m u l t i p l i c a d a s q u d iv id idas p o r ce r -
t o s n ú m e r o s . P o r e x e m p l o , h u m p r o b l e m a que 
ç q j i d u z i l f e a e f tas t r e s e q u a ç õ e s 

5< + 3>' + 2 z = : ' I 7 
8.x 4 - 2y -4- 4-Z = 2 0 

i 8 x + 8^ 4 - 8 « = 5 4 
f ica r ia i n d e t e r m i n a d o , i í lo h e , fer ia f n f c e p t i v e l d t 
h u m n u m e r o i nde f in ido de f o l u ç é e s ; p o r q u e a ul-
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t ima equaçaó c o m p õ e - f e da fegunda fo rnada c o m 
o dobro da p r ime i r a , illo he , f e g u e - f e necef fa r i a -
m e n t e das duas p r ime i r a s , e por t a n t o naõ e x p r i -
m e cond ição n o v a : e í t amos pois r e a l m e n t e n o c a -
fo de ter f o m e n t e as duas p r i m e i r a s , e t res i n c ó -
g n i t a s , no qual cada h u m a deitas , c o m o v e r e m o s , 
he fufcept ivel de h u m n u m e r o inde f in ido de va lo-
res . 

8 8 Q u a n d o h u m a equaçaó f e c o m p r e h e n d e n a s 
o u t r a s , o ca lculo f e m p r e o dec la ra , c o n d u z i n d o -
nos a h u m a equaçaó idêntica , iíto he , a h u m a 
equaçaõ , na qual os dous m e m b r o s c o n f t a õ de t e r -
mos iguais e f eme lhan t e s : de m a n e i r a q u e a p a r e -
ceraó tantas equações idênt icas , q u a n t a s f o r e m as 
inú te i s das p ropo í l a s . 

P o r e x e m p l o , as duas equações 6.v - f - 8^ = 12 , 

» + daõ X = = 2 - f 

e c o n f e g u i n t e m e n t e 12 — 8_y = i2 — 8y , equa -
çaõ idênt ica , a qual naõ dá a c o n h e c e r o valor de 
y , po rque depois das operações o rd inar ias a c h a -
mos 0 = 0 . L o g o h u m a equaçaó h e inút i l : coin e f -
fei to , a f egunda fe f ó r m a da p r i m e i r a d i v i d i d a 
por 6 . 

D o m e f m o m o d o a s t res equações d e c i m a d a á 
' 7 3y — 2x 20 — 2y — 4 z ' 7 — — 2 a 

S — ' 8 » e ' 5 

—4 ~ ^ ~ - > donde e l i m i n a n d o y , fe d e d u z 

a equaçaó idên t i ca 3 6 + 4*- ^ J Í Í Í 5 - . n a ô t e . 
14 14 ' 

m o s pois nefte c a f o m a i s que d u a s e q u a ç õ e s r e -
a l m e n t e d i f t in&as . 

Mas 
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M a s fe t iveflemos as tres equações feguintes 

5 s + 3 y + 2» = 2 4 

15X 4 " 9y -i" 6z 72 

Achar í amos . . . . . . . . . . , . . . . . . * . . 
600 — 75y — 502 = 6 0 0 — 7 5 ^ — 50Z 1 

e 360 — 45y — 30Z = 36.0 — 45y — 30Z ; 
equações idênticas , das quais naó fe pôde t ira? 
n e m y , n e m z. L o g o , p rop r i amen te fa l lando , 
lia h u m a única equaçaõ ; e bem fe vê c o m o as 
duas u l t imas fe f ó r m a ó da p r ime i ra . 

89 N p s cafos de que acabamos de t ra ta r , t a n -
to o numerador c o m o o denominador de cada hu in 
dos valores ( 85 ) das incógnitas .v , y , z fc r e -
d u z e m a o ; e aílim deve fe r . Podemos pois por 
m e i o das mefmas f o r m u l a s gerais conhecer fe h u -
m a s equações fe c o m p r e h e n d c m nas ou t ras . 

Dos cajos em que os problemas faõ im-
pojjiveis. 

A 
9 0 X J L Impofí ibi l idade d e hum prob lema, c u -

j a s equações naõ paífaõ do pr imei ro gráo , conhece-
fe por a lgum refu l tado a^ fu rdo , a que chegamos no 
decur fo do calculo. 

S e t ivermos, por exemplo , 5 * 4 - 3 ^ = 3 0 , e 2 0 * 4 * 
I2_y = 135 , igualando os dous valores de x, achare-
m o s 600 = 6 7 5 ; logo o problema , que conduzríTe ás 
duas equações propoi las , feria impoí l ive l , e abfurdo . 

O m e f m o acontecerá , quando o n u m e r o da», 
equações for maior que o das incógni tas , e ne« 
n h u m a delias fe c o m p r e h e n d e r nas o u t i a s . 
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ÇT As foluções negativas indicaõ n u m a efpecie 
de impolfibilidade ; porem eíla naõ he abfoluta , he 
fomente relativa ao fentido , em que fe tomáraõ as 
quantidades ; de forte que ha fempre hum , no qual 
as foluções faõ naturais , e admiííiveis ( 70 j. Os r e -
fidtados incompatíveis com as condições moí l raõ 
t a m b é m , que o problema he impoif ivel ; c o m o , po r 
exemplo , fe acharmos h u m refu l tado f racc ionar io , 
devendo fer in te i ro . 

Dos Problemas indeterminados. 

92 XJ Amos o nome de Problema indetermina-
do a todo aque l l e , a que fe fa t isfaz por mui tos m o -
dos , fem que fe polia de te rminar , qual he de to -
dos elles o que t em par t icularmente lugar . N e f t e s 
problemas há fempre menos condições que incó-
gnitas ; e ficando h u m a quantidade a arhi tr io do 
Analyíla , faõ infinitas as foluções , falvo fe fo rem 
limitadas , c o m o mui tas vezes acontece , po r a lgu-
mas condições , as quais naõ podendo e x p r i m i r - f e 
em equações , naõ de terminaõ d i r e i t amen te o n u -
mero de foluções , que o problema pôde ter . 

P ropondo- fe , por e x e m p l o , Achar dous núme-
ros , ruja foma feja 24.; reprefentando h u m e o u -
tro por x ç. y , t e remos x y — 24 , donde fe t i ra 
* = 24 — y . Bem fe vê que eíle problema he f u f -
ceptivel de h u m a infinidade de foluções , fe por x , 
e y entendermos i n d i f e r e n t e m e n t e quaisquer n ú -
meros inteiros ou quebrados , pofitivos ou nega t i -
vos : porque para fa t isfazer á queltaõ baila dar a y 
o valor que qu ize rmos , e calcular o de x na e q u a -
çaõ A; = 24 — y . Dei te m o d o , f u p p o n d o fuccefí iva-

mei i " 
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t e r e m o s x => 2 3 , x = 22 

m e n t e y = I , y =. I — , y === 2 , v = 2 - 2 . , &c , 

= 2 2 ^ - , X = 2 2 , X = = 2l-4- ,ScC, 

Q u e r e n d o p o r e m f o m e n t e n ú m e r o s i n t e i r o s e p o -
f i t ivos , he m u i t o l i m i t a d o o n u m e r o das f o l u ç õ e s , 
p o r q u e e n t a ó y n a õ d e v e fer m a i o r q u e 24 , e a 
e q u a ç a ó n a õ p ô d e t e r m a i s q u e 25 fo luções , c o n -
t a n d o o ; de m a n e i r a q u e f u p p o n d o f u c c e f l i v a m e n t e 
y = o , y = i , y = 2 , & c . t e r e m o s x = 2 4 , 
X = 23 , x = 2 2 , & c , 

T o d o s o s p r o b l e m a s i n d e t e r m i n a d o s p o d e m r e -
d u z i r - l e á e q u a ç a ó ax by = c. 

93 P a r a m o i t r a r o m o d o de re fo lver ef tes p r o -
b l e m a s em n ú m e r o s i n t e i ro s e po l i t ivos , q u a n d o 
f e j a dada h u m a tal c o n d i ç ã o , f e r v e m de m u i t o os 
e x e m p l o s f e g u i n t e s , p o r q u e n ç m f e m p r e he ilfo taó 
f ác i l c o m o n o p r e c e d e n t e , 

P r o b l . I . Pergunta fe por quantos modos fe po-

dem pagar 5 4 2 libras , dando peças de l j l , e rece-

bendo em troco outras de 11'. 

S e j a x o n u m e r o de peças de 1 7 ' , e y o n u -

m e r o d e peças d e u ' , o s q u a i s d e v e m le r n ú m e -

r o s i n t e i r o s , C o m o d a n d o x p e ç a s de 1 7 ' f e pagai) 

17 x1, e a c e i t a n d o y peças de 1 1 1 fe r e c e b e m 1 1 7 ' . 

he c l a r o q u e fe p a g a õ 17X — 1 iy » e p o r q u e o pa-

g a m e n t o deve f e r de 5 4 2 ' , t e r e m o s 1 7 X — H)1 

= 5 4 2 . T i r a n d o de i ta o valor da i n c ó g n i t a , q u e tem 

m e n o r coe f f i c i en t e , a c h a r e m o s y = i Z ± T L Í í i . , que 

fç reduz pe l a d i v i f a õ a y —x — 4 9 - 6 r ~ - . 
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Devendo y fer h u m numero inteiro , t a m -

bém 6x ~ 3 o deverá fer. Reprçfentemos por E h u m 

numero i n t e i r o : t e r e m o s = E , e confe -
' Í I 

guintemente x = -' g
 fi

f 3- — E C o m o 

X também deve fer hum numero inteiro , he preci-

fo q u e - i ^ í - 1 - feja hum numero inteiro. Repre fen-

te-fe efte por E' ; teremos - ^ p - = E', e confe-r 

guintemente E = = * .. 

£1— -

He pois neceffario que feja hum nume* 

ro inteiro : reprefentando-fe efte por E" , tere-

m o s J i r J . = £" , donde fe tira E' = 5 E" + 3, 

A operaçaó naõ paífa adiante , porque tomando 

por E" o numero inteiro que fe quizer , teremos 
fempre para £ ' , que naõ t em denominador , h u m 
numero inteiro c o m o a queftaõ requer. 

Voltando agura aos valores de x e y , c o m o te-

mos E = i , ferá E = 6 E " -f 3 , e c o n f e -
guintemente x = u E " 6 ^ y — i ^ E " — 4 ° -

O valor de xdk a l iberdade de tomar por E" hum n u -
piero inteiro qualquer , mas o de y naõ permitte 

que fe tome E" menor que 3 ; porque y naó ferá 

pofuivo , fenaõ for 17 E"p* 4 0 , ou £ " > « 

if to he , E" > 2. 

P o d e -
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P o d e m o s pois fa t isfazer a efte problema por h u -

ma infinidade de modos di Aferentes, fubf t i tu indo por 

E todos os números inteiros pofitivos defde 3 a t é 

p inf ini to . A í l i m , pondo fuçceíTivamente E " = 3 , 

E — 4, E =5 , E = 6 , É' = 1 icc. t e remos 
cs valores cor refpondentes de x , c de y , c o m o aqu i 
f e m o f t r a . 

* = 3 9 . . . > > = 11 
= 50 = 28 
= 6 1 = 45 
= 7 2 = 6 3 
= 83 , &c. = 7 9 

Em g e r a l , x = 39 -{- i i » r , ey = n 4- 17»». 
Cada h u m delles he tal , que dando o n u m e r o x 

de peças de 17 ' , e recebendo o n u m e r o c o r r e f p o n -
den te y de peças de 11 / , paga remos 542 ' . 

P rob l . I I . Fazer 741 lib. em 41 peças de Ires 
gjpeeies ; de 24' , de , e de \ol. 

Sejaõ x ,y, e z os números de cada h u m a das tres 
cfpecies ; t e remos x 4" .y 4~ z = 41 , e 24X - f - ^ 

i o z = 7 4 1 . 

E l i m i n a n d o h u m a das incógni tas , x por e x e m -

plo , t e remos X = 41 — y — z = 74' - ig r - 10*^ 

logo 5 7 . 4 " H z = 2 4 3 ; e t o m a n d o o valor de y , 

acharemos y = 243 ~ 1 4 * = 4 8 — 2 2 4-

C o m o ^ e z devem fer números "inteiros, he ne-

ceffario que fe ja h u m n u m e r o inteiro E : 

logo l r - 1 1 = £ , e s = - £ 4 - D e v e pois & 5 1 4 1 

fer 
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ftf ? ~JÍ == E>, donde fe t i ra E = 3 — 4 Í " . 4 

F a z e n d o agora as fubf t i tu içóes neceífarias tios 
Valores de X, y , é z, t e remos z = — 3 , 
J " = 57 ~ e x = 9 — 13-

N e d e s tres valores em lugar de A" podemos f u b -
ft i tuir 0 n u m e r o in te i ro que q ú i z e r m o s , com t a n -
to que r e fu l t em n ú m e r o s pofit ivos para x,y,c z. 
Efta condição envolve as tres fegu in tes . i . ° Q u e f e j a 

g E ' ^ 1 ^ , o u > i - l . 2 . ° Q u e fe ja 5 7 > 

14J? ' , o u £ ' ^ 4 — 3 , 0 Q u e f e j a 5 Ê " > 3 , o u 

£ - i - ; c o m o a c o n t e c e r á , todas as vezes que fe 

h o u v e r fat isfei to á p r ime i ra condiçaÕ. P o r efle m o -
do o n u m e r o das foluções he taõ l imi tado , que naó 
paífa de t íes : oara as achar da remos por valores 
a El os números 2 , 3 e 4 , qne faõ os únicos a d -
miiliveis. L o g o as 741' ' naiô podem faze r - f e eiíi 41 
peças das tres efpecies propof tas de out ra for te , q u e 
iiaõ feja t o m a n d o os feguintes valores de X, y , e z. 

x = 5 . . . 14 . . . « 3 
y ==: 2 9 . . . 15 . . . 1 
s = 7 . . . 12 . . . 17 

No progrel fo das divisões , que f a z e m o s pára r e -
duz i r o valor da i nde t e rminada a h u m n u m e r o i n -
te i ro , podemos t o m a r o quoc ien te por c i m a do ve r -
dadeiro valor , e alTim abbrev ia remos inu i to o ca l -
cu lo em alguns Cafos. 

Por exemplo , t endo a equaçaó i ç v = 52V 
- j - 139 , em lugar de conc lu i r y — 2X 7 -}-

14 V -T 6 , . . _ r x + 6 
- t 9 ' » conc lu i r emos + 7 - — ; 

p o r -
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p o r q u e , f endo 3* o quociente mais p r o x i m ó < o 
excelfo 5V, a que por c ò m p e n f a ç a õ damos o f inal —, 
t e m h u m coefficiente m e n o r , e con fegu in t emen te 
o calculo fe acabará mais depreda . F a z e n d o 

pois - 5 * + 6 — E t conc lu i r emos pela m e f m a r a -

z a ó x = i — 4 E - f - ^-7— 5 c f a z e n d o E ' í 

t e r emos E 1= $E' — 1 ; logo 1 = 5- ígE', e y 
• — 5 2 E ' i Def te m o d o dando por valores 

a E' todos os n ú m e r o s negativos , a cha remos to-
das ais foluções pofi t ivas da equaçaõ . Se q u i z e r -

m o s u fa r de n ú m e r o s pof i t ivos , f a r e m o s — i i i í - — 
1

 19 

— £ , e depois ~ = — E , c o m o h e p e r m i t t i -
5 

do , e t e remos x ±= 19E' 4 - 5 »JP — 32E' 21 . 
Do m e f m o modo , no p rob lema I I . onde devia 

fe r 3 ~ A ~ = E , podemos t o m a r — z i - Í 5 == 

É , e conclu i r z = 5E — 3. 
Abbrev iaõ - fe m u i t o eftes cálculos , f o m a n d õ òu 

d i m i n u i n d o , mul t ip l i cando ou repar t indo as quan-
t idades , que devem fer n ú m e r o s in te i ros , por outros 
n ú m e r o s in te i ros . No prob lema I . , mu l t ip l i can -
do Í iLr-3 por 2 , t e remos 12 6 = E , e fub t ra -

11 1 11 

h i n d o i l i , acharemos x = 11E 4- 6 , y 5 
11 

1 7 Í — 4 0 . 
P r o b l . I I I . Sendo o Circulo Solar humá revolu-

ção periódica de 28 annos , o Lunar ou Jureo Numere 
outra de 19 annos , e renovando-fe a Indicçaó Roma-
na todos os 15 annos ; pergunta-fe qual he o anuo da 
Era Vulgar , que tem /.'v/í to de Circulo Solar , 8 
Lunar, e 11 de Indicçaó. R e -
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fteduz-fe o p rob lema a achar h u m n u m e r o , que 
lendo dividido por 28 , 19 , e 15 dê os reftos 10 , 

8 , e i x . Sendo pois x ef te n u m e r o , t e remos 

— E, — z = E ' , e sa E". As duas p r i -
' 9 15 r 

meiras daô £ =r: 19.E' 4 , e x — 532E1 - f - 122 
Subft i tuindo efte valor de x 11a terceira , t e remos 
E' = 1 5 E : ' 1 2 , e confegu in temen te * — 7 9 8 0 
E" + 6 5 0 6 . 

Suppondo E" — o i E" 1 , & c . t e remos . . 
x = 6506 , — 14486 , & c . 

Para reduzir á E r a vulgar eftes anhos , que 
per tencem ao Per iodo Ju l i ano , t i r a remos de cada 
h u m delles 4 7 1 3 , ifto he , o anno do Per iodo a 
que correfponde o p r inc ip io da nofía E r a . F a z e n -
do pois efta appl icaçaõ á pr imei ra época , a cha re -
mos 1793 • L o g o defde o p r inc ip io do m u n d o , 
confo rme a Chrono log ia ordinar ia , o anno de 
1793 t e m f ido o único , que reunio 17 de C i r c u l o 
Solar , 6 de N u m e r o Á u r e o * e 5 de I n d i c ç a ó . 
O anno de 9 7 7 3 da noíTa E ra ferá o ún ico , q u e 
no intervallo de 1793 até 9 7 7 3 poderá fa t i s fazer 
ás mefmas condições . 

Das Equações do fegundo gr do a hum A 

incógnita< 

94- C M a m a m o s Equações do fegundo gráo a t o -
das aquellas , em que a mais alta potencia da i n -
cógnita he efta incógnita mul t ip l icada por fi m e f -
ma , ou elevada ao quad rado . A equaçaó 
= 125 he do fegundo g r á o , porque no te rmo 5*® 

a 
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SL q u a n t i d a d e x ef tá m u l t i p l i c a d a p o r ( i m e f f f l a . Dá 
t n e f m o m o d o x- - j - p x — q he h u m a e q u a ç a õ g e r a l 
do f e g u n d o g r á o , f e n d o p e q q u a i s q u e r q u a n t i d a -
d e s c o n h e c i d a s , pof i t ivas , ou nega t ivas . 

95 Q u a n d o p — o , i f to he t q u a n d o a e q u a -
ç a õ naó i n c l u e o u t r a p o t e n c i a da i n c ó g n i t a , m a i s 
q u e o q u a d r a d o , r e f o l v e - f e ef ta c o m m u i t a f a c i l i -
d a d e , d e f e m b a r a ç a n d o o d i t o q u a d r a d o ( 56 , 60 , 
è 64) de t u d o o q u e a m u l t i p l i c a ou d iv ide , e t i r a n -
do depo i s a r a i z q u a d r a d a da cada m e m b r o . 

P o r e x e m p l o , da e q u a ç a ó p u r a do f e g u n d o 
g r á o 5X3 = 125 , d i v i d i n d o pe lo m u l t i p l i c a d o r 5 , 
c o n c l u o x1 = 25 , e t i r a n d o a ra iz q u a d r a d a de c a -
da m e m b r o , x = 5 ; p o r q u e as r a i z e s q u a d r a d a s 
d e q u a n t i d a d e s igua is f aó t a m b é m i g u a i s . D o m e f -

í n o m o d o , fe t i v e r m o s - x2 = _ ! _ x2 7 » 

a c h a r e m o s pelas r eg ra s o r d i n a r i a s 13X2 = 1 0 5 , e 

d e p o i s x — ^ , i f t o he , igua l á r a i z q u a -

d r a d a de . 

U f a m o s de í íe final radical p a r a f igni ficar , q u e 
fe deve t i r a r a r a i z q u a d r a d a . H a v e n d o efta de ex-» 
t r a h i r - f e d e h u m a f r a c ç a õ , c o m o n o c a f o p r e f e n -
te , d e v e m as p e r n a s do f inal s / de fcer para b a i x o 
da r i f ca , q u e f epa ra o n u m e r a d o r do d e n o m i n a -
n o r ; q u e r e n d o p o r é m r e p r e f e n t a r a r a i z q u a d r a d a 
de h u m t e r m o f o m e n t e da f r a c ç a õ , o rad ica l d e -
ve f icar t o d o p o r c i m a , c-u p o r b a i x e da r i fca da 
d i v i f a õ . A l l im para n o t a r m o s q u e a r a i z q u a d r a d a 

de 40 fe h a - d e d iv id i r p o r 3 , e f c r e v e r e m o s —j— • 

Se f o r c o m p l e x a a q u a n t i d a d e » de q u e q o i z e m i o s 
e x t r a -
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ext rahi r a r a i z quadrada , d a r e m o s ao radical h u -
ma caudas c o m que fe cub ra toda a quan t idade , oú 
t a m b é m ence r r a remos efta en t re pa ren the fes : p o r 
exemplo , para r ep re fen ta r inos a r a i z quad rada de 

3 a b b 7 , c fc reve remos \S$ab-\-b2 > ou . . . 

/ ( 3 a6 + b>). 
96 C o m o (24) de -{- X , e de — X — r e f u l -

ta i g u a l m e n t e - j - * f egue - f e , que á r a i z quad iada de 
roda a quan t idade que t iver o final , fe deve da r 
i n d i f e r e n t e m e n t e - f - , ou — . Aí f im na e q u a ç a ó 
precedente x2 = 25 , p o d e m o s d i z e r c o m igua l 
r a z a õ , que a r a i z quadrada he 5 , ou que he 
— 5 > porque cada n u m e r o deites m u l t i p l i c a d o po r 
fi m e f m o dá 25 . A re fo luçaõ pois da e q u a ç a ó 
v2 = 25 fe deve eferever def ta fó r t e * = i 5 , 
que fe lê d i zendo * igual a mais cu menos 5 , e 
equivale a eítas duas equações x = = 5 , e x = — 5 ; 
valores di tferentes , naó obf tan te f e rem r e p r e f e n -
tados pela m e f m a letra x , pois fendo elta h u m í inal 
pelo qual fc e x p r i m e a quan t idade que fe b u f e a , 
pôde def ignar quan t idades d i f e ren te s» 

Da m e f m a fór te , da equaçaõ geral x2 — r{ 
deduz i remos x = i y /y . Se deffemos ao p r i m e i r o 
m e m b r o o final a m b i g u o ± , t e r i a m o s ± x = 
da qual fe t i rãó as qua t ro equações - j - * = - j - VI 
T ^ - t / f . — X = q , e — X — — \ / q : 

C o m o porém as duas u l t imas naõ differem das duas 
pr imeiras , baila dar o final í ao fegundo m e m b r o . 

97 Se t ive rmos de ex t r ah i r a r a i z quadrada de 
h u m a quant idade precedida do final — , a í fedtare-
mos tudo com o radical , dando- lhe t a m b é m o fi_ 
iial i . Al f im fe t iveífemos x2 — — 4 , efere. . 
veríamos x — + ou .v = ± /( — 4 ); 

F a in -
e 
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a inda que a raiz de 4 feja 2, naó fe fegue que deva-
m o s eferever x = ± 2 ; he eflêncial o a t tender ao 
final — da quant idade que eftá debaixo do radical . 

98 T o d a s as vezes que h u m a equaçaó condu -
z i r defte m o d o a t irar a ra iz quadrada de h u m a 
quant idade negativa , conc lu i remos , que he i m p o f -
livel o p rob lema que deo tal equaçaõ. C o m e f e i t o , 
h u m a quant idade negativa naõ pôde ter raiz qua-
drada , n e m exa£la , nem approx imada , porque 
n a õ he poílivel achar h u m a quant idade , que m u l -
t ip l icada por l i m e f m a dê produ£to negativo. He 
v e r d a d e , q u e — 4 , por e x e m p l o , pôde reful tar 
de - j - 2 mul t ip l icado por — 2 ; mas tendo eftas 
quant idades differente linal , naó faõ iguais , e 
confegu in temente o feu p r o d u f l o naõ he hum qua-
d rado . Pe lo que , quando fe propõe tirar a raiz 
quadrada de h u m a quant idade negativa , p ropós-
fe h u m abfurdo , e confegu in temente ferá impof -
fivel todo o problema , que depender de femelhantc 
ope raçaõ . T a l he o c a r a f t e r , porque fe dift inguc 
a impoílibil idade dos problemas do fegundo g ráo . 

N a õ deve po rém repu ta r - fe como inúti l a con-
f ideraçaó das ra izes quadradas das quant idades ne-
gativas : mui tas vezes o problema he poftivul , e 
í e m embargo diíTo fomen te admi t t e refoluçaó pelo 
concu r fo defta cfpccie de quant idades , nas quais 
p o r f im defapparece o ab fu rdo . As raizes quadra -
das das quant idadqs negativas chamaó- fe quantida-
des imaginarias. Aíl im \ / — 1 . . . j/ — 2 . . . • 
v/— a . . . a-\- by/— r . . , « 4 - V— b f aó to-
das quant idades imaginar ias . 

99 Pal iando agora ás equações comple tas do fe-
g u n d o gráo , nas quais naõ he p = o , c o m o effi 
x3 — 4* 12, he c laro que fe podermos preparar 
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o p r i m e i r o m e m b r o a f im de fer h u m q u a d r a d o p e r -
fe i to , t i r a n d o d e p o i s a r a i z q u a d r a d a de c a d a m e m -
bro , f icará a e q u a ç a ó r e d u z i d a ao p r i m e i r o g r á o , e 
naõ te rá d i f f iculdade a f u a r e f o l u ç a õ . E f t a p r e p a r a ç a ó 
requer t res cou fa s : x . ° q u e f e p a f í e m pa ra h u m 
m e m b r o ( 56 ) t odos os t e r m o s a f f e & o s de x , e 
para o o u t r o todas as q u a n t i d a d e s c o n h e c i d a s ; 2 . 0 

que o t e r m o x2 fe f aça po f i t i vo ( 58 ) : 3 . 0 q u e e t f e 
fe d e f e m b a r a c e ( 60 , 6 4 ) de todtp o m u l t i p l i c a d o r i 

Ou d iv i fo r . F e i t o i f to , fe a j u n t a r m o s a cada m e m b r o 
o quadrado d a a m e t a d e da q u a n t i d a d e c o n h e c i d a q u e 
mu l t i p l i c a x , ficará c o m p l e t o ( 25 ) o q u a d r a d o do 
p r i m e i r o m e m b r o . 

P o r e x e m p l o , p a r a p r e p a r a r a e q u a ç a õ . . . 

+* — ~r X2 — 4 — ix q u e fe p e r t e n d e r e f o l v e r ; 

i . ° pa l i a remos todos os X p a r a o p r i m e i r o m e m -
bro , e f c r e v e n d o x2 em p r i m e i r o l u g a r , e t e r e m o s 

~ x2 6x = 4 ; 2 . ° f a r e m o s x2 p o f i t i v o , 

m u d a n d o todos os f ina i s , e t e r e m o s ~ x2 — 6x 

— — 4 ; 3 . 0 d e f e m b a r a ç a r e m o s x2 , m u l t i p l i c a n -

do todos os t e r m o s por —j , e t e r e m o s x 2 — i o x 

X= JSO 
3 

R e d u z i d o a f t im o p r i m e i r o m e m b r o d e q u a l -
q u e r equaçaõ do f e g u n d o g r á o á f o r m a x2 ± px , 

n o t o q u e ef ta q u a n t i d a d e t e m já h u m q u a d r a d o xz , 

que f e pôde conf ide ra r c o m o o q u a d r a d o d o p r i -
m e i r o t e r m o x d e h u m b i n o m i o . T e m m a i s o t e r -
mo px , q u e fe pôde c o n f i d e r a r c o m o o d o b r o de X 

F 2 m u l t i -
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mult ip l icado por outra quant idade , que devé fef 
a ametade do mul t ip l icador p de * . L o g o para 
comple t a r o quadrado , nada mais falta do que 

a j u n t a r o quadrado defta fegunda quant idade p , 

i f to lie, a jun ta r — p2< D e f t e m o d o a equaçaó geral 

A2 px —q fe t r ans fo rma cm x5 + px + 

— Ext rah i r emos pois a ra iz quadrada 

c x a d a m e n t e do p r imei ro m e m b r o , t i rando as r a i -
ves feparadamente dos dous termos ex t remos , e 

~Lp2 , e in te rpondo o final que tiver o t e rmo mo 

d io , porque o qnadrado de a + b — az ± 2ab í2» 
Q u a n t o ao fegundo m e m b r o , t i ra-fe , ou indica-

fe a fua ra iz quadrada; e aílim teremos * - f — ~ p =3 

~ \ / ( 4 PZ ) 

— f ) . 

100 Deí la fo rmula fe deduz a regra feguinte , 
q u e obfervaremos na re fo luçaõ das equações do fe-
g u n d o gráo . 

Havendo preparado a equação, iguale-fe a incó-
gnita x ã ametade do feu multiplicador , tomado com 

Jinal contrario mais ou menos a raiz quadrada da 
mefma ametade elevada ao quadrado , e da quanti' 
dade conhecida qne conflitue o fegundo membro. 

Por exemplo , t endo a equaçaõ x"- -{- bx = r 6 , 
c o m o eíla fe acha preparada , conc lu i remos i m m e -
dia tamente x — — 3 9 - f - 16 ), igualando 

x á ametade — 3 do coeff ic iente 6 de x t omado 
c o m 
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com final contrar io , mais ou menos a ra iz q u a d r a -
da do quadrado 9 do m e f m o 3 , e do t e r m o c o -
nhecido 16 da equaçaó . L o g o x = — 3 ^ 5 > ifto 
h - x — 2 , ou x = — 8 . 

Do m e f m o modo a equaçaõ 4 x x2 

4 — zx , que preparada ( 99 ) fe m u d a em xz — 

i c * — d á x = 5 + 2 5 - ^ - = = 5 

i / f - . 

Applicaçaõ a alguns Problemas do Je-

gundo gráo. 

E . 
i o r O E ja qual for o gráo dos p rob lemas , a 

regra p a r i os pôr em equaçaõ he a m e f m a que h a -
vemos dado ( 67 ). 

Probl . I. Achar hum numero tal, que fendo jun-
to 8 vezes ao feu quadrado , faça a foma de 33 . 

Seja x o n u m e r o procurado ; o feu quadrado fe-
ri x2 ; logo x- 8 X = 33 . Dei ta fe deduz c o n -
forme a regra ( 100 ) . . . x = — 4 i y / ( + 33 ) 
= — 4 ± 7 , e confeguin temente teremos eftes 
dous valores , x = 3 , e x = — 11. 

O pr imeiro f a t i s f az ao p r o b l e m a ; po rque a j u n -
tando 8 vezes 3 ,*>u 24 a 9, quadrado de tres , t e -
mos a foma 33. 

O fegundo , como he negat ivo , indica que ha 
outro problema , no qual , t o m a n d o x em fent ido 
contrar io , teremos 11 por foluçaô ; ifto he , o fe-
gundo valor de x deve fa t i s fazer a efte p rob lema : 

Aciar 
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Achar hum numero tal , que fendo tirado 8 vezes do. 
feu quadrado , o refio feja 33 ; e com effeito , de 
X21 quadrado de 11 t i rando 8 vezes 11 , ou 88 , o 
ref to he 33. 

P a i a conf i rmar o que havemos dito fobre as 
quant idades negat ivas ( 7 0 ) , note-fe que efte fegun-
do p r o b l e m a , fendo pofto em equaçaó dá x2 — 8x 
= 33 , donde fe t i raõ os dous valores x— n > 
e x = —3 , que faõ o contrar io dos do pr imei ro 
p r o b l e m a . 

102 Def t e m o d o toda a equaçaõ do fegundo 
gráo a h u m a incógni ta t e m duas foluções , porque 
s m b o s os valores 11 e — 3 , fendo fubft i tuidos em 
luga r de x na equaçaõ x2 — 8.v = 33 , a refolvem 
igua lmen te , ifto he , r e d u z e m igualmente o pr i -
m e i r o m e m b r o a 33 , c o m o he fácil de ver. M a s 
n e m fempre o problema , que conduz io á equa-
çaõ , tem duas foluções ; porque no cafo prefente 
o fegundo v a l o r — 3 refolve un icamen te o pro-
b lema cont ra r io . M u i t a s vezes as duas foluções da 
equaçaó faõ t a m b é m foluções do problema , c o m o 
veremos adiante . 

P r o b l . I I . DeviaÕ repartir-fe 175 lib. por hum 
certo numero de pejfoas , mas duas por aufentes na'} 
tem parte. Efla circunf anela dá hum augmento de I o1 

ã parte de cada hum dos prefentes : pergunia-fe quan-
tos haviao de fer então os participantes. 

Repre fen tando efte n u m e r o por x , a par te de 
cada h u m , fe todos eftiveífem prefentes , feria 

mas c o m o fal taõ d o u s , ferá -í^—; l o g o , 
X x— 2< 

c o n f o r m e o p rob lema , — 10 , ifto he, 

— lox2 4- 20x — — 350, 
Efta 
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E f t a e q u a ç a ó f e n d o p r e p a r a d a (99 ) dá xz — 2X = 

3 5 , e c o n f e g u i n t e m e n t e ( l o o j . . . x = 1 ± ^ ( 3 5 " i " 1 ) 
= i + 6 ; logo a- — 7, e x = — 5. O p r i m e i r o va lo r 

he o que fe p r o c u r a ; p o r q u e = 1 0 . 

O f e g u n d o p o r é m re fo lve o p r o b l e m a , em q u e fe 
t ra ta í le de r e p a r t i r 1 7 5 ' p o r duas pe l loas m a i s , de 
m a n e i r a , q u e c o m ef ta c i r c u n f t a n c i a a p a r t e , q u e 
havia de cabe r f e m iíío a cada h u m , tiveíTe h u m a 
d i m i n u i ç a Õ d e i o ' . 

P r o b l . I I I . Comprou-fe hum cavallo , o qual fe 
vendeo depois por 24 dobras , perdendo-Je tanto por 
100 , como tinha cujlado : pergunta-fe por quanto fe 
havia comprado. 

Seja -v o n u m e r o b u f c a d o , i f t o he , o n u m e r o 
de d o b r a s que cu l t ou o cava l lo ; l ogo , f a z e n d o a 

p r o p o r ç ã o 100 I x ! X I ; o q u a r t o t e r m o ~ ~ f e r á 

a pe rda , e c o n f e g u i n t e m e n t e x — 2 4 . 

P r e p a r a n d o ef ta e q u a ç a ó , a c h a r e m o s tf •— 100X 

= — 2 4 0 0 , d o n d e ( 100 ) fe t i ra x = 50 i ^ ( 2 5 0 0 
— 2 4 0 0 ) = 50 ± 10 ; i f to he , x r= 60 , e x = 4 0 . 
P o d i a po i s o p r e ç o do cava l lo fer i g u a l m e n t e de 6 0 , 
ou de 40 d o b r a s , p o r q u e o e n u n c i a d o da q u e f t a ó 
n a õ d e t e r m i n a qua l dos d o u s t e m l u g a r . C o m e f -
f e i to , f u p p o n d o q u e o cava l lo c u f t o u 60 d o b r a s , a 
pe rda foi de 3 6 , logo v e n d e o - f e p o r 60 — 36 := : 2 4 . 
No f egundo c a f o , a pe rda fo i de 16 d o b r a s , l o g o 
v e n d e o - f e por 40 — 16 == 2 4 . 

1 0 3 As d u a s f o l u ç õ e s , q u e t e m toda a e q u a ç a õ 
do f e g u n d o g r á o , p o d e m f e r a m b a s pof i t ivas , c o -
mo ne f t e p r o b l e m a : ou h u m a nega t iva , e o u t r a p o -

f i t i -
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fitiva , c o m o nos dous precedentes : ou t a m b é m 
nmbas negativas , quando o enunciado da queíiaõ 
he v ic io fo ; porque cada h u m a deitas foluções m o -
Jtra , que a incógni ta fe deve t o m a r e m fent ido con-
t rar io ao do enunc iado . P ropondo- fe , por. e x e m -
p l o : Achar hum numero tal , que ajuntando-fe ao feu 
quadrado nove vezes o me/mo numero , e mais co , a 
foma Jrja igual a 30 ; t e remos a equaçaó x* q.v 
+ 5 o = 3 o • 0 1 1 ** + 9 X = — 20 , que dá 

— i W f a -
20 ]=z_l-1_ 5 logo 

x = — 4. e x = — 5. O problema pois dc-ve m u -
dar - fe neíte : Achar hum numero tal , que ajuntan-
do-fe 50 ao feu quadrado , e tirar,do-fe da foma 9 ver 
zes o mefmo numero procurado , o rejlo feja 30. 

104 Afíim tem a Álgebra a vantagem naõ fo-
m e n t e de refolver as queítões , mas t ambém de en-, 
f inar a di í t inguir fe faõ bem ou mal propoítas , e 
a t é (98) fe faõ impoíf iveis . Por e x e m p l a . , çefol.va, 
fe o p rob l ema I I I . , f upponuo 26 dobra* cm lugar 
de 24 , e acharemos tc — 50 ; \/ — x o o ; logo o 
p rob lema neíta hypo the fe he impoílivel . Acontece 
i f to todaí a» yezss que for q negativo , e ao m e f m o 
t e m p o maior que P1 í 98 » 99 

I V . Hum d Companhia de dous negociantes, 

tanhu 18 dobrões e | , tendo entrado nella o primeiro 

com -o dobrões por 17 mezes , e o fegundo com a fua 

tarte < vezes, depois do primeiro , ou por 12 mezes ; 

efta hetaU Sue fmada "J""'" f f * 20 

dobrões. Qi^ he " cntrada do fegundo , e qual o ga-
nho de cada hut? • , 

S e conhece í f en? 0 ? a e " t r a d a d ° f e S l , n d o ' c p ™ 
faci l idade f e acharia o d e C a d a h u m " 
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fentando pois a dita entrada por * , e r eduz indo a 
fotieriade a hum m e z de duraçaô , a ent rada do 
pr imei ro valerá 510 dobrões por hum m e z , e a do 
fecundo 12* pelo m e f m o t empo . L o g o (Ar i th . 197^ 
510 i2x ; 18 | ;; 1 2 » : ganho do fegundo 

--- — ; e confegu in temente pelas condições 

* 4 - - = 26. 

1 1 7 0 + 4 » 

Preparando efta equaçaõ para fe refolver , t e -

remos x* -íiL. x = X105 ; logo x— ^ r - i 
- v / + 1 1 0 5 } = - 1 4 1 f 3 0 1 ; ifto h e n o p r o -

b ' ema a â u a l , = 2 0 , O fegundo negociante 

pois entrou com 20 dobrões , e con fegu in t emen te 
ganhou 6 , e o p r imei ro X2 | . 

Probl . V. Dividir hum numero a em duas par-
tis tais , que o produclo de m vezes a maior por n Vfr 
zes a menor feja igual a b. 

Repre fen tando por x h u m a das duas partes , a 
outra ferá a — x ; e te remos a equaçaõ m ( a — x ) 

nx — b , logo x7 — ax — Z ^ , e confegu in temen te 

* = - a + A / ( ± . S e for b > H í l , 1 - V \ 4 mn j 
o problema ferá impoííivel . 

i o 5 Q^iando as equações l i t terais t iverem a 
f ó r m a mui to compof ta , para as r e d u z i r m o s a tres 
termos , igualaremos a h u m a quant idade a f o m a 
de todas as que mul t ip l icarem x , e todas as q u a n -
tidades conhecidas a ou t r a . P o r e x e m p l o , fe t i ve r , 

m o s 
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m o s a e q u a ç a ó ax2 bcx — a*b -bx*-\- ab* 

— ac* , p r e p a r a n d o a c h a r e m o s x- -}-

a « H ' f u P P ° n d 0 T = 7 ' 

— j , f e r e d u z á f o r m a « s - J - = ? • 

1 0 7 P o r e m e f tas t r a n s f o r m a ç õ e s f o m e n t e f e 
d e v e m f a z e r , q u a n d o o c a l c u l o q u e fe f egu i r , n a ó 
u f a n d o del ias , v e n h a a f e r m u i t o c o m p l i c a d o . N e f -
t e m e f m o e x e m p l o depo i s d e d a r á e q u a ç a õ p r o p o f -

ta a f o r m a x » 4- e c + *c.x — f L i l l l l , i n d i c a n d o o 1 a— I) a— i 

q u a d r a d o , d e d u z i r e m o s ( 100 ) c o m f u m m a fac i l i -
d a d e 

: — ab 

2 a — 2 b 

/ / ac + Dc
 «~-b + ab~' 

~ V \ 2a — 2Í / ' a — b 

1 0 8 H a v e n d o c o n c l u í d o o va lo r de x , p o d e m o s 
c o n f e r v a r o r ad i ca l no m e f m o e í t ado em q u e f e 
a c h a , a t é f e f a z e r e m a s appl icaçÓes n u m é r i c a s . M a s 
m e l h o r f e r á f i m p l i í i c a r , r e d u z i n d o a o m e f m o de-
n o m i n a d o r a s d u a s p a r t e s q u e e f t a ó d e b a i x o d o ra-
d i c a l , c o n f o r m e as o b f e r v a ç õ e s q u e f i z e m o s ( 4 8 ) . 

P o r e x e m p l o , t e n d o ^ "7 ) » m u ' ' 

t i p l i c a r e m o s p o r 4a , e t e r e m o s ^ ' l l i - i ^ - y 

b- 4 - 4ac ) 
= — ( A r i t h . 1 4 2 ) . L o g o f e n a e q u a -

2 a " 

ç a ó ge ra l do f e g u n d o g r á o p f o r h u m a f r a c ç a õ , <>u 

fe 
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íc a e q u a ç a ó f o r ax- bx — c, t e r e m o s . . . 

— b +. y ' (b- -4- 4 a c ) 
x = — i —. 

2 a 

Da ExtracçaÕ da Raiz quadrada das quan-
tidades litterais. 

109 J ^ . R e f o l u ç a ó das e q u a ç õ e s d o f e g u n d o 
gráo c o n d u z , c o m o a c a b a m o s de ver , a t i r a r a 
r a i z q u a d r a d a , ou das q u a n t i d a d e s n u m é r i c a s , ou 
das l i t t e ra i s . P e l o q u e r e f p e i t a á s p r i m e i r a s , naõ t e -
m o s q u e ac re f cen t a r a o q u e d i i f e m o s n a A r i t h m e t i -
ca ; re f ta t ra ta r das u l t i m a s . 

P o r q u a n t o h u m p r o d u f t o d e q u a n t i d a d e s m o -
n o m i a s ( 18 ) i nc lue todas as l e t r a s d o s facftores , e 
eíles faõ o s m e f m o s n a f o r m a ç a Õ d e h u m q u a d r a d o ; 
f egue - f e q u e em t o d o o q u a d r a d o m o n c m i o cada l e -
tra da r a i z deve fer d u a s v e z e s f a é t o r , e o e x p o e n -
t e de cada le t ra de h u m q u a d r a d o m o n o m i o d e v e 
fer o d o b r o do e x p o e n t e , q u e a m e f m a le t ra t i v e r 
na r a i z . L o g o : Para tirar a raiz quadrada de hum 
monomio , deve-fe tomar a ametade dos expoentes de 
cada huma das juas letras. A f l i m , \/a- =a , y^a 4 

= «' , x/a*b*c- = abc , = a2bh*. 

110 Se h o u v e r a l g u m e x p o e n t e i m p a r , a q u a n -
t idade p r o p o í l a naõ f e rá q u a d r a d o p e r f e i t o . E n t a õ , 
c o n f o r m e a r eg ra , fe i n t r o d u z i r á h u m e x p o e n t e 
f r a c c i o n a r i o , o qua l de f igna q u e r e f t a t i r a r a r a i z 
quad rada á q u a n t i d a d e q u e o t i v e r . P o r e x e m p l o 

2 L 

V = « i V = abb*c3 ; p o r q u e a2bn* = 

*2b2bc* . D e f t a 
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D e f t a forte o expoen te f raccionar io tem o m e f -

mo ufo que o final ; de mane i ra que abb^c2 ou 

abc'b2 equivale a abc2i/b. R e c i p r o c a m e n t e , em 
h u m a quant idade affecta do final </ poderá f u p p r i -
m i r - f e o radical , com tan to que fe t ome a ameta -
de de cada h u m dos expoentes ; t r ans fo rmaçaõ de 
grande ut i l idade. 

111 Podemos pois em mui to s cafos fimplificar 
as quant idades affeòtas do final \ / . E x e m p l o s , 1/8 
;rr 2 \/2 . . , \/a2 b> c z=zab *ybc . . . bc' 

z=a'-b'-c </ac.,. y ^ J L j = y \ / a f , 

mul t ip l i cando o numerador e denominador por f . 
112 D o n d e vem , que para t i ra rmos para fora 

do radical os faétores que delle puderem íahir , to-
m a r e m o s a ametade dos feus expoentes ; e pelo 
con t ra r io , para meter h u m factor den t ro do radi-
cal , dobraremos o feu expoente , ifto he , levanta-
r e m o s o m e f m o fa£tor ao quadrado. Aílim , a\/i 

— V a * b • • • \ / - a = ^ = V a b • • • 

113 Se a quant idade tiver coe f f i c i en t e , e eíle 
fo r quadrado per fe i to , t i ra remos a fua ra iz con-
f o r m e as regras da A r i t h m e t i c a . Aílim , y/g a2 b' 
z^^ab t/b , \/io24 a2 b ;c — %2ab ^/bc. 

114 M a s fe o coefficiente naó for h u m qua-
drado perfei to , veremos fe he poffivel refolvelio 
em dous factores , dos quais h u m feja quadrado 
per fe i to ; t i ra remos en taó a ra iz defte , e deixare-
m o s o outro debaixo do radical . Aíl im, 
^ / i ó . 3 a'b> —:4.0b 1 2 a'b2 = 1 6 ab 2a-

115 Se a quant idade affecta do final y' for po-
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l y n o m i o , m a s n a ó q u a d r a d o p e r f e i t o , e x a m i n a r e -
mos fe p o d e r e fo lve r - f e em d o u s f a ó t o r e s , d o s 
quais h u m fe j a q u a d r a d o pa ra l h e t i r a r a r a i z , d e i -
xando o o u t r o d e n t r o d o rad ica l . E l i e f a â o r q u a -
drado f a c i l m e n t e fe d e f c o b r e , q u a n d o he m o n o -
m i o . P o r e x e m p l o , ( ^ b 2 — -}- ) = 

V(W — ̂ a"-b-\-6b',)b2 = b — 5a-b6b'). 

116 M a s q u a n d o o f a í l o r q u a d r a d o h e p o l y n o -
mio , ou q u a n d o a q u a n t i d a d e c o m p l e x a q u e e f t á 
debaixo d o r a d i c a l h e q u a d r a d o p e r f e i t o , n a ô p a r e ç a 
que fe lhe e x t r a h e a r a i z , t i r a í ido-a f e p a r a d a m e n t e 
a cada h u m dos t e r m o s . P o r e x e m p l o , fe t e n d o 
a• 4- b- tomaíTemos a b pe la f u a r a i z q u a d r a d a , 
c a h i r i a m o s etri g r a n d e e r ro , po i s o q u a d r a d o de 
a b naõ he a2 b2 , m a s a1 2ab - j - b2 , de 
for te que a2 b2 n a õ t e m r a i z e x a £ t a em l e t r a s . 
O me thodo q u e e n t a õ d e v e m o s o b f e r v a r he o f e -
gu in te , o q u a l fe f u n d a na f o r m a ç a Õ do q u a d r a d o 

( 2 5 ) • 
117 Se ja a q u a n t i d a d e 6oàb - f - 36a2 2 5 Í 3 : 

de qne fe pede a r a i z q u a d r a d a . D i f p o r e m o s os t e r -
mos , c o m o na d i v i f a õ , em o r d e m a h u m a das f u a s 
letras , de a , p o r e x e m p l o . 

36a2 -}- 60ab - j - 25b2 f 6a <;b R a i z 

—J^íl 1 1 2 a - p s T 

60ab - j - 25b2 

— 6 0 ab — 2 5 b2 

o 

A p r i m e i r a pa r t e da r a i z fe a c h a r á , t o m a n d o a de 
36ia2 ; e c o m o \/36a2 —6a , e f c r e v e r e m o s 6a na 
r a i z . S u b t r a h i n d o o q u a d r a d o 3Ó« 2 da q u a n t i d a d e p r o -

p o -
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p o d a , r e f t a 6oab 4- 25b2. E p o r q u e 60ab deve fe r 
o p r o d u & o do d o b r o da p r i m e i r a p a r t e 6a da r a i z 
m u l t i p l i c a d a pela f e g u n d a , pa ra a c h a r m o s ef ta , d i -
v i d i r e m o s 60ab p o r 12a ; e f c r e v e n d o pois o q u o c i -
e n t e 5 b a d i a n t e d a r a i z , t e r e m o s 6a 4 - 5 b pela r a i z 
b u f c a d a . P a r a c o n f i r m a r m o s ef ta o p e r a ç a õ , e f c r e -
v e r e m o s a d i a n t e de 1 2 a , e m u l t i p l i c a r e m o s o t o -
ta l 1 2 a -}- 5b pe lo m e f m o q u o c i e n t e 5b ; e c o m o t i -
r a n d o ef te p r o d u d t o da q u a n t i d a d e 60ab - j - içb2 , 
n a ó re f ta nada , c o n c l u i r e m o s que 6a - J - 5Í he a 
r a i z q u a d r a d a e x a é l a de 3 6 a - boab - j - 2 5 Í 2 . 

T o m e m o s p o r f e g u n d o e x e m p l o a q u a n t i d a d e 
— iiab-{- i6cz - j - 4 a 2 16ac — 2 4 ^ . O r -

d e n a n d o r e l a t i v a m e n t e a a , e o b r a n d o c o m o aqu i 
fe m o f t r a , a c h a r e m o s , q u e a r a i z he la —3b 4c. 

4az — liai + 16ac f 9?1 — 246c + 16cZ C 2a — + 4C Rait 

- 4"2 Í * ' ~ í f y 4a — 00 + 4** 
I. Refto — 12ab f 16ac t g62 — 246c t i6cz ^ 

t 12 ah — 961 

II. Refto + 16ac — 246c t 16^ 

— 16ac t 246c — 16c2 

Ultimo Refto - - - - - o 

D o m e f m o m o d o f e a c h a r á , q u e a s r a i z e s q u a -
d r a d a s das t r es q u a n t i d a d e s . . . i 6 a + 4 ° a b 4 " 
25a2b- . . . 36b* — 6 o a í ' -1- 25a2b2 — 36b2c* 

30abc- gc* . . - a6 — 4a>cs - j - 8a'e' 
4- 4c6 — 16c!e' - f - 1 6 ^ , f a õ 4a2 -f $ab . . . 6b1 

<- sab — 3f3 • • • ai — 2fl+ 4''. 

P• 
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Do Calculo das quantidades affeclas 

do Jinal 

i 

Ca lcu lo deftas quant idades i r racionais 
fe pratica por meio das m e f m a s qua t ro operações „ 
que temos moí t rado nas ou t ras quant idades . So-
maó-fe , ou d i m i n u e m - f e duas , ou ma i s quan t i da -
des radicais , un indo-as com o íinal - j - ; ou — , no 
cafo de naõ fe rem femelhantes ; po rem fe o forem , 
e houver fomen te differença nos coefficientes n u -
méricos que eftaó fora do r ad i ca l , r eduzem- fe pelo 
methodo ordinár io . Po r e x e m p l o , 3 a \ / l f o m a d o 
com 4 b ^ / c dá 3 a - / h ifi^/c ; 4 a b ^ / c fomado 
com 5ab</c dá gab^c-, ^as/b t i rado de 4-b</c dá 
4 b ^ / c — 3 a \ / b . Suppomos , que os radicais fe 
tem reduzido antes da operaçaõ ás exprefsóes ma i s 
íimples ( 1 1 2 ) ; porque fe t iveí íemos para a j u n t a r 
4 b / a ^ c com òay / ab^c , r eduz i r í amos o p r ime i ro 
a 4.aís/ac , e o fegundo a babi/ac , os quais fo ;na -
dos daõ 1 0 a b y / a c . 

A mul t ip l icaçaó execu ta - fe c o m o fe naó en t r a f -
fem radicais , e depois a t fe&a-fe o p roduc to c o m 
o final s/. Po r exemplo s/a X V c = V a c > m u l -
tiplicando a por c , e dando ao p r o d u f t o ac o f i -
nal Do m e f m o m o d o • / ( a Z + b z ) X V a c 

— \/( ai c ab2 c ) ; 1/a X V a ~ V nZ = a » 
( 4 + 2 v / 2 ) ( 2 — t / 2 ) = 4 ; / ( « + * ) X 
• ( « + « ) = « + b - < / { — * ) X = 
V — a* i y ( — a) X / ( — b ) = — V*h-

Parecer ia nefte u l t imo exemplo , que o p rodu -
to c o n f o r m e a regra devia fer s/ab , ou antes 

mas como t / í — « ) = Va • \/ — 1 > e 
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v ( _ t ) y / i . / _ i , ferá s / ( - a ) X 

\/{ — b ) = •/a . / — i X V b • V — 1 = 
v / t f í . / ( — I Y=</tib. ( — i j = — y ^ ó ; porque 
a exií lencia a f tua l do final — em </[ —i )2 declara 
a operaçaõ porque chegamos ao quadrado f — i j 2 , 
de que per tendemos t irar a r a i z , e confegu in temen-
te naõ havendo duvida fe elle procede de ( x ) 
( -j~ I ) , ou de (— i ) ( —• i ) , naõ tem aqui lu-
ga r a ambiguidade do final i . N a õ fe confunda pois 
>/ ( — a )2 c o m </ — a 2 ; o p r imei ro he . . . 

(— a X — a) — — a , eo fegundo he . . . 
V (— a X -f a ) > 0 1 1 h u m a quan t idade imag i -
nar ia a — t, I f to p o d o , haõ pode haver d i f i -
culdade em mul t ip l icar os po lynomios , que tem ter-
m o s affef los de imaginar ios . 

D o n d e fe fegue, que para quadrar h u m a quan t ida -
de af fe í la de i / , bafta f u p p r i m i r eilé f ina l . Aflim que-
rendo quadrar \Z(az efcreveremos az b1 , 
Do m e f m o m o d o ( a-b b' )z ^=a2b í> . 

! ' I I Q L o g o com mui ta facilidade podemos def-
embaraça r h u m a equaçaõ dos f inais </ que ella ti-
ver . Por e x e m p l o , na equaçaõ X— 2a = b-{- y/ ax, 
de ixa remos dx fomente em hum m e m b r o , e te-
r e m o s v — la — b — </ax. ; en taõ quadrando cada 
m e m b r o , teremos x% —• 4 a x — 2bx - f - 4W~ 
- j - b-- = ax, ou xz — (5a - [ - 2b) x" = — (2a b)z • 

' 120 Para dividir h u m a quant idade radical por 

ou t ra , dividiremos c o m o fe naó houveífe o final < 

e daremos eíle ao quociente , ou á f racçaõ . Q u e r e n -

do , por exemplo , dividir y/rf por \ / b , dividire-

m o s a por b que dá — , e appl icando o radical te-

té' 
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tcnios - y . D o mefixio modo , = y / ^ 

, t x / i " 1 — X 2 ) y . s 
V b ; ..,—r1 = via — *)» 

abs/bc 

— hy/c. 

Eftas fracções podem t r ans fo rmar - f e em ou t ras , 
que tenhaó o denominador racional ; po rque fe o 
denominador da f racçaõ for , por exemplo , a + 
mult ipl icando t án tó elté , c o m o Ò numerador p o r 
a ? y / í , o novo denominador ferá a2 — b. 

Aíl im ? 2 — i 4- 1 /2 , mul t ip l i cando o 
1 + V/2 

numerador , e o denominador por 1 — > / 1 i e • • 

Va±yj> _ (ya±yb)z 

y/a — y / í á — í 

121 Se ou O dividendo; ou O divifor for racional ; 
fepararemos h u m do out ro por h u m a rifca , para 
íignificar que hum delles naó he affe£to dcí r ad ica l . 

Aílim , para dividir a por s/a, e fcreveremos — . • 
Va 

Quando houver femelhança nas letras do dividendo e 
divifor, he conveniente em mui tos cafos dar á q u a n -
tidade racional ( 112 ) a fo rma de radical , po rque 
defte modo fe facil i táô as Amplificações. 

No ul t imo exemplo , mudaremos a em \Za* , 

s/a} 
e teremos —j— — s / a . Do m e f m o m o d o . i . 

V a 

O 
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X/(a* — * 2 ) = ]/(a2—X2 ) __ 

Se t ivermos 7 - f - , mul t ip l icando o 
b i, y( b2 — a2) 

n u m e r a d o r , eo denominador por í + y/^z — O 2 , acha-
r e m o s 6* — a2 ). 

Da formaçaÕ das potencias dos monomias , 
e extracçaÕ das fuas raizes. 

122 
O N u m e r o que denota a potencia a que 

fe quer elevar h u m a quant idade , chama- f e expoente 
da potencia. 

123 Do que havemos di to ( i g , e 20) fe fegue , 
q u e para Je elevar qualquer monornio a huma potencia 

dada , multiplicar-fe-ha o expoente afiual de cada le-

tra da quantidade propcjla pelo expoente da potencia« 

Afl im para elevar a2b>c á quar ta potencia efere» 
ve remos a%bl2c*, mul t ip l icando os expoentes 2, 3 . 1 
de a, b, c pelo expoente 4 da potencia . Em geral a 
p o t e n c i a m de a"bPc<i he a"'Hb"'Pc. 

1 2 4 Se a quant idade propoíta for h u m a fracçaõ, 
e levaremos á potencia t an to o n u m e r a d o r , c o m o o . , . a2b> 
d e n o m i n a d o r . Aí l im , a qu in ta potencia de —f^T' 

. «xo iu . «»br 
he uT t e gera lmente a potencia m de 

- amn fimp 
he — 

Cmct d""' 

i 2 c No cafo dc haver coefficicnte , • elevai '0" 
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hemos á po tenc ia propof ta , m u l t i p l i c a n d o - o po r ít 
m e f m o c o n f e c u t i v a m e n t e . Aí l im a qu in t a po t enc i a 
de 4a'b- he 1 0 2 4 a I í £ 1 0 , ou i nd i cando a o p e r a ç a õ , 
4>'a'5í<0. 

126 Pe lo q u e re fpe i t a aos f inais , fe o e x p o e n -
te da po tenc ia for pa r , o r e fu l t ado te rá f e m p r e -J - ; 
mas fe for i m p a r , te rá , ou — , c o n f o r m e f o r 
- j - 7 ou — o f inal da quan t idade propof ta ( 2 4 ) . 

127 Em qua lquer potenc ia pois o e x p o e n t e 
a í tua l de cada letra c o n t e m tan tas vezes o e x p o e n t e 
da fua ra iz , quan tas faõ as un idades do e x p o e n t e 
da m e f m a po tenc ia . Na qua r t a po tenc ia , por e x -
emplo , o expoen te de cada letra he q u á d r u p l o do 
que era na quan t idade p r imi t iva , q u e he a r a i z da 
dita po tenc ia . 

O n u m e r o que e x p r i m e o g r á o da r a i z , cha» 
m a - f e expoente da raiz. 

128 L o g o para voltar de qua lque r po tenc ia á. 
f u a r a i z , i í t o he , para tirar a raiz de hum grãt 

propojlo de qualquer monomio , dividiremos o expoente 

aSlual de cada huma das fuas letras pelo expoente da 

raiz. Aíl im a ra iz te rce i ra de allbec% he a*bzc ; 
a ra iz q u i n t a ds a20blíc> he aib>c. Em gera l a 

_» p. 
raiz m de anbr he a'" b»> ' 

O final da r a i z ferá indi íFerentemente -{- , ou — , 
fe o gráo for par ; mas fe fo r i m p a r , a r a i z t e r á o 
hnal da quan t idade p ropo f t a . 

129 Se a q u a n t i d a d e for h u m a f r a c ç a õ , t i r a r e -
mos feparadamente a r a i z de a m b o s os feus t e r m o s . 

I 3 ° H a v e n d o coefficientes , t i r a remos a fua ra i z 
pelos me thodos da A r i t h m e t i c a . 

' 3 1 Q u a n d o o e x p o e n t e da ra iz naó dividir 
t x a £ t a m e n t e cada h u m dos expoen tes da q u a n t i d a -

G 2 de 
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de propofta , r.aó ferá efta h u m a potencia p e r f e i t í 
do gráo de que fe t rata . N e f t e cafo o expoente f iei 
f racc ionar io , e deíigna que ainda relia ex t rah i r 
h u m a r a i z . Aílim a ra iz cubica de a ' b h * he 

i 

íòhcc 3 , onde o expoente -1 deno ta , que ainda 
3 

refta ex t rah i r a r a i z cubrca de c* 
132 O final t a m b é m ferve para indicar as 

ex t racções de ra izes fuperiores ao fegundo gráo , 
e fe revendo- fe na aber tura deíle o expoente da r a i z . 
Aíf im , para fignificar a ra iz-cubica de a , podemos 

i 

efcreVer ya , de maneira que ya = ai . Pa ra 

7 1 
f ignificar a ra iz fe t ima de a4 efereve-fe y a * = a 7 . 

133 Se a quant idade for complexa , naõ fe de-
ve prat icar a divifaõ em cada h u m dos expoentes ; 
m a s confidera-fe a totalidade das fuas partes c o m o 
h u m a quant idade fimples , cu jo expoente he natu-
r a l m e n t e 1 , e divide-fe efte pelo expoente da ra iz . 
P o r exemplo, -em lugar de y ^ a 2 4 " oU a z - \ - l 2 

efcreveremos (a- 4~ b- ) 4 , oú ar - j - b- 4 ' 3 

quant idade total que eftá debaixo do radical tiver 
ja h u m expoente , efte fe dividirá pelo da ra iz . 

Af l im em lugar (a- 4~ b-)> podemos eferever 
3 

( a' - j - b* ) 4 ' 

Do Calculo dos radicais , e dos expoentes. 

A 
134. JLJL. S regras que havemos dado ( 1 1 8 ) para 

f o m a r , . e d iminu i r as quant idades radicais do fe-
gun-
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gundo g r á o , igua lmente fe app l i caõ ás dos gráos 
a '" / c f / c 

fuper iores . De i t e modo — — + L -j — 

Mtbr w / « . . « V i , / V 4 - — 
~ I R Y ^ ' * i y d ~~ e y * ~~ 

H-tf *"/ L 
~ít~ y d-

135 No mul t ip l i ca r e dividir as quant idades 
radicais d<» m e l m o gráo , t a m b é m fe p ra t i ca c o m o 

nos radicais do fegundo g ráo . Affim ^ y/ 

y/a* = a \ / a . . . / a X V ^ = \ / a £ . . 

/ s r x 7 / - 2 0 7 = r v ( - i o o 5 ) . 

Para dividir \ / p o r efcreveremos y / a 3 » 
M 

P o m e f m o modo = = 2 / - L , . . v ' * ' 

i/aci a 

_ 5 / _ _ ' / 1 * 
~~ V ^ V ' P ° r ( l u e c m 

V a 2 

geral toda a potencia , ou toda a raiz da unidade l ie 
a unidade* 

136 Pa ra elevar as quan t idades radicais 
a quaisquer potencias , mu l t i p l i c a r emos os fens 
expoentes pelos das potencias , a que as qui» 

«ermos elçv3r. Affim ( a* b> = J/ asb'* 

l l 
— abl/ulí ; p o r q u e J/a- b> = a

7 b1 • J?>2 )f 

-i. L g 1 2 

«( b1 y = a7 (123) , ou a iy /a£> . 

D o 
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D o m e f m o m o d o ( y / a ( 7 ) 3 8 ) * " 

L o g o , quando o expoen te do radical he o m e f -

mo que o da potencia propof ta , bafta t i rar o rad i -

ca l . Aílim ( y — a ; e com efFeito, o fim he 

r eduz i r a quant idade ao p r ime i ro eftado. 

137 P a r a ex t rah i r h u m a ra iz q u a l q u e r das 
q u an t i dad es radicais , deve-fe mul t ip l icar o e x p o -
en te aólual do radical pelo expoente da nova r a i z , 
Aí l im , 1/ J / a — ' f í a 4 ' mul t ip l i cando 5 por 3 ; e 

v 
w. n p ma, v m, n* m, ~~ «w p 

s / a = s / a ; porque s/ < / a ' = < / a " = y / a . 

138 Se os radicais propof tos forem de dif teren-
te g ráo , para fe f aze rem fobre clles as duas ope-r 
rações de mul t ip l i ca r e dividir , p r ime i r amen te fe 
r e d u z i r ã o ao m e f m o gráo . I f to fe confegue , m u l -
t ip l i cando os expoentes de cada hum dos radicais , 
e os das quant idades que eftaó debaixo delles . 
pe lo p rodu&o dos expoentes de todos os out ros 
rad ica is . 

D e f t e m o d o para reduz i r ao m e f m o gráo os 

t res radicais l / a * ' ' V a 1 ' mu l t ip l i ca remos 

o expoente 5 do p r imei ro radical , e o expoen te 3 d3 
quan t idade r e f p e f t i v a a f , pelo produdlo 8 . 7 , ou 
56 dos expoen tes dos ou t ros r a d i c a i s , e teremos 

aui. F a z e n d o o m e f m o a re fpe i to dos outros 

2S0 / , íSo / 
dous , a c h a r e m o s 4 / « , «*4 5 . P o r q u e , 

f e n -
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1 / L 7. 

fendo f / a ! = a5 . l/a* = a7 , e yV = « s • 

para r eduz i rmos as tres f racções — , — , ao 

m e f m o denominador , devemos mul t ip l i ca r os dous 
termos de cada h u m a pelos productos dos d e n o m i -
nadores de todas as outras» «* 11, 

Segue-fe pois ( 135 ) que v aV • V h i — 

C
A Y L, L . . .. 

b v t d y z 
""V jn^m 

íf V • 

139 L o g o , qnando o expoente do radical , e o 
da quant idade deile afFeda tem h u m divifor c o m -
m u m , podemos f implif icar a expreífaõ , d ividindo 

1 12 
ambos os expoentes por efle d iv i for . Aíl im , V a % 

= V a- ; V a' — / a . 
140 D o n d e vem , que fe o expoente da r a i z 

que fe per tende t i rar , for p r o d u f l o de dous , ou 
mais números , podemos f aze r fucceí l ivamente a 
extracçaõ da mane i ra feguin te . S u p p o n h a m o s que 
fe pede a ra iz fexta de a2-*; podemos t i rar p r ime i -
ramente a ra iz quadrada , depois a cubica , e t e r e -

6 5 
mos a ra iz fexta ; porque ( 1 3 9 ) V a 2 4 = V a I 2 = 

v u"> r r r a4 , que he o m e f m o que fe tomaf lemos 
immedia tamente a ra iz fexta de a-* , d iv id indo 24 
por 6 c o n f o r m e a regra geral ( 128 ) . 

T o d a s as operações precedentes fe podem e x e -
cutar ainda mais c o m m o d a m e n t e por me io dos ex -
poentes f racc ionar ios , que f a z e m as vezes dos ra -

di-
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diçais , e fap m u i t o proprios para o calculo. 

H a v e n d o d e mul t ip l icar V a ' por V a * . t r a n S -

Ji 
f o r m a r e m o s efta operaçaõ em a 5 ^ a S , e (20) t e -

2 i 5 

r emos a5 — a . aí = a y d 1 , Do m e f m o m o d o 
5 7 3 4 J 5 

i / a > . > / a i . a 7 = « 1 / ^ . Em geral . • 
m q qm, 
\Zavíp X Varhs — V a í » + mrèM + 

O m e f m o fe p ra t i ca rá na divifaõ. Po r e x e m p l o , 

- j — = , " ( 3 0 * o " t 
Y V . 7 ' 

JL ± " / 

L L ± L - ^ « W * . E m g e r a l , . , 

a \ b \ ' 

qm 
y aqn — mr gpt — mi. 

141 N e f t e u l t imo exemplo fe for —~ > , r q m 

o expoente de a ferá negat ivo , e o m e f m o aconte-

s 1) 
cerá ao dç í , fe fo r > — G e r a l m e n t e na£ 

q m 

divifóes , ou fracções , fe o e x p o e n t e da letra do 
denominador for maior que o da letra co r re fpon-
dente do n u m e r a d o r , a differença en t re elles c o m 
o final — ferá o expoente da m e f m a letra no n u -
merador ; de mane i r a que a toda a f racçaõ algébri-
ca fe pode dar a f o r m a de in te i ro . P o r exemplo , 

c m 
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? 

em lugar de podemos efcrever a ' 
b 

C o m effeito , concebendo que a con tem a b 
h u m certo n u m e r o m de vezes , i n t e i ro , ou f racc io-

5 
nario , ferá a — m b , c con fegu in t emen te —— == 

pi' b' b~ 
—m*b. M a s t ambém a' b~ 2 b> £ — » 

12 

a=m'k(2o). L o g o — = 
b~ 

Em geral : Pode huma quantidade paffar 
do denominador para numerador, ou do numerador 
para denominador fem alteraçaÕ da fracçaõ, efcreve-
vendo-fe como fa flor no termo em que naõ ejiava, mas 
com o expoente de final contrario do que tinha. 

E x e m p l o s , . . ~~ a' . . 

i _ c f—1 am b'> 

a m — a m ' ' ' 7 " — • • • T f d f — 

d"' b" c~v d~l . . . ( a' -f bi )(a- + 

t<)->. . . t K ± l h = ( a i + í ; ) f + í 2 ) - i 

E rec iprocamente : Se huma quantidade 
confiar de partes affecias de expoentes negativos , po-
derão ejlas paffar com expoentes pofitivos, para denomi-
nador , ou para numerador , conforme fe acharem no 
numerador, ou nt denominador. 

D e f -
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_ 3 

Dei t e m o d o a> b 4 = — . - . am — i = 

tf"* « ,, p ~ q~3 mn 
- r * • • • r = a b ~ • • • = • . <• » 

b~* ( « » ) _ I P ? > 

e affim por d ian te . 
T a l he a idêa q u e devemos f o r m a r dos expoen-

tes nega t ivos . 

Da formação das potencias das quantidades 
complexas. 

143 
D O que havemos d i to a r e fpe i to das po-

tenc ias fe fegue, que para elevar qua lquer quant idade 
c o m p l e x a a h u m a po tenc ia propof ta , devemos m u l -
t ip l ica r a quan t i dade por fi m e f m a tan tas vezes , 
q u a n t a s faõ as un idades do e x p o e n t e da m e f m a po-
t enc i a . M a s c o m o eíle ca lculo he as ma i s das vezes 
l o n g o , e f e m p r e ind i rec to , p o r iífo vamos a dar hum 
m e t h o d o livre deites inconven ien tes , conf iderando 
p r i m e i r a m e n t e a p ropr i edade dos p r o d u t o s das 
quan t idades b i n o m i a s , po rque deites depende a 
formaçaÕ das potencias das quant idades mais com-
portas . 

144. Sejaó x - f - a , X b , x -\-c , x d, &c. 
m u i t a s quan t idades b i n o m i a s , todas c o m o tei-
mo x c o m m u m . 

M u l t i p l i c a n d o * 4- a 
por . . . . x - f - b 

t e r e m o s \ 2 ax ab 
bx 

M u i -
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Mul t ip l i cando efte produ£to por 4 " c » t e r emos 
x~' 4~ a*2 "I" abx 4 ~ abc 

-j- bx2 -(- "cx 

4 " + b c x 

Mul t ip l i cando cite fegundo produ£to po r x d , 
teremos 

x* 4" ax' alx~- 4- cibex - f - abei 
-]- bx' -j- acx2 + abdx 
4~ cx' -f" °dx2 acdx 
4- dxi + bex2 -f ícdx 

4- bdx2 

4- cdx* 
e aílim por d ian te . Ref leát indo nefles p r o d u í t o s , 
e tomando por h u m te rmo todas as quant idades que 
eílaõ em h u m a m e f m a colunna , no to o fegu in te . 

1 O pr imei ro t e r m o d e cada p rcdué to lie o 
pr imei ro t e rmo x de cada b inomio , elevado a h u -
ma potencia deí iguada pelo n u m e r o dos b inomios ; 
de maneira que fe eíle foífe m , o p r ime i ro t e r m o 
feria x"[ 

2.° As potencias de X vaõ ao depois d i m i n u i n -
do con t inuamen te de h u m a unidade a té o u l t i m o 
termo , em que naõ en t ra x. 

3 . 0 Em quan to aos mul t ip l icadores dos d i f e r e n -
tes t e rmos , o do p r ime i ro he conf ian temente a 
unidade ; o do fegundo he a f o m a dos fegundos t e r -
mos a , b , c ,Scc. dos b i n o m i o s ; o do terceiro he a 
foma dos prodn£ios das quant idades a , b , c , & c . 
mult ipl icadas duas a duas ; o do quar to he a f o m a 
dos produdtos das m e f m a s quant idades a, b , c t & c . 
mult ipl icadas tres a tres ; e aílim por d iante até o 
" I t imo t e r m o , que he f e m p r e o prodinSo das di tas 
9 l jant :dades. Eí tas confequenc ias faõ evidentes , 
feja qual for o n u m e r o dos b inomios X 4~ a, x 4" b> 
&c. que fe t em mul t ip l icado . 145 
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145 Se as quantidades a , b , c , d , Scc. fo rem 
todas iguais a a, os produdtos feraõ as potencia» 
fucccíTivas de x 4" a. Subl l i tuindo pois a em lugar 
de b, c , d , &c . os productos fe mudaraõ em 

X- - J - 2ax 4 " X* = [x 4 " «)? 

"1" zax2 - f - 3a2x aí — [x aY 
X * 4 - 4«xJ 4 - 6a2.*;2 4 " 4 a ' * + « 4 = ( x + " ) 4 

L o g o fe o expoen te da po tenc ia , a que fe 
pe r t cnde elevar o b i n ó m i o , for m , as potencias 
fucceílivas de x feraõ x'" , xm~l, xm — 2 , xm~3 , 
x»<-4 , kc. 

146 Pe lo que refpei ta á lei dos coef ic ien tes , 
ou á dependencia que t e m de m , c o m o o m u l t i -
pl icador do fegundo t e r m o ( 144 ) he igual á f o m a 
das quant idades a, b, c &c, , no cafo de ellas ferem 
igua is a a , ferá a t omado tantas vezes , quantas 
f o r e m as m e f m a s quant idades . L o g o para m q u a n -
t idades o mul t ip l icador ferá ma , i do he , ferá o 
coefficiente m igual ao expoente do p r ime i ro t e rmo 
da potenc ia . I f to c o m effeito fe acha nas tres por 
tencias que ac ima e x p u z e m o s . 

N o s out ros t e r m o s , cada h u m a das quantidades 
ab , ac , ad , Sic. fe r eduz a a2 na fuppof içaõ pre-
fen te , c o m o t a m b é m abc , abd , &c. fe mudaÕ em 
a' , e aílim por d ian te . L o g o o mul t ip l icador do 
te rce i ro t e r m o fe reduz a a2 t omado tantas v e z e s , 
quan tos faõ os p roduc los que podem dar as letras 
u, b , c, Scc., mul t ip l icadas duas a duas. Da m e f m a 
fo r te , o mul t ip l icador do qua r to t e rmo fe reduz a 
a' tomado tantas vezes , quan tos faõ os produ&os 
das mefmas letras mul t ip l icadas tres a tres ; e aílim 
por diante . T e r e m o s pois os coeíficientes , fe deter-
m i n a r m o s quantos produdtos pôde dar o n u m e r o nt 
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de letras , mul t ip l icadas duas a duas , tres a t res * 
kc. 

147 Se combina rmos h u m n u m e r o m de letras 
por todos os modos imag inave i s , i f to he , duas a 
duas , tres a tres , quat ro a quat ro , &c . , fem q u e 
haja repetiçaõ de h u m a m e f m a letra em h u m a m e f -
ma combinação , a c h a r e m o s : 

x.° Q u e o n u m e r o de combinações de mu i t a s 
letras duas a duas he o dobro do n u m e r o de p r o -
d u d o s rea lmente difFererites, que fe podem f o r m a r , 
mult ipl icando as letras duas a duas. Po r e x e m p l o , 
n e í daõ duas combinações ah , ha , mas eftas naõ 
faõ dous p r o d u f t o s differentes. L o g o o n u m e r o de 

produ£tos he igual a — - — do n u m e r o deftas c o m -
binações. 1 

2 . ° O n u m e r o de combinações tres a tres he o 
fextuplo do numero de p r o d u â o s rea lmente d i f t in -
£tos. Por exemplo , as tres quant idades a , b, c , 
fendo difpoftas de todos os modos polliveis , d a õ 
feis combinações abe , acb , bac , bca , cab , cba , 
que naõ faõ p rodu í lo s differentes. L o g o o n u m e r o 

de produ£tos he igual a - — ? de tais c o m b i n a -
ções. I , 2 * 3 

Semelhantemente , qua t ro quant idades faõ f u f -

ceptiveis de 24 combinações , cada h u m a das qua is 

he o m e f m o produ£to ; e confegu in temente o n u -

mero de produótos d i f fe rentes , que fe podem f o r -

mar combinando mui ta s letras 4 a 4, he 
1 . 2 . 3 . 4 

do numero total deftas combinações . Da m e f m a 
forte o n u m e r o de produ&os differentes , que fe po-

d e m 



.142 
E L E M E N T O S 

d e m f o r m a r c o m b i n a n d o m u i t a s letras 5 3 5 , 6 a 6 1 

7 a 7 , & c . he — ? , — - , J , & c . 
' ' I.2-3-4-5 1.1.3.4.5.6 1.2.3.4.5.6.7 

i f to he , h u m a f racçaõ que t e m por n u m e r a d o r o 
n u m e r o total das c o m b i n a ç õ e s , e por d e n o m i n a d o r 
0 p r o d u â o dos n ú m e r o s 1 , 2 , 3 , 4 , &c . a té o 
q u e deí igna de q u a n t a s le t ras fe c o m p õ e o p r o -
du£ to . 

148 R e f t a acha r o n u m e r o das c o m b i n a ç õ e s 
1 a 2 , 3 a 3 , &c . q u e pode dar o n u m e r o m de le -
t r a s . 

Em q u a n t o ás combinações duas a duas , he 
ev idente , que naó devendo m u l t i p l i c a r - f e h u m a le-» 
t r a po r fi m e f m a , fe rá m — 1 o n u m e r o de le t ras , 
p o r que elle fe ha -de mu l t i p l i ca r , e c o n f e g u i n t e m e n -
te cada letra da rá m — I combinações : logo m l e -
t ras da raõ m ( m — 1 ) c o m b i n a ç õ e s , e por t an to o 
n u m e r o de p rodud tos de duas letras r e a l m e n t e d i f -

t i n í l o s ferá m. — 

N a s c o m b i n a ç õ e s t r e s a tres he neceíTario, que 

cada h u m a das c o m b i n a ç õ e s duas a duas fe ja c o m -

b inada c o m cada le t ra que el la n a õ inc lue , if to he 

c o m m — 2 letras , e con fegu in t emen te h u m a m e f -

ma c o m b i n a ç a õ de duas le t ras dará m — 2 c o m b i -

nações de tres letras : l ogo , c o m o ha m. m — í 

í o m b i n a ç ó e s de duas letras , o n u m e r o to ta l das 

c o m b i n a ç õ e s de t res letras ferá m. m — 1 , m — 2 , 

e por t an to ( 147 J o n u m e r o dos produií tos rea l -

m e n t e differentes f e r á m. 1 . -• 2 » 
a 3 

Acha» 
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A c h a r e m o s d o m e f m o m o d o , q u e o n u m e r o d a s 

c o m b i n a ç õ e s 4 3 4 , 5 3 5 , 6 a 6, & c . he m . m— 1 

»m — 2 . m — 3 , m . m — 1 . m — 2 . m — 3 

. rn — 4. , m . m — I . m — 2 . m —- 3 . TH — 4 

. m — 5 , & c . : L o g o o n u m e r o de p r o d u â o s d i f -
t i n&os , q u e í e p o d e m f o r m a r , m u l t i p l i c a n d o m l e -
tras 4 3 4 , 5 3 5 , 6 a 6 , & c . f e r á r e p r e f e n t a d o 

m — 1 m — 2 771 — 7 m — r 
por m . — . . ; p o r m . -

2 3 4 2 

.77; — 2 m — 7 m — 4 m — 1 m — 2 
* . — . - ; p o r m » . 

3 4 5 2 3 

77J — 3 777 4 7 7 ! — í 

* . . — - r - i : e a í l im p o r d i a n t e . 
4 5 6 1 

D o n d e f e f egue ( 1 4 6 ) q u e o c o e f i c i e n t e d e q u a l -
que r t e r m o d a p o t e n c i a d e h u m b i n o m i o h e i g u a l 
a o coef f ic ien te d o p r e c e d e n t e m u l t i p l i c a d o pe lo e x -
poen te de x no m e f m o t e r m o p r e c e d e n t e , e d i v i -
d ido pe lo n u m e r o d o s t e r m o s p r e c e d e n t e s . 

1 4 9 C o n c l u a m o s po i s q u e 
, , rn m— 1 _ . 2 m —» 
{* + a ) =5 * + max -j- m. a x 

P o r eí la f o r m u l a e l e v a r e m o s h u m b i n o m i o q u a l -
quer a h u m a potenc'13 dada , f u b f t i t u i n d o em l u -
gar de x o p r i m e i r o t e r m o do b i n o m i o p r o p o f t o , 
em l u g a r de o o f e g u n d o , e p o r m o e x p o e n t e da 
po tenc ia . 

Q u e r e n d o , p o r e x e m p l o , f o r m a r a f e t i i n a p o t e n -
c ia 
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cia d e x a , acharemos * 7 - j - 7ax 6 - j - 21a4.** 

3 5 a 3 * 4 - f - 3 5 a ^ + 2 i a s x z l " 6 * + f l 7 « 

P o r q u e i m — 7 ; logo x« br *7 ; maxm —'1 —r 

7 a * 6 = 7 . i a V — 2 I a V i 

f c . • f l 3 * « - 3 = 2 I . 1 a V — 
» 3 3 

3 5 a 3 * 4 ; e aílim por diante até o t e r m o . . . . » 
m — l m— 2 m— 3 m— 4 « — ç m — 6 

W. — • —; • • • —— • 
2 3 4 5 6 7 

• a1 xm~ 7 , o qual fe reduz a a7 . Os te rmos fe -
gu in tes faó nada , porque no coefficiente de to -
dos elles en t ra m — 7 — 0 na noífa hypothefe . 
Em geral o calculo naó paila adiante do n u m e r o 
m 1 de t e rmos , e o u l t imo terá a f ó r m a 

m — 1 m —i til — { m — i) 
—2 T~ ' • • 1 . - am • 
Se em lugar de x - j - a t ivermos x — a , m u -

da remos os finais ( 1 2 6 ) nos t e rmos em que e n -
t r a õ potencias impares de d , de manei ra que re-
t in indo ambos os cafos , ferá ( x ± a )m = xm 

rnax'" —l-\-m m ~ ' azxM 2 - m . m ~1 

2 

, — X 1 o— 
a Jx • » „ 3 . * - 3 & c 

3 
xm 

150 P o r q u a n t o ( 142 ) xm~ 1 = — » x»~ a 

= ±L , x'"—i = — , c affim por d i a n t e , po-
* Xo 

demos m u d a r a noíTa fo rmula em ( x ± a )m 

É = x» f 1 i w - 7 - f m. - í L a « 
* 

7« — I m — 2 
_ + &C.N 

* 3 > 

_ 
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donde fe deduz o m e t h o d o fegúinte para achar 
c o m m o d a m e n t e a ferie dos te rmos , de que deve 
conítar qualquer potencia , cu jo expoen te m f e j a 
numero poíi t ivo ou negativo . inteiro ou f r a c c i o -
nario , de hum b inomio ou limples como X ± a , oú 

comporto c o m o x ± a1 , x" ± á3 , & c . 
151 Efcrevaó- fe em h u m a l inha as quan t idades 

tn 

a 1 
r + m t-

X 1 

4 " • — » • • . , • ^ 3 4 
Af len tando depois a unidade por ba ixo , e mais 

para a efqnerda , f o rme- fe a ferie in fe r io r p o í ef ta 
le i . 

Mu l t i p l i que - f e a unidade pelo p r i m e i r o t e r m o 

da ferie fuper ior , e t a m b é m por i -—> c o n f o r -

me o fegundo t e r m o do b inomio fo r poíi t ivo , 011 

negat ivo , e t e remos o fegundo t e rmo da fer ie i n -

fer ior . 

M u l t i p l i q u e - f e efte fegundo te rmo pelo f e g u n -

do da ferie fuper ior , e por i ~ , e t e remos o t e r -

ceiro t e rmo da íer ie in fe r io r . 

Mul t ip l ique - fe eíle terefeiro t e r m o pelo t e r c e i -

ro da ferie fuper ior , e por •+ ~ , t e remos o q u a r -

to da ferie infer ior ; e aílim por d i a n t e . 
A j u n t a n d o todos os t e r m o s da fe r ie i n f e r i o r , 

fc mul t ip l icando a to ta l idade por x*1, t e r e m o s o 
valor d e ( t í a ) ® . 

H 152 Se 
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152 Se o b i n o m i o foife x 2 t a 2 , ou x* ± f 
ou & c . mul t ip l icar íamos fuccef l ivamente os ternioí 

a8 a 3 

p o r i . ou por ± —- , em geral , pe lo fegundo 
x x 

t e r m o do b i n o m i o dividido pelo p r ime i ro ; e a to ta-
lidade fe mul t ip l icar ia depois pelo p r i m e i r o ter-
mo do b i n o m i o , elevado á potencia p ropoi ta . 

Para f a z e r m o s h u m a appl icaçaõ , b u f q u e m o s 

a fexta po tenc ia de - f - a" . 

6 J L 4 3 * JL, 
* 3 4 5 0 

T e n d o achado a ferie infer ior pelo m e t h o d o an -
•56 

tecedcnte , mul t ip l icaremos a total idade por ( x ) 
18 " 18 1 s 3 15 • 6 13 1 — X , e teremos x 4" oa x -]- 15a X 4~ 

2 0 a V + 1 5 a 2 x b + 6a 1 V - f a ' 8 . 
1 53 Se em lugar de b i n o m i o houve rmos de 

elevar h u m polyuomio a h u m a potencia propoita > 
po r e x e m p l o , o t r i n o m i o a b c í i tercei-
ra potencia , f a remos b -p c — p , e ( 149 ) 

t e r emos ( a p )J = a3 4" 3a /> 4" 3ap" pJ 

— a 5 + 3a 2 (b + f j -}- 3a ( b - f . r f - f ( b - f e f . . 

C o r n o [b cf , e ( b -{-> c )3 faó potencias de 

b inomios , naó ha diffieuldade èm as achar . Aca-

bando o calculo , te remos a ' -}- 3a^b 4" 3à*c 4" 

2a i2 4 * 6 abc 4 - 3 ac2 -4- bl - f - 3 f c 4~ 3 bc1 4 " ^ ' 

154 l i t o m e f m o fe pôde achar pe lo m e t h o -
do 
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do fegu in te , que fe deduz da f o r m u l a do b i n o -
mio . Faça - f e b - { - c ^ = p i t e remos 

°3 + 3"2f> + 3 + P 3 

1 2 3 
Efc reva - fe debaixo de cada t e r m o o expoen te 

de p , e mul t ip i ique- fe Cada t e r m o pelo n u m e r o 
correfpondente , m u d a n d o h u m p em b , o que dá 

3 ab 6abp -j- 3 bp" 
1 

—* I 

Efcreva-fe debaixo defta quant idade a ame tade de 
cada expoente de p , e mu l t i p l i que - f e cada t e r -
mo pelo n u m e r o cor refpondente , m u d a n d o h u m 
p em b ; t e remos . . . . -

3 abz + 3 tfp 
r 

T 
Efcreva- fe debaixo de cada t e r m o o te rço do e x -
poente de p , e mul t ip l i cando c o m o dantes , m u -
dando t a m b é m h u m p em b , t e remos . . . b J 

A j u n t a n d o ellas quat ro l inhas , e m u d a n d o 
p em c, acharemos 

« 3 4 - 3 ac 4 - 3«cZ 4 - 4- 3 a2b 4 . gabe 4 . ^bc1 

+ + 4 " 1 , 3 ' 
Mul t ip l i ca remos pois cada t e rmo da p r i m e i r a 

l inha pelo expoen te de p ; cada t e rmo da f e g u n -
da pela ametade do expoente de p nefta l inha ; 
cada t e rmo da terceira pelo terço do expoen te ds 
p nefta terceira , m u d a n d o h u m p em b em t o -
das as l inhas , m e n o s na pr imei ra em que naõ 
ha 

mudança ; e mudando u l t i m a m e n t e em c t o -
dos os p que ref ta rem. Ef ta regra fe appl ica da 
mefma forte aos quadr inomios , q u i n t i n o m i o s , & c . H 2 Da 
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Da éxlracção das raizes das quantidades 

complexas. 

• 5 5 D O que v a m o s a d i z e r fob re a r a i z q u i n -

ta fe d e d u z i r á o qtre d e v e m o s e x e c u t a r n o s outro*» 

g r á o s . 

P o r q u a n t o [a b )5 = a 5 - j - 5aAb loa3^ 
4- 10a b l - j - ç f l i 4 - j - P , he m a n i f e l í o , q u e pa -

r a a c h a r o p r i m e i r o t e r m o da r a i z q u i n t a de h u -

m a q u a n t i d a d e l i t t c r a l , h a v e n d o o r d e n a d o t o d o s 

os t e r m o s da p o t e n c i a dada , t i r a r e m o s a r a i z q u i n -

ta do p r i m e i r o t e r m o ; e p a r a a c h a r o f e g u n d o te r -

mo da r a i z , d i v i d i r e m o s o f e g u n d o t e r m o da q u a n -

t i d a d e p r o p o f t a pe lo q u i n t u p l o d a q u a r t a p o t e n c i a 

da r a i z a c h a d a . C o m efFeito a = a , e ~ t-

• ^ 
b , q u e h e o f e g u n d o t e r m o d a r a i z . P a r a ve-

r i f i c a r m o s ef ta o p e r a ç a õ , d e p o i s de t e r o fegui l -
do t e r m o , e l e v a r e m o s ao q u i n t o g r á o a r a i z acha-
da , e t i r a r e m o s o r e f u l t a d o da q u a n t i d a d e propoí l iJ . 

E x e m p l o . P e d e - f e a r a i z q u i n t a d e . . . . . 

32.1? \ 2 + O J4i + j z o i l í 1 + io3oa2í3 + g I O ^ 4 

- , 

R,•]!•> + 240.1 U + 720«3í3 + 1080a2-^ \ + 243 

+ 243P f 

7 — T s t + 2+3' v-
4 

T i r o a r a i z q u i n t a de 3 2 a 5 q u e he 2a , e efcrc-

v o - a na r a i z . E l e v o 2a á q u i n t a p o t e n c i a , e ti-

r a n d o da q u a n t i d a d e p r o p o f t a o p r o d u í t o 32a 5 > 

d e f t r ó e - f e o p r i m e i r o t e r m o . 

E l e -
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Elevo a ra iz 2a á quar ta potencia , t enho 1 6 a 4 ; 

eferevo o qu in tup lo 8 0 a 4 por ba ixo da r a i z la , e 

por elle divido o pr imei ro t e rmo 240a 4 £ do r e f t o ; 
efta operaçaõ dá 3b , que eferevo na r a i z . E levo 
pois ia 3á á qu in ta potencia , e f a z e n d o a 
fubtracçaó nada refta ; logo a ra iz he e x a c t a m e n -
te 2a 3b. 

Se a ra iz houveífe de conf iar de mais de dous 
termos , apparecer ia a lgum relto depois deita p r i -
meira operaçaõ. E n t a ó conf iderando 2a 3b co -
mo h u m a fó quant idade , com ella fe c o n t i n u a -
ria a operaçaõ para achar o terceiro t e r m o , da m a -
neira que fe prat icou com 2a para achar o f e -
gundo . 

150 Pelo que re fpe i t a ás quant idades n u m é r i -
cas , para e x t r a h i r m o s a ra iz do g r á o m , f epa -
ra remos o n u m e r o dado em clalfes de m letras , 
começando pela d i re i ta . Da u l t ima clade á e f q u e r -
d a , que pôde ter menos letras do que as ou t ras , t i -
r a remos a ra iz do gráo m , a qual naõ conf ia rá 
de mais de h u m a l e t r a , e ferá a p r imei ra da r a i z . 
Para j u n t o do refto aba ixa remos a clafte feguin te , 
e feparando m — 1 letras á direita , d ividiremos a 
parte que ficar á e fquerda por m vezes a ra iz a c h a -
da , elevada á potencia tu — 1 ; e aílim por d i an t e . 

Ef ta regra que ja en f inamqs ( A r i t h , 156 35 ) » 

fe percebe aqui com mui ta facil idade , adver t in -

do que ( „ b )m
 = a" ma

m ~ lb &c , e q u e 

fe a reprefentar dezenas , c b unidades , a" naõ 
p o d e inc lu i r - fe nos tn ú l t imos a lgar i smos , n e m 

ma'"~ lb no s m — 1 ú l t imos . Na qu in t a p o t e n . 
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c i a , por e x e m p l o ( i o ) 5 = i o c o o o , e ( 10 }4 

z= i o o o o ; logo a5 naõ fe con tem nos c inco ú l -

t i m o s a lgar i fmos , nem nos qua t ro ú l t i m o s . 

Do modo de ter a raiz spproximada das potencias 
imperfeitas das quantidades litterais. 

' 5 7 Q U a n d o a quan t idade complexa naô he 
po tenc ia perfe i ta do gráo de que fe pede a ra iz , 
n aõ he poílivel que efta fe ache exaé lamen te ; de -
vemos porem approx ima l l a t an to para o verdadei-
ro valor , q u a n t o exigir o problema que depender 
delia e x t r a c ç a ô . Pe lo me thodo que acabamos de 
e x p ô r para as potencias perfei tas , poder íamos achar 
as ra izes approx imadas ; porque te r iamos h u m a fe-
rie de t e rmos f racc ionar ios , dos quais aprove i ta -
r í a m o s f o m e n t e h u m n u m e r o l imi tado , d e f p r e z a n -
do os outros , que d íminu i r i ao c o n t i n u a m e n t e de va-
lor . Podemos porem chegar ao m e f m o refu l tado por 
h u m c a m i n h o m u i t o mais breve, f a z e n d o ufo da for -
m u l a do b inomio , para o que devemos l e m b r a r - n o s 
(133) que as quant idades irracionais fe podem efere-
ver em f ó r m a de potencias com expoen tes f racc iona-

«•• -L 
r ios , o u que i / [ a - \ - x ) z = ( a - \ - x ) ' n ' 

E x e m p l o I . Pede- fe a ra iz quadrada d e a - f - * , 

i f to he , o valor de ( a 4- * )í 

E f c r e v e r e m o s ( 151 ) a ferie 
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a qua l fe r eduz a 
i i_ 3_ f 5_ 7_ f 

T~ 4 6 8 10 

F o r m a r e m o s depois a fegunda fer ie . . . . . . 
3 

.3 , 4 * l a <• 8 a2 1 i( 

«5 
256 a S 

E m u l t i p l i c a n d o a to ta l idade po r a * , t e r e m o s 

8 • ( « + « ) = « * ( x + T - T — ¥ 

I I *3 5 , ? xs , 

a qual fe pôde con t inuar c o m fac i l idade até o n d e 
q u i z e r m o s , e m u i t o me lho r , fe e fc revermos o» 
coe f i c i en te s , ind icando f o m e n t e a m u l t i p l i c a ç a õ . 
De í l e m o d o 

• ( . + , ) 

I J _ . J _ # _3_ 1-3- 5 I <• 7 
1 z 4 " 6 a5 2.4.6. S ' 2.4.6.8. 19 

N a qual o s numeradores f e f ó r m a ó dos n ú m e -
ros pares mul t ip l i cados en t r e fi , e os d e n o m i n a -
dores de p r o d u à o s dos n ú m e r o s i m p a r e s . 

D a m e f m a for te a cha remos 

V ( a — x ) = a * ( 1 L.JL — • JL 
\ 2 a 2 4 

J L . t &C ^ 
3> 4-6 ,3 2.4- 6. 8 a4 ' / 

158 P a -
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158 Pa ra m o f t r a r m o s o u f o deftas approxima-? 
ções nas quant idades n u m é r i c a s , f u p p o n h a m o s . q u e 
fe pede a ra iz quadrada de 101. Pa r t i r emos eíte 
p u n i e r o em duas partes , h u m a das quais feja qua -
drado. perfe i to , por exemplo , em 100 e 1 ; eu? 

t a ó f u p p o n d o a 100 , e x = 1 , te remos 

= o , o r , e y^ ( a - f - x ) = y / 101 

jO ( I -1- 0 ' ^ 0 ' ^ I 3 ( 0 • 0 1 

V ' 2 2. 4 ' 2. 4 . b 

3-; (o . 01 )4 1 . \ 
- T i r o — + & c - ; 

Q u e r e n d o efta r a i z app rox imada f o m e n t e a t é 
as dec imas -mi l l e í imas , baita t omar os tres p r imei -

( o , 01 )3
 r 

ros t e rmos , po rque o quar to J —— le re -
d u z a o , 0 0 0 0 0 0 0 6 2 5 , e a inda que efte t e r m o fe 
deva mul t ip l icar por 10 , c o m o todos os ou t ros , 
n a ó dá por iffo mais do que o, 0 0 0 0 0 0 6 2 5 , q u a n t i -
dade m u i t o m e n ç r que h u m a d e c i m a - m i l l e í i m a . Os 
t e r m o s feguin tes por mais fo r t e r azaó feráó m u i t o 
menore s ; po rque faó c o n t i n u a m e n t e m u l t i p l i c a -
dos pela f racçaõ 0 , 0 1 . O valor pois de -y/ 101 
fe reduz a 

s . 0 , 0 1 ( o , 0 1 )2 x 
1 0 Q 1 - I - 1 g ^ = 1 0 ( 1 4 - 0 , 0 0 5 

— o , 0 0 0 0 1 2 5 ) = 10 , 0 4 9 9 , pa rando nas deci-
m a s - m i l l e í i m a s . 

E x e m p l o I I . Pede- fe a ra iz qu in t a de as — x** t, 
1 

if to he , o valor de ( a — » ) s . * 

A fer ie ncfte cafo he 

_ L _ _ - 1 , _ i l , _ i l , & c , 
5 ' 10 ' IS 20 25 

L o g o te remos . . . . 
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— 1 • 4 • 9 * 1 • 4 • 9 - 1 4 £ "V 
5 • io. 15 ,,15 j . 10. 15 . 20 ^20 7 

159 Advir ta- fe que neílas feries , e em todas 
as que fe podem formar do m e f m o modo , devemos 
tomar para p r ime i ro t e rmo o ma io r da quan t idade 
propoita . Por exemplo , em \/{ a -}- x ) havemos 
tomado a por pr imeiro t e rmo ; mas fe x foífe m a -
ior que a , deveríamos tomar X . A razaõ he , p o r -
que fendo x a , .he — ;> 1 , a fer ie . . . 

a 

2 

« * ( 1 + 7 7 ~ T l + & C , ) k divergen-

te, 011 os feus t e rmos vaó f e m p r e c re fcendo , e c ç n -

feguin temente naõ fe deve parar em h u m cer to n u -

mero delles. P o r é m fc neíle m e f m o cafo t o m a r m o s 

¥ par* p r ime i ro t e rmo , virá a ferie convergente 

(1 + Sr—f4 + &c0 > cuj°s ter-
mos vaó d iminu indo cada vez mais . 

xóo P o r quan to toda a f racçaõ algébrica he 
fufceptivel da f o r m a de in te i ro ( 141 ) , fegue-fe 
que pela fo rmula do b inomio podemos t a m b é m r e -
duz i r a ferie toda a f racçaõ , que t iver o denomina-» 
dor complexo , com ma io r faci l idade do que pela 
d ivi faõ. 

Po r exemplo fe t ivermos -b " - , que he q 

íne fmo que a ( £ + * ) " " ' > e l e v a r e m o s ( 1 5 1 ) b -\- x 
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á potencia — i. Formando pois a ferie 
r - 1 - i - » - 2 - i ~ 3 

— X , : > > > «<-• 
1 3 4 

ou . . . I , — i » — i » — I » &C. 

te remos ($ 4" x ' 0 = 5 C 1 J" + ~ — 

«3 , * 4 < \ 1 x i ' 3 

4 - f l — f c c . L o g o « ( í 4 - * y , = T f s = : j 7 

' bs 

— - L _ « L _ 4 - — 
A2 + ^ 

i y i i v i 
Do m e f m o m o d o —— — a \ a — x J -— 

a — x 

2 - V . X7, , v4 6 * X 

' " a g 

* 4 6 S « + -V +V+-V+ 
tf « a a 

a 
Se tiveíTemos para r e d u z i r em 

( + "%f 

fer ie , con f ide r anamos efta quan t idade c o m o 

• Do m e f m o m o d o em lugar de «2 

4- * Z y efcreveremos a (a 4* / ) 7 ; e 

a f -
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BÍfim nos ou t ros cafos . 
As quant idades i r racionais , e f r a c c i o n a r i a s 

t ambém fe t r ans fo rmaó cm feries inf ini tas pelo Me-
thodo dos Coeficientes indeterminados, de que vamos 
a dar idêa em a lguns e x e m p l o s . 

S u p p o n h a m o s que fe quer r eduz i r em ferie a 

f r a c Ç a ô T 7 1 T ' 

Se jaô as quant idades A, B, C, D, E, & c . t a i s , 
que t e n h a m o s 

= A + Bx + Cx* + D.^ + Ex* - f & c . 

I f t o fuppof to , mul t ip l i cando o fegundo m e m -
bro pelo denominador , e t r a n f p o n d o , ferá . . . 

o =-.Ab - f Box - f Cbx4 4 - Díx 4~Ebx>r
 4 - & C . 

_ a 4 - Ax 4 - Bx2
 4 - Cx3

 - f Dx* 4 - & c . 

Se igualarmos cada co lunna a nada , o fegundo 
m e m b r o fe def t ru i rá c o m o deve fer , e t e r emos 
tantas equações , quantas faõ as quant idades i nde -
t e rminadas A , B , C, &c . Def te m o d o ferá —a 

4 ~ Ah = o . . . Bhx 4 - Ax == o . . . Cbx + 
Bxz = o . . . Dbx3 + Cx3 = o . . Ebx^ + Dx* 
= o . . . & c . 

A pr imei ra equaçaõ dá A — ~ . Subf t i tu indo efte 

valor na f egunda , t e remos B = -, Subf t i tu inda 

t l 

efte na terceira , t e remos C = " . Da m e f m a 

r , ^ 
forte fe achará D = _ - J L _ . . . E = - í L o g o 

fubí l i tu indo todos eftcs valores na fer ie I a cha re -

m o s 
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,•4 a a *tx i ax ax* i • 
» w » T f 5 - 7 - 7 + - i r - i 4 + 7 s - & c ' 

Q u e r e n d o ext rahi r a r a i z quadrada de a 4" x 

£upporemos y/{a - j - x ) = A + Bx + Cx1 + Dr? 

- j - E t ? e t e remos ( 1 1 9 ) a 4- * ==?• 

Az + 2ABx + 2ACx2 + 2ADx* 4-2AEx^ 4- &c. 
4- Bzx* 4- 2BCx3 4-2BDx* 4- &c, 

4- c Y 4- &c . 

a qual dá =* a . . . 2/í .õ =1 , donde vem A = 

1 

b 2 , B = — í j — , e f o r m a n d o h u m a equaçaó de car ç 
2a 

d a co lunna , C = —-—7-- • • 

E s ——j- . . . & c . L o g o t e r e m o s » » > 

128a3 aT 

í . J 

S (a 4- * ) = aL 4- — 4 7 1 -* 
2a 1 8aa 2 16a a 1 

& ç . , c mul t ip l icando todos os nu-

meradores e denominadores por a1 , teremos 
ço ino ac ima 

/ ( ' + * ) = ( « + - 5 - - 7 T + 

4 - & < , ) 



DI ÁLGEBRA. 12$ 

Ó m e f m o reful tado fe achar ia i m m e d i a t a m e n t e 
depois da fubí l i tu içaó dos coefficientes , fe r e d u -
z i l f emos o b i n o m i o propoí lo a t e r a un idade p o r 
p r i m e i r o t e r m o , if to he , fe de í femos a V{a x) 

a f o r m a - / a . ( \ - J - — , m u l t i p l i c a n d o e 

dividindo ao m e f m o t e m p o o s dous t e r m o s p o r 

\/ a , e trataiTemos depois c o m o h u m a fó 

quantidade^ 
161 H a v e m o s f u p p o í l o que a f o r m u l a que d e o 

o calculo para as po tenc ias perfe i tas de h u m b i -
n o m i o , ou para m in te i ro ,ve poí i t ivo , podia t a m -
b é m fervir para f o r m a r as po tenc ias i m p e r f e i t a s , 
ou para m f r acc iona r io , poí i t ivo , ou nega t ivo . 
P a r a m o f t r a r m o s agora a l eg i t imidade deíla a p p l i -
cáçaõ a todos os expoen tes , c o m e c e m o s pe lo c a -
fo de fer m h u m a f r a c ç a õ pof i t iva . 

m 

Seja em geral (a-\- b )" , f endo — p o -
n 

í i t ivo . D e v e m o s provar q u e 

( a 4 - + - f f + - f . i ^ - - f 

tn m 

+ - = - . Z L T . Z 2 1 i i + k c . ) 1 » a i 3 1 / 
a 

C o m effei to , r e d u z i n d o o p r i m e i r o t e r m o do 
b i n o m i o a fer x , e e levando a m b o s os m e m b r o s 
á po tenc ia n , t e m o s 

» 
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m m . 

~ n 2 3 a3 1 / 

i d o he , 

r — il2 , ti — i m — 2 A3 + m — i w. — L i p 

m. •—— .—- + &c. a a J 

t , S — 2 , 5 
* * I " "

 6 L —J_ m. V- OtC 2 2 3 ai 

1 /»* 2 a2 1 « 2 2 3 1 

4 - — . 1 . 1ZL? i L 4 - &C. 
^ » 3 „3 

P o r é m m. — f . , que he a 
2 1 « 2 

to ta l idade d o que mul t ip l ica ~ — n o fegundo 
a 2 

m e m b r o , r e d u z - f e a m " - ) = « 

r2 
, que he o mul t ip l i cador de _ no pr i -

2 

t ne i ro m e m b r o . 

Do m e f m o m o d o , m. " . — - f -



D T A L G E B R A * TTY 

d» _ 

J Í - l l - i Z z - i . . . i z i , q u e h e a 
2 1 i n% 2 3 

to t a l idade d o que multiplica n o f e g u n d o m e m -

bro , fe r e d u z a 

m((m-n){m-M)+jM{m-n){n- f )+ f«-
\ zn . 3» S 

" ( ' ' t . ^ ' ) = q u e h e o 

m u l t i p l i c a d o r d e — n o p r i m e i r o m e m b r o . 

Se l eva i femos as fer ies a d i a n t e do c u b o , a c h a -
r í a m o s d a m e f m a f ó r t e t e r m o s i d ê n t i c o s . L o g o h e 
Verdadeira a e q u a ç a ó 

tn m n 

A 
m m 

I — 2 
^L * t 3 < e \ 
. r — + 

Serve p o i s a f o r m u l a do b i n o m i o pa ra e levar a 
h u m a p o t e n c i a , c u j o e x p o e n t e f e j a h u m n u m e r o 
f r a c c i o n a r i o po f i t i vo . 

P a r a p r o v a r m o s agora q u e a m e f m a f o r m u l a 
pode a p p l i c a r - f e a h u m e x p o e n t e n e g a t i v o , d e -
v e m o s m o f t r a r q u e 

! 
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+ 1 i r 
a 

4 

2 
2 4 

+ & C . ) 

ifto hc, que 

O S i , -
« w 

+" 1 +" 2 ri v 
— i : " . J í i l 4 - à c . ^ 

» * 3 a3 1 / 
tn 

C o m efFeito defenvolvendo m u l -

t ip l icando as duas feries, fem paffar do cubo; acha-

r emos ' 

m m 

m b + m „ - +&c 
" " » 1 « ' a á n' z 3 3 a « 

m £ tl b. w „ 1 b . kti 
na tfl z 2 2 3 

m .1 ,2 2 - - I ,3 
^ tu n » m n " . , 

— - — . •——-+• &c; 
" a

 a
a z - 3 

tn m 1 z , 

3 *3 

iflo 

/ 
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ifto h e , f azendo o calculo , 1 = 1 . 
Logo a formula do b inomio t em toda a genera l i -

dade que havemos fuppof to . 

Das Equações Juperlineares a duas in-
cógnitas. 

162 D I z e m o s que h u m a equaçaõ a h u m a i n -
cógnita he do terceiro , q u a r t o , qu in to , & c . g ráo , 
quando a mais alta potencia da incógnita he a t e r -
ceira , quar ta , qu in ta , &c . ; mas á lem defta p o -
dem entrar todas as potencias infer iores . Aí l im 
as equações x> = 8 , x! - f - 5*2 = 4. *f + 6x 2 —• 
9X = 7 faõ todas do terceiro gráo . 

P o r é m fe a equaçaó inclue duas ou m a i s i ncó -
gnitas , d izemos que he fupe r l i nea r , naõ f o m e n t e 
quando h u m a das incógni tas paffa do p r ime i ro 
gráo , mas t ambém quando a lgumas delias eftaó 
multiplicadas entre fi : g e r a l m e n t e , o gráo de h u m a 
equaçaõ fe de te rmina pela maior foma dos e x p o e n -
tes das incógnitas em h u m m e f m o t e r m o . A e q u a -
çaó x' + yi —a'b he do terceiro gráo ; a e q u a -
çaó bx- - j - X2y - l " af = ab1 t a m b é m he do t e r -
ceiro gráo , porque os expoentes d e x e ) no t e r m o 
x*y f a zem a foma de 3. 

163 Para refolver os p rob lemas que c o n d u -
zem a eílas equações , devemos , c o m o fe p ra t i ca 
no primeiro gráo , reduzi l las todas a h u m a , em 
que naó haja mais que h u m a incógnita . 

Se tivermos duas equações e duas incógnitas , 
e hu ma deitas naõ patfar do p r imei ro gráo em 
huma das equações , tome-fc o valor dejla incógni-
ta , como [e tudo o mais fofjc conhecido ; e fubjlituin-

I do-
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do-fe o feu víihr na outra equaçaõ , fe formará af' 
Jim huma nova , em que naõ entrará mais que huma 
incógnita. 

E x e m p l o I . Achar dous números , cu ja f o m a fe -
ja 12, c o p r o d u í t o 35 . Repre fen tando eftes dous n ú -
meros por k j , t e remos - f - y — 12, e xy = 3 5 . 

A pr imeira dá .x- 12 —y ,e fubf t i tu indo na 
f egunda , acharemos 127 — y1 = 35 , ifto he , 
yi — i2y = — 35. L o g o ( 100 ) y — 6 + 1 , i f to 
he , j = 7 , ou ^ 5 ; e c o m o x =: 12 — y , te re-
m o s x — 5, ou x =7 ; e confegu in temente os dous 
n ú m e r o s bufcados faó 5 e 7 , ou 7 e 5. 

E x e m p l o I I . Se t ivermos x - j - 3^ = 6 c 

x
2 - J - y2 12 , fubf t i tu indo na fegunda o valor de 

a- = 6 — 3)1, que dá a p r imei ra , t e remos (6 — 3y)~ 
-{- y2 = 12, ifto he , IOJ2 — 36y -F- 24 = o, don-
de fc deduz i rá o valor de y. 

E x e m p l o I I I . Se as duas equações fo rem xy 
~ L y z x 3 x 2 y = y2-{- 7 > t omando n a pri-

r yl 
meira o valor de * =— » e fubf t i tu indo na 

2 3 y 

fegunda virá ^ f l + ( j = £ ] j _ + ? . 

i f to he , a equaçaó do quin to gráo y" — ,5y* -f" 
7>'3 ~b 5 0 y z — 125 = o , que inclue f o m e n t e y. 

164 Se huma das incógnitas naõ paffar do fegun-
do gráo em huma das duas equações , tome-fe nejia o 
valor do feu quadrado , e fazendo-fe fuhflituições fuc-
ceffivas na outra equaçaõ até que a incógnita fe ache 
710 primeiro gráo , tire-fe o valor delia , e fubflitua-
Je na primeira equaçaõ. 

f o r exemplo , fe t ivermos x2 - f - 3>2 = 6* >e 

1 
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2X' — %y2 = 8, t omaremos na p r i m e i r a o valor de 
X2 — 6 i — 3y* , c fubí t i tu indo na fegunda , t e r e -
mos 2X {bx — y- ) — iy- — 8 , ifto he , i2.v3 

— bxy2 — 3^2 8. C o m o nelta a inda ha x2 , 
íubi t i tua-fe ou t ra vez o m e f m o valor , e virá 72K 
— 3 — 6ay3 — 3y2 — 8 . Pa rando com a s f u b -
ílituições , porque ella equaçaõ t e m x f o m e n t e no 
pr imeiro gráo , t o m a r e m o s nella o valor de . . 

TQy2- 4 - 8 . 
X z= - ^ — , o qual fubí l i tu ido n a p r ime i ra 

4 - z r = dá ( 3 9 . r + 8 )2 + 3 r (72 - 6 / ? 

= ( 2 3 4 ^ + 4 8 ) ( 7 2 — 6y* ) . 
165 Semelhan temente podemos reduz i r as 

equações de gráos mais elevados a h u m a , em q u e 
entre h u m a fó incógni ta ; po rém a equaçaõ f inal 
fub i rá a hum gráo mais elevado do que deve f e r . 
Pelo que vamos a expor ou t ro m e t h o d o „ que naõ 
he fu j e i to a efte inconvenien te . 

166 T o d a a equaçaõ a duas incógni tas p ó d s 
reduzir - fe á f ó r m a . . . Axm 4- Bi'"-1 - j - Cxm~z ... 

T== o , f endo m o g ráo a que X eftá elevado ; 
porque podemos reprefentar por h u m a letra a t o t a -
lidade das quant idades , que mul t ip l i caõ h u m a 
mefma potencia de v. Aíl im , a equaçaõ geral do 
fegundo gráo a duas incógni tas axz -4- bxy 4- cyz 

4" dx - j - ey - f / = r o , pôde ter a f ó r m a ax2 4* 
( by 4~ d ) x - W f - + ' ) ' + / = ° , ou por a b b r e -
viar , Ax2 -\-Bx-\-C=:o , com tan to que depois 
de havermos feito o ufo para que fe deo efta n o -
va fó rma , fubf t i tuamos em lugar das letras A, B, C 
o que ellas reprefentaõ. I f t o poíio , fejaÕ . . . 
At" -(- Bx»> ~> 4- Cxm~* 4- Dx"'~3 4 7 " = o 

A'x" 4 - 5 4 " C'x"-24- D'xm~3 4 - . . . T'= o 

1 2 d u -
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duas equações do m e f m o g r á o , das quais fe per-» 
t ende e l iminar x. 

Mul t ip l i ca remos a pr imeira por A', a fegunda 
por A , e t i rando o fegundo p r o d u â o do p r ime i ro , 
t e remos h u m a equaçaõ do gráo m — i . 

Mul t ip l i ca remos a pr imei ra por A'x - j - B', a 
fegunda por Ax B , e t i rando o fegundo p rodu -
é to do pr imei ro , t e remos fegunda equaçaõ do 
g i á o m — I . 

Mul t ip l i ca remos a pr imeira por A'xz - | r B'x -}- Cf$ 
a fegunda por Axz - f - Bx - j - C , e t i rando o f egun-
do p r o d u f t o do pr imeiro , t e remos terceira equa -
çaõ do gráo m — I . 

C o n t i n u a n d o do m e f m o m o d o , a té que o m u l -
t ipl icador feja do gráo m—i , t e remos m equações , 
cada h u m a do gráo m — i . 

Conl ideraremos pois em cada h u m a delias as d i f -
f e ren tes potencias xm~l , x"'~z , xm~3 Sc c. com o 
fe foliem outras tantas incógni tas do p r ime i ro 
g r á o ; e de te rminando ( 8 5 ) os feus valores por 
m e i o de m—1 equações , os fubf t i tu i remos na ul-
t i m a . 

AíTim virá h u m a equaçaõ fem x , e r epondo 
nefta os valores de A , B , C & c . e A' , B', C'écc. 
t e rémos h u m a equaçaõ em y. 

Se t ivermos , por exemplo , as duas equações . > 

Ax- + Bx + C = 0 

A'x- + B'x + C' — o 

as quais p o d e m reprefentar todas as equações 3 

duas incógnitas , naõ palfando h u m a deftas do fe-

gundo gráo ; f o r m a r e m o s pela mul t ip l icaçaó , e 
fub t racçaõ as duas equações 

{A'B — AB')x - f A'C— AC' = o 

[A'C — AC)x-\-B'C— B C ^ o A 
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A pr imei ra dá x = ^ J r » c íub í l i tu indo 

na fegunda te remos — (A'C— AC'? + [A'B —. 
AB')(B'C—BC')z=. o , equaçaó e m que naó 
entra x. 

Se t ivermos » 

Ax' - f - Bx2 + Cx -j- Z> = o 

A'x' + B'x2 -\-C'x-]-D'z=o 

f o r m a r e m o s as t res equações 

{A'B~ AB')x2 •+ {A'C— AC')x -+ A'D - AD'= o 

[A'C - AC')x2 + (A'D — AD' + J}'C- BC')x+B'D-BD'=0 

(A'D— .rfZ)')** +(B'D-BDr)x+ C'D~CD' — o 
Conf iderando pois x2 e x c o m o incógni tas do 

pr imeiro gráo , de te rminaremos os feus valores po r 
meio de duas quaisquer delias equações > e os 
fub í l i tu i remos na terceira . 

167 Se as equações naó fo rem do m e f m o gráo , 
ou fe os expoentes de x forem m ern h u m a e q u a -
çaõ , e n na outra , entaó fuppondo que m he o 
maior , mul t ip l icaremos a equaçaõ do gráo n por 

xm—n > e defte modo a r eduz i remos ao m e f m o g ráo . 
Obra remos pois c o m o no cafo precedente , c o n t i -
nuando as mul t ip l icações até que o mul t ip l icador 
chegue ao gráo « — 1 , e teremos n equações , cada 
huma do gráo m—1. Em todas ellas fub í l i tu i remos 
fucceffivamente por todas as potencias fupe r io res 
a X" o valor de x" t irado da equaçaó do gráo n , 
até que a mais alta potencia que reilar feja x"~l, 
o que he fempre poflivel ; e deite m o d o te remos 
n equações cada h u m a do gráo n — 1 . Por me io 
do numero n — 1 deltas equações de t e rmina remos 
os valores de x"~l , x»~ 2 , x » - 3 , Scc. c o m o fe 
foliem incógnitas do pr imei ro gráo , e os fub í l i -
tuiremos na u l t ima . Se-
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Se jaõ , po r e x e m p l o , yi — i = o , e ay -f* 

= o duas equações , de que fe pe r t ende 

e l i m i n a r y. 
M u l t i p l i c a n d o a f egunda p o r y , a p r i m e i r a 

p o r a , e t i r a n d o h u m p r o d u d o do ou t ro , t e r e m o s 
ly- _[_ ry - j - azzz o. 

M u l t i p l i c a n d o a p r i m e i r a por ay -]- b , a fe-

g u n d a por y z , e t i r ando h u m p r o d u d o do o u t r o , 

t e r e m o s xy2 ay -b — o . 

T e n d o aílim tres equações c o m y* , y , e x , 
fe as t r a t a r m o s c o m o fe fo l iem do p r i m e i r o g r á o a 
t r e s i ncógn i t a s , a c h a r e m o s 

X
J _ 3 abx-\-a3 +b3 = o . 

Do m e f m o m o d o fe tiveíTemos y4 — I = o , e 

ay" byz cy x = o » f o r m a r í a m o s as t res 

equações 

V + £ y 2 - f~ xy ~ f ~ a — ° 

cy* - j - xy1 - j - ay - p b = o 

Xy3 ayz by c z=z O 

as qua i s j u n t a m e n t e c o m a f egunda das propof tas 

cy - J - byZ -j— cy x == o ferv i r iaó p a r a e l i m i n a r 

as t res quan t idades y , y > y , e a c h a r í a m o s . . * 

X4 — 4 < j « 2 + — a4 = o 

— 2W.V1 + 4Íc1x — C4 

i 1 2 

2 a c 

!— 4"bZc. 
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E f t e methodo he geral , e admi t t e fimplifica-
çaõ em muitos cafos . Po r exemplo , tendo as duas 
equações acima y' — I = o, e ay -j- by x — o , 
c o m mui ta facil idade deduz i r emos as duas e q u a -
ções do fegundo gráo , mul t ip l i cando a fegunda 
por y , e fubf t i tu indo nella o valor dc>' ! t i rado da 
pr imeira ; e fazendo depois o m e f m o á que r e f u l -
ía defta operaçaõ. N a õ nos demora remos em indi -
viduar eftes cafos ; adver t i remos f o m e n t e , que 
nas mult ipl icações fucceftivas por A' e // , por A'x 

B'e A x B , &c . h e efeufado mul t ip l icar o 
p r i m e i r o , os dous pr imeiros , & c . t e rmos cias duas 
equações p r o p o f t a s , e em geral tantos pr imei ros 
te rmos , quantos faõ os do mul t ip l i cador , p o r -
que os p rodu í los fc anniqui laó pela fub t racçaõ . 

IÓ8 Se de te rminarmos os valores das ditFeren-
tes potencias de x pela regra que demos para as 
equações do p r ime i ro gráo a mu i t a s incógni tas , 
a equaçaõ final em y naõ palfará do gráo mn , f u p -
pondo que os maiores expoentes dc x , e de y faõ 
m em h u m a equaçaõ , e n na out ra . 

M a s fe os expoentes de x e de y f o r em d e f -
iguais em cada h u m a das equações , de m a n e i r a 
que fendo os de x a inda m e ;/ , os de y fejaÔ p o r é m 
m p , z, n -\- q , a equaçaõ final em y naõ pa'Ta-
rá do gráo mn -}- rnq - f - "p• Ve ja - fe a d e m o n f t r a -
çaõ nas Mim. da Acad. das Sciencias, ann. 1764. 
Podem conful ta r - fe t a m b é m as Alem. da Acad. de 
Be rim , ann. 1748 , e a Analyfe das linhas curvas 
de Cramer. 

i ó q Lm muitos cafos fe confegue a e l imina -
ção mais brevemente , do que pelos methodos o re -

cedsn-
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cedentes . P o r exemplo fe t iveífemos bxy — a?x —» 

a3 e x* — ax — by, t o m a n d o na p r imei ra . . x ==» 

a * X — . , b y 
; , e na fegunda . . , x — - ; e 
by ° x — a 

mul t ip l i cando h u m a pela ou t ra ,achar íamos x=.±.a. 

T a m b é m para e l iminar y das equações ay2—-

2Xa)! = ax2, e a^y" — la x y = x 4 , acharemos p r i -

2 4-
m e i r a m e n t e y — • x - £ -{- x ) , e 

4 

y = x ± ^ x1 ) ; e igua lando d e ? 

po i s os dous valores , virá x =z a. 

Se as equações foífem x y z — a, Xy 
Xz-\-yz —b,e xyz mul t ip l i cando a p r imei ra 

p o r x2 , a fegunda por x , t i r ando o fegundo re -
fu l t ado do p r ime i ro , e a j u n t a n d o ao ref to a terceira , 

a cha r i amos x3— ax - j - bx — c\=. o. Se em lugar 

de mul t ip l i ca r p o r x e x ' , m u l t i p l i c a r e m o s por 

y e y- , ou por z e z2 , a cha r i amos da m e f m a f o r -
t e equações femelhan tes e m y , o u e m z . 

Das 
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Das Equações fuperlineares a mais de 
duas incógnitas. 

170 Avendo mais de duas equações , e 
mais de duas incógnitas , t res por e x e m p l o , p o -
demos pelo m e f m o me thodo e l iminar h u m a das 
incógnitas por meio da pr imeira e fegunda e q u a -
çaó , e e l iminal la outra vez por meio da p r ime i -
ra e terceira , ou da fegunda e terceira. Fe i to 
iílo , te remos duas equações e duas incógni tas , 
que fe t ra taraõ pelo me thodo precedente . 

Po rém devemos advertir , que eile methodo fendo 
applicado a mais de duas incógni tas , tem o inconve-
niente de conduz i r a equações mais elevadas do q u e 
deve fer. O meio de o evitar confifte em e l iminar 
combinando as equações , naó duas a duas , m a s 
tres a tres , quando faõ tres , e qua t ro a qua t ro , 
quando faõ quat ro , &c . ; combinaçaó que exige 
h u m a efeolha part icular . V. as Mem. da Acad.das 
Sciencias, anti. 1 7 6 4 , onde t ambém fe acharaó m u i -
tas indagações fobre o gráo da equaçaõ final. Sem 
embargo de que eiles methodos abaixaõ conf idera-
velmente o gráo em comparaçaó de out ros ; c o m 
tudo he provável que elle ainda fe poíia d iminu i r 
mais , e que ifto fomen te fe configa , quando fe 
achar hum methodo para e l iminar f imul taneamen-
te todas as incógnitas menos h u m a , c o m o fe t e m 
defeuberto para o p r ime i ro g r áo . 

Das 
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Das Equações a dous termos. 

C 
171 H a m a m o s Equações a dous termts aquel -

las em que en t ra h u m a fó potencia da incógni ta . 

P o r exemplo , a equaçaõ ax bx5 = ab —• 
3 3 

a b he h u m a equaçaõ a dous t e rmos , pois que d a n -

do-fe- lhe a f ó r m a ( a -\-b ) xS— a lbZ — ati, a-\-b 

p ó í e r e d u z i r - f e a h u m a fó quant idade p , e ab — 
3 3 • e> ' 

aba. outra q , de mane i ra que a equaçaó pôde re -
pre fen ta r - fe por efta . . . px5 = q . 

l i f tas equações faõ m u i t o fáceis de refolver : 

H a v e n d o defembaraçado a po tenc ia da incógni ta , 

c o m o nas outras equações , naó refta mais que t i -

rar a ra iz do gráo defignado pelo expoen te da in-

cógn i t a . Aí l im a equaçaõ px'' = q fe mudará eni 

r p . 
X— , e t i r ando a ra iz qu in ta , t e remos X 

— V / — • Em geral , a equaçaó pxm = q dá 
1 

ti: V 

172 Se m he i m p a r , a incógni ta tem f em-
pre h u m ún ico valor real , o qual ferá pofi t ivo ou 
negat ivo , c o n f o r m e for o f egundo m e m b r o pofit i-
vo ou negat ivo . Se m he par , a incógni ta t e m , co-
mo no fegundo gráo , dous valores , h u m pofit ivo , 
e ou t ro negativo, os quais feraó a m b o s reais ,ou a m -
bos imaginar ios , c o n f o r m e for o fegundo m e m b r o 
p o l i t i v o , o u negat ivo; pelo que nas equações a dous 

te r -
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te rmos a incógni ta naó pode ter mais que dous va -

lores r ea i s . P o r e x e m p l o , a equaçaõ x * z = 1024. 

dá x 1024., porque há h u m tinico valor real 4, 
que fendo elevado á qu in ta potencia poifa p r o d u -
zir 1024. P o r é m a equaçaõ x* = 625 dá . . . 

4 í 

x — 1 / 0 2 5 ? porque — X — h u m n u m e r o p a r 
d e vezes p r o d u z o m e f m o que — X — - Pelo c o n -
trario a equaçaó *4 = — 6 2 5 dá * r= ± \/ — 625 , 
ido he , dous valores imag ina r ios , p o r q u e naõ ha 
numero pofi t ivo ou negat ivo , que f endo m u l t i -
plicado por f i m e f m o h u m n u m e r o par de vezes , 
p roduza h u m a quan t idade n e g a t i v a . 

ApplicaçaÕ. Achar dous meios proporcionais entre 
5 e Ó25-

Reprefen tando os dous números defconnecidos 
por x e y, te remos -f4- 5 : x : y : 625 , donde fe 
deduz 

5 : * : : x : y , 
x :y :: y : 6 2 5 

Eflas duas proporções daó 5y=.x2 , e 625.1c 
x2 

donde v e m y = —, e # ' = 15625 ; logo # = 2 5 , 

t y — 125 . 

Das Equações que podem refolver-fe á maneira 
das do Jegundo gráo. 

173 E < Stas equações naó devem inclu i r 
mais que duas potencias diíFerentes de * , m a s o 
expoente de h u m a deve fer o dobro do expoen te 

da outra ; tais faõ #4 4~ 5 * 1 = 8 , x6 - f - 5*3 = 8 * 
c 
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e em ge ra l a e q u a ç a õ a t r es t e r m o s da f á r m a 

Xzm 4" Px" = = R e f o l v e m - f e eí tas c o m o as do f e -

g u n d o g r á o ; p o r q u e f a z e n d o \ m = y , t e r e m o s 

yz py = q , e q u a ç a ó do f e g u n d o g r á o , da q u a l 

fe t i r a y — —\p + y/ [\pz 4- q) , i f to he , 

*" = — l í ± V (tP* + q); logo ( 1 7 1 ) . . 

[ - í í i V (#* + *) ] • 

A p p l i c a ç a Õ . Achar dous números , cujo produfto 
feja 6 , e a foma dos cubos faça 3 5 . 

T e r e m o s xy — 6 , e x2 -f y3 = 35 > a s 

q u a i s daõ ( 1 6 3 ) = - , e — 35** = — 2 1 6 ; 

los° * = y / m * a / ( ^ ) 1 - 2 1 6 ) ] 

= \ / ( r T 2 1 ) . i f to h e , x = v ^ 2 7 = 3 , 

e i = ^ = 2 ; e c o n f e g u i n t e m e n t e y — l , 

= 3-
Se w fo r pa r , a e q u a ç a ó p o d e r á t e r a t é q u a t r o 

r a i z e s r ea i s . 

Da Compofiçao das Equações. 

T 
1 7 4 A Oda a equaçaó dá tantos valores para a 

incógnita , ou tem tantas raizes , quantas faô as uni-
dades do mais alto expoente da incógnita ; b e m e n t e n -

d i -
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dido , que humas delias podem fer pofitivas , outras 
negativas , humas reais , outras imaginar ias . 

175 Para o mof t r a rmos , he prec i fo notar , 
que em toda a equaçaó fe t r a n f p u z e r m o s todos os 
feus te rmos para h u m m e m b r o , c os o rdena rmos 
relat ivamente a x ( preparaçaó que daqui por d i -
ante fupporemos fempre feita ) ; pôde efte m e m -
bro con!iderar-fe c o m o o reful tado da mul t ip l i ca -
ção de mui tos f a â o r e s b inomios f imples , que te -
nhaó x por t e rmo c o m m u m . P o r exemplo , na 

equaçaó x3 jx — 8x 2 9 , depois de fe lhe 

dar a f ó r m a x3 — 8x2 -J- 7* — 9 = o , p e d e 

7* — 9 confiderar-fe c o m o re fu l t a -
do de tres f a â o r e s b inomios íimples X — a , x —b, 
X — c. Porque eftes mul t ip l icados en t re ii , daó . . 

X3 — ax" abx — abc — o 

— bx2 4" acx 

— cx2 4 - bcx 

e para que âs duas equações fe jaó as m e f m a s , b a f -
ta que feja . . . <2 4" ^ "b c = 8 . . . ab ac 
4" bc — 7 . . . abc = 9 , as quais daó ( 1 6 9 ) . . . 

^ _ 8a2 4 - ya — 9 = o , b3 — 8b2 4 - 7b — 9 

= o , e cJ — 8c2 4- "lc — 9 = o. D a q u i fe de -
d u z e m as propofições feguin tes . 

176 1 o Por quanto naõ ha differença en t re as 
equações que devem dar os valores de a , b , c , 
os quais por ou t ra par te naó podem fer iguais 
entre f i ; qualquer das tres equações neceflariameivtç 
ha-de ciar os valores de a , b , c ; l ogo cada h u m a 
delias deve ter tres ra izes a , è , c. 
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2 . ° E c o m o cada h u m a das t res equações he a 

m e f m a que a propof ta x3 — 8x 2 4~ 7* — 9 = 
c o m a dif terença única de a , ou b , ou c fe m u d a r 
em x ; t a m b é m efta deve ter t res ra izes , as quais 
f e raõ os valores de a , b , c ; e c o n f e g u i n t e m e n t e 
as quant idades que fe devem fubl l i tu i r em lugar de 
a , b , c nos f a&ores x — a , x — b, x — c , para 

p r o d u z i r e m x3 — 8x 2 4" JX — 9 = 0 , f e raõ as 
r a i z e s d a m e f m a equaçaõ . 

177 E f t a s confequenc ias fer iaõ as m e f m a s , 
a inda que os coe f i c i en te s das differentes po tenc ias 
de x fol iem out ros quaisquer n ú m e r o s , e a e q u a -
ç a ó folie de ou t ro qua lquer g ráo . A í f im fe t iver -
m o s em geral a equaçaõ x4 — px3 4" 1x — rx-\-
s= o, fendo p , q , r , s números conhecidos , po-
d e r e m o s confideral la c o m o f o r m a d a pelo p r o d u f l o 
de qua t ro f a f t o r e s f imples x — a , X — b , x — c, 
X — i , ou fuppol ia igual a 

x 4 — «x3 4 ~ a b x " — a b c x 4 " — 0 

3 " 
— bx 4 " acx — "bdx 

— fX3 4" — "cdx 

—- dx} 4" bcX — bcdx 

4 - bdx 

4 " cdx 

P a r a iffo , f o r m a n d o qua t ro e q u a ç õ e s c o m o no 
cafo precedente ,a-\-b-^-c-\-d — p , ab ac 
4- ad 4" bc 4- bd 4" cd = q , abe - f - obd 4" ac& 
4- bed = r f e abed s= s ; a , b , c , d devem fer 

tais 
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ta is , que t e n h a m o s . . . a' — pa3 4- — ra s 

= o . . . . b* — pb3 - f - qbz — rb s = o . . . 

í 4 — pc3 - J - qc1 — rc - f - > — 0 • • • • ^ — pd3 

4~ qd* — rd 4~ s — o. 
Pelo que cada h u m a deitas equações te rá qua -

tro ra izes , que feraõ os valores das q u a t r o q u a n -
tidades a ,b, c, d\ e c o m o cada h u m a daquellas he 

a m e f m a que a propoíla *4 — px3 4" — r* 
s = o , as quant idades a , b , c , d feraõ t a m -

bém as fuas ra izes . 

178 L o g o em geral : i . ° Huma equaçaó de 
qualquer gráo que f e j a , pôde confiderar-fe como for-
mada pelo produéio de tantos faflores binomios fim-
ples , tendo todos por termo commum a letra que re-
prefenta a incógnita , quantas faõ as unidades do mais 
alto expoente da mefma incógnita. 

2.° Os fegundo s termos dos binomios faõ as rai-
zes da mefma equaçaõ , fendo cada buma tomada com 

ftnal contrario. 

179 H a v e m o s fuppof lo , que a equaçaó t i -
nha a l t e rnadamente t e rmos pofit ivos e negativos : 
porém íe ja qual for a ordem dos finais , c o m o na 

equaçaó x4 -}- P* — qx" — rx s — o , f e m p r e 
fe d e m o n f t r a r á do m e f m o m o d o , que pôde efta fer 
r e p r e f e n t a d a por (* — a) (x — b) (# — c) (x — d) 
— o fendo u , b , c, d as fuas ra izes . 

180 Pois que t emos ..a-\-b-\-cA-d — p .. . 
ab 4- ac 4" ad 4- bc bd 4" ci = q . . . abc 
4" abd 4" a[d 4" = r . . . cíbcd — s , e 
a » b , c , & c . faó as ra izes da equaçaó ; f egue- fe , 

que 
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que na equaçaó x4 — px1 - f - qx — rx s = o } 
e gera lmente em toda a equaçaõ . 

1.° O coefficiente — p do fegundo termo , tomado 
com finai contrario , iflo he , p , he igual ã Jorna 
de todas as raizes. 

2.° 0 coefficiente do terceiro termo he igual ã 
foma dos produólos das raizes multiplicadas duas a 
duas. 

3 . 0 O coeficiente do quarto termo , tomado com 
final contrario , he igual á foma das raizes multipli-
cadas tres a tres ; e alfim por d iante até que final-
mente o ultimo termo he o produílo de todas as raizes. 

Eílas conclusões faõ gerais , fe jaõ quais fo rem 
os finais dos t e rmos da equaçaõ , com tan to que fe 
t o m e fempre com final con t ra r io o coefficiente de 
cada t e rmo de n u m e r o par . 

Aflim 11a equaçaó x3 — — 6° = o, 
a foma das tres raizes = — 2 , a foma dos p rodu-
dtos , duas a duas = —: 23 , e o producto de todas 
t res zz: 6 0 . C o m efFeito , as tres ra izes faó 

5 , — 4 , — 3 , porque cada n u m e r o deites , 
f endo fubf t i tu ido em lugar de x , r eduz o pr imei ro 
m e m b r o a nada ; e he evidente que 5 — 4 — 3 
= — 2 , — 20 — 1 5 - ] - 12 23 , e 5 X - 4 
X — 3 = 2 : 6 0 . 

181 L o g o : i . ° Toda a equação , em que faltar 
o fegundo termo , terá raizes pofitivas e negativas , t 
a Joma ele humas ferá igual á foma das outras ; e re-
ciprocamente. 

2.° Se algumas raizes forem o , faltaraõ ou-
tros tantos termos últimos da equaçaó ; e reciproca-
mente. 

3-° 
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2° Se todas as raizes forem negativas , feraõ 
pojitivos todos os termos da equaçaõ ; e fe todas forem 
pofitivas , os termos feraÕ alternadamente pofuivos e 
negativos. 

E em h u m a e q u a ç a õ , cu jas ra izes faõ reais , 
ha tantas pofitivas , quantas faõ as mudanças dos 
finais ; e tantas negat ivas , quantas faõ as repet ições 
fucceílivas do m e f m o final . 

Aílim na equaçaó X' — 19X - f - 30 — o , p o r -
que falta o fegundo t e r m o , conc lu i remos que a 
foma das ra izes pofitivas he igual á foma das n e -
gativas ; com effeito as tres ra izes faõ 4" 2 , 4" 3 , 
e — 5 . 

Na equaçaó x ^ — 3X4 — x' 4" 3X2 = o , em 
que fal taõ os dous ú l t imos te rmos , as ra izes f aõ 
— 1 > + 1 , + 3 , 0 , 0 . 

Na equaçaõ x ! - f - 7X2 14.x - { - 8 = 0 , em 
que fe acha confecut ivamente tres vezes o m e f m o 
íinal -]- , ha tres ra izes negativas — 1 , — 2, — 4; 
mas a equaçaõ x® — 7X2 - f - 14X — 8 = 0, em q u e 
ha tres mudanças de final , t em tres ra izes poi i t i -
vas + r , - f - 2 , + 4 . 

Agora fe pôde perceber fac i lmente a r azaó , p o r -
que mui tos números differentes podem fa t i s fazer a 
h u m a equaçaó. P ropondo- fe , por exemplo : Achar 
hum numero tal, que fe delle tirarmos 5 , e lhe ajun-
tarmos fuccejfivamente 3 e 4 , as duas fanas multi-
plicadas entre ft , e pelo reflo , dem nada ; t e remos , 
fendo x o n u m e r o defconnecido , (x + 4 ) (x 3) 
(x — 5 ) = o , iílo he , x f -1- 2X2 — 23X — 6o 
= o. Vê-fe pois , que efte p r o d u f t o pôde fer nada 
e m tres cafos , quando x = — 4 , quando x = — 3 , 
e quando x = 5 ; e que propondo- fe a equaçaó 
X' 4- 2X2 — 23X — 60 = o , naõ ha c o u f a que de-
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t e rmine a prefer i r — 4a — 3 , ou a -J- 5 , pois que 
cada n u m e r o deites reduz, igualmente o p r imei ro 
m e m b r o a nada , e por tan to fa t isfaz igua lmente á 
equaçaõ . 

182 As equações a b - f - c - f - d — p, ab - J - ^ c 
ad - j - bc - j - bd-[- cd = q , abe - J - abd aed -J- bed 

= ?', ubed = í, conduzem á m e f m a equaçaõ , tanto 
para ter a , c o m o para ter b, c o m o &c . A razaõ h e , 
po rque a , b , c , d, eílaõ difpoí tas da m e f m a m a -
neira em cada h u m a das equações , e por tanto naõ 
ha mot ivo , para que h u m a delias feja de te rminada 
por operações differentes das que de te rminaõ a ou-
t ra . L o g o em geral : Se bufeando mui tas quant ida-
des defconhecidas , formos obrigados para cada hu -
ma a faze r u fo dos m e f m o s raciocínios , das m e f -
m a s operações , e das m e f m a s quantidades conhe -
cidas , todas eltas feraõ neceffariamente ra izes de hu-
ma m e f m a equ.-.çaõ , e por confequencia o proble-
ma re fpe&ivo conduzi rá a h u m a equaçaõ compof t a . 

183 H u m a equaçaó t a m b é m fe pode.confiderar 
c o m o formada pelo produclo de mui tos f a f to res 
compof tos . Aílim , h u m a equaçaõ do terceiro gráo 
pôde confiderar-fe como fo rmada por h u m f a f l o r 
do fegundo x 1 - j - ax - j - i , e out ro do p r imei ro 
X-f- c ; porque x2 - j - ax - f - b pôde reprefentar o pro-
•dudto de outros dous factores f imples . Do m e f m o 
m o d o h u m a equaçaó do qu in to gráo pode fer confi-
derada como produdto , ou de cinco fa í to res íitn-
ples , ou de dous do fegundo gráo e h u m do pri-
m e i r o , ou de h u m do terceiro e ou t ro do fegundo , 
011 f inalmente de h u m faétor do quar to e ou t ro do 
p r i m e i r o , 

184 C o m o pois h u m a equaçaó de qualquer gráo 
-pôde fer formada pelo concur fo de h u m ou de m u i -

tos 
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tos f a S o r e s do fegundo , e as equações deite g r á o 
pódem ter ra izes imaginar ias ; fegue- fe que t a m -
bém aquellas as podem ter , ainda que de í ó r m a s 
mui to ditferentes das do fegundo g ráo . 

185 Do m e f m o modo de conliderar as equações 
fe fegue: i . ° Q u e h u m a equaçaó do gráo tn naõ p ô -
de ter mais que m divifores do p r ime i ro g r áo . 

186 2 . 0 Q u e o n u m e r o dos divifores , que p ô d e 

ter do fegundo g r á o , fe exp r ime por m. ^— 

C o m eíFeito, h u m fa£tor do fegundo gráo he o p r o -
du£to de dous faòtores f imples ; logo c o m o eítes 
podem fer divifores , t ambetn aquel ie o poderá f e r . 

M a s ( 1 4 8 j ha tn. —- modos differentes de m u l -

tiplicar m quantidades duas a duas ; logo haverá 

m '~—2—~~ d ' v ' i f ° r e s difFerentes do fegundo gráo . 

Por exemplo , a equaçaõ , 

— ax* + abx- — abcx + alcd = o 

— bx' - - acx- — abdx 
— cx' cidx2 — acdx 
— dx' -- bcx- — bcdx 

-- bdx2 

- - cdx2 

formada pelo p r o d i ^ o de ( x —• a) (x— b)(x— r) 
( * — d ) , pôde confiderar-fe c o m o f o r m a d a pelo 
p roduf to de dous fadtoies do fegundo gráo , p o r 
eltes feis difFerentes m o d o s 

K 2 m u i -
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mul t ip l i cando (X—a) (x—b) por (x—c) (x—d) 
(x—a) [x—c) . . (x—b) (x—d) 
(x—a) (x—d) . . (x—b) (x—c) 
(x-b) (x-c) . . (x-a) (x-d) 

[X-b) (x-d) . . (x—a) (x-c) 
(X—c) (x—d) . . (x—a) (x—b) 

C o n c l u a m o s pois , que querendo achar os va lo-
res 'de g e b tais , que x2 Sx 4" b feja divifor de 
h u m a equaçaó propofta do gráo m , podemos ter a 
ce r teza , que g e b neceffar iamente fe haó-de de-
t e r m i n a r cada h u m por h u m a equaçaõ do gráo 

m . W 1. Po rque fendo x2 -4- gx -J- h a exp re f -
2 

f aõ geral de h u m fa£tor do fegundo g r á o , h deve 

fer fufcept ivel de m . '" ^ -1 valores differentes , e 

o m e f m o fe d i z de g , que he a f o m a de todas as 
r a i zes .- L o g o cada h u m a deftas quant idades ha -dc 

fer dada por h u m a equaçaõ do gráo m . m- -

Prova - f e do m e f m o m o d o , que no cafo de fe 

confiderar h u m a equaçaó c o m o formada por fa£to-

res do terceiro gráo , cada h u m delles he fufcept i -

vel de m . — - . — — valores differentes , dc 
2 3 

mane i ra que fe x* gx2 -J- bx -\-k reprefentar h u m 
dos fa£tores, k fe de te rminará por h u m a equaçaõ do 

m I ttt 2 t> . r Ct-grao m P o d e m - f e t i rar conle-

3 q.ueiv-
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quencias analogas para os f a í l o r e s do quar to g ráo , 
q u i n t o &c . 

187 De tudo o que fica d i to fe fegue , que h a -
vendo achado h u m a ra iz a , para ter as out ras , p o -
demos dividir a equaçaó por X — a. A d ivi faõ fe 
fará exad lamente , e dará por quoc ien te h u m a 
quant idade , na qual x e f t a r á h u m gráo m e n o s e leva-
do ; e e í l a , fe a p u z e r m o s igual a nada , ferá a e q u a -
çaõ que devemos refolver para ter as ou t ras r a i z e s . 
Se foífem conhec idas duas ra izes a e b , d iv id i r í amos 
a equaçaõ por (x — a) ( x — b ) , e aff im por d i a n t e . 

Do modo de transformar as Equações. 

188 . ^ ^ N t c s de paffarmos á re fò luçaó das e q u a -
ções , he conveniente que t r a t emos p r i m e i r a m e n t e 
das difFerentes f o r m a s que ellas p o d e m te r . 

189 Se em huma equaça5 mudarmos ts finais dos 
lermos em que entraó potencias impares , as raizes po~ 
fitivas fc tornaran negativas, e as negativas fe tornara 1 
pftivas. P o r q u e fubf l i tu indo — x em lugar d e - j - * , 
as raizes da equaçaó m u d a õ de f ina l , c o m o t a m -
bém os t e rmos , em que ent raó potencias impares , 
fem que pori lfo ha j a m u d a n ç a nos t e r m o s de p o t e n -
cias pares . 

190 Para mudar huma equaçaó a f f e f l a de coefi-
cientes fraccionados em outra que os r.uo lenha , fem 
embaraçar com coefficiente o primeiro termo , f u b í l i -
tua - fe em lugar da incógni ta , ou t ra dividida pe lo 
p r o d u í l o de todos os denominadores , e m u l t i p l i -
que- fe depois toda a equaçaõ pelo d e n o m i n a d o r , 
que entaõ terá o p r imei ro t e r m o . 

Por 



. 1 4 2 E L E M E N T O S 

P o r e x e m p l o , fe t ivermos x} - I — — *5 -4- — * 
d m n 

— = 0 , f a remos * = _ L _ , e fubf t i tu indo virá 
p tnnp 

a y I _L fV 1 d n- r -•• . - . • — , „ „• 4" —— 4 — o : m u l t i p h -1 m>n2p2 1
 mn

2p 1 p ' v 

cando pois por vi1n',p'i , teremos a t ransformada 

y1 4" anpy- -j- m2np2cy 4~ m,n'píd -=o. 

191 Se m , n , p foífem i g u a i s , bailaria f a z e r 

y 

x = — . L o g o para m u d a r m o s h u m a equaçaó , que 

em todos os t e rmos tem coefficientes inteiros , em 
out ra que tenha o p r ime i ro t e rmo defembaraçado , 
f e m que en t r em fracções nos outros t e rmos , fare-

y 
m o s j ; = — , fendo m o coefficiente do pr imeiro 

m 

t e r m o . C o m effeito a equaçaó mx' - f - ax2 bx 

c — o, fendo dividida por m, dá x! + — X2 -4 X 
m 111 

-1 = 0 , a qual t em todos os denominadores 
m 

iguais , 
192 Para fazer defaparecer o fegunda termo de 

huma equaçaó , fubjlitua-fe em lugar da incógnita , 
eutra augmentada com o coefficiente do fegundo termo , 
tomado com fmal contrario , e dividido pelo expoente 
do primeiro. 

Para o moílrar , feja a equaçaõ geral , . » 
X'n 4" axm~l + bX'n -- 4- . . . 4- * = o. 
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Supponhamos x —y - f - s > Tendo s h u m a inde-
te rminada ; t e remos a t r ans fo rmada . . . . . 

ymmsym—1 m . 1 j-yn—2&C. .. = 0 

-j- ay"»—1 - f - ( m—1 ) asy">—2 &c. 

f y m - s & c . 

Conf iderando ^ c o m o incógn i t a , para que nefta 
equaçaõ defapareça o fegundo t e r m o , s deve fer ta l 
que tenhamos ms a r=r o , ifto he , deve fer 

— a , a 
s = ; logo .v = v — — . 

m m 

Por exemplo , para mudarmos a equaçaó .*•' 
6x- — 3-v 4 o em outra que naõ tenha fe -
gundo te rmo , faremos = v — 2 ; e fubf t i tu indo , 
acharemos y! — i$y 2 6 - = o , que naó tem y\. 

Da rtfoluçao das Eqhaçtjcs compojias. 

R EJilver geralmente huma equaçaó o rde-
nada de qualquer gráo , como xm -\-pxm—l-\-
qXm—z &c . . . £ __ 0 ( j , e a c i , a r p a r a a incó-
gnita tantos valores , quantas faó as unidades do feit 
maior expoente , fendo cada h u m delles exprefTo 
em letras p , q , & c . k combinadas en t re ft de qua l -
quer modo ; mas tal , que fe o fubf t i tu i rmos na 
equaçaó em lugar de x, reduza o p r ime i ro m e m b r o 
a nada , independentemente de qualquer valor par t i -
cular de p , a , &c . 

Por exemplo , a regra que demos f i o o ) , re fo l -
ve geralmente as equações do fegundo g r á o r - -{- px 

+ ? = o 
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4~ q = o , po rque dá dous valores x — — | p i 
\/(lp2 — ?)> e cada hum delles fubf l i tuido na equa-
çaó reduz tudo a nada , c o m o he fácil de ver. 

E í la exprelfaf) geral dos difFerentes valores de X 
he tan to mais difficil de fc achar , quanto mais ele-
vado lie o gráo da equaçaó . Para ifio bem fe perce-
ber , m o l h a r e m o s , que feja qual for a fó rma dos va-
lores da incógnita , a refoluçaó geral de h u m a equa-
ç a õ de gráo de terminado deve incluir a refoluçaó 
das equações gerais de todos os gráos inferiores. 

C o m eíFeito , a refoluçaó geral he h u m a equa-
çaõ do qu in to gráo . r . X5 4" px4 qX' 4" rx~ 4" 
sx 4" t = o deve dar a x c inco valores , cada hum 
delles expreífo neceffar iamente em todas as letras 
p , q , r , s , t. M a s quando / = o , a equaçaõ fe 
r e d u z a (x* px' 4" ?*2 + rx 4" s) x = o , e dá 
i ° x — o ; 2 o x* 4 " px' 4 " 4~ r x +s = o. 
L o g o h u m dos cinco valores de x deve cm tal cafo 
r eduz i r - f e a nada , e os outros quat ro devem fer as 
ra izes d a equaçaõ x 4 4 " Px' 4 " r x 4 ~ í = 

E c o m o fendo eíla do quar to gráo , as fuas raizes 
n a õ podem deixar de ter a fó rma própria das do 
q u a r t o gráp ; fegue-fe , que comprehendendo- f e ef-
tas ao m e f m o t empo nas do quin to , a refolucaf) 
geral deíle gráo ha-de comprehender a refoluçaó 
geral do quar to . Pelo mef ino modo fe provará , que 
a refoluçaó do quar to gráo comprehende a do tercei-
ro , e aílim por diante. Logo a refoluçaó de huma 
equaçaó de qualquer gráo deve comprehende r a re-
fo luçaó de todos os gráos infer iores . 

Podemos pois concluir , que na expreíFaó de 
h u m a ra iz devem ent rar ou explici ta , o u implicita-
m e n t e todas as efpecies de radicais defde o feu 
g r á o até o p r ime i ro . C o m efFeito he fácil dc ver, que 

cm 
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e m qua lque r g ráo devem e n t r a r rad ica i s deííe m e f m o 
g r á o , po rque no c a f o pa r t i cu l a r de f a l t a r e m todos o s 
t e r m o s e x c e p t o o p r i m e i r o e o u l t i m o , a e x p r e f -
faõ dos valores de x h a - d e i nc lu i r h u m radical f e -
m e l h a n t e (171) ; c c o m o a f ó r m a geral das r a i z e s 
c o m p r e h e n d e a f ó r m a das r a i ze s de t o d o s os g r á o s 
i n fe r io re s , f e g u e - f e q u e deve i nc lu i r t odos os r ad ica i s 
defde o feu g r á o a t é o p r i m e i r o . 

194. F e i t a s eltas ref lexões f o b r e a f ó r m a das 
r a i ze s , e x p l i q u e m o s h u m m e t h o d o de as a c h a r , o 
qual conf i í l e em con f ide ra r a e q u a ç a õ p r o p o f t a c o -
mo o r e f u l t a d o de duas e q u a ç õ e s a d u a s i n c ó g n i t a s . 

AlTim , f u p p o n d o q u e a e q u a ç a õ he . 
V" 4-pxm~'= qx"'-' 4" rx1»-* 4-&c . . . 4-^ = 0. 
f e m f e g u n d o t e r m o (192 ) p a r a f a c i l i d a d e d o c a l c u -
lo , t o m a r e m o s duas e q u a ç õ e s da f ó r m a ym~1 = 0 , 
e ay1"-1 -}- by™~- - j - Cym—> - j - dym~* - f - & c . . . . 
+ X = o , das qua i s e l i m i n a n d o y , v i r á h u m a 
e q u a ç a ó em x do g r á o m da p r o p o f t a f e m f e g u n -
do t e r m o . D e t e r m i n a n d o po is a , b , c , Scc. pe l a 
c o m p a r a ç a ó def ta c o m a p r o p o f t a , e f u b f t i t u -
i n d o os feus va lores na e q u a ç a õ af'—1 hym~~2 

cym—; Jym— 4 4- &c . . . 4* x = o , c o m o 
t a m b é m todas as r a i ze s de y , q u e der a e q u a ç a ó 
y m — 1 = 0 , a s q u a i s f e a c h a ó c o m fac i l idade ; t e -
r e m o s todas as r a í z e s , ou valores de x . 

Applicaçao ao terceiro gráo. 

x 9 5 ^ E j a x ' 4" 4" 1 = 0 a e q u a ç a ó q u e 
fe p e r t e n d e re fo lver . 

T o m e m o s y ; — 1 = 0, e ay- - j - by 4" * = 0 > 
da? qua i s e l i m i n a n d o y (167) , v e m 
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X' — 3 a b x - f - a* = o 

C o m p a r a n d o ago ra ef ta c o m a p r o p o i t a , pa ra 
q u e f e j a ó as m e f m a s , deve fer — 3«á p , e 

pi 
£> = q, das qua i s fe t i ra a6 — qa> . 

L o g o ( , 7 3 ) a = f t { q - f / ( i f « + ~p\.) j , 

u f a n d o de h u m fó va lor de a , p o r n a õ have r n e c e f -
f idade d e m a i s ; e c o n f e g u i n t e m e n t e . . . . 

b - i / [ \ q - / ( \ r 4 - ) ] • 

R e f t a a c h a r os valores de y p o r m e i o da e q u a -

ç a ó y ' — i = o . E f t a dá y — i , e d i v i d i n d o (187 ) 

— 1 ± 1 / — 1 yi — 1 p o r y — x . . . . y — — -i-

S u b f t i t u i n d o po i s f u c c e f t i v a m e n t e ef tes t r e s va-
l o r e s de y , e os de a e b na e q u a ç a õ ay- 4* by 

X = O , e a d v e r t i n d o q u e ( * )' r e " 

«luz a — L J L ^ . 3 t t e r e m o s as t r es r a i z e s da 
2 

e q u a ç a õ p r o p o f t a » 

* = - 4 - / f l ? 2 + I > ) ] 

- v > [ f ? - v / ( i f + z r ) ] • 

* = — f ^ B ? + V ( i ? ' + 2 > ; ) ] 
+ _ ^ 4 - ) ] • 
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ás quais fe pôde dar a f ó r m a feguinte . . . 

Se na equaçaõ X' px q o f u p p u z e r m o s 
q = o , teremos ( x2 X= o , a qual dá x = 0, 
X = -f" — p, e x = — >y/ — p. O m e f m o fe de-
duz nefte cafo das tres fo rmulas gerais das ra izes . 

196 A equaçaõ a6 — qa* z= - ~ p ' t e m feis ra i -
zes ; porem , ainda que u femos de cada hum dos 
feis valores de a , c o m o he l ici to, naó reful taraõ p o r -
iífo 18 valores diíFerentes para x : cada valor de a 
dá a x os rne fmos tres valores , que dá ou t ro qua l -
que r . 

Para o mof t r a rmos , Amplif iquemos o calculo , 

f azendo = . . 

e i 1 — /( ? f + Typ* ) ] = " ; a equaçaó 

a ' — í q ± ~ p ' ) f e muda rá neftas duas 

o' =z m' . . . a' = »». A pr imei ra dá , . . 

" ~ m . , . a = m ~ . i . • 
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íi = m[ — ; ea fegunda dá . . ; 

\ 

— 1 + V— 3 \ '— — J • • ' iz=.n 

C —2~~—~—~ } • E c o m o t emos a* b1 = q , 

ferá m' b> = q , e »' -f- b* = q , ifto be , f ub -
í l i tu indo os valores de a® e »' . . . bJ —\q — 

Viif +77P">= c i» + / ( I f + ^P') 
mh L o g o a e b faõ tais , que ab = mn ; de m a -

ne i ra que os valores que fe c o r r e f p o n d e m , faõ os 
leguintes 

a z=z m b n 

a 

a: : b^zzm 

a = "K 2 ) t==mK 2 ) 

Se fubf t i tu i rmos agora qualquer deitas feis combi-

nações E m i w — ay~ — by , e p u z e r m o s fucceíTi-

vamente por y os feus tres valores , a cha remos fem-

p r e eítas tres ra izes % — — m — n , 

y = = ' + V - 3 . w . I - - / - 3 . „ , 

2 2 

V — . m _ L I 4 - • — 3 . „ . 
2 2 

197 R e p a r a n d o nos tres valores de * ac ima 

achados , vê-fe c la ramente que quando ( " 7 " ^ 
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«4- _L. j fo r real , if to he , q u a n d o p f o r p o -

fi t ivo , ou quando for negat ivo , f endo ao m e f m o 

t e m p o - í - t > — p 3 , o s dous ú l t i m o s va lo-
4 27 

res de x fe raõ imag ina r io s ; p o r q u e f endo e n t a ó os 
dous radicais cubos quan t idades reais , e d e f i g u a i s , 
os feus p r o d u f t o s pelas quan t idades — 3 , e 
•— y/ — 3 n a õ fe def t ru i raó , e aílim fe c o n f e r v a -
r»5 expre l fóes i m a g i n a r i a s nos dous valores d e x ; 
pelo que f o m e n t e o p r i m e i r o ferá r e a l . 

19S P o r e m fe y / ( — f p 3 ) fo r 

quan t idade imag ina r i a , ifto he , fe p fo r nega t ivo e 

tal , q u e feia 1 63 — q~~ , os tres valores 
27 e ^ 4 

de x feraõ rea i s . 
P a r a o p r o v a r m o s , f u p p o n h a - f e p o r abbrev ia r 

quan t idade que t e m lugar nef te c a f o 

+ - " i j ^ ) 1 • ™ 
v̂C-f f+v( ̂ f - j O v - ] 
fe mudará em y' ( m + » — T ) — 

( 1 + í - J - - i * _ - 1 ' J íL . / _ s V T a / - f 9 W2 8 l V 1 
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Do m e f m o m o d o fe achará , 

MI 
w r n , . I «" , 5 « J . 

m ( 1 — k ~ / — 1 4 - 5 + — r V — 1 v ò m 1 y tn- 1 b i /»» y 

10 «4 n o «5 
— 7 1 -{- & c - ) 

2 4 3 t/i4 3045 

M u d a õ - f e pois o s tres valores d e x e m . . . . 

•1 o n2 20 n4 , e \ 
X = — ff/3 ( 2 + 2 - - V — — — - + &C.) 

V l 9 m2 243 r/14 ' 

4 , , 1 n- 10 n4 . t x X = ( 1 -4 — f- &c. ) v 1 9 m- 243 m 4 ' 

í , ,1 n e »> , l i o «5 „ x 
— w 3 y / 3 ( r - h - z — —T ~ & c ) y J ^ 3 m 81 m' n 3645 fft5 ' 

- t . . 1 TO w4 | o \ 
X R = J ( X _ L — L & C . ) 

K 1 9 :n2 243 « 4 

I 4 , • 1 " Ç »'* I 1 1 0 " 5 or/. \ - f - f f j 3 + - + - 7 - - — K C . ) 
^ Sim' 1 3645 m 5 

ExpreíToens , em que naõ ha t e rmos imaginar ios . 
A pezar das grandes fadigas dos Algebri í las , 

a t é o prefente naó fe tem achado out ro m o d o de 
dar neile cafo h u m valor algébrico real ás tres ra i -
zes : pelo que fó podemos determinal las por fe-
r ies , ou a p p r o x i m a d a m e n t e . Em razaõ da d i f i c u l -
dade , tico- fe a efle cafo o n o m e de cafo irreduzivtl. 

f f P 3 negat ivo e igual a q z , todos 
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os valores de x feraõ reais . L o g o : T o d a a e q u a -
çaó do terceiro gráo t em pelo m e n o s h u m a ra iz 
real. 

Exemplo I. Achar as raizes da equaçaõ y* 

+ 6 r — + 4 = o . 

Faça - fe ( 1 9 2 ) .. y — x — 2 , e te remos a 

t ransformada fem fegundo t e r m o x3 — *5X 4" 

26 = o. Ef ta comparada com a geral X3 4" px 4" 

7 = 0 , d í p — — 15 • ? — 2 6 ; logo ~p = — 5. 

- - p3 = — 125 ; — q = 13 , q- = 169 ; 

donde vem y / Q - q - 4 - - i p 3 ) = ^ 4 4 : 

a equaçaó propofta tem pois h u m a r a i z r e a l , e duas 
imaginar ias . 

A pr imeira he n e g a t i v a . . . x = — 13 4" 
3 

— v( *3 — • M - ) i a s out ras duas faó 

4 - ^ ( 1 3 - / 4 4 ) . 

* — ' ~ A/ —3 fr( I3+v/44) 

2 

4 - ^ i ^ - 3 V / ( I 3 - • 4 4 ) . 

E x e m p l o I I . Achar as raizes da equaçaõ 

X3 — 9* — 10 = 0. 

Aqu i t emos p = — 9, q ^ .— 1 0 , e con fe -
g u i n -
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g u i n t e m e n t e ( — 1 - j - — \/ — 2 ; lo-

go a equaçaõ per tence ao cafo i r reduzivel . F a z e n -
do ufo das feries precedentes , t emos m = — 5 , 

1 
vi3 = — 1 , 7099 ; 77 = y /2 =: 1, 4 x 4 2 ; e por 

n 
confequenc ia ~ — — o, 2828 : logo , f ub f t i t u in -

do f o m e n t e na p r imei ra ferie , virá 
2 2 0 

x = + I >7°99 [ 2 + y ( o , 2828 ) 2 — ~243~ 

( 0 , 2 8 2 8 J4 - { -&c . J ; quant idade , na qual fe de-

vem faze r as operações indicadas. 
Q u a n d o m for m e n o r q u e n , f o r m a r e m o s fe-

ries própr ias para eíte cafo ( 159 ). Se m e n differi-
r e m mui to pouco ent re fi , ferá necel far io calcular 
grande n u m e r o de t e r m o s . Ad ian te ve remos outro 
m o d o de achar os valores app rox imados de x. 

199 C o n c l u a m o s que fe pôde agora refolver 

toda a equaçaõ a quatro te rmos da f ó r m a ylm - j - fyz" 

- f - qym - j - r = 0 i P o r q u c > f azendo ym — X , te-

m o s x3 - j - pxz qx r — o , i f to he , huma 

equaçaõ do terceiro gráo. Se fizermos ym-=ix— "J"h 
deduz i r emos i m m e d i a t a m e n t e h u m a equaçaõ do 
terceiro gráo f e m fegundo t e rmo . 

ApplicaçaÕ ao quarto grão. 

200 A r a refolvermos a equaçaó geral do 
quar to gráo fem fegundo t e rmo 

x4 f x 2 qx r = o , 
to-
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tomaremos as duas equações y* —• I == o , e 
0y3 + V + cy + x = o . 

E l i m i n a n d o y ( 1 6 7 ) , t emos 

X4 — 4acx2 -f- 4-azl>X — a4 =z O 

— 2 Í Í X Z + 4ÍÍ2X — C4 

+ a « V 

— 4 abzc 

Efta comparada t e rmo por t e r m o com a propof ta , 

para que fejaó as m e f m a s , dá . . . — 4 a c — 2 b z •=. p 

. .. 4 a 2 i + 4 b c * = q . . . — a * — <4 + M + 2a 2 '* 

— 4 "bzc — r. 
Para ter fubf t i tu i remos na terceira o valor de 

a4 f4 t irado da fegunda , e o de ac t i rado da p r i -
meira ; e acharemos a equaçaó 

6 4 Í 5 32pb3' 4/12b* — qq — o 

— i6rb2 

a qual he do fexto gráo, mas refolve-fe ( 1 9 9 ) á m a -

neira do terce i ro , confiderando b z c o m o incógni ta , 
Ef ta 

equaçaó chama- fe a reduzida , po rque á f u a 
refoluçaõ fe reduz a das equações do q u a r t o g r áo . 

201 Por quanto o u l t imo t e r m o qz t em o fi-
nal — , haverá ( 180 ) pelo menos h u m fa£tor 
da fórma bz — n , e confeguin temente (178) b2 — n, 
ifto he , b =. i y/n : logo b terá pelo menos dous 
valores reais ; e dos feis que ge ra lmen te ha-de da r 
a equaçaõ , tres teraó o final , e t res o final — . 

202 Para de te rminarmos a e c , r ecor re remos 
ás duas equações — 4ac — ib2 p , e 4a 1 ^ 
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+ 4bc2 = q , as qua i s d a ó 2ac == L. p — 5* , 
St 

t a 1 4 " — - T - ; l o g o , a j u n t a n d o a p r i m e i r a c o m 

A" 
a f e g u n d a , t i r a n d o - a t a m b é m da f e g u n d a , e e x t r a h i n -
do a r a i z q u a d r a d a da f o m a e da d i í fe rença , t e r e m o s 

"/(ÍJ-^-O 

N a ó d e d u z i m o s < e f , o q u e fer ia fác i l ( 6 7 ) , 
p o r q u e nos ba i la te r os va lores a c h a d o s de a - f - c e 
e — c. 

S e f u b í t i t u i r m o s agora n a f e g u n d a e q u a ç a ó h y p o -

t h e t i c a x = — afi — by2 — cy os valores de y d e -

d u z i d o s da p r i m e i r a y * — 1 = o , a f abe r ( 171 , 

1 8 7 ) . . y — ± I, c y — i — I , t e r e m o s os 

q u a t r o va lores dc x , ou as q u a t r o r a i z e s da e q u a -
ç a õ p r o p o l l a 

+ 0 = y / ( J L - l í - í * ) . 

-b+(a + c ) = - b + yfçJL-lp-b2). 

+ b + ( a - < ) S - l = : + b+ i/Çd.-lp-b2} 
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as quais feraõ f empre as m e f m a s , ou fe t o m e o 
final -J- , ou — nos valores de a c , ea — c. 

203 He fácil de vêr , que as ra izes achadas 
naõ mu daõ , ou fe fubf t i tua b , ou — b. A g o r a 
moí l raremos , que cada h u m dos tres valores de b 
que t iverem o final -J- , t a m b é m naõ dará m a i s que 
as mefinas quat ro ra izes . 

T i r a n d o da pr imeira das tres equações — 4ac — 

2 b2 = p , 4 a2b - f 4 bcz = q, e — « 4 — d - j - b* 

• f 2a zc2 — 4 a P c = r , o valor de b z
 = ~ P ~ 4"C ' 

e fubf t i tu indo-o na fegunda elevada ao quadrado , e 

na terceira , teremos qq — — 8 (p 4" 4ac) (az -(- cz)2$ 

er = - a4 — c4 4- ~ + + V 5 va lo-

res que fendo fubí l i tuidos na r e d u z i d a 6 4 á 5 

32/^+ -J- & c . daõ 

8 í 6 + 4.pb* + 2 aH2 -f (p + 4ae ) ( a* + c z f — Q 

4 - 2 S b 2 

— 8pacb2 

— 28 a V i * 

Ef ta equaçaõ, pois que he 2b2 = — p — 4ac, t e m 

( 1 8 7 ) o divifor 2bz 4- p 4 . 4 . a c . F a z e n d o a d i -

vifaõ , e igualando o quociente a nada , para ter os 

outros dous valores de b2 , a cha remos 4 Í 4 — Sacb1 

4- a4 4- <4 + 2a V = o donde fe t ira ( 173 ) 

2b2 = lac t. (a-\-c)(a — c ) / — I , o u , m u l t i -

pl icando por 2 , 4 Í 2
 = 4 a , r ± 2 ( a 4 - c) (a — c) /— I 

= [ ( « 4 - 0 £ (a — c)\/ — I , c o m o fe pódo 
L a > c -
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verificar pela m u l t i p l i c a ç ã o ; e confeguintementC 

l = ! (a - f - <•) \ [a — c) t / — 1 » t o m a n d o f o m e n -

te o valor poíi t ivo , pois que o negat ivo c o n d u z 

ás m e f m a s conc lu fões : logo os tres valores pof i t i -

v o s dc 6 hô 5 = + y/ , bz=\{a-\-e) 

+ S - l , c b = í ( a + c ) 

— I . 
Repre fen tando o fegundo p o r á ' , e o terceiro 

po r b", te remos a c b' b", e [a — r) \ / — I 
= b' — b" ; e fub í t i tu indo elies valores nos q u a -
t i o de x , acharemos X = — b — b' — b" ,X — b 

b< + b" _ 2b , x — b -f b< -f b«— 2b" , 
% •=: b b' b" — 2b' . Aqui fe vê , que fe m u -
d a r m o s , por exemplo , b em b' , ferá neceífario 
m u d a r ao m e f m o t e m p o b' em b , pois que em cada 
h u m dos valores dc x en t raõ fimultaneamente as tres 
r a i zes b , b', b" ; logo eíla m u d a n ç a dá os m e f m o s 
q u a t r o valores de x , e por confcquencia a equaçaó 
do quar to gráo naõ pode ter mais que qua t ro ra izes . 

2 0 4 Repa rando bem nos valores X = — b 
£ ( « + c ) • C J £ = + Í ± {a — c ) ^ / — I , offe-
r e c e m - f e - t r e s cafos : ou as expreííòes a - j - e , e 
[a — c ) V — 1 , faõ ambas reais , 011 ambas i m a -
ginar ias , ou h u m a he real , e a outra imaginar ia . 
No cafo de ferem ambas imaginar ias , pódem re-
d u z i r - f e f empre á f ó r m a y / — m, ou m . y / — 11 
fendo m h u m a quant idade real ; por quan to he 
« + ± - ) , e

 1 

= I / ( : 5 t — 1 í - t e n d o f e m P r c b 
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( 2 o i ) ao m e n o s h u m valor real do q u a l fe p o -
de f a z e r u f o , he ev iden te que a s m e f m a s q u a n -
t idades fó poderaó fer imag ina r i a s , q u a n d o fo r 
negat iva a quan t idade que eftá deba ixo do r a -
dical ac tua l . N a õ acontecer ia afl im , fe b naó t i -
veíTe a lgum valor r e a l ; p o r q u e f endo h i m a g i n a r i o 
da f ó r m a \/ — k , as quant idades a - f - c e 
( a — c) — 1 poder iaõ fer imag ina r i a s da f ó r -

m a 

205 I f to pofto , f e a - f - í - e (a — c ) — i 

fo rem a m b a s reais , ca fo em que t a m b é m os q u a -
t r o valores de X feraõ reais , os out ros dous va lores 
de 4bz , a íaber [( a -f r ) £ ( a — c ) / — I , 

fe raõ reais e pofi t ivos. 

2 0 6 Se pelo con t ra r io as duas q u a n t i d a d e s 
a c , t ( a — c ) — r f o r e m a m b a s i m a g i n a -
r i a s , ou , que vem a fer o m e f m o , fe os qua t ro va lo -
res de x f o r e m imag ina r ios , os ou t ros dous valores 
de b ' fe raõ reais , m a s n e g a t i v o s ; p o r q u e f u p p o n -
do a-\- c = y — 1 , e (a — c) \/— I =/•/ — I 
( 2 0 4 ) , t e remos A.b~ — — { k i / )2 . 

207 F i n a l m e n t e fe das m e f m a s quan t idades 
f o m e n t e h u m a for real , ou fe dos qua t ro va lores 
de v dous fo r em reais e dous imag ina r io s , he ev i -
den te q u e os dous valores de 4 b 1 fe raõ i m a g i n a -
r ios . 

208 L o g o : i° Se a reduzida , conf tderada c o -
mo equaçaõ do terceiro gráo , t iver as fuas t res r a -
i zes reais e pofi t ivas , a equaçaõ do q u a r t o g ráo t e -
rá todas as qua t ro ra izes reais . 

2o Se t iver todas reais , e f o m e n t e h u m a p o f i -
tiva , a equaçaó do quar to g r á o terá todas as f u a s 
qua t ro imag ina r i a s . 3° 
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3 ° F i n a l m e n t e f e t i ve r f o m e n t e h u m a r a i z rea í , 
d a s q u a t r o d a e q u a ç a õ d o q u a r t o g r á o duas f e r a õ 
r e a i s , e d u a s i m a g i n a r i a s . 

2 0 9 P o r q u a n t o , em g e r a l , a f ó r m u l a das r a i z e s 
d e h u m a e q u a ç a õ d o t e r ce i ro g r á o n a ó a s d á e m 
f ó r m a real ( 1 9 7 ) , f e n a õ q u a n d o f ó h u m a de l ias 
he real ; c o n c l u i r e m o s q u e n e n h u m a das r a i z e s do 
q u a r t o g r á o f e d e d u z i r á e m f ó r m a rea l , f e n a õ n o c a -
fo ú n i c o de d u a s f e r e m rea is ; e c o n f e g u i n t e m e n t e as 
f ó r m u l a s t a n t o d o t e r c e i r o , c o m o d o q u a r t o g r á o 
f o m e n t e t e m a p p l i c a ç a õ n a s e q u a ç õ e s , e m q u e h a 
d u a s r a i z e s i m a g i n a r i a s . 

2 1 0 E x e m p l o I. Achar as raizes da equaçaó 

* 4 + 3 X ' — 5 2 * - { - 4 8 z = o . 

T e m o s — 3 , qz=z — 52 , r = 48 ; l o g o a 

r e d u z i d a ferá 6 4 Í 6 - f - 9 6 M — 7 3 2 ^ — 2 7 0 4 = o , 

ou f a z e n d o 4 1 1 = u p a r a f i m p l i f i c a r , u 3 - f -

6 u - — 1 8 3 a — 2 7 0 4 = o , ou f a z e n d o a = z — 2 , 
7} •— 1 9 5 2 — 2 3 2 2 = o , f em f e g u n d o t e r m o . 

V e - f e ( 1 9 7 ) q u e z n a õ t e m m a i s q u e h u m v a -

l o r rea l z — — 1/ ( — 1 1 6 1 + \/ 1 0 7 3 2 9 6 ) 

— — • 1 0 7 3 2 9 6 ) 

_ _ i/. ( _ _ u 6 i + 1 0 3 6 ) — V ( — 1 1 6 1 — 1 0 3 6 ) 
3 3 

= v / i 2 5 + • / 2 1 9 7 = 5 - f - 13 = 18 ; e c o m o 

h e 4 r = z — • 2 , fe rá l 2 . S u h f t i t u i n d o po is 

n a s f ó r m u l a s (202 ) eí le va lo r de b , e os de p ,q , r, 

t e r e m o s x —— 2; / — 12 , x = - f - 2 ± 1 ; 

l o g o os dous va lo res rea is f aõ x —— 3 , e x = 

Os n ú m e r o s deí le e x e m p l o f o r a õ tnis . q u e c a -

d a h u m dos r a d i c a i s p o d e a v a l i a r - f e e x a f l a m e n t e . 

P p i ê m ef tes c a f o s f a õ r a r i í l imos ; o o r d i n á r i o he 
a v a -
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avaliar por a p p r o x i m a ç a õ , q u a n d o que remos t e r 
o valor numér i co f e m radica is . 

E x e m p l o I I . Achar as raizes da equuçaÓy* + 

+ 9y2 + 12^ + 3 = 0 . 

F a z e n d o ( 1 9 2 ) y = X — 1 , v i r á x 4 + 3%* 

+ 2X — 3 — 0 . T e m o s pois p — 3 , q — 2 , 

r z=z — 3 ; logo a reduz ida ferá 64b6 + 96^+ + 

84b~ — 4 = 0, ou f azendo ( 199 ) i m m e d i a t a -

roente 4b z — s — 2, z3 + 92 — 30 = o. 
E í la equaçaõ ( 197 ) N n a õ t e m m a i s que h u m a 

raiz real , e por t an to ( 2 0 8 ) a p ropo í l a naõ t e m 
mais que duas raizes reais . 

Appl icando as f ó rmu la s ( 195 ) , t e remos 

2 = \ / { 1 5 — v / 2 5 2 ) + l / ( 1 5 + v / 2 5 2 ) . e 

confegu in temente / ( z —• 2 ) = . . . . . 

/ [ - 2 + ^ / ( 1 5 - / 252 ) + j / ( l 5 + v / 2 5 2 ) ] . 

L o g o os dous valores reais de x fe c o m p r e h e n d e m 
neíla equaçaõ 

* = -§ v " [ - 2 + v^Cl5 — ) + v / ( i 5 + v / 2 ' * ) ] * 

, / r i t 
V V C - 2 ^ * - w j + v ^ ' * + • » $ . ) ] 

- | ^ ( r s - V ^ - i ^ . s t y V ) ] 
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Reflexões Jobre o Metbodo precedente , e fobre 

a fua applicaçao ás Equações dos grãos 

fuperiores ao quarto. 

A 
211 E q u a ç a ó que no qua r to g ráo deo h , 

n a ó paliou do f ex to ; p o r é m fe p r o c u r a r e m o s d i -
r e i t a m e n t e J O U ( , chega r í amos a h u m a equaçaó 
do 2 4 o g r á o . P a r a nos convence rmos di í to, das duas 

equações — 8 (p - j - 4ac )( a* c2 )z z=z qq , e 
a 

— «4 —. í 4 - J - \pac 1 4 d 1 ? — r , 
4 

q u e a c h á m o s ( 2 0 3 ) na t r a n s f o r m a ç a õ da reduzida , 
m u l t i p l i q u e - f e a u l t ima por 8 — 4 a c ) , e do p r o -
duó io t i re - fe a p r i m e i r a ; v i rá a equaçaõ 

5 1 2 a V - f - 256pa 2 c 2 4-op2ac 2p 3 = o 
— 32 rac — 8pr 

+ 11 
a qual f endo c o m b i n a d a c o m a fegunda — a4 

_ f4 _ r , a fim de e l imina r c, dará (16S) 

h u m a equaçaó d o 2 4 o g ráo . M a s i n d e p e n d e n t e -
m e n t e defte c a l c u l o , p o d e m o s mof t r a r a m e f m a 
coufa pelo m o d o f egu in t e . 

A equaçaõ —• 8 (p - f - 4 a c ) ( a z 4- c* )4
 = qq 

dá a 4 4 - Í 4 = — — 2 a V . Subf t i tua- fa 

no fegundo m e m b r o o va lor de ac , t i rado da equaçaó 

do te rce i ro g ráo 5 1 2 a 3 c 4" ^c. i t e r emos a 4 4* à 
A , c h a m a n d o A á to ta l idade das quan t idades co -

nhec idas que f o r m a r e m o fegundo m e m b r o . A g o r a 
fe 
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fc r epre fen ta rmos por B o valor achado de ac, t e re -

R4 

m o s <i4 -4 — = A , oa <js — Aa* = — £ 4 . 
a , 

Eíla equaçaõ dará oi to valores de a ; mas ac t e m 
tres ; logo viraõ tres equações do oitavo gráo , e 
confeguin temente a terá 24 valores : logo a e q u a -
çaõ em a ferá do 24 o g ráo . 

212 He p o r é m mani fe f to , que os expoentes 
de todas as potencias de a que en t rarem nefta 
equaçaó , feraõ múl t ip los cie 4 , vifto fer ella 
( 1 8 3 ) o p roduc to de tres quant idades da f ó r m a 
cs — Aa4 - j - ^e fizermos pois a4 rr= " , a 
equaçaó t r ans fo rmada em u , que ferá do 6o gváo , 
naõ incluirá de radicais mais que os quadrados e os 

cubos ; porque a equaçaõ — Aa4 =r — B^ dá. 

tt* — ±-Â ± y/ ( — A2 —. 54 ) , quant idade 

na qual A c B , que d e p i n d e m f o m e n t e de h u m a 
equaçaó do terce i ro g ráo , naõ podem confiar f e -
naõ de radicais quadrados e cubos . 

213 T a m b é m eftá claro , que no terceiro 

gráo , onde a reduzida he a6 — aa 3 = —— í3 « 
27 

inclue taó fomen te radicais quadrados . F i n a l m e n -
te na equaçaõ do fegundo gráo fem fegundo t e r -
mo x2 p z=z o , f a zendo c o n f o r m e o no lio m e -
tbodo f- — 1 o , e ay x = o , a r eduz ida 
e2 - j - p — o , dá para a2 hum valor f o m e n t e , 
ou hum radical do p r ime i ro gráo , ifto he , h u -
ma quant idade fem radical . 

L o g o concluiremos por analogia , que fe a re -
duzida do qu in to gráo incluir de expoentes de a 

taó 
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t aõ f o m e n t e os múl t ip los de 5 , o valor de a5 in -
cluirá taó fomen te radicais quar tos , cubos , e 
quadrados . Se demonf t ra rmos pois que pelo m e -
thodo aclual eíla reduzida naõ pode incluir de po-
tencias de a , fenaó aqueilas cu jos expoentes fo-
r e m múl t ip los de 5 , feguir - fe-ha que o noífo m e -
thodo reduz a d i f i cu ldade das equações do qu in to 
g i áo á dos gráos infer iores : iifo he o que vamos 
a f a z e r . 

2 1 4 Seja X5 - f - px3 -f + rx s — o 

h u m a equaçaõ geral do qu in to g ráo . F a z e n d o 
— 1 = 0, flji4 - j - by3 cy~ dy - f - X = O , 

e p ra t i cando c o m o no terceiro e quar to gráo , 
a c h a r e m o s 

X5 — 5 adx3 + 

— 5 bcx3 + 
+ 

+ 

— 5 bel d 

+ 5 a 6 c* 

-f 5eT-Pd 

+ 5 b * c f 

- f 5 a r V » 

5WY — Çcd3X -J- a5 = O 

5 a-cxz — b5 

5 c-dx1 — 5 b3dx + d 

5 etPx1 — 5 ac3x + d' 

- f - S'i"a'2x— 5<2W 

4 - 5 P c z x — $ab3c 

•— 5 abedx — 5 abd3 1 

Suppondo o coefficiente dc x3 p ( e n t e n d e -
mos por coefiiciente a total idade das quantidades 
que mul t ip l icaô h u m a m e f m a potencia de x ) , o de 
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X7 — q , o de x = r , e a totalidade dos t e rmos 
confiantes = j , t e remos quat ro equações , as 
quais , f a zendo b — ga7, , c = ha3 , d m ka4 , 
como he licito , fe m u d a r a õ em outras qua t ro , 
que incluirão g, h, k , e fomen te a5 , ax° , & c . 
Logo , e l iminando g , h , e & , a equaçaõ final naõ 
incluirá de p outras potencias mais , que as de e x -
poentes múl t ip los de 5. 

215 De tudo o precedente pois fe fegue , que 
em o rdem ao p r i m e i r o coefficiente a da equaçaõ 
af — 1 bym~ 2 - j - &c . = o , a reduz ida no f e -
gundo gráo he do gráo 1. 2 ; no terce i ro he do 
gráo 1 . 2 . 3 ; no quar to , do gráo 1. 2. 3. 4 : logo 
por inducçaõ , no qu in to ferá do gráo 1. 2. 3 , 4 . 5 , 
ou do 120 o ; do 720 o no fexto gráo ; e aílim por 
diante. 

E advi r ta - fe , que o achar - fe no q u a r t o g ráo 
huma reduz ida que naõ paíla do fexto , he h u m a 
fimplificaçaó accidental , a qual p rovave lmente te -
rá lugar por h u m modo analogo nas equações , c u j o 
expoente fo r n u m e r o compoí lo , mas naó naquel las 
em que for n u m e r o p r i m o . Po rque no quar to g r á o 
vê-fe c la ramente , que eíla f impl i f icaçaõ p r o c e -
de de b ter em todas as equações , em que en t ra , 
relações femelhantes para » e c ; a o m e f m o t e m -
po que a naõ tem para b as m e f m a s , que tem pa-
ra c. M a s no qu in to gráo a nenhuma das q u a n t i d a -
des a , b , c, d fe pôde aplicar o m e f m o que acaba-
mos de d izer de b no quar to gráo , c o m o he fácil de 
v f r pelos coefficientes da e q u a ç a õ * 5 — 5 (ad -J- bc) 
r + &c. = o. 

216 C o m o todos os expoentes de a ( 2 1 4 ) que 
e n -
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ent ra6 na reduz ida do q u i n t o gráo , faô múltiplos 

de 5 , fe fizermos a* — u, a equaçaõ do 2+° gráo, 

que entaõ teremos , inc lu i rá taõ fomen te t , 

e ; devendo entrar na propofta os fr f que m o f -

tra a equaçaó a = \ / u . 

Bem fe vê agora de que modo devemos difcorrer 
fobre o s g r á o s fuper iores . Q u e m deze ja r maiores 
individuações nefta matér ia , confu l te as Mem. da 
Acad. das Scienc. ann. 1762 e 1765 , onde fe achai 
raõ mui tas clalfes de equações fufceptiveis de huma 
refoluçaõ algébrica fácil , e out ro methodo deduzi-
do do n o f t o , o qual fimpliíica o t rabalho nas equa-
ções , cu jo expoen te naó for n u m e r o p r imo . 

217 N a ó pôde haver difficuldade em achar 
f empre todas as ra izes da equaçaõ a dous termos 
y" — i = o , que requer o noffo me thodo . Por-
que deduz indo- fe ao menos h u m a pela f imples ex-
t racçaõ da ra iz do gráo n , ifto he , tendo fempre 
y — I , quando n he impa r , e y = I , y = — I. 
quando n he par , a difficuldade de achar as outras 
r e d u z - f e , quando mui to , a refolver h u m a equaçaó 
do gráo n — 1 , ú que fe reputa fabido , quando 
fc paffa á refoluçaõ de h u m a equaçaõ geral do gráo 
n. M a s a difficuldade nem ainda chega a fer deífe 

g ráo ; he taó f o m e n t e do gráo •" ^ , quando 

* fl - ^ 
it he impar ,e do gráo - , quando n he par. 

2 
P o r q u e , dividindo a equaçaõ y" — 1 pela raiz 
v — 1 , quando 11 he impar , ou por r2 — 1 » quan-
do n he par , o quociente , ou a equaçáÕ que de-

ve 
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ve dar as outras raizes , ferá f empre da f ó r m a 
yk _J_ yk - l yk - a yk — 3 _J_ &C< . . Jç- l = Q, 

fendo í h u m numero par ; eíla poderá f empre r e -

folver-fe em A. f a d o r e s do fegundo gráo da f ó r m a 
2 

y2 by - f - ; ; e a equaçaó de que fe ha-de deduz i r 
k 

h , naó paliará do gráo — . N a ó me demoro em 

demonílrar a u l t ima propof içaó , a qual fe pód« ver 

no Tom. VI das Mem. dc Petcrslurgo. 

Dos Divifores commenfuravcis das 
Equações. 

218 ( j ^ Uando huma equaçaó tem raizes c o m -
menfuraveis , podemos achallas pelo me thodo f e -
g u i n t e , com maior facil idade do que pela re fo luçaó 
geral . 

C o m o o u l t imo t e rmo ( 180 ) t em a p ropr ieda -
de de fer o p r o d u d o de todas as ra izes , n e n h u m 
numero ferá valor commenfurave l de x , fe naó for 
divifor e x a d o do u l t imo t e rmo . Poder íamos pois 
tomar fucceíl ivamente todos os divifores do u l t i m o 
t e rmo , e fubí l i tui l los em - j - e em — na equaçaó 
em lugar de x , pois que as ra izes igua lmente po-
dem fer pofitivas e negativas : o divifor que redu-
zilfe a equaçaó a nada , feria o valor de x. 

Po rém , para naó tentar tantas divifóes , vamos 
a dar o c a r a d ^ r , pelo qual fe di í l inguem os divifores 
úteis dos inúteis , enf inando p r i m e i r a m e n t e o m o -
do de achar todos os divifores de hum n u m e r o . 

219 Divida-fe fucceí l ivamente o numero p ropof -
to pelos números p r imos , por que for divifivel , 

co -
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c o m e ç a n d o pelos mais í imples , e c o n t i n u a n d o a 
dividir em q u a n t o puder fe r . E í c r e v a ó - f e á p a r t e , 
e em l inha todos eíles n ú m e r o s p r i m o s , repe-
t idos tantas vezes q u a n t a s fe rv í raõ de divi fores ; e 
m u l t i p l i q u e m - f e depois dous a dous , tres a tres , 
q u a t r o a qua t ro , & c . : eíles p roduc los , os n ú m e -
ros p r i m o s que fe a c h á r a ó , e a un idade f o r m a -
r a ó todos os d iv i fores p r o c u r a d o s . 

P r o p o n h a - f e , por e x e m p l o , acha r todos os d i -
v i f o r e s de 6 o . 

D i v i d o 6o por 2 , t e n h o 30 ; 30 po r 2 , t enho 
15 ; 15 por 3 , t enho 5 ; 5 por 5 , t e n h o 1. A f -
l im os divifores p r imos faó 

2 , 2 , 3 , 5 . 
M u l t i p l i c a n d o - o s 2 a 2 , t enho 4, 6 , 10, 6 , 1 0 , 1 5 . 
M u l t i p l i c a n d o - o s 3 3 3 , t enho 1 2 , 2 0 , 3 0 , 3 0 . 
M u l t i p l i c a n d o - o s 4 a 4, t enho 6 0 . 
L o g o , todos os divifores de 60 , e n t r a n d o a un i -
dade que he divifor de todo o n u m e r o , faó 
I , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 10 , 12 , 15 , 2 0 , 30 , 6 0 . 

2 2 0 1 lio pol lo , para t e rmos os divifores c o m -
m e n f u r a v e i s de h u m a equaçaó ( havendo-os ) , por 
e x e m p l o , da geral do qua r to g ráo 

* 4 + Px> + í * 2 + r x + S — 0 » 
f u p p o n h a m o s h u m delles igual a x -}- a : a equaçaó 
p ropo í l a pôde en taó conf iderar - fe ( 183 ) c o m o pro-
duz ida pela mul t ip l i caçaó de x - \ - a po r h u m fad lo rdo 
3° g ráo , c o m o x5 kx2 + » '* + «• M u l t i p l i c a n d o 
pois , t e remos 

X+ + kxl + '"X2 nx - f an — o 

ox3 - f - ahâ - j - amx 
a q u a l , devendo fer igual á propoí la , dá 

í a •=. p . . . m a k — q . . . n a m — r . . < 
an 
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#« = s , ou » m 
a a 

q — tn p k 
í • • . I 

a a 

L o g o pa ra faber fc h u m divi for a do u l t i m o 
te rmo he admiflivel , d iv ida-fe o u l t i m o t e r m o da 
equaçaõ po r eife divifor ; t i re - fe o quoc ien te do 
coeíficiente de x , e d iv ida-fe o re f to pelo m e f m o 
divifor ; t i r e - f e efte fegundo quoc ien te do coef f i -
ciente de x2 , e d iv ida-fe t a m b é m o ref to p e l o 
m e f m o divifor ; e c o n t i n u e - f e affim , a t é que fe 
chegue ao coefficiente do fegundo t e r m o da e q u a -
çaõ , o qual deve dar I por quoc ien te . Se o d iv i -
for fa t is í izer a todas eftas divisões , poderá f e g u -
r a m e n t e t o m a r - f e por a ; mas para fc conhece r a 
inut i l idade do n u m e r o , baf ta que h u m a das d i v i -
sões naõ fe poífa f aze r e x a í l a m e n t e . 

E f t á c laro , que a unidade deve t a m b é m e n -
t rar nef te e x a m e , t an to em -4- , c o m o em — ; 
p o r é m he ma i s c o m m o d o fubf t i tu i r 4~ i e — i 
na equaçaó em lugar de x : fe de n e n h u m a def tas 
lubf t i tu içóes re fu l ta r o , naó pôde fer a := i , n e m 
« = — i . 

E x e m p l o I. . Pergunta-fe fe a equaçaõ 
X1 — 9%' 4" 23.x2 — 2ox 4 - 1 5 = 0 tem 'al-
gum divifor eommenfuravel. 

T e n d o achado o s divifores d o u l t i m o t e r m o 
1 5 , efcrevo-os por o r d e m d e g r a n d e z a , t o m a n -
do-os em 4~ e em — , c o m o aqui fe vê na p r i -
meira l inha dos nu tneros . 

X* 
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1 X * — 9* t 23* —20* + 1 5 = 0 X .4 

Diviióre» de ij . . . t i j , + j , + 3 , _ 3 t _ í , _ I J 

+ 1 . + 3 » + $ . — 5 , — 3 . — ' 

— 21, — 23 , — 25, _ iS , — 17, _ i ) 

D i v i d o o u l t i m o t e r m o - f - 1 5 po r cada htirri 
dos n ú m e r o s da p r ime i r a l inha , e efcrevo os q u o -
cientes em fegunda l i nha . 

T i r o cada t e r m o da fegunda l inha do coeff i -
c ien te — 20 de x , e c o m os ref tos f ó r m o te rce i ra 
l i n h a . 

D iv ido cada t e r m o defla pelo c o r r e f p o n d e n t e 
da p r ime i ra l inha , e vou efcrevendo os q u o c i e n t e s 
e x a f t o s , 

que f e f o r em a c h a n d o . C o m o neí te e x e m -
p l o ha f o m e n t e h u m , 5 , a equaçaõ naõ pôde 
t e r mais que h u m divifor c o m m e n f u r a v e l . P o r é m 
ou fe ache h u m fó d iv i for e x a f t o , ou fe a c h e m 
m u i t o s , con t inue - f e por effa m a n e i r a . 

T i r o cada quoc ien te do coefficiente 23 de x 2 , 
e efcrevo os reflos em quin ta l i n h a ; aqui he - j - 18. 

D i v i d o , c o m o p receden temen te , cada reí lo pelo 
t e r m o co r r e fponden te da p r ime i ra l inha , e efcrevo 
os quocientes por ba ixo ; aqui he — 6. 

T i r a n d o eíles do coefficiente — 9 de x' , for-
mo nova l inha c o m os reflos ; aqui he — 3. 

F i n a l m e n t e , divido eíles reflos pelo t e rmo 
cor re fponden te d a p r imei ra i inha . N o e x e m p l o 
a c h a m o s 1 ; donde conc luo , q u e o t e r m o cor -
r e f p o n d e n t e — 3 da p r ime i ra l inha he a , e que 
X — 3 divide a e q u a ç a õ : logo X = 3 he o valor 
c o m m e n f u r a v e l de x na equaçaó p ropo í l a . be 

+ 5 

+ 18 

— 6 
— 3 

+ I 
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Se q u i z e r m o s ter ao m e f m o t e m p o o q u o c i e n -
te da equaçaõ , na c o l u n n a que houver fa t i s fe i to , 
t o m a r e m o s os n ú m e r o s que fe a c h a r e m nas l inhas 
de n u m e r o par , c o n t a n d o defde a p r i m e i r a ; el les 
fo rmaráõ o u l t i m o t e r m o , e os coeff iciente» f u c -
ceílivos de x , x5 , Xf > & c . no f egundo fac tor d* 
equaçaõ. App l i cando a o noífo e x e m p l o , t e m o s — 5 , 
-)- 5 , — 6 , - j - 1 ; logo c o n c l u í m o s , q u e o f e -
gundo faétor he i x ' — b x 2 - f - 5 X — 5 , de m a n e i -
ra que a equaçaõ propoi ta he igual ao p r o d u á t o 
de x — 3 por x f — 6x= - f - 5X — 5 . 

E x e m p l o I I . Achar os divifores coinmetifura-
veis de . . . X' 2* 2 — 33X -f" 14 = o 

Divifores de 14 . . . . + 1 4 , + 7 , + 2 , — 2 , — 7 , — 14 

+ I , t 2 , + 7 , — 7 , — 2 , — 1 

— 3 4 . — 35, — 4° • — - 6 > — 3 ' > — 3 » 
— 5 , — 2 0 , t 13 

+ 7 , + 2 2 , — 11 

+ 1 , + 11 

Os divi fores 7 e 2 faõ os ún icos q u e f u f t e n -
taõ a próva até a u l t ima l inha ; mas o f egundo n a ó 
fa t i s faz , po rque dá II por u l t imo quoc ien te , d e -
vendo dar 1 : logo o único d iv i for c o m m e n f u r a v e l 
he x -J- 7-

221 Eí le me thodo fe applica do m e f m o m o d o 
ás equações l i t terais . Se ellas faó homogéneas , i í to 
he , fe t em o m e f m o n u m e r o de d imensões em c a -
da h u m dos feus t e rmos , e fc reveremos na p r i m e i -
ra l inha fomen te os divifores do u l t i m o t e r m o q u e 
forem d e h u m a d imenfaó . N a õ fendo p o r é m h o -
mogéneas , deverá fupp r i r - f e a h o m o g e n e i d a d e , 
i n t roduz indo h u m a letra , cu jas potencias c o m p l e -
tem o n u m e r o de d imensões . 

M 2 2 2 
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2 2 2 Se o p r i m e i r o t e r m o tiver coefficiente r o 
d ivi for , em lugar de fer l imp lesmen te x -}- a » 

em geral mx a , í endo m h u m dos faiSlores do 
d i to coeff ic iente . Q u e r e n d o pra t icar neíle cafo o 
m e t h o d o precedente , para cada faí.tor em lugar da 
fegunda l inha , qua r t a & c . , u f a r e m o s delias m u l -
t ip l icadas por m , e a d m i t t i r e m o s taó f o m e n t e por 
a os t e r m o s da p r ime i ra , a que c o r r e f p o n d e r na 
u l t i m a o f egundo f a í t o r do p r ime i ro t e r m o da 
equaçaó p ropof ta : p o r é m bafta t o m a r em - j - os m , 
em que fe f izer a t en ta t iva . Por ou t r a pa r t e efte 
c a f o pôde r e d u z i r - f e ao precedente , f a z e n d o def -
apparece r o coeff iciente ( 191 ) . 

2 2 3 H u m a equaçaó pôde n a ó ter d ivi for c o m -
m e n f u r a v e l do p r i m e i r o gráo , e com tudo tello do 
f e g u n d o . A c h a õ - f e eftes por h u m m e t h o d o analogo 
ao expof to , p o r é m c o m o os cálculos faó compr i -
d o s , abbrev ia remos defta m a n e i r a . O f aé to r tri-
n o m i o , r ep re fen tado por x2 mx - f - n mul t ip l i -
q u e - f e por ou t ro f a â o r tal , que p r o d u z a h u m a quan-
t idade do g ráo da equaçaó p ropof ta , por e x e m -
plo , por h u m do terceiro , corno x' - f - ax2 - f -
-}- c , fe a equaçaõ propof ta for do q u i n t o ; e for-
m a n d o t an tas equações q u a n t a s f aó a s inde te rmi -
nadas a , b , c , m , n , & c . e l i m i n a r e m o s a , b ,c, 
m , e virá h u m a equaçaõ em n , de que fe buíca-
r á ó os divi fores c o m m e n f u r a v e i s : aff im ficará de-
t e r m i n a d o o fa£lor x2 -}- m x "1" 

He m a n i f e f t o o que devemos f aze r , para achar 
os fad lores c o m m e n f u r a v e i s dos gráos fuper iores . 

Da 
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Da extracçaÕ das raizes das quantidades parte 
commenfufaveis , e parte incommenfuraveis. 

224 A S quant idades da f ó r m a \ / ( C - \ - y / D ) , 
a que nos c o n d u z a refoluçaó de a lgumas equações 
( 1 7 3 ) , p ó d e m mui tas vezes r e d u z i r - f e a ou t ras 
exprefsões mais f imples , que c o n f i e m de q u a n t i -
dades racionais , e l imples radicais quadrados ; 011 
fomente de radicais quadrados ; ou deites m u l t i -
plicados , 011 divididos por h u m radical i imples do 
m e f m o gráo do radical f u p e r i o r . C o m e c e m o s pe la 
reducçaô das quant idades da f ó r m a y / ( C - j - * / D ) . 

Seja i/[C \/D) — y/'w - j - y / n , f endo m , 

e n duas incógni tas ; t e r emos C y / D r : m + 

i / m n n . C o m o podemos de t e rmina r h u m a das 

incógni tas pela condição que q u i z e r m o s , viíto h a -

ver taõ fomen te h u m a equaçaõ , f u p p o n h a m o s 

1</mn y / D ; ferá Cz=ztn-\-n, e c o n f e g u i n t e -

li iente C2 — D — m2 — Imn n2 — [m — n)- . 

L o g o C2 — D deve fer h u m quadrado per fe i to , 

para que m e n fe jaõ c o m m e n f u r a v e i s . As duas 

equações [m — n )2 — C2 — D , e m - f - n — G 

daó m — \ C - \ - \ y / ( C 2 — D) , e n — { C — 

\ /{C2 - D ) ; logo y / ( C + y / D ) — . . . 

i -£>)] + y/liC- W(C2 - D)]. 

E x e m p l o I. Pede-íe a raiz quadrada dc 

7 + v / 4 8 . 

T e m o s aqui C — 7 , D 48 , e C 2 — D 
— I , que he hum quadrado perfe i to ; logo a e x -
preifaõ pôde í impl i f icar- fe . F a z e n d o pois as f u b l t i -

M 2 t u i -
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tu ições na f o r m u l a achada , t e r e m o s \ / { j 

S e nos deíTcm • í 1 1 6 V 2 ) > r e d u z i r í a m o s 
(112) efta expre l faõ a y / ( i 1 A / 7 2 ) » e acha r í a -
m o s d o m e f m o m o d o , que a f u a r a i z h e 3 V ' 2 ' 

E x e m p l o I I . Pede-fe o valor d e . . . . 

V[MC + 2 H c ) i" —c) V— • 

R e d u z i n d o efta expreí íaó a < / ( — 4 

(rt c)2 (a — c)2 ) ] , t emos C= 4ac , D z=z — 4a* 

8a 2c 2 — 4 c * , e c o n f e g u i n t e m e n t e \/(C2 — D) 

= 2 (a2 -}- c2 ) ; logo o valor pedido ferá 

+ <)2 + • [ - ] = « + ' + {«-c) 

— 1 , c o m o f u p p u z e m o s ( 2 0 3 ) . Aí l im a m e f m a 
f o r m u l a ferve para ex t rah i r a r a i z q u a d r a d a das 
quan t idades par te racionais , e par te imag ina r i a s . 

S e e m lugar d e s / { C - \ - \ / D ) tiveíTemos 
\/(C — VD) , a f o r m u l a fer ia y / [ IC - ( • 
i v/{C= - Z))J - / [ I C - s/(C2 _ D)~] . 

Pe lo m e f m o m e t h o d o fe achará , q u e em g e -
ra l a quan t idade imag ina r i a m o n o m i a As/ — 1 , 
f endo A h u m a quant idade real , t em a r a i z b i -
n o m i a ( 1 s/ —• r J 1/ \ A . P o r e x e m p l o 

/ 2 v/ — 1 = 1 - f - 1/— 1 • 
2 2 5 . V e j a m o s agora a s quant idades da f ó r m a 

f/(C-\- \ / D ) . Se C - f s/D t e m r a i z cubica 
exa£ta , deverá eíta fer h u m a quan t idade da f ó r m a 

m l/k 4" \/k • V" » p o r q u e fe na r a i z en t r a í l e tn 
dous radicais quadrados , no cubo t a m b é m e n t r a -
r iaó dous , c o m o fe pôde vêr , e levando •/g - j - y/b 

ao c u b o . I í t o poí to , f u p p o n h a m o s \/(C s/D) 
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= m 4 - y /h . / » ; t e r e m o s C - f y / D 

= m~' k -[- 3mkn -f ( 3 m' k in ) y/n , e i g u a -

l ando a pa r te rac iona l á pa r t e rac iona l , e a i r r a -

cional á i r rac ional , d e d u z i r e m o s /D — ( 3 m2 k 

- j - in ) s/n » e C=mi k 4" » donde v e m 

[C2 — D)k = [m2 k — r.h )' , o u m* — n = 

cional , ou para que C - j - y/ D t e n h a h u m a r a i z 
cubica , deve t o m a r - f e pela quan t idade a r b i t r a -
r ia k h u m n u m e r o tal , que faça ( C2 — D) k 
h u m cubo pe r fe i to . S u p p o n h a m o s por abbrev ia r 

ou n = m2 — />; e fub í l i tu indo efle valor na e q u a -
ç a ó C= m' k 3 m i n , v i rá ^im* — 3 p i m — C 
r r r o . L o g o para que m , e n f e j aó rac ionais , o 
va lor de m , que fe deduz i r delia e q u a ç a õ , deve fer 
r ac iona l . Bufca remos pois os feus d iv i fores c o m -
menfu rave i s (220) , que acha remos todas as v e z e s 
que a quan t idade propoi ta fo r fu fcep t ive l de h u m a 

r a i z cubica da f ó r m a m y/h -\- v i. y/n. As d u a s 
out ras ra izes cubicas fe acha raó , b u f e a n d o todas 
as ra izes da equaçaõ 4hm'1 — &c . 

E x e m p l o I. Pede-fe o valor de y/{20 - f - 14 y / l ) . 

T e m o s neíte cafo C = 20 , D — 3 9 2 ; l ogo 

— D — 8 , que he cubo per fe i to , e por t a n t o 
poífo f a z e r k z= 1. Será pois p = 2 , e a equaçaõ 

- . L o g o para que m2 — n fe ja ra> 

ph(C2 — D) 
= p , t e r e m o s m2 — n — p , 

k 
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4ÍM> — 3 p l m — C — o fe t o r n a em i m ! — 3»! 

— 10 = o , ou f a z e n d o ( 1 9 1 ) m = - Z - . e u i ) ' — 

6y — 40 = o. E d a e q u a ç a ó t e m y — 4 por d iv i -

fo r c o m m e n f u r a v e l ( 2 2 0 ) ; ferá po i s y = 4 , m 2 , 

e c o n f e g u i n t e m e n t e tiz=z 2 ; l o g o ^ ( 2 0 14 y / 2 J 
= 2 - f v / 2 . 

E x e m p l o I I . Pedc-fe a raiz cubica de 52 - f -

3 o / 3 -

C o m o t e m o s C •= Ç2 , D = 2 7 0 0 , f e rá C1 

— D — 4 , que n a õ he c u b o p e r f e i t o . F a ç a m o s 
p o i s k = 2 , ferá p 1 , e — — C 
—z o fe r e d u z i r á a 8m' — 6w — 52 m o , ou fa -
z e n d o 2rn — y, ay ' ' — 3y — 52 = o , c u j o d iv i for 
c o m m e n f u r a v e l y — 4 dá y z=z 4 , m = 2 , n 3 , 

e u l t i m a m e n t e ^ ( 5 2 4 - 3 0 V 3 ) = 2 ^ 2 4 " 

^ 2 . v / 3 . 

D o m e f m o m o d o e x t r a h i r e m o s a s r a i zes c u b i -
cas das q u a n t i d a d e s p a r t e r ac iona i s , e pa r t e i m a -
g i n a r i a s . 

D o n d e v e m , q u e naó o b f t a n t e a f ó r m a i m a g i -
n a r i a q u e t e m as r a i z e s do t e rce i ro g r á o ( 1 9 8 ) no 
c a f o i r r eduz ive l , c o m t u d o q u a n d o x he n u m e r o 
i n t e i r o , c o m fac i l idade fe acha t x a í l a m e n t e o feu 
va lo r : naõ he necef fa r io m a i s do q u e t o m a r o 
d o b r o da p a r t e real da r a i z c u b i c a de | q 4" 

V i l f + ^ r ? ) ' P o r q u e x , 0 1 1 ( 1 9 5 ) 

h - \ Í + / ( i f ) ] + f o - n -
/ 
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iqi -L- pi )] n a õ p o d e r á f e r i n t e i r o fe 

— iq _]_ i y 2 - f - P'}) n a ° f ° r h u m c u b o 

p e r f e i t o , c u j a r a i z con i l e de h u m a p a r t e r e a l , q u e 
r e p r e f e n t a r e m o s p o r A , e de o u t r a i m a g i n a r i a B. 

Será po i s \1 + \ f ) ] = 

3 

A + B , e c o n f e g u i n t e m e n t e y[ — \q — 

V i t f + ^ P " ) ] r=A-B-,\ogox = *A. 

P o r e x e m p l o , na e q u a ç a õ ( 1 9 8 ) . . . X> — 9.V 

— 1 0 = r o t e m o s ( / [ — f - - [ - J -

= ^ ( 5 + / — 2 ) = — i - f / — 2 ; l o -

go f e rá x = — 2. Se a c h a f l e m o s as o u t r a s d u a s 

r a i z e s cub icas de 5 y / . — 2 , t e r i a m o s f e m e -

l h a n t e m e n t e a s o u t r a s d u a s r a i z e s d a e q u a ç a ó . 

N a ex t r acçaÕ das r a i z e s m a i s e levadas d i f c o r -
r e r e m o s d o m e f m o m o d o , q u e h a v e m o s f e i t o nos 
dous c a f o s p receden te s . 

Do modo de achar as raizes approximadas 
das Eqna^es compoflas. 

2 2 6 O M e t h o d o q u e v a m o s a e x p ô r , f u p -
póe q u e i e c o n h e c e h u m valor d a i n c ó g n i t a a p -
p r o x i m a d o a t é a fua d e c i m a p a r t e . V e j a m o s po i s 
c o m o fe acha efte p r i m e i r o valor , t o m a n d o p a r a 
e x e m p l o a e q u a ç a õ x* — 5X 6 = o. 

S u b -
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Suhf t i tuaõ- fe em lugar de x m u i t o s n ú m e r o s , 
t an to pofi t ivos , c o m o negat ivos , a té que duas 
f u b f t i t u i ç ó e s confecu t ivas dem dous re fu l tados de 
f ina is con t rá r ios . Se os dous n ú m e r o s que fat isf i -
z e r e m a efta cond ição , t ive rem ent re fi de diffe-
r e n ç a a d e c i m a pa r t e de h u m delles , ou menos , 
qua lque r dos dous , ou h u m me io en t re elles , ferá 
o valor a p p r o x i m a d o q u e fe p r o c u r a . Se a di f icren-
ça p o r é m for m a i o r , p r a t i ca r emos da m a n e i r a fe-
g u i n t e . 

Subf t i t u i r emos na equaçaõ — -f- 6 = o 
o s n ú m e r o s 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , &c . ; p o r é m repa ran -
do que todos elles daõ re fu l t ados pofi t ivos , e que 
i f to con t inua r i a aílim a té o inf in i to , paf ta remos a 
f u b f t i t u i r — 1 , — 2 , •— 3 , & c . , o que nos dá 
os re fu l t ados feguin tes-

Subf t i tu ições . R e f u l t a d o s . 

o 6 
— 1 - f 1 0 

— 2 + 8 

- 3 - 6 

C o n c l u i r e m o s pois , que a r a i z eftá en t re — 2 
e — 3 . M a s c o m o a d i f fe rença en t r e eftes n ú m e -
ros he 1 , quan t idade ma io r que a d e c i m a pa r t e de 
cada h u m , t o m a r e m o s o m e t o — 2 , 5 e n t r e el-
les , e f ub f t i t u indo -o na equaçaó em lugar de I , 
a c h a r e m o s - ( - 2 , 8 7 5 , i f to he , h u m a q u a n t i d a d e 
pofi t iva ; logo a r a i z eftá en t re — 2 , 5 , e — 3 . 

T o m a r e m o s o m e i o — 2 ,7 en t re — 2 , 5 , e 
— 3 , d e f p r e z a n d o o que paiiar das dec imas , e pe -
la f u b f t i t u i ç a ó t e r emos — 0 , 1 8 3 , i f to he , h u m a 

q u a n -
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quan t idade negat iva . L o g o o valor de x ef lá en t r e 
— 2 , 5 , e — 2,7 ; e c o m o a di f ferença 0 , 2 e n -
t re elles he menor que a d e c i m a par te de cada 
h u m , t o m a n d o o meio , ferá — 2 , 6 o valor de X 
fem er ro de h u m a d e c i m a . 

S u p p o n h a - f e agora x igual ao n u m e r o achado 
mais h u m a nova incógni ta z , ifto he , no nollb 
e x e m p l o , x = — 2 , 6 z , e f ub f t i t ua - f e 11a 
equaçaó , d e f p r e z a n d o z2 , z> , & t . c o m o q u a n -
tidades m u i t o pequenas ; t e r e m o s ( — 2 , 6 ) ' 
+ 3 (— 2 , 6 — 5 (— 2,6) — 5 % 4 - 6 — o , 011 

15 ,282 - [ - 1 , 4 2 4 = o ; l o g o z = — " ' = 
15 , 2b 

— o , 09 , levando a divifaõ taÕ f o m e n t e a té o 
p r i m e i r o a l g a r i f m o f ignif icat ivo. Em geral , p á -
ra - fe com a divifaõ em tendo t an tos á l g a r i f m o s 
í ignif icat ivos , e n t r a n d o o p r i m e i r o q u e fe acha , 
quan tas faõ as cafas que mede i aõ en t re ef te , e o 
p r i m e i r o a l g a r i f m o do p r i m e i r o valor a p p r o x i r n a -
do de x : 110 noíTo e x e m p l o en t re 9 ( p r i m e i r o a l -
g a r i f m o fignificativo do quoc ien te 0 , 0 9 ) e 2 , 
que he o p r i m e i r o a lga r i fmo de 2 , 6 , p r i m e i r o 
valor a p p r o x i m a d o de x , ha h u m a cafa ún ica , e 
po r ifto pá ra - fe na p r ime i ra letra f ignif icat iva 9 . 
L o g o x — — 2 , 6 — 0 , 0 9 = — 2 , 6 9 . 

Se q u i z e r m o s o valor de x ma is a p p r o x i m a d o , 
f u p p o r e m o s a c t u a l m e n t e x = — 2 , 6 9 - j - f > e 

fub f t i t u indo na equaçaõ , a cha remos — o , 0 1 5 1 0 9 
4" 1 6 , 7 0 8 3 t — o , donde fe t i ra t = 0 , 0 0 0 9 0 4 , 
e c o n f e g u i n t e m e n t e x — — 2 , 6 9 4" 0 , 0 0 0 9 0 4 

— 2 , 6 8 9 0 9 6 . 
Se q u i z e r m o s a inda m a i o r e x a í l i d a ó , f a r e m o s 

* = — 2 , 6 8 9 0 9 6 4- u , e c o n t i n u a r e m o s o c a l -
culo do m e f m o m o d o . ^ 
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T o m e m o s por fegundo exemplo a equaçaó 

x* — 4 v ; — 3 x 4 - 2 7 = 0. 

O valor de .*• app rox imado até as decimas he 
2 , 3 . F a i e m o s pois x = 2 ,3 - j - z , e acharemos z = 

m a s pela razaó dada ; logo x = 2 , 2 7 . 

Para maior approx imaçaó , fa remos x = 2 , 27 
t , e fubf t i tu indo acharemos t — o , 0025 ; 

logo x = 2 , 2675 . 

Reflexões febre o methodo precedente. 

bamos de expôr , f u p p u z e m o s , que a raiz de huma 
equaçaó fe acha en t re aquelles números , que 
fendo nella fubf t i tu idos daó dous refultados de fi-
nal con t ra r io . I d o he fácil de demoní t ra r . Por-
que , reprefen tando o menor valor de x por a , e o 
p r o x i m a m e n t e ma io r por b , de manei ra que x — a , 
e x — b fe jaó dous f a d o r e s da equaçaó , lie claro , 
que fe em lugar de x fub í l i tu i rmos h u m numero 
pofi t ivo m e n o r que a , x — a fe tornará nega t ivo ; 
e fe fub í l i tu i rmos ou t ro t ambém pofit ivo , mas 
ma io r que a , e m e n o r que b , x — a fe tornara 
pofi t ivo , e o p r o d u â o dos outros fa£lores terá o 
m e f m o final , que t inha 110 p r imei ro cafo : logo 
c o m o o f ac to r x — a he o único que muda de fi-
nal , t a m b é m o p r o d u f t o total m u d a r á . O m e f m o 
fe demonf t ra r ia , fe o menor f sé lor em lugar de 
x — a foffe x -}- a ; mas deve entaó f aze r - fe fub-

o . 5 8 3 Q _ 
17 , 812 

— o , 03 , parando nas centefi-

me thodo de N e w t o n , que aca-

í l i tuiçaÓ de n ú m e r o s negativos. P ó -
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P ô d e p o r é m f e r , que fe fub f t i t uaô por x todos 
os valores reais , t an to pof i t ivos , c o m o negat ivos , 
comprehend idos entre o e o u l t i m o t e r m o , e 
nem por ido venhaô dous r e fu l t ados de final c o n -
trar io. Acon tece iflo em t res cafos : i ° Q u a n d o 
as ra izes f a õ iguais duas a duas , q u a t r o a q u a -
tro , & c . 

2 o Q u a n d o todas as r a i zes faõ imag ina r i a s . 
3 o Q u a n d o faõ parte imag ina r i a s , pa r t e iguais 

duas a duas . 
Por e x e m p l o : a equaçaõ f o r m a d a pelos q u a -

t ro f a â o r e s x — a , X — a , x — b , x — b , if to 
he , a equaçaó ( X — a )- (x — b )- — o naõ nít i-
da nunca de final , feja qual fo r o n u m e r o pof i t i -
vo , ou negat ivo , que fe f u b f t i t u a cm lugar de x ; 
po rque ou x — a fe ja pof i t ivo , ou negat ivo , o 
feu quadrado f empre he pof i t ivo . O m e f m o a c o n -
tece a x •— b. 

Q u a n d o as ra izes faó imag ina r i a s , os f inais 
t a m b é m naõ podem m u d a r ; po rque fe mudafTem , 
o valor de x eftaria en t re os dous n ú m e r o s reais , 
que detTem os dous reful tados de final c o n t r a r i o , e 
por tan to naõ fer iaõ imag ina r io s . 

F i n a l m e n t e o terceiro cafo f egue - fe dos dous 
que havemos e x a m i n a d o . 

V e j a m o s c o m o en taó f e p ó d e m achar a s r a i -
z e s . 

Do modo de achar as raizes iguais das Equações. 

228 M Uitiplique-fe cada termo da equaçaó 
pelo expoente que a incógnita tiver no mefmo termo , 
e diminuindo efie expoente de huma unidade , fe for-

ma-
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irará huma nova equaçaõ ; o maior /Hvi for commum 
entre cila e a propofia fe comporá das raizes iguais , 
mas elevadas a huma potencia diminuida de huma 
unidade. 

E x e m p l o . P e d e m - f e as ra izes iguais da equa-
çaõ f o r m a d a pelo p rodud to de ( x — a )2 por 
( x — b )2 , i d o he , da equaçaõ 

X* — 2<7X>" + a2x2 — 2 a 2 l x 4- a2b2 = o 

— 2bx' 4" 4abx 2 — 2ab"-X 

- f b2x2 

M u l t i p l i c a n d o cada t e r m o pe lo expoen te de x , 
e d i m i n u i n d o o feu e x p o e n t e de h u m a unidade » 
t e r e m o s v 

4X' — 6ax2 -f 1a2x — 2a-b = o 

— 6 bx2 4- 8 abx — 2ab2 

- f 2b 2 x 

c u j o divi for c o m m u m c o m a propoí la he x2 — aX 
— bx 4" ab —f X — a ) ( x — b ) , o qual t em os 
m e f m o s f a&ores que ( x — a )2 ( X — b )2 , mas 
d i m i n u í d o s de h u m a u n i d a d e . E i s - a q u i a d c m o n -
l l raçaó da r eg ra . 

C o m o ( 149 ) t e m o s 

(x + br = xn-\-mxm~lb 4- m . m ~ l
 x

m ~ z b z 

2 
1 m — 1 m — 2 m—nt 1 « 4 - m . — . X 3 Í 3 4 " &C. 

2 3 

f e m u l t i p l i c a r m o s cada t e r m o d o f e g u n d o m e m -
b r o pelo e x p o e n t e de x , e d i m i n u i r m o s efte e x -
p o e n t e de h u m a un idade , a c h a r e m o s 

vi 
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m (xm-1 + ( m - i ) yr-H + ( m-1 ) 

4- ( m—i ) . 4- Scc.') 
2 3 / 

= m ( x + í ) " - 1 . 

L o g o , quando aílim fe mu l t i p l i c aó os t e r m o s de 
que fe c o m p õ e a potencia m do b i n o m i o x h , 
cada h u m pelo expoen te do feu x , o p r o d u â o he a 
potencia i m m e d i a t a m e n t e i n f e r i o r , mu l t ip l i cada 
pelo expoen te da po tenc ia a£ lua l . E f t á pois d e m o n -
ilrada a regra no cafo de f e r e m todas as ra izes 
igua i s . 

Se as ra izes p o r é m naó f o r e m todas iguais , 
if to he , fe t ivermos ( x 4" b )"' (* d )" , m u l t i -
p l i ca remos p r i m e i r a m e n t e o s b i n o m i o s d e f e n v o l -
vidos h u m pelo ou t ro , e depois cada t e r m o do 
p r o d u â o pelo expoen te do feu x ; o r e fu l t ado ferá 

m (V 4 " b)m-1
 (x 4 - d)" 4 - n (x 4 - b)"> (x 4 - d)»-* , 

c u j o divifor c o m m u m c o m (x 4~ b)m (x 4~ d)" he 

(x 4- (x 4- d)"-1 ; e aíl im por d ian te , q u a l -

quer que feja o n u m e r o dos fa&ores x -4- b , 

X'4 -d , &c . 

Do modo de achar as raizes imaginarias 
das Equações. 

A 
229 J T x . I n d a que a s r a i zes imag ina r i a s f e j aõ 

fufcept ive is de differentes f o r m a s , c o n f o r m e o 
gráo das equações , c o m tudo p o d e m o s r eduz i l l a s 
todas á f ó r m a X — a b /— 1 , f endo a e b 

q u a n -
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quan t idades r e a i s , p o f i i i v a s , o u negat ivas . V e j a - f e 
a demonítraçaõ nas Mem. da Acad. de Beriin , 
ann. 1 7 4 6 , onde M r . d ; A l e m b e r t moí t ra , que 
p o d e n d o fempre h u m dos valores de x r ep re fen-
t a r - f e por a - L - b y ' — 1 , haverá o u t r o da f ó r m a 
a — b\/— 1. D o n d e fe fegue : 

I o O n u m e r o das r a i zes imag ina r i a s he f e m -
pre pa r . 

2o As equações de gráos pares faó as únicas , 
q u e p ó d e m ter todas as fuas r a i zes imag ina r i a s . 

3° As ra izes imaginar ias , que dá a r e fo lu -
çaó de h u m a equaçaó , t em duas a duas a m e f m a 
quan t idade deba ixo do radica l . 

4" T o d a a equaçaó de g ráo par , c u j o u l t i m o 
t e r m o he nega t ivo , t e m ao m e n o s duas ra izes 
reais . 

5° H u m a equaçaõ , que t em todas as ra izes 
imag ina r i a s , pôde refolver-fe em fa£tores do fe-
g u n d o g r á o da f ó r m a ( x — a — by/— 1) ( x — a 
- j - V — T ) > ' l e > e m fac tores reais d o f egun-
do g r á o x2 — 2ax aa-\- bb. 

L o g o re fo lvendo h u m a equaçaó , q u e t iver to-
das as ra izes imaginar ias , em fac tores do f e g u n -
do g r á o (223) da f ó r m a x2 GX H , a equaçaó 
em h terá f egu ramen te a lgumas ra izes reais , e 
c o n f e g u i n t e m e n t e poderemos achallas ao menos 
por a p p r o x i m a ç a ó . C o n c l u a m o s pois , que feja 
qual fo r a equaçaó , poderemos f e m p r e acha r as 
fuas ra izes ou reais , ou imaginar ias , ao menos 
por a p p r o x i m a ç a ó . 

S E C -
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S E C Ç Ã O I I . 

D A A F P L I C A Ç A Õ D A Á L G E B R A A ' A R I T H M E -

T I C A E G E O M E T R I A . 

230 
T EMOS vif to nas appl icações da Secçaô 

precedente , q u e a r e fo luçaõ de h u m p r o b l e m a , 
depois de f o r m a d a a f u a equaçaó , fe r e d u z a d e f -
embaraçar a incógni ta , ou incógn i t a s ; e que as 
regras p o r q u e ifto fe execu ta , a inda q u e f e j a ó 
mu i to differentes as quef tões , e as quan t idades 
que nellas fe conf ideraõ , faõ as m e f m a s para t o -
dos os p rob l emas do m e f m o g r á o . 

M o f t r á m o s em a lguns e x e m p l o s , q u e ef tas r e -
gras d i fpen faõ de mul t ip l i c idade de rac ioc ín ios , 
que necef far iamente fe deviaõ f a z e r , f e n a õ r e c o r -
re l femos ás equações , e que i n d e p e n d e n t e m e n t e 
do feu n u m e r o , mu i t a s vezes pela fua n a t u r e z a fe -
r iaõ fuper iores ás forças ord inar ias da r a z a õ . V i -
m o s t a m b é m , quan to era v a n t a j o f o r ep re f en t a r p o r 
finais gerais as quant idades que en t r aõ nos p r o -
blemas , e as operações que fobre ellas fe p r a t i -
caõ . A l é m deftas vantagens a A n a l y f e t e m m u i t a s 
outras de que vamos a t r a f t a r , conf iderando as 
equações em h u m pon to de vifta ma i s e x t e n f o do 
que t emos fe i to a té a q u i . 

As equações q u e e x p r i m e m de h u m m o d o g e -
ral todas as condições de qua lque r p r o b l e m a , f aõ 
c o m o outros tan tos livros , em q u e fe p o d e m ler 
com mui ta faci l idade as d i f ferentes re lações , q u e 
tem h u m a s quan t idades c o m as ou t r a s . A r a z a õ 

aban-

/ 
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a b a n d o n a o p rob lema , e o c c u p a - f e u n i c a m e n t e 
c o m as equações , para app l ica r - lhes as regras que 
e n í i n á m o s , e dar - lhes novas f o r m a s , que me lho r 
r ie ixaõ perceber as re lações . Em h u m a palavra , 
f a õ as equações o depol i to das p ropr iedades das 
quan t idades que nel las en t raõ , e das refo luções 
gerais de h u m g rande n u m e r o de p rob l emas , que 
naõ l embravaõ , n e m fe fu fpe i t ava que dependef -
f e m do p rob l ema p r inc ipa l . 

C o m eíFcito , c o m o o fim das regras porque» 
fc achaõ os valores das incógni tas , he r eduz i r as 
equações a t e r e m por p r ime i ro m e m b r o cada hu-
ma das incógni tas , c por f egundo todas as out ras 
quan t idades ; e c o m o eftas regras f a õ appl icaveis a 
qua lquer das quan t idades que en t r aõ nas equações , 
ei iá c laro , que p o d e m o s f e m p r e chegar a ter qua l -
quer delias no p r ime i ro m e m b r o , e todas as o u -
tras no fegundo . E n t a ó e f t amos r eduz idos ao cafo , 
em que houvei femos de refolver o p rob lema , no 
qua l fe delfem eftas u l t imas , e aque i la f o m e n t e 
fo i fe a i ncógn i t a . L o g o h u m a equaçaõ refolve 
t an tos p r o b l e m a s difFerentes , quan ta s faõ as quan -
t idades que nelle e n t r a õ . M o f t r e m o s ifto em al-
guns e x e m p l o s . 

Propriedades gerais das ProgrefsÕes 
Arithmelicas. 

231 S E j a o valor n u m é r i c o do p r i m e i r o ter-
mo de h u m a progref iaõ a r i t hme t i ca a , o do 
u l t i m o 11 , a d i f ferença c o m m u a , 011 a r a z a o 
1= d , o n u m e r o total dos t e rmos n ; o n u m e -
ro dos t e rmos que p recedem o t e r m o u ferá n—1 » 
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logo ( A r i t h . 206 ) . . . u a ( n— X ) d. E f -
ta equaçaõ refolve o p r o b l e m a , em que fendo d a -
da a razaõ de h u m a progreifaõ , c o m o n u m e r o dos 
te rmos , e o valor do p r i m e i r o , fe p rocura qua l 
deve fer o u l t i m o t e r m o . M a s c o m o c o n t é m q u a -
t ro q u a n t i d a d e s , refolve q u a t r o p rob l emas gera i s . 
Porque , 

i° Conf ide rando a c o m o incógn i t a , t e m o s 
a — u — (n — 1 ) d , a qual enf ina , q u e o p r i -
mei ro t e r m o de h u m á progreifaõ a r i t hme t i ca c r e f -
cente íe acha , t i r ando do u l t i m o t e r m o a r a z a õ 
tomada tantas vezes m e n o s h u m a , q u a n t o s faó os 
t e rmos todos . 

2o Conf ide rando n c o m o incógn i t a , t e m o s 

n — " " a qual mof l ra , que pa ra acha r 

o n u m e r o dos t e rmos , d iv id i remos a d i f fe rença 
en t re o p r ime i ro e o u l t i m o pela r a z a õ , e a j u n -
taremos h u m a unidade a o q u o c i e n t e . P o r e x e m -
plo , fe o p r ime i ro t e r m o for 5 , o u l t i m o 37 , e 
a razaõ 2 , conf iará a progreifaõ de 1 7 t e r m o s . Se 
o quociente naõ for n u m e r o in te i ro , a qtieílaó f e r á 
a b f u r d a . 

3o Conf ide rando d c o m o incógni ta , t e m o s 

d = — , a qual enf ina , que pa ra acha r a 

r a z a õ , t i r a remos o p r i m e i r o t e r m o do u l t i m o , e 
d iv id i remos o reílo pelo n u m e r o dos t e r m o s m e -
nos h u m ; o que concorda c o m a regra que d e m o s 
( A r i t h . 209 ) . 

Aílim a equaçaõ u — a (n — 1 ) d dá a r e -
foluçaõ de qua t ro p rob lemas gerais , que fe c o m -
prehendem neíle ; Das quatra couías , o primeir 

N / « - - ' 
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termo , e ultimo , o numero dos termos , e a razao de 

huma progrefjaó arithmetica ,fendo dadas tres, achar 
a quarta. 

2 3 2 T o d a a p r e g r e f l a õ a r i t h m e t i c a p ô d e rep re -

f e n t a r - f e p o r -f <• ± <t- " i . z J .« t j J . a +4^ , &c. 

q u e f e n d o igual a • f í i ^ - i i s ^ ^ i ^ . i i d . a 

a f o m a .f dos t e r m o s de h u m a ferá igual á a m e t a d e da 
f o m a d e a m b a s j u n t a s . M a s a f o m a d e dous t e rmos 
c o r r e f p o n d e n t e s nas duas p r o g r e f s ó e s deve f e m p r e 
fe r a m e f m a , e igual á do p r i m e i r o e u l t i m o de hu-
ma del ias r e u n i d o s ; logo a to t a l idade das d u a s fe 
a c h a r á f o m a n d o os e x t r e m o s de h u m a , e mu l t ip l i -
c a n d o o r e f u l t a d o pe lo n u m e r o d o s t e r m o s . L o g o 
p a r a a c h a r m o s a f o m a de t odos os t e r m o s de h u m a 
p rog re í l aõ a r i t h m e t i c a , multiplicaremos a foma dos 
extremos pela ametade do numero dos termos. P o r ex-
e m p l o , a f o m a dos c e m p r i m e i r o s t e r m o s da pro-
g re i faó dos n ú m e r o s i m p a r e s - f - 1 . 3 . 5 . 7 &c , 

. 1 0 0 
c u j o c e n t e f i m o t e r m o = 1 9 9 , he ( 1 9 9 - f - x ) - j -

= 1 0 0 0 0 . 

A t r a d u c ç a õ a lgébr ica clefta p r o p r i e d a d e , confer -
v a n d o as d e n o m i n a ç õ e s p receden te s , dá a equaçaó 

s = ( a - j - u) — , a qua l r e fo lve eí le p r o b l e m a ge-

ral , q u e c o m p r e h e n d e q u a t r o : Das quatro coufas , 

primeiro termo , ultimo , a foma , e numero dos termos 

dc huma proçrefjaõ arithmetica, fendo dadas tres , 

achar a quarta. 

P o r q u e x° c o n h e c e n d o a , u , e n , a equaçaó 
dá o va lo r de s. 2° C o n h e c e n d o a , u , c s, t e r e m o s 

n 
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n = — ^ — • f c i ° C o n h e c e n d o a , s , e n , ou 
A _L. U

 J 

is is 
u , s , e « , t e remos u= a , ou a = «. 

n n 

233 Os o i to p rob lemas gerais q u e a c a b á m o s de 
refoíver por meio das duas equações , em que fe 
t r aduz i raõ duas propr iedades das progrefsóes , m o f -
traõ c o m o a Álgebra enf ina a d e d u z i r de h u m p r i n -
cipio todas as verdades que delle d e p e n d e m . N a õ 
obllante a pouca ut i l idade de a lgumas , c o n t i n u a r e -
mos a t r a â a r delias , po is que pela fua f i m p l i c i d a -
dc faõ m u i t o própr ias para fe rv i rem de e x e m p l o do 
ufo das equações . 

A t é aqui havemos conf iderado f o m e n t e h u m a 
equaçaó de h u m a v e z . P o r é m fe d u a s , ou m a i s 
equações cont iverem a lgumas quan t idades c o m -
muas , poderemos com f u m m a faci l idade der ivar 
maior n u m e r o de propr iedades . P o r e x e m p l o , as 
duas equações f u n d a m e n t a i s das progrefsóes a r i -

thmet icas u — a (n — 1) d , e s = (a - j - u) — 

t em tres quant idades c o m m u a s a , u , e n. T o m e -
m o s fuccel l ivamente em cada h u m a o valor de q u a l -
quer das tres quant idades , e igua lando os dons va lo-
res , t e remos novas equações , as qua i s e x p r i m i r ã o 
a relação , que tem ent re fi as ou t ra s qua t ro q u a n -
t idades independen temente da e l i m i n a d a . Aí l im , 
confiderando a c o m o incógni ta , t e remos . . . 

_ Inu — n (>1—1) d 
s , a qual re fo lve q u a t r o p r o -

b lemas . Se e l imina rmos ou « , ou n , t e r emos ou 

N 2 Í 
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dnz dn a-X-u u* — as 

s = an-1 —- — — , ou í = — ! — - j j — , 1 2 2 2 * 2 d 

das quais nos fe rv i remos para refolver o i to p rob le -
m a s , c o n f o r m e fo rem conhec idas tais , ou ta is 
quan t idades . 

C o n c l u a m o s p o i s , que a s duas equações f u n d a -
m e n t a i s c o n t e m a re fo luçaó de vinte p rob l emas , 
q u e fe podem p r o p o r fobre as progrefsõeB a r i t h m e -
t i c a s , ou en f inaó a achar qua lquer das c inco q u a n -
t idades a , u , n , d , s , h u m a vez que fe jaó dadas 
t r e s . Pa ra f a z e r m o s a lgumas appl icações , 

2 3 4 S u p p o n h a m o s que fe pe rgun ta , quan tas b a -
las inclue a bafe de h u m m o n t e t r iangular , a qual 
t e m n balas po r lado. 

He claro que cada f i le i ra paral lcla a qua lquer 
dos lados tem h u m a bala de m e n o s que a p receden-
te , e que o n u m e r o das fileiras he igual a ». R e -
d t i z - f e pois o p rob lema a achar a f o m a dos t e r m o s 
de h u m a progre í faõ a r i t hme t i ca , c u j o p r i m e i r o t e r -
mo = 1 , 0 u l t i m o = n , c o n u m e r o dos t e rmos 

= n . L o g o a f o m a ferá l ) n . f o r m u l a dos 
2 

n ú m e r o s t r i angu la re s , que f e m p r e dará h u m n u m e r o 
i n t e i ro , que r n feja par , quer i m p a r . Se o lado AB 
\Fig. 2) coní la r de 6 balas , a bafe A B C terá 2 1 . 

2 3 5 O m e f m o pr inc ip io pôde fervir para achar 
a fuper f ic re de qua lquer t r apéz io , 011 de h u m t r i -
a n g u l o . C o m e f f e i t o , i m a g i n a n d o a a l tu ra d iv i -
dida em h u m a inf inidade de par tes iguais por l inhas 
r eé tas paral lelas á bafe , t e r - f e -ha o t r a p é z i o total 
A B D C ( /*7f . 3 ) dividido e m inf ini tos t r apéz ios 
ici/j , cdki i n f in i t amente p e q u e n o s . E c o m o todos 

elles 



D B A L S E B R A . I97 

el les t em a m e f m a a l tura , t i r ando ce e í / p a r a l l e l a s a 
hk, a dif terença en t re qua lquer delles e o feu vez inho 
fei a h u m a m e f m a quant idade cefg.Logo para a c h a r -
m o s a fua totalidade , (23a) mu l t i p l i c a r emos a f o m a 
dos ex t remos pela ametade do n u m e r o dos t e r m o s . 
P o r é m fendo os t r apéz ios i n f i n i t amen te pequenos , 
pôde cada h u m f u p p ô r - f e igual á f u a bafe m u l t i p l i c a -
da pela f u a a l tu ra . L o g o ferá a fuper f ic ie do t r apéz io 

= ( C D . h A B . h) == ) «b — 

( Ç D + _ A B ) I H = á f e m i f o m a dos l ados pa ra i -
2 

Ielos mul t ip l i cada pela a l tu ra . D o n d e fe fegue , q u e 
fe AB for nada , ou fe o t r apéz io fe conver te r em 
t r iangulo , mul t ip l ica remos a bafe pela ame tade da 
a l tu ra ; o que tudo concorda c o m o que fe d e m o n f -
t ra na G e o m e t r i a . 

Da foma das potencias dos termos de qualquer 

ProgreffaÕ Arithmelica. 

« 6 A Soma d e mui tas quant idades que c r e f -
cem , ou d i m i n u e m por h u m a lei, d e t e r m i n a - l e pelo 
conhec imen to de a lgumas delias , do feu n u m e r o , e 
da lei do a u g m e n t o , ou d iminu ição que obfervaõ . 

Sejaõ a , b , c , d , &c . mu i to s n ú m e r o s em 
progreifaõ a r i thmet ica , cu j a differença fe ja r . T e -
remos 1 ° b - a - \ - r , c = b - \ - r , d = c - \ - r , 
e = d r. 

2® 
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2 o Q u a d r a n d o , t e r e m o s 

b2 = a2 4 " 2ar 4 " r * 

C7 — b2 ibr 4~ r 1 

dz = c2 4" 2 í r 4" 

t 2 = z d 2 2 d r 4 " r * 

3 0 E l e v a n d o ao c u b o , t e remos 

í ' = a ' 4 " 3 f l 5 /" 4 " 3 ' 7 r 2 4 " r ? 

c » = í » 4 - 3 Í V 4 - 3 Í r 2 - j - r f 

d ' = c'> 4 - y 2 r 4 " 3cr* 4 " r ' 

e> = d> 4- 3d'r -f 3dr2 4~ r* 

Se Tomarmos as equações dos quadrados , a cha -
r e m o s e2 = a2 -\-2r[a-\-b-\-c-\-d)-\- 4 r- . 
L o g o em geral , fe o n u m e r o das quant idades 
a, b , c , d , & c . fe r ep re fen ta r p o r » , a u l t ima 
p o r u , e a f o m a po r s1, t e r emos u3 — a2 -{-
2r (s'— u) (" — t) r2 , donde vem a f o m a de 
todos os t e r m o s de h u m a progre l làõ a r i thmet i ca 

u2 — a2 — (n — 1) r2 , 
s l = 4 " u. 

2 r 1 

D o m e f m o m o d o a f o m a dos cubos dará 

' J = 4 - 3 ' {*"- + + <2 4 - ) 4 - 3 ' 2 

( « 4 - Í 4 - ^ 4 - < / ] 4 - 4/- ' , e em geral , f endo s" 

a f o m a dos q u a d r a d o s , u ' = a ' 4 ~ 3 r ( í " — ) 

4- 3 r» ( , / _ „ ) r; = a< 4. 2r (s"— u" ) 

I ',2 — a2 — ( n — i ] r2 

4 - y L J- ( » _ , ) r i . 

L o -
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L o g o fe rá a f o m a dos q u a d r a d o s , o u . . . . 

n 2u 1 — 2 a ' 3 ™ 2 4 ~ 4 " ( " — 0 r ' 
s 6 r 

S e m e l h a n t e m e n t e a c h a r e m o s a f o m a das p o -
tenc ias m a i s e levadas . 

2 3 7 Se a p rog re i f aõ f o r a fer ie dos n ú m e r o s n a -
tura is 1 , 2 , 3 , & c . fe rá a — 1 , r = i , h = a 
4- ( n — x ) r = n , e c o n f e g u i n t e m e n t e s" = 

2 4 " 3 " 1 4 " w " • í " 4 " 0 (2n * ) 
6 ~ à ' 

S u p p o n h a m o s q u e f e p e r t e n d e f a b e r q u a n t a s b a -
las inc lue h u m m o n t e de l ias q u a d r a d o , f e n d o c o -
n h e c i d o o n u m e r o q u e t e m h u m lado d a b a f e . C o m o 
todas as c a m a d a s paral le las á bafe faõ q u a d r a d o s q u e 
v a õ d i m i n u i n d o de h u m a ba la p o r lado d e f d e a b a f e , 
e f t á c laro que a t o t a l i dade fe rá a f o m a dos q u a d r a -
dos da fer ie na tu ra l dos n ú m e r o s , c o n t i n u a d o s a t e o 
n u m e r o n das ba las do l ado da ba fe , e c o n f e g u i n -

_ n . (n 4 - i ) (2n 4 " 1) 
t e m e n t e t e r a p o r exp re l l ao 5 — ^ . 

P r a t i c a r e m o s pois c o n f o r m e efta r e g r a . . . As nu-
mero das balas de hum lado da bafe , e ao feu dobro 
ajunte-fe a unidade ; multiplique-fe huma foma pela 
outra , e o produílo pelo mefmo numero de balas do la-
do da bafe ; e tome-fe a fexta parte defte ultimo produ-
£lo. P o r e x e m p l o , fe o m o n t e q u a d r a n g u l a r t i ve r 
na ba fe 6 balas p o r lado , a ef te n u m e r o e ao f e u 
d o b r o 12 a j u n t a r e m o s 1 , do q u e r e f u l t a r á 7 , e 13 ; 
o p r o d u í l o 91 m u l t i p l i c a d o ' p o r 6 da rá 5 4 6 , c u -
j a f e x t a pa r t e 91 fe rá o n u m e r o de ba la s do m o n -
te p r o p o l t o . 

Se 
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Se o m o n t e í F/V. 4 . ) t iver por bafe h u m para l l e -
l o g r a m m o D F G I , i m a g i n e - f e d iv id ido e m h u m 
m o n t e quad rando D E A I H que ja fe fabe fomar , e 
c m h u m p r i fma C B F E H G , c u j a tota l idade f e a c h a -
rá . mu l t i p l i cando o n u m e r o das balas do t r i angu la 
F B G (234) pelo n u m e r o das balas de BC , ou de 
AB — 1. Aíl im , fe AB t iver m balas , o m o n t e t e rá 

r (n i) (2>i - f - l) , n {n - f - 1) (m — ll 

6 + — ^ ' „ " + 1 . ( w + * ( « + » — * ) ) . 

2 3 : : 

2 3 8 Suppondo que o n u m e r o dos t e r m o s he i n -

r • r 1 11 + (2»+ l ) r , f m i t o , a f o r m u l a s" = — - fe r e d u z 

a f " = ^ = a ! . - ; porque f u p p ô r n in f in i to , 
3 3 

he f u p p ô r que n naó pôde f e r a u g m e n t a d o por 
quan t idade a lguma finita ; hypo the fe que fe e x -
p r i m e no nollo ca lcu lo , d e f p r e z a n d o 1 em c o m p a -
r a ç a õ dc n e de 2n . I f to po i to , imag ine - f e h u m a py« 
r a m i d e compor ta de fecçÓes para l l t l as á b a f e , e a a l -
tu ra ST ( Fig. 5 ) dividida em h u m a inf in idade de 
par tes iguais . C o m o confia da G e o m e t r i a , que todas 
ac fecções faõ proporc iona is aos quadrados das fuas 
dif lancias re fpeé t ivas St ao ver t ice S , cilas f o r m a r a ô 
a p rogre í faó na tura l , e as fecções a dos feus qua -

n 
drados . L o g o , pela f o r m u l a U2 — , para 

a c ^ a r a foma das fecções , if to he , a fo l idez da py-
r a m i d e , deve m u l t i p l i c a r - f e o u l t i m o q u a d r a d o , 

i í lo 
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i f to he , a b a f e , pela terça par te da a l tu ra , c o m o 
f e demonf t r a na G e o m e t r i a . 

2 3 9 E m g e r a l : P o r q u a n t o t e m o s . . . . 

= r t mdm-\ + ». — / — + « . . J—V + &c. 

a 2 3 

2 2 3 

2 a 3 

2 2 3 

fe a j u n t a r m o s eftas quant idades , e r e p r e f e n t a r m o s f« 
por st"'—1 , st"'—2, stm-' , & C . , a f o m a das po íenc ias 
m — 1 , m — 2 , m — 3 , & c . de todos os t e r m o s , e 
por u o u l t i m o , a c h a r e m o s um = am - f " • 
mr (st'"-1 — « » - ' ) m — ra (stm-2 — u"'~2) 

- f - &c« da qual fe d e d u z e m f o r m u l a s da foma de 
todas as potencias de h u m a progre i faõ , p o n d o f u c -
cel í ivamente m z=z 1 , m — 2 , m •— 3 , & c . e ad -
ver t indo que em lugar de j / ° — pôde t o m a r - f e 
n—1. 

240 Agora he fácil de achar a f o m a de m u i t a s 
out ras efpecies de progefsôes . P o r e x e m p l o , os 
t e r m o s d a progreifaõ - = - 3 . 7 . 1 1 . 1 5 . 1 9 & c . fc>-
mados fuccef l ivamente f o r m a ó a ferie 3 , 1 0 , 
2 1 > 5 5 . &c . a qual f e pôde f o m a r . A j u n -
t a n d o do m e f m o m o d o os t e r m o s defta , t e r e m o s 
h u m a fegunda ferie 3 , 13 , 34 , 70 , 1 2 5 , & c . que 
t a m b é m he fomavel , c o m o i g u a l m e n t e a que fe 
f ó r m a pela addiçaõ dos t e r m o s da u l t ima , e aí l im 
por diante a té o inf in i to . 

C o m 
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C o m effei to , f endo ( 2 3 3 ) a f o m a dos t e r -

m o s de h u m a progreífaó a r i t hme t i ca s = an - j -

— n2 — — n , e e x p r i m i n d o s h u m t e r m o qua l -

que r da p r ime i r a fe r ie , r eduz - f e a quel taó a f o -

m a r a fe r ie das quant idades que re fu l t a r i aõ da 

y r 
expref íaó an -1 n2 n , fe fub íHtu i í femos 

r 1 2 2 

fucce í l ivamente p o r n todos os t e r m o s da p r o -
greí íaõ na tu ra l 1, 2, 3, &c . E c o m o a e r , feja n 
qua l for , f aõ f e m p r e as m e f m a s , para achar a 
f o m a das quan t idades reprefen tadas po r an , bai la 
m u l t i p l i c a r a pela f o m a das quant idades r ep re fen ta -
das por 11 , i do he , pela f o m a da progreífaó dos n ú -
m e r o s na tu ra i s ; logo an ferá a f o m a das quan t idades 

a . " ~ r 1 ^ - . D o m e f m o m o d o a f o m a das q u a n -
2 

t idades — n — — 1) " > e a das quant idades 
2 2 2 

r , r sin' 4 - 3n2 + . , 
— 11- — — ( —, ! — ) . L o g o a f o m a das 
2 2 v 6 / 0 

r r 
q u a n t i d a d e s an -4- — n2 n, i í l o h e , a f o m a d o s 

1 2 2 

, . . f . r , ( H - j - I ) H . 
t e r m o s da p r ime i r a ierie lera a . 1 - f -

r /In* 4 " V'2 4 " r (n l ) n 

2 V 6 ) 2 2 
tn - j - i ) n ( n—I ) n ( n 4 - 1 ) , 

a !— 1- r - — ! . S o m a n d o 
2 1 6 

t a m b é m as difFerentes pa r t e s deíle r e fu l t ado , para 
o 
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o que naô fe requer m a i s do que f o m a r as p o t e n -
cias da ferie natural dos n ú m e r o s , a c h a r e m o s a fo -
ma dos t e rmos da fegunda fer ie ; e aí l im a té o i n -
f ini to . 

Q u a n d o a •=. I , e r = I , i f to he , q u a n d o a 
progreilaõ p r imi t i va he a fer ie dos n ú m e r o s n a t u -
rais , as feries cu jos t e r m o s fe f o r m a ó pela add i -
çaõ dos t e r m o s da p receden te , c h a m a ó - f e números 
figurados : eftes faõ triangulares 011 da te rce i ra 
ordem , pyramidais ou da qua r t a o r d e m , c o n f o r -
me pe r t encem á p r ime i ra , ou á f egunda ferie & c . 

Se for a = 1 , e fizermos r igual a 1, 2 , 3 , & c . 
re fu l ta raó m u i t a s progrefsóes a r i t hme t i ca s ; as fe-
ries que fe f o r m a ó pela add içaõ dos t e r m o s c o n -
fecut ivos de cada h u m a deíTas progrefsóes , c h a -
m a ó - f e números folygonos , os quais feraõ trian-
gulares , quadrados , pentágonos , hexagonos , &:c. 
c o n f o r m e a d i f fe rença d a progref taõ for 1 , 2 , 
3 , 4 , & c . 

Pe l a u l t ima f o r m u l a p ô d e acha r - f e o n u m e r o 
de balas de h u m m o n t e t r i angu la r ; p o r q u e f u p p o n -
, n -1- 1 v 4- 2 

uo a — 1 , cr z= I , t e remos n . —!— . —-—. , 
2 3 

donde fe deduz h u m a regra m u i t o f imples . Se f o r 
dado o n u m e r o total m das balas , fe rá n a r a i z c u -
bica do ma io r cubo que fe con t ive r em 6m. 

Do m e f m o modo a c h a r e m o s a f o m a das feries 
que fe f o r m a ó a j u n t a n d o a ferie dos quadrados , a 
dos cubos &c . , e em geral daquel las feries , c u j o s 
t e rmos fe e x p r i m e m por qua i squer po tenc ias p e r -
fei tas de h u m m e f m o n u m e r o n , mu l t ip l i cadas po r 
qua i squer n ú m e r o s . 

Das 
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Das propriedades, e ufo das ProgrefsÕes 

Geometricas. 

c 
24.1 O E j a ó a , b , c , d ,e , Scc. os t e r m o s c o n -

fecut ivos de h u m a progre í faó geomet r ica c re fcen te , 
c u j a r azaô = q . C o m o pela propr iedade deitas p r o -
grefsóes ( A r i t h . 211) he b — aq , c = bq , d = cq , 
t «= dq , t e r emos b -j- c d -I- e = (a b -j-
c d) q , ou em geral , fendo s a f o m a de todoS os 
t e r m o s , eu o u l t i m o , s—a = (s—u ) q , a qual dá 

s = ^ — ~ . Se a progreí faó fo r de fccnden te , a 

r e p r e f e n t a r á o u l t i m o t e r m o , t u o p r i m e i r o . 
L o g o : A foma de todos os termos de huma pro-

gref]'aÔ geometrica acha-fe , multiplicando o maior 
termo pela razaô , tirando do produólo o menor , e di-
vidindo o refio pela razaô diminuída de huma unidade. 
E n t e n d e m o s em geral pela pa lavra razaô o n u m e r o 
de vezes que cada t e r m o da progreí faó c o n t e m o 
i m m e d i a t a m e n t e m e n o r , de m a n e i r a q u e o noífo 
enunc i ado convém t an to ás progrefsões c re fcen tes , 
c o m o ás decrefcentes . 

Se a progreffaõ fo r decrefcente a t é o inf in i to , 
o u l t i m o t e r m o ferá in f in i t amen te p e q u e n o , e a 

f o r m u l a f e t o rna rá e m s = — . L o g o neí te ca-
q—I 

fo o p r o d u f t o da r a z a ó mul t ip l i cada pelo ma io r 
t e r m o , f endo d iv id ido pela r a z a ó d i m i n u i d a da 
un idade , dará a f o m a dos t e r m o s da p rogre f -
f a ó . Aí l im a f o m a dos t e r m o s deita progreífaó 

1 . J^ 

~2 '' 4 

1 

I 
Scc. con t inuada a té o 

in-
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in f in i to h e — 1 • E m § e r a l ' t o d a a P r o S r e f -

faó geomet r ica decrefcente a té o inf in i to da f ó r m a 

_u_ — - — * —— ; &c . fendo « 
• • « 4 - 1 • ( « 4 - 1 ) " ( « 4 " I ) Í 

h u m n u m e r o qua lque r , t em por valor a un idade , 
N a ó parecerá e x t r a n h a efta c o n c l u f a ó a 

quem adver t i r , que t o m a n d o , por e x e m p l o , os 

— da l inha AB (Fig. 6) que f u p p o n h o fer de I pé , 
3 1 2 

depois Cd , ou — do ref to CB , depois — do 1 3 . 3 
refto Í/B , e aílim por d ian te a té o inf ini to , c o m o 

2 •*> 2 
e x p r i m e a progreifaõ -H ! — ! — & c . , i f to b 3 9 27 

^ 2 1 2 1 
h e , — — : — de — ; — de — &c. , naó fe 

" 3 . 3 3 3 9 
abfo rbe mais que a l inha A B . 

24.2 Seja o p r i m e i r o t e r m o de h u m a p r o g r e f -
faó geomet r i ca = a , qua lquer t e r m o delia = u , 
a razaõ = q , o n u m e r o dos t e r m o s = n , fe rá 
( A r i t h . 213) u = aq"~ l. E f t a equaçaõ refolve ella 
p rob lema g e r a l : D a s qua t ro coufas , p r i m e i r o t e r -
mo , u l t imo , r azaó e n u m e r o dos t e r m o s de q u a l -
quer progrefiaõ geomet r i ca , fendo dadas t res , 
achar a qua r t a . P o r q u e da f o r m u l a u = aq" ~' , a 
qual dá i m m e d i a t a m e n t e o valor de 1/ , fe d e d u z 

» - y u 

" =
 ; > e q = y — . N o t e - f e que efta u l -

u 
q~-

t ima concorda com a regra que d e m o s na A r i t h -
met ica , para me te r mu i to s meios p roporc iona i s 
ent re duas quant idades a e u. Q u a n t o a n , a Á lgebra 
naõ dá meios d i r e d o s para o acha r ; mas f ac i lmen te fe 
reíoiverá a equaçaõ por me io dos l o g a r i t h m o s , 
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advert indo que fe / reprefentar as palavras hgari-
thmo de , ferá ( A r i t h . 227 ) lab = la - f - lb , e 
( A r i t h . 229 ) la" = nla. Logo na equaçaó u =» 
aq"~l te remos lu = la - f - ( «—x ) Iq , donde vem 

. lu — la 

Para f aze rmos a lgumas applicaçóes , f u p p o n h a -
m o s que fe deraó 60000 libras a j u r o de 5 por 100, 
c o m a condição de fe reputarem os interelfes todos 
os annos c o m o h u m capital que igua lmente ven-
çe j u ro : pe rgun ta - fe quantos annos faõ neceffarios 
para que o capital chegue a i o o o o c o l ibras . 

C o m o o interelfe he —- do capital do anno 
20 

p r e c e d e n t e , reprefentando p o r á , b , c , d , e , 
os fundos fucceífivos de cada anno , t e remos 

7 1 1 21 21 , , 2 1 , 
b — a-j- — a = —a , c = — b ,d = -—c , e ==> 

2 0 20 20 20 

21 
— d. L o g o os fundos annuos f o r m a ó h u m a p r o -
20 b v 

greíTaó g e o m e t r i c a , cu jo pr imei ro t e r m o a = 
6 0 0 0 0 , o u l t imo « = 1000000 , a razaó q => 

5 .1 , e procura- fe o t empo , ifto he, n — 1 . N e f t e cafo 
20 

/ i o o o o o o — / 6 0 0 0 0 , 1 ,2218487 
he n == - — — r 1 — o — 

/ 2 1 — / 2 0 0 , 0 2 1 1 8 9 3 
1 pelas T a b o a s , ou n—l == 57 ,7 p r o x i m a m e n -

te . Logo o capi tal 60000 lib. chegará a fer de 
1000000 l ib . no fim de 57 annos 8 mezes \ , coin 
pouca differença. 

"—'/ li 
A equaçaó q = 4/ — fe refolve fac i lmente 

por 
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por l o g a r i t h m o s ; p o r q u e ( A r i t h . 2 3 0 , e 231) te-

r e m o s la = . A p p l i c a n d o ao cafo p r e c e -
n—1 

1 , 2 2 1 8 4 8 7 
dente , a c h a r e m o s lq = • = 0 , 0 2 1 1 7 5 7 , 

57>7 
l oga r i t hmo a que nas taboas c o r r e f p o n d e o n u m e r o 
1 ,0500 m u i t o p r o x i m a m e n t e ; donde conc lu i r emos , 

que o interelfe he ~ p r o x i m a m e n t e . 

S u p p o n h a m o s por f e g u n d o e x e m p l o , q u e a 
populaçaó n de h u m a provínc ia t e m de a u g m e n t o 
fucccífivo todos os annos h u m a f u a par te de f igna-

d a p o r — ; pe rgun ta - f e , e m q u a n t o s a n n o s virá 

a populaçaó a conf iar de m peiToas. 

Sendo x o n u m e r o de annos q u e fe p rocu ra , e 
d i feor rendo c o m o no e x e m p l o an t eceden te , v ê - f c 
c la ramente que a ferie da popu laçaó a n n u a f ó r m a 
h u m a progreífaó geomet r i ca , c u j o p r ime i ro t e r m o 

he n, o u l t i m o m, a r a z a ó ^ , e o n u m e r o 

dos t e rmos x - f - 1 ; logo t e remos n Q—y^) = ">» 

. e por confeguin te x— — — . 

Se for p = 100 e w = i o m , acha remos x =r 

' I O 1 0 0 0 0 0 0 0 
Trrz ; = — = 2 3 1 . L o g o a inda /101 — /i 00 4 3 2 1 4 ° 

que a populaçaó crefça em cada a n n o f o m e n t e 
h u m a fua centef ima par te , paífados 231 annos efiará 
dez vezes m a i o r ; paífados 4 6 2 annos , fe f a rá cein 
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Vezes m a i o r ; e mi l v e z e s , paíTados 6 9 3 anrtoí< 

C o m igual f a c i l i d a d e f e a c h a r á o a u g m e n t o 
a n n u o da p o p n l a ç a õ . Se em cada í ecu lo , p o r e x -
e m p l o , o n u m e r o n de h a b i t a n t e s fe fizer o d u p l o , 

( 1 -4- p\,0° r . 

t e r e m o s V — ~ — J — 2 , e c o n í e g u i n t e m e n t e 

, I 4-p 1 

/ —— = — h = 0 , 0 0 3 0 1 0 3 ; l o g o p = 144 

p o x i m a m e n t e : ba i la po i s q u e a p o p u l a ç a ó c r e f ç a 

em c a d a a n n o a f u a p a r t e . 1 4 4 * 

No c a f o de n — 6 , c o m o a c o n t e c e u na p r o p á -
g a ç a ó d a T e r r a depo i s d o D i l u v i o , p a r a q u e n o 
f i m d e 2 0 0 a n n o s houve í fe h u m m i l h a õ d e p e í f o a s , 
, • r , 1 + P 1 , ICOOOOO 

dev ia l e r / = — — = = 0 , 0 2 6 1 0 9 2 , 
p 2 0 0 6 , T r • l J r P 1 0 6 1 9 6 3 d o n d e fe t i ra - = ^ , e p = 16 p r o -

p 1000000 1 

x i m a m e n t e . Se a p r o g r e í f a ó crefceíTe de í le m o d o 

p o r e f p a ç o de 4 0 0 a n n o s , o n u m e r o de a l m a s che -

g a r i a a 1 0 0 0 0 0 0 . 1 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 , 

2 4 3 A e q u a ç a õ s — d a r á t a m b é m q u a -

t r o f o r m u l a s , a s qua i s r e fo lve raõ eí le p r o b l e m a ge -

ra ! : D a s q u a t r o c o u f a s , f o m a , r a z a ó , p r i m e i r o e 

u l t i m o t e r m o d e h u m a p r o g r e í f a ó g e o m e t r i c a , f e n -

do dada* t res , a c h a r a q u a r t a . 

F i n a l m e n t e , f e c o m b i n a r m o s e n t r e f i as duas 

qn—a 
e q u a ç õ e s s — , tu — eqn~ ' , r e f o l v e r e m o s 

? 1 e í le 
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«dout ro problema mais g e r a l : D a s c inco c o u f a s , 
p r imei ro e u l t imo t e rmo , r a zaõ , f o m a e n u m e r o 
dos termos de h u m a progrellàó geometr ica , fendo 
dadas t r e s , achar as outras duas. 

Da foma das Series Recurrentes. 

24+ D A m o s o nome de rècurrentes áquellas 
feries, em que hum te rmo qualquer fe f ó r m a de c e r -
to numero de te rmos precedentes , mul t ip l icados , 
ou divididos por números de te rminados , pof i t i -
vos , ou negat ivos. Po r exemplo , a ferie 2 , 3 , 
19 , 101 , 543 , &c . he recorrente , porque para 
fe fo rmar hum te rmo , recorre-fe aos dous prece-
dentes , mul t ip l icando o pr imeiro por 2 , o f e g u n -
do por 5 , e fomando os produdtos ; afiim 543 = 
1 - 9 . 2 - j - i o i . 5 , e i o i = 3 . 2 - j - 1 9 . 5 . 

Somaó- fe eítas feries pelo methodo de que ac i -
ma fizemos u fo , como vamos a mol l rar , app l ican-
d-o-o áquellas fer ies , cu ja lei depende de duas q u a n -
tidades fomen te , á manei ra do exemplo p ropof to . 

Sej ao a, b, c, d, e, f, &c. os t e rmos c o n f e c u -

tivos de huma ferie deita efpecie , me p os n ú -

meros determinados de que depende a fua f o r m a -

çaõ. Logo teremos c = ma -]- pb , d = mb -J- pc , 

c — mc -J- pd , f=md pc , e con fegu in t e -

mente c + d-\-e + / = m (a + b -f c + d) + 

, ou defignando s a foma de 

tódos o s t e r m o s , s—a—b = m(s — e — f ) 
p (s — a — f ) - a qual dá 

+ + pa —pf — a — h 

M + R P ~ I ' D E P E N D E N T E 

O dos 
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d o s d o u s p r i m e i r o s t e r m o s , dos d o u s ú l t i m o s r 6 
das q u a n t i d a d e s m e p. Se f o r m — o, t e r e m o s 

s = — 1- a , c o m o deve fer , p o r q u e e n t a õ a 
p—I 

f e r i e t o r n a - f e e m p r o g r e í f a ó g e o m e t r i c a . 
P ô d e i n t r o d u z i r - f e o n u m e r o dos t e r m o s , p r o -

c u r a n d o a e x p r e í f a ó ge ra l d e h u m t e r m o q u a l q u e r 
cm q u a n t i d a d e s a, b, m, p, e no n u m e r o dos t e r -
m o s w. 

Da ConflrucçaÕ Geometrica das Quantidades 

Algébricas. 

2 4 5 A s l inhas , a s fnper f i c i e s , e o s fo l idos , 
c o m o f a õ q u a n t i d a d e s , a d m i t e m a s m e f m a s o p e r a -
ç õ e s , q u e fe f a z e m f o b r e os n ú m e r o s , e f o b r e as 
q u a n t i d a d e s a l g é b r i c a s . O s r e f u l t a d o s p o r e m d e 
d o u s m o d o s f e p o d e m a v a l i a r , o u e m n ú m e r o s , 
ou em l i n h a s . O p r i m e i r o m o d o , q u e t e m l u g a r , 
q u a n d o a s q u a n t i d a d e s dadas f e e x p r i m e m e m n ú -
m e r o s , p r e f e n t e m e n t e n a õ t e m diíTiculdade : f u b -
f t i t i i e m - f e e m l u g a r das l e t ras a s q u a n t i d a d e s n u -
m é r i c a s q u e ellas r e p r e f e n t a õ , e f a z e m - f e as o p e -
r a ç õ e s i nd i cadas pe la d i f p o f i ç a ó dos f i n a i s , e das 
m e f m a s l e t r a s . 

O f e g u n d o m o d o , o qua l fe c h a m a conjlrucçaó 
das q u a n t i d a d e s a lgéb r i ca s , ou do p r o b l e m a q u e as 
p r o d u z i o , d e p e n d e de fe e n t e n d e r a í ign i f i caçaõ de 
c e r t a s e x p r e f s õ e s f u n d a m e n t a i s , a q u e fe r e f e r e m 
t o d a s a s o u t r a s . T r a t a r e m o s das p r i m e i r a s , e e n í i -
n a r e m o s a o m e f m o t e m p o o m o d o d e r e p o r t a r -
l h e s q u a i s q u e r ou t r a s e x p r e f s õ e s , 

246 
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24.6 P a r a conf t ru i r —— , he necef lar io a c h a r 
c 

h u m a qua r t a p roporc iona l á s t res l inhas c o n h e c i -
das a , b, c. I f t o fe f a z , f o r m a n d o [Fig. 7) h u m 
angulo qua lque r c o m duas l inhas indef in idas AX , 
AZ , e t o m a n d o fobre AX a pa r te AB igua l á l i -
nha repre fen tada p o r c , a par te AD igual a h u m a 
das duas a e b, a « po r e x e m p l o , e fob re AZ a 
parte AC igual a b ; en t ão fe t i r a r m o s BC , e c o n -
duz i rmos po r D a paral lela DE , eíla (2. 6. E u c l . ) 

de te rminará AE = —— t O m e f m o fe f a r á p a r a 

conf t ru i r , c o m a d i f ferença de t o m a r a em 

lugar de b. 

Se t ive rmos = X ~> c o n f t r u i r e -
de d e 

m o s p r i m e i r a m e n t e que c h a m a r e m o s m , e de -

pois P r a t i c a r - f e - h á d o m e f m o m o d o pa ra 

conf t ru i r , ~ , & c . 

ç . ab + bd (a-\-d)b 
Se a expreífaõ fo r — r - = , — 7 — . 

c d c - J - d ' 

conf idera remos a -{• d c o m o h u m a l inha m, 
c - \ - d c o m o out ra n , e aí l im a expre í faõ fe r e -

. mb 

u u z a —— . Do m e f m o m o d o con í l ru i r emos 

« L — f r _ f« + b) [a—b) 
c ~ c 
Conf i f te pois o ar t i f icio em refolver a q u a n t i -

O 2 dade 
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dade em porções da f ó r m a —— , ou —— • Aindíl 
c c 

q u e ifto pareça dift icultofo etn a lgumas exprcfsõeá 
q u e tem numeradores , ou denominadores c o m -
plexos , c o m tudo fac i lmente fe confegui rá por 
meio das t rans formações . 

4 - b* P o r exemplo , para conf t ru i r — — — — , f u p p o -
a- -J- c* 

r emos L' = a-m , e e2 — an ; entaõ a exprefiaõ fs 

t r ans fo rmará em -—~t—— , que he fácil de con» 
a n ^ 

{f ru i r , havendo determinado/ / / e n pelas duas hy-
pothefes . 

Q u a n d o as exprefsóes naõ faõ homogéneas , ifto 
he , quando os te rmos do numerador , ou do de-» 
nominador naõ tem o m e f m o n u m e r o de faéfores , 

c o m o na exprelfao parece que fao inú-

teis^ as t r ans fo rmações . P o r é m c o m o tais reful ta-
dos f o m e n t e apparecem , quando o calculador por 
Amplificar f u p p õ e a lguma quant idade igual á uni-
dade ; fe efta fe reft i tuir em cada t e r m o c o m ex-
poen te fuíficiente para comple tar o n u m e r o das 
d imenfóes , a exprefiaõ fe fará homogénea , e naó ha-
verá embaraço r.a fua conf t rueçaõ. Aí l im, para cor.-

í l ruir U f — r r — > fuppondo que d he a linha 
a - f - b2 

que fe t o m o u por unidade , efcreveremos . • 
bd2 4 - c-d ,,. , . , 

— — r i , e taremos b- = dm , c- = an, 
ad -J- b2 

e a' = d2p, o que mudará a expreifaõ dada eia 
{p+b-\-n)d 

a - j - 7ii 
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De t u d o ifto fe fegue , que a con f t rucçaó das 
quant idades racionais , quando o n u m e r o das d i -
menfoes do n u m e r a d o r naó exceder as do d e n o -
minador em ma i s de h u m a un idade , fe r e d u z a 
achar h u m a quar ta p roporc iona l a t res l inhas dadas . 
Pal iemos agora ás quan t idades , em que a d i f fe rença 
das d imenfoes he de duas , e t res un idades : n u n -
ca o exceifo pôde fer m a i o r , excep to q u a n d o fe 
houver t o m a d o a lguma l inha para unidade , ou 
quando a lguns f a â o r e s r e p r e f e n t a r e m n ú m e r o s . 

247 Q u a n d o a di f ferença das d imenfoes he de 
duas unidades , a quan t idade e x p r i m e h u m a f u p e r -
ficie , e a fua conf t rucçaó fe pôde r e d u z i r á de 
h u m pa ra l l e log rammo , ou á de h u m quadrado . 

P o r e x e m p l o , para conf t ru i r - — 
a —j— c 

a2 - f - ab ab 
- • j , a cha remos a l i nha m , 

«+ c a -}- c 
e a expreí íaó fe t o r n a r á em a .m , que he a f u p e r -
ficie de h u m pa ra l l e log rammo que tem a por ba fe , 
e m por a l tu ra : logo r ec ip rocamen te , efta f u p e r n -

cie repre fen ta rá a.m, o u — + a ! \ D a m c f m a 
a -{- c 

a? 4" bc2 4~ d' 
forte — - L - , f a zendo bc = am , e d2 =s 

a - f - c 

r , a (a- Ar- mc -1- nrl\ a n , ! e m u d a e m _ _ _ 1 

a - j - í 

248 Se a differença en t r e as d i m e n f ó e s do n u -
merado r e do denominador for de tres unidades , a 
quan t idade e x p r i m i r á h u m fol ido c fe c o n f -
t fu i r a c o m o h u m para l le iep ipedo. P o r e x e m p l o , 
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, , „, . ab (a2 4 - ab) 
7 pode conf iderar - le c o m o -— f-

a -j- c a c 
= ahm , f endo m a l inha que der a c o n f i r u c ç a õ de 

" -. E c o m o ab r eprefen ta h u m pa ra l l e l o -
a-\-c 

g r a r n m o , fe c o n c e b e r m o s . h u m paral le lepipedo , que 
t e n h a ab por ba fe e m pa r a l tu ra , a fua fo l idez 

r ep re i en t a r a - . 
a c 

249 Q u a n t o ás quan t idades radicais do fegun-» 
do gráo , podem conf l ru i r - f e , ou por h u m a meia 
p r o p o r c i o n a l en t re duas l inhas dadas , ou pela h y -
p o t e n u f a , ou por a l g u m dos ou t ros lados de h u m 
t r i a n g u l o r e í t a n g u l o . 

P o r e x e m p l o , p a r a con f t ru i r \ / a b , t i r a - f e 
( Fig. 8 ) a l inha indef inida A B , na qual fe t o m a 
AC igual á l inha a , CB igual a b , e fobre a t o -
ta l idade A B c o m o d i âme t ro f o r m a - f e h u m f e m i -
c i r cu lo , que co r t ando em D a pe rpend ic tda r l e -
van tada e m C , dará C D (31 . 3 , e C o r . 8 . 6 . E u c l . ) 
por va lo r de y ' a b . 

D o n d e v e m , que para t r a n s f o r m a r h u m para l le -
l o g r a m m o em quadrado , t o m a r e m o s h u m a me ia 
p ropo rc iona l en t re a bafe e a a l tu ra ; para os t r i -
ângu los , t o rna remos h u m a m e i a p roporc iona l en -
t r e a bafe e a m e t a d e da a l tu ra ; para os c i r c u l o s , 
t o m a r e m o s h u m a meia p roporc iona l en t re o ra:o 
e a f e m i c i r c u m f e r e n c i a ; e para qua lque r figura re -
ô i l i n e a , r e d u z i l l a - h e m o s a r e & a n g u l o ( 4 5 . I-
E u c l . ) , ao qual app l i ca remos o que a c a b á m o s de 
d i z e r dos p a r a l l e l o g r a m m o s . 

P a r a con í l ru i r V! 3a b b- ) — V b (3a 1>), 
a c h a r e m o s h u m a m e i a p roporc iona l en t re 3a b 

e 
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e b. Do m e f m o m o d o , fe t i v e r m o s \Z(a~- — b- ) — 

y / [ a 4- k) {a — b) , b u f c a r e m o s a m e i a p r o p o r c i o -

nal e n t r e a b e a — b. Se a e x p r e í f a õ f o r 

y / ( a2 bc~) , f a z e n d o bc = am , t e r e m o s 

\/[a-\- m) a , q u e fe c o n í t r u i r á c o m o t e m o s d i t o . 

P o d e m o s c o n f t r u i r d o m e f m o m o d o a q u a n t i -
dade v / í " 2 b 2 ) ; p o r é m he m a i s l i m p l e s d e f e r e -
ver h u m t r i a n g u l o r e â a n g u l o (Fig. 9 . ) , c u j o s l a -
dos AB , AC fe j aó a e b \ f e rá ( 4 7 . 1. E u c l . j a h y -

p o t h e n u f a BC = -/{a7 b2 ) . A m e f m a c o n -

l l r u c ç a ô p ô d e ter \/{a2 4- bc) , f a z e n d o bcz=.m2 . 

A e x p r e í f a õ v^ í " 2 — b 2 ) p ô d e c o n f t r u i r - f e t a m -
b é m de o u t r a fo r te ; p o r q u e d e f e r e v e n d o {Fig. 11 . ) 
f o b r e AB = a c o m o d i â m e t r o h u m f e m i c i r c u l o , 
c t i r a n d o de A a co rda AC = b , f e r á ( 3 1 . 3. , e 
4 7 . I . E u c l . j BC — v / ( " 2 — b2) . 

Se a q u a n t i d a d e t iver m a i s de d o u s t e r m o s d e -

b a i x o do radica l , r e d u z i r e m o s a f u a c o n f t r u c ç a ó a 

a l g u m dos m e t h o d o s p r e c e d e n t e s p o r m e i o d a s 

t r a n s f o r m a ç õ e s . T e n d o , por e x e m p l o , \ / { « 2 4 ~ 

bc cj ) , f a r e m o s bc zzz. am , f an , e c o n -

í l r u i r e m o s a t r a n s f o r m a d a y / ( a 4- /;/ - f - n)a ; ou 

de o u t r a fo r te , f a r e m o s bc — tn2 , ef n2 , e c o n -

í l r u i r e m o s v / ( a 2 m2 4- n2 ) , o q u e fe c o n f e -

gue , p o n d o / ( a 2 4 - m 2 ) = h , e y / ( / j 2 4 - n 2 ) = = ! . 

O m o d o p o r é m m a i s f i m p l e s de c o n f t r u i r os 
rad ica i s , q u e c o n t é m h u m a f e r i e de q u a d r a d o s p o -
f i t ivos , c o m o p o r e x e m p l o </{az 4 - b - 4 - c 2 - f -
d 2 4 - & c . ) , conf i f t e e m c o n f i d e r a r f u c c e í l i v a m e n -
t e cada h y p o t h e n u f a c o m o h u m l a d o . A f f i m , t o -

m a -
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m a - f e (Ftg. 10 . ) AB =r a , c l evan tando a perpen- . 

d icular AC = b , ferá B C : —: a2 - j - b~- ; l e v a n t a r a 

do a pe rpend icu la r CD c , t e r emos B D 1 a 2 

-|- b2 c2 \ na e x t r e m i d a d e de BD levan tando a 

pe rpend icu la r DE = d , t e r emos B E - — a2 

b2 -j-^V2 - f " d2 ; e c o n t i n u a n d o aí l im po r d ian te , a 

u l t i m a h y p o t h e n u f a ferá o valor de </[a2 b2 

Se cm feme lhan te s expre f sóes e n t r a r e m q u a -
drados negat ivos , f o r m a r - í e - h a h u m quad rado tn 
igual á f o m a dos quadrados pofi t ivos , ou t ro n igua l 
á f o m a dos negai i vos , e aí l im t e r emos pa ra c o n -
í t rn i r y/(m2 — n2 ) . 

F i n a l m e n t e , havendo f racções deba ixo do r a -
dical , m u l t i p l i c a r e m o s a m b o s os t e rmos del ias p e -

P o r eíles m e f m o s pr inc ip ios p o d e m o s m u i t a s 
vezes Amplif icar as con í t rucções nos ca fos p a r t i -
cu la res , a t t endendo ao q u e for p ropr io de cada 
p r o b l e m a . F i l a matér ia naó a d m i t e regras gerais ; 
f o m e n t e adver t i r emos , que fem e m b a r g o de que 
a con í l rucçaõ das quan t idades radicais do fegundo 
g ráo fe reduz a a t h a r quar tas p roporc iona i s , 
m e i a s p roporc iona i s , e a con í l ru i r t r i ângu los re -
c t ângu los ; com t u d o a lgumas vezes fe c o n f e g u e m 
con í t rucções niais 011 m e n o s f imples e e legan tes , 
c o n f o r m e o m e t h o d o de que t i fa rmos para achar as 
me ia s p roporc iona i s : po r t an to en f ina remos m a i s 

c2 + d 2 - \ - & c . ) 

lo d e n o m i n a d o r . Aíl im 

d-\- e 
, que he fáci l de con í l ru i r . 

dous 
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dons modos de t o m a r h u m a meia p roporc iona l e n -
tre duas l inhas dadas. 

Conf i f t e o p r ime i ro em defcrever fobre a m a i o r 
AB (Fig . 11. ) h u m femic i r cu lo , e t o m a n d o h u m a 
parte A D igual á m e n o r , l evanta- fe a pe rpend icu -
lar DC , e t i ra - fe AC , que ferá ( 3 1 . 3 , e C o r . 8. 
6 . E u c l . ) meia p roporc iona l en t re A B e A D . 

O f e g u n d o confif te em t i rar [Fig. 12. ) h u m a l i -
nha AB igual á maior , e t o m a n d o nella h u m a 
parte AC igual á m e n o r , de fc reve- fe fobre o rei to 
BC h u m femic i r cu lo , c u j a t angen te AD ( 36 . 3 , e 
17 .6 . E u c l . ) he meia proporc iona l ent re AB e À C . 

C o n c l u a m o s pois , que as quan t idades rac ionais 
fe con í t roem f empre por l inhas reé tas , e as r ad i -
cais do fegundo gráo pelo c i rcu lo e pela l inha r e -
£ta j u n t a m e n t e . 

Q u a n t o aos radicais de gráos fuper io res , a fua 
con í t rucçaõ depende da c o m b i n a ç a õ de d i f ferentes 
l inhas curvas , das quais h a v e m o s de t r a t a r , o c c u -
pando-nos p r i m e i r a m e n t e c o m a lguns p r o b l e m a s , 
c u j a r e fo luçaõ depende de quan t idades ou r ac io -
nais , ou radica is do f egundo g r á o . 

Problemas de Geometria , e reflexões tanto fobre 
o modo de os pôr em equaçaõ , como fobre as 

differentes foluções que daõ as equações. 

P , . 
250 JL Ara po r os p rob lemas de G e o m e t r i a em 

equaçaó , ferve o m e f m o pr inc ip io que h a v e m o s 
dado (67) . P o r é m a A n a l y f e nefla par te , ou os 
rac ioc ín ios que fe f a z e m para verificar a i n c ó g n i -
ta , e d e d u z i r aílim a equaçaõ , d e p e p d e m de f e -
f e m conhec idas a lgumas p ropr iedades da q u a n t i d a -
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d e d e f c o n h e c i d a . N a s que f tóes n u m é r i c a s o r d i n a -
r i a m e n t e ba i l a t r a d u z i r em l i n g u a g e m a lgéb r i ca o 
e n u n c i a d o do p r o b l e m a ; m a s na a p p l i c a ç a o da 
Á l g e b r a á G e o m e t r i a h e nece f f a r io f a z e r u f o d e 
o u t r o s m e i o s , q u e i r e m o s e n l i n a n d o p o u c o a p o u -
c o . P o r o r a bai la d i z e r , q u e pa ra ver i f icar h u m a 
q u a n t i d a d e , n e m f e m p r e he ncce í f a r io e x a m i n a r 
f e e l ia f a t i s f a z i m m e d i a t a m e n t e á s c o n d i ç õ e s do 
p r o b l e m a ; f a z - f e m u i t a s v e z e s eíla ve r i f i caçaó 
c o m t n o d a m e n t e , a v e r i g u a n d o fe a q u a n t i d a d e t e m 
c e r t a s p r o p r i e d a d e s , q u e f a õ e í f e n c i a l m e n t e c o n n e -
x a s c o m a s d i t a s c o n d i ç õ e s . P a í f e m o s aos e x e m -
p los , q u e fe p e r c e b e m m e l h o r do q u e os p r e c e i t o s 
g e r a i s . 

2 5 1 P r o b l . I . Infcrever hum quadrado A B C D 
{Fig. 13.) no triangulo dado E H I -

P o r triangulo dado e n t e n d e m o s h u m t r i a n g u l o , 
em q u e t u d o he c o n h e c i d o , l ados , â n g u l o s , a l t u -
r a , & c . 

E x a m i n a n d o o p r o b l e m a , v ê - f e q u e n a õ f e 
t r a t a d e m a i s . q u e d e a c h a r n a a l t u r a E F h u m 
p o n t o G , pe lo q u a l c o n d u z i n d o AB pa ra l l e l a a 
H l , f e j a A B = G F . 

S u p p o n h a m o s a a l tu ra c o n h e c i d a EF = a , a 
b a f e Hl = b , e GF = x ; fe rá EG = a — x. 
S e n d o po is A B para l l e l a a H l , t e r e m o s ( 2 . 6 . E u c l . j 
E F : E G : : F I : G B : : H I : A B ; IFTO H E , 

. _ ab — bx . _ , 
a : a — X :: b : AB = ; e c o m o AB d e -

a 

ve fer i g u a l a GF , t e r e m o s — — * , da 
a 

, r • a h 

q u a l le t i ra = — , — - . 
* a -4- b 

Pa-
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P a r a conf t rn i r efta quan t idade (246) , c o n d u z a -
fe de F para O h u m a l inha FO a - \ - b — EF 
+ Hl , e t i r e - f e EO ; t o m a n d o depois FM — Hl 
— b , t i r e - f e pa ra l l e l amente a EO a l inha MG , 
a qual e n c o n t r a n d o EF no p o n t o G , d e t e r m i n a r á 
GF , ou 1 | pois que os t r i ângu los f e m e l h a n t e s 
E F O , G F M daó F O ( a - f b) : F M (b) :; 

F E (a) ; F G = — j r ~ T ' 
« 4 - b 

2 5 2 P r o b l . I I . Sendo dado o comprimento da li-
nha BC (Fig. 14.) com os ângulos B e C , que for-
mão ctm ella as duas BA e CA , determinar a altura. 
AD , em que ejlas ultimas linhas fe haÕ de encontrar. 

P o r angulo dado e n t e n d e - f e dado o valor do feu 
f eno , t angen t e , & c , que faõ as l inhas , por m e i o 
das quais en t r aõ os ângu los no ca lcu lo a lgébr ico . 

Seja BC = a , AD — y. No t r i angu lo r e c t â n -
gulo A D C ( T r i g . 164.) t e m o s C D D A ( y ) T . 
1 '. m , f endo m a t angen te do a n g u l o AC D , c 

^ y 
f u p p o n d o o raio igual á un idade : l ogo CD = —. 

o m 

Pe la m e f m a r a z a õ BD — , f endo a t angen t e 

d c A B D = » . M a s he BD - j - DC = BC = a ; l o -

y . y , amn 
S° h ~ = a , donde vem y •—- . 

m 11
 J

 m-\-n 
F d a expreíTaó pôde f impl i f i ca r - fe , i n t r o d u z i n -

do em lugar das t angen tes de C e B as fuas c o t a n -
gentes , que c h a m a r e m o s p e q. P o r q u e f endo 
( T r i g . 2Ó. I I I . )« z=z — , c n = ~ , t e r e m o s 

P 1 
y 
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y = -—-— , que he m u i t o fácil de con f t ru i r . 
7 P + ! i 

2 5 3 Se havendo pois revolvido h u m p rob l ema 
c o m certas quan t idades dadas , naõ chega rmos a 
h u m re fu l t ado taó f imples c o m o fe defejar , he 
ç f c u f a d o c o m e ç a r o ca lculo de novo com ou t ra s 
quan t idades , a fim de t en ta r a fimplificaçaó : b a f -
ta , c o m o no e x e m p l o p receden te , e x p r i m i r em 
equações as relações , que t em as quan t idades em 
q u e eitá refolvido o p r o b l e m a , c o m aquel las q u e 
ile novo fe i n t r o d u z e m , e f a z e r fubf t i tu i ções . 

254 P r o b l . I I I . Sendo dadas cs tres lados de 
hum triangulo A B C (Fig. 15 . ) , achar a pcpendicular 
BD . e osJegmentos AD , D C . 

Se conhecef iemos eílas l inhas , e as qu i ze í f e -
m o s verif icar , n o t r i angu lo r ec t ângu lo B D C f o m a -
r i a m o s os quadrados de BD , DC , e ve r í amos fe 
a foma era igual ao quadrado de BC ( 4 7 . 1 . E u c l . j . 
O m e f m o fe pra t icar ia no t r i angu lo A B D . 

Seja pois BD — y , CD = x , BC = a , AB 

= b , AC = c ; ferá AD = f — L o g o te re-

m o s x- - j - y- — a- , e c- — 2 c x - \ - x2 y2 z= h2 , 

as quais daõ lex— c1 —a~- — b 2 , e por c o n f e g u i n -

te v — ~~ + _ 1 - M ) (a — b) 
2c 2 C 

— c , que he m u i t o fáci l de con f t ru i r (246) . 

D a s m u i t a s conclusões , que fe podem t i r a r 
deftas equações , e x p o r e m o s a lgumas para e x e r c i -
t a r os p r inc ip i an te s a ler em h u m a equaçaõ o q u e 
cila c o n t é m . 

246 
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Í 5 5 IO A e q u a ç a õ 2cx — c2 — a2 — b2 , ou 

c <2x — c) = (a-j-b) (a — b) dá ( A r i t h . 1 8 0 . ) 

c ; a-\- b \\ a — b : x — ( c — x ) , i f to h e , 

A C : E C + A B : : B C — A B : C D — A D , 

c o m o a c h á m o s ( T r i g , 181) . 

2 5 6 2° Se do p o n t o C c o m o r a i o BC d e f c r e -

ve rmos o a r c o BO , e t i r a r m o s a c o r d a BO , t e -

r e m o s B O 2 = B D 1 D O 2 , o u , p o r f e r D O = 3 

a — x , B O 2 = v- 4 - a2 — 2 a x 4 " 5 mas h é 

f 4 - x 2 = a2 l ogo fe rá B O 2 — 2a (a — x) — 2a 

_(,_.;•) = 
5. ( i + c— a X b - ^ c [a 4 - « 4 - c — 

£ ' C 

2<0 {a-\-b-\-c — 2c) — — «) CJ — f>» 

í e p r e f e n t a n d o p o r 2 r a f o m a d o s t r es l a d o s . T i r e -
fe de C para OB a p e r p e n d i c u l a r C l ; no t r i a n g u -
l o C I O t e r e m o s ( T r i g . 1 6 2 . ) C O ( a ) ! O I B O ) 

!! R : fen O C I , e por c o n f e g u i n t e B O " = 
4a2 

*p3~ ( f n OCI)2. I g u a l a n d o o s dous va lores d e 

E O 2 , a c h a r e m o s ac ( f e n O C I ) 2 — R 2 (x — a ) 

( s — c ) , ou ac : ( Í — a ) ( * — O : 1 

(7^" O C I ) 2 , c o m o fe achou C T r i g . 1 8 3 ) . 

2 5 7 3 ° Bor q u a n t o h e = = ( a 4 - ( a — * ) 



. 1 4 2 E L E M E N T O S 

~~ V 2C S \ 2C J' 

ferá 4 c 2 y - == 2r ( 2 í — 2 Í ) ( 2 r — 2 a ) (2x — 2c) f a 

qua l dá a fuperf ic ie do t r i angu lo A B C = 

~ / j o — a ) ( x — í ) (s— c ) . . . ( T r i g . 189 . C a -

fo I I I . ) 

2 5 8 4 0 ' Da equaçaó 2cx — c- — a2 — £2 fe 

t i ra i2 a2 + c2 — 2í\*- ; p o r é m fe a p e r p e n d i -

cular cahi r f ó r a , t e r emos ( F i g . 1 6 . ) , c o n f e r v a n -

do as m e f m a s denominações , y- x- — a- , e 

y- + <"2 + 2CX x2 — b2 , das qua is fe d e d u z 

b2 — a- — c- icx , ou c ; b a \ \ b — a \ 

c-\- 2xt i f to he , AC : AB + BC : I AB — BC : 

CD + AD . . . ( T r i g . i 8 t ) . 

2 5 9 5o Pe las equações b2 a2 c2 2cx 

(258) , e b2 — a2 c2 — 2cx ( 2 5 4 ) fe mof t r a , 
q u e em h u m t r i angu lo o quadrado do lado o p p o f t o 
a h u m dos ângulos hc m a i o r , ou m e n o r que a f o -
ma dos quadrados dos ou t ros dous lados , c o n f o r -
me o angu lo he agudo , ou o b t u f o ; e t a m b e t n 
c o m o ca lcu lando os ângulos dc h u m t r i angu lo 
pe los lados , fe v e m no c o n h e c i m e n t o da efpec ie 
do a n g u l o q u e f e p r o c u r a . 

2 6 0 6 o E'ftas m e f m a s equações con f i rmaõ o 
q u e havemos d i to a re fpe i to das quan t idades n e g a -
t ivas . O f e g m e n t o CD t em f i tuaçóes cont ra r ias , 
c o n f o r m e a pe rpend icu la r cahe den t ro ou fó ra do 
t r i angu lo {Fig. 15. e 1 6 . ) ; e c o m effeito o t e r m o 

2 cx 
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Icx a cha - f e c o m finais con t r á r io s nas duas e q u a -
ções. L o g o r ec ip rocamen te , f e j a ó qua is f o r e m os 
cálculos que fe f izerem para h u m deftes t r i â n g u -
los , t e remos os que c o n v é m aos cafos ana logos do 
out ro , m u d a n d o os f inais ás par tes , q u e em h u m a 
m e f m a l inha t iverem f i tuaçóes oppo f t a s . 

261 A i n d a que em geral a fac i l idade , e os r e -
curfos , que ha para pôr em equaçaó os p r o b l e m a s 
de G e o m e t r i a , c refçaó á p roporção do n u m e r o do 
propriedades , que c o n h e c e r m o s das l inhas ; c o m 
tudo , c o m o a Álgebra dá me ios para acha r ef tas 
m e f m a s propr iedades , o n u m e r o das p ropof içóes 
verdadei ramente neceífarias vem a fer m u i t o l i m i -
tado : pôde d ize r - fe , q u e a 47 do Io , e a 4 do 
6 ' L i v r o de Eucl ides , faó a bafe da app l i caçaõ da 
Á lgeb ra á G e o m e t r i a . O m o d o p o r é m , po rque fe 
deve faze r ufo deftas duas p ropof içóes , var ia m u i -
to c o n f o r m e a na tu reza dos p rob l emas , e naó l e m -
bra de r epen te . H u m a s vezes devem p r o d u z i r - f e 
l inhas até q u e fe e n c o n t r e m ; out ras vezes d e v e m 
t i ra r - fe l inhas parallelas , ou que façaó h u m a n g u l o 
dado com ou t ra l inha . Em h u m a palavra , nef ta 
par te , como em qualquer ou t ra , r cque r - f e no A n a -
lvfta h um cer to d i l ce rn imen to para a e ícolha e u fo 
dos me ios . C o m o elle fe adqu i re em par te c o m o 
c-xercicio , he convenien te que a p p l i q u e m o s ef tas 
obiervaçóes a differentes exemplos . 

262 ' P r o b l . I V . Pelo ponto A ( F i g . i J . ' ) dado de 
pofiçaô a refpeito de duas Unhas HD , DI , que for-
mão o angulo conhecido HDI , tirar huma refia 
A E G de maneira , que o triangulo intercepto E D G 
tenha huma fuperficie dada , ijlo he , huma fuperficie 
igual ã do quadrado conhecido c- . 

C o n d u z a m o s por A a l inha AB paral lela a 
D H , 
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D H , e a l i n h a A C p e r p e n d i c u l a r a D G p r õ d n z U 
d a ; d o p o n t o E o n d e A E G deve c o r t a r D H t 
i m a g i n e m o s t i r ada a p e r p e n d i c u l a r E F . S e D G e 
E F fo í l em c o n h e c i d a s , a m e t a d e d o feu p r o d u £ l o 
deve r i a fer igua l a c2 . 

S u p p o n h a m o s po i s DG — x , e v e j a m o s fe 
EF p ô d e e x p r i m i r - f e em x , e q u a n t i d a d e s dadas 
d o p r o b l e m a . 

C o m o a p o f i ç a ó de A he dada , f e raó c o n h e c i -
das as l i n h a s BD e AC , q u e c h a m a r e m o s a e b ; 
e pois q u e o s t r i â n g u l o s f e m e l h a n t e s A B G , E D G 
d a ô B G : D G : : A G : É G , e o s d o u s t a m b é m 
f e m e l h a n t e s A C G , E F G d a ó A G : E G :". A C ; 

„ „ , ^ A C - D G bx 
E F , f e rá E F s = = = , . D e v e n -

bCi a -j- x 
bx X 

do po i s fer E D G = c 2 , t e r e m o s — T — - . ; 

r a x 2 

r— c2
 t d o n d e fe t i r aõ ( i o o ) para * ef tes d o u s 

c- / s c* . 2ac- V 

va lo res .v = - j * i V { j r + ; m a s 0 

f e g u n d o h e i n ú t i l n o ca fo p r e f e n t e . 
c2 

P a r a c o n f t r u i r o p r i m e i r o , i f to h e ~ — p 
b 

+ 2 ã ) C j ] ' l e v a n t 0 e m < l " a 1 c l u e r P o n t o 

C da l i n h a indef in ida P Q ^ a p e r p e n d i c u l a r AC = b-, 
t o m o f o b r e C A e C P a s duas C O e C M , cada 
h u m a igual a c , e t i r o A M ; a f u a pa ra l l e l a O N 

c2 

d á C N z = — , e p o r c o n f e g u i n t e * = r C N -f* 

V [ ( C N + 2 « ) . C N ] . P a r a a c h a r l / [ ( C N + 
o u h u m a m e i a p r o p o r c i o n a l , f o b r e N C p r o d u z i d a 

t o -
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t e m o ia , e c o m o d i â m e t r o N Q _ d e f e r e -

vó h u m f e m i c i r c u l o , que e n c o n t r a r á CA em V ; 

f a z e n d o en taõ N P igual á c o r d a N V , ferá C P 

— C N + / [ ( C N - F 2 < J ) . C N ] = * . S e t o m a r m o s 

pois (F /V. 1 7 . ) DG — CP , a c h a r e m o s o p o n t o 

G , pelo qua l e por A t i r a n d o AG , fe rá E D G 
= Í 5 . 

263 Em q u a n t o á í ign i f icaçaõ do f e g u n d o valor 

d e * = C ~ _ y / [ ( £ + 2 a ) . , n o t e - f e , 

que os dados da que l l aó t a n t o p e r t e n c e m ao a n -
gu lo E D G (.Fig. 17.) , c o m o a o feu igual E ' D G ' , 
i o r m a d o pelas l inhas G D , E D p r o d u z i d a s ; e p o r 
t a n t o efte valor refolve o p r o b l e m a , em q u e fe p r o -
p u z e f l e f a z e r n o a n g u l o E ' D G ' o m e f m o q u e f i z e -
m o s no angu lo E D G . C o m ef ie i to , c h a m a n d o .*• a 
D G ' , e c o n f e r v a n d o as ou t r a s d e n o m i n a ç õ e s , os 
t r i ângu los A B G ' , E ' D G ' daõ B G ' ; D G ' : : A G ' : 
G ' E ' ; e a b a i x a n d o a p e r p e n d i c u l a r E ' F ' o s t r i â n -
gulos A C G ' , E ' F ' G ' d a Õ A G ' : G ' E ' ; : A C : 

, A C ' . D G ' bx 
1 ' E ' ; logo fera F ' E ' = - — = , 

cVj a — x 
bx 1 

e pelas cond ições . x — c2 , a q u a l dá. 
a — x 2 

* — L - ± y f — — ) ; va lores igua is 

aos do cafo p receden te , c o m a d i f fe rença ú n i c a dos 
f inais , c o m o deve f r r . 

A con í l r ucçaõ do cafo p r e c e d e n t e t e m t a m b é m 
aqui lugar ; a n m c a m u d a n ç a que íe deve f a z e r he 
por NK = NV para a pa r t e de Q , e f e r á .r — 

P C K , 
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CK , p o r q u e no cafo pre fen tc * = — ^ — - f* 

y / [ ( y + * « ) - £ . ] = - C N + N V = - C N 

4 - N K = C K . L o g o , f a z e n d o D G ' igual a 

CK , c t i r ando po r A e G' a l inha A G ' E ' , t e -

r e m o s o t r i angu lo E' D G' = c2 , ifto he , a c h a r e -

m o s a fegunda fo luçaõ do p roBlema. 

2 6 4 Se o p o n t o A eft iver por b a i x o de BG 

(Fig. 1 9 . ) , a l inha AC = b ferá negat iva , e os 
• • c 1 

dous p r i m e i r o s valores de x f e raõ x r— * 
b 

fe rá impoíl ivel ( 9 8 ) , quando for 2 — , e q u e o s 
b 

c2 
d o u s valores d e x feraõ nega t ivos , f e fo r 2 ; 

ou p o r ou t ras pa l av ras , o p r o b l e m a he impoíTivel a 
r e fpe i t o do a n g u l o H D I , m a s a r e fpe i to do igual 
E ' D G ' t e m duas fo luções . P a r a as acha r , ou para 

c o n f t r u i r ^ - y i / [ ( f l - 2 a ) ! - ] , 

h a v e n d o d e t e r m i n a d o ( Fig. 2 0 . ) c o m o ac ima CN 
C2 

— - 7 - , de fc reveremos c o m o d i â m e t r o N Q _ = 2a 
b 

h u m femic i r cu lo N V Q _ , ao qual t i r a remos a t an -
g e n t e CV ; e t o m a n d o de a m b a s as partes de C 
as l inhas CP , e CK , cada h u m a igual a CV , as 
l inhas NP e NK feraõ os dous valores dc x ; p o r -

que 
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ejue fendo CP == CK = CV = V ( C Q . C N ) 

[CT ~ 2")T]' TEREMOS NP -
1 / [ ( t - - 2 í , ) T ] ' e N K = - f + • • • • 

[ ( - y • C o m o eftas quant idades 

faó os valores de st com finais cont rár ios , devemos 
tomallos de D para a parte de G (Fig. 19 . ) , f a -
zendo DG , e D G ' iguais r e fped l ivamente a NP , 
e NIC . Fe i to ifto , fe t i r a rmos pelo ponto A , e 
pelos pontos G e G ' as re í l as EG , E ' G ' , c a -
da h u m dos tr iângulos E D G , E ' D G ' f e r á igual 
a c- . 

265 Se o ponto A ( Fig.11.) eftiver dent ro do a n -
gulo H D I , BD cahirá para a parte oppof ta , e os dous 

valores pr imit ivos de x fe to rna ráõ em x = -y 

c* lac2 v 

-jp — j , o s quais faõ o s m e f m o s ( m u -

dando os finais ) que acabámos de con f t ru i r . D e -

vemos pois fazer a m e f m a conf t rucçaó (Fig. 2 0 . ) , 

tomando porém (Fig. 2 1 . ) NP e NIC de D p a -

ra I . 
266 F ina lmen te , fe o ponto A ( Fig. 2 2 . ) e f t i -

ver por baixo de BD , e dent ro do angulo B D E * , 

ti e b feraõ negativos , o que dará * — + 
b " 

c* . lac- v 

^ r ~ r — j — ) » c o m final cont ra r io dos p r i -

meiros valores achados para C o n f t r u i n d o o s pois P 2 co-

A 
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c o m o fizemos (Fig. 18.) , ferá CK o valor poíuivrf 
de x , e CP o negat ivo ; peio que t o m a r e m o s DG 
{Fig.22.) igual a CK para a pa r t e de B , e D G ' 
igua l a CP para a par te oppo i t a . 

D e m o r a m o - n o s nefle p r o b l e m a , para moi i ra f 
c o m o h u m a equaçaõ c o m p r e h e n d e todos o s cafos 
de h u m p r o b l e m a , c o m o cites fe d e d u z e m pela 
f im pies m u d a n ç a dos finais , e c o m o as fituaçóes 
oppoí las das l inhas fc de l ignaõ por f inais c o n t r á -
r ios , e r e c i p r o c a m e n t e . 

267 P a r a rr .of i rarmos a inda a lguns nfos deíias 
fo luções , f n p p o n h a m o s que fe p ropõe cite p rob le -
ma : Felo ponto dado A (Fig. 2 3 . ) fóra ou dentro 
do triangulo dado D H I , tirar huma linha AF , que 
divida o trianguh em duas partes D E F , E F I H , 
ns quais tenhuô entre fi a razaó conhecida de m : n. 
A r e fo luçaó deite p rob lema inc lue - fe na do p r e -
ceden te . C o m eifei to , c o m o he dado o t r i a n g u -
lo D H I , f abe remos que par te delle deve fer o 
t r i angu lo D E F , achando o qua r to t e r m o da p r o -

I . . . T ^ r n . n r r w . D H I 
p o r ç a õ M 4- « : m . . D H I : D E F = • , ; r T 1 tn-yn 

Vi [to pois poder - fe achar h u m quadrado c- igual 
a cita fuper f ic ie (249) , r e d u z - f e a queítaÕ a t i rar 
p o r A h u m a l inha A E F , q u e c o m os lados DH , 
DI f o r m e h u m t r iangulo igual ao quadrado c 1 , que 
lie o p rob lema p receden te . 

2 6 8 Ao m e f m o prob lema fe r e d u z efte : Divi-
dir em duas partes huma figura reílilinca (Fig. 24 . ) 
pela recta tirada por qualquer ponto A , de Jorte que 
ienhaõ entre fi huma razaô dada. C o m effeito , fen-
do dada a figura E C D H K . , faõ conhec idos todos 

os 
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os feus ângulos e lado?; logo com facil idade ( T r i g . 
189 . Ca fo I . ) acharemos a fuperficie do t r i angu lo 
B L C formado pelos lados KB , DC p roduz idos , 
c o m o t a m b é m a porçaó determinada E B C F da f u -
perficie total . Pelo que reduz- fe a queflaõ a t irar 
A E F de maneira , que forme com KL e DL h u m 
triangulo igual a hum quadrado. F i n a l m e n t e , póde -
fe por efte m o d o dividir h u m a f igura em mui tas 
partes , que t enhaô entre fi razões dadas. 

269 Se h u m a equaçaó naó fc alterar pela m u -
dança , que fizermos nos finais de a lgumas q u a n t i -
dades conhecidas que nella ent rarem ; ou fe da m u -
dança de pofiçaõ na linha , ou l inhas proci iradas 
da figura naõ reful tar mudança , nem de pofiçaõ , 
nem de grandeza nas linhas dadas ; entaõ en t re os 
differentes valores de x , que der a equaçaõ , haverá 
f empre h u m que refolverá par t i cu la rmente o cato 
indicado pela dita mudança . V io - f e por e x e m -
plo no Prob lema IV , que hum dos dous valores 
de .v refolvia d i r e i t amen te o cafo , em que a l inha 
A E G (Fig. 17.) atraveífaffe o angulo H D I , c o m o 
fe havia fuppof to no calculo ; mas vio-fe ao m c f -
jno t empo , que o fegundo valor de x refolvia o 
cafo , em que fe confideraíTe , naõ o angulo H D I , 
mas o feu vert icalmente cppof to . A razaõ diíto he , 
porque devendo-fe empregar em cada cafo os m e f -
mos dados , e fazer os m e f m o s raciocínios , che -
garemos neceffariamente a ter f e m p r e a m e f m a 
equaçaó ; logo a me fma equaçaõ deve refolver a m -
bos os cafos. 

270 Probl . V. Do ponto dado A (Fig.25.) fira 
do circulo B D C tirar a retta AE , de forte que a 
parte DE intercepta no circulo feja igual a huma li-
nha dada c. 

Pa-
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Para faber de que m o d o fe deve t i ra r AE , n a 6 

he necedar io mais do que bufcar , que grandeza 

deve ter AD , para que feja DE c . Suppondo 

pois AD - - x , AB = a , AC = b , t e remos 

AE . AD = AC . AB ( C o r o l . 3 6 . 3 . Euc l . ) , ou 

(x -}- c) x — ab ; logo x = — \c ^ j cc + ab). 

Para ccn í l ru i r fem t rans formações o p r imei ro 

valor , que he o que fa t i s faz ao problema a í lua l , 

t i r a remos do pon to A a tangente AT , e o raio 

TO , que ferá perpendicular a AT ; en taô t o m a n -

do TI = \ c , te remos AI — c2 -J- A T 2 ) — 

c c a b ) . . (36 . 3. E u c l . ) . L o g o para ter x , 

t omaremos I R z = : T I , e o arco RD defcr i to do 
pon to A c o m o raio AR de te rminará o ponto pro-» 
curado D . 

O fegundo valor de x = — y — \/\ cc -J- ab) 
cahe para a parte cont rar ia a A D. Para achar a 
quef taô que elle refolve , no to , que fuppondo a e 
L negativos , a equaçaó x- + cx = ab naõ padece 
m u d a n ç a a lguma ; logo eíla equaçaó refolve t a m b é m 
o cafo de fer dado o circulo B ' D ' E ' C ' , e a elle 
per tence o fegundo valor de x. Na coni l rucçaó pre-
cedente pois fe p roduz i rmos AI de mane i ra , que 
feia I R ' = r IT , o arco defcr i to do ponto A com o 
ra io A R ' marca rá o ponto E' tal , que a parte in -
tercepta E ' D ' ferá igual a c . 

C o m o os dous circulos faõ iguais , e eílaõ fi-
tuados da m e f m a manei ra , ambas as fo iuçóes po-
dem pertencer ao m e f m o circulo , de forte qne def-
crevendo do ponto A com o raio A R ' o arco R ' E > 
a l inha AE t a m b é m refolverá o p rob lema. Pf;rém 

das 
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áas duas foluções que dá o calculo , a p r ime i r a 
cahe da direita de A , e per tence ao pon to D da 
c i rcumferencia convexa ; a fegunda cahe da e f -
querda , e pertence ao pon to E' da c i rcumferenc ia 
concava . 

271 Prob l . V I . Achar na direcção da linha da-
da AB (Fig. 26.) hum ponto C tal , que a fua dijlan-
cia ao ponto A feja meia proporcional entre a fua dif-
tancia ao ponto B , e a linha toda A B . 

Seja AB 1 — a , c AC .v ; ferá BC a — .v ; 

e como deve fer AB AC '.'. AC ' . CB , t e remos 

-J- ax — a* ; logo .v.=z — j tf £ a- - f - tf - ) . 

Pa ra conf l ru i rmos o pr imei ro valor de x , le-
vantaremos (249) cm B a perpendicular BD \ a, 
e t i rando AD , d iminu i remos delia a l inha BD , 
e teremos AO = Levando pois AO de A para 
a parte de B , de te rminaremos o pon to p rocura -
do C . 

S e produz i rmos A D até O ' , d e for te que feja 
D O ' zn; D B , teremos A O ' por fegundo valor d e 
* ; e levando cila l inha fobre AB defde A para a 
parte oppoíla áquella para que x tendia por f u p p o -
fiçaô , teremos o ponto C ' , que t a m b é m fa t i s faz 
á queflaõ. 

Eí le problema he o que fe refolveu na G e o m e -
tria ( 3 0 . 6 . Eucl . ) pelo me thodo fynthe t ico . 

272 N o s problemas precedentes havemos t o -
mado para incógni ta h u m a l inha , a qual depois 
de fer conhecida podefle de te rminar todas as o u -
tras pelas condições da queítaõ ; e iflo he o que 
devemos fempre prat icar . C o m o porém mui tas l i -
nhas podem ter a dita prerogativa , fem que de t o -
das ellas reful tcm equações igualmente f imptes , 

de-
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deve prefer i r - fe h u m a delias. Para nos dirigir-r 
m o s nefta efeolha ferve a regra f egu in te . 

273 Se entre as linhas ou quantidades , cadaK 

huma das quais Jendo tomada por incógnita pôde de-
terminar todas as outras , Je acharem duas que coilr 
duzao á mefma equaçaõ , ainda que ef.a tenha f.nais 
differentes ; e/colheremos para incógnita outra quan-
tidade , que dependa igualmente de ambas ; por exem -
pio , a fua f e m i f o m a , ou a fua femidifferença , ou 
h u m a meia proporcional , & c . Aílim teremos h u m a 
equaçaó mais f imples , c o m o fe verá no p rob lem» 
fegu in te . 

274 P rob l . V l f . Pelo ponto D (Fig.27.) f.tuado 
dentro do angulo refto í AE , e em igual dijlancia dos 
lados IA , AE , tirar huma refta DB , de maneira 
que a parte CB comprehendida dentro do angulo E A B 

Jeja igual a huma linha dada c. 
T e n d o abaixado as perpendiculares DE , DI , 

qua lquer das linhas CE ou AB , AC ou IB , CD 
ou DB pôde fervir indi f rerentemente para i ncógn i -
t a . Se t o m a r m o s , por exemplo CE , entaó f u p -
potido CE z=z x , e DE = DI = a , ferá AC 
= a — * , e pelos t r iângulos femelhantes D E C , 

C A B teremos AB = — — ; mas he A B 2 4r 
x 

AC1 = B C 1 , ifto he (a _ xf + ~ " X S ) 

;— cc ; logo virá a equaçaó do quar to gráo x* —r 

lax' - f - laaxx — ccxx — 2a' x -J- a4 o. 

Se em lugar de CE tomarmos IB por incógni-
ta , te remos a m e f m a equaçaõ , c o m o fe pôde ver 
f a z e n d o CE — x , c imi tando a foluçaõ prece-
dente . Se tomarmos AB ou AC , acharemos h u -

ma 

X 



D E Á L G E B R A " . 233 

ma m e f m a equaçaõ , exceptuando os finais ; o 
m e f m o acontece , t omando BD ou D C . 

T o m e m o s pois ( 2 7 3 ) para incógni ta a foma 
das duas l inhas BD e DC , a qual feja defignada 
por ix ; ferá ( T r i g . 177. ) DB = * 4" \ c , e DC 
= x — i c ; e c o m o as parallelas DI , CA daõ 

ac _ ac 
AB = , e A C = r—— , t e remos 

x — Ac * \c 

. — cc , ílto he x* — 
Or — i f ) 1 1 (x iej' 

(— cc 4- 2aa x2 — -1- aacc — —~ c* , equa -
V 2 ' 2 i f t 
çaõ , que fendo ainda do quar to gráo , he com t u -
do mais fácil de refolver (173Í do que a p rece-
dente . Se empregarmos duas incógnitas , f u p p o n d a 
AB + AC — IX , e AB — AC — 2 y , ifto he , 
AB z=zx - j - y , e AC = x —y , t e remos equações 
bem fim pies , que os pr incipiantes acharáõ c o m 
íacilidade. 

A equaçaõ x* — cc 4- 2aa ) x- — — aacc 

"-~T6C* * = - v í x " + a ã • ' • 

£ a / ( f f 4" "a) ] ; po rém deftes qua t ro valores o 

que un icamente pertence ao problema , conf idera-
do do modo porque foi propof to , he x — 4" 

• [ ~ cc + aa + a V{.cc 4- • 0 v a l o r 

* = + y / [ 4 - cc 4 - aa — a / ( f f - ' r a f ) ] 
4 " rC" 

fol-
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folve o p rob lema , no cafo de fe pedir que a l inha 
CB (Fi<f.28.) efteja dent ro do m e f m o angulo E A I , 
em que eftá o pon to D ; e nelte cafo * repreíeuta 

a femidifferença das l inhas BD , D C . C o m ef fe i to , 

fendo 2x eíla di íferença , ferá DB = ~ c A . x , 
2 

e CD = — c — x j logo , cont inuando c o m o ac i -
2 

ma , teremos x* — C — cc -4- 2 a a ) x2 z= aacc 
v 2 ' 2 

cx , i f to he , a m e f m a equaçaó que achá-
m o s para a foma das l inhas BD e CD ( F i g - 2 7 . ) . 
C o m o pois a m e f m a equaçaõ fa t i s faz aos dous ca-
fos , h u m a das fuas raizes deve dar a foma das d i -
tas l inhas , e outra a differença ; bem en tendido , 
q u e ellas duas ra izes faõ as m e f m a s que havemos 
ind icado , porque as outras duas faõ negativas , e 
p o r t an to pe r t encem a cafos in te i ramente op -
poílos , que pal iamos agora a confiderar . 

No p rob lema prefen te , ou ao menos na e q u a -
çaó , naó fe de te rmina fe o ponto D (Fig.27.) e f -
tá por baixo de AI , e á efquerda de AE , c o m o 
fe f u p p o z p r ime i ramen te , ou fe cílá pelo con t r a -
r io por c ima da pr imeira , e á direi ta da fegunda , 
c o m o fe vê re la t ivamente a A ' I ' c A ' E ' . E porque 
Tieíle u l t i m o cafo a quant idade a fe torna nega t i -
va , t e remos a foluçaó competen te , pondo — a 

em lugar de a na equaçaõ achada — ^— cc 

-J- 2aa J x2 &c. ; mas efta c o m iífo naó padece 

m u -
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mudança ; logo a m e f m a equaçaõ refolve eíles dous 
cafos novos , e por confegu in te dos out ros dons 
valores de x h u m dá a foma das l inhas D B ' , D C ' 
(Fig.2"].) , e o ou t ro a fua differença (Fig.28.) . 
C o m eífeito , cahindo neíta nova pofiçaÕ os pontos 
B e C para partes oppoílas , a r e fpe i to daquel las 
para que an tecedentemente cahiaÕ r t an to a foma , 
c o m o a differença das l inhas D B ' e D C d e v e m fer 
negativas , e aílim as dá a equaçaõ . 

Para coní l ruir a equaçaõ x =: \/\aa - f - | cc £ 
a \ / ( a a cc)] > t o m e - f c 11a l inha EA p r o d u z i d a 
(Fig. 27 , e 2 8 . ) a parte AN — c , e t i rando IN , 
t o m e - f e fobre DI produzida a parte IK = IN , 
e fobre DK c o m o d iâmet ro defc ieva-fe o f emic i r -
culo K L D , que encon t ra em L a re£ta AI p r o -
duz ida , fe for neceíTario. Pe lo m e i o H de AN 
t i re-fe IH , e t omando de IK. ( Fig. 2 7 . ) a par te 
I M — : I H , ferá L M o pr imeiro valor d e N a 
Figura 28 p o r é m defereveremos do pon to L c o m o 
centro , e com o intervallo IH hum arco , o qual 
cor tando IK cm M , dará IM pelo fegundo valor 
de x. E c o m o BD = * + f f , ferá BD = LM + 
A H (Fig. 27 . ) , e B D = I M + A H ( Fig. 2 8 . ) ; 
defcrevendo pois do ponto D c o m o cent ro , e c o m 
o intervallo BD aílim de te rminado h u m arco , q u e 
corte IA produzida em h u m pon to B , a recta BD 
terá as condições dadas. 

A coní l rucçaõ do fegundo valor de * fuppõe 
que IH ( F i g . 2 8 . ) naó he menor que LI ; fe o 
íoífe , o problema feria impoí f ive l : ifto m e f m o fe 
deduz t ambém da equaçaõ . 

A foma das l inhas D B , e DC (Fig.27.) , ou 
a fua differença deu h u m a equaçaó mais f imples , 
do que CE , ou AC , ou AB , ou I B . A razaõ h e , 

po r -
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porque a relaçaõ , que DB e DC tem com IB 
e AB , he femelhante áquella que as mefmas l i -
nhas DB e DC tem com AC e C F . ; iíto he , 
DB e DC podem de te rminar - fe por operações 
femelhantes , quer fe faça u fo de IB e AB , quer 
<le AC e C E . Em g e r a l , as equações , como in-
c luem todas as relações que as incógnitas tem com 
as quantidades de que dependem , feraõ tan to mais 
l imples , quan to for menor o n u m e r o de relações , 
que a quant idade efcolhida para incógni ta t iver 
com as outras . E is -aqui h u m exemplo na re fo lu-
çaó feguinte do m e f m o problema. 

275 P o r quanto o angulo C A B ( Fij. 2 9 . ) he 
r e f t o , o c i rculo defcr i to fobre CB paífará por A ; 
c fe t i rarmos DA até encont rar a c i rcumferenc ia 
em M , o angulo B A M = D A I — 4.5o ( 5 . 1 . E u -
c l . ) terá por medida ametade de M3 ( 2 0 . 3 , E u c l . ) , 
e por confeguin te ferá o arco MB de qo° ; logo t i -
r ando o raio LM , o t r iangulo D L M ferá rec tân-
gulo , e confegu in temen te abaixando fobre DM a 
perpendicu la r LN , ferá LM ( C o r o l . 8 . 6 . E u c l . ) 
me ia proporc iona l ent e DM e M N , 011(3. 3 -
E u c l . ) ent re D M e A N . T o m a n d o pois A N para 
incógni ta , f upponhamos AN = , DA = d ; 
ferá DM = d - j - 2x , c confeguin temente d 2.v 

1 . 1 . 1 1 1 j 1 

-— c . . — c . x ; logo xx -1 dx = cc , a 
2 2 2 h 

qual dá * —: — d i dd cc*J , 

Para coní t ru i rmos cita quant idade , t o m e m o s 
nos lados AO , AI do angulo recto I A O as partes 
Am , An iguais cada h u m a a | í , e acabando o qua-
drado Ampn , t i remos a diagonal Ap que ferá per -

pen-
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pendicular a D A , e igual a y f rc 2 4" — c 2 ) y 

logo tomando na l inha AD a parte Ar igual a \ d , 

o u | A D , te remos p r = \ / d 2 + j ç c 2 4 -

~ Í2 ) . Para ter pois o p r ime i ro valor de x , d e f -

crever-fe-há do ponto r c o m o cen t ro , e com in te r -
vallo rp h u m arco , o qual cor tando DM em N , 

dará A N = - $ r f 4 - 4 " ^ ) i 

mane i ra que levantando no pon to N a pe rpend icu-
lar NL , a qual fe ja cortada em L por hum arco 
defcr i to do pon to A c o m o cent ro com o interval lo 
A c , de te rminará o ponto L , pelo qual e por D 
t i rando D C B , teremos refolvido o p r o b l e m a . 

Se conduz i rmos (Fig. 30) rp de r para N , fe rá 
AN O fegundo valor de x , e execu tando a r e fpe i -
to de N o m e f m o que fe fez para o pon to N na 
Fig. 29 fe achará o ponto L , o qual j u n t a m e n t e 
com D determinará B L D . C o m efFeito, c h a m a n d o 
a An x (Fig. 30) , e confervando as outras d e n o m i -
nações , fe appl icarmos a eíta f igura o que dilfe-
mos da 29 , teremos ix—d '. | c '. \ 1 c x , e u l t i m a -
mente x — \d t. d2 4" ) • A q u i fe 

Vê que h u m dos valores de x he o m e f m o que a c i m a 
achámos , á excepção dos finais , c o m o deve fer . 

Pôde acontecer que o arco defcr i to do pon to 
( 3 o ) naó encont re a perpendicular N L , 

porque pôde fer \c AN ; e ilfo naõ obí tante , a 
Álgebra naõ m o l h a cafo a lgum de impofl ibi l ida-

d e , 
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dc , porque todos os t e rmos debaixo do radical 
faõ poíit ivos. Deve-fe p o r é m advert ir , que a Á l -
gebra f o m e n t e declara a impollibil idade , quando 
ou explici ta , ou impl ic i t amente fe expr ime tudo o 
q u e o problema fuppóe , e iífo he o que naõ fe f e z 
nef te cafo; porque fuppondo o problema t ac i t amen-
te , que os tres pontos D, A, L naõ eftaõ na m e f m a 
l i nha reiEta , f o m e n t e fe exp r imio que LM era 
meia proporcional entre D M , e N M , p ropr i e -
dade que t a m b é m pôde ter lugar , quando os tres 
pontos eítaõ em l inha re£la. C o m effeito fe fe pro-
p u z e r eíle p rob lema: Achar na direcção DL (Fig.31) 
o intervallo que deve haver entre duas rectas da-
das DA e ML , para que ML feja meia propor-
cional entre DM e MN , fendo N o meio de AM ;• 
he íacil de ver , que acharemos a m e f m a equaçaõ 
de cirna , e que efta tem duas foluções , h u m a para 
o cafo de eílarem os pontos A e M entre D e L , e 
outra para o cafo contrar io . N a õ he pois de a d m i -
rar , que a Álgebra naõ declare em que cafo o pr i -
m e i r o p rob lema he impoffivel , por quanto deve 
dar a ío luçaó do fegundo problema , o qual he 
f e m p r e poilivel. 

276 Pelo que devemos dif t inguir duas efpecies 
de problemas , a faber : concretos , e a''flra£ios. Por 
p rob lemas concretos en tendemos aquelies , nos 
quais , c o m o no penúl t imo , a quant idade p rocu-
rada tem de par t icular a lguma propriedade , con -
dição , ou con í t ruçaõ , que a equaçaó naó exp r ime . 
Os problemas abf t r a f los pelo contrar io faõ aquel-
ies , em que as quant idades faõ confideradas u n i -
c a m e n t e c o m o quan t idades , e cu ja equaçaõ ex -
p r ime quan to nelles fe contem ; deíla na tureza he 
o u l t imo p rob lema . Os ab f t r a í tos tem tantas fo -
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luções , quantas faó as ra izes reais da equaçaõ ; 
nos concretos porém o n u m e r o das fo luções he 
em mui tos cafos ainda menor que o n u m e r o das 
ra izes pofitivas da equaçaõ , c o m o fc verá no e x -
emplo feguin te . 

277 P r o b l . V I I I . Refolvendo-fe todo o f f f lor 
esferico C B A D [Fig. 31) em duas fartes , das quais 
huma he o fegmento esferico A B D , e outra a pirâ-
mide cónica rifla C B D ; pcrgunta-fe em que lugar 

ferá o fegmento igual á pyramide. 
Sabemos pela G e o m e t r i a , que o f e i t o r es fe r i -

co he igual ao p r o d u i t o da fuperf icie do f e g m e n t o 
esferico B A D pelo terço do raio AC , e que a f u -
perficie do f egmento fe acha mul t ip l i cando a c i r -
cumferenc ia A B E D pela a l tu ra A P . Suppondc» 
pois a razaõ do d iâme t ro para a c i r cumfe renc i a 
= 1 : c , AC = a , e AP = x , t e remos A B E D 
= 2ca ; logo ferá a fuperf icie do f e g m e n t o e s f e r i -

co = ica . *•, e a folidez do f e i l o r = -— ca^x. 
3 

Para ter a folidez da pyramide , deve-fe m u l t i -
pl icar a fuperficie do ci rculo c u j o raio he BP pelo 
terço da al tura C P . M a s BP = C B 2 — C P 2 ) 
— \/(2ax — ; logo ferá a fol idez da p y r a m i -
de = 2c 2 a x — x x ) . 2 a x — x x ). i ( a —x ) 

= — — x ) (2ax — xx). Para que pois a s duas 

partes do f e i t o r fejaó iguais entre f i , he neceflfario que 
cite fe ja o dobro de h u m a daquellas ; por tan to t e -

2 2 
remos — caax •= —cia — .v) l 2 a x — xx ). ou 

3 3 
*2 — 3 a x = — a1 , da qual fe t i ra x — 

h a ( 3 ± / 5)-
Para 
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P a r a conf t ru i r o fegundo valor , o u x = - i d 

— Ç ~ a a — a a ) » 1 u e he o que convém ao 

prob lema aéhial , defcreveremos fobre A M = — a 

o femic i rculo A O M , e in fcrevendo nelle a r e -
âa AO = a , fe t i rará OM , a qual fendo leva-
da de M até P para a par te de A , de te rminará 
A P = 

A out ra fo luçaó x = \ a (3 - j - v /5 ) dá x ma io r 

que 2a , e por tan to naó per tence á esfera , mas a 

eíle p rob lema abí t raélo : Sendo dividida a linha AM 

( Fig. 33 J em tres parles iguais nos pontos B e D , 

achar na fua direcção hum ponto P tal, que a parte 

A D feja meia proporcional entre as dijlancias AP e 

P N . Po rque , feja AD = a , AP = * , te remos 

PN = 3a — x ; e dando as condições x \a \ \ a ; 

a — x , acharemos x = \a (3 i y / 5 ) ; valores que 

fe coní í ru i raó como ac ima , á excepção de que 

fe levará MO de M até P' para a parte de N , a 

fim de ter A P ' = j a ( 3 + y / 5 ) == x . 

Outras applicaçoes da Álgebra. 

278 Sp.ja f o n u m e r o 3 ,1415 Scc, ou a c i r -
cumferenc ia do ci rculo que tem a unidade por d i -
â m e t r o ; a c í rcumferenc ia do circulo do raio a fera 
= ica , e a fuperficie = ca- . D o n d e fe fegue que 
as fuperficies do* circulos eftaÕ entre fi c o m o os 
quadrados dos feus d iâmetros ; porque tendo f em-

pre 
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pre c o m e f m o valor , ca- f o m e n t e crefcerá c o m o 
crefcer a~ . 

Suppondo que he h a a l tura de h u m cyl indro , 
cu jo raio da bafe he a , ferá a fua fo l idez = ca2b. 
Segue-fe pois que os cyl indros eftaõ en t re f i c o m o 
os produéios das al turas pelos quadrados dos raios 
das bafes . Se as al turas fo rem proporc ionais aos 
raios das bafes , 011 fe for h = ma , fendo m c o n f -
ian te , ferá a fol idez = cma~> ; iflo he , os cy l i n -
dros eí laraõ en t re l i c o m o os cubos dos raios das 
bafes . 

Em g e r a l , f e h u m a quant idade f e exp r imi r po r 
h u m numero qualquer n de faélores , os quais fe jaõ 
proporc ionais huns aos out ros , crefcerá a q u a n t i -
dade do m e f m o m o d o que crefcer hum l a â o r , 
elevado á potencia n. Seja , por e x e m p l o , a q u a n -
tidade A — alcd; fe for b = ma, c = pa, e d — qa, 
ferá A = mpqa* , ifto he , proporcional a a* . I f t o 
m e f m o tem t a m b é m lugar , quando as quant idades 
naõ f e exp r imem por m o n o m i o s . L o g o : I o T o d a s 
as figuras femelhantes , pois que fe podem conf i -
derar c o m o comportas de t r iângulos femelhantes , 
faõ entre f i como os quadrados de qualquer das fuas 
duas dimensões homologas . 2 o Os folidos f e m e -
lhantes , pois que fe podem confiderar c o m o c o m -
poftos de pyramides femelhantes , faõ en t re fi corno 
os cubos de qualquer das fuas tres d imensões h o -
mologas . 

N a õ pôde agora haver difficuldade em c o m -
parar as quant idades exprelfas a lgebr icamente , 011 
ellas fejaõ da m e f m a , ou de differente efpecie , 
com tanto que fejaõ da m e f m a na tu reza . Po r ex -
emplo , fendo V e t os volumes de dous corpos f e i 
melhantes , S e s as fuas fuperf ic ies , Lei as li-. 

Q_ nhãs 
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nhãs homologas ; teremos V V x V v W L x í x t 

x/S : vA :: L-. li logo ferá V V* ; l/v* S: s, 
o que moíl ra que as fuperf ic ies c re fcem em r azaó 
m e n o r do que os vo lumes . 

279 S u p p o n h a m o s a al tura de h u m a pyramide 
cónica t runcada = k , a da pyramide inteira = b, 
e a da pyramide feparada = h ' , a fuper f ic ie da 
bafe infer ior = s , e a da fupe r io r = s'-, f e rá a fo l i -

, , sh s'h> , , / s> 
dez do t ronco mas he h ' = h \ / — 

3 3 , V * 

ek — h — h'=h — h \ / , ou h = — , ; 
V s v"'—v^ 

, c ' c r i j k V ^ V 1 ' logo lera a lolidez do t ronco = — . . —— 

= ' f ( + V s s > "4" s ' ) • Donde f e fegue , que 

toda a pyramide cónica t runcada fe c o m p õ e de 
t res pvramides igualmente alias , das quais h u m a 
t e m por bafe a bafe infer ior í , a outra a bafe fupe -
rior s' , e a terceira h u m a meia proporc ional y /s t ' 
entre as duas bafes. 

280 Suppondo o raio de h u m a esfera = a , 
ferá a fuper f i c ie de h u m dos feus c i rculos m á x i -
mos = ca2 , a fuperf icie da esfera = 4ca2 , e a fua 

1 4 
fo l idez = 4ca 2 . —a=.— ca' . 

3 3 
V i o - f e (277) que a fo l idez do f e i t o r , c u j o feg-

• , 2 

m e n t o t inha a a l tu ra x , era = — ca2x , c que a 

da 
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, . . c {2ax—xx) (a—x) 
da py ramide c ó n i c a = — ; logo 

2 c 
a fol idez do f e g m e n t o — ca7x — — (a — x) 

( 2ax — xx ) = cx2 ( a — \x ). He po is a fo l i -
dez do fegmento igual ao c i rcu lo , que t e m por fe -
mid iame t ro a a l tura do f egmen to , m u l t i p l i c a d o 
pelo ra io menos o te rço da di ta a l tu ra . 

T e n d o as exprefsões a lgébricas das q u a n t i d a -
des , com" m u i t a fac i l idade fe refo lvem os p rob le -
mas , que fobre ellas fe podem p r o p o r , c o m o m o f -
t ra remos em dous exemplos . 

Pertende-fe formar huma pyramide cónica que 
feja igual a huma esfera dada , e que tenha por hafe 
hum circulo máximo da mefma esfera. : pergunta-fe 
que altura fe lhe deve dar. Seja x ef ta a l tura , e a 
o ra io da bafe , ferá a fol idez da py ramide == 

—- x ; e c o m o deve fer igual á esfera do ra io a , 
3 

teremos — a-x = —ca1 , donde fe deduz x —4.a; 3 3 

L o g o he neceftar io que a a l tura da py ramide f e j a 
o dobro do d i â m e t r o da esfera , c o m o confta t a m -
bém pela G e o m e t r i a . 

281 Achar o raio de huma esfera , cujo pezo he 
dado tanto no ar , como na agua. 

D e m o n f t r a - f e na Hydrof ta t i ca , que todo o c o r -
p o mergu lhado e m h u m f l u i d o perde h u m a par te 
do feu pezo , igual ao p e z o do volume do f luido 
deslocado. I f to fuppof to , feja o p e z o de h u m a pol -
legada cubica de agua == p , o p e z o da esfera no ar 
= P, o pezo da m e f m a na a g u a — P ' , o r a io = x; 

Q_ 2 ferá 
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fe rá a fol idez =*= » e 0 P e z o c ' e i g u a l vo lu* 

4 

l u m e de agua — cj>x' ; logo con fo rme o p r i n c i -

p io exporto P — — cpx'> 

» 3 f P - P ' ) 3 

P ' , donde fe t i ra * = 

V 4 cp 
Se o globo no ar p e z a r 5 onças , e na agua 2 ; 

p e z a n d o h u m pé cubico de agua 72 l ibras , ou fendo 
2 j . > • 3 <5 — 2"> = de onça , te remos * = V a 

4 . r 

que porto em calculo por logar i thmos 

dará 

2 7 

C L . 
C L . 

L . 

9 , 5 0 2 8 5 0 1 
9 , 0 9 6 9 1 0 0 
1,4.313638 

0 , 0 3 1 1 2 3 9 
0 , 0 x 0 3 7 4 6 

L o g a r i t h m o a q , i e cor re fponde o n u m e r o 1 ,0242 ; 
logò o raio da esfera ferá de 1 ,0242 pollegadas. 

H a v e m o s fuppof to t ac i tamente que o globo en-
t rava todo na agua cm vir tude do p rop r io pezo ; fe 
p o r é m for neceflario carregal lo c o m a lgum pezo , 
para o mergu lha r in te i ramente , en taó eífe pezo 
addi t ivo ferá a quant idade que devemos tomar 
por P ' . o qual fe fará neg.itivo ; ifto he , teremos 

' / ( P -4- P ' ) 
K 4/ — L . C o m efFeito , fendo nefte 

V 4 cp 
calo 
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cafo o p e z o da esfera no ar m e n o r que o p e z o 

~~cpx! de h u m igual vo lume de agua , a di f feren-

ça, ou — cpx' — P ferá o pe fo P' que fe deve a j u n -

3 

tar para a mergu lha r to t a lmen te ; logo te remos 

~ cpxi—P=P', da qual fe t i ra *= • 

Das Linhas curvas em geral, e em particular 
das Secções Cónicas, 

282 D As l inhas curvas que a G e o m e t r i a 
confidera , em r a z a ó do grande u fo que t e m na 
conf t rucçaó das equações , e nas fc iencias F i f i co -
M a t h e m a t i c a s , h u m a s faõ tais que cada h u m cios 
feus pontos fe pôde de te rminar pela m e f m a lei , 
ifto he , por cálculos e operações femelhantes ; ern 
out ras p o r é m cada ponto fe de t e rmina por lei 
differente ; a inda que efta m e f m a differença he f u -
je i ta a h u m a lei. 

As l inhas t raçadas ao acafo , c o m o , por e x e m -
plo , os rafgos de h u m a pena fobae o papel , naó 
podem fer o b j e í t o de h u m a G e o m e t r i a r i go -
rofa . Sem embargo , a theoria das curvas c o n d u z 
a imi ta r de l ineamentos rebeldes ; e a ar te de acha r 
a p p r o x i m a d a m e n t e o nexo entre quant idades , c u j a 
lei lie' ou defconhecida , 011 m u i t o compof ta , n aõ 
he a appl icaçaõ menos util da Álgebra á G e o m e -
tria , c o m o adian te veremos . 

Para poder defcrever as curvas de que t ra ta a 
G e o m e t r i a , he necelfario conhecer a l e i , a que e f -

taú 
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t a ó fu je i tos os differentes pontos de feu pe r íme t ro . 
De mui tos m o d c s pôde ella fer dada , ou ind i -
cando- f e o me io para defcrever as curvas por m o -
v i m e n t o con t inuo , corno v. g. a re fpe i to do c i r -
culo fe f az g i rar h u m a l inha ao redor de h u m 
pon to ; ou antes enf inando- fe h u m a propr iedade 
q u e per tença conf ian temente a cada pon to da cu r -
va , c o m o por exemplo , f abendo- fe que todo o a n -
gu lo do femic i rcu lo he rc£to (31. 3 . E u c l . ) , po-
demos defcrever o c i rculo do d iâme t ro dado AB 
(Fig. 3 4 ) , t i rando da ex t remidade A h u m a inf in i -
dade de l inhas AC , AD , AE , kc. , e c o n d u z i n -
do pela ou t ra ex t remidade B as perpendiculares 
B C , B D , B E , &c. , en taõ o s pontos C , D , E , &c . 
per tencerão ao c i rculo que tem AB por d i â m e -
t ro . 

F i n a l m e n t e a lei t a m b é m pôde fer dada po r 
h u m a equaçaõ , e aílim o f u p p o r e m o s f e m p r e , 
po rque os dous pr imei ros modos fervem para achar 
a eqt iaçaõ que e x p r i m e a lei . R e d u z - f e pois ef ta 
theoria a reprefentar a na tu reza de qua lquer c u r -
va por h u m a equaçaõ , a qual ferve para defcre-
ver a curva , e mof t ra r os feus u fos e p ropr ieda-
des. De tudo ifto vamos a dar h u m e x e m p l o no 
c i rcu lo , que ja conhecemos pela G e o m e t r i a ele-
m e n t a r . 

283 S u p p o n h a m o s que da curva A M B (Fig.35) 
f a b e m o s taó f o m e n t e , que a perpendicu la r PM 
t i rada de qua lquer pon to M fobre a l inha AB he 
me ia proporc iona l entre as duas par tes AP e P B . 

Para e x p r i m i r efta propr iedade em e q u a ç a õ , 
f e ja A B = a , A P — x , P M = ) > ; e t e remos 
a ' p ( * ) : p m ( y ) : : p m ( y ) : p b ( a — x ) , ifto 
he yy ax — xx. 

Para 
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P a r a defcrever agora a curva , concebamos AB 
dividida , por exemplo em 10 partes iguais , e 
t i remos por cada ponto de d iv i faõ as pe rpend icu -
lares pm , pm , &c. Ef tá claro , que fe na equaçaó 
f u p p u z e r m o s fucceí f ivamente x igual a cada h u m a 
das l inhas Ap , Ap , &c . , ferá y igual a cada h u m a 
das l inhas cor re fpondentes pm , pm , &c. ; po rque a 
equaçaó e x p r i m e , que para qua lquer valor de x 
he f e m p r e ^ meia p roporc iona l e n t r e * e« — x , 
e efta he a propr iedade que f u p p o m o s a cada 
h u m a das perpendiculares pm. L o g o pela e q u a ç a õ 
acharemos fuccef l ivamente cada pon to da curva , 
dando a x mu i to s valores , e ca lcu lando os cor re f -
pondentes de y. P o r e x e m p l o , na hypothefe de 
a — 1 0 , a noila equaçaó to rna - f e em yy = lox 
•— xx , e t e remos 

* = O j 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; ; ; 6 ; 7 ; 8 ; 9 ; I O 

> = o ; ± 3 j £ 4 ; £ 4 , 3 ; £ 4 , 9 ; £ J ; £ 4 , 9 ; £ 4 , 5 ; £ 4 ; £ 3 ; o 

T o m a n d o pois eftes valores de y fobre as pe rpen -
diculares cor re fpondentes aos valores 1 , 2 , 3 , & c . 
de x , e f azendo o m e f m o para a pa r te deba ixo fo -
bre as perpendicu la res pm' , pm' , &cc. , de t e rmi -
n a r e m o s os pontos ?«, 711, m', m', &c . per tencentes 
á curva que tem a propr iedade dada . 

Q u e r e n d o ter m a i o r n u m e r o de pontos , f u p p o -
remos A B dividida e m ma io r n u m e r o d e p a r t e s , 
em 100 , por e x e m p l o , ifto he , po remos a 100; 
011 confervando o m e f m o valor de a = 10 , dare-
m o s a x os valores in te rmedios entre 1, 2, 3, & c . , 
c ca lcu la remos os co r re fponden tes de y. 

Os dous valores de y = o mof t raó que a 
Curva encont ra AB nos dous pon tos cie A e B, em 

h u m 
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h u m dos quais he x — o , e no ou t ro he x z=z 10. 
A equaçaõ t a m b é m moft ra o m e f m o ; po rque tios 
lugares cm que acontece o di to encont ro , he y — o , 
e metendo eíle valor na equaçaõ , te remos o = 
x (a — x) : logo como e í le p r o d u f t o he nada, q u a n -
do xzzzo , e quando x -z=.a , fegue-fe que y ferá 
nada nefles m e f m o s cafos ; iílo he , a curva encon -
t rará a l inha AB no pon to A em que x = z o , e no 
pon to B em que x r= 10. 

2 8 4 Aíl im , para e x p r i m i r em equaçaó a n a t u -
reza de qua lquer curva , repor ta - fe cada h u m dos 
feus. pontos m , m (Fig. 35) a duas redtas fixas AB , 
A O A que façaõ entre l i h u m angulo c o n h e c i d o ; 
po rque he claro , que imaginando conduzidas pelos 
pontos m , m as l inhas mp, e mp' parallelas a O AO , 
e AB , ferá de terminada a pofiçaó de cada ponto , 
fe fo rem conhecidos os valores das dií lancias mp's 
pm, i í lo he , de Ap e pm, 011 o valor de h u m a , e a ra -
zaó entre ella e a outra . A expreífaõ analytica da 
r a z a ó que t em ent re fi as l inhas Ap e pm para cada 
h u m dos pontos rh , dá a equaçaõ da curva , a qual 
qne fera mais 011 menos comporta c o n f o r m e o gráo 
ma i s ou menos elevado da equaçaõ. 

As l inhas Ap 011 mp' c h a m a ó fc abjcijfas , e as 
l inhas mp ou p' A chamaó fe ordenadas ; h u m a s e 
outras tem o nome c o m m u m cie coordenadas da cur-
va. E c o m o per tencem i n d i f e r e n t e m e n t e a qua l -
quer ponto da curva , o feu c o m p r i m e n t o varia a 
cada iní lante , pelo que tan to cilas , c o m o as le-
tras x , y , z , &cc. que as repre fen taõ . fe c h a m a ó 
indeterminadas. O ponto A donde fe começaó a 
contar as abfciffas chama fe a origem das abjcijfas, e 
o pon to donde fe começaó a contar as ordenadas 
Ap1 ou pm , origem das ordenadas. A i n d a que cites 

d o u s 
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dous pontos na Fig. 35 . naõ faõ differentes , com 
tudo naó ha outra razaó para contar as abfcilfas do 
m e f m o p o n t o , de que fe con taó as ordenadas , 
mais que a da f implic idade. C o m o as abfcilfas fe 
podem tomar de h u m a e de out ra parte da o r igem, 
feraõ negativas aquellas que ef t iverem na parte do 
eixo contrar ia á que fe confiderar c o m o pofi t iva . 
Na pofiçaó das ordenadas nada ha de eífencial , fc 
naõ o ferem paral isias entre fi ; podem fer pe rpen -
d icu la res , 011 obl iquas ao e ixo das abfcilfas. As or -
denadas t a m b é m fe dií l inguetn em pofitivas e nega 
tivas , c o n f o r m e eítaõ paia h u m a , ou para ou t ra 
par te do eixo das abfcilfas. 

285 Moí t r emos agora c o m o por me io da e q u a -
çaõ de h u m a curva fe achaõ as fuas propr iedades . 

1° Do meio C de AB t i re fe para qua lque r 
pon to M a recta CM ; o t r i angulo C P M ferá f e m -
pre rec tângulo , e por confequenc ia t e remos C M 1 

= M P 2 - f P C 2 = y- - f Ja» — ax 4- ; e c o m o 

yy •=. ax—(283), acharemos C M ^ r - j s , iflo 

he , todos os pontos M , m eílaó em igual d i f tan-

cia do ponto C ; propriedade dif t inct iva da c i r c u m -

ferencia do c i rcu lo . 

2o Se c o n d u z i r m o s por qua lquer pon to M , e 

pelas ext remidades A e B do d i â m e t r o as r e í t a s 

M A , M B , te remos A M 2 — A P 2 - f P M 2 — 

x-+y-— ax, e M B 2 — P M 2 B P 2 = y* a' 

— 2ax - j - ** — — ax a* . El ias equações fo rna-

das daõ A M 2 - f M B 2 = — A B 2 , que he a 

propr iedade do t r iangulo r e d t a n g u l o ; logo todos 

o s sngulos A M B faó reclos. 

v 3° 
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3 ° A equaçaó A M * — a x d á x l A M ; : A M : a ; 
l o g o na curva de que fe t r a t a , todas as cordas AM 
faõ meias p roporc iona i s entre o d iâmet ro AD e o 
f e g m e n t o cor rc fpondente A P . Semelhan temente fe 
acharáó as ou t ras propr iedades . 

Se con ta i fcmos as abfciifas do cent ro , ifto he 

fe tomai femos CP , C p , Scc. po r a b f c i i f a s , eftá 

c la ro que repre fen tando cada h u m a por z , t e r i a -

m o s x—i a — z, e confegu in temen te a equaçaó 

do ci rculo ás coordenadas perpendicu la res , con ta -

das do cen t ro , fer * yy-=. \aa — zz. 

O u t r a qua lquer propr iedade per tencen te a todos 
os pontos da curva , fendo t raduz ida algebrica-
m e n t e , dará a m e f m a equaçaõ ás m e f m a s coorde-
n a d o s . Se houver p o r é m mudança na or igem , ou 
na d i recçaõ delias , ou em ambas as coufas j u n t a -
m e n t e , poderá apparecer h u m a equaçaõ d i f e r e n -
te , ainda que fera f e m p r e do m e f m o gráo . H a v e -
m o s vilto , que pela mudança das ab íc i f tas , em 
lugar de yy = ax — xx t ivemos a equaçaõ yy = 

| aa — zz do m e f m o gráo , a qual , c o m o foi de-
d u z i d a da pr imei ra , tem a m e f m a propriedade por 
ba fe . P o r é m fe t raduzi l femos a propr iedade que 
t e m MC de fer fempre a m e f m a , e igual a \ a , 
en taõ conle rvando as m e f m a s denominações , te-
r i a m o s (47 . 1. E u c l . ) yy zz=z ^aa , ifto h e y y = 

\aa — zz , c o m o d e d u z i m o s de ou t r a propriedade. 

Da 
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Da Ellipfe. 

2 8 6 O n f i d e r e m o s agora a curva que t em a 
propr iedade de fer a foma MF -f" M/ (F/g-. 36 . } 
das d i f tancias de qua lquer dos feus pontos M aos 
pontos f i x o s F e / , igual a h u m a l inha dada a . 
Ef ta curva tem o n o m e de Ellipfe , as d i f tanc ias 
MF e M/ c h a m a õ - f e raios veãores , e os p o n t o s 
F e / , os focos. 

Para deduz i r a equaçaó , t o m e - f e h u m a l i nha 

de termidada , por exemplo F f , pa ra eixo das a b f -

ciifas , cu j a o r igem feja em A na d i f tancia CA =: 

| a do m e i o C de F f . T i r e - f e a ordenada MP , e 

f a ça - f e CB = CA : feja AP = * , PM = y , 

A F - r , FM = z ; ferá FP = ± ( * — c ) , c o n -

f o r m e P cahir ent re F e B , ou en t re Fe A ; / P = 

a — x — c ; e pela propriedade da curva , Mf =3 

a — z . 

I f t o pof to , os t r iângulos r e í l a n g u l o s F P M , 

/ M P daó F M 2 — P M 2 - f F P " , e M / 2 = P M 2 

- j - / P 2 ; ou z2 —-.y*Jç-x- — 2cx -{- c" , e ar — 

2 a z z 2 — y- a2 — 2ax -J- x2 — 2ac - f - 2cx 

1 „ , . r , , ax -f ac — 2cx 
• f - c~ , das quais íe deduz z r= — ; 

logo f u b f t i t u i n d o efte valor na p r ime i ra e q u a ç a õ , 

4ac — 4<rr , , 
t e remos . . . yy = —-—(ax—xx). 

aa 
287 Por efta equaçaõ p o d e m o s defcrever a c u r -

va por p o n t o s , c o m o havemos fe i to (283) a r e f -
pe i 
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pe i to do c i rcu lo . A l e m deite methodo temos o f e -
gu in te . 

288 T o m a n d o C A = C B = i a , d o ponto / 
c o m o cent ro com o intervallo a rb i t ra r io Br defere -
ve- fe h u m arco , e executa- fe o m e f m o do ponto F 
c o m o intervallo Ar ; os pontos de in terfecçaó 
M e M' dos dous arcos per tenceraô á e l l ipfe . 

2 8 9 A propriedade fundamenta l de que dedu-
z i m o s a equaçaõ da c u r v a , dá h u m me io m u i t o 
í imples para a defcrever por m o v i m e n t o con t inuo . 
F i x e m - f e em dous pontos F e / a s ext remidades 
d e h u m f i o F M / maior que F f , o qual f e e í ten-
da por me io de h u m pontei ro M; en taó o ponte i ro 
m o v e n d o - f e ao redor dos focos , de mane i ra que 
o fio fe conferve f e m p r e eí tendido , irá marcando 
os pontos da ell ipfe ; po rque em todos os pontos 
que elle de fc rever , a f o r n a d a s dif tancias FM e 

/ M ferá a m e f m a . 

2 9 0 D o n d e fe fegue , que t o m a n d o o f io F M / 
igual a AB , a curva paliará pelos pontos A e B ; 
po rque A F — B / ; logo A F - f A f — A B , e 
B F - { - B / = A B . A equaçaó moi t ra ifto m e f m o , 
porque , pondo - f e y c , da x (a — x} ET: o , que 
quer d i ze r que a curva encont ra a l inha Ff 
p r o d u z i d a , quando x = o , ou no pon to A , e 
q u a n d o x a , ou no ponto B. 

» / A-ac — ¥ c / \ 291 A equaçaó y — r -(ax—xx) 

dá a cada abfcif ia duas ordenadas iguais com fi-
nais contrár ios , e por t an to mol t ra que a curva 
t e m dous r a m o s iguais , h u m de h u m a parte do 
e ixo AB , e ou t ro da out ra par te ; e que a perpen-
dicular D D ' (Fig. 37) c o n d u z i d a por C divide a 
curva em duas par tes iguais e í c m d h a n t e s . 

292 
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2 9 2 A l inha AB he o eixo maior da ellipfe , 
D D ' o eixo menor, e o dobro mm' da ordenada 
que palfa pelo fóco , o parametro. Os pontos A , B , 
D , D' faõ os vertices dos e ixos , e o p o n t o C 
he o centro da e l l ipfe . . 

293 Se f u p p u z e r m o s x r= AF = c , t e remos 

y — i: 2 ^° — , e por confequenc ia mm'•=. 

a 

4 ("c — cc) T . 

—1 . L o g o o parametro he menor que o quá-

druplo da dijlancia c do vertice ao foco. 

Seja — - — ^ í í —p ; a equaçaõ da ell ipfe fe m u -

dará entaõ nefta mais f imples yy — — (ax — xx). 
a 

294 Se f u p p u z e r m o s x — AC = \ a , t e remos 

yy = CD2 —ac — cc — AF X BF ; donde fe t i ra 

AF ; CD ; ; CD \ B F . L o g o o femieixo menor he 

meio proporcional entre as diftancias de hum dos fo-

ros aos dous vertices. 
Seja D D ' — í , ferá — — ac— cc , e a e q u a -

4 
çaõ fe mudará nefta de que fe f az m u i t o u fo . . . 

Ih , / 
yy — — (ax — xx). 

aa v 

D o s valores de/> e b fe deduz pa — hh, e 

confeguin temente a\ b \ \ b\ p. Logo o parametro 

he huma terceira proporcional aos eixos maior e me-
nor. 

349 
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2 9 5 A equaçaó yy — ~L (ax — xx) dá yy I 

x (a — x~) ; * bb aa ; logo os quadrados das orde-
nadas ao eixo maior faõ para os produãos das fuas 
ubfciffas , como o quadrado do eixo menor he para o 
quadrado do eixo maior; e confegu in temente os 
quadrados das ordenadas ejiaõ entre fi como os pro-
duãos das abfcifjas correfpondentes. 

i()6 Se fobre AB ( Fig. 38 . ) defcrevermos o 

c i rculo A E B E ' te remos P N S = ax—xx; logo 
bb , 

ferá yy = P N 2 , a qual dá y ' PN " b \ a , 
aa 

i í lo he PM : PN : : CD : AC ou CE ; logo as or-
denadas da ellipfe faÕ proporcionais ás do circulo dej-
crito fobre o eixo maior. Podemos pois defcrever 
a ell ipfe com mui ta facil idade po r meio do c i r -
cu lo . 

D o n d e fe fegue , que o c i rculo he h u m a el l i -
p fe , cu jos eixos a e b faõ igua is , 011 cuja d i í lan-
cia do vert ice ao fóco he igual á ametade do eixo 
m a i o r , ou t a m b é m cu jo paramet ro he igual ao 
d iâmet ro ; porque fuppondo b = a , c = \ a , e 

= todas as tres equações da ellipfe fe to rnaó 

na do circulo yy = ax — xx. 

297 Vê- fe pois c l a r a m e n t e , que h u m a l inha 
tinica , iílo he o d i â m e t r o , de te rmina o c i r c u l o ; 
m a s naõ baila o e ixo maior AB ( Fig. 37 . ) para 
de te rminar a ell ipfe ; he necesiario alem diifo co-
nhecer ou o e ixo menor £ ,011 o pa ramet ro p , <>u 
a dií lancia c do vertice ao fóco . Havemos viiio 
c o m o fe defereve a ell ipfe no cafo de fer dado o 



D E Á L G E B R A . , 255 

e ixo maior c o m a dif tancia do ver t ice ao f ó c o . 
Q u a n d o p o r é m fe derem os dous eixos , para de f -
crever a curva po r m o v i m e n t o con t inuo , he n e -
ceifario de t e rmina r os focos . I f t o he fácil de f a -
zer , defcrevendo do pon to D c o m o cent ro c o m 
o intervallo A C — í a dous a r c o s , os quais c o r -
taraó o e ixo maior nos pontos procurados F e / , 
Se for dado o e ixo maior c o m o parametro^ , de te r -
mina remos o e ixo menor , t o m a n d o h u m a me ia 
proporcional ( 2 9 4 ) entre as duas l inhas dadas , e 
aftim reduz i r emos efte cafo ao p receden te . 

298 Pa ra t i r a rmos h u m a tangente a qua lquer 
ponto M ( Fig. 39 . ) da el l ipfe , p r o d u z i r e m o s o 
raio veélor /M a té G , de for te que feja MG = 
MF ; e t i rando G F , c o n d u z i r e m o s fobre ella po r 
M a perpendicular MT , a qual ferá a t a n g e n t e , 
ifto h e , encont ra rá a curva un i camen te 110 p o n -
to M . 

Porque fe a encon t ra em out ro pon to , por 

exemplo em N , entaõ t i rando N/ e N F , pela p i o -

priedade fundamen ta l d a ell ipfe ferá F N N / 

= F M + M f , o u (4 . e 5 . 1 . E u c l . ) N G + N / 

= G f ; mas ido he abfurdo (20 . 1 . E u c l . ) ; logo o 

ponto N naó per tence á e l l ipfe . 

299 O angulo F M O = G M O = / M N . L o g o 
na ellipfe os raios De cl ores formaó ângulos iguais com 
a tangente C o m o fe íabe por e x p e r i e n c i a , que h u m 
ra io de luz , quando encont ra h u m a fuperf ic ie , fe 
ref lef le f azendo o angulo de ref lexão igual ao a n -

t « • • • 
guio da incidência ; os raios que par t i rem do f ó c o 
l u m i n o f o F , e encon t ra rem a e l l i p f e , iraó r e u -
n i r - fe n o ou t ro fóco f ; e r ec ip rocamen te . 
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Se c o n d u z i r m o s por M (Fig. 4 0 . ) fobre a t a n -
gente MT a perpendicular MI , efta l inha que ferá 
t a m b é m perpendicular á curva , dividirá o angulo 
F M / em duas partes iguais ; porque fendo I M T = 
I M T ' , f e t i ra rmos o s angnlos iguais F M T , f M T , 
ref tará F M I = M f . 

300 A l inha PI c h a m a - f e a Subnormal, M i a 
Normal, PT a Subtangente. 

P o r quan to temos F M I = I M / , ferá M \ f \ 

M F : : / I ; F I (3. 6 . E u c l . ) , c confegu in temente 

M / + M F ( o : M f — M F ( a — 2 z ) : : / i - f F I 

(a— 2c) : / I — FI (a — 2c— 2 F I ) da qual fe tira 

„T az—2cz a-c—lac--\-o2x—íjicx A-Lc-x 
F I = = ' , — — ; 

a ar 

logo PI — FI — ( x — c) = ( ac— cc) = 
b b , w > 
- { \ « — x) ( 2 9 4 ) . 

P M J a2 y2 

201 A fub tangen te PT = - r - - - = — - -
0 P i b2 (\a — x) 

ax — xx 

As exprefsões de PI c PT podem fervir para t i -
r a r h u m a p e r p e n d i c u l a r , e h u m a tangente a qual-
quer ponto M da e l l ipfe . 

302 C o m o PT naõ depende de b , tpdas as 
tangentes a pontos cor refpondentes de todas as el-
l ipfes , defcri tas fobre AB c o m o e ixo m a i o r , le 
encont rão no m e f m o ponto T do e ixo. Pelo que 
a tangente ao ponto N do ci rculo defcr i to fobre AB 

como 



DE Á L G E B R A " . 257 

forno d i âme t ro ( Fig. 3 8 . ) encont ra rá no m e f m o 
ponto do eixo T a tangente ao pon to co r r e fponden -
te M da el l ipfe. 

P o r q u e he CP = \ a — * (Fig.4.o.), ferá CT 

= CP = = 1-SO C P : 

AC AC ; CT ; proporçaõ , pela qual fe de ter -
mina com f u m r o a facilidade o pon to T , por o n -
de palfa a tangente M T . 

303 O t r iangulo redlangulo T P M d á T M 
/ \ / , bb .,-v ax — xx 

; ( « - « - (ia—X 2 ) 5 I . 
LA ' aa ' [±a — xj2 J 

304 A ellipfe t em grande u f o na Arch i ted lura 
N a v a l . A curva tura , por e x e m p l o , da ftíperficie 
exter ior dos maílros , he a de h u m a porçaõ de e l -
l ipfoide , ifto he , de h u m íolido gerado p t l a 
revolução da ametade de h u m a ellipfe ao redor do 
feu eixo maior . 

305 Se de qualquer pon to M t i rarmos f o -
bre o e ixo menor a perpendicular ou ordenada 
M P ' , e f u p p u z e r m o s D P ' = x', M P ' = / , t e -

remos y z=. \b — x' , e x — \a — y'. Subí l i -

tu indo eíles valores na equaçaó yy = — (ax 
aa 

aa 
— xx") , acharemos y'y'———(bx1— x ' x ' ) \ 

bb 
equaçaõ femelhante a que fe deduz io para o e ixo 
maior ; por tanto t i ra remos conclusões analogas 
( 295 , 2 0 6 ) . 

30Ó Para te rmos a s l inhas P T , P ' T ' , C T ' , 
M T ' pertencentes ao e ixo menor. , im i t a r emos 
o que f izemos a refpei to do e ixo maior , u f ando 

R das 
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das l inhas cor re fpondentcs , e dos t r iângulos f e m e -
lhan tes , que fe reconhecem na F igura . Del le m o d o 
acharemos valores em x ' femelhantes aos d e d u z i -
dos em x re la t ivamente ao eixo ma io r . 

T a m b é m damos h u m parametro ao e ixo me-
n o r , en tendendo por eíla l inha naó o dobro da or-
denada , que paífa pelo fóco do e ixo m e n o r , por-
que naõ o ha ; mas h u m a terceira proporcional 
aos dous e ixos menor e ma io r (294) . 

307 Se q u i z e r m o s con ta r as abfci ifas do centro 
C , po remos CP = z , e f ub f t i t u indo \a — z em 

bb , 
lugar de x na equação vy = (ax — *.v) , e nos 

0 aa 
valores de PI , PT , Cl , e TM , acharemos yy 

bb , p i bbz l a a zz _ _— (iaa—zz), r i = , PX =— , 
aa aa z 

la a 
C T = - 4 — 

z r aa 
zz 

, e T M = \ / [ ( f a a — z z - f ) 

C o m o os valores de z começaó em C , e aca-
h 

baó em A , parece que a equaçaõ y = í —-

l/(\aa— zz) dá f o m e n t e ametade D A D ' da el-
l ipfe . P o r e m c o m o devemos dar a z tanto valores 
pofi t ivos , c o m o negativos , eílá c laro , que eftes 
ú l t imos daraó as ordenadas pm , que determinao 
a ou t ra ametade D B D ' ; a qual he igual e f eme-
liante á p r ime i ra D A D ' , po rque a quant idade 

i — V [ \ a a — z z ) n a ° m u d a de valor pela fub f t i -
a 

t u i çaó dc — z cm lugar r/e -J- z . 
308 
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308 D á - f e o n o m e de diâmetro a toda a re£ta 
MCiYÍ ' (Fig. 41 . ) , que palia pelo c e n t r o da e l l i -
pfe , e t e rmina nos dous pontos oppoftos da c u r -
va. Se c o n d u z i r m o s pelo cen t ro a redta N C N ' pa-
rallela á tangente em M , feraó N C N ' e M C M ' 
os diâmetros conjugados. As l inhas mO paral lelas á 
tangente em M faó ordenadas ao d i âme t ro M C M ' , 
e as par tes MO faó as abfcijfas. O pa rame t ró de 
qualquer d iâmet ro he h u m a terceira p roporc iona l 
ao m e f m o d iâmet ro e ao feu con jugado . 

309 Para mof t r a rmos que as ordenadas a h u m 

d iâme t ro t em propriedades femelhantes ás das o r -

denadas aos eixos , t i r em- fe as perpendiculares 

mp , O Q ^ a o e ixo AB , e a recta ms perpendicu la r 

a O Q . Seja AB = a , PM = y , CP = z , Qj 

= g , CQ_ — k \ te remos AP — \a — z , PB 

— + z , Ap = \a — k — g , pB 

Os t r iângulos f emelhan tes T P M , wzSO daõ 

SO — 1 , e outros dous C P M , C O Q , 
\aa — z z 

ky 
t a m b é m femelhantes daõ QO = ; logo pm 

z 

= QO — SO — — g Z y . M a s pela 
z \aa — z z 

propriedade da ell ipfe ( 2 9 5 ) pme X AP- = 
P M ; X Ap . pB ; logo fubl l i tu indo , e r eduz indo , 

iaahk , p-p-zz 
te remos — — _! — \ c a . 

z z ^ í a a — z z 4 g g 

N o t e m o s de paflagem , que quando a l inha mO 
paffa pelo c e n t r o , íílo he , quando o ponto O cahe 

R 2 - fo -
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fobre C , he £ =r o , e g = CR ; logo fub f l i t n ín -
do eíles valores na equaçaõ achada , virá C R 3 

= J aa — z z = A P . PB. ' 

F a z e n d o agora C M = f a ' , C N = : \b', 

jnO—y7, COz=:z', os t r iângulos femelhantes 

C P M , C Q O daõ k = ÍL , e o s dous C N R , 
4 a 

í<rb' 
» S O t a m b é m femelhantes daõ CR = —— ; logo 

y 
í p-p-i'3' 

C R 2 = 4
 t ,— ; donde , igua lando pntre fi os 

dous valores de C R 2 , r e fu l t a r ágg — t-Ll*™ 
? 

Subí l i tu indo pois os valores de gg e kk 11a equaçaõ 
l aakk , gg zz 
í 4- = >aa — gg , te remos 

z z — z z 
b' b' 

y'y ' = — ( a' r— z ' z ' ) , f emelhante a que 
a' a' 

achámos a refpei to dos e ixos . 

310 Pondo y ' = z o , te remos z ' — ± f a ' . 
L o g o a curva encont ra a l inha M M ' e m dous pon-
tos M e M' equidií lantes do cen t ro , e por c o n -
feqtiencia todos cs d iâmetros da ell ipfe faõ cor ta-
dos no cen t ro em duas partes iguais . 

b' 
311 A equaçaõ y = í — v"( — z ' z 7 ) 

mof t ra que qua lquer d iâmet ro M C M ' divide e m 
duas partes iguais as fuas ordenadas mom' , ou as 
jiarallelas á tangente em M , e confeguin temente 
t a m b é m a el l ipfe inte i ra . 

•712 D o n d e fe fegue , Io que a tangente em 
N 
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N he parallela ao d iâmet ro M M ' ; 2 o que as o r -
denadas Om ao d i âme t ro M M ' faó as ordenadas 
ao c i rculo do d iâmet ro M M ' , d iminu ídas po -
r é m ou augmentadas na r azaõ de a' '. b', e inc l i -
nadas deba ixo de h u m angulo igual ao c o m p r c h e n -
dido pelos d iâmetros con jugados . 

Para fabermos em que lugar a ' — b ' , ou onde 
as ordenadas faõ iguais ás do ci rculo , fubf t i t t i i rc-
r o o s C P ( z ) e m lugar d e C R n a equaçaó C R 2 

— \ aa — zz , e t e remos z = \ a , q u a n t i -
dade real e independente de b , a qual moí l ra , que 
cada ellipfe tem dous d iâmetros con jugados iguais , 
e que eíles fe de te rminaõ do m e f m o m o d o em t o -
das as ellipfes que t iverem o m e f m o e ixo . P a r a os 
a c h a r , defcreva-fe fobre o e ixo maior c o m o d i â m e -
t ro (Fig. 38.) o femic i rcu lo A N E B , e d iv id indo 
em duas partes iguais no ponto N o arco AE de -
te rminado pelo eixo m e n o r CD produz ido , aba i -
xe fe NP , que cor ta a el l ipfe em M e M ' ; feraõ 
CM e C M ' os dous d iâmet ros con jugados iguais , 
pois que o t r iangulo rec tângulo ifofceles P C N dá 
C P = C N / A = i a v/i . 

313 Se c o n d u z i r m o s do cen t ro C (Fig. 4 2 . ) 

a perpendicular C F fobre a t a n g e n t e , ferá CF 

P M . C T T M . C R 

- T M > c C N = — P T — ; l 0 S ° 

C F . C N = g M . C T . C R ^ ^ , 3 o 9 ) . 

ifto he ( t i rando a tangente N T ' a t é encon t ra r 
TM em I ) C M I N . \b . L o g o todts os 

parallehgrammos formados pelas tangentes nas ex-
tre-
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tremidades dos diâmetros conjugados faõ iguaes entre 
Ji , e ao reitangulo formado pelos eixos. 

3 1 4 O s t r i ângulos femelhantes T P M , C R N 

. „ D X T C R . P M bz , , 
dao RN = —- = ; mas pelos dous 

ri. a 
t r iângulos r e d a n g u l o s C R N , C F M temos C R 2 

- f R N 3 + C P 2 + P M a = C N 2 + C M 2 , logo 

fubf t i tu indo neita as exprefsões a lgébricas das l i -

nhas , ferá C N 2 + C M 2 = i a* + \ b - . D o n -

de fe fegue , que na ellipfe a foma dos quadrados de 

dous quaifquer diâmetros conjugados he igual ã foma 

dos quadrados dos dous eixos. 

315 P o r quan to t emos C N 1 = C R 2 + R N * 

= — z2 + , f e r á T M 2 = C N * 

( l a S z
2 X 

— j . P o r é m os t r iângulos f e m e l h a n -

P ' M v T M 
tes T P M , M P ' T ' d a Õ M T ' = . M X 

P T 
CN 2 y z1 

logo M T ' 2 = . , e con fegu in t emen te 
i a 2 — z2 

T M x" M T ' = CN 2 = I p ' x C M (308) , f en-

do p ' o pa rame t ro do d iâmet ro M M ' ; donde fe 

t i ra C M : T M : : M T ' : \ p ' . 

O circulo defcr i to fobre T T ' c o m o d i â m e t r o 
(Fig.j.1.) paífará pelo pon to C , po rque o a n g u l o 
T C T ' h e reiElo ; f e p r o d u z i r m o s pois C M até en-
con t ra r a c i rcutnferencia em V. te remos ( 3 5 . 3 . E u c l . ) 
c m : t m : : m t ' ; m v ; i o g o m v = í / > 7 -

3 x 6 
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316 Daqu i fe in fere , que para defcrever a e l -
l i p f e , quando faõ dados os dous d i âme t ros c o n j u -
gados M M ' , N N ' , com o angulo que f o r m a ó e n -
tre li , p roduz i r emos CM até V , de for te q u e 
MV feja igual á ametade do pa rame t ro , e do m e i o 
X de CV levantaremos a perpendicu la r XZ , que 
encontra em Z a l inha T T ' conduz ida po r M p a -
r a l e l a m e n t e a N N ' ; defcrevendo en taõ d o pon to 
Z pomo cent ro e c o m o interval lo ZC h u m c i r -
culo , que cor tará T T ' em dous pon tos T e T ' , 
a s rc£tas TC , T ' C conduz idas por elles para o 
centro feraõ as direcções dos dous e ixos . A f u a 
g randeza fe de te rminará aba ixando as pe rpend icu-
lares M P , M P ' , e t omando C A ( 3 0 2 ) igual a 
h u m a meia proporcional en t re C T c C P ; e C D 
igual a h u m a meia proporcional en t re C T ' e C P ' , 
c o m o fe deduz dos t r iângulos femelhan tes T P M , 

T C T ' . 

317 P a r a refolvermos ana ly t i camen te eíte p r o -

blema , feja M M ' = m. , NN = n , e o angulo 

M C N — * , t e remos (314) m2 - j - n- — a2 b2 , 
e (3 13} m n f e n — ab , porque ( T r i g . 174 . ) CF 

= m fen a ( Fig. 4 2 . ) ; logo a = \ n2 

- j - 2mn fen «) -{- f y/(m- n2 — 2mn fen » ) , e 

b — \ </{m2 n2 -{- 2mn fen *) — { y/{tn2 n* 

— 2 f e n <t) . 

Para acharmos a d i recção dos eixos , ou o a n -

gulo M C T , que repre fen ta remos por <? , t emos no 

t r iangulo C M T ( T r i g . 1 7 3 . ) / , , , T ou fen (« — <?)! 

C M ( j : I fen T M C ( f e n . ) I C T ( - g - ) 

l o -
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a2 fen (a— 
Jogo C P = : . M a s o triangulo re« 

2 m Jen a 0 

í l a n g n l o C M P ( T r i g . 1 6 2 ) dá 1 : \m \\ cof 

_ a2 fen (a— t Cr ou 7 : logo teremos m- fen o co * im Jen * 6 J J Y 

= ar (fen * cof $ — cof„ 4,) ( T r i g . 3 4 ) , e d i -

. .. , /• • / a — 
Vidindo por coj$ , vira tang <p zzz —- tanga , 

ti -

qne fe pôde exp r imi r em m e n , fub í l i tu indo por 
a o valor achado . 

s 
Da Hyperhola. 

318 S E a curva f Fig.4.4.) t iver a p rop r i eda -

de de qi;e a differença Mf — MF das dil iancias de 

cada hum dos feus pontos M a dous fixos F , / , feja 

í t m p r e a m e f m a , e igual a h u m a l inha dada a ; pa-

ra acha rmos a fua t q u a ç a ó , t omaremos h u m a l i -

nha F f , por e x e m p l o , para e ixo das a b f c i i f a s , 

cu ja o r igem feja v. g. no pon to A cm dif tancia 

CA do ponto C meio de Ff , e f a remos 

CB — C A . Supponhamos AP = x , PM = y , 

AF = c , FM — z ; ferá FP z== ± (c — x ) , f P 

c a - x , e pela propr iedade da curva , Mf 

•— a - j - z . 

O s t r iângulos rectângulos F P M , / P M daó 

t3 — 2'X - f- x2 y2 — zz , e c~ 2ac 4 - a1 

4~ 2cx zax 4- x2 4" y~ = a1 4" 2az 4" z~ ' c i a s 

quais 
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. , . nc nx . , , 
quais fe tira z =r ; logo íub í l t -

t u indo efte valor na p r ime i ra equaçaó , t e remos 

\ac +4cc . 
yy — 1 (ax - j - xx) . 

aa 

319 E f t a equaçaõ pôde fervir para defcrever a 
curva por pontos , dando a x m u i t o s valores. T a m -
bém fe podem achar fucceí l ivamente os m e f m o s 
pontos , t o m a n d o a rb i t ra r iamente h u m a par te Br 
ma io r que BF , e defcrevendo do pon to f c o m o 
centro , e com o intervallo Br h u m arco , o qual 
feja cor tado em M por ou t ro arco defcr i to do p o n -
to F c o m o cent ro , e com o interval lo A r . 

Se qu ize rmos p o r é m defcrever a curva por m o -
v imen to con t inuo , fixaremos no ponto f h u m a 
regoa indefinida , que polfa girar ao redor delle : 
em F , e em h u m dos pontos Q^ da regoa a ta re-
m o s as ex t remidades de h u m f io F M Q _ , que feja 
igual a y Q _ — a. Depo i s , po r me io de h u m p o n -
teiro appl ica remos á regoa h u m a par te M Q _ d o 
fio , e movendo o pon te i ro de M para A , de or te 
que o fio fe conferve f empre ef tendido , a regoa 
i iá abaixando , a par te FM d i m i n u i n d o , e o p o n -
teiro defcreverá a nolfa c u r v a , á qual fe dá o n o -
m e d e Hyperbola. C o m eftei to , / M — F M ferá. 
f e m p r e igual a a. 

, „ A.ac -1- 4.CC , , , 
320 A equaçaó yy — (ax - f - xx) 

mof t r a que a curva t em dous ramos AM , A M ' 
iguais e infinitos , h u m de h u m a , e ou t ro da o u -
tra parte da linha A3 p roduz ida , a qual fe cha-
ma o primeira eixo. 

3 2 1 
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3 2 1 Se fizermos x negat ivo , ou fe f u p p u -
z e r m o s que P cahe porc ima de A , y — 

quan to for x a , e por confequenc ia naõ haverá 
curva defde A até B ; mas começando a fer x ^ > a, 
as ordenadas to rnaõ a fer reais , e aílim começa 
em B h u m a nova porçaõ de curva mBm', a qual 
t a m b é m t e m c o m o a p r ime i r a dous r amos infini-
tos , h u m de h u m a , e ou t ro cia outra parte de AB 
p roduz ida ; e he pe r fe i t amen te igual á hyperbola 
pcfitiva , pois que t omando Bp = AP , xx — ax 
ou Ap X P B vem a fer igual a AP X PB » logo 
pm = P M . 

322 Se na equaçaó p u z e r m o s y = o , achare -
m o s que a curva encon t ra o e ixo nos dous pontos 
A e B , e m que x — o , e x = — a. 

3 2 3 Para t e rmos o valor da ordenada Fm", 

que pafia por F (e f te ponto c h a m a - f e fóco, co-

m o t a m b é m o ponto f ) f a remos x — c , e vi-

r á y = ± 2 — ; logo ferá o dobro defta 

( ac -4— cc \ 

J . E f t a li-

n h a c h a m a - f e o parametro da hyperbola . Se a re-

p r e f e n t a r m o s por p , t e remos h u m a equaçaõ mais í imples da curva . . . yy = --- (ax -J- xx) . 

aa 
—— (xx — ax) ferá imaginar io ern 

a 

Aac 4 - Xcc , \cc r 
Da equaçaõ p—~—-T-í— = 4' + ^ fe 

de-
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deduz que o parametro do primeiro eixo da hyperbola 
he maior , que o quádruplo da dijlancia do vertice A 
ao fóco F. 

3 2 4 Se do pon to C meio de AB fe levantar 
a perpendicu la r D D ' = 2 C D , tal qu® feja C D 2 

= A/ X FA = ac - j - cc , ferá D D ' o fegundo eixo 
da hyperbola . Repre fen te - fe efte por b , t e r e m o s 
bb zzz 4ac 4cc ; e fubf t i tu indo na equaçaó da 

bb , 
curva , v i ra . . . yy = — [ax -4- xx) . 

aa 

V ê - f e pois que as tres equações da hyperbola f o -
men te di f ferem das tres correfpondentes da el l ipfe 
nos finais de cc e xx. 

Da u l t i m a equaçaõ achada fe t i ra yy ( P M 2 ) I 

ax-\-xx(AP x P B ) :: bb ( D D ' 2 ) \ aa ( A B 2 ) 
L o g o : Na hyperbola os quadrados das ordenadas ao 
primeiro eixo fao para os produílos das fuas abjeif-
fas , como o quadrado do fegundo eixo he para o qua-
drado do primeiro ; e c o n f e g u i n t e m e n t e os quadra-
dos das ordenadas eflao entre ji como os jtroduCtos das 
abfciffas correfpondentes. 

Q u a n d o a — b , a curva c h a m a - f e hyperbola 

equilátera, e a equaçaõ fe torna em yy ax - j - xx, 

a qual naõ differe da equaçaõ do c i rcu lo , fenaõ no 

final de xx. 

Por quan to he p — C ÍCC , c bb — i^ac 
a 

+ 4cc , ferá ap — bb , ifto he a \ b \ \ b'.p. L o g o 

o pa ramet ro do p r ime i ro e ixo he h u m a tercei ra 

proporc ional ao p r i m e i r o e ao f egundo e ixo . 

3 2 5 
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325 Se t i r a rmos por D a r e â a DA , no t r i an -
gu lo reé tangulo D A C teremos DA = y / ( | bb 

4 - \ a a ) — + ac-\- \aa) — c-\-\a — C F . 
L o g o , para acharmos os focos quando fo rem dados 
os eixos , t omaremos CF = DA ; e pelo con t ra -
r io para acharmos o fegundo e ixo quando íor da-
do o p r ime i ro com os focos , defcreverernos do 
pon to A c o m o cent ro , e com o intervallo CF 
h u m arco , que cor tará a perpendicular D D ' no 
pon to procurado D . 

326 A defcriçaõ da hyperbola depende pois de 
duas quant idades , a faber : ou dos dous eixos ; ou 
do e i x o maior e dos focos ; ou do eixo maior e 
do pa rame t ro ; e pelo que havemos dito pôde f em-
pre e í fe i tuar- fe por a lgum dos methodos indicados. 
Se folfe dado , por exemplo , o e ixo m a i o r com o 
p a r a m e t r o , p rocura r í amos h u m a meia p roporc io -
nal en t re eítas l inhas , e fer iamos o fegundo eixo , 
o qual fervi r ia para achar os fócos . 

327 Se fobre M f ( Fig. 4 5 . ) t o m a r m o s a parte 
MG = M* , a perpendicu la r MT tirada de M 
fobre FG ferá tangente da hyperbola , ifto he , 
n aó encon t r a r á a curva fenaõ em h u m fó ponto M. 

P o r q u e fe a encontra em algum outro ponto N de 

T M , t i rando N F , N / , e N G , ferá N F = N G . 

M a s h e N / < N G + G / , logo ferá N / — N F 

< G / , ifto h e , N / — N F < M f — M F ; lo-

go o ponto N naó pertence á hyperbola . 

Pela conf t rucçaõ F M O = O M G = N M Q r 
L o g ; o fe F for h u m pon to luminofo , os raios que 
delle f ah i r em, c encon t r a rem a concavidade M A M ' , 
fe ret ieciiraõ c o m o fe par t i f tem d tf. 328 
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328 P o r quan to temos ( 3. 6. E u c l . ) f M 

( s + « ) : M F ( z ) : : / T ( a + 2c — F T J : 

F T ; ferá F T = 
2 z - \ - a 

2cx -\-ac ax 
(2 c-\-a) + , 
.— — : logo 

(2C + C,) T 

PT — FT — f 4 . * = • valor da f u b -
x + \a 

t angente da hyperbola , a qual differe fomen te nos 
finaes da-que fe achqu para a e l l ipfe . 

329 He pois a dif tancia do ver t ice ao pon to 
em que a tangente encont ra o e ixo , ou AT 

P T - A P = - x = . 
ía -j- x i a -j- x 

330 Eíla expreífaõ moí t ra , que f e m embargo 
de que os ramos da hyperbola fe ei lendem até o in -
finito , com tudo as tangentes a cada h u m dos 
feus pontos cor taõ o eixo em pontos T fi tuados 
entre A e C. Porque fe fubíl i tu i rmos em lugar de 
x todas as quant idades imaginaveis defde o ate o 
infini to , o valor de AT crefce f o m e n t e defde o 
até ia . L o g o a tangente na ex t remidade inf in i ta 
de cada h u m dos ramos AM , A M ' paífa pelo cen -
tro C ; e c o m o os ramos oppoftos Bm , B«/ ' faõ 
pe r fe i t amente iguais áquelles , e os pontos A e 3 
eftaõ em igual diftancia de C , fegue-fe que as d i -
tas tangentes t ambém o faõ nas ex t remidades in-
finitas dos ramos Bm , B/.v' , c o m o íe reprefen ta 
(Fig,46.) nas linhas CX , C Y . 
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rao 

3 3 1 D á - f e a elles tangentes o n o m e de Afym-
ptotas , as quais , c o m o fe vê , faõ humas linhas , 
que par t indo do cent ro fe avez inhaõ cada vez mais 
da hyperbola , fem que poflaó encontral la fenaõ 
em h u m a dií lancia inf ini ta , e por tan to faõ os l i -
m i t e s das t angen tes . o 

Se pelo vertice A c o n d u z i r m o s At parallela a 
P M , o s t r iângulos femelhantes T A í , T P M da-

P T N . 
Y x z a ~ r x 

\ay \b \/(nx-\- xx) A 
A 1 = = = ; onde fe ve , 

a -y x a -J- x 

que fazendo x infinito , he At = \b — C D . L o -
go , para de te rminar a pofiçaõ das a fymptotas , 
c o n d u z i r e m o s por A as re£tas AL , A L ' , pe rpen-
diculares a CA , e iguais cada h u m a a CD ; as 
l inhas CL , C L ' , conduzidas pelos pontos L , L ' 
e pelo cen t ro C , feraõ as a fymptotas da hyper-
bola , as quais fe forem produzidas para a parte 
cont rar ia , feraõ t a m b é m as a fympto tas da hyper -
bola oppof ta . Ef tá claro , que na hyperbola equ i -
látera o angulo L C L ' f o rmado pelas a fympto tas 
h e r e f t o . 

3 3 2 Poisque h e C T = C A — A T > + * 
t e remos efta proporção C P : C A C A : C T , 
a qual pode fervir para tirar h u m a tangente M T . 

333 O t r iangulo reótangulo T P M d á M T 

= / ( P M 2 - j - P T " ) = [ ( 4 ( 

{xa 4 - j 3 3 + 
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3 3 4 Se t i r a r m o s a n o r m a l MI (Fig.47.) , t e r e -

mos TP ( 1 * 1 " * * ) : PM (y-):: pm ( , ) : p i ; 

v -j- x y 

logo z f u b n o r m a l PI = — ({a x ) . 

3 3 5 P a r a a c h a r m o s agora a e q u a ç a ó ás c o o r d e -

nadas d o f e g u n d o e ixo D D ' , c o n d u z a m o s a p e r -

p e n d i c u l a r M P ' , e f a z e n d o M P ' = y ' , D P ' = * ' , 

t e r emos y = \b — x ' , e x =y' — \a . S u b í f i t u i n -
«lo eíles va lores na e q u a ç a ó yy = — (ax A-JV) , 

r i r á y ' y ' = "-jL (íbb — bx' -f x ' x ' ) , a q u a l naó he 

f e m e l h a n t e á re la t iva ao p r i m e i r o e i x o . 

3 3 6 Se q u i z e r m o s te r a e q u a ç a õ em o r d e m a 
Al3 , c o n t a n d o as obfciíTas do c e n t r o , f u p p o r e m o s 
C P = z , e f u b í l i t u i n d o z— \a em l u g a r de x , 

U bb r a c u a r e m o s yy = (zz — \aa) . 
aa ' 

S e r e f e r i r m o s a cu rva a o f e g u n d o e i x o D D ' , 
f a z e n d o C P ' = z ' , t e r e m o s x'—\b — z ' , e f u b -
l l i t u i n d o n a e q u a ç a ó r e f p e d i v a ( 3 3 5 ) , virá y'y' 

337 R e p o r t a n d o d a m e f m a f o r t e a o c e n t r o a s 
expre f sões d e P T , C T , P I , e M T , t e r e m o s 

P T = , C T = - í — , P I = , e 
z z aa 
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Se p roduz i rmos MT até encont ra r o fegundo 
e ixo ein T ' , o s t r iângulos femelhantes T P M , 

C T V P M ibb 
T C T ' daraó C T ' = * = ^ L = -

11 y 
C D 2 

- ^ p r i logo C P ' : C D : : C D : C T ' . 

338 T o d a a r e f l a M C M ' ( F / > . 4 8 . ) que pa^a 
pelo cent ro , e t e rmina de h u m a e outra pai te na 
hyperbola , chama- f e diâmetro. As rcòtas Om pa-
rallelas á tangente em M faõ ordenadas ao d iâme-
t ro ; MO e D M ' faõ as fuas abfcilfas. 

Para moí t r a rmos que as ordenadas mO tem as 

m e f m a s propriedades que tem as ordenada* MP , 

t i r e m - f e ?np , OQ_ perpendiculares ao e ixo A B , e 

c o n d u z a - f e m S parallela a A P . Seja P M = 7 » 

CP = z , QJ = g . CQ_ = k ; ferá AP = 2 

— L a , B P = z + ia , Ap = k - g — ia , B ; 

= k — £ + \ a
 • 

O s t r iângulos femelhantes C P M , C Q O daõ 

Q O = * - - ; e o s outros dous T P M , » j S O daó 

SO = — ; logo mp = QO — SO =« 

^ . P o r é m ( 3 2 4 . ) pm 2 X AP . PB 

z z z — I aa 0 ^ 

= PM"4 X Ai> • P^ '•> logo fubf t i tu indo , e re-

. , \aakk . gçzz c u z t n d o , te remos — - r = £ 2 
z z z z — \aa 

— \aa. 
N o -
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• N o t e m o s antes de paflar adiante , que fe t o m a r -

mos fobre A B a par te C R tal que fe ja C R S = j 

AP X PB = zz — \aa , e levantando a p e r p e n d i -

cular R N ' t e r m i n a d a . e m N ' pela l inha N N ' c o n d u -

zida pelo cen t ro paral le lamente a TM , fe f izermos 

CN = C N ' ; entaó N N ' he o diâmetro conjugada 

de M M ' , e h u m a terceira proporc ional a M M ' e 

N N ' he o parametro do m e f m o d i âme t ro M M ' . 

Supponhamos agora C M = \ a ' , C N = \ b ' , 

CO = z ' , Om —y'i o s t r iângulos f emelhan tes 
2S2»' 

C P M , C O O daó k = — T , e os ou t ros dous 
\a' 

t ambém femelhantes mSO , C N ' R daó g- = 

y , » f u b f t i t u i n d o os valores de g* 

a - iattkk , ggzz e r 11aequaçaó— — ~ g r — | a a , 
zz zz — \aa 

l'b' 
teremos / / = _ _ ( z ' z ' — | a 1 a') , equaçaó 

femelhante á das coordenadas do p r ime i ro e ixo . 

339 F a z e n d o y'=o . a c h a r e m o s z' — £ \a'; 
logo a curva encont ra a l inha M M ' nos dous p o n -
tos oppoftos M e M' em d i í b n c i a do cen t ro igual 
a \a'; e aífim todos os d iâmetros fe cor taó no c e n -
tro em duas partes iguais . 

b> 
340 A equaçaó / = £ — r / ( z ' z ' — a1) 

moílra , que fe p roduz i rmos mO de manei ra que 
O m ' = Qm , o ponto / « ' p e r t e n c e r á á curva ; por 

S t an -
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t an to cada d iâmet ro divide em duas par tes ignats 
as redfas páralielas á tangente que paífa pela o r i -
g e m d o m e f m o d iâmet ro . 

r-, b'b' 
34.1 Da equaçaó y ' y ' = (z1 z'—• \a* a1) 

a 11 

f e t ira f f O 0 a ) : z ' z ' — \a'a1 ( M O X O M 1 ) 

:: ^ ' ( N N ' * } : a'a' ( M M ' ; ) ; logo 5 quadrada 

de huma ordenada a qualquer diâmetro terminado na 

curva ejiá para o pmduíto dai fuas ahfcijfas , como 

o quadrado do diâmetro conjugado ejiá para o qua-

drado do primeiro diâmetro. 

3 4 2 Sc do cent ro C (Fig. 49) aba ixa rm o s fo-
bre T M a perpendicular C F , o s t r iângulos feme-

P M V C T 
lhantes C F T , T P M daraõ C F = * , 

e o s dous t a m b é m femelhantes C R N ' , T P M da-

X a í v C R 

raõ C N ' ou CN = - ^ ; logo CF X CN 

P M x C T x C R r uft- • J 1 — — ; e fub í t i tu indo os valores — p T 

achados ( 3 3 6 , 337 , e 3 3 8 ) t e r emos CF X CN 
-— i a b . Se p r o d u z i r m o s agora MT até a a fym-
pio ta em 1 , ferá MI — CN , c o m o aba ixo fe 
moí l ra rá , e confegu in temente C I M N ferá hum 
para l l e logrammo , cu ja fuperf icie = CF X 
^ CF X CN ; logo o parallelogrammo eonflruidt 

Jobre os diâmetros he igual ao refiangulo dos eixos. 
3 4 3 O s t r iângulos femelhantes T P M , C R N ' 

P M X C R bz 
daó R N ' = ; = — ; e o€ dous t r ian-

P1 a 
gu-
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gulos rectângulos C P M , C R N ' daó C M 2 — C N 

= C P 2 + P M 2 — C R 2 — R N ' 2 ; f u b f t i t u i n d o 

pois os valores achados , t e remos C M 2 — C N 2 

= \aa — |bb . L o g o a differença dos quadrados de 

dous diâmetros conjugados he fempre a mefma , e igual 

á differença dos quadrados dos dous eixos. D o n d e fe 

fegue , que na hyperbola equi la tera h u m d i âme t ro 

qualquer he igual ao feu con jugado . 

344 P o r quan to temos C N 2 = C R 2 + R N ' 2 

= zz — | a a 4- ^ , f ub f t i t u indo no valor de 
aa 

T M ( 3 3 7 ) , a c h a r e m o s T M = C N 4 / ( Z Z ~ l " a ) . 
' ^ 2SZ J 

M a s (Fig.4.-]) o s t r iângulos M P T , M P ' T y daó 

T ' M = ^ L > < ™ _ C N * J L _ . J o o o 

P T — / ( z z — i a a ) ' 0 

teremos T M X T ' M = C N 2 = {/>' X C M , 

fendo p ' o pa ramet ro do d iâmet ro M M ' , e con fe -

guin temente C M : T M : ; T ' M : \p>. 
345 D o n d e fe fegue , que para achar os e ixos 

a fim de defcrever a hyperbola , quando faõ dados 
os d iameiros conjugados com o angulo por elles 
comprehendido ; t o m a r e m o s fobre MC (Fig.50) 
a l inha MH = \p', e no meio 1 de CH levanta-
remos huma perpendicular IK , a qual cor ta rá em 
K a l inha M T ' c o n d u z i d a por M paral le la inente 
ao conjugado N N ' . Do ponto K c o m o cen t ro e 
com o intervallo KC defcreveremos h u m circulo , 
o qual encont ra rá MT nos dous pontos T e T ' ; 
entaõ as linhas TC , C T ' t i radas por elles e pelo 
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cent ro , fe raõ as direcções dos eixos ; po rque a 

angulo T ' C T h e r e c t o , e t emos ( C o r . j ó . j . E ú c l . ) 

c m : t m : : t m : m h o u \p>. 
A grandeza dos eixos fe de te rminará aba ixan-

do de M as perpendiculares MP , M P ' , e t o -
m a n d o h u m a meia proporcional CA ( 337 ) ent re 

C P e C T , e outra C D entre C P ' e C T ' . 

N a õ pôde haver difficuldade em achar a fo lu -
çaô analytica deite p rob lema , depois do que have-
m o s di to (317) a refpei to da e l l ipfe . 

Da Hyperbola entre as Afymptotas. 

346 A Hyperbo la confiderada em ordem ás 
a fympto tas t e m propriedades impor tan tes , de 
que e x p o r e m o s as pr incipais , l embrando-nos 
p r i m e i r a m e n t e do que f ica di to ( 3 3 1 ) fobre o m o -
do de de te rminar as a fympto tas . 

P a r a re fe r i rmos cada h u m dos pontos E da 
curva (Fig. 51) ás a fympto tas C L O , CL 'o, t i -
r emos por E a l inha EQ_ parallela a h u m a delias ; 
O E « parallela ao fegundo eixo D D ' ; ES parallela 
a C L O ; e pelo ver t ice A a l inha AG jwrallela a 

C L 7 a . Seja CA = \a , CD = AL — A L ' = 

í b , C P = z , P E = = y , A G — m , G L = n , 

C Q _ = / , Q E = K . 

O s t r iângulos femelhantes C P O , C A L daõ 

PO = Pi = — ; logo EO = — — y , E* sr ** /t 
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-—- 4- y ; donde vem EO V Eo = yy 
a aa 
bbzz bb , , ,, -o , 

= ( zz — iaa ) — \bb , n to he , 
aa aa 

EO X E« = C D 5 — A L 2 ; p ropr iedade que per -
tence a qualquer pon to E da hyperbola . 

347 Os t r iângulos femelhantes Q E O , ESs , e 

A G L daó A L : E O : : A G : EQ_ , e A L : Eu : : 

GL : ES ; logo A L * : EO x E« AG x G L : 

E Q , X ES ; mas EO X E» = A L 2 ; logo 

W — mn, equaçaõ da hyperbola entre as a f y m p t o t a s . 

D o n d e fe vê , que para o ponto A teremos 
A G x C G = A G x G L ; logo C G = G L . 
M a s por caufa do angulo re£lo A, o circulo defcr i to 
lobre CL ha de paftar pelo ponto A ; logo CG 
= AG = GL , iílo he , m n , e con fegu in t e -
men te ut z= m2 . 

Efte quadrado conf iante m2 , ou C G " , ou 
{bb), a que o p rodué to ut f empre he igual, 

chama- fe a potencia da hyperbola. 
348 Se pelo pon to E t i r a rmos de q u a l q u e r m a -

neira h u m a r e í l a R E r t e rminada nas a fymp to t a s , 
as partes RE , mr , in terceptas en t re a curva e as 
a fympto tas , feraõ iguais entre fi. 

Porque , t i r ando por m a l inha hmW paral le la 
a O E * , os t r iângulos femelhantes R E O , R / n H 
daõ ER : R/r; ; E O \ Hm , e os dous t a m b é m fe -
melhantes rhm , roE daõ Er mr \ \ Eo mh ; logo 
E R X E r ; R « x m r : : E O X E s : H m x m h -
M a s C 347 ) E O x Ea = C D 2 r = H m X mh ; 
logo ER X Er — Rm X mr , ou ER (Km - f - mr) 
— ( E R E n i ) mr , e r e d u z i n d o , ER = mr. 

349 
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349 D o n d e f e fegue , que h u m a tangente T t , 
(Fig.52) t e rminada nas a fympto t a s , he dividida 
em duas par tes iguais no ponto do c o n t a f t o M. 

350 Se por M c o n d u z i r m o s I M / parallela a 
D D ' , e t i r a rmos por qua lquer ponto E a linha 
R E r parallela á tangente T7 , e O E s parallela a 
D D ' ; o s t r iângulos femelhantes T M I , R E O daT 

raó TM ; MI : ; RE : EO , e o s out ros dous 
M/V , daraó M/ ou TM I Mi \ \ Er ; Es ; lo-
g o T M 2 : M I X Ml" : : R E x E r ; E O x E<?, 
e por confeguin te (3+7) T M 2 = RE X E r . 

351 T i r e - f e pelo cent ro C o d i âme t ro C M V , 
o qual dividirá em duas partes iguais a linha, Rr 
parallela a T / , porque (349) palfa pelo meio M 
de T t , e fe ja CM == \a' , TM = i ? , C V = z ' , 
VE = y ' . Os t r iângulos femelhantes C M T , 

C V R daraõ V R = V r = : logo R E = É L 
a' a 

0% 
•— y ' , e Er = y1. Subf t i tu indo eftes valo-

a 

res na equaçaó RE X Er = T M S = \qq , como 
t a m b é m o valor de y'y1 C338) , te remos q = b' , e 
confegu in temen te \q — \b' , 011 , MT = CN , 
fendo CN o femid iamet ro con jugado de CM ; 
logo (Fig.49.) Ml = CN , que he o que p romete -
m o s (342) demonf t ra r . 

352 P a r a todas as r e f l a s pois R E r [Fig.$2.) 
parallelas ao con jugado CN , t emos RE X E* 
= C N 2 . 

3 5 3 D o n d e fe moftra , qtie m u i t o f ac i lmen te 
podemos defcrever a hyperbola por pontos , quan-
do forctn dados os dous femid iamet ros con jugados 

C M , 
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CM , CN {Fig '53) c o m o angulo por elles c o m p r e -
hend ido . P o r q u e , t i rando pela o r igem M do f e m i -
d i a m e t r o CM a l inha T M / parallela a CN , e t o -
mando de h u m a e out ra par te de M as par tes MT , 
Mr iguais cada h u m a a CN , as l inhas CT , Ct 
(34.9 , 351) feraõ as a fympto t a s . E fe pelo pon to 
M t i r a rmos a rb i t r a r i amen te as redias B M Q ^ P M Q _ 
que qu i ze rmos , e em cada h u m a t o m a r m o s PO 
= M Q _ , todos os pontos O aílim achados pe r t en -
cerão C34-8) á hyperbo la . C a d a h u m dos pontos O 
pôde depois fervir para a c h a r m o s out ros c o m o V , 
V , &c. . t i rando as re&as R O S , R O S , &c. , e 
f a z e n d o SV = R O . 

3 5 4 C o m igual fac i l idade fe deduz o m e t h o d o 
de deferever entre duas l inhas dadas para a f y m p t o -
tas h u m a hyperbola , que palfe por h u m p o n t o da -
do dentro delias. 

355 F i n a l m e n t e , d iv id indo t an to o angu lo das 
a fympto tas , c o m o o feu fupp l e men í o , em duas p a r -
tes iguais , a cha remos as direcções dos dous e i -
xos , c u j a g randeza fe d e t e r m i n a r á c o m o fe difte 
(345) ; e aílim temos out ro meio pa ra refolver a 
quel taõ propoi ta no m e f m o lugar . 

Da Parabola. 

356 Ov Onf ide remos agora a curva , em que 
a dif tancia FM ( F i g . 5 4 ) de cada h u m dos feus 
pontos M ao pon to fixo F he igual á d i f tanc ia 
M H d o m e f m o ponto a h u m a recta X Z dada d e 
pof içaô . 

Pa ra acharmos a equaçaõ deita curva , que fe 
chama Parabola , t i remos fobre XZ a pe rpend icu-
lar FV , e d iv id indo efta cm duas par tes iguais 

n o 
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lio pon to A, ferá A h u m pon to da parabola , po r -

que AV = A F . Sirva efte ponto , que fe c h a m a 

d vertice , de o r i gem das abfcif tas , e feja AV ou 

AF = c , AP == x , PM — y ; t e remos MF 

B=S M H = P V = c x , e F P = ± (x — c). 

O t r iangulo r e d a n g u l o F P M dá F P 2 + P M * 

e= M F S , ifto he , xx — 2cx - f - cc - j - yy =» cc 

-{- 2cx xx ; logo a equaçaõ da curva he 

yy = 4-cx, a qual nos mof t ra o fegu in te . 

IO C o m o temos y = s/^cx , fegue-fe quç 
a curva t e m dous r amos AM , A M ' pe r fe i t amen te 
iguais e femelhantes , h u m de h u m a , e ou t ro de 
out ra par te da l inha A F P , a qual fe c h a m a o ei-
xo ; e que os m e f m o s r amos fe ef tendem até o i n -
f in i to , porque crefcendo * , t a m b é m crefce y. 

2o F a z e n d o x negat ivo , t emos y =± — 
valor i m a g i n a r i o ; logo a curva naõ paífa para c i -
m a d o pon to A . 

3o P o n d o x = c , t emos y = ± 1c , ifto he , o 
valor da ordenada que paffa pelo fóco F , ou Fm 
= 2c ; logo mm1 — 4 c : efta l inha c h a m a - f e o 
parâmetro do eixo da parabola . Aí l im o parame-
tro do eixo da parabola he quádruplo da dijlancia AF 
do vertice ao fóco. 

4o Seja p o pa ramet ro , te remos 4c = p , e a 
e q u a ç a õ da curva fe mudará em . . . yy = px. 

357 P o r m e i o da equaçaõ f ac i lmen te fe def -
creve a parabola por pontos , os quais fe achao 
dando fucceí l ivamente a x m u i t o s valores , e cal-
cu lando os cor re fponden tes de y. 

358 
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358 T a m b é m fe pôde j l e fc reve r por pontos 
defta mane i ra . Havendo efcolhido o pon to A 
para vert ice , e a l inha VP por d i recção do e ixo , 
t o m e m - f e as par tes AV , AF iguais cada h u m a 
a yp ; ferá F o fóco . C o n d u z a ó - f e por cada 
ponto do e ixo as perpendiculares M M ' , e de f -
crevendo do ponto F c o m o cen t ro e com o i n -
tervallo VP dous arcos , que cor tem as pe rpen-
diculares em dous pontos M e M ' , per tenceráó 
eítes á parabola ; porque fendo VH perpendicu la r 
ao e ixo , he FM = VP = M H . A r e f t a X V H 
chama- f e a direãriz. 

359 U l t i m a m e n t e a parabola pôde defcrever-
fe por m o v i m e n t o cont inuo , u fando de hum e f -
quadro VH/" , e de hum fio F M / = f H , c u j a s 
ext remidades f e prendem e m / , e n o fóco F . E n -
taó appl icando a /H por meio do ponte i ro M h u -
ma parte M/ do f io , fe f izermos mover o ou t ro 
lado do efquadro fobre a l inha ZX , de m a n e i r a 
que o fio fe conferve f empre ef tendido ; o pon te i -
ro defereverá a parabola M A . 

360 A equaçaó yy = px mof t ra , que p a r a 
qualquer ponto M o quadrada da ordenada MP he 
igual ao produão da abjeiffa correfpendente pelo pa-
rametro ; ou que os quadrados das ordenadas ejlaô 
fntre fi como as fuas abfcijjas. 

A equaçaó da ellipfe yy = ^^ (ax 

— xx) , fuppondo a inf ini to , r e d u z - f e a yt 

4ac X ax 

— = 4cx , que he a equaçaó da p a r a -

bola. L o g o a parabola he huma ellipfe , cujo eixo 

maior he infinito. 
361 
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361 Se do p o n t o M (Fig.<$5') c o n d u z i r m o s fo -
bre FH a perpendicular M O T , efta ferá tangente 
da parabola . 

P o r q u e fe encont ra a curva em algum outro pon-
to N , t i rando as linhas NF , NH , e NZ perpen-
dicular a XZ , ferá NZ = NF ; mas por outra 
pa r t e h e N Z N H , N H = N F , e por confe -
g u i n t e NZ NF ; logo o ponto N naó per tence 
á curva . 

3 6 2 O angulo F M O = O MH = / M N ; l o -
go os raios luminofos que fah i rem de F , e en-
c o n t r a r e m a concavidade M ' A M , fe r e f l e â i r á ó 
para l le lamente ao e ixo ; e rec ip rocamente os pa-
rallelos ao e ixo fe r eun i ráó no fóco F . 

3 6 3 P o r quan to H O = O F , o s t r iângulos 
H O M , T O F feraÓ iguais ; logo F T — M H 
:—: PV = * c , e confegu in temen te PT = FT 
-J- FP =z ix. L o g o a fubtangente PT da parabola 
he dupla da abfctjja. 

3 6 4 Se por M t i ra rmos MI perpendicularmen-*. 
t e á tangente MT , os t r iângulos femelhantes 

P M - yy 
T P M , P M I daraÓ PI — —— = 2L = \p . 

P T ix 

L o g o a fubnormal da parabola he a mefma em todos 
es pontos , e igual â ametade do parametro. 

3 6 5 As propriedades da parabola t e m muitas 
appl icações nas Ar tes c Sciencias. Q u e m qu ize r 
vê r o feu ufo na coní l rucçaó dos n a v i o s , pôde con-
fu l t a r o noífo or ig ina l . 

3 6 6 T o d a a l inha MX ( Fig. 56 ) parallela ao 
e ixo QA chama- f e h u m diâmetro \ o feu parametr» 

he 
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lie em geral o quádruplo da dif tancia da or igem M 
ao fóco ; as fuas ordenadas faõ as re í l as mO pa ra l -
lelas á tangente em M; MO faõ as abfciffas. 

Para achar a equaçaó ás coordenadas do d iâ -
met ro MX , t i r em-fe dos pontos m , M , O as l i -
nhas mp , MP , O Q _ perpendiculares ao e ixo AP , 
e conduza - f e »iS parallela ao m e f m o e ixo . Se ja 
AP = * , PM = y, Qp = g , A Q _ = k ; t e remos 
Ap —k — g. 

O s t r iângulos femelhantes T P M , « S O daraó 

SO = : logo pm = PM — SO = v . 
2x a 2x 

M a s (360) he pm- X AP = P M 2 X Ap ; logo 
4 x 

— k — x. 

F a z e n d o agora MO = AT', mO—y', ferá x'—k— 
g? 

x = —— , ou gg =.\xx'. M a s o t r i angu lo r e c l a n -

gçvv 
guio « S O dá gg —y'y'; logo (4* - [ - /> ) x' 

4-XX 
= y'y'. Sendo pois p' o pa rame t ro do d i âme t ro 
M X , iílo h e , / > ' = = 4 F M = 4 * - j - 4 c = = 4.x -\-p , 
teremos y'y' — p'x'; equaçaõ femelhan te á re la -
tiva ás coordenadas do e ixo . L o g o o quadrado da 
ordenada mo a qualquer diâmetro MX he igual ao 
produão da abfcifjd pelo parametro do mefmo diâme-
tro ; e con fegu in t emen te os quadrados das ordena-
das faõ entre fi como as abfcifjas correfpondentes. 

367 Do que havemos d i to f e f e g u e , q u e para 
deferevermos a parabola , quando for dada a l inha 
indefinida MX por d i âme t ro , c o m o feu p a r a m e -
t r o / ' , e o angulo que o m e f m o d i â m e t r o f a z c o m 

as 
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as o rdenadas , t i ra remos pela or igem M h u m a l i -
n h a N M T que faça com M X o angulo N M X 
igual ao angulo d a d o , e outra MF que faça com 
M T o angulo F M T = N M X ; entaó tomando 
MF = ! / > ' , o ponto F ferá o fóco (362 , e 3 6 6 ) . 
C o n d u z i n d o pois por F h u m a l inha T F Q _ paral-
lela a MX a té encon t ra r T M , em T , ferá T F Q . 
a d i recção do e ixo , c u j o vert ice A fe de te rminará 
aba ixando a perpendicular MP , e dividindo PT 
em duas partes iguais no ponto A ( 3 6 3 ) . T e n d o 
aílim achado o fóco e o vert ice , a curva íe defcre-
verá c o m faci l idade (358 , e 3 5 9 ) . 

P a r a da rmos a fo luçaô analyt ica deíle p rob lema , 
f e j a o angulo dado M O » / = M T P — a ; e confer -
vando as out ras denominações , no t r iangulo re-
c tângu lo M T P teremos 1 I iang. a \ \ PT ( ix ) l 

P 
PM ( s/px ) , e confegu in temen te x •=. — j— ; 

m a s p' — 4* p, logo p z=z p' fen2a , e aílim tere-
m o s o pa r ame t ro . A origem A do eixo AL fe de-
t e rmina rá pelas equações x = \ p' cof2a , e y 
- ip' fema. 

368 As tres curvas de que havemos t ra tado , 
t e m o nome de Secções Cónicas , porque re fu l taõ de 
h u m a pyramide cónica cortada por h u m plano. 
P o r exemplo , fe a pyramide cónica C H I (Fig. 57) 
f o r cortada pelo plano A M m , de mane i ra que eíte 
encon t re os dous lados CH e Cl , t e m o s a ell ipíe 
A M / « B : deve exceptuar - fe un icamen te o calo em 
q u e o plano faça c o m Cl hum angulo igual aquelle 
que o ou t ro lado CH fo rma com a bafe , porque 
en taó a fccçaó ferá h u m ci rculo . 

Se ao con t ra r io o plano naó encon t ra r hum dos 
la-
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lados CH (.Fig. 5 8 ) , fenaó no p ro longamen to deí le , 
teremos a hyperbola . 

F ina lmen te fe o plano for parallelo a h u m dos 
lados CH (Fig. 5 9 ) , t e remos a parabola . 

Para o demoní l ra r , concebamos a pyramide c ó -
nica C H I (Fig. 57 , 58) cortada por h u m p lano 
que-paife pelo eixo ; a fecçaó fe rá h u m t r i angu lo . 
Cor te - fe t ambém a m e f m a pyramide por tres p la-
nos A M » ; , F M G , H m I perpendiculares ao t r i -
angulo , fendo os dous ú l t imos parallelos á bafe da 
pyramide ; as duas fecções F M G , Hwzl feraõ c i r -
cules , os quais encont rão a fecçaó A M m em M 
e m , e teraõ por d iâmetro as in terfecçóes FG , HL 
dos feus planos com o t r iangulo ; e as in terfecções 
PM , pm dos círculos com o plano M A ; » ( 19. 1 r. 
Eucl . ) feraó perpendiculares ao p lano do t r i an -
g u l o , e confegu in temente feraó ordenadas c o r a -
muas dos circulos , e da fecçaó AMff l . 

I í lo pofto , os t r iângulos A P G , Apl daõ AP I 

Ap :: PG :pl , e os dous B F P , BHp daó PB ; 

pB :: FP : Hp ; logo AP X PB : Ap X pv :: 

FP X PG . ' Hp X pi • 0 1 1 pela na tu reza do c i r -
culo , AP X PB : Ap X />B :: P M " : pm* . EílaÔ 
pois os quadados das ordenadas da fecçaó A M « 
entre fi como os p r o d u f t o s das abfciifas ; e porque 
eftas fe achaó cie h u m a e outra par te da ordenada 
( 57 ) > e da m e f m a parte ( Fig. 58 ) , AM.TZ 
ferá na Fig. 57 h u m a ell ipfe , e na Fig. 58 ferá 
h u m a hyperbola . 

Na Fig. 59 temos pela propr iedade do c i rcu lo 

P M 2 — F P x P G , e pm- = H p X p l = F P X 

Pi i 
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p\; logo p m 2 : pm2:: pg : pi:: ap : a p , p e * 

los t r iângulos femelhantes A P G , A/>I. Ef laõ pois 

os quadrados das ordenadas entre fi c o m o as abf -
c i l f a s , e confegu in temen te a curva he h u m a p a -
rabo la . 

Reflexões fobre as Equações das Secções Có-

nicas. 

369 ' JL^Em-fe demonf t radó (309) que na el l i -
pfe , fendo x a abfciffa CO ( Fig. 41 ) contada do 
cen t ro fobre o d i âme t ro M M ' , e y a ordenada mO 
parallela ao con jugado CN , a equaçaó ás coor-

bb . . . 
denadas dos d iâmetros he yy ——($aa—xx), feja 

qual for o angulo comprehendido pelos d iâmet ros . 
L o g o fe por m conduz i rmos OTO'para l le la a M M ' , 

a qual ferá h u m a ordenada ao d iâmet ro N N ' ; f a -

z e n d o C O ' = x ' , mO1 — y', t e remos y = x ' , e 

x z= y', e por confequencia yy r= j-, bb — x'x') • 

D o n d e fe fegue , que contando as abfcilfas do cen-
t ro , a equaçaõ da ellipfe em ordem a qualquer diâ-
m e t r o tem fempre a m e f m a f ó r m a , em quan to as 
ordenadas fe t omarem parallclas ao d i â m e t r o con-
j u g ad o . 

Se b rz r a , t emos yy — J aa — xx , a qual he 
a equaçaõ do circulo ( 2 8 5 ) , no cafo de ferem as 
ordenadas perpendiculares ao d iâmet ro ; porque fe 
fo rem obl iquas , a equaçaó per tence á ell ipfe re-
por tada aos d iâmet ros conjugados igua is . 

Q i i an -
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Q u a n t o á hyperbola , fendo x a abfciífa CO 
fFig . 48) contada do cen t ro fobre o d i â m e t r o M M ' 
terminado n a c u r v a , e y a ordenada « O paral le la 

bb 
ao con jugado N N ' , t e remos ( 338 ) yy = —-

(xx— l aa) por equaçaó ás coordenadas do p r i m e i -
ro d iâmetro , feja qual for o angulo c o m p r e h e n -
dido pelos d iâmetros con jugados . M a s fe por tn' 
conduz i rmos m'0' parallela ao d i âme t ro CM , a 
qual ferá h u m a ordenada ao d i âme t ro N N ' ; f a -
zendo C O ' = x', e m'01 = y', t e remos x ' — y, 

e y'•=. x , e confegu in temente y'y' — ~rr íx'x'-\-

bo 
i bb) . L o g o na hyperbola a equaçaó ás c o o r d e n a -
das do d iâmet ro conjugado N N ' naó he f e m e l h a n -
te áquella que fe acha para o d i âme t ro M M ' t e r m i -
nado na cu rva . 

Na parabola , con tando as abfciffas da o r i g e m 
de hum d iâmet ro fobre elle m e f m o , e t o m a n d o as 
ordenadas parallelas á tangente no vert ice do m e f t n o 
diâmetro , a equaçaó í'366) he f empre yy = px, f en -
do v a ordenada , x a abfciífa , e p o p a r a m e t r o do 
diâmetro. 

Em f i m , na hyperbola entre as a fympto t a s , c o n -
tando as abfciifas x do cent ro fobre h u m a das a f y m -
pto tas , e tomando as ordenadas y parallelas á ou t r a 
a fymptota , a equaçaó he xy — aa , fendo a a p o -
tencia da hyperbola . 

370 He po rém de adver t i r , que fe h u m a das in -
de terminadas , y por exemplo , naõ fe contar da 
m e f m a l inha fobre que fe con taó os x , poderemos 
ter h u m a equaçaõ femelhante ás menc ionadas , a 
qual n e m porií io per tença aos d iâmet ros c o n j u g a -

dos 
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dos , no cafo de fer a curva r e fpe f t iva h u m a ellipfe, 
ou h u m a hyperbola ; ou naó expr ima a relaçaõ en -
tre as abfcilfas e as noffas o rdenadas , no cafo de 
fer huma parabola . Sejaó , por exemplo , C M ' , 
CN (Fig. 6o ) dous femid iamet ros conjugados da 

el l ipfe; fuppondo C M ' - { a , C N = \ b , C Q _ = 

x , QM — y, a equaçaó he yy =z (|aa — xx). 

T i r e - f e pelo cen t ro C h u m a re£ta F C E , e pelo 

pon to B , tomado na diftancia conhecida BC = 

conduza - f e B F parallela a Q M ; fuppondo C E — z , 

e CF = n , os t r iângulos femelhantes C B F , C Q E 

, mz . bbmm 
darao x — • ; logo te remos yy = — 

ainda que tenha a m e f m a f ó r m a da relativa aos 
d iâmet ros con jugados , com tudo naõ lhes per ten-
ce ; po rque as abfcilfas z tomaõ-fe fobre CE , e as 
ordenadas y 011 Q_M contaó-fe do ponto Q_, onde 
a l inha QM parallela a CN fe encontra com C M ' . 

371 Segue-fe póis , t° que h u m a equaçaõ do 
fegundo gráo a duas inde te rminadas , contando-le 
h u m a delias da m e f m a l inha fobre que fe conta a 
outra , per tencerá á ell ipfe reportada aos diâmetros 
conjugados , ou ao circulo , quando nella naó en-
t r a r em outras potencias das indeterminadas mais 
que os quadrados , e elles t iverem d i f f e r e n t e s finais 
em differentes membros : bem entendido que o ter-
mo conhecido deve ter o final -}- no m e m b r o em 
que eft iver o quadrado da indeterminada com o 

n aann 

D o n d e fe v ê , que efta equaçaó 
mm 
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f ina l — ; po rque a equaçaó y y — - - ( — — xx) 
bb . 

naõ e x p r i m e l inha poífivel ( 9 8 ) . 

3 7 2 2 o Se os quadrados das inde te rminadas t i -
verem o m e f m o Íinal em differentes m e m b r o s , e 
delias naõ en t ra rem outras potencias mais que os 
quadrados, a equaçaó pertencerá f empre á hyperbola 
reportada ou a h u m d iâme t ro t e rminado na curva , 
ou ao feu con jugado , c o n f o r m e o t e r m o conhecido 
tiver o m e f m o ou diíferente Íinal do que t iverem 
os quadrados das inde te rminadas . 

373 3° a e 1 u a Ç a õ confiar f o m e n t e de dous 
termos , dos quais h u m feja o quadrado de h u m a 
i n d e t e r m i n a d a , e o ou t ro fe ja o p r o d u f t o da o u -
tra inde te rminada por h u m a quan t idade conhecida , 
per tencerá á parabola repor tada a h u m dos d i â m e -
tros , quando os dous te rmos em differentes m e m -
bros t iverem o m e f m o final ; porque fe o t iverem 
ditFerente , a equaçaó naó exp r imi r á l inha poílivel. 

3 7 4 4 o Em f im fe a equaçaõ confiar f o m e n t e 
de dous te rmos , dos quais h u m feja o p rodudto 
das duas indeterminadas , e o ou t ro feja h u m a 
quant idade c o n h e c i d a , exp r imi r á a hyperbola r e -
portada ás a f y m p t o t a s . 

375 Q u a n d o h u m a equaçaó a duas i n d e t e r m i -
nadas tiver as condições expof tas , c o m faci l idade 
fe poderá conf t rui r a fecçaó cónica a que p e r -
tencer. 

Po r exemplo , fe t ivermos a equaçaó ncd — qyy 
gxx, e fcreveremos p r ime i r amen te qy2 z=.ncd — 

c depois yy 
1 

(nci 
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^ H í í . — xx ) . V ê - f c pois que a equaçaó propofta 
o 

per tence ( 309 , e 371 ) a h u m a ell ipfe , na qual a 
r a z a õ dos quadrados dos dous d iâmet ros c o n j u g a -

i s g 
dos ou — = — , e o quadrado do d iâme t ro fo -

att q 

bre que fe con taõ os x ou a2 — ^ . De f t a s du-
g 

as equações fe t i raõ os valores dos dous d iâmet ros 

/ 4 " ^ 7 / 4ncd 
con jugados , a l a b e r a — y ' , c l? — y 

E c o m o o angu lo por elles comprehe i íd ido he igual 
ao co inprehendido pelas l inhas x e y, o qua l fe f up -
póe conhecido pelo problema de que fe houver de-
d u z i d o a equaçaó ncd — qyy z=z gxx ; t emos as tres 
coufas ( 3 1 6 ) , c o m as quais podemos defcrever a 
e l l ipfe . 

I f t o m e f m o fe pra t icará nos out ros cafos . Em 
geral: T o d a a equaçaó do fegundo gráo a duas inde-
t e rminadas , fe exp r ime h u m a l inha poílivel, e n a õ he 
refoluvel em dous factores do p r imei ro g ráo da 
f ó r m a ax by c , e dx -\-fy - j - g , per tence a 
h u m a fecçaõ cónica . P a r a o demonf t ra r , ení inare-
m o s a r eduz i r qualquer equaçaõ delia na tu reza a 
f ó r m a de a lguma das equações que havemos con-
l iderado. An tes p o r é m de e n t r a r m o s nefta maté-
ria , f a r e m o s para ma io r c lareza as reflexões fe-
gu in t e s . 

3 7 6 P o r q u a n t o os p rob lemas refolvidos por 
Á lgeb ra c o n d u z e m f empre a h u m a ou mais equa-
ções , podemos confiderar qualquer equaçaó a duas 
i n t e r m i n a d a s u e t, c o m o procedida de h u m proble-

m a , 
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tna , em que as m e f m a s inde te rminadas r e p r e f e n -
talfem duas incógn i tas . E c o m o dando fucceíl iva-
m e n t e a h u m a das incógni tas , a u por e x e m p l o , 
mui tos valores , e ca lculando pela equaçaõ os c o r -
re fponden tes de / , naó ha e m b a r a ç o para m a r c a r 
na l inha AR ( Fig. 6 o , 61 , 6 2 ) os valores A P , 
AP , &c. que fe derem a u ,e t i rar por P, P , & c . 
debaixo de h u m angulo d e t e r m i n a d o as l inhas 
P M , PM , &c parallelas en t re l i , e iguais aos va -
lores calculados de t ; v indo dcíla for te os pon tos 
M , M , &c . a f o r m a r h u m a curva , c u j a n a t u r e z a 
dependerá da r azaó que houver en t r e as l inhas AP 
e PM , a qual fe e x p r i m e pela equaçaó de que e l -
las fe deduz i rão : fegue-fe que a m e f m a equaçaó 
e x p r i m e a na tu reza de h u m a c u r v a , e po r t an to 
fe ja qual for o p rob lema , pôde conf iderar - fe a f u a 
equaçaó c o m o per tencen te a h u m a curva . 

I m a g i n e m o s que a curva he h u m a fecçaó c ó -
nica : eitá c laro que c o m o fe ignorava , ou podia 
ignorar- fe , que delal u fo da equaçaõ reful taífe h u m a 
fecçaó cónica , naõ fe havia t ratado de d i ípor as l i -
nhas AP e PM de manei ra , que t endo h u m a a f u a 
direcção fobre o d iâmet ro , a ou t ra folfe parallela á 
tangente no vert ice delle , Como era necelfario p a r a 
que a equaçaó tivelfe a lguma das f o r m a s a c i m a 
expoftas . Pelo que pôde a equaçaó naó ter n e n h u -
ma das m e f m a s f o r m a s , e f em e m b a r g o per tencer 
a h u m a das fecçóes cónicas . 

377 V e j a m o s agora c o m o toda a equaçaõ do 
fegundo gráo a duas inde te rminadas pôde r e d u z i r -
fe a a lguma das f o r m a s que t e m as equações das 
fecçóes cónicas em ordem ás l inhas , a que as h a -
vemos repor tado (369) . 

T 2 3 / S 
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3 7 8 P a r a p r a t i c a r m o s pe lo m e t h o d o q u e vaffloft 
a e x p ô r , d e v e m o s l e m b r a r - n o s ( 1 9 2 ) de que o fe-
g u n d o t e r m o d e h u m a e q u a ç a õ d o f e g u n d o g r á o f e 
f a z de fapa rece r , i gua lando a i n c ó g n i t a m a i s ou 
m e n o s a a m e t a d e do coeff ic iente do f egundo t e r m o , 
c o n f o r m e fo r pof i t ivo ou negat ivo , a h u m a nova 
i n c ó g n i t a , havendo an tes d e f e m b a r a ç a d o o q u a d r a -
do da i n c ó g n i t a . 

A í l i m na equaçaõ 4.x2 1 2 * == 9 , f a r emos 
3 í 8 

A- 4- — = z , e t e r e m o s a equ iva len te zz — —, 
2 . 4 

em que naõ ha f egundo t e r m o . Se t ivef lemos x 2 — 
4* = 7 , f a r í a m o s x — 2 = 2, e acha r í amos 
zz = 11. 

3 7 9 P o d e m o s t a m b é m igualar a i n c ó g n i t a au-
m e n t a d a ou d i m i n u í d a da a m e t a d e do coefficiente 
do f e g u n d o t e r m o , a h u m a nova i ncógn i t a m u l t i -
p l icada ou dividida po r h u m a quan t idade arbi -
t r a r i a . 

P o r e x e m p l o na equaçaõ x2 — — 7 , f a z e n -

k kk 
do x — 2 = — z, t e r e m o s zz = 11 , a qual dá 

n n n 

para x o m e f m o valor da ope raçaõ p receden te , feja 

k e n o q u e fe q u i z e r ; p o r q u e f endo — z = y/ih 

i e x — 2 = —- % , t e r emos c o m o a c i m a *• — 3 
- * 

p y 1 1 . 

Mc 
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Methodo de reduzir ás Secções Cónicas toda a 

equaçaõ indeterminada do fegundo gráo. 

380 S l J p p o n h a m o s que a equaçaó geral do f e -
gundo gráo a duas inde terminadas dtt - j - cut 
euu 4- fdt -(- geu - f - hd2 = o per tence a h u m a c u r -
v a M M (Fig. 60 , 6 1 ) , cu jas coordenadas fe jaó A P 
e P M . Para mof t r a rmos que efta curva he f e m p r e 
h u m a fecçaó cónica , e en l ina rmos o me thodo de 
a conf t ru i r , f impl i f iquemos a equaçaõ , f a z e n d o 

cu 
(37 8 ) t + 1 / + ~ — y \ t e remos 4ddyy = f f d d 

•— 4bd* - j " ( 2 c f d — 4gtd) u (cc — 4dc) uu. S u p -
pondo para m a i o r fac i l idade f f d d — 4hd' r , 
2cfd — i^ged = q , e cc — 4de — m , a e q u a ç a ó fe 
reduz á f ó r m a \ddyy r qu -J- muu , na qua l 
m , q , r podem fer quant idades pofit ivas ou n e -
gat ivas . 

F a ç a - f e agora a m e f m a operaçaõ em o rdem a 

u , dando á equaçaó a f ó r m a uu 4- J L « 4 = 
tn m 

4dd q qx . 
yy> e (379) pondo u - f - _ = —— * ) ; t e -m r 1 2m 2mn 1 

11 1 r 4-dd , , remos - Z I _Zi_ _U — = yy , da qua l 
4 mmnn 4mm m tn 

fe deduz yy = (xx — nn4- - 4"""" •) . 
n lkmir-d- \ 11 J 

C o m o 

(*) Introduzimos a quantidade arbitraria w, a fim de reduzir dire-
ftim ente a cq jar-tõ aos diâmetros conjugados. Se iguiilafTemo? f 378 ) 
limplesmente a x, a equaçaó Íinal eltaria 110 cafo <juc havemos exa-
minaio (3 - o] . 
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C o m o q, n , e d ef taõ no q u a d r a d o , os finais 
da equaçaõ f o m e n t e m u d a r á ó , q u a n d o m ou r 
fc to rna rem de pofi t ivos em nega t ivos . P o r é m a 
m u d a n ç a de final em r naõ influe nos finais de 
e yy ; logo delia naó r e fu l t a m u d a n ç a na c u r v a . 

Q u a n t o a m, fe for nega t ivo , t e remos yy = , ^ — 
ibmnndd 

(nn -fr- " -—AÍJC^ . L o g o a c u r v a ferá h u m a 
11 

hyperbo la , q u a n d o m fo r pofi t ivo (372) ; e pelo c o n -
t ra r io ferá h u m a el l ipfe , quando m ou f f — 4de 
f o r nega t ivo (371) , ifto he , quando 4de fo r ma io r 
q u e cc , t an to no cafo de d e e f e r em a m b o s p o f i t i -
vos , c o m o no ca fo de fe rem a m b o s nega t ivos . 

3 8 1 Para fabermos pois em que cafos huma equaçaó 

indeterminada do fegundo grão d t t - j - cu t - j - euu 
- j - fdt -j~ geu -J- hdd = o , pertence á ellipfe ou á 

hyperbola , examinaremos fe o quadrado cc do coeffi-

ciente do termo ut menos o quádruplo do produdo de 
dos coeficientes de tt e uu dá huma quantidade po-

fitiva ou negativa \ no primeiro cafo a curva ferá hy-

perbola , e no fegundo huma ellipfe , com tanto que nar> 

feja d = c , porque então a curva pôde fer hum cir-

culo , como logo mojlraremos. 

D e v e excep tua r - f e def ta regra o ca fo da elli-

r r • • 11 p ie , em que r lor negat ivo e ma io r que —— ; por -

, 4 mrnn _ 4 mrnn 
que en t ão nn -1 t o r n a - l e em nn —— 

11 11 

ou nn (1 — ; a qual he nega t iva quando 
v 11 ' 

for 
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f o r Í ^ L v , I , 011 r N ^ •, e c o n f e g u i n t e m e n t e 

11 . .4?" 
(371) a curva ferá i m a g i n a r i a . 

Re í la agora enfinar o m o d o de con í l ru i r as c u r -
vas reconhec idas . C o m e c e m o s pella e l l ipfe , c o n f -
t ru indo a s duas equações re fpec l ivas t -J- \ f - f -
cu q qx 

—- — v , e u = , po i s que m na 
2 d ' 1m 2/nn r 

fuppof i çaõ a f t u a l he nega t ivo , e n pôde f u p p o r - f e 
indifferentemeti te pof i t ivo ou nega t ivo . 

382 Q u a n t o á p r ime i r a , c o n d u z a - f e pela o r i -
gem A dos u e / (Fig.èo) a l inha A B c = | / parallela 
ás l inhas PM ou / , e t i re - fe B K I para l l e lamente á . 
l inha AR fobre que fe con taó os u ferá IM = / 

4 - \ f ' P a r a t e rmos pois y — I M , t o m e - f e 

fobre BI a l inha BK de g randeza arb i t ra r ia , e c o n -

d u z i n d o KL = ——*—y para l le lamente a AB , fe 

d 
t i ra rmos pelos pontos B e L h u m a l inha B L Q , t e re -
mos dous t r iângulos femelhantes B K L e B l Q _ , que daõ 

l o g o Q M = I M - f I Q = = / + Í / + 

Cll 
— D o n d e fe ve vê (370) que Q L B deve fer 

a d i recção de h u m dos d iâmet ros , para que a 
equaçaó pertença aos con jugados . D e t e r m i n e m o s 
0 cent ro , 

A fegunda equaçaó u —— —— m o f l r a , 
2 m 2 mn 

que fe fobre AP t o m a r m o s AG = —-- , ferá GP 
2 m 
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e= u — - í í L ; logo tirando por G a l inha 
1m imn 

N G C parallela a PM , o p o n t o C ferá a or igem dos 
x , e con fegu in t emen te o cent ro da e l l ipfe . C o m 
eftei to , os x devem con ta r - f e fobre L Q _ , e pela 

qx equaçaõ GP = , q u a n d o GP = o , t a m b é m 
2w;z 

x— o ; logo os x c o m e ç a ó ao m e f m o t e m p o que 
as l inhas GP ; mas ifto f o m e n t e pôde ter lugar 
q u a n d o os x c o m e ç a r e m em C ; logo fendo QM os 
y, as l inhas C Q _ f e r a õ os x. 

„ qx A G X C Q . . . 
D a equaçaó G P = — — = — ^ — f c t i -

2 mn 
A G X C Q . . . . , . 

r a « r = — — ; m a s , pela p ropr i edade das 
G P 

paral lelas , BC = A° ^ . i o g o „ — BC ; 
G P 

ií lo he , para que a noífa equaçaõ per tença aos d iâ -
me t ros c o n j u g a d o s , cu j a s direcções faõ QJ3 e C N , 
deve i n t r o d u z i r - f e por 11 o valor de BC , d e t e r m i -
nado pelas conf t rucçóes precedentes . 

A g r a n d e z a dos d iâmet ros de t e rmina - f e , c o m -

p a r a n d o as duas equações yy = ——— 
' x b/nddnn 

S . 4mrnn N lb , , 
I nn xx ) e yy = -— ( \a,a — xx), 
^ qq ' aa 

do que re fu l t a a — \ / ( \ n n - I — l ^ m r n n \ ^ e y 
V \ qq s 

= V / ( y L r + i j ) - E c o m o " > m ' i > r > 

faõ quant idades c o n h e c i d a s , t e r emos os valores 
dos 
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áos d iâmetros , com os qua i s e c o m o angu lo c o m -
prehend ido B C N , que fe f u p p ô e de t e rminado nas 
operações precedentes , defcreveremos (316) a el l i -
pfe a que per tence a nolfa equaçaõ . 

383 Se a — b, e o angulo B C N = 9 0 o , a c u r -
va ferá h u m ci rculo . Pa ra d e t e r m i n a r m o s q u a n d o 
iílo t e m lugar , I o na nofta equaçaó f u p p o r e m o s 

= 1 , que dá nn = —J—yj = B C 2 ; 2° fe 
Xbmddnn ibmdd 

o angulo B C D h e r e f t o , t emos B C 2 - f C D 2 = » 

B D 2 = A G 2 , + = J L , p o r . 

ibmdd ibttimdd 4 m m 

que o s t r iângulos femelhantes B C D , B L K daõ 
00=—^ - logo he neceíTario que m - c c =3 

ít-md 6 5 1 1 

4dd , iílo he , — cc 4de cc = 4 d d , ou d = e. 

3 8 4 He pois man i fe í to , que para faber fe a 
turva he circulo , ellipfe , ou hyperbola , he e f c u f a -
do a t tender aas t res ú l t i m o s t e rmos f d t , geu , e 
hdd , da equaçaó dt- cut - f - eu1 fdt geu 
hd- zr= o : efta aver igoaçaó depende f o m e n t e dos 
tres p r ime i ros t e rmos , de m a n e i r a que fe d, c, e e 
forem tais , que cc —4de f e ja pof i t ivo , a- curva ferá. 
huma hyperbola ; fe pelo con t r a r io for negat ivo , 
a curva ferá h u m a el l ipfe , excep tuando f o m e n t e o 
cafo em que feja ao m e f m o t e m p o d = e, ifto he 
em que os dous quadrados u~ e t- t enhaõ o m e f m o 
coefficiente , porque en taó a curva lerá h u m c i r -
culo , fe for recto o angu lo das novas coordenadas . 

385 T u d o o que t emos d i to , á excepção do 
numero 3 8 3 , fe appl ica igua lmen te á h y p e r b o l a , 

iílo 
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i f to h e , á equaçaõ yy — • . ^ ,,- ( xx — 
1 bmnndd >• 

w/z - f - 1 ") , f a zendo a devida correççaõ 
f ? 

nos f inais . Aft im to rnando a ler o p receden-
t e , e appl icando-o á Figura 61 , naõ ha ou t r a 
m u d a n ç a a f a z e r mais do que t irar AG para a 
par te oppof ta de AP , c o m o indica a equaçaó 

« -4 = —— (7S0I. Q u a n t o ao ma i s , t u d o h e 

o m e f m o , m u d a n d o a palavra ellipfe em hyperbola. 

N o s cafos par t iculares as quan t idades AG , 
BK , AB , KL (Fig. 6 0 , 6 1 ) podem ter d i fpof içaó 
di f terente da que havemos reprefentado ; po rém 
tais m u d a n ç a s feraõ f empre indicadas pelos f inais 
das quan t idades d , c , f , m , q &c. nas equações 

I r c i c u 1 1 1X r t 4 - \ f - \ - - — = y , e u + — - = _ — , que fe 
id 2 m 2mn 

f o r m ã o pa ra f a z e r defaparecer o fegundo t e r m o . 

3 8 6 Paf femos a e x a m i n a r os dous cafos que 
ref taó : a faber Io quando cc — 4de — o ; 2o q u a n -
do d — o , e e = o . 

No p r i m e i r o cafo . i f to lie quando cc —4de = o, 
ou quando os tres t e rmos tt, ut, e uu f o r m a õ h u m 
quadrado perfe i to , f a remos defaparecer o fegundo 

r 4 - qu 
t e r m o cm ordem a t , e te remos yy = — — — 

J J 4 dd 
Se f u p p u z e r m o s pois efte fegundo m e m b r o igual 
a h u m a nova inde te rminada x mul t ip l icada por 
h u m n u m e r o arb i t ra r io n , virá a equaçaó yy = «•*"» 
a qual per tence (369) á parabola repor tada a h u m 

dia-
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d iâmet ro . Para a defcrever , con í t ru i remos as 

^ . , cu r 4 - qu 
e q u a ç õ e s / + í / + _ _ . = , , e = 

C o m o ja fe con í t ru io a p r imei ra , app l icando e x -
ac tamente á Figura 62 o que fe difle ( 382 ) a eí te 
refpeito para a Figura 60 , as l inhas QM feraõ os y, 
e teremos B L Q _ pela direcção do d i â m e t r o , f ob re 
que devem conta r - fe os x. 

A or igem dos x , e confesui in temcnte o ver t ice 
do d i âme t ro fe de te rmina recorrendo á fegunda 

r \ddnx 
equaçaó u A — , a qual mof l ra cine fe 

1 1 
t o m a r m o s para a parte con t ra r ia de AP a quan t i da -

d e A G = ^ - , f e r á G P = « + = i f ^ L . 
1 . 1 1 

L o g o fe por G c o n d u z i r m o s G C D parallela a P M , 
o pon to de encon t ro C c o m QJLB ferá a o r igem 
dos x. 

q.GP q. AG 
O p a r a m e t r o „ = = ^ 7 B C = 

r 
— B C ~ " conhec ido o p a r a m e t r o 

do d iâmet ro , com a or igem C do m e f m o d i â m e t r o , 
e o angulo M Q C das coordenadas , f ac i lmen te fe 
conílruirá a parabola (367) . 

387 P o r quan to a equaçaó geral per tence á 
parabola quando Í2 = /\.dc, fegue-fe que todas as 
vezes que fal tar o p rodud to nt , deve neceffár ia-
mente fal tar h u m dos quadrados ir e /2 , para que 
a equaçaõ per tença á parabola ; po rque fendo e n -
taó c — o , a equaçaó cc = 4de mo í t r a , que d ou 
e = o. 

388 
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3 8 8 Se a m b o s os quadrados fe acharem na 
equaçaõ , e fal tar ut, a coní t rucçaó (382) ferá m a i s 
f imples ; po rque neíle c a f o ^ = o ; logo KL = o 
(Fig. 6 0 , 6 1 ) , e c o n f e g u i n t e m e n t e BK ferá h u m d i â -
m e t r o , cu jas coordenadas feraó parallelas aos u. 
e / . P o d e m o s t a m b é m en taó f aze r defaparecer o f e -
g u n d o t e r m o em o rdem a a fem ufa r de ti, p o r q u e 

B D o u A G ( X ) = B C ( » ) , e p o r confequenc ia 

« + ± = x. 
2 m 

D o n d e fe fegue , que no ca fo prefen te , a l e m 
das condições expof t a s ( 3 8 4 ) , o angulo das c o -
o rdenadas u e t deve fer rec to , para que a curva 
f e j a h u m c i r cu lo . 

389 Se houver ut na equaçaó pr imi t iva , e naõ apa-
recer ou t ra potencia de u fenaõ o quadrado depois dc 
fe f aze r defvanecer o fegundo t e r m o em ordem a / , 
en taõ naó he necetfario outra operaçaõ femelhante e m ' 
o rdem a u ; m a s nem pori ífo e f tamos d i fpenfados dc 
h u m a t r a n s f o r m a ç a õ , a qual confií te em fuppôr u. = 

— , f e n d o — h u m a f r a c ç a õ , que f e de t e rmina -
n >1 

r á d e h u m m o d o ana logo a o q u e havemos en í i -
nado ( 3 8 2 ) , c o m o abaixo m o í l r a r e m o s . 

3 9 0 Se dos tres t e rmos t~ , ut, e u2 fa l tar fo-
m e n t e h u m dos quadrados , a e q u a ç a ó per tencerá 
f e m p r e á hyperbola , ou naó e x p r i m i r á curva al-
g u m a ; porque fe for d ou e = o , a quan t idade cc 
í e rá f e m p r e pof i t iva (384) . 

391 F i n a l m e n t e fc f a l t a r e m a m b o s os quadra-
dos t2 c u2 , i í lo he , fe a equaçaó t iver a f ó r m a 

gut 
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gut -\-ht — ku — l = o , pertencerá á hyperbola 
entre as afymptotas , c o m o fe vai a vér na conftruc-
çaó feguinte. 

Faça-fe t ~ y \ teremos a transformada 
S 

, hy . hk l . h 
» H - — = o . f a ç a - í e « 4 - — . 

' g gg g g 
1 hk 

= x ; teremos xy — — — , equaçaó que per-
g gg 

l 
tence á hyperbola , cuja potencia ( 347 ) he —• 

& 
hk 

Conduzamos pois pela origem A ( Fig. 63 ) dos 
v e t parallelamente a PM 011 t, a linha AB = 
k 
— , e depois por B a linha CBQ_ parallela a AP , 

k 
teremos QM — t — y-

g 

Produza-fe AP para G até que feja AG r = — - , 

e tire-fe GS parallela a PM , o ponto C de encon-
tro com BQ^ ferá o centro da hyperbola , cujas 
abfciifas faõ as linhas C Q . , e afymptotas as linhas 
CQ_, C S . C o m eftas e com a equaçaõ facilmente 
fe defcreverá a curva (354) . 

Se a equaçaó naõ tiver os tres primeiros termos 
f1 , ut e u- , pertencerá á linha re&a , cuja con-
ftrucçaó naõ tem difficuldade. 

3 9 2 Aílim , recapitulando o que temos dito , 
Io toda a equaçaõ indeterminada do fegundo gráo , 

fe 
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fe naô fe refolve em dous fadtores do p r imei ro , e x -
p r i m e f e m p r e h u m a fecçaÓ c ó n i c a , ou naó e x p r i -
me l inha a lguma poílivel. 2° A curva he ellipfe , 
hyperbola , ou p a r a b o l a , c o n f o r m e for pofi t ivo , 
nega t ivo , ou c i f r a o quadrado do coefficiente do 
p rodud to ut das duas inde te rminadas menos o q u á -
d rup lo do p rodud to dos coefficientes dos dous qua -
drados u2 e ; e em par t icu lar pôde fer circulo 
no cafo de fer negat ivo o p r o d u d t o , quando os 
coefficientes de u2 u t2 f o r em iguais en t re fi. 30 E 
p a r a r e d u z i r m o s qua lquer e q u a ç a ó , que pertença a 
h u m a fecçaõ cónica , ás equações que havemos 
dado quando fe tratou deltas curvas , devemos p ra -
t icar pelo m o d o que fe enfinou ( 380 , 3 8 6 , 388 , 
3 8 9 , e 391 ). Pal iemos a moí t ra r o ufo das noifas 
t r ans fo rmações . 

JppitcaçaZ ã refoluçaõ de alguns problemas 

indeterminados. 

3 9 3 - P p o b l . I . Achar a curva D M E (Fig.òjÇ) 
lai que as diflanclas de cada hum dos feus pontos 
M a dous Jlxts A e B tenhao entre ft a razaõ dada 
de g : h . 

T i r e - f e fobre AB a perpendicular MP , c feja 

AP = u , PM = / , AB = í ; ferá BP = u — c. 

I í to f u p p o f t o , o s t r iângulos r e f t angu los A P M 

B P M daõ A M = s / ( u u - f tt) , e B M = • / ( " " — 

leu cc tt). E c o m o deve fer AM : BM : 

gl h , t e remos ( g 2 — b2) u2 + ( g 2 — b2 ) tt — 

O-g-cu 



D E Á L G E B R A . , 303 

1g*cu g2c2 o ; equaçaó que per tence ao c i r -
culo ( 3 8 4 ) . 

Pa ra a r eduz i rmos á f ó r m a yy = 512a — xx, b a f -
ta f u p p ô r p r i m e i r a m e n t e t z=z y , e t e r emos uu —• 

ag-cu —g-c2
 c . 

J r - J T Ã T = ~ r " a g 0 r a " ~~ 

g-c h2g'c 
—: RR — x i t e remos yy — — —— — .TA-. 
g2 — h2 JJ (a2—/,2 j2 

C o m p a r a n d o pois as duas equações , v i rá o valor 
h °~c 

do raio ou 4 a = ——- Q u a n t o á d e t e r m i n a -
g2 — b2 

çaõ d o cen t ro , que eltá n a l inha A P , t o m e - f e A C = 
g2c / g2c 

— ;— ; ferá CP = u — zzzx. D e f -
g-—b2 _ g2— b2 

crevendo pois h u m circulo do pon to C c o m o c e n -
hgc t ro e com o interval lo — , , cada h u m dos 

g 2 - h 2 

feus pontos M terá a propriedade de que fc t r a t a . 
P o d e m o s ainda mais f ac i lmen te achar o c e n -

tro e o ra io . P o r q u e f a z e n d o y — o 11a e q u a ç a ó 
2 g2cu — g2c2 

uu — — — yy , t e remos u — 
g2 — b2 g2 — h2 " 

TT ± — r2 = , - - , a qual da u — 
g-—h2 g-— h2 g- •— h-

PC FC 
= A D , e u — — - — = A E ; logo a fe -

g-\-b g — h 

midifferenca ou de te rminará o centro , e o ra-
2 

io C E . 

3 9 4 P r o b l . I I . Sendo dada a Vinha AR (Fig.65) 
achar fóra delia todos os pontos M, tais que as reSfus 

M A , 
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MA , M R , tiradas por cada hum deites para A e R, 
formem fempre hum angulo dado. 

A b a i x e - f e a perpendicular M P , e fe ja o raio 
«= 1 , AP = u , PM = / , AR = b , a t angen te 
do angulo dado , ou tang A M R = m ; te remos PR 
*=b— u. 

O s t r iângulos rec tângulos A P M , R P M daô 

teng A M P = ~ , e tang P M R = - ~ " ; 

p o r é m ( T r i g . 41 ) tang ( A B ) = 
Rx ( tang A 4- tang B ) 1 0 • logo t e r e m o s m = 

R3 — tang A tang B 

, ou mtt - j - muu — mbu — bt s = o ; 

u , b — u 
* 1 * 

u (b — u) 

t2 

e q u a ç a õ a h u m circulo , c u j o ra io e c e n t r o de te r -
m i n a r e m o s da mane i r a feguin te . 

^ r b . , bb , , 
Faça - fe t y : vira yy bu -4-7 2 m J 4 mm 

b bb 
uu = o. oe ja u = x ; t e remos yy = — ~r 

2 4 

M , . / /bb bb n 
-—, ** : logo o raio — \ / ( 1 —) • 
4 m m v \ 4 1 4 mm' 

Levan te - f e pois do ponto A a perpendicular 

AB = , e t i re - fe B C Q parallela a A R ; ferá 
í m 

QM = t —y. T o m a n d o agora fobre AR 
2 m 

b , b 
a pa r te AG = — , te remos GP = u —=*» 
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Logo fe t i r a rmos por G a l inha GC parallela a 
PM , o pon to C ferá o cen t ro , e AC — / ( A G ^ 

4 - G C * ) = \ / ( J L 4 - J i L ) fe rá o ra io . 1 ' V \ 4 4 m m ' 

R c d u z - f e pois a conf t rucçaó a levantar do p o n -

to G m e i o de AR a pe rpend icu la r GC = , e 

2 m 
defcrever h u m ci rculo do cen t ro C c o m o ra io 
CA ; todo o angulo A M R que tiver o ver t ice na 
c i reumférenc ia , e palfar pelos pon tos A e R, ferá 
igual ao angulo dado'. 

E f t á claro que para c o n f t r u i r m o s , t i ra re -
im 

mos h u m a r e í l a AO , que faça c o m AB o angulo 
B A O igual ao angulo dado ; entaõ o pon to do e n -
contro C com a perpendicular GC ferá o pon to 
procurado , porque ( T r i g . 164) no t r iangulo red tan-

gnlo A B C t e m o s A B o u G C — — . 
im 

D o n d e fe f e g u e , que em h u m a palavra fe re -
duz tudo a t irar por A a l inha ÀO que faça 
com AR h u m angulo igual ao c o m p l e m e n t o do 
angulo dado ; efta cor ta rá no pon to procurado C 
a perpendicular levantada do meio de A R . 

395 A g o r a he fáci l de refolver a quef taó fe -
guinte : Sendo dada a pe/ifaô de tres fontes R, A, R' 
( Fig, 66 ) , achar o ponto M , do qual fe vejao as 
linhas RA , A R ' por ângulos dados. 

Dividaõ- fe as l inhas RA , A R ' em duas p a r -
tes iguais nos pontos G e G ' , dos quais fe levan-
tem as pe rpend icu la res GC e G ' C ' . T i r e m - f e por 
A as l inhas AC , A C ' , que façaõ com AR e 

U A R ' 
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A R ' os ângulos R A C , R ' A C ' iguais cada huíli a® 
c o m p l e m e n t o d o angulo R M A , R ' M A , p o r q u o 
fe vê a l inha cor re fponden te ; e defcrevendo dous 
c í rcu los dos cent ros C c C' com os raios CA , 
C ' A , o pon to M de in ter fecçaó ferá o p o n t o p r o -
c u r a d o . 

El ie p rob lema pôde fervir para repre fen ta r nas 
C a r t a s T o p o g r á f i c a s a pofiçaó de h u m p o n t o , do 
qual fe aviltaó tres o b j e f t o s conhecidos . 

S e o s ângulos obfervados R M A , R ' M A fo f -
f e m iguais aos ângulos R R ' A , R ' R A , o p rob l ema 
fer ia i n d e t e r m i n a d o ; porque con fund indo - f e en -
taó os dous círculos , cada hum dos pontos da .c i r -
c u m f e r e n c i a fat isfar ia á quef iaó . 

3 0 6 P r o b l . I I I . Sendo dado o angulo que fa-
zem entre fi duas linhas AZ , AT ( Fig. 67 ) , 
achar as curavas , nas quais a dijlancia de cada hum 
dos feus pontos M a hum fixo F de AZ tetn fem-
pre para a linha M T , tirada do mefmo ponto M para 
a reífa AT parallelamente a AZ , a razaõ dada 
de g : h . 

T i r e m o s M P parallela a A T , e M S perpendi -

cular a A Z . Seja A P = u , P M = / , A F = c , 

fen M P S = p , e « / M P S = q . 

I í l o poí to , o t r iangulo re£langnfr> M P S dá 

MS z=pt, e PS = qt ; logo t e r emos FS == qt — 

11 c , e por confequenc ia MF = ( M S 2 - f -

F S 2 ) =: </ ( tt — 2qut uu 2qct — leu cc ), 

adver t indo que/>= - \ - q z M a s deve fer M F 

MT '.'. g '. h ; logo te remos h2t3 — 2qh'ut + 

( h~ — r ) + 2ch-qt — uh*u h*e* = o. E f t a 
e q u a -
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equaçaó , que c o m p r e h c n d e todas as fecçóes c ó n i -
cas (380) , pe r t encerá (392) á e l l ipfe ou á h y p e r . 
b o l a , c o n f o r m e for negat iva ou pol i t iva a q u a n t i -
dade 4b 2 g- — \p2h* ; e pe r tencerá á pa rabo la , fe 
fo r iji-g"1 — 4p*h* z=z o , ou g -z=.ph \ e f i n a l m e n -
te a curva ferá h u m c i rcu lo , q u a n d o for b2 = b* 
— g2 , i f to he , quando — o, ou quando h = CO, 
def ignando por efte final o in f in i to . 

P a r a con f t ru i rmos a curva em cada h u m deites 
cafos , naõ t emos ma i s do que imi ta r o que eltá 
fei to (380 e f e g . ) , c o m o vamos a mo í t r a r , app l i -
cando á hyperbola o que íe e x e c u t o u na e l l i p f e , 
ifto he , r e d u z i n d o a nolfa equaçaõ á f ó r m a yy = 
bb 
— ( x * — l aa). 

F a ç a - f e pois t - f - cq — qu — y ; t e r emos p o r 
p r i m e i r a t r a n s f o r m a ç a õ yy-\- ccpp — 2cppu ppuu gg 
— -zy uu = o , ou hhyy -4- cchhpp — 2chhppu 4-

hh 
Muu = o , pondo ( por abbreviar ) pphh — gg 
Cr: hk. 

P , cb*p* ch-p*x 
r a z e n d o agora u — —7-— . — , v i ra 

b k2 kzn 
, c2h2p* , . n2h2 v 

como na hyperbo la 4-h* ( g 2 — p2h2 ) deve fer 
po f i t ivo , f a r e m o s h2 nega t ivo , l e m b r a n d o - n o s da 
hypothefe k2 — g2 — p 2 h 2 a todo o t e m p o que fe 

fizer a f u b f t i t u i ç a ó ; aí l im t e remos y2 = 

n2h2
 v 

E f t a equaçaó fendo co tn -

U 2 p a -
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b- , l* 
parada c o m y' = —— ( x2 —• \ a2 ) , da —— =2 

ar ar 
t2h2p* n-k2 

. — - — — , c | a3 z=z , i- n2 , dond« fe t i r a ráó 
k-n- 4 p*h* ' 

os valores dos d iâmet ros con jugados a e b, os 
qua is faõ os m e f m o s e ixos da hyperbe la c o m o lo-
go fe verá . 

Pa ra de te rmina r a d i recção dos d iâmet ros , 
c o n f t r u i r e m o s p r i m e i r a m e n t e a equaçaõ t eq 
— qu =z y , con t inuando a imi ta r o que fe f ez 
( 3 8 2 ) . C o n d u z i r e m o s pois por A paral le lamente a 
PM a l inha AB — cq , e t i rando BI parallela a 
AZ , t o m a r e m o s nelia a par te BK ; e conduz indo 
KL — q . BK parallela a PM , fe t i r a rmos pelos 
p o n t o s B e l h u m a l inha BQ_, ferá Q M = y . 

P ô d e p o r é m abbrev ia r - fe efta conf t rucçaó , 
c o n d u z i n d o i m m e d i a t a m e n t e do pon to F a l inha 
FB perpendicu la r a TA ; porque fendo o angu lo 
F A B = A P M , 110 t r iangulo rec tângulo A B F te-
m o s AB = cq ; logo feraõ os y perpendiculares á 
l i n h a BQ^, a qual por confequencia ferá a d i rec-
r;aõ de h u m dos eixos , e a do ou t ro ferá paral le-
l a a Q M . 

Q u a n t o á de te rminação do cen t ro- , a fegunda 

, . ch-p* chy-x . , - , 
e q u a ç a ó « 4 ^ — • = . —- na hypo the fe de 

Jt2 f«r negat ivo, m o f t j a que t omando dapar te -cont ra-

i t a dos k a quan t idade A G = ' — , a l inha G C 
R2* 

para l le la a PM , 011 perpendicular a EQ_, deter-
m i n a r á a o r i g e m C dos x , e por confequencia o 
c e n t r o . N a ell ipfe f egu i remos h u m psoeed imen t» 
aná logo . Q u a n -
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Q u a n t o á parabola p o r é m , c o m o t emos e n t a 6 ^ = 
ph , e confegu in temen te k2 — o , a equaçaõ a cha -
da entre y e u fe to rna em y2 -{- c2p2 — 2cp2u — o. 
Para a r eduz i rmos á f ó r m a o rd ina r ia , f a ça - f c 
( 386 ) icp2u — c2p2 — nx , e t e remos yy r= nx. 
Agora podemos defcrever a curva , con í i ru indo , 
a p r imei ra equaçaó / cq — qu — j , c o m o no 
cafo precedente ; e a fegunda 2cp"-u — c2p* — «x- , 

ou a — i c c=z de hum modo ana loeo ao do 
2 2 cp2 & 

3 8 6 , t omando fobre AP ( Fig. 6 8 ) a p a r t e 
AG = \c:aílim a l inha GC parallela a PM ferá a l i -
nha dos x , os quais feraó CQ_, de mane i r a que C Q . 
ferá a direcção do d iâmetro , c u j o vert ice ferá C , 
e n o feu pa ramet ro . Ef te fc de te rminará pela fe -

f , 2cp2 . GP 
legunda equaçaó , que da n —p = r ~ " 

expreífaõ que he toda conhec ida , e fe pôde í im-
plificar , adver t indo que no t r i angulo r é f t a n g u l o 
F A B temos BF = cp , e con fegu in t emen te n = 
2 B F . 

397 P rob l . I V . Fazendo-fe mover a recia dada 
OH f Fig. 69 ) dentro d: angulo dado O C H , de 
maneira que as extremidades O e H fe confervem 

fempre fobre os lados do angulo ; achar a curva que 
nefie movimento defereve hum ponto determinado M 
da mefma. rcíla. 

T i r e m o s de h u m p o n t o qua lquer M da curva 

a l inha MP paralisia a CH ; e fe ja CP = u , 

VM — t , OM = g , M H = h , fen M P O = P . 

« / M P O = q. 
A s 
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A s paral lelas C H , P M daõ O P = ; m i s 
h 

n o t r i angu lo O P M temos ( T r i g . 1 8 0 ) M O J = 0 ? ® 

4 - P M : 4 - 2 O P . P M . cof O P M ; logo ferá + 
Igq g2 

— ut 4~ u2 — g2 , equaçaó que per tence á 

el l ipfe (381) 

c • , 1 £1U x , s e j a pois / 4- — j - = = y , e t t = — ; t e remos^ =! 
•> n 

g*p* / h*n2 \ 
~j.j3n2 * / ' 3 comparada 

b2 ikn 
com y2 = —— ( l a2 — x* ) , dá a = — — , e b 

a p 

P a r a de t e rmina r as direcções dos dous d i â m e -
t ros con jugados , e o valor de n , t o m e - f e a rb i t ra -

C K 
r i a m e n t e C K , e c o n d u z a - f e K L pa -

h 
ra l le lamente a PM ; en taó t i rando CL , ferá QM 

= PM 4- P Q _ = t 4 - «= y . C o m o pois os x 
b 

x 
devem con ta r - f e fobre C Q _ , e a equaçaó u = 

moí l ra que os u c x c o m e ç a õ ao m e f m o t e m -
po ; o pon to C ferá o cen t ro , e C Q _ , CH feraó 

x 
as direcções dos d i âme t ro s . M a s he n = —- = 

C Q C L , „ T J P = = CL , f u p p o n d o CK = ao r a i o ; 

logo temos os valores dos d iâmet ros c o n j u g a d o s c o m 
o angu lo O C H por elles comprehend ido , e confe-

g u i n -
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g u i n t e m e n t e naõ pôde haver diff iculdade na d e f e r i , 
ç a ó da e l l i p f e . 

Se o angu lo C for re£to , t e remos y5 

( b' — xz ) ; equaçaó ás coordenadas da el l ipfe , 
cu jos femie ixos faõ g t h. AiTim temos ou t ro m e -
thodo de deferever a ellipfe por m o v i m e n t o c o n -
t i n u o . 

ApplicaçaÕ dos mefmo s princípios ã refoluçaó de 

alguns problemas determinados. 

398 
A Soluçaõ do fegundo p rob l ema inde -

t e r m i n a d o ( 3 9 4 ) fervio para refolver ou t ro de te r -
minado ( 3 9 Ç ) ; e nelle u l t i m o t ac i t amen te f u p p u -
z e m o s incluídos mais dous inde te rminados , cada 
h u m da m e f m a efpecie do p r ime i ro , os quais po r 
confequencia fe re fo lvéraõ do m e f m o m o d o . A i n -
terfecçaõ de duas curvas , 011 círculos , que e raó 
neífe cafo o lugar de cada h u m dos dous p rob l emas 
p a r c i s i s , deu a foluçâõ do prob lema d e t e r m i n a -
do . T a l he o p roced imen to que devemos í egu i r 
para refolver as queílÕes , quando a equaçaó final 
que e x p r i m e todas as condições do p r o b l e m a , 
paífar do fegundo gráo ; F a r e m o s u f o de duas i n -
cógnitas a inda nos cafos em que h u m a b a f -
ta , iílo h e , nos cafos em que os p rob lemas faó 
de te rminados , e f o r m a r e m o s duas e q u a ç õ e s , cada 
h u m a das quais fendo coní truida f e p a r a d a m e n t e 
com o m e f m o ver t ice , a m e f m a l inha de ab fc i i f a s , 
e o m e f m o angulo das 

coordenadas , dara h u m a c u r -
Va , cu jos p o n t o s fa t i s fa ráõ todos á equaçaõ r e f -

po -
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peé t iva . EntaÔ fe a queílaó he poíTivel , as duas 
curvas fc encon t ra ráõ em h u m ou mui tos pontos , 
c o n f o r m e cila a d m i t i r h u m a ou mui ta s foluções , 
ou inc lu i r mui tos cafos dependentes dos m e f m o s 
dados , e rac iocínios ; e as coordenadas c o r r e f p o n -
dentes aos pontos de in te r fecçaô feraõ os valores 
das incógn i t a s . 

E f t á claro , que fe as duas equações a duas in-
de t e rminadas naõ paft"arem do fegundo gráo , a re -
fo luçaõ do p rob lema , naó dependerá fenaõ , q u a n -
do m u i t o , da in terfecçaô de duas fecçóes cónicas . 
P o r é m neftes m e f m o s cafos , fe ufaffemos de h u -
ma incógni ta f o m e n t e , ou fe por me io das duas 
equações e l iminademos h u m a das duas i n c ó g n i t a s , 
a equaçaõ fnb i r i a ao terceiro g ráo , e o rd inar ia -
m e n t e ao qua r to . Se h u m a das equações , ou a m -
bas cilas paga rem do fegundo gráo , a re fo luçaõ 
do p rob l ema dependerá de curvas ma i s elevadas 
q u e as fecçóes cónicas . 

Pa f t emos a dar exemplos , c o m e ç a n d o pela re-
fo luçaõ • de a lguns p rob lemas que naó paffaÓ do 
q u a r t o g r á o . 

399 P r o b l . I. Achar duas meias proporcionais 
t t u entre duas linhas dadas a< b. 

Sendo pela condição - f f - a : t : u : b , t e r emos 
eu = t* , e bt — u* . Para coní l ru i r eftas equações 
t i r e m - f e duas l inhas A X , A Z (Fig.70), pe rpend icu -
l a r e s en t re fi para ma io r f impl ic idade , e íobre AZ 
c o m o d i â m e t r o e pelo ver t ice A defereva-fe h u m a 
pa rabo la (367) , c u j o p a r a m e t r o feja = a , e o an-
g u l o das coordenadas = X A Z ; cila cu rva fera o 
lugar da equaçaó au = t2 , dc m a n e i r a que fendo 
AP = u , ferá PM — / . Semelhan temen te defere-
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va- fe pelo ver t i ce A , fobre o d i â m e t r o AX , c o m 
0 p a r a m e t r o i , e o angu lo d e coo rdenadas X A Z , 
ou t r a parabola ; ferá eíla o l uga r da e q u a ç a õ bt 
u* , de for te q u e fendo A P ' = / , t e r emos P ' M ' 
— u. M a s he necel far io que as duas equações t e -
nhaÕ lugar ao m e f m o t e m p o , i do he , que os va lo-
res t an to de u c o m o de / fe jaõ os m e f m o s em a m b a s 
ellas ; e if to f o m e n t e acon tecç no p o n t o de i n t e r f e c -
çaô M , c o m o fe vê t i r ando MP e MP para l le las a 
AX e AZ : logo os valores de u e / q u e f a t i s f a z e m 
ao p rob l ema faõ as coordenadas AP e PM , c o r -
r e f p o n d e n t e s a o p o n t o d e e n c o n t r o M . A i n d a q u e 
as cu rvas t a m b é m fe e n c o n t r ã o no p o n t o A , c o m 
tudo he evidente que tal p o n t o n a õ f a t i s f a z , p o r q u e 
nelle he u z= o , e t o. 

4 0 0 Ef tas equações depo i s de p reparadas c o n -
d u z e m m u i t a s vezes a con l t rucções b e m f imples . 
A j u n t a n d o , por e x e m p l o , as duas equações au — /*, 
ebt — u*, t emos au -(- bt = u1 -}- t2 ; e q u a ç a õ 
ao c i r cu lo , fe as coordenadas u t t f o r e m p e r -
pendicu la res en t re fi. E c o m o o c i r cu lo he ma i s 
fáci l de defc rever que a parabola , c o n f t r u i r e -
mos , c o m pre fe renc ia ao q u e f izemos , h u m a 
das p r ime i r a s equações , por e x e m p l o au = t2 , e 

a u l t ima au bt — u2 -{- t2 , a qua l fe r e d u z a 

y- •=. i a2 5 b2 — x2 , pe las h y p o t h e f e s de 
1 — | b = y , e a — \a zzz x. P a r a efte efFeito, t o -

m a r e m o s e t i r ando BQ_ paral le la a A P , 

ferá QM — y. T o m a r e m o s t a m b é m AO = \ a , 

e c o n d u z i n d o OC paral le la a AX , t e r e m o s C Q _ 
x. Se de fc reve rmos po i s do p o n t o C coirt o raio 

V[ k b- ) — AC h u m c i r cu lo q u e cor te a 
p a -



. 1 4 2 E L E M E N T O S 

parabola em h u m ponto M , feraõ MP e AP as 
duas meias proporc ionais u e /. 

4 0 1 Podemos variar m u i t o eflas conf t rucções ; po-

d e m o s , por exemplo , a jun t a r h u m a das duas equações 

com a outra mul t ip l icada por h u m a quant idade a r -

b i t ra r i a — . , pofi t iva , ou negativa , e teremos ati 

n 

- f - — bt = - f" *—1(2 » e ( l u a Ç a Õ que per tence-

rá á e l l ipfe f ou á hyperbola , c o n f o r m e o valor 
q u e fe der a — ; e aílim podemos f aze r a coní l ruc-

n 
çaó com h u m a deitas curvas , c o m o fe f ez com o 
c i rcu lo , Podemos t a m b é m coní t ru i r com a m -
bas as curvas j u n t a m e n t e , ou com huma f o m e n -
te c o m b i n a d a c o m o c i rculo , para o que dare-
m o s a — valores conven ien t e s , os quais fe de-

n 
t e r m i n a ô fem diff iculdade (392) . 

4 0 2 P rob l . I I . Dividir hum angulo ou arco da' 
do EO (Fig. 71} cm tres partes iguais. 

Seja EM a terça par te do arco dado , c u j o cen-
t r o h e A . T i r e m - f e a s perpendiculares M P , O R 
fob re o ra io AE , e f u p p o n h a - f e AE = r , OR = 

Jen E O — d , A R = cof E O == c , A P = » . 

P M = / . 

O tr iangulo rec tângulo A P M dá u* - f - = r* ; 
t os dous femelhantes A P M , A R S daõ RS = 

- . P r o d u z a - f e MP a té encont rar a c i r cumfercn-
u 

cia 
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cia e m V , ferá O M S — A M P — A S R — O S M , 

e por confequenc ia O S = O M = M V = 2t. M a s 

OR = OS 4- SR ; logo te remos d— 2/ + — , 
« 

ou /« 4- i ct = \ du , que per tence (391) á hy -
p e r b i l a . C o m o a p r imei ra equaçaõ t2 = r2 — u1 

he a m e f m a do c i rcu lo E M O , naõ reíla mais q u e 
conf t ru i r a fegunda . Para a r e d u z i r m o s po is a f ó r -
ma xy — aa , f aça- fe p r i m e i r a m e n t e \d — t z=zy , 
e depois u 4~ \ c = x ; e t e remos xy r= | cd po r 
equaçaó da hyperbo la en t re as a f y m p t o t a s . 

C o n d u z a - f e por A a l inha = para l le-
l amen te a PM , e t i r ando Q B C parallela a A P , te -
r e m o s QM — \d — / — y ; logo C Q _ f e r á a d i r e c -
ção d e h u m a a f y m p t o t a . P r o d u z i n d o depo i s A P 
para G de forte que feja AG = | c , e t i r ando GC 
parallela a PM , ferá C Q _ = u - f - ± c = x ; logo C 
ferá o cen t ro , e C Q _ , CG feraõ as a f y m p t o t a s . 
A hyperbola defcr i ta ( 3 5 4 ) en t re ellas , a qua l 
deve paífar por A , c o m o fe d e d u z da equaçaõ xy 
= \c . \d = CB X AB • cor ta rá o c i rculo 110 
p o n t o p rocurado M . 

Q u a n d o o arco EO paliar de 9 0 o , f a r e m o s c n e -
gativo nas equações achadas ; e q u a n d o o feu va lo r 
cahir en t re r 8 o ° e 2 7 0 o , c o m o E O E ' 0 ' , m u d a -
remos os f inais de c e d. 

S e p r o d u z i r m o s G C e C B a té que t e n h a m o s 
C G ' — C G , e C B ' = C B ; e t i rando B ' A ' e G ' A ' 
parallelas re fpeé l i v ã m e n t e a C G ' e C B ' , de fc re -
vermos en t re a s l inhas C G ' e C B ' (p roduz idas ) c o m o 
afymptotas h u m a hyperbola que paffe por A ' ; ef ta 
encontrará o c i rculo em dous pon tos A ' e M ' f do 
niefmo m o d o que a p r i m e i r a o e n c o n t r a em M 
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, e M " . Dei tes qua t ro pontos o p r ime i ro de termina 

EM = ^ EO ; o fegundo M' de te rmina E ' M ' = 

i E ' 0 = i (180 o — E O ) ; o terceiro M " d e t e r m i -

n a E ' M " = i E O E ' 0 ' — | ( 1 8 0 o - j - E O ' ) . 

C o m efFeito , o s arcos E ' 0 e EO tem os mef -
mos feno e cofeno com a differença única de fer ne -
ga t ivo o cofeno de E7 O , conf iderado c o m o maior 
que 9 0 o ; logo acharemos a fo luçaô para o arco 
E ' 0 , f a z e n d o c negat ivo n a fo luçaô d e E O . P o -
r é m cita mudança , que al tera fomen te a fegunda 
cquaçaÔ , m u d a a fua reduz ida em xy — — | cd , 
q u e per tence á hyperbola A ' M ' , e moi t ra por 
confequenc ia que a in ter fecçaô M' deite r amo da 
hyperbo la c o m o ci rculo dá a fo luçaô do ca fo pre -
fen te : logo P ' M ' he o feno do arco p rocurado 
no fegundo cafc , e con fegu in t emen te E ' M ' he 
efte mef ino arco , o u E ' M ' = | E ' 0 . 

Q u a n t o á terceira fo luçaô , fe a j u n t a r m o s 180 o 

a EO , iíto h e , fe t o m a r m o s E ' O ' = EO , os a r -
cos E O , e E O E ' 0 t em o s m e f m o s feno e cofe -
no , com a differença que os do u l t i m o faõ nega-
t ivos ; logo te remos a fo luçaô que convém a cite 
ca fo , f azendo c e d negat ivos . P o r é m efta m u d a n -
ça naó altera a equaçaõ xy — \ cd ; logo a p r imei -
ra hyperbola deve dar a fo luçaô deite t e rce i ro cafo 
na in te r fecçaô M7 7 . He pois P ' 7 M " o feno do arco 
p rocurado nefte c a f o , e con fegu in t emen te E ' M " h e 
efte m e f m o arco , ou E7 M" = \ E O E ' 0 ' . 

Af f im a m e f m a conf t r t icçaó de te rmina ? A , 
j ( 1 8 0 ° — A ) , e ! ( 18o° 4- A ) , feudo A o ar-
co dado . 

O ponto de in terfecçaô A ' , pe lo qual a hyperbola 
fe fu je i ta a paTar , c o m o he conhec ido , naõ dá hu-
m a fo luçaô nova . 4 ° 3 
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4.03 Sc das duas equações a u t t e l i m i n a r m o s 
t , virá a equaçaõ do terce i ro g ráo nó cafo i r redu-

3 1 
z ivel u' — — r2u — — cr2 — o , a qual deve 

4 4 
comprehende r os tres cafos que havemos e x a m i -
nado : logo a m e f m a equaçaõ deve ter tres ra izes , 

, E O 
a faber u — AP = cof , u — A P ' = 

3 
. 1 8 0 » - E O r 1800 4 - E O 

cof , e u = A P " = cof . 
J 3 3 

4 0 4 D o n d e fe fegue , que podemos por m e i o 
das T a b o a s dos fenos achar as tres ra izes de h u m a 
equaçaõ do te rce i ro gráo no cafo i r reduzivel c o m 
h u m a a p p r o x i m a ç a ó fufficiente e m u i t o p r o m p t a . 
Porque , comparando a equaçaõ geral deite cafo 
u> — pu -J- q — o com a do noífo p rob lema , t e -

3 1 , „ 
mos — r2 = p , c cr2 — q, as quais dao r 

4 4 

K/ — p , e c = • Se p rocura rmos pois 
3 P 

nas T a b o a s o n u m e r o de gráos co r re fponden te a 
nn 

f e n í . , f u p p o n d o o ra io delias igual á 

P V ^ P 
unidade , acha remos o c o m p l e m e n t o do arco EO ; 
c a jun tando 90 o ao m e f m o n u m e r o de gráos , ou 
tirando eíle m e f m o n u m e r o de 90 o , c o n f o r m e for 
1 pofitivo ou negativo na equaçaó , te remos o arco 
ÇO , que chamaremos A. Bufcaremos logo nas T a -

l r . A l 8 o ó — A 
®oas os c o k n o s dos tres arcos , —, e 

3 3 „ 
1 8 0 * 
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— , o s quais f endo mul t ip l icados po r r 
3 

o u ^ — p > para f e r eduz i r cada h u m a o cofeno d o 

a rco cor re fponden te no c i rcu lo c u j o raio he r , da raó 

AP ou u — — p.coj — , u — y/ p . 

, 1 8 0 o — A / 4 i 8 o ° -4- A 
eef , e a = y ~~p . cof i ; 

J 3 V 3 J 3 

b e m entendido que fe deve da r o final — áquel les 

em que o arco paffar de 9 0 o . Ef tas operações p o -
jjem fac i l i ta r - fe por me io dos l o g a r i t h m o s . 

4 0 5 P r o b l . I I I . Sendo dada a pofiçaó do ponto 
D ( Fig. 72 ) a rejpeito de duas linhas A R , AP , 
que comprehendem hum angulo conhecido , tirar pelo 
dito ponto a re£la DP , de maneira que a parte in-
tercepta RP feja igual a huma linha dada c. 

T i r e m o s D S e R N perpendiculares a A P p r o -

d u z i d a , e D O parallela a A R . Seja D O i = r , 

DS — p , O S = q , AO —d, A? = u , AR = / . 

O S t r i ângulos femelhantes D S O , R N A daó 
pt qt 

R N = — , A N = , e con fegu in t emen te N P 

— -L. -{- u. M a s no t r i angu lo re<5langulo R N P 

t emos R N 1 + N P 2 = R P * ; logo ferá - í l t 1 + 

^ L u t 4 - + = f e . ifto h e / « 4 - Í L u t 
r ' r2 T 

-\-u1 = c* < 
A l e m 
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A l e m di í fo , o s t r i â n g u l o s f e m e l h a n t e s D O P , 

R A P daó D O ( r ) : R A ( / ) : : O P (d + u) l A P ( a ) , 

ou ru = td -J - ut• T e m o s po i s d u a s e q u a ç õ e s , h u -

ma á e l l i p fe , c a o u t r a á h y p e r b o l a , q u e a m b a s 

fe d e v e m c o n f t r u i r p a r a r e fo lve r o p r o b l e m a . 

Q u a n t o á p r i m e i r a , f a ç a - f e c o m o nos e x e m p l o s 

1 9U r x 

p r e c e d e n t e s , t - f - —- = y , e u = ; t e r e m o s 
n 

ya — - Í - j - ^ • — * J , e p o r c o n f e q u e n c i a os 

va lores dos d o u s d i â m e t r o s c o n j u g a d o s a , e h f e r a ô 

« — e 3 = 2 r . T o m e - f e po i s f o b r e AP 4 

' . A K 
l inha a r b i t r a r i a AK , e t i r e - f e KL = — p a -

r 
r a l l e l a m e n t e a P M ; t e r e m o s Q M = y , e f e r á A Q _ 
a d i r ecção d o d i â m e t r o f o b r e q u e d e v e m c o n t a r - f e 
os .v ; l ogo A Q _ — x. E c o m o a e q u a ç a õ u = 
rx „ r . A Q fe t o r n a em AP = — , t e r e m o s n = 

n n 

• ^ p — = = A L , f u p p o n d o A K = r . 

Affim c o n f t r u i n d o h u m a e l l i p f e c o m o s d o u s d i a -icn 
metros c o n j u g a d o s a = — - — , c b 2c , q u e c o m -

prehendaõ h u m a n g u l o igua l a A Q M , a c h a r e -
mos o l u g a r da p r i m e i r a e q u a ç a ó . E f t a e l l i p f e he 
a rne fma q u e d e f e r e v e r i a o m e i o de h u m a l i n h a 
'gual a 2 R P , a q u a l fe m o v e í f e f e m q u e as f u a s 
ex t r emidades f a h i i f e m dos l ados A P , A R , c o m o 
Ic p ô d e ver , f a z e n d o c o m p a r a c a ó c o m a f o l u ç a ó 

d a -
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dada (397) 1 e fuppondo g—h—e. Q u a n d o o a n -
gulo R A P he redto , a e l l ipfe fc torna em h u m c i r -
cu lo defc r i to com o ra io c. 

Para coní l ru i r a fegunda equaçaó ru — ut -^idt, 

faça- f e r — t = y', e « -J- d x'; virá x'y'-=z rd-

T i r e - f e por D a l inha D T V parallela a AP ; ferá 
VM = C o n d u z a - f e pelo m e f m o ponto D a l i -
nha DO parallela a AT ; ferá DV — x'. D e f c r e -
ver - fe -ha pois en t re a s l inhas DO e DV c o m o 
a f y m p t o t a s h u m a hyperbola que paíle pelo pon to 

A , por fer x'y' = r</— AO X - ^ T '•> encon-

t rará a el l ipfe em dous pontos M e M ' ; logo c o n -

d u z i n d o por eíles c por D as l inhas MR , M R ' pa-

rallelas a AP , e t i r ando D R P e D P ' R ' , as pa r -

tes P R e P ' R ' in terceptas nos ângulos R A P , 

R ' A P ' feraó iguais á l i n h a r . 

Se a hyperbola oppóíla M" A ' M ' " ( Fig. 73 ) , 
deferira en t re as a fympto tas p roduz idas , encont rar 
a e l l ipfe , de te rminará mais dous pontos M " , M " ' , 
os quais daraó R ' ' , R " ' tais , que fe por elles e por 
D t i r a rmos duas redtas , as partes comprehendidas 
den t ro do angulo T A S feraó iguais a c . T a l he em 
geral o me thodo g - o m e t r i c o de refolver os proble-
m a s de te rminados , que naó paífarem do quar to 
g r áo . 

4 0 6 O m e f m o me thodo pôde fervir ainda quan-
do naó fe faça u fo de duas incógni tas f com tanto 
p o r é m que depois fe i n t roduza h u m a de novo. Por 
e x e m p l o , fe nos p ropuze í fem eíle problema : Achar 
hum cubo qiie ienha para outro conhecido a5 a rcizaí 
dada de m ' n ; f u p p o n d o o lado do cubo procura-

do 
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áò = a , t e r iamos a} ; m '. n , e por c o n f e -
quencia nu' = ma' . 

P a r a conf t ru i rmos efta e q u a ç a ó , f u p p o r i a m o s 
ma* 

w4 — at, e t e r iamos ntu ma" , ou tu = . 

n 
Defcrever iamos pois a parabola que t e m a equaçaó 
u2 = at, e a hyperbola a que per tence a equaçaó 

tu — ma ; a in te r fecçaó das duas curvas dar ia 

os valores de « e /. 

Mul t ip l ique - f e po rém a t r a n s f o r m a d a por u , e 
fubf t i tua- fe em lugar de u* o leu valor at ; v i rá 

/1 = m^—u , equaçaó á parabola , a qua l fe p ô -

de conf t ru i r j u n t a m e n t e c o m a ou t ra u1 zz= at. 

Advi r ta - le que eftas equações faó as m e f m a s q u e 

ter iamos , fe procuraf lemos duas me ias p r o p o r c i o -

nais en t re a e : aílim podem conf t ru i r - f e p rc -

n 

c i famente c o m o fe enf inou (399) • 

407 Pela equaçaõ n a ' = ma* , a qual dá u — 

4/ , f e ve que os radicais cubos p o d e m 
y n 

con(lruir-fe por m e i o das fecções cónicas . O m e f m o 
fe deve entender a r e fpe i to dos radicais do qua r to 
gráo em que fe cont iverem radicais cubos , c o m o 

por exemplo \ / ( a> 1/ab*)- , po rque f e entralfem f o -

mente radicais quadrados , c o m o e m | / ! a W 

°u quant idades racionais , a c o n f t r u c ç a ó fe r e d u z i . 
r ' a f empre ao c i r cu lo . C o m effeito no noífo e x e m . 

X pio 
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pio , t o m a n d o h u m a meia proporc ional m entre a c i , 
4/ • t e r i amos v a'm ; e tomando outra meia p ropo rc io -

4 
nal n ent re a em , t e r íamos V a7n2 , ifto he \/an, 
expreffaõ de h u m a meia proporc ional entre a e n. 

4 0 8 Se a equaçaõ de te rminada confiar de m a -
ior n u m e r o de termos , naõ deixará porilíò de po -
der coní f ru i r - fe de hum modo analogo. Aílim fe t i -
vermos u* - j - í/a® aqu- -}- a"ru sa* — o , fen-
do a , q , r , e s quant idades conhecidas , f u p p o -
remos u~ — at, e acharemos at2 aut - j - quz -}-
aru - j - sa2 o , equaçaõ que pertence a h u m a 
fecçaõ cón ica . Se a conf t ru i rmos pois , e t a m b é m 
a outra a2 — at , as in te r f tcções das duas curvas 
de te rmina ráõ os differentes valoies de a. 

4 0 9 Pôde acontecer que h u m p rob lema tenha 
m u i t a s foluções , e fem embargo as curvas naõ che-
g u e m a e n c o n t r a r - f e , quando fe in t roduz do 
m o d o t x p o f t o h u m a nova equaçaõ . Para evi tar 
ef te embaraço , daremos h u m methodo que t e m 
lugar em todos os cafos . 

Se ja , por exemplo , a' — au- -j-pau— qa2 = o 
a equaçaõ procedida de hum prob lema. Suppore-
r emos a' — au- - j - p a u — qa1 = a*t , fendo / hu -
ma inde te rminada , e a , p , q números ou l inhas 
conhec idas . Ef ta equaçaõ , em que t naõ palia do 
p r i m e i r o g r á o , pôde coní l ru i r - ie com f ac i l i dade , 
dando a a fuccel l ivamente mu i to s valores AP , 
A P , kc. (Fig. 7 4 ) e calculando os cor re fponden-
tes de t , que t i r a remos perpendiculares a AP para 
ma io r faci l idade, c o m o PM , PM &c. e com at ren-
çaõ aos f inais . Se p rocu ra rmos pois os pontos em 
que a cu iva encont ra o e ixo , t e remos « ! — au2 - f -

pau 
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pau — qa* = o , ido he , a equaçaó propofta ; logo 
as diftancias AO , A O ' , A O " , em que a curva e n -
contra o e ixo , feraó os differentes valores de u. 
Q u e r e n d o aqui ufar de conf t rucçaó ein lugar de 

c a l c u l o , daremos á equaçaó a f ó r m a t = —- — 
a 2 

/ 
-íí— -4- — q , e con í l ru i remos (246) cada h u m 
a a 

dos t e rmos do fegundo m e m b r o para cada h u m 
dos valores de u. 

4 1 0 Q u a n d o no problema en t ra r mais que h u -
ma incógni ta , podemos f aze r ufo da conf t rucçaó 
precedente , r eduz indo todas as incógni tas a h u m a 
única pelo methodo dado (162 e f e g . j . 

411 Se o problema for inde te rminado , e h u m a 
das duas incógnitas naó paftar do f egundo g r á o , 
poderemos f empre conf t rui r a equaçaõ dando á o u -
tra incógni ta , feja qual for o feu gráo , valores a r -
bi t rár ios , e calculando os correfpondentes da p r i m e i -
ra incógn i t a , 11a hypothefe de que efta reprefente as 
ordenadas de huma curva , e aquella as fuas a b f c i f -
fas. Se porém as duas incógnitas paifarem ambas do 
fegundo gráo , ferá neceífario para cada valor q u e 
fe der a h u m a , achar os valores da outra pelo m e -
thodo que acabamos de enl inar . N a ó nos d e m o -
raremos mais nas conftrucçóes defta u l t ima e f p e -
cie , porque raras vezes fe encont rão . 

4 1 2 Antes de conc lu i rmos efta Secçaõ, m o f t r a -
remos alguns ufos mais da applicaçaõ das equações 
as linhas curvas . Por quan to toda a equaçaó a h u m a 
fecçaó cónica he fempre do fegundo gráo , e a e q u a -
Çaõ mais geral deíle g ráo pódc r eduz i r - f e á f ó r -

m a 

Y I 
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ma dt* - f - cut 4" eu2 fi Su k — o \ f egue -
fe que p o d e m o s f empre f aze r paliar h u m a fecçaõ 
cónica por c inco pontos dados ; com tan to que eíles 
tre? a tres n a õ e í l e j a õ em l inha reéta , po rque h u -
ma fecçaó cónica naó pôde encon t ra r h u m a re£la 
em mais de dous pon to s . 

C o m efFeito fejaÓ A , B , C , D , E (Fig. 75) 

os c inco pon tos dados. Se os r e fe r i rmos á r e í l a A D 

que paífa po r dous delles , en taõ c o n d u z i n d o BF , 

C H , E G perpendiculares a A D para ma io r fac i l ida-

de, a sd i f t anc ias A F , B F , A G , G E , A H , H C , A D 

poderáó conl iderar-fe c o m o abfciífas e ordenadas 

de h u m a curva , cu ja equaçaó he dt2 4" cut - j - cu3-

• \ - f t - \ - g u - \ - h = o . Porque feja AF — m , BF 

= n , AG — m', G E — « ' , A H =m", CU — n", 

A D—m'1', eftá c laro IO que no ponto A temos 

« — o, e / — o, e confegu in temente h o. 

2o No p o n t o B temos u z=z m , t = n , e a equa-

çaó fe m u d a ent 

dm2 4 - cmn 4 - 4 " f m "4" S n = 

3° No pon to E temos do m e f m o m o d o 

dm12 4- cm'n'-{- en11 4~ fm1 4- gn' = o 

4 o No ponto C temos 

dm"2 4 - c m "n" 4 - e n f m " 4 ~ gn" = o 

5o U l t i m a m e n t e , no ponto D onde / = 0 , temos 

em'" 4 " <? = 

E c o m o neftas qua t ro equações entraÕ todas as 

quant idades c , e , f , g em p r i m e i r o gráo , com fa-

cilidade fe acharáó os feus valores , os quais fendo 

fubí l i tu idos na e q u a ç a õ dt2 - j - cut 4" 4" ~t" 
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gu = o, a tornaráõ em out ra , que ferá diviílvel por 
d , e em que por confequenc ia todos os t e rmos te-
ráó coefficientes conhecidos ; ferá pois m u i t o fác i l 
de coni t ru i r a fecçaó cónica a que per tencer a m e f -
ma equaçaó . No cafo de naõ ferem dados mais que 
qua t ro pontos , h u m dos coefficientes ferá a rb i t r á -
r io ; logo poderemos i m p o r h u m a cond içaõ c o m o 
qu i ze rmos , duas fe forem dados tres pon tos f o -
men te , e aílim por d i a n t e . 

As l inhas d i í l inguem-fe pelo gráo da fua e q u a -
çaõ ; aífim a l inha r e f t a he l inha da p r ime i ra o r -
dem ; as fecçÕes cónicas faõ l inhas da f egunda 
o r d e m . 

P o r h u m modo analogo fe pôde d e t e r m i n a r a 
equaçaó de h u m a l inha da terceira ordem , que fe 
fu je i te a paifar por tantos pontos menos h u m , 
quantos faõ os differentes t e rmos que pôde ter a 
equaçaõ geral deíla ordem a duas inde te rminadas ; 
e aílim nas ordens fuper iores . 

4 1 3 O m e f m o methodo pôde fervir para achar 
a p p r o x i m a d a m e n t e a lei que obfervaõ en t re fi m u i -
tas quant idades conhecidas , e dependentes h u m a s 
das outras por certas relações ; e nefta applicaçaÕ 
tem o nome de Methodo das interpolações. S u p p o -
nhamos , por exemplo , que tres quant idades c o n h e -
cidas CB , ED , GF (Fig. 76) dependem de out ras 
tres AB , AD , AF ; per tende-fe achar a lei geral 
que une eílas quan t idades , de mane i ra que fe po.Ta 
determinar h u m a quant idade H l , in termédia o u ve-
z inha das pr imeiras , a qual derive de A H , do m e f -
m o modo que C B , D E &c. derivaó d e A B , A D & c . 

De mui tos modos fe pôde fa t i s fazer a eíle p r o -
b l e m a , t omando h u m a equaçaõ a duas i n d e t e r m i -

n a -
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nadas u e t , a qual tenha pelo menos tantos t e r m o s 
difFerentes , quantas faô as quant idades dadas , tais 
c o m o CB , ED , G F . M a s entre todos elles o que 
m a i s facilita o u lo que pôde ter o dito methodo , 
he o confiderar IH c o m o o r d e n a d a , e AH c o m o 
abfci ífa de huma curva , que paile pelos pontos da-
dos C , E , G , &c. , e na qual t feja h u m a funçaõ 
inde te rminada da abfciífa cor re fpondente , da f ó r -
ma a - j - bu - j - cu2 -J- &c . , tomando tantos t e rmos , 
quantos faõ os pontos C , E, G. Logo fe f u p p u -
ze rmos (412) i ° « = A B , / = : C B ; 2 ° t t = A D , 
/ = D E ; 3°M = A F , t — FG , e aílim por dian-
te , t e remos tantas equações para de terminar a, b, c, 
quan tos faó os pontos dados; e fubf t i tu indo os valo-
res em t a bu cu2 &c. , acharemos a 
equaçaõ approx imada da curva , que paifa pelos 
pontos C ,E , G , &rc. Pondo entaõ por u a diftancia 
A H , teremos o valor correfpondente de / ou Hl ; 
e rec iprocamente . 

Seguindo o m e f m o procedimento , podemos i m i -
ta r o contorno A B C D E F ( Fig. 77 ) de qualquer 
curva t raçada ao acafo (282) . Para iífo abaixare-
m o s dos differentes pontos A , B , C , D , &c. per-
pendiculares fobre a l inha determinada XZ , que 
fe t oma por l inha das abfciifas , e acharemos , co-
mo acabamos de en f ina r , a equaçaõ de h u m a cur-
va que paffe pelos m e f m o s pontos ; por m e i o del-
ia pois fe calcularáõ as perpendiculares in termédi-
as com tanto maior approximaçaó , quan to maior 
fo r o numero dos pontos A , B , C , D, &c. que 
houvermos t o m a d o . 
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