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as quais ferad fempre as mefmas, ou fe tome o b
final 4 , ou — nos valoresdea ¢, ca —c. |
203 He facil de vér, que as raizes achadas
nab mudaé, ou fe fubftitva 4 &, ou — & Agora
moltraremos , que cada hum dos tres valores de & e
que tiverem o final 4, tambem nad dard mais que
as mefmas quatro raizes.
Tirando da primeira das tres equagbes — 4ac —

2 =p, 4a’b 4 b =g, e —at — F | b
+ 24%c2 — 4ab*c =r,0 valorde I* — -@-
¢ fubftituindo-o na f_:gundz elevada ao quadrado , e
na terceira, teremos g9 —=—8 (p - 4ac) (a* 4 22
er—=—at—ct 4 %’t + 4pac + 144°c* ; valo-
res que fendo fubltituidos na reduzida 645° +
32pb% 4+ &c. dad
B 4ph 4 28 - (p - 4 ) (& + =0
-+ 2c4%*
— 8pach®
- Zsﬂ‘fzﬁs
Efta equagad, pois que he 252 = — § — 4a¢, tem

(187) o divifor 28* -+ p 4 4ac. Fazendo a di-
vifad , e igualando o quociente a nada , para ter os

outros dous valores de 42 , acharemos 4% — Bach?

+ e & 4 2% =0 ; donde fe tira (173 )

26 =2ac = (at-¢)(a—¢ )y/ — 1, ou, multie

plicando por 2,4 =gacx 2 (a4c)(a—c)y/—s |

=[(a+4¢) = (n——r%}/—-ll’ » como fe pode
3

¥E=
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verificar pela’ multiplicagad ; ¢ confeguintemente
b—=1(a+t¢)+1(a—c)4/—1, tomando Gmen-

te o valor pofitivo , pois que o negativo conduz
4s mefmas conclufbes: logo os tres valores politi=

voadcﬁfaﬁ§=+1/,____4-’2__ﬂ'.'.f s b=1(a+}4)
file—dy =1, eb=i(atc)—1(@a—0)

iy — I,

% Reprefentando o fegundo por 4/, e o terceiro
por 4", teremos a -} e = 6" 4 5", e (a —¢)y/—1
=4'—b"; e fubltitnindo eftes valores nos qua-
tio téc::‘_, :charcmusx =—b— b — b1 .x£=5

I rJ_2§‘x55 bt 5;1_+2n’
—'l-_-: b4-b' 4 8" — 28!, Aquife \rj,- que fe mu-
darmos , por exemplo , 5 em &', ferd neceffario
mudar 20 melmo tempo b/ em &, pois que em cada
hum dos valores de x entra6 imultaneamente as tres
raizes b, 5/, b ; logo elta mudanga dd os melmos
quatro valores de x, e por confequencia a equagad
do quarto grio nab pode ter mais que quatro raizes.

204 Reparando bem nos valores x — — &
Y(atc),ex=+44bz(a—c)/—1, offc-
recem-fe- tres cafos: ou as exprefloes a ¢, €
(a—¢)y/ — 1, fa0 ambas reais , ou ambas ima-
ginarias, ou huma he real , ea outra imaginaria.
No cafo de ferem ambas imaginarias , podem re-
duzir-fe.fempre 4 forma \/— m, ou y/m. y/— 1,
fendo m huma quantidade real ; por yuanto he

ede= g/ (L — 44, e lo—0) y—1
=»\/(:+%-—i-p—bm) ; ¢ tendo fempre &
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(201 ) a0 menos hum valor realdo qual fe pé-
de fazer ufo, he evidente que as mefmas quan-
tidades {6 poderaé fer imaginarias , quando. for
negativa a quantidade que eftd debaixo do ra-
dical adtval, Nab aconteceria aflim, fe & naé ti-
vefle algum valor real ; porque fendo £ imaginario
da férma 4/ — k , as quantidades a -%— £.e
(@—¢c) ¢/ — 1 poderiad fer imaginarias da for-
m .

ma 1/(-.. Fad —b).

205 Iftopolto, fead-c e (a—e) o/ — 1
forem ambas reais , cafo em que tambem os qua-
tro valores de ¥ ferad reais , os outros dous valores
de 4B, afaber [(ate) s (amé) y/— 1, |
ferad reais e pofitivos.

206 Se pelo contrario -as duas quantidades
d_+t »&(a—c) 4/ — 1 forem ambas imagina-
rias, ou, que vem a fer o mefmo, fe os quatro valo-
res de x forem imaginarios , os outros dous valores
de B’ ferad reais, mas negativos; porque fuppon-
doate=ky/—1, ela—c)y/—1=1l/—1
(204), teremos 48° = —(k =1)*,

207 Finalmente fe das melmas quantidades
fomente huma for real , ou fe dos quatro valores
de v dous forem reais e dous imaginarios , he evi-
dente que os dous valores de 44* feras imagina-
Tios.

208 Logo : 1° Se a reduzida, confiderada co-
mo equacad do terceiro grio , tiver as fuas tres ra-
izes reais e pofitivas , a equacab do quarto grio te-
ra todas as quatro raizes reais, I

2° Se tiver todas reais , e fGmente huma pofi-
tiva , a equacad do quarto grio terd todas as fuas
quatro imaginarias, i
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30 Finalmente fe tiver fémente homa raiz real ,
das quatro da equagab do quarto grio duas ferad
reais , e duas imaginarias. |

209 Por quanto , em geral, a férmula das raizes
de huma equagad do terceiro grio nad as di em
forma real (197 ), fenad quando (6 huma dellas
he real ; concluiremos que nenhuma das raizes do
guarto grio fe deduzira em férma real , fenad no ca-
fo unico de duas ferem reais ; e confegnintemente as
férmulas tanto do terceiro, como do quarto grio
fomente tem applicagab nas equagbes, em que ha
duas raizes imaginarias.

210 Exemplo 1. Achar as raizes da equagad

gt 4+ 32" — gax-l-48 =0,

Temos p=—173, g=——§2, r=48; logo a
reduzida ferd 648° - 9664 — 7928° — 2704 =0,
ou fazendo  44* = u para ﬁmpliﬁcar , W
6u* —183u — 2704 —o0,0u fazendov—=z—12,
2} — 1952 — 2322 — o, fem fegundo termo.

Vé-fe (197 ) que z nab tem mais que hum va-

lor real z = — ¢/ ( — 1161 = ¢/ 1073296 )
__.5’(-—1161—1/10?3296] | AR R
— V. (— 1161 4 1036 )—-1/[——1161—!036}
= /125 + :/2'197:5 4 13 —18 ; e como

he 46* — z — 2, ferd 5 = 2, Subftituindo pois

nas férmulas (202) efte valor de b, e os de p ,q ,7»

teremos ¥ ——2%+ ¢/ —12, s — + 2 £ I;
logo os dous valores reais fabx —173, ex=1.

Os numeros defte exemplo forad tais , que ca-

da hum dos radicais pode avaliar-fe exactamente.

Porém eltes cafos fad rariffimos ; o ordinario be
avas
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avaliar por approximacad , quando queremos ter
o valor numerico fem radicais,

Exemplo II. Achar as raizes da equagai y* - 443
‘o t1y 4 3=0.

Fazendo (192) y =% — 1, virixt + 3x*
4+ 2% — 3 = o, Temos pois pP=3, g=2,
r=—3; logo areduzida ferd 644¢ | 965+ |-
840 — 4 =—o0, ou fazendo ( 199 ) immediata-
mente 48 —2—2,2° 4+ gz —30=o0.

Efla equacad [ 197 ). nabtem mais que huma
raiz real , e por tanto (208 ) a propofta nad tem
mais que duas raizes reais, : !

Applicando as férmulas ( 195 ) , teremo

2= /(15— y/252) = ¢/( 15+ 4/252) , ¢
confeguintemente b =1 ¢/(z—2) =" " i s
=24/ (rs — ¢/ 252 ) s+ /252)].

Logo os dous valores reais de x fe comprehendem
nefta equacad

sem =3 y/[—2t V(15— ya52) + /15 4 4/350 )] 5

-

1/[1‘/[_”' f/{[f‘— V252) ¢ S/I:’S t /252 )]
— V(5= yas) =3 Yt yon) ]

Rea
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. Reflextes fobre o Methodo precedente , e [fobre
a fua applicacad ds Equaches dos grdos
Superiores ao quarto.

a1t A Equacad que no quarto grio deo 4,
pad paffou do fexto ; porém fe procuraffemos di- -
reftamente @ ou ¢, cﬁegariamus a huma equacad
do 24° gréo, Para nos convencermos difto, das duas

equagbes — 8 (p 4 4ac J(a2 2 2 = g7, ©
]
o el +—§—+4psr + 144 = r,

que achimos ( 203 ) na transformacad da reduzida ,
multiplique-fe a ultima por 8 (p 4 4ac) , e do pro-
du&to tire-fe a primeira; vird a equacad
5!1&3{3 -1 25'5?&‘1(:‘ + 4op*ac + 2p3 ="g
— 32rac — 8pr
+ 91

a qu;l fl:ndo cumbinada com a fegunda — n"‘
— * 4 & =r, afimde eliminar ¢, dara (168)
huma equagad do 24° grio. Mas independente-
mente defte calculo, podemos moltrar a melma
coufa pelo modo feguinte,

A equagab — 8 (P4 4ac)a® 4 ) 77

diat 4+t =—

— 24%*. Subflitua-fo

el ko
(p--4a0)
no fegundo membro o valor de a¢ , tiradoda equagad
doterceiro grio 51 2838 - &ec. ; teremos a* 4 ¢*
= A, chamando A 2 totalidade das quantidades co-

nhecidas que formarem o fegundo membro. Ag?ra
c
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{e reprefentarmos por B o valor achado de ac, tere-
mosa‘+§ =.{,una‘_,ff4:_.34_

Efta equacab darh oito valores de @ ; mas ac tem
tres ; logo virad tres equagdes do oitavo grie ,. e
conleguintemente a tera 24 valores : logo a equa-
cad em a ferd do 24° grao.

212 He porém manifello , que os expoentes
de todas as potencias de a que entrarem nefta
equagad , ferab mualtiplos de 4 ., vifto fer ella
(183 ) o proeduéto de tres quantidades da forma

b — Aat + B4. Se fizermos: pois at=—wu , a "
equacad transformada em #, que feri do 6° grao ,
na6 incluird de radicais mais que os quadrados e os

cubos ; porque a equagab a® — Jot — — Bt da
1 I ;
n*.'—_—a-xl' = 1/(—4— zﬂ"-—B*),guanudade

na qual 4 ¢ B, que dependem [6mente de huma
equagab do terceiro grio , nad podem conftar fe-
nad de radicais quadrados e cubos.

213 Tambem efd claro , que a?

no terceiro
grio , onde a reduzida he a® — ga3 = __I_._pz '
2

inclue tad f6mente radicais quadrados. Finalmen-
te na equagad do fegundo grio fem fegundo ter-
mo x* -+ p—o , fazendo conforme o noffo me-
thodo 2 — 1 =0, eay 4+ x — o0, a reduzida
@ 4p —o, di para @* hum valor {6mente,
ou huin radical do primeiro grio , ifto he, hu-

ma quantidade fem radical.
Logo concluiremos por analogia, que fe a re-
duzida do quinto grio incluir de expoentes de a
. tad
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taé (6mente os multiplos de ¢, o valor de a5 in-
cluird tab fomente radicais quartos, cubos, e
quadrados. Se demonftrarmos pois que pelo me-
thodo actual elta reduzida nad péde incluir de po-
tencias de @ , fenad aquellas cujos expoentes fo-
rem multiplos de 5 , feguir-fe-ha que o nollfo me-
thodo reduz a difficuldade das equacées do quinto
grao a dos grios inferiores : iffo he o que vamos
a fazer.

214 Seja &5 4+ p L g2 L x4 s — o0
huma equagad geral do quinto grio. Fazendo
¥ —1= 0, af b bi o' 4 dy +5=0,
¢ praticando como .no terceiro ¢ quarto grio ,
acharemos

& e Saa’x.& - Sﬁd"x‘ — 5’::5?.1 - a’
— 5bex’ 4 satex® — sabx 4 B
+ 54 — shdi+ oS
+ sab’s* — 50834 &

+ 50— sacd

+ sbic’xs — sabe

— S§abedx — sabd® |

=l 55:33

4+ 54’4

- 5..-'-5”11

-+ Sb'ff

+ sac’d®

Supponda o coefficiente de ¥ — p fen'lcnt{'.'-
mos por coefliciente a totalidade das quantidades
que multiplicad huma mefma potencia de x ), o de

x:
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x*— ¢, odex—r, ca totalidade dos termos
conftantes — s, teremos quatro equacbes , as

quais , fazendo b= ga* , ¢ = ba® , d = ha*,
como he licito , fe mudarab em outras quatro ,

que incluirab g, b, k, ¢ fomente &’ , 4", &c.
Logo , eliminando g , 4, e k, a equagad final nad
iucluird de g outras potencias mais , que as de ex-
poentes multiplos de 5.

215 De tudo o precedente pois fe legue , que
em ordem ao primeiro coefliciente a da equacad
apr—t L bm—zL &c, =0, 2 reduzida no fe-
gundo grio he do grio 1.2 ; no terceiro he do
grio 1. 2. 3 ; o quarto, do grio 1. 2, 3, 4 : logo
por inducgad , no quinto fera do grio 1.2.3,4.5»
ou do 120° ; do 720° no fexto grio ; eallim por
diante,

E advirta-fe, que o achar.fe no quarto grio
huma reduzida que nad pafla do fexto, he huma
fimplificagad accidental , a qual provavelmente te-
1 lugar por hum modo 2nalogo nas equagdes , cujo
expoente for numero compofto , mas nab naquellas
em que for numero primo. Porque no quarto grio
vé-fe clarameme, que efta fimplificacab proce-
de de & ter em todas as equagdes, em que entra ,
relagbes femelhantes para @ ¢; ao melmo tem-
Po que amad tem para b as melmas , que tem pa-
ra ¢, Mas no quinto grioa nechuma das quantida-
desa’, 6, ¢, d fepide aplicar o mefmo que acaba-
mos de dizer de 4 no quarto grio, como: he facil de

vir pelos coeflicientes da equacad % —35 (nﬂ'-{- be)
5 4 &c. = o.

216 Como todos os expoentes de a ( 214 ) que
en-
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entrab na reduzida do quinto grio, fab multiples
de 5 , [c fizermos a — u, a equagab do 24° grie,
que entad teremos, incluird taé {6mente :/ g 13/ ‘

ey/ ; devendo entrar na propofta os ‘5/ , que mof-

tra a equagad a — '?/u.

Bem fe vé agora de que modo devemos difcorrer
fobre os grios fuperiores. Quem dezejar maiores
individuacGes nelta materia , confulte as Mem. da
HAead, das Scienc, ann, 1762 ¢ 1765 , onde fe acha+
rab muitas claffes de equagses fufceptiveis de huma
refolucad algebrica facil , e outro methodo deduzi-
do do noffo, o qual fimplifica o trabalho nas equa-
¢des , cujo expoente nad for mlmcradprimo.

217 Nabd pode haver difficuldade em achar
fempre todas as raizes da equagab a dous termos
y" —/1 —o, que requer o noffo methodo. Por-
que deduzindo-fe a0 menos huma pela fimples ex-
traccad da raiz do grio o, ifte he , tendo fempre
y =1 ,quando n he impar ,ey =1, y=—1,
quando n he par, a difficuldade de achar as outras
reduz-fe, quando muito , a refolver huma equagad
do grio n — 1, 0 que fe reputa fabido, quando
fe paffa 4 refolucat de huma equacad geral do grio
n. Mas a difficuldade nem ainda chega a fer deffe

. . ,oom—
grio; he tad fomente do grio = ., quando

n he impar , e dogrio 2 2, quando » he par.
Porque , dividindo a equagad y* — 1 pela raiz
y — 1, quando # he impar , ou por y* — 1, quan-
do n he par , o quociente , ou a equagad que de-
R
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ve dar as outras raizes , feri fempre da férma

T e S S T

fendo & hum numero par ; efta poderd fempre re-
folvér-fe em % fallores do fegundo grio da férma

¥+ by - i ; e a equagad de que fe ha.de deduzir
b, naé paffari do grio =i Nad me demoro em

demonttrar a ultima propofigad, a qual fe pode ver
00 Tom. VI das Mem. de Petersburgos.

Dos Divifores commenfuraveis das
Equacoes.

218 Q Uando huma equagaé tem raizes com-
menfuraveis , podemos achallas pelo methodo fe-
guinte, com maior facilidade do que pela refolugasd
geral,

Como oultimo termo. ( 180) tem a proprieda-
de de fer'o producto de todas as raizes , nenhum
numero ferf valor commenfuravel de x, fe nab for
divifor exalto do ultimo termo. Poderiamos pois
tomar fuccellivamente todos os divifores do ultimo
termo , e fubflituillos em + e em — na equagas
em lugar de x , ‘pois que as raizes igualmente po-
dem fer pofitivas e negativas : o divifor que redu-
zifle a equagad a nada , feria o valor de 1.

Porém , para nab tentar tantas divifdes , vamos
a dar o cara&er, pelo qual fe diftinguem os divifores
uteis dos inuteis, enflinando primeiramente o mo-
do de achar. todos os divifores de hum numero.

219 Divida-fe fucceflivamente o numero propol-
to pelos numeros primos , por que for divifivel ,

co*
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come¢ando pelos mais fimples , e continuando 2
dividir em quanto puder fer, Efcrevag-fe a parte,
e em linha todos eftes numeros primos, repe-
tidos tantas vezes quantas fervirad de divifores ; ¢
multipliquem-fe depois dous a dous, tres a tres,
quatro a quatro, &c.: eiles productos, os nume-
ros primos que fe acharad, e a unidade forma-
rab tndos os divifores procurados.

Proponha-fe , por exemplo , achar todos os di-
vifores de 6o.

Divido 60 por 2, tenho 30; 30 por 2, tenho
15; 15 por 3, tenho 5 ; 5 por 5, tenho 1. Al-
fim os divifores primos fab

2, 2, 3 g
Multiplicando-os 2 2 2, tenho 4, 6, 10, 6,10, 15.
Muliplicando-os 3 a 3, tenho 12,20, 30, 30.
Multiplicando-os 4 a 4, tenho bo.
Logo , todos os divifores de 60 , entrando a uni=
dade que he divifor de todo o numero, fad
1,2, 3, 4» 5, 6,10, 12, 15, 20, 30, Go.

220 lito polto, para termos os divifores com-
menfuraveis de huma equacad ( havendo-os ), por
exemplo , da geral do quarto grio

Mttt =0,
fupponhames hum delles igual a x -15 a: a equagad
propoita pode entad confiderar-fe (183 ) como pro-
duzida pela multiplicacad de x -+ a por hum fadtordo
3° gréo, como ¥3 4 kx* 4 mx + n. Multiplicando

pois , teremos
xt k3 md b 4an = o
+ ax? + aks® + amx
a qual, devendo fer igual & propofta, da

E+4a=p ...m—i—n.&:g..,n-{-am:r.-'i
an
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5 F=—n
ﬂ=_l.ﬁul-...-—--..m_——-—...
a a
3 §g—m —_ p—k
—-———;—-——u . p— e .

Logo para [aber fe hum divifor a do ultime
termo he admiffivel , divida-fe o ultimo termo da
equacad por elle divifor ; tire-fe o quociente do
coefliciente de x, e divida-fe o refto pelo mefmo
divifor ; tire-fe efte fegundo quociente do coeffi-
ciente de x?, e divida-fe tambem o refto pelo
mefmo divifor ; e continue-fe aflim , até que fe
chegue ao coefficiente do fegundo termo da equa-
¢ad , o qual deve dar 1 por quociente: Se o diyi-
for fatishzer a todas ellas divisées , poderd fegu-
ramente tomar-fe por a ; mas para fc conhecer a
inutilidade do numero , bafta que huma das divi-
sdes nad fe polla fazer exa@amente.

Efa claro , que a unidade deve tambem en-
trar nefte exame , tanto cm -, como em —_
porém he mais commodo fubflituir 4 1 e — ¢
na equacab em lugar de x : fe de nenhuma deftas
fubftituigGes refultar 0 , nad péde fer a — g » Dem
a=—1.

Exemplo I. . Pergunta.fe Je a eguagai
x4 — ox! 4 23%* — 208 + 1§ = o tem ale
gum divifor commenfuravel,

Tendo achado os divifores do ultimo termo
15, elcrevo-os por ordem de grandeza, toman.’
do-0s em + e em —, como aqui fe vé na pri-
meira linha dos numeros.
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x — g’ #2327 —20% + 35 ==0
Divifores de 15+ « .+ 15, + 51 + 32— 3, — §i—15
$ita t 30 t S0 =—ofiimy 3y — 1
-1, =12y =—35; = 15, — 1]y —19
¥.8
+ 18

Divido o ultimo termo - 15 por cada hum
dos numeros da primeira linha , e elcrevo 0s quo-
cientes em fegunda linha, .

Tiro cada termo da fegunda linha do coeffi-
clente — 20 de %, € com os reftos férmo terceira
linha,

Divido cada termo defta pelo correfpondente
da primeira linha, e vou efcrevendo os quocientes
exafos, que fe forem achando. Como nefte exem-
plo ha [6mente hum , +- 5, 3 equagad nab pode
ter mais que hum divifor commenfuravel. Porém
ou fe ache hum (6 divifor exa&o , ou fe achem
muitos , continue-fe por efta maneira.

Tiro cada quociente do coefficiente 23 de 22,
e elcrevo os reftos em quinta linha; aqui he 4 18,
Divido , como precedentemente, cada refto pelo
termo correfpondente da primeira linha , e elcrevo
os quocientes por baixo ; aqui he — 6.
Tirando eftes do cocficiente — g de x* , for-
me nova linha com os reflos ; aqui he — 3.

Finalmente , divido eftes reftos lo termo
correfpondente da primeira linha, NE: exemplo
achamos -\ 1 ; donde conclvo , que o termo cor-
refpondente — 3 da primeira linha he a, e que
x — 3 divide a equagad: logo x=73 he o yalor
commenfuravel de x na equagad propolta. Se
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Se quizermos ter a0 mefmo tempo o quocien-
te da equacad , na colunna que houver fatisfeito ,
tomaremos os numercs que fe acharem nas linhas
de numero par , contando defde a primeira ; eftes
formari6 o ultimo termo , e os coeflicientes fuc-
ceflivos de x , %2, %', &c. no fegundo faor da
equa¢ad. Applicando a0 noffo exemplo, temos — s,
+5.— g). 15 logo concluimos , que o fe-
gundo faftor he 1x¥ —6x? 4 sx— 5, de manei-
ra que a equagad propofta he igual ao produflo
de x — 3 por £ — 6x* 4 5x — 5,

Exemplo II. Achar o5 divifores commenfura-
veis de o, . % +2 — 34 14=0

Divifores de 14 « , . . Tt 23t 35— g s)— 7y — 14
t 1t 2,% 7, — 9,— 3, = 5
=34 =35:—40,— 26, —31, —32
— fy—20, + 13
t. 7, #82,=—11
e O ok O T |

Os divifores 7 ¢ 2 f26 os unicos que fuflen-
tab a préva até a ultima linha ; mas o fegundo naé
fatisfaz , porque di 11 por ultimo quociente , dea
vendo dar 1 : logo o unico divifor commenfuravel
he x 4 7.

221 Efle methodo f= applica do mefmo modo
as equacdes litterais, Se ellas (25 homageneas , ifto
he , fe tem 0 mefmo numero de dimensd:s em ca-
da hum dos feus termos , efcreveremos na primei=
ra linha fémente os divifores do ultimo termo que
forem de huma dimenfas, Nag fendo porém ho-
mogeneas , devera fupprir-fe a homogeneidade ,
introduzindo huma letra , cujas potencias comple-
tem o numero de dimensdes.

M 2232
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222 Se o primeiro termo tiver coefficiente , 0
divifor , em lugar de fer implesmente x4 a, ferd
em geral mx -+ a, fendo m hum dos faltores do
dito coefliciente. Querendo praticar nefte cafo o
methodo precedente , para cadd factor em logar da
fegunda linha , quarta &c. , ufaremos dellas mul-
tiplicadas por m , € admittiremos tab {6mente por
a os termos da primeira , a que correfponder na
ultima o fegundo fa&tor do primeiro termo da
equagad propofta : porém bafta tomar em - os m,
em que fe fizer a tentativa. Por outra parte elle
cafo pode reduzir-fe ao precedente, fazendo def-
apparecer o coefficiente ( 191 ).

223 Huma equacad pode nad ter divifor com-
menfuravel do primeiro gro , e com tudo tello do
fegundo. Achad-fe eftes por hum methodo analogo
ao expofto , porém como os calculos fad compri-
dos, abbreviaremos delta maneira. O fadtor tri-
nomio , rcprcfentado por x* 4 mx 4 » multipli-
que-{e por outro faltor tal, que produza huma quan-
tidade do grio da equagab propofta , por exem-
plo, por hum do terceiro , como %} - ax? 4 b¢
< ¢, fea equagad propofta for do quinto ; € for-
mando tantas equaches quantas fad as indetermi-
padas @, b,c,m,n,&c. climinaremos a,d,¢
m , € virh huma equacad em n , de que fe bufca-
a6 os divifores commenfuraveis : aflim ficara de-
terminado o faftor x* -+ mx 4 .

He manifefto o que devemos fazer , para achar
os fa&tores commen(uraveis dos grios fuperiores.
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Da extracgas das rvaizes das quantidades parte
commenfuraveis , e parte incommenfuraveis.

r

224 .A. S quantidades da férma y/(C+ /D),
a que nos conduz a reflolugad de algumas equagbes
{173), pédem muitas vezes reduzir-fe a outras
exprelsbes mais fimples , que conftem de quanti-
dades racionais , e fimples radicais quadrados ; ou
{omente de radicais quadrados ; ou deltes multi-
plicados , ou divididos por hum radical fimples do
mefmo grio do radical (uperior. Comecemos pela
reducgad das quantidades da férma 4/(C 4 /D).

Seja /(C4 /D) = y/m <4 /n, fendo m ,
¢ # duas incognitas ; teremos C+ vD=m-+4
2y/mn 4 n. Como podemos dcterminar huma das
incognitas pela condigad que quizermos , vifto ha-
ver tab fomente huma equagad , fupponhamos
2¢/mn = /D; ferh C=m 7, e confleguinte-
mente (2 — D == m? — 2mm 4 n* = (m — n)?
Logo €2 — D deve fer hum quadrado perfeito ,
Para que m e n fejab commenfuraveis. As duzs
equacbes (m —n 2 =C*—D, ¢ mtn==C
dao m=1C4 1 /(C* — D,en=3iC—
FV(C —D); logo y/(CH /D)= . . .
VIIC+1v(C —D)]+ y[§C—§y/(C* — D)),

Exemplo I. Pede-fo a raiz quadrada de
7+ v48.

Temos aqui C=7, D—=48, eC*— D

=1, que he hum quadrado perfeito ; logo a ex-
preflad pdde fimplificar-fe. Fazendo pois as fubfti-
M2

tui=
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tuigbes na formula achada , teremos /(7 -} /48)
=VEF ¥ VE-D=0F v
Se nos delfem /(11 - 64/2) , reduziriamos
(r12) efta expreflad a /(11 4 4/72), e acharia-

mos do mefmo modo , que a fva raiz he 34 /2.
Exemplo 11, Pede-fe ovalor de . . . .

V4ac + 2 (@4 o) (e — ) y/—1].

Reduzindo efta expreffad a 4/[4ac 4 /(— 4
(a4¢)? (@a—e)? )], temos C= 4ac , D =—= — 4a*
+ 8a%2? —4¢4 , € confeguintemente /(C* — D)
= 2(a®* 4+ ) ; logo o valor pedido fera
Vet P+ y[—(a—cf l=a+ ¢ + (a—)
+/— 1, como fuppuzemos (203) . Aflim a melma
formula ferve para extrahir a raiz quadrada das
quantidades parte racionais , e parte imaginarias.

Se em lugar de /(C4 /D) tiveffemos
y/(C — ¢D), a formula feria /[ §C 4
v —D)]—v[iC—v(C—D]].

Pelo mefmo methodo fe achara , que em ge-
ral a quantidade imaginaria monomia 4y/ — 1,
fendo 4 huma quantidade real , tem a raiz bi-

nomia (14 ¢/ —1)y/3d. Por exemplo
Vo —1=1+4¢/—1.

225. Vejamos agora as quantidades da forma
SHe4yD). SeC 4 /D tem iz cubica

exa&a, devera efta fer huma quamidade da férma

m o/k 4 /k. 4/n; porque fe na raiz entraffem
dous radicais quadrad,os , no cubo tambem entra-
riab dous , como fe pode vér , elevando /g + /2

ao cubo. Ifto pofto, fupponhamos EK(C - v D)
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‘—m gk 4 VE.y/n ; teremos C + vD
=mikf gmin 4 (32 k4 kn) o/n, e igua-
Jando a parte racional A parte racional , e a irra-
cional 4 irracional , deduziremos /D = (3m* &
+#n)y/n, e C=m k4 3mkn, donde vem
(G —D)tk = (m‘}-—ni}‘ y OU M — p—
Vk(C:— D)
k

+ Logo para que m* — n feja ra-

cional , ou para que C - /D tenha huma raiz
cubica , deve tomar-fe pela quantidade arbitra-
ria k& hum numero tal , que faca (C*— D)k
hum cubo perfeito. Supponhamos por abbreviar

VE(C? D)
k
on n = m?* = p; e fubflituindo efte valor na equa-
€ad C=m' k 4 gmin , vird 4km® — 2pkm — C
—o. Logo para que m, e n fejad racionais, o
valor de m , que fe deduzir defta equagad, deve fer
racional. Bufcaremos pois os feus divifores com-
menfuraveis (220} , que acharemos todas as vezes
que a quantidade propofta for fulceptivel de huma

raiz cubica da férma m y/k - V k. v/n. Asduas
outras raizes cubicas fe acharad , bufcando todas
as raizes da equacab 4km’ — &c,

Exemplo 1. Pede-fe o valor de ;/f-zo + 14 /2).
Temos nefte cafo € =120, D =292 ; logo

C* — D=8, que he cubo perfeito, e por tanto
poflo fazer k=1. Serh poisp =2, ca cquagaiﬁ
4km

= p , teremos m* — n=p,
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4kmi — 3pkm — € =— o fe torna em 2m’ — 3m

— 10 =0, ou fazendo (191) m=-2_,emyi —
2

6y — 40 — o. Efa equagad tem y — 4 por divi-
for commenluravel (220); ferd pois y =4, m =2,

¢ confeguintemente n—2;logo V(20 +14v/2)
=2+ V2

Exemplo Il. Prd'.r-ﬁ a raiz cubica de 52 +
30 v3

Como temos € = 52, D = 2700, feriC?
— D=4, que nab he cubo perfeito. Fagamos
pois k=12, fera p—1, e 4km’ —3ptm — ¢
— o fe reduzira a 8m’ — 6m — §2=—0, ou fa-
zendo 2m =y, ay’ — 3y — §2 =0, cujo divifor
commenfuravel y —4diy—4 ., m=—2,n=13,

e ultimamente {1"[ 524 30 ¥3) =2 V2 .
VERVES

Do mefmo modo extrahiremos as raizes cubi-
cas das quantidades parte racionais , e parte ima-
ginatias,

Donde vem , que nad obftante a férma imagi-
naria que tem as raizes do terceiro grio (198) no
cafo irreduzivel , com tndo quando x he numero
inteiro, com facilidade fe acha exaltamente o fen
valor : naé he neceflario mais do que tomar ©
dobro da parte real da raiz cubica de } ¢

v(i¢ + o)+ Porquex , ou(195)

Vi—it + viie+5 2]+ f"/[f-!f;'




DPE ALGEBRERA. 183
viig + —:? $' )] nad poderd fer inteiro fe
—1¢ + v(i¢d + -};-,ﬁt:] na6 for hum cubo

perfeito, cuja raiz confte de huma parte real, que
reprefentaremos por 4, e de outra imaginaria 8.

Serh pois y/[— dg + v(i¢* + 52 )] =
A 4+ B, e confeguintemente :/[-—- Ig —
Vit :_Tps )] =4 —B;logox=—124.
Por exemplo, na equagab (198) . . . xi — 9%
—10 =0 temos y/[— fg- /( I¢* + - 9]
=V(stv—2)=—=14 y=2; lo-

go ferd x = — 2. Se achaffemos as outras duas
raizes cubicas de 54 ¢/ — 2, teriamos feme-

lhantemente as outras duas raizes da equacab.

Na extraccab das raizes mais elevadas difcor-
reremos do mefmo.modo, que havemos feito nos
dous cafos precedentes.

Do mods de acbar as raizes approximadas
das Equacies compoflas.

226 O Methodo que vamos a expdr, fup-
pbe que fe conhece hum valor da incognita ap-
proximado até a fua decima parte. Vejamos pois
como fe acha efte primeiro valor , tomando para
exemplo a equagad ' — sx+6 =o.

Sub-
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Subftituad-fe em lugar de x muitos numeros ,
tanto pofitivos , como negativos , até que duas
fubitituictes confecutivas dem dous refuliados de
finais contrarios. Se os dous numeros que fatisfi-
zerem a elta condigad , tiverem entre i de diffe-
renca a decima parte de hum delles , ou menos ,
qualquer dos dous , ou hum meio entre elles , fera
o valor approximado que {e pracura, Se a differen-
¢a porém for maior , praticaiemos da maneira fe-
guinte.

Subftituiremos na equacad ¥ — sx + 6 =0
OS5 NUMEros © , 1 325 3. 4, &c. ; porém reparan-
do que todos elles dab refultados pofitivos , e que
ifto continuaria afim até o infinito , paffaremos a
fubftitwir — 1, — 2, — 3, &c., o que nos di
os refultados feguintes.

Subftitvices, Refultados.

0O & ¢ = a
— L] . . .
w0 Al e dowiie

=t 3 L] - - .

Concluiremos pois , que a raiz eftd entre — 2

e — 3. Mas como a differenca entre eftes nume-

ros he 1, quantidade maior que a decima parte de

cada hum, tomaremos o meio — 2,5 entre el-

les , e fubflituindo-o na equagad em lugar de x,

acharemos 4 2,875, ifto he, huma quantidade
pofitiva ; logo a raiz eftd entre — 2,5 , ¢ — 3.

Tomaremos o meio — 2,7 entre — 2,5 1 €

— 3 , defprezando o que palfar das decimas, e pe-

la fubftituicad teremos — 0,183 , ita he , huma
quan=




pE ALGESBRA,. 185

quantidade negativa. Logo o valor de x efla entre
— 2,5, € —2,7; ¢ como a differenca 0,2 en-
tre elles he menor que a decima parte de cada
hum , tomando o meio, {erda — 2,6 o valorde x
fem erro de huma decima.

Supponha-fe agora x igual ao numero achado
mais huma nova incognita z , illo he, mno noflo
exemplo , ¥ == — 2,ﬁ+ % , € fubftitna-fe na
equacab , defprezando z*, 2} , &c. como guan-
tidades muito pequenas ; teremos (— 2,6 )}
+3(—2,6)P%—5(—26)—s24+6=0,0n

- . HW L TR A U
15,28z -+ 1,424 — o ;logo z = _A__.ls v R
— 0,009, levando a divifab tad {6mente: até o
primeiro algarifmo fignificativo, Em geral , pa-
ra-fe com a divifab em tendo tantos 4lgarifmos
fignificativos , entrando o primeiro que %c acha,
quantas a6 as calas que medeiad entre efte , e 0
primeiro algarifmo do primeiro valor approxima-
do de x: no noflo exemplo entre g (primeiro al-
garifmo fignificativo do quociente 0,09')'¢ 235
que he o primeiro algarifmo de 2,6 , primeiro
valor approximado de x , ha huma cafa unica , e
imr iffo para-fe na primeira letra fignificativa g.

0go ¥ = — 2,6 — 0,09 = — 2,6q.

Se quizermos o valor de x mais approximado ,
fupporemos aftualmente ¥ = — 2,60 4 ¢, e
fubltituindo na equagad , acharemos — o, 015109
~+ 16,7083t =0, donde fe tira t = o0,c00g04 ,
¢ confeguintemente x — = 2,69 - 0,000904
= — 2, 689ogh.

Se quizermos ainda maior exa&idad, faremos
¥ == — 2,689096 4 v, e continvaremos o cal-
culo do mefmo modo. To
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Tomemos por fegundo exemplo a equagad
X — 4 —3x 4 27=0.

O valor de » approximado até as decimas he
2,3. Faremos pois ¥ — 2,3 4 =z, ¢ acharemos 2=
__©.5839

17, 812
mas pela razad dada ; logo x = 2,27,

= —o0,03, parando nas centefi-

Para maior approximagad, faremos x — 2,27
- t, e fubftitnindo acharemos t = — o, 0025 ;
logo x = 2, 2675.

Reflextes fobre o methodo precedente.

227 NO methodo de Newton , que aca-
bamos de expor , fuppuzemos, que a raiz de huma
equagab fe acha entre aquelles numeros , que
fendo nella fubftituidos dad dous refultados de fi-
nal contrario. Ifto he facil de demonftrar. Por-
que , reprelentando o menor valor de x pora, ¢ o
proximamente maior por 4, de maneira que x —a,
e x — & (ejad dous fa&lores da cquagad , he claro,
que fe em lugar de ¥ fubftituirmos hum numero
pofitivo menor que @ , x — a fe tornard negativo;
e fe fubflituirmos outro tambem pofitivo, mas
maior que @, e menor que b, x — a [e tornard
pofitivo , e o produ@o dos outros falores terd 0
mefmo final , que tinha no primeiro calo: logo
como o faltor x — @ he o unico que muda de fi-
nal , tambem o produ&o total mudara. O mefmo
fe demonftraria , fe 0 menor fa@or em lugar de
x —a fofle x -} a; mas deve entad fazer-fe fub-
ftituicad de numeros negativos. Po-
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Péde porém fer, que fe fubftituad por x todos
os valores reais , tanto pofitives , como negativos ,
comprehendides entre © e o ultimo termo , €
nem por iflo venhaé dous refultados de final con-
trario. Acontece ifto em tres cafos : 1° Quando
as raizes {ad iguais duas a duas , quatro a qua-
tro , &c. .

2° Quando todas as raizes fad imaginarias.

3° Quando fad parte imaginarias, parte igoais
duas a duas. |

Por exemplo : a equacab formada pelos qua-
tro fallores x —a ,x —a .x—l.!',x — &, ifto
he , a equagad (x — a )* (x — 4 )* —= o nad mu-
da nunca de final , feja qual for o numero pofiti- 1
vo , ou negativo , que fe fubftitua em lugar de x 3§
porque ou x — a f{eja pofitivo, ou negativo , o
feu quadrado fempre he pofitive. O melmo acon-
tece a ¥ — &,

Quando as raizes fab imaginarias , os finais
tambem nad podem mudar ; porque fe mudaflem ,
o valor de » eltaria entre os dous numeros ieais ,
que deffem os dous refultados de final contrario, ¢
por tanto nad feriad imaginarios.

Finalmente o terceiro cafo fegue-fe dos dous
que havemos examinado.

Vejamos como entad fe pédem achar as rai-
zes.

Do modo de achar as raizes iguais das Equagges.

228 M Ultipligue-fe cada termo da equagad
pelo expeente que a incognita tiver no mefmo termo ,

e diminuindo effe expsente de buma unidade, fe for-
ma=
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mari buma mova equagai ; o maior divifor commum
entre ella e @ propofia fe compora das rarzes iguais ,
mas elevadas a buma potencia diminuida de huma
unidade.,

Exemplo. Pedem-fe as raizes iguais da equa-
¢ab formada pelo produflo de (x — a) pot
(x— &), ifto he , da equagad

M —2ax’ 4 a%? —2aflxtathr=o0
— 2057 - 4abx? — 2ab%
+
Multiplicando cada termo pelo expoente de x,

e diminuindo o feu expoente de huma unidade,
teremos |

4% — 6ax® 4 2a% — 24%b —o
— 6bx* 4 Babx — 2alt
+ 2b%

cujo divifor commum com a propofta he x? — a¥
— x4 ab—=(x—a)(x—b), oqual tem os
mefmos fadtores que (x — g 12 ( x—4)?, mas
diminuidos de huma unidade. Eis-aqui a demon-
ftracad da regra.

Como (149 ) temos

(x4 =x"+mx"—1) 4 m . "'_ZL ot

+m. m:1 . -"';32— x™=25 4 &c.

fe multiplicarmos cada termo do fegundo mem-
bro pelo expoente de ¥, e diminuirmos efte ex-
poente de huma unidade , acharemos
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m (e + (no1) B 4 () 2

A"—38* 4 (m—1) "';“ ; Egi 0 4 &)
=m(x+&)"".

Logo, quando aflim fe multiplicad os termos de
que fe compbe a potencia m do binomio x4,
cada hum pelo expoente do feu % , o produo he a
potencia immediatamente inferior , multiplicada
pelo expoente da potencia atual, ERta pois demon-
ftrada a regra no calo de ferem todas as raizes
iguais.

Se as raizes porém nad forem todas iguais,
itto he , fe tivermos (x4 )" (x - 4 )* , multi-
plicaremos primeiramente os binomios defenvol-
vidos hum pelo outro , € depois cada termo do
produéto pelo expoente do feu x ; o refultado ferd

m (b=t (x4-d) 4-n (x + 8" (x - d)—,
cujo divifor commum com (x 4 &)™ (x 4 d)* he
(x4 b1 (x 4-d)*—* ; eallim por diante , qual-

quer que feja o numero dos faltores x 45,
x-4d, &ec.

Do modo de achar as raizes imaginarias
das Equacies.

229 A. Inda que as raizes imaginarias fejad
fn{ccptlvcls de differentes férmas , conforme o
grao das equagbes , com tudo podemos reduzillas
todas & forma x =—=a-}by/—1, fendo a ¢ &
quan-
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quantidades reais, pofitivas, ou negativas. Veja-fe
a demonftracad nas Mem. da Acad. de Berlin,
ann. 1746 , onde Mr. d’Alembert moftra, que
podendo fempre hum dos valores de x reprefen-
tar-fe por a 4 by/— 1, haveri outro da férma
a — by/— 1. Donde fe fegue :

1° O numero das raizes imaginarias he fem-
pre par. .

20 As equagbes de grios pares fab as unicas,
que pddem ter todas as fuas raizes imaginarias,

o As raizes imaginarias, que di a refolu-
¢ab de huma equagab , tem duas a duas a melma
quantidade debaixo do radical.

4° Toda a equacab de grio par, cujo ultimo
termo he negative, tem ao menos duas raizes
rcais.

5> Huma equaca6 , que tem todas as raizes
imaginarias , pode refolver-fe em faltores do fe-
gundo grio da férma (x —a —by/—1)(x —a
- 6y/—1), ilto he , em factores reais do fegun-
do grao x* — 2ax - aa + 4b.

Logo refolvendo huma equagab, que tiver to-
das as raizes imaginarias , em faltores do fegun-
do grio (223) da forma %2 - g% - b , a equagad
em b tera feguramente algumas raizes reais , €
confegnintemente poderemos achallas ao menos
por approximagad, Concluamos pois , que feja
qual for a equagad , poderemes fempre achar as
fuas raizes ou reais, ou imaginarias , a0 menos
por approximagad.




Da APPLICAGAD DA ALGEBRA A’ ARITHME=
TicA E GEOMETRIA.

230 T Ewmos vifto nas applicagles da Secgab
precedente, que a refolugad de hum problema ,
depois de formada a {ua equagad , fe redvz a del-
embaragar a incognita , ou incognitas ; € que as
regras porque ifto fe executa , ainda que fejad
muito differentes as quellées , e as quantidades
que nellas {e confiderad , fab as mefmas para to-
dos os problemas do mefmo grio.

Molftrimos em alguns exemplos , que eftas re-
gras difpenfad de multiplicidade de raciocinios ,
que neceflariamente {e deviad fazer , fenad recor-
reffemos 4s equagbes , € que independentemente
do feu numero, muitas vezes pela fua natureza fe-
riad fuperiores s forcas ordinarias da razaé. Vi-
mos tambem , quanto era va.ntajo['o reprefemar por
finais gerais as quantidades que eatrad nos pro-
blemas , e as operagbes que fubre ellas fe prati-
cab. Além deltas vantagens a Analyfe tem muitas
outras de que vamos a traltar , confiderando as
equagdes em hum ponto de vifta mais extenlo do
que temos feito até aqui.

As equagdes que exprimem de hum modo ge-
ral todas as condigdes de qualquer problema, f{ai
como outros tantos livros , em que fe podem ler
com muita facilidade as differentes relaghes , que
tem humas quantidades com as outras. A razad
aban-
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abandona o problema , e occupa-fe unicamente
com as equagdes , para applicar-lhes as regras que
enfinimos , e dar-lhes novas férmas, que melhor
deixad perceber as relagbes. Em huma palavra,
fab as equagbes o depolito das propricdades dds
guantidades que nellas entrad, e das refolugdes
gerais de hum grande numero de problemas , que
nab lembravad , nem fe fufpeitava que dependef-
fem do problema principal.

Com effeito , como o fim das regras porque
fe achad os valores das incognitas , he reduzir as
equaghes a terem por primeiro membro cada hu-
ma das incognitas , ¢ por fegundo todas as ontras
quantidades ; e como eltas regras fab applicaveis a
qualquer das quantidades que entrab nas equagbes,
eita claro , que podemos fempre chegar a ter qual-
quer dellas no primeiro membro , e todas as ou-
tras no fegundo. Entaé eftamos reduzidos ao calo ,
em que houvellemos de refolver o problema, no
qual fe delfem eftas ultimas , e aquella fGmente
foffe a incognita. Logo huma equagad refolve
tantos problemas differentes , quantas 1Eaﬁ as quan-
tidades que nelle entrad. Moftremos ifto em al
guns exemplos.

Propriedades gerais das Progre/iies
Arithmeticas.

231 S Eja o valor numerico do primeiro ter-
mo de huma progreffad arithmetica=—=a , © do
ultimo =— u , a differenca commua , ou a razad
— 4, o numero total dos termos — # ; o nume-
ro dos termos que precedem o termo u ferd n—13

logo
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logo ( Arith. 206 ) ..« u==a 4 (n—1)d Ef-
ta equagad refolve o problema, em que f{endo da-
da a razab de huma progrelfad , com o numero dos
termos , ¢ o valor do primeiro, fe procura qual
deve fer o ultimo termo. Mas como contém qua-
tro quantidades, refolve quatro problemas gerais.
Porque , ’ :

1° Confiderando @ como incognita , temos
a=u—(n—1)d, a qul enfina, que o pri-
meiro termo de huma progrelfab arithmetica cref-
cente {e acha, tirando do ultimo termo a razab
tomada tantas vezes menos huma, quantos fad os
termos todos, '

20 Confiderando # como incognita , temos

- ':d =+ 1, a qual moftra , que para achar
o numero dos termos, dividiremos a differenca
entre o primeiro ¢ o ultimo pela razad , e ajune
taremos huma unidade ao quociente. Por exem-
plo , fe o primeiro termo for 5, o ultimo 37, e
a razab 2 , conltard a progre(lad de.17 termos. Se

o quociente nab for numero inteiro , a queltad ferd
abfurda. .

3® Conliderando 4 como incognita, temos

"=

o ::: » a qual enfina, que para achar a

razab , tiraremos o primeiro termo do ultimo , e
Adividiremos o refto pelo numero dos termos me-
nos hum ; o que concorda com a regra que demos
( Arith. 209 ).

Affim 2 equagabu —=a 4 (n —1)d déare.

folugas de quatro problemas gerais , que fe com-

prehendem nefte : Das guatrs coufus , o primeir,
N

ler=
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terme , o ultimo , ¢ numero dos termos , ¢ a razaé de

buma progreffai arithmetica , fendo dadas tres , achar
a quarta,

232 Toda a progreffad arithmetica péde repre-
fentar-fe por Santd.atad atzdatyd, b
quefendoigualatazs4d-a®zd.akad.a d.a

a foma s dos termos de huma ferd igual 3 ametade da
foma de ambas juntas. Mas a foma de dous termos
correlpondentes nas duas progrefsdes deve fempre
fer a mefma , e igual & do primeiro e ultimo de hu-
ma dellas reunidos; logo a totalidade das duas fe
achard fomando os extremos de huma , e multipli-
cando o refultado pelo numero dos termos. Logo
para acharmos a foma de todos os termos de huma
progreflab arithmetica , multiplicaremes a foma dos
extremas pela ametade do numere dos termes. Por ex-
emplo , a foma dos cem primeiros termos da pro-
grelffad dos numeros impares =-1.3.5.7 &,

00
cujo centefimo termo =199, he (199 +1) o4
= 1 0000; At 2
A traduccad algebrica defta propriedade , confer-
yando as denominacOes precedentes , di a equagad

g == a -+ u) _E » a qual refolve efte problema ge-

ral’, que comprehende quatro : Das quatro coufas s
primeiro termo , ultimo , a foma , e numero dos termos
de buma progreffai arithmetica, [endo dadas tress
achar a quaria, r ;
Porque 1° conhecendoa, ., en , a equagad
da o'valor de s, 2° Conhecendo a , u, ¢ 5, teremo$
Vil i n
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b1 .
!=;—_T_—"' 3° ¢ 4° Conhecendo 2, s, en, ou

25 25
H,5,en,teremos i = — —a, o0l g =——U,
n n

233 Os oito problemas gerais que acabimos de
refolver por meio das duas equagdes , em que fe
traduzirab duas propriedades das progrefsées , mof-
trab como a Algebra enfina a deduzir de hum prin-
cipio todas as verdades que delle dependem. Nad
obftante a pouca utilidade de algumas , continuare-
mos a tractar dellas, pois que pela fua fimplicida-
de {ad muito proprias para fervirem de exemplo do
ulo das equagbes.

Até aqui havemos confiderado (6mente huma
equacad de huma vez. Porém fe duas, ou mais
equaches contiverem algumas quantidades com-
muas , poderemos com fumma facilidade derivar
maior numero de propriedades. Por exemplo, as
duas equagbes fundamentais das progrefsbes ari-

thmeticas u = 4 +(n—1)d, ﬂ:x{ﬂ-'r"]%

tem tres quantidades commnas ¢ , # , e 7. Tome-
mos fucceflivamente em cada huma o valor de qual-
quer das tres quantidades, e igualando os dous valo-
Tes, teremos novas equaghes , as quais exprimirad
a’relacad, que tem entre fi as outras quatro quan—
tidades independentemente da eliminada. Afim,
confiderando 4 como incognita , teremos .. . .

2nu —n (n—1) d
2

. » a qual refolve quatro pro-

blemas. Se eliminarmos ou # , ou m, teremos ou
N 2 ]
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das quais nos ferviremos para refolver oito proble-
mas, conforme forem conhecidas tais, ou tais
quantidades.

Concluamos pois, que as duas equacbes funda-
mentais contem a refolugad de vinte problemas,
que fe podem propdr fobre as progrefsoes arithme-
ticas, ou enfinad a achar qualquer das cinco quan-
tidades @ , uy n yd , s, huma vez que fejab dadas
tres. Para fazermos algumas applicagbes ,

214 Supponhamos que fe pergunta , quantas ba-
las inclue a bafe de hum monte triangular , a qual
tem n balas por lado.

He claro que cada fileira parallela a qualquer
dos lados tem huma bala de menos que 2 preceden-
te , e que o numero das fileiras he igual a n. Re-
duz-fe pois o problema a achar a foma dos termus
de huma progreflad arithmetica , cujo primeiro ter
mo == 1 , 0 ultimo =7, ¢ o numero dos termos

= n. Logo a foma feri@; formula des

aumeros triangulares, que fempre dara hum numero
inteiro , quer » feja par , quer impar, Se o lado AB
(Fig. 2) conftar de 6 balas, a bafe ABC tera 2r1.
275 O mefmo principio péde fervir para achar
a fuperficie de qualquer trapezio , ou de hum tri=
anzalo. Com effeito, imaginando a altura divi-
_dida em huma infinidade de partes iguais por linhas
seftas parallélas 4 bafe, tec-fe-ha o trapezio total
ABDC ( Fig. 3) dividido em infinitos trapezios
beibh , edki infinitamente pequemos. E como uivldvl
" elies
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elles tem a mefma altura, tirando ¢e ¢ &f (Pa:rallehs a
bk, a differenga entre qualquer delles e o feu vezinho
fera huma melma quantidade cefg.Logo para achar-
mos a fua totalidade , (232) multiplicaremos a foma
dos extremos pela ametade do numero dos termos,
Porém fendo os trapezios infinitamente pequenos,
péde cada hum fuppor-fe ignal 4 fua bafe multiplica-
da pela fua altura, Logo fera a fuperficie do trapezio

=(CD.54 AB.5) 2 = (212D,
(C_D_Eﬂg) IH =4 femifoma dos lados paral-

lelos multiplicada pela altura. Donde fe fegue , que
fe AB for nada, ou fe o trapezio fe converter em
triangulo , multiplicaremos a bafe pela ametade da
altura ; o que tudo concorda com o que fe demonf-
tra na Geometria.

-

Da foma das potencias dos termos de qualquer
Progreflac Aritbmetica.

216 A. Soma de muitas quantidades que cref-
cem , ou diminuem por huma lei, determina-fo pelo
conhecimento de algumas dellas , do feu numero , e
da lei do augmento, ou diminuigad que obfervad,

Sejaba, b, ¢, d, &c. muitos numeros em
progreffad arithmetica, cuja differenca feja r. Te-
remos 1° bemabr, c=bedr, d=ctr,
£ = J+ Fa -

a0
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2° Quadrando , teremos

b —at +2ar 4+ r?
=584k
d* =2 4 ur 4 r?
2 —=di42dr 412

3° Elevando 20 cubo , teremos
b= ' + 3a%r 4 gar? 4 1?
¢ = b 4 gbr 4 3br - 1!

@ = + 37 4 e+ 7
6 =di 4 3dr 4 3drr - 1}

Se fomarmos as equagbes dos quadrados , acha-
remos 2 =—a* 4 2r(a+b4c4d)4 42,
Logo em geral , fe o numero das quantidades

a, b, ¢, d, &c. fe reprefentar por#, a ultima
por « , ¢ a foma por ¢/, teremos u? —a? -+
2r (f'— u) 4 (n — 1) r*, donde vem a foma de
todos os termos de huma progreflad arithmetica

ut— g — (n—1)r?
e ( ) + u
r

Do mefmo modo a foma dos cubos dard
d=d Ll 424 )  3r°
(at+é+ctd)4 4r', e em geral , fendo &

a foma dos quadrados , «! =24’ 4 3”:‘;,__.:;]
+ 32 (s—u) 4 (n—1) P =a' 4 3,(,"___,=}
g “z‘_“"—"ﬂ{'-’l—-—l]ﬂ 4+ (n—1)r.

Lo-
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Logo ferd a foma dos quadiados , 00 . . . .,
2 =20 gt (o 1)
[

Semelhantemente acharemos a foma das po-
tencias mais elevadas.

237 Se a progreflag for a ferie dos numeros na-
turais 1, 2,3, & feriga=1, r=1, t=—a
4+ (n—1)r=n, e confeguintemente s" =

an' 42t 4 n & n.(m41)(an4 1)
6 6 ]

Supponhamos que fe pertende faber quantas ba.
las inclue hum monte dellas quadrado , fendo co-
nhecido o numero que tem hum lado da bafe. Como
todas as camadas parallelas i bafe fas quadrados que
vab diminuindo de huma bala por lado defde a bafe ,
efti claro que a toralidade fera a foma dos quadra-
dos da ferie natural dos numeros, continuados até o
numero # das balas do lado da bafe, e confeguin=

temente terd por expreffag - (n 4 t; (2n 4 1]'

Praticaremos pois conforme efta regra . « . Ao nu-
mere das balas de bum lgds da bafe , ¢ ao feu dobro
ajunte-fe a unidade ; multipligue.fe huma foma pela
outra., ¢ o produéls pelo mefms numera de balas do la-
do da bafe ; ¢ tome-fe a fexta parte defle ultime produ-
. Por exemplo, fe o monte quadrangular tiver
na bafe 6 balas por lado , a efie numero e a0 feu
dobro 12 ajuntaremos 1 , do que refultark 7,€13;
o produo gr multiplicado por 6 dara 546, cu-
Ja fexta parte g1 ferd o numero de balas do mon-
te propoflo. \

Se
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- Se o monte (Fig.4.) tiver por bafe hum paralle-
logrammo DFGI, imagine-fe dividide em hum
monte quadrando DEALH que ja fe fabe fomar, e
em hum prifma CBFEHG, cuja totalidade fe acha-
ra, ml:'ltipﬁt‘nndo o numero das balas do triangula
FBG (234) pelo nomero das balas de BC , ou de
AB — 1. Aflim , fe AB tiver m balas, o monte terd

n(n+4 1]6{2n+ 1) e (n 4 Ii (m—1)

" I.(m [.!l'l H'-"J'
=y, 2t (2t2ete— 1)

238 Suppondo que 0 numero dos termos he in-

n(n1) (an41)
[

fe reduz

finito , a formula s7 =

TP L:; ; porque fuppdr » inhnito ,

he fuppbr que » nad péde fer angmentado por
quantidade alguma finita ; hypothelfe que fe ex-
prime no noflo calculo, defprezando 1 em compa-
ragab de ne de an, Iito poll‘o, imaginc-fe huma Py-
ramide compofta de fecgGes parallelas 4 bafe, e a al-
tura ST ( Fig. 5 ) dividida em huma infinidade de
partes ignais. Como confta da Geometria, que todas
as fecches fadh proporcionais aos quadrados das{uas
diftancias refpe&ivas St ao vertice S , eftas formarad
a progreflad natural , ¢ as fecGes a dos feus qua-

drados. Logo, pela formula s = 42 -% » para
achar a foma das feccdes , ifto he, a folidez da py-

ramide , deve multiplicar-fe o ultime quadrado,

ifto
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ifto he , a bafe, pela terga parte da altura, como
{fe demonftra na Geometria,

239 Em geral: Por quanto temos , , . .

lq=i'+nf_lr+l.-":;-fﬁzrl+u.::l.‘—-__a‘""gr’ + &e,
3

F=r. ¥ .ﬂr.—:r‘l'ﬂ.f:z!f-q"i + ‘.H—-‘-I - e :.'-.31'1 + &e.

2 3
t'=£“+-5."'rfu.h—:—t M +u.'._:-' :E__E P33 s ae,

=" +-"'"’,+._'_'_:i-,""",‘ +n.:-;——t-. o 4

fe ajuntarmos eftas quantidades, e reprefentarmos
por st™=! , g™—32, ym—i  &c., a foma das potencias
m—1, m—2, m—3, &c.de todos os termos, e
por u o ultimo, acharemos u™ — o™ 4+ . .

mr (:!.I'-_' fe— u'.—'l} + o, :m:l r2 (”n-—z_-uwu-z)

~+ &c. da qual fe deduzem formulas da foma de
todas as potencias de huma progreflas , pondo fuc-
ceflivamente m—1 , m—12, m=3, &c.ead.
vertindo que em lugar de 522 — u© péde tomar-fe
n—I.

240 Agora he facil de achar a foma de muitas
outras efpecies de progefsées. Por exemplo , os
termos da progreffas ~—3.:7.11.15. 19 &c. fo-
mados fucceflivamente formab a ferie 3, 10,
21, 36, 55, &e. aqual fe pde fomar. Ajun-
tando do mefmo modo os termos defta, teremos
huma fegunda ferie 3,13, 34, 70, 125, &c. que
tambem he fomavel , como ignalmente a que fe
forma pela addigad dos termos da ultima, e affim
por diante até o infinito,

Com

33 4 &,
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Com effeito, fendo (233 ) a foma dos ter-

mos de huma progreflad arithmetica s—an 4

-z: n? — 5- n , e exprimindo s hum termo qual-
quer da primeira ferie , reduz-fe a q{ueﬁaﬁ a fo-

mar a ferie das quantidades que refultariad da
cxpreflab an +;r n"‘-—-£ n, fe fubftituifemos

fucceflivamente por n todos os termos da pro-
greflad natural 1, 2, 3, &c. Ecomoaer, fejan
qual for, fa6 fempre as mefmas, para achar a
foma das quantidades reprefentadas por an, bafta
multiplicar @ pela foma das quantidades reprefenta-
das por n, ifto he, pela foma da progreflad dos nu-
meros natarais; logo an ferd a foma das quantidades

" 1
a. [-JL]" Do mefmo modo a foma das quan-

2
tidades —: = £ ; ﬁ};'_!lf , ea das quantidades
ro. . remntdn :

-—:l-l'l' — E '_——'"'"6 ). Logoafomadﬁ

quantidades an - —: n?— én,iﬂohc.nfomadw

termos da primeira ferie ferd a . (» -};I ) n ¥

.. (1_"_‘_'1'_“*_{'_’:‘;’1 rit)n_

2 6 ) ¥ 2 2 prm— - »
md)n  (n—t)m(nd1)

3 .4 it 3 . Somando

tambem as differentes partes defte refultado, para
o
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o que nad fe requer mais do que fomar as poten=
cias da [erie natural dos numeros , acharemos a fo-
ma dos termos da fegunda ferie ; e affim até o in-
finito,

Quando a—1, ¢ r=1, ifto he, quando a
progreilad primitiva he a ferie dos numeros natu-
rais , as feries cujos termos fe formab pela addi-
¢ad dos termos da precedente , chamad-fe numerass
fizurades : eltes [ad friangulares ou da terceira
ordem , pyramidais ou da quarta ordem, confor-
me pertencem iprimcira ,0u a fl:gunda ferie &c.

Se fora—1, e fizermosrigualar, 2, 3, &c.
refultarab muitas progrefsies arithmeticas ; as fe-
ries que fe formad pela addicad dos termos con-
fecutivos de cada huma deffas progrefsdes, cha-
madb-fe numeres polygomes , os quais ferad trian-
gulares , quadrades , pentagonos , hexagomos , &c.
conforme a differen¢a da progreffaé for 1, 2,
T dy &Kco

Pela ultima formula péde achar-fe o numero
de balas de hum monte triangular ; porque fuppon-

n I " 2
doa—1, er—1, teremosn. — ‘s

¥

donde fe deduz huma regra muito fimples, Se for
dladn 0 numero total m das balas , ferd » a raiz cu-
bica_do maior cubo que fe contiver em 6m.
Do mefmo modo acharemos a foma das feries
gue fe formad ajuntando a ferie dos quadrados , a
0s cubos &c, , e em geral daquellas feries , cujos
lermos fe exprimem por quaisquer potencias per-
feitas de hum mefmo numero n , multiplicadas por
quaisquer numeros.

Das
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Das propriedades , e wfo das Progrefsies

Geometricas.

241 SEiaﬁ a,b,e,d,, &c. os termos con-
fecutivos de huma progreffad geometrica crelcente ,
cuja razab = ¢g. Como pela propriedade deftas pro-
grefsées (Arith. 211) he b—=ag,c =bg, d=1¢y,
ce=dy, teremos b+ c+d 4+ e=(at+ b4
¢+ d? ¢+ ou em geral , fendo s a foma de todos os
termos , e w o ultimo , s—a == (s—u) ¢, a qual'da

gu—a

« Se a progreffad for defcendente, @

=

—I
reprefentard o ultimo termo, e # o primeiro.

Logo: A foma de todes eos termos de huma pro-
greflas geometrica acha-fe , multiplicando o maior
termo pela razai , tirands ds produéle o menor , ¢ di-
vidinde o refle pela razai dimimuida de huma unidade.
Entendemos em geral pela palavra razas o numero
de vezes que cada termo da progreffab contem o
immediatamente menor , de maneira que o nollo
enunciado convem tanto s progrefsbes crefcentes,
como és decrefcentes.

Se a progreffad for decrefcente até o infinito,
o ultimo termo ferd infinitamente pequeno , ¢ a

I H
formula fe tornarh em s = ~1—, Logo nefte ca-

—1
fo o produ@o da razad multiplicada pelo maior
termo , fendo dividido pela razad diminuida da
unidade , dard a foma dos termos da progrel-
fab. Aflim a foma dos termos defta progreffad

- I - I ‘ l " -
* —— &c. continuada até ©

L L e ine
in=
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:' = 1. Em geral, toda a progref-

2 ias 1
infinito he - cad

fab geometrica decrefcente até o infinito da férma
n
&c. fendo »

n n 2
a4t " (nda)? " (ad1)
hum numero qualquer , tem por valor a unidade,
Nab parecerd  extranha efta conclufad a
quem advertir, que tomando , por exemplo , os

2 dalinha AB (Fig. 6) que fupponho fer de 1 pé,
3
depois Cd, ou Z do refto CB , depois :’:;4 do

refto dB, e affim por diante até o infinito , como

] * s 2 - 2 - l -
exprime a progreffad == — ? * 3 &ec. , ilto
g a2 ored it o2 ik . yineh G

A 3 9
abforbe mais que a linha AB,

242 Seja o primeiro termo de huma progref-
fab geometrica = a , qualquer termo della = « ,
arazab =g, o numero dos termos = n , [lera
(Arith. 113‘5 u = ag"— ", Efta equagab refolve elte
problema geral : Das quatro coufas, primeiro ter-
mo , ultimo , razab e numero dos termos de qual-
quer progrellad geometrica , fendo dadas tres,
achar a quarta. Porque da formula u =ag"—', a
qual di immediatamente o valor de v, fe deduz

f—1

u
e Spate ey f N E—. Note-fe que efta ul-

tima concorda com a regra que demos na Arith-
metica, para meter muitos meios proporcionais
entrc'duas quantidades a ¢ u. Quanto a» , a Algebra
nad da meios dire@os para o achar; mas facilmente e
relolverd a equacad por meio dos logarithmos ,
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advertindo que fe / reprefentar as palavras lsgaris
thmo de, ferd (Arith. 227 ) lab=1la 4} Ib, ¢
( Arith. 229 ) /4" = nla. Logo na equagad w =
ag"* teremos lu ==la -} (n—1 ) lg , donde vem
lu — la

Para fazermos algumas applicages , fupponha-
mos que fe derab 6cooo libras a juro de 5 por 100,
com a condicad de fe reputarem os interefles todos
os annes como hum capital que igualmente ven-
¢e juro : pergnnta-fe quantos annos fad neceffarios
para que o capital chegue a 1000000 libras.

i I &
Como o interelfe he — do capital do anno
20

precedente, reprefentando pora, b, ¢, d, ¢
os fundos fucceffivos de cada anno , teremos

21
~— d. Logo os fundos annuos formaé huma pro-
20
reffab geometrica, cujo primeiro termo a ==
0000, o ultimo u == 1000000, a fazad ¢ ==

21 ¥
S procura-fe o tempo, ifto he, n—1. Nefte cafo

l1e00000 — I Ho000O ~ 4 =I_-22l348?

g l21—120 o,0211893

< 1 pelas Taboas , ou n—1 = §7,7 proximamen-
te. Logo o capital 6oooo lib. chegari a fer de
1000000 lib. no fim de §7 annos 8 mezes §, com

pouca differenga.
-1

A equagad ¢ = :— fe refolve facilmente
por




DE ALGESBRA 207

por logarithmos ; porque (Arith. 230, €231) te-
remos lg = :‘—I . Applicando ao cafo prece-

221848
dente , acharemos /g = i - =0,0211757

¥
logarithmo a que nas taboas correlponde o numero
1,0500 muito proximamente; donde concluiremos ,

: 1 .
que o interefle he 2o Proximamente.

Supponhamos por fegundo exemplo, que a
populacad n de huma provincia tem de augmento
fucceffivo todos os annos huma fua parte defigna-

I s
da por —; pergunta-fe, em quantos annos vird

a populacad a conftar de m pefloas.

Sendo x o numero de annos que fe procura, e
difcorrendo como no exemplo antecedente , vé-fe
claramente que a feric da populagad annva férma
huma progreffad geometrica, cujo primeiro termo

T

he n, o ultimo m, a razad , € O DUmero

’ ¥
dos termos x -t 1; logo teremos (Lj'_’l) = m,

Im—In

(x—~+p)—ip’
Se for p=100 € m =10n, acharemos t ==
lto __ 10000000
{101 — /100 43214
que a populacad crelca em cada anno (Gmente
huma fua centefima parte, paffados 231 annos cltard
dez vezes maior ; palfados 462 annos , fe fard cem
ve-

. € por confeguinte x =

== 231. Logo ainda
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vezes mdior ; ¢ mil vezes , paflados 693 annos

Com igual facilidade fe achari o augmento
annuo da populagad. Se em cada feculo, por ex-
emplo, o numeron de habitantes fe fizer o duplo ,

1 I :
teremos (J;—E) ™ = 2, e confeguintemente
14y
Mt o
?

ELremMmegvwTos

1
= IEI: = 0,0030103 ; logo p=144

poximamente : bafta pois que a populagab crel¢a
l:-l- parte.

No cafo de w = 6, como acontecen na propi-
Eﬂl,‘aﬁ da Terra depois do Diluvio, para que no
m de 200 anpos houvelle hum milhaé de pefloas,

em cada anno 4 [ua

: ol oy
devia fer/ I+’==m. wo:ooo == 0,0261097,

donde fe tira e - 1061963
‘ 1600000
ximamente. Se a progreflab crefceflle defte modo
por efpago de 400 annos , o numero de almas che-

garia 4 1000000 . ID-D:DOD == 166666666666,

; € p==16 pro=

=

243 A equagad s - dard tambem qﬁa-

-
tro formulas, as quais refolverad efte problema ge-
ral : Das quatro coufas,, foma , razab , primeiro ¢
ultimo termo de huma progreffad geometrica , fen=
do dadas tres , achar a quarta.

Finalmente , fe combinarmos entre {i as duas
equagles s = l:—-_f , ¢ u==ag®—*, refolveremos

cite
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thtoutro problema mais geral : Das cinco coufas,
primeito € vltimo termo, razad , foma e numero
dos termos de huma progreflaé geometrica, fendo
dadas tres, achar as outras duas.

Da fima das Series Recurrentes.

%

244 Dﬁ.mos 0 nomeé de récurrentes dquellas
feries, em que hum termo qualquer fe forma de cer-
to numero de termos precedentes, multiplicados ,
ou divididos por numeros determinados , pofiti-
vos, ou negativos. Por exemplo , a ferie 2, 3,
'9, 101, 543, &c. he recurrente, porque para
fe formar hum termo, recorre-fe a0s dous prece=-
dentes , multiplicando o primeiro por 2 , o fegun-
do por 5, ¢ fomando os produdos j aflim 543 ==
19.24 10L.§, €101 =3,2 4+ 19.5.

Somad-fe eftas feries pelo methodo de que aci-
ma fizemos ufo , como vamos a moltrar, applican-
do-o iquellas feries, cuja lei depende de duas quana
tidades fomente , 4 maneira do exemplo propofto,

. Sejada, 3, ¢, d, ¢, f, &c. os termos confecu=
tivos de huma ferie defta elpecie, m e pos nu-
meros determinados de gue depende a fua forma-
vab. Logo teremos r — ma +pb,d=mb+pec,
e=mc 4 pd, fe=md + pe, & confeguinte-
mente r+a?—]—e+f=_—_m[.a+ b+4c4-4d) 4
FAUE T2 S d<4¢), ou defignando s a foma de
todos os termos, S—a—be=m(s—e¢ —f1 4
P("'_a_f]; a ":I.I di > . - - - . -
o i pnlﬁfm—-r—ﬁ

mp—1

s dependente
O dos
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dos dous primeiros termos, dos dous ultimos, &
das quantidades m ¢ p. Se for m==o0, toremos

; AN 3 i
§ = EL—; - a, como deve fer, porque entad =z

ferie torna-fe em progreflad geometrica,

Péde introduzir-fe o numero dos termos , pro=
curando a expreflzé geral de hum termo qualquer
em quantidades a4, 4, m, p, € no numero dos ter-
maos u.

" Da Confivucgas Geometrica das Quantidades
Algebricas.

245 AS linhas , as fuperficies , e os folidos 4
como {ab quantidades , admitem as imefmas opera-
cbes , que fe fazem fobre os numeros , € fobre as

vantidades algebricas. Os refultados porém de
:qlaus modos fe podem avaliar , ou em nuUMEros ¢
ou em linhas. O primeiro modo , que tem lugar ,
quando as quantidades dadas fc exprimem em nu-
1ErOs , Frefcmcmcnte naé tem difficuldade : fub-
ftituem-fe em lugar das letras as quantidades nu-
mericas que ellas reprefentad, e fazem-le as ope-
ragoes indicadas pela difpoficad dos finais, e das
melmas letras,

O fegundo modo , o qual fe chama eonflrucgal
das quantidades algebricas , ou do problema que as
produzio , depende de fe entender a {ignificacad de
certas exprefsoes fundamentais , a que fe referem .
todas as outras. Trataremos das primeiras, € enfi-
paremos ao melmo tempo o medo de reportar=

Thes quaisquer outras exprefsess ‘
246
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246 Para conﬂruir%{ » he neceflario achar

huma quarta proporcional 4s tres linhas - conheci-
das @, 4, ¢. Ito fe faz,, formando (Fig. %) hum
angulo qualquer com duas linhas indefinidas AX ,
AZ, etomando fobre AX a parte AB igual 4 li-
vha reprefentada pore¢, a parte AD igual a huma
das duasa e b, a4 por exemplo, e fobre AZ a
parte AC igual a 4 ; entad fe tirarmos BC , e con-
duzirmos por D a parallela DE , efta (2. 6. Eucl,)

determinara AE :i. O mefmo fe fari para
[
conftruir 22 | com a differenca de tomar a em
L
lugar de &;
e ab b’ = Iconﬂruire-
di. T d ¥ 2

T ]
imos primeiramente f;.?" que chamaremos m , e de-

Se tivermos

pois —":i Praticar-fe-hd  do mefmo modo para

. ath gt
conftruir TR &c.

< o ab4bd (at-d)5
Se a expreflaé for S F P ¢ 5 G
confideraremaos a 4+ 4 como huma linha m,
€ 4-d como outra » ¢ allim a expreffas fe re-

m
duz a — |
n

Do mefmo modo conftruiremos

L8 (a45) (2

€
Conlifte

¢
Pois o artificio em refolver a quanti=
Oa dade
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¢ .
L. Ainds
que ifto pareca difficultofo em algumas exprefsoes
que tem numeradores , ou denominadores com-=
plexos , com tudo facilmente fe confeguira por
meio das transformacdes.

dade em porcdes da forma —r:_fu s OU -

. at b "
Por exemplo , para conftruir Py fuppo-
semos b} — a®m , € ¢* = an; entada expreflad e

transformari em %——t—lf, que he facil de con-
ftruir, havendo determinadom e » pelas  duas hy-
pothefes. X

Quando as exprelsbes nad {a6 bomsgeneas , ifto
he , quando os termos do numerador , ou do de<

nominador nad tem o mefmo numero de factores ,
o

b
como na expre{fad %:‘1'3' parece que fad inu-

(et as transformacdes. Porém como tais refulta-
dos [6mente apparecem , quando o calculador por

fimplificar fuppbe alguma quantidade igual & uni
dade ; fe efta fe reflituir em cada termo com ¢X+
poente fufficiente para com pletar o numero das
dimenfGes, a exprefiad fe fara homogenea, ¢ nab ha-
vera embaraco na fua conftruegad. Affim, para cor=

i 2
ftruir £ —1— 5;‘; Ao fuppondo que d he a linha

que fe tomou por unidade , elcreveremos « ¢
P e bd? 2d , ‘
f——-_%’_i_—;t—-—c—-, e farcmnsl W —dm, 2 =d,
e a = d, o que mudard a exprellad dada em
(phdda)d
a+m
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De tudo ifto fe fegue , que a conftruccad das
quantidades racionais , quando o numero das di-
men{oes do numerador nad exceder as do deno-
minador em mais de huma unidade , fe reduz a
achar huma quarta proporcional a tres linhas dadas,
Paffemos agora as quantidades, em que a differenca
das dimen{bes he de dvas, e tres unidades : nun-
ca o excelfo pode fer maior,, excepto quando fe
houver tomado alguma linha para unidade , ou
quando alguns fatores reprefentarem numeros.

247 Quando a differenca das dimenfGes he de
duas unidades , a quantidade exprime huma fuper-
ficie, ¢ a fua conftruccad fe pode reduzir i de
hum parallelogrammo , ou & de hum quadrado.

al 4 a%b

Por exemplo ata conftruir ————
plo » g ate —

a? ] A
a. :-Il:—:— » acharemos a linha m — %-i-—? ,
€ a exprefflad fe tornark em a,m , que he a fuper-
ficie de hum parallelogrammo que tem a por bafe,

€ m por altura: logo reciprocamente , efta fuperfi-

4 al A
cie reprefentard a.m, ou gl Da mecfma

a’-{—&f_’-[-i‘ tz+, .

: » fazendo e —am, e d* =

an, fe muda em ﬂ-—-————————{a: 1 A 2 mf).
a-t¢

forte

248  Se a differenca entre as dimenfées do nu- .
merador e do denominador for de tres nnidades , a
quantidade  exprimird hum folido e fe conf-
buird como hum paralleiepipedo, Por exemplo

al
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¥
:-f—+ e péde confiderar-fe como f-m,—"_fﬂ
a a-+4c¢

== abm , fendo m alinha que der a conftrucgad de
a® 4 ab
a-t¢
graramo, fe concebermos hum parallelepipedo, que
tenha ab por bafe e m por altura, a fua folidez
a'h -+ a%$?
reprefentari 2
249 Quanto as quantidades radicais do fegun«

do grio , podem conftruir-fe , ou por huma meia
proporcional entre duas linhas dadas , ou pela hy-
potenufa , on por algum dos outros lados de hum
triangulo re&tangulo.

Por exemplo , para conftruir 4/ab, tira-fe
( Fig. 8 ) alinba indefinida AB, na qual fe toma
AC igual 4 linhaa, CBigual a b, e fobre a to-
talidade AB como diametro forma-fe hum femi-
circulo, que cortando em D a perpendicular le-
vantada em C, dard CD (31. 3, e Cor. 8. 6. Eucl.)
por valor de y/ab. 3

Donde vem, que para transformar hum paralle-
logrammo em quadrado, tomaremos huma meia
proporcional entre a bafe e a altura ; para os tri-
angulos , tomaremos huma meia proporcienal en-
tre a bafe e ametade da altura ; para os-circulos,
tomaremos huma meia proporcional entre o raio
e a femicircomferencia ; e para qualquer figura re-
&tilinea , reduzilla-hemos a retangulo ( 45. 1.
Eucl.), ao qual applicaremos o que acabimos de
dizer dos parallelogrammos,

Para conllruir ¢/ 3ab 4 3° )= Vi (qa 4 4),
acharemos huma meia proporcional entre 3a-j- &

« E como ab reprefenta hum parallelo-

c
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e b. Do mefmo modo, fe tivermos /( 8? — 52 ) =
v’(a-{—i) (a—b) , bufcaremos a meia proporcio-
nal entre a -} & ¢ a— b. Se a expreflad for
v(a* 4 be), fazendo b¢ =— am , teremos
V(a=+ m)a, que fe conltruiri como temos dito.

Podemos conftruir do mefmo modo a qlﬁlnti-
dade 4/(a? =}~ 42 ) ; porém he mais fimples defcre-
ver hum triangulo re@angulo (Fig.g.), cujos la-
dos AB, AC fejad @ e b ; ferd (47. 1. Evcl.)a hy-
pothenufa BC = ¢/(a*-}-42). A melma con-
ftrucgad pode ter 4/(a® - b¢), fazendo be=m*.

A expreffad /(a? — £2 | pdde conftruir-fe tam-
bem de outra forte ; porque defcrevendo (Fig.11.)
fobre AB — a como diametro hum femicirculo ,
e tirando de A acorda AC — 4, ferd (31.3.,¢
47. 1. Eucl.) BC = /(a* — 42 ).

Se a quantidade tiver mais de dous termos de-
baixo do radical , reduziremos a fua conftruccad a
algum dos methodos precedentes por meio das
transformacées. Tendo, por exemplo, /(a?-
be 1 ¢f ), faremos bc — am , f=an, e con-

firuiremos a transformada 4/(a =~ m - n)a ; ou
de outra forte , faremos bc —m=, ¢f —n?, e con=-
ftruiremos /(a4 m* 4+ n* ), o que fe confe-
gue, pondo /(o -m? ) = b,e /(1 + n? ) =i.

O modo porém mais fimples de conflruir os
ng;cals » que contém huma ferie de quadrados po-
itivos , como por exemplo 4/(a® 4 4% 4 ¢* 4=
@ - &c. ), confifte em confiderar fucceffivamen-
te cada hypothenufa como hum lado. Affim, to-

ma-
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ma-fe (Fig.10.) AB=—na, e levantando a perpen<
dicular AC =4, ferd BC? == a? |- 4% ; levantan-
do a perpendicular CD = ¢, teremos BD?* — a*

= 42 4 ¢? ; na extremidade de BD levantando a
perpendicular DE =4 , teremos BE? = a* 4+
b2 4¢3 - d* ; ¢ continuando affim por diante, a
ultima hypothénufa ferd o valor de /(a? 4 424

A4 a4 &e.)

Se em femelhantes exprefsdes entrarem qua=
drados negativos , formar-fe-ha hum quadrado =
igual 4 foma dos quadrados polfitivos , outro » igual
4 foma dos negaiivos , e aflim teremos para con=
ftruir 4/(m? — n? ).

Finalmente , havendo fracgfes debaixo do ra~
dical , multiplicaremos ambos os termos dellas pe«

lo denominador. Aflim 4 - o muda-fe em
d-e

ay/(b4¢) (d + )
d+e

Por eftes melmos principios podemos muitas
vezes fimplificar as conftrucgdes nos calos partis
culares , artendendo ao que for proprio de cada
Fmblama. Efta materia na6 admite regras gerais ;
omente advertiremos , gue fem embargo de que
a conftricead das quantidades radicais do fegundo
graio fe reduz a achar quartas proporcionais ,
meias proporcionais , e a conltruir triangulos re-
€langulos ; com tudo algumas vezes fe confeguem
conflrucgBes mais ou menos fimples e elegantes ,
conforme o methodo de que ufarmos para achar as
Kicias preporcionais; per tanto enﬁnaremosdmnll

oug

s+ que he facil de conftruir,

L]
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dous modos de tomar huma meia proporcional ene
tre duas linhas dadas.

Confifte o primeiro em delcrever fobre a maior
AB (Fig. 11.) hum femicirculo , e tomando huma

arte AD igual & menor , levanta-fe a perpendicu-
Eu- DC, e tira-fe AC , que ferd (21.3, ¢ Cor. 8.
6. Eucl.) meia proporcional entre AB e AD.

O fegundo confifte em tirar (Fig.12.) huma li-
nha AB igual & maior , e tomando nella huma
parte AC igual a4 menor , defcreve-le fobre o reito
BC hum femicirculo , cuja tangente AD ( 36. 3, ¢
17.6. Eucl.) he meia propor¢ional entre AB e RC.

Concluamos puis » Que as quant idades racionais
fe conltroem fempre por linhas reétas , e as radi-
cais do fegundo griao pelo circulo e pela linha re-
fta juntamente.

Quanto aos radicais de grios fuperiores , a fua
conftrucgad depende da combinagad de differentes
linhas curvas , das quais havemos de tratar , occu-
pando-nos primeiramente com alguns problemas ,
cuja refolucad depende de quantidades ou racio-
mais , ou radicais do fegundo grio.

Problemas de Geomelria , e reflextes tanto fobre
o modo de o5 pir em equacat , como fobre as
differentes folugies que da as equaghes.

250 .P Ara pbr os problemas de Geometria em
equacad , ferve o melmo principio que havemos
dado (67) . Porém a Analyfe pefta parte , ou os
raciocinios que fe fazem para verificar a incogni-
ta, ededuzir afiim aequacad, depepdem de fe-
Fem conhecidas algumas propricdades da quantida-

de
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de defconhecida. Nas queftdes numericas ordina-
riamente bafta traduzir em linguagem algebrica o
enunciado do problema ; mas pa applicagad da
Algebra @ Geometria he neceflario fazer ufo de
outros meios , que iremos enfinando pouco a pou-
co. Por ora bafta dizer , que para verificar huma
quantidade , nem fempre he neceffario examinar
fe ella fatisfaz immediatamente 4s condicGes do
problema ; faz-fe muitas vezes efta venficacad
commodamente , averiguando f[e a quantidade tem
certas propriedades , que a6 ellencialmente conne-
xas com as ditas condigbes. Paffemos aos exem-
plos , que fe percebem melhor do que os preceitos
gerais.

25t Probl. 1. Inferever hum quadrade ADCD
(Fig.13.) no trianguls dads EHI.

Por trianguls dads entendemos hum triangulo,
em que tudo he conhecido , lados, angulos , altu-
ra , &c. .

Examinando o problema, vé-fe que nab fe
trata de mais , que de achar na altura EF hum

onto G, pelo qual conduzindo AB parallela a
I, feja AB=— GF. ’

Supponbamos a altura conhecida EF —=a, a
bafe }'F =—b,e GF=ux; feris EG —a—nx.
Sendo pois AB parallela a HI , teremos (2.6.Eucl.)
EF: EG :: Fi: GB :: HI: AB ; ifto he,

PR IS, £ ] §:AB=‘§:£W ; e como AB de-

b —
ve fer igual a GF, teremos f—«—;{-ix—
ab

qual fe tira ¥ = S

— x, da
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Para conltruir efta quantidade (246) , conduza-
fe de F para O homa linha FO —= a4 4 =EF
~ HI , e tire-fe EO ; tomando depois FM — HI
=4, tire-fe parallelamente a EO alinha MG,
a qual encontrando EF no ponte G, determinara
GF, ou x; pois que os triangulos femelhantes

EFO , GFM da6 FO (a4 4): FM () :°

L ab
FL(“J-FG_— ﬂ-l-—&.

252 Probl. I1. Sendo dade o compriments da li-
nba BC (Fig. 14.) ¢om os angulos B ¢ C , que for-
maa cam ella as duas BA ¢ CA , determinar a altura
AD , em que ¢ffas uitimas linbas fe hai de encantrar,

Por angula dads entende-fe dado o valor do fen
feno , tangente , &c. que fab as linhas , por meio
das quais entrad os angulos no calculo algebrico.

Seja BC = a, AD —y, No triangulo re@tan-
gulo ADC (Trig. 164.) temos CD : DA (y) ::
1:m, fendo m atangente doangulo ACD, ¢

fuppondo o raio igual & unidade ; logo CD — -ﬁ--

Pela mefma razas BD — -j’— » fendo a tangente
de ABD —n. Mas he BD +DC—=BC=a; lo-

amn

i ¥
go = -]——"- —a, dondememy_ern
Efta expreffad pode fimplificar-fe , introduzin-
do em lugar das tangentes de C e B as fuas cotan-
gentes , que chamaremos p e ¢, Porque fendo

(Trig 26, ALy m o= 2 ¢ 42 Y o imid
q
- 3
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a
— ————, guc he muito facil de conftruir,
=t

253 Se havendo pois revolvido hum problema.
com certas quantidades dadas , nab chegarmos a
hum refultado tab fimples como fe defejar , he
efcufado comegar o calculo de novo com outras
quantidades , a fim de tentar a fimplificagad : bal-
ta, como no exemplo precedente , exprimir em
equagbes as relagdes , que tem as quantidades em

ue elta refolvido o problema, com aquellas que
3: novo fe introduzem , e fazer fubftituicies.

254 Probl, 111, Sends dados os tres lados de
bum trianguls ABC (Fig. 1 {)} , achar a pependicular
BD, ¢ thegmm‘al AD , DC. :

Se conheceflemos eflas linhas , e as quizefle-
mos verificar , no triangulo re&angulo BDC foma-
riamos os quadrados de BD , DC, e veriamos fe
a foma era igual ao quadrado de BC (47.1.Eucl.).
O mefmo fe praticaria no triangulo ABD,

Seja pois BD =y ,CD =« ; BC =4, AB
=&, AC=c¢; fera AD ==¢ — », Logo terc~
mos x* 4 y? —a? , e ¢? — 2ex 422 52 = 47,
as quais dad 2¢x — ¢* —a* — }? , e por confeguin-
=ty (adebd)(a—b)
e B w1 4 +

Bx =

2c Y

-:!— ¢ , que he muito facil de conftruir (246)

Das muitas conclusges , que {e podem tirar
deftas equagbes , exporemos algumas para exerci-
tar os principiantes a ler em huma equagad oque
ella contém.

255
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ass 19 A equagad 2cx — ¢ =a® — %, ou

¢ {2x — &) = (a+5) (a—&) da ( Arith. 180.)

¢t atbila—b; x—(e—x), ifto he,

AC: BC4AB:: BC — AB; CD — AD,
como achamos (Trig, 181).

256 2° Sedo ponto C ¢om o raio BC delcre-
vermos o arco BO , e tirarmos a corda BO, te-

remos BO* = BD® - DO? , ou,, por fer DO =
a—x, BO*=y" L 4* — 2ax 4 x* ; mas he¢
5+ #* = a* ; logo ferd BO® — 24 (¢ — x) =24

b2 e gt 2 :
(4 T2 =t (e )=
LGti—aG—cta="-(atbtc—
24) (n+5+c—-—gc};:- ;ﬁ.(:-—-a) (s —<¢)s

teprelentando por 25 3 foma dos tres lados. Tire-
{e de C para OB a perpendicular CI ; no triangir-
lo CIO teremos (Trig. 162.) CO (a) : Ol (4 BO)

R fmnOCI, ¢ por confeguinte BO® =
4a*
e (fen OCIL )* . Igualando os dous valores de
BO?, acharemos ac ( fen OCI ) — R* (s —a)
(s—¢c), ou ac : (se—a) (e=e) 2 RS
(/en OCI)*, eomo fe achou ( Trig. 183) .

257 3° Por quanto he y* = (a 4 x) (a — »)

=(u+a!_i9‘+‘:) (¢+ 5:_,,11:_{1_.

2c

- —
= —
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ateHd) (ae—b)N (o) (b o)y
= (EE ety (Gt

fera 4¢%y* == 25 (2¢ — 25) (25— 24a) (25— 2¢), a
qual di a fuperficie do triangulo ABC — .

‘ 2
= Vs (s —a)(s—b) (s —¢) ... Trig.189. Ca-
fo I11.)

258 4° Da equagad 2ex — ¢ — 42 — J2 fe
tira §? — a? 4- ¢* — 2¢x ; porém fe a perpendi-
cular cahir féra , teremos (Fig. 16.) , confervana=
do as mefmas denominacdes , y42=a,e¢
Y4 d e 4=, das quais fe deduz
Pea*—=c42cx, oue: btaib—a:
¢~+2x, iftohe, AC:AB-| BC:: AB— BC:
CD + AD. .. (Trig.181). ‘

259 5° Pelas equagles 4° —a? - ¢* 4+ 20x
(258) s € §° =4 + ¢* — 2cx (254) fe moltra ,
que em hum triangulo o quadrado do lado oppofto
a hum dos angulos he maior, ou menor que a fo-
ma dos quadrados dos outros dous lados , confor-
me o angulo he agudo , ou obtufo ; e tambem
como calculando os angulos de hum triangulo
pelos lados , fe vem no conhecimento da efpecie
do angulo que fe procura.

260 6° Eftas mefmas equacdes confirmab o
que havémos dito a refpeito das quantidades nega-
tivas. O fegmento CD ten fituagbes contrarias ,
conforme a perpendicular cahe dentro ou fora do
triangulo (Fig. 15. € 16.) ; ¢ com effeito o termo

2%
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acx dcha-fe com finais contrarios nas duas equas
¢bes, Logo reciprocamente , fejab quais forem os
calculos que fe fizerem para hum deftes triangu-
los , teremos os que convém aos calos analogos do
outro , mudando os finais 4s partes , que em huma
mecfma linha tiverem fituagbes ?Jpoﬁas.

261  Ainda que em geral a facilidade , e os re-
curfos , que ha para por em equagad os problemas
de Geometria , cref¢ad & propor¢ab do numero de
propriedades , que conhecermos das linhas ; com
tudo , como a Algebra da meios para achar eftas
mefmas propriedades , o numero das propofigies
verdadeiramente neceffarias vem a fer muito limi-
tado : pode dizer-fe, que a 47 do1°, ea 4do
69 Livro de Euclides , fad a bafe da applicagad da
Algebra 4 Geometria. O modo porém , porque [e
deve fazer ulo deftas doas propoligbes , varia mui-
to conforme a natureza dos problemas, e nad lem-
bra de repente. Humas vezes devem produzir-fe
linhas até que fe encontrem ; outras vezes devem
tirar-fe linhas parallelas , ou que fagad hum angulo
dado com outra linha. Em huma palavra, nefta
ratte s como em qualquer outra , requer-fe no Ana-
yfta hum certo difcernimento para a efcolha € ufo
dos meios, Como elle fe adquire em parte com o
exercicio , he conveniente que appliquemos eftas
obfervagbes a differentes exemplos,

262  Probl, IV. Prlo ponto A (Fig.17.) dads de
poficas a refpeita de duas linhas HD , DI , que far-
mai o anguls esnbecids HDI , tirar buma refla
AEG de mantira , que o trianguls intercepts EDG.
tenha huma fuperficie dada , ifts be , buma fuperficie
igual & do guadrads conhecida 2 .

Conduzameos por A a linha AB para}l)ela a
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DH , éalinha AC perpendicular a DG prédnzid
da ; do ponto E onde AEG deve cortar DH 4
imaginemos tirada a perpendicular EF. Se DG e
EF foflem conhecidas , ametade do feu produdlo
deveria fer igual a ¢* .

Supponhamos pois DG =« , e vejamos fe
EF pode exprimir-fe em x, e quantidades dadas
do problema.

Como a poficad de A he dada, ferad conhecis
das as linhas BD e AC , que chamaremos a ¢ b3
e pois que os triangulos femelhantes ABG ; EDG
daé BG : DG :: AG: EG, e os dous tambem
femelhantes ACG , EFG dab AG : EG :: AC;

AC . DG § bx
BG T atx
a4 ois Wi - EDG S # 5 Aartaoy: S
o pois fer — ¢*, terem s Ry
== ¢, donde fe tirad (100) para x eltes dous
c? cd 2ac?
valores x = 5 1/(-5—3--1--—3# ; mas o

fegundo he inutil no cafo prefente.

EF, fera EF = . Deven-

-
Para conftruir o primeiro , ifto he -t—j-+

1/ [(‘% - m:){%-] , levanto em qualquer ponto

C da linha indefinida PQ a perpendicular AC =#;
tomo fobre CA e CP as duas CO ¢ CM , cada
huma igual a ¢, e tito AM ; a fua parallela ON
2
da CN = -f&— , € por confeguinte x = CN
/[(CN+-24).CN].Para achar V/[(CN-}-242).CNT,
ou huma meia proporcional, fobre NC produzida
to-
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tomo CQ = 24, e com o diametro NQ_defcre-
v4 hum femicirculo , que encontrari CA em V ;
fazendo entas NP igual 4 corda NV, fera CP

= CN 4 ¥[(CN 4 24),CN] = . Se tomarmos
pois (Fig. 17.) DG — CP, acharemos o ponto
G, pelo qual e por A tirando AG , fera EDG
= "

263 Em quanto 4 fignificagaé do fegundo valor

e * 3 -

de ¥ = - g »‘/[(%ﬂ-‘- 2a —3——! i hote-fe ,
que os dados da queﬂnﬁ tanto pertencem 2o an-
¥u10 EDG (Fig.17.) ; como ao feu igual E‘'DG’,
ormado pelas linhas GD, ED produzidas ; ¢ por
tanto efte valor refolve o problema, em que {¢ pro-
puzelle fazer no angulo E'DG’ 0 mefmo que fize-
mos no angulo EDG. Com efigito, chamando x a
DG, e confervando as outras denominaghes , os
triangulos ABG’, E'DG' das BG': DG’:: AG':
G'E’; e abaixando a perpendicular E’F” 08 trian-
gulos ACG’, E*F‘(g'daﬁ AG": 'R~ AC
- L i AC' . [}G' 51’
F/E’; logo ferh F'E!'= G TS

bx I

e pelas condigbes P ¥=¢,a qual da

a—x
o ct 2ac? b g
= 5 1/(-5—:- +T) ; valores iguais
abs do cafo precedente , com a differen¢a unica dos
finais , como deve fer.,

A conftrucgad do cafo precedente tem tambem
aqui lugar ; a unica mudanga que e deve fazer he

Por NK =NV para aparte de Q, ¢ ferﬁ:r:x .
P
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PR
CK , porque no cafo prefente ¥ = ,_..;_ +

c: 2
.‘/[(T"l_ 2)<-]—=—CN +NV =—CN
-+ NK = CK. Logo , fazendo DG’ igual a
CK, ctirando por A ¢ G'alinha A G/E’, te-
remos o triangulo E'D G’ = ¢2, ifto he , achare-
mos a fegunda folucab do problema.
264 Se o ponto A eftiver por baixo de BG

(Fig. 19.) , alinha AC = b [erd negativa , € 0s
% 2
dous primeiros valores de x ferad x &= — b =

b
1/[(% —2a 5;:“1 Vé.fe pois que o problema

2

ferh impoffivel (g8) , quando for 2a>> —, e que os

3
dous valores de x ferad negativos, fe for 24 < —;— 3

ou por outras palavras, o problema he impoffivel a
refpeito do angulo HDI , mas a refpeito do igual
E' DG’ tem duas folugbes, Para as achar , ou para

conftruir x = — r—;-—: 1/[(%—- E.H)-?-]:

havendo determinado ( Fig. 20.) como acima CN.
2

el L , defcreveremos com o diametro NQ = 24

hum femicirculo NVQ , ao qual tiraremos a tan=

gente CV ; e tomando de ambas as partes de

as linhas CP , e CK, cada huma iguala CV, as

linhas NP ¢ NK ferad os dous valores de x ; por=

que
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1/1-(-%; ...-.zu)%} y teremos NP ,=..‘;_ .
1//[ I;—M)%;—], e NK +_-_‘:_+ il . n
1/[(%'“‘“)%]- Como eftas quantidades

fab os valores de ¥ com finais contrarios , devemos
tomallos de D para a parte de G (Fig. 19.) , fa-
zendo DG |, e BG‘i uais refpectivamente a NP,
¢ NK. Feito ifto, Eetirarmns elo ponto A, e
pelos pontos G e G’ as re@as I!E'G v B! caa
da hum dos triangulos EDG , E’'DG’ feri igual
ac,

265 Se o ponto A ( Fig.21.) eftiver dentro do an-
gulo HDI, BD cahir4 para a parte oppofta, € os dous

2

valores primitivos de x fe tornardd em x = %- -

2
1/(-5;— —l:c—-) » 08 quais {26 os mefmos (mu-

dando os finais ) que acabimos de conftruir, De-
vemos pois fazer a mefma conftrucgad (Fig. 20.),
tomando porém (Fig, 21.) NP e NK de D pa=

ra I,

266  Finalmente , fe o ponto A ( Fig. 22.) efti-
ver por baixo de BD , e dentro do angulo BDE",
2

a e} ferad negativos , o que dard x = —-%— =

i 2ac?
1/ ( 5’._._ + J;_) » com f{inal contrario dos pri-

meiros valores achados para x. Conftruindo-os pois
Pa co=
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como fizemos (Fig.18.) , feri CK o valor pofitivd
de x, ¢ CP o negativo ; pelo que tomaremos DG
( Fig-22.) igoal a CK para a parte de B, e DG’
igual a CP para a parte oppolta,»

Demoramo-nos nefte problema , para moftrar
como huma equagad comprehende todos os cafos
de hum problema , como eftes fo deduzem pela
fimples mudanca dos finais , e como as fituagdes
oppoftas das linhas fe defignad por finais contra<
1ios , € reciprocamentes

267 Para moftrarmos ainda alguns vfos deflas
folucdes , fupponhames que fe propde elte proble-
mna : Pelo ponito dede A (Fig. 23.) fira ou dentre
do trianguls dads DHI , tirar buma linha A¥ , que
divida o trianguls em duas partes DEF , EFIH,
as quais tenbai entre fi a razas conbecida de m : n.
A refolucad defte problema inclue-fe pa do pre<
cedente. Com effeito , como he dado o triangu-
1o DHI, faberemos que parte delle deve fer o
triangulo DEF , achando o quarto termo da pro-
porgad m--n: m:. DHI * DEF = m’;il':f :
Vilto pois poder-fe achar hum quadrado ¢* igual
a efta fuperficie (240) , reduz-fe a queflab a tirar
por A huma linha AEF , que com os lados DH .,
DI ferme hum triangulo igual ao quadrado ¢* , que
he oproblema precedente.

268 Ao mefino problema fe reduz efte : Divi-
dir em duas partes buma figura refiilinca (Fig. 24.)
pela refla’ tirada por qualquer ponte A, de forte que
tenbas entre [i buma razas dada. Com cffeito, fen=
do dada a figura BCDHK , fad conhecidos todos

0s
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os feus angulos e lados ; logo com facilidade (Trig,
189. Cafo I.) acharemos a fuperficie do triangulo
BLC formado pelos lados KB, DC produzidos ,
como tambem a por¢ad determinada EBCF da fu-
perficie total.” Pelo que reduz-fe a queltad a tirar
AEF de maneira , que forme com KL e DL hum
triangulo igual a hum yuadrado. Finalmente, péde-
fe por efte modo dividir huma figura em muitas
partes , que tenhad entre {i razbes dadas.

269 Se huma equagad nad fe alterar pela mu-
danga , que fizermos nos finais de algumas quanti-
dades conhecidas que nella entrarem ; ou fe da mu-
danca de poligaé na linha, ou linhas prociiradas
da figura nab refultar mudanga , nem de poficad ,
nem de grandeza nas linhas dadas ; entad entre os
differentes valores de x , que der 2 equacad , havera
fempre hum que refolvera particularmente o cafo
indicado pela dita mudanga, Vio-fe por exem-
plo no Problema IV, que hum dos dous valores
de x refolvia dire@tamente o calo , em que a linha
AEG (Fig.17.) atraveflafle o0 angulo HDI , como
fe havia fuppofto™ no calculo ; mas vio-fe a0 mef-
mo tempo, que o fegundo valor de x refolvia o
cafo , em que fe confideralfe, nad o angulo HDI,
mas o fea verticalmente cppofto. A razad difto he,
porque devendo-fe empregar em cada cafo os mel-
mos dados , e fazer os mefmos .raciocinios , che-
garemos neceffariamente a ter fempre a melma
€quacad ; logo a melma equacad deve refolver am-
bos os cafos.

270 Probl. V. Do ponts dade A (Fir.25.) fira
ds ”.J"f"""_‘BDC tirar apraﬁ'a AE , (dcf"pﬂi ?ﬂi a
parte DE intercepta no circuls feja igual a buma li-
nha dada c,

Pa-
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Para faber de que modo fe deve tirar AE , na8
he neceflario mais do que bufcar, que grandeza

deve ter AD , para que feja DE =¢. Suppondo
pois AD—==x , AB=a, AC=1}, teremos
AE.AD =— AC.AB ( Corol. 36, 3. Eucl.), ou
(x4c)xr—=uab;logo x=-—1c¢ = /(} cctab).

Para cenftruir fem transformagbes o primeiro
valor , que he o que fatisfaz ao problema aétual ,

tiraremos do ponto A a tangente AT , e o raio
TO, que ferd perpendicular a AT ; entap toman-

do Tl =1}¢, teremos Al = ¢/(} * 4 AT? )=
y/(iec+ ab) . . (36. 3. Eucl.) . Logo para ter x,
tomaremos IR =TI , e oarco RD defcrito do
ponto A com o raio AR determinard o ponto pros

curado D,
O fegundo valor de x = — I — /} ¢cc + ab)

cahe para a parte contraria a AD. Para achar a
queltab que elle relolve , noto , que fuppondo a e
4 negativos , a equagad x? -+ cx = ab nad padece
mudanca alguma ; logo efta equacad refolve tambem
o cafo de fer dado o circulo BPTD'E/C/, e aelle
pertence o fegundo valor de ¥, Na conltrucgad pre-
cedente pois fe produzirmos Al de maneira, que
feia IR"—=1T, o arco defcrito do ponto A com o
raio AR’ marcard o ponto E’ tal , que a parte in-
tercepta E/ D ferd igual a ¢.

Como os dous circulos fad iguais , e eflad fi-
tuados da mefma maneira, ambas as folucdes po-
dem pertencer ao mefmo circulo , de forte que def-
crevendo do ponto A com o raio AR’ oarco RIE,
a linha AE tambem refolverd o problema, Pprém

das
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das duas folugbes que di o calculo, a primeira
cahe da direita de A , e pertence ao ponto D da
circumferencia convexa ; a fegunda cahe da el-
querda, e pertence ao ponto E’ da circumferencia
concava.

27t Probl. VI, Achar na direccai da linka da-
da AB (Fig.26.) bum psnto C tal , que a fua difian-
cia ao ponts A [eja meia proporcional entre a fua dif-
tancia ao ponto B , e a linha toda AB.

ScjaAB—4a,e AC —=x; fera BC—=a—x;
e como deve fer AB: AC :; AC: CB, teremos
&t ax=—a*;logox = — L ax /(la*4a%).

Para conltruirmos o primeiro valor de x , le-
vantaremos (249) em B a perpendicular BD =1 4,
e tirando AD , dimipuiremos delta a linha BD,
¢ teremos AO = x. Levando pois AO de A para
: p:g:e de B, determinaremos o ponto procura-

HC,

Se prodozirmos AD até O’, de forte que feja
DO'—= DB, teremos AO’ por fegundo valor de
x ; elevando elta linha fobre AB defde A para a
parte oppolta dquella para que x tendia por fuppo-
ficab , teremos o ponto C/, que tambem fatisfaz
4 queftas,

. Efte problema he o que fe refolveu na Geome-
tria (30. 6. Eucl.) pelo methodo fynthetico.

272 Nos problemas precedentes havemos to-
mado para incognita huma linha, a qual depois
de fer conhecida podeffe determinar todas as ou-
tras pelas condi¢des da queftad; e ifto he o que
devemos fempre praticar. Como porém muitas |i-
nhas podem ter a dita prerogativa , fem que de to-
das ellas refultem equagGes igualmente fimples ,

de-
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deve preferir-fe huma dellas. Para nos dirigire
mos nefta efcolha ferve a regra feguinte.

273 8¢ entre as linkas ou gquantidades , cada*
buma das quais fends temada por incognita pide de-
terminar tedas as eutras , [e acharem duas que cons
dvzal @ mefma equagab , ainda que effa tenba finais
dfﬁr'mrn : rfmfbrremu para incognila outra quan-
tidade , que dependa tgualmente de ambas ; por exem-
plo , a fua femifoma, ou a fua femidifferenca , on
huma meia proporcional , &c. Affim teremos huma
equacad mais fimples , como fe verd no problema
leguinte,

274 Probl. VII, Pels ponto D (Fig.27.) fituads
dentrs do anguls refle 1AL , ¢ em igual diftancia dos
lades 1A , AE, tirar buma refla DB , de maneira
gue a parte CB comprebendida dentro do angulo EAB
feja icual a huma linha dada c.

Tendo abaixado as perpendiculares DE, DI,
qualquer das linhas CE ou AB, AC ou IB, CD
ou DB péde fervir indifferentemente para incogni-
ta. Se tomarmos, por exemplo CE , entad fup-
potido CE==x, e DE=DI =4, fera AC
==a — x, ¢ pelos triangulos femelhantes DEC ,

CAB teremos AB— 2 =% ; mas he AB? -

aq — ax~1

X i 2 'ﬁ h i a =
AC*=—BC?, ifto he (a — ) +(_““"x )
= ¢¢ ; logo vira a equagad do quarto grio x4 —-
2ax’ 4 2aaxx — ecxx — 24 x 4 at = o,

Se em lugar de CE tomarmos IB por incogni-
ta, teremos a melma equacad , como fe pode vér
fazendo CE =¥, e imitando a folucab prece-
dente, Setomarmos AB ou AC , acharemos hu-

ma

-
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ma melma equacad , exceptuando os finais ; o
mefmo acontece , tomando BD ou DC.
Tomemos pois (273) para incognita a foma
das duas linhas BD e DC, aqual ﬁa dcﬁgnia;g
por 2x ; ferd (Trig.177.) DB=x <4 1¢, ¢
=x—1L¢3 ecomo as parallelas UI:, CA dad
ac 1 ac
A== gmp e MorRepmg:
a%? a3c?

(x —4e)? T (* 41

, teremos

— ¢ , ifto he ¢+ —
( X +z ) 2 2 el ¢4 , egua
— L aa ) x* — — aacc — L
2 2 $6 &« it

cab , que fendo 2inda do quarto grio , he com tu-
do mais facil de refolver (173), do que a prece.
dente. Se empregarmos duas incognitas , fupponda
AB4 AC—=2x, e AB— AC =12y, ilto he,
AB—=x+4y, ¢ AC =x—y, teremos equagbes
bem fimples, que os principiantes achario com
facilidade. i

A equacad x4 — (_:T ¢c -+ 2aa ) ey -

I # l
._._Eﬂd:g.x:;/[:rc-{-m Yy

= a f(ec + da‘)] ; porém deftes quatro valores ‘o

que unicamente pertence 2o problema , confidera«
do do modo porque foi propofto , he x —

1/[_,:_- «+4aa+a K/'{fr-i-cm)] « O valor

l'=-+- V[—i— cc+m|'-—-n 1/[::+a:}] re-
fol-
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folve o problema, no cafo de fe pedir que a linha
CB (Fig.28.) efteja dentro do mefmo angulo EAI,
em que eftd o ponto D ; e nelle calo ¥ repreflenta

a [emidifferenga das linhas BD , DC. Com effeito,
fendo 2x elta differenca , feri DB— o e+,
2

1 . ;

eCD = b e logo , continuando como aci-
I 1

ma, teremos x4 — (— s + mu) X? — — aaec
2 2

- -‘—Eg ¢t, ifto he, a melma equagad que achi-

mos para a foma das linhas BD e CD ( Fig.27.) -
Como pois a mefma equagad fatisfaz aos dous ca-
fos , huma das fuas raizes deve dar a foma das di-
tas linhas , e outra a differen¢a ; bem entendido,
que eltas duas raizes fab as mefmas que havemos
indicado , porque as outras duas fab negativas , ¢
por tanto pertencem a calos inteiramente op-
pollos , que paflamos agora a confiderar.

No problema prefente , on a0 menos na equa-
¢ab , nab fe determina fe o ponto D (Fig.27.) el-
ti por baixo de Al , e i efquerda de AE, como
fe fuppoz primeiramente , ou [e cfti pelo contra-
rio por cima da primeira, e & direita da fegunda,
como fe vé relativamentea A’I’ e A’E/, E porque
nelte ultimo cafo a quantidade # fe torna negati-
va, teremos a folugab competente, pondo — a

em lugar de -2 na equagad achada x+ — (% e
o ’-""‘) a? &c.; mas efta com iffo nad padece

mu-
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mudanea ; logo a mefma equagab refolve efles dous
calos novos , ¢ por confeguinte dos outros dous
valores de # hum da a foma das linhas DB', DC!
(Fig.27.), e o outro a fua differenga (Fig.28.) .
Com effeito, cahindo nefta nova poficab os pontos
B e C para partes oppoltas , a refpeito daquellas
para que antecedentemente cahiad , tanto a foma ,
como a differen¢a das linhas DB’ e DC’devem fer
negativas , e aflim as di a equagad.

Para conftruir a equagad » = y/[aa 4 } cc =
a y/(ae - cc)] , tome-fe nalinha EA produzida
(Fig.27, e 28.) a parte AN = ¢, e tirando IN,
tome-fe fobre DI produzida a parte IK — IN,
e fobre DK como diametro defcieva-fe o femicir-
culo KLD , que encontra em L a re®a Al pro-
duzida , fe for neceflario. Pelo meio H de AN
tire-fe TH, ¢ tomande de IK ( Fig. 27.) a parte
IM —1H, ferda LM o primeiro valor de x. Na
Figura 28 porém defcreveremos do ponto L como
centro, e com o intervallo 1H hum arco , o qual
cortando [K em M, dard IM pelo fegundﬂ valor
de x. EcomoBD —=x+41¢,(era BD —=LM -+
AH (Fig.27.), e BD =1IM ~+ AH ( Fig. 28.);
defcrevendo pois do ponto D como centro , e com
o intervallo BD affim determinado hum arco , que
corte IA produzida em hum ponto B, a reéta BD
tera as condigbes dadas.

A conflrucgad do fegundo valor de  fuppde
que ITH ( Fig. 28.) naé he menor que LI ; e o
foffe, o problema feria impoffivel : ifto mefino fe
deduz tambem da equagad.

A foma das linhas DB, e DC (Fig.27.), ou
a fua differenca deu huma equacad mais fimples ,
do que CE , ou AC, ou AB , ou IB. A razad he,

por-
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porque a relacad, que DB ¢ DC tem com IB

e AB, he femelhante aquella que as mefmas li-
nhas DB ¢ DC tem com AC e CE; ilto he,
DB e DC podem determinar-fe por operagies
femelhantes , quer fe faca ufo de IB ¢ AB, quer
de AC e CE. Em geral, as equagbes , como in-
cluem todas as relagGes que as incognitas tem com
as quantidades de que dependem , ferad tanto mais
fimples , quanto for menor o numero de relagbes ,
que a quantidade efcolhida para incognita tiver
com as ontras. Eis-aqui hum exemplo na refolu-
¢ab feguinte do mefmo problema.

275 Por quanto o angulo CAB ( Fig. 29.) he
re&o, o circulo defcrito fobre CB paffara por A ;
e fe tirarmos DA até encontrar a circumferencia
em M, o angulo BAM — DAI == 45° (5.1.Eu-
cl.) tera por medida ametade de M B (20.3.Eucl.),
e por conleguinte ferd o arco MB de go° ; logo ti-
rando o raio LM, o triangulo DLM fera re&an-
gulo , e confeguintemente abaixando fobre DM a
perpendicular LN, ferd LM ( Corol. 8. 6. Eucl.)
meia proporcional entre DM e MN, ou (3. 3.
Eucl.) entre DM e AN. Tomando pois AN para
incognita , fuppenhames AN = » , DA = 4
fera DM =d + 2x ,€ confegiﬁntcmcmu d+ 2% .

1 1 1 1
i 3 o o it o =
Tc__ 7 ¢.x; logo xx 4 3 die — 8 &

qual dix = 4 V (it ) -

Para conftruirmos efta quantidade , tomemos
nos lados AO, AT do angulo re@o TAO as partes
Am, An iguais cada huma a } ¢, e acabando o qua-
drado Ampn, siremos a diagonal Ap que fera per-

pen=




logo tomando na linha AD a parte Ariguala }d,
ou } AD, teremos pr= 1/(5%4’4-;'5"—}-

1 § T
T ) . Para ter pois o primeiro valor de ¥, def-

crever-fe-hia do ponto r como centro, ecom inters
vallo rp hum arco , o qual cortando DM em N ,

5 giryl w18
dara AN =—1d + 1/(;3 A g_,:.) i de
maneira que levantando no ponto N a perpendicu-
lar NL , a qual feja cortada em L por hum arco
defcrito do ponto A como centro com o intervallo
1 ¢, determinard o ponto L, pelo qual e por D
tirando DCB, teremos refolvido o problema.

Se conduzirmos (Fig. 30) rp de r para N , fera
AN o fegundo valor de », e executando a refpei-
to de N o mefmo que fe fez para o ponto N na
Fig. 29 fe achard o ponto L, o qual juntamente
com D determinard BLD. Com effeito, chamando
a An x (Fig. 30) , e confervando as outras dcnomi-
nagbes , fe applicarmos a efta figura o que diffe-
mos da 29, teremos 2xr—d: ¢l Le i ¥, eultima-

T I :
n‘ientc xe=idx 1/(1—5& - §-:= ) . Aqui fe
vé que hum dos valores de x he o mefmo que acima
achamos , 4 excepcab dos finais , como deve fer.

. Péde acontecer que o arco defcrito do ponta
A (fig. 70) nab encontre a perpendicular NL,
porque pode fer Le < AN ; e ilfo nad abltante, a

Algebra nad moltra calo algum de impoffibilida-
de,
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de, porque todos os termos debaixo do radical
fab pofitivos. Deve-fe porém advertir, que a Al-
gebra fomente declara a impoffibilidade , quando
ou explicita , ou implicitamente fe exprime tudoo
que o problema fuppde, e iflo he o que nab (e fez
neite calo; porque fuppondo o problema tacitamen-
te, que os tres pontos D, A, L naé eftad na mefma
linha re&a, l%rnente fe exprimio que LM era
meia proporcional entre DM, e NM, proprie-
dade que tambem péde ter lugar , quando os tres
pontos eltab em linha re@ta. Com effeito fe fe pro-
puzer efte problemas Achar na direcgas DL {Fig.31)
¢ intervallo que deve baver entre duas reflas da-
das DA e ML, para gue ML feja meia propor-
cional entre DM e MN , fends ¢ meis de AM 3
he facil de vér, que acharemos a mefma equacad
des cima, ¢ que r:?}a tem duas folugbes , huma para
o cafo de eftarem os pontos Ae Mentre De L, e
outra para ¢ calo contrario. Nad he pois de admis«
rar , que a Algebra nad declare emr que cafo o pri«
meiro problema he impoffivel, por quanto deve
dar a folugab do fegundo problema , o qual he
fempre poflivel.

276 Pelo que devemos diftinguir duas efpecies
de problemas , a faber : concretes , e abfirattes, Por
problemas concretos entendemos aquelles, nos
quais , como no penultimo , a quantidade procu-
rada tem de particular alguma propriedade , con«
dicad , oun eon ﬂru&aé. que a equacad nad exprime.
Os problemas abitraftos pelo contrario fab aquel-
les, em que as quantidades fab confideradas wni-
camente como quantidades, e cuja equagad ex-
prime quanto nelles fe contem ; defla natureza he
o ultimo problema. Os abftrattos tem lantasl fo-

u=
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lugbes , quantas fab as raizes reais da equagad ;
nos concretos porém o numero das folugbes he
cm muitos cafos ainda menor que o numero das
raizes Foﬁzivas da equagad , como fe verd no ex-
emplo feguinte.

277 Probl. VIIL. Refolvends-fe todo o fector
esferico CBAD (Fig. 32) em duas paries , das quais
buma he o fegmento esferico ABD | ¢ sutra a pyra-
mide conica recta CBD 5 pergunta-fe em que lugar
Jerd o fegments igual G pyramide.

Sabemos pela Geometria, que o fe@or esferi-
co he igual 2o produlto da fuperficie do fegmento
esferico BAD pelo terco do raio AC, e que a fu-
perficie do fegmento fe acha multiplicando a eir-
cumferencia ABED pela altura AP. Suppondo
pois a raza6 do diametro para a circumferencia
=7T1:¢c, AC=a,c AP = x, teremos ABED
== 2¢a; logo ferd a fuperficie do fegmento esferi~

v 2
C0=12¢a.x, ¢afolidez do feftor = — cax.

Para ter a folidez da pyramide , deve-fe multi-
plicar a fuperficie do circulo cujo raio he BP pelo
ter¢o da altura CP, Mas BP — /( CB* — CP: )
== ¢/(2ax — xx) ; logo ferd a folidez da pyrami-
de = 2¢ y/( 2ax—xx ) . } /(205 —xx i(a—x)

- 252 (a—x) (2ax — xx). Para que pois as duas

partes do fector fejat iguais entre fi, he neceffario que
clte feja o dobro de huma daquellas ; por tanto te-

2
remos . A e ;;_:[a—xj (2ax — xx ), 0u

4% — 3ax = — 4?, da qual fe tira ¥ =

1a(3xy5).

Para
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Para conftruir o fegundo valor, ou x = 34
2

—_ v/(____q 34— ad) » que he o que convem ao
4
3

problema alual, defcreveremos fobre AM = =4
o femicircullo AOM , e infcrevendo nelle a re-
&a AQ —a, fetirara OM, a qual fendo leva-
da de M até P para a parte de A, determinara
AP == X.

A ontra folugad x = 4 (3 -+ v/5) da x maior
que 24, ¢ por tanto nad pertence 2 esfera, mas a
efle problema abltradto : Sends dividida a linka AN
( Fig. 33 ) em tres paries iguais pos ponfas BeD,
achar na fua direccai bum pento P tal, que a parte
AD feja meia_proporcional entre as diflancias AP e
PN. Porque, feja AD =a, AP = x, teremos
PN = 3¢ —x ; e dando as condi¢des ¥ 1a 1] a2
a—x, acharemos x = 1a (3% v/5); valores que
fe conflruirad como acima, i excepgad de que
fe levarh MO de M até P/ para a parte de N, 2
fim deter APT==1a (34 ¢/5) =1

Cutras applicagies da  Algebra.

478 SF.ja ¢ 0 numero 3,141 &c, ou a cir-
cumferencia do circulo que tem a unidade por di-
ametro ; a circumferencia do circulo do raio @ fera
— 2¢a , e a fuperficie = ca* . Donde [e fegue qu°
as fuperficies dos circulos eftad entre i como 03
quadrados dos feus diametros ; porque tendo fertcl-

pr
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preco mefino valor , ¢a? fomente crefcera como
crelcer a? .

Suppondo que he b a altura de hum cylindro,
cujo raio da bafe he a, ferd a fua folidez = ca?h.
Segue-fe pois que os cylindros eftad entre fi como
os produétos das alturas pelos quadrados dos raios
das bafes. Se as alturas forem proporcionais aos
raios das bales, oun fe for b =ma, fendo m conf-
tante , ferd a folidez =¢mai ; ifto he, os cylin-
dros eftarab entre [i como os cubos dos raios das
bafes.

Em geral, fe huma quantidade fe exprimir por
hom numero qualquer # de fattores , os quais fejad
proporcionais huns aos outros , crefcerd a quanti-
dade do mefmo modo que crelcer hum fa&lor,
elevado 4 potencia n. Seja, por exemplo ,a quan-
tidade 4 == abed ; fe for b = ma, ¢ = pa, e d = qa,
ferd 4 = mpgat , ifto he, proporcional a a4 , lflo
mefmo tem tambem lugar , quando as quantidades
nad fe exprimem por monomios. Logo: 1° Todas
as figuras femelhantes , pois que fe podem confi-
derar como compoftas de triangulos femelhantes ,
fab entre i como os quadrados de qualquer das fuas
duas dimensbes homologas. 2° Os folides feme-
lhantes , pois que f{c podem confiderar como com-
poltos de pyramides femelhantes , fad entre fi como
os cubos de qualquer das fuas tres dimensGes ho-
mologas.

Nab péde agora haver difficuldade em com-
parar as quantidades exprellas algebricamente, ou
ellas fejab da melma, ou de differente efpecie ,
com tanto que fejadb da mefma natureza. Por ex-
emplo, (endo V e v os volumes de dous corpos fe2
melhantes , S e s as fuas fuperficies, L e/ as li-

nhas
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i J i
nhas homologas ; teremos V'V : VeitLsl;e

3 i
VS:V/J::L:I;Iugol’e:ﬁ. vy, Vvt Sy,

o que moflra que as fuperficies crefcem em razab
menor do que os volumes.

279 Supponhamos a altura de huma pyramide
conica truncada =k, a da pyramide inteira = b,
eada fp}'ramidc feparada ==h’, a fuperficic da
bafe inferior == 5, € a da fuperior ==s'; fera a foli-

sh st bt s!
dez do tronco = —— ==——; mas he b‘n-b\/—-
i 3

5

AR VLY L SR L
ekh=h—hl=h 4‘.-1/.?,01:.5 1/’-‘\/’"
s/ s—sly/s’
=/
k
= -i-l:s+¢u‘+:‘}. Donde fe fegue , que

toda a pyramide conica trancada fe compde de
tres pyramides igualmente altas , das quais huma
tem por bafe a bafe inferior 5, a outra a bafe fupe-
rior 5! , € a terceira huma meia proporcional Vs’
entre as duas bales.

280 Suppondo o raio de huma esfera =4,

ferd a fuperficic de hum dos feus circulos maxi-
mos == ea? , a fuperficie da esfera == 4¢a® , ¢ a fua

logo ferd a folidez do tronco = -:-iﬂ i

folidez == 4ca® . - L
; 3 3
- Vio-fe (277) que a folidez do fe&or, cujo feg-
mento tinha a alturax, era = -;- ca’x , ¢ que 3

da
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da pyramide conica = . anx—;x] (s5%) ; logo

a folidez do fegmento = ';" catx — —;:- (a—x)

(2ax — xx)=¢x* (@ — L1 x ). He pois a foli-
dez do fegmento igual ao circulo , que tem por fe-
midiametro a altura do fegmento, multiplicado
pelo raio menos o tergo da dita altura.

Tendo as exprefsées algebricas das quantida-
des , com muita facilidade fe refolvem os proble-
mas , que fobre ellas e podem propér , como mof-
traremos em dous exemplos.

Pertende-fe  formar buma pyramide conica que
Jeja igual a huma esfera dada , ¢ que tenha por hafe
bum ciréuls maxims da mefma esfera: pergunta-fe
gue altura fe lhe deve dar. Seja x elta altura, ea
o raio da bafe, ferd a folidez da pyramide =

ca® : L. :
—x; e como deve [er igual i esfera doraioa,

teremos —r ORI o , donde fe deduz x =4a;

3
Logo he neceffario que a altura da pyramide [eja
o dobro do diametro da esfera , como confta tam«
bem pela Geometria.
281 Achar o raio de buma esfera , cujo peio he
dado tants ny ar , como na agua.

Demonftra-fe na Hydroftatica , que todo o cor-
po mergulhado em hum fluido perde huma parte
do feu pezo, igual ao pezo do volume do fuido
deslocado. 1fto fuppafto , feja o pezo de huma pol-
legada cubica de agua == p , o pezo da esfera no ar
= P, o pezo da mefma na agua ==P/, 0 raio = x;

Q2 fera
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fera a folidez == -%-—cx‘ , €0 pezo de igual volus

Jume de agua == i; ¢px? 3 logo conforme o princi-

pio expofto P — % px’ == P/, donde fe tira x ==

o/ ALE SR
" p . ;

Se o globo no ar pezar § ongas, €naagua2;
pezando hum pé cubico de agua 72 libras, ou fendo
p= 2 de onca , teremos ,,____Vﬂi___'_?_ =

3 2
. 4'- o L
3

3
1/ —;%s que pofto em calculo por logarithmos

dard .
Rt L . g,5028501
8 . . . CL. g,0969100
o L. 1447313638
L G 0,0311239
Ix. w . 0,0103746

Logarithmo a que correfponde o numero 1,0242 3
logd © raio da esfera ferd de 1,0242 pollegadas.

Havemos fuppofto tacitamente que o globo en-
trava todo na agua em virtude do proprio pezo ; fe
porém for peceffario carregallo com algum pezo,
para o mcrgulhar inteiramente , entad eile pezo
additivo feri a quantidade que devemos tomar
por P’, 0 qual fe fard negativo ; ifto he , teremos

i
N = »\/ EM . Com effeito , fendo nefte
4,

d cafo
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cafo o pezo da esfera no ar menor que o pezo

2 x? de hum igual volume de agva, a differen-

¢a,ou irpx’ — P fera o pefo P’ que fe deve ajun-
tar para a mcrgu1har totalmente 3 'ltlgo teremos

i P!
'%."‘ cpxi—P=—P/, da qual fe tira x=—= ‘/ .312.3_},

Das Linbas curvas em geral , e em particular
das Seegies Canicas,

282 D As linhas curvas que a Geometria
confidera , em razadé do grande ufo que tem na
conflrucgad das equagdes , e nas [ciencias Filico-
Mathematicas , humas fad tais que cada hum dos
feus pontos fe pode determinar pela mefma lei,
ifto he, por calculos e operagbes {femelhantes ; em
outras porém cada ponto fe determina por lei
differente 3 ainda que elta mefma differenga he fu-
jeita 2 huma lei,

As linhas tragadas 20 acafo , como , por exem-
plo, os rafgos de huma pena fobie o papel , na5
podem fer obje®to de huma Geometria rigo-
rofa. Sem embargo , a theoria das curvas conduz
a imitar delineamentos rebeldes ; e a arte de achar
approximadamente o nexo entre quantidades , cuja
lei he’ ou defconhecida , ou muito compoﬂa . nad
he a applicagad menos util da Algebra & Geome-
tria , como adiante veremos.

Para poder defcrever as curvas de que trata a
Geometria , he necetfario conhecer a lei, a que el
tad
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tab fujeitos os differentes pontos de feu perimetro,
De muitos modos pode ella fer dada, ou indi-
cando-fe o meio para defcrever as curvas por mo-
vimento continuo , como v. g. a refpeito do cir-
culo fe faz girar huma linha ao redor de hum
ponto ; ou antes enfinando-fe huma propriedade
que pertenga conftantemente a cada ponto da cur-
va , como por exemplo , fabendo-fe que todo o an-
gulo do femicirculo he re@o (31. 3. Eucl.), po-
demos defcrever o circulo do diametro dado AR
(Fig. 34), tirando da extremidade A huma infini-
dade de linhas AC, AD, AE, &e. , e conduzin-
do pela outra extremidade B as perpendiculares
BC, BD, BE, &c. , entad os pontos C,; D, E, &c.
perteucerab ao circulo que tem AB por diame-
tro.

Finalmente a lei tambem péde fer dada por
huma equagad, e aflim o fupporemos fempre ,
porque os-dous primeiros modos fervem para achar
a equagab que exprime a lei. Reduz-fe pois efta
theoria a reprefentar a natureza de qualquer cur-
va por huma equagab, a qual ferve para defcre-
ver acurva, e moftrar os feus ufos e proprieda-
des. De tudo ifto vamos a dar hum exemplo no
circulo, que ja conhecemos pela Geometria ele-
mentar. :

283 Supponhamos que da curva AMB (!-'fg.ghsg
fabemos tad fomente, que a perpendicular P
tirada de qualquer ponto M fobre a linha AB he
meia proporcional entre as duas partes AP e PB.

Para exprimir efta propriedade em equagad,
feja AB—a, AP=x, PM —y; ¢ teremos
AP(x):PM(3):: PM (y)iPB(a—x), ifto
he yy—ax —xx.

. Para
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Para defcrever agora a curva , concebamos AB
dividida , por exemplo , em 10 partes iguais , €
tiremos por cada ponto de divifad as perpendicu-
lares pm , pm, &c. Elta claro, que fe na equagab
fuppuzermos fucceflivamente ¥ igual a cada huma
das linhas Ap, Ap, &c.,ferd y igual a cada huma
das linhas correfpondentes pm , pm , &c. ; porque a
equacad exprime , que para qualquer valor de x
he fempre y meia proporcional entre x ea—x,
e cfta he a propriedade que fuppomos a cada
huma das perpendiculares pm. Logo pela equagad
acharemos fuccellivamente cada ponto da curva,
dando a ¥ muitos valores, ¢ calculando os corref-
pondentes de y. Por exemplo, na hypothele de
a=—10, a nofla equagad torna-fe em yy =— 1o¥
— xx , € teremos

¥==0; 1I; 13j $4 0 &Y §% U85 ¥y % g% 20
Ym0 R R it X540 Bgs i g N3 O

Tomando pois eftes valores de y fobre as perpen-
diculares correfpondentes aos valores 1, 2, 3, &c.
de », e fazendo o melmo para a parte debaixo fo-
bre as perpendiculares pm’, pm’, &c., determi-
naremos os pontus m, m, m', m’, &c. pertencentes
& curva que tem a propriedade dada.

Querendo ter maior numero de pontos , fuppo-
remos AB dividida em maior numero de partes,
em 100, por exemplo , ilto he , poremos a = 100;
ou confervando o mefmo valor de @ — 10, dare-
mos a ¥ os valores intermedios entre 1, 2, 3, &c. ,
e calcularemos os correfpondentes de y.

Os dous valores de y — o moftrad que a
curva encontra AB nos dous pontos de A e Bh’ em
um
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hum dos quais he x —o, e no outro he ¥ — 10.
A equagab tambem moftra o mefmo ; porque nos
lugares em que acontece o dito encontro , he =0,
e metendo efte valor na equagad , teremos o—
x (a — x) : logo como efte produ&to he nada, quan-
do x—=o0’, e quando x —a , fegue-fe que y ferd
nada neftes melmos cafos ; ifto he , a curva encon-
trard a linha AB no ponto A em que x=—=o0, e nq
ponto B em que x = 10.

284 Affim, para exprimir em equagab a natu-
reza de qualquer curva, reporta-fe cada hum dos
feus. pontes m , m (Fig. ?5} a duas reftas fixas AB,
AOA que facad entre li hum angulo conhecido ;
porque he claro , que imaginando conduzidas pelos
pontos m , m as linhas mp, e mp’ parallelas a OAO,
e AB, feri determinada a poficad de cada ponto,
fe forem conhecidos os valores das diftancias mp’e
pm, ifto he, de Ap e pm, ou o valor de huma, e a ra-
zab entre ella e a outra. A expreffad analytica da
razab que tem entre [i as linhas Ap e pm para cada
hum dos pontos # , da a equagad da curva, a qual
que fera mais ou menos compofta conforme o grio
mais ou menos elevado da equagad.

As linhas Ap ou mp’ chamab.-fe abfciffas , e as
linhas mp ov p’A chamab.fe ordenadas ; humas e
outras tem o nome commum de cosrdenadas da cur-
va. E como pertencem indifferentemente a qual-
quer ponto da curva, o feu comprimento varia a
cada inftante, pelo que tanto ellas , como as le-
tras x, y, z, &c. que as reprefentab « fe chamad
indeterminadas. O ponto A donde fe comegab a
contar as abfciffas chama (e a origem das abfciffas, €
o ponto donde fe comecad a contar as ordenadas
Ap' ou pm , origem das ordenadas, .s’Lindn'qu.lri cltes

ous
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dous pontos na Fig. 35. nab fad differentes, com
tudo nad ha outra razab para contar as ablcilfas do
mefmo ponto, de que fe contad as ordenadas ,
mais que a da fimplicidade. Como as ablciffas fe
podem tomar de huma e dc outra parte da origem,
ferab negativas aquellas que eftiverem na parte do
eixo contraria 4 que fe confiderar como politiva.
Na poligab das ordenadas nada ha de effencial , fe
nad o ferem parallelas entre fi ; podem fer perpen-
diculares, ou obliquas ao eixo das abfciffas. As or=
denadas tambem fe diltinguem em pofitivas ¢ nega
tivas,, conforme cftab paia huma, ou para outra
parte do eixo das abfciffas.

285 Molftremos agora como por meio da equa-
¢ab de huma curva fe achad asfuas propriedades,

1° Do meio C de AB tire fe para qualquer
ponto M a re&a CM ; o triangulo CPM feri fem.
pre reftangulo , e por confequencia teremos CM?

=MP?4-PC*=)* + 1a* — ax + x2 ; e como
yy = ax — xx (283}, acharemos CM =17, ifto

he, todos os pontos M, m eftad em igual diftan-
cia do ponto C ; propriedade diftin&iva da circum-
ferencia do circulo.

2°  Se conduzirmos por qualquer ponto M, ¢
pelas extremidades A e B do diametro as reftas

MA , MB, teremos AM? — AP? 4 PM* =
** 4y —ax, e MB*=PM? 4 BP* =y* 4 a2
— 26x - x? = —ar -} a* . Eftas equagdes foma-
das daé AM® 4 MB?® = a2 — AB?, que he a
propriedalde do triangulo re@angulo ; logo todos
05 _angulos AMB a6 rectos.
i 30
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3° A equagad AM*® — axdi x AM ! AM ! a;
logo na curva de que fe trata, todas as cordas AM
fad meias proporcionais entre o diametro AD eo
fegmento correfpondente AP. Semelhantemente fe
acharié as outras propriedades.

Se contaffemos as abfciffas do centro, ilto he
fe tomaffemos CP, Cp, &c. por abfeciffas, eftd
claro que reprefentando cada huma por z, teria-
mos x =— 1 a — 1z, ¢ conleguintemente a equagad
do circulo 4s coordenadas perpendiculares , conta-
das do centro, ferd yy— } aa — zz.

OQutra qualquer propriedade pertencente a todos
os pontos da curva , fendo traduzida algebrica-
mente , dard a mefma equagab is meflmas coorde-
nados. Se houver porém mudanga na origem , ou
na direccab dellas, ou em ambas as coufas junta-
mente , poderd apparecer huma equagad diiferen-
te , ainda que fera fempre do mefmo grio. Have-
mos vifto, que pela mudanca das ablciffas , em
lugar de yy==ax — xx tivemos a equagab yy =
1 aa — zz do mefmo grio , a qual,, como foi de-
duzida da primeira, tem a mefma propriedade por
bafe. Porém fe traduziffemos a propriedade que
tem MC de fer fempre a mefma, cigualaja,
entab conlervando as mefmas denominagdes , te-
riamos (47. 1. Eucl.) yy 4-2zz2= }aa, ilto he yy =
j aa — zz , como deduzimos de outra propriedade.
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Da Ellipfe.

286 COnﬁdmmns agora a curva que tem a
propriedade de fer a foma MF - Mf.( Fig. 36. ]}
das diftancias de qualquer dos feus pontos M aos

ontos fixos F e f, ignal a huma Jinha dada a.
‘fta curva tem o nome de Ellipfe, as diftancias
MF e Mf chamad-fe raios veélores , © as pontos
F e f, os ficos.

Para deduzir a equagad , tome-fe huma linha
determidada , por exemplo Ff, para eixo das abf-
cilfas, cuja origem feja em A na diftancia CA =
} a do meio C de Ff. Tire-fe a ordenada MP, ¢
faga-fe CB=CA: feja AP=x, PM =y,
AF—¢, FM =z;feri FP =% (x—¢), con-
forme P cahir entre Fe B, ou entre Fe A; fP =
@ — x —cj e pela propriedade da curva, Mf =
a— z,

Ifto _poﬁu » 0s triangulos re@angulos FPM ,
SMP dat FM? = PM? 4 FP*, ¢ Mf? — PM*
4fP; 00 2=y b2 —20x4ct, € @ —
24z 4 2° = y* =} 4? — 2ax 4 x? — 2ac 4 2x

ax -4 ac — 2cx

-+ ¢, das quais fe deduz z = = H

logo fubltituindo efte valor na primeira equagad,
dac — 4Jee

teremos . s . W=— [ax-—x‘x']‘.

287 Por efta equagab podemos defcrever a cur-
¥a por pontos, como havemos feito (283) a ref-
pei

-
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peito do circulo. Alem defte methodo temos o fe-

uinte.
. 288 Tomando CA=CB=1a, doponto f
como centro com o intervallo arbitrario Br defcre-
ve-fc hum areo , e executa-fe 0 mefmo do ponto F
com o intervallo Ar ; os pontos de interfecgad
M e M! dos dous arcos pertencerad i ellipfe.

289 A propriedade fundamental de que dedu-
zimos a equacad da curva, di hum meio muito
fimples 1pam a defcrever por movimento continuo.
Fixem-fe em dous pontos F e fas extremidades
de hum fio FMf maior que Ff, o qual fe eften-
da por meio de hum penteiro M; entab o ponteiro
movendo-fe ao redor dos f6cos, de maneira que
o fio fe conferve fempre eftendido , irda marcando
os pontos da elliple; porque em todos os pontos
que elle defcrever, a foma das diltancias M e
fM fera a mefma.

200 Donde fe fegue, que tomando o fio FMf

igual 2 AB, acurva pallara Xclas pontos AeB;

porque AF — Bf; logo AF 4 Af— AB, ¢
BF + Bf = AB. "A equagab moitra ifto mefmo,
porque , pondo-fe y=o, di x (e —x)x=0, que
quer dizer que a curva encontra a linha Ff
produzida, quando x == o, ou no ponto A, e
quando ¥ —a; ou no ponto B, ]

291 A equagaby — = 1/4’.1;541‘. (ax— xx)

da a cada abfciffa duas ordenadas iguais com fi-
nais contrarios, e por tanto moftra que a curva
tem dous ramos iguais , hum de huma parte do
eixo AB, eoutro da outra parte ; e que a perpen-
dicular DD (Fig. 37) conduzida por C divide a
curva em duas partes iguais ¢ femelhantes.

292

-
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292 A linha AB he o eixo maior da ellipfe,

DD’ o eixe minor, e o dobro mm' da ordenada

ue paffa pelo foco , 0 parametrs, Os pontos A, B,

i), D’ fab os vertices dos eixos, € o ponto C
he o centrs da ellipfe.

293 Se fuppuzermos ¥ — AF = ¢, teremos

2 (ac —cc)

, ¢ por confequencia mm'=
a

b

4 (ac— ec)
a
druple da diftancia ¢ do vertice as fico,

40c — Jic

. Logo o parametro he menor que o qua-

Seja = p; 2 equacat da ellipfe fe mu-

dard entad nefta mais fimples yy = i{lx—xx].
a

294 Se fuppuzermos ¥ — AC=—1a, teremos
39 = CD? =ac — ¢c= AF x BF ; donde [c tira
AF:CD:: CD: BF. Logo o femicixo menor be
meia proporcional entre as diftancias de bum ds fi.
o5 aos dous vertices.

. b
Scja DD'=1#, fera --é — ac— ¢ , €a equa-

cab fe mudard nefta de que fe faz muito vfo .. .

y= (ax — xx).

aa
Dos valores de p e b fc dedoz pa = bb, e
confcguintcmcntc e e p. Logo o parametrs

be huma terceira praporcional aos eixos maior ¢ me-
nor,

195
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b

-1
% (a— x) .. bb ! aa ; logo o5 guadrades das ordes

nadas ao eixo maior fai para s priductes das fuas
abfciffus , coms o quadrads do eixo menor be para o
quadrads do ¢ixs majer ; € conlegnintemente os
uadradss das erdenadas eflai entre fi como o5 pro-
duties das abfeiffas correfpondentes.

296 Se fobre AB ( Fig. 38.) delcrevermos o
circulo AEBE! teremos PN® — ax — xx; logo

295 A equagad yy =

i (ax — xx) da gy ¢

kb 2
feriyy:-—a- PN? ,aqual da y PN Il 84,

ito he PM : PN :: CD: AC ou CE ; logo asor<
denadas da ellipfe [ai proporcionais @s do circuls def-
crits fobre o eixs maior. Podemos pois delcrever
a cllipfe com muita facilidade por meio do cirs
culo.

Donde fe fegue , que o circulo he huma elli-
ple, cnjos eixos a € b fad ignais, ou cuja diftan-
cia do vertice a0 foco he igual & ametade do eixo
maior, ou tambem cujo parametro he igual ao

diametro ; porque fuppondo =42, c=14, ¢
p=—a, todas as tres equagbes da ellipfe fe tornab

na do circulo yy = ax — ¥,

297 Vé-fe pois claramente, que huma linha
vnica, ilto he o diametro, determina o circulo §
mas nad bafta o eixo maior AB ( Fig. 37.) para
determinar a ellipfe ; he neceilario alem diffo co-
nhecer ou o eixo menor b, on o parametro p, o0
a diftancia ¢ do vertice ao féco. Havemos vifto

como le defcreve a ellipfe no cafo de fer dado ©
ei-
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eixo maior com a diltancia do vertice ao féco.
Quando porém fe derem os dous eixos, para def-
crever a curva por movimento continuo, he ne-
ceffario determinar os focos. Ifto he facil de fa-
zer , defcrevendd do ponto D como centro com
o intervallo AC—=—1a dous arcos, os quais cor-
tarab o eixo maior nos pontos procurades F e f,
Se for dado o eixo maior com o parametro’, deter-
minaremos o eixo menor , tomando huma meia
proporcional (294) entre as duas linhas dadas, e
aflim reduziremos efte cafo ao precedente.

208 Pdra tirarmos huma tangente a qualquer
ponto M ( Fig. 39. ) da ellipfe , produziremos o
raio ve&or fM até G , de forte que feja MG =
MF ; e urando GF, conduziremos fobre ella por
M a perpendicular MT, « qual feri a tangente ,
ifto he, encontrari a curva unicamente no pon-
io

Porque fe a encontra em outro Ennta , por
exemplo em N , entaé tirande Nf e NF, pela pro-
pricdade fundamental da ellipfe fera FN 4 Nf
=FM 4 Mf, ou (4.¢5. 1. Eucl.) NG 4 Nf
= Gf; masifto he abfurdo (20.1. Eucl.); logo o
ponto N nad pertence a ellipfle.

299 O angulo FMO =GMO = fMN. Logo

na ellipfe os raios vellores formaa angulos iguais com
a tangente Como fe fabe por experiencia, que hum
faio de luz , quando encontra huma fuperficie, fe
reflefte fazendo o angulo de reflexad igval ao an-
Fulu da incidencia ; os raios que partirem do féco
uminoflo F, e encontrarem a elliple , irab reu-
nir-fe no outro féco f'; e reciprocamente,
Se
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Se conduzirmos por M ( Fig. 40.) fobre a tan-
gente M'T a perpendicular M1, efta linha que fera
tambem perpendicular 4 curva , dividira o angulo
FMf em duas partes iguais ; porque fendo IM’
IMTY, fe tirarmos os angnlos iguais FMT, fMT/,
reftara FMI = IM/.

300 A linha Pl chama-fe a Subnormal, MI a
Nermal , PT a Subtangente.

Por quanto temos FMI —=IMf, ferdi Mf:
MF :: f1: FI (3. 6. Eucl.), e conleguintemente
Mf 4+ MF (o) : Mf—MF (a— 2z ) ;. f1 4+ FI
(a—2¢) : f1 —Fl (@ —2c—2F1 ) da qual fetira
FlLo f2—2% _ alc—zact < adr—gqace 4 4o

a a? y

logo P1 =Fl —(x—¢) = - E::f- (ac—cc) =

i ) Tasd).

da
\ PM:: a? "1
q01 A fubtangente PT = T W ¥ (Fa—=x)

ax — XX
— -

‘: i — X

As exprefsdes de PI e PT podem fervir para ti-
rar huma perpendicular, e huma tangente a qual-
quer ponto M da ellipfe,

702 Como PT nab depende de 4, todas as
tangentes a pontos correfpondentes de todas as el-
lipfes , defcritas fobre AB como eixo inaior, fe
encontrab no mefmo ponto T do eixo. Pelo que
a tangente ao ponto N do circulo defcrito fobre AB

como
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¢omo diametro ( Fig. 38.) encontrari ‘0o mefine
ponto do eixo T atangente a0 ponto correlponden-
te M da elliple.
Porque he CP—=1}a — ¢ (Fig.40.), fera CT
CP o PTam A0 B0 0 e
ey o M TR o itk ol
AC L AC:CT; roporgad. , pela qual fe deter.
mina com fumma lja]cilidadc: oponto T , Por on-
de pafla a tangente MT.
323 O triangulo nﬁtangulo TPM di T™
r 2% 60X — xx
&= ‘/l(ex-—xx-!- — (Ju—2) ){}a—x,r‘ ].
394 A ellipfe tem grande ufo na ArchiteQura
aval. A curvatura , por exemplo, da fiperficie
exterior dos maftros , he a de huma porgad de el
liploide , ifto he , de hum folido gerado pela
revolucad da ametade de huma ell iple a0 redor do
eu eixo maior,
395 Se de qualquer ponto M tirarmos fo
bre o eixo menor a perpendicular ou ordenada

MP'; e fuppuzermos DP' = ¥’ , MP'— 7', te-
Temos y =3 —=x', e x=1a—yl. Subfti-

tuindo eftes valores na equagad yy = i::' Lo

— ¥x) , acharemos ;';*z«j—:—(h'—#'-f’“
€quacad’ femelhante a que fe deduzio para o eixo
maior ; por tanto tiraremos conclusGes analogas
(295 , 206).

306  Para termos as linhas P’ [/ oJTEEWETT,
MT" pertencentes a0 eixo menor , imitaremos
0 que fizemos arefpeito do eixo maior » ulando

R das
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das linhas correfpondentes , e ﬂonrian%dc'ia feme~
lhantes , que fe reconhecem na Figura. Defte mode
acharemos valores em x’ femelhantes aos deduzi-
dos em » relativamente ao ¢ixo maior.
Tambem damos hum parametro ao eixo me-
! nor , entendendo por efta linha nad o dobro da or- |
denada , que palfa pelo féco do eixo menor , por-
que nad o ha; mas huma terccira proporcional
aos dous eixos menor e maior (204) .
307 Se quizermos contar as ablciffas do centro
C, poremos CP =z, e fubflituindo fa — zem

| ugar de ¥ na equagal yy = 'j_,i' (ax — xx) , € nos
valores de PI, PT ,CI, ¢ TM, acharemos yy

i bb P +
I'M. (inc..._zz:l » Pl = — - :PT :__L -—2'
ada ﬂ.— ==

[ =
g e TM == 4/ [ (taa—zz 4 252

jda —z% ]
[’ T )
e A
Como os valores de z comecadem C , e aca-

bab em A, parece que a equagad y= = —

+/{1aa — zz) di f6mente ametade DAD’ da el-

lipfe. Porém como devemos dar 2 z tanto valores
pofitivos , como negativos , éftd claro, que eftes
yltivios darab as ordenadas pm , que determinad
a outra ametade DBD'; aqual he igual e feme-
hante & primeira DAD’ , porque a quantidade

b i
+ — 4/(iaa — zz) nab muda de valor pela fubfti-
[

tuigad de — = em lugar de == .
308
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308 ' Da-fe o nome de diametrs atoda a reta
MCM' (Fig. 41.) . que paffa pelo centro da elli-
ple . e termina nos dous pontos oppoftos da cur-
va. Se conduzirmos pelo centro a re@ta NCN' pa-
rallela @ tangente em M, fera6 NCN’ e MCM'
0s diametros conjugadss. As linhas mO parallelas &
tangente em M (a6 ordenadas ao diametro MCM?,
¢ as partes MO fad as abfciffas. O parametrb de
qualquer diametro he huma terceira proporcional
20 mefmo diametro ¢ 30 feu conjugado.

309 Para moltrarmos que as ordenadas a hum
diametro tem propriedades femelhantes 4s das or-
denadas aos eixos , tirem-fe as perpendiculares
mp , OQ ao eixo AB, e a re@ta ms perpendicular
20Q, Seja AB—a, PM—,,CP=2,05
=g, CQ = ¥ ; teremos AP — ia—=z, PB
=latz, Ap=Ja—k—g, pB —1ls
+ k4.

Os triangulos femelhantes TPM , mSO dad

SO = -—{zl——, ¢ outros dous CPM, COQ,

j0a — zz

F
tambem femelhantes dat QO — -j— i logo pm

=Q0 50 — 3!-—-.-_. L it il pela
z jea — zz

ropriedade da elliple (295) pm® % AP. PB—

EM’ X Ap.pB; ']ogo{fughﬂi:uinda » € reduzindo ,

Laakk T
te C et R ) S ¢
remos - +

1
= loa — gg.
laga —zz — * £

Notemos de paffagem | que quando a linha mO
paffa pelo centro, ifto he , quando-o pento O cahe
R 2 - To-
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fobre C , hie # ==0, ¢ g =— CR 5 logo fubflitnin~
do eftes valores na equacad achada , vird CR=
= jaa —zz = AP. PB.

Fazendo agora CM = 14", CN =1V,
m0O =y', CO===z', os triangulos femelhantes
CPM, CQO dat k= f{z; , € os dous CNR ,

mSO tambem femelhantes dad CR = -J—igf; logo
¥

I
1 geb'!
CR* = ~——

¥
dous valores de CR? , refultard gg —

3 donde , igualando entre fi os

y'y'(}aa—=z)
V1 I

Subftituindo pois os valores de gg e bk na equagad

1 ﬂﬂia{‘ gg‘;: ’

Taz + laa — 2% = loa — gg , tercmos

w gLy "’,'5' Pt Tl
yly S (3a'a"—z’2") , femelhante a3 que

achimos a refpeito dos eixos.
gto Pondo y'=o0 , teremos z'= = 1a'.
Logo a curva encontra a linha MM em dous pon-
tos M e M’ equidiftantes do centro, ¢ por con=
fequencia todos os diametros da elliple fad certa-
‘dos no centro em duas partes iguais.
!

311 A equagad y =z y(id'a — ='z")

moftra que qualquer diametro MCM' divide em
duas partes igoais: as fuas ordenadas mom’, ou a8
parallelas & tangente em M, e confeguintemente
tambem a ellipfe inteira.

312 Donde fe fegue, 1° que a tangente lil"m
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N he parallela ao diametro MM’ ; 20 que as or-

denadas Om ao diametro MM’ fa6 as ordenadas

a0 circulo do diametro MM’ , diminuidas po-

rém ou augmentadas na razab de o’ . 4', e incli-

nadas debaixo de hum angulo igual ao comprehen-,
dido pelos diametros conjugados.

Para fabermos em que lugar a'=73%", ou onde
as ordenadas fad iguais ds do circulo, fubflituire<
mos CP (z) em lugar de CR na equagad CR?

=laa —zz , e teremos z =1 a /%, quanti-

dade real ¢ independente de 4 , a-.qual moftra , que
cada elliple tem dous diametros conjugados iguais,
¢ que eftes fe determinad do mefmo modo  em to-
das as clii[P['es que tiverem o mefino eixo, Para os
achar , defcreva-fe fobre o eixo maior como diame-
tro (fig, 38.) o femicirculo ANEB, e dividindo
em duas partes iguais no ponto N o.arco AE de-
- terminado pelo eixo menor CD produzido , abai-
xe-fe NP, que corta a ellipfe em M ¢ M’; ferad
CM e CM' os dous diametros conjugados iguais ,
Pois que o triangulo reétangulo ifofceles PCN da
CP=CN v} —ja v,
313 Se conduzirmos do centro C (Fig. 42.)
a perpendicular CF fobre a tangente;feri CF
PM.CT TM.CR
=M ¢ CN = ——— loge

PT
CF.oN = ST CR  yab (307, 300);

ifto he ( tirando a tangente N'T'7 ‘até encontrar
TM em 1) CMIN == Za . 3b . Logo todes os
parallelsgrammos formados pelas tangentes nas. ex=

tre-
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tremidades dos diametrss conjugadss [a iguaes entre
Ji » € ao reétanguls farmada pelos erxos.

314 Os triangulos femelhantes TPM , CRN
dad RNa::E—Rl;—TI-’E- =i:— ; mas pelos dous
triangulns relangulos CRN , CPM temos CR?
-+ RN?*+4 CP* 4 PM® — CN7 4- CM?, logo
fubftituindo nefla as exprefsées algebricas das li-
nhas , fera CN® 4 CM* = 1a2 + 14 . Don-
de fe fegue , que na ellipfe a foma dos quadradas de

dous quaifguer diametros conjugados he ignal G foma
dos quadrados dos dats etxos.

315 Por quanto temos CN* = CR* 4 RN*
b2z2
= la* — 2* 4 =, ferd (307) TM* = CN*

az
( h!zﬂ_ z2 ). Porém os triangulos femelhan-

tes TPM ,» MP/T"dag MT’ — ‘P—'h%w“
CN? 3 2*

-— , ¢ confeguintemente

jat — 22
TM ¥ MT?=CN?* = Ip" ¢ CM (308), fen-
do p' o parametro do diametro MM’; donde fe
tia CM:TM :; MT'; p’.

O circulo defcrito fobre TT? como diametro
(Fig.43.) paffard pelo ponto C, porgue o angulo
TCT! he re&to ; I}; produzirmos pois CM até en-
contrar a circumferencia em V.:cremmfgs.g.EucL]
CMITM i MT’; MV ; logo MV ==:{‘}r’-5
31

logo MT'* —
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16 Daqui fe infere , que para defcrever a cl-
l]p?—:'. quando fa6 dados os dous diametros conju-
gados MM’ , NN’, com o angulo que formad en-
tre fi, produziremos CM ate V, de forte que
MYV feja igual & ametade do parametro , e do meio
X de CV levantaremos a perpendicular XZ , que
encontra em Z a linha TT’ conduzida por M pa-
rallelamente a NN’; defcrevendo entad do ponto
7 romo centro e com o intervallo ZC hum cir-
culo, que cortard TT' em dous pontos T e T,
as reftas: TC , T'C conduzidas por elles para o
centro ferad as direccbes dos dous eixos, A fua
grandeza fe determinara abaixando as perpendicu-
lares MP, MP’, etomando CA (302) igual a
huma meia proporcional entre CT e CP ; ¢ CD
igual 2 huma meia proporcional entre CE7e CP’,
como fe deduz dos triangulos femelhantes TPM ,
o b 0 WA fy

317 Para reflolvermos analyticamente efte pro-
blema, feja MM! =—m , NN = »n, e o angulo
MCN =, teremos (314) m* 4 n* = a* -} §? ,
€ (313).mn fen « — ab , porque (Trig. 174. ) CF
=mfens ( Fig.42.,) ; logo a =1 /(m* - n*
=+ 2mn fm:-]—i- Lyf(m*4 n*—amn fena)ve
b =1 y/(m* 4 n* 4 2mn fon o) — § yf(m* + n*
= 2mn fen o),

Para acharmos a dir:c;a& dos eixos , ou o0 an-
gulo MCT, que reprefentaremos por ¢ , temos no

triangulo CMT (Trig.173.) fen T ou fen (s —¢) &

Ccp

CM (4m):: feon TMC (fen ) 2 CT (ot )
: ' lo- /
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a* fen (a — o)
2m fen s
Qangulo CMP (Trig.162) di 1% im :: esf 92
Cp QUM

Jogo CP =

. Maso triangulo re«

; logo teremos m* fen a cof o

imj'ru-
==a* (fen a ¢of o — eof « fen o) (Trig.34), e di-
Al
vidindo por ¢of¢, vird tang = A tang = ,

que fe p6de exprimir em m e n, fubflituindo por
a o valor achado. !

Da Hyperiola,

218 S E a curva (Fig.44.) tiver a proprieda-
de de que a differenca Mf — MTF das diftancias de
cada huin dos feus pontos M a dous fixos F,f, feja
fempre 2 me[ma, e igual 2 huma linha dada a; pa-
ra acharmos a fua equagad , tomaremos huma li-
nha Ff, por exemplo , para eixo das ablciffas,
cnja origem feja v. g. no ponto A em diftancia
CA = {a do ponto C meio de Ff, e faremos
CB = CA. Supponhamos AP — », PM — Fa

AF=¢, FM =2z, feri FP = = (¢e—x), fP

=c¢~a-x, epela propriedade da curva, Mf
=a-4z.

Os triangulos reftangulos FPM , £PM dad
O —20x4 27 4 = 2%, e 2+ 2ac°'} a*
Fdaxd2ex a2 4y = a* f 20z 4 2%, das

quais
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2x - ac 4 ax

3 ;
tuindo efte valor ma primeira equacad ; teremos

5= 'W_":t;w(uo-{-xr}.

quais [e tira z —

3 logo fubfti.

319 Elta equagad péde fervir para deferever a
curva por pontos, dando a x muitos valores, Tam-
bem fe podem achar fucceffivamente os mefmos
pontos , tomando arbitrariamente huma parte Br
maior que BF , e defcrevendo do ponto f como
ceatro , € com o intervallo Br hum arco , o qual
feja cortade em M por outro arco defcrito do pon-
to F como centro, e com o intervallo Ar.

Se quizermos porém defcrever a curva por mo.’
vimento continuo , fixaremos no ponto /" huma
regoa indefinida, que poffa girar a0 redor delle :
em F, e em'hum dos pontos %ﬂa regoa atare-
mos as extremidades de hum fio FMQ, que feja
igual a fQ — 4. Depois, por meio de hum pon-
teiro applicaremos 4 regoa huma parte MQ _do
fio', e movendo o ponteiro de M para A, de jorte
que o fio fe conferve fempre eftendido , a regoa
112 abaixando , 2 parte FM diminuindo , ¢ o pon-
teiro delcreverd a noffa curva, & qual fe di o no-
me de Hyperbola. Com effeito , JM —FM ferad
fempre igual a a.

ki (ax - xx)
aa

moftra que a curva tem dous ramos AM , AM"

iguais e infinitos, hum de huma , e outro da ou-

tra parte dalinha AB produzida, a qual fe cha-
Wa o primeirs eixa.

320 A equacad jy —

328
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321 Se fizermos » negativo , ou fe fuppu-
germos que P cahe porcima de A, y =

- 1/ 42-1____?.—;45'_ (xx —azx) ferd imaginario em

quanto for x < a , e por confequencia nad haverd
curva delde A até B ; mas comecando a fer x > a,
as ordenadas tornad a fer reais,, e aflim comega
em B huma nova por¢ad de curva mBm’, a qual
tambem tem como a primeira dous ramos ingni-
tos , hum de huma , e outro da outra parte de AB
produzida ; e he perfeitamente igual 4 hyperbola
pofitiva, pois que tomando Bp = AP , xx—ax
ou Ap X p B vem aferigual a2 AP x PB, logo
pm = PM.

322 Se na equagab puzermos y == o, achare-
mos que a Curva encontra o €ixo nos dous pontos
AeB,emque x —0, cx——a,

323 Para termos o valor ‘da ordenada Fm",
que paffa por F (efte ponto chama-le fico , co-
mo tambem o ponto f) faremos x=¢ , € Vi-

R -:f—_l'-:f- I; logo ferd o dobro delta
ia

- I o W% i ac 'r_i l-_
quantidade , ou m" m _4.( o ). Efta li

pha chama-fe o parametrs da hyperbola. Se a re-
prefcntarmos per p 5 teremos huma equagad mais

fimples da curva . . . yy=— ..E- (ax 4 xx) .

Da equagad p=— oo i—_ﬁf. =4
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deduz que o parametrs do primeirs eizo da byperbola
be maior , que o quadruple da diflancia do vertice A
ao fico F.

324 Sedo ponto C meio de AB fe levantar
a perpendicular DD’ = 2CD , tal que feja CD?
= Af X FA = ac + ec, ferd. DD/ o fegunds eixo
da hyperbola. Reprefente-fe efte por 4, teremos
bb = 4ac + 4cc 5 e fubftitvindo na equacab da

;. b,
curva, vird . , . )'J'=a—‘\“"'+”]'

Vé-fe pois que as tres equagbes da hyperbola f6-
mente differem das tres correfpondentes da ellipfe
nos f{inais de ¢¢ e xx.

Da ultima equagab achada fe tira yy (PM? ) :

ax <4 xx (AP ¢ PB):: 44 (DD'2 )2 aa (AB*)
Logo : Na byperbola os quadrades das ordenadas as
primeire cixs [ai para os produffes das [uas abfcif=
Jas , coms o quadrads do fegunds eixe be para o qua=
drads do primeire ; e conleguintemente os guadra-
des das ordenadas efics entre fi como  os produttes das
abjcifJas corrgfpandentes. e

Quando a =14, a curva chama-fe hyperdola
equilatera, ¢ a equacab fe torma em yy =— a¢ Xy
a qual nad differe da equacad do circulo , fenad no
final de wxx.
4ac 4 gec

a
+ 4cc, lerhap = ib,ilohe a:d :: b:p. Logo
© parametto do primeiro eixo he homa terceira
Proporcional ao primeiro ¢ ao fegundo eixo.

325

Por quanto he p =

y € bb = qar
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‘325  Se tirarmos por D a re&a DA, no trian-
gulo re&angulo DAC teremos DA — /(} 44

+ iaa) = y/(¢c + ac + }aa)=— ¢+ }a = CF.
Logo , para acharmos os focos quando forem dados
os eixos , tomaremos CF — DA ; e pelo contra-
rio para acharmos o fegundo eixo quando for da-
do ¢ primeiro com os fécos , delcreveremos do
ponto A como centrv , e com: o intervallo CF
hum arco , que cortara a perpendicular DD’ no
ponto procurado D '

326 A defcricad da hyperbola depende pois de
duas quantidades , a faber : ou dos dous eixos ; ou
do eixo maior e dos fécos ; on do eixo maior e
do parametro ; e pelo que bavemos dito péde fem-
pre effeituar-fe por algum dos methodos indicados.
Se fofle dado , por exemplo , o eixo maior com o
parametro , procurariamos huma meia proporcio-
nal entre eftas linhas , ¢ teriamos ‘o [egundo cixo,
o qual ferviria para achar os f6cos.

27 Se fobre Mf ( Fig. 45.) tomarmaos a parte
M ..3: M¥, a peéendiiulasr )MT tirada :})e M
fobre FG fera tangente da hyperbola , ifto he,
nad encontrard a curva fenad em hum {6 ponto M.

Porque (¢ a encontra em algum outro ponto N de
TM, tirando NF , Nf, e NG, ferda NF = NG.
Mas he Nf < NG 4 Gf, logo fera Nf — NF
< Gf, ifto hey Nf = NF < Mf — MF ; lo-
go o ponto N nad pertence & hyperbola.

v Pela ‘conftruccat FMO — OMG = NMQ.
Logo fe F for hum ponto luminofo;, osraios que

delle fahirem, & encontrarem a concavidade MAM/,
fe reflectirad como fe partiffem de f. 328
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228 Por quanto temos ( 3. 6. Eucl.) fM
(z+a):MF (z) .. fT (a+t2¢ — FT):

FT; ferd FT=:‘+"z_—= Hodearid ob
2ex = ac - ax

(3¢ k0] a __aexdactax .

2x+a b 2¢vta H.-

(2¢ -} a) b

ax 4 xx
PT=FT —¢c4 = s Y valor da fub-
tangente da hyperbola , a qual differe fémente nos
finacs da que fe achou para a ellipfle.
329 He pois a diftancia do vertice ao ponto
em que a tangente encontra o eixo, ou AT —

 ah i@ Y Ll i (TR Y L LS
Tatx fatx

330 Efta expreflaé moftra, que fem embargo
de que os ramos da hyperbola fe eftendem até oin-
finito , com tudo as tangentes a cada hum dos
feus pontos cortad o eixo em pontos T fituados
entre A e C. Porque fe fubftituirmos em lugar de
x todas as quantidades imaginaveis defde o até o
infinito , o valor de AT crefee {Omente delde o
até ia . Logo a tangente na extremidade infinita
de cada hum dos ramos AM , AM’ paffa pelo cen-
tro C ; e como os ramos oppoltos Bm , Bm' (a0
perfeitamente iguais iquelles, e os pontos A ¢ B
eftab em igual diftancia de C, fegue-fe que as di-
fas tangentes tambem o fad nas extremidades in-
finitas dos ramos Bw , Bm’, como [e reprefenta

(Fig,46.) nas linhas CX , CY.

-~
33F
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33t Di-fe a eftes tangentes o nome de Afym-
ptotas , as quais , como fe v&, fab humas linhas ,
que partindo do centro fe avezinhad cada vez mais
da hyperbola , fem que poffad encontralla fenad
em huma diftancia infnita , e por tanto [ad os li-
mites das tangentes.

Se pelo vertice A conduzirmos Af parallela a
PM, os triangulos femelhantes TA¢, TPM da-

rab PT 1F'_—x-'!-r—):l"M[_'.'] AT i Loty

latx a4 x oy
1 1 y
AT = ﬂfr = ‘:(f:jﬂ) 5 onde fe vé,

que fazendo x infinito , he At == 14 == CD. Leo-
go , para determinar a poficad das afl mptotas ,
conduziremos por A as re@tas AL , AL’, perpen-
diculares a CA, e iguais cada huma a CD ; as
linhas CL , CL’,conduzidas pelos pontos L, L’
e pelo centro C , ferad as alymptotas da hyper-
bola , as quais fe forem produzidas para a parte
contraria , {erad tambem as alymptotas da hyper-
bola oppofta. Efli claro, que na hyperbola equi-
latera o angulo LCL’ formado pelas alymptotas
he reéto. :
faa

332 Poisque he CT = CA — AT =.i_ﬂq-:"
teremos efta proporcad CP : CA i1 CA: CT,

a qual p6de fervir para tirar huma tangente MT.
333 O triangulo re@®angulo TPM di MT

= (PM? 4 PT?) = 1/5_ %(%ﬂﬂ-ﬂ’
+ax+xx) axti ].

et o 334
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+'434 Se tirarmos a normal MI (Fig.47.) , tere-
mos TP %_‘E’.):PM(;):;PMU}:PI;

bb
logo 2 fubnormal PI — e (1a=).

335 Para acharmos agora a equacad as coorde-
nadas do fegundo eixo DD, canduzameos a per-

pendicular MP?, e fazendo MP' = y*, DP! =x",
teremos y =16 — x', ¢ x —=y'— la. Subftituin-

do cftes valores na equagad yy = % (ax 4 xx) ,

virdy'y' = f:':' (385 — b5’ 4 x'x"), a qual nad he

femelhante 4 relativa ao primeiro eixo.
336 . Se quizermos ter a equacad em ordem a
AB » contando as oblcilfas do centro, fupporemus
Pe=z, ¢ fubftituindo z — §a em lugar de x;

acharemos == _? (22 — laa) .
frd

Se referirmos a curva ao fegundo eixo DD’,
fazendo CP/===z’, teremos x'=15 —z',e fub-
ftivvindo na equagab refpectiva ( 335 ), vird y'y'

ada
= 57 ('3 ).

337 Reportando da mefma forte ao centro as
expteflsdes de PT, CT, PI, ¢ MT, teremes
o il AN PR LS A

z z aa

MT </ [ # i) 251
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Se produzirmos MT até encontrar o ﬁ-gund—o
eixo em T?, os triangulos femelhantes TPM ,

. ri
2
%1—; logo CP*: CD :: CD: CT".

238 Toda a re@a MCM' (Fig.48.) que paMa
elo centro , ¢ termina de huma e owtra pante na
E}'pcrbula. chama-fe diametrs. As rettas Om pa-
rallelas & tangente em M a0 ordenadas ao diame-
tro ; MO ¢ OM' fab as fuas abfciffas,
Para mollrarmos que as ordenadas mO tem as
mefinas propriedades que tem as ordenadas MP,
tirem-fe mp , OQ_perpendiculares ao eixo AB, e

conduza-fe 'mS parallela a AP. Seja PM =y,
CPe=z, Qp =g, CQ =1#; feri AP = %
—la, BP=z4 14, Ap=Fk —g— 1a, B
=t—g+tia.

Os triangulos femelhantes CPM, CQO dab

QO = E_J:—-; e os outros dous TPM , mSO dad

SO =-——g-z"—-; logo mp = QO — S50 =

zz — jaa
ky £2y :
e e Porém (324 ) pm* X AP.PB
= PM* X Ap . pB ; logo fubftitvindo , € re-

1
duzindo , teremos — :MH

FELZ
+ L —~ *dﬂ gd o1

b
— jaa.

No-
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+~ Notemos antes de paffar adiante , que fe tomar-
mos fobre AB a parte CR tal que feja CR* —
AP X PB = zz — }aa, ¢ levantando a perpendi-
cular RN’ terminada em N pela linha NN7 condu-
zida pelo centro parallelamentea TM , fe fizermos
CN — CN’ ; entab NN he o diametrs conjugada
de MM, e huma terceira proporcional a MM’ e
NN he o parametro do mefmo diametro MM’ .
Supponhamos agora CM = {a’, CN = 14,
CO=2z", Om=y'; os t'riangulus femelhantes

CPM,-CQO dad .E.—_-.;:— , € os outros dous

r

tambem femelhantes mSO , CN’R dag g2 —

— )
iy (2% — }aa) ; logo fubftituindo os valores de g*

&
e}’ na equacab — i::_*- 4+ B3 W == gr—laa,

zz — laa

teremos y’ § ==

g (2'z'— ja'a’) , equagad

femelhante & das coordenadas do primeiro eixo.
339 Fazendo y’ =0 ,acharemos z’ =+ 1a’;

©go a curva encontra a linha MM’ nos dous pon-

tos oppoftos M ¢ M’ em diflancia do centro igual

a 4a’; e aflim todos os diametros fe cortab no cen-
tro em duas partes iguais.

r
340 Acquagad y'= 2 —f:'r V(z'2" — 1a'd))

mn:[tr:t, ue fe produzirmos mO de maneira que
M ==Um , o ponto m' pertencera & curva; por
. S tan-
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ranto cada diametro divide em duas partes ignais
as re@as paraliclas 4 tangente que pafla pela ori-

gem do mefmo diametro.
1 A0

741 - Daequagad y'y'= z'z' — la’'a
. 9 o H:

a'a'
fe tira y'y! (mO? ) : 272" — }a'a’ (MO x OM)
<t 44 (NN ) :a'a’ (MM" )5 logo » quadrade
de byma ordenada a gqualguer diametro terminads na
curva efla para o prodults das fuas abfciffas , coms

¢ quadrads do diametro conjugads éfia para o qua-
drads ds primeire diametro.

242 Se do centro C (Fig. 49) abaixarmos fo-
bre T M a perpendicular CF , os triangulos feme-

Ihantes CFT, TPM darad CF = PM.l?;fICT

¢ os dous tambem femelhantes CRN', TPM da-

DX CR jogo R ON

; e fubftitzindo os valores

rab CN‘ou CN =
_ PM xCT X CR
L5 PT
achados ( 336 5 337 » € 338) teremos CF % CN
— lab . Se produzirmos agora MT até a alym-
ota em 1, fera MI = CN , como abaixo fe
moftrarh , e confeguintemente CIMN ferd hum
parallelogrammo , cuja fuperficie — CF X MI
— CF % CN ; logo a parallelsgramms confiruide
Jobre o5 diametros he igual ao reflanguls dos eix05s

343 * Os triangulos femelhantes TPM , CRN'

%ﬂz .'_ii ; ¢ o6 dous trian=

gu-

dat RN' =
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gulos reangulos CPM , CRN/das CM* — CN "2
= CP? 4- PM? — CR? — RN"*; f{ubftituindo
pois os valores achados, teremos CM? — CNz)
== }aa — }bb. Logo a differenga dos quadradss de
dous diametros conjugadss be fempre a mefma , ¢ igual
i differenga dos quadrados dos dous eixss. Donde fe

fegue, que na hyperbola equilatera hum diametro
qualquer he igual ao feu conjugado.
344 Por quanto temos CN? — CR? 4~ RN "
bbzz

— zz — lag 4+ —— ; fubftituindo no valor de
@aa

TM (337),acharemos TM =CN 1/ (zz—-ﬁaa).

Mas (Fig.47) os triangulos MPT ; MP'T/ das
P'M x TM CN x z
TM= = T
M PT = /(%% —}aa) * logo

teremos TM X T'M — CN?=1Ip' % CM ,
fendo p' o parametro do diametro MM, e confe-
guintemente CM : TM . T'M: Ip!.

345 Donde fe fegue , que para achar os eixos
a fim de defcrever a hyperbola , quando f36 dados
os diametros conjugados com o angulo por elles
comprehendido ; tomaremos fobre -MC ( Fig.50)
alinha MH — 1p’, e no meio 1 de CH levanta-
remos huma perpendicular 1K , a qual cortari em
K alinha MT' conduzida por M parallelamente
a0 conjugado NN’/ . Do ponto K como centro e
com o intervallo KC defcreveremos hum circulo 4
© qual encontrara MT nos dous pontos T e T’ 3
€ntal as linhas TC, CT tiradas por elles e pelo

52 cen-
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centro , ferab as direccbes dos eixos j porque &
angulo T/CT he recto, e temos (Cor.36.3.Eucl.)
CM:TM"I T/M: MH ou {p’.

- A grandeza dos eixos fe determinard abaixane
do de M as perpendiculares MP , MP/, e to-
mando huma meia proporcional CA. (337 ) entre
CP eCT, eoutraCD entre CP’ ¢ CT' .

~ Nab péde haver difficuldade em achar a fehi-
¢26 analytica defte problema , depois do que have-
mos dito (317) a relpeito da elliple.

Da Hyperbola entre as Afymptotas.

146 A. Hyperbola confiderada em ordem ds
afymptotas “tem propriedades importantes , de
que exporemos as principais , lembrando-nos

rimeiramente do que fica dito { 331 ) fobre o mo-
do de determinar as alymptotas.

Para referirmos cada hum dos pontos E da
curva (Fig. gt) 4s afymptotas CLO, CL%, ti-
femos por E a linha EQ, parallela a huma dellas
OF parallela ao fegundo eixo DD ; ES paralicla
a CLO ; e pelo vertice A a linha AG parallela a

CL’¢ . Seja CA=1a, CD=AL =AL'=
1, CP=z2, PE—=y, AG=m, GL=n,
CQ =1,QE =

Os triangulds femelhantes CPO, CAL dad

bz

bz z
- g, o s g R E
PO=Po= —  logo EO = — y» Eo

—
—_—
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=_E_z__ <+ 7 ; donde vem EO % Eo = :a
a
= B B o ) =B8RS B
aa aa
EO X Es == CD?* = AL? ; propricdade que per-
tence a qualquer ponto E da hyperbola.

347 Os triangulos femelbantes QEO , ESs, &
AGL da6 AL :EO :; AG:EQ ,eAL:Es;:
GL : ES ; logo AL* : EO X Eo:: AG X GL;
EQ % ES ; mas EO % Eo = AL? ; logo
¥/ = mn, equagab da hyperbola entre as alymptotas.

Donde fe vé , que para o ponto A teremos
AG x CG==AG % GL ; logo CG = GL.
Mas por caufa do angulo recto A, o circulo defcrito
fobre CL ha de pafiar pelo ponto A ; logo CG

=AG —=GL, ifto he , m — n , ¢ confleguinte=
mente #t — m* .

Efte quadrado conftante m?, ou CG*, ou
4(laa<- 155), a que o produ&o uf fempre he igual;
chama-fe a potencia da hyperbola,

148 * e pelo ponto E tirarmos de qualquer ma-
neira huma re&a REr terminada nas alymptotas ,
as partes RE , mr, interceptas entre a curva e as
alymptotas , ferab iguais entre fi.

Porque ," tirando por m a linha hmH parallela
a OEs, os triangulos femelhantes REO , RnH
da5 ER : Rm 2 EO* Hm, ¢ os dous tambem fe-
melhantes #hm , roF dab Er i mr T Eo tmb logo
ER X Er : Rmx mr:; EO X Eo :Hm % mb,
Mas (347) EO w Eo = CD?* =— Hm % mbh;
logo ER % Fr = Rm % mr , ou ER (Em -+ mr)
=(ER + Em) mr , ¢ reduzindo , ER = mr.

349
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149 Donde fe fegue , que huma tangente T,

(Fig.52) terminada nas alymptotas , he dividida

em duas partes iguais no ponto do contacto M.

so Se por M conduzirmos IM: parallela a
DD', e tirarmos por qualquer ponto E a linha
REr parallela 4 tangente Tt , e OEs parallela a
DD’; os triangulos %cmclhames TMI, REO da-
rab TM++ MI :: RE* EO, e os outros dous
Mit , Eor darab Mt on TM ;: Mi:: Er: Es; lo-
go TM2. MI x Mi:. RE x Er;: EO x Eos,
« por confeguinte (347) TM? = RE X Er.

351 Tire-fe pelo centro C o diametro CMV,

o qual dividira em duas partes iguais a linha Rr
parallela a Tr, porque (349) palfa pelo meio M
de Tt ;efejaCM =1es', TM =1g,CV=2/,
VE = y’.. Os triangulos femelhantes CMT ,
i !

CVR darad VR = Vr= j:—' ; logo RE = —%;—

r
—y,eEr = fi_,- -+ »' - Subftituindo eftes valo-
a

res na equacad RE % Er = TM? = 14¢ , como
tambem o valor de y’y’ (3%8) , teremos g =4’ , ¢
confeguintemente {9 =14', ou, MT =CN,
fendo CN o femidiametro conjugadeo de CM ;
logo (Fig.49.) Ml =CN, que Ae 0 que promete-
mos (342) demonftrar.

352 Para todas as re@as pois REr (Fig. 5521
parallelas ‘a0 conjugado CN , temos RE X Er
= CN?.

253 Donde fe moftra, que muito facilmente
podemos deltrever a hyperbola por pontos , quan-
do forem dados os duus femidiametros conjugados
»
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CM , CN ( Fig.53) com o angulo por elles compre-
hendido. Porque , tirando pela origem M do femi-
diametro CM a linha TM¢ parali¢la a CN , e to-
mando de huma e outra parte de M as partes M T,
Mr iguais cada huma a CN, as linhas CT, C¢
&3{49. 351) ferad asalymptotas. E fe pelo ponto
tirarmos arbitrariamente as reftas BMQ , PMQ_
que quizermos, e em-cada huma ‘fomarmos PO
== MQ_, todos os pontos O aflim ‘achados perten-
cerab (348) & hyperbola. Cada hum_dos pontos O
sode depois fervir para acharmos outros como V,
l)‘ , &c. , rirando as reftas ROS , 'ROS, &c., ¢
fazendo SV = RO.

354 Com igual facilidade fe deduz o methodo
de defcrever entre duas linhas dadas para afympto-
tas huma hyperbola , que paffe por hum ponto da-
do dentro dellas.

355 Finalmente, dividindo tanto o angulo das
alymptotas, como o fev fupplemento , em duas par-
tes iguais , acharemos as direcghes dos dous el
%08 , cuja grandeza (e determinard como (e difle
(345) ; c aflim temos outro meio para relolver a
queltad propofta no mefmo lugar.,

Da Parabola.

356 C Onfideremos agora a curva , em que

a diftancia FM ( Fir. §4) de cada hum dos feus

ontos M ao ponto fixo F he igual i diltancia

IH do mefmo ponto 2 huma reta XZ dada de
poficad.

Para acharmes a equacab delta curva , que {e
chama Parabsla , tiremos fubre XZ a perpendicu-
lar FV , e dividindo efta em duas partes iguais

¢ no
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no ponto A, feri A hum ponto da parabola, por-
que AV = AF., Sirva efte ponto , que fe chama
o vertice , de origem das abfciffas , € feja AV ou
AF = ¢, AP = x, PM =y ; teremos MF
-=-*MH==PV=II:‘+-T, e FP -=l=1'I:.¥--£}-

O triangulo re&tangulo FPM di FP? 4 PM*
e=MF?, ifto he , xx— 20x 4 cc + gy = e
4 20 4+ xx; logo a equacad da curva he
yy == 4¢cx; a qual nos moftra o feguinte.

1° Como temos y = + 4/4cx , fegue-fe que
a curva tem dous ramos AM , AM' perfeitamente
iguais e femelhantes, hum de huma, e outro de
outra parte da linha AFP , a qual fe chama o ei-

¥9 ; € que os mefmos ramos fe eftendem até o in-
finito , porque crefcendo x , tambem crefce y.

2° Fazendo x negativo , temos y = = /—jex,

valor imaginario ; logo a curva nab paffa para ci-
ma do ponto A.

3° Pondo ¥ =¢, temosy == 2c,ifto he, o
valor da ordenada que paffa pelo féco F, ou Fm
=2¢ ; logo mm' = 4c: eita linha chama-fe o
parametre do eixo da jarabola. Aflin o parame-

e quadruple da diflancia AF

fro do eixo da parabola
do vertice as fico. .
4° Seja p o parametro , teremos 4¢ = p , €3
equagad da curva fe mudard em , . . yy = px.
357 Por meio da equagad facilmente fe def-
creve a parabola por pontos, os quais fe achad
dando fucceflivamente a » muitos valoges , ¢ cal-
culando os correfpondentes de y. 1
358
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- 358 Tambem fe péde defcrever por pontos
defta maneira. Havendo elcolhido o ponto - A
para vertice , ¢ a linha VP por dirccgad do eixo,
tomem-fe as partes AV, AF iguais cada huma
a {p ; fera F o foco. Conduzad.fe por cada
ponto do eixo as perpendiculares MM', e del-
crevendo do ponto F como centro e com o in-
tervallo VP dous arcos , que cortem as perpen-
diculares em dous pnntns(h e M, pertencerid
eftes & parabola ; porque fendo VH perpendicular
20 eixo , he FM —= VP —= MH. Are&ta XVH
¢hama-fe a direéiriz. '

359 Ultimamente a parabola pdde defcrever:
fe por movimento continuo , ufando de hum ef:
quadro VHFf, e de hum fio FMf — fH , cujas
extremidades f¢ prendem em f, eno foco F. En-
tad applicando a fH por meio do ponteiro M hus
ma parte Mf do fio , fe fizermos mover o outro
lado do efquadro fobre a linha ZX , de maneira
que o fio fe conferve fempre efténdido ; o ponteia
ro defcreverd a parabola MA.

360 A equacad yy = pr moftra , que para
qualquer ponto M ¢ quadrads da ordenada MP he
igual ao producto da abfcifa correfpondente jr!a pa=
rametro 5 ou que os quadrades das ordenadas eftad

entre ficomo as fuas abfeiffas,

A equagad da ellipfe yy — %—ﬂ (ax
— xx), fuppondo & infinito , reduz-fe a yy

= X A

== 4¢x, que he a equagad da para-

aa

bola. Logo a parabsla he huma ellipfe , cujo eixe
maior he infinito. ’

361
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: 3?1 Se do ponto M (Fig.55) conduzirmos fo-
bre FH a perpendicular MOT , efta ferd tangente
da parabola.

Porque fe encontra a curva em algum outro pon-
to N, tirando as linhas NF , NH , e NZ perpen-
dicular a XZ , fera NZ — NTF ; mas por outra
parte he NZ §NH , NH —=NF, e por confe-

uinte NZ < NF ; logo o ponto N nad pertence
curva.

362 O angulo FMO — OMH = fMN ; lo-
go os raios luminofos que fahirem de F, cen-
contrarem a concavidade M/AM , fe refle@irad
parallelamente ao eixe ; e reciprocamente 0s pa-
rallelos ao eixo {e reunirdd no foco F.

8?& Por quanto HO =— OF , os triangulos
H , TOF ferab iguais ; logo FT =— MH
=— PV = x 4 ¢, e confeguintemente PT = FT
<4 FP = ax. Logo a fubtangente PT da parabsla
be dupla da abfciffa.

264 Se por M tirarmos MI perpendicularmen-
te "4 tangente MT , os triangulos femclhantes

PM* »

. d _——— e

TPM , PMI darad PI 2y =
Logo a fubnormal da parabola be a mefma em todss

s portos , ¢ igual & ametade do parametro.

365 As propriedades da parabola tem muitas
applicagbes nas Artes ¢ Sciencias. Quem quizer
vér o fen ufo na conltrucgad dos navios, pode con-
fultar o noffo original.

366 Todaa linha MX ( Fig. 56) parallela a0
¢ixo QA chama-fe hum diametrs ; o few parametr?
he
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he em geral 6 quadruplo da diftancia da oricem M
ao foco ; as (uas ordenadas {ab as re®as mO paral-
lelas a tangente em M; MO {ab as a.ﬁﬁﬂb{.

Para achar a equagad is coordenadas do dia-
metro MX , tirem-fe dos pontos m , M, O as li-
nhas mp , MP, OQ_perpendiculares ao eixo AP,
e conduza-fe mS parallela ao melmo eixo. Scja
AP =x, PM =y, Qp=y¢,AQ =1%; teremos
AP == * '—gc

Os triangulos femelhantes TPM , mSO darad

SO ﬂ—j—:-;lﬁgﬂpﬂl=PM-—So=y——.{y— r

2x

Mas (360) he pm? % AP = PM? % Ap ; logo %

=i‘-—-r.

Fazendo agora MO =1/, mQ =y/, ferd x'=1}—

X = % , ou gg = 4xx'. Mas o triangulo retan-

gulo mSO di gg + ii’: =y’y’; logo (4x+p) x'
= y'y’. Sendo pois p’' o parametro do diametro
MX ] ift he, p'=4FM = qv 4 =4x+4p,
teremos y'y'=p’x!; equagab femelhante 4 rela-
tiva s coordenadas do eixo. Logo s guadrads da
ordenada wo a qualquer diametro MX be igual a»
Producto da abfciffa pels parametro do mefmo diame-
tro; e con['cguim:mcme o5 quadradss das ordena-
das [ab entre fi como as abfciffas eorrefpondentes.
367 Do que havemos dito fe fegue, que para
delcrevermos a parabola , quando for dada a linha
indefinida MX por diametro , ‘com o feu parame-
top',eo angufu que o mefmo diametro faz com
as
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as ordenadas, tiraremos pela origem M huma lis
nha NMT que faca com MX o angulo NMX
igual ao angulo dado, e outra MF que faga com
MT .o angulo FMT — NMX ; entadé tomando
MF =}p’, oponto F ferd o féco (362, e 360).
Conduzindo pois por F huma linha TFQ paral-
Jela a MX até encontrar TM em T, fera l?[‘FQ_
a direcgab do eixo, cujo vertice A fe determinara
abaixando a perpendicular MP, e dividindo PT
em duas partes iguais no ponto A (363). Tendo
aflim achado o foco e o vertice , a curva fe defcre-
verd com facilidade (358 , e 359). -

Para darmos a folucad analytica delle problema,
feja o angulo dado MOm = MTP =g e confler-
vando as outras denominagbes , no triangulo re~
&angulo MTP teremos 1 : fang. @) PT (2x )1

Pasd
4 fanz* a e
mas p' — 4x -+ p, logo p — p’ fen®a, e allim tere:
mos Pﬂ paﬂmjt:o. Agzrigcm fk);u eixo AL fe de-
terminard pelas equagbes x — } p'cof%a , ey =
= 1p' fen 2a.

68 Astres curvas de que havemos tratado,
tem o nome de Secgaes Conicas , porque refultad de
huma pyramide conica cortada por hum plano.
Por exemplo, fe a pyramide conica CHI (Fig.57)
for cortada pelo plano AMm , de mancira que elte
encontre os dous lados CH e CI, temos a elliple
AMmB : deve exceptuar-fe unicamente o cafo em
que o plano faga com CI hum angulo igual aquelle

ue o outro lade CH forma com a bafe, porque
entab a feccad ferd hum circulo.

Se ao contrario o plano na6 encontrar hum dos

PM ( 4/px) , e confeguintemente x =
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Yados CH (Fig. 58) , fenad no prolongamento defte,

teremos a hyperbola.

Finalmente fe o plano for parallelo a hum dos
lados CH {Fig. 59), teremos a parabola.

Para o demonftrar , concebamos a pyramide co-
nica CHI (Fig. 57, 58) coriada por hum plano
que-palle pelo eixo ; a fecgad ferd hum triangulo.
Corte-fc tambem a melma pyramide por tres pla-
nos AMm , FMG, Hml perpendiculares ao tri-
angulo , fendo os dous ultimos parallelos &'bale da
pyramide 5 as duas fecgdes FMG , Hml _ferad cir-
culos , os quais encontrad a feccad AMm em M
€ m, e terab por diametro as interfecgdes FG, HL
dos feus planos com o triangulo ; e as interfecgdes
PM , pm dos circulos com o plano MAm ( 19. 11,
Eucl.) ferad perpendiculares ao plano do trian-
gulo, e conleguintemente ferad ordenadas com-
muas dos circulos , e da feccad AMm,

Iito pofto , os triangulos APG, Apldad AP I
Ap:: PG:pl, eos dous BFP, BHp dad PB
#B:. FP: Hp ; logo AP % PB : Ap x pB ..
FP % PG : Hp % pI, ou pela natureza do cir-
culo, AP PB ! Ap X pB:: PM*: pmt . Eftad
pois os quadados das ordenadas da fecgad AMm
entre fi como os productos das ablciffas ; e porque
eftas fe achab de huma e outra parte da ordenada
( Fig. 57), e da mefma parte ( Fig. 58), AMm
ferd na Fig.'s7 huma elliple, e na Fig. 58 fera
huma hjrpcrhn?a.

Na Fig. 59 temos pela propriedade do circulo
PM* = FP x PG, epm‘-‘:prpI:FPIx

A L
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p15 logo PM?: pm? 12 PG 1 pl 11 AP ; Ap, pes
los triangulos femelhantes APG , Apl. Eftad pois

os quadrados das ordenadas entre i como as abf-
ciffas,, e confeguintemente a curva he huma pa<
rabola.

Reflextes fobre as Equacies das Secgies Com

nicas.

369 TEm-ﬁ: demonttrado (309) que na elli-
pfe , fendo x a abfciffa CO ( Fig. 41 ) contada do
centro fobre o diametra MM/, € y a ordenada mO
parallela ao conjugado CN, a equagad as coor-

denadas dos diametros he yy = (}aa— xx), leja
v £

qual for o angulo comprehendido pelos diametros.
Logo fe por m conduzirmios mO’ parallela a MM’,
a qual ferd huma ordenada ao diametro NN; fa-
zendo CO'—= x', mO' =)', teremosy ==x', €
x = y'; € por confequencia yy — g—: (} bb — x'x')
Donde fe fegue , que contando as ablciffas do cen<
tro , a equacad da elliple em ordem a qualquer dia-
metro tem {empre a mefma férma, em quanto as
ordenadas fe tomarem parallclas ao diametro con=
jugado. :

Se b—a, temos yy = } aa — xx, a qual he
a equacad do circulo (285), no cafo de ferem as
ordenadas perpendiculares ao diametro ; porque fe
forem obliquas , a equagad pertence & ellipfe re-
portada aos diametros conjugados iguais.

Quan-
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Quanto & hyperbola, fendo x a ablciffa CO
[Fig. 48) contada do centro fobre o diametro MM’
terminado na_curva , ¢ ya ordenada mO parallﬂa

) ; Eij1 08
a0 conjugado NN’, teremos (338) yy = -
(xx — } aa) por equagad s coordenadas do primei-
ro diametro, feja qual for o angulo comprehen-
dido pelos diametros conjugados, Mas fe por m'
conduzirmos m'Q’ parallela ao diametro CM , a
qual fera homa ordenada ao diametro NN/ fa-

zendo CO'—=x',em'O'—y', teremos x'=—y,
- aa r
¢ y'= x , e confeguintemente y’' = 5T (x'x' 4

i 88) . Logo na hyperbola a equagad s coordena-
das do diametro conjug:l.do NN’ nad he femelhan="
te aquella que fe acha para o diametro MM ' termi-
nado na curva,

Na parabola, contando as abfciffas da origem
de hum diametro fobre clle mefmo, e tomando as
ordenadas parallelas 4 tangente no vertice do mefmo
diametro , 2 equacab (366) he fempre yy = px, fen-
do ya ordenada, x a abfciffa, ep o parametro do
diametro,

Em fim, na hyperbola entre as afymptmas , CON=
tando as ablciffas x do centro fobre huma das alym-
Ptotas, ¢ tomando as ordenadas y parallelas a outra
alymptota, a equagab he xy = aa , fendo @ a po-
tencia da hyperbola.

370 He porém de advertir, que fe huma das in-
terminadas , y por exemplo, nab fe contar da
mefma linha fobre que fe contad os ¥ , poderemos
ter huma equagad femelhante is mencionadas , a
qual nem porifio pertenga aos diametros conjnga~
dos
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dos, no cafo de fer a curva refpeiva huma ellipfe,
on huma hyperbula ; ou nab exprima a relagab en-
wre as ablcilfas e as noflas ordenadas, no cafo de
fer huma parabola, Sejaé, por exemplo , CM’,
CN (Fig. 60) dous femidiametros conjugados da

ellipfe; fuppondo CM'=14,CN =14, CQ =

x, QM =y, aequacad he yy = % (}aa — xx).

Tire-fe pelo centro C huma re@a FCE, e pelo
ponto B, tomado na diftancia conhecida BC = m,
conduza-fe BF parallela a QM; fuppondo CE =z,
e CF — #, os triangulos femelhantes CBF , CQE
bbmm

mz
daradh x =— —— ; logo teremos =
A s g »” aant

1
( i aann

mm
ainda que tenha a mefma férma da relativa aos
diametros conjngados , com tudo nad lhes perten-
ce ; porque as abfciffas z tomad-fe fobre CE, e as
ordenadas {lp“ QM contag-fe do ponto Q_, onde
a linha QM parallela a CN fe encontra com CM’

371 Segue-fe pois , 1° que huma equacad do
fegundo ‘griio a duas indeterminadas , contando- fe
huma dellas da mefma linha fobre que fe conta 3
outra , pertencer & cllipfe reportada aos diametros
conjugados , ou ao circulo, quando mella nad en-
trarem outras potencias das indererminadas mais
que os quadrados, e eltes tiverem differentes finais
em differentes membros : bem entendido que o ter-
mo conhecido deve ter o final 4 no membro em
que eftiver o quadrado da indeterminada L‘er o

: .

— zz) . Donde fe vé& , que efta equagad
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final — ; porque a equagad yy = :—i (=1 aa—uxx)

nad exprime linha poflivel (98),

372 2° Se os quadrados das indeterminadas ti-
verem o mefmo {inal em differentes membros, e
dellas nad entrarem outrds potencias mais que os
quadrados, a equagad pertenceri fempre 4 hyperbola
reportada ou a hum diametro terminado na curva ,
ou ao feu conjogado , conforme o termo conhecido
tiver o mefmo ou differente final do que tiverem
os quadrados das indeterminadas,

173 3° Se a equagad conftar {6mente de dous
termos , dos quais hum feja o quadrado de huma
indeterminada, e ooutro feja o preduflo da ou-
tra indeterminada por buma quantidade conhecida,
pertencera & parabola reportada a hum dos diame-
tros , quando os dous termos em differentes mem-
bros tiverem o mefmo final ; porque {e o tiverem
differente , a equagad nab exprimira linha poffivel,

174 4° Em fim fe a equagad conftar {Gmente
de dous termos, dos quais hum feja o produdto
das duas indeterminadas , € o outro feja huma
quantidade conhecida, exprimird a hyperbola re-
Portada as afymptotas.

375 Quando huma equagad a duas indetermi-
nadas tiver as condigbes expoftas, com facilidadg
fe podera conftruir a fecgad conica a que per-
tencer.

Por exemplo , fe tivermos a equagad ned — gyy

= gxx, efcreveremos primeiramente gy* = mcd —
ned ' PR

§x =g (T-—n) ,» € depois yy = '
T (ncd
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f;_{ — xx ) . Vé-fe pois que a equagad propofis

pertence ( 309, € 37t ) a huma ellipfe , na qual a
razab dos quadrados dos dous diametros conjuga-

dos ou 5 o —j— , € o quadrado do diametro {o-

bre que fe contab os x oua? = 474 Deflas du-

as equagbes fe tirad os valores dos dous diametros

d d
cunjugadns,afabcra..:"/ 4;_: - 5:1/4}“ /|
q

E como o angulo por elles comprehendido he ual
ao comprehendido pelas linhas x ¢ y, o qual fe %up-
pbe conhecido pelo roblema de que fe houver de-
duzido a equagab ncd — gyy == g¥x ; temos as tres
coufas (31?:). com as quais podemos defcrever a
ellipfe.

Ifto mefmo fe praticard nos outros cafos. Em
geral: Toda a equagad do fegundo grao a duas inde-
terminadas, fe exprime huma linha pofiivel, e nad he
refoluvel em dous faflores do primeiro grao da
forma ax = by -+ ¢ , € dx - fy - g, pertence 2
huma fecgab conica. Para o demonftrar , enfinare-
mos a reduzir qualquer cquagad defta natureza &
forma de alguma das equagbes que havemos con=
{iderado. Antes porém de entrarmos nefta mate-
ria, faremos para maior clareza as reflexdes fe-
guintes.

976 Por quanmto os problemas refolvidos por
Algebra conduzem fempre a huma ou mais equa~
¢bes , podemos confiderar qualquer equagad a duas

interminadas u ¢ ¢, como procedida de hum proble-
ma,
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ma, em que as melmas indeterminadas reprefen-
taffem duas incognitas. E como dando fucceffiva-
mente a huma das incognitas, a u por exemplo,
muitos valores , € calculando pela equagad os cor-
refpondentes de /, nab ha embarago para marcar
na linha AR ( Fig. 6o, 61, 62) os valores AP,
AP, &c, que fe derem a u , e tirar por P, P, &c.
debaixo de hum angulo determinado as linhas
PM, PM, &c parallelas entre fi , ¢ iguais aos va-
lores calculados de #; vindo defta forte os pontos
M, M, &c.a formar huma curva, cuja natureza
dependerd da razab que houver entre as linhas AP
e PM, a qual fe exprime pela equagad de que el-
las fe deduzirad : fegue-fe que a melma equagad
exprime a natureza de huma curva, e por tanto
feja qual for o problema , péde confiderar-fe a fua
equagad como perteneente a homa curva.

Imaginemos que a curva he huma fecgad co-
nica: eftd claro que como fe ignorava, ou lgodia
ignorar-fe, que detal ufo daequagad refultaflfe huma
fecgad conica, nad fe havia tratado de difpor as li-
nhas. AP ¢ PM de maneira , que tendo huma a fua
direcgad fobre o diametro , a outra foffe parallela &
tangente no vertice delle , ¢como era neceflario para
que a equacad tivelle alguma das férmas acima
expoftas. Pelo que péde a equacad nab ter nenhu-
ma das mefmas férmas , e fem embargo pertencer
2 huma das fecgbes conicas.

377 Vejamos agora como toda a equagad do
fegundo grio a duas indeterminadas pode reduzir-
fe aalguma das férmas que tem as equacdes das
fecgbes conicas em ordem &s linhas , a que as ha-
Vemos reportado (369) .

T2 378




202 ELrgMERTOS

478 Para praticarmos pelo methodo que vamos
a expdr , devemos lembrar-nos (192 ) de que o fe-
gundo termo de huma equagad do fegundo grio fe
faz defaparecer , igualando a incognita mais ou
menos a ametade do coefliciente do {egundo termo,
conforme for pofitive ou negative,, a huma nova
incognita , havendo antes defembaragado o quadra-
do da incognita,

Afim na equacab 4x* - 12x¥ == g, faremos
3 8  §
x4 S=,e teremos a equivalente zz = e
em que nad ha fegundo termo, Se tiveflemos »* —
4r = 7, farlamos ¥ —2 =12, ¢ achariamos
2% == I1. ;

979 Podemos tambem igualar a incognita au-
mentada ou diminuida da ametade do coefficiente
do fegundo termo , a huma nova incognita multi-
plicada ou dividida por huma quantidade arbi-
traria.

Por exemplo na equagad x* — 4x = 7, fazen-

k k L

dox —22= =2z, ter:moa-;';-zz = 11,a qualda
para x o mefmo valor da operagad precedente , feja
k e n o que fe quizer ; porque fendo —z= V1L

cx—ﬁ:—;:. teremos como acima & — 2

=V 1I.

Me-
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Methods de reduzir és Secgies Conicas toda a
equacal indeterminada do fegundo grio.

180 SUpponhamns que a equacad geral do fe-
gundo grio a duas indeterminadas dit 4 cut 4~
eun - fdt 4 geu 4 bd* = o pertence a huma cur-
va MM (Fig. 6o, 61), cujas coordenadas fejad AP
¢ PM. Para moftrarmes que efta curva he fempre
huma fecgad conica, e enlinarmos o methodo de
a conltruir, fimplifiquemos a equagad, fazendo

(378) t 4+ 1f - _:%. =y ; teremos 4ddyy = ffdd
— 4bd} 4 (2¢fd — 4ged) u 4 (ec — 4de) uu. Sup-
pondo para maior facilidade ffdd — 4bdi =r,
20fd — gged =— ¢, € ecc — 4de =— m , 2 equacad fe
reduz 4 forma 4ddyy = r - qu 4+ muu, na qual
m, g, r podem fer quantidades pofitivas ou ne-
gativas.

Faga-fe agora a mefma operagad em ordem a

u, dando & equagad a férma uu - ...:;_u - % —

qx
2mn

o e(379) pondo L = I (4] ¢e.

m

qexx 499 r add
e ey, Tt == T ——
g 4mmin 4.#::.-:+ m S ¥y da qu‘a'l.

fe ded = o IR ki 8 i
ccdiig 16mn3d? ( 99

(*) Introduzimos a quantidade arhitraria », a fim de reduzir dire-
Chamente a equagab aos diametros conjugades. Se igualafiemos { 378)
fimplesmente a x, a¢quagad final -:Ha.m, oo cafo que havemos cxae
misado (370).
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Como ¢, n, ¢ d eltab no quadrado, os finais
da equagab fomente mudarié , quando m ou r
fe tornarem de pofitivos em negativos. Porém a
mudan¢a de final em r nad influe nos finais de xx
eyy; logo della naé refulta mudanga na curva.

ann-m a m, {e for negativu. teremos yy =— 1 Fiim’d

(mr 4 s —-x.r) . Logo a curva ferd huma

hyperbola, quando m for pofitivo (372); e pelo con-
trario ferdi huma ellipfe , quando m ou cc— 4de
for negativo (371), il{‘o he , quando 4de for maior
que ¢c , tanto no calo de 4 e ¢ ferem ambos politi-
vos, como no cafo de ferem ambos negativos.

381 Para fabermos pois em que cafos buma equagas
indeterminada do fegunds gras dtt - cut 4 euu
-+ fdv 4 geu +-hdd = o, pertence a ellipfe ou &
byperbsla , examinaremos fe o quadrade cc do coeffi-
ciente do termo ut menos o quadruplo do produéte de
dos coefficientes de tt ¢ wu di huma quantidade po-
fitiva ou negativa j no primeiro cafo a curva ferd by:
perbola , e no fegunds huma ellipfe , com tanto que nao
Jeja d=re, porque entas a curva pide fer bum cir-
euls , como lage mofiraremos,
Deve exceptuar-fe defta regra o cafo da elli-

$ - b
ple, em que r for negativo e maior qucﬁ ; por-
mrnn
que entab nn -4 - < e torna-fe em nn — 45”

il (1 ow 4;",:;) ; a qual he negativa quando
for
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for 4:;} I,onr > :; , ¢ confeguintemente.
(371) a curva ferd imaginaria.

Refta agora enfinar o modo de conftruir as cur-.
vas reconhecidas. Comecemos pella elliple , conf-
truindo as duas equagbes refpectivas £+ 4 f -4
2 = u f — 1. ois que m na
‘E_‘F'c am  2mn P 1 : i
fuppoficaé alual he negativo , e n pode fuppor-fe
indifferentemente politivo ou negativo.

382 Quanto & primeira , conduza-fe pela ori-

em A dos u e t (Fig.6o) a linha AB=—=1 paraliela
as linhas PM ou ¢, e tire-fe BKI paraliclamente 4
linha AR fobre que fe contad os u j ferd IM =1¢

<+ 1 f. Para termos pois y = IM -} —;:,— ; tome-fe
_ fobre BI a linha BK de grandeza arbitraria , € con-'
duzindo KL = :E—:'HB— parallelamente a AR, fe

tirarmos pelos pontos B e L huma linha BLQ, tere-
mos dous triangulos femelhantes BK LeB1Q, que dad

1I0= %-:; logo QM =IM 4 IQ =+ 1/+

cl

27 =" Donde fe ve vé (370) que QLB deve ler

a direcca de hum dos diametros , para que a
€quagad pertenga aos conjugados. Determinemos
@ centro,

A fegunda equagad u — —E—.—..:. " moftra ,
21l mn

que fe fobre AP tomarmos AG = -7 , feri GP

am
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q ¥ hala b, 1 o
== = logo tirando por G a linha
NGC parallela a PM , o ponto C ferd a origem dos
# , ¢ confeguintemente o centro da ellipfe. Com
effeito , 0s x devem contar-fe fobre LQ , e pcla

equagad GP — -

» quando GP — o, tambem

x =0 ; logo 0s ¥ come¢ab ao mefmo tempo que
as linhas GP ; mas ifto fémente pdde ter lugar
quando os ¥ comegarem em C ; logo fendo Q_Mg:i
¥ » as linhas CQ_ferab os x.

Da equacaé GP = z.f:u — AG D:l: cQ fe ti-

EEGXPEQ:; mas , pela propriedade das

AG x CQ_
parallclas , BC = —GP :
iflo he , para que a noffa equagad pertenga aos dia-
metros conjugados, cujas direccdes (a6 QB e CN,
deve introduzir-fe por # o valor de BC , determi-
nado pelas conftruccdes precedentes.

A grandeza dos diametros determina-fe, com-
97

ram—

logo n= BC ;

parand-u as duas equagbes yy =

. 16mddnn
4mrnn bb
(m: —?F_—xx) e ¥y =—;a—({qa—xx,‘.

do que refulta s — 1/(4:-.-:: -4 ~16mr“ ) Y

r
I %(‘;igj—-i'ﬁ)u ECOIT‘IIJ ﬂ| m’ 9" rl

fab quantidades conhecidas, teremos os valores
dos
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dos diametros , com os quais e com o angulo com-
prehendido BCN, que fe fuppbe determinado nas
operaches precedentes , deflcreveremos (316) a elli-
p?‘c a que pertence a nolla equagad.

383 Se a==#, ¢ 0 angulc BCN = go° , 3 cur-
va fera hum circulo. Para determinarmos quando
iflo tem lugar, 1° na noffa equagad fupporemos

i_ = 4 99 ks 2. 40
16mddnn T e 16mdd g

oangulo BCD he re&o, temos BC?* 4 CD? ==

2 99 gpec B gqq 0
BD?* —AG®, oumﬁ-{-—_mmmﬁ B oo por:
que os triangulos femelhantes BCD, BLK dad

CD ﬂq—;:_a'; logo he neceflario que m - ¢c ==

4dd , ilto he , — cc & 4de - cc = 4dd , ond =e.

384 He pois manifeto, que para faber f¢ a
curva be circuls , ellipfe , ou hyperbala, he efcufa-
do attender aos tres ultimos. termos fd¢, gew ,
hdd , da equagal dr* - cut 4 ew® 4= fdt + geu +
hd* = o : efta averigoacad depende fémente dos
tres primeiros termos , de maneira que fe d, ¢, e e
forem tais , que c¢ — 4de feja pofitivo, a curva fera
huma hyperbola ; fe pelo contrario for negativo ,
a curva ferd huma ellipfe , exceptuando fémente o
caflo em que feja a0 mefmo tempo d =-¢, ifto he
em que os dous quadrados u* ¢ 2 tenhad o mefmo
coefiiciente , porque entad acurva ferd hum cir-
culo, fe for reto o angulo das novas coordenadas.

385 Tudo o que temos dito , & excepcalb do
numero 383, fe applica igualmente & hypgrb.o{::: .
- i




268 ErzmMzuTroOos

==

ifto he, & equagad y;nuL '(;x 2.
4mran

16mmnnd
m -+
79

nos finais. Aflim tornando a ler o preceden-
te, ¢ applicando-o 4 Figura 61, nad ha outra
mudan¢a a fazer mais do que tirar AG paraa
parte oppofta de AP, como indica a equagad

). fazendo a devida correcgad

Lene ol -
u —|~ 1 = (380). Quanto ao mais, tudo he

o mefmo , mudando a palavra ellipfe em hyperbola.

Nos cafos particulares as quantidades AG ,
BK , AB, KL (Fig. 60,61) podem ter difpoficad
differente da que havemos reprelentado ; porém
tais mudangas ferad fempre indicadas pelos finais
das quantidades 4, ¢, f, m, ¢ &c. nas equagdes

cul x
t+ifh g myae "+'f;=‘ ;m= que fe
formal para fazer defaparecer o fegundo termo.

386 Paffemos a examinar os dous cafos que
reftab: a faber 1° quando cc — 4de = 0; 2° quan-
do"d==0';"e'r=2"c,

No primeiro cafo , ifto he quando cc — 4de — o,
on qil:mdn o0s tres termos /f, u!, e ux formad hum
quadrado perfeito , faremos delaparecer o fegundo
r + qu
4dd
Se fuppuzermos pois efte fegundo membro igual
a huma nova indeterminada » multiplicada por
hum numero arbitrario # , vird a equacad yy = %
a qual pertence (369) a parabola reportada a hum

dia-

termo ¢m ordem a / , € teremos yy =
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diametro. Para a defcrever , conftruiremos as
£l r [

eqnat;ﬁmf{—,}f—{——ﬂ? -4 4 :;: = me.
Como ja fe conftruio a primeira, applicando ex-
altamente & Figura 62 o que fe difle (382 ) a efte
relpeito paraa Figura 6o, as linhas QM ferad os y,
¢ teremos BLQ_ pela direccad do diametro, fobre
que devem contar-fe os x.

A origem dos x, e confeguintemente o vertice
do diametro fe determina recorrendo 4 fegunda
4ddnx

equacad u —[——; = —., aqual moflra que fe
tomarmos para a parte contraria de AP a quantida-
Loy - pliopl dggy Wy B g A, o

q q q
Logo fe por G conduzirmos GCD parailela a PM,
o ponto de encontro C com QLB [era a origem

dos x.
¢g.GP __ ¢.AG
WA WL EC

. Logo fendo conhecido o parametro

O parametro n =

b

4d* . BC
do diametro, com a origem C do mefmo diametro,
¢ 0 angulo MQC das coordenadas, facilmente fe
conflruird a parabola (367).

387 Por quanto a equacad geral pertence a
parabola quando ¢ = 44, fegue-fe que todas as
vezes que faltar o produéto wf, deve neceffaria-
mente faltar hum dos quadrados »* e 1*, para que
4 equagad pertenga i parabola ; porque fendo en-
b c==o, aequagad ¢ = 4de moltra, quc dou

=0,
388
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388 Se ambos os quadrados fe acharem na
equagad , ¢ faltar «7, a conftrucgad (382) ferd mais
fimples ; porque nefte cafos=—o0; logo KL =0
(Fig. 60,61), e conleguintemente BK fera hum dia-
metro, cujas coordenadas feraé parallelas aos u
¢ /. Podemos tambem entad fazer defaparecer o fe-
gundo termo em ordem a u fem ular de », porque

BD ou AG (%) = BC (n), e por confequencia

iy &
u + E?Tll =X
Donde fe fegue , que no cafo prefente , alem
das condigbes expoftas (384 ), o angulo das co-
ordenadas u e # deve fer refto, para que acurva
feja hum circulo.

389 Se houver uf na equagal primitiva, e nad apa-
recer outra potencia de u [enab o quadrado depois de
fe fazer delvanecer o fegundo termo em ordem a ¢,
entad nad he necellario outra operagad femelhante em’
ordem a « ; mas nem poriffo eftamos difpenfados de
huma transformagad, a qual confifte em fuppor u =—

ji.fenda«— huma frac¢ab, que fe determina-
n n

ra de hum modo analogo ao que havemos enfi-
nado (382), como abaixo moftraremos.

390 . Se dos tres termos +* , wt, e u? faltar (6-
mente hum dos quadrados, a equacal pertencera
fempre & hyperbola , ou nad exprimiri curva al-

uma ; porque fe for d ou ¢ =0, a quantidade ¢¢
era fempre pofitiva (384) .

39t Finalmente fe faltarem ambos os quadra-
dos e w?, illo he, fc a equacad tivera forma

gut
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gut + bt — ku — l —o , pertencerd @ hyperbola
entre as alymptotas , como fe vai a vér na conftruc-
¢ad feguinte.

Faga-fe + — — = y; teremos a transformada

By i bk b
e — = 0. Faca-fe u .
IR h g e s iy

— & ; teremos xy — ? — v equagad que per-

il
tence & hyperbola , cuja potencia (347 ) he .

Conduzamos pois pela origem A ( Fig. 63 ) dos
# ¢/ parallelamente a PM ou s, a linha AB —=

-;— » € depois por B a linha CBQ _parallela a AP ,

teremos QM =7 — -i ==

Produza-fe AP para G até que feja AG =—£-— ,

e tire-fe GS parallela a PM , o ponto C de encon-
tro com BQ ferd o centro da hyperbola , cujas
ablciffas {26 as linhas CQ,, e afymptotas as linhas

CQ, CS. Com eftas e com a equagad facilmente
fe defcreverd a curva (354) .

Se a equagab nad tiver os tres primeiros termos
4%, ut e u* , pertencerd i linha re@®a, cuja con-
ftruccad na6 tem difficuldade.

392 Affim, recapitulando o que temos dito,
1° toda a equagad indeterminada do fegundo grio,
fe

-




202 ELEMENTOS

fe nad fe refolve em dous faltores do primeiro , ex=-
prime fempre huma fecgab conica, ou nad expri-
me linha alguma poflivel. 2° A curva he ellipfe,
hyperbola , ou parabola, conforme for pofirivo,
negativo, ou cifra o quadrado do coefficiente do
produco u¢ das duas indeterminadas menos o qua-
druplo do produéto dos coeflicientes dos dous qua-
drados u®e 12 ; e em particular péde fer circulo
no cafo de fer negativo o produéto, quando os
coefficientes de u? e 2 forem iguais entre fi, 3° E
para reduzirmos qualquer equagad, que pertengaa
huma fecgad conica , as cquagbes que havemos
dado quando fe tratou deftas curvas , devemos pra-
ticar pelo modo que fe enfinou (380, 386, 388,
389 , e 391 ). Paflemos a moftrar o ufo das noffas
transformacées.

-

Applicacab @ refolucai de alguns problemas

indeterminados.

193 P‘Ruhl. 1. Achar a curva DME (Fig.64)
tal que as diflancias de cada bum dos feus pontos
M a dous fixes A e B tenbai entre fi a razab dada
de'g : h.

Tire-fe fobre AB a perpendicular MP, e feja
AP—=u,PM—=1¢,AB—c; feri BP=uau—0o
Ifto fuppofto, os triangulos reftangulos APM

BPM dad AM =— /(uu -} #t) ,e BM = y/ (ut —=
2eu 4 ce 4 #). E como deve fer AM :BM 12
g;b, teremos {g’-—’—"}ﬂ:—i-[g’“—b:j”‘"
28%cH
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2¢%u -} g%2* — o ; equagab que pertence ao cir-
culo (384). \

Para a reduzirmos 4 férma yy = }aa — xx, bal-
ta fuppor primeiramente ==y, € teremos ty —

g% — gt

— — yy. Seja agora 4 —

e—hF = g

gk 3 . h2 g%
—— = ; terem _— et — .
82— b i ’ i s (g"' _,-:F' 2 e
Comparando pois as duas equagdes , vird o valor

gTﬁf_fTb? . Quanto i determina-
¢ad do centro, que eltd nalinha AP, tome-fe AC—=

3 3,
g ;s fera CP=u — S —x. Del-

do raio ouja—

L T —ph2
crevendo pois hum circulo do ponto C como cen-
. hge

tro ¢ com o intervallo , cada hum dos

o _J';ﬂ-
feus pontos M terd a propriedade de que fe trata.
Podemos ainda mais facilmente achar o cen-
tro e o raio. Porque fazendo y — o na equagad
28%cu e
pr g o :g’ - — yy, teremos u=—
g'e ghe __ge(gxh) .
é-:_:-lb: » gz_—Ti = -?:E -_—_b_: y 3 qua] l.{-l i
¢ ¢
s AD,eu—=—2"_ —AE ; logo a fe-
E+h g—b &
midifferenca ou —;——dc:eminan’; o centro, ¢ o ra-

io CE.

104 Probl. 1. Sends dada a linha AR I:f"f_:.ﬁs]

uchar fira della todos o5 pontes M, tais que as recfus
MA,

B —
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MA , MR, tiradas por cada bum delles para AeR,
formem fempre hum anguls dada, .

Abaixe-fe a perpendicular MP, e feja o raio
e=1, AP —u, PM=1¢, AR=14, a tangente
do angulo dad'o , ou tang AMR = m ; teremos PR

=b—u.

Os triangulos reQangulos APM, RPM dad
, e
tang AMP = —‘;— , ¢ tang PMR = iy

3
porém ( Trig. 41 ) tang (4 4+B8B) =
R? (tang A 4 tang B )
" R% — tang A tang B

1 j J—,
L2e

; logo teremos m ==

t
u (b — u)
12 ;
equagad 2 hum circulo, cujo raio ¢ centro deter-~
minaremos da maneira feguinte.

, ou mit 4 muu — mbu — bt = 0;

b e bb
Faga-fe t — T Al vird yy — pre- —bud
) b bb
un == 0. Se¢ja u — —-=x; tercmos yy = :—-{-
bb o : V b bb
;;l.;-x: ; logo o rio= (I - v
Levante-fe pois do ponto A a perpendicular

AB = _:E , e tire-fe BCQ_ parallela a AR; ferd
QM=1?-— % —y. Tomando agora fobre AR

b
a parte AG= ——, teremos GP == 5 ——mnkv
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%ﬁn fe tirarmos por G alinha GC parallela a
» o ponto C ferd o centro, ¢ AC=/(AG?

i bb bb
: 1) = —_— B a i
+ GC ].._1/(4_ +4mm ferd o raio.
Reduz-fe pois a conftrucgad a levantar do pon-

‘ ; b
to G meio de AR a perpendicular GC = e e
m
defcrever hum circulo do centro C com o raio
CA ; todo oangulo AMR que tiver o vertice na
circumferencia , e paffar pelos pontos A ¢ R, ferd
igual a0 angulo dado.

ERa claro que para conftruirmos .-:_, tirare-

. m ;

mos hima refla AO, que faca com AB o angulo
BAO igual a6 angulo dado ; entad o ponto do en-
contro C com a pc_l_-Feudicular GC ferd o ponto
procurado , porque (Trig. 164) no triangulo re@an-

gulo ABC remés AB ou GC — Ae

am
Donde fe fegue, que em huma palavra fe re-
duz tudo a tirar por. A .a linha AO que faca
com AR hum angulo igual ao complemento do
angulo dado; efta cortara no pento procurado C
a perpendicular levantada do meio de AR.

395  Agora he facil de refolver.a queftaé fe-
guinte : Sendo dada a pofigai de tres pontos R, A, R?
(Fig. 66), achar o ponte M , do qual fe vejai as
linhas RA', AR" par angulos dados.

Dividab-fe as linhas RA, AR’ em duas par-
tes jguais nos pontos G e G', dos quais fe levan-
temn as perpendiculares GCe G'C/, Tirem-fclgnr
4 as linhas AC, AC‘.Uque fagad com ﬁaf
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AR’ os angulos RAC , R’AC/ iguais cada huny a0’
complemento 'do angulo RMA, R'MA , por que
fe vé a linha correfpondente ; e delcrevendo dous
circulos dos centros C e C' com os raios CA ,
C'A, o ponto M de interfecgad fera o ponto pro-
curado,

Efte problema péde fervir para reprefentar nas
Cartas Topograficas a poficad de hum ponto, do
qual fe aviltad tres objeflos conhecidos.

Se os angulos obfervados RMA , R'MA fof-
fem iguais aos angules RR'A , R’RA, o problema
feria indeterminado ; porque confundindo-fe en-
tad os dous circulos , ¢cada hum dos pontos da cir-
cumferencia fatisfaria 3 queftad.

266 Probl. 111. Sendo dado o angule que fa-
zem entre fi duas linkas AZ, AT ( Fig. 67),
achar as eurvas, nas guais adiflancia de cada hum
des feus pontos M a bum fixe ¥ de AZ tem fem-
pre para a linba MT, tirada ds mefme ponta M para
a recta AT parallelamente a AL , a razas dads
deg:h.

Tiremos MP parallclaa AT, ¢ MS perpendi-
cular a AZ. Seja AP—w, PM =1t , AF=¢,
Jen MPS=p, ¢ eof MPS =¢.

1to pofto , o triangulo re&angnlo MPS di
MS = pt, e PS = ¢r; logo teremos F§ = gt —
u -4 ¢, e por’confequencia MF — / (M5* 4
FS* Yy — /( tt — 2gut + uu + 2gct — 2¢cu +-¢¢ ),
advertindo que p* -+ ¢* = 1. Mas deve fer MF ¢
MT :. g : b; logo teremos b%* — 2gh*ut 4
(bh* = g* )u - achqt — 2ch*u +4 b%* =o. Efta

equa=
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equacab , que comprehende todas as fecgbes coni-
cas (380) , pertencerd (392) & ellipfe ou & hyper.
bola, conforme for negativa ou pefitiva a quanti= -
dade 4h%¢* — 4p?h4 ; e pertencera & parabola, fe
for 4bh%* — 4p*h4 =0, ou g — pb ; ¢ finalmen+
te a curva fera hum circulo, quando for 4% = b®
— g% , ilto he, quando g =0, ou quando 4 = c9,
defignando por efte final o infinito.

Para conftruirmos a curva em cada hum deftes
cafos, nad temos mais do que imitar o que eltd
feito (380 e feg.), como vamos a moftrar , appli-
cando 2 hyperbola o que {e executou na elliple,
ilto he, reduzindo a noffa equagad & férma yy =

-d-';l— {#A‘ ---‘i mcr) .

_ Faga-fe pois ¢ - ¢¢ - gu==y ; teremos por
primeira transformacad yy 4 copp — acppu -+ ppus
- % uu=—o0, ou bbyy 4 cehbpp — 2chhppu 4=

Muu — o, pondo (por abbreviar ) pphh — gg

= kk.
- FS-
Fazendo agora u — f%— = ‘b;f :

;',I"Pl n2k?
P=— W(z’-l— 7 —-n’) ; mas
Como na hyperbola 45% (g* — p%?) deve fer
pofitivo, faremos k2 ncgativn » lembrando-nos da
hypothefe #* — g2 — »%5* a todo o tempo que fe
fizer a fubRituicas ; affim teremos 5 = —‘;"%%f-

3
(ar' — _;.';.__ —_n ) - Efta equagab fendo com-
U2 pa-

. Vird
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708
IE| ; : : e
p:nd:cotﬂ;’:-;;{ x¥*—1fa?), da ==

“e3hapnd 22
-‘—gf—. e ot = ;,:;4-:,:, donde fe tirara6
os valores dos diametros conjugados a ¢ 4, os
quais fab os melmos eixos da hyperbela como lo-
go fe vera.

Para determinar a direcgal dos diametros ,
conftruiremos primeiramente a equagab f - ¢4
— gu—y, continuando a imitar o que fec fez
(382). Conduziremos pois por A parallelamente 2

M a linha AB =g, etirando BI parallela a
AZ , tomaremos nella a parte BK ; e conduzindo
KL = ¢ . BK parallela a PM, fe tirarmos pelos
pontos Be L. huma linha BQ,, fera QM = y.

" Péde porém abbreviar-fe efta conftruccad ,
conduzindo immediatamente do ponto F alinha
FB perpendicular a TA ; porque fendo o angulo
FAB =— APM, no triangulo re@angulo ABF te-
mos AB == ¢g ; logo ferad os y perpendiculares &
linha BQ, a qual por confequencia fera a direc~

GaG de hum dos cixos , € a do outro ferd paralle-
Iaa QM.

Quanto i determinagag do centro, a fegunda

equacad « _{i:?’ = -%Z‘fi na hypothefe de

%2 for negativo, moflsa que tomando da partecontra-
chia®

ria dos u a quantidade AG.—_% , a linha GC

parallela a PM, ou perpendicular a BQ, deter-
minard a origem Cdos x, e por confequencia. 0
centro. Na cllipfe feguiremos hum procedimento
analogo. Quan-
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Quanto i parabola porém, como temos entad g —
ph , e confeguintemente #* — o, aequagad acha-
da entre y € u ¢ torna em y2 4 ¢¥p? — 2¢p%u —o.
Para a reduzirmos & férma ordinaria , faga-le
(386) 20p%u — ¢3p? —=nx, e teremos ¥ =nx.
Agora podemos defcrever acurva, conﬁyruindu s
a primeira equagab /-4-¢7 — gu=—y , como no
calo precedente ; e a fegunda 20p*n — 3p? — nx ,

nx
oup—1Ic— -

= de hum modo analogo ao do

§. 386, tomando fubre AP ( Fig. 68) a parte
AG = ir:allim alinha GC parallela a PM fera ali-
nha dos x, os quais feraé. CQ, de maneira que CQ_
feri a direcgad do diametro, cujo vertice ferd C,
¢z o feu parametro. Efte (¢ determinard pela fe-

gtk AP e GP_ 2ePp*
fegunda equagad, que din— —CQ = BF’

expreffad que he toda conhecida , e fe pode im-
lificar , advertindo que no triangulo re€tangulo
"AB temos BF = ¢p, e con{eguintemente: n=
2BF.

297 Probl. IV. Fazends-fe mover a refla dada
OH ( Fig. 69 ) dentro ds anguls dads OCH , de
maneira que as extremidades O ¢ H' fe confervem
Jempre fobre o5 lades do anguls 5 achar a curva que
nefle mavimente defcreve hum ponte dﬁzrmfmdafhl
43 mefma refla.

Tiremos de hum ponto qualquer M da curva
a2 linha MP parallela a CH; e feja CP=u,
PM=!, OM=¢g , MH =1}, fon MPO =,
#f MPO — 4.

. As
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As parallelas CH , PM dab OP = ‘;;;' mas

no triangulo OPM temas (Trig.180) MO? =OP*
= PM* - 20P . PM . ¢sf OPM ; logo ferd r* -
289

5 M - % u? == g? , equacad que pertence @

ellipfe (381)
” t u ¥
Seja pois ¢ - i:—=_y,cﬂ=;;lcremos;’=-
4

hEn2
2 ( ;; -—— -t"'). a'qual fendo comparada

) 52 3 akbn
mm]’=-?{ia‘—-:'],dasa=.7- , ¢k
ﬂng-

Para determinar as direcgbes dos dous diame-
tros conjugados , e o valor den, tome-{e arbitra-

. €I
. CK .,
rallelamente a PM ; entad tirando CL, feri QM
= PM + PQm ! +
x

devern contar-fe fobre CQ , e a equagad u = e

riamente CK , e conduza-fe KL ==

g;nr = y. Como pois os #

moftra que os u ¢ ¥ comegad ao mefmo tem-
po ; o ponto C ferd o centro, ¢ CQ, CH ferad

as direc¢Bes dos diametros. Mas he n = -%- ==

-E% = —(_C:[I% = CL, fuppondo CK = a0 raio;
logo temos os valores dos diametros conjugados com

o angulo OCH por clles comprehendido , ¢ confe-
guin-
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guintemente nad péde haver difficuldade na deferis
¢ab da ellipfe.
2
Se o angulo C for refto , teremos 5* m—i;
{h* — 2 ); equagad s coordenadas da ellipfe ,
cujos femieixos (26 g ¢ b. Affim temos outro me-
thodo de defcrever a ellipfe por movimento con-

tinuo.

Applicacat dos mefmos principios & refolucal de
alguns problemas deicrminados.

108 A. Solucaé do fegundo problema inde-
terminado (394) fervio para refolver outro deter-
minado (395); ¢ nefte ultimo tacitamente fuppu-
zemos incluidos mais dous indeterminados , cada
hum da mefma efpecie do primeiro, os quais por
confequencia fe relolvérad do mefmo modo. A in-
terfecgab de duas curvas, ou circulos,, que erad
neffe cafo o Jugar de cada hum dos dous problemas
parciais , deu a folucad do problema determina-
do. Tal he o procedimento que devemos feguir
para refolver as queftges, quando a equagad final
que exprime todas as condigbes do problema,
paffar do fegundo gréo : Faremos ufo de duas in-
cognitas ainda nos cafos em que huma baf=
ta, ifto he, nos cafos em que os problemas fab
determinados , e formaremos duas equagdes , cada
huma das quais fendo conftruida feparadamente
com o mefino vertice , a me{ma linha de abfciffas,
¢ 0 mefmo angulo das coordenadas, dard huma cur-
va, cujos pontos fatisfaris todos & equagad ref-

pe-
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pectiva. Ental fe a queftad he poflivel , as duas

curvas fe encontrarad em hum ou muitos pontos ,
conforme ella admitir huma ou muitas folughes ,
ou incluir muitos cafos dependentes dos mefmos
dados , e raciocinios ; ¢ as coordenadas correfpon-
dentes aos pontos de interleccab ferad os valores
das incognitas.

Efta claro, que fc as duas equagbes a duas in-
determinadas naé paffarem do fegundo grio , a re-
folugad do problema , naé dependeri fenad , quan-
do muito, da interfecgad de duas fecgbes conicas.
Porém neftes mefmos cafos, fe ufaffemos de hu-
ma incognita {émente , ou fe por meio das duas
equagbes eliminaflemos huma das duoas ipcognitas,
a equagad fubiria ao terceiro grio, e ordinaria-
mente 20 quarto. Se huma das equagles , ou am-
bas ellas paffarem do fegundo grio, a refolugad
do problema dependerd de curvas mais elevadas
que as fecgbes conicas.

Paffemos a dar exemplos , comegando E_ela re-
folugas . de alguns problemas que nad pailaé do
quarto grao. .

399 Probl. I, Achar duas meias proporcionais
teu entre duas linkas dadas aeb.

Sendo pela condicad == a:¢;:u:d, teremos
oy == 1%, ¢ bt = u* . Para conftruir eftas equagbes
tirem-fe duas linhas AX, AZ (Fig.70), perpendicu-
Jares entre fi para maior fimplicidade , ¢ fobre AZ
como diametro ¢ pelo vertice A defcreva-fe huma
parabola (367), cujo parametro feja=—a, ¢ o ane
Ftlo das coordenadas = XAZ ; cfta curva fera o

ugar da equagab au = ¢? , de maneira que fendo

AP = u, fera PM =/¢. Semelhantemente dcf'cta_'l:-
va-le
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va-le pelo vertice A, fobre o diametro AX , com
o parametro b, e o angulo de coordenadas XAZ,
outra parabola ; ferd efta o lugar da equagad bt —
ut, de forte que fendo AP'—¢, teremos P’M'
= u. Mas he ncceffario que as duas equagdes te-
nhad lugar ao melmo tempo , ifto he, que os valo-
res tanto de » como de ¢ fejab os mefmos em ambas
ellas ; e ilto [Gmente acontece no ponto de interfec-
¢ad M , como fe vé tirando MP e MP parallelas a
AX e AZ : logo os valores de u ¢ ¢ que farisfazem
20 problema fa6 as coordenadas AP e PM , cor-
refpondentes aq ponto de encontro M. Ainda que
as curvas tambem f{e encontraé no ponto A, com
tudo he evidente que tal ponto nab f(atisfaz, porque
nellehe u=o, ¢ t =o0.

400 [Eftas equacbes depois de preparadas con-
duzem muitas vezes a conftrucgbes bem fimples.
Ajuntando, por exemplo, as dnas equagles au — %,
ebt—u*, temos au 4 bt=u* 4 1*; equacab
ao circulo, fe as coordenadas we ¢ forem per-
pendiculares entre (i. E como o circulo he mais
facil de defcrever que a parabola , conftruire-
mos , com preferencia ao que’ fizemos , huma
das primeiras equagbes , por exemplo au = # , ¢
aultima au 4 8t —=u* 4 1* , aqual fe reduz 'a
= }a* 4 14 — x*, pelas hypotheles de
t—3b—y, ¢ u— La=x. Para ¢fte effeito, to-
maremos AB =14, e tirando BQ_ parallela a AP,
feri QM = y. Tomaremos tambein AO =1}a,
€ conduzindo OC parallela a AX , teremos CQ_
£= x. Se defcrevermos pois do ponto C com o raio
V(144 4* )= AC hum circulo que corte a

Pag

(8 e
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parabola em hum ponto M, ferab MP e AP as

duas meias proporcionais u e /.

4ot Podemos variar muito eftas conftrucgbes; po-
‘demos, por exemplo, ajuntar huma das doas equagGes
com a outra multiplicada por huma quantidade ar-

bitraria — , pofitiva , ou negativa , e teremos au
n

: 1 )

-+ - h=r4+ .”_11‘ ; equacab que pertence-
rh 4 ellipfep ou 4 hyperbola , conforme o valor
que fe dera e affim podemos fazer a conftruc-

¢ab com huma deftas curvas , como fe fez com o
circulo, Podemos tambem conftruir com am-
bas as curvas juntamente , ou com huma {omen-
te combinada com o circulo , para o que dare-

. 1 ( :
mos a — valores convenientes, os quais fe de-

terminab fem difficoldade (392).
402  Probl, 11. Dividir hum anguls ou arce da-
do EO (Fig. 71) em tres partes iguais.
Seja EM a terca parte do arco dado, cujo cen-

tro he A. Tirem-fe as perpendiculares MP, OR
fobre o raio AE, e fupponha-fe AE =r, OR =

meO:d. AR = af EO = ¢, AP=u,
PM ==

O triangulo re®angulo APM di w? 415 =1r*;
e os dous femelhantes APM, ARS dab RS =

-y Y .
i Produzi-fe MP até encontrar a circumferens

cia
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tia em V, fera OMS — AMP —= ASR —= OSM,
¢ por confequencia O8 = OM =MV =— 21, Mas

OR = 0S5 4 SR ; logo teremos d= 2¢ + _‘u{- '

ou fu +écr =— 1 du, que pertence (391) & hy-
Eerhnla. omo. a primeira equagad 2 — r? — u?
e a mefma do circulo EMO , nad refta mais que
conftruir a fegunda. Para a reduzirmos pois 2 for-
ma xy—aa, faga-fe primeiramente } d —t=—y,
e depois u+3c=x; e teremos xy— { «d por
equagal da hyperbola entre as afymptotas.
Conduza-fe por A a linha AB=1}4d paralle-
lamente 2 PM , e tirando QBC parallela a AP, te-
remos QM =1d — ¢t =y ; logo CQ_fera a direc-
¢ab de huma alymptota. Produzindo depois AP
para G de forte que feja AG = § ¢, e tirando GC
parallelaa PM, feri CQ =u-+4c==x; logoC
ferd ocentro, ¢ CQ, CG ferad as alymptotas.
A hyperbola defcrita ( 354) entre ellas, a qual
deve paffar por A, como fe deduz da equagad xy
=—4jc.3d=CB X AB, cortari o circulo no
ponto procurado M.

Quando o arco EO paffar de 9go° , faremos ¢ ne-
gativo nas equacbes achadas j e quando o feu valor
cahir entre 180° ¢ 270° , como EO E'0O’, muda-
remos os finais de ¢ e d.

Se produzirmos GC e CB até que tenhamos
CG'—CG, e CB'= CB e tirando B'A’e G'A’
parallelas refpe@tivamente a CG' ¢ CB’, delcre-
vermos entre as linhas CG’e CB’ (produzidas) como
alymptotas huma hyperbola que paffe por A'; efta
encontrard o circulo em dous pontos A'e M/, do
mefmo modo que a primeira o encontra em M

c
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.M, Deftes quatro pontos o primeiro determina
EM = 1 EO; o fegundo M’ determina E‘'M' =
3 E’O = % (180° — EOQ); o terceiro M determi-
na E'M"—= 31 EOE'O’'= %(180° 4 EO’).

Com effeito, os arcos E'O e EO tem os mef-
mos feno e cofeno com a differenca unica de fer ne-
gativo o cofeno de E’O , confiderado como maior
Ene go® ; logo acharemos a folucad para o arco
E'O, fazendo ¢ negativo na folucad de EO. Po-
rém efta mudanca , que altera {omente a fegunda
equagab, muda a (ua reduzida em sy — — {od,
que pertence & hyperbola A’M’, e moftra por
confequencia que'a interfecgad M’ defte ramo da
hyperbola com o circulo di a folugaé do cafo pre-
fente : logo P"M!/ he o feno do arco procurado
no fegundo cafc , e confeguintemente E’'M’ he
efte mefino arco, on E'M’'= LE"O.

Quanto i terceira folugad, fe ajuntarmos 180°
a EO, ilto he, fe tomarmos E'O'=EO , os ar-
cos EO ,e EOE’O tem os melmos feno e cofe-
no , com a differenca que os do ultimo f{ad nega-
tivos ; logo teremos a folugad que convem a cite
cafo, fazendo ¢ ed negativos. Porém elta mudan-
¢a nab altcra a equacad.xy = }¢d ; logo a primei-
ra hyperbola deve dar a folugad delte terceiro calo
na interfeccad M”. He pois P M" o {eno do arco
procurado nelle calo, ¢ confeguintemente E'M'" he
elte mefimo arco, ou E‘EM"—=3EOE'O",

Aflim a mefma conltrucgad determina £ A,
3(180°—A), ef(18e°4 A), fendo A o ar-
co dado.

O ponto de interfeccad A’, pelo qual a hyperbola
fe fujeita a paffar, como he conhecido , naé da hu-
ma ilnhu;:lﬁ nova. 403
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407 Se das dvas_equagbesa w e ¢ eliminarmos
t, vird a equagad do terceiro grio nd cafo irredu-

I

zivel gf — 3 Ay — 'y er* = o, a qual deve
comprehender os tres cafos que havemos exami-
nado ; logo a mefma equagab deve ter tres raizes,

EO

a faber u = AP —=u¢of , # =— AP' =
rg"M,cu:hP“: cof IBDO:_EO.
3

404 Donde fe fegue , que podemos por meio
das 'l‘!'aboas dos fenos achar as tres raizes de huma
equacad do terceiro grio no cafo irreduzivel com
hiima approximacad {ufficiente € muito prompta.
Porque , comparando a equagab geral defte calo
w' — pu -+ g = o com a do noflo problema , te-

3

I .
mos —~— 7l ==p,e — — cr? =g, as quais dad r—=
4

4
l‘/i‘p,e:: _:g . Se procurarmos pois
3

nas Taboas o tiumero de grios correfpondente a

Jen 3?7-— , fuppondo o raio dellas igual &
? '?P

unidade, acharemos o coinplemento do arco EO;
¢ ajuntando go® ao mefmo numero de graos , ou

tirando eflte mefmo numero de go® 4 conforme for
¢ pofitivo ou regativo na equacab , teremos o arco

EO, que chamaremos A. Bufcaremos logo nas Ta-

boas os cofenos dos tres arcos -—3—- 3 _Is_.oa_é___i, e

18c®
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,. 08 quais fendo multiplicades por r

180° - A
3

ou 1/%—,0, para fe reduzir cada hum ao cofeno do

arco correfpondente no circulo cujo raio he r, darad

4 A 4
AP ou u— St A ] LI
e Gt
IRa — - 1800 -
tof ———— e u— S SN e el T
Y 3 1/3‘ﬂ / 3§ — ¢

bem entendido qus fe deve dar o final — dquelles
em que o arco paffar de go° . Eftas operagbes po-
dem facilitar-fe por meio dos logarithmos.

405 Probl. 1II. Sends dada a poficas do ponte
D cg‘fg. 72 ) a refpeito de duas ffnié":rAR, AP,
que comprebendem bum anguls conbecido , tirar pelo
dite pon!s a recta DP , de maneira que a parte in-
tercepta RP feja igual a buma linba dada c.

Tiremos DS e RN perpendiculares a AP pro-
duzida , ¢ DO parallela 2 AR. Seja DO —=r,

DS=p,08=¢g9, AO=d,AP—u, AR=1.
OS triangulos femelhantes DSO , RNA dad

t
RN= PT' AN = % » € confeguintemente NP
f
= -?_- <4 #. Mas vo triangulo re@angulo RNP
2
temos RN? 4~ NP* — RP* ; logo ferk % # 4o
-i}-ur-l—u’-i- %;-F__'_l" » ifto he 12 +:_—f ur

-‘u: 3..
e ‘ Alem




pE ALCEBRA 319

Alem diffo, os triangulos I':melhnntﬁ DOP,
RAP dao DO (r) :RA (1) :: OP (d+4u) : AP (u),
ou ru — td -+ ut. Temos pois duas equagbes , hu-

ma 4 ellipfe , eaoutra & hyperbola, que ambas
{e devem conftruir para relolver o problema.

Quanto & primeira , faga-fe como nos exemplos

qu rx
precedentes , £ + T-'"—“J’ y CU— T;lﬂﬁm“

22
y’:-%:- (“: —_ ).cpor confequencia os
valores dos dous diametros conjugados a , e 4 ferab

= %ﬂ- , ¢ b=—12¢c. Tome-fe pois fobre AP a

linha. arbitraria AK , ¢ tire-fe KL — g__ﬁ_is. pa-

r

rallelamente a PM ; teremos QM =y, ¢ ferd AQ_
a direcgab do diametro fobre que devem contar-fe
os x; logo AQ==x. E como a equagad u—=
r..AQ.

, teremos »—=

rx
~——fe torna em AP =
P

r.AQ_ r.AL £k
Y ey AL, fuppondo AK =r.
Affim conftruindo huma ellipfe com os dous dia-

o
, ¢ b =12¢, que com-

meiros conjugados F—

prehendad hum angule igval a AQM, achare-
mos o lugar da primeira equagal. Efta cllipfe he
2 mefma que defcreveria o meio de huma linha
igual a 2RP, a qual fe movefle fem que as fuas
extremidades fahiffem dos lados AP, AR, como
le péde ver , fazendo comparacab com a folugad
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dada (397), e fuppondo g = h—="¢.. Qu
gulo RAP he reéto, a ellipfe fe torna em hum cir=
culo defcrito com o raio e.

Para conftruir a fegunda equagad ru — ut —dt,
facafer —t=y', eu +dmx';viri:-‘;'-'_-: rds
Tire-fe por D a linha DTV parallela a AP ; ferd
VM — y'. Conduza-fe_pelo mefmo ponto D a li-
nha DO parallela a AT ; ferh DV = & Defcre-
ver-fe-ha pois entre as linhas DO e DV come
afymptotas huma hyperbola que pafle pelo pontd
A, por fer x'y' = rd = AO % AT ; ella encon-
trara a ellipfe em dous pontos M e M'; logo con-
duzindo por eftes e por D as linhas MR |, MR pa-
rallelas'a AP, e tirando DRP e DP’/R’, as par-
tes PR e P'R’ interceptas nos angulos RXP ‘
R’ A P’ ferab iguais & linha ¢:

Se a hyperbola oppofta M" A'M""  Fig. 13 ),
defcrita entre as afymptotas produzidas, encontrar
a elliple, determinari mais dous pontos M”, M,
os quais darab R", R tais , que fe por elles & por
D tirarmos duas redtas, as partes comprehendidas
dentro do angulo TAS ferab iguais a &, Tal he em
geral o methodo geomewrico de refolver os proble-
mas determinados, que nab paffarem do quarto
gido. _ _ _

406 O melmo methodo péde fervir ainda quan-
do naé fe faca ufo de duas incognitas , <om tanko
potéin que depois fe introduza huma de novo. Por
exemplo, {e nos propuze(lem elte problema: 4char
bum cube que fenba para suiro conbecide o' @ razat
duda dem 0 ; fuppoudo o lado do cubo procura-

do
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==, teriamos w' 3 @’ % m ; n, e por confe-
quencia nu’ —ma’ .
Para conftruirmos efta equagad, {upporiamos

i ma?-
u? = af, ¢ teriamos ntu =—=ma* , wln:T a

Defcreveriamos pois a parabola que tem a equagab

u? = at , ¢ a hyperbola a que pertence a equagad
2
; a interfeccad das duas curvas daria

ma
U=
os valores de we £
Maultiplique-fe porém a transformada por u , ¢
fub[ﬁtua-Fe em lugar de u? o feu valor af ; vird
= -?'-n , equacab & parabola, a qual fe po-

de conftruir juntamente com a outra «* = af.
Advirta-fe que eftas equagbes fad as melmas que
teriamos , fe procuraffemos duas meias proporcio-

nais entre a ¢ -%f- ; afim podem conftruir-fe pre-

cifamente como fe enfinou (399) -
407 Pela equagad nu’ = ma® , a qual di u=

i i
'\/ :w: , fe v& que os radicais cubos podem

conftruir-fe por meio das fecgGes conicas. O mefmo
fe deve entender a refpeito dos radicais do quarto
grio em que fe contiverem radicais cubos, como

por exemplo V (,5‘:’45-); porque fe entraffem f6-

4
mente radicais quadrados, como em M ("‘V’"‘;)n
ou quantidades racionais , a conftruc¢ad fe reduzi_
tia fempre ao circulo. Com effeite no noffo exem.
"y ple
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plo, tomando huma meia proporcional m entre ae §,
4 2
teriamos  /a'm ; ¢ tomando outra meia proporcio-

“
nal mentre aem , teriamos V. &%t , ifto he y/an,
expreflad de huma meia proporcional entre a ¢ .

408 Se a equacad deternfinada conflar de ma-
ior numero de termos , nab deixard poriffo de po-
der conflreir-fe de hum modo analogo. Aflim f{e ti-
vermos % - au’ -+ agu® 4 a*ru-4-sat =o, fen-
do @, g, r, es quantidades conhecidas , fuppo-
remos ¥* = at, e acharemos ar* 4 aut + qu* 4
aru -+ se®== o0, equacad que pertence a2 huma
fecgad conica, Se a conftruirmos pois , e tambem
aoutra u* = af , as interfcegles das dvas curvas
determinardd os differentes valoies de «.

409 Péde acontecer que hum problema tenha
muitas folugles , ¢ fem embargo as curvas nad che-
guem a encontrar-fe, quando fe introduz do
modo expolto huma nova equagal. Para evitar
elle embarago, daremos hum methodo que tem
lugar em todos os calos. 4

Seja, por exemplo , u* — an® + pau— ga* = o
a equagab procedida de hum problema. Suppore-
remos u' — au® 4 pau — ga* = a®t, fendo ¢ hu-
ma indeterminada, e a, p;, ¢ numeros ou linhas
conhecidas. Efta equacad, em que £ nad pafla do
primeiro grio, péde conflruir-fe com facilidade,
dando a  fucceflivamente muitos valores AP,
AP, &c. (Fig. 74) e calculando os correfponden~
tes de £, que tiraremos perpendiculares a AP para
maior facilidade, como PM , PM &c. ¢ com atten-
¢ad aos finais. Se procurarmos pois os pontos em
que a CUIVa encontra o €ixo , teremos u' — au® -+

pan




Dy ALGEBERA. 323

= ga* = o, ifto he, a equagad propofta; logo

as diftancias AO , AO’, AO", em quea curva en-

contra o eixo, ferad os differentes valores de .

Querendo aqui ufar de conftrucgad em lugar de
H

{ 5 . u
calculo, daremos & equagad a forma ¢t = — —
a?

2 - 4
ot -t o ¢ » ¢ conltruiremos (246) cada hum
a a

dos termos do I'cguudn Il.'m::t:.l:u‘t) para cada hum
dos valores de w.

410 Quando no problema entrar mais que ho-
ma incoguita , podemos fazer ufo da conlirucgad
precedente , reduzindo todas as incognitas a huma
unica pelo methodo dado (162 e feg.).

411 Se o problema for indeterminado , ¢ huma
das duas incognitas nad paffar do fegundo grio,
poderemos fempre conftruir a equagad dando a ou-
fra incognita , feja qual for o feu gréo , valores ar-
bitrarios, e calculando os correfpondentes da primei-
ra incognita, na hypothefe de que efta reprefente as
ordenadas de huma curva, e aquella as J:;as abfcif-
{as. Se porém as duas incognitas paffarem ambas do
fegunde grio , ferd ncceﬂgariu para cada valor que
fe der a huma, achar os valores da outra pelo me-
thodo que acabamos de enfinar. Nad nos demo-
raremos mais nas conftrucgbes defta ultima efpe-
Cie , porque raras vezes [e encontrad.

412 Antes de concluirmos efta Sec¢ad, moftra-
remos alguns ufos mais da applicagad das equacGes
as linhas curvas. Por quanto toda a equagab a huma
fecgad conica he fempre do fegundo grio, e a equa-
£a0 mais geral defte grio pode reduzir-fe 3 for-

ma
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ma di* 4 cut + a 4 ft + gu + h=0; fegue-
fe que podemos fempre’ fazer paffar huma feccad
conica por cinco pontos dados ; com tanto que elles
tres a tres nad eftejad em linha re&a , porque hu-
ma feccad conica nad pode encontrar huma refta
em mais de dous pontos.
Com effeito fejab A, B, C, D, E (Fig. 75)
os cinco pontos dados. Se os referirmos 4 relta Als)
ue pafla por dous delles, entad conduzindo BF ,
H, EG perpendicularesa AD para maior facilida-
de, as diftancias AF, BF, AG, GE, AH, HC, AD
poderib confiderar-fe como abfciffas ¢ ordenadas
de huma curva , cuja equagad he dr* 4 cut 4 eu®
4 ft 4+ gu 4 h=o. Porque f¢ja AF=m, BF
—n, AG=m', GE=n', AH=m", CH=n"s
AD=—m"", efti claro 1° que no ponto A temos
#=—o0, ¢ 1=o0, ¢ confeguintemente b =— o.

2¢ No ponto Btemosu=—m,f—=n, e2a equa-
¢ab fe muda em
dm* 4 cmn 4 en* 4 fm 4 gn = 0.
3° No ponte E temos do mefmo modo
dm™ 4 em'n’ 4 en” 4 fin' L gn'=o
4° No ponto C temos
dm' 4 cm''n" 4 en" 4 fm"' 4+ m''=c
5° Ultimamente , no ponto D onde i =0, temos
eml' 4 g=o. 3
E como neftas quatro equagbes entrad todas as
quantidades ¢, ¢, f, g em primeiro grio, com fa-
cilidade fe achari6 os feus valores , os quais fendo

fubftituidos na equacad df + cut 4 ew® 4 ft +
gu
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u == o, a tornarad em outra, que ferd divifivel por
d, c em que por conflequencia todos os termos te-
rad coefficientes conhecidos ; fera pois muito facil
de conftruir a feccad conica a que pertencer a mel-
ma equagab, No calo de nad lerem dados mais que

vatro pontos , hum dos coefficientes ferd arbitra-
rio ; logo pederemos impdr huma condigab como
quizermos , duas fe forem dados tres pontos [6-
mente , ¢ allim por diante. [

As linhas diftinguem-fe pelo grio da fua equa-
a6 ; affim a linha re@a he linha da primeira or-
dem ; as fecgbes conicas fab linhas da fegunda
ordem,

Por hum modo analogo fe péde determinar a
equagad de huma linha da terceira ordem , que fe
fujeite a, paffar por tantos pontos menos hum,
quantos fab os differentes termos que péde ter a
equagab geral defla ordem a duas indeterminadas ;
eaflim nas ordens fuperiores.

413 O melmo methodo péde fervir para achar
approximadamente a lei que obfervad entre (i mui-
tas quantidades conhecidas, e dependentes humas
das outras por certas relagdes ; e nefta applicagad
tem o nome de Methodo das interpalagies. Suppo=-
nhamos , por exemplo, que tres quantidades conhe-
cidas CB, ED, GE‘ (Fig. 76) dependem de outras
tres AB, AD, AF ; pertende-fe achar a lei geral
gue une eftas quantidades, de mancira que [e pofla

eterminar huma quantidade HI, intermedia ou ve-
zinha das primeiras , a qual derive de AH, do mel-
mo modo que CB, DE &c. derivad de AB, AD &c.

De muitos modos fe pdde fatisfazer a elte pro-
blema, tomando huma equagad a duas indetermi-
na-
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nadas u e 7, a qual tenha pelo menos tantos termos
differentes , quantas a6 as quantidades dadas , tais
como CB, ED, GF. Mas entre todos elles o que
mais facilita o ufo gue pode ter o dito methodo ,
he o confiderar IH como ordenada, ¢ AH como
abfciffa de huma curva , que pafle pelos pontos da-
dosC, E, G, &c., e naqual tfeja huma funcad
indeterminada da abfciffa correfpondente , da for-
ma a + bu 4 cu? 4 &c., tomando tantos termos,
.quantos fad os pontes C, E, G. Logo fe fuppu-
zermos (412) 1°u=—AB, +=CB; 22 a=AD,
t=DE; 3° u=AF, t = FG, eaflim por dian-
te , teremos tantas equagbes para determinar a, 4, ¢,
quantos [ab os pontos dados; e fubftituindo os valo-
Tes em f=—a + bu -+ cu? + &c., acharemos a
equagab approximada. da curva, que paffa pelos
‘pontos C ,E , G, &c. Pondo entad por « a diftancia
AH, teremos o valor correfpondente de ¢ ou HI ;
€ reciprocamente.

Seguindo 0 mefmo procedimento , podemos imi-
‘tar o contorno ABCDEF ( Fig. 77) de qualquer
curva tracada ao acafo (282). Para iflo abaixare-
mos dos differentes pontes A, B, C, D, &c. per-
pendiculares fobre a linha determinada X7, que
fe toma por linha das abfciffas , e acharemos , co-
‘o acabamos de enfinar, a equagab de huma cur-
va que pafle pelos mefmos pontos ; por meio del-
la pois fe calculari6 as perpendiculares intermedi-
as com tanto maior approximagad, quanto maior
for o numero dos pontes A, B, C, D, &ec. que
houvermos tomado.
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