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C O N T R I B U I Ç Ã O PARA O E S T U D O 
DA 

TEORIA D A S F U N Ç Õ E S 

CAPÍTULO 1 
NOÇÃO DE ESPAÇÓIDE 

I 

PRINCÍPIOS FUNDAMENTAIS 

1. Definição de espaçóide. — Seja P um conjunto constituído 
por uma infinidade de elementos de natureza qualquer. Repre-
sentemos os diversos elemontos dêste conjunto pelas letras a, b, 
C , . . . e empreguemos o sinal | colocado entro duas letras quando 
quisermos indicar que uma destas respresenta o mesmo elemento 
que a outra. O referido sinal pode ler-se: o mesmo que. 

Associemos a cada par de elementos a e b um número real 
não negativo, a que chamamos distância entre a e b (ou entre b 
e a) e que designamos por a b (ou por b a). 

Diremos que a ó juxtaposto a b (ou b juxtaposto a a) quando 
fôr a b = 0, o que indicaremos por a II b (ou b II a). Por convenção 
um elemento juxtapõe-so a si próprio, isto é, de a 1 b resulta a II b; 
porém de a II b pode não resultar necessàriamente a I b. 

Consideremos agora um subconjunto A de P, on seja um con-
junto formado por elementos de P Damos o nome de diâ-
inotro de A ao limite superior das distâncias entre os elementos 
dêste conjunto tomados dois a dois de qualquer modo. O diâ-
metro dum olemento considera-se igual a zero. 

1 A definição de subconjunto não exclui o caso de A ser o próprio P 
ou de se reduzir excepcionalmente a um só elemento dêste conjunto. 

1 



2 CAPÍTULO I — Noção de espaçóide 

Chamemos conjunto limitado a todo o conjunto A com o diâ-
metro finito. 

Chamemos ainda conjunto pròpriamente infinito a todo o con-
junto A que admita um subconjunto infinito de elementos não 
juxtapostos, dois quaisquer dêles. 

Estabelecidas estas primeiras noções, suponhamos que tal 
definição de distância entre os elementos de P é determinada do 
forma que sejam verdadeiras as seguintes propriedades: 

1) Verifica-se a relação 

(1) ã c < ; ã b + rc 

para quaisquer elementos a, b e C. 

2) A cada sucessão infinita de elementos 

J » " ' I > • " • ) 

na qual seja lim a,- av = 0 corresponde um elemento a que sa-
tisfaz à condição lim a,- a = 0. 

3) Podemos dividir qualquer subconjunto de P, que seja limi-
tado, num número finito d,e conjuntos 2 de diâmetros menores do 
que um número positivo qualquer previamente dado 3. 

1 Subentende-se , nesta notação, que i e V tendem para infinito. 
Logo, dizer que é lim a; a;' = 0, é dizer que tende pa ra zero qualquer 
sucessão de distâncias aí a;i quando as sucessões correspondentes dos índi-
ces i e V tendem para infinito. Noutros termos: o símbolo lim aiaí' = 0 
exprime que a todo o número 8 > 0 corresponde um núinero inteiro 1c > 0 de 
modo que seja a; aí' <8 pa ra quaisquer valores de i e V superiores a 1c. 

2 Considera-se um conjunto dividido em novos conjuntos quando a soma 
destes reproduz aquêle. 

3 Impor ta observar que é possível dar outras formas às presentes 
condições. Podemos, por exemplo, substi tuir a condição 2) pelo enunciado 
de B O L Z A N O - W E I E R S T R A S S , como veremos numa observação no n.° b. Mais 
ad iante [n.° 83] também veremos que a condição 3) é equivalente a um 
enunciado de B O R E L - L E B E S G U E e a inda a um enunciado de R I E S Z - S I E R P I N S K I . 

Notemos também que as hipóteses 2) e 3) convertem-se em teoremas 
quando o conjunto P não é pròpriamente infinito. Es tes teoremas demons-
tram-se fàci lmente tendo em vis ta a pi oposição da^). 4, l. 21, e a tendendo 
a que um conjunto não pròpr iamente infinito é todo aquêle que pode dividir-se 
num número finito de conjuntos de diâmetros nulos. 
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Apresentadas as condições a que sujeitamos a definição de 
distância, chamemos conjunto espaçado, ou, mais simplesmente, 
espaçóide, a todo o sistema constituído por um conjunto infinito P 
e por uma definição de distancia (nas referidas condições) entre 
os elementos dêste conjunto. 

Assim, dizemos que o conjunto dos números dum certo in-
tervalo fechado, o conjunto de todos os números reais e, mais 
geralmente, o conjunto dos pontos do espaço ordinário de n 
dimensões são espaçóides. Na verdade, conhecemos a definição 
de distância pji1 entre dois pontos p e p' dêsse espaço e tal 
definição goza das propriedades seguintes: 1) é sempre verda-
deira a relação pp''<pp' -\-p'p"; 2) dada a sucessão de pontos 
pi,p<i, . ..,pi, . . a condição limpipii = 0 assegura a existência 
dum ponto p (limite da sucessão) de modo que se tenha limpip—0; 
sabemos, emfim, dividir qualquer conjunto de pontos, que seja 
limitado, num número finito de partes de diâmetros tão pequenos 
quanto quisermos. O conjunto de todos os números reais e 
imaginários, bem como qualquer conjunto infinito e fechado, cons-
tituído por números ou por pontos dum espaço ordinário de n 
dimensões, são outros espaçóides l. 

Convencionemos representar sempre um espaçóide pela letra P, 
afectada ou não de um ou mais índices. Um conjunto do tipo P é, 
pois, qualquer conjunto infinito (de elementos de natureza não 
especificada) associado a uma definição de distância entre os 
seus elementos nas condições citadas anteriormente. 

2. Primeiras consequências.—Da relação (1) concluímos 
que dois elementos juxtapostos a um terceiro são juxtapostos entre 
si, isto ó, de a II b e b II C resulta a II C. Se diversos elementos 
são juxtapostos a um mesmo elemento a, dois quaisquer dôles 
são, pois, juxtapostos um ao outro. Dizemos, então, que os 
elementos considerados juxtapõem-se entre si. 

Como vemos, a juxtaposição de elementos satisfaz às condi-
ções 

a l i a 

a II b . • . b 11 a 

a II b , b 8 c • • . a II c 

1 Encontraremos depois novoa exemplos de espaçóides. 
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correspondentes às propriedades reflexiva, simétrica e transitiva 
da igualdade entre númoros. 

A mesma relação (1) pode generalizar-se, anàlogamente ao 
que sucede no caso dos elementos serem números. Com efeito, 
considerando m elementos quaisquer a , b , C , . . . , u , V dum 
determinado espaçóide P, temos 

ã v ^ ã b + F v ^ ã b + bc + cv 

e, por indução, vem 

(2) ãv<;ãb + b~c+ . . . + uv. 

Se efectuarmos permutações circulares na sucessão dos ele-
mentos considerados, fàcilmente se concluirá, da presente rela-
ção, que: 

Dada uma sucessão de m elementos de P, considerando as 
distâncias entre cada dois elementos consecutivos e entre o primeiro 
e o último, uma qualquer destas m distâncias não excede a soma 
das restantes. 

Por conseguinte: 

A diferença de duas das m distâncias (em valor absoluto) não 
é maior do que a soma das outras. 

Daqui resulta que: 

Se fôr a II a' e b II b\ também será a b = a' b'. 
Com efeito, basta escrever 

[ ãb-ãTb71 < ã ¥ + b F 

e notar que é ãã"' = 0 e FF = 0. 
A distância entre dois elementos não se altera, pois, quando 

estes se substituem por outros que sejam justapostos aos pri-
meiros. 

Como segunda aplicação mostremos que: 

É limitado qualquer conjunto soma dum número finito de 
conjuntos limitados de elementos de P. 
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Suponhamos, em primeiro lugar, que A é a soma de dois 
conjuntos limitados B e C, e comecemos por fixar dois elemen-
tos b' e c' de B e C respectivamente. Podemos escrever 

bc<b~b 7 +b r c ' + c rc 

para elementos quaisquer b e c dos conjuntos B e C, donde 
resulta, designando por A' e A" os diâmetros dêstes conjuntos, 

í í c ^ A ' + A" + b r c \ 

Logo o conjunto A é limitado, porque a distância entre dois quais-
quer dos seus elementos não excedo o número A' + A" + b' c'. 

Notemos que ó 

(3) A ^ + ^ + r c 7 , 

onde A representa o diâmetro do conjunto A; esta relação de-
duz-se da anterior, visto b e c representarem elementos quaisquer 
de B e C respectivamente. 

Por ser limitada a soma de dois conjuntos limitados também 
é limitada a soma de três, de quatro, etc. 

O seguinte enunciado permite-nos dar outra forma à definição 
de conjunto limitado: 

Um conjunto A é limitado ao mesmo tempo que o conjunto das 
distâncias a b entre cada elemento a de A e um determinado ele-
mento b-

Com efeito, vimos há pouco que a soma de dois conjuntos 
limitados ó igualmente limitada; logo, se A ó limitado, o mesmo 
acontoce ao conjunto das distâncias ab . O recíproco resulta da 
relação 

aa' <; ã b + ãTÍ 

onde a e a' são elementos quaisquer de A. 

3. Observação. — Consideremos um conjunto infinito Q sub-
metido a uma definição de distância entre os seus elementos. 
Admitamos que esta definição de distância obedece às condições 
fundamentais 1) e 3), excepto à condição 2) que supomos não 
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ser verdadeira em todos os casos; como vemos, o conjunto Q 
não se encontra espaçado com tal definição de distância. 

A presente observação, que pretendemos justificar, consiste 
no seguinte: 

O conjunto Q pode considerar-se um subconjunto dum espa-
çóide P, sendo a definição de distância entre os elementos de P 
que pertencem a Q a mesma que adoptámos no conjunto fl. 

Seja 

> ®2I • • • » , . • . 

uma sucessão de elementos do Q tal quo se tenha limàí ãv — Oe 
que, no entanto, não satisfaça à condição 2). Consideremos tôdas 
as sucessões de elementos de tt que se encontrem neste caso e 
façamos a convenção seguinte: dar uma sucessão nestas condi-
ções é dar (ou definir) um novo elemento. Adicionemos ao con-
junto Q todos estes novos elementos e designemos por Q' o 
conjunto assim constituído. Para maior simplicidade na expo-
sição, também diremos que um elemento a de Q ó dado pela 
sucessão a, a , . . . , a , . . . . A qualquer elemento de Q' cor-
responde, pois, uma determinada sucessão de elementos de Q 
que, por convenção, define êsse elemento. 

Eis a nova definição de distância: em geral, a distância entre 
dois elementos a' e b' de tt' definidos pelas sucessões 

, a2 , • . . , a,-, . . . 

b[, b2, . . . , b;, . . . 

ó o número a' b' = lim ãTBí; êste limite existe, de facto, porque 
da relação 

I ãTí—ãTBi' I ^ t u a * + 676! [p. 4, l. 18] 

resulta 

lim I ài bi — a;/ bi' I = 0. 

Temos assim definida a distância entre dois elementos 
novos, assim como entro um elemento novo e um elemento de Q : 
a distância entre o elemento a' e um elemento b de Q ó, afinal, 
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a' b = lim a, b. Depois, esta definição generaliza evidentemente 
a dofiniçílo de distância, que supomos conhecida, entre dois ele-
mentos de Q. Temos definidas, em particular, as distâncias 

ã ^ (i = l , 2, . . . ) 

entro o elemento a' e os têrmos da sucessão que o define. 
Dadas estas noções, demonstremos que é limAiSL1 = 0. 
A um número dado S > 0 corresponde um inteiro de 

modo que seja a , a v ^ - ^ P a r a todos os valores de i e i' supe-
riores a k. Depois de escolhermos para i um valor qualquer 
superior a k, sujeitemos i! à mesma condição mas com um valor 
suficientemente grande para que se tenha 

7 / , 8 
a; a' < a; a; + t t , 

u 

o que é possível visto a distância a,a' ser o limite de a,ai/ 
quando i' tende para infinito. Temos, então, 

sendo esta desigualdade verdadeira para qualquer valor de i 
superior a k, o que nos dá lim a; a' = 0. 

Ern resumo, a introdução dos novos elementos no conjunto 
considerado Q implica a convergência (como diremos no pará-
grafo seguinte) de tôdas as sucessões 

a t , a2 , . . . , a,-, . . . 

de olementos de Q que satisfaçam à condição lim aiãii = 0. Além 
disso o novo conjunto Q' constitui um espaçóide; é o que passamos 
a demonstrar: 

1) Dados os elementos a', b' e c' de Q' verifica-se a relação 

a c 7 < ÊTB7 + b c . 
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Com efeito, se estes elementos são dados respectivamente 
pelas sucessões 

«1. a2 , . . • > , 

bi. b2, . . •, bi, 

c , , c2 , . . • i Ci , 

como temos 
a i c<<^ài bi + 67cí, 

resulta 
lim a , Ci < lim as bi + lim bi C , , 

isto é, 
ã ^ c 7 ^ ã r F ' + F c 7 . 

2) A qualquer sucessão de elementos de Q', 

®'l > < ' • • ) > * • • > 

na condição de ser lim ã', a',/ = 0, corresponde um elemento a' para 
o qual é ZmãVa' = 0. 

Esta propriedade foi há pouco verificada no caso particular 
dos elementos da sucessão pertencorem todos a Q. Na hipótese 
contrária façamos corresponder a cada elemento a'f um elemento ai 

de Q que satisfaça à desigualdade a i a ' i < - r - 4 . A sucessão 

®1 > ®2 > • • • i ®í> • • • 

é tal que lim a; a'i = 0. Temos ainda 

ã; a;/ <; a; a'f 4- a', aV + ã7*ã7' [p- 4, L 13], 

donde vom ima;a;» = 0. Esta última sucessão define, portanto, 
um elemento a', e da relação 

a i a' a t â  ai a' 

concluímos que é Zma'ia' = 0, como desejávamos provar. 

1 Se a'i fôr um elemento de Q, o elemento ai poderá ser o próprio a'i . 
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3) Ê possível dividir qualquer subconjunto de Q', que seja 
limitado, num número finito de partes de diâmetros inferiores a 
qualquer número positivo previamente dado. 

Seja A' um subconjunto do Q', limitado, e consideremos um 
número e > 0 . A cada elemento a' de A' corresponde sempre 

um elemento a de Q para o qual é a a' < Designemos por A 
ó 

o conjunto dos elementos a correspondentes dos diversos elemen-
tos a' de A'. A um subconjunto de A corresponde um subcon-
junto de A' e a uma divisão de A em partes corresponde igual-
mente uma divisão de A' em partes. 

O conjunto A é limitado porque, se a e b são dois dos seus 
elementos e a' o b' correspondentes deles em A', temos 

ãb<;ã£f + ã 7 ¥ + b 7 i , 
donde vem 

ã b < | - e + ãrb7. 
o 

Se dividirmos agora o conjunto A num número finito de partes 
£ 

de diâmetros menores do que -g-, obteremos por correspondente 

uma divisão de A' em partes de diâmetros menores do que e 
porque, para dois elementos a' e b' duma destas partes, temos, 
designando por a e b os correspondentes dêsses elementos no 
conjunto A, 

á r F ^ ã 7 ã + ãB + b ¥ < e . 

Em conclusão, podemos dizer que: o conjunto proposto Q ê 
um subconjunto dum espaçóide P I fl' no qual se conserva a mesma 
definição de distância entre os elementos de Q. Êsse espaçóide 
poderá chamar-se prolongamento do conjunto Q 

1 Existe um perfeito paralelismo entre a exposição que seguimos nesta 
nota e a que podemos seguir nos princípios da teoria dos números irracionais 
quando, no estudo dêstes números, adoptamos o método de B R U N O D E C A B E D O . 

(Veja-se P A C H E C O DE A M O R I M , Aritmética Racional, p. 337 e segs.). 
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I I 

CONCEITO DE LIMITE DUMA SUCESSÃO 
DE ELEMENTOS DUM ESPAÇÓIDE 

4. Definição de limite. — A dofinição de limite duma suces-
são infinita 

(1) 3j , > • • • ) &É , • • • 

de elementos dum espaçóide P baseia-se na definição de distân-
cia: dizemos que a sucessão (1) converge ou tende para o ele-
mento a quando so verifica a condição lim a; a = 0, isto é, quando 
a cada número 8 > 0 corresponde de tal forma um inteiro posi-
tivo k que se tenha a ; a < 8 para qualquer i^>k. O elemento a 
chama-se um limite da sucessão e esta diz-se, neste caso, con-
vergente. 

É evidente que uma sucessão (1) na qual todos os tSrmos 
são juxtapostos a um determinado elemento a converge necessà-
riamente para o mesmo elemento a. Em particular, a sucessão 

3 ) a , • • • j a , . . . 

converge para o elemento a. 
Uma sucessão que não é convergente chama-se divergente. 

A condição lim ã; a,;' = 0 é necessária para a convergência da 
sucessão (1). 

Com efeito, se a sucessão (1) converge para o limite a, temos 
lim a ; a = 0, e de 

ãlã^ <; ã7ã + ã 7 ã 

resulta lim a; a= 0. 
A mesma condição assegura, por outro lado, a convergência 

da sucessão (1): é a hipótese 2), p. 2. 

É necessariamente limitado o conjunto dos termos duma su-
cessão convergente. 

Na verdade, se a sucessão (1) converge para o limite a, 
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temos Um a; a = 0; logo é limitado o conjunto das distâncias a* a 
e o mesmo acontece ao conjunto das distâncias a; a*/ [p. 5, l. 19]. 

Os limites duma sucessão convergente são juxtapostos entre si. 
Porque, se a e b são dois limites da sucessão convergente (1), 

as condições lim a, a —0 e limãTB = 0 dão 

ãb < lim (ãTã ãTb) = 0 , 
donde vem a II b. 

Se uma sucessão converge para um limite a, também converge 
para qualquer elemento juxtaposto a a. 

Com efeito, sendo lim a; a = 0 e a II b, como é então a; a = a; b 
(visto-que a distância entro dois elementos não se altera quando 
estes se substituem por elementos juxtapostos aos primeiros), 
temos 

lim a; b = lim a ; a = 0 , 

e a sucessão dada também converge para o limite b. 

Convencionemos designar qualquer limite da sucessão con-
vergente (1) por meio do símbolo lima,. Atendendo agora aos 
dois últimos enunciados, vemos que basta escrever lim a; II a, ou 
a II Um Ai, para exprimir que o elemento a é um limite da sucessão 
convergente (1). 

5. Elemento limite dum conjunto. Extensão do teorema 
de BOLZANO-WEIERSTRASS. — Chamemos subsucessão duma dada 
sucessão (1) de elementos de P a qualquer outra 

(2) a r , a, , . . . , a„, . . . 

que seja formada por têrmos da primeira, sem repetições e pela 
ordem em que nela se encontram. Os índices r, s , . . . , u , . . . 
são, pois, números inteiros positivos e crescentes. 

Dizemos que uma sucessão de elementos de P é pròpriamente 
infinita quando o conjunto dos têrmos ó pròpriamente infinito, 
isto ó, quando admite uma subsucessão na qual dois têrmos 
quaisquer não sejam juxtapostos. 

Para que uma sucessão de elementos seja pròpriamente infinita 
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è suficiente que não admita uma subsucessão de têrmos juxtapostos 
entre si. 

Consideremos, com efoito, uma sucessão que não admita uma 
infinidade de têrmos juxtapostos entre si. Suprimamos todos 
os tôrmos juxtapostos ao primeiro (excepto êste termo), supri-
mamos em seguida à sucessão restante os têrmos juxtapostos ao 
segundo (excepto êste), etc. Podemos continuar assim indefini-
damente, visto suprimirmos, de cada vez, apenas um número 
finito de têrmos ou nenhum. Os têrmos não suprimidos constituem 
evidentemente uma subsucessão em que dois têrmos quaisquer 
não se juxtapõem um ao outro. 

Por consoguinte qualquer sucessão que não seja propriamente 
infinita admite uma subsucessão de têrmos juxtapostos entre si i. 

1 A proposição que acabámos de demonstrar é susceptível de tomar um 
aspecto mais geral , como vamos ver . 

Consideremos uma sucessão infinita de elementos abst ractos 

a , , a , , . . . , a í , . . . . 

Admitamos que ce r t a propr iedade pode verificar-se ou nâo entre dois desses 

elementos dados arb i t rà r iamente , e demonstremos a proposição seguin te : 

A sucessão proposta admite uma subsucessão tal que: ou dois quaisquer 

dos seus têrmos satisfazem à referida propriedade, ou dois quaisquer deles nâo 

satisfazem. 
Convencionemos dizer que diversos têrmos da sucessão considerada 

são relacionados ou irrelacionados uns com os outros , conforme dois 
quaisquer dêsses têrmos satisfazem ou não à propriedade de que nos ocu-
pamos. 

Suponhamos agora que a sucessão proposta não admite uma subsucessão 
de têrmos relacionados uns com os outros. Neste caso admite necessàr ia-
mente uma subsucessão a r , a s , a<, . . . ta l que o seu primeiro tôrmo a r seja 
i rrelacionado com cada um dos seguintes, porque, se assim não fôsse, se 
suprimíssemos à sucessão proposta os têrmos irrelacionados com o primeiro 
(excepto êste) , se suprimíssemos em seguida à sucessão obt ida os têrmos 
irrelacionados com o segundo desta sucessão (excepto êste) e se continuásse-
mos assim sucessivamente, os têrmos res tantes (que seriam em número infinito 
porque suprimiríamos, de cada vez, apenas um número finito dêles ou ne-
nhum) constituiriam uma subsucessão de têrmos relacionados uns com os 
outros. 

Pelo mesmo motivo a sucessão a«, a / , . . . admite uma subsucessão 
a r - , a«', ar , . . . tal que o seu primeiro têrmo a,-' seja irrelacionado com 
cada um dos seguintes, pois aquela sucessão aiuda se encontra nas condições 
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Para que uma sucessão convergente seja pròpriamente infinita 
é necessário e suficiente que admita uma subsucessâo de termos 
não juxtapostos a um limite a da mesma sucessão. 

A condição ó manifestamente necessária porque, se a su-
cessão proposta admite uma subsucessâo em que dois têrmos 
quaisquer não sejam juxtapostos um ao outro, entre estes últimos 
têrmos apenas poderá encontrar-se um que seja juxtaposto ao 
elemento a. 

Reciprocamente, suponhamos que uma dada sucessão con-
vergente (1) admite uma subsucessâo de têrmos não juxtapostos 
a um dos seus limites a. Suprimindo todos os têrmos juxtapostos 
a a, caso existam, obtemos uma sucessão que já não admite uma 
infinidade de têrmos juxtapostos entre si, em virtude da condi-
ção lim a; a — 0. Esta nova sucessão é, pois, pròpriamente infi-
nita [prop. prec.], e o mesmo acontece à proposta. 

Dizemos que um elemento a é limite dum conjunto A quando 

da proposta. A sucessão a s ' , ac , . . . admite, por sua vez, uma subsucessâo 
a w , a s ' , aí ' / , . . . em idênticas condições, e assim indefinidamente. 

Os primeiros têrmos âr ^ clr' j 3r 'i, . . . das subsucessôes mencionadas são 
evidentemente irrelacionados uns com os outros e constituem uma subsu-
cessâo da sucessão proposta. Por conseguinte, se esta não admite uma 
subsucessâo de têrmos relacionados uns com os outros, como estamos a supor, 
é porque admite uma subsucessâo de têrmos irrelacionados, e assim demons-
tramos a proposição que tínhamos em vista. 

Como aplicação temos que : 
Qualquer sucessão de números reais a,, a,, . . . , o ; , . . . admite necessaria-

mente uma subsucessâo monótona. 
Efectivamente, dois têrmos quaisquer ah e ai ( h < k ) ou satisfazem à 

propriedade de ser ah < ajc ou não satisfazem. 
Em particular, toda a sucessão convergente de números reais admite 

uma subsucessâo monótona, a qual ainda tende para o mesmo limite que a 
primeira, como é sabido. 

Eis uma simples demonstração do teorema de B O L Z A N O - W E I E R S T R A B S 

baseada nestas considerações: 
Qualquer conjunto A de números reais, que seja limitado e infinito, admite 

um ponto limite. 
Com efeito, podemos extrair do conjunto A uma sucessão infinita de 

números reais todos diferentes, e a mesma sucessão ou admite uma subsu-
cessâo de números crescentes ou então de números decrescentes, subsucessâo 
esta que tende necessàriamente para um limite. 
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é nulo o limite inferior das distâncias entre o elemento a e os 
elementos de A não juxtapostos a a. Em virtude da última 
proposição que demonstrámos, podemos dar a esta definição a 
forma seguinte, geralmente mais cómoda nas aplicações: 

Elemento limite dum conjunto A é todo o elemento de P que 
seja limite duma sucessão convergente propriamente infinita de 
elementos de A. 

Por fôrça dêste enunciado e da condição 2), p. 2, a existência 
dum elemento limite dum conjunto A reduz-se à existência duma 
sucessão pròpriamente infinita de elementos de A tal que seja 
lim a; 3lí' = 0. A-propósito desta questão demonstremos o teo-
rema seguinte: 

Um conjunto A, limitado e pròpriamente infinito, admite um 
elemento limite. 

Observemos, primeiro, que é possível extrair dum conjunto 
limitado e pròpriamente infinito um subconjunto nas mesmas con-
dições, mas de diâmetro menor do que um número positivo 
dado 8. Com efeito, se dividirmos o conjunto considerado num 
número finito de conjuntos parciais de diâmetros menores do 
que 8, um dêles, pelo menos, será pròpriamente infinito. 

Posto isto, consideromos um conjunto A, limitado e pròpria-
mente infinito. Seja At um subconjunto de A, pròpriamente infinito 
e de diâmetro menor do que 1. Seja A2 um subconjunto de A1, 

pròpriamente infinito e de diâmetro menor do quo Conti-
u 

nuemos assim indefinidamente, designando por A e m geral, um 
subconjunto de A;_ i , pròpriamente infinito e de diâmetro menor 

do que -.-. Obtemos assim uma sucessão infinita do conjuntos 

Aj j A2, • . . , A;, • • • 

cada um dos quais contém o conjunto imediatamente seguinte 
e de diâmetros que tendem para zero. 

Consideremos agora um elemento at de A t , depois um ele-
mento a2 de A2 mas não juxtaposto a an e assim sucessivamente. 
O elemento considerado a;, em geral, pertence ao conjunto A; e 
não se juxtapõe a nenhum dos elementos anteriormente escolhidos 
(o que podemos conseguir, visto A; ser pròpriamente infinito). 
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Construímos, dôste modo, uma sucessão pròpriamente infinita de 
elementos de A, 

i i • • • > i • • • > 

e que é convergente, porque da relação a^ 3;/ onde i'1 é o 

menor dos inteiros i e i', resulta lim a; av = 0. 

Um conjunto ilimitado pode não admitir elemento limite 
algum. Apenas podemos afirmar, em geral, que é possível extrair 
dum conjunto ilimitado uma sucessão de elementos cujas dis-
tâncias a um elemento dado tendam para infinito, como facilmente 
reconhecemos. 

A êste respeito completemos a proposição anterior dizendo: 

Para que um conjunto admita um elemento limite é necessário 
e suficiente que contenha um subconjunto limitado pròpriamente 
infinito. 

A condição é necessária visto ser limitado o conjunto dos 
têrmos duma sucessão convergente, e é suficiente em virtude do 
teorema anterior. 

6. Derivado duma sucessão de elementos. — Chamemos, 
dum modo geral, limite duma sucessão (1) de elementos de P a 
qualquer elemento que seja limite duma subsucessão convergente 
da mesma sucessão 

Chamemos derivado duma sucessão ao conjunto dos respec-
tivos limites. 

Chamomos ainda sucessão limitada a qualquer sucessão cujos 
têrmos constituam um conjunto limitado. 

Uma sucessão limitada admite necessariamente um derivado. 
Tal afirmação ó evidente se a sucessão dada contém uma 

infinidade de têrmos que sejam juxtapostos entre si; não sendo 
assim, é uma aplicação do teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS 

1 Notemos que um limite duma sucessão pode não ser limite do 
conjunto dos respectivos têrmos. Em caso de convergência, um limite da 
sucessão só será limite do conjunto dos têrmos se êste conjunto for pròpria-
mente infinito. 
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porque a sucessão è, neste caso, pròpriamente infinita [p. 11, 
l. 32]. 

Uma sucessão ilimitada poderá nâo admitir derivado mas, 
visto tôda a sucossâo convergento ser limitada, podemos afirmar, 
em consequência da proposição precedente, que: 

Para a existência do derivado duma sucessão ê necessário e 
suficiente que esta admita uma subsucessão limitada. 

Para que uma sucessão limitada (1) convirja para um limite a 
é necessário e suficiente que os elementos do derivado sejam jux-
tapostos a a. 

Com efeito, se a sucessão (1) converge para o limite a, todos 
os elementos do derivado são juxtapostos a a, como é fácil 
reconhecer [p. 11, l. 3]. 

Reciprocamente, suponhamos que os elementos do derivado 
duma sucessão limitada (1) são juxtapostos a um elemento a. 
Se não fôsse Zma;a = 0, existiria um número positivo e e uma 
subsucessão (2) da sucessão (1) que verificassem as desigual-
dades 

a„ a > e (a = r , * , . . . ) . 

Por conseguinte nenhuma subsucessão de (2) convergiria para 
o limite a, e qualquer dos elementos do derivado da sucessão (2) 
não seria juxtaposto a a [p. 11, l. 8]. 

Observação. — A hipótese 2), p. 4, converter-se-ia em teorema 
se tivéssemos admitido para hipótese o enunciado de BOLZANO-

- W E I E R S T R A S S . 

Com efeito, supondo quo na sucessão (1) é Kína;ai/*=0, 
verifica-se a desigualdade a; dm < 1 para quaisquer valores de i 
e i' superiores a certo número inteiro lc > 0. A sucessão 

, Zk+t, • • • 

é, por conseguinte, limitada e o mesmo acontece à sucessão (1) 
[p. 4, l. 29]. Por êste motivo, e admitindo agora o enunciado 
de BOLZANO-WEIERSTRASS, podemos afirmar que existe uma 
subsucessão convergente (2) da sucessão (1) [p. 15, l. 26]. Seja 
a um limite desta sucessão convergente. Por ser 

a< a a; síu a u a 
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e porque o segundo mombro desta relação tende para zero 
quando i o u crescem para infinito l, tomos lim a, a = 0. A 
sucessão (1) converge, pois, para o limite a 2. 

7. Algumas proposições sôbre limites. — Da definição de 
limite duma sucessão de elementos do P também se conclui, 
como para o caso dos limites de números, que: 

Se uma dada sucessão converge para um limite, qualquer outra 
sucessão formada de todos ou parte dos têrmos da primeira e 
dispostos por qualquer ordem, converge ainda para o mesmo limite. 

Mais geralmente: 
Converge para um limite a qualquer sucessão formada de 

têrmos de sucessões dadas, em número finito, que convergem para 
o mesmo limite a. 

Devemos acrescentar, nestes enunciados, que um têrmo qual-
quer de qualquer das sucessões dadas o que figuro na sucessão 
assim construída, pode ropetir-se como têrmo dosta, mas apenas 
um número finito do vezes. 

Para a demonstração deste caso mais geral consideremos m 
sucessões de elementos 

am . a ,2 , . . •, a v , . . . (h = l, 2, . . . , m) 

que convirjam para o mesmo limito a. A estas m sucossões 
correspondem outras tantas de números 

ah,K a , aA,2 a , . . . , a*,; a , . . . (A = 1 , 2 , . . . , m), 

cada uma das quais tende para zero. Logo o enunciado ó ver-
dadeiro, visto assim ser para o caso de sucessões de números. 

Outra maneira de proceder na demonstração consisto em 
notar quo, dadas as condições do enunciado, são juxtapostos a a 

1 Entende-se que i e u crescem para infinito através dos valores 
t = 1, 2, . . . e « = r , s , . . . . 

2 Uma vez demonstrado o teorema de B O L Z A N O - W E I E K S T R A S S sôbre 
conjuntos de números quaisquer ou de pontos dum espaço de n dimensões, 
podemos seguir precisamente o caminho acima indicado para justificar o 
oem conhecido teorema de C A U C H Y sôbre limites de sucessões de números ou 
de pontos. 

2 
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todos os olomontos do derivado da sucessão construída daquele 
modo \_p. 16, l. 8], como é fácil reconhecer. 

Consideremos agora duas sucessões quaisquer 

b , , b 2 , . . . , b ; , . . . . 

Se existem os limites limai II a e limbt II b , temos Ziwiaibi' = a b . 

Porque, da relação 

! à7¥;/- ãb I < ã , ã + b7b 

e das condições lim a< a = 0 e lim b, b = 0, resulta que 6 

lim I a i í T — a b 1 = 0, 

ou lim ai bi» = a b . 

Temos, em particular, supondo ainda que a e b são limites 
das sucessões convergentes (8), lim a; b« = a b; mais paiiicular-
mente, para um elemonto qualquer c , vem lim da c = a C. Este 
resultado pode enuuciar-se dizendo que: 

A distância entre dois elementos è uma função continua dos 
mesmos elementos. 

Podemos afirmar, por conseguinte, que, se dois quaisquer 
dos limites a, b , . . . , V de m determinadas sucessões conver-
gentes não são juxtapostos entre si, o mesmo acontece aos 
têrmos correspondentes destas sucessões, a partir de certa ordem. 

Se fôr lim a; II lim bi, será lim atTj^ = 0. 
Com efeito, supondo que as sucessões (3) convergem para 

os limites a e b , a igualdade j á deduzida i í w i a , b i ' — a b dá 
lim ai b;/ = 0 no caso de ser a II b. 

Nesta condição podemos escrever, em particular, lim a; b; = 0. 

Se fôr limat II a e Zí?ka, b i=0, existirá limb, e teremos limb; II a. 
Na verdade, por ser lim a,- á = 0, lim a; b> = 0 o 

b , a < b a • a , a , 

temos lim b; a = 0. 
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Dôstos últimos enunciados deduzem-se, por evidência, os se-
guintes: 

Se as sucessões (3) forem convergentes, será necessário e 
suficiente para que seja lim da II lim b; que se verifique a condição 
lim a; b; = 0. 

Convergem ou divergem ao mesmo tempo duas sucessões de 
elementos (3) tais que seja lim 3; b£ = 0; o derivado duma das su-
cessões é, então, o derivado da outra. 

Um caso particular desta proposição ó a seguinte: 

Se os têrmos correspondentes de duas sucessões são juxtapostos 
entre si, estas convergem ou divergem ao mesmo tempo e o derivado 
duma das sucessões é o derivado da outra. 

Logo, combinando êste enunciado com o da p. 11, l. 8, po-
demos dizer que: 

A condição lim a; II a continuará verdadeira se substituirmos 
todos os elementos a e a,, ou apenas parte deles, por outros 
juxtapostos aos primeiros. 

I I I 

L U G A R D U M C O N J U N T O . — C O N J U N T O S F E C H A D O S 

8. Definições. — Chamemos lugar dum subconjunto A de P 
ao conjunto dos limites do tôdas as sucessões convergentes 
formadas com elementos de A. O lugar do conjunto A será 
representado pelo símbolo [A]. Da definição resulta imediata-
mente que o lugar de A é constituído pelos elementos dêste 
conjunto, pelos elementos que lhes são juxtapostos e pelos 
elementos limites do mesmo conjunto, visto considerarmos na 
definição de [A] tôdas as sucessões convergontes do elementos 
do A, quer sojam ou não pròpriamente infinitas. 

Dizemos que um conjunto Ã ó fechado quando qualquer 
elemento do lugar [A] so juxtapõe a um elemento dêsse conjunto. 
Por outras palavras, um conjunto A ó fechado quando qualquer 
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sucessão convergento formada com elementos de A tonde para 
um elemento dêste mesmo conjunto. 

Para nos cortificarmos de que um dado conjunto A é fechado, 
basta verificar que as sucessOos pròpriamente infinitas, conver-
gontes e formadas com elementos de A , caso existam, tondem 
para elementos dêste conjunto. Do lacto, cada uma das outras 
sucessões convorgentos formadas com elementos de A tende 
para um dêstes elementos, pois os termos duma tal sucessão 
juxtapõem-se, a partir de' certa ordem, a um elemento de A 
[p. 13, l. 1]. Logo podemos ainda dizer, por definição, que os 
conjuntos fechados são os que não admitem elementos limites 
(os finitos por exemplo) e aquêles em que os elementos limites 
se juxtapõom a elementos do mesmo conjunto. 

Dizemos quo um conjunto A é totalmente fechado quando 
coincide com o respectivo lugar: A I [A]. Um conjunto totalmente 
fechado é, pois, todo aquêle a que pertencem os limites das 
sucessões convorgentos construídas com os sous próprios ele-
mentos. 

Para quo um conjunto fechado seja totalmente fechado é 
necessário o suficiente que contenha todos os elementos que são 
juxtapostos aos seus próprios olementos, como é evidente em 
virtude dostas definições. 

O lugar dum conjunto A é um conjunto totalmente fechado. 
Com efoito, demonstremos quo um limite a' duma sucessão 

convergento 
a t , a 2 , • • • , a*, . . . 

de elementos de 1 Al portenco a êste conjunto. A cada elo-
mento a'; façamos corresponder um elemento a,- de A tal que 

seja 2líÍ!í<-7-, O que é possível visto a', ser limite duma sucessão 

de elementos do A. Eesulta que é lim á; ã',- = 0 e a sucessão 

j , • >., a,, . . . 

converge para o elemento a' [p. 18, l. 28]. Logo o elemento a' 
pertence ao lugar [A] que é, portanto, um conjunto totalmente 
fechado. 

Também podemos dizor que o lugar dum conjunto A é o 
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menor conjunto totalmente fechado1 a que pertence A. Na 
verdade, vimos que [A] é um conjunto totalmente fechado a que 
pertence A; dopois, qualquer outro conjunto que se encontre 
nestas condições também contém, por definição de conjunto total-
mente fechado, os limites de tôdas as sucessões convergentes 
construídas com elementos do A , isto é, contém [A]. 

O lugar dum conjunto limitado também é limitado. 
Consideremos, com efeito, um determinado elemento b e seja 

a' um elemento qualquer do lugar [Al dum dado conjunto limi-
tado A . Para um elemento a do A tal quo so tenha a' a< 1, vem 

ã 7 ! <; ã r ã + ãb < 1 + ã ¥ . 

Ora, esta relação mostra que, sondo limitado o conjunto das 
distâncias ab [p. 5, l. 19], o mesmo acontece ao conjunto das 
distâncias a' b . 

Da definição de lugar dum conjunto resulta por evidência 
que, dados dois conjuntos A o B, so fôr A I > B 2 será igual-
mente [Al |>[B]. 

Também já sabemos que, da relação IA] I [B], rosultam as 
seguintes: [A]I>B o AKIBI; reciprocamente, se estas duas 
relações se verificarem, teremos IA] I [B], visto sor então | A] l> [BI 
e [Al KIB]. 

1 Por definição, o menor conjunto, se existe, duma dada colecção de 
conjuntos é o que está contido em cada um dos outros da mesma colecção; 
o maior conjunto, se existe, 6 o conjunto da colecção a que pertencem todos 
os restantes. Noutros têrmos: o menor conjunto duma colecção de conjuntos 
é o produto de todos êles, se êste produto existe e se faz parte da colecção; 
o maior conjunto é a soma de todos, se esta soma é um conjunto da colecção. 

2 Por meio de A I B indicamos que os conjuntos A e B são coincidentes, 
isto é, são constituídos pelos mesmos elementos. Generalizamos, dêste 
modo, uma notação já estabelecida a princípio. 

Para indicar que os elementos de A são elementos de B , inas que estes 
dois conjuntos não coincidem, escrevemos A < B (ou B > A) e dizemos: A é 
menor que B (ou B é maior que A). 

Quando A é um subconjunto de B escrevemos A I < B (ou B I > A) e di-
zemos: A é o mesmo ou menor que B (ou B é o menino ou maior que A). Tem 
igual significado qualquer das seguintes f rases : B contém A, A pertence a B, 
A está, situado em B, etc. 
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Observação. — É manifesto que todo o subconjunto infinito e 
fechado A dum espaçóide P é um outro espaçóide no qual a 
definição de distância entre os elementos é a mesma que em P. 

Logo podemos afirmar que o lugar dum conjunto infinito 
constitui um espaçóide, pois já sabemos que o lugar dum con-
junto é necessariamente fechado. 

9. Lugar duma soma e lugar dum produto de conjuntos. 
— É evidente que a soma dum número finito de conjuntos fechados 
è ainda um conjunto fechado e que o lugar da soma dum número 
finito de parcelas (conjuntos) é a soma dos lugares das parcelas: 
se A, B , . . . , V são subconjuntos quaisquer do P , temos 

IA + B + . . - 4 V] I [A] + [B] + . . . + [VI. 

A operação por meio da qual formamos o lugar dum con-
junto é, pois, distributiva em rolação à soma dum número finito 
de parcelas. 

No caso duma infinidade de parcelas apenas se podo afirmar, 
em geral, que o lugar da soma contém a soma dos lugares das 
parcelas. Mas, se numa infinidade de conjuntos houver uni A 
maior do quo todos os outros, o lugar da soma será evidente-
mente o lugar do A , quero dizer, ainda será a soma dos lugares 
das parcelas. 

Também se reconhece facilmente que o lugar da soma será 
a soma dos lugares das parcelas se esta última soma fôr um con-

junto fechado. 

Uma soma de conjuntos e a soma dos respectivos lugares são 
conjuntos que admitem o mesmo lugar. 

Com efeito, sejam S eS ' respectivamente a soma de diversos 
conjuntos dados e a soma dos lugares dêstes conjuntos. Da 
relação S K S ' vem S l<[S']. Por outro lado já dissemos que 
é IS] l > S ' . Logo temos [SI I [S'l. 

Como corolário podemos afirmar que o lugar duma soma de 
conjuntos não se altera quando substituímos alguns dêstes con-
juntos por outros que admitam os mesmos lugares que os pri-
meiros. 

O lugar da parte comum a diversos conjuntos, ou produto 
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dêstes, quando existe, nem sempre é a parte comum aos lugares 
dos mesmos conjuntos. E o que sucede: com dois intervalos 
abertos sem pontos interiores comuns mas com um extremo 
comum; com o conjunto dos números racionais dum intervalo e 
o conjunto dos números irracionais do mesmo intervalo; com a 
infinidade numerada de conjuntos de números que se obtém 

juntando o número 1 a cada intervalo ^0, 4 - j (i = 1, 2, . . . ) , 
excluindo em todos o número zero. 

Todavia, quando numa colecção de conjuntos houver um A 
menor do que todos os outros, o lugar do produto será o lugar 
de A, isto é, o produto dos lugares dos factores. 

Imediatamente verificamos, como regra geral, que o lugar 
do produto está contido no produto dos lugares dos factores. 
Na verdade, um limite duma sucessão de elementos da parte 
comum a diversos conjuntos é elemento comum aos lugares dos 
mesmos conjuntos. 

Pode, em particular, afirmar-se que: o produto, caso exista, 
de diversos conjuntos totalmente fechados, em número finito ou 
infinito, é ainda um conjunto totalmente fechado. Com efeito, o 
lugar do produto de diversos conjuntos totalmente fechados 
está contido no próprio produto que é, por isso, totalmente 
fechado. 

Acêrca da existência do produto duma infinidade de conjuntos 
desta natureza, registemos a seguinte proposição: 

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos 
totalmente fechados, um dos quais, pelo menos, supomos limitado, 
é necessário e suficiente que exista o produto de quaisquer dos 
mesmos conjuntos tomados em número finito. 

Esta proposição, que adiante demonstraremos [n.os 43 e 83], 
é a correspondente extensão dum teorema de RIESZ-SIERPINSKI 

para os conjuntos que estamos considerando *. 

10. Esferóide situado num espaçóide P. — Chamemos esfe-
róide F de centro num elemento c e de raio igual ao número 
p > 0 , ao conjunto dos elementos f de P que satisfaçam à con-
dição f c < p . 

1 Veja-se F R E C I I E T , Leu Espaces Abstraits, p. 2 3 2 . 
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O diâmetro dum esferóide não excede o dôbro do raio, como 
é evidente. 

Os elementos exteriores a F são os de P — F, caso existam, e 
o seu conj unto chama-se o exterior de F. 

Os elementos de F que não são limites de elementos exteriores 
chamam-se interiores e o seu conjunto é o interior do esferóide F. 

Os elementos de F, quando existem, que são limites de 
elementos exteriores chamam-se elementos extremos de F, e ao 
seu conjunto damos o nome de estrema do esferóide F. Como 
vemos, a estrema de F é o produto dos conjuntos F e [P —Fl. 

Diremos que um conjunto é interior, exterior ou extremo em 
relação a um dado esferóide, conforme pertencer ao interior, ao 
exterior ou à estrema do mesmo esferóide. 

Um esferóide é um conjunto totalmente fechado. 
Com efeito, se o elemento a é limite duma sucessão con-

vergente de elementos 

f i i f j i • • • > fij • • • 

do esferóide F, as relações 

f T c ^ p ( t - 1 , 2 , . . . ) 
dão 

ZimTTc = ãc<^p [p. 18, l. 17]. 

Logo o elemento a pertence a F que é, portanto, um conjunto 
totalmente fechado. 

Por tal motivo um elemento exterior a F só é limite de 
elementos que a partir de certa ordem são exteriores ao mesmo 
esferóide. 

A estrema dum esferóide é um conjunto totalmente fechado. 
Na verdade, a estrema T dum esferóide F é o produto dos 

conjuntos F e [P — F], e sabemos que um produto de conjuntos 
totalmente fechados é um conjunto que ainda satisfaz a esta 
condição. 

Logo um elemento interior a F só é limite de elementos que 
a partir de certa ordem são interiores a êste esferóide. 
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Os elementos t da estrema T do esferóide F satisfazem à con-
dição tc = p. 

Com efeito, um elemento t de T é limite duma sucessão 
convergente 

' > • • • > 8i | • • • 

de elementos exteriores a F. Mas, como ó 

ã7Õ>p ( i - 1 , 2 , . . . ) , 
temos 

lim a . C = t C p , 

donde vem t C = p porque t é um elemento de F . 
Daqui resulta que são necessàriamente interiores a F os ele-

mentos f tais que seja Tc < p. 

Conhecida a definição de esferóide situado num certo espa-
çóide P, podemos dar as formas seguintes a algumas definições 
já estabelecidas anteriormente: 

Um conjunto é limitado quando todos os seus elementos per-
tencem a um determinado esferóide. 

Uma sucessão de elementos converge para um limite a quando 
a cada esferóide de centro a corresponde uma ordem a partir da 
qual todos os termos da sucessão pertencem ao mesmo esferóide. 

Um elemento ã é limite duma sucessão de elementos quando 
qualquer esferóide de centro a contém uma infinidade de termos 
da sucessão. 

Um elemento a pertence ao lugar de A quando existe o produto 
do conjunto A por qualquer esferóide de centro a. 

Um elemento a é limite dum conjunto A quando existe e é 
pròpriamente infinito o produto dêste conjunto por qualquer esfe-
róide de centro a. 

Um elemento é interior a um esferóide F quando é centro dum 
esferóide contido no primeiro. 
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Um elemento é extremo dum esferóide F quando qualquer 
esferóide de centro neste elemento contêm elementos de F e de P— F. 

Um elemento é exterior a um esferóide F quando è centro dum 
esferóide contido em P — F. 

As demonstrações por meio das quais provamos que estas 
definições são equivalentes às que enunciámos mais atrás, nSo 
apresentam dificuldade alguma. 



CAPITULO II 

ESPAÇÓIDES COMPOSTOS 

I 

COMPOSIÇÃO DE ESPAÇÓIDES 

11. Definições. — Consideremos um sistema de n espaçóides 
quaisquer dispostos numa sucessão 

(1) P , , P , , 

e enunciemos algumas definições relativamente a êste sistema 
de espaçóides. 

Elemento composto é tôda a sucessão de n elementos perten-
centes respectivamente aos espaçóides (1). Representemos por an 

o elemento composto 

' > • • • ' > 

isto ó, façamos 
a" I (a4, , •.., a»). 

Ao número inteiro n damos o nome de ordem do elemento com-
posto a". Os elementos componentes 

a, , a , , . . . , a,i 

chamam-se coordenadas do elemento composto; a, é a primeira 
coordenada de a n , a2 a segunda coordenada, etc. 

As coordenadas do elemento a" também se chamam projecções 
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simples ou projecções de primeira ordem do mesmo elemento; at 

ó a primeira projecção simples, a2 a segunda, etc. 
Uma projecção dupla ou projecção de segunda ordem do ele-

mento a" é qualquor elomento composto, de sogunda ordem, que 
admita por coordenadas duas das coordenadas do elemento a" 
dispostas pela ordem em que se encontram nesto elomento. 
Assim, a projecção dupla do a" indicada pelos números inteiros r 
e s ( 0 < r < s < « -j-1) 6 o elemento do segunda ordem (ar, as) 
onde a primeira e segunda coordenadas são respectivamente as 
coordenadas de ordem r e de ordem s do a". 

Em geral, a projecção de ordem k (k <i n) do elemento a" 
representada pelos lc índices 

r , 8 , . . . , u ( 0 < r < s < . , . < M < n + 1 ) 

é o elemonto composto de ordem lc 

(ar, as, • • . , a«) 

que tem por coordenadas respectivamente a de ordem r, a de 
ordem s, etc. do elemento aM. Um elemento composto de ordom n 

admite \ projecções de ordem k. 

Consideremos agora n subconjuntos 

(2) A,, A2, . . . , Ak 

dos espaçóides (1) respectivamente. Chamemos conjunto com-
posto dos conjuntos (2) (conjuntos componentes), o qual repre-
sentaremos por 

(A,, A2, . . . . An) , 

ao conjunto de todos os elementos compostos de ordem n o de 
coordenadas pertencentes aos conjuntos (2) respectivamente. O 
número inteiro n é a ordem dêste conjunto composto. 

Se os conjuntos (2) forem somas de vários conjuntos, ó 
evidente que o respectivo composto será a soma dos conjuntos 
que se obtêm compondo, de tôdas as maneiras possíveis, cada 
parcela de A t , com cada parcela de A2, etc. 
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Designemos por P", em particular, o conjnnto composto 
(los espaçóidos (1 ) : 

P" I (Pl , P2 P„) . 

Um subconjunto do P" diz-so um conjunto de ordem n e será 
representado por A" Êste conjunto admite projecções corres-
pondentes às dos seus elementos: as projecções simples ou de 
primeira ordem de A" são os conjuntos das primeiras coorde-
nadas, das segundas coordenadas, etc. dos elementos de A"; dum 
modo geral, a projecção de ordem k do conjunto A" expressa 
pelos índices r, s, . . . , u é o conjunto das projecções dos ele-
mentos de A" expressas pelos mesmos índices. Também dizemos 
que esta é a projecção de A" sôbre o espaçóide 

PM(P r , P, , . . . , P„) 

(considerando desde já espaçado qualquer conjunto composto do 
espaçóidos [n.° seguinte]). Em particular, sabemos o que se 
entende por projecção do elemento a" sôbre o espaçóide P s . 

Chamemos projecção duma dada sucessão de subconjuntos 
de P" sôbre o aludido espaçóide Pi-, à sucessão das projecções 
déstes subconjuntos sObre o mesmo espaçóide P*. Conformo 
fôr k = 1, 2, . . . , assim diremos que essa projecção é simples, 
dupla, etc. 

Temos definido, em particular, o que seja uma determinada 
projecção duma sucessão de elementos de P". 

Empregaremos algumas vezes a frase «correspondentes pro-
jecções» quando nos quisermos referir a projecções (de elementos 
ou de conjuntos, ou do sucessões de elementos ou de conjuntos, 
ou de uns e de outros) sôbre um determinado espaçóide P*, isto 
é, relativas a um determinado sistema de índices crescentes 
r, s , ..., u , positivos mas inferiores a n + 1. 

12. Espaçamento de P". — Vejamos agora como espaçar o 

1 É claro que um conjunto de ordem n não é necessàriamente um 
conjunto composto. 
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conjunto P", a que daremos, entSo, o nome do espaçóide composto 
de ordem n 

Generalizando a definição de distância entre dois pontos 
do espaço euclidiano de coordenadas cartesianas rectangulares, 
chamemos distância entre os elemontos 

a" I (a,, a 2 , . . . , a„) e b'11 (b,, b2, . . . , b») 

do conjunto Pn ao número 

ã ^ F = ( ã7F t
2 +a 2 b ,2 + . . . + ãn bn

2) 2 2. 

A distância ã"l)" não é excedida pela distância entre duas 
correspondentes projecções de a" e b", quaisquor que estas sejam. 

Também ó evidente que, se fôr 

a! lí b,, a 2II b2, • • •, a„ II b„, 

será a" II bn e reciprocamente. Em particular, se fôr a" I bn, 
será a" II bn, quero dizer, um elomento do Pn é justaposto a si 
mesmo. Correspondentes projecções de elemontos juxtapostos 
entre si são igualmente juxtapostas uma à outra, como ó evi-
dente. 

Notemos quo, se um dos conjuntos componentes admitir um 
subconjunto limitado e pròpriamonte infinito, o mesmo acontecerá 
ao respectivo conjunto composto. Assim, se o primeiro conjunto 
componente Pt admitir um subconjunto A, limitado o pròpria-
monte infinito, encontrar-se-á nestas mesmas condições, por 
exemplo, o subconjunto de Pn constituído por todos os elementos 

i a 2 , . . . , a ' „ ) , 

sendo a, qualquer elemento do A,, e a'2, . . . , a'„ determinados 
elementos dos conjuntos P2, . . . , Pn respectivamente. Também 
servo de exemplo o caso mais geral dum conjunto A" composto 

1 Prefer imos dizer «espaçóide (e conjunto) de ordem n» , e nào «den 

dimensões», porque esta úl t ima expressão tem sido tomada em sentidos intei-

ramente diferentes do nosso. 
2 Consideramos apenas o valor ari tmético de cada raiz quadrada . 
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do conjuntos limitados, sendo um dôstes, pelo menos, pròpria-
mente infinito; na vordade, o conjunto An é pròpriamente infinito, 
como é evidente, e é limitado em virtude da seguinte proposição: 

É condição necessária e suficiente para que um conjunto A™ 
seja limitado, que sejam limitadas as suas projecções simples. 

Com efeito, supondo que 

an I ( a t , a 2 , . . . , a») e bM I ( b , , b 2 , . . . , b„) 

são dois elementos quaisquer dum conjunto A™, as relações 

J _ 

ã ^ < ( à , b , 2 + ã j b / + . . . + ã ^ ) 2 < a Ã - f ã ^ + . . . + ã u F n 

(A = l, 2, ...,n) 
ou 

a T b ^ ã ^ b ^ ã j T i ^ + ãTb;-! - . . . + ã Ã . 

mostram que, se fôr limitado o conjunto A", também serão limi-
tadas as projecções simples e reciprocamente. Notemos, ainda, 
que é limitada qualquer projecção dum conjunto limitado A". 

As propriedades fundamentais a que devo satisfazer a defi-
nição de distância a"b™, decorrem, como vamos verificar, das 
mesmas propriedades a que submetemos a distância a b entre 
elementos de cada conjunto P, , P2, . . . , P„ 

1 Poderíamos adoptar, nesta teoria, para definição de distância a" b* 
uma das expressões 

jL 

(ãTí i + ••• + bn) , a t b| -f - . . . a» Bií 

bem como outras funções não negativas das distâncias 

a, b , , a2 b2 , . . . 

(funções necessàriomente contínuas e nulas com estas distâncias). Mas 
também não haveria vantagem em nos afastarmos da generalização mais 
natural da definição de distância geométrica entre dois pontos do espaço 
euclidiano de coordenadas cartesianas rectangulares. 

Depois, a expressão que preferimos para distância ãn b» permite-nos 
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1) Dados os elementos 

an I (a,, a2, . . a „ ) , bK I (b,, b 2 , . . b „ ) e cre I (c,, c 2 , . . . , c„), 

verifiea-se a relação 

a" c71 bFW1 + bn c". 

Para domonstrar que assim é, basta atender às relações 

e 
j _ i 

[ ( á Ã + B ^ y + . . . + (anb„+bnc 

+ ( m . + • • • + M ; 2 ) 2 = ã"b" + b7rc"«. 

demonstrar algumas proposições sobre conjuntos de pontos dum hiperespaço 

e sôbre funções dêstes pontos quando, nos assuntos que adiante desenvolve-

remos, cada conjunto componente fôr constituído por números reais. 
1 Façamos 

a t b j = a , , a2b2 = a 2 , . . . , a M b n — a» , íí~Ci = p i , b 2 c 2 = [32, . . . , b«Cn = pn 

e demonstremos que é 

[(«1 + PL)2 + • • • + («« + M 2 P < («21 + (P2T + . . . + P 2 N)X 

A presente relação deduz-se da segu in t e : 

(«I + PI)2 + • • • («• + P«)2 < («2I + • • • + « M + (P2. + • • • + P M + 

+ 2 («2t + . . . + a'n)~*(Pt + . . . + P*h)T. 

Se desenvolvermos os quadrados que figuram no primeiro membro da 
úl t ima relação, imediatamente reconheceremos que ela é, por sua vez, uma 
consequência desta ou t r a : 

« ! ? ! + . . . + «» P« < («21 + • • • + «M~*~(P21 + • • • + 

E s t a relação depende da seguinte 

(«,& + . . . + «, p,)* < (a", + . . . + a ' „ ) (P 2
1 +. - + P'n), 
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As proposições que enunciámos no n.° 2, mas agora relativas 
ao conjunto P", deduzem-se da relação fundamental quo acabámos 
de verificar. 

2) A qualquer sucessão de elementos de P", 

an *\n nn. 1) " 2' • " • ) » i) •••> 

onde seja lim a"; av = 0, corresponde um elemento a" tal que temos 
lim a"; a" = 0. 

Com efeito, façamos 

an; I (a,,,, a a»,f) (i = 1, 2, . . . ) . 

Da condição 

2 2 \ ~2 

ai.i a i,</ + . . . + a„)ian,í/j =0 

resultam as seguintes 

Um a(,i ai,£' = 0, . . . , lim a„,t an>v = 0. 

Existem, portanto, elementos 

3| , a2 , • . . , a(i, 
rospoctivamonlo de 

M I P2 > • • • > ! 
tais quo soja 

Km ai,; ai = 0, . . . , lim a„,i a„ = 0 , 

(«*, + . . . + «'») <PVI + • • • + PM - («1 PI + • •. + « « P - ; 2 > 0 , 
e que é verdadeira como mostra a ident idade de L A G R A N G E : 

( a * , + «», + . . . + a \ ) . . - ( P ' « ) - ( « I P I + * P » + - + < u P » ) 1 -

=. (a, p2 - a, pi)2 + (a, P, - a, p,)2 _ ( . . . . _J. ( a , p„ _ a„ p,)2 + 

4 - (a , p3 - a3 p2)2 + . . . - f (a2 p„ - a„ p2)2 - f 

+ ( a„ - l p« — a H P„_i)2. 
3 
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e, so fizermos 
a " I ( a f , a 2 , • . • , a » ) , 

virá 

/ 2 2 \ 2 

Zm ania" = Um a( -f .. • + a»,i a„ j = 0. 

3) ií possível dividir qualquer conjunto limitado A" num nú-
mero -finito de conjuntos de diâmetros inferiores a todo o número 
positivo previamente dado. 

Para a demonstração dêsto enunciado já vimos que são limi-
tadas as projecções simples 

Aj, A21 • • , A« 

dum dado conjunto limitado AM. Podomos, portanto, dividir 
cada conjunto projecção 

A* (k=l, 2, «) 

num número finito de conjuntos 

Aã,» ( i = l , 2 , . . . ) 
_ j _ 

de diâmetros menores do que »' 8, sendo 8 ó um número 
positivo pròviamonto dado. 

A estas divisões dos conjuntos At, correspondo a seguinte 
divisão do conjunto considerado A" num número finito de con-
juntos parciais: cada conjunto parcial é constituído por todos 
os elementos do A" do coordenadas pertencentes respectivamente 
a determinados dos conjuntos 

Aí,í , Ag,!/, . . . . 

Os conjuntos parciais obtidos dôsto modo têm os diâmetros 
menores do que 8 porque, se 

a " I ( a 1 , a 2 , . . . , a „ ) e b " I ( b t , b 2 , . . . , b„) 

são dois elementos dum mesmo conjunto parcial, tomos 

JL _L _ / 2 —,-.2 —2\ 2 / - 1 2\ 2 
ã ^ l r ^ l a i b ! - f a 2 b 2 + . . . + a „ K ) ^ { n n 8 j = 8 . 
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13. Espaçóides compostos de origem P. — Os resultados 
precedentemente obtidos permitem-nos espaçar, por indução, 
uma infinidade do conjuntos que se formam por meio da compo-
sição de conjuntos aplicada sucessivamente a partir dum deter-
minado componente P. 

Na verdade, se, nas considerações que fizemos últimamonto, 
imaginarmos, em primeiro lugar, que ó 

P, I P21 . • • I P» I P, 

teremos espaçado o conjunto de tôdas as sucessões do n ele-
montos dum dado espaçóide P . Obteremos assim os espaçóides 
P" mais simples (ra = 2, 3, . . . ) , do origem no conjunto P, a que 
podemos chamar espaçóides compostos de primeira espécie em 
relação a origem P ou, mais simplesmonte, espaçóides P'. 

So supusermos agora que os componentes 

Pl ; Pj > • • • > Pa 

são conjuntos P' ou conjuntos P e P', obteremos novos conjuntos 
P", a que chamamos espaçóides compostos de segunda ordem em 
relação à origem P, ou espaçóides P". 

Em geral, damos o nome do espaçóides P(i', ou espaçóides P" 
de espécie i em relação à origem P, aos conjuntos espaçados 
compostos do ordem n (n — 2, 3, . . . ) que não são das espécies 
inferiores a i, mas quo têm por componentes conjuntos destas 
espécies Claro está que, entro os componentes dum espa-
çóido composto do espécio i, deve figurar necossàriamento um, 
pelo menos, que seja de espécie i — l; do outro modo êsse 
espaçóide composto seria de espécie inferior a i. 

Chamemos espaçóides numéricos compostos aos conjuntos es-
paçados que se constroem da maneira indicada, mas tomando 
para origem, em particular, o conjunto de todos os números 
reais e imaginários. Tais espaçóides são classificados em espé-
cies, como acima dissemos. 

E sabido que um ospaçóido P admito diversos outros ospa-

1 O espaçóide P tomado para origem é considerado de espécie inferior 

à primeira. 
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çóidos por subconjuntos: são os conjuntos infinitos e fechados 
contidos em P. A qualquer espaçóide contido num espaçóide 
numérico também damos esta mesma designação. Dêsto modo, 
o conjunto dos númoros roais, o conjunto dos números dum 
intervalo fechado, o conjunto dos pontos duma circunferência, o 
conjunto dos númoros imaginários do afixos dum dado círculo, 
o conjunto dos pontos do espaço ordinário do n dimensõos e 
o conjunto dos pontos duma recta ou duma esfora dêsto espaço, 
são mais exemplos de espaçóidos numéricos. Outro tanto po-
demos dizer dos conjuntos compostos dêstes, de primeira espécie 
ou do espécie superior à primeira. 

Sob esta designação de espaçóides numéricos ainda inclui-
remos outros conjuntos, que mais adianto serão estudados, tais 
como: o conjunto dos conjuntos limitados de pontos do espaço 
ordinário de n dimensõos, o conjunto dos conjuntos limitados 
de conjuntos limitados de pontos do espaço ordinário de n 
dimonsões, etc. Duma maneira geral, espaçaremos o conjunto 
dos conjuntos limitados de elementos dum espaçóide dado, 
qualquer que êste seja. 

14. Limite duma sucessão de elementos de P". — Demons-
trámos no n.° 12 que a definição adoptada para distância entre 
os elementos dum dado conjunto composto de espaçóides satisfaz 
aos requisitos indicados no n.° 1. Espaçado assim o conjunto 
composto P", podomos afirmar quo têm lugar, a respeito dêste 
conjunto, tôdas as definições e propriedades já estabelecidas, 
duma maneira geral, no primeiro capítulo. 

Importa conhecer, a-propósito dos limites de elementos de P", 
mais as seguintes proposições: 

Se a sucessão 

(3) an , , a"2, . . . , a";, • • • 

de elementos de P" converge para o limite a", as projecções simples 
desta sucessão [p. 29, l. 22] convergem para as correspondentes 
projecções de a", ç reciprocamente. 

Com efeito, façamos 

a" I (a,, a2, . . . , a») o a \ I (ai,;, a , ..., a„,i) ( t = 1 , 2 , . . . ) . 
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Em virtude das relações 

ah,i ah < a", a" < af,; a! -f a^ a-2 - f . . . + a„,; a, 

(h = l, 2, ...,n) [p. 31, Z. 12] 

resulta que, se fôr lim an; a" = O, será 

limaMaA = 0 (7 i= l , 2, . . . , ri), 

e reciprocamente. 
Dêste resultado concluímos a seguinte proposição mais geral: 

Para a convergência da sucessão (3) é necessário e suficiente 
que as suas projecções sejam convergentes; os limites das projecções 
são as correspondentes projecções dos limites da mesma sucessão (3). 

A segunda parte desta proposição pode exprimir-se dizendo 
que as projecções dum elemento composto são funções continuas 
dêsse elemento. 

Qualquer elemento limite duma projecção dum conjunto limi-
tado A" é a correspondente projecção dum elemento limite de A". 

Efectivamente, qualquer elemento limito a* duma dada pro-
jecção A'- do A" 6 limite duma sucossão convergente, pròpria-
mente infinita, de elementos de A4, 

(4) a\, a'v2, . . . , aA;, . . . , 

e ó evidente que uma sucessão do elementos de A", 

ali nll n l l . 

1> «2> •••> " i > 

de que aquela seja projecção, também é pròpriamente infinita. 
Esta sucessão é limitada, visto supormos A" limitado, o admite, 
por isso, uma subsucessão convergento, pròpriamente infinita, 

(5) a" r , a",, . . . , a"„, . . . [P. 15, l. 26]. 

A correspondente projecção desta última ó a subsucessão 

ak nk nk 
r i « ( ) » • « j tt i 
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da sucessão (4). Ora, o enunciado precedente diz-nos que o 
limite a* desta sucessão [p. 17, 1 .7] é a correspondente pro-
jecção dum limite da sucessão (5), ou soja dum elemento limite 
de A". 

15. Projecções dum esferóide situado em P". — As projecções 
dum esferóide situado num espaçóide composto são novos esferóides 
do mesmo raio e de centros nas correspondentes projecções do 
centro do esferóide dado. 

Consideremos uma das projecções do conjunto P", por 
exemplo a projecção 

PM(P,, P2, P t). 

Seja F" o esferóide de P" de centro no elemento 

(Cj , C2 , • • • , Cn) 

e do raio p. Seja ainda Fk o esferóide de P4 do centro 

(Ci > C2, . . •, Ck) 

o do mesmo raio p , o provemos quo F* ó a projecção de F" sôbre 
o ospaçóido P1'. 

A projecção 
f M ( f , , f 2 , ft) 

dum olomonto 
M ( f , , f 2 , - • • , fn) 

do F" ó um elemento do F'1, porque da condição 

fi Ci'-|- f2 C2 

resulta 
2 2 2 

fj c, + í^c 2 + . . . + íTc* <; p2. 

Keciprocamente, um elemento 

( f 4 , f 2 , . . . , f*) 
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do F* satisfaz à condição 

- 2 s 2 2 2 

"Í CL + • • • + C * - ( - C I + 1 C I - R I + . . . - F c„c» P2 

o é, por isso, projecção do elemento 

(fi > • • • > f* > Cfc+i, • • •, C«) 

do esferóide F". Logo F* è a projecção de F". 

A projecção do interior de Fn está contida no interior de F*; 
a projecção da estrema de F" contém a estrema de F':. 

Com efeito, um elemento f" interior a F" ó centro dum osferóide 
F'" contido em F", o a projecção de F'n é, como vimos, um esfe-
róide contido em F* e de centro na projecção fk de fn . Logo fk 

é interior a F k , e o mesmo se diz das projecções do todos os 
elementos interiores a Fn. 

Daqui concluímos que um dado elemento da estrema de Fk 

só é projecção de elementos da estróina do Fn (todos juxtapostos 
entro si, ovidentemente), quero dizer, a projecção da estrema 
de F" contém a estroma de F k . 

I I 

A - P R O P Ó S I T O D O L U G A R D U M C O N J U N T O A " 

16. Lugares das projecções dum conjunto A". Lugar dum 
conjunto composto. — Consideremos um espaçóide composto de 
ordem n, seja A" um dos seus subconjuntos e demonstromos as 
seguintes proposições: 

Correspondentes projecções dos conjuntos A" e [An] admitem os 
mesmos lugares. 

Com efeito, seja A* uma determinada projecção do conjunto 
A", e B'c a projecção ' do respoctivo lugar [A"]. Um elemento 

1 Subentcnde-se que as aludidas projecções são correspondentes umas 
das outras [p. 29, l. 24]. 
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qualquer b4 do B4 é a projecção dum limite duma sucossão 
convergente do elementos do A" o, portanto, limite da projecção 
da mesma sucessão [p. 37, l. 9]. Logo o elemento b4 (que 
é limito duma sucessão do elementos de A4) pertenço ao 
lugar [A*]. 

Temos assim demonstrado que é tAfc] I > visto b4 repre-
sentar um elemento qualquer do B4. Por outro lado tambóm 
tomos a rolaçâo A*I<[B4], por ser A1 KB1'. Daqui resulta 
IA*] I [B4] [p. 21, l. 19]. 

As projecções dum conjunto limitado e fechado An são ainda 
conjuntos fechados. 

Considoremos uma determinada projecção A4 dum conjunto 
limitado o fochado A". Qualquer elemento limito a'* do A4 é 
projecção dum elemento limito a" de A", como já demonstrámos 
[p. 37, l. 14]. Mas, por definição de conjunto fechado, a" jux-
tapõo-so a um elemento de A", doudo concluímos que a4 juxta-
põe-se a um elemento do A4 [p . 30, l. 15]. Logo o conjunto A* 
é fechado [p. 20, l. 10]. 

ISotomos quo, se o conjunto limitado A" fôr totalmente fechado, 
as respectivas projecções também serão totalmente fechadas, como 
facilmente so reconhece [p. 20, l. 19], pois já sabemos que estas 
projocções são conjuntos fechados. 

Os lugares das projecções dum conjunto limitado A" são as 
correspondentes projecções do lugar de A". 

Na verdade, se A4 o B' são correspondentes projocções do A" 
e [A"], temos [A4] I [B4] como já demonstrámos; mas [A"] é um 
conjunto limitado [p. 21, l. 7] o totalmonte fochado, donde re-
sulta que B4 também é totalmente fechado om virtude do quo 
acima dissemos. Logo temos [A4] I B4. 

Correspondentes projecções dos conjuntos A" e [An] são limi-
tadas ao mesmo tempo. 

Êsto enunciado rosulta imediatamonto da relação já justifi-
cada [A4] I |B4], porque o lugar dum conjunto limitado também 
é limitado. 

O recíproco do sogundo enunciado não ó sempre verdadeiro, 
quero dizor, um conjunto limitado quo admita conjuntos fechados 
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por projecções pode não ser um conjunto fechado. Podemos 
dizer, no entanto, quo: 

Qualquer conjunto A" composto de conjuntos fechados também 
é um conjunto fechado. 

Com efeito, seja A" um conjunto composto de conjuntos fe-
chados 

(1) Aj , A2, • . . , An , 

limitados ou não. Um limito a" duma sucessão convergente de 
elementos de A" tem por coordenadas limites de sucessões de 
elementos dos conjuntos (1) respectivamente. Logo a" tem por 
coordenadas elementos juxtapostos a elementos daqueles con-
juntos e é, por isso, elemento juxtaposto a um elemento de A". 
O conjunto A" é, pois, fechado. 

Do maneira análoga so demonstra quo: todo o conjunto A" 
composto de conjuntos totalmente fechados é ainda totalmente 
fechado. 

O lugar dum conjunto composto é o conjunto composto dos 
lugares dos conjuntos componentes. 

Sejam 

A" I (A,, A2, . . . , A„) o B" I ([A,], IAJ , • • •, [A,]). 

É ovidento a relação A"KB", donde vem [A"l KB", visto B" 
ser um conjunto totalmente fechado, como acima dissemos. Além 
disso também é verdadeira a relação [A"] l>B", porque um ele-
mento de B" admite por coordenadas limites de sucessões de 
elementos dos conjuntos (1) respectivamente e é, por tal motivo, 
limite duma sucessão de elementos do conjunto composto A". 
As duas rolaçõos procedontes mostram que é [A"] I B", como 
pretendíamos demonstrar. 

17. Lugar das distâncias entre as coordenadas de cada 
elemento dum conjunto de segunda ordem. — Consideremos um 
espaçóide composto do segunda ordem 

P 2 l ( P t , P2). 
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Suponhamos qno ó P, I P2 ou, mais geralmente, quo um dos espa-
çóides componentes é um subconjunto do outro. Tomemos um 
subconjunto qualquer A2 de P2 e demonstremos as seguintes pro-
posições : 

O conjunto das distâncias entre as coordenadas de cada ele-
mento de A2 e o conjunto análogo relativo a [A21 admitem o mesmo 
lugar. 

Representemos por D o conjunto das distancias entro as 
coordenadas de cada elemento do A2 e por D4 o conjunto obtido 
da mesma forma a partir de [A2]. Justifiquemos primeiro a re-
lação [D] l > D j , e para isso mostremos quo a distância a ja 2 entro 
as coordenadas dum elomonto (a[, a2) do IA2] portence ao lugar 
[DJ. Êsto elomonto é limito duma sucessão convergento de 
elementos 

( a i , i , a 2 , 0 , ( a i . a , a a , s ) , . . . , ( a i , ; , a 2 , í ) , • . • 

pertencentes a A2. Mas, por ser limalli II ai e lima^i II a-» [p. 36, 
l. 29], tomos aTãa = lim ai,; aa,i [p. 18, l. 12], isto é, a dis-
tância ai a-2 pertenço ao lugar [D], e assim estabelecemos a 
relação [D] | > D i . 

As duas relações [D] | > D t o D |< [D, ] , a última das quais 
rosulta do D | < D 4 , mostram quo é [D] I [DJ. 

É fechado o conjunto das distâncias entre as coordenadas de 
cada elemento dum conjunto fechado A2, supondo limitada uma 
das suas projecções. 

Seja D o conjunto das distâncias entre as coordenadas do 
cada elomento dum conjunto fechado A2, no qual supomos limi-
tada uma das projecções. Para considerar um limite d duma 
sucessão convergente do elemontos do D, construa-se uma su-
cessão de elementos do conjunto A2, 

(2) (ai,i, a2,t), (ai,a, as,a), . . . , (aj,í, a*,,-), • • •, 

determinada de forma que exista lim a^ &°>ti = d. Supondo 
limitada a primeira projecção de A2, por exemplo, também é 
limitado o conjunto das primeiras coordenadas dos tôrmos do (2), 
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assim como o conjunto das segundas coordenadas em virtude 
da relação 

aa,i a2,i/ < ; ai,i aa,i - f ài,£ ai ( i / + ai,i/ a ^ 

e da condição de existir Um a a g , * . Logo a sucossão (2) é limi-
tada [p. 31, l. 4], e, por êste motivo, admite uma subsucessão 
convergente [p. 15, l. 26], que representamos por 

(ai,r, a v ) , (ai,,, a^,»), • • •, (ai,„, aa.u), .. •. 

Soja (a,, a2) um limito dosta sucessão escolhido entre os ele-
mentos do conjunto fechado A2. Tomos 

d = lim ai,í aa,í = ai)ti a2,« = ai [p. 36, l. 29], 

dondo concluímos que o número d pertence a D . Êste conjunto 
é, por conseguinte, fechado. 

O conjunto das distâncias entre as coordenadas de cada ele-
mento de A2 admite por lugar o conjunto análogo relativo a [A2J, 
supondo limitada uma das projecções de A2. 

Com efeito, usando as mesmas notações que anteriormente, 
o primoiro enunciado dêsto n.° diz que ó [D] I [D(] o o sogundo 
diz que I)4 ó um conjunto fechado [p. 40, l. 30]4 . Logo temos 
[D] I D, como desejávamos provar. 

18. Lugar das distâncias entre cada elemento dum con-
junto A e cada elemento dum conjunto B. — Sejam A e B dois 
subconjuntos quaisquer dum mesmo espaçóide P. Como conse-
quências dos últimos enunciados tomos mais os seguintes que 
passamos a demonstrar: 

O conjunto das distâncias entre cada elemento de A e cada 
elemento de B e o conjunto análogo relativo a [A] e [B] admitem 
o mesmo lugar. 

1 Tratando-se de conjuntos de números ou de pontos do espaço de n 

dimensões, um conjunto fechado pode considerar-3e totalmente fechado. 
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O conjunto das distâncias entro cada elemento de A e cada 
elemento de B é o conjunto D já definido e relativo ao conjunto 
composto (A , B). O conjunto obtido da mesma maneira a partir 
de [A] e de IB] é o conjunto Di também já definido e relativo 
ao mosmo conjunto composto [p. 41, l. 17]. Temos, então, 
[D] I [Dj], como demonstrámos mais atrás \_p. 42, l. 5]. 

Se um dos conjuntos A ou B fôr limitado e se ambos forem 
fechados, também será fechado o conjunto das distâncias entre cada 
elemento de A e cada elemento de B. 

Com efeito, neste caso o conjunto (A, B) é fechado [p. 41, l. 3], 
e o mosmo acontece ao conjunto D das distâncias entre cada 
elemento de A e cada elemento de B [p. 42, l. 22]. 

O conjunto das distâncias entre cada elemento de A e cada ele-
mento de B admite por lugar o conjunto análogo relativo a [Al 
e |B], supondo limitado um dos conjuntos A ou B. 

Efectivamente, se fôr limitado um dos conjuntos A ou B , 
teremos [D] | D4 [p. 43, l. 13]. 

19. Algumas aplicações. — Admitindo agora que é A I B , 
das últimas proposições resultam imediatamonte os soguintes 
casos particulares: 

O conjunto das distâncias entre os elementos de A e o conjunto 
análogo relativo a [A] admitem o mesmo lugar. 

É fechado o conjunto das distâncias entre os elementos dum 
conjunto limitado e fechado A . 

O conjunto das distâncias entre os elementos de A admite por 
lugar o conjunto análogo relativo a [A], supondo limitado o con-
junto A. 

Esta proposição mostra quo: 

O diâmetro dum conjunto limitado é o diâmetro do respectivo 
lugar e representa a distância entre dois elementos deste lugar 
convenientemente determinados. 

Na verdade, podemos dizer que o limito superior dum con-
junto de números reais, limitado superiormente, ó o maior númoro 
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do lugar dôsse conjunto1; logo, designando por D o conjunto 
das distâncias ontro os elementos de A o por Dt o conjunto das 
distâncias entre os elementos de [A], o diâmetro do A 6 o limito 
superior de D, ou o limite superior de [Dl | D,, ou o diâmetro 
de [Al, ou a maior distância entre dois elementos dêste lugar, 
porque D, é um conjunto fechado. 

O diâmetro dum conjunto limitado e fechado é a distância 
entre dois dos seus elementos convenientemente determinados. 

Demonstremos finalmente, como aplicação do penúltimo enun-
ciado, que: 

O diâmetro da soma dum número finito de conjuntos limitados 
è o diâmetro da soma de dois deles convenientemente determi-
nados. 

Com efeito, consideremos a soma 

A + B + . . . + V 

dum número finito do conjuntos limitados 

A, B, . . . , V. 

O diâmetro desta soma é a distância a b ontro dois elementos a 
e b conveniontomento determinados no lugar 

[A + B + . . . + V1. 

Mas, dovido à relação 

[A + B + . . -+V1 I [A] + [B1 + . . . + M, 

os elementos a o b pertencem à soma de dois dos lugares 

[A], [BI, . . . , [VI; 

1 Da mesma forma podemos definir o limite inferior dum conjunto de 
números reais, limitado inferiormente, como sendo o menor número do lugar 
dêsse conjunto. 
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suponhamos que são [Al o [BI. O diâmetro da soma [A] + [B] ó 
procisamento a b, visto não exceder o diâmetro do 

[A] + [B] + . . . + [V]. 

Logo o diâmetro da soma considerada é o de [A] + [B] ou de 
[A + B], que ó o diâmetro de A + B . 

Se a soma duma infinidade de conjuntos fôr limitada e se a 
soma dos respectivos lugares fôr fechada, o diâmetro daquela 
soma será o diâmetro da soma de dois dêsses conjuntos convenien-
temente determinados. 

Para a demonstração podemos seguir o mesmo caminho quo 
ultimamente, nílo esquocendo que o lugar da soma duma infini-
dade do conjuntos será a soma dos respectivos lugares so esta 
última soma fôr um conjunto fechado. 

Observação. — Consideremos um conjunto A" de ordem n, 
um conjunto A2 de segunda ordem e dois conjuntos A e B per-
tencentes a um mesmo espaçóide. Consideremos ainda uma 
segunda colecção de conjuntos assim constituída: uma projecção 
qualquer de A", o conjunto das distâncias entro as coordenadas 
de cada elemento de A2, o das distâncias entro cada elemento 
de A e cada elemento de B, o das distâncias entre os elementos 
de A e o das distâncias reduzidas entro B e cada demento A [n.° 20]. 
As três primeiras proposições que enunciámos em cada n.° do 
presente parágrafo, assim como as do n.° 24, resumom-se da 
seguinto maneira (particularizando, como vamos vor, a 2.° e a 
3.° de cada n." 17, 18 e 24): 

Os conjuntos da segunda colecção e os que se obtêm de igual 
modo a partir dos lugares dos conjuntos da primeira admitem os 
mesmos lugares respectivamente. 

Se os conjuntos da primeira colecção forem limitados e fe-
chados, os da segunda serão fechados. 

Se os conjuntos da primeira colecção forem limitados, a ope-
ração por meio da qual formamos o lugar dum conjunto será 
permutável com cada uma das operações por meio das quais 
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formamos os conjuntos da segunda colecção a partir dos da 
primeira. 

Emfím, mais tarde ver-se-á \cap. VIII] que estes resultados 
podem considerar-se aplicações de teoremas gerais sôbre funções 
contínuas que então enunciaremos. 



CAPITULO III 

DISTÂNCIA E N T R E DOIS CONJUNTOS 

Antes de apresentarmos uma dofinição geral do distância 
entre dois conjuntos, vamos ocupar-nos da distância reduzida 
entre estos, para introduzir em seguida a noção de desvio dum 
conjunto a outro. 

I 

DISTÂNCIA REDUZIDA ENTRE DOIS CONJUNTOS 

20. Definição de distância reduzida. — Sejam A o B dois 
subconjuntos quaisquer dum espaçóide P. Chamemos distância 
reduzida entro estos conjuntos ao limite inferior das distâncias 
ab entre cada elemento a de A e cada elemento b do B. Repre-
sentemos por AB a distância reduzida entre os conjuntos A e B . 
Claro está quo é AJJ = 13A. 

Esta definição abrango, como caso particular, a distância 
reduzida entro um elomento o um conjunto. So os dois conjuntos 
se transformam em simples elementos a e b , temos a b — a b. 

A distância reduzida AB é o limito inferior das distâncias 
reduzidas aB entro cada elemento a do A o o conjunto B; efoc-
tivamonto, o limito inferior dum conjunto soma de conjuntos do 
números roais é o limito inferior dos limites inferiores dêstos 
conjuntos parcelas. 

Os conjuntos A e B dizem-se ligados entre si ou separados 
um do outro conformo fôr A B = 0 ou A B > 0 . 
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A distância reduzida entre dois conjuntos ê a distância redu-
zida entre os lugares dos mesmos conjuntos. 

Com efeito, soja D o conjunto das distâncias entro cada ele-
mento de A o cada elemento de B, o D, o conjunto análogo 
relativo a [A] o [B]. A relação [Dl I [D,] [p. 43, l. 25] mostra 
quo os limites inferiores de D e D, são iguais [p. 45, nota], isto 
é, A B = [A] [B]. 

A distância reduzida nâo se altera, pois, quando os conjuntos 
so substituem por outros que admitem os mesmos lugares que 
os primeiros. 

Se os conjuntos A e B são fechados e se um deles é limitado, 
a distância reduzida AJB representa a distância entre um elemento 
de A e um elemento de B convenientemente determinados. 

Porque, neste caso, o conjunto D é fechado [p. 44, l. 7]. 
Em particular, admitidas as condições do enunciado, se os 

conjuntos A o B são ligados entre si, podemos afirmar quo um 
elomento dum dêstes conjuntos se juxtapõe a um elemento do 
outro. Os mosmos conjuntos A e B conterão um elemento comum 
se, além destas condições, supusermos quo um deles é totalmente 
fechado. Assim, dados um elemento a e um conjunto B total-
mente fechado, a condição a B = 0 exprime que o elemento a 
pertence ao conjunto B. 

Das duas últimas proposições imediatamente concluímos que: 

Se um dos conjuntos A ou B è limitado, a distância reduzida 
A B representa a distância entre um elemento de [A] e um elemento 
de [B] convenientemente determinados. 

Por exemplo, se os conjuntos A e B são ligados entre si e 
se um deles ó limitado, os lugares [A] e [B] contêm um elemento 
comum. Reciprocamente, para que os conjuntos A e B sejam 
ligados é suficiente que IA] e [BJ contenham um elemento comum. 

A distância reduzida entre dois conjuntos de ordem n nâo é 
excedida pela distância reduzida entre duas correspondentes pro-
jecções dos mesmos conjuntos, quaisquer que estas sejam. 

Porque a distância entre dois elementos compostos não 
é excedida, como já dissemos, pela distância entre duas 
correspondentes projecções dêstes elementos, quaisquer que 
sejam. 

4 
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21. Relações entre distâncias reduzidas. — Dados dois con-
juntos quaisquer A e C e um conjunto limitado B de diâmetro A , 
verifica-se a relação 

(1) AC<;AB | BC + A. 

Com ofeito, considerando um elemento a de [Al, elementos b 
e b' de [B] o um olemento C do [C] tais quo seja 

ab = AB o b'c = B C , 
da relação 

a c <; a b -) b b' + b' c 

deduz-se imediatamente a relação (1). 
Em particular, quando o conjunto B so transformar num 

elemento b, será A - 0 e 

(2) A C < A b + bC. 

A relação (1) generaliza-se do seguinte modo: 

Dados dois conjuntos quaisquer A e C e k conjuntos limitados 

B,, B2, • • • , Bfc, 

respectivamente de diâmetros 

A4, A2, .... Ai , 
verifica-se a relação 

(3) A C < A B í + BiB2 + . 4 fcÇ + A , + A , + . . . + A*. 

A demonstração é imediata por indução. 
No caso particular desses k conjuntos passarem a simples 

elementos 
b , , b 2 , - - - , 

virá 

(4) A C < A b ( - f b | bv -f . . . + b t C . 

22. Relação entre a distância reduzida ÂJ3 e os diâmetros 
dos conjuntos A , B e A + B. — Designando por A' e A" os diâ-
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metros de dois conjuntos limitados A e B e por A o diâmetro da 
soma A + B, verifica-se a relação 

(5) A<A' + A"-f A B . 

Com efeito, considerando dois elementos a e b de A e B 
respectivamente, podemos escrever 

A A' -f- A" -f ã~b [p. 5 , (3)] , 

donde se doduz a relação (5), visto-quo os elementos a e b são 
quaisquer de A e de B. 

Em geral: 

Designando por 
Ai A,, . . . , At 

os diâmetros de k conjuntos limitados 

(6) A,, A2, . . . , Ai-

e por A o diâmetro da soma dos mesmos conjuntostemos a 
relação 

(7) A^ A, + A2 + . . . + A, + At A; 4- A^ - j - . . . + A*_, A*. 

Com efeito, seguindo o método de indução, suponhamos que 
o enunciado ó verdadeiro para os k — 1 conjuntos 

Aj, A2, . . . , At -1 . 

Seja A' a soma dêstos conjuntos e A' o respectivo diâmetro. 
Temos 

A<A' + A,. -f AVA, < A' A, + A t_,A t 

e 
A' < A, + . . . + Aa._, + A,A, + .. . + At-aAt-! , 

1 Já vimos que a soma dum número finito de conjuntos limitados é 
ainda um conjunto limitado [p. 4, l. 29]. 
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donde so obtém a relação (7) que é, por conseguinte, verdadeira 
para qualquer k. 

Em consequência temos a proposição seguinte: 

Se dois dos conjuntos limitados (6), quaisquer que sejam, se 
puderem considerar extremos duma sucessão formada por alguns 
dos mesmos conjuntos, de tal forma que as distâncias reduzidas 
entre cada conjunto desta sucessão e o imediatamente seguinte 
não excedam o número e, será 

Com efeito, recordemos, primeiro, quo o diâmetro A da soma 

ó o diâmetro da soma de duas das parcelas convenientemente 
determinadas [p. 45, l. 11]; sejam estas Ar e A„. Consideremos 
agora uma sucessão formada por alguns dos conjuntos dados (6), 
de que A,- e A„ sejam extremos, 

determinada de modo que seja 

Ar A» E , • • • , Am A» 
A relação (7) dá 

A ^ A r + A, + . . . + A, + ArA. + . . . + A«A., 

donde so deduz imediatamente a relação (8) que desejávamos 
demonstrar. 

Quando o número considerado s so puder reduzir a zero, 
diremos que os conjuntos dados (6) se encontram ligados entre 
si A êste respeito temos o seguinte caso particular da pro-
posição precedente: 

O diâmetro da soma dum número finito de conjuntos ligados 
entre si não excede a soma dos diâmetros das parcelas. 

1 No caso part icular de considerarmos só dois conjuntos, temos a defi-

nição já dada a p. 48. 

(8) A Aj -f Aj - f . . . + A* -f — 1) e . 

A , + A 2 + . . . + A * 
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23. Continuidade da distância reduzida entre um elemento 
e um conjunto. — Se a sucessão de elementos 

» t • • • j 2í j • • • 

converge para o elemento a , temos lim a; B = a B , qualquer que 
seja o conjunto dado B. 

Com efeito, no caso de ser 

Al a^, CIB o b I a , 

a relação (2) [p. 50] dá 

af B <; ^ a + a B, 
ou 

ai B — a B <; & a . 

Da mesma forma podemos escrever 

a B — a, B < a a ; . 

Estas duas relações dão 

| aiB — a B | ^ ã T ã 

e, por ser lima;a = 0, temos 

lim | af B - a B | = 0 , 

ou seja lim a,-B = aB . 
Podemos, por conseguinte, dizer que: 
A distância reduzida entre um elemento e um conjunto é uma 

função continua dêsse elemento. 

24. Lugar das distâncias reduzidas entre cada elemento 
dum conjunto A e um conjunto B. — Sejam dados dois conjuntos 
A e B e demonstremos as seguintes proposições: 

O conjunto das distâncias reduzidas entre cada elemento de A 
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e o conjunto B admite o mesmo lugar que o conjunto análogo 
relativo a [A] e [Bl. 

Seja D o conjunto das distâncias reduzidas entre cada ele-
mento de A e o conjunto B, e Dt o conjunto que se obtém da 
mesma forma a partir de [A] e de [B]. Notemos, primeiro, que D 
também ó o conjunto das distâncias reduzidas entro cada elemento 
de A e o conjunto [B] [p. 49, l. 1]; logo é evidente a relação 
D | < D t donde vem D K [ D J . 

Por outro lado também é verdadeira a relação [D][>D t ; 
efectivamente, como um elemento do D, ó a distância reduzida 
a EB] entre o lugar [Bj o um limite a duma sucessão convergente 

, a2 , . • . , a,, . . • 

de olementos de A , temos 

a[B] = aB = lim a; B [prop. prec.]. 

As duas relações D | < [D,| e [D] |> D, dão [D] I [D,]. 

Se um dos conjuntos A ou B fôr limitado e se A fôr fechado, 
também será fechado o conjunto das distâncias reduzidas entre 
cada elemento de A e o conjunto B. 

Podemos considerar esta proposição como um corolário da 
da p. 42, l. 22. Com efeito, seja A2 o conjunto de segunda ordem 
constituído por todos os elementos compostos (a, b) nas seguintes 
condições: em cada elemento (a,b) a primeira coordenada a é 
um elomento de A, e a segunda coordenada b um elemento do 
lugar [B] determinado de tal forma que se tenha ã b = aJB [p. 49, 
l. 24]. Como um dos conjuntos A ou B é limitado por hipóteso, 
segue-se que o conjunto A2 tem uma projecção limitada. Além 
disso esto conjunto é fechado, porque, se considerarmos uma 
sucessão convergente do elomontos do A2, 

(a^, bj), (a2, b2), • • . , (a ;, bi), 

as sucessões 

3p a2, • . . , a i , • • • 

b,, b?, . . . , b£, 
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convergirão respectivamente para elementos a o b de A e do [B], 
visto-quo estos conjuntos são fechados, donde resultará 

a b = lim a, b; -=- lima^B = aB . 

Consequentemente o elemento (a, b) pertencerá a A2, como mos-
tram estas igualdades. 

O conjunto A2 satisfaz, pois, às hipóteses da referida propo-
sição a p. 42. Logo o conjunto das distâncias a b entre as 
coordenadas de cada elemento do A2, ou seja o conjunto das 
distâncias reduzidas a B , é necessàriamente fechado. 

O conjunto das distâncias reduzidas entre cada elemento de A 
e o conjunto B admite por lugar o conjunto análogo relativo 
a [A] e [B], supondo limitado um dos conjuntos A ou B. 

Com efeito, adoptando as mesmas notações de há pouco, a 
primeira proposição dêste n.° diz que é [D] | [DJ, a segunda 
mostra que D, é um conjunto fechado. Temos, portanto, [D] | D , . 

I I 

DESVIO DUM CONJUNTO A A UM CONJUNTO B 

25. Definição de desvio. - — Damos o nome de desvio dum 
conjunto A a um conjunto B ao limite superior do conjunto das 
distâncias reduzidas aB entre cada elemento a do conjunto A e 
o conjunto B. Representemos por A B o desvio do conjunto A 
ao conjunto B. 

O desvio AB é finito quando A é um conjunto limitado, 
porque, designando por b um determinado elemento do B, como 
ó limitado o conjunto das distâncias a b para todos os elementos 
a do A, o mosmo acontoco ao conjunto das distâncias reduzidas 
aB devido à relação a B < a b . 

Quando os conjuntos A o B forem ilimitados, o desvio A B 
ainda poderá ser finito. Mas, quando A fôr ilimitado e B limi-
tado, o desvio A B será necessàriamente infinito visto-que, desi-



56 CAPÍTOI.O I I I — Distância entre dois conjuntos 

gnando por a um elemento qualquer do A , por b um determinado 
elemento de B e por A o diâmetro dêsto conjunto, virá 

ab^a_B + Bb + A [p. 50, (1)], 
ou 

a b ^ a B + A, 

e esta relação mostra que, se fôr ilimitado o conjunto das dis-
tâncias a b , ilimitado sorá o conjunto das distâncias reduzidas aB . 

Podemos dar a seguinte forma à definição de desvio A B, 
quando êste fôr finito. Seja p um número positivo tal que um 
esferóide qualquer de raio p e do centro num elemento de A 
contenha necessàriamente um elemento de B. O desvio A B é o 
limite inferior do conjunto de todos os números p assim definidos. 
Efectivamente, para qualquer dêstes números p temos a B ^ p 
seja qual fôr o elemento a de A, dondo resulta A B < p . Por 
outro lado também é manifesto que um número qualquer maior 

do que o desvio A B ó nocessàriamente um dos números p . O —* 
desvio A B ó, portanto, o limite inferior do conjunto de todos 

— • 

êsses números p . Se fôr A B = 0, qualquer esferóide de centro 
num elemento de A conterá um elemento de B, e reciproca-
mente. 

Quando B fôr um conjunto fechado, ainda poderemos dizer 
que: o desvio A B é o menor número, positivo ou nulo, tal que um 
esferóide qualquer de raio igual a êsse número e de centro num 
elemento de A contém necessàriamente um elemento de B . De 
facto, tratando-se dum conjunto fechado B, a qualquer elemento 
a de A corresponde um elemento b de B que obedece à condição 

ã & = a _ B ^ A l i [p. 49, Z. 11], 

e o esferóide de centro a e raio A B contém um elemento de B . 

Como casos particulares da definição de desvio temos aB —aB 

e ab = a b . 
- — > 

Claro está que os desvios A B e B A podem não ser iguais. 
Assim, já dissemos que, para A limitado e B ilimitado, o pri-
meiro dêstes desvios é finito e o segundo infinito; também é 
evidente que temos aA = 0 e A a > 0 quando a é um elemento 



II — Desvio dum conjunto a outro conjunto 57 

do A e quando êsto conjunto contém olomentos não juxtapostos 
ao elemento a . 

O desvio A B não se altera quando os conjuntos A e B se 
substituem por outros que admitem os mesmos lugares que os 
primeiros. 

Noutros têrmos: são iguais os desvios A B e [A] [B]. Com 
efeito, seja D o conjunto das distâncias reduzidas entre cada 
elemento de A e o conjunto B , e D , o das distâncias reduzidas 
entre cada elemento do [A] e o conjunto [B]. Sabemos quo ó 
[D] I [DJ [p. 53, l. 25]; logo são iguais os limites superiores de 
D o de Di, ou seja A~B = [AÍÍB]. _ 

Como aplicação podemos dizer que: o desvio A B ó o menor 
número tal que um esferóide qualquer de raio igual a êsse 
número e de centro num elemento de A contém necessàriamente 
um elemento do lugar [B]. Na verdade, é A B = A [B]. 

Se A e B são conjuntos fechados e se A e limitado, o desvio 
A B representa a distância entre um elemento de A e um elemento 
de B convenientemente determinados. 

De facto, existe neste caso um olemento a de A e um ele-
mento b de B que satisfazem às condições 

ÃB = aB [p. 54, l. 16]* e aB = ab [p. 49, l. 24]. 

Se A é um conjunto limitado, o desvio A B representa a dis-
tância entre um elemento de [A] e um elemento de [B] convenien-
temente determinados. 

— — * 

Na verdade, é AB = [A][B] e os conjuntos A e [A] são limi-
tados ao mesmo tempo. 

Se B é um conjunto totalmente fechado e se ê A B = 0 , veri-
fica-se a relação AI < B . 

Com efeito, nestas condições vem a B = 0 para um elemento 
qualquer a de A, donde resulta que a ó um elemento de B , 
porque êste conjunto é totalmente fechado j[p. 49, l. 20]. 

1 O desvio B Á seria infinito se tivéssemos suposto A ilimitado e B 
limitado. 
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Se é A B = 0, verifica-se a relação [A] l< [B] e reciprocamente. 

Porque, sendo AB = 0, também é [A][B] = 0. 

Dados dois conjuntos de ordem n, A" e B", o desvio A"B* 
não é excedido pelo desvio duma projecção qualquer de A" à cor-
respondente projecção de B". 

Esta proposição resulta imediatamente da análoga com res-
peito à distância reduzida [p. 49, l. 31]. 

26. Relação entre desvios. — Dados os conjuntos A, B e C 

verifica-se a relação 

(1) a " c < a b + b c . 

Suponhamos, primeiro, que B e C são conjuntos fechados. 
A qualquer elemento a de A corresponde, ontão, um elomonto b 
de B tal que 

ãb = a J 3 < A B [p. 49, l. 11], 

e ao elemento b corresponde, da mesma forma, um elemento c 
de C tal que 

b c < B ~ C . 
A relação 

£ fc<ãb- | -b~c 

combinada com as procedentes dá 

ã c < ; A B + B C , 
o ainda 

aJJ <; A B + B C , 

donde se deduz a relação (1), visto a representar um elemento 
arbitrário de A . 

A mesma relação também será verdadeira se os conjuntos B 
e C não forom simultâneamonte fochados, pois já dissemos quo 
o desvio não so altera quando os conjuntos so substituem poios 
respectivos lugares. 

Notemos as relações 

(2) A"Ò > BC - BA o A " C > A ~ B - C B , 
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que imodiatamonto so deduzem da que acabámos de demons-
trar. 

— * 

A relação (L) mostra que, so forem finitos os desvios AB e - > -> 
B C, o mesmo acontecerá ao desvio A C . 

Para quaisquer conjuntos em número finito 

A, B, C, . . . , U, V 

podemos imediatamente generalizar a relação (1) do seguinte 
modo: 

(3) A"V^A~B + B~C + . . . + UV. 

27. Relações entre desvios, distâncias reduzidas e diâmetros 
dos conjuntos.—Se A e A' são os diâmetros dos conjuntos limi-
tados A e B respectivamente, verifica-se a relação 

(4) A<;A' + 2 À B . 

Com efeito, designando por a e a' dois olementos quaisquer 
de A, temos 

a a ^ a B + B a ^ + A ' [p. 50, (1)] 
e 

aa'<A' + 2 A B , 

dondo se obtóm a relação (4), porque a o a' são elementos 
quaisquer do conjunto A . 

Registemos também a rolação 

(5) A B < A + A' + AB, 

quo se deduz da relação (5) a p. 51 atendendo a quo o desvio 

A B não excede o diâmetro da soma A + B . 

Outra relação quo importa conhecer ó a seguinte: 
Dados três conjuntos A, B e C, limitados ou não, temos 

( 6 ) 
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Para a demonstração consideremos um número positivo £ e 
fixemos elementos a e b de A e B que obedeçam à condição 

a_b<AB-f e. 

Determinemos em seguida um elemento C do lugar [Cl de modo 
que seja bjí = bj í . A relação 

a c < ab + bc 
dá, então, 

ã~c<AB + s + bC, 
donde se obtém 

A Ç ^ A B + BC + e, 

e, como e é um númoro positivo arbitrário, vem a relação (6) 
que pretendíamos demonstrar. 

Consideremos agora conjuntos quaisquer, em número finito, 

A, B, C, D, T , U, V. 

É imediata a seguinte generalização de (6): 

(7) A V < A B + B"c + . . . + UV. 

Da mesma relação (6) também se deduz a seguinte: 

(8) U V ^ A B + ÃC + Bb + . . . + T V . 

Com efeito, temos 

B C ^ B A + A C 

C D ^ C B + B D 

U V < U T + TV, 

donde se conclui a relação (8) somando e fazendo reduções evi-
dentes. 
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28. Desvio duma soma de conjuntos a outra soma de con-
juntos. — Se notarmos que o limite superior dum conjunto soma 
de conjuntos de números reais é o limite superior dos limites 
superiores das parcelas, tornar-se-á evidente que: 

O desvio A B duma soma A I A 'de conjuntos A' (em número 

finito ou infinito) a um conjunto B é o limite superior dos desvios 

A' B de cada parcela A' ao conjunto B. 

Imaginemos agora o conjunto B também decomposto em 
partes, B I ^ B', e façamos corresponder a cada conjunto A' um 
(ou mais) conjuntos B'. Podemos afirmar que: 

— • — > 

O desvio A B não excede o limite superior dos desvios A' B' de 
cada conjunto A' a um dos correspondentes B'. 

Com efeito, seja A' uma das parcelas de A e B' um dos con-
juntos correspondentes de A'. A relação BI>B' dá a'B<^a'B' 

para qualquer elemento a' de A'. Daqui resulta A' B <[ A' B', e, —* — 
como o desvio A B é o limite superior dos desvios A' B , o mesmo 

desvio A B não excede o limite superior do conjunto dos des-

vios A^B'. 

I I I 

DISTÂNCIA ENTRE DOIS CONJUNTOS 

29. Definição de distância entre dois conjuntos. — Sejam A 
e B dois subconjuntos quaisquer dum dado espaçóide P. Ao —• —> 
maior dos desvios AB e BA damos o nome de distância entre 
os conjuntos A e B. A distância entre estes conjuntos ó, pois, 
o limite superior do conjunto das distâncias reduzidas entre cada 
elemento de A e de B e os conjuntos B e A respectivamente. 
Assim: a distância entre o conjunto dos números do intervalo 

(0 , 1) e o conjunto dos números da forma (A = 1, 2, . . . ) 
I f i + l 

ó igual a ; a distância entre dois intervalos de extremos 
' 1 

nferioros a e a' e do extremos superiores p e p' é o maior dos 
módulos | a —a' I e I p — P' I. Considerando o espaçóide P dos 
pontos do espaço ordinário de n dimensões, a distância entre 
duas hiperesferas dêste espaço quo tenham o mosmo raio (cír-
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calos ou osferas, om particular) é a distância entre os centros; 
a distância ontre duas liiporesferas do mesmo centro é a diferença 
dos raios; a distância entre duas hiperesferas quaisquer ó a 
distância entre os centros aumentada da diferença dos raios. A 
distância entre um conjunto A o a soma do todos os esferóides 
do mesmo raio p e de centros nos diversos elementos do A não 
excede o número p . 

Designemos por A B a distância entro os conjuntos A o B. 
Da definição resulta que ó A B — B A. 

A distância A B é necessàriamento finita quando os conjuntos 
A e B são limitados, e infinita quando um dêstes conjuntos é 
limitado e o outro ilimitado, como resulta das considerações aná-
logas que fizemos a propósito do desvio [p. 55]. Se ambos 
os conjuntos A e B forem ilimitados, a respectiva distância 
poderá ser finita ou infinita 1. 

Suponhamos que existe um número positivo p tal que todo o 
esferóide de raio p o de centro num elemento de A ou de B contém 
necessàriamente um elemento do B ou de A. A distância A B é, 
então, finita, e pode definir-se como sendo o limite inferior de 
todos os números p sujeitos a tal condição, como resulta do que 

1 Notemos que um dado espaçóide ilimitado P admite sempre dois 

subconjuntos il imitados a uma distância infinita um do outro. P a r a ci tar 

um exemplo, considere -se uma sucessão de elementos de P, 

(1) a , , a , , . . . , aí, . . . , 

de terminada de forma que a seguinte sucessão de distâncias tenda pa ra 
infini to: 

(2) a, a , , a, a , , a, a , , a, a , , a, a , , a3 a , , . . . , a, a ; , a, a ; , . . . , aí_, a ; , . . . . 

P a r a de terminar uma t a l sucessão bas ta que se j a : a , um elemento 
qualquer de P; a, um elemento exterior ao esferóide de raio 2 e de centro 
em a , ; a„ um elemento exterior a cada um dos esferóides do mesmo raio 3 e 
de centros em a, e a , ; em gera l a; um elemento exterior a cada um dos 
esferóides d e raio i e d e centros nos elementos a , , a , , . . . , a . 

De te rminada a sucessão (11 de tal modo que a sucessão (2) tende pa ra 
infinito, segue-se que a dis tância reduzida do têrmo a; a qualquer conjunto 
consti tuído por outros têrmos da sucessão (1) tende igualmente para infinito 
com i, como é evidente. Logo a distância ent re o conjunto dos têrmos de 
ordem ímpar da sucessão (1) e o conjunto dos de ordem par da mesma su-
cessão, por exemplo, é necessàriamente infinita. 
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dissemos a p. 56, l. 11. No caso de ser AB = 0, qualquer 
esferóide de centro num elomonto de Â ou do B contém um ele-
mento de B ou de A, e reciprocamente. Se A e B são conjuntos 
fechados, ainda podemos dizer que a distância A B é o menor 
dos números p atrás definidos [p. 56, l. 22]. 

Como caso particular da definição de distância temos eviden-
temente aB = Ba = Ba e, quando os conjuntos se reduzem a 
simples elementos, a distância ontre os dois conjuntos reduz-se 
à distância entre êsses elemontos. A definição de distância entre 
dois conjuntos é, pois, uma generalização da definição de dis-
tância entre dois elementos. 

A distância entre dois conjuntos, é a distância entre os lugares 
dos mesmos conjuntos. 

Na verdade, como a distância AB é o maior dos dosvios A B 

e B A , e como é 

A~B = [AÍÍB] e B~A = [BÍÍA] [p. 57, l. 6] , 

resulta Ã~B=IÃIlBl. 
Logo a distância entre dois conjuntos não se altera quando 

estes se substituem por outros que admitem os mesmos lugares 
que os primeiros. 

Se A e B são conjuntos limitados e fechados, a distância A B 
é a distância entre um elemento de A e um elemento de B conve-
nientemente determinados. 

Com efeito, o maior dos desvios A B e B A é, no caso de A 
e B serem limitados e fechados, a distância entre um elemento 
de A e um elemento do B convenientemente determinados [p. 57, 
l. 16J. 

Das duas últimas proposições resulta quo: 

A distância A B entre dois conjuntos limitados é a distância 
entre um elemento de [A] e um elemento de [Bi convenientemente 
determinados. 

E condição necessária e suficiente para que se anule a dis-
tância A B que seja [A] I [B]. 

Com efeito, para quo se tenha A B = 0 é necessário o suficiente 
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que seja AB = 0 e BA —0. Ora, estas condições são necessá-
rias o suficientes para que se virifiquem as relaçõos 

[A]|<[B] e [B]I<[A] [p. 58, l. 1], 

donde vem [A] I [B]. 
Quando A e B forem conjuntos totalmente fechados, a dis-

tância A B anular-se-á sòmente se tivermos A I B. 

Dados dois conjuntos de ordem n, A" e B", a distância A" B" 
não é excedida pela distância entre duas correspondentes pro-
jecções dêstes conjuntos, quaisquer que elas sejam. 

Para a verificação do presente enunciado basta atender ao 
enunciado análogo para o desvio [p. 58, l. 3]. 

Por consequência, se fôr An Bm = 0, também será nula a 
distância entre duas correspondentes projecções de AB e B", 
quaisquer que sejam. 

30. Relação fundamental entre distâncias. — Dados os con-
juntos A, B e C verifica-se a relação 

(1) Ã í < A B -} B C. 

Com efeito, sabemos que é 

A~C<A~B + BC [p. 68, (1)] , 
donde se deduz 

A~C<ÃB-f BC. 

Da mesma forma se obtém 

CA<C~B-f B~Ã. 

Ora, uma das últimas relações podo escrevor-so 

ÃC<;ÃB + BC, 

como pretendíamos demonstrar. 
Esta relação mostra quo, so forem finitas as distâncias 7TB e 

ITC, finita será a distância ÃTC. 



I — Distância reduzida entre dois conjuntos 65 

Considerando conjuntos quaisquer em número finito, 

A, B, C, U, V, 

podemos escrever a relação 

(2) * V < Ã B + B~C + . . . + OT, 

que generaliza a (1) da página anterior; êste resultado obtém-se 
imediatamente por indução. 

31. Relações entre distâncias, desvios, distâncias reduzidas 
e diâmetros dos conjuntos. — Se A e A' são os diâmetros dos 
conjuntos limitados A e B verifica-se a condição 

(3) | A - A ' | < 2 Ã B . 

Com efeito, da relação (4), a p. 59, deduzimos 

A < A ' + 2 f l B ; 

da mesma forma podemos escrever 

A ' < A + 2 Ã B , 

relações estas que nos dao a (3) que desejávamos obter. 

Da relação (5), a p. 59, também deduzimos 

(4) Ã B ^ A - f A ' + AB, 

atendendo à definição do distância o à igualdade A B = B A. 

Dados os conjuntos A, B e C, limitados ou não, temos: 

(5) A C < A B + BC. 

Esta relação também se doduz da correspondente para o 
5 
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desvio [p. 59, (6)], e pode generalizar-se, como vamos ver, d< 
qualquer das seguintes formas: 

Dados conjuntos quaisquer em número finito, 

A, B , C, D, T , U, V, 

temos 

(6) A V ^ A B + B C + ÍTD-1-... + UV 

e 

(7) | A B - U V | < Ã C + BB + . . . + T V . 

A relação (6) obtém-se imediatamente atendendo a (2). Para 
deduzirmos a (7) escrevamos, primeiro, 

U V - A B < Ã C + BD + . . . + r V , 

que se obtém da relação (8), a p. 60. Se considerarmos agora 
os mesmos conjuntos dispostos pola ordem inversa da primeira, 
poderemos escrever, da mesma forma, 

AB - UV ^ ÃC + BB + . . . + T V . 

Ora, as duas últimas relações dâo-nos a (7) que desejávamos 
demonstrar. 

Em particular, para quatro conjuntos 

A , B , C, D, 
temos 

(8) | A J B - C D | ^ Ã ~ C - ! - B D , 

e, quando fôr D I B , virá 

(9) | AB —BJJ |<^Ã1T. 

Dados os conjuntos 
A , B, C, D, 

verifica-se a relação 

(10) | A B - B C | < Ã B + i n r . 
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Com efeito, das relações já conhecidas [p. 59, (3)] 

A D ^ A B + B C + C D 

BC < BA | Á D + D C 

deduzem-se as seguintes 

A D — B C < A B-f CD 

B C - A D ^ A B I C Í , 

donde se obtém a relação (10). 
Registemos também as relações 

(11) ; A C - A B Í < B X e | A C - B C | < 0 , 

que se deduzom do (10) supondo quo os conjuntos dados são 
respoctivamonte 

A, A , B , C 

para a primeira relação, e 

A, B, C, C 
para a segunda. 

As relações (10) e (11) podem manifestamente generalizar-se 
de combinação com a (2) [p. 65]. Assim, se considerarmos um 
número finito de conjuntos quaisquer 

A, B, C, L, M, N, 0 , U, V, 

teremos a seguinte generalização de (10) 

(12) | A ! / - M ! I | ^ O + B C + . . . + LM + N Õ + . . . + UV. 

32. Distância entre duas somas de conjuntos. — Da propo-
sição que enunciámos a p. 61, l. 5, resulta evidentemonto que: 

Se decompusermos os conjuntos A e B em conjuntos A' e B', 

A I £ A' e B I £ B', 
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em número finito ou infinito, a distância A B será, o limite supe-

rior dos desvios A' B e B' A dos conjuntos A' e B' aos conjuntos 

B e A respectivamente. 

Da proposição a p. 61, l. 11, doduz-so da mesma maneira 
que: 

Se associarmos cada conjunto A' a um (ou mais) conjuntos B' 
de tal forma que um qualquer dos conjuntos B' corresponda a um 
(ou mais) conjuntos A', a distância A B não excederá o limite 
superior das distâncias A'B7 entre os conjuntos de cada par assim 
constituído. _ 

Com efeito, basta notar que os desvios A B e B A não ex-
cedem o limite superior das distâncias A' B entre conjuntos de 
cada par, por não excederem os limites superiores dos desvios 
A' B' e B' A' respectivamonto. 

Por exemplo, se as distâncias Ã^Ti7 forem tôdas nulas, também 
será A B = 0. 

Se tivermos 

A I A, + Aj + . . . + Ai + • • •» 

a distância A B não oxcodorá o limito superior das distâncias 

Ã7B (i = 1 , 2 , . . . ) . 
Se tivermos 

Al A, + A 2 + . . . + A* 

B! B, + B2 + . . . + B*, 

a distância Ãí não excederá a maior das distâncias 

A7B- ( * = 1, 2, . . . , k), 

nem a maior das distâncias 

AiB,; (i^=h). 

Assim podemos escrever 

S"B ^ A . í ; + Ã2 B2 f . . . -f- At B, 
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Como caso particular da última proposição temos que: 
Dados os conjuntos A e B, se a cada elemento a de A fizermos 

corresponder um elemento b de B de modo que um elemento 
qualquer de B seja correspondente dum elemento de A, a distância 
A B não excederá o limite superior das distâncias a b entre os 
elementos de cada par assim constituido. 

Dados dois conjuntos A e B e um número positivo e, a cada 
subconjunto A' de A corresponde um subconjunto B' de B tal que 
temos 

(13) Ã H B ^ A ^ B + s . 

Consideremos, com efeito, um subconjunto A' do A. Se a 
cada elemento a' dêsto subconjunto fizermos corresponder os 
elementos b' de B para os quais é 

ã r t r < a ^ B f e ^ A r B + e, 

o conjunto B' de todos os elementos b' correspondentes dos 
diversos elementos a' do conjunto A' verificará a rolação (13), 
como so depreende da proposição anterior. 

Se o conjunto A é a soma de diversos conjuntos A', A I A', 
dados um outro conjunto B e um número positivo s, a cada con-
junto A' corresponde um subconjunto B' de B de tal modo que temos 
B l £ B ' e 
(14) W W ^ Ã E + e. 

Consideremos uma parcela A' de A e seja a' um elemento de 
A'. A êste elemento a' façamos corresponder os elementos b' 
de B quo vorifiquom a seguinte condição: 

ã T F ^ A B b £ Í -

1 Pa ra demonstrar a existência de elementos b' de B que satisfaçam à 
condição 

í l 7 " ^ JTB + s, 

basta notar que existe um elemento b' de B, pelo menos, tal que 

ã r P < aM5 + ^ Ã B + 
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O conjunto B' de todos os elementos b correspondentes dos 
diversos elementos a' de A' satisfaz à relação (14). Façamos 
corresponder a cada parcela A' do conjunto dado A o subcon-
junto B' de B assim determinado e demonstremos que é B I JJ B'. 
A cada olemento b do B corresponde necessàriamente um ele-
mento a' do A tal quo 

ã r b < A b + e < Ã B + e . 

O elemento a' pertence a um dos conjuntos A', e esta desi-
gualdade mostra que o olemento b pertence ao conjunto B' 
correspondente désso A'. Como vemos, o conjunto B ó a soma 
do todos os conjuntos B'. 

Logo, dados dois conjuntos A o B, a cada número positivo 
s o a cada decomposição de A em vários subconjuntos, em 
número finito ou infinito, opõo-se uma decomposição de B em 
subconjuntos correspondentes dos primeiros, do tal forma quo 
a distância entro dois subconjuntos corrospondentos, quaisquer, 
não excede o número A B e . 

Em particular, podemos dizer quo: dados dois conjuntos 
quaisquor A e B , a cada número positivo e opõo-se uma decom-
posição do conjunto B em subconjuntos B' correspondentes dos 
elementos de A, de tal forma quo as distâncias aB' entre cada 
elemento a de A o o correspondente subconjunto B' do B não 
excedem o número A B + s . 

Dados os conjuntos A e B, supondo êste fechado, a cada sub-
conjunto A' de A corresponde um subconjunto B' de B tal que temos 

(15) ÃT B* < A B . 

Efectivamente, como B é um conjunto fechado, a cada ele-
mento a' dum dado subconjunto A' de A corresponde um elemento 
b' de B, pelo menos, sujeito à condição 

= ?J!<AB [p. 49, l. 11]. 

Por conseguinte, o conjunto B' constituído por todos os ele-
mentos b' assim determinados satisfaz à relação (15), como é 
evidente. 
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Se o conjunto fechado A é a soma de vários conjuntos A', 
A I A', dado um outro conjunto fechado B, a cada conjunto 
A' corresponde um subconjunto B' de B tal que temos B I ^ B' e 

(16) A B < Ã B . 

Consideremos, com efoito, uma parcela A' de A . A cada 
elemento a' de A' corresponde um elemento b' de B, pelo 
menos, que satisfaz à condição 

Seja B' o conjunto de todos os elementos b' correspondentes 
dos diversos elementos a' de A'. A cada parcela A' de A corres-
ponde, desta maneira, um subconjunto B' de B que satisfaz à 
relação (16). Demonstremos que 

é B I S B'. Dado um elemento 
b de B, podemos determinar um elemento a' de A do modo quo 
seja 

cTT) = A b < Ã B , 
o, se A' ó uma parcola de A a quo portenco a', o elemento b 
pertence ao conjunto B' correspondento do A'. Logo o conjunto 
B é a soma de todos os conjuntos B'. 

Reproduzindo por outras palavras a presente proposição, 
podemos dizer que: dados dois conjuntos fechados A e B, a 
cada decomposição de A em subconjuntos A' opõe-se uma decom-
posição de B em subconjuntos B' correspondentes dos primeiros, 
de modo que a distância A' B' entre dois subconjuntos corres-
pondentes, quaisquer, não excede a distância A B . 

Esta distância AB é o limite superior das distâncias A'B', 

1 Prova-se a existência de elementos b' de B tais que 

¥1' < X 1 

notando que existe um elemento b' de B que obedece à condição 

a b = a ' B < A B, 

porque B é um conjunto fechado. 
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como facilmente se reconhece tendo em vista a proposição a 
p. 68, l. 6. 

Em particular: dados dois conjuntos fechados A e B, é 
possível determinar uma decomposição do conjunto B em sub-
conjuntos B' correspondentes dos elementos de A, de tal forma 
que as distâncias aB7 entre cada elemento a de A e o corres-
pondente subconjunto B' de B nâo excedem a distância ÃTJ. 



CAPITULO IV 
ESPAÇÓIDES DE CONJUNTOS 

No presente capítulo ocupar-nos-emos do espaçamento do 
conjunto de todos os subconjuntos limitados dum dado espa-
çóide P. Êste espaçamento consiste em demonstrar que — 
referindo-nos sòmente a conjuntos limitados — a definição que 
ultimamente apresentámos de distância entre dois conjuntos 
satisfaz às propriedades fundamentais estabelecidas no primeiro 
capítulo [p. 2]. 

Antes porém de tratarmos de tal espaçamento, convém in-
troduzir as noções de limite integral e de limite comum duma 
suceBsão de conjuntos. 

I 

LIMITES INTEGRAL E COMUM 
DUMA SUCESSÃO DE CONJUNTOS 

33. Definições. — Soja dada uma sucessão infinita de con-
juntos quaisquer 

(1) Ai, Aj, • • • , Ai, . . . 

pertencentes a um mesmo espaçóide P. De acôrdo com a defi-
nição que demos a p. 11, n.° 5, diremos que uma subsucessâo 
de (1) é tôda a sucessão 
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formada por têrmos de (1), mas dispostos pola ordem em que 
so encontram nesta sucessão ( r < s < .. .). 

Extrair uma sucessão de elementos da sucessão de conjuntos 
(1) é considerar uma sucessão de elementos 

(3) nl, a2 , • • •. a», • • • 

portoncentes respectivamente aos têrmos do (1). Mais geral-
mente, extrair uma sucossão de subconjuntos da sucessão (1) 6 
considerar uma sucessão de subconjuntos dos têrmos correspon-
dentes do (1). 

Comproondo-se, desta forma, o quo seja uma sucessão de 
elementos 

(4) a,-, a„, . . . , a„, . . . 

extraída duma subsucessão (2) de (1). 

Eis agora as seguintes dofínições: o limite integral da su-
cossão de conjuntos (1) é o conjunto dos limites de tôdas as 
sucessões de elementos (4), convergentes, extraídas das diversas 
subsucessões (2) do (1); o limite comum da mesma sucessão (l) 
ó o conjunto dos limites de tôdas as sucessões de elemontos (3), 
convergentes, extraídas da sucessão (1). Por oxomplo, se cada 
têrmo de ordem ímpar de (1) representar o conjunto dos números 
do intervalo (0, 2) e cada têrmo de ordem par o conjunto dos 
números do intervalo (1, 3), o limite integral da sucessão será 
o intervalo (0, 3) e o limite comum o intervalo (1, 2). 

Representemos por A e A , ou por lim A,• e lim A;, respecti-
vamente o limite integral e o limite comum da sucessão de con-
juntos (1). 

É manifesto que entre os limites A e A existe a relação 
ÀI>Á , quore dizer, o limite integral duma sucessão de conjuntos 
contém o limite comum da mesma sucessão. Também ó evidente 
que estes limites não dependem da ordem dada aos têrmos da 
sucessão. 

As definições de limito integral e de limite comum duma 
sucessão de conjuntos aplicam-se ainda ao caso particular dos 
têrmos da sucessão so roduzirem a simples elementos, e genera-
lizam a definição dada de limite duma sucessão de elemontos 
dum espaçóide. Na verdade, verificamos imediatamente que, 
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para uma sucessão convergente do elementos 

a t , a2 , • • •, 3 Í I • • • I 

qualquer dos limites À e Á ó constituído pelos limites lim a; 
(todos juxtapostos entro si, como sabemos). 

O limite integral duma sucessão de elementos é o respectivo 
derivado, e existirá tôdas as vezes que esta sucessão admitir 
uma subsucessâo limitada [p. 16, l. 6]; o limito comum só exis-
tirá quando a sucesssão fôr convergente. 

Retomando o caso geral duma sucessão de conjuntos (1), 
podemos dizer quo os limites integral e comum são respecti-
vamente a soma dos limites integrais o a soma dos limites 
comuns de tôdas as sucessões de elementos extraídas da sucessão 
dada (1). 

Dissemos mais atrás [p. 22, l. 13] que a operação por meio 
da qual formamos o lugar dum conjunto é distributiva em re-
lação à soma dum número finito de parcelas, o que pode não 
acontecer o mesmo no caso destas serem om número infinito. 
A. este respeito notemos agora que, numa sucessão infinita de 
conjuntos quaisquer, o lugar da soma dos têrmos ó a soma do 
limito integral com os lugares dos têrmos da mesma sucessão: 

[A1 + A2 + . . . + Ai + . . . l I À + [AJ + [A2] + • • - + EAJ + 

Observação. — Descendo ao caso particular do conjunto P dos 
pontos dum espaço ordinário, é manifesto que as definições de 
limite integral e de limite comum são distintas das definições 
de limite completo e de limite restrito duma sucessão de con-
juntos Aquelas definições generalizam a definição habitual 
de limite duma sucessão de pontos; estas não generalizam. 

A existência dos limites completo e restrito implica a exis-
tência dos limites integral e comum; estes contêm respectiva-
mente aquêles, como ó evidente. 

Dum modo geral podemos dizer que não se verificam outras 
relações entre tais limites. Todavia, nas sucessões decrescentes 

1 Os limites completo e restri to duma sucessão de conjuntos foram 
considerados pela primeira vez por E . B O K E L (Leçons sur les fonctions de 
variables rèelles, p. 18). 
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de conjuntos fechados, os limites completo e integral (ou os li-
mites restrito o comum) coincidem nocessàriamonte; com efeito, 
se numa sucessão de conjuntos fechados cada têrmo contém o 
imediatamente seguinte, qualquer dos mencionados limites re-
duz-se ao produto de todos os têrmos da sucessão. 

Os limites completo e restrito aparecem na teoria da medida 
dos conjuntos e dos integrais definidos; os limites integral e 
comum têm aplicações de carácter inteiramente diferente, como 
veremos. 

34. Algumas propriedades dos limites À e À. — Podemos 
caracterizar um elemento qualquer a do limite integral A da 
sucessão de conjuntos (1) pela condição necessária e suficiente de 
existir uma subsucessão (2) de (1) de modo que seja Um a A„ = 0. 

Com efeito, um elemento a do A o limito duma sucessão do 
elementos (4), extraída duma subsucessão (2) de (1), e temos 

lim a A„ <; lim a a„ = 0 . 

Reciprocamente, suponhamos que um determinado elemento a 
tem por correspondente uma subsucessão (2) de (1) de forma 
que seja lim aA„ = 0. Considerando uma sucessão do elementos 
(4) extraída de (2) e sujeita à condição 

a j^<a_Au + -^ (w = r , « , . . . ) , 

temos lim a aK = 0. Logo o elemento a pertence a À. 

Um elemento qualquer a do limite comum A da sucessão de 
conjuntos (1) é caracterizado pela condição necessária e suficiente 
de ser lim a A; = 0 . 

A demonstração ó análoga à da proposição antecedente. 

O limite integral duma sucessão de conjuntos (1) é a soma 
dos limites comuns das diversas subsucessões de (1). 

Esta proposição resulta manifestamente das definições dadas 
para os limites A e A . 

O limite comum duma sucessão de conjuntos (1), quando existe, 
é o produto dos limites integrais das diversas subsucessões de (1). 
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Com efeito, o limite Á da sucessão de conjuntos (1) está 
contido, evidentemente, no produto dos limites integrais das 
subsucessões de (1). Êste produto, por sua vez, está contido 
em A, porque, se um elemento a do referido produto não veri-
ficasse a condição lim a Ai = 0 a que deve satisfazer um elemento 
de A, teríamos 

a A„ > s (u = r ,$,...) 

para um certo número positivo e o para uma certa subsucessão 
(2) de (1), o quo seria incompatível com a condição de o ele-
mento a pertencer ao limite integral da sucessão (2). 

O limite integral duma sucessão de conjuntos é um conjunto 
totalmente fechado. 

Para demonstrar que o limite integral A da sucessão (1) é 
um conjunto totalmente fechado, consideremos um limite a' duma 
sucessão convergente, qualquer, de elementos de A, 

(5) a ' j , a'2, . . . , a , . . . . 

A cada termo a',- desta sucessão façamos corresponder um 
elemonto a„ dum têrmo Au de (1) de modo que u seja crescente 

com i e que se verifique a desigualdade a ' i a u < 4 - . Os têrmos 

da sucessão (5) encontram-se assim em correspondência com os 
têrmos duma outra 

(6) a , , as, • • • , a«, • • • 

extraída duma subsucessão de (1) o, visto ser limãi7ãu = 0, a 
sucessão (6) converge para o limite a' [p. 18, l. 27]. O elemento 
a' pertence, pois, ao conjunto À 

1 Esta proposição faz ver , mais uma vez, que o lugar !AI dum con-
junto A é um conjunto totalmente fechado. Na verdade, o lugar IAI é o 
limite integral da sucessão 

A, A , . . . , A , . . . . 

A mesma proposição também faz ver que o derivado duma sucessão de 
elementos é um conjunto totalmente fechado. 
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O limite comum duma sucessão de conjuntos è um conjunto 
totalmente fechado. 

Coui efeito, já vimos que o produto de vários conjuntos to-
talmente fechados ainda é um conjunto totalmente fechado [p. 23, 
l. 17]. Ora, o limito comum duma sucessão de conjuntos é o 
produto dos limites integrais das suas diversas subsucessões, e 
estes são conjuntos totalmente fechados como domonstrámos 
Ultimamente. 

Se 
(7) A',, A'2, . . . , A'i, . . . 

é uma sucessão de subconjuntos de soma limitada, extraída da su-

cessão (1), temos lim A';A = 0. 
Consideremos uma sucessão (7) de subconjuntos dos têrmos 

da mesma ordem da sucessão (1), o suponhamos que ó limitada 
a soma 

A\ + A'2 + • • • + A'; + 

So Mo fôsse ZmA'iÂ = 0, poderíamos determinar um número 
e > 0 o uma subsucessão 

(8) A r j A 5 , . . . , A«, . . . 

da sucessão (7) de maneira a verificar as desigualdades 

A'„ À > £ (« = r , « , . . . ) . 

Em cada têrmo A'„ existiria um elemento au que fizesse aM Ã > £ 
0, por sor limitada a soma dos têrmos da sucessão (8), limitada 
seria a sucessão dos elementos 

(9) a,-, a», . • . > a u , . . . . 

Para um limito a desta última sucessão toríamos a Á > £ [p. 53, 
1. 2] o, om oposição a êste resultado, viria a A = 0, pois o ele-
mento a pertenceria a A, porque a sucessão (9) ó extraída da 

-

(8) o portanto da (2). A condição lim A'; A = 0 ó, por conso-
guinte, verdadeira. 
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Se A' é um subconjunto limitado do limite comum A da su-
—* 

cessão de conjuntos (1), temos KmA'Ai = 0. ^ 
Com efeito, se não existisse o limite lim A' A; = 0, teríamos 

A' A„ > 2 e para um certo número positivo e e para todos os 
têrmos A„ duma certa subsucessâo (2) de (1). A cada têrmo A„ 
poderíamos opor um elemento a'« de A' que vorificasse a desi-
gualdade a'» AM > 2 e , e um elemento limite a' da sucessão assim 
obtida, 

> • • • , a u j • • • t 

pertenceria necessàriamente ao limite comum A, pois êste é um 
conjunto totalmente fechado, como sabemos. Seja 

aV, a s / , •. •, a'u>, • • • 

uma infinidade de têrmos desta sucessão determinados de tal 
forma que se tenha 

a'„< a ' < e (u' = r', s', ...). 
A relação 

a' AB> a y An' — af„' a^, 
que se deduz de 

A„,aV<Aa )a' + a'a'„- [p. 50, (2)], 

dar-nos-ia, por conseguinte, 

a'A„;>e («' = / , « ' , . . . ) , 

em discordância com a condição Km a' A; = 0 a que deveria sa-
tisfazer o elemento a' de Á [p. 76, l. 23]. 

Consequentemente existe Km A' A; = 0. 

35. Casos de existência e de coincidência dos limites Â e 
A1 . — O limite integral duma sucessão do conjuntos (1) exis-
tirá sempre que pudermos extrair desta sucessão uma de ele-

1 No capítulo V estudaremos outros casos de existência e de coinci 
dência dos limites A e A além dos que vamos agora considerar. 
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mentos que por sua vez admita uma subsucessão limitada. 
Assim, se fôr limitado o conjunto soma 

A1 + A? + . . . + A i + . . . , 

o limite integral existirá necessàriamente. 
O limite comum duma sucessão de conjuntos pode não existir, 

ainda que seja limitada a soma dêstes conjuntos. E o que acon-
tece com uma simples sucessão de elomentos que seja divergente. 

Acôrca da existência dos limites integral e comum duma 
sucessão de conjuntos quaisquer, eis as seguintes proposições: 

— • 

Dada a sucessão de conjuntos (1), se fôr lim An A; = 0 (i' <C i) 1 

existirão os limites A e À e teremos A I A. 
Comecemos por considerar um determinado elemento b e 

escrevamos a relação 

b A , < b A , + A7Ai [;p. 59, (6)]. 

Dado um número S > 0 e admitindo a condição do enunciado, 
podemos fixar o índice i' de forma que seja A,; A; <8 para qual-
quer inteiro A rolaçâo anterior dá então, para estes 
valores de i, 

b A, <; b A,/ + 3 . 

Consequentemente é limitado o conjunto das distâncias re-
duzidas b A; (i~>i'), e o mesmo sucede ao conjunto de tôdas as 
distâncias reduzidas b Ai (i — í, 2, . . . ) . 

Dito isto, se tomarmos em cada conjunto A; um elemento a; 
tal que seja 

ba_I<bAi + 8 ( » - l , 2 , . . . ) , 

obteremos uma sucessão de elementos 

' " • • » > * • ' > 

1 Os inteiros i e í ' tendem de qualquer forma pa ra infinito, mas re t -

pei tando a relação t' < i . 
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sucessão esta quo 6 limitada por ser limitado o conjunto das 
distâncias do cada têrmo a um determinado elemento b. O 
derivado desta sucossão faz parte do limite integral de (1), que 
existe por conseguinte. 

Para demonstrar a existência do Á e a relação Ã I Á consi-
deremos um elemento a de A e determinemos uma subsucessão 
(2) de (1) de modo que se tenha lim a A„ = 0. Como é também 
lim A„ A,- = 0 (u < i ) a relação 

a A;<; a A„ -f A» A; 

dá lim a A,- = 0, quere dizer, o olemento a pertenço ao limite 
comum da sucessão (1) [p. 76, l. 23], que existe portanto. Tor-
na-so assim manifesta a relação À I À. 

Dada a sucessão de conjuntos (1), se fôr lim A,- A;* = 0 (i^>i') 
e se existir À, também existirá A e teremos A I A. 

A demonstração segue as mesmas linhas da segunda parte 
da demonstração do enunciado anterior; simplesmente devemos 
substituir a desigualdade u<ii por i t > i 2 . 

A-propósito da existência do limite comum duma sucessão 
de conjuntos acrescentemos ainda as seguintes proposições: 

Para que uma dada sucessão de conjuntos (1) admita um 

1 P a r a conservar a relação u < i podemos fazer tender i para infinito 
através dos valores 

t = r + l , r + 2, . . . , 

e dar sempre a u o valor do têrmo da sucessão r, s, . . . imediatamente 

menor do que t. Por outras palavras: para o cálculo do limite lim kuhi, a 

sucessão dos desvios Au Ai pode ser a seguinte: 

A r A r + 1 , A r A r + 2 , . . . , A r As, A s A s + 1 , 

2 Para manter a relação u > i no cálculo do limite lim Au A;, basta 
considerar a sucessão dos desvios 

Ar A i , As A-2 , . . . 

dos têrmos da sucessão (2) aos têrmos correspondentes da sucessão (1). 
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limite comum é- necessário e suficiente que tôdas as subsucessões 
de (1) admitam limites integrais e que exista o produto de todos 
estes limites. Tal produto è o limite comum da sucessão (1). 

É o quo so depreendo da demonstração do enunciado que se 
encontra a p. 76, l. 31. 

Para que a sucessão de conjuntos (1) admita um limite 
comum é necessário e suficiente que tôdas as subsucessões de (1) 
admitam limites integrais e que exista o produto de quaisquer 
destes limites tomados em número finito, supondo um deles limitado. 

Efectivamente, como tais limites integrais são conjuntos to-
talmento fechados [p. 77, l. 11], segue-se que, se existir o produto 
de quaisquer desses limites tomados em número finito e so um 
deles fôr limitado, também existirá o produto do todos [p. 23, 
l. 25], quo é o limito comum da sucessão (1) 

36. Comparação dos limites integrais e comuns de certas 
sucessões de conjuntos. — Dadas duas sucessões de conjuntos 

(10) A,, A2, . . . , Ai, . . . 

(11) B i> B2, . . . , B,, •. •, 

se fôr lim A; B, = 0 , teremos as relações A l< B e Á K B . 
Com efeito, a um elemento a de A corresponde uma sub-

sucessão de (10), 

Ar j As , • • , Axi , . . . , 

tal que é Zt'wiaAu = 0 [p. 76, l. 10]. Mas a relação 

a B ^ a A ^ + A,, B„ 

também dá lim^B„ = 0. Logo o elemento a pertence a B 
e temos Àl< B. 

Da mesma forma so demonstra a relação À Í < B . 

1 Impor ta observar que esta proposição nào tem interferência alguma 

nas demonstrações que mais adiante apresentaremos \n.°* 43 e 83] do teo-

rema a p. 23, l. 25, no qual baseámos a refer ida proposição. 
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São evidentes os seguintes corolários: 

Se entre os têrmos de duas sucessões de conjuntos (10) e (11) 
existirem as relações 

A j K B J , A 2 KB 2 , • • . , A i K B ; , . . . , 

também será Â I < B e Ã K B . 

Se fôr ZimAiB = 0, teremos À K I B ] ; se fôr limB A£ = 0, 
teremos [B] |<A. 

Porque o conjunto [BI pode considerar-se limite integral e 
limito comum da sucessão 

B , B, . • • , B, . . . . 

Se fôr Um A; B; = 0, teremos À I B e A I B . 
Em particular: 

Se fôr lim A; B = 0, teremos À I Á I IB]. 

Os limites integral e comum duma sucessão de conjuntos são 
os mesmos limites da sucessão dos lugares dos têrmos da primeira. 

Com efeito, dada a sucessão de conjuntos (1), temos À7[ÂtT=0, 
donde vem lim Ai IAJ = 0, que nos dá, como já sabemos, 

lim Ai Vlim [A,] e Um A, I Um [A/l. 

Os limites integral e comum duma sucessão de conjuntos 
não se alteram, por consequência, quando todos ou alguns dêsses 
conjuntos so substituem por outros que admitem os mesmos 
lugares que os primeiros. 

Consideremos agora k sucessões do conjuntos 

(12) AA,I , AÃ,2, . . . , A h,i, • 

( A - l , 2 , . . . , k) 
e seja 

(13) B,, B2, • • • , Bf. • • 
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uma sucessão formada do têrmos das sucessões (12). Cada têrmo 
Ah,í que figure em (13) poderá repetir-se como têrmo desta su-
cessão, mas apenas um número finito de vezes. 

Se notarmos que a sucessão (13) contém uma infinidade de 
têrmos duma, pelo menos, das sucessões (12) e se atendermos 
ás duas primeiras proposições do n.° 7 [p. 17], veremos que: 

Se as lc sucessões (12) admitem o mesmo limite integral, êste 
contém o limite integral B de (13). 

Se as k sucessões (12) admitem o mesmo limite comum, êste 
pertence ao limite comum B de (13). 

Como caso particular vem a proposição seguinte: 

Dada uma sucessão de conjuntos (1) e uma subsucessão (2) da 
primeira, entre os limites integrais e comuns existem as relações 

lim A,-1 > lim Au e lim A, K lim Au • 

37. Caso em que é limitada a soma dos têrmos duma 
sucessão de conjuntos. Outros modos de definir os limites À e 
A. — O limite integral duma sucessão de conjuntos (1) de soma 
limitada é o menor conjunto totalmente fechado A 1 para o qual 

temos lim A; A = 0. 
Com efeito, supondo limitada a soma dos têrmos da sucessão 

(1), temos Um Ai À = 0 como caso particular da proposição a 
p. 78, l. 9. Além disto também já sabemos que outro con-

— > 

junto totalmente fechado B na condição ZmA;B = 0 contém 
necessàriamente o limite integral A [p. 83, l. 6]. Consequen-
temente o limite À é o menor conjunto totalmente fechado para 

o qual temos Um A, A = 0. 

O limite comum duma sucessão de conjuntos (1) de soma limi-

tada é o maior conjunto A para o qual temos lim A A, = 0. 
Sendo limitada a soma dos têrmos da sucessão (1), o mosmo 

1 Já dissemos numa nota a p. 21 o que se entende por maior e menor 

conjuntos duma dada colecção de conjuntos. 
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sucede, evidentemente, ao limite comum desta sucessão. Temos, 

portanto, lim A Ai = 0, como rosulta da proposição a p. 79, 
l. 1. Mas, como qualquer outro conjunto B que satisfaça à 
condição Z»'wiBAi = 0 ó necessàriamente um subconjunto do À 
[p. 83, l. 6], segue-so que o limite comum A é o maior conjunto 

(necessàriamente fechado) que faz lim A Ai = 0. 
Notemos que a demonstração não exclui o caso de sor ilimi-

tada a soma dos têrmos da sucessão (1), contanto-que seja limi-
tado o respectivo limite comum. Logo, se numa sucessão de 
conjuntos quaisquer (1) o respectivo limite comum fôr limitado, 

êste sorá o maior conjunto A para o qual temos lim A A, = 0 

Numa sucessão de conjuntos (1) de soma limitada, a condição 

lim A; Ai< = 0 é necessária e suficiente para que seja AIA. 
A condição é necessária porque, sendo A I A , como é 

lim Ai A = 0 [p. 84, l. 17j e lim A Ai = 0 [prop. prec.~], a relação 

a7Aí <; aTà + ÁAt- [p. 58, (1)] 

dá lim Ai A,/ = 0 . 
A condição é suficiente, porque do limite lim Ai A;' = 0 resulta, 

em particular, que é lim A, Ai/ = 0 (i < i'), donde so deduz a coin-

cidência Â I À [p. 80, l. 10]. 
lleunindo esta proposição com as duas primeiras do n.° 35 

[p. 79] podemos dizor quo: 

Numa sucessão de conjuntos (1) de soma limitada, uma qual-
quer das condições 

lim A,- Ai' = 0 (í < i'), lim A; Ai» = 0 (i > i'), lim Ai Ai/ = 0 

é necessária e suficiente para que seja A I A • 
Como vemos, duma qualquer das duas primeiras condições 

resulta necessàriamente a terceira, sempre que se tratar duma 
sucessão de conjuntos (1) do quo a soma seja limitada. 

Do que dissemos a p. 82, 1. 6, ainda deduzimos o seguinte: 

Para que uma sucessão de conjuntos, de que a soma seja limi-
tada, admita um limite comum, é necessário e suficiente que exista 
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o produto dos limites integrais de quaisquer das respectivas sub-
sucessões tomadas em número finito. O produto de todos estes 
limites integrais ê o limite comum da sucessão proposta. 

38. Limites integral e comum duma soma e dum produto 
de sucessões de conjuntos. — Se os têrmos duma dada sucessão 
de conjuntos 

S | , S 2 , • • • i Si, 

são somas de k conjuntos 
a 

Sil Ai + B i + . . . + V, 

temos as relações 
S I À + B + . . . + V 

e 
S I > Á + B + . . + V . 

Por outras palavras: o limite intogral da soma dum número 
finito do sucessões 1 é a soma dos limites integrais das parcelas, 
e o limito comum contém a soma dos limitos comuns das par-
celas. Estas afirmações são evidentes. 

No caso da soma duma infinidade de sucessões sòmeute po-
demos dizer, om geral, que: 

Os limites integral e comum da soma contêm respectivamente 
a soma dos limites integrais e a soma dos limites comuns das 
parcelas. 

1 Chamamos soma e produto de diversas sucessões de conjuntos, res-
pect ivamente à sucessão das somas e à sucessão dos produtos dos primeiros 
têrmos, dos segundos têrmos, etc., das mesmas sucessões. Es tas sucessões 
chamam-se, então , parcelas da soma e factores do produto. 

E claro que o produto de diversas sucessões de conjuntos pode não 
existir. 

A soma duma sucessão de conjuntos com um conjunto A é a soma des ta 
sucessão com a sucessão 

A , A , . . . , A , •> . , 

e ident icamente se define o produto duma sucessão de conjuntos por um 

conjunto A . 
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Consideremos, por exemplo, uma infinidade numerada de 
sucessões, nas quais todos os têrmos são um mesmo conjunto 
A, excepto o primeiro têrmo da primeira, o segundo têrmo da 
segunda, etc., quo são substituídos por um outro conjunto B • 
Os limites integrais (ou comuns) destas sucessões são o lugar [A], 
a respectiva soma é o mesmo [A], o limite integral (ou comum) 
da sucessão soma é o lugar [A] -j- [B] e não o lugar [A] se su-
pusermos, por exemplo, quo é [A] < [B]. 

Os limites integral e comum do produto de diversas sucessões, 
em número jinito ou infinito, pertencem respectivamentefao pro-
duto dos limites integrais e ao produto dos limites comuns dos 
factores. 

Esta proposição também ó evidente. No exemplo de há 
pouco o limite integral (ou comum) do produto das sucessões é 
o lugar [A x B ] 1 , o produto dos limites integrais (ou comuns) 
das mesmas sucessões é o lugar [A], o teremos [A X B] < [A] se 
fôr, por exemplo, [B] < [A]. 

39. Projecções dos limites integral e comum duma sucessão 
de conjuntos de ordem n. — As projecções do limite integral A" 
duma sucessão de conjuntos de ordem n, 

(14) A"j, A \ , . . . . A \ , 

pertencem aos limites integrais das correspondentes projecções da 
mesma sucessão. 

Com efeito, seja B* uma determinada projecção do A" o 

(15) B',, B*2, B*ÉJ . . . 

a correspondente projecção da sucessão proposta. Um elemento 
b4 de Bfc ó projecção dum elemento a" do A", o a Oste elemento 
correspondo uma subsucossâo de (14), 

An A n A n r , n s , • • • , n « , « • • , 

1 Supomos que existe o produto A X B. A relação IB1 < IA1 que a 
seguir escrevemos, não implica necessariamente a existência dêsse produto. 
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tal que ó lim a" A"u = 0. Consequentemente de 

b4 B4,t < a" A"» [p. 49, l. 31] 

resulta lim b4 B4
M = 0, quero dizor, o elemento b4 pertonce ao limite 

integral B4 da sucessão (15). Tomos, portanto, B 4 I<B 4 , como 
desejávamos provar. 

Notemos quo a coincidência B4 I B4 pode não dar-se necessà-
riamente; basta recordar que, para Àre ilimitado, B4 pode não 
ser um conjunto fechado [p. 40, l. 10]. Um outro exemplo ó a 
sucessão dos segmentos do plano x Oy que unem o ponto (1, 0) 
aos pontos 

(0, 1), (0, 2), . . . , (0, i), . . . , 

pois que o limite integral desta sucessão é a semirecta x = 1 com 
0, a projecção do limite integral sôbre o eixo Ox ê o ponto 

(1, 0) e o limite integral da sucessão das projecções dêsses 
segmentos é o segmento do eixo O x quo une a origem ao ponto 
( 1 , 0 ) . 

Da mesma forma so demonstra a proposição seguinte: 

As projecções do limite comum da sucessão de conjuntos (14) 
pertencem aos limites comuns das correspondentes projecções da 
mesma sucessão. 

Se a soma dos conjuntos (14) é limitada, as projecções do 
limite integral A" são os limites integrais das correspondentes 
projecções da mesma sucessão. 

Com efeito, no caso em que ó limitada a soma dos têrmos 
da sucessão (14), o limite integral A71 satisfaz à condição 

limAniÀn = 0 [p. 84, l. 17] o, por ser 

B47b4^A"7ãh [p. 58, l. 3], 

temos da mesma forma UmEkiBk = 0. Daqui deduz-se B4I<B4 

[p. 83, l. 6], porque B4 é um conjunto totalmente fechado 
\_p. 40, l. 19], relação esta que, juntamente com a já demons-
trada B 4 I<B 4 , dá B4 I B4. Logo, quando nos referirmos a uma 
sucessão do conjuntos cuja soma seja limitada poderemos dizer, 
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resumidamente, que os limites integrais das projecções são as 
projecções dos limites integrais. 

Observação. — Não ó verdadeira, em todos os casos, a pro-
posição análoga para o limite comum. Por exemplo, supondo 
que se trata duma sucessão de conjuntos de pontos do plano 
x Oy, se cada têrmo do ordem ímpar ó o segmento do recta do 
extremos (0 , 0) o (1, 1), e cada têrmo de ordem par o segmento 
de extremos (1, 0) e (0 , 1), o limite comum da sucessão é o 

ponto , -^-j de intersecção desses segmentos, a primeira pro-

jecção do limite comum é e o limite comum da sucessão das 
u 

primeiras projecções desses segmentos ó o segmento do ex-
tremos (0 , 0) o (1 , 0). 

I I 

ESPAÇAMENTO DO CONJUNTO 
DOS SUBCONJUNTOS LIMITADOS DE P 

40. Juxtaposição de conjuntos. — Apresentámos já uma 
definição geral de distância entre dois conjuntos, mas esta dis-
tância, definida com tão grande genoralidade, torna-se infinita 
nalguns casos: quando um dos conjuntos é limitado e o outro 
ilimitado, e ainda, possivelmente, quando ambos os conjuntos 
são ilimitados [p. 62, nota]. A-fim-de evitar estes casos par-
ticulares na definição do distância entro dois conjuntos — como 
é necessário para que estes sejam elementos dum espaçóide — 
consideremos por agora, sòmento conjuntos limitados. 

Seguindo as mosmas denominações que no n.° 1, diremos quo 
os conjuntos A e B são juxtapostos um ao outro (A II B) quando 
fôr AB = 0. Dois conjuntos são, pois, juxtapostos quando cada 
elemento de qualquer deles é limite duma sucessão de elementos 
do outro, isto é, quando todo o esferóide de centro num elemento 
de qualquer dêstes conjuntos contém um elemento do outro. 

Já vimos que da condição A B = 0 se conclui [A] I ÍB1 e reci-
procamente [p. 63, l. 32]. Logo, para que dois conjuntos 
sejam juxtapostos, ó necessário o suficiente que admitam o 
mesmo lugar, ou, o que é o mesmo, ó necessário e suficiente 
que cada um deles seja um subconjunto do lugar do outro 
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[p. 21, l. 19]. Por exemplo, o conjunto dos números racionais 
dum intervalo e o conjunto dos números irracionais do mesmo 
intervalo juxtapõem-se um ao outro. 

É evidente que, se cada elemento de qualquer dos conjuntos 
A e B é juxtaposto a um elemento do outro, estes conjuntos são 
juxtapostos entre si. Dois conjuntos totalmente fechados e jux-
tapostos são coincidentos. 

Correspondentes projecções do conjuntos juxtapostos do 
ordem n são igualmento conjuntos juxtapostos [p. 64, l. 12]. 

Observação. — Um conjunto do números reais juxtaposto a 
um dado intervalo é qualquer conjunto denso nêsse intervalo. 
Em geral, a definição de conjuntos juxtapostos (que abrange o 
caso dos conjuntos ilimitados) generaliza a definição de — con-

junto A , de pontos dum espaço ordinário, denso sôbre um conjunto 
perfeito B que admite o primeiro por subconjunto l. 

41. Conjuntos limitados de conjuntos. —Representemos por 
(A) um conjunto qualquer de subconjuntos limitados A dum dado 
espaçóide P. Diremos que (A) ó um conjunto limitado quando 
fôr limitado superiormente o conjunto das distâncias A A' entre 
os conjuntos constituintos de (A), ou elemontos do (A), tomados 
dois a dois do todos os modos possíveis. O limito superior do 
conjunto destas distâncias ó o diâmotro do (A). 

Um conjunto (A) será pròpriamente infinito quando admitir 
um subconjunto infinito do elementos não juxtapostos, dois 
quaiquer dolos. 

Num conjunto limitado (A) também é limitado o conjunto dos 
diâmetros dos conjuntos constituintes de (A). 

Para a justificação dôsto enunciado basta notar que, se A e 
A' são conjuntos elomontos do (A) o A o A' os respectivos diâ-
metros, temos 

| A - A ' | < 2 X Ã ' [p. 65, (3)]. 

Designando por a o diâmetro do (A) o por 8 o limite inferior 
dos diâmetros A dos conjuntos elementos de (A), da última re-

1 Pa ra esta defiuição veja-se, por exemplo, V I C E N T E G O N Ç A L V E S , Lições 

de Cálculo e Geometria, p. 55, l. 27. 
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lação deduz-se facilmente a soguinto: 

(1) A < 5 - j - 2 a . 

Um conjunto (A) é limitado ao mesmo tempo que a soma S dos 
conjuntos constituintes de (A). 

Sejam a e a' dois elementos quaisquer do conjunto soma S , 
A e A' as parcelas a que pertencem tais elementos, A e A' os 
diâmetros dêstes conjuntos. Podemos escrever, atendendo à re-
lação (5) a p. 51, 

(2) a a7 ̂  A + A' -f A A ' < A + A' -h A AT. 

Mas, se o conjunto (A) é limitado, os números A7V admitem um 
limite superior, e o mesmo sucede aos números A [prop. prec.~\. 
Por conseguinte também é limitado superiormente o conjunto 
das distâncias ãã7 , como resulta da relação (2), quere dizer, 
o conjunto S é limitado. 

Designando por a o diâmetro de (A) e por § o limite inferior 
dos diâmetros A, como fizemos há pouco, das relações (1) e (2) 
concluímos que o diâmetro de S não excede o número 

2 (5 -f 2 a) + a = 2 8 5 a . 

Reciprocamente, suponhamos agora que S ó um conjunto limi-
tado e demonstremos que o mesmo acontece a (A). Neste caso, 
como os diversos conjuntos A são evidentemente limitados, como 
a distância entro dois quaisquer dêstes conjuntos é a distância 
entro dois elementos conveniontomente determinados nos respec-
tivos lugares [p. 6í3, l. 29], como estes elementos pertencem ao 
lugar 181 [p. 22, l. 17] o como IS] ó um conjunto limitado [p. 21, 
l. 7], segue-se quo (A) também é um conjunto limitado. O diâ-
metro do (A) não excedo o do [S], isto é, não excede o de S 
[p. 44, l. 29]. 

42. Verificação das propriedades fundamentais. — Conti-
nuemos a considerar um determinado espaçóide P e todos os 
conjuntos limitados A, B, . . . nêle contidos, únicos de que nos 
ocupamos, por emquauto. Designemos ainda por (A) um conjunto 
qualquer constituído por alguns dos conjuntos A, B , . . . . 
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Demonstremos agora que o conjunto de todos os conjuntos 
A, B, . . . ó um novo espaçóide, supondo que adoptamos a defi-
nição já enunciada de distância entre dois conjuntos. 

1) Dados os conjuntos A, B e C, tem lugar a relação 

Ã C ^ Ã B + BC. 

E o quo já demonstrámos no n.° 30 [p. 64]. 

2) Se a sucessão de conjuntos 

A,, A2, • • , A;, . . . 

satisfaz à condição lim Ai A;< = 0 , existe um conjunto A tal que 
temos lim Ai A = 0 . 

Com efeito, nesta condição, como a um dado número 8 > 0 
corresponde um inteiro positivo k tal que temos Ai A* < 8 para 
todo o i~>k, soguo-so quo ó limitado o conjunto das distâncias 

ATA,; (i = l , 2 , . . . ) . 

Por conseguinte também ó limitado o conjunto de tôdas as dis-
tâncias Ai Aí' [p. 5, l. 19], assim como o conjunto soma 

A1 + A2 + . . . + A í + . . . . 

Existe, portanto, o limite integral A e, da condição lim Ai Au = 0 l , 
vem À I À [p. 85, l. 12]. 

Ora, designando por A êste limite único, temos lim Ai A = 0 

e lim A Ai — 0 , por so tratar duma sucessão de conjuntos cuja 

soma é limitada [p. 84, l. 17 e 27], resultados estes que nos 

dão limfuA — 0, como desejávamos demonstrar. 

3) É possível dividir qualquer conjunto limitado (A) descon-
juntas A num número finito de partes de diâmetros menores do 
que um número positivo 8 previamente dado. 

r — • ^ 
1 E evidente que as condições lim Ai Ai' = 0 e lim Ai Ai' = 0 são equi-

valentes . 

A 
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Para tanto comecemos por dividir o conjunto S, soma dos 
conjuntos A constituintes de (A), num número finito de conjuntos 
parciais de diâmetros menores do que S [p . 2, 3)] l. Sejam 

(3) S(, S 2 , • • •, Sk 

os conjuntos parciais assim obtidos. Em seguida formemos 
grupos com os conjuntos A do modo seguinte: os conjuntos A 
contidos om S, , os contidos em S2 , etc.; os conjuntos A (dis-
tintos dos já considerados) contidos em S1-j-S2 , os contidos em 
Si + S,, etc. Em geral, os conjuntos A de (A) pertencentes a 
um mesmo grupo correspondem a determinados dos conjuntos (3), 

(4) Sr , Ss , • • • , S„ , 

da seguinte maneira: cada um daqueles conjuntos está contido 
na soma 

sr+s»+...+s„ 
e não em nenhuma soma de conjuntos (3) que seja formada por 
menor número de parcelas. 

Os grupos assim constituídos são em número finito, e pode 
suceder que um ou outro seja desprovido de conjuntos A, como 
é evidente. 

Demonstremos agora qne os diâmetros dêsses grupos de 
conjuntos são menores do que o número considerado S. Um 
determinado grupo corresponde, como vimos, a determinados 
conjuntos (4). Estes dividem qualquer conjunto A do mesmo 
grupo em partes: 

A I Ar -(- A» -f- • • • -(- A !í , 
sendo 

A,-1 A x S r , As I A x S», • . . , A„ I A x S„. 

Temos, da mesma forma, para qualquer outro conjunto A' 
do referido grupo, 

A' I A'r + A'« + . . . + A'„. 

1 Já demonstrámos que a soma S é um conjunto limitado \p. 91, l. 3 | . 
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Mas a distância A A' não excede a maior das distâncias 

ÃjTr, 7 ^ , . . . , ÃJ^ [p. 68, l . 21], 

e, como estas distâncias não excedem respectivamente os diâme-
tros dos conjuntos (4), vem A A ' < 8 . Por conseguinte o diâ-
metro de cada grupo não excede o número 8 , como desejávamos 
demonstrar. 

43. Demonstração dum teorema de K I E S Z - S I E R P I N S K I . — 

Como aplicação da doutrina exposta anteriormente aprosentemos 
a seguinte demonstração dum toorema de R I E S Z - S I E R P I N S K I , já 
enunciado a p. 23, e estendido a conjuntos de elementos dum 
ospaçóido qualquor: 

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos total-
mente fechados, um dos quais supomos limitado, é necessário e 
suficiente que exista o produto de quaisquer desses conjuntos to-
mados em número finito. 

A condição é manifestamente necessária. Para demonstrar 

que é suficiente suponhamos, primeiro, que a soma dos conjuntos 

dados A é limitada. Neste caso o conjunto (A) de todos os 

conjuntos A também ó limitado [p. 91, l. 3], e podomos, por 

isso, dividi-lo num número finito de subconjuntos (A') de diâ-

metros inferiores a um número dado —. Tomemos um só con-
i 

junto elemento A' de cada subconjunto (A'), seja A; o produto 
dêstes conjuntos A', que existe por hipótese, e demonstremos 

que é verdadeira a desigualdade Â ; A < y , soja qual fôr o 

elemento A do conjunto (A). Com efeito, so (A') é o subconjunto 
de (A) a quo portence o elemento dado A, e se A' ó o elemento 
de (A') que ó factor na formação do produto A;, tomos, em 
virtude da relação A; KA' , 

A 7 a ^ A 7 A < Ã 7 Ã < J . 

.Procedendo desta maneira para todos os valores inteiros e 
positivos de i, obtemos a sucessão de conjuntos 
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sucessão esta que admito um limite integral À [p. 80, l. 2], e 
— > 

na qual 6 lim = 0 seja qual fôr o elemento A de (A). Daqui 
resulta que o limite integral A satisfaz à condição A K A , porque 
A é um conjunto totalmente fechado [p. 83, l. 6]. Como vemos, 
existe o produto do todos os conjuntos dados A, pois o limite 
integral A pertenço a qualquer deles. 

Podemos até afirmar que A coincide com o produto de todos 
os conjuntos A , porque êste produto está evidentemente contido 
em qualquer dos têrmos da sucessão anterior e, por conseguinte, 
está contido no limito A. 

Suponhamos agora que a soma dos conjuntos A ó ilimitada. 
Entre estes existe, por hipótese, um conjunto limitado que desi-
gnamos por A'. Substituamos cada um dos restantes conjuntos A 
polo correspondente produto B I A' x A . Como existe o produto 
de A' por quaisquer dos conjuntos A em número finito, também 
existe evidentemente o produto de quaisquer dos conjuntos B em 
número finito. Logo existe o produto do todos os conjuntos B 
(porque ó limitada a respectiva soma), que é o produto de todos 
os conjuntos dados l. 

O teorema que acabámos de demonstrar podo generalizar-se 
do seguinte modo: 

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos to-
talmente fechados, è necessário e suficiente que exista o produto 
de quaisquer desses conjuntos tomados em número finito, supondo 
que um dos produtos é limitado. 

Com efeito, como na infinidade de conjuntos dados existem 
alguns, em númoro finito, que, por hipótese, admitem um pro-
duto limitado, soguc-se que, se substituirmos na mesma infinidade 
estes últimos conjuntos pelo respectivo produto, obteremos uma 
nova infinidado do conjuntos mas nas condições do teorema pre-
cedente. Ora o produto dos conjuntos da nova infinidade é 
justamente o produto de todos os conjuntos dados. 

44. Espaçóides de conjuntos de origem P. — A teoria que 
desenvolvemos precedentemente mostra, em resumo, como es-
paçar o conjunto Pj dos subconjuntos dum determinado espaçóide 

1 Veremos no nfi 83 uma outra demonstração deste teorema. 
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P Diremos, então, que o espaçóide P é a base do novo es-
paçóide P,. 

Da mesma forma podemos espaçar o conjunto P2 dos subcon-
juntos de P,, depois o conjunto P3 dos subconjuntos de P2, e 
assim sucessivamente. Sabemos construir, portanto, uma infini-
dade de espaçóides 

(5) P4, P2, . . •, P;, . • •, 

de naturoza diforonto dos já considerados no n.° 13 [p. 35], por 
moio da —formação de conjuntos de conjuntos — aplicada suces-
sivamente a partir dum certo ospaçóido P. 

Aos conjuntos (5) chamamos espaçóides de conjuntos e ao 
conjunto P a origem dos mesmos espaçóides. Dizemos que estes 
são respectivamente de primeira espécie, de segunda espécie, etc., 
em relação à origem P. 

Quando esta origem fôr o conjunto de todos os números reais 
e imaginários, obteremos os espaçóides numéricos de conjuntos, 
que podem ser do primeira espécie, de segunda espécie, etc. 
Também chamamos espaçóide numérico de conjuntos a qualquer 
espaçóide contido num dos precedentes. 

Observação. — É evidente quo o conjunto P pertence a P4, 
pois consideram-se subconjuntos particulares de P os seus próprios 
elementos. De igual modo se nota que Pt pertence a P2, que 
êste pertence a P3 e que, em gorai, cada têrmo da sucessão (5) 
pertence ao têrmo imediatamonto seguinte. Logo cada têrmo P* 
admite por subconjuntos todos os têrmos de ordem inferior a i. 

Somos levados, por consequência, à consideração do conjunto 

S I P . + P. + . . . + * + . . . 

da totalidade dos elemontos dos conjuntos P; (i—l, 2, •••), 
pois encontra-se naturalmente definida a distância entre dois 
elementos quaisquer da soma S: dois olomentos de S pertencem, 
na verdade, a um mosmo conjunto P. A relação fundamental 

1 Continuamos a considerar sòmente os subconjuntos de P que são 
limitados. E s t a restrição é de res to indispensável pa r a o espaçamento de P , , 
como veremos numa observação que se encontra no final do n.° 55. 
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entre distâncias é evidentemonte verdadeira mas, a-pesar-disso, 
tal definição de distância não leva o conjunto S à classe dos 
espaçóides, visto não obedecer, como vamos verificar, a tôdas as 
propriedades características dêstes conjuntos. 

Com efeito, observemos, por exemplo, que não é possível 
dividir todo o subconjunto limitado de S num número finito de 
conjuntos de diâmetros monores do que um número positivo 
qualquer prèviamente dado. Para citar um caso simples, tomemos 
dois elementos a e b de P, não juxtapostos um ao outro, e 
consideremos o subconjunto A de S constituído pelos elementos 

a , b , A|, Aj, . • . , A I , * . . , 

em que: Ai é o conjunto dos elementos a e b; A2 é o conjunto 
dos elementos a, b o A,; em geral Ai é o conjunto dos elementos 

a , b, A;, Aj, . . . , Ai_i. 

Fàcilmente reconhecemos, por indução, que a distância entre 
dois elementos quaisquer de A é igual a a b . O conjunto A é, 
pois, limitado e de diâmetro a b , mas não podemos dividi-lo num 
número finito de partes de diâmetros inferiores à distância a b , 
como é evidente. Êste conjunto A não satisfaz ao enunciado de 
BOLZANO-WEIERSTRASS : é limitado e pròpriamente infinito mas 
não admite elemento limito algum. 

45. Espaçóides, em geral, de origem P. — As duas ope-
rações — composição de conjuntos e formação de conjuntos de 
conjuntos — permitem-nos construir ainda outros espaçóides (a 
começar por um certo espaçóide Pj de formas mais complicadas 
(em relação a P) do quo os já mencionados nos n.03 13 o 44. 
Do facto, os espaçóides de conjuntos de origem P podem figurar 
como origens na formação de espaçóides compostos, e estes, 
por sua vez, servem de origens a novas infinidades de espaçóides 
de conjuntos. 

Todos os espaçóides que se obtêm por intermédio das alu-
didas operações aplicadas a partir dum dado conjunto P podem 
dispor-se numa infinidade numerada de grupos, como a seguir 
indicamos: o grupo (P0) constituído unicamente pelo conjunto 
P01 P; o grupo (P'j dos espaçóides compostos de componentes P; 

7 
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o grupo (P4) dos espaçóides de conjuntos de bases nos dos 
grupos (P0) e (P') [p. 96, l. 1]; o grupo (P") dos espaçóides 
compostos em cada um dos quais um dos componentes pertence 
a um dos grupos (P') ou (P4), e cada um dos restantos compo-
nentes a um dos grupos (P0), (P') ou (P t); o grupo (P2) dos espa-
çóides de conjuntos de bases nos dos grupos (P,) e (P"). Em 
geral, o grupo (PW) é constituído pelos espaçóides compostos 
em cada um dos quais um dos componentes pertence a um dos 
grupos (P(i-1)) ou (Pí_i), e cada um dos restantes componentes 
a um dos grupos anteriores a (Pw); o grupo (P,) é constituído 
pelos espaçóides de conjuntos de bases nos dos grupos (P,_j) 
e (PW). 

Aos diversos conjuntos dos grupos 

(6) (P'), (PJ, (P")> (P2), (P(i»). (PO.---

chamemos, em geral, espaçóides de origem P. 
Imediatamente reconhecemos que os espaçóides compostos 

P', P", . . . , P«, . . . 

de origem P, definidos no n.° 13, p. 35, fazem parto respecti-
vamente dos grupos 

(P') . (P"), . . . . (PW) , 

e que os espaçóides de conjuntos 

Pl ) P2 > • " • » Pi , • • • 

com a mesma origem P , definidos no n.° procedente, fazem 
parte respectivamente dos grupos 

(Pi), (P2), - (Pi), . . . . 

Dizemos que os restantos espaçóides dos grupos (6) são mixtos 
em relação à origem P . 

Os espaçóides dos grupos (P') e (Pj) são de primeira espécie, 
os dos grupos (P") e (P2) são de segunda espécie; em geral, 
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dizemos que os espaçóides dos grupos (PW) e (P;) são de espécie i 
em relação à origem P. 

Damos o nomo de espaçóides numéricos, duma maneira geral, 
aos espaçóides de origem no conjunto de todos os números reais 
e imaginários. Também damos essa designação a qualquer es-
paçóide contido num dêstes últimos. 

Os espaçóides numéricos podem sor conjuntos compostos ou 
conjuntos de conjuntos; uns e outros podem sor mixtos ou não, 
e classificam-se em espécies como acima dissemos. 

Estas broves consideraçõos bastam para pôr em evidência a 
grande generalidade da teoria já exposta até agora, o para 
mostrar como as duas operações a quo nos temos referido con-
duzem a espaçóides extremamente complexos em relação ao 
conjunto P tomado para origom. 

46. Potência do conjunto dos espaçóides de origem P. — 
É numerável o conjunto dos espaçóides de origem P . 

Como já dispusemos tais espaçóides numa infinidade nume-
rada de grupos (6), obteremos a demonstração do enunciado se 
provarmos que os espaçóides de cada grupo constituom uma 
infinidade numerável. 

Para isso notemos, primeiro, que: 
Ê numerável o conjunto de todos os espaçóides compostos nos 

quais os componentes são têrmos duma certa infinidade numerável 
de espaçóides. 

Efectivamente, se formarmos uma sucessão com esta infini-
dade de conjuntos, cada um dos referidos ospaçóides compostos 
será determinado por um sistema de índices, em número finito, 
indicadores das ordens dos componentes na mesma sucessão i. 

1 E numerável qualquer conjunto cujos elementos sejam definidos por ín-
dices em número finito, embora êste número possa variar de elemento para 
elemento, índices êsses que tomam todos os valores inteiros positivos indepen-
dentemente uns dos outros. 

Com efeito, basta notar que, se fizermos corresponder a cada elemento 
dum tal conjunto o número inteiro cuja decomposição em factores primos 
tem a forma 2a.33. . . . sendo a, (3, . . . os índices de que depende êsse 
elemento, teremos estabelecido uma correspondência biunívoca entre os 
elementos do conjunto considerado e os números inteiros em cada um dos 
quais os factores primos diferentes são consecutivos a partir de 2. 

(Deve-se a V I C E N T E G O N Ç A L V E S a idea desta demonstração) 
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Por conseguinte, se supusermos que os grupos anteriores a 
(PW) são numeráveis, o mesmo acontecerá ao grupo (PW), visto 
cada espaçóide dêste grupo admitir por componentes alguns dos 
espaçóides do grupo numerável 

(Po) + (PO + (Pi) + • • • + ( P ^ ) + (fc- i) • 

O grupo (Pi) também será numerável, como é evidente. Logo, 
atendendo a que os grupos anteriores a (P") são numeráveis, 
concluímos, por indução, que o mesmo acontece a todos os 
grupos da sucessão (6). 

47. Os limites de conjuntos. Primeira extensão do teorema 
de BOLZANO-WEIERSTRASS. — Uma vez espaçado o conjunto dos 
subconjuntos limitados dum dado espaçóide, manter-se-á verda-
deira tôda a doutrina exposta desde o princípio so imaginarmos 
que os elementos então considerados a, b, • • • representam 
subconjuntos dêsse espaçóide, quaisquer mas limitados. 

São verdadeiras, em particular, tôdas as definições e propo-
sições sôbre limites de conjuntos, correspondentes às que se 
encontram enunciadas e demonstradas no cap. i, | n. 

Assim, a definição de convergência duma sucessão 

(7) Aj, Aj, • . . , A;, ••• 

de subconjuntos limitados de P é a definição já conhecida da 
p. 10: a sucessão (7) converge para o conjunto limitado A quando 
temos 

lim A; A = 0 . 

Também podemos dizer que uma sucessão (7) de conjuntos 
limitados converge para um conjunto limitado A quando cada 
número S > 0 determina uma ordem k tal que, para í > / c , a um 
elemento qualquer de Ai ou de A corresponde um elemento de A 
ou de A; a uma distância do primeiro menor do que 8 . 

É claro que a definição de convergência duma sucessão do 
subconjuntos limitados de P generaliza a definição do conver-
gência duma simples sucessão de elementos. 

E particularmonto importante a seguinte extensão do teorema 
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de BOLZANO-WEIERSTRASS, que se apresenta como resultado 
desta teoria: 

Qualquer conjunto de conjuntos limitados, limitado e pròpria-
mente infinito, admite um conjunto limite. 

Se atendermos a que um conjunto de conjuntos limitados é 
limitado ao mesmo tempo que a soma dêstes conjuntos, pode-
remos enunciar da seguinte forma o teorema precedente: 

Qualquer conjunto pròpriamente infinito de conjuntos de soma 
limitada admite um conjunto limite. 

Podemos afirmar, portanto, que é sempre possível extrair 
uma sucessão convergente de conjuntos duma sucessão qualquer 
de conjuntos de soma limitada. 

A doutrina dos limites de conjuntos será exposta detalha-
damente no capítulo imediato. Nesse mesmo capítulo genera-
lizaremos a definição agora dada de limite duma sucessão de 
conjuntos; consideraremos conjuntos quaisquer, e não sòmente 
conjuntos limitados. 
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