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CONTRIBUIGAO PARA 0 ESTUDO

TEORIA DAS FUNCOES

CAPITULO 1

NOGAO DE ESPAGOIDE

PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS

1. Defini¢io de espagéide. — Seja P um conjunto constituido
por uma infinidade de elementos de natureza qualquer. Repre-
sentemos os diversos elementos déste conjunto pelas letras a, b,
C;- .. @ empreguemos o sinal | colocado entre dunas letras quando
quisermos indicar que uma destas respresenta 0 mesmo elemento
que a outra. O referido sinal pode ler-se: o mesmo que.

Associemos a cada par de elementos a e b um ndmero real
nilo negativo, a que chamamos distdncia entre a e b (ou entre b
e a) e que designamos por ab (ou por ha).

Diremos que a é juxtaposto a b (ou b juztaposto a a) quando
for ab =0, o que indicaremos por al b (oub Il a). Por convenciio
um elemento juxtapde-se a si proprio, isto 6, de a | bresultaalb;
porém de allb pode nfio resultar necessiriamente a | b.

Consideremos agora um subconjunto A de P, ou seja um con-
Junto formado por elementos de P !. Damos o nome de dis-
metro de A ao limite superior das distincias entre os elementos
deste conjunto tomados dois a dois de qualquer modo. O dia-
metro dum elemento considera-se igual a zero.

1 A defini¢io de subconjunto ndo execlui o caso de A ser o préprio P
ou de se reduzir excepcionalmente a um sé elemento déste conjunto.
1
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Chamemos conjunto limitado a todo o conjunto A com o dia-
metro finito.

Chamemos ainda eonjunto propriamente infinito a todo o con-
junto A que admita um subconjunto infinito de elementos nio
juxtapostos, dois quaisquer déles.

Bstabelecidas estas primeiras nogdes, suponhamos que tal
definichio de distancia entre os elementos de P é determinada de
forma que sejam verdadeiras as seguintes propriedades:

1) Verifica-se a relagdo
(1) aczab+be
para quaisquer elementos a, b e ¢.

2) A cada sucessdo infinita de elementos

aI.ia‘Ql"'la!".l"'l

na qual seja limaay =04, corresponde um elemento a que sa-
tisfaz & condigdo lima; a8 = {.

3) Podemos dividir qualquer subconjunto de P, que seja limi-
tado, num nimero finito de conjuntos * de dittmetros menores do
que um wimero positivo qualquer préviamente dado *.

1 Subentende-se, nesta notagdo, que i e ¥ tendem para infinito.
Logo, dizer que é limaiar =0, é dizer que tende para zero gualquer
sucessdo de distdncias @ ag quando as sucessies correspondentes doe indi-
cos i e i tendem para infinito. Noutros térmos: o simbolo lim aiay =0
exprime que a todo o niimero 3> 0 corresponde um nlmero inteiro &> 0 de
modo que seja & as <3 para quaisquer valores de i ¢ i’ superiores a k.

2 Considera-se um conjunto dividido em novos conjuntos quando a soma
déstes reproduz aquéle.

3 Importa observar que & possivel dar outras formas is presentes
condigdes. Podemos, por exemplo, substituir a condigio 2) pelo enunciado
de Borzawo- WEIERSTRASS, €OMO Veremos numai obgervagiio no no° b. Mais
adiante [n.° 83) também veremos que a condigio 8) é equivalente a um
enunciado de Borer-LEseseue e ainda a um enunciado de Rixsz-Sizpixexr.

Notemos também que as hipdteses 2) e 3) convertem-se em teoremas
quando o conjunto P nio é propriamente infinito. Estes teoremas demons-
tram-se fhcilmente tendo em vista a proposigiio da p. 4, I 21, e atendendo
a que um conjunto nio propriamente infinito & todo aquéle que pode dividir-se
num némero finito de conjuntos de diAmetros nulos.
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Apresentadas as condigdes a que sujeitamos a definiclio de
distancia, chamemos conjunto espagado, ou, mais simplesmente,
espagdide, a todo o sistema constituido por um conjunto infinito P
¢ por uma definigio de distancia (nas referidas condigdes) entre
os elementos déste conjunto.

Assim, dizemos que o conjunto dos ntimeros dum certo in-
tervalo fechado, o conjunto de todos os nimeros reais 8, maAais
geralmente, o conjunto dos pontos do espage ordindrio de n
dimensdes sfio espagbides. Na verdade, conhecemos a definicito
de distancia pp’ entre dois pontos p e p' deésse espago e tal
definigho goza das propriedades seguintes: 1) é sempre verda-
deira a relagio pp" 2pp +p'p’; 2) dada a sucessiio de pontos
PLpay -« o, Py -+, a condiglo limp; py =0 assegura a existdncia
dum ponto p (limite da sucessfio) de modo que se tenha lim p; p=0;
sabomos, emfim, dividir qualquer conjunto de pontos, que seja
limitado, num ndmero finito de partes de diametros tio pequenos
quanto quisermos. O conjunto de todos os ntmeros reais e
imagindrios, bem como qualquer conjunto infinito e fechado, cons-
tituido por niimeros ou por pontos dum espago ordindrio de n
dimensdes, siio outros espagoides .

Convencionemos representar sempre um espacéide pela letra P,
afectada ou nflo de um ou mais {ndices. Um conjunto do tipo P &,
pois, qualquer conjunto infinito (de elementos de natureza nilo
especificada) associado a uma definicio de distincia entre os
seus elementos nas condigbes citadas anteriormente.

2. Primeiras conseqfiéncias. —Da relagiio (1) conclaimos
que dois elementos juxtapostos a um terceiro sdo Jurtapostos entre
8i, isto é, de allb e bllc resulta allg. Se diversos elementos
s80 juxtapostos a um mesmo elemento a, dois quaisquer déles
sllo, pois, juxtapostos um ao outro. Dizemos, entio, que 08
elementos considerados juxtapdem-se entre si.

Como vemos, a jurtaposicto de elementos satisfaz is condi-
ches

ala

alb .. bla
allb, ble .-. ale

! Encontraremos depois novos exemplos de espagdides.
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da igualdade entre nimeros.

A mesma relacio (1) pode generalizar-se, anhlogamente ao
que sncede no caso dos elementos serem nimeros. Com efeito,
considerando m elementos quaisquer a, b, ¢, ..., U, Vv dum
determinado espagbide P, temos

avzab+bvzab+betov
e, por indugldo, vem
(2) E_VZa_E+ﬁ+---+ﬁ.

Se efectuarmos permutagdes circulares na sucessio dos ele-
mentos considerados, facilmente se concluird, da presente rela-
¢llo, que:

Dada uma sucessdo de m elementos de P, considerando as
distancias entre cada dois elementos consecutivos e entre o primeiro
e o ultimo, uma qualquer destas m distancias ndo excede a soma
das restantes.

Por conseguinte:

A diferenga de duas das m distancias (em valor absoluto) ndo
é maior do que a soma das outras.
Daqui resulta que:

Se for ala' e blb', também serd ab =ab.
Com efeito, basta escrever

[ab—a W Izaa+bW

e notar que 6 aa =0 e b =0.

A distancia entre dois elementos niio se altera, pois, quando
estes se substituem por outros que sejam juxtapostos aos pri-
meiros.

Como segunda aplicagiio mostremos que:

E limitado qualquer conjunto soma dum nimero finito de
conjuntos limitados de elementos de P.




I — Principios fundamentais b

Suponhamos, em primeiro lugar, que A é a soma de dois
conjuntos limitados B e C, e comecemos por fixar dois elemen-
tos b’ e ¢’ de B e C respectivamente. DPodemos escrever

bezhb+b'c+c'c

para elementos quaisquer b e ¢ dos conjuntos B e C, donde
resulta, designando por A' e A" os didmetros déstes conjuntos,

ez A+ A"+ T,

Logo o conjunto A é limitado, porque a distiincia entre dois quais-
quer dos seus elementos ndio excede o nimero A'+ A"+ B¢
Notemos que é

3) AZN A 4+FT,

onde A representa o diftmetro do conjunto Aj; esta relaclio de-
duz-se da anterior, visto b e ¢ representarem elementos quaisquer
de B e C respectivamente.

Por ser limitada a soma de dois conjuntos limitados tamhém
6 limitada a soma de trés, de quatro, ete.

O soguinte enunciado permite-nos dar outra forma & definigfio
de conjunto limitado:

Um conjunto A é limitado ao mesmo tempo que o conjunto das
distancias ab entre cada elemento a de A e um determinado ele-
mento b.

Com efeito, vimos h4 pouco que a soma de dois conjuntos
limitados é igualmente limitada; logo, se A é limitado, o mesmo
acontece ao conjunto das distincias ab. O reciproco resulta da
relaclio

aa’zab+a'h

onde a e @' silo elementos quaisquer de A.

3. Observagiio. — Consideremos um conjunto infinito Q sub-
metido a uma definicio de distincia entre os seus elementos.
Admitamos que esta definiclio de distincia obedece s condicBes
fundamentais 1) e 3), excepto & condigio 2) que supomos ndo
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ger verdadeira em todos os casos; como vemos, o conjunto O
nilo se encontra espagado com tal definigho de distincia.

A presente observaclo, que pretendemos justificar, consiste
no seguinte:

O conjunto Q pode considerar-se um subconjunto dum espa-
¢oide P, sendo a definigdo de distdncia entre os elementos de P
que pertencem a O a mesma que adoptdmos no conjunto Q.

Seja

By By cnos Rig ooe

uma sucessfio de elementos de Q tal que se tenha lima;a; =0e
que, no entanto, nfio satisfaca i condigfio 2). Consideremos todas
as sucessbes de elementos de Q que se encontrem neste caso e
facamos a conven¢llo seguinte: dar uma sucesslo nestas condi-
gbes & dar (ou definir) um novo elemento. Adicionemos ao con-
junto O todos estes novos elementos e designemos por Q' o
conjunto assim constituido. Para maior simplicidade na expo-
siglo, também diremos que um elemento a de @ é dado pela
sucessiio a, &, ..., 4, ... . A qualquer elemento de Q' ecor-
responde, pois, uma determinada sucesslio de elementos de Q
que, por convencllo, define 8sse elemento.

Eis a nova defini¢glio de distincia: em geral, a distincia entre
dois elementos a' e b' de Q' definidos pelas sucessdes

a.,ﬂ!, a..,&[,-.-
hl: hzs-'-: hl'l i

6 o nimero a'b’=lima;bh;; éste limite existe, de facto, porque
da relagiio

| b —a: by | Zaa+be Bl [p. 4, 1. 18]
resulta
lim | a;bi—as by | =0.

Temos assim definida a distineia entre dois elementos
novos, assim como entre um elemento novo e um elemento de Q:
a distincia entre o elemento &' @ um elemento b de Q ¢, afinal,
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a’b=Ilimabh. Depois, esta definicio generaliza evidentemente
a definigiio de distincia, que supomos conhecida, entre dois ele-
mentos de 0. Temos definidas, em particular, as distincias

aa: (=12, ...)

entre o elemento @' e os tdrmos da sucessfio que o define.
Dadas estas nocdes, demonstremos que é lima;a’ =0.
A um nimero dado 8>0 corresponde um inteiro £ >0 de

i —— . 8 Jrc g
modo que seja &8s <<-;- para todos os valores de ¢ e i’ supe-

riores a k. Depois de escolhermos para ¢ um valor qualquer
superior a [k, sujeitemos ¢ & mesma condicfio mas com um valor
suficientemente grande para que se tenha

il =it 8
a:a'<aar+,

0 que & possivel visto a distdncia a;a’ ser o limite de a;ay

quando ¢ tende para infinito. Temos, entdo,

| o

ﬁ(‘: + '=51

0
e

sendo esta desigualdade verdadeira para qualquer valor de ¢
superior a k, o que nos dd lima;a’ = 0.

Em resumo, a introdugllo dos novos elementos no conjunto
considerado Q@ implica a convergéncia (como diremos no pard-
grafo seguinte) de todas as sucessdes

a]r az: caey By oo
de elementos de Q que satisfacam & condigfio lim a;ap =0. Além
disso 0 novo conjunto @' constitui um espagdide; é 0 que passamos
a demonstrar:

1) Dados os elementos a', b' e ¢' de Q' verifica-se a relagdo

aczab+hc.
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Com efeito, se estes elementos sfio dados respectivamente
pelas sucessdes

TR TETE T
T TR R
cl? 0;,-*-1 l::,-.o|

como temos
a;c.Zab, 4 be:,
resulta
lim a;6: < lim a; b;+ lim by ¢,
isto 6,

aczab+hbc.
2) A qualquer sucessdo de elementos de O,
a,ls nrll LA ari: ey
na condigdo de ser lim @';@'y = 0, corresponde um elemento a' para
o qual é lima’;a’' = 0.
Esta propriedade foi h4 pouco verificada no caso particular

dos elementos da sucessio pertencerem todos a Q. Na hip6tese
contréria fagamos corresponder a eada elemento a'; um elemento a;

de O que satisfaga & designaldade a;a’; <_1i_ i, A sucessio
Bes B vosy e
6 tal que lima;a;=0. Temos ainda
aa,Zaataiay+ava; [p. 4,1 18],

donde vem lima;a,=0. Esta Gltima sucessiio define, portanto,
um elemento a’, e da relagio

a;a Za.-a;+a¢_a"

conclufmos que é lima';a’' =0, como desejavamos provar.

! Be a'; for um elemento de Q, o elemento a; poderd ser o proprio a';,
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3) E possivel dividir qualquer subconjunto de O, que seja
limitado, num mimero finito de partes de diametros inferiores a
quaiquer mimero positivo préviamente dado.

Seja A’ um subeonjunto de @, limitado, e consideremos um
namero ¢>0. A cada elemento a' de A’ corresponde sempre

um elemento a de @ para o qual é ﬁ'{'f;-. Designemos por A

o conjunto dos elementos a correspondentes dos diversos elemen-
tos @’ de A'. A um subconjunto de A corresponde um subeon-
junto de A’ e a uma divisfio de A em partes corresponde igual-
mente uma divisio de A’ em partes.

O conjunto A é limitado porque, se a e b sio dois dos seus
elementos e a' @ b’ correspondentes deles em A’, temos

ﬁZﬁ-F-E"F-{Jﬂi:

donde vem

a—5<§e+ﬁ'.

Se dividirmos agora o conjunto A num nimero finito de partes

-3
3
uma divisio de A’ em partes de didmetros menores do que e
porque, para dois elementos @' e b’ duma destas partes, temos,
designando por a e b os correspondentes désses elementos no
conjunto A,

de didmetros menores do que —-, obteremos por correspondente

abzaa+ab+bb<e.

Em concluslio, podemos dizer que: o conjunto proposto Q ¢
um subconjunto dum espagéide P | Q' no qual se conserva a mesma
definigllo de distancia entre os elementos de Q. REsse espagoide
poderd chamar-se prolongamento do conjunto @ 1.

1 Existe um perfeito paralelismo entre a exposigdo que seguimos nesta
nota ¢ a que podemos seguir nos principios da teoria dos niimeros irracionais
quando, no estudo déstes mimeros, adoptamos o método de Bruso pe Capzpo,
(Veja-se Pacurco ou Amoru, Aritmética Racional, p. 837 e segs.).
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I1

CONCEITO DE LIMITE DUMA SUCESSAO
DE ELEMENTOS DUM ESPAGOIDE

4. Definigho de limite. — A defini¢io de limite duma suces-
sio infinita

(n By L

de elementos dum espagbide P baseia-se na defini¢io de distan-
cia: dizemos que a sucessdo (1) converge ou tende para o ele-
mento & quando se verifica a condigfio lima;a =0, isto é, quando
a cada nimero 3>0 corresponde de tal forma um inteiro posi-
tivo k& que se tenha a;a <3 para qualquer i>k. O elemento a
chama-se um limite da sucesslo e esta diz-se, neste caso, ¢on-
vergente.

5 evidente que uma sucessio (1) na qual todos os térmos
sllo juxtapostos a um determinado elemento a converge necessi-
riamente para o mesmo elemento a. Em particular, a sucessio

B 8 cnplyrie

converge para o elemento a.
Uma sucessfio que nfio é convergente chama-se divergente.

A condigdo lima;ay =0 é necessdria para a convergéncia da
sucessdo (1).

Com efeito, se a sucessfio (1) converge para o limite a, temos
lima;a==0, e de

aasZaatasa

resulta ima;ay,=0.
A mesma condiclo assegura, por outro lado, a convergéncia
da sucessiio (1): ¢ a hipotese 2), p. 2.

E necessariamente limitado o conjunto dos térmos duma su-

cessdo convergente.
Na verdade, se a sucessiio (1) converge para o limite a,
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temos lima; a=0; logo é limitado o conjunto das distincias a;a
e 0 mesmo acontece ao conjunto das distincias a;as [p. b, I. 19].

Os limites duma sucessdo convergente sdo juztapostos entre si.
Porque, se a e b sio dois limites da sucessiio convergente (1),
as condicbes lima;a=0 e lima,b=0 dio

abzlim(a;a+ah)=0,

donde vem a |l b.

Se uma sucessdo converge para um limite a, também converge
para qualquer elemento juxtaposto a a.

Com efeito, sendo lima;a=0ealh, como & entio a;a=2a,b
(visto-que a distancia entre dois elementos ndio se altera quando
estes se substituem por elementos juxtapostos aos primeiros),
temos

lima;b=1Ilima;a=0,

e a sucesslo dada também converge para o limite b.

Convencionemos designar qualquer limite da sucessiio con-
vergente (1) por meio do simbolo lima;. Atendendo agora aos
dois Gltimos enunciados, vemos que basta escrever ima; la, ou
all Zima;, para exprimir que o elemento @ é um limite da sucessiio
convergente (1).

5. Elemento limite dum conjunto. Extensfio do teorema
de BoLzaxo-WEIERSTRASS. — Chamemos subsucessdo duma dada
sucessilo (1) de elementos de P a qualquer outra

) SIrar VRS

que seja formada por t8rmos da primeira, sem repeticdes e pela
ordem em que nela se encontram. Os indices 7, 8, .v., U, «..
slio, pois, nimeros inteiros positivos e crescentes.

Dizemos que uma sucessiio de elementos de P é propriamente
infinita quando o conjunto dos tdrmos é propriamente infinito,
isto &, quando admite uma subsucessio na qual dois térmos
quaisquer nilo sejam juxtapostos.

Para que uma sucessdo de elementos seja propriamente infinita
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é suficiente que ndo admita uma subsucessdo de térmos jurtapostos
entre si.

Consideremos, com efeito, uma sucessio que niio admita uma
infinidade de térmos juxtapostos entre si. Suprimamos todos
o8 térmos juxtapostos ao primeiro (excepto &ste térmo), supri-
mamos em seguida A sucessfio restante os térmos juxtapostos ao
segando (excepto @ste), etc. Podemos continuar assim indefini-
damente, visto suprimirmos, de cada vez, apenas um nimero
finito de térmos ow nenhum. Os térmos niio suprimidos constitnem
evidentemente uma subsucessio em que dois térmos quaisquer
nfo ge juxtapdem am ao ouatro.

Por conseguinte qualquer sucessdo que ndo seja propriamente
infinita admite uma subsucessdo de térmos juxtapostos entre si *.

1 A proposigio que acabimos de demonstrar & susceptivel de tomar um
mspecto mais geral, como vamos ver.
Consideremos uma sucessfio infinita de elementos abstractos

By Byy vowg Riyonen

Admitamos que certa propriedade pode verificar-se ou nilo entre dois désses
elementos dados arbitrdriamente, ¢ demonstremos a proposigio seguinte:

A sucessdo proposta admite uma subsucessdo tal que: ou dois quaisquer
dos seus térmos salisfasem & referida propriedade, ou dois quaisquer deles ndo
salisfazem.

Convencionemos dizer que diversos térmos da sucessio considerada
slo relacionados ou irrelacionados uns com os outros, conforme dois
quaisquer désses tdrmos satisfazem ou ndlo 4 propriedade de que nos ocu-
pamos,

Suponhamos agora que a sucessfio proposta ndo admite uma subsucessio
de térmos relacionados uns com os outros. Neste caso admite necessiria-
mente uma subsucessdo ar, &, &, ... tal que o seu primeiro térmo ar seja
irrelacionado com cada um dos seguintes, porque, se assim nio fbsse, se
suprimissemos i sucessdo proposta os térmos irrelacionados com o primeiro
(excepto éste), se suprimissemos em seguida i sucessdo obtida os térmos
irrelacionados com o segundo desta sucessio (excepto éste) e se continudsse-
mos assim sucessivamente, os trmos restantes (que seriam em mimero infinito
porque saprimiriamos, de cada vez, apenas um nimero finito déles ou ne-
nhum) constituiriam uma subsucessfio de térmos relacionados uns com o8
outros.

Pelo mesmo motivo a sucessio as, &, ... admite uma subsncessio
@r'y Ay Ar', ... tal que o seu primeiro térmo ar seja irrelacionado com
cada um dos seguintes, poie aquela sucessdo ainda se encontra nas condigdes
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Para que uma sucessdo convergente seja prdpriamente infinita
é mecessdrio e suficiente que admita uma subsucessdo de térmos
ndo juxtapostos a wm limite @ da mesma sucessdo.

A condi¢io é manifestamente necessiria porque, #e a su-
cessio proposta admite uma subsucessiio em que dois térmos
quaisquer niio sejam juxtapostos um ao outro, entre estes Gltimos
térmos apenas poderd encontrar-se um que seja juxtaposto ao
elemento a.

Reciprocamente, suponhamos que uma dada sucessfio con-
vergente (1) admite uma subsucessiio de térmos nfio juxtapostos
a um dos seus limites a. Suprimindo todos os térmos juxtapostos
a a, caso existam, obtemos uma sucessio que j4 ndo admite uma
infinidade de térmos juxtapostos entre si, em virtude da eondi-
¢llo lima;a=0. KEsta nova sucessiio é, pois, propriamente infi-
nita [prop. prec.], @ 0 mesmo acontece & proposta.

Dizemos que um elemento a & limite dum conjunte A quande

da proposta. A sucessfio av, ar, ... admite, por sua vez, uma subsucessfio
Ar'f, A5, Apr, ... em idénticas condigdes, e assim indefinidamente.

Os primeiros térmos a-, ar , ar/, ... das subsucessdes mencionadas sfo
evidentemente irrelacionados uns com os outros e constituem uma subsu-
cessiio da sucessio proposta. Por conseguinte, se esta nio admite uma
subsuecessio de térmos relacionados uns com os outros, como estamos a supor,
& porque admite uma subsucessiio de t8rmos irrelacionados, e assim demons-
tramos a proposigiio que tinhamos em vista.

Como aplieagdo temos que:

Qualquer sucessdo de nlimeros reais a,, @y, ..., @i, ... admile necessiiria-
mente uma subsucessdo mondlona,

Efectivamente, dois térmos quaisquer as e ax (A <k) ou satisfazem i
propriedade de ser ai < ak on nio satisfazem.

Em particular, t6da a sucessio convergente de nimeros reais admite
uma subsucessio mondtona, a qual ainda tende para o mesmo limite que &
primeira, como & sabido.

Eis uma simples demonstragio do teorema de Borzaxo-WeiersTrass
baseada nestas consideragdes:

Qualquer conjunto A de nikmeros reais, que seja limitado e infinilo, admite
um ponto limite.

Com efeito, podemos extrair do conjunto A uma sucessfio infinita de
niimeroe reais todos diferentes, e a mesma sucessfo on admite uma subsu-
cessilo de nimeros erescentes ou entiio de nimeros decrescentes, subsucessilo
esta que tende necessiriamente para um limite.
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é nuolo o limite inferior das distfnecias entre o elemento a e os
elementos de A nilo juxtapostos a a. Em virtade da dltima
proposigio que demonstrimos, podemos dar a esta definiglo a
forma seguinte, geralmente mais comoda nas aplicagbes:

Elemento limite dum conjunto A é todo o elemento de P que
seja limite duma sucessdo convergente propriamente infinita de
elementos de A.

Por forga déste enunciado e da condigiio 2), p. 2, a existéncia
dom elemento limite dum conjunto A reduz-se i existéncia duma
sucessdio propriamente infinita de elementos de A tal que seja
lima;ay= 0. A-propésito desta questio demonstremos o teo-
rema seguinte:

Um conjunto A, limitado e propriamente infinito, admite um
elemento limite.

Observemos, primeiro, que é possivel extrair dum eonjunto
limitado e propriamente infinito um subeonjunto nas mesmas con-
digdes, mas de diimetro menor do que um nGmero positivo
dado 8. Com efeito, se dividirmos o conjunto considerado num
namero finito de conjuntos parciais de didmetros menores do
que &, um déles, pelo menos, serd propriamente infinito.

Posto isto, consideremos um conjunto A, limitado e propria-
mente infinito. Seja A; um subconjunto de A, propriamente infinito
e de difmetro menor do que 1. Seja A, um subeonjunto de A,

. R : 1 -
propriamente infinito e de didmetro menor do que —-. Conti-

nuemos assim indefinidamente, designando por A;, em geral, um
subconjunto de A;_,, propriamente infinito e de diimetro menor

do que e Obtemos assim uma sucesslo infinita de conjuntos
Al’ ﬁ:, .- ,h;, “ e

cada um dos quais contém o conjunto imediatamente seguinte
e de diimetros que tendem para zero.

Consideremos agora um elemento a, de A,, depois um ele-
mento &, de A, mas niio juxtaposto a a,, e assim sucessivamente.
O elemento considerado a;, em geral, pertence ao conjunto A; e
niio se juxtapde a nenhum dos elementos anteriormente escolhidos
(o que podemos conseguir, visto A; ser propriamente infinito).
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Construimos, déste modo, uma sucessio propriamente infinita de
elementos de A,

al, ﬂ,, a-a,al‘, ey

P |
@ que é convergente, porque da relaglio a,as <, onde " 6 0

menor dos inteiros ¢ e i/, resulta {ima; ay=0.

Um conjunto ilimitado pode ndio admitir elemento limite
algum. Apenas podemos afirmar, em geral, que é possivel extrair
dum conjunto ilimitado uma sucessio de elementos cujas dis-
tincias a um elemento dado tendam para infinito, como facilmente
reconhecemos.

A @ste respeito completemos a proposi¢io anterior dizendo:

Para que um conjunto admita um elemento limite é necessdrio
e suficiente que contenha um subconjunto limitado propriamente
infinito.

A condicllo & necessdria visto ser limitado o conjunto dos
térmos duma sucessllo convergente, e é suficiente em virtude do
teorema anterior.

6. Derivado duma sucessio de elementos. — Chamemos,
dum modo geral, limite duma sucessdo (1) de elementos de P a
qualquer elemento que seja limite duma subsucessio convergente
da mesma socessfio !,

Chamemos derivado duma sucessdo ao conjunto dos respec-
tivos limites.

Chamemos ainda sucessdo limitada a qualquer sucessiio cujos
térmos constituam um conjunto limitado.

Uma sucessdo limitada admite necessariamente um derivado.
Tal afirmacio & evidente se a sucesslo dada contém uma
infinidade de tdrmos que sejam juxtapostos entre si; niio sendo
assim, & uma aplicagiio do teorema de BoLzaNO-\WEIERSTRASS

i Notemos que um limite duma sucessio pode ndo ser limite do
conjunte dos respectivos térmos. Em caso de convergéneia, um limite da
sucessiio 86 serd limite do conjunto dos térmos se éste conjunto for pripria-
mente infinito.
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porque a sucesslo &, neste caso, propriamente infinita [p. 11,
l. 32].

Uma sucessfio ilimitada poderd nlio admitir derivado mas,
visto t0da a sucesslio convergente ser limitada, podemos afirmar,
em conseqiiéncia da proposigiio precedente, que:

Para a existéncia do derivado duma sucessdo é necessdrio e
suficiente que esta admita uma subsucessdo limitada.

Para que uma sucessdo limitada (1) convirja para um limite a
¢ necessdrio e suficiente que os elementos do derivado sejam jux-
tapostos a a.

Com efeito, se a sucessllo (1) converge para o limite a, todos
os elementos do derivado sflo juxtapostos a &, como & féeil
reconhecer [p. 11, 1. 3].

Reclprocamente, saponhamos que os elementos do derivado
duma sucessflo limitada (1) sfio juxtapostos a um elemento a.
Se nilo fosse lima,a=0, existiria um nimero positivo e e uma
subsucessfio (2) da sucessBo (1) que verificassem as desigual-
dades

8.8 ¢ (u=r,s,...).

Por conseguinte nenhuma subsucessio de (2) convergiria para
o limite a, e qualquer dos elementos do derivado da sucessfio (2)
nflo seria juxtaposto a a [p. 11, L. 8].

Observagio. — A hipdtese 2), p. 4, converter-se-ia em teorema
se tivéssemos admitido para hipdtese o enunciado de BOLZANO-
-WEIERSTRASS.

Com efeito, supondo que na sucessiio (1) & lima;ay =0,
verifica-se a desigualdade a;a; <1 para quaisquer valores de i
@ ¢ superiores a certo nimero inteiro £k >0. A sucessio

a.l:-f—lr ak-i—!: il

é, por conseguinte, limitada e 0 mesmo acontece & sucessio (1)
[p. 4, I. 29]. Por éste motivo, e admitindo agora o enunciado
de BoLzANO-WEIERSTRASS, podemos afirmar que existe uma
subsucessiio convergente (2) da sucesslo (1) [p. 10, I. 26]. Seja
a um limite desta sucessfio convergente. Por ser

aalaa,+a.a
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e porque o segundo membro desta relagio tende para zero
quando i e u crescem para infinito!, temos lima,a=0. A
sucessfio (1) converge, pois, para o limite a 2

7. Algumas proposigies sébre limites. — Da definicto do
limite duma sucessdo de elementos de P também se conclui,
como para o caso dos limites de ntmeros, que:

Se uma dada sucessdo converge para um limite, qualquer outra
sucessdo formada de todos ou parte dos térmos da primeira e
dispostos por qualquer ordem, converge ainda para o mesmo limite.

Mais geralmente:

Converge para wm limite a qualquer sucessdo formada de
térmos de sucessdes dadas, em nimero finito, que convergem para
0 mesmo limite a.

Devemos acrescentar, nestes enunciados, que um térmo qual-
quer de qualquer das sucessdes dadas e que figure na sucessio
assim construida, pode repetir-se como térmo desta, mas apenas
um niimero finito de vezes.

Para a demonstragio déste caso mais geral consideremos m
sucessdes de elementos

Bidy a2y voey Ayiy oo - (h=1,2,..., m)

que convirjam para o mesmo limite a. A estas m sucessdes
correspondem outras tantas de niimeros

3

Ig,{ﬂ,a.l.,a, .u,ah,iﬂ.,..- {-h:l, 2,---"“1),

cada uma das quais tende para zero. Logo o enunciado & ver-
dadeiro, visto assim ser para o caso de sucessdes de ntmeros.

Outra maneira de proceder na demonstragfio consiste em
notar que, dadas as condigdes do enunciado, slo juxtapostos a a

! Entende-se que ¢ e u crescem para infinito através dos valores
=1L % ...0u=r,08,....

? Umna vez demonstrado o teorema de Bornzaxo-Wrikrsrass sibre
conjuntos de nimeros quaisquer ou de pontos dum espago de n dimensdes,
podemos seguir precisamente o caminho acima indieado para justificar o
oem conhecido teorema de Caveny sébre limites de sucessdes de niimeros on
de pontos.

2
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todos os elementos do derivado da sucessfio construida daquele
modo [p. 16, I. 8], como & fieil reconhecer.

Consideremos agora duas sucessdes (uaisquer

a[!lt:l'"'!' al! e

(3)
e N
Se existem os limites lima;lla e limb; | b, temos lima;by=ab.
Porque, da relaglo

| a;b,—ab | Zaa+bib
e das condigdes lima;a =0 e limb;b =0, resulta que &

lim | a;b;—ab | =0,
ou lima;ba=ab.

Temos, em particular, supondo ainda que @ e b sdo limites
das sucessbes convergentes (3), lima;b;=ab; mais particular-
mente, para um elemento qualquer ¢, vem lima; ¢ =ac. Este
resultado pode enunciar-se dizendo que:

A distancia entre dois elementos é uma fungdo continua dos
mesmos elementos.

Podemos afirmar, por conseguinte, que, se dois quaisquer
dos limites a, b, ..., v de m determinadas sucessdes conver-
gentes nilo sfo juxtapostos entre si, 0 mesmo acontece aos
térmos correspondentes destas sucessdes, a partir de certa ordem.

Se for lima; |l limby;, serd lim a; b, =0.

Com efeito, supondo que as sucessdes (3) convergem para
os limites @ o b, a igualdade j& deduzida lima;b,=ab di
lima; by =0 no caso de ser alb.

Nesta condigllo podemos escrever, em particular, lim a;b;=0.

Se for lima; | a e lima,; b;=0, existird limb, e teremos limb; | a.
Na verdade, por ser lima;a =0, lima;bi=0e
ba<ba taa,
temos limb;a=0.
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Déstes dltimos enunciados deduzem-se, por evidéncia, os se-
guintes:

Se as sucessdes (3) forem convergentes, serd mecessdrio e
suficiente para que seja lima, |l limb; que se verifigue a condigdo
lima;b; = 0.

Convergem ou divergem ao mesmo tempo duas sucessdes de
elementos (3) tais que seja lima;b;=0; o derivado duma das su-
cessdes é, entdo, o derivado da outra.

Um caso particular desta proposigio é a seguinte:

Se os térmos correspondentes de duas sucessdes sdo juztapostos
entre si, estas convergem ou divergem ao mesmo tempo e o derivado
duma das sucessdes é o derivado da outra.

Logo, combinando @ste enunciado com o da p. 11, 1. 8, po-
demos dizer que:

A condicdo lima;|la continuard verdadeira se substituirmos
todos os elementos a e a;, ou apenas parte deles, por outros
juxtapostos aos primeiros.

111

LUGAR DUM CONJUNTO.—CONJUNTOS FECHADOS

8. Definigdes. — Chamemos lugar dum subconjunto A de P
a0 conjunto dos limites de todas as sucessdes convergentes
formadas com elementos de A. O lugar do conjunto A ser
representado pelo simbolo [Al. Da definicllo resulta imediata-
mente que o lagar de A é constituaido pelos elementos daste
conjunto, pelos elementos que lhes sfio juxtapostos e pelos
elementos limites do mesmo conjunto, visto considerarmos na
definigdo de [A] todas as sucessdes convergentes de elementos
de A, quer sejam ou nilo prdprinmente infinitas.

Dizemos que um conjunto A 6 fechado quando qualquer
elemento do lugar [A] so juxtapde a um elemento désse conjunto.
Por outras palavras, um conjunto A 6 fechado quando qualquer
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sncessfio convergento formada com elementos de A tende para
um elemento déste mesmo conjunto.

Para nos certificarmos de que um dado conjunto A é fechado,
basta verificar que as sucessdes propriamente infinitas, conver-
gentes e formadas com clementos de A, caso existam, tendem
para elementos déste conjunto. De facto, cada uma das outras
sucessbes convergentes formadas com elomentos de A tende
para um déstes elementos, pois os térmos duma tal sucessiio
juxtapdem-se, a partir de’ certa ordem, a um elemento de A
[p. 13, I. 1]. Logo podemos ainda dizer, por defini¢io, que os
conjuntos fechados sio os que nilo admitem elementos limites
(os finitos por exemplo) e aquéles em que os elementos limites
se juxtapbem a elementos do mesmo conjunto.

Dizemos que um conjunto A & totalmente fechado quando
coincide com o respectivo lugar: A | [Al. Um conjunto totalmente
fochado &, pois, todo aquéle a que pertencem os limites das
sncessdes convergentes construidas com os seus proprios ele-
mentos.

Para que um conjunto fechado seja totalmente fechado &
necessdrio e suficiente que contenha todos os elementos que sio
juxtapostos aos seus préprios elementos, como é evidente em
virtade destas defini¢des.

O lugar dum conjunto A é wm conjunto totalmente fechado.
Com efeito, demonstremos que um limite @' duma sucessio
convergente

I I
iy By oo Bltyees

de elementos de [A] pertence a @8ste conjunto. A cada ele-
mento &'; facamos corresponder um elemento a; de A tal que

e | ‘ i
seja a;a;(-;.—, o0 que & possivel visto @'; ser limite duma sucessilo

de elementos de A. Resulta que é lima;a"i=0 e a sucessdo
a|) az: T a-l'r L

converge para o elemento a’' [p. 18, I. 28]. Logo o elemento a'
pertence ao lugar [A] que é, portanto, um conjunto totalmente
fechado.

Também podemos dizer que o lugar dum conjunto A € o
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menor conjunto totalmente fechado' a que pertence A. Na
verdade, vimos que [A] 6 um conjunto totalmente fechado a que
pertence A; depois, qualquer outro conjunto que se encontre
nestas condigdes também contém, por definigio de conjunto total-
mente fechado, os limites de todas as sucessdes convergentes
construidas com elementos de A, isto é, contém [A].

O lugar dum conjunto limitado também é limitado.

Consideremos, com efeito, nm determinado elemento b e seja
a' um elemento qualquer do lugar [A] dum dado conjunto limi-
tado A. Para um elemento a de A tal que se tenha a’a< 1, vem

abzaatab<l+ah.

Ora, esta relagio mostra que, sendo limitado o conjunto das
distancias ab [p. b, L. 19], o mesmo acontece ao conjunto das

distancias a’bh .

Da definiclio de lugar dum conjunto resulta por evidancia
que, dados dois conjuntos A e B, se for A|>B ? serd igual-
mente [A] |> [B].

Também j& sabemos que, da relagio [A]|[B], resultam as
seguintes: [Al|>B e A|<[B]; reciprocamente, se estas duas
relagbes se verificarem, teremos [A] | [B], visto ser entdio [A]|> [B]
e [AlI<[B].

! Por defini¢io, o menor conjunto, se existe, duma dada coleegiio de
conjuntos ¢ o que estd contido em eada um dos outros da mesma colecgfio
© mador conjunto, se existe, 6 o conjunto da coleegio a que pertencem todos
os restantes. Nontros térmos: o menor conjunto duma colecgiio de conjuntos
¢ o produto de todos éles, se 8ste produto existe e se faz parte da colecgdio;
o maior conjunto & a soma de todos, se egta soma & um conjunto da coleegio,

* Por meio de A|B indicamos que os eonjuntos A e B sio coincidentes,
isto &, sdo constituidos pelos mesmos elementos. Generalizamos, déste
modo, uma notagdo ji estabelecida a prineipio.

Para indicar que os elementos de A sio elementos de B, mas que estes
dois conjuntos niio eoincidem, escrevemos A <B (ou B> A) e dizemos: A ¢
menor que B (ou B ¢ maior que A).

Quando A & um subconjunto de B escrevemos A |<B (on B |> A) e di-
zemos: A € o mesmo ou menor que B (ou B ¢ o mesmo ou maior que A). Tem
igual significado qualquer das seguintes frases; B contém A, A pertence a B,
A estd situado em B, etc.
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Observagfio. — I manifesto que todo o subconjunto infinito e
fechado A dum espagdide P & um ountro espacbide no qual a
definicio de distincia entre os elementos é a mesma que em P.

Logo podemos afirmar que o lugar dum conjunto infinito
constitui um espagobide, pois j4 sabemos que o lugar dum con-
junto é necessiriamente fechado.

9. Lugar duma soma e lugar dum produto de conjuntos.
— 10 evidente que @ soma dum nimero finito de conjuntos fechados
¢ ainda um conjunto fechado e que o lugar da soma dum nimero
finito de parcelas (conjuntos) é a soma dos lugares das parcelas:
se A, B, ..., V silo subconjuntos quaisquer de P, temos

[A+B+...4VII[Al+[B]+...+ [V

A operagiio por meio da qual formamos o lugar dum con-
junto &, pois, distributiva em relagio & soma dum nimero finito
de parcelas.

No caso duma infinidade de parcelas apenas se pode afirmar,
em geral, que o lugar da soma contém a soma dos lugares das
parcelas. Mas, se numa infinidade de conjuntos houver um A
maior do que todos os oatros, o lugar da soma serd evidente-
mente o lugar de A, quere dizer, ainda serd a soma dos lugares
das parcelas.

Também se reconhece ficilmente que o lugar da soma serd
a soma dos lugares das parcelas se esta ultima soma for um con-
Junto fechado.

Uma soma de conjuntos e a soma dos respectivos lugares sdo
conjuntos que admitem o mesmo lugar.

Com efeito, sejam 8§ e §' respectivamente a soma de diversos
conjuntos dados e a soma dos lugares déstes conjuntos. Da
relagio §|<8' vem 8|<[8]. Por outro lado j4 dissemos que
6 [8]1>8'. Logo temos (S]] [8'].

Como coroldrio podemos afirmar que o iugar duma soma de
conjuntos mdo se altera quando substituimos alguns déstes con-
juntos por outros que admitam os mesmos lugares que os pri-
meiros.

O lugar da parte comum a diversos conjuntos, ou produto
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R

déstes, quando existe, nem sempre é a parte comum aos lugares
dos mesmos conjuntos. E o que sucede: com dois intervalos
abertos sem pontos interiores comuns mas com um extremo
comum; com o conjunto dos nimeros racionais dum intervalo e
0 conjunto dos némeros irracionais do mesmo intervalo; com a
infinidade numerada de conjuntos de nimeros que se obtém
Juntando o nimero 1 a cada intervalo (0, —l—) (¢=1,2,...),
excluindo em todos o némero zero. :

Todavia, quando numa colecedo de conjuntos houver um A
menor do que todos os outros, o lugar do produto seri o lugar
de A, isto é, o produto dos lugares dos factores.

Imediatamente verificamos, como regra geral, que o lugar
do produto estd contido no produto dos lugares dos factores.
Na verdade, um limite duma sucessio de elementos da parte
comum a diversos conjuntos é elemento comum aos lngares dos
mesmos conjuntos. !

Pode, em particular, afirmar-se que: o produto, caso exista,
de diversos conjuntos totalmente fechados, em mimero finito ou
infinito, é ainda um conjunto ‘totalmente fechado. Com efeito, o
lugar do produto de diversos conjuntos totalmente fochados
estd contido no préprio produto que é, por isso, totalmente
fechado.

Ac@rea da existéncia do produto duma infinidade de conjuntos
desta natareza, registemos a seguinte proposiglio:

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos
totalmente fechados, um dos quais, pelo menos, supomos limitado,
¢ mecessdrio e suficiente que exista o produto de quaisquer dos
mesmos conjuntos tomados em mimero finito.

Esta proposiciio, que adiante demonstraremos [n.”* 43 o 83],
¢ a correspondente extensio dum teorema de RIESZ-SIERPINSKI
para os conjuntos que estamos considerando 1.

*10. Esferdide situado num espagéide P. — Chamemos esfe-
réide F de centro num elemento ¢ e de raio igual ao mimero
p=>0, ao conjunto dos elementos f de P que satisfagam & con-
digao fe=p.

! Veja-se Frucurr, Les Espaces Abstraits, p, 232,
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O didmetro dum esferéide nfio excede o dobro do raio, como
6 evidente.

Os elementos exteriores a F sdio os de P—F, caso existam, e
0 seu conjunto chama-se o exterior de F.

Os elementos de F que ndo sdlo limites de elementos exteriores
chamam-se interiores @ o seu conjunto é o interior do esferéide F.

Os elementos de F, quando existem, que sio limites de
elementos exteriores chamam-se elementos extremos de F, e ao
sen conjunto damos o nome de estrema do esferdide F. Como
vemos, a estrema de F é o produto dos conjuntos F e [P—F].

Diremos que um conjunto & interior, exterior ou extremo em
relagfio a um dado esferéide, conforme pertencer ao interior, ao
exterior ou & estrema do mesmo esferdide.

Um esferdide é um conjunto totalmente fechado.
Com efeito, se o elemento a ¢ limite duma socessio con-
vergente de elementos

f’_, fap "ewy f." Rl
do esferdide F, as relagdes

fezp (=1,2, ...)
diio

imfic=acp [p. 18, 1. 17].

Logo o elemento a pertence a F que é, portanto, um conjunto
totalmente fechado.

Por tal motivo um elemento exterior a F s6 & limite de
elementos que a partir de certa ordem sllo exteriores a0 mesmo
esferdide.

A estrema dum esferdide é um conjunto totalmente fechado.

Na verdade, a estrema T dum esferéide F é o prodato dos
conjuntos F e [P—F], e sabemos que um produto de conjuntos
totalmente fechados é um conjunto que ainda satisfaz a esta
condicdlo.

Logo um elemento interior a F s6 ¢ limite de elementos que
a partic de certa ordem siio interiores a éste esferdide.
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Os elementos t da estrema T do esferdide F satisfazem & con-
digdo T =p.
Com efeito, um elemento t de T ¢ limite duma sucessio
convergente
By, Byy cnny Apy o

de elementos exteriores a F. Mas, como é

a'_u>F ("_1: 2, cas)y
temos
limac=fcsyp,

donde vem fe=p porque t 6 um elemento de F.
Daqui resulta que sflo necessiriamente interiores a F os ele-
mentos f tais que seja fe<p.

Conhecida a definigio de esfertide sitnado num certo espa-
¢bide P, podemos dar as formas seguintes a algumas definigdes
j& estabelecidas anteriormente:

Um conjunto ¢ limitado quando todos os seus elementos per-
tencem a wm determinado esferdide.

Uma sucessito de elementos converge para wm limite & quando
a cada esferdide de centro a corresponde uma ordem a partir da
qual todos os térmos da sucessdo pertencem ao mesmo esferdide.

Um elemento a é limite duma sucessdo de elementos quando
qualquer esferdide de centro @ contém uma infinidade de térmos
da sucessdo.

Um elemento a pertence ao lugar de A quando existe o produto
do conjunto A por qualquer esferdide de centro a.

Um elemento a é limite dum conjunto A quando existe e ¢
propriamente infinito o produto déste conjunto por qualquer esfe-
rdide de centro a.

Um elemento ¢ interior a um esferéide F quando é centro dum
esferdide contido no primeiro.
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Um elemento é extremo dum esferdide F quando qualquer
esferdide de centro neste elemento contém elementos de F e de P—F.

Um elemento é exterior a um esferdide F quando é centro dum

esferdide contido em P—F .

As demonstragdes por meio das quais provamos que estas
defini¢des sflo equivalentes As que enuncidimos mais atrds, nfo
apresentam dificuldade alguma.




CAPITULO 11

ESPAQOIDES COMPOSTOS

COMPOSIGAO DE ESPAGOIDES

11. Definigdes. — Consideremos um sistema de » espagéides
quaisquer dispostos numa sucessio

(1) Pos Poyiovi; Py

e enunciemos algumas definigdes relativamente a @éste sistema
de espagtides.

Elemento eomposto é toda a sucessio de n elementos perten-
centes respectivamente aos espacéides (1). Representemos por a®
o elemento composto

(B, 8y oooy Ba)s
isto &, facamos
atl(a, By, -.-, R

Ao ntmero inteiro n damos o nome de ordem do elemento com-
posto a". Os elementos componentes

O R v

chamam-se coordenadas do elemento composto; @, é a primeira
coordenada de a*, a, a segunda coordenada, etc.
As coordenadas do elemento 2" também se chamam projecgdes




—
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simples ou projecgdes de primeira ordem do mesmo elemento; a;
é a primeira projecgiio simples, a, a segunda, ete.

Uma projecgdo dupla ou projecgdv de segunda ordem do ele-
mento a" & qualquer elemento composto, de segunda ordem, que
admita por coordenadas duas das coordenadas do elemento a”
dispostas pela ordem em que se encontram neste elemento.
Assim, a projeccilo dupla do a indicada pelos niimeros inteiros »
e s (0<r<s<n+1) é o elemento de segunda ordem (a,, a,)
onde a primeira e segunda coordenadas slio respectivamente as
coordenadas de ordem r e de ordem s de a".

Em geral, a projecgdo de ordem k (k<<n) do elemento a"
representada pelos & indices

P800, 8 (0<r<e<...<u<n+1l)
é o elemento composto de ordem &
(al‘l a-l:r LALRLE au)

que tem por coordenadas respectivamente a de ordem », a de
ordem s, ete. do elemento a*. Um elemento composto de ordem n

admite (;:

) projeccdes de ordem k.

Consideremos agora n subconjuntos
{2) AI’AIQ"')A-n

dos espacédides (1) respectivamente. Chamemos conjunto com-
posto dos conjuntos (2) (conjuntos componentes), 0 qual repre-
sentaremos por

(Air “:! oAttt ! An)!

ao conjunto de todos os elementos compostos de ordem n o de
coordenadas pertencentes aos conjuntos (2) respectivamente. O
nimero inteiro # é a ordem déste conjunto composto.

Se os conjuntos (2) forem somas de virios conjuntos, é
evidente que o respectivo composto seri a soma dos eonjuntos
que se obtém compondo, de todas as maneiras possiveis, cada
parcela de A,, com cada parcela de A,, etc.
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Designemos por P*, em particular, o conjunto composto
dos espacoides (1):

PeI (P, Py, oovy Pu).

Um subconjunto de P* diz-se um conjunto de ordem n o serd
representado por A" !, Este conjunto admite projecgdes corres-
pondentes is dos seus elementos: as projecgies simples ou de
primeira ordem de A* sio os conjuntos das primeiras coorde-
nadas, das segundas coordenadas, ete. dos elementos de A*; dum
modo geral, a projecgdo de ordem k do conjunto A* expressa
pelos indices », s, ..., u é o conjunto das projeccbes dos ele-
mentos de A" expressas pelos mesmos fndices. Também dizemos
que esta é a projecgdo de A® sobre o espagéide

PI(P,,P,, ..., P

(considerando desde j& espagado qualquer conjunto composto de
espactides [n.° seguinte]). Em particular, sabemos o que se
entende por projecgdo do elemento a™ sobre o espagdide P*.

Chamemos projecgio duma dada sucessio de subconjuntos
de P sobre o aladido espagtide P, & sucessio das projecedes
déstes subconjuntos sobre o mesmo espagéide P*. Conforme
for k=1, 2, ..., assim diremos que essa projecglio é simples,
dupla, ete.

Temos definido, em particular, o que seja uma determinada
projecgiio duma sucesslo de elementos de P=.

Empregaremos algumas vezes a frase «correspondentes pro-
Jecgdesn quando nos quisermos referir a projecgdes (de elementos
ou de conjuntos, ou de sucessdes de elementos ou de conjuntos,
ou de uns e de outros) sobre um determinado espagtide P%, isto
é, relativas a um determinado sistema de indices creseentes
r,8,...,u, positivos mas inferiores a n+ 1.

12. Espagamento de P*. — Vejamos agora como espagar o

1 E claro que um conjunto de ordem n ndo ¢ necessiriamente um
conjunto composto.
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conjunto P, a que daremos, entfio, 0 nome de espagdide composto
de ordem n 1.

Generalizando a definiglo de distincia entre dois pontos
do espaco euclidiano de coordenadas eartesianas rectangulares,
chamemos distincia entre os elementos

(R, By ccosBa) © DIy, by, . .0pBa)

do conjunto P* a0 niimero
1

#b=(ab, +&b; +... +ab,) ™.

A distancia a"b* nlo é excedida pela distincia entre duas
correspondentes projecgdes de a" e b", quaisquer que estas sejam.
Também & evidente que, se for

a||ib|, a!”h!, ---,ﬂuﬂhn,

geri a" b e reciprocamente. Em particalar, se for a*|b®,
serd a" | b®, quere dizer, um elemento de P* & juxtaposto a si
mesmo. Correspondentes projeccies de elementos juxtapostos
entre si sfo igualmente juxtapostas uma A outra, como é evi-
dente.

Notemos que, se um dos conjuntos componentes admitir um
subeonjunto limitado e propriamente infinito, 0 mesmo acontecera
a0 respectivo conjunto composto. Assim, se o primeiro conjunto
componente P, admitir um subconjunto A, limitado e prdpria-
mente infinito, encontrar-se-i nestas mesmas condigdes, por
exemplo, o subconjunto de P constituido por todos os elementos

(a,, a5, ..., 8%,

sendo a, qualquer elemento de A,, o @'y, ..., @, determinados
elementos dos conjuntos P,, ..., P, respectivamente. Também
serve de exemplo o caso mais geral dum conjunto A™ eomposto

! Preferimos dizer «espagdide (e conjunto) de ordem n», e nio «dem
dimensdes», porque esta tltima expressilo tem sido tomada em eentidos intei-
ramente diferentes do nosso.

2 (Consideramos apenas o valor aritmético de cada raiz quadrada.
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de conjuntos limitados, sendo um déstes, pelo menos, propria-
mente infinito ; na verdade, o conjunto A* é propriamente infinito,
como é evidente, e é limitado em virtude da seguinte proposigao:

E condigllo mecessria e suficiente para que um conjunto A*
seja limitado, que sejam limitadas as suas projecgdes simples.
Com efeito, supondo que

I8, 8, 8) 0 BI(by, by, By)

sdo dois elementos quaisquer dum conjunto A®, as relagbes

A
abhZ (@B +ab+...+%b) 25 b6 +... +5b,

(h=1,2, ..., n)
ou

a b Za"h*2a, b, 48,6, + . .. +a.b.

mostram que, se for limitado o conjunto A*, também serfio limi-
tadas as projecgdes simples e reciprocamente. Notemos, ainda,
que 6 limitada qualquer projecgio dum conjunto limitado A,

As propriedades fundamentais a que deve satisfazer a defi-
nigio de distancia a"b*, decorrem, como vamos verificar, das
mesmas propriedades a que submetemos a distincia ab entre
elementos de cada conjunto P,, Py, ..., P, %

! Poderiamos adoptar, nesta teoria, para definiglo de distincia a"b»
uma das expressies

A
g A RSy ) LRy MR

bem como outras fun¢des nfio negativas das distincias

a by, 2 by, ...

(fungdes necesshriamente continuas e nulas com estas distiincias). Mas
também nilo haveria vantagem em nos afastarmos da generalizagio mais
natural da definigo de distincia geométrica entre dois pontos do espago
euclidiano de coordenadas cartesianas rectangulares.

Depois, & expressio que preferimos para distineia anbn permite-nos
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1) Dados os elementos
a" | (a,, 8, --+, @), b" 1 (b, by, ..., bs) € €1 (€, €y .., Cn),

verifiea-se a relagdo

a otz a b+ b e

Para demonstrar que assim &, basta atender is relacdes

= A
TE (a5t Har6) 2L (@Bi+66) Lot (anbatbagn) )

L]

@B+ B) 4t (a_-E-'FM-)z]%E (@b + .- +a_nli.z)_;_+

+ (B8t A5a8) =+ b

demonstrar algumas proposi¢les sibre conjuntos de pontos dum hiperespago
e sobre fungies déstes pontos quando, nos assuntos que adinnte desenvolve-
remos, cada conjunto componente foér constituido por niimeros reais.

I Fagamos

Wby ==ay, 83Dy = ay, ..., Anbn==an, b6 =Py, bCa =Py, ..., BuCa=Fn
e demonstremos que &
[(= 4 B2+t (an + ﬁ-)’]%z (o ...+ a% ':'+ (B +.out-F2n L
A presente relagdo deduz-se da seguinte:
(g + B2+ (antBal (o 4. A o) + (B Ao - - BR) +
+2(t4...+ a‘n)%{flﬂ b pr..}'i'.
Se desenvolvermos os quadrados que figuram no primeiro membro da

Giltima relagio, imediatamente reconheceremos que ela &, por sua vez, uma
conseqliéneia desta outra:

5 i
aBit- - AanBaZ (@ .. Fat) T (Bt P F
Esta relagio depende da seguinte

(e Byt toanBa) Z (a¥ .o o) (B4 4o+ Pla),
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As proposicdes que enunciimos no n.° 2, mas agora relativas
ao conjunto P*, deduzem-se da relagiio fundamental que acabfimos
de verificar,

2) A qualquer sucessdo de elementos de P,
%, @%, .., A%,y .en,

onde seja lim a”; @* =0, corresponde um elemento a" tal que temos
lima™;a" = 0.
Com efeito, facamos

a” | (a, B2y +00y Bay) (1=1,2, ...).

Da condiciio

lima @y = lim (A @ oy + - -+ B ny) | =0
resultam as seguintes
lima a0=0, ..., lima, 2,0 =0.
Existem, portanto, clementos

a-| ] a}: reay A,y
respoectivamentoe de
P. L] P! p T ] Fu L]
tais quo seja
lima;a,=0, ..., lim BniBa=0,

(o 4ot a®) (B4 oo B) — (4 Byt o ax Bu2S0,
e que & verdadeira como mostra a identidade de Lucnanee:
(i a2 oo+ o) B+ B4 - B'w) = (o B+ a2 Bat-+ an Ba)2 =

= (@ Pe—aa PP (2 By — s B2 F oo 4 (2 Pa— au fy)? -+
(2 By — 23 Ba)? + oo oo (2 Ba— an B2+

+ (@n—-1 fn —aa ﬁnLI)!d
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e, so fizermos
2 ﬂ“'{ﬂ::azm---s aﬂ:’:
vird
|

lima™a® = lim (ai,; a: + oo+ By a:) st 0.

3) E possivel dividir qualquer conjunto limitado A" num ni-
mero finito de conjuntos de dimetros inferiores a todo o mimero
positivo préviamente dado.

Para a demonstragiio déste enunciado j& vimos que sfio limi-
tadas as projeccdes simples

A, Ay oeey Ay

dom dado conjunto limitado A®. Podemos, portanto, dividir
eada conjunto projecgiio

Aﬁ (h=1,2,-!|:ﬂ}
num namero finito de conjuntos

Ai: (1=1,2,...)
It
de diametros menores do que m 3, sendo 8 é um néimero
positivo préviamente dado.

A estas divisdes dos conjuntos A; corresponde a seguinte
divisiio do conjunto considerado A" num namero finito de con-
juntos parciais: cada conjunto parcial é constituido por todos
os elementos de A® de coordenadas pertencentes respectivamente
a determinados dos conjuntos

A, At -+

Os conjuntos parciais obtidos déste modo tém os didmotros
menores do que 3 porque, se

anll:aji aﬂ!'*',aﬁ] e h"l{hl)szﬁoa,hﬂ)
silo dois elementos dum mesmo conjunto parcial, temos

A L
F]

= (@b, +855, +... +&b) Z(en's) =3.
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13. Espagéides compostos de origem P.-— Os resultados
precedentemente obtidos permitem-nos espagar, por induciio,
uma infinidade de conjuntos que se formam por meio da compo-
sigdo de comjuntos aplicada sucessivamente a partir dum deter-
minado componente P.

Na verdade, se, nas consideragdes que fizemos lltimamente,
imaginarmos, em primeiro lugar, quoe é

Pl b ol PP,

teremos espagado o conjunto de tddas as sucessdes de n ele-
mentos dum dado espagbide P. Obtercmos assim os espagoides
P" mais simples (n=2, 3, ...), de origem no conjunto P, a que
podemos chamar espagdides compostos de primeira espéeie em
relagdo & origem P ou, mais simplesmente, espagoides P

Se supusermos agora que 08 componentes

Pyy Pyyooey Py

sfio conjuntos P' on conjuntos P ¢ P', obteremos novos conjuntos
P", a que chamamos espagdides compostos de sequnda ordem em
relagdo & origem P, ou espagbides P'.

Em geral, damos o nome de espagoides P!, ou espagdides P
de espécie i em relagdo & origem P, aos conjuntos espagados
compostos de ordem n (n=2, 8, ...) que nio sfio das espécies
inferiores a ¢, mas que tdm por componentes conjuntos destas
espécies . Claro esti que, entre os componentes dum espa-
goide composto de espécie i, deve figurar necessiriamente um,
pelo menos, que seja de espécie i—1; de outro modo 8sse
espagbide composto seria de espéeie inferior a 7.

Chamemos espagdides numéricos compostos aos conjuntos es-
pagados que se constroem da maneira indicada, mas tomando
para origem, em particular, o conjunto de todos os niimeros
reais e imagindrios. Tais espacbides sflo classificados em espé-
cies, como acima dissemos.

E sabido que um espagbide P admite diversos outros espa-

1 0 espagdide P tomado para origem é considerado de espéeie inferior
& primeira.
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coides por subconjuntos: sfio os conjuntos infinitos e fechados
contidos em P. A qualquer espacdide contido num espagbide
numérico também damos esta mesma designacilo. Déste modo,
o conjunto dos niimeros reais, o conjunto dos nfimeros dum
intervalo fochado, o conjunto dos pontos duma circunferéncia, o
conjunto dos nimeros imagindrios de afixos dum dado eireulo,
o conjunto dos pontos do espago ordindrio de n dimensdes e
o conjunto dos pontos duma recta ou duma esfera déste espago,
sdo mais exemplos de espagbdides numéricos. Outro tanto po-
demos dizer dos conjuntos compostos d@stes, de primeira espécie
ou de espécie superior & primeira.

Sob esta designaglio de espagéides numéricos ainda inclui-
remos outros conjuntos, que mais adiante serfio estudados, tais
como: o conjunto dos conjuntos limitados de pontos do espago
ordinirio de n dimensbes, o conjunto dos conjuntos limitados
de conjuntos limitados de pontos do espago ordinirio de =
dimensdes, ete. Duma maneira geral, espagaremos o conjunto
dos conjuntos limitados de elementos dum espagbide dado,
qualquer que @ste seja.

14. Limite duma sucessiio de elementos de P". — Demons-
tramos no n.° 12 que a definigiio adoptada para distancia entre
os elementos dum dado conjunto composto de espagéides satisfaz
aos requisitos indicados no n.° 1. Espagado assim o conjunto
composto P*, podemos afirmar que tém lugar, a respeito déste
conjunto, todas as definiches e propriedades ji estabelecidas,
duma maneira geral, no primeiro capitulo.

Importa conhecer, a-propésito dos limites de elementos de P,
mais as seguintes proposigles:

Se a sucessio
{3) aﬁpanzr---laﬂ'il---

de elementos de P* converge para o limite a*, as projecgdes simples
desta sucessdo [p. 29, 1. 22] convergem para as correspondentes
projecgdes de a*, ¢ reciprocamente.

Com efeito, fagamos

a"l(al,a,, ...,a..) o 5"11(31.3',&3,;'. "'ran,f] (i-l:zn---)-
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Em virtnde das relagbes

G aha" a8t .. A,
(=1, 2, ...,n) [p.381,1 12]

resulta que, se for lim a*;a" =0, serd
limy,; aa=0 (h=1,2, ..., ),

@ reciprocamente.
Déste resultado concluimos a seguinte proposigio mais geral:

Para a convergéncia da sucessdo (3) é necessdrio e suficiente
que as suas projecgles sejam convergentes; os limites das projecgdes
#do as correspondentes projeccdes dos limites da mesma sucessio (3).

A segunda parte desta proposi¢io pode exprimir-se dizendo
que as projecgdes dum elemento composto sdo fungdes continuas
désse elemento.

Qualquer elemento limite duma projeccdo dum conjunto limi-
tado A" ¢ a correspondente projecgdo dum elemento limite de A™.

Efectivamente, qualquer elemento limite a* duma dada pro-
Jecglio A* de A" & limite duma sucessdo convergente, propria-
mente infinita, de elementos de A%,

(4) R sy Wl

e 6 ovidente que nma sucessio de elementos do A®,

A% A% ovey B eea,

de que aquela seja projeecilo, também é propriamente infinita.
Esta sucessfio ¢é limitada, visto supormos A* limitado, e admite,
por isso, uma subsucessio convergente, propriamente infinita,

(:” a';, aua: ey a"ur . [_‘U. .ll-], f. Hﬁ].
A correspondente projecclio desta dltima é a subsucessio

B Wiy s oy W)
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da sucessiio (4). Ora, o enunciado precedente diz-nos que o
limite a* desta sucessdo [p. 17, I. 7] é a correspondente pro-
jecglo dum limite da sucessdio (D), ou seja dum elemento limite
de A",

15. Projecgdes dum esferdide situado em P*. — As projecgdes
dum esferdide situado num espagdide composto sdo novos esferdides
do mesmo raio e de centros mas correspondentes projeccbes do
centro do esferdide dado.

Consideremos uma das projecgdes do conjunto P*, por
exemplo a projecglio

Pk | {Pg’ P:, #5 g Pg)-
Seja F* o esferdide de P* de centro no elemento
(ﬂl; 03. LR nn:}
e de raio p. Seja ainda F* o esferdide de P* de centro
(B“ czj "8y ck,}
o do mesmo raio p, e provemos que F* ¢ a projecglio de F* sobre
o espagoide P*.
A projecciio
e, 0, ..., )
dum elemento

i 6 B 4

de F* &6 um elemento de F¥, porque da condigiio

o 4to+. .. +hezy
resulta

Reciprocamente, um elemento

(ftr fjj tasy ':l:ﬁ
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do F* satisfaz & condiciio

2 I | ea— |
fie,+... +lt'ﬂt F Gt Cirtt - FCC P
e é, por isso, projecclio do elemento

e, B Gty 8)
do esferéide F*. Logo F* é a projecgiio de F.

A projeccdo do interior de F* estd contida no interior de F*;
- a projecgdo da estrema de F* contém a estrema de F*.

Com efeito, um elemento f* interior a F* & centro dum csfertide
F'* contido em F*, ¢ a projecgiio de F'* 6, como vimos, um esfe-
réide contido em F* e de centro na projecgiio f* de f*. Logo f*
é interior a F*, @ 0 mesmo se diz das projeccdes de todos os
elementos interiores a F".

Daqui concluimos que um dado elemento da estrema de F*
86 6 projecglio de elementos da estrema do F* (todos juxtapostos
entre si, evidentemente), quere dizer, a projecciio da estrema
de F" contém a estrema de F*.

II

A-PROPOSITO DO LUGAR DUM CONJUNTO A"

16. Lugares das projec¢des dum conjunto A*. Lugar dum
conjunto composto. — Consideremos um espacoide composto de
ordem n, seja A* um dos seus subconjuntos e demonstremos as
seguintes proposigdes :

Correspondentes projeccdes dos conjuntos A" e [A"] admitem os
mesmos lugares.

Com efeito, seja A* uma determinada projeceiio do conjunto
A", o B* a projecgiio ! do respectivo lugar [A*]. Um elemento

! Subentende-se que as aludidas projecgdes sdo correspondentes umas
das outras [p. 29, . 24].
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qualquer b* de B* é a projee¢fio dum limite duma sucessiio
convergento de elementos de A" e, portanto, limite da projecclio
da mesma sucessio [p. 37, . 9]. Logo o elemento b* (que
6 limite duma sucessio de elementos de A*) portence ao
lugar [A*].

Temos assim demonsgtrado que & [A¥]|>B*, visto b* repre-
sentar um elemento qualquer de B*. Por outro lado também
temos a relacio A*|<[B*], por ser A*|<B*. Daqui resulta
[AM | [B*] [p. 21, L 19].

As projecgdes dum conjunto limitado e fechado A* sdo ainda
conjuntos fechados.

Consideremos uma determinada projec¢iio A* dum conjunto
limitado e fechado A®". Qualquer elemento limite a* de A* &
projecgiio dum elemento limite a* de A", como j& demonstrdmos
[p. 37, l. 14]. Mas, por defini¢ciio de conjunto fechado, a jux-
tapde-se a um elemento de A", donde concluimos que a* juxta-
pde-se a um elemento de A* [p. 30, I. 15]. Logo o conjunto A*
6 fechado [p. 20, L. 10].

Notemos que, se o conjunto limitado A* for totalmente fechado,
as respectivas projeccies também serdo totalmente fechadas, como
facilmente se reconhece [p. 20, I. 19], pois j4 sabemos que estas
projecgdes sllo conjuntos fechados.

Os lugares das projecgdes dum conjunto limitado A* sdo as
correspondentes projecgdes do lugar de A",

Na verdade, se A* e B* sflo correspondentes projecgdes de A®
e [A*], temos [A*] | [B*] como ji4 demonstrimos; mas [A*] é um
conjunto limitado [p. 21, L. 7] e totalmente fechado, donde re-
sulta que B* também & totalmente fechado em virtude do que
acima dissemos. Logo temos [A*] | B

Correspondentes projecgdes dos conjuntos A* e [A"] sdo limi-
tadas ao mesmo tempo.

Este enunciado resulta imediatamente da relagiio j4 justifi-
cada [A*] | [B¥], porque o lugar dum conjunto limitado também
é limitado.

O reciproco do segundo enunciado nilo é sempre verdadeiro,
quere dizer, um conjunto limitado que admita conjuntos fechados
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por projecgdes pode nio ser um conjunto fechado. Podemos
dizer, no entanto, que:

Qualquer conjunto A" composto de conjuntos fechados também
é um conjunto fechado,

Com efeito, seja A* um conjunto composto de conjuntos fe-
chados

(1] A|rAzj"'|Au:

limitados ou nfio. Um limite a* duma sucessiio convergente de
elementos de A* tem por coordenadas limites de sucessdes de
elementos dos conjuntos (1) respectivamente. Logo a* tem por
coordenadas elementos juxtapostos a elementos daqueles con-
juntos e &, por isso, elemento juxtaposto a um elemento de A*.
O conjunto A* 6, pois, fechado.

De maneira andloga se demonstra que: tedo o conjunto A*
composto de conjuntos totalmente fechados é ainda totalmente
Jfechado.

O lugar dum conjunto ecomposto é o conjunto composto dos
lugares dos conjuntos componentes.
Sejam

RO By e A e BRLIAG, T, -, TAD)

E evidente a relagio A*|<B* donde vem [A*] |<<B®, visto B®
ser um conjunto totalmente fechado, como acima dissemos. Além
disso também é verdadeira a relagio [A*] |>>B*, porque um ele-
mento de B" admite por coordenadas limites de sucessdes de
elementos dos conjuntos (1) respectivamente e é, por tal motivo,
limite duma sucessiio de elementos do conjunto composto A*.
As duas relagdes precedentes mostram que é [A”] | B*, como
pretendiamos demonstrar.

17. Lugar das distincias entre as coordenadas de cada
elemento dum conjunto de segunda ordem. — Cousideremos um
espacOide composto de segunda ordem

P (P, Py).
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Suponhamos que é P, | P, ou, mais geralmente, que um dos espa-
¢dides componentes é um subconjunto do outro. Tomemos um
subconjunto qualquer A? de P* e demonstremos as seguintes pro-

posiges :

O conjunto das distancias entre as coordenadas de cada ele-
mento de A* e o conjunto andlogo relativo a [A’| admitem o mesmo
lugar.

Representemos por D o conjunto das distincias entre as
coordenadas de cada elemento de A? e por D, o conjunto obtido
da mesma forma a partir de [A?]. Justifiquemos primeiro a re-
lagiio [D] |>D,, e para isso mostremos que a distincia a,a, entre
as coordenadas dum elemento (a,, a,) de [A*] pertence ao lugar
[D]. Este elemento ¢ limite duma sucessiio convergente de
elementos

(al,l » ai,l} H {:ai,h nﬂ,’l): eeey {&1,.- 3 ﬂ!,l} y -

pertencentes a A’. Mas, por ser limay | a; e limay, | a; [p. 36,
L. 29], temos ajay=limay 2y, [p. 18, L. 12], isto &, a dis-
tincia a,a; pertence ao lugar [D], e assim estabelecemos a
relagio [D] |>D,.

As duas relagdes [D]|>D, e D|<[D,], a dltima das qoais
resulta de D |<<D,, mostram que é [D] | [D,].

E fechado o conjunto das distancias entre as coordenadas de
cada elemento dum conjunto fechado A*, supondo limitada wma
das suas projecgdes.

Seja D o conjunto das distincias entre as coordenadas de
cada elomento dum conjunto fechado A?, no qual supomos limi-
tada uma das projecgdes. Para considerar um limite d duma
sucessdio convergente de elementos de D, construa-se uma su-
cesslio de elementos do conjunto A?,

(2) (0, B2,4), (A42, A33), « -+ (A4is B2)y « o1,y

determinada de forma que exista lima,;a3;=d. Supondo
limitada a primeira projeccio de A?, por exemplo, também &
limitado o conjunto das primeiras coordenadas dos térmos de (2),
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assim como o conjunto das segundas coordenadas em virtude
da relagio

8,8y T A, Ay, + @1, Ao+ a0 By
e da condi¢io de existir lim @, @s;. lL.ogo a sucessiio (2) é limi-

tada [p. 31, I. 4], e, por @ste motivo, admite uma subsucessiio
convergente [p. 1D, I. 26], que representamos por

(al,r: a!,r}: (aI,n al,;}-.- “eny (al,u; Bay); recs

Seja (a,, a,) um limite desta sucessio escolhido entre os ele-
mentos do conjunto fechado A*. Temos

d=lim QA= lim Qi Q3u=a; @2 [p. a6, I. %] i

donde concluimos que o nimero d pertence a D. Este conjunto
é, por conseguinte, fechado.

O conjunto das distincias entre as coordenadas de cada ele-
mento de A* admite por lugar o conjunto andlogo relativo a [A?],
supondo limitada uma das projecgdes de A*.

Com efeito, usando as mesmas notagdes que anteriormente,
o primeiro enunciado déste n.° diz que é [D] [ [Dy] e o segundo
diz que D, é um conjunto fechado [p. 40, &. 30]%. Logo temos
[D] | D, como desejivamos provar.

18. Lugar das distdncias entre cada elemento dum con-
junto A e cada elemento dum conjunto B. — Sejam A e B dois
subconjuntos quaisquer dum mesmo espagbide P. Como conse-
qiiéncias dos Gltimos enunciados temos mais os seguintes que
passamos a demonstrar:

O conjunto das distincias entre cada elemento de A e cada
elemento de B e o conjunto andlogo relativo a [A] e [B] admitem
o mesmo lugar.

! Tratando-se de conjuntos de nimeros ou de pontos do espago de n
dimensdes, um conjunto fechado pode considerar-se totalmente fechado.
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O conjunto das distincias entre cada elemento de A e cada
elemento de B é o conjunto D j4 definido e relativo ao conjunto
composto (A, B). O conjunto obtido da mesma maneira a partir
de [A] e de [B] é o conjunto D1 também j& definido e relativo
ao mesmo conjunto composto [p. 41, I. 17]. Temos, entdo,
[D] | [D,], como demonstrimos mais atrds [p. 42, I. b].

Se um dos conjuntos A ou B for limitado e se ambos forem
fechados, também serd fechado o conjunto das distancias entre cada
eiemento de A e cada elemento de B.

Com efeito, neste caso o conjunto (A, B) é fechado [p. 41, [. 3],
e o mesmo acontece ao conjunto D das distincias entre cada
elemento de A e cada elemento de B [p. 42, I. 22].

O conjunto das distancias entre cada elemento de A e cada ele-
mento de B admite por lugar o conjunto andlogo relativo a [A]
e |Bl, supondo limitado um dos conjuntos A ou B.

Efectivamente, se for limitado um dos conjuntos A ou B,
teremos (D] | D, [p. 43, I. 13].

19. Algumas aplicagdes.-— Admitindo agora que é A|B,
das Gltimas proposigdes resultam imediatamente os seguintes
casos particulares:

O conjunto das distancias entre os elementos de A e o conjunto
andlogo relativo a [A] admitem o mesmo lugar.

E fechado o conjunto das distdncias entre os elementos dum
conjunto limitado e fechado A .

O conjunto das distancias entre os elementos de A admite por
lugar o conjunto andlogo relativo a [A], supondo limitado o con-
Jjunto A.

Esta proposiglio mostra que:

O diametro dum conjunto limitado é o didmetro do respectivo
lugar e representa a distancia entre dois elementos déste lugar
convenientemente determinados.

Na verdade, podemos dizer que o limite superior dum con-
junto de nimeros reais, limitado superiormente, é 0 maior niimero
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do lugar désse conjunto!; logo, designando por D o conjunto
das distincias entre os elementos de A e por D, o conjunto das
distdncias entre os elementos de [A]l, o didmetro de A é o limite
superior de D, on o limite superior de [D] | D,, ou o difimetro
de [Al, ou a maior distincia entre dois elementos déste lugar,
porque D, & um conjunto fechado.

O diametro dum conjunto limitado e fechado é a distancia
entre dois dos seus elementos convenientemente determinados.

Demonstremos finalmente, como aplicagio do pentltimo enun-
ciado, que:

O didmetro da soma dum nimero finito de conjuntos limitados
é o diametro da soma de dois deles convenientemente determi-

nados.
Com efeito, consideromos a soma

A+B+...+V
dum ndmero finito de conjuntos limitados

B, ..o, M

O didmetro desta soma é a distincia ab entre dois elementos a
e b convenientemente determinados no lugar

[A4+B+ ...+ V.
Mas, devido & relacfio
[A+B+...4+VII[Al+[Bl+...4 V],
os elementos a e b pertencem 4 soma de dois dos lugares

[A], [B], ..., [VI;

! Da mesma forma podemos definir o limite inferior dum eonjunto de
niimeros reais, limitado inferiormente, como sendo o menor mimero do lugar
désse eonjunto.
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suponhamos que sfio [A] e [B]. O didmetro da soma [A]4-[B] é
precisamente ab, visto nflo exceder o difmetro de

(Al+(Bl+...4Vl.

Logo o diimetro da soma considerada é o de [A)+4(B] ou de
[A+BI, que 6 o ditmetro de A+B.

Se a soma duma infinidade de conjuntos for limitada e se a
soma dos respectivos lugares for fechada, o diametro daguela
soma serd o diametro da soma de dois désses conjuntos convenien-
temente determinados.

Para a demonstragio podemos seguir o mesmo caminho que
iltimamente, nio esquecendo que o lugar da soma duma infini-
dade de conjuntos serd a soma dos respectivos lugares se esta
tiltima soma for um conjunto fechado.

Observagho. — Consideremos um conjunto A* de ordem =,
um conjunto A* de segunda ordem e dois conjuntos A e B per-
tencentes a um mesmo espacbide. Consideremos ainda uma
seganda colecglio de conjuntos assim constituida: uma projeccio
qualquer de A", o conjunto das distincias entre as coordenadas
de cada elemento de A% o das distincias entre cada elemento
de A e cada elemento de B, o das distincias entre os elementos
de A e o das distincias reduzidas entre B e cada elemento A [n.° 20].
As trés primeiras proposigdes que enuncidmos em cada n.° do
presente pardgrafo, assim como as do n.° 24, resumem-se da
seguinte maneira (particularizando, como vamos ver, a 2.° e a

3.° de cada n.° 17, 18 o 24):

Os conjuntos da segunda colecgdo e os que se obtém de igual
modo a partir dos lugares dos conjuntos da primeira admitem os
mesmos lugares respectivamente.

Se os conjuntos da primeira colecgdo forem limitados e fe-
chados, os da sequnda serdo fechados.

Se os conjuntos da primeira colecgdo forem limitados, a ope-
ragdo por meio da qual formamos o lugar dum conjunto serd
permutdvel com cada wma das operagdes por meio das quais
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formamos os conjuntos da sequnda colecgdo a partir dos da
primeira.

Emfim, mais tarde ver-se-& [cap. vir] que estes resultados
podem considerar-se aplicagbes de teoremas gerais sobre fungbes
continnas quoe entfio enunciaremos.




CAPITULO T1I

DISTANCIA ENTRE DOIS CONJUNTOS

Antes de apresentarmos uma definigio geral de distancia
entre dois conjuntos, vamos ocupar-nos da distancia reduzida
entre estes, para introduzir em seguida a nogfio de desvio dum
conjunto a outro.

DISTANCIA REDUZIDA ENTRE DOIS CONJUNTOS

20. Definigio de distincia reduzida. — Sejam A e B dois
subeonjuntos quaisquer dum espagbide P. Chamemos distdncia
reduzida entre estes conjuntos ao limite inferior das distincias
ab entre cada elemento a de A e cada elemento b de B. Repre-
sentemos por AB a distdncia reduzida entre os conjuntos Ae B.
Claro esth quo 6 AB=BA.

Esta definicio abrange, como caso particular, a distfncia
reduzida entre um elemento ¢ um conjunto. Se os dois conjantos
se transformam em simples elementos @ e b, temos ab=ab.

A distincia reduzida AB é o limite inferior das distancias
reduzidas aB entre cada clemento a de A e o conjunto B; efec-
tivamente, o limite inferior dum conjunto soma de conjuntos de
niimeros reais & o limite inferior dos limites inferiores déstos
conjuntos parcelas.

Os conjuntos A e B dizem-se ligados entre si ou separados
um do outro conforme for AB=0 ou AB>0.
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4 distancia reduzida entre dois conjuntos é a distancia redu-
zida entre os lugares dos mesmos conjuntos.

Com efeito, seja D o conjunto das distincias entre cada ele-
mento de A e cada elemento de B, e D, o conjunto andlogo
relativo a [Al e [B]. A relagio [D] | [D,] [p. 43, I. 25] mostra
quo os limites inferiores de D e D,.sflo ignais [p. 4D, nota), isto
é, AB=[A] [B].

“A distancia reduzida nfio se altera, pois, quando os conjuntos
se substituem por ountros que admitem os mesmos lugares que
08 primeiros.

Se os conjuntos A e B sdo fechados e se um deles é limitado,
a distancia reduzida AB representa a distancia entre um elemento
de A e um elemento de B convenientemente determinados.

Porque, neste caso, o conjunto D é fachado [p. 44, L. T].

Em particular, admitidas as condi¢des do enunciado, se os
conjuntos A e B sio ligados entre si, podemos afirmar que um
elemento dum déstes conjuntos se Jjuxtapde a um elemento do
outro. Os mesmos conjuntos A e B conterdio um elemento comum
se, além destas condigdes, supusermos que um deles & totalmente
fechado. Assim, dados um elemento @ e um conjunto B total-
mente fechado, a condigfio aB=0 exprime que o elemento a
pertence ao conjunto B.

Das duas tiltimas proposigdes imediatamente conclufmos que:

Se um dos conjuntos A ou B é limitado, a distancia reduzida
AB representa a distancia entre um elemento de [A] ¢ um elemento
de [B] convenientemente determinados.

Por exemplo, se os conjuntos A e¢ B siio ligados entre si
se um deles é limitado, os lugares [A] e [B] contém um elemento
comum. Reciprocamente, para que os conjuntos A e B sejam
ligados é suficiente que [A] e [B] contenham um elemento comunm.

A distancia reduzida entre dois conjuntos de ordem n ndo é
excedida pela distancia reduzida entre duas correspondentes pro-
Jeegdes dos mesmos conjuntos, quaisquer que estas sejam.

Porque a distincia entro dois elementos compostos niio
6 excedida, como j& dissemos, pela distncia entre duas
correspondentes projecgdes déstes elementos, quaisquer que
sejam,

4
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21. Relagdes entre distincias reduzidas. — Dados dois con-
Jjuntos quaisquer A e C ¢ um conjunto limitado B de diametro A,
verifica-se a relugdo

(1) ACZABBC+A.

Com efeito, considerando um elemento a de [A], elementos b
e b' de [B] e um elemento ¢ de [C] tais que seja

ab—~AB ¢ be-BC,
da relaciio
cZabibb+be

deduz-se imediatamente a relagiio (1).
Em particular, quando o conjunto B se transformar num
elemento b, serd A=0 e

@) ACZAb+bC.
A relagfio (1) generaliza-se do seguinte modo:
Dados dois conjuntos quaisquer A e G e k conjuntos limitados
BB, -,
respectivamente de diametros

NeRg oyl
verifica-se a relagdo

() ACZAB+BB +...+BC+d,+0+. ..+ 4,

A demonstraglio é imediata por inducio.
No caso particular désses k conjuntos passarem a simples
elementos
hln br+ =g hk)
vird

) ACZAb,+b,b,+...4+bC

®

22. Relagiio entre a distdncia reduzida A B e os didmetros
dos conjuntos A,B e A - B.— Designando por A' e A" o8 dia-
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metros de dois conjuntos limitados A e B e por A o diametro da
soma A+ B, verifica-se a relacdo

(5) AZA 4+ A" AB.

Com efeito, considerando dois elementos a e b de A e B
respectivamente, podemos eserever

AZN A"+ 7D [p. b, 3)],
donde se deduz a relaciio (B), visto-que os elementos a e b sdo
quaisquer de A e de B.
Em geral:

Designando por
Ag Ay ool A

o0s diametros de k conjuntos limitados
(6) AL A, A

e por A o diametro da soma dos mesmos conjuntos!, temos a
relacdo

(M) A&+t B+ AR+ AA L. .+ A A

Com efeito, seguindo o método de induglo, suponhamos que
o enunciado é verdadeiro para os & —1 conjuntos

Ry Rgyenns Rispos
Seja A" a soma déstes conjuntos e A' o respectivo didmetro.
Temos
AZA + A+ A A2 N - A + A As
NZA+...4 A‘._l-;\AIA!-{-...-l-g*__,z_gk_,!,

! J& vimos que a soma dum nimero finito de conjuntos limitados &
ainda um eonjunto limitado [p 4, 2 29].
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donde se obtém a relagio (7) que é, por conseguinte, verdadeira
para qualquer k.
Em conseqiiéncia temos a proposi¢lio seguinte :

Se dois dos conjuntos limitados (6), quaisquer que sejam, se
puderem considerar extremos duma sucessdo formada por alguns
dos mesmos conjuntos, de tal forma que as distincias reduzidas
entre cada comjunto desta sucessdo e o imediatamente seguinte
ndo excedam o nimero e, serd

(8) AZA+A+ .o+ Dt (k=1) .
Com efeito, recordemos, primeiro, que o didmetro A da soma
A+A+...+A

é o difmetro da soma de duas das parcelas convenientemente
determinadas [p. 45, I. 11]; sejam estas A, e A,. Consideremos
agora uma sucessio formada por alguns dos conjuntos dados (6),
de que A, e A, sejam extremos,

‘fl Ac: St Al! A“
determinada de modo que seja

AAZe, ..., MM

A relagiio (7) d&
AZA4A+...+50+AAA+...+AA,

donde se deduz imediatamente a relagfio (8) que desejévamos
demonstrar.

Quando o ntmero considerado ¢ se puder reduzir a zero,
diremos que o8 conjuntos dados (6) se encontram ligados entre
sil, A @sto respeito temos o seguinte caso particular da pro-
posicllo precedente:

O diémetro da soma dum nimero finito de conjuntos ligados
entre 8i ndo excede a soma dos didmetros das parcelas.

1 No caso particular de considerarmos 86 dois conjuntos, temos a defi-
nigdo j& dada a p. 48,
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23. Continuidade da distAncia reduzida entre um elemento
e um conjunto. — Se a sucessdo de elementos

ﬂ.l, azrcn-, a[’ - . w
converge para o elemento a, temos lima; B=aB, qualquer que

s¢ja o conjunto dado B.
Com efeito, no caso de ser

Ala;, CIB e bla,
a relagio (2) [p. b0] d4

aBIaa+taB,
ou
aB-aBJlaa.
Da mesma forma podemos escrever
aB-aBJaa.
Estas duas relagdes dio
|a.B—aB|Zaa
@, por ser lima;a=0, temos
lim | B~ aB| =0,
ou seja lima;B=aB.
Podemos, por conseguinte, dizer que:
A distancia reduzida entre um elemento e um conjunto é uma
fungdo continua désse elemento.
24. Lugar das distincias reduzidas entre cada elemento
dum conjunto A e um conjunto B. — Sejam dados dois conjuntos

A e B e demonstremos as seguintes proposigdes:

O conjunto das distincias reduzidas entre cada elemento de A
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e o conjunto B admite o mesmo lugar que o conjunto andlogo
relativo a (A] e [B].

Seja D o conjunto das distincias reduzidas entre cada ele-
mento de A e o conjunto B, e D, o conjunto que se obtém da
mesma forma a partir de [A] e de [B]. Notemos, primeiro, que D
também é o conjunto das distncias reduzidas entre cada elemento
de A e o conjunto [B] [p. 49, I. 1]; logo & evidente a relagiio
D|< D, donde vem D{<[D,].

Por outro lado também & verdadeira a relaglio [D]I>D,;
efectivamente, como um elemento de D, é a distincia reduzida
a(B] entre o lugar [B] e um limite @ duma sucessiio convergente

W R AT
de elementos de A, temos
alBl=aB=Ilima,B [prop. prec.].
As duas relagdes DI<[D,| e [D]|>D, dio (D] | [Dy].

Se um dos conjuntos A ou B for limitado e se A for fechado,
também serd fechado o comjunto das distincias reduzidas entre
cada elemento de A e o conjunto B.

Podemos considerar esta proposigio como um coroldrio da
da p. 42, L. 22. Com efeito, seja A’ o conjunto de segunda ordem
constitnido por todos os elementos compostos (@, b) nas seguintes
condicbes: em cada elemento (a,b) a primeira coordenada a é
um elemento de A, e a segunda coordenada b um elemento do
lugar [B] determinado de tal forma que se tenha ab=a B [p. 49,
i. 24]. Como um dos conjuntos A ou B é limitado por hipétese,
segue-se que o conjunto A’ tem uma projecgio limitada. Além
disso @ste conjunto & fechado, porque, se considerarmos uma
sucessio convergente de elementos de A?,

{a’., hl]’ (a!' hz], = ENy (at') hi}i b
as sucessdos
RN IR Tl

IIll h!i ot hi: R
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convergiriio respectivamente para elementos a e b de A e de [B],
visto-que estes conjuntos sflo fechados, donde resultard

—E-—hm_;E_h.ma.B=aB

Conseqilentemente o elemento (a, b) pertencera a A, como mos-
tram estas igualdades.

O conjunto A* satisfaz, pois, is hipéteses da referida propo-
sigho a p. 42. Logo o conjunto das distincias ab entre as
coordenadas de cada elemento de A?, ou seja o conjunto das
distincias reduzidas a B, é necessiriamente fechado.

O conjunto das distincias reduzidas entre cada elemento de A
e o conjunto B admite por lugar o conjunto andlogo relativo
a [A] e [B], supondo limitado wm dos conjuntos A ou B.

Com efeito, adoptando as mesmas notagdes de hi pouco, a
primeira proposicio déste n.° diz que & [D]| [D,], a segunda
mostra que D, é um conjunto fechado. Temos, portanto, [D] | D, .

11

DESVIO DUM CONJUNTO A A UM CONJUNTO B

25. Definigio de desvio. - — Damos o nome de desvio dum
conjunto A a um conjunto B ao limite superior do conjunto das
distancias reduzidas aB entre cada elemento a do conjunto A e
o conjunto B. Representemos por AB o desvio do conjunto A
ao conjunto B.

O desvio AB 6 finito quando A é um conjunto limitado,
porque, designando por b um determinado elemento de B, como
6 limitado o conjunto das distincias a'b para todos os elementos
a de A, o mesmo acontece ao conjunto das distincias reduzidas
aB devido & relagio aB<Zab.

Quando os conjuntos A ¢ B forem ilimitados, o desvio A A B
ainda podera ser finito. Mas, quando A for ilimitado e B limi-

tado, o desvio AB serd necessiriamente infinito visto-que, desi-
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gnando por a um elemento qualquer de A, por b um determinado
elemento de B e por A o didmetro déste conjunto, vird

abzaB+Bb+A [p. 50, (1)],

abzaB+A,

e esta relagio mostra que, se for ilimitado o conjunto das dis-
tancias a b, ilimitado sera o conjanto das distncias reduzidas aB.

Podemos dar a seguninte forma & definiciio de desvio ﬁ_.B.
quando @éste for finito. Seja p um nimero positive tal que um
esferdide qualquer de raio p e de centro num elemento de A
contenha necessiriamente um elemento de B. O desvio AB ¢ o
limite inferior do conjunto de todos os nimeros p assim definidos.
Efectivamente, para qualquer déstes ntmeros p temos aBZyp
seja qual for o elemento a de A, donde resulta ABZp. Por
outro lado também é manifesto que um némero qualquer maior
do que o desvio AB 6 necessiriamente um dos ntmeros p. O
desvio AB é, portanto, o limite inferior do conjunto de todos
ésses ntmeros p. Se for AB=0, qualquer esferbide de centro
num elemento de A contersi um elemento de B, e reclproca-
mente.

Quando B for um conjanto fechado, ainda poderemos dizer
que: o desvio AB é o menor nitmero, positivo ou nulo, tal que um
esferdide qualquer de raio igual a ésse nimero e de centro num
elemento de A contém necessiriamente um eiemento de B. De
facto, tratando-se dum conjunto fechado B, a qualquer elemento
a de A corresponde um elemento b de B que obedece & condigiio

ab=aBZAB [p. 49, L 11,

@ o esferbide de centro a e raio AB contém um elemonto de B .
Como casos particulares da definigiio de desvio temos a—ﬁ=g_§
eab=ab. S
Claro estd que os desvios AB e BA podem nio ser iguais.
Assim, ji dissemos que, para A limitado e B ilimitado, o pri-
meiro déstes desvios é finito e o segundo infinito; também 6é

evidente que temos aA=0eAa>0 quando a é um elemento
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de A e quando @ste conjunto contém elementos nio juxtapostos
a0 elemento a .

O desvio AB no se altera quando os conjuntos A e B se
substituem por outros que admitem os mesmos lugares que os
primeiros., oo g

Noutros térmos: sfio iguais os desvios AB e [A][B]. Com
efeito, seja D o conjunto das distincias reduzidas entre cada
elemento de A e o conjunto B, e D, o das distancias reduzidas
entre cada elemento de [A] e o cunJunto [B]. Sabemos que &
[D]11[D,] [p. B8, L. 25]; logo sflo iguais os limites superiores de
D o de Ds, ou seja AB=[Ai[B). =

Como aplicacfio podemos dizer que: o desvio AB é o menor
nimero tal que um esferéide qualquer de raio igual a @sse
nimero e de centro num elemento de A contém necessiriamente

um elemento do lugar [B]. Na verdade, 6 AB=A|[BI.

Se A e B sao conjuntos fechados e se A é limitado, o desvio
AB representa a distincia entre um elemento de A e um elemento
de B convenientemente determinados.

De facto, existe neste caso nm elemento a de A e um ele-
mento b de B que satisfazem As condigdes

AB=aB [p.54, 1. 16]' o aB=ab [p. 49, L 24].

Se A é um conjunto limitado, o desvio A".B representa a dis-
tancia entre um elemento de [A] e um elemento de [B) convenien-
temente determinados.

Na verdade, 6 AB=[A][B] ¢ os conjuntos A e [A] sdo limi-
tados a0 mesmo tempo.

Se B é um conjunto totalmente fechado e se é fi =0, veri-
fica-se a relagdo A|<<B.

Com efeito, nestas condigdes vem a B =0 para um elemento
qualquer a de A, donde resulta que a é um elemento de B,
porque éste conjunto é totalmente fechado [p. 49, L. 20].

1 O desvio BA seria infinito se tivéssemos suposto A ilimitado e B
limitado.
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Se é AB=0, verifica-se a refagda (AlI<[B Bl e rscipracummte.
Porque, sendo AB=0, também & [A][B] =

Dados dois conjuntos de ordem n, A* e B*, o desvio ArB“
ndo é excedido pelo desvio duma projecgdo qualquer de A & cor-
respondente projecgdo de B" .

Esta proposigio resulta imediatamente da andloga com res-
peito & distancia reduzida [p. 49, I. 31].

26. Relaghio entre desvios. — Dados os conjuntos A, B e C
verifica-se a relagdo

1) ACZAB+BC.

Suponhamos, primeiro, que B e C silo conjuntos fechados.
A qualquer elemento @ de A corresponde, entilo, um elemento b
de B tal que

ab=aBZAB [p. 49, I 11],

e ao elemento b corresponde, da mesma forma, um elemento ¢
de C tal que
bczBC.
A relaciio
aczab+tbe

combinada com as precedentes da

ac=AB+BC,
¢ ainda

aCZAB+BC,

donde se deduz a relaglio (1), visto a representar um elemento
arbitrdrio de A .

A mesma relagilo também serd verdadeira se os conjuntos B
o C niio forem simultineamente fechados, pois ji dissemos que
o desvio niio se altera quando os conjuntos se substituem pelos
respectivos lugares.

Notemos as relagdes

e — .

@) CSBC—BA ¢ ACSAB—CB,
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que imediatamente se deduzem da que acabfimos de demons-
trar.

A relaglio (1) mostra que, se forem finitos os desvios AB o

B'C, o mesmo acontecer 2o desvio AG.
Para quaisquer conjuntos em ntmero finito

podemos imediatamente generalizar a relacio (1) do seguinte
modo :

) AVZAB+BC+...+UV.
27. Relagbes entre desvios, distAncias reduzidas e diAmetros

dos conjuntos. —Se A e A' sd0 os didmetros dos conjuntos limi-
tados A e B respectivamente, verifica-se a relagdo

(4) AZAN+42AB.
Com efeito, designando por a e a' dois elementos quaisquer
de A, temos
aa/'TaB+Ba 4 [p.50, (1)]
agd' A 42 AB,

donde se obtém a relacfio (4), porque a e a’ sio elementos
quaisquer do conjunto A .

Registemos também a relacio
() ABZA+A+AB,

quo se deduz da relagiio (5) a p. b1 atendendo a que o desvio
AB nio excede o diimetro da soma A+B.

Outra relagfio que importa conhecer & a seguinte :
Dados trés conjuntos A, B e C, limitados ou ndo, temos

(6) ACZAB+BC.
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Para a demonstraglio consideremos um ndmero positivo ¢ e
fixemos elementos @ e b de A e B que obedegam & condiglio

ab<AB+:.

Determinemos em seguida um elemento ¢ do lugar [C] de modo
que seja hc=hbC. A relagio

aczab+be
d4, entlo,
a6ZAB+:+bC,
donde se obtém
ACZAB+BC+e,

e, como ¢ & um nimero positivo arbitrdrio, vem a relagfio (6)
que pretendiamos demonstrar.
Consideremos agora conjuntos quaisquer, em nimero finito,
R B Gy, i TN,
I imediata a seguinte generalizaglio de (6):

@) AVZAB+BC+...4+UV.

Da mesma relaclio (6) também se deduz a seguinte:

®) UVZAB+AC+BD+...+TV.
Com efeito, temos
BCZBA-+AC
CD=CB+BD
UVZUTHTV,

donde se conclui a relagllo (8) somando e fazendo redugdes evi-
dentes.
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28. Desvio duma soma de conjuntos a outra soma de con-
juntos. — Se notarmos que o limite superior dum conjunto soma
de conjuntos de niimeros reais é o limite superior dos limites
superiores das parcelas, tornar-se-4 evidente que:

O desvio AB duma soma A | YA de conjuntos A' (em nitmero
finito ou infinito) a um conjunto B ¢ o limite superior dos desvios
A'B de cada parcela A' ao conjunto B.

Imaginemos agora o conjunto B também decomposto em
partes, B | Y\ B/, e fagamos corresponder a cada conjunto A’ um
(ou mais) conjuntos B'. Podemos afirmar que:

O desvio A B ndo excede o limite superior dos desvios A B' de
cada conjunto A' @ um dos correspondentes B'.

Com efeito, seja A' uma das parcelas de A e B' um dos con-
juntos correspondentes de A'. A relagio BI>B' d4é a’B=Za'B'

para qualquer elemento @' de A'. Daqui resulta AT.BE ﬁTB', e,
como o desvio A B é o limite superior dos desvios A'B , 0 Mesmo
desvio A B niio excede o limite superior do conjunto dos des-
vios A'B'.

111

DISTANCIA ENTRE DOIS CONJUNTOS

29. Definigio de distdncia entre dois conjuntos. — Sejam A
e B dois subconjuntos quaisquer dum dado espagbide P. Ao
maior dos desvios AB e BA damos o nome de distancia entre
os conjuntos A e B. A distincia entre estes conjuntos é, pois,
o limite superior do conjunto das distincias reduzidas entre cada
elemento de A e de B e os conjuntos B e A respectivamente.
Assim: a distincia entre o conjunto dos nimeros do intervalo

i
ity ®=1,2,..)

(0, 1) e o conjunto dos nimeros da forma

¢ igual a 1_-|-i; a distincia entre dois intervalos de extremos
nferiores « e &' e de extremos superiores B e B’ é o maior dos
médulos |ae—o'le|p—p'|. Considerando o espagéide P dos
pontos do espago ordindrio de n dimensdes, a distincia entre

duas hiperesferas déste espago que tenham o mesmo raio (eir-
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cnlos ou esferas, em particular) é a distdncia entre os centros;
a distiincia entre duas hiperesferas do mesmo centro é a diferenca
dos raios; a distincia entre duas hiperesferas quaisquer é a
distiincia entre os centros aumentada da diferenca dos raios. A
distincia entre um conjunto A e a soma de todos os esferdides
do mesmo raio p e de centros nos diversos elementos de A niio
excede o ntmero p.

Designemos por AB a distancia entre os conjuntos A e B.
Da definiglio resulta que 6 AB~=BA.

A distincia AB 6 necessiriamente finita quando os conjuntos
A o B sio limitados, e infinita quando um déstes conjuntos &
limitado e o outro ilimitado, como resulta das consideragdes ané-
logas que fizemos a propésito do desvio [p. BD]. Se ambos
os conjuntos A e B forem ilimitados, a respectiva distincia
poders ser finita ou infinita 1.

Suponhamos que existe um namero positivo p tal que todo o
esferdide de raio p e de centro num elemento de A ou de B contém
necessiriamente um elemento de B ou de A. A distincia AB 6,
entdo, finita, e pode definir-se como sendo o limite inferior de
todos os nimeros p sujeitos a tal condigflo, como resulta do que

! Notemos que um dado espacdide ilimitado P admite sempre dois
gubconjuntos ilimitados a uma distincia infinita um do outro. Para citar
um exemplo, considere-se uma sucessiio de elementos de P,

(1) Ay Byy cre g Biyreey

determinada de forma que a seguinte sucessio de distincias tenda para
infinito:

) 8,2, 8,8, 8,8,, 8,8, B8, B8y --oy B, 8i; BRiy ooy BiyBigo-o

Para determinar uma tal sucessio basta que seja: a, um elemento
qualguer de P; a, um elemento exterior ao esferdide de raio 2 e de centro
em a,; a, um elemento exterior a eada um dos esferdides do mesmo raio 3 e
de centros em a, ¢ a,; em geral a; um elemento exterior a cada um dos
esferdides de raio i e de centros nos elementos a,, a,, ..., &i_,.

Determinada a sucessio (1) de tal modo que a sucessiio (2) tende para
infinito, segue-se que a distincia reduzida do térmo a: a qualquer conjunto
eonstituldo por outros térmos da sucessio (1) tende igualmente para infinito
com ¢, como & evidente. Logo a distineia entre o conjunto dos térmos de
ordem impar da sucessfio (1) e o conjunto dos de ordem par da mesma su-
cessilo, por exemplo, é necessiriamente infinita.
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dissemos a p. 56, I. 11. No caso de ser AB=0, qualquer
esferdide de centro num elemento de A ou de B contém um ele-
mento de B ou de A, e reciprocamente. Se A e B sllo conjuntos
fechados, ainda podemos dizer que a distdncia AB é o menor
dos ntimeros p atrés definidos [p. 56, 1. 22].

Como caso particular da definiciio de distdncia temos eviden-
temento aB—=Ba=Ba e, quando os conjuntos se reduzem a
simples elementos, a distincia entre os dois conjuntos reduz-se
a distancia entre osses elementos. A defini¢io de distincia entre
dois conjuntos é, pois, uma generalizacio da definicio de dis-
téncia entre dois elementos.

A distaneia entre dois conjuntos é a distancia entre os lugares
dos mesmos conjuntos. %
Na verdade, como a distincia AB ¢ o maior dos desvios AB

o B_P.ﬁ, @ como &
AB=I(AT[B] ¢ BA=[BIAl [p.57, 1 6],

resulta AB =[AJ[B].

Logo a distincia entre dois conjuntos niio se altera quando
estes se substitnem por outros que admitem os mesmos lugares
que o8 primeiros.

Se A e B sdo conjuntos limitados e fechados, a distancia KB
é a distancia entre um elemento de A e um elemento de B conve-
nientemente determinados. e =

Com efeito, o maior dos desvios AB ¢ BA 6, no caso de A
e B serem limitados e fechados, a distincia entre um elemento
de A e um elemento de B convenientemente determinados [p. 57,
1. 16].

Das duas dltimas proposigdes resulta que:

A distancia AB entre dois conjuntos limitados é a distancia
entre um elemento de [A] e um elemento de [B] convenientemente
determinados.

E condigdo necessdria e suficiente para que se anule a dis-
tancia AB que seja [A] | [B].
Com efeito, para que se tenha A B =0 é necessario ¢ suficiente
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que seja AB=0e¢ BA=0. Ora, estas condigdes sdo necessi-
riag e suficientes para que se virifiqguem as relagtes

(AlI<[B] e [BII<<[Al [p. 08,1 1],

donde vem [A] | [B].
Quando A e B forem conjuntos totalmente fechados, a dis-
tincia AB anular-se-4 sdbmente se tivermos A | B.

Dados dois conjuntos de ordem n, A* ¢ B, a distancia A* B*
ndo é excedida pela distancia entre duas correspondentes pro-
JjecgDes déstes conjuntos, quaisquer que elas sejam.

Para a verificagio do presente enunciado basta atender ao
enunciado andlogo para o desvio [p. 58, (. 3].

Por conseqiiéncia, se for A*B*=0, também serd nula a
distdncia entre duas correspondentes projecgdes de A" e B*,
quaisquer que sejam.

30. Relaclio fundamental entre distdncias. — Dados os con-
juntos A, B e C verifica-se a relacdo

1 KTz KB+ BT.
Com efeito, sabemos que é

ACZAB+BC [p. 58, (1),
donde se deduz

—

AC=AB+BT.
Da mesma forma se obtém
CA=CB | EA.
Ora, uma das Gltimas relacdes pode escrever-se
AC=zAB+BC,
como pretendiamos demonstrar.

Esta relaciio mostra que, se forem finitas as distincias AB e
BTC, finita serd a distancia AC.
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Considerando conjuntos quaisquer em nGmero finito,

podemos escrever a relaclio
2) AV=AB+BC+...+0V,

que generaliza a (1) da pigina anterior; éste resultado obtém-se
imediatamente por indugdio.

31. Relagles entre distdncias, desvios, distdncias reduzidas
e didmetros dos conjuntos, —Se A e A’ s@0 os didmetros dos
conjuntos limitados A e B verifica-se a condicdo

(3) lA—A'lZ2AB.
Com efeito, da relaciio (4), a p. 59, deduzimos
AZ N4 2AB;
da mesma forma podemos escrever
NZA{2AB,
relagdes estas que nos diio a (3) que desejdvamos obter.
Da relagio (D), a p. b9, também deduzimos
(4) ABZA | A4 AB,
atendendo & defini¢dio de distincia e A igualdade AB=BA.
Dados os conjuntos A, B e C, limitados ou ndo, temos :
(%) ACZAB+BC.

Esta relagio também se deduz da correspondente para o
5
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desvio [p. B9, (6)], e pode generalizar-se, como vamos ver, d:
qualquer das seguintes formas:
Dados conjuntos quaisquer em nimero finito,

A,B,C,D,...,T, U, YV,

femos

©) AVZAB 4 BC+CD+...+ 0V
é

) |AB—UV|ZAT+BD+...+TV.

A relaglio (6) obtém-se imediatamente atendendo a (2). Para
deduzirmos a (7) escrevamos, primeiro,

—~ABZACTHBD+...+TV,

que se obtém da relagio (8), a p. 60. Se considerarmos agora
o0s mesmos conjuntos dispostos pela ordem inversa da primeira,
poderemos escrever, da mesma forma,

—UVZAC+BD+...4+TV.

Ora, as duas Gltimas relagdes dfio-nos a (7) que desejévamos
demonstrar.
Em particular, para quatro conjuntos

A,B,C,D,
temos

(8) |AB—CD|=ACT+BD,

e, quando for DI B, vird
(9) |AB—BC|ZAT.

Dados 0s conjuntos
A,B,C,D,

verifica-se a relagdo

_;. =

(10) |AD—BC|=AB+CD.
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Com efeito, das relagdes ja conhecidas [p. 59, (3)]

— — — - .

ADZAB+BC|CD
BC=BA+AD+DC

deduzem-se as segunintes
AD—BCZAB+CD
3C-AD=AB 4 CD,

donde se obtém a relagiio (10).

Registemos também as relagbes
(11) IAC—AB|ZBT e |AC—BC|ZAB,

que se deduzem de (10) supondo que os conjuntos dados sio
respectivamente
A,A,B.C

para a primeira relaclio, o

A,B,C,C
para a segunda.
As relagdes (10) e (11) podem manifestamente generalizar-se
de combinaglio com a (2) [p. 65]. Assim, se considerarmos um
ntmero finito de conjuntos quaisquer

BBy By nvts akisiBhs B Bns vail) 9N,
teremos a seguinte generalizaglio de (10)
(12) |AV—MN|ZAB+BC+... +LM+-NO+... +UV.
32. Distancia entre duas somas de conjuntos. — Da propo-

siclo que enuncidimos a p. 61, 1. b, resulta evidentemente que:
Se decompusermos os conjuntos A e B em conjuntos A’ e B,

AIYA ¢ BIY B,
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em mimero finito ou infinito, a distancia A'B serd o limite supe-
- -

rior dos desvios A'B ¢ B'A dos conjuntos A' e B' aos conjuntos

B ¢ A respectivamente.

Da proposigio a p. 61, L. 11, deduz-se da mesma maneira
que:

Se associarmos cada conjunto A’ a um (ou mais) conjuntos B'
de tal forma que um qualquer dos conjuntos B' corresponda a um
(ou wmais) conjuntos A', a distancia AB ndo excederd o limite
superior das distancias N'B' entre os conjuntos de cada par assim
constituido. - e

Com efeito, basta notar que os desvios AB e BA nlo ex-
codem o limite superior das distincias A'B' entre conjuntos de
cada par, por ndo excederem os limites superiores dos desvios
AB oBA respectivamente,

Por exemplo, se as distancias A'B' forem todas nulas, também
sori AB=0.

Se tivermos

A'l|‘}'ﬁ!+o--+li+-..,

a distincia AB nflo excederd o limite superior das distincias

Se tivermos

AlA+A+-- -+ A

BIB,+B,+---+8Bs,

a distancia AB nlo excederd a maior das distédncias
AB (i=1,2, ..., k),
nem a maior das distncias
AB. (i==M).
Assim podemos escrever

KBZA B +A,B,+... - A:B..
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Como caso particular da dltima proposigdo temos que:

Dados os conjuntos A e B, se a cada elemento a de A fizermos
corresponder um elemento b de B de modo que um elemento
qualquer de B seja correspondente dum elemento de A, a distancia
AB ndo excederd o limite superior das distancias ab entre os
elementos de cada par assim constituido.

Dados dois conjuntos A e B e um nitmero positivo ¢, a cada
subconjunto A’ de A corresponde um subconjunto B' de B tal que
temos

(13) ABZAB fe.

Consideremos, com efeito, um subconjunto A’ de A. Se a
cada elemento a' déste subconjunto fizermos corresponder os
olementos b’ de B para os quais &

ﬁ"li'ia'_B 152!['.3 +e,

o conjunto B' de todos os elementos b’ correspondentes dos
diversos elementos a' do conjunto A’ verificard a relagiio (13),
como se depreende da proposiclio anterior.

Se o conjunto A é a soma de diversos conjuntos A', A | Y A,
dados wm outro conjunto B e um nimero positivo ¢, a cada con-
Jjunto A' corresponde um subconjunto B' de B de tal modo que temos
BIYB e
(14) ABZAB+:.

Consideremos uma parcela A’ de A e seja @' um elemento de
A'. A este elemento a' facamos corresponder os elementos b’
de B que verifiquem a seguinte condiclio:

a'bAB|-¢l.

! Para demonstrar a existéncia de elementos b’ de B que satisfagam &
condigio
adb=AB |,

basta notar que existe um elemento b’ de B, pelo menos, tal que

E’F<ﬂ+san+ g
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O conjunto B' de todos os elementos b correspondentes dos
diversos elementos a' de A’ satisfaz i relacio (14). Fagamos
corresponder a cada parcela A’ do conjunto dado A o subcon-
junto B' de B assim determinado e demonstremos que é BIY,B.
A cada elemento b de B corresponde necessiriamente um ele-
mento a' de A tal que

ab<AbteZAB+e.

O elemento a' pertenco a um dos conjuntos A', e esta desi-
gualdade mostra que o elemento b pertence ao conjunto B’
correspondente désse A'. Como vemos, o conjunto B 6 a soma
de todos os conjuntos B'.

Logo, dados dois conjuntos A @ B, a cada nimero positivo
¢ o a cada decomposicio de A em vérios subconjuntos, em
namero finito ou infinito, opde-se uma decomposigio de B em
subconjuntos correspondentes dos primeiros, de tal forma que
a distineia entre dois subconjuntos correspondentes, quaisquer,
nfio excede o ntmero AB4¢.

Em particular, podemos dizer que: dados dois conjuntos
quaisquer A e B, a cada nimero positivo & opde-se uma decom-
posigio do conjunto B em subconjuntos B’ correspondentes dos
elementos de A, de tal forma que as distancias aB' entre cada
elemento a de A e o correspondente subconjunto B' de B nilo
excedem o ntimero AB +:.

Dados os conjuntos A e B, supondo éste fechado, a cada sub-
conjunto A' de A corresponde um subconjunto B’ de B tal que temos

(15) ANBzAB.

Efectivamente, como B ¢ um conjunto fechado, a cada ele-
mento @' dum dado subconjunto A’ de A corresponde nm elemento
b’ de B, pelo menos, sujeito & condiciio

abi=aBZAB [p 49,1 11).
Por conseguinte, o conjunto B' constituido por todos os ele-

mentos B assim determinados satisfaz & relagfio (15), como &
evidente.




111 — Distiincia entre dois conjuntos 71

Se o conjunto fechado A é a soma de vdrios conjuntos A',
Al X A, dado um outro conjunto fechado B, a cada comjunto
A' corresponde um subconjunto B' de B tal que temos B| 2  B' ¢

(16) ABZAB.

Consideremos, com efeito, uma parcela A’ de A. A cada
elemento a' de A’ corresponde um elemento b’ de B, pelo
menos, que satisfaz a4 condiglio

AW =AB!.

Seja B' o conjunto de todos os elementos b' correspondentes
dos diversos elementos @' de A'. A cada parcela A’ de A corres-
ponde, desta maneira, um subconjunto B' de B que satisfaz &
relagfio (16). Demonstremos que 6 B| Y\ B'. Dado um elemento
b de B, podemos determinar um elemento a' de A de modo que
seja

E!—Ezh_hz“’

e, s¢ A’ 6 uma parcela de A a que pertence @', o elemento b
pertence ao conjunto B’ correspondente de A'. Logo o conjunto
B 6 a soma de todos os conjuntos B'.

Reproduzindo por outras palavras a presente proposigio,
podemos dizer que: dados dois conjuntos fechados A e B, a
cada decomposiciio de A em subconjuntos A’ opde-se uma decom-
posigdo de B em subconjuntos B' correspondentes dos primeiros,
de modo que a distincia A'B’ entre dois subconjuntos corres-
pondentes, quaisquer, nflo excede a distincia AB.

Esta distancia AB é o limite superior das distincias A'B’,

1 Prova-se a existéncia de elementos b' de B tais que
abV=AB
notando que existe um elemento b’ de B que obedece i condi¢do
ab=aB<AB,

porque B é um conjunto fechado.
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como facilmente se reconhece tendo em vista a proposigiio a
p- 68, L. 6.

Em particular: dados dois conjuntos fochados A e B, é
possivel determinar uma decomposicio do conjunto B em sub-
conjuntos B' correspondentes dos elementos de A, de tal forma
que as distincias aB’ entre cada elemento a de A e o corres-
pondente subconjunto B' de B nflo excedem a distincia AB.




CAPITULO 1V

ESPACOIDES DE CONJUNTOS

No presente capitalo ocupar-nos-emos do espagamento do
conjunto de todos os subconjuntos limitados dum dado espa-
gbide P. Kste espacamento consiste em demonstrar que —
referindo-nos sbmente a conjuntos limitados — a definigdo que
ultimamente apresentimos de distincia entre dois conjuntos
satisfaz is propriedades fundamentais estabelecidas no primeiro
capitulo [p. 2].

Antes porém de tratarmos de tal espagamento, convém in-
troduzir as nogdes de limite integral e de limite comum duma
sucessdio de conjuntos.

LIMITES INTEGRAL E COMUM
DUMA SUCESSAO DE CONJUNTOS

33. Definigbes. — Seja dada uma sucessiio infinita de con-
juntos quaisquer

(1] Ai!Azr"’lli!-'
pertencentes a um mesmo espagéide P. De acordo com a defi-
nigio que demos a p. 11, n.° 5, diremos que uma subsucessdo

de (1) é toda a sucessfio

{21 Ar' “l}"'JAI"""
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formada por térmos de (1), mas dispostos pela ordem em que
so encontram nesta sucesslio (r<<s<'...).

Extrair uma sucessfio de elementos da sucessiio de conjuntos
(1) é considerar uma sucessiio de elementos

(3) Byy Agy eovy iy 0

pertencentes respectivamente aos térmos de (1). Mais geral-
mente, extrair uma sucessfio de subconjuntos da sucessfio (1) 6
considerar uma sucessiio de subconjuntos dos térmos correspon-
dentes de (1).

Compreende-se, desta forma, o que seja uma sucessio de
elementos

4) Rt s s s

extraida duma subsucessiio (2) de (1).

Tis agora as soguintes definigdes: o limite integral da su-
cossio de conjuntos (1) é o conjunto dos limites de todas as
sucessdes de elementos (4), convergentes, extraidas das diversas
subsucessdes (2) de (1); o limite comum da mesma sucessiio (1)
é o conjunto dos limites de todas as sucessdes de elementos (3),
convergentes, extraidas da sncessio (1). Por exemplo, se cada
térmo de ordem {mpar de (1) representar o conjunto dos niimeros
do intervalo (0, 2) e cada térmo de ordem par o conjunto dos
nimeros do intervalo (1, 3), o limite integral da sucessiio serd
o intervalo (0, 3) e o limite comum o intervalo (1, 2).

Representemos por A e A, ou por limA; e lim A, respecti-
vamente o limite integral e o limite comum da sucessiio de con-
juntos (1).

E manifesto que entre os limites A o A existe a relagio
AI>A, quere dizer, o limite integral duma sucessio de conjuntos
contém o limite comum da mesma sucessio. Também é evidente
que estes limites nio dependem da ordem dada aos térmos da
sucessiio.

As definigdes de limite integral e de limite comum duma
gucessdo de conjuntos aplicam-se ainda ao caso particular dos
térmos da sucessdo se reduzirem a simples elementos, e genera-
lizam a definicio dada de limite duma sucessio de elementos
dum espagoide. Na verdade, verificamos imediatamente que,
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para uma sucessiio convergente de elementos

By, By co05 Ry oeney

qualquer dos limites A e A ¢ constituido pelos limites lima,
(todos juxtapostos entre si, como sabemos).

O limite integral duma sucessfio de elementos é o respectivo
derivado, e existirdi todas as vezes que esta sucesslio admitir
uma subsucessfio limitada [p. 16, [. 6]; o limite comum sé exis-
tird quando a sucessslio for convergente.

Retomando o caso geral duma sucessidio de conjuntos (1),
podemos dizer que os limites integral e comum sllo respecti-
vamente a soma dos limites integrais e a soma dos limites
comuns de todas as sucessdes de elementos extraidas da sucessiio
dada (1).

Dissemos mais atrds [p. 22, l. 13] que a operaglio por meio
da qual formamos o lugar dum conjunto é distributiva em re-
lagio & soma dum nimero finito de parcelas, e que pode ndo
acontecer 0 mesmo no caso destas serem em nimero infinito.
A @ste respeito notemos agora que, numa sucessiio infinita de
conjuntos quaisquer, o lugar da soma dos térmos é a soma do
limite integral com os lugares dos térmos da mesma sucessdio:

A+ A+. AT AR+ A+ AT+

Observagio. — Descendo ao caso particular do conjunto P dos
pontos dum espago ordindrio, & manifesto que as definicdes de
limite integral e de limite comum sio distintas das defini¢bes
de limite completo e de limite restrito duma sucessiio de con-
juntos 1. Aquelas defini¢bes generalizam a definigio habitnal
de limite duma sucessllo de pontos; estas nilo generalizam.

A existéneia dos limites completo e restrito implica a exis-
téncia dos limites integral e comum; estes contém respectiva-
mente aquéles, como é evidente.

Dum modo geral podemos dizer que niio se verificam outras
relagdes entre tais limites. Todavia, nas sucessdes decrescentes

! Os limites completo e restrito duma sucessio de conjuntos foram
considerados pela primeira vez por E. Boren (Legons sur les fonelions de
variables réelles, p. 18).
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de conjuntos fechados, os limites completo e integral (ou os li-
mites restrito e comum) coincidem necessariamente; com efeito,
se numa sucessdo de conjuntos fechados cada térmo contém o
imediatamente seguinte, qualquer dos mencionados limites re-
duz-se ao produto de todos os térmos da sucessio.

Os limites completo e restrito aparecem na teoria da medida
dos conjuntos e dos integrais definidos; os limites integral e
comum tém aplicaghes de carficter inteiramente diferente, como
Veremos.

34. Algumas propriedades dos limites A e A.— Podemos
caracterizar um elemento qualquer @ do limite integral A da
sucessdo de conjuntos (1) pela condigdo necessdria e suficiente de
existir uma subsucessdo (2) de (1) de modo que seja limaA, =0.

Com efeito, um elemento a de A ¢é limite duma sucessdo de
elementos (4), extraida duma subsucessiio (2) de (1), e tomos

limaA.<Zlimaa,=0.

Reciprocamente, suponhamos que um determinado elemento a
tem por correspondente uma subsucessfio (2) de (1) de forma
que seja limaA,=0. Considerando uma sucessiio de elementos
(4) extraida de (2) e sujeita & condigfio

a_a_uf:g_m-i-% (u=r,s,...),
temos limaa,=0. Logo o elemento a pertence a A.
Um elemento qualquer a do limite comum A da sucessdo de
conjuntos (1) é caracterizado pela condigdo necessdria e suficiente

de ser imalA;=0.
A demonstraciio é anidloga & da proposiciio antecedente.

O limite integral duma sucessdo de conjuntos (1) é a soma
dos limites comuns das diversas subsucessdes de (1).

Esta proposi¢lio resulta manifestamente das definigdes dadas
para os limites A e A .

O limite comum duma sucessdo de conjuntos (1), quando existe,
é o produto dos limites integrais das diversas subsucessdes de (1).
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Com efeito, o limite A da sucessiio de conjuntos (1) estd
contido, evidentemente, no produto dos limites integrais das
subsucessdes de (1). Kste produto, por sua vez, esti contido
em A, porque, se um elemento a do referido produto nio veri-
ficasse a condiglio lima A;=0 a que deve satisfazer um elemento
de A, terlamos s

aA.>c (um=r,s,...)

para um certo nmero positivo e @ para uma certa subsucessio
(2) de (1), o que seria incompativel com a condigio de o ele-
mento & pertencer ao limite integral da sucessiio (2).

O limite integral duma sucessdo de conjuntos é wm conjunto
totalmente fechado.

Para demonstrar que o limite integral A da sucessiio (1) &
um conjunto totalmente fechado, consideremos um limite a' duma
sucessllo convergente, qualquer, de elementos de A,

(5) o W, s Wi

A cada térmo a'; desta sucessio facamos corresponder um
elemento a, dum térmo A, de (1) de modo que u seja crescente

com ¢ e que se verifiqgne a desigualdade a'.-a.(-i—. Os térmos

da sucessllo (D) encontram-se assim em correspondéncia com os
térmos duma outra

(6) il Ravd
extraida doma subsucessio de (1) e, visto ser lima;a,=0, a

sucessldo (6) converge para o limite a' [p. 18, I. 27]. O elemento
a' pertence, pois, ao conjunto A 1.

1 Esta proposigio faz ver, mais uma vez, que o lugar (Al dum con-
junto A & um conjunto totalmente fechado. Na verdade, o lugar Al & o
limite integral da sucessdo

R S

A mesma proposigio também faz ver que o derivado duma sucessio de
elementos é um conjunto totalmente fechado.
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O limite comum duma sucessdo de conjuntos é um conjunto
totalmente fechado.

Com efeito, jA4 vimos que o produto de virios conjuntos to-
talmente fechados ainda é um conjunto totalmente fechado [p. 23,
I. 17]. Ora, o limite comum duma sucesslo de conjuntos é o
produto dos limites integrais das suas diversas subsucessbes, e
estes sflo conjuntos totalmente fechados como demonsirimos
ultimamente.

Se
(7 Ays Nyoooas Nip ons

é uma sucessdo de subconiuntos de soma limitada, extraida da su-

cessddo (1), temos lim A';:A =0 .

Consideremos nma sucessiio (7) de subeonjuntos dos térmos
da mesma ordem da sucessiio (1), e suponhamos que é limitada
a soma

NNt N+

Se ndlo fosse lim A';A=0, poderfamos determinar um némero
g >0 e uma subsucessiio

®) g e

da suncessdio (7) de maneira a verificar as designaldades
AT‘.}E (h=r,8,...).

Em cada térmo A’, existiria um elemento a, que fizesse a, A>¢

@, por ser limitada a soma dos térmos da sucessiio (8), limitada
seria a sucesslio dos elementos

(g) Bpy Aoy s00y Byy 2000

Para um limite a desta Gltima socessfio teriamos a ﬁ}e [p- B3,
l. 2] o, em oposigiiv a &ste resultado, viria aA 0, pois o ele-
mento @ pertenceria a A, porque a sucaas.&o (9] ¢ extraida da

(8) e portanto da (2). A condigio lim A' A =0 & por conse-
guinte, verdadeira.
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Se A' é um subconjunto limitado do limite comum A da su-
cessdo de conjuntos (1), temos lim A'A=0. _,

Com efeito, se nfio existisse o limite lim A' A; =0, teriamos
AR >2¢ para um certo nfmero positivo ¢ e para todos os
térmos A, duma certa subsucessfio (2) de (1). A cada térmo A,
poderiamos opor um elemento a', de A’ que verificasse a desi-
gualdade a',A,>2¢, e um elemento limite a' da sucessiio assim
obtida, =~

! ) ]
af, a., ---,a-, LY

pertenceria necessiriamente ao limite comum A, pois @ste é um
conjunto totalmente fechado, como sabemos. Seja

I ' 1
a,, T a“f,-

uma infinidade de t8rmos desta sucessfio determinados de tal
forma que se tenha

Ava<s (V=r,d,...).
A relaciio
aAssavAs—aya,

que se deduz de

Asa'yZAsa'+a'ay [p. DO, (2)],

dar-nos-ia, por conseguinte,
Ay >e (W=, ¢,...),

em discordincia com a condigio lima' A;=0 a que deveria sa-
tisfazer o elemento a’' de A [p. 76, I. 23].
7]

Conseqiientemente existe lim A'A;=0.

_ 35. Casos de existéncia e de coincidéncia dos limites A e
A'. —O limite integral duma sucessdo de conjuntos (1) exis-
tird sempre que pudermos extrair desta sucessio uma de ele-

! No capitulo V estudaremos outros casos de existéneia e de coinei-
déncia dos limites A e A além dos que vamos agora eonsiderar.
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mentos que por sua vez admita uma subsucessio limitada.
Agsim, se for limitado o conjunto soma

ARt

o limite integral existird necessiriamente.

O limite comum duma sucessfio de conjuntos pode nilo existir,
ainda que seja limitada a soma d@stes conjuntos. E o que acon-
tece com uma simples sucessio de elementos que seja divergente.

Acérea da existdneia dos limites integral e comom duma
sucessfio de conjuntos quaisquer, eis as seguintes proposigdes:

Dada a sucessdo de conjuntos (1), se for It'mﬁa:ﬁ.--=0 @<t
existirdo os limites A e A e teremos A | A .

Comecemos por considerar um determinado elemento b e
escrevamos a relagiio

bAZbA 4 AA [p. 59, (6)].

Dado um ntimero 3>0 e admitindo a condi¢fio do enunciado,
podemos fixar o indice ¢ de forma que seja A A<3 para qual-
quer inteiro ¢>+. A relacllo anterior d4 entllo, para estes
valores de 1,

bAZbA+3.

Conseqilentemente é limitado o conjunto das distincias re-
duzidas b A; (i>7'), e 0 mesmo sucede ao conjunto de todas as
distancias reduzidas b A; (i=1, 2, ...).

Dito isto, se tomarmos em cada conjunto A; um elemento a;
tal que seja

ba<bA+3 (i=1,2,...),

obteremos ama sucessfio de elementos

Ay gy 20ey Ay =0x,y

t Og inteiros ¢ e 4 tendem de gqualquer forma para infinito, mas res-
peitando a relagio &/ <i.




I — Limites integral ¢ comum duma sucessiio de conjuntos |

sucessdo esta que ¢ limitada por ser limitado o conjunto das
distancias de cada térmo a um determinado elemento b. O
derivado desta sucessiio faz parte do limite integral de (1), que
existe por conseguinte.

Para demonstrar a existéncia de A e a relagio A | A consi-
deremos um elemento a de A e determinemos uma subsucessiio
(2) de (1) de modo que se tenha lim aA.,=0. Como é também
tim A, A= 0 (u<<i)!, a relaglio

aA.ZaA,+AA

di limaA;=0, quere dizer, o clemento a pertence ao limite
comum da sucessdio (1) [p. 76, L. 23], que existe portanto. Tor-
na-se assim manifesta a relaciio A | A.

Dada a sucessdo de conjuntos (1), se for lim A:ﬁ;- =0 (i>1)
e se existir A, também existird A e teremos AlA.

A demonstragfio segue as mesmas linhas da segunda parte
da demonstragio do enunciado anterior; simplesmente devemos
substituir a designaldade »<{i por u>: 2.

A-propésito da existéncia do limite comum duma sucessio
de conjuntos acrescentemos ainda as seguintes proposigdes:

Para que wma dada sucessdo de conjuntos (1) admita um

! Para conservar a relagio u <i podemos fazer tender § para infinito
através dos valores

i=r4+1,r42,...,

@ dar sempre & u o valor do térmo da sucessdio r, 8, ... imediatamente

menor do que ¢. Por outras palavras: para o cdleulo do limite Zim l?l..-, a
—

sucessiio dos desvios Au Ai pode ser a seguinte:

- — — -
‘-rﬂr-{—h ArArygg, ..., A- A, PeBspgy ...

* Para manter a relagio u>i no cdleulo do limite lim A?A.-, basta
considerar a sucessfio dos desvios

ﬁ:ﬁl, A:';!s,

dos térmos da sucessiio (2) aos térmos correspondentes da sucessio (1),
6

e T N
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iimite comum é- necessdrio e suficiente que todas as subsucessdes
de (1) admitam limites integrais ¢ que exista o produto de todos
estes limites. Tal produto é o limite comum da sucessdo (1).

E o que se depreende da demonstraglio do enunciado que se
encontra a p. 76, I. 31.

Para que a sucessdo de conjuntos (1) admita um limite
comum ¢é necessdrio e suficiente que t0das as subsucessdes de (1)
admitam limites integrais e que exista o produto de quaisquer
déstes limites tomados em wimero finito, supondo um deles limitado.

Ffectivamente, como tais limites integrais sfo conjuntos to-
talmente fochados [p. 77, . 11], segue-se que, se existir o produto
de quaisquer ddsses limites tomados em nimero finito e se nm
deles for limitado, também existird o produto de todos [p. 28,
1. 2b], que 6 o limite comum da sucessio (1)L

36. Comparagio dos limites integrais e comuns de certas
sucessbes de conjuntos. — Dadas duas sucessdes de conjuntos
(10) AR r R
(11) B,,By, ..., Bi, ..o,
se for lim A,B.=0, teremos as relagies Al<B e AI<B.

Com efeito, a um elemento a de A corresponde uma sub-
sucessiio de (10),

R e S
tal que ¢ imaA,=0 [p. 76, 1. 10]. Mas a relagilo

aB,ZaA,+AB.

também d4 limaB,=0. Logo o elemento a pertence a B
e temos Al< B. § S
Da mesma forma se demonstra a relaglo AI<<B.

t Importa observar que esta proposigio nio tem interferéneia algnma
nas demonstragdes que mais adiante apresentaremos [n.o* 43 e B3] do teo-
rema a p. 23, I 25, no qual basefimos a referida proposigilo.
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Sio evidentes os seguintes corolérios:

Se entre os térmos de duas sucessdes de conjuntos (10) e (11)
existirem as relagies

AFCB, ATl ORISRt

também serd Al<<B e AI<B.

Se for lim ATB:C', teremos A|<|B); se for Iimﬂ_i;—ﬂ,
teremos [B]|<<A .

Porque o conjunto [B] pode considerar-se limite integral e
limite comum da sucessiio

B,B,...,B,....

Se for im A;B:=0, teremos A|Be A|B.
Em particular:

Se for lim A;B=0, teremos A| A | [B].

Os limites integral e comum duma sucessdo de conjuntos sdo
08 mesmos limites da sucessdo dos lugares dos térmos da primeira.

Com efeito, dada a sucessio de conjuntos (1), temos A;TAJ=0,
donde vem lim A;TA]=0, que nos dé, como j& sabemos,

limA; 'lim(A) o limA,|lim[A).

Os limites integral ¢ comum duma sucessio de conjuntos
nflo se alteram, por conseqiiéncia, quando todos ou alguns désses
conjuntos se substituem por outros que admitem os mesmos
lugares que os primeiros.

Consideremos agora k sucessdes de conjuntos

(12) Ay, Aug, .oy Agy, -

(h=1,2,..., %)
e seja

(13) i
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uma sucessiio formada de térmos das sucessdes (12). Cada térmo
A.; que figure em (13) poderd repetir-se como térmo desta su-
cessllo, mas apenas um nimero finito de vezes.

Se notarmos que a sucessdo (13) contém uma infinidade de
térmos duma, pelo menos, das sucessdes (12) e se atendermos
4s duas primeiras proposigdes do n.° T [p. 17], veremos que:

Se as k sucessdes (12) admitem o mesmo limite integral, 2ste
contém o limite integral B de (13).

Se as Ik sucessdes (12) admitem o mesmo limite comum, éste
pertence ao limite comum B de (13).
Como caso particular vem a proposiciio seguinte:

Dada uma sucessdo de conjuntos (1) e uma subsucessdo (2) da
primeira, entre os limites integrais e comuns existem as relagdes

limA|>lmA, e limAl<limA,.

37. Caso em que é limitada a soma dos térmos duma
sucessio de conjuntos. Outros modos de definir os limites A e
A.— O limite integral duma sucessdo de comjuntos (1) de soma
limitada ¢ o menor conjunto totalmente fechado A! para o qual

temos lim A A=0.
Com efeito, supondo limitada a soma dos térmos da sucessfio
—

(1), temos lim A;A =0 como caso particular da proposi¢cio a
p. 78, 1. 9. Além disto também ji sabemos que outro con-

junto totalmente fechado B na condiglo limA;B=0 contém
necessiriamente o limite integral A [p. 83, 1. 6]. Conseqiien-
temente o limite A é o menor conjunto totalmente fechado para

o qual temos lim A, A=0.

O limite comum duma sucessdo de conjuntos (1) de soma limi-
A ;

tada é o maior conjunto A para o qual temos limAAi=0.
Sendo limitada a soma dos térmos da sucessio (1), o mesmo

1 Ji dissemos numa nota a p. 21 o gue se entende por maior e menor
conjuntos duma dada colecglio de conjuntos.




sucede, evidentemente, ao limite comum desta sucesslo. Temos,
portanto, lim A A;=0, como resulta da proposicio a p. 79,
l. 1. Mas, como qualquer outro conjunto B que satisfaca i
condigfio limB A;=0 & necesshriamente um subconjunto do A
[p- 83, I 6], segue-se que o limite comum A é o maior conjunto
(necessiriamente fechado) que faz lim A A, =0.

Notemos que a demonstragfio nflo exclui o caso de ser ilimi-
tada a soma dos térmos da sucessiio (1), contanto-que seja limi-
tado o respectivo limite comum. Logo, se numa sucessiio de

- conjuntos quaisquer (1) o respectivo limite comum for limitado,

- .-'
éste serd o maior conjunto A para o qual temos lim A A;=0

Numa sucessdo de conjuntos (1) de soma limitada, a condigdo
lim A; Ry =0 ¢ necessdria e suficiente para que seja A IA.

A condiglo é necessiria porque, sendo A|A, como &
limA;A=0[p. 84, I. 17] e lim AA;= 0 [prop. prec.], a relagio

AA z:ATi +AA [p. B8, (1)]

di lim A Ay =0. e

A condiglio é suficiente, porque do limite lim A; Ay = O resulta,
em particular, que é lim AA; =0 (1<), donde se deduz a coin-
cidencia A | A [p. 80, L. 10].

Reiinindo esta proposigiio com as duas primeiras do n.° 35
[p. 79] podemos dizer que:

Numa sucessdo de conjuntos (1) de soma limitada, uma qual-
quer das condigies

lim ARy =0 (i<i), limARAp=0(>), limA Ay=0

é mecessdria e suficiente para que seja A | A .

Como vemos, duma qualquer das duas primeiras condicdes
resulta necessiriamente a terceira, sempre que se tratar duma
sucessdio de conjuntos (1) de que a soma seja limitada.

Do que dissemos a p. 82, [. 6, ainda deduzimos o seguinte:

Para que uma sucessdo de conjuntos, de que a soma seja limi-
tada, admita um limite comum, é necessdrio e suficiente que exista

I — Limites integral ¢ comum duma sucessio de conjuntos 85
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o produto dos limites integrais de quaisquer das respectivas sub-
sucessdes tomadas em nimero finito. O produto de todos estes
limites integrais é o limite comum da sucessdo proposta.

38. Limites integral e comum duma soma e dum produto
de sucessdes de conjuntos. — Se os térmos duma dada sucessdo
de conjuntos

5 Buiss <o By vsn

sdo somas de k conjuntos

S$ilAi+Bit...+ V.

(i=1,2,...),

temos as relagbes DXy A v
SIA+B+...+V

S§$>A4+B+...+V.

Por outras palavras: o limite integral da soma dum nimero
finito de sucesses ! é a soma dos limites integrais das parcelas,
e o limite comum contém a soma dos limites comuns das par-
celas. Estas afirmagdes slo evidentes.

No caso da soma duma infinidade de sucessdes sbmente po-
demos dizer, em geral, que:

Os limites integral ¢ comum da soma contém respectivamente
a soma dos limites integrais ¢ a soma dos limites comuns das
parcelas.

i Chamamos soma e produto de diversas sucessiea de conjuntos, res-
pectivamente i sucessio das somas e i sucessio dos produtos dos primeiros
térmos, doa segundos térmos, ete., das mesmas sucessdes. Estas sucessdes
chamam-ge, entilo, parcelas da soma e factores do produto.

claro que o produto de diversas sucessdes de conjuntos pode ndo
existir.

A soma duma sucessio de conjuntos com um conjunto A é a soma desta

sucessdo com a sucessio
A,A,...;A ...y

e identicamente se define o produto duma sucessio de conjuntos por um
conjunto A .
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Consideremos, por exemplo, uma infinidade numerada de
sucessdes, nas quais todos os térmos slo um mesmo conjunto
A, excepto o primeiro térmo da primeira, o segundo térmo da
segunda, ete., que sdio substituidos por um outro conjunto B.
Os limites integrais (ou comuns) destas sucessdes sio o lugar [A],
a respectiva soma ¢ o mesmo [Al, o limite integral (ou comum)
da sucessfio soma é o lugar [A] 4 [B] e nflo o lugar [A] se su-
pusermos, por exemplo, que é [A] <[B].

Os limites integral e comum do produto de diversas sucessies,
em nimero finito ou infinito, pertencem respectivamente ao pro-
duto dos limites integrais e ao produto dos limites comuns dos
factores.

Esta proposi¢gio também é evidente. No exemplo de hi
pouco o limite integral (ou comum) do produto das sucessdes ¢
o logar [A><B] !, o produto dos limites integrais (ou comuns)
das mesmas sucessdes ¢ o lugar [A], e teremos [A><B]<[A] se
for, por exemplo, (B]<I[A].

39. Projaur.:ﬁas dos limites integral e comum duma sucessio
de conjuntos de ordem n. — As projecgdes do limite integral A"
duma sucessio de conjuntos de ordem n,

(14) T A A

pertencem aos limites integrais das correspondentes projecgdes da
mesma sucessdo.
C'om efeito, seja B* uma determinada projecgio de A" e

(15) N SRR e

a correspondente projecglio da sucessio proposta. Um elemento
b* de B* & projecciio dum elemento a* de A", e a éste elemento
corresponde uma subsucessiio de (14),

A“r, Alu“ LELE | lnu: Sl ny

! Supomos que existe o produto A>XB. A relagio (Bl <IAl que a
seguir escrevemos, nilo implica necessiriamente a existéneia désse produto.
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tal que & lima" A", =0. Conseqiientemente de
bBLZar A% [p- 49, L. 31]

resulta lim b* B*, =0, quere dizer, o elemento b* pertence ao limite
integral B* da sucessiio (15). Temos, portanto, B*|<B*, como
desejdvamos provar.

Notemos que a coincidéncia B* | B* pode nio dar-se necessé-
riamente; basta recordar que, para A* ilimitado, B* pode nio
ser um conjunto fechado [p. 40, I. 10]. Um outro exemplo é a
sucessfio dos segmentos do plano Oy que unem o ponto (1, 0)
aos pontos

(0;1),(0,2) ce5(0,8) 00,

pois que o limite integral desta sucessfio & a semirecta x =1 com
¥S0, a projecgiio do limite integral sobre o eixo O x é o ponto
(1, 0) e o limite integral da sucessiio das projeccdes désses
segmentos 6 o segmento do eixo O x que une a origem ao ponto
1, 0).

Da mesma forma se demonstra a proposigiio segninte:

As projeccdes do limite comum da sucessdo de conjuntos (14)

pertencem aos limites comuns das correspondentes projecgdes da
mesma sucessdo.

Se a soma dos conjuntos (14) é limitada, as projecgdes do
limite integral A" sdo os limites integrais das correspondentes
projecgdes da mesma sucessdo.

Com efeito, no caso em que é limitada a soma dos térmos
da sEfesﬂaD (14), o limite integral A" satisfaz 4 condiglio

lim A" A" =0 [p. 84, L. 17] e, por ser
ﬂ “--
B'.B*= A" A" [p. 58, L 3],

temos da mesma forma lim BY, B*=0. Daqui deduz-se B*|<B*
[p. 83, I. 6], porque B* é um conjunto totalmente fechado
[p. 40, l. 19], relaglio esta que, juntamente com a j& demons-
trada B*(<B*, da B*| B*. Logo, quando nos referirmos a uma
sucessfio de conjuntos cuja soma seja limitada poderemos dizer,
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resumidamente, que os limites integrais das projecgles siio as
projecgdes dos limites integrais.

Observagio. — Ndo ¢ verdadeira, em todos os casos, a pro-
posigio andloga para o limite comum. Por exemplo, supondo
que se trata duma sucessio de conjuntos de pontos do plano
20y, se cada térmo de ordem {mpar é o segmento de recta de
extremos (0, 0) e (1, 1), e cada térmo de ordem par o segmento
de extremos (1, 0) e (0, 1), o limite comum da sucessio é o

1 : g
ponto (§ - ?) de intersecglio dosses segmentos, a primeira pro-
jeeglio do limite comum é - e o limite comum da sucessfo das

primeiras projeccdes désses segmentos ¢ o segmento de ex-
tremos (0, 0) e (1, 0).

II

ESPACAMENTO DO CONJUNTO
DOS SUBCONJUNTOS LIMITADOS DE P

40. Juxtaposicdo de conjuntos.-— Apresentimos jé uma
defini¢io geral de distincia entre dois conjuntos, mas esta dis-
tincia, definida com tSio grande generalidade, torna-se infinita
nalguns casos: quando um dos conjuntos ¢ limitado e o outro
ilimitado, e ainda, possivelmente, quando ambos os conjuntos
sdo ilimitados [p. 62, nota]. A-fim-de evitar estes casos par-
ticulares na definiclio de distincia entre dois conjuntos — como
é necessirio para que estes sejam elementos dum espagéide —
consideremos por agora, sdbmente conjuntos limitados.

Seguindo as mesmas denominagdes que no n.° 1, diremos que
os conjuntos A e B sdo juxtapostos um ao outro (Al B) quando
for AB=0. Dois conjuntos siio, pois, juxtapostos quando cada
elemento de qualquer deles é limite duma sucessfio de elementos
do outro, isto é, quando todo o esferdide de centro num elemento
de qualquer déstes conjuntos contém um elemento do outro.

J& vimos que da condi¢io AB =0 se conclui [A] | [B] e reci-
procamente [p. 63, I. 32]. Logo, para que dois conjuntos
sejam juxtapostos, & necessdrio e suficiente que admitam o
mesmo lugar, ou, 0 que é 0 mesmo, & necessirio e suficiente
que cada um deles seja um subeconjunto do lugar do outro
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[p. 21, I. 19]. Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais
dum intervalo e o conjunto dos nGmeros irracionais do mesmo
intervalo juxtapdem-se um ao outro.

12 evidente que, se cada elemento de qualquer dos conjuntos
A e B 6 juxtaposto a um elemento do outro, estes conjuntos sio
juxtapostos entre si. Dois conjuntos totalmente fochados e jux-
tapostos sdio coincidentes.

Correspondentes projecgdes de conjuntos juxtapostos de
ordem n sio ignalmente conjuntos juxtapostos [p. 64, I. 12].

Observacg#o. — Um conjunto de nimeros reais juxtaposto a
um dado intervalo & qualquer conjunto denso nésse intervalo.
Em geral, a definigio de conjuntos juxtapostos (que abrange o
caso dos conjuntos ilimitados) generaliza a definigio de — con-
junto A, de pontos dum espago ordindrio, denso sobre um conjunto
perfeito B que admite o primeiro por subconjunto b,

41. Conjuntos limitados de conjuntos. —Representemos por
(A) um conjunto qualquer de subconjuntos limitados A dum dado
espacbide P. Diremos que (A) é um conjunto limitado quando
for limitado superiormente o conjunto das distancias A A" entre
os conjuntos constituintes de (A), ou elementos de (A), tomados
dois a dois de todos os modos possiveis. O limite superior do
conjunto destas distancias é o diametro de (A).

Um conjunto (A) seré propriamente infinito quando admitir
um subconjunto infinito de elementos niio juxtapostos, dois
quaiquer deles.

Num conjunto limitado (R) também é limitado o conjunto dos
diaimetros dos conjuntos comstituintes de (A).
Para a justificagio déste enunciado basta notar que, se Ae
A’ sio conjuntos elementos de (A) e A e A" os respectivos did-
metros, temos
[A—AlZz2AN [p. 65, (3)]

Designando por « o didmetro de (A) e por 3 o limite inferior
dos diametros A dos conjuntos elementos de (A), da tltima re-

1 Para esta definigdo veja-se, por exemplo, Vicexrs Goxgarves, Ligdes
de Cdleulo e Geomelria, p. bb, L. 27.
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lagio deduz-se facilmente a seguinte:

(1) AZ3+2a.

Um conjunto (A) é limitado ao mesmo tempo que a soma $ dos
conjuntos constituintes de (A).

Sejam a e &' dois elementos quaisquer do conjunto soma § ,
A e A’ as parcelas a que pertencem tais elementos, A e A’ os
didmetros déstes conjuntos. Podemos escrever, atendendo A re-
lagfio (5) a p. 51,

@ ad A+ A HANZAHN AN,

Mas, se o conjunto (A) é limitado, os nimeros A A’ admitem um
limite superior, @ 0 mesmo sucede aos nimeros A [prop. prec.].
Por conseguinte também é limitado superiormente o conjunto
das distncias aa’, como resulta da relagio (2), quere dizer,
o conjunto 8§ & limitado.

Designando por « o diimetro de (A) e por 3 o limite inferior
dos diimetros A, como fizemos hd pouco, das relacdes (1) e (2)
concluimos que o didmetro de 8 nio excede o nimero

23+20)+ax=28+4Dex.

Reciprocamente, suponhamos agora que 8 é um conjunto limi-
tado e demonstremos que o mesmo acontece a (A). Neste caso,
como os diversos conjuntos A sfio evidentemente limitados, como
a distancia entre dois quaisquer déstes conjuntos é a distincia
entre dois elementos convenientomente determinados nos respec-
tivos lugares [p. 63, I. 29], como estes elementos pertencem ao
lugar [8] [p. 22, I. 17] e como [8] é um conjunto limitado [p. 21,
l. 7], segue-se que (A) também é um conjunto limitade. O dia-
metro de (A) ndo excede o de [8], isto &, niio excede o de §
[p. 44, L. 29].

42, Verificagio das propriedades fundamentais. — Conti-
nuemos a considerar um determinado espagbide P e todos os
conjuntos limitados A, B, ... néle contidos, Gnicos de que nos
ocupamos, por emquanto. Designemos ainda por (A) um conjunto
qualquer constituido por alguns dos conjuntos A, B, ....
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Demonstremos agora que o conjunto de todos os conjuntos
A,B, ... 6 um novo espagbide, supondo que adoptamos a defi-
nigllo j& enunciada de distincia entre dois conjuntos.

1) Dados os conjuntos A, B ¢ G, tem lugar a relagdo
AC<ZAB+BC.
E o que ji demonstrimos no n.® 30 [p. 64].
2) Se a sucessdo de conjuntos
ooy supilep s

satisfaz & condigdo lim A;Rz =0, existe um conjunto A tal que
temos lim A;A=0.

Com efeito, nesta condi¢lio, como a um dado nimero >0
corresponde um inteiro positivo k tal que temos A;A; <3 para
todo o i>k, segue-se que ¢ limitado o conjunto das distincias

KA, (i=1,2,...).

Por conseguinte também é limitado o conjunto de todas as dis-
tancias A; Av [p. D, 1. 19], assim como o conjunto soma

ﬁ’+“z+.--+li+--..

Existe, portanto, o limite integral A e, da condicfio lim A/Ay =01,
vem A | A [p. 8D, L 12]. i

Ora, designando por A éste limite tnico, temos lim A;A =0
e lim A_i.-={‘l, por se tratar duma sucesslio de conjuntos euja
soma & limitada [p. 84, I, 17 e 27|, resultados estes que nos
dio lim A;A=0, como desejdvamos demonstrar.

3) E possivel dividir qualquer conjunto limitado (R) de“con-
juntos A num nimero finito de partes de didmetros menores do
que um nimero positivo 3 préviamente dado.

i £ evidente que as condigdes lim AiRi =0 e lim Ai Ay = 0 silo equi-
valentes.
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Para tanto comecemos por dividir o conjunto §, soma dos
conjuntos A constituintes de (A), num nimero finito de conjuntos
parciais de didmetros menores do que 3 [p. 2, 3)] 4. Sejam

(3) s[ns“‘-"st

o8 conjuntos parciais assim obtidos. Em segunida formemos
grupos com os conjuntos A do modo seguinte: os conjuntos A
contidos em §,, os contidos em §,, etc.; os conjuntos A (dis-
tintos dos j& considerados) contidos em 8, 18, , os contidos em
8,+8,, etc. Em geral, os conjuntos A de (A) pertencentes a
um mesmo grapo correspondem a determinados dos conjuntos (3),

(4) Srj s.l'g""t S‘u'!

da seguinte maneira: cada um daqueles conjuntos esti contido
na soma

$+8+...+8.

@ nfio em nenhuma soma de conjuntos (3) que seja formada por
menor nimero de parcelas.

Os gropos assim constituidos sfio em namero finito, e pode
suceder que um ou outro seja desprovido de conjuutos A, como
é evidente.

Demonstremos agora que os diimetros désses grupos de
conjuntos sio menores do que o ntmero considerado 3. Um
determinado grupo corresponde, como vimos, a determinados
conjuntos (4). IKstes dividem gualquer conjunto A do mesmo
gropo em partes:

KN LY. A
sendo

A-lAx<S8,, A IAx<S,, ..., AulAxS..

Temos, da mesma forma, para qualquer outro conjunto A'
do referido grupo,

AN +A ...+ A,

! Ji demonstrimos que a soma 8 & um conjunto limitado [p. 91, L 3].




94 Carfroro 1V — Espagdides de conjuntos

Mas a distancia A A’ nfio excede a maior das distincias

AN, KA, ..., RLA. [p. 68, L 21],

e, como estas distincias nfo excedem respectivamente os diime-
tros dos conjuntos (4), vem AN <5. Por conseguinte o dis-
metro de cada grupo nfio excede o nimero 3, como desejivamos
demonstrar.

43. Demonstracio dum teorema de RiEsz-SIERPINSKL —
Como aplicagfio da doutrina exposta anteriormente apresentemos
a seguinte demonstracio dum teorema de RIESZ-SIERPINSKI, j&
enunciado a p. 23, e estendido a conjuntos de elementos dum
espacbide qualquer:

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos total-
mente fechados, wm dos quais supomos limitado, é necessdrio e
suficiente que exista o produto de quaisquer désses conjuntos to-
mados em numero finito,

A condicio 6 manifestamente necessiria. Para demonstrar
que 6 suficiente suponhamos, primeiro, que a soma dos conjuntos
dados A & limitada. Neste caso o conjunto (A) de todos os
conjuntos A também & limitado [p. 91, I. 8], e podemos, por
isso, dividi-lo num nimero finito de subconjuntos (A') de dia-

N : ’ 1
metros inferiores a nm namero dado i Tomemos um sb con-

junto elemento A’ de cada subconjunto (A’), seja A; o produto
déstes conjuntos A, que existe por hipitese, e demonstremos

que é verdadeira a desigualdade I,-I(—:.n, seja qual for o

elemento A do conjunto (A). Com efeito, se (A") & o subconjunto
de (A) a que pertence o elemento dado A, e se A’ é o elemento
de (A') que & factor na formagiio do produto A;, temos, em
virtude da relagio A:|<<A',

KAZAAZRA< .

JProcedendo desta maneira para todos os valores inteiros e
positivos de ¢, obtemos a sucessdo de conjuntos

A“Ag, ¥ ey ‘i: ey
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sucessiio esta que admite um limite integral A [p. 80, L. 2], e
na qual & lim AA=0 seja qual for o elemento A de (A). Daqui
resulta que o limite integral A satisfaz & condigiio AI<<A, porque
A 6 um conjunto totalmente fechado [p. 83, I. 6]. Como vemos,
existe o prodato de todos os conjuntos dados A, pois o limite
integral A pertence a qualquer deles.

Podemos até afirmar que A coincide com o produto de todos
os conjuntos A, porque @ste produto estd evidentemente contido
em qualquer dos térmos da sucessfio anterior e, por conseguinte,
estd contido no limite A.

Suponhamos agora que a soma dos conjuntos A & ilimitada.
Entre estes existe, por hip6tese, um conjunto limitado que desi-
gnamos por A'. Substituamos cada um dos restantes conjuntos A
pelo correspondente produto B | A’><A. Como existe o produto
de A’ por quaisquer dos conjuntos A em nimero finito, também
existe evidentemente o produto de quaisquer dos conjuntos B em
niimero finito. Logo existe o prodato de todos os conjuntos B
(porque é limitada a respectiva soma), que & o produto de todos
os conjuntos dados 1.

O teorema que acabdmos de demonstrar pode generalizar-se
do seguinte modo:

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos to-
talmente fechados, é necessdrio e suficiente que exista o produto
de quaisquer disses conjuntos tomados em nimero finito, supondo
que um dos produtos é limitado.

Com efeito, como na infinidade de conjuntos dados existem
alguns, em ntmero finito, que, por hipétese, admitem um pro-
duto limitado, segue-se que, se substituirmos na mesma infinidade
estes Gltimos conjuntos pelo respeectivo produto, obteremos nma
nova infinidade de conjuntos mas nas condi¢des do teorema pre-
cedente. - Ora o produto dos conjuntos da nova infinidade é
justamente o produto de todos os conjuntos dados.

44. Espacéides de conjuntos de origem P.— A teoria que
desenvolvemos precedentemente mostra, em resumo, como es-
pagar o conjunto P, dos subconjuntos dam determinado espagobide

1 Yeremos no n.o 83 uma outra demonstragilo déste teorema,
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P!, Diremos, entio, que o espagbide P & a base do novo es-
pagéide P,.

Da mesma forma podemos espagar o conjunto P, dos subcon-
juntos de P,, depois o conjunto P, dos subconjuntos de P,, e
assim sucessivamenté, Sabemos construir, portanto, uma infini-
dade de espagéides

(5) lP,,P,,...,P;....,
de natureza diferente dos ji considerados no =.° 13 [p. 35], por
meio da — formagdo de conjuntos de conjuntos — aplicada suces-
sivamente a partir dum certo espagbide P.

Aos conjuntos (D) chamamos espagdides de comjuntos e ao
conjunto P a origem dos mesmos espacgéides. Dizemos que estes
sfio respectivamente de primeira espécie, de segunda espécie, ete.,
em relagfio & origem P.

Quando esta origem for o conjunto de todos os nimeros reais
e imagindrios, obteremos os espagdides numéricos de conjuntos,
que podem ser de primeira espécie, de segunda espécie, etc.
Também chamamos espagéide numérico de conjuntos a qualquer
espacoide contido num dos precedentes.

Observaglio. — I evidente que o conjunto P pertence a P,,
pois consideram-se subconjuntos particulares de P os seus préprios
elementos. De igual modo se nota que P, pertence a P,, que
oste pertence a Py e que, em geral, cada térmo da sucessio ()
pertence ao térmo imediatamente seguinte. Logo cada térmo P;
admite por subconjuntos todos os térmos de ordem inferior a i.

Somos levados, por conseqiiéncia, & consideraciio do conjunto

1P +Ptoe +Pitoe

da totalidade dos elementos dos conjuntos P; (i=1, 2, ...),
pois encontra-se naturalmente definida a distincia entre dois
elementos quaisquer da soma 8: dois elementos de 8 pertencem,
na verdade, a um mesmo conjunto P;. A relagiio fundamental

1 Continuamos & considerar sdmente os subconjuntos de P que sfio
limitados. Esta restriciio ¢ de resto indispensivel para o espagamento de P,
como veremos numa observagiio que se encontra no final do n.e 55,
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entre distincias é evidentemente verdadeira mas, a-pesar-disso,
tal definigio de distancia nilo leva o conjunto 8 A classe dos
espagdides, visto nilo obedecer, como vamos verificar, a todas as
propriedades caracteristicas déstes conjuntos,

Com efeito, observemos, por exemplo, que nio é possivel
dividir todo o subconjunto limitado de § num nimero finito de
conjuntos de didmetros menores do que um némero positivo
qualquer préviamente dado. Para citar um caso simples, tomemos
dois elementos a e b de P, nio Jjuxtapostos um ao outro, e
consideremos o subconjunto A de $ constituido pelos elementos

ol S SR e

em que: A: é o conjunto dos elementos a o b; A, é o conjunto
dos elementos a, b e A,; em geral A; 60 conjunto dos elementos

at h: Als A]:- °--;Al’—l-

Facilmente reconhecemos, por indugilo, que a distdncia entre
dois elementos quaisquer de A é ignal a ab. O conjunto A &,
pois, limitado e de diimetro ab, mas nito podemos dividi-lo num
nimero finito de partes de didmetros inferiores A distineia ab,
como ¢é evidente. Este conjunto A niio satisfaz ao enunciado de
BoLzaxo-WeiersTrass : ¢ limitado e propriamente infinito mas
nfio admite elemento limite algum.

45. Espagéides, em geral, de origem P.— As duas ope-
ragdes — composigdo de conjuntos e formagdo de conjuntos de
conjuntos — permitem-nos construir ainda outros espacéides (a
comegar por um certo espagbide P) de formas mais complicadas
(em relacio a P) do que os j4 mencionados nos 7. 13 o 44.
De facto, os espagbides de conjuntos de origem P podem figurar
como origens na formaciio de espacéides compostos, e estes,
por sua vez, servem de origens a novas infinidades de espagéides
de conjuntos.

Todos os espagbides que se obtém por intermédio das alu-
didas operagdes aplicadas a partir dum dado conjunto P podem
dispor-se numa infinidade numerada de grupos, como a seguir
indicamos: o grupo (P,) constituido tnicamente pelo conjunto
P, | P; o grupo (P') dos espagéides compostos de componentes P;

7
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o grupo (P, dos espagides de conjuntos de bases nos dos
grapos (P,) e (P) [p. 96, I. 1]; o grupo (P") dos espagbides
compostos em cada um dos quais um dos componentes pertence
a um dos grupos (P) ou (P,), e cada um dos restantes compo-
nentes a um dos grupos (P,), (P') ou (P,); o grupo (P,) dos espa-
gbides de conjuntos de bases nos dos grupos (Py) e (P"). Em
geral, o grupo (PY) é constituido pelos espagéides compostos
em cada um dos quais um dos componentes pertence a um dos
grapos (PU-") ou (Pi-1), e cada um dos restantes componentes
a um dos grupos anteriores a (PY); o grupo (Py) & constituido
pelos espagéides de conjuntos de bases nos dos grupos (Piz1)
e (PW).

Aos diversos conjuntos dos grupos
(6) (P), (P), (P"), (P, --., (PY), (P), ...

chamemos, em geral, espagdides de origem P .
Imediatamente reconhecemos que os espagbides compostos

P, P, ..., P9, .

de origem P, definidos no n.° 13, p. 3b, fazem parte respecti-
vamente dos grupos

(P, Py oy (P9), ov,y
e que os espagbides de conjuntos
P1’ P:r il | PI, e

com a mesma origem P, definidos no n.° precedente, fazem
parte respectivamente dos grupos

Py, (Py)y ==es (P0), - -

Dizemos que os restantes espagbides dos grupos (6) sio mixtos
em relagio & origem P .

Os espagbides dos grupos (P') o (Py) sdo de primeira espécie,
os dos grapos (P") e (P,) sido de segunda espéeie; em geral,
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dizemos que os espacoides dos grupos (P1)) e (P;) sfio de espéeie ¢
em relagilo & origem P.

Damos o nome de espagdides numéricos, duma maneira geral,
aos espagbides de origem no conjunto de todos os nimeros reais
e imagindrios. Também damos essa designagllo a qualquer es-
pacbide contido num déstes dltimos.

Os espacotides numéricos podem ser conjuntos compostos ou
conjuntos de conjuntos; uns e outros podem ser mixtos ou nilo,
e classificam-se em espécies como acima dissemos.

Estas breves considera¢des bastam para por em evidéncia a
grande generalidade da teoria ji exposta até agora, e para
mostrar como as duas operagdes a que nos temos referido con-
duzem a espagdides extremamente complexos em relaglio ao
conjunto P tomado para origem.

46. Poténcia do conjunto dos espagdides de origem P.—
E numerdvel o conjunto dos espagéides de origem P .

Como j& dispusemos tais espacéides numa infinidade nume-
rada de grupos (6), obteremos a demonstragiio do enunciado se
provarmos que os espagbides de cada grupo constituem uma
infinidade numerdvel.

Para isso notemos, primeiro, que:

E numerdvel o conjunto de todos os espagéides compostos nos
quais os componentes sdo térmos duma certa infinidade numerdvel
de espagdides.

Efectivamente, se formarmos nma sucessfio com esta infini-
dade de conjuntos, cada um dos referidos espacéides compostos
serd determinado por um sistema de indices, em nimero finito,
indicadores das ordens dos componentes na mesma sucessfio !.

1 E numerdvel qualquer eonjunto eujos elementos sejam definidos por in-
dices em ntimero finito, embora #ste niimero possa variar de elemento para
elemento, indices Esses que tomam todos os valores inteiros positivos indepen-
dentemente uns dos oulros.

Com efeito, basta notar que, se fizermos corresponder a cada elemento
dum tal conjunto o mimero inteiro cuja decomposigdo em factores primos
tem a forma 2%.38. ... sendo «, B, ... 08 indices de que depende &sse
elemento, teremos estabelecido uma correspondéncia biunivoca entre os
elementos do conjunto considerado e os mimeros inteiros em cada um dos
quais os factores primos diferentes sio consecutivos a partir de 2.

{Deve-se a Vicexte Gorgarves a idea desta demonstragido).
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Por conseguinte, se supusermos que os grupos anteriores a
(P®) sfio numerdveis, 0 mesmo acontecerf ao grupo (PY), visto
cada espagbide déste grupo admitir por componentes alguns dos
espacbides do grapo numerivel

(Po) +(P") + (Py) +- . - 4 (PE=9) 4 (Pi_y) .

O grupo (P;) também serd numerdvel, como é evidente. Logo,
atendendo a que os grapos anteriores a (P") silo numeraveis,
concluimos, por indu¢lio, que o mesmo acontece a todos os
grupos da sucessio (6).

47. Os limites de conjuntos. Primeira extensfio do teorema
de BorzaNo-WEiERsTRASS. — Uma vez espagado o conjunto dos
subconjuntos limitados dam dado espagbide, manter-se-4 verda-
deira toda a doutrina exposta desde o principio se imaginarmos
que os elementos entdio considerados a, b, ... representam
subconjuntos désse espacéide, quaisquer mas limitados.

Sio verdadeiras, em particular, todas as definigdes e propo-
sigbes sObre limites de conjuntos, correspondentes &s que se
encontram enunciadas e demonstradas no eap. 1, § 1L

Assim, a definiglo de convergéncia duma sucessiio

(7) nl!-ﬁg|---,ni,-.-

de subconjuntos limitados de P & a defini¢io jA conhecida da
p- 10: a sucessdo (7) converge para o conjunto limitado A quando
temos

IimKA=0.

Também podemos dizer que uma sucessfo (7) de conjuntos
limitados converge para um conjunto limitado A quando cada
ntimero >0 determina uma ordem % tal que, parai>k, a um
elemento qualquer de A; ou de A corresponde um elemento de A
ou de A; a uma distineia do primeiro menor do que 3.

B claro que a definicio de convergéncia duma sucessdo de
subconjuntos limitados de P generaliza a definiciio de conver-
géncia duma simples sucesslio de elementos.

E particularmente importante a seguinte extenso do teorema
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de BoLzawo-WEIERSTRASS, que se apresenta como resultado
desta teoria:

Qualquer conjunto de conjuntos limitados, limitado e propria-
mente infinito, admite um conjunto limite.

Se atendermos a que um conjunto de conjuntos limitados &
limitado a0 mesmo tempo que a soma déstes conjuntos, pode-
remos enunciar da seguinte forma o teorema precedente :

Qualquer conjunto propriamente infinito de conjuntos de soma
limitada admite um conjunto limite.

Podemos afirmar, portanto, que é sempre possivel extrair
uma sucessdo convergente de conjuntos duma sucessio qualquer
de conjuntos de soma limitada.

A doutrina dos limites de conjuntos serd exposta detalha-
damente no capitulo imediato. Nesse mesmo capitulo genera-
lizaremos a definiglo agora dada de limite duma sucessfio de
conjuntos; consideraremos conjuntos quaisquer, e nio sbmente
conjuntos limitados.
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