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CAPITULO VIII

CONCEITO DE FUNGAO

1
TEOREMAS GERAIS
84. Vizinhanga dum conjunto. — Sejam A e B conjuntos liga-

dos entre si. Damos o nome de vizinhanca de B relativamente a R,
definida por um nimero positivo ¢, ao conjanto U dos elementos u

. de A tais que seja uB<:. Cada elemento de U 6 um elemento de A

que se earacteriza por lhe corresponder um elemento de (B] cuja
distfincia ao primeiro niio excede o namero ¢ [p. 49, I. 24].
O conjunto U & a soma dos produtos de A pelos esferdides de
centros nos diversos elementos de [B] e de raios iguais a ¢.

Verifica-se evidentemente a relaciio UB<e. A vizinhanca U
ainda pode definir-se como sendo o maior subconjunto de A cujo
desvio a B nio excede o nimero ¢.

Em particalar, vizinhanga dum elemento b de [A] relativa-
mente a A, definida pelo nimero positivo ¢, & o produto de A
pelo esferdide de centro b e raio ¢.

Entendemos por vizinhanga dum conjunto 3 definida por um
niimero positivo ¢, sem mais indicagiio, a vizinhanga de B rela-
tivamente ao espagéide de que tratamos e definida por ¢, oun
seja a soma dos esfer6ides de centros nos elementos de [B] e
de raios iguais a ¢.

Qualquer vizinhanga de B em relagio a A é um conjunto
limitado quando B é limitado [p. 55, . 29], e é um conjunto
fechado, totalmente ou niiv, a0 mesmo tempo que o conjunto A.

Sio manifestamente as mesmas as vizinhangas relativas a A




268 Carfrono VIII — Coneeito de fungio

de conjuntos juxtapostos a B quando definidas por um mesmo
ntmero ¢ [p. 49, l. 1].

Dada uma vizinhanga U de B em relagdo a A, os termos de
qualquer sucessdo de subconjuntos de A (ou de elementos, em par-
ticular)

(1) i, X, ..., Xy, .

para a qual seja lim X:B=0 pertencem a U a partir da ordem em
que temos I]EU_‘B . Quando B é limitado, os termos da sucessdo
precedente, a partir de certa ordem, constituem, pois, um conjunto
limitado.

" Conecluimos também que, se o limite integral duma sucessdo
de subconjuntos de A, de soma limitada, pertence a [Bl, os ter-
mos da mesma sucessdo pertencem a U a partir de certa ordem
[p. 84, L. 17].

Se U e U sa0 as vizinhangas de B em relagdo a A definidas
respectivamente pelos nimeros ¢ e ¢ (¢ <¢'), o conjunto U' contém
a vizinkanga de U em relagdo a A definida pelo nimero ¢ —¢.
Na verdade, se U & um elemento desta vizinhanca de U,
temos Ull<:—¢, e, como quBEs, vem uB%iIIlI—I—lI_*BEc’
[2. 59, (6)]. et

Seja U a wizinhanga de B em relagdo a A definida pelo
nimero ¢. A vizinhanga (WY, definida pelo mesmo nimero ¢, do
conjunto dos subconjuntos limitados de B em relagdo ao conjunto
dos subconjuntos limitados de A é o conjunto (') dos subconjun-
tos limitados U' de U. Com efeito, da relagio UB=: conclui-se
que a um subeonjunto U' de U corresponde sempre um sub-
conjunto B' de [B] tal que UB'<¢ [p. 70, L. 24] e por isso
U' pertence & vizinhanga (V) [p. 120, I. 36]. Mas a cada
conjanto ¥V de (V) corresponde um subeconjunto B’ de [B] tal
que VB <¢, sendo pois VB VBl E‘U—‘H'EE, donde \'_*B'{s, razio
porque ¥ & um sabconjunto de U. Dd-se pois a coineidén-

cia (U) [ (V).

Consideremos o caso particalar de B ser um subconjunto
de [A]. A vizinhanga U de B relativamente a A, definida pelo
nmero positivo ¢, 6 tal que UB<e, pois temos agora BU=0.
A vizinhanga U pode entlo definir-se como sendo o maior sub-
conjunto de A que satisfaz dquela condiglio.
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Neste caso os conjuntos U e B on siio ambos limitados ou
ambos ilimitados [p. 62, 1. 10].

Quando ¢ B<[A], converge para B qualquer sucessdo de vizi-
nhangas déste conjunto relativas a A e definidas por mimerocs
positivos que tendam para zero.

Seja 3 a desconexdo do conjunto B. Quando ¢ B<[A], a vizi-
nhanga U de B relativa a A e definida por ¢ tem uma desconexdo
que ndo excede o maior dos nimeros d e ¢. Com efeito, os con-
juntos U+4-B e U siio nesse caso juxtapostos entre si, tendo por
isso a mesma desconexdo [p. 207, l. b], e & evidente que a
do primeiro nio excede o maior dos niimeros ¢ e :¢. Em par-
ticular, quando B ¢ conexo, a desconexdo de U ndo excede .

Seja A um conjunto qualquer (um elemento, em particular).
Seja G um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos
pertencam a um continuo limitado contido em G. Suponhamos
que existe o produto [Al><G e que o conjunto G ndo é um sub-
conjunto de (Al. Cada vizinkanga ¥ de A relativa a G contém
um continuo ligado a A mas ndo contido neste conjunto.

Tomemos dois elementos X' e X de G, sendo o primeiro um
elemento de [A] e o segundo estranho a &ste conjunto. Seja K
um continuo limitado contido em € a que pertengam os elemen-
tos X' @ X. Unamos estes elementos por ama sucessiio de ole-
mentos de K, em nfimero finito, tais que as distdneias entre

; g2t g 1 .
cada um e o seguinte sejam inferiores ao ndmero T Desi-

gnemos por X; o conjunto dos elementos desta sucessio conti-
dos na vizinhanga considerada V mas que sejam consecutivos a
partir de x'. Ponhamos i=1, 2, ... e designemos por X um
limite fechado, contido em K, da sucessdo

X, Xay oony Ky -

—

O conjunto X & um continuo [p. 208, I. 3]. Este continuo,
manifestamente ligado a A, pertence a V; contém o elemento X'
o alguns elementos de K distintos dos de [A].

Seja G um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos
pertengam a wm continuo limitado contido em C. Consideremos
uma colecgdo constitufda por alguns désses continuos. Suponha-

G
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mos que um continuo limitado qualquer contido em G que se jux-
taponha a uma soma de continuos da colecgdo pertence & mesma
colecgdo .  Admitamos também que wm qualquer dos continuos
da colecgdo determina uma vizinhanga V em relagdo a G tal que os
continuos contidos em V ainda pertencem & mesma colecgdo. Nes-
tas condigbes a soma dos continuos da colecgdo ¢ o conjunto G.

Demonstremos qoe um elemento qualquer ¢ de G pertence
a um dos continuos da colecglio a que se refere o enunciado.
Seja Ky um déstes continuos. Se nenhum elemento de K; se
juxtapde a ¢ (no caso afirmativo o elemento ¢ pertenceria ao
continuo ¢ Ki da colecgiio), unamos ¢ a um elemento de K;
por meio dum continuo limitado K contido em G. Efectuemos
a soma de todos os continuos da colecgiio contidos em Ky K
mas que admitam Ky por subconjunto. Tal soma, por ser um
conjunto conexo, admite por lugar umn continuo. Hste juxta-
poe-se elemento a elemento a um continno K' contido em K+ K
e que contém aquela soma. Por hipétese K' é um continuo da
colecglo ; & o maior contido em Ky--K e que contém K.

Terminamos a demonstragio provando que é K'| > K, e que
por conseguinte o elemento ¢ pertence ao continuo K' da colee-
¢iio. Consideremos para isso uma vizinhanga ¥ de K' relativa
a K tal que os continuos nela contidos pertencam &4 coleccilo.
Se o continuo K néio fosse um subconjunto de K', a vizinhanca ¥
conteria um contfnuo K" ligado a K' mas néio contido neste con-
junto (como resnltaria da proposi¢io precedente pondo nela
AIK e C|K). Existiria pois um continno K K" da colecgiio
contido em K;-+ K e maior do que K.

85. Demonstragio dum lema. — Consideremos uma sucessdo
de conjuntos

@) Aisbsy .0, -0,

um conjunto limitado B 2, uma familia de conjuntos F e um
niumero ndo negativo «. IHepresentemos em geral por

(3} lfrlsv"',xﬂ'--'

1 Resulta desta condigiio que uma soma dum nimero finito de econtinuos da
colecgfio ligados entre si & ainda um continuo da colecclio.

¢ Dispensa-se a hipdtese da limitabilidade de B quando a soma dos con-
Junlos (2) é limitada.
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qualquer sucessdo de elementos extraida duma subsucessdo da (2)4,
mas que sgja limitada e cujo derivado * seja wm subconjunto
de [B] de diametro ndo superior a «. Suponhamos que existe uma
ordem para cada sucessdo (3) a partir da qual os seus elementos
pertengam a um dos conjuntos F.

E posstvel determinar uma vizinhanga U de B, um mimero 5
superior a « e uma ordem i tais que: elementos de U em nimero
finito, que determinem wm diametro inferior a [°, extraidos de
termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i, perten-
cam sempre a um dos conjuntos da familia.

Se a familia dos conjuntos F é finita ou numerdvel, podemos
determinar uma vizinhanga U' de B , um nidmero [} superior a = e
uma ordem i' tais que: um subconjunto de U', de diametro infe-
rior a [/, contido na soma Ay + Aiy1+ ..., pertenca sempre a
um dos conjuntos da familia.

Admitamos, com efeito, que ndio & possivel determinar uma
vizinhanga de B, um nimero superior a « e uma ordem que
verifiguem a primeira parte do enunciado. Existe em tal caso
uma sucessido

{4) Iill‘; "'tll'-!"‘

de conjuntos que fazem limXB=0, cujos didmetros tém um
limite méximo niio superior a «, sendo cada um X; constituido
por elementos em ntmero finito, niio contidos num mesmo con-
junto F, extraidos de termos distintos da sucessiio (2) de ordens
crescentes com 1 %,

A sucessiio (4) é limitada [p. 268, 1. 8]; seja

(9) Ko Moy rvnog B e

uma das suas subsucessies convergentes [p. 101, 1. 10], e repre-
sentemos por X o respectivo limite totalmente fechado.

Mas X 6 um subconjunto de (B], porque temos lim X, B=0

1 Recordem-se as definigdes dadas a p. 73, n. 33.

2 Chamamos derivado duma sucessfio de elementos ao respectivo limite inte-
gral, isto &, a0 conjunto dos seus elementos limites [p. 15, n. 6].

* £ olaro que nos referimos ao diimetro do conjunto désses elementos.

& Isto &, tddas superiores a cada uma das ordens dos termos da (2) que deram
origem ao conjunto X, ;.
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[p. 171, I. 12], e o seu diimetro nlio excede « [p. 118,
I. 17]. Logo a sucessiio que resulta de nuomerarmos conve-
nientemente a totalidade dos elementos dos termos da suces-
giio (D), além de ser limitada e extraida duma sobsucessiio
da (2), tem por derivado o subconjunto X de [B] cujo didme-
tro néio excede =, e no entanto ndo hd ordem algama a partir
da qual os seus elementos pertengam a nm mesmo conjunto da
familia.

Semelhantemente reconhecemos que, se nio é possivel deter-
minar uma vizinhanga de B, um nGmero superior a « e uma
ordem que satisfacam i segunda parte do lema, existe uma
sucessiio de conjuntos de soma limitada

(6) o BN

yws 1"

que tende para um subconjunto X' de [B] de diimetro nio supe-
rior a «, sendo cada um ){; um suobeonjunto doma soma de
termos da sucessio (2) nos quais a ordem minima cresce com u,
e nilo pertencendo cada um déles a nenhum dos conjuntos F.

Depois de numerarmos os conjuntos F, determinemos uma
sucessiio de elementos

' r

(7 Koo Ebar il o

extraida duma subsucessio da (6) mas de maneira que tais ele-
mentos ndo pertencam aos conjuntos F cujas ordens siio dadas
respectivamente pelos ntmeros 1, 2, 1, 2,3, 1,2, 3, 4,1, ...1
elementos @sses que sejam extraidos de termos da sucessio (2)
de ordens sucessivamente crescentes.

A sucessiio (7) assim extraida duma subsucessio da (2) é
limitada, o seu derivado (contido em X') é um subeonjunto
de (Bl de didmetro nio saperior a «, mas niio existe nma ordem
a partir da qual todos os seus elementos pertengam a um mesmo
conjunto da familia.

1 Quando os conjuntes F sfio em nimero finito n, suprimimos nesta suces-
sll0 08 niimercs superiores a n.
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Observagdes. —1) A familia dos conjuntos F pode ser consti-
tuida, em particular, pelos conjuntos dos elementos das diversas
sucessies (3) tomadas a partir de certas ordens.

n) Se a partir de certa ordem para cada sucessdo (3), quais-
quer dos seus elementos em nimero finito [ou apenas em nimero k,
para um determinado k], e ndo necessariamente todos, pertencem
a um dos conjuntos F, é possivel deterninar uma vizinhanga U de B ,
um nimero (3 superior a « ¢ uma ordem i tais que: elementos de U
em ntimero finito [ou apenas em nimero k], que determinem um
didmetro inferior a 3, extraidos de termos distintos da sucessdo (2)
de ordens superiores a i pertengam sempre a um dos conjuntos da
familia. Efectivamente, considerando a familia dos conjuntos F'
dos elementos de cada sucessiio (3) a partir da ordem em que
se dé a propriedade expressa neste enunciado, diz a primeira
parte do lema, aplicada & nova familia de conjuntos F, que ¢
possivel determinar uma vizinhanca U de B, um nimero [ supe-
rior a @ e uma ordem i tais que: elementos de U em nimero
finito [ou apenas em nimero k], que determinem um didmetro
inferior a [, extraidos de termos distintos da sacessio (2) de
ordens superiores a i pertencam sempre a am dos conjuntos F,
o por isso a um dos conjuntos F.

m) Quando a soma dos termos da sucessdo (2) é limitada e
quando o limite integral pertence a [B], podemos simplificar o enun-
ciado do lema, pois ndo é necessdrio néle aludir as vizinhangas U
e U. Em tal caso, com efeito, existem ordens a partir das quais
os termos da sucessio (2) pertencem Aquelas vizinhangas de B
[p. 268, 1. 11].

1v) Quando o produto de [B] pelo limite integral da suces-
adlo (2) pertence ao limite comum da mesma ', basta fazer figu-
rar no enunciado do lema sucessbes de elementos extraidas da
sucessdo (2) em vez de sucessbes (3) extraidas das diversas sub-
sucessdes da (2). Consideremos, com efeito, uma qualquer das
sucessdes (3). Um elemento do seu derivado é agora limite
duma sucessfio de elementos

| [ i
(RS A

1 O que sucede em particular quando a sucessdo & convergente ou quando
B pertence ao limite comum.
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extraida da (2). Sobstituamos nesta sucessio os elementos de
ordens r, s, ... respectivamente por X, X;,.... A nova suces-
sllo assim extrafda da (2), que representamos por

(8) R A

é limitada, e o seu derivado (o mesmo que o da {3)) tem o dia-
metro nio superior & «. Logo, se existe, como estamos a supor,
uma ordem a partir da qual os termos da sucessiio (8) perten-
gam a um dos conjuntos F, o mesmo podemos dizer relativamente
4 sucessio (3) donde partimos.

v) K duma grande generalidade o lema de que nos temos
ocupado. Obiém-se casos particulares sucessivos, que mais
directamente intervém em certas proposicdes, introduzindo uma
ou mais das simplificactes seguintes: « —0; « igual ao diimetro
de B; k=1; existdncia de im A; | A; B |<[A]; A;|A (i=1,2,...);
A|P (espagbide de que tratamos); familia constituida por um 86
conjunto ; conjunto B reduzido a um 86 elemento; ete.

No caso de «=0, as sucessdes de elementos (3) siio as que,
sendo extraidas das diversas subsucessdes da (2), convergem
para elementos de [B]. No caso de « igual ao diimetro de B,
as gucessdes (3) sdo as extraldas das subsucessdes da (2) e tais
que seja limX,B=0.

Eis alguns désses casos particalares, todos relativos & hip6-
tese a=0:

Consideremos uma sucessdlo convergente (2) de conjuntos de
soma limitada ¢ uma familia de conjuntos F. Se os elementos de
qualquer sucessdo convergente, extraida da (2), pertencem a par-
tir de certa ordem a um dos conjuntos F, é possivel determinar
um mnimero positivo ¢ e uma ordem i tais que: elemenios em
nimero finito, que determinem um didmetro inferior a ¢, extrai-
dos de termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i,
pertencam sempre a um dos conjuntos da familia.

Se além disso a familia dos conjuntos F é finita ou numerd-
vel, podemos determinar wm ntmero positivo ¢ e uma ordem 7'
tais que um conjunto de diametro inferior a ¢ contido na soma
Aii+ Riy1+ .. , pertenga sempre a um dos conjuntos da familia.

Consideremos uma sucessdo de conjuntos (2), um subconjunto B
limitado e fechado do limite comum da mesma e um conjunto F.
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Se, qualquer que seja a sucessdo de elementos que tenda para um
elemento de B, extraida da sucessdo (2), #sses elementos perten-
cem a F a partir de certa ordem, é posstvel determinar uma
ordem i e uma vizinkanga U de B tais que o produto de U pela
soma A; 4+ Aiyq1+ ... pertenga a F.

Consideremos uma sucessdo convergente (2) de conmjuntos de
soma limitada e um conjunto F. Se os elementos de qualquer
sucessdo convergente, extraida da (2), pertencem a partir de
certa ordem ao conjunto F, os termos da sucessdo (2) pertencem
a F a partir de certa ordem.

Consideremos dois conjuntos R e B ligados entre si, sendo éste
fechado e um déles limitado. Consideremos ainda uma familia de
conjuntos F e um ndmero inteiro positivo k. Se, qualquer que
seja a sucessdo de elementos de A que tenda para wm elemento
de B, quaisquer i désses elementos pertencem, a partir de certa
ordem, a um dos conjuntos F1, é possivel determinar um nimero
positivo ¢ e uma vizinhanga U de B relativa a A tais que um con-
junto de I elementos de U, de diametro inferior a ¢, pertenga
sempre a um dos conjuntos F2.

Se o0s termos de qualquer sucessdo de elementos de A que tenda
para um de B pertencem a wm dos conjuntos F a partir de certa
ordem e se a familia déstes conjuntos ¢ finita ou numerdvel, pode-
mos determinar wm numero positivo ¢ e uma vizinhanga U' de B
relativa a A tais que um subconjunto de U' de didmetro inferior
a ¢ pertenga sempre a um dos conjuntos F 3.

1 Esta condigfio exige que o produto A>< B, quando existe, seja coberto
pelos conjuntos F.

2 Niio é necessirio aludir a0 niimero ¢ quando B se reduz a um sd elemento,

3 Também nfio é necessirio aludir a ¢ quando B se reduz a um finico ele-
mento. Se ainda neste caso A se converte no espagiide de que tratamos, vem a
proposiciio :

Dados um elemento b e wma familia finila ouw numerdvel de conjunios F,
se os elemenlos de qualquer sucessilo que tenda para b pertencem a um dos eon-
Jjuntos F a partir de ceria ordem, existe um esferdide de ceniro b eontido num
désses conjunios.

Notemos que o presente enunciado pode deixar de ser verdadeiro para uma
infinidade nfio numerivel de conjuntos F, afirmaciio esta que se transmite ao enun-
ciado da segunda parte do lema. E ficil citar exemplos neste sentido,
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A cada sucessdo convergente de elementos dum dado conjunto
limitado A fagamos corresponder o conjunto F dos elementos da
mesma sucessdo tomados a partir de certa ordem. Existe um
nikmero positivo ¢ tal que: elementos quaisquer de A, em nimero
finito, de distancias dois a dois inferiores a ¢ pertencem a um dos
conjuntos F.

Sejam A e B conjuntos ligados entre si, sendo éste fechado e
um déles limitado. Seja F um conjunto qualquer. Se os termos
de cada sucessdo de elementos de A que tenda para um elemento
de B pertencem a F a partir de certa ordem, existe uma wizi-
nhanga de B relativa a A contida em F.

Seja b um elemento limite dum dado conjunto A. A cada suees-
sdo de elementos de A que tenda para b fagamos corresponder o con-
junto F dos elementos da mesma tomados a partir de certa ordem.
Exziste uma vizinhanga U de b relativa a A tal que: elementos quais-
quer de U, em nimero finito, pertencem a um dos conjuntos F.

Consideremos um conjunto qualquer R e wm subconjunto B
de [A] limitado e fechado. Associemos a cada elemento de B uma
vizinhanga déste elemento relativa a A. Ewxistem uma vizinhanca
U de B relativa a A e um nimero positivo ¢ tais que um subcon-
junto qualquer de U de diametro inferior a ¢ pertence a uma des-
sas vizinhangas.

Cada elemento de B &, com efeito, centro dum esferdide cujo
produto por A constitai a vizinhangu désse elemento. Mas como
o conjunto B & coberto interiormente com uma infinidade nume-
riavel dos mesmos esferéides [lema de LinpELOF], segue-se que
o8 termos de qualquer sucessio de elementos de A que tenda
para um elemento de B pertencem, a partir de certa ordem, a
um dos esferdides dessa infinidade numerdvel. Existem pois
uma vizinhanca U de B relativa a A e um nimero positivo ¢ tais
que um subconjunto qualquer de U de didmetro inferior a ¢
pertence a um désses esferdides, e portanto a uma dus vizi-
nhancas consideradas .

1 Também serve de justificagiio a mesma da proposigiio a p. 261, 7. 4, conve-
nientemente adaptada ao presente caso.
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Logo o conjunto U decompde-se num nitmero finito de partes
cada uma das quais pertence a uma das vizinhangas dadas, isto ¢,
o conjunto U cobre-se apenas com um nimero finito das mesmas

vizinhangas.
Quando o conjunto A coincide com o espagbide que estamos
considerando vem o enunciado seguinte:

Associemos a cada elemento dum conjunto limitado e fechado B
um esferdide de centro mo mesmo elemento. Existem uma vizi-
nhanga U de B ¢ um nidmero positivo ¢ tais que um subconjunto
qualquer de U de diametro inferior a c seja interior a um désses
esferdides.

A vizinhanga U é pois coberta interiormente apenas com um
ntmero finito dos esferéides considerados 1.

Consideremos uma sucessdo de conjuntos (2), um conjunto B e
uma familia de conjuntos F. Seja em geral (3) qualquer sucessdo
de elementos extraida duma subsucessdo da (2) e tal que se tenha
limx,B=0. Suponhamos que existe uma ordem para cada suces-
sdo (3) a partir da qual o0s seus elementos pertengam a um dos
conjuntos F.

E possivel determinar uma vizinhanga U de B e uma ordem i
tais que: elementos quaisquer de U, em mimero finito, extraidos
de termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i per-
tengam a um dos conjuntos da familia.

Se a familia dos conjuntos F é finita ou numerdvel, podemos
determinar wma vizinhanga U' de B e uma ordem i' tais que o pro-
duto de U' pela soma Ay + Ay gy -+ - . . pertenga a um dos conjun-
tos da familia.

Quando o conjunto B é limitado, esta proposigio deduz-se
do lema, introduzindo néle a condigio de = representar o dii-
metro de B. Mas a mesma proposigio estende-se para o caso
de B ser ilimitado, e por conseguinte de « se tornar infinito.
A demonstragio é mais simples que a do lema, e dela se obtém
suprimindo as passagens que resultam das hipéteses das limita-
bilidades de B e do conjunto dos didmetros dos derivados das
diversas sucessbes (3).

! Esta proposi¢io completa o lema de Borer enunciado a p. 263, . 25.
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Limitamo-nos a enunciar s6 dois casos particulares:

Sejam A e B conjuntos ligados entre si. A cada sucessdo
Xi. X2, «+-. Xiy .. de elementos de A para a qual seja limx;B=0
fagamos corresponder o conjunto F de todos os elementos da
mesma sucessdo mas tomados a partir de certa ordem. FEaxiste
uma vizinhanga U de B relativa a R tal que: elementos quaisquer
de U em nidmero finito pertencem a um dos conjuntos F.

Sejam A, B e F conjuntos quaisquer, sendo os dois primeiros liga-
dos entre si. Se os termos de qualquer sucessdo Xy, Xz, «+ ., Xiy +++
de elementos de A, tal que imX;B =0, pertencem a F a partir de
certa ordem, existe uma vizinhanga de B relativa a A contida em F.

Uma outra classe de proposigdes que se deduz ainda do
mesmo lema & a que resulta de supormos que os elementos
dos conjuntos A;, B e F néle figurados sdio subconjuntos limi-
tados de elementos dum dado espacédide [p. 95, n. 44].

Sdo verdadeiras por exemplo as seguintes proposicbes :

Consideremos uma sucessdo de conjuntos (2), um conjunto limi-
tado B e uma familia de conjuntos F. Se, qualquer que seja a
sucessdo de subconjuntos limitados dos termos correspondentes duma
subsucessdo da (2), que tenda para um subconjunto limitado de [B|,
existe uma ordem a partir da qual 2sses conjuntos pertencem a
um dos conjuntos F, ¢ possivel determinar uma vizinhanga U de B,
um nimero positivo ¢ e uma ordem i tais que: subconjuntos quais-
quer de U, em nidmero finito, de distincias dois a dois inferiores
a ¢, extraidos de termos distintos da sucessdo (2) de ordens supe-
riores a i pertengam a um dos conjuntos da familia [p. 268, 1. 21].

Consideremos uma sucessdo convergente de conjuntos (2) de
soma limitada e uma familia de conjuntos F. Se, qualquer que
seja a sucessdlo de subconjuntos dos termos correspondentes da (2),
que tenda para um elemento, cada um déstes subconjuntos per-
tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, ¢ possivel
determinar um nidmero positivo ¢ e wma ordem i tais que um
subconjunto de diametro inferior a ¢ dum térmo da sucessdo de
ordem superior a i pertenga sempre a um dos conjuntos da
familia.
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Consideremos uma infinidade de conjuntos A e um conjunto
limitado B. A cada sucessdo désses conjuntos A, de soma limi-
tada, que tenda para B ' facamos corresponder wma ordem.
Eziste um nimero positivo ¢ que satisfaz & sequinte condigdo :
quaisquer dos conjuntos K, em ntimero finito, cujas distancias
a B sejam inferiores a ¢ sdo termos duma das referidas sucessdes
tomados a partir da correspondente ordem 2.

Sejam A e B conjuntos ligados entre si, sendo 2ste fechado e
um déles limitado. Consideremos uma familia de conjuntos F.
Se cada um dos termos de qualquer sucessdo de subcomjuntos
de A de soma limitada, que tenda para um elemento de B, per-
tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, existem wma
vizinhanga U de B relativa a A e um nimero ¢ tais que um sub- |
conjunto de U de didmetro inferior a ¢ pertenga sempre a um dos
conjuntos da familia.

O lema de Borev, hd pouco demonstrado com o anxilio do
de LiNDELOF, apresenta-se também como uma aplicagiio directa
da proposi¢io agora enunciada. Efectivamente, se cada ele-
mento dum conjunto limitado e fechado B é centro dam esfe-
roide duma dada familia, os termos de qualquer sucessio de
conjuntos de soma limitada que tenda para um elemento de B
pertencem a um désses esferdides a partir de certa ordem
[p- 217, L. 15], e por isso existem uma viziohanca U de B e |
um nimero positivo ¢ tais que um subconjunto de U de difme-
tro inferior a ¢ pertenga sempre a um dos mesmos esferdides.
Pertence pois a um dos esferdides da familia, em particular,
qualquer subconjunto de B de didmetro inferior a .

86. Definicio de funglio. — Sejam P e  dois espagbides
quaisquer, distintos ou nfio. Dado um subconjunto A de P,
fagamos corresponder a cada am dos seus elementos X um e um
86 elemento z de Q. A uma tal correspondéncia di-se o nome
de fungdo, e dizemos que z é funclio de X no conjunto A.

1 Bupomos que existem tais sucessfes.

2 B claro que a proposigio generaliza-se para o caso de B ser ilimitado,
mas devemos supor que as sucessdes A;, Ay, ... A;, ... de conjuntos A que ten-
dam para B satisfazem & condiglio lim A, B—0,
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Pelo simbolo f(X), no qual a letra f pode substituir-se por
qualquer outra, convencionamos representar entio o elemento z
correspondente a X, ou elemento da fungdo f no elemento X.
Podemos pois escrever z | f(Xx) para indicar qu® a varidvel z,
ou varidvel dependente, é fungiio de X, também chamada varid-
vel independente 1.

Diremos que a fangdo f(X) é definida no conjunto A e em
cada um dos sens elementos.

A propria funglio faz corresponder a cada sabeonjunto X de
A o conjunto Z dos elementos de f(X) nos diversos elementos
de X. A fungiio de conjuntos assim definida serd representada
por Z|f(X) (com a mesma letra f). Em virtude desta notagiio,
o conjunto dos elementos de f(x) em todos os elementos de A
pode representar-se por f(A)2.

A correspondéncia univoca que estabelece a fungio z | f(x)
pode ser também biunfvoca, isto 6, reciproca, o que sucede
quando cada elemento f(x) de f(A) corresponde a um sb ele-
mento X de A. Em tal caso a fanglio determinada por essa
correspondéncia reciproca chama-se inversa da primeira.

Seja 9(z) uma segunda fangio mas definida no conjunto f£(A).
A fangiio q:(qu}), que faz corresponder a cada elemento X de A
o elemento ¢(z) correspondente a z|f(X), damos o nome de
fungdo de fungdo. A T chama-se entfio varidvel intermédia.

Dadas n fangbes

fLo, (@, «ovy fa(®)

1 Recordemos que, relativamente ds estruturas dos espagbides P e Q, cada
um déles pode considerar-se simples ou composto, ou constituido pelos subconjun-
tos limitados de certo espagdide, e pode considerar-se mixto [p. 97, n. 45].

A exposigio que vamos desenvolver aplica-se em particular is fungdes que
relacionam elementos de dois espagbides numéricos [p. 99, L 3]; tais sfo as que
pdem em correspondéncia pontos de dois espagos ordindrios, com 0 mesmo ou
diferente nimero de dimensdes, de coordenadas tidas reais ou ndlo, e as fun-
goes que fazem corresponder a subconjuntos limitados de um désses espagos sub-
conjuntos limitados dum outro.

2 (uando for pecessirio supor que f(X) estabelega correspondéncia entre
elementos de dois espagides, teremos de considerar apenas os subconjuntos limi-
tados X de A e de supor que os correspondentes conjuntos Z também sio limita-
dos [p. 125, 1. 13].
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definidas num mesmo conjunto A, considera-se muitas vezes a
funciio

(9) (i), o), -+ s fo (X)),

ainda definida no conjunto A, e que faz corresponder a cada
elemento X de A o elemento composto representado em (9)
[p. 27, n. 11]. Dizemos que tal fungdo & composta, e as fun-
gbes dadas chamam-se entio componentes 1.

Se uma fangdio ¢ (21, 22, ..., Z,) 6 definida no conjunto dos
elementos da fanciio (9), a fungdo

?(fl(:}r fa(x), "'!fﬁ(ﬂ):

definida em A e denominada ordiniriamente fungio composta,
serd considerada como funciio de fungio, sendo a representada
em (9) a intermédia; &6 uma fangio do elemento composto
(21, 22, - -+, Zn) que por sua vez 6 funglo de X em A.

Diremos que duas fangdes f(x) e j(x), definidas respectiva-
mente nos conjuntos A e A/, sdo juxtapostas entre si quando
forem juxtapostos os conjuntos dos elementos de seganda
ordem (I. f (l)) e (l. J(X)) correspondentes aos diversos ele-
mentos X de A e de A' respectivamente. Tais fun¢bes caracte-

t Be as funcdes dadas, distintas on ndio, sfio definidas em conjuntos quais-
quer
Ay Agy ooy An*

distintos oun nilo, pertencentes ou nfio a0 mesmo espagbide, a fungfo

@ (&) Falx)s ees Fn (X))
definida no conjunto composto [p. 28, I 19]
) (Aps Ayy ooy AY)

e que faz corresponder a cada elemento (X, X,, ..., X,) désto conjunto o ele-
mento composto (1), tem uma construgio que ndo é distinta da precedente; na
verdade, podemos considerar tidas as fungdes f; (x) como sendo definidas no mesmo
conjunto composto (2).

Note-se que o conjunto dos elementos da fun¢fio (1) assim obtida resulta da
composiglio dos conjuntos dos elementos das fungGes dadas, isto &, pode designar-se
por (f[ (Ag)sfa(Agdyeeey iy (An}) .

20
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rizam-se pela seguinte propriedade: dado um niwmero positivo 8,
a cada elemento X de A corresponde um elemento x' de A' que

faz xx'<3d e f(x)7(X)<<3; a cada elemento x' de A' corres-

ponde um X de A que verifica as mesmas designaldades.

Duoas fungdes juxtapostas a nma terceira slio juxtapostas
entre si,

Se f(x) e j(x), definidas em A e A', sflo jaxtapostas entre
gi, verificam-se as seguintes juxtaposigdes:

AR e FA)IFA) [p. 122, L. 12).

87. Fungdes limitadas, — A fanciio f(X), definida em A,
diz-se limitada num subconjunto X de A, por definigio, quando
6 limitado o eonjunto f(X). Sempre que falarmos em funciio
limitada f(x), sem mais designagio, entenderemos que f(X) 6
limitada no conjunto A onde a definimos.

Duas fongdes juxtapostas entre si ou sio ambas limitadas
on ambas ilimitadas.

Faecilmente se reconhece que, dado um subconjunto B de [A,
ge f(X) é ilimitada nas diversas vizinhangas de B em relaciio a A,
existe uma sucessio Xy, X2, ..., X;, ... de elementos de A que
faz limx;B =0 e ao longo da qual os elementos de f(X) divergem
para infinito [p. 128, I. 24]. Em particular, se f (x) ¢ ilimitada
nas vizinhancas dom elemento b de [Al, existe uma saces-
sio de elementos de A que tende para b ao longo da qual os
elementos de f (X) divergem para infinito.

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Se f(x) é
limitada numa vizinhanga de cada elemento de B, existe uma vizi-
nhanga de B onde f(X) ¢ iqualmente limitada 1.

Existe, com efeito, uma vizinhanga U de B em relaclio a A
que 6 coberta apenas com um nimero finito das vizinhancas a
que se refere o presente enunciado [p. 277, I. 1]. Logo f(x)
6 limitada em U. .

Por conseguinte, se f(X) ¢ ilimitada nas vizinhangas dum sub-
conjunto B de [Al, limitado e fechado, existe um elemento de B nas
vizinhangas do qual f(X) ¢ dimitada.

! claro que estas vizinhangas referem-se ao conjunto A.
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Em particular:

Uma fungdo f(X) definida num conjunto limitado A é limitada
neste conjunto sempre que o seja numa vizinhanga de cada ele-
mento de [Al.

Sejam f(X) e j(X) fungBes juxtapostas entre si definidas nos
conjuntos A e N. Consideremos um subconjunto B de [A]. Se f(x)
¢ ilimitada nas vizinhancas de B relativas a A, o mesmo sucede
a j (x) nas vizinhangas de B relativas a A'.

Suponhamos, com efeito, que fX) é ilimitada em qualquer vizi-
nhanca de B. Existe nesse caso uma sucessilo Xy, X2, -+« Xiy - -«
de elementos de A que faz limx,B =0 e ao longo da qual os ele-
mentos de f(X) divergem para infinitc. Mas a cada elemento X;
corresponde um elemento l; de A' que verifica as designaldades
I‘l‘{(ii e [I‘)j(l;kj%. Temos ainda fi-ml;ﬂ;D, como

mostra a relagio IJBEI;II.+I,.B [p. B0, (1)]. Os elementos
de j(x) ao longo da sucessio l;, X, - X;, - -~ divergem para
infinito. Logo j(X) também é ilimitada em qualquer vizinhanca
de B.

Se em particular f(x) ¢ ilimitada nas vizinhangas dum ele-
mento b de (Al relativas a R, também j(X) é ilimitada nas viz-
nhangas de b em relagdo a A'.

88. Limites de fungdes. — Seja f(x) uma fancllo definida em
certo conjunto A. Designemos em geral por

(H]J oy Xgy oovy Kig » 0

uma sucessio de elementos de A. Consideremos a correspon-
dente sucessio

(11) SO, fxe)y -y F1Xe), -

Chamamos elemento limite de f (X) num elemento y do lugar [A]
a qualquer limite duma sucessiio (11) correspondente a uma suces-
siio (10) que tenda para y. O conjunto de todos os elementos
limites de f(X) no elemento y toma o nome de conjunto limite
em y de f(X) e & representado por A(y), ou por limy f(x). Tal
conjunto existird t0das as vezes que a fangdo for limitada noma
vizinhanca de ¥ .
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O conjunto A(y) 6 o mesmo que em qualquer elemento jux-
taposto a y 1.

Mais geralmente, conjunto limite de f(X) num subconjunto Y
de [A] &6 o conjunto dos elementos limites de todas as suces-
sdes (11) correspondentes is diversas sucessdes (10) para as
quais seja limX; Y=0. Tal conjunto limite serd designado por
A(Y), ou por tfm_yf (X), e existird sempre que f(X) for limitada
numa vizinhanca de Y.

Consideremos uma classe de sucessies

(12) o B e

para cada uma das quais seja limx;Y=0. Admitamos que, dada
uma sucessdo qualquer (10) tal que limx;Y=0, dela podemos
sempre extrair uma sucessdo da classe. O conjunto A(Y) é consti-
tuido pelos limites das sucessdes

(13) FOD FOG)s <oy fOX)y e

correspondentes &s diversas sucessdes da classe.

Com efeito, os limites das diversas sucessdes (13) pertencem
a A(Y); por outro lado, qualquer elemento z de A(Y) é limite
duma sucessiio convergente (11) correspondente a nma sucessiio
(10) tal que limx;Y=0, e, como da (10) podemos extrair uma
sucessfio (12) da classe, 0 mesmo elemento z é também limite
da correspondente sacessio (13).

Na definigio de A(Y) basta pois considerar as sucessdes da
referida classe 2,

1 O elemento y, quando pertence a A, pode figurar na sucessio (10). Neste
caso o elemento correspondente f(y) e os que lhe sfio juxtapostos consideram-se
limites de f(x) em y.

Observemos também que, na definigio de lim , f (x), interessa principalmente
o caso de y ser elemento limite de A. Nio sendo assim, y juxtapde-se a um ele-
mento de A, no qual o elemento correspondente para a fungfio e os juxtapostos a
éste constituem o conjunto lim y F(%).

? Be por exemplo a varidvel independente & constituida por nimeros ou
por pontos, de coordenadas tidas reais ou nfo, basta considerar, para o cileulo de
%(Y), as sucéssDes mondtonas oy, &, ... , &, ... tais que limz; ¥=0 (dizemos
que uma suceesio de nimeros imaginirios é mondtona quando sio mondtonas as
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Em particalar:

Seja f(x) limitada numa vizinhanga de Y. Para que L(Y) se
reduza a elementos juxtapostos a um certo elemento 7, ¢ necessdrio
e suficiente que tendam para Z todas as sucessdes (13) correspon-
dentes as diversas sucessdes da classe,

Em virtude da defini¢io de 4(Y), qualquer dos seus elemen-
tos Z caracteriza-se pela propriedade seguinte: a eada niimero
positivo d corresponde um elemento x de A tal que xY<d e
fx)z<ad. ) -

E claro que [f(A)] 1> A(Y) e [f(A)] |2 (A).

Se U é uma vizinhanga de Y em relagio a A, temos
[f(U)] > A(Y), porque os elementos de qualquer sucessio (10)
que faga limx;¥ =0 pertencem a U a partir de certa ordem.

Se X 6 um subconjunto de A, vem A(X)|>[f(X)].

Se Y e Y' sio subconjuntos de [A] juxtapostos entre si, temos
A(Y) | 2(Y). Mais geralmente:

S@o os mesmos os corjuntos limites em conmjuntos juxtapostos
de duas fungdes juxtapostas entre sil,

Consideremos duas fungdes juxtapostas entre si, f(x) e j(x),
definidas nos conjuntos A e A'. DBasta demonstrar que sio os
mesmos 08 conjuntos limites destas fun¢des num dado subcon-
jonto Y de [A]. Designemos estes conjuntos limites por Z e

sucessdes das partes reais e das partes imaginirias dos termos; dizemos que uma
sucessiio de pontos & monétona quando sfio monétonas as sucessies das primeiras
coordenadas, das segundas, ete. As sucessfes mondtonas de niimeros reais, ou de
imagindrios puros, sio as nunca crescentes e as nunca decrescentes).

1 A definigfio j& apresentada de fungles juxtapostas pode enunciar-se agora
do seguinte modo: duas fungdes f(x) e j|x), definidas respectivamente nos con-
juntos A e A/, sio juxtapostas entre si quando, seja qual for o elemento x’ de
qualquer dos conjuntos A ou A/, 0 elemento correspondente f(x') ou j(x') é um dos
limites em %' de j(x) ou de fi(x) [p. 122, L. 17].

Com o fim de citarmos um exemplo de fungdes juxtapostas, consideremos
uma funcio f(x) definida num conjunto A nfio totalmente fechado. Seja B um
conjunto de elementos de [A] estranhos a A, como por exemplo o conjunto
BI[Al-A. Designemos por j(x) uma fun¢fio definidla em A+ B, que em A
coincida com f(x) e que faga corresponder a cada elemento de B um dos limites
de f(x) no mesmo elemento, limite &ste que supomos existir. As fun¢des f(x)
e j(x), a segunda das quais resulton de prolongarios a primeira para o conjunto
B, juxtapfem-se entre si.




— e

S R —

286 Carirvro VIII — Coneeito de fungio

por Z'. Qualquer elemento z de I caracteriza-se pela condiciio
de a cada nimero positivo ¢ lhe corresponder um elemento X
de A tal que xY<\d e f(xj2<<d. Mas como o elemento f(x) é
um dos limites em x de j(x), vem da mesma maneira, para am
certo x' de A, xX'x<d e j(x) f(x)<d. Temos pois x'Y<<23 e
jx') 2<24, isto é, o elemento Z pertence a Z'. e

Pelas mesmas razdes um elemento qualquer de Z' também é
elemento de Z .

Se um dos conjuntos limites é desprovido de elementos, o
mesmo sucede ao outro.

O conjunto limite 1 (Y) ¢é totalmente fechado.

Seja Z um elemento limite do conjonto A(Y). Dado um
nimero positivo ¢, existe um elemento z déste conjunto tal que
22 <3, e a z corresponde um elemento x de A tal que xY<{3
e f(x) 2<d. Temos puis xY<3 e f(x) <29, quere dizer, 2
6 um elemento de A (Y).

O conjunto A(Y) contém os conjuntos limites de f (x) nos diver-
sos elementos de |Y]. Quando Y é limitado, o primeiro conjunto
limite coincide com a soma dos segundos.

I evidente que A(Y) contém os conjuntos limites de f(x) nos
diversos elementos de [Y/. Suponhamos que Y é limitado. Um
elemento 2 de A(Y) é limite duma sucessiio (11) correspondente
a uma sucessdio (10) tal que limx;¥Y=0. Mas a (10) é limitada
[p. 268, 1. 8], e qualquer dos seus elemontos limites y pertence
a lY] [p. 83, I. 6]. Logo z 6 elemento do conjunto A(y).

A fungdo A(Y) é aditiva para wm nimero finito de parcelas,
e ainda para uma infinidade de parcelas quando a soma destas
é um conjunto fechado.

A propriedade aditiva, expressa por

AMi+Ya 4o 0ldY)+2(Y) + ...,

6 evidentemente verdadeira para qualquer ntmero finito de par-
celas. A propriedade aditiva generalizada para uma infinidade de
parcelas verifica-se quando a soma destas é limitada e fechada,
como resulta da proposicio precedente. Pode porém deixar de
ser verdadeira quando tal soma nio é limitada e fechada.
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Se f(x) ¢ limitada e se Y e Y' sdo subconjuntos de [l -ligados
entre si, 03 conjuntos A (Y) e ) (Y') possuem um elemento comum.

Na verdade, se Y e Y' sflo subconjuntos de [A] ligados um ao
outro, podemos determinar uma sucessdo (10) de elementos de
A tal que seja Limx;Y=0 e limx,'Y=0. Os limites da corres-
pondente sucessiio (11) sdo elementos comuns a A(Y) e a A(Y).

Por conseguinte, se diversos subconjuntos Y de [A], em
niimero finito, sio ligados entre =i, 0 mesmo sucede aos corres-
pondentes conjuntos A(Y), que se podem dispor por uma certa
ordem, com repetigdes se for necessirio, de tal maneira que
dois conjuntos consecutivos quaisquer possuam um elemento
comum [p. 192, 1. 32].

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessdes
de vizinhangas de B que tendam para B,

(14] “11- ul,---, “,’....
(15) 'l!"l"':'illl':

sendo as primeiras relativas a A e as sequndas a [l . As sucessdes

(16] f(“l)l f{“:)i ey f{u,:l. baw
(17) A0, AU, .-, AU, --.
{18:} l(’o‘;),l[\",)...,,1(\‘.—),...

convergem para )(B)1.

Sauponhamos que existe o conjunto A(B). A sucessio (16)
6 entlo qudsi-limitada, pois temos [f(U)]|>A(B) [p. 285, L 11],
e 6 convergente porquanto cada um dos seus termos contém
os termos seguintes a partir de certa ordem [p. 166, I. 6].
O seun limite totalmente fechado Z satisfaz & condigio Z!>2(B),
e como por outro lado qualquer elemento de Z pertence eviden-
temente a }(B), dd-se a coincidéncia Z | 2 (B).

Tomemos um térmo qualquer Uy da sucessdo (14). A partir
da ordem em que os valores de i fazem U;>U;, o térmo Uy con-

1 Notemos que, em todo &ste assunto, 0s conjuntos B, X, Y, X/, ¥/, Xie ¥i
podem converter-se em simples elementos. Assim, na proposigio que acabamos
de enunciar podemos supor que B se reduz a um elemento b de [A].
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tém uma vizinhanga de cada térmo U; [p. 268, {. 15], sendo por
isso [f (Ux)] >4 (U;). A partir da mesma ordem também temos
AU 1> (U)] [p- 285, 1. 14]. O logar de cada térmo de qual-
quer das sacessdes (16) on (17) contém pois os termos da outra
a partir de certa ordem, razio porque a (17) tende para o
mesmo limite 2 (B) que a (16) [p. 172, L. 27].

Demonstremos que a sucessio (18) também converge para
A (B). Consideremos para isso uma funcdo j(X) juxtaposta a
f(x) que resulte de prolongarmos f(x) para o conjunto [A]—A.
Os conjuntos A(B) e A(V,) relativos a f(x) nflo se alteram quando
esta funcdo se substitui por j(x) [p. 285, I. 17]. Logo a suces-
gio (18) — que se encontra relativamente a j(Xx) nas mesmas
condigbes que a (17) a respeito de f(x) — tende ainda para A(B).

Se 4(B) & desprovido de elementos, ficilmente se reconhece
que a sucessfio (16) niio é qudsi-limitada, e que por isso diverge
para infinito [p. 166, I. 15]. Nesse caso as sucessdes (17) e (18)
também divergem para infinito.

Quando f(x) é limitada numa vizinhanga de B, existe A(B) e
temos

lim £ (U;) A(B)=1limh(U;) A (B)=1limd(V;) 2(B)=0.

Seja B um subconjunto de [Al. Consideremos duas sucessdes

xil l’l sy Ij, ‘e
'], ':,-.., l"', e

de subconjuntos de A e de [Al respectivamente tais que seja
limX;B=1UimY;B=0. O conjunto 1(B) contém os limites inte-
grais das sucessies

(19) fX), fhs), -, F(Ks), -
[2{)) }‘('hjl 1(.":'1"'!1(vi}$ *aw

Quando f(X) ¢ limitada numa vizinkanga de B, temos
(21) limf(X)A(B)=0 e limA(Y) A(B)=0.

Podemos considerar, com efeito, os termos das sucessdes (19)
e (20) eomo sendo subconjuntos dos correspondentes termos de
sucessdes construidas como a (16) e a (18) da proposigio pre-
cedente.




[ — Teoremas gerais 289

Quando as somas dos termos das (19) e (20) sio limitadas
verificam-se os limites (21) [p. 84, . 1T].

Em particular: se Xy, X2, ... . Xi, - € uma sucessdo de ele-
mentos de A tais que limX;B=0, temos também lim f (x;) A (B)=0.

Suponhamos que f (X) é limitada numa vizinhanga de B. A
cada nimero positivo & corresponde um mumero positive = de
maneira que se verificam as desigualdades

FO)A@)<s , A AB)<3 , 2(V) A(B)<3
FOFU<3 , AW A< , AW A<

para quaisquer vizinhangas U, U', V e V', de B, sendo as duas pri-
meiras relativas a A e as outras a [Al, que distem de B menos de ¢.

Consideremos a infinidade das vizinhangas U de B relativas
a A. Dado um némero positivo d, a cada sucessio (14) de vizi-
phangas U que tenda para B corresponde uma ordem a partir
da qual & f(Uy) 2(B)<<d. Logo existe um nimero positivo ¢
tal que seja 7(U) A(B)<<d sempre que se tenha UB <
[p. 279, L 1],

Da mesma maneira se justificam as outras desigualdades que
figuram no enanciado.

Se f(x) ¢ limitada numa vizinkanga de B, a cada nimero posi-
tivo 3 corresponde um mimero = de maneira que se verificam as
desigualdades

FRAB)<I o A(Y)AB)<3

para quaisquer subconjuntos X e Y de A e de [A] tais que XB<:
e YB<e.
L um coroldrio da proposicio precedente. Em particalar :
Se f(x) é limitada numa vizinhanga de B, a cada d corres-
ponde um ¢ de maneira que seja f(X) A(B)<d sempre que se tenha
xB<e.

Para que seja 111).(B), sendo f(x) qualquer, é suficiente que a
todo o nimero positivo 3 corresponda um positivo ¢ de maneira que
se verifique uma das desigualdades

ayz<s , a1

fHZI<s , aZ<e , A(V)I<3
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para quaisquer vizinhangas U e V de B relativas a A e a [A] tais
que UB<ee VB <e.

Uma qualquer destas condigbes &, com efeito, saficiente
para que uma das sucessdes (16), (17) ou (18) tenda para Z
[p. 165, 1. 11].

Para que exista o conjunto A(B) duma fungdo qualquer f(x) é
suficiente que a todo o nimero positive J se oponha um positivo ¢
de maneira que s¢ja

J) FU)<s

para todas as vizinhangas U e U' de B tais que UB<<: e U'B<:.
Esta condigiio é na verdade suficiente para que se dé a
convergéneia da sacessio (16).

Para que duas fungbes limitadas f(x) e g (X), definidas no
conjunto A, admitam o mesmo conjunto limite em B é necessdrio e
suficiente que a todo o miimerc positivo § corresponda um positivo
¢ de maneira que se verifique a desigualdade

i) gU)<3

para quaisquer vizinhangas U e U' de B tais que UB<: e U'B<c.
Se f(x) e g(x) sdo ilimitadas, a condigdo ¢ suficiente para que
existam e sejam 08 mesmos os limites em B dessas fungdes.

Se as fungdes limitadas f(x) e g (x) admitem em B o mesmo
conjunto limite, a sucessfio (16) e a correspondente a g (X) con-
vergem para us mesmos limites. Temos por isso, a partir de
certa ordem,

FU) gUn<3 [p. 18, L 22].

A primeira parte da proposigio pode pois justificar-se apli-
cando o j4 citado lema [p. 279, 1. 1] & infinidade das vizinhan-
cas U, ao conjunto B e & familia dos conjuntos dos termos de
cada sucessiio (14) a partir da ordem em que se verifica a desi-
gualdade precedente.

A condigiio 6 suficiente, embora f(x) e g (x) possam repre-
sentar fungdes ilimitadas nas vizinhancas de B. Considerando,
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com efeito, uma sucessiio (14) de vizinhangas de U que tenda
para B, temos, por forca da referida condigio,

tim 7(05) g (Ur) 0.

Logo existem e sfio os mesmos os limites [lim f(U;)] e
[lim g (U] L

Para que as fungbes f(x) e g(X), definidas no conjunto A,
admitam o mesmo conjunto limite em B ¢é suficiente que a todo o
nitmero positivo J se oponha um positive ¢ de maneira que seja

FU)gU)<sa

para qualquer vizinhanga U de B tal que UB<:. Se uma das
fungdes ado admite conjunto limite em B, o mesmo sucede & outra.

Efectivamente, considerando a sucessio (16) e a correspon-
dente para g (x), temos

lim f'(U) g(U)=0,

e as duas sucessdes, quando convergentes, tendem para o mesmo
limite totalmente fechado 4 (B); quando uma das sucessdes diverge
para infinito, 0 mesmo acontece i outra [p. 170, I. 26].

{ Baseamo-nos na seguinte proposigdio:
Para que duas sucessies de eonjunios quaisquer

TNY VLT VN
Bi, B;, T B[' ase

convirjam para os mesmos limiles & suficiente que se verifique a condipdo
lim A/ By =0. #:Xa
Na verdade, esta mesma condiciio di em particular lim A; Bi = 0, e por isso
também temos
lim piAit < lim (Ai Bi + A Bir) = 0.

A primeira das sucessdes dadas & pois convergente, e, em virtude da condi-
cfio fim Aj Bi =10, a segunda converge para 0 mesmo limite totalmente fechado
que & primeira [p. 170, L, 16].
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Dado um subconjunto B de [A] , suponhamos que existe uma
sucessdo de subconjuntos conexos de A,

cll c’! "';ui| * ey

cada um dos quais contenha uma vizinkanga de B e tais que seja
imGB=0. Se f(x) é uma funcdo limitada, definida em A, que
Jaga corresponder aos conjuntos conexos Gy novos conjuntos cone-
aos f(C:), o.conjunto ) (B) é um continuo 1,

Efectivamente, por ser lim I:TII =(), os termos da sucessio

(22) F@), f©), ---, f(B), --.

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes
doma sucessdio do tipo (16), e como por outro lado cada um dos
conjantos 0; econtém uma vizinhanga de B, existe também uma
sucessdo do tipo (16) cujos termos siio subconjuntos dos termos
correspondentes da (22). Logo temos

UimF(C) A(B)=0 [p. 170, 1. 6],

e por isso o conjunto fechado A(B) é um continuo [p. 213,
L7

Em particular: se a fungdo limitada f(x), definida em A, faz
corresponder a conjuntos conexos novos conjuntos coneros, e se as
diversas vizinhangas do subconjunto B de [A] , em relagdo a A,
sdo conjuntos conexos, o conjunto A (B) é um continuo.

Suponhamos que o subconjunto B de [A] verifica a seguinte
propriedade : seja qual for a sucessdo Xy, Xa, ..., Xi, ... de
elementos de A que faga lim X,B=0, hd uma ordem a partir da
qual dois elementos quaisquer X; e Xy pertencem a um subconjunto
conexo Gy de A de tal modo que se tenha lim G, B=0. Se f(x)
¢ uma fungdo limitada, definida em K, que faga corresponder aos

1 fste continuo pode degenerar num s6 elemento ou em elementos juxta-
postos entre si.
2 Nas condigdes do enunciado o conjunto B & conexo, pois temos lim C; B =0.
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conjuntos conexos C;y novos conjuntos conexos f(Cis), o con-
Jjunto A (B) é um continuo.

A cada nimero :i facamos corresponder uma vizinhanga

U; de B relativa a A de maneira que dois elementos quaisquer
de U; pertencam a um subconjunto conexo G de A tal que

lﬁ<% [p. 278, I. 2]. A soma C; de todos os conjuntos €

correspondentes aos diversos pares de elementos de U; & mani-
festamente um conjunto conexo a que pertence U;. Verifica-se

a relacio I:TB?:_'% . A sucessio

BB vy Beyany

que resulta de pormos i=1, 2, ..., satisfaz ao enunciado da
proposigio precedente, razio porque 1 (B) 6 um continno. Este
pode reduzir-se a um elemento apenas, ou a elementos juxta-
postos enire sil,

! Demonstrimos de passagem a seguinte proprosipfio:

E eonexo um subconjunto B de [A) que verifique a sequinte propriedade : a
qualquer sucessdo Xy, X3, ..., Xi, .., de elementos de A que fapa lim %, B =0
corresponde uma ordem a purtir da qual dois elementos Xi ¢ Xit unem-se sempre
por um subconjunto conezo Cyir de A de maneira que seja lim Ciy B = 0.

Transfurmando esta proposigio por meio do lema ji citado a p. 278, L 2,
damos-lhe o segninte enunciado :

E conexo um unio B de [A) que verifique a seguinte propriedade : o
qualqu® vizinhanpa U de B relativa a A corresponde uma outra U/ tal que :
dots elementos de U’ unem-se sempre por um subeonjunto conexo de U.

Ficilmente reconhecemos que a mesma proposiglio também pode deduzir-se
como um carolirio da seguinte:

E conexo um conjunto B que satisfapa o sequinte propriedade : a cada par
dos seus clemenios b e b/ eorresponde wma sucessdo de comjunios econexos
Cy, Gy vy Ciy v tal que

tim Cib = lim Cib/ = lim C;B =0.

Por oufras palavras, & conexo um conjunto B que satisfapa & sequinie eon-
dipdo : a cada par dos seus elementos b e b’ e a cada niimero positivo « corves-
ponde wm conjunto conezo C tal que

Cb<: , C/<: , CB<..

Basta notar que a soma S de todos 08 conjuntos conexos C que verificam as
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Observago. — Quando os elementos da fungdo f(X) conside-
rada mas duas proposicbes precedentes sdo mimeros reais, dis-
pensa-se a hipitese da limitabilidade da mesma fungdo.

De facto, o limite fechado duma sucessio convergente de
conjuntos conexos de nimeros reais & sempre um intervalo!
porqae o logar dum eonjonto conexo linear é6 um intervalo e o
limite fechado duma sucessflo convergente de intervalos é ainda
um intervalo. No caso de os termos da sucessio (22) serem
constituidos por nlimeros reais, o limite fechado, quando existe,
é pois um intervalo %,

89. Oscilagiio duma funglo. — Seja f(x) uma fancio definida
no conjunto A. Chamamos oscilagdo de f(x) num dado subcon-
junto X de A ao didmetro dv correspondente conjunto f(X), e
serd representado por w(x). Para qoalquer elemento X de A
vem, em particalar, w(x)=0. A oscilagio de f(x) em X tor-
na-se infinita quando f(X) é ilimitado.

Consideremos agora um subconjunto Y de (Al (um ele-
mento y, em particalar). Quando f(x) é limitada numa vizi-
pnhanga de Y, damos o nome de oscilagdo limite de f(X) no
conjunto Y ao difimetro do respectivo conjunto limite A(Y).

designaldades anteriores para os diversos pares de elementos b e b’ de B é um
conjunto cuja desconexdio nio excede 2¢ e tal que § B =« [p. 208, L. 3].

12 conexo, em particular, um conjunto B que satisfaga i seguinte condigfio :
dados um nimero positivo « e dois dos seus elementos, estes pertencem a um con-
junto conexo C tal que CB<:. L

Observemos que a Gltima proposigio desta nota di-nos uma condigfio nfio 8b
suficiente mas também necessiria para que B seja conexo. A primeira di-nos
uma condigio que pode deixar de ser necessiria; é facil imaginar um exemplo
dum espagdide cujos subconjuntos conexos nio obedegam todos a tal condigio.

! Chamamos intervalo, em geral, a qualquer contfnuo linear. Pode redu-
zir-se a4 um sd ponto, e as suas extremidades podem ser ambas finitas on nio.

2 Baja por exemplo f(z) uma fun¢lio real de varidvel real, definida nos
pontos dum intervalo (=, B), de centro a, i excep¢fio possivel déste ponto. Bupo-
nhamos que f(x) faz corresponder a qualquer intervalo I interior ao primeiro
{excluindo em I o ponto a quando f(x) nfio é néle definida) um conjunto conexo
f(I) (como sacede com uma funglio derivada em (=, B); recorde-se para isso o teo-
rema de Darsoux sibre fungles derivadas, por exemplo nas Lipdes de Cdlewlo e
Geometria de J. Viceste Gosgauves, p. 209). O conjunto i (a), quando existe, &
um intervalo, Os conjuntos limites de f(x) & esquerda e i direita de @ também
sdo intervalos.
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A oscilagio de f(x) em Y serd designada por Q(Y), e diremos
que & infinita quando f(x) for ilimitada nas vizinhancas de Y.

A fungio Q(y), definida em todos os elementos de [A,
excepto naqueles em que a oscilacio limite se torna infinita,
chamaremos oscilagdo elementar limite de f(x).

E evidente a relagio «(X)=Q(X), pois também temos
fX)I<iX).

A oscilagio Q(Y) tem o mesmo valor que em qualquer con-
junto juxtaposto a Y [p. 285, I, 15]. Mais geralmente:

Sd@o as mesmas as oscilagdes limites em conjuntos juxtapostos
de fungbes juxtapostas entre si.

Sdio de facto os mesmos os conjuntos limites em conjuntos
juxtapostos de duas fangdes juxtapostas entre si [p. 285, 1. 17).
Quando nas vizinhangas de um dos conjuntos a correspondente
fungiio é ilimitada, o0 mesmo sucede relativamente i outra [p. 283,
l. 5]; as oscilagdes limites sio nesse caso infinitas.

Seja B um subconjunto de [A]. Se

U, Ug, ..., U, ...
Vi B 2 cnunile s ens

8do duas sucessdes de vizinhangas de B, sendo as primeiras relati-
vas a A e as sequndas a [A], tais que seja lim U;B=1limV;B=0,

temos
limo(U)=1limQU)=1lmQV;)=0(B).

12 uma conseqiiéncia da proposigiio a p. 287, 1. 13. Com efeito,
quando f(x) é limitada numa vizinhanea de B, os diimetros dos
termos dus sucessdes (16), (17) e (18) tendem para o ditmetro do
respectivo limite 1(B) [p. 118, L. 17]; quando f(x) é ilimitada
nas vizinhangas de B, também sfio ilimitados os diversos termos
das mesmas sucessdes e os respectivos diimetros sio infinitos.

Por conseguinte, a um dado nimero « soperior a Q(B) cor-
respondem sempre vizinhangas U e V de B relativas a A e a [A]
para as quais 6 o(l)<a, Q(U)<z e Q(V)<al,

! E claro que da terceira destas designaldades se deduzem as duas primei-
ras quando as vizinhangas U e V sdo definidas por um mesmo nimero positivo.
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A cada sucessio Xy, X2, .-+ Xi, ... de elementos de A que
faga limX;B =0 corresponde pois uma ordem a partir da qual

temos (X)) f(Xi) <.

Se as fungdes fi(x) e fa(X), definidas no mesmo conjunto A,
satisfazem @ condigdo fi X) fa(X) <f para wm certo nimero
e para qualquer elemento X de A, as suas oscilagdes oy (X) e w2 (X)
e as suas oscilagdes limites Qy(Y) e Qa (Y, satisfazem as condigdes

(23) | (K) — w2 (X) | <20
e
(24) 1L(Y)—Q:(Y)|<2B.

Dada a hipotese fi(X) fa(X) < P, temos evidentemente
71X) fa(X)< B, donde se deduz a relagio (23) [p. 65, (3)].
Quando uma das oscilagbes wy(X) ou w2(X) se torna infinita, o
mesmo acontece & outra [p. 62, 1. 10].

Tendo em vista a proposigio precedente, da relacio (23)
deduz-se a (24), sendo também as oscilagdes Qy(Y) e Q2(Y) ou
ambas finitas ou ambas infinitas.

Suponkamos que num dado subconjunto B de (Al ¢ Q(B)<a.
Se a sucessdo de subconjuntos de [A]

ril?zs "'IYI-, W

¢ tal que lim ‘l’:!=0, temos a partir de certa ordem Q(Y;) <a.
Determinemos uma vizinhanga V de B relativa a [A] na qual
seja Q(V)<a«. A partir da ordem em que & Y;|<<V temos
Q¥)<a.
Se em particalar é Q(b) <z num dado elemento b de [A] e se
a sucessdo Yy, Y2, «++, ¥i, -+ de elementos de [A| tende para b,
vem a partir de certa ordem Q(y;) <«

1 Exprimimos esta propriedade dizendo que n(y) é uma fungfio semiconti-
nua superiormente,

; il
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Seja B um subconjunto fechado de [A). E fechado o conjunto
dos subconjuntos limitados Y de B onde Q(Y) iguala ou excede um
dado nimero y .

Consideremos uma sucessido convergente

Y N e N

de subconjuntos de B, de soma limitada, tais que Q(Y)>y.
Seja Y om limite da mesma sucessdio mas contido em B [p. 121,
I. 18]. Dado um nhmero positivo J, verifica-se a desigual-
dade Q(Y;)<Q(Y) 4 ¢ a partir de certa ordem [p. 206, I 18],
sendo por conseguinte y<<Q(Y)+ d. Temos pois y<Q(Y), o
que demonstra a proposicio.

Notemos que a oscilagio Q(Y) pode ser infinital,

Em particular :

Se B ¢ um subconjunto fechado de [Al, também é fechado o conjunto
dos elementos y de B onde Q (y) iguala ou excede um dado nimero y.

Seja B um subconjunto de (Al limitado e fechado. Se f(x) é
limitada numa vizinkanga de B, a fungdo Q (y) atinge um valor
mdaximo em B; se f(x) ¢ ilimitada nas vizinhangas de B, existe um
elemento déste conjunto onde Q (y) se torna infinita. E fechado
o conjunto dos elementos de B onde ((y) atinge o seu valor
mdximo ou onde se torna infinita.

Suponhamos, primeiro, que f(X) é limitada noma vizinhanga
de B. Seja Q o limite superior da oscilaglio Q(y) nos diversos
elementos de B. Em virtude da proposicio anterior é fechado
o conjunto Y; dos elementos y; de B onde temos

e 1
!.l(]r.-}:;.ﬂ—-i—.

Mas existe e & fechado o produto dos conjuntos Y; (i=1,
2, ...), produto &ste que & constituido pelos elementos y de B,
um pelo menos, onde se verifica a ignaldade Q(y) = Q.

t De jdéntica maneira reconhecemos que, se B é totalmente fechado, o
mesmo acontece ao conjunto dos subconjuntos limitados ¥ de B que fazem
nY)=« [p. 121, I 30].

21
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I5 pois fechado superiormente o conjunto dos valores da
funcio L (y) nos diversos elementos de B 1. :

Se f(x) & ilimitada nas vizinhangas de B, existe um ele-
mento déete conjunto onde a oscilagdo limite de f(x) se torna
infinita [p. 282, I 32]. O conjunto de todos estes elementos
de B 6 fechado.

Seja B um subconjunto limitado e fechado do lugar do con-
Junto A onde se entende definida a fun¢do f(x). &Se esta fungdo
é limitada numa vizinhanga de B, a cada nimero « superior ao
maximo de Q(y) em B correspondem vizinhangas U e V de B, 1
relativas a R e a A, e um nimero positivo ¢ tais que seja

al)<e e LQ(¥)<a

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diametros
sejam inferiores a .

Deada a hipétese Q(y) <<z em B, a cada elemento y déste
conjunto corresponde uma vizinhanca de y relativa a [A] na qual
a oscilaglio limite de f(x) é inferior a « [p. 295, 1. 31]. Mas
podemos determinar uma vizinhanga ¥ de B em relagio a [A] e
um nimero positivo ¢ tais que um subconjunto ¥ de V de dia-
metro inferior a ¢ pertenca sempre a uma dessas vizinhangas
[p- 276, L. 17]. Qualquer dos mesmos subconjuntos Y satisfaz
pois A desigualdade Q (Y)<a.

Verifica-se em particular a desiqualdade Q (y) <« em qual-
quer elemento Y da vizinhanca V.

Consideremos agora a vizinhanca U de B relativa a A definida
E pelo mesmo nimero que define ¥. Temos U<V, e, para qual-
h quer subeonjunto X de U de diimetro inferior ao jd determinado
, nfimero ¢, vem Q(X) <<z e portanto o (X)<z.

! A vizinhanga V divide-se num nimero finito de partes em cada
% uma das quais a oscilagdo limite de f(X) ¢ inferior a «.

Podemos afirmar, nas condigbes do enunciado, que existem

uma vizinhanga ¥ de B relativa a [A] e um nimero positivo ¢ tais

T I TS T e g P T LT e B e T WA B RN IR N T U TR TR T T,

1 Em geral: uma funpdo de elemenios numéricos e reais, semiconiinua
stiperiormente, definida num eonjunto limitado e fechado, admite um valor
mdximo.
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que se mantém inferior a « a distdncia entre dois elementos limi-
tes quaisquer de f(X) tomados em elementos de V cuja distancia
seja inferior a ¢.

Como corolirio evidente deduz-se o segainte teorema de
BAIRE :

Seja f(x) uma fungdo definida num conjunto limitado A.
A cada nimero a superior ao mdximo de Q (y) em [A] corresponde
um nimero positivo ¢ tal que seja w (X) <« para qualquer subcon-
junto X de A de diametro inferior a ¢ *.

Verifica-se pois a desigualdade f'(X) /' (x') <« para elementos
quaisquer x e X' de A tais que seja XX <cZ.

Seja B um subconjunto de [A| limitade e fechado. Se f(X) é
limitada numa wvizinkanga de B, a cada nimero « superior ao
mdxzimo de Q (y) em B correspondem vizinhangas U e V de B,
relativas a A e a [Al, e um nimero positivo ¢ de maneira que seja

(25) X f<ae e 1Y)2Y<=z

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', 0s dois primeiros de U
e os outros de V, tais que se tenha XX <e e YY <e.

Consideremos, com efeito, a vizinhanga U e o nimero posi-
tivo ¢ dados pela proposicio a p. 298, L. 7. Sejam X e X
dois subeonjuntos de U que facam XX'<e. A cada elemento
de qualquer déstes subconjuntos corresponde um elemento do
outro a uma distincia do primeiro inferior ¢. Logo a cada
elemento f(x) de f(X) corresponde um elemento f(x') de f(X')
tal que f(x) f(x) <« e inversamente. Verifica-se pois a rela-
gio 7(K) () Za.

Andlogamente se demonstra a segunda das designalda-
des (25).

t No enunciado do teorema de Bare supfe-se que A é um conjunto fechado.

2 Também podemos deduzir directamente o teorema de Bame do lema exposto
a p. 276, I. 1. Suponhamos que é n(y) <« em [Al. A cada sucessio conver-
gente de elementos de A corresponde uma ordem a partir da qual dois elementos
quaisquer tém por correspondentes para f(x) elementos a uma distincia um do
outro inferior a = [p. 286, L. 1]. Existe pois um nimero positivo « tal que seja
fix) [ (%) <= sempre que se tenha x x’ <z,

i .
e e

e e o
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Resulta por evidéncia que, se X e X' siio subconjuntos de
B, contidos em A, juxtapostos entre si, a distancia f(X) f(X)
ndo excede o miximo de 2(y) em B.

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Suponha-
mos que f(X) é limitada numa vizinhanga de B e designemos
por Q o valor mazimo de L (y) em B. A cada nitmero positivo 3,
correspondem vizinhangas U e V de B, relativas a A ¢ a [Al, e
um nimero positivo ¢ de maneira que seja

(26) loX)—aX)| <2043
L]
(27) oY)—oY)|<20+3

para quaisquer subconjuntos X, X', Y e Y', 03 dois primeiros de |

Ponhamos a=ﬂ+—f—. Verificam-se as hipoteses que

deram origem & proposigio a p. 209, I. 12, donde, por inter-
médio da relagio

o) —eX) | <270 FX) [p.65, (3)],

se deduz a desigualdade (26) para todos os pares de subcon-
juntos X e X' de U tais que XX' <Ce.
De modo andlogo se demonstra a desigualdade (27).

Seja K um continuo limitado contido em [A]. Se f(X) ¢ limi-
tada numa vizinkanga de K, a desconexdo do conjunto X (K) ndo
excede o maximo Q de Q(y) em K.

Consideremos, com efeito, um nimero « superior a Q.
Decomponhamos K num nimero finito de partes ¥ que fagam
QY)<a [p. 298, 1. 29]. Os conjuntos Y sfio ligados entre
si [p. 212, . 17]. O mesmo sucede aos respectivos conjuntos
limites % (Y) [p. 287, I T], que constituem uma decomposigio
de A (K) em partes [p. 286, I. 26] de diAmetros inferiores a a,
A desconexio de A (K) 6 pois inferior a « [p, 204, 1. 26], e por
conseguinte niio excede L.
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em G2

Demonstremos que, seja qual for o modo de divisdo de f(C)
em doas partes Z e ', a distincia redozida ZZ' niio excede
o limite superior O, que supomos finito, de Q (x) em G [p. 203,
l. 26].

Os maiores subconjuntos X e X' de € que fazem Z|f(X) e
Z|f(X) constituem uma divisio de € em duoas partes. Mas
existe um elemento X' de um désses subeonjuntos, suponhamos
de X', que ¢é limite duma sucessfio X, X2, +.., Xi, ... de ele-
mentos do outro. A cada nimero positivo ¢ corresponde um
elemento X; da mesma sucessio tal que f(X) f(x)<Q+3
[p. 296, . 1], sendo por conseguinte ZZ'<<Q+d. Verifica-se
pois a condigio ZZ' < Q que desejivamos demonstrar.

Da presente proposigio se conclui que, dado um nimero «
superior a Q e dados dois snbconjuntos limitados de f(C),
podemos unir estes por uma sucessio duom nimero finito de
subeonjuntos de f(C) tais que as distincias entre conjuntos con-
secativos sejam inferiores a « [p. 210, 1. 10].

Se f(x) é definida num conjunto conexo G tal que, para
qualquer divisdo déste em duas partes X e X, exista o pro-
duto [KI><IX'l, a desconexdo de f(B) ndo excede o limite supe-
rior de Q(y) em [C).

Seja j(X) uma funclio juxtaposta a f(X) que resulte de pro-
longarmos f(X) para o conjunto [C]—C. Por ser f(C) I ([C])
[p. 282, I. 7], a desconexiio de f(C) 6 a mesma de j([C])
[p. 207, I. 5], e esta, em virtude da proposigio precedente,
nio excede o limite superior de Q(y) em [C].

i Dizemos que o conjunto C & perfeitamente conezo quando, seja qual for
a maneira de o dividirmos em dunas partes X & X, o produto C><[XI<[X'] seja
provido de um el2mento pelo menos, isto &, quando exista um elemento duma das
partes que seja limite de elementos da outra. Pertencem & classe dos conjuntos
perfeitamente conexos os continnos limitados, o8 dominios elementares [p. 234,
l. 17] e qualquer conjunto no qual dois elementos arbitririos se unam sempre
por meio dum continuo limitado néle contido.

2 Quando o limite superior de 1 (x) & infinito, a desconexdio de f(C) pode
tornar-se também infinita.
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Em particular:

Se uma fungdo limitada f(X) é definida num conjunto G limi-
tado e conexo, a desconexdo de f(B) ndo excede o maximo de L (y)
em [Gl.

Tal proposiciio também pode deduzir-se da enunciada a p. 300,
l. 21, pondo A | Ce K|[C]. Como & entiio 4(K) | A(C) | [f(€)], con-
clufmos que a desconexio de [ f(0)], ou seja a de f(6), niio excede
o valor mdximo de Q(y) em [E].

A mesma proposigiio ainda pode justificar-se recorrendo ao
j& demonstrado teorema de BainEg, e admite o seguinte caso par-
ticular:

Se a fungdo limitada f(X) ¢ definida num continuo limitado K,
a desconerdo de f(K) ndo excede o maximo de O (x) em K.

Seja K um continuo limitado contido em [Al. Se f(x) é limi-
tada numa vizinhanca de K, a cada nimero a superior ao mdximo
de Q(y) em K corresponde um nidmero positivo ¢ tal que, para
quaisquer vizinkangas U e V de K, relativas a A e a [Al, que dis-
tem de K menos de ¢, as desconexdes dos conjuntos f(U). A(U) e
A (V) sejam inferiores a a.

Consideremos a infinidade das vizinhangas U de K relati-
vas a A. Em virtnde da proposicio a p. 287, L. 13, a
cada sucessiio (14) de vizinhancas U que tenda para K cor-
responde uma ordem a partir da qual as desconexdes dos
termos f(ll;) da correspondente sucessio (16) sio inferiores
ao namero « [p. 208, l. 13], que, por for¢a das hipOteses, &
superior & desconexio de i (K). Logo & possivel determinar
um némero positivo ¢ tal que, para qualquer dos conjuntos U
que diste de K menos de ¢, a desconexiio de f(U) seja inferior
aa[p 279, L 1].

Da mesma maneira se demonstram as partes da proposigio
relativas aos conjuntos A(U) e 2(¥).

90. Nogdo de continuidade. — Seja f(X) uma funcgio definida
no conjonto A e consideremos um elemento y de [A]. Dizemos
que f(x) é continua no elemento y quando a respectiva osecilagio
limite Q(y) se reduz a zero. A fungio é nesso caso limitada
numa vizinhanga de y, e o conjunto limite A(y) compde-se de
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elementos juxtapostos uns aos outros entre os quais figara f(y)
quando y pertence a A 1.

A fungiio & continna em todos os elementos juxtapostos a y
uma vez que seja continua neste elemento [p. 295, 1. 8].

Elementos da fungiio correspondentes a elementos de continui-
dade juxtapostos entre i siio também juxtapostos uns avs ontros.

Uma fun¢fio ndio continua nom elemento chama-se desconti-
nua no mesmo elemento 2,

Dizemos que f(X) é contfnua num dado subconjunto de [A]
quando & continua em todos os elementos désse subeonjunto.
Quando falarmos em funcdo continua, sem mais referéneia,
entenderemos que a mesma é continua no conjunto A onde a
supomos definida.

Se fix) é continua num subconjunto X de A, limitado e
fochado, os conjuntos A(X) e f(X) juxtapdem-se elemento a ele-
mento [p. 286, 1. 18].

Dada a continuidade de f(X) em y, é convergente qualquer
sucessdio f(Xi), f(X2) ..., f(X:), - -+ que resulte duma sucessio
de elementos de A que tenda para y [p. 16, . 8], e recipro-
camente. Podemos entlio escrever lim f(X)|2(y), e, quando
f(x) & definida em y, lim f(x;)[ f(y), seja qual for a suces-

! Na definigiio habitual de continuidade supde-se que a fun¢dio & definida
no elemento y e que &ste & elemento limite de A.

2 Um caso simples de descontinuidade de f(x) num elemento x de A é o
que se apresenta quando a funclio se torna continua pela supressio de x do con-
junto A (para simplificar a exposigio desta nota admitimos que dois elementos
distintos de A nunca sdo juxtapostos um ao outro). A descontinuidade chama-se
entio artificial,

Be a fungfio 86 admite em [A] descontinuidades que sejam artificiais, o con-
junto dos elementos (necessiriamente de A) onde tal facto se verifica é finito oun
numerivel, como vamos ver.

Consideremos primeiro o caso de A ser limitado. Basta demonstrar que &
finito o conjunto dos elementos x de A onde 0 (x) excede um dado nimero posi-
tivo «. Be tal nilo acontocesse, 0 conjunto désses elementos x de A admitiria um
elemento limite X, no qual seria ©(x') =« mesmo depois de suprimirmos o ele-
mento X' a0 conjunto A [p 206, L 25]. A descontinuidade em x' nfio seria pois
artificial.

Se A é ilimitado, consideramos uma sucessfio de esferbides concéntricos cujos
raios cresgam para infinito e notamos que os elementos de A onde f(x) se torna
descontinua, sitnados em cada um désses esferdides, sio em nimero finito ou for-
mam uma infinidade numerivel.

A " 2 -
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830 Xy, Xz, .. -, X, ... de elementos de A que tenda paray. Qualquer
destas condigdes exprime a continuidade de f(X) no elemento y.

Se f(x) é limitada numa vizinhanca de y, para que se dé a
continuidade neste elemento é suficiente que exista uma snces-
840 Xy, Xa, +.+, Xi, «+. que fagca lim f(X;) A(y) =0, pois em tal
caso A(y) reduz-se a elementos juxtapostos entre si.

Para que f(X) seja continua no conjunto [A] & necessdrio e
suficiente que a qualquer sucessiio convergente Xy, Xs, « -+, X¢, « + «
de elementos de A corresponda uma sucessio também conver-
gente f(X1), f(X2), ..., f(X;), ... de elementos de f(A).

Consideremos uma classe de sucesstes de elementos de A

| ) !
Rl iy K

gue tendam para um mesmo elemento §. Suponhamos que, dada
uma sucessdo qualquer de elementos de A que tenda para y, dela
podemos sempre extrair wma sucessdo da classe. Para que f(X),
definida em R, seja continua em y é suficiente que todas as suces-
sies

PO PO, 50 PG %

correspondentes s diversas sucessdes da classe tendam para limi-
tes juxtapostos entre si [p. 284, 1. 9] 1,

Seja f(x) continua em y. Consideremos um elemento ¢ do
espagdide a que pertence f (A). Dados dois nimeros que com-
preendam a distancia )(y)¢, existe uma vizinkanga de y relativa
a A tal que em todos os seus elementos X a distancia f(X)¢ se
encontra entre 0s mesmos nimeros.

Efectivamente, se X;, X2, ..., X;, --. 6 uma sucessiio de ele-
mentos de A que tenda y, temos hmj'[x,u:—i[]lc e por isso
existe uma ordem a partir da qual a distiincia f(X;) ¢ se encon-
tra entre os nimeros dados. Podemos pois determinar uma vizi-

1 Be por exemplo A é constituido por niimeros on por pontos, para que f{z),
definida em A, seja continua num ponto @' déste conjunto é suficiente que tendam
para f(z') todas as sucessdes de elementos de f(z) correspondentes ds sucessdes
monbtonas de pontos de A que tendam para =’
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nhanca de y _cag;_mlaqﬁo a A tal que em todos os seus elementos X
a distdneia f(X) ¢ se encontre entre os mesmos niimeros [p. 276,
I, 12]4,

Se f(X) é continua no elemento y, o mesmo sucede a qualquer
fungdo juxtaposta & primeira [p. 295, 1. 10].

Logo, quando f(X) é continua num elemento y de [A] que nio
pertencu a A, a definigio de f(X) nesse elemento conforme dis-
semos a p. 285, nota, mantém a continuidade em y. Tal prolon-
gamento de f(X) para um ou mais elementos do conjunto [A]— A
nio introduz pois descontinnidades.

Se f(x), definida em A mas nio em todos os elementos
de [Al, ¢ continaa no conjunto [A], qualquer fangio j(X) que
resulte de prolongarmos a primeira para o conjunto [Al—A &
ainda contfnua. Logo a uma funclio definida em A e continna
em [A] corresponde sempre uma funglo definida e continua
em (Al @ que em A coincide com f(4).

Se f(x) & continua em [A], uma fangdo juxtaposta & primeira |
e definida em [A] é qualquer fangdo que resulte de atribuirmos
am 86 elemento A fanc¢lo limite A(y) em cada elements de [A].

Se dois elementos distintos de [f(A)] nunca siio juxtapostos
entre si, existe uma dnica funglio definida em [A] e juxtaposta
a f(x): & a fungdo A(y) que se obtém prolongando f(X) para o
conjonto [Al —A 2.

{ Para dar uma aplicagio simples admitamos que f(A) é numérico e que
fix) & diferenta de zero e contfnua num elemento x’' de A. A um dado nimero
positivo « inferior i distiincia de f(x') ao ponto zero, isto é, ao médulo de f(x'),
corresponde um esferdide de centro x' tal que em todos os sens elementos X se 1
mantém & mesma relagio « < | fX) |.

2 Como exemplos de fungdes continuas recordemos os seguintes casos:

A distdincia X X’ entre dois elementos dum dado espagbide P é uma fungfio
continua do elemento (x, x') definida no espagbide composto (P, P) [p. 18,
l. 16]. As projecedes dum elemento composto sio fungdes continuas désse ele-
mento [p. 87, L 12]. A distincia reduzida entre um elemento e um con-
junto & uma funglio continua désse elemento [p. 53, & 20]. O diimetro
dum conjunto & uma fongfio continua do mesmo conjunto [p. 118, [ 23].
A distiincia reduzida A B, o desvio A B o a distincia A B entre conjuntos limi-
tados sio fungdes continuas do elemento composto (A, B) [p. 119, L. 14 e 17].
As projecgdes dam conjunto limitado de ordem n sfio fun¢des continuas do mesmo
conjunto [p. 120, I. 17]. As separagles méixima e minima de m conjuntos
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Seja y um elemento de continuidade da fungdo f(x). Se
) P R F——
vil r” LELSLEE | vf} LR

8do sucessdes de subconiuntos respectivamente de A e de (A tais
que lim X;y=1imY;y=0, temos [p. 288, 1. 29].

lim £ (X;) A(y)=1Ulim % (Y;) A(y)=0
limo (X)=lmQ(¥)=0.

Por conseguinte, so f(x) é continua em y, a cada nimero
positivo J correspondem vizinhangas U e V de y relativas a A
e a (Al tais que seja w(U)<<d e Q(V)<3. Reciprocamente,
uma qualquer destas condigdes basta para a continoidade de
f(X) em y, pois em virtude dela é convergente qualquer suces-
sio de elementos de f(X) que resulte duma sucessdo de elemen-
tos de A que tenda para y.

Se f(X) é continua em y, a cada mimero positivo 3 corres-
ponde um nimero positivo ¢ de maneira que se verifiguem as desi-
gualdades

) am<e , 7 FiX)<s
e
AN im<s , 1N IM<3

para quaisquer subconjuntos X, X', Y, Y, os dois primeiros de A e
os outros de [Al, que distem de y menos de ¢ [ p. 289, 1. 20].
Temos em particolar

foiy<s e fXFfX)<?

Ay, Az, ..., A sllo fungles continuas do elemento composto (Ay, As, ... , As)
[p. 189, L9, ep. 101, L 11]. A desconexio dum conjunto é uma fangio con-
tinua do mesmo conjunto [p. 208, L 3].

e et e et e e e RS
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Qualquer destas condi¢des também é suficiente de continai-
dade em y, porque, dada uma sucessdo de elementos de A que
tenda para y, da primeira se conclui que a sucessiio dos ele-
mentos correspondentes de f(x) tende para i(y), e da segunda
resulta também a convergéncia da mesma sucessdo.

Seja y um elemento de continuidade de f(X). Se a fungdo
9(2), definida no conjunto f(A), é continua mo conjunto A(y)
relativo a f(X), a fungdo de fungdo ¢ (f(X)) é continua em y.

Efectivamente, dada uma sucessiio Xy, Xz, .-, Xi, -.. de
elementos de A que tenda para y, temos lim f(x;) I A(y), e por
isso existe lim ¢ (X))

Se as fungdes fi (X), fa(X), ..., fa(X), definidas no mesmo
conjunto A, sdo continuas no elemento y de [Al, a fungdo com-
posta [p. 280, 1. 24]

(28) (fr), fa(®);y <oy Fa(X)

também é continua em Y e reciprocamente.

Na verdade, se, qualquer que seja a sucessio de elementos
de A quo tenda para y, as correspondentes sucessbes dos ele-
mentos das fangdes dadas sio convergentes, o mesmo sucede
i sucessio dos elementos da fungio composta e reclprocamente
[p. 36, 1. 29 ‘,

Seja 9(21, 23, - ., Z,) uma fungdo definida no conjunto dos
elementos da fungdo composta (28). Se as fungdes componentes
sdo continuas em Y e se a fun¢do dada 9 ¢ continua num elemento
limite da (28) em ¥, a funcdo

?(fl(:J! fl(l): ey fn(l])

é continua no mesmo elemento Y.
Trata-se efectivamente duma fungio 9 continua no conjunto
A(y) relativo a uma fungio (28) continua em y.

Seja X um subconjunto limitado de A. Se f(x) é continua
em [X|, temos X (X)|[f(X)]-

Com efeito, sendo X limitado e tratando-se duma fan¢do con-
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tinua em (X!, o conjunto A (X) nfio se altera quando se considera
a fangio definida exclusivamente sobre X, pois A(X) é a soma
dos limites A (y) relativos aos diversos elementos y de [X|. Logo
vem A(X) [ [f(X)] [p. 285, . 10].

Sdo juxtapostos os conjuntos dos elementos duma fungdo con-
tinua em conjuntos juatapostos.

Sejam X e X' subconjuntos de A juxtapostos entre si. Se
J(x) & continua em X e em X', cada elemento dum qnalquer dos
conjuntos f(X) e f(X') 6 limite duma sucessido de elementos do
outro, e por isso também temos f(X) I f(X').

Numa fungio continua a conjuntos juxtapostos correspon-
dem pois conjuntos juxtapostos i,

Se a fungdo f(x), definida em A, ¢ continua em [A]l, a con-
Juntos limitados e ligados correspondem para a fungdo conjuntos
ligados,

Em geral, se X e X' sio subconjuntos de A cujos lugares
possuam um elemento ecomom e se f(X) é continua nesse ele-
mento, os conjuntos .f (X) e f(X') silo ligados entre si.

Se f(x) ¢ continua num subconjunto Y de [Al, limitado e
Jechado, existe uma vizinhanga de Y relativa a A onde f(x) é
limitada.

Basta notar que a fungiio é limitada numa vizinhanca de
cada elemento de Y [p. 282, 1. 25].

Em particalar:

Se f(X) é continua no lugar (X| dum subconjunto limitado X
de A, o conjunto f(X) é limitado.

! Por &te motivo silo juxtapostos por exemplo: correspondentes projec-
¢0es de conjuntos juxtapostos de ordem n; o conjunto das distiincias entre as coor-
denadas de cada elemento dum conjunto de segunda ordem e o conjunto que se
obtém da mesma maneira a partir dam conjunto juxtaposto ao primeiro; o con-
junto das distincias entre cada elemento de A e cada elemento de B e o que se
obtém da mesma maneira a partir de conjuntos juxtapostos aos primeiros; o con-
junto das distincias entre 0s elementos de A e o das distincias entre os elementos
dum conjunto juxtaposto ao primeiro.

Note-se que estas afirmagdes ji tinham sido demonstradas directamente [p. 39,
5.23; p. 42,1 5; p. 43, 1. 265 p. 44, 1. 21).

i
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Logo, se f(x) é continna em [A], a conjuntos limitados cor-
respondem para a fungiio conjuntos limitados.

Se f(X) é continua no covjunto fechado K, o conjunto de todos
os elementos de sequnda ordem (X, f{!}) ¢ igualmente fechado.
Considerando, com efeito, uma sucessiio convergente

(29} (x;, fl:X{}); (xlif{xl})r i LR (th(xi))u LI

de elementos désse conjunto de segunda ordem, sio também
convergentes a sucessio das primeiras coordenadas e a das
segundas dos mesmos elementos. A primeira tende para um
elemento a de A, e, em virtade da continuidade, a segunda
tende para f(a). Logo a sucessio (20) tende para (a, f(a))
[p. 37, L. 8], que é um elemento do referido conjunto de
segunda ordem.
Deduz-ge como corolirio a proposigio seguinte:

E fechado o conjunto dos elementos duma fungdo continua num
conjunto A limitado e fechado.

O conjonto f(A) é limitado. O conjunto dos elementos
(x. fix)) é pois limitado e fechado, e por isso f(A) também &
fechado [ p. 40, L. 10].

Também reconhecemos que f(A) & fechado notando que
os conjuntos f(A) e A(A) juxtapdem-se elemento a elemento
quando A é limitado e fechado [p. 303, 1. 14].

Dado o caso de fill) ser numérico e real, a funglio atinge
pois um valor médximo e um valor minimo quando é continua
no conjunto limitado e fechado AY.

! Mais uma vez reconhecemos 8s seguintes proposicfes [p. 46,1 20]:

E limitado e fechado o conjunto das distincias entre as coordenadas de cada
elemento dum conjunto limitado e fechado de segunda ordem (supomos, é claro,
que as projecyles désse conjunto fazem parte dum mesmo espagdide).

limitado e fechado o conjunto das distdncias entre cada elemento de A e
cada elemento de B quando estes conjuntos sfio limitados e fechados, pois tal dis-
tincia & uma fun¢lio contfoua no conjunto limitado e fechado (A, B) [p. 41,
I.3]. A distincia reduzida A B é nesse caso a distincia entre um elemento de A
e um elemento de B convenientemente determinados. O didmetro dum conjunte
limitado e fechado é a distincia entre dois determinados dos seus elementos,

E limitado e fechado o conjunto das distincias reduzidas a B entre cada
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E condigdo suficiente de continuidade em [A| duma fungdo f(X)
limitada em A que o conjunto (X, f(X)) seja fechado * (supde-se
que a elementos juxtapostos de A correspondem elementos juxta-

postos de f(R)).
Basta demonstrar que dada uma sucessiio convergente

X, X2, +++, X, ... de elementos de A a correspondente saces-
8do
(30) f{xl):f{h}r "'lf(xi))""

também & convergente [p. 304, I. T]. Consideremos um limite
y da primeira sucessiio, e dois limites z e z' da segunda. Os ele-
mentos de segunda ordem (y, Z) e (y, ) sdo limites da sucessio

(ll,f(lll), (I:,f(l:}). vaey i.\li'fﬂi}\). siay

e, como o conjunto dos elementos (x,f(x)) é fecbado, existem
elementos (a, f(a)) e (a, f(a)) juxtapostos a (y,2) e (y, ).
Temos pois alla' e, por hipitese, f1a) | f(a'). Logo zllz'. Todos
os limites da sucessfio limitada (30) sfio justapostos entre ei,
razio porque a mesma é convergente [p. 16, . 8].

Podemos afirmar, por conseguinte, que :

E condigilo necessdaria e suficiente de continuidade duma fungdo
limitada f\X) num conjunto fechado que o correspondente conjunto
(x, f(x)) s¢ja fechado (supde-se que a elementos juxtapostos de A
correspondem elementos juxtapostos de f(R)) .

Como coroldrio evidente vem a seguinte proposiciio, também
ficil de justificar directamente:

A fungdo inversa duma fungdo continua nnm conjunto limi-
tado e fechado, quando existe, é continua (supomos que elementos
juatapostos de f(R) sdo correspondentes a elementos juxtapostos
de A).

elemento a dum conjunto limitado e fechado A @ um conjunto B. Logo o desvio

AB representa & distincia reduzida entre um determinado elemento de Ae o
conjunto B.

1 Em tais condi¢des o conjunto A & necessiriamente fechado. Em geral:
E fechada wma projeegdo dum eonjunto fechado de ordem n sempre que a pro-
Jeepdio complementar sga limilada.
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Se f(x) é continua e se A e f(A) sdo totalmente fechados,
temos [f(X)]|f((X]) para qualquer subconjunto limitado X de A
(supomos que elementos juxtapostos de f(A) sdo correspondentes
a elementos juxtapostos de A).

Por outras palavras, se Z é correspondente a X, também [Z] é
correspondente a (X]. Na verdade, os conjuntos f(X) e f (IX|)
silo juxtapostos [p. 308, I. 11], e como f(IX) é totalmente fechado,
temos [f(X)] 1 f ((X]).

As operagbes representadas pelos simbolos [] e f sdo per-
mutiveis dadas as condicBes do enunciado 1.

Seia f(X) uma fungdo definida e continud num conjunto
fechado KA. Dado um subconjunto I de f(R), fagamos-lhe cor-
responder o maior subconjunto X' de A tal que TIf(X')2 Se

(311 11;22, -Io,Zir...

€ uma sucessdo que tenda para I de vizinhangas de I relativas
a f(h), a correspondente sucessdo

(32) YT PR S

tende para X'.
E elaro que X' 6 um subconjunto do qualquer dos conjun-
tos X';. Dasta pois demonstrar que o limite integral X' da

1 Como aplicaglio deduzimos as seguintes proposiges, ji directamente jus-
tificadas a p. 39, n.° 16 ¢ segs., e resumidamente enunciadas a p. 46, L. 31:

O logar duma projecefio dum conjunto limitado de orlem n & a correspon-
dente projecciio do lugar do mesmo conjunto. O logar do conjunto das distincias
entre as coordenadas de cada elemento dum conjunto limitado de segunda ordem
é o conjunto das distincias entre as coordenadss de cada elemento do Iugar do
mesmo conjunto. Em particular, o lugar do conjunto das distincias entre cada
elemento dum conjunto limitado A e cada elemento dum conjunto limitado B é o
conjunto que se obtém da mesma maneira a partir de [Al e de [B]. O lagar do
conjunto das distincias entre os elementos de A é o conjunto das distincias entre
os elementos de [A]. [veja-se p. 47, I 3).

2 0 conjunto X' & constitufdo pelos elementos de A que tém por corres-
pondentes para f(x) elementos de [Z].

A subconjuntos juxtapostos de f (A) correspondem assim para A subconjuntos
também juxtapostos.
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sucessiio (32) pertence a [X'] [p. 127, L 28]. Cada elemonto
de X' juxtapde-se a um elemento a de A e é limite duma suces-
880 Xy, Xg, ++-, Xu, -+ extraida doma subsncessfio da (32).
Por continnidade vem lim f(Xy)| f(a', e, como a sucessio (31)
tende para I, o elemento f(a) pertence a [Z]. Logo a per-
tence a X'

Qualquer elemento de X' juxtapde-se a um elemento de X/, e
por isso X' pertence a [X'].

Seja f(x) uma fungdo definida e continua num conjunto
fechado A. Dado wm subconjunto I de f(R), é fechado o maior
subconjunto X' de A tal que Tl f(X').

5 fechado, com efeito, o conjunto X' que figura na demons-
tragio precedente, e acabimos de ver que X' e X' se juxtapdem
elemento a elemento.

Por conseguinte, a um subconjunto fechado Z de f(A) no
qual figurem todos os elementos de f(A) que se juxtapdem a
elementos de I (como sucede por exemplo quando Z & total-
mente fechido) corresponde sempre um conjunto fechado X tal
que Z | f(X).

Dado em particular um elemento z de f(A), & fachado o
conjunto de todos os elementos de A que tém por correspon-
dentes para f(x) elementos juxtapostos a Z.

Seja fix) uma fungdo definida e continua num conjunto
fechado A. Dado wm subconjunto I de f(A), designemos por X'
o maior subconjunto de A tal que LI f(X'). Se o limite integral
da sucessdo

LK)y F(Ke)yseoy f(Kioooe

pertence a L), também o limite integral da sucessdo

Koy s Mase s
pertence a [X].

Tal qual como se procedeu hd pouco, demonstra-se que um
elemento qualquer do limite integral X da sucessiio precedente
juxtapde-se a um elemento de X'.

Quando a soma dos termos da mesma sacessio é limitada,

podemos escrever lim XiX'=0.
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Se em particular a sucessfo limitada Xy, Xs, ..., Xiy -0+ 6
tal que lim f (%) Z=0, também temos lim x;X'=01,

Se a fungdo f(X), definida em R, é continua no subconjunto B
de [Al, limitado e fechado, a cada wimero positivo 8 correspon-
dem vizinkangas U e V de B relativas a A ¢ a [A] e um nimero
positivo ¢ tais que seja

aX)<d e QWN<3

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diametros
sejam inferiores a ¢ [p. 298, 1. 7, e p. 308, 1. 19].

Podemos pois dividir a vizinhanga ¥ num ntimero finito de
partes em cada uma das quais a oscilagiio limite de f(X) seja
inferior a 8.

As desigualdades

JFN<3 e Ay Ar(y)<sd

verificam-se sempre que os elementos Xe x' de Il_e os elemen-
tos y e y' de V satisfagam as condigdes xx'<e e yy' <e.
Supondo que é BI[A], vem a proposi¢iio seguinte:

Se f(x), definida no conjunto limitado A, é continua em |A],
a cada nimero positivo d corresponde um nimero positivo ¢ tal
que seja w (K)<d para qualquer subconjunto X de R de ditimetro
inferior a ¢ [CaNTOR].

Temos pois f(x) f(x')<d sempre que seja xx'<¢ 2.

! Como corolirio encontramos mais uma vez a proposiglo que diz:

A fungdo tnversa duma fungiio continua num conjunto limitado e fechado,
quando exisle, ¢ continua (supomos que elementos jurtaposios de f(R) =0 podem
resullar de elementos juxtaposios de A).

Efectivamente considerando uma sucessdo f(Xy), f(xa) e -+ S (X)), .'qua
tenda para um dado elemento f(a) de f(A), a Sucessio xq, xg,e.y x; . tende
para a.

2 Be f(x) & continua num conjunto A limitado e fechado, a possibilidade da
divisfio de A num nimero finito de partes X em cada uma das quais seja o (X)<§
piio traduz o teorema de Casror nem sequer & caracterfstica das fungles continuas.
Qualquer funcfio limitada £ (x) definida num conjunto limitado A satisfaz a tal eon-
digiio. Efectivamente, uma divisiio do conjunto de tedos os elementos (:x,f{n})
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Se f(x) é continua no subeonjunto B de [R], limitado e fechado,
a cada mimero positivo 3 correspondem vizinhangas U e V de B,
relativas a A e a [A], e um nimero positivo ¢ de maneira que
seja g oy
TN FH)<s e T(N)A(Y)<3

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y/, os dois primeiros de U

e o8 outros de ¥, tais que se tenha XX’ <e e YV <e [p. 299, 1. 12].
Como coroldrio afirmamos que:

Se f(x) ¢ continua no subconjunto B de [Al, imitado e fechado,
as fungoes f(X) e X (Y), sendo a primeira definida nos subconjuntos
limitados X de A e a sequnda nos subconjuntos limitados Y de [A],
sdlo continuas no conjunto B e em todos os seus subconjuntos [p. 121,
1. 1, o p. 268, 1. 21].

Por conseguninte, dado um subconjunto limitado X de A, se
f(x) é continua em (X] e se a sucessdo Xy, Xz, ..., Xi, ..., de
subconjuntos de A, de soma limitada, tende para X, a corres-
pondente sucessio f{xij, f(!,} vouy Ky« .. tende para f(X).

Quando em particular f(x) é definida e continua em todo
o espag6ide a que pertence a varidvel X, a correspondente fun-
¢io f(X) é continua em qualquer conjunto limitado X 1.

Se Xy, X2, ..., Ki, . .. satisfaz apenas & condigdo lim N X =0,

também temos Eimf(l.-_}‘f(l}=0 quando X é limitado e f(X) con-
tinua em [X]. Na verdade, os termos da sucessdo precedente

num nimero finito de partes de diimetros inferiores & nm dado ndmero positivo &
determina uma divisio de A no mesmo nimero de partes, sendo manifesto que em
cada uma delas a oscilagiio de f(x) & inferior a §. No caso geral duma fun¢fio
qualquer definida num conjunto qualquer, podemos dividir &ste numa infinidade
numerivel de partes em cada uma das quais a oscilagao da fungfio seja inferior a 3.

1 QOs limites superior e inferior dum conjunto limitado de ndmeros reais
sio manifestamente fun¢des continuas désse conjunto. Por conseguinte, se a fun-
¢iio f(x), definida em A, é continua num dado subconjunto B de [A], limitado e
fechado, e se f(A) & numérico e real, os limites superior e inferior do conjunto f (X),
quando limitado, sio fungdes continuas no conjunto B e nos seus diversos subcon-
juntos [p. 307, L. 6].

Por exemplo, como a distincia reduzida xY é uma fun¢io continua de x
concluimos que a distincia reduzida XY e o desvio XY (respectivamente o limite
inferior @ o superior do conjunto das distincias xY correspondentes aos diversos
elementos % de X) sfio funcdes continnas do conjunto limitado X .
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podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes
duma sucessdo de subconjuntos de A, de soma limitada, que
tenda para X.

Se em particular a sucessdio Xg, Xz,. .., X, - .. de elementos
de A é tal que lim x;X=0, vem lim f(x;) f(X)=0, supondo
ainda que £(x) é continua no conjunto hmitado (X].

Se f(x) é continua no subconjunto B de [A], limitado e fechado,
a cada nimero positivo 3 correspondem vizinhangas U e ¥ de B
relativas a A e a [A] e um némero positivo ¢ de maneira que seja

o) —ud)| <3 e [QM—0(V)|<3

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', os dois primeiros de U
¢ 0s outros de V, tais que se tenha XX' <e¢ e YY <: [p. 300, 1. 41.

Logo, se f(X) é continua no subconjunto B de [A], limitado
e fechado, as oscilagdes w(X) e 2(Y), a primeira das quais é
definida nos subconjuntos limitados de A e a segunda nos
de [A], sfio continnas no conjunto B e nos seus diversos subcon-
Juntos !, A funcdo Q(y), em particular, é continna nos ele-
mentos y de continuidade de f(x).

Seja 2| f(X) uma fungdo continua num conjunto limitado e
JSechado A. Consideremos uma fungdo ¢ (1) definida no con-
Junto f(R). Dado um elemento ¥’ de f(R), designemos por X'
o maior subconjunto de A tal que seja 21 f(X'). E condigdo
necessdria e suficiente de continuidade da fungdo de fungdo
9(f(x)) no comjunto X' que ¢(2) seja continua no elemento 7'
(supomos que a elementos juxtapostos a 1' correspondem para
p (2) elementos juxtapostos a 9(2').

Demonstremos que a condigiio é necessdria. Sendo f(X)
continua no conjunto fechado A, dada qualquer sucessfio de
elementos de f(A)

ulf), 22l f(xa), ««oy Ll f(X)y =

i Ao mesmo resultado também podemos chegar notando que e (X) e 0 (¥)
sio fungdes continuas de f(X) e de % (Y) [p. 118, L. 23] e que estas dltimas sio
contiruas em B e nos seus diversos subconjuntos, como atris dissemos. E nma
aplicagiio do teorema de continuidade da fungiio de fungiio,
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que tenda para o limite 2', temos km X X' =0 [p. 313, 1. 1]. Se
(j'[l)) continua no conjunto X', que & limitado e fechado
[p 312, 1. 9], temos também

lim 5 () 9 (F(X)) =0 [p. 315, 1. 4],

ou lim 9(z) 9(2')=0. A fungio 9(2) é pois continua em 2'.
A condigéio é suficiente como atris se demonstron [p, 307,1. 6],
Por conseguinte afirmamos que:

Sendo [ (x) definida e continua num conjunto limitado e
fechado A, é condigllo mecessdria e suficiente de continuidade
da fungdo de fungdo ¢(f(x)) em A que g(2) seja continua em
F(R) (supomos que a elementos de f(R) juxtapostos entre si corres-
pondem para ¢ (2) elementos também juxtapostos) L.,

Seja K um continuo limitado contido em (Rl . Se f(x), definida
em A, é continua em K, o conjunto limite ) (K) é um continuo [p. 300,

21] 2.

Como coroldrio daduzmlos que :

Se f(X) é definida e continua num continuo limitado K, o con-
junto f(K) também é um continuo [Cavcny].

Se f(x) é continua num conjunto G tal que dois quaisquer dos
seus elementos se unam por um continuo limitado néle contido, o
conjunto f(C) satisfaz & mesma condigio 3.

! Outro modo de provar a condi¢fio necessiria consiste em demonstrar que
é fechado o conjunto dos elementos de segunda ordem (z,  (2)) [p. 310, 1. 19
(recordemos que o conjunto A, e por conseguinte os conjuntos f(A) e & [f(A}J,
sio limitados e fechados). Ba.ata para isso notar que & fechado o conjunto dos
elementos de terceira ordem (x y J(X), ® {fuu) [p. 310, nota] o que se torna
evidente em virtnde da suposta continnidade das funedes f(X) e o [: fix) ) no con-
junto limitado e fechado A.

2 fiste continuo pode degenerar num sé elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. :

3 Do teorema de Caveny e da proposicio a p. 301, 1. 1, deduz-se o segumta

E centinua a fungio inversa, caso exista, duma Jungilo de elementos numé-
ricos reais definida e continua num conjunto tal que dois quaisquer dos elemen-
tos se unam por um continuo limitado néle contido.

Beja z1f(x) a fun¢lio considerada, definida em A. O conjunto £ (A) é um
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Se a fungdo f (X) ¢ definida e continua num conjunto G perfei-
tamente conexo [p. 301, 1.* nota}, o conjunto f () também é perfei-
tamente conexo (1).

Consideremos, com efeito, uma divisdo de f(€) em duas par-
tes Z e I'. Sejam X e X' os maiores subconjuntos de G que
fagam Z | £(X) e Z'| f(X’). Existe por hipétese um elemento ¢
do produto G><[X]<[X'], e, como f(X) é continua em ¢, o ele-
mento correspondente f(¢) pertence a (Il e a (Z]. O pro-
duto f(6)><[Z]1><(Z'] é por conseguinte provido de elementos.

De idéntica maneira se demonstra a seguinte proposigfio:

Seja f(X) wma fungdo deflnida num conjunto € tal que,
para qualquer divisio déste em duas partes X e X', exista o
produto [X]><[X']. Se f(x) é continua em (€], o conjunto f(G)
satisfaz & mesma condigdo: seja qual for a maneira de o divi-
dirmos em duas partes I e I, existe o produto [T]><[2'].

Em particular:

Se f(x), definida num conjunto limitado e conexo G, é conti-
nua em [G], o conjunto f(B) é conexo.

Supondo fechado o conjunto € que figura nesta proposigio,
obtemos mais uma vez o teorema de CaucHY acima enunciado.

Seja K um continuo limitado contido em [A]. Se f(x), defi-
nida em A, é continua em K, a cada nimero positivo 3 corres-
ponde um positivo ¢ tal que, para quaisquer vizinhangas U e ¥
de K, relativas a A e a [A], que distem de K menos de ¢, as des-
conexdes dos conjuntos f(U), A(U) e X(V) sejam inferiores a &
[p. 302, 1. 14].

intervalo porque dois guaisquer dos seus elementos unem-se por meio dum inter-
valo contido em f(A). Tomemos um elemento Zo | f(Xo) e consideremos um inter-
valo de centro 2, tal que a parte contida em f(A) seja um intervalo fechado L.
Bejam f(x') & f(x") 08 extremos de I. Os elementos x' e X" unem-se por meio
dum continuo limitado K contido em A. O conjunto £(K) é um intervalo; a éle
pertence . Ficamos assim reduzidos ao caso ji considerado duma funciio continua
sobre um conjunto limitado e fechado K. Logo a uma sucessfo de clementos
de f(A) que tenda para z, corresponde uma sucessiio de elementos de A que tende
para xo.

(') Da propasigiio a p, 301, I 1, conclui-se imediatamente que f(C) é um
conjunto conexo.
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Seja f(X) uma fungdo definida, limitada e continua num con-
junto A. Consideremos um subconjunto conexo € de [A). Se
existe uma sucessdo de subconjuntos de A perfeitamente conewos

H] c!i S cl'l“‘

cada um dos quais contenha uma vizinhanga de € e tais que seja

tim 6; 6=0, o conjunto limite X (G) é um continuo (1).
Na verdade, demonstramos hé pouco que os conjuntos f(G;)
sdio conexos [p. 202, L. 1] (3.

(1) Dispensa-se a hipitese da limitabilidade de f(x) quando o conjunto £ (A)
& namérico e real [p. 204, obs.].

(?) Considerando, por exemplo, uma fun¢lio definida, limitada e econtinua,
num intervalo aberto, o conjunto limite numa das extremidades & um continuno,

Be uma funglio f(x), definida num intervalo incluindo uma das extremida-
des =, & contlnua nos pontos interiores, o conjunto limite em =/, caso exista,
da raziio

f(=) f(=)

o=

é um intervalo [ p. 294, nota (1)].
8e uma funclio f(p) do ponto p dum espago ordindrio de mais de uma dimen-
siio & limitada e continua nos pontos duma esfera de centro p/, i excepeio déste
ponto onde nfio a definimos, o respectivo conjunto limite em p’ & um continuo.
Supondo esta fungio definida em p', o conjunto limite da raziio

Sip) F1iph

pr

quando existe, & um intervalo, mesmo que f(p) ndo seja limitada na referida
esfera.

Seja f(z) uma foncdo de varifivel imaginfria = definida no conjunto A dos
pontos de certo cirenlo do qual excluimos o centro ' e a circunferéncia C que o
limita. Be f(z) é limitada e continua em A, os respectivos conjuntos limites 2 (z')
@ 3 (C) sio continnuos.

Be f(z) & continna em =’ e se a razfio incremental

se mantém limitada em A, o copjunto limite em =’ da mesma razio é um
continuo.
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Seja f(X) uma fungdo definida, limitada e continua no con-
Junto A (Y). Suponhamos que o subconjunto G de [A] verifica a
sequinte propriedade: seja qual for a sucessdo Xy, Xz, .+ Xiy+ o+
de elementos de A que faga lim X; 6=0, hd uma ordem a partir
da qual dois elementos quaisquer X; e Xy pertencem a um con-
Junto perfeitamente conexo Bjy contido em A de tal modo que se
tenha lim B.:;G:U. Nestas condigies o conjunto limite ) (6)
é wm continuwo [p. 292, 1. 22].

Seja f(X) uma fungdo definida e continua num conjunto G no
qual dois quaisquer dos elementos pertencam a um continuo limi-
tado contido em . Admitamos que, para um certo elemento 2
de f(x), existem em G continuos K que fagam f(K)llz. Se cada
elemento de qualquer désses continuos determina wma vizinhanga U
do mesmo elemento relativa a G que faga ainda f(U)llz, temos
também f(C)llz.

Counsideremos a colecglio dos continuos K a que se refere o
enunciado. Por ser f(X) uma fungfio continua em G, qualquer
continuo conlido em € que se juxtaponha a uma soma de con-
tinuos da colecgdo é um continuo da mesma colecgiio. Além
disso, por forga das condigdes impostas no enunciado, seja qual
for a sucessdo Xy, Xz, - -+, Xi, --. de elementos de b que tenda
para um elemento de um désses continuos, temos, a partir
de certa ordem, f(x)lz. Por éste motivo, cada continuo
limitado da colecgdo determina uma vizinhanga V relativa a G
na qual é f(W)lz [p. 276, 1. 7]. Qualquer eontinuo contido
em ¥ é pois um dos da colecgfio considerada. A proposigio
enunciada a p. 269, 1. 33, diz entdo que a soma dos con-
tinuos limitados da colecgio é o conjunto G, sendo por

isso f(C) Iz ().

Sejam h(X) e k(X) fungdes definidas e continuas num con-
Junto € no qual dois quaisquer dos elementos pertengam a um

() Primeira nota da pigina precedente.

() Be por exemplo uma fungiio numérica de varidvel independente imagind-
ria, holomorfa nam dominio elementar aberto, é constante sibre um continuo néle
contido (basta para isso que se mantenha constante sibre um conjunto que admita
um derivado de ordem w contido nesse dominio) a mesma fungfio é constante em
todo o dominio.
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continuo limitado contido em G, Admitamos que existem em 0
continuos K tais que seja h(X)Ik(X) em eada um dos seus ele-
mentos X. Se qualquer déstes elementos determina uma vizinkanga
relativa a G em cujos elementos teuha ainda lugar a mesma Juata-
posigdo, esta vevifica-se em todos os elementos de G,

Efectivamente, a fang@io (x) k(x) encontra-se nas condigdes
da funglio f(x) considerada na proposigio anterior.
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I

CONVERGENCIA DAS FUNGOES

91. Convergéncia simples. — Uma fungio F(x,y) definida
num conjunto composto (A,B) determina, para cada y em B, uma
fungio da varifvel x definida em A; representemo-la por fy(X).
Seja b nm elemento limite de B. Dado um elemento a de A, dize-
mos que as fungdes fy (X) sio simplesmente convergentes em a ao
tender y para b quando a fungio F(a,y) é continua no elemento b.
Neste caso o conjunto limite da fungiio /' (a.y) em b consta de
elementos juxtapostos entre si e constitui o limite simples das fun-
goes fy(X) em a (y—b)L Dizemos que estas fungdes conver-
gem simplesmente pars ¢ em a (y—h) quando ¢ pertence ao limite
simples das mesmas fungdes em a. Para que ¢ seja elemento do
limite simples de fy(X) em a (y—b) é pois necessério e suficiente
que se tenha

lim 7 @) €=0,
¥=+b

ou que a um arbitrério >0 se oponha um ¢>>0 tal que se tenha

fy(@) e<3
sempre que y b <e.

E condi¢lo necessdria e suficiente para que as fungdes fy(X)
sejam convergentes em a (y—+h) que se tenha

lim fy(a) fy(a)=0

oD yierh,

— e

t 0 simbolo y — b substitoi a frase: ao fender y para b.
|
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E condigdo necessaria e suficiente para que as fungoes f,(X)
sejam convergentes em a (y—b) que a um arbitrario 3>0 se
oponha um ¢ >0 tal que se tenha

fr@ fr(@)<is
sempre que yh<cey'b<e..

Seja ¢ um elemento do limite das fungies fy(X) em a (y—+b).
Consideremos uma fungdo @ (W) definida no conjunto dos elementos
de todas as fungdes fy (X), continua no elemento €. As fungdes
q:(f_.,, I:l)} ado convergentes em a (y—h).

uma aplicagio do teorema da continuidade duma fungiio de
funcfio [p. 307, 1. 6].

Sejam
(1 FrlRYe gyl , i

n _fmﬁ{b'as de fungdes definidas num mesmo conjunto A com Yy
qualquer em B. Se estas fungdes convergem em a para os ele-
mentos ¢, d, ... (y—b) as fungdes compostas

(2) (A, gy, V)

convergem em @ para o elemento (6,d, ...), e reciprocamente
[p. 807, 1. 12}
Combinando estas duas proposigdes vem a seguinte:

Se n familias de fungdes (1) convergem em @ para os elemen-
tos ¢,d, ... (y=b) e se 3(u, v, ...) é uma fungdo definida
no conjunto dos elementos da fungdo composta (2), continua no
elemento (¢, d, ...), as fungdes

(3) 2 (fy(®), gy (X), --)
8o convergentes em a (y—b).
Dizemos que as fungdes fy(X) sio simplesmente convergentes

em A (y—b) quando a simples convergéncia se verifica em cada
elemento deste conjunto. A funglio f(x) que faz corresponder a




I — Convergéneia 828

cada elemento X de A o limite das fangdes fy (X) (y—b) chamamos
limite simples das mesmas fungOes em A (y—h).

Se as n familias de fungdes (1) convergem em A para as fun-
gles

J), g, ...,

ese g(U,V,...) é uma fungdo definida e continua no lugar do
conjunto dos elementos da fungdo composta (2), as fungves (3) con-
vergem em K para a fungdo

?(f(‘]: g(X), °)

L9

Consideremos agora o caso particular em que B consta dos
nlmeros inteiros positivos, ou seja o caso duma sucessfio de fungdes

(4) S0 RN ) s -

definidas num mesmo conjunto A. Os conjuntos fi(A) pertencem
a um mesmo espagéide. O termo geral f;(x) representa uma fungfio
da variivel abstracta X e depende da varidvel inteira /. Dizemos
que a sucessfio (4) & simplesmente convergente num elemento a
de A quando as fungdes fi(X) sfio simplesmente convergentes em a

ao tender ¢ para infinito (ou u-——-llf para zero), isto 6, quando se

dé a convergéncia da sucessfio

N(@), f2a), ..., fi@), ...

Os respectivos limites, juxtapostos entre si, constituem o limite
simples da sucessiio (4) no elemento a.

Quando a propriedade se verifica em cada elemento de A, dize-
mos que a sucessio é simplesmente convergente neste conjunto, e
que tende ou converge para o respectivo limite f(X).

Suponhamos que n sucessdes de fungies, de termos gerais

(5) fi(®), gi(®), «-.,
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definidas num mesmo conjunto A, convergem em a para os ele-
mentos €, d, ... Se gU,V, ...) é uma fungdo definida no
conjunto dos elementos das fungdes compostas

(6) (fix), gi(x), --.)

R T P

continua no elemento (¢, d, ...), a sucessdo de termo geral

(7) ¢(fil, gi(0), ...)

¢ convergente em @.

Suponhamos que as n sucessdes de termos gerais (5) conver-
gem em A respectivamente para f(X), g(X), ... Se¢(n,v,...)
é uma fungdo definida e continua no lugar do conjunto dos ele-
mentos das fungdes compostas (6), a sucessdo de termo geral (7)
converge para

¢(f(®), g(®), ).

Nota, — As duas proposigdes precedentes abrangem os casos
particulares de n—=—1 e de

?(u'l"r'")l'["-" e

92. Convergéncia quase-uniforme. Consideremos uma famf-
lia de fungdes fy () definidas e conjuntamente limitadas num con-
junto A com y qualquer em B. Seja b um elemento limite de B,
Suponhamos que as fungdes f; (X) admitem um limite simples f(x)
em A (y—b).

Seja @ um elemento limite de A; designemos por ), (a) e A(a)
os conjuntos limites em a de fy (X) e de f(x), e por O, (a) e Q(a)
as respectivas oscilagdes limites nesse elemento.

1— A condigdo
1) lim g (a) Il A (a)
y=+b

¢ suficiente para que seja [ p. 118, I. 17]

(2) lim Oy (a) =2 (a).

R
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Como coroldrio vem:

11 — Quando as fungdes fy(X) sdo continuas em &, a cond:-
gdo (1) é suficiente de continuidade de f(X) em a.

ut — Quando as fungdes fy (X) sdo definidas e continuas em a,
a condigdo (1) ¢ necessiria e suficiente de continuidade de f(X)
ém a.

E necesséria, pois a condigiio de convergdncia simples

lim fy (a) | f(a)

y=+b

toma a forma (1) quando as fungdes f; (x) & f(X) sfio continuas
em a. A mesma condiglio 6 suficiente como dissemos preceden-
temente.

Continuemos a considerar um elemento limite a de A, perten-
cente ou nfio a este conjunto. Generalizando uma definiclio de
ARZELA, dizemos que as fungdes fy(X) sfio quase-uniformemente
convergentes em @ ao tender y para b quando a um arbitrario
>0 se opde um ¢>0 que verifique a seguinte propriedade:
sempre que seja yb< e existe uma vizinhanga U, de a onde se di
a desigualdade

Frx) F0<d.

v — A convergéncia quase-uniforme das fungdes fy (X) no ele-
mento @ (y—b) é suficiente para que se verifique a condi¢do (1).

Com efeito, mostra a condiglio precedente que a um elemento
qualquer de 1, (a), com yb<e, corresponde nm elemento de 2 (a)
a uma distincia do primeiro nfio superior a d, e inversamente. Logo
temos

Av(a) A(@)Z3d
sempre que yb <e, isto 6, verifica-se a condiglio (1).
v— A convergéncia quase-uniforme das fungdes f;(X) em @ é

suficiente para que se verifique a condigdo (2).
Resulta das proposigdes 1v e I




326 Cariruno VIII — Coneceito de fungles

vi—Se as fungdes fy(X) sdo continuas em &, a convergéncia
quase-uniforme em @ é condigdo suficiente de continuidade de f(X)
nesse elemento.

Resulta das proposigdes 1v e 11,

vil — Se as fungdes fy(x) sido definidas e continuas em a, a
convergéneia quase-uniforme em @ é necessdria e suficiente para
que se verifique a condigdo (1) nesse elemento.

Com efeito, quando as fung¢des fy(x) sdo contfnuas em a, e
dada a condigfio (1), resulta a continuidade de f(x) em a (prop. ).
Segue-se que a distdncia fy(x) f(X) é uma fun¢lio continua em a.
Dado 32> 0 corresponde lhe um ¢ >0 tal que seja

fya) f(a)<d

sempre que yb<{e. Logo a cada um destes y opde-se uma vizi-
nhanga Uy de a na qual se verifica a desigualdade

Sy ) f(0<3.

Tem pois lugar, necessiriaments, a convergéncia quase-uni-
forme em a.
J& se provou que a condigiio 6 suficiente.

viil— Se as fungdes fy(X) sdo definidas e continuas em a, a
convergéneia quase-uniforme em a ¢ necessiria e suficiente de con-
tinuidade de f (X) nesse elemento.

Resulta das proposi¢lies vir e 1L

Obs. —Quando as fungdes fy (x) sfio definidas e continuas em a,
podemos dizer que se verifica a convergéncia quase-uniforme neste
elemento (y—b) quando a cada >0 corresponde uma fungio
fs(x), com yb tio pequena quanto quisermos, i qual se oponha
um vizinhanga de a onde seja

Jy(x) f(x)<d.

Efectivamente, nestas condigdes podemos extrair das fungGes
Sy (x) uma famflia de fungdes numerdveis

Sy, ) (=12 ...)
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tais que &m y;b =0, fungdes que sejam quase-uniformemente con-
vergentes em a (y;—b). As fungdes _f,‘{x) sfio continuas em a, e
o mesmo sucede & fungfio limite f(x) (prop. vinn). Logo as fungbes
dadas fy(x) convergem quase-uniformemente em a (y—b), como
resulta da mesma prop. ViIL

CASO DUMA SUCESSAO DE FUNGOES. — Quando o conjunto B &
constitaido pelos ntimeros inteiros positivos, as fungdes fj (x) dis-
pdem-se numa sucessido

S0y 200, eony filX), oo

Seja f(x) limite simples desta sucessdo no conjunto A. Dado um
elemento limite a de A, dizemos que a sucessfio & quase-uniforme-
mente convergente em a quando as fungdes f;(x) slio quase-unifor-

memente convergentes em @ ao tender ¢ para infinito (ou% para
Z€10).

Como casos particulares das proposigdes precedentes veem os
seguintes enunciados:

1’ — A condigio
(1" lim 3; (a) 4 (@) =0

é suficiente para que seja
(2 lim Q;(a)=Q (a).

i’ — Quando as fungdes fi(x) sdo conténuas em a, a condi-
¢do (1') é suficiente de continuidade de f(X) nesse elemento.

' — Quando as fungdes fi(xX) sdo definidas e continuas em a,
a condigo (1') é necessiria e suficiente de continuidade de f(x)
nesse elemento.

v/ — A convergéncia quase-uniforme da sucessdo em a é sufi-
ciente para que se verifique a condigdo (1').

v! — A convergéncia quase-uniforme da sucessdo em @ é sufi-
ciente para que se verifique a condigdo (2'),
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v’ — Se as fungdes f,(x) sdo continuas em @, a convergéincia
quage-uniforme da sucessdo em @ ¢é suficiente de continuidade de
f(x) nesse elemento,

vit' — Se as funcdes f;(X) sdo definidas e continuas em a, a
convergéncia quase-uniforme da sucessdo em @ é necessiria e sufi-
ciente para que se verifique a condigdo (1') nesse elemento.

vin' — Se as fungies f;(X) sido definidas e continuas em a, a
eonvergéncia quase-uniforme da sucessdo em a é necessaria e sufi-
ciente de continuidade de f(X) nesse elemento (ARZELA).

93. Convergéncia uniforme. — Continuemos a considerar
uma fungio F'(x,y) definida num econjunto composto (A,B) e a
correspondente familia de fungdes fy (x). Sejam b um elemento
limite de B, e @ um elemento de [A]l. Dizemos que as fungdes f; (x)
sfio uniformemente convergentes em a ao tender y para b quando a
distincia

F(x,y) Fix,y)

6 uma fungfio continua de (x,y,y’) no elemento (a,b,b) (e por-
tanto nula neste elemento), ou seja quando

lim fy () fy(x)=0

x—+a, y=*b, y'=+b:

A convergéneia uniforme em a (y—b) continua a verificar-se
quando @ e b se substituem por elementos que lhes sejam juxta-
postos.

Dada a convergéncia uniforme em a (y—-b), se o elemento a
pertence a A vem, em particular,

lim fy(a) fy:(a)=0

y=*b, y'—*bh,

isto &, as fungdes fy (x) sdio simplesmente convergentes em a (y - h).
O limite simples em a chama-se agora limite uniforme (y—h).
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Para que as fungdes fy(x) sejam uniformemente convergentes
em a (y—b) é necessirio e suficiente que a um arbitrdrio >0 se
oponha um ¢ >0 fal que seja

(1) fy ) fyr(x)<3
sempre que xa<<e, yb<e, yb<e.

Se f(x) é limite simples das fungbes fy(x) em a (y—b), para
que no elemento @ a convergéncia seja uniforme é necessirio e
suficiente que a distancia f, (x) f(x) seja continua e nula no ele-
mento (a,b).

Com efeito, dada a convergéncia uniforme das fungdes f (x)
em a (y—+b), ao arbitrdrio ¢>0 opde-se um ¢>>0 nas condigdes
do enunciado precedente. Fazendo tender y’ para b na desigual-
dade (1) vem

Sy (x) f(x)Z3

sempre que xa<.e, yb<<e. A condigio &, pois, necesséria.
E & suficiente porque, verificada ela, temos

lim fy (x) fy (%) Z Um (fy(®) fFix)+f(x) fy(x))=0

X=+=na, y=*b, y'=*b-

E pois condiglio necessiria e suficiente de convergéncia uni-
forme em a (y—b) que ao arbitrério d >0 se oponha um >0 tal
que seja

Jyx) flx)<d

logo que se tenha xa<Ce, yb<c.
Mostra esta condiglio que:

A convergéncia uniforme é um caso particular de convergéncia
quase-uniforme.
Por conseguinte:

Se as fungdes fy(x) sdo continuas em @ e se a convergéncia
neste elemento é uniforme (y—b), o limite simples é uma fungdo
continua no mesmo elemento.
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Sejam 2y (x) e A(x) os conjuntos limites de £, (x) e de f(x) no
elemento x de [A].

Se as fungies fy(x) sdo uniformemente convergentes em @&
(y-+h), temos

limly(a) iy (a)==0 , limi,(a) A(a)==0.
y=+bh, yi=ab y=+b

Na verdade, da condiglio de convergéncia uniforme em a,

Iy (%) fy(x)<d
xa<é, ybh<<u, y'h<u,
resulta AL
Ay(@) Ay(@)Z3
Yh<t, y'h<g
e da condigiio

Jy(x) fx)<s
IRt yh<nt
resulta
‘y(a) A(@)=9
Yh<e-+

Sejam wy(X) e w () as oscilagdes, que supomos finitas, de f; (x)
e de f(x) num subconjunto X de A.

Se a convergéncia das fungdes f,(X) ¢ uniforme em a (y—h)
ao arbitrdrio 4> 0 opde-se um ¢ >0 tal que seja

@) oy () —oX)| <3

sempre que Xa<<ec e yb<c.
Com efeito, a cada -g >0 opde-se um ¢>0 tal que

AW 0 <y

logo que seja Xa <:, yb<le. Verifica-se, pois, a condigio (2)
(podendo figurar—em vez de<) sempre que se tenha Xa<e,
yb<: [p. 296, (23)].
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Se a convergéneia das fungdes fy(X) é uniforme em a (y—h),
ao arbitrdario ¢ >0 opde-se um ¢ >0 tal que seja

:'m,l:l_} — oy (X) ‘ <d

sempre que Xa<e, yb<e, y'b<e.
Resulta da proposigiio precedente.

Se a convergéncia das fungdes fy(X) é uniforme em a (y—h)
as fungdes Qy (X) convergem uniformemente para ((a) em a (y—h)
(continuamos a supor que estas oscilagdes sdo finitas).

Partamos da condigfio expressa na peniltima proposicio. Tome-
mos um elemento X de [A] tal que xa<e¢. Para qualquer vizi-

nhanga U de x que faca Ua< : verifica-se a condigfio
fm,(“}—-m(u:l!‘:a.

Quando U tende para x esta desigualdade transforma-se na
seguinte [ p. 295, 1. 17]:

|2y (0 — 2|23

xa<t, yh<u.

Esta condigilo exprime que as fungdes L, (x) s#o uniformemente
convergentes em a (y—b).

Se a convergéncia das fungdes f, (X) ¢ uniforme em a(y—h),
temos
lim ﬂ}- {I} =0 (ﬂ},

jl-q-l,

isto é, as fungdes ((x) convergem simplesmente em a (y—h)
para Q (a).

Na verdade, vimos que as fungdes Q, (x) convergem uniforme-
mente em a para ((a), e portanto di-se a simples convergéncia
nesse elemento,

Mais uma vez se verifica que, se as fungdes f; (x) sfio continuas
em & e se a convergéncia neste elemento & uniforme, o limite é uma
fungfio continua em a.
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Seja 9 u) uma fungdo definida e uniformemente continua no
conjunto dos elementos das fungdes fy (Xj. Se estas fungdes sdo
uniformemente convergentes em a (y—b), o mesmo sucede as fun-

goes 9 (fy (X)) .

Efectivamente, das condigdes

limp() g(W)=0 e limf, (X) fy'(X)=0

wu’ =0 x=+a,y=*h, y'—*b

resulta

timg (fs ) (S (0)=0

x—+a, y—+b, y'—*b.

Se n familias de fungdes

- (3) Jy(X)5 gy (X),...

definidas num mesmo conjunto A, com y qualquer em B, sdo uni-
formemente convergentes em a (y-—b), o mesmo sucede & fungdo
composta

(4) Py (x) | (f:‘f (X)), gy (X),.. ')1

e reclprocamente.
Esta proposigiio resulta imediatamente das relagdes seguintes:

Sy 00 fy®y gy(X) gy (%), ... Z by (X $yi(X)
Gy 4y 0 2 f5(0) S5 () + 950 gy )+ ..

Combinando esta proposiglio com a precedente, vem:

Seja ¢ (u) wma fungdo definida e uniformemente continua no
conjunto dos elementos das fungdes(4). Se as familias de fun-
gdes (3) sdo unmiformemente convergentes em a (y—h), o mesmo
sucede as fungdes

e(fr0), gy @),...).

Dizemos que as fungbes f (x) sdo uniformemente convergentes
num subconjunto de [A] ao tender y para b, quando a convergéncia
uniforme se verifica em cada elemento desse subconjunto (y—b).
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Para que as fungdes fy(X) sejam uniformemente convergentes
em A (y—+b) é suficiente que se tenha

(5) lim f5 (X) fy (X)=0

¥—+b, ¥'—b

independentemente de X em A.
Porque, se a é um elemento de [A], desta condigiio deduz-se,
em particalar,
lim fy (x) fyr (x)=0
x=+a, y=:b, y'==p.

Logo:

Para que as fungdes f,(X) sejam uniformemente convergentes
em [A] (y--b) é suficiente que a um arbitrdirio >0 se oponha
um ¢ >0 tal que se¢ja

Sy(x) fr(0<3.
sempre que fh.’{e, yb<e.

Se A ¢ limitado, para que as fungoes f;(X) sejam uniforme-
mente convergentes em [Al (y—b) ¢é necessdrio e suficiente que se
verifique o limite (5) independentemente de X em A.

A condiglio & necesséria porque, se a convergéncia uniforme se
verifica em cada elemento do [Al, a distincia fj(x) fy:(X) &, por
definigio de convergéncia uniforme, uma funglio contfnua (e por-
tanto nula) em todos os elementos (X,b,b), ou seja no conjunto
composto ([Al,b,b). Como este conjunto & limitado e fechado,
segue-se que a um arbitrario >0 opde-se um >0 tal que

S firx)<3

sempre que ybh<e, y'b<e, [p. 313, L. 13].
Verifica-se, pois, o limite (5) independentemente de X em A.
J4 dissemos que a condigfio é suficiente.

Designemos por € (y) o conjunto dos elementos duplos (x, f5(x)),
com y constante e X varidvel em A, e por € o conjunto dos ele-

mentos (X, £ (X)) .
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Se as fungdes f;(X) sdo uniformemente convergentes em [A]
(y—b), temos

lim C(y)IC

y—+b,

Para a demonstraclio suponhamos, primeiro, que A é limitado.
A cada > 0 corresponde entfio um ¢ >> 0 tal que seja

0 fo<s

sempre que y b < independentemente de x em A. Logo, se y satis-
faz a esta desigualdade, a cada elemento (X, f (X)) de G (y) corres-

ponde o elemento (X, f(x)) de C a uma distincia do primeiro
inferior a d, e inversamente. Temos pois

Ciyc<s
para yb<e, ou seju
limG(y) I C.
y=*b.

Seja agora A ilimitado. Temos em vista demonstrar que, dada
uma sucessfio

’lq ,21"'1 ri!“'
de elementos de B que tenda para b, os correspondentes conjuntos
(6) c(’lh c(’z}i"'\ E('i);---
tendem para 6. Comecemos por decompor A numa infinidade nume-
rada de conjuntos limitados que divirjam para infinito, recorrendo
para isso a uma sucessio de esferdides concéntricos cujos raios

crescam para infinito. A esta divisio de A corresponde uma divi-
sio de cada conjunto G(y;) em partes

c![ll‘:'i cﬁf’i):'--: n}'('l)m' v
e de C também em partes

nl’ c:,-.., c;’,-..
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A sucessfio (6) decompde-se assim numa infinidade numerada
de sucessdes
Ci(yo, Gi(ya,..., G;(¥i),-..
(j=1,2, ...).

Mas, pelo que jé demonstramos, vem

fl’m BJ{’|}||EJ (J-:l.' 2‘--.)

1=—roo

Logo também temos [p. 136, . 27]
lim G(y;) I G.

Dada a convergéneia uniforme, se as fun¢des fy (X) representam
curvas ou superficies, podemos dizer que estas sko fungdes continnas
do parimetro y no elemento b.

Obs, — Notemos que, se a convergéncia uniforme das fun-
goes fy (X) & tal que : -
fy (X) fx)<<d

com yb<: independentemente de X em A, vem

lim G(y;) 6=0,
8 portanto _ i
lim G(y) C=0

y=*b .

Ainda no mesmo caso temos

tim fy (A) f(R) =0,

§=*b
condiglio esta que resulta do limite precedente [p. 64, . 7].
Se

limG(y) 6=0

y—*b

e se f(X) é continua num elemento a de [A], a convergéneia das
fungoes fy(x) (y-—+b) é uniforme em a.
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Consideremos uma sucessiio
(N KLy X0y oy Xiyh oo
de elementos de A que tenda para a, e uma sucessfio
(8) Yiilaroooi Hiieas
de elementos de B que tenda para b. Ao elemento (X, fy, (X))
de G(y,) corresponde um elemento (1;, f(x;]} de € cuja distincia
ao primeiro & inferior a
e ‘l
“ l!:j ﬂ + _J:_ .
Dando a ¢ os valores 1, 2,..., como &

lim G(y;) 6=0,
temos também

lim (xi, fy, (%)) (X;, £(x)))=0,
@ portanto
lim X x't=0 o lim fy,(x;) f(xs)=D0.
Mas
limx';a Z lim(x'; %+ x,2)=0,

e, por continuidade de f(x) em a,

tim f(x;) f(x"s)=0.
Logo

lim fo,(xi) f(%) Z lim fy,(xi) F(X"5) + lim f(xe) F(x'¢)=0

Como as sucessdes (7) e (8) sfo arbitrdrias, temos

im F; ) 7@ =0

x—*a, y=*b,

e as fungdes fy (X) sfio uniformemente convergentes em a (y—b).
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CASO DE UMA SUCESSAO DE FUNGOES.— A definiglio de fun-
¢Oes fy (x) uniformemente convergentes num elemento a (y-h)
aplica-se ao caso particular de uma sucessfo de fungdes

(9) fl(”! f!(l)v " fl(

Entendemos que estas fun¢Bes sfio definidas num mesmo con-
junto A, e que os conjuntos fy(A), fa(A),... pertencem a um
mesmo espagéide. Dizemos que a sucessfio (9) é uniformemente
convergente num elemento a de [A] quando as fungles f;(X) sfo

uniformemente convergentes em a (i — oo, ou% —~+0). Temos, pois, a
seguinte condi¢io de convergéncia uniforme da sucessfio (9) em a:

tim fy(x) fir(X)=0

X=+fy (=»00, (=00,

Em particular, se a 6 elemento de A, vem

lim f;(a) fv(a)=10

=+ 00, j/—+00,

Logo, da convergéncia uniforme da sucessio (9) em a resulta a
simples convergéncia neste elemento.

Para que a sucessdo (9) seja uniformemente convergente em @
é necessario e suficiente que ao arbitrdrio 9>>0 corresponda
um ¢> 0 ¢ uma ordem iy a partir da qual seja

== fix) fir(x) <8
sempre que X a<¢.

Se existe o limite simples f(X) da sucessdo (9) em A, é condi-
¢lo necessdria e suficiente de convergéneia uniforme em a que seja

tim £ (%) 7 @)= 0

X+ gy (=00,

Suponhamos que existe o limite simples da sucessdo (9) em A .
Se a convergincia ¢ uniforme num elemento a de [Al, e se os
2%

L T L
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termos sdo fungdes continuas em &, a fungdo limite é continua
neste elemento

Para que a sucessdo (9) seja uniformemente convergenle em a
¢é necessdrio que

tim % (@) i:(@) =0,
e, no caso de convergéncia simples em A,
lim 3;(a) %(a)=0.
Se a eonvergéncia da sucessdo (9) em @ ¢ uniforme, a sucessdo
de termo geral Q;(x) converge uniformemente para Q(a) em a.

Supomos que estas oscilagdes sfio finitas.

Para que a sucessdo (9) seja uniformemente convergente
em [A] é suficiente que se tenha

tim fi(x) fr(x)=0

independentemente de x em A. Quando A ¢ limitado, esta condi-
glo também é necessdria.

Se n sucessdes de fungdes, de termos gerais

(10) fi()y gi(X)ye ey

definidas num mesmo conjunto A, sdo uniformemente convergentes
em a, o mesmo sucede & sucessdo de termo geral

(11) (£i(x), gi(x),---)

¢ reciprocamente

Seja o(u) wma fungdo definida e uniformemente continua no
conjunto dos elementos das fungdes (11) (i=1,2,..). Seasn
sucessdes de termos gerais (10) sdo uniformemente convergentes
em @, 0 mesmo acontece & sucessdo de termo geral

(12) e (fi(x), gi(x),...).
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Se os limites das n sucessdes sdo

f(x), g(x),...

e se ¢ (U) também ¢ definida nos elementos da forma

(f@=, g(x),...),

a sucessdo de termo geral (12) tende uniformemente para

?(f@x), g(x)....).

Designemos por G; o conjunto dos elementos duplos (x, ,f}(x)),

e por G o conjunto dos elementos (x, f (x)) para os diversos elemen-
tos x de A.
Se a sucessdo (9) e uniformemente convergente em [A], temos

im G; 1| C.

"

Se a convergéncia uniforme satisfaz & condigdo
lim f;(X) F(X) =0
independentemente de X em A, vem

limG;C6=0 e limf;(A) f(R)=0.

Se limG;6=10

e se f(x) é continua num elemento a de [Al, a convergéncia da
sucessdo é uniforme em a.

94. Convergéncia perfeita. — Consideremos um conjunto
limitado D de elementos duplos (x,y); sejam A’ e B a primeira e a
segunda projecgdes deste conjunto. A cada y de B corresponde o
conjunto A, dos elementos x de A’ tais que (x,y) sfio elementos
de D. O conjunto Ay é uma fungfio de y definida em B, que supo-
mos continua num elemento limite b de B. O limite da funglio Ay
em b consta de conjuntos juxtapostos entre si [p. 302, n.” 90].
Seja A 0 que & totalmente fechado. E claro que A|<[A'].
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Dada uma sucessfio de elementos de B que tenda para b

(l) Yoy Yeyoooy Yig ooy

a correspondente sucessfio
|:2‘f lrl’ ny:‘]""l ‘Y‘,---

tende para A. Verifica-se que um elemento qualquer (a,b), com
‘a em A, pertence a [D], porque, se (1) 6 uma sucessio de ele-
mentos de B que tenda para b, a correspondente sucessiio (2) tende
para A, e por isso o elemento @ de A & limite duma sucessfio X,
X2,... de elementos extrafdos dos termos correspondentes da (2),
@ o elemento (a,b) 6 limite da sucessfio (X1, Y1), .+, (Xiy¥i)yo--
de elementos de D. .
Consideremos uma fungfio F'(x,y) definida em D. Ponhamos
F(x,y) | fy(x) para chamar a atenglio de que a cada y de B cor-
responde uma funglio de x definida em Ay. Dizemos que as fun- [
q0es fy (x) slio ‘perfeitamente convergentes num elemento a de A ao :
tender y para b quando a fungfio F(x,y) é continua no elemento
(a,b). O conjunto limite A(a,b) de F(x,y) em (a,b) (constituido .
por elementos juxtapostos entre si) serd chamado limite perfeito |
das fungdes fy (x) no elemento a (y—~b). Quando o elemento a per-
tence a cada um dos conjuntos Ay, da convergéncia perfeita resulta |
a simples convergéncia no mesmo elemento; o limite perfeito em a |
coincide entio com o limite simples.

E condiglo necessdria e suficiente de convergéincia perfeita
das fungdes f; (x) no elemento a (y—h) que sga

lim fy(x) A(a,b)=0

ao tender y para b, e x (em Ay ) para a.

E condigilo necessiria e suficiente de comvergéncia perfeita
das fungdes fy(x) em a (y—b) que a um arbitrario >0 se opo-
\ nha um ¢ >0 tal que seja

fr(x) A(a,b)<d
sempre que yb<e e xa<<e [p. 308, L. 17].
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E condigdlo necessiria e suficiente de convergéneia perfeita

das fungdes fy (x) em a (y—b) que seja

lim fy (x) fy(x')=0

y—b,y ' =b,x—a,x'—a.

E condigdo mecessiria e suficiente de convergéncia perfeita
das fungbes fy(x) em a (y—+b) que a um 3>>0 se oponha um ¢>0
tal que seja e sbini

Iy (x) fy(x") <@
sempre que yh<<e, y'b<e, xa<<e, x'a<e.

Se a ¢ elemento comum aos conjuntos Ay, e dada a simples
convergéncia das fungdes fy(X) em a (y—+h), é condigdo necessdria
e suficiente de convergéncia perfeita nesse elemento que seja

lim fy (%) fy(@)=0

y=+b,x—+a.

A condiglio 6 necessfria, como resnlta da pentiltima condigiio
pondo y'|y e x'|a. E & suficiente porque, designando por ¢ um
elemento do limite simples das fungdes [y (x) em a (y—-b), temos

frxie Z fy(x) fy(a) + fy(@ e,
donde vem
' lim f5(x) =0

y-+b,x—0.

Seja a um elemento comum aos diversos lugares [Ayl. Desi-
gnemos em geral por Ay (@) 0 conjunto limite da funcdo fy(x) em a.
Se as fungdes [y (x) convergem perfeitamente em a para ¢ (y—-b),
temos

limiy(a)| ¢

y=—+b.

Com efeito, para cada 3>>0 h& um ¢>>0 tal que as desigualda-
des yb<e, xa<e, arrastam a desigualdade

fy(x) e<d.
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Desta deduz-se
Ay(@)e=0

sempre que yb<{¢, o que demonstra a proposigiio.

Dizemos que as fungles £y (x) sfio perfeitamente convergentes
num subconjunto de A (y-»b) quando a convergénecia perfeita se
verifica em cada elemento desse subconjunto. Neste caso o limite
perfeito é uma fungfio de x definida no mesmo subconjunto.

Quando existe uma parte comum aos conjuntos Ay, esta per-
tence a A. Da convergéneia perfeita nessa parte comum resulta a
simples. Os limites simples e perfeito coincidem entfio.

Suponhamos que se d4 a convergdneia perfeita em A; seja £(X)
0 limite perfeito. Esta funglio obtém-se por prolongamento continuo
de F(x,y) para o subconjunto E de (D] constituido pelos elemen-
tos (x,b), com X em A, que niio pertencem a D [p. 305, .. 6]. Por
conseguinte tém lugar as seguintes proposi¢des, que resultam ime-
diatamente dos teoremas gerais sobre fungdes contfnuas demons-
tradas no n.° 90:

O limite perfeito f(x) das fungdes fy(x) em a (y—=b) é uma
fungdo continua.

Com efeito, 7 (x,y) ¢ continua em todos os elementos (x,h)
com x em A, & o mesmo sucede a fungfio definida em D+ E que
resulta de prolongarmos continuamente F (x,y) para o conjunto E.
Logo f(x) 6, em particular, continua em A.

Para que f(x) seja limite perfeito das fungdes fy(x) (y—b)
¢ necessdrio e suficiente que se tenha

lim fy(x) f(x')=0

y—+b, xx’ =0.

Para que f(x) seja limite perfeito das fungdes fy(x) (y-b)
é mecessdrio e suficiente que a um arbitrdrio d>0 se oponha
um £ >0 tal que se tenha

fy ) Fx)<3

ybh<e xx'<e.
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Para que as fungdes fy(X) sejam perfeitamente convergentes
em A (y—+b) ¢ necessirio e suficiente que se tenha

Y om f (0 f () =0
y—+b, y'—b, xx'—0.
Para que as fungies fy(X) sgjam per feitamente convergentes
em A (y—h) é necessdrio e suficiente que a um arbitrdrio 3>>0
se oponha um ¢ >0 tal que se tenha

F® frr(x)<3

yb<ls, y'b<le, xx'<u1.

Se f(x) & limite perfeito das fungdes fy (X) em A (y—b), temos

lim fy(Ry) I f(A)

r-—-..

Se f(x) & limite perfeito das fung¢des fy(x) em A (y—b), a0
arbitrdrio ¢ >0 opde-se um ¢ >0 tal que seja

(3) fs @) Fx)<3

r_ll <i,; 'TE <5
Como supomos de principio que

limAy A=0
y=+b,

existe um positivo ¢' <¢ tal que seja
A A<ce

sempre que yb<'e'. Fixemos y que satisfaga a esta desigualdade o
consideremos um elemento fy (x) de £y (A;). Como A, A< ¢, a este
x corresponde x' de A tal que xx'< e, verificando-se portanto a
desigualdade (3).

Inversamente, a um elemento f(x') de f(A) corresponde um
elemento £, (X) de f, (A,) a uma distincia do primeiro inferior a 3.
Temos pois

fs(Ay) F(R)Z3

Fh<ue',
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Se n_familias de fungbes

O fr (), g5,y

definidas num comjunto R, fung¢do de y em B, convergem perfei-
tamente em R (y—b) para

(5) fX), g,
as_fungdes compostas
(6) (fr @), gs®),--.)

convergem perfeitamente em R para

Y] _ (f(x), gix),...)

e reclprocamente.
Se as fungdes (4) convergem perfeitamente em A para as (5)
(y—+b) ao ndmero 4> 0 opde-se um ¢>>0 tal que seja

(8) fr(x) FIX)<d, gy(x) gx)<3, ...

sempre que i_ﬁ<ET xx'<e. Resulta que, para estes elementos
y,X e X', a distincia dos elementos compostos (6) e (7) é inferior
a Vnd. Logo também as fun¢des (6) convergem perfeitamente
em A para a (7) (y—b).

Reciprocamente, se as fungdes (6) convergem perfeitamente
para a (7) em A (y—b), a um 8> 0 opde-se um ¢ >0 de maneira
que a distincia entre as fungdes (6) e (7) seja inferior a J logo
que yb<<e, xx’<e. Verificam-se & fortiori as desigualdades (8)
para estes elementos y,x e x’, e as fungdes (4) convergem perfei-
tamente em A para as (5) (y—=b).

Continnemos a considerar um sistema de n familias de fun-
goes (4) definidas em A,. Designemos por €, o conjunto dos ele-
mentos da funglo composta (6) correspondentes aos diversos elemen-
tos x de Ay. Seja (7) uma fungfio composta, da mesma ordem n
definida e continua em A. Representemos por € o conjunto dos
elementos dessa funcfo.
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Se as fungies (4) convergem perfeitamente para as (5) em
A (y—b), temos
lim G, 1IC

y=—+b.

Com efeito, como as fungdes (4) convergem perfeitamente para
as (5) (y—b), as fungGes compostas (6) convergem perfeitamente
para a (7). Logo os conjuntos Gy tendem para G (y—b) [p. 343,
i. 10].

Representemos por B o conjunto dos elementos duplos (x, Iy (x])
correspondentes aos diversos elementos x de Ay . Seja f(x) uma fun-
¢lio contfnua no conjunto A. Representemos por G’ o conjunto dos
elementos duplos (x, f(x)).

Para que seja
(9) limGBy I 6’

y—=eh

¢ necessirio e suficiente que as fungies fy (x) convirjam perfeita-
mente para f(x) em A (y—b). :

Sendo f(x) continua no conjunto limitado e fechado A, a um
positivo arbitrério 3<0 corresponde um positivo 2¢<<J tal que

fix) fix")<3é

para elementos quaisquer x' e x” de A que fagam x'x”<2e.
Suponhamos que se verifica o limite (9). Ao ndmero e corres-
ponde um ¢'<e¢ tal que

(10) W

sempre que yb<'¢'. Fixemos y que satisfaca a esta desigualdade
o tomemos elementos arbitririos x e x' em Ay e A que fagam
xx <¢'. Em virtude da desigualdade (10), ao elemento (x, fy(x))
de €y corresponde um elemento (x, f(x")) de G’ a uma distancia
do primeiro inferior a ¢. Vem, pois,

(11) x2'<e 0 Frlixpfix)<e.

%
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Da primeira destas desigualdades e de xx'<¢' vem

x'x"<e'+e< 20,
8 portanto

J&) fx")<d.
Combinando esta desigualdade com a segunda (11) obtemos
Fr) Fx)<e+3<23

sempre que yb<<e¢' e xx'<¢'. As fungles £, (X) convergem per-
feitamente para f(x) em A (y—h).

Reciprocamente, suponhamos que as fungles fy (x) convergem
perfeitamente para f(x) em A (y—-b).

A funglio x converge perfeitamente para x em A (y—+h). Logo
o conjunto € dos elementos (X, f (X)) converge para o con-
junto G’ dos elementos (x, f'(x)) (y-+b) [p. 345, L. 1].

CABOS PARTICULARES.

1.°— 0 coxguNTO Ay K INDEPENDENTE DE Y.

Neste caso temos A |[A,]. Da convergéncia perfeita em A
resulta a simples em Ay, Completando:

Se Ay ¢é constante de y, para que as fungoes fy (X) convirjam
perfeitamente para f(x) (fungdo continua em R) (y—hb) é neces-
sdrio e suficiente que f(X) seja limite uniforme em A (y—h).

Sendo A, constante de y, podemos pdr na condigiio de conver-
gbncia perfeita, em particular, x’ | x, o que d4

(12) Sy (X) F(x)<d

para elementos quaisquer x e y, o primeiro em A, e o segundo tal
que yb<<e. A convergéncia 6, pois, uniforme em A.
Reciprocamente, dada esta condigfio de convergéneia uniforme,
e dada a continuidade de f(x) em A, a convergéncia é perfeita. Na
verdade, dquele d<C0 corresponde um ¢’ <e tal que seja

(13) J(x) fx)<s
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para elementos quaisquer X e X’ de A (e em particular com X em A,)
tais que XX’ <¢'. Vem, pois, combinando as designaldades (12) e (13),

fr@) Fx)<23

Fhe’, Xx'<s.
A convergéncia das fungdes fy (x) para f(x) é perfeita.

Sgja Ny constante de y. Se as fungdes fy(X) sd0 continuas
em [Ay] e uniformemente convergentes neste conjunto (y—b), tam-
bém silo perfeitamente convergentes no mesmo conjunto (y-»h).

Resulta da proposigio precedente. Na verdade, o limite simples
6, neste caso, uma fungfio contfnua em A | [4,] [p. 329, 7. 28].

2.° — VARIAVEL Y INTEIRA,
Se B & formado pelos nfimeros inteiros positivos, a familia Iy (x)
constitui uma sucessfio

(14) Jux), fa (), ...y fi(x),..
de fungdes definidas respectivamente em conjuntos
(15) Ai, Az, ..., Ay,...

que tendem para A (limite totalmente fechado). Dizemos que a
sucesslio (14) & perfeitamente convergente num elemento a de A
quando as fungdes f;(x) sfio perfeitamente convergentes nesse ele-

mento ao tender ¢ para infinito (ou % para xero), isto & quando,
seja qual for a sucessfio

Xiy X2y 000y Kiyeoo

que tenda para a de elementos extrafdos dos termos correspondentes
da (15), a correspondente sucessiio

(16) f{xl):f{x!)w'*mf(xi]!"'

seja convergente. Os limites das diversas sucessdes (16) (juxtapos-
tas entre si) constituem o limite perfeito da sucessfio (14) no ele-
mento a.




348 Caritvro VIII — Conceito de fungdo

E condiglto necessdria e suficiente para que ¢ s¢ja elemento do
limite perfeito da sucessdo (14) no elemento a que ao arbitrario
d>0 se oponka um ¢2>0 e uma ordem iy a partir da qual seja

fie<d
l_] Ll
E condigllo necessdria e suficiente para que a sucessdo (14)
seja perfeitamente convergente no elemento @ que se tenha

tim f; (%) for (x)=0

i—+00, i'-+00, X~+a, X' —0.
»

E condigllo necessdria e suficiente de convergéneia perfeita da
sucessdo (14) no elemento & que a wm arbitrario >0 se oponha
um ¢ >0 e uma ordem a partir da qual se¢ja

Ji(x) fir (0)<3

Xa<s, xa<s.

A sucessfio (14) & perfeitamente convergente em A quando a
convergéncia perfeita se verifica em cada elemento deste conjunto.
O limite perfeito f(x) 6 uma funcdo definida e continua em A.

Para que a sucessdo (14) convirja perfeitamente para f(X)
em A é necessdrio e suficiente que sgja

lim f;(x) f(x')=0

f—+oo, xx'=+0.

Para que a sucessdo (14) convirja perfeitamente para f(X)
em A ¢ necessdrio e suficiente que ao arbitrdrio >0 se oponha
um ¢ >0 e uma ordem a partir da qual seja

fix) Fix’)<a
Xx'<<u.

Para que a sucessio (14) seja perfeitamente convergente em A
¢ necessdrio e suficiente que se tenha

lim fi(X) for(x')=0

i-»00, i' =00, Xx/—0,
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Para que a sucessdo (14) seja perfeitamente convergente em A
¢ necessdrio e suficiente que ao arbitrdario 3> 0 se oponha um ¢ >0
e uma ordem a partir da qual seja

2 Fi0) Jex) <2
J'(T’G:l.
N Se a sucessdo (14) converge perfeitamente para f(x) em A,
temos
. lim fi(A) I f (R) -
»
ullr Se n sucessdes de fungdes
3
| Silx), falx), ...
qlr {17} 5‘1(‘)1 9!(’)| >
D n o Lessse s e
: 1 convergem perfeitamente em A para as fungdes
' (18) J, g, ...,
a sucessdo de termo geral
(19) (i), 9:(),...)
converge perfeitamente em A para
(20) R {1 | R
e reclprocamente.
( Designemos por 0; o conjunto dos elementos da fun¢lio com-

posta (19). Seja (20) uma fungfio composta, de ordem n, continua
em A. Designemos por € o conjunto dos elementos desta fungfio.
Se as n sucessdes (17) convergem perfeitamente para as fun-
gles (18) em A, temos
limBG;ll G.

Representemos por C; o conjunto dos elementos duplos (x, fi I:I]).
Seja f(x) uma funcfio continua em A. Designemos por G’ o con-
junto dos elementos (X, f(X)).

i &
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Para que seja
limC; 1 €

¢ necessdrio e suficiente que a sucessdo (14) convirja perfeitamente
‘para f(x) em A.

3. — SOBREPOSIGAO DOS DOIS PRIMEIROS CASOS.

Quando A, & constante de y e quando esta varidvel toma os
valores 1, 2, . . ., obtemos uma sucessfio de fungdes (14) definidas
num mesmo conjunto A’| Ay, Da convergéncia perfeita resulta a
simples. O limite perfeito coincide com o limite simples. Mais ainda:

Para que a sucessdo convirja perfeitamente para f(x) (funglo
continua) em A|[A'] é necessdrio e suficiente que a convergéncia
seja uniforme em A .

Se as fungdes fi(X) sdo continuas em A e se a convergéncia é
uniforme, também se verifica a convergéneia perfeita da mesma
sucessdo em K.

95. Igual continunidade, — Deve-se a AscoL! a seguinte defi-
nigiio: dada uma sucessiio de fungles reais

fl(ﬁ’), fﬂ(.“")} caey ﬁ(‘c)! ‘e

com & varifivel num intervalo, estas sio igualmente continuas num
ponto a desse intervalo quando a cada > 0 corresponde um ¢>0
tal que seja

|fie) —fi()| <3 (i=1,2,...)

sempre que |x —a|<e. Hsta definiglio, aplicdvel a fungdes que
estabelecem correspondéncias entre elementos de espagdides, pode
generalizar-se para o caso de uma familia de fungBes fy (x), defi-
nidas em conjuntos A, que constituam uma fungfio contfnua de y
num elemento b. Se A 6 o limite totalmente fechado de A, (y—b),
dizemos que as fungles fy (x) tendem a ser igualmente continuas
num elemento a de A (y—h) quando temos

lim fy (X) fy (x)==0

y—=+b, x—a, x'—+a.




Il — Convergéncia 351

Se as fangdes fy (x) sllo definidas no elemento a, ficilmente se
reconhece que esta definigio pode substituir-se pela que se exprime
pelo limite

lim fy (x) fy(a)=0

y—hb, x—=a.

E claro que as fungdes fy (x) podem ser descontinuas no ele-
mento a.

As fungdes fy (x) tendem a ser igualmente contfnuas num con-
junto (y—b) quando a propriedade se verifica em cada um dos seus
elementos.

Se a 6 elemento comum aos lugares [A,], dizemos que as fun-
gOes fy (x) sdo igualmente contfnuas em a (y-b) quando sfio conti-
nuas em a e tendem a ser igualmente continuas neste elemento.

Se A é limitado e se as fungdes fy (X) tendem a ser igualmente
continuas (y—b), temos

(21) lim fy(x) fy (%) =0

y—+b, X&' =0.
Para a demonstraglio considere-se a distincia
Jy ) fy (x)

como uma fungfio do elemento composto (y,x,x’). Por hipétese esta
fun¢lio 6 continua e nula nos elementos da forma (b,a,a) (com b
constante e a varifivel em A), que constituem um conjunto limitado
e fechado. Verifica-se, pois, o limite (21) [p. 8183, L 18].

Se as fungdes fy (X) sdo perfeitamente convergentes em a (y—h),
as mesmas fungdes tendem a ser igualmente continuas nesse ele-
mento (y—h).

Porque da condigfio

lim fy (%) fyr (X) =0

y-=+b, y¥—b, x—=a, x'—a

resulta, em particular, a condiglio

lim fy (%) fy (X)=0

y-+b, x—a, ¥ —a.

"
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Se as fungbes fy (X) sdo simplesmente convergentes em a (y~b),
é condigdo mecessiria e suficiente de convergéncia perfeita em a
que as fungdes tendam a ser igualmente continuas nesse elemento.

Com efeito, da proposigiio precedente resulta que a condiglio é
necessiria. E 6 suficiente porque, se ¢ & elemento do limite sim-
ples em a, temos

lim fy(x) € = lim (fy[ll fy (@) + f,(aju)=ﬂ.

Resultam as proposigdes seguintes:

Seja N' uma parte comum aos conjuntos [Ay]. Se as fun-
¢des fy(x) sdo continuas em N', e se tem lugar a convergbncia
perfeita neste conjunto (y—b), as mesmas fungdes sdo igualmente
continuas em A’ (y-+b).

Seja Ay independente de §. Se as fungdes f; (x) sdo continuas
e uniformemente convergentes em A|[A,] (y—b), as mesmas fun-
¢des sdo iqualmente continuas em A (y—b).

Efectivamente, em tal caso a convergéncia em A & perfeita [p. 346,
l. 18]

Todas estas defini¢des e teoremas aplicam-se és sucessdes de
fungdes. Neste caso, e quando as fungdes f;(x) sfio reais definidas
num intervalo fechado, a proposigio precedente converte-se num
teorema de ARZELA.
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I

DETERMINAGAO IMPLICITA

96. Espacos numéricos. — 1 — Comecemos por enunciar,
sumiriamente, algumas definigdes e propriedades relativas aos espa-
¢os numéricos simples e compostos. Damos esta designagfio ao espa-
¢bide dos niimeros reais, ao dos nlimeros imaginérios, e aos espagdides
que destes resultam pela aplicaglio sucessiva da operaglio «composi-
¢@o de conjuntos» (espagéides compostos) [p. 351] %

2 — Num espago numérico composto de primeira espécie (espago
ordinfirio) o ponto (elemento) origem, ou ponto nulo, & o que tem
as coordenadas nulas. Num espago numérico composto de segunda
espécie o ponto origem & o que tem as coordenadas nas respectivas
origens. Em geral, e por indugiio, definimos ponto nulo, ou ponto
origem, ou apenas origem, num espago numérico composto de espé-
cie i: 6 o que tem as coordenadas nas respectivas origens; repre-
sentamo-lo pela letra o.

3 — Dois pontos dum espago numérico de primeira espécie sfio
iguais quando as coordenadas correspondentes sfio iguais. Dois
pontos dum espago numérico de segunda espécie sio iguais quando
as coordenadas correspondentes sio iguais. Em geral, e por indu-
¢do, definimos igualdade entre dois pontos p e ¢ dum espago numé-
rico de espéeie 7: sfio iguais (p = ¢) quando se d4 a igualdade das
coordenadas correspondentes dos mesmos pontos.

Verificam-se as propriedades fundamentais da igualdade.

4 — Considerando primeiro um espago de primeira espécie,
chamamos soma de dois dos seus pontos ao ponto cujas coordena-
das sio as somas das coordenadas correspondentes desses pontos.
A diferenga de dois pontos é6 o que tem por coordenadas as dife-
rencas das coordenadas dos mesmos pontos. Conhecida a definigdo
de soma e diferenca de dois pontos dum espago de primeira espécie,

1 Num capitulo especial estudaremos certos espacdides particulares que
designaremos por espagos. Neles sio incluidos os espagoides numéricos a que
nos estamos referindo.

a7
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podemos definir da mesma maneira soma e diferenca de dois pontos
dum espago de segunda espécie, e assim por diante. Por indugéo cha-
mamos soma e diferenga de dois pontos p e ¢ dum espago numérico
composto de espécie i aos pontos p 4 ¢ @ p— ¢ cujas coordenadas sfio
as somas e as diferengas das coordenadas correspondentes de p e ¢.

b — Verificam-se as propriedades fundamentais da soma. Temos
também p =p —p’ 4 p’, e portanto p —g=p —p' 4 p' —q.

6 —Num espago de primeira espécie chamamos mddulo dum
ponto i soma dos mddulos (valores absolutos) das respectivas coor-
denadas. Num espago de segunda espécie definimos da mesma
maneira médulo dum ponto. Em geral, e por indugfio, médulo dum
ponto p dum espago numérico de espéeie i & a soma dos médulos
das suas coordenadas e serd representado por |p|.

7 — Verifica-se imediatamente que num espago de primeira espé-
cie 0 médulo duma soma ou diferenga de pontos nfio excede a soma
dos médulos desses pontos. A mesma propriedade transmite-se para
um espago de segunda espécie, e, em geral, para um espago de espé-
cie ¢: se p e q sdo dois dos seus pontos vem [p+¢q|Z|p|+q]-

8 — Produto dum ponto p dum espago de primeira espéeie por
um nimero A (real se o espago 6 real), ou produto de A por p, 6 o
ponto cujas coordenadas sio as de p multiplicadas por .. A defi-
niglio aplica-se, em seguida, a um ponto dum espago de segunda
espécie. Em geral, e por indugdo: o produto dum ponto p dum
espago de espéeie ¢ por um ndmero ) (real se o espago 6 real), ou
produto de A por p, é o ponto, que representamos por pA ou Ap,
cujas coordenadas sio as de p multiplicadas por 1.

9— Por indugio estabelecem-se facilmente as seguintes pro-
priedades:

Para que o produto A p seja nulo é necessirio e suficiente que
se anule um dos factores.

Verificam-se as igualdades

AMptg=iptiq

[Ap|=|2].|p|.
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10 — Dadas duas sucessdes de pontos dum mesmo espago
numérico,
Py Prysesy Piyecs
QLy Gayecny Giyoray

para que sefa lim|p;i— qi|=0 ¢ necessirio e suficiente que
lim pyqi=0. Com efeito, a condiglio lim |p; — ¢i| =0 exprime
que os mddulos das diferengas das coordenadas correspondentes
de p; e ¢; tendem para zero. Logo, tratando-se dum espago
numérico de primeira espécie, verifica-se logo que a condiglio
lim | pi— qi| = 0 & necesséria e suficiente para que seja lim p; g;= 0.
Em seguida verifica-se a proposi¢iio para um espago de segunda
espbcie, e, por induglo, estabelece-se para um espago numérico de
qualquer espécie.
Como coroldrios veem as proposigdes seguintes:

11 — Para que a sucesslo

(1) Py Paye iy s
seja convergente ¢ mecessdrio e suficiente que lim|p;—pi|=0.

Para que a sucessdo (1) tenda para o limite p é necessdrio e
suficiente que lim |p;—p|=0.

Em particular:

Para que a sucessdo (1) tenda para a origem (lim p;==o0) é
necessario e suficiente que lim |pi|=0.

Se impi=p e lim qi=q, temos lim(p;Ltqi)=p=tq.

Porque

(pite) —t9)| 2 |pi—p| + |@—aq],

do.de vem
lim |(P-'i g)—(p+q)|=0.

Se limpi=p, temos limAp;=ip.
Porque

lim J.p.—?lp1 Il.m|1(p¢-—p)‘ ,1]&m|p,—p,_ﬂ
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12 — Para que a sucessdo (1) divirja para infinito é neces-
sdrio e suficiente que o mesmo acontega & sucessdo dos respectivos
mddulos.

Com efeito, a condiglio p;—» oo exprime que a maior das dis-
tincias das coordenadas de p, ds vorrespondentes origens diverge
para infinito, e a condiglio |py| - co exprime que o maior dos
modulos das coordenadas de p; diverge para infinito. Ora, como o
enunciado da proposiglio verifica-se no caso dum espago de pri-
meira espéeie, também se verifica para um espago de segunda
espécie, e, em geral, para um espago de espécie ¢,

13 — E condigdlo necessaria e suficiente para que um subcon-
Junto dum espago numérico seja limitado que o conjunto dos médu-
los dos seus elementos seja limitado. Demonstra-se imediatamente
por absurdo apoiando-nos na proposigiio precedente.

14 — Chamemos proximidade dum ponto po dum espago numé-
rico (simples ou composto) definida por um ndmero ¢ >0 ao con-
junto dos pontos p desse espago que fazem |p — po|<e.

Em particular, proximidade da origem definida por ¢ é o con-
junto dos pontos p que verificam a condiglio |p—o|<e, ou
seja |p|<e.

Podemos dizer que um conjunto é limitado quando pode encer-
rar-se numa proximidade da origem.

156 — Cada vizinhanga de p, contém uma proximidade de p,;
cada proximidade de p, contém uma wvizinhanga deste ponto.
A demonstraglio obtém-se ficilmente por absurdo tendo em vista
a segunda proposigiio 11.

Também por absurdo se demonstra que:

Uma proximidade de un elemento composto contém um con-
Junto composto de proximidades das coordenadas, e inversamente.

16 —Das defini¢les de soma e de limite resulta a de série
convergente. Seja

(2) Pi+pP2t. . o4 Pidt. ..

uma série de pontos dum espago numérico. Ponhamos

$i=pi1+4p2+...+pi.
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Dizemos que a série 6 convergente e que tem por soma s quando
limsi—s.

E condigllo necessiria e suficiente de convergéncia da série
que seja (para i'> 1)

lim |8y — 8i|=1im |piy1+ pita+. . .+ pir|=0.
Resulta que, em caso de convergéncia, 6 lim|p;|=0.
Quando a série

|pa|+|pel+. . - +|pil+. ..
¢ convergente, o mesmo sucede & série (2).
Com efeito, temos
tim|pivi+. . +pir| 2 Wm(|pigal+. . . 4|pir| )=0.
Dizemos entfio que a série (2) & absolutamente convergente.

17 — Sejam f(x) e g(x) fungdes definidas num mesmo subcon-
junto dum espagbide qualquer, mas supomos que o8 elementos destas
fungdes pertencem a um mesmo espago numérico, simples ou composto.

Be f(x) e g(X) sdo limitadas, o mesmo sucede & soma e & dife-
renga destas fungdes, porque [1]

lf)Eg(x)] = [ +]g9(x)],
e atendendo A proposiglio 13.

18 — Para que a fungdo f(X) seja continua em x, ¢ necessdrio

e suficiente que
lim | f(X) —f(Xo) | =0

X=—bXye

Porque esta condiglo & necesséiria e suficiente para que seja
[11, 2* prop.]

lim f(x)=F(x)

E=+X,e
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Logo:

E condigdlo necesséria e suficiente de continuidade de f(X) em x,
que, dado 3> 0, exista uma vizinhanga de x, onde se verifique a
desigualdade

| f ) —flxg) | <3

19— 8e f(x) e g(x) sdo continuas em x,, a soma e diferenga
J(x) X g(x) s@0 continuas em x,,.

Se f(x) ¢ continua em x,, o produto ) f(x) também é fungdo
continua em x;.

20 — Consideremos uma sucessfio de fungdes

(3) Si(x), fi(x), ..., fi(x), .

definidas num subconjunto A dum espagéide qualquer. Se os con-
juntos fi(R), f2(A), ... pertencem a um mesmo espago numérico,
simples ou composto, as fungdes (3) constituem uma série

4 Six)+ )+ 4 fi®)+. .
Pondo em geral
(5) si(x)=fi(x)+/fa(x) +. . . +fi(x),

a série 6 uniformemente convergente em A quando a sucessiio de
termo geral (5) 6 uniformemente convergente nesse conjunto.

21 — Tem lugar o critério de convergénecia uniforme :

Verifica-se a convergincia uniforme da série (4) em A sempre
que os médulos dos seus termos sejam inferiores aos termos corres-
pondentes duma série numérica convergente, independentemente
de X em A,

Com efeito, seja ey 4-ea4 ...+ ¢;+... a série de ndmeros a
que se refere o enunciado. Temos

|00 () —2:(0) | 2 |figr ) |+ 4 | fo )| <orgr oo e

donde resulta
lim |80 (X) — 8¢ (X)| =0,
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8. portanto [10]
lim s4(X) 8¢ (X)=0,

independentemente de X em A. A convergéncia &, pois, uniforme
{p- 338, L. 11].

22 — Se fi(x) é limitada, e se o cociente entre os médulos de
cada termo da série ¢ o tmediatamente anterior se mantém menor
que um nimero K<1 para qualquer X em A, a série é uniforme-
mente convergente nesse conjunto.

Com efeito, da desigualdade

Uﬂﬂ\{K
| fi-1 ()|
resulta
. || <K|fiza( |

[ fiea ()] <K | fiza ()|

.................

|| <K|A®],

donde se obtém

| /i) <K fim) |

Por hipétese fi (x) 6 limitada; logo existe um ndimero positivo M
que faz
| fulm| <M

para qualquer X em A [13). Temos assim
| i) | <ME™!,

Como a série >, K' 6 convergente, e como obtivemos este resul-
tado para qualquer X em A, segue-se que a série (4) 6 uniforme-
mente convergente neste conjunto.

23 — Uma série (4) uniformemente convergente de fungdes con-
tinuas em A tem por soma uma fungdo conténua neste conjunto.
Com efeito, nestas condigdes a soma s;(X) representa uma fun-
Ao continua em A, e a sucessio que tem este termo geral 6 uni-
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formemente convergente em A. Logo a funglio s(X)==1lim s;(X) 6
continua em A [p. 337, 1. 27].

97. Teoremas de existéncia de fungdes implicitas. —
Consideremos uma fungio f(x,p) com a varidvel X sitnada num
espagGide qualquer e a varifivel p num espago numérico, simples
on composto. Admitamos que os elementos da fungfio pertencem a
este mesmo espago numérico. Dizemos que a funglio f(X,p) satis-
faz a respeito de p 4 condigio de LirscmiTz num dado conjunto
quando & definida neste conjunto e quandu existe um ndmero K
tal que seja setnpre

(1) |fx,p) —f(x,p)|<K|p—p'|  (p¥Dp).

Se n fungdes f(X,p), g(X,p), ... satisfazem num conjunto &
condiglo de Lipscmirz com o coeficiente K, a fungdo composta
destas satisfaz & mesma condiglo mas com o coeficiente nK .

Efectivamente, somando as desigualdades de Lipscmirz relativas
a essas fungdes vem

|f(x,p) —F@,p)|+ g, p)—g(x,2) |+ ... <nK|p—p'|,

que pode escrever-se [4 e 6]

|(f{!.13}, g(,p),...)— (f(x,p"), H(I,P’Jw--)‘(ﬂKW—P’i

I —TEOREMA FUNDAMENTAL (método de GOURSAT).
Seja (Xo, po) uma solugdo da equagdo

(2) p=f(x,p).

Se f(x,p) ¢ continua de X no elemento (Xo,po) e s¢ numa vizi-
nhanga de (Xo,po) verifica-se a condigdo (1) de Lirscairz comK<{1,
a equagdo (2) define p como fungdo de X em vizinhangas de Xo e
de po; esta fungdo é continua em Xo.

Sejam X' e P uma vizinhanga de Xo e uma proximidade de po
nas quais se verifique a condiglio (1) de Lirscmirz. Comecemos por
notar que, por forca desta condiglio, a fungdo f(x,p) é continua
de p no conjunto (X', P), uniformemente a respeito de x. E, como
a mesma funglio 6 continua de x em (Xo,po), verifica-se a conti-
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nuidade em relagio as duas varidveis no elemento (Xo,po) pois
que [5]

S(x, p) — f(Xo, po) = f(X, p) — f(X, po) + f(X, po) — f(Xo, po),
donde resulta [7]
[ £®x,2)—f(Xo,p0)| 2| £ (X,p)—F (%, 20) |+ | £(X,20) — f (X0, p0)

;]
lim |f (X, p) —f (o, po) | =0

R=eNy P =>Py-

Determinada a proximidade P, demonstremos que & possivel
fixar uma vizinhanga X de Xo contida em X’ de maneira que a
igualdade

(3) p'=fxp)

faga corresponder a qualquer elemento (X,p) do conjunto (X,P)
um ponto p' que pertenga sempre a /. Escrevamos

Fx,p) —po=1(x,p)—f(x,po) +f(x,po0)— po.
Supondo x em X' e p em P, vem
| £, 2) —f(x, po)| <K |p—po| <Ke,

tendo representado por ¢ o nimero que define a proximidade P.
Mas por hipdtese temos po==f(Xo,p0), e, por continuidade de
J(x,p) em relaghio a x no elemento (Xo, po), existe uma vizinhanga X
de xo onde temos

| £(x, Po)—po | <e(1—K).

Fixemos X por forma que se contenha em X'. Temos assim, para
qualquer elemento (x,7) do conjunto composto (X, P),

%f(xr?’}—Pol<=K+r{l—K;=,_

28

e
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Para estes elementos (x,p) a igualdade (3) d&

|’P"—'Po|=!.ﬁx1i’)—"ﬁ‘<‘:

e portanto p’ pertence a P,
Dito isto, ponhamos sucessivamente

(5) p1=f(x,po)
pr=f(x,p1)

{1 R

(7) pi=f(X,pi-1)

Em virtude do que se provou, se considerarmos nestas igual-
dades s6 elementos x da vizinhanga X, os pontos correspondentes
P1,P%, . . . pertencem sempre i proximidade P. A lei de recor-
réncia (7) permite, pois, construir uma sucessio de fungdes (6)
todas definidas na vizinhanga X e todas compreendidas na proxi-
midade P.

Vamos provar que a sucessdo de fungies (6) tende para uma
Jungdo limite. Subtraindo & igualdade (7) a imediatamente ante-
rior vem

Pi—Pi-r=f(X,pi-1) — (X, pi-s),
e, pela condigiio de Lirscurrz (com X em X, e portanto p; em P),
‘pi_'pi-l,!{Kllpiul"“F(—s]-
Logo, considerando a série

B) pot+(Pr—pi+(p2—p)4.. . +(Pi—Pi-1)+...,

o cociente dos médulos entre cada termo e o imediatamente ante-
rior (a partir do terceiro) mantém-se menor do que um nimero
K<1 para qualquer x em X. Como os termos sfio fungdes limi-
tadas em X (porque p; pertence sempre i proximidade P e porque
uma diferenga de fungdes limitadas é limitada), a série (8) é uni-
formemente convergente em X. A soma g(x) desta série é limite
uniforme da sucessio (6), pois o termo geral p; coincide com a

e —
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soma dos ¢+ 1 primeiros termos da série. Os termos da sucessiio
sio fungdes continuas de x em X,, pois sfio fungdes continuas
de (x,p) em (X,,p,) [p. 360, l. 31] compostas de fungdes conti-
noas em X,. Por conseguinte (x) é uma fungdo continua em X,.

A fungdo 9(x) ¢ raiz da equagdo (2), porque, fazendo tender i
para infinito na igualdade (7), vem, por continuidade de f(x,p)
em relaglio a p [p. 360, 1, 29),

e (X)=F(x,(x).

Para x | x, todas as fungdes p, slio iguais a p,; o mesmo sucede
i fungfio limite.

Demonstremos que a solugdo obtida ¢ (x) da equagdo (2) é tnica
com x em X e p em P, isto 6, que a equaglio faz corresponder a
cada elemento x de X um s6 ponto p de P. Suponhamos que a x
de X correspondiam os pontos diferentes p e p’ de P. Teriamos

p=f(x,p)
plﬂf[!,p'),

donde, por subtracglio e aplicaglio da desigualdade de LirschiTz,

|p—p'|=|f(x,p) —fx,?)|<K|p—p'|,
resultado este que seria absurdo porque temos K<1.

Dizemos entio que a equaclo (2) define I como funglio de x
na vizinhanga X e na proximidade P. Por razdes de continuidade,
se Py & uma vizinhanga de po contida em [P°, existe uma vizi-
nhanga Xy de xp contida em X tal que o conjunto (Xy) pertence
a Py. A equagfio (2) define pois p como fungfio de x nas vizi-
nhangas Xy e Py.

Il — Dada a equagdo (2), se numa vizinhanca duma solugdo
(x0,p0) @ fungdo f(x,p) é continua de x e se tem lugar a condi-
¢do de Liwscmrz com K<1, a equagdo define p como fungdo
de x em vizinhangas de Xo e de pg; esta fungdo é continua.

Neste enunciado admitimos, além das hipéteses do teorema pre-
cedente que f(x,p) & continua de x em toda a vizinhanga consi-
derada e nfio 86 no elemento (xo,po). A condi¢lio de LirscHiTZ
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