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C A P I T U L O V I I I 

CONCEITO DE FUNÇÃO 

I 

TEOREMAS GERAIS 

84. Vizinhança dum conjunto. — Sejam A e B conjuntos liga-
dos entre si. Damos o nome de vizinhança de B relativamente a A, 
definida por um número positivo e, ao conjunto U dos elementos U 
de A tais que seja u B < s . Cada elemento de U ó um elemento de A 
que se caracteriza por lhe corresponder um elemento de [B] cuja 
distância ao primeiro não excede o número e [p. 49, l. 24], 
O conjunto II é a soma dos produtos de A pelos esferóides de 
centros nos diversos elementos de [B] e de raios iguais a s. 

Yerifica-se evidentemente a relação U B < £. A vizinhança U 
ainda pode definir-se como sendo o maior subconjunto de A cujo 
desvio a B não excede o número £. 

Em particular, vizinhança dum elemento b de [A] relativa-
mente a A, definida pelo número positivo e, é o produto de A 
pelo esferóide de centro b e raio e. 

Entendemos por vizinhança dum conjunto S definida por um 
número positivo s, sem mais indicação, a vizinhança de B rela-
tivamente ao espaçóide de que tratamos e definida por £, ou 
seja a soma dos esferóides de centros nos elementos de [B] e 
de raios iguais a z. 

Qualquer vizinhança de B em relação a A ó um conjunto 
limitado quando B é limitado [p. 55, l. 29], e é um conjunto 
fechado, totalmente ou não, ao mesmo tempo que o conjunto A. 

São manifestamente as mesmas as vizinhanças relativas a A 
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de conjuntos juxtapostos a B quando definidas por um mesmo 
número s \_p. 49, l. 1]. 

Dada uma vizinhança U de B em relação a A, os termos de 
qualquer sucessão de subconjuntos de A (ou de elementos, em par-
ticular) 

(1) Xi, X2, • • •, X/, .• • 

para a qual seja lim X; B = 0 pertencem a U a partir da ordem em 

que temos X, B < U B . Quando B é limitado, os termos da sucessão 

precedente, a partir de certa ordem, constituem, pois, um conjunto 

limitado. 

Concluímos também que, se o limite integral duma sucessão 

de subconjuntos de A, de soma limitada, pertence a [B], os ter-

mos da mesma sucessão pertencem a U a partir de certa ordem 

[p. 84, l. 17]. 
Se U e U' são as vizinhanças de B em relação a A definidas 

respectivamente pelos números tez' (e < e') , o conjunto U' contém 

a vizinhança de U em relação a A definida pelo número e' — e. 
Na verdade, se u ó um elemento desta vizinhança de U, 
temos u U < V — e, e , como II B < s , vem u B < u U + UB<e ' 
[ p . 5 9 , 1 6 ) ] . 

Seja B a vizinhança de B em relação a A definida pelo 

número z. A vizinhança ( V ) , definida pelo mesmo número e., do 

conjunto dos subconjuntos limitados de B em relação ao conjunto 

dos subconjuntos limitados de A é o conjunto (1)') dos subconjun-

tos limitados U de U . Com efeito, da relação U B < s conclui-se 
que a um subconjunto U' de U corresponde sempre um sub-
conjunto B' de íBj tal que i T B ^ e [p. 70, l. 24] e por isso 
U' pertence à vizinhança (V) [p. 120, l. 36]. Mas a cada 
conjunto V de (V) corresponde um subconjunto B' de [B] tal 
que V B < e, sendo pois V B = V [B] < V B' < s, donde V B < e, razão 
porque V ó um subconjunto de U. Dá-se pois a coincidên-
cia ( M I ( V ) . 

Consideremos o caso particular de B ser um subconjunto 
de [ A ] . A vizinhança U de B relativamente a A, definida pelo 
número positivo e, ó tal que U B < e , pois temos agora B U = 0 . 
A vizinhança U podo então definir-se como sendo o maior sub-
conjunto de A que satisfaz àquela condição. 
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Neste caso os conj untos II e fi ou são ambos limitados on 
ambos ilimitados [p . 62, l. 10]. 

Quando é B < [ f l ] , converge para 8 qualquer sucessão de vizi-
nhanças deste conjunto relativas a A e definidas por números 
positivos que tendam para zero. 

Seja d a desconexão do conjunto B . Quando é B <C [ A ] , a vizi-
nhança U de B relativa a A e definida por e tem uma desconexão 
que não excede o maior dos números des. Com efeito, os con-
juntos U + B e U são nesse caso juxtupostos entre si, tendo por 
isso a mesma desconexão [p . 207, l. 5], e é evidente que a 
do primeiro não excede o maior dos números 5 e £. Em par-
ticular, quando B é conexo, a desconexão de U não excede t. 

Seja A um conjunto qualquer (um elemento, em particular). 
Seja G um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos 
pertençam a um continuo limitado contido em C . Suponhamos 
que existe o produto [A] X C e que o conjunto C não é um sub-
conjunto de [ A ] . Cada vizinhança V de A relativa a C contém 
um continuo ligado a A mas não contido neste conjunto. 

Tomemos dois elementos x' e x de C, sendo o primeiro um 
elemento de [A] e o segundo estranho a êste conjunto. Seja K 
um contínuo limitado contido em C a que pertençam os elemen-
tos x' e X . Unamos estes elementos por uma sucessão de ele-
mentos de K, em número finito, tais que as distancias entre 

cada um e o seguinte sejam inferiores ao número - 4 - . Desi-

gnemos por Xi o conjunto dos elementos desta sucessão conti-

dos na vizinhança considerada V mas que sejam consecutivos a 

partir de x ' . Ponhamos í = 1, 2, . . . e designemos por X um 

limite fechado, contido em K, da sucessão 

Xi, X2, • • •, X j , . . . 

O conjunto X é um contínuo [p. 208, l. 3]. Êste contínuo, 
manifestamente ligado a A , pertence a V; contém o elemento x' 
e alguns elementos de K distintos dos de [ A ] . 

Seja C um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos 
pertençam a um contínuo limitado contido em C. Consideremos 
uma colecção constituída por alguns dêsses contínuos. Suponha-
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mos que um contínuo limitado qualquer contido em C que sejux-
taponha a uma soma de contínuos da colecção pertence à mesma 
colecção l. Admitamos também que um qualquer dos contínuos 
da colecção determina uma vizinhança V em relação a C tal que os 
contínuos contidos em V ainda pertencem à mesma colecção. Nes-
tas condições a soma dos contínuos da colecção é o conjunto C-

Demonstremos qae um elemento qualquer c de C pertence 
a um dos contínuos da colecção a que se refere o enunciado. 
Seja Ki um dêstes contínuos. Se nenhum elemento de Ki se 
juxtapõe a c (no caso afirmativo o elemento c pertenceria ao 
contínuo C + Ki da colecção), unamos c a um elemento de Ki 
por meio dum contínuo limitado K contido em C . Efectuemos 
a soma de todos os contínuos da colecção contidos em Ki + K 
mas que admitam Ki por subconjunto. Tal soma, por ser um 
conjunto conexo, admite por lugar um contínuo. Êste juxta-
põe-se elemento a elemento a um contínuo K' contido em Ki + K 
e que contém aquela soma. Por hipótese K' ó um contínuo da 
colecção; é o maior contido em Ki + K e que contém Ki. 

Terminamos a demonstração provando que é K' I > K, e que 
por conseguinte o elemento c pertence ao contínuo K' da colec-
ção. Consideremos para isso uma vizinhança V de K' relativa 
a K tal que os contínuos nela contidos pertençam à colecção. 
Se o contínuo K não fôsse um subconjunto de K', a vizinhança V 
conteria um contínuo K" ligado a K' mas não contido neste con-
junto (como resultaria da proposição precedente pondo nela 
A I K' e C I K). Existiria pois um contínuo K' + K" da colecção 
contido em Ki + K e maior do que K'. 

85. Demonstração dum lema. — Consideremos uma sucessão 
de conjuntos 
(2) Ai, A2 , •, AÍ , • . . , 

um conjunto limitado B 2, uma jamília de conjuntos F e um 
número não negativo a.. Representemos em geral por 

(3) x r , xs, • • • , Xu, • • • 

1 Besulta desta condição que uma soma dum número finito de contínuos da 
colecção ligados entre si é ainda um contínuo da colecção. 

2 Dispensa-se a hipótese da limitabilidade de B quando a soma dos con-
juntos (2) c limitada. 
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qualquer sucessão de elementos extraída duma subsucessão da (2)1, 
mas que seja limitada e cujo derivado 2 seja um subconjunto 
de [B] de diâmetro não superior a a. Suponhamos que existe uma 
ordem para cada sucessão (3) a partir da qual os seus elementos 
pertençam a um dos conjuntos F. 

É possível determinar uma vizinhança U de B, um número (3 
superior a a. e uma ordem i tais que: elementos de U em número 
finito, que determinem um diâmetro inferior a [33, extraídos de 
termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i, perten-
çam sempre a um dos conjuntos da família. 

Se a família dos conjuntos F é finita ou numerável, podemos 
determinar uma vizinhança U' de B , um número (5' superior a a e 
uma ordem i' tais que: um subconjunto de U', de diâmetro infe-
rior a (3', contido na soma Ac + Aj'+i + . . . , pertença sempre a 
um dos conjuntos da família. 

Admitamos, com efeito, que não é possível determinar uma 
vizinhança de B, um número superior a a e uma ordem que 
verifiquem a primeira parte do enunciado. Existe em tal caso 
uma sucessão 
(4) Xi, X2, . . . , Xi, . . . 

de conjuntos que fazem Um X; B = 0 , cujos diâmetros têm um 
limite máximo não superior a «, sendo cada um X( constituído 
por elementos em número finito, não contidos num mesmo con-
junto F, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de ordens 
crescentes com i 4 . 

A sucessão (4) é limitada [p. 268, l. 8] ; seja 

(5) X r, Xs, . . • , X„, 

ama das suas subsucessões convergentes [p. 101, l. 10], e repre-
sentemos por X o respectivo limite totalmente fechado. 

Mas X é um subconjunto de [B], porque temos lim Xu B = 0 

1 Recordem-se as definições dadas a p. 73, n. 33. 
2 Chamamos derivado duma sucessão de elementos ao respectivo limite inte-

gral, isto é, ao conjunto dos seus elementos limites [p. 15, n. 6J. 
3 É claro que nos referimos ao diâmetro do conjunto desses elementos. 
4 Isto é, todas superiores a cada uma das ordens dos termos da (2) que deram 

origem ao conjunto X ( _ L. 
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[p. 171, l. 12], e o seu diâmetro não excede a. [p. 118, 
l. 17]. Logo a sucessão que resulta de numerarmos conve-
nientemente a totalidade dos elementos dos termos da suces-
são (5), além de ser limitada e extraída duma subsucessão 
da (2), tem por derivado o subconjunto X de [B] cujo diâme-
tro não excede a, e no entanto não há ordem alguma a partir 
da qual os seus elementos pertençam a um mesmo conjunto da 
família. 

Semelhantemente reconhecemos que, se não é possível deter-
minar uma vizinhança de B , um número superior a a e uma 
ordem que satisfaçam à segunda parte do lema, existe uma 
sucessão de conjuntos de soma limitada 

(6) x ; , x ; , . . . 

que tende para um subconjunto X' de [B] de diâmetro não supe-
rior a a, sendo cada um X um subconjunto duma soma de 
termos da sucessão (2) nos quais a ordem mínima cresce com u, 
e não pertencendo cada um deles a nenhum dos conjuntos F. 

Depois de numerarmos os conjuntos F, determinemos uma 
sucessão de elementos 

i i ' 
{.') V ' "ii ' • • • 

extraída duma subsucessão da (6) mas de maneira qne tais ele-
mentos não pertençam aos conjuntos F cujas ordens são dadas 
respectivamente pelos números 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, . . . 1 

elementos esses que sejam extraídos de termos da sucessão (2) 
de ordens sucessivamente crescentes. 

A sucessão (7) assim extraída duma subsucessão da (2) é 
limitada, o seu derivado (contido em X ' ) ó um subconjunto 
de [B] de diâmetro não superior a a, mas não existe uma ordem 
a partir da qual todos os seus elementos pertençam a um mesmo 
conjunto da família. 

1 Quando os conjuntos F são em número finito n, suprimimos nesta suces-
são os números superiores a n. 
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Observações. — i) A família dos conjuntos F pode ser consti-
tuída, em particular, pelos conjuntos dos elementos das diversas 
sucessões (3) tomadas a partir de certas ordens. 

n) Se a partir de certa ordem para cada sucessão (3), quais-
quer dos seus elementos em número finito [ou apenas em numero k, 
para um determinado lc\, e não necessariamente todos, pertencem 
a um dos conjuntos F, é possível deterninar uma vizinhança U de B , 
um número |3 superior a a e uma ordem i tais que: elementos de U 
em número finito \ou apenas em número lc\, que determinem um 
diâmetro inferior a |3, extraídos de termos distintos da sucessão (2) 
de ordens superiores a i pertençam sempre a um dos conjuntos da 
família. Efectivamente, considerando a família dos conjuntos F' 
dos elementos de cada sucessão (3) a partir da ordem em que 
se dá a propriedade expressa neste enunciado, diz a primeira 
parte do lema, aplicada à nova família de conjuntos F', que é 
possível determinar uma vizinhança U de B, um número [3 supe-
rior a « e uma ordem t tais que: elementos de U em número 
finito [ou apenas em número /c], que determinem um diâmetro 
inferior a (5, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de 
ordens superiores a i pertençam sempre a um dos conjuntos F', 
e por isso a um dos conjuntos F. 

iii) Quando a soma dos termos da sucessão (2) é limitada e 
quando o limite integral pertence a [B], podemos simplificar o enun-
ciado do lema, pois não é necessário nele aludir às vizinhanças U 
e U'. Em tal caso, com efeito, existem ordens a partir das quais 
os termos da sucessão (2) pertencem àquelas vizinhanças dt' B 
[p. 268 , l . 11] . 

iv) Quando o produto de [B] pelo limite integral da suces-
são (2) pertence ao limite comum da mesma i, basta fazer figu-
rar no enunciado do lema sucessões de elementos extraídas da 
sucessão (2) em vez de sucessões (3) extraídas das diversas sub-
sucessões da (2). Consideremos, com efeito, uma qualquer das 
sucessões (3). Um elemento do seu derivado ó agora limite 
duma sucessão de elementos 

i i i 
«1» X2, • X;, -

1 0 que sucede em particular quando a sucessão é convergente ou quando 
B pertence ao limite comum. 
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extraída da (2). Substituamos nesta sucessão os elementos de 
ordens r, s , . . . respectivamente por xr, Xs, • • •. A nova suces-
são assim extraída da (2), que representamos por 

(8) Xp Xg, x", 

é limitada, e o seu derivado (o mesmo que o da (3)) tem o diâ-
metro não superior a a. Logo, se existe, como estamos a supor, 
uma ordem a partir da qual os termos da sucessão (8) perten-
çam a um dos conjuntos F, o mesmo podemos dizer relativamente 
à sucessão (3) donde partimos. 

v) E duma grande generalidade o lema de que nos temos 
ocupado. Obtêm-se casos particulares sucessivos, que mais 
directamente intervêm em certas proposições, introduzindo uma 
ou mais das simplificações seguintes: a = 0; « igual ao diâmetro 
de B; k = 1: existência de limki II A; B K [ A ] ; Aii A (t = l, 2 , . . . ) ; 
A I P (espaçóide de que tratamos); família constituída por um só 
conjunto; conjunto B reduzido a um só elemento; etc. 

No caso de a = 0 , as sucessões de elementos (3) são as que, 
sendo extraídas das diversas subsucessões da (2), convergem 
para elementos de [B] . No caso de a. igual ao diâmetro de B, 
as sucessões (3) são as extraídas das subsucessões da (2) e tais 
que sej a lim xu B = 0 . 

Eis alguns dêsses casos particulares,, todos relativos à hipó-
tese a = 0: 

Consideremos uma sucessão convergente (2) de conjuntos de 
soma limitada e uma família de conjuntos F. Se os elementos de 
qualquer sucessão convergente, extraída da (2), pertencem a par-
tir de certa ordem a um dos conjuntos F, é possível determinar 
um número positivo z e uma ordem i tais que: elementos em 
número finito, que determinem um diâmetro inferior a e, extraí-
dos de termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i, 
pertençam sempre a um dos conjuntos da família. 

Se além disso a família dos conjuntos F é finita ou numerá-
vel, podemos determinar um número positivo z e uma ordem i' 
tais que um conjunto de diâmetro inferior a z1 contido na soma 
A i / + A ; . + i + . • , pertença sempre a um dos conjuntos da família. 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um subconjunto B 
limitado e fechado do limite comum da mesma e um conjunto F. 
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Se, qualquer que seja a sucessão de elementos que tenda para um 
elemento de B , extraída da sucessão (2), esses elementos perten-
cem a F a partir de certa ordem, é possível determinar uma 
ordem i e uma vizinhança U de B tais que o produto de U pela 
soma A; + Ai+i + . •. pertença a F. 

Consideremos uma sucessão convergente (2) de conjuntos de 
soma limitada e um conjunto F. Se os elementos de qualquer 
sucessão convergente, extraída da (2), pertencem a partir de 
certa ordem ao conjunto F, os termos da sucessão (2) pertencem 
a F a partir de certa ordem. 

Consideremos dois conjuntos A e B ligados entre si, sendo este 
fechado e um deles limitado. Consideremos ainda uma família de 
conjuntos F e um número inteiro positivo lc. Se, qualquer que 
seja a sucessão de elementos de A que tenda para um elemento 
de B, quaisquer lc dêsses elementos pertencem, a partir de certa 
ordem, a um dos conjuntos F l, é possível determinar um número 
positivo £ e uma vizinhança U de B relativa a A tais que um con-
junto de k elementos de U , de diâmetro inferior a e, pertença 
sempre a um dos conjuntos F 2. 

Se os termos de qualquer sucessão de elementos de A que tenda 
para um de B pertencem a um dos conjuntos F a partir de certa 
ordem e se a família destes conjuntos é finita ou numerável, pode-
mos determinar um número positivo e' e uma vizinhança U' de B 
relativa a A tais que um subconjunto de U' de diâmetro inferior 
a i pertença sempre a um dos conjuntos F 3. 

1 Esta condição exige que o produto A X B, quando existe, seja coberto 
pelos conjuntos F. 

2 Não é necessário aludir ao número s quando B se reduz a um só elemento. 
3 Também não é necessário aludir a e' quando B se reduz a um único ele-

mento. Se ainda neste caso A se converte no espaçóide de que tratamos, vem a 
proposição: 

Dados um elemento b e uma família finita ou numerável de conjuntos F, 
se os elementos de qualquer sucessão que tenda para b pertencem a um dos con-
juntos F a partir de certa ordem, existe um esferóide de centro b contido num 
dêsses conjuntos. 

Notemos que o presente enunciado pode deixar de ser verdadeiro para uma 
infinidade não numerável de conjuntos F, afirmação esta que se transmite ao enun-
ciado da segunda parte do lema. E fácil citar exemplos neste sentido. 
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A cada sucessão convergente de elementos dum dado conjunto 
limitado A façamos corresponder o conjunto F dos elementos da 
mesma sucessão tomados a partir de certa ordem. Existe um 
número positivo e tal que: elementos quaisquer de A , em número 
finito, de distâncias dois a dois inferiores a e pertencem a um dos 
conjuntos F. 

Sejam A e B conjuntos ligados entre si, sendo êste fechado e 
um deles limitado. Seja F um conjunto qualquer. Se os termos 
de cada sucessão de elementos de A que tenda para um elemento 
de B pertencem a F a partir de certa ordem, existe uma vizi-
nhança de B relativa a A contida em F. 

Seja b um elemento limite dum dado conjunto A. A cada suces-
são de elementos de A que tenda para b façamos corresponder o con-

junto F dos elementos da mesma tomados a partir de certa ordem. 
Existe uma vizinhança U de b relativa a A tal que: elementos quais-
quer de U , em número finito, pertencem a um dos conjuntos F. 

Consideremos um conjunto qualquer A e um subconjunto B 
de [A] limitado e fechado. Associemos a cada elemento de B uma 
vizinhança dêste elemento relativa a A. Existem uma vizinhança 
II de B relativa a A e um número positivo e tais que um subcon-
junto qualquer de (J de diâmetro inferior a s pertence a uma des-
sas vizinhanças. 

Cada elemento de B é, com efeito, centro dum esferóide cujo 
produto por A constitui a vizinhança dêsse elemento. Mas como 
o conjunto B é coberto interiormente com uma infinidade nume-
rável dos mesmos esferóides [lema de LINDELÕF], segue-se que 
os termos de qualquer sucessão de elementos de A que tenda 
para um elemento de B pertencem, a partir do certa ordem, a 
um dos esferóides dessa infinidade numerável. Existem pois 
uma vizinhança U de B relativa a A e um número positivo e tais 
que um subconjunto qualquer de U do diâmetro inferior a s 
pertence a um dêsses esferóides, e portanto a uma das vizi-
nhanças consideradas1 . 

1 Também serve de justificação a mesma da proposição a p. 261, l. 4, conve-
nientemente adaptada ao presente caso. 
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Logo o conjunto U decompõe-se num número finito de partes 
cada uma das quais pertence a uma das vizinhanças dadas, isto è. 
o conjunto U cobre-se apenas com um número finito das mesmas 
vizinhanças. 

Quando o conjunto A coincido com o ospaçóide que estamos 
considerando vem o enunciado seguinte: 

Associemos a cada elemento dum conjunto limitado e fechado B 
um esferóide de centro no mesmo elemento. Existem uma vizi-
nhança U de B e um número positivo e tais que um subconjunto 
qualquer de U de diâmetro inferior a s seja interior a um dêsses 
esferóides. 

A vizinhança U é pois coberta interiormente apenas com um 
número finito dos esferóides considerados l . 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um conjunto B e 
uma família de conjuntos F. Seja em geral (3) qualquer sucessão 
de elementos extraída duma subsucessão da (2) e tal que se tenha 
lim Xu B = 0. Suponhamos que existe uma ordem para cada suces-
são (3) a partir da qual os seus elementos pertençam a um dos 
conjuntos F. 

E possível determinar uma vizinhança U de B e uma ordem i 
tais que: elementos quaisquer de U , em número finito, extraídos 
de termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i per-
tençam a um dos conjuntos da família. 

Se a família dos conjuntos F é finita ou numerável, podemos 
determinar uma vizinhança U1 de B e uma ordem i' tais que o pro-
duto de U1 pela soma Ai< -f- Aí' + I + • •. pertença a um dos conjun-
tos da família. 

Quando o conjunto B ó limitado, esta proposição deduz-se 
do lema, introduzindo nele a condição de a representar o diâ-
metro de B . Mas a mesmá proposição estende-se para o caso 
de B ser ilimitado, e por conseguinte de a se tornar infinito. 
A demonstração é mais simples quo a do lema, e dela se obtém 
suprimindo as passagens que resultam das hipóteses das limita-
bilidades de B e do conjunto dos diâmetros dos derivados das 
diversas sucessões (3). 

1 Esta proposição completa o lema de BOREL enunciado a p. 263, l. 25. 
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Limitamo-nos a enunciar só dois casos particulares: 

Sejam A e B conjuntos ligados entre si. A cada sucessão 
Xt. X2, • • •. . . . de elementos de A para a qual seja limXiB = 0 
façamos corresponder o conjunto F de todos os elementos da 
mesma sucessão mas tomados a partir de certa ordem. Existe 
uma vizinhança U de B relativa a A tal que: elementos quaisquer 
de U em número finito pertencem a um dos conjuntos F. 

Sejam A, B e F conjuntos quaisquer, sendo os dois primeiros liga-
dos entre si. Se os termos de qualquer sucessão Xi, X2, . . . , xt-, . . . 
de elementos de A, tal que lim Xi B = 0 , pertencem a F a partir de 
certa ordem, existe uma vizinhança de B relativa a A contida em F. 

Uma outra classe de proposições que se deduz ainda do 
mesmo lema ó a que resulta de supormos que os elementos 
dos conjuntos A ( , B e F nêle figurados são subconjuntos limi-
tados de elementos dum dado espaçóide [p. 95, n. 44]. 

São verdadeiras por exemplo as seguintes proposições: 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um conjunto limi-
tado B e uma família de conjuntos F. Se, qualquer que seja a 
sucessão de subcon juntos limitados dos termos correspondentes duma 
subsucessão da (2), que tenda para um subconjunto limitado de [BJ , 
existe uma ordem a partir da qual êsses conjuntos pertencem a 
um dos conjuntos F, è possível determinar uma vizinhança U de B, 
um número positivo s e uma ordem i tais que: subconjuntos quais-
quer de U, em número finito, de distâncias dois a dois inferiores 
a e, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de ordens supe-
riores a i pertençam a um dos conjuntos da família [p. 268, l. 21]. 

Consideremos uma sucessão convergente de conjuntos (2) de 
soma limitada e uma família de conjuntos F. Se, qualquer que 
seja a sucessão de subconjuntos dos termos correspondentes da (2), 
que tenda para um elemento, cada um dêstes subconjuntos per-
tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, ê possível 
determinar um número positivo e e uma ordem i tais que um 
subconjunto de diâmetro inferior a 1 dum termo da sucessão de 
ordem superior a i pertença sempre a um dos conjuntos da 
família. 
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Consideremos uma infinidade de conjuntos A e um conjunto 

limitado B. A cada sucessão desses conjuntos A, de soma limi-

tada, que tenda para B 1 façamos corresponder uma ordem. 

Existe um núittero positivo e que satisfaz à seguinte condição: 

quaisquer dos conjuntos A, em número finito, cujas distâncias 

a B sejam inferiores a e são termos duma das referidas sucessões 

tomados a partir da correspondente ordem 2. 

Sejam A e B conjuntos ligados entre si, sendo êste fechado e 

um dêles limitado. Consideremos uma família de conjuntos F. 

Se cada um dos termos de qualquer sucessão de subconjuntos 

de A de soma limitada, que tenda para um elemento de B, per-

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, existem uma 

vizinhança U de B relativa a A e um número e tais que um sub-

conjunto de U de diâmetro inferior a e pertença sempre a um dos 

conjuntos da familia. 

O lema de BOREL, há pouco demonstrado com o auxílio do 
de LINDELÕF, apresenta-se também como ama aplicação directa 
da proposição agora enunciada. Efectivamente, se cada ele-
mento dum conjunto limitado e fechado B é centro dum esfo-
róido duma dada família, os termos de qualquer sucessão de 
conjuntos de soma limitada que tenda para um elemento de B 
pertencem a um desses esferóides a par t i r de certa ordem 
[p. 217, l. 15], o por isso existem uma vizinhança II de B e 
um número positivo e tais que um subconjunto de U de diâme-
tro inferior a e pertença sempre a um dos mesmos esferóides. 
Pertence pois a um dos esferóides da família, em particular, 
qualquer subconjunto de B de diâmetro inferior a e. 

86. Definição de função. — Sejam P e Q dois espaçóides 
quaisquer, distintos ou não. Dado um subconjunto A de P, 
façamos corresponder a cada um dos seus elementos x um e um 
só elemento Z de Q. A uma tal correspondência dá-se o nome 
de função, e dizemos que Z ó função de X no conjunto A . 

1 Supomos qne existem tais sucessões. 
2 É claro que a proposição generaliza-se para o caso de B ser ilimitado, 

mas devemos supor que as sucessões A j , A 2 , . . . A,-, . . . de conjuntos A que ten-

dam para B satisfazem à condição lim A( B = 0. 



282 CAPÍTULO VIII •— Conceito de função 

Pelo símbolo f{t), no qual a letra f pode substituir-se por 
qualquer outra, convencionamos representar então o elemento z 
correspondente a X, ou elemento da função f no elemento X. 

Podemos pois escrever z | /(X) pa ra indicar qufc a variável z, 
ou variável dependente, ó função de X, também chamada variá-
vel independente l . 

Diremos que a função / ( x ) ó definida no conjunto A e em 
cada um dos seus elementos. 

A própria função faz corresponder a cada subconjunto X de 
A o conjunto Z dos elementos de f(x) nos diversos elementos 
de X . A função de conjuntos assim definida será representada 
por Z | / ( X ) (com a mesma l e t r a / ) . Em virtude desta notação, 
o conjunto dos elementos de / ( x ) em todos os elementos de A 
pode representar-se por / ( A ) 2 . 

A correspondência unívoca que estabelece a função z | f(x) 
pode ser também biunívoca, isto ó, recíproca, o que sucede 
quando cada elemento / ( x ) de f(A) corresponde a um só ele-
mento X de A . Em tal caso a função determinada por essa 
correspondência recíproca chama-se inversa da primeira. 

Seja <p(-Z) uma segunda função mas definida no conjunto f (A) . 
A função <p (flX)), que faz corresponder a cada elemento X de A 
o elemento <p(z) correspondente a z | / ( X ) , damos o nome de 
função de função. A z chama-se então variável intermédia. 

Dadas n funções 

/ i ( X ) , / 2 ( X ) , . . . , / „ ( x ) 

1 Recordemos que, relativamente às estruturas dos espaçóides P e Q, cada 
um deles podo considerar-se simples ou composto, ou constituído pelos subconjun-
tos limitados de certo espaçóide, e pode considerar-se mixto [p. 97, n. 45]. 

A exposição que vamos desenvolver aplica-se em particular às funções que 
relacionam elementos de dois espaçóides numéricos [p. 99, l. 3]; tais são as que 
põem em correspondência pontos de dois espaços ordinários, com o mesmo ou 
diferente número de dimensões, de coordenadas todas reais ou não, e as fun-
ções que fazem corresponder a subconjuntos limitados de um dêsses espaços sub-
conjuntos limitados dum outro. 

2 Quando fôr necessário supor que f (X) estabeleça correspondência entre 
elementos de dois espaçóides, teremos de considerar apenas os subconjuntos limi-
tados X de A e de supor que os correspondentes conjuntos Z também são limita-
dos [p. 125, l. 13]. 
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definidas num mesmo conjunto A, considera-se muitas vezes a 
função 

(9) (A (x ) , f t (x) , . . . , / „ ( x ) ) , 

ainda definida no conjunto A, e que faz corresponder a cada 
elemento X de A o elemento composto representado em (9) 
[p. 27, n. 11]. Dizemos que tal função é composta, e as fun-
ções dadas chamam-se então componentes 

Se uma função ç (Zi, Z-2, • • •, ln) é definida no conjunto dos 
elementos da função (9), a função 

? ( f 1 ( X ) ) f 2 ( X ) , . . . , f n ( X ) ) , 

definida em A e denominada ordinariamente função composta, 
será considerada como função de função, sendo a representada 
em (9) a intermédia; é uma função do elemento composto 
(Zi, Z2, Zn) que por sua vez ó função de X em A. 

Diremos que duas funções f(x) e j ( x ) , definidas respectiva-
mente nos conjuntos A e A ' , são juxtapostas entre si quando 
forem juxtapostos os conjuntos dos elementos de segunda 
ordem ( x , f ( x ) ) e ( x , y ( x ) ) correspondentes aos diversos ele-
mentos x de A e de A' respectivamente. Tais funções caracte-

1 Se as funções dadas, distintas ou não, são definidas em conjuntos quais-
quer 

1 ' • ••i ^n' 

distintos ou não, pertencentes ou não ao mesmo espaçóide, a função 

(1) ( / i ( x 1 ) , ^ ( x 2 ) , . . . , / n ( x n ) ) , 

definida no conjunto composto [p. 28, l. 19] 

(2) (A 1 ; A2 , . . . , A„) 
• 

e que faz corresponder a cada elemento (Xj, x 2 , . . . , x n ) deste conjunto o ele-
mento composto (1), tem uma construção que não ó distinta da precedente; na 
verdade, podemos considerar todas as funções fi (x) como sendo definidas no mesmo 
conjunto composto (2). 

Note-se que o conjunto dos elementos da função (1) assim obtida resulta da 
composição dos conjuntos dos elementos das funções dadas, isto é, pode designar-se 
por (A x ) , f2 (A a ) , fn (An)) . 

20 



2 8 2 CAPÍTULO VIII •— Conceito de função 

rizam-se pela seguinte propr iedade: dado um número positivo 3, 
a cada elemento X de A corresponde um elemento x' de A' que 
faz X X ' < 3 e f ( x ) / ( x ' ) < < 5 ; a cada elemento x' de A' corres-
ponde um X de A que verifica as mesmas desigualdades. 

Duas funções jux tapos tas a uma terceira são juxtapostas 
entre si. 

Se f (x) e j ( x ) , definidas em A e A1, são jax tapos tas entre 
si, verificam-se as seguintes juxtaposições: 

A II A' e / ( A ) II; (A') [p. 122, l. 12]. 

87. Funções limitadas. — A função f ( x ) , definida em A, 
diz-se limitada num subconjunto X de A , por definição, quando 
ó limitado o conjunto / ( X ) . Sempre que falarmos em função 
limitada f(X), sem mais designação, entenderemos q u e / ( x ) ó 
limitada no conjunto A onde a definimos. 

Duas funções juxtapos tas entre si ou são ambas limitadas 
ou ambas ilimitadas. 

Faci lmente se reconhece que, dado um subconjunto B de [A], 
se f (x) é ilimitada nas diversas vizinhanças de B em relação a A, 
existe uma sucessão Xi, Xj, . . . , X*, . . . de elementos de A que 
faz Um Xj B = 0 e ao longo da qual os elementos de f(x) divergem 
para infinito [ p . 128, l. 24]. Em part icular , se f (x) é ilimitada 
nas vizinhanças dum elemento b de [A] , existe uma suces-
são de elementos de A que tende para b ao longo da qual os 
elementos de f ( x ) divergem para infinito. 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Se / ( x ) è 

limitada numa vizinhança de cada elemento de B, existe uma vizi-

nhança de B onde f (X) è igualmente limitada l. 

Existe, com efeito, uma vizinhança II de B em relação a A 
que é coberta apenas com um número finito das vizinhanças a 
que se refere o presente enunciado [/>. 277, l. 1], Logo f (t) 
ó limitada em U. 

P o r conseguinte, sef(X) é ilimitada nas vizinhanças dum sub-

conjunto B de [A], limitado e fechado, existe um elemento de B nas 

vizinhanças do qual /(X) é ilimitada. 

1 É claro que estas vizinhanças referein-se ao conjunto A. 
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Em particular: 
Uma função / ( x ) definida num conjunto limitado A é limitada 

neste conjunto sempre que o seja numa vizinhança de cada ele-
mento de [ A ] . 

Sejam / ( x ) e j ( x ) funções juxtapostas entre si definidas nos 
conjuntos A e A' . Consideremos um subconjunto B de [A]. Se / ( x ) 
é ilimitada nas vizinhanças de B relativas a A , o mesmo sucede 
a j ( x ) nas vizinhanças de B relativas a A' . 

Suponhamos, com efeito, que f ix) é ilimitada em qualquer vizi-
nhança de B . Existe nesse caso uma sucessão Xi, X2, • • • X, , . . . 
de elementos de A que faz limx, B = 0 e ao longo da qual os ele-
mentos de f (x) divergem para infinito. Mas a cada elemento X* 
corresponde um elemento X. de A' que verifica as desigualdades 

x t x í < " 7 " 6 / ( * t ) Í ( * » ) < T e m o s a i n c la f t>»X-B = 0 , como 

mostra a relação X,|B<x!xt + Xá8 [p. 50, (1)]. Os elementos 

de j (X) ao longo da sucessão X , ' , . . . divergem para 

infinito. L o g o j i x ) também ó ilimitada em qualquer vizinhança 
de B. 

Se em particular / (X) è ilimitada nas vizinhanças dum ele-
mento b de [A] relativas a A, também j(x) é ilimitada nas vizi-
nhanças de b em relação a A ' . 

88. Limites de funções. — S e j a / ( x ) uma função definida em 
certo conjunto A . Designemos em geral por 

(10) Xi, , . . . 

uma sucessão de elementos de A . Consideremos a correspon-
dente sucessão 

(11) / ( x t ) , / ( f c ) , - . . , / l X i ) , . . . 

Chamamos elemento limite def(x) num elemento y do lugar [A] 
a qualquer limite duma sucessão (11) correspondente a uma suces-
são (10) que tenda para y. O conjunto de todos os elementos 
limites de /(X) no elemento y toma o nome de conjunto limite 
em y de / ( x ) e ó representado por A(y), ou por Zmy /(x). Tal 
conjunto existirá tôdas as vezes que a função fôr limitada numa 
vizinhança de y . 
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O conjunto X(y) é o mesmo que em qualquer elemento jux-
taposto a y 1 . 

Mais geralmente, conjunto limite de f (x ) num subconjunto Y 
de [A] é o conjunto dos elementos limites de tôdas as suces-
sões (11) correspondentes às diversas sucessões (10) para as 
quais seja limXi Y == 0 . Tal conjunto limite será designado por 
X ( Y ) , ou por ZmY /(x), e existirá sempre q u e / ( X ) fôr limitada 
numa vizinhança de Y. 

Consideremos uma classe de sucessões 

uma sucessão qualquer (10) tal que Um X; Y = 0, dela podemos 

sempre extrair uma sucessão da classe. O conjunto X ( Y ) é consti-

tuído pelos limites das sucessões 

correspondentes às diversas sucessões da classe. 

Com efeito, os limites das diversas sucessões (13) pertencem 
a à(Y); por outro lado, qualquer elemento z de X(Y) ó limite 
duma sucessão convergente (11) correspondente a uma sucessão 
(10) tal que limXi Y = 0 , e, como da (10) podemos extrair uma 
sucessão (12) da classe, o mesmo elemento z é também limite 
da correspondente sucessão (13). 

Na definição de X(Y) basta pois considerar as sucessões da 
referida classe 2 . 

1 O elemento y, quando pertence a A, pode figurar na sucessão (10). Neste 
caso o elemento correspondente f(y) e os que lhe são juxtapostos consideram-se 
limites de f ( x ) em y . 

Observemos também que, na definição de lim.yf(x), interessa principalmente 
o caso de y ser elemento limite de A. Não sendo assim, y juxtapõe-se a um ele-
mento de A, no qual o elemento correspondente para a função e os juxtapostos a 
este constituem o conjunto Um y f ( x ) . 

2 Se por exemplo a variável independente é constituída por números ou 
por pontos, de coordenadas tôdas reais ou não, basta considerar, para o cálculo de 
X (Y), as sucéssões monótonas x\ ,A;2, . . . , xí , . . . tais que limxí Y— 0 (dizemos 
que uma sucessão de números imaginários é monótona quando são monótonas as 

(13) f(x[), / ( x 2 ) , . . . , f ( K ) , . . 
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Em par t icu lar : 
Seja f(x) limitada numa vizinhança de Y. Para que 1 (Y) se 

reduza a elementos juxtapostos a um certo elemento z, é necessário 

e suficiente que tendam para z tôdas as sucessões (13) correspon-

dentes às diversas sucessões da classe. 

Em virtude da definição de 1 ( Y ) , qualquer dos seus elemen-
tos Z caracteriza-se pela propriedade seguinte: a cada número 
positivo § corresponde um elemento x de A tal que x Y < < 3 e 

M 1 < 3 . ~ 
É claro que [f( A ) ] l> X(Y) e [f(A)] ! I ( A ) . 
Se U é uma vizinhança de Y em relação a A, temos 

[f(ll)] I > ^ ( Y ) , porque os elementos de qualquer sucessão (10) 
que faça limXi Y = 0 pertencem a U a part i r de certa ordem. 

Se X é um subconjunto de A , vem ^(X) i > [ / ( X ) ] . 
Se Y e Y' são subconjuntos de [A] juxtapostos entre si, temos 

1 ( Y ) I l ( Y ' ) . Mais gera lmente: 

São os mesmos os conjuntos limites em conjuntos juxtapostos 

de duas funções juxtapostas entre sil. 

Consideremos duas funções juxtapostas entre si, / ( x ) e j(x), 
definidas nos conjuntos A e A ' . Basta demonstrar que são os 
mesmos os conjuntos limites destas funções num dado subcon-
junto Y de [ A l . Designemos estes conjuntos limites por Z e 

sucessões das partes reais e das partes imaginárias dos termos; dizemos que uma 
sucessão de pontos é monótona quando são monótonas as sucessões das primeiras 
coordenadas, das segundas, etc. As sucessões monótonas de números reais, ou de 
imaginários puros, são as nunca crescentes e as nunca decrescentes). 

1 A definição já apresentada de funções juxtapostas pode enunciar-se agora 
do seguinte modo: duas funções /(x) e /(X), definidas respectivamente nos con-
juntos A e A', são juxtapostas entre si quando, seja qual fôr o elemento x' de 
qualquer dos conjuntos A ou A', o elemento correspondente f(x') ou ;(x') é um dos 
limites em x' de./'(x) ou de f(x) [p. 122, l. 17]. 

Com o fim de citarmos um exemplo de funções juxtapostas, consideremos 
uma função f (x) definida num conjunto A não totalmente fechado. Seja B um 
conjunto de elementos de [A] estranhos a A, como por exemplo o conjunto 
BI [A]-A. Designemos por / (x ) uma função definida em A + B , que em A 
coincida com f(x) e que faça corresponder a cada elemento de B um dos limites 
de /(x) no mesmo elemento, limite este que supomos existir. As funções f(x) 
e ; (x ) , a segunda das quais resultou de prolongarmos a primeira para o conjunto 
B, juxtapõem-se entre si. 
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por Z ' . Qualquer elemento z de Z caracteriza-se pela condição 
de a cada número positivo d lhe corresponder um elemento X 
de A tal que xY<<5 e / ( x ) Z<<5. Mas como o elemento f(x) ó 
um dos limites em x de j (x), vem da mesma maneira, para um 
certo x' de A' , 7 x < < 5 e j(x')f(x)<ò. Temos pois x ^ Y < 2 5 e 
;'(X') Z < 2 ô , isto é, o elemento Z pertence a Z ' . 

Pelas mesmas razões um elemento qualquer de Z' também é 
elemento de Z. 

Se um dos conjuntos limites ó desprovido de elementos, o 
mesmo sucede ao outro. 

O conjunto limite 1 (Y) é totalmente fechado. 
Seja z' um elemento limite do conjunto Dado um 

número positivo ô, existe um elemento z dêste conjunto tal que 
ZZ'<<3, e a z corresponde um elemento x de A tal que xY<5 
e f ( x ) Z < d . Temos pois xY<d e / ( x ) z'<2ô, quere dizer, z ' 
é um elemento de 1 (Y). 

O conjunto 1 (Y) contém os conjuntos limites de f (x) nos diver-
sos elementos de [Y]. Quando Y é limitado, o primeiro conjunto 
limite coincide com a soma dos segundos. 

E evidente que ^(Y) contém os conjuntos limites de / ( x ) nos 
diversos elementos de [Y]. Suponhamos que Y ó limitado. Um 
elemento z de ^(Y) é limite duma sucessão (11) correspondente 
a uma sucessão (10) tal que ZmXiY = 0. Mas a (10) é limitada 
[p. 268, l. 8], e qualquer dos seus elementos limites y pertence 
a [Y] [p. 83, l. 6]. Logo Z ó elemento do conjunto X(y). 

A Junção 1 (Y) é aditiva para um número finito de parcelas, 
e ainda para uma infinidade de parcelas quando a soma destas 
è um conjunto fechado. 

A propriedade aditiva, expressa por 

*(Yi + Y j + . . . ) U ( Y 1 ) + * ( Y 2 ) + . . . , 

é evidentemente verdadeira para qualquer número finito de par-
celas. A propriedade aditiva generalizada para uma infinidade de 
parcelas verifica-se quando a soma destas ó limitada o fechada, 
como resulta da proposição precedente. Pode porém deixar de 
ser verdadeira quando tal soma não é limitada e fechada. 
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Se f (x) é limitada e se Y e Y' são subconjuntos de [Aj ligados 

entre si, os conjuntos 1 (Y) e X (Y') possuem um elemento comum. 

Na verdade, se Y e Y' são subconjuntos de [A] ligados um ao 
outro, podemos determinar uma sucessão (10) de elementos de 
A tal que seja limXiY = 0 e Zmx l'Y = 0. Os limites da corres-
pondente sucessão (11) são elementos comuns a X(Y) e a X(Y'). 

P o r conseguinte, se diversos subconjuntos Y de TA], em 
número finito, são ligados entre si, o mesmo sucede aos corres-
pondentes conjuntos X(Y) , que se podem dispor por uma certa 
ordem, com repetições se fôr necessário, de tal maneira que 
dois conjuntos consecutivos quaisquer possuam um elemento 
comum [p. 192, l. 32], 

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessões 

de vizinhanças de B que tendam para B, 

sendo as primeiras relativas a A e as segundas a [A] . As sucessões 

convergem para A(B)1. 
Suponhamos que existe o conjunto X(B). A sucessão (16) 

ó então quási-limitada, pois temos [f(Ut-)] |>X (B) [p. 285, l. 11], 
e é convergente porquanto cada um dos seus termos contém 
os termos seguintes a par t i r de certa ordem [p . 166, l. 6]. 
O seu limite totalmente fechado Z satisfaz à condição Z !>X (B) , 
e como por outro lado qualquer elemento de Z pertence eviden-
temente a X(B), dá-se a coincidência Z U ( B j . 

Tomemos um têrmo qualquer Ufc da sucessão (14). A par t i r 
da ordem em que os valores de i fazem U í > U í , o têrmo U& con-

1 Notemos que, em todo este assunto, os conjuntos B, X, Y, X', Y', Xie Yi 
podem converter-se em simples elementos. Assim, na proposição que acabamos 
de enunciar podemos supor que B se reduz a um elemento b de [A]. 

(14) 

(15) 
Ui, U2, Ui, . 
Vi, V2, . . . , V,, . 

(16) 
(17) 
(18) 

/ ( U i ) , / ( U 2 ) , . . . , / ( U £ ) , 
X (Ui), X (Us), • • • , X (Ui), 

1 (Vi), 1 (V2) (Vi), 
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tém ama vizinhança de cada termo U{ [p. 268, l. 15], sendo por 
isso [f (Ut)] j > X ( U j ) . A partir da mesma ordem também temos 
* flk) I > [f (Uí)] [p. 285, l. 14]. O lagar de cada têrmo de qual-
quer das sucessões (16) ou (17) contém pois os termos da outra 
a partir de certa ordem, razão porque a (17) tende para o 
mesmo limite A(B) que a (16) [p. 172, l. 27]. 

Demonstremos que a sucessão (18) também converge para 
X(B). Consideremos para isso uma função j(x) juxtaposta a 
/ ( x ) que resulte de prolongarmos / ( x ) para o conjunto [A]—A. 
Os conjuntos X(B) e X(V8) relativos a f (x) não se alteram quando 
esta função se substitui por j(x) [p. 285, l. 17]. Logo a suces-
são (18) — que se encontra relativamente a j (x) nas mesmas 
condições que a (17) a respeito d e / ( x ) — tende ainda para^(B) . 

Se X(B) é desprovido de elementos, fàcilmente se reconhece 
que a sucessão (16) não é quási-limitada, e que por isso diverge 
para infinito [p. 166, l. 15]. Nesse caso as sucessões (17) e (18) 
também divergem para infinito. 

Quando f (x) é limitada numa vizinhança de B, existe X(B) e 
temos 

Um f (Ui) X(B) = UmX(U8) X(B) = Um 1 (V,) A(B) = 0 . 

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessões 

Xi, X2, • • • , t i , • • • 
Yi, Y2 , . • • , Y;, . . . 

de subconjuntos de A e de [A] respectivamente tais que seja 

lim ti B = Um Yt B = 0. O conjunto 1 (B) contém os limites inte-

grais das sucessões 

(19) / ( X i ) , / ( X 2 ) , . . . , / ( X 0 , . . . 
(20) X(Yi), * ( ¥ , ) , . . . , >(Y,)t . . . 

Quando f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, temos 

(21) tón/(X<fX(B) = 0 e Zim X (Y,)"l (B) = 0. 

Podemos considerar, com efeito, os termos das sucessões (19) 
e (20) como sendo subconjuntos dos correspondentes termos de 
sucessões construídas como a (16) e a (18) da proposição pre-
cedente. 
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Quando as somas dos termos das (19) e (20) são limitadas 

verificam-se os limites (21) [ p . 84, l. 17]. 

Em part icular: se Xi, Xt, . . . . Xi, . . . é uma sucessão de ele-

mentos de A tais que Zí'mXíB=0, temos também limf(xi) X(B)=0. 

Suponhamos que f (x) é limitada numa vizinhança de B. A 

cada número positivo d corresponde um número positivo s de 

maneira que se verificam as desigualdades 

/ ( U ) X ( B ) < 5 , A(U) A ( B ) < 3 . W ) * ( B ) < 3 

7"(U77(U7)<3 , MU) M " ' ) < 3 , W y W ) < s 

para quaisquer vizinhanças U, U', V e V', de B, sendo as duas pri-

meiras relativas a A e as outras a [A], que distem de B menos de e. 

Consideremos a infinidade das vizinhanças U de B relativas 
a A. Dado um número positivo d, a cada sucessão (14) de vizi-
nhanças U que tenda para B corresponde uma ordem a par t i r 
da qual é / (UI ) A ( B j < 5 . Logo existe um número positivo s 
tal que seja f ( U ) X ( B ) < d sempre que se tenha U B < s 

[p. 279, l. 1]. 

Da mesma maneira se justificam as outras desigualdades que 

figuram no enunciado. 

Se f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, a cada número posi-

tivo d corresponde um número e de maneira que se verificam as 

desigualdades 

/ ( X f > ( B ) < a e > ( Y p J l ( B ) < 5 

para quaisquer subconjuntos X e Y de A e de [A] tais que X B < £ 

e Y ~ B < E . 

É um corolário da proposição precedente. Em particular : 
Se f(x) é limitada numa vizinhança de B, a cada ò corres-

ponde um s de maneira que seja f(X) X(B)<i3 sempre que se tenha 

X B < £ . 

Para que seja Z ll?.(B), sendo f(x) qualquer, è suficiente que a 

todo o número positivo o corresponda um positivo £ de maneira que 

se verifique uma das desigualdades 
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para quaisquer vizinhanças U e V de B relativas a A e a [A] tais 
que U ~ B < e e V B < e . 

Uma qualquer destas condições é, com efeito, suficiente 
para que uma das sucessões (16), (17) ou (18) tenda para Z 
[p. 165, l. 11]. 

Para que exista o conjunto ) . (B) duma função qualquer f(X ) ê 

suficiente que a todo o número positivo ò se oponha um positivo e 

de maneira que seja 

/ ( U ) / ( U ' ) < < 3 

para tôdas as vizinhanças U e U' de B tais que U B e U ' B < e . 

Esta condição é na verdade suficiente para que se dê a 
convergência da sucessão (16). 

Para que duas funções limitadas f(x) e g (x), definidas no 
conjunto A, admitam o mesmo conjunto limite em B é necessário e 
suficiente que a todo o número positivo 5 corresponda um positivo 
E de maneira que se verifique a desigualdade 

AU) </(U')<3 

para quaisquer vizinhanças U e U' de B tais que U B < C s e U B " O -
Se / ( x ) e g (x) são ilimitadas, a condição é suficiente para que 
existam e sejam os mesmos os limites em B dessas funções. 

Se as funções l imi tadas/ (x) e g (x) admitem em B o mesmo 
conjunto limite, a sucessão (16) e a correspondente a g (x) con-
vergem para os mesmos limites. Temos por isso, a partir de 
certa ordem, 

m)g(\i,)<S [p. 18, 1.22]. 

A primeira parte da proposição pode pois justificar-se apli-
cando o já citado lema [p. 279, l. 1] à infinidade das vizinhan-
ças U, ao conjunto B e à família dos conjuntos dos termos de 
cada sucessão (14) a partir da ordem em que se verifica a desi-
gualdade precedente. 

A condição é suficiente, embora f(x) e g (x) possam repre-
sentar funções ilimitadas nas vizinhanças de B . Considerando, 
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com efeito, uma sucessão (14) de vizinhanças de U que tenda 
para B, temos, por fôrça da referida condição, 

limf(\}i)g(Ui>)=0. 

Logo existem e são os mesmos os limites [lim f (U,-)] e 

[lim flr (Uí)] 

Para que as funções f (x) e g (x), definidas no conjunto A, 
admitam o mesmo conjunto limite em B é suficiente que a todo o 
número positivo 5 se oponha um positivo s de maneira que seja 

/ ( U ) 0 ( U ) < a 

para qualquer vizinhança U de B tal que U B < e. Se uma das 
funções não admite conjunto limite em B, o mesmo sucede à outra. 

Efectivamente, considerando a sucessão (16) e a correspon-
dente para g (x), temos 

limf(U4) 0(11,) = 0, 

e as duas sucessões, quando convergentes, tendem para o mesmo 
limito totalmente fechado X (B); quando uma das sucessões diverge 
para infinito, o mesmo acontece à outra [p. 170, l. 26]. 

1 Baseamo-nos na seguinte proposição: 
Para que duas sucessões de conjuntos quaisquer 

Ai, A2, . . . A;, . . . 
Bi, B2, . . . Bj, . . . 

convirjam para os mesmos limites ê suficiente que se verifique a condição 

lim ÃTBí' = 0. 
Na verdade, esta mesma condição dá em particular lim Ài Bi = 0, e por isso 

também temos 
lim j\i Ai' < lim (A, Bj' - f A;/ Bi') = 0. 

A primeira das sucessões dadas é pois convergente, e, em virtude da condi-
ção lim Bí = 0, a segunda converge para o mesmo limite totalmente fechado 
que a primeira \p. 170, /. 19]. 
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Dado um subconjunto B de [A] , suponhamos que existe uma 

sucessão de subconjuntos conexos de A, 

Ci, Ca, • • • , Cj, • • • , 

cada um dos quais contenha uma vizinhança de B e tais que seja 

lim Ct B = 0. Se f (x) é uma função limitada, definida em A , que 

faça corresponder aos conjuntos conexos Ci novos conjuntos cone-

xos / (Ci) , o. conjunto 1 (B) é um continuo l. 
— • 

Efectivamente, por ser lim C* B = 0 , os termos da sucessão 

(22) / ( C i ) , / ( C 2 ) , . . . , / ( C f ) , . . . 

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes 

duma sucessão do tipo (16), e como por outro lado cada um dos 

conjuntos Ci contém uma vizinhança de B, existe também uma 

sucessão do tipo (16) cujos termos são subconjuntos dos termos 

correspondentes da (22). Logo temos 

limf(Ci) X(B) = 0 [p. 170, l. 6 ] , 

e por isso o conjunto fechado ^(B) é um contínuo [p. 213, 

l. 7 ] 2 . 

Em pa r t i cu la r : se a função limitada / ( x ) , definida em A , faz 

corresponder a conjuntos conexos novos conjuntos conexos, e se as 

diversas vizinhanças do subconjunto B de [A] , em relação a A, 

são conjuntos conexos, o conjunto / (B) é um contínuo. 

Suponhamos que o subconjunto B de [A] verifica a seguinte 

propriedade : seja qual fôr a sucessão Xi, x 2 , • • • , Xi, . . . de 

elementos de A que faça lim x, B = 0, há uma ordem a partir da 

qual dois elementos quaisquer Xi e X; pertencem a um subconjunto 

conexo Cy/ de A de tal modo que se tenha lim C Í , Í I B = 0 . Se f(x) 
é uma função limitada, definida em A, que faça corresponder aos 

1 Êste contínuo pode degenerar num só elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. 

2 Nas condições do enunciado o conjunto B é conexo, pois temos lim Ci B = 0. 
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conjuntos conexos Cnovos conjuntos conexos f (CÍ,Í<), O con-

junto X (B) é um contínuo. 

A cada número r- façamos corresponder nma vizinhança 

Ui de B relativa a A de maneira qne dois elementos quaisquer 

de Ui pertençam a um subconjunto conexo C de A tal que 

C B < - ^ - [p. 278, l. 2]. A soma Cf de todos os conjuntos C 

correspondentes aos diversos pares de elementos de Ui é mani-
festamente um conjunto conexo a que pertence Ui. Verifica-se 

a relação C, B < - 4 - . A sucessão 

C i . C 2 C i , . . • , 

que resulta de pormos í = l , 2, . . . , satisfaz ao enunciado da 
proposição precedente, razão porque )>(B) ó um contínuo. Ês te 
pode reduzir-se a um elemento apenas, ou a elementos juxta-
postos entre s i l . 

1 Demonstrámos de passagem a seguinte proprosição: 

É conexo um subconjunto B de [A] que verifique a seguinte propriedade: a 

qualquer sucessão XT, X2, . . . , XI, . . , de elementos de A que faça lim XI B = 0 
corresponde uma ordem a purtir da qual dois elementos Xi e X;/ unem-se sempre 

por um subconjunto conexo Ci,i' de A de maneira que seja lim C i f B = 0. 

Transformando esta proposição por meio do lema já citado a p. 278, l. 2, 

damos-lhe o seguinte enunciado: 

É conexo um subconjunto B de [A] que verifique a seguinte propriedade: a 

qualquPr vizinhança U de B relativa a A corresponde uma outra U' tal que: 

dois elementos de U' unem-se sempre por um subconjunto conexo de U. 
Facilmente reconhecemos que a mesma proposição também pode deduzir-se 

como um carolário da seguinte: 

E conexo um conjunto B que satisfaça à seguinte propriedade: a cada par 

dos seus elementos b e b' corresponde uma sucessão de conjuntos conexos 

Cj , C 2 , . . . , C i , . . . tal que 

lim Ci b = lim Ci b' = lim Ci B = 0 . 

Por outras palavras, é conexo um conjunto B que satisfaça à seguinte con-

dição : a cada par dos seus elementos b e b' e a cada número positivo s corres-

ponde um conjunto conexo C tal que 

C b < E , CJ>'<e , C ~ B < t . 

Basta notar que a soma S de todos os conjuntos conexos C que verificam as 
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Observação. — Quando os elementos da função f(x) conside-

rada nas duas proposições precedentes são números reais, dis-

pensa-se a hipótese da limitahilidade da mesma função. 

De facto, o limite fechado duma sucessão convergente de 
conjuntos conexos de números reais é sempre um intervalo 1 

porque o lugar dum conjunto conexo linear é um intervalo e o 
limite fechado duma sucessão convergente de intervalos é ainda 
um intervalo. No caso de os termos da sucessão (22) serem 
constituídos por números reais, o limite fechado, quando existe, 
é pois um intervalo 2. 

89. Oscilação duma função. — Seja f ( x ) uma função definida 

no conjunto A. Chamamos oscilação de / ( x ) num dado subcon-

junto X de A ao diâmetro do correspondente conjunto fÇk), e 

será representado por w(x). Pa ra qualquer elemento X de A 
vem, em particular, «(x) = 0. A oscilação d e / ( x ) em X tor-

na-se infinita quando / ( X ) é ilimitado. 
Consideremos agora um subconjunto Y de [A] (um ele-

mento y, em particular) . Quando f (x ) é limitada numa vizi-
nhança de Y, damos o nome de oscilação limite de f(x) no 

conjunto Y ao diâmetro do respectivo conjunto limite ^ ( Y ) . 

desigualdades anteriores para os diversos pares de elementos b e b' de B é um 
conjunto cuja desconexão não excede 2e e tal que S B < s [ p , 208, l. 3], 

É conexo, em particular, um conjunto B que satisfaça à seguinte condição: 

dados um número positivo e e dois dos seus elementos, estes pertencem a um con-

junto conexo C tal que C B < e. • 
Observemos que a última proposição desta nota dá-nos uma condição não só 

suficiente mas também necessária para que B seja conexo. A primeira dá-nos 
uma condição que pode deixar de ser necessária; é fácil imaginar um exemplo 
dum espaçóide cujos subconjuntos conexos não obedeçam todos a tal condição. 

1 Chamamos intervalo, em geral, a qualquer contínuo linear. Pode redu-
zir-se a um só ponto, e as suas extremidades podem ser ambas finitas ou não. 

2 Seja por exemplo f(x) uma função real de variável real, definida nos 
pontos dum intervalo (a, (3), de centro a, íi excepção possível deste ponto. Supo-
nhamos que f(x) faz corresponder a qualquer intervalo I interior ao primeiro 
(excluindo em 1 o ponto a quando f(x) não é nêle definida) um conjunto conexo 
f(I) (como sucede com uma função derivada em (a, p); recorde-se para isso o teo-
rema de D A R B O U X sobre funções derivadas, por exemplo nas Lições de Cálculo e 
Geometria de J . VICENTE GONÇALVES, p. 2 0 9 ) . O conjunto X ( A ) , quando existe, é 
um intervalo. Os conjuntos limites de f(x) à esquerda e à direita de a também 
são intervalos. 
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A oscilação de / ( x ) em Y sorá designada por ÍÍ(Y), e diremos 
que é infinita quando f(x) fôr ilimitada nas vizinhanças do Y . 

A função Q (y), definida em todos os elementos de [A] , 
excepto naqueles em que a oscilação limite se torna infinita, 
chamaremos oscilação elementar limite de f (x). 

É evidente a relação «(X) < Q (X), pois também temos 
f(.X) l<X(X) . 

A oscilação Q (Y) tem o mesmo valor que em qualquer con-
junto juxtaposto a Y [p. 285, l. 15]. Mais geralmente: 

São as mesmas as oscilações limites em conjuntos juxtapostos 
de funções juxtapostas entre si. 

São de facto os mesmos os conjuntos limites em conjuntos 
juxtapostos de duas funções juxtapostas entre si [p. 285, l. 17J. 
Quando nas vizinhanças de um dos conjuntos a correspondente 
função ó ilimitada, o mesmo sucede relativamente à outra [p. 283, 
l. 5J ; as oscilações limites são nesse caso infinitas. 

Seja B um subconjunto de [A]. Se 

U i , U 2 , . . . , U i , . . . 

V i , V 2 , . . . , \ l i , . . . 

são duas sucessões de vizinhanças de B , sendo as primeiras relati-
vas a A e as segundas a [A], tais que seja Um U, B = Um Vj B = 0, 
temos 

Um w (U<) = lim O (Ut) = Um Q. (Vi) = 0 ( B ) . 

É uma consequência da proposição a p. 287, l. 13. Com efeito, 
quando f(x) é limitada numa vizinhança de B , os diâmetros dos 
termos das sucessões (16), (17) e (18) tendem para o diâmetro do 
respectivo limite X(B) [p- 118, l. 17]; q u a n d o / ( x ) é ilimitada 
nas vizinhanças de B, também são ilimitados os diversos termos 
das mesmas sucessões e os respectivos diâmetros são infinitos. 

Por conseguinte, a um dado número a superior a íi (B) cor-
respondem sempre vizinhanças II e V de B relativas a A e a [A] 
para as quais ó & > ( U ) < a , 0 ( U ) < « e í l ( V ) < « ' . 

1 É claro que da terceira destas desigualdades se deduzem as duas primei-
ras quando as vizinhanças U e V são definidas por um mesmo número positivo. 

k 
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A cada sucessão Xi, X2, • • • . Xi, . . . de elementos de A que 

faça lim X, B = 0 corresponde pois uma ordem a partir da qual 

temos f(Xi) / (X ,v)<« . 

Se as funções fi (x) e fi (x), definidas no mesmo conjunto A, 
satisfazem à condição fi -X) fz (X) < (3 para um certo número (3 
e para qualquer elemento X de A, as suas oscilações wj (X) e &>2 (X) 
e as swas oscilações limites DI (Y) e O2 (Y> satisfazem às condições 

(23) | « I ( X ) — wj ( X ) | < 2 (3 

e 

(24) | íli ( Y ) — D2 ( Y ) | < 2 (3 . 

Dada a hipótese f\ (X) (X) < (3 , temos evidentemente 
fi (X) FI (X) < (3, donde se deduz a relação (23) [p. 65, (3)]. 
Quando uma das oscilações &h(X) ou 0)2 (X) se torna infinita, o 
mesmo acontece à outra \_p. 62, l. 10]. 

Tendo em vista a proposição precedente, da relação (23) 
deduz-se a (24), sendo também as oscilações i l i (Y) e H2 ( Y ) ou 
ambas finitas ou ambas infinitas. 

Suponhamos que num dado subconjunto B de [A] é O (B) < A. 
Se a sucessão de subconjuntos de [A] 

Y I , Y 2 , . . . , Y I , . . . 

é tal que lim Y,- B — 0 , temos a partir de certa ordem Q. (Y<) <C« . 
Determinemos uma vizinhança V de B relativa a [A] na qual 

seja 1 2 ( V ) < a . A partir da ordem em que é Y , I < V temos 
£2 ( Y I ) < CL . 

Se em particular é Í 2 ( b ) < « num dado elemento b de [A] e se 
a sucessão yi , y2 y», • • • de elementos de [AJ tende para b , 
vem a partir de certa ordem 1 2 ( y ; ) < « ' . 

1 Exprimimos esta propriedade dizendo que íi (y) é uma função semicontí-
nua superiormente. 
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Seja B um subconjunto fechado de [ A ] . E fechado o conjunto 
dos subconjuntos limitados Y de B onde 12 ( Y j iguala ou excede um 
dado número y. 

Consideremos uma sucessão convergente 

Yi, Y2, • • • , Yj, . . . 

de subconjuntos de B, de soma limitada, tais que 12(Y,-)>y. 
Seja Y um limite da mesma sucessão mas contido em B [p. 121, 
1. 18]. Dado um número positivo d, verifica-se a desigual-
dade 12 (Yj) < 12 (Y) + <5 a partir de certa ordem [p. 296, l. 18], 
sendo por conseguinte y < 12 (Y)-{-5. Temos pois y<12(Y), o 
que demonstra a proposição. 

Notemos que a oscilação 12 (Y) pode ser infinita1. 
Em particular : 

Se B è um subconjunto fechado de [A] , também é fechado o conjunto 
dos elementos y de B onde O (y) iguala ou excede um dado número y, 

Seja B um subconjunto de ÍA] limitado e fechado. Se / ( x ) é 
limitada numa vizinhança de B, a junção 12 (y) atinge um valor 
máximo em B; se / ( x ) é ilimitada nas vizinhanças de B, existe um 
elemento dêste conjunto onde Í2 (y) se torna infinita. É fechado 
o conjunto dos elementos de B onde 12 (y) atinge o seu valor 
máximo ou onde se torna infinita. 

Suponhamos, primeiro, que / (X) é limitada numa vizinhança 
de B . Seja 12 o limite superior da oscilação 12 (y) nos diversos 
elementos de B. Em virtude da proposição anterior é fechado 
o conjunto Yj dos elementos y, de B onde temos 

1 2 ( y , ) > 1 2 - A _ . 

Mas existe e é fechado o produto dos conjuntos Yj (t = 1, 

2, . . . ) , produto êste que ó constituído pelos elementos y de B, 
um pelo menos, onde se verifica a igualdade Í2(y) = i2. 

1 De idêntica maneira reconhecemos que, se B é totalmente fechado, o 

mesmo acontece ao conjunto dos subconjuntos limitados Y de B que fazem 

0 0 > 7 ( P - 1 2 1 , / . 3 0 ] . 

21 
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É pois fechado superiormente o conjunto dos valores da 
função LI ( y ) nos diversos elementos de B l . 

So f ( x ) é ilimitada nas vizinhanças de B, existe um ele-
mento dôste conjunto onde a oscilação limite de f ( x ) se torna 
infinita [/;. 282, l. 32J. O conjunto de todos estes elementos 
de B é fechado. 

Seja B um subconjunto limitado e fechado do lugar do con-
junto A onde se entende definida a função f(x). Se esta função 
é limitada numa vizinhança de B , a cada número a. superior ao 
máximo de Q ( y ) em B correspondem vizinhanças U e V de B, 
relativas a A e a [A] , e um número positivo e tais que seja 

w ( X ) < « e 12 (Y) <« 

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diâmetros 
sejam inferiores a z. 

Dada a hipótese í í ( y ) < « em B , a cada elemento y dêste 
conjunto corresponde uma vizinhança de y relativa a [A] na qual 
a oscilação limite de f ( x ) é inferior a a. [p. 295, l. 31]. Mas 
podemos determinar uma vizinhança V de B em relação a [A] e 
um número positivo e tais que um subconjunto Y de V de diâ-
metro inferior a s pertença sempre a uma dessas vizinhanças 
[p. 276, l. 17]. Qualquer dos mesmos subconjuntos Y satisfaz 
pois à desigualdade Í 2 ( Y ) < « . 

Verifica-se em particular a desigualdade £2 ( y ) <« em qual-
quer elemento y da vizinhança V. 

Consideremos agora a vizinhança U do B relativa a A definida 
pelo mesmo númoro que defino V. Temos U K V , e , para qual-
quer subconjunto X de U de diâmetro inferior ao já determinado 
n ú m e r o e , v e m 0 ( X ) < « e p o r t a n t o &>TX)<A. 

A vizinhança V divide-se num número finito de partes em cada 
uma das quais a oscilação limite de / ( x ) é inferior a a. 

Podemos afirmar, nas condições do enunciado, que existem 
uma vizinhança V de B relativa a [A] e um número positivo e tais 

1 Em geral: uma função de elementos numéricos e reais, semieontínua 
superiormente, definida num conjunto limitado e fechado, admite um valor 
máximo. 
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que se mantém inferior a a a distância entre dois elementos limi-

tes quaisquer de / ( x ) tomados em elementos de V cuja distância 

seja inferior a e. 

Como corolário evidente deduz-se o seguinte teorema de 

BAIRE : 

Seja / ( x ) uma função definida num conjunto limitado A. 
A cada número a superior ao máximo de 12 ( y ) em [A] corresponde 
um número positivo s tal que seja &> (X) <a para qualquer subcon-
junto X de A de diâmetro inferior a s 1 . 

Verifica-se pois a d e s i g u a l d a d e / ( X ) / t X ' ) < a para elementos 

quaisquer x e x ' de A tais que seja x x ' < s 2 . 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Se f (x ) è 

limitada numa vizinhança de B, a cada número a superior ao 

máximo de Q (y) em B correspondem vizinhanças U e V c/e D, 

relativas a A e a [ A ] , e um número positivo s de maneira que seja 

(25) /'(X) f ( X ' ) < « e I J ) ~ W ) < « 

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', os dois primeiros de U 

e os outros de V, tais que se tenha X X ' < e e Y Y ' < e . 
Consideremos, com efeito, a vizinhança li e o número posi-

tivo s dados pela proposição a p. 298, l. 7. Sejam X e X' 

dois subconjuntos de U que façam X X ' < s . A cada elemento 

de qualquer destes subconjuntos corresponde um elemento do 

outro a uma distância do primeiro inferior e. Logo a cada 

elemento / ( x ) de /-'(X) corresponde um elemento f(x') de f{X') 

tal que / ( x ) / ( x ' ) < « e inversamente. Verifica-se pois a rela-
ção m f ( X ' ) < « . 

Analogamente se demonstra a segunda das desigualda-

des (25). 

1 No enunciado do teorema de B A I R E supõe-se que A é um conjunto fechado. 
2 Também podemos deduzir directamente o teorema de B A I R E do lema exposto 

a p. 276, l. 1. Suponhamos que é n ( y ) < a em [A]. A cada sucessão conver-
gente de elementos de A corresponde uma ordem a partir da qual dois elementos 
quaisquer têm por correspondentes para f(x) elementos a uma distância um do 
outro inferior a a [p. 296, l. 1]. Existe pois um número positivo e tal que seja 
f\x) f (*')<x sempre que se tenha x x ' < s . 
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Resulta por evidência que, so X e X' são subconjuntos de 
B, contidos em A, juxtapostos entre si, a distancia / ( X ) / ( X ) 
não excede o máximo de O (y) em B. 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Suponha-
mos que / ( x ) é limitada numa vizinhança de Be designemos 
por O o valor máximo de Q. (y) em B . A cada número positivo d, 
correspondem vizinhanças U e M de B, relativas a A e a [Al, e 
um número positivo e de maneira que seja 

(26) | « (X) -W(X ' ) | < 2 i 2 + a 

e 

(27) j Í2 (Y) — O (Y') | < 2 Q + <5 

para quaisquer subconjuntos X, X', Y e Y', os dois primeiros de U 
e os outros de V, tais que se tenha X X ^ e e Y Y' <Ce. 

Ponhamos a = Verilicam-se as hipóteses que 

deram origem à proposição a p. 299, l. 12, donde, por inter-
médio da relação 

| «(X) - 0) (X')! < 2 f W J W ) [p- 65, (3)], 

se deduz a desigualdade (26) para todos os pares de subcon-
juntos X e X' de U tais que X X ' < e . 

De modo análogo se demonstra a desigualdade (27). 

Seja K um continuo limitado contido em [ A ] . Se f ( x ) é limi-
tada numa vizinhança de K, a desconexão do conjunto X (K) não 
excede o máximo £2 de £ 2 ( y ) em K. 

Consideremos, com efeito, um número « superior a £2. 
Decomponhamos K num número finito de partes Y que façam 
Í 2 ( Y ) < « [p. 298, l. 29]. Os conjuntos Y são ligados entre 
si [/;. 212, l. 17]. O mesmo sucede aos respectivos conjuntos 
limites X (Y) [p. 287, l. 71, que constituem uma decomposição 
de l (K) em partes [p. 286, l. 26] de diâmetros inferiores a «. 
A desconexão do 1 (K) é pois inferior a a [p. 204, l. 26], e por 
conseguinte não excede Í2. 



Demonstremos que, seja qual fôr o modo de divisão de ^(C) 
em duas partes Z e Z', a distância reduzida ZZ' não excede 
o limite superior Í2, que supomos finito, de Q (x) em C [ p . 203, 
l. 26]. 

Os maiores subconjuntos X e X' de C que fazem Z! f (X) e 
Z I f(h!) constituem uma divisão de C em duas partes. Mas 
existe um elemento X1 de um desses subconjuntos, suponhamos 
de X', que é limite duma sucessão Xi, X2, • • • , X,-, • • . de ele-
mentos do outro. A cada número positivo ò corresponde um 
elemento Xi da mesma sucessão tal que /(X1) /" '(XiXQ + d 
[p. 296, l. 1], sendo por conseguinte Z Z ' < Q + <3. Verifica-se 
pois a condição Z Z ' < Q que desejávamos demonstrar . 

Da presente proposição se conclui que, dado um número a. 
superior a Q e dados dois subconjuntos limitados de f{C) , 
podemos unir estes por uma sucessão dum número finito de 
subconjuntos de f(C) tais que as distâncias entre conjuntos con-
secutivos sejam inferiores a a \_p. 210, l. 10]. 

Se / ( x ) é definida num conjunto conexo C tal que, para 

qualquer divisão dêste em duas partes X e X', exista o pro-

duto [X] X [X'], a desconexão de f (C) não excede o limite supe-

rior de Q. (y) em [C]. 
Seja , / (x) uma função juxtaposta a / ( x ) que resulte de pro-

longarmos / ( x ) para o conjunto [C] — G . P o r ser / ( C ) \\j ([CJ) 
[p. 282, l. 7], a desconexão de / (G) ó a mesma de j ([C]) 
[p. 207, l. 5], e esta, em virtude da proposição precedente, 
não excede o limite superior de Í2(y) em [C]. 

1 Dizemos que o conjunto C ó perfeitamente conexo quando, seja qual fôr 
a maneira de o dividirmos em duas partes X e X', o produto C x [X] x [X'] seja 
provido de um elemento pelo menos, isto ó, quando exista um elemento duma das 
partes que seja limite de elementos da outra. Pertencem à classe dos conjuntos 
perfeitamente conexos os contínuos limitados, os domínios elementares [p. 234, 
l. 17] e qualquer conjunto no qual dois elementos arbitrários se unam sempre 
por meio dum contínuo limitado nele contido. 

2 Quando o limite superior do n (x) ó infinito, a desconexão de f (C) pode 
tornar-se também infinita. 
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Em part icular: 

Se uma função limitada f{HL) é definida num conjunto C limi-
tado e conexo, a desconexão de/(G) não excede o máximo de O (y) 
em [C l . 

Tal proposição também pode deduzir-se da enunciada a p. 300, 
l. 21, pondo A I C e K I [ C l . Como é então )>(K) U(C) I [/(C)], con-
cluímos que a desconexão de [ / ( C ) ] , ou seja a de/(C), não excede 
o valor máximo de O (y) em [G]. 

A mesma proposição ainda pode justificar-se recorrendo ao 
já demonstrado teorema de BAIRE, e admite o seguinte caso par-
ticular : 

Se a função limitada f ( x ) é definida num continuo limitado K, 

a desconexão de f(Kj não excede o máximo de (X) em K. 

Seja K um contínuo limitado contido em [ A ] . Se / ( x ) é limi-
tada numa vizinhança de K, a cada número a. superior ao máximo 
de Q. (y) em K corresponde um número positivo e tal que, para 
quaisquer vizinhanças U Í V i/e K, relativas a A e a [ A ] , que dis-
tem de K menos de s, as desconexões dos conjuntos f ( U ) . X ( U ) e 
/ ( V ) sejam inferiores a a. 

Considoremos a infinidade das vizinhanças U de K relati-
vas a A . Em virtude da proposição a p. 287, l. 13, a 
cada sucessão (14) de vizinhanças U que tenda para K cor-
responde uma ordem a partir da qual as desconexões dos 
termos /(U*) da correspondente sucessão (lô) são inferiores 
ao número <z [p. 208, l. 13], que, por fôrça das hipóteses, ó 
superior à desconexão de "k ( K ) . Logo ó possível determinar 
um número positivo e tal que, para qualquer dos conjuntos U 
que diste de K menos de e, a desconexão d e / ( U ) seja inferior 
a « [p. 279, l. 1]. 

Da mesma maneira se demonstram as partes da proposição 
relativas aos conjuntos e 

90. Noção de continuidade. — Seja / ( x ) uma função definida 
no conjanto A e consideremos um elemento y de [ A ! . Dizemos 
que /(X) ó continua no elemento y quando a respectiva oscilação 
limite £! (y) se reduz a zero. A função ó nesse caso limitada 
numa vizinhança do y, o o conjunto limite X(y) compõe-se de 
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elementos juxtapostos uns aos outros entre os quais figura/(y) 
quando y pertence a A1 , 

A função é contínua em todos os elementos juxtapostos a y 
uma vez que seja contínua neste elemento [p. 295, l. 8]. 

Elementos da função correspondentes a elementos de continui-
dade juxtapostos entre si são também juxtapostos uns aos outros. 

Uma função não contínua num elemento chama-se desconti-
nua no mesmo elemento 2. 

Dizemos que /(X) é contínua num dado subconjunto de [A] 
quando é contínua em todos os elementos dêsso subconjunto. 
Quando falarmos em função contínua, sem mais referência, 
entenderemos que a mesma é contínua no conjunto A onde a 
supomos definida. 

Se /(X) é contínua num subconjunto X de A, limitado e 
fechado, os conjuntos X(X) e / ( X ) juxtapõem-se elemento a ele-
mento [;p. 286, l. 18]. 

Dada a continuidade de / ( x ) em y, ó convergente qualquer 
sucessão / (Xi ) , /(X2) • • • , /(X;), • • • que resulte duma sucessão 
de elementos de A que tenda para y [p. 16, l. 8], e recipro-
camente. Podemos então escrever lim f (Xj) I I1 ( y ) , e, quando 
/ ( X ) é definida em y , lim/(X,-) II/(y), seja qual fôr a suces-

1 Na definição habitual de continuidade supõe-se que a função é definida 
no elemento y e que este é elemento limite de A. 

2 Um caso simples de descontinuidade de f(x) num elemento x de A é o 
que se apresenta quando a função se torna contínua pela supressão de x do con-
junto A (para simplificar a exposição desta nota admitimos que dois elementos 
distintos de A nunca são juxtapostos um ao outro). A descontinuidade chama-se 
então artificial. 

Se a função só admite em [A] descontinuidades que sejam artificiais, o con-
junto dos elementos (necessariamente de A) onde tal facto se verifica é finito ou 
numerável, como vamos ver. 

Consideremos primeiro o caso de A ser limitado. Basta demonstrar que é 
finito o conjunto dos elementos x de A onde íí (x) excede um dado número posi-
tivo t. Se tal não acontocesse, o conjunto desses elementos x de A admitiria um 
elemento limite x', no qual seria n ( x ' ) > £ mesmo depois de suprimirmos o ele-
mento x' ao conjunto A [p 296, l. 25]. A descontinuidade em x' não seria pois 
artificial. 

Se A é ilimitado, consideramos uma sucessão de esferóides concêntricos cujos 
raios cresçam para infinito e notamos que os elementos de A onde f (x) se torna 
descontínua, situados em cada um dèssos esferóides, são em número finito ou for-
mam uma infinidade numerável. 
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são Xi, X 2 , . . X t , . . . de elementos de A que tenda para y. Qualquer 
destas condições exprime a continuidade de/(X) no elemento y. 

Se / ( x ) é limitada numa vizinhança de y, para que se dê a 
continuidade neste elemento é suficiente que exista uma suces-
são Xi, X2, . . . , Xj, . . . que faça limf(ti) X(yj = 0, pois em tal 
caso ^(y) reduz-se a elementos juxtapostos entre si. 

Para que /(X) seja continua no conjunto TA] é necessário e 
suficiente que a qualquer sucessão convergente Xi, X i , . . . 
de elementos de A corresponda uma sucessão também conver-
gente /(X1), / ( x 2 ) , . • •, / (Xi) , . . . de elementos de / ( A ) . 

Consideremos uma classe de sucessões de elementos de A 

/ / 1 
X^j X^j • • • , X,- s . . . 

gue tendam para um mesmo elemento y. Suponhamos que, dada 
uma sucessão qualquer de elementos de A que tenda para y, dela 
podemos sempre extrair uma sucessão da classe. Para que f(X), 
definida em A, seja contínua em y é suficiente que tôdas as suces-
sões 

f o i ) . f{<) 

correspondentes às diversas sucessões da classe tendam para limi-
tes juxtapostos entre si [p. 284, l. 9] 

Seja f (x) contínua em y. Consideremos um elemento c do 
espaçóide a que pertence / ( A ) . Dados dois números que com-
preendam a distância ^iy)C, existe uma vizinhança de y relativa 
a A tal que em todos os seus elementos X a distância f\x) C se 
encontra entre os mesmos números. 

Efectivamente, se Xi, X2, • • •, X,-, . . . é uma sucessão de ele-
mentos de A que tenda y, temos l i m f ( X i ) C = X (y) C , e por isso 
existe uma ordem a partir da qual a distância /'(X,)C se encon-
tra entre os númoros dados. Podemos pois determinar uma vizi-

1 Se por exemplo A é constituído por números ou por pontos, para que f(x), 
definida em A, seja continua num ponto x' deste conjunto é suficiente que tendam 
para f(x') tôdas as sucessões de elementos de f\x) correspondentes às sucessões 
monótonas de pontos de A que tendam para x'. 
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nhança de y em relação a A tal que em todos os seus elementos X 
a distância f [ x ) C se encontre entre os mesmos números [ p . 276, 
l. 12] i. 

Se f(X) é continua no elemento y, o mesmo sucede a qualquer 
função juxtaposta a primeira [p. 29Õ, l. 10]. 

Logo, quando f(x) é contínua num elemento y de [A] que não 
pertença a A, a definição de f ( x ) nesse elemento conforme dis-
semos a p. 285, nota, mantém a continuidade em y. Tal prolon-
gamento de f{X) para um ou mais elementos do conjunto [ A ] - A 
não introduz pois descontinuidades. 

Se / (X ) , definida em A mas não em todos os elementos 
de [A] , é contínua no conjunto [ A ] , qualquer função j ( x ) que 
resulte de prolongarmos a primeira para o conjunto [Al —A ó 
ainda contínua. Logo a uma função definida em A e contínua 
em [A] corresponde sempre uma função definida e contínua 
em [A] e que em A coincide com f ( x ) . 

Se f ( x ) ó contínua em [ A ] , uma função juxtaposta à primeira 
e definida em [A] ó qualquer função que resulte de atribuirmos 
um só elemento à função limite 1 (y) em cada elemento de [ A ] . 

Se dois elementos distintos de [ / ( A ) ] nunca são juxtapostos 
entre si, existe uma única função definida em [Aj e juxtaposta 
a/(x): ó a função X (y) que se obtém prolongando f(x) para o 
conjunto [A] — A 2. 

1 Para dar uma aplicação simples admitamos que f(A) ó numérico e que 
f (x) é diferente de zero e contínua num elemento x' de A. A um dado número 
positivo e inferior à distância de f(x ' i ao ponto zero, isto é, ao módulo de /(x ') , 
corresponde um esferóide de centro x' tal que em todos os seus elementos x se 
mantém a mesma relação E < j F(X) \. 

2 Como exemplos de funções contínuas recordemos os seguintes casos: 
A distância x x' entre dois elementos dum dado espaçóide P é uma função 

contínua do elemento (x, x') definida no espaçóide composto (P, P) [p. 18, 
l. 16J. As projecções dum elemento composto são funções contínuas desse ele-
mento [p. 37, l. 12]. A distância reduzida entre um elemento e um con-
junto é uma função contínua desse elemento \p. 53, l. 201. O diâmetro 
dum conjunto é uma função contínua do mesmo conjunto [p. 118, l. 23]. 
A distância reduzida A B, o desvio A B e a distância A B entre conjuntos limi-
tados são funções contínuas do elemento composto (A, B) [p. 119, l. 14 e 17]. 
As projecções dum conjunto limitado de ordem n são funções contínuas do mesmo 
conjunto [p. 120, l. 17]. As separações máxima e mínima de n conjuntos 
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Seja y um elemento de continuidade da função / ( x ) . Se 

X i . X í , • • •, X|j .• • 
e 

Yi> Y2, . • . , Yj, • . • 

sâo sucessões de subconjuntos respectivamente de k e de [A] tais 
que Zim Xí y=Zí'mYty = 0, íemos [/?. 288, l. 29]. 

Ztm /(X4) X (y) = Ztm X ' ( y ) = 0 
e 

Zm w (Xi) = Ztrn Q (Yi) = 0 . 

Por conseguinte, se f(x) ó contínua em y, a cada número 
positivo <5 correspondem vizinhanças U e V de Jf relativas a A 
e a [A] tais que seja w(U)<<5 e Q(V)<<5. Reciprocamente, 
uma qualquer destas condições basta para a continuidade de 
f(x) em y, pois em virtude dela é convergente qualquer suces-
são de elementos de / ( x ) que resulte duma sucessão de elemen-
tos de A que tenda para y. 

Se /(X) é continua em y, a cada número positivo <5 corres-
ponde um número positivo e de maneira que se verifiquem as desi-
gualdades 

m~W)<s , 7 w m < 3 
e 

m w x $ . m w j < t 

para quaisquer subconjuntos X, X', Y, Y', os dois primeiros de A e 
os outros de [A], que distem de y menos de e[p. 289, l. 20]. 

Temos em particular 

/ (x ) X(»)<3 e m m < 9 

sempre que seja x y < s e X ' y < e . 

Ai, A2, . . . , Aft são funções contínuas do elemento composto (A t , A2, . . . , An) 
[p. 181), l. 9, o p. 191, l. 11). A desconexão dum conjunto é uma função con-
tinua do mesmo conjunto [p. 208, l. 3]. 
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Qualquer destas condições também ó suficiente de continui-
dade em y, porque, dada uma sucessão de elementos de A que 
tenda para y, da primeira se conclui que a sucessão dos ele-
mentos correspondentes de f(x) tende para Xiy), e da segunda 
resulta também a convergência da mesma sucessão. 

Seja y um elemento de continuidade de f(x). Se a função 
9(Z), definida no conjunto f(A), é continua no conjunto X(y) 
relativo a f ( X ) , a função de função 9 ( / ( * ) ) é continua em y. 

Efectivamente, dada uma sucessão Xx, X2, • • • , Xt, . . . de 
elementos de A que tenda para y, temos limf(Xi) II l (y), e por 
isso existe íim <p(/^x,)). 

Se as funções fi (x), ft (X), . . . , fn(X), definidas no mesmo 

conjunto A, são contínuas no elemento y de [Al, a função com-

posta [p. 280, l. 24] 

(28) ( f l (X) , MX) fn(X)) 

também é continua em y e reciprocamente. 
Na verdade, se, qualquer que seja a sucessão de elementos 

de A que tenda para y, as correspondentes sucessões dos ele-
mentos das funções dadas são convergentes, o mesmo sucede 
à sucessão dos elementos da função composta e reciprocamente 
[p. 36, l. 29]. 

Seja çpfzi , Z2, . . • , Zn) uma função definida no conjunto dos 
elementos da função composta (28). Se as funções componentes 
são continuas em y e se a função dada 9 é continua num elemento 
limite da (28) em y, a função 

? (A(X) , f l ( X ) , fn (X)) 

é continua no mesmo elemento y. 
Trata-se efectivamente duma função 9 contínua no conjunto 

X(y) relativo a uma função (28) contínua em y . 

Seja X um subconjunto limitado de A • Se f ( X ) è continua 

em [XI, temos 1 (X) I (X)]. 
Com efeito, sendo X limitado e tratando-se duma função con-
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tínua em [X] , o conjunto A(X) não se altera quando se considera 
a função definida exclusivamente sôbre X, pois X(X) é a soma 
dos limites >(y) relativos aos diversos elementos y de [X] • Logo 
vem X (X) I [f(X)] [p. 285, l. 10]. 

São juxtapostos os conjuntos dos elementos duma função con-
tínua em conjuntos juxtapostos. 

Sejam X e X' subconjuntos de A juxtapostos entre si. Se 
f ( x ) é contínua em X e em X', cada elemento dum qualquer dos 
conjuntos f(X) o ,/(X') é limite duma sucessão de elementos do 
outro, e por isso também temos / (X) ll/(X'). 

Numa função contínua a conjuntos juxtapostos correspon-
dem pois conjuntos jux tapos tos 1 . 

Se a função f(x), definida em A , é contínua em [A], a con-
juntos limitados e ligados correspondem para a função conjuntos 
ligados. 

Em geral, se X e X' são subconjuntos de A cujos lugares 
possuam um olemento comum e se f(X) ó contínua nesse ele-
mento, os con jun tos / (X) e f(X') são ligados entre si. 

Se f(X) é contínua num subconjunto Y de [A], limitado e 
fechado, existe uma vizinhança de Y relativa a A onde f{X) é 
limitada. 

Basta notar que a função ó limitada numa vizinhança de 
cada elemento de Y [p. 282, l. 25]. 

Em part icular: 
Se f(x) é continua no lugar [XI dum subconjunto limitado X 

de A, o conjunto /'(X) é limitado. 

1 Por êste motivo são juxtapostos por exemplo : correspondentes projec-
ções de conjuntos juxtapostos de ordem n- o conjunto das distâncias entre as coor-
denadas de cada elemento dum conjunto de segunda ordem e o conjunto que se 
obtém da mesma maneira a partir dum conjunto juxtaposto ao primeiro; o con-
junto das distâncias entre cada elemento do A e cada elemento de B e o que se 
obtém da mesma maneira a partir de conjuntos juxtapostos aos primeiros; o con-
junto das distâncias entre os elementos de A e o das distâncias entre os elementos 
dum conjunto juxtaposto ao primeiro. 

Note-se que estas afirmações já tinham sido demonstradas directamente [p. 39, 
l. 23; p. 42, l. 5; p. 43, l. 25; p. 44, l. 21]. 
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Logo, se f(%) é contínua em [A], a conjuntos limitados cor-
respondem para a função conjuntos limitados. 

Se /(X) é contínua no cor junto fechado A, o conjunto de todos 
os elementos de segunda ordem (x , /(X)) è igualmente fechado. 

Considerando, com efeito, uma sucessão convergente 

(29) (x i , f(xii), (x2 , / ( x t ) ) (xí , / (Xi)) , • •. 

de elementos dêsse conjunto de segunda ordem, são também 
convergentes a sucessão das primeiras coordenadas e a das 
segundas dos mesmos elementos. A primeira tende para um 
elemento a de A, e, em virtude da continuidade, a segunda 
tende para f( a ) . Logo a sucessão (29) tende para ( a , / < a i ) 
[p . 37, l. 8], que é um elemento do referido conjunto de 
segunda ordem. 

Deduz-se como corolário a proposição seguinte: 

E fechado o conjunto dos elementos duma função contínua num 
conjunto A limitado e fechado. 

O conjunto / (A) ó limitado. O conjunto dos elementos 
( x , / ( x ) ) é pois limitado e fechado, e por i s so / (A) também ô 
fechado [p. 40, l. 10]. 

Também reconhecemos que / (A) é fechado notando que 
os conjuntos / ( A ) e X (A) juxtapõem-se elemento a elemento 
quando A é limitado e fechado \p. 303, l. 14]. 

Dado o caso de / i A ) ser numérico o real, a função atinge 
pois um valor máximo e um valor mínimo quando é contínua 
no conjunto limitado e fechado A1 . 

1 Mais uma vez reconhecemos as seguintes proposições [p. 46, l. 29 ] : 
É limitado e fechado o conjunto das distâncias entre as coordenadas de cada 

elemento dum conjunto limitado e fechado de segunda ordem (supomos, é claro, 
que as projecções dêsse conjunto fazem parte dum mesmo espaçóido). 

É limitado e fechado o conjunto das distâncias entre cada elemento de A e 
cada elemento de B quando estes conjuntos são limitados e fechados, pois tal dis-
tância é uma função contínua no conjunto limitado e fechado (A, B) [p. 41, 
/. 3]. A distância reduzida A B é nesse caso a distância entre um elemento de A 
e um elemento de B convenientemente determinados. O diâmetro dum conjunto 
limitado e fechado é a distância entre dois determinados dos seus elementos. 

É limitado e fechado o conjunto das distâncias reduzidas a B entre cada 
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É condição suficiente de continuidade em [Al duma função f{X) 
limitada em A que o conjunto ( x , / ( x ) ) seja fechado 1 (supõe-se 
que a elementos juxtapostos de A correspondem elementos juxta-
postos de / ( A ) ) . 

Basta demonstrar que dada uma sucessão convergente 
Xi, x 2 , • • • , Xi, . . . de elementos de A a correspondente suces-
são 
(30) / ( X l ) , / ( X 2 ) , /(X t) , . . . 

também ó convergente [p. 304, l. 7]. Consideremos um limite 
y da primeira sucessão, e dois limites z e z' da segunda. Os ele-
mentos de segunda ordem ( y , z) e ( y , z ' ) são limites da sucessão 

(*1. / ( X 0 ) , (x j , / ( x 2 ) ) , . . . , [Xi, /(Xi)) 

e, como o conjunto dos elementos ( x , / ( x ) ) ó fecbado, existem 
elementos ( a , / ( a ) ) e ( a ' , / ( a ' j ) juxtapostos a ( y , z ) e (y , z ') . 
Temos pois a li a' e, por hipótese, / i a) l l / ( a ' ) - Logo z II z ' . Todos 
os limites da sucessão limitada (30; são justapostos entre si, 
razão porque a mesma ó convergente [p. 16, l. 8]. 

Podemos afirmar, por conseguinte, que : 

É condição necessária e suficiente de continuidade duma função 
limitada f[X) num conjunto fechado que o correspondente conjunto 
(x , /(X)) seja fechado (supõe-se que a elementos juxtapostos de A 
correspondem elementos juxtapostos de / ( A ) ) . 

Como corolário evidente vem a seguinte proposição, também 
fácil de justificar directamente: 

A função inversa duma função contínua nnm conjunto limi-
tado e fechado, quando existe, é contínua (supomos que elementos 
juxtapostos de /(A) são correspondentes a elementos mxtapostos 
de A). 

elemento a dum conjunto limitado e fechado A e um conjunto B. Logo o desvio 

A B representa a distância reduzida entre um determinado elemento de A e o 

conjunto B. 
1 Em tais condições o conjunto A é necessariamente fechado. Em geral: 

É fechada uma projecção dum conjunto fechado de ordem n sempre que a pro-
jecção complementar se/a limitada. 



I —- Teoremas gerais 
299 

/(*) ^ contínua e se A e / (A) são totalmente fechados, 
temos [/(X)] |/([X]) para qualquer subconjunto limitado X de A 
(supomos que elementos juxtapostos de / (A) são correspondentes 
a elementos juxtapostos de flj. 

Por outras palavras, se Z ó correspondente a X, também [Zl é 
correspondente a [X]. Na verdade, os con jun tos / (X) e / ( [ X | ) 
são juxtapostos [p. 308,1.11], e como/(!Xi) ó totalmente fechado, 
temos [ / (X)] I / ( [X]) . 

As operações representadas pelos símbolos [ ] e / são per-
mutáveis dadas as condições do enunciado l. 

Seia / ( x ) uma função definida e contlnuá num conjunto 
fechado A . Dado um subconjunto 1 de / ( A ) , façamos-lhe cor-
responder o maior subconjunto X' de A tal que Z ll/(X')2 . Se 

(31) l i , I z , 

é uma sucessão que tenda para 1 de vizinhanças de Z relativas 
a / ( A ) , a correspondente sucessão 

(32) X'i, X's X'íf . . . 

tende para X'. 
E claro que X' é um subconjunto do qualquer dos conjun-

tos X',-. Basta pois demonstrar que o limite integral X' da 

1 Como aplicação deduzimos as seguintes proposições, já directamente jus-
tificadas a p. 39, n." 16 e segs., e resumidamente enunciadas a p. 46, Z. 31: 

O lugar duma projecção dum conjunto limitado de orlem n é a correspon-
dente projecção do lugar do mesmo conjunto. O lugar do conjunto das distâncias 
entre as coordenadas de cada elemento dum conjunto limitado de segunda ordem 
é o conjunto das distâncias entre as coordenadas de cada elemento do lugar do 
mesmo conjunto. Em particular, o lugar do conjunto das distâncias entre cada 
elemento dum conjunto limitado A e cada elemento dum conjunto limitado B é o 
conjunto que se obtém da mesma maneira a partir de [A] e de [BL O lugar do 
conjunto das distâncias entre os elementos de A é o conjunto das distâncias entre 
os elementos de [A]. [veja-se p. 47, l. 3]. 

2 O conjunto X' é constituído pelos elementos de A que têm por corres-
pondentes para /"(x) elementos de [2], 

A subconjuntos juxtapostos de / (A) correspondera assim para A subconjuntos 
também juxtapostos. 
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sucessão (32) pertence a [X'J [p, 127, l. 28]. Cada elemonto 
de X1 juxtapõe-se a um elemento a de A e é limite duma suces-
são x,-, x s , •• , x u , • • • extraída duma subsucessão da (32). 
Por continuidade vem limf(xu) II/(a i, e, como a sucessão (31) 
tende para Z, o elemento / ( a ) pertence a [ Z ] . Logo a per-
tence a X'. 

Qualquer elemento de X'juxtapõe-se a um elemento de X', e 
por isso X' pertence a [X1] . 

Seja / ( x ) uma função definida e contínua num conjunto 
fechado A . Dado um subconjunto Z de / ( A ) , è fechado o maior 
subconjunto X' de A tal que Z II/(X') . 

E fechado, com efeito, o conjunto X' que figura na demons-
tração precedente, e acabámos de ver que X' e X' se juxtapõem 
elemento a elemento. 

Por conseguinte, a um subconjunto fechado Z de / ( A ) no 
qual figurem todos os elementos de / ( A ) que se juxtapõem a 
elementos de Z (como sucede por exemplo quando Z é total-
mente fechado) corresponde sempre um conjunto fechado X tal 
que Z l / ( X ) . 

Dado em particular um elemento Z de / ( A ) , ó fechado o 
conjunto de todos os elementos de A que têm por correspon-
dentes para / ( x ) elementos juxtapostos a z . 

Seja f i x) uma função definida e contínua num conjunto 
fechado A . Dado um subconjunto Z de f ( A ) , designemos por X' 
o maior subconjunto de A tal que ZII / (X') . Se o limite integral 
da sucessão 

/ ( X i ) , / ( X 2 ) / ( X j ) , . . . 

pertence a [ Z ] , também o limite integral da sucessão 

Xi, X2, • • • , Xj , 

pertence a [X1] . 
Tal qual como se procedeu há pouco, demonstra-se que um 

elemento qualquer do limite integral X da sucessão precedente 
juxtapõe-se a um elemento do X'. 

Quando a soma dos termos da mesma sucessão ó limitada, 

podemos escrever lim X, X' = 0 . 
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Se em particular a sucessão limitada Xi, X2, • • • , Xi, . . . é 
tal que Um f (Xi ) 1 = 0, também temos lim X;X' = 0 

Se a função f(x), definida em A , ê contínua no subconjunto B 
de [ A ] , limitado e fechado, a cada número positivo d correspon-
dem vizinhanças U e V de B relativas a A e a [A] e um número 
positivo s tais que seja 

co(X)<5 e tí(Y)<5 

piara subconjuntos quaisquer X e Y de (J e de V cujos diâmetros 
sejam inferiores a e [p. 298, 1. 7, e p. 308, 1. 19]. 

Podemos pois dividir a vizinhança V num número finito de 
partes em cada uma das quais a oscilação limite d o / ( x ) seja 
inferior a <3. 

As desigualdades 

/ ( x ) / ( * ' ) < a e u y T ¥ ) < $ 

verificam-se sempre que os elementos x e x' de U e os elemen-
tos y e y ' de V satisfaçam às condições x x ' < £ e y y ' < c . 

Supondo que é B 1 [ A l , vem a proposição seguinte : 

Se / ( x ) , definida no conjunto limitado A , é contínua em LA] , 
a cada número positivo ò corresponde um número positivo s tal 
que seja « (X) < d para qualquer subconjunto X de A de diâmetro 
inferior a s [CANTOU]. 

Temos po i s / (x ) / (X ' )<<5 sempre que seja x x ' < e 2 . 

1 Como corolário encontramos mais uma vez a proposição que diz: 
A função inversa duma função contínua num conjunto limitado e fechado, 

quando existe, è contínua (supomos que elementos juxtapostos cie/(A) só podem 
resultar de elementos juxtapostos de A). 

Efectivamente considerando uma s u c e s s ã o / ( X j ) , / ( x 2 ) , . . . , / ( x ^ ) , . . . que 
tenda para um dado elemento / ( a ) de / ( A ) , a sucessão x j , x j , . . x i . . . tende 
para a . 

2 Se / ( x ) é contínua num conjunto A limitado e fechado, a possibilidade da 
divisão de A num número finito de partes X em cada uma das quais seja <•> (X)<S 
não traduz o teorema de C A N T O U nem sequer 6 característica das funções contínuas. 
Qualquer função limitada/(x) definida num conjunto limitado A satisfaz a tal con-
dição. Efectivamente, uma divisão do conjunto de todos os elementos ( x , / ( x ) ) 
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Se / ( x ) é contínua no subconjunto B de [A], limitado e fechado, 
a cada número positivo ô correspondem vizinhanças U e \l ae B, 
relativas a A e a LAJ, e um número positivo s de maneira que 
seja 

j w m < à e m ~ m < z 

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', os dois primeiros de U 
e os outros de V, tais que se tenha XX'<e e YY'<e [p. 299, 1. 12]. 

Como corolário afirmamos que : 

Se f ( x ) é contínua no subconjunto B de [ A ] , limitado e fechado, 
as funções f (X) e 1 (Y), sendo a primeira definida nos subconjuntos 
limitados X de A e a segunda nos subconjuntos limitados Y de [ A ] , 
são contínuas no conjunto B e em todos os seus subconjuntos [p. 121, 
1. 1, e p. 268, 1. 21]. 

Por conseguinte, dado ura subconjunto limitado X de A, se 
/ ( x ) é contínua em [X] e se a sucessão Xi, X2, . • • , Xj, . . . , de 
subconjuntos de A, de soma limitada, tende para X, a corres-
pondente sucessão / (Xi ) , f(Xí) • . . , / ( X i ) , . .. tende p a r a / ( X ) . 

Quando em part icular f ( x ) é definida e contínua em todo 
o espaçóide a que pertence a variável x, a corresjjondente fun-
ção / ( X j é contínua em qualquer conjunto limitado X1 . 

—*• 

Se Xi, X2, • • •, X , , . . . satisfaz apenas á condição lim XiX = 0, 

também temos lim /'(Xi) _/(X) = 0 quando X é limitado e / ( x ) con-

t inua em [X]. Na verdade, os termos da sucessão precedente 

num número finito de partes de diâmetros inferiores a um dado número positivo 5 
determina uma divisão de A no mesmo número de partes, sendo manifesto que em 
cada uma delas a oscilação de / ( x ) ó inferior a S. No caso geral duma função 
qualquer definida num conjunto qualquer, podemos dividir êste numa infinidade 
numerável de partes em cada uma das quais a oscilação da função seja inferior a S. 

1 Os limites superior e inferior dum conjunto limitado de números reais 
são manifestamente funções contínuas desse conjunto. Por conseguinte, se a fun-
ção / ( x ) , definida em A , é contínua num dado subconjunto B de [ A i , limitado e 
fechado, e se / (A) é numérico e real, os limites superior e inferior do conjunto / ( X j , 
quando limitado, são funções contínuas 110 conjunto B e nos seus diversos subcon-
juntos [p. 307, I. 6]. 

Por exemplo, como a distância reduzida xY é uma função contínua de x 
concluímos que a distância reduzida XY e o desvio XY (respectivamente o limite 
inferior e o superior do conjunto das distâncias xY correspondentes aos diversos 
elementos x de X) são funções contínuas do conjunto limitado X . 
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podem considerar-se subcon jun tos dos termos cor respondentes 
duma sucessão de subcon jun tos de A, de soma l imitada, que 
tenda pa r a X. 

Se em par t icu la r a sucessão Xi, X j , . •. , Xj, • . . de elementos 

de A é t a l q u e limXiX — 0, v e m limf(Xi)fÇk) = 0 , s u p o n d o 

ainda que f(X) é cont ínua no con jun to l imitado [XI. 

Se f ( X ) é continua no subconjunto B de [Al, limitado e fechado, 
a cada número positivo <5 correspondem vizinhanças U e V de B 
relativas a A e a [A] e um nómero positivo e de maneira que seja 

| M ( X ) — M(X')! <õ e IQ(Y) — Q(Y')!<3 

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', os dois primeiros de U 
e os outros de V, tais gue se tenha X X ' < £ e Y Y ' < j [p. 300, 1. 4]. 

Logo , s e f ( x ) é cont ínua no subconjun to B de [Al, l imitado 
e fechado, as oscilações w(X) e O(Y), a pr imeira das quais é 
definida nos subconjun tos l imitados de A e a segunda nos 
de [Al, são cont ínuas no conjunto B e nos seus diversos subcon-
j u n t o s i . A função Q(y) , em par t icular , é cont ínua nos ele-
mentos y de cont inuidade d e / ( x ) . 

Seja Z l / (x) uma função contínua num conjunto limitado e 

fechado A . Consideremos uma função 9 (z) definida no con-

junto f ( A ) . Dado um elemento z' de f ( A ) , designemos por X' 
o maior subconjunto de A tal que seja z' il/^X'). E condição 

necessária e suficiente de continuidade da função de função 

?(/(*)) 710 conjunto X' que 9 (Z) seja continua no elemento z' 

{supomos que a elementos juxtapostos a z' correspondem para 

9 (z) elementos juxtapostos a <p(z'). 

Demons t remos que a condição é necessár ia . Sendo f ( x ) 
cont ínua no con jun to fechado A, dada qualquer sucessão de 
elementos de/"(A) 

Z i í / ( X i ) , Z s ! / ( X i ) , . . . , Z i l f ( X i ) , . . . 

1 Ao mesmo resultado também podemos chegar notando que « (X) e fi (Y) 
são funções contínuas de / ( X ) e de X (Y) [p. 118, 1. 23] e que estas últimas são 
contícias em B e nos seus diversos subconjuntos, como atrás dissemos. E uma 
aplicação do teorema de continuidade da função de função. 
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que tenda para o limite z ' , temos lim XjX' = 0 [p. 313, 1. 1]. Se 
? ( '/(*)) ® contínua no conjunto X', que é limitado e fechado 
[p. 312, 1. 9], temos também 

« * ? ( / ( * ) ) 9 ( / ( X Q ) = 0 [ p . 3 1 5 , 1 . 4 ] , 

ou /m <p (Zi) ?(Z/) = 0. A função ç(z) é pois contínua em z ' . 
A condição é suficiente como atrás se demonstrou [p. 307,1.6]. 
Por conseguinte afirmamos que: 

Sendo f ( x ) definida e continua mim conjunto limitado e 
fechado A, è condição necessária e suficiente de continuidade 
da função de função o (f'(X)) em A que cp (z) se/a contínua em 
/ ( A ) (supomos que a elementos de f ( A ) juxtapostos entre si corres-
pondem para <p (Z) elementos também juxtapostos) l. 

Seja K um contínuo limitado contido em [A] . Se / ( x ) , definida 
em A , è contínua em K , o conjunto limite 1 (K) é um contínuo [p. 300, 
1. 21] 2. . 

Como corolário deduzimos que : 

Se f ( t ) é definida e contínua num contínuo limitado K, o con-
junto / (Kj também è um contínuo [CAUCHYJ . 

Se /'(X) è contínua num conjunto C tal que dois quaisquer dos 
seus elementos se unam por um contínuo limitado nêle contido, o 
conjunto / (C) satisfaz à mesma condição 3. 

1 Outro modo de provar a condição necessária consiste em demonstrar que 
é fechado o conjunto dos elementos de segunda ordem (z , ç (z)) [p. 310, 1. 19] 
(recordemos que o conjunto A , e por conseguinte os conjuntos / (A) e y (/(A)) , 
são limitados e fechados). Basta para isso notar que é fechado o conjunto dos 
elementos de terceira ordem (x , / ( x ) , 9 (/(x)) [p. 310, nota] o que se torna 
evidente em virtude da suposta continuidade das funções f ( X ) e 9 (/(.x) ) no con-
junto limitado e fechado A. 

2 Êste contínuo pode degenerar num só elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. : 

3 Do teorema de C A U C H Y e da proposição a p. 301, 1. 1, deduz-se o seguinte 
E contínua a função inversa, caso exista, duma função de elementos numé-

ricos reais definida e contínua num conjunto tal que dois quaisquer dos elemen-
tos se unam por um contínuo limitado nele contido. 

Seja z l / ( x ) a função considerada, definida em A . O conjunto / (A) é um 



t — Teoremas gerais 317 

Se a função / ( x ) é definida e continua num conjunto C perfei-
tamente conexo [p. 301, l . a nota], o conjunto f (C) também è perfei-
tamente conexo (*). 

Consideremos, com efeito, uma divisão d e / ( C ) em duas par-
tes Z e Z'. Sejam X e X' os maiores subconjuntos de C que 
façam Z l/(X) e Z' \ f (H ' ) . Existe por hipótese um elemento C 
do produto CX[X]X[X'] , e, c o m o / ( x ) é contínua em c, o ele-
mento correspondente f [ t ) pertence a [Z] e a [Z'.l. O pro-
duto t / (C)X [Z] X [Z'] é por conseguinte provido de elementos. 

De idêntica maneira se demonstra a seguinte proposição: 

Seja / ( x ) uma função definida num conjunto C tal que, 
para qualquer divisão deste em duas partes X e X', exista o 
produto [X] X [X']. Se / ( x ) é contínua em [C], o conjunto f{C) 
satisfaz à mesma condição: seja qual fôr a maneira de o divi-
dirmos em duas partes Z e Z ' , existe o produto [Z] X [ Z ' ] . 

Em part icular : 

Se f ( x ) , definida num conjunto limitado e conexo C, é contí-
nua em [G], o conjunto f(C) é conexo. 

Supondo fechado o conjunto C que figura nesta proposição, 
obtemos mais uma vez o teorema de CAUCHY acima enunciado. 

Seja K um contínuo limitado contido em [A]. Se f (x), defi-
nida em A, é continua em K, a cada número positivo ò corres-
ponde um positivo s tal que, para quaisquer vizinhanças II e II 
de K, relativas a A e a [A], que distem de K menos de s, as des-
conexões dos conjuntos / ' ( U ) , X ( U ) e X(V) sejam inferiores a o 
[p. 302, 1. 14]. 

intervalo porque dois quaisquer dos seus elementos unem-se por meio dum inter-
valo contido em/ (A) . Tomemos um elemento Zo I /(Xo) e consideremos um inter-
valo de centro z0 tal que a parte contida em / ( A ) seja um intervalo fechado I. 
Sejam / (x') e / ( x 7 ) os extremos de I. Os elementos x' e x" unem-se por meio 
dum contínuo limitado K contido em A. O conjunto/(K) é um intervalo; a èle 
pertence I. Ficamos assim reduzidos ao caso já considerado duma função contínua 
sobre um conjunto limitado e fechado K. Logo a uma sucessão de elementos 
de / (A) que tenda para z0 correspoude unia sucessão de elementos de A que tende 
para x o • 

(') Da proposição a p. 301, 1. 1, conclui-se imediatamente q u e / ( C ) é um 
conjunto conexo. 
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Seja f(x) uma função definida, limitada e contínua num con-
junto A. Consideremos um subconjunto conexo C de [A]. Se 
existe uma sucessão de subconjuntos de A perfeitamente conexos 

Ci, C2, • • •, Ci, • • • 

cada um dos quais contenha uma vizinhança de C e tais que seja 

Um Ci C = 0, o conjunto limite 1 (C) é um contínuo (l). 
Na verdade, demonstrámos há pouco que os conjuntos / (C;) 

são conexos [p . 292, ]. 1] (2). 

(') Dispensa-se a hipótese da limitabilidade de / (x) quando o conjunto / (A) 
ó numérico e real [p. 294, obs.]. 

(2) Considerando, por exemplo, uma função definida, limitada e contínua, 
num intervalo aberto, o conjunto limite numa das extremidades é um contínuo. 

Se uma função f ( x ) , definida num intervalo incluindo uma das extremida-
des x1, é contínua nos pontos interiores, o conjunto limite em x', caso exista, 
da razão 

/ ( » ) f ( x > ) 

X — x ' 

é um intervalo [p. 294, nota (1)]. 
Se uma função f ( p ) do ponto p dum espaço ordinário de mais de uma dimen-

são é limitada e cont/nua nos pontos duma esfera de centro p', à excepção dêste 
ponto onde não a definimos, o respectivo conjunto limite em p' é um contínuo. 

Supondo esta função definida em p', o conjunto limite da razão 

P P1 

quando existe, é um intervalo, mesmo que / ( p ) não seja limitada na referida 
esfera. 

Seja / ( z ) uma função de variável imaginária z definida no conjunto A dos 
pontos de certo círculo do qual excluímos o centro z' e a circunferência C que o 
limita. Se / (z) é limitada e continua em A, os respectivos conjuntos limites X (z;) 
e X (C) são contínnuos. 

Se / (z) é contínua em z' e se a razão incremental 

/ ( g ) - X ( z ' ) 
z — z' 

se mantém limitada em A, o conjunto limite em z' da mesma razão é um 
contínuo. 
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Seja f\X) uma função definida, limitada e contínua no con-
junto A ( 1 ) . Suponhamos que o subconjunto C de [A] verifica a 
seguinte propriedade: seja qual fôr a sucessão Xi, X2, • • • X;, • • • 
de elementos de A que faça lim X; C = 0, há uma ordem a partir 
da qual dois elementos quaisquer X; e Xi> pertencem a um con-

junto perfeitamente conexo C c o n t i d o em A de tal modo que se 
tenha lim C , / - C = 0. Nestas condições o conjunto limite 1 ( C ) 
é um contínuo [p. 292, 1. 22] . 

Seja / ( x ) uma função definida e contínua num conjunto C no 
qual dois quaisquer dos elementos pertençam a um contínuo limi-
tado contido em C. Admitamos que, para um certo elemento z 
de f ( X ) , existem em C contínuos K que façam / " ( K ) II Z. Se cada 
elemento de qualquer dêsses contínuos determina uma vizinhança U 
do mesmo elemento relativa a C que faça ainda / ( U ) II Z, temos 
também f(C) II Z . 

Consideremos a colecção dos contínuos K a que se refere o 
enunciado. Por se r / ' (x ) uma função contínua em C, qualquer 
contínuo contido em C que se juxtaponka a uma soma de con-
tínuos da colecção é um contínuo da mesma colecção. Além 
disso, por fôrça das condições impostas no enunciado, seja qual 
fôr a sucessão Xi, X2, . . . , x 4 , • •. de elementos de C que tenda 
para um elemento de um dêsses contínuos, temos, a part i r 
de certa ordem, f(Xi) IIZ. Por êste motivo, cada contínuo 
limitado da colecção determina uma vizinhança V relativa a C 
na qual é / " ( V ) II Z [p. 276, 1. 7J. Qualquer contínuo contido 
em V é pois um dos da colecção considerada. A proposição 
enunciada a p. 269, 1. 33, diz então que a soma dos con-
tínuos limitados da colecção é o conjunto C, sendo por 
isso/(C) II Z (2). 

Sejam h ( x ) e k ( x ) funções definidas e contínuas num con-
junto C no qual dois quaisquer dos elementos pertençam a um 

(•) Primeira nota da página precedente. 
(2) Se por exemplo uma função numérica de variável independente imaginá-

ria, holomorfa num domínio elementar aberto, é constante sobre um contínuo nêle 
contido (basta para isso que se mantenha constante sobre um conjunto que admita 
um derivado do ordem o contido nesse domínio) a mesma função ó constante em 
todo o domínio. 
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contínuo limitado contido em C. Admitamos que existem em C 
contínuos K tais que seja h ( x ) II k ( x ) em cada um dos seus ele-
mentos x. Se qualquer dêstes elementos determina uma vizinhança 
relativa a C em cujos elementos teuha ainda lugar a mesma justa-
posição, esta vevifica-se em todos os elementos de C. 

Efect ivamente, a função A(x) k ( x ) encontra-se nas condições 
da função / ( x ) considerada na proposição anterior. 

1 i 
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II 

C O N V E R G Ê N C I A DAS F U N Ç Õ E S 

9 1 . Convergência s imples .— Uma função - f (x ,y ) definida 
num conjunto composto ( A , B) determina, para cada y em B, uma 
função da variável X definida em A; representemo-la por /y (X) . 
Seja b nm elemento limite de B. Dado um elemento a de A, dize-
mos que as funções f7 ( x ) são simplesmente convergentes em a ao 
tender y para b quando a função F { a , y ) é contínua no elemento b. 
Neste caso o conjunto limite da função F ( a , y ) era b consta de 
elementos juxtapostos entre si e constitui o limite simples das fun-
ções / y ( X ) em a ( y - b ) l . Dizemos que estas funções conver-
gem simplesmente para c em a (y->-b) quando c pertence ao limite 
simples das mesmas funções em a. Para que C seja elemento do 
limite simples de/y(x) em a ( y - * b ) é pois necessário e suficiente 
que se tenha 

limfy (a) C = 0, 
y-*b 

ou que a um arbitrário 5 > 0 se oponha um e > 0 tal que se tenha 

,/y (a) C < ô 

sempre que y b < e . 

É condição necessária e suficiente para que as funções f7 (X) 
sejam convergentes em a (y —»- b) que se tenha 

W y ( a ) / y ( a ) = 0 
y->-b, y ' -*b . 

1 O símbolo y -* b substitui a frase: ao tender y para b. 

23 
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E condição necessária e suficiente para que as funções fy (x) 
sejam convergentes em a (y->• b) que a um arbitrário 5>0 se 

oponha um e > 0 tal que se tenha 

/TTa.» A ' ( a ) < 5 

sempre que y b <C e o y' b <C e. -

Seja c um elemento do limite das funções f7 (x) em a (y b) . 
Consideremos uma função <p (u) definida no conjunto dos elementos 

de todas as funções fy ( x ) , contínua no elemento C. As funções 

?(/y(*)) são convergentes em a (y->-b). 

É uma aplicação do teorema da continuidade duma função de 
função [p. 307, l. 6]. 

Sejam 

(11 /y(X) , r/y'X), . . . 

n famílias de funções definidas num mesmo conjunto A com y 
qualquer em B. Se estas funções convergem em a para os ele-

mentos C, d, . . . (y^b) as funções compostas 

(2) ( / y (X) , flTy (X) , - . . ) 

convergem em a para o elemento ( c , d, . • .), e reciprocamente 

[p. 307, l. 12]. 

Combinando estas duas proposições vem a seguinte: 

Se n famílias de funções (1) convergem em a para os elemen-

tos c, d , . • • (y b) e se cp ( l i , V, • • •) ê uma função definida 

no conjunto dos elementos da função composta (2>, continua no 

elemento (C, d, ...), as funções 

( 3 ) ? ( / y ( * ) , 0y(X), • • • ) 

são convergentes em a (y-»-b). 

Dizemos que as funções /y (x) são simplesmente convergentes 
em A ( y - b ) quando a simples convergência se verifica em cada 
elemento deste conjunto. À função / ( x ) que faz corresponder a 
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cada elemento x de A o limite das funções/y(x) ( y - » b ) chamamos 
limite simples das mesmas funções em A (y — b ) . 

Se as n famílias de funções (1) convergem em A para as fun-
ções 

/ ( x ) , 0(X), 

e se <p (u, V, ...) é uma função definida e continua no lugar do 
conjunto dos elementos da função composta (2), as funções (3) con-
vergem em A para a função 

?(/(*)> 9 (*), •••)• 

Consideremos agora o caso particular era que B consta dos 
números inteiros positivos, ou seja o caso duma sucessão de funções 

( 4 ) / i ( x ) , / 2 ( X ) , . . . , fi(X), . . . 

definidas num mesmo conjunto A. Os conjuntos fi (A) pertencem 
a um mesmo espaçóide. O termo geral fj(x) representa uma função 
da variável abstracta x e depende da variável inteira i. Dizemos 
que a sucessão (4) é simplesmente convergente num elemento a 
de A quando as funções fí(t) são simplesmente convergentes em a 

ao tender i para infinito (ou u = 4- para zero), isto é, quando se 

dá a convergência da sucessão 

fi(a), ft(a), . . . , / , ( a ) , . . . 

Os respectivos limites, juxtapostos entre si, constituem o limite 
simples da sucessão (4) no elemento a. 

Quando a propriedade se verifica em cada elemento de A, dize-
mos que a sucessão é simplesmente convergente neste conjunto, e 
que tende ou converge para o respectivo limite / ( X ) . 

Suponhamos que n sucessões de funções, de termos gerais 

(5) f i ( x ) , g i (X), . . . , 
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definidas num mesmo conjunto A, convergem em a para os ele-

mentos C, d, .-• Se <p(u, V, • • •) è uma função definida no 

conjunto dos elementos das funções compostas 

( 6 ) ( / í ( X ) , <7i(X), • • • ) 
i= l 2 i— 1» ^ » • •• > 

contínua no elemento ( c , d, . . . ) , a sucessão de termo geral 

(?) ? ( / < ( * ) , 9í(*)i • • • ) 
é convergente em a. 

Suponhamos que as n sucessões de termos gerais (5) conver-

gem em A respectivamente para f{x), (j (X), • •. Se <p (n, V, • • •) 
é uma função definida e contínua no lugar do conjunto dos ele-

mentos das funções compostas (6), a sucessão de termo geral (7) 
converge para 

< ? ( / ( * ) . f l r ( x ) , • • • ) • 

Nota. — As duas proposições precedentes abrangem os casos 
particulares de n = 1 e de 

? ( u , v , . . . ) I (u, V, . . . ) . 

92. Convergência quase-uniforme. Consideremos uma famí-
lia de f u n ç õ e s / y ( x ) definidas e conjuntamente limitadas num con-
junto A com y qualquer em B. Seja b um elemento limite de B. 
Suponhamos que as funções fy(x) admitem um limite simples f{x) 

em A (y — b) . 

Seja a um elemento limite de A; designemos por Xy(a) e 
os conjuntos limites em a d ey y (x ) e d e f ( X ) , e por £2y(a) e í í ia ) 
as respectivas oscilações limites nesse elemento. 

i — A condição 

( 1 ) liml7(l) II X ( a ) 

è suficiente para que seja [p. 118, l. 17] 

(2) limQ. y (a ) = £2(a). 
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Como corolário vem: 

ii — Quando as funções fy ( x ) são contínuas em a, a condi-
ção (1) é suficiente de continuidade de f(X) em a. 

iii — Quando as funções fy ( x ) são definidas e contínuas em a, 
a condição (1) é necessária e suficiente de continuidade de f ( x ) 
em a. 

É necessária, pois a condição de convergência simples 

limfr(a) I I / ( a ) 

toma a forma (1) quando as funções / y ( x ) e t / (x ) são contínuas 
em a. A mesma condição é suficiente como dissemos preceden-
temente. 

Continuemos a considerar um elemento limite a de A, perten-
cente ou não a este conjunto. Generalizando uma definição de 
ARZELA, dizemos que as funções / y ( x ) são quase-uniformemente 
convergentes em a ao tender y para b quando a um arbitrário 
3 > 0 se opõe um e > 0 que verifique a seguinte propriedade: 
sempre que seja y b < e existe uma vizinhança U y de a onde se dá 
a desigualdade 

f y (X) / ( X ) < 3 . 

IV — A convergência quase-uniforme das funções fy ( x ) no ele-
mento a ( y - » b ) é suficiente para que se verifique a condição (1). 

Com efeito, mostra a condição precedente que a um elemento 
qualquer de Ay(a), com y b < £ , corresponde nm elemento de X(a) 
a uma distância do primeiro não superior a <J, e inversamente. Logo 
temos 

sempre que y b < e , isto é, verifica-se a condição (1). 

v — A convergência quase-uniforme das funções fy ( x ) em a é 
suficiente para que se verifique a condição (2). 

Resulta das proposições iv e i. 
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VI — Se as funções /y(x) são continuas em a, a convergência 
quase-uniforme em a é condição suficiente de continuidade de /(x) 
nesse elemento. 

Resulta das proposições iv e n. 

vn — Se as funções f7 (x) são definidas e continuas em a, a 
convergência quase-uniforme em a ê necessária e suficiente para 
que se verifique a condição (1) nesse elemento. 

Com efeito, quando as funções f7 (x) são contínuas em a, e 
dada a condição (1), resulta a continuidade de / ( x ) em a ( p r o p . n). 
Segue-se que a distância / y ( x ) / (X) ê uma função contínua em a. 
Dado 3 > 0 corresponde lhe um e > 0 tal que seja 

/ y ( a . ) / ( a ) < 5 

sempre que y b < e . Logo a cada um destes y opõe-se uma vizi-
nhança Uy de a na qual se verifica a desigualdade 

/y(x) /(x)<3. 

Tem pois lugar, necessariamente, a convergência quase-uni-
forme em a . 

Já se provou que a condição é suficiente. 

viu — Se as funções /y(X) são definidas e contínuas em a, a 
convergência quase-uniforme em a é necessária e suficiente de con-
tinuidade de / (X) nesse elemento. 

Resulta das proposições vn e i i i . 

Obs. — Quando as funções / y (x ) são definidas e contínuas em a, 
podemos dizer que se verifica a convergência quase-uniforme neste 
elemento (y->-b) quando a cada 5 > 0 corresponde uma função 

fy (x), com y b tão pequena quanto quisermos, à qual se oponha 
um vizinhança de a onde seja 

/ y ( x ) / ( x ) < ò . 

Efectivamente, nestas condições podemos extrair das funções 
fy (x) uma família de funções numeráveis 

/ y . ( x ) ( t = l , 2 , . . . ) 
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tais que Z»w?yjb = 0, funções que sejam quase-uniforraemente con-
vergentes em a (y»-»b). As funções / y (x) são contínuas em a , e 
o mesmo sucede à função l imite/(x) ( p r o p . viu). Logo as funções 
dadas / y (x ) convergem quase-uniformemente em a (y b ) , como 
resulta da mesma prop. viu. 

CASO DUMA SUCESSÃO DE FUXÇÕES. — Q u a n d o o c o n j u n t o B é 

constituído pelos números inteiros positivos, as funções fy ( x ) dis-
põem-se numa sucessão 

/ l ( x ) , . /à(x) , / < ( x ) , . . . 

Seja f ( x ) limite simples desta sucessão no conjunto A . Dado um 

elemento limite a de A, dizemos que a sucessão é quase-uniforme-

mente- convergente em a quando as funções/ t-(x) são quase-unifor-

memente convergentes em a ao tender i para infinito (ou ~ para 

zero). 

Como casos particulares das proposições precedentes veem os 
seguintes enunciados: 

i' — A condição 
(l') lim l (a) = 0 

é suficiente para que seja 

(2') lim Q, (a) = i l ( a ) . 

l i ' — Quando as funções fi(x) são contínuas em a, a condi-
ção (1') é suficiente de continuidade de f ( x ) nesse elemento. 

I I I ' — Quando as funções f (x) são definidas e contínuas em a , 
a condição ( 1 ' ) ê necessária e suficiente de continuidade de f ( x ) 
nesse elemento. 

iv' — A convergência quase-uniforme da sucessão em a é sufi-
ciente para que se verifique a condição (1'). 

v' — A convergência quase-uniforme da sucessão em a è sufi-
ciente para que se verifique a condição (2'). 
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VI' — Se as funções /,(X) são contínuas em a, a convergência 
quase-uniforme da sucessão em a e suficiente de continuidade de 

f ( x ) nesse elemento. 

v i l ' — Se as funções fi(x) são definidas e contínuas em a, a 
convergência quase-uniforme da sucessão em a é necessária e sufi-
ciente para que se verifique a condição (1') nesse elemento. 

viu' — Se as funções fi(x) são definidas e contínuas em a, a 
convergência quase-uniforme da sucessão em a é necessária e sufi-
ciente de continuidade def(x) nesse elemento (ARZELA). 

93. Convergência uniforme. — Continuemos a considerar 
uma função F(x,y) definida num conjunto composto ( A , B ) e a 
correspondente família de funções fy ( x ) . Sejam b um elemento 
limite de B, e a um elemento de [ A ] . Dizemos que as funções fy (x ) 
são uniformemente convergentes em a ao tender y para b quando a 
distância 

é uma função contínua de (x ,y ,y ' ) no elemento ( a , b , b ) (e por-
tanto nula neste elemento), ou seja quando 

Umfy ( x ) f y ' ( x ) = 0 

x-»-a, y~*b, y '-+b-

A convergência uniforme em a (y -»b) continua a verificar-se 
quando a e b se substituem por elementos que lhes sejam juxta-
postos. 

Dada a convergência uniforme em a (y->-b), se o elemento a 
pertence a A vem, em particular, 

Z m / y ( a ) / y ' ( a ) = 0 
y-+b, y ' b, 

isto é, as funções/y(x) são simplesmente convergentes em a ( y - > b ) . 
O limite simples em a chama-se agora limite uniforme ( y - » b ) . 
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Para que as funções fy (x) sejam uniformemente convergentes 
em a ( y - b ) é necessário e suficiente que a um arbitrário ò > O se 
oponha um e>0 tal que seja 

(1) / y (x ) fy>(X)<3 

sempre que x a < e, y b < e , y ' b < e . 

Se f ( \ ) é limite simples das funções fy(x) em a (y —>- b ) , para 
que no elemento a a convergência seja uniforme é necessário e 
suficiente que a distância fy (x) / (x) seja contínua e nula no ele-
mento ( a , b ) . 

Com efeito, dada a convergência uniforme das funções fy (x) 
em a (y — b ) , ao arbitrário <5>0 opõe-se um £ > 0 nas condições 
do enunciado precedente. Fazendo tender y' para b na desigual-
dade (1) vem 

A W / W ^ 

sempre que x a < e, y b < e. A condição é, pois, necessária. 
E é suficiente porque, verificada ela, temos 

fy1 (X) 1 Um ( / y ( x ) / i x ) + / ( x ) f y ' (x)) = 0 
x-s-a, y-*b, y'-*b-

É pois condição necessária e suficiente de convergência uni-
forme em a ( y - b ) que ao arbitrário 3 > 0 se oponha um e > 0 tal 
que seja 

f y ( x ) f ( x ) < ò 

logo que se tenha x a < £ , y b < £. 
Mostra esta condição que: 

A convergência uniforme é um caso particular de convergência 
quase-uniforme. 

Por conseguinte: 

Se as junções fy (x) são continuas em a e se a convergência 
neste elemento é uniforme ( y - * b ) , o limite simples é uma função 
continua no mesmo elemento. 

24 
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Sejam X y ( x ) e X ( x ) os conjuntos limites d e / y ( x ) e de fíx) no 
elemento x de [A]. 

Se as funções / y ( x ) são uniformemente convergentes em a 
(y - b ) , temos 

lim > y ( a ) V ( ã ) == 0 , Um / y ( a ) > (a ) = 0 . 
y->b, j'~*b y b 

Na verdade, da condição de convergência uniforme em a, 

J y ( X ) f r ( X ) < d 

xã< e i ylJ<t> F^Ce i 

resulta 

M ã T M ã j < 3 
yb<c, y 'b<s, 

e da condição 
f { x j f ( x ) < ô 

x a < s, y b < t, 

resulta 

r y ( a ) / ( a ) 
7B<t • 

Sejam wy(X) e &>(X) as oscilações, que supomos finitas, de / y ( x ) 
e d e / ( X ) n u m subcon jun to X de A. 

Se a convergência das funções fy(x) é uniforme em a (y -* b) 
ao arbitrário § > 0 opõe-se um e > 0 tal que seja 

(2) | co y (X)-w(X) |<á 

sempre que X a < e e y b < s. 

Com efeito, a cada — >0 opõe-se um s > 0 tal que 
2 

/ • ( x ) / ( x ) < ! 

logo que seja x a < e, y b < e . Verifica-se, pois, a condição (2) 
(podendo figurar = em vez d e < ) sempre que se tenha X a < s , 
y b < e [ p . 296, (23)]. 
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Se a convergência das funções fy (X) é uniforme em a (y->b), 
ao arbitrário o > O opôe-se um e > O tal que seja 

I COy(X) &>y'(X) | <Ò ' 

sempre que X a < e, y b < £, y 'b < s . 

Resulta da proposição precedente. 

Se a convergência das funções fy (x) é uniforme em a (y->b) 
as funções Qy (x) convergem uniformemente para Í2 (a) em a (y -»b) 
(continuamos a supor que estas oscilações são finitas). 

Partamos da condição expressa na penúltima proposição. Tome-
mos um elemento X de [Al tal que x a < £ . Para qualquer vizi-
nhança U de x que faça U a < e verifica-se a condição 

| b , ( U ) — » ( U ) | < 3 . 

Quando U tende para x esta desigualdade transforma-se na 
seguinte [ p . 295, l. 17]: 

J Oy (x) — Q 

* a < í , y b < e • 

Esta condição exprime que as funções Q y (x) são uniformemente 
convergentes em a (y~*b). 

Se a convergência das funções fy (x) é uniforme em a (y —»- b), 
temos 

Z M Q y ( a ) = Q ( a ) , 
y-»b , 

isto é, as funções Qy (x) convergem simplesmente em a (y-»-b) 
para Í2 (a). 

Na verdade, vimos que as funções Í2y (x) convergem uniforme-
mente em a para O (a) , e portanto dá-se a simples convergência 
nesse elemento. 

Mais uma vez se verifica que, se as funções fy (x) são contínuas 
em a e se a convergência neste elemento é uniforme, o limite é uma 
função contínua e m a . 
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Seja f iU) uma função definida e uniformemente contínua no 
conjunto dos elementos das funções fy (x). Se estas funções são 
uniformemente convergentes em a (y -> b), o mesmo sucede às fun-
çõesy(fy (X)). 

Efectivamente, das condições 

lim <f (u) 9 (ll') = 0 e lim fy (x) fy / (X) = 0 

uTP -»• 0 x-»a,y-»b,y'->b 

resulta 

9 { f y ( * ) ) ? ( / y ' ( x ) ) = 0 
x-*a, y-»-b, y ' - ^ . 

Se n famílias de funções 

( 3 ) / y ( x ) , gy OQ,... 

definidas num mesmo conjunto A, com y qualquer em B, são uni-

formemente convergentes em a (y -»b), o mesmo sucede à função 

composta 

( 4 ) < b ( X ) I ( / , ( * ) , < 7 y ( X ) , . . . ) , 

e reciprocamente. 

Esta proposição resulta imediatamente das relações seguintes: 

fy (X) / ,»(*), ,<7y(X) ôfy(X),. .. < (X) <|v(X) 

+ ,(X) ^ y ' ( x ) < / y ( x ) /y(X)+5fy(X) < / y ( X ) + . . . 

Combinando esta proposição com a precedente, vem: 
Seja <p (u) uma função definida e uniformemente contínua no 

conjunto dos elementos das funções ( 4 ) . Se as famílias de fun-
ções ( 3 ) são uniformemente convergentes em a (y -> b), o mesmo 
sucede às funções 

? ( / y ( X ) , < 7 y ( X ) , . . . ) -

Dizemos que as funções fy (x) são uniformemente convergentes 
num subconjunto de [A] ao tender y para b, quando a convergência 
uniforme se verifica em cada elemento desse subconjunto (y-*b). 
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Para que as funções fy (x) sejam uniformemente convergentes 

em A (y ^bj é suficiente que se tenha 

( 5 ) « m / y ( X ) / , ' ( « ) = O 

y->b, y ' b 

independentemente de X em A. 

Porque, se a é um elemento de [ A l , desta condição deduz-se, 
em particular, 

/ m / y ( x ) / y ( X j = 0 

x-*a, y I ) , y'->b. 
Logo: 

P a r a funções f , ( x ) sejam uniformemente convergentes 

em [AJ (y b) é suficiente que a um arbitrário ô > 0 se oponha 

um e > 0 tal que seja 

/ y ( X ) / y ' ( x ) < 3 . 

sempre que y b < £ , y' b < e. 

Se A é limitado, para que as funções f (x) sejam uniforme-

mente convergentes em [A] (y-*b) é necessário e suficiente que se 

verifique o limite (5) independentemente de x em A. 

A condição é necessária porque, se a convergência uniforme se 
verifica era cada elemento de [Al, a distância / y ( x j . / j - ' ( x ) é, por 
definição de convergência uniforme, uma função contínua (e por-
tanto nula) em todos os elementos ( x , b , b ) , ou seja no conjunto 
composto ( f A l , b , b ) . Como este conjunto é limitado e fechado, 
segue-se que a um arbitrário 3 > 0 opõe-se um s > 0 tal que 

/ y ( X ) / ' W < 3 

sempre que y b < e , y b < e , [p. 313, l. 13]. 

Yerifica-se, pois, o limite (5) independentemente de X em A. 

Já dissemos que a condição é suficiente. 

Designemos por G (y) o conjunto dos elementos duplos ( x , / y ( x ) ) , 
com y constante e X variável em A, e por C o conjunto dos ele-

mentos (x , / ( X ) ) . 
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Se as funções fy ( x ) são uniformemente convergentes em [ A ] 
( y - » b i , temos 

lim C (y) II C 
y-»b. 

Para a demonstração suponhamos, primeiro, que A é limitado. 
A cada 3 > 0 corresponde então um s > 0 tal que seja 

/y(X) / ( X ) < 3 

sempre que y b < e independentemente de X em A. Logo, se y satis-
faz a esta desigualdade, a cada elemento ('x,/y(x)') de C (y) corres-
ponde o elemento ( x , ./"(x)) de C a uma distância do primeiro 
inferior a 3, e inversamente. Temos pois 

C(y) C < 3 
para y b < t, ou seja 

lim C (y) II C . 
y-*b. 

Seja agora A ilimitado. Temos em vista demonstrar que, dada 
uma sucessão 

y i , y s , • • y i , . . . 

de elementos de B que tenda para b, os correspondentes conjuntos 

(6) C ( y i ) , C ( y 2 ) , . . . , C ( y i ) , . . . 

tendem para C. Comecemos por decompor A numa infinidade nume-
rada de conjuntos limitados que divirjam para infinito, recorrendo 
para isso a uma sucessão de esferóides concêntricos cujos raios 
cresçam para infinito. A esta divisão de A corresponde uma divi-
são de cada conjunto C ( y » ) em partes 

C i í y O , C 2 ( y M y , ) , . . . 

e de C também em partes 
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A sucessão (6) decompõe-se assim uuma infinidade numerada 
de sucessões 

M y i ) , C ; ( y 2 ) , . . . , C ; ( y < ) , • • • 
0 = 1, 2 , . . . ) • 

Mas, pelo que já demonstrámos, vem 

Um C/yOUCy 0 = 1 , 2 , . . . ) 
1 —> oo 

Logo também temos [p. 136, l. 27] 

Um C (y<) II C . 

Dada a convergência uniforme, se as funções f7 ( x ) representam 
curvas ou superfícies, podemos dizer que estas são funções contínuas 
do parâmetro y no elemento b. 

Obs. — Notemos que, se a convergência uniforme das fun-
ções /y (x ) é tal que 

u w m < ò 

com y b < £ independentemente de x em A , vem 

Um C(y<) C == O, 
e portanto 

lim C(y) C = 0 
y - * b . 

Ainda no mesmo caso temos 

Z m / y ( A ) f(A) = 0 , 

y->b 

condição esta que resulta do limite precedente [p. 64, l. 7]. 

Se Z m C ( y ) C = 0 

e se f(x) è contínua num elemento a de [ A ] , a convergência das 
funções fy (x) (y -»• b) é uniforme em a. 
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Consideremos uma sucessão 

(7) Xd, X 2 , . . . , X < , . . . 

de elementos de A que tenda para a, e uma sucessão 

(8) y i , y . , ••• 

de elementos de B que tenda para b. Ao elemento (Xi, f y i (X,:)) 

de C(y,) corresponde um elemento (x j , / (x [ - ) ) de C cuja distância 

ao primeiro é inferior a 

CTyTC + f . 

Dando a i os valores 1, 2 , . . . , como 6 

lim C(Yi) C = 0 , 

temos também 

lim (Xi, /yj(Xi)) (x; , f ^ ) ) = 0 , 

e portanto 
Um Xi X'i = 0 e lim fy.(Xi) f(x'i) = 0. 

Mas 

lim x 't a ^ lim (x'i Xt + x, a) = 0 , 

e, por continuidade d e / ( x ) em a, 

Um /"(Xi) f(x'i) = 0. 
Logo 

Um fyi(Xi) f(Xi) = Um f7i(Xi) f(x'i) + Um f(Xi) f ( x ' t ) = 0 

Como as sucessões (7) e (8) são arbitrárias, temos 

lim fy (x) / ( x ) = 0 

e as funções fy(X) são uniformemente convergentes em a(y->-b). 
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CASO DE UMA SUCESSÃO DE FUNÇÕES. — A def in ição de f u n -

ções f7 (x) uniformemente convergentes num elemento a (y b) 
aplica-se ao caso particular de uma sucessão de funções 

(9) fi (X) > /ã (X ) , - - • , /i ( X ) , . • . 

Entendemos que estas funções são definidas num mesmo con-
junto A, e que os conjuntos /i ( A ) , /à (A) , . . . pertencem a um 
mesmo espaçóide. Dizemos que a sucessão (9) é uniformemente 
convergente num elemento a de [A] quando as funções f i ( x ) são 

uniformemente convergentes em a (i-> oo, ou 4 -<• 0). Temos, pois. a 

seguinte condição de convergência uniforme da sucessão (9) em a: 

U m f i i x ) f i ' ( l ) = 0 
x->a , i-*oo , i' • co . 

Em particular, se a ó elemento de A, vem 

lim fi (a) fi* (a) = 0 
i -* OO , i'—•oo . 

Logo, da convergência uniforme da sucessão (9) em a resulta a 
simples convergência neste elemento. 

Para que a sucessão (9) seja uniformemente convergente em a 
é necessário e suficiente que ao arbitrário o > 0 corresponda 
um e > 0 e uma ordem ii a partir da qual seja 

_ fi(X) fi'(X)<ò 
sempre que X a < £. 

Se existe o limite simples f(x) da sucessão (9) em A, é condi-
ção necessária e suficiente de convergência uniforme em a que seja 

lim fi(x) A X ) = 0 
x a i i-> oo . 

Suponhamos que existe o limite simples da sucessão (9) em A. 
Se a convergência é uniforme num elemento a de [ A ] , e se os 

25 
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termos são funções contínuas em a, a função limite è contínua 

neste elemento 

Para que a sucessão ( 9 ) seja uniformemente convergente em a 

ê necessário que 

lim >,,(a) X,-/(a) = 0, 

e, no caso de convergência simples em A, 

lim li (a) (a) = 0 . 

Se a convergência da sucessão ( 9 ) em a é uniforme, a sucessão 

de termo geral i l j ( x ) converge uniformemente para 12 (a) em a • 

Supomos que estas oscilações são finitas. 

Para que a sucessão ( 9 ) seja uniformemente convergente 

em [fl] é suficiente que se tenha 

lim fi (x) / i ' ( x ) = = 0 

independentemente de x em A. Quando A é limitado, esta condi-

ção também ê necessária. 

Se n sucessões de funções, de termos gerais 

( 1 0 ) / < ( X ) , <7i(x), . . 

definidas num mesmo conjunto A, são uniformemente convergentes 

em a, o mesmo sucede à sucessão de termo geral 

(11) (/"i(x), 0 « ( x ) , . . . ) 
e reciprocamente 

Seja <p (u) uma função definida e uniformemente contínua no 

conjunto dos elementos das funções (11) (i — 1, 2 , . . . ) . Se as n 

sucessões de termos gerais (10) são uniformemente convergentes 

em & , o mesmo acontece à sucessão de termo geral 

(12) ? ( / 5 ( x ) , flf<(x),.. .)• 
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Se os limites das n sucessões são 

/ ( * ) > j W i - " 

e se ç (u) também è definida nos elementos da forma 

( f ( x ) , <7 ( x ) , . . . ) , 

a sucessão de termo geral (12) tende uniformemente para 

? ( / ( x ) , <7 ( x ) , . . . ) . 

Designemos por Ct o conjunto dos elementos duplos (x , / i ( x ) ) , 

e por C o conjunto dos elementos (x , / (X)) para os diversos elemen-

tos x de A. 

Se a sucessão (9) e uniformemente convergente em LA], temos 

lim Ct II C. 

Se a convergência uniforme satisfaz à condição 

lim f (x) / (X) = 0 

independentemente de x em A, vem 

lim CiC — 0 e lim f (A) /'(A) = 0. 

£e Km CTC = 0 

e se /"(x) é contínua num elemento a de [ A ] , a convergência da 
sucessão è uniforme em a . 

94. Convergência perfeita. — Consideremos um conjunto 
limitado D de elementos duplos (x, y); sejam A' e B a primeira e a 
segunda projecções deste conjunto. A cada y de B corresponde o 
conjunto Ay dos elementos x de A' tais que (x ,y) são elementos 
de D. O conjunto Ay é uma função de y definida em B, que supo-
mos contínua num elemento limite b de B. O limite da função Ay 

em b consta de conjuntos juxtapostos entre si [p. 302, n.° 90]. 
Seja A o que é totalmente fechado. É claro que A l< EA']. 
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Dada uma sucessão de elementos de B que tenda para b 

( 1 ) » i , y s , , y < , 

a correspondente sucessão 

( 2 ) A y t , A y 2 , . . . , Ay4-, . . . 

tende para A. Verifica-se que um elemento qualquer ( a , b ) , com 
a em A, pertence a [ B I , porque, se (1) é uma sucessão de ele-
mentos de B que tenda para b, a correspondente sucessão (2) tende 
para A, e por isso o elemento a de A é limite duma sucessão Xi, 
X o , . " de elementos extraídos dos termos correspondentes da (2), 
e o elemento (a, b) ô limite da sucessão (x i ,y i ) , . . . , (Xi,y<), . . . 
de elementos de B. 

Consideremos uma função F(x, y) definida em B. Ponhamos 
F(x, y) I / y (x ) para chamar a atenção de que a cada y de B cor-
responde uma função de x definida em A y . Dizemos que as fun-
ções /y(x) são 'perfeitamente convergentes num elemento a de A ao 
tender y para b quando a função F(x, y) é contínua no elemento 
( a , b ) . O conjunto limite ^ ( a , b ) de F(x,y) em ( a , b ) (constituído 
por elementos juxtapostos entre si) será chamado limite perfeito 
das funções / y (x) no elemento a (y-*b) . Quando o elemento a per-
tence a cada um dos conjuntos A y , da convergência perfeita resulta 
a simples convergência no mesmo elemento; o limite perfeito em a 
coincide então com o limite simples. 

É condição necessária e suficiente de convergência perfeita 

das funções fy ( x ) no elemento a (y - » b ) que seja 

lim f7(x) X(a,b) = 0 

ao tender y para b , e x ( e m A y ) para a . 

É condição necessária e suficiente de convergência perfeita 
das funções fY (x) em a <y-*b) que a um arbitrário 5>0 se opo-
nha um e > 0 tal que seja 

/ y ( x ) X ( a , b ) < 3 

sempre que y b < £ e x a < e [p. 303, l. 17]. 
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É condição necessária e suficiente de convergência perfeita 
das funções fy ( x ) em a ( y - > b) que seja 

Umfy(x) fr(x')=* O 
y->-b,y'->-b,x-»-a,x'-*a. 

É condição necessária e suficiente de convergência perfeita 
das funções fr ( x ) em a (y b) que a um ò > 0 se oponha um e > 0 
tal que seja 

fy(x)fy'(x')<S 

sempre que y b < e , y ' b < £ , x a < e , x ' a < e . 
Se a é elemento comum aos conjuntos A y, e dada a simples 

convergência das funções /y ( x ) em a (y ->• b ) , è condição necessária 
e suficiente de convergência perfeita nesse elemento que seja 

lim fy (x) fy (a) = 0 
y-*b , x —>a . 

A condição é necessária, como resulta da penúltima condição 
pondo y ' j y e x ' | a . E é suficiente porque, designando por c um 
elemento do limite simples das funções /y(x) em a (y b ) , temos 

/ y ( x ) c ^ fy (x) fy (a) + /y(a) c, 
donde vem 

lim f y (x) c = 0 
y-»b , x-> a . 

Seja a um elemento comum aos diversos lugares tA_v]. Desi-
gnemos em geral por /. y ( a ) o conjunto limite da função f7 ( x ) em a. 
Se as funções fy ( x ) convergem perfeitamente em a para c (y -* b ) , 
temos 

lim / y (a) || G 

Com efeito, para cada 3 > 0 há um s > 0 tal que as desigualda-
des y b < £ , x a < e , arrastam a desigualdade 

r7(x) C<Ô. 
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Desta deduz-se 

sempre que y b < e , o que demonstra a proposição. 

Dizemos que as funções fy (x) são perfeitamente convergentes 
num subconjunto de A ( y b ) quando a convergência perfeita se 
verifica em cada elemento desse subconjunto. Neste caso o limite 
perfeito é uma função de x definida no mesmo subconjunto. 

Quando existe uma parte comum aos conjuntos A y , esta per-
tence a A. Da convergência perfeita nessa parte comum resulta a 
simples. Os limites simples e perfeito coincidem então. 

Suponhamos que se dá a convergência perfeita em A; seja f(X) 
o limite perfeito. Esta função obtóm-se por prolongamento contínuo 
de -F(x,y) para o subconjunto E de [D] constituído pelos elemen-
tos (X, b), com X em A, que não pertencem a D [p. 305, l. 6]. Por 
conseguinte têm lugar as seguintes proposições, que resultam ime-
diatamente dos teoremas gerais sobre funções contínuas demons-
tradas no n.° 90: 

O limite perfeito / ( x ) das funções fy (x) em a (y -* b) é uma 
função continua. 

Com efeito, I (x, y) ó contínua em todos os elementos (x , b) 
com x em A, e o mesmo sucede à função definida em D + E que 
resulta de prolongarmos continuamente F (x , ) / ) para o conjunto E. 
Logo / ( x ) é, em particular, contínua em A. 

Para que / ( x ) seja limite perfeito das funções / y (x ) (y-+b) 
é necessário e suficiente que se tenha 

lim /y(x) /"(*') = 0 

y -+ b, x x' ->• 0 . 

Para que /'(x) seja limite perfeito das funções fy (x) (y-»b) 
é necessário e suficiente que a um arbitrário d > 0 se oponha 
um e > 0 tal que se tenha 

f y ( X ) f(x')<d 

if b < 6, x "x'<£. 
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Para que as funções fy{x) sejam perfeitamente convergentes 
em A (y -* b) é necessário e suficiente que se tenha 

* lim fy{x) /yiôÕ = O 

y-»b, y ' -»b , *x'—>-0. 

Para que as funções fy (x) sejam perfeitamente convergentes 
em A (y -* b) è necessário e suficiente que a um arbitrário 5 > O 
se oponha um e > O tal que se tenha 

yb<«, y 'b<e , xx '<e . 

Se f(x) è limite perfeito das funções fy (x) em A (y-> b ) , temos 

lim fy(Ay) II /-(A) 
y ->b . 

Se f ( x ) é limite perfeito das funções fy(x) era A ( y - * b ) , ao 
arbitrário <5>0 opõe-se ura e > 0 tal que seja 

(3 ) / y ( X ) / - ( X | ) < 5 

y b < s , x x' < t . 

Como supomos de princípio que 

lim A y A — 0 

y - * b , 

existe um positivo £ ' < e tal que seja 

M < £ 

sempre que y b e ' . Fixemos y que satisfaça a esta desigualdade e 
consideremos um elemento fy(x) de / y ( A y ) . Como A y A < £ , a este 
X corresponde x' de A tal que x x ' < £ , verificando-se portanto a 
desigualdade (3). 

Inversamente, a um elemento f(x') de / ( A ) corresponde um 
elemento fy(x) de fy(Ay) a uma distância do primeiro inferior a 3. 
Temos pois 

/ y ( A y ) f m * 

y b < e ' . 
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Se n famílias de funções 

(4) f y (X) i <7y 0 0 i • • • ) 

definidas num conjunto A y função de y em B, convergem perfei-

tamente em A (y b) p a r a 

(5) /-(X), <7 (X), - - • , 

as funções compostas 

(6) (/V(X), <7y(x), • • •) 

convergem perfeitamente em A para 

(7) (/"(*'), 9(*'),•••) 

e reciprocamente. 

Se as funções (4) convergem perfeitamente em A para as (5) 
(y-*b) ao número 3 > 0 opõe-se um e > 0 tal que seja 

(8) /V(X) A X ' ) < * . í/y 00 < / ( * ' ) • • • 

sempre que y b < £ , X X ' < e . Resulta que, para estes elementos 
y,X e x ' , a distância dos elementos compostos (6) e (7) é inferior 
a y/ « 3. Logo também as funções (6) convergem perfeitamente 
em A para a (7) ( y - » b ) . 

Reciprocamente, se as funções (6) convergem perfeitamente 
para a (7) em A (y — > b ) , a um 3 > 0 opõe-se um s > 0 de maneira 
que a distância entre as funções (6) e (7) seja inferior a 3 logo 
que y b < e , X X ' < e . Yerificam-se à fortiori as desigualdades (8) 
para estes elementos y , x e x ' , e as funções (4) convergem perfei-
tamente em A para as (5) (y->b). 

Continuemos a considerar um sistema de n famílias de fun-

ções (4) definidas em A y . Designemos por Cy o conjunto dos ele-

mentos da função composta (6) correspondentes aos diversos elemen-

tos x de A y . Seja (7) uma função composta, da mesma ordem n\ 

definida e contínua em A. Representemos por C o conjunto dos 

elementos dessa função. 



II — Convergência 3 4 5 

Se as funções (4) convergem perfeitamente para as (5) em 
A ( y - * b ) , temos 

lim C 7 II C 
y - * b . 

Com efeito, como as funções (4) convergem perfeitamente para 
as (5) (y -»• b ) , as funções compostas (6) convergem perfeitamente 
para a (7). Logo os conjuntos C y tendem para C (y-+b) [p. 343, 
l. 10] . 

Representemos por Cy o conjunto dos elementos duplos (x, (x)) 
correspondentes aos diversos elementos x de Ay . Seja f (x) uma fun-
ção contínua no conjunto A . Representemos por C' o conjunto dos 
elementos duplos (x, / (x)) . 

Para que seja 
(9) Zm C y II C' 

y - b 

é necessário e suficiente que as funções fy (x) convirjam perfeita-
mente para f{x) em A (y —> b ) . 

Sendo / ( x ) contínua no conjunto limitado e fechado A, a um 
positivo arbitrário $ < 0 corresponde um positivo 21 < ò tal que 

f(x') f(x")<ò 

para elementos quaisquer x' e x" de A que façam x ' x ' / < 2 s . 
Suponhamos que se verifica o limite (9). Ao número s corres-
ponde um e ' < £ tal que 

(10) C ^ C 7 < £ 

sempre que y b < « ' . Fixemos y que satisfaça a esta desigualdade 
e tomemos elementos arbitrários x e x' em Ay e A que façam 
x x ' < e ' . Em virtude da desigualdade (10), ao elemento ( x , / y ( x ) ) 
de C y corresponde um elemento ( x " , , / ( x " ) ) de C' a uma distância 
do primeiro inferior a e. Vem, pois, 

(11) e / y ( x ) / ( x " ) < e . 

26 
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Da primeira destas desigualdades e de X X' < s' vem 

X7X7i<e' + e < 2 E , 

e portanto 

/ ( x ' ) / ( x " ) < a . 

Combinando esta desigualdade com a segunda (11) obtemos 

/ y ( X ) / ( X ' ) < s + 5 < 2 3 

sempre que y b < e ' e x x ' < e ' . As funções / y ( x ) convergem per-
feitamente para f ( x ) e m A ( y — b ) . 

Reciprocamente, suponhamos que as funções fy (x) convergem 
perfeitamente p a r a / ( x ) em A (y —»• b ) . 

A função x converge perfeitamente para X em A ( y - * b ) . Logo 

o conjunto Cy dos elementos ( x , / y ( x ) ) converge para o con-

junto C' dos elementos ( x , / ( x ) ) (y->-b) [p. 345, l. 1]. 

CASOS PARTICULARES. 

L.° —O CONJUNTO AY É INDEPENDENTE DE Y. 

Neste caso temos A I [ A y J . Da convergência perfeita em A 
resulta a simples em AY. Completando: 

Se Ay é constante de y, para que as funções fy (x) convirjam 
perfeitamente para / ( x ) ( f u n ç ã o continua em A) (y —»-b) é neces-
sário e suficiente que / ( x ) seja limite uniforme em A ( y - » b ) . 

Sendo Ay constante de y, podemos pôr na condição de conver-
gência perfeita, em particular, x' I X, o que dá 

(12) / y ( X ) / ( X ) C 3 

para elementos quaisquer x e y, o primeiro era Ay e o segundo tal 
que y b < £ . A convergência é, pois, uniforme em A. 

Reciprocamente, dada esta condição de convergência uniforme, 
e dada a continuidade d e / ( x ) em A, a convergência é perfeita. Na 
verdade, àquele 5 < 0 corresponde um E ' < £ tal que seja 

(13) / ( x ) / ( x ' ) < a 
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para elementos quaisquer X e x' de A (e em particular com x em A y ) 
tais que XX1 < e ' . Vem, pois, combinando as desigualdades (12) e (13), 

/ y ( X ) / ( * ' ) < 2 3 

Y B < S X X ' < E ' . 

A convergência das funções / y (x) p a r a / ( x ) ê perfeita. 

Seja Ay constante de y. Se as funções fy (x) são contínuas 
em [Ay] e uniformemente convergentes neste conjunto (y-»b), tam-
bém são perfeitamente convergentes no mesmo conjunto ( y - » b ) . 

Resulta da proposição precedente. Na verdade, o limite simples 
é, neste caso, uma função contínua em A I [ A y ] [p. 329, l. 28]. 

2.° — VARIÁVEL y INTEIRA. 

Se B é formado pelos números inteiros positivos, a famíl ia / y (x) 
constitui uma sucessão 

( 1 4 ) / i ( X ) , / « ( X ) , . . . , / < ( * ) , . . . 

de funções definidas respectivamente em conjuntos 

(15) A l 5 A 2 , . . . , A 

que tendem para A (limite totalmente fechado). Dizemos que a 

sucessão (14) é perfeitamente convergente num elemento a de A 

quando as funções /,• (x) são perfeitamente convergentes nesse ele-

mento ao tender i para infinito (ou -j- para zero), isto é, quando, 

seja qual fôr a sucessão 

Xi , x 2 , • • • , x £ , . . . 

que tenda para a de elementos extraídos dos termos correspondentes 
da (15), a correspondente sucessão 

( 1 6 ) / ( X i ) , / ( x 2 ) , . . . , / ( X i ) , . . . 

seja convergente. Os limites das diversas sucessões (16) (juxtapos-
tas entre si) constituem o limite perfeito da sucessão (14) no ele-
mento a . 
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É condição necessária e suficiente para que C seja elemento do 

limite perfeito da sucessão (14) no elemento a que ao arbitrário 

(3>0 se oponha um e > 0 e uma ordem ii a partir da qual seja 

MTC<Ò 

x a < e. 

E condição necessária e suficiente para que a sucessão (14) 
seja perfeitamente convergente no elemento a que se tenha 

l i m f i (X) / « ' (X ' ) = 0 

i —> oo , t ' -»oo, x —• a , x' —*• a • 

E condição necessária e suficiente de convergência perfeita da 

sucessão (14) no elemento a que a um arbitrário <3>0 se oponha 

um £ > 0 e uma ordem a partir da qual seja 

x a < e, x' a < t. 

A sucessão (14) é perfeitamente convergente em A quando a 
convergência perfeita se verifica em cada elemento deste conjunto. 
O limite perfei to / (X) é uma função definida e continua em A. 

Para que a sucessão (14) convirja perfeitamente para f(x) 

em A é necessário e suficiente que seja 

lim f (X) / ( X ' ) = 0 

i~>oo , x x'->0. 

Para que a sucessão (14) convirja perfeitamente para f(x) 
em A é necessário e suficiente que ao arbitrário ò > 0 se oponha 

um £ > 0 e uma ordem a partir da qual seja 

m f(t')<d 

X X ' < £ . 

Para que a sucessão (14) seja perfeitamente convergente em A 
é necessário e suficiente que se tenha 

U m f i (X) / i ' ( x ' 2 = 0 

í ->oo, »' ->00, xx'-»0. 
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Para que a sucessão (14) seja perfeitamente convergente em A 
é necessário e suficiente que ao arbitrário § > O se oponha um s > O 

e uma ordem a partir da qual seja 

/ i ( x h / M x ' ) < a 

X X ' < 6 . 

Se a sucessão (14) converge perfeitamente para / ( x ) em A, 

temos 

Umfi(A,) II / ( A ) . 

Se n sucessões de funções 

/ i ( x ) , / « ( * ) » • • • 

(17) 4 01 ( * ) , £ « 0 0 . • • • 

convergem perfeitamente em A para as funções 

(18) / ( X ) , g(x), . . . , 

a sucessão de termo geral 

(19) ( /<(*) , (X), • • •) 

converge perfeitamente em A para 

(20) : (/"(*), g(x), . . . ) , 
e reciprocamente. 

Designemos por C; o conjunto dos elementos da função com-
posta (19). Seja (20) uma função composta, de ordem n, contínua 
em A. Designemos por C o conjunto dos elementos desta função. 

Se as n sucessões (17) convergem perfeitamente para as fun-

ções (18) em A, temos 

lim C{ II C . 

Representemos por Cí o conjunto dos elementos duplos (x , / i (x) ) . 
Seja f ( x ) uma função contínua em A. Designemos por C' o con-

junto dos elementos (x , /"(x)). 
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Para que seja 

Um Ci II C' 

è necessário e suficiente que a sucessão (14) convirja perfeitamente 

para f(x) em A. 

3.° — SOBREPOSIÇÃO DOS DOIS PRIMEIROS CASOS. 

Quando Ay é constante de y e quando esta variável toma os 
valores 1 , 2 , . . . , obtemos uma sucessão de funções (14) definidas 
num mesmo conjunto A ' I A y . Da convergência perfeita resulta a 
simples. O limite perfeito coincide com o limite simples. Mais ainda: 

Para que a sucessão convirja perfeitamente para f ( x ) (função 

contínua) em A I [ A ' ] é necessário e suficiente que a convergência 

seja uniforme em A . 

Se as funções fi(x) são contínuas em A e se a convergência é 
uniforme, também se verifica a convergência perfeita da mesma 
sucessão em A. 

95 . Igual con t inu idade . — Deve-se a ASCOLI a seguinte defi-
nição: dada uma sucessão de funções reais 

/i(*), fc(x), • • • , fi(x), . . . 

com x variável num intervalo, estas são igualmente contínuas num 
ponto a desse intervalo quando a cada <5 > 0 corresponde um e > 0 
tal que seja 

| / < ( « ) - / i ( o ) | < 3 ( í = l , 2 , . . . ) 

sempre que |a? — a | < e . Esta definição, aplicável a funções que 
estabelecem correspondências entre elementos de espaçóides, pode 
generalizar-se para o caso de uma família de funções fy (x), defi-
nidas em conjuntos Ay que constituam uma função contínua de y 
num elemento b. Se A é o limite totalmente fechado de Ay (y b ) , 
dizemos que as funções fy (x) tendem a ser igualmente contínuas 

num elemento a de A (y-*b) quando temos 

limfy(x) f , ( x ' ) = 0 
y->b, x->-a, x'-*a. 
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Se as funções f y ( x ) são definidas no elemento a, facilmente se 
reconhece que esta definição pode substituir-se pela que se exprime 
pelo limite 

W y W / y ( a ) = 0 
y — b , x-*a. 

É claro que as funções fy (x) podem ser descontínuas no ele-
mento a . 

As funções fy (x) tendem a ser igualmente contínuas num con-
junto ( y - * b ) quando a propriedade se verifica em cada um dos seus 
elementos. 

Se a é elemento comum aos lugares [ A y ] , dizemos que as fun-
ções f y (x) são igualmente contínuas em a (y -*b ) quando são contí-
nuas em a e tendem a ser igualmente contínuas neste elemento. 

Se A é limitado e se as funções f7 ( x ) tendem a ser igualmente 
contínuas ( y - * b ) , temos 

(21) limfy(t) /,(*') = 0 

y-i-b , xx7-»0. 

Para a demonstração considere-se a distância 

fyW f y (x') 

como uma função do elemento composto (y, x, x'). Por hipótese esta 
função é contínua e nula nos elementos da forma ( b , a , a ) (com b 
constante e a variável em A ) , que constituem um conjunto limitado 
e fechado. Yerifica-se, pois, o limite (21) [p. 313, l. 13]. 

Se as funções fy ( x ) são perfeitamente convergentes em a (y — b ) , 
as mesmas funções tendem a ser igualmente continuas nesse ele-
mento (y - b ) . 

Porque da condição 

Zm/7(xT/VÕÕ = 0 
y->b, y'->b, x ->• a, x'->a 

resulta, em particular, a condição 

lim fy (x) fy (x ' ) = 0 
y->b, x -»• a, x'-+a. 
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Se as funções fy (x) são simplesmente convergentes em a ( y ~ > b ) , 

è condição necessária e suficiente de convergência perfeita em a 
que as funções tendam a ser igualmente contínuas nesse elemento. 

Com efeito, da proposição precedente resulta que a condição é 
necessária. E é suficiente porque, se c é elemento do limite sim-
ples em a, temos 

lim fy (x) C ^ lim ( / y (X) fy ( a ) + / y ( a ) c ) = 0. 

Resultam as proposições seguintes: 

Seja A' uma parte comum aos conjuntos [Ay]. Se as fun-
ções / y ( x ) são continuas em A ' , e se tem lugar a convergência 
perfeita neste conjunto (y —>• b), as mesmas funções são igualmente 
contínuas em A' ( y - * b ) . 

Seja Ay independente de y. Se as funções fy ( x ) são contínuas 
e uniformemente convergentes em A I [ A y ] ( y b ) , as mesmas fun-
ções são igualmente contínuas em A ( y - » b ) . 

Efectivamente, em tal caso a convergência em A é perfeita [p. 346, 

l. 18]. 
V 

Todas estas definições e teoremas aplicam-se às sucessões de 
funções. Neste caso, e quando as funções / i(x) são reais definidas 
num intervalo fechado, a proposição precedente converte-se num 
teorema de ARZELA. 
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III 

D E T E R M I N A Ç Ã O I M P L Í C I T A 

96. Espaços numéricos. — 1 — Comecemos por enunciar, 
sumariamente, algumas definições e propriedades relativas aos espa-
ços numéricos simples e compostos. Damos esta designação ao espa-
çóide dos números reais, ao dos números imaginários, e aos espaçóides 
que destes resultam pela aplicação sucessiva da operação «composi-
ção de conjuntos» (espaçóides compostos) [p. 351] l . 

2 — Num espaço numérico composto de primeira espécie (espaço 
ordinário) o ponto (elemento) origem, ou ponto nulo, ó o que tem 
as coordenadas nulas. Num espaço numérico composto de segunda 
espécie o ponto origem é o que tem as coordenadas nas respectivas 
origens. Em geral, e por indução, definimos ponto nulo, ou ponto 
origem, ou apenas origem, num espaço numérico composto de espé-
cie i: é o que tem as coordenadas nas respectivas origens; repre-
sentamo-lo pela letra o. 

3 — Dois pontos dum espaço numérico de primeira espécie são 
iguais quando as coordenadas correspondentes são iguais. Dois 
pontos dum espaço numérico de segunda espécie são iguais quando 
as coordenadas correspondentes são iguais. Em geral, e por indu-
ção, definimos igualdade entre dois pontos p e q dum espaço numé-
rico de espécie i: são iguais (p = q) quando se dá a igualdade das 
coordenadas correspondentes dos mesmos pontos. 

Verificam-se as propriedades fundamentais da igualdade. 

4 — Considerando primeiro um espaço de primeira espécie, 
chamamos soma de dois dos seus pontos ao ponto cujas coordena-
das são as somas das coordenadas correspondentes desses pontos. 
A diferença de dois pontos é o que tem por coordenadas as dife-
renças das coordenadas dos mesmos pontos. Conhecida a definição 
de soma e diferença de dois pontos dum espaço de primeira espécie, 

1 Num capítulo especial estudaremos certos espaçóides particulares que 

designaremos por espaços. Neles são incluídos os espaçóides numéricos a que 

nos estamos referindo. 

27 
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podemos definir da mesma maneira soma e diferença de dois pontos 
dum espaço de segunda espécie, e assim por diante. Por indução cha-
mamos soma e diferença de dois pontos p e q dum espaço numérico 
composto de espécie i aos pontos p + q ep — q cujas coordenadas são 
as somas e as diferenças das coordenadas correspondentes de p e q. 

5 — Yerificam-se as propriedades fundamentais da soma. Temos 
também p = p — p' -f pe portanto p — q = p —p' -\-p' — q. 

6 — Num espaço de primeira espécie chamamos módulo dum 
ponto à soma dos módulos (valores absolutos) das respectivas coor-
denadas. Num espaço de segunda espécie definimos da mesma 
maneira módulo dum ponto. Em geral, e por indução, módulo dum 
ponto p dum espaço numérico de espécie t é a soma dos módulos 
das suas coordenadas e será representado por | p |. 

7 — Verifica-se imediatamente quo num espaço de primeira espé-
cie o módulo duma soma ou diferença de pontos não excede a soma 
dos módulos desses pontos. A mesma propriedade transmite-se para 
um espaço de segunda espécie, e, em geral, para um espaço de espé-
cie i: se p e g são dois dos seus pontos vem |p + 2 | ^ | p | + | 2 | . 

8 — Produto dum ponto p dum espaço de primeira espécie por 
um número 1 (real se o espaço é real), ou produto de l por p, é o 
ponto cujas coordenadas são as de p multiplicadas por X. A defi-
nição aplica-se, em seguida, a um ponto dum espaço de segunda 
espécie. Em geral, e por indução: o produto dum ponto p dum 
espaço de espécie i por um número 1 (real se o espaço é real), ou 
produto de X por p, é o ponto, que representamos porpX ou Xp, 
cujas coordenadas são as de p multiplicadas por l. 

9 — Por indução estabelecem-se facilmente as seguintes pro-
priedades : 

Para que o produto Ip seja nulo é necessário e suficiente que 
se anule um dos factores. 

Verificam-se as igualdades 

^ ( p + í ) — 

e 

| X p | = m . | p | . 
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10 — Dadas duas sucessões de pontos dum mesmo espaço 
numérico, 

Pi, Pt, • • • , Pi, • • • 
3 2 , • • • , Çi, • • • , 

para que seja lim\pi—^;| = 0 é necessário e suficiente que 
lim piqi= 0 . Com efeito, a condição lim\pi — <7i| = 0 exprime 
que os módulos das diferenças das coordenadas correspondentes 
de pi e qi tendem para zero. Logo, tratando-se dum espaço 
numérico de primeira espécie, verifica-se logo que a condição 
lim | pi—qi | = 0 é necessária e suficiente para que seja lim pi qt=0. 
Em seguida verifica-se a proposição para um espaço de segunda 
espécie, e, por indução, estabelece-se para um espaço numérico de 
qualquer espécie. 

Como corolários veem as proposições seguintes: 

11 — Para que a sucessão 

(1) pi, p t , . . . , Pi,-.. 

seja convergente é necessário e suficiente que lim\pi — p,/| = 0. 

Para que a sucessão (1) tenda para o limite p é necessário e 
suficiente que lim \pi — p | = 0 . 

Em particular: 
Para que a sucessão (1) tenda para a origem (limpi = o) é 

necessário e suficiente que lim | p,-1 = 0. 
Se limpi = p e Um qi=q, temos lim(pi+qj)—p + q. 
Porque 

| ( p < ± g d — ( p ± í ) | ^ \pí — p \ + | ? í — j | » 

do., de vem 
lim | (pi ± qt) — (p±q)\ = 0. 

Se limpi=p, temos limlpi = l p . 
Porque 

Um | Ipi — lp j — lim — P ) l ~ l ^ j ^m\Pi — PJ = 0 . 
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12 — Para que a sucessão (1) divirja para infinito é neces-
sário e suficiente que o mesmo aconteça à sucessão dos respectivos 
módulos. 

Com efeito, a condição pi~+ oo exprime que a maior das dis-
tâncias das coordenadas de pi às correspondentes origens diverge 
para infinito, e a condição |p,-|->-oo exprime que o maior dos 
módulos das coordenadas de p,- diverge para infinito. Ora, como o 
enunciado da proposição verifica-se no caso dum espaço de pri-
meira espécie, também se verifica para um espaço de segunda 
espécie, e, em geral, para um espaço de espécie i. 

13 -Ê condição necessária e suficiente para que um subcon-
junto dum espaço numérico seja limitado que o conjunto dos módu-
los dos seus elementos seja limitado. Demonstra-se imediatamente 
por absurdo apoiando-nos na proposição precedente. 

14 — Chamemos proximidade dum ponto po dum espaço numé-
rico (simples ou composto) definida por um número s > 0 ao con-
junto dos pontos p desse espaço que fazem | p — p o | < e . 

Em particular, proximidade da origem definida por £ é o con-
junto dos pontos p que verificam a condição |p — O | < E , ou 
seja | p | < £. 

Podemos dizer que um conjunto é limitado quando pode encer-
rar-se numa proximidade da origem. 

15 — Cada vizinhança de p0 contém uma proximidade de p0; 
cada proximidade de p0 contém uma vizinhança deste ponto. 
A demonstração obtóm-se facilmente por absurdo tendo em vista 
a segunda proposição 11. 

Também por absurdo se demonstra que: 
Uma proximidade de un elemento composto contém um con-

junto composto de proximidades das coordenadas, e inversamente. 

16 — Das definições de soma e de limite resulta a de série 
convergente. Seja 
(2) p 1 + p 2 + . . . + p f + . . . 

uma série de pontos dum espaço numérico. Ponhamos 

*i = p i + p 2 + 1-Pi-
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Dizemos que a série é convergente e que tem por soma s quando 

Um SÍ — S. 

É condição necessária e suficiente de convergência da série 
que seja (para i'> i) 

lim |Sí' — Si\ = lim |pí+i-|-pi+2 + . • • + Pí' | = 0. 

Resulta que, em caso de convergência, ó lim\pi\ = 0. 

Quando a série 

I H + I H + - • - + I P Í | + - • • 

é convergente, o mesmo sucede à série (2). 

Com efeito, temos 

lim\pi+i + . . . + pv | ^ Z m ( | p i + 1 j + H P i ' 1 ) — 0 . 

Dizemos então que a série (2) é absolutamente convergente. 

17 — Sejam f ( x ) e g(x) funções definidas num mesmo subcon-
junto dum espaçóide qualquer, mas supomos que os elementos destas 
funções pertencem a um mesmo espaço numérico, simples ou composto. 

Se f ( x ) e g (x) são limitadas, o mesmo sucede à soma e à dife-
rença destas funções, porque [7] 

| / ( x ) ± s r ( x ) | ^ | / ( X ) | + | < 7 ( X ) | , 

e atendendo à proposição 13. 

18 — Para que a função f ( x ) seja contínua em xo é necessário 
e suficiente que 

lim\f{x) - / ( x 0 ) | = 0 
X-+X, . 

Porque esta condição é necessária e suficiente para que seja 
[11, 2." prop.2 

lim f ( x ) = f ( x ( l ) 
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Logo: 
E condição necessária e suficiente de continuidade d e f ( t ) em x0 

que, dado ô > 0 , exista uma vizinhança de x0 onde se verifique a 

desigualdade 

| / ( x ) - / ( x 0 ) | < 3 . 

19 — Se f ( x ) e g(x) são continuas em x 0 , a soma e diferença 
. / (x) ± <7 (x) são contínuas em x 0 . 

Se / ( x ) é contínua em x 0 , o produto l f ( x ) também é função 
contínua em x 0 . 

20 — Consideremos uma sucessão de funções 

(3) / i ( x ) , / 2 ( x ) , / , ( « ) , . . . 

definidas num subconjunto A dum espaçóide qualquer. Se os con-
juntos fi(A), fi(A), . . . pertencem a um mesmo espaço numérico, 
simples ou composto, as funções (3) constituem uma série 

(*> / i ( x ) + / 2 ( x ) + . . . + / < ( x ) + . . . 

Pondo em geral 

(5) (x) = / t (x) + / , (x) + . . . 4 - f i (x), 

a série é uniformemente convergente em A quando a sucessão de 
termo geral (5) é uniformemente convergente nesse conjunto. 

21 —Tem lugar o critério de convergência uniforme: 
Verifica-se a convergência uniforme da série (4) em A sempre 

que os módulos dos seus termos sejam inferiores aos termos corres-
pondentes duma série numérica convergente, independentemente 
de X em A. 

Com efeito, seja et-|- sj + • • • + • • • a série de números a 
que se refere o enunciado. Temos 

I » í ' (x) — Si (X) | ^ | / i + l ( X ) | + . . . + \fi> (X) | < £ Í + 1 + . . . + Í f / 

donde resulta 
lim I Si> (X) — Si (X) I = 0 , 
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e portanto [10] 
lim 8j(X) s t ' ( X ) = 0, 

independentemente de x em A. A. convergência é, pois, uniforme 
[p. 338, l. 11], 

22— Se fi (x) é limitada, e se o cociente entre os módulos de 
cada termo da série e o imediatamente anterior se mantém menor 
que um número K<1 -para qualquer X em A, a série é uniforme-
mente convergente nesse conjunto. 

Com efeito, da desigualdade 

resulta 

[/«(') 1 
í/.-i(X)| 

< K 

donde se obtém 

] / - ( x ) | < K | / i _ 1 ( x ) | 

J/t-1 (X) | <K |/<-s(x) j 

| / , ( x ) | < K | / i ( x ) | , 

j/«(x)J | / i ( x ) j 

Por hipótese/i(x) é limitada; logo existe um número positivo M 
que faz 

| / i ( X ) | < M 

para qualquer x em A [13]. Temos assim 

| / < ( X ) | < M K , ~ 1 . 

Como a série 2 K* é convergente, e como obtivemos este resul-
tado para qualquer X em A, segue-se que a série (4) é uniforme-
mente convergente neste conjunto. 

23 — Uma série (4) uniformemente convergente de funções con-
tinuas em A tem por soma uma função contínua neste conjunto. 

Com efeito, nestas condições a soma Sj(x) representa uma fun-
ção contínua em A, e a sucessão que tem este termo geral é uni-
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formemente convergente em A. Logo a função s (x) = lim s(x) é 
contínua em A [p. 337, l. 27]. 

97. Teoremas de existência de funções implícitas. — 
Consideremos uma função / ( X , p) com a variável X situada num 
espaçóide qualquer e a variável p num espaço numérico, simples 
ou composto. Admitamos que os elementos da função pertencem a 
este mesmo espaço numérico. Dizemos que a função f(x,p) satis-
faz a respeito de p à condição de LIPSCHITZ num dado conjunto 
quando é definida neste conjunto e quando existe um número K 
tal que seja sefnpre 

( i ) | / ( X , P ) - / ( X , P ' ) | < k | P - P ' | ( P ^ P O -

Se n funções f{X,p), <7(x,p), . • . satisfazem num conjunto à 
condição de LIPSCHITZ com o coeficiente K, a função composta 
destas satisfaz à mesma condição mas com o coeficiente nK. 

Efectivamente, somando as desigualdades de LIPSCHITZ relativas 
a essas funções vem 

que pode escrever-se [4 e 6] 

( / ( x , P ) , Í 7 ( X 1 P ) , . . . ) - ( / ( X , P , ) , Í 7 ( X , P / ) ) - - - ) | < t c K ! P " P / ! -

I — TEOREMA FUNDAMENTAL ( m é t o d o de GOURSAT). 

Seja (Xo, po) uma solução da equação 

(2) P = / ( X , P ) . 

Se /(X,p) é contínua de X no elemento (Xo,po) e se numa vizi-
nhança de (Xo, Po) verifica-se a condição (1) de LIPSCHITZ C O M K < 1 , 

a equação (2) define p como função de x em vizinhanças de Xo <? 
de po; esta função é contínua em Xo • 

Sejam X' e P uma vizinhança de Xo e uma proximidade de po 
nas quais se verifique a condição (1) de LIPSCHITZ. Comecemos por 
notar que, por força desta condição, a função f(x, p) é contínua 
de p no conjunto (X' ,P), uniformemente a respeito de X. E, como 
a mesma função é contínua de x em (xo,po), verifica-se a conti-
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nuidade em relação às duas variáveis no elemento (Xo,po) pois 

que [5] 

/ ( * > P) — / ( X o , po) = / ( X , p) - / ( X , p0) + / ( X , po) — / (Xo , po), 

donde resulta [7] 

| / ( x , p ) - / ( X o , p o ) | ^ |/(X ,p) —/ (X,po) | + | / (X ,po) — / ( x o , p o ) | 

e 
Z m | / ( x ) p ) - / ( X o , P o ) | = 0 

x-»x0 ,p ->p0. 

Determinada a proximidade P, demonstremos que é possível 

fixar uma vizinhança X de Xo contida em X' de maneira que a 

igualdade 

(3) P ' = / ( X , P ) 

faça corresponder a qualquer elemento (X ,p) do conjunto ( X , P ) 

um ponto p' que pertença sempre a P. Escrevamos 

/ ( X , P) — po = / ( x , P) - / ( x , po) + / ( X , po) - po . 

Supondo x em X' e p em P, vem 

J / ( x , p) — / ( x , po) | < K j p — po | < K e , 

tendo representado por e o número que define a proximidade P. 
Mas por hipótese temos p o — / ( x o , p o ) , e, por continuidade de 

/ ( X , p) em relação a x no elemento (xo, po), existe uma vizinhança X 
de Xo onde temos 

| / ( x , p 0 ) - P o | < « a - K ) . 

Fixemos X por forma que se contenha em X'. Temos assim, para 

qualquer elemento (x ,p ) do conjunto composto ( X , P ) , 

j / ( x , p ) - p „ j < e K + £ ( l - K ) = e . 

28 
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Para estes elementos (x ,p ) a igualdade (3) dá 

\P'~ Po| = | / ( x , p ) - P o ! < e 

e portanto p' pertence a P. 

Dito isto, ponhamos sucessivamente 

(5) P i = / ( x , P o) 

P « = / ( x , P i ) 
(6) 

(?) P < = / ( x , P i - x ) 

Em virtude do que se provou, se considerarmos nestas igual-
dades só elementos x da vizinhança X, os pontos correspondentes 
Pi , P?, • • • pertencem sempre à proximidade P. A lei de recor-
rência (7) permite, pois, construir uma sucessão de funções (6) 
todas definidas na vizinhança X e todas compreendidas na proxi-
midade P. 

Vamos provar que a sucessão de funções (6) tende para uma 

função limite. Subtraindo à igualdade (7) a imediatamente ante-
rior vem 

e, pela condição de LIPSCHITZ (com x em X, e portanto pi em P ) , 

Logo, considerando a série 

( 8 ) PO + ( P I — Po) + ( P 2 - P Í ) + - • • + (Pi — Pi-i) + • • 

o cociente dos módulos entre cada termo e o imediatamente ante-
rior (a partir do terceiro) mantém-se menor do que um número 
K < 1 para qualquer x em X. Como os termos são funções limi-
tadas em X (porque pi pertence sempre à proximidade P e porque 
uma diferença de funções limitadas é limitada), a série (8) é uni-
formemente convergente em X. A soma 9 (x) desta série é limite 
uniforme da sucessão (6), pois o termo geral pi coincide com a 

Pi — Pi-1 = / ( x , P i - i ) — / ( X , pi-,) 

| Pi — Pi-1 j < K j pt-1 — pi-2 
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soraa dos Í+ l primeiros termos da série. Os termos da sucessão 
são funções contínuas de x em x 0 , pois são funções contínuas 
de (x ,p) em (x0,p0) [p . 360, l. 31] compostas de funções contí-
nuas em x 0 . Por conseguinte ç(x) é uma função contínua em x 0 . 

A função çp (x) è raiz da equação (2), porque, fazendo tender i 

para infinito na igualdade (7), vem, por continuidade d e / ( x , ? > ) 
em relação a p [p. 360, l. 29], 

<P ( x ) = / ( x , ?(*))• 

Para x | x 0 todas as funções p, são iguais a p 0 ; o mesmo sucede 

à função limite. 

Demonstremos que a solução obtida <p (x) da equação (2) é única 

com x em X e p em P, isto é, que a equação faz corresponder a 

cada elemento x de X um só ponto p de P. Suponhamos que a x 

de X correspondiam os pontos diferentes p e p' de P. Teríamos 

P = / ( x > P ) 

P ' = / ( * > P ' ) » 

donde, por subtracção e aplicação da desigualdade de LIPSCIIITZ, 

| p - P ' | = ! / ( x , P ) - / ( X , P ' ) | < k ! P - P ' | , 

resultado este que seria absurdo porque temos K < 1. 
Dizemos então que a equação (2) define P como função de x 

na vizinhança X e na proximidade P. Por razões de continuidade, 
so Pi é uma vizinhança de po contida em P, existe uma vizi-
nhança Xi de xo contida em X tal que o conjunto ç ( X i ) pertence 
a Pi. A equação (2) define pois p como função de x nas vizi-
nhanças Xi e Pi. 

II — Dada a equação (2), se numa vizinhança duma. solução 

(xo,po) a função / ( x , p ) é contínua de x e se tem lugar a condi-

ção de LIPSCIIITZ com K < 1 , a equação define p como função 

de x em vizinhanças de xo e de p o; esta função e contínua. 

Neste enunciado admitimos, além das hipóteses do teorema pre-
cedente q u e _ / ( x , p ) é contínua de x em toda a vizinhança consi-
derada e não só no elemento (xo,£>o). A condição de LIPSCHITZ 
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