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I N T R O D U C Ç Ã O 

Uma vibração simples, como todo movimento, tem de se 

definir, a cada instante, pela sua velocidade e direcção; em 

successivos instantes, pelas leis de suas velocidades e direcções. 

A direcção, positiva ou negativa, ou simplesmente a di-

recção absoluta, determina-se pelos seus ângulos com os eixos 

coordenados. 

A lei das direcções é a da linha recta. 

A velocidade e a lei das velocidades, sós ou com o sentido 

da direcção, representam-se por 

v = a sen (2 « N t ,-f- ç), 

com signal ou sem elle ( i ) , formula em que «, a velocidade 

maxima ou coefficiente de velocidade, resume 

a 2 * N , 

(1) O sentido da vibração pode exprimir-se indiferentemente nos 

gulos da direcção ou no signa! da velocidade. Muitas vezes porém é r 

commodo um ou outro modo. 
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— sendo a a amplitude de vibração, e No numero de vibrações 

produzidas num segundo, o qual, quando a duração de cada 

movimento vibratorio é muito curta, se pôde com approxi-

mação suppôr sempre i n t e i ro—; em que t designa a va-

riavel tempo; e em que a phase do movimento, resume 

— s e n d o ^ a anomal i a—, ou 

± 2 « N e , 

— sendo 8 ura avanço ou atraso de tempo — , ou 

— sendo x um avanço ou atraso de espaço, e > o compri 

mento d'onda — , ou 

— sendo r a rapidez ou velocidade de propagação—. 

Está completamente definida a vibração. 

Para sabermos a posição que tem, a cada momento, a ma-

téria vibrante, bastar-nos-á integrar, sem introduzir constante, 

a formula da velocidade. Por que teremos 

equação, cujo primeiro membro diz a distancia da posição 

» — — a cos (2 « N t ç), 



11 

actual da matéria vibrante á sua posição intermedia de na-

tural equilíbrio. 

Para conhecermos a força viva do movimento associado á 

matéria bastar-nos-á produzir 

-i-tnu®. 
2 

Por que teremos: 

~ m oa = i = • -i- m a1 sen2 (2 « N t + ?), 

a força viva ou intensidade de vibração,—como ellipticamente 

se diz — , a cada instante; 

f i d t = -i- m a»/sena (2 « N t + *) d t 
a 

1 . r\ — coa2(2 K N< + 9) . 
— * d t 

1 r < sen2(2itN< + y)"| 
: Y m " 12 2 , 2 . 2 * N J ' 

a intensidade num tempo indefinido; 
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a intensidade durante o tempo d'uma vibração,—tempo que 

se chama período, e é 

T = l -
N ' 

finalmente 

. . 1 
/ o í á í = T m - 8 ' 

a intensidade num segundo. 

Quando se tracta das vibrações da mesma matéria, pôde 

exprimir-se-lhes a força viva comparada sómente pelo qua-

drado da velocidade maxima. Assim faremos. 

Até aqui as vibrações simples têm sido sujeito. 

Digamos o assumpto que nos offerecem. São as suas inter-

ferencias. 

O problema mathematico das interferencias consiste na 

composição e decomposição das vibrações simples ligadas á 

mesma matéria. 
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Taes vibrações podem aliohar-se todas rectilineamente; oo, 

de modo mais geral, dispôr-se num plano; ou, do modo mais 

geral, em quaesquer direcções do espaço. 

Portanto as divisões do nosso trabalho. 



— 



CAPITULO PRIMEIRO 

Vibrações na mesma direcção 

Sckmabio:—Composição de duas vibrações numa, e decomposição reciproca; 

composição de muitas vibrações numa, e decomposição inversa: vibra-

ções de periodo egual ou desegual, da mesma ou differente phase, de 

egual ou desegual amplitude. 

Neste caso, que é de todos o mais simples, os movimentos 

vibratorios compõem-se necessariamente na direcção, que têm, 

e decompõem-se, porque assim o queremos, noutros movi-

mentos da mesma direcção. Aqui pois as vibrações compo-

nentes e resultantes seguem, durante qualquer tempo, a mesma 

lei rectilínea. Podemos suppol-as no eixo dos x, e assim defi-

nidas em direcção e lei das direcções. 

Este primeiro problema acha-se portanto, e desde o prin-

cipio, reduzido á só indagação das velocidades e suas leis. É 

ao que vamos proceder, desde as mais simples circumstancias 

da composição e decomposição, quando são eguaes a phase 

e a amplitude, até as mais complexas, então que uma e outra 

differem. 
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Antes de tractar, com toda a generalidade, a composição 

e decomposição das vibrações, vamos procurar a resultante 

de duas e as duas componentes duma. 

Vibrações de egual período 

Vibrações da mesma phase: 

l .4 De egual amplitude: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

uj = a sen (2 « N t -f- <ç,) 

e 

= ± a sen (2 * N t -f 9), 

ás quaes corresponde (1) a força viva commum, 

j idt=*K 

A velocidade resultante será 

V = vi -j- VÍ : 

(1) Só fallaremos da lei das distancias da molécula vibrante, quando 
interessar. 
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isto é, se as vibrações componentes tinham o mesmo sentido, 

Vi = 2 a sen ( 2 « N í + * ) , 

correspondendo-lhe a força viva, 

/ 1 l i í = 4 a2; 
J o 

se não, 

V 2 = 0 , 

correspondendo-lhe a intensidade, 

f hdt=0. 
J o 

Neste caso a lei das velocidades resultantes é a mesma das 

componentes, a dos senos. 

Decomposição. Este problema immediatamente se resolve 

pela reciprocidade necessaria das equações consignadas. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Sejam as duas velocidades componentes 

vi = ai sen (2 « N t + ?) 

e 

Vi — i oj sen (2 « N t + ç); 

ás quaes correspondem respectivamente as intensidades, 
2 
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/ il dt — ais 

. ' A 

/ i%dt — 
J n 

«3a. 

A velocidade resultante será 

isto é, se os movimentos componentes tinham o mesmo sen-

tido, 

Vi == (ai + a 2 ) sen (21rN« + <p), 

correspondendo-lhe a intensidade, 

f lldt=(*l +«2)9; 
J o 

se não, 

Vi = («1 —<*2) sen (2 « N t + ç), 

correspondendo-lhe a intensidade 

f l hãt=(al—a2)\ 
J o 

A resultante segue também a lei dos senos. 
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Decomposição. Este problema é indeterminado, caso não 

seja offerecida alguma relação entre as amplitudes dos movi-

mentos componentes. 

Vibrações de phase diversa: 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

A velocidade resultante será 

V = T > 1 -F VA 

= a [sen (2 « N f + ?i) ± sen (2 * N í + « ) ] 

=«[(sen2itNícosçi -f cos2rcN£sençi);f;(sen2»N£cos<i>2+cos2irN£senip2) ] 

=«[sen 2 it N t (cos çj + cos 92) + cos 2 « N t (sen <pi ± sen ça)]. 

Ainda neste caso a velocidade resultante seguirá a lei dos 

senos, se for possível estabelecer: 

ás quaes corresponde a só intensidade, 

sen <pt ± sen «pa = M sen i|» 

e 
COS 91 ± COS 92 = M cos <|>> 

9 t 
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Ora estas condições equivalem a 

sen çi + sen 92 
= ta <L, 

COS çi + COS 92 

— o que sempre se pode admittir, qualquer que seja a gran-

deza do primeiro membro, porque o segundo, como tangente, 

acceita a que fôr — ; e a 

(sen 91 ± sen 9a)2 + (cos 94 ± cos 9a)2 = M2, 

OU 

2 ± 2 (sen 91 sen 92 + cos 91 cos 92) = M2, 

OQ 

2 [ 1 ± 0 0 8 ( 9 ! - 92)] = M 2 , 

— o que também é sempre possível, porque o primeiro mem-

bro, jamais negativo, não desdiz da sua representação em 

q u a d r a d o — . 

Logo a velocidade resultante, segundo a lei senosoidal, 

V = M a (sen 2 w N £ cos <|i + cos 2 * N tf sen 

= M« sen ( 2 * N t f + $); 

que,—ass im como a nova phase se desdobra, se os movi-
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mentos componentes têm ou não o mesmo sentido, em duas 

<>i e 

e, dos factores da maxima velocidade resultante, o que é func-

ção das phases se representa em 

M1
a = 2 [ l + c o s ( ? 1 — w ) ] 

ou 

M22 = 2 [1 — cos (<p, — çâ)] 

= 4 s e n 2 Í ( Ç l — ? 2 ) t — , 

offerece do mesmo modo as duas determinações, 

V l = 2 a c o s Í ( ? | — n ) sen + 

V2 == 2 a sen i (Ç1 — .pá) sen (2 * N t + 

ás quaes correspondem as intensidades 

•i 1 
j ^ I j dt = 4 «2 cos2 — (?1 — <p2) 

r l 1 
J o h dt = 4 a2 sen2 — (?1 — 

Discutamos estas forças vivas. 
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Sendo os movimentos componentes no mesmo sentido, 

intensidade resultante será, no seu máximo valor, 

4 „ 2 * a. , 

quadrupla de cada intensidade componente, quando 

cos — — ça) = ± 1, 

OU 

OU 

ou 

1 
g-foi—<pa) = 2n—, 

xi — 032 = 2 n—, 

ou, d'um modo geral, 

(r 9i + xi) — (r e2 + àr2) = 2 n ; 
A 

e será, no seu minimo valor, nulla, quando 

1 
cos — ( w — n) = o, 

ou 

ou 

I ( f l _ w ) = (2» + 

61 — ti = (2 n + 1) i 
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ou 

ou emfim 

xl-xi = {2n + 1)1, 

(r»! +xi) — (r 62 +as) = (2 « + 1 ) 1 . 

Sendo oppostos os movimentos componentes, a intensi-

dade resultante terá o seu máximo valor, 

4 2 
quando 

sen—(?1— f í ) = ± 1; 

e o minimo, zéro, quando 

s e n -g (?» — «) = 0. 

É pois o inverso do que ha pouco succedia. 

Decomposição. Este problema, para obter solução, neces-

sita mais uma relação entre as phases dos movimentos com-

ponentes. 

2.° De amplitude desigual: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

t>, = a] sen (2 it N í + ç j 

e 
Vi = + aa sen (2 * N t + «pa); 
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com as suas respectivas intensidades, 

e 

r l 
/ i2dt — a2. 

J O 

Resultará a velocidade 

==«, sen + i sen (2«N< + ^ 

= sen 2 w Ní («, cos ?1 ± «2cos <p2) + cos 2«Ní fo sen?1 ± a2sen?2), 

que, nas legitimas hypotheses, 

«1 s e n "Pi + «2 sen <j>2 = M sen i|> 
e 

«i c o s <Pi ± «4 cos <p2 = M cos ^ 

— legitimas pela realidade das suas consequências, 

m sen çi + «2 sen ®2 
— ; 1 =tg h 
aj COS <P1 + a 2 COS <p2 

e 

« l 2 + «22 ± 2 «1 «2 COS (<M — a 2 ) = M 2 — , 

se transforma em 

V = M sen (2 « N t + <,), 

segundo a lei dos senos, 
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Também aqui a velocidade resultante tem, conforme a 

identidade ou contrariedade dos sentidos nos movimentos 

componentes, duas determinações, e são 

V 1 = + «22 + 2 aj a2 cos (»! — ? 2) . sen (2 w N t + 

e 

= ^«í2 + «e2 — 2 a, a2 cos (®! — <p2). sen (2 « N t + k). 

Seguem-se as respectivas forças vivas, num e noutro caso, 

/ I( dt = aL
2 + « 2

2 + 2 aj a2 COS (?j ip2) J O 
e 

í l 

J 0 Iz dt = aj2 + a2
2 — 2 a, a2 COS — 

Discutamol-as. 

Sendo os movimentos componentes no mesmo sentido, a 

intensidade terá um valor máximo, quando 

COS («Pj — <p2) = + 1 

OU 

<pi — <t2 — 2 n n; 

médio, quando 

COS(?1 — <f2) = 6 , 

OU 

Ti ~ ?2 = (2 n -f- 1) ; 

minimo, quando 

C 0 8 ( Ç l — 9 2 ) a s — 1 , 

) 
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ou 

9 1 — (2 » + !)«. 

Dar-se-á o inverso, quanto aos valores máximos e míni-

mos, conservando-se inalteravel a expressão dos valores mé-

dios, se forem oppostos os movimentos componentes. 

Decomposição. Este problema exige mais duas equações 

entre as incógnitas. 

Será determinado, quando, por exemplo, forem dadas as 

duas phases do movimento componente. 

Consideremos, pela importancia das suas applicações, o 

caso em que os movimentos procurados, no mesmo sentido, 

têm as phases 

Seja a velocidade dada 

V = M sen (2 * N t + 

com a sua competente intensidade, 

^ e m é preciso recorrer ás formulas estabelecidas, 
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Com effeito é 

sen (2n N< + *J») = cos $ sen 2 „ N t + sen $ cos 2 « N t 

— cos <|i sen 2 « N t + sen i], sen 

Logo as velocidades componentes são 

vi = M cos <), sen 2 « N t 

e 

v2 = Msen<|isen ^ 2 « N t - f - j ; 

ás quaes correspondem as intensidades, 

J ^ ii dt=sM2cos2(|( 

e 

I = M2sen2iJí, 
J o 

como devia ser; porque, ao que vimos, a equação que liga a 

intensidade resultante ás componentes, quando a differença 

da phase dos movimentos componentes é 

tal equação é 

J\dt=j\ídt+j\idt, 
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Vibrações de período desigual 

Quando as vibrações são de periodo desegual, ainda a 

subdivisão pela egualdade ou desegualdade da amplitude dá, 

mas sem correspondência, a subdivisão pela egualdade ou 

desegualdade dos coeficientes de velocidade. 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Sejam as velocidades 

vi=* sen (2 « Ni t + <j>) 

«2 = ± a sen (2 n N2 t -+• <p); 

Designando por n a differença entre o numero das vibra-

ções, por segundo, dos dois movimentos periodicos compo-

nentes, poderemos ás velocidades dadas substituir 

vi = a sen [2 w N21 -f- (2 n nt -f- ?)] 

e 

«2 = + a sen (2 TC N21 <f), 

isto é, trocar os movimentos de periodo desigual por outros 

de egual periodo, ora concordantes, ora discordantes. 

As vibrações concordam ou não no mesmo instante, con-
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forme é então o mesmo ou contrario o signal das suas velo-

cidades. 

Quando as vibrações componentes têm originariamente o 

mesmo sentido, ha, entre as varias concordâncias, uma que, 

sob o ponto de vista das phases, poderemos chamar perfeita, 

se 

(2irní-)-?) — <p = 2iic, 
OU 

2 w nt = 2 i ir, 
OU 

i 

n 

e também, entre as discordâncias, uma perfeita, se 

2 * n í = ( 2 i + 1) 
ou 

_ 2 i + l 

~~ 2 n ' 

sendo i um numero inteiro. 

Donde o tempo decorrido, entre duas concordâncias ou 

discordâncias perfeita successivas, 

1 

e, entre uma concordância e a disconcordancia immediata, 

Como, quando ha concordância ou disconcordancia per-
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feita, temos 

«i = a sen 

e 

U i = « s e n | j í « N í — -f (2 * i -J -ç) J 

vi — x sen ^2 «Na— -fç^, 

ou 

9 AT 2 i + 1 . U 2 Í + 1 , M ~2n~ ( * 2~~ V.J 
/_ „ 2i + l \ 

ví = « sen í 2n N2 —— çj , 

segue-se que, para se reproduzir a mesma concordância ou 

disconcordancia perfeita, é preciso que 

2 « N2 8 = 2 x 

e 

2 « n e = 2 « í", 

Ni 6 = i\ 

ou 

ou 

n 8 = i"t 

Ng 8 = i'i 

Ni 8 = i ' i , 

sendo i j , t',' e t" números inteiros. 

Estas condições acham-se logo satisfeitas, quando 6 é in-
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teiro, o que era de esperar; mas, satisfeitas também, quando 

1 

sendo d um divisor commum de Nt e Nt. 

Logo o menor tempo decorrido entre duas concordâncias 

ou discordâncias perfeitas idênticas, ou o tempo que leva a 

reproduzir-se uma concordância ou discordância perfeita, é 

1 

sendo D o maior divisor commum 

Se as vibrações componentes se oppõem, é fácil notar as 

inversões. 

Suppostos os movimentos vibratorios do mesmo período e 

phase variavel a cada instante, a sua velocidade resultante 

será, como ficou estabelecido, 

Vj = 2 a cos * n t sen (2 ir N21 + fo), 

se as vibrações vão originalmente no mesmo sentido; se não, 

V2 = 2 a sen ir n t sen (2 « N21 + fe), 

sendo agora ^ e <!»,, não já constantes, mas funcções do 

tempo. 

Já a velocidade segue uma lei mais complexa que a dos 

senos. 

Ás velocidades corresponderão, a cada instante, as inten-
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sidades 

i ! = 4 O? cos2 « n t sen2 (2 « Ns1 -f- ̂ j) 

e 

I2 == 4 «2 sen2 nnt sen2 (2 * N21 + «fe). 

Discutamol-as. 

A intensidade da primeira formula poderá ser maxima, o 

que só ficará dependendo do outro factor, quando 

c o s w n í = ^ 1, 

OU 

ic n t = i ic, 

OU 

^ 1 

n ' 

e minima, quando 

cos TC n t<= O, 

OU 

tc n < = (2 i -j- 1) — 

ou 

2« + 1 

2 n 

A outra intensidade, inversamente. 

São, como era natural, os mesmos resultados já obtidos 

pela consideração das concordâncias e disconcordancias per-

feitas. 

t 
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Decomposição. Não é possível a decomposição d 'uma vi-

bração simples noutras de períodos diversos. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

vi — %i sen (2 « Ni í + <p) 

e 

v-2 = ± «a sen (2 « Na t -f- ?), 

ou 

u, = «j sen [2 * Na t -f- (2 « n t -j- ç)] 

e 

Vi = i aa sen (2 « Na £ -f-

Reproduz-se tudo o que ha pouco dizíamos das concor-

dâncias e discordâncias. 

A velocidade resultante será, numa lei mais complexa que 

a dos senos, 

v , = f / V - f a22 - f 2 a, aa cos 2 * n í . sen (21C Na < + <h), 

ou 

Va = f / a , 2 + «a2 — 2 «! «a cos 2*nt. sen (2 « Na t + <b); 

com a respectiva intensidade, 

li = («is -f «22 + 2 «! o2 cos 2 n n t) sen2 (2 « Na t + <(,,) 

OU 

Ia = («js + aa2 — 2 «i «a cos 2 ir n t) sen2 (2 « Na t f +2). 

3 
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A primeira intensidade terá um máximo possível, 

cos 2 « n t = + 1, 

OU 

2 vnt = 2 i 

OU 

t 

n 

e um mínimo, se 

c o s 2 * n í — — 1, 

OU 

2 w n « = (2 i + l ) „ , 

OU 

_ 2 r + l 

tudo, como ha pouco, o que devia succeder. 

Inversamente a outra intensidade. 

Decomposição. Não é possível. 

Vibrações de phase diversa: 

1 ° De egual coeíBciente de velocidade: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

e 

Vi = a sen (2 w Ni í + ?i) 

ví — ± *sen (2 * Na t + w)j 
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ou 

vi = a sen [2 n N21 + (2 n n t + ç t)] 

e 

vz = + o sen (2®N2< + ç2). 

As concordâncias perfeitas das vibrações, no mesmo sen-

tido, são indicadas por 

2 it nt -j- (fi — <p2 = 2 i i , 

ou, sendo e as anomalias, 

í = a n 5 

e as discordâncias perfeitas, por 

2 « nt + — fi = (2 i - f 1 ) 

ou 

2n 

O inverso, quando as componentes são oppostas. 

É fácil ver que as concordâncias e discordâncias perfeitas 

se repetem ainda a tempos eguaes a 

D' 



36 

A velocidade resultante por composição será, numa 

mais complexa que a dos senos, 

Vj = 2 a cos TC (nt + — <F2) sen (2 * N2t + 

OU 

V2 = 2 a sen TC (nt -}- <f2 — sen (2 * N2 t + 

correspondendo-lhe a intensidade, a cada instante, 

I, = 4 «2 cos2 „ (nt + vi — wí) sen2 (2 TC N21 + <h) 

OU 

I 2 = 4 a2 sen2 TC (nt + vi — *Fa) sen2 (2 n N21 -J-

A primeira intensidade terá um máximo possível, se 

cos TC (nt + Vi — = 1, 

ou 

«(ní + ^ i — T í ) = » t c , 

OU 

l —(Vi — V2) 
í = ~n J 

e um mínimo, se 

cos TC (nt -f- V, — <f2) = 0, 

OU 

a 
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ou 
t = ( 2 « + 1) — — v » ) 

2 n 

Inversamente a outra intensidade. 

Resultados já obtidos ás concordâncias e disconcordancias 

perfeitas. 

Decomposição. Não é possivel. 

2.° De desegual coefíiciente de velocidade: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

Vi = a i sen (2 « Ni í + «pj) 

e 

v 2 — ± « 2 sen (2 * N21 + ?2), 
OU 

vi ==*! sen [2 ir N2 < + (2 it ní + 
e 

v2 = ± a2 sen (2 « N21 + Ç2). 

A velocidade resultante será, numa lei mais complexa que 

a dos senos, 

V1 — + *•/ + 2 71 «2 cos 2 x [nt + — sen (2 * N21 + 4,), 

OQ 

V a = l^«x2 + «2
2 — 2 «i «2 cos 2 * (nt i- — v t) sen (2« N2 < + fc); 

correspondendo-lhe a intensidade, a cada instante, 

= [«i2 + + a2 cos2 w(ní + >?•,— ^2)] sen2 (2 « N2 £ + <|>i) 
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ou 

I2=Ca i2+«a2—2«1a2cos2 *(nt - f \pt — w2)] sen2 (2 v N2 tf + 

Os máximos e minimos possíveis succedem-se a interval-

los, como precedentemente. 

Decomposição. Não é possível. 

II 

Vamos agora occupar-nos da composição geral de muitas 

vibrações numa e da inversa decomposição. 

Vibrações de egual período 

Vibrações da mesma pliase: 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

Vi — a sen (2w N t + <p), 

t)j = ± a sen (2 ir N t + ç), 
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i 
vp — + a s e n (2 * N t - f ç); 

ás quaes corresponde a mesma intensidade, 

a 
i 

e 

/' idt = 
J o 

Resultará 

V = vl+v2 + vp 

= (« ± a + a) s e n ( 2 TCN t + <p), 

[iIdt = (a±a ± . )« . 
j O 

Decomposição. Por um modo inverso. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

= » sen ( 2 TC N t -J- <p), 

vz = ± «2 sen (2 t t N t + <p), 

e 

VP = ± ap s e n (2 it N í + <p); 
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correspondendo-lhes as intensidades, 

/ i^dt — a,2, 
J O 

f h dt — a2
2, 

•I 
I ipdt = aj;2. 

J O 
Resultará 

V = V j + v t -fvp 

— («1 ± «2 ± ap) sen (2 « N t + ?), 
e 

/ I d í ^ í a . + a , ±«p)2 . 
0 

Decomposição. Indeterminada. 

Vibrações de phase diversa: 

1.° Da mesma amplitude: 

Sejam as velocidades componentes 

vi = a sen (2 * N t -f- <pi), 

vz = + a sen (2 « N t + ?2), 

e 
Vp = + * sen (2 « N < -f <çv); 
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com a intensidade commum 

Podemos substituir a cada velocidade as suas componentes 

respectivas, 

vj — a cos ç! sen 2 % N t 

t v ' = a sen ?x sen ( 2 „ N í + - | j ' 

v2' = + a cos <p2 sen 2 « N í 

vz"— + a sen (j>2 sen ^2 « N t + ^ j 

Vp' = + a cos yp sen 2 w N í 

Vp"= + a sen «pj, sen ^2 w N í + ( 

As primeiras componentes resultam em 

V' = a (cos çj •+ cos ç2 + cos <pp) sen 2 * N tf 

= a (2 COS <p) sen 2 it N tf, 
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e as segundas em 

V " = a (sen + sen ?2 + sen sen « N t + 

= a (2sen<f) sen ^ 2 w N f + 

Está pois o problema reduzido ao da só composição de 

duas velocidades. 

Decomposição. Indeterminada. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

v l = a i sen(2«Nt + 

vt = ± «2 sen (2 * N t + <p2), 

vp = + ap sen (2 * N t + çp); 

com as intensidades, 

«/ o 

h dt — «2
2, 

,.1 
I ipdt = an

2 

J o 
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As componentes duplicam-se respectivamente em 

u \ 

vt' == cos ̂  sen 2 „ N t I 

/ it i» i y ' = «i sen sen ^2 « N t — j l 

v2' = + a2 cos ç2 sen 2 « N t j 

«2"= + tt2 sen <p2 sen ^2 TC N í + ~ j í 

Up' = i «p cos sen 2 « N t 

vp"= + sen fp sen ^2 « N t + — j 1 

As componentes affins reunem-se em 

V' = (ai cos çi + a2 cos 92 . . . + ap cos fp) sen 2 w N t 

= (2 a cos <p) sen 2 « N t, 

V" = (ai sen <pi + a2 sen <p2 . . . + ap sen <pp) sen ^2 ir N t -f-

= (5 a sen tf) sen ^2 « N t -f- -^-j. 
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Está portanto este problema reduzido também á só com-

posição de duas velocidades. 

Decomposição. Indeterminada. 

Vibrações de período desegual 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual coefflciente de velocidade: 

Composição. Sejam as velocidades componentes 

vl=a. sen (2 N, í + 

v2 = + a sen (2 is N21 -f 

ou, sendo 

vp— + a sen (2 x Np t + ç); 

N, 

N2 — N3 = n,, 

N{p_i) — Np = n(p-i), 
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as velocidades 

v1 = a.sen|2 «Np t + [2 * («i + n^ ... + np) t + <f>]| 

= a sen j 2 ir 

v2 = + a sen 12 * Np t + [2 * (n2 + . . . . . + np) t ç] j, 

= ± a sen j 2 * Np t + [2 «(2a n) t + }, 

e 

Vp = + a sen (2 w Np t + ç). 

Fica o problema reduzido ao da composição de muitas vi-

brações de período egual, phase diversa, em geral, e ampli-

tude egual. 

Decomposição. Impossível. 

2.° De coefficiente de velocidade: 

Composição. As velocidades componentes, 

Vi = «! sen (2 w Ni < + ç), 

«2 = ±« 2 sen ( 2 « N 2 í + ?), 

e 
Vp— + *p aen (2 « Np t + <p), 
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transformam-se em 

«I = t t i sen J2 ir Np t + [2 ir(5j «)< + ?)](, 

= ± « 2 sen J 2 i r N p t + [2 * (s2 n) t + j, 

e 

Vp =* ap sen (2 ir Np í + (p), 

que se podem compôr, como se fossem de periodo egual, phase 

diversa, em geral, e amplitude desegual. 

Decomposição. Impossível. 

Vibrações de phase diversa: 

l .6 De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. As velocidades, 

= a sen (2 w Ni í + 91), 

Vi = + a sen (2 ir N21 + <p2), 

Vp— + a sen (2 * Np t + <?p), 

transformam-se em 

Vx = asenJ2it N f< + [2ir (2j n)t + ç í ] } , 

U2 = ;f asent2irNpt -)- [2n (22n)í+Ç2]I, 
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Vp = + tt sen (2 ir Np t + <fp)> 

que se já sabem compôr. 

Decomposição. Impossível. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

As velocidades, 

«j = oj sen (2 ir Nx t + «ft), 

± «2 sen (2 ir N2 < + ç2), 

vp — + ap sen (2 ir Np í + <pp) 

transformam-se em 

t>! = «! sení2ir Np t + [2 „ (st n) t + Çl]|, 

« 2 = ± «2 sení2 « Np t + [2 B (22 n) t + Ç2]|, 

Vp= + «p sen (2 * Np t -J- çp), 

cuja composição é sabida. 

Decomposição. Impossível. 





CAPITULO SEGUNDO 

Vibrações no mesmo plano 

SCMMAKIO: — Composição de duas vibrações rectangulares numa, e decom-

posição inversa; composição de muitas vibraçõos obliquas numa, e de-

composição reciproca: vibrações de período egual ou desegual, da mes-

ma ou differente phase, de egual ou desegual amplitude. 

Este capitulo, de certo mais complexo que o anterior, 

pode comtudo ser discutido menos longamente. 

E o que julgamos ter conseguido pela interferencia da lei 

das distancias na determinação successiva das direcções dos 

movimentos componentes. 

Parece-nos até haver assim simplificado e completado, a 

um tempo, as condições naturaes do problema. 

Gomo antecedentemente, iremos resolvendo a composição 

e decomposição das vibrações pendulares em todas as suas 

maneiras, desde as mais simples até ás mais compositas. 

Supporemos as vibrações situadas no plano dos eixos co-

ordenados. 

1 



50 

I 

Vamos primeiramente determinar a resultante de duas vi-

brações rectangulares e as duas componentes rectangulares 

d 'uma. 

Vibrações de egual período 

Vibrações da mesma phase: 

i .° De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos, 

t/®J = « sen (2 « N t -}- 9) 

e 

v(y) = ± a sen (2 ir N < -f- ç); 

e as direcções das parallelas aos eixos coordenados, 

i(y)= q: a cos (2 * N t + 
e j 

m = — a cos (2ir N t + 

A resultante terá as velocidades, segundo a lei senosoidal, 

V =!" V(*P + v(y;i 

— Vy,» sen (2* N t -+• <?); 
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as direcções, com o seu sentido, expressas em 

. . . a sen (2 w N £ + m) 
COS Al'J = 

.a sen (2 it N í + ç) 

1 1 

e 

„, , ± « sen(2 * N t + ») 
C0SA67=— — 

^ 2 • a sen (2 tc N < + <p) 

1 1 

sendo A(x) e A(y> os ângulos da resultante com os eixos X e 

Y positivos; e a lei rectilínea das direcções, 

ífyj=±$f*j 

= tg 45° tg 135° 

As intensidades das vibrações componentes e da resultante 

correlacionam-se em 
r 1 r l 

I Idt = 2 idt. 
" o 'o 

Decomposição. Uma vibração poderá decompor-se em duas 

rectangulares de amplitudes eguaes, se formar com uma e 

outra componente ângulos de 45°. 



52 
— ^ ^ 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos, 

v(<*) = aM sen (2 * N í - f ç) 

e 

v(y) = + a(y) sen (2 * N t + 

e as direcções das parallelas aos eixos coordenados, 

»(y) = + M cos (2 TC N t -)- ç) e 

»[X) — — aíx) cos ( 2 u N í + <?). 

A resultante terá as velocidades, segundo a lei senosoidal, 

= ~Jvh • sen (2 « N í + 

as direcções, com o seu sentido, expressas em 

%(*> sen (2 TC N t + <p) 
cos A(*> 

V j x j i 4- aí!/,'2, sen (2 « N t + <f) 

x") %<*, 

cos A(y) -

+ fjx)* + UvA 

± M sen (2 TC N t + ç) 

va(x)i + Mi. sen (2 TC N í + ç) 

afvJ a(y) 

K-íiíx-í»!»' + V Jx )t<.ívli 
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e a lei rectilinea das direcções, 

, aíW , , 
&(y)= + — »(*). 

~ a(x) 

-

Relacionam-se as intensidades por 

f I dtz=l iMdt+í i(y)dt. 
J O J o J o 

Decomposição. Em geral, não é determinada. Toma-se tal, 

quando, por exemplo, as componentes se dirigem pelos eixos 

coordenados. 

Então, como é conhecida, além da grandeza, a inclinação 

da resultante aos eixos, adquirem-se os coefficientes de ve-

locidade, positivos ou negativos, por 

a M = V ^ P - f cos AM 

e 

a / y ) = V j * n cos AM. 

Vibrações de phase diversa: 

1.® De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos, 

e 

ví'J = a sen (2 * N t + <?(x)) 

vly) = + a sen (2 « N t + «pW; 
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e as direcções designadas por 

ZM = q: a cos (2 „ N t + <?W) 

e 

»(')= — a cos (2 ic N t + <ff*J). 

A resultante terá as velocidades, que se não submettem 

lei senosoidal, 

V 5=3 * ^sen 2 (2 * N t + + sen2 (2 « N t + ç7wj 5 

as direcções, com o seu sentido, dadas por 

, s e n ( 2 , N t + *f-J) 
cos A(")= - — ——— 

^sen 2 (2 « N t + </*>) + sen2 (2 « N t + j r f ) 

e 
, + s e n ( 2 * N t + (fM) 

cos A M — v ' — 
^sen 2 (2 « N í + + sen2 (2 * N t 

e a lei das direcções Procuremol-a. 

As equações das distancias, 

&M = + a (cos 2 r. N t cos t^y) — sen 2 * N t sen <fty)) 

e 

è(x) = — a (cos 2 ir N t cos <ff') — sen 2 « N t sen Jx))t 

substituem-se, feita a eliminação, por 

_ cos <f(x) + COS o/W) 
+ a sen 2 « N t — 

sen ($(*) — <p<y>) 
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a 
$(y) sen <fM + SM sen çW 

sen (<fM — fi'yJ) 
\\ 

Portanto a lei das direcções formulada em 

o2 sen2 (<fM — jl) =, SM* + SM* J. 2 SM SM cos ($M — Jy/); 

> 

que, em geral, é a equação d'um ellipse, referida ao centro, 

cujo eixo maior forma com o dos a; a metade do angulo de 

tg 2 8 = + 00, 

ou um dos ângulos 

45°, 135°; 

que, no caso particular de 

cos (tfM — 9fyJ) = o, 

ou 

tfM qM = (2 TO + 1) 

se reduz a 

a2 = SM* + SM*} 

equação d'um circulo, de raio a, referido ao centro; e que, 

ainda particularmente, quando 

sen (<fM — </yJ) = O, 
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OQ 
vj(x) — cjlyl = m w, 

se abaixa até 

equação, já achada, d 'uma linha recta. 

Entre as intensidades componentes e a resultante ha a re-

lação 

f Idt = 2 I iãt. 
J o ^ o 

Decomposição. Só possível, quando a differença de phase 

das componentes for i n , e a resultante se inclinar para ellas 

de 45°. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, 

vM—aM sen (2 * N t + <?f*J) 

e 
v(y) = + «W sen (2 * N t + ; 

e as direcções, 
$(y)=+ a/y) cos (2 it N t + <ffrJ) 

e 
${*) a r — a/') cos (2 X N t + <J*>). 

A resultante terá as velocidades, segundo uma lei com-

posta, 

V = K s e n 2 (2 * N t + *(*)) + JrJ* sen2 (2 • N t + yM)} 
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as direcções, com o seu sentido, expressas em 

.W sen (2 « N t + */xl) 
COS K ( * ) — 

sen2 (2 « N t + v>M) + Jf>* sen2 (2 « N t + <?M) 

e 

. , + %(y> sen (2 » N t + «/r>) 
cos AM = • 

^TjM*sen2(2TCNí f *M) + «W»sen» (2TCN< + 9M) 

e a lei das direcções formulada: em geral, por 

a/y)* aM* sen2 (<fM — <fM) 

= aM* Sff)* + a/f)* SM* + 2 ffl/V a/f/ SM SM cos ($M — ç/W), 

equação d'uma ellipse, referida ao centro, cujo eixo maior 

forma com o dos a; a metade do angulo de 

2 a.f*J J f ) 
= ± jyji 0 0 8 W" ~ M 5 

ou, quando 

COS (<fM — qtfj) — 0, 

isto é, 

por 
a/f)* aí')* = aM* Sff1* + a/f)* SM*, 

equação d'uma ellipse, referida ao centro e aos seus eixos; 
4 * 
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ou, quando 

isto é, 

por 

equação, já deduzida, d'uma linha recta. 

Relação das intensidades: 

ri 1 
/ I dt= %(') dt + I iíyJdt. 

J O J O o 

Decomposição. Possível apenas, se a differença de phase 

das componentes fôr m n . 

sen ($(*) — <afyJ) = 0, 

a/y) a(y) 
S(yJ =4 S(»J, 

^ aí") ' a/') ' 

Vibrações de período desegual 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Sejam definidas as vibrações componentes 

pelas velocidades, 

v<*) = a sen (2 n TSf»J t f f) 

e 

VM = ± a Sen (2 « NM t + f) ; 
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e pelas direcções, 

H 
= aW cos (2 , NM í + ?) 

e 

= _ a W cos (2 « KW t 4 o), 

OU 

fW = ip flW cos (2 TC N (y) t + <f) 

e 

»(*) — — af'J cos [2 TC Nfr/ t + (2„nt+ »)]. 

A vibração resultante será definida pelas velocidades com-

postas, 

V = « ̂ sen2 (2 TC KM t + T) + sen2 (2 w NW (! i T); 

pelas direcções, com o seu sentido, 

sen (2 « N/V < + «) 
cos A ^ == 

'^sen2 (2 TC < + <?) + sen2 (2 TC N M t + 

d= sen (2 TC NMt + 9) 
cos A ^ = j 

^sen2 (2 tc N/*7 <+<?) + sen2 (2 tc N/W < -f 9) 
% 

e pela lei das direcções, 

ahn flW sen2 2 * n t 2 aMaMWíM cos 2 tcwí, 

que é a equação d'uma ellipse que muda a cada instante. 
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Relação das intensidades: 

r x í 1 

/ ldt — 2 idt. 
J O ^ O 

Decomposição. Impossivel. 

2.° De desegual coeílicieiite de velocidade: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, 

v(x>=*.<*) sen (2 * NW t + <p) 

e 
vM = ± sen (2 * NW t - f 

e as direcções, 
i(y)= + a(y) cos (2 « N 'M t + ç) 

e 

— — a/W cos [2 * WyJ t + (2* nt + <p)]. 

A resultante terá as velocidades compostas, 

V = K t*)1 sen2 (2 « N ^ í + f) + «ívJ2 sen2 (2 « NM t + <p); 

as direcções, com o seu sentido, 

cos kSz> = -
J*> sen (2 « W') t -f ?) 

cos AM = 

V s e n 2 (2 « NW t + f ) + «W2 sen2 (2 ir NM t + ç) 

± *ty> sen (2 ir NCW t + <p) 

K&J* sen2 (2 ir N W t + ») + «M2 sen2 (2 * N f y j t + 9)' 
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e a mesma lei das direcções da resultante no caso anterior. 

Somente agora, como pode succeder que, apesar de des-

eguaes os coefficientes de velocidade, sejam eguaes as ampli-

tudes, a ellipse terá a particular determinação, em que o seu 

eixo maior se inclinará sempre ao dos x de 45° ou Í35°, 

a2 sen2 2 * ní = èW* -[ í/V2 + 2 iírJ •)(*) cos 2 * nt. 

Relação das intensidades: 

Decomposição. Impossível. 

Vibrações de phase diversa: 

1.° De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Nem a fazemos, por evidente, desde o que se 

disse no penúltimo caso. 

Decomposição. Impossível. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Composição. Analogamente á do penúltimo caso. 

Decomposição. Impossível. 
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II 

Tractaremos agora da composição de muitas vibrações 

obliquas numa só, e da inversa decomposição. 

Vibrações de egual período 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, 

vi = a sen (2 r. N t -f 9 ) , 

i>2 = + a sen (2 i e N t + 9 ) , 

e 

Vp — ± « sen (2 « N t + 9); 

e as inclinações aos eixos positivos, 

Ai(«) e Ai(y), 

Ai<*) e A^v), 

e 

AM e AM, 
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A cada vibração dada decompõe-se respectivamente a sua 

velocidade nas duas, 

Vií*J = a cos Ai(*J sen (2 * N t + ?)) 
n 

vjy) = a cos AlfyJ sen (2 ir N t + <j>) 

v%f*J = + a cos A%(*) sen (2 ir N t + ç)l 

vt (3) = i « c o s A&Msen (2 i tNí + ?)) 

e 

Vp/X> — + a c o s A p M s e n ( 2 * N < + <P) ) 

vj/yJ = + a cos Aj/rJ sen (2 w N < + <p) 

As primeiras velocidades congeneres, todas na mesma di-

recção, ajunctam-se em 

V / W = « ( s cos Af'j) sen (2 * N t + 

e as segundas, também na mesma direcção, em 

W = , a (2 cos AM) sen (2 ir N < + ?). 

A estas formulas de velocidade correspondem, por inte-

gração sem constante arbitraria, as de distancia. 

Temos assim o problema reduzido á composição de só 

duas vibrações rectangulares. 

Decomposição. Indeterminada. 
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2.° De amplitude desegual: 

Composição. A única differença do caso anterior é que, em 

vez de apparecer nas duas componentes rectangulares a que 

se reduzem todas, 

a 2 cos AM e «2 cos AM, 

apparecerá 

2 a cos AM e 2 a COS AM. 

Decomposição. Indeterminada. 

Vibrações de phase diversa : 

1 D e egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, 

vi — a sen (2 « N t + çj), 

v% = ± * sen (2 « N t + <p2), 

e 

vp = ± a sen (2 « N t + çp); 

e as inclinações aos eixos positivos, 

AiM e AiM, 

AiM e AiM, 

e 
ApM e Aj/rJ. 
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A velocidade de cada uma das vibrações decompõe-se re-

spectivamente nas duas, 

vi (*) = » cos Al (*) sen (2 * N t -f ? i)) 

«i (y) = « cos 4|(y)sen (2 « N t + <?i)\ 

«aW = ± a cos W sen(2 w N t -f- <p2)) 

= -{- a cos Ai(y) sen(2 « N í -f- 92) ] 

f 

vv(
x) — ± « cos jáp(*) sen (2 « N t - f <j>p) 

Vp(y) = ± a cos sen (2 n N t 

As primeiras velocidades congeneres, na direcção dos 

compõem-se, como é sabido, numa só; as outras, na dire-

cção dos y, do mesmo modo: ficam pois só duas vibrações 

rectangulares. 

Decomposição. Em geral, impossivel. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Analogamente á de ha pouco. 

Decomposição. Em geral, impossivel. 

Vibrações de periodo desegual 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual coefflciente de velocidade: 

Composição. Julgamos escusado qualquer desenvolvimento. 
5 



66 

A consideração da phase variavel resolve o problema pelo 

modo do penúltimo caso. 

Decomposição. Impossível. 

2.° De desegual coefíiciente de velocidade: 

Composição. Proceder-se-á, considerando a phase variavel, 

como ultimamente. 

Decomposição. Impossível. 

Vibrações de phase diversa: 

1.° De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Pelo ultimo processo. 

Decomposição. Impossível 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Composição. Pelo ultimo processo. 

Decomposição. Impossível. 



CAPITULO TERCEIRO 

Vibrações em todas as direcções 

Sbmmar io : — Composição de tres vibrações rectangulares numa, e decom-

posição inversa; composição de muitas vibrações obliquas numa, e de-

composição reciproca: vibrações de periodo egual ou desegual, da mesma 

ou differente phase, de egual ou desegual amplitude. 

Applicaremos a este capitulo um processo analogo ao que 

precedentemente usámos. 

As leis das distancias, se já não poderão valer-nos, uma 

a uma, hão de comtudo prestar-nos, combinadas, tanto como 

ha pouco. 

Por ellas, como então, ficará o assumpto mais simples e 

talvez completo. 

Não sabemos porque, esta ultima parte do problema da 

composição e decomposição das vibrações pendulares, a mais 

complexa de todas, tem sido menos cuidadosamente tractada 

de alguns, quasi inteiramente esquecida dos outros, e de to-

dos, sem alguma razão, mal comprehendida e abalisada no 

seu alcance e importancia. 

Cremos tel-a restaurado ao logar que lhe pertence. 
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I 

Primeiramente a composição de tres vibrações rectangu-

lares numa, e a decomposição inversa. 

Vibrações de egual periodo 

Vibrações da mesma phase : 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos, 

»(*) = a sen (2 TC N t -f ç), 

v(y) = ± a sen (2 * N t -f-

e 
«(*) = ± a sen (2 TC N t + <p); 

e as direcções das parallelas aos eixos coordenados, 

í(y) = ip ocos (2 TC Nt + 

<K*) = q:acos (2 TC N< + <p))' 

<í(*) = — a cos (2 TC N t - f <p) ] 

t (z) = q: a cos (2 TC N t + ç)í 

B 

«cos ( 2 t c N í + ç ) ) 

S(y) = + a cos (2 TC N t + ç)) 



69 

A vibração resultante terá as velocidade, conformemente 

ainda á lei dos senos, 

V = a t^v(x)2 + v(y) 2 + v(z) 2 

as direcções, com o seu sentido, 

1 1 

cosA(*) = + - - , — 
VZ 

1 1 cos A{z) = + -
i T ' 

sendo A(x), AM e A(z) os ângulos da resultante com os eixos 

X, Y e Z positivos; e a lei rectilínea das direcções, 

í(y) = + *(*)) 

ou 

»(y) = tg 46° <K*), tg 1350 í(-r)) 

í(*) = tg 45° H*), tg 135° ÍO) 
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As intensidades das vibrações componentes e da resultante 

correlacionam-se em 

í'ldt — 3 f\dt. 
o - o 

Decomposição. Uma vibração poderá decompôr-se em tres 

rectangulares, de amplitudes eguaes, se as suas projecções 

sobre os planos das componentes formarem com ellas ân-

gulos de 45°. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, conforme á lei dos senos, 

i J*J = a O) sen (2 TC N t 4 <p), 

v(y) = ± a(y) sen (2 « N t + ?) 

e 

v{*) = ± «(*) sen (2 TC N < 4" ?)» 

e as direcções das parallelas aos eixos coordenados, 

t 

s(y) = a/yj cos (2 « N t + ?) 1 

í [z) = zp aM cos (2 TC N t + ?)) 

if*J == — aí') cos (2 TC N t -f- 1 

íW = + aM cos (2 TC N t + <?)] 

e 

»f'J = — a/*) cos (2 TC N t 4-1) J 

$M = + a/y) oos (2 TC N < 4 <p)) 
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A resultante terá as velocidades, também segundo a lei 

senosoidal, 

V = VvM1 + vfyP JrvM* 

= + xhA + sen (2 « N t + <p); 

as direcções, com o sentido proprio, 

J*) J*> 
COS k(*> = + 

cos A h l = + 

Vj*)1 + ,fr/» + VX(xjl + Jyfl + Jz)i 

JyJ xfyl 
+ 

Vj*)i + Jyfr + + lfyJi + jiji 

cos A/V = + + 
+ jyr* + + j y n + ^ 

e a lei rectilínea das direcções, 

o/y) 
t f y ) = + M*> 

~ aí") 

d1' 
if'J = + if*J 

~ a<*> 

As intensidades relacionam-se por 

f I dt=fi U*) dt f f i ih) dt + f l %(>) dt. 
J o J o J o j o 

Decomposição. Regra geral, não é determinada. Pode sel-o, 
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quando, por exemplo, as Ires componentes se dirigem pelos 

eixos coordenados. 

Em tal caso, como, além da grandeza, é sabida a incli-

nação da resultante aos eixos, obtêm-se os coefficientes de 

velocidade, positivos ou negativos, por 

tjx) = Vj')* + a f r f l + a ^ 2 • COS AM, 

aM == KaW2 + Jy)2 + a(2)2 . cos AM 

J'l = + aW 2 + a /V 2 . COS AN. 

Vibrações de phase diversa: 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos, 

vi*) = * sen (2 * N t + <?(*)), 

v(y) = ± a sen (2 * N t + çM) 

e 

vM S ± a sen (2 * N t + ; 

e as direcções designadas por 

SM = + a cos (2 * N t + VM)J 
>j 

SM = + a cos (2 t. N í+ç/V)j 
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tf*) = — a cos (2 * N t + çM)) 

Í<V == + a cos (2 TC N t + 

e 

tf*/== — a cos (2 TC N t + ç/V) j 

tfr) = + a cos (2 TC N í + ç/W)) 

A resultante terá as velocidades complexas, 

V = » '^sen2 (2 tc N< + + sen2 (2 TC N í+ç/W) + sen» (2« Ní+ç/V); 

as direcções, com o sentido proprio, dadas por 

sen (2 TC N í T <t'm)) 
cosA/W^ -

^sen2(2TCNí+çW)+sen2(2TCNt+ç/W)+sen2(2TCNí+ç^) 

± sen (2 « N í + çW) 
COB A(!/J-= - - — 

' sen2 (2TC N<+çW) + sen2 (2tc Ni i ç^+sen2(2TCN<+ç^) 

e 
+ sen (2 TC N14- . 

cos A(')=-
í /sen2(2rN< j ç/*/) + sen2 ( 2 t c N < + s e n 2 (2*Ní+çW) 

e a lei das direcções, 

a2 sen2 (çW — çM) = + T 2 »(y) tf*) cos (çW—ç(W) j 

s e n ( ç W - ^ ) s e n Ç ^ - V ^ ^ ' 

=F sen (çW — çW) sen (çM — ç/W) 

equações que representara, era geral, uma ellipse. 



É fácil vêr, quando 

_ n m i is 

d'onde 
y(y) — ^f») — m! is., 

que a lei elliptica se transforma na rectilínea, 

»(y) = -fíOz), M) = ± 

As intensidades componentes formam com a resultante a 

equação, 

Decomposição. Só possível, quando a differença das phases, 

duas a duas, das componentes é um múltiplo de ir, e as pro-

jecções da resultante sobre os planos das componentes formam 

com ellas ângulos de 45°. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, 

,1 ri 
Idt=3j idt. 

o - ' o 

vC) = o/'J sen (2 * N t + /*/) 

vM = ± JjJ sen (2 „ N t + 

e 
vN = ± aM sen (2 * N t + /»•>); 

e as direcções, 

&h) = + a/y) cos (2 w N t + 

— + a'*) cos (2 « N t + 
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&M = — aí') cos (2 w N t + <?M) ) 

í A; = + a/V cos (2 TC N t + yM) 

e 

»M = — «W cos (2 TC N < + ç/V) | 

o/^cos(2TC N í + ç/W)j 

A resultante terá as velocidades, segundo uma lei com-

posta, 

V = ^aW
2sen2(2TCN<+9^;)+»('^2sení(2TCNHçry;)+aÍ2;2sea2(2TCN<+^^ 

as direcções, com o seu sentido, 

"mh?"-}— afâ  sen (2 TC N < + y(x)) 

Kar^2sen2(2TCNí+çr®))+a^2sen2(2TCN<+/yJ)+a^2sen2(2TCNH?r^)' 

+ x(v) sen (2tcN< + 
cos A (y)= 

,/«r^2sen2(2TCN<+çr^)+ary/sen2(2TCN(+<pry;)+ar^2sen2(2TCNí+<Pr^) 

e 

« A f l U + "(z) sen (2 » N < -f fízJ) 

^)2sen2(2TCNH9(®))+«(y)2sen2(2TCN<+T(y))+aW2sen2(2TCNH?Õ»))' 

e a lei elliptica, em geral, das direcções, 

aM* aM* sen2 ($/*) — <?M) 

= aM2 $M* + o/W» íW» 2 a/W íW íM cos — 

a W s e n f r f r W s J ) ^ s e n ^ x j - ^ ) 
~ sen — aCí/J sen ( ^ J — 1 
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É fácil ver que a ellipse, lei das direcções, quando 

q(x) — = it j 
}> 

9 ( X ) — 9(zJ — wi2 „) 

se transforma na recta, 

a(y) \ 

a j f z ) \ 
í ( z j = + 

~ a f x ) I 

Relação entre as intensidades: 

f l
 I dt = ( 1 %(*) dt+ / 1 i(y) dt + I W dt. 

J O •-'o O «' o 

Decomposição. Possivel, só quando a differença de phase 

das componentes, duas a duas, for múltipla de 

Vibrações de período desegual 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Sejam definidas as vibrações componentes 

pelas velocidades, 

v(x) = « sen (2 « Wx) t + <f), 

v(y) = + « sen (2 ti Wy) t + <p) 
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e 

v(z) = ± a sen (2 « W"J t + 

e pelas direcções, 

sfy}—+afyJ cos (2 ir WyJ t + ?)) 

$(') = T aí*) cos (2 x N (*) « + <?)]' 

»(x) == _ a(&) cos (2 iv Nfol t + f)j 

$fz) =, rp a(') cos (2 It W°j t + ?)) 

e 

i(x) — _ a(x) cos (2 W W») t + ?)) 

S(y) = + a(y) cos (2 * Wy) < + ?)) 

OU 

i f y ) — + a/y) cos [2 * Nfo» t + (2 * 1 + ?)]) 

SfzJ — ip a(z) cos (2 w W) t + ) 

it NfZJ t -1- [2 it (rai + t + çj | j 

= — a(«) cos (2 7T Nf«) t + ?) ) 

e 

= — a(s) cos 12 tu N(z) í + [2 w (nt + m) t + ç]j \ 

${y) = + a(y) cos [2 « NW t + (2 * m1 + ?)] ) 

A resultante terá as velocidades compostas, 

V*= al/sen2(2*N(s)H <p)-f sen2(2wN(y)í + <j) + sen2(2*N0)í +<p) 



T 
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as direcções, com o sentido proprio, 

8en(2nN(®)í+<p) 
cosA(«)=-

J/sen2(2«N(a!)í+ç)+8en2(2wN(í/)í+9) + sen2(2«N(z)í+?)' 

cosA(y)— + s e n ( 2 M + , ) 

(/sen2(2irN(a:)í +- 9)+sen2(2«N(y))í 4- 9)+ 8en2(2«N(*X f 

e 

cosA(z)= Tsen(2BN(*)*+9) 

Ksen2(2xN(a=)í+9)+sen2(2*N(y)í 4-9)+sen2(2wN(z)í+9)' 

e a lei das direcções, 

. . _a(s) sen2w«2Í / % a(z) sen2,r(íu 4-wa)< 
-7-, 5 : + , M a{x) sen 2««i t a{y) sen2itrai< 

equações d'uma ellipse que varia, a cada instante, na sua 

fórma e no seu plano. 

Relação das intensidades: 

I I á í = 3 í idt. 
J a - n 

Decomposição. Impossível. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Tenham as vibrações componentes as velocidades, 

v(x) = «(«) sen (2 * N(«) t + 9 ) , 

v(y) = ± <ÂV) sen (2 N(y) t + ç) 

I 
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f0) = ± «W sen (2 n NO) tf + ç ) : 

e as direcções, 

*{y) = ± a(y) cos [2 « NO) tf - f (2 „ n2tf + ?)]) 

$ {«)= + a(') cos (2 NO) tf + ç) 

<K®) = — a{x) cos j 2 « NO) tf + [2 « (m + n2) tf + ç ] j j 

í(z) = ± 0(2) cos (2 w N(z) tf + «p) 

»(x) == — a(x) cos (2 ir NO) tf + [2 * (m + m) t + „] j j 

i(y) = + a(y) cos [2 * NO) tf + (2 * n2tf + ç)] 

A resultante terá as velocidades complexas, 

V='/a(^)2sen2(2i;N(a;)í+ip)-f-«(2/)2sen2(2jtNfy)ií+<(>)+aO)2sen2(2*NO)í+ç); 

as direcções, 

cosA(*)= ,Wsen(2„N(*)tf + ?) 

^a(®)2sen2(2«N(a;)í+ç)+«(y)2sen2(2mN(y)í + ç)+«0)2sen2(2,rN0)tf+ç) 

cosA(y)= _ + g(j/)sen (2 ^ N(j/) tf + y) 

'/«(®)2sen2(2itN(«)tf+ç)+a(í/)2sen2(27tN(y)tf+ç)-|-aO)2sen2(2itNO)tf-fifi) 

e 

A + g(z)sen (2.NQ)tf_+g) 

^õ^)2sen2(27rN(«)tf-fip)-fa(í/)
2sen2(2itN(«/)tf-fiy)-}-a0)28en2(21tN0)<+?) 
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e a mesma lei das direcções da resultante no caso anterior. 

Somente agora pôde succeder que essa lei se simplifique, 

quando eguaes as amplitudes, em 

a s sena 2 « m t = <K*/)2 + í W 2 + 2 í(«) »(y) cos 2 „ m t j 

sen2«nat , , s en2 i t (n i+«2) í , . S(z) = + _ í (x) -| 1 »(y) 
sen 2 ir tu t sen 2 ir mt 

Relação das intensidades: 

f \ d t = i dt+f \(y) dt + f dí. 
J o J O O •'O 

Decomposição. Impossivel. 

Fífcrapões de phase diversa: 

1.° De egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Seguir-se-ão os raciocinios do ultimo caso. 

Decomposição. Impossível. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Composição. Analogamente á do penúltimo caso. 

Decomposição. Impossível. 



st 

II 

Resta occuparmo-nos, com ioda a generalidade, da com-

posição de muitas vibrações obliquas numa só, e da inversa 

decomposição. 

Vibrações de egual período 

Vibrações da mesma phase: 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, 

« i = » s e n ( 2 « N í + 9), 

Vjs = + « sen (2 « N t + 9), 

e 

Vp = ^ a sen (2 v N t -f- 9); 

e as inclinações aos eixos positivos, 

Al(x)) Ai(y) e A((,2), 

A2(®), Á2(y) e A20), 

A /*), A j/y) e AJM 
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Divide-se a velocidade de cada vibração pelas tres respe-

ctivas, 

vxf*J = a cos Ai (*) sen (2 * N t ç)) 

vx(y) = , cos A s e n (2 » N t + 9) 1, 

Vlt'J = * cos Ai/V sen (2 „ N t - f <p) ! 

v%(xL — + a cos kit") sen (2 „ N < + ç)\ 

vM = - f a cos k°Ji) sen (2 TC N t + <p) , 

v^N — ± a cos A2W sen (2 TC N < + 

e 

Vp(x) = ± a cos Ap(x) sen (2 TC N í + ç): 

Vp(y) = + a cos Ap(y) sen (2 tc N < + <p) j. 

vp(») = + <* cos Ap(?) sen (2 * N t -J- <p)) 

As primeiras velocidades congeneres, na direcção do X, 

resumem-se em 

V ( « ) = » ( 2 cos A(x)) sen (2 TC N < + 

as segundas, na direcção do Y, em 

V(y) = a (5 cos A(r)) sen (2 TC N < + 

e as outras, na direcção do eixo Z, em 

V(<0 = a ( 2 cos AO)) sen (2 TC N i + ç). 

A estas formulas de velocidade correspondem, por inte-

gração sem constante arbitraria, as de distancia. 
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Está portanto o problema reduzido á composição de três 

vibrações rectangulares da mesma phase. 

Decomposição. Indeterminada. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Só differirá do caso anterior em que 

a 2 COS A(®), a 2 COS A(t/) e a 2 COS AO) 

se mudará em 

2 a COS AO»), SfcCOsACy) e 5 a COS AO). 

Decomposição. Indeterminada. 

Vibrações de phase diversa: 

1.° De egual amplitude: 

Composição. Tenham as vibrações componentes as veloci-

dades, 

«i = « sen (2 it N t + <pi), 

Vi — + a sen (2 « N t + 

vp = + a sen (2 % N t + 

e as inclinações aos eixos positivos, 

A » , Ai(y) e At0), 

As(«), A M e AjO), 

e 
ApOO, Ap(y) e ApO). 



84 

A velocidade de cada vibração decompõe-se respectiva-

mente nas tres, 

= „ cos AjO) son (2 ti N < + <fi) j 

«1 (y) = a cos A!(y) sen (2 * N t + Çl) 1, 

= a cos Ai(*0 sen (2 7t N í + <pi)) 

v-i(x) = ± « cos AaC») sen (2 * N t + cp-2) 

«2(2/) = _f a cos Aa(«/) sen (2 ic N í + 92) , 

v%(z) = + a cos A2(z) sen (2 u N t 4- 92) 

As primeiras velocidades congeneres, na direcção dos x, 

compõem-se numa só; as segundas, na direcção dos y, tam-

bém; e as ultimas, na direcção dos z, do mesmo modo: ficam 

pois somente tres vibrações rectangulares. 

Decomposição. Em geral, impossível. 

2.° De amplitude desegual: 

Composição. Analoga á de ha pouco. 

Decomposição. Em geral, impossível. 

c 

vp(x) = + a cos Ap(x) sen ( 2 « N í t <?p) 

vp(y) = + « cos Ap(y) sen (2 * N t + <fP) 

vp(?) = + a cos Ap(z) sen (2 rt N í -f <?p) 
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Vibrações de período desegual 

Vibrações da mesma phase: 

1 D e egual coefficiente de velocidade: 

Composição. A consideração da phase variavel resolve o 

problema pelo modo do penúltimo caso. 

Decomposição. Impossivel. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Composição. Pela indicação expressa ultimamente. 

Decomposição. Impossível. 

Vibrações de phase diversa: 

1 D e egual coefficiente de velocidade: 

Composição. Pelo ultimo processo. 

Decomposição. Impossível. 

2.° De desegual coefficiente de velocidade: 

Composição. Pelo ultimo processo. 

Decomposição. Impossível. 

FIM. 

/ 
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