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INTRODUCCAO

Uma vibragdo simples, como todo movimento, tem de se
definir, a cada instante, pela sua velocidade e direc¢do; em
successivos instantes, pelas leis de suas velocidades e direcgdes.

A direcgdo, positiva ou negativa, ou simplesmente a di-
recgdo absoluta, determina-se pelos seus angulos com os eixos
coordenados. :

A lei das direcgdes é a da linha recta.

A velocidade e a lei das velocidades, sés ou com o sentido
da direccdo, representam-se por

v=asen (2= Nt ¢),

com signal ou sem elle (1), formula em que «, a velocidade
maxima ou coefficiente de velocidade, resume

a2sN,

(1) O sentido da vibragio péde exprimir-se indifferentemente nos an-
gulos da direcgdo ou no signal da velocidade. Muitas vezes porém é mais
commodo um ou outro modo.

eVt e T TR e
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— sendo a a amplitude de vibrago, e N o numero de vibracdes
produzidas num segundo, o qual, quando a duragfio de cada
movimento vibratorio é muito curta, se péde com approxi-
magdo suppér sempre inteiro—; em que ¢ designa a va-
riavel tempo; e em que ¢, 2 phase do movimento, resume

+ 29,
—sendo ¥ a anomalia —, ou
:!: 2 L3 N 0

— sendo 9 um avango ou atraso de tempo—, ou
z
et
23—

—sendo z um avango ou atraso de espago, e o compri-
mento d’onda—, ou

2-(:tNo:t—“f)=%f(iroim),

—sendo r a rapidez ou velocidade de propagagio—.

Estd completamente definida a vibragao.

Para sabermos a posicdo que tem, a cada momento, a ma-
teria vibrante, bastar-nos-a integrar, sem introduzir constante,
a formula da velocidade. Por que teremos

=—acos(22Nt-+y),

equagdo, cujo primeiro membro diz a distancia da posigdo
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actual da materia vibrante & sua posi¢do intermedia de na-
tural equilibrio.

Para conhecermos a forca viva do movimento associado &
materia bastar-nos-4 produzir

—muvl,

Por que teremos:

-;_mu’=i=-%-mu’sen’(2th+9)»

a forca viva ou intensidade de vibragio,— como ellipticamente
se diz—, a cada instante;

jidt:%—ma’js_en’(2sNt+9)dt

Il
0| =

1—cos2(2xNt+4¢)
2 t
muj 3 d

1 ’[ t sen2(2xNt+g)
— M| —— .
2 2 2.202'N ]

a intensidade num tempo indefinido;
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—_—

1

. 1 1 1 ]:
dt=— —mg? P T AN =
I 7 g M« ;2N 2.2.2*N[sen2(2n+,) sen2¢

._1 2 t
—zmz 'ﬁ-’

a intensidade durante o tempo d’uma vibragiio,— tempo que
se chama periodo, e é

1
T=—

finalmente
g 1
J, idt=gmat,

a intensidade num segundo.

Quando se tracta das vibragdes da mesma materia, péde
exprimir-se-lhes a forga viva comparada sémente pelo qua-
drado da velocidade maxima. Assim faremos.

Até aqui as vibragtes simples tém sido sujeito.

Digamos o assumpto que nos offerecem. Sdo as suas inter-
ferencias.

O problema mathematico das interferencias consiste na
composi¢do e decomposigio das vibragdes simples ligadas 4
mesma materia.
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Taes vibragdes podem alinhar-se todas rectilineamente ; on,
de modo mais geral, dispor-se num plano; ou, do modo mais
geral, em quaesquer direccdes do espago.

Portanto as divisdes do nosso trabalho.

R s ettt







CAPITULO PRIMEIRO

Vibrages na mesma direcedo

Summarto:— Composigdo de duas vibragdes numa, e decomposigdio reciproea;
composi¢do de muitas vibragdes numa, e decomposi¢do inversa: vibra-
¢oes de periodo egual ou desegual, da mesma ou differente phase, de
egual ou desegual amplitude.

Neste caso, que é de todos o mais simples, 0s movimentos
vibratorios compdem-se necessariamente na direcgdo, que tém,
e decompdem-se, porque assim o queremos, noutros movi-
mentos da mesma direcgfio. Aqui pois as vibragdes compo-
nentes e resultantes seguem, durante qualquer tempo, a mesma
lei rectilinea. Podemos suppol-as no eixo dos z, e assim defi-
nidas em direcgdo e lei das direcgdes.

Este primeiro problema acha-se portanto, e desde o prin-
cipio, reduzido 4 s6 indagacfio das velocidades e suas leis. E
20 que vamos proceder, desde as mais simples circumstancias
da composigio e decomposi¢do, quando sio eguaes a phase
e a amplitude, até as mais complexas, entdo que uma e outra
differem.
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Antes de tractar, com toda a generalidade, a composicio

e decomposi¢do das vibragdes, vamos procurar a resultante

de duas e as duas componentes d’uma.
Vibragdes de egual periodo
Vibragoes da mesma phase:
1.° De egual amplitude:
Composigdo. Sejam as velocidades componentes
vi=asen (2= Nt ¢
vr=rasen(2zNt ),

as quaes corresponde (1) a for¢a viva commum,

/0 i dt—ad,

A velocidade resultante sera

V=uv 4+ un:

(1) 86 fallaremos da lei das distancias da molecula vibrante, quando

interessar.
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isto €, se as vibra¢des componentes tinham o mesmo sentido,
Vi=2asen (2=N¢-}¢),

correspondendo-lhe a forca viva,

N |
j Lidt—4,;
0

se nao,

correspondendo-lhe a intensidade,

1
f Ldiis0,
0

Neste caso a lei das velocidades resultantes é a mesma das
componentes, a dos senos.
Decomposigdo. Este problema immediatamente se resolve

pela reciprocidade necessaria das equagdes consignadas.
2.° De amplitude desegual :
Composigdo. Sejam as duas velocidades componentes

vy=qay 8en (2= Nt +¢)

va=Fasen (2= Nt +9);

as quaes correspondem respectivamente as intensidades,
2

» -
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4
/‘ U di = ay?
0

1 !
/ o i a3,
Jo

A velocidade resultante serd
V=uv; +va:
isto é, se 0s movimentos componentes tinham o mesmo sen-
tido,

Vi=(u +a2)sen (2= Nt +9),

correspondendo-lhe a intensidade,

f:I.dt=(q + as)?;

se nao,
Vs =(¢‘ -—aa) sen (23 Nt¢ + 9),

correspondendo-lhe a intensidade

i
f I’ dt —_ (Gl — Iz)’-
0 2

A resultante segue tambem a lei dos senos.
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Decomposigdio. Este problema ¢ indeterminado, caso ndo
seja offerecida alguma relagdo entre as amplitudes dos movi-
mentos componentes.

Vibragdes de phase diversa:

1.° De egual amplitude:
Composi¢do. Sejam as velocidades componentes

vi=asen (2=« N¢ + ¢1)
vg===asen (2« N+ ¢2);

as quaes corresponde a sé intensidade,

Al

_/0 idt=—a2,

A velocidade resultante sera
V=v; +v2

=a[sen (2= Ni+ o) J-sen (2= Nt + )]
=¢[(sén2uNtcos¢4 + cos2=Niseng:) 1-(sen2a Ntcospa - cos2=Nésengs) |
==s[sen 2= N ¢ (cos ¢1 + cosea) +cos 2= N (sengi 1= senea)].

Ainda neste caso a velocidade resultante seguira a lei dos
senos, se for possivel estabelecer :

sen ¢4 - sen g2 = M sen ¢

cos9; = cos p2=M cos ¢.

LR

$
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Ora estas condigdes equivalem a

sen g1 = sen ¢2

==
o8 g1 1 Co8 g2 AL

— 0 que sempre se péde admittir, qualquer que seja a gran-
deza do primeiro membro, porque o segundo, como tangente,
acceita a que for—; e a

(sen o1 + sen g2) 4 (cos 1 - cos g2)? = M2,

ou
2 1 2 (sen o sen g2 + oS g4 COS g2) = M?2,

ou
2[1 o+ cos (p1 — g2)]=M?,

— 0 que tambem é sempre possivel, porque o primeiro mem-
bro, jamais negativo, ndio desdiz da sua representagio em
quadrado—.
Logo a velocidade resultante, segundo a lei senosoidal,
V=Ma(sen2sNtcosy + cos 2« N¢sen ¢)

=Masen (25N ¢+ ¢);

que,—assim como a nova phase se desdobra, se os movi-
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mentos componentes tém ou ndo o mesmo sentido, em duas

¢ e da;

e, dos factores da maxima velocidade resultante, o que é func-
¢ao das phases se representa em

Mi2=2[1 + cos (p1 — ¢2)]

i
=4 0052'2‘ (9. — %2),

ou
M2 =21 — cos (9, —92)]

1
=4sen? — (9, — 92)1 —,
2
offerece do mesmo modo as duas determinagdes,

1

V.=2aCOS§(?._ ga)sen (2= N¢+4¢,)
1

Va =2asen§(q;—¢)sen @=Nt+4,);

as quaes correspondem as intensidades

o 1
,0 I[dt=4 G’ OOS’§~ (Q‘ —?2)

v,

4 1
/; Izdt=4a’sen’-§((p‘ —2).

Discutamos estas forgas vivas.
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Sendo os movimentos componentes no mesmo sentido, a
intensidade resultante sera, no sen maximo valor,

4 ﬂ.’,

quadrupla de cada intensidade componente, quando

1
0055'(?1—?2)=i 1,

ou
kg
E(?l—'W)=2”§,
ou
04 - 02 =2nﬁ’
ou

A
oy—x2=2n—,

2

ou, d'um modo geral,
- 1
(ro1+ 1) —(roz+:cz)=2n§;
e serd, no sen minimo valor, nulla, quando

1
005—2—((91 —g3) =0,
ou
1 ®
g —an)=02n+ Y
ou

1
0 — 2= (2n + l)éﬁ’
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ou
o —za=(2n + l)-l—,
ou emfim .
(78, +a1) — (702 +wa)=(2n—|—1)—;—.

Sendo oppostos os  movimentos componentes, a intensi-
dade resultante terd o seu maximo valor,

4.2,
quando

1
son = (g1 —a)=11;
e 0 minimo, zéro, quando
se : ( ) =0
n— _— =V.
g (1 —m)=

E pois o inverso do que ha pouco succedia.
Decomposicdo. Este problema, para obter solucdo, neces-
sita mais uma relagdo entre as phases dos movimentos com-
ponentes.
2.° De amplitude desigual:
Composigao. Sejam as velocidades componentes

vy=a8en(2sNi+gq)

va=1azsen (2sNt+g);
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com as suas respectivas intensidades,

1
j; il dt=llz

] /:iz dt =,
Resultara a velocidade
V=19, }-v,
=a sen(2a Nt 4¢) 4 x8en (22Nt +g,)

==s8en 2Nt (a; cosp 4 2,008 9,) + cos 2x N (s seng, +-a,8engp,),
que, nas legitimas hypotheses,

a 8en ¢; + a, sen ¢, = Msen ¢

e
ay €08 ¢; = «, cos g, =Mcos g,
— legitimas pela realidade das suas consequencias,
a; 8en ¢; 1~ a, sen o, :
a; COS ¢y 1 ap cosq»z_ A
e

a1 1 ag? + 2 a ag cOS (a1 — az) =M2—,
se transforma em

V=Msen(2zN¢+y),

segundo a lei dos senos,




Tambem aqui a velocidade resultante tem, conforme a
identidade ou contrariedade dos sentidos nos movimentos
componentes, duas determinacdes, e sdo

v1=V¢12+¢22+2a1 ay €08 (9 —g,) .Sen (2 N ¢ 4 1)

T v2=V¢11+azz—2¢1¢z°°3(91—?2)-sen(2"'Nt+\?z)°

Seguem-se as respectivas for¢as vivas, num e noutro caso,

1
‘/; I, dt = a2 + a,®> + 2 2, a3 €08 (9, — )

p i
f ‘/(; Ldt=0*+ a,> — 2 &, a, cos (g, —9,).

Discutamol-as.
Sendo os movimentos componentes no mesmo sentido, a
intensidade teri um valor maximo, quando

cos (¢, — ) =1
ou
Pl =@y = 2n= 3
medio, quando
o8 (p; — ¢;) =34,
ou
n—n=@2n+1)7;
minimo, quando
€08 (¢ —gp) =—1,




o—e=(2n+1)x

Dar-se-d o inverso, quanto aos valores maximos e mini-
mos, conservando-se inalteravel a expressdo dos valores me-
dios, se forem oppostos os movimentos componentes.

Decomposigao. Este problema exige mais duas equagdes
entre as incognitas.

Serd determinado, quando, por exemplo, forem dadas as
duas phases do movimento componente.

Consideremos, pela importancia das suas applicagdes, o
caso em que os movimentos procurados, no mesmo sentido,
tém as phases

Seja a velocidade dada

V=Msen (2Nt +4¢);

com a sua competente intensidade,
i
] Idt=M2.
0

Nem é preciso recorrer s formulas estabelecidas,




Com effeito é

sen (2z N¢ 4 ¢) =cos¢sen2 » Nt +senycos2= N ¢

=cosq,sen2gNt+sen¢sen(2-,gNt+—;-).

Logo as velocidades componentes sio

vi=Mcosysen2=N¢
v, ==M sen ¢ sen (2«Nt+-;-);
4s quaes correspondem as intensidades,

1
fo 21 dt=M2cos?

’.‘
] 92 dt = M2 sen?y,
0

como devia ser; porque, a0 que vimos, a equagio que liga a
intensidade resultante s componentes, quando a differenca
da phase dos movimentos componentes é

@n+1)3,

1 i 1
ﬁldt=ﬁi;dt+j;izdt.

tal equagdo é
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Vibragdes de periodo desigual

Quando as vibractes sio de periodo desegual, ainda a
subdivisdo pela egualdade ou desegualdade da amplitude d4,
mas sem correspondencia, a subdivisdo pela egualdade ou
desegualdade dos coefficientes de velocidade. 3
Vibragoes da mesma phase:
1.° De egual coefficiente de velocidade:
Composigdio. Sejam as velocidades

vi=gqsen (2sNit+¢) J
W:iusen(21ert+9);

Designando por n a differenca entre o numero das vibra-
¢des, por segundo, dos dois movimentos periodicos compo-
nentes, poderemos as velocidades dadas substituir

/

v;=¢sen[2q:N2t+ (2‘l'nt+9)]
W:iasen@wNzt-}-?);

isto é, trocar os movimentos de periodo desigual por outros
de egual periodo, ora concordantes, ora discordantes.

As vibragdes concordam ou ndp no mesmo instante, con-
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forme ¢ entdo o mesmo ou contrario o signal das suas velo-
cidades.

Quando as vibractes componentes tém originariamente o
mesmo sentido, ha, entre as varias concordancias, uma que,
sob o ponto de vista das phases, poderemos chamar perfeita,

se
2=ntt9) —o=21n,
ou
2ent=21nx,
ou
t==;;

e tambem, entre as discordancias, uma perfeita, se

2anmt=(2¢4 1) =,
ou
2:41
2n

’

sendo ¢ um numero inteiro.
Donde o tempo decorrido, entre duas concordancias ou
discordancias perfeita successivas,

e, entre uma concordancia e a disconcordancia immediata,

1

/
=
2n

Como, quando ha concordancia ou disconcordancia per-
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feita, temos

04=1r58n[21er % +2=7 -{-q;)]
e

v =g 8€n (2RNQ%. +9),
ou

2741 2¢+1 :
V=g 8€Nn [2 ﬂ'Nﬂ 2n + (25-—2_ +Q)J

va =gq €N (21: N’2z2+ 2 +q),

n

segue-se que, para se reproduzir a mesma concordancia ou
disconcordancia perfeita, é preciso que

2xNab=2=1ls
e
2tn0==2‘ni”,
ou
Nyo=1,
e
no=1i,
oun
Npo =1y
e
N‘°=i,l;

sendo 7,, 1,' e +" numeros inteiros.
Estas condigdes acham-se logo satisfeitas, quando ¢ é in-
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teiro, o que era de esperar; mas, satisfeitas tambem, quando

1
0=7,
sendo d um divisor commum de N, e N,.

Logo o menor tempe decorrido entre duas concordancias
ou discordancias perfeitas identicas, ou o tempo que leva a

reproduzir-se uma concordancia ou discordancia perfeita, é

1
0= —

sendo D o maior divisor commum

Se as vibragtes componentes se oppdem, é facil notar as
inversdes.

Suppostos 0s movimentos vibratorios do mesmo periodo e
phase variavel a cada instante, a sua velocidade. resultante
sera, como ficou estabelecido,

Vl=2¢cos1=ntsen(21ert+%),

se as vibragdes vao originalmente no mesmo sentido; se nio,

Vo=2asensnisen (2= N, + §),

sendo agora ¢, e ¢,, ndo ji conslantes, mas funcgdes do
tempo.

Ja a velocidade segue uma lei mais complexa que a dos
senos.

As velocidades corresponderiio, a cada instante, as inten-




sidades
Ii=4e?cos®xntsen? (2= Nat 4 )
Is=4a2sen? zntsen? (2= Nat+ ).

Discutamol-as.

A intensidade da primeira formula podera ser maxima, o
que 86 ficaré dependendo do outro factor, quando

cosmnt=-1,

snt=tm,

e minima, quando

cosmni=0,
= ©
snt= (274 1) 5

2141
2n

t= .

A outra intensidade, inversamente.

Sdo, como era natural, os mesmos resultados Ja obtidos

pela consideragdo das concordancias e disconcordancias per-
feitas.
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Decomposigdo. Nao é possivel a decomposi¢gio d’uma vi-
bragdo simples noutras de periodos diversos.
2.° De desegual coefficiente de velocidade :
Composigdo. Sejam as velocidades componentes

vi=aysen (2= Nyt + o)

e

v,=-_-]-_-qsen(2tht+9),
ou

v, =a sen[2nNzt+(2unt+9)]
e

w=-Faz8en (2= Nat -} o).

Reproduz-se tudo o que ha pouco diziamos das concor-
dancias e discordancias.

A velocidade resultante serd, numa lei mais complexa que
a dos senos,

V1=Va1’+¢z’+2¢1 agcos2nnt.sen (2xNat 4 ¢y),

ou
V3=Vq’+¢g’—2q 22 ¢08 2= nt . sen (2 = Na ¢ 4 ¢2);

com a respectiva intensidade,

I =(a2? +a® 24 22c082 s nt)sen? (2= Nat +¢)

ou

Ip=(e? +a2® —2a;a2c082rnt)sen? (2xNat + ¢a),
3
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A primeira intensidade terd um maximo possivel, se

cos2znt=+1,

ou
2w'nt=2i1r,
ou
)
b= —3
n
e um minimo, se
cos2xnt—=—1,
ou
21r'nt=(2i+1)",
ou
. 2¢:+1
WL Smali

tudo, como ha pouco, o que devia succeder.
Inversamente a outra intensidade.
Decomposig@io. Nao é possivel.
Vibragdes de phase diversa:

1.° De egual coefficiente de velocidade :
Composigao. Sejam as velocidades componentes

vy=asen (2= N; 4+ @)

vg=j:asen(2nNzt+qa),




vy=asen[2s Nyt + (2=nt+¢)]
v, == -+ a sen (21:Nzt+¢2).

As concordancias perfeitas das vibragdes, no mesmo sen-
tido, sdo indicadas por

&
2znt+ o —@p=217x,
ou, sendo ¥, e ¥, as anomalias,
i— (v — W)
p=— %,
& n

e as discordancias perfeitas, por

2xnt + o —g=(27+4 1) =,

(2941) —2 (v — w3)
t= .
2n

O inverso, quando as componentes sio oppostas.
E facil ver que as concordancias e discordancias perfeitas
se repelem ainda a tempos eguaes a

1
'E—-

=
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A velocidade resultante por composi¢io serd, numa lei

mais complexa que a dos senos,

Vi=2acosx(nt 4 w; — ¥,)sen (2= Ny ¢ + §)

ou
Vo=2asen= (nt - wa — wi) sen (2 = Ny £ 4 ¢a);

correspondendo-lhe a intensidade, a cada instante,

I; =4a%cos? x (nt + wi — wa) sen? (2= N, £ 4 ¢§)

ou
L,=4.*sen?= (nt + w1 — wa) sen? (2 = N, ¢ + ¢,).

A primeira intensidade terd um maximo possivel, se

cos= (nt + vy —wg) =1,
ou
t(m-“‘y‘—‘yz):iﬁ,
ou
gy,

n

€ um minimo, se

cos = (nt + ¥; — ¥,) =0,
ou
x(nf + ¥y — W) = (2¢ + 1)%,
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ou

(2i+ 1)_2(‘F[—W2)
2n ]

Inversamente a outra intensidade.
Resultados ja obtidos as concordancias e disconcordancias
perfeitas.

Decomposigdo. Nao é possivel.

>
2.° De desegual coefficiente de velocidade:
Composigao. Sejam as velocidades componentes
vy=a;8en (2x N1t +g,)
e
Vy=taysen (2 N, ¢ +g,),
' ou

vi=q,8en[2z N, ¢+ (2 nnt + )]

v,=F wysen (25 Nyt + g,).

A velocidade resultante serd, numa lei mais complexa que
a dos senos,

V1=V¢lz +¢22 5 2 7] %2 0052 x(nt“"q"l —Wz) sen (2'N2t+¢l),

ou

V3=l/¢,2 + ay? —2ayayco82 % (nt - ¥y — V) sen (2w Nyt + §,);

correspondendo-lhe a intensidade, a cada instante,

I =[a2+ a* + 24 2,082 = (nt + w, — w,)] sen? (2 = Ny ¢ + §)
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ou

Iz=[alz+a22—2al ¢2COS2 n(nt + G \IJZ)] sen? (2 ™ Nzt + nh).

Os maximos e minimos possiveis succedem-se a interval-
los, como precedentemente.

Decomposigao. Nao é possivel.

-
II
Vamos agora occupar-nos da composicio geral de muitas
vibragdes numa e da inversa decomposicio.
£

Vibragdes de egual periddo

Vibragoes da mesma phase:

1.° De egual amplitude:

Composigdo. Sejam as velocidades componentes

Uy =asen(2th+qa),

v,=--asen (2= Nt +¢),
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—_—

vp=t asen (2Nt +o);

as quaes corresponde a mesma intensidade,

o4
/idt=a’.
0
Resultara
V=vy 49, .cc... +9
= (S =i veoeta)sen (2xNit o),
e
1
fold‘=(‘i“ ...... +a

Decomposigio. Por um modo inverso.
2.° De amplitude desegual:
Composigao. Sejam as velocidades componentes

vy =gq,8en (2= Nt 4 9),

v,=+1 ay8en (2= Nt 4¢),

--------------------------

vp=-+_—apsen (21:Nt+ ®);
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correspondendo-lhes as intensidades,

i

[i‘dt=°’-lz)
« 0
‘l
o"'zdt‘:' 2%
o
J, =
Resultara
Vo, hiny.. sivas +vp
—(¢1+a2 ...... j:ap)sen(2,gNt+7),
e
1
Idt=(¢,-_l-¢z. ..... :tap)’

Decomposi¢do. Indeterminada.
Vibragoes de phase diversa:
1.° Da mesma amplitude:

Sejam as velocidades componentes
vy=—asen (2= Nt+4¢),
vp=+-asen (2x N+ q),

-----------------------

.......................

vp=:tasen(2th+9p);
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com a intensidade commum

Podemos substituir a cada velocidade as suas componentes
respectivas,

v/=acos¢ sen2=N¢

v,/'=—a sen ¢; sen (2 =Nt+ -%) X

v,/=+gcosg,8en 2N

v,/'= - a sen ¢, sen (2"Nt+-g-) :

vy'=-+acosgpsen 2 N¢
vy/'= + a sen gp sen (2 =Nt + -;—) ;

As primeiras componentes resultam em

V/=a(cosg +COS¢s...... +cOSgp)sen2N¢

=—a(2cosg)sen2= N¢,




e as segundas em

V= q (seng, +seng, ...... -+ sen gp) sen (2«Nt+%).

==q (2 8en¢) sen (2,Nt+%).

Esta pois o problema reduzido ao da s6 composicio de
duas velocidades.

Decomposigdo. Indeterminada.
2.° De amplitude desegual :
Composigdo. Sejam as velocidades componentes

vy=a;8en (2= Nt +q),

v,=+asen(2=Nt+g,),

oooooooooooooooooooooooo

vp=:tap80n(2th+9p);

com as intensidades,

ol
] Yy dt=¢n’;
0

f‘ iz dt == Gz’,
0

.........................
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As componentes duplicam-se respectivamente em

v/ =4 08¢, 5en2 Nt

v,'=q, sen ¢, sen (2 =Nt TZ-) ’

v)/=+a,cosq,8en 2= N¢

,,2n=:t¢zsenqzsen(2 =Nt+ %) ,

.........................

-------------------------

vp'=Fapcosgpsen2sN¢

vp''= - ap sen gp sen (2nNt+-';—) ;

As componentes affins reunem-se em
V/=(a,co8¢; + 2,089, ... +apcosgp)sen 2=z N ¢

=(Zacosg)sen2x Nt,
V"= (a; seng; + a,8en g, . .. + ay sen gp) sen (21:Nt+-’—2‘—)

= (X aSen g) sen (2 th-}—%).

£ (- e RN T



44

Esta portanto este problema reduzido tambem & sé com-
posicdo de duas velocidades.
Decomposigao. Indeterminada.

Vibragdes de periodo desegual

Vibragdes da mesma phase:
1.° De egual coefficiente de velocidade :
Composigao. Sejam as velocidades componentes

vy =¢86n(21ert+Q),

vz=i¢sen(2-nNzt—} 9);

e
vp=-tasen(2=Npt +¢);
ou, sendo
N, —N,=n,,
N, — N3 =n,,
e

Nip—1) — Np=n(p—1),
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as velocidades
vy=asen|2x Npt +[2 5 (n + my ... +np)t + 9]}
==asen|2 = Npt + [2=(31n) ¢ + o]},
vy="asen|2e Npt +[25(m + +.... + )t +oll,
=tasen|2= Npt + [2= (3an) ¢t + 9]},

ooooooooooooooooooooooooo

‘vp="_|'¢80n(2wNpt +9).

Fica o problema reduzido ao da composi¢io de muitas vi-
bragdes de periodo egual, phase diversa, em geral, e ampli-
tude egual.

Decomposigio. Impossivel.

2.° De coefficiente de velocidade :
Composigao. As velocidades componentes,

vy=e;8en (2= N; ¢ +¢),

v,==tasen (2= Nyt +9),

vp=tapsen (2= Npt +¢),

i
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transformam-se em
v=g 8602z Npt+ [2= (3 n)t + 9)]{,

vs=ray8en|2= Nyt + [2= (2, 2) ¢ + o]},

-------------------------

”p=lpsen(2ant+?),

que se podem compdr, como.se fossem de periodo egual, phase
diversa, em geral, e amplitude desegual.
Decomposigdo. Impossivel.
Vibragdes de phase diversa:
1.° De egual coefficiente de velocidade:
Composicdo. As velocidades,

vy=asen(2=N;¢t+¢),

vy=rtasen (2= N, ¢+ ¢),

-------------------------

vp="tasen (2xNp¢+gp),
transformam-se em

vi=asen|2asNpt 4 [2x (3 n)t + e lls

vz=_—_+—_¢senl2ant =} [2" (Szﬂ)t'i'?z]l,
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vp=+a Sen (2#Nyt+9p),

que se ji sabem compor.
Decomposigao. Impossivel.
2.° De desegual coefliciente de velocidade :

As velocidades,

V=t a8en (2= Ny ¢ +¢,),

vp=rtapsen (2= Nyt 4 ¢y
transformam-se em

vy=gsen{2=Npt+[2x(52)t + ¢ ]},

"2=i¢2 senl2ant+[2x(zzn)t+?z]‘t

vp=apsen (2= Nyt + ¢p),

cuja composigdo ¢ sabida.
Decomposigdo. Impossivel.

S e
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CAPITULO SEGUNDO

Vibragdes no mesmo plano

Summarro : — Composigio de duas vibragies rectangulares numa, e decom-
posigiio inversa; composicio de muitas vibragdos obliquas numa, e de-
composigo reciproca : vibragdes de periodo egual ou desegual, da mes-
ma ou differente phase, de egual ou desegual amplitude.

Este capitulo, de certo mais complexo que o anterior,
péde comtudo ser discutido menos longamente.

E o que julgamos ter conseguido pela interferencia da lei
das distancias na determinaciio successiva das direc¢des dos
movimentos componentes.

Parece-nos até haver assim simplificado e completado, a
um tempo, as condigdes naturaes do problema.

Como antecedentemente, iremos resolvendo a composi¢ao
e decomposi¢io das vibragdes pendulares em todas as suas
maneiras, desde as mais simples até is mais compositas.

Supporemos as vibragdes situadas no plano dos eixos co-

ordenados.
4
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I

Vamos primeiramente determinar a resultante de duas vi-
bragdes rectangulares e as duas componentes rectangulares
d’uma.

Vibragdes de egual periodo

Vibragoes da mesma phase:
1.° De egual amplitude :
Composigdio. Tenbam as vibra¢des componentes as veloci-

dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos,
v(%)=asen (2= Nt ¢)
vi)=+asen(2zNt4¢);

e as direcgdes das parallelas aos eixos coordenados,

dW="TFacos(2=Nt +¢)
30)=—acos 2z Nt + ¢).
A resultante tera as velocidades, segundo a lei senosoidal,
V=1l ol

=}5.asen (2= Nt +9);
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as direcgdes, com o seu sentido, expressas em

« Sén (2‘:Nt +Q)

cos Al®) = ——
V2. asen 2=Nt+9)

1 1
=4+ -—— ——

& B

i asen(2nNt+¢)
V?.asen(2nNt+q)

cos Aly)—

Ll 1
T e I/2—’ + Vz_’

sendo A e A os angulos da resultante com os eixos X e
Y positivos; e a lei rectilinea das direcgdes,

3y) =+ 8=/
= tg 45° 3/=), tg 135° 81=),

As intensidades das vibragdes componentes e da resultante
correlacionam-se em
/“Idt=2/didt.
v o 0
Decomposi¢ao. Uma vibragio podera decompor-se em duas
rectangulares de amplitudes eguaes, se formar com uma e
outra componente angulos de 45°. .
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2.° De amplitude desegual:
Composigao. Tenham as vibragbes componentes as veloci-

dades, positivas on negativas, segundo a lei dos senos,
v(-’t)‘= af®)sen (2Nt o) -
v¥) =+ alV)sen (2= Nt +¢);

e as direcgdes das parallelas aos eixos coordenados,

M) ="TFalVlcos (2= Nt o)
38) —=—al®)cos (2= Nt 4 ¢).

A resultante tera as velocidades, segundo a lei senosoidal,
V=V iR {ont
B Va(z/,+1/7/, . 8én (2 T Nt + ?);

as direccdes, com o seu sentido, expressas em

cosAl‘/_-/ﬂsen 2=Nt+o)
Va1 alvP. sen (2= Nt + o)
(%) afl® )
ViR L oAV ap 1R
e
e + aVsen (2= Nt + o)

Vala® 1 alv)2. sen 2=Nt+o)

al¥) al¥) X
V,(:)z o ,(y}i, T V oz + a(W”

=1

»
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e a lei rectilinea das direcgdes,

3My) —= :l: :%; (%),

s
Relacionam-se as intensidades por

i i
[1dz=/ i(z)dt+[‘i(wdz.
J 0 <0 0

Decomposigio. Em geral, ndo é determinada. Torna-se tal,
quando, por exemplo, as componentes se dirigem pelos eixos
coordenados.

Entao, como é conhecida, além da grandeza, a inclinacio
da resultante aos eixos, adquirem-se os coefficientes de ve-

locidade, positivos ou negativos, per
o[2) =V &P T o2 cos Al=)
al?) =V al=)2 4afr)2 cos Al7).

Vibragoes de phase diversa:
1.° De egual amplitude:
Composigdo. Tenham as vibragdes componentes as veloci-
dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos,

v(%)=asen (2= Nt} o))

viY)=11 asen (2 Nt | o¥);
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e as direcgdes designadas por
)= acos (2Nt} ¢/

) =—acos (2= Nt ¢/</).

A resultante terd as velocidades, que se ndo submettem &
lei senosoidal,

V=aysen’(2nNt+9/‘}) + sen? (2= Nt + ¢/7/)}

as direcgdes, com o seu sentido, dadas por

sen (2= N ¢ + ¢f*/)
Vsent 2xNt+¢/*))+sen? (2Nt + ?(77)

cos Al®) =

j}: sen (2 PR + ?/.7/)
Vsen? (22Nt + ¢/e)) + sen? (2= N ¢ - ¢/7))

cos A7) —

e a lei das direccoes Procuremol-a.
As equagdes das distancias,

3) =T a(cos 2= Ntcos¢?) —sen 2 = Ni¢sen /)
8(%) = — a (cos 2 = N ¢ cos ¢/*/ — sen 2 = N ¢ sen o/*/),
substituem-se, feita a eliminacdo, por

317/ cos /=) - 8(=) cos of7/)

Fasen2xz Nt —
X sen (o “/ — ¢f7/)




377 sen of =) T 3(=) sen of7/
sen (o%/ — of7/)

Facos2xNt=

Portanto a lei das direc¢des formulada em

a? sen? (¢f*) — q;/:!/) =38y)2 4 8(=)2 7" 2 3(y) 3(=) cos (9/'/ — of¥/):

~

que, em geral, é a equacio d’'um ellipse, referida ao centro,
cujo eixo maior férma com o dos z a metade do angulo de

tg 20="F o,
ou um dos angulos
450, 135°

que, no caso particular de

cos (¢/*/ — ¢l2)) =0,

o) — ot =@m +1) 3,

se reduz a
a2 =301/ + 3(=]3,

equagio d'um circulo, de raio a, referido ao centro; e que,
ainda particularmente, quando

sen (q;/‘/ . Q/ .7/) = O,




- -y r-*—..

ou
9/‘)— or) =mx,

se abaixa até
M) = - 8=), — 3(=),

equagdo, ja achada, d’uma linha recta.
Entre as intensidades componentes e a resultante ha a re-

1 "1
f Idt=2] idt.
0 0

Decomposigdo. S6 possivel, quando a differenca de phase

-~

lagao

das componentes for m =, e a resaltante se inclinar para ellas
de 45°.
2.° De amplitude desegual:
Composi¢do. Tenham as vibragdes componentes as veloci-
dades, positivas ou negativas,

-

v/®) =af=) gen (2 = N t + o/*/)

e

v(t) =+afY/ gen (2= Nt 1 ol7/));
e as direccdes,

M) =T alr)cos (2= Nt +of7/)
e

M) = — al*) cos (2= N t + of*)).

A resultante terd as velocidades, segundo uma lei com-
posta,

V=V iR sen? @u Nt +¢/)) + 72 sen® @ = Nt + ¢7));




87

as direcgdes, com o seu sentido, expressas em

al®, [ =)
cos Al*) = (=) sen (2 2 N ¢ + o/*/) ’
Ve sen® @« Nt +o/*)) + /1 son? (2 s Nt + 9/7))
e
al?) 2
cos Afr) = +af?/ sen (25 N ¢ 4 ¢/7/)

Val=Rsen® (2= Nt | ¢/*)) 4 alr/2sen® 2= Nt +9/7_/);
e a lei das direcgdes formulada: em geral, por
a7/ al=/? gen? (gf=) — gf/)
= al=/23(r] - aly)2 §(=2 T2 af=) afy) 8(=) 3(7) cos (¢/=) — of7)),

equacdo d’uma ellipse, referida ao centro, cujo eixo maior
férma com o dos = a metade do angulo de

2 af#) afy)
tg 2.=imws Q"I—’I]l);
ou, quando
isto é,
o) —ol) = @m + 1) 2,
por

aly)2 af=)2 = af=)2 3(y)2 4 qfy)3 3(=)2,

equagio d’'uma ellipse, referida ao centro e aos seus eixos;
4%




ou, quando

sen (¢f*/ — of7/) =0,
isto 6,
9{‘/ p— ?,.7}=m m,
por ,
aly) aly)
M) =4 — §(%) e — 3(x)
e P N s 3=,

equagdo, ji deduzida, d’uma linha recta.

Relacio das intensidades:
f'ldz Yiterde 4 | i ae
= |, /= Y/ at.
0 jO ‘/0

Decomposigdo. Possivel apenas, se a differenca de phase
das componentes for m .

Vibragdes de periodo desegual

Vibragdes da mesma phase:
1.° De egual coefficiente de velocidade:
Composig@o. Sejam definidas as vibragdes componentes
pelas velocidades,
v/®) =, sen (2= N/%/¢ |-¢)

v/]/=ilseﬂ(2ﬂN/y/t+?);
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e pelas direccdes,

3r)="TF alv)cos (2 x Nt +¢)

e
&My} = —al®) cos (2= N/2/t 4 o),
ou
M) = T alv) cos (2= Nt +¢)
e
8%) = — al*) cos [2 = N/t 4 (2 it + o).
A vibragao resultante serd definida pelas velocidades com-
postas,

V—=4.""sen? (2= N/=/t + ¢) + sen® (2 = N/t 1 o);
pelas direc¢des, com o seu sentido,

sen (2 x N/=/¢ 4 o)
V sen® (2= N/t + ¢) I sen? (2= N7/ ¢ 1 g)

cos Al*) —

cos Aly) = *sen (2= N7/t +4)

Vsen? (2= N/=/t + o) +sen? (2= N/t 4 ;)’

e pela lei das direcgdes,

aly)? a=) 3en?2 x nt ==al=/23(2)2 1 alr)23(s2 T 2 a(*)a(v)8(=)3(v)cos 2 =nt

’

que é a equagio d’uma ellipse que muda a cada instante.

L
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Rela¢io das intensidades:

1 3
Idt=2| idt.
Joaey

Decomposi¢do. Impossivel.
2.° De desegual coefficiente de velocidade:

Composigdo. Tenham as vibragdes componentes as veloci-

dades,
v(%) —al=) sen (2 = N(2) ¢ + o)

vly)= 4 afY)sen (2= N7/t 4 ¢);

e as direcgdes,
M) =+ aly) cos (2 = N7/ ¢t - 9

3= = — al®)cos [2 = N7/ t + (2= nt + ¢)].

A resultante terd as velocidades compostas,

V=V fohsen® @ =N,/ t 1) + a2 sen? (2= Nt + q);
as direccdes, com o seu sentido,

a/*)gen (2= NI=/t + 9)

cos A/ Ep—
V aloR sen® 2 = Niv/ ¢ +g) + a7/ sen? (2 N7/t + g)

e
+ a7/ sen (25 NW ¢ 4 o)

cos AlY) = ’
Vc.(‘}’ sen? (2= N/#/¢ | 9) + a(V)?sen? (2= Nrv/t + ?)
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e a mesma lei das direcgdes da resultante no caso anterior.
Sémente agora, como péde succeder que, apesar de des-
eguaes os coefficientes de velocidade, sejam eguaes as ampli-
tudes, a ellipse terd a particular determinacdo, em que o sen
eixo maior se inclinard sempre ao dos z de 45° ou 135°,

asen?2 st =237)2 | §/=/2 T 23(r) (=) cos 2w nt.

Relac@o das intensidades:

1 o | s 1
fldz=/ it dt 4 [ it de.
0 Y0 0

Decomposi¢do. Impossivel.
Vibragdes de phase diversa:
1.° De egual coefficiente de velocidade:
Composigdo. Nem a fazemos, por evidente, desde o que se
disse no penultimo caso.
Decomposigao. Impossivel.
2.° De desegual coefficiente de velocidade:
Composigdo. Analogamente 4 do penultimo caso.
Decomposigao. Impossivel.

J05. 7 W
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Tractaremos agora da composi¢io de muitas vibragdes

obliquas numa sé, e da inversa decomposicao.

Vibragdes de egual periodo

Vibragoes da mesma phase:
1.° De egual amplitude:
Composigio. Tenbam as vibragdes componcntes as veloci-

dades,
vi=asen (2Nt +9),

va=F-asen(2=Nt+y¢),

vp=dasen(2xNt+9);
e as inclinagbes aos eixos positivos,
A7) e Ag(!/),

Aslo) e Asl),

Ayfe) o Ay,
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A cada vibragio dada decompde-se respectivamente a sua
velocidade nas duas,
vil*) =acos 41/ sen (2= Nt -+ ¢)

vfY) = a cos Ai/7/ gsen 2=Nt + Q) i

val®) — - acos Asl*/sen (2= Nt o)
)

valy) == 4 acos a7/ sen (2= Nt + ¢)

vpf*) =+ acos Apl*/sen (2= Nt +¢)

vpf7) =+ acos Ay/7/sen 2= Nt + ¢)

As primeiras velocidades congeneres, todas na mesma di-
recgdo, ajunctam-se em

V/#) =a (s cos Al*/) sen 2=Nt+o),

e as segundas, tambem na mesma direcgio, em

Vir) =q (3cos Al7/)sen (2= Nt + g).

A estas formulas de velocidade correspondem, por inte-
gragao sem constante arbitraria, as de distancia.

Temos assim o problema reduzido & composigio de s6
duas vibragdes rectangulares.

Decomposigao. Indeterminada.
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2.° De amplitude desegual:
Composigdo. A unica differenca do caso anterior é que, em
vez de apparecer nas duas componentes rectangulares a que
se reduzem todas,

a3 cos A/#) e a3 cos A7/,

apparecera
Sacos A7/ e sacos A7/,

Decomposigdio. Indeterminada.
Vibragdes de phase diversa:
1.° De egual amplitude :
Composigdo. Tenham as vibragdes componentes as veloci-

dades,
vi=qasen (2a Nt 4 o),

vy=rasen (2sN¢ 4 ),

vp=casen (2= N¢+¢);
e as inclina¢des aos eixos positivos,
Ayt=) & Ayty),

Asl=) o Agl),
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A velocidade de cada uma das vibragdes decompBe-se re-
speclivamente nas duas,

vy(2) =acos 4Ay(*)sen (2= Nt + ¢1)

’

vi(¥) =a cos 4y (¥)sen (2 = Nt 4 1)

va(¥) = - a cos Aa() sen(2 = N £ - ¢2)
va(¥) = + a cos A3(¥) sen(2 = N ¢ - 99)

vp(%) = =~ a cos Ap() sen (2= Nt -+ ¢p)
vp(¥) = =+ a cos Ap(v) sen (2 = Nt + ¢p)

As primeiras velocidades congeneres, na direcgdo dos z,
compdem-se, como € sabido, numa s6; as outras, na dire-
¢¢do dos y, do mesmo modo: ficam pois s6 duas vibragdes
rectangulares.

Decomposigdo. Em geral, impossivel.

2.° De amplitude desegual:
Composigio. Analogamente 4 de ha pouco.
Decomposi¢do. Em geral, impossivel.

Vibragdes de periodo desegual

Vibragoes da mesma. phase :
1.° De egual coefficiente de velocidade:
Composigdo. Julgamos escusado qualquer desenvolvimento.
5




.

A consideracio da phase variavel resolve o problema pelo

modo do penultimo caso.
Decomposi¢ao. Impossivel.
2.° De desegual coefficiente de velocidade :
Composigao. Proceder-se-4, considerando a phase variavel,
como ultimamente.
Decomposigao. Impossivel.

Vibragdes de phase diversa:
1.° De egual coefficiente de velocidade :

Composigao. Pelo ultimo processo.

Decomposigdo. Impossivel
2.° De desegual coefficiente de velocidade :

Composigao. Pelo ultimo processo.
Decomposigio. Impossivel.




CAPITULO TERCEIRO

Yibracdes em todas as direc¢des

Summagrio: — Composigdo de tres vibragdes rectangulares numa, ¢ decom-
posi¢do inversa; composi¢io de muitas vibragdes obliquas numa, e de-
composi¢io reciproca : vibragdes de periodo egual ou desegual, da mesma

ou differente phase, de egual ou desegual amplitude.

Applicaremos a este capitulo um processo analogo ao que
precedentemente usdmos.

As leis das distancias, se j& ndo poderdo valer-nos, uma
a uma, hdo de comtudo prestar-nos, combinadas, tanto como
ha pouco.

Por ellas, como entdo, ficard o assumpto mais simples e
talvez completo.

Nao sabemos porque, esta ultima parte do problema da
composi¢ao e decomposi¢io das vibragdes pendulares, a mais
complexa de todas, tem sido menos cuidadosamente tractada
de alguns, quasi inteiramente esquecida dos outros, e de to-
dos, sem alguma razao, mal comprehendida e abalisada no
seu alcance e importancia.

Cremos tel-a restaurado ao logar que lhe pertence.
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Primeiramente a composicio de tres vibragdes rectangu-
lares numa, e a decomposi¢do inversa.

Vibragdes de egual periodo

Vibragoes da mesma phase :
1.° De egual amplitude:

Composigdo. Tenham as vibragdes componentes as veloci-
dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos,

v(x)=¢sen(21rNt+?)r
v()=Fasen (2= Nt )
v(z)=j:¢sen(2uNt+?);

e as direcdes das parallelas aos eixos coordenados,

dW)="Tacos(2=Nt+|¢)
@) =T acos(@xN¢t+|¢) :

¥)=—acos(2x Nt 4o
¢ =T acos(2xsNt+}o)

é‘(l)-:-:—acos(2nNt + o)

3(y)=$acos(2nNt+q)
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A vibrac¢io resultante terd as velocidade, conformemente
ainda 4 lei dos senos,

V=aV 32 1 v()2 + v(2)2
=73, sen(2=Ni+9);

as direccdes, com o seu sentido,

1 1
A(J.‘ —— —— — —
cos A(2) +V§’ V3—’
1 1
Apy=+—7 + —,
cos A(y) _Vs_; iy
e
1
nbmt e,

sendo A(®), A®) e A®®) os angulos da resultante com os eixos
X, Y e Z positivos; e a lei rectilinea das direcgdes,

3y) =+ 3()
’

() =+ &)

ou

3() = tg 46°3(2), tg 135° 3(x)
5(2) = tg 45° (=), tg 135° 3(=)|
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As intensidades das vibragdes componentes e da resullante
correlacionam-se em

1 ¥
fldz=3[0m.

-0

Decomposica@o. Uma vibragio poderd decompor-se em tres
rectangulares, de amplitudes eguaes, se as suas projeccdes
sobre os planos das componentes formarem com ellas an-

gulos de 45°.
2.° De amplitude desegual:
Composigdo. Tenham as vibragbes componentes as veloci-
dades, positivas ou negativas, conforme 4 lei dos senos,

vf#) =q(z)sen (2= Nt +¢),
v(v) =t a(¥) sen (2= N¢ +¢)
v(z) = + a(z)sen (2= Nt 4 ¢);
e as direcgdes das parallelas aos eixos coordenados,

J(!/)=T-Fafﬂcos(2:Nt + 9)

dA)=TFal*cos(2a Nt +¢)

3e) — — af=) cos (2= Nt 4 9)‘

M) =T al")cos (2= Nt + o)

a/t/=—-a/'/cos(2nNt+1—)‘
8y =T alr)oos (2= Nt + o) :
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A resultante terd as velocidades, tambem segundo a lei

senosoidal,

V=Vulz)2 | v(r)2 -v(=)2

=Vl - alr)2 4 al*?, sen 2a Nt + K

as direcgdes, com o sentido proprio,

al®/ al*)

cos Al=) =

Vial=)3 4 afv)2 + als/!’ Val=)2 4 al7)2 1 a/tl!’

ol7) %! al1)

cos AV =T

) +
Va,(‘/’ + a(f/’ + ¢/’/’ Va,/"/, +a,/.7}’ + a(‘/’

ol* ol?

cos Als) =+

B -
ViR 1 iRt R VoloRfai R ol iR

e a lei rectilinea das direcgdes,

aly)
M=)

(y) =
é s 7

P8 i N
R SR Y
- afl=)

As intensidades relacionam-se por

i 1 4 i
f T diwm f i) dt + / i) dt + f ite) dt.
0 0 0 0

Decomposigdo. Regra geral, nio 6 determinada. Péde sel-o,
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quando, por exemplo, as tres componentes se dirigem pelos
eixos coordenados.

Em tal caso, como, além da grandeza, é sabida a incli-
nagio da resuliante aos eixos, obtém-se os coefficientes de
velocidade, positivos ou negativos, por

ofz) =V al®)2 4 al7)2 | of*)2 cos Al*),

aly) =V (@) 4 o(0)2 + al2)? , cos Aly/

ol =V al=)2 4 ofU)2 4 ol  cos Al%).

Vibragoes de phase diversa:
1.° De egual amplitude:
Composigdo. Tenham as vibragdes componentes as veloci-
dades, positivas ou negativas, segundo a lei dos senos,

o) — asen (2= N ¢ +¢(e)),

v(t) = + asen (2= Nt + lt))

of?) = + asen (25 Nt + ¢l2);
e as direcgdes designadas por

) =TFacos (2= Nt o)
H
8*) =T acos (2= N t-|-¢/*/)
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M®) — — acos (2= Nt + o)

3:) =T acos (2= Nt + o)

=) = — a cos (2= Nt + ¢/*/)
M) ="TFacos(2=sNt+ ¢7/)

A resultante tera as velocidades complexas,

V=2V sen?(2 =Nt} Q/'/) +sen? (2 = N t+9¢/7/) 4 sen? (25 Ntt-o/*/);

as direcdes, com o sentido proprio, dadas por

sen (2= Nt + ¢//)
V ot @aNi 1 of)) oot (@n NE 1 7) T s0mi@aNE 1477

cosA/®/—

cos Aly)= - 4 = sen (2= Nt +¢ft)

V sen’ (2* Nt + ?(5)) + sen’ (21: Nt ] ?{7/) +sen" (23Nt+9f‘/)
e
cos A(f)= +sen (2= Nt 4%

Va sen?(2= Nt | o/*/) +sen’(2:Nt+q>/7/)+sen’(2nNt+9('))
e a lei das direccdes,

a? sen? (gl%) — V) = 392 + 3(3)3 T 2 3(y) 3(2) cos (¢(2) — l¥))

sen () —o/*/) sen (¢(®)— of*/) M

&M = - ————— BUSEDIEELSEENERN,
) + sen (¢(2) — Q(y)) sen (p(%) — ¢lV))

equagdes que representam, em geral, uma ellipse.
b *
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E facil vér, quando
?/‘ — ?(.7/= m‘ ©

)
1‘./‘, - ?(’/= mzt

d’onde
9,7/ — ?{'}= m/! ey
que a lei elliptica se transforma na rectilinea,

8() =+ @), 36) =+ (=)

As intensidades componentes formam com a resultante a

l "l’.
Idt=3  dt.
Ji T

Decomposigiio. S6 possivel, quando a differenca das phases,

equacao,

duas a duas, das componentes é um multiplo de =, e as pro-
jeccdes da resultante sobre os planos das componentes formam
com ellas angulos de 45°.
2.° De amplitude desegual:
Composigao. Tenham as vibractes componentes as veloci-

dades,
v/*) =af*/sen (2= Nt +o/*/)

ofy) = - of7/ sen (2 x N t 4 of7))

e
vf*) = - af*/ sen (2= Nt 4 of*/);
e as direcgoes,

&) =T aly) cos (2 = Nt + l7))

)

8%} = al*) cos (2 = Nt + %))
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&) —= — al*) cos (2 =N¢ - 9/’/)

8% = TFal*) cos (2= Nt + ¢/*/))

&) = —al*) cos (2= N ¢t + ¢/*))
) =TF aft)cos (2= Nt + of7))

A resultante terd as velocidades, segundo uma lei com-

posta,

V=V o050 2Nt +-9(2)) + a()*sen? 2= Nt + 9(¥)) +-a(2)sen? 2= Nt +-¢(2));
as direcgdes, com o seu sentido,

a(z) sen (2 = Nt 4 ¢(@))

cosA(z)— ’
V @sen® 2= Nt +o(®)) +of ¥)%en?(2x Nt +¢(¥)) + a(2?sen? (2= Nt + ¢(2))

+ af¥)sen (22Nt + o(¥))

CosA(Yy)— —
Vit z2sen*(25Nt+9(2))+a(¥)*sen?(2zNt-+0(%)) + a(2/2sen?(2: Nt +4(2))

e
cosA(s)=V +a(2)sen (2« N ¢ + o2)) =
(@500 (2Nt + ¢(@) +a(¥)%sen? (2= Nt1 9(2)) + 2 sen? (2= NE 1 ¢(2))

e a lei elliptica, em geral, das direccdes,

alr)? gf=)2 gen? (¢/=) — q/]/)
=al*2 32 4 afyP 3(=)2 T 2 al=) al) 3(=) 3(v) cos (al=) — olv))

)= 4 al) sen (o¥) — 9()) .\ a(2) sen (¢() — o(2))

e e e —_—
al®) sen (g(%) — () a(y) sen (3(%) — o(¥)) i
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E facil ver que a ellipse, lei das direcgdes, quando

o(®) — oY) =my =

of2) — oft) — ma x)
se transforma na recta,

alv)
)=+ sz a(@)

afz)
N2 =+ a—(;)' 3=x)

Relacdo entre as intensidades:

f g (78 /0’ i) dt+ [0 “itwde + /‘: i) dt.

0

Decomposigdo. Possivel, s6 quando a differenca de phase

das componentes, duas a duas, for multipla de =.

Vibragdes de periodo desegual

Vibragdes da mesma phase :
1.° De egual coefliciente de velocidade:
Composigiio. Sejam definidas as vibragdes componentes

pelas velocidades,
v(@) ==asen (2= N(@)t 4 9),

wWy)=+asen(2=NWt+q)
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v(e)=+asen (2= N(2)t + ¢);

e pelas direcgdes,

3y)=TFay)cos (2= Nyt + ¢)
32)="T afz)cos (2= N(2)t + o)

?

@) — — af@) cos (25 N(@) ¢ + 9)‘
3z) = T afz)cos (2= N(&t 4 ¢)

; 3(®)=—a(x) cos (2= N(z) ¢t + o)
d¥)=Faly)cos(2=N¥)t + 9)$,
ou
Y =Faycos[2xN)t+ 2rnat+q)]
3(e) =T afe) cos @ = Nt + ) '
3(2) = — a(®) cos)2 = N(2) ¢ -+ [2= (ny + ma) ¢t +¢]} )
3(z) == — a(®) cos (2= N(2) ¢t + o) ;
e

3(®) = — a(®) cos|2 = N@) ¢t + [2 = (m +m)t+9](;
36) =T als) c0s [2« N®) ¢ + @ nmat + )] ;

A resultante teré as velocidades compostas,

V=2V 5en?2=N(@)t+ 5)+ sen?(2xN(1)t + ¢) + sen* (25Nt +) ;
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as direcgdes, com o sentido proprio,

sen(2zN(@)t+¢)
cosA(2)=
Vsen?(2sN(@)t+¢) +sen?(2:N(v)t+¢) + sen?(2=N(@)t+9)’

Fsen(2zN(¥)t+g)
V'sen?(2=N()t + ¢)+-8en(2=N(9))t + o)+ sen?(2=N()t 1)

cosA(y)=

e

e Fsen(2eN()t4-9)

V sen®(2=N(2)t+-¢) +sen?(2sN(¥)t+5)+sen?(2=N()t +9);

e a lei das direccdes,

a(y)a(@)sen?2xn t=a()3(y)2+a(y)23(2)* T 2a(2)a(y)3(2)3(y)cos2mn, t

__a(?) sen2zmat a(?) sen2x(ny+ng)t )
3(’)—4-@ sen 2zny ¢ g Ty) sen2xnyt 4

equagdes d’'uma ellipse que varia, a cada instante, na sua
férma e no sen plano.
Relagao das intensidades:

1 1
f Idt=3/ idt.
0 0

Decomposigao. Impossivel.
2.° De desegual coefficiente de velocidade:
Tenham as vibragdes componentes as velocidades,

v(@) =a()sen (2 = N(@) ¢ + ),

v(y) = j: (%) sen 2=N@t+ q,)
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v(z) F— i z(z) sen (2 L N(z) 14 + ?) :

e as direcgdes,

d¥)=+a)cos[2xNE)t 4 (2 znat+g)]

b

3@ ="7TF a(®) cos (2= N(2) t + ¢)

3(#)= —a(®) cos |2x N@) ¢ + [2« (n, + n2)t +eli

3z)= + a(®) cos (2 = N() ¢ + ¢)

@) =— a(®) cos |2 = N() ¢t + [2 = (04 + ng) ¢t + o]}

)=t a®)cos[2zNE ¢+ (2znat+ )]

A resultante terd as velocidades complexas,

V= Va(fv)’sen’(2xN($)¢ +¢)+a()?sen?(2sN¥)t+ ¢) +a(2)2sen2(2=N (2)¢ +;);
as direccdes,

‘(1‘) sen (2 = N(x) t+ Q)
V o(@)%sen?(2=N(2)t $ )+ a(¥)%sen*(2=N(v)t + ¢)+a(2)%sen(2=N(e)t+-¢)

cosA(z) =

cosA ()= + a()sen (2= N(9) t + o) \
Va(w)isen2(2nN(w)t+9)+a(y)ﬁsen2(2"N(y)t o) T e seni@-NPite)

e

cosA (2= +a() sen (2= N@) £ + ¢)

Va(w)’sen’(2nN(a:)t+qv) +a(¥)%sen?(2sN(®)t +¢) +¢(')’sen’(2uN(=)t+9)’
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e a mesma lei das direccies da resultante no caso anterior.
Sémente agora péde succeder que essa lei se simplifique,
quando eguaes as amplitudes, em

a?sen?2 zmy t=23(1)% 4+ 5(2)? £ 20(@) 8 cos 2 ny ¢

_sen2xmnat sen 2= (ny + n2) ¢
) = é
" +sen2¢mt @ + sen2=nyt

)

Relacdo das intensidades:

fo o j @+ fo L dt+ f i) de.
0 0

Decomposigao. Impossivel.
Vibracdes de phase diversa:

1.° De egual coefficiente de velocidade:
Composigdo. Seguir-se-ao 0s raciocinios do ultimo caso.
Decomposigaio. Tmpossivel.

2.° De desegual coefficiente de velocidade:
Composigio. Analogamente & do penultimo caso.
Decomposigdo. Impossivel.




Resta occuparmo-nos, com loda a generalidade, da com-
posicdo de muitas vibra¢des obliquas numa s6, e da inversa

decomposicao.
Vibragdes de egual periodo
Vibragdes da mesma phase:

1.° De egual amplitude:

Composigdo. Tenham as vibracdes componentes as veloci-
dades,
vi=—azsen (2x Nt +¢),

’02=j:asen(2cNt+9),

vp=-tasen(2+xNit-+9);

e as inclinagdes aos eixos positivos,

Ay(@), A1) e Ayta),

Az(w), A1) e As?),

Ayls), Ayy) Ayl
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Divide-se a velocidade de cada vibragao pelas tres respe-

ctivas,
v,/(*) =a cos A,/ sen 2=Nt+ ?)
v/ =gcosAWsen (2Nt + o),
vy/*) ==acos A/*/sen (2. Nt 4 g)
val®) =+ acos Asf*/sen (2 Nt +¢)
valy) =+ acos Ao/v/sen 2= Nt + )},
val*) =+ acos As(*)sen (2= N ¢ + o)

e

vp(®) =+ acos Ay(®@)sen (2 s Nt + o))
vp¥) =+t acos Ay(y)sen (2= Nt 4g)).

vp(®) =+ acos 4Ay(2)sen (2= Nt 4 o)

As primeiras velocidades congeneres, na direccio do X,

resumem-se em

V(@) =a(zcos A())sen (2= Nt + ¢);

as segundas, na direcgéo do Y, em
V() =a (scos A®))sen (2= Nt +¢);

e as outras, na direccao do eixo Z, em

V() =a(3cos A@)sen (2= Nt + ).

A estas formulas de velocidade correspondem, por inte-

gra¢do sem constante arbitraria, as de distancia.
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Esté portanto o problema reduzido & composigio de tres
vibragGes rectangulares da mesma phase.
Decomposigdio. Indeterminada.
2.° De amplitude desegual :
Composigao. Sé differiri do caso anterior em que

23¢08 A7), a3cos A(Y) e a 2cos A(®)
se mudari em
2acos A(2), 3,c08 A(Y) e sacos Alz).

Decomposi¢do. Indeterminada.
Vibragdes de phase diversa:
1.° De egual amplitude:
Camposigao. Tenham as vibragdes componentes as veloci-

dades,
vi=csen (2= N¢ +?1),

va=+ss8en (2= N¢ | ¢3),

vp="tasen (2= N¢+ ¢p);
e as inclinagdes aos eixos positivos,
A @), A () e A(e),
Ax(@), As(y) e Ag(2),

.........................

-------------------------

Ap(”), Ap(y) e Ap(’).
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A velocidade de cada vibragio decompde-se respectiva-

mente nas tres,

v (@) =acos A;(@)sen (2= N £+ o)
v ) =acos A;() sen (2= Nt 4 )/,
v,(2) ==acos A;(?)sen (2= Nt + ;)

va(#) = + « cos Aa(@) sen (2 = N¢ 4 ¢2) T
va(y) = + a cos Aa(y) sen (2 = Nt + ¢2)},

ve(2) =+ acos Ag(?) sen (2= Nt + ¢2)

-------------------------

.........................

vp(®) = + a cos Ay(@) sen (2 = N -+ ¢p)
vp(y) = +acos Ay(y) sen 2= Nt + ¢p)).
vp(®) =+ acos Ay(®)sen (2= Nt + op)

As primeiras velocidades congeneres, na direcgdo dos z,
compdem-se numa s6; as segundas, na direc¢do dos y, tam-
bem; e as ultimas, na direc¢io dos z, do mesmo mode: ficam
pois sémente tres vibragdes rectangulares.

Decomposigao. Em geral, impossivel.

2.° De amplitude desegual :
Composigdo. Analoga & de ha pouco.

Decomposigao. Em geral, impossivel.
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Vibragdes de periodo desegual

Vibracoes da mesma phase :
1.° De egual coefficiente de velocidade :
Composigio. A consideracio da phase variavel resolve o
problema pelo modo do penultimo caso.

Decomposigdio. Impossivel.
2.° De desegual coefficiente de velocidade:

Composigo. Pela indicagio expressa ultimamente.
Decomposigdo. Impossivel.

Vibragdes de phase diversa:
1.° De egual coefficiente de velocidade :

Composigiio. Pelo ultimo processo.

Decomposigiio. Impossivel.
2.° De desegual coefficiente de velocidade :

Composigdo. Pelo ultimo processo.
Decomposigdo. Impossivel.
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