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ALGEBRA SUPERIOR

I. DAS COMBINAGOES E POTE NCIAS,

-

Permutagbes ¢ Combinagdes.

i. CHamm-n Arranjos ou Permulagdes todas as colleccies que se
obtem , dispondo uns adiante dos outros, em todas as ordens differentes,
2a2,3a3,4a4,........ un determinado numero de objeclos.
Quando expressamente ndo dissermos o conlrdrio, supporemos que o
mesmo objeclo ndo enlra mais que umc ves em cada collecoao. Assim
abe , bac, cha, bea, sho & permutagdes de 3 letras lomadas 3 a 3.
Para designarmos o numero de todas as permutacdes possiveis de m le-
tras p a p escreveremos [m Ppl. (+)

Chamam-se Combinacdes todas as collecedes que se oblem, dispondo
uns adiante dos outros , e em todas as ordens differentes , 2 a2, 3 a3,
hak,...... um determinado numero de objectos, de maneira que
um d'elles pelo menos seja differente n'uma qualquer das collecgdes
comparada com cada uma das outras. Quando expressamente nio dis-
sermos o0 -conlrdrio, supporemos que o mesmo objeclo ndo emlra mais

(«) Alguns authores fazem distinecio enlre arranjos e permufacies, reser-
vando este Gllimo nome para designar os arranjos de p lelras enlre si , ou pap:
julgimos porém desnecessaria tal distinecdo,

i




2 ALGEBRA SUPERIOR.

que uma vez em cada collecgdo. Assim abe, abd , bed, acd s3o % com-

binagdes de %letras 3 a 3. Para designarmos o numero de todas as com-

binagdes possiveis de m letras p a p escreveremos [mCpl.

Problema 1.° Achar o numere y de todas as permutagics de m
letras a, byey,dy o..... tomadas p a p, ou y=[mPpl

Visto que no enunciado do problema se ndo faz distinecio alguma
enlre a5 m lelras a ¥ 15 y €y (I. R P qlm pertcndemos :\crmulnr, po-
démos concluir , que entre todas as permutagdes possiveis haverd um certo
numero d'ellas que comecardo pela letra a, outras lanlas que comecardo
pela letra b, oulras lantas pela Yetra ¢, ete. Por consezuinle, se deler-
minarmos o numero ¢ de todas as que come¢am pela letra a, serd o
numero total das permulagdes

Yo IMPOICE M0 oo s satoann s nss masis (H

{ 3

Para achar esle numero ¢ consideremos, que obleriamos facilmente as
permulagies p a p em que a letra @ ¢ inicial , se soubessemos permutar
de todas as maneiras possiveis p—1ap—1as m—1 letras b, ¢,
d, ......, e puzessemos depois a letra a na frente decada uma d'estas
collegdes. Na verdade se por este modo alguma das permulagdes , em que
a & inicial, fosse omittida ou repetida, seguir-se-hia que , supprimindo a
letra @ na frente de cada um dos termos, haveria o mesmo erro de
omissio ou repeticdo nas permulacdes das m — 1 lelras p— 1 a p—1 ;
o que & contra o suppostp. D'aqui se segue que o numern 5 de todes as
permutagdes de m letras p a p, em que a & inicial , é o mesmo que o
de todas as permutagdes das m=—=1 letras p—1 a p—1: ou

=[(m—1) P(p—1)].
E por tanto, substituindo em (1), serd
y=[mPpl=mm—)P(p—1)]...oiv..... (2)

Esta f6rmula, fazendo depender o numero de todas -as permutagdes de
m letras p a p do numero de todas as permutacdes de m — 1 letras
p—ULap—1, resolve o problema: para o que basta advertir que o
uumero de m letras permutadas 1 a 1 é m, Assim:
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1." Para achar o numero y' das permutagdes de m letras 2 a 2;
como o numero ¢ de m — 1 letras permuladas 1 a { é m— 1, temos

p=m—1,¢0

y'=m (m —1).

2.° Para achar o numero y"' de todas as permutacdes de m letras
3 a 3; como n'este caso, ¢ ¢ onumero de permulagdes de m — 1 letras
2 a 2, numero que se deduz do valor precedente dey”, mudando m em
m—1; serh g=m(m—1) (m—2), e

yW=m@m—1)(m—=2),

3.° Pelo mesmo eslile se acha, que o numero de permulagdes de
m lelras 4 a § ¢

Yy =m(m-—1)(m—2)(m—3).

E ossim por diante.

Notando agora , que para passar de uma d'estas equagdes para a se-
guinte basta mudar m em m — 1, e multiplicar depois por m , o que
equiral a ajinclar aos factores my m— 1, ., .... o inteiroimmediata-
meate inferior a0 wltimo factor precedente : concluiremos que, para p le-
tras, o Gitimo factor sera m — (p— 1); e por conseguinte teremos

YO =[mPpl=m(m—1)(m —2)...(m—p+1).. < v+ (a)

O numero de factores é p,

Applicando a férmula (a) vé-se, que 9 objectos podem permutar-se
% a § de tanlos modos differentes, quantos sio indicados pelo producto dos
% factores 9.8.7.6, ou que {OP%]= 302%. Este numero mostra
tambem todos as differentes maneiras, por que 9 pessoas podem occupar
4 logares.

Fazendo em (a) m =p, obteremos o numero = de lodos os arranjos
de p letras enlre si,ou p a p, e vira
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s=[pPpl=p(p—=1)(p—2).... 321=1.2.3......p (b)

Assim o numero de todas as permutacBes das 7 notas da eschala musi-
cal entre si é=1.2.3.. 7=750%0; e se contarmos os semilonos serd
=1.23.... 12=479001600.

Problema 2.° Achar o numero x de todas as combinagdes de m
letras p a p.

Imaginemos estas z combinacdes effectuadas e escriptas seguidomente
em linha horizontal : escrevam-se depois por baixo da 1.* combinagio, e
formando com ella uma columna vertical, todas as permulacies p a p
das p letras daquella combinagio. O numero = dos termos d'esta columna
serd dado pela equacio (b).

Da 2.* combinacio resultari tambem , pela mesma [6rma , uma co-
lumna vertical de z termos “contendo todas as permulagdes p a p das p
letras d’essa combinaclo , uma das quaes letras pelo menos ¢ differente
das que entram pa columna antecedente.

Da 3.* combinacio resultard tambem uma columna de z termos
differentes dos outros das columnas precedentes. E assim por diante.

Obter-se-ha por esta maneira uma tabella composta de z columnas,
contendo cada vtna z termos de p letras , e dando por tudo 3 resultados , que
constituem evidenlemente todas as permulacdes possiveis das m letras
pa p, sem omissio ou repeticio alguma. Sendo y o numero d’estos per-
mutacdes dado pela equaclo (a), serd pois

] P
zz=y" ,00 z= L=[ﬁl_p_},
s [pPp]

1sto &,

mim—1)(m—2).. (m-—p+1)

.v=[mCP]= R i SRR P

. o {0)

Para usarmos d'esta formula advertiremos , que o numerador é formado
pela serie de p factores que viio diminuindo successivamente de uma unidade ,
desde o inteiro m dado até ao inteiro m — p + 1. O denominador é for-
mado pela serie de factores dos numeros inteiros desde 1 até ao nu-
mero p. .

Cemo por sua patureza x deve ser numero inteiro, concluiremos:

o
»4
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que a firmula (a) deve ser exactamente divisivel por (b). Isto mesmo
se demonstra a priori. (Nota 1.%)
2, Designando por-z' o numero de combinacdes de m objectos q a g,

xl'=.[m09]=&:.(m;ﬂ{m-3—.2) covs (m—g+ 1}.

Se for p>q, todos os factores d'esta iltima equacdo entrardo na equaclo
(¢) » que por isso se poderd escrever

ym—g)(m—qg—1).... (m—p+1)
(D@D eers oo ool ) :

e nos leva as segvinles consideracdes.

I. Para que seja & = ', & necessorio, que os factores do numera-
dor da fracglo, pelaqual z' se acha multiplicado, formem o mesmo pro-
ducto que os do denominador ; e assim, tomando estes em ordem inversa ,
deveremos ter

(m—g)(m—q—1).... (m—pil)=p(p—1)....(q+1)

Como estes dous membros tem um numero egual de [actores continues e
decrescentes , se cada um dos factores de um lado ndo fosse egual ao que

. occupa o mesmo logar do outro lado , ndo seria possivel a egualdade , por

que, supprimindo entdo os factores communs , ficariam de um lado facto-
res todos maiores que do outro. E necessario por tanto , que seja m—q=p
para ser z=2x'; donde resulla o seguinte theorema :

[mCp]=[mCq] quando for m =p 4 q.

Assim 100 letras tomadas 88 a 88, e tomadas 12 a 12, ddo o mesmo
numero. Com effeito [100 € 88] tem por numerador 100.99 . . 89.88. .13,
e por denominador 1.2.... 12,43 .... 88; supprimindo pois os faclo=
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res communs IS.l-l....SS,re:lamngg g =[100 C 12].

Bl e -

Esta consideracio serve para facilitar os calculos da formula (¢), quande
for p> : m. Acha-se mais depressa [100 C 4] do que[100 C 96]=3921225,

Daqui se conclue, que se escrevermos suecessivamente 08 numeros
de combinagdes de m letras1 a 1,24 2, 3 a 3, hio-de reproduzir-se
os mesmos valores em ordem retrograda, passado o termo do meio. Sen~
do, porex.®, 8as letras, estes valores sao 8, 28, 56, 70, 56, 28 .
(Veja-se a taboada que vae adiaote com a inscripgio — Coefficientes do
Binomio ou Numeros de combinagdes —)

I Supponhamos ¢ =p —1; n'este caso z s6 tem um factor mais qne
!
x,ed

ym—p-41

- —p+ 1
e=a——E ;mcp]:Lm{:(p-n]’“ £

P

. (d)

1. Daqui se tira uma regra, que serve para deduzir successiva-
mente uns dos oulros os numeros de combinacdes de fm letras 1 a 1 , 222

z m m—1 m—2
Jad.... Eserevam-se as [raccdes 1 VTR T A A multi-

’

plique-se cada uma pelo producto de todas as antecedentes. Por ex.®, sendo

; 8.4 6,4 3
8 as letras que temos de combinar, escre\'eremos-i- 'R e vird
7 il
8; 8:<§ =28 ; 28 §=56; ...... Por este modo se acha que 8 nu-

meros da lotaria formam 8 azes, 28 duques, 56 ternos, 70 quadras
€56 quinas ; e que 80 numeros formam 90 azes , 4005 duques , 117480
ternos , 2555190 quadras , 43949268 ‘quinas.

’ m—1 m—2
2.°  Os factores successivos m , gk ol tem osnu-

meradores decrescentes e 0s denominadores crescentes: em quanto forem>1 ,

o producto augmentaré; e diminuira pelo contrario logo que a ordem i
do lermo for tal que venha

m—i-+ 1 S g
—_— <l,.on> =T 1>

Rasnl B
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devendo entlio comegar a spparecer os mesmos produclos em ordem re-
trograda , como acima dissemos,

1. Caso, m par=22. Entdo & i>xf; e por conseguinte os
a4

termos crescem alé & ordem i = «, na qual o dltimo factor ¢

1
, sendo
a :

este lermo [m C$m] ou

22(22 —1)...... (2+ l)=fx+|\(erQ}.. Fi oo

g RN DN B 2 4 \ i - R b

?

o qual se férma escrevendo mo denominador a scrie matoral 1.2.. .. «,
e continuando-a no mumerador até 2x. Multiplicando ambos o0s termos por
1.23.... a, vem

onde os factores pares, que no numerador vem slternados com os impa-

res, sio 2.4.6...... 22 —=2"%123.%.... «; & por comscguinte o
termo medio maior que todos os oulros &

o4 11 grt 1357, (m—1)
N N e o

2.° Caso, m impar = 2« + 1.'N'este caso ¢i>x +1; ¢ por con=
segninte os termos s6 comegam a decrescer quando ¢ excede x4-1; e

i : i
como no lermo d'esla ordem o Gltimo factor se reduz n%—:l , esle
- ]

termo é egual ao precedente, vindo assim a repelir-se nas ordens « o
«+1, ou 3 (m==1). Fazendo pois i =« , teremos para os dois ermos
medios , maiores que todos os outros , e correspondentes a [m C%(m == 1),

-
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"={2¢+l)x!¢x.. (= +2) =(¢+2)(:+3]..‘;‘. (22 + 1)
1. 2. J.....c2 i. 2. B AR T

Practicando , como no 1.° caso, acharemos

1 “"’3‘1.3.5.7---”.....!!1
s 1 LT

Applicando as formulas, que achimos por os dois casos, vé-se, que os

maiores numeros de combinagdes que & possivel fazer com 18 e 19 le-
tras slo

S ot 1 S
M=[18C0)=B—os———7

= §8620 ;

M=[19C9)'=[19C10] = 92378.
3.” Da equagdo (d) tira-se

x+x'=x'm+i =m+l .E—--.. m—_.P-tE

altendendo a que suppuzemos z' ==[m C(p —1)]. Comparando este valor
de x4+ z' com a equagdo (c), vem

[(m+ 1)Cp)=[mCp+ [mC(p— )]s oovseeee (@

Por meio d’esta formula, e por simples addigdo, se deduzem as
combinacdes dem -1 letras conhecidasasde m letras; e por ella se for-

R
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mou a taboada seguinte, chamada Triangulo arithmelico de Pascal, na
gual cada um dos numeros € a somma do termo correspondente superior €
do que fica d esquerda deste na linha precedente.

Temos , por ex.’
08 7° linh v+ o v e I 7,91,35,35,21,7, L.

Para formar a 8' Im!:a tomaremus 7+ | ==8 21 47=28,
35421 =56, 35+35=70, etc, *

N'esta lei e:plien-se 0 appnrecimento dos mesmos termos em ordem
inversa , por que basta que se dé n’uma linha para que lenha logar na seguinle.

Além d’este meio que acabdmos de indicar, podemus deduzir o0s
termos da mesma linha uns dos outros, ou successivamente (1.°), ou
usando da [ormula (¢) que ¢ o seu termo gerai.

COEFFICIENTES DO BINOMIO,

on

Numero de Combinagdes.

1 . "o

2 1

3 3 1

4 6 4 1 :

5[ 10] 10 5 1

6| 15| @ | 15 6 1

71 21| 85| 35 21 1 1

8| | 56| 70 56 28 8 1

9| 36| 84| 126 | 126 84] 36 9 o8

10| 45| 120 | 210 | 252 | 210| 120 45 1073

55 | 165 | 330 | 462 | 462] 330, 165 55 11
66 | 220 | 495 | 7192| 924 7T92| 495 220 66,
78 | 286 | T15 | 1287| 1716| 1716{ 1287 T15| 286
“91 | 364 [1001 | 2002 | 3008| 3432 3003) 2002 1001
15| 105 | 455 [1365 | 3003 | 5005| 6435 6485 5005 3003
16| 7120 | 560 |1820 | 4368 | 8cos{114ar| 12870| 11440| 8008
17| 136 | 680 |2380 | 6188 [12376|19448| 24310| 24310} 19448
18 | 153 | 816 |3060 | 8568 |18564/31824] 43758| 4862} 43758
19| 171 | 969 |3876 |11628 [27132|5038%) 75582 92378 92378
20 | 190 [ 1140 | 4845 |15504 [38760.77520 1%910\16196!1841:6

141|222|3a3  4a4|0a5 6ab|7a1]/8a8|0a9!10a10
-
2

3"—'-—-'—‘*"—'HHHH[HI—IH-‘HIH—JHHH
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HI. Designando por 1 ,m,a,b,¢,.... b, a,m, | os nume-
ros de uma linba, serdo, f6rm, (¢), os da seguiute

gy 14+m,m4a,a+d,..a+m,m+1, 1,

na qual a somma dos termos das.ordens pares é

f4+m+ta+btetd..c..m+ 1,

que ¢ a mesma dos termos das ordens impares, e tambem a mesma que
a somma dos termos da linha precelente. Sommando pois todos os ter-
mos da linha m 4- 1, teremos o débro da somma da linha m. Ora a 2.°
linha da taboada é1 42 4+ 1 =% =2", e por conseguinte as linhas se-
guintes terdo por somma 2, 2%, ..., 2™, Logo: a somma das combina-
¢des de m letras € 2™ ; a somma dos termos das ordens , ow pares , ou im=
pares, € 2°='; ¢ estasomma ¢ a mesma que a das combinagdes de m —1
letras.

3. Supponhamos que, tendo separadom letrasa ,*b,¢,d,.... em
dois grupos , um contendo m' d’cstas letras, e o outro m" das restantes,
sendo assim m=m'+m": se pede o numero de todas as combinacdes
p a p formadas de p' das letras do primeiro grupo e de p" das do se-
gundo, sendo p=p'4-p'.

Para isto, facamos lodas as combinagdes das primeiras p’ a p', e as
das segundas p" a p'. Os numeros d'estas combinagdes serdo respeclivas
mente [m'Cp'] e [m'' Cp'']. Se reunirmos dous a dous cada um dos resul-
tados das 1."" com cada um dos das 2.*°, p' letras de uma parte, reuni-
das com p'' letras da outra, formardo p letras ; e éclaro que estes syste-
mas reunidos resolverdo a quesldo proposla, O numero de todas eslas com-
binagdes scrd pois

X=[m'Cplx[m"Cp"] ..co0nsanns s s (8

I. Em quantas combinagdes de m letras a, b, ¢, ..... cnlra a
letra a? Temos m'=—=p'=1, e X =[(m—1)C(p—1)}.

Il. Em quantas combinagies entra a sem b, e b sem a? Temos
m=2,p'=1, logo X=2x[(m—2)C(p—1)].
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III. Em quantas entra acomb? Temos m'=p'=2, ¢
X=[(m —2)C(p—2).

IV.  Emquantas oko entranem a , nem &? Temosm' =2, p'=0,
eX =[(m—2)Cp].

V. Em quantas das combinagles de m letras p a p entram s6
duas das tres letras @, b, ¢? Temos m' =3, p'=2, e

X = 8x [(m — 3) C (p—2)).

VI. Em quantas das 210 combinacdes de 10 letras % a % ndo
entra nenhuma das tres letras a, b, ¢? Em quantas entra uma s6? Em
quantas duas? Em quantas eatram todastres? Applicondo a férmula acha-
remos ;

1.° Nenbuma dus tres letras...... [3C0)x[7C4] =1x35= 35

AR 1] | TR R A oo+ s [BCI)X[7C3] =3%x 35 = 105
B Dingasts B S Hibin s tenionin a [3C2]x[7C2] =3x21 = 63
3. "“Todewbrés'...... .. L., eess [BCX[TCH)= IXT= 7
Numero tolal dascombinagbes . . .... ... ouus gy i 210

%.  Pedindo-se onimero de permutaces p a p de m letras dentre m
designadas, bastard tomar cada uma das X combinacdes precedentes e
permutar as p letras que n’ellas entram. Assim, designando por Y o
nimero das permutagdes pedidas , teremos

Y=X}<l-2.3-.....P.
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8. Para effechuar com facilidade todas as permutagdes possiveis p a p
de m letras , procederemos da maneira seguinte.

Tendo escriplo na ordem alphabetica as m letrasa, b, ¢,-... u, v,
separemos d'ellas as p — 1 Gluimas letras &, ky ...... u, v. Colloque-
mos depois a 1." d'estas letras scparadas ¢ em frente de cada uma das
primeiras m—p+ 1 letras a, b, ¢.. ...« h, formando assim as se=
guintes permulagdes 2 a 2,

M, 0, 08, e o s inge ps s T

Mudemos por fim , .e successivamente, ¢ em a, b, ¢, ..+... I, tendo
o cuidado de mudar tambem a em i, bem¢,.... hem i, nos ter-
mos em que assim for necessario para que se ndio repita o mesma letra.
Por esta f6rma conseguiremos obter todas as permutacdes 2 a 2 das
m—p+2letrasi, a,b, .... h, tornando-se cada uma d'ellas ini-
cial o mesmo numero de vezes m —p +1 (n.* 1.°).

Feito isto, colloquemos a 2.' letra separada k em frente de to-

dos os resultados precedentes, formando assim as seguintes permutagdes.
3a3,

Kiagyooso yhihy kaiyovoo kah, kba yooee KbR, oo o 01

Mudando depois successivamente % em ¢ ,a, b,.... h, com a adverten-
cia que acima fizemos , obteremos todas as permutagdes 3 a_3 dasm —p+ 3
letras k,i,a,b0, .... h

E proseguindo sempre pelo mesmo estilo, até chegar a collocar
a Gltima das letras separadas v, na [rente de todas as permutacdes p—1
ap—1 dasm—1 letras restantes ; e fazendo depois a mudanga succes»
svadevemu....k,i,a,b.... h, com a advertencia indicada,
obteremos finalmente todas as permutacdes das m letras p a p.

Por ex.”, para permutar 3 a 3 as 5 letras @, b, ¢, d, e, sepa-
re-se d e ¢, e pondo d em frente de cada uma das tres a, b, ¢, vem

da,db, de;

madando depois successivamente d em a, b, ¢, com a devida adverten-
cia , obtem-se todos os arranjos 2 a 2 das 4 letras a, b, ¢, d,
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da, db, dc, ad, ab, ac, ba,bd , be, ca, cb, cd.

Pondo por fim ¢ em frente de cada um d'estes termos o que di eda,
edb, .... e mudando depois ¢ em a, b, ¢, d, obteremos os 60 arran=
jos pedidos (+). ;

6. Para effectuar com facilidade lodas as combinagdes possiveis de m le=
tras p a p, cmpregaremos o processo seguinle.

Escrevam-se primeiro em linha e na ordem alphabetica todas as m le-
tras ; e teremos todas as suas combinagdes 1 a 1.

Escrevam-se depois n'outra linha, adiante de cada uma d’estas le-
tras , successivamente todas as que se seguem a essa letra na 1.° linha;
e por esta [6rma obteremos todas as combinagdes das m letras2 a 2. Por
que por esta maneira & evidente que pdo ¢ possivel omiltir-se qualquer
combinacdo, nem tdo pouco repetirem-se duas.

Continue-se sempre , por este modo, a escrever, adiante de cada
uma das combinagdes ja obtidas, successivamente todas as letras que se
seguem na 1.° linha & ultima letra d’esta combinagdo; e por esta [6rma
chegaremos a obter pela razlio apontada , todas as combinagdes das m le-
tras p a p.

Por ex.”, para effectuar todas as combinacles & a & das 5 letras
a,b,c,d, e, teremos seguidamente:

Combinagdes 1 a 1....a,0,¢,4d, e

2a2....ab, ac, ad, ae, be, bd, be, ed, ce, de.

3a3.... abc, abd, abe, acd, ace, ade, bed, bee,
bde , cde.

3ak....abed, abece, abde , acde , bede.

(+) Eslta theoria serve para achar o logogrypho e anagramma das palavras,
Estas bagatellas, alids trabalbosas, conduzem muitas vezes a resultados nolaveis
A’ pergunta feita por Pilatos a Jesus-Cumisto : Quid est verilas? responde o ana-
gramma: est vir qui adest. Em Frere Jacques Clement , o assassino de Henrigue
I, acha-se letra por letra: C'est Uenfer qui m’a créé.
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Todos os termos, em que entra a ltima letra e, nas e'ornbinaﬂiea
que lem o mesmo numero de letras , nlo fornecem termo algum para as
combinagdes seguinles , em que entra mais uma letra.

Desenvolvimento das polencias de um polynomio.

7. Se no producto de m factores hinomios
(e+0) @ 48) (@48 rn

fizermos a =b==c=...., este producto se tornari em (x4 a)". Por
conscguinte para achar o desenvolvimento da potencia m de um binomio ,
podemos effectuar o producto acima indicado, e tornar depois eguaes os
2. termos a, b, ¢, ..., : conseguindo por este processo reconhecer a
lei que observam os diversos termos do producto , antes de se practicar a

reducedo. Ura ja vimes (Alg. EL 0. 10%, V) que este producto ¢ da
[orma ;

2" 4 Aa™=' 4 Ba®= 4 Ca™,, .. +Nz*= ..., +abed..:

sendo A a somma at+b4e4...... .dos 2.°" termos dos [aclores
binomios ; B a somma dos seus productos 2 a 2, ab+ ac+ad....; C

udﬂaprﬂductul3a3.abc+abd+ ...... ; elc.

Fazendo a=b=c=.... , todos ostermos de 4 setornam eguaes
3a;08de B=a"; 08 de C=a";.... 05 do N—ug», Logo :
A torna-se em a repetido m vezes , ou A — ma,

B torna-se em a* repetido tantas vezes quantos slo os productos

2a2,00 B=ga" {mCE]::mgm—é:ﬂu’.

€ torna-se em a" repetido tantas vezes quantos sio os productos 3 a 3,
e e e
ou C=a"' [mC3|=m 3 34"
E assim por diante a respeito dos factores consecutivos ; de sorle

que para o termo N2™=" de uma ordem qualquer n, serd N=mCn} a
O dltime termo é a™.
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D'aqui resulta a formula’ geral descoberta por Newton :

m(m—1{)

3 =1
a X
2

(x4 a)™ =a™ 4- ma 2™ +

m(m—1)(m—2)
WY -

+ a'a"34.... +a%

Se| designarmos por T, um termo qualquer da ordem n, seri o lermo se-
guinte T, ., correspondente & ordem n+ 1, ou que lem n termos anles
de si,

Tops . Ped a* a™="={mCn]a"z=—=.. (k)

Esta expressio & o termo geral da f6rmula (g); e chama-se assim ,
por que, fazendo n'ella successivamente n=1, 2,3,...., podemos
deduzir todos os lermos da f6rmula, comecondo no segundo.

Para obter o desenvolvimento de (x — a)™ basta mudar nas férmu-
las (g) e(h) aem —a , isto &, basta tomar com o signal contrério os ter=
mos em que a esld elevado a potencias impares. Teremos assim

(z—a)"::c'-—ma.x“"+:-”L£_-ﬂu‘m“f‘
m(m—1)(m—2) ,
. o e

&-d.‘+-'.'ll iu“

8.  As férmulas(g) e (i) compde-ce dem 4 1 termos , e os coefficientes
sio todos numeros inteiros; na laboada da pag. 9 encoutram-se estes coef-
ficientes para os diversas potencias até & 20.°

Os expoentes de a vlio crescendo successivamente de uma unidade
desde o termo em que a se torna na unidade ou a°, alé ao Gllimo, em
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que a esta elevado 4 polencia m, Os de = decrescem desde o 1.° termo
em que z esth elevado & polencia m até ao Gllimo, em que z se lorna na
unidade ou x." Em cada termo a somma dos expoentes de a e z ¢ sem-

pre==m. D'aqui podemos concluir (pag. 6, 1.%) a seguinte regra para de-
duzir um termo qualquer da serie do seu precedente:

Multiplique-se o termo precedente por Z— ¢ pelo expoente aque n'elle

se acha elevado x; ¢ divida-se depois pelo numero, que designa na serie
a ordem d'este (ermo.

assim, que no seguinte ex.” poderemos achar conseculivamente
0s termos da serie do desenvolvimento de (z + a)?, obtende

(# % af = 2% 9ax® 4 36a’27 = 84a’z+ 12602 += 1260 2* +.. .

Se o binomio ndo estiver reduzido & Térma mais simples z == a, nlio te=
mos mais do que substituir nas- [ormulas (g) e (i) por = e por a os ter=
mos que |hes equivalem. Assim para achar o desenvolvimento de (2b°—5¢")?,
foremos na equagdo precedente z =2b", a=— B¢', e usando dos sie
gnaes inferiores, vird

(20 —5c")" PPUEP RN —2°0>'— 9, 5°2' 5 4 36x 5% 28 , .,

= 512" — §5x256¢'0** + 36x25 x 1280 ' —

Finalmente , pelo que ja fiea dicto, advertiremos ainda que nas (ér-
mulas (g) e (i):

1.° Depois do termo medio, apparecem os mesmos coefficientes
em ordem retrograda; ¢ os coefficientes equidistantes dos termos extre-
mos sdo eguaes. Estes coefficientes crescem até ao termo medio, cujo
valor se acha nas pag. 7 e 8.

2.° Cada um dos coefficientes da potencia m sommado com o se-
guinte, da o coefficiente do termo da mesma ordem que o d'este iltimo ,
no deseavolvimento da potencia (m 4 1) Veja-se pag. 8.

3.° A somma de todos os coefficientes da potencia m ¢ =27 =4
somma dos coefficicntes de todas as ordens , pares ou impares, na poten-
cia (m4-1) como se viu (pag. 10.) Na verdade fazendo z=a=1, a
equagdo (g) reduz-se a 27 = 4 sommo de tudos os coeflicientes.
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4° Quando z=1 e a==z, as equacdes (g) e (i) lornam-se em

(1= sprmtoemsg 20D RO DO e

Sendo esta expressdo muito mais simples, costuma reduzir-se a ella
o desenvolvimento das potencias dos binomios, Se tivermos (A == B)=, dividi-
remos a expressio dentro do binomio por A, afim de reduzir o 1.” termo &
unidade ; e multiplicaremos depois por A™ para que ndo fique alterada a

- B
expresslo , que vir assim transformada em A'(I % ;). Fazendo oy
podemos applicar a férmuI,‘ (I). Assim para (2a + 31%), reduziremos esta
expressio a (Iﬁa)‘(l - g—z-) » @ faremos z = ;—i.

Para applicar depois a formula com mais [acilidade , formaremos os
productos consecutivos dos factores m, + (m—1), ;(m —2), ;(m—3),
como se ensinou (pag. 6.), até & ordem 1 m quando m é par, ou alé

. m —
& ordem

quando m & impar; e obleremos assim os coefficientes

do desenvolvimento , que depois terdo de multiplicar-se pelas potencias cres-
centes de 3. Noexemplo de cima , tendo formado asfraccdes *, =, 3, %,
acharemos pelas multiplicagdes successivas os coefficientes 8 , 28 , 56, 70;
e como o tltimo é o termo medio, serdo os seguintes 56, 28, 8. Dis-
tribuindo convenientemente as potencias crescentes s, z*, 3*, .. ..; mul-
tiplicando tudo por 256. a® ; e pondo finalmente por z a frac¢do que esta
letra representa : vem

(2a + 3b)*=256 .a"+ 3072. a'b4 16128, a'h* + 58384.4'0°
+90720.a'0" + 1088648 .a’0' + ....... .+

9. Para obtermos odesenvolvimento da potencia inteira deum poly-
nomio qualquer da forma

@+b+e+d+....)m,

3
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podemos servir-nos das férmulas precedentes do desenvolvimento de um
binomio, pondo b+c¢+4d+4.... =2z. Antes de expormos o methodo
de achar o termo geral d'este desenvolvimento, convem primeiro dar outra
f6rma & expressdo () do n.° 7, multiplicando ambos os seus termos por
1.2.3.... (n—n). Eotdo o numerador tornar-se-ha o producto dos
inteiros seguidos desde 1 alé m, e a expressdo (h) se mudard em

L R PR
I 3 m BER TR e o dnad (m)

Tops =
b 1.2.3..--1‘1}([.2.3-.{m-—r-n)a

A vantagem d'esla formula , sobre asua equivalente , consiste, em for-
necer fodos os termos do desenvolvimento de (z + a) dando a n os valo-
res successivos 0, 1,2, 3, .... m, debaixo da convengio de niio se
atiender ao factor 1.2.3.... n, quando se suppuzern==0, nem ao fa
cor 1.2.3 .. (m — ) quando for n = m.

Posto isto, e fazendo, como acima dicemos, # ="btc+d+ ....,
a potencia dada serd egual a (a4 a)*, e o seu termo geral em que entra
a*, serd dado pela [6rmula (m), ou

1.23. s vEea M

() v ovive e -
1.23.... nx1.23 ..., (m=—n)

a'l ar-‘.

Ponhamos y—=c4-dte.... ; sera am==(b+y)"", e se de-

senvolvermos esta fllima potencia, o seu termo geral , em que ealra 4",
serd , pela férmula (m),

123...... (m—n) rop——
1.23.... n'x123.... (m—n—n') v .

Se substituirmos agora esta quantidade em logar de 2™ em (1), o re-
sultado represeotari otermo geral do desenvolvimento da potencia do po-
lynomio, em que entra a*0”'. Este resultado , simplificando a fracgdo , serd

123 . ....m
123, .nx1.2.3. . n'x1.2.3. . (m—n—n')

(ko

anbnfyn-ﬂﬂ-l‘ 2
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Pondo depois z=d+e+.... , teremos y=—" = (¢ + z)"="=~
e o termo geral do desenvolvimento d'esta dltima potencia, em que entra
¢! serd

1.2.3.... (m—n—n)
1.2.3..7"x1.23.. (n—n—n'—n")

A o/ =n
3 .

Substituindo agora em (2) esta tiltima expressio , em logar de y™"="',

obteremos , feitas as simplificacdes , o termo geral do desenvolvimento da
potencia do polynomio em que entra a*J”'¢™", ou .

1928 5vm S —
1!2.3 =n ﬂ}( 1|2-3 . ﬂ.'x I 12-31 . I‘I-”}C 112- W llm-—l'l'—'nr-—ﬂ.”)

Sem ser necessario ir mais adiante, ja d'aqui podemos concluir , que se de-
signarmos por N otermo geral do desenvolvimento de (a +-b+¢+..)",
serd este termo geral

'.2.3.1-. s M

il nin' all n"'..'
T 1.23.0x1.23..7'%x1.2.3..0"% .. s !

N

sendo n, n', 0, .. .... inteiros qnaesquer, que satisfacam & condigdo
n+n'+n'4.... =m. Para deduzir pois d’'esta [ormula todos os ter-
mos do desenvolvimento pedido, deveremos procurar todos os systemas de
valores inleiros e positivos, que podem satisfazer a esta equaclio de con-
diglio , ede os substituir depois successivamente na [ormula ; tendo o cuida-
do, como j& advertimos , de nlo attender no denominador do coefficiente
numerico, aos factores que lerminariam em zero.
Em (a+b+ ¢, por ex.”, um dos termos é

1.23....10
1.2.3.4.6x1.2.3x1.2

a®b'c* = 2520. a°b’c" ;

e este mesmo cocfficienle serd o dos termos a*b*c% a"b'c¢®, . ... «.
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10. Temos alé aqui supposto que o expoente m ¢ um numero inleiro
e positivo, Passdmosagora a mostrar, que as [6rmulas que achimos, slio
applicaveis ao caso de ser m numero negativo , fraccionario , irracional , on
transcendente, E para isso, bastard mostrar que o binomio (1==z)= tem
o desenvolvimento (I) do n.° 8, em todos estes casos; por que como j&
vimos sempre ¢ possivel reduzir a esta firma o desenvolvimento de (z == a)~ ,
e por consequencia o de qualquer polynomio da forma (a+-b+¢+...)"

Designaodo por m e n quaesquer grandezas, e pondo

=1 im:+-‘;m{m-_—l)=’iel¢.,
y=1=x nz4in (n—1) 3" xetc;

teremos , fazendo p=m+$n,

ay=1Z=pz+ip(p=—1)s*%eclec.

Para achar este resultado, que se verifica pela multiplicagdo efectiva do
valor de x pelo de y, nlio ¢ necessario recorrer a esta multiplicagdo , que
nlo nos indicaria facilmente a lei dos termos da serie. E 86 bastard adver-
tir, que , sendo m e n quaesquer grandezas , se nés conhecessemos duas
expressies em que entrassem respeclivamente m e n , 4s quaes competis-
sem os desenvolvimentos de z e y, e a cujo producto competisse o de-
senvolvimento de xy; poderiamos concluir que este ultimo desenvolvi-
mento teria logar em todos os casos, e com a forma que lhe suppuze-
mos. Com effeito, devendo deduzir-se este desenvolvimento da multiplica-
¢do dos dois polynomios , que sio a expressio de z e y, e sendo as re-
gras da multiplicagio dos polynomios independentes das grandezas que se
possam attribuir &s-letras dos factores; estd claro que a forma do desen-
volvimento seri sempre a mesma, em quanto a dos faclores tambem o
for. Por ex,”, o termo que contém z* em xy, deve ser o producto de
certos termos de z e y, termos que serdio 03 mMESMOS quaesquer (ue se=
jam os valores dem e n; e se este producto em um caso for £ p (p—1)s*,
esté claro que serh @ mesmo em todos os mais casos.

Ora ji vimos que sendo m e n inteiros positivos é z = (1= 3)", e
y=(1=*=3)", e que é entlo
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ay=(1xz)"t=(1xz) =1xpst ip(p—1)s*telec.;

donde concluiremos, que xy lem, em todos os casos, a [6rma que lhe
suppuzemos,
Posto isto:

1.° Se m ¢ inteiro ¢ tem o signal negativo: como n & quantidade
arbitriria , podemos suppor n ==+ m , tornando-se entdo n inteiro e posi=
tivo, e por conseguintey = (1== z)", E como esta hypothese tornap =10, a
3.* equagdo se reduzird a zy=1, ou 2=y '= (1% 5)~"== (1%=3)™.
Teremos pois

e Oy mm+1) , mm+1)(m+2) ,
(I=z)"=1xms+ - e o v i X O

m(m4+1)(m+2)....(m4+q—1)
N eid iais q

(g+1)(g+2).... (g+m—1) ,
kwd AP U ) s

31 =[(q + m— 1)Cqls?

=[(g+m—1)C(m— 1))z =

Acharemos assim, por este termo geral, para

(@ ==a)~* coeffic. 1 PL 1l Wodemdd
(eamtd il bsm Rl b 3l = 8 4+ 8..
(etar...n: 14| =8 kb 6.5 40] 4+ 18..
(xa...... | 1| = 4| + 10| = 20| + 35..

A taboada da pog. 9 di, nas columnas verlicaes, a lei d’esles nu-
meros.

2, Sem € fraccionario (positivo ou negativo): fagamos n=m,
serh p=2m e ay =a"; logo

2m (2m —1)

e z" 4 ete.

*=1+4+2mz+
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Multiplicando esta equagio por z =1 4 mz + elc., vem |

M z" .+. elc.

i . 2 |
¥

&' =143ms+

Toroando a mulliplicar por =, vem

=14 l-mz—fuhnl“—m_;-)-z’—k ele.

Donde concluiremos , em geral ,

km (km — 1)

z =1 +kms+ T3 3"+ ete.,
qualquer que seja o inteiro k.
J I
Por tanto se k for o denominador da fraccio m S ou km=1,
serd
1—1

i
2 =141z 41 s* + ete. = (1+3),

2

por ser I um inteiro, positivo ou negativo , conforme m é positivo ou ne-
gativo. Temos pois

-

x‘z(‘l-&-z)t’, e z=(1+3)" |

3.° Se m ¢ irracional , ou comprehende expressies transcendentes ,
taes como logarithmos , exponenciaes, arcos de circulo , senos, cosenos etc.
Suppondo que n e h sdo dous numeros entre os quaes m estd comprehen-
dido, cada um dos termos de @ =1+ mz +elc.. .. estarh comprehen-

dido entre os seus correspondentes das series (1 +z)" e (1+ ) e &
claro que z estard entre estas duas expressdes, que podem differir entre
si ldo pouco como se quizer.

. Como pois (1 +2) pode approximar-se indefinidamente de z & me-
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dida que n se approximar de m: se chamarmos x a differenca , sera
(1 +3)*=2+ a Do mesmo modo se chamarmos € a differenca entre
(143)" e (143)" , teremos (1+2)*=(1+2)" + &. Logo z+oa=(143z)"+ &;
€ como « & G s3o quantidades que se podem tornar tio pequenas como se quizer ,
teremos por fim (Alg. El 0.°120) 2= (1 + 3)=,

4.° Sem € imaginario: sujeitam-se convencionalmente estas expres-
soes &s mesmas regras das quantidades reses; visto que ndo é possivel
nem formar uma idea exacta de um calculo, eujos elementos seriam sym-
bolos que ndo representam grandeza alguma: nem por consequencia dar
demonstragio a tal respeito (Alg. Elem. n.° 136). (Nota 2.%)

1. Tendo visto que as formulas (g) e (i) tem logar qualquer que
seja o valor de m , passemos a applical-a a slguns exemplos.

|
. (fazendo k= E) , desen-
ol

et

a
e Bx % A 1+ kx
volva-se em serie (1 + kz)~ pela formula (I).
Os coefficientes tem por factores —1, L (—1—1), L(—1—2),....
os quaes sdo lodos == — 1 ; os productos sdo alternadamente +1, — 1 :
donde resulta a progressio por quociente

I. Para desenvolver

| —ke+ 2" —k2"...., cujs razdo é — ka.

a a 61: 61.}:1 G!‘:I : _g.-r.
L”EO a+Ez _':( _':"*"':;——-?- ...... ‘x? ..... )

II. Para y/(a*=% 2"), escreva-se

A

fazendo 2 = ay. Para achar a potencia £ de (1 ==y*) formemos os facto-
res dos coefficientes, a saber: &, L (f—1), £(+—2), out,—1,
—Ty—fi 08 productos sdo fraccdes cujos numeradores sdo os factores

impares 1,3.5.7.. .. , e os denominadores os factores pares 2.4.6.8. ...
0:
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gy iyt 13y 1354 .

—

‘— P, b —— — W
V(1 2y ) =10 =50 246 24068 -

= {z* 132 1.3.52°
a an t I = t o
Viexa)=as(l oo —m *516a 2.4.6.80 )

III. Do mesmo modo se obterd

. 14 1.3y 1354 1387y
{ = =1 —y- - e
( R TR Y e ¥ Ml ¥ Y ¥ i

R i ) 1320 1.382'  1.387", )
=2 ) e T b e T 3000 T 20080 T

- x z B2 10z* 22z \
v (ot 5)=P( + 3 "0 T 8la 234 T 7290 )

PRSP AL e shg | . |
o e £ apiin s ok b R TG
(1—a)2=1+20+3"+4a"....... +(n41)a"..

12. Todos os coefficientes do desenvolvimento de (z + a)™, quando
m for primo , sdo multiplos dem , abstrahindo dos de z™ e a™; com effeito

a equacdo (¢) da
123.... px[mCpl=m(m—1)(m—2).... (m—p +1).
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Ora , sendo 0 2. membro multiplo de m , tambem o 1.° o deve ser, e
€omo suppuzemos m primo e >p, deve por conseguinte m dividir [mCp].
Do mesmo modo se mostra que lodos os coefficientes de (a + b+ ¢. . ) 3
siio multiplos de m, exceplo a=, b~, ¢*,....
Designando pois por k um inteiro, Leremos

(@+bte..)"=am4b" 4+ ¢".... +mk.

Se fizermos 1 =a=b=c...., sendo k o numero de termos do po-
lynomio , acharemos A™ = h 4+ mk; donde se tira h*— h = um multiplo

h (k== —1{
de m, ou -—(‘;m—-2-= inteiro. Logo , se um numero primo m ndo for

divisor exacto de h, sel-o ha de (k=* — 1). Este & o theorema de Fer-
mat (Vej. Addit. ds notas da Arithm. pag. 276.), que se enuncia da ma-
neira seguinte :

Se o inteiro h nao for multiplo do numero primo m, e resto da
divisdo de L™ por m serd a unidade.

Este theorema ainda se pide enunciar d'outro modo. Como m — 1
¢ um numero par, fozendo m — 1 =27p, serd

W=t e = (W =) = (AT 1),

e por conseguinte deve m dividir um destes factores. Logo : quando m for

um numero primo > 2, e ndo dividir A, o resto da divisdo de A= por
m serd =1,

Extracgdo das raizes de qualquer grdo dos numeros e dos polynomios,

13. Na Arithmetica (n.°70) demos uma regra geral para a extra-
ccdo das raizes dos graos superiores ao terceiro, e indicimos a razdo da
mesma regra, que péde agora ser mais bem entendida com o exemplo
seguinte, .

Para acharmos a raiz 4.* de 548464 , designemos por A a £.° po-
tencia mais elevada contida nesle numero, por @ as dezenas, e por b as

unidades da sva raiz. Como
1
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" A=(a+b)' =a'+ 4a’b+ 6a’0’ + Jab’+ B*,

0 1.° termo a* & a 5.* potencia doalgarismo das dezenas, e por isso deve
acabar por quatro zeros & direita. Separando pois os quatro algarismos 8464,
vé-se que 5% contém a &.° potencia do algarismo das dezenas , consideradas
como simples unidades; e como 16 & a &.° potencia mais elevada com-
prehendida em 5%, fica evidenle que 2, raiz 4.* de 16, ¢ o algarismo
dos dezenas.

Diminuindo 16 de 5%, e repondo os algarismos separados, o resto
388464 conlém as outras quatro partes de (a4D)', ou §a’b+ 6a’b*
4 4ab® + b*. Mas como 4a’b oscaba em tres zeros, que prosém do fa-
ctor a’, por isso separando os tres algarismos 46%, o reslo 388 contera
& vezes o producto das unidades D pelo cubo do algarismo 2 das deze-
nas, consideradas como simples unidades, ou & x 8 x b=32b, e além
disto os milbares provenientes de 6a’b+....0v0r .. O quociente 10

de 388 dividido por 32 serd poisfb; mas passundu & verificagdo, isto

&, formando, como abaixo se vé, o producto b (4a’+ 6ab +-hab*+b%) ,
reconhece-se que ¢ necessario reduzir b a 7, seguindo nisto um processo
analogo a0 que empreghmos nas extraccdes das raizes quadradas e cubicas;
e serd a raiz 27 exacta alé &s unidades.

Querendo levar a approximagdo mais adiante , junctem-se quatro ze-
ros, dos quaes se separem tres, e divida-se 170230 por % 4, fazendo
a'—27. E como ka"” = ka*+124b + 12ab*+ 4b°, vé-se que para for-
mar esle divisor basta ajunctar 6a*b+ 8ab®4 3b° & parte do producto de
cima, comprehendido entre parentheses. Feito o calculo pela maneira
abaixo indicada, acha-se para 2.° divisor o numero 78732, que di 2
para a primeira letra decimal da raiz.

64 . 8464 27,2

16 732 1.° divisor .. 4a’ 53063

385 . 46% 888555 sco0b L0WRN o veay .. 168

371 . &4t S0P 2L 98 K . hab®. . 2vezes.. T84
17.0230 - ke A b, . Svezes.. 1029

e

53063x7—371 481 27 divisor 78732=4.2T"

Este processo , t30 commodo para achar cada um dos divisores par-
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ciaes , ¢ geral , qualquer que for o grio da raiz, que se pertende extra=
hir.

14, Por mem das taboas dos Tngarllhmos fazem-se estas extrac¢les
com muilo maior facilidade, mas ha o inconveniente de se ndo poder
obter uma approxima¢lo além dos limites das mesmas taboas. N'este caso
usaremos dos processos seguintes,

I.  As series (Il pag. 23.) servem para a extraccio das raizes com
grande approximaclo. Assim para obter 1N, decomponha-se N em dous
quadrados a® e =", das quoes o 1.° seja muito grande em relagio ao

2.°; entio N= V{a’-‘-x‘)—(a’-‘-x’} vird espresso n'uma serie

consergente (Mg n’ 106).
Se, porex.’, nos pedirem 1”8, decompando 8em9—1, tomaremos

a=3 e z=1, e vir 1" 8=1/(9—1)=(8—1) =3 (| —L ==L —,. )

Para tornar a serie mais rapidamente convergente , lomem-se os tres pri-
meiros termos da serie, que sommam 2,829 , ecompare-se o seu quadrado
com 8; acharemos 8 =(2,829)°— 0,0032%1 , d’oude

3241
- I) 2 828427125746

V8 =2,829V(i P

E como V8 =212, tomando amelade , achar-se-ha

V2l=l ‘l, i—’&rﬂl 356g3 731 s s ]

As taboas dos logaritbmos dao a 1.° apprﬁmmacho, que depois se conti-
nGa pelo processo que acabdmos de indicar.
I Suppoohamos que ¢ conhecido um valor approximado’a da raiz

m de N; e seja b a differenga entre N e a” ; leremos

N=a"=+b,VN=a=s,

sendo s a correcgdo que deve receber @, e por conseguinte tanto = como
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b nameros pequenos. Como a™ == b= (a == z)”, deseavolvendo, e) repre-
sentando por m, A', A",.. .. os coefficientes da serie, teremos

d=5 (ma"= £ Alsa™2 4 A""a" % ...... ).

N'uma primeira approximaglio, basta attender ao 1.” termo da serie , e
vem b=mza"""; d'este deduz-se o valor de z, o qual substituido no
termo = A'z a™™*, e desprezando 0s seguintes , di _

2ab N—a"
= Bma" = (m—1)b by £ (m+1)a"+(m—1)N°

eliminando b = = (N — a™). Logo VN ==a = z lorna-se em

o (mt )N+ (m—1)a~
o m—1)N+(m + 1)a™’
) (
! SN+a* oN 4-a*
d’onde VN=GXW1 ‘/N—anp
skl BN + 3a¢ 3N +424
YR et PR e

Querendo , por ex.° 165, toma-se =8, d'onde

195+-64 2072

5=8x . i —8.062
Ve XBE’:-:—IQ'E’- 357 8,062257 ,

valor exacto alé a 5.® casa da dizima.

16. Para completarmos a doutrina expendida na Algebra elementar
(n.*" 142, e seg.) sobre a extracglio dos raizes quadradas e cubicas dos
polynomios , indicaremos tambem aqui asregras daextrac¢do dos raizes de
qualquer ordem dos mesmos polynomios.
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Suppondo que o polynomio dado X & a polencia m de um polyno-
mio desconhecido ¥ =y 4y + ¥ ++-.. .. € que ambos estes po~
lynomios estdo ordenados segundo as polencias decrescenles da mesma le-
tra a, demonstra-se facilmente , como a respeito das raizes quadradas e
cubicas , que: o maior lermo y da raiz procurada se achard extrahindo a
raiz m do maior termo do polynomio X.

Achado este 1.° termo, [acilmente se obterd o 2.°; para resolver-
mos porém a questdo na maior generalidade, daremos a regra para obter
um termo qualquer y., da raiz, quando forem conhecidos os n lermos
precedentes. ;

Seja u a somma dos termos ji achados, e v a dos termos desco-
nhecidos ; sendo entdo X = (u+ v)™, teremos desenvolvendo

X = u™ + mu™"'v + ku™* v*4 kK'u™=3 v* + ele.

desigdando por k&, k', K", .. .. os coefficicntes do desenvolvimento deste
binomio. D’esta equaglio tira-se

Kmﬂ'=mu-—‘v+h"ﬂuq+.. ‘eme

O 1.° membro desta equaclio ¢ a differenca entre o polynomio dado e a
potencia m da parte achada da raiz. O 2.” termo vai servir-nos para des-
cubrir o maior lermo yi,, da parte desconhecida v. 3

Com effeito , desenvolvendo w™=*, o maior termo do desenvolvimento
serd y"=', e sendo y,,, o maior termo de v, serd my™=* v,y © maior
termo do producto mu™*v. Do mesmo modo se vé, que 0s maiores ter-
mos nos desenvolvimentos dos productos seguintes, serlio respectivamente
W= Wy Y™ 4y seennes

Rellectindo agora , que n'estes termos maiores dos productos succes-
sivos, vae seguidamente diminuindo de uma unidade o expoente de y, e
crescendo o de ¥, e que em y,y entra a letra @ com expoente menor
do que em y: concluiremos que my™" y,y € o termo maior do 2.° mem-
bro da equagdo.

Logo,, se do polynomio dado X subtrahirmos a potencia m da parte
u achada da raiz, o maior termo do resto serd egual a m vezes a po-
tencia m —1 do maior dotermo y da raiz, multiplicada pelo maior termo
da porte da raiz desconhecida, E por conseguinte, se dividirmos o maior
termo do resto pela potencia m — 1 do maior termo da raiz, acharemos
mais um termo para a mesma raiz.
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De tudo-isto se deduz a regra seguinte para a extracglo das raizes
dos polynomios , depois de achado o 1.” termo y:

Para ter o 2.° termo y(,y, subtraia-se do polynomio X a potencia
m do 1.° termo y da raiz, e divida-se depois o maior termo do resto
por my™—". . .

Para ter 0 3.” termo y,, , subtraia-se de X a potenciam dey -+ yq»
e divida-se depois o maior termo do resto por my™~".

Em geral para obter o termo y,) subtraia-se de X a potencia m de
Y+ Yy + o« o+ Yur) » € divida-se depois o maior termo do resto por
my™—".

Dos numeras figurados.

16. Dé-se esle nome aos numeros seguintes :

'I i- 1- i- la '. 1. i . e

1.° ordem 1. 1 ;

2" R8T e Tt T 8. 9. 10....
3. £..8. 610, 16: %1, 28,.:36.. 48/ 85....
! R 1. 4. 10. 20. 33. 56. 8% 120. 165. 220....,
5. 1. 5. 15. 35. 70, 126, 210. 330. 495. 715....
6." 1. 6. 21. 56. 126. 252, 462, 792. 1287. 2002.. ..,
=t 1, 7. 28. 84, 210. 462. 92%. 1716. 3003. 5005....:

N'esta taboada cada termo ¢ a somma dos dois que lhe ficam , um
immediatamente d esquerda, outra acima. ;

Por ex.”, 2002 = 1287 4 715.

Comparando a formaglo d'estes numeros com os da taboa de peg. 9.
vé-se, que sio 0s mesmos, porém dispostos em ordemi differente. Uma
linha da taboada da pag. 9., por ex.” 1,7, 21, 36, ...... acha-se
aqui em diagonal , ou figurando a hypothenusa do trisngulo rectangulo
isosceles, cujo vertice ¢ a 1.* letra, e cujos lados se tomam na 1.°
linha e na 1.* columna. Por conseguinte o valor de um termo gualquer ,
que est4 na linha p e a0 mesmo tempo na hypothenusa m , & T==[mC (p—1)}.

Tomemos duas linhas consecutivas:
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ﬁl'dem(p—-'l) ----- ni. d,..a--.-.?."nl|lglﬁ..ou,
ordem P....h..si s 13 A 0L G i, R8T i g
teremos .. A=1+a,.... R=Q+r,S=R+s5,T=8+1¢, ...

1.° Considerando uma hypothenusa , vé-se que os seus termos se
adiantam uma casa nas linhas das ordens consecutivas, como T e v. Se
T for o termo n na linha ou ordem p, v serd o termo n+ 1 na linha
ou ordem precedente p— 1. O outro termo da hypothenusa, na linha
ou ordem p — 2, serd o termo n+ 2. E por conseguinte, se na ordem
p o termo da hypothenusa for n , serd

na ordem(p—1).ceavrirrnnennns s i e hive eeont1
na ordem (p—2) ° n4 2
|-m ;.";;tl.e; :Ji.l-l;& ordem [(p—(p—2)] n-{-(;; --2)

Designando pois por m o termo da 2.* ordem que pertence & hypo-
thenusa , e que & onumero d'ella, este devera occupar a casa n+p—2,
isto é , serd

m=n+p—2;
a equaglio T==[mC(p — 1)] réduz-se (pag. 5) a
T={(tp—2) C (p—1)]=[(n+p—2) Cla—=1)];- -+ o (8)

ou
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desenvolvendo pela equaclio (¢), p. %, e escrevendo os factores do numera-
dor em ordem inversa. Conféorme for p <ou>mnm, assim se usard com
preferencia da 1.* ou 2.* d’estas expressdes do termo geral T. N'ellas
se verifica tambem , que o termo n da ordem p ¢é o mesmo que o termo
p da ordem n.

Fazendo p=3, 4, 5.... acha-se

3% ordem, 1.3.6.10.. T=tn(n-+1)=[(n+1)C2]
3o, 1.5.10.20.. T—2n(n+1) (n+2)=[(n+2)C3]
B.....,1.5.15.35.. T=2n(n+1)(n+2) (n+3)=[(n+3) C5.
2.° Comparando os termos T, ¢ e S, acha-se _
T=mC(p— 1)), t={m— 1)C(p—2]], $=[(m— 1) C(p—1)}

Desenyolvendo e reduzindo (equagldo (c¢) p. 4.) vem

— s
_n+p x5=n+p 2

* n—1 r—1

X8..00 (0)

Por meio d’estas férmulas se deduzem uns dos outros , e seguidamente ,
os termos , que formam tanto a lioha p como acolumna n. Por ex. , para

4
ad lS; fazendon=2, 3, %.. .. achlo-se os facto-
“-—
res £,%,3,%.... , cada um dos quaes multiplicado pelo termo respectivo
5
Sda6." ordem , dé otermo seguinte T. Paran =7, vem T=f—_—[-— Xt

p=06,vem T=

> 3

¢ fazendop=—2, 3, 4, .... acham-se os factores+,3,+.... que ser-
vem para passar de um termo ¢ da 7." columna para o seguinte T da 8.*

3.° Acha-se que a somma de dous termos das casas n— 1 e n da
3." ordem é n*; logo a somma de dous numeros successivos da 3. ordem €
um quadrado perfeito, e todo o quadrado péde decompir-se em dous nu-
meros da 3.* ordem. Assim 121 quadrado de {1, ¢ a somma de 55 e 66,
que slo os termos 10.° e 11.° da 3." ordem.
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4° Sommando os valores A,.... R,S,T....(p. 31.) vem
T=1+a....+r+s+t; logo qualquer termo T & egual & somma
de lodos os da ordem precedente, alé ao termo ¢ que eslé na mesma co-
lumna; ou antes, o termo geral da ordem p é o termo sommatorio da
ordem p— 1. Assim para obter o termo scmmatorio dos n primeiros
termos da ordem p, mudaremus p em p 4+ 1 na equaglo (1), o que da

2=[(n+p—1)Cp]=[n+p— 1)C(n—1)].

Para a7." ordem, por ex., 2=[(n46)C7]; a7." serie, parondo no 9.°
termo , somma [15C7] = 6435.

5. Do mesmo modo se veria, que um termo qualquer da taboada ¢
@ somma dos lermos da columna precedente até aquella ordem ; o que &
tambem um resultado de ser a columna p formada dos mesmos numeros quea
ordem p, porque esles lermos so , dous a dous, aquelles que se repro-
duzem na mesma hypolbenusa , por estarem equidistantes dos extremos,

17. Temos alé aqui tomado para erigem da nossa taboada a
serie 1.1.1.1; se porén, em logar d'ella, tomarmos1.3.3.5....
¢ a sujeilarmos & mesma geragio: a 2. ordem seri a equidifferenca
1.1 +8,1+28,1+33, ....; e assim nas outras ordens , como se

W& na seguinte taboada ; da qual a precedente ndo ¢ mais do que um caso
particular.

1. ordem 1. 3. 3. 3 ¥
2% seen 1198, 14923 1483 14 43....
3 e 1248 3433 4463 54103....
BY e 12348 6483 104108 154203, ...,
6.5 voao 1418 10463 204153, 35 4+ 353....,

6. ..o 1543 15+ 63 354213 704563....:
i

BRSERVATHRIO ASTRONGMICE

" WNIVERSIDADE BE COIMERA
TR @A
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E evidente que tudos os termos tem a férmaT= A 4 B3, e com-
parando estes numeros com os da 1." taboada , acha-se que A ¢ o lermo
da mesmn casa n naordem precedente p — 1, eque ofaclor B ¢ 0termo
da mesma ordem p na casa precedente n— 1: assim

T=a0 termo n da ordem p— 1 4 [o termo (n—1) da ordem p] 3,

i X n ni1 n+p—3 (p—-l
fa T-—-(ﬂ—l);. g 51 A -[-3)

Tal & o termo geral d’esta ultima taboada. O termo sommatorio 2 la ordem

ps €0 termo geral da ordem p 41, como uutecedenlcmenlu. Por ex.,.
p=3, da na 3." ordem,

T=n+ind(n—1), T=tn (R 4+ 1)[1 +25 (n— 1)L

Toma-se, por ex., na 1.* serief =2, e o8 q(mr]rnﬂnii 1.4.9.16..
derivam da progressdoimpar 1 .3.5.7.....; loma-sena 2. 3 =3, elec.

sl e bid | R B L el Lt b M Ll Ll

1: 3. 8. - "9 8 10; 485 .0 Laabeeis 13,

1- &'1 90 iﬁ'q 25--- I 5. 12- 221 35-;!- l' ﬁ' i:il 28!'
T=n" T=n.3n;1 T=n(2n—1)
& g nd+1 2n41 4 , N4 1 ol ril_ fn—1
== ety 2=n, 3 2=n. b 3 :

18. Se dividirmos o lado al (Gg. £.) do triangulo alm em n—1
partes iguaes, nos ponlos b, d, f, .... e tirarmos bc, de, fy.... pa=
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rallelos & base Im, esles comprimentos crescerfo como os numeros
1.2.3.4.... Marcando um pento ema, 2 em b e ¢, 3 sébre de,
% sobre fy.. .. : asomma d’estes pontos, aconlor de a, é successivamente
1.3.6.10....; e olriangulo alm contém lanlos d’estes ponlos , quantos
sio designados pelo lermo n perlencenle a esles numeros na 3." ordem,
08 quaes por esta rozio se chamdo triangulares. Quande o (riangulo ¢
equilatero, esles pontos sio equidistantes.

Do mesmo modo , se em um polygono de m lados, tirarmos diago=-
naes de um dos angulos a, ¢ dividirmos estas linbas e os lados do angulo
a em n— 1 partes eguaes: unindo por meio de rectas os ponlos no-
tados com o mesmo numero , formar-se-hdo n—1 polygonos com o
angulo @ commum, e m — 2 lados parallelos. Estes lados crescem
como 1.2.3.4,...Se collocarmos um ponto em cada um dos angulos ,
outro no meio dos lados parallelos do 2.° polygono, 2 pontos em cada um
dos lados do 3.°, ele. : estes lados conteriio 1, 2, 3,.... ponlos mais, e
cada um dos perimelros dos m —2 lados parallelos terd m —2 pontos mais
do que o precedente. Fazendo § =m—2, a area do polygono contera pois
uma quantidade de pontos (equidistantes, quando a figura for regular)
designada pelo termo n da serie da 3.* ordem , que se deduz de 15,25,
23 .. E por esta razdo que se denominaram Quadrados, Pentagonos, He=
xagonos . . .. 0s numeros d’estas series, de que démos os lermos geral
e. sommalorio, suppondo 3=2, 3,4, ou m=4,5,6.... Em
geral chamam-se numeros polygonos , todos os da 3." ordem , porque po-
dem ser equidistantes e contidos em uma figura polygona.

Raciocinando pelo mesmo theor a respeito de um angulo triedro,
ver-se-ha que a serie 1.4.10.20,.,. represenla o numero de pontos
que n'elle se podem assentar sdbre planos parallelos, d’onde lhes resultou
a denominaclo de numeros Pyramidaes.

Os numeros pulyedros, compde as series da 4." ordem , da qnal nés
sabemos ji determinar os termos geral e sommalorio, fazendop = % e 5.

A analogia conduziu & generahisacBo d’estas nocdes , e chamam-se nu=
meros figurados lodos os que estdo sujeitos & lei do n.° 17, e compre-
hendidos na taboada precedente, sinda que ndo saibamos realmente re-
presentar lodos estes numeros por liguras de Geometria , passada a 4.*
ordem.
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Arranjos ¢ Cumbinagdes quando as letras ndo séo todas diffe-
rentes.

19. Effectue-se a multiplicagdo do polynomio @ + &+ ¢+ .... por

si mesmo muilas vezes successivas , lendo o cuidado de escrever primeiro,
em cada um dos termos obtidos, a letra que servin de multiplicador , e
de conservar nos seus logares as letras do multiplicando, Teremos

Bisoonsnsonniis s sninisss Bl el awbnes
at+b+ct+.00n..
aat+abtact......
B Yoa4-bb4bed cnnenn
PTG bt oy g o st
a+btedinnean.. .
C...... aaa 4 aab + aac.. .+ aba+abb +abc ...+ aca + ach . .
baa + bab4-bac ... bba + bbb 4 bbe ... + bea 4 beb ..
caa -+ cab +cac ... +cha... e assim por diante.

O producto B & formado dos arranjos 2 a 2 das letras a, b, ¢, .. ..
podendo cada uma d’ellas entrar 1, 2 vezes em cada termo. O producto
C & formado dos arranjos 3 a 3 dos mesmas letras, podendo a mesma
letra entrar 1, 2, 3, vezes em cada termo. E assim por diante.

E na verdade, para que, por ex. alguns arranjos 3 0 3 em que a
& inicial , se repetissem ou omillissem em €', seria necessario que houvesse a
mesma repeliclo ou ommissdo nos lermos de B, que resultariam suppri-
mindo a inicial a.

Sendo m o numero das letras do polynomio, vé-se que B tem m
termos em cada linha, e m linhas; e por conseguinte os arranjos 2 a 2
sho m®,

O producto € tem m linhes cadajuma com m* lermos, e por con=
seguinte os arranjos 3 a 3 sio m’,

Em geral 0 numero dos arranjos de m letras n a n, nos quaes
cada letra pide entrar até n vezes, é m*, Neste caso pdde ser n> m.
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Por ex.” 9 algarismos tomados & a %, dio 9', ou 6561 aumeros
differentes.
A somma de arranjos de m letros 1 a1,222,323,.. ..
nan,é
mr— 1

m4m4 .00 m¥, 00 m ;
m— 1

Por ex.® 2 somma de 5 algarismos 12 1,202, 32 3, 6= (5"—1) = 155.

Se tivermos n dedos A, B, €, .. .. com [ faces marcadss com as
letras @, b,¢,.... : um lance destes dados produzird um syslem@ tal
como abace, Se tomarmos o 1.° dado A , e the fizermos appresentar succes-
sivamente os stias diversas faces, sem bulir nes outros dados, resultardo da-
quelle systema f arranjos differentes; e como se pode fazer omesmo para
cada um dos arranjos dos outros dados: vé-se, que os n dados produzem
{ vezes mais resullados que os outros (n—1) dados B, C, .. ....

Por conseguinte 2 dados dio [* resultados ; 3 dados dao [*; & dados
[*i e em geral n dados com [ faces ddo [* resultados diversos. Advirta-
se que se consideram differeates os resultados identicos , quando resullam
de dados differentes,

Se o 1.° dado tiver f faces, 0 2° f', 0 3.° ["', o numero dos re-
sultados serd X ['x "% .. ....

20, Vejomos agora a mancira, pela qual se podem distribuir por
m logares vagos A, B, €, ...... m letras , de maneira, que « loga-
res sejam occupados pela letra a, B logares pela letra b, etc.

E maniflesto, que para distribuir os « letras @, basta tomar z loga=
res A, B, C, .... e collocar n'elles as mesmas letras a ; o que & pos-
sivel fazer de tantos modos differentes , quantas slio as combinacdes a a «
dos m logares A, B, C, ....; e por cunseguinte (mCa) designa os ma-
neiras differentes por que « letras @ se podem distribuir por m logares
vagos. ,
Feito isto, restam de cada distribui¢do m — & logares vagos, dos
quaes 3 podem ser occupados pela letra &, de todas as maneiras indica-
das por [(m — ) C&]. Por conseguinte o producto [mCal x [{(m — a) C3],
mostra dequantos modoes se podem distribuir « letras a, e ( letras b por
m logares vagos,

Nosm—a—f logares, que ficom ainda por occupar, podemos dis-
tribuir y letras ¢, de lodos as maneiras indicadas por [(m — « — @) Cy].
E assim por dianle até que ndo fique logar algum vago, o que acontece
quando se chega a uma combinaglio de f6rma [4Ch]== 1.
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Por conseguinte o producto
(mCa] % [(m—a)C3] % [(m—a —B)Cy] X1 .n

mostra de quantas maneiras os m logares vagos podem ser occupados por
z letras a, por§ letras b, pory letras e. Este producto & o mesmo numero
que na pag. 19, representa o coefficiente do termo geral do desenvolvimento
do pelynomio, termo qne designimos por N,

Se tivermos pois um producto da férma a* S qual a ¢
a veges faclor, b € B vezes, ¢ €y veses.... o numero delodos os mados
possiveis por que estes [aclores podem estar distribuidos serd o coefficiente
da expressio N, da pag. 19., sendo m=a -+ €+ Yoo ..

Por ex.”, 0s 10 factores a' b’ ¢*d formam um numero de arranjos

: . SR . 10
designado por X YN L BT E 12600,

As T letras do nome Antonio podem arranjor-se de 1260 maneiras
differentes,

21. Multipliquemos agora muitas vezes successivas por si mesmo o
pol}'numin at+b+e....tlomando por factor deum termoa, b, ¢,.. .. 56
os termos do multiplicando, que estio na mesma columua, ou & sua esquerda.

a4+bdfect+d.ieenn.
EF el . e
au+bbtce+dd. o o ovn .

s +-abtbeted, . ... ..

A|qctll|-||lo|¢0

0 e o Spse R A

a ool

| ?
anat+bbb+ecet-ddd. . . .
+abb-beed-edd., . . .

b ; (

+-aab4-ace--bdd. . . .
+-bbec-L-&dd. . . .
+-abetced . . . o
“aac-tele,

E facil de ver que o producto B & formado de todas as comhim-
cdes 2 a 2 das m letras do polynomio, podendo cada uma d’ellas entrar
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1, 2 vezes em cada termo ; por quanto , pelo modo como fizemos as mul-
tiplicagdes , se rejeilaram lodos os arranjos 2 a 2 em que enlravam as
mesmas letras.
Do mesmo modo se v¢, que o producto € ¢ formado das combina-
cdes 3 a 3, emque o mesma letra podeentrar 1, 2, 3, vezes no mesmo
termo. E assim por diante.
Em quanto ao numero d'estas combinagdes , cada uma das columnos
do producto contém tantos termos quantos ha na columna, que lhe fica 4
esquerda , do mesmo producto, e na que lhe fica superior , do producto pre-
cedente, .

Se os numeros dos lermos dos columnos de um producto forem

R BBl o i pBiome v-4 3

os do preducto seguinte serdo

lta, 1 +atP, I4a+64+7, .00,
Esta altima serie deduz-se da preccdente pela lei dos numeros figurados
(m” 17.): e por conseguinle , para as combinacdes 2 a 2 as columnas
successivas conlém 1 . 2.3, % .. termos; para as combinagdes 3a 3 contém
1.3.6.10 .... ; efinalmente para as p a p, conlém a serie daordem ¥ -

O numero total das combinacdes, ou dos termos de um producto ,
¢ a somma da serie, continuada até & 2.%, 3.% 4.°.... columna, con-
forme houverem 1, 2,3, ........ letras para combinar. Sendo n as
letras ¢ necessorio sommar os n 1. lermos da ordem p, o que, segundo
vimos , equival (n." 16, 4.%) a tomar o termo n da ordem p + 1. Logo:

O numero, que tem o logar n na ordem P41, ¢ o das combinacies
de nletras p a p, admiltindo que a mesma letra pddeentrar1, 2, 3,..n 1
vezes nas differentes combinagies. '

Basta pois, pora achar o termo geral, mudar p em p—1 na equalo
(n) pog. 31.; e tercmos

g nmt)(n42). . (ntp—1) _ (p+1)(p+2).. (ptn—1)
5 e R e sl T TGOS LR ) 1

n pide ser> ,=, <p.

i ol
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Por ex.” 10 letras & a & dio 715 combinagdes; 4 letras 10 a 10
dao 286.

Vé-se tambem que n letras tomadas p a p, e p+4 1 letras tomadas
n—1 a n—1 dio o mesmo numero de combinagdes, por quanto subsli=
twindo n por p4+1, e p por n—1, o valor de T, lica o mesmo.
A cquacdo {p) resolve lambem , mudando p emn, enemp, o
seguinte problema: Ha um cerlo numero de espheras de p céres differen-
tes, brancas, vermelhas, prelas, .... .. e da-se convencionalmente a
cado uma d’estos cdres a significacio de vma qualificagdo , como bom ,
sufficiente , mdo. Um certo numero n de juizes escolhem , cada um , uma
esphera de cor conforme & sua opinidio. Pergunta~se quantas combinagdes
pode appresentar o resultado ?

0s numeros da taboada da pag. 30. resolvem a questdo, lomando
as linhas 1., 2., 3.%, .. .. conforme houver espheras de 1, 2, 3,....,
cores; e lomando nessa linha os lermos das casas 1.%, 2%, 3.°, 4.°,...,
coaforme os juizes forem 1,2, 3, .... Com effeito, supponhamos effe-
ctuadas lodas as combinagdes no caso das espheras de 1, 2, 3 cdres, alé
ao termo 6 da 3." linha, e busquemos o lermo seguinle 10, para o caso
de 3 cores e 3 juizes. Formem-se primeiro as combinagdes seguintes , em
que entram as ecspheras brancas:

8br., 2 br.el neg., 1 br. €2 neg. , 1 br.1 neg.{ ver., 2br. 1 ver.,
1 br. 2 ver.;

depois as combinagdes em que nlio entram espheras brancas:

3neg., 3 ver., 2 ver. 1 neg., 2neg. 1 ver.

Ora d'estas 10 combinacdes, as 6 primeiras estio designadas na tahoada
pelo numero & esquerda de 10, per que supprimindo em todas ellas uma
esphera branca, teremos todas as combinagdes de duas espheras com 3
cores , que sio 6 ; e o algarismo &, que fica por cima de 10, di o nu-
mero das combinagdes de 3 espheras de duas cores, Vé-se pois que os nu=
meros da taboada, que pertendemos formar, tem a mesma geragio que
os da taboada de pag. 30., por ser cada um d'elles egual & somma do
que Ihe fica & esquerda e do que lhe fica superior, Nio dilferem por con-
seguinte uma da outra, e lemos
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Trtv=((n+p—1)Ca]=[(n+p—1)C(p—1)].... (9)
No caso de p=23, sera
T=i(n+1) (n+2).

O desenvolvimento de (a +b+4-¢.... 7 consta (n.° 9) de lantos lermos
da forma Fa™ " .. .. , quanlos sdo os inteiros differentes, que se po-
dem tomar para expoentes n , n', n", com lanto que a sua somma seja = p,
Logo o numero total dos termos & egual ao dascombinagdes p a p, que
¢ possivel formar com as m lelras a, b, ¢,.... dando-lhe todos os expo-
enles possiveis inteiros desde zero alé p. E por conseguinte :

O numero dos termos da. potencia p do polynomio a +b-+¢ ...

¢ designado tambem pela expresiao (p) de T,y,.
Para obter a somma das combwnacdes de nletras 1 a1, 22 2,

3a3,....pap, devemos ajunclar o numero que tem o logar n

nas ordens successivas 1, 2,3, .... p+1 da taboada de pag. 30, ou a
columna n, cuja somma, segundo vimos, é o numero n- 1 da ordem

p-+ L. Mude-se pois n em n+1 na equacdo (p), e designando por X a
somma pedida, serd

Z=[(n+p)Cp]—1=[(n+p)Cn]—1;

eorrespondendo a unidade sublractiva &s combinagdes zero a zero, que

n’este caso devemos omilltir.
Por ¢x.’, 5 letras combinadas de 1 a 1,.... alé $ 2 %, ou &

letras de 1 a 1, alé 5 a 5, ddo o resultado

=3

6.7.8.9 1
T g

e

Querendo as combinagdes desde p a p até p' a p', applicor-se-ha
duas vezes a férmula aos numeros p e p', e diminuir-se-ha o primeiro
resultado do wltimo. Assim 5 letras tomadas desde $a § até 626 dlo

461 — 125 = 336 combinacdes,

[
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99, Paraachar todas as combinagdes das « letras a, € letras b, . ..
do monomioa® b° ¢¥..1a1,2a2, ..pap,sendop=a+6+y..;
notando que a pode ter todos os expoentes desde 1 até «; que b pide ter
todos desde 1 alé € ete..... : vé-se que a questdo se reduz a achar lo-

dos os divisores de a® b ¢¥...... que formam os termos do producto
(vej. Addit. ds notas da Arith. pag. 271)

(14848 +eee 6 L+ +. oo BY(I+ et +oene €).05
e por conseguinle o numero das combinacdes, que se pede, é

(L4 a) (14 E)(L+7)eeesent

Por ex.”, a* b* ¢’ d* tem 360 divisores(6.5 .4, 3) comprehendendo

o'elles a unidade ; por conseguinle de 359 maneiras se podem combinar
os foctores 1 a 1,2202,...... ele.

‘Querendo sémenle o numero de lermos em que eatra a, comuv 03

outros s8o os divisores de b° ¢¥.... , em numero (t+6) (14 7)s te-
remos, subtrahindo, o resto (1 +€)(1 4+ 7).... que é o numero pe-

dido. Isto equivaleria a ojonctar a todas as combinagdes sem a , os facto-
Tl p e o o

Quereado saber entre os divisores de a® B¢ ¢Y.... . quantos com-

prehendem a™ I* , tomem-se os divisores de ¥ R « Cujo numero
¢ (1+9)(148).... ,e multiplique-se cada um por a™ I* ; como esle
producto exprime a somma de todos os productos em que entra ™ U”,
serh o factor.(1 +v)(1+38).... o numero pedido,

Nogies sobre as Probabilidades.

93, Um scontecimento , que depende do acaso, diz-se provavel na
razdo do valor e quantidade dos casos em que péde realizar-se, Dous ou
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mais acontecimentos dizem-se igualmente possiveis quando ha os mesmos
motivos para que se realizem tanto uns como outros. O grdo de probabi-
lidade de um acontecimento , avalia-se comparando o numero de casos
em que péde dar-se com o numero lotal de todos os casos egualmente
possiveis. Por isso:

A probabilidade mede-se por uma fracgdo, que lem por denomina-
dor a somma de todos os casos egualmente possiveis, e por numerador
o numero dos casos favoraveis.

Querendo que dous dados, cujas faces tem inscriptos os numeros
1,2,3,4%,5, 6, appresentem os numeros 5 e 2: como n'este caso
ha s6 duas combinades que ddo os dous numeros que se desejom , entre 36
egualmente possiveis : segue-se que a probahilidade éexpressa por ==
Se quizessemos que apparecessem dous pontos que sommassem 7 , Como
ha entdo tres casos duplos favoraveis 5 e2, 6el, 4¢3, entre
os 36 egualmente possiveis, teremos por probabilidade —=1. D'onde
se v¢, que ba 1 a apostar contra 5, em como virlo numeros que deem
esla somma.

Se a fracgio por onde se avalia a probabilidade é > 1 diremos, que
o acontecimentoque se desejo & mais provavel. St a fracglio & ==} diremos
que & incerto, podendo indilferentemente opostar-se pré ou contra. Se
a fracgio ¢ =1, diremos que o acontecimento & certo, por que n'este
caso todos os acontecimenlos possiveis sdo favoraveis. Em todos os casos
a somma das probabilidades , pré ¢ contra um acontecimento, deve dor
a unidade.

Fagamos algumas applicacdes d'estes principios. N'um baralho de m
cartas , se houver p de uma qualidade designada, qual & a probabilidade
de tirar m' que sejam d’esta especie? O numero dos casos possiveis &

(mCm'], o dos casos favoraveis & [pCm']; log babilidad [pCm']
1 (pum |3 unoaprnaulaém,

Por ex.”, n'um baralho de 52 cartas ha 13 de copas; tirando 3 carlos
obabilidade de sairem todas 3 de copas & S o 2
auacas:.upr abi ¢ safrem lodas op 5203 23100

quasi e :

A roda da lotaria contém m numeros dos quaes se tiram p; um
jogodor comprou m'; qual & a probabilidade de lhe sairem precisamente
' ? O numero total das sortes é [m Cp]; e € este o denominador que se
- procura. Ji se wio (n.° 3) que o numero dos cases favoraveis , isto €, 0
vumerador pedido tem por expressdo y
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X = [(m—m)C(p— p')] [m'Cp"].

Na Lotaria de Franga m =90, p =25, e por conseguinte o denominador
¢ [90 C5] = 43949268, Se um jogador comprou 20 numeros , por ex.’,

temos m' =20; e entdo querendo que shia precisamente um dos p' se-
guintes , teremos :

numero X probabilidade.

{=p.csenee.;  S0[70C3] ..... 0,372
2‘—_—1}’ TR 20 'TL.?OCS] se b = 01236?

S=p'y.00rn:20.2.22[70C2] ..... 0,0626
“=P""°"'l' 70[20E‘£] *s g 030077
E=P”tl IEET M [2065] YT N ] 0;0003-

Querendo que a0 menos séia um numero , isto ¢, quesiinl,2,3,4,
ou 5, tome-se a somma 0,725, Para que ao menos siiam dous , som-
mem-s¢ os resultados precedentes menos o 1.°, e a probabilidade sera
0,3073. E se ndo quizermos umero algum , faga-se p'= 0, ou lome-se
o complemento de 0,7245 para a unidade, e acharemos 0,2755.

24.  Suppondo que dous acontecimentos A e A’ sdo produzidos respecti-
vamente por p, p' causas ; e que nlo se nlo realizam por outras 9,9 :
e admiltindo que estes acontecimentos slo independentes um do outro ,
podendo dar-se conjuncta ou separadamente : pergunla-se quaes as proba-
bilidades dos differentes casos?

Para resolver esta questio, comparem-se estes dous acontecimentos
a0s resullados que podem provir de dous dados, um com p + q faces pin-
tadas, p de branco e q de negro; o outro com p'+ ¢ faces pintadas p'
de vermelho e ¢' de azul. O acontecimento A seri realizado quando ap-
pareca uma das p faces brancas, e nlo o seri quando appareca uma das
q faces negras. O acontecimgnto A’ terd logar quando apparcca uma das p'
faces vermelhas, e ndo o terd quando vier uma das q' faces azues.
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O numero tolal dos casos (n.° 19) ¢ (p+¢q) (p' +¢'). Se quizer-
mos que apparecam conjunclamente uma face negra e uma vermelha , isto
¢, se quizermos que tenha logar o acontecimento A'sem A; como as q
faces negras, e as p' vermelhas, ddo gp' combinacdes , serd este o nu-

_ mero dos casos favoraveis, e a probabilidade pedida

otk b, o vpe s o
p+9P+9) p+9 p+y¢

Procedendo do mesmo modo nos outros casos, achariamos, como n'este,
que a expresslo da probabilidade pedida & o producto das probabilidades
relativas a cada uvm dos acontecimentos designados. Logo:

Se os acontecimentos forem independentes uns dos outres, a probabi-
lidade de acontecerem conjunctamente € o producto de todas as proba-
bilidades relativas a cada um em separado. .

Este theorema das probabilidades compostas, posto que se ache
aqui sémente demonstrado para o caso dos dous acontecimentos, péde por
um raciocinio identico estender-se a um 3.° acontecimento A", ou a um
3.° dado de p"+ ¢" faces; e assim por diante, justificando-se por este
modo a generalidade em que o enuncidmos.

Se langando dous dades de seis faces, quizermos que appareca % e
1, qual ¢ aprobabilidade do successo? Considerando sémente um dado, ha
seis casos, dos quaes dous sio favoraveis (4 ou 1), sendo por tanto a
probabilidade simples =1 ; mas acontecendo esse 1.° caso, & ainda ne-
cessario que o 2.° dado appresente o outro ponto (1 ou 4), cuja proba-
bilidade simples & *; serd por tanto aprobabilidade procurada & x = L,
resultado que achariamos tambem , se comparassemos os 2 casos favora=
veis com o8 36 casos possiveis.

As probabilidades, & medida que se compde , attennam-se , por isso
mesmo que resultam do producto de mauitos factores < 1. Se um homem Lido
por verdadeiro , altesta um facto que vio, pode avaluar-se em = a proba-
bilidade de ndo querer enganar e de ndo ler sido induzido a erro pelos
sentidos.  Mas se este homem houve o facto de uma testemunha egual-

mente veridica, ji enldo a probabilidade ¢ somente % x 2 = =, quasi
3+ Se houverem assim 20 intermediarios , a probabilidade sera apenas (=)2°,
1sto é<1 : péde pois.apostar-se 7 contra 1 em como o facto transmittido é falso ,

posto que todos os intermediarios sejam testemunhas egualmente verdadeiras.
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Péde comparar-se esta diminui¢dio da probabilidade com a extlincglo
da claridade dos objectos, vistos atravez de muitos pedagos de vidro.

25. O resultado ou producto das probabilidades simples eguaes,
é uma potencia desta quontidade , e por isso facilmente podemos resolver
a questlio seguinte: Se p causas produzem um acontecimeulo A, e se q o
impedem , qual € a probabilidade de fazer apparecer k vezes o aconleci-
cimento A em n lances?

: E claro que a probabilidade simples , em cada lance , a favor de A
P
P4 i
k vezes, teremos a potencia k da primeira fraccdo; e se ndo tem logar,
os oulros n — k lances darlo a potencia n— k da segunda. Da multipli-

caglo d'estas duas potencias resulta a probabilidade composta

é

i e -+L- a probabilidade contra. Se o aconlecimento se realiza
P

7 i
P+

-

a qual exprime, que , em n lances, A acontecerd precisamente & vezes,
tendo fixado previamente a ordem de successdo dos acontecimentos. Sendo
porém esta ordem arbitraria, deve z repelir-se tantas vezes, quanlas se
puderem combinar estes resultados, a saber as k vezes que tem logar o
acontecimento A, com as n—k em que ndo se realiza; o que & repre-
sentado por [nCk]. Logo s x [nCk] é a probabilidade de que A acontecerd
k vezes em n lances, sem designar aquelles em que deveré realizar-se.

Se quizermos que A aconleca n vezes pelo menos , mudaremos
n'esta expressio successivemente kem k, k4+1,k+2,.... atén, e
sommaremos os resultados. N'este caso o denominador da probabilidade
pedida & (p 4 q)% Para oblermos o numerador , desenvolveremos este bi-
nomio, e paroremos no termo em que entra ', o qual se tomaré com o
coefficiente , ou sem elle, conforme se quizer attender, ou ndo, 4s k or-
dens em que A se realiza em £ lances.

E se quizermos, que A nlio aconteca menos de k vezes, nem mais
de k' vezes , em nlances , sommaremos todos os termos em que p tem o0s ex-
poentes k, k+1,.... K. )

Por ex.’, se um dado de 6 faces tiver duas que sejam [avoraveis a um
jogador , e for necessario para que esle ganhe, que em 4 lances deite 3
vezes uma ou outra {ou que em um sé lance de & dados 3 faces lhe se-
jam [lavoraveis), pergunta-se qual ¢ a probabilidade do ganho? N'este
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caso, p=2, ¢g=4, e (p+¢)'=6*=1206. Temos pois
p* = 16 lances que appresentam 4 vezes uma das faces favoraveis.
+&P’ q=128-¢ tressees mPan ue 3

PUsop el TS il 2
AP B 04 .1, v Mol 1
+ q"=253-.....---. ------- 0

Somma = 1296 = (p 4+ ¢)*, denominador das probabilidades.:

Logo a probabilidade de sair precisamente 3 vezes um dos casos favora-
veis ¢ ===, E se devem acontecer ¢m uma ordem designada , di=
vida-se pelo coefficiente %, evird <. Em fim asomma dos dous primeiros
numeros di - =L, que ¢ a probabilidade de apparecerem pelo menos 3
vezes as faces fuvoraveis.

Qual é o partido de dois jogadores M e N de egual fdr¢a, faltando
6 pontos a M e % a N pora ganhar o jogo?

A somma dos pontos & 10; e por isso elevando p - ¢ & 9." poten-
cia, reservem-se paro M os & primeiros termos (em que o menor expoente
de p ¢ 6), e guardem-se para N os oulros 6 termos; foca-se depois
p==q=1.Acharemos os dois resultados 130 ¢ 382, cuja somma total é
612. O partido de M, ou a probabilidade que elle tem de ganbar &
22;ceo0deN ¢ 35, Sendo necessario acabar com a partida sem a le-
var ao fim, os abonos deveriam ser repartidos entre M e N na razlode
130 para 382, quasi na razlio de 1 para 3: e ¢ tambem este o prego
por que M e N deveriam vender a sua pertenglio aos abonos, wo case de
transmillirem os seus direilos.

Quando a forca dos jogadores &, por ex.’, como 3 para 2, isto é
quando M ganha a N ordinariamente 3 partidas sdbre 5, ou quando M
di 1 ponto de parlido para egualar as forcas , o colculo é o mesmo, fa-
zendo p=3, q=2. N'esle caso acha-se que o partido de M ¢ para o de
N proximamente :: 1§:15. '

26. Succede muitas vezes que as causas de um acontecimento sdo Lio
occultas , ov se modificam de uma maneira tio voriada , que ¢ impossivel desta-
cal-as e caleular-lhes o numero : n'este caso sio inapplicaveis os principios pre-
cedentes. Consulta-se entdo a experiencia , para verificar se os acontecimentos
sio sujeilos a um curso periodico, do qual se possa conjecturar com ve-
rosimilhanga, que a causa descoohecida, que faz com que elles appare-
cam tantas vezes debaixo de uma ordem regular, continuando a obrar
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sobre elles, os reproduzira na mesma ordem. O numero d’estes periodos
substitue-se ao das causas nos calculos das probabilidades. Se um dado,
langado dez vezes seguidas, appresentou 9 vezes a face a, pide conjectu-
rar-se, que ba na acclo que o lanca, na sua figura ou substancia ,
alguma causa occulla, que produz a volta da face a as 9 vezes. Se 100
prosas appresentarem lambem 90 vezes esta face a, a probabilidade = fa-
voravel a esta volla adquire uma grande fdrca, que se augmenta a’:ne-
dida que as provas multiplicadas confirmam esta supposicdo; de sorle
que se fossé possivel lazer um numero infinito de provas, e todas concor=
dassemn em dar 9 vezes sobre 10 a face a, concluiriamos a certesa da
hy puthese.
E d'esta maneira que a experiencia comprovou os factos seguintes ,
enjas causas ¢ impossivel assignar.
1.° O numero de casamentos contrahidos em um paiz, durante um

tempo dJeterminado, & para o numero de nascimentos e para a popula-
¢do proximamente :: 3:1%:396, _

2% A 15 nascimentos do sexo feminino correspondem 16 do masculine,

3.° A populagio, os nascimentus, os obilos, e os casamentos sdo
12037615 : 71896 ;67700 ;: 15345, por anno ; e approximadamente ,
os nascimentos sdo = , 0s obilos 5=, e os casamentos . da populagdo.

3y

O excesso -'- dos nascimentos sobre os obilos ¢ o accrescimo anouo da

a0

populagdo.
4" A duracdo das geracdes de pai a filho é de 33 annos.

5.° O namero dos mortos do sexo masculino é para o do sexo fe-
minino::24:23; e n'um paiz qualquer o numero dos vivos do 1.” sexo
¢ para os do 2.°::33:29.

6.° Os obitos do sexo masculino sdo = e o0s do fiminino ;5 da po-
pulacdo. Em Pariz, a totalidade dos obitos chega s6 a s do numero dos
habitantes ; esles obitos elevom-se annualmente a 27585 lermo medio,

e 03 nascimentos a 3232%.
7° A ametade de toda a populagio tem menos de 25 aonos, e

todos os 25 annos se renosa uma amelade.

8.° Em Franca o numero da populagdo ¢ para o numero dos casamentos
::127.63: 1. A duragdo da vida media & actualmente da 36 7 annos.

E debaixo d’eslas consideragdes que se estabelecem as Taboas de
populagio e de mortalidade: pode consultar=se a esle_respeito o Annuaire
du Bureau des Longitudes.

Nada mais accrescentaremos sobre a doutrina de probabilidades , que
¢ tio extensa, que faz objecto de Tractados especiacs. A

Vej. os de Laplace, Lacroix , Condorcet, Duvillard, Poisson ete.
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II. RESOLUGAO DAS EQUAGDES.

Composigio das equagbes.

27. DEpois de transposta e reduzida, teda a equagdo a uma sé
ncognita tem a férma

A,x'-}-&lr'-{*ﬁ,fﬂ""-{- ...... _+ﬂ._,a.'+ﬂ.=-0.. ------ {l]:

na qual = é a incognita, n um inleiro, e A, , A, A5 o0 ..o Al DU-
meros conhecidos positivos, negalivos ou zero. :

Chama-se Raiz qualquer quantidade a , que substiluida por x reduz
o polyncmio (1) a zero, ou que salisfoz & condiglo

A-Uﬂ.'-}—ﬂ’ﬂ.'_" +Aza'._= +aees "'l"l"h-—: ﬂ+ﬂ,=ﬂ.

Tome-se arbitrariamente um numero a, ¢ divida-se o polynomio (1)
por z—a, até que se obtenha um resto R que nlo contenha z, 0 que
sempre ¢ possivel , por ser o divisor do 1.° grdo. Multiplicando o quoci-
ente , que serd da [érma

A‘-I.-I +h'lml-= + o ggw A:‘!-I L]

por z—a; e sjunctando R ao producto: deverd reproduzir-se fdentica-
mente o dividendo (1).
7
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Fazendo o cileulo , e designando (+) a expressdo (1) por f(z), vem

fe=A 2"+ A’ [+ ﬁ*,lz""—l—&’, 2.+ A\, |z4R

—aA, —aA',| —aA’, —ad' | —aA' "

E como n’esla expressio devem achar-se todos os termos do poly-

nomio ((z), vé-se que ofactor A, de 2™ no polynomio , deve ser egual

a0 factor A’, —a A, de 2™ no chleulo que effectudmos, Pela mesma
razdo deverdo ser

ﬁi‘;'ﬂ'l‘—-{l A:l " Aa =:\."—‘IA‘: P o*rras A..= n _EA'....‘_-
Transpondo os termos negativos , temos
A'y=A4ad A, =A+4ad', ..R=A,+aA' ,...... (2)

Por meio d'estas equagdes podemos deduzir uns dos oulros , sucessivamenle ,.
os coefficientes A',, A’ , A", .... e o resto R; e da sua férma se
deduz a seguinte lei :

Cada um dos coefficientes, e o resto, ¢ formado do coefficiente da

mesma ordem em [(x), mais do producto do coefficiente precedente multipli=
cado por a.

(+) Todaa expressio analylica em que enlra # chama-se funcgio de 2. Fune-
¢0cs algebricas sio aquellas que ndo exigem operagies de algebra senio até 4s
extraccoes de raizes inclusivamente ; as funegies transcendentes comprehendem lo-
garithmos , exponenciaes, ‘arcos de circulo, senos » cosenos. . Nio se exprimem ,
debaixo da funcgiio, senio aquellas quantidades das quaes depende a solugio
dos problemas que nos propomos resolver. Assim F (). f(x), g!x) .. designam fir-
mulas em que a letra o estdi combinada de dilferentes maueiras; [ (z) e f (z),
com o mesmo sinal f,.indicam expressies nas guaes = e £ se acham combina-
das da mesma mancira, de sorle que se lornam idenlicas quando se muda & em
. Por ex., f(/ £+a) significa que exisle uma funcgdo f (x) na qual por z se
substituio vz +@. Do. mesmo modo F (z* +y*) indica que se substituio 3 por
#*+y* cm uma funcgdo F (z),

S
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Querendo, por ex.’, dividir 4='—102'+ 62’ — 72>+ 92—11 porz—2,
acharemos o quociente dz' — 22" 4 22*—3x+ 3, e oresto— 5.

Como effeito, tendo escriplo o 1.° termo do quociente 4z*, acharemos
segundo a lei indicada ,

para coefficiente do 2* .. ..eo — 1044 x2=—2
o SIS EIN sl ¢ Vonhs 6—2x2—=142
veossosnsssel® Besiine s — THIX =8
para coelficiente do ultimo termo 9—3x2= 3

pora resto. .o eovacvcnns. ceo— 11 43x2=—3.

Podemos obter tambem os coefficientes A' , A’ , A’ ,.... eo
resto R, eliminando-os das equagdes (2), o que da

A\=Aa+A A=A a"+A, a+A, A", =A o'+ A, a>+Aa+A,,...
R=Aa"+4, & +A,0 f...... Ay 6+ A, =]la).

Da lei que seguem esles coefficientes, e o resto, deduz-se a regra se-
uinte :

- Para formar wum coefficiente qualquer da ordem i no quoeiente : tomem-se
08 i primeiros termos de [(x) 3 substituam-se w’elles x por a ; e supprimam-se
as potencias de a communs a todos os lermos. Para formar o resto
mude-se X em a no polynomio proposio , que se lornard f(a).

Da expressio precedente de R tiraremos as seguintes consequencias :

1.° Se for a rais da equagdo (1), sendo entio [(a)=R=0,
serd Ix divisivel por x —a,

2.°  Reciprocamente , se [(x) for divisivel por x — a , como a di-
visdo se faz exactamenie, seri R =0, ¢ por conseguinte a substiluipdo
de & reduzird f(x) a zero, isto ¢, serd a rais da equagio.

28. Svpponhamos por agora demonstrado , que loda a equagio a
uma incognita (em uma raiz pelo menos , objeclo de que adiante nos occu-
paremos; ena equagio (1) fagamos A _==1, oque nada tira 4 generalidade da

e
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mesma equaclio , por isso que a podiamos ter divido toda por este coeffici-
ente de 2",
Se a é raiz da equaglio lemos identicamente

fr=(xz—a)Q,

sendo Q um polynomio do grio z"—'.
Se b é raiz da equaglo Q=0, z—b deve dividir Q, e serd
Q=(xz—11)Q, e

fr=(x—a)(z—1)0Q.

Se ¢ ¢ aroiz da equagio Q'=0, sera do mesmo modo

Q= (1. —¢) Q' e

[z ==(z—a)(z—Db)(z—c¢) Q"

Como os grhos dos quocientes successivos Q, Q', Q", .... se vio
abaixando successivamente por cada factor binomio que se pde em eviden-
cia, & claro que feitas n— 1 divisdes, devemos chegar a um quociente
& —1 do 1.° gréo. Admittindo pois que toda a equaglo tem uma raiz,
podemos tirar a concluslo seguinte:

Todo o polynomio [(x) do grdo n ¢ formado do producto de n fa-
clores binomios do 1.° grdo ; e leremos sempre

fo=(e—a)e—B(e—a) -0 - (8D

Esta equaclio éidentica, e a dissimilhanca dos dous membros desap=
pareceria, logo que se eflfectuassem as multiplicagdes indicadas. E como
f (=) se torna nullo,, quando por z se substitue qualquer dosnumeros, a, b,
€y +++e0. concluiremos tambem , que :

Toda a equagao f(x)=0 lem n raizes, que sio, com signaes con=
trarios, os sequndos termos dor seus n [actores binomios.

Passemos ogora a mostrar, que o polynomio f(x) ndo péde ser de-
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composto em oulros factores (x —a') (x —b) .. (x—1'), sendo as quan-
tidades o', b/, .. .. I', todas ou em parte, differentes de a, b, ... L
E para isto mostremos primeiro, que se o binomio x — h dividir
exactamenle o producto de dous polynomios A e B racionaes e inteiros
() em ordem a x, um d'estes polynomios, pelo menos, serd divisivel
por x — h. Supponhamos com effeito , que dividindo A e B por z—h,
resullam os quocientes A’ e B', e os restos numericos = € &, sendo

A=Al (.r:-—h] 4+, B=DB'(z—1) +&.

Formando o producto AB, acha-se que 2 —h & factor de todos o
seus lermos, menos do producto numerico 3, o qual nlo péde ser di-
visivel por 2 —h; e por conseguinte AB tambem o nlo podera ser , em
quanto ou « ou § ndo forem nullos.

Posto isto, sendo fx = (x —a) Q, se suppuzermos que z — a' divide
() , sera forgoso que seja Q divisivel por £ — a' visto que 2 — a0 nllo pode
ser. O mesmo diremos de Q' em Q= (z—b) Q'; eassim por diante até ao
wltimo factor @ —1, o qual ndo sendo divisivel por z —a', mostra que
& — a' ndo pode ser divisor de f(x). O mesmo sc mostra a respeito de
x—b,x—c,.... Logo:

1.°  Qualquer polynomio f(x), da ordem n, sémente se péde resol-
ver em um systema unico de n factores binomios do primeiro grio, e a
equagio [ (x)=0 admitte sémente n raizes.

2. Toda a fraccno'ﬁf}, que se torna %quando s¢ fazz =a, lem
x—a, ou uma potencia de x==a, por [actor commum dos seus dous termos
f(z), ox. Para se obter o valor da [racho, supprimam-se primeiro oS
factores communs z—a, e faga-se depois o =a; d'onde resullara
um valor finito, nullo, ou infinito, conférme z—a estiver elevado 4
mesma potencia nos dous lermos, ou a polencia mais elevada no nume-
rador ou no denominador.

3.° Se as duas equacdes f(z)=10, ¢ (z) =0 Liverem uma mesma
raiz a , & — a serd o seu faclor commum. Deste modo

9 — 32— 1724+ 30=0, 2’37z ~-85=0,

(+) Entendemos aqui por polynomios racionaes e inteiros, agquelies em cuja
expressiio ndo entram as incognilas em nenhum denominador , nem debaixo de ra-
dical algum. .
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tem 2 --3 por facter , 0 qual se oblem pelo methodo do divisor commum.
A coexistencia d'estas duas equacdes seria absurda, se ndo existisse um
factor commum entre ellos, E se este factor fosse do 2.° gréio, as equd-
¢des teriam duas raizes, que seriam as unicas que salisfariam o0 pro-
blema, ete.

4.° Empregando a divisio, podemos abaixar no grio n de uma
equaglio um numero de unidades egual ao das raizes conhecidas, por isso
que a indagacdo das raizes se reduz & dos factores binomios, Os fa-
ctores do 2.° grio siio em pumero tn(n—1) (0.° 1), porque resultam
das combinacies 2 a 2 dos do 1.°: os do 3.° gréo slo em numero
in(n—1) (n—2), ele.

20. Como a equaclo proposia

at +A|1H_I+A1al-:+ M T All-—i 3+Al‘=ﬂ

¢ o produclo de (v —a)(w—b)(2—c).s +s.. (@—1), segue-se do
que se vio (Alg. El.n.” 10%, V) que:

1.° O coefficiente A, do 2. termo ¢ a somma de todas as raizes
a,b, ¢,.... | tomadas com signaes conirarios,

2.° O coefficiente A, do 3.° lermo é a somma dos productos 2 a 2
deslas raizes, 4

3.° O coefficiente A, do 4 termo é a somma dos produclos 3a 3
tomados com signaes conlrarios ........ [E assim por diante sendo

o coefficiente A; do termo i1 a somma dos productos i a i toma-
dos com o mesmo ou differente signal, sequndo € i par ou impar.

A” TFinalmente, o ultimo termo A, ¢ o producto de lodas as
raizes , quando n ¢ par ; e este producto com o signal contrario , quando
n ¢ impar.

Transformagio das Equagoes.

30. Com a simples mudanga de letras nos coelficientes , a equaglio
(1) pode escrever-se

f(x) =kz 4 pa™" +g2*= 4o.uien +iz+u=0....(3)
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1.” Se quizermos transformar esla equagde noulra, cujas raizes
y sejam h vezes maiores que z, fagamos

- y=fﬂ',ﬂu Iﬁg;
e virh ;
f(ﬁ)_ h" + .u—; + l|.g_=, +0l.... h +ﬂ 0’

eu , multiplicando por B
Iy 4 phy™™ iy cais oL y 4wk =0,

Esta ultima equagio deduz-se muito facilmente de (3) ., mudando z em
Y, € mulliplicando os termos successivos por h°, h' , 4%, .. .... k"
facil de verificar, que por esle processo as raizes da equaglo
f(-%) =0 slo hvezes maiores que as da proposta (3). Com effeito , sup-
pondo que « & uma raiz d'esla Gltima equagdo, teremos [(«)==0; mas
o 1.° membro da transformada reduz-se tambem a f(«), quando se substi-
tue n’ella ha por y; logo ha ¢ uma raiz da transformada.
2.° Se a equacio proposta (3) tiver coefficientes fraccionarios, po-
demos sempre desembaragal-a d’elles por meio da reducio a0 mesmo denomi-

nador, Depois suppondo h =k , islo &, fazendo & = -‘% » @ tronsformada ¢

divisivel por k, e torna-se em

.'."*f‘P&h' _!_qﬁ-yn—: P, "j‘n—l =D;
logo: para desembaracar uma equagdo dos coefficientes fracionarios redu-
za-se ao mesmo denominador ; e querendo desembaracar tambem o 1.°

termo do seu coefficiente k , faga-se x=%, o que equival a supprimir

k no 1. termo de (3), e a multiplicar successivamente , a partir do 2.° ter-
mo, os coellicientes por &°, k', k*, ..,... k==
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Seja, i:»or ex.’ , a equaglio
=12t i —re—r=0;
multiplicando-a por 12, vem
122" =8z + 10° — 92— 42 =10;

fazendo depois z==+=y, ou multiplicando os coeflicientes 10, 9, e 42
respeclivameate por 12, 12*, 127, vem

y* — 8y’ 120y — 1206y — 72576 = 0.

3.° S quizermos transformar a equagio (3) n'oulra cujas raizes Y
sejam h veses menores & facil de ver, pelo que fica dito , que devemos pir

x=hy,

o que equival a mudar na proposta x em y, e dividir successivamenie os
coefficientes por K°, k', A*,...... h" Este processo péde dar logar &
4 introducglo de coefficientes [raccionarios.

Fazendo & == 12y na equacio o’— 14%x = 10368 , resulta a equa-
¢do mais simples y* —y =06 e com as raizes 12 vezes menores.

31. Se quizermos uma equacio, cujas raizes lenham de menos a
quantidade | que as da equagdo (3), faga-se x=i+1Y.

Pondo i+ y em vez de = em lodos os termos de f(z), atransfor-
mada de (3) serd

k(i +yr+pi+yy+eli o)+ es t{ity) +u=0.
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Sem ser necessario effectuar a desenvoluglio dos binomios que entram
nos diversos termos, resulta da lei conhecida (n.° 8) que seguem os
termos da férmula de Newlon, que se esta equaglio se ordesar relati-
vamente &s polencias crescentes de y, serd da forma

A+By+Cy4...... k=0,

equaciio na qual é:
A ={i, ou o polynomio, quando n’clle se muda = em ¢;

Bn?-, designando por f'i o resultado que se obtém multiplicando

cada termo de A pelo expoente de i, e diminuindo este expoente
d’uma unidade ; resultado a que se dd o nome de Derivapa
de A ;

=
C={-é » designando por ("¢ a derivada de B;

iH’"

sl
= 1.2.3

E assim por diante,
Por este modo podemos compor os coefllicientes da transformada,
sabendo-os deduzir uns dos outros , isto ¢,

» designando por /"i a derivada deC;

Y

f ]
fit it g lid 5 l"it ... + by =0,

fi=ki"4+pi" 4"+ .o . litu,
fli==nki*=' + (0 — 1) pi"= + (n —2)qi"3 ...+,

fli=n(n— 1) kit=> 4 (n=1) (n —=2) pi*=> +, . L ete.
8
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Querendo, por ex.®, lazer x=2 4 yem

fo=a"—iz"+2+7=0,

teremos , por ser i =2,
fi=i'=34+i4+T==3,
fi=3"—10i+1.. =—17,
li=6i—10......= 2;

e por conseguinte serd a transformada

=Tyt y P =0,

Se , pelo contrdrio , quizermos, que lodas as raizes da fransformada
tenham de mais a quantidade i que as da proposta , [aga-se X=y— i.

O céleulo n’este caso é como o precedente, s6 com a differenca de
se mudar i em — i, ou de lomar com signal contrrio as potencias im-
pares de i.

Do que fica dicto conclue-se, que se n'uma funcgdo ¢ (z) racional ,
algebrica e inteira , se mudar « em @ = h, serd

(o (o) ho'(a) + 139" (@)

¢(e=h)= 4 X e @ staA)
=@+ g © |

Esta formula descoberta pelo Geometra inglez Taylor ; e que adiante

e
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demonstraremos para uma funcgdo qualquer dea, ¢ conhecida pelo deno-
minaglio de formula de Taylor (*).

32, O processo da pag. 51. é muito commodo para achar os coef-
ficientes fi, f'i, ["i, +. .. da transformada, Com effeito , divida-se [(x)
por@—i, e sejam T o quocienle e ¢ oresto d'esta divisdo. Divida-se de-

(+) Vé-se na equaciio (A), que se ordenarmos qualquer funcgio o (z+h)
em ordem ds polencias crescentesde /i, serd, n'esle desenvolvimento, o coefii-
cienle da primeira potencia de h a derivada da funcgio or.

Por meio d’esla consideragio se demonstra muito facilmente o seguinle
theorema, de que ainda na Algebra superior leremos de fazer uso.

4 derivada de um producto de muitos factores & egual d somma algebrica de
todos os productos , gue se formam multiplicando a derivada de cada faetor pelo pro-
ducto dos outros factores .

Sejam U, V, X, Y, .... funccies de x; se emcada um d'clles mudar-
mos x em x+h, tornar-se-hio respectivamente em

i A"
-J .'_ LR B L
U4+Uh+TU l.i+

At
- !
Vi\"h—:—-\” -i.T:-!'_._ o

h*
Y ! —_— ”-.-_ o
X4+X5E+X 12-!-.....

B PR A
1.2

Loga, para obler a derivada do producto UVXY...., é necessario formar o pro-
ducto d’estas quantidades , e a derivada serd o coelficiente da primeira potencia
de h n'este producto, Ora é evidenle que para obter este coefficienle, se deve
multiplicar o coefficiente de h em cada nm d'estes factores pelos termos dos
outros em que nio enira h, e sommar depois algebricamenie os resultados. A de-
rivada do producte UVXY . .i.., serd pois

FUVXY L VUXY.... £ XUVY ... £VUVE .ot ieinsy

como s¢ perlendia demonsirar.
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pois T por 2 —i, e sejam U o quociente & u o resto. Divida-se U por
x—i,esejam V o quociente e v o reslo. E assim por diante. Teremos

fr=TE—i)+t, T=U@—i)+u, U=V(2=—i)+0, ce...u
Eliminando successivamente T, U, V, .... acha-se
fr=t+u(z—i)+ev(z—i)+.... klza—i);

onde se v&, que os coefficientes da tranformada na qual é y=2—1,
stio 05 restos ¢, u, v.... das divishes successivas por 2 —i, sendo o
dltimo coefficiente k o Gltimo quociente. E como pelo processo da pag. 51.
estes restos se obtém facilmente , o cilculo toma a [orma do ex.” seguinte,
o qual se suppoz y=x — 3.

Proposta...... 22" — 72’ — 122 4§z - 1290=0
2l =15 — 4146

24 b 0 — 41

2411 433

2417

Factor 3....

Transformada 2y* 4+ 17y" + 33y* — 41y +6=0.

Os quatro 1.” numeros da 1." linho 2, —1,—15, — 41 , slo os
coeflicientes successivos do 1.° quociente T. Os tres 1.”* da2." linha , sdo
os coefficientes do 2,° quociente U, Os dous 1.** da 3. slio os de V. etc. Cada
linha tem um termo de menos que a precedente. O Gllimo lermo de cada
linha é o resto da divisdo por #—3 ; assim (=6 , u= —41 , v=33 , w=1T7.
O iltimo quociente 2 é=Fk. Apparecem por esle modo os coefficientes
pedidos em ordem inversa. (+)

(*) Quando i & uma fraccio -'::-. torna-se mais sipples o cdlculo do modo
que passimos a ver. Supponbimos

==, m'==”+h,m”=!y:

it
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Quando se busca a transformadaem y=2—1, sendo entdo i =1,
reduz-se o cilculo a simples addiccdes, segundo a lei da pag. 30. Eis
aqui dous exemplos :

eliminando d’estas equagles =’ e 2’/ acha-se

h

T=Yy-+=—.

Logo podemos compor a transformada em ordem a y, satisfazendo suecessivamente
ds tres equagdes, isto é : tornando, pela 1.%, as raizes ! vezes maiores (n.® 30. 1.%);
diminvindo-as pela 2.° de A; e finalmenle tornando, pela 3., as raizes | vezes
menores (n.° 30, 3,°)

No seguinte exemplo , em que se busca atransformada em #— ? correspondente
i equagdo

' —b62°4-Ta* —4z+2=0,

se indica o processo d’este cilculo,

Cﬂﬁfﬁciﬂﬂe’ s mes s vEm g ae -002‘_5'5-7_"' +2-
Potencias do denominador .... 1 3 9 27  84.

Transformadz em @' . ... 22'* —152/*+632"* — 108z’ -+ 162.

il 51— 926 4110,
Qe T+ 27 4+ 28

2— 34+ 21

2+ 1

Factor 2 .. ..ccecsassnsnse

Transformada em o'’ =2—2 ......22"¢ +2'"* +212'"* + 282" + 110.

Transformada em y=& — 3} W' Y+ LY YR
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&' — 12" e —29=0 a'— 02" +T72*—T24+7:=0

1 —11 +30 + 1 1—5 42 —5 42
1 —10 420 1—4 -2 —7
1— 9 1—3 —b

y' — 9y +20y + 1=0 y'—2y' —By' —Ty+2=0.

33. A translormaclio da proposta (3) em » =y 4 i, sendo i uma
arbitréria , pode servir-nos para desembaracar a equagio de alguns dos
seus termos , delerminando a arbitréria n'este sentido, Assim:

1.* Para desembaragar a equagio do seu 2.° termo , tendo achado
a transformada

ky»4nik| y™=' +in(n — 1) k| y .. +ki* +u

+p|  + (—1)ip +pi= - 5=0,
+q + T EY
fagamos depois nik+p=0;
' p 14
!t-ll 1‘.1 e ] =  —
e resuilar I ok 3 & ] s

D'onde se deduz a regra seguinte: mude=se x em y, menos o coef-
ficiente p do2.° termo , dividido pelo producto do coefficiente k do 1.° termo

—

—— —

Emprega-se principalmente este cilculo , quando [ ¢ 10, ou alguma das suas po-
tencias. Assim, querendo achar a transformada em y=a—0,2 paequacio de
cima, teremos

Productos dos cocfficientes pelas potencias de 10, 2— 50 -+ 700 — 400020000

92— 56+ 608 — 278514432
Faclores2 . ...+ ;9—424-524—1736
2 — 38+ 448
Transformada em 2' —2..... e e e 2 —3§+- 448 — 173614432

Transformada em &' =0,2,. .. W' —3,4y" + 4,48y* — 1,736y+1,4§32 =0,
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pelo grdo da equagio, bem entendido que p e k devem entrar com os
seus signaes respeclivos. (+) :
Abbrevia-se muito o célculo, elevando & poteacia n a expresso

x+.§r=y, desenvolvendo o 1.° membro, e multiplicando por k. Por
este modo obtem-se o valor dos dois 1.” termos da proposta kz* + pz =,
0 qual substitaido n'ella, faz com que os termos, em que entra z sejam
de ordem menos elevada , tornando-se depois mais facil a transformacio.

Por ex.”, na equaglio #* — 624 bz —T =0, pondo, segundo a
regra, £ — 2=y, e elevando esta expressio ao cubo, vem

' — 62 =y'— 122+ 8,
e substituindo na proposta, vem

y'--8;r+i=ﬂ, ou y"—By—-—iE:O.

(+) A condigio que faz desaparecer 0 2." lermo, equival 4 de tornar nulla
a somma das raizes (n.” 29., 1.°), d’onde podémos concluir que pela regra dada se
avgmentam todas as raizes com uma quantidade tal , que a somma das suas par-
tes negalivas se torna egual 4 das posilivas.

Com effeito , mudar & em y--;%, equival a augmenlar asraizesa,b,e, .. 1

da primitiva da quantidade &. sendo assim as raizes da transformada

i

p
B4 —; b+'ﬁ;t---q11-m--|!1|+—i

nk nk

Sommando estas raizes, e adverlindo, que ¢

G+bt = yen e+ l=—">,

=i's

vem com effeilo

ﬂp_ L
a+b+¢+'ll1lli+ﬁ—_ k"'

=0,

e
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2.° Para fazer desapparecer ao mesmo tempo o 2.° termo da equa-
gio (3) e o coefficiente k do 1.° termo, ¢ facil de ver , que deve fazer-se

y—Pp
T= nk '('}

(+) Para desembaragar do 2.° termo , deve fazer-se (1.°)

Com elfeito fazendo na equacio (3) # =1z +1i, resulla a transformada

| PR oS S

cujo 2,° termo se anniquila pela hypothese

P
i=— —; =
{ e o | nk .
| ¢»1e e fica, ndo allendo aos signaes,
I | &
b
k.‘ B A S P S S R R ""——‘;:-—:0‘
k n"

|s# Reduzindo a0 mesmo dpminador , vem

Ea x'+

.....-......=0;

e desembaragando do coefficienle do 1.” termo pela hypothese 2= ﬂ‘—{—, resulta

em fim a transformada sem o 2.° lermo e sem o coecffieiente do 1.°

o
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3.° Para fazer desapparecer'o 3.° termo da equagdo € necessario

por
Lin—1)Pk+Mnm—1)ip+q=0.

Desta equagliodo 2.° grao deduzem-se, em geral, dous valores para i; e
por conseguinte pode-se fazer desapparecer o 3.° termo por duas substitui-
goes de @ differentes.

%.° Para fazer desapparecer 04.°, 5.°, 6.°. ... termos, ¢ neces-
sario resolver uma equagdo do 3.°, £.°, 5.°.... grdos.

5.° Finalmente, para fazer desapparecer o llimo termo , € neces=
sario fazer

ki."i‘Pi--] +o' ST +“=0=

mas isto equival a resolver a equagdo proposta ; e com effeito , como nesse
caso a transformada deve ter uma raiz nulla y=0, ¢ entlo z=1. (+)
34, Usam-se muitas vezes as transformacdes seguintes :
1.° Fazer £ ==—y. Os termos em que enlram potencias impares
mudam de signal ; as raizes positivas tornamese megativas, e recipro-
camenle.

o 1 . . ;
2.° Suppor z === . As Taizes, ornamese reciprocas; as maores

de x correspondem ds menores de y, e as menores de x ds maiores de y.
Como os factores z , 2°, 2°, . . sho substituidos pelos divisoresy, ¥*, 4* - -,
se multiplicarmos aequagdo pory*, aquelles factores serio substituidos por
Y=, y",....; e ella tornar-se-ha , invertendo os termos, em

upr i e @ Py HE=0,

ou , dividindo pelo Gltimo termo u da proposta,

(+) Cumpre notar, que nio é possivel por transformagdes successivas,
fazer desaparecer primeiro um, lermo , depois outro , ¢ assim por diante: por-
gue cada uma destas operagdes faria tornar a apparecer o ltermo que prece-
dentemente se annulfra. Com effeito , se na equagdo

] M=l
e Henaa=0j;

9
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35. Em geral, transformar uma equagio fr=0, reduz-se a com-
por outra F (y) =0, cujas roizes tenham com asde z uma relagio dada
por uma equaciio enlre & e y, 0u 9 (#, y)=0. A difficuldade do pro-
blema consiste toda em saber eliminar 2 d’esta Gltima equacdo , pur meio da
proposta , problema de que adiante nos occuparemos.

Limites das raizes.

36. Chama-se limite superior das raizes da equacio { (x)==0 uma
quantidade qualquer maior que a maior d'ellas ; e limite inferior qualquer
quantidade menor que a menor d'ellas.

Quandoo 1.° termo kz" de fx tiver o signal positivo , tade o numero |
que , substituido por x, em fx, der um resultado posilivo, serd li-
mile superior , guando qualquer numero>1 estiver nomesmo caso: por que
entdo nenbum valor> [ resolve a equaglio.

A indagagio dos limites , como veremos, ¢ uma questio muito inte-
ressante para a resolugio das equagdes, ¢ por isso comegaremos por
indicar o8 seguintes methodos para achar o limile mpermr.

1.° METHODO. Se [z nlo tiver termos negativos, seri zero um
limite superior das suas raizes, por que qualquer valor positivo, que se
substitua por z, ndo podera reduzir fr a zero, e por conseguinte esta
expressio njio terd raizes positivas.

que jd se acha desembaragada do 2.° termo, fizermose=y +14, vird

(y + ija+q{y+i}“:+. oos ==l

on , desenvolvendo,
Y iy o [hn (e 1)i gy - etes =20

snde se vé , que ovalor de i, que faria desapparecer o lermo com yH, sera dif-
ferenle de zero, eque por conseguinte formaria a apparecer o termo com y-‘
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Se liouver termos positivos e negativos, advertiremos que sendo ,
como ¢ sabido, quando ¢ ¢ numero inteiro e positivo,

‘ - -
j:i B e S et ) e SRR T R

serd
. s (z—t)a (=) & @ —1)a eeen H{e—h) 41
Applicando cste desenvolvimento a todos os termos posilivos de

fx=.’cm"+px'_l +q-.r:"_=I +oeenens e i,

e suppondo, como ¢ sempre permittido , que kz" & positivo , temos

k(z—1) " M(@—1) 2" 4 Ke—1)a" ek (@ d)+E

+p +p +p P
+q g +9
-+ ete. +ele.

Aos termos pegalivos conservaremos a sua forma, e assental-os-he-
mos nas columnas em que # sc acha elevado a0 mesmo expoente. Assim
um termo — sz* ficard na columna (z —1)z"; e 2™ terd por coeficicute

j (ktp+qie--..) (2—1)—s, 1
sendo o coefficiente de (z— 1) a somma dos coefficientes posilivos que :
precedem .
Ve-se pois, que para dar a = um valor lal que torne o coefficiente
de «* scmpre positivo, ¢ necessario fazer
(k4-pr-geos-)(z—1T s,
. L

PR - ST AR e N S
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ou PR e el e ol 8 esees (M),

Fazendo o mesmo em todas as columnas, em que entrarem coeffici-
entes negativos ; e tomando, dentre todas as expressdes (M) assim forma-
das, a maior d'ellas I: ¢ manifesto que &= ou > I, tornari todo o po-
lynomio positivo ; e que por conseguinte sera I o limite superior das raizes,
visto que nem [, nem qualquer valor maior que !, podem reduzir fz a zero.

Para achar o limite superior das raizes da equagdo (x=0, di-
vida-se cada um dos coefficientes negativos de <, incluindo os que mul-
tiplicam x°, pela somma de todos os coefficientes positivos que o prece=
dem ; a maior das fraccdes que assim se obtiver, sommada com a uni-
dade , serd o limite pedido.

Assim pa equaglio 42° — 8z* 4 232" 4 1052 — 802 - 11 =0,

8 80 I
lemos as I'mcqﬁes-i--= 2,e ir237105’ das quaes a primeira, que

¢ maior , mostra que todas as raizes sio <2+ 1 ou 3.

Este methodo applica-se com vantagem , quando o 1.° termo nega-
tivo é precedido de muitos termos positivos, e os menores coefficientes ne-
gativos precedem os maiores.

Suppondo que s & o maior coefficiente negativo do equaglio fz=0,
a expressiio

3

ndo serd menor que a maior das expressdes (M). Logo, se dividirmos
toda a equagdo por k: .

O maior coefficiente negativo de uma equagiio fx —0 , tomado com
o signal positivo , e augmeniado com a unidade, é um limite superior
das suas raizes.

Esta expressio mais simples, e que se oblém immediatamente, tor-
na-se preferivel quando se ndo pertende achar um limite baixo.

2" METHODO Limitemos-nos a0 1.° termo, ¢ aos termos nega-
tivos de fz , isto é, consideremos a expressio

3 Sl

—_—
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"= T L QT LTS et (1)

Seja « um numero , que substituido por z , torne esta expressdo positiva ,

ou
un>Faa‘_f+Gukg+Haﬂ_ﬁ.-.. ives vens s [B)
1
i
! ou, dividindo tado por =",
' . E 6o H
1 >—+_+"—oo e R

e

£ .

E claro que todo o numero > « satisfaz a esta condiglio; por conseguinte
como nem « , nem os numeros>« podem tornar f nullo, por isso que a parte

positiva de f, de que prescindimos, accresce a «" ; podemos tirar a con-
clusdo seguinte :

Qualquer numero |, que substituido por x , tornar o 1.° termo
de fx maior que a somma dos termos negativos, ¢ limile superior. (»)

(+) Alguns authores dizem , que para se obter o limile superior das raizes [
de numa equacio, se deve achar para & um numero !, que lorne o 1.° termo
maior que a somma de fodos os outros, mas isto nio é exacto. Com effeito , de-
signando por P a somma dos termos positives, e por N a dos negativos, se ti-
Vermos n'um caso

P—N
l' } F— H » gu i:-' [
@
Y nio poderemos concluir, que esla relagdo terd logar para o0s numeros maiores
] gue =, em consequencia das compensacdes, que se podem dar entre os lermos

de P e de N. Com effeito na equagio
o'+ 2 =32t =22+ 168=10,

3 da qual sio raizes os numeros 3 ¢ 4, acha-se que ovalor #=2,3, que eviden-
g temente ndo ¢ limite superior, faz com tudo com que seja @'> a somma dos
outros lermos , ou

(2,3)'=127,9841> 180,167 — 163,3.
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Deduzamos da relaglio (2) um valor de «. Enlre os numeros

I &
PetPREODRT . o ty = ¢

existe um maior doque os outros, Supponhamos que & 02.° e represente-
mol-o por i ; serd

h

g £ h g i
Ve=i>VFe>ll, G=i,F<i H<i.

Substituamos em (2) G por ¢, F por i¥, H por i’; 0 2.° membro
n—f n—g n—h

ficara > Fa 4+ Ga + Hz ;e se tomarmos «* maior que elle, subsis-

tira a fortiori a condigio (2). Temos pois de satisfazer agora & condicdo

z' > I'fx'_'f{- A T o

Se ajunctarmos ao 2.° membro os termos que completam o polynemio ,
teremos outra condigdo , que involve as precedentes,

-1 2 Ne=g +3 N=3 N
1 &

N « N
T > e

44 ®m 4 + ersuas 1,
n ] . n el
] R {5 !+
ou & > . = " - g £ )
&3 E—1 O —

Contentando-nos com buscar os limites entre os numeros maiores que
mda
. . . . . 1
i, serd x> 1, e por conscguinle negativo o ultimo termo — -, Sup-
x—1
primindo este termo, com o que sc sugmenta o 2.° membro, leremos

s SRS o 4.1‘___}_ :
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nova condi¢io , em que se involvem todas as precedentes, e serd

« N
- L -=. = . ==
= >.rTf'ml 2=—i  i,uz 2i,isto é, 2 >2l}l}.

Logo: O dobro domaior numero que seachar , extrahindo de cada coeffi-
ciente negativo uma raiz do grdo designado pelo numero dos termos pre-
cedentes, ¢ um limile superior das raizes.

Na equacio ' —22" —202° 4 3z — 11 =6

tomando 1’2, /20, /11 , como o0 2.° d'esles numeros & o maior., e
proximamente 5, serd 10 um limite superior. Pelo 1.° theorema do me-

thodo precedente achariamos 2'.-%--f 1 =21; e pelo 2. achariamos tam-

bem 21 para limite superior.
3. Mgrnmopo, Faga-se z—1-+y, sendo ! um numero qualquer
positivo; a equacdo fz==0 tornar-se-ha (n.’ 31)

A+yfl+1y3 M+ . oneee .+ lyr=0.

Ora, se acharmos para [ um valor tal , que torne /1, f7; f',.. .. po-
sitivos, como (odos os coefficientes da transformada ficam tendo os signaes
tambem positivos , nenhum numero positivo que se substitua por y, 1be poderd
satisfazer ;-e por conseguinte os valores reaesde x correspondem aos valores
negativos de y=a—1[, devendo por isso ser I> z. Logo:

Todo o numero , que substituido por x em [x e em (odas as suas
derivadas , der resultados positivos, é um limite superior de x.

No ultimo ex.” as derivadas sio

fo' — 62" — 0p + 3, 122" — 120 — 40, 24— 12;

e ve-se, que o ===06 torna lodos esles polynomios positives , e por conse-
guinte 6 ¢ um limite superior , mais baixo que o achado precedentemente.
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Cabe aqui observar , que , se mudarmos ossignaes des potencias im-
pares da transformada , isto &, se fizermos z =10 —y, as raizes & muda-
rio de signal , e se tornardo , de negativas que eram , em positivas. Logo :
Para transformar uma equagiio fx=0 n'outra Fy=0, que ndo tenha
nenhuma rais negativa, faremos x=1—y, sendo | um [imile superior
das raizes x.

37. Mudando # em — x em fx =0, isto ¢ , mudando os signaes das
potencias impares , as raizes positivas tornar-se-hdo negativas , @ reciproca-
mente. Se buscarmos pois o novo limite superior I, as raizes negativas de
fz =0 estarlio entre — I' ¢ 0 , e as positivas entre O e /. Por esta maneira se
reconhece, que Do nosso Gltimo exemplo todas as raizes estio compre-
hendidas entre — 4 e 6.

38. Fazendo :r==-1=- em fz==0, as maiores raizes de s corres-
ponderlo 4s menores de 2. Se procurarmos pois o limite superior K
das raizes de =, teremos z<h, x> %- Seréd pois-i- o limite inferior das

raizes positivas de x.
Para obter h podemos empregar qualquer dos methodos do n.° 36.
39. Seja s o maior coefliciente de sigoal contrario ao do dltimo

termo da equagiio

1
Fazendo-se &= — , esta equagdo se transforma em

U conenese +PE+h=0,

ficando sempre o signal de s contrario a0 de wu. Serdfpois 1 -+ Logitie
A =

; , § : u
mite superior da transformada, ou z <1+ =% por consegointe x> T
u-+ts

Logo, acha-se immediatamente um limile inferior das raizes positivas
d'uma eguagio , dividindo o seu ullimo termo pela somma , que se oblem
junctando este ultimo termo com o maior dos coefficientes de signal con-
tario ao d'elle.

-
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Todas as raizes posilivas de fr esldo pois comprehendidas entre
u
448
Passando das raizes negalivas para as positivas (n.° 37) , podemos
applicar depois a estas os dois theoremas precedentes, e obter assim o
limite inferior das raizes negalivas.
%0. Suppouhamos [ ordenada segundo as potencias decrescentes de x,

e I,

fr=kz" +pa" +....

Se o 1.° termo kz* ¢ positivo, limitando-nos a elle, e aos lermos
negativos de fr, lemos a expressio

n ¢ ﬂ—'f_ fi=g T n(i——"'_—"'__ll aw
kz —Fz Gz *..=kz !

Ora ja vimos que podemos obler um limite superior I de =, que
torne esta expressdo posiliva; e vé-se agora , que todo os numeros>, substi-
tuidos por z, sugmentardio o seu valor, e a conservario sempre posiliva ,
bem como a expressio f, visto que os termos positivos de que prescin=
dimos , accrescem a ka”. Podemos pois obter resultados sempre crescen-
tes e posilivos,

Se o 1.° termo kz» for negativo, comparando-o com 0s termos po-
sitivos , acharemos do mesmo modo , que se podem obter resultados sem-
pre crescentes e negalivos.

Supponhamos agora [ ordenada segundo as potencias ascendentes de
x, ou

|
Fazendo z=—z- vem

f(.l_.)a;-i_(u;'-]-m;“'-{- cuan e k).

z |

O valor s==1I, que da ao resultado o signal de u, corresponde a

x=% que produz o mesmo effeito em fxr. Logo:
10
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E sempre possivel achar valores de x taes que deem d@ expressio (x
o signal do 1.° termo, quer a serie seja crescente , quer seja decrescente.

41. Concluiremos demonstrando um theorema muito importante ,
que ja péde ter sido previsto, e de que teremos ainda de fazer uso,

E sempre possivel dar a x uma serie de valores crescentes a , By Ygsaen
tdo prozimos, que os valores que resultam para o polynomio fx sejam
tdo visinhos como se quizer, ou @ sua differenca mencr que qualquer
grande®a assignavel.

Supponhamos primeiro, que em fxz’entram sdmente termos positivos ,
e que lendo-se dado a = um valor «, se muda depois < em « + . Subtra-
hindo o 1.° resultado do 2. yem

flati)— fa=i(fat +ifla+ete)

Para dar a ¢ um valor tal que torne esta differenca menor que
qualquer quantidade assignavel h, & necessario que seja

i(flatsiffat......)<h;
ou , fazendo i =1 dentro do parenthesis ,
iUru-}-'%f”u+......]<h.

por isso que devendo suppor-se i<1 , esta condiclio comprehende a antece-

dente. Vé-se pois que a condigio péde ser preenchida, pondo, como ¢
sempre possivel ,

= h
’ L]
<fat:fla+..%..

Tomando este valor i, e fazendo depois 2=(241)4i, obtere-
mos , pelo mesmo theor , um 3.° resultado que differira do 2.° menos de k.
E assim por diante.

No caso de fz conter termos negaliyos , applicariamos o que acaba-
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mos de dizer & reunidio dos termos posilivos; e como 0s termos negoli-
vos diminuem ainda mais a grandeza dos resultados , com mais forle razio
differirdo de uma quantidade menor que h.

Finalmente , se a somma dos termos negalivos excedesse a dos posi-
tivos , teriamos entdo de applicar aos primeiros o raciocinio de cima.

Raizes Commensuraves.
42, Se na equagio

fe=kx" 4 pz" +qz"* + . iiiiou=0...00000.s (1)

%

todos os coefficientes forem inteiros , e k=1, ndo poderd haper raiz alguma
fraccionaria. "

Com effeito , se fosse :r:=-ﬂ—-, sendo a e b primos entre si, leriamos

b
a* pa = la =
b'+'3'-"__'-+|.-|o.l-‘3‘+u—-0,

d'onde se deduziria

L lin e s

o que é absurdo, por quanto sendo o 1. membro uma fracgdo irreduetie
vel , ndo péde ser egual ao 2.° que é um numero inteiro.

Por conseguinte, quando fizermos y =k, para desembaracar a equagio
(1) do coefficiente k (n.° 30, 2.°) sem que os outros coefficientes deixem
de ser inteiros , y ndo terd raizes fraccionarias.

Pelo que respeita s raizes de fir, serdio, oudeixarlo de ser inteiras,
conforme as raizes inteiras de fy forem, ou ndo forem , multiplas de k.
Por este modo a indagaglio das raizes fracionarias de @ vem a depender
da indagagldo das raizes inteiras da transformada em .
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43. Usando das mesmas notacdes do n.° 27, e em virtude do que
ahi se disse, entre os coefficientes de [(x), e os doquociente de [(z)di-
vidido por & — a , existem as relagdes seguintes :

A'=A +aA,, A=A +aA' A=A, +aA',....R=A,+aA\,

dos quaes se deduzem

—A' A,—A' A, —A_,
-—A°=‘ql—"_ﬁ-r|= 2 ,’.,..—A"_:=
a a a
A—R
—"'A-l._l-—— = w
a

Se a for uma raiz da equaco, sera R==0, e n’esse caso podemos
servir-nos das tllimas equacdes para calcular successivamente, mas em
ordem retrograda, os coefficientes A',_, , Alssyevns o= A, A,

E como estes coeflicientes resultaram da divisio de fz por ¢ —a,
0s seus valores serlo numeros inleiros,

Do queacabdmos de dizer , deduzem-se os seguintes caracteres para
reconhecer , que um numero inteiro a ¢ raiz de uma equagio [x=0, cujos coeffi=
cientes sio inteiros. Este numero deve dividir:

1.° 0 dltimo termo da equario.

2.° A somma que se obtem , junctando ao quociente d'esta divisdo o
coefficiente da 1.* potencia da incognita.

3. A somma resultante do quociente d’esta 2.* divisdo, mais do
coefficiente da 2.* potencia da incognita.

E finalmente a somma de cada um dos coefficientes da proposta ,
mais o ltimo quocienle oblido na divisio precedente.

Segundo se vé nas expressdes de cima, estes quocienles slio, com si-
gnaes contririos, os coellicientes successivos do quociente de [z dividida
por  —a; e o Gltimo d'estes quocientes 6 — A .

Se estas condigdes , a que deve satisfazer toda a raizinteiradefz =0,
se derem a respeito de um numero qualquer a, este numero serd raiz da
equagdo: por quanto buscando o quociente de fx dividida por z — a, pelo
processo don.” 27 , acham-se reproduzidos os coefficientes A’ , A',, .. A.—, ,
¢ chega-se a um resto nullo.

v

e T W -

S
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44, Procederemos da mancira seguiote para obler as raizes inlei-
ras de fx=0.

Calculem=se os limites das raizes positivas e negalivas d'esla equagio ;
procurem-se depois os divisores do ultimo termo , e escrevam-se em linha
horizontal aquelles d'estes divisores, tanto positivos como negativos, que
forem comprehendidos entre estes limites respectivos; escrevam-se por baizo ,
e tambem em linha horizontal , os quocientes : sujeitem-se estes quocientes
ds provas preseriptas nas equagdes de cima : se algum destes divisores
conduzir a algum quociente fraccionario, rejeite-se, por que ndo pdde
ser rais.

Como o divisor == 1 do altimo termo, di quocientes sempre inteiros ,
é necessario chegor alé oo ultimo termo para ver se =1 péde ser raiz.
E porém mais simples substituir == 1 na proposta , segundo o processo da
pag. 52.

Sirva para 1.° ex.” a equaglio

22"+ 3z — 2"+ 32*— 432 + 210 =0,
na qual o Gltimo termo 210 =2.3.5.7. tem por divisores
=(1,2,3,5,6,7,10,15;......).

Como 4+ 7 e — 8 sio os limites das raizes da equaclo, rejeilare-
mos todos os divisores que estio [6ra d'estes limites, bem como =1,
que immediatamente se vé que nlio péde convir. Dispde-se depois o cil-
culo pela [6rma abaixo indicada. Marcaram-se com o signal » os divisores
que ndo salislazem ; e julgou-se desnecessario escrever as somas e differen-
(s, que dlo os dividendos. E designaram-se por ¢', s, ¢, p',.. k 0s
coefficientes A'yy Alaeyy Alsesyevveae A,
a= 2 3 § 6—2— 3— 5—6— 7

—t'= 106 70 42 356—105—70—42—35—30

(—83—ia=—s'= 81 9 » »4+ T8 » 4+174+13 >

(+ 3—d)ia=—gqg'== 17 & » — 4
(=H—¢)ia=—p'=—T—9 + 7
(+ 3—p)ra=—k=-=2—2 e
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A proposta tem pois sémenle tres raizes inteiras 4 2,43 ,—35. O quoci-
ente do divisio por x — 2 tem por coefficientes os numeros collocados
por baixo do divisor 2 , isto &,

92' 4 72" — 172" — 31z — 106.
Esta expressio dividida por z— 3, da
9" 4- 132° + 225 — 35.
E finalmente esla ultima , dividida por z +5, di |
2z + 3w +- 7.

E slio estes os tres factores da proposta
Eis aqui mais dous exemplos:

2+ 32" —8x+10=0|82"— 72> =632+ 36=0
a=2—2— 5—10 6 4% 3 e 2—-3—4
TEET—b— S—=1 i B0 B niho Ui
—g=» » 2 »..|® »2—147T » »4+25 18
FRE S PP A ST

=

PP e bt (M |

Na 1." equaglio o factor x4+ 5 di o quociente z* —2z 2,

Na 2.* s6 se experimentam os divisores de 36 que estio entre os
limites — 5 e 4 10; o divisor ¢ 2 — 3, e o quociente 82*+172 — 12,

Podem resolver-se por este methodo os seguintes problemas.

I. Pede-se um numeroN com tres ulgan&mos:;: Y, 3, taes que:
1.° o seu producto se;a 543 2.°que oalgarismo do meio seja - da somma
dos outros dous; 3.° lemcnl‘.e. que dimiouindo 59% do numero N, o
resto seja expresso pelos mesmos algarismos em ordem inversa.

Como N=100z410y+z,
temos ayz =084 K6 by=a+43, 100510y 4 z==N —594.

.
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A 3.* -equagio reduz-se & & ~ 3==6; eliminando y das duas 1."* vem
2"z 4- 23" == 324 ; e finalmente , pondo z 4 6 em lugar de z, apparece
2’4+ 9z°4 18:=162. Ora z, y, z, sdo numeros inleiros, e pelo me-
thodo exposto acha-se 5=3, d'onde se deduz 2 =9, y=2, e N — 923,
I Qual ¢ a base z do systema de numeragio no qual o numerp
538 ¢ expresso pelos caracteres (5123)?
necessario achar a raiz inteira e positiva da equaglo

b’ + 1"+ 22+ 3=1538;

esta roiz é @ =15, Vej. Not. 1.* da Arith. pag. 267. :
.« Em geral, se A for expresso por n algarismos a, R PO
a base z do systema ¢ dada pela equagio

a4 b= ez, ., =A —1,

equaclo que s6 tem , como se vera, uma raiz positiva, a qual deve ser
inteira , > @, by €uruenais

45.  Quando o dltimo termo tem ‘muitos divisores » comprehendi-
dosentre os limites das raizes, o cileulo torna-se longo; péde porém abbre-
viar-se pelo seguinte meio.

~_Se a & raiz inteira da equaglio fz =10, cujos coefficientes se suppde
inteiros , o quociente Q de.fz por z— a serd tambem inleiro, qualquer
que seja . S¢ pois lomarmos por & um inteiro qualquer «, deverd ser
SR
o —{( ¢
Podemos pois reconhecer , se um dos divisores & do dlfimo termo &, ou
ndo , raiz inteira da equacdo, tomando a differenga entre z e este divisor ,
e vendo depois se esta differenca divide, ou nao s> [2, isto &, o numero
que resulta de substituiglio. de « por zem fir. Todo o divisor que nho sa-
tislazer & condigdo exigida devera excluir-se, e sémenle se applicara o
processo geral aos outros divisores do tiltimo termo, d'entre os quaes se
podem ainda fazer novas exclusdes, tomando oulro numero =.

Ora, como o methodo exposto exige, que se faga x=+1 em [z,
pera verificar se == 1 sdo raizes da equaglo, podemos approveitar os va~
lores f(== 1), vindo n'este €aso a tomar == == 1,

Assim oo 1. ex,” do n.° 4%, experimentemos os 9 divisores , que
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ficaram comprehendidos entre os limites das raizes ; fazendo z =a=1,
vem f(+1)=14%, e
a—a=1—2,1—3, 1—8, 1—6, 142, 143, 148, 146, 147,
e como {—2,1-3,1-5, 142,143, 145,

s3io os unicos divisores de 14%, concluiremos que denlre os 9 divisores,
s6 podem ser raizes da equocdo os 6 seguintes

2- 3- B!'—E’_sy‘_‘ﬁ.

46. Procuremos agora os fuctores commensuraveis do 2. grdo da
equaclo fr==0.

Sendo z*+px+q
um dos factores; e

B el el SRR

o quociente resultante da divisio de [z por este factor : teremos a equaglio
identica

fo =(a"+ pz 4q) (@2 +p'2" 3 4g'a"H + . vannnn oo )s

na qual, além de p e ¢, ha mais n —2 coefficientes desconhecidos.
Executando a multiplicagio, e egualando os coefficientes das mesmas
potencios de = nos dous membros , como no n.” 27., teremos n equagdes ;
das quaes eliminando os n— 2 coefficientes p', ', . - - - -+, restardo duas
equacdes enlre p e g; e depois s6 uma em p ou q, 2 qual deverd ser

do grio 5 n (n—1), numero das n combinagdes 2 a 2 dos factores bi-

nomios do 1.° grio.

Se fx tiver factores racionaes do2.° grio, a dltima equagio em p 04
q terd pelo menos uma reiz commensuravel, N'este caso , conhecido um
valor de p ou ¢, uma das equagdes entre p € g dar4 q, ou p, e viremos
por im a conhecer z* + pz + ¢.
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Por ex.”, a equacio
&'e= 3a* — 122 + B = (2*+pz + q) (2*+ pr +¢),
da
p+p=0,q+pp+¢=—3,pq+pf=—12, q¢=85.

As duas primeiras equacdes dlio os valores de p' eg', os quaes substiluidos
nas outras duas, conduzem ds equagdes, entre p e g,

2pg+3p—p'=12, ¢+ ¢(3—p)+5=0,
das quaes eliminando ¢, vem

" p'—6p* —11p* =144,
que
p=3,—3; e depois g=5,1;

vindo a obter-se por este modo os factores

(=* + 3z + B) (2* — 3z + 1).
Raizes equaes.

47. Quando o polynomio fz tem p factores eguaes a x—a; q
eguaes 8 T—Db;...... : loma a [6rma

o=l —a) (2 —b)\....(x =) (z—1),-- . (A)

e n'este caso diz-se que a equaglo fz =0 tem p raizes eguaes a a, ¢
eguaes a b,......

Dada uma equaclio fz==0, vejamos a maneira de reconhecer, se
tem raizes eguaes, isto é , se péde tomar a férma (A).
Suppondo primeiro p=g=.. .. ==1: como a equaglio (A) ¢&identica,
11
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podemos em ambos os membros substituir por &, &+ y; o que d&, de-
senvolvendo o 1.° membro (n.* 31),

[+ y/z4+iyf'e....=(y+xz—a) (y+2—0b) (y+2—¢)....

N.’ 1.° membro , as derivadas successivas 'z, [''z, . ... slo polyno-
mios conhecidos.

No 2.° membro, os factores podem considerar-se como binomios ,
dos quaes y ¢ a primeira parte em todos elles ; e as 2.*" partes siio sucessiva-
mente 2 —a,z—bd,z2—0y.-... 0 pmducto d’estes factores , assim
considerados , terd pois a [6rma indicada na Alg. El. n.° 10%, V, e con-
seguintemenle :

O coefficiente de "= serd a somma de todas as 2.*" partesx —a,
T—b,2—¢, .ouu..

O coellicieate de y™* serd a somma dos productos d'estas 2," partes
2a 2.

O coefliciente de y*=> serd a somma dos productos das mesmas 2."
partes 3 a 3.

E assim por diante.

Logo :

1.° fx, coefliciente dey®, ¢ o producto de todos estes n binomios ,
ou a expressio (A).

*2° [lz, coefficiente de y*="=") , é a somma dos seus productos
n—1 an—1, os quaes se formam supprimindo successivamente, no
producto (A), cada um dos factores binomios, e summando todos os re-
resullados.

3.° "z, ¢ a somma dos productos n—2 a n—2, etc.

Posto isto, como suppuzemos p==1, tera fz um factor unico egual z—a.

E f'z conterd lambem este factor em todos os termos,, menos um ; e
por isso, se designarmos por Q e R polynomios nlie divisiveis por x —a,
serf

[le=(z— a)Q+R;

d'onde se ¥& que [’z ndo & divisivel porz— a.
O mesmo diremos dos outros factores desiguaes de fir; e por conse-
guinte :

iy e e PR e
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Se o polynomio [x nao (em factores eguaes , ix e ['x ndo lerdo divi-
sOr commum.

48. Suppouhamosagora, que (A)contém factores de forma (z—a)’,
sendo p> 1. Para formar [z, sera necessario supprimir primeiramente cada um
dos factores z—a , d’onde resultardo p termos eguaes, que lerdo todes por

factores (z — a}’_l. Depois de ommittidos todos estes factores , serd ainda
necessario ir ommittindo sucessivamente os outros factores z~—=b, £ —¢..;

e os termos resultantes terlo todos por factor (z — a)’. Assim terd f'z
a [orma

plz—a)" P+ (z—a) Q,

sendo P’ e Q' expressdes ndo divisiveis por £ — a.

O mesmo diremos dos outros factores eguaes, e por conseguintie :

Se [x tem factores eguaes , [x e ['x terdo wm divisor commum , que
¢ o producto de todos os factores eguaes de [x, elevado cada um a uma
potencia menor de uma wunidade.

49. Sendo pois dada uma equagdo fx = 0, formaremos a sua de-
rivada ["z, e procederemos & indagagdo do maior divisor commum entre
fx e ['z. Se o nio houver , concluiremos que a proposta nfio tem raizes
eguaes. Se porém apparecer um divisor commum F, a proposta terd raizes
eguaes; e o divisor, posto que appareca debaixo da forma de um poly-
nomio, poderé lomar a [6rma

Fe(z—a)"  (2—8'""......

Dividindo fz por F , o quociente Q seri composto de todos os factores de
fx , desembaracados dos expoentes, ou

Q:(I“ﬂ}(x—b](-‘!""c){_z—'d)“ csvnen

50. Todas as veses que [x =0 tiver raises equaes , podemos fazer
depender a sua resolucio da de uma serie de equagdes , das quaes @ pri-
meira sé admitle as raizes simples da proposta; a segunda as raizes du-
plas (isto é, as raizes que entram duas vezes); @ terceira as raizes (ri-
plas , ete.: e isto pelo processo seguinte. ;v 4

Sejam @, @, 7y .+...s 08 productos dos factores binomios, que

LR
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entram em fx =0 com os espoentes 1, 2, 3......; sendo assim
fre=a' 078" esiase.

Designemos por F o maior divisor commum entre fz e 'z ; por G o de
FeF; prHodeGe G' etc.; e por p, q,r, s, t. 0s quocientes
exaclos successivos de cada um dos divisores communs pelo seguinte. Te-
remos o quadro seguinte , no qual suppomos que 5 ¢ o maior numero de
vezes que a mesma raiz entra na proposta , ou que a equagio =0 so

tem raizes simples.

fr=qa'.6"7".8"¢. etc‘E
g=a.B.y.8. ¢
F= 6.f.3'.e'.etc.z %%=1=0.
r= f.y.d. ¢
G= 1.&’.5‘.1311:. zi=3mo
2 s= ¥ olss, ‘& .
H= 3,5’,.._ }_:'=T=0'
g
aee = —=8=0.
l_. _‘. 3 U= l%“
“T=.=o.

D'onde se v&, que por meio de tres systemas de operagdes, a sa-
ber : uma serie d'operacdes do maior divisor commum , e duas series de
divisbes , se consegue separar successivamente os factores o. 3, v, ... 45
que sendo egualados successivamente a zero , ddo, o primeiro as raizes sim-
ples, o segundo as raizes duplas, etc.

Se na proposta faltar algum dos factores, que suppuzemos, € por

ex.’, basta suppor £==1, d'onde resulta entdo s=r, e—:- =1, cara-

cter por onde se reconhece a auzencia, em fz, do factor da ordem cor-
respondente dquelle que este quociente ¢ destinado a dar.

Cumpre ainda advertir que o grao de «= 0 exprime o numero
das raizes simples da proposta; o grio de 6=0, o numero das raizes
duplas; o de y==0 o das triplas, etc.; e a resolugio completa d’estas
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equagdes faz conhecer as differentes especies de raizes simples , duplas,
triplas, etc.

Applicagdes d’esta theoria ().
L. Para a equaglio

fr=2"—06z'—§2'"4+92* 4+ 122 4- 4=0,

cuja derivada &

flx =6a"—242"'—122°+ 1824+ 12=0,

(«+) Para abbreviar o calculo do divisor commum , pide servir aregra se-
guinte, pela qual se obtem immediatamente o resto da divisio de f'x por fx-

Multipliqguem-se os coefficientes de fx, a contar do 3.°, por 2, 3, 4 ....
vexes o coefficiente do 1.° termo de f'x: multipliquem-se os coefficientes de 'x, a
contar do 2.°, pelo coefficiente do 2.° termo de fx ; diminuam-se estes productos , pela
sua ordem, 2 a 2. Obler-se-ha assim o0s coeflficientes do resto do grio m —2.

POI‘ 0L sesscnisnndansnsanivns S=$l—$‘+h3—h3+h—4

coefficientes de x ST Cosiiey Ty | R S
productodos coelficientes de fz ?or 10,15,20,25.. . ..c0+ 40 —60 +80—100
producto dos coefficientes de fz' por —1 e 13 4+ B &

diﬁerencl sssmES cam am A +38‘—“8 +72— 96
resto da divisio, supprimindo o factor 12, 3z* — 4z* + 6z — 8

Quando fz nio tem segundo termo, a parle snbtractiva ¢é nulla, e a regra
reduz-sc a multiplicar os coefficientes de fz por 2, 3, #, .... Porex®

fe=32"+0.2* —352® -+ ddo+ 4

coefficientede fo'== +12 +0 —70 +44
producto dos coefficientes de fz por 2, 3, 4 — 70 + 132+ 16
resto da divisdo, supprimindo o factor 2, 352 — 66— 8.

Acabando a operagio, aehar-se-ha o divisor commum x—2, e a pro-
posta = (z — 2)2 (322 + 122+ 1).

Para demonstrar esta regra, effeclue-se a divisdo de k;u--»(«p.z'—'-ar qr::-—upela

sua derivada mkz  + {m—1) p.:H+ «+s« » depois de se haver introduzido o

factor m*k nodividendo, afimdeseobter um quociente inteiro. O resto , da ordem
-7 .

x o
&k —p(m—1)p] + 2 [3mhr—p (M—2)g] + e .0iuee

(Veja-se a nota a pag. 87.)
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temos , formando o quadro

fo=2"'—6z'—4z"+92"+122+4
e

.f_=,.,=1,

F=z"'+} 2’ =32*—0bz—2.,..
gr;—-z‘—x—Ez ¥

PESEET i I SR L ?=ﬁ'=ﬂ=—-9
=gz + 1
He=a4 1. 0 vimhadabbonins 2 : E_f____.r,::i.
P P rer’ .}'E @ + 1 :
Logo: fo=(z—2) (« + 1)".
II. Para

fo=ua'—z' + ba' —ba*y bz ¥,

acharemos pelo mesmo processo

fr=(2—1)(a*+2)".
IlII. Para

fe=z'+ 4z’ —3z'— 162" + 112" 4 120 — 9 ,

acharemos
fz=(z+1)(z+3)(z—1)'.

51, Para verificar se uma raiz inteira a & dupla, tripla, quadro-
pla, ete. basta ensaiar muitas vezes successivas a divisio por £ —a, se-
gundo o processo da pag. 51. Porém sémente se tentard o caleulo, quando

i—}

os coeflicientes tomados em ordem retrogada forem divisiveis por a',a

L]

>
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a™*, .. .... sendo i oexpoente de z—a em fz. A razdo disto &, por

que a’ deve ser divisor do Gllimo termo de fz; @~ do tiltimo termo da

; h 2 T
derivada ['z, ou do penultimo de fxa; =2 do altimo em 'z, ou do
antepenultimo em [z ; elc.

Eliminagdo.
52. Sejam A ,B, ..e0..5a,b,...... funccdes de y, e
Z=Ax" - Ba™ f o inuss T==02" 4 D™k avss

dous polynomios, que contém sémente polencias inteiras e posilivas de
z e y, e que tratdmos de lornar nullas por meio de systemas conjugados
de valores de x e y. -

Se fosse conhecido um dos valores convenientes de y, y=§6, sub-
stituindo-o nas equacdes propostas, eslas ndo teriam outra incognita ,
elém de z, e seriam satisleitas por um mesmo valor z =1=: logo os
polynomios Z e T seriam divisiveis por o — a«, e leriam conseguinte-
mente um divisor commum D funeglio de 2. Achado este divisor commum ,
a equacio D =0 da os valores de z que combinados com y=¢€, sa-
tisfazem 4s equacdes Z==0, T=0, Se nlio houver divisor commum, o
valor y=€ ndo poderé satisfazer &s propostas.

Teremos pois de buscar o maior divisor commum entre Ze T (Alg. EL
n.” 109.), como se y fosse conhecido, levando o caleulo até se obter um resto
final Y , que s6 contenha y. As raizes da equacio Y==0, por introduzirem
a condigdo de haver um divisor commum D entre Z e T, dardo todos os
valores de y, que podem satifazer & proposta ; e a equacdo D=0 fars co-
nhecer depois os valores de z, que se conjugam successivamente com os
de y para 0 mesmo fim.

Suppondo pois que ém =ou> n , divida-se Z por T , depois de multi-
plicar , se for necessario para evitor fraccdes (Alg. El n.°109.), Z por um
factor M, que torne AM divisivel por @ (+) , funcclo em geral de y. Desi-

{+) Be os grios m e n forem eguaes, M serd =—a, ou sémente o faclor de
a que nio entra em A (Arith. n.°39). Se m=n-+1, M seri oquadrado de a,
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gnando por Q e R o quociente inteiro e oresto, ambos funcedes de = e y,

vira TR L Rt LR AR S |

Esta equaclio & identica , sem quebrados nem irracionalidades, e por
conseguinte tem logar para todos e quaesquer valores que se substituam
por z e y. Supponhamos que os valores z==«, y=2¢, slo os conveni-
tes para tornar Z e T nullos: n'este caso, tambem R o serd, e teremos

R=0,T=0.

E se os dous numeros substituidos por z e y em R e T tornarem estes
polynomios nullos, serd entio MZ=0, isto ¢, 00 M= 0, ou Z=0.

Por conseguinte as solugdes do systema T=0, R=0, convém
tanto aZ=0com T=0, comoaM =0 comT==0; e reciprocamente

Logo:

se em logar das equagdes......Z=0, T=0,
langarmos mio des equagdes.. .T=0, R=0,

obteremos todos os systemas conjugados de valores pedidos, e além disso
outras solugdes estranhas d questdo , que dio M=0 e T==0. E posto
que o problema nlo admilta estas solugdes estranhas , torna-se comtudo
por este modo mais simples , por que o grio de R ¢ menor que n.

ou d'este factor. Se m=n-~+2, M serd o cubo, e assim por diante. D'esle
modo evilimos o estar a maultiplicar continnamente de novo os restos parciaes ,
e oblem-se um ullimo reslo, em que & estd elevado quando muito ao grio n—1.
Assim no caso de ser m=n-+1, e M=a?, o quociente é

Q=Aaz + (aB—Ab) =a (Az+ B, — Ab.

Compondo directamente esta expressio do quociente , multiplicando-a por T, e
suhl‘.rul:t:du—a de a*Z, desaparecemn os dous primeiros lermos, e vem logo o
resto R.

Quando T ndo tem 2.° termo, ou quando @ ¢ factor d’este termo, a regra

aimp]iﬁca;u. porque entio basta multiplicar Z por ¢, em vez de a?, sendo
m=n--1.
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Continuando o cdleulo do divisor commum de Z por T, e designando,
pela mesma férma, por M', M" .. .. os factores proprios para tornar pos-
siveis as divisdes parciacs sucessivos; e por Q', Q", .... eR, R", .. os
quecientes successivos e restos correspondentes : obteremos as indentidades

MT=QR+R, MR=0Q"R'+ R", M"R'=Q"'R"4-R", ....
das quaes se conclue, como acima, que:
seem logar das equagdes T-= 0 e R=0, R=0¢ R'=0, R'—0 ¢ Ru=0,..
langarmos mio das equagdes R=0 e R'==0, R'=0¢R"=0, R"=0eR"'—0 ,

obteremos todos os systemas conjugados dos valores pedidos, e além disso
as outras solugdes extranhas.

Como o grio de « se vae abaixando gradualmente, chegar-se-ha a
um resto final Y, em que ndo entrard z. Sendo pois mV o dividendo 3
e D o divisor, que em geral ¢ do 1.° grio em z, teremos

que encerram todas as solucdes pedidas, e além d'estas as que tornam
nullos os factores introduzidos conjunctamente com os divisores correspon-
dentes, i. ¢, M com T, M' com R, M" com R/, ...... As raizes da
equacio Y==0, em que s6 enlra a incognita Y, substituidas em D=0,
farBo conhecer os salores de & que satisflazem 4s propostas ; sendo porém
necessario desembaragar primeiramente Y das raizes extranhas, pelo modo
que adiante diremos.
I. Ex.” Sejam as equacdes

22— y'+ 1=0, 22—231‘5.- + '+ 6 ==0.
1
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Dirvidindo a 1." pela 2., o quociente ¢ 2; e o reslo, desembaracado do
factor 3, ¢

D ==2zxy — y‘ — 3.
Multiplicando o divisor por 4y*, e dividindo por D, o quociente é

2py —5y* - 3;
e o reslto ¢
Y=—y'+8y"+9=0.

Para resolver esta equacdo faga-se y*=—3, e sera z°— 8:=0, d'onde
se deduz z=9 e s=—1; e porconseguinte y —==*=3,ey=—== Vil
Finalmente, substitvindo em D=0, teremos parax os valores correspon=
denles

=2, g==x V—I,
II. Ex,® Sejam as equacdes
2’4 20y — 3+ 1=0, 2°—y" =0.
Procedendo do mesmo modo , acha-se

D=2xy—2y"+1,Y=%'—1;

Bl

lggn = —ar==

Em geral , todas as vezes que P, Q, p, q, forem funcgdes de y,
as equagdes
#4+Pz+Q0=0, 2"+ pr+q=0,
dio

(P—p)z+Q—q=0, (Q—q)’+ ¢ —pf=p(Q—q)(P—p)
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1L Ex.* Sejam
'+t —ay —y =0, 2'— 2 (by— 1) — 2"+ y=10.
O 1.° resto é
D =(16y" — 2y — 1)z 4- 8y’ — 6y’ —y;

multiplicando o divisor por (16y*— 2y — 1), e dividindo por D, chega-
remos ao reslo

Y =232 (4y'— 124"+ 3y+1)=0,

do qual se tira primeiramente y=0 ey =" (n.° 42); e, abaixando de-
pois o grio da equagiio, y=1= (5 =#733). Finalmente, substituindo em
D=0, obteremos os valores correspondentes a=0, r=3%, a=—1,
r=—1,

53. Na applicacio do methodo do divisor commum ao processo da
eliminacio das equacdes cumpre fazer as observagdes seguintes :

1.° Se forZ o producto de dois factores, i. ¢, Z=P x Q, como
Z olo pode ser nullo sem que P ou Q o sejam (n.” 28) o problema di-
vide-se em dous:

P=0comT=0, Q=0 como T=0.

Estes dous syslemas encerram todas as solugdes pedidas, e s8o mais simples
que a proposta.

E seZ e T se pulerem decompor em diversos [actores, o problema
se dividirt em outros lantos , quantas forem as combinacdes possiveis dos
factores de Z com os de T.

Por ex.®, as equagdes

=2y — 3y 4 y'=0, 2*—y* =0,

como z'—y'=(2z—1y) (x+y), decompde-se nos dous systemas
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x—y=0 comal', ez+y=0 com a 1.’

dos quaeso 1.°day =z, edepoisz =0, r=1;e02.°dé y=—a=0.

2.° Na hypothese do caso precedente, péde acontecer que P con-
tenha 6 y; e nesse caso deve P dividir cada um dos coefficientes das po-
tencias dez em Z (Alg. El n.° 109, 111.) E como uma parte das solugdes seré
dada entdo pela combinacio de P=0 com T==0, e a outra parte por Q=0
com T =0, segue-se; que ndo podemos n'este caso supprimir , como no
processo do divisor commum , os faclores, que sé contiverem y ; ou antes,
que podemos supprimal-os , tractando-os separadsmente.

Por ex.’, nas equagdes

T+ x(y—3)+y'—3y+2=0, 2"— 2 + y*—y=0,

chega-se ao resto (y — 1)(z— 2). Antes de passar & segunda divisio ,
supprimir-se-ha o factor y— 1 , suppondo porém y==1 , o que di =0
e & =2, Continuando depois o calculo com o resto £ — 2, obter-se-ha
o resto final y*—y=0, que dd y=0 e y==1, correspondentes a
==,

3.° Antes de procedermos 4 multiplicagio de um dividendo por
algum dos factores M, M’, M", ...... devemos verificar primeiro , pelo
methodo dos divisores communs , se o divisor tem por factor de todos os seus
termos M, M', ...... ou os seus divisores; por que em tal caso de-
veria supprimir-se esse factor do divisor , e tractal-o separadamente, como
nos casos precedentes,

Por ex.°, nas equagdes

2 =2y +a(y—6)+y'—4=0,2"—ay—4=0,

oblem-se na primeira divisdo o quociente = , e oresto x (y—2)+y*—4%,
o qual tem y — 2 por factor. Devemos entdo pdr y =2 no divisor, que
se torna em 2* —2z—4, e dd x=1=V5. E conlinvando o cil-
culo com o outro factor, chega-se & equagdo final y*+ 3y=0, donde
seliray=0ey==—3, correspondentes a z = — 2 e 2 = 1.

y
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Nas equagdes
@’ —(3y—6) 2’+ (3y"—12y + 8) 2 —y’+ 6y’ — 8y =0,
'+ (2y+2) 24y +29y=0,

oblem=se pela 1.* divisdo o resto 3ay (y —1) + y’+ 3y"— 4y, que tem
vs [actores y e y— 1, e por isso faremos primeiro y=0, e y=1;
d’onde resultam os valores =10 e & ==~— 2 correspondentes a y =10 ;
e 2=—1 e 2=—3 correspondentes ay =1. Supprimidos os fa-
clores , o resto que passa a divisor , lorna-se em 3z+y+4; efeitoo
caleulo acha-se a equacdo final y* —-y—2=0, que di os valoresy=2
e y=1 correspondentes a z=-—2 e 2 =—*1. Por onde se v& que o
problema da seis solugdes.

- 4.° Finalmente, se existir um factor commum D entre Z e T,
Z=PxD, T=0QxD, como D=0 lorna estes productos nullos, esta
equagdo daré uma das incognilas , tomando a outra arbitrariomente; Por
conseguinte neste caso o problema ¢ indelerminado , admittindo uma infi-
nidade de solugdes. :

As solucdes das equacdes P=0 e Q=10, que sio em numero li-
mitado , satislazem tambem 4 questio.
Assim pas equagdes

(=3 &'—y+4=0, 2—2’—ay+y =0,

que tem o factor commum z— 1, o valor =1 reduz a proposta a
zero, qualquer que seja y. De mais os quocientes da divisdo por & — 1

slio (y—8(z4+1)=0, 2*—=y=0,

as quaes, além das infinitas solucdes, que acabimos de obter , ddo ainda
y=1 e y==4 correspondentes a8 x=—1, r==+2,

B%. Para desembaracar Y= 0 das raizes extranhas bastara dividir Y
pelos factores M, M', M", ...... s por isso que ellas tornam nullos
alguns d'estes factores, que sémente encerram y. (+) Consulte-se, para

(*) Ha uma excepgio accidental, quando y=1 raiz da equagcio M =0
reduzT a um valor numerico, por quanto nenhum valor de r pide tornar nul-
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maior desenvolvimento, uma memoria de M. Cirodde sobre a theoria da
eliminapio entre duas equacdes de um grdo qualquer entre duas incogni-
tas. -

85. Quando da combinaclo das equagdes Z=0,T=0, se pu-
der obter um resultado mais simples, deve empregar-se este com prefe-
rencia a Z=0. .

Sommando as equagdes do 1.° ex.® de pag. 89, e resolvendosas em
ordem a y, que na somma chega apenas a0 1.° gréo , obtem-se as solucses
immediatamente.

Tambem péde algumas vezes tornar-se mais commado o processo de
eliminagdo ordenando Z e T relativamente a .

Quando Z e T siio do mesmo grio m , eliminando 2™ , como se fosse
uma simples incognita abixa-se uma das equagdes ao grao m — 1,

56. Sobre aregra dada a pag. 86 cumpre fazer as seguintes adver.
tencias, relalivas aos casos em que Y e D se reduzem a zero, ou tem
um valor nonmerico, :

1. Quando o resto Y se redus a sero. EntaoD ¢ factor commum
de Z eT, caso que ji examinémos no n.° 33, 4.° O problema ¢ indeter-
minado,

2" Quando Y ¢ um numero. Neste caso V e D nlo podem tor-
par-se nullos a0 mesmo tempo (eq. 2); logo nenhum dos valores de = e y
pode satisfazer 4s propostas, que exprimem entdo condi¢des contradictorias
e por isso o prablema ¢ absurdo. E o que se verifica nas equagdes

32°— 6zy + 3y"—1 =0, 22"~ § oy + 2y*+ 1 —0,

Se em duas equacdes, cuja coexistencia ¢ impossivel, ¢ em que
enlra uma sé incognila , taes como

3" —1=0,2*+L1=0,

.,

u a

lizermos s =z +y, ou F h_—.y\.‘ ol egual a quaesquer outras funcdes de

los a0 mesmo tempo M e T; logo nem y —3 , nem por conseguinte M, pide di-
vidir Y ; o factor M nio introduziu a raiz estranha y=13. 0 mesmo diremos de
M' relativamente a R, de M"' a R’ ete. Este caso é facil de reconhecer, quande
por acaso se achar, que Y nio é divisivel por M, ou M, ete.
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z ey, ¢ evidenle que as equacdes resultantes serlio tambem incompati-
vels.

3." Quando o divisor D se torna nullo para uma raiz y=)>
da equagio Y==0. Entdo y—2 & factor de D ; e ji se viu que é neces-
sario supprimir este factor, e tractal-o separadamente (pag.92.).

Se o Gltimo ex.* dop.’ 53, 3.° deixassemos de supprimir os factores
y e y—1 do 1.° reslo, chegar-se-hia & equaclio final

yi_ 39"'{' yl_!_ 3y3__ gy'l =0 .

cujas raizes sdo y=0, y=1,y=1,y=—1, y=2. Astres pri-
meiras doriam logar & circunstancia de que estdmos tractando.

4" Quando oiltimo divisor D se torna em um numero § , para y==h.
Dividindo D por y —2, e sendo K o quociente e L o resto, temos

D=(y—)) K+L.

Como y =2 di um valor numerico 3 a D, z nlio entra em L ; e por que
deve ser a0 mesmo tempo D=0 , Y =0, o valor y="2 corresponde a
« infinito, unica maneira de tornar D nullo.

Assim as equagdes

Vo't ay' (y—1)—1=0, 'z’ +y’'— y'—1=0,

tem por valor final y*(y—1)=0, e por ultimo divisor zy — 1 =10;
vindo y=1 a corresponder a z=1,e y=0a r=on.

57. Se tivessemos lres equacdes entre as lres incognilas x, ye 3,
para se obler a equagdo final em z, islo é, a equacio que admilisse to-
dos os valores da incognita 2, suscepliveis de salisfozerem s Iresequacdes
propostas conjunctamente com certos valores de y e z: deveriamos, con-
siderando uma d’ellas, z por exemplo, como conhecida , eliminar primeiro
y entre as tres equacdes duas a duas, pelo methodo precedente; o que
nos levaria a duas equacdes entre x e 3, s quaes se applicaria 0 mesmo
methodo para eliminar =.
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O mesmo raciocinio empregaremos para § equacdes a & incognitas , ete.
Sendo por ex.® as tres equagdes

.1\—|—z’—2y=0, 4 y'=2, %z =1,

Eliminando y entre estas equacdes duas a duas, vem por a fim a equa-
clio

'+ 22s*4- Bx*=8, sz = 1.

Eliminando depois z d’estas equacdes, vem a equacdo final em =z
§z' — 62"+ 1=0,

que dd =1, e === 7L, Com estas quatro rgizes de =, obto-
remos as de z por meio da equaglo z*z =1 ; e depois as de y por qual
quer das 1.,** duas propostas.

Sdbre a existencia das Raizes,

58. Consideremos a fancclo .
L}
fe=pz" +qz*" 4+ s .. .0 +u,

na qual ¢ p um coefficiente positivo. Construindo (fig. 1), sobre os eixos
rectangulares Az , Ay, acarva MM'M" . . .. cuja equaclo & y=(z; a cada
uma das abscissas correspondera uma unica coordenada , e por conseguinte :
qualquer parallela ao eizxo Ay corta a curva w'um ponto unico; a curva é
um trago conlinuo , que se extende ao infinito , tanto para a direita como paraa
esquerda, sem nis, nem ramos duplas, podendo ter differentes inflezies.
Di-se-lhe o nome de curva parabolica , pela analogia que tem com a pa-
rabola, cuja equaclo ¢ y — ax®

Quando a curva corta o eixo dos z em algum ponto k, a abscissa
Al: d'este ponto corresponde a y == 0, e ¢ por conseguinte raiz da equagiio
[z=0. As raizes positivas ddo as abscissas dos pontos de secclio collo-

i it marse e
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cados & direita da origem A ; as negativas ddo as que ficam & esquerda.
Uma ordenada positiva PM marca um ponto M da curva siluado para a parte
de cima do eixo Az; uma negativa P'M' marca um ponto M' para a parte
debaixo.

Para que auma abscissa Ak raiz da equaglo [z =0, se succeda outra
AK', & necessario que o arco, inflectindo-se , se approxime do eixo Az,
o que produz as ondulagdes que se molam na fig. 1; ds inflexdes que
nlio chegam 2o eixo, ndo podem ser produzidas pelas raizes reaes.

Como a forma da curva determina as raizes, e como nos diversos
pontos a direccio do arco ¢ a mesma da tangente, busquemos as inclina-
¢des das tangentes sobre o eixo dos .

Sejam BMM' (fig. 2) um arco da curva, cuja equaglo é y=/[x ;
M e M' dous pontos d'este arco; x e y as coordenadas de M; x4 h,
y+koesde M'; Ap—==z, PM=y, PP'=h, QM' =k

Substituindo em y==fx, x por z 4+ h, teremos (n.” 31)

y+h=fet+hf'e+ e+t iieinnnn (1)
d’ onde

—['m 4 AR (@)

&=l ==

Ora , se resolvermos o triangulo rectangulo QMM', e designarmos por
S o angulo que a secante M'MS faz com o eixo Az, teremos

ow R
lang S_W_T ;

logo & expressio (2) ¢ o valor de tang S. Porém quanto mais h diminue ,

mais se approxima esta expressio de 'z, e ao mesmo tempo tende S a

tornar-se no angulo T, que a tangente tirada pelo ponto M faz com Az.
Seri pois, no limite,

tang T =["x =derivada do polynomio (x.

Por laolo, se fizermos passar = por todos os grios de grandeza compre-
13
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hendidos entre AP e AP' (fig. 1), os dilferentes valores de ['z exprimi-
rdo os das tangentes de todos os angulos T, que formam com os eixos dos
x as tangentes successivas do arco MM'. Estes angulos sdo agudos (do
lado direito) quando f'x tem o signal 4- (como no arco BM, fig. 2.); e
obtasos quando [’z tem o signal — (como em OM fig. 1). A tangente ¢
parallela a0 eixo dos # em O, o', O', 0", quando é f'z=0. As in-
flexdes da curva resultam das variacdes do signal que experimenta ['z.

Como pela natureza de fz nenhum valor dex pide tornar este pely-
nomio iofinito , em nenbum ponto péde a tangente ser perpendicular ao
eixo dos z; nem por conseguinte péde ter logar na curva uma reversio
como na fig. 3.

§9. Como o triangulo rectangulo HMQ (fig. 2.) d& HQ=if"z,
serii a ordenada do ponto H da tangente, que tem z -+ h por abscissa,

P'H ={z + hf'z.

Substituindo este valor na expressio (1), que d4 a ordenada do ponto M
da curva , vem

PMe=y4k=PH+4 2 k* "2+ Lk [z + etc. ;

e como h péde tornar-se tdo pequeno como se quizer, v signal da quan-
tidade , que no iltimo membro tem de ajunctar-se a P’'H , vem a depen-

der do signal de £ 1*f">, ou antes do signal de [z, por ser h* essen-

cialmente |:-q:sil'.i1|ro.l

Por conseguinte , nos pontos vizinhos de M, sera a ordenada P'M:
da curva maior ou menor que a ordenada P'H da tangente, conforme
f"# for positiva ou negetiva; e isto tanlo para a direita como para a
esquerda do ponto M, por isso que o signal de A nada influe.

Logo: acurva ,nos pontos vizinhos de um logar determinado por um
valor dado a x , terd voltada para cima a sua concavidade ou a sua con-
vexidade , isto ¢, terd asordenadas dos mesmos pontos , para uma e oulra
parle , maiores ou menores que as ordenadas correspondentes da tangente ,
naquelle logar , conforme ['x tiver o signal 4- ou — .

Tudo quanto acaba de dizer-se convém igualmente ao caso em que
o arcofica situado para a parte debaixo do eixo dosz, oque se demonstra

TS - Ty
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por um raciocinio ideotico. E de mais , se mudarmos y em y— 1, a equagdo
# = fz tornor-se-ha em y =[x +1, a qual s6 tera differenca da pri-
meira no ullimo termo que, em vez de u, serd u- i, conservando
por isso os mesmos valores para as derivadas f'z, [z, +.....: ora,
como esla transformrclio equival a fazer descer o eixo dos @ parallela-
mente a si mesmo a uma distancia arbitréria i, podemos sempre suppor ,
que por este modo todas as ondulagdes da curva passaram pora cima do noyo
eixo dos @ ; e entdo applica-se a todas o theorema eounciado.

Querendo comparar o arco da curva com €ixo dosx , € facil de ver,
que o theorema precedente se reduz ao seguinte:

O arco volta a sua eoncavidade para o eizo quando Ix e [''s sdo de
signaes contrarios , e a sua convexidade quando 0s signaes sdo 0s mesmos.

60. O pouto I (fig. 5.) em que um arco convexo $e une com um
arco concavo chama-se ponto de inflex@o. A abscissa z d’este ponto de-
vendo ficar na passagem de "z de positiva para negativa , deve ser raiz
de f"z=0. Com effeito, no ponto I do inflexlio, a tangente fica entre
os dous arcos que ella corta e toca n'este ponto; suppondo pois [z =0,
ou}nullo o 3.° termo de (1), vem :

g+ k=fr+hf'z +L WMz + HW[VE4 ..
=PH+ e+ SNt

e como /i se pode tornar tam pequeno como se quizer , o signal da quan-
tidade que tem de ajunctar-se a P'H, é o do seu 1.° termo § W'z, o
qual muda com o de h. Por tanto , segundo se tomar o ponto vizinho de M para
a direita ou para a esquerda, assim a ordenada da tangente serd maior
ou menor que a da curva, ficando por este modo o arco situado para a
parte de cima da tangente do lado do ponto M de contacto, @ para baixo
do outro lado: caracter proprio da inflexdo, que nlo teria logar, se ndo
fosse [z =0.

Logo para obter as abscissas dos pontos de inflexdo, bastaré resol-
ver a equaglo ["z=0, cujas raizes determinam estes pontos que slo os
de separagiio das inflexdes, Os valores de f'x correspondentes a estas raizes ,
determinardo as inclinacdes das tangentes n’estes pontos.

61. Em cada ondulaclo da curva ha um pontoO, O'; ... - fig. (1)
em que o tangente fica parallela ao eixo dos z, € em que a ordenada &
mazima ou minima, isto &, maior ou menor do que as que lhe ficam

L]
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viziohas de ambos os lados. As raizes dasequagdes f'@ =0 sio as abscissas
d’estes pontos.

Para distinguir o mazimo do minimo advertiremos, que devendo
a ordenada maxima, positiva ou negativa , pertencer a um arco concavo
Pera o eixo dos &, nesse caso serdo diflerentes os signaes de [z e [z ;
e serdo, pelo contrario, esles signaes 0s mesmos no caso do minimo, em
que a ordenada corresponde a um arco convexo.

E com efleito, sendof'z==0, fica a serie (1) privada do seu 2.°
termo, e a ordenada PM' (fig. 2) da curva se reduz a

PM's=fo + L h*f"z + elc. = 4 ordenada PM + LKW"z 4ete. ... (3)

Porém se h ¢ muito pequeno, esta serie toma o signal de ["x , quer h seja
positivo quer negativo: assim quando fz e f"z tem o mesmo signal , as
ordenadas, & direita e 4 esquerda de PM, sio maiores que esta ordenada ,
@ succede o contrario quando os signaes sdo differentes.

Logo: tanto no caso do maximo positivo, como do negativo , sio

fx e (" de signaes contrarios ; mo caso do minimo, o0s signaes siao os
mesmos.

Appliquemos esta theoria & equagio’
y—fo=a'—ta 4 Lot ot
da qual se deduz |
[z =4a'— 162+ 192 — 6, ["z = 122°— 322 + 19.

Fazendo f'z =0, resultaz =21, 2 =2, ==2; e applicando estas raizes
sobre o eixo Az (fig. 4) de A para P, P/, e P, obleremos as coorde-
nadas , correspondentes aos maximos e minimos,

-
-

PO=—

o B 4359 PO0Nam - L.

-

Como 2 =0 da AB=1, a curva passa em BOO'O"...... Resolvendo
2 equagdo "z =0, obtem-se para abscissas dos pontos I el' de inflexdo,
AQ=0,89, AQ'=1,77. E como os valores de & menores que 0,89
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dlio "'z positiva , serd f''z negaliva para todos os pontos da curva desde
I até I'; positiva para lodos os outros. Havera pois um maximo negativo
em O, e um positivo em O', por isso que, para esses pontos, fz e [z
tem signaes conlrarios; e um minimo positivo em O", para o qual estas
expressdes lem cs mesmos signacs.

As duas raizes reaes, da equaglio fr=0, AD=1 e AC, deter-
minam os dois pontos C e D de secclio com o eixo; as outras duas sdo
imaginarias.

62. As roizes da equaglo f'z =0 slo as abscissas dos pontos da
curva em que o langente ¢ horizontal, e acabamos de ver que esses pon-
tos tem a sua ordenada maxima ou minima conforme os signaes de fz e
f"x. Mas se, além disto , alguma d’estas raizes tnrnnrf'r_.c =0, ndo havera
entdo maximo nem minimo, porém uma inflexdo horizontal como na fig.
5. Com effeito, sendo nesse caso a parte do desenvolvimento, que tem de
sjunctar-se & ordenada PM, tA'fI'z4...., e mudando o 1.° termo de
signal com o deh, o arco éconcaro de um lado do ponto M de contacto, e
convexo do outro. E por que esle valor de 2 da ao mesmo tempo f1z=0,
flz==0,a 1." d’estas equagdes tem duas raizes eguaes; e assim cor-
responde este caso 4 circunsloncia de se fundirem duas ondulacdes succes=
sivas n'uma 56, em consequencia do desvanecimento doarco que liga um
maximo ao seguinte, e pela coincidencia de um com outro, bem como
das suas tangentes.

Tambem poderia acontecer que " fosse nulla; enllo a parte addi-
tiva a PM na expressio (3) seria -h'fz'+4...., a qual, conservando
o mesmo signal de ambos os lados do contacto , daria um maximo ou mi-
nimo, conforme o signal— ou +4-de /2. N'este caso tres ondulacdes da
curva se fundiriam n'uma so.

Em gersl para ter um maximo ou um minimo, corresponden-
les 4 tangente horizontal, & necessario, que a 1. derivada, que se
nio torna nulla com a reiz de f'z==0, seja de ordem par; e pelo si-
gnal d'esta derivada se distingue o maximo do minimo. E para que a raiz

de ["z =10 indique uma inllexdo, é necessarioque a 1.* derivadade [z ,
“que se ndo torna nulla com a mesma raiz, seja de ordem impar.

Da natureza da curva- parabolica segue-se: que uma convexidade
deve succeder a uma concavidade , e reciprocamente ; um maximo po-
sitivo a um meximo negalivo, quando o arco corta o eixo dos z, ou a
um minimo positivo, quando o ndo corta; um minimo negativo, ou um
maximo posilivo, a um maximo negativo. Isto porém ndo tem logar ,
quando a curva tiver uma tangente horizontal ao ponto mesmo de infle~
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x3o (fig. 6), o que acontece quando forem conjunctamente ['z =0 e
f"z==0, por que entlo este ponlo singular partecipa a0 mesmo tempo
da propriedade de maximo e de minimo. E se além disto for tambem
fz =0, concluir-se-ha que o ponto equival a tres fundidos n'um s6, E
assim por dianle.

Se a tangente ¢ obliqua ao eixo dos x, !z ndo & wulla; e
se entdo for ["z==0 haverd, como ja vimos, uma inflexdo: porém
esta inflexio desapparece quando a mesma raiz d'esta equaclo torna
f"z=0, o que indica que duas ondulecdes se fundiram n'uma si. E se
{Yze=0, torna a apparecer a inflexdio, etc. N'uma palayra lodas as
circumstancias enunciadas no caso da tangente horizontal, podem ainds
realisar-se , quando ¢ obliqua , pelo desvanecimento de algumas ondulagdes.

63. Do que lemos exposto segue-se, que se duas abscissas AP,
AP’ (fig. 1) derem para fx dous resultados. de signaes cootrarios PM , P'M/,
como os poutos M e M’ estio um para cima, e oulro para baixo do eixo
'z, e o arco deve caminhar d'um d’estes ponlos para o oulro por um
trago continuo , & forcoso que a curva corte o eixo em um ponto k inter-
medio. E péde tambem acontecer , que n'este intervallo PP’ tenha a curva
ondulagdes , @ forme 3, 6, 7...... interseccdes com eixo, como sevé
no arco pontoado das fig. 8 e 9, mo qual a curva passa de m para M,
cortando o eixo um numero impar de vezes.

Quando duas abscissas AP, AP" (fig. 1.) ddo para fz resultados do
mesmo signal PM, P'M’, indicam que os dous pontos M e M’ da curva
estdo situados da mesma parte do eixo @'z, e que, por conseguinte, ©
arco que une estes dous pontos ndo corla o eixo; excepto se o arco for
ondulado , por que entdio péde cortal-o tambem em 2,4, 6, ... . pon-
tos, como no arco pontoado de m para M (fig. 6 e 7).

Niio se deve considerar como excepcio do numero par ou impar de
intersecces da curva com eixo '@, o caso em que ella so locasse esle
eixo (fig. 10.); por que entdo o valor z==a da abscissa do pouto & de
contacto , tornaria conjunctamente [z =0 e flx =10, e por conseguinte
fz==0 teria uma raiz a dupla, e o factor (z—a)’; de sirle que yiriam
a ser dous pontos de secedio do arco MkM' que se achariam reunidos v'um
s6 , devendo este ponlo de eontacto k contar-se por duas interseccies. E se
#=—a tornasse além disso f"o=0, o ponlo unico de seccio e de con-
tacto corresponderia a uma raiz tripla de fz==0, a uma inflexo de MEM',
e se contaria por tres em consequencia do factor (x —a)’. Em geral , se
{x tivesse o factor (z—a)", o ponto correspondente & raizx==a deveria
contar-se por m pontos de seegdo , por que todas as derivadas até f=='x
seriam nullas, e a curva teria realmente m interseccdes reunidas n’uma sé.

PR v—
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Logo: Se dous valores substituidos por x em (x derem resultados
de signaes conlrdrios , a equacio [x =0 lerd , entre estes valores, raizes
em numero impar, e pelo menos sempre uma rais intermedia : se os resultados
tiverem o mesmo signal , positivo ou negativo , os valores substituidos ndo
comprehenderdo nenhuma raiz , ou comprehenderio um numero d'ellas par.

6% Posto isto, examinemos os dous casos dogrio par e impar.

1. Quando a equagio [x for do grdo par n, se lomarmos por z o
limite AP (fig. 6 e 7) das raizes positivas, sendo entdo o 1.° termo kz®,
do polynomio fx, positivo e maior que a somma dos termos negativos,
fr, ou aordenada PM, serd positiva. As derivadas fix e [z tambem serdo
evidentemente posilivas; e por conseguinte a tangente aos pontos da curva
desde M até oo infinito fard wm angulo agudo MTP com o eixo Az, @
serh concava para cima , “desviando-se cada vez mais d'este eixo. Se to-
marmos porém por z o limite Ap das raizes negativas , tambem n’este caso
fr e ["x serBo posilivas, por que os expoentes n ¢ n— 2 do 1.° termo
d'estes polynomios sdo pares; logo a curva tambem serd concava alé ao
infinito, desviando-se continvamente para a parte de cima do eixo Az.
Porém ['z serd negativa, por que n—1 & impar; e a tangente, aos
pontos da curva desde m alé ao infinito, fard por isso um angulo obtuso
M(P com Az. _ .

Ora , s¢ o ultimo termo de [x for negativo,—u, fazendo =0,
y tornar-se-ha em —u, quantidade que se construird applicando o com-
primento AB=—u (fig. 6.) para a parte debaixo da origem A. Assim
a curva passard pelos tres pontos m, B e M, e corlari o eixo a0 me-
nos uma vez em K’ & esquerda, e uma vez em k & direita; ou poderd,
cortar tambem o eixo em 3, 5,7...... pontos de cada lado, como
se representa na linha pontoada.

Logo: toda a equagdo de grdo par, cujo ultimo termo for negativo ,
terd um numero impar de raizes positivas e outro numero impar d&'ellas
negativas , sendo pelo menos uma raiz posiliva e outra negativa.

Se porém o ultimo termo de [x for positivo ,%4u, fazendo 2=0,
y tornar-se-ha em +-u, quantidade que se construird applicando AB = u
(fig. 7.) pora a parte de cima da origem A. A curva passard pelos tres
pontos m, B e M, situados para a parle de cima do eixo 2'z, podendo ter
logar ou endulagdes que ndio cheguem a encontrar eixo, o interseccoes ,
a8 quaes serfio sempre em numero par , tanto pera a direita como para 2
esquerda , como se v& na linha pontoada.

Logo: toda a equacdo de grde par, cujo ultimo termo for positi-
v0, ou ndo terd raiz alguma real, ou as terd em numero par, tanto
positivas, como negalivas.
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1. Quando {x for do grdo impar o, aioda tem logar o que se
disse a respeito da férma da curva do lado dos x positives ; desde o ponto
M (fig. 8 e 9) ella conliovard a ser concava, desviando-se sempre do
eixo Az até ao infinito, e fazendo as langentes angulos agudos com o
mesmo eixo. Mas se tomarmos por 2 o limite Ap das raizes negativas ,
como oexpoenten do 1.° termo de fx, e oexpoente n — 2do 1."termo de
f"x , sio impares , esles primeiros termos serlo negalivos, resultando por
is80 uma ordenada negaliva pm , e um arco convexo para a parte de cima.
Além disto no pouto m situado para baixo, a tangente faré um angulo
agudo com os z, por que o expoente n—1 do 1. termo de [’z & par.

Se o ullimo termo de [z for negativo, —u, 2=0 di y = —u,
que se construe applicando AB==—u (fig. 8) para_a parte debaixo da
origem A; a curva caminhard pois de m para B, depois para M. Donde
se vé que pode ndo cortar o eixo &'z no espago Ax/, e que ao menos
o corlarh uma vez entre A e P. As interseccdes que resultarem das ondu-
lagdes serio em numero par de ' para A, e impar de A para P.

Logo: toda a equagio de grdo impar , cujo tltimo termo for. nega-
tivo terd sempre wm numero impar de raizes positivas (uma pelo menos) ;
e ou ndg lerd raizes negalivas , ou as terd em numero par.

Se porém o ultimo termo de [z for positivo, 4w, devera lomar-se
AB=—u (fig. 9) para cima daorigem ; a curva caminhard pois de m para
B e para M; corlaré o eixo entre A e p em um numero impar de pontos ;
podera ndo encontrar este eixo desde A alé P, e se o encontrar , serd em
um numero par de pontos.

Logo : toda a equagdo de grdo impar cujo ultimo termo for positivo,
terd um numero impar de raizes negativas (uma pelo menos); e ou ndo
terd raizes positivas, ou as lerd em numero par.

O caso de ser a curva tangente ao eixo dos x nilo faz excepglo, por
que ja se viu que entdo a equaglo fz==0 tem raizes eguaes, e que se
devem contar estas raizes como correspondentes a um egual numero de
pontos communs & curva e ao eixo,

Se dividirmos por & a equaclo
k' 4 oo gt —ra' T —g T —u=0,
obteremos

fmi r 3 u
kI +¢-¢I+E—E+F+||-.+—il

I
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Ora, sendo negativo o wltimo termo da proposta, esta ter4 uma raiz positiva
& =« , que tornari eguaes os dous membros da dltima equaclo. Se dermos
a z um valor maior ou menor que =, a egualdade dos dous membros
tornar-se-bha impossivel , por que um d’elles augmentari, dimiauindo o outro.

Logo: Quando uma equagdo, depois de ordenada , constar de ter-
mos positivos , sequidos d'oulros termos lodos negativos , nio lerd mais do
que uma rais pmiliua. ¢ as oulras raizes serdo negativas ou imaginarias.

65. Vimos non.” precedente , que sendo par o grio de uma equacio ,
deve ella ter as suas raizes reaes em numero par, ou ndo ter nenlmma ;
e que sendo o grio impar, as raizes reaes devem ser em numero impar.
Por conseguinte, as raizes imaginarias de uma equagio sio sempre em
numero par; € uma equagdo que ndo lem raiz real , € necessariamente
do grdo par, e fem o wultimo termo positivo.

Se todas as raizes da equagio f'z=0 forem reaes, a curva terd
n— 1 tangentes horizontaes e n— 1 ondulagdes. Se cada um d’estes ar-
cos corlar o eixo dos x, as n raizes da equacdo fx =0 tambem serdo
reaes; e como entdo ndo ha senfio maximos alternadamente positivos e
negalivos , todas asraizes de['x= 0 dardo signaes differentes a fz e [z,
e o producto d'estas funcedes serd negativo.

Porém as raizes reaes de fz==0 serdo substiluidas por outras ima-
ginarias aos pares, quando ndo houver estas ondulagdes duplas, i. &,
quando os maximos forem substituidos por minimos , e a ondulaglo ndo chegar
a tocar o eixo,

E quando a equaglo f'z =0 liver raizes imaginarias, que sempre
serlo em pumero par, a curva cuja equacdo é y==/fr perderd oulras
tantas ondulagdes , @ fx==0 oulros tantos pares de raizes reses.

Logo, em geral: a equacdo [x =0 terd tantas raizes imaginarias
quantas Ix==0, ou um numero ainda maior , isto €, tanlas quantas
tiver fx=0, ¢ além d’eslas quantas forem as raizes reaes d'esta ultima
equagio , que tornem [x e ["x do mesmo signal ; por que havendo mi-
l:limo n’estes casos, fallardo aos pares as intersecdes da curva com o eixo

08 Z.

Se a equaglo fz =0 tiver todas as suas raizes reaes , as equacdes
f'lz=0, f"2=0, tambem as lerlo da mesma especie ; a reciproca
d’esta proposiclio ndo ¢ verdadeira.

66. Da analyse de uma equaglo fz =0, facilmente, se podem
deduzir as formas que lomard a curva cuja equaglo é y==/z:

1.° Se a equaclio do 3.° grio ¢é da forma y=Fkz" -+ p2"+ qz +r,
o8 ramos da carva que ella representa, extendem-se indefinidamente, e

tomam a disposigho indicada nas fig. 8 e 9,
14
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Se as raizes da equaglio 'z =0, que n'este caso ¢ do 2. grio,
sio reaes, a curva tem duas tangentes horizontaes e duss ondulagdes. Se
o eixo xzz' (fig. 11) cortar estas duas ondulacdes, a equacdo [z =0
terd as suas tres raizes reses ; porém se este eixo, como AA' ou BB’ por
ex.’, as ndo cortar, a equagdo s6 terd real uma raiz, a qual serd posi-
tiva ou negativa conforme o tGllimo termo r tiver o signal — ou <. En-
tre estes dous casos comprehende-se o de ser o eixo zz' langente a uma
- das ondulacdes , e entdo fz=0, f'z=0 terdo uma raiz commum z,
e (@ —«)* sera factor de fr.Sefor fz = (@ — «)" as duas ondulacdes se
fundirdo em uma s6, a curva lerd a forma MEM" da fig. 10, c serd
tangente ao eixo no ponto de inflexdio k.

Se porém a equacdo ['z==0 tiver ambas as raizes imaginarias , a
curva ndo terd ondulacdes e tomard a f(6rma da fig. 12. A equacdo pro-
posta s6 lerd real uma raiz, de signal contrario ao do iltimo termo r.

2.° Se a equacho for do 4.° grio y="ka'+........, aderiva-
da f'z==0 serd do 3.°; e se as suas tres raizes forem reaes, a curva
tera tres ondulagdes (fig. 13.). O eixo dos « péde cortal-as todes, e en-
tdo a equacio fz = 0 tera reaes todas as suas 4 raizes; ou corlar
s6 uma, como AQ', e lerd s6 duas reaes; ou finalmente ndo cortar ne-
nhuma , como BB', e ndo terd nenhuma real. A curva terd dous pontos
de inflexdo dados pelas raizes rcaes da equagdo [z =0,

Se a equagdo ['z =0 tiver s6 real uma raiz, e a Bqﬂﬂcﬂﬂf”x=0
as ndo liver d'esta especic, a curva ndo terd inflexdo, e somente lerd
uma ondulaclo (fig. 6) , a qual ou cortard o eixo s6 em dous pontes, ou nlo
o encontrari , e assim terd duas raizes reaes, ou qualro imagindrias.

3.° Se a equacdo for do B.° grio, a curva tomari a forma de
fig. 1%, se fla=0 tiver as & raizes reaes; a da fig. 11, se tiver
somente duas; ou finalmente a da fig. 12, se todas as & raizes forem
imaginarias.

Finolmente , proseguindo n'esta analyse a respeito das equagdes de
graos mois elevados , convencer-nos-hemos , sem nos servirmos do theorema
do n.° 28, qne toda a equagdo tem pelo menos uma raiz real, exceplo
o caso de ser de grio par e ter o iltimo termo positivo. Mais adiante
provaremos , que , ainda mesmo n'este caso, existe um symbolo algebrico
uma funcgdo dos coefficientes , que substituido por 2 deve reduzir fz a
zero; e por este modo ficaremos certos de que toda a equaclo tem uma
raiz real ou imaginaria, e por conseguinte, pelo n.® 28, que sendo do
gréo n terd precisamente n raizes.

67. Sejma, b, ....—a',—"b,.... as raizes reaes de uma
equagdo fr =T (z—a)(x—=b)....(z+d) (24 V)......=0, m
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qual suppomos , que T=0 ndo tem raizes reaes, e que por conseguinte
o polynomio T & de gréo par , e lem o seu dltimo termo positivo. Como
o Gltimo termo de fz==0 ¢é o produclo do de Tpor—a,~—b, ....
+a'y4b, .+ .. 0 seu signal depende de ser par ou impar o numero dos
factores negativos. Logo o iltimo termo de uma equaclio & posilivo ou ne-
gativo, conforme for par ou impar o numero das raizes posilivas, seja
qualquer que for, por oulra parte, o numero das negativas e das imagi-
narias.

68, Supposhamos, que tendo resolvido a equagdo f'z =0, che-
ghmos a distinguir os maximos dos minimos na curva representada por
y==[z, por meio da comparaclo dos signaes de fx e [z, relativos aos
valores de & que slio raizes de ['z=0; e que eslas raizes correspondem
a M maximos e m minimos.

Posto isto, imaginemos que um ponto movel parlindo do infinito
negativo, descreve a curva caminhando para o infinito positivo, Durante
um immenso intervallo d'este transito, o movel ndo encontrard o eixo,
por que s6 pas proximidades da origem, é que principiardo as ondula-
cdes, Passado um maximo , o ponto caminharé para o eixo, e chegard a cor~
tal-o, excepto se, curvando-se, a livha der logor a um minimo, por que
entlo cada minimo destruird uma interseccdo indicada pelo maximo vizi-
nho. Disto se conclue que,a expressdo M —m -1 representa o numero
das interseccdes , isto é, o dasraizes reacs da equagdo fx=0; e accres-
eentdmos o termo -1, por que no movimento do movel nlo metlemos em
conta a intersec¢io que precede ao 1.° maximo, ou a que succede ao
altimo. Se for M=m, isto ¢, se houver lanlos maximos eomo mini=
mos, a equaglo terd s6 uma raiz real, e serd por conseguinte de gréo
impar. Se ndio houver minimo, péde acontecer que nlo haja sendo um
moximo; e aequaglo terd enldo s6 duas raizes reaes, serd do gréo par,
e o maximo serd negativo, Finalmente se ndo houver maximo , ndo podera
haver mais do que um minimo, nem raiz alguma real; a equacdo é do
grio par, e o minimo & posilivo.

Raizes incommensuraveis.

69. Methodo de Newton. Depois de havermos desembaracado a
proposta fz===0 dos suas raizes tanto eguaes, como commensuraveis,
vejamos como se podem achar as raizes irracionaes. Supponhamos que se
chegou a obter um valor approximado y d'uma d'estas raizes, compre-
hendida entre os valores « e 0 ; fazendo =1y em fa, pelo signal do re-
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sultado (n.° 63.) se reconhecera se a raiz estd comprehendida entre «
e v, ou entre y e 6. Démos que estd entre « e y; tomando = p, nu-
mero comprehendido entre os dous tllimos , tambem viremos a saber pelo
signal do resultado, se a raiz esta entre @ e(3, ou entre 3 e 7. Por este
estilo vamos estreitando cada vez mais os limites, e approximando-nos
indefinidamente do valor da raiz,

Este processo laborioso torna-se impraticavel, quando se exigem gran-
des approximacdes ; e sémenle se emprega para se obler um numero « ,
que diffira do valor de x menos de .

Designando o erro por y, serd z=u +y, e substituindo em fz==0,
vira (n.° 31)

fla+y)=(a+yf'a+

Y "—
I.Er at ...+ k=0,

Mas como y se suppde <X, e « ndo entra como denominador em
nenhuma d'estas funccdes, que sio os valores de fz e das suas derivadas
quando se pde @ —a: aregra de Newlon consiste em considerar 7, ¥

como quantidades muito pequenas, que se podem desprezar; o que reduz
a transformada aos termos [z 4 yf'z, e da

— [z ke +pa* ...... a4 u

=

R [l nko™? +pn—1) ™ 4., .t

Chamando s a esta fracgio, ou antes ao seu valor approximado, y==s
" da x=a+s para 2.° approximacho. Fazendo « 4 s= %, ¢ designando
por y, a nova correcgdo, esta serd dada por uma expressio identica & de
Yy, 86 com a differenca de se dever substituir @ em vez de «, o que dé
x=ua+s+y,. E assim successivamente,
Por ex. , se na equacio

2 —2r=5=0,

fizermos =2 e =3, pelos resultados— 1 e+ 16 viremos no co-
nhecimento da existencia de umaraiz entre2 e 3, que mais se approxima
de 2 do que de 3. Se fizermos depois @ =2,1 viri o resultado 0,061 ,
© qual mostra que 2,1 ¢ maior que z e mais vizinho da raiz que o pu-
mero 2, Pondo = =2,1, a correcglio ¢
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«—2a«—5 0,061

T T e—g .~ " ITaS

— — 0,0054.

Contentando-nos pois com a 1." approximaglio até s decimas-millionesimas,
serd o =2,0946. Tomando por « este 1ltimo valor de =, vira

0,000551550536
e VT 7 T R e

Ja d'aqui se vé que a 4." decimal do valor de z na 1." approximagio
esta errada, e que ¢ @ = 2,00455149. Por este processo conseguiremos
corrigir successivamente as Gllimas decimaes , e obter maiores approxima-
coes,

Conservando o termo %* no desenvolvimento, vird

= e b
Y =friyre
expresslo de que se fard uso, substituindo, pelo y que entra no denomi-
nador do 2.° membro, a1." correcclio s ; e assim se obterd um valor mais
approximado. No exemplo de cima substituindo por y o valor s = — 0,005 4
em Lyf"z, achaese — 0,03%; e por denominador da fracclio 11,196 :
d'onde se conclue y=0,0054483, quantidade que s6 tem errada a
ultima decimal.

Tomemos para 2.° exemplo a equagdo

'—a2"+22=3,

que tem uma raiz comprehendida entre os numeros 1,2 e 1,3, os quaes
substituidos ddo os resultados — 0,312 e 0,107. Tomando «=1,3,

7
vem y=—93i-=—0,02 » ez=1,28. E porque ¢

iY'a=(3a ‘—‘,’)F=2.9 y==—0,058, o denominador torna-se em
4,47 — 0,058 =4,412; logo y=—0,0242 e 2 —1,2758. Toma-se

depois =1,276, e conlinua-se com a approximacdo.
70. Cumpre advertir, que, em certos casos, nlo péde ter logar




110 ALGEBRA SUPERIOR.

o methodo de Newton, porque nos levaria a resultados menos exactos.

Com effeito ¢bnstruindo , como no n.” 58 , acurva parabolica (fig. 1.)
cuja equaclo é y = fr, as raizes da equaglo fz =0 serdo representadas
pelas abscissas dos ponto &k, ¥, ...... de intersecclo d'esta curva com
o eixo Az. Seja x==AP=a um valor approximado da raiz Ak—=a
(fig. 15 e 16): seri a ordenada PM =[x, e a tangente do angulo T,
que faz com Az a tangente ao ponto M, serdh =/« (n.” 58) Resolvendo
o triangulo TPM , e designando por s @ sublangente TP, vem

TP tangT=PM=/z, ‘=f_:°‘ - eﬁnalmwlaﬁ'l':-:—%.
o

E este o novo valor approximado de AK =a, seguindo o methodo de

Newton, o qual como acaba de ver-se, se reduz a subslituir pelo arco

MFk a sua tangente MT, na indagacio do ponto de seccio k com o eixo.

Obtida esta 2.* approximaglo AT , busca-se por meio d’ella outra tangente

gl_"[" , da qual se deduz um novo valor AT’ mais approximado. E assim por
1ante.

Porém se os pontos T, T', .... .. obtidos d'esta mancira niio se
approximarem continuadamente do ponto k, o methodo ndo deve ser empre-
gado. Assim, se tomassemos por valor aproximado « a abscissa Ap (fig.
15.) correspondente ao ponto m vizinho do maximo, & claro que a tan-
gente m¢ tirada por esse ponto, longe de conduzir a um valor mais appro-
ximado de Ak, poderia dar uma subtangente quasi infinita. Se tomasse-
mos por o a abscissa Ap' correspondente ao ponto m', tambem vizinho do
ponto O, mas para o outro lado, a subtangente seria dirigida cm sentido
conlrério. D'aqui se v& pois que a férma e posiclo do arco mM , relativa-
mente ao eixo , podem fazer com que falhe o methodo, o qual por isso,
E_parn ser abonado nos seus resultados, deve ser sujeito s seguintes con-

1cdes. ’

1. E necessario que entre os limiles « € b ndo esteja comprehen-
dida mais do que uma raiz. Por que, se houvessem muitas raizes entre
« e 6 a curva, cortando o eixo em muilos pontos intermedios entre estes
limites, faria ondulagdes, e ndo teriamos meio de saber, se o ponto da
curva correspondente & abscissa « que substituimos por x, seria ou ndo
proprio para conduzir a um valor mais approximado de a. E isto o que se
acha representado na fig. 1, na qual os limites Ap, Ap' nlo nos dio a
conhecer se ¢ ou nldlo possivel approximar de Ak e Ak

2. Devem rejeitar-se os valores de x enire « e B, que tornam
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nullas as derivadas ['z e "=z. Por que entlo haveria n’este intervallo um
maximo ou um minimo, ou alguma inflexdo (n.”* 60 e 61.) em cujas
circumstonciss o methodo de Newton & evidentemente defeituoso.

Adiante ensinaremos o processo para achar ¢s limites « e B, e o
meio de reconhecer se n'elles se da esta segunda condiclo.

3."  Achados os dous limiles a ¢ [ , para progredir na approzima-
¢io 56 se deve langar mao d'aquelle que tornar [x ¢ ["x do mesmo si-
gnal. As fig. 15, 16, 17 e 18 representam as differenles posiles que
pode tomar o arco, conforme voltar para cima a sua convexidade on asua
concavidade. A raiz é Ak=a ; AP e Apsio os limites z e 3 entre os quaes s6
ella esta comprehendida; a subtangente PT ¢ a correcclo s, que da. o
methodo, relativa ao limite AP = a. E evidente porém , que, para se
applicar o methodo com seguranca , é necessario, que o pé T da tangente se
ache entre o da ordenada P e o ponto k da secclo com o eixo: logo a
curva deve ser convexa d'esde k até M, ou (n.° 59.) por outra, deve o
signal da ordenada [z ser o mesmo que ode [z, para a abscissa AP=z=ux;
¢ ¢ este o limite que devemos prelerir nas approximacdes subsequentes.

Da inspeccio das fig. 15 e 18 se v&, que depois de preferido,
pela consideragdo dos signaes entre os dous limites, o limitea>a, todas as
approximacdes successivas serlo sempre> a : descendo continuadamente para
esta raiz a. Se pelo contrario tivessemos preferido o limite « <a(fig. 16 ¢ 17),
subir-se-hia para o valor de a por uma serie de approximacdes todas <a.

71. Posto isto, eis em summa o caminho que devemos seguir: 1.°
buscar dois limites « ¢ B enire os quaes ndo haja mais do que uma
raiz: 2.° estreitar estes limites, até nos certificarmos , que nio compre-
hendem nenhuma das raizes das equagdes ('x =0, ("x=0: 3.° tomar
por fim , para primeira approximagio , aquelles dos dous limites « ou &,
que substituido por x em em (x e['x , der resultados com o mesmo signal.

Seguindo depois o processo indicado, chegaremos a obter o valor
s, ou a correcgho que deve junctar-se, com o seu signal, a « para se
obter a 2.* approximagio « - s. Esta, tomada para novo valor de «, ser-
vira para acharmos a 3.*; e assim por diante.

E evidente que podemos prescindir de tomar o valor de s, tal qual
o da o cilculo, e que podemos substituir-lhe outro menos complicado
com tanto que corresponda a um ponto T comprehendido entre P e k.
Tendo-o pois reduzido a dizima, basta conservar as letras que se julga=
rem necessarias para a raiz, afim de ndo complicar inutilmente os cilcu~
culos seguintes. Para isto torna-se indispensavel o conhecimento dos graos
de approzimagio de cada correcgdo.

Ora, se pelo pouto m, correspondente a02.” limite Ap=¢, se li-
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rar uma pnr;lleln mq & tangente MT, o limite Aq ficara na parte con-
cava da curva, e o ponto k estari visivelmente entre os pés T e q. Mas

o triangulo mpq da pg= m= — f—i » Com o signal —, por que [§ ¢

negaliva; logo Aq=€—£%. Temos assim dous limites conhecidos, entre

os quaes cahe a raiz pedida, a saber

i) 20 0 als bk, : 08
a=—a Pu,6=€-—-ﬁ.

No valor de «' devemos conservar sémente as lelras de dizina communs
com as de &', e obleremos assim as letras exactas da 2.* approximagio. E
preciso tambem ter cuidado em affectar as differentes quantidades que
entram n'estas expressdes com os signaes compelentes. A approximagio ,
lenta ao principio, torna-se muito convergente para a, logo que se che-
gam a obter 3 ou % letras de dizima para a raiz, Fourier demonstrou a
lei d'esta approximagio na sua Analyse das equagdes determinadas.

Sirva-nos outra vez de exemplo a equaglo &’ — 2z — 5 =10, que
da fle=32"—2, e ['e=06z. Ja vimos, que a raiz estq entre os li-
mites 2 e 2,1. As raizes da equaclo f'z==0 nlo estio comprehendidas
entre estes limites. Finalmente z =2 =2,1 torna do mesmo signal , e
positivas, as expressdes fz e [z, Devemos pois preferir o limile> a, Te-
mos tambem _

fa=+0,061, fla=4+11,23, e s=—0,00543;

logo «'==2,09457. Tomando £€=2,09 por ser 2,09<a, como se re-
conhece vendo, que este valor da f6=—0,050671: rirﬁ}% = —0,00451,

£'=2,09451, Concluiremos pois que as quatro primeiras decimaes estdo
exaclas, e que ¢ x=—2,0945.
Com este novo valor de « acharemos

fa=40,00064155, f'a = 4-11,16205748, e s = — 0,000048517 ;

logo «'=2,09%551483. E tomando €=2,09%5 por ser 2,0945<a

e o R S e 2T
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como se reconhece , vendo que este valor dé

f&==—0,00057459 ; virs % = —0,0005158, 5'=2,09555118.

Por este modo temos obtido ji oito letras de dizima exactas.
A medida que o numero vae tenlo mais letras, tambem o calculo
se torna mais longo; pdéde porém abbreviar-se da maneira seguinte. O

valor approximado de x da-nos [z, f'z, e s=— féﬁ Para levar o cél-
x

culo mais longe, deve por z subslituir-se #,==x+s em [e, [z, [z,

d’onde resulta o seguinte desenvolvimenlo que, em raziio da pequencz do

numero s, se reduziu aos primeiros termos :

fr'=fe+sf'e+ 18z, 2 =2+ sz,

Temos pois um meio facil deconcluir ocalculo, como passimos a mostrar
servindo-nos do exemplo de cima. Pondo &= 2,1 achdmos fa=0,061,
fla=11,23, f'a=12,6 , ¢ s=0.0054; para levar approximagdo mais
adiante bastard fazer @ = a—0,005%, o que di

fa,==0,061 —0,0054x 11,23 +(0,005%)*x 6,3=0,0005517,

fz,= 11,23 —0,005%$x12,6 =11,16196,

by il 0,00004853.

'

72, Methodo de Lagrange. A verdadeira difficuldade , e aquillo
que , primeiro que tudo, importa conhecer para achar as reizes de oma
equaclo, ¢ o logar das raizes, isto 6, uma serie de numeros taes, que
entre dous d’elles tomados consecutivamente nlo possa existir mais do que
uma d'estas raizes, '

Quando por @ se substitue uma serie denumeros p, ¢, r,s,¢,...
e se acham lantos resultados successivos de signaes cootrérios, quantas

15
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sdo as n unidades do grao da raiz, todas as raizes slio reaes, e o logar
de cada uma d'ellas fica determinado. Porém, féra d’este caso, ndo se
péde saber ao certo o numero das raizes reaes e os seus limites , sendo possivel
que, eolre 0 numeros que substituidos por z deram resultados de si-
gnaes contrérios, se comprehendam 3, 5, .7, raizes, e que entre os que
deram resultados dos mesmos signaes , se comprehendam 2, %, 6,... ..
(n.? GS}E necessario pois escolher uma serie de substituicdes tam proximas,
que entre duas successivas ndo possa haver mais do que uma raiz interme-
dia, para ficarmos na certeza de que existe uma s6 raiz enire os numeros
consecutivos , que substituidos dio resultados de signaes contrdrios ; e que,
pelo contrdrio, ndo existe nenhuma entre o0s numeros conseculivos que
dao resultados do mesmo signal. .

Sejam a e b duas raizes comprehendidas entre os limites 2 e 2, &
supponhamos , que estes quatro numeros , escriptos pela ordem de gran=
deza crescente , s30 «, a, b, % : teremos evidentemente X — &> b — a .
e sera esla a condiglo necessiria para que a e b estejom comprehendidos
entre « e % Por lanto, se a differenga entre os dous limites ndo for maior
que a differenca entre as raizes, s6 uma d’ellas, quando muito, poderd
licar entre os mesmos limites. D'onde se segue, que se for § menor
que @ menor differenca entre as raizes, e se partindo do limite inferior
I, | subslivirmos -por x os numeros I', V-3, V' 423, .. .... até ao
limite superior 1, obteremos tantos resultados de signaes contrarios, quan=-
tas sio as raizes reaes.’ Cada mudanca de signal nos resultados mostra ,
que existe uma s6 raiz entre os numeros substituidos; e a pecmanencia
de signal mostra , que nlo exisle nenhuma.

“ Para obter § formaremos uma equacdo , da qual sejam raizes as diffe-
rencas entre as raizes da proposta tomadas duas a duas: Para isso, de-
signando por y a differenca de uma raiz x @ outra qualguer da proposia ,
e mudando £ em x &y, teremos

fet+yfe4+tyf'z+...c.... =0,
equagldo que , por ser fr==0, se parte, dividindo a segunda por y,

nas duas
fo=0, o +3yfz + Ly e+

Elimiosndo = enlre estas duas equagdes a duas incognitas » ¢ y (n.”
52.), vird uma equaclo Fy =0 a qual se chama equagio ds differengas,
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por que n’ella y representa o differenca entre uma raiz qualquer z © as
outras da proposta. O grio d'esta equagdo é n (n— 1), por que ¢ este
o numero de arranjos 2 a 2 das n raizes de x.

Sendo @, b, ¢, ...... as raizes da proposta, as differencas entre
ellas, a—b, b—a,b—c,c—b, s.0v:- slo eguaes duns o duas
e de signaes conlrarios; de sorte que designando uma d'ellss por z, te-
remos y ===z, e qualquer d’estes dous valores de y tornard Fy=0.
Disto se segue , que Fy deve conler sdmente polencias pares de y; e que
por consequencia se pode decompor em [aclores da [érma

0P ) (=8 "5 2 e a).

Suppondo pois y* =13, teremos assim a equacio do quadrado da®
differengas , ¢3==0, na qual a incognita = é o quadrado de todas as diffe-
rengas entre as raizes de x.

73. Como ja sabemos (0.° 38.) achar um numero i menor que
qualquer das raizes positivas = de g3 =0, isto &, i<s=1y" ou Vi<y:
podemos tomar para differenca § , entre os numeros que temos de subti-
tuir por z, Vi ou qualquer numero positivo menor. E por que as fun-
ccdes Fy, oz tem os mesmos coefficientes, ¢ ¢ tambem o limite inferior
de y, e serda i<y; de maneira que podemos tomar §==1i. Atllendendo
porém a que & necessario fazer tantas mais substituicdes desde até 1,
quanto § for mais pequeno, devemos, para brevidade do cileulo, tomar
& o maior possivel. Assim quando for i>1, lomar-se-ba § =i, e, se
quizermos , poderemos substituir os numeres naturaes 0, 1,2, 3, ....
Porém quando for i<1, deve tomar-se § =11, .

As substituicdes dos numeros [raccionarios e irracionaes podem evitor-se
de maneira seguinte :

1.° Sabemos (Arith. n.° 63)achar um numero que diffira de )i me-

nos que uma dada fracgio, %, 5, ...... por ex.°. Tomaremos pois
uma I'racqlu-g- que diffirade /¢ , para menos, do s , @ far-se-ha 3=%.

h h

Para h deve escolher-se um numero que ndo torne § muilo differente de

Vi, e que nlo seja muito Igrandu. a fim de ndo complicar os calculos.
92° FEm logar de ln_.bstituirmu 0, %—, %‘i, o0 odes O ves delx,

podemos tornar tanto as raizes , como as suas dilferencas , h vezes maiores

(n.° 30,1.°) pondo z == -E-; em vez de fteremos de substituir na transfor-
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mada 0, g, 29, 39, .. .+, ou antes os numeros 0,1,2,3,....
Por este modo sabemos transformar as equagies em outras, nas quaes

nio ha mais do que wma raiz, comprehendida enire dous inleiros suc-
cessivos.

~ Note-se, que i se deduz de Fy, e que é escusado formar gs. De
mais , como fazendo desapparecer o 2.° termo de fr=10 (n.* 33.), todas
as raizes ficam augmentadas da mesma quanlidade, e conservam eotre si
as mesmas differencas , seri melhor deduzir Fy d'esta transformada.

75% Ex’® 1.° Na equaglo 2* —2z =75, apenas conhecemos
uma das raizes (pag. 112 ), Para ver se as outras duas sdo reaes, mude-
mos z em &+ y, e virh 3z — 2 4 3ry + y*=0. Eliminando x entre
as duas equagdes, vem y' — 12y + 36y + 643 =0.

Para achar o limite inferior de y, faca-se y“=:-1— , & virg
6130’4+ 360" —12v -1 =0, d'onde v <1 4 =, e por conseguinte
v<l,e y>1 =3, Fazendo z==—4,e=—3,=—2,——1,=0,
=1,=2,=3,=14 enlre 0s limites de -z, vem os resultados — 61,
—26,—9,—4%,—5,—6,—1, +16, 451, 0s quaes mostram

que as oulras duas raizes sio imaginarias, e que ha séreal, a que ja ti-
nhamos achado, e que esta comprehendida entre 2 e 3.

Ex.° 2.° A equagdo 2® — 12274 $la —29=0 da

J*—2%z + M 4+ (32— 12) y+y'=0;

das quaes eliminando z, vem y* — 42y'+ 441y* =49. Fazendo depois
y' = % , acha-se ;

490" — ¥ilv* 4 520 — 1 =0,

L]

d'onde v<10, y>1 5> ;== §. Pondo :u.-—_--fi resulta

' — 5807+ 656t = 1856,




ALGEBRA SUPERIOR. 117

equaglo , que entre dous inleiros successivos ndo lem mais do que uma
raiz, Fazendo t=0,1,2,:...... ver-se-ha que ¢ estd entre 3 e &,
entre 21 e 22, entre22 ¢ 23 ; logo x esta entre ;e 1,2 e 22, Z e
2, existindo assim duas raizes entre 5 ¢ 6, que ndo se leriam reconhe-
cido sem este calculo.

Ex.* 3. Finalmente na equagho *— z*— 2x 41, como 2 =0,
=1,=2,....d4 0s resultados 4+-1,—1, 41, e pela mudanga de z em
—z, 0s numeros 1 e 2 ddo resullados de signaes conlrarios, fica conhe-
cido o logar das tres raizes, escusando-se a equacdo &s differengas. To-
davia esta equaclo é y'— 14y" 4 49y"—49=0, e d’ellas se deduziria
y>1 e =1, pelo processo seguido.

Esta thevria , alias completa, clera e sem excepcdo, lem o incon-
veniente de exigir cilculos excessivamente longos , tornando-se por isso
as operagdes quasi impraticaveis. Lagrange deu outro methodo mais facil ,
que adiante expenderemos , por meio do qual se leva a approximacio mais
longe.

; 75. Regra de Descartes. N'uma equacho fe==0, depois de orde-
" pada, chamaremos permanencia a successdo de dous signaes similhantes,
e variagio a de dous signaes differentes. N'esta intelligencia , a regra de
Descartes, por meio da qual se péde conhecer o maior numero das raizes
positivas, ¢ o maior numero das raizes negalivas, que a equagdo poéde
cooler , enuncia-se da seguinte maneira:

Toda a equagio complela tem QUAXDO MUITO lanlas raizes posili-
vas, quanlas sdo asvariagdes , e lantas negalivas , quantas as permanencias,

Com effeito , toda a equaclo fz =0 pdéde considerar-se como resul-
tando do producto’ da multiplicacio de um polynomio Fz, formado de
todos os factores binomios imaginarios da equaglio, pelos facloresx —a,
z2—b,x—c,.... 2+a, 2+, 2+ ¢,.. .. correspondentes bs raizes
reaesa,b,¢,0.n..c —a ,—b,—e¢,...... Vejamos pois, por
que meodo estes factores binomios reaes introduzem lanlo as variagdes,
como as permanencias. .

E como esta analyse deve ser. independente dos valores numericos
dos coefficientes , sémente atlenderemos aos signaes dos termos do poly-
Mlljl'lio. 0s quaes, para fixar as idéas, supporemos que se succedem na
ordem

d——t———t =ttt +—t—+.

1.° Passando & multiplicaglo por z— a, para introduzir uma
raiz positiva a , devemos maultiplicar primeiro por z ;. e depois por — a;
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e sommar 0s produclos parciaes, 0s quaes tem signaes conlrarios, recu-
ando o seguodo um logar para a direila, a fim de ordenar a equacdo:
isto ¢,

e e ol o St e e 1 e e B
e by ==t s o e o ey e — o e
=i =t f—F 1 —F —F—

Quando os dous signaes correspondentes s3o os mesmos , conservame-se
taes no producto; no caso conlrario, como o signal é incerfo em quanto
ndo entrar em consideraglo a grandeza dos coefficientes , assenla-se, para
indicar esta circunstancia, a letra i.

Como os dous productos parciaes tem signaes contrarios, a letra §
accusa sempre uma permanencia no maltiplicando; e como toda a permo-
nencia deve terminar n’uma variaglio , qualquer numero dos i, par ou im-
par , deve ter a forma

iii“--l- ----;‘:F *Esame * (ﬁ)o

Para que estes ¢ dessem o maior numero de permanencios, seria neces-
sario suppor , que todos elles tinham , ou o signal 4, ou o signal —; e
em ambos estes casos, que slo os mais desfavoraveis, se vé& que a intro-
ducclo de uma raiz positiva real, traz, pelo menos, uma variagio de
mais no producto.

Fica por este modo provada a primeira parte da regra eouacieda,
a saber, que (oda a equagdo completa tem , quando muilo , tanlas raizes
positivas , quanlas sdo as variagdes. Com effeito, bastava que Llivesse
uma 56 d’estas raizes de mais do que o numero das variagdes, para baver

pelo menos uma raiz positiva real , que ndo teria introduzido variagio , o _

que ndo pide ser, pelo que acabimos de mostrar.
E cumpre adverlir que esta primeira parte de regra tem logar,
ainda que @ equaclio seja incompleta. Na verdade , a equagldo pode ser in-

completa , ou por que o multiplicando o &, e nesse caso subsiste ainda a de-

monstraglo ; ou por que a somma dos termos dos productos parcises, &
qual correspondem alguns dos ¢, sé torna nulla, e estes i devem enldo
supprimir-se. Mas d'esta supressio o que, n'este caso, péde resultor, é
a diminui¢cio do maior numero de permanengias, o que ndo influe na re-

gro.

e e w L  E R L e —————

-
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2.° Multipliquemos agora o polynomio Fz por z--a’, para iniro-
duzir uma raiz negativa @', Teremos o typo seguinte

t——t———t =t b b —t—
t——t———t— b+ —+—+
d derberd & e Gin brg B0 @ Foidap

no qual se recuou tambem o 2.° producto parcial um logar para a direita,
a fim de ordenar a equaclo.

Como os dous productos parciaes slo compostos dos mesmos signaes ,
a letra ¢ accusa sempre uma variagdo no multiplicando; e como um nu-
mero par de variagdes lem os mesmos signaes exiremos, e um numero
impar de variagdes tem signaes differentes, segue-se: que, qualquer nu-
mero de 7 successivos estaré entre os mesmos signaes, se este numero for
par; e entre signaes diflerentes , se o mesmo numero for impar,

a) Seja,em um dado logar, o numero dos i par, e representado
por 2n. Estes ¢ estarfio escriplos como se segue,

bads doda 3 de2vials § Pt i SN

Ora o numero dos signaes em B ¢ 2n- 2, os quaes dardo um pumero
total 2n 4- 1 de variagoes e permanencias ; mas como os signaes ex{remos
sdo 0s mesmos, o numero das variagdes serd par, e por consequencia ou
serd 2n, ou 2n—2, 20 —4&, ...... 0, que sdo os numeros pares
conlidos em 2n+ 1. Logo:

U'm numero par de | successivos pdde dar, quando muilo , tanias
variagdes quanlos sio os i, ou entdo duas, quatro, .. .. demenos.

b) Seja agora, n'outro logar , o numero dos i impar , e represen-
tado. por 2n 4 1. Estes i estarlio escriptos como se segue,

FRER e S L (&)

Ora o numero dos signses em (g') 6 2n-+ 3, os quaes dardo um numero
total 2n 42 de variacdes e permanencias ; mascomo os signaes extremos
slo differentes, o numero das variagdes serg impar, e por consequencia
ou serd 2n4-1, 00 2n—1, 2n—3, .... 1, que slo os numeros im-
pares contidos em 2n + 2. Logo:
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Um numero impar de i successivos pdde dar , quando muilo, tan-
tas variagdes, quantos sio i, ou entio duas, quairo, .... de menos.

Quer o numero dos i seja par, quer seja impar, vé-se por lanto,
que o introducgdo de uma raiz negativa real ndo da mais variagdes que o
numero dos i, isto é, mais variacdes dos que as que existiam no polyno-
mio Fz. Ora, como por outra parte, o produclo lem meis um termo do
que o polynomio, conclue-se que a raiz negativa produs, pelo menos,
mais uma permanencia.

Fica assim provada a 2." parte da regra enunciada, a saber, que
toda a equagdo completa, tem, quando muito, tanlas raizes negaliras
quantas sio as premanencias. Com effeito bastava que tivesse uma =0 d'es-
tas raizes de mais do que o numero das permanencias , para haver , pelo
menos, ama raiz negativa real . que niio teria introduzido permanencia,
o que nldo pode ser, como acaba de mostrar-se.

Se a equagho for incompleta , p6de esta iltima proposicdo nlio ter logar ;
por quanto, podendo esta circunstancia provir , como ja dissemos, de ser
nulla a somma dos termos dos productos parciaes correspondente a alguns
dos i, que tem entdo de supprimir-se, péde por.esse molivo acontecer,
que a raiz negotiva, longe de introduzir alguma permanencia, diminua
pelo contrario asque havia em Fz. N'este caso, paraque aregra se possa
applicar , ¢ necessario , afim de completar a equagdo , restabelecer os ter-
mos que faltam , offectando as polencias de x correspondentes com o coeffi-
ciente = 0.

Por exemplo na equaglio incompleta

z2'—bz"+8z2—6=0,

que tem duas raizes, uma positiva, outra megaliva , como nlo ha sendo
variagdes de signal , pareceria que ndo deveria haver nenhuma raiz nega-
tiva. Restabelecendo porém o termo em z°, vem

2' =02 —582+8z—6=0,

equaglo que encerra uma permanencia , quer se tome o coefficiente 0 com
o signal 4, quer se lome com o signsl —,

76. Designando por P o numero das raizes positivas, por p o das
permanencias, € por v 0 das variogdes, fica demonstrado que é
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{.° P=ow<v, 2° N=ou<p,

sendo N o numero das raizes negativas. Ora sendo todas as raizes reaes,
teremos, por isso que a proposta ¢ do grio n e tem a0 todo n 4 1 ter-
mos ,

P+N=n,n=p+v, P+ N=v+p.

Comparando P com v, consideremos as tres circunstancias , P>, ou<,ou=uv.
A 1.* ji se viu (1.°) que ndo podia ter logar; a 2." poderia dar-se, se
fosse por compensagdo N> p, oque tambem ndo péde ser (2.%); por con-
seguinle .

P=v,e N=p.

Logo, wuma equagdo cujas raizes sdo lodas reaes, ha precisa-
mente fanlas raizes positivas quantas variagdes, e tanlas negalivas quantas
permanencias.

77. A regra de Descartes serve , em muilos casos , para reconhe-
cer se uma equacdo lem raizes imaginarias , poupando-nos aos longos cal-
culos da equacdo &s differencas.

1.° Quando na equaglo fr=10 faltar um dos termos correspon=
dentes i pontencia i de x, completar-se-ha , como dissemos, accrescen=

centando o termo == 0.z ; e contar-se-hllo as variagdes e permanencias nos
: -1 i—$

dous casos de ser o coefficiente 0 e — 0. Se oslermos em & € &
tiverem signaes conlrarios , o numero das variagdes e permanencias serd o
mesmo em ambos o0s casos, e por isso pide assignar-se quel ¢ o maiot
uumero possivel de raizes positivas e negalivas: se porém liverem 0s mesmos
signaes, a contradicgdo a que ddo logar os dous resultados differentes ,
atlesta o existencia de raizes imaginirias, Assim na equagio incompleta
2* +2z—5 =0, que secompleta escrevendo z’== 0. &*+2z—5 =0,
temos n'um caso 2 permanencias ¢ uma variagdo, e n'outra 3 variacdes;
o que ¢ contradictorio.

Logo, quando falta um termo entre dous do mesmo signal, a proposia
{em raizes imaginarias.

2° Uma equagio em que faltam muilos lermos successivos ndo
péde ter as suas raizes reaes, Dedvz-se do theorema precedente.

3° Se, multiplicando o 1.° membro da proposta f2==0 por

16 .
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(z 4-a), pudermos delerminar a de maneira, que o numero das varia-
cdes do producto exceda em mais de uma unidade o das variagdes de fz,
ou que este producto tenha menos variacdes do que fx: a equagio pro-
posta lerd raizes imaginarias, Por que, se todas as raizes de [z ==0 fos-
sem reaes, esla equacdo teria tantas raizes positivas quanlas variacoes,
e por conseguinte a transformada fx(z +a)==0, deveria ter s6 uma
variagho mais do que a proposta, se a fusse positivo, e lanlas variacdes
como ‘ella, se fosse negativo.

Na equaclo @"— 3x°4 122 — % =0 as tres variocdes fazem pre=-
sur:ir a existencia de tres raizes posilivas, Multiplicando por =+ a, re-
sulta

2'+ (a—3) 2’+ (12— 3a) 2+ (120 — §) z — ba=0.

Pondoa == 3+, os quatro primeiros termos ficam positivos, e por conseguinte
a proposta teri duas raizes imaginariss.

4.° Mudando z em y+4h, e y'+ I, fr =0 transformar-se-ha em
Fy=0, e ®y' =0. Supponhamos que 5y’ tem de menos uma variagdo
que Fy. Para que islo acontega , quando forem reaes todos os valores de
@ , & necessario que Fy =0 tenha positiva uma das suas raizes «, a qual
corresponda a outra negaliva, ou—a', em ¢y’ =0; e sera enldo

g—ath=—a +h

Logo x terh uma raiz entre h e h'. Como isto acontece a respeito de to-
dos as variacdes que houver de menos em oy’ , x terd outras tantas raizes
entre h e h'; e por conseguinte, se pela theoria dos limites, se achar
que nllo existem todes estas raizes de x, concluiremos que a equacdo tem
raizes imaginaries,

Por exemplo, pondoz =y+2 ey'+-3, em 2’ =5z — 22 4-17=0,
vem as duas

v'+2' —6y+85=0,y' +8)"+y+2=0;

e como a 2.° tem de menos duas variacdes, pode presumir-seque ha na
proposta dous valores de x entre 2 e 3. Mas por uma parte, o limite
inferior de y (n.* 38) dd y>&; e por outra fazendo y' = —1y", o li=

1i
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mile inferior de y", day'>2, ou por ser y=y'+l=—y' 41,
y<t. E como os dous limites de y sio incompativeis , conclue-se que =
tem doas raizes imagindrias, Se os limites ndo fossem contradictorios , ainda
que se ficava na incerleza a respeito da existencia das duas raizes enlre
9 e 3, linha-se ao menos conseguido estreilar os seus limites.

5.° Se todas as raizes da equagdo fr==0 slo reaes , os quadrados
das suas differencas slo todos positivos , logo:

Para que wma equagdo [x =0 tenha todas as raizes reafs, ¢ ne-
cessario, que na equagio correspondente ao quadrado das differengas
ndo haja permanencias. :

78. Methodo de Fourier. Dada uma equaglo fz =0 do grio n,
tomem-se as suas derivadas successivas, e escrevam-se na ordem inversa
f@, fe=0 " [, [. Se em cada um d'estes polynomios sub-
stituirmos por & um numero a arbitrario, positivo ou negalivo, obter-
se-ha um resultado namerico com o signal 4+ ou —, Escrevam-se conse-
culivamenle, e por sua ordem, os signaes assim obtidos debaixo das
funcgdes correspondentes, formando-se -por -este modo uma lioha- de si-
gnaes que designaremos por A.

Tomando depois & ==b> a, forme-se, pelo mesmo theor , outra linha
de signaes , que se escreverfo debaixo dos precedentes, e cuja totalidade
designaremos por B, E assim por diante. .

Tracta-se de comparar as variagpdes de signaes n'estas diversas series.

Designemos por gz um polynemio d’estes qualquer.. Tomem-se por
« tres valores muito vizinhos a— &, a, a-+ §; ter-se-ha

o(a—=8) =98 —387a+1d¢"a—1d8%""a....
8 svpe (1)
ofa + 8)=rga+dpa+ 18 a 418 M.

Anilysemos os seguinles cosos:

1.° Suppondv que za ndo é nullo, como & se péde lornar tar pe-
queno como se quizer , poderemos lomal-o tal, que os tres resultados
tenham todos o signal de ga, visto que o 1.° termo se pode tomar maior
que 8 somma dos seguinles, que lem signol contririo. Logo, podere=
mos dar a x valores evescentes . que vao entre si differindo tam pouco,
que cada wma das funcoies (™, .. .. [, {'y [ conserve o seu primeiro
signal , em quante se nao lornar nulld. -

2. Se ga for nullo, isto &, se a for uma das raizes da equagle
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g2 =0, seri nullo o 1.° termo das series (1), e os resultados terdo os
signaes do termo seguinte == 37'a. Por conseguinte, em quanto for z<a,
o signal de gz & o mesmo do producto — 3xg'a, isto &, contrério ao
degla; as avessas, quando for 2> a, o signal & o de ¢'a; vindo por
este modo os dous resultados a ter signaes differentes. Logo, se alguma
d’estas funcgdes vier a passar por zero, mudard immediatamente de si-
gnal o resultado subsequente , que lhe ¢ respectivo.

Se pois nas funcgdes [, ... [, [, f, formos substituindo por z
valores -crescentes muito vizinhos, os signaes de cada uma permaneceriio
0s mesmos, alé se chegar a um valor x==a, que torne nulla alguma
d'estas funcgdes, que designaremos por o ; por que entio, sémente para
esta dltima , haverd mudanca de signal. N'este estado teremos uma d'es-
tas duas disposigdes

e W TR S Pl e

.r(a--....-.---i-—-}---n- v-°-+""_-0----p
z:a..........-l—ﬂ-i—..-.. t---+0—-o.-...
x>a-¢-!-.--li+++'l-ll o-c.++"'- ------ s

pelas quaes se vé, que se ¢x passar por zero, a varinglo que eristia,
correspondente a ' e 9, € substituida por uma permanencia. Os outros
signaes , correspondenles s oulras funcedes , ficam os mesmos antes e de-
pois de x =a.

Se os signaes da columna que fica 4 direitade o, forem os mesmos que
os de ¢', aserie queresulta de z<a, tem uma segunda variaclo, ao passo
que aque provém de x> a lem uma permanencia ; por conseguinte , n'esle
caso , desapparecerdo simultaneamente duas variagdes.

Porém se os signaes da mesma columna, que fica & direita de P
forem contrdrios aos de ¢, terd a 1.* serie uma variacio e uma perma-
nencia, e a 3." uma permanencia e uma variacio ; por onde se vé, que
n'este caso ndo desapparecerd variagio alguma, ¢ sémente a variagdo
mudard um logar para a esquerda.

Se x=a for uma raiz de fz=0, o que acabidmos de dizer s6
em parleseapplica & funcclo fz, por isso que ella ndo tem columna & direita.
Entao , na passagem de [x por zero, somente desapparecerd uma variagio.

Se passado o valor z==a, continuarmos a dar a z valores crescen-
tes muito proximos, conservar-se-ha anova serie de signaes, até appare-
cer alguma funcgdo que se lorne nulla. E assim por diante.
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3.> Se za e ¢'a forem conjunctamente nullos, isto &, se a for
ruiz das equagdes 9z =0 e 'z =0, enllo as series (I) tornam-se em

pla—8)=18""a—{38""a + cte.
pa=0 (2)
gla+3) =L8%"a+L89"a+ ele.

Como os resultados tem os signaes do 1.° termo dos desenvolvimen-
tos, isto &, 03 mesmos signaes que ¢"a tanto para x<a, como para x>a;
e como a ¢a carresponde Y S Yo ‘este caso a dapender tudo do n-
gnal de g"a. Porém ¢' e ¢" estlio nas mesmas circunstancias que ¢ e ¢'
no caso antecedente ; por quanto , sendo

daxd=9axdast+.c....=Fdla+......,

por ser p'a==0, terd o' um signal contririo ao de¢" , quando for z<a;
e terd ¢' o mesmo signal que 9", quando for x> a. Resultam por isso as
duas disposicdes seguintes:

£ snriin®l @ e ML s 8% U Besinrnscisiesss
z{ﬂ---..........-+—++ ae s san +_+"—.-t¢.oq-l
=0 .00vrsasravecs + 004 s bt S W=, T L Ve

x)ﬂ----..--.-----++++ LR +++_l-.li!lli

pelas quaes se v&, que as duas variagdes que havia no 1.° caso se tornam
no tltimo em permanencias; e que por isso, quando X ¢ g'x passam
conjunctamente por zero , perdem-se duas variagdes.

Aqui niio & necessario examinar quaes sdo os signaes das columnas
& direita de ¢, por quanto quer sejam positivos, quer negalivos , ndo
alteram , nos dous casos , a mudanca do numero das variagdes ou das per-
manencias.

Tam pouco péde ter logar a hypothese de ser fz=0; porque, de-
vendo entdo ser ltambem 'z = 0, teria [z raizes eguaes,-o que ndo ¢
pmirei por termos suposto [z ji desembaracada dos seus factores eguaes
n.° 50).

: l-?‘ Se tres fancgdes successivas ¢, ¢', ¢" forem nullas quando
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z==a, prova-se por um raciocinio idenlico, que, se for = < a, havera
% ou 3 variagdes, conforme o signal da columna seguinte: e, se for
z>a, baverd ou uma s6, ou nenhuma variacdo: de sirte que desappa-
recerdo % ou 2 variagdes.

@ ige" @9 @.ca0uf@,. . ..0" ‘P”i"‘?“”
x(ﬂ...-..--..-}--—--—l-——-—- -;--.on.--+_+—+o¢---
£=ﬂ...o..----+00 0—" ..... |c¢-|+0 0 0+l.-t.

z}ﬂl'rill..-l++++_ Oilt'.0.|-+++++--lll

5. Finalmente se o valor # =—a lornar nullas &, 5,.... func-
¢bes , os desenvolvimentos (1) perderdo outros tantos termos iniciaes , e o
1.° termo serd affectado do signal + quando o numero dos zeros for par ;
e dos signaes == quando o numero dos zeros for impar. Cada zero corres-
pondera a uma variagdo, quando for & < a; e auma permannecia, quando
for x> a: de sirte que as variagdes desapparecerdo sempre aos pares, Por
conseguinte , se for par o numero z de zeros consecutivos, desappare-
cero s variagdes; e se for zimpar , desaparecerdio z == 1, devendo escre-
ver-se 4, quando o signal que precede estes zeros ¢ o mesmo que o
que se lhes segue, e— no caso conlrério.

Suppondo dada , no seguinte exemplo , a serie media correspondente
a z==a, obtem-se as outras duas pelo processo seguinte, a que Fourier
deu o nome de regra do signal duplo. A primeira [érma-se assentando ,
por cima de cada zero, um signal contrario ao que lhe fica & esquerda ;
e a terceira, assentando por baixo decada zero o mesmo signal , que lhe
fica tambem & esquerda. Por este modo apparecem tantas variacdes para
x < a, quantas permanencias para 2> a. Nas columnas onde nlo entram
zeros , conservam-se os signaes do serie media.

LG4 4 — = — b =+ 4 B.var,
r=a44+ 0000 ——000 ++
z>a+++++ + —— ——— + + 2 var.

N'esle exemplo, na passagem por z = a , desapparecem 6 variagdes.
79. Do que fica dito no 0.° precedente segue-se pois, que se der-
mos a x um valor «, d'onde resulte uma certa serie de signaes, e [izer-
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mos depois crescer z por gradagdes successivas : os resultados conservario
os mesmos signaes, em quanto se nlo chezar a am valor 2 =a, que
torne nulla alguma das funccdes [, . ... [, f', f. Se a funcglo que se
torna nulla for fz, o valor correspondente de z fard desapparecer uma sé
variaclo, Porém se, em vez d'ella, for nulla alguma das suas derivadas,
ou desapparecerdo duas variagdes, ou pelo menos uma passari um lo-
gor para a esquerda. Poderiam desapparecer 2, &, 6, .... .. variagdes
conjunctamente no caso de haver mais derivadas successivas tambem
nullas conjunclamente, Todas as veses que  passar pelos valores r, r/,
'y «.eev. das raizes de fe==0, as voriagdes desapporecerio uma a
uma, ao passo que as raizes das equagdes f'z=0, ['z=0,.... as
deixam subsistir, ou as fazem desapparecer 2 a 2, Em todo o caso, se
uma ves se perder wma variagio, ndo poderd (ornar @ apparecer nas
series resultantes de valores crescentes dados a x.

Nenhuma d'estas funcgdes ¢ péde passar por zero, sem que , substi-
tuindo n'ella, e na funcglo precedente 9', um numero pouco menor
que a raiz de g7 =0, apparecam resultados com signaes contrarios , por
modo que esta varia¢do se possa mudar n'uma permanencia logo depois de
passada esla raiz.

Como os 1.* termos dos polynomios /@), ... f", f', fsio altérnada-~
mente do grio par e impar, se fizermos x — — oo ou simplesmente
z=120 limite — ' das raizes negalivas de fz =0, f'=0,.. .. obte-
remos resultados com signaes alternadamente positivos e negativos, ou n
variagbes, por isso que em cada polynomio o 1.° termo serd maior que a
somma de todos os termos de signaes conlrarios.

Se fizermos porém = o, ou simplesmente == ao limite I/ das
raizes positivas , todos os resultados virlio com os signaes positivos, e s6
havera permanencias. Portanto , se dermos a z valores crescentes desde — I
até [, desapparecerdo todas as variagdes.

Reciprocamente se houver dous numeros — [' e [, d’'um dos quaes
resultem somente variagdes e do outro permanencias, poderemos concluir
que estes numeros sdo os limites de todas as raizes das equacdes fx=0,
f'2=0, ...... Porque, desendo qualquer raiz d'estas equagdes intro-
duzir permanencias , ou pelo menos madar o logar das variagdes , nenhum
numero que nlio estiver entre — ' e [ pdode produzir este effeito, E aqui
se nos offerece uma nova prova de que todo o numero [ que tornar posi-
tivos os polynomios f, f', f, ...... f® & limite superior das raizes da
equagio fz =0, vindo assim o theorema do pag. 71. a obler uma de-
monstraglio nova e mais extensa.

Represeatando por 2i o numero das raizes imaginarias de fe==0,
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serh n—2i o dos reaes que estlo comprehendidas entre—1'e [. Se
dermos a  valores crescenles muito vizinhos, entre estes limiles, as n
voriagdes da 1.* serie de signaes irdo desapparecendo alé & vltima. E
eomo as raizes reaes r, r', r', .... .. [azem desapparecer as variagdes
uma a uma, desapparecerlo aos pares as oulras 2i variacdes, em conse-
quencia de se tornarem nullas as diversas derivadas [, f', "5 .o.0.s
Por meio d'estas substituigdes successivas vimos pois no conbecimento da
existencia das raizes reaes e do seu numero.

80. Do que fica dito péde deduzir-se, e com mais exlensio, a
Regra dos signaes de Descartes. Com effeito, fazendo £=0, a linha
dos signaes serd a mesma dos signaes successivos de [r; porque enldo
cada uma das funcgdes fica reduzida ao sen dltimo termo, a qual, se-
gundo ja se viu, é o producto por 1. 2. 3..,... dos coeflicientes res-
pectivos de fx tomados em ordem retrograda. Esto serie de signaes re-
sultantes de x =0 tleri pois as-mesmas variacdes e permanencias que
fz. Seja v o numero das primeiras, n—v o das segundas. Passando de
x=0 para x=1, a 1." serie perderi as suas v variagdes; e se a equaglo
fz =0 tiver todas as raizes reses, v d’ellas serdo positivas. Do mesmo
modo passando de — —I' para z=0, perder-se-hlio n—v variagdes , por
isso que a z=— [’ correspondem n variagdes; e haverd por lanton—v
raizes negalivas , isto ¢, tantas quanlas slo as permanencias que ha em
fx. Se a proposta tiver porém raizes imaginarias , es variagdes, que as
indicam , desapparecerdo aos pares. Logo:

Toda a equagiio que tiver todas as suas raizes reaes, lerd precisa-
mente tanlas variagdes quantas sdo asraizes positivas ; ¢ lanlas permanencias
quantas sio as raizes negativas («). E se tiver raizes imaginarias , terd
v— 2i raizes positivas, e p—2i' raizes negativas , sendo v o numero
das variagdes, e p o das permanencias do polynomio, i e i’ numeros
inteiros.

(s) Se em uma equapdo fx =10 faltar algum dos seus termos , ¢ os dous ler-
mos entre 0s quaes elle falta, tiverem o0s mesmos signaes , a equagdo ferd raises
. v

imaginarias. Porque se em fr houver dous termos seguidos gz —+ &2 iy

zermos =10 em(ludu as derivadas, a serie dos termos conseculives conterd

+ 0+, que di os signaes + 0 -+, caracler por onde se reconhece a existencia
=

das raizes imaginarias.
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81, Por este theor fica demonstrado que, se por 2 substituirmos
a eb em todas as funcgdes , e escrevermos os signaes dos resultados em
duas series correspondentes A e B, sendo a<b:

1.° Nao haverd nunca mais variagdes em B do que em A.

2.° Se o numero das variagdes for 0 mesmo em A e B, a pro-
posta nlio teré raizes entre a e b.

3.° Se houver em B duas variagdes de menos do que em A,
a prupostu ou tem duas raizes reaes entre a e b; ou em vez d'ellas, tem
duas imaginarias. No 1.° caso poderemos separar as raizes substituindo
numeros intermedios que facam desapparecer as variogdes uma a uma, o
que no 2.° caso se torna impralicavel.

5.° Se na serie B houver tres variagdes de menos que em A, ou
exislirio 3 raizes reaes enlre a e b, ou haverid uma s6, sendo as outras
duas imagindrias. Empregar-se-hlo processos especiaes para reconhecer
estas circunstancias.

E assim por diante.

6.° O valor de @ que, posto ndo seja raiz da equaclo fx=0,
faz perder duas variacdes, passando por augmentos continuos de a para
b, indica a exislencia de raizes imaginarios; torna nullas algumas deri-
vadas , quando os signaes da precedente e da seguinte sio os mesmos;
e pode tambem nnmqullnr conjunctamente duas d'estas funccdes successi-
vas. A equacdo fz =0 terd dous pores de raizes imaginérias, quando de-
sapparecerem % variagdes, por serem nullas 3 ou & “derivadas consecuti-
vas, Finalmente , suppondo sempre que as substituigdes se fazem por augmen~
tos continuos , haverf na'equaglo tantos pares de raizes imaginarias , quan-
tas forem as vezes que se perderem duas variagdes.

82. Como a substituicho de numeros rigorosamente cootinuos ndo
¢ realisavel , practicaremos como se segue:

1.° Substituir-se-hao arbitrariamente quaesquer numeros tomados
entre um numero ', d'onde resultem somenle variacdes, e entre outro I,
d’onde sé resultem permanencias: estes numeros I' ¢ [, como ja dissemos ,
serlo os limiles entre os quaes estdo comprehendidas as raizes. Apezar
de se tomarem grandes intervallos , aconlece muitas vezes que entre os nu-
meros assim substituidos arbitrariamente nlio existem raizes , e & entio
necessario tomar intervallos ainda maiores , empregando tentativas que nos
dispensem de célculos inuteis.

2.° Qunndn ovalor z ==a der na serie A dos signaes um ou muitos
zeros successivos , formar-se-hio as series correspondentesaa —3§ ,eaa+3§,
pela regra dos signaei duplos (pag. 126); comparar-se-ha a 1." com a se-
rie que precede A a fim de achor as rai:ie; <a; e a2."com a que se segue
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aA,o fim deachar asraizes > a; finalmente comparar-se-hlio as duas se-
ries correspondentes a a—3& e a4+ &, a fim de achar as raizes imagi-
nérias, que sdo indicadas pelo numero par de variagdes , que desappare=
cem na passagem d'uma para oulra.

Ex.” 1.° Da equacio fr=2z'+2z4+1=0, que di f'=5z"'+1,
Pe=S08", T, 0 25 resulta o seguinte quadro, no qual se fez uso da re-
gra do signal duplo relativamente aos termos nullos da serie correspon-

dente a 2=0:
f‘l’ftffl!lr”ff
=1 .00s 4 = =g —b vari

— e — 1
2= O0....40 00 4+ 4 on 0 vari.

-+ =+ +

Vé-se poreste quadro, queexiste umaraizrealentre—1e0, eque as 4
variagdes que desapporeceram desdex <0 alé x> 0 indicam a existencia de
4 raizes imagiohrias. A curva que representa a equaglo y =z € a de
fig. 12.

Ex.’ 2.° Da equagio fr=2z"—42"—32423=0, que di

f"mmix‘—-iﬂ.ﬂ'-—:i,f"=123"a—2‘i"”---“ .o

resulta o quadro
e e e I
e
2=0...... o —0— 42 ou 4 vari.

i A SF A +0—_—+2Wi.
-

2=200vces s ++ 0— 42 vari.
-

x=3.--.-- .+++—_i ctll'i.

xﬂl.-.. ] -++++ + 0 t‘-ﬂ!‘f-
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As duas variacdes que desapparecem desde x <0 até z> 0 indicam
a existencia de 2 raizes imaginarias; 0s zeros que seenconlram nas series
correspondentes a z =1, e =2 nllo fazem desopparecer nenhuma va-
riagdo, porque cada um dos zeros fica entre dous signaes differentes. Além
disto ha uma raiz entre 2 e 3, e outra entre 3 e &, &s quaes applica~
remos os methodos de approximaciio. A curva correspondente a esla equa¢lio
y==[x & representada na fig. 20 por MOM',

83. Se entre os dous numeros a e b existir apenas uma raiz, ha-
vendo por conseguinte a perda de uma s6 variagho de A para B, pode-
mos applicar a esta roiz o methodo de approximaglo de Newton; tendo
porém cuidado de satisfazer primeiro &s condigdes preseriplas naquelle me-
thodo (pag. 110.), de que [’ e f" ndo mudem da signal de a oté b, o
que equival a ser a dltima variaclo perdida precisamente na dllima co-
lumna [, Entio todos os signaes de A e B slo os mesmos, exceplo o
ultimo, No ex.” precedente tem isto logar entre 2 e 3.

Se a variagho desapparecer porém antes do dltimo lermo das series,
[' e " ndo satisflardo & condigdo exigida ; e enldo serd necessario substi-
tuir pumeros intermedios entre a e b, para que, esireitado o espago que
contém a raiz, ndo hoja n'elle nem inflexdo nem tangente horizontal &
curva y = fr, e recaiimos no 1.° caso.

Assim no fllimo exemplo, querendo approximar-nos da raiz que
fica entre 3 e %, como ha mudanca de signal em f'; e como resolvendo
a equagho fiz =10, se v& que ella tem s6 real uma raiz eotre 3 e 3,1:
devemos estreilar os limites de fx =0 eotre 3.1 e 4. Fazendo depois
=4, valor que di os mesmos signaes a [* e ", obteremos /"' =61,
f=11,5s=—002, ¢ #=23,8 na primeira approximaclo. Fazendo
depois =3,8, vem ['=43,208, [=0,6256, s=—0,01448.
d’onde finalmente resulta o novo valor mais approximado & = 3,78552;
E assim por diavle, sendo s a correclio dada pelo methodo de Newton.

8%. No caso de se perderem duas variacdes de A até B, compre

ainda indager, se ha com effeilo duas raizes entre a e b, Esta discussio
abranje tres casos.

Se, comparande da dircita para a esquerda os signaes correspon-
dentes das duas series, depararmos com dous signoes contrarios debaixo
da mesma funcclo , ahi serd uma variaclo substituida logo por uma per-
manencia , devendo mais adiante perder-se a segunda veriacdo. Se esta
perda tiver logar mes dltimos signaes, poderio dar-se os dous 1.
casos seguintes, n'um dos quaes smbas as variagdes se perdem uos tres
ultimos signaes; e ne oulro perde<se a 1." antes de [":
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1°caso (+) .. " f 2.° caso... finfrfif
E=f@ieies ++—.... +—+ 4 iaii F——
F=boesodt+—.. .o+ + 4 +4.o -+ + +

0 3.° caso sers aquelle em que ambas as variagles se perdem
antes dos tltimos signaes.

Consideremos estes tres casos na curva parabolica MOM' (fig. 19 e 20),
cuja equagio ¢ y==fx, e que esli comprehendida entre as abscissas
AP=a, AP'=).

1.° caso. Como ['a e f'b tem signaes contririos , e estas derivadas
representam os valores das tangenles dos angules T e T' que fazem com
o eixo dos z asrectas MT e M'T, que tocam a curva nos pontos M e M/,
cujos abscissas sdo a e b, vé-se que um d’estes angulos ¢ agudo para.o
eixo e o outro obtuso. Ecomo f'z ndo perde sendo uma variaglo, [z ==0
apenas terd umaraiz entre aeb, islo ¢, a curva y = fx lerd n'om ponlo
intermedio O uma s tangenle parallela aos x. Por outra parte "z ndo
perde variaglo, e conserva n'este intervallo o signal positivo; o que indica
que a curva é concava para a parte superior (n.° 59.) As fig. 19 e 20
representam a forma d'esta porglio do arco , sendo O o ponlo em que [’z
passa por zero, do posilivo.ao negativo.

Se a curva corlar o eixo no intervallo PP' (fig. 20) terd duas raizes
reaes Ak e AL': oo caso contririo (fig. 19) estas raizes serio imagindrias ,
e as tangentes aos diversos pontos do arco MOM' se inclinarlio entlo cada
vez mais sobre o eixo de M para O, ponto em que se dia o parallelis-
mo, levantando-sp depois em sentido opposto para M'. A natureza concava
do arco, faz com que elle fique comprehendido no angulo formado pelas
suas tangentes em M e M’ Ve-se pois que se overtice B (lig, 19) d'este
angulo ficar para a parte de cima do eixo, a curva ndo poderi corlal-o;
e as raizes entre P e P! serlio com certeza imaginirias,

Mas as subtangentes em M e M' sio

B £0. 0 n & ¥ b,
P 5 i ccorpe 1P e )

(+) Pdéde acontecer que os signaes de fa e fb sejam conjunctamente nega-
tivos, isto é, contrarios dquelles que aqui indicimos: este caso porém nio
exige um exame especial , bastara fazer girar afig. 19 e 20 de maneira que estas
figuras fiquem , por meio de uma revolugio em volla do eixo dosa , para a parte
debaixo, e entio tudo ¢& similbanle ao que fica exposio no Lexto.
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das quaes a 1." & posiliva porque f'a tem o signal — , e a 2.* negativa,
Logo, abstrahindo dos signaes, se uma das sublangentes, ou a somma
das duas , egualar , ou exceder , ointervallo b—a , as duas raizes pre-
sumidas serdo imagindrias.

Nio tendo logar esta circunstancia, haverd incerteza a respeito da
natureza das raizes, que entdo poderdo ser reaes ou imagindrias, por isso
que a curva, entre P e P!, péde ou cortar o eixo, ou ndio o encontrar ;
e nesse caso praclicaremos de uma das seguintes maneiras.

Consideraremos os limites a e b como muito desviados para a soluclo
da questdo, e tomando por isso em vez de z um numero qualquer inter-
medio @', veremos se a serie dos signaes , comparada com A ¢ B, faz
desapparecer as variacdes uma a uma; porque entdo haverd duas raizes
reaes, uma enlre @ e a', e a outra entre a' e b. E se as duss variacdes
se perderem ainda entre a e a', calcularemos a subtangente correspon-
dente & x==a', o fim de verificarmos se a regra precedente tem logar.

Ou entdo practicaremos , como se ji estivesse decidido que as raizes
intermedias sdo reaes, e quizessemos approximal-as cada vez mais pelo
methodo de Newton; por que nesse caso viriamos a obter duas novas
subtangentes, cuja somma poderia exceder b — a.

E como ao passo que nos approximimos do minimo correspondente
ao ponto O, as tangentes tendem a tornar-se parallelas ao eixo, e co-
mecam as subtangentes a ser muito grandes , podemos por meio d'esta cir-
cunstancia verificar a regra de cima. Se os raizes forem imagindrias, de-
pressa se vird nesse conhecimento pelo valor das subtangentes> b — a.

Pelo coutrério, se as raizes sdo reaes, as tangenles ndlo augmentam
indefinidamente , os valores de & comecam a convergir pora dous termos
que sdo as raizes pedidas Ak e AK'; e com facilidade se achard um va-
lor medio, que, substituido por x, separe estas duas raizes.

2.° caso. Como fa e ["a tem signaes contrarios, e f"" perde uma
variacio, a equaclo ['z==0 terh uma raiz entre a e b. Sendo entdo
f"z e [Vb de signaescontririos, e passando [i'z por zero n’este intervallo,
o arco serh convexo para a parte superior em m (fig. 19) no 1.° limite
Ap=a, c concavo no 2.° APr=»~, havendo no mesmo intervallo um
ponto d'inflexdio I, cuja abscissa Ag ¢ a raiz de ['z==0. Por meio das
tangentes nlio podemos resolver a difficuldade , porque a tangente m¢ nlio
pode satisfazer as condigdes prescriptas, Cumpre por isso estreitar primeiro
o intervallo, a fim de que a inflexdo ndo fique n'elle comprehendida; o
que se consegue substiluindo por z outro valer intermedio o', condus
cenle ao fim proposto. Feito isto a questdo fica reduzida 4 do 1.° caso.

Se a curva tivesse a figura MIM (fig. 5), na qual a ioflexdo esté
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precisamente no ponto em que a tangente ¢ horizontal , nio seria possivel
estreilar o intervallo de modo, que se evitasse, que as derivadas f” ndio
livessem signaes contririos. Porém eomo entdo [’ e [ sdo conjunctamente nul-
los , as equagdes ['#==0 e "z =0 teriam uma raiz commum ; e esta-
riamos em um dos casos dos raizes eguaes. As raizes procurados seriam imagi-
nirias, excepto se o ponto I de inflexdo coincidisse com o da seccio da
curva com o €ixo, caso em que seria fambem fr==0, e em que a pro-
posta leria por conseguinle raizes eguaes,

3.” Caso. Se a comparagho dos series A e B manifestar a perda
das duas variagdes, antes de chegar 4 iltima eolamna , @ se a variaglo
desapparecer , por ex.’, desde /"', devemos tractar a equagdo "z =0, e
indagar se tem duas raizes entre @ e b. Se .as ndo tiver , a equaglo [''z=0,
terd tambem duas raizes imaginarias indicadas pelas duas variagdes per-
didas; por quanto, ndio podendo alangente aoarco da curva, cuja equacio
¢ y=/["z, toroar-se horizontal entre a e b por ndo ser [z nulla, o
arco ndo lerd maximo n'este intervallo. Do mesmo modo se reconhece,
que as equagdes [z =0 e fz=0 tem duas raizes tambem imaginarias
correspondentes,

Porém se f“£=0 tiver duas raizes reaes entre a e b, a carva
y =("x terd vesle intervallo duas tangentes horizontaes , e tomaré a forma
da fig- 21, appresentando duas ondulagdes, com um maximo e um mi-
nimo. O intervallo de a e b & entiio muito grande, e deve diminuir-se, até
que as inllexdes nlo sejam n'elle comprehendidas, e haja s6 um minimo,
Examinar-se-ha entdo se a equagdo /"2 =0 tem duas raizes reaes entre
os novos limites, mais estreitos, a e b, Indagar-se-ha depois se a curva
cuja equacio é y=={"z tem ou ndo duas seccoes com eixo; e o mesmo
a respeito da curva y=={x. Basta que as duas raizes procuradas sejam
imoginirias para uma das equagdes. ... ["z=0, f'z=0, flz=0,
para o serem tambem para as seguintes.

N'esla Lheoria suppomos szmpre que a equacho de que se tracta,
esti desembaracada das suas raizes eguaes, e por isso devemos primeiro ,
que tudo verificar se a equagdo [z = 0 tem ou ndo raizes d'esta especie.
Como porém a indagegdo das raizes eguaes demande um cileulo extenso
(n° 50), convem evital-o, e nldo o empregar sem que se torne neces
sario. £ esta uma das vantagens do methodo de Fourier, por que sendo
o caso das raizes eguaes excepcional , sémenle se entra na sua indagaglo ,
guando accidentalmente se torna indispensavel,

85. 56 nos resta agora vér, o que se deve practicar mos casos de
desspparecerem mais de duas variagdes de a alé b. Facilmente se compre-
hende quc, estreitandd estes limiles , as variagies desopparecerdo ou uma
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a uma, ou duas a duas, e assim voltaremos aos €asos ja tractados. Pode-
ria porém acontecer que para um valor de & entre a e b, muitas deriva-
das se tornassem nullas, e viriamos entlo a achar muitos zeros successi=
yos na serie dos signaes correspondentes a um numero intermedio a’, como
no caso da pag. 133 ; e entlo desapareceriam 4, 6, .. .... variagdes
ao mesmo tempo, as quaes indicariam a existencia de outras tantas raizes
imaginarias. Facilmente se reconhece este caso, porque estas derivadas
tem entdo factorescommuns, os quaes , egualados a zero, ddo o valor de
x que produz estes zeros successivos , € torna evidente a existencia das
raizes imagindrias.
86. Passemos a applicar estes principios a differentes exemplos.

I fm=z'—-5x+3,f=3x‘—5,f’=6x. f"'=8.
g W
ge==—=3..0s +—-+—3 vari.
—_2, .. == -I-?mri.

0.... + 0 — 4+ 2 vari.

=

+1.... +F=—=—1 vari,
+ 2.0 0o ++ + + 0 vari.

A equaclio proposta tem ftres raizes reaes entre— 3 e— 2;0el;1e2,
A curva ¢ representada pela fig. 11.

I fr=2"—a"+22—3, 1=32"—22+2, ele.

W)

ves + 4+ 4+ —1 vari.

2=0.... +— 4 —3 vari.
1.
Riee F 4+ F 4 0oan.

A proposta tem uma raiz entre { 2 ; procurando as que ficam entre O e 1
vé-se que slo imaginirias ; porque as duas variagdes perdem-se desde [,
e a equacliof' == 0 nlio tem raizes reaes. A curva ¢ representada na Gig. 12,
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L fr=2"'— 62" 4 402" + 602* — z—1.
g=—1.... +—~F —4 — 4 6 vari.
—05 .. +—+ 4 +— + 4 vari.

0.... +—0 + 4 —— 3 vari.
1....40—0 4 4+ + 2 vari.

%, e galunn & Wisa

3eeve + 4 4+ 4 4+ + + 0 vari.

Se omillissimos » == — 1, desapparecerio 3 variagdes de — 1 até 0, o
que mostra ser necessario tomar este intermedio,

Como o0s resultados zero ficam entre signaes contrarios , nada nos dizem
sobre a existencia das raizes imaginirias (pag. 129.). Ha uma raiz entre —
e0, eoutraentreOel; queslor =—0,13ex=10,12 .. Passemos 4s
outras quatro que se presumem entre—1 ¢ X , e entre 2 e 3. As duas variacdes
perdem-se desde '/, e por isso devemos fazer [z =0 : porém antes de
tudo é necessario averiguar se esta equagdo tem raizes eguaes, como na
verdade tem , por quanto

['=30(2"— 2z — 2, " =120 (& —1) (2" —22 — 2).

A curva cuja equaglo é y = /" toca o eixo no ponto que tem por ab-
scissas as roizes da equaglo o*— 22— 2==0, a saber, z=1=1" 3
(v. . 22), por causa das raizes duplas. Se empregassemos pois estes va~
lores dez para deduzirmos a serie de signoes d'estas [uncgdes, achariamos
dous zeros successivos, e por conseguinte pela regra dos signaes duplos
se veria que haviam de desapparecer duas variagdes, por mais vizinhos
das raizes que se tomassem os dous limites , o quaes ndo sendo communs
com fiz=0, provam que esta illima equaglo nio lem raizes reaes enlre
— 1 e—0,5, nem entre 2e3: logo a equaglo proposta estd no mesmo
caso.

IV. Para 2* —- 42’ + &* + 62+ 2=0, [ = ba’— 1227 ete.
Teme—i.... + =4 —+4& vari, '
D.... =~ 4 4 42 vari.
1.... 4+0—0 42 vari.
Barse b L — 1% vari,
Siiie + 4+ + +0 vari,
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Ha razlio para crer que as raizesentram aos paresentre 0 e —1, e entre
2 e 3. Procurando estas Gltimas , acha-se S, =3 ¢S, = —2., cujasomma
é¢ <1, e fica duvidosa aexistencia das duas raizes intermedias ; as roizes
approximadas sio =2, e 2,8. Substituindo acha-se :

2=24%.... + 4+ 4+ —3,02% 40,0416
2,8.... + -+ + -+ 5,328 + 0,2976.

LogoS,=0,01,8,= —0,06, 2=2, 41 e =2,94. Como as subtangentes
longe de augmentarem , decrescem , approximando-se do minimo, 1é-se
que as raizes sdo reaes. Para separal-as, tome-se uma media tal , como

.T*==2,5.. L +++"-—"-‘

ficando assim postas em evidericia as duas raizes, &s quaes applicaremos
o methodo de approximacdo. As raizes entre 0 e — 1 tambem sio reaes,
As raizes da equaclo proposta sdo

z=1%V2=1+1451521...., e z=1=2=1"3=141,73205....

A curva y==/[x lem pouco mais ou menos a [érma da fig. 13.

87. Theorema de M. Sturm. Procede-se, pelo methodo do divisor
commum , 4 investigacdo dos factores eguaes de fa (n.° 47) tendo o cuidado
de mudar o signal dos restos consecutivos anles de se tomarem para di-
visores ; isto ¢, divide-se fx por [z ; depois f'z pelo primeiro resto
com o signal trocado; e assim por diante. Por este modo obter-se-ha
uma serie de polynomios de grios decrescentes, cada um dos quaes é
elternadamente dividendo e divisor , taes como (»)

(+) O mais longo de todos estes caleulos é o que dd o resto da divisio de
f=z por f'z; porém a nota da pag.85 d4 umaregra, pelaqual se abbrevia muite
esla operagio. 8
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{2, f'zy oiovi. Foypmidmyviaise VW ovais oo (M)

Coda um d'estes termos ¢ o reslo, com o signal trocado, que resulta da
divisio entre os dous termos que lhe ficam & esquerda; e o ullimo V ¢
um numero, quesempre serh dilferente de zero, se suppuzermos a equacio
fx=0 desembaracada das suas raizes eguaes (n.” 49,),

Substitua-se em todos estes polynomios por z um numero a qualquer,
e escrevom-se em linha os signaes successivos dos resultados que se obti-
verem ; faga-se 0 mesmo com oulro numero b, e assenlem-se os signaes
dos resultados em correspondencia com os primeiros. Posto isto, o theo-
rema, que se perlende demonstrar , enuncia-se assim :

Se for b> a a sequnda serie de signaes terd de menos tanlas varia-
¢des , quantas sao as raizes reaes da equagio fx==0, comprehendidas
enlre a ¢ b. Se as duas series tiverem um numero equal de variagdes ,
ndo haverd raiz alguma real entre estes dous numeros.

1.° Ja se demonstrou (pag. 123), que se fizermos crescer = por
augmenltos successivos de @ até b, qualquer dos polynomios ¢z dard re-
sultados do mesmo signal em quanto se ndo tornar nullo; porém que se
==« lornar gz =0, ¢z modard de signal; e que o signal de oz serd
conlririo ao de ¢'z em quanto for & <z, e serd o mesmo quando for z> a.

2.  Dous polynomios successivos (M) nao podem ser conjunctamente
nullos. Porque das tres funcgdes successivas Fzr, gz, ¢z, uma é divi-
dendo, outra divisor,* e a ultima resto com signal trocado, sendo por
is50

Fz=0Qx ¢z — {a.

Se houvesse pois um valor 2 =« que tornasse ¢a=vYa=0, tambem
seria Fa==0, isto é, tambem seria nullo o polynomio Fz que precede
oz, € sssim a respeito dosoulros successivamenteaté ["ze [z : d'onde se
segniria que fx teria factores eguaes, o que ¢ contra a nossa hypothese,
Do mesmo modo se ¢, que Fa=ga=0, daria a=0, e todas as
Tuncgdes seguinles seriam por conseguinte nullas , incluindo V, o que tam-
bem ndo pode ser,

3.° Todo o polynomio, que se tornar nullo, fica entre dous re-
sultados. de signaes contrarios, Porque se for ca=0, serd Fa = —{ua,
e os tres polynomios terdo os signaes 40 —, ou — 0 4. Se fizermos
pois crescer = de a alé b por augmentos conlinuos, a passagem por zero
de qualquer d’estes polynomios ndio alterard o numero das variagdes , porque
comparando as duas series antes e depois de x = a, vé-se que dio




ALGEBRA SUPERIOR. 139
= O — =, € — .

Vejamos porém o que a contece no Wtimo e no 1.° polynomio, os
quaes ndo ficam , como o0s oulros , entre dous signaes. Em quanto a V,
que é um numero, ndo muda nunca de signal. Em quanto a [z, ja sa=
bemos que se for fa =0, o signal de fir que era contrarioao de [’z quando
x <, se torna vo de [z, quando 2> @, e que por esle modo uma va-
riagdo se muda n'uma permanencia, :

Contlinuando a dar successivamente valores crescentes a §r, poderd
f'x virtambem a passar por zero e mudar de signal , sem que por iss0 se
altere o numero das variagdes , eomo ji se demonstrou. Tornando pois
fx e [x a ter signaes contrarios, poderd fr passar de nuvo por zero, e
fazer desapparecer uma nova variagio. E assim por diante.

Fica porlanto demonstrado o theorema , visto que o desapparecimento
das variagdes, de uma serie para outra, s6 pdéde provir de se tornar
fx=10, em consequencia de valores successivos dados a « desde a alé b.

Cumpre advertir, que podemos, sem allerar eslas consequencias,
multiplicar ou dividir qualquer dos polynomios por wm numero positivo ,
evitando assim por meio d'estes factores os coefficientes [raccionarios.

88. Passemos agora & applicacdo do theorema. Faca-se x =10 em
todos os polynomios (M), a fim de se obter para cada funcclo o signal
do seu Gltimo termo, e formar assim a serie correspondente. Faca-se de=
pois & = ao limite superior | das raizes positivas, o qual, como se sabe ,
di aos polynomios o signal do seu 1.” termo, como se se fizesse &= .
Faga-se depois x==ao limite—1I' das raizes negalivas, o qual dara os
mesmos Signaes que & =—=-— oo,

Contem-se depois as variagdes de cada uma das tres series resunllan=
tes ; e se vier algum resultado zero, substitua-se indefferentemente por
um dos signaes 4 ou— , ou nlio se attenda a elle, vislo que um zero
cahe sempre entre signaes conlrarivs. D'aqui se concluird que a proposta
fr =10 tem tantas raizes negalivas , quantas sdo as variacdes perdidas na
passagem de — 1" para O'; e lanlas positivas qnantas slo us variagdes per-
dides desde 0 alé L.

Para separar estas raizes umas das outras, substiluiremos os nume-
ros intermedios , que se irlo approximando alé que s veriocdes desappa-
ream uma a uma; e para se proceder com mais ordem , subslilua-se
por x primeiro zero, e depois numeros crescentes, lanto posilivos como
negativos , até se chegar &s series de signaes que coincidem com as cor-
respondentes a -+ oo € — oo ; Por que assim se manifeslardo por 81 MEsMOs
os dous limites das roizes, ,
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Ex.’ L fr=z"'"—2"4+22*—6x4+5=0, da
['=4x'— 32"+ 42— 6,— 132°+ 682: — 74,

— 792z 4+ 1141 |, 4 1892293,

2=0 ..., ==+ +2 vari.

.o .+ —— 442 vari.

... +4+4+—42 vari.

.ioi + 4 ——42 vari.

Nao ha raiz nenhuma negativa , nem>4%: e como emtodo este intervallo
se nlo perde nenhuma variagdo, as quatro raizes sdo imaginérias.

Il Ex®fr=2"+2"42s"42=0, di [' =B52'+32° L iz,
— & =3z —5 , —162"+72 —25 , —3z —19 +6400.
T=—4ee.e =t 4 — 4+ 3 vari.
—2.. . — =t 3 vari.
-1 +4+———+2 vari.
—0..00 +0—— =42 pari.
+1. e} 2 vari.

Nio podem haver raizes sendioentre — & e 4 1, e como s6 se perde uma
variagho , ha apenas uma raiz real, que fica entre—1e —2,

HL Ex’ fz=2'— 2’ 4+ 2°+ 62+ 2, d4
25" —6z'+2+3,62* — 100 —7,2—1, 4 12
' T=-—1.000 +—~~+4— 4 & vari.
0.... + 4+ —— +2 vari.
1.... 0 — 0 42 vari.
2. F—— 4 4 2 vari.
oo + + + 4 + 0 vari.

Ha dues raizes entre 0 e — 1, e duas entre 2 ¢ 3.
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Este theorema de M. Sturm é muito notavel e merece figurar nos Ele-
mentos d'Algebra. E evidente a analogia que tem com o de Fourier, e o
proprio auclor confessa que se serviu d'aquelle nas suas investigacdes. Com-
tudo este methodo ¢ incomplelo, porque ndo nos indica o meio de sepa-
ror uma das oulras as raizes que ndo se acham isoladas enlre os numeros
substituidos, sendo ainda necessario para isso recorrer a novas substitui-
¢des; nem tho pouco nos ensina a achar raizes cada vez mais approxi=
madas.

89. Methodo de M. Budan. Se na equacio fz=0 fizermos x —a-+-y,
a transformada , que facilmente se obtem pelo processo de pag. 59, terd
por incognila y = z—a. Do mesmo modo obteremos outras transformadas ,
cujas incognitas serdo s=2z —b, t=a—c, sendo a, b, ¢....quaes-
quer numeros crescentes, Estas transformadas podem facilmente deduzir-se
umas das oulras, pondo b=a+a, c=0b-+ 6, ....; e substituindo,
na 1.* transformada em y==x—a, por y a expresslo

y—a=z—(a+4a)=z—b=2zs;

depois n’esta Gltima por z a expressio
t—f=z— b+ E)=a—c=1;

e assim por diante.

Feilo isto , admittamos por um pouco que todas as raizes de fz=0
sdo reaes. Entiio , lanlo n'esta equacio, como nas transformedas, o nu-
mero das raizes positivas serd egual ao das voriacdes (n.° 76). Se em
fz =0 houver porém raizes entre 0 ¢ a, estas tornar-se-hiio negativas na
transformada em y == 2 —a, e em consequencia disto perder-se-hao tantas
variacdes na Gltima quantas forem as raizes, que ha na proposta, entre 0
e a. Assim, se a proposta e a transformada em z— a liverem o mesmo
numero de variagdes, olo haverd raiz alguma entre 0 e a; haverd uma
86, se a transformada perder uma variacio; 2,3, &, .... raizes, se
desapparecerem 2, 3, &.... variagdes. Pela mesma razio, pa trans-
formada em z==y—«, quantas forem as variacdes perdidas na pas-
sagem da tranformada em y pora a transformoda em z, tantas roizes
y havera entre 0 e «, isto &, tanlas raizes quantas sio as de fz =0 entre
aeb, porque b=a- «. E assim consecutivamente. Para obter o nu-
mero das raizes negativas , mudar-se-ha 2 em — z em fz =0, e ioyes=
tigar-se-ha o numero das raizes positivas da transformada.
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Mas se a proposta liver raizes imagindrins , estas consequencias nio
tem logar; @ por isso quando desapparecem duas variagdes péde entrar
em divida se esta perda édevida & existencia de duas raizes intermedias ,
ou se essas raizes sdo substituidas por duas imagindrios. A perda de tres
variagdes pde em divida se sdo lres, ou s6 uma , asraizes reaes; ete.

Segundo M. Budan, & necessario neste caso introduzir fracedes que
estreitem os intervallos, por mode que se possam separar as duas raizes
intermedias, quando existam ; oque se reconhece pela perda das variacdes
uma a uma. Se estas raizes forem muito proximas, de modo que, por
ex.”, 86 diffiram na 2.* decimal, sémente haverd certeza de as haver
separado, quando o iotervallo eatre os numeres 0, @, b, ¢, .... for de
uma cenlesima, Porém, ndo fellando no trebalho que dav estes cdleulos,
como a separagdo das raizes & impossivel , quando nlo existem , péde le-
var-se muito lenge, ¢ debalde, a approximacdo, sem haver um indicio
da nlo existencia das mesmas raizes. Ndo ¢ possivel destruir esta objecclo
contra o methodo, exceptuando slguns casos porticulares em que M. Budan
resolve a difficuldade, a qual fica em pé para todos os oulros casos; razio
porque este methodo ndo satisfaz geralmente,

Eis aqui como o seu auctor o applica & approximaglio das raizes, Ti-
ram-se, successivamente da equaglio fr==10 pelo processo da pag. 59,
todas as transformadas em z—1, 2—2, 2—3, .... alé se che-
gar a uma equaclo que tenha sémente signaes positivos; pelo namero
das variacdes perdidas sabe-se quantas raizes podem existir entre os nu-
meros 0, 1,2,3,...... d’onde se deduz o ioleiro contido em cada
uma d'ellas. Se a transformada em 2 —a Lliver zero por Gltimo termo,
x —a serd factor de fz (0.°27); equando muites dos tltimos termos das
transformadas forem nullos conjunctamente , a raiz a serd maultipla ; vindo
por este modo a reconhecer-se lodas as raizes inteiras eguaes e desiguaes.
Quando existirem estas raizes, dividir-se-ha [z por 2—a tantas vezes,
quantos. forem os Gllimos termos nullos, e depois: se applicars o methodo
a0 quocienle, a fim de ebter as raizes [raccionarios.

Designemos por (0), (1), (2), . ... as transformadas em 2 — 0,
=1, 2—2, elc.

Entdo na equagio 2" — 62"+ 162*— 28z 16 =0, teremos
(0).... 1 —6416—25 416
(1)e2ne 1 —24 &— 64 3
(e oi 1424 & 0 0
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Por onde se v&, que fr ¢ divisivel por (x— 2)*; e como o quociente &
(#—1)*+2(x—1)+ =0, equaglo cujas raizes slo, imaginirias ,
vd-se que a proposta s6 tem duas raizes eguaes, e ns outras imagindrias.

Na equagao z' — 8z’ — 16z — 2=0, limitando-nos &s trans-
formadas em que se perdem variagdes , que sdo as que basta tractar, te-
remos

0)eee:t 00— 8— 16—12 1 vari.
(3)eens 1412456+ 45—061 1 vari.
(oo 1+ 16488 4-176 + 52 0 vari.

Mudsudo z em —z (0).... 1 0— 84 16 —12 3 vari.
Moo 14+ 44— 24 45— 3 3 var.
(2)es.. 1+ 84164 16+ 4 O vari.

Onde se v¢ que ha uma raiz efitre 3 e 4; e que entre — 1 e— 2 po-
dem baver 3, ou talvez uma s6 real e duas imagindrias.

Conhecido o inleiro a de cada raiz, para achar o algarismo a' das
decimas , a" das centesimas, etc.: supponhdmos

x—ﬂ:-:—n ;t', x'-ﬂ'#ﬁ:ﬁ”, m"'—a":--‘l;a:'” 3 S0

o que dard
z=a+"% a + =sa" + elc.

@ ' 1000

Ora, sendo a o maior inteiro contidoem z, é z —a<l e z' <10;
sendo tambem a' o maior inteiro contido em 2!, éx' —a'<l , e 2/, <10;
e assim por diante. Logo todos os inteiros o, a”, a", ...... contidos
em z', 2, 2", .... sdo <10, e formam as letras successivas de dizima
no velor de z.

Depois de achar a tronsformada em # —a, que perde uma varia-
¢do, e faz conhecer o inteiro a da raiz, passar-se-ha & composiclo da
transformada em ', a qual se obtem, segundo se deduz da equaclo
z — a==+% z', multiplicando por 10°, 10", 10*,.... os respectivos
coefficientes da equacio em z — a. D’esta equaglio em z', se deduzirio
as transformadas em z' — 1, a' —2, ...., dasquaes aquella z'—a',
que perder uma variaglio, dari o algarismo @'< 10 das decimas. Multipli-
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cando de novo os coefficientes successivos da transformada em 2! — g por
10°% 10', 10% .. .... passaremos para a transflormada em z" , d'onde se
deduzirdo as transformadas em a''— 1, 2"— 2., .... das quaes aquella
@'l =—a'" que perder uma voriacdo dari o algarismos a'! <10 das centesi-
mas. E assim para as decimaes subsequentes.

Advirta-se que se, em vez de pararmos com o cileulo na transfor-
mada que da uma variaglo de menos, o conlinuassemos alé & transfor=
mada em &' — 10 =10 [z — (a + 1)], os coefficientes d'esta equaglio se-
riam os productos por 10° 10', 10% ...... doscoefficientes da trans-
formada em z—(a+1); e podemos por isso servir-nos deste meio para
prova da exactiddo dos calculos.

No ex.” precedente, supprimindo as transformadas inuleis , teremos
pera a raiz entre 3 e %

e em 2’ (0).... I 41204 4600 4 45090 — 510000
(6) .... 1 41454 6976-+113025 — 53184
(7) oot 4158 4+ 7415 127412 + 66961
(10) .... 1 -+ 160 + 8800 +176000 -+ 520000

D'aqui se conclue que 2' esta entre 6 e 7, logo 2=—23,6. A equacio
(10) sendo o mesmo que a equaclo (%) de cima, multiplicados os'seus
coefficientes por 10°, 10°, 10%,......, serve de prova aos calculos. Para
achar as centesimas das raizes, empregar-se-hia outra vez a equaglo (6),
multiplicando os seus coefficientes por aquelles factores, e viria a transfor-
mada em z" ete.

Por este processo se acharia z = 3,61578.

Do mesmo modo se acharia a raiz comprebendida entre — 1 ¢ — 2,
As oulras duas raizes sdo imagiodrias.

Este methodo de approximagio, posto que geral, & longo e menos
commodo que o0s outros, que por isso sio preleriveis. Emprega-se com
vanlagem para separar as raizes, quando se acham muitas comprehendi-
das entre dous inteiros successivos : porque entdo as variagdes que se per-
diam ao mesmo tempo na passagem de uma transformada para a seguinte ,
comecam a ndo desapparecer sendo uma depois d'outra, logo que se chega
& primeira letra de dizima que nlo é commum a estas raizes. Isto se vé no
ex.’ seguinte elc.

o' bt b2+ 6242 =0
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0).... 1-—44+ 14642 2 vari.
(oot 8 0—5 046 2 vari
2)eeei 1t 444+ 1— 642 2 vari.
(3)eeee 1 4841941242 0 vari.

!tludmtln.:em-—-o:r:_(ﬂ).... 1 +54+-1—64+2 2 pari.
(1)eeee 1 4841941242 0 vari.

Podem haver duas raizes entre 2 e 3, e outras duas entre 0 e — 1.
Para verificar eapproximar os seus valores, far-se-haz — 2 = L 2/, para
achar as raizes entre 2 e 3: e resultard

(0).... 1+404 100 — 600020000 2 vari.
(8).... 14564+ 676 —302k+ 416 2 vari.
(8).... 1460+ 850—1500— 1875 1 vari.
(7).c0. 146841234 —2182— 979 1 vari.
(8) ..o 1472+ 1445 4+ 5328 + 2976 O vari.

Existem por tanto duos raizes de z entre 2 ¢ 3, a saber 2 —=2,4 . . e 2 =—2,7.
Levaremos a approximagdo mais longe, partindo das equagdes (4) e (7);
e buscando primeiro as cenlesimas , depois as millesimas. . .. acharemos
z=2414.. ¢ 2,732.

Em quanto &s raizes que se presume existirem entre 0 ¢ — 1, tomare-
mos a equagdo (0) depois de haver mudado & em —  , e como accidental-
mente esla equaclo é a mesma que (3), e conduz 4s transformadas aci-
ma, a dizima é a mesma, e x=—0,5%.. ex=—=0,732.. ..

Veja-se a nola que termina a Algebra de M. Bourdon.

Raizes Imagindrias.

90. Sujeitando, por convenlio, os symbolos da f6rma a1 ' —1,
em que a e b designam quantidades reaes, as operagdes algebricas,
vamos mosirar que os resultados. podem sempre redusir-se d forma
a+ by ' —1, Com effeito:

19
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(1] (a4bV =)+ (@+VV=D)=(a+a)+ (0 + )V
2] (a+bv=)—("+b vET)=(a—d)+ (b—0) v=;
(8] (a+bV=T) x(a'+b V=) =/(aa'— bb') + (ab'+ab)" =1 ;

0 a+bV—i (a4 bV)(a'=VV' 7)) aa'+ bV
a0V —1 @+ 0Vo)(@—bV—=1) d+b°

a'b—al/
tErrEr

O desenvolvimeoto da (a 4 §1/—1)", obtem-se pela [6rmula do bino-
mio, que di

(a+ bV TTp=ar (14 2V=) =a 145 2V

n (n—1) E_n(n—i}{n-—-E) _{;:.

B WGl O e By il

n (n—1)(n—2)(n—3) " .
KT Bl ?“""]'

e reunindo os termos affectos de V—1 ,

(a +W=1)

nn—1) ¥ n(@—1)(n=2)n—3) f;_elc]

=°'["'1.2 i T T Yoty

. b n(n—1)(n—2) &
“[%'E"'l. o He v
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Para obter o desenvolvimento de (@ — b}/ 7)" bastaré mudar b
em — b no resultado precedente ; vindo sémente por este motivo a haver
mudanga no signal do coefficiente de a» " —1, em cujos termos entra b
elevado a potencias impares. Se fizegmos pois

(=) B afp—1) (1—2)(n—3) b

F=l 9 2 a* 1. 2 . 3. 4 a' ity
~nbdb nn—1)(n—2) ¥
. e el bl
seré
T ) (EORER— (a+ 0V =if=p+qV =1,

[ﬁ] R e e [ﬂ—'-bV-_.—i}'.—_-p-—qV:_i.

Se nestas tltimas f6rmulas for n inteiro positivo, as series represen-
tadas por p e q serdo limitadas , e p e qquantidades fiitas. Se n for po-
rém pegativo ou [raccionario, as series serdo illimitadas.

Para reduzir a expressdo radical

Vaxbv_—g1

& forma p==qV —1, substituil-a-hemos pela potencia fraccionaria

(a=bV—i)", que se desenvolre do modo que acablimos de dizer. A

Algebra ndo fornece outro methodo geral para esta transformacdo; e sé

quando n for potencia de 2, se péde effectuar sem socorro das series.
Consideremos primeiro os dous radicaes do 2.° gréo

Va+blV —1e Va—blV .

Pondo k=VatbV—i+ Va—bdV_—1,....c... (a)

I =Va+ bV 1= Va—bF —1, ecoreees (b)




148 ALGEBRA SUPERIOR.

teremos , elevando estas quantidades ao quadrado,
k'=2a+2Va’+bz.
-
I’=2%2a—2 V't b,

Qualquer que seja o signal de a , ovalor de k* & positivo; pelo contrario
o de I* ¢ semprc negalivo. D’estas egualdades tira-se

k=212 G l=V—2a+ 2V V1. .... (e)

Ora as equagies (a) e (b) dio

.".'—I.
2 »

Var by —;__ k-+!

2 o Vﬂ—hvrlg

substituindo pois por k e ! os valores (c), vem lralmente

’TJ Vaibl —1 = L V242V 7] T',f;;__!_ 3 V=212V i vV —Ii

— £ SR

8] Va—Wa=ivZaiW g p—iv—2ai2V g p VI
Se considerarmos agora as expressdes radicaes

i 8 Fib 15_______
VaEl —1, VA=W —1, Vaxil/ =, ele.,

nas quaes os indices das raizes sio] potencias de 2 : roconhacer-se-h1, que
ajextracglio de cada uma d'estas]raizes pide ser substituida por exira-
ccdes successivas da’ raiz quadrada; e por consequencia as formulas (7] e
[8], sendo-lhes applicadas repetidamente , reduzirdo por im estas espres=

soes & férma p = q v —1.
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Se no polynomio ka® 4 pz™ 4 .... fizermos z=a = bV —I1,
cada um dos termos desenvolvido terd a férma p %= q v —1, e por con-
seguinte tambem o polynomio terd a mesma [érma.

Effectusndo a multiplicacio de 3, 4, 5.... factores imaginarios

da férma a==b VY —1, obteremos tambem um producto das mesma
forma.

91. Sopponhimos que z=a-+ b V"1 ¢ uma das raizes da
equaglo fz = 0. Substituindo por z este valor na proposta , vird , pelo

que se acaba de ver, uma expressio da férma P - Q V—=1=0, a
qual s péde ser satigfeita pondo P=0, Q =0, visto que a parte real

ndo se pode destruir com a imagindria. Se tivessemos posto x=a—bv' —1
fx tornar-se-hia em P — QI 1 ; pois, segundo ji dissemos, s6 have-
ria mudaoga no valor Q, em que eotram as potencias impares de b, e
que por isso mudaria de signal. Mas como P e Q s3o nullos, a substi-
toicho d'este 2.° valor de z tornaria fz=10; e por isso os valores con-
jugados a = b /—1 slio ambos raizes da proposta , e [z & divisivel por
(z — a)*+ b*, producto dos dous factores do 1.° grio. Logo:

Se a-+b /1 for uma das raizes de {x=0, tambem 8 — by —1
oserd, ¢ a proposta terd um factor do 2.° grdo da [érma x*—2ax--a*4-b*.

92, Uma equagio de qualquer grio, com coefficientes reacs ou ima-
gindrios da forma a+b Y —1, tem sempre pelo menos uma raiz real
ou imagindria d'esta forma.

A demonstragio que deu Legendre d'este theorema (Theorie des
Nombres , I. pag. 175) & com pouca differenca a seguinte.

[. Comecemos por mostrar a verdade do theorema a respeito das
equacdes binomias '

z +=1=0, z = v =T=0.

1-* Qualquer que seja m, a equagdo @ —1=0 & evidenlemenle
salisfeita pelo valor x=1.

Se m & impar, -”-+ 1 = 0 sel-o-ha por x=— [ 14
2.° Sem épar, lerd af6rma m = 2°p , sendo p um numero impar ;
mas 2 # = (-c:)" ; se pudermos pois achar um valor de, real ou ima-

gindrio que salisfaga & equagdo a* = — 1, este valor verificara neces-
sariamente
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(a:" -)‘.:— 1, ou $-+ 1=0.

Ora da equaclo #*=—{ tira-se 2==1"—1, valor que, segundo se
viu na Arithmelica, se acha extrahindo n raizes quadradas successivas
a —1, Mas a primeira raiz é = /—1; e como a raiz quadrada de

uma expressio da forma a == V' —1 ¢ lambem desta forma , segue-se ,
que a raiz dogrio 2" de— 1, ainda ters a mesma [6rma; e que a equaglo
 +1=0 terbuma raiz da brmaa by 71, quando m for par,

3.° Se m ¢ impar terd a f6rma dn+ f ou 4n 1 3. Ora se elevar-

mos sucessivamente , 4 1.%, .*, 3.*. . .. potencia , a expressdo + V' —1,
acharemos periodicamente os seguintes valores

-I-l‘ -"'1’_1,_'._‘/':-‘-*—1'
donde se deduzem as quatro formulas seguintes :

(+ V—1fre=att, (+ V=i =4 vV,

(+V )P ], (+ V=V
Do mesmo modo se deduzem as quatro seguintes

(= V=i =41, (Ve ==V,

(—V b =i, (—Vp)ms — 4 VT,

Sendo pois

(—=VM)e+ = - v, (+¥ —1)e = VT,
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vé-sc que satisfaremos & proposta 2™ + V"1 =0, pondor=—F_1,

on :r:=.-:.+V-—-1 , conforme for m egual a 4n+4-1 ou a ¥n 4 3.

Se m for par, pondocomoacima m==2%, eraciocinando do mesmo
modo, acharemos que a equaclo a™ -} —1 =0 teri uma raiz da
forma a 4 bF” =7, se pudermos obter para = um valor da mesma [érma
que satisfaga & equacdo

P=—V_i,on =+V1,

conforme for p egual a 4n4 1 ou 4n - 3. Mas as raizes quadradas de

=V —1 sto da forma a+ 0V "7 ; Jogo tambem o serd a raiz do
grao 2° de ="—.

4° Pelo mesmo theor se mostrard que a equaglo z™ —V —1=0
tem uma raiz da forma a < bV "—1.

II. Passando agora a um polynomio qualquer fz=0, supponha-
mos que ndo tem raiz alguma da férma z=a b —1. Ponhamos
pois z=—a+ bV —1 4-a3, sendo & uma quantidade susceptivel de se tor-
par menor que qualquer quantidade assignavel , e zuma indeterminada, de
que 'podemos dispor convenientemente. Para effectuar a substituigdo d'este

valor de # oa proposta, mudaremos primeiro & em & +-h, o que dard
(0.° 31) '

It m
e+ e D g Ly,

e substituiremos depois & por a+ b/ —1, e h por az. O 1.° termo fz
tornar-se-ha, como ja vimos, em ¢+ dV—1, nlo podendo ¢ e d tor-
nar-se nullos, visto que a 4 b¥/—1 se suppde nlo ser raiz da proposta ;
algumas das derivadas de f podem ser nullas: Suppondo que /™ {a’.} éa
1. derivada que se ndo anmiquila pela substituicio de a +bF ' —1 em
vez de x, e designando por ¢'+ d'V/—1 o valor que toma entio o quoci-
ente d'esta derivada por 1.2.3...... m; teremos, representando por
P+Q1—1 aquillo em que se torna fz pela substituiglo de

z=a+W—1+a:z,

P+QV—1 =¢ + dV—1 4 (c'+ d'¥/'—1) a® z* 4 Ga™F g
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designondo , por simplilicagdo, por Ga™*+' 3"t a somma de todos os ler-
mos, em que «3 enire n'uma potencia superior a m.

Como z & indeterminado , podemos dar-lhe, como vimos acima, um

valor da forma a4 b1/ —1, talcomo z*==*=1, ¢ separando conjuncla-
ctamente as partes reaes e as imagindrias , vird

P=c¢=*+c¢oam + Gla=t |

Q=d = d'a" -+ Gr'a™+' ,

d’onde se deduz facilmente

P4 Q*==c"4- d'= 2(cc 4 dd') o™ + Kamt!,

ou antes
P+ Q' =c"+ d*+ | = 2(cc'+ dd)) + Ka|a™,
Como a se péde tornar tam pequeno como se quizer, ¢ evidente que
podemos dar a Ka um valor tal, que o signal da quantidade que ests entre
os colchetes, tenha o signal do 1.° termo == (c¢' + dd'). Logo tomando

aquelle dos signaes - ¢ — que for contririo ao do binomio cc' 4 dd', o
que equival a pir s™=+1, ou 3™ =—1, teremos

P+Q<e*+d

Se fosse cc’+ dd'== 0, comegariamos o mesmo edlcalo pondo 3"= =£p'—1,
o que daria

P=¢ 3 d'«" 4 G,o*

Q=d x c'a® 4 Gt ,
d'onde

P4 Qesctd = 2 (cd' —de') a4 K a™t+*,
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Pondo 5™ = + V'—1 ou z» = —}/—1 , conforme cd' — d¢’ fosse nega-
tivo ou positivo, poderiamos tomar , como em cima, « tam pequeno, que
tornasse negativa a somma de todos os termos que se seguem a ¢+ d*;
e teriamos ainda neste caso

P4+Q*<c*d%

Por outra parte tambem ndo poderia ser c¢d' —d¢’' nullo, por quanto,
como suppomos tambem c¢' 4 dd’' = 0, resultaria

(ec' 4 dd')*+ (cd' — dc')* =0,
ou

P b PP+ P+ B = (6 &) (¢ A7) =0
condiglio que exige, que sejo a0 mesmo tempo :
o ¢c=0, d=0,
o que ¢ contra a hypothese ;
ou =0, d=0,

¢ entdo seria f®(a+4 bV/'—1)=0, tambem contra o que suppuzemos.

Fica pois demonstrado , que seum valor a b1 —1 de =z, que re-
duz fr a ¢+ di"—1, ndo for reiz da equaglo fz =0, podemos sempre
achar outro valor ==a + b/ —1 + a3, tal, que dé a fr um désenvol-
vimento da férma P+ Q1 '— 1, sendo P* -+ Q® <c*4d*. Podemos depois
dar outro valor a # da mesma f6rma , d’onde resulte para fz um desenvol-
vimento P'4+-Q%/—1-, sendo P*+Q"”<P*4+Q" E assim por diante.

Vé-se pois, que o binomio essencialmente positivo P*- Q* péde ir
decrescendo por tal modo, que, chegue a0 minimo zero; e nesse estado
havérs um valor z=A + BV '—1, que, dando a fz o desenvolvimento
p+qV—1, etornando p*+ ¢*==0 e por conseguinte p=0¢ g=0,
serh por isso raiz da equagdo fr =0. Logo:

1.° A equagio fx =0 terd sempre uma raiz da férma a+bV'—1,
e por conseguinte outra da forma a —bV —1, ¢ um factor real do 2.°

20
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grdo da férma (x —=a)*4 b*. Com tudo se for b =0 a raiz serd real , ¢
ndo existird a sua conjugada.

2° Toda a equagio de grdo par pdde sempre ser decomposia em
factores reaes do 2.° grdo, O mesmo se dird das equagdes de grdo impar ,
tendo porém estas demais um factor binomio do 1.° grdo.

3.° Toda a funcgdo imagindria pide redusir-se d formaa = b/ —1 ;
por que egualando-a a z, poderemos por meio de transposigdes e eleva-
¢des a potencias, eliminar d'esta equaclo todos os radicaes, e chegar as-
sim a uma equacglio fz==0, cujas raizes da férma a == b} =1 serlo os
valores da funcglio proposta.

93. Vejamos agora a maneira de calcular as raizes imagindrias
contidos na equacdo fz =0,

1.° Substituindo na proposta por z ovalor a +b#/—1, obteremos
uma expressio da [orma P+ QV'—1 =0, daqual sededuz P=0 e Q=0.
Estes polynomios P e Q, obtem-se muito facilmente, como ji vimos,
desenvolvendo pela forma de Taylor (n.” 31) a expressio f(a+ bV "—1);

dﬂ'onde nos resultard , supprimindo o factor commum b de todos os termos
e Q, :

b" I b v o
Bl et el -

¥ b
fa—asleragas e — #=0.

Eliminando b* entre estas duas equagdes, viri uma equaclio em g, que
se tractard pelo processo da pag.77 , e daré todas as raizes commensura-
veis. Com estes valores de @ acharemos os correspondentes de b°, e final-
menle as roizes imaginarias da [6rma z=a=x=blK —1.

Por ex.” a equaglio

Tt = 32 = {22 4+ 40=0,

d
0' —38a* — 123 4 40 — (62 — 8) 1’ + b' = 0,

40" —6g —12 — Ja b’ =0,
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Eliminando b* vem a equaglo final
16a* = 2Aa* — 1810* = 36=0,

cujas raizes commensuraveis a=+2, a=—2, diob’=1, =48,
resultando por conseguinte z =2V —1 e z=—2=2V —1.
Assim a’ proposta terd a férma

(2 —2)+ 1] [(z + 2+ B)) = (a"— & + B)(a* -+ bz + 8).

2.° Quando a equagio final em @ nlo tem raiz commensuravel ,
esta theoria s6 di os valores de @ e b por approximagio.

N'este caso podemos spplicar o methodo de Newton (n.’ 69) para
obter resultados cada vez mais approximados. Assim tendo achado, pela
theoria precedente , os valores a e b de quaesquer numeros reaes compre-
hendidos entre os limites conhecidos das raizes, faremos x —a -+ bV —1,
o substituindo este valor em fix = 0, apparecerd uma expressio da forma
¢+ dV'— 1. Tomando depois uma quantidade y tam pequena, que pos-
sam desprezar-se sem erro sensivel os polencias superiores & mais baixa ;
e pondo z=a+4 bV —1+yem fo=0, vird uma expressio da [orma

flatdbV—1 +y)=c-+ AV —1 +y(d+ dV—=1)=0.

Tirando d"esta equaglo o valor de y , e substituindo-o em z-+-a-+b V—i+y,
teremos um valor de @ mais spproximado.
Com este 2.° valor de x procederemos do mesmo modo para obter
2." approximoclo. E assim por disnte.
Por ex.°, na equaglio
»

fe=0a"+22" =3z+2=0,

tome-se primeiro x =} (1 + ¥"—1), e resultard
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fr="1(1—/'—1).
Pondo depois
vem
=4V —t —y(1 = IV—1)=0;

d’onde se deduz :
y==0,094 0,051 —1.

Teremos pois na 1." approximagio
z=10,59 4 0,560"—1.
Pondo agora z=0,59 + 0,65V —1 +y,

resulta

—0,0009 + 0,0561/—1 =y (— 0,5032 + 4,047 1/ —1),

ou
0,2271 — 0,0245¢/—1
py 4 16, 6302 ==—0,0137 40,0015 ' —1,
e @ =0,5763 40,5515 1'—1.

E assim por diante.

Se no desenvolvimento de fx a potencia mais baixa de y ndo for
a primeira , deve entender-se a respeito de y‘ o que fica dito a respeito
de y, sendo ¢ o menor expoente de y. N'este caso seré necessario extra-
hir uma raiz do grio ¥. p
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111. RESOLUCAO DAS EQUACOES PARTICULARES.

Abaizamento das Equagdes.

94. Supponhamcs que duas equagies fx =0, ¢z = 0 tem as raizes
communs @, b, ¢, .. «--. Os factores x—a, z—b,z—¢......
tambem lhes serio communs, e o producto d’estes factores serd o maior
divisor commum entre fx e ¢x. Para obler pois aquellas raizes, procura-
remos o maior divisor commum D entre as duas [upccies, e resolvendo
a equacdo D=0, as suas raizes serlo as pedidas. Dividindo depois [z
por D, e designando por [,z o quociente , as outras raizes da equaglo fz =0
serdo as da equaglo fx =0,

Posto isto, vejamos por que maneira se péde abaizar o grdo de

uma equagdo

B by s ob iy o w28 ()

quando ¢ conhecida a relagio ¢ (x,x)=0 entre duas] das suas raizes
xe x.
Como z e ' sdo raizes da proposta, teremos as tres equagdes

[x=0, [z'=0,¢ (m,x']=0.

Tirando datllima equagio o valor de 2/, e substituindo-o na 2., ficario
as duas em &, que devem coexislir,

As raizes communs das equacdes (2) sio as raizes de (1), que satisfa-
zem & condi¢io dada ¢ (2,2') = 0. Procuremos pois o maior divisor com=
mum D entre o8 1.°* membros dos equacdes (2); as raizes communs
serdo contidas pa equacio D=0; e estas poderdo substituir-se em
9 (2,2")=0 para dar as outras da proposta, Dividindo depois fz pelo
producto de todos os factores correspondentes &s raizes acima achadas,
vird a equaglo final com o gréo abaixado.
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Por ex.’, suppondo que entre as duas raizes z e z' de
2 =37z —84i=0,
se da a relaglo 1 =&’ 4 2z, teremos as tres equacdes

@'—372—84=0, &' —387a'<=84=0, 1=u+2a,

das quaes resultam as duas
@'« e = 8h=0, 20"~ 32"~ 17# + 80=0,

que tem o divisor commum @ - 3, oqual egualado a zéro dé @ = — 3.
Esta raiz substituida na relagio 1 =o'+ 2z, da &' =7. Dividindo pois
a proposta por (24 3)(z—7), resulta a equaclio x +%=0, que di
a 3. niz za=—4,

95. Se em logar da relagio (2, ') ==0 entre duas das raizes,
fosse dada uma relagho entre um numero qualquer de raizes, deviamos
tractar cada uma destas como uma incognita distincta ; formar as equagdes
resultantes da sua substituicio na proposta ; junctar eslas novas equagdes 4s
que exprimem a relagdo dada; e eliminar depois todas as incogitas
excepto uma, que se conservari conjunctamente em duas das equacoes ,
as quaes por conseguinte admitlirio um divisor commum. Esle, segundo
0 grio de que for, fard conhecer uma ou wais raizes comprehendidas na
relagho dada,

96. Chamam-se eguagdes reciprocas, aquellas cujos termos equi-
distanles dos extremos tem o mesmo coefficiente, como

f.r:&km‘+p.r"’+q.1““—f—.. ceeres g pr+k=0.... (3)

Se a for umaraiz d'esta equaciio , tambem & o serd, por isso que substi-
o

tuindo os dous valores, e supprimindo os denominadores, apparecem 0s
mesmos resultados. Nestas equagdes pois as raizes vem conjugadas aos pa-
res com dous valores reciprocos, e d'ahi lhes provém o nome com que
costamam ser designadas. A propriedade que os caracteriza , exprime=se ana-
Iyticamente por meio da equagiio
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—)

‘Vejamos como n'estas equages se péde abaixar o seu grio; e considere=-
- mos os dous casos de serem ellas do gréo impar ou do gréo par.
1.° easo. Grio impar.Como o numero n 41 dos termos da equagdo
(3) ¢ par, o coefficiente do termo medio se repetird , e ovalor ¢ =—1
seri manifestamente raiz da equagdo. N'este caso—1 ¢ a unica das
raizes que nlio vem conjugada com outra reciproca , sendo ella mesma a
sua reciproca. Se dividirmos pois fx =0 por z 41 (pelo processo do n.°
27), e designarmos o quociente por Fr==0, esta equagio de grio par
serd tambem reciproca , per isso que as suas raizes o sdo. lsto mesmo se

1 : -
demonstra directamente ; por que , mudando » em — 08 equaglo identica

fr= (z +1) Fz , multiplicando por 2=, e attendendo a serfo::a:"f(%):
virh

fz=(% + I)I'F(Ti—)=(x+i)m"" F(—;—)
egualando as duas expressdes de fiz , deduz-se
Fo=a* F (-:-;)

que ¢ o caracter proprio das equagdes reeiprocas.
Assim a equaglio reciproca

325 — 102° 4227 + 132°% — 82° — 8z +132° 22 —102 + 3 =0,
dividida por (@ + 1), abaixa-se & equaglio tambem reciproca
3" — 132"+ 152" — 2’ — 62'— 22"+ 152*— 132 - 3=0.

2.° cas0, Grdo par. O coefficiente do termo medio P ndo se re-
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pete. Mudemos n em 2m na equaglio (3), e dividamos por z™. Reunindo
depois os termos de coefficientes eguaes, vira .

k(z™+2=") +p (" + =) 4 g (2™ 2 =) 4. .. .. P=0.

Supponhamos z ==z 4 z='; e eliminando x entre esta equagio ¢ a pro-
posta, virh a transformada em z; e depois de resolvida, acharemes
por meio da equagio

= mai (R ) oo v S s s v ()

Para fazer a eliminagiio ,.temm evidenlemente
(;r;‘-l 4 a;-(""'l}J (:E & x—l) =g 3 z— + ai=s i a—=ti=2) 3
d'onde se tira

LA pmm(o 4T ()

Fazendo successivamente i —=1,2, 3, 4,...... vem
x‘_f.,x—l::_ a:"-}-:c"’_——zz—ﬂ 3
o —=35"—3z 2t rte=st——b? ) 2,
x4 o= '—=13*' —Bz" + b3z &' =35 —6z'+9:*— 2,
etc.

Em geral cada uma d'estas expressies ¢ a somma das duas precedentes
mulliplicadas, a immediata por =, e a outra por — 1. Podemos pois de-
duzir a equagio geral

4~ =g —iz

i —3) ., ili—8)(i—8) _
e SRR v

i(i—8)(i—6)(i—7) |,
* 2. 3.4 I
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Qualquer dos termos T se deduz do precedente S por meio da relagdo

_ff—2h+ ) (i —2h 4 2) s,
h(t—h)s*

Te=

designando por h o pumero dos termos que precedem T. Ndo nos demo-
raremos com a demonstragiio d’esta theoria, que se funda nos mesmos prin-
cipios que as das series dos senos e cosenos d’arcos multiplos , de que adi-

anle nos occuparemos,
Vé-se pois, que, por este processo, as equagdes do grio2m ficam

abaixadas ao grao m.
Noex.” ji traclado , em que a proposta do grio 9.%, depois de abaixada

a0 8.°, &
3z' —13z" + 16z* — 22° — 62' — 22" +- 152" — 132+ 3 =0,
temos , que esta equagio se muda em
3(z* + a~4) —13 (2’ 2~%) + 15 (2°+ 2=°) —2 (2 + 2~') — 6 =0,
a qual se transforma em
3z' — 1354+ 32+ 37— 30=0,

cujos raizes slo z=1, 2, 3 ,—7; e d'onde se deduz depois
z=1%0, :(1=V—=3), +(3=V8),— L (BxV—11).

Equagdes binomias. Raizes da Unidade.

97. As equagdes binomias sdo todas asque podem reduzir-se & [6rma

==k, ma"TA=0,

sendo A uma quantidade qualquer conhecida e positiva.
21
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Consideremos primeiro as equagdes da férma a= = A. Pondo
k= y/A, o0 k*=A, vem a™— k= =0; e se fizermos 2 =hky , virh
y"—1=0. D'onde se v& que parn resolver a proposta , bastara resol-
ver a equacdo y" —1=10, e multiplicar por &k as raizes y obtidas. Assjm ,
para qualquer rais do grao m resultam m valores differentes , que se obtém

multiplicando a raiz arithmetica V'A pelas m raizes da unidade.
Por uma operagdo similhaote g™ =-—A se reduz a 2~ + k" =0,
e depois a y" +1=0. ,
Como y =1 salislaz 4 equaglo y=—1=0, dividomos esta por

y~— 1. Resullarh a seguinle equagdo reciproca, susceplivel de abaixa-
mento (0.° 96),

DA o et o TN +y+1i=0.... .54, (1

Se m for impar , como nemy™ — 1 =0, péde ter raires negativas , nem

a equagdo (1) as pode ter positivas, a proposta ndo terd mais do que uma
raiz real.

Se m for par, y===1 satisflaz & equacdo y*—1 =0, a qual ¢
divisivel por y* —1, dando em resultado (n.” 96)

P e +y*+1=0.

E como esta equaglio $6 tem expoentes pares e 0s termos todos positivos ,

ndo terd raizes posilivas nem negalivas; e por conseguinle a proposta s6
terh reaes as raizes y=—=z=1.

N'este coso, como é m=—2n, virh y** — l={(P—1) (y* 4+-1), e
a proposta partir-se-ha em duas.

Assim' y* — 1 ==(y — 1) (" +y+1)=0, d
y=1, y=—=1(1%=p—3)
A equaglo y*—1 =(y"— 1) (' +- 1) =0diy==t1, y==V —1.

98. Sea for uma das raizes da equacio y»— 1 =0, teremos a™=1 ,
e por conseguinte o = 1, sendo p um numero qualquer inteiro positivo ou
negativo. Temos pois que y = o” salislaztambem & proposta , isto &, que
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s¢ « for uma raiz , tambem o 0 serd. 1'isto resulta que serfio raizes da
equagio y* — 1 =0 todos os numeros da serie infinita

......ﬂ_“,ﬂ"a.ﬂ_‘,r',f, u‘]"l"’#llon-a {2)

1.° Se tomarmos p>m, dividindo por m, teremos p=rmq -1,
seado & <m; e §7d of =a™TH=0a" X wl==a, por ser a~ =1. Por
conseguinte , logo que p passar além de m, reproduzir-se-hdo o3 mesmos
valores pela mesma ordem; e o periodo reduzir-se-ha a :

(68> 8% 6% e raee @) ionesnspescrsnns . (3)

2.° Sep fornegativo, serd e P— "= > P==rele,, por ser a™=1
Podemos pois substituir pelo expoente — p aexpressio mk — p : por onde
se v que 0s expoentes negalivos reproduzem 08 mMEsmos NUMEros que o3
itivos, e na mesma ordem. Por conseguinte:
Os valores (2) sdo laes, que se tomarmos um & elles qualquer , e os
m —1 sequintes ou precedentes , formar-se-ha um periodo , que se reprodus
indefinidamente nos dous sentidos. Além d’'isto a equegldo o =af & salig-
feita nlo s6 quando p==g, mas ainda em alguns casos em que p e g slo

deseguacs; porque, dividindopor & , vem w>=7 —1==0. Para ser o =d
basta pois que « sejo raiz da equacdo y~7 — 1 =0.

99. Passemos agora a examinar, se 0s m lermos do periodo (3) sdo
com effeito deseguacs ; @ para isso vejomos se & possivel que seja of = a,
sendo p e g <m. Para que isto teoha logar & necessario, que a«, raiz da
equaglo y* —1=0, tambem o sejo de y* —1 =20, pondo p—g=n;
o que imporla, em que estas equigdes tenham um divisor commum, que,
egualado a zero, d& y=a. Busquemos este factor pelo methodo sabide
(Alg. EL n.° 109). Divida-se primeiro y™~* por y* — 1, e resultardo os restos

rq—',r-:.'_ll-l *wmw yl_!'

seodo i 0 excesso de m sdbre o maior multiplo de n que n'elles se con-

tém. Divida-se depois y*— 1 por este dltimo resto y' — 1, d'onde re-

sultard outro resto y' — 1, sendo I o excesso de n sébre o maior multi-

plo de i, que n'elle se contém ete. N'uma palavra, procede-se como se
emos o factor commum eotre m € n.

L




{64 ALGEBRA SUPEGIOR.

1.° Se m for numero primo, o commum divisor enlre m e n sera
a unidade; e 0 de y— 1 e y*—1& y—1. Por conseguinte s6 o valor
a=1 péde tornar « »==a7; todos os termos do periodo sio desequaes ;
uma s raiz imagindria « di, pelas suas potencias a®, a’, «*.... a™ ou
1, todas as outras raizes.

2.° Semfor o producto de dous factores primos le h, ou m = lh:
ponhamos y'—1=0,4*—1=0, e sejom § e y as raizes d'eslas
equagdes, diflercates de -1, isto ¢, =1, y*==1. Teremos pois

r=yt=(y) =1, o =y =(Ey) =1;

e conseguintemente serdo £, v, €y raizes de y™—1==0. Por tanlo
(€', 6", €', ...... &) formario um periodo de [ termos distinetos; e
28 m potencias de £ nllo conterio mais do que ! numeros differentes , que em
@yes.. o~ €™ ) se repetirdo h vezes. Do mesmo modo se prova, que
em (y, y*, .... ™) havera [ periodos com h termos differentes.

Em quanto a (Ey, €% .... €*y™), vamos provar que formam
um periodo com m termos differentes , que s3o por conseguinle as m raizes
pedidas. Com effeito para que podesse ter logar a egualdade (Ey) = (67)",
ou (6 y=7 —1=0,seria necessario que £y fosse raiz commum a y*~7 —1=.0
e y"—1==0, equacdes que nio podem ter por factores senlio y=, ou
y*—1, por ser m==[h. Teriamos pois &4'=1, e por conseguinte

’-,r‘: 1, por ser&f=1; ecomo temos tambem ~("= 1, haveria entre [ ¢
houtro factor além da unidade, o que & contra a hypothese. Logo se to-
marmos & = gy, o periodo serd (&', &, &'y 4w .. &™), € lodos 0s seus
m termos serdo dilferentes.

Como temos £'=v"==1, vé-se que podemos abaixar em &y o
expoente p alé ser menor do que [ relalivamente o £, ¢ menor do que
h relativamente a y, tirando de p todos os multiplos de ! ou h. D'esle
modo £'y° representa o lermo geral do periodo das raizes, sendo b e y
os restos da.divisdo de p por l e h.

Logo para obler, no caso de que se tracta, todas as raizes dey™ —1=0,
buscar-se-ha 6 & y, isto ¢, uma das roizes, differentes de -1, das
equagdes yi—1=0 e y* — 1 =0; depois formar-se-ha £*y* tomando
por b e ¢ todas s combinagdes dos numeros, de 1 até ! para b, e de 1
até h pora c.

Quando for [ =2, tomar-se-ha £ =— {.

3.° Se m for o producto | hi detres numeros primos , provar-se-ha
do mesmo modo, que devemos por y'—1=0, y*—1=0, ¢ —1=0,
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e busear paracada uma d'estas equacdes uma raiz dilferente de + 1. Com
o produclo £y d'eslas tres raizes formaremos depois as quantidades £%y°3¢,
sendo b, ¢, d as combinacdes dos numeros 1, 2, 3...... alé 1, 4, i.
E assim a respeito de maior numero de faclores primos.
4.° Se o expoente m tiver a firma h' , sendo h um numero primo ,
raciocinaremos como no seguinle ex.”, em que se pedem as raizes da
equaglo

[]

93‘—1=y' —1=0.

Ponba-sey’ — 1 =0, e seja 8 uma raiz imagioaria d’esla cquagdo, Extra-

hindo-lhe as raizes 1.", 3.%, 9" e 27", isto é, formando as expressies

3
b, 70, I,?”B : I;E"J , teremos obtido outras tantas solugdes da proposta , por

que ¢ 6°=1, e g mmprehend; todas as potencias de 4° até -:.' ordem.
Pela mesma raziio o prodocto 0. 170 lf'ﬂ . V?u = a seraraiz dey —1=0.

Ora a, o &% .. .... a'' sdoquantidades todas differentes, porque alias
« seria uma raiz commum a §'' —1=0 e y — 1 =0, o que suppie
a existencia de um lactor commum entre estas equacdes, que pdo pode ser
outro sendoy’— 1 ==0; eentdo, sendo «raiz d'esta altima equacio, serd

3

e’ =1, ou 0’ ‘J.Vﬁ-Vgﬁ =1{. Elevando & 9.° potencia, viria 9 =1,
contra a hypothese. Logo «, a*, «’,...... a"" sdo as 81 raizes da pro-
osta.

y Em geral para resolver y™® — 1 =0 quando for m=1*, faca-se
" —1=0; e buscando uma raiz § d'esta equagdo , dilferente de -1,
extroiam-se-lhe as diflerentes raizes, cujos grios i sejom determinados
por i==h" h'h*.. S oo =1, de modo que se formem os k resultados

i

€3 Ysasee«s designados por 170. Todos elles serdoraizes dey™ —1=0,
bem como o seu producto a =¢€y3.... ; e ostermos @, «*, 2*.... a™
serdo as m raizes procuradas.

5.°  Se form ==J*{, teremos de resolver as duas equacdes y*—1=0,
y — 1 ==0; depois multiplicar entre si todas as raizes d’estas equagdes ,
e egualar o producto a «. Sejam € e + as raizes, differentes de 1, de
cada uma das equacdes; e faca-se

& & L [} t i
BI =VG-. G,i:Vg’ E!'JI =VE”, e TI‘= VT' 1.I'!= VT"T'"=VT”l e

Teremos
¢=gIGJ-6"0 LR R XT-T'.T"- -----

e s

—
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Ex.® I Na equaglio

figa-se y—1=0, y'—1=0;
teromos E=—1, y=—1(1+V=3);
depois a=3(1+1—3), a®=2(—14+V—3), a’=—1, elc.
e y=z=1, ;(=V—3),—1(1 =p'=3)
Ex° II. Na equacdo

yil_t=y‘xl_1:o’

faga-se y‘-—-l:y‘:——1=0,y'—-!=ﬂ;
teremos E=—1x1/—1, T='—%“ +V""'"3}TF
donde a=;: (V' —1—V3), *=L{(1—=V'—3), ' =V"—1, etc.
e por conseguinte
y=%1, =V —1, =11 = =3), =LV —1 =1 3)

100. Como y=—=a,a",a"...., teremos em virtude da equa-
¢io (1) do n.° 97.

{+ata’. . 4a™'=0, 14+a"ta's. 4 ==2=0, 1+ a'}a'+.. =0,

ou S B B 000, =85§=0,8=m,
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desigoando por S, a somma des potencias k de todas as raizes, sendo k
um inteiro ndo divisivel por m, S, ¢ a somma de todas as equacdes.

101, Temos tractado até aqui de resolver a equaclio y» —1 =0
no caso de ser m numero primo, ou producto de numeros primos. Pas-
saremos agora & resolugiio completa das equagdes da forma y™ =1 = 0,
servindo-nos das linhas trigonometricas , e remettendo o leitor , para maio-
res individuagdes, & nota XIV da Resol. num. des equat.

Ji vimos (Geom. An. n.° 209) que, se fizermos cos £ ==p , cada um dos
cosenos successivos dos arcos 2z , 3z, 4@, ...... se obtém multipli-
cando os dous precedentes por 2p e— 1, e sommondo-os depois. Para

tornar mais evidente a lei que seguem os resultados, empreguemos o se-
guinte artificio.

Faga-se 2e0S T =Y+ Y secreccaracscsass (1)

da lei indicada segue-se, que, para obter cos 2z, devemos multiplicar

cosT 5 Ut (y+y—') , pory4y~* =2cosx =2p, e subtrahir cos 0z =1.
Por este modo , acha-se

e pelo mesmo theor
2cos 3z=y"+y3,
2eos bz =y' +y™,

asgasm rerRsianes

Mostremos que os resultados seguintes procedem na mesma lei, fazendo
ver, que se ella se verificar a respeito de dous gréos consecutivos m —2,
m— 1, terd logar tambem para o grio m. Com effeito, sendo

2008 (1 — ) 0 = 7= -y, 2 eos (m— 1) &=y 4y,
se multiplicarmos a 2.* equaglo por y +y~= , e subtrahirmos a 1.7, yiré

eI ME=Y"FY ™ e ccrrrrrrseces (2)




168 ALGEBRA SUPERIOR.

Das equagdes (1) e (2) deduzem-se respectivamente (.
y'—2ycosz+1=0, " — 2" cosmz 1+ {=0..,... (3).

Se cos z for conhecido , teremos, por meio d'estas equacdes, y e de-
pois cos mz. Podemos pois, usando d'ellas, e sem passar pelos valores
intermedios cos 3z, cos dx, vo... . achar o termo geral cos mx da
serie dos cosenos; e alé poderiamos servir-nos d'estas equacdes para o
construcgido das laboas; mas o caleulo viria complicade com imaginarios.

Suppondo formadas as laboas dos senos , se procurarmos n'ellas os valo-
res de cosx e cosmz, e os subslituirmos mas equagdes (3), s6 n'ellas
entrard-a incognila y, devendo ler por isso uma raiz commum y=ea E
como cstas equacdes S3o reciprocas, concluiremos tambem , que havers

outra raiz y —=-—; e havendo assim entrc as mesmas equacdes duas raizes
o

(+) Resolvendo as equacies (3), acha-se

Yy==c0sZ +se0@ /=1,y = cosmz -+ senmey—1:

d’onde ‘se deduz

(emuismm'-—-l)-=cmm:+sm"u'—-t sscasnnsnsa. (a)

Sem for negativo , ainda esta {6mula terd logar ; porque (cos® + sen @y —1)
reduz-se a

1 i

(cos & <+ senz,!—-i}- Cus M - sen mz /—1

on , multiplicando os dous termos da Gltima fraccio por (cos ma — sen ma v—1)

—m__ COS mT— sen mx /—1
cos* mz -+ sen’ mx

(cos &+ senx y—)1

== €08 (— ma) - sen (— mz) y—1.
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communs, a 1.* serd divisor da 2.%. Logo, suppondo mz =9, é neces-
sario, qualquer que seja o, que

? s
Yy —2y cos(?)-{-idmday“-—_ﬁg"cm?-i-i e )]

Se m for fraccionario, e da frma—, sendo m um inteiro posilivo on ne-
m
n 1

m
galivo: (cos £+ sen x4 —1) reduzir-se-ha a (cos nz -+ sen nz J—l).

expressioque vamos ver se é oundo possivel reduzir 4 forma (cos z -+ sen z y—1).
Se ¢ possivel , leremos

cos T -+ senney'—1 =cosms 4 senmz y—1 ,

de maneiraque nr ¢ mz deverio ter o mesmo seno ¢ o mesmo coseno. Isto exige
que seja

nr + 2%
m: —ne=2%kz, on z_—...-..—_.__:;
: m
logo o
g -+ = nz -+ =

(c08 &+ sen & y—1) _—-..ccsﬂj_;'—- +sen—:—-—-v‘—l. |

Vé-se pois que a formula {a) ndo & verdadeira no caso do expoente [raccionario. |
Advertindo porém , que é

ne -+ nr -+

cos “+sen ———/ —1
m

_—-..(cg.g _“14- senf— a,-’-—t)(cufg—+senm-—* Vv —1)
m m

n
concluiremos , que ainda no caso do expoente fraccionario— , poderemos applicar
- m

a férmula, como se fosse inteiro; mas serd necessario multiplicar o resultado ,
n

isto &, a determinacio arithmetica de (cos x-+sen #y/—1) pela expressio

» 13
cm?ﬁf S ;enﬂ—f- v—1, que, segundo veremos no n.” seguinte, representa as
m m

m rtaizes do grdo m da unidade. Por conseguinte , n'este ullimo caso, 0 theorema
i ainda verdadeire, se nos limilarmos s6 d dmr;néwﬁn arithmetica.
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102, Para tornar applicavel este theorema, devido a Moivre, & ~
resoluclio das equagdes , de que tractdmos , faga-se ¢ ==4k=, sendo ainda =
a semicircumferencia e k um inteiro qualquer. O valor de cos ¢ serd entlio
+1ou—1, conforme k for par ou impir; e como o 2.° trinomio se
torna em

D"'¢29’+1={U'=1)'s

vé-se , que

y‘—ﬂycﬁa(%)-i-l di'idey‘i i g mHam et ban ww (ﬁ]

advertindo que o inteiro k ¢ par para yY* —1, e impar para y* 4 7.
Se o 1.° trivomio for um quadrado, tomar-se-ha para divisor a
sua rajz: e como nesse caso ¢ o coseno=—==1, os valores de k serlio
0.4 00 0 St ol : ¢ o factor reduz-se a y = 1.
As raizes de y™ == 1 — 0 ficam pois comprehendidas em

y=cos(§§-)iam(%)lf—-l . ot R Y
E
Se fizermos y= -y veremos que

x*— 2ax cos (i:-) +a* divide 2* @™, «....0.. .- (7)
e que as raizes das equacdes = == a™ =0 se comprehendem em

n==sm(—?;-):f:aieu(k—;-)lf—-i epepmme ¢ wivar{B)e

Mostremos agora que as equagdes y™ == 1==0 tem s6 m raizes differen-
tes.

y kx
Em quanto o inteiro k] nfo exceder a m, o arco -m—crncer!
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sem exceder a ‘semicircumlerencia; os cosenos d'estes arcos tem todos
valores deseguaes, e obtem-se por conseguinte m factores differentes do
2.° grao (6), querepresentaremos porA, B, C....L, M. Seja i umin-
teiro qualquer <m ; os numeros m<-i, m—1 serlo conjunclamente , ou
pares, ou impares. Se fizermos pois k==m ==i, o arco lorna-se em

k=

i .
—_——g e, Cujos valores perlem:em 4 arcos com 0 mesmo COseno; e
1 m

d’aqui resulta, que o factor trinomio (5) tem o mesmo valor para k =m — 1,
e para k==m - i. Assim , se tomarmos por k todos os numeros, ou pares,
ou impares , alé m, acharemos, passado este valor, os mesmos faclores
do 2.° grio em ordem retrograda M, L...... C, B, A.

Quando os valores de k excedcrem 2m, como entdo se lhes péde

& ke
dar a forma 2¢gm i, o arco ;1- torna-se em 2¢w -+ E' ao qual corresponde

um coseno ji achade. Vimos por isso a receir, segundo a mesma ordem
pos factores A% B, . e 'Ly My ML, Vs vas B, A

Logo, ¢ inutil dar a k valores > m.
Passemos és consideragdes sobre m.

1.° Se m ¢ par: os valores 2m == i sdo conjunctamente pares ou
; , ey 20 L 9T
impares; e k=2<m == § da o8 arcm:;—::;-n-_."-;. tujos cosenos slio

; ’ i
eguaes com signaes contrarios , e tém por valores 5= sen =, Logo , quando
m

w ¢ par, nio sefarak> = m , porém tomar-se-hio 0s cosenos com o duplo
signal ==.
2.° Se m ¢ impar: um dos numeros m <~i & ¢ é par, outro im-
par ; e por isso teremos de excluir um d'elles para valor de %k, segundo
a equagdo for ™ 4-1=10 ou y™ =~ 1=0. Suppondo pois i<} m, seja k=m—1;
¢

k L
teremos cos (—-ﬂ ) =cos | v'— ..T.'..) = — C0§ (_m ) ; d'onde se conclue ,
m m m

que sek exceder %m, oscosenos do (actor trinomio (3) sdo, com signal con-
trério, 0s mesmos que os correspondentes ao valor k=i =m — (m —1),
que foi excluido, e que & <2m. N'este caso devemos por tanto fazer
k=0,1,2,3,.... 2m, ¢ obteremos assim arcos <1m, cujos cosenos
convirdo ao trimonio (5), devendo porém mudar , de dous em dous ter-
mos , o signal do coseno.
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Ezxemplos.

Para a equagdo y* + 1 =0, k deve ser impar. Fazendo k=1, te-
mos cos (i m = 45°)=11/2, o qual tomado com os signaes ==, di

VA4 l=0 +yV2+1)(* —yV241)=0.
Ue mesmo modo
z' 4 a' =(2*+ ax V2 +a°) (2* —az 24 a*)= 0.

Para a equaglo y* +1=0: k=1 di cos(:=)=311"3, que se
tomaré com o signaes =;"k=3, di cos (%) =10. Logo

Y +H1=0"+yv3-+1) (" —y¥3+1) '+ 1)=0.

Na equagdo y* — 1 =0, faga-se k=0, 2; os cosenos de zero e
de 5 = slio 1 e £, que tomados com os signaes ==, dio

y—1=(+1) y—1) " +y+1) (v —y+1)=0
y'—A='—1) (y’+1)=@+1) y—1) (' +1)=0.
y* — 1 =(y"+1) (' —1) ="+ 2+ 1) ("= 24 1) (' — 1) (v*+1).

Na equagdo y* — 1 =0, devemos fazer k=0, 1, 2,3, &, e tomar
os cosenos das ordens pares com signaes conlrarios , isto &,

1, —cos20°, + cos40°, —cos 60° , + cos 80°.
Os factores, além de y—1 e y"4+y+ 1, sdo

(V4 1,879. ... y+1) (v*—1,532.... y+1) (" — 0,347. ... y+1);
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¢ acha-se
' —l=(y~—1)(y+y+1) @ +y"+1)=0.

Para a equacdoy’ 41 =0, practicaremos do mesmo modo , tomando com
signal contrario os cos. dasordens pares, o que equival a mudar na equaclio
de cima os signaes de todos os 2.° termos dos factores ; e resultara

Y+ 1=@y+1) —y+1) '~y +1)=0

E com effeito ¢ manifesto que basta mudar y em —7y.
103. Facilmente se péde resolver em ordem a ¢ a equacdo

kcosmt+pcos(m —1)t+qeos(m —2)t+4.... a4+ P=0.

Por quanto suppondo 2 cost =z + 2=, temos (n.” 101)
k(z™42=)4p(a™ + 2=t .0 v P=0,

equagdo de que ja nos occupimos a pag. 160. Podiamos tambem desinvol-
ver os cosenos dos arcos multiplos em ordem &s polencias ascendentes
dos cos. d'arcos simples, por meio das [6rmulas, que adiante derfonstra-
remos. .

10% A proposigio (5) é conhecida pela denominaglo do Theorema
de Cotes ; porque [oi este sabio quem a descobriu debaixo de uma [6rma
geometrica.

Com o raio Ar =a (fig. 2%, 2% rep.) descreva-se ocirculo ACHL ,
¢ o diametro AH, passando por um poanlo arbitrario O ; acontar do ponto
A divida-se a circumferencia em 2m partes eguaes Aa, aB, Bb, .

sendo cada uma = :; ; lirem-se finalmente raios vectores do ponto O

para os pontos de divisdo. O raio tirado para um ponto qualquer G forma,
com a perpendicular CP sobre o diametro, o triangulo COP do qual, fa-
teado o sogulo CRA =a, OR ==z, se dedm




174 ALGEBRA SUPERIOR.

CP=asena, RP=a cosa, OP=a cosa —«;
logo
OC* =2* —"2az cos a4 a*=00C x OL.

. L kl
Se o arco AC contiver k divisdes, teremos a:{-; e sendo o tri-
(1

womio , expressio de OC*, factor de 2™ = a™ conforme k for par ou impar,
vé-se que os raios vectores lirados n'um caso para as divisdes pares, e
no outro para as impares, constituem os factores da equacdio 2™ — q™ — 0,

OA=a—2, e OH=q+ z correspondem aos factores reaes do 1.°
grao.

Designemos pot Z, Z', Z', .. osraios tirados para as divisdes pares ;
e por 5,3, 3", .... 0s que vio ter s impares; serd

.8 .8".... ='a= 4 z°, quer O seja interno quer externo.
2.7.2"...=a" —z™, quando O for interno (g, 24.).
2.2/.7"...=am ==g" , quando O for externo (ig. 2% rep.)

Equagdes trinomias.

105. Coosideremos as equagdes da f6rma
A 4 Ba® + C=0,
nas quaes um dos expoentes de ¢é duplo dooutro. Fazendo =3, vem
Az’ + Bz 4 C=0.

1.°  Se as duas raizes d'esta ultima equagdio forem reaes, [ e g por
ex.”, temos de resolver as duas equagdes binomias 2* == [+ & =yg.

Querendo, por ex.”, achar dous oumeros taes que o seu producto
seja 10, e a somma dos cubos 133, temos
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z'+(-‘—:l - 133, ou 2*—133 2"+ 1000 = 0.

Fozendo z' =g, vem
| ' — 133z 4 1000 =0,
que di =8, z=125; d'onde resultam as duas equagdes binomias
*=8, 2" =125.
Da primeira resulta (n.° 98) =2, 2 =22, & =24°,
e da segunda =05, z="0z, x=>0a",

+ sendo @ uma raiz cubica imaginaria da unidade.
2.° Se as raizes forem eguaes, temos B*—4AC=0; e como
entio a proposta é um quadrado exacto da férma (az* 4+ b)*=0, re-
che-se n'uma equaglo binomia.
Querendo, por ex.’, achar um numero tal , que dividindo o dobro
por 3, e 3 pelo dobro, seja a somma das 4.*° potencias egual a 2; te-
mos

(Esi)'.;. (%)'3 2, ou (162* — 81)* =0;

e como as raizes de y*'— 1 =0, slio =1 e V" — 1, teremos

a 1
2=, x i;V—’

3.° Finalmente, se as raizes forem imagingrias , ou B*— 4AC<0,
faremos Az**=Cy™, 0 que lorna a proposta em

B
y +‘7—(my‘+1=0.
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Esta oquaglo é comparavel com o 2.° trinomio de (%) do n.° 101 ; porque
sendo o coefficiente de y* <2, por ser B*<4AC, péde representar um
arco cujo coseno seja ametade d'este faclor, e que se determinard por
logarithmos por meio da equaclio

B

w3?=-2VIIT"'.”'.'-'..‘-l” (9)

Vé-se pois que a transformada ¢ divisivel por y* — 2y cos (—:-‘J-)-i-i =0,
i

tomando por ¢ todos os arcos cujo coseno ¢ dado pela equaglio (9), isto

¢, o8 arcos ¢<w dados pelas taboas e além d'elles os arcos ¢+ 2=,

¢+45,........ ¢+2k=, sendo k um inteiro qualquer. Se fizermos

9 + 2kx

V= ey todos os factores, que se buscam, fieardo comprebendidos na
formula
2 VA =22 AC. cos h L1 Cm0 Lnrorr i (10)
2=
E iouotil tomar k>n, porque k=gn-+i da o arco 2gm +- A , B

por isso, supprimindo as circumferencias 2¢=, terismos de tomar o cos. do

arco ji achado para k=i <n, e loroariamos assim a encontrar os mesmos
factores.

Ex.° I. Na equagio
z'—22' 4+ 1=0,

sendo A=C=1,B=—2,n=3, acha-se cos =1, e os arcos
$=0°, 120°, 240°. Temos pois tres factores da f6rma

% —2zcosy+1=0;

e eomo cos ¢ tem por valores 1 , —sen 30° = — &  — cos 60° = —1,
acham-se para [aclores
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P2 —241,2° 4241,
sendo o dltimo factor duplo. Logo
z' —-2’!..:‘-5- {=(z—1) @+z+1)'=("— 1) =0.
Ex.® I. Na equagio
z'+2°4+26=0,

teremos A=B=1,0=25,n=2, e cos p==— 5 08 taboas dio
em consequencia do signal — , ¢ = 95" £4'20" cujo smetade § 6 47°52'10";
ajunctando 180°, teremos um arco , cujo coseno ¢ 0 mesmo que o prece-

dente com signal contrario.
Substituindo 102.° termo da formula  cos § .. .. 1,8266074

geral (10) , o calculo em frente did — 3 por 2.... 0,3010300—

coefficiente d'um dos factores, Logo estes fa- ¥/5.... 03494850

clores sdo x* == Jz 4 B. 3.... 0,4771224—
—3

Raizes das expressies complicadas com Radicaes.

106. Sopponhamos que a-- b é um quadrado, e busquemos a
sua roiz. Esta raiz deve ter em geral a forma /2 + V'y; mas se for
a=f*, tomard a forma particular f+ ¥y, Teremos pois

At Vb= vz +Vy, o a+y+ 2 (zy)=a+ vb;
e por conseguinte , separando a equagdo em duas como na pag: 149,

z+y=a, W (zy)=V0
23
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Para eliminar z e y d'estas equacdes , elevem-se ao quadrado, e subltrai-
am-se uma da outra, o que dara

2" =2y +y' = (2 —y)=0a*—b.

Para que = e y sejam racionaes, deve a* — b ser um quadrado exacto ,
que designaremos por k*. Assim a’— bk 2—y=k, ex+y=a
resolverio a quesldo, dando

k=Va"—0, 2 =1(a+k), y="1{a—&).

Por ex.%, querendo achar a raiz quadrada de 4 +2, 3 , temos
a=-i-, b=|2, az-—-b=ﬁ:’=4, k=2‘, .z=3, y=!l ’

e por conseguinte a raiz pedida & == (1 + V3).
Do mesmo modo se acha

V{#—=2V8)==(1—V3)
V(—1x202)=x141"—2)
107. Se a+ /b for um cubo, supponha-se
VitV =(z+vy) ¥z,

sendo s uma indeterminada de que podemos dispor convenientemente.
Elevando ao cubo, e comparando os termos racionaes, acha-se

a =3 (24 3ay), Vb=23Vy(3z* +y);
quadrando, e subtrahindo depois uma da outra estas equagdes, teremos

@* — b= 2{(a"+ 3 my)* — (32* ¥y + Vy)*).
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Como o factor de 5*é a differenca de dous quadrados, e se reduz a
(24 V) x (z —Vy) =(="—y)"
a iltima equaglio tomerd a forma

a*—Db

2
Z

— (x"— y:]'

Para que e y sejom racionaes, deve o 1.° membro ser cubo exacto ; e
seri sempre facil determinar = de modo que satisfaca a esla condiglo,
quando mais ndo seja, suppondo 5= (a* — b)". Se a®—b for um cubo
exacto, far-se-ha 3= 1. Em geral deve decompor-se a*—b em facto-

res primos , sendo facil distinguir quaes d'elles devem ser aproveitados ou
rejoitados, para se obter um cubo exaclo. Por este modo a relagio entre
z e k serd dada pela equagiio

3
—b
b=y I3, ey =k, a=s2(a+ ),

das quaes resullam

y=2"—k, 43z’ — 3kzz=a.

A dltima equagdo di x, aproveitando sémenie as raizes racionaes; a
outra da y, e por este modo se obtem a raiz pedida.
Querendo achar a raiz cubica de

104613,
comoa=10, b=108, a®>—b=8;sera z=1, ¢ k= —2.

Logo z=1, y=3, e fioalmente Vv (104 613)=14+V3,

L]
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Do mesmo modo se acha 5135

VB4 AVE)=1 VA1 £15)

108. Em geral fazendo

l>(u+ l/b]=(m+Vy}l}zp

e empregando 0s mesmos raciocinios , se delerminariam z, y e = no caso
de ser a+17b uma potencia do grao n reductivel & forma supposta.
109.  Quando as expressdes complicadas com radicaes tivessem f6rma
differente , da que temos supposto, ndo bastaria substituir pelos radicaes |
que eotram n'ellas, os seus valores approximados, porque entdo viriamog
a desprezar os valores imaginarios, de que os radicaes sho suscepliveis

Assim em logar de /A , devemos substituir a A, «VA ... tomando
(0.°98) 1, @, @’ ...... para raizes da equaglo y»— 1 =0,

Se for .-z=ai:*.’g+ﬂ:’g‘-{-cp:’g‘+......
basta fazer V=g, z=ay+ b+ ey +ue.o.s

e eliminar y entre estas duas equacdes. Todas as raizes da equacio final
em z serdo os valores pedidos de 2. Ilavendo uma funcgo fz complicada

com radicaes , taes como A,V B......, para se oblerem lodos os
valores de fz, foga-se y"=A, ("=B,...... e em logar dos radi=
caes introduzam-se os n valores dey, osm de ¢, ..,... combinados
entre si de todos os modos possiveis.

Para fazer desapparecer os radicaes, fanccdes de 2, que entram n'uma
dada funcgdio , represente-se cada um d'estes radicaes por uma nova inco-
goita , e eliminem-se depois pelos methodos ordinarios.

Assim na equagdo

x— Y2 =2V (z+1)=0,
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faga-se #=3", z+1=y", e teremos g#—3z—2y = 0. Eliminando y, vem
bz+d=2"—2z+s",es—z=0.
Eliminando depois 3, chega-se & equagdo final
zt — 122" + 34z' + 82° — 1672* — 1922 — 64 =0,

da qual se deduzem logo z = 8, z—— 1; e slo estas as duas solugdes
reaes. Pelo que respeila ds & raizes que sinda faltam , sdo ellas o resul-
tado da combinaglio dos valores das raizes imagivarias dos radicaes qua-
drados e cubicos da proposta.

Equagdes do terceiro grdo.

110. Toda a eﬁuaqﬁu do 3.° gréo, a uma s6 incogoita , desemba-
ragada do 2.° termo e do coefficiente do 1.° (pag. 6%.), pode reduzir-se

4 f6rma B 4pr+q=0...c000ctniiia. (1)

Pondo ==y -+ 5, a proposta se transformard em

(Byz4p) (y+2)+¢ +5"4+q=0"eiieuiien (2)

Como @ se péde decompor na somma de dous numeros por infinitas ma-
neiras, podemos assignar, como nos consier , 0u 0 producto d'elles, ou a sua
differenca , ou a sua razlio, etc. Podemos pois tornar nullo o 1.% factor ,
d'onde resulta

yp=—1p, ¥’ +3'=—4.
Estas duas equacdes mostram que a somma de y’ e z* & egual —q, ©

o sea producto egual a— (4p)*; isto &, que as incognitas y' es" sdo as
raizes ¢ e ¢! da equaco do 2.° gréio Alg. El. n’ 145, 3.%)

" i
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PupgtemdpPunin Simald 5., Sent (3)

& qual se da o nome de reduzida. Achados ¢ e ¢' teremos y* =¢, 2’=1,
e sendo 1, @, a*, as tres raizes cubicas da unidade (0. 98) vira

y=vhaevt, @ yit,s=yl,ayl,a g

Parece 4 primeira vista, que estes valores substituidos dous a dous na
equaglo 2 =y <4z, dardo 9 raizes em vez das 3 que competem & pro-
posta. Advertindo porém, que em vez da equago ys=-—<1p se empre-
gou o seucubo, e se triplicou por’isso o numero das raizes : fica manifesto
que s6 devemos sommar aquelles valores de y e 3, cujo producto for
=-—p= W', porque sendo o 2.° membro da equacio (3) egual a
— ', & a sua raiz cubica egual a £ p,

Como o* =1, é facil de ver que das 9 combinacdes s6 devemos
aproveilar

:u=ll/t+l:"’i', z=ul‘/t+u‘f’l’, m=u’l3’t+af/f.

Substituindo por « e «* os seus valores — & (1 £V =3), 0.°97), ¢
fazendo , para abbreviar,

s=VI+ Vi d=Vt—P1,0 . rnen s (%)
leremos

=5, a=—L(=dV=3)........... (5)

Logo para resolver a equagio (1) do 3.° grao, ¢ necessario resol=
ver primeiro a sua redusida (2), e introduzir as raizes ¢ e { d'esta
nas formulas (%) e (5).

Ex.° I. A equagio

2 +6r=7

dap=6, g=—7; e a reduzida
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P=Ti=8;
d'esta dltima tira-se =12, t=8, t'=—1: logo
..'Isﬁ=i, d=3,2=1,s=—:(1=3Vr—3.
Ex.” II. A equaglio
y' — 3y + 12y=14
da y=0,362165, y==1,318918 = 1,7611764'— 3.

Ex.” IIL. A equaglio

' —3Jr=18
da z=3, g=w==3(3 =V = 15).
Ex.” 1IV. A equaglio
2 =224+ 65=0,
da 2e=—0,2=3,2=23.

111. As equacdes do3.” grio podem resolver-se por meio das ta-
boas dos logarithmos, empregando o processo indicado na P. IL. p. 189,
a fim de obter as raizes ¢ e ¢ da reduzida.

L L]

Sendo p positivo, toma-se tang q:=r-£;:r’-f}—
! ' Vie)'
ﬂnde t=1 % * tapg L L . TR

B R e
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. a Fie, ; I 2 l_ s ! _—’:(—%ﬂ—-
depois  t=V"(5p) X V lang 5 ¢ | - v/ lang L g
s 2 —
Sendo p negativo toma-se o VEI _
. ; V(tp)
, ek LYot AT, A Y1 4.
d'oude resulta / (= —" (5 p)Xy/ lang 34, y't v lang <o

Achadas as raizes cubicas de ¢ e ¢/, deduzem-se os valores de s e
d, e conseguinlemente os de x.

Por ex.”, na equaglio 2+ 92+ 6 =0, lemos p=9, g=+6;
e como se da o 1.° caso,

2.... 0,3010300
3.... 0,/T71213

v'3.. 0,2385606...... 02385606 .... 0,2385606—
6....—07781513 }/ tang 1,9204798 ....— 1,9204798
Tangg..... 0,2385606 1.°.... 0,159040%2.°.. 0,3180808—

¢ =60°,p = 30.° log. tang = 1,7914394
i°termo.... 1,452250
s — 2,080083
s=x=—0,637833, d = 3,522333
z= +0,318916 = 1,7611661'— 3.

Do mesmo modo, na equaglio z’' — 22— 6 =0 temos p=—2,
g = — 5. Executado um calculo similhante , com atten¢lio porém a que
se da o 2.” caso , achariamos

z=—1,04726 == 0,655835”—3.

112, S¢ as duas raizes t ¢ ' da redusida forem reaes, tambem
vte U oserdo, bem como s e d; e entlio das [érmulas (8) se con-
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clue , que a proposta sd lem uma rais real. Com tudo se for ¢ =1, teremos
d=0, e os tres valores de x reaes, sendo dous eguaes & metade do 3.°
com o signal contrério. E o que tem logar no Ex.’IV. pog. 183.

Porém se as raizes daredusida forem imagindrias, como as expres-
sdes (8) ficam complicadas com imaginérios, parece que nenhuma das raizes
¢ real , contra o que ji se demonstrou (n.° 6%, 1I). Esta circunslancia ,
que se di precisamente quando as tres raizes da proposta sio reaes, lem
offerecido grandes embaragos mos analystas , que ndo sabendo achar estas
raizes, chamaram a este caso irredusivel. Para que elle tenha logar é
necessario, que sejo 27¢*+4p’ <0, isto &, que p seja negativo,e — 4p*>27¢’,

Se representarmos os valores de ¢ e ' por a =) —1, a raiz cu-
bica, ou a potencia :, se poderd desenvolver em serie. Sem executar o
cilcalo, ¢ manifesto que n'estas series s6 poderdo apparecer imaginarios
os termos em que bl — 1 estiver elevado a polencias impares: e como
as duas series se deduzem uma da outra mudando b em — b, & evidente
que ambas se acham comprehendidas pa férma P = Q¥ —1, cuja
somma & s=—2P, e a differenca d =2Q1 — 1. Logo as equacdes (5)
se reduzem 4s seguinles expressdes reaes

_::=2P. T POV S 10 (8]

Temos pois feito ver, que as raizes slio reaes, precisamente quando
as equagies (5) as appresentam debaixo de férma imagindria. Este caso,
realmente singular , provém de que na hypothese d'onde partimos

z=y+s5 yp=—1p,

onlo ha condiglo alguma, i:eln qual se exprima que com effeito y e =
s30 reaes; e do calculo exposto se deixa ver, que estas quantidades sio
imaginarias quando as tres raizes sho reaes. Para as obter desenvolver-se-ha

em serie (a- bV—-i)‘:' , edando ao desenvolvimento a férma P+-QV " —1,
conheceremos as quantidades P e Q, que se substituirlio nas equagdes (6).
113. Como este methodo nlio é proprio para nos dar a conhecer as
raizes , empregaremos para isso os seguintes que slo preleriveis.
1.° Conhecida uma das raizes a, para obter as outras duas dividi-
remos a proposts por £ —a; 0 mto;;+ap 4-¢ ¢ nullo por hypothese ,
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e o quociente do 2.° griv 2* + ar+ a*+p, egualado a zero, do

x=""“;a=’=v—P—%al --------- B {7)

Se a 1." raiz a for real, para que as outras duas tambem o sejam , & ne-
cessario e basta que p seja negativo e > 3 a*. Faga-se pois—p==p',
e designe-se por § a differenca positiva § =p' — ¥ a* Para discutirmos
0 casoque nosoccupa , eliminemos a entre esta equaclo ¢ g = — a'4-ap’,
a fim de tornar a relagio entre p' e g independente de a. A equagdo
final péde escrever-se

b’ —20¢ =43 (45 —3p');

e como § é positivo, ¢ evidenle que as raizes somente poderdo ser reaes
sendo p negativo, e — 4p'> 27 ¢*, condigdes que tornam imaginérias as
raizes da reduzida, em conformidade do que dissemos.

Para achar as raizes n'esle caso , reduza-se primeiro a — 1 o coeffi-
cienle do 2.” lermo da equagdo (1) #*— p'z4-g==0, tomando & = — 5" p',
Dividindo pela raiz quadrada de p”, a transformada muda-se em

Ora pa hypothese de ser

, 0 - 2 9

prova-se, que se fizermos z==1"% o resultado serd positivo. E como,
fazendo z=1, apparece um resultado negativo, conclue-se que existe uma

&
raiz entre 1 e \/3-=|l,1547.

Faga-se s=14v, e seri v<0,1547; n'uma primeira approxi-
maclo poderemos desprezar v', e teremos




ALGEBRA SUPERIOR. 187

iv+3u'-=ViP;,-

Tomando a raiz positiva d'esla equaglio teremos z, @ conseculivamente

x=—%Vp'(2+\/1+F%’).

Semelhantemente para a equagdo 2'— p'z — ¢ =0, tomando z = 1P,
acharemos o mesmo valor numerico de = mas com signal centrario.
Teremos pois o valor approsimado

:n=:&-}Vp’(2+\/1+£§F),.... ....... (8)

devendo escolher dentre os dous signaes aquelle que for contririo a0 do
ultimo termoq ; e procederemos depois a uma segunda approximaclo pelos
methodos ordinarios.

A expressio, (7) equivalente a

z=—zlaxV3}
da depois as outras duas raizes.
Assim na equaglo z° — 5z +3=0, temos z=— 75, d'onde
resulta
3
it . i

e por conseguinte

'u;;_§V5(3+\/|+-5%-)=-5V5.3,3¢3m-2,492:

e por fim
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x=—2,490862, »=1,831245, »—0,6566166.

2.° Querendo empregar os logarithmos , usaremos com preferencia

do methodo seguinte.
Fazendo no theorema (%) 0.° 101, m =3, temos, suppondo o raio

cgual & unidade , que
y' —2ycosd o+ 1 divide y* —2y" cosg + 1.

Na equagio 2* —pz+9=0, naqual se di apo signal — , por que
tractimos o caso de ser 27¢* + 4p°<0, tome-se

z=m(y+y');
vieh = m'(y+y)+(3m" —pm) (y+y)+¢=0;

¢ fazendo desapparecer o 2.° termo pela hypothese m =1~ L p, seré

3
y'+_w__+ § =0,

vV Ge)

E como no caso presente ¢ & imagindrio na equaglio (3), sendo (£ ¢)°< ($'p).
podemos achar um arco ¢, cujo coseno seja metade do factor dey®, visto
que esta metade ¢ <1 ; islo &,

PR e, A . (9)

A proposta acha-se entio reduzida a0 2.° trinomio do theorema, e & divisivel
por y*==2ycos + ¢ 4 1 = 0, Dividindo por y, temos
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Yy ==2co5e; -
e como z=m(y+y™'), serd
z=20 (;p) €083 cocevsrsrrncen. (10)

0 arco ¢ acha-se calculando a equaclo (9) por meio dos logarithmos. To-
mar-se-ha o sea terco, ao qual se ajunctard 120° e 280°, por que além
do arco achado nas taboas, podemos lomar os arcos ¢ 4+ 2%, ¢ + $x, aos
quaes corresponde o mesmo coseno. A equagdo (10), na qual cos }o toma
tres valores differentes , determinara as tres raizes reaes.

Na equagio 2’ —Bx—3=0, ép=5,| 5.... 0,6989700
3..— 04771213

TRSRE = : da | .. —_—
q=—3,C08 9 bR O célculo em frente ditt... 02318387
o ==45°48/9", cujo terco & 15°16/3". Ajuncle- | metade. 0.1109243
remos 120°e 240°, e tomaremos os seas cosenos, | 2..... 0.3010300
que sdo 0s mesmos que den. — 0,6338030

3...4 0,5771213

——

csP.. 1,8433153

cos 15° 16/ 3", —sen 43° 16’ 3", — cos 78 16’ 3"

Com os dados de cima, temos por fim

o ... 04119543 0,4119543 0,4119543
cos £ g.... 19883955 18515032 —  1,4053576 —
Z....0,3963498 0,263i676— 18173119

z=2,490862 —1,83§215 —0,6666166
Equagbes do quarto grdo.

114 As equagdes do quario gréo a uma incognita , depois de re-
duzidas 4 férma
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o' +px’ gz r=0,

podem resolver-se por um processo similhante ao que fica exposto para o
. 3.” gréo. Considerando x decomposto em duas partesye s, isto bz =y 4z,

teremos
v+ (65" +p) v+ (s + ps*+ gz + r)f
=0
+4sy’ + (82" + 2ps + q)y

Como a relagho entre y e = deixa uma d'estas quentidades arbitrérias ,
podemos egualar a zero a 2.° linha da equagio precedente, ma qual s6
entram;as potencias impares de y, e vird

Elimioando y*, a transformada torna-se em
e ipst L (pP—dr) — 1P =0.

L
LE ]

equacio na qual s6 entram potencias pares de z. Faga-se pois, para sim-
plificar , z*=1¢; e teremos

€420+ (PP =) — =0, ......... <. (A)

Esta equaglio, do terceiro grio, & neste caso a redusida; e como
deve ter necessariamente wma raiz positiva e real, designando-a por ¢,
teremos

===,

expressdio em que o signal ¢ arbitrério.
Substituindo este valor de z em z=y+ z e em (1), vem

—
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Ac:dao-u por fim , tendo attenclio & correspondencia dos signaes, e elimi-
na 'y ]

z=41V £V (—:— —:'—;‘-)

a=—iv =i (== + L)

E necessario pois : resolver a redusida (A); achar uma rais positiva t;
e substituir esta raiz nas formulas (B), as quaes dardo os quatro
valores de x.

Exemplo I. Na equaglo

' — 192" + 24 =237,
a reduzida é ' — 19 4 96 = 145 ;
uma das raizes (=3 dé
=3V (§—2V3),a=—1V3EV3=V (§+2V3);
e como (pag. 178) ¢ viz2V3=1=xV3,
serd finalmente e=1%V3,2e=w1xiV3

Ex.’ 1. Na equaglo
2 —z+1==0,

é t—=M=1;

lnﬁo '=g,ll*9°7l.ll ] d.d‘ “ ﬁl‘i
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@ =—0,7271360 = 0,935099/— { ,

@ =+ 0,7272360 == 0,43001391"—1.

115. Se nas equacdes (B) substituissemos por ¢ outra qualquer raiz
da reduzida, ndo se obteriam valores differentes para =, mas prefere-se
a raiz positiva ¢ 4s outras duas (' e (" para commodidade dos caleulos. E
com effeito exprimindo esles valores (B) em funcgdo das tres raizes te-
remos

t+t 4+ '==2p, t.!'.t“::q_’.

Al ds 0= p—t,
. q '
ea" dé tV[t'l"):—I/T.................(3}

sendo ¢, t', ¢, independentes do signal de g, por entrar s6 ¢* na reduzida
(A), mas devendo usar-se do signal superior , ou inferior , conforme for q
positivo ou negativo.

Logo : para q positivo ser4

x=iV‘ :ty(%ﬂ‘*,:_‘”_%y‘;‘n};

ou antes z=1VixVizV");
el

e, domesmomodo, z==1(~—btEV"{ =11

E para q negativo serd '

a= VRV 10 L)
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ou anles s=iVax=V =V,

o
.
.

¢ do mesmo modo z=i{—=VixVIV) )

Advirta-se que, em qualquer dos dous cosos, as equaces (¥) e (5)
sBo symetricasem ¢, ¢, (", isto €, que as expressdes diio 0s mesmos quatro
valores , quando uma d’estas letras se muda na outra. Logo, sendo as
equacdes (%) e (5) as mesmas que as equacdes (B) debaixo d’outra [6rma ,
as equacdes (B) ndo dio mais de % raizes.

As equagdes (4) e (5) tem a vantagem de indicar a natureza dos
raizes de . Porque :

1.° Se a reduzida tiver as (res raizes reaes, como o seu producto
t.1 .{"=g* & positivo, tem de ser forcosamente duas negalivas , ou to-
das tres positivas. No 1.° caso /¢ e 171 sdo imagindrias, e por conse-
guinle serlo imaginarios todos os quatro valores de x. No 2.°, V1, VU, V1"
<20 reaes, e as quatro raizes da proposta tambem o serdo.

Logo: Quando a reduzida se achar no caso irreduszivel , a pro-
posta terd as qualro raizes conjunclamenle reaes ou imagindrias , conforme
forem os tres valores t todos positivos, ou so um posilico e os oulros ne-
galivos.

" Acontecendo n'este 2.° caso ser 't' =", como dous dos valores de x
contém o differenca dos radicaes /1’ e 11", 08 imaginarios deslroem-se
enlre si, ¢ a proposta fica com duas raizes reaes e eguacs, e duas ime-
gindrias.

2° Se a redusida tiver s6 uma vaiz t real, como t é posilivo,
/¢ ¢ real. Além disto desigoando ¢' e ¢ por a =b1 ' —1 ; serd

Vi=yt'=¥(a+ bV —=1)=V(a—bl¥—I1);

e, quadrando,
V=V )P =2a=x 21/ (a* + b%).

0 1ltimo radical ¢ manifestamente real e > a; e por conseguinte o qua-
drado tem dous valores'reaes, um posilivo, outro negativo. Extrahindo
pois a raiz, que ¢ V' =1, temos de uma porte uma quantidade real da
férma VA , e da oulra uma imaginiria da (6rma " — B.

Logo , revertendo para os valores prec;dsenleu de z , vé-se claramente
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que, se a redusida tiver sémente uma raiz t real , esta serd positiva, ¢ a
propasta lerd duas raizes reaes e duas imagindrias.

IV, Foncgdes Symermicas.

Cilewlo das funcpdes symetricas das raizes das equagdes.

116. Diz-se [unecdo symelrica, ou iovariavel , aquella que nio
soffre alterag@o alguma, quando asletras que n'ella entram se mudam umas
nas oulras. Taes sdo, por ex.’, a*+b°, Va+Vb,a-+ b+ sen a sen b,
que permanecem as mesmas, quando se pde a por b, e b por a. Qs coeffi-
cientes dos diverses lermos de uma equagio fz =0 lambem sao funccdes
symetricas das raizes @, b, ¢, .. ... (n.° 29)

Representaremos por.S; a somma das potencias do grio k das raizes

da proposta, ou S;=a'+ ¥+ 4+ ...0..3 @ por [a” A J a

funcclio symetrica que lem um termo da forma a* 8% ¢Y...., e na qual
se obtém os outros termos mudando cada uma das letras a, b, ¢, .....
em todas as outras successivamente.

Posto isto, passemos a mostrar que , apzsar de ndo serem conhecidas
as raizes a, b, c,...... da equagio

fz=2%4p @ + P2+ cevvie + Pl +pa=0,

podemos sempre achar as quantidades S; e [a* s, | em funegiio
dos coefficientes pyy Pay 3+ - =0 o da proposta.

1." Parte. Dividinde por
fr=(z—a)(2—10) (T =€) sruss.
a derivada (n.” 47, 2.°) d'esta mesma funcglo, ou

fe=(x —b) (r—¢c) evsese +(x—a) (@—€)ss.... +ole.,

—
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acha-se
ma ™+ (m—1)pa™40. L+ pu, | 1 1
P I i TR + P (2—a) +(.c—b}+ (—c)"’ (1)

Desenvolsendo (2 ~—a)~" temos (n.° 11, 1)

1 | a4 0 a’
_-=_-+_ﬁ+_?+ -u—.l +., . w
& =— (1 X £ &€ F o
Mudando conseculivamente a em b, ¢, dy +v ives , e sommando estes

resultados , o segundo membro da equaclio (1) torna<se em

§ e
i s b W e 0 L
b &

m

o -

X €T

Multiplicando toda a equaglio por a® +p,a™ '+ .. ... 4 Pu, vém
ma™=* 4 (m —1) p ™= +ele. =

ma = f 8 [2% 4 8,]a*2% & IS |a"=4..ele.|.. + S gl

4+ mp, +pisl +P|Sﬁ s +P:Sl-1
+mp, + paS, o+ pSis
+mp.: i +P:S'-3

0O 1.° membro tem m termos; o2.° tem infinitos ; e cada uma das m 4 1
linhas horizontaes de coeflicientes tem o seu 1.° termo affastado uma casa
mais para a direila que a linha antecedente.

Comparando os coefficientes dos mesmas potencios de 2 n'estas duas
ilentidades , transpondo e reduzindo, achar-se-ha (+)

(«) Todas as vezes que duas funccies identicas, desenvolvidas em ordem
is potencias de «, mos levarem a uma equagio da forma

A+Be4+Co'esse e =P+02+Re*+ ......

sendoA, B,C, ...... P, Q, R, ...... coefficientes independentds de «

ke
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S,+p,=0,
S, +p,8, +2p,=0, .
(A) {S,+p,S,+pS, + 3p,=0,

SI—I +P1Sn-—z + stn--i UETREE ¢ [m—-.’) Pami = 0.

Equacdes por meio das quaes seré facil caleular successivamente 8,,8.,..8
em [uncglo dos coefficientes p, o p, s P,sevvn.s

“Passadas estas m — | equagdes, o 1,° membro ndio tem termas com-
paraveis com os do 2.° e apparecem equacdes da forma -

M)

(B) » e a0 S; -|-p153_,1 +p;5‘-1 + " veawe +P-~ql‘..._=0l

sendo I um inteiro =ou > m. Quando for I==m, péde substituir-se o
termo p, S, por mp,. porser S, =a’+ 1"+ .... =m; e n'esse caso a
equagdo (B) ainda se acha comprehendida na mesma lei das equacdes (A).
Achado S_, podemos, successivamente, pela equaclo (B) achar as relagdes
seguintes S..;, , S.y... -- em funcgdes dos coeffizientes da proposta (1).

Para determinar a somma das potencias negativas, o meio mais sim-

ples ¢ madar na proposta (1) = em —, e procurar depois pelas f6rmulas

(A) e (B) as sommas das potenciss positivas das raizes da transformada.

Exemplos.

Na equacdo
& =— 32°4+ 2 —1 =0

é evidente , por isso que a equagio subsiste para quaesquer valores dados a &,
que haverd entre estes coefficientes as relagdes

.Ilng B=Q‘| C'—_--'R|----.

Adiante , nomethodo dos coefiicientes indeterminados, nos serviremds d'esta pro-
priedade. !
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temos p,= — 3, p, =2, p,=—1: o0 que nos di, emvirlade de(A)
5 =3, 8,=5,5,=12;

e em virtude de (B) a continuaglo da serie, cujos termos, como d'ella
se deprehende, se vio formando do producto dos tres precedentes multi-
plicados respectivamente por 3,—2, 1. Comegando pois desde S,=3,
teremos a serie

3, 3,5, 12, 29, 68, 158, 367, 853, 1983, 4610, 10717, 24914, 57918.
Para obter a somma das pulencia.s negativas d'esta meﬁmal equagdo , acha-
riamos , advertindo que os coefficientes da transformada em— sio 1,—3, 2,
3, 2,--.2,—7.-—5. 7,25,23,—22,—88....
Na equacdo 2™ — 1 =0, acha-se por eslas formulas, como a pag. 166,
S, =8 =8 ... S =0, 5, =S,=8aqu=.. =m.

2" Parte. Multiplicando uma pela outra as duas sommas
E=¢;’*+'b“—|-c“+ ........ $

ss=aﬁ+bc+c3+ ........ ’

o producto conterd termos de duas especies: 1.° a somma de todas as
potencios @ + & das raizes: 2.° a somma de todos os productos, que
se formam combinando a potencia « de uma raiz qualquer com a
potencia- § d'outra raiz. Ora como a primeira somma se designa , se-

gundo a notagdo adoptada, por S_ 103 e a segunda por [a® °], teremos
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St +[af]=9e5¢,

d'onde se deduz, no caso das funcgdes duplas,

SERE] iy o Bt e o w < it (D). ’-

Multiplicando entre si as tres sommas

s¢.=ﬂ‘+b¢'+ﬂs---- . al

55=ua + b€+c€.. Mgt

ST==aT+5T+cT ......

acha-se uma funcqlio symetrica , eujos termos sio comprehendidos n’uma
das cinco férmas seguintes :

a*tety gty el Sive gmber
logo, segundo as nota¢des adoptadas, teremos

Sty T L] + [a*tmf
eyt [ater) + [ _b]}=5.555.|.

+ [as'hb“] + [u'bsc" ]
Mas . em virtude das férmulas (D), ¢
[0 t51] o= 8,y 8y < Sipqe,

I[G‘.‘hﬁ'] e gﬂ‘H’ sﬂ -_— sﬂ"‘s{"l )
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[a**10] =gy 5 — Sutetr:

Substituindo estes valores na equaclio precedente, e tirando d'ella depois
o valor 8,104, . oblem-se, para as funcgdes triplas,

| [a‘bec”] =8, S¢Sy — S¢Sy — So 4 Se—Sety Sat2Satety +-+- (E)

Por meio d'este precesso muito simples podemos passor para 0s Casos das

funcgdes quadruplas, quintuplas, ete. { .
Cumpre porém advertir que estas expressies precisam ser modifica-

das, quando alguns dos expoentes @, 65 Yo v veen forem eguaes. Com

effeito uma somma qualquer [a‘bgc"’] , na qual cada termo tem n letras ,
compde-se formando todos os arranjos n a n das m letrasa, by, ¢, --.
e dando respectivamente #s n letras de cada um d'elles os expoentes
Xy By Yeoornns : sendo o numero dos termos [m Pn]. Ora, suppondo que
n'um termo a letra a tem o expoente z, € b o expoente G, haverd ne-
cessariamente oulro termo que wdo differird daguelle , senlo na permula-
¢lo de a em b; logo os dous termos tornar-se-hio eguaes se for a =§.
N'este caso a somma total dos termos dilferentes sera ametade daquelle
que ¢ dado pelas [érmulas.
Se houver tres expoenles cguaes a=§F—7y, ¢ claro que cada
um dos termos differentes da [Srmula serd repetido n'ella lantas vezes
quantas s3o os arranjos tres a trescom tres letras ; logo para ter somente
a 3!.';::!11! dos termos differentes, ¢ preciso dividir as formulas geraes por
2
Em geral sc for p 0 numero dos expoentes eguaes , & necessacio di-
vidir as formulas por 2x3 .. .. .. Xp.

Applicag@io d resoluglo numerica das equagdes.

117. Supponhames ji achados , relativamente a uma equaclo dada ,
os valores 8, ,8,, « - . . S;. Quanto maior for a em relacho ds outras raizes
bye,...... tanto mais S; tenders para toreer-se eguol aoseu 1.” termo
@, e Si_, a a'=; ¢ por couseguinte serd proximomente Si: Si_, =a. Por
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tanto, na serie S, , S, , Sis o quociente da divisdo de cada um dos
termos pels seu anlecedenle , approximar-se-ha cada ves mais darais supe-
rior a, ao passo que o indice k for mais elevado.

Poderiamos pelo mesmo theor obter a menor raiz (0.° 34, 2.°).

Esta proposiglo pide ler excepedes no caso dos imaginarios. Por quanto,
seja

c=axgV —1;

e faga-se a==1 cos ¢, E=17sen ¢, hgpuiheaax permittidas, por isso
que , dando

W= £, tnugt q2=§-,

@

podemos d'estas equagdes concluir e o arco « em todos os casos. Temos
pois

z =12 (cos ¢ =sen g —1),
d'onde se tira (nota a pag. 168)
(= 2= 6V —1) =W (cos ko = sen kg p'—1).

Suppondo pois a existencia das raizes imaginarias havera em S, um termo
21 cos kp. E necessario por tanto que W =1/ («*+ €%) seja menor que a
maior raiz @, para que se possa verificar o theorema precedente.

No 1.° ex.” de pag. 197 temos S, , = 57918, S , —24914,

o quociente -5 =2,3247177 & um valor approximado de z.

118. Appliquemos agora o calculo das funcgdes symetricas 4 inda-
gacdo das equacdes ao quadrado das dilferencas.

Supponhamos que & equaglo fz==0, cujas raizes s80 a, b, ¢, .. .-
corresponde & equaglo ao quadrade das differencas
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Fz=z"+Ps 4 Qs +,..... +U=0,

cujos coefficientes incogpitos P, Q, R, .... U pretendemos delerminar.
Temos

(® — a)} = a' = lax'" + Ala’z'~* — A'a’z ' *=a'
(2 =—b} =o' — ' 4 Ab2" " — A"D"a = ... = bt
(@ —¢)! = &' —lea'="* +ele.
Estas eqluagﬁas sio em numero m; os coefficientes A', A", .... .. sio

dados pela desenvoluglo dos binomios elevados & potencia .
0s 2.” membros d'estas equagdes sommados ddo em resultado

mz' —18, a2 + A’ S, 2 — A8 @' 4.0 ... ES,
Mudando pois successivamente @ em @, b, ¢, .- virio as sommas

totaes respectitu

(ﬁ-b:;‘-l-(ﬂ-ﬂ)l.‘.... =mﬂ‘—lsl ﬂl_i+.. 0 .'!:S;
b—aj+(b—e). ... =mb—IS, ¥ +.... +§,

(¢ —a}! + ete.

Sommemos estas Gllimas equagdes :

O 1.° membro torna-se na somma das potencias | das differengas
de todas as raizes, subirahidas duas a duas;

0 2.° membro torna-se em

mSl'—_" 151 Sl..-: <+ AJSI S, — Al's.l SH 4 .00 E mSu.
26
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Se [ for impar nada se pode deduzir desta fGrmrula , porque no 1.° mem-
bro as differencas slio eguaes duas a duas com signaes conlririos, e as
suas potencias ! destroem-se reciprocamente. 0 2,° membrs ¢ formado de
termos taes, que os que ficam equidistantes dos extremos tem os mesmos
coefficientes e os mesmos indices para S, com signaes cootrarios. Assim
ambos os membros se reduzem a zero, e temos 0 =0.

Porém se ! for par , no 1.” membro as potencias das differencas (a —b)?,
(b—a)", etc. sio eguaes duas a duas com os mesmos signaes, e podem
sommar-se; 0o 2.° membro tambem podem sommar-se os termos equi-
distantes dosextremos, por serem eguaes dous a dous e lerem os mesmos
signaes , ficando 86 o termo medio, que ndo tem outro egual. Por tanto
dividindo por dous toda a equaglio assim reduzida , os seus termos se simpli=
ficam, e s6 o termo medio do 2.° membro tem o factor .

Se fizermos pois [=2i, o 1. membro se reduzird 4 somma das
polencias 2i das dilferencas das.raizes, ou 4 das polencias i dos quadrados
d’estas differencas , somma que representaremos por fi. Por outra parte ,
designando por 2i, A’, A", ...... os coefficientes do binomio para o
expoente 2i, resulta

Ji=m8u = 28, 8., +jA'S S0y — A"S,Sis) . ... e 2
LA RURI—1)(@—2).... (+1) ., S(N).
. T P ] x (S ......

Os coeflicientes 2i, A/, A", ...... tem por valores os numeros da li-
oha 2i da tabella de pag. 9; deve porém parar-se no termo medio,
¢ tomar.a sua ametade. Estes factores tem os seguintes valores, para

S

ina....1, 4, 8

a8 1, 8,
i=4....1, 8; 28, 56, 38

i=5....1, 10, 45, {20, 210, 126
i:s'- 1_,.‘1 ] Im G&’ M‘. &95, 7”, ‘ﬂ"' elc
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D’onde se conclue

f,=mS, —(8,)* f,=mS,—8S88,.... +358,)
J.=mS, —4S,S,+ 3(S,) f,=mS, ~108,S,.. +126(S,)*
/,=mS,—6S S, +158.8,—10 (S, | f;/=mS,,—128 S ..+462(S )}

Posto isto, depois de haver achado a serie S, S, 8, .... elazendo
i==1, deduziremos da equagdio (N) os valores de (a—"0)"+ (@a—¢)*+-.. ..;
e assim obleremos a somma /, das 1" potencias das raizes de Fs=0.
Fazendo depois i = 2, acharemos (a —b)" + (a—¢)'.... , ou /}; ete.
Em geral a equacdo (N) dard o somma /; das potencias ¢ das raizes da
equacdo no quadrado das differencas.

Finalmente as equagdes (A) de pag. 196 applicadas a esta equaglo dio
os coefficientes da equaglio ao quadrado des differencas

P=—/,, Q=—L(P/+/.); R==3{Q/ + P +S) .-

O caleulo dos /" deve continuar-se até so indice n=2m (m — 1) gréo de
Fz=0, e o de S até a um indice duplo.
Por exemplo na equaglo geral do 3.” gréo

'+ qr 4+r=0,
aserieS ,8, ...... torna-se ém
3,0, —2q,—3r, 2¢, Bqr,—2¢" + 3,
que da S =—06q,f,=18¢", f,=—066¢, —81r";
logo P=6g, Q =9¢", R=27r"+ i¢’,

sdo os coefficientes da equagio ao quadrado das differencas para o 3.7
grio. Na Resolution numér. de Lagrange, n.” 38, 39 e nota III, se
encontram os [érmalas para o 4.° ¢ 5.° gréo.
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Applicagio ds Equagies do sequndo grdo.

119. Seae ﬁ forem as raizes desconhecidas da equacio

'+ pr+q=0:

os relagdes sabidas entre as mesmas raizes

a+b=——p, ﬂﬁ:q:‘,

conduzir-nos-hiam de novo , pela eliminaglio de a e b, a equagdes do 2.
gréo, as quaes por isso, como ji em outra parte fizemos ver, ndo nos
seriam de utilidade para achar as mesmas raizes

Supponhamos porem que entre @ ¢ & hi uma relagiio

s=a-+mb,

em que m éarbitrario, e s uma incognita , que tracldmos de delerminar
de modo que a eliminagdo de a e bentre ella e a relagio a4+ b= —p
nos conduza a equagdes do 1.° grio.

Em virtude da symetria que ha entre as raizes das equagdes , além
da relagio z=a + mb, deve existir arelaglo s=>0-+ma; e por conse-
guinte o valor de z ¢ dado tambem pela equacio do 2.° gréo

(2 — (0 + mb)] [ = (b + ma)] == 0.

Para que esta equaglo nos possa approveitar ¢ necessario que se reduza
4 forma z°=k, de maneira que d'ella se deduza o valor de z por uma
simples extracgdo de raiz quadrada, Vé-se que isto se consegue pondo
m=—1, d'onde resulta

lﬁ=(ﬂ-—5}‘=ﬂn+b"— 2{]‘5:53—29;
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e como (pag. 196.) S, ==p*— 2g¢, teremos finalmente
s=a—b=x=V(p"—Nq),a+b=—p,

equacdes das quaes se deduzem as duas raizes a e b.

Applicagio ds Equagdes do terceiro grdo.

120. Supponhamos, que entre as tres raizes desconhecidas a, b, ¢
da equagdo do 3.” gréo

2 +pr4q=0,
se di a relaglo

s=a+mbtnc,.ueu.n, v g vahy (1)

na qual m e n sdo quantidades arbitririas. Pela permutaglo das letras
a, b, ¢ umas nas outras, resultam da relacio (1) outras cinco, d'onde
provém uma equacio em s do 6.° grao. Esta equacde nlio nos poderd
pois em geral ser deutilidade ; e sémente o serd , se em virtude da arbi-
trariedade de m e n, reduzirmos a equaglo em z & férma

8 Asd b Bl o iie s She saiundng (2)

que se resolve 4 maneira das do 2.° grio (n.” 105), isto &, a uma
forma tal , que assuas seis raizes sejam eguacs a dous numeros =/, s, mul-
tiplicados respectivamente pelas tres raizes cubicas da unidade. Para isso
¢ necessdrio que, designando por 3!, 2", as raizes cubicas dos dous valo-
res de z°,

512_%Ai V{i‘ﬁ,‘-—u),. s e pAnE Y (3)

e por 1, «, «*, as da unidade , os seis valores que resultam da permutagio
das letras @, b, ¢, no trinomio, salisfagam 4s equagdes,




206 ALGEBRA SUPERIOR.
d=a4mbs-ne . & =a b4 me
23 ==b 4 me + na a's =b4 nc+ma} €))
! a’s' =¢--ma + nb 2 2" ==¢ 4 nat mb
L

Vejamos se podemos determinar agoram e n de modo que eslas seis equa-
¢des tenham logar. Multiplicando a3’ por &, e advertindo que éa'=1, vem

s =a'b | ma®e + nx’a = a + mb 4 ne.

Para ter logar a identidade é necessario, que sejom eguacs o8 coefli-
cientes respectivos de a, b, ¢, isto 6,

al=m, m*=n, na*=1,
d'onde se tira m=a", n=—qa.

Substituindo estes valores pas seis equacdes (%), véwse que ellas resul-
tam de

d=atactal, s —atal+a%.......... (8)

multiplicando estas por «, e «”. Tomando pois m=a®, n=ua, o lrino-
mio (1) tera seis valores, que elevados ao cubo, s6 dardo os dous valo-
res differentes z'* e z"*; por serem 1 os cubos de « e «.

Fica pois demonsirado que os seis valores (4), pondo n'elles m =— o* e
n=a, sdo raizes da equacldo (2), & qual se pode dar a furma

(3" 2") (' 5") = 3* — (374 4") 2’4 2" 8" == 0.
Resta agora determinar A e B, isto é,

A=—(s"43"), B=(r";

porque se pudermos determiner A B em funeglio des coelficientes p ¢ ¢,
teremos pela equaglio (3) os valores de 2*, cujes raizes cubices = e s’
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serfio conhecidas. As equacdes (5 e'a relacio a4 b+ e==0, que tem
logar por ser nullo o 2.” termo da equacio (1), darlo pois a, b, e

Desenvolva-se o cubo de 3'=a+-a¢+ a’b, e, advertindo que é
w'=1, vird

3" =8, + 6abe 3= (a*c + b%a + ¢*) + 3a* (a*h + c*a + b%c)-

Mudando n'esta expressio b em ¢ obtem-se z''; sommando os dous
resullades , e em consequencia de ser

ab¢ ===q,8 =0, 2+ a’=—1, [a®)] =8, S, =8,, S, =—3q,
acha-se
A=—28, +12¢ — 3 (z + «*) [a%h] = — 58S, + 129 =274
Por outra parte, por ser
S, =—2p,[ab]l=p,at+a"=—1,
acha-se 22" =8, +(a + o) [ab] = —3p;
e por consequencia o cubo.
B= —27p".
Teremos pois

u=—27(gx Vig+ fp’)=s"

E como n'esta equaclio os factores de 27 slio as raizes ¢/ e ¢ da equacio
t* 4 gt==(4p)" , teremos z' == 271,
Eliminando @, b, ¢ entre as equagdes (5) ¢ a equaglo

a4+b4+e=0,
teremos p -t '
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3a=12 43", 3b=1az'4a%", 8¢ =10z} as;
e como =3y, " =3y1",

torndmos a achar os valores do n.° 110,
Applicagio ds Equagbes do quarto grdo.

121. Na equaglo do 4.° gréo
'+ pz' +qr4r=0,

ndo estabeleceremos, em analogia com o 2.° e 8.° grio, a relagio
z=a+1lb+mec+md, da qual, feitas as permutagdes , resultariam 24%
valores de z; mas sim a relaclio

s=a+bime+d),
da qual s6 resultam seis permutacdes. E se n'esta fizermos m = — | .
virh s=a+b—c—d,

relacdo , que di seis valores eguaes dous a dous com signaes contrarios. Logo
a raiz s serd dada por uma equagdo do 6.° grio da férma

'+ Az +B5*4+C=0 .............. (6)

0a qual todas as potencias slo pares, ndo resultando dos seis valores mais
de tres quadrados diferentes.

Desenvolvendo o quadrado temos

(@+b=—c—d)'=(a+ b+ ¢+ d)*— & (ac + ad + be -+ bd) ,
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Como na equaclo (1) falta o 2.° termo, seré nulla a 1.* parte do
2.° membro da equaglo precedente. E por issoajunctando n'elle e subtra-
hindo & (ab 4 ¢d) ; advertindo que é [ab] ==p; e permutando na equaclo
resultante b em ¢, e b em d : acharemus

[a+b—ce —d};‘:mip-{-l{ab +ed),
(a+c—b—df=—4p+ & (ac+bd),
(a+d—e¢—b)=—4p+ & (cd+ be);

e slo estes os valores dos tres quadrados z* de (6).
Podemos simplificar os calculos pondou==z"4p,

porque entdo os valores de u serdo

ab+cd, ac+ bd, cd + be.
Formemos a equaglio que lem eslas tres raizes. Como emos

§,=0,8,=—2, S =—3;, g, =2 —ir,
S,=15pq, S, =—2p'+ Opr+3¢°;

empregando a formula (E) de pag. 199, e dividindo por 2 ou por 6,
quando assim dever ser em consequencia da advertencia que ali fizemos,

acha-se que:

1. A somma dos binomios é [ab]=1p:

2.° A somma dos seus productos 2 a & ¢

[a* b e] =S, —18°*=—kr;
- 27

o
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3,° O producto dos tres binomios &
abed X 8, -+ [a°"c"} =18, +38," = 38,8, +3 8,
=—dpri+q-.

Temos por tanto
u —put—dru+hpr—q* =0,

ou, restituindo $3* 4 p por u,
z'4 8pz'4- 16:° (p*— dr) — 6ig* = 0.

Depois de conhecidos os tres valores de z*, e as suas raizes == (s, 2/,3")
¢ necessario eliminar @, b, ¢, das equagdes

S,=a+b+e+d=0,atc—b—d=1z,
atb—ec—d=s, a+d—b—c=1z".

Estas equagdes, sommadas duas a duas, ddo as tres

a+b=-}z, ﬂ+ﬁ=%z"’ a"l"d::";

cvja somma dé
a=3(s+5+3");

podemos por conseguinte obter tambem b, ¢, d em funcclo de 5, 2, 2!\
Fomando agora estss quantidades com o duplo signal ==, temos 8 raizes
em vez de 4 ; e assim deve ser, porque, dependendo a equaclio em z de
¢* e ndo de g, o signal de ¢ fica arbitrario. O producto das tres iiltimas

equagdes €, por ser—a=0b+c+d,
i1zdd=a"+a* (b+c+d)+[abe] =—gq,

e lem, como se vé, signal contrério ao de ¢. Resultam por isso, como
a pag. 192, os dous systemas seguintes
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para g positive, =i(sxdxi), w= (=zx:I=2");

para ¢ megativo, a=31(sxd=x7), 2z=3i(—sFxs*d)
Applicaglo & Eliminagiio.

122. N'uma equaclo entrex e y, se for m a somma dos expoen-
tes, que affeclam estas incognitas no termo queé a lem maior, diz-se que
m é o grao d'essa equagdo.

Posto isto , sejam

:c'+p,:a"1+ seveve Fp =0=IZ,

w'-i-q,a:”-l- vossee g mmO2T,

duas equagdes entre o @ y, uma do grio m e outra do grio n: sendo
assim cada um dos coefficientes uma funcglo dey, cujogrio é quando muito
do1.°em p,eq,, do2.° em p, eq,, ete, Supponhamos a equacioT=0
resolvida em ordem a z, edesignemos por @, b, ¢, ..., ..k 0s svas n
raizes. Esta equaclo equivalerd a '

T=(@—a) (z—0b) (£—¢)evis.. (. —Fk)=0,

de maneira que podemos substituir ao systema das equagdes propostas os
a syslemas

:n-—-a=0$ T =10 z——-c=0§
z=0%" z=o;’ | e '

Se em cade um d’estes systemas tirarmos da 1.* equaclio o valor de
z ¢ o substituirmos na 2. , obteremos' a equagho final em y d'esse syste-
ma: ¢ por conseguiole , mulliplicando essas equacdes finaes membro o
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membro , formaremos a do systema das propostas. Esta equagdo é pois
(@ +pa™ +.. .. pa) "+ 0"+ o ve Fpa)ere- z )
.................. (k- +p‘k"" desns +p,,:l=ﬂ'

Ora, posto que a, b, ¢, ...... k sejim funcgdes desconhecidas de Y
¢ possivel formar esta equagho, porque sendo o sea primeiro membro
uma funcclio symetrica e racional destas raizes, pode exprimir-se em
funcgdo racional dos coefficientes de T = 0. -

Por exemplo, para eliminar 2 entre as equacdes

y—3x+1=0, 2" (y — 1]-&-;1:—2.:0 1
teremos , suppondo que a e b sdo as raizes da 2.°,
(a'y —3a+ 1) (B'y —3b+ 1) =0,
ou, effectuando as multiplicages indicadas,

alb1y=+ ySr—- aﬂby S,‘i‘ 9ab — 35|+ 1—=0.

E como da 2." equaclio proposta se lira

. -1 —_— 1 %
O 7 = S o

estes valores, substituidos na iltima equagdo, nos conduzem facilmente
4 equagdo final do 3.° gréo em y.

123. Os calculos que exige este methodo, por muito longos , sao
de pouca utilidade préctica, mas podemos achar por meio d’elles, mui
simplesmente , o limite do grio da equacdo final.

Com effeito o termo geral da equagdo (7) péde ser representado por
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th—a m—e m—u M—g M—E M—p

p‘a Pab --l.l-PFk -v_—P‘PlePFa b -.-lk H

e como a equacdo (7) ¢é symetrica, deve conter todos os termos que se
dedazem da precedente, mudando as quontidades a, b, ¢, ...... umas
nas oulras, isto é,

m—a  M—E m—p

Papeivwrs - e o BT e seil i3a.sl] (8)

Avaliemos o limite do grao d'esta funcglo. Primeirameate o producto
PuPgvvv-np, b quando muito do gréo @ 46+ ...+ p; em segundo

logar , remontando &s férmulas que dao os valores de [a“bg]' [a“bscﬂ ioas
vé-se que a somma dos indices de S em cada lermo ¢é egual &
somma dos expoentes que tem as letras a, b, ¢, ...... em coda
termo d'estas funcgdes; e como resulta das [érmulas (A) de pag. 196
que o indice de S & precisamente egual ao indice mais elevado dos

coeflicientes de proposta : vé-se, que [a™ % 8™ .. .... K" *]¢équando
muito do grio

Mm—atm—Et eiecam——p=mn—(a+E+4...... + 1)

logo & funcglio (8), e por conseguinte a equagdo final, & quando -muito
do grao mn. Assim:

O grdo da equacio final , que resulta daeliminacio d'uma incognita
entre duas equagies d'um grdo qualquer a duas incognitas , nio pdde exce-
der o producto dos grdos das equagdes propostas.

Ve-ja sobre a extensio d’este theorema uma Memoria de Poissoo,
no n.° XI. do Journal Polytechnique.
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V. FRACGCOES CONTINUAS.

Geragao e propriedades.

124, Para achar o valor approximade de uma quantidade =, que
nlio pide exprimir-se por um numero inteiro, procure-se o maior inteiro
y contido o’essa quantidade , e seja =’ uma nova quantidade > 1, tal que da

1
a:=y+—;,—-.

Represente-se depois por y' o maior inteiro contido em x, e tome-se

Proseguindo por este theor, e representando por y”, v, .. .. os maiores
inteiros contidos em ", 2’'', ... ... , sendo todus estas quantidades >0,
obleremos as equagdes (A), da qual resultard, por meio de substituicdes,

o valor de z debaixo da [6rma (B), que se chama fracgio continua.

1 1
CEYT I AARER ey :
4 ol nineg V't 1
W VI () el

i
x":y” -{— Fﬁ?
ele, :
-
Vé-se poisque : FRACCAO CONTINUA ¢ uma expressio composta
de wm numero inleiro , que péde ser nullo , mais de uma fracgio cujo nu-
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merador ¢ a unidade e cujo denominador ¢ wm numero inleiro , augmen=
tado de uma fracgio cujo numerador ¢ a unidade e cujo denominador é
um numero inteiro, augmentado de uma fracedo . «.... € assim por di-
ante.

Os inteiros y, ¥, ¥/, ..o+ sl0 03 termos da fracgdo continua ,
a qual,, para abbreviar , escreveremos de maneira seguinte

125. Para passar d'este valor de x para oulro expresso wuma
fracgdo ordinaria , procederemos como no exemplo seguinte

1
z=2,1,3,2,4=24— 1
1+ 3+_;_

-F-'n

-k

THEEIER]

1 9 ]
Reduzindo 4 mesma denominaglo o divisor final 2 + L temos T A uni-

dade dividida por % dé %. e a fracglo. torna-se- em

1
I=2+—

14 4

i
3+-§-‘

Continusndo a operar da mesma maneira , reduz-se o divisor final S4+2a

e yem 1:% = 2 ; tornando-se assim a [racgdo em

x=ﬂ+——l—'=2—|'-| =9 p M=tk
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O andamento do célculo ¢ exactamente o mesmo que no n.° 30 da Arith.
Nos exemplos seguintes, onde a primeira linha encerra os termos da
, [racglo continua , practica-se d'esta maneira :

Debaizo do viltimo termo escreve-se aunidade, e procedendo sempre
da direita para a esquerda, multiplica-se cada wn’ dos termos pelo nu-
mero escripto por baizo, e somma-se com o que fica d direita d'este
wltimo ; a somma assenta-se depois na casa d esquerda. O iiltimo numero
obtide , dividido pelo que o precede, é o valor da fraccio.

=8y 4,3, &llza=: 8, 2, 1, 1,3,92, 4
111,450, 31,9, 4, 1 [| 617, 182, 71, 40, 31, 9, 4, 1

Temos pois no 1.° exemplo 2 =21, e no 2.° z =111,

126. Se a fracglio for continua ao infinito, parar-se-ha n'aum dos
termos, desprezando todos os seguintes , e obter-se-ha entdo sémente um
valor approximado de . Se desprezarmos &' nas equacdes (A), tomando
x==y, x lorna-se menor do que devio ser; se desprezarmos z", z' tor-
na-se menor doque devia ser, e por consequencia & maior ; se desprezar-
mos &', 2" torna-se menor , x' maior, e x menor; e assim por diante.

Em geral:

O valor da fracedo continua ¢ maior ou menor que x, confirme pa-
rdmos com ella W'um termo da ordem par , ou w'um da ordem impar.

Se pararmos com a frac¢lio successivamente no 1.° termo y, no 2.°
y's n0.3.° y'......, os resultados serdo pois alternadamente <z e> z,
e @ ficard assim comprehendido entre dous resultados consecutivos, aos
quaes se di o nome de [raccdes convergentes ou reduszidas.
Representando por

a e d
I AL i L

s convergenles nas quaes se toma consecutivamente por tltimo termo,

i

v, ¥,y LR R el g 4
leremos




ALGEDRA SUPERIOR. 217

a -y b _wil e wyty'+y bi'+a

PRt W e e s T T e

e s ¢
Para obter a convergente segmnta?. bastars em — mudar' 3’ em
c

Y + %; ex=y,y,y", se tornard entdo em

T =y 3 yl' yu, yr'.r'

Teremos assim

b e+ b
d=5y"+“+F=_F_ -
d!m ym -
e por conseguinle
d ey"+ b

d cy"+ b =

Comparando o valor das duas convergentes successivas , vé-se, que:

O numerador de uma convergente deduz-se , mulliplicando 0s numne-
radores das duas precedentes, respectivamente , por 1 e pelo termo final , ¢
sommando depois os producios; o denominador dedus-se por uma lei
analoga. :

Esta lei & geral para todas as convergentes (C), por isso que para
passar d'uma para a seguinte se emprega um célculo similhante, que so
differe nos accentos. Seréi por tanto em geral

p=ny+m, pl=n'y+m .......... (D)

P . SRR

Formadas pois as duas primeiras convergentes podem, por ésta formula ,
28
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obler-se seguidamente todas as outras. Assim

23 11 25
z=2,1,3, 2,4, da -::. e At

0 S B

fraccdes que sdo alternadamente <e> x, sendo “** o valor exaclo de =,

Este processo offerece um novo meio de obter este valor.
127. Eliminando y' entre as equagdes (D), resulta

p! —p'n=— (nm' —n'm) ,

d'ende se conclue , que:
A differenca dos produclos encruzados dos termos d2 duas conver-
gentes conseculivas € constanlemenle 0 mesmo com Signaes conlrarios.
Ora como esta differenga & { para as duas 1.*

o __1 » br f——] y' 3
segue-se , que em geral , serd
/ I e b ! e — == _I.
Pn—-P“_.._I, e _= 'nr.o-.p-lutF}’

devendo tomrar-se o signal 4 , quando y: e —::; sio da ordem par, e entlo

¢ %} %; e o signal — no caso contrario (+).

{+) As differengas enlre as convergenles successivas sdo

bulad role M kiband
R e o ARt S e

e por iss0 a somma;de, todas estas equagd es reduz-se a

p 8. % 1 1
o= ihoEs taT s :I:—l
R A 1 on
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128. Das equacdes precedentes deduzem-se as seguintes consequencias :
1.° Como os divisores communs de p ep' deveriam va 1.* das equa-
(F) dividir tambem a unidade, v&-se que pe p' sdo primos entre si, bem
como p e n, p' e n'. Logo, as convergentes sao irredusiveis.
2° Se na equacdo (E) substituirmos por y* o valor total z da fra-
echo continua, tomada desde otermoy’ até so filtimoz =y, y'**, ofin 00,
vira manifestamente em vez de uma convergente, o valor exacto de x,
a saber :

. nztm

x:rml S s s s Bpa an PRERBE *E = (G}

A este valor (G) dd-se o nome de fraccio completa.

3.° Para obter os erros §' ¢ § de cada uma des conyergentes
m

n . :
— 5 -» subtrabi-las-hemos de x, e vird
L) n

Vo *x 3 =1
T w(Ws+m)’ w (n's 4+ m')

Al e

Estas differencas apparecem com signaes conlrarios, por isso que o valor
de z se acha entre as duas convergentes, Como a 2.* & meunor do que a

" " [} ¥ . . m
primeira , por ser m' <u' e > I, « fica mais proximo de - do quede

:. Logo as convergentes successivas vio-se approximando , cada ves mais ,
1

do valor de x, ora por defeito, ora por excesso. E d'ahi The proveio a
denominagdo.

4.° Como (H) sdo os erros 3 e § de duas convergentes consecu-

g n
tivas —,, e —; e porserz>1: serd
m n .

Por este estilo se obtem a desenvelugio do valor exacto de # qmndo??- for a

altima convergente ; ¢ uma expressio do valor approximado de z quando afracgio
se continia indefinidamente. No nosso ex.

TR R R R
rAemichpd LR Gt MR IEE )
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| 1
n (n'z+ “f) < n' (“i‘_l_m’J "

n 3
e ;a=¢( _?)r(m-.l.-.-... (K}

® n
Logo, o erro que se commette parando n'uma convergente - ¢ menor que

a unidade dividida pelo producto do denominador o da mesma conver-
gente , multiplicado pela somma v' + m' d'este mesmo denominador e do
denominador da fraccio antecedente.
No ex.” de cima temos as convergentes successivas Ll e i e se
1
9(9+4) 117"
Se desprezarmos m’, com o que se augmenta o valor de (K), teremos

pararmos na iltima, o erro ndo chegar a

i
d<—,
n

e por conseguinte , qualquer convergente dd um valor de x approzimado, com
um erro menor do que a unidade dividida pelo quadrado do seu deno-
minador.

No mesmo ex.”, a convergente * ndo chega a ter de erro =

129, Sejam

fracdes quaesquer crescentes : a diffzrenca entre as extremas sers maior
do que a que existe entre uma d'ellas e a intermedia.
Supponhamos mais que k, I, I, I satisfazem 4 condiglio

IK—=W'=1;
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teremos
l h | kh'— Kh Ue'— ki

o A gy < B T

.

Como estes numeradores sdo inleiros e posilivos o seu menor valor ¢ a
unidade. D’onde resulta,

U'h<k'h e <KI;
ou , supprimindo os factores communs, -

K>le>l;

e por conseguinte &' ¢ o maior dos tres denominadores. Nlo mesmo modo
hl kf !
invertendo as tres [racgdes , o que da os termos decrescentes T ’it'
1é-se que &
k>le>h.

Temos pois que a fracglio intermedia é mais complicada do que as duss
exlremas.
m n .
Portanto, como « fica entre —+ @ —r, seria necessario para que a
k . .
fracglio 7 fosse mais proxima de x do que qualquer das duas convergentes

que ella caisse entre eslas , e fosse por conseguinte mais composta. Logo
qualquer das convergentes ¢ mais proxima de X que oulra qualquer fra-
epdo com termos mais simples.

m
Componhamos com as convergentes — e -1, as duas fracgdes
m n

-

h m4(t—1)n I m4tn

R w4 (—1) " T T mtin’

designando por ¢ os valores 1,2, 3, ...... atéy , que é o iateiro
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conlido na convergente. Teremos pela substituigdo successiva dos valeres
de, ¢ '
m m4n m+ 2n m -+ 1 p
w' mpa” w20 m‘+y'}a',= p_

Porém , qualquer que seja o inleiro ¢, é

logo as fraccdes (L) sdo irreduziveis (1.°); approximlo-se do valor de z
mais do que outra qualquer menos eomposta ; e, porque as suas differen-
¢as conseculivas tem o mesmo signal , estas fracgdes crescem desde a 1.°
alé & Glima, sendo todas <z, se as extremas forem impares; no caso
contrdrio , decrescem sendo todas> z; finalmenle o erro & de uma d'ellas
‘:T &< h-‘li_‘.' por isso que a fica entre as duas frncgﬁes% b i

Podemos por conseguinte inserir entre as convergentes principaes (C)
y*=* [rocgdes , que gozem das mesmas propriedades. Estas convergentes
tnlermedias repartem-se em dups series: umas, que ihseridas entre as
principaes de ordem impar sBo ascendentes ; outras que , ficando entre as
priucipaes de ordem par, sdo descendentes para z. Formam-se sommando

" m I
- lermo por termo, y‘ VeZes Buccessivas, as convergenles — e —-.
m

n
No exemplo do n.° 128 temos...... z=2,1, 3,2, 4
n 2.8 4 25 114

C incj sanmaararany — Ty Ty
onvergenles principaes 17" %'9'%

Das duas primeiras e 3 deduzem-se as duos intermedias > e 2; a 3.

coincidiria com @ 3.° couvergemte priocipal 5. Das dues segumintes - e
a5 13 (¥ L1 LR

% resultariam 35, i, 3+, &= Combinando agora a 2." com a 3" ¢ a

4."com a 5., obteriamos oulra serie a qual nllo seria limitada, As series sio

(g)ga Ty 900 e (L
T\ IR ST\,

3\ 14 (95 136 247 358 469
@7 (@) wew e
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Podemos junclar a estas series de [racgdes ¢ e 1, dasquaes a primeira
sendo sempre mais pequena, e a segunda sempre maior do que qualquer
quontidade , satislazem &s mesmas condigdes que as convergentes.

Applicagio ds Equagies determinadas do 1. grdo.

130. Para reduzir a fracclo continua u' valor de 2 na equagho
Az=D i
devemos, em conformidade dc que, dissemos no 0." 12%, extrahir o in-

; A B
teiro y contido em T, pondo

B

. Sy R 1
:J:—'I—y-i" &=y+

? "
ou designando pory o quociente e por R o resto da divisio de B por A.

Depois

A e W e

=l

€xr =

S s 1
-—-i?—!t "!'E':!r""’ﬁr

"= ete.

1
Logo e Jngi L ST IR L p Y e
I
y +y_"""etr.

Como se v¢ n'esta nperl-:a& , 08 termos da (racgdo conlioua sio os queci-
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entes successivos que se obtém pelo caleulo do divisor commum entre A
e B. Esta fracgdo é sempre [inita.
Para a equacdo

26452 = 9752
lemos 8 3
2645|1817|838 (161 |23 524
2 —_—r=—x=3,1,2,5,7T.
975'3 1|z|5l7”ns S, 1 8,8,7

Por meio das formulas (E) e (L) obteremos as seguintes convergentes
principaes intermedias , a saber ;

(9) 1.2 3) 7 ity 70 129 188 424
1 Piﬁill(f li| Tj-. .1—9‘| 35.' 'E‘i‘,-o--..--{’:m’

(o) (f) 15 26 37 48 59) 483 907
1)\ 37T '\ Bse <

A fracclio = tem um valor mais proximo de z que oulra qualquer mais

simples; o erro & menor que L

43 "
ans

Do mesmo modo se acha para 2 =22=3,2,3,2,7,

3y 10 17 (E 79 134 T 3 /B5, 464 ot
D7 @ aw- i) G m>

Estamos pois em estado de resolver a seguinte questio: Dada uma fra-
¢¢do , achar outra mais simples , cujo valor se approzime d'ella mais do
que owlra qualquer fracedo menos composta que ellas.

131. Fagamos slgumas applicagdes desta doutrina.

L A rasioda circumferencia para o diamelro & representada, como
j& achamos, por

n=3,14186926......;

@

e a fracclo continua equivalente & parte decimal di (veja-se Compl.
d’Algebra de Lacroix, p 289. 6.* edicio)

®im 3517, 46,07 9050 14 1SV, 851 b coe.

i
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d'onde se deduzem as convergentes principses e intermedias, das quaes
fazem parte as razdes determinadas por Archimedes e Adriano Metius:

( 25 47 69 91 133 435 457 /333
j— '?’ﬁl E.ﬁ’"ﬁ,‘ﬁ. '5_0"| 'iﬂ_ﬁ panem e sne i W
47 10:13 E 19 Qﬂ) 355 10434
I'E'?'T'S'?’(’f 113" \'32215

II. O anno solar tropico, ou o lempo que o sol gasta em voltar
a0 mesmo equinocio & de 365, 2422181, (Veja-se Astron. pratique pog.
88). Dando a0 anno civil sémente 365 dias, o equinocio, a0 fim-de qua-
tro annos , voltaria quasi um dia mais tarde, de sorle que para o ajus-
tar com a verdadeira data, seria necessario dar 366 dias ao 4.° anno,
que se chama dissexto; e foi isto, que Julio Cesar ordenou no seu Ca=
lendario Juliano , suppondo o aono de 365° 1. Esta supposicio porém niio
& ainda exacta, porque produz um erro contririo, fazendo anticipar o
anno civil ao anno solar. Este erro foi em parte remediado no Calendario
Gregoriano, no qual se manda supprimir tres bissextos seculares sobre
quatro, i. €, intercalar 97 dias em 400 annos. A fim de apreciar este
systema , tractemos pela nossa theoria a frac¢do =551 , da qual, conver-
tida em fracglo continua, se deduz

Sl ik Andnludai

7.8, ¥ 39 70 _
99’ 33 128’ 161' 289 " """

1
€ as Mﬂ‘lfel'slﬂmnu stnm e I'

Tomemos, por ex.®, a fracgdo 55, i ¢, supponhamos o anno solar
de 365" =%, Para ajustar o anno civil com este periodo seria necessario
intercalor 8 dias em 33 annos, dando de % em & ennos mais um dia
a0 anno civil, collocando porém o 8.° bissexto no fim de cinco annos.
Comecar-se-hia depois um novo periodo de 33 annos. Era este o systema
dos antigos Persas.

Cumpre notar, que ndo se achando a fracclio 77, entre as convergen-
tes poder-se-hia ter adoptado outra intercelaclio mais approximada do que
a adoptada no Calendario Gregoriano. O erro porém que d'shi resulta &
de pequena importancia. (Veja-se a Uran;gnphic).
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[ll. O mez lunar synodico & de 29°,5305887; o mez solar & de

30°,4368535 ; a raziio  d'estes numeros convertida em fracglio continua,
dé as convergentes

(e ) R e SIS, SEE S

Se considerarmos por ex.® 21 como valor de z, & o mesmo que suppor
que 235 mezes lunares correspondem a 228, ou 19 vezes 12 mezes so-
lares; & pois necessario em 19 annos iotercalar mais 7 mezes lunares ,
para que o sol e a lua venham a achar-se nas mesmas posigdes relativas.
Posto isto , se formassemos 19 taboas indicando as datas das phases lu-
nares , estas taboas annunciariam a sua volta durante todos os periodos de
19 annos , tomando estas taboas na sua ordem de successdo. Foi isto o que
practicou Methon entre os (Grregos, cujo calendario era luni-solar, e que
chamavam este periodo cyclo-solar , e aureo numero aquelle que designava
qual dos 19 calendarios se devia empregar em cada um dos annos.

Applicagles ds Equagies indeterminadas do primeiro grdo.

132.  Ja vimos (Alg. El. 0. 126) que basta conbecer uma soluglo
x=ua, y=6, em numeros ioteiros, equaglo

ﬂ-‘E‘-I"_aw:B, shes ssas pBAE RS kB 4o (ﬂ)

para concluir qualquer outra. Os valores de z e y

z=a+bt, y=F6—a,

[ormam equidifferengas , coja razlio ¢ b para @, e —a para y.
A theoria das [racgdes continuas offerece-nos um meio muito simples
de achar os numeros « e €, como passimos a ver.

Resolva-se —:— em convergentes, e seja 2, penultima , ‘que pre-
cede a [racclio proposta. Viu-se ((F) 0.° 127) que
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ap —bp===1; d'onde ap'c —bpc==x¢, ........ ()

.devendo empregar-se o8 aignnu+ ou — , conforme a fracglio continua,
tomada na sua totalidade, tiver um numero par ou impar de térmos.

As equagdes (b) mostram que (a) fica satisfeita , tomando, no caso
de ter logar

o signal superior,. ... .. esssse sees a== pl¢, G=—pc;
o signal inferior,s. «oouovanes ceesa=—ple, 6= po

Logo paraobter em numeros inteiros a soluglio da equaglio (a): resolva-se
% em fracpdo continua; procure-se a convergenle -pfque precede aquella

fracdo ; forme-se com estes dadas a equagio ap' — ph====1; depois
mulliplique-se esta por ¢ ; e compare-se o resullado termo a termo com a
proposta (a).

Seja por ex.” a equaglio 1052 — 43y =17.
0 methodo do divisor commum dé 105 [43]19]5 4|1
212 |3(1(%
105 22 22 194 |11

T3_=2’ .2_ 3,1, 4; .§_=2.2, 3,1.

A tltima fracglo obtem—se suppnmmdo otermo 4 , e empregando o pro-
cesso exposto na Arith. n.° 30.

Das duas fraccdes 5 , 22, deduz-se, altendendo a que a fracglio con-
tinua tem & termos,

105.9—43. 12 ——1:

multiplicando ambos os membros d'esta equaglio] por — 17, vem
53.22 17 —106.9,17=17;

e comparando com a proposta acha<se « = —9.17, £=22.17, e por
conseguinte

e
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r=— 1534 43¢; y=— 374 4 105¢,

Podem tambem servir de exercicio d'esta applicagdo os exemplos citados
a pag. 202 da P. L

O problema de Chronologia, em que se pede o anno @, cajo cyclo
solar € c, e oaureo numero ¢ n, reduz-se a procurar um inteiro =, que
dividido por 28 e 19 dé os restos ¢ —9 e n—1. 0 processo do n.” 129
da Alg. El. da o seguinte valor

& =86 (c—n)+c+75 + 532

E pois ao cabo de 532 annos que 08 mesmos numeros ¢ e n voltam ambos
periodicamente: esla duragio lem o nome de periodo dyonisiano (Veja-se
a Uranographie).

Querendo além disto, que o numero z tenha de mais a indicgdo i,
isto &, que & dividido por 15 dé o resto { — 3, teremos o periodo ju-
liano de 7980 annos imaginado por Scaligero ; e acharemos

@ ==4845¢ -+ §200n — 106 %i + 3267 - 7980¢.
Applicagiio ds equagies do sequndo grdo.

133. Quando ou todos, ou os Gltimos termos de uma fracgdio con-
linua voltam successivamente na mesma ordem, a fracgio continug diz-se
periodica. E periodica simples quando o periodo comeca logo no primeiro
termo da fraccdo; ¢é periodica mizta, quando assim ndo comeca,

A respeito das fraccdes continuas periodicas ha dous theoremas im-
portantes , que estdo ligados com as equages do 2.° grio, e que passd-
mos a demonstrar.

134. THEOREMA 1. Toda a fraccdo periodica continua ¢ wma
das raizes de uma equagio do 2.° grdo, de coefficientes racionaes.

) P Supponhamos que a fracgdo continua ¢ simples, e que os seus
termos tem a seguinte disposiciio.

ﬂ.bp-c e w ﬂ’ﬂ-,lﬁ’ TEEET] n' d, b-..... Bidheaw
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Designando por o valor d'esta fracglio continua, vamos demonstrar que
seré

1
(@) e srannnns x=ﬂ+3—;'
n+ I
|
A —
T

isto é3 que sendo zi., e x; duas reduzides, das quaes a segunda tem
um periodo mais que a primeira, ou

|
-‘!;-——ﬂ+-.:
3 i
AR
i —
Ty

a differenca 2,— 2,_, tender4 indefidemente para o limite 0, quando
tender para o limite 2.

Para isso, seja —::,- o valor de uma reduzida, composta de um certo

numero de termos; s% e -.% as duas convergentes, que immediatamente

a ‘precedem : serd

o
' gnip

=

|
.

Ora se represenlarmol por k o valor de um periodo, obteremos o valor

|
da reduudn-—- ’ qne conlém um periodo mais, mudando n em n - -
expresslo de =10 que daré
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1
q(“"!";)"i"? ﬂH‘Q,

9'{n+';‘-)+}3’ e

2|e

e por conseguinte

v r__q:"w-rq’-__ =1 .
V¥ rrktg) Prk+q)

d'onde se conclue , que estas duas reduzidns"% e % tendem a tornar-se

eguaes, & medida que o numero dos periodos que as compde tende
a tornar-se maior que qualquer grandeza assignavel. Assim se designarmos
uma d'ellas por i , o a outra por z,_, , teremos 2 = z;_, + 3, sendo § uma
variavel , que vae diminuindo até zero. Poderemos por tanto escrever

1
sl

. i
+n+ i
zi—48

Mas , como podemos approximar a: quanto quizermos do valor 2 da fra-
c¢lo continua proposta , tomando um numero tam grande como quizermos ;
‘e como entio § vae conlinuamenle decrescendo para o seu limite zero:
vé-se (Alg. El.n."120), que ¢ verdadeira n'este caso a equacdo (a).

Pouhim.edmigmndopor“-'-:-l reduzida que da o valor do pe-
riodo ; e pu-% a convergente que immediatamente a precede; teremos
(0.° 128) i
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_mn-[-m
= nfz+mf'
ou
-
(B)ecocescce cors M2 (=n)z—m=0;

por onde se ¥&, que o valor de uma fracclo continua periodica simples & -
raiz de uma equagdo do 2.° grio de coefficientes commensuraveis.

Como n’esta equagio hi uma permanencia e uma variagdo , uma das
raizes ¢ positiva e a oulra é pegativa 9-‘!16}: e por isso deve a tltima
rejeitar-se , ¢ a primeira serd o valor da fracgdo coolinua total. Por ex.’,
na fracclo continua periodica simples

z2=23,1,2,3,1,2,3,1,2, ..c00vvee

formando as reduzidas successivas , vem

1 3 4 11
e e g
¢ por conseguinte serd
1lx+&=: e 5 +v37
3z+1 ot .

2.° Supponhamos agora, que a fracglio continua ¢ periodica mizla
e que seus termos tem a seguinte disposi¢lo :

"| UERE s B a, h' sssana My ﬂ:'b T My sovene

Seja g o valor total da fraeqlio continua; e @ o da sua parte periodica
teremos
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1
y=pi vy

Designando pois por -:7 a reduzida, que dé o valor da parte nlo periodi-

u
Ca, e por — a convergente, que a precede, seré

_vm4u
(ﬂ)...........n...----- y_'ﬁrx"i"'u"

mas, segundo se acaba de mostrar (1.°), ¢

ne -+ m

T

logo , eliminando z entre estos duas ultimas equacdes, viri uma equagio
do 2.° grio em y, com coefficientes racionaes ; o que completa a demons-
traglio d'este 1.° theorema. ;

Se ambas as raizes da equaclie forem positivas, para distinguir qual
dos valores de y ¢ aquelle, que da o valor da fracglo continua periojicn
mixta , calcular-se-ha primeiro a raiz positiva da equagdo (b), e serd este
0 valor, que deve substituir-se por = na equagdo (c).

135. THEOREMA IIL Reciprocamente , as raizes incommensu-
raveis de uma equagio do 2.° grdo com coefficientes racionaes , sio expressas
por fracgdes continuas periodicas.

' 1.° Consideremos em primeiro logar a equagio do 2.° gréo da
Orma
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(@) ssccercssaneas . a5’ +be—c=0,
cujas raizes tem signaes contrarios , e cujos coefficientes a e ¢ s30 nume-
ros inteiros positivos, e b um inteiro positivo ou negafivo. -

Limitemos-nos , por hora , & raiz positiva d’esta equagdo, cuja expres=
slo & ! 1 :

_ =b4 Vb dac _=b+wvn

{e].........’ﬂ sg 2{] 1

pondo n = 5"+ 4ac.
Para desenvolver esta raiz em fracglo cootinua, procurar-se-ha em

primeiro logar o maior inteiro n’ella contido, e representando-o por «,
far-se-ha .

¢ depois tractar-se-ha de achar o inteiro contido em &. Ora sendo
+ -iF uma das raizes da equagdo (d), a substituicio d’esta quantidade ,

em logar de x, deverd satisfazer & mesma equagdo, dando

a(=+x,l)i+ b(u+m,l-)_c=o,

donde se tira

() ionisimini . (0a*+ ba —¢) Z* + (2a2 4 b) '+ a=0.

\ 1
Se substituissemos as duas raizes d'esta equaglio nareloglo z =2 + =

obteriamos as duas raizes da proposta (d); mas como estas raizes lem
signaes contrarios , & forgoso que sejam tambem contrarios os signaes dos
valores de «', raizes d1 equacdo (f}. :
Desembaragando em (f) #* do seu coefficiente , 0 (ltimo termo da
30
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a . :
transformada = % rares serd por conseguinte negativo; e como a é

positivo,, vé-se que deve ser az® + bz — ¢ um inteiro negativo.
Fagamos pois

g’ ba—c=—d, 2x+b=—1U,

sendo o' um inteiro positivo, e ' um inteiro positive ou negativo. A
equaclo (/) tornar-se-ha

Y oo e a'z"+ Va'—a=w0,
cuja raiz positiva é

— b4V b"t4ad'  —V +V'n
24 ”e 2q'

por ser

b"+i-aa'==~(2ﬂ + b}‘ ———— h(ﬂu’vl- bl —_— I':} == bl-}-— fi-ﬂc =N
Designemos por «' o maior inteiro contido no valor de z, e facamos
1
-'5’ == H' 4= ?

Para determinar ", substituamos este valor de 2/ em (g9), o que nos
dard uma nova equaclio, que facilmente se reduzird & forma

ﬂ”x"“-i— b"xp— a': 0.

Esta equaclio terd tambem as suas duas raizes de signaes coptrarios; e os
seus coefficientes a” e 5" serfio ligados pela relagao
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b + fa'a"= b+ 4aa'=n,

que se obtém, como a analoga entre os coefficientes de (d).
Proseguinda por este theor, obteremos successivamente uma serie
d’equagdes da férma

ar’4 bx—c=0,
a'z*4bz'—a=0,

@' e —a=0,

cujos coefficientes sio oumeros inteiros ligados pelas relagdes

b* 4 dac =n,
|52 + 4aa =n,
(Bles oo ms.siss s Snsn it « < b+ 8d'd'=n,
bll .............
i b;’{-&m_.ur—" n;
e o raiz positiva z da equaclo (d) terd ‘por expressio
1 g=a,a,a, & i iiiiinn, "Iy N
. sedo a,a'y &”, «ous ... 08 maiores inteiros contidos nos valores de

iy II: .‘E",

--------
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Para fazer ver que esta fracglo continua é periodica, basta provar
que uma das transformadas ¢ identica com uma das precedentes, por isso
que entlo as duas equagdes lerio as mesmas raizes.

Ora das relagdes (k) resulta que os coefficientes a , a', @’ .. ....
sio menores que %: e que os valores absolutos (positivos ou negativos)
E W A SR sio menores que /n: por conseguinte, designando

n
4
facil mostrar que, passado, quando muito, um numero d’equacdes egual
a 2hk, a transformada seguinte terd necessariamente os seus dous pri=
meiros coefficientes identicos com os dous primeiros de uma das equa-
cdes precedentes. Com effeito, escrevendo cada um dos 2k numeros
- A B W Mg it == [k sucessivameante & direita dos h numeros
L8, 08,5, by vé-se que ndo é possivel formar com os dous
coefficientes mais do que 2kk combinagdes differentes. Posto isto, & for-
goso que os terceiros termos das duas equagdes sejam tambem eguaes;
por que, sendo eslas equagdes da [6rma

por h o maior inteiro contido em —-, e por & o valor inteiro de /n, ¢

“1”|'+E'n’l'u"'“:-;;_":o'

ﬂl-]»pmzl-h' + 611.,. T N 0;
e sendo, por hypothese, 0=a, ., b= bq_’: das relagdes

n=>b'+4a_ a=0" " o, . 0.

deduz-se - 0, =0, .

Logo as duas equagdes sio identicas; e por conseguite a[raiz positiva da
equaglo sd) terd por expressio uma fracglo conlinua periodica. ¢
Mudando x em —  na proposta (d) , v&-se que a sua raiz negativa,
que corresponde 4 raiz positiva da transformada , goza da mesma pro-
priedade. : o
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2° Consideremos agora uma equagio do 2.° grio em que as suas
raizes sho ambas positivas. Estas raizes devem ser deseguaes, por 1550 que
as suppuzemos incommensuraveis; e, para maior precisio , distinguiremos
os dous casos, em que a differenga d’estas raizes & maior ou menor que
a unidade.

a) No 1." caso, as roizes da equagho az® — bz + ¢ =10 nlo po-
dem ficar ambas comprchendidas entre os mesmos inteiros conseculivos.
Chamando = € @+ 1 os dous inteiros consecutivos, entre os quaes fica
comprehendida a raiz maior , a mais pequena serd <a; e por consequen-

cia , se subslituirmos z por 4 — na equaglo ax® — br 4 ¢ = 0, re-
x

sultarh uma nova equaglo em z', que lerd uma das raizes positivas e
maior que a unidade, e a outra negativa. Eslas raizes , de signaes con-
trarios , serfio expressas por [rac¢des conlinuas periodicas ; e substiluindo suc~

4 1
cessivamente por 2’ cada um d'estes valores na expressio a + — obtere-

mos [raccdes conlinuas tambem periodicas, que serdo a expressdo dos va-
lores das raizes da proposta.

b) No 2.° caso, os valores das raizes da equaclo azx’—bx+c¢=0,
podem ficar ambos comprehendidos entre os inteiros consecutivos a« e a1 ;
n'este caso a transformada em ' tem ambaos as raizes positivas e maiores
que a unidade Se asraizes d'esta transformada ainda ficarem comprehen-

dides entre dous inteiros consecutivos o e a' 4 1, substituindo a' 4 s

por z', obteremos uma transformada em x* cujas raizes serdo ainda positivas.
Continuando porém com o cileulo das transformadas successivas, ha-de
forcosamente chegar-se a uma equagdo , cujas raizes ndo icardo ambas com~
prehendidas entre os mesmos numeros consecu'ivos ; aliés as raizes da proposta
az® — bz + ¢ =0 serfam eguaes , porque leriam por expressio a mesma
fracglo continua. As raizes da transformada seguinte tendo raizes de si-
gnaes contrarios , serlio expressas por fracgdes continuas periodicas ; e por
conseguinte as raizes da proposta serdo tambem expressas em [raccdes da
mesma especie.

Se asraizes da proposta forem ambas negativas, mudando z em — z,
viré uma transformada com ambas as raizes positivas, que é o caso que
acabdmos de tractar.

Fica ossim demonstrado com toda a generalidade o theorema pro-
posto, que & devido a Lagrange; a demonstracdo porém que deu este il-
lustre geometra é menos simples , que a precedente que Mr. Gerono pu-.
blicou nos — Nouvelles annales de Mathématiques. I —
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/.‘jf + METHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS,

Decomposigio das Fracgbes racionaes.

136. Se for dada uma equagdo da [drma
ArBr+ 08"+ D2t canees o =0,

na qual os coefficientes A, B, C...., slo constantes, e z uma quanti-
dade variavel , susceptivel de passar por todos os valores, seri

A=0,B=0,C=0, elc.

qualquer que seja o numero de termos da equaglio proposta.
Com effeito, devendo esta equacdo ter logar, qualquer que seja o
valor de « : quando for x=0, sera A=0, e

Bz 4 Cx*4 D2’ + inevine =0.,
Dividindo esta dltima equaclo por x , vird
B+Cz4+D2’4...... =0;

d’onde se deduz B=10, empregando o mesmo raciocinio pelo qual con-
cluimos que era A==0, Countinuando a raciocioar do mesmo modo , acha-
remos successivamente

C=0,D=0, ¢l

Posto isto, supponhamos o existencia de duas funccdes F e ¢ de'z
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identicas , isto &, de duas funcgdes, que apenas differem entre si pela ma-
neira, por que se acham expressas algebricamente. Se por artificios analyti-
cos conseguirmos desonvolver F e ¢ em ordem a x, de maneira que a
equacio F = v se lorne em

a+ br+cz’+ da’+...... =A+ Bz 4 Ca’+ Da’,
deduziremos d'esla
(a—A)+(b—B)z+(—C)a*+(d—D)a"+...... -
e pelo theorema demonstrado ,
a=A, b=B, ¢=C, d=D, ......

Sendo pois dada uma funcgdo F de =, a qual presumimos que pide
ter um desnevolsimento designado ¢, contendo coefficientes_constantes
porém desconhecidos , A, B, G, .. .... podemos achar estes [acilmente
pelo processo seguinte.

1.° Escreveremos a identidade F =g, designando F a funccio
proposta, e @ o desenvolvimento presumido debaixo de uma férma con-
veniente, e conlendo o3 coelicientes desconhecidos A, B, C, .... ..

2.° Por cilcalos appropriados transformaremos a equaglo F = ¢ em
outra ordenada segundo as potencias de z.

3.° Igualaremos entre si os termos affectos das mesmas potencias
pe z.

4° Finalmente procederemos & eliminacdo entre estas equagdes a
fim de deduzir d’ellas os valores desconhecidus das constantes A, B, C,..

Cumpre ainda adverlir, que , se da eliminagdo indicada se deduzi-
rem resultados absurdos, devemos concluir, que a funcglio F ndo é susce-
ptivel do desenvolvimente presumido o.

Passemos a applicar este principio a differentes exemplos .

137. Sendo N o numerador, e D o denominador de uma fraccdo
racional ; & sempre possivel abaixar por meio da divisao o grio do poly-
nomio N em ordem a z alé se tornar inferior so de D; e conside-




250 ALGEBRA SUPERIOR.

rando por isso a [racf.ﬁu % ji reduzida . este estado, tractemos de de-

compol-a n'outras das quaes ella sejo a somma.

Seja D=PxQ, designando P e Q polynomios pﬁmos eatre si dos
gréos p e q, ¢ supponhamos

Aat= + Bz 4.... +L +A’#’*+B‘#—=+.. 4L

N-_-
B Q P

A fim de redwir ao mesmo denominador D = PxQ, multiplicaremos
Aar4-Bat 4 .00een por P, e Ala?" 4+ BaP—= 4 .... porQ; e
obteremos assim productos do grio p+g—1, o8 quaes formaro um
polynomio completo de um grio inferior ao de D em uma unidade. Depois ,
como N ¢, quando muito, do mesmo grio p 4 g—1, comparando cada
um dos termos do numerador N com os do mesmo gréo do numerador do
2.° membro, deduzir-se-hdio p 4 ¢ cquacdes entre os coellicientes desco-
ohecidos A, A', B, B, ...... cujo numero ¢ evidentemente pq,
e como as’incognitas A, B, ...... L,A, B,...... L' nlo sobem
do 1.° gréo, facilmente se achaifio os seus valores, Vé-se pois que ndo &6
a decomposi¢io presumida é legilima , mas tambem que o calculo nos for-
nece meios para obler os coefficientes desconhecidos.

Quando P e Q forem susceptiveis de se decomporem em [actores
primos , substituiren:os cada uma_das frac¢des do 2.° membro da equacdo
de cima, por out:as formadas por esles mesmos principios.

A regra para decompor uma frac¢do racional proposta reduz-se pois
4 seguinte :

Busquem-se os factores, primos entre si, do denominador da fraccdo
proposta ; eguale-se esta a uma serie d'outras fracgdes que tenham os
mesmos [cclores por denominadores , e cujos numeradores sejam respectiva-
menle de um grdo inferior em uma unidade. Feito isio, e reduszindo to-
das as fracgics ao mesmo dencminador D, equalem-se entre si os coeffici-
entes das mesmas polencias de x, e deduzam-se d'estasequagdes os coeffi-
cientes desconhecidos.

Egualando D a zero afim de oresclver em factores simples, podem
dar-se os dous casos, ou de serem alguns eguaes, ou de serem todos os
lactores deseguaes. Examinemos separcdamente estes dous casos.

1.> Caso. Se for
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D=(z~—a) (z—b) (x—c¢)......

porcmos

A B C

X == x—1b r—c

e tractaremos de determinar A, B, C, ......pelo processo, que acaba
de expor-se. ;

Seja, por ex.’,

D“——-(z—-a)(m--b), e N=kz+1,

e Jopotigoai soig B
(z—a)(z—b) z—a +:r:—-6 :

kz+1=A(z—0b)+ B(x —a)
— (A +B) z— Ab— Ba.
Por tanto k=A+B, 5—1=Ab+ Ba;

__ka+I'B=k5-§-J_

t A=
e finalmente - ftes

Applicando estas férmulas & fracclo ;':w'iﬂ’ e advertindo, que

a e b sdo as raizes 2 e —1 do seu denominador egualado a zero , e que
6 k=—4,el=2, obteremos

2—dr  —2 8
F—z—9% z+1 z—2

Do mesmo modo se acha
31
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| 1 1
a'—z* =2u(a+ a:}+2a[a-—:r}'

Pondo
| A B C
xz(a*—a') = a+x+¢t—:c’

acharemos , applicando a regra,

1 1 1 |

z@—=) @z 2 (ata) . W (e—az)

Se D tiver factores binomios imaginarios, ainda se péde applicer o
mesmo methodo ; & porém. prelerivel em muitos casos decompdr D em
factores trinomios &* + pa +- ¢, e a proposta em fraccdes da forma

Az1 B
'+ pr+q

Assim para a fracglo

&4 1 __Az4+B C

EIDE+) o1 Tarl’
3 1
acha-se C—-E, B_A___E'
Do mesmo modo pora
@ Az +B C

P I ™ vy e |

acha-se —A=B=G=%.
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2.° Caso. Se algum dos factores de D tiver a férma (z—a,

fe=3 Bal—-z
o termo correspondente terd a [orma 2 (:__ ) g
glo tambem susceptivel de decomposiclio , poderé transformar-se na somma
efuivalente

» @ eslaexpres-

A B c L
R

G=u = @—a— i—a

Esla equivalencia verifica-se , reduzindo ao mesmo denominador a segunda
expressdo , e vendo que apparece um numerador com a(érma da primeira e
com egual numero de constantes desconhecidas.

Assim pondo
o Lz*42 A B C D E
i E—TF & Tty o2+l @—If a—1’
yem
o' +2*4+2 2 1 5 1 3

a(atr)z—1) @  2(a+1) 4(@+l) te=mr— a—1)
Do mesmo medo se acharé

i = i 1- 2 x
z(x41)"(z*+-z+1) 2 (z+1)° x4l + z4z—1

Ainda que este processo & applicavel ao caso de serem imaginarios 0s fa-
clores eguaes do denominador, é com tudo preferivel reunil-os em facto-
res reaes do 2.° grio, debaixo da férma (a* -+ pz +¢)', sendo entdo .
A2¥='4-Ba¥=* 1. ... o numerador dasfraccdes correspondentes ; ou an-
tes podemos tomar a somma equivalente
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Az+B 1 Cz+D > A Kz4L .
(#*+pe+gf " (P4pztgf= ' TS tprtg
Por ex.°, fazendo
1
(1+z) 2* (2*+2) (z*+1)°
A B C Dx+E _ Fz4G Hzrtl

Sl e Ty @

acharemos

i

sH=—l=—.

1 ;

18 %

1] -

138. O wuso frequente, que se faz da decomposiao das fraccdes ra-
cionaes , torna muito util o methodo seguinte , por meio do qual se abre-
yiam as operacdes.

1.” Caso. Factores deseguacs. Sejam D = (2 —a) S, designando
por S um producto de factores todos differentes de (x — a). A derivada
d’esta expressdo ¢ [n° 31 (*)]

D'=S+(z—a)S.

Posto isto, facamos

A
r—a

N P
o= +-—S-. ou N=AS+P(z—a);

e vejimos a maneira de determinar a constante A, sendo desconbecido
o polynomio P.

Se fizermos x = a, e designarmos por n e d' as quantidades em
que se tornam N e D' em virtude d'esta bypothese, teremos d'=S$,
n==AS, e por conseguinte

n
A:-—-:
S

&)=
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Logo, para obler o numerador A da fracgdo componente de quex-—a
¢ denominador , tome-se a derivada D' deD, e faga-se x=a m-g-:(«].
Vé-se do mesmo modo, que sendo D = (z—a) (z—b) (z—¢).. ..

B C

se obterdo os numeradores de y +++«« lazendo successi-

L)
z—b xz—c¢

vamente =0b, r=¢, .... €M —,

UJ
Por ex.’
—bz"— 5x 46 " N —5z"—bzr+6
2 —%'—+2% D 42'—62'—2x4 2’

e como temos D =(z— 1) (x4 1) (¢ —2) &, se fizermos na tltima
exprestédo =1, 2=—1, x=2, =0, virlo osresultados 2, — 1,
—4& e 3, e a proposta ternar-se-ha em

2 i 4
-1 .xz4+l , z—2

3
+—.
T

(+) Se o factor de D tiver a férma pz~+gq em vez de z—a, a fracgio
componenle é
A 1t A A
ey = , fazendo A=A'p.
e R

p

N
Devemos pois fazer PR | em-ﬁ-l-; mas p‘ara obter o numerador A da fracgao

¢ necessario multiplicar o resullado pelo coefficiente p de . Por ex.” para

6+ 23z P B
—r—6r  1—3z 242

i N 6+ 23z
deve subsituir-se =1 e 2=—1] em DT 1 —12s

os resultados por =2 ¢+ 3; d'onde resulta A=35, B=— 4.

, @ maltiplicar depois
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N
Para a fraccio e | - 1_*’-

2 1= () Y () s 1)

1
A respeito dos dous primeiros factores faz-se 5= =1 e resulta Ea: 0
terceiro factor di z = (1 ="—3), d'onde se tira
. 2* i 32 1y -3
D=y =3y 6(l6=16—3) 12 '’

sendo facil achar depois as duas fraccdes componentes, as quaes somma-

e . Finalmente o 4.° factor

=z 1
de D mostra ; que basta mudar z em — = n'este ullimo resaltado, Logo

. -
das se reduzem & [raccdio unica g

1 | 1 | z=—2 542
i |

z—i"-:.-{-l :‘-—:+l_;‘+:+l'

2." Caso. Factores eguaes, Seja D= (x —a). Mudando 2 em
a+hem NeD, e continvando a designar pelas letros pequenas os
expressies designadas pelas letras grandes correspondentes , quando nellas
se fazx =a: aquelles polynomios N e D toroar-se-hdo {n.” 31)

Nemnt+nh4+t "+ 10" 4-...., D em I

Dividindo 0 1.° desinvolsimento pelo 2.°, e pondo z — a por h , vem

NN g in n % 1n" g
-E mgz--aj" * (2 —a)— L.t—af" :

------

Por este modo a proposta decompie~se em geral em i fraccdes , eujos ni-
meradores sao as expressies em que se lornam N, N', = N'. .. .. quando
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nellas se fas x=a; ¢ cujos denominadores siio (s—2v), (x —0)", ete.
. 3*—Tz+6 8t : .
Assim em —————;= COMO 35 derivadas successivas do numera-
dor sdo 6z—7 e 6, fazendo z =1, obtem-se 2, —1 e 3 para nume-
radores das fraccbes componentes, islo é,

3*—Tzx4+6 2 i 5 3
(x=—1) = (z—1) (z—1} g1

Se o denominador tiver outros factores além de (z —a) , isto &,
se for D=(2 —a) S, sendo S uma quantidade conhecida ndo divisivel
por (x — a), poremos

F P
P +—5, ou N=P (2 —a;+FS....(1)

Mudemos = em a-+y nesta equagdo identica, e desinvolvamol-a (n.”
31). Vird

npny 4y = %
Y+ ) Sy + 1 )

e comparando de ambas as partes os coefficientes das mesmas potencias de
y (n,° 136), acharemos

n=fi, N =[5+ " ="+ 20"+ f".. ..~
o

T L P L N R T A e L

Por meio d'estas equades acharemos [, 1, [, .... e por conseguinle
o desinvolyimento da 1." parte




2358 ALGEBRA SUPERIOR,

o r i

@E=ay @=d; CE—a e

riasds « . s

precisamente como se a fraccdo proposla contivesse no denominador s6-
mente (z— a)’.

Esta equacio d4
=[+lx(z—a)+1["x(2—a) 4. ... ... (3);

e pela equaclio (1) teremos

Seja, por ex.’,

N_ 5a' — 132"+ tha'— 5z + 3

- (z— 1)V (z+ Nz
Fazendo z =1 em S=2"4 2, em §', em §, ..eemN, em N/,
em N, . . . .; teremos

=2,§=3, =2, n=4,n=%,0"=10,

€ por counseguinte

d=2f, 4=20+ 3, 10 ="+ 6/ + 2f;

e flinalmen(e
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f[=2,(=—1, =3, F=2—(z—1)+3 (2—1)’=32"—Tx46.

O, producto FS, subtrahido de N, dé&
2z'— 92’ 4 16— 112+ 3,

expressdo, que dividida por (x —1)°, di P =2z — 3.

P 2z—3
(14 H e — T
Resta agora unicamente decompdr pelo 1.° processo S P
P 2z—3

Para isso, pondo 2=—1 e 2 =0 em ==’ obteremos os

numeradores 5 e—3, e serd finalmente

2 1 3 g
(z—1) T g~ '

N—.—
R o Sl B

Cumpre advertir, que neste ex.® seria mais breve comegar por determinar as
P q P

N %
— , e achariamos

duas tltimas [racgdes , fazendox = —1ex =0 em %

N F 5 3
PTE=1F &+l &

Transpondo estas duas altimas fracgdes , e reduzindo, acha-se

F  32—T246
o] BRI okt

a qual, por ter eguaes os factores do denominador , facilmente se decome
Do mesmo modo em
32
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&' — 6z b — 1
z' —32'—3z*+Tx+6°

-

N
D

como D= (z+ 1) (x —2)(x —3), faremos 2 =2 e 2 =23 em%.
1

—5 % quaes, subtrahidas da

bt depoi o —
e obteremos depois as [ruccues_z g
Poodn S - i
(@+1) (z+1)
indicado , e como f=—1, e ['—1, teremos por fim de tudo

proposta, dio . Esta se decomporé pelo processo acima

N i 1 1 1

D z—2 7=8 (e+1) T

Sohre a convergencia das Series.

139. Tendo de fazer applicacio do methodo dos coefficientes inde-
terminados @ desinvolugdo das funcedes em series, & necessario dar pre-
viamenle as regras necessarias para saber quando estas series podem re-
presentar o valor approximado das mesmas funcgdes, e que numero de
termos das mesmas series & ecessario-approveitar para se obter um certo
gréo de approximaggio.

Chamam-se series convergentes as que satisfazem & condiglio de con-
vergir a somma dos seus lermoscada vez mais para um limite, & medida
que se toma um maior numero de termos: este limite chama-se tambem
somma da serie. As series, quendo satislazem a esta condigo, chamam-se
divergenles por contraposiclio. Sémente nos é permittido tomar asomma dos
n primeiros lermos de uma serie pelo valor approximado da sua totalidade ,
quando esta serie for convergente. E facil conbecer, se os termos decrescem ,
quando se dii o termo geral, que ¢ a expressdo analylica do termo da
ordem n: podem porém os termos decresecer sem que por isso se deva
concluir, que a serie ¢ convergente. Por exemplo, cahiriamos em erro sup-
pondo convergente a serie
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O P 5T L 1
R R Y ey

R
na qual o termo geral — indica, que os termos convergem para zero, &
n

medida que n cresce.
Para tornar o erro evidente, basta adverlir, que, se acontar do termo

i |
n, sommarmos os n termos seguinles, feremos uma uumma>—2-; com

cffeito esta somma &

i | ¥ 1 i
n+l+n+2 nefigisn 2n

, 1 i
e, como os termos sio decrescentes, serd evidentemente > ﬂxrw 5

Orta , se distribuirmos os termos da serie em grupos pela [6rma se-
guinte

1 P ik 3.4 1) | | | :
2‘+(§+z)+(s—+§ff+ a) G+t oot 7g) + o
) ) 1
todas as sommas entre parenthesis serdo, peloque acabdmos de ver, > 3
seré pois a serie composta de infinitas partes todas > 5 oo conseguinte

a somma dos seus termos ndo terd limite.
140. Supponhames convergente a serie

u, +u, +u, +u, +ele;

& designemos por S a somma dos seus n primeiros termos , sendo assim
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Sapr =UgF Ut U, Foacennns Vg + U,

Sejo =4+ u, +u,+..,. o Uy o Up Uy,

ele.

A definicio da convergencia exige, que para um valor de n sufficiente-
menle grande , as sommas S, , Says + Says S approximem , quanto se qui-
zer, de um certo limite S; d’onde se segue que as dilferengas enlre estas
sommas se poderdo tornar tam pequenas, como se quizer , escolhendo u
sufficientemente grande. Ora as differengas entre S, e cadauma das som-
mas seguintes sdio respectivamente

Sn+.'—sq‘=ﬂ_, s,._!_: ‘—'s"ﬁ““—l—un.'"'

S-+3"' 8= v, + .y, + Ungay €05

logo , limitando-nos por ora a attender simente & differenca Sat:=—S,, po-
demos concluir que, se tomarmos n sufficientemente grande , todos os ter-
mos de u, por diante deverdo ser tam pequenos como se quizer.

Esta condicio ¢ simples e de facil verilicagio, mas ja vimos no
n.° antecedente que ndio é bastante; e como, o que acaba de dizer-se
da differenca 8.y, —8S,, se applica da mesma maneira 4s differencas

Sat:—8Sas Sags—S., etc., podemos concluir como condigdes egual-
menle necessarias, que as sommas

'Ng + u.+|_ ] uu + ul+l + u.+:.' El.c.

consideradas cada uma per si, e com qualquer numero de termos, se tor-
nem tam pequenas como se quizer, para valores de n muito consi-
deraveis. Com estas novas condicoes ¢ cerla a convergencia: por que eatdo
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escolbendo n sufficientemente grande , differirlo as sommas Se, S,4, , elc
umas das outras tam pouco como se quizer, e por conseguinte haum limite,
de que ellas se approximarlo quanto se quizer.

Appliquemos estes principios & serie
a+ ax + ax® +ax’ + .

cujo termo geral é az~. Tomando primeiramente s6 este termo, e som-
mando-o depois consecutivamente com o3 dous, tres, qualro, . . . se-
guintes, obteremos as expressdes

T
az*, ax"-+ ax"H =a.:n'( z")1
; t—=z

a.‘z'+a.r"+‘+ax"+"=ﬂm“(: s ), ete.

e L0

Onde se v&, que, sendo 2 <1, as sommas se tornam cada vez mais pe-
quenas e tendem para zero, &4 medida que n augmenta; logo a serie sa-
sisflaz 4s condigdes de convergencia quando = é <.

Estes mesmos principios azem ver , que a serie, de que tractimos no
.” precedente ,

Vot )
gegr ek

ndo satisfaz 4s condigdes de convergencia, a pezar de que o termo geral

1
o Ve decrescendo, ao passo que n gugmenta.

141. Em geral é assaz difficaltoso verificar todas as condicies de
convergencia : e por isso daremos em seguimento alguns theoremas, que
abrangem casos bastante numerosos , em que se monifesta a convergencia.

'I_‘HEOBEM.A I. Dada a serie
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U=u 4w, +ut .o Fu 4y, ,

na qual todos os termos, de certa ordem em diante , sdo todos positivos
e em que os valores de u muito grandes fazem convergir a rasio

F Pt un-{-:

Uy

para umlimite L: serd a serie convergente , ou divergente, conforme este
limite L for <ou>1,

Suppoohamos primeiro L <1, e tomemos um numero qualquer /
intermedio entre L e 1, sendo L<l<1. Por isso que F converge para
L & medida que n augmenta, segue-se, que, passada uma ordem n
sufficientemente grande , se approximard o factor F tanto quanto se quizer ,

Vg,

de L, e se tornar4 por conseguinte <I. Logo seré <l ou

Uy <lup y Uaps <Mty , Upys <Mty , ete.
e, a fortiori,
Ungs <lWpy Upga <0, , Uoqs <Pu,, ele. :

assim , 0s lermos Vgss Yngay Uays s Clc. sho raspectimmente menores , que
os da progressio geometrica v, (I I*4 1"+ etc.). Ora, por ser I <1, a
somma d’esla progressio decresce indefinidamente com ua; logo com mais
forte razlo decresce indefinidamente U —S, , e por isso ¢ convergente a
serie U.

Por um raciocinio similbante se prova, que sendo L>1, serdio os ter-
MOS Ungsy Ungsy =+ +0 . Maiores que os de uma progressio geometrica
s (I + I+ 1"+ ele.), cuja razdo I sendo >1 5 condSz a termos tam gran-
des como se quizer; e por conseguinte, para valores muito grandes de
n, ndo poderdo os termos da serie U differir de zero tam pouco como se
quizer. Vé-se pois que neste caso ¢ impossivel a convergencia da serie-
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Applicando esta regra & serie do binomio (= -+ ay”, segue-se do va-
lor ((h) pag. 15) , e da relacdo ((d) pag. 6), que ¢

m-—n &

—

. n+1 a

Ora quanto mais n cresce, lanlo mais se oproxima F do limite -,
a

o qual elle toca quando é n= ce. Donde concluiremos, que a férmula do

binomio seré convergente ou divergente , conforme for @<ou> a.

As duas transformagdes seguintes sio adapladas para augmentar a
convergencia d'esta serie

r+a= == -

N ——

) =2"a"‘(l —_—

a:-—-a)""

[.r+a]‘=a:"(f-—-
x4a

xta

(z + am=2a" 3l+m(z:_a)+mm:'(xiu)z+-..... %

=?.'a“%l%m(i::)+mm‘;i(2::):+ ------ *

Veja-se para a lei d'estes coefficientes a pag. 1%,

Na Sﬂrie
1 x 2 3
I 1-2 1-2|3 A el
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x" SR |
o termo geral K BTE daF = N-T- T cujo limite é zero quando n= ce.

Por conseguinte a serie é convergente.
142. THEOREMA II. Na serie

Us=u,+u, +*3+----“ v, 4 ete. ,

cujos termos sdo todos positivos, de certa ordem por diante: se, para
valores de n muilo grandes, a rais

F=I}u,,

convergir para um limite L, a serie serd convergente ou divergente , con-
forme for L< ou > 1.

Se os termos, de certa ordem por diante, em logar de positivos
fossem negalivos , o theorema teria logar a respeito de — U.

Supponbamos primeiro L<1, e tomemos tambem uma quantidade 1
comprehendida entre L e 1. Como , na conformidade do enunciado , se péde
tomar n bastante grande, paraque a raizF se approxime de L quanto se
quizer , e se lorne por censeguinle < I*, serd

s <[* ’ u.+1 < i » II..h {Img etc.

Logo os termos da serie w. 4 v, 4, + ele. serio menores que os da pro-
gressio geomelrica I°4- I"#' 4 ["** 1+ elc. ; e como esla progressio, por
ser I<1, decresce indefinidamente , com mais razlio decrescers U — S, ;
¢ por tanto a serie U serd convergente.

Suppondo . agora L>1, provar-se-ha por um raciocinio analogo ao
precedente , attendendo a que ¢ I <L, que a serie ¢ divergeate.

Compre advertir, que os dous theoremas, que se acabam de demons-
“trar, odo admitlem incerteza sbbre a convergencia da serie U, senlio
quando for L =1. Neste caso a questdo ¢ muitas vezes difficil de resolver.
(Nota 3.%).

143. THEOREMA M. Se uma seric da forma
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:[I= “n+“-|’+'"a'!'.' cumen s Un

tiver lermos positivos e megativos, e se mudando estes para posilivos, @
nava serie for convergenle, lambem a serie U.serd convergente.

Designemos por L a somma dos termos positivos da serie U, a con-
tar de um termo qualquer w,, e por [ a dos termos negaliyos, sendo
assim

L—l=v, + Vg 0l

Ora, visto que, tornando positivos todos os termos de serie U, esta & con-

vergenle , podemos tomar n bastenté grande - para que L [ seja uma

quantidade tam pequena como se quizer ; logo, e com mais forte razdo, o

mesmo se dira de L — [; e por conseguinte a serie U serd convergenle,
Assim na serie '

o z* &
23T 3385 T 238567

‘—""Etc- ']

achdmos , tornando todos os termos positivos,

g.3%=1 aan-{-l 2

| e ———
V=g @m—1""

8T AL 4 PGS NN A
793 % (2nt1)’ 2 (2n+1)°

e como n= oo dd F==0, a serie & convergente. Além d’isto, pondo
F <1, acha-se z*<4n’42n; e por conseguinte tomando 4n*> z*, ou
n> &, vé-se que os termos decrescem da ordem ;x em diante.

144, THEOREMA IV. Toda a serie da forma
Ut U, ==t el s 0anss v, ele

cujos lermos tem alternadamente os signaes 4 ¢ —, ¢ convergente, quando
estes termos decrescem continuamente para o limite sero.
Consideremos um termo qualquer I'uus;rie, cujos signaes sdo alter-
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nados , e designemol-o por *=a, e os seguintes por = b == ¢ == etr. Se
lomassemos a somma dos termos que’precedem @ pelo valor approximado
da serie inteira, o erro § seria

S==* a;b:r:c+elc. 4
expressio que se pode escrever debaixo das duas férmas seguintes :
§="%t[la—"b) + (c—d) + ele.],
3= [ (b—c)—(d—e) —etc.}

Como, por hypothese, os termos a, b, ¢, .... vio decrescendo, todss
as quantidades entre parenthesis sdo positivas : logo, pela 1.* f6rmula, 1&-se
que § tem o mesmo signal que = a; e pela 2.%, que o valor numerico de
& € <a. Ora, tomando um termo a assaz distante, ser tam pequeno como
se quizer ; e por conseguinte o mesmo diremos, a fortiori, do erro 3. Logo
a serie dada é convergente. :

Assim a serie

S | 1
I_§+§_I+m'

& convergente , posto que o nlo seja quando todos os termos sdio positivos.

145.  Quando uma serie ¢ convergente, e sommdmos um certo nu-
mero dos seus termos para obter um valor approximado da serie inteira,
convém muito obter um limite do erro. Quando a serie estd no caso que
consideramos no Theorema IV, acabmos de ver, que o erro & sempre
menor do que o 1.° termo dos que sc desprezam. A (tinica regra geral
porém que, para os outros casos, se pide dar para obter este limite, con-
siste em comparar a serie assim como se fez nes Theoremas [ e II, com
uma progressdo geometrica decrescente; e quando se tiver reconheci-
do, que, parando n'um certo termo, dimiouem os termos seguintes da
serie mais rapidamente que os correspondentes da progressio geometrica ,
poderemos concluir, que o erro ¢ inferior 4 somma dos termos da progres-
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s30. Por ex.” na serie

no qual o termo em z™* se forma multiplicando o precedente por x e
dividindo-o por n--1 : se tomarmos n tal, que seja & <n+ 1, teremos
a certeza de que os termos da serie -

" xn—]—l
£ 8 en 8 +I.2.... con(nd1)

+ elec.

decrescerdo mais ropidamente, que os de uma progressio geomelrica,
&I

Ter Logo

se na serie proposta tomarmes por tltimo o termo em "~ , o erro § serd

menor que a somma d'esta progressdo; e acharemos

cujo 1.° termo fosse o mesmo que o d'esta serie, e arazlo

(n41)z"

3<13.. n(ntl—5)

Series Recurrendes.

156. Toda a fraccdo racional , ordenada segundo as potencias cres-
centes de &, cujo numerador N se reduziu a ser de um gréo menos ele-
vado que o do denominador D, e 4 qual podemos sempre dar a [6rma

N _ﬂ+bx+c:=’+.... ha—
D=1 fazy 6z +" .- ab "

pode delenwher-ﬁ por meio' da diviso n’'uma serie iofinits




por isso que, do processo da divisdo , ndo podem'resultar para o quocienle
potencias negativas nem [raccionarias de z.

Em logar porém de determinarmos os coefficientes A, B, C, .. ..
pela divisdo, podemos usar com preferencia do methodo dos coefficientes
ndeterminados que pde em evidencia a lei d'estes coefficientes.

Consideremos primeiro a fracgiio

u -
14ar

1+=x=1+m+c¢’+u....

Multiplicando ambos os membros por 1 + ax , vem

a=A+B |2+C |2°+D
+Az| +Ba| +Ca

d'onde resultam, comparando separadamente os termos em que entram
potencias eguaes de x, as equagdes

a=A, B4+ Aa=0, C4+Ba=0, etc..

que do
A=a, B=—aA, C=—aB, elc.

Logo, se multiplicarmos um coefficiente qualquer por — a obtere-
mos 0 seguinle; ou, por outras palavras, cada termo da serie & o pro-
ducto do termo precedente por — zz. N'este caso pois a serie ¢ uma

simples progressio geometrica.
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Passemos agéra 4 fracglio

s st WD
1 +ax+pz* |
Pondo do mesmo modo

a+ bz

—— e —— = Bz C= CRCE S ]
1 -+ az + Ba* > & oriths e

e multiplicando "ambos os membros por 1 + az+ E2*, acharemos

a+bzx=A+B |z4+ Clz*+ D|a"+......
+&¢ ~+ Ba -|-—Clt LRI 5l o e
+ A8 +B3| +-..
e depois
A=—a, B4 Aa=Db, C4 Ba4 AR =0, D+ Ca4 B3 =0, elec. |

d’onde se deduzem
A=a,B=b—=Az, C=—A3—Ba, D=—Bg —Cz, .. ..

Logo, do 3.° termo em diante , cada coefficientc ¢ a somma dos dous
precedentes multiplicados respectivamente por — 3 e — o ; ou cada termo
da seri¢ é a somma dos dous precedentes mulliplicados respectivamente
por — @z* e — az.

Se puzessemos ainda

a - bx 4 cx®

14 ar +ﬁ¢‘+TG-=A+Bx+C$’+Dz.. i,

veriamos pelo mesmo theor , que qualquer termo, do 4.° em diante, se
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compunlu dos tres precedentes multiplicados respectivamente por — ya',
— Ra*, —az.

Por onde finalmente se péde concluir, que em geral uma fracgdo
da forma

a4bzt+err+...... hz'=
14az4Ba*+.. .o o412 + 02’

deve gerar uma serie, cada termo da qual, do termo i 4+ 1 em diante,
se compord dos i precedentes multiplicados re.%peclwnmente por , — 0z’
—_—12t, e — B2, —ar.

Chamom-se Recurrentes todas as series assim I'ormn-:lna. e Eschala de
relagdo a reunilio dos factores respectivos pelos quaes se devem mull‘.nplmr
muitos termos consecalivos para se obter o termo seguinte. Por ex.’, o3
senos e cosenos d'arcos equidifferentes, e as sommas das potencias das
raizes das equagdes formam series recurrentes.

147. Dada a serie recurrente ¢ a eschala de relagio ¢ facil achar
a fraceio generalriz.

Com effeito, seja

a serie dada , e supponhamos primeiro para fixar idéas, que a eschala de
relacio & [pz’, ga*, rz]. Como esta eschala conlém tres termso, a
fraccdo generatriz serd da f6rma

a + bx 4 cx*
1 4 az+ o+ yz* '

cuja eschala de relagdio, segundo vimos, ¢ [— y2'y = px*y — az). Te-
remos pois , comparando ,

& £y R e g, oy S

e 86 restaré determinar as quantidades a, b, ¢. Para isso poremos
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a+ bz + ex® ¥
ey o = A 4 Bz 4 Cz® +etec. ,

d'onde resulta , altendendo sémente aos lres primeiros lermos ,

at+lbzx4cx*=A+B |2+ C |2
—Ar| —DBr

L

Comparando agora os coefficientes das differentes potencias dex, determi-
paremos @, b, ¢, e obteremos finalmente a fracclo generatriz

__ A+ (B—Anaz+(C—Br—Ag)a’

5 3 |
{ —re—qz" —px

Em gerol , se designarmos por A_, A, , A,, ...... 8, 08 coefficienles
successivos da serie recurrente, € por p,, p,+ P, - =+ - - Pa 08 coeflici-
eotes de =, #*, #*, .. .... na eschala de relagho , serd

= “o+l:"l__“'p1}z+{Az—&lpl._AIP!] [t .[An—; —Aaal, e Pyrv—A Prei Jan—t
1 —p—P, %'+ cwverscnrsncas T P —[a" i

Por es.” na serie
S=1+4+a+4+22°+12 +......
cuja eschala de relaglio é[— i'm%. 2*, L z], temos s/
A=1,A,=1,A,=2,p,==t,p=1,p =i,
e por conseguinte serd

v 1 +-:-z+§;:c}
T l=—ip—a'tinY

S
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148, Para achar o termo geral T, isto ¢, o termo de serie recur-
rente , que tem n antes de si, procuraremos decompor a fracclo generatriz
em [rac¢des simples, cujos denominadores sejam os factores do 1.° gréo
do denominador da fracgdo proposta.

Seja pois

A4Be+Ca+ 0. oinne sl e oe b (1)

a serie recurrente , cuja eschala da relagdo ¢ dada, e que tem por [rac-
¢ldo geoeralriz
a+brdex® ...... + i
F= LR I I P )
l+w+ﬁz‘+-'.'l." \..’B‘ (E)

Mudando no denominador de (2) z em -:T, e egualando a zero , teremos

de resolver a equacdo

yV4eay- = ..., +48=0.

1.°" Suppondo que sdo desiguaes os raizes k, ¥, k', ,..... k®
d'esta equaglo, teremos

y"f‘ E.yi—: + g:’i—n _—aae §— {y__.k)(y_k'}(y___kﬂ) | l(y.____‘f‘m) £
pedendo estas raizes ser reaes ou imaginariss , racionaes ou irracionaes,
vegativas ou zero. Repondo -&- por &', virh

14 az 482"+, . +02, . = (1 —ka) (1 —Kz) (1—K'z) .. . . (1—kOz);
e por conseguinte leremos

K K' K’ K®
ikt i tiews T e 49)

F

determinando os coefficientes K, K', , ... K pelo methodo de pag. 245
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Podendo. cada uma d'estas i fraccdes componentes de F desinvolver-se
n'uma progressdo geometrica , a serie (1) serd a somma, termo por terme,
d'estas progressdes; e por conseguinle o termo geral T serd a somma dos
seus termos geraes , ou

T— (Kko4- Kk 4 ..o KOO v anaii. . (8).

Logo, para achar o lermo geral T da serie recurrenle proposia, e de-
compor esta seric em progressdes geometricas de que ella seja a somma ,
devemos : egualar a sero o denominador da fracgao generalriz ; mudar n'ella

s ¢ buscar as raizesk, k', k", ... ... k¥ da equaglo

Y +ay 4 Gy enn s V=0,

Estas raizes, tomadas com signal contrdrio , serdo os faclores de x nos

denominadores das fracgdes componentes (3) ;. e as rasdes das progressoes

seriio kx, k't .. .... ks, Determinando por fim os numeradores K,

K',...... KO teremos todos os elementos para calcular T pela formula (4).
Applicando esta regra ao ex.” do n.” precedente ; lemos

i
{+iz4ia 2 3
I—iz—zt+iza 11—z 1+3 | —:=z

Loge a serie 1 4 =+ 2+ 22" 4+ ..0s.., cujo eschala de relagio &
[—1L2’, 2%, Lz] tem por termo geral

Totar (B 1 —()
2" Se a equagdo

5“‘*.'“3‘_“5‘&?‘-:1!' ifas V=0,
34 v
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tiver raizes eguacs, isto ¢, factores da f6rma geral(y — r)t, & necessario

ntroduzir na equagdo (3), além das fraccdes correspondeites aos faclores
deseguaes , outras fraccdes da férma (v. pag. 246)

L2 L= 4 LU= L®
(1—=rap = (I=vag/= """ (U —rap it i —rx"" "

. (5)

Mas , pela férmuls do binomio, temos

I+ 2
L(!—-rac)“:L[t+_Irr+l-{ii)—'~r‘z‘+!—+—.I+—r’.r'+..-.}.
cujo termo geral { &

PRI (521 (4 e 220 K0 U b (6)

1-2-3-.-\.-. ;'—"l

logo para obter o termo geral T da somma de todas us fraccdes (B), de-

vemos fazer successivamente [=1,1=2,1=3,...... e sommar ;
o que d4
Te= {L<‘1+LU"“(n+t}+l..“‘”{n+!) "-12"34-Lu-31 {n+tj(“—;‘3’{—’f—f’r3)+. ir‘x"

Assim na serie recurrente

1+7 9 A, 49 .. 13 2
E-r+4x+8x+wz+ ...... ’

: ¥ Faa ity oo
cuja eschala de rellﬂoé[ix,—ix,—ﬂ-m,?x].



temos rwolqmezd

i o3 E i T *y g

— e

3 3 I
e — et ' — ' 1— -2
a a 3 ' a . g

¢ por conseguinle
BN &
Tog (_H_"'.(?‘} F 5+ n+2);u,

usando do signal 5= conforme for n par ou impar.

149. . Os factores constantes K, K/, .. .... K podem obter-se
sem recorrer & decomposicio em {racgdes. Por quanto, sendo conhecidos
o0s lermos inicines A 4+ Bz 4 Ca*4- . ... daserie(l), bem como as raizes
k, K,.... A9, seflizermos successivamenle n=0, n=1,n=2,....
na expressdo (4) de T, reproduzir-se-hido ‘estes termos successivos , isto €

A=K+K'+ .. K9, B=Kk+K¥ 4 .. KOL®, C=KF-+ K&+ .. K02,

No caso das raizes k, k', .... serem deseguaes, podemos estabelecer por
esle modo 1 destas equacdes , que nos servirdo para determinar @ cons-
taotes k, K',...., que n'ellas entram no 1.° grio.

E no caso de conter o denominader de F factores eguaes da f6rma
(I —rat, existirdo, além dos termos KA®, K'E".. correspondentes aos
factores deseguaes , oulros cuja somma se comprehende na equacdo (6) fa-
zendo I=1,1=2,1=3,....; e é evidenle que estes ullimos ter-
mos se encerram na expressio

(a' + Vn+&n*+ ... 10" 1%z,

sendo a', B, ¢/, .... [' quantidades desconliccidas, que se podem obter
pelo methodo precedente, formando tantas equacdes quantss sdo as inde-
terminadas.
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Exemplos:

1.° Tornando ao exemplo dos dous n.*" precedentes , temos n'elles
k=1, F=—1,=L ¢

T=[K ({0 + K (— 12

Fazendo n=0,n=1,n=2, e comparando com os termos respecli-
vos da serie 1 4 2 + 2x".. .. vem as equagdes

K+K'+K'=1, K—K+iK'=1,K+K'+1K'=2,
d'onde se deduz

- 1 4
= '=—' l“I=—---|
B=2K S'K 3

que da para T o valor achado precedentemente.
2.° A serie recurrente

3+Bx+§§x’+........,

cuja fracglo generatriz &

6(2 —2r — 2%
4 —12x + 92 — 22"

¥

0=y'—3'+3y—i=0—2 -2~

A fracgdo resultante do faclor y —2 ¢ cujo termo geral ¢ K.2%u".

1—2z'
As correspondentes a (y — 1)* dio

(a'+ ¥n) (3 27
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e por conseguinte
T = [2° + ()" (a'4 V'n) iz~

Fazendo n=0,1, 2, vem

3=K+d, 6=20K+La+ib, 2 =4K+id+31V;

4

150. Para achar a somma d'um determinado numero de termos
conseculivos d'uma serie recurrente , procederemos da seguinte maneira,

Supponhamos que a eschala de relagio tem ires termos, que desi-
gnaremos simplesmente pelas letras p, g, r; e sejom

A4+B4+C4+D+..0u.s +1K4+L4+M+N

os termos da serie, cuja somma se pede.
Pela natureza da serie lemos

D=Ap+Bg+Cr

E=Bp+Cy+4Dr

Sommando estas equagdes vem

(D+E+..N)=(A+B+..K)p+(B+C+ .L)g+ (C+D+.. M)
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Designando pois por S asomma pedida , a equacio precedeate tornar-se-ha
§—A—B—C=(S—L ~-M—K)p - (S—A —M —N)g+(S—A—B—Nr;
d'onde se deduz lacilimenle

CAFBLC—r(ALBLN)—g(A S MEN)—p(L+M+N).
i l—r—p—ay.

S

Se tivessemos, por ex.’, uma serie recurrente , cuja eschala de relagio con-
tivesse tres termos, e na qual sendo 1,2, 3, os tres primeiros termos,
fosse o %.° egual ao dobro do 3° mais a somma dos dous primeiros; o
3.7 egual a0 dobro do %% mais a somma do 3.° e do 2.°; e assim por
diante : serd o desinvolvimento dlesla serie

1.,2,3,9,23, 58, 148,377, 960, 2§55, 6227, .. ..

Para obter agora a somma dos onze primeiros termos, fariamos na [or-
mula de cima

A=l ,B=2,C=3 p=1,q=l,r=2, N=6227, M=2% 15, L=960 ,

o que Jdari

6—2<6230—8673—96!
g 8—2x "”2 9632 _ 10933,

151. Terminaremos a theoria das series recurrentes, ex nlo o
methodo de Lagrange para rieon'weer se uma seric dada € r.eu rene.

Sea a rerie dada

S= A+ Bx+ Cz*4 Da'+ ele.
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Indagnemos se ella poderd provir d'uma fraccdo da férma " _Iﬂ it
Lar,

vhamos S = e . D’aqui resulta
14

logo v'este caso o quociente de 1 pela serie S devera ser exaclo e da
forma p+ gx; e a [racclo generalriz serd

gt e
p+gqe |

Se a divisio nlo terminar no 2.° lermo, a serie nlo serd recurrente
ou provirt d’uma fracclo mais complicada.

b
Ponhamos S—_-—ai-f:—:;; teremos
1+ ar 4+ [z
1 ftazrt s a'z®
St 2P g0

T g + b a+bx'
Logo se dividirmos 1 pt;r S, e pararmos nos termos da forma p - qx,

o resto serd divisivel por z”. Designando por S, " este resto, que serd
uma serie da [6rma

A '+ B, 2’+C, z* +ete,,

teremos l
oo Sx' a'z* 5
S-—PI"I" qx+ —b:——P'i'ﬂ“*‘ s
d'onde se deduz ‘ !
] a
?=u+b.r=‘”'+q’:: ‘F




272 ALGEBRA SUPERIOR.

isto &, deve a divisio terminar tambem no 2.° terma ; e teremos, para achar
a fracgdo generatriz, as duas equacdes

4n A g
F=PH®+ A ==ptqn

1
donde se tira

" {
S=

F

+' 4
Rl =

e por conseguinte a [raccdo generalriz serd

g p,+qa ;
(p+ gz} (p, +9,%)+ =

Supponhamos que o quociente de 8 por S, nlio ¢ ainda p, + g x:
se a serie lor recurrente , serh d'uma ordem superior & segunda. Exami-
nemos se poderd ser

_ atbr4ex’
" i4-gr +Bz*+yz*’

d'onde se deduz

1-_ o a'+ bz
s PTE a-[—b.r+c.t“x

N'este caso 0 quociente de 1 por S, passados os termos p + gz,
deve dar vo resto uma serie, cujos termos conterdo todos z* : e se designar-

a4+ e

S
mos esle resto por 5, z*, deveremos ter = = ————
S adbrtex
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Esta egualdade da

givoe o
E—P.+?;¢+m :

logo, designando por S,z” a serie que opparece de resto depois dos ter-
'}

E a
mos p, + q,x , deveremos ter -S—l-=m'

D'esta illima cquaclo deduz-se

un

=p,+q,%;

2

e como as operacdes devem lerminar aqui, teremos para reverter & frac-
cllo generatriz , as equacdes

1 2 S’l 2 S ot s: 2 s| oo €
§=PHest g, gunteetgia, st =t s,

d'onde se deduzem

i 1 S, 1 S, i
R e e y o— = .
premtgat ° p.+q.x+s;+z= % htes

Feitas as substituicdes convenienles, forma-se com facilidade a fracclo
egual a S.

Vé-se pois, sem ser necessario progredit mais, que as operagdes
. successivas pelas quaes se acham os quocientes p+-qx, p, +q,z, p,+q,z, elc.,

¢ se reverte depois para a fracglo generatriz, tem uma analogia mani-
festa com as operagdes que indicdmos para reduzir uma frac¢dio ordinaria
em [raccdo conlinua, e para reverter depois 4 fraccdo ordinario; e por
1%50 asregras geraes que démos para estas solugdes, se applicardo com faci-
lidade & resolucio da questdo que nos occupe. Se a serie for recurrente |

3
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devemos chegar a uma divisBo que dari um quocicole exacto da f6rma
! g e '

Supponhamos que se quer saber, se a serie dos numeros naluraes
1,2, 3, etc. 6, ou ndo, recarrente. Em vez desla serie numerica,
ponhamos

S=1-42zc+ 32"+ §a"+
Fazendo as operogdes acima indicadas , teremos:
Divisio de 1 por S.

i 1422 4 32>+ 520* ..
— 1 =22 — 32— dx'—ele.| T — 22

—2g e 3z* — bz'— Bax' — elc,
+ 22 + daz* 4 62" 4 Bx' + ele.
z* + 2z* 4 3z* 4+ ete. =8 2*

Divisiao de S por S,.

1 42z + 3x* 4 42* + ete |l + 224 324 4 -elc,
—1 — 3z — 32" —4z’ —ete. 1

0

- ==1:

5

. l 2, SI k]
Temos pois §-=-=-1— z+ 3@,

d'onde

s: '=’."

L@

¢ por conseguinte

1 1

A T T R
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Series exponenciaes e logarithmicas.

152. Passando agora o resolver om series as funcedes transcenden-
tes, comecaremos pela exponencial a*. Pondo a =1 -y, lemos, pela
formula do binomio ,

(1 +yr= 1+ ayta = = S5 +m(;.;n(_;_32}..(:-.n+i)y.. i

ssnns B

Como o finico lermo em que ndo entra x & 1, e todos os expoentes de
x slo inleiros e positivos, ésta serie, ordenada segundo as polencias ascens
denles de =, serd da f6rma

a*=1+ke+Az"+Bzs"....+ P2 +Qa"..et (1)

Para achar o termo kx & necessario recorrer ao termo geral. Ora é ewi-
deote que pora tomar nelle o termo do producto em que x entre s no
primeiro gréo, 6 se devem conservar os segundos lermos dos factores bie
nomios , resultando assim o producto

ex—Ix—=2% ... X—(n—1)
1.9.:3.. 500

p=xy=,
n

usande do signal 4+ quando n for impar, ¢ do signal — quando for par.
A reunido de todos estes productos é egual a kz, € por conseguinte serd

oy b PR Y g w.
P—av+s iyu._.iﬂ,.“”.“{q

e como y=a— 1, fica assim delerminado o coefficiente k.




276 ALGEBRA SUPERIOR.

Para achar 08 outros coefficientes A, B, C, . ... nol;ramns, que
estas constanles ndo devem mudar de valor, quando = se tornar em =
em (1), sendo por isso,

a*=14ks4 Az*4 Bz*4 Cs* & . 0. L.,

Subtrahindo d’esta a equacio (1), e fazendo z-_—;:c-{- i, vem

h'-—arza',,a‘—ul'=a'{'a‘-—-l}n=(z-—-a:’] [k+A (s + z)
+ B(z"+ s2 + &%)+ Q3" 4 222z, conrk 8™, . ..]

Ora, como pela equagao (1) é a*—1=4ki + Ai*}-. .., ambos os membros
de ultima equaglo sdo divisiveis por i =3 — 2, logo

a*(k-{-M+...)=k+ﬁ(z+.:j+ﬂfz’+zz+a:*)+.....

Fazendo agora a arbitrério i==0, ou z = @, e substituindo a= pelo seu
valor , dado na equagio (1), acharemos '

(14+ke+Az"+ Bz'+ .. Por= )k =k+2Az + 3Bs+ .. . .nQz™ .. :

d'onde se deduz

2A=W, 3B=kA, 4C=IB, ...... nQ=4P...... -

A ultima equacdo mostra; qne um coefficiente qualquer Q ¢ egual ao pro-
duclo do precedente, multiplicado por k, e dividido pelo numero n que
indiea a sua ordem.

Substituindo os valores de A B, C,L. .. vem finalmente

Kz k’n:'_l ez
ﬂ-—l-]-kx.—f——"'{‘—aﬂ-—a-..-...ﬁ-ﬂ—.r- ...... (ﬁ}
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153. A equacdo (2) da k em funeglo de y, e por conseguinte em
funcgdo tambem de a. Querendo porém, dado k, achar a , faremos =1
em (A), e vird

a=1+k-@-;k‘+ék‘+.... ..... & pdad®

As series (2) e (3) sdo o desenvolvimenlo da ejuaglo, que exprime em
termos finitos a ligaclo de a com k, a qual passdmos a determinar. Fa-
ca-se na serie (3) k==1, e designando por ¢ o valor que toma entdo o
base a, serd

G Vbl
st T ATy T R

Este pumero & facil de caleular, 2.5

como se 1& em frente, por isso que 3.° lermo  0,16666 . 66666 66
cada um dos termos, pela natureza 4.°...... 00166 C€I666 66
da serie, & egual ao precedente di- 5.°...... 0,00833 33333 73
vidide successivamente por 3,4,5.. 6."...... 0,00138 88888 88
Mas por outra parle, sendo z uma 7.°,... .. 0,00019 8%126 98

quantidade arbitréria, podemos fazer 8.°...... 0,00002 48015 87
kr=1 em (A), o que lorvarh o 9.°,..... 0,00000 27557 32
2. membro =e. R P o Sy e 1

e= 271828 18284 59

i
Logo .a=¢, ou el=a,

Ta! & aequaclo Ginita que lignk e a, e que mostra que k ¢ o logarithmo

de o, tomado no systema de base e. Prefere-s: esta base e nos calculos

algebricos, porque os torna meis simples, como teremos occasido de

observar. Chamam-se logarithmos neperianos os que sdo tomados n'este syste-

ma. D’aqui por diante exprimiremos respectivamente pelos signaes I', Log. ,

Luag. , 08 logarithmos neperianos , os de qualquer base arbitraria b, ¢ os de
se 10.

Temos pois

k = la = logar. neperiano de a, sendo a bwse e .... (F)
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z* x’ x
.=1 zl i St o 4 ]
“ +ra+zfa+2'31a+23iiia (A")
r—..l_{ ..i z. z. B
& = T+ +23 231 ............. {)

Tomando os log. dos dous membros da equaglo a==+¢*, n'um systcma
de base qualquer arbitraria b, vem

Log. a=k Log. e......, el (8),

d'onde se deduz, por ser a= 1y, e pondo por k o seu valor (2),

y ooy
Log (1 +y)=Loge(y—; yr+J

Junctando Log h a ambos os membros, e fazendo hy==z, sendo i e 3
numeros quacsquer , vém

nd 3
Log (h < 3) = Logh -+ Log e({-——é-;l—_;-i- W-}-elc.) .» (D)

Querendo passar para os logarithmos neperianos, Log e muda-se em le =1,
por ser cnlﬂo ¢ a base (Alg. Elem. n."15%, 1.%) ; a equaglo (C) lorna-se
pois em

1 2 2
HI—H-—y——EJ—Ey—-—y '

@ por conseguinte

Log (1 4-y)=Log ex I{l +y).
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Logo : para passarmos dos logarithmos neperianos para os logarithmas toma-
dos w'um systema de base b, multiplicaremos os primeiros por Log e
{ Alg. Elem. 0.’ 156). Este lactor Log e = M, constante para cada systema ,
& o que sechama MODULO, e vem a ser olog. da base neperiana tomado
n'um systema b, ou para melbor dizer, a unidade dividida pelo log.
neperiano da base b. Para cada systema o modulo M tem um valor par-
ticolar, porque tendo ¢ o valor constante = 2,71828 ..., o log. desle
numero s6 variard com a base b.

Tomando a por base, a equagdo (5) torna-se em

que di

1 1
Mk=1, M=Log B.M=-k-=a............ (6)

Os dous factores M e k variam com a base do systema ; mas lem um pro-
ducto constante = 1. Adiante veremos a maneira de calcular o modulo M
para qualquer base a. (Nota 4.%) ;

15%. Para applicormos a equaglo (C) aocalenlo do log. de um nu-
mero, é necessario lornar a serie convergente. A equaclo (G) di pela mu-
danga " de y em —y,

AT
Log(t —y)=—M{y+3y+3¥" +....};

? sublraindo esta expressio de (C), resulta

I+y 1 1 {
Lo S— — - 3 — . o i‘lll L - .
6 (Tr) =Ml gyt gy g8 ) o[

w 14y z 1
h — T T —
upponhames g uy=s—"7

O primeiro membro torna-se em A = Log s — Ldg (s—1), % &, nadil-

it
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ferenga dos log. consecutivos de z e z — 1. Logo

1 1
3(2=.-.|)‘+n{2:-—1)*“"]“‘ (F)

1
=2|
P “[2z—l+

Couhecido o modulo M, facilment: se calculam , e seguidamente , os log.
dus numeros inteiros 2, 3, &, 5, .... » por 1sso que este valor da dilferenca
A entre estes log. “é muito convergente, e o vae seado cada vez mais 4
medida que = vai rrescendo.

Se os logarithmos, que se tracta Jde formar, forem os neperianos , M
ouLog. e se tornam em le=1, e enldo muito lscilmente se calcula A ,
e st pode compdr uma laboa de log. neperisnos .

Em quaoto ao valor de M expresso pela equacdo (5), deduz-se do
caleulo de I a, ou do log. neperiano da base a.

Se for, por ex.”, a=10 : foremos
na equaglo (F), M=1, depois 12=0,6931% 718056
z=2; teremos A=[2 (por ser [1=0); 5= 138629 436112
o dobro del2 é1%: depoisz =5datd Apiraz=5.. 0,22314 355131
{5, eobleremo: por fim 110. Faz-se o- o -
céleulo segundo 0Plj'po em [rente, Di- Ibe=1,60943 TQIEfJ
vide-se depois 1 por 110 : e e achp-se 12 =0,69314% 718056
por esta forma 110 =2,30258 509298

M=0.43129 48319 03251 82765,

log. M =1,63778 43113 00536 77817
Compl. =0,36221 56886 99163 22183
e=2,71828 1828% 59055 25536.

Se 3 fusse a base do systema , obtido o valor del2, far-se-hia S
e viria [$#=1,09861229; inalmente : v

M=1:13=0,9102392,
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Identicamente para a base 5

M==1:15=0,62133%9.

Depois do que temos expendido, torna-se facil a formacio da taboa
dos log. de Briggs e Callet. A base ¢ a=10; o valor de M augmenta a con-
vergencia da serie (F); quando = passa de 100, pode desprezar-se o se-
gundo termo, e o primeiro ¢ sufficiente para dor A com 8 decimaes. E
necessario porém calcular ainda mais 2 ou 3 algarismos, além d’aquelles
que se pertende conservar, o fim de evilar a accumulagio dos erros; e é
conveniente tambem o comegar a calcular desde z=10000 , por isso que
os log. inferiores facilmente se deduzem dos oulros. Logo que = excede

1200 podemos desprezar 1 em comparagio de 23, e suppor A= —.

Por exemplo, z= 10001 di A=0,0000%3525 ; e por conseguinte
log 10001==4,000043%25. Se for z=—99857, teremos A=—0,000004349,
quantidade que & necessario ajunctar a0 log 99856—="%,9993742, para ter

log 99857 = $,9993785.

Deve notar-se maisque os log. conseculivos tem uma differenca con-
slante em uma certa extensdo da laboa (Arith, p. 119), e por conse-
guinte basta calcular A de cerla em certa distancia. Péde ver-se que de
z=99840 e = —99860 resulta 0 mesmo numero A que acima achimos,
e por conseguinte no intervallo d’esles dous pumeros &, A & constante se
nos limitarmos a 9 letras de dizima,

A serie (E) é pouco convergente para 0s numeros pequencs e 36...
Eis aqui como d'ella usa Borda (Tableau de log. decimales):

1+y m m—n
51.1 — T ===
m m—n §/m—n' 1 m—n\
- Fog?sgmzm+_n+"_d-(m+s)+-§ m+n)+"”e

36
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Tal ¢ a differenga entre os log. de dousnumerosm e n expressa h’uma
serie muito convergente, principalmente quando m e n sio grandes e
pouco differentes. Sendo por exemplo m =101, e n =100, o 1.° alga-
rismo significativo do segondo termo ¢ apenas da 8.% casa decimal , e pas-
sado o numero 100, podemos contentar-nos com o primeiro termo, se
calcularmos os log. s6 com 7 algarismos decimaes, e obtercmos assim a
differenga entre dous log. successivos.

Para os numeros pequenos, Borda suppde

m={p—1)(+2),n=(p+1)’(p—2),
o que di
Mm—n==5% m+n=2p"— Gp,
e 0s log. neperianos

p—H+ip+2)—Ap+1)—i(p—2)=

2 i ( 2 =g | 2 )' c
Egpa_sp-i-? Pl—3p) ']L 3 (P:-——ﬂ +--o-.o &’,
e fazendo successivamente p=15, 6, 7 e 8, achar-se-ha

22—+ T=2 (F+L(E) +....
US| IB— AT =2 (& + (L) +....
B3R = I8=2 (t5 + (=)' +.. ..
AT+B—583=2 (= 4+ (=)+....

];
)
)
).

Estas series que convergem com muita rapidez, slo faceis de caleular,.
e deduzem-se d'ellas consecutivamente os log. de 2, 3, 5. ¢ 7 por meio.
da eliminaglo entre estas quatro equacdes do 1.° grdo. Haros lembrou-se:

de suppor
m=p"(p+8)(p—8),n=(p+3)(p=3)(p+ 4) (p — ¥
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¢ obteve por este meio uma serie procedendo segundo as polencias impa-
72

P o aqual & t30 convergente , que dando apenas a p o

valor 12, 0 2.° termo s6 tem o 1.° algarismo significativo na 9." casa

decimal. Coohecidos os log. de p+4, p+3, p, p—3 ¢ p—5 oblem-se

logo o log. de p+ 5.

res de

Sertes Circulares.

155. Para desenvolier em series as expressies sea x e cos x cm
ordem 43 potencias crescentes do arco z, nolemos que eslas ser ies ndo
podem admillir termos, em que entre & com cxpoente negativo ou frac-
cionario. Por quanto:

1.° Se fosse possivel, que ma serie enlrasse um termo da forma
]
Px T== P} x, resultariam i valores por cadaarco, o que ndo pode ser,

por que a qualquer arco nlo corresponde mais do que um seno ou COSEWO.

P
2.° Se houvesse um termo de férma Pm"‘=9—, a serie se tor-

naria infinita para =10, o que & absurdo, por que, como se sabe ,
nesse caso 0 seno torna-sé em zero, e ocoseno na unidade. Por esta consi-
deracio conclue-se além disso, que na expressdo de sen z sé devem
entrar termos em que x seja [aclor; e que o lermo constaote, que eotra
em cos x, deve ser a unidade.

Supponhamos pois

secpx=ax+bx*tex'+. ...,

cosz=1+dz4+ b+ ........
Da 1.* equagdo deduz-se a‘-%m-=a 4-bx 4 «1ieeee 3 mas (Geom. Ao

n.° 210) sabemos que o limite da relagdo do seno para o arco é=1;
fazendo pois =0, seré a=1.
Quando z se loroa nagativo, tanlo o seno, como o COSEN0, consers
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vam as suas grandezas, mudando porém o seno de signal. Ora, se nas
series precedeoles mudarmos z em — , s6 mudardo de signaes os ter-
mos das polencias impares ; por conseguinte & necessario , que no desen-
tolvimenlo de sen x entrem somenie lermos com expoentes impares, e no
de cos x s6 os de expoentes pares. Serd pois

senz=x+4 Az’ + Bz’ +...... + Ma¥= 4 Na4»,
cosz==1 4 A2+ Bz*+Cx' +........ + Na»,

designande por i a ordem dus termos.
Tractemos agora de determinar os coefficientes numericos

Se no binomio

Peos x4+ Q sen =

mudermos z em 4+ ki, podemos obter o seu desenvolrimento em ordem
4s potencias de h de duas manciras, que devem dor resullados identicos ;
ou desenvolvendo primeiro o binomio em ordem a z, e mudsndo depois
Z em x+h; ou substituindo z por 2+ h, e pondo depois por sen h e
cos h os seus valores em ordem a h.

Representando es dous résultados por

at+Bhdyh* oo .. =a'+RhF YRS ... ... ..,

deduz-se
¢=u', [3._—_;3'. T=f, TR

A 2.% equaclo B ==§', que corresponde aos coefficientes da 1.* potencia
de h, servira para resolver a questio de que traclimos. Para a obter :
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1. Facamos
Peosz 4 Qsenz=P(1+A'2* +B'z" +.... .. + N'u?)
+Q (z4+Az" + Bz’ 4. vuennn + Na2#).

Substituindo n’esta expressdo = por 2 + h, e approveitando sémente
o coefliciente de h, isto &, lomando a sua derivada, acharemos

p=P(2A'z+ 4B’.1-.;’+ vae e 2 Na™")
+Q(143A2*+5Bx*+ .. + (2i+1) Na¥).
2.° Mudemos P cos 4+ Q sen z
em P cos (z+h) + Qsen (x+h) =P (cos x cos h —sen xsen k)
+ Q (sen = cos h 4 cos zsen k).

Substituindo 1 + Ah*4.... por cos h, e h 4+ Ah* 4 .. .. por sen h,
& evidente que dos termos em que entra cos A ndo resultars nenhum com
a 1." potencia de h, e que por isso vird logo

f'=—P sen x4+ Qcos z.

Como na equagdo & =70’ entram os coefficientes P e Q, que sdo quan-
tidades arbitrarias, & necessario (Alg. EL 0.° 120), que a equacio se
parta em duas resultantes da egualdade dos coefficientes das duas arbitré-
rias. Substituindo pois cos = e sen x pelos seus desinvolvimentos, resul-
tam as equacdes identicas

2 A"+ 4 B2’ +6 C'z'=. . +-2i Na¥* = —z—A 2'—Bz'. . . —Ma*=,

1 4+ 3 Az*4+5Bx".. + (2i+1) Na¥ =1+A'zx*+Bz* + .. +N phe
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das quaes deduziremos, eénalmdu termo a termo,
2\ '=—I1, §B'= —A, 6C'=—B,...2iN'l=—M,

3A=A', 5B=P, 7C=C,.... (2i+1) N=N5
e depois

1 1 1 1 —1

l:—-—v— - A=— " B*Z ] B= " o yere
< 2 2.3, 2.3.4% 2.3.4.5 - 2.3.4.5.6

Substituindo os valores de A, B, C,..,A', B, C',...obteremos por
ultimo

x' z* x' s
2.3...(2i+1)" (G)

4

Ny —=&—

jl-:
=+ _

ST EREET &8 ...

Y
23..2%

gt + eriH)

Os rlermoa geraes d’estas series resullam de N = :;—,M. e de
N 1

N ST equagdes que moslram como os coefficientes d'uma das se-

ries se deduzem dos da mesma ordem da outra. Escolhe-se para estes ter-
mos o signal 4 ou —, conforme i é da forma 20 ou 24 1.

156. As [6rmulas precedentes podem servir para achar as grande-
zas do seno e coseno d'um arco, cujo comprimento é x, e o raio de cire
culo a unidade. Representando por 2 % a circumferencia, teremos

w: x::180" o numero ¢ de gréos do arco x —= -%-: , sendo o

valor de @, o que dmos na Trigon. 11. pag. 152,
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Designando pois por t o numero de grdos d'um arco x, as [irmulas
(G) e (H) tornam-se em

sen x= At — B’ Ci*,. ., cos 2 =1—A/*4B'*
evjos coeflficientes sdo dados pelo calculo seguinte :

log A =2,24187 736759 [log C =11,13020559[log E=22,61733
log B=7,94748 0852— |log D =17,9907 11— |log F =25,05950 —
log A'=",18272 47395 — |log C'=1%,593932— |log E'=25 85901 —
log B'=9,58729 823 log D'=-19,329498 |log F'==30,02219

157. Porém o que ordinariamente nos serve ndo é o valor dos sen.
e cos., porém sim os seus logarithmos. Seja & a differenca constante dos

arcos da taboa que queremos construir; um arco qualquer ¢ serd =nd;
logo
-]

senz=n§ (1—Lin*3’..), cosz=1—2n"3"+....

ﬂﬂal “lél ¥ ﬂﬂal ﬂlsl

R s i T e

teremos sen & =nd (1—y), cos z =1—3; tomando os log. n'um syste~
ma qualquer, cujo modulo ¢ M (n.” 15%) acha-se

Log sen z=Log r&—M (
Log cos e =—M (24 12"+ 13%..);
substituindo_finalmente por y e 5 os seus valores, vem

M3 M3 M3’
s '\—_. '3_ '-—-
Lﬂgs&ﬂ x _._Log (’13‘ 2 . 3 n 3. ﬁ-. m n 93. 5 F 7 ]
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Log cos Mrn’ e n' My n'
it s 3.4 T R

Se a base dos log. for 10, e se, como tem logar nas taboas de Callet, os
arcos da tabva procederem de 10” em 10", § serd o comprimento doarco
de 10", ou a 61800.° parte da semicircumferencia 5. Tomando os va-
lores de w e M (n.° 159, 154) acha-se em resultado das operagdes,

log sen &= log & 4 logn — An*—Bn*.., log cosa = A'n"—B'n"..,.

log §= 5.68557 48668 23541

log A= 10,23078 27994 561 log B=120,12§81 12735
log A'= 10,70790 50192 8} log B'=19,30090 25326
log C= 30,29868 015 log D = 0,54189 2

log C'= 28,09802 100 log D'— 38,95143 2,

Querendo, por ex.. ealeular o log. dos sen e cos do arco de 4.° $ou
162007, éentho n=1620.

log & = 5,68557187 log A = 10,2307828 log B=20,1248113
log n=23,20951501 logn*= 6.5190300 log n'= 12 8380600

—0.000446%9 56198128 89628713
— 0,00000009 Sublréem-se os numeros correspundentes
789464330 = log sen 4.° 30'
log A'= 10.70790%1  log B'= 19.3009025 — 0,001389%7
log n*="6,4190300  log n'= 128380600 — 0,00000138

3,12693 41 0,1389625 — 0,00035085

Complemento = log cos 4.° 30’ = 1,99865915

Querendo achar o log R =10, ajunctar-se-ha 10 4s caracteristicas (V.
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Geom. An. 0.° 210). Os log. dastang. e cot. obtémese por meio de simples
sublraccdes.

Como n cresce cada vez mais, estas series ndo se podem empregar
além de 12°, porque se tornam muito pouco convergentes. Nio se faz
mesmo uso d’ellas sendo até 5.% d'ahi por diante recorre-se ao seguinle
processo:

.

sen(z+ §) scnxcos&-;-sm&cns;rﬂ

==

Temos
sen sen &

cos § 4 sen § cot & = cos 3 (14 tang § cot x);

tomando os logarithmos, o 1.” membro & a differenca A entre os log. dos
senos dos arcosz + & ewx, i. é,

A == log cos & + M (tang 3 cot z — 2 tang® col’ z +. ..).

Raciocinando da mesma maneira a respeito de cos (z -+ 3), acha-se que a
differenca entre os log. conseculivos dos cosenos &

A'=log cos '— M (lang 3 tang 2 + * tang® 3 tang* z4-. . .)

Querendo-nos limitar a 9 decimoes, e tomando 3 = 10, s6 o 1.° termo
d’estas series da algarismos significativos,

A== M tang § cot z, A'== =M tang § lang z;

e temos log (M tang §)==5,32335 91788.

Quando 3 =1', temos log (M tang §)="4,10151 0%3.
. 37




290 ALGEBRA SUPERION,

Por meio d'este arlificio, partindo do arca =5.°, do qual conhe-
¢emos o sen., o cos., a lang., e a cot., podemos calcular, seguidamen-
te, todos os sen. e cos. por meio das suas differengas successivas A, A,
de 10" em 10", ou ainda de 1’ em 1’, e por meio d'esles valores se
achardo o0s das tang. e cot. Seja por ex.

x=10"10"30", log cot z — 0.7559888 log tang 2 =1.25501 12
constante 5.3233592 5.3233502

50693180 6.577370%

Difl. logarith. A=0,00011731] A'— —0.000003779.

E de notar, como a Pag. 281, que as quantidades A e A’ sdo constantes
durante uma cerla extensio da tabos. A fm de evitar a accumulagio
d’erros, caleularemos préviamente os termos de certa em certa distancia,
€ estes servirdo de ponlo de partida,

A equacdio sen2r =2senx cosz
que da log sen 2z = log 2 4- lug sen @ +- log cos o,

péde servir para este fim. Como sen 45°= 1172 = 03 45°, podemns par-
tir d'este arco e calcular sen (#5° = 10") ; nestes dous arcos complemen-
tares o seno de um corresponde reciprocamente a0 cos. do outro ; dos va-

lores destas linhas deduzem-se as tang, e cot; e depois se passa para
45° = 20", 48° =+ 307, cle,

158.  Comparando as series (G) e(H)com aeq.(B), va-se que asua
somma ¢ ¢*, com a differenca de signal nos termos de duas em duas or-
dens ; ora se mudarmos 2 em = x V" — 1 0o desinvolvimento (B) de ¢,
comob_—1 tem por potencias " —{, — L—V=1,41, as quaes se
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reproduzem até ao infinito, acha-se que os signaes dos termos sio os
mesmos que nas series (G) e (H); d’onde se conclue

ey —1 .
§ =CoST= V —q1gena...(I)

Sommando e subtrahindo estas duas equagdes, vem

e:.-; V—I+ e—mlf——l & V-—I__e—.xl/——l

Cos X — sen =
9 L]

1 .« ()

R V—i_e—x v —I1 _821-‘!:‘-':—-1_1
(?17_—1??!7_—1) g o (eE!iV:i_l_ 1)V— ’

-1

l&l’lg T =

multiplicando ambos os termos por &V, Estas expressdes devem con-

siderar-se simplesmente como resultados analylicos, nos quaes os imagi-
narios sdo apenas apparentes, advertindo que elles devem desapparecer
por um caleulo identico.

|
| Finalmente mudando @ em nz em (I), vem
ﬁ

ct"'ﬂ/—i= cosnz =/—1sennz;....(L)

mas o primeiro membro é a potencia n da equagdo (I); logo para qual-
quer valor de n serd

cosnz ==/ —1 senna = (cos & = V=1 sen )" . .. (M)
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Estas férmulas sio muito usadas. Limitar-nos-hemos aqui a applical-as
a resoluclie dos triangulos. Fagamos

z

L T

serd cos C=; (s+5), V—1 senC=1i(s—3)

Sejam A, B, C os tres angulos d’um triangulo, e a, b, ¢ os lados
que lhes ficam respectivamente oppostos : teremos

a sen B=1J sen A=) sen (B + C);

e por conseguinte

sen B oy T bsen C ;
cuB g T a—0bcosC’
ggBV—i—.I b(z—z’} Q.BV'—I_ a—>bz!

— y € 3
ZBV—T1 7 %= (+4) a—bz.

Finalmente (eq. D)

2BV —1=] (a=bs') —1 (a—bz)

o))+ o) .

Porém a formula (L) dé&

z‘-—-cos'mc-l-. V.—1senmC, 2™ = cos mC— /=1 sen mC;
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iogo . zm—z* =21 —{.sen mC.
Substituindo, e supprimindo o factor commum 2/ — 1, resulta

] 3

b b b
B=-Esan C+-2?-sen EC-}-w gsen 3C+ ...

¢* = (a—bs) (a—bs'), por ser z3'= 1.

Tomando os log. vem
2 log. ¢=2 log. a—M[E(:-J;-;"}-!-—;a—,(z‘-{-z").. .:[;

¢ ¢como temos ™ 45 =2 cos mC,

e o angulo comprehendido C.
159. A equacdo (I) d4, tomando os log. neperianos,

=gl —1=I(cos 2=V1.5202):

subtrahindo estas duas equagdes uma da outra, vem

cosx 4+ —1senz (I+I/—I.tangx

23:"’—- = =
(=1 Ic«u.ﬂ:-—lf_—lm:na: {— —1.langx

293

A equaglio ¢* = a* — 2ab cos C+ b =a*—ab (3 + ') + b* reduz-se a

sera logcmlag a—M(Ecos C-}-E—Z-zcos 2 C+§%cos 3C.. )

Fstas duas series servem para resolver um triangulo, em que b & muilo
pequeno comparativamente com a, e sdo conhecidos os dous lados a e b,

)

————
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por ser sen x = cos x tang x. Porém pela férmula (E) p. 279 podemos

achar o desinvolvimento deste log. ; e supprimindo o factor commum
2V — 1, temos por expressio de arc. x, conhecida a tang.,

@=lang x — 7 lang’ o+ { tang’ 2 — ! tang' x ... (N)

0 arco «, cdja lang. & t, e o raio r, & (Geom. Anal. n.”168)

i ¢ 3
:G=f———— AR o RV — [N
: ‘*+5r‘ 'Ir'+

Esta formula serve para achar a relagio = da circumferencia_para o dia-
metro. Dous arcos x e @', cujas tang. sio LeZ, tem por tang. de sua som-
i

1
ma, tang. (2 4+ a')= 22

=113

=1; portanto esta somma & z 4 x'=1§5°.

Se na equagdo (N) fizermos tang. & =<, tang, x'=21%, e sommarmos, ob-
teremos o comprimento doarco de 45° que é o quarto de semicircumfes

rencia = do circulo cujo raio & I:

36) +5(6) - +5 =5 ) +33)

Segundo o processo de Machin obtem-se series mais convergentes,
Tome-se o arco & cuja tang. ¢ 3y serd Geom. Anal. (L. n.* 203)

2 tang x
lang 22 = o ——=—
Il—lhg*z 12

logo este arco ¥z differe muite pouco de $5°; e se chamemosv o excesso
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de dx sobre 45°, ou v =4 — &5°, sera

gy~ + taog bz 239

Conseguintemente se (izermos tang 2 =1, e repetirmos quatro vezes a
serie N, teremos o arco 4z ; do mesmo modo tang v =~ di o arco v;
¢ practicando a subtracgdo, oblem-se o arco de 45°, ou

1 _4[1 I(l)‘ i(i)*' ] 1 1(1 )*
=T F\e T \s/) st \ag)
Na Geometria 0. 95, demos o resultado destes calculos com 20

decimaes ;

log ==0,49714 98726 9%, | == 1,14472 98858 491}.

. 160. Se na equacdo (I) Gizermos z—k=, designando por %k um
mle_uro qualquer , teremos sen =0, c0s z = =~ | » conlorme k for par
Ou Impar, e por conseguinle

iy g N s (=)= = hml—1.

Multiplicando pelo modulo M, e ajunctando o valor numerico A de Log a;
Log(®=a)=A =Mz "— 1,

seado % um numero qualquer , par para log (4 a), e impar para log (—a).
Por conseguinte todo o numero tem infinitos logarithmos no mesmo syste-
ma; quando o numero ¢ negativo, estes log. sio todos imaginarios ; sendo
Positivo, sémenle um € real. ()

(f! De a? = (—a)?, deduz-sc 2 log a =2 log (—a), nio devemos porém
concluir d'aqui, como fez d’Alembert, que +a ¢ —a lem os mesmos log.; pot
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161. Tractemos agora de desinvolver senz e cos z em senos e co-
senos d'arcos multiples z, 2z, 3z, .... Supponhamos

cs 34+ VYV —lsenz=y, coss—F —fgenz—v;

serh yo=1, 2cos5=y+r

Designando por 1, U, A’, A”, .. .. os coefficientes da potencia u , seré,
para qualquer valor de u,

conts=y"+uy +Ayi4...... _
E como , pela equaglio (M), temos

yi=cosks+ —1 senksz,
serh

2“cos"s =cosus - u cos (u—2)z+ A'cos (u—4)s—.... (P)

= V'—1 [sen uz + usen (u—2) 5 +-A sen (u —4) 3 + .. ],

quanlo, sendo pares £ e [, é
loiga=A+kMzy—1, e= A+IMz/—1;

e sommando, 2 log a ==2A 4 (k+1) Mx/—1. Do mesmo modo sendok' e I! im-
pares, acha-se 2 log (—a) =2A + (M + ') Mg/—1. Ora é evidenle que esta
Giltima expressio s¢ comprehende na primeira, porque #/'+1' é um numero par,
porém nio se segue que seja emgeral 2 log (—a)=2 log a: porque, paraque a seja
real, é necessario quek==1=0; porém &' e I’ sendo impares, ninca a sna som-
ma péde ser=0; nem pbéde por tanto dar-se em numeros reaes log a=
log—a. O que d’Alembert unicamente devia concluir, era que entre os log.
imaginarios de+-a ¢ — a, exislem alguns que, sommados dous a dous, dio som- ]
mas egaaes, ,
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onde se pozr o signal duplo =, porque tanlo se péde eliminar y
como r.

Quando u & inteiro , cos®s ndo péde admittir mais do que um valor,
e como as duas expressdes devem por isso ter 0o mesmo valor, a serie
ficard reduzida 4 1.* lioha (P), porque segundo se collige do que vamos
dizer , os termos imaginarios se destroem dous a dous.

Porém se w for fraccivnario, nlio accontecerd o mesmo, porque o
expoente fraccionario, indicando a existencia de uma raiz de uma certa
ordem , mostra que esta péde em geral ter muitos valores.

Considerando aqui sémente o caso de ser u inteiro, que é o unico
de que se faz uso, advertiremos , que na equacio (P) o arco que entra
no termo que tem um numero # de termos antes de si, ¢ da forma
(u—2x)z; e que aquelle que tem  depois , tem u — a antes, e é por
1580 [u—2(u— &)] 2 =— (u— 22) 5. FEstes arcos terdo pois os
mesmos cosenos; e os seus coefficienles , pela propriedade de egualdade
dos cozflicientes dos termos equidistantes do binomio, serdo tambem eguaes.
Podemos pois,.em logar de cada um destes dous termos, substituir o
seu dobro; e dividindo depois a equagdo por 2, vira

2= cos* 5 = cos uz + u cos (u—2) s +A’ cos (u—4=4) 3+ .. .. (Q),

continuando com a serie, somente em quanto os arcos vierem positivos.
Cumpre tambem advertir, que sendo u par, é necessario tomar a ame-
tade do ultimo termo, que é o termo medio, o qual nesse caso se nio
somma com nenhum dos outros.

Mudando, n'esta equacdo (Q), z em iz — z, o 1.° membro tor-
nar-se-ha em 2“=' sen“z. Em quanto ao 2.° membro, como um arco da
ordem «, lem a f6rma (4 — 2x) 3, teremos , por ser z um inteiro po-
sitivo,

£o§ (H—E.‘!:}(E —z):cos[‘is——(u—ﬂa:} 5 - m':]=[__ 1 J'[m, E;_: —(u—-ﬁt)z]

38
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Temos sgora a considerar dous casos :

1.° Se u for numere par, leremos :

a) para u= dén,

cos (u—2x) (% —_ s): (—17cos (2nm —(u —2x) z)= —(—1)" cos (u =~ 2::
b) para u=4n+42,

cos {u—-?x)(% --z):[— f)* cos ((2n+l }& —(u -—Ex)z)——- —(—1)"cos{u —21):

Logo:
= 2% se"s = cos uz — u cos (u—2)s 4 A' cos(u — )z + .. .. (R)

devendo parar-se no termo medio , e tomar a sua ametade ; usando do
signal 4 quando u for da férma 4n, e do signal —, quando for da f6rma
dn4 2.

2.°  Se u for numero impar , teremos :

a') para u=4n+41,

)% {1t —2a)a)(—1}" sen (=2’

N}|'-'-

o8 (u——i.r)(g— --;) (—1)* cae((?.n+




B
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b') para u=4n+3,

eos (u—2x) (a —_ ):

(—1)*cos [(2(n+i}-—-— %)1': —(u—ﬂx}:]: — (—1" sen (u—2z)s :

Eogo |
f
~+ 9u=1 gopw g = sen uz — sen (4 — 2) z4+-A'sen (u —H)z.. .. (S)

devendo parar-se no termo medio, sem lomar metade; usando do signal +
quendo u for da férma 4n+1, e do signal — , quando for da férma
4n 4+ 3.

D'estas equacdes facilmente se deduzem , como na pag. 196 da se- !
gunda parte, : ]

2 cos’z=cos 2:4-1,

4 cos’z=—cos 334 3 cos =,

8 cos’z=—rcos 434 & cos 2243,

16 cos's —cos 5z + 5 cos 3z 10cosz,

32 cos's==cos 6z 6 cos 4z 15 cos 23 4 10, etc.
— 2 sen’z = cos 25— 1 >
~— % sen’s = sen 3z — Jsen z,

8 sen'*s=cos 4z — 4 cos 2: 43,

16 sen’z==sen Bz —5sen 3z 4 10senz,

- 32 sen's == cos 6z — 6 cos 4z 4 15 cos 2z — 10, ‘elc.
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162. Podemos reciprocomente deseovolver os sen. e cos. d'arcos
multiplos, em ordem 4s potencias de senos e cosenos, Fazeado, para sim-
plificer,

sen s=35, C0$ s=¢,
0 2.° membro da equaclo (M) pag. 291, toroar-se-ha, fazendo 2 =z ,
(e+V—L1. sr;

0 qual, sendo desinvolvido pela formula do binomio, conduz a uma equacho
da [6rma

cos nz + ¥ —1 sen z=P+QV:L

E como os imagioarios se devem destruir uns com os outros, teremos as
duas equacdes separadas,

cosnz=P,sen nz=0,

conlendo a primeira todos os termos em que s/ —1 tem expoentes pares.
Serd pois, para n inteiro ou fraccionario, positivo ou negativo,

—1 n (n—1) (n—2) (—3)
M=y _2 n —
¢ 8§ 4 2. 3.4 [ 5“‘ ‘

n(n—1) (n—2)

=3 .3
2.3 e

$60 NZ==ne*™" §—
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como nas. pag. 19% e 195 da segunda parte ,

o8 23 =¢*— 5, sen 2z = 2¢s,

cos 3z = ¢'— 3&s® sen 3z =3¢c"s — 5",

cos 4z =¢'— 6c"s4 5, sen bz = kc's — hes’,

cos 53z =c'— 10¢*s* 4 Bes', sen Bz = Bc¢'s — 10c%s"+ 5%,

cos 6z —c'— 15¢* s* + 15¢c%* —s*,  sen 63 =6c’s — 20c’s*+ Ges’,

elc. elc.

163. N’estas frmulas vem os senos misturados com cosenos, po-
demos porém achar outras em que estas funcgdes venham separadas. Como
08 Orcos 5, 23, 3%, e0 00 sio equidifferentes , 03 senos e cosenos
f6rmam uma serie recurrente (Geom, An. n,* 209), cujos factores slio 2 cos
e— 1. Do mesmo modo, se os arcos procedem de 2z em 2z, isto é, z,
3z, Bz,..., ou0.3, 2z, 43, ...., osfactores serfio 2 cos 23=2 (¢*—s7)
=2— 485, g —

Partindo pois de cos 0.z—1, sen 0.s=0,cosz=¢, sen c =35,
facilmente se podem formar (0.° 146) as series recurrentes seguintes, em
ordem ds polencias ascendentes de ¢, das quaes sdo conhecidos os dous
1. termos e a lei que seguem.

sen 2z =5 (2c), cos 2z =2"—1,

sen Jz=s5 (4" — 1), cos 3z =ke'— 3¢,

sen hz==s (8¢ —4c), cos §z=8¢'—8c'+ 1,

sen 5z =35 (16c'—12c°+ 1), cos Bz =16¢"— 20"+ 5e,

sen 6z =35 (32c’— 32"+ 6¢), cos 6z =32¢'—18¢c'+ 18— 1,

sen T3 ==5 (6%c'—80c"+ 24" —1), elc.
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A lei geral d'estas férmulas acha-se demonstrada por Lagrange (Caleul
des fonctions , XI lep.), e resume-se nas seguintes

sen nz =3 [ (20)"" — (n—2) (26)*~ + £ (n — 3) (n — &) (2

— =92 2 ey (rt) i gy g

2 cos nz=(2¢}"—n(2c)"~ + in(n—3) (20)*—¢ — ¢ n(n—48)(n—5) (25 .

Passando agofa ‘&s series em ordem ds potencias ascendentes de s |
acharemos pelo meio indicado :

sen 2z =¢(2s), sen 3z =35 —§s°,
E

sen &5 =c¢ (¥s— 85, sen 53 = 55— 205"+ 165°,

sen 6z =c (65— 32"+ 325*), sen 7s="Ts— 565"+ 1125* —6is’ ;

sen 5z =¢ (85— 805"+ 1925° — 128s7), ete.
c0s 2z =1-—2;°, cos 3z =¢ (1—4s,
cos 4z=1—85"+ 8s*, cos Sz =¢ (1 —12s*4 16s*),

€08 0z == 1—18s"4585'— 32, cos Tz —0¢ (1—245"+ 805* — 6%s'),

ele. / ele.
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1.° Sendo n par, podemos dar-lhe a f6rma seguinte:

sen Nz = e[m ~- n"n;?gl s' + nn;_.:l .“,:;l [ ) ]
2.° Sendo n impar,
cos nz=¢ [I ___n": : s"+ Nl: ; . n‘3—-— :t ¥ oisian (28)

Methodo inverso , ou reversdo das Series.

16%. Dada uma equagio y=x, sendo ox uma serie , tracta-se
de achar x==Fy, isto ¢, x expresso n'uma serie em ordem a Y.

1.° Se x=Fy tiver ji uma férma conhecida, como por ex.’,

z = Ay + By*+ Dy'4ete.covenn oonenns (1

reduz-se a questlio a achar os coeflicientes indeterminados A, B, C, ..
Para isso , substituiremos na proposta y=9=, 0s valores dez, z*, 2°,..

tirados de (1); e obteremos assim uma equaglo identica , 2 qual por meio
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da comparaclio dos termos, em que entram as mesmas potencias de y,
se separard n’outras, que dardo a conhecer A, B, C, ......

| 3 Ryt
Seja y_M(J—§m+§m~—Im ey I3

como ji sabemos (n.” 153), que z se péde desiavolver n'uma serie da
forma (1), porque & y o log. de 1 + 2, ou @”=1+ z: substituindo por
x a serie Ay + By*+...... » resultard

2=

= Ay + By*+ Cy'+ Dy*.... poraz
IA:‘A'Q- ABI (I B".l. \IC)'I ptisov: 2
— 3 AV —ABy—(gBHACYL. ., —ga

B ol 8 g :
-]—3—Ay+ A.By AP -4
'—'ﬁy sens '—i{l&';

i i
d'onde AH=I.B=§.‘\",C=AB—-&',D=....

3
i ’ A*« A' Al
=, b= =— C-.:—-—' —_—— o
- AN g CRgmy, Beaegts, W

4 v A? yt Aay: ."iyl
Finalmente, x=Ay+ 2——-+2.~3—+m...,

Do II;IE!m{I modo y=z2—2'+a'—z'...,
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dd pela reversio z=y+y+y +y....

2.° Porém se a firma de x = Fy for desconhecida, como acontece
as mais das vezes : indicando por @, B, ¥, .. .. as potencias desconhe-
cidas de y, poremos

dom Ay B G s

e leremos , a'ém dos coefficientes A, B, C,.... de determinar os expo-
entes a, 3, 1

Para isso, depois de substituidos os valores de x na proposta, for-
maremos o numero de equacdes necessarias para determinar as quantida-
des desconhecidas , pela consideracio de que deve cada um dos termos ser
destruido por oulros em que cn're y ra mesma polencia. Assim procede-
mos ji mo n.° 155.

N ¥ _1' 3 I 3 }. L]
a serie y_--ix-i-&-x-i-zx........,
em que a y=~0 corresponde z =10, poremos

z=AYP+ B+ O+ e,

sendo e, B, ¥s +ovess numeros crescenles.
Substituindo por = o seu valor, vé-se , que:
1.° Como os expoentes 2, 3,4, ...... de x, na proposta,

formam uma equidifferenca, tambem @, 3, y, ...... formam outra
como ¢ facil de ver.

2.° Tendo pois achado os dous primeiros expoentes « e 3, [acil-
mente se acharlio os seguintes y, §,....

3.° Como o lermo, em quey tem menor expoente no 2. membro,
¢ £ A%**, deverd reduzir-se com o 1.° membro y, o que da,
3
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2z=1,: A*=1; e por comseguinle a =1 A =2

4.° Como os termos, que depois tem menor expoente, sio ABy* s

1 A"y*%, deverdo reduzir-se a zero, e dardo

2
u+3=3a; ou 5=§

Pela equidifferenga teremos pois

e a serie lornar-se-ha em

LITE)

=V + By* + Cyr—i— elc. ;

o qual , eslando ji no caso precedente, daré pelo mesmo processo os coel-
fictenle B, C, D....: achando-se finalmente

= Vﬂ St —— LR

) | + xl m
B 5 T i e D 8 e T

se poderd reverter debaixo da [orma z = Ay -+ By'+Cy'.. .. e acha-sc
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feilas todas as operagdes,

1.y e 1.3y 1.3.8¢ 4_1.3.5.7_!,"
B SN RN L 3. 5.0.8.D

=+

Para x =ay+ " + ¢y’ + . ... oblem-se

z ba™ 2W—ac , Babe—ald—Bb
Yy—=——— -+ AT

3 3 |

a a a a

A serie z=ay+by+cy'+dy ......
da a

z  bx*  3—ae | Babe—a™d — 125" |

. e e v 1 & + 14 & "

a a a a
Fimalmente , g=1= :—-%xj-—-f:o:—--l’—‘:::—»-.l—.x‘.-
dé e=Ay>+By4+Cyo......;

e por conseguinte ==y t—y™ Lyt —y2 ...

Se a proposta fosse y=a + bz + cx* .., para commodidade do
calculo , seria melhor transpor a , e fazer

y—a
]

i nu‘_x_‘i_cm'l. d 3+ &
Z, j +bx ...... H

depois desenvolser-se-hiz x em =.
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Das equagbes de condigdo , e methodo dos menores quadrados

165. Quando a lei, querege am phenomeno physico, & conhecida,
e se acha traduzida analyticamente n'uma equaglo da [6rma

¢(z, y,a,b,¢....)=0,

succede muilas vezes serem desconhacidas as constantes a, b, c.... ,
sendo @, y, 5.. .. grandezas variaveis com aséircunstancias do plienomeno.
Para determinar estas constantes a, b, ¢, .... recorre-se enldo 4 expe-
riencia, achando por meio della os valores simultaneos de =, y, 5,...
e substituindo-os na equaglo g = 0. Repetindo depois as experiencias ,
n'oulras circunstancias, acham-se novos valores de Py Yy 8y «vus d'onde
resuliam novas equagies de condipio, podeado assim formar taotas, quan-
tas forem necessarias para determinar asconslantes, a, b, ¢, ..., por meio
da eliminacdo.

Porém, como os valores das constantes oblidas por esta maneira
estdo sujeitos aos erros da observagdo , por meio da qual se determinaram
nas differentes esperiencias as variaveis @, y, 5, ...., os resultados
a', ¥, ¢\, ... que por este modo vimos a obler, em vez dos numeros
exaclos @, b,'c, .. .. devem considerar-se sémente como approximados.
Designando por A, B, C, .. .. os erros respectivos em a', b', ¢', erros
que se devem considerar muito pequenos, quando as observagdes se live-
rem feito com o escrupulo exigido, poremos em ¢ =0,

a=a+A,b=V4B, c=c4C,....

e procuraremos delerminar as quantidades A, B, C, .... cujas polen=
cias superiores & primeira se poderio desprezar, e que por isso entrardo
em ¢ =0 s6 no 1.° grio, e, por ex.’, debaixo da f6rma

O0=z+Ay+Bs+C+........ (1)
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Para sappric entdo a imperfei¢io nos valores de z, y. z ... . empre-
ga-se um grande numero de observacdes. Repetindo muitas vezes asexpe=~
riencias, oblem-se oulras tantas equacdes (1) em que x,y, s ... . sdo
conhecidos ; comparam-se depois estas equacdes , e combinam-se muites
entre si, de maneira que se venha a obter uma equagdo media, em que
uma das constantes tenha o maior [actor possivel , tendo as oulras pelo
contrario faclores muito pequenos: por meio desles artificio o erro na
determinacio dos coefficientes vem a ser muito alteauado, Reduzindo estas
equacdes de condigho ao numero das incoguilas, obleremos por meio da
eliminacio mui facilmente os valores de A, B, C.. ..

Este methodo de grande usp na Astronomia, ¢ menos exaclo que o
dos menores quadrados, proposto por M. Legendre, o qual, pela exacti-
dio dos resullados, compensa bem 8 extensdo dos calealos. Suppenhamos
que os valores 2, y, .. .. dednzidos da observagdo sendo pouco exa-
clos , se subslituiram wa equacdo (1): entdo o 1.° membro nlo serd zero,
porém um numero ¢ muilo pequeno - e desconhecido. Repetindo as expe-
riencios obteremos outros erros ¢!, ¢' .. .. correspondentes aos velores
Z; &'y 85 §" » s »ucn saber

e =2+ Ay+ B, ¢ ="+ AY'+ Bs". . o ete.

Tomando a somma dos quadrados destas equagdes, e escrevendo sdmente
os termos em A, porque os oulrus sio da mesma [Grma, acharemos

Pt It L
=A"(P4 ... )+ 20 (zy+ 2y . ) +2AB(ys ... .) + 2AC ete

Este 2.° membro é da f6rma A*m +2An+-k; e terd o menor valor
possivel , como se ver& no Cileulo differencial quando se der a A um vo-
lor tal, que a derivada seja nulla.... Am+n=0 Considerando pois
s6 o factor constanle e desconhecido A, teremos

zy+a'y .. FAWHY . ) FBlys+yE . )+ C(we. Lete=..)0

e T sl

o — e — R AT 1

N

[—

e e e R e et
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Deve=se pois muliiplicor cada uma das equagdes de condigio (1) peln
factor y de A, ¢ egualar a somma a sero. Practicando o mesmo a respeito
de B, C.....oblem-se tantas equacies similbanles quanlas slio as
constantes incoznilas ; e como eslas equacdes sdo do 1.° grao , a eliminagio
nio offerece difficuldade,

Pur ex., sabe-se pela Mechanica que debaixo da latitedey, o com-
prioiviito = do pendulo simples de segundos sexagesimaes tem por expres-
gho x=A - B sen® y, sendo A & B numeros invariaveis , que se tracta
de determinar. Bastaria medir com cuidado os comprimentos x debaixo
de duas latitudes differentes y, para obter duas equacdes de condigho
proprias pora darem A e B.

Porém a precisdo se tornard maior, se, como fizeram MM. Mathicu
e Biot, se medir  debaixo de seis latitudes differentes , e se tractarem
pelo methodo precedente as seis equagdes de condiclio. As quantidades
A + B sen® y — x , avaliadas em metros, dio estes seis erros:

A+B.0,3903817—0 9929750, A + B.0,4932370 —0,99345750
A+B.0,5972122—0 9935620, A+ B.0,5136117 — 0,9935967

A+B.0,5667721—0,993878%, A 4+ B.0,6085628 —0,9950932,

Como o coefficiente de A ¢ 1, a equacdn, que lthe diz respeito, é lormada
da somma dos seis erros. Em quanto a B, maltiplicar-se-ha cada trino-
mio pelo factor que affecta B, € sommar-se-hio os productos : logo

6A+DB.3,0657375 — 5,961%793==0,

-

A.3.0657375 + B.1,593389% — 3,061977 = 0.

Eliminando teremos A e B; finalmente , achar-se-ha

x=10,9903733 + Bsen'y, Ing B=3,7238509, B—0.0052911816.
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Consulle-se Conn. des Temps de 1816, onde M. Mathicu discute por
e-te methodo a8 obsersagdes do pendulo feitas pelos Hespanhoes em diffe-
renles latitudes.

Consulte-se lambem Astronomie pratique e Géodésie de Francoeur,
onde esta materia vem lractada com a maior miudeza.







GEOMETRIA ANALYTICA
NO ESPACO,

I. TRIGONOMETRIA ESPHERICA.

Nogbes fundamentaes.

166. SE tres planos MON, NOP, MOP (fig. 25), passando
peo centro de uma esphera, determinarem um angulo triedro O, da sua
inlerseccio com a superficie da esphera resullardo circulos maximos, cujos
arcos CA, CB, AB formarBio sobre ella um triangulo espherico ABC. Os
angulos planos do triedre O terdo por medida respectiva os lados ou arcos
deste triangulo, isto é, NOP a AB, MON a AC, MOP a BC. O angulo
C do triengulo tem por medida o angulo que no ponto C (6rmam as duas
tangentes oos arcos contiguos AC e BC; e a inclinacdo d'estas tangentes,
situadas nos planos d’estes arcos, ¢ tambem a medida do angulo diedro
formado por estes mesmos planos, isto &, da inclinacdo da face NOM
sobre POM. Por conseguinle , os angulos planos do triedro O sdo medi-
dos pelos lados dotriangulo espherico ABC, e as inclinagdes das faces sao
os angulos do triangulo, i

Os problemas em que se pedem as partes desconhecidas de um tri-
angulo espherico por meio das que sdo dadas, s3o exactamente os mesmos
que se appresentam , quando, conhecidos alguns elementos de um triedro,
se pedem os outros. Nos triangulos esphericos ha seis elementos a considerar,
os tres angulos A, B, C, e os tres lados oppostes a, b, ¢ ; ou, por outras
palavras , os tres angulos planos a, b, ¢, e os tres angulos diedros oppostos
A, B, C, do triedro de que se (racta.
40

A
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A Trigonometria espherica tem por objecto o conhecimento de todas
as seis partes de um triangulo espherico, sendo dadas as que bastam para
determinar as outras.

Posto isto, se de um ponto O dirigirmos raios visuaes para tres
pontos distantes M, N, P, situados no espago, para tres estrellas por ex.’,
estas linhas serdo as arestas de um triedro O, cujos elementos constitu-
intes serdo os mesmos do triangulo espherico ABC, formado pelos arcos
dos circulos maximos que unem os pontes em que estas arestas viio atra-
vessar a superficie de uma esphera de raio arbitrario, cujo centro O se
suppde o ponto de partida dos raivs visuaes.

D’estes principios deduzem-se os theoremas seguintes :

1. Como qualquer angulo plano de um triedro é sempre menor
que dous rectos, serd sempre cada um dos lados do triangulo espherico
<180.° Qualquer angulo serd tambem sempre menor que dous rectos.

Se no processo dos calculos encontrarmos um angulo, ou um lade
de um triangulo, que tenha por valor um arco> 180", devemos regeitar essa
solugdo, ou entdo substituir o supplemento do mesmo engulo ou arco: e
08 Cos., sen., lang., etc., munca poderlio perlencer a um arco maior que
8 semicircumferencia,

2. Como a somma dos angulos planos de qualquer angulo polyedro
ésempre <360.° (Geom. 0.° 127), serd a somma dos tres lados de um
triangulo espherico sempre <360°.

3.  Dous triangulos esphericos serdo equaes’ quando s (res angu-
los, ou os tres lados, ou dous lados ¢ o angulo comprehendido , ou dous
angulos e o lado adjacente, forem respectivamente equaes cada wm a cada
um. Tanto estes theoremas, como os dous seguintes , demonstram-se do
mesmo modo que os correspondentes nos triangulos reetilineos.

4.° O arco abaizado perpendicularmente do vertice de um trian-
gulo espherico isosceles sobre a sua base, divide ao meio esta base, 6 o
angulo do vertice ; os angulos eguaes ficam oppostos aos lados equaes , ¢
reciprocamente.

5.° Nos triangulos esphericos o maior angulo fica sempre opposio as
maior lado , o medio ao medio, ¢ 0 menor ao menor.

6.°  Qualquer lado é sempre menor que a somma dos outros dous ,
¢ maior que a sua differenca : porque a somma de dous angulos planos de um
triangulo triedro excede sempre o terceiro, e por conseguinte a<bic, e
b<a+tc, ou a>b—c. Conseguintemente , a semisomma dos tres lados de um
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triangulo excede sempre um lado qualquer : por que de b+ c>a lira-se

b+c+a>2a, ou 5+;+n

167. Se de um ponto O (fig. 26) tomado dentro do angulo triedro
S, abaizarmos as perpendiculares OP, 0Q, OR, sobre as faces ASB ,
ASC, BSC, estas perpendiculares delerminard» um novo angulo triedro ,
cujos angulos planos serito supplementos dos angulos diedros do angulo solido
S, e cujos angulos diedros serdo supplementos dosangulos planos do mesmo
angulo solido.

Com effeilo:

1.° Os angulos planos do novo angulo triedro POQ, POR, QOR,
formados pelas perpendicalares OP, 0Q. OR, slo supplementos dos
angulos diedros formados segnndo as rectas S\, SB, SG: por quanto
sendo a face POQ perpendicular 4s faces ASB, ASC do triedro S (Geom.
0.° 119), tambem o serd & intersecgiy dellas (Geom. n° 120), ou i
aresta SA ; e delerminird, pela sua intersec¢io com as duas laces, oangulo
rectilineoqae serve demedida aoangulo diedro formado segando AS (Geom,
n.° 118, 4.°). D'esta interseegho resulta um quadrilatero com dous anga-
los rectos em P e Q; e por conseguinte o angulo POQ serd supplemcato
do angulo diedro segundo AS. O mesmo se demonstra a respeito dos
outros angulos planos QOR, POR.

2.° Pela mesma razio, como ji fica demonstrado que as arestas
SA, SB, SC sio perpendiculares as faces do angulo solido O, concluire-
mos : que os angulos planos de S sdo supplementos dos angulos diedros de
O, ou, reciprocamente, que os angulos diedros de O sdo os supple-
mentos dos angulos plancs de S.

>a.

Por causa d'estas propriedades, os angulos triedros S e O dizem-se
supplementares.. Estes triedros determinam dous triangulos esphericos taes,
que os angulos de um sdo supplementos dos lados do outro, e reciproca-
mente., Logo: dado um triangulo espherico ABC com os angulos A, B, G,
e lados a, b, ¢, € sempre possivel construir outro A'B'C', cujos angu-
los A', B, C', e lados o', &', ¢/, lenham com os do primeiro as relagdes
seguintes :

a'=180°—A, ¥=180"—B, ¢=180"—C...... (1),

N=180—g, BBl b} ¢ Q1800 .\ (@)
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O triangulo assim construido chama-se polar ou supplementar do 1.°
Sommando as tres equagdes (1) temos

A+B+C=6 rectos — (a'4-b'+ ¢) ;

e como ji se viu que a' + ¥ +¢' < § rectos (n.° 166, 2.%), vé-se que
A+ B+ C> 2 rectos. Mas por outra parte, como qualquer dos angulos
esphericos é sempre <2 rectos, temos A--B4-C<6 rectos. Logo, a somma
dos angulos de qualquer triangulo espherico fica sempre comprehendida
entre dous e seis angulos rectos.

As equagdes (1) e (2) sto de muita utilidade, porque reduzem a
tres os seis problemas da trigonometrin espherica , que consistem em achar
tres dos seis elementos de um triangulo, conhecidos os ontros tres. Se,
por ex.’, soubermos achar os tres angulos A, B, C, por meio dos tres
lados conhecidos a, b, ¢, podemos reciprocamente, dados os tres angulos
A, B, C, achar um lado a, substituindo ao triangulo o seu supplemen=
tar A'B'C!, cujos lados sdo conhecidos pelas equagdes (1); e tendo achado
um dos angulos A’, a equagdo (2) dard o lado proposto a = 180"— A",
De maneira, que sabendo resolver um triongulo no caso de serem dados
0s tres lados, fica tambem resolvido para o caso de serem conhecidos os
tres angulos; e assim nos outros casos. Adiante se vers islo mais expli-
cilamente.

168. Se o triedro O (fig. 27) for cortado por um plano pmn per-
pendicalar a uma aresta OA , em um ponto m tal que seja Om = 1 , teremos

mn=tangc, On=sec ¢, mp=1tang b, Op =sec b.
Mas pela propriedade dos trisngulos reetilineos (Feom, anal. n.° 201) ¢
np* = mn*-+ pm*— 2mn . pm . cos A ,

np*=n0"+p0°*— 2,0. PO . cos a.

Subtrahindo a1.® da 2.%, temos, em virtude de serem os triangulos nm0,
pmO, rectangulos em m, e de ser Om — { 4
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0=1+41—2secc.sech.cosa+2tangc.tangd.cos A,
bstituind : ela sec., e — pela tang
e, substituindo — pela sec., e — p g o

cos a sen ¢.senb,cos A
cos ¢, co8 b cos ¢.cos b

0=1—

D'aqui se deduz a equagito fundamental
cos a=cos bcos ¢ctsenbsenccos A......... (3)

Para os angulos b e ¢ obteremos, pelo mesmo theor, [6rmulas similban-
tes, e reunindo-as lodas tres, leremos

cos a==cos b cos ¢ +sen b sen ¢ cos A,
cos b—=cos acos c{senasenccos B,>........ (D)

cos c==2¢cos a cos b+4sen a sen b cos C.

Estas equagdes , cada uma das quaes exprime uma relagio enlre os tres
lados e um angulo, encerram implicitamente toda a Trigonometria esphe-
rica, visto que por ellas, sendo dadastres das seis partes que entram no
triangulo espherico , se podem calcular as tres restantes. Como porém seja
convenienle , nos diversos casos, ler formulas que déem immediatamente
a incognita da questdo, por isso passimos a deduzir estas das fGrmulas
precedentes, combinando-as convenientemente. (Nota 5.%)
1.° Temos

cos a—cos b cos ¢

cos A=
sen b sen ¢
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logo

c0s @ = cos b cos ¢ \*
1-—cu=“A=aen‘A=1—( )
sen b sen ¢

reduzindo o 2.° membro ao mesmo denominador, e substituindo depois
sen® por § —cos® no numerador, vem

- f—ecos® h—rcos® c—em® g Lcosa.cosh.rose
sen” A= = - :
sen” 6 . sen”¢

Extrahindo a raiz quadrada., e dividindo ambos os membros por sen a, o
2.° membro torna-se n'uma expressio symetrica relalivamente s a, b, ¢,
isto ¢, n'uma expressdo tal, que permanece a mesma quando quaesquer
d’estas letres se mudam reciprocamente umas nas outras, Designando esta

en A
expressio por M, temos - =M. Mudando n'esta equagio A e a em
sen a .

Beb,e em Cec,como M persiste constante, deduz-se

sen A sen B sen G

oy e )

sen @ sen b senc

2.°  Applicando & equagdo (3) a propriedade do triangulo supple-
mentar (equacdes 1 e 2), isto é, mudando @ em 180° —.E\ e A em
180°—a , etc. teremos

cos A= —cosBeosC+senB senCeosa........ (%)

E reunindo esta com as duas que se oblém similhantemente, teremos

cos A = — cos B cos C + sen Bsen Ccosa,
cosB=-—cosAcosC+snAsenCecosd,)....... (I

c0s C==— cos A cos B - sen A sen B cos c.
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3> A fim de eliminar b da equagdo (3), substitua-se por cos b o
sen Bsena

alor (1 —————— por sen b; e vird
seu valor (1), e ey p i

sena.senc, sen BB .cos A

€08 @1 = €08 @ cos™ ¢ -~ sen a sen ¢ cos ¢ cos B4+
sen A

porém cos* ¢c==1—sen® ¢: logo, dividindo tudo por sen a sen ¢, serd
gen ¢ cota=cosccosBL+senBcotA . ........ (5).

Esta equagio dd uma relagio entre dous lados e dous angulos , sendo um
dos angulos comprehendido por esses lados , e o outro opposto a qualquer
delles. Fazendo todas as combinagdes possiveis , deduzem-se mais cinco equa-
cdes similhanles , que reunidas & antecedente, podem escrever-se

cos Beos¢e = —senBecol A -}-senc cota,

cos Acosh =—sen A cotC+senbeole,
cus C cosa = —sen Ccot B4 senacoth,
cos Bcosa= —sen Becot C 4 senacote, st
cos Acosc=——sen Acol B4-senceoth,

cosCeosbh=—senCcot A +senbcota,

Os quatro gropos de [6rmulas (1), (1), (111}, (IV), offerecem evi-
dentemente todas as combinacdes que ¢é possivel fazer com tres quantida-
des conhecidas e uma incognita , das seis que formam os elementos do tri-
angulo espherico; e bastard nas differentes questdes escolber d'entre as
quinze equacdes aquella que convém , e tornal-a depois propria para o
caleulo por logarithmos. Os tres primeiros tem os seguintes enunciados,
faceis de conservar na memoria :
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(1). Ocoseno de um lado qualquer de um triangulo espherico ¢ egual
d somma do producto dos cosenos dos outros dous lados , mais o producto
dos senos désses mesmos ladss multiplicado pelo coseno do angulo opposto
ao primeiro lado.

(I..) Nostriangulos esphericos os senos dos angulos sdo proporcionaes
aos senos dos lades eppostos.

(1) Ocoseno de um angulo éegual & somma algebrica do producto
dos cosenos dos outros dous angulos, mais o producto dos senos desses
mesmos angulos multiplicado pels coseno do lado opposto ao primeiro an-
gulo ; devenda dar-se o signal negativo ao producto em que entram sé an-
gulos. Este enunciado , prescindindo dos signaes, é o mesmo que o das fr-
mulas (I) mudando lado em angulo, e angulo em lado. A primeira con-
soanle n que entra na palavra anguly, e que é ao mesmo tempo a inicial
de negativo , servith para recordar que no 2.° membro se deve dar o si-
gnal negativo ao producto em que entram sé angulos.

Para reter na memoria o enunciado das formulas (IV), que expri-
mem , como ji dissemos, a relagio entre dous lados, o angulo compre-
hendido e um opposto, empregaremos o meio mnemonico lembrado por
Delambre, Astr. T. L cap. X., Trig. mnem, n.° 191 e seguintes, e que
consiste em coosiderar as quatro partes do triangulo todas contiguas , sendo
entdo duas d'ellas medias, e dwas extremas; as medias um lado e um
angu'o, e as extremas oulro lado e outro angulo. Rellectindo entio nas
seis [ormalas , vé-se que se podem traduzir pela maneira seguinte :

(iV). O producto dos cosenos das partes medias ¢ egual d somma dos
productos dos senos das mesmas partes multiplicados pelas contagentes das
extremas , lado com lads , e angulo com angulo: sendo o producto em
que entram [ados positivo, e o producto em que edtram angulos negativo.
Para nos recordarmos dos signucs fsremos a mesma observagdo que a
respeito das formulas (1I1) (a)

(a) Delambre, no logar citado, menciona tambem a seguinte transformacio
notavel das farmulas (iV), que lhe foi snggerida pela nosso Mestre o Sr. Manoel
Pedro de Mello, Lente nesta Universidade. Dividindo por sen B senc a 1.*
d’aquellas férmulas, acha-se

enla  cot A
col B ool ¢ = =—m — :
seu B sene

e assim das outras. Podem pois enunciar-se da maneira seguinte simples e
facil de decorar-se : O productv das cot. das partes medias ¢ cqual & somma das
col. das extremas divididas pelos senos dus medias, lado com angulo e angulo com
lado ; devendo dar-se o signal negutivo 4 cot. em que ealra angalo.
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Triangulos esphericos rectangulos.

169. Designemos o angulo recto por A, e a hypothenusa por a
r (Gig. 28); e pondo A =90° nas 1." equagdes de (I) e(Il), na 1. ¢ 2.
| de (IlI), oa 1." e 5." de (IV), teremos

cosa==008 hCosC.s «.uuus (m),

senb=senasen B....... (n),

cosa==cot BeotC...... (p),

cos B=senCecosbh...... (9),

! tang c=tangacosB...... (r),
' cotB=cotbsenc....... (s)-

Estas seis equacdes, accommodadas so [caleulo logarithmico , bastam para
resolver em qualquer triangulo rectangulo o problema seguinte: Dados
dous dos cinco elementos a, b, ¢, B e C, achar os outros tres. Assim a
questdo vem a depender de uma equacdio entre tres elementos , dos quaes
um 6 & a incognita. Designando sempre por A o angulo recto, buscare-
mos aquella das seis equagdes que comprehende os tres elementos da ques-
lio; serd necessario porém mudar algumas vezes o logar das letras B e
C na figura.

Assim entrando

o © dous angulos B, C, .. empregue-se a equaglo .. (p),
° opposto b . . . .. ... oo fn),
a hypothenusa eolado.... { M,-A_/L
a g T T SR Y | £
SO I Lt o x s s g v (m),
um lado b do angulo recto e os anguls B,C........ .+ (9],
dous lados &, ¢ do angulo recto e um sogulo B . . . . . . e oo (9),

i
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O celebre Tnventor dos Logarithmos, reflectindo sobre a organisaglo das
férmulas precedentes, conseguiu encerral-as em duas regras mui faceis de
decorar, e yem a ser: :
dos senos das partes Separadas
o coseno da parte Media = ao producto
: das cotang. das partes Conjunctas.
Para se applicarem estas regras deve adverlir-se :

1.° Que Neper niio considera no trispgulo rectangulo sendio cinco
partes, excluindo o angulo recto, que ndo entra exslicitamente na solugdo,
como vimos acima. Contando d'esta forma, e entrando em qualquer quese
tdo sempre tres parles, duas dadas, e uma pedida: ¢é facil de ver, que
oma da¥ tres serd equidistante das outras duas, ou media eotre ellas, fi-
cando-lhe s outras duas: ou contiguas, em cujo caso se chamam con-
junctas ; ou egualmente separadas por outras partes que ndo entram na
questdo, visto que , ao todo, ndo sio sendo cinco. E isto o que Neper
entende por partes medias, parles conjunclas, e parles separadas. A
primeira cousa que se deve fazer, ¢ distinguir na figura quaes ellas sdo, o
que ¢ facil.

2. Que em logar dos lades, que formam oangulo recto, se ha-de
tomar o sea complemento, isto ¢, tomar d’elles oseno, o coseno ou a tangen-
te, quando pelas regras se houvesse de tomar o coseno, 0 senooua colangenle.

Estas regras &m a vantagem de se tomarem facilmente de me-
moria pela symetria de linguagem , por assim dizer, com que se expri-
mem em portuguez , correspondendo senos s parles separadas e cotan-
gentes &s conjunctas.

170. A respeito das frmulas precedentes faremos ainda as seguine
tes observacdes.

1.° Da equagdo (m) conclue-se que o coseno da hypothenusa é equal
ao producto dos cosenos dos outros dous lados; e por conseguinte , que
um dos tres lados & <ou> 90°, conforme forem os outros dous lados da
mesma ou differente especie, isto é, conforme forem conjinctamente ou
<ou>90.°, ou conforme for um d'elles <e o outro> 90.°; porque os co-
senos dos arces> 90.° sdo negativos.

2.° A equaglo (p) faz ver que, se compararmos a hypothenusa com
0s dous angulos adjacentes B e C, um d’estes tres arcos é¥ ou'300°,
segundo forem os outros dous arcos da mesma on differente especie’

3.° As equagdes (¢ ou s) mostram que qualquer dos angulos B ¢'C
¢ sempre da mesma especie que o lado opposto.
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4.° Veé-se tambem pela equaclio (r) que a hypotheousa e um doas
.ados sdo da mesma especie, quando o angulo comprehendido &< 907,
e de differente especie quando este angulo é > 90°.

5.° Fioalmente se o lado b do angulo recto for=290°; serd
coshb =0, e (pelas equacdes (m) e(g))cosa=0, cosB=0: d'onde se
conclue que neste caso os lados CA, CB serfio cada um de 90.° e perpen=
diculares sobre AB; o triangulo serd isosceles birectangulo; e G toma
o nome de pdlo do arco AB (fig. 28), em consequencia de ficar & distan-
cia de 90° de todos os pontos d’este arco.

171. Posto que estas f6rmulas resolvem todos os casos dos trian-
gulos rectangulos, cumpre todavia notar que os valores das incognitas nlo
se obterdo com precisdo , quando 0s arces, sendo muito pequenos , vierem
expressos em cosenos; ou quando, sendo vizinhos de 90°, forem dados
por senos.

Para obviar a este inconveniente , recorremos aos artificios seguintes.

g { —cosx
1.* Temos (P.II, pog 162) tang® ;o = 1=

e por isso, se for pedida a hypothenusa a sendo conhecidos B e C, a equa-
¢do (p) torna-se em

1 —cotBeotC __senBsenC— cos BeosC

tang*la= =
g 2 14 cotBeotC senBsenC + cos BeosC '

24 =__6°5(B+C)
tang*a “_—_custﬂmﬁj ........... (6);

equaclio onde se v&, que a somma dos dous angulos B ¢ C é> 90°, por
que 0 2.° membro, que tem o signal — , deve ser positivo.

2. Do mesmo modo, se procurarmos um lado b do angulo recto
conhecidos os angulos B e C, temos pela equagdo (g) cos bt ~

e fa=

sen C

-

zendo 5=190°— B, que da cos B=sen Z,@ co8 B |
(pela equagdo citada e pelo n.° 206 P. IL.)

teremos
sen C’
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sen C —sen 3 =tmg—:{ﬂ—-:)
senC + sens  tangi(C+3z)’

tang’ 1 b =

tang ; b=V (tang (£ (B — C) 4 45°] tang [3(B+C)—457)... ()

3.” Conhecida a hypothenusa @ e um lado ¢, se quizermos achar o
lado adjacente B, teremos pela equaglio (r)

tane® L B l—tangccnta_cmaseua—nencmsa
g sh==

1 4 tangccota ‘coscsena + senccosa

lang}ﬂ:\/[m].. e TS e s TNy

sen (@ + ¢)

Para que esla expressho se ndio torne imaginaria, ¢ necessario que a——c
e a+ ¢ tenham o mesmo signal ; por conseguinte sendo a - ¢>180°, deve
ser a hypothenusa a<c. Logo se o triangulo Liver angulos obtusos, ndo sera

a hypothenusa o maior lado. E isto com effeito o que se torpa evidente na
figura 31. :

cos a
‘i‘.a A «ﬂ _———
equaclo (m) da cosec =

logo

5. Finalmente se for pedido um lado &, conhecidos o angulo op-

posto B ¢ a hypothenusa a, em vez de empregor a equaclo (n) quando b
for vizinho de 90°, tome-se

b=190"—2z, tang 2z =sen a sen B;
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o que reduz a equaglo (n) a cos 2z ==tlang z, ou

{ —tangz , .
e = " 55-— H
-y 1 +tanga tng- %)

e por conseguinte
tang ($5°— 2 b)=W"tang (48°—2).......... (10).

Calcula-se o arco z por meio da equaclio tang x ==sen a sen B, ¢
a tltima dara o valor de b. ' it

Appresentdmos na tabella seguinte os cinco elementos constituintes de
um triangulo espherico rectangulo, a fim de poder servir de exercicio para
a applicagho numerica das férmulas, tomando & escolba dous d’estes ele-
mentos , e calculando por meio d'elles os tres restantes.

Triangula rectangulo de prova.

T ——————————

ELEMENTOS. LOG. SEN. LOG. COSEN. LOG. TANG.

a =T1°24§'30"
b =140.52.40
e=114.15.64

19767235
L.8000134
19598303

L5035475 +
1.8897507—
1.6137969—

0.4731759 -+
1.9102626—
0.3460333 —

18728568 —
14370867 —

18232909
1.9831068

B=138.15.45

19504341 —
C=105.52.39

0.546020—

O signal — posto 4 direita de muitos d’estes logarithmos serve para
indicar que o factor correspondente & negativo; e ndo deve confun-
dir-se com o3 signaes — collocados & esquerda dos log., que, como & sa-
bido , indicam que devem ser subtrahidos, como accontece nas divisdes. Con-
forme for par ou impar o numero dos factores negativos de uma férmula ,
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assim o producto ters o signal 4-ou—", circunstancias que deve haver
cuidado em notar; porque, por ex.’, lang a di para a um arco <90°

quando esta tangeote ¢ positiva, e o supplemento d’este valor quando a
tangente é negativa,

Triangulos esphericos obliquangulos.

172.  Percorramos todos os casos que podem appresentar-se (fig- 28).
1.° Caso  Dados os tres lados a y b, ¢, achar o angulo A ?

A 1. das equacdes (I) da, substituindo vella { — sen*; A por
cos A:

cos a=cus{ﬁ-—-c]——25enbseucs&n‘§ s sreeen (11).

ou 2 sen b sen ¢ sen” L A = cos (b—¢)— cosa,

ou, P.II. pag. 164, (»)

EEH:EA___Sau;(G+5—c}sen§[a+¢_5}l
sen b sen ¢

Esta equaglio, accommodada ao caleulo logarithmico, d4 o valor do
angulo A. Péde torvar-se mais symetrica, fazendo

. Ep=ﬂ+5+c.
que daré

1

sen (p —b) . sen (p— c)
A=
sen b senc

sen

-

(i),

(+) Come o1.°membro & essencialmente posilivo,
(porque & e ¢ sio <180°), vé-se a necessidade de
e<b+a, e c> b—a, por isso que as relagdes contrarias
das ; o recabe-se assim no theorema 6.° do n.° 166,

bem como sen b ¢ sene
Ser ao mesmo tempo
§do visivelmente absur-
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Se na 1.* das equagdes (I) substituissemos 2 cos® ; A—1 em loger
de cos A, achariamos identicamente

EORMAIPe) e s Y (13)

cos” A=
= sen b senc

Finalmente, dividindo a 1." d'estes equacdes pela 2.%, temos

__sen (p— b) sen (p—¢) }

a1
o il i sen p . sen (p——a)

DIV 5. S0

Qualquer d'estas equacdes resolve a questio.
2.° Caso. Dados os tres angulos A, B, C, achar o lado a?

Da propriedade do triangulo supplementar (pag. 318.) applicada 4s
equagdes precedentes , pela substituiglo dos valores (1) e (2), e fazendo

2P=A+B+C,
i __cusPcos(P—-A) |
resulta N3 e senB senC '’

__cos (P — B)cos (P —C)
i ) sen B.sen C

T

cos*za

cos P cos (P — A)
cos (P—B) cos (P—C)

I.imgl id = —

3.° Caso. Dados dous lados a e b, e o angulo comprehendido C, :
achar o terceiro lado? !

Péde langar-se m¥o da dltima dos equacdes (I) debaixo da férma
seguinte

cos c==c08 @ cos b (1 4+ tang atan b cos C.) :
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Ou entdo, fazendo na mesma equaglo ,

csC=2cos"tC—1, cosc=1-—=2senZ¢,
vem '

1 —2sen’c=cos(a+b)+ 2senasenbeosiC
=1-—2sen”(a+b)+ 2senasen b cos*L C.

Tomando um arco v tal, que d¢ sen v=cos:C Ysenasenb, teremos
sen” ;¢ ==sen" L (a 4 b) —sen’v,
ou , Part. I, n.° 207, |
sen’zc=seni(a+ b+ 2v)sen ;(a+ b—2v),
equagio mais accommodada ao caleulo logarithmico , e da qual se dedozem

facilmente, por simples permutagdes, as correspondentes nos outros lados.

4.° Caso.  Dados dous angulos A e B, ¢ olado adjacente ¢, achar
o lerceiro angulo C?

A 3." das equacdes (III) da
cos C==cos A cos B (tang A tang Beos c — 1).

Podemos tambem subslituir os valores (1) e (2) nas férmulas preceden-
tes , e teremos

sen v=sen< ¢ Ysen Asen B,
cos* ; C=sen (A + B+ 2v)sen$ (A + B — 2v).

5.° Caso. Conhecidas tres das quatro partes, dous lados e 0s angu-
los oppostos, achar a quarta? =
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Deve empregar-se a regra dos quatro senos, equagdes (I1).

173. [Exceplo o caso de serem conhecidos os tres lados ou os Lres
angulos de um triangulo, todo o problema de trigonometria espherica com-
prehende no numero das partes dades um angulo e um lado adjacente,
além de um lerceiro elemenlo: no que vamos expor, designaremos sem-
pre este angulo por A, e o lado por b.

Abaixe-se de um dos angulos C(fig.29) um arco CD perpendicular
obro o lado ¢. Este lado ficars cortado em dous segmentos ¢ e ¢/, € 0
angulo C em dous angulos § e ¥/, isto &,

c=¢+¢, D=b40.

Cumpre porém advertir: que uma d'estas paries serd negativa nas diffe-
rentes equagdes , se o arco perpendicular cair fira do triangulo , 0 que se
dd quando um dos angulos A da base ¢ agudo e ooutro B ¢ obtuso : e que
serdo todas as partes posilivas, quando o arco cair dentro do triangulo,
isto ¢, quando os dous angulos dados forem da mesma especie.

* Com efeito, se nos dous triangulos ACD, BCD, tirarmos os valo-
res do arco perpendicular CD , por meio da equacdo (s), acharemos

tang CD = tang A sen p == tang Bsen ¢

Sendo A e B da mesma especie , as suas tangentes lerio o mesmo signal,
e por conseguinle sen ¢ e sen g’ estardo No mesmo caso. Se A eB fo-
rem porém de especie differente , sen p e sen ' devem ter signaes con-
trorios; entdo o arco perpendicular CD caird [6ra do triangulo, e sé-
mente um dos segmentos 9 e ¢' serd pegativo.

174, Vé-se na fig. 20 que o triangulo ABC se decomple em
dous ACD, BCD que podemos resolver separadamente, achando assim os
elementos desconhecidos por meio dos que sio dados. Este processo leva-
nos o equacdes simples , &s quaes facilmente se applica o calculo por loga=
rithmos , como passimos a mostrar.

Resolvem-se primeiro os triangulos ACD, BCD, para d'elles dedu-
zir uma das partes ¢ ou B, do ladoc ou do angule C, suppondo conhecidos
o angulo A ¢ o lado adjacente b. Applicando as equages (r e p), deduzem-se
as equacdes (a e a'). Applicendo depois em cada um d’estes triangulos
8s equacdes (m, ¢, 5, r) , e eliminando o arco perpendicular CD em cada
systema de duos analogas, oblem-se as equacdes (¢, dydy d).

42
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Tang p==tangbcosA ..., (a);

e Pt @lerve s (b)s
cosa  cosg' ©);
E—;—b——cns? ---------- (1 ]
tang A seng' (@

tang B = sen P

ESPHBRICA.

colh =cosblang A ....., (a')

cos A senf
cos B send """

langa cosl

........... (@)

tang b T cusu

sen A _senB_ﬁsanC
sena '_wnb " sene

Passdmos a ver os casos que podem appresentar-se, ¢ a maneira de os
resolver por meio d'estas equacdes,
Além das partes dadas A e b, ha mais um 3.° elemento.

1.° Se for conbecido ¢ (dous lados b e ¢, e o angulo comprehen-
dido A) a equagio (a) di ¢; (b) da &/, podendo estes arcos ter o signal
negativo; (c) da a; (d)da B; e finalmente (¢) da C, cuja especie se deter-
winard pelo que fica dito no n.° 173.

2. Se for conhecido C (dous angulos A e C ¢ o angulo adjacente b)
a equaclo (a') da 0; (') da ', ‘que péde ser negativo; (/) da B; (d')
di a; (¢) di ¢, cuja especie ¢ conhecida.

3.° Se for conhecido a (dous lados a e b, e o angulo opposto A)
a equaclo (a) da ¢; (c) dig'; (b) dé c; (d e ¢) daoB e C. Ou eatdo (a)
da b; (d') dé 8 ; (b') daC; (¢ ee) dioBeec.

N'este caso o problema offerece geralmente duas solugdes ; porque
se calcularmos o' ou 8’ por meio do coseno , o arco apparece com os dous
signaes == ; ¢ e C tem por conseguinte dous valores, excepto se livermos
de rejeitar algum, como negativo ou>180." As equagdes (c' e d) dao ¢' e o'
por meio dos seus senos, d’onde resultam dous valores para C e c.

4.°  Se for conhecido B (dous angulos A e B, e o lado opposto b)
a equaglo (a') dé §; (¢') da o5 (') da C; (d'e ¢) dio ae ¢ Ou eotlo
(a) da 9; (d) dig'; (b) da¢; (cee)dioacec.

—




TRIGONOMETRIA ESPAERICA. 331

Tambem neste ¢aso ha duas solugdes, porque ¢ e &' sendo dados
em senos, oarco tem dous valores supplementares; e por tanlo ¢ na equa-
cdo (b), e a na equagdo (d'), spparecem com dous valores: o mesmo
acontece com a e G nas equacdes (c e b'); ete.

Os qualro casos que analysémos , resolvem-se, como acabdmos de ver,
por qualquer dos dous systemas das oito equagdes , um formado das equa-
cdes sem accento, e outro das acceotuadss. Sendo commum a ambos a
equaglo (e) (+)-

175. D'estas equacdes deduzem-se as seguintes consequencias im-
portantes (fig. 29).

1.° A equagio (c) da

cosh—cosa  cos g— cos ¢!
cosh 4+ cosa "cos?+ cos ¢ :

e em virtude das equacdes de pag. 165, Part.2.°, e por ser c=15 + ¢/,
temos .

tang: (¢'— g)==tang i (a +b) tang}(a —b)eot zc..... (15)

Conhecidos a tres lados a, b, ¢ de um triangulo , podemos por meio
d'esta equaclio conhecer a semidifferenga dos segmentos o e ', e conse-
guintemente os mesmos segmentos, por ser 1 € a Sua semisomma : e

(+) Querendo resolver umtriangulo espherico, conhecidos douslados e um
angulo, ou dous angulos e um lado, abaixa-se de um dos verlices um arco
perpendicular sobre o lado opposto, a fim de formar dous triangulos rect angu-
los, um dos quaes, além do angulo recto, tenha duas partes conhecidas® Esta
claro, que este arco ndo deve partir do angulo dado no 1.’ caso , nem cair no
lado conhecido no 2. Resolva-se este triangulo rectangulo, e calculem-se os
dous segmenlos da base g e o', ou os dos angulos do vertice o e 4'. As equa-
gdes (¢), (¢'), (d), (¢') podem enunciar-se da maneira seguinte.

1.° Os cos dos dous lados- do angalo, d’onde parte o arco perpendicular,
estio entre si como 0s cos dos segmentos respectivos da base; as cot. d'estes
lados estio como as col. respectivas dos segmentos do angulo no verlice.

2.° As cot. dos dous angulos na base estio como os senos respectivos dos
segmentos da base; os cos d'estes angulos estio como os semos dos segmen-
tos respeclivos do angulo no verlice,
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depois resolvendo os triangulos rectangulos ACD , BCD, obtem-se os an-
gulos A e B, pela férmula :

cos A —tangpcoth, cosB=tang ' cot.a

2. A equagdo (d) di do mesmo modo [vejarse Part.2." n.° 206 e
equacdo (b]:

tang A —tang B __sen ¢' —seng tangl(¢'—g)
tang A + tang B~ seny 4+ seng  tangi(p' + ¢)’

e LEH __sen (A—B) 1
g ?-'?)ﬂm -

Conhecidos dous angulos A e B, ¢ o lado adjacente c, por meio
d’esta equagho obteremos ¢ e ¢' e depois determinar-se-hio a e b por
meio das equagdes (16).

3.° A equaglo (¢') da, practicando da’ mesma maneira ,
tang & (6' — b) = tang £ (A + B) . tang L (A — B)tang £ C.... . (18)

Conhecidos os tres angulos A , B, C; obteremos por meio d'estas
equacdes 6 e 6'; e obteremos depois os lados @ e b, resolvendo os trian-
gulos ACD e BCD , que dio

cosb=—cotfcotA, cosa=cot’ cotB
4.° Finolmente pela equaglio (d') teremos lambem

senla—b)

lﬂﬂg % I:ﬁ'— H) = sm cot

-
z

Cenhecidos dous lados a, b, e o angulo comprehendido C, obtere-
mos 6 e 0, e depois A e B pelas equacdes (19).
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176. As equagdes que acabidmos de deduzir, servem tambem para
demonstrar os theoremas conhecidos pelo nome de analogias de Neper.
Egualando os valores (13) e (17) de tang} (¢'—¢) teremos , por ser
sen 2a — 2 sen « o8 &,

: sen > (A — B) cos ; A'—B =
tang * (a+b) tang 5 (a—b) = senll:{A-!— B;coal{{:\+ B}} tang*z¢..(21)

sena — sen b __sen A—senB
sena +-seab  sen A +senB’

Mas pels equaclio (¢) temos

tangd(a—b) tang3 (A —B)
tangi{a + b) tangi(A+B)°

logo (Part.2." n.° 206)

Multiplicando ambos o0s membros da equagdo (21) por esta dllima
equacio, todos os termos que ndo desapparecem pela divisdo, ficam no
quadrado; e extrahindo a raiz, vem

3 —
hngl(a—-—b:]zw Iﬂng__l-c, )

R | )
s=(A—B
tang £ (a + bF%ﬁ) “’"3‘5“("§

resultando a 2. d'estas equacdes da divisdo da equagdio (21) pela 1.
Egualando os valores (18 e 20) de tang (6'—6), e operando da
mesma maneira sobre a equacdo resullante; ou, o que val o mesmo,
maudando nas equagdes precedentes os angulos A e B nos supplementos dos
lados a e b, e reciprocamente, e depois tang = ¢ em cot C: obteremos

(+) Como tang?ec.cos’ (A —B) é uma quantidade positiva, ¢ necessario
que tang. (@+b) e cos : (A+ B) tesham o mesmo signal; donde se conclue
que a semisomma de dous angulos quaesquer ¢ sempre da mesma especie qué @ semi-
somma dos dous lados oppostos; ¢ reciprocamente.,
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__seni(a—bd)

tang : (A — B) i@ 5)

col i C,
craeee e (23)

cos & (a—b)

tang{(ﬁ-j—ﬂ)—cwq‘_{a o

cot ; C.

Si0 estas as chamadas analogias de Neper : e servem principalmente
para achar dous lados @ e b de um triangulo, conhecido o 3.° lado ¢, e
os angulos adjacentes A e B (equagdes 22); ou para achar dous angulos
A e B, conhecidos os dous lados oppostos @ e b, e o angulo comprehen-
dido C (equacdes 23). X

177.  Triangulos isosceles. Sejam C e B os dous angulos eguaes de
um triangulo isosceles (fig. 29 rep.); b e ¢ os dous lados eguaes; A o
angulo do vertice, e a a base. O arco perpendicular, tirado do vertice
para o meio da base, di dous triangulos symetricos rectangulos, os
quaes offerecem as seguintes relagdes formadas das combinagdes 3 a3 dos
qualtro unicos elementos A, B, a, b, do triangulo isosceles. Assim, por
meio d'estas relagdes, dados dous dos quatro elementos de um triangulo
espherico isosceles , o angulo A do vertice, a base a, um dos lados equaes
b, e um dos angulos eguaes B, podemos sempre achar os outros dous,

senza=seniAsenb............ (n)
cos b==cotBeotiA............ (»)
lang fa=tangbecosB............ (r)

cos ;A=coszasenB............. (q)

Problemas que offerecem duas solugdes.

178.  Continnaremos a considerar os triangulos esphericos como re-
sultando da seccdo de uma esphera por tres planos que passam pelo cen-
tro 0. A fig. 31 tem por base o circulo KMK', e representa um hemis-




TRIGONOMETRIA ESPHERICA. 335

pherio separado por um d'estes planos; os outros dous planos ddo as semi-
circumflerencias ACz, BCB"', qne na fig. se representam em prespectiva,
e tem por intersecglo o raio CO. Os planos das tres circumferencias deter-
minam o triangulo espherico ABC. Os arcos CA, Ca sdo supplementares ;
e o angulo A mede a inclinacdo do plono ACx sébre a base KK'.

Se pelo raio CO tirarmos o plano MCm, perpendicularmente a esta
base KK', e tomarmos depois MA'=MA, de uma e de outra parte d’este
plane MCm , obteremos um segundo plano A'Ca’ symetrico com ACa,
que dard

ma=mda, AC=A'C, Ca=Cd, A=A'=a—=¢«.

Fazendo girer o plano ACz em volta do raio CO, a im de tomar
todas as posicdes CK, CB, Cf... .., esle plano serd perpendicular &
base quando coincidir com MCm; e além disto, em qualquer das suas
posicdes formaré com @ base dous angulos supplementares , para um e para
outro lado do plano, Os arcos CB, CA, Cf...., crescem & medida que
se desviam do arco perpendicular CM =1 , que é o mais pequeno de to-
dos , alé ao arco perpendicular opposto Cm . que & o maior. Isto mesmo
se vé resolvendo qualquer dos triangulos, ACM por ex.”; porque fazendo
CA=10, temos

cos ACM =col btang{,

expressio na qual ¢ tang ¥ uma quantidade constante.

Quando o angulo ACM chega a 90°, como acontece com o arco CK,
cujo plano ¢ perpendicular a MCm, temos cot =0, e o arco CK=90." Se
o plano contintia depuis a girar para Ca', cos ACM lorna-se negativo, e
cresce com col b; de maneira que o arco Ca’ continiia a augmentar. Tudo
¢ symelrico dos dous lades do plano MCm , de maneira que os arcos e
as inclinagdes serlo eguaes, dous a dous para ossrcos eguaes MA=NMA’,
isto &, serd CA=CA', e o angulo A=A\".

Girando por esta f6rma, o plano secante comeca por tornar-se cada
vez mais obliquo sdbre a base KMK', toroando-se CB, CA, CK; porque
do triangulo rectangulo resulta ainda

seud =senbsen A, ........cvvinn . (2§)
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equacdo, cujo primeiro membro ¢é constante , e na qual sen b vai primeiras
mento crescendo , como acaba de dizer-se, e por conseguinte sen A de-
crescendo a0 mesmo tempo. Porém logoque o lado bchega a 90°, torna-se
entlo CB em CK—=90"=MK; e depois send diminuindo faz com
que sen A augmente, e com que o angulo A, agudo para a base,
tendo chegado ao seu menor valor no ponto K, comece a crescer.
Este ponto K ¢ o polo da semicircumferencia MCm, e o angulo K tem
por medida o arco CM=1{ =K ; ou, do outro lado do plano secante ,
0 arco Cm =180 — ¢.

Vé-se pois que todos os arcos que partem de C (fig. 31), e passam
por um ponlo qualquer da base do semicirculo KMK' sao <90°, entre
tanto que os outros que passam por KmK' s30>90°; e ¢ CK==CK'=90."
Além disto CM =14, e Cm =180~ {§, valores de ¢ resultantes da
equaglo (2%), sdo os limites da grindeza dos arcos CA. Quanto mais um
arco se approxima de CM, mais pequeno &; ¢ quanto mais se approxima
de Cm, pelo contrario tanto maior se torna,

A inclinagdo dos planos sobre a base, sendo de 90° em MCm, di-
minue quando toma as posicdes CB, CA, até CK, onde se torna K=1¢:
cresce depois alé m, tornando-se outra vez de 90° em Cm. O angulo ¢
agudo do lado de CM, e obtuso do lado de Cm , sendo estes ultimos an-
gulos supplementos respectivos dos primeiros. Todos estes angulos obtusos
sio <180°— .

Posto isto, com facilidade se reconliecerd , se n'um triangulo BCA
ou B'CA , ou arcoCM perpendicular sébre a base AB, cae dentro ou féra
d’este triangulo, e verificar-se-hdo os corollarios deduzidos no 0.° 169,
relativos & grandezo dos lados e dos angulos dos triangules rectangulos.

Os problemas que offerecem duas solugdes, sos quaes se costuma dar
o nome de casos duvidosos, slo aquelles, em que entram, nos dados,
um angulo e um lado opposto, o que acontece nos problemas 3.° e 4.
do n.° 174.

179. 1.° Caso. Sendo dadas dous lados a ¢ b ¢ o angulo opposto
A. Corte-se o hemispherio KMK' (fig. 31) por um plano ACa que passe
pelo centro O, ¢ que tenha com a hase uma inclinagho egual ao angulo
A; e tome-se depois AC=Db. Sera C o vertice do triangulo, o qual
deve ser fechado por um arco CB=a, de grandeza dado. Percorrdmnos
vs differentes casos.

1.°  Supponhamos que é o angulo A<90.° O lado a que fecha o
triangulo devera entdo coir no espago «\'MA ; por que, se assim ndo
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fosse , e caisse como Cf, Ca', = . . entdo os triangulos CAf, CAd!, ....
teriam , em vez do angulo agudo A, outro que seria o seu supplemento,
do outro lado do plano «CA. Os arcos, tass como CB e CB!, slo eguaes
dous a dous, e tem a mesma inclinacio sObre a base, quando passam
por pontos B e B’ equidistantes de M. Tomemos: MA'=MA, MB=MB,
os arcos serdo CB'==CA=b, CB'=CB =a.

a) Consideremos primeiro o caso em que € o lado b <907, por ex.’
b=CA.

Se ¢é o lado a<b, a cae no angulo A'CA, como CB e CB/, e temos
dous triangulos BCA e B'CA , em que entram os tres elementos A, b, a.
isto &, lemos ‘duas solugdes. N'este caso um dos angulos B da base é
ubtuso e o outro B’ ¢ agudo.

Se é o lado a=ou>b, o arco a coe como Cf', e o tnangnlo ACf
€ o unico que reune os tres elamcnl.ns dados , visto que o arco Cf syme-
trico com Cf', fica excluido, por estar para o outro lado do plano « CA.
Por tanlo ha sd uma mluwo O angulo B do triangulo ACf' ¢ agudo em
{'s bem como b.

b) Consideremos em segundo logar o caso em que é o lado b>90°,
por ex.” b=~Ca.
Se ¢ a somma dos lades a + h<180°, isto é, se o lado a cae no
espaco ACA', como CB ou CB/, ha duas solucies BCx e B'Cx, O angulo
B da base destes trian_gul!.-s ¢ agudo n’um , obtuso n’outro.

Se ¢ a somma dos lados a 4+ b = ou>180>, isto é, se o lado a cae
no espago A'Cz, como Cf’; ha 56 uma solugio ['Ca; f' e b sdo oblusos.

2.° Supponhamos sgora que € o angulo A>90.° N'este caso o lado
@ que fecha o triangulo, partindo de C, deve estar para outro lado do.
plano =CA, e cair como Cf, CB", ..

a') Consideremos tambem em pnmeiro logar o caso em que é o
lado b<90° por ex.” b=CA.

Se & a somma dos lados a -} b>180°, isto é, se o lado a cae no
espaco «'Ce, como CB" ou CB", ha duas solugdes, taes como ACB’ e ACB".
Um dos dous angulos da base, B" e B', é agudo, o oulro obtuso.

Se & a somma dos lados a +b= ou <180°, isto ¢, se o ldo a
cae no espago ACa', como CK , ha s6 uma sofu;ao AﬁK 0 angulo K da
base é agudo como b.

b') Cnnslderamos em segondo Iogar 0 caso em ¢ o lado b>90"

ﬁor ex." b= Ca.
&3
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Se € o lado a>b, a cae no espago aCa', como CB’ e CB”, ¢ ha
duas solugdes taes como «CB" e «CB". O angulo da base B & agudo ;
o angulo B" obtusoe.

Se é o lado a =ou<b, a cae, como CK, no espago «'CA, e ha si
uma solugdo possivel KCz. O angulo K da bas: é obtuso com b.

Na seguinte tabella appresentdmos em resumo os différentes caracte-
res, que indicam a existencia de duas ou de uma sé solugdo.

ga b suipd s, g duas solugdes

a bives veos uma soluclo

a4+ b<180°.. .. duas solucdes

o ;a +b : ? 180°. . uma solucdo

. a+b>180", .. duassolucdes
b <90° Qo+ {Tiw. b e

Se A>90°
ga s Pl et duas soluges

. uma solucio.

Viu-se pela analyse precedente, que, no caso de uma s6 soluclo ,
B e b sdo da mesma especie. Mas sabemos (n.> 173) que a perpendicu-
lar abaixada do vertice C sobre a base ¢, cae dentro ou l6ra do trian-
gulo (o que tambem se reconhece na fig. 31), conforme os angulos A e B
da base sdo de similhante ou differente especie ; por conseguinle nas equa-
goes c=g = of, C=0 =0, empregar-se-ha o signal + quando os arcos
A e b forem da mesma especie , ¢ — no caso contrario, o que indicard
qual das solugies , que dd o calculo n.° 174, 3.°, s¢ deve adoptar.

Campre notar que o valor do lado a estd entre 0s limites CM e Cm,
isto é, entre ¢ e 180°— ¢, como se deduz nio s6 da equagdo (2%),
mas tambem da impossibilidade de construir o triangulo, quando a estd fora
d'estes limites. Vé-se tambem na figura que no caso de A e @ nlio serem
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da mesma especie, e de ndo estar o lado a comprebendido entre os li-
mites b e 180°— b, nlo ha triangulo possivel.

180. 2.° Caso. Sendo dados dous angulos A e B, como um lado
opposio a.

Sem ser necessario discutir as differentes circunstancias na figura,
este caso se reduzird ao precedente pela consideragdio do triangulo sup-
plementar A'B'C’ (n.° 167), no qual sdo conhecidos os ladus a’=180°—A,
b —180 — B, ¢ o angulo A'= 180 — a. E podemos servir-nos da ta-
bella de cima, mudando os angulus mos lados oppostos, e reciproca-
menle.

Como neste caso B e b sio da mesma especie quando ha s6 uma
solucdo, vé-se, raciocinando como no caso precedente, que: nas equagdes
c=¢ = ¢!, C=0=0, se dece empregar o signal + , quando os arcos
B e a forem da mesma especie, e 0 signal — no oulro caso; o que indi-
card qual das duas solugdes , que dd o caleulo 0.° 174, 4.% se deve ado-
plar ou rejeilar.

O angulo A deve tambem neste caso ficar comprehendido entre os
valores supplementares de ¢ dados pela equaclo (2%).

Nio ha triangulo possivel, quando A e a ndo forem da mesma espe-
cie, e ndo esliver A eotre os limites B e 180—B.

181. Sendo o triangulo rectangulo , ¢ CM on Cm um dos lados,
se for dado um angulo e o lado vpposto, haverd duas solugdes, que em
certos casos poderlio reduzir-se a uma s6.

1.° Dada a hypothenusa a e um lado b, achar o angulo opposto
B? A equaciio (n) que resolve este caso, da b expresso em senos , os quae;
correspondém a dous arces supplementares,

Dada a hypothenusa a ¢ o angulo B, achar o lado opposto b? A
mesma equagdo (n) d4 dous arces supplementares para o Jado opposto b.

Com tudo, em ambos estes dous casos ndo ha sendo uma soluclo
possivel, porque os dousarcos CA ou CA!, que fecham o triangulo CMA ou
CMA', sho symetricos; e por isso devem B e b ser da mesma especie, o
que faz desapparecer a indecisdo,

2.° Se forem dados um lado b do angulo recto e o angulo opposto
B, a terceira parte pedida admittird dous valores. Porque, ou se pede
a hypothenusa a, e a equacio (n) dd sena; ou se pede o terceiro lado
¢, e a equaclo (s) dé sen ¢; ou finalmente se pede o angulo C adjacente
ao lado conhecido, e emprega-se a equaclo (¢) , que da sen C. Vé=ge pois

—

s
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que a incognila admitte dous valores supplementares para o arco corre-
spondente a cada um d'esles seuos.

182,  Passemos a fazer algumas applicagdes numericas.

I Sejim a= 133" 19", b=57°28', A = §5°23". O triangulo ¢
impossivel , porque @ ndo esta entre 57° 28', e o seu supplemento 122° 32/ ;
e porque alem disso nlo sdo A e a da mesma especie.

I.  Qutro tanto aconteceri se for B=120°, A=51°% a=101°;
porque tambem A ndo esta entre 120° e o seu supplemento 60°; e porque
A ¢ a nlo slio da mesma especie.

III. Se for b= 40" 0'10", a=50° 10' 30", A — 42° 1%’ 15",
haverd uma unica soluclio. porqne A<90°, 5<90° a>b. B ¢ <90°: e
porque A e b sio da mesma especie , devemos tomar c=0¢+¢. 0 cl-
culo das equagdes (a, ¢ e b) n.° 174 da .

tang 6....1.9238563 cosa.... 18064817 ¢=31"50'46'
cos A....1.8693330 cosg....1.9291471 ¢ = 44.44.50
tange . .. Lyg31893—cosh.... .8843363 ¢=16.35.36

cose’.... L85139a5

Pora achar o angulo C do vertice, as equacdes (a', d' e V') ddo

cos b....1.8842363 tang 5 ....1.9238563 = 55°9' 59"
tangA....1.9583058 cota....i.9211182 ¢'= 66.26.21
cot 0....L84254a21r cosy....17567851r C= 121.36,320

cos¢'.... LGo17596

Finalmente a regra dos quatro senos ([1) da B = 34° 15'3n,

IV. Se for A=42° 15 14", B=121°36'20", a = 50° 10' 30",
teremos duas solugdes, por ser a < 90°, B>90°, A+B<180; e por se-
rem B e a de differente especie , lomaremos nos valores de ¢ e C o si-
gnal—. As equagdes (d'; ¢', e C) conduzemenos &s seguintes operagdes.
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cosa.... 1.8064S17 cos A.. 1.8693330 sena.... 18853636
tangB.... 0.2108864 —sen ¢ .- 1.8406262 —sen B.... 19302745
cotb.... 0,00173681 — cos B..—1L.7193880—sen A ..— 1.8276379
b=—43'51'16" senq .... LggoS71a+sen b ... 1.98B8000a

0'==—~rn8.6.19 on.... 101°53'41" b= 76°35'36"
C= 3415.3 ouC= 581.2.25 oun= 103.24.34
QanNg @ ...oovn 0.0788818  cot A .... 0.0416956

cos B.......T.7193874—tang B . ... 0.2108873 —
ang @ sovse-s i.gganﬁga’—- sen o ..-. 1.7259905 —
g= — 328 50" sen ¢ .... L9785734 +

¢ = 72.9. © OB ....ccocue + 107°51'0"
o= 40,0,10 o0 ......0n ¢ = 75.42.10

Uma d'estas duas solugdes reproduz o triangulo precedente, e vem
a ser ['CA' (fig. 31); a outra fCA'.

Conhecendo os (res lados , achar um angulo?

a = 76°35'36" sen . ... 1.9880008 0s outros elementos do
b =50.10.30 sen ...1.8853636 triangulos sdo :
¢=4o0. 0. 10
ap = 166.46.16 —1.8733644 A =12136" 19"8
p=83.23.8 B= 42, 15.13,7
p—a= 6.47.32 sen....1,0728716 C=234.15. 2,8
p—b =33.12.38 sen....17385565 y=4o0.51. 30
sen®. . ..2,9380637 9y o'y 0, oy sBo dados
1C=17. 7.31,4sen .. .. 1,46903:8 acima ; o triangulo seri
C=34.15. 2,8 aqui 0 mesmo.

Concluiremos a trigonometria espherica, appresentando todos os ele-
mentos d'um triengulo espherico. Escolhendo 4 vontade tres d’esles ele-
mentos para servirem de dados, calcular-se-hBo para exercicio os outros
tres restantes (Nota 6.%).
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|
ARcos, Log. sen. ‘ Log. cos. Log. tang.
A= 121"36'10"81 | 1.9302747 i.g':g?as';.i-—l 0.2108873—
1 B=  42.15.13,66 | 1.8296379 1.8693336 19583043
C= 3415, 2,76 | 1.7503664 Lg172860 l 1.8330804
a = 76.35.36,0 |1.9880008 i.3652279 | 06227729
b= Bo.do.do,o |1.8853636 | 18064817 |o0.07838:16
¢ = 4o. v,loo | 1LBo8oga6 18842463 1.9238564
g, = — 32. 8.50,0 | 7259905 — 19277212 1.7982693 —
g = 72 0. 0,0 | 1978574, 1.4864874 0.4921067
§ = —43.01.16,2 | 1.8§06263.— | 18599964 1.9826249—
W= 78 6190 |TLgge5;33 |L3i141076 | 0.6764656 l

l | .

A respeito do arco perpendicular serd

4051, 3,0 [ 1.8156388 | 19368,87 | 1.848760a

-
I

II. SUPERFICIES B CORVAS NO ESPACO,

Principios geraes.

183. PArn exprimir analylicamente a posicdo no espago de um
ponto M (fig. 32) | imaginem -se ires planos fixos sAx, Ay, 3Ay, laes que
se cortem todos no mesmo ponto A, e lenham dous a dous por intersecclo os
eizos Az, Ay, Az, que para mais facilidade supporemos por hora rectan-
gulares. Marque-se depois a distancia PM, ou s=¢, d'esle ponto & sua
projeccio P (P. 1L n.° 119, 3.%) sdbre um d'estes planos ; e tambem esta
projec¢io por meio das coordenadas AN, AS do ponto R, ou z=a, y=b.
As quantidades dadas, ou as coordenadas a, b, ¢, s30 as distancias MO,
MR, MP, do ponto M aos tres planvs , e sdo tambem as arestas que deter-
minam o parallepipedo ON. :
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Reflectindo que, além do angulo triedro sAxy , os oulros planos co-
ordenados formam mais sete triedros , reconhecer-se-ha que a posicio do
ponto M no espago ndo fica determinada pelas coordenadas @, b, ¢, em
quantondo introduzirmos as nogdes sdbre os signaes (P. 1L n.°20%). Para as
aplicar a este caso convencionou-se : que se considerassem negativos os 5 cor-
respondentes aos pontos que ficassem obaixo do plano zAy , produzido in=
definidamente: que se considerassem negativos os x correspondentes aos
pontos que ficassem por a esquerda do plano zdy, do lado 2': e final=
mente que se considerassem tambem negalivos os y correspondentes aos
pontos que ficassem por traz do plano zAz.

184, Succede muitas vezes que em uma questdo tudo é similhante a
respeito dos tres eixos z, y, z. Havendo enldo uma equagdo X=0, relativa
a0 eixo dos 2, haverd uma similhante Y==0 , correspondente ao eixo dos
y, @ uma terceira Z==0 relativa aoeixo dos z. Ora neste caso, as duas ulti-
mas equagdes Y=0 ¢ Z==0 podem deduzir-se de X=0 por simples mu-
danga de letras. As permulagdes devem fazer-se pela seguinte maneirs.

Poremos em X todas as quantidades relativas ao eixo dos z em lugar
dos quantidedes analogas correspondentes ao eixo dos y; depois estas em
logar das que correspondem ao eixo z; e finalmente estas ultimas quan-
tidades em logor. das primeiras que correspondiam ao eixo dos x. Por
esta permutacdo em gyro, deduziremos Z de X i por umo segunda per-
mutacio da mesma -natureza effectuada sobre Z, obteremos Y; e por
uma terceira analogn , effectuada sobre Y, recairemos em X.

Supponhamos que lemos as tres equagdes similhantes X=0, Y=0,
2 =0, relativas aos tres eixos e nas quaes além de x, y e s enlram os
tres angulos «, B, v, que correspondem respectivamente a estas lres coor-
denadoes.

Asseataremos em uma linha , mas separadamente , as tres coordena-
das e os tres angulos; depois por baixo n’outra linha, tambem separada-
mente, mas dispostas por ordem. differente , as mesmas seis quantidades ,
pela forma seguinte .

LylYs Sy ; s By
Gy Ly Yy Tuﬁiﬂ:

Feito isto substituiremos, na 1." equaglo X=0, cada uma das quentide-
des da linha superior pela quantidade correspondente da linha 1oferior ;
e com esta permutagdo obteremos a 3." equagdo Z =0. Poremos de novo
nesta ultima , as quantidedes da linha inferior em lugar das que lhe cor=-
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respondem na linha superior, e vird a 2.* equaglio Y==0; e operando similhan-
temente sobre essa equaglo, recairemos na 1.* X=0, d'onde partiramos.

E com effeito, cada ama d'estas operagdes equival a uma mudanga
nos eixos das coordenadas, pela qual se fazem primeiramente girar os
eixos dos @ e dos y no seu plano, por tal modo que o eixo dos z positi-
¥os vem cair sobre o eixodosy positivos, e este sobre o eixo dos z negativos.
Faz-se depois girar este eixo dos y positivos assim deslocado, e o eixo
dos z positivos , de maneira que o primeiro vem cair sobre o eixo dos z
positivos, e este altimo sobre o eixo primitivo dos @ positivos ; d’onde
results que a final cada um dos eixos das coordenadas positivas vem oc-
copar o logar de um dos outros eixos das coordenadas positivas. E
por isso que as equagdes relalivas aos tres eixos coordenados se deduzem
umas das outras por simples permutacdes de letras, sem ser necessario
bulir nos signaes; oque nao.aconteceria, se simultaneamente se ndo per=
mutassem pela maneira indicada as tres coordenadas, e as quantidades
que respectivamente lhes correspondem. .

185.  Se for dada uma equagdo entre as tres coordenadas, tal como
flz, v z) =0, esta equa¢do serh indeterminada. Se dermos a duas d'estas
variaveis quaesquer valores, z=a=AN, y = b=PN (fig. 32) , da equaclio
proposta resullaré para z, pelo menos, uma raiz z=c. Se esta for real,
levantaremos do ponto P sdbre o plano yAz a perpendicular PM =¢, o
d’este modo o ponto M do espago ficard determinado. Dando outres valo-
res &s arbitrarias z e y, isto &, tomando, como se quizer, dilferentes
poutos P sobre o plano zAy, deduziremos da equagio os valores corres-
pondentes de z, que determinarlio outros tantos pontos do espaco. Todos
estes pontos assim achados estardio sdbre uma superficie , que serh o logar
de todos elles, quando 0s imaginarmos unidos por lei de continuidade.
Esta superficie serd , por exemplo, um céne, um cylindro, uma esphera ;
e assim f(x, y, 5)=0 serd a equagio da superficie, porque distingue
os seus pontos de todos outros do espago.

Se z liver muitos valores reaes, a superficie terd muitos ramos (*);
e se for imaginario, a perpendiculor indifinida levantada em P sdbre o
plano xy ndo encontrard a superficie.

Se depois de havermos assignado um valor a y, tal como y—>b=—AS,
fizermos variar , a ordenada PM = z mover-se-ha na dirseao SP parallela
ao plano 23, e as variagdes correspondentes, por que passar, serdo determina=

{+) Nio havendo em portuguez palavra propria, que exprima o mesmo que
a palavra nappe adoptada pelos geomelras francezes , assenlimos que a express
sio ramos da superficie podia exprimir a idea de que se tracla , estando de mais
4 mais em analogia com outra ji adoptada de ramos de curva.
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das pela equagdo f(x, b, 5)=0, que seri por conseguinte a da inter-
seccdo da superficie pelo plano SM parallelo aos xz. Pela mesma razdo
fazendo x=a=AN, oa z=c= AT, teremos as interseccdes da su-
perficie pelos planos MN, ou OR, parallelos aos yz ou aos xy.

Fica assim evidente: que =10 ¢ a equacio do plano xy; 3=¢
s de um plano que lhe ¢ parallelo & distancia ¢; * =0 a equaglo do
plano ys; z==a a do plano parallelo 4 distancia a; etc.

Do triangulo rectangulo AMP resulta "+ AP*=AM®; ¢ como APN
di AP*=z"+ y°, serd, fazendo AM =R,

(1)eeee e 2+ 9"+ 3°=R%

Logo: 1.° adistancia de um ponto & origem das coordenadas & egual 4 raiz
da somma dos quadrados das tres coordenadas do mesmo ponto: 2.° se @
y e 5 forem variaveis, esta equacdo caracterisard todos os pontos do espaco,
cuja distancia R & origem & a mesma ; e serd por conseguinle a equacdo
da esphera, que tem o raio R, e o centro na origem das coordenadas.
Sejam (fig. 33) n @ m as projecgdes sdbre o plano ay dos dous pon-

tos N (z,y,3) e M («, y, z); mn serd a projeccdo da linha MN=LR,
e teremos (P. II, n." 222)

mn’= (z — 2'/*+ (y —¥)".
Além disso a linha MP parallela a mn, formando o triangulo MNP rectan-
gulo em P, da
MN*==MP*+ PN*=mn*4-PN*; e como PN=Nn—Mm=z —=', seri

(2):...(@— 2+ (y—y)’+ (s =—13")"=R"%

sendo R a distancia entre os pontos (z, y, z) e (&, v/, 2') (+). Se consi-

(«) Como mB, nC (fig. 33) parallelas a Ay, dio BC=2—az'=i projecgio
de MN sébre oeixo dos @ (P. 1. n." 119, 3°}, vé-se que o comprimento de uma li-
nha noespago é araiz da somma dos quadrados das suas projecpies sdbre os treseixos.

Temos tambem MP=MN cos NMP; logo a projeccio mn=—=DMN¢& o produ-
cio dalinha projeclada pelo cos. da inclinacio; e, reciprocamente, uma linha no
espaco é o quociente da sua projecciio sibre um plano, dividida pelo coseno do
avgulo que a linha faz com o mesmo plano. Estes theoremas extendem-se tambem
ds dreas planas situadas no espago, como veremos adiante,

54
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derarmos =, y, = como variaveis, esla equacio serd a de uma esphera de
raio R, cujo centro estd situsdo no pooto M (o', v/, 3').

186. Imaginemos a superficie de um cylindro recto (P. I.n.* 134),
tendo por base uma curva qualquer sdbre o plano xy, dada pela sua equacdo
flz,y)=0. A perpendicular indeflinida 2, levantada em qualquer ponto
d'esta curva sdbre o plono 2y, é uma generatriz d’este solido ; e por conse-
guinte qualquer valor que se dé a =, sempre a extremidade d'esta perpen-
dicular estaré sobre a superficie do cylindro.

Por conseguinle: a equagio da superficie de um cylindro recto ¢ a
da sua base, ou f(z, y)=0.

Quando a generalriz do cylindro recto for perpendicular ao plano
dos 3 , a equaglio d’esta superficie serd a da basetragada na quelle plano.

Por um raciocinio identico se prova, que a equaclo de um plano, per-
pendicular a um dos planos coordenados, é a mesma que a do seu trago
sdbre este plano , isto ¢, a da linha de interseccdo dos dous planos. As-
sim, se for AB=a (lig. 33 rep.) e a=1lang CBI, a equegio 2'=as+«,
que ¢ a da linha BC existente no plano zAz, serh lambem a do plano
FEBC, perpendicular a zAx, e que passa por BC.

187. Sejom M=0, N==0, as equacdes de duas quaesquer super-
ficies , e vejamos o que resulta da sua combinaglo.

Ficando neste caso arbitriria s6 uma das variaveis, = por ex.®, este
systema de equagdes representard a serie de pontos communs a ambas as
superficies , ou por outras palavras a curva resultante da sua intersecglo.

188.  Assim, recapitulando, vé-se: queum ponlo fica determinado por
{res equagdes enlre as suas (res coordenadas, X, y, e z; uma superficie por
uma §6 equagio enire as (res coordenadas variaceis dos seus differentes
pontos ; e uma curva por duas equagies, que vem a ser as das duas super-
ficies, que na sua inlersecgio delerminam esta linha.

Como por uma linha dada pedem passar infinitas superficies, ¢ claro
que uma curva no espago pdde ser dada por uma infinidade d'equagdes.

Eliminando = entre M=0 e N =0, obtem-se uma equacdo P=0
entre e y. Esla equaglo ¢ a de um cylindro recto, cuja intersecclio
com qualquer das duas seperficies é a curva de que se tracta: e tambem
¢ a equagdo da projecgdo da mesma curva sdbre xy. Se em vez de s,
elimiparmos y, vé-se do mesmo modo que a equagdo resultante Q =0,
¢ a de um cylindro recto, ou a da projecgdo da curva sdbre o plano zs.
Assim P=0, Q=0, slo as equacdes de dous cylindros, que podémos
substituir 4s superficies dodas; e sdo tambem as equacdes das projecgdes
da curva, ¢ as da mesma curva. D'onde se segue , que podemos tomar por
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equagdes de uma curva as equagdes das suas projecedes sdbre dous planos
coordenados.

189. Appliquemos estes principios & linha recta, Podemos tomar para
as duas equagdes as de dous planos quaesquer, que contepham a mesma
recta; convird porém preferir as que appresentam resultados mais simples.
Assim z=0, y=0, que sio as equagdes dos planos yz e xz, slo as equa=
coes do eixo dos z; =0, z=0, slo as do eixo dos y; e y=0,35=0,
s3o as do eixo dos x. Do mesmo modo se vé, que 2 =ua, y=106, 540 as
equagdes de uma recta PM (fig. 32) parallela aos 5, e cujo pé P, ou
interseccdo com o plano @y, tem por coordenadas »=a, y=26. E assim
a respeito dos oulros eixos.

Dada uma recta qualquer EF no espago (fig. 33 rep.), tiremos por
ella um plano FEBC perpendicular ao plano @s; BC seré a sua projecdo
sobre este plano. Do mesmo modo acharemos a projecgdo HG de EF sobre

o plano yz. As equacdes d’estas projecgdes, ou dos planos projectantes ,
ou

(B)eveescassesss, z=0s+ta, y=>bz+6,

stio as da recta EF,

E facil de ver, que « e & sho as coordenadas AB e AG do ponto E,
onde a recta EF encontra o plano @y;: e que a e b slo as tangentes dos
angulos formados pelas projec¢oes BC ¢ HG da mesma recta com o eixo
AZ. Eliminando =z, obtem-se a equagdo da projec¢do sdbre o plano xy,

(%) convcecsornsnees ay=bx + a€ — be.

190. Se arecta EF (fig. 33 rep.) passar por um ponto F (<, v/, 2/),
as projecgdes C e H d'este ponto estardo situndes sébre as da recta; logo
as equagdes da mesma recta serdo (P. IL.n° 219)

(83 dtm i s s—a=a(z—=75), y—y=b(z—3).

Se a recta passar por um segundo ponto («', y", s"), obteremos outras
: duas equagdes similhantes, por meio das quaes e das precedentes se

o . " !n 'l_ l
determigardo os valores de a e b, que sdo azfﬂ’ t: , b y =4
O

'
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Se a recta passar pela origem A, as equagdes serdo

(6) sovsecranccnscens =0z, y=>ba

¥

E facil mostrar, que as projecgdes de duas rectas parallelas sdbre um
mesmo plano, sdo parallelas (P. I1.0.° 115) ; logo as equacdes d’estas rectas
devem ter os mesmos coeflicientes a e b para z, e differir unicamente
nos valores das constantes « e £.

191.  Se forem dadas as equacdes de duas rectas
r=asta, y=b=.+ 6; x=azta, y="bz4+¢,
e eliminarmos entre ellas as coordenadas variaveis x, Y, :,-\'irﬂ uma equacio
) s cines (a—a) (b—V)=(6 —6€)(a—4d),

a qual, sendo independente das mesmas variaveis, & a condigﬁo.ﬂecesmrt:a
para que as mesmas rectas se encontrem, Se ella ndo for satisfeita, as li-
nhas niio se cortardo; e se o for, o ponto de intersecglio terd por coorde~
nadas

&« —a 6—¢ ___ﬂ’u—ﬂu'l Ve —bg
N s el et e i e

Se as rectas forem parallelas, serd entlo a=a’, b=1", e os valores das
coordenadas sairdo infinitos, o que indiea que as mesmas reclas se ndo
podem encontrar,

Equagies do Plano, do Cylindro, do Cone , etc.

192.  As condigdes pelas quaes se determina a natureza de qualque,
superficie, reduzem-se sempre, em Gltima analyse, 4 lei da sua geraglio, »

e
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qual consiste em que uma curva generatriz, de forma constante ou va-
riavel , se move de certa maneira ao longo de uma ou muitas linhas da-
das, que se chamam directrizes, e gera assim a superficie de que se
tracts. Para achar aequagho da superficie gerada emprega-se um racioci-
nio similhante a0 do n.° 325 da P. Il.; do que passimos a dar alguns
exemplos , comecando pelo plano.

Um plano DC (fig. 3%) pdde considerar-se gerado por umareeta EF,
que conservando-se sempre parallela a uma direcgdo determinada , € obri-
gada a mover-se sébre uma recta fixa. Supponhdmos pois, que a genera-
wriz EF, ficando sempre parallela & interseccio BC do plano DC com o
plano dos xz, éobrigada, em qualquer das suas posicdes, a encontrar sem-
pre a interseccdo BD do mesmo plano DC com o plano dos ys, a qual
& v'este caso a directriz. Para achar a equaglo do plano € necessario
exprimir analyticamente estas duas condigdes.

As duas seccdes BC e BD encontrando-se em B no eixo dos z, tem
por equagdes, fazendo AB=C,

BCiivasres y=0, s=Az4C,

Como a lisha EF , em qualquer das suas posigdes , deve ser sempre
parallela a BC, o plano projectante EHIF serd parallelo azz, e HI aAx.
A projecclio de EF sdbre o plano @ tambem serd parallcla a BC. Assim
as equacdes de EF serdo

ot S30bm 4 G bl o o (B):

Eliminando 2, y, = entre estas ultimas equocdes , e as equagdes (1)
da directiiz, obtem-se a equacdo

a qual, pelo que fica dicto (0.” 191); ¢ a equagao de condicdo para que
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@ generalriz lenha, em lodas as suas posigdes, um ponto commum com a
directriz fira.

Se dermos pois a « e € valores que satislacam 4 ullima equado
(3), e os substitairmos em (2), estas serlo as de generatriz n'uma das
suas posigdes. Se nas equagdes (2) substituirmos o valor (3) de &, estas
equagdes serdo as de uma generatriz qualqaer , cuja posico dependerd do
valor arbitrario que se der a . E finalmente, se entre o equacdes (2) e(3)
eliminarmos z e €, a equagdo resultante

==AE+B,+C,..--..........-. (‘i}

sendo independente d'aquellas quantidades , serd a do plano ; por isso que

entdo z, y, s representam as coordenadas de uma geoceralriz qualquer,
de que o plano é o logar geometrico.

Da analyse da equagdo do plano se vé: 1.° que C representa a coor-
denada z inicial, ou AB: 2.° que A e B represcntam os tangenle dos
angulos , que fazem com os eixos dos # ¢ dos z o3 tragos BC e BD do
plano sibre os dos zz e dos yz: 2.° que se fizermos variar C sémente,
o plano se movers parallelamente , por isso que os tragos successivos se
conservam parallelos,

Conclue-se tambem do que fica exposto:

1.° Que toda a equagdo do 1.° gréo a tres variaveis é a de um
plano, porque péde sempre reduzir-se & forma (4).
2.°  Que duas equagdes qnaesquer do 1.° gréo a tres variaveis , siio

as de uma linha recta, resultante da interseccdo dos planos representados
por aquellas equacies.

3.° Que, sendo dada a equaglo do plano, obteremos as equagdes
dos seus tragos com os planos dos zz, yz e xy, fazendo nella respectiva-
mente y=0, 2=0, 5=0, que sdo as equacies dos mesmos planos
Assim Az +By+C=0 ¢ a equacdo do trago do plave com o dos xy,

Podiamos ter considerado o plano gerado por uma recta qualquer
no espago obrigada a mover-se sébre outras duas, que poderiam ser os
tragos do mesmo plano com dous dos planos coordenados. Este calculo, um

pouco mais complicado, e que propomos para exercicio, conduziria aos
mesmos resultados.

193.  Por um raciocinio identico acharemos a equago do Cylindro,
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o qual (P.11. 0.° 1 3%) pdde considerar-se gerado por uma recia qualquer ; que
consercando-se parailela a si mesma, ¢ obrigada mo sew movimenlo a en-
contrar sempre uma curca dada no espaco.

Sejam

r=asta, Yy=bs48 .....c00aiu (a)

as equacdes d’uma recta parallela & generatriz, mas quaes a e b se
suppde conhecidas , e a e B dependentes da posicio da recta, Sejam tam-
bem M =0, N=0 as equacdes da directriz. A condi¢ho para que esta
curva seja encontrada sempre pela generatriz & expressa (n.° 191) pela equa-
cdo 2=Fa, resultante da eliminiciio de z, ¥, 3, entre as qualro equagdes
d’estas linhas.

Se nas equacdes (a) substituirmos Fa por 3, estas duas equagdes se-
t3io as de uma generatriz qualquer, cuja posicdo dependerd do valor de .

Se depois eliminarmos d’ellas a quantidade « , obleremos uma rela-
¢io enlre x, y e 5, que terd loger para qualquer generatriz, e que serd
por conseguinte a equaclo pedida.

Logo, para achar a equaglo de uma superficie eylindrica , devemos
eliminar z, y e s eolre as equagdes (a) e as duas M=0, N=0 da
curva directriz; depois na equacdo resultante £ = Fa, subslituir z — az
por @, e y — bz por & A equagdo do cylindro sera pois da forma

§=08 S F(x—8%): .0 csairanasscans )

dependendo a férma da funcgdo F da natureza da directriz.

Se por ex.% a base for um circulo de raio r, tragado no plano ay,
e collocado como na fig. 36, com o diametro AE sdbre o eixo dos z,
e a origem em A : as equagdes d'esta base, que se pode tomar por dire-
ctriz, serio

'+ 2'=22, 2=0;

enire as quaes' e as equagdes (a) se eliminarmos z, y, 3, vird a equaglo
de condiciio (+) B*+ o' == 2ra ().

(=) Isto ¢ evidente , rellectinde, que « e § sio as coordenadas do pé
da generalriz. A mesma consideragio se fard a respeito do cone.

Poder-se-hia achar a equacio do plane, considerande-o como um eylindro
cuja base é uma recta.
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Logo
{:y——bz}’-{- (,{c-—ﬂz}==2r {.’.IF— az) ....... ity {:5]

¢ a equagdo do cylindro obliquo de base circular. As quantidades a e b
serfio determinadas pela direccdo do eixo.

Se o eixo estiver no plano xz, serd b=0, ¢ a equacdio precedente
tornar-se-ha em

v+ (2 — as)’=2r (z — a3).

Finalmente , se o centro do circulo estiver na origem A, substitair-se-ha
por r* 0 2.° membro de (5).

19%. Sejum M=0;Nz=0....,. dals adve (8)

as equacdes da directriz de wma superficie conica, quelquer (P.II. n.°
136) cujo vertice S tem por coordenadas a, b, «.

A geoeratriz d'esla superficie ¢ obrigada a passar pelo vertice e a
encontrar sempre no seu movimento a directriz,

A 1.% condigdo ¢ expressa (n.° 190) pela equacdo
z—a=a(z—ec), y—b=06(z—¢c)e..vueu.nss (a”)

A 2. 6 expressa, (n." 191) pela equagho € = Fa, resultante da elimi-
nagdo de z, y, =, entre as equagdes (a') e (a").

Eliminando depois € e « por meio das equagdes (a'") vira a equagio
do cone

P J8 .(f‘*“) ......... it .. (6)

5 —

na qual a forma de F dependers tambem danatureza da directriz, e serd
determinada quando esta o for.

Se, por ex.” a base for o circulo AE (ig. 36), que podemos tomar
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por directriz . as suas equacdes («') , suppondo a origem na extremidada
A do dismetro, e esle coincidindo com o eixo dos @, serdo

s=0, "} z* =2rr;
s equacds € = Fe serd 'neste caso
(@ — )+ (b —Be) =2r (a — ac):
d'onde se deduz
(az — cx)*4 (bs — ¢y)* =2r (s —¢) . (a5 — ex),
a qual serh a equagdo do cone obliquo de base circular.

Se quizermos que o €ixo SC esteja no plano zz, como na fig. 36,
faremcs b =0, evird

¢ (2*+ y") + 2¢ (r — a) @3 + a (@ — 2r) *+2aers —2¢'rz =0.

Se 0 cone € recto, poremos a = r. Mas "neste caso é mais simples
tomar o eixo dos z para o eixo do céee, e acha-se entdo para equagio
d'esta superficie assim disposta,

(24 7Y =1 (5 — o)y ou @ Y= (5me)’y oo ()

designando por m a uugeute—:-dn angulo formado pelo eixo e pela gene-

ralriz.

Se o circulo da base nlo fosse tracado no plano zy, mas n’outro
inclinado sobre este, e perpendicular aos 3, seria necessario , designando
por A a langente do angulo que a base fizesse com o plono &y, subsli=
tir por (a') os equagdes

s=Az, 2+y+t=r.
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195.  As superficies de revolugdo podem considerar-se geradas
(P. IL 0.° 133) pelo movimento de um circulo BDC (fig. 37), o qual
sendo perpendicular a um eixo Az, conserva sempre o centro I sobre este
eixo, e cujo raio IC vai continuamente variando, de modo que o circulo
corta sempre uma dada directriz CAB.

Como o circulo genitor deve ficar constantemente parallelo ao plano
dos xy, as suas equagdes serdio as do seu plano e do seu cylindro proje-
ctante, ou, fazendo Al=3, ¢ 0 raio IC=2=,

Para que este circulo encontre sempre a directriz, cujas equagdes designa~
remos por

¢ necessario , segundo temos visto, que tenha logar a equagio de condi-
¢d0 F (a, €)=0, resultante da eliminacdo de =, y, z, entre (b) e (b').

Se depois eliminarmos « ¢ (3 entre esta equaglo e as equacdes (B),
obteremos 'a equagio pedida da superficie de revolugio, que serd de
forma

¢ oa qual a funccdo F dependerd ainda da natureza da curva dire-
clriz.

I. Se a directriz é um circulo existente no plano 2z e com o centro
na origem , as equagdes (') serdio neste caso

y=0, 24 z* =r*;

e a equacio de condiglio tornar-se-ha em & - &=r’, o que alits ¢
evidente. Substituindo "nella os valores de « e € deduzidos de (8), vira a
equagdo da esphera, jo achada (0.° 185)
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z1+y=+52=r"‘ ............. Sasmm v (g)

II. Se a directriz & uma parabola BAC existente no plano xz, e
situsda como na fig. 37, as equagdes da directriz serdo

y=0, z*=2ps,
d'onde se deduz o* =2p§; e por fim
R T S vhe), 19y

que ¢ a equagdo do paraboloide de revolugdo em volta do eixo dos =

II.  Se as directrizes forem ellipses ou hyperboles, acharemos pela
mesma maneira que as equagdes do ellipsoides e hyperboloides de reco-
Tugdo , cojos 1.°° eixos coincidem com os dos z, sdo

A (224" ) =B = A'BY, . oieinnnn (11)

sendo os signaes superiores relalivos ao ellipsoide , e os inferiores ao hy-
perboloide.

IV. Se a directriz é uma recta, as suas equagdes serio
z=as+A, y=0:+8,
dos quaes resulta a equaglio de condiglo
(af + AP+ (b3 + B)* =<’
Eliminando « € &, vird por fim a equacdio da superficie de revolucdo
&4 y'= (a®+ ") 5°+ 2 (Aa + Bb) s + A’ B”

Fazendo =0, acha-se (P. L. 0."310) que a intersecgo pelo plano ys € uma

e e T
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hyperbole, e como x e y entram sempre debaixo da férma z*+y*, 5 seri
funcclo de 2*4-y*, e por conseguinte a superficie ‘gerada é um hyper«
boloide de revolugao,

Com tudo se a recta directriz cortar o eixo dos z, as suas equacdes
serfio salisfeitas fazendo z =y=0, e s=c, donde resulta A =— g¢ ’
B = — bc. Teremos pois

(@ +8)(s—e)=2"+¢" ..ovrn-.. o (12)

a qual & a equagdo do cine recto (n.° 19%).

Querendo a equaglio de uma superficie de revolugdo em volta de um
eixo com uma direccio qualquer, seri necessario ou reeorrer a uma trans-
formagdo de coordenadas, ou tractar directamente o problema de uma ma-
neira analoga & que temos seguido,

Problemas sdbre o plano e a linka recta.

196. Cumpre advertir aqui, como na P. 1. n ° 224, que a respeito das
superficies se podem appresentar dous generos de problemas. Ou setracta de
determivar os pontos de uma dada superficie que gozam de certas proprieda-
des, ou enlio de assignar & superficie uma posigio ou dimensdes taes ,
que por meio d'ellas satisfaca a certas condigdes. No 1.° caso yyes
s80 as incognitas; no 2.° & necessario delerminar algumas das constantes
de modo que sejam satisfeitas as condigdes do problema. Estas condicdes
devem , em todos os casos , estabelecer fantas equacdes distinctas quantas
s30 a5 incoguitas , alids o problema seria indeterminado ou absurdo. Pas-
sémos a applicar ao plano estas consideragdes geraes,

197. Achar as projecedes da inlersecedio de dous planos.
Sejam as equagdes d'estes planos

3=Ar+By+C, s=A'z 4Bz +C.

Eliminando successivamente entre estas equacdes as variaveis 3, z, y,

o::laremos as equagdes seguintes das projeccdes da intersecgdo sobre os
planos
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308 2y..creie (A=A)24(B—B)y +C=C'=0
(1) < dos yseu.ue-. . (A'—A) 3 4+(AB'—A'B) y+-AC'—=A'C=0,
dos #z.v 44 +0ss (B'~—B) 3z +(A'B—AB') 24+-BC'—~B'C= 0.

198. Fazer passar um plano por um, dous ou lres pontos dados.

Seja a equacdo do plano z=Ax + By 4 C.

O plano ficaréd determinado, ou quande A, B, C forem conhecidas, ou
quando se poderem estabelecer entre estas quantidades tres equagdes, por
meio das quaes se delerminem os seu valores.

Se quizermos que o plano passe pelo ponto dado (2, v/, 3'), a sua
equacdo tornar-se-ha em z'= Az'4 By'+ C. Subtrahindo pois esta iiltima
equacdo da primeira, teremos a equacdo do plano que passa pelo ponto
dado ,

(B) % < % b pes oo 3—2'=A(z—2)+B(y—y)

Se quizermos , que passe por um segundo ponto (z", y', 5"), tere-
mos " = Az"4 By’4 C; e como nos falta ainda uma equagio para po-
dermos determinor as tres constantes arbitrarias , podemos sujeitar o plano
a passor ainda por um terceiro pouto, ou a satisflazer a oulra condigdo.

Mas se quizessemos por ex.’, que o plano além de passar pelo ponto |
(', o', 5',) fosse parallelo a um plano determinado s=A'z + B'y + C/, i
teriamos a equaglio (2), e as equagdes

3 A=A, B=PF.

199. Achar ascondigdes para que uma recta ¢ um plano coincidam
ou sejam parallelos.
Sejam as equagdes do plano e da recta

3=M+Bﬂ+€,

L Z=as+ «, y="bz + .
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Substituindo na 1., os valores de x e y, tirados das duas altimas, te-
remos

z(Aa+ Bb—1)+ Az+ BE+ C=0.

Se o recta e o plano tivessem um s6 ponto commum, o valor de =
tirado d'esta equagho seria o de uma das coordenadas d'este ponto.

Para que a recta porém coincida com o plane, & necessario que
esta tultima equagdo subsista qualquer que seja o valor dez; e por conse-
guinte as equagdes de condigdo de esincidencia serio

(3) .--cecc.ue Aa+Bb=1, A+ BE+C=0.

Para exprimir que arecta & sémente parallela ao plano , basta introduzir
a condiglo de que, se tran<portarmos parallelamente a si mesmo tanto a
recla como o plano até & origem , ahi bao-de concidir. Mas para que esle
transporte tenha logar & necessariv suppor nullos nas equacdes precedentes
@, e C; logo a condigdo de paralielismo reduz-se 4 equacdo

{i‘} CRsas nFaE T EasaE va .ﬁa-{-Bb—-l:ﬂ'.

200. Exprimir que uma recta ¢ perpendicular a um plano.

Se projectarmos a recta sdbre o plano dos xy, o plano projectante
sera_perpendicular ao plano dado e a0 dos ay; os dous dltimos terdo pois
por intersecgio uma perpendicular ao plano projectante, e por conseguinte
& projeccdo da recta sobre o plano dus ay. Logo, quando uma linka for
perpendicular @ um plano, os tragos deste plano e as projeccies da recia
sobre os planos coordenados fardo respectivamente angulos rectos.

Posto isto, servindo-nos das mesmas equagdes do plano e da linha

recta do n.’ p.recedaule, as equagdes dos tragos do plano sdbre osx: e yz,
serdo

3=Az+C, z=By+C

-

o0 e
BRIV AY » s

u:,n
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e as condicdes de perpendicularidade d'estes tragos com as projeccdes da
recta , dardio (P. IL 0.° 220, equacio 6)

BE . iteicvs oo A+a=0, B+b=0.

Estas equacdes determinam duas das constantes do plano, ou da recta que
lhe & perpendicular. As oulras constantes devem ser dadas, ou sujeitas a
outras condigdes.

201. Querendo tirar um plano perpendicular drecta dada, a equa-
¢lo do plano serd pelo n.° precedente,

Se designarmos por e & as coordenadas do ponto onde a recta encontra
o plano xy, uma esphera, cujo centro esteja "neste ponlo, terd por equa-
¢lo (0.° 185)

As equagdes (6) e (7) sao pois as de um circulo cujo plano ¢ perpendi-
cular d recta dada. O raio d’este circulo e a sua posigdo absoluta depen-
dem de r e deC.

Sejom M=0, N=0, as equagles de uma curva. Para que esta
encontre o circulo de que acabdmos de tractar, é necessario que possam
coexistir as quatro equagdes precedentes, Eliminando entre ellas as varia-
veis , y e z, vem uma equagho de condigio r=F (C), na qual re-
pondo por r e C os seus valores tirados de (7) e (6), vem a equaclio

s Vi{e—a)'+(y—6)+2 =F (s+azx + by),

que é a da superflicie gerada pela revolugio da curva dada em volta da
recla.

202. Se pelo contrario quizermos tirar uma recta que seja perpen-
dicular aum plano dado, € que passe por um dado ponto (x', y',2'), teremos

- =
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(0.° tQ*) para delerminal-a as seguintes equagdes

9) .... 2— '+ A(s—2)=0, yﬂry'-i-B{z-—;'):O.

Por meio d'estas duas equacdes ¢ facil achar a distancia do ponta ao pla-
no ; por quasto pondo

L=C— 7+ A2+Be';
dando & equagio do plano a forma
(@) corennnnn s—3=A(r—2)B(y—y)+L;

e eliminando depois as coordenadas 2,y e 5 do pé da perpendicular ,
entre as equagdes (9) e (a): resulta finalmente

Lo . —Ak L =Bl
Fry L L Rt T ey R R Sk oy 4

'
=5 =

A distancia entre o ponto (@', ', £') @ o pé da perpendicular (z, y, z),
ou por oulras palavres, a distancia do ponto ao plano, seré pois (n.° 185)

(+) Se o ponto pertencer a uma recla (2=az+a, y=>bs+€,) serd

_[Aa-e-'l‘lb-—l}:—r—.h-;-lis-u-c

é
Vicas o

Para que a recla seja parallela ao plano , & necessario que & seja constanle, ou

Aa—=DBb—1=0.
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903. Achar a distancia de wm ponto a uma recta. Servindo-nos
das mesmas equagdes da recta do n.° 199, o plano perpendicular , tirado
pelo ponto dado (&, ¥/, ), tem por equagio

(@) covveerenna(z—2)+b(y—y)+5—3=0.

Eliminando z , y e = entre a equaclo (a') e as duas da recla, obteremos
0s seguintes valores das coordenadas do pento de encontro da recta com o
plano perpendicular ,

aM M M

ot oy Sl bt i T
sendo

M —a (#— a) + b (y— B) + 5"

E por conseguinte concluiremos tambem (n.° 185), que a distancia
P entre o3 poutos (=, y's 3')4 (@, Y 2), ou por oulras palavras, que a
distancia P, do ponto & recta, é dada pela equagdo

i l__ 3 I__ &\ o
11):e.0iss. P=(2'=a)'+(2'— €)'+ = TP
20%. Achar o angulo A formado por duas rectas. Como péde acon~
tecer que os rectas dadas, sendo produzidas, se ndo encontrem, deve enlen-

der-se, que se pede o angulo comprehendido entre duas rectas tiradas por
um mesmo ponto parallelamente ds linhas dadas.

Sejam pois as equagdes das parallelas s rectas dadas, tiradas pela origem,

E para que coincida com elle, ¢ mnecessario, além dlsso,que seja ¢ =0, ou
Az+BE+C=0.

PariE;“ consideragio podiam tambem determinar-se as condi¢des pedidas no
n.”199.
46
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(0)eeersuz=03, 2=bz; (V)...... z=az,y=bs;

tractimos de achar A em funccio de a, b, a, b.

Para isso imagine-se primeiro uma esphera, cujo centro coincida com
a origem das coordenadas , e cujo raio seja a unidade. Obteremos as coorde-
vadas do ponlo em que ella corta a recta dada pelas equagdes (b) , substi-

tuindo o3 valores de = e y , tirados das mesmas equacdes, na equaglio da
esphera, que ¢ :

m:+y=+z!=i;

e acha-se (a"+ 5"+ 1) =1, da qual se dedoz z, e depois z e y por
meio das mesmas equagdes (b). Para obter depois as coordenadas s/, o/, e y
do ponto, em que a mesma esphera corta a recta dada pelas equagdes (b'),
basta evidentemente mudar nos valores precedentes a ¢ b em a' e b,

Teremos assim

1 a b
= —_— = B = -
Vitrb+a V14 (1’—|43":| Vit o+ b
1 a' v
.l— I,

= ;]:’: » (~—] .
vy +a*4+- b ; Vl—}- a4-b° y V'H_ a'°+-_b'-’

A distoncia D, entre os pontos determinados por estes dous systemas de
coordenadas , serd dada pela equaglio

D* = (@) (g (' — 5= 2 — 2 (a4 5#),

por ser
a+y'+t=1, 2% Y+ " =1.

Figurando agora no espago o triangulo isosceles, cujos tres lados sio
1,1eD, oangulo pedido A sera opposto ao lado D; e por conse-
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guinte a equagdo (D, n.° 201, P. II.) daré para este angulo
(12) .0 ceevencicsA=1—iD=aa'+ yy'+ 23/

£ 1+ aa'4- b
VIt e+ 80X Vifa +o°

D'esta Gltima equaglo deduz-se , pela relaglio conhecida sen =V"1— cos®,

V(a—a)'+ (b—b) '+ (ab— a'b)* _
Vita 48 x V14 a 40" g

(13)...... s0A=

e facilmente se obteria depois o valor de tang A.

1.° Para deduzir 0s angulos X, Y, Z, que uma recta faz com os eixos dos
@, y e 3, basta substituir nes equades precedentes, em logar de o’ ¢ ¥/,
os seus valores correspondentes a cada um d’estes eixos. Querendo achar ,
por ex.’, o angalo que uma recta faz com o eixo dos z, cuja posiglo &
determinada pelas equacdes =0, y =0, teremos em virtude das equa=

gdes (V) a'=0, V' =0. Introduzindo estes valores na formula (12) do
0.° precedente,, resulla

|

sl =—ouo-——.
Vi_i_an_[_bl

E notando que o systema das equagdes (5) do mesmon.” pode ser substi-
tuido pelo systema equivalente

b 1 a i

y=—ax, z=-a—-z, T==1, E=—1;

L b 1
acham-se pormilu permutacdes , mudando a e bem-;u-;- para =,

a
eaeh em 7 © g paray, os valores de cos X e de cosY.
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Por este modo acharemos que os angulos, que uma recta qualquer no espago
faz com os tres eixos coordenados, sdo delerminados pelas equagdes seguin=
les:

a

03 X = ——————
Virer o

cos Z=

VI—I- a*4 0 '

2.° As equagdes (15) sio tambem os valores dos senos dos angulos
que a recta faz com os planos dos yz, x5 e xy; pois que estes angulos
sio visivelmente complementos de X, Y e Z.

3.° Sommando os quadrados das equagdes (1%), vem a relagio
c0s® X - cos* Y 4 cos*Z=1.

As equagdes (14) e (15) fozem ver, que podemos sempre tirar no espaco
uma recta, que forme com dous dos eixos coordenados, 0s dos x e dos y
por ex.’, angulos arbitrarios X e Y; porém o terceiro Z fica entdo deter-
minado.

4.° Tomemos um comprimento qualquer MN (fig. 33) sdbre uma
recta no espago, que faz os angulos X, Y e Z com os eixos coordena=
dos, e projectemos o mesmo comprimento sobre os z e 03 y.
As projecgdes serdio

BC=MN.cos X, e MN cos Y.

Porém mn, ou MP, é a projecclio de MN sébre o planoay, e por con-
seguinte & mn=MN sen Z. Projectando de noyo mn sbbre os z e 0s ¥
as projeccdes serdo
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BC=mncos 6, e mn sen 0,

sendo 8 o angulo que mn faz com os . Substituindo depois 'nestas equa-
gbes por mn o seu valor precedente, vem

BC=MN senZ cos , e MN senZ sen 6.
Egualando finalmente os dous valores das mesmas projeccdes , resulta
(16) ...... cos X =sen Z cos O, cos Y =sen Z sen 0.

Assim, em vez de determinar a direccio de uma linha no espago por
meio dos tres angulos X, Y, Z, que ¢lla faz com os tres eixos: basta
que seja dado o angulo que ella faz com a sua projecglio sbre o plano
dos zy (que & o complemento do angulo Z); e o angulo § que esta pro-
jecglio faz com o eixo dos X ; e reciprocamente.

Sommando os quadrados das duas equacdes (16), vem
cos* Xt+cos®* Y=sen’ Z=1—cos* Z,

relagio que ji tinhamos obtido 3.°

5.° Sommando os valores dos productos cos X cos X', cos ¥ cos § g
cos Z cos Z', dados pelas formulas, e comparando a somma com a equagio
(12) acha-se a relaclio

(17).... cos A=rcos X cos X'4-cos Y cos Y'+ cos Zeos 7',

por meio da qual se exprime o valor do angulo, que 'fazem duas rectas no
espago , em funcglo do angulo que cada uma d’ellas faz com os tres eixos.

e s i I e
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6.° Se as duas rectas forem perpendiculares, sers cos A=0, e
esta condigdo serd expressa por qualquer das relagdes seguintes

(48) 5 sslisa sinpobeuimiatibaeiial Wamb,

) T c0s X 08 X'+ cos ¥ cos Y4 cos Z cos Z'= 0.
2056. Achar o angulo § de dous planos, dados pelas suas equagdes

3=Az+By+C, z=Az+By+C.

Se da origem abaixarmos perpendiculares sdbre os dous planos, o angulo
feito por estas linhas serd egual ao dos planos. Sendo pois

E=az, y=bz, z=as, y=V¥s,

as equagdes de duas rectas que passam pelaorigem ; para que estas rectas
sejam respeclivamente parallelas aos dous planos, & mecessario que sejam
(0. 200)

A+a=0, B+b=0; A4ad=0, B+¥V=0.
Logo as equagdes das perpendiculares serdo
2+Az=0,y+B:=0, 2+Az:=0,y4+Bs=0;

e o coseno do angulo d'estas rectas, que ¢ o dos dous planos, sers (0.’
204)

1 +AA'4- BB
VIT AL B VIFA™ 1 B

(20) e vovnvsnes co8l=
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1.° Se fizermos tomar ao 2.° plano a situagdo dos yz, a sua equa-
¢lo tornar-se-ha em z=0; ¢ necessario por tanto, que na equagldo (20)
se faca A'=B'=C'=0, a fim de oblermos o angulo V que um plano
faz com o dos @y. Por meio de simples permutagdes, como no n.” 204,
obteremos os angulos T ¢ U, que o mesmo plano faz com os 23, e ys.
Por conseguinte

A

¢0s | = —0 — ——
Vl*{-ﬁ.’-}-ﬂi L]

Destas equagdes deduzem-se as relagdes

(22) cenvvncnannns cos® T4 cos® U4 cos* V=1,
(28) .eveeenn.. cosh==cosT cosT'4 cos Ucos U'+ Veos V.

A dltima da-nos o angulo dos dous planes em funeclio dos angulos que
cada um d’elles faz respectivomente com os tres planos coordenados.

*2." Se os dous planos forem perpendiculares, seri cos § =0, e esta
condiglio seréi expressa por qualquer das duas relagdes seguintes:

T T S 1+ AN+ BB'=0,

(25) so v eevavnan e c08Tcos T'4cos Ucos U4 cos V cos V'=0.
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206. Achar o a.nga;fo n de uma recta ¢ de um plano.

Sejam
z=Ax+By+C, e z=azs+a, y="bs4p,

as equagdes do plano e da recta. O angulo pedido & egual ao que a recta
faz com a sua projeccio sdbre o plano (n.° 119 P.I1.); conseguintemente
se de um ponto da recta abaixarmos uma perpendicular sobre o mesmo
plano, o angulo d’estas duas livhas seri complemento do angulo #.

Tiremos pois pela origem uma recta qualquer x=a's, y=10s;
para que ella sejo perpendicular ao plano, & necessario (n.° 200), que
seja a'=—A, b'=—B. O coseno do angulo que ella forma com a li-
nha dada, sendo egual a sen u, teremos (n.* 204)

1—Aa—Bb
VIta + X VITAT B

(26).0eeiecren.. senn=

D'aqui facilmente se conclue, como no n.° 205, que os angulos que a
recla [orma com os planos coordenados yz, x5, e @y, tem por senos
respectivos

a b i
Vita+b* : V!+a’+b" Vl—]—a'—}—b" -

o que concorda com o que ji vimos (0.° 20%, 5.%).

207. Se a recta for parallela ao plano’, sendo entdo sen n==0,
esta condiglio serd expressa pela relagao
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Transformagdo de coordenadas.

208. Passar de um systema de coordenadas para outro de coordena~
das parallelas ds primeiras com a origem n'um ponto differente (a5 By 1)

Veremos por um raciocinio similhante ao que empregimos no n.’
232, P.II, que deve fazer-se

.:n=-x'-i~ar., y=y'+s, =347

E necessario advertir ainda, que s coordenadas da nova origem a, [3, ¥
devem dar-se os valores e os signaes convenienles & sua posigdo. Por
exemplo, se a origem estiver no plano dos zy, seri y=0; se estiver no
eixo dos = negalivos, « e & serBo nullos, e y serd negalivo.

909. Mudar a direcgiio dos eixos. Imaginem-se (fig. 38) tres no-
yos eixos Aa', Ay', As'; e supponhamos os eixos primitivos rectangulares,
e estes novos eixos com uma direcclio dada arbitrariamente. Tomé-se um
ponto qualquer e tirem-se as suas coordenadas o', y' e 2. Se depois pro-
jectarmos successivamente estas coordenadas sdbre os tres eixos primitivos
dos @, dos y e dos z; cada uma das coordenadas x, y, e = serd, & simi=
Ihanga do que se viu no n.® 233, da P. IL., a somma das tres projecgdes
sobre o eixo respectivo.

Desigoe-se_por (2 #) o angulo «'Ax formado pelo eixo dos o' e
dos z; por (v ') o angulo yAy'; .... etc: teremos

@ =a'cos (z'z)+ y' cos (y'x) +3'cos (z'z)
(Y svovas e o y=a' cos (@y) + y' cos (y'y) + 5 cos (s'y) ,

3=z cos (z's) + y cos (y'z) + ' cos (3s).

Como suppuzemos 0s eixos primilios rectanguleres, os aogulos pre-
47
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cedentes nlo sdo inteiramente arbitrarios, por isso que devem salisfazer
(n.* 20%, 3.°) s relagdes -

cos® (') -+ cos® (2'y)+- cos® (x'z) =1,
(B) «..uvs.. Loos® (') +-cos® (y'y) 4 cos® (i'z) = 1,
cos™ (3'x) 4- cos* (s'y) + cos” (3z) = 1.

Fazendo , para simplificar ,

§ = cos (') cos (y'z) + cos (o y) eos y'y) + cos («'z) cos (53).
T = cos (') cos (s'z) -+ cos (ay) cos (='y) + cos (#'s) cos (5's),

Us= 008 y'x) cos (=) +- cos (y'y) cos (<'y) + cos (y) cos (=)

teremos para exprimir os angulos que os novos eixos fazem entre si (n.°
204, 5.°) as equagdes

(C)eeuniis cos(zly) =S, cos(2's)=T, cos(ys)=".
Se as novas coordenadas forem rectangulares, teremos

| RPN .§=0, T=0, U=0.

As equacdes (A), (B), (C), (D) contém os nove angulos que os eixos

» ¥ &' fazem com os @, y, 5. Se quizermos sémente mudar de um
systema de coordenadas rectangulares para outro de coordenadas de direcclio
o{aliqua, teremos apenas seis angulos arbitrarios , porque as equagdes (B)
determinam tres.
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E se, além disto, quizermos, que o segunde syslema sejo tambem
rectangular, as equacdes (D), que exprimem esta condigdo, deixario uni-
camente tres angulos arbitrarios.

Com effeito o eixo dos 2’ faz com os z, y, = lres angulos, dous dos
quaes sdo arbitrarios, e o terceiro vem a ser determinado pela 1.* das
equacdes (B): o eixo dos ' estaria no mesmo coso se ndo fosse sujeito a
ser perpendicular aos &'; esta condigho porém nlio deixa realmente mais
que uma arbitraria: e como o eixo dos z', perpendicular ao plano z'y/,
vem a ser determinado com os dados antecedenles, sdo por fim somente
tres as quantidades arbitrarias.

Os valores de &/, y, 2/, deduzidos de (A) serviriom pora transfor-
mar um systema de coordenadas obliquas w' outro reclangular. E por meio
das mesmas formulas (A), passando d'este Gltimo systema pora outro obli-
quo, conseguiriamos (ransformar wm systema obliquon’oulro tambem obliquo.

Na resolugio d’este problema suppuzemos que a origem das coorde-
padas se conservou a mesma; se quizermos porém que esta mude tambem,
passaremos , primeiro que tudo, pelo modo indicado mo n.” precedente,
para um systema de eixos parallelos aos primeiros e que passe pela nova
origem.

210. Para passar de um systema rectangular por outro systenia tambem
rectangular , em vez de nos servirmos das formulas precedentes , que para
a resolugio do problema nos conduzem a uma eliminaglio as mais dus vezes
trabalhosa, podemos servir-nos das firmulas seguintes, devidas a Euler ,
por meio das quaes se exprimem immedialameute as nove constanles em
funcgdo de outras tres escolhidas da maneira seguinte :

Tome-se um placo CAy'z’ (fig. 38) com a inclinacdo & sdbre o plano
xAy; e seja AC a intersecclo d’estes planos, e CAz=1{ o angulo, que
AC fazcom Az. No plano CAy' determinado por § e ¢ , tracemos. dous
eixos rectangulares Az', Ay'; e seja CAz’ =¢ o angulo que o primeiro
faz com o lraco AC. Por esle meio os novos eixos vem a ser determina=
dos pelos angulos 0, § e ¢, que, ddo a inclinaglio do plano 2’y sdbre
o plano xy , bem como a direcgio do trago AC, e a de Az’ n'este plano
z'y' assim determinado. O eixo y' f6rma, n'este plano, com Az’ o an~-
gulo2'Ay’ de 90 ; e o eixo ' fica determinado pela condigdo de ser per=
pendicular a este mesmo plano,

Tracta-se pois, a fim de transformar os eixos, de exprimir os nove

angulos (z'z), (yx), .. ...., que entram em (A), em funcglo d'estas
tres constantes §, 4 e o.
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As rectas Az, Az’ e AC formam um triedro, no qual se conhecem
além dos dous angulos planos ¢ e ¢, o angulo diedro§ comprehendido por
elles. Applicando a este caso a formula (3, pag. 317.) da Trigonometria
espherica ; e fazendo

ni(a.;"s)‘ C:B, a-'_-—-.-,l; ’ ﬁ:?,

teremos
cos (a/x) == cos Y ¢os ¢ + sen Y sen ¢ cos 0.

Operando analogamente, a respeito do angulo Ay, sdbre o triedro for-
mado por AC e pelos eixosz ¢ y'; determinaremos cos (yz'), advertindo
que n'este caso os angulos planos sio (y'x), CAy' = 90°+ ¢, CAz={.
Para obter cos (2y) empregaremos o triedroa’ACy , considerando os an-
gulos planos (z'y), CAy =90+, e CAz'=9. Finalmente para cos (y'y),
tomaremos o triedro 4'ACy, e os angulos planos (y'y), CAy = 90° + ¢,
e CAy=90"+ 0.

Em resultado acharemos

©0s (@'y) = — sen  cos ¢ +- cos ¢ sen ¢ cos § ,

cos(yy)=  sen  sen p -+ cos o cos § cos .

Consideremos agora o triedro s'AzC. O eixo As' faz com A€ um angulo
recto (0.° 113, P.1IL), assim como com o plano CAy'; e o angulo formado
pelos planos xy e s'AC ¢ de 90°+ 0, suppondo o plano CAy' situado para
a parte superior do plano zy. Fozendo pois na equagdo (3) de pag. 317

¢=(a1z), C=90"+0, a=190", b=1,
teremos c0s (3'2) = == sen ¢ sen 0.
Do mesmo modo o triedro fACy, pondo ¢ 4+ 90° por ¢, di

€08 (5'y) ==~ cos § sen 0,
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Finalmente,, sendo o angulo zAC tambem recto, e o angulo diedro
sACz'=90°— 0, teremos no triedro sACz'

cos (2's) =sen 7 sen b,
d’onde cos (y'z) =rcos psent ;

e c0s (3/3) == cos 0.

Temos assim determinado em funcgdo de 6, ¢ e § os nove coefficientes
de (A), os quaes substituidos nas mesmas formulas dao

x == z' (cos § sen @ sen Y - cos ¢ cos §)
+ y'(cos ( cos p sen § — sen o cos )

43 senfsend;

(W) v vnvonenid y = &' (cos § sen @ cos § — cos ¢ sen )
+ ' (cos 6 cos  cos § -+ sen g sen §)
+2' sen G cos;

3= ' sen 0 sen ¢ — y' sen}f cos ¢ 4 27 cos 0.

As equagdes de condigdo (B) e (D) slo tambem satisfeitas pelos valores
precedentes, como facilmente se pode verificar.

Coordenadas polares no espago.

211. A posiclo de um ponto no espago ficars tambem determi-
nada, como no n.° 237 da P.II., quando se conhecer o seu raio vector
ou a sua distancia a um ponto fixo, e os angulos que esta recta férma
eom os eixos coordenados,
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Sejam X, Y e Z esles angulos , e sejap o raio vector, ou a distan-
cia da origem das coordenadas ao: ponto (x, y, z) que se quer determi-
nar. Teremos (pag. 345 (v))

(F) 250 v « x=pcoX, y=pcosY, z=pcosZ,

formulas por meio das quaes se pode passar de um systema rectangular
para oulro polar , ou vice versa, advertindo que os angulos X, Y, Z, estdo
ligados pela relaglio ja obtida, n.° 20% (15)

cos* X +cos®* Y+ cos* Z—=1.

Em vez dos angulos X, YeZ emprega-se muitas vezes, como j4 dissemos
oo n.° 231, o angulo formado pelo raio vector com a sua projecgdo no
plano dos ay ; e o angulo 0, que esta projeccdo foz com o eixo positivo
dos x. Para esla transformagio podemos servir-nos das férmulas (16) do
n.° 20% advertindo que o angulo Z, que entra n'ellas se deve mudar em
90°— ¢ Assim, sendo

cosX=cosycos, cosY—cospsen, cosZ—=seng,
teremos , substiluindo em (F),

(G).+... z=pcospcosl, y==pcospsend, z=pgseng.
Das intersecgbes planas.

212. Quando da interseeciio de duas superficies resulta uma curvo
plana , € mais commodo , para achar as suas propriedades , referil-a a co-
ordenadas tomadas no plano DOC (fig. 39) da curva, o qual & determi-
nado pelo angulo § que forma com o plano ay, e pelo angulo § que a
interseccio OC d'estes planos faz com Oz. Tomemos esta linha OC para
eixo dos &' ; e para eixo des 1/ a perpendicular OA., abaixada sdbre OC,
no plano secante DOC.
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Como a questdo se reduz a obter em Z e y' a equagdo da curva, re-
resultante da intersecclo das superficies; & claro que, feita a Lransforma-
¢do (A) para relerir uma d'estas superficies aos eixos Z, y, 5, bastaré
depois lazer =0, e ter-se-ha a sua intersecgio com 0 plano z'Oy. Po-
rém, 'n-este caso tdo simples, serh melhor fazer 2 = 0 nas equagdes
(A), e procurar directamente os valores de cos (2'z) , cos (y'@)......

Assim no triedro AOCB, em que sio conbecidos os angulos planos
a=1{, b=90° e o angulo diedro C=) comprehendido por estes lados:

temos
cos (y'z) =sen  cos§, cos (yy) = — cos ¢ cos 8.

Além disto
(2'x) =1, (@y) = 90°— ¢ , (2's)==90."

Finalmente o plano «/Oy', que suppomos estar para a parte de cima do
plano dos zy , faz com O3 o angulo (y'z) = 90°— 0. .Dio pois as equa-

¢oes (A)
z=2a'cosy+y'sendcosh,
(H) oo covevinans y=x'seny —y'cosycosh,

s=y sen".

Obteriamos estes mesmos resultados servindo-nos das equacdes do n.” 210.
213. Appliquemos as equagdes (H) ao cone obliquo de base circular.
O plano sAz (fig. 36) perpendicular a0 plano secante AB, e que passa
pelo eixo SC, serd o dos (x3): a secglo AB d'estes dous planos, ou o
eizo da curva , corta esta no vertice A, que tomaremos para origem das
coordenadas : o plano xAy, parallelo & base circulor do cone, serd o dos
xy; e da sua intersecclio com o céne resultard um circulo AE, de raio 7,
que poderemos considerar como a curva directriz (n.° 194). Por esta for-
ma, tendo o cone por coordenadas do vertice (a, 0, ¢), o eixo no plano
zz, e a base no plano xy, a sua equagdo serd, como 0o n.’ citado,

* (2*+ y*) +2¢ (r—a)zz + afa— ar) s*+ sacrs — sc're =0.
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E como o plano AB perpendicular aos @z corta o plano ay pelo eixo Ay,
deveremos por ¢==90" nas equagdes (H); d’onde resultara

cosd, y=a, s=ua'seud

2) cenenennne- W lc Cost 04 RE(F—~—u senﬁcnsﬁ-}- a*—zar) sen®l
y ) ]

+ ¢*2"+ zery’ (asen 6 — c cos 8) = 0.

Tal é a equaglo da curva, que péde representar todas as seccdes do cone
obliquo' (excepto as parallelas & base) fazendo variar a, ¢, re 0; os 2
-~ : stio contados s0bre Ay, os y sdbre AB. A discussio d’esta equagdo ndio
' involve difficuldades (n.° 309, P, 11), e acham-se cm resultado curvas da
mesma especie das secgdes do céne recto.
Querendo que a sec¢lio seja um circulo, é necessario tornar eguaes,
os coefficientes 3& z* e y* (n.° 304, P.1L,); logo

/( /2 (¢*+ 2ar — a”) tang™ @ =M.r —a) tang 0.

Tomando a primeira raiz tang 0 =0, recoiremos na equacio da base
AE do cone,
Querendo interpretar o outro. valor de tang 6, temos

. SD . ¢-—alang i
/s =————— 8 B= o e i
F tang SAD R e tang SAB=tan (SAD— ) a - ¢ lang v J

i Substituindo por tang§ a segunda raiz, vem, feitas as reduccdes,

7148 o'+ a’ 8200 pom i
fa tang SAB = Y T e =',£r ST o e!

]
ey

ou tang SAB = — tang SED = tang SEA. ' K
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"or lanto ainda 'neste caso a secgdo serd wm circulo, quando os angulos
SAB', SEA, formados com as generalrizes oppostas, forem eguaes.

O plano secante yAB comparado com o circulo AE da base, € ao
que se chama secedo subcontraria.

Para obler as secgdes planas do céne recto , basta fozer a==r na
equaglo (2), do que resulta

(3) .. y*(c" cos® 0 — r*sen® 6) 4 ¢*2"4 2ery (rsenl——ccosd)=0;

equagdio que se re.t_lu: & do n.° 258, P. IL
Finalmente vé-se na equacdo (3), que da egualdade dos dous facto-
res de y/* e ='* ndio péde resullar mais do que um velor para 0, sen6=0;
e com effeito, 'neste caso , a secclo subcontraria coincide com a base.
21%. O cylindro obliquo de base circular, situada como a docéne de

que acabimos de tractar, e cujo eixo se acha tambem no plano dos xz,
tem por equa¢lo (n.° 93)

AN & et ved ¥+ (2 —az)* =2r (2 —az).

Introduzindo nella os valores (1), o que equival a suppor o plano secante
perpendicular aos @z, vem

(8) 4.y (cos® 0 + a” sen® O —2a sen § ¢os b) -+2*=2ry’ (cos § —asen b).

A secgdo é uma ellipse, que se reduz ao circulo : ou quando sen 0 ==0,
o que di a base do cylindro ; ou quando (a*—1)tang =24 , ou (equaglo
L. n.° 205, P. IL)

tang § = — tang 2« ,

sendo « o angulo que o eixo do cylindro foz com eixo dos = Logo este
2. valor de 9 é o supplemento de 2a.
. i8
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Superficies da sequnda ordem.

215. A equaglo mais geral do2.° grio entre tres variaveis tem a
férma

(1)e+ oo az®+ by’ e 2day + exs 4 fys + go + hy + iz =k,

e as superficies que representa, chamemese de sequnda ordem em virtude
do grdo da equaglio. Para discutir esta, isto ¢, para delerminar a na-
tureza e posicdo das superficies que representa, convem simplifical-a
transformando as coordenadas, de modo que desapparegam os lermos em
@y, @z e ys. Para isso, passaremos primeiro dos eixos primitivos ,
que sempre podemos suppor rectangulares, para outros obliquos por meio
das formulas(A) da pag. 369, sujeilando depois os nove angulos que nellas
entram 4s tres condigdes (B), donde resultardio por im seis arbitrarias,
de que podemos dispor & vonlade. Se egualarmos a zero os termos em que
entram &'y, @'z’ e y's', reduziremos as seis arbitrarias a tres. E se qui=
zermos além disso que a direcglo dos novos eixos seja lambem rectangu-
lar, condiglio que é expressa pelas tres relagdes (D), ficars o problema
determinado, por que eslas relagdes delerminardo s tres arbitrarias que
nos resltavam.

Este calculo simplifica-se pelo prm‘:esso seguinte. Sejam 2=usz, y=37,
a8 equacdes do eixo dos «'. Fazendo, por abbreviar,

1

l e b - —— ———— —
Vita'te

nci:aremns (pag. 364)
cos (w/z)=1a, cos(a'y)=16, cos(a'z)==1:

¢ fazendo hypotheses analogas para as equagdes 2 = o'z, y=€'s, do eizo

TP

1
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dos y', e para a do eixo dos z': vird

cos (y'z)=Tlu!, cos(yy)=18, ecos(yz)=1I;
cos (z'z) =1"a", cos(s'y)=1"¢", cos(s's)=1".

As equacdes (A), por meio das quaes se {az a transformagdo, tornam-se em

& = lax’4 Valy'+ a3/,
4 P y =164 16y + 16",
=12 Uy + 1.

Assim os nove angulos do problema s3o substituides pelas seis incognitas
w,d, o, €, 6, 6", por isso que as equagdes (B) se reduzem por este
modo a uma identidade.

Substitoamos pois estes valores de =, y e = na equagdo geral do2.°
grio, e egualemos a zero os coefficientes de z'y', 2’2" e 22, Vird

(0x +d6+e)a+ (da+bE+[)6 4 cat-fE+c=0....2Y,
(8)...< (az + d€+¢)a’ + (da+ &+ [) 6"+ eatf6+c=0.... 23,
(a2 + d€"+e) o + (da"+ 16"+ ) € +ea"+[E"+ ¢=0.. .. y'z,

Em consequencia da symetria do célculo qualquer d’estas equagdes se péde
obter sem ser necessario fazer as substituigdes por inteiro. E achada uma,
podem deduzir-se della as outras duas por simples permutacdes.
Eliminando a' ¢ £ entre a 1." ¢ as equagdes =o'z, y=2§'s, do
eixo dos y/, resulta a seguinte equaglo , que ¢é a de um plano, '

.
(8) s oo (@@ +d6 + €)@ 4= (da + 16 + ) y + (ea + 6 +¢) 3=0,

LY
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Ora a 1.* das equagdes (3) é a condigho do desvanecimento do termo
com 'y ; e por isso, em quanto attendermos s6 a esta condiglio, podemos
dar a «, @', 6, 6', os valores que quizermos, com tanto que satisfacam
& quella equaglio. Assim a equagdio (%), que della resultou pela substituiglio
das expressdes dea' e €' tiradas das equagdes do eixo dosy’, involve ainda
a mesma condiclio; e por conseguinte, se lragarmos o eixo dos y' no
plano determinado pela mesma equagdo (¥), nlo entrard na equagdo th) .
depois de transformada , o termo em z'y'.

Pelo mesmo theor, eliminando «" e £" da 2.* equagldo por meio das
equagdes x = ''z, y—a'z, do eixo dos 3', determinaremos um plano tal,
que se tomarmos para eixo dos z' qualquer recta nelle tragaldo, apparecerd
a transformada sem o termo em #/z’. Allenta porém a forma das duas 1.*
equacdes , vé-se logo que este segundo plano é o mesmo que o primeiro;
e por consegninte,, se tracarmos nelle os eixos dos z' e dos ¢ como qui-
zermos , o plano résultante serd o dos Y7, e atransformada nlo terd ter-
mos em 2’y nem em z'z’. Como a direcclio d'estes eixos no plano & arbi-
triria , podemos conseguir este fim com vma infinidade de systemas. Em
todos os casos porém, resultando na transformada um valor de ' da (érma

§!ous — 1 (g4 hE + 1) e . v
x _I(q“a+5€‘+c+.2d¢3+2m+2f6] —-.r':'.'fs )

o valor

238 —:lga+ 13 +1i)
I (aa™+ bp™+ ¢ + 2da + 2ex -+ 2fB)

& 'evidentemente a equagdo de um plano, o qual corta todas as porallelas ao
eixo dos x em duas partes eguaes, e que se chama por isso diametral.

Dando-lhe a forma seguinte
(8 + 43+ ¢)laz'+ (da + B + )R+ (exH1340) la' 4+  (ga -3 +i)=0;

g
e substituindo n'esta expressdo por lz2’, I3a', 12, os seus valores tirados

P —
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das equacdes (2), vem

0= (ae+ d3 + ¢) @ + (da+ b3 + Ny + (ea + [3+ )5 + 3 (92 H I8 + 1)

— 1y [(az + dB + ¢) &'+ (da +-3 +[) B+ e2 + [ + €]

—1's'{aa + d6 + o) @+ (da+- B3 + [) B eat- 3 + o5

ou, em virtude das duas primeiras equagdes (3),

(8) - - 0= (ae + d3+¢) @+ (da+3+() y+- (eatf3+c)5 + 3 (gu+h3+i).

Debaixo d'esta nova f6rma, vé-se facilmente n.° 198, que o plano diame-
tral & parallelo ao plano representado pela equagio (4), isto &, a0 plano
dos (yz) que faz desopparecer em (1) os termos em zy e xz. (4).

Finalmente,, se quizermos ainda que desappareca, o termo em y's/,
6 necessario determinar « e B' por meio da 3." das equacdes (2); por
onde se ¢ que ha uma infinidade d’eixos obliquos por meio dos quaes po-
dem ser satisfeitas as condigdes pedidas.

216. Quarendo porém que os @', y' e 3!, sejam rectangulares, de-
veri o eixo dos x' ser perpendicular ao plano dos y'z!, cuja equagdo ja
achamos ; ora sendo 2 = a3, y= 33, as equagdes do eixo dos «', a con-
digdo de perpendicularidade a0 plano (¥) serd expressa (n.” 200) pelas
equagdes

(6) evse. b AEE S aa+d3 Fe=(ca+f3+¢)a,

(7) ccvonaninans Bt b3 4 f=(ea+ B+ ¢) -

(s) Veja-se Anal. appl., de Leroy, (2. edit.) n.° 105; e Compl. de G eomel.
descript. de Sousa Pinto, n.° 39.
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Eliminando « , entre estas equagdes acharemos (+)

(8).. [(a ~b) fe+ ("—¢) d]p?
+[(a=) (e 3 ot {ﬂd‘;-*f‘—-«"} e+ (20 —a — b) fd] 3*
+[(e—a) ¢ —b)d+ (26" = f'— &) d 4 (Rb—a — c) /o]
+(e—0) fi + (*— &*) e=0. |

Esta equacio do 3.° gréo da para B a0 menos uma raiz real ; a ejuaglio
(7) da depois outra para «.

(+) A equagio (7), e a divisio de (6) por (7), dio

“__.rel+r=_be—r o -+ dg +¢

d—e6. ' de+0+f

.
s *

das quaes se Lira

fe*ree—be—f afe’+ac—abb—af +d’C +-de —deg’—e%¢
de — e8* af6*+ cdf —be6* —efe 4

on
0 =€ (df* — bef -+ aef — de*)

+ € (edf — }f= + edf — boe—bif +b*e—afd + d%¢ + Y WOR TN )

+ € (68 — cef — bed + bef — df*+bef — acd + abd — A1+ der— aef + de*)
+ 6 (— cdf + of*+ adf — d%).

Dividindo esta Giltima equacio por €, e reduzindo, vem facilmentle & equacgio
do testo. ’
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D'este modo fica o eixo dos @’ delerminado de maneira que vem a
ser perpendicular a0 plano z'y'; e se desembaraca a equagio dos termos
em 2’z e a'yf. Resta tragar n'este plano y's' eixos reclangulares Laes, que
fagam desapparecer o termoy's'; ¢ porém evidente que se pode determinar
do mesmo modo um plano dos 2'z", ao qual seja perpendicular o eixo dos yr
e que faga desapparecer os termos em que ealram z'y' e z'y. Mas como
as condigdes pelas quaes se exprime que o eixo dos i & perpendicular a
este plano, sdo expressas tambem pelos equagdes (6) e (7), deverd a
mesma equaclo (8) do 3.° grio dar oulra raiz @', que satisfaca a estas
condicdes. O mesmo succede com o eixo dos 2’

Logo as tres raizes da equagio (8) sio reaes, e sio os valores de’
B, B, B Os valores a, a', ", vem depois o deduzir-se das equagdes (7).
Conseguintemente : em geral ha sempre um sysiema unico d'eizos re-
ctangulares , que desembaraga a equagdo (1) dos termos oy, &'s', yat; e
este systema delermina-se pelo processo de cileulo que acabdmos de expor.
A este systema da-se o nome de FEizos principaes de figura.

" 917. Analysemos os casos particulares que podem appresentar-se
na resolugio da equacdo (8).

1.° Se a equagdo ndo Liver o 1.° termo, isto &, se for
(a—1D) fe+(*—¢") d=0:

sabemos que n'esse coso uma das raizes B 4 infinita, bem como «, como
se vé da equagho (7) que se reduz a ea - f3 == 0. Os angulos correspon=
dentes sdo rectos; um dos eixos , o dos &' por ex.’, acha-se no plano ay,
¢ obtem-se a sua equagdo eliminondo = e @ por meio das equagdes
@=23, y= 23, donde resulta ex -t fy=0. As direccdes dos y' e =" vem
a ser dados pela equagio em B, reduzida ao 2.% grée.

2° Se, além do 1.° coefficiente , tambem o 2.° for nullo: tirande
o valor de b da primeire d’estassduas equacdes de condichio, e substituin=
do-0 na segunda , esta se reduzird a0 ullimo termo da equagdo (8)

(a —c¢) fd+(f*—d*)e=0.

E como o coefficiente de 3 na equagdo (8) se deduz do de 8% mudando
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bemc, e deme, e © mesmo aconlece a respeito do 1.° e ultimo termo
da mesma equaclo: segue-se que n’esle caso a equaglio (8) é uma iden-
tidade. Os systemas d’eixos que desembaracam a equaclo dos termos em
z'y y e 5’ sdo entdo em numero iofinito.

Eliminando as quantidades @ e & das equacdes (6) e (7) por meio
das duas equacdes de condiglo, acha-se que ellas s3o o producto de fa—d,

e de fa —e@ pelo factor commum eda -+ fd3 -+ fe. Estes factores sio por
taoto nullos ; e eliminando = & 3 acha-se

fx=ds, ey=dsz, edz + fily + fez = 0.

As duss 1.* s30 as equages d'um dos eixos; a 3. ¢ a de um plano que
Ihe fica perpendicular , e no qual esldo tragados o0s outros dous eixos com
direcdes arbitrarias. Da intersecclo d’este plano com a superficie resulta
uma curva, na qual todos os eixos rectangulares sdo principaes, e que
por conseguinte ¢ um circulo, unica das carvas do 2.° grio que goza
d'esta propriedade. Nesse caso a superficie & de revolugdo em volta do
eixo, caja equacdo acabimos de achar; e como facilmente se reconhece
transportando a origem @0 centro do circulo. (V. Annales de Math. , t. 1)

218. A equaglo(1), desembaracada dos tres productos, toma a férma
o I ks* - my*+ na’+ gz + gy + ¢"s =h.

Se nenhum dos coefficientes %, m e n for nullo, péde esta equaclio ficar
ainda desembaracada dos termos da 1.* dimensio, pelo processo do n.°
208, que equival a uma mudanga de origem das coordenadas e tomar
forma ainda mais simples

QA
Se um d'estes coefficientes for nullo, n por exemplo, podemos desemba-
ragar, pelo mesmo processo, a equagdo (9) do termo constante h e das 1.*
potencias de,y e s ; ficando assim a equaglio reduzida & f6rma

(1!) e e g gam e .....-_k:=+My1=ﬁ.r.
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Finalmente se dous dos mesmos coefficientes forem nullos, m € n por ex.’,
a equaglio (9) poders reduzir-se & férma

(18) ocvperss asisionsss ka*+ py + gz=h.

Mas se n'este caso, ainda p e ¢ forem nullos, a equaglio (12) serd eviden-
temente um caso particular da equagdo (10); e se o ndo forem, serd um
caso porticular da equago (11). Com effeito fazendo z=0, a equaglio
(12), torna-se em

py+gr=Ah;

por conseguinte a intersecgio da superficie com o plano dos zy ¢ uma re=
cta. Se tomarmos esta linha para eixo dos y, a equaclo ndo solrerd alte-
raglio no termo ks*; mas serd forgoso que os termos restantes —py—ga-+-h
se reduzam a K, porque a bypothese s =0 deve dor z=0. A equacdo
da superficie reduzir-se-ba entlo & férma kz*=k'z, que é evidentemente
um caso particular de (11),

Podemos pois concluir que todas as superficies da 2." ordem sdo in-
cluidas nas duas equagdes.

(10) cevuus v ve o hn ks*4 my*+4 nx*="h,

(11) covecacnsnssn o oo kz*4 my* = ho.

Se pela origem das coordenadas conduzirmos uma recta qualquer
z=as, y=4a's,

o combinarmos a sua equaglo corz (10), ver-se-ha que os pontos em que
a recta encontra a superficie tem as suas coordenedas respectivamente eguaes
e de signaes contrarios : donde se conclue, que aorigem das mesmas coor-
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denadas divide so meio todas as cordas tirados por este ponto; ou, por
outras palavras, que esta origem ¢ o centro das superficies representadas
pela equagio (10).

Procedendo do mesmo modo com a equacio [11), vé-se que os va-
lores de z ndo saem eguaes, em virtude do termo em que entra a va-
riavel no 1.° grio; e que por conseguinle as superficies representadas por
esta equagdo sdo destituidas de centro.

Assim podemos dividir as superficies de 2." ordem em dous generos :
1.°  Superficies dotadas de centro, comprehendidas na equaglo (10);

2.° Superficies destitvidas de centro, comprehendidas na equa-
glo (11).

Além disto cumpre notar, que a equagdo (10) mostra, pelo que se
disse no n.’ 215, que os tres planos coordenados das superficies, que repre-
senla, sdo diametraes. O plano diametral que é perpendicular 4s cordas
diz-se plano diametral principal , ou simplesmente plano pringipal. Tres
planos diametraes dizem-se conjugados, quando as coordenadas, que cada
um divide ao meio, slo parallelas & interseeclio commum dos outros dous
planos. Em quanto & equacha(11), v8-se, que s6 os planos dos yr e 2z sdo
diometraes. Estes dous planos chamam-se tambem conjugados, porque as
cordas , que cada um delles corta a0 meio, sdo parallelas ao outro.

Posto isto, passemos a discutir especislmente cada uma das equagdes
(10) e (11). -

1.’ GENERO.

SUPERFICIES COM CENTRO.

219, Se na equaclio (10) suppuzermos n sempre positivo, as combi-
nacdes de signaes que admiltem os outros tres coefficientes k, m e A po-
dem reduzir-se &s tres seguinles, que dio origem a lres especies de su-
perficies dotadas do centro:

kx4 my* 4 ne*=h...... ELriPsOIDE.
—kz*+mwy' 4 nz* =h.. ., .. HYPERBOLOIDE DE UM SO RAMO.

~kz*4- my*4- n@*= —h . ... HYPERBOLOIDE DE DOUS RAMOS.
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Nto figurdmos os cosos em que m & megativo, por isso que se redu-
zirism aos dous llimos de cima por uma simples inversdo nos eixos.

990, ELLIPSOIDE, Consideremos em 1.° logar a equaglo,
(@) savvanmreranasns ka4 my*+4nx® =h.

Como suppomos k, m e n_positivos, tambem_h o serd ; alids a equagdo
seria absurda e nada representaria.

Se h for nullo, a equacdo partir-se=ha nas Lres z==0, y=0, =0,
e a superficie reduzir-se-ha a um ponto.

Sendo h positive, que € proprismente o caso, de que nos occupdmos,
¢ fazendo separadamente x, y ou z nullos, ver-se-hia, que das inlersecqdes
dos tres plaves coordenados com a superficie resultam ellipses.

Da secgiio. feita por qualquer plano, parallelo acs coordenados, resul-
tam tambem ellipses, como se veria facilmenle , suppondo separadamente
cada uma das coordenadas egual a uma constante.

O mesmo setia facil demonstrar a respeito de qualquer seeglo plana
(0.° 212)
E por tudo isto que se deu a esla superlicie o nome de Ellipsoide.

Os comprimentos A, B, C dos tres eizos principaes, obtem-se bus-
cando o8 secqoes da superficie pelos eixos dos x, y e 3, que ddo

kC*=h, mB*=h, nA*=#h.

Eliminando k, m e n da equagdo (a), vem

- 2

{13] S E—; =k !{; 1 %: 1, ov A*B*4 AC* + B2C*2* = A*B*C?,

a qual é a equaglo do ellipsoide referido ao ceniro ¢ aos seus Ires et 0§
principacs. Esla superficic pode imaginar-se gerada por uma ellipse tra-
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¢ada no plano zy , a qual se move parsllelamente a si mesma, e de ma-
neira que os seus dous eixos vdo variando de grandeza, sendo a curva
obrigada ainda a correr ao longo de outra ellipse tragada no plano xs.

Se duss das quantidades A, B, C, forem eguaes, o ellipsoide serh de
revolugdo. E se for A=B==C a superficie tornar-se-ha n'uma esphera.

221. HYPERBOLOIDE DE UM SO RAMO. Consideremos em
2.% logar a equagdo

) R o e — kz*4 my*4 na®* =h.

Se h=0, a equaclo resultante ¢ a de cdne, que serd a respeilo do
hyperboloide, o mesmo que sio assymplotas relativamente & hyperbole.
(0.”276, P.1L.)

Se h niio for nullo, fazendo separadamente x e y nullo, reconhece-se

que das intersecgdes dos planos dos ys e xzcom a superficie rasultom hy-
perboles, nas quaes o eixo dos z & o 2. eixo.

Suppondo =z egual a uma constante, vé-se que as secdes parallelas
ao plano dos zy sdo ellipses reaes similhantes, cujas dimensdes augmen-
tam com o valor numerico da constante.

E por isso se deu a esta superficie o nome de Hyperbolmdc de um
8¢ ramo,

Os comprimentos A, B, C /—1 dos tres eixos principaes obtem-se
como no n.° precedente, e a equaglo do hyperboloide relerido ao centro
e 30s seus (res eixos principaes terd a mesma [6rma que a equagio (13),
unicamente com a mudan¢a de C* em — C*

922 HYPERBOLOIDE DE DOUS RAMOS. Consideremos em
3.% e tltimo logar a equaglo

(€) socrsansnesnss — kz* 4+ my*+ nz*= — h.

Se h=0, a equaglo resultante seri tambem a de um cine assymplotico
d’esle hjperbolmde de 2.* especie.

Quando h ndo & nullo, reconhece-se como no caso precedente, que
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das intersecdes dos planos dos yz e dos 2z com a superficie resultam hy-
perboles nas quaes o eixo dos z ¢ 0 primeiro €ixo.

Suppondo = egual a uma constante o s==ck1, a equagdo (¢) lorna-se

m ., n k
— — =1
- rE AL h

e mostra que as secgdes parallelas aos xy sio ellipses similhantes, que
crescem indefinidamente com a grandeza absoluta de I'; porém que se lornam

imaginarias quando I* < % Donde resulta que este hyperboloide tem dous

ramos nlo contiguos , indefinidos cada um no seu sentido , porém separa-
dos por um iotervallo em que ndio ha superficie. E por isso se lhe deu
o nome de Hyperboloide de dous ramos..

Os comprimentos A, D V—1, CV.—1 dos tres eixos principaes
delerminam-se como nos n.”" precedentes, e a equagdo do hyperboloide
de dous ramos, referida ao cenlro e gos seus tres diamelros, terd a mesma
forma da equagho (13), so com a mudanga de B* e C* em — B* e —C°

223, As equacdes (a) , (b), (), que dcabdmos de discutir, podem
offerecer ainda. ontras variedades de superficies, suppoudo pullos um oo
alguns dos coefficientes k, m, n, h. Representardo eylindros de base elli-
ptica ou_hyperbolica , quando forem da f6rma

Bymp=h, o ke*—my'=h;

e um systema de dous planos que se corlam, OU que slo parallelos,
quando se reduzirem a

kz*—my'=0, ou kz*=h.

Como estes casos ndo exigem discusslio especial,, contentar -nos-hemos com
indical-os.
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SUPERFICIES E CURVAS NO ESPAGO,

2. GENERO.
SUPERFICIES SEM CENTRO.

225 Se naequagdo (11) fizermos com que he seja sempre positivo,
conservando-se no 2.” membro, ndo poderdo ser negalivos ambos os ter-
mos do 1., porque a equagdo seria entlo absurda. Assim esta apenas
admitie os duas combinagdes seguintes de signaes, que ddo origem a duas
especies de superficies destituidas de centro:

k4 my'=hz..... . Paraporoipe ELLIPTICO.
~— k34 my*=hax........ PARABOLOIDE HYPERBOLICO.

Se em logar de, k suppuzessemos  negativo, tirariamos as mesmas con-
sequencias , considerando inverlido o eixo dos z no dos y.

225. PARABOLOIDE ELLIPTICO, Consideremos primeiro a
superficie comprehendida na equagdo

(d) - cioviaeesisuone suweeba’d-my® = ha,

Fazendo separadamente z e y eguaes a zero, ver-se-ha que as secgdes
feitas pelos planos ay e sz sdo parabolas, Se egualarmos estas mesmas
coordenadas a quantidades constantes , concluir-se-ha que das seecdes pa-
rallelas dquelles planos resultam tambem parabolas.

Fazendo z =0, vé-se que a secglo [eita pelo plano 3z determina a
origem das coordenadas, porque a equagdo (d) parle-se entdo nas duas
s=0, y=0. Fazendo  egual a uma constante, v8-se que as seccDes
parallelas a este ultimo plono sio ellipses.

E por isto que 4 superficie representada pela equaclio (d) se deu o
nome de Paraboloide elliptico.

Como x negativo da resultados imaginarios , segue-se que a super-
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ficie fica toda do lado dos a positivos. Se m for zero, e a equaclo se re-
duzir &

kz*=hx ’

que, segundo vimos (n.” 218), & uma transformagdo da equagio (11); tere-
mos entdo uma superficie cylindrica de base parobolica.

Os mais casos particulares que offerece a equacdo (d) comprehen-
dem-se n'outios ji discotidos.

996. PARABOLOIDE HYPEREOLICO. Discutindo pelo mesmo

theor a equaclo
(€)eecocencioens v eees — k3’4 my'=hax,

vé-se: que a secgho feita pelo plano yz & uma parabola que fica para o
lado dos = positivos: a do plano 2z é uma perabola que fica para o lado
dos a negativos: e a secglo do plano yz representa duas reclas.

Todas as secgdes parallelas ao planoay sio parabolas eguaes & prin=
cipal , mas collocadas sucessivamente em differentes posigdes. O mesmo
diremos das seccdes parallelas ao plano zz. Finalmente as secties paralle-
las ao plano zy produzem hyperboles.

Por isso a estas superficies se deu o nome de Paraboloide hyperbo-
lieo.

227. Quando nos dous casos precedentes é h==0, a equacio tem
a forma a*s*==b*=0, conforme os signaes de k e m. N'um dos casos
é z=0, y=0, e a superficie reduz-se a0 eixo dos 2. No outro, a equacdo,
4 qual se pode dar a forma (az -+ by) (az — by) =0, indica que pode-
mos tornar nullo qualquer dos dous factores; e a superficie reduz-se a um
systema de dous planos que se interceptom segundo o eixo dos z.
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Nota 1.* (pag. 5).

Mn]iiplicando os doustermos do segundo membro de (¢) por 1.2.3... (m=p),
e designando a differenga m — p por n : esle segundo membro se tornard na ex-
pressio equivalente

1.2.3...m : c
1.2.3..pxl.243..,n'“"( )

a qual vamos mostrar, @ priori, que ¢é .inteira, Para isso bastard provar, como
faz Mr. Cirodde, que no numerador de (C) se encontram todos os faclores pri-
mos, em que o denominador se pode decompor, elevados a uma polencia pelo
menos egual, dquella a que se acham elevados no mesmo denominador.

Seja @ um numero primo nio maior que m; divida-se m por a; ¢ chame-se
m/ o inteiro do quociente, sendo assim m'a egual, quando muilo, a m. Todos os
multiplos a, 2a, 3a, ...m'a, de a, se encontrardo entre os factores dei.2.3. ..::
e por conseguinle serd este producto divisivel por a. 2a. 3a. .. m/a=1.2.3. .m'a
Onde se ':é' que a polencia mais alta de a, que divide 1.2.3..m, é 0 produ-
cto de a™ pela potencia mais alta de @, que divide o producto 1 .2.3... m's

Designando por m'' o inteiro do quociente de @ dividido por m', ver-se-ha
do mesmo modl::: que a potencia mais alta de @, que divide 1.2.3. ..m, &0
producto de a™  pela potencia mais alta, que divide 1.2.3.m".

50
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Designando por m"' o inteiro do quociente de a dividido por m'’, a poten-
cia mais alta de a que divide 1.2.3...m", serd similbantemente o producto

el
de @™ pela polencia mais allacde a, quedivide 1.2.3. .. m". E assim por
diante.
Mas, por este theor, havemos de chegar por fim a um quociente <a. Sup-
pondo, para fixar as idéas, que este quociente é m'"’, o producto 1.2.3 . m'"!
ji nio conlerd o divisor @ um numero inteiro de vezes; e por conseguinle a

polencia mais alta de a, que divide 1.2.3...m, seré gt -+ ol

Posto isto, e dando, respectivamente, a p', p'', "', ... velativamente a p,
e an,n'’,n",, . relalivamente a n, as mesmas significagies que démos a m',
m'l, m'"", ... relalivamente a m: teremos, que as polencias mais altas de a que

r i Ul
dividem respectivamente 1.2.3....p, ¢ 1.2.3, ..n, sio a” A S R I

e oW W4 g bilencia mais alla de a, contida mo. producto
1.2.3,..px1.2.3...n, serd portanto

ab 0Pl LTSS UL T

Mas por ser m=p+n,
m n

temos . R IO O
& W a

e por conseguinte m' =ou>p +n,

m" —ou ::,P” —P!l",

m!'=ou>p'""+-n",

loge o mem T == ou St p e p e e el

isto &, 0 expoenle da potencia mais alta do factor primo a no pumerador de (€),
egual pelo menos, ou maior, que a polencia mais elevada do mesme factor pri-
mo no denominador d’aquella mesma expressio. E como se péde mostrar o
mesmo a respeito de qualquer outro factor primo menor que m, fica demonsira-
da a proposigio.
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Nota 2. (pag. 23).

1. Cumpre advertir que, segundo os theoremas I e 11l dos n.** 181 e 143,
sémente serdo convergentes, & poderdo ser approveiladas, as series representadas
por e y no n.’ 10, pag. 20, quando os valores de x ficarem comprehendidos
entre +1 ¢ —1. E tambem s6 enire esles mesmos limites serd convergente a
serie resultante da multiplicacio d’aquellas duas, representada alli por zy.
Para o fazer ver, consideremos duas series ordenadas segundo as polencias as-
cendentes d'uma variavel 5:

(1)....60,+05+0,5+0,5"+....
(By....b+bz+b22+b,5"+....

Seja s, a somma dos ¢ primeiros termos de (1), e s" a somma dos ¢ primeiros
termos de (2); ou

a
I=0+06 34034 ,...+0 3 »
¥ o ] 2
r 2 1
al_-bo+blx+b‘: S N R

e supponhamos que se multiplicaram uma pela outra estas duas expresses. Som-
mando 03 termos do producto em que o expoente de 5 & menor que f, e desi-
guando esta somma por & : vird

(3) v int!' =00 (@b 0. b ) o (a b +ab Fa )2
W it b b +a, b +ui.ab -6, bol)g™,

03 ‘ermos que compde a somma s, podem considerar-se como os ¢ primeiros

e
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termos d'uma serie, eujo termo geral terd por expressio <0
(4) .. i [aby ey b by, e bl

Posto isto, passimos a demenstrar o theorema seguinte; Se para wm valor par-
ticular de z, as series ’(l) e (2), compostas de termos lodos positivos, forem conver-
genles, ¢ liverem s ¢ 8° por sommas respectivas, a serie, cujo termo geral tiver por
expressao (%), serd tambem convergenle, ¢ terd por tomma s><s'. Esta mesma pro-
priedade terd ainda logar, quando nio forem aguellas series compostas de termos
todos positivos, se cada uma 'd’ellas se conservar ainda convergente, quando os ter-
mos negativos se mudarem para positivos. ;

3)  Se todos os termos das series (1) e (2) sdo positivos, vé-se logo que &'
a"‘ <s, :':.

Mas, se designarmos por ¢ o inteiro L (t—1) ou 1 (t—2), conforme ¢ for nu-
mero impar, ou nomero par: o producto das duas sommas fopatt® s . 86 pode

dar termos em que z entre com um expoente menor que £; de maneira que Lodos
esies lermos se achario comprehendidos na expressio de s "'-. e porlanlo serd

n !
L !H_lxa W

Concebendo agora que t eresce indefinidamente, tambem g crescerd do mesmo
modo, ¢ as sommas s e 'H-l convergirio ambas para o limite s, ao mesmo lempo
que as sommas :" e S convergirdo para o limite #', D'onde se segue, que a
somma &" , que estd comprehendida entre os dous productos s a" e ‘J, 4 COD-
vergird para o limite s3<#/,

b) Se todos, ou alguns dos termos das series (1) e (2) forem negativos, se-
gue-se, do que acabimos de demonstrar, que a differenca s :" -m.l"1 convergird para

zero, quando ¢ crescer indefinidamente, e todos os termos das duas series forem
positivos. Ora esta dilferenga compde-se de todos os termos do producto s &,

em que enlra ¥ com expoente maior que ¢ —1; de maneira que serd

’ IR ail=3 3 t=3
L e W N +(51-|B:-n+al-:bl-—l)‘ g g

-r-(a‘_'b +'a b~ ....+alb._a+atb&_1}:'.
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Logo, se, para valores crescenles de t, a differenca s &' — s"' conyerge para

zero, quando todos os termos que a compie sio positivos, o mesmo acontecerd,
¢ com mais forte razio, se todes, ou alguns d’elles, mudarem de signal, con-
servando os mesmaos valores numericos. D’onde se segue que, ainda 'peste caso,
a serie, cujo termo geral & (), serd convergente, e lerd por somma <l

9, Da advertencia feila no n.’ precedente devemos concluir, que a
demonstracio dada no citado n.” 10, para demonstrar que o desinvolvimento do

binomio {lj—_:]" ainda tem logar, quando m & negativo, fraccionario, irracional
ou transcendente, s6 lem applicagio quando = fica comprehendido entre +1 ¢
el

3. E posto que nos parecc rigoroso todo o raciocinio empregado 'naquella
demonstracio, e especialmente na parle em que se quer fazer ver que a serie
representada por 3y € composia com m—+D da mesma maneira que as series X ¢ Y
o siio respectivaments com m ¢ ¢om n: comtudo aqui appresentimos outra de-
monsiragao, lalvez mais clara, a qual tirimos da Algebra de Mayer e Choquet.

Muliplicando a serie @ do n.” 10 pela serie y, 0 termo geral da serie =y,
serd:

m(m—1) ....(m—t+1) mim—1) ....m—t+2)n
L ERETK 3l T TR P T 14'“‘?

(5) 7.
o a(n—1)....(n—t+2)m nin—1) ....\n—1t-+1) S
S, 8. (—1) oA .. ¢

Supponbamos agora que m e n sio inteiros posilivos. As series r e ¥ sdo finitas,
e tem por sommas respectivas (1 5" e (1+ 5)"; e por conseguinte tambem a

serie ay serd finita, e terd por somma (1+ :)"""'. Logo, para todos os valores
inteiros e positivos de m e n, serd

mm—1).... m—t+1) mm—1). .. (m—t+2)n
IRE I t 3y Svonika net)es 3l

nn—1).... (n—Et+2) m an—1)....n—t-+1)

i # CEZS | R SRR t

__(m+-n) (m4n—1) ... . (men—t+1)
15 2. : :
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Ora, como esla equagio deve verificar-se para lodos os valores inteiros e positi=
vos de m e n, é necessario que os seus dous membros sejam idenlicos. Com
elfeito, sendo ambos funccdes inteiras de m e n, do grdu ¢, se elfectuarmos as
operacbes indicadas, e ordenarmos cada um dos membros em ordem a n, vird
uma equacio da férma

A+A n+Anse,,..=B +Ban+Bat.,...
[-] 1 a o i 2

na qual os coelficienles Ao. A,.... B, B, .... sdo fancedes inteiras de m, o
a maior polencia de n ¢ inferior a £-+1,

Se dermos arbilrariamenle a m um delerminado valor, deve a equacio pre-
cedente ter logar para lodos os valores posilives de n, e deve ser forgosamente
A= Bn. A =B, elc.: porque, se assim nio fosse, passando lodos os termos

Para um membro, viria uma equacio do grio f com uma sé incognita n, a qual
nio admilliria mais de ¢ raizes para m, o que ¢ conlra o supposto. E como esta
conclusio deva subsistir para qualquer valor de m, podemos applicar #s egual-
dades A= Bo. A;-_" B-' elc. um raciocinio similhante, por onde se concluiria

que estas equagdes se verificam para qualquer valor de m.

D'aqui se deduz facilmente o theorema indicado; e, se representarmos a
somma da serie « por ¢ (m), ¢ a da serie y por ¢(n), a somma da serie zy de-
verd ser represenlada por g(m-+n); e como esla somma ¢ tambem egual a
¢ (m)><g (n), teremos

p(m) g (n)=¢(m+n).
Pondo 'nesta equagio n+p por n, vem
? (m) <o (R)xg(p) =g (m+n -+ p).
E em geral leremos
?(m) e (n)x<e (P)xp(@)X .. =g (m+ntprg....).

#. O nosso celebre Mathematico, o Sr. Dr. José Anastacio da Cunba, acha
pela maneira seguinte o desinvolvimento da serie do binomio :
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Sabemos que em muitos casos a expressio (1 -l-.t_]- ¢ susceptivel da forma
finz +Az*+ B Co'Fete. Se este desinvolvimento for possivel em todos os
¢asos, o' que o calculo nos dird a final, teremos

(1+ 22 -+ 2°) =1+ 2nz | n2*
+ BAz*+ BAz* 4 Az'+ ele.
4+ 8Bs'+ 12B2'+ clc.

416Cz* + ele.;

substiluindo em 14 nz + Aa’t Bz’+ele., em logar de z, 22+ &, por isso. que
oz de (1+ )" se tornou em 2z 7.

Mas

(1+22 +a) =1+ )" )= (14 nz +Aa'+ Ba'+ ele.)’
=1+ nzr + 2A2°4 2Ba’+ 20z" - etc.
+n'z" 4 Az 2nBz'+ ete.

4-a’z’+ ele.;

IUED

2A+n'=n-+4A, 2B + 2nA= 4A+ 8B, 90 4+ 2nB +A'=A-+12B -+-16C, elc.

e por conseguinte

n'—n n—1i n—1 n—2
— ] = —_— =N, 5 — 1
J A= 3 n —gri B=n 5 ST ele I




Nota 3." (pag. 256).

No Curso de Analyse de Mr. Cauchy vem demonstradas as duas proposicoes

seguintes por meio das quaes se consegue muilas vezes resolver a questio da
convergencia, quando L=1.

Quando na serie proposta cada um dos fermos ¢ menor que o seuw antecedente,
esln serie e a seguinte

-

(1) .. ..uD+‘2ul+4u3+8u?+ 16u .+ .. ..,

sio comjunciamente ou convergentes, ou divergentes, -

A ' ‘ . v
Supponhamos em primeiro logar que A serie proposla ¢ convergente, e de-
signemos a sua somma por 5. Teremos

Qu =2

Ay <2u +2u,

Su? <2u.+2u5+2u6+2u?
ete. ;

e por conseguinte, a somma dos termos da serie (1), levada até onde se quizer.
serd inferior a :

.n+ﬂ‘t:+2u:+2ui+2"4+ =2

Vié-se pois que "neste caso a serie (1) serd tambem convergente
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Se suppuzermos agora que a serie proposta é divergente, a somma dos ler-
mos, tomados em grande numero, acabard sempre por exceder qualquer limile
assignado; ¢ commo temos entio

=
L] (]

ﬂul>u1+ u

bu>utu tutug,
Bu?>u?+u3+ug+ R
ele. ;

concluiremos, que a somma das quantidades

" Qut. 4"3' Bn?. ete.

tomadas em grande numero, acaba tambem por se tornar superior a qualquer
quantidade assignada. E 'neste caso a serie (1) serd lambem divergente, confor-
me o theorema enunciado.

Se pela serie proposta tomarmos a seguinte

1 | 1
2)...idf=+=+—F +'n
R

designando por & uma quantidade qualquer, a serie (1) tornar-se-ha em

1+ 2" 8 ete.

Esla ullima serie é uma progressio geomelrica, convergente quando k>1, e
divergente no caso contrario, Por conseguinie a serie (2) serd tambem conver-
51
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gente se for 4> 1, e divergente ‘se for #=1 ou #<1. Por exemplo das tres
series

(3).. .,"‘I+-;—2'+ 3 ;[-%-a— ete.

3

1 .
{4]..‘.14—%4- E—--I-%-{._,_

1 1 |
L By P e . e
gt gt 4

a primeira serd convergente, e as outras duas divergentes.

Nota 4. (pag. 279).

O Sr. J. A. da Cunha acha o desinvolvimento de log (1-+y) da seguinte
maneira.

Se em todos os casos pudér ter logar o desinvolvimento de | (1-+y) de-
baixo da férma

1{14 y) ==Ay -+ By"+ Cy*-+ Dy*+ etc.
(14 2y+ v*") =2Ay 4-Ay"+ 4By"+ By'-ele.

~+4By"+ 8Cy*+12Cy"+ etc.

+16Dy"* + ete.

mas 11+ 2y y")=1[(1+y)' =21 (1+y);
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logo  2Ay+ (A+ 4B) ¥+ ete. =24y + 2By "+ elc.
A+ 4B=28; B+E=E; B +12C +16D =2D, elc.,
B=—%A; C={A D=—1{A; E=1A, etc.;
e por conseguinte
1(1+y)=A (y—iy*+iy'—iy'+ | Y —elc)

Como a quantidade A apparece arbilriria, segue-se que o numero de systemas
de logarithmos que podemos adoptar € (ambem arbilririo. Se fizermos
1+y=Dbase a, serd

fa log. a
= g—1—}%(a—1)"+ }(a—1)*—etc.

= Modulo = Log. .

Nota 5.° (pag. 317).

A construccio empregada para demonstrar o theorema fandamental 53] [6ig.
40) deixa de ser a mesma quando nio sio menores de 90° os lados b es'; por-
que se um d’estes lados é >90°, a secanle respecliva nio encontra a langenle,
mas sim o seu prolongamento; e se um dos mesmos lados é =907, a secante
respecliva ¢ parallela @ tangente, :

No entretanto, sem fazermos construccio, pide mostrar-se que, ainda nos
casos mencionados, tem logar o theorema (3).

I. Se ' <90% a construcciio dd, como dissemos, no triangulo ABC a
formula (3).

. Se b <90, ¢'>90°; produzam-se BA e BC até completar em B' o fuso
espherico BB’. No triangulo B'AC, serio:

B A—=180°—¢', B'AC =180 — a, B'C =180 —a';

W
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e a formula (3) que tem logar para o angulo B'AC d'este triangulo, di

c0s B'C —cos AB' cos AC

" cos BAC=-
sen AB' sen AC

on (3).
L - Se 5'>90%, ¢/>90°% o triangulo B'AC, relativamente ao angulo B'AC,
esli no caso precedente (I1); e por isso ainda tem logar a mesma demonstragio.

Ou tambem ; produzindo os lados BA e AC alé encontrarem em B' o C'
o arco BC produzide, serd no triangulo C'AB':

B'AC'=qa, AB'=180 —¢', AC'=180 —¥', C'B'—4a';

e applicando-lhe o theorema, vird a formula (3).
1V. Se }'=190°, ¢'=90°, a formula (3) d4

)’para o angulo a, cosa=cosa', a=a'
Lparn os angulos b ou ¢, cos b=0, b=190% cos ¢=0, ¢ =90°

0 que concorda com as propriedades conhecidas dos polos.
V. 8Se é sémente ¢'=90°: produza-se, ou corte-se AC, alé que seja
AD = 90"

1.° Se nio é BD =190 o theorema serd applicavel ao angulo D no trian-
gulo CBD; e dard
cosa'—cos B cosCD

Paibe sen BD sen CD '

que, por ser cos D=0, se redoz a
cos a'==cos BD cos CD==cosa sen &':

e como a fo'r;muln (8) applicada ao angulo @& mo triangulo ABC dd tambem

cos a—= e
" sen bl

verdadeira "neste caso,

» OU cos a'==cos & sen &/, segue-se que aquella férmula & ainda
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9.° Se & BD=90° como lambem &AB==090°, serd B pilo de AC, e
conseguinlemente a'=90; logo (1V) o theorema é ainda verdadeiro no caso de
que se tracla,

(Vejam-se os Apontamentos de Trigon. Esph,, que se enconlram tambem
no vol. 3.° do jornal de Coimbra o Instituto)

Nota 6. (pag. 541).

1. No triangulo ABC (fig..#1) prodozam-sc os seus lados, alé se encontrarem
dous a dous, e formarem os tres fusos esphericos A A, BB, CC'. O circulo
ACA'C'A serd a base do hemispherio ACBA'C'; e este compor-se-ha dos triam-
gulos m, n, p, ¢.

Chamando pois S=2xr" a superficie do hemispherio, e observando que,
por serem

AB'=—180°—AB =A'B, CB'=180"— CB=BC, B="1,
sio eguaes os Iriangulos AB'C, A'BC": teremos
S=minipLg=mintmip+m+g—2m

= AA'-+ BB+ CC'— 2m.

E como os fusos esphericos sio proporcionaes aos seus angulos, isto &,

a b €
A= §, = —". 5, e
M=o 8, Bh=gm. S CO=go. S,
b
leremos AA'+ BB'+CC*=::—:E- s,
180°
¢ conseguintemente
@+ b-+c—180°
1T} oo ——

360°
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Se quizermos lomar por unidade de superficie a superficie do triangulo tri-
rectangalo, que € a quirta parte do hemispherio, e por unidade d’angulo o an-
gulo reclo, a expressiv de m tomard a lGrma

m=a-+b+c—2,

2. A soperficie do triangulo vem assim expressa nos seus lres angulos :
mas quando os angules nio forem dados, poderemos exprimil-os nas partes que
forem dadas, e substiluir depois essas expressies na da superficie, ou d’nma
funegdo Irigonomelrica d”ella. '

Por exemplo, se forem dados os lades @’ e ¢’ com o angulo comprehendido
b: tomando o triangulo trirectangulo por unidade de superficie, e o angulo re-
cto por unidade d'anguly, leremos

: 1 a+e b
- col (ém)=—[ang (_*2'-+§
h a-+¢ b
ang ungﬁ
. '

a-t¢ b
tang —g— lang 3 —1

U ']
ou, em virlude da primeira analogia de Neper, e fazendo tang%ung ;—::,

: R - b b o'+
cot = ¢ ng = cos
SRR e

(3 .
Col|{=—m |==
) - al e

COs Bl MV |- —
2 2
*as’co: 'y en an : cus‘b 'b)
cos 5 g +ien 5 se 2( g—sen's
i 9 o o ki b L
—Sen = >< Seh— -
mnE en = 3 3
a' ¢!
1+ - —~c0sh
langg Ve 2 f+teosh
i L al c T tsenb

lang = lang gsen b
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il 1 1
Desinvolvendo em fim g™ em serie ordenada scgundo as pitencias de ¢,

serd

| W il ¢

1
m-_-tlenb—:-ll‘sen?b.. Err——

Loy =

1138Q maz oROBIN i

ou, se desprezarmos as quanlidades da quarla ordem relalivamente a a' ¢ ¢,

' )
m=-a' ¢ senb,
2

E porque é da segunda ordem a differenca entre os senos do angulo b do
triangulo espherico, e do angulo correspondente do Lriangulo rectilineo, que tem
os mesmos lados que o espherico, vé-se que, desprezando os lermos da quarla
ordem, a superficie do triangulo espherico é egual & do rectilineo.

3. Chamando r o raio da esphera, e exprimindo as linhas trigonomelricas
do segundo membro da equagio (3) noscomprimentos dosarcos respeclivos, faeil-
mente se mostra (Trigon. de Legendre, appendice §. V) que 0s angulos a, b, ¢,
d'um triangulo espherico de lados muilo peqnenos leem, desprezando os termos
da quarta ordem, com os correspondentes a,, b, ¢, do triangulo rectilineo,
cujos lados sio tambem a', b'y ¢, as seguinles relagdes

1 n 1 m i mn
e ———  b=b
" sent?

g= e — I R —
" 3rtsenmt®’ " 3r°sen "’

sendo m a superficie do triangalo rectilineo, que segundo o n.c precedente &
cgual 4 do espherico.

O que reduz a resolugio do triangulo espherico proposto & do triangulo re-
clilineo, cujos lados sio @', &', ¢/, e cujos angulos sio a, b, ¢,

O numero de le;undoul-;m— ¢ 0 excesso espherico, que se reparte assim

sen 1"
egualmente pelos tres angulos do triangulo.

4. Suppondo o raio da esphera infinito, e os comprimentos dos arcos fi-
‘nitos, on suas graduacdes infinitesimas, v triangulo espherico torna-se reclilineo;
e porisso podemos, fazendo aquellas hypotheses, passar dos theoremas da Lrigo-
nomelria esplierica para os correspondentes da trigonomelria rectilinea.

Quando nos theoremas da trigonometria espberica entra mais de um lado,
passando d'elles para os triangulos rectilineos, podem apparecer razoes entre as
graduacdes dos lados; e porque estas razies podem ter um limite de grandeza
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finita, guando se lornam infinilesimas as graduagdes entre as quaes ellas leem
logar, péde apparecer um theorema correspondente da trigonometria rectilinea
pa qual entrem lados. Mas quando nos Lheoremas da trigonomelria espherica
entra s6 um lado, a hypothese de ser eslte infinilesimo necessariamente o faz
desapparecer; e o theorema reduz-se para a trigonometria rectilinea a uma rela-
cao enlre angulos.

Assim, 'neslas hypotheses, a formula (3)

cosa=—

cos a'—cosb'cose!  —2sen* ! a'+2sen® L b'—2sen” | ¢'—4sen* 1 b sen® L &'

send sene! sen b’ sene'

Viye'—a'
da cosa=
ab'c!

E proseguindo, pelo mesmo modo, achariamos que os quatro theoremas funda<
mentaes de trigonomelria espherica, e as qualro analogias de Neper, cerrespon-
dem aos quatro theoremas principaes da trigonometria reclilinea. (Vejam-se os
ji citados Appontamentos de Trigon. Esph.)

FIM DO 3. VOLUME.
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(2 — 5¢?)" (2~ Be*) ete. =

A = (A1)
(fig. 1)
“+ad

+ bdd

Fad" '
satisfaz ambas
altendo
dominador

+ 4 hfl'z

o= [
A

fa
s=10,005%
siio i

3.° Se houver

ERRATAS.

= (h'-+1),
(fig. 23)
-+ bad
+ add

] ]
Fa" b"* "
salisfaz a ambas
attendendo.

denominador

+1hf"s
y=/[z
lhjr' ‘o

e

s=—0,0054%

sa0 08 1

3.° Se na serie B houver de me-
nos uma variacdo do que em A,
haverd s uma raiz entre a e b.

§.° Se houver... --

(26°— 5¢)?

A = (WT—1) < (-
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Erros Emendas
& +1 a" +1 |
beo beec d
y—i yi—1
m, Sn w5,
ks " o 1'
cosfe cosle
e e -+ -
—1a" —ia
tof ta
pa -
- =
a bypothenusa )= a bypothenusa ) g
a ' [ 8
g g
- = 1
(n.” 198) (n.® 200)
y+y y—y'
=A(z—2') Bly—1y) =A(z—a') +By—y)
(n.” 204, 3.%) (n." 204, 2.°)
= (¢tr — a) 2¢ (r—a)
¢—alange ¢c—alangs
a —clango a-+¢lango
¢ ¢
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AS ERRATAS DO 2.° VOLUME.

Pag. Lin. Erros Emendas
167 6 <arco AB . <arcoAG

c—h ce—b
Ase 1 et 4 S . ¥
175 16 H_bcc-t,.\ = bcot‘A...... (5)
4178 5 Qbccosi A 2y (be) cost A
196 4 —&cosda — % cos2a
239 10 <-az . +al
298 7 o’ n.° 269
302 19 cos*(6—a) cos’ (64 a)

Em logar das ullimas cinco linhas d'esta pagina 302, leia-sc o sequinte :

As equacdes (9), (10}, (11), por serem symmetricas relalivamente a o' e b',
nio mudam quando se trocam as denominagdes dos diametros, isto ¢, quando se
chama a’ o que faz com a o angulo €, e b o que faz com o mesmo eixo 0 An-
gulo «, Por isso o primeiro factor da equacio final da pagina 302, egualado a
zero, ¢ combinado com as equagdes (8), reproduz a equacdo (11); e o segundo
factor, combinado com as equagdes '8) depois de mudar n’ellas a em b eV
em a’', reproduz a mesma equagio (11).
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