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ALGEBRA SUPERIOR 

I . DAS COMBINAÇÕES B POTENCIAS. 

Permutações e Combinações. 

1. y ^ s H a m a m - s e A r r a n j o s ou P e r m u t a ç õ e s todas as collecções que se 
obtém, dispondo uns adiante dos outros, em todas as ordens differentes, 
2 a 2 , 3 a 3 , 4 a 4 um determinado numero de objectos. 
Quando expressamente não dissermos o contrário, supporemos que o 
mesmo objecto não entra mais que uma vez em cada collecção. A s s i m 
abe, bac, cba, bca, s3o 4 p e r m u t a ç õ e s de 3 l e t r a s t o m a d a s 3 a 3. 
P a r a d e s i g n a r m o s o n u m e r o d e t o d a s a s p e r m u t a ç õ e s poss ive is d e m l e -
t r a s p a p e s c r e v e r e m o s [m P p ] . (*) 

Chamam-se C o m b i n a ç õ e s todas as collecções que se obtém, dispondo 
uns adiante dos outros, e em todas as ordens differentes, 2 a 2, 3 a 3, 
4 a 4 um determinado numero de objectos, de maneira que 
um d'elles pelo menos seja differente numa qualquer das collecções 
comparada com cada lima das outras. Quando expressamente não dis' 
sermos o contrário, supporemos que o mesmo objecto não entra mais 

( . ) A l g u n s authores fazem d i s t ineção cn l rc arranjos e permutações, r e s e r -
vando este últ imo n o m e para d e s i g n a r os arranjos de p le tras entre si , ou p a p : 
j u l g á m o s porém d e s n e c e s s á r i a tal d i s t i n c c ã o . 

1. 
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que uma vez em cada collecção. A s s i m abe, cb.l, Icd , aed s3o 4 c o m -
b i n a ç õ e s de 5 - l e i r a s 3 a 3 . P a r a d e s i g n a r m o s o n u m e r o de t o d a s as c o m -
b i n a ç õ e s p.>ssiveis de m l e t r a s p a p e s c r e v e r e m o s [mCp]. 

P r o b l e m a I . 0 Achar o numero y de todas as permutações de m 
letras a , b, c, d , tomadas p a p, ou y «= [m Vp]. 

V i s t o q u e no e n u n c i a d o do p r o b l e m a se niio faz d i s t i neção a l g u m a 
e n t r e as m l e i r a s a , b , c , d . . . . . . , q u e p e r t e n d e r n o s p e r m u t a r , p o -
d ô m o s c o n c l u i r , q u e e n t r e todas a s p e r m u t a ç õ e s poss íve is h a v e r á u m c e r t o 
n u m e r o d ' e l l a s q u e c o m e ç a r ã o pela l e t r a a , o u t r a s l a n l a s q u e c o m e ç a r ã o 
pe l a l e t r a b , o u t r a s l a u t a s pela l e t r a c , e*c. P o r c o n s e g u i n t e , s e d e t e r -
m i n a r m o s o n u m e r o o de t odas a s q u e c o m e ç a m pela l e t r a a , s e rá o 
n u m e r o to ta l d a s p e r m u t a ç õ e s 

P a r a a c h a r e s t e n u m e r o 9 c o n s i d e r e m o s , q u e o b t e r í a m o s f a c i l m e n t e a s 
p e r m u t a ç õ e s p a p em q u e a l e t r a a é inic ia l , se s o u b é s s e m o s p e r m u t a r 
de t o d a s as m a n e i r a s poss íve is p — 1 a p — 1 as m — 1 l e t r a s b , c , 
d e p u z e s s e m o s depo i s a l e t r a a na f r e n t e de c a d a u m a d ' e s t a s 
co l l eções . N a v e r d a d e s e por e s t e m o d o a l g u m a d a s p e r m u t a ç õ e s , e m q u e 
a 6 i n i c i a l , fosse o m i t t i d a ou r e p e t i d a , s e g u i r - s e - h i a q u e , s u p p r i m i n d o a 
l e t r a a na f r e n t e de c a d a um dos t e r m o s , h a v e r i a o m e s m o e r r o de 
o m i s s 3 o ou r e p e t i ç ã o nas p e r m u t a ç õ e s das m — 1 l e t r a s p— la p — 1 ; 
o q u e é c o n t r a o suppos t j ) . D ' a q u i se s e g u e q u e o n u m e r o 9 de t o d a s ns 
p e r m u t a ç õ e s de m l e t r a s p a p , em q u e a é i n i c i a l , 6 o m e s m o q u e o 
de Iodas as p e r m u t a ç õ e s d a s m — 1 l e i r a s p — 1 a p — 1 : ou 

E s t a f ó r m u l a , f a z e n d o d e p e n d e r o n u m e r o de t odas a s p e r m u t a ç õ e s de 
Hi l e t r a s p a p do n u m e r o de Iodas as p e r m u t a ç õ e s de m — 1 l e t r a s 
p — I a p — 1 , r e s o l v e o p r o b l e m a : p a r a o q u e b a s t a a d v e r t i r q u e o 
n u m e r o de m l e t r a s p e r m u t a d a s 1 a 1 é m. A s s i m : 

y = [m Pp] = mo O 

» = [ m P / » ] = m [ ( t t — l ) P ( p — I ) ] (2) 
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1 . ' P a r a a c h a r o n u m e r o y ' d a s p e r m u t a ç õ e s de m l e t r a s 2 a 2 ; 
c o m o o n u m e r o 9 dc m — 1 l e t r a s p e r m u t a d a s 1 a 1 6 m— l t , t e m o » 
çi = m — 1 , e 

y"= m ( m — 1 ) . 

2 . " P a r a a c h a r o n u m e r o y " d e t odas a s p e r m u t a ç õ e s d e m l e t r a s 
3 a 3; c o m o n ' e s t e c a s o , 9 é o n u m e r o de p e r m u t a ç õ e s de m — 1 l e i r a s 
2 a 2 , n u m e r o q u e s e d e d u z do valor p r e c e d e n t e de y'', m u d a n d o m em 
m — 1 ; s e rá o = [m — 1) (m — 2 ) , e 

y{" = m Qn — 1) ( m — , 

3 . ° P e l o m e s m o e s t i l o s e a c b a , q u e o n u m e r o d e p e r m u t a ç õ e s d e 
m l e i r a s 4 a 4 é 

= m [m — 1 ) (tn — 2 ) (m — 3 ) . 

E a s s i m por d i a n t e . 
N o t a n d o a g o r a , q u e p a r a p a s s a r de u m a d ' e s t a s e q u a ç õ e s p a r a a s e -

g u i n t e bas t a m u d a r m em m — I , e m u l t i p l i c a r d e p o i s por m , o q u e 
equ iva l a a j m c t a r aos f a c t o r e s tn, m— 1 , o i n t e i r o i m m e d i a t a -
n i e n l e i n f e r i o r a o ú l t i m o f a c t o r p r e c e d e n t e : c o n c l u i r e m o s q u e , p a r a p l e -
t r a s , o ú l t i m o f ac to r s e r á m — ( p — 1 ) ; e por c o n s e g u i n t e t e r e m o s 

y<T) = [ m P p ] = W ( m — i) [m — 2 ) . . . ( m — p + 1 ) (a) 

O n u m e r o de f a c t o r e s é p . 
A p p l i c a n d o a f ó r m u l a ( a ) v é - s e , q u e O o b j e c t o s p o d e m p e r m u t a r - s e 

4 a 4 de t a n t o s m o d o s d i f f e r e n t e s , q u a n t o s s3o i n d i c a d o s pe lo p r o d u c t o dos 
4 f a c t o r e s 0 . 8 . 7 . 6 , o u q n o [ 9 P 4 ] = 3 0 2 í . E s t e n u m e r o m o s t r a 
t a m b e i n todas a s d i f f e r e n t e s m a n e i r a s , por q u e 9 pessoas p o d e m o c c u p a r 
4 l o g a r e s . 

F a z e n d o em [a) m=p, o b t e r e m o s o n u m e r o s de todos os a r r a n j o s 
de p l e t r a s e n t r e si , ou p a p, e v i rá 
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Z = !>P />]!=2>;(p — I) ( p — 2 ) . . . . 3.2.1 = 1 . 2 . 3 p (6) 

A s s i m o n u m e r o de todas as p e r m u t a ç õ e s das 7 no tas da escha la m u s i -
cal e n t r e si 6 = 1 . 2 . 3 . . 7 = 5 0 i 0 ; e se c o n t a r m o s os s e m i t o n o s se rá 
= 1 . 2 . 3 . . . 12 = 1 7 9 0 0 1 COO. 

P r o b l e m a 2 . ° Achar o numero x de todas as combinações de m 
letras p a p. 

I m a g i n e m o s es tas a ; c o m b i n a ç õ e s e f f ec tuadas e e s c r i p t a s s e g u i d a m e n t e 
em l inha h o r i z o n t a l : e s c r e v a m - s e depo i s por b a i x o da 1 . ' c o m b i n a ç ã o , e 
f o r m a n d o c o m cila u m a co lumna v e r t i c a l , todas as p e r m u t a ç õ e s p a p 
das p l e t r a s daquel la c o m b i n a ç ã o . O n u m e r o z dos t e r m o s d ' e s t a c o l u m n a 
se r á dado pela e q u a ç 3 o (6) . 

D a 2 / c o m b i n a ç ã o r e s u l t a r á t a m b é m , pela m e s m a f ó r m a , u m a c o -
l u m n a ver t i ca l de z t e r m o s c o n t e n d o todas as p e r m u t a ç õ e s p a p das p 
l e t r a s d 'essa c o m b i n a ç ã o , u m a das quaes l e t r a s pelo m e n o s 6 d i f f e r e n t e 
da s q u e e n t r a m n a c o l u m n a a n t e c e d e n t e . 

D a 3 . " c o m b i n a ç ã o r e s u l t a r á t a m b é m u m a c o l u m n a d e z t e r m o s 
d i f f e r e n t e s dos ou t ros da s c o l u m n a s p r e c e d e n t e s . E ass im por d i a n t e . 

O b t e r - s e - h a por esta m a n e i r a u m a t abe l l a compos ta de x c o l u m n a s , 
c o n t e n d o cada u tua z t e r m o s de p l e t r a s , e d a n d o por t udo xz r e s u l t a d o s , q u e 
c o n s t i t u e m e v i d e n t e m e n t e todas as p e r m u t a ç õ e s possíveis da s m l e t r a s 
p a p , s em omis são ou r e p e t i ç ã o a l g u m a . S e n d o o n u m e r o d ' e s t a s p e r -
m u t a ç õ e s d a d o pe la e q u a ç ã o ( a ) , s e r á pois 

is to é , 

X Z = Y V ) , O U / = = -
z LP p P l 

. m{m— 1) [m — 2) . . (m— p+ 1) 
x= m Cp i = — í (c ) 

L n 1.2.3 p W 

P a r a u s a r m o s d ' e s t a f ó r m u l a a d v e r t i r e m o s , q u e o n u m e r a d o r é f o r m a d o 
pela s e r i e de p f ac to res q u e vão d i m i n u i n d o s u c c c s s i v a m e n t e de u m a u n i d a d e , 
d e s d e o i n t e i ro m d a d o a t é ao in te i ro m— p - f 1 . O d e n o m i n a d o r é f o r -
m a d o pela s e r i e de f ac to res dos n ú m e r o s in t e i ros d e s d e 1 a tó ao n u -
m e r o p . 

C c m o por sua na tu reza x d eve se r n u m e r o i n t e i r o , c o n c l u i r e m o s : 
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que a fórmula ( a ) deve ser exactamente divisível por (b). I s t o m e s m o 
se d e m o n s t r a a priori. ( N o t a 1.*) 

2. D e s i g n a n d o p o r - a ' o n u m e r o de c o m b i n a ç õ e s de m o b j e c t o s q a q , 
t e m o s 

, . m ( « ~ . 1 H » » — ( m — q+i) 
x' — [m Co l — — . L 1 . 2. 3 q 

Se for p>q , t odos os f a c t o r e s d ' e s l a ú l t i m a e q u a ç ã o e n t r a r ã o na e q u a ç 3 o 
(c) , q u e por isso se p o d e r á e s c r e v e r 

= . > ( m — 9 ) ( m ~ 7 — < ) ( m — p + 1 ) 
X * ( 9 + 1 ) ( 7 + 2) P 

e nos leva ás s e g u i n t e s c o n s i d e r a ç õ e s . 
I . P a r a q u e se ja x = x', é n e c e s s á r i o , q u e os f a c t o r e s do n u m e r a -

do r da f r a c ç ã o , pela qua l x ' s e a c h a m u l t i p l i c a d o , f o r m e m o m e s m o p r o -
d u c t o q u e o s do d e n o m i n a d o r ; e a s s i m , t o m a n d o e s t e s em o r d e m inversa , 
d e v e r e m o s t e r 

( m q) ( m q — 1 ) . , . . ( m — — 1) ( 7 + 0 -

C o m o es tes dous m e m b r o s t e i a u m n u m e r o e g u a l d e f a c t o r e s c o n t i n u e s e 
d e c r e s c e n t e s , s e c a d a u m dos f a c t o r e s d e u m l ado n ã o fosse e g u a l a o q u e 
occupa o m e s m o Iogar do o u t r o l ado , n ã o se r i a possível a e g u a l d a d e , po r 
q u e , s u p p r i m i n d o e n t ã o os f a c t o r e s c o m m u n s , f i ca r iam de um lado f a c t o -
r e s todos m a i o r e s q u e do o u t r o . E n e c e s s á r i o po r t a n t o , q u e se ja m—q—p 
p a r a s e r x — x ; d o n d e r e s u l t a o s e g u i n t e t h e o r e m a : 

[tn Cp] = [m C7J q u a n d o for m — p -f q. 

A s s i m 1 0 0 l e t r a s t o m a d a s 8 8 a 8 8 , e t o m a d a s 1 2 a 1 2 , d ã o o m e s m o 
n u m e r o . C o m e f e i t o [ 1 0 0 C 8 8 ] t e m po r n u m e r a d o r 1 0 0 . 9 9 . . 8 9 . 8 8 . . 13 , 
e por d e n o m i n a d o r 1 . 2 . . . . 1 2 . 1 3 . . . . 8 8 ; s u p p r i m i n d o pois o s f a c t o -
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, , o n 1 0 0 . 9 9 8 9 r i r t í v „ 
r e s c o m m u n s 1 3 . 1 i . . . . 8 8 , r e s t a _ _ = [ 1 0 0 C 1 2 ] . 

' 1.2 12 L 

E s t a c o n s i d e r a ç ã o s e r v e p a r a f ac i l i t a r o s cá lcu los d a f ó r m u l a ( c ) , q u a n d o 
f o r p > m . A c h a - s e m a i s d e p r e s s a [ 1 0 0 C 4 ] d o q u e [ 1 0 0 C 9 6 J = 3 9 2 1 2 2 5 . 

D ' a q u i se conc lue , q u e se escrevermos successivamente os números 
de combinações de m letras 1 a 1 , 2 a 2 , 3 a 3 , hão-de reproduzir-si 
es mesmos valores em ordem retrograda, passado o termo do meio. S e n -
d o , p o r e x . 0 , 8 a s l e t r a s , e s t e s va lo re s s S o 8 , 2 8 , 5 6 , 7 0 , . 5 6 , 2 8 , 8 . 
( V e j a - s e a t a b o a d a q u e vae a d i a n t e c o m a i n s c r i p ç a o — CoeJficienles do 
Binomio ou Números de combinações —) 

I I . S u p p o n h a m o s q=p — 1 ; n ' es te caso x só t e m um fac to r m a i s q u e 
x', e é 

* = a < , o u [ m C P ] = [ m C ( p - 1 ) ] . . { < i ) 

1 . ° D a q u i s e t i r a u m a r e g r a , q u e s e r v e p a r a d e d u z i r s t i c c e s s i v ã -
m e n t e uns dos o u t r o s os n ú m e r o s de c o m b i n a ç õ e s de ín l e t r a s 1 a 1 , 2 a 2 , 
o o r ^ m m - I m — 2 Jao.... bscrevam-se as racroes — , , —-— multi-

1 2 3 . 
j lique-se cada uma pelo producto de todas as antecedentes. P o r e x . ° , s e n d o 

, 8 7 6 5 . 
S a s l e t r a s q u e t e m o s d e c o m b i n a r , e s c r e v e r e m o s — , — , — — , e v i rá 

7 g 1 2 3 4 
8 ; 8 x - = 28 ; 28 — = 56 ; P o r e s t e m o d o se a c h a q u e 8 n u -

— o 
m e r o s da l o t a r i a f o r m a m 8 azes, 28 duques, 56 ternos, 70 quadras 
e 56 quinas ; e q u e 80 n ú m e r o s f o r m a m 90 azes , 4 0 0 a duques , 1 1 7 4 8 0 
ternos, 2 5 5 5 1 9 0 quadras , 4 3 9 4 9 2 6 8 quinas. 

_ 0 . m — 1 « J — 2 2 . O s f a c t o r e s success ivos m , — - — , — - — , . . . . t e m o s n u -
- o 

m e r a d o r e s d e c r e s c e n t e s e os d e n o m i n a d o r e s c r e s c e n t e s : em q u a n t o f o r e m > l , 
o p r o d u c t o a u g m e n t a r à ; e d i m i n u i r á pe lo c o u t r á r i o logo q u e a o r d e m i 
do t e r m o for ta l q u e venha 

m — i + 1 . m + 1 
: < 1 , ou »> * ' Í.» 
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d e v e n d o ent i lo c o m e ç a r a a p p a r e c e r o s m e s m o s p r o d u c t o s e m o r d e m r e -
t r o g r a d a , c o m o a c i m a d i s s e m o s . 

I.0 Caso, m par — 2 a . E n t 3 o é í > a + j | e po r c o n s e g u i n t e os 
a -4- 1 

t e r m o s c r e s c e m a t é á o r d e m i = a , na qua l o ú l t i m o f a c t o r é — • — , s e n d o 

es te t e r m o [ m C j - t n ] o u 

Ci 

2 a ( 2 q — 1 ) ( « + ! ) _ ( « + I H g + ¾ ) ' 2 y -
1 . 2 a ~ 1 . 2 a ' 

o quol se f o r m a e s c r e v e n d o no d e n o m i n a d o r a s e r i e n a t u r a l 1 . 2 . . . . a , 
e c o n t i n u a n d o - a n o n u m e r a d o r a t é 2 z . M u l t i p l i c a n d o a m b o s o s t e r m o s por 
1 . 2 . 3 . . . . a , v e m 

1 . 2 . 3 2 a 
( 1 . 2 . 3 a ) 2 

o n d e o s f a c t o r e s p a r e s , q u e n o n u m e r a d o r v e m a l t e r n a d o s c o m o s i m p a -

r e s , s3o 2 . 4 . 6 2¾ = 2 a x 1 . 2 . 3 . 1 x; o por c o n s e g u i n t e o 
termo médio maior que lodos os outros é 

r r , - , 1 . 3 . 5 . 7 (m — 1 ) 
M = | m C t m} = 2 L " J 1 . 2 3 '-m 

2 . " Caso , m impar = 2a + 1. N ' e s l e caso é i> « + f ; c po r c o n -
s e g u i n t e os t e r m o s só c o m e ç a m a d e c r e s c e r q u a n d o i e x c e d e a -f 1 ; c 

a + 1 
c o m o n o t e r m o d ' e s l a o r d e m o ú l t i m o f a c t o r s e r e d u z a — : — = 1 , e s t e 

a + 1 
t e r m o é e g u a l ao p r e c e d e n t e , v i n d o a s s i m a r e p e t i r - s e n a s o r d e n s a o 
a -f 1 , ou j (tn rp 1 ) . F a z e n d o pois i — a , t e r e m o s p a r a os dois lermos 
médios, maiores que todos os outros, e c o r r e s p o n d e n t e s a [tn + 1) , 
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( 2 t t + l ) x 2 a x . . ( « + 2 ) = ( a + 2 ) ( a + 3 ) . . 1T. ( 2 a + 1 ) 
1. 2 . 3 a ~~ 1. 2 . 3 . . . . a 

P r a c t t c a n d o , c o m o n o 1 . ° c a s o , a c h a r e m o s 

„ , „„ 1 . 3 . 5 . 7 m 

A p p l i c a n d o a s f ó r m u l a s , q u e a c h á m o s p o r o s d o i s casos , v è - s e , q u e o s 
m a i o r e s n ú m e r o s d e c o m b i n a ç õ e s q u e é possível f a z e r c o m 1 8 e 1 9 l e -
i r a s sSo 

M = [ 1 8 C 9 ] = 2 * \ f " " 4 8 6 2 0 ; 
1 • • • « • • ÍJ 

M = [ 1 9 C 9 ] ' = [ 1 9 C 1 0 ] = 9 2 3 7 8 . 

3 . " D a e q u a ç ã o ( d ) t i r a - s e 

. m + 1 m + 1 m t n — p + 2 
a: + a;' = x — — = — - — . — • • . . 

a t t e n d e n d o a q u e s u p p u z e m o s x' — [m C (p—1)]. C o m p a r a n d o e s t e va lor 
de x + x' c o m a e q u a ç ã o ( c ) , v e m 

i 
[ ( m + 1) Cp] = [m Cp] + [m C (p — 1 ) ] ( 0 

P o r m e i o d e s t a f ó r m u l a , e p o r s i m p l e s a d d i ç â o , s e d e d u z e m a s 
c o m b i n a ç õ e s d e m + 1 l e t r a s c o n h e c i d a s a s d e m l e t r a s ; e por e l la s e f o r -
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m o a a taboada seguinte, chamada Triangulo arithmetico de Pascal, na 
qual cada um dos números é a somma do termo correspondente superior e 
do que fca á esquerda deste na linha precedente. 

T e m o s , po r e x . ° , 
na 7 .* l inha 1 , 7 , 21 , 35 , 35 , 2 1 , 7 , ! . 

P a r a f o r m a r a 8 .* l i nha t o m a r e m o s 7 + 1 = 8 , 2 1 + 7 = 2 8 , 
3 5 + 2 1 = 5 6 , 3 5 + 3 5 = 7 0 , e t c . 

N ' e s t a lei e x p l i c a - s e o a p p a r e c i m e n t o dos m e s m o s t e r m o s e m o r d e m 
inve r sa , po r q u e b a s t a q u e s e d ê n ' u m a l inha p a r a q u e l e n h a Iogar n a s e g u i n t e . 

A l é m d ' e s t e m e i o q u e a c a b á m o s d e i n d i c a r , p o d e m o s d e d u z i r o s 
t e r m o s d a m e s m a l inha uns dos o u t r o s , o u s u c c e s s i v a m e n t e ( 1 . ° ) » o u 
u s a n d o da f ó r m u l a (c) q u e é o seu termo geral. 

C O E F F I C l E N T E S D O B I N 0 M 1 0 , 

o u 

Numero de Combinações. 

1 1 
I 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 1 0 5 1 

1 6 1 5 2 0 1 5 6 1 
1 7 2 1 3 5 3 5 2 1 7 1 
1 S 2 8 5 6 7 0 5 6 2 8 8 1 
1 9 3 6 8 4 1 2 6 1 2 6 8 4 3 6 9 1 
1 1 0 4 5 1 2 0 2 1 0 2 5 2 2 1 0 1 2 0 4 5 1 0 

1 
j 1 11 5 5 1 6 5 3 3 J 4 6 2 4 6 2 3 3 0 1 6 5 0 3 »! 
j 1 1 2 66 2 2 0 4 9 5 7 9 2 9 2 4 7 9 2 4 9 5 2 2 0 6 6 

1 13 7 8 2 8 6 7 1 5 1 2 8 7 1 7 1 6 1 7 1 6 1 2 8 7 7 1 5 2 8 6 
1 U ' 9 1 3 6 4 1 0 0 1 2 0 0 2 ' 3 0 0 3 3 4 3 2 3 0 0 3 2 0 0 2 1001 

1 15 1 0 5 4 5 5 1 3 6 5 3 0 0 3 5 0 0 5 6 4 3 5 6 4 3 5 5 0 0 5 3 0 0 3 

í 1 16 1 2 0 5 6 0 1 8 2 0 4 3 0 8 8 C 0 8 1 1 4 4 ' 1 2 8 7 0 1 1 4 4 0 8 0 0 8 

11 11 1 3 6 6 8 0 2 3 8 0 6 1 8 8 1 2 3 7 6 1 9 4 4 8 2 4 3 1 0 2 4 3 1 0 1 9 4 4 8 

1 1 8 1 3 3 8 1 6 3C6Í) 8 5 6 8 1 8 5 6 4 3 1 8 2 4 4 3 7 5 8 4 8 6 2 ) 4 3 7 5 8 
1 1 9 1 7 1 9 6 9 3 8 7 6 1 1 6 2 8 2 7 1 3 2 5 0 3 8 8 1 7 5 5 8 2 9 2 3 7 8 9 2 3 7 8 

1 2 0 1 9 0 1 1 4 0 4 8 4 5 1 5 5 0 / , 3 8 7 6 0 7 7 5 2 0 1 2 5 9 7 0 1 1 6 7 9 6 1 ) 1 8 4 7 5 6 

i O l.i I 2 a 2 3 a 3 4 a 4 5 a 5 6 a 6 I 7 a 7 I 8 a 8 I 9 a 9 1 0 a 1 0 

3 
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I I I . D e s i g n a n d o por 1 , m, a, b, c b , a , t n , 1 os n ú m e -
ros de u m a l i n h a , s e r ã o , f ó r m . ( e ) , os da s e g u i n t e 

, 1 , 1 - f m, m -j- a , a + b, . . a + m , m + l , 1 , 

na qua l a s o m m a dos t e r m o s d a s o r d e n s p a r e s é 

I . + m + a - l - 6 + c - f -cZ m - f - 1 , 

q u e é a m e s m a dos t e r m o s d a s o r d e n s i m p a r e s , e t a m b é m a m e s m a q u e 
a s o m m a dos t e r m o s da l i nha p r e c e d e n t e . S o m m a n d o pois todos o s t e r -
m a s da l inha m + 1 , t e r e m o s o d o b r o da s o m m a da l i nha m. O r a a 2 . " 
l i nha da t a b o a d a é 1 + 2 - f 1 =4 = 2 2 , e por c o n s e g u i n t e as l inhas s e -
g u i n t e s t e r ã o por s o m m a 2 3 , 2 * , . . . . 2m . L o g o : a somma das combina-
ções de m letras é 2m ; a somma dos termos das ordens , ou pares , ou im-
pares , é 2"'~l ; e esta somma é a mesma que a das combinações de m — 1 
leiras. 

3. S u p p o i í h a m o s q u e , t e n d o s e p a r a d o m l e t r a s a , b , c , d , . . . . em 
dois g r u p o s , um c o n t e n d o m 1 d ' c s t a s l e t r a s , e o o u t r o m'1 d a s r e s t a n t e s , 
s e n d o a s s im m = m ' + * » ' ' : s e p e d e o n u m e r o d e t o d a s a s c o m b i n a ç õ e s 
p a p f o r m a d a s de p ' d a s l e t r a s do p r i m e i r o g r u p o e de p" das do s e -
g u n d o , s endo p = p ' + p ' ' . 

P a r a i s t o , f a ç a m o s todas as c o m b i n a ç õ e s d a s p r i m e i r a s p' a p' , e as 
d a s s e g u n d a s p" a p". Os n ú m e r o s d ' e s t a s c o m b i n a ç õ e s s e r ã o r e s p e c t i v a -
m e n t e [m1 C p ' ] c [ m " C p " ] . Se r e u n i r m o s d o u s a d o u s c a d a um dos resul-< 
t a d o s das 1 . " c o m c a d a u m dos d a s 2.", p ' l e t r a s d e u m a p a r t e , r e u n i -
das com p" l e t r a s da o u t r a , f o r m a r ã o p l e t r a s ; e 6 c l a ro q u e e s t e s s v s t e -
m a s r e u n i d o s r e s o l v e r ã o a q u e s t ã o p r o p o s t a . O n u m e r o de t odas es tas c o m -
b i n a ç õ e s s e r á pois 

X = [ m ' Cp ' ] x [m" C p " ] (J) 

I . Em q u a n t a s c o m b i n a ç õ e s de m l e t r a s a , b , c , e n t r a a 
l e t r a a ? T e m o s m — p' — 1 , e X = [{m — 1) C ( p — 1)] . 

I I . E m q u a n t a s c o m b i n a ç õ e s e n t r a a s e m 6 , e 6 s e m a ? T e m o s 
m1 = 2 , p' = 1 , logo X = 2 x [ ( w — 2) C ( p —• 1) ] . 
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I I I . Em q u a n t a s e n t r a a c o m b ? T e m o s m ' = p ' = 2 , e 

X = [ ( m - 2 ) C ( p - 2 ) ] . 

I V . Em q u a n t a s n â o e n t r a n e m a , n e m b ? T e r n o s m' = 2 , p ' = 0 , 
eX = [(m — 2 ) Cp] . 

V. Em q u a n t a s d a s c o m b i n a ç õ e s de m l e t r a s p a p e n t r a m sé 
d u a s d a s t r e s l e i r a s a , b , c? T e m o s m' = 3 , p ' = 2 , e 

X = 3 x [ (m — 3 ) C ( p — 2}] . 

V I . E m q u a n t a s d a s 2 1 0 c o m b i n a ç õ e s d e 1 0 l e t r a s 4 a 4 n5o 
e n t r a n e n h u m a d a s t r e s l e t r a s a , b , c ? E m q u a n t a s e n t r a u m a s ó ? E m 
q u a n t a s d u a s ? E m q u a n t a s e n t r a m t o d a s t r e s ? A p p l i c a n d o a f ó r m u l a a c h a -
r e m o s : 

1 . ° N e n h u m a d a s t r e s l e i r a s 

2 . ° U m a só 

3 . ' D u a s 

4 . ° T o d a s t r e s 
N u m e r o t o t a l d a s c o m b i n a ç õ e s 

[ 3 C 0 j x [ 7 C 4 ] = 1 x 3 5 = 3 5 

[ 3 C l ] x [ 7 C 3 ] = 3 x 3 5 = 1 0 5 

[ 3 C 2 ] x [ 7 C 2 ] = 3 x 2 1 = 6 3 

[ 3 C 3 ] x [ 7 C l ] = 1 x 7 = 7 
210 

4. P e d i n d o - s e o n ú m e r o de p e r m u t a ç õ e s p a p de m l e t r a s d e n t r e m> 
d e s i g n a d a s , b a s t a r á t o m a r c a d a u m a d a s X c o m b i n a ç õ e s p r e c e d e n t e s e 
p e r m u t a r as p l e t r a s q u e n ' e l l a s e n t r a m . A s s i m , d e s i g n a n d o por Y o 
n ú m e r o d a s p e r m u t a ç õ e s p e d i d a s , t e r e m o s 

Y = X x 1 . 2 . 3 p . 
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5. Para effecluar com facilidade todas aspermutaçõespossiveis p a p 
de in leiras , p r o c e d e r e m o s da m a n e i r a s e g u i n t e . 

T e n d o c s c r i p l o na o r d e m a l p h a b e t i c a as m l e t r a s a, b , c , -..-U1V, 
s e p a r e m o s d ' e l l a s as p— 1 ú l t i m a s l e t r a s i, k, v. C o l l o q u e -
m o s d e p o i s a i . " d ' e s t a s l e t r a s s e p a r a d a s i e m f r e n t e d e cada u m a d a s 
p r i m e i r a s m — p 1 l e t r a s a , b , c h , f o r m a n d o a s s i m a s s e -
g u i n t e s p e r m u t a ç õ e s 2 a 2 , 

ta , Ib , ic, ih. 

M u d e m o s por fim , e s u c c e s s i v a m e n t e , t em a, b, c, h, t e n d o 
o c u i d a d o d e m u d a r t a m b é m a e m i , b e m i , . . . . í i c m i , nos t e r -
m o s e m q u e a s s im for n e c e s s á r i o p a r a q u e s e n ã o r e p i t a a m e s m a l e t r a . 
P o r e s t a f ó r m a c o n s e g u i r e m o s o b t e r i o d a s as p e r m u t a ç õ e s 2 a 2 d a s 
tn— p + 2 l e t r a s i , a , b, . . . . h, t o r n a n d o - s e c a d a u m a d ' e l l a s i n i -
c i a l o m e s m o n u m e r o d e vezes m — P - f 1 (n . ° 1 . ° ) . 

F e i t o i s t o , c o l l o q u e m o s a 2 . " l e t r a s e p a r a d a k e m f r e n t e d e l o -
d o s o s r e s u l t a d o s p r e c e d e n t e s , f o r m a n d o a s s i m a s s e g u i n t e s p e r m u t a ç õ e s . 
3 a 3 , 

kla , . . . . , kih, kai,.. .. kah , kba kbh , 

M u d a n d o d e p o i s s u c c e s s i v a m e n t e k em t , a , b , . . . . h , c o m a a d v e r t ê n -
c ia q u e a c i m a f izemos, o b t e r e m o s t o d a s as p e r m u t a ç õ e s 3 a 3 d a s m — p - \ 3 
l e t r a s k , i , a , b h. 

E p r o s e g u i n d o s e m p r e pe lo m e s m o e s t i l o , a t é c h e g a r a co l loca r 
a ú l t i m a d a s l e t r a s s e p a r a d a s v , n a f r e n t e d e t odas a s p e r m u t a ç õ e s p — 1 
a p — 1 d a s m — 1 l e t r a s r e s t a n t e s ; e f a z e n d o d e p o i s a m u d a n ç a succes» 
s iva de v em u . . . . k , i, a, b . . . . h , c o m a a d v e r t e n c i a i n d i c a d a , 
o b t e r e m o s finalmente t o d a s as p e r m u t a ç õ e s das m l e t r a s p a p. 

P o r e x . ° , p a r a p e r m u t a r 3 a 3 a s S l e t r a s o , b , c , d , e , s e p a -
r e - s e d e e, e p o n d o d em f r e n t e de c a d a u m a d a s t r e s a, b , c , v e m 

da , db, dc; 

m u d a n d o d e p o i s s u c c e s s i v a m e n t e d em a , b, c , c o m a dev ida a d v e r t e n -
cia , o b t e m - s e todos os a r r a n j o s 2 a 2 d a s 4 l e t r a s a , b, c , d, 
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da , db j dc, ad , ab, ac, ba ,bd , bc, ca , cb , cd. 

P n n d o po r f im e em f r e n t e de c a d a um d ' e s l c s t e r m o s o q u e dá eda , 
edb e m u d a n d o d e p o i s e em a , b , c , d , o b t e r e m o s os 60 a r r a n -
jos p e d i d o s (*). 

6. Para effecluar com facilidade todas as combinações possíveis de m le-
tras p a p , e m p r e g a r e m o s o p rocesso s e g u i n t e . 

E s c r e v a m - s e p r i m e i r o em l inha e na o r d e m a l p h a b e t i c a t odas a s m l e -
t r a s ; e t e r e m o s t o d a s a s suas c o m b i n a ç õ e s l a i . 

E s c r e v a m - s e d e p o i s n ' o u t r a l i n h a , a d i a n t e d e c a d a u m a d ' e s t a s l e -
t r a s , s u c c e s s i v a m e n t e t o d a s a s q u e s e s e g u e m a essa l e t r a n a 1." l i n h a ; 
e por e s t a f ó r m a o b t e r e m o s t o d a s as c o m b i n a ç õ e s d a s m l e t r a s 2 a 2 . P o r 
q u e po r e s t a m a n e i r a é e v i d e n t e q u e n ã o é possivel o m i t t i r - s e q u a l q u e r 
c o m b i n a ç ã o , n e m t ã o pouco r e p e t i r e m - s e d u a s . 

C o n t i n u e - s e s e m p r e , por e s t e m o d o , a e s c r e v e r , a d i a n t e de c a d a 
u m a d a s c o m b i n a ç õ e s j á o b t i d a s , s u c c e s s i v a m e n t e t o d a s a s l e t r a s q u e s e 
s e g u e m na 1.° l i nha á u l t i m a l e t r a d ' e s t a c o m b i n a ç ã o ; e por e s t a f ó r m a 
c h e g a r e m o s a o b t e r pe l a r a z ã o a p o n t a d a , t o d a s as c o m b i n a ç õ e s d a s m l e -
t r a s p a p. 

P o r e x . ° , p a r a e f f e c t u a r t o d a s as c o m b i n a ç õ e s 4 a 4 d a s 5 l e t r a s 
a , b, c , d, e , t e r e m o s s e g u i d a m e n t e : 

C o m b i n a ç õ e s 1 a í . . . . a , i , ¢ , <1, ( . 

2 a 2 . . . . ab, ac, ad, ae, bc , bd, be, cd, ce , de. 

3 a 3 . . . . abe , abd, abe, aed , ace , ade, bed, bce , 
bde , cde. 

4 a 4 . . . . abed , abce , ábde , aede , bede. 

(«) Esta theoria serve para achar o Iogogrypho e anagramma das palavras. 
E s t a s b a g a t e l h s 1 a l iás t raba lhosas , conduzem muitas vezes a resultados notáveis 
A' pergunta feita por Pilatos a JESUS-CHHISTO : Quid est veritas? responde o ana-
g r a m m a : est vir quiadest. Em Frere Jacques Clement, o assass ino de H e n r i q u e 
I l I , acha-se letra por letra : C'est 1'enfer qui m'a créé. 
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T o d o s o s t e r m o s , e m q u e e n t r a a ú l t i m a l e t r a e , nas c o m b i n a ç õ e s 
q u e t e m o m e s m o n u m e r o de l e t r a s , não f o r n e c e m t e r m o a l g u m p a r a a s 
c o m b i n a ç õ e s s e g u i n t e s , e m q u e e n t r a m a i s u m a l e t r a . 

Desenvolvimento das potencias de um polynomio. 

7 . S e n o p r o d u c t o d e m fac to res b i n o m i o s 

(s + a) [x + 6) [x + c) 

f i ze rmos a = b = c = . . . . , e s t e p r o d u c t o se t o r n a r á em (x + a ) m . P o r 
c o n s e g u i n t e para a c h a r o de senvo lv imen to da po tenc ia m de um b i n o m i o , 
p o d e m o s e f f ec tua r o p r o d u c t o a c i m a ind icado , e t o r n a r depois e g u a e s os 
2 . ° ' t e r m o s a , b , c , . . . . ; consegu indo por es to processo r e c o n h e c e r a 
lei q u e o b s e n a m os d iversos t e i m o s do p r o d u c t o , a n t e s de se p r a c t i c a r a 
r e d u c ç ã o . O r a j á v imos [Alg. El. n . ° I O i , V) q u e es te p r o d u c t o 6 da 
f ó r m a 

o " ' + A a m - - f B x ' " - 1 + C j . " 1 - 3 + N x " - " + . . . , . + abcd . . ; 

sendo A a s o m m a a -f 6 + c -(- dos 2 . ° ' t e r m o s dos f ac to r e s 
b i n o m i o s ; B a s o m m a dos seus p r o d u c t o s 2 a 2, ab -f ac -+- ad . . . . ; C 
a d o s p r o d u c t o s 3 a 3 , abe + abd + ; e t c . 

F a z e n d o a=b = c — . . . . , todos os t e r m o s de A se t o r n a m e g u a e s 
8 o ; os de B = a 1 ; os de C= a';.... os do N= a » . L o g o : 

A t o r n a - s e em a r e p e t i d o m v e z e s , ou A = ma. 
B t o r n a - s e em a 2 r e p e t i d o t a n t a s vezes q u a n t o s s3o os p roduc tos 

2 a 2 , o u B = a 2 [ m C 2 ] = m ^ r - a 1 . 
A 

C t o r n a - s e em a5 r e p e t i d o t a n t a s vezes quan tos são os p r o d u c t o s 3 a 3 , 

ou C = a 3 [ m C 3 ] = m ~ ( m ~ 2 ) a \ 

E a s s im por d i a n t e a r e s p e i t o dos f ac to r e s c o n s e c u t i v o s ; de so r t e 
que pa ra o t e r m o N x " - " de u m a o r d e m q u a l q u e r n , s e r á N — m C n ] a." 

O ú l t i m o t e r m o 6 a'". 
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D ' a q u i r e s u l t a a f ó r m u l a ' g e r a l d e s c o b e r t a po r N e w t o n : 

(9) 

/ ^ tn f m — 1 ) 
(a; + a ) w = xm + ma xm~l H —— a xm~-

m ( t n — l ) ( t n — 2 ) , 
+ 1 . 2 . 3 + + « - . 

S e ^ d e s i g n a r m o s p o r T n u m t e r m o q u a l q u e r d a o r d e m t i , s e r á o t e r m o s e -
g u i n t e T n + 1 c o r r e s p o n d e n t e á o r d e m n + 1 , ou q u e t e m n t e r m o s a n t e s 
d e si , 

_ mim—l)(m—2).. .. ( t n - — n + 1 ) . _ , 
T . + l = t ç , o — a . " - " = [ t n C n ] a " ® " - . . (h) 

l « â , O • « . . . . ti 

E s t a e x p r e s s ã o é o termo geral da f ó r m u l a ( g ) ; e c h a m a - s e a s s i m , 
p o r q u e , f a z e n d o n ' e l l a s u c c e s s i v a m e n t e n = l , 2 , 3 , . . . . , p o d e m o s 
d e d u z i r todos os t e r m o s da f ó r m u l a , c o m e ç a n d o no s e g u n d o . 

P a r a o b t e r o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( x — a)m bas ta m u d a r nas f ó r m u -
las (g) e (li) a em — a , i s to ó, b a s t a t o m a r c o m o s igna l c o n t r á r i o os l e r -
m o s em q u e a e s t á e l e v a d o a p o t e n c i a s i m p a r e s . T e r e m o s a s s i m 

/ i m (m—1) . 
(x — a)m = xm — max"-1 H a* xm~? x

 ' 1 . 2 

tw (tn — l ) ( m — 2 ) 3 
— ~ - — j - t a 3 a , " - 3 + ± a " 

• (O 

8. As fórmulas (g) e (!) compôe-se de m+1 lermos, e os coefficientes 
são todos números inteiros; na t a b o a d a da p a g . 9 e n c o u t r a m - s e e s t e s c o e f -
f i c ien tes pa ra as d ive r sas p o t e n c i a s a t é á 2 0 . ° 

O s e x p o e n t e s d e a vão c r e s c e n d o s u c c e s s i v a m e n t e d e u m a u n i d a d e 
d e s d e o t e r m o em q u e a se t o r n a na u n i d a d e ou a", a l é ao ú l t i m o , em 
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q u e a e s t á e l e v a d o á p o t e n c i a m. Os de x d e c r e s c e m d e s d e o l .° t e r m o 
em q u e x e s t á e l e v a d o á p o t e n c i a m a t é ao ú l t i m o , em q u e x se t o r n a na 
u n i d a d e ou x." Em c a d a t e r m o a s o m m a dos e x p o e n t e s de a e x é s e m -
p r e = m . D ' a q u i p o d e m o s conc lu i r ( p a g . 6 , l . °) a s e g u i n t e r e g r a p a r a d e -
d u z i r u m t e r m o q u a l q u e r d a s e r i e d o seu p r e c e d e n t e : 

Mulliplique-se o termo precedente por — e pelo expoente a que nelle 
x 

se acha elevado x; e divida-se depois pelo numero, que designa na serie 
a ordem d'este termo. 

£ a s s im , q u e no s e g u i n t e e x . ° p o d e r e m o s a c h a r c o n s e c u t i v a m e n t e 
os t e r m o s da s e r i e do d e s e n v o l v i m e n t o de (x + a)9, o b t e n d o 

(x =£ a)» = X^dz 9 a x 8 + 3 6a V =fc 8 í a 3 x 6 + 1 2 6 a 4 x 5 ± 1 2 6 a 5 x< + . . . 

Sc o b i n o m i o não e s t i v e r r e d u z i d o á f ó r m a m a i s s i m p l e s x ± a, n ã o t e -
m o s m a i s do q u e s u b s t i t u i r n a s f ó r m u l a s ( 7 ) e (/) por x e po r a os t e r -
m o s q u e lhes e q u i v a l e m . A s s i m pa ra a c h a r o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( 2 6 3 — 5 c 3 ) 9 , 
f a r e m o s n a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e x = 2 6 3 , a = — o c 3 , e u s a n d o dos s i -
g n a e s i n f e r i o r e s , v i r á 

{ W — = 2 ' 6 2 ' — 9 . 5 c s 2 9 6 1 4 + 3 6 x b V 2 ' ò J 1 . „ 
= 5 1 2 6 2 7 — 4 5 x 2 5 6 c , 6 2 ' + 3 6 x 2 5 x 1 2 8 c 6 ô 2 1 — 

F i n a l m e n t e , pe lo q u e j á f i e a d i c t o , a d v e r t i r e m o s a i n d a q u e n a s f ó r -
m u l a s ( g ) e ( í ) : 

1 . ° D e p o i s d o t e r m o m é d i o , a p p a r e c e m o s m e s m o s coef f i c ien tes 
e m o r d e m r e t r o g r a d a ; c o s coe f f i c i en te s e q u i d i s t a n t e s dos t e r m o s e x t r e -
m o s s ão e g u a e s . E s t e s coe f f i c i en t e s c r e s c e r a a t é a o t e r m o m é d i o , c u j o 
va lo r se a c h a nas p a g . 7 e 8 . 

2 . ° C a d a um dos coe f f i c i en t e s da po tenc i a m s o m m a d o c o m o s e -
g u i n t e , dá o coe f f i c i en te do t e r m o da m e s m a o r d e m q u e o d ' e s t e ú l t i m o , 
n o d e s e n v o l v i m e n t o d a po tenc ia ( m + 1 ) Y e j a - s e p a g . 8 . 

3 . ° A s o m m a de todos os c o e f f i c i e n t e s da po tenc i a m é = 2" = á 
s o m m a dos c o e f f i c i e n t e s de t o d a s a s o r d e n s . p a r e s ou i m p a r e s , na p o t e n -
cia (m -f- 1) c o m o se viu ( p a g . 1 0 . ) Na v e r d a d e f a z e n d o x = a= 1 , a 
e q u a ç ã o (</) r e d u z - s e a 2" = ^ s o m m a de todos os coe f f i c i en t e s . 
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4 . ° Q u a n d o x= 1 e a — z, as e q u a ç õ e s (</) e ( i ) l o r n a m - s e em 

* " » ( m — 1 ) , m f m — l ) ( m — 2 ) , 
( I ± z ) » = l ± r o z + . 1 Lzi+ - 1 —5-* * + . . . ± 2 " . . (/) 

1 • A L , Jd • O 

S e n d o e s t a e x p r e s s ã o m u i t o m a i s s i m p l e s , c o s t u m a r e d u z i r - s e a e l la 
o d e s e n v o l v i m e n t o das p o t e n c i a s d o s b i n o m i o s . Se t i v e r m o s (A ± B)**, d i v i d i -
r e m o s a e x p r e s s ã o d e n t r o do b i n o m i o por A , a f i m de r e d u z i r o l . ° t e r m o á 
u n i d a d e ; e m u l t i p l i c a r e m o s d e p o i s p o r A™ p a r a q u e n ã o f ique a l t e r a d a a 

( B 
e x p r e s s ã o , q u e v i rá a s s i m t r a n s f o r m a d a em A m ^ l ±: — J . F a z e n d o — = % , 

p o d e m o s à p p l i c a r a f ó r m u l a ( / ) . A s s i m p a r a ( 2 a + 3 i 8 ) , r e d u z i r e m o s e s t a 
• 3 b\8 , 3 b 

e x p r e s s ã o a ( 2 a ) 8 ^ l + 2 " " ) » e » a r e m o s z — ^ • 

P a r a a p p l i c a r d e p o i s a f ó r m u l a c o m m a i s f a c i l i d a d e , f o r m a r e m o s o s 
p r o d u c t o s c o n s e c u t i v o s dos f a c t o r e s m, ~(m — 1 ) , 7 (m — 2 ) , i ( r n — 3 ) , 
c o m o se ens inou ( p a g . 6 . ) , a t é á o r d e m ^ m q u a n d o m é p a r , ou a t é 

á o r d e m — q u a n d o m é i m p a r ; e o b t e r e m o s a s s i m os c o e f f i c i e n t e s 
d 

d o d e s e n v o l v i m e n t o , q u e d e p o i s t e r ã o d e m u l l i p l i c a r - s e pe las po t enc i a s c r e s -
c e n t e s de z . N o e x e m p l o de c i m a , t e n d o f o r m a d o as f r a c ç õ e s - f» 7» 7 » 7» 
a c h a r e m o s p e l a s m u l t i p l i c a ç õ e s success ivas o s coe f f i c i en te s 8 , 2 8 , 5 6 , 7 0 ; 
e c o m o o ú l t i m o é o t e r m o m é d i o , s e r ã o os s e g u i n t e s 56 , 28 , 8 . D i s -
t r i b u i n d o c o n v e n i e n t e m e n t e a s p o t e n c i a s c r e s c e n t e s z , z 2 , z 3 , . . . . ; m u l -
t i p l i c a n d o t u d o por 2 5 6 . a 8 ; e p o n d o f inalmente po r a a f r a c ç ã o q u e es t a 
l e t r a r e p r e s e n t a : v e m 

( 2 a + 3 6 ) 3 = 2 5 6 . a 8 + 3 0 7 2 . a 7 6 + 1 6 1 2 8 . a(b2 + 4 8 3 8 4 . a ' 6 J 

+ 9 0 7 2 0 . a'b' + 1 0 8 8 6 4 . a J 6 ' + 

9 . P a r a o b t e r m o s o d e s e n v o l v i m e n t o d a po tenc i a i n t e i r a d e u m p o l v -
n o m i o q u a l q u e r d a f o r m a 

( a + 6 + c + d + . . . . ) " , 
3 
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p o d e m o s s e r v i r - n o s d a s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s d o d e s e n v o l v i m e n t o d e u m 
b i n o m i o , p o n d o ô + c + d + .. .. = x. A n t e s de e x p o r m o s o raethodo 
d e a c h a r o t e r m o g e r a l d ' e s t e d e s e n v o l v i m e n t o , c o n v é m p r i m e i r o d a r o u t r a 
f ó r m a á e x p r e s s ã o ( h ) d o n . ° 7 , m u l t i p l i c a n d o a m b o s o s seus t e r m o s po r 
1 . 2 . 3 . . . . ( m — n ) . E n t ã o o n u m e r a d o r t o r n a r - s e - h a o p r o d u c t o dos 
i n t e i r o s s e g u i d o s d e s d e 1 a t é m , e a e x p r e s s ã o (/i) se m u d a r á em 

_ 1 . 2 . 3 m 
" + 1 " " 1 . 2 . 3 . . . . n x 1 . 2 . 3 . . ( m — r i ) " W 

A v a n t a g e m d ' e s t a f ó r m u l a , s ô b r e a sua e q u i v a l e n t e , c o n s i s t e , em f o r -
n e c e r todos os t e r m o s do d e s e n v o l v i m e n t o de (x + a ) d a n d o a n os va lo -
r e s success ivos 0 , l , 2 , 3 , . . . . » i , d e b a i x o da convenção de não se 
attender ao factor 1 . 2 . 3 . . . . n , quando se suppuzer n = O , nem ao fa-
ctor 1 . 2 . 3 . . (m — n) quando for n = m. 

P o s t o i s to , e f a z e n d o , c o m o a c i m a d i c e m o s , x = 6 + c - J - d + • • • •, 
a p o t e n c i a d a d a s e r á e g u a l a (a + x~)m, e o seu t e r m o g e r a l em q u e e n t r a 
a", s e r á d a d o pe l a f ó r m u l a ( m ) , o u 

^ 1 . 2 . 3 . . - . — . . m 
1 . 2 . 3 . . . . n x 1 . 2 . 3 . . . . ( m — n ) 

a" x 

P o n h a m o s t/ = c -f d! + e ; s e r á xm~n = (6 + y)m~", e se d e -
s e n v o l v e r m o s es ta ú l t i m a p o t e n c i a , o seu t e r m o g e r a l , e m q u e e n t r a 
s e r á , p e l a f ó r m u l a ( t w ) , 

1 . 2 . 3 I m — n ) ,„, . ri—n1 

1 . 2 . 3 n ' x l . 2 . 3 . . . . ( m — n — n ' ) I
nY 

S e s u b s t i t u i r m o s a g o r a e s t a q u a n t i d a d e e m loga r d e xm~n e m ( 1 ) , o r e -
s u l t a d o r e p r e s e u t a r á o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d a po tenc i a d o p o -
l y n o m i o , e m q u e e n t r a anbnl. E s t e r e s u l t a d o , s i m p l i f i c a n d o a f r a c ç ã o , s e r á 

C2\ ^ ^ ^ m nnhn'^~n-H' 
K ' 1 . 2 . 3 . . n x 1 . 2 . 3 . . n ' x l . 2 . 3 . . [ m — n — n ' ) 
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P o n d o d e p o i s z = d + e + t e r e m o s y"'-''-n, = (c + z ) " ~ " - n ' 
e o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d ' e s t a ú l t i m a p o t e n c i a , e m q u e e n t r a 
cM" s e r á 

1 . 2 . 3 . . . . ( m n n f ) 
I/ Zt • 

1 . 2 . 3 . . n " x 1 2 . 3 . . ( m — n — n ' — n " ) 

S u b s t i t u i n d o a g o r a e m ( 2 ) e s t a ú l t i m a e x p r e s s ã o , e m Ioga r d e yM-"—', 

o b t e r e m o s , f e i t a s a s s i m p l i f i c a ç õ e s , o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d a 
p o t e n c i a d o p o l y n o m i o e m q u e e n t r a anò"'cB", o u 

1 . 2 . 3 . . n x 1 . 2 . 3 . . n ' x 1 . 2 . 3 . . n ' x l . 2 . . ( m — n — n ' _ n " ) ® 6 * 

S e m s e r n e c e s s á r i o i r m a i s a d i a n t e , j á d ' a q u i p o d e m o s c o n c l u i r , q u e s e d e -
s i g n a r m o s p o r N o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( a + b + c + . . , 
s e r á e s t e t e r m o g e r a l 

1 . 2 . 3 , - r . . . , tn , „ 
N = a"b c d . . . , 

1 . 2 . 3 ^ f t x l . 2 , 3 . . n x 1 . 2 . 3 . . n " x . . 

s e n d o n , n \ n " , i n t e i r o s q n a e s q u e r , q u e s a t i s f a ç a m á cond içSo 
> i + n ' - f n " - f . . . . = m . P a r a d e d u z i r pois d ' e s t a f ó r m u l a t odos o s t e r -
m o s d o d e s e n v o l v i m e n t o p e d i d o , d e v e r e m o s p r o c u r a r t o d o s o s s y s t e m a s d e 
va lo re s i n t e i r o s e p o s i t i v o s , q u e p o d e m s a t i s f a z e r a e s t a equaçHo de c o n -
d i ç ã o , e d e o s s u b s t i t u i r d e p o i s s u c c e s s i v a m e n t e n a f ó r m u l a ; t e n d o o c u i d a -
d o , c o m o j á a d v e r t i m o s , d e n3o a l t e n d e r n o d e n o m i n a d o r d o coe f l i c i en t e 
n u m é r i c o , aos f a c t o r e s q u e t e r m i n a r i a m e m zero. 

Em (a + b + c ) ' ° , por e x . ° , um d o s t e r m o s é 

i o q t n 
' - a5 6 V = 2 5 2 0 . a 5 6 V ; 

1 . 2 . 3 , 4 . 5 x 1 . 2 . 3 x 1 . 2 

e e s te m e s m o c o e f f i c i e n l e se rá o dos t e r m o s a 3 6 V , axb'c5, 
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1 0 . T e m o s a t é a q u i s u p p o s t o q u e o expoente m é um numero inteiro 
e positivo. P a s s á m o s a g o r a a m o s t r a r , q u e as f ó r m u l a s q u e a c h á m o s , s ão 
a p p l i c a v e i s ao caso de se r m n u m e r o negativo, fraccionario , irracional, ou 
transcendente. E pa ra i s s o , b a s t a r á m o s t r a r q u e o b i n o m i o ( I z t z ) " 1 t e m 
o d e s e n v o l v i m e n t o (/) d o n .° 8 , e m todos e s t e s c a s o s ; por q u e c o m o j á 
v i m o s s e m p r e é possivel r e d u z i r a es ta f ó r m a o d e s e n v o l v i m e n t o de (x ± a)m , 
e p o r consequênc i a o de q u a l q u e r p o l y n o m i o da f o r m a (a + ô + c - f - . . -)m 

D e s i g n a n d o po r m e n q u a e s q u e r g i a n d e z a s , e p o n d o 

X= 1 =fc JtnlZ+ \m (m—l)si=tetc., 

y = l ± nz + ±n ( n — 1 ) z* ± e t c . ; 

t e r e m o s , f a z e n d o p = m + n, 

xy = 1 ± pz - f \ p ( p — 1 ) z 1 ± e t c . 

P a r a a c h a r e s t e r e s u l t a d o , q u e s e ver i f i ca pe la m u l t i p l i c a ç ã o e fec t iva d o 
va lo r de x pe lo de y , n ã o é n e c e s s á r i o r e c o r r e r a e s t a m u l t i p l i c a ç ã o , q u e 
n ã o nos i n d i c a r i a f a c i l m e n t e a Iei d o s t e r m o s da s e r i e . E só b a s t a r á a d v e r -
t i r , q u e , s e n d o m e n q u a e s q u e r g r a n d e z a s , se n ó s c o n h e c e s s e m o s d u a s 
e x p r e s s õ e s em q u e e n t r a s s e m r e s p e c t i v a m e n t e m e n , ás q u a e s c o m p e t i s -
s e m os d e s e n v o l v i m e n t o s de x e y , e a c u j o p r o d u c t o c o m p e t i s s e o d e -
s e n v o l v i m e n t o de xy; p o d e r i a m o s conc lu i r q u e e s t e u l t i m o d e s e n v o l v i -
m e n t o t e r i a Ioga r em todos os c a s o s , e c o m a f ó r m a q u e l h e s u p p u z e -
m o s . C o m e í f e i t o , d e v e n d o d e d u z i r - s e e s t e d e s e n v o l v i m e n t o d a m u l t i p l i c a -
ç ã o dos do i s p o l y n o m i o s , q u e são a e x p r e s s ã o de x e y , e s e n d o as r e -
g r a s d a m u l t i p l i c a ç ã o dos po lynomios i n d e p e n d e n t e s d a s g r a n d e z a s q u e s e 
p o s s a m a l t r i b u i r á s l e t r a s dos f a c t o r e s ; e s t á c l a ro q u e a f ó r m a d o d e s e n -
v o l v i m e n t o s e r á s e m p r e a m e s m a , em q u a n t o a d o s f a c t o r e s t a m b é m o 
f o r . P o r e x , ° , o t e r m o q u e c o n t é m Z i em xy , d e v e s e r o p r o d u c t o de 
c e r t o s t e r m o s de x e y , t e r m o s q u e s e r ã o os m e s m o s q u a e s q u e r q u e s e -
j a m o s va lo r e s d e m e n ; e s e e s t e p r o d u c t o e m u m caso for ^ p ( p — l ) s % 
e s t á c l a r o q u e s e r á o m e s m o em todos o s m a i s casos . 

O r a já v i m o s q u e s e n d o m e n i n t e i r o s pos i t ivos é x = ( t ± : z ) w , e 
y = (1 ± z)n , e q u e é e n t ã o 
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xy = (l± z ) " + " = (1 ± z ) í = 1 ± p z + Íp (p — 1 ).z2± e t c . ; 

d o n d e c o n c l u i r e m o s , q u e x y t e m , e m todos o s c a s o s , a f ó r m a q u e lhe 
s u p p u z e m o s . 

P o s t o i s t o : 
1.° Se m é inteiro e tem o signal negativo: c o m o n é q u a n t i d a d e 

a r b i t r á r i a , p o d e m o s s u p p o r n = + m , t o r n a n d o - s e e n t ã o n i n t e i r o e p o s i -
t i v o , e por c o n s e g u i n t e y = (1 ± z)n. E c o m o es ta h y p o t h e s e t o r n a p = 0 , a 
3 . " e q u a ç ã o s e r e d u z i r á H i j = I l O u a ; = y~l— ( 1 ± z)~n=*= ( I r f c s ) - " ' . 
T e r e m o s po is 

/ 1 s , m ( m - f - l ) , m ( m + l ) ( m + 2 ) 3 ( 1 =F g ) = 1 ± m z - t ~ 1 . 2 . 3 

T < + _ _ ± ^ + 1 ) ( . + 2 ) . . . . ( , + , - - . ) ^ = [ ( í + m _ ) ) c ? > i 

A c h a r e m o s a s s i m , po r e s t e t e r m o g e r a l , p a r a 

(,x ± a ) - 1 coef f ic . 1 p= 1 
[x ± a')~2 í =F 2 
(x=ta)~3 í =F 3 

(x=ta)-3 1 =p 4 

+ 1 =P 1 + 1 
+ 3 =P * + 
+ 6 z p 1 0 + 
+ 1 0 P= 2 0 + 3 5 . . . . 

A t a b o a d a da p a g . 9 d á , nas c o l u m n a s v e r t i c a e s , a Iei d ' e s t e s n ú -
m e r o s . 

2 . ° Se m é fraccionario (positivo ou negativo): f a ç a m o s n = m, 
será p = 2m e xy = x2; logo 

, , ^ 2m(2m—1) . 
X i = i + 2 m s H J ^ — - Z i + e t c . 

i • M 
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M u l t i p l i c a n d o e s t a e q u a ç S o p o r x= 1 + mz + e t c . , v e m 

. „ 3 m (3m — 1 ) _ 
x3 = 1 + Zmz + — — • s 2 + e t c . 

I . Ú 

T o r n a n d o a m u l t i p l i c a r po r x , v e m 

4 m l í m — 1 ) , 
x* = 1 + 4 mz H — — z 2 + e t c . 

1 i i 

D o n d e c o n c l u i r e m o s , e m g e r a l , 

* km (km — 1 ) a 
x =1 +kmz-\ - x—t-z2 + e t c . , 

1 * A 

q u a l q u e r q u e s e j a o i n t e i r o k . 

P o r t a n t o se k fo r o d e n o m i n a d o r da f r a c ç ã o m= — , ou km = I, 
K 

s e r á 

, j i i 
X = i + lz + l - — Z2 + e t c . = ( t + z ) , 

p o r s e r l um i n t e i r o , pos i t ivo ou n e g a t i v o , c o n f o r m e m é pos i t ivo ou n e -
g a t i v o . T e m o s po is 

* / i , / 1 . \m 
X = ( 1 + z ) , 0 J = ( l + i ) . 

3 . ° Se m é irracional , ou comprehende expressões transcendentes, 
taes como logarithmos, exponenciaes, arcos de circido, senos, cosenos e t c . 
S u p p o n d o q u e n e h são d o u s n ú m e r o s e n t r e os q u a e s m e s t á c o m p r e h e n -
d i d o , c a d a u m d o s t e r m o s d e x = 1 + m z + e t c . . . . e s t a r á c o m p r e h e n -

d i d o e n t r e os s eus c o r r e s p o n d e n t e s d a s s e r i e s (t + z) e (1 + z) ; e é 
c l a r o q u e x e s t a r á e n t r e e s t a s d u a s e x p r e s s õ e s , q u e p o d e m d i f f e r i r e n t r e 
s i t ão p o u c o c o m o s e q u i z e r . 

C o m o pois ( 1 + z ) p ô d e a p p r o x i m a r - s e i n d e f i n i d a m e n t e d e x á m e -
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dida q u e n se a p p r o x i m a r de m : se c h a m a r m o s a a d i f T e r e n ç a , s e r á 
( 1 + s ) " = x + a . D o m e s m o m o d o s e c h a m a r m o s g a difTerença e n t r e 
( 1 + * ) • e ( I + * ) » , l e r e m o s ( 1 + « ) • = ( I + z ) " + g . L o g o x + a = ( 1 + a ) - + g ; 
e c o m o a e g são q u a n t i d a d e s q u e se p o d e m t o r n a r tão p e q u e n a s c o m o se q u i z e r , 
t e r e m o s por f i m ( A l g . E l . n . ° 1 2 0 ) x = ( l + 2 ) ' ° . 

4 . ° Se m é imaginaria: s u j e i t a m - s e c o n v e n c i o n a l m e n t e e s t a s e x p r e s -
sões ás m e s m a s r e g r a s da s q u a n t i d a d e s r e a e s ; visto q u e não é poss ível 
n e m f o r m a r u m a idea e x a c t a d e u m c a l c u l o , c u j o s e l e m e n t o s s e r i a m s v m -
bolos q u e nâo r e p r e s e n t a m g r a n d e z a a l g u m a ; n e m por c o n s e q u ê n c i a d a r 
d e m o n s t r a ç ã o a tal r e s p e i t o ( A l g . E l e m . n . ° 1 3 6 ) . ( N o t a 2 ." ) 

1 1 . T e n d o vis to q u e as f ó r m u l a s (17) e ( i ) t e m l o g a r q u a l q u e r q u e 
se ja o valor de m , pas semos a a p p l i c a l - a a a l g u n s e x e m p l o s . 

I . P a r a desenvolver — - — = - x 7 — : — ( f a z e n d o A- = — ) , d e s e n -
Oi+ BX a 1+ kx\ a / 

volva-se e m s e r i e ( 1 + À \ » ) _ 1 pela f ó r m u l a ( / ) . 
Os coef f ic ien tes t e m por f ac to r e s — 1 , £ (— 1 — 1 ) , i ( — 1 — 2) 
os q u a e s são todos = — l ; os p r o d u c t o s são a l t e r n a d a m e n t e + 1 , — I : 
d o n d e r e s u l t a a p r o g r e s s ã o por q u o c i e n t e 

1 — kx + k2x2— k*xs .. .. , c u j a r azão 6 — kx. 

Sx gV S3X1 . Snx' a a í , Sx g V 
L o g o = — I l 1 

a + Sx a \ a a'1 + Sx a \ a a a1 " a " 

I I . P a r a i / ( a 2 ± x2), e s c r e v a - s e 

fazendo x = ay. P a r a a c h a r a po tenc ia i d e ( 1 ± y l ) f o r m e m o s o s f ac to -
res dos c o e f f i c i e n t e s , a s a b e r : 5 - , 7 ( ^ — 1 ) > t ( i — 2 ) , ou £ , — 7 , 
-— 7 , •— ~; os p r o d u c t o s são f r a c ç õ e s cu jos n u m e r a d o r e s são os f a c t o r e s 
i m p a r e s 1 . 3 . 5 . 7 . . . . , e o s d e n o m i n a d o r e s o s f a c t o r e s pa re s 2 . 4 . 6 . 8 . 
L o g o : 
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V1 i.y4 1 . 3 1 / ' 1 . 3 . 5 y * . 1/(1 - + - U 1 W l i i i — ± d t . . . ^ s 1 - y ) — o 9 4 O l f i QAK.8 2 . 4 2 . 1 . 6 2 . 4 . 6 . 8 

a ; 1 1 . x 4 1 . 3 x 4 1 . 3 . 5 x " _ ^ 

I I I . D o m e s m o m o d o s e o b t e r á 

1 / 1 . 3 x 4 1 . 3 5 x ' 1 . 3 . 5 7 x ' . _ \ 
(a»=fc x = ^ l = P — + + ã X ê ^ r . -

» 3 3 1 3 
(1 ± : x Y * = 1 — x H X 1 H = x 3 - i : X4 e t c . V ' - 2 8 1 6 1 2 8 

3 3 . 5 , 3 . 5 . 7 , 3 . 5 . 7 . 9 < , 
( I i x ) . = + — x ^ — x 3 + — X e t c . 

• vv _ 

/ x x * 5 x s I O x 4 2 2 x * \ 

+ = — - — + _ _ — - + ^ . g . 

, k m . x i y 1 5 ^ 1 ° y 1 2 2 2 ^ t l 

( 1 — a ) - 1 = 1 + 2 a + 3 a ' + 4 a 1 + ( n + 1 ) a " . . > 

1 2 . T o d o s o s coe f f i c i en te s d o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( x + a ) * , q u a n d o 
m fo r p r i m o , s ão m ú l t i p l o s d e m , a b s t r a h i n d o dos d e x " e a m ; c o m e í fe i to 
a e q u a ç ã o ( c ) dá 

1 . 2 . 3 p X [ m C p ] = m ( m — 1 ) ( m — 2 ) ( m — p + 1 ) . 
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O r a , s e n d o o 2.® m e m b r o m ú l t i p l o d e m , t a m b é m o i . ° o d e v e s e r , e 
c o m o s u p p u z e m o s m p r i m o e > p , d e v e p o r c o n s e g u i n t e m d i v i d i r [ m Ç p l . 

D o m e s m o m o d o s e m o s t r a q u e lodos o s coe f f i c i en te s d e ( a - f b + c . . )"" 
s ã o m ú l t i p l o s de m , e x c e p t o am, bm , Cm,.... 

D e s i g n a n d o pois por k u m i u t e i r o , l e r e m o s 

( a + b + c.. )"'= am + b" + ca . . . . + mk. 

Se f i z e rmos 1 = a = b = c . . . . , s e n d o l i o n u m e r o de t e r m o s do p o -
Iynomio , a c h a r e m o s Iim = Ii 4- mk; d o n d e se t i r a hm—h — um m ú l t i p l o 

h(lr->—1) . . T . 
d e m , OU' = i n t e i ro . L o g o , s e u m n u m e r o p r i m o m n a o f o r 

m r 

d iv i so r e x a c t o d e h , s e l - o h a d e ( h m ~ l — 1 ) . E s t e é o t h e o r e m a d e F e r -
m a t ( V e j . Âddit. ás notas da Arillim. p a g . 2 7 6 . ) , q u e se e n u n c i a da m a -
ne i r a s e g u i n t e : 

Se o inteiro h nào for múltiplo do numero primo m , o resto da 
divisão de li"1-1 por m será a unidade. 

E s t e t h e o r e m a a inda s e p o d e e n u n c i a r d ' o u t r o m o d o . C o m o m — 1 
é u m n u m e r o p a r , f a z e n d o m — 1 = 2 j , s e r á 

A — — í = (hi — 1) = (h i + 1 ) , 

e por c o n s e g u i n t e d e v e m d i v i d i r um d e s t e s f a c t o r e s . L o g o : q u a n d o m f ò r 
m—1 

um n u m e r o p r i m o > 2, e n ã o d iv id i r h , o r e s t o da d iv i s ão de h a p o r 
m s e r á rir 1. 

Extracção das raizes de qualquer grão dos números e dos polynomios. 

1 3 . N a A r i t h m e t i c a ( n . ° 7 0 ) d e m o s u m a r e g r a g e r a l p a r a a e x t r a -
c ç ã o d a s r a i zes dos g r ã o s s u p e r i o r e s ao t e r c e i r o , e i n d i c á m o s a r a z ã o da 
m e s m a r e g r a , q u e p o d e a g o r a s e r m a i s b e m e n t e n d i d a c o m o e x e m p l o 
s e g u i n t e . 

P a r a a c h a r m o s a r a i z 4 . " de 5 4 8 4 6 4 , d e s i g n e m o s p o r A a 4 .* p o -
tenc ia m a i s e l evada c o n t i d a n e s t e n u m e r o , po r a as d e z e n a s , e p o r 6 as 
u n i d a d e s da sua ra iz . C o m o 

4 
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A = (a + 6 ) 4 = a 4 + 4 a 3 6 + 6 a 2 ò 2 + 4 a ò M 6 4 , 

o 1.° t e r m o a* 6 a 4 . " po tenc ia do a l g a r i s m o d a s d e z e n a s , e por isso d e v e 
a c a b a r por q u a t r o zeros á d i r e i t a . S e p a r a n d o pois os q u a t r o a l g a r i s m o s 8 4 6 4 , 
v ê - s e q u e 5 4 c o n t é m a 4.® po tenc ia d o a l g a r i s m o d a s d e z e n a s , c o n s i d e r a d a s 
c o m o s i m p l e s u n i d a d e s ; e c o m o 16 é a 4." po tenc ia m a i s e l evada c o m -
p r e h e n d i d a e m 5 4 , f i c a e v i d e n t e q u e 2 , r a i z 4 / d e 1 6 , é o a l g a r i s m o 
d a s d e z e n a s . 

D i m i n u i n d o 1 6 d e 5 4 , e r e p o n d o o s a l g a r i s m o s s e p a r a d o s , o r e s t o 
3 8 8 4 6 4 c o n t é m as o u t r a s q u a t r o p a r l e s de (a + b)*, ou S^b + Gcfb* 
+ 4 a b 3 + ò 4 . M a s c o m o 4 a 3 b a c a b a em t r ê s ze ros , q u e p r o v é m do f a -
c t o r a 3 , por isso s e p a r a n d o o s t r ê s a l g a r i s m o s 4 6 4 , o r e s t o 3 8 8 c o n t e r á 
4 vezes o p r o d u c t o d a s u n i d a d e s b pe lo c u b o do a l g a r i s m o 2 d a s d e z e -
n a s , c o n s i d e r a d a s c o m o s i m p l e s u n i d a d e s , ou 4 x 8 x b = 3 2 b , e a l é m 
d i s t o os m i l h a r e s p r o v e n i e n t e s de 6 a 2 6 + O q u o c i e n t e 10 

d e 3 8 8 d i v i d i d o por 3 2 s e r á p o i s ~ ò ; m a s p a s s a n d o á v e r i f i c a ç ã o , i s to 

é , f o r m a n d o , c o m o a b a i x o se vê , o p r o d u c t o b ( 4 a 3 + 6 a 2 6 + 4 a ò 2 + b3), 
r e c o n h e c e - s e q u e é n e c e s s á r i o r e d u z i r b a 7 , s e g u i n d o n i s to ura p roces so 
a n a l o g o a o q u e e m p r e g á m o s nas e x t r a c ç õ e s d a s r a i ze s q u a d r a d a s e c u b i c a s ; 
e s e r á a r a i z 27 e x a c t a a t é á s u n i d a d e s . 

Q u e r e n d o l eva r a a p p r o x i m a ç ã o m a i s a d i a n t e , j u n c t e m - s e q u a t r o z e -
r o s , dos q u a e s s e s e p a r e m t r e s , e d i v i d a - s e 1 7 0 2 3 0 por 4 á3, f a z e n d o 
a ' = 2 7 . E c o m o 4 a ' 3 = 4 a 3 + 1 2 a a 6 + i2ab2+U3, v ê - s e q u e p a r a f o r -
m a r e s t e d iv i so r b a s t a a j u n c t a r 6 a 2 ò + 8 a í » 2 + 3 b 3 á p a r t e d o p r o d u c t o d e 
c i m a , c o m p r e h e n d i d o e n t r e p a r e n t h e s e s . F e i t o o ca l cu lo pela m a n e i r a 
a b a i x o i n d i c a d a , a c h a - s e p a r a 2 . ° d iv isor o n u m e r o 7 8 7 3 2 , q u e d á 2 
p a r a a p r i m e i r a l e t r a d e c i m a l da r a i z . 

5 4 . 8 4 6 4 
16 3 2 1 ." d iv i so r . . 4 a 

2 7 , 2 
3 5 3 0 6 3 

168 3 S S . 4 6 4 
3 7 1 . 4 4 1 

1 7 . 0 2 3 0 

168 . . 
3 9 2 . 

3 4 3 

6 a 2 ò 1 6 8 
4 a ò 2 . . 2 v e z e s . . . 7 8 4 

6 \ . 3 v e z e s . . 1 0 2 9 

5 3 0 6 3 x 7 = 3 7 1 4 4 1 2 . ° d iv i sor 7 8 7 3 2 = 4 . 2 7 3 

E s t e p r o c e s s o , t i o c o m m o d o p a r a a c h a r c a d a u m dos d i v i s o r e s p a r -
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c i a e s , é g e r a l , q u a l q u e r q u e fo r o g r ã o d a r a i z , q u e s e p e r t e a d e e x t r a » 
b i r . 

1 4 . P o r m e i o d a s t a b o a s d o s I o g a r i t h m o s f a z e m - s e e s t a s e x t r a c ç õ e s 
c o m m u i t o m a i o r f a c i l i d a d e , m a s ha o i n c o n v e n i e n t e de s e n ã o p o d e r 
o b t e r u m a a p p r o x i m a ç ã o a l é m dos l i m i t e s d a s m e s m a s t a b o a s . N ' e s t e c a s o 
u s a r e m o s dos p rocessos s e g u i n t e s . 

I . A s s e r i e s ( I I . p a g . 2 3 . ) s e r v e m p a r a a e x t r a c ç ã o d a s r a i z e s c o m 
g r a n d e a p p r o x i m a ç ã o . A s s i m pa ra o b t e r K N , d e c o m p o n h a - s e N e m d o u s 
q u a d r a d o s a 2 e i a ; 2 , , d a s q u a e s o l .° se ja m u i t o g r a n d e e m r e l a ç ã o a o 

2 . ° ; e n t S o KN = K ( a 2 ± x2) = ( a 2 =fc x2)2 v i r á e x p r e s s o n ' u m a s e r i e 
c o n v e r g e n t e ( A l g . n . ° 1 0 6 ) . 

S e , p o r e x . 0 , nos p e d i r e m K 8 , d e c o m p o n d o 8 e m 9 — 1 , t o m a r e m o s 

a=3 ex=i,e v i r á K 8 = K ( 9 — 1 ) = ( 3 2 - 1 ) ' = 3 ( 1 _ J L — . . ) • 

P a r a t o r n a r a s e r i e m a i s r a p i d a m e n t e c o n v e r g e n t e , t o m e m - s e o s t r e s p r i -
m e i r o s t e r m o s d a s e r i e , q u e s o m m a m 2 , 8 2 9 , e c o m p a r e - s e o seu q u a d r a d o 
c o m 8 ; a c h a r e m o s 8 = ( 2 , 8 2 9 ) 2 - 0 , 0 0 3 2 4 1 , d ' o n d e 

K 8 = 2 , 8 2 9 V Í 1 — V l
3 ^ t r • ) = 2 , 8 2 8 4 2 7 1 2 4 7 4 6 2 , 

\ 8 0 0 3 2 4 1 / 

E c o m o K 8 = 2 K 2 , t o m a n d o a m e t a d e , a c h a r - s e - b a 

K 2 = 1 , 4 1 4 2 1 3 5 6 2 3 7 3 1 

A s t a b o a s dos I o g a r i t h m o s d ã o a 1.* a p p r o x i m a ç ã o , q u e d e p o i s s e c o n t i -
n u a pe lo p rocesso q u e a c a b a m o s d e i n d i c a r . 

I I . S u p p o n h a m o s q u e é c o n h e c i d o um valor a p p r o x i m a d o ' a da r a i z 
m de N; e s e j a b a d i fTerença e n t r e N e am; t e r e m o s 

N = am±b yKN = a ± z , 

sendo s a c o r r e c ç ã o q u e d e v e r e c e b e r a , e po r c o n s e g u i n t e t a n t o z c o m o 
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b n ú m e r o s p e q u e n o s . C o m o am ±b = (a ± z)m, d e s e n v o l v e n d o , e] r e p r e -
s e n t a n d o po r m , A ' , A ' ' , . . . . o s coe f f i c i en tes d a s e r i e , t e r e m o s 

b = z ( m a — 1 =•= A'z a — 1 + A V am~3 ± ) . 

N ' u m a p r i m e i r a a p p r o x i m a ç ã o , b a s t a a t t e n d e r a o 1 . ° t e r m o d a s e r i e , e 
v e m b — mzam~l; d ' e s t e d e d u z - s e o valor de z , o q u a l s u b s t i t u í d o no 
t e r m o = t Mz a m - a , e d e s p r e z a n d o o s s e g u i n t e s , dá 

2 áb n N — am 
r- — _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ -+- 2a x — 

2mam d t ( m — 1 ) 6 ~ ( m + l ) a O T + ( m — 1 ) N 

i» 
e l i m i n a n d o 6 = ±: (N — a " ) . L o g o P ^ N = a ± z t o r n a - s e em 

o-, 
(m — l ) N + (ro 4- l ) a m 

j , ^ m 3 N + a 2 2 N + a' 
d - o n d e ^ = = 

5 N + 3 a 4
 t , „ 3 N + 2 a 5 

Q u e r e n d o , po r e x . ° K 6 5 , t o m a - s e a = 8 , d ' o n d e 

„ 1 9 5 + 6 4 2 0 7 2 
K 6 5 = 8 X 6 5 T Í 9 2 = - 2 Í f = 8 ' 0 ( i 2 2 5 7 ' 

v a lo r e x a c t o a t é á 5 . " casa da d i z i m a . 
1 5 . P a r a c o m p l e t a r m o s a d o u t r i n a e x p e n d i d a n a Á l g e b r a e l e m e n t a r 

( n . o í 1 4 2 . e s e g . ) s o b r e a e x t r a c ç ã o d a s r a i zes q u a d r a d a s e c u b i c a s d o s 
p o l y n o m i o s , i n d i c a r e m o s t a m b é m aqui a s r e g r a s d a e x t r a c ç ã o d a s r a i ze s d e 
q u a l q u e r o r d e m d o s m e s m o s p o l y n o m i o s . 
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S u p p o n d o q u e o p o l y n o m i o d a d o X é a p o t e n c i a m de um p o l y n o -
m i o d e s c o n h e c i d o Y = y + y^ + J / ^ + e q u e a m b o s e s t e s p o -
l y n o m i o s e s t ã o o r d e n a d o s s e g u n d o a s p o t e n c i a s d e c r e s c e n t e s d a m e s m a l e -
t r a a , d e m o n s t r a - s e f a c i l m e n t e , c o m o a r e s p e i t o d a s r a i zes q u a d r a d a s e 
c u b i c a s , q u e : o maior lermo y da raiz procurada se achará extrahindo a 
raiz m do maior termo do polynomio X. 

A c h a d o e s t e i . ° t e r m o , f a c i l m e n t e s e o b t e r á o 2 . ° ; p a r a r e s o l v e r -
m o s p o r é m a q u e s t ã o na m a i o r g e n e r a l i d a d e , d a r e m o s a r e g r a pa ra o b t e r 
u m t e r m o q u a l q u e r d a r a i z , q u a n d o f o r e m c o n h e c i d o s o s n t e r m o s 
p r e c e d e n t e s . 

Se ja u a s o m m a dos t e r m o s já a c h a d o s , c v a dos t e r m o s d e s c o -
n h e c i d o s ; s e n d o e n t ã o X = ( u - f - u ) " 1 , t e r e m o s d e s e n v o l v e n d o 

X = um + m u " — ' v + Icum-1 u 2 + / c u " - 3 V3 + e t c . 

d e s i g n a n d o por k , k', k",.... os c o e f f i c i e n t e s do d e s e n v o l v i m e n t o d e s t e 
b i n o m i o . D ' e s t a e q u a ç ã o t i r a - s e 

X — um = m u " " ' u + Z i a m - ' u 2 + 

O l . 0 m e m b r o d ' e s t a e q u a ç ã o 6 a difTerença e n t r e o p o l y n o m i o d a d o e a 
p o t e n c i a m da p a r t e a c h a d a da r a i z . O 2 . ° l e r m o vai s e r v i r - n o s p a r a d e s -
c u b r i r o maior termo yw da p a r l e d e s c o n h e c i d a v. 

C o m e f f e i t o , d e s e n v o l v e n d o U m - 1 , o m a i o r t e r m o do d e s e n v o l v i m e n t o 
s e r á y m ~ ' , e s e n d o o m a i o r t e r m o d e s e r á m y m ~ l y o m a i o r 
t e r m o d o p r o d u c l o mu'n~l v . D o m e s m o m o d o s e v ê , q u e o s m a i o r e s t e r -
m o s nos d e s e n v o l v i m e n t o s dos p r o d u c t o s s e g u i n t e s , s e r ã o r e s p e c t i v a m e n t e 
kym~~ y2(ny Vym- y\„), 

R e f l e c t i n d o a g o r a , q u e n ' e s t e s t e r m o s m a i o r e s dos p r o d u c t o s s u c c e s -
s i v o s , vae s e g u i d a m e n t e d i m i n u i n d o de u m a u n i d a d e o e x p o e n t e de y , e 
c r e s c e n d o o de » / w , e q u e em y^n) e n t r a a l e t r a a c o m e x p o e n t e m e n o r 
d o q u e e m y : c o n c l u i r e m o s q u e m y " 1 J/(n) à o t e r m o m a i o r d o 2 . ° m e m -
b r o d a e q u a ç ã o . 

L o g o , se do p o l y n o m i o d a d o X s u b t r a h i r m o s a p o l e n c i a m da p a r t e 
u a c h a d a da r a i z , o m a i o r t e r m o do r e s t o s e r á e g u a l a m vezes a p o -
t enc ia m — 1 do m a i o r do t e r m o y da r a i z , m u l t i p l i c a d a pelo m a i o r t e r m o 
da p a r t e da r a i z d e s c o n h e c i d a . E po r c o n s e g u i n t e , se d i u d i r m o s o m a i o r 
t e r m o do r e s t o pela po tenc ia m — 1 do m a i o r t e r m o da r a i z , a c h a r e m o s 
m a i s u m t e r m o p a r a a m e s m a r a i z . 
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D e t u d o - i s t o s e d e d u z a r e g r a s e g u i n t e p a r a a e x t r a c ç ã o d a s r a i z e s 
d o s p o l y n o m i o s , d e p o i s d e a c h a d o o 1 . ° t e r m o y : 

P a r a t e r o 2 . ° t e r m o y ^ , s u b t r a i a - s e d o p o l y n o m i o X a p o t e n c i a 
m do 1 . ° t e r m o y da r a i z , e d i v i d a - s e d e p o i s o m a i o r t e r m o do r e s t o 
p o r W i ^ m - ' . 

P a r a t e r o 3 . " t e r m o yw, s u b t r a i a - s e de X a p o t e n c i a m de y + y ^ , 
e d i v i d a - s e d e p o i s o m a i o r t e r m o do r e s t o po r m y m ~ l . 

Em g e r a l p a r a o b t e r o t e r m o s u b t r a i a - s e de X a p o t e n c i a m de 
y + y t o + • • • • V ( « - 0 t e d i v i d a - s e d e p o i s o m a i o r t e r m o do r e s t o por 
Itiym-1. 

Dos números figurados. 

1 6 . D á - s e e s t e n o m e aos n ú m e r o s s e g u i n t e s : 

1 ." o r d e m 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . . 
2 . * 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . . 

3 .* 1 . 3 . 6 . • 1 0 . 1 5 . 2 1 . 2 8 . 3 6 . 4 5 . 5 5 . . 
4 / 1 . 4 . 1 0 . 2 0 . 3 5 . 5 6 . 8 4 . 1 2 0 . 1 6 5 . 2 2 0 . . 
5 . " 1 . 5 . 1 5 . 3 5 . 7 0 . 1 2 6 . 2 1 0 . 3 3 0 . 4 9 5 . 7 1 5 . . 
6 . " 1 . 6 . 2 1 . 5 6 . 1 2 6 . 2 5 2 . 4 6 2 . 7 9 2 . 1 2 8 7 . 2 0 0 2 . . 

7 / 1 . 7 . 2 8 . 8 4 . 2 1 0 . 4 6 2 . 9 2 4 . 1 7 1 6 . 3 0 0 3 . 5 0 0 5 . . 

N ' e s t a t a b o a d a cada termo é a somma dos dois que lhe ficam, um 
immediatamente á esquerda, outra acima. 

P o r e x . ° , 2 0 0 2 = 1 2 8 7 - f 7 1 5 . 
C o m p a r a n d o a f o r m a ç ã o d ' e s t e s n ú m e r o s c o m o s d a t a b o a d e p a g . 9 . 

v ô - s e , q u e são o s m e s m o s , p o r é m d ispos tos e m o r d e m d i f f e r e n t e . U m a 
l i nha d a t a b o a d a d a p a g . 9 . , po r e x . ° 1 , 7 , 2 1 , 3 5 , a c h a - s e 
a q u i e m d i a g o n a l , o u f i g u r a n d o a h y p o t h e n u s a d o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o 
i í o s c e l e s , c u j o v e r t i c e é a 1 ." l e t r a , e cu jos lados se t o m a r a na 1 ." 
l i nha e na 1.* c o l u m n a . P o r c o n s e g u i n t e o valor de um t e r m o q u a l q u e r , 
q u e e s t á na l inha p e ao m e s m o t e m p o na h y p o t h e n u s a m , é T= [ m C (p— 1)]. 

T o m e m o s d u a s l inhas c o n s e c u t i v a s : 
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o r d e m ( p — 1 ) 1 , a , q, r , s , t, v . . . . , 
o r d e m p 1 , A , . . Q t R l S , T 4 . . . . ; 

l e r e m o s . . A = I + a , . . . . R = Q + r , S = R + s , T = S + í , . . . 

I . 8 C o n s i d e r a n d o u m a h y p o l h e n u s a , v ê - s e q u e o s s eus t e r m o 9 s e 
a d i a n t a m u m a casa n a s l i n h a s d a s o r d e n s c o n s e c u t i v a s , c o m o T e r . S e 
T f o r o t e r m o n na l inha ou o r d e m p, v s e r á o t e r m o n + 1 na l i nha 
o u o r d e m p r e c e d e n t e p — 1 . O o u t r o t e r m o d a h y p o t h e n u s a , n a l inha 
ou o r d e m p — 2 , s e r á o t e r m o n + 2. E por c o n s e g u i n t e , se na o r d e m 
p o t e r m o da h y p o t h e n u s a f ô r n , s e r á 

n a o r d e m ( p — 1 ) n - f l 
na o r d e m ( p . — 2) ' n + 2 

na 2 . a o r d e m ou na o r d e m [ ( p — (p — 2 ) ] n + (p — 2) 
D e s i g n a n d o pois p o r m o t e r m o da 2 . " o r d e m q u e p e r t e n c e á h y p o -

t h e n u s a , e q u e é o n u m e r o d ' e l l a , e s t e d e v e r á o c c u p a r a ca sa n + p — 2 , 
i s to é , s e r á 

T = [ ( n + p - 2 ) C ( p — 1 ) ] = [ ( n + p — 2 ) C ( n — 1 ) ] ( « ) 

m = n + p — 2 ; 

a e q u a ç S o T = [ m C ( p — 1) ] r è d u z - s e ( p a g . 5) a 

ou 

T = 
n n + 1 n + 2 n + p — 2 
mm , a _ • • • • 
1 2 3 p — 1 

• • • • 

p p + 1 p + 2 n + p — 2 
= T " I n — 1 ' 
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d e s e n v o l v e n d o pe la e q u a ç ã o ( c ) , p . 4 , e e s c r e v e n d o o s f a c t o r e s d o n u m e r a -
d o r e m o r d e m i n v e r s a . C o n f ó r m e for p < o u > n , a s s i m s e u s a r á c o m 
p r e f e r e n c i a d a 1 . " o u 2 . " d ' e s t a s e x p r e s s õ e s d o termo geral T . N ' e l l a s 
se ve r iGca t a m b é m , q u e o t e r m o n da o r d e m p é o m e s m o q u e o t e r m o 
p da o r d e m n . 

F a z e n d o p = 3 , 4 , 5 . . . , a c h a - s e 

3 / o r d e m , 1 . 3 . 6 . 1 0 . . T = i n ( n + l ) = [ (n + 1 ) C 2 ] 
4 . " , 1 . 4 . 1 0 . 2 0 . . T = i n ( n + l ) ( n + 2 ) = [ (n + 2 ) C 3 ] 
5 . * 1 . 5 . 1 5 . 3 5 . . T = £ n ( n + l ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) = [ ( n + 3 ) C 4 ] . 

2 . ° C o m p a r a n d o o s t e r m o s T , t e S , a c h a - s e 

T = [ m C ( p — 1 ) ] , t = [ ( m — l ) C ( p — 2 ) ] , S = [ ( m — 1 ) C ( p — 1) ] . 

D e s e n v o l v e n d o e r e d u z i n d o ( e q u a ç ã o (c) p . 4 . ) v e m 

n + p — 2 n + p — 2 
T = . — x S = — x t . . . . (o ) . 

n— 1 p— 1 

P o r m e i o d ' e s t a s f ó r m u l a s s e d e d u z e m u n s dos o u t r o s , e s e g u i d a m e n t e , 
o s t e r m o s , q u e f o r m a m t a n t o a l inha p c o m o a c o l u m n a n . P o r e x . , p a r a 

n + 4 » = 6 , v e m T = S ; f a z e n d o n = 2 , 3 , 4 . . . . a c h ã o - s e o s f a c t o -
n — 1 

r c s T » 7 » 3 » * • • • • ' c a ^ a u m d o s q u a e s m u l t i p l i c a d o pe lo t e r m o r e s p e c t i v o 
P + 5 S da 6 . " o r d e m , dá o t e r m o s e g u i n t e T. P a r a n = 7 , vem T = x t ; 
p — 1 

c f a z e n d o p = 2 , 3 , 4 a c h a m - s e o s f a c t o r e s j , £ , j . . . . q u e s e r -
v e m p a r a p a s s a r de um t e r m o t da 7 . " c o l u m n a p a r a o s e g u i n t e T da 8 . * 

3 . ° A c h a - s e q u e a s o m m a d e dous t e r m o s d a s casas n — 1 e n d a 
3 . ' o r d e m é ri1; logo a somma de dous números successicos da 3 . * ordem é 
um quadrado perfeito, e todo o quadrado pôde decompôr-se em dous nú-
meros d a 3 . " o r d e m . A s s i m 1 2 1 q u a d r a d o d e l i , é a s o m m a d e 5 5 e 6 6 , 
q u e são o s t e r m o s 1 0 . ° e 1 1 . ° d a 3 . " o r d e m . 
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4 . ° S o m m a n d o o s va lo res A , . . . . R , S , T . . . . ( p . 3 1 . ) vem 
T = 1 + a . . . . + r + s + <; logo q u a l q u e r t e r m o T é e g u a l á s o m m a 
de lodos os da o r d e m p r e c e d e n t e , a t é ao t e r m o t q u e e s l á na m e s m a c o -
l u m n a ; ou a n t e s , o termo 'Qeral da ordem p é o termo sommalorio da 
ordem p — 1 . A s s i m pa ra o b t e r o t e r m o s e m m a t o r i o dos n p r i m e i r o s 
t e r m o s da o r d e m p , m u d a r e m o s p em p + 1 na e q u a ç ã o ( a ) , o q u e dá 

2 = [ ( n + P - i ) C p ] = [ ( « + 1 ) - . l ) C ( n _ l ) ] . 

P a r a a 7 .* o r d e m , po r e x . , 2 = [ ( n + 6 ) C 7 ] ; a 7 . " s e r i e , p a r a n d o no 9 . ° 
t e r m o , s o m m a [ 1 S C 7 ] = 6 4 3 5 . 

5 . ° Do m e s m o m o d o se v e r i a , que um termo qualquer da taboada é 
a somma dos lermos da columna precedente até aquella ordem ; o q u e é 
t a m b é m um r e s u l t a d o de s e r a columna p formada dos mesmos números que a 
ordem p , . p o r q u e e s t e s t e r m o s s ã o , d o u s a d o u s , a q u e l l e s q u e s e r e p r o -
d u z e m na m e s m a hypo l l i enusa , por e s t a r e m e q u i d i s t a n t e s dos e x t r e m o s . 

1 7 . T e m o s a t é aqu i t o m a d o p a r a o r i g e m d a nossa t a b o a d a a 
s e r i e 1 . 1 . 1 . 1 ; se p o r é m , e in l oga r d ' e ! l a , t o m a r m o s 1 . 5 . 5 . 5 . . . . 
e a s u j e i t a r m o s á m e s m a g e r a ç ã o : 3 2 . " o r d e m s e r á a e q u i d i f f e r e n ç a 
1 . 1 + 5 , 1 + 2 5 , 1 + 3 5 , . . . . ; e a s s im nas o u t r a s o r d e n s , c o m o s e 
vê na s e g u i n t e t a b o a d a ; da q u a l a p r e c e d e n t e n ã o é m a i s do q u e um caso 
p a r t i c u l a r . 

1 / o r d e m 1 5 . 5 . 5 . 5 . . 

2 . " 1 . 1 + 5 . 1 + 2 5 . í + 3 5 . 1 + 4 5 . . 

3 . " 1 . 2 + 5 . 3 + 3 5 . 4 + 6 5 . 5 + 1 0 5 - . 

4 . ' . 3 + 5 . 6 + 4 5 . 1 0 + 1 0 5 . 1 5 + 2 0 5 - . 

5 . " • 4 + 5 . 1 0 + 5 5 . 2 0 + 1 5 5 . 3 5 + 3 5 5 . . 

6 . " . 5 + 5 . 1 5 + 6 5 . 3 5 + 2 1 5 . 7 0 + 5 6 5 . . 41. 

•BSElVATtMIã ASTMHQteiGl 
HMIVEas iOi l Ot S E C i i v m 
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É e v i d e n t e q u e todos os t e r m o s t e m a f ó r m a T = A -f , e c o m -
pa rando es t e s n ú m e r o s cora os da 1." t a b o a d a , a c h a - s e q u e A é o t e r m o 
da m e s m a casa n na o r d e m p r e c e d e n t e p— 1 , e q u e o fac to r B é o t e r m o 
da m e s m a o r d e m p na casa p r e c e d e n t e n — 1 : a ss im 

T = a o t e r m o n d a o r d e m p — 1 + [ o t e r m o ( n — i ) d a o r d e m p ] 

r * í « T n " " + 1 n + p — 3 . ( y — \ , ^ 

Ta l é o termo geral d ' e s t a u l t i m a t a b o a d a . O termo sommaloriol la ordem 
p, é o termo geral da ordem p+ 1 , c o m o a n t e c e d e n t e m e n t e . Por e x . , 
p = 3 , dá na 3 . " o r d e m , 

T = n + i . n i ( n — 1 ) , 2 = i« (n + 1)[1 + (» — 1)]. 

T o r a a - s e , por e x . , na 1." s e r i e $ = 2 , e os q u a d r a d o s I . 4 . 9 . 1 6 . . 
d e r i v a m da p rog re s são i m p a r 1 . 3 . 5 . 7 ; t o m a - s e na 2.* ^ = 3 , e t c . 

1 . 2 . 2 . 2 . 2 . . . , 

1 • 3« 5 . 7 . 9 
1 . 4 . 9 . 1 6 . 2 5 . . . 

T = n 2 

•n 
n + 1 2 » + 1 

~2 3 

1 . 3 . 3 . 3 . 3 . 
1 . 4 . 7 . 1 0 . 1 3 . 
I . 5 . 1 2 . 2 2 . 3 o . 

T = n . 

2 = n \ 

3 n — 1 
2 

íi + 1 

1 . 4 . 4 . 4 . . 
1 . 5 . 9 . 1 3 . . 
1 . 6 . 1 3 . 2 8 . . 

T = n ( 2 n — 1 ) 

2 = n . 
n + 1 4 n — l 

3 j 

1 8 . S e d i v i d i r m o s o lado a l ( f í g v t . ) d o t r i a n g u l o alm e m n — 1 
pai tes i g u a e s , nos pontos 6 , d , f , . . . . e t i r a r m o s bc , de, fg . . . . p a -
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r a l l e l a s á b a s e I m , e s t e s c o m p r i m e n t o s c r e s c e r ã o c o m o c s n ú m e r o s 
1 . 2 . 3 . 4 . . . . B l a r c a n d o um p o n t o em a , 2 em b e c , 3 s o b r e de , 
4 s ò b r e fg.. . . : a s o m m a d ' e s t e s p o n t o s , a c o n t a r de a , é s u c c e s s i v a m e n t e 
1 . 3 . 6 . 1 0 . . . . ; e o t r i a n g u l o a l m c o n t é m t a n t o s d ' e s t e s p o n t o s , q u a n t o s 
são d e s i g n a d o s pe lo t e r m o n p e r t e n c e n t e a e s t e s n ú m e r o s na 3 . " o r d e m , 
os q u a e s po r e s t a r azão se c l i a m à o triangular es. Q u a n d o o t r i a n g u l o é 
e q u i l á t e r o , e s t e s pon tos são e q u i d i s t a n t e s . 

Do m e s m o m o d o , se em um p o l y g o n o de m lados , t i r a r m o s d i a g o -
n a e s de um dos â n g u l o s o , e d i \ i d i n n o s e s t a s l inhas e o s lados do a n g u l o 
a em n—1 p a r t e s e g u a e s : u n i n d o po r m e i o de r e c t a s os pon tos n o -
t a d o s c o m o m e s m o n u m e r o , f o r m a r - s e - h f l o n — 1 po lygonos r o n i o 
a n g u l o a c o m i n u m , e m — 2 lados p a r a l l e l o s . E s t e s l ados c r e s c e m 
c o m o 1 . 2 . 3 . 4 . . . . Se c o l l o c a r m o s um ponto em cada um dos â n g u l o s , 
o u t r o no m e i o dos lados pa ra l l e los do 2 . ° p o l y g o n o , 2 pon tos em c a d a um 
dos lados do 3 . ° , e t c . : e s t e s lados c o n t e r ã o 1 , 2 , 3 , . . . . pon tos m a i s , e 
c a d a u m dos p e r i m e l r o s d o s m - — 2 lados pa ra l l e los te rá») ! — 2 pontos m a i s 
do q u e o p r e c e d e n t e . F a z e n d o 5 — — 2, a á r e a do po lygono c o n t e r á pois 
u m a q u a n t i d a d e de pon to s ( e q u i d i s t a n t e s , q u a n d o a f i gu ra fo r r e g u l a r ) 
d e s i g n a d a pelo t e r m o n d a s e r i e d a 3 . a o r d e m , q u e s e d e d u z d e 1 5 . 2 5 . 
"5 • • E por es ta r azão q u e se d e n o m i n a r a m Quadrados, Pentágonos, lie-
xagonos . . . . o s n ú m e r o s d ' e s t a s s e r i e s , d e q u e d ê m o s o s t e r m o s g e r a l 
e s o m m a t o r i o , s u p p o n d o 5 = 2 , 3 , 4 , o u m = 4 , 5 , 6 . . . . E m 
g e r a l c h a m a m > s e números polygonos, l odos os da 3 . " o r d e m , p o r q u e p o -
d e m se r e q u i d i s t a n t e s e c o n t i d o s e m u m a f i g u r a p o l v g o n a . 

R a c i o c i n a n d o pelo m e s m o t l ieor a r e s p e i t o d e u m a n g u l o t r i e d r o , 
v e r - s e - h a q u e a s e r i e 1 . 4 . 1 0 . 2 0 . . . . r e p r e s e n t a o n u m e r o d e pon to s 
q u e n ' e ! l e s e p o d e m a s s e n t a r s ò b r e p lanos p a r a l l e l o s , d ' o n d e I h e s r e s u l t o u 
a d e n o m i n a ç ã o de n ú m e r o s Pyramidaes. 

Os n ú m e r o s p Jyedrus , c o m p õ e as s e r i e s da 4 . " o r d e m , da q u a l n ó s 
s a b e m o s já d e t e r m i n a r os t e r m o s g e r a l e s o m m a t o r i o , f a z e n d o p = 4 e a . 

A a n a l o g i a conduz iu á g e n e r a l i z a ç ã o d ' e s t a s n o ç õ e s , e c h a m a m - s e nú-
meros figurados todos os q u e e s t ã o s u j e i t o s á lei do n .° 17 , e c o m p r e -
h e n d i d o s n a t a b o a d a p r e c e d e n t e , a i n d a q u e n ã o s a i b a m o s r e a l m e n t e r e -
p r e s e n t a r todos es t e s n ú m e r o s por f i g u r a s de G e o m e t r i a , p a s sada a 4 . " 
o r d e m . 
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Arranjos c Combinações quando as leiras não são todas diffe~ 
rentes. 

1 9 . E f f e c t u e - s e a m u l t i p l i c a ç ã o do p o l y n o m i o a + b + c + . . . . por 
s i m e s m o m u i t a s vezes s u c c e s s i v a s , t e n d o o c u i d a d o d e e s c r e v e r p r i m e i r o , 
em c a d a um dos t e r m o s o b t i d o s , a l e t r a q u e s e rv iu de m u l t i p l i c a d o r , e 
d e c o n s e r v a r nos seus l o g a r e s a s l e t r a s d o m u l t i p l i c a n d o . T e r e m o s 

+ b + c + 
+ b + c + 
aa + ab + ac + . . ..... 
ba + bb + bc-J- ....... _ 
ca + cb cc + 

a + 6 + - c + 
+ aba -f abb + abe . . . + aca -f acb . -
+ bba + bbb + bbc . . . + bca + beb .. 
+ còa . . . e a s s im po r d i a n t e . 

O p r o d u c t o B é f o r m a d o dos a r r a n j o s 2 a 2 das l e t r a s a , b , c , . . . . 
p o d e n d o cada u m a d ' e l l a s e n t r a r 1 , 2 vezes em c a d a t e r m o . O p r o d u c t o 
C 6 f o r m a d o dos a r r a n j o s 3 a 3 d a s m e s m a s l e i r a s , p o d e n d o a m e s m a 
l e t r a e n t r a r 1 , 2 , 3 , vezes e m cada t e r m o . E a s s im por d i a n t e . 

E na v e r d a d e , p a r a q u e , po r e x . ° a l g u n s a r r a n j o s 3 a 3 em q u e a 
é i n i c i a ! , se r e p e l i s s e m ou o m i t t i s s e m em C , se r ia n e c e s s á r i o q u e houvesse a 
m e s m a r e p e t i ç ã o ou o m m i s s â o nos l e r m o s de B , q u e r e s u l t a r i a m s u p p r i -
m i n d o a inicial a. 

S e n d o m o n u m e r o das. l e t r a s do p o l y n o m i o , v ê - s e q u e B I e m m 
t e r m o s em c a d a l inha , e m l i n h a s ; e por c o n s e g u i n t e os a r r a n j o s 2 a 2 
s&o m2. 

O p r o d u c t o C t e m m l inhas c a d a ] u m a cora m 2 t e r m o s , e por c o n -
s e g u i n t e os a r r a n j o s 3 a 3 são 

Em g e r a l o numero dos arranjos de m letras n a n, nos quaes 
caia letra pôde entrar até n vezes, é m\ Neste caso pode ser n> m. 

C aaa + aab + aac... 
baa + bab + bac . . . 
caa + cab + cac . . . 
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P o r e x . ° 9 a l g a r i s m o s t o m a d o s 4 a 4 , d ã o 9 1 , ou 6 5 6 1 n ú m e r o s 
d i f f e r e n t e s . 

A s o m m a d e a r r a n j o s d e m l e t r a s l a l , 2 a 2 , 3 a 3 , - . > 
n a « , é 

m" — 1 
t n + m -f- . . . . m " , ou tn — . 

m — 1 

P o r e x . 0 a s o m m a d e 5 a l g a r i s m o s l a 1 , 2 a 2 , 3 a 3 , é = 7 ( 5 3 — 1 ) = 1 5 5 . 
S e t i v e r m o s n dados A , B , G , . . . . c o m f f aces m a r c a d a s c o m a s 

l e t r a s a , b , c , . . . . ; um lance d e s t e s d a d o s p r o d u z i r á um s y s t e m a tal 
c o m o abacc. Se t o m a r m o s o 1.° d a d o A , e l h e f i z e r m o s a p p r e s e n t a r s u c e s -
s i v a m e n t e o s suas d ive r sas f a c e s , s e m b u l i r nos o u t r o s d a d o s , r e s u l t a r ã o da-
q u e l i e s y s t e m a f a r r a n j o s d i f f e r e n t e s ; e c o m o se p ô d e faze r o m e s m o pa ra 
c a d a u m dos a r r a n j o s dos ou t ros d a d o s : v è - s e , q u e o s n d a d o s p r o d u z e m 
/ " v e z e s m a i s r e s u l t a d o s q u e o s o u t r o s ( n — 1 ) d a d o s B , C , 

P o r c o n s e g u i n t e 2 d a d o s d ã o [ z r e s u l t a d o s ; 3 dados d ã o f ; 4 d a d o s 
f l ; e cm g e r a l n d a d o s c o m f faces d ã o f " r e s u l t a d o s d i v e r s o s . A d v i r t a -
s e q u e t e c o n s i d e r a m d i f f e r e n t e s o s r e s u l t a d o s i d ê n t i c o s , q u a n d o r e s u l t a m 
d e d a d o s d i f f e r e n t e d . 

S e o 1 . ° d a d o t ive r f f a c e s , o 2 . ° / ' , o 3 . ° f o n u m e r o dos r e -
s u l t a d o s se rá f x f'x f"x 

2 0 . V e j a m o s a g o r a a m a n e i r a , pe la q u a l se p o d e m d i s t r i b u i r po r 
tn l o g a r e s vagos A , B , C tn l e t r a s , de m a n e i r a , q u e a I o g a -
r e s s e j a m o c c u p a d o s pela l e t r a a , [ 3 l o g a r e s pe la l e t r a b , e t c . 

E m a n i f e s t o , q u e p a r a d i s t r i b u i r as a l e t r a s a , ba s t a t o m a r a l o g a -
r e s A , B , C , .. . . e co l locar n ' e ! l e s as m e s m a s l e t r a s a ; o q u e é p o s -
sível fazer de t an to s m o d o s d i f f e r e n t e s , q u a n t a s são as c o m b i n a ç õ e s a a a 
d o s t n l o c a r e s A , B , C , . . . . ; e por c o n s e g u i n t e ^mCa] d e s i g n a a s m a -
n e i r a s d i f f e r e n t e s po r q u e a l e t r a s a se p o d e m d i s t r i b u i r por tn l o g a r e s 
vagos . 

F e i t o i s t o , r e s t a r a d é c a d a d i s t r i b u i ç ã o » » — a l o g a r e s v a g o s , dos 
q u a e s ( i p o d e m s e r o c c u p a d o s pela l e t ra b , d e t o d a s a s m a n e i r a s i n d i c a -
d a s por [ ( m — a) C 3 ] . P o r c o n s e g u i n t e o p r o d u c t o [ m C a ] X [{»» — a) C ^ J , 
m o s t r a de q u a n t o s m o d o s se p o d e m d i s t r i b u i r a l e t r a s a, e [3 l e t r a s b por 
tn l oga re s vagos . 

N o s i n — a — ^ l o g a r e s , q u e f icam a i n d a p o r o c c u p a r , p o d e m o s d i s -
t r i b u i r y l e t r a s c , de todas a s m a n e i r a s i n d i c a d a s por [ ( » » — a — P ) ^ ] * 
E a s s im por d i a n t e a t é q u e não f ique Iogar a l g u m vago , o q u e a c o n t e c e 
q u a u d o s e c h e g a a u m a c o m b i n a ç ã o d e f ó r m a [uCá] = í . 
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P o r c o n s e g u i n t e o p r o d u c t o 

[mCa] x [(m — a) C£] X [(m — a — p) Cy] X 

m o s t r a de q u a n t a s m a n e i r a s os m l o g a r e s vagos p o d e m se r occupados por 
a l e t r a s a , p o r g l e t r a s 6, p o r y l e t r a s c . E s t e p r o d u c t o é o m e s m o n u m e r o 
q u e na p a g . 1 9 . r e p r e s e n t a o coef l ic ien te do t e r m o g e r a l do d e s e n v o l v i m e n t o 
d o p o l y n o m i o , l e r m o q n e d e s i g n á m o s por N . 

Se tivermos pois um producto da fórma aK b^ C 7 - . . . no qual a é 
a. vezes factor, b é p vezes, c éy vezes . . . . o numero de todos os modos 
possíveis por que estes factores podem estar distribuídos será o coeficiente 
da expressão N, da p a g . 1 9 . , s e n d o m = a + g + y . . . . 

P o r e x . ° , os 10 f ac to r e s a K b 3 C 1 d f o r m a m um n u m e r o de a r r a n j o s 
1 , 2 . 3 1 0 

d e s i g n a d o por " " * * — — = 1 2 6 0 0 . 
° ' 1 . 2 . 3 . I x 1 . 2 . 3 . x 1 . 2 

As 7 l e t r a s do n o m e Antonio p o d e m a r r a n j a r - s e de 1 2 6 0 m a n e i r a s 
d i lTerentes . 

2 1 . M u l t i p l i q u e m o s a g o r a m u i t a s vezes success ivas por s i m e s m o o 
p o l y n o m i o a-\-b-fc . . . . t o m a n d o por f ac to r d e u m l e r m o a , b , c , . . . . s ó 
os t e r m o s do m u l t i p l i c a n d o , que e s t ão na m e s m a c o l u m n a , ou á sua e s q u e r d a . 

a + b + c + d 
a + b + c + d 

B 

C 

au+M*+cc-f <M 
cd 

+ac+lad 
+ ad 

í aaa-rbbb+ccc+ddd. . . , 
1 +abb+bcc+cdd., • 
j -\-aab-\-acc-\-bdd.. .. 
\ +bbc+àdd 

/ +abc+ccd . . . 
+ a a c + e t c . 

É fácil de ver q u e o p r o d u c t o B 6 f o r m a d o do todas as c o m h i n i -
ções 2 a 2 das m l e t r a s do po lynomio , p o d e n d o cada u m a d ' e l l a s e n t r a r 
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i , 2 vezes cm cada t e r m o ; p o r q u a n t o , pelo m o d o c o m o fizemos as m u l -
t ip l i cações , se r e j e i t a r a m lodos os a r r a n j o s 2 a 2 em q u e e n t r a v a m as 
m e s m a s l e t r a s . 

l)o m e s m o modo se v é , q u e o p roduc to C é f o r m a d o das c o m b i n a -
ções 3 a 3 , cm q u e a m e s m a le t ra pôde e n t r a r 1 , 2 , 3 , vezes no m e s m o 
t e r m o . E ass im por d i an t e . 

E m q u a n t o a o n u m e r o d ' e s t a s c o m b i n a ç õ e s , cada u m a das c o l u m n a s 
do p r o d u c t o con t ém tan tos t e r m o s q u a n t o s lia na c o l u m n a , q u e Ibe f ica á 
e s q u e r d a , do m e s m o p roduc to , e na q u e lhe f ica s u p e r i o r , do p r o d u c t o p r e -
c e d e n t e . 

S e o s n ú m e r o s dos l e r m o s das c o l u m n a s d c u m p r o d u c t o f o r e m 

1 . ?>, Y 

os do p r c d u c t o s e g u i n t e seiiSo 

1 + a , 1 -+- a + [ 3 , 1 + a + g + y , 

E s t a ú l t i m a se r i e d e d u z - s e da p r e c e d e n t e pela lei dos n ú m e r o s f igu rados 
(n . ° 1 7 . ) : e por c o n s e g u i n t e , pa ra os c o m b i n a ç õ e s 2 a 2 as c o l u m n a s 
succcssivas c o n t é m 1 . 2 . 3 . 4 . . l e r m o s ; pa ra as c o m b i n a ç õ e s 3 a 3 c o n t é m 
1 . 3 . 6 . 1 0 . . . . ; e finalmente pa ra as p a p , c o n t é m a s e r i e da o r d e m p.. 

O n u m e r o to ta l da s c o m b i n a ç õ e s , ou dos t e r m o s de um p r o d u c t o , 
é a s o m m a da s e r i e , c o n t i n u a d a a t é á 2 . ' , 3 . " , 4 . ° . . . . c o l u m n a , c o n -
f o r m e h o u v e r e m 1 , 2 , 3 , l e t r a s para c o m b i n a r . S e n d o n a s 
l e t r a s é nece s sá r i o s o m m a r o s n I . 0 ' l e r m o s d a o r d e m p , o q u e , s e g u n d o 
v imos , equ iva l ( n . ° 16 , 4 . ° ) a t o m a r o t e r m o t i da o r d e m p + 1. L o g o : 

O numero, que tem o logar n na ordem p + 1 , é o das combinações 
de n leiras p a p , admillindo que a mesma letra pôde entrar 1 , 2 , 3 , .. n 
vezes nas differentes combinações. 

Bas ta p o i s , pa ra a c h a r o t e r m o g e r a l , m u d a r p e m p + l n a e q u a ç ã o 
( n ) pog . 3 1 . ; e t e r e m o s 

n ( n f l ) ( n + 2 ) . . ( » + p - l ) ( p + l ) ( p + 2 ) . , ( p + n ~ l ) 
1 . 2 . 3 p 1 . 2 . 3 n — 1 * " { P } 

n pôde s e r > , = , <p. 
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P o r e x . ° JO l e t r a s 4 a 4 d ã o 7 1 5 c o m b i n a ç õ e s ; 4 l e t r a s 10 a 10 
d ã o 2 8 G . 

V ê - s e t o m b e m q u e n l e t r a s t o m a d a s p a p , e p -f 1 l e t r a s t o m a d a s 
n — 1 a n — ! d ã o o m e s m o n u m e r o d e c o m b i n a ç õ e s , por q u a n t o s u b s t i -
t u i n d o n por p -f 1 , e p por n — 1 , o valor de fica o m e s m o . 

A e q u a ç ã o ( p ) r eso lve l a m b e m , m u d a n d o p em n , e n em p , o 
s e g u i n t e p r o b l e m a : H a u m c e r l o n u m e r o d e e s p h e r a s d e p c ô r e s d i f f e r e n -
t e s , brancas, vermelhas, prelas, e d á - s e c o n v e n c i o n a l m e n t e a 
c a d a u m a d ' e s t a s c ò r e s a s i g n i f i c a ç ã o de u m a qua l i f i cação , c o m o bom, 
suflícienle, vido. L1 tn c e r t o n u m e r o n de j u i ze s e s c o l h e m , c a d a um , u m a 
e s p h e r a de có r c o n f o r m e à sua op in ião . P e r g u n t a - s e q u a n t a s c o m b i n a ç õ e s 
p o d e a p p r e s e n l a r o r e s u l t a d o ? 

O s n ú m e r o s u a t a b o a d a d a p a g . 3 0 . r e s o l v e m a q u e s t ã o , t o m a n d o 
a s l inhas 1 . a , 2 . % 3 . ° , . . . . c o n f o r m e h o u v e r e s p h e r a s d e 1 , 2 , 3 , . . . . , 
c ô r e s ; e t o m a n d o nessa l inha o s t e r m o s d a s casas l . a , 2 . a , 3 . % 4 . * . . . . , 
c o n f o r m e o s j u i ze s f o r e m 1 , 2 , 3 , . . . . C o m e f f e i t o , s u p p o n l i a m o s e f i e -
c l u a d a s todas a s c o m b i n a ç õ e s n o caso das e s p h e r a s d e 1 , 2 , 3 o ô r e s , a t é 
ao t e r m o G da 3 . " l i n h a , e b u s q u e m o s o l e r m o s e g u i n t e 1 0 , p i r a o caso 
d e 3 còres e 3 juizes . F o r m e m - s e p r i m e i r o a s c o m b i n a ç õ e s s e g u i n t e s , e r a 
q u e e n t r a m a s e s p h e r a s b r a n c a s : 

3 b r . , 2 b r . e I n e g . , 1 b r . c 2 n e g . , 1 b r . 1 n e g . 1 ve r . , 2 b r . 1 v e r . , 
1 b r . 2 v e r . ; 

depo i s a s c o m b i n a ç õ e s e m q u e n ã o e n t r a m e s p h e r a s b r a n c a s : 

3 n e g . , 3 v e r . , 2 v e r . 1 n e g . , 2 n e g . 1 v e r . 

O r a d ' e s t a s 1 0 c o m b i n a ç õ e s , a s 6 p r i m e i r a s e s t ã o d e s i g n a d a s n a t a b o a d a 
pe lo n u m e r o á e s q u e r d a d e 1 0 , p o r q u e s u p p r i m i n d o e m t o d a s e l las u m a 
e s p h e r a b r a n c a , t e r e m o s todas as c o m b i n a ç õ e s de d u a s e s p h e r a s c o m 3 
c ô r e s , q u e são 6 ; e o a l g a r i s m o 4 , q u e fica por c i m a de 10 , dá o n u -
m e r o d a s c o m b i n a ç õ e s d e 3 e s p h e r a s d e d u a s c ò r e s . V ê - s e pois q u e o s n ú -
m e r o s d a t a b o a d a , q u e p e r í e n d e m o s f o r m a r , t e m a m e s m a g e r a ç ã o q u e 
o s da t a b o a d a de p a g . Í J O . , por s e r c a d a um d ' e l l e s e g u a l á s o m m a do 
q u e lhe f i ca á e s q u e r d a e do q u e I h e f i c a s u p e r i o r . N ã o d i f f e r e m por c o n -
s e g u i n t e u m a da o u t r a , e l e m o s 
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T, + , = [(n + í > ~ l ) C n ] = r ( n + p — i ) C ( p - l ) ] . . . . ( 9 ) 

No caso de p = 3 , s e rá 

T = i ( n + « ) ( n + 2 ) . 

0 d e s e n v o l v i m e n t o de (a - f 6 + c . . . . ] f cons la ( n . ° 9) de t a n t o s l e r m o s 
d a f o r m a . . . . , q u a n t o s são o s in te i ros d i f f e r e n t e s , q u e s e p o - > 
d e m t o m a r para e x p o e n t e s n , n ' , r i ' , c o m t a n t o q u e a sua s o m m a seja — p . 
L o g o o n u m e r o to ta l dos t e r m o s 6 e g u a l ao d a s c o m b i n a ç õ e s p a p , q u e 
é possível f o r m a r com as m l e t r a s a, b , c,.. . . d a n d o - l h e todos os e x p o -
e n t e s possíveis in te i ros d e s d e ze ro a t é p. E por c o n s e g u i n t e : 

O numero dos termos da- potencia p do polynomio a + b + c -J- . . . 
1 designado também pela ex] rcstâo ( f ) de T ; > + 1 . 

P a r a o b t e r a s o m m a das c o m b i n a ç õ e s de n l e t r a s I a I , 2 a 2, 
3 a 3 P a P » d e v e m o s a j u n c l a r o r . u m e r o q u e t e m o Iogar n 
nns o rdens success i»as 1 , 2 , 3 , . . . . p + 1 d a t a b o a d a d e p a g . 3 0 , o u a 
c o l u m n a n , c u j a s o m m a , s e g u n d o v i m o s , é o n u m e r o n -J- 1 da o r d e m 
p + l . M u d e - s e pois n e m n - j - 1 n a e q u a ç ã o ( p ) , e d e s i g n a n d o po r 2 a 
s o m m a p e d i d a , s e r á 

2 = [ (n + p ) C p ] — i = [(f» + p ) Cn] — f ; 

c o r r e s p o n d e n d o a u n i d a d e s u b t r a c t i v a ás c o m b i n a ç õ e s ze ro a z e r o , q u e 
n ' e s t e caso d e v e m o s o m i l t i r . 

P o r cx . ° , 5 l e t r a s c o m b i n a d a s de i a 1 , . . . . a t é 4 a 4 , ou l 
l e t r a s de 1 a 1 , a t é 5 a 5 , d ã o o r e s u l t a d o 

6 - 7 . 8 . 9 
1 = Í Z D . 

1 . 2 . 3 . í 

Q u e r e n d o as c o m b i n a ç õ e s d e s d e p a p a t é p' a p , a p p l i c a r - s e - l i a 
duas vezes a f ó r m u l a aos n ú m e r o s p e p', e d i m i n u i r - s e - b a o p r i m e i r o 
r e su l t ado do ú l t i m o . A s s i m 5 l e t r a s t o m a d a s d e s d e 4 a l a t é 6 a 6 d ã o 
4 6 1 — 1 2 5 = 3 3 6 c o m b i n a ç õ e s . 

49. 
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2 2 . Para achar todas as combinações das a l e i r a s a, g l e i r a s b,. 
P 

do monomio a* b c*.. 1 a 1 , 2 a 2, .. p a p, sendo p = a -f g + y . . ; 
n o t a n d o q u e a p ô d e t e r todos os e x p o e n t e s d e s d e 1 a t é a ; q u e b pôde t e r 
t odos d e s d e 1 a t é g ; e t c : v é - s e q u e a q u e s t ã o se r e d u z a a c h a r t o -
dos os d iv i so re s de a a b e C t q u e f o r m a m os t e r m o s do p r o d u c t o 
[vej. Addit. ás notas da Arith. p a g . 2 7 1 ) 

( 1 + a + a 2 + . . . . a " ) ( 1 + 6 + 6 2 + . . . . 6 e ) ( l + c + c 2 + . . . . c T ) . . ; 

e por c o n s e g u i n t e o n u m e r o d a s c o m b i n a ç õ e s , q u e se p e d e , é 

( l + « ) ( l + g ) ( l + y ) 

P o r e x . ° , a * b " c * d 2 t e m 3 6 0 d iv isores ( 6 . 5 . 4 . 3 ) c o m p r e h e n d e n d o 
n ' e l l e s a u n i d a d e ; por c o n s e g u i n t e de 3 5 9 m a n e i r a s s e p o d e m c o m b i n a r 
o s f a c t o r e s 1 a 1 , 2 a 2 , e t c . 

Q u e r e n d o s ó m e n t e o numero de lermos cm que entra a, c o m o os 

o u t r o s s3o o s d iv i so res d e 6 C t . . . . , e m n u m e r o ( 1 + g ) ( l + y ) ; t e -
r e m o s , s u b t r a h i n d o , o r e s to a (1 + g) (1 + y ) . . . . q u e é o n u m e r o p e -
d i d o . I s to e q u i v a l e r i a a a j u n c t a r a todas as c o m b i n a ç õ e s s e m a , os f a c t o -
r e s a , a 2 , a 3 

Q u e r e n d o s a b e r e n t r e os d iv i so res de a a b c 1 q u a n t o s c o m -
p r e h e n d e m am b" , t o m e m - s e os d iv i so re s de C t d c u j o n u m e r o 
é (1 + y) (1 + 5 ) . • . . , e m u l t i p l i q u e - s e c a d a um por a" b" ; c o m o es t e 
p r o d u c t o e x p r i m e a s o m m a d e todos o s p r o d u c t o s e m q u e e n t r a u'" l " , 
s e r á o fac to r (1 + y) (1 + 5 ) . . . . o n u m e r o p e d i d o . 

Noções sôbre as Probabilidades. 

2 3 . Um a c o n t e c i m e n t o , q u e d e p e n d e do acaso , d i z - s e provável na 
r a z J o do valor e q u a n t i d a d e dos casos em q u e p ô d e r e a l i z a r - s e . D o u s ou 
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m a i s a c o n t e c i m e n t o s d i z e m - s e igualmente possiveis q u a n d o ha os m e s m o s 
m o t i v o s p a r a q u e se r e a l i z e m t a n t o u n s c o m o o u t r o s . O gráo de probabi-
lidade de um a c o n t e c i m e n t o , a v a l i a - s e c o m p a r a n d o o n u m e r o de casos 
e m q u e p ô d e d a r - s e c o m o n u m e r o to t a l d e t o d o s o s casos e g u a l m e n t e 
poss iveis . P o r i s s o : 

A probabilidade mede-se por uma fracção, que tem por denomina-
dor a somma de lodos os casos egualmente possiveis , e por numerador 
o numero dos casos favoraveis. 

Q u e r e n d o q u e d o u s d a d o s , c u j a s faces t e m i n s c r i p f o s o s n ú m e r o s 
1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , a p p r e s e n t e m o s n ú m e r o s 5 e 2 ; c o m o n ' e s l e c a so 
h a s ó d u a s c o m b i n a ç õ e s q u e d a o o s d o u s n ú m e r o s q u e s e d e s e j a m , e n t r e 3 6 
e g u a l m e n t e p o s s i v e i s : s e g u e - s e q u e a p r o b a b i l i d a d e é e x p r e s s a po r ^ - = J L . 
Se q u i z e s s e m o s q u e a p p i r e c e s s c m dous pon to s q u e s o m m a s s e r o 7 , c o m o 
h a e n t 3 o t r e s casos d u p l o s f a v o r a v e i s 5 e 2 , 6 e l , 4 e 3 , e n t r e 
o s 3 6 e g u a l m e n t e p o s s i v e i s , t e r e m o s po r p r o b a b i l i d a d e — f . D ' o n d e 
s e v ô , q u e h a 1 a a p o s t a r c o n t r a 5 , e m c o m o v i r ão n ú m e r o s q u e d e e m 
e s t a s o m m a . 

Se a f r a c ç ã o po r o n d e se aval ia a p r o b a b i l i d a d e é > £ d i r e m o s , q u e 
o a c o n t e c i m e n t o q u e se d e s e j a èmais provável. Sc a f r a c ç ã o é = | d i r e m o s 
q u e é incerto , p o d e n d o i n d i í T e r e n t e m e n t e a p o s t a r - s e p r ó ou c o n t r a . Se 
a f r a c ç ã o é = 1 , d i r e m o s q u e o a c o n t e c i m e n t o é certo, por q u e n ' e s t e 
caso todos o s a c o n t e c i m e n t o s poss ive is são f a v o r a v e i s . E m todos o s casos 
a s o m m a d a s p r o b a b i l i d a d e s , p r ó e c o n t r a u m a c o n t e c i m e n t o , d e v e d a r 
a u n i d a d e . 

F a ç a m o s a l g u m a s a p p l i c a ç õ e s d ' e s t e s p r i n e i p i o s . N ' u m b a r a l h o d e m 
c a r t a s , se h o u v e r p de u m a q u a l i d a d e d e s i g n a d a , q u a l é a p r o b a b i l i d a d e 
de t i r a r m ' q u e s e j a m d ' e s t a e s p e c i e ? O n u m e r o dos casos poss ive i s é 

[ m C m ' j , o dos casos f avo rave i s é [ p C t n ' ] ; logo a p r o b a b i l i d a d e é ^ *1 . 

P o r e x . ° , n ' u m b a r a l h o d e 5 2 c a r t a s h a 1 3 d e c o p a s ; t i r a n d o 3 c a r t a s 
, O J [ 1 3 C 3 1 2 8 6 

ao a c a s o , a p r o b a b i l i d a d e de s a í r e m t o d a s 3 de c o p a s 6 . „ • = = . 
j [ b á t d j 2 2 1 0 0 

quasi — . 

A roda d a l o t a r i a c o n t é m m n ú m e r o s d o s q u a e s s e t i r a m p ; u m 
j o g a d o r c o m p r o u m' ; q u a l é a p r o b a b i l i d a d e de l h e s a í r e m p r e c i s a m e n t e 
P1 ? O n u m e r o to ta l d a s s o r t e s é [wi Cp]; e é e s t e o d e n o m i n a d o r q u e se 
p r o c u r a . Já se vio ( n . ° 3) q u e o n u m e r o dos casos f a v o r a v e i s , is to é , o 
n u m e r a d o r p e d i d o t e m p o r e x p r e s s ã o 
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X = [ ( m — m ' ) C (p — p ' ) ] [ m ' C p ' ] . 

N a L o t a r i a de F r a n ç a m = 90 , p = 5 , e p o r c o n s e g u i n t e o d e n o m i n a d o r 
é [ 9 0 C 5 ] = 4 3 9 4 9 2 6 8 . S e u m j o g a d o r c o m p r o u 2 0 n ú m e r o s , po r e x . ° , 
t e m o s m ' = 20 ; e e n t ã o q u e r e n d o q u e sá ia precisamente um dos p ' s e -
g u i n t e s , t e r e m o s 

numero X probabilidade. 

I = P ' . . ; 2 0 [ 7 0 C 4 ] . . . . : 0 , 4 1 7 2 

2 = p ' , 2 0 ~ [ 7 0 C 3 ] 0 , 2 3 6 7 

3 = p ' , . . . . . . 2 0 . ^ . [ 7 0 C 2 ] 0 , 0 6 2 6 

4 = p ' 7 0 [ 2 0 C 4 ] 0 , 0 0 7 7 

5 = p ' [ 2 0 G 5 ] 0 , 0 0 0 3 . 

Q u e r e n d o q u e a o m e n o s sá ia u m n u m e r o , i s to é , q u e sáia 1 , 2 , 3 , 4 , 
o u 5 , t o m e - s e a s o m m a 0 , 7 2 4 5 . P a r a q u e a o m e n o s s á i a m d o u s , s o m -
m e m - s e ^os r e s u l t a d o s p r e c e d e n t e s m e n o s o l . ° , e a p r o b a b i l i d a d e s e r á 
0 , 3 0 7 3 . E s e não q u i z e r m o s n u m e r o a l g u m , f a ç a - s e p ' = 0 , o u t o m e - s e 
o c o m p l e m e n t o d e 0 , 7 2 4 5 p a r a a u n i d a d e , e a c h a r e m o s 0 , 2 7 5 5 . 

2 4 . S u p p o n d o q u e d o u s a c o n t e c i m e n t o s A e A ' suo p roduz idos r e s p e c t i -
v a m e n t e po r p , p' c a u s a s ; e q u e não se n ã o r e a l i z a m por o u t r a s q , q'; 
e a d m i l t i n d o q u e e s t e s a c o n t e c i m e n t o s são i n d e p e n d e n t e s um do o u t r o , 
p o d e n d o d a r - s e c o n j u n c t a o u s e p a r a d a m e n t e : p e r g u n t a - s e q u a e s a s p r o b a -
b i l i d a d e s dos d i í f e r e n t e s c a s o s ? 

P a r a r e s o l v e r es ta q u e s t ã o , c o m p a r e m - s e e s t e s d o u s a c o n t e c i m e n t o s 
aos r e s u l t a d o s q u e p o d e m prov i r de dous d a d o s , um c o m p - f q f aces p i n -
t a d a s , p de b r a n c o e q de n e g r o ; o o u t r o c o m p' + q ' f aces p i n t a d a s p ' 
de v e r m e l h o e q ' de azu l . O a c o n t e c i m e n t o A s e r á r e a l i z a d o q u a n d o a p -
p a r e ç a u m a d a s p faces b r o n c a s , e não o s e r á q u a n d o a p p a r e ç a u m a d a s 
q f aces n e g r a s . O a c o n t e c i m e n t o A ' t e r á l o g a r q u a n d o a p p a r e ç a u m a d a s p ' 
f aces v e r m e l h a s , e não o t e r á q u a n d o v i e r u m a d a s q ' f a c e s a z u e s . 
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O n u m e r o lo la l dos casos (n .° 1 9 ) é (p + q) (p' + q'). Se q u i s e r -
m o s q u e a p p a r e ç a r a c o n j u n c l a m c n t e u m a f a c e n e g r a e u m a v e r m e l h a , i s lo 
é , s e q u i z e r m o s q u e t e n h a l oga r o a c o n t e c i m e n t o A 1 s e m A ; c o m o a s q 
f aces n e g r a s , e as p 1 v e r m e l h a s , d ã o qp c o m b i n a ç õ e s , s e r á e s t e o n u -
m e r o dos casos f a v o r a v e i s , e a p r o b a b i l i d a d e p e d i d a 

9P* = 7 x r' 
{p + <i){p'-\-<i') P + V P'+<i'' 

P r o c e d e n d o d o m e s m o m o d o nos o u t r o s c a s o s , a c h a r í a m o s , c o m o n ' e s l e , 
q u e a e x p r e s s ã o da p r o b a b i l i d a d e ped ida 6 o p r o d u c t o d a s p r o b a b i l i d a d e s 
r e l a t i v a s a c a d a u m d o s a c o n t e c i m e n t o s d e s i g n a d o s . L o g o : 

Se os acontecimentos forem independentes uns dos outros, a probabi-
lidade de acontecerem conjunclamente é o producto de todas as proba-
bilidades relativas a cada um em separado. 

E s t e t h e o r e m a das probabilidades compostas, pos to q u e se a c h e 
a q u i s ó m e n t e d e m o n s t r a d o p a r a o ca so dos d o u s a c o n t e c i m e n t o s , pôde po r 
u m r a c i o c í n i o i d ê n t i c o e s t e n d e r - s e a u m 3 . ° a c o n t e c i m e n t o A ' ' , o u a u m 
3 . ° d a d o de p''+q'' f a c e s ; e a s s im po r d i a n t e , j u s t i f i c a n d o s e por e s t e 
m o d o a g e n e r a l i d a d e em q u e o e n u n c i á m o s . 

Se l a n ç a n d o d o u s d a d o s de se i s f a c e s , q u i z e r m o s q u e a p p a r e ç a 4 e 
1 , q u a l é a p r o b a b i l i d a d e do s u c c e s s o ? C o n s i d e r a n d o s ó m e n t e um d a d o , ha 
se is c a s o s , d o s q u a e s d o u s são f avo rave i s ( 4 o u 1 ) , s e n d o p o r t a n t o a 
p r o b a b i l i d a d e s i m p l e s 7 = 7 ; m a s a c o n t e c e n d o esse l .° c a s o , é a inda n e -
c e s s á r i o q u e o 2 . ° d a d o a p p r e s e n t e o o u t r o p o n t o ( 1 o u 4 ) , cu j a p r o b a -
b i l i d a d e s i m p l e s é } ; s e r á p o r t a n t o a p r o b a b i l i d a d e p r o c u r a d a 1 x 7 = 7 7 , 
r e s u l t a d o q u e a c h a r í a m o s t a m b é m , s e c o m p a r á s s e m o s os 2 casos f u v o r a -

' veis c o m os 36 casos poss ive i s . 
As p r o b a b i l i d a d e s , á m e d i d a q u e se c o m p õ e , a t t e n u a m - s e , por isso 

m e s m o q u e r e s u l t a m d o p r o d u c t o d e m u i t o s f a c t o r e s < 1 . S e u m h o m e m l i do 
p o r v e r d a d e i r o , a l t e s t a u m f a c t o q u e v i o , p ô d e a v a l u a r - s e e m ^ a p r o b a -
b i l i d a d e de n ã o q u e r e r e n g a n a r e de n ã o t e r s i d o i n d u z i d o a e r r o pe los 
s e n t i d o s . M a s s e e s t e h o m e m h o u v e o f a c t o d e u m a t e s t e m u n h a e g u a l -
m e n t e ve r íd i ca , já e n t ã o a p r o b a b i l i d a d e é s ó m e n t e ^ x 7; = 7 7 7 , q u a s i 
^ . S e h o u v e r e m as s im 2 0 i n t e r m e d i á r i o s , a p r o b a b i l i d a d e se rá a p e n a s ( y ; ) 1 

i s to é < - ± : pôde pois a p o s t a r - s e 7 c o n t r a 1 em c o m o o f ac to t r a n s m i l t i d o é fa lso , 
pos to q u e todos o s i n t e r m e d i á r i o s s e j a m t e s t e m u n h a s e g u a l m e n t e v e r d a d e i r a s . 
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P ô d e c o m p a r a r - s e e s t a d i m i n u i ç ã o da p r o b a b i l i d a d e com a e x t i n c ç ã o 
d a c l a r i d a d e d o s o b j e c t o s , v is tos a t r a v e z d e m u i t o s p e d a ç o s d e v i d r o . 

2 5 . O r e s u l t a d o o u p r o d u c t o d a s p r o b a b i l i d a d e s s i m p l e s e g u a e s , 
é u m a p o t e n c i a d e s t a q u a n t i d a d e , e por isso f a c i l m e n t e p o d e m o s r e so lve r 
a q u e s t ã o s e g u i n t e : Se p causas p r o d u z e m um a c o n t e c i m e u t o A, e se q o 
i m p e d e m , q u a l é a p r o b a b i l i d a d e de fazer a p p a r e c e r k vezes o a c o n t e c i -
c i m e n t o A em n l a n c e s ? 

Ê c l a r o q u e a p r o b a b i l i d a d e s i m p l e s , em c a d a l a n c e , a favor de A 

é - / ; e — - — a p r o b a b i l i d a d e c o n t r a . S e o a c o n t e c i m e n t o s e rea l iza 
P:+ 1 P + 9 

k v e z e s , t e r e m o s a po tenc ia k da p r i m e i r a f r a c ç ã o ; e se n ã o t e m I o g a r , 
os o u t r o s n — k l ances d a r ã o a p o t e n c i a n — k da s e g u n d a . Da m u l t i p l i -
c a ç ã o d ' e s t a s d u a s p o t e n c i a s r e s u l t a a p r o b a b i l i d a d e c o m p o s t a 

( P + 9 ) " ' 

a qua l e x p r i m e , q u e , em n l a n c e s , A a c o n t e c e r á p r e c i s a m e n t e k vezes, 
t e n d o f i x a d o p r e v i a m e n t e a o r d e m d e successâo dos a c o n t e c i m e n t o s . S e n d o 
p o r é m es ta o r d e m a r b i t r á r i a , d e v e z r e p e l i r - s e t a n t a s v e z e s , q u a n t a s s e 
p u d e r e m c o m b i n a r e s t e s r e s u l t a d o s , a s a b e r as k vezes q u e t e m Iogar o 
a c o n t e c i m e n t o A, c o m as n — k em q u e n ã o se r e a l i z a ; o q u e é r e p r e -
s e n t a d o po r [nCfc]. L o g o z x [nCA] é a p r o b a b i l i d a d e de q u e A a c o n t e c e r á 
k vezes em n l a n c e s , s e m d e s i g n a r a q u e l l e s era q u e d e v e r á r e a l i z a r - s e . 

Sc q u i z e r m o s q u e A a c o n t e ç a n vezes pe lo m e n o s , m u d a r e m o s 
n ' e s t a e x p r e s s ã o s u c c e s s i v c m e n t e k em k, k + 1 , /c -J- 2 , . . .. a t é n , e 
s o m m a r e m o s o s r e s u l t a d o s . N ' e s t e caso o d e n o m i n a d o r d a p r o b a b i l i d a d e 
p e d i d a é (p + ç ) " . P a r a o b t e r m o s o n u m e r a d o r , d e s e n v o l v e r e m o s e s t e b i -
n o m i o , e p a r a r e m o s no t e r m o em q u e e n t r a pl, o qua l se t o m a r á c o m o 
c o e f f i c i e n t e , o u s e m e l l e , c o n f o r m e s e q u i z e r a t t e n d e r , o u n ã o , á s k o r -
d e n s em q u e A se rea l i za e in Ic l ances . 

E se q u i z e r m o s , q u e A n ã o a c o n t e ç a m e n o s de k v e z e s , n e m m a i s 
de /; ' v e z e s , em n l a n c e s , s o m m a r e m o s lodos o s t e r m o s em q u e p t e m os e x -
p o e n t e s k, k + 1, .. .. k'. 

P o r e x . ° , s e u m d a d o d e 6 faces t iver d u a s q u e s e j a m favorave i s a u m 
j o g a d o r , e for n e c e s s á r i o pa ra q u e e s l e g a n h e , q u e em 4 l ances d e i t e 3 
vezes u m a ou o u t r a (ou q u e em um só l ance de 4 d a d o s 3 faces lhe s e -
j a m f a v o r a v e i s ) , p e r g u n t a - s e q u a l é a p r o b a b i l i d a d e do g a n h o ? N e s t e 
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caso j p = 2 , 5 = 4 . , e (p - f ç ) 4 = 64 = 1 2 9 6 . T e m o s pois 
p * = 1 6 l a n c e s q u e o p p r e s e n t a m 4 vezes u m a d a s f aces f a v o r a v e i s . 

S o m m a = 1 2 9 6 = ( p - f ç ) 4 , d e n o m i n a d o r d a s p r o b a b i l i d a d e s . ' 

L o g o a p r o b a b i l i d a d e de s a i r precisamente 3 vezos um dos casos f a v o r a -
ve is é - I i i - = — . E s e d e v e m a c o n t e c e r e m u m a o r d e m d e s i g n a d a , d i -1 2 V 6 8 I , . . . . 

v i d a - s e p e l o c o e f f i c i e n t e 4 , e v i rá . Em fim a s o m m a dos dous p r i m e i r o s 
n ú m e r o s d á ^ J ^ - = ^ , q u e 6 a p r o b a b i l i d a d e de a p p a r e c e r e m pe lo m e n o s 3 
vezes a s f aces f avo rave i s . 

Q u a l é o partido de d o i s j o g a d o r e s M e N de e g u a l f o r ç a , f a l t a n d o 
6 pon to s a M e 4 a N p a r a g a n h a r o j o g o ? 

A s o m m a d o s pon to s 6 1 0 ; e por isso e l e v a n d o p + 7 á 9 . " p o t e n -
c i a , r e s e r v e m - s e p a r a M os 4 p r i m e i r o s t e r m o s ( e m q u e o m e n o r e x p o e n t e 
de p 6 6 ) , e g u a r d e m - s e p a r a N os o u t r o s 6 l e r m o s ; f a ç a - s e d e p o i s 
p — q = 1. A c h a r e m o s os d o i s r e s u l t a d o s 1 3 0 e 3 8 2 , c u j a s o m m a to t a l é 
5 1 2 . O p a r t i d o d e M , o u a p r o b a b i l i d a d e q u e e l l e t e m d e g a n h a r é 

; e o de N é S e n d o n e c e s s á r i o a c a b a r c o m a p a r t i d a s e m a l e -
v a r ao f im , os a b o n o s d e v e r i a m s e r r e p a r t i d o s c n l r e M e N na r a z á o d e 
1 3 0 p a r a 3 8 2 , quas i n a r a z á o d e 1 p a r a 3 ; e 6 t a m b é m e s t e o p r e ç o 
po r q u e M e N d e v e r i a m v e n d e r a sua p e r t e n ç ã o a o s a b o n o s , no ca so de 
t r a n s m i l t i r e m o s seus d i r e i t o s . 

Q u a n d o a fo rça dos j o g a d o r e s é , p o r e x . ° , c o m o 3 p a r a 2 , i s to é 
q u a n d o M g a n h a a N o r d i n a r i a m e n t e 3 p a r t i d a s s ô b r e 5 , ou q u a n d o M 
dá 1 p o n t o de p a r t i d o p a r a e g u a l a r as f o r ç a s , o c a l cu lo é o m e s m o , f a -
z e n d o p = 3, q = 2 . N ' e s l e caso a c h a - s e q u e o p a r t i d o de M 6 p a r a o de 
N p r o x i m a m e n t e : : 1 4 : 1 5 . 

2 6 . S u c c e d e m u i t a s vezes q u e a s c a u s a s d e u m a c o n t e c i m e n t o s3o ISo 
o c c u l l a s , ou se m o d i f i c a m de u m a m a n e i r a t ã o v a r i a d a , q u e 6 imposs íve l d e s t a -
c a l - a s e c a l c u l a r - l h e s o n u m e r o : n ' e s t e caso sào i n a p p l i c a v e i s os p r i nc íp io s p r e -
c e d e n t e s . C o n s u l t a - s e e n l à o a e x p e r i e n c i a , p a r a v e r i f i c a r se os a c o n t e c i m e n t o s 
s3o s u j e i t o s a u m c u r s o p e r i o d i c o , d o q u a l s e possa c o n j e c t u r a r c o m v e -
r o s i m i l h a n ç a , q u e a causa d e s c o n h e c i d a , q u e faz c o m q u e e l l es a p p a r e -
ç a m t a n t a s vezes d e b a i x o d e u m a o r d e m r e g u l a r , c o n t i n u a n d o a o b r a r 

+ 4 p 3 g = 1 2 8 
- J - G p 1

9
2 = 3 8 4 

+ 4 p 7 3 = 5 1 2 
+ g 4 = 2 5 6 

3 
2 
1 

0 
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s o b r e e l l e s , o s r e p r o d u z i r á n a m e s m a o r d e m . O n u m e r o d e s t e s p e r i o d o s 
s u b s t i t u e - s e a o d a s causa s nos cá lcu los d a s p r o b a b i l i d a d e s . S e u m d a d o , 
l a n ç a d o dez vezes s e g u i d a s , a p p r e s e n t o u 9 v e z e s a face a , p ô d e c o n j e c t u -
r a s s e , q u e h a n a a c ç ã o q u e o l a n ç a , n a sua f i g u r a o u s u b s t a n c i a , 
a l g u m a causa occu l t a , q u e p roduz a volta da f a c e a as 9 vezes . Se 1 0 0 
p r o v a s a p p r e s e r i l a r e m l a m b e m 90 vezes e s t a f a c e a , o p r o b a b i l i d a d e - ^ f a -
vo rave l a e s t a vol ta a d q u i r e u m a g r a n d e f ó r ç a , q u e s e a u g m e n t a á m e -
d i d a q u e a s p r o v a s m u l t i p l i c a d a s c o n f i r m a m es ta s u p p o s i ç ã o ; d e s o r t e 
q u e se fosse possivel fazer um n u m e r o inf in i to de p r o v a s , e t odas c o n c o r -
d a s s e m em d a r 9 vezes s o b r e 10 a f ace a , c o n c l u i r í a m o s a certeza da 
I n p i l h e s e . 

É d ' e s t a m a n e i r a q u e a e x p e r i e n c i a c o m p r o v o u os f ac to s s e g u i n t e s , 
a n j a s c a u s a s é imposs íve l a s s i g n a r . 

I . 0 O n u m e r o d e c a s a m e n t o s c o n l r a h i d o s e m u m p a i z , d u r a n t e u m 
t e m p o d e t e r m i n a d o , é pa ra o n u m e r o de n a s c i m e n t o s e p a r a a p o p u l a -
ç ã o p r o x i m a m e n t e : : 3 : 1 4 . ' 3 9 6 . 

•2/ A 1 o n a s c i m e n t o s do s e x o f e m i n i n o c o r i e s p o n d e m 16 do m a s c u l i n o . 
3 . ° A p o p u l a ç ã o , os n a s c i m e n t o s , os o b i t o s , e os c a s a m e n t o s são 

: : 2 0 3 7 0 I a : 7 1 8 9 0 : 6 7 7 0 0 : 1 o3 i o , por a n n o ; e a p p r o x i m a d a m e n t e , 
os n a s c i m e n t o s s ão ~ , os o b i t o s — , e os c a s a m e n t o s ^ da p o p u l a ç ã o . 
0 e x c e s s o dos n a s c i m e n t o s s ò b r e os ob i tos é o a c c r e s c i m o a u n u o da 
p o p u l a ç ã o . 

4 . ° A d u r a ç ã o d a s g e r a ç õ e s de pa i a f i l ho é de 33 a n n o s . 
5 . ° O n u m e r o dos m o r t o s do s e x o m a s c u l i n o 6 p a r a o do s e x o f e -

m i n i n o : : 2 4 : 2 3 ; e n u m paiz q u a l q u e r o n u m e r o d o s vivos d o l . ° s e x o 
é p a r a o s d o 2 . ° : : 3 3 : 2 9 . 

6 . ° Os o b i t o s do s e x o m a s c u l i n o são ^ e os do f iminino ± da p o -
p u l a ç ã o . Em P a r i z , a t o t a l i d a d e dos o b i t o s c h e g a só a 37 do n u m e r o do» 
h a b i t a n t e s ; e s t e s o b i t o s e l e v a m - s e a n n u a l m e n t e a 2 7 5 8 5 t e r m o m é d i o , 
e os n a s c i m e n t o s a 3 2 3 2 4 . 

7 . ° A a m e t a d e d e t oda a p o p u l a ç ã o t e m m e n o s d e 2 5 a n n o s , e 
todos o s 2 5 a n n o s s e r e n o v a u m a a m e t a d e . 

8 . ° Em F r a n ç a o n u m e r o da p o p u l a ç ã o ó pa ra o n u m e r o dos c a s a m e n t o s 
: : 1 2 7 , 6 3 : 1 . A d u r a ç ã o d a vida m e d i a ó a c t u a l m e n t e d e 3 6 7 a n n o s . 

É d e b a i x o d ' e s t a s c o n s i d e r a ç õ e s q u e s e e s t a b e l e c e m a s T a b o a s d e 
p o p u l a ç ã o e de m o r t a l i d a d e : p ô d e c o n s u l t a r - s e a e s t e j e s p e i t o o Annuairs 
1 Iu Jhireau des Longitudes. 

N a d a m a i s a c c r e s c e n t a r e m o s s o b r e a d o u t r i n a de p r o b a b i l i d a d e s , q u e 
6 t ão e x l e n s a , q u e faz o b j e c t o de T r a c t a d o s e s p e c i a c s . 

V e j . os de L a p I a c e , L a c r o i x , C o n d o r c e t , Duv i l l a rd , Po isson e t c . 
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I I . RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 

Composição das equações. 

2 7 . A r E p o i s de t r a n s p o s t a e r e d u z i d a , Ioda a equação a uma íó 
incógnita tem a fórma 

A0xn + A1Xn-1 + A 2 X - 3 + + A » - , a ; + A» =o 0 ( 1 ) ; 

na q u a l x é a i n c ó g n i t a , n um i n t e i r o , e A 0 , A 1 , A a , A» n ú -
m e r o s c o n h e c i d o s p o s i t i v o s , n e g a t i v o s o u z e r o . 

C h a m a - s e Baiz q u a l q u e r q u a n t i d a d e a , q u e s u b s t i t u í d a po r x r e d u z 
o p o l y n o m i o ( 1 ) a z e r o , ou q u e sa t i s faz á c o n d i ç ã o 

¥ 

Aua" + A 1 U b - 1 + A 2 a " - a + + a+ Aa=O. 

T o m e - s e a r b i t r a r i a m e n t e u m n u m e r o a , e d i v i d a - s e o p o l y n o m i o ( 1 ) 
p o r x — a , a t é q u e se o b t e n h a um r e s t o R q u e n ã o c o n t e n h a x , o q u e 
s e m p r e é poss íve l , po r s e r o d iv i so r do 1 . ° g r á o . M u l t i p l i c a n d o o q u o c i -
e n t e , q u e s e r á d a f ó r m a 

A0Xa 1 -f- A1
1Xn ~ - f - . . A ' a _ t , 

po r x — a; e a j u n c t a n d o R ao p r o d u c t o : d e v e r á r e p r o d u z i r - s e idêntica• 
mente o d i v i d e n d o ( I ) . 
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F a z e n d o o c á l c u l o , e d e s i g n a n d o (* ) a e x p r e s s ã o ( 1 ) po r f{x), v e t a 

/ x = A t t x " - f A i 1 I c " - 1 + A ' 2 | x " ~ a + A ' J 

— f l A 0 1 — a A ' J — a A ' a 

x " - 3 . . + A 1
b - , x + R 

— a A U / 

E c o m o n ' e s t a e x p r e s s ã o d e v e m a c l i a r - s e t odos o s t e r m o s d o p o l y -
n o m i o f(x), v ê - s e q u e o f a c t o r A 1 de X n w l no p o l y n o m i o , d e v e s e r e g u a l 
a o f a c t o r A ' t — a A o d e x " ~ l n o c á l c u l o q u e e íTectuáinos . P e l a m e s m a 
r a z ã o d e v e r ã o se r 

A i = A ' , a A ' , , A 3 = A ' , — a A 1
1 , . . . . A B = R — a A ' „ _ , . 

T r a n s p o n d o o s l e r m o s n e g a t i v o s , t e m o s 

A r
1 = A , + a A 0 , A 1

a = A a + a A ' t , . . R = Am. + a A ' M ( 2 ) 

P o r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s p o d e m o s d e d u z i r uns dos o u t r o s , s u c e s s i v a m e n t e 
os coe f f i c i en te s A 1

1 , A 1
2 , A 1

j e o r e s t o I t ; e da sua f o r m a se 
d e d u z a s e g u i n t e l e i : 

Cada um dos coefficientes, e o resto, è formado do coe/pciente da 
mesma ordem em f ( x ) , mais do producto do coe/ftciente precedente multipli-
cado por a. 

(») Toda a expressão analy l ica em q u e enlra x chama-se funeção de x. Func-
çôes algébricas são aque l las q u e não e x i g e m operações de a lgebra senão até ás 
extracções de raizes iue lus ivamente ; as funeçues transcendentes comprehendem Io-
gar i thmos , e x p o n e n c i a e s , arcos de c i r c u l o , senos , cosenos . . Não se expr imem . 
d e b a i x o da funeção , senão aque l las quant idades das q u a e s d e p e n d e a so lução 
dos problemas que nos propomos resolver . Ass im F (x) ,f(x),<f <x). . d e s i g n a m fór-
m u l a s em q u e a letra x está combinada de dif ferentes m a n e i r a s ; f (x) cf (r) , 
com o m e s m o sinal f , ind icam expressões nas q u a e s x c z se acham combina-
das da m e s m a maneira , de sorle q u e se tornam idênt icas quando se muda x em 
s. Por e x . , / " ( / s - i - o ) s ignif ica q u e exis te uma funeção f (ir) na qual por x se 
subst i tu io vAsn-a. Do m e s m o modo F - t - y ' ) indica q u e sc subs l i tu io x por 
X i - ^ y t c m u m a funeção F ( s ) . 
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Q u e r e n d o , p o r e x . ° , d i v i d i r 4 - a r ' — 1 0 x * + 6 . » 3 — 7 x * + 9 x — 1 1 p o r o ; — 2 , 

a c h a r e m o s o q u o c i e n t e — 2x' + 2 a ; 1 — 3x + 3, e o r e s t o — 5. 

C o m o e íTe i to , t e n d o e s c r i p l o o 1 . ° t e r m o d o q u o c i e n t e i x x , a c h a r e m o s , 
s e g u n d o a lei i nd i cada , 

p a r a coe f l i c i en te de a;5 — 10 + 4 x 2 = — 2 

d e 6 — 2 x 2 = + 2 

d e x — 7 + 2 x 2 = — 3 

pa ra coe f f i c i en te d o u l t i m o t e r m o 9 — 3 x 2 = 3 

p a r a r e s t o — 1 1 + 3 x 2 = — 3 . 

P o d e m o s o b t e r t a m b é m o s coe f f i c i en t e s A 1
1 , \ ' 2 , A 1

3 , . . . . e o 
r e s t o R , e l i m i n a u d o - o s d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) , o q u e dá 

A f
1 = A 0 C ^ A 1 , A 1

j = A o a N - A 1 a + A i , A 1
3 = A 0 a 3 + A 1 a 2 + A a a + A , 

R = A 0 a » + A 1 a " " " + A 2 a - a + . . , . . . A N W a + A B =f[a). 

Da Iei q u e s e g u e m e s t e s c o e f f i c i e n t e s , e o r e s t o , d e d u z - s e a r e g r a s e -
g u i n t e : 

Paraformar um coefficicnte qualquer da ordem i no quociente: loinem-se 
os \primeiros termos de f ( x ) ; substituam-se nellesx por a ; e supprimam-se 
as potencias de a communs a todos os termos. Para formar o resto 
tnude-se x em a no polynomio proposto, que se tornará f ( a ) . 

D a e x p r e s s ã o p r e c e d e n t e d e R t i r a r e m o s a s s e g u i n t e s c o n s e q u ê n c i a s : 
1 . ° Se for a raiz da equação (1) , sendo então f ( a ) = R = O, 

será fx divisivel por x — a. 
2 . ° Reciprocamente , se f ( x ) for divisivel por x — a , como a di-

visão se faz exactamente, será R = 0 , e por conseguinte a substituição 
de a reduzirá f ( x ) a zero, isto é, será a raiz da equação. 

2 8 . S u p p o n h a m o s p o r a g o r a d e m o n s t r a d o , que toda a equação a 
uma incógnita tem uma raiz pelo menos, o b j e c t o de q u e a d i a n t e n o s o c c u -
p a r e m o s ; e n a e q u a ç ã o ( 1 ) f a ç a m o s A 0 = I , o q u e nada t i r a á g e n e r a l i d a d e d a 
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m e s m a e q u a ç ã o , por isso q u e a p o d i a m o s t e r d iv ido Ioda p o r e s t e coe f f i c i -
e n t e de x". 

Se a é r a i z da e q u a ç ã o l e m o s i d e n t i c a m e n t e 

f x = [x — a ) Q , 

s e n d o Q um p o l y n o m i o do g r ã o x"~1. 
Se 6 é ra iz da e q u a ç ã o Q = O f x — b d e v e d i v i d i r Q, e s e r á 

Q = (x—b) Q ' , e 

f x = [x — a ) ([x — b) Q ' . 

Se c é a r a i z da e q u a ç ã o Q ' = 0 , s e r á do m e s m o m o d o 
Q ' = ( x - c ) Q " , e 

f x = [x — a) [x — b){x — c) Q " . 

C o m o o s g r á o s d o s q u o c i e n t e s success ivos Q , Q ' , Q 1 ' , • . . . s e v ã o 
a b a i x a n d o s u c c e s s i v a m e n t e por c a d a f a c t o r b i n o m i o q u e s e põe e m e v i d e n -
c i a , é c l a r o q u e f e i t a s n — 1 d i v i s õ e s , d e v e m o s c h e g a r a um q u o c i e n t e 
x — Z do í . ° g r á o . A d m i t t i n d o pois q u e t o d a a e q u a ç ã o t e m u m a ra iz- , 
p o d e m o s t i r a r a conc lusão s e g u i n t e : 

Todo o polynomio f ( x ) do gráo n é formado do producto de n fa-
ctores binomios do 1.° gráo ; e leremos sempre 

f x = [x — a)(x — b)[x — c) ( x — t). 

E s t a e q u a ç ã o é i d ê n t i c a , e a d i s s i m i l h a n ç a dos dous m e m b r o s d e s a p » 
p a r e c e r i a , logo q u e s e e f f e c t u a s s e m as m u l t i p l i c a ç õ e s i n d i c a d a s . E c o m o 
f ( x ) se t o r n a nul lo , q u a n d o por x se s u b s t i t u e q u a l q u e r d o s n ú m e r o s , a , b , 
c c o n c l u i r e m o s t a m b é m , q u e ; 

Toda a equação f ( x ) = 0 tem n raizes, que são, com signaes con-
trários , os segundos termos dor seus n factores binomios. 

P a s s e m o s a g o r a a m o s t r a r , q u e o polynomio f ( x ) não pôde ser de-
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composto em outros factores (x — a ' ) (x — b ' ) . . (x — I ' ) , sendo as quan-
tidades a 1 , b1 I 1

1 todas ou em parte, di/ferentes de a, b , . . . . I. 
E p a r a i s to m o s t r e m o s p r i m e i r o , q u e se o binomio x — h dividir 

exactamente o producto de dous polynomios AeB racionaes e inteiros 
(*) em ordem a x, um d'estes polynomios, pelo menos, será divisível 
por x — b . S u p p o o h a m o s com e f f e i t o , q u e d i v i d i n d o A e B por x — h , 
r e s u l t a m os q u o c i e n t e s A ' e B ' , e os r e s t o s n u m é r i c o s a e g , s e n d o 

A = A ' (x — h) + * , B = B ' ( x — /i) + g . 

F o r m a n d o o p r o d u c t o A B 1 a c h a - s e q u e x — 7i é f a c t o r de todos o 
seus t e r m o s , m e n o s d o p r o d u c t o n u m é r i c o a 3 , o q u a l não p ô d e s e r d i -
visível por x — li; e por c o n s e g u i n t e AB t a m b é m o não p o d e r á s e r , em 
q u a n t o ou a ou g não f o r e m nul los . 

Pos to i s to , s endo fx = (x — a) Q , se s u p p u z e r m o s q u e x — a ' d i v i d e 
f ( x ) , s e r á forçoso q u e se ja Q div is íve l por x — a' vis to q u e x — ao n ã o p ô d e 
s e r . O m e s m o d i r e m o s de Q' em Q = (X— B) Q ' ; e a s s im por d i a n t e a t é ao 
ú l t i m o f ac to r x — l , o qua l não s e n d o d iv is íve l po r x — a', m o s t r a q u e 
x — a' não p ô d e se r d iv i so r de f(x). O m e s m o sc m o s t r a a r e s p e i t o de 
x — b',x — c ' , . . . . L o g o : 

1 . ° Qualquer polynomio f (x ) , da ordem n , sómente se pôde resol-
ver em um systema único de n factores binomios do primeiro gráo, e a 
equação f ( x ) = 0 admitte sómente n raizes. 

f(x) O 
2 . ° T o d a a f r a c ç ã o — — , q u e se t o r n a — q u a n d o se faz x =a, t e m 

x—a, ou u m a po tenc ia de x = a , po r f a c t o r c o m m u m dos seus dous t e r m o s 
f ( x ) , «par. P a r a s e o b t e r o va lor d a f r a c ç ã o , s u p p r i m a m - s e p r i m e i r o o s 
f a c t o r e s c o m m u n s x — a, e f a ç a - s e d e p o i s x = a; d ' o n d e r e s u l t a r á 
um valor finito, nullo, ou inpnilo , c o n f o r m e x — a e s t i v e r e l e v a d o á 
m e s m a po tenc ia nos d o u s t e r m o s , o u a p o t e n c i a m a i s e l e v a d a n o n u m e -
r a d o r o u n o d e n o m i n a d o r . 

3 . ° Se as d u a s e q u a ç õ e s f ( x ) = O , o (x) = O t i v e r e m u m a m e s m a 
r a i z a , x — a s e r á o seu f a c t o r c o m m u m . D e s t e m o d o 

Zx3 — 3x* — 1 7 a ; + 3 0 = O , x3— 3 7 x — 8 4 = 0 , 

(*) Entendemos aqui por polynomios racionaes e inteiros, aquelles cm cuja 
expressão não entram as incógnitas cm nenhum denominador , nem debaixo de ra-
dical algum. 
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t e m a ; - f 3 po r f a c t o r , o q u a l s e o b t é m pe lo m e t h o d o d o d iv i sor c o m m u m . 
A c o e x i s t ê n c i a d ' e s t a s d u a s e q u a ç õ e s se r i a a b s u r d a , s e n ã o e x i s t i s s e u m 
f a c t o r c o m m u m e n t r e e l l a s . E s e e s t e f a c t o r fosse d o 2 . ° g r á o , a s e q u a -
ç õ e s t e r i a m d u a s r a i z e s , q u e s e r i a m a s ú n i c a s q u e s a t i s f a r i a m a o p r o -
b l e m a , e t c . 

4-.° E m p r e g a n d o a d i v i s ã o , p o d e m o s a b a i x a r no g r á o n de u m a 
e q u a ç ã o u n i n u m e r o d e u n i d a d e s e g u a l a o d a s r a i zes c o n h e c i d a s , po r isso 
q u e a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s se r e d u z á dos f a c t o r e s b i n o m i o s . Os f a -
c t o r e s d o 2 . ° g r á o são e m n u m e r o { n ( n — 1 ) (n .° 1 ) , p o r q u e r e s u l t a m 
d a s c o m b i n a ç õ e s 2 a 2 dos do 1 . ° : os do 3 . ° g r á o s ão em n u m e r o 
> ( « — J ) (n — 2 ) , e t c . 

2 9 . C o m o a e q u a ç ã o p r o p o s t a 

a " + A ^ n - + A 2 A b - 1 + A „ _ , « + A „ = 0 

é o p r o d u c t o de (x— a) (x— b)[x— c) (x — l), s e g u e - s e do 
q u e se vio (Alg. ELn.0 1 0 5 - , V) q u e : 

1.' O coefficienle A1 do 2 . " lermo é a somma de todas as raizes 
a , b , c I tomadas com signaes contrários. 

2 . ° O coefficienle A2 do 3 . ° termo é a somma dos productos 2 a 2 
deslas raizes. 

3 . ° O coefficienle A3 do 4 . ° termo é a somma dos productos 3a 3 
tomados com signaes contrários E assim por diante sendo 

o coeffciente At- do termo i + 1 a somma dos productos i a i toma-
dos com o mesmo ou dijferente signal, segundo é i par ou impar. 

4 . ° F i n a l m e n t e , o ultimo termo An é o producto de todas as 
raizes, quando n e par ; c este produclo com o signal contrario, quando 
n è impar. 

Transformação das Equações. 

3 0 . C o m a s i m p l e s m u d a n ç a de l e t r a s nos c o e f f i c i e n t e s , a c q u a ç S o 
( 1 ) p ô d e e s c r e v e r - s e 

f{x) = kxn -f- px"~l + qx"-2 + + tx + u = 0 ( 3 ) 



ALGUBRA SUPERIOR. 5 5 

1 . ° S e q u i z e r m o s t r a n s f o r m a r e s t a e q u a ç ã ç n o u t r a , c u j a s r a i z e s 
Jj s e j a m h vezes m a i o r e s q u e x , f a ç a m o s 

y = Iix , ou X = J-; 

e virá 

r\Ti + + T + 

eu , m u l t i p l i c a n d o por h , 

Icyn -f phy"~l + qtfy—* + 'tli—' y + uh" — 0. 

E s t a ú l t i m a e q u a ç ã o d e d u z - s e m u i t o f a c i l m e n t e d e ( 3 ) , m u d a n d o x e m 
y , e m u l t i p l i c a n d o os t e r m o s succcss ivus po r Iia , Zi1 , -fi2 , h n . 

E fáci l d e v e r i f i c a r , q u e po r e s t e p roces so a s r a i z e s d a e q u a ç ã o 

— 0 s ^ 0 f t vezes m a i o r e s q u e a s d a p r o p o s t a ( 3 ) . C o m e f f e i t o , s u p -

p o n d o q u e a é u m a r a i z d ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o , t e r e m o s f(a) = 0 ; m a s 
o l .° m e m b r o da t r a n s f o r m a d a r e d u z - s e t a m b é m a f(x), q u a n d o se s u b s t i -
t u e n ' e l l a lia. por y; logo /<a 6 u m a r a i z da t r a n s f o r m a d a . 

2 . ° S e a e i j u a ç ã o p r o p o s t a ( 3 ) t i v e r coe f f i c i en te s f r a c c i o n a r i o s , p o -
d e m o s s e m p r e d e s e m b a r a ç a l - a d ' e l l e s p o r m e i o d a r e d u c ç ã o a o m e s m o d e n o m i -

v n a d o r . D e p o i s s u p p o n d o h = Zc , i s to é, f a z e n d o x = a t r a n s f o r m a d a é 
Ii 

divis ível p o r k , e t o r n a - s e e m 

y n + n , " - 1 + uk"—1 = 0 ; 

l o g o : para desembaraçar uma equação dos coeficientes fracionarios redu-
za-se ao mesmo denominador; e querendo desembaraçar também o 1." 

termo do seu coefficienle k, faça-se x = -~, o q u e c q u i v a l a s u p p r i m i r 
Ii 

k n o l . ° t e r m o d e ( 3 ) , e a m u l t i p l i c a r s u c c e s s i v a m e n t e , a p a r t i r d o 2 . ° t e r -
m o , o s c o e f f i c i e n t e s po r k°, k l , A - 2 , . . . . . . hJ,~t. 
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S e j a , po r e x . ° , a e q u a ç ã o 

a;4 — §x3 + y®2—jíc —; = 0 ; 

m u l t i p l i c a n d o - a por 1 2 , v e m 

1 2 a ; 4 — 8 x 3 + I O i - 9a ; — 4 2 = 0 ; 

f a z e n d o d e p o i s x = 7 ^ ! / ? 0 , 1 m u l t i p l i c a n d o os coe f f i c i en te s 1 0 , 9 , e 42 
r e s p e c t i v a m e n t e po r 1 2 , 1 2 2 , 1 2 3 , v e m 

y\— Sy3+ 1 2 0 i f — 1 2 9 6 j / — 7 2 5 7 6 = 0 . 

3 . ° Se quizermos transformar a equação ( 3 ) noutra cujas raizes y 
sejam h vezes menores é fác i l de v e r , p e l o q u e Gca d i t o , q u e devemos pôr 

x = hy, 

o q u e equ iva l a m u d a r na p r o p o s t a x em y , e d i v i d i r s u c c e s s i v a m e n t e os 
coe f f i c i en tes po r h°, I i t , / 1 % . . . . . . h" . E s t e p rocesso p ô d e d a r l oga r á 
á i n t r o d u c ç ã o de coe f f i c i en t e s f r a c c i o n a r i o s . 

F a z e n d o x = 1 2 y n a e q u a ç ã o a ; 3 — 1 4 4 a ; = 1 0 3 6 8 , r e s u l t a a e q u a -
ç ã o m a i s s i m p l e s 1/ — í / = 6 e c o m as r a i z e s 12 vezes m e n o r e s . 

3 1 . Se quizermos uma equação, cujas raizes tenham de menos a 
quantidade i que as da equação ( 3 ) , faça-se x = i + y. 

P o n d o i+ y em vez de x em lodos os t e r m o s de f [ x ) , a t r a n s f o r -
m a d a d e ( 3 ) s e r á 

h (i + y)« +p{i + y)"~l + 9('' + y)"-5 + <(« + y) + w = o . 
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S e m se r neces sá r io e f í e c t u a r a desenvo lução dos b i n o m i o s q u e e n t r a m 
nos d iversos t e r m o s , r e su l t a d a lei c o n h e c i d a (n . ° 8 ) q u o s e g u e m o s 
t e r m o s d a f ó r m u l a d e N e w t o n , q u e s e es ta e q u a ç ã o s e o r d e n a r r e l a t i -
v a m e n t e á s p o t e n c i a s c r e s c e n t e s d e y , s e r á d a f ó r m a 

A + By+ Cy2+ k,f = 0, 

e q u a ç ã o n a qual é : 

A — f i , o u o p o l y n o m i o , q u a n d o n ' e ! l e s e m u d a x e m i ; 

f i 
B = — , d e s i g n a n d o por f i o r e s u l t a d o q u e s e o b t é m m u l t i p l i c a n d o 

cada t e r m o d e A pe lo e x p o e n t e d e i , e d i m i n u i n d o e s t e e x p o e n t e 
d ' u m a u n i d a d e ; r e s u l t a d o a q u e se d á o n o m e d e DERIVADA 

d e A ; 

m 
C = — , d e s i g n a n d o por f " i a d e r i v a d a de B; 

D = — — , d e s i g n a n d o por f'"i a d e r i v a d a d e C ; 
1 .í.O 

E ass im por d i a n t e . 
P o r e s t e m o d o p o d e m o s c o m p o r o s coef f ic ien tes d a t r a n s f o r m a d a , 

s a b e n d o - o s d e d u z i r uns dos o u t r o s , isto é , 

2 3 

f í + v f i + 1 - f i + n + . . . . + h f = o , 

f i = hi" + + qi—"- + , . . . + li+ u, 

f i = nki"-' + (n — 1) p i n + (n — 2) qi—3 . . . + í , 

f"i=n (n — 1) ki*-> + (« _ 1) (n — 2) pi—3 + .. + e t c . 
8 
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Q u e r e n d o , por e x . ® , fazer x = 2 + y em 

fx — x3—õx2+a5 + 7 = 0, 

t e r e m o s , por ser i = 2 , 

f i = {' — Si2 + i + 7 = — 3 , 

/ • ' j=3t 2 — IOt+ 1 . . = - 7 , 

f"i=Qi— 10 = 2; 

e por c o n s e g u i n t e s e r á a t r a n s f o r m a d a 

— 3 — 7y + y2 + y' = 0. 

, pcZo contrário, quisermos, que todas as raizes da transformada 
tenham de mais a quantidade i que as da proposta, faça-se X= y — i. 

O cá lcu lo n ' e s t e caso é c o m o o p r e c e d e n t e , só c o m a diíFerença de 
se m u d a r t em — i , ou de t o m a r c o m s igna l c o n t r á r i o as po tenc ias i m -
p a r e s de i . 

D o q u e f i c a d i c to c o n c l u e - s e , q u e s e n ' u m a funeção <p(a;) r a c i o n a l , 
a l g é b r i c a e i u t e i r a , se m u d a r x em x ± h, s e r á 

( A ) 

E s t a f ó r m u l a d e s c o b e r t a pe lo G e o m e t r a ing lez Taylor, e q u e a d i a n t e 

L (x)±h ?'(*) +^5-*''(*) 

? ( * = • = * ) = < A 3 1 2 . 
( = t I S J ^ W + . . 1 3 X 7 = - * - « 
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d e m o n s t r a r e m o s p a r a u m a funcçf lo q u a l q u e r d e x , é c o n h e c i d a pe lo d e n o -
m i n a ç ã o de fórmula de Taylor (*). 

3 2 . O p rocesso d a p a g . 5 1 . é m u i t o c o m m o d o p a r a a c h a r o s c o e f -
f i c i e n t e s f i , f ' i , f"i, . . . . d a t r a n s f o r m a d a . C o m e f f e i t o , d i v i d a - s e f ( x ) 
p o r x — i , e s e j a m T o q u o c i e n t e e t o r e s t o d ' e s t a d iv i são . D i v i d a - se d e -

( • ) V ê - s e na e q u a ç ã o (A) , q u e se ordenarmos q u a l q u e r f u n c ç ã o ç (x + A) 
era ordem ás po lenc ias c r e s c e n t e s de h, será , n ' e s t e d e s e n v o l v i m e n t o , o coe f t i ' 
c i en te da pr imeira potencia de h a der ivada da f u n c ç ã o ç r . 

Por m e i o d 'es ta cons ideração se demonstra muito fac i lmente o s e g u i n t e 
theorema , de q u e ainda na Álgebra superior l e r e m o s de fazer u s o . 

A derivada de um producto de muitos factores é egual á somma algébrica de 
todos os productos , que se formam multiplicando a derivada de cada factor pelo pro-
ducto dos outros factores . 

Sejam U , V , X , Y , . . . . f u n e ç õ e s d e a:; s e c m cada u m d ' c l l c s m u d a r -
mos « e m £ + /<, tornar - se -hão r e s p e c t i v a m e n t e em 

U + U ' A - 4 - C " J L L + 

v + V a w " - h — 1.2 

X + X'A -+-X" S . 4 -

Y + Y ' A + Y " ~ + 
— 1.2 

( 

L o g o , para obter a der ivada do producto U V X Y é n e c e s s á r i o formar o pro-
ducto d ' e s t a s q u a n t i d a d e s , e a der ivada será o c o e f f i c i e n l e da pr imeira potencia 
de h n ' e s t e producto . Ora é e v i d e n t e q u e para obter este c o e f f i c i e n l e , se d e v e 
mul t ip l i car o c o e f f i c i e n l e de h em cada um d ' c s t e s factores pe los termos dos 
outros em q u e não entra h , e sommar d e p o i s a l g e b r i c a m e n t e os resu l tados . A d e -
rivada d o producto U V X Y . . . . . . será pois 

+ U V X Y + V U X Y + X ' U V Y . . . . + Y 1 U V X , . . . + 

c o m o »e per lcndia demons trar . 
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po i s T po r x — « , e s e j a m U o q u o c i e n t e e u o r e s t o . D i v i d a - s e U p o r 
x — i , e s e j a m V o q u o c i e n t e e v o r e s t o . E a s s i m p o r d i a n t e . T e r e m o s 

f x = T(x — i) + t , T = U (® — » ) + u , U = Y(x — i) + v, 

E l i m i n a n d o s u c c e s s i v a m e n t e T , U , V , . . . . a c h a - s e 

f x = l + u(x — í) + v [x — i)z + . . . . k(x — «)" ; 

o n d e s e v è , q u e o s c o e f f i c i e n t e s d a t r a n f o r m a d a n a q u a l é y = x — t , 
s ã o os r e s t o s i , u , v . . . . d a s d i v i s õ e s succes s ivas por x — i , s e n d o o 
ú l t i m o c o e f f i c i e n t e l i o ú l t i m o q u o c i e n t e . E c o m o p e l o p r o c e s s o d a p a g . 5 1 . 
e s t e s r e s t o s s e o b t é m f a c i l m e n t e , o c á l c u l o t o m a a f ó r m a d o e x . ° s e g u i n t e , 
no q u a l se s u p p o z y — x — 3. 

P r o p o s t a 2 a ; 4 — 7x3 — 1 2 a ; * + 4 a ; + 1 2 0 = 0 
í 2 — 1 — 1 5 — 4 1 + 6 

F a c t o r S . . . . ) 2 + 5 0 ~ 4 1 

\ 2 + 1 1 + 3 3 
( 2 + 1 7 

T r a n s f o r m a d a 2 j / ' + I7y3 + 33/-412/ + 6 = 0. 

O s q u a t r o 1 . ° ' n ú m e r o s d a 1 . " l i nha 2 , — 1 , — 1 5 , — 4 1 , s ã o o s 
c o e f f i c i e n t e s s u c c e s s i v o s d o 1 . ° q u o c i e n t e T . O s t r e s 1.°* d a 2 . ° l i n h a , s ã o 
o s c o e f f i c i e n t e s d o 2 . ° q u o c i e n t e U . O s d o u s 1.°" d a 3 . " s ã o o s d e V . e t c . C a d a 
l i n h a t e m u m t e r m o d e m e n o s q u e a p r e c e d e n t e . O ú l t i m o t e r m o d e c a d a 
l i n h a é o r e s t o da d i v i s ã o p o r a ; — 3 ; a s s i m I=6 , M= — 4 1 , v = 3 3 , t e = 1 7 . 
O ú l t i m o q u o c i e n t e 2 é — k. A p p a r e c e m p o r e s t e m o d o os c o e f f i c i e n t e s 
p e d i d o s e m o r d e m i n v e r s a . ( * ) 

(») Q u a n d o i é u m a fracção — , torna-se m a i s s i m p l e s o c á l c u l o do m o d o 

q u s p a s s á m o s a ver . S u p p o n b à m o s 

x' 
x = —, x ' 3=«" -hh , X t l - I y : 
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Q u a n d o se b u s c a a t r a n s f o r m a d a e ra y = x — 1, s e n d o e n t S o i = 1 , 
r e d u z - s e o c á l c u l o a s i m p l e s a d d i c ç õ e s , s e g u n d o a l e i da p a g . 3 0 . E i s 
a q u i d o u s e x e m p l o s : 

e l i m i n a n d o d ' e s t a s e q u a ç õ e s x' e x" a c h a - s e 

h 

l o g o p o d e m o s compor a transformada e m o r d e m a y , sa t i s fazendo s u c c e s s i v a m e n t e 
ás tres e q u a ç õ e s , i s to é : tornando , pe la 1." , as ra i ze s l v e z e s m a i o r e s (n.° 3 0 . 1 . ° ) ; 
d i m i n u i n d o - a s pela 2 . ' de h ; e f ina lmente t o r n a n d o , p e l a 3.*, as ra izes I v e z e s 
m e n o r e s (n.° 30 , 3.°) 

N o s e g u i n t e e x e m p l o , e m q u e s e b u s c a a t rans formada e m x — f c o r r e s p o n d e n t e 
á e q u a ç ã o 

Zxi — 5x> +7x* — Xx + 2 = 0, 

se ind ica o p r o c e s s o d ' e s t e c á l c u l o . 

Coef f i c i entes 2 - 5 - ) - 7 - 4 . + 2 . 

P o t c n c i a s d o d e n o m i n a d o r . . . . 1 3 9 2 7 8 1 . 

T r a n s f o r m a d a e m a ; ' . . , . 2xu — 1 5 a ; ' 3 + 6 3 a : ' ' — 108a;' + 1 6 2 . 

Factor 2 { 
2 — 1 1 - + - 4 1 — 2 6 + 1 1 0 . 
2 — 7 + 2 7 + 2 8 
2 — 3 + 2 1 
2 + 1 

Transformada e m x " = x — 2 2a;" 4 + a ; " 3 + 21a;''" + 2 8 a ; ' ' + 1 1 0 . 

Trans formada e m y — x — f 2y' + 1 y ' + y * + y + iJ-1 
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^ - 1 2 ^ + 4 1 ^ - 2 9 = 0 a'— Gxs +7^-7^ + 7==0 

1 — 1 1 + 3 0 + 1 

1 — 1 0 + 2 0 

1 — 9 

j / 3 - 9 j / 3 + 2 0 y + 1 = 0 

1 — 5 + 2 — 5 + 2 

1 _ 4 — 2 — 7 

1 — 3 — 5 

V — 7 y + 2 = 0 . 

3 3 . A t r a n s f o r m a ç ã o da p r o p o s t a ( 3 ) em x = y + i , s e n d o i u m a 
a r b i t r á r i a , p o d e s e r v i r - n o s pa ra d e s e m b a r a ç a r a e q u a ç ã o de a l g u n s d o s 
s eus t e r m o s , d e t e r m i n a n d o a a r b i t r á r i a n ' e s t e s e n t i d o . A s s i m : 

1.° Para desembaraçar a equação do seu 2 . ° termo, t e n d o a c h a d o 
a t r a n s f o r m a d a 

Uynj
r nik 

+ P 

f a ç a m o s d e p o i s 

e r e s u l t a r á 

+ ! „ ( „ _ | ) i * k 

+ ( n — l ) i p 

+ 9 

y" +AÍ" + U ] 

+ pi—' + 
• = o , 

nik +P = 0; 

P x •• P 
r 

D ' o n d e se d e d u z a r e g r a s e g u i n t e : mude-se x em y , menos o coef' 
ficiente p do 2° termo , dividido pelo producto do coeficiente k do 1.° termo 

Emprega- se pr inc ipalmente este cá lcu lo , quando í é 10 , ou alguma das suas po-
tenc ias . A s s i m , querendo achar a transformada em y = x — 0 , 2 na equação de 
c ima , teremos 

P i o d u c l o s dos coeff ic ientes pelas potencias de 10 , 2 - 5 0 - 4 - 7 0 0 - 4 0 0 0 + 2 0 0 0 0 

i 2 — 46 -+- 6 0 8 — 2 7 8 4 + 1 4 4 3 2 
Factores 2 2 2 — 4 2 + 5 2 4 — 1736 

l 2 — 3 8 + 4 4 8 

Transformada e m i ' - 2 2 — 3 4 + 4 4 8 — 1 7 3 6 + 1 4 4 3 2 

Transformada e m a;' — 0 , 2 2 y l — 3 , 4 j s + 4 , 4 8 y ! - » 1 , 7 3 6 ^ 1 , 4 4 3 2 = 0 . 
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pelo gráo da equação, b e m e n t e n d i d o q u e p e k d e v e m e n t r a r c o m os 
s e u s s i g n a e s r e s p e c t i v o s . ( * ) 

A b b r e v i a - s e m u i t o o c á l c u l o , e l e v a n d o á p o t e n c i a n a e x p r e s s ã o 
p 

x + —— = y , d e s e n v o l v e n d o o 1 . ° m e m b r o , e m u l t i p l i c a n d o p o r k. P o r 
TitC 

e s t e m o d o o b t e m - s e o va lor dos do i s l . ° * t e r m o s da p r o p o s t a kx"-\-px"~i, 
o q u a l s u b s t i t u í d o n ' e l l a , faz c o m q u e o s t e r m o s , e m q u e e n t r a x s e j a m 
de o r d e m m e n o s e l e v a d a , t o r n a n d o - s e d e p o i s m a i s f ác i l a t r a n s f o r m a ç ã o . 

P o r e x . ° , na e q u a ç ã o x 3 — 6 x 2 + ^x —. 7 = 0 , p o n d o , s e g u n d o a 
r e g r a , x — 2 = y, e e l e v a n d o e s t a e x p r e s s ã o ao c u b o , v e m 

a 3 — 6x% = y i 2 x + 8 , 

e s u b s t i t u i n d o na p r o p o s t a , v e m 

ys— 8 a ; + 1 = 0 , ou y3 — 8y— I S = O . 

(») A c o n d i ç ã o q u e faz d e s a p a r e c e r o 2 . " t e r m o , e q u i v a l á de tornar n u l l a 
a s o m m a das ra izes ( n . " 2 9 . , I . 0 ) , d ' o n d e p o d e m o s c o n c l u i r q u e pela regra dada se 
a u g m e n t a m todas a s ra izes c o m uma q u a n t i d a d e t a l , q u e a s o m m a das suas p a r -
t e s negat ivas se torna e g u a l á das pos i t i vas . 

P Com effeito , m u d a r cc em y , equival a augraen ta r as ra izes a, 6, e, .. I 
nk 

V da pr imi t iva da quan t idade , sendo ass im as ra izes da t r ans fo rmada 

P . ^ P P a + — . o + —r, + 
nk nk nk 

Sommando estas ra izes , e a d v e r t i n d o , q u e é 

P a + b-hc -t- . . . . 4-I = — V , 
k 

vem com effeito 
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2.° Para fazer desapparecer ao mesmo tempo o 2.° lermo da equa-
ção (3) e o coefficienle k do l .° termo, è fácil de ver, que deve fazer-se 

- ^ t - w 

{*) Para d e s e m b a r a ç a r d o 2." t e r m o , d e v e f a z e r - s e ( 1 . ° ) 

P 
x = z 

nk 

. e d e p o i s , para d e s e m b a r a ç a r do c o e f f i c i e n l e A , p o d e m o s fazer ( 3 0 , 3 . ° ) 

nh 

Ror onde se vê q u e sat is faz^ambas as c o n d i ç õ e s a b y p o l h e s e única 

x_y_ P 
nk nk nk 

Com ef fe i to fazendo na e q u a ç ã o ( 3 ) x = z-t-i, r e su l ta a transformada 

Az •+- (niA +p)s" ' - t - -+-At" = 0 , 

cujo 2 . ° t ermo s e a n n i q u i l a p e l a b y p o t h e s e 

/ - - i 
í r w e f i c a , nao a l tcndo aos s i g n a e s , 

/ 
' , n p 

kz + ~~~=0. 
A Mn 

|ou, R e d u z i n d o a o m e s m o d o m i n a d o r , v e m 

(I N > V 
A M z -t- = 0 ; 

e d e s e m b a r a ç a n d o d o c o e f f i c i e n l e d o 1 ° l e r m o pela h y p o t b e s e * = ~ resulta 
nk 

em fim a t rans formada s e m o 2 . ° t ermo e s e m o coc f f i e i en te do i 
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3 . " Para fazer desapparecer o 3 . ° termo da equação é necessário 
pôr 

>(n— 1) i2/c + (n — i) ip + q = 0. 

D e s t a e q u a ç 3 o d o 2 . ° g r ã o d e d u z e m - s e , e m g e r a l , d o u s v a l o r e s p a r a i ; e 
p o r c o n s e g u i n t e p ó d e - s e f aze r d e s a p p a r e c e r o 3 . ° t e r m o po r d u a s s u b s t i t u i -
ç õ e s de x d i f f e r e n t e s . 

4 . ° Para fazer desapparecer o 4 . ° , 5 . ° , 6 . ° — . termos, é neces-
sário resolver uma equação do 3 . ° , 4 . ° , 5 . ° . . . . gráos. 

5 . ° Finalmente, para fazer desapparecer o último termo , é neces-
sário fazer 

hi" + pi—1 + . . . , . . . . + u = 0: 

m a s i s to e q u i v a l a r e s o l v e r a e q u a ç ã o p r o p o s t a ; e c o m e f f e i t o , c o m o n e s s e 
caso a t r a n s f o r m a d a d e v e t e r u m a ra i z nu l l a y = 0 , é e n t ã o x = i. (*) 

3 4 . U s a m - s e m u i t a s vezes a s t r a n s f o r m a ç õ e s s e g u i n t e s : 
1 . " F a z e r x =—y. Os termos em que entram potencias impares 

mudam de signal ; as raizes positivas tornam-se negativas, e recipro-
camente. 

2 . " S u p p o r x — — . As raizes ornam-sc reciprocas; as maiores 
y 

de x correspondem ás menores de y, e as menores de x ás maiores de y. 
C o m o os f a c t o r e s x , a?2, X3t . . s ã o s u b s t i t u í d o s pe los d i v i s o r e s y, j / 2 , t / \ .., 
s e m u l t i p l i c a r m o s a e q u a ç ã o p o r ? / " , a q u e l l e s f a c t o r e s s e r ã o s u b s t i t u í d o s po r 
J / " - 1 t y — 1 , . . . . ; e el la t o r n a r - s e - b a , i n v e r t e n d o o s t e r m o s , e m 

uy- + tf~' + + qxf +py + k = 0 . 

o u , d i v i d i n d o p e l o ú l t i m o t e r m o u d a p r o p o s t a , 

(«) C u m p r e n o t a r , q u e não é p o s s í v e l por t r a n s f o r m a ç õ e s s u c c e s s i v a s - , 
fazer d e s a p a r e c e r p r i m e i r o u m . t e r m o , d e p o i s outro , c a s s i m p o r d i a n t e : p o r -
q u e cada u m a d e s t a s o p e r a ç õ e s faria tornar a a p p a r e c e r o t e r m o q u e p r e c e -
d e n t e m e n t e s c a n n u l á r a . Cora e f f e i t o , s e n a e q u a ç ã o 

x •+•qx = 0 ; 

10 
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t q , p A; 
!/" + - V 1 + • • • • - ! / " + - 2 / + - = 0 . 

It U U U 

3 o . Em g e r a l , transformar uma equação fx = 0, r e d u z - s e a c o m -
por o u t r a F ( ^ ) = O , cu jas ra izes t e n h a m cora as de x u m a r e l ação d a d a 
por u m a e q u a ç ã o e n t r e x e y , ou o [x, y) = 0. A d i f f i cu ldade do p r o -
b l e m a cons is te toda em s a b e r e l i m i n a r x d ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o , por m e i o da 
propos ta , p r o b l e m a de q u e a d i a n t e nos o c c u p a r e m o s . 

Limites das raizes. 

3 6 . Chama-se l i m i t e s u p e r i o r d a s r a i zes da equação f (x ) = 0 uma 
quantidade qualquer maior que a maior d'ellas; e l i m i t e in fe r io r qualquer 
quantidade menor que a menor d'ellas. 

Q u a n d o o í . ° t e r m o kx" de / a t i v e r o s igna l p o s i t i v o , todo o numero l 
que, substituído por x, em fx , der um resultado positivo, será li-
mite superior, quando qualquer numero> 1 estiver no mesmo caso: por q u e 
en tSo n e n h u m v a l o r > l reso lve a e q u a ç ã o . 

A i n d a g a ç ã o dos l i m i t e s , c o m o v e r e m o s , é u m a ques t ão m u i t o i n t e -
r e s s a n t e para a r e so lução das e q u a ç õ e s , o por isso c o m e ç a r e m o s por 
i n d i c a r os s e g u i n t e s m e t h o d o s p a r a a c h a r o l i m i t e s u p e r i o r . 

I . 0 M E T H O D O . S e f x não t ive r t e r m o s n e g a t i v o s , se rá zero u m 
l i m i t e s u p e r i o r da s suas r a i z e s , po r q u e q u a l q u e r valor p o s i t i v o , q u e s e 
subs t i t ua por x , não p o d e r á r e d u z i r f x a z e r o , e por c o n s e g u i n t e e s t a 
e x p r e s s ã o não t e r á r a i zes pos i t ivas . 

q u e já se acha d e s e m b a r a ç a d a do 2." t e r m o , f izermos x = y -+- i , v irá 

(y -+-«)"-+- q [y -+- i)" =0; 

ou , d e s e n v o l v e n d o , 

y -f-my + [i n (»—l)i*-+-q]y +etc. =O ; 

H J 

o n d e se vè , q u e o va lor de i , q u e faria d e s a p p a r e c e r o t ermo c o m y , será d i f -

ferente de z e r o , e q u e por c o n s e g a i n t e tornar ia a a p p a r e c e r o t ermo com y " 
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Sc h o u v e r t e r m o s posi t ivos e n e g a t i v o s , a d v e r t i r e m o s q u e s e n d o , 
c o m o é s a b i d o , q u a n d o t é n u m e r o i n t e i r o e p o s i t i v o , 

x ' — 1 
x — i 

i— 1 , »—2 , !—3 , , , 4 
X +X +X + + ¢ + 1 , 

s e r á 

Xi= (¢-1)x'"1+ (x —1) Xi-8+ (x — 1)x 3 . . . . + (* —.1)+ 1-

A p p l i c a n d o e s t e d e s e n v o l v i m e n t o a t odos os t e r m o s pos i t ivos de 

. . n n—l , n—2 , 
f x = kx +px + q x + u , 

o s u p p o n d o , c o m a 6 s e m p r e p e r m i t t i d o , q u e kx' é p o s i t i v o , t e m o s 

k(x— í)xa"1+h 
+P 

(x—1) xn 

+P 
+ q 

Ilmtmm 3 
( X — l ) ~ c . . + k 

+P 
+ 7 
+ e t c . 

( x — i ) + k 
+ P 
+q 
+ e l e . 

A o s t e r m o s n e g a t i v o s c o n s e r v a r e m o s a sua f o r m a , e a s s e n t a l - o s . b e -
m o s n a s c o l u m n a s e m q u e x s e a c h a e l e v a d o a o m e s m o e x p o e n t e . A s s i m 
u m t e r m o — sx ' 1 f i c a r á n a c o l u m n a ( x — í ) x ' ' ; e x h t e r á por c o e f i c i e n t e 

{k+p + q ) ( x — 1 ) — s , 

s e n d o o coe f f i c i en l c d e ( x — 1 ) a s o m m a d o s c o e f f i c i e n t e s pos i t ivos q u e 
p r e c e d e m s. 

V ô - s e p o i s , q u e p a r a d a r a x um va lo r tal q u e t o r n e o coef f i c ien lc 
d e x h s e m p r e p o s i t i v o , é n e c e s s á r i o f aze r 

{k + p + q . . . . ) [ x - \ ) > s , 



68 ALGEBR ASDPERIORa 

OU X 1 + - - ( M ) , 
> lc+p + q + . . . . 

F a z e n d o o m e s m o e m t o d a s a s c o l u m n a s , e m q u e e n t r a r e m c o e f f i c i -
e n t e s n e g a t i v o s ; e t o m a n d o , d e n t r e t o d a s a s e x p r e s s õ e s ( M ) a s s i m f o r m a -
d a s , a m a i o r d ' e l l a s l : é m a n i f e s t o q u e a ; = o u > 1 , t o r n a r á t o d o o p o -
l y n o m i o p o s i t i v o ; e q u e po r c o n s e g u i n t e s e r á l o l i m i t e s u p e r i o r d a s r a i z e s , 
v i s to q u e n e m l , n e m q u a l q u e r va lo r m a i o r q u e l , p o d e m r e d u z i r f x a z e ro . 
L o g o : 

Para achar o limite superior das raizes da equação fx = O , di-
vida-fe cada um dos coeficientes negativos de fx , incluindo os que mul-
tiplicam Xo, pela somma de todos os coefficientes positivos que o prece• 
dem; a maior das fracções que assim se obtiver, sommada com a uni-
dade, será o limite pedido. 

A s s i m n a e q u a ç ã o k x " — S x 1 + 2 3 a : 3 + 1 0 5 a ; 1 — 8 0 a ; + 1 1 = 0 , 
r - 8 C 8 0 

l e m o s a s t r a c ç õ e s — = 2 , e ^ q j ^ T j l 1 0 5 * t I u a e s a p r i m e i r a , q u e 

é m a i o r , m o s t r a q u e t o d a s a s r a i ze s são < 2 + 1 o u 3 . 
E s t e m e t h o d o a p p l i c a - s e c o m v a n t a g e m , q u a n d o o 1 . ° t e r m o n e g a -

t ivo é p r e c e d i d o de m u i t o s t e r m o s p o s i t i v o s , c os m e n o r e s coe f f i c i en te s n e -
g a t i v o s p r e c e d e m o s m a i o r e s . 

S u p p o n d o q u e s é o m a i o r coe f f i c i en t e n e g a t i v o do e q u a ç ã o fx = 0 , 
a e x p r e s s ã o 

n ã o s e r á m e n o r q u e a m a i o r d a s e x p r e s s õ e s ( M ) . L o g o , s e d i v i d i r m o s 
t o d a a e q u a ç ã o po r k : 

O maior coefficiente negativo de uma equação fx = 0 , tomado com 
o signal positivo , e augmentado com a unidade, é um limite superior 
das suas raizes. 

E s t a e x p r e s s ã o m a i s s i m p l e s , e q u e s e o b t é m i m m e d i a t a m e n t e , t o r -
n a - s e p r e f e r í v e l q u a n d o s e n ã o p e r t e n d e a c h a r u m l i m i t e b a i x o . 

2 . ° M E T H O D O L i m i t e m o s - n o s a o 1 . ° t e r m o , e aos t e r m o s n e g a -
t ivos d e f x , i s to é , c o n s i d e r e m o s a e x p r e s s ã o 
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X n - F s n - ^ G x 9 ^ t = HX"~A— (!) 

Se ja a u m n u m e r o , q u e s u b s t i t u i d o po r x , t o r n e e s t a e x p r e s s ã o posi t iva , 
ou 

« " > F « W + G c c " - 3 + H a " - " . ( 2 ) 

ou , d iv id indo tudo por a" , 

• , F G H 
^ T + T + -a a a 

É c l a r o q u e t o d o o n u m e r o > a sa t i s faz a es ta c o n d i ç ã o ; p o r c o n s e g u i n t e 
c o m o n e m a , n e m os n u m e r o s > a p o d e m t o r n a r f x nu l lo , po r isso q u e a p a r t e 
posi t iva d e f x , d e q u e p r e s c i n d i m o s , a c c r e s c e a a " ; p o d e m o s t i r a r a c o n -
c lusão s e g u i n t e : 

Qualquer numero 1, que substituido por x, tornar o 1° termo 
de fx maior que a somma dos termos negativos, é limite superior. (*) 

(*) A l g u n s authores d i z e m , q u e para se obter o l i m i t e superior das raizes 
de u m a e q u a ç ã o , se d e v e achar para x um n u m e r o l , q u e torne o l . ° termo 
maior que a somma de todos os outros , mas isto n ã o é exacto . Com effe i to , d e -
s ignando por P a somma dos t ermos p o s i t i v o s , e por N a d o s n e g a t i v o s , se t i -
vermos n ' u m caso 

P - N 
a " > P — N , OU 1 > , 

não poderemos c o n c l u i r , q u e esta re lação terá logar para os n ú m e r o s maiores 
q u e a , e m c o n s e q u ê n c i a das c o m p e n s a ç õ e s , q u e s e podem dar entre o s termos 
de P e de N. Com effe i to na e q u a ç ã o 

x' + a?5 — 30a: 2 — 2a: + 1 6 8 = O, 

da qua l são raizes os n ú m e r o s 3 e 4 , acha- se q u e o va lor a? = 2 , 3 , q u e ev iden-
temente não é l imi te s u p e r i o r , faz c o m tudo c o m q u e seja X i > a somma dos 
outros termos , ou 

(2 ,3V = 2 7 , 9 8 4 1 > 1 8 0 , 1 6 7 — 1 6 3 , 3 . 

J 
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D e d u z a m o s d a r e l a ç ã o ( 2 ) u m va lor d e a . E n t r e o s n ú m e r o s 

f B h 
KF, UrQ, KH , 

e x i s t e um m a i o r do q u e os o u t r o s . S u p p o n l i a m o s q u e é o 2 . ° , e r e p r e s e n l e -
m o l - o p o r i ; s e r á 

9 / A 9 f >'-
K G = i > K F e > K H , G = i , F < i , H < í . 

S u b s t i t u a m o s em ( 2 ) G por i3, F po r i , H po r i ; o 2 . ° m e m b r o 
n—f n—g n—h 

f icará > Fa + Ga - f I I a ; e se t o m a r m o s a" m a i o r q u e e l l e , s u b s i s -
t i r á a fortiori a c o n d i ç ã o ( 2 ) . T e m o s pois de s a t i s f a z e r a g o r a á c o n d i ç ã o 

n ^ ./ n—f .g n—g .h n—h 
X > l X +1* X X 

Se a j u n c t a r m o s ao 2 . ° m e m b r o o s t e r m o s q u e c o m p l e t a m o p o l y n o m i o , 
t e r e m o s o u t r a c o n d i ç ã o , q u e invo lve a s p r e c e d e n t e s , 

H . n—l , .2 M—2 , .3 n—3 , .« 
X > IX ® + í .T -f- + t , 

n 
OU X > Í 

X 
n .n . n .n-J-1 

X • 
l IX 1 I 

i X — i X — i 1' 

C o n t e n t a n d o - n o s c o m b u s c a r o s l i m i t e s e n t r e o s n ú m e r o s m a i o r e s q u e 
j ' n + 1 

i , s e r á x> i , e po r c o n s e g u i n t e n e g a t i v o o ú l t i m o t e r m o r . S u p -
OC — X 

p r i m i n d o e s t e t e r m o , com o q u e s e a o g m e n t a o 2 . ° m e m b r o , t e r e m o s 
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nova c o n d i ç ã o , em q u e s e i n v o l v e m t o d a s a s p r e c e d e n t e s , e s e r á 

. >t IX n 

L o g o : O dobro do maior numero que se achar, extrahindo década coefi-
ciente negativo uma raiz do grão designado pelo numero dos termos pre-
cedentes , è um limite superior das raizes. 

Na e q u a ç ã o x l — 2x3 — 2 0 a 2 + 3x — 11 a= d 

t o m a n d o y 2 , y ^ 2 0 , y / 1 1 , c o m o o 2 . ° d ' e s t e s n ú m e r o s é o m a i o r , e 
p r o x i m a m e n t e 5 , s e r á 1 0 u m l i m i t e s u p e r i o r . P e l o 1 . ° t h e o r e m a d o m e -

20 
t h o d o p r e c e d e n t e a c h a r í a m o s - j - + 1 = 2 1 ; e pe lo 2 . ° a c h a r í a m o s t a m -

b é m 2 1 p a r a l i m i t e s u p e r i o r . 
3 . ° METHODO. F a ç a - s e x = l + y , s e n d o l um n u m e r o q u a l q u e r 

p o s i t i v o ; a e q u a ç ã o f a 5 = 0 t o r n a r - s e - h a (n . ° 3 1 ) 

O r a , s e a c h a r m o s p a r a l u m v a l o r t a l , q u e t o r n e f l , f'l; f''l p o -
s i t i v o s , c o m o todos o s coe f f i c i en te s d a t r a n s f o r m a d a f i c a m t e n d o o s s i g n a e s 
t a m b é m p o s i t i v o s , n e n h u m n u m e r o p o s i t i v o q u e s e s u b s t i t u a por y , l h e p o d e r á 
s a t i s f a z e r ; e po r c o n s e g u i n t e os va lo res r e a e s de x c o r r e s p o n d e m aos va lo r e s 
n e g a t i v o s de y = x — l , d e v e n d o po r isso se r l> x. L o g o : 

Todo o numero , que substituido por x em fx e em todas as suas 
derivadas, der resultados positivos, é um limite superior de x. 

N o ú l t i m o e x . ° a s d e r i v a d a s s ã o 

h x 5 — 6 ® 2 — 4 0 x + 3 , 1 2 x 2 — 1 2 x — 4 0 , 2 4 x — 1 2 ; 

e v e - s e , q u e x = 6 t o r n a t odos e s t e s p o l y n o m i o s p o s i t i v o s , e por c o n s e -
g u i n t e 6 é um l i m i t o s u p e r i o r , m a i s b a i x o q u e o a c h a d o p r e c e d e n t e m e n t e . 

+ Icyn = o. 
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C a b e a q u i o b s e r v a r , q u e , s e m u d a r m o s o s s i g n a e s d a s p o t e n c i a s i m -
p a r e s da t r a n s f o r m a d a , i s to é, se fizermos x = l — y , as r a i z e s x m u d a -
r ã o d e s i g n a l , e s e t o r n a r ã o , d e n e g a t i v a s q u e e r a m , e m pos i t i va s . L o g o : 
Para transformar uma equação fx = 0 n'outra Fy = 0 , que não tenha 
nenhuma raiz negativa, faremos x = I — y, sendo 1 um limite superior 
das raizes x. 

3 7 . M u d a n d o a ; em — x em f x = 0 , i s to 6 , m u d a n d o os s i g n a e s d a s 
p o t e n c i a s i m p a r e s , a s r a i z e s pos i t ivas t o m a r - s e - h ã o n e g a t i v a s , e r e c i p r o c a -
m e n t e . S e b u s c a r m o s pois o novo l i m i t e s u p e r i o r V , a s r a i z e s n e g a t i v a s d e 
fx=*= O e s t a r ã o e u t r e — 1 1 e O , e a s pos i t ivas e n t r e O e l . P o r e s t a m a n e i r a se 
r e c o n h e c e , q u e n o nosso ú l t i m o e x e m p l o t o d a s a s r a i z e s e s t ã o c o m p r e -
h e n d i d a s e n t r e — 4 e 6. 

1 
3 8 . F a z e n d o a? = — em fx = 0, as m a i o r e s r a i z e s de z c o r r e s -

z 
p o n d e r ã o ás m e n o r e s de x . Se p r o c u r a r m o s po i s o l i m i t e s u p e r i o r h 

d a s r a i ze s de z , t e r e m o s z<h , x> -r-. S e r á p o i s — o limite inferior das 
h h 

raizes positivas de x. 
P a r a o b t e r h p o d e m o s e m p r e g a r q u a l q u e r d o s m e t h o d o s d o n . ° 3 6 . 
3 9 . S e j a s o m a i o r c o e f f i c i e n t e d e s igna l c o n t r a r i o a o d o ú l t i m o 

t e r m o d a e q u a ç ã o 

knc" + px"*' -+- .M = O. 

F a z e n d o - s e x = — , e s t a e q u a ç ã o se t r a n s f o r m a em 

UZm+ +pz + k = O , 

f i cando s e m p r e o s igna l de s c o n t r a r i o ao de ti. Se rá^ fpo i s 1 + — o l i -

m i t e s u p e r i o r d a t r a n s f o r m a d a , o u z<l + e po r c o n s e g u i n t e a ; > — . 
a u + s 

L o g o , acha-se immediatamente um limite inferior das raizes positivas 
d'uma equação , dividindo o seu último termo pela somma, que se obtém 
junctando este ultimo termo com o maior dos coefficientes de signal con-
tário ao d'elle. 
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T o d a s a s r a i ze s pos i t ivas d e f x e s t ã o pois c o r a p r e l i e n d i d a s e n t r e 

t i + s 
P a s s a n d o d a s ra izes n e g a t i v a s p a r a a s pos i t ivas ( n . ° 3 7 ) , p o d e m o s 

a p p l i c a r d e p o i s a es tas os dois t h e o r e m a s p r e c e d e n t e s , e o b t e r ass im o 
l i m i t e i n f e r i o r d a s r a i z e s n e g a t i v a s . 

4 0 . S u p p o n h a m o s f x o r d e n a d a s e g u n d o a s p o t e n c i a s d e c r e s c e n t e s d e x , 

f x = kx" + px—' + 

Se o 1 . ° t e r m o kx" 6 p o s i t i v o , l i m i t a n d o - n o s a e l l e , e aos t e r m o s 
nega t ivos d e f x , t e m o s a e x p r e s s ã o 

Icxn- Tx"-f—Gxn~9 . . = Icx" ( 1 - 7 7 — T 7 ~ ' ' " " ) ' 
\ kx kx 

O r a j á v imos q u e p o d e m o s o b t e r um l i m i t e s u p e r i o r l de x , q u e 
t o r n e es ta e x p r e s s ã o p o s i t i v a ; e vô - se a g o r a , q u e todo o s n ú m e r o s >1 , s u b s t i -
t u í d o s por x , a u g m e n t a r ã o o seu v a l o r , e a c o n s e r v a r ã o s e m p r e posi t iva , 
b e m c o m o a e x p r e s s ã o f x , v is to q u e o s t e r m o s pos i t ivos d e q u e p r e s c i n -
d i m o s , a c c r e s c e m a kx". P o d e m o s pois o b t e r r e s u l t a d o s s e m p r e c r e s c e n -
t e s e pos i t ivos . 

Se o 1 . ° t e r m o kx" for n e g a t i v o , c o m p a r a n d o - o c o m os t e r m o s p o -
s i t i v o s , a c h a r e m o s d o m e s m o m o d o , q u e s e p o d e m o b t e r r e s u l t a d o s s e m -
p r e c r e s c e n t e s e n e g a t i v o s . 

S u p p o n h a m o s a g o r a f x o r d e n a d a s e g u n d o a s p o t e n c i a s a s c e n d e n t e s d e 
x , ou 

fx = u+ Ix pxn~l + kx*. 

F a z e n d o x = — v e m 
z 

f { l 7 ) = M U i ' + t u z " l + *)• 

O va lor z = l , q u e dá ao r e s u l t a d o o s igna l de u , c o r r e s p o n d e a 

X = — q u e p r o d u z o m e s m o e f fe i to em f x . L o g o : 

10 
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Ê sempre possivel achar valores de x íaes que deem á expressão fx 
o signal do 1.° termo, quer a serie seja crescente, quer seja decrescente. 

4 1 . C o n c l u i r e m o s d e m o n s t r a n d o u m t h e o r e m a m u i t o i m p o r t a n t e , 
q u e j á p ô d e t e r s ido p r e v i s t o , e d e q u e t e r e m o s a inda d e f aze r u so . 

É sempre possivel dar a x uma serie de valores crescentes a, [3 , y , . . . . i 
tão proximos , que os valores que resultam para o polynomio fx sejam 
tão vizinhos como se quizer, ou a sua differença menor que qualquer 
grandcia assignavel. 

SupponI i amos p r i m e i r o , q u e e m / V e n t r a m s ó m e n t e t e r m o s posi t ivos , 
e q u e t e n d o - s e d a d o a a ; um valor a , s e m u d a d e p o i s a em a + 1 . S u b t r a -
h i n d o o l . ° r e s u l t a d o do 2 . ° , vem 

/\a-f- i) — fá = i ( f a + i if"a + e tc . ) 

P a r a d a r a i um v a l o r ta l q u e t o r n e e s t a d i f f e r ença m e n o r q u e 
q u a l q u e r q u a n t i d a d e a s s ignave l h , é neces sá r io q u e se ja 

i ( f a + i i 7 " « + )<h; 

o u , f a zendo i = 1 d e n t r o d o p a r e n t h e s i s , 

t ' ( / ' « + l f « + ) < > ' . 

por isso q u e d e v e n d o s u p p o r - s e i< 1 , e s t a c o n d i ç ã o c o m p r e h e n d e a a n t e c e -
d e n t e . Y ô - s e pois q u e a c o n d i ç ã o p o d e se r p r e e n c h i d a , p o n d o , c o m o 6 
s e m p r e p o s s i v e l , 

h 

T o m a n d o e s t e va lor i , e f a zendo d e p o i s # = ( « + j ) + i ' , o b t e r e -
mos , pe lo m e s m o t h e o r , um 3 . ° r e s u l t a d o q u e d i f f e r i r á do 2 . ° m e n o s de l i . 
E a s s im p o r d i a n t e . 

No caso de f x c o n t e r t e r m o s n e g a t i v o s , a p p l i c a r i a m o s o q u e a c a b u -
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m o s de d i z e r á r e u n i ã o dos t e r m o s p o s i t i v o s ; e c o m o os t e r m o s n e g a t i -
vos d i m i n u e m a inda m a i s a g r a n d e z a dos r e s u l t a d o s , c o m m a i s f o r t e r a z ã o 
difTeri rão d e u m a q u a n t i d a d e m e n o r q u e h . 

F i n a l m e n t e , s e a s o m m a dos t e r m o s n e g a t i v o s e x c e d e s s e a dos p o s i -
t i v o s , t e r í a m o s e n t ã o d e a p p l i c a r aos p r i m e i r o s o r a c i o c í n i o d e c i m a . 

Raizes Commensuraveis. 

4-2. Se na equação ' 

fx = kx" +pxn~' + qxn~2 + w = 0 (1) 

todos os coefficientes forem inteiros , e k = l , não poderá hayer raiz alguma 
fraccionaria. 

C o m e f f e i t o , se fosse x = ~~, s e n d o a e i p r i m o s e n t r e s i , t e r i a m o s 

o" p a " - 1 la 
t + « = 0 , 

d ' o n d e s e d e d u z i r i a 

a" 
T = — ( p a -1 -f- qban~2 + Uh' 

o q u e é a b s u r d o , po r q u a n t o s e n d o o 1 . ° m e m b r o u m a f r a c ç ã o i r r c d u c l i -
vel , n ã o p ô d e s e r e g u a l ao 2 . ° q u e é um n u m e r o i n t e i r o . 

P o r c o n s e g u i n t e , q u a n d o f i z e r m o s y = kx, p a r a d e s e m b a r a ç a r a e q u a ç ã o 
( 1 ) d o c o e f f i c i e n t e k ( n . ° 3 0 , 2 . ° ) s e m q u e o s o u t r o s c o e f f i c i e n t e s d e i x e m 
de s e r i n t e i r o s , y n ã o l e r á r a i z e s f r a c c i o n a r i a s . 

P e l o q u e r e s p e i t a á s r a i ze s d e f x , s e r ã o , o u d e i x a r ã o d e s e r i n t e i r a s , 
c o n f o r m e as r a i z e s i n t e i r a s de f y f o r e m , ou n ã o f o r e m , m ú l t i p l a s de k . 
P o r e s t e m o d o a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s f r a e i o n a r i a s de x v e m a d e p e n d e r 
d a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s i n t e i r a s d a t r a n s f o r m a d a e m y • 
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4 3 . U s a n d o d a s m e s m a s n o t a ç õ e s d o n .° 2 7 , e e m v i r t u d e d o q u e 
ali i s e d i s s e , e n t r e o s coe f f i c i en te s d e f { x ) , e o s d o q u o c i e n t e d e f ( x ) d i -
v i d i d o p o r a; — a , e x i s t e m as r e l a ç õ e s s e g u i n t e s : 

A ' , = A , + a A 0 , A ' 2 = A 2 + a A ' , , A 1
j = A 3 + a X1

z,.... U = A „ + a A ' , . , 

d a s q u a e s s e d e d u z e m 

Se a for u m a ra i z da e q u a ç ã o , s e r á R = O, e n ' e s s e caso p o d e m o s 
s e r v i r - n o s d a s ú l t i m a s e q u a ç õ e s p a r a c a l c u l a r s u c c e s s i v a m e n t e , m a s e m 
o r d e m r e t r o g r a d a , o s coe f f i c i en t e s A ' „ _ , , A ' „ _ j , A ' , , A 0 . 
E c o m o e s t e s coe f f i c i en t e s r e s u l t a r a m d a d iv i são d e f x p o r x — a , 
o s s e u s va lo res s e r ã o n ú m e r o s i n t e i r o s . 

D o q u e a c a b á m o s d e d i z e r , d e d u z e m - s e o s s e g u i n t e s c a r a c t e r e s para 
reconhecer, que um numero inteiro a éraiz de uma equação f x = 0 , cujos coeffi-
cientes são inteiros. Este numero deve dividir: 

í.° O último termo da equação. 
2 . " A somma que se obtém, junclando ao quociente d'esta divisão o 

coefficiente da l.a potencia da incógnita. 
3 . ° A s o m m a resultante do quociente d'csta 2 , " divisão, mais do 

coefficiente da 2." potencia da incógnita. 
E finalmente a somma de cada um dos coefficientes da proposta , 

mais o último quociente obtido na divisão precedente. 
S e g u n d o s e v è nas e x p r e s s õ e s d e c i m a , e s t e s q u o c i e n t e s s ã o , co ra s i -

g n a e s c o n t r á r i o s , o s coe f f i c i en tes success ivos d o q u o c i e n t e d e f x d iv id ida 
p o r x — a; e o ú l t i m o d ' e s t e s q u o c i e n t e s 6 — A o . 

Se e s t a s c o n d i ç õ e s , a q u e d e v e sa t i s f aze r toda a r a i z i n t e i r a de fx = O , 
s e d e r e m a r e s p e i t o d e u m n u m e r o q u a l q u e r a , e s t e n u m e r o s e r á r a i z d a 
e q u a ç ã o : po r q u a n t o b u s c a n d o o q u o c i e n t e de f x d iv id ida po r a : — a , pe lo 
p rocesso do n . ° 27 , a c h a m - s e r e p r o d u z i d o s o s coe f f i c i en tes A r

1 , A 1
2 , . . A n - . , , 

e c h e g a - s e a um r e s t o nu l lo . 
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4 4 . P r o c e d e r e m o s d a m a n e i r a s e g u i n t e p a r a o b t e r a s r a i z e s i n t e i -
r a s d e f x = 0. 

Calculem-se os limites das raizes positivas e negativas d'esta equação ; 
procurem-se depois os divisores do ultimo termo , e escrevam-se em linha 
horizontal aquelles d'estes divisores , tanto positivos como negativos, que 
forem comprehendidos entre estes limites respectivos; escrevam-se por baixo, 

, e também em linha horizontal , os quocientes: sujeitem-se estes quocientes 
as provas prescriptas nas equações de cima : se algum destes divisores 
conduzir a algum quociente fraccionario, rejeite-se, por que não pôde 
ser raiz. 

C o m o o d i v i s o r ± 1 do ú l t i m o t e r m o , dá q u o c i e n t e s s e m p r e i n t e i r o s , 
é n e c e s s á r i o c h e g a r a t é a o ú l t i m o t e r m o p a r a v e r s e ± 1 p ô d e s e r r a i z . 
É p o r é m m a i s s i m p l e s s u b s t i t u i r =£ í na p r o p o s t a , s e g u n d o o p r o c e s s o da 
p a g . 5 2 . 

S i r v a p a r a l . ° e x . ° a e q u a ç ã o 

2 x 5 + 3 a ; 4 — 3 1 x 3 + 3x2— 4 3 a : + 2 1 0 = 0 , 

n a q u a l o ú l t i m o t e r m o 2 1 0 = 2 . 3 . 5 . 7 . t e m p o r d i v i s o r e s 

± ( t , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 1 0 , 1 4 , . . . . . . ) . 

C o m o + 7 e — 8 s ã o os l i m i t e s d a s r a i z e s da e q u a ç ã o , r e j e i t a r e -
m o s t o d o s o s d i v i s o r e s q u e e s t ã o Iora d ' e s t e s l i m i t e s , b e m c o m o = t 1 , 
q u e i m m e d i a t a m e n t e s e v é q u e n ã o p ô d e c o n v i r . D i s p ô e - s e d e p o i s o c á l -
cu lo pe l a f ó r m a a b a i x o i n d i c a d a . M a r c a r a m - s e c o m o s i g n a l » o s d i v i s o r e s 
q u e n ã o s a t i s f a z e m ; e j u l g o u - s e d e s n e c e s s á r i o e s c r e v e r a s s o m a s e d i f f e r e n -
ç a s , q u e d ã o os d i v i d e n d o s . E d e s i g n a r a m - s e p o r t ' , s', q', p',.. k os 
c o e f f i c i e n t e s A ' „ , A ' „ _ , , A'H-2, A 0 . 

a = 2 3 5 6 — 2 -- 3 — 5 — 6 — 7 
1' Z= 1 0 5 7 0 4 2 3 5 - 1 0 5 -- 7 0 — i 2 — 3 5 — 3 0 

( — 4 3 — í ' ) : a = — s ' = 3 1 9 » » + 7 4 » + 1 7 + 1 3 » 

( + 3 — s ' ) : a = — g ' = 1 7 4 » — 4 » 

( - 3 1 - 3 ' ) : a = — p ' ~ -- 7 — 9 + 7 

( + 3 - p ' j : a = — k ' ~ -- 2 — 2 — 2 
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A propos t a t e m pois s o m e n t e t r e s r a i z e s i n t e i r a s + 2 , + 3 , - - 5 . O q u o c i -
e n t e d a d iv i são po r x — 2 t e m p o r coe f f i c i en te s o s n ú m e r o s co l locados 
po r b a i x o do d iv i so r 2 , i s to é , 

2x< + 7x3 — X l x t i - 3 i a ; — 1 0 5 . 

E s t a e x p r e s s ã o d i v i d i d a p o r a; — 3 , dá 

2a;3+ 13a;2 + 22a; — 33. 

E finalmente e s t a ú l t i m a , d i v i d i d a p o r x + 8 , dá , 

2x2 + 3a ; + 7 . 

E são e s t e s os t r e s f a c t o r e s da p r o p o s t a 
E i s a q u i m a i s d o u s e x e m p l o s : 

a;3 + 3a;2-- S x + 1 0 = 0 8a; 3 7 a ; 2 — 6 3 a ; + 3 6 = 0 
a = 2 — 2 -— 5 -- 1 0 9 6 4 3 2 — 2 — 3 — 4 

— t'= 5 — 5 — 2 — 1 . . . 4 6 9 1 2 1 8 — 1 8 — 1 2 — 9 
— s ' = » » 2 » . . . » » » — 1 7 » » + 2 5 1 8 

— k - — 1 8 » 

Na 1 .a e q u a ç ã o o f a c t o r x + 5 dá o q u o c i e n t e a;2 — 2a? + 2. 
N a 2 . a s ó s e e x p e r i m e n t a m o s d i v i s o r e s d e 3 6 q u e e s t ã o e n t r e o s 

l i m i t e s — 5 e + 10 ; o d iv i sor é x — 3, e o q u o c i e n t e 8 a > 2 + 1 7 a ; — 1 2 . 
P o d e m r e s o l v e r - s e po r e s t e m e t h o d o o s s e g u i n t e s p r o b l e m a s . 
I . P e d e - s e um n u m e r o N c o m t r e s a l g a r i s m o s x , y , z , t a e s q u e : 

l . ° o seu p r o d u c t o se j a 5 4 ; 2 . ° q u e o a l g a r i s m o do m e i o se ja { da s o m m a 
d o s o u t r o s d o u s ; 3 . ° f i n a l m e n t e , q u e d i m i n u i n d o 5 9 4 d o n u m e r o N , o 
r e s t o s e j a e x p r e s s o pe los m e s m o s a l g a r i s m o s e m o r d e m i n v e r s a . 

C o m o N = 1 0 0 a ; + IOy+ z , 

t e m o s xyz= 5 4 , 6y = x + z, 1 0 0 a + I O y + x =s= N — 5 9 4 . 
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A 3 . " e q u a ç ã o r e d u z - s e a a ; — > z = 6 ; e l i m i n a n d o y d a s d u a s 1 . " v e m 
x2z+ xz2 = 321; e finalmente , p o n d o 3 + 0 em l u g a r de x, a p p a r e c e 
2 3 + 9 z 2 + I S s = 1 6 2 . O r a x , y , Z 7 são n ú m e r o s i n t e i r o s , e pe lo m e -
t h o d o e x p o s t o a c h a - s e 3 = 3 , u ' o n d e se d e d u z x = 9 , y= 2 , e N = 9 2 3 . 

I I . Q u a l é a b a s e x do s y s t e m a de n u m e r a ç ã o no q u a l o n u m e r o 
S 3 8 é e x p r e s s o pe los c a r a c t e r e s ( 4 1 2 3 ) ? 

É n e c e s s á r i o a c h a r a r a i z i n t e i r a e pos i t iva da e q u a ç ã o 

4 x ' + t x 2 + 2 x + 3 = 5 3 8 ; 

es ta r a i z é ¢ = 5. V e j . Not. 1 . " da Arilh. p a g . 2 6 7 . 
. Em g e r a l , se A f o r e x p r e s s o por n a l g a r i s m o s a , bc i > 

a b a s e x do s y s t e m a é d a d a pe la e q u a ç ã o 

ax"-1 + bx1—- + CXn-3.... =A — i, 

e q u a ç ã o q u e s ó t e m , c o m o s e v e r á , u m a r a i z p o s i t i v a , a q u a l d e v e s e r 
i n t e i r a , e> o, 6 , c i . 

4 5 . Q u a n d o o ú l t i m o t e r m o t e m m u i t o s d i v i s o r e s , c o m p r e h e n d i -
dos e n t r e o s l i m i t e s d a s r a i z e s , o c á l c u l o t o r n a - s e l o n g o ; p ô d e p o r é m a b b r e -
v i a r - s e pe lo s e g u i n t e m e i o . 

Se a é r a i z i n t e i r a da e q u a ç ã o fx = 0 , cu jo s coe f f i c i en t e s se s u p p õ e 
i n t e i r o s , o q u o c i e n t e Q d e f x po r x—a s e r á t a m b é m i n t e i r o , q u a l q u e r 
q u e se j a x . Se pois t o m a r m o s po r x um i n t e i r o q u a l q u e r a , d e v e r á s e r 

h . . = i n t e i r o . 
a — a 

P o d e m o s pois r e c o n h e c e r , se um dos d i v i s o r e s a do ú l t i m o t e r m o é , ou 
n ã o , r a i z i n t e i r a da e q u a ç ã o , t o m a n d o a difTerença e n t r e « e e s t e d i v i s o r , 
e v e n d o d e p o i s s e es ta d i í f e r c n ç a d i v i d e , ou n ã o , fa., i s to é , o n u m e r o 
q u e r e s u l t a d e s u b s t i t u i ç ã o d e a po r s e m fx. T o d o o d iv isor q u e n ã o s a -
t i s f aze r á c o n d i ç ã o e x i g i d a d e v e r á e x c l u i r - s e , e s ó m e n t e se a p p l i c a r á o 
p rocesso g e r a l aos o u t r o s d i v i s o r e s d o ú l t i m o t e r m o , d ' e n t r e o s q u a e s s e 
p o d e m a i n d a f a z e r novas e x c l u s õ e s , t o m a n d o o u t r o n u m e r o a . 

O r a , c o m o o m e l h o d o e x p o s t o e x i g e , q u e s e f a ç a a ; = ± t e m f x , 
p a r a v e r i f i c a r se ± 1 s ão r a i ze s da e q u a ç ã o , p o d e m o s a p p r o v e i t a r os v a -
lo r e s f ( ± 1 ) , v indo n ' e s t e caso a t o m a r a = =fc 1 . 

A s s i m no l.° e x . ° do n .° 4'(• , e x p e r i m e n t e m o s os 9 d i v i s o r e s , q u e 



8 0 ALGBBRA SUPERIOR. 

f i c a r a m c o m p r e h e n d i d o s e n t r e os l i m i t e s d a s r a i z e s ; f azendo x = a = 1 , 

v e m /-( + 1 ) = 1 4 4 , e 

a — a = I — 2 , 1 — 3 , 1 — 5 , 1 — 6 , 1 + 2 , 1 + 3 , 1 + 5 , 1 + 6 , 1 + 7 , 

e c o m o 1 — 2 , 1 — 3 , 1 — 5 , 1 + 2 , 1 + 3 , 1 + 5 , 

s ão o s ún icos d iv i so re s d e 1 4 4 , c o n c l u i r e m o s q u e d e n t r e o s 9 d i v i s o r e s , 
só p o d e m s e r r a i z e s da e q u a ç ã o os 6 s e g u i n t e s 

2 , 3 , 5 , - 2 , - 3 , - 5 . 

4 6 . P r o c u r e m o s a g o r a os factores commensuraveis do 2 . " gráo da 
e q u a ç ã o fx = 0. 

S e n d o x2 + px+q 
um dos f a c t o r e s ; e 

x«-»+ pix"-3 + q'xn-4 + 

o q u o c i e n t e r e s u l t a u t e d a d iv i s ão d e f x p o r e s t e f a c t o r : t e r e m o s a e q u a ç ã o 
i d ê n t i c a 

f x = (a ;*+ px + 3 ) {xn~> + J > ' x " - 3 + q ' x " - * + ) , 

na q u a l , a l é m de p e q , ha m a i s n — 2 coe f f i c i en te s d e s c o n h e c i d o s . 
E x e c u t a n d o a m u l t i p l i c a ç ã o , e e g u a l a n d o os coe f f i c i en te s d a s m e s m a s 

p o t e n c i a s d e a ; nos d o u s m e m b r o s , c o m o n o n . ° 2 7 . , t e r e m o s « e q u a ç õ e s ; 
d a s q u a e s e l i m i n a n d o os n — 2 coe f f i c i en te s p', q', r e s t a r ã o d u a s 
e q u a ç õ e s e n t r e p e q; e d e p o i s só u m a em p ou q, a q u a l d e v e r á s e r 

1 
do g r á o — n (n — 1 ) , n u m e r o d a s n c o m b i n a ç õ e s 2 a 2 dos f a c t o r e s b i -

n o m i o s d o 1 . ° g r á o . 
S e f x t i v e r f a c t o r e s r a c i o n a e s d o 2 . ° g r á o , a ú l t i m a e q u a ç ã o e m p o u 

q t e r á p e l o m e n o s u m a r a i z c o m m e n s u r a v e l . N- 'es te c a so , c o n h e c i d o um 
va lo r de p ou q , u m a d a s e q u a ç õ e s e n t r e p e q d a r á q , ou p , e v i r e m o s 
p o r Gm a c o n h e c e r x2 +px-h q. 
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P o r e x . ° , a e q u a ç ã o 
i 

Zxi — \2x + 5 = (x*+px + q) («*+ p'x + 9'), 
d á 

p + pl = 0 ,q+ppi+q'= — 3, p'q+pq' = — 1 2 , 9 9 ' = 5. 

As d u a s p r i m e i r a s e q u a ç õ e s d ã o os va lo r e s de p ' eq', o s q u a e s s u b s t i t u í d o s 
nas o u t r a s d u a s , c o n d u z e m ás e q u a ç õ e s , e n t r e p e q , 

2 p 9 + 3p — p' = 1 2 , 9 a + 9 ( 3 — p 2 ) -{- 5 = 0 , 

d a s q u a e s e l i m i n a n d o 9 , v e m 

p' — 6p* — llpz = i U , 
q u e d á 

P = 3 , — 3; e d e p o i s 9 = 0 , 1 ; 

v indo a o b t e r - s e por e s t e m o d o os f a c t o r e s 

( a 2 + 3x + 5 ) ( s 2 — Zx+ 1 ) . 

Raizes eguaes. 

4 7 . Q u a n d o o p o l y n o m i o f x t e m p f a c t o r e s e g u a e s a x — a; q 
e g u a e s a x — b ; : t o m a a f o r m a 

fx=\(x — af{x—b)9.. ..(*— k)(x— !)»•••• ( A ) 

e n e s t e c a so d i z - s e q u e a e q u a ç ã o fx = 0 t e m p r a i zes e g u a e s a a , 9 
e g u a e s a b , 

D a d a u m a e q u a ç ã o fx = 0 , v e j a m o s a m a n e i r a de r e c o n h e c e r , se 
t e m ra i ze s e g u a e s , i s to é , se p ô d e t o m a r a f ó r m a ( A ) . 

S u p p o n d o p r i m e i r o p=q= . . . = 1 : c o m o a e q u a ç ã o ( A ) é i d ê n t i c a , 
1 1 
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p o d e m o s em a m b o s os m e m b r o s s u b s t i t u i r por x , x -f y; <> q u e dá , d e -
s e m o l v e n d o o l . ° m e m b r o (n .° 3 1 ) , 

fx + y f x + -</["x = [y + x — fl) [y + x — b) (t/+ x — r) . . . . 

N . 0 I . 0 m e m b r o , a s d e r i v a d a s success ivas f x , f"x , . . . . são p o l y n o -
mios c o n h e c i d o s . 

N o 2 . ° m e m b r o , o s f a c t o r e s p o d e m c o n s i d e r a r - s e c o m o b i n o m i o s , 
d o s q u a e s t / é a p r i m e i r a p a r t e em todos e l l e s ; e a s 2 . a s p a r t e s são s u c e s s i v a -
m e n t e x — a, x — b, x — c, O p r o d u c t o d ' e s t e s f a c t o r e s , a ss im 
c o n s i d e r a d o s , t e r á pois a f ó r m a i n d i c a d a na Alg. El. n . ° 1 0 4 , V , e c o n -
s e g u i n t e m e n t e : 

O coe f f i c i en te de y"~1 s e r á a s o m m a de t o d a s as 2 . a " p a r t e s x — « , 
x—b , x — c, 

O coe f f i c i en t e de yn~2 s e r á a s o m m a dos p r o d u c t o s d ' e s t a s 2 . a s p a r t e s 
2 a 2 . 

O coe f f i c i en te de s e r á a s o m m a d o s p r o d u c t o s d a s m e s m a s 2 . a s 

p a r t e s 3 a 3. 
E a s s im por d i a n t e . 

L o g o : 

1.° f x , coe f f i c i en te d e y ° , é o p r o d u c t o de t odos e s t e s n b i n o m i o s , 
ou a e x p r e s s ã o ( A ) . 

2 . ° f ' x , coef f i c ien te de , é a s o m m a dos seus p r o d u c t o s 
n — 1 a n — 1 , o s q u a e s s e f o r m a m s u p p r i m i n d o s u c c e s s i v a m e n t e , n o 
p r o d u c t o ( A ) , c a d a u m dos f a c t o r e s b i n o m i o s , e s o m m a n d o todos o s r e -
r e s u l t a d o s . 

3 . ° f"x, é a s o m m a dos p r o d u c t o s n — 2 a n — 2, e t c . 
P o s t o i s t o , c o m o s u p p u z e m o s p = l , t e r á f x um f a c t o r ú n i c o e g u a l x—a. 
E f x c o n t e r á t a m b é m es te f a c t o r e m todos o s t e r m o s , m e n o s u m ; e 

po r i s s o , s e d e s i g n a r m o s por Q e U po lynomios n ã o d iv is íve is por x — a , 
s e r á 

f x = (x — a) Q + R ; 

d ' o n d e se \ ê q u e f x n ã o é d ivis ível p o r a : — a . 
O m e s m o d i r e m o s dos o u t r o s f a c t o r e s d e s i g u a e s d e f x ; e por c o n s e -

g u i n t e : 
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Se o pohjnomio fx não lem factores eguaes , fx e fx não lerão divi-
sor commum. 

4 8 . S u p p o u h a m o s ago ra , q u e ( A ) - c o n t é m f a c t o r e s d e f o r m a ( x — a f , 
s endo p > i . P a r a f o r m a r ã o ; , s e rá n e c e s s á r i o s u p p r i m i r p r i m e i r a m e n t e c a d a u m 
dos f a c t o r e s x—a , d ' o n d e r e s u l t a r ã o p t e r m o s e g u a e s , q u e t e r ã o todos po r 

f a c t o r e s [x — á)v . D e p o i s de o m m i t t i d o s todos e s t e s f a c t o r e s , s e r á a i n d a 
n e c e s s á r i o ír o m m i t t i n d o s u c e s s i v a m e n t e os o u t r o s f a c t o r e s x — 6 , x — c.. ; 
e o s t e r m o s r e s u l t a n t e s t e r ã o todos por f a c t o r ( x — a)p. A s s i m t e r á f x 
a f ó r m a 

P(X-O)"-1 P ' + (x—af Q ' , 

s e n d o P f e Q 1 e x p r e s s õ e s n ã o d iv i s íve i s por x — a . 
O m e s m o d i r e m o s d o s o u t r o s f a c t o r e s e g u a e s , e po r c o n s e g u i n t e : 
Se fx tem factores eguaes , fx e fx terão um divisor commum, que 

é o producto de lodos os factores eguaes de f x , elevado cada um a uma 
potencia menor de uma unidade. 

4 9 . S e n d o pois d a d a u m a e q u a ç ã o f x = 0 , f o r m a r e m o s a sua d e -
r i v a d a f x , e p r o c e d e r e m o s á i n d a g a ç ã o d o m a i o r d iv i sor c o m m u m e n t r e 
f x e f x . S e o n ã o h o u v e r , c o n c l u i r e m o s q u e a p r o p o s t a não t e m ra i ze s 
e g u a e s . S e p o r é m a p p a r e c e r u m d iv i sor c o m m u m F , a p ropos t a t e r á r a i z e s 
e g u a e s ; e o d i v i s o r , pos to q u e a p p a r e ç a d e b a i x o d a f ó r m a d e u m p o l y -
n o m i o , p o d e r á t o m a r a f ó r m a 

F = (x — a)v~l (x — b)q~l 

D i v i d i n d o f x por F , o q u o c i e n t e Q s e r á c o m p o s t o de t o d o s o s f a c t o r e s de 
f x , d e s e m b a r a ç a d o s d o s e x p o e n t e s , o u 

Q = (x — a)(x — b)(x — c)(x — d) 

5 0 . Todas as vezes que fx = 0 tiver raizes eguaes , podemos fazer 
depender a sua resolução da de uma serie de equações, das quaes a pri-
meira só admitle as raizes simples da proposta; a segunda as raizes du-
plas ( i s to é, as r a i ze s q u e e n t r a m d u a s v e z e s ) ; a terceira as raizes tri-
plas , e t c . : e i s to pe lo p rocesso s e g u i n t e . 

S e j a m a , £ , y os p r o d u c t o s dos f ac to re s b i n o m i o s , q u e 
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e n t r a m e m f x = 0 com o s e x p o e n t e s 1 , 2 , 3 ; s endo ass im 

f x = * \ G \ f . X l 

D e s i g n e m o s por F o m a i o r d iv i sor c o m m u m e n t r e fx e f'x ; p o r G o de 
F e F ' ; po r I I o de G e G ' e t c . ; e por p , q , r , s , t . o s q u o c i e n t e s 
e x a c t o s success ivos d e c a d a u m dos d iv i so re s c o m m u n s pelo s e g u i n t e . T e -
r e m o s o q u a d r o s e g u i n t e , no qua l s u p p o m o s q u e 5 é o m a i o r n u m e r o de 
vezes q u e a m e s m a ra iz e n t r a na p ropos t a , ou q u e a e q u a ç ã o I = 0 só 
t e m r a i z e s s i m p l e s . 

G = 

H = 

I = 

s = y . $ , 

I= 

U = 

f x = a \ g \ y \ S \ e J . e t c . ) 
( g = e i q 

F = g . f . e 4 . e t c . J S - L = a = 0 . 
r = p . y . * . c " 

| T = ? = o . 

j-i = y = 0 . 

Jl = S=O. 

1 = . = 0. 

D ' o n d e s e v â , q u e por m e i o d e t r e s s y s t e m a s .de o p e r a ç õ e s , a s a -
b e r : u m a s e r i e d ' o p e r a ç õ e s do m a i o r d iv i so r c o m m u m , e d u a s s e r i e s de 
d i v i s õ e s , s e c o n s e g u e s e p a r a r s u c c e s s i v a m e n t e o s f a c t o r e s a . [ J , y , . . . . , 
q u e s e n d o e g u a l a d o s s u c c e s s i v a m e n t e a z e r o , d à o , o p r i m e i r o as r a i z e s s i m -
ples , o s e g u n d o as r a i z e s d u p l a s , e t c . 

Se na p ropos t a f a l t a r a l g u m dos f a c t o r e s , q u e s u p p u z e m o s , 6 por 
r 

e x . ° , bas t a s u p p o r 6 = 1 , d ' o n d e [ r e s u l t a e n t ã o s = r , e— = 1 , c a r a -
c t e r po r o n d e s e r e c o n h e c e a auzenc ia , e m f x , d o f a c t o r d a o r d e m c o r -
r e s p o n d e n t e á q u e l l e q u e e s t e q u o c i e n t e é d e s t i n a d o a d a r . 

C u m p r e a i n d a a d v e r t i r q u e o g r á o d e a = 0 e x p r i m e o n u m e r o 
d a s r a i z e s s i m p l e s da p r o p o s t a ; o g r á o de g = 0 , o n u m e r o d a s r a i z e s 
d u p l a s ; o de y = 0 o d a s t r i p l a s , e t c . ; e a r e s o l u ç ã o c o m p l e t a d ' e s t a s 
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e q u a ç õ e s faz c o n h e c e r a s d i f f e r e n t e s e s p e c i e s de r a i z e s s i m p l e s , d u p l a s , 
t r i p l a s , e t c . 

A p p l i c a ç õ e s d ' e s t a t h e o r i a (*). 
I . P a r a a e q u a ç ã o 

fx = x ' — 6x* — 4 a ; 1 + 9 a ; 2 + 1 2 a ; + 4 = 0, 

cu j a d e r i v a d a é 

f'x = 6x>— 2 4 a ; 1 — 1 2 a ; 2 + 1 8 x + 12 = O , 

(*) Para abbreviar o ca lcu lo do d iv i sor c o m m u m , pôde servir a regra s e -
g u i n t e , pela qual se obtém immedia tamente o resto da divisão de f 'x por fx-

Multipliquem-se os coefficientes de fx , a contar do 3 . ° , por 2, 3, 4 . . . . 
vezes o coeficiente do 1.® termo de í'x: multipliquem-se os coefficientes de f'x , a 
contar do 2 . ° , pelo coefficiente do 2.® termo de fx : diminuam-se estes produclos , pela 
sua ordem, 2 a 2. Obter-se-ha a s s i m os coefGcientes do resto do gráo m — 2. 

Por ex.® . f x = x s — xA + \x* — 4a;2 -+- 4a;— 4 
coef f ic ientes d e f x + 5 — 4 + 1 2 — 8 + 4 

producto dos coeff ic ientes d e f x por 1 0 , 1 5 , 2 0 , 2 5 + 4 0 — 6 0 + 8 0 — 1 0 0 
producto dos coef f i c ientes d e fx' p o r — 1 + 4 — 1 2 + 8 — 4 

d i f ferença + 3 6 — 4 8 + 7 2 — 9 6 
resto da d i v i s ã o , suppr imindo o factor 12, 3x* — 4a;2 + 6 a : — 8 

Quando fx não t e m s e g u n d o t e r m o , a parte snbtract iva é nulla , e a regra 
reduz-se a mult ipl icar os coef f i c ientes de fx por 2 , 3 , 4 Por ex 0 

fx = 3a;* + 0. x1 — 35a;2 + 44a? + 4 
coe f f i c i ente d e f x ' = + 1 2 + 0 — 7 0 + 4 4 

producto dos coef f ic ientes d e f x por 2 , 3 , 4 — 7 0 + 1 3 2 + 1 6 
resto da d i v i s ã o , suppr imindo o factor 2 , 35a;2 — 6 6 a ; — 8 . 

Acabando a o p e r a ç ã o , aehar-se -ha o d iv i sor c o m m u m x — 2, e a pro-
posta = (x — 2 ) 2 (3a;2 + * 1 2 a ; + 1 ) . 

m m—l m—2 
Para demonstrar esta regra , e f fec tue-se a d iv i são de kx -rpx + qx pela 

sua derivada mkxm ' + (wi — 1) px" 1 + , depo i s de se haver introduzido o 
factor Wi2As no d i v i d e n d o , a fim de se obter um quoc iente inte iro . O resto , da ordem 

m—1 
x , e 

xm~J[2mkq—p(m—ljpj+a;"1"" [3mfcr — p (m — 2 ) ? ] + 

(Veja-se a nota a pag. 8 7 . ) 
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t e m o s , f o r m a n d o o q u a d r o 

f x = a 4 — 6 a 4 — 4 x ' + 9 a ; a + 1 2 x + 4 ) 
U = x * - x ~ 2 ) 1 

F = ®4+®s—3x2— 5 x — , 2 . . . . | ( r — a — • 
Ir = X 2 — x — 2 i r 

G = x 2 + 2x+l £ - = ^ - 2 , 

" = * + 1 Í t = ? = 1 ' 
J i = X + i i £ 

í 
-J=^=X-JrI. 

L o g o : fx = (x — 2)2(x + l ) 4 . 

I I . P a r a 

f x = xs—íc4 + 4 x 3 — 4 x 2 + 4 x — i , 

a c h a r e m o s p e l o m e s m o p r o c e s s o 

fx = (x—i)[x2 + 2)\ 
I U . P a r a 

fx = x ' + 4 x s — 3 x 4 — 1 6 x 3 + Ux2+ I2x— 9 , 

a c h a r e m o s 
f x = (x+ i ) ( « + 3 ) * ( x — I ) 3 . 

S t . P a r a ve r i f i c a r se u m a r a i z i n t e i r a a é d u p l a , t r i p l a , q u a d r u -
pla , e t c . b a s t a e n s a i a r m u i t a s vezes success ivas a d i v i s ã o por x — a, s e -
g u n d o o p r o c e s s o d a p a g . 5 1 . P o r é m s o m e n t e s e t e n t a r á o c á l c u l o , q u a n d o 

o s c o e f f i c i e n t e s t o m a d o s e m o r d e m r e t r o g a d a f o r e m d iv i s ive i s p o r o ' , a~1, 

11 
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, s e n d o i o e x p o e n t e de x — a em f x . A r a z ã o d i s to é , po r 

q u e a d e v e s e r d iv i so r d o ú l t i m o t e r m o d e f x ; a 1 d o ú l t i m o t e r m o d a 
d e r i v a d a f'x , ou do p e n ú l t i m o de fxa; ' do ú l t i m o em f"x, ou do 
a n t e p e n ú l t i m o em fx; e t c . 

«—2 

Eliminação. 

5 2 . S e j a m A , B a , b . . . . . . . f u n c ç õ e s de y , e 

Z = A a " + B a , " — + , T = axn + bx*-1 H 

d o u s p o l y n o m i o s , q u e c o n t é m s ó m e n t e p o t e n c i a s i n t e i r a s e pos i t ivas d e 
x e y , e q u e t r a t á m o s de t o r n a r nu l l a s por m e i o de s y s t e m a s c o n j u g a d o s 
de va lo re s de x e y. 

S e fosse c o n h e c i d o u m d o s va lo res c o n v e n i e n t e s d e y , y = g , s u b -
s t i t u i n d o - o nas e q u a ç õ e s p r o p o s t a s , e s t a s não t e r i a m o u t r a incógn i t a , 
a l é m d e i , e s e r i a m s a t i s f e i t a s p o r u m m e s m o va lor x = v : l o g o o s 
p o l y n o m i o s Z e T s e r i a m d iv i s íve i s por x — a , e t e r i a m e o n s e g u i n t e -
m e n t e um d i v i s o r c o m m u m D f u n e ç ã o do a;. A c h a d o e s t e d iv isor c o m m u m , 
a e q u a ç ã o D = O dá os va lo r e s de x q u e c o m b i n a d o s c o m y = g, s a -
t i s f a z e m ás e q u a ç õ e s Z = O, T = O. Se n ã o h o u v e r d iv i so r c o m m u m , o 
va lo r t / = £ nâo p o d e r á s a t i s f a z e r ás p r o p o s t a s . 

T e r e m o s pois de b u s c a r o m a i o r d iv i so r c o m m u m e n t r e Z eT (Alg. El. 
n . ° 1 0 9 . ) , c o m o se y fosse c o n h e c i d o , l e v a n d o o cá l cu lo a t é s e o b t e r um r e s t o 
f inal Y , q u e s ó c o n t e n h a y . A s r a i z e s d a e q u a ç á o Y = 0 , por i n t r o d u z i r e m 
a c o n d i ç ã o d e h a v e r u m d iv i so r c o m m u m D e n t r e Z e T , d a r ã o todos o s 
v a l o r e s d e y , q u e p o d e m s a l i f a z e r á p r o p o s t a ; e a e q u a ç ã o D = O fará c o -
n h e c e r d e p o i s o s v a l o r e s d e x , q u e s e c o n j u g a m s u c c e s s i v a m e n t e c o m o s 
de y p a r a o m e s m o f im . 

S u p p o n d o pois q u e é m = o u > n , d i v i d a - s e Z po r T , d e p o i s de m u l t i -
p l i c a r , se for n e c e s s á r i o p a r a e v i t a r f r a c ç õ e s (Alg. El. n . ° 1 0 9 . ) , Z por um 
f a c t o r M, q u e t o r n e AM d iv i s íve l por a (*) , f u n e ç ã o em g e r a l de y . D e s i -

(*) Se os gráos tn e n forem e g u a e s , M será = a, ou s ó m e n t e o factor «te 
a q u e não entra em A ( A r i l h . n . ° 3 9 ) . Se m = n + l , M será o quadrado de n , 
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g n a n d o por Q e R o q u o c i e n t e i n t e i r o e o r e s t o , a m b o s f u n c ç õ e s d e x e y, 

vi rá MZ = QT + R ( 1 ) 

E s t a e q u a ç ã o é idêntica , s e m q u e b r a d o s n e m i r r a c i o n a l i d a d e s , e po r 
c o n s e g u i n t e t e m l o g a r p a r a t o d o s e q u a e s q u e r va lo r e s q u e s e s u b s t i t u a m 
p o r x e y. S u p p o n h a m o s q u e os va lo re s x = ol, y = 6, s ão os c o n v e n i -
t e s p a r a t o r n a r Z e T n u l l o s : n ' e s t e c a s o , t a m b é m R o s e r á , e t e r e m o s 

R = O , T = O. 

E se os d o u s n ú m e r o s s u b s t i t u í d o s p o r x e y em R e T t o r n a r e m e s t e s 
p o l y n o m i o s n u l l o s , s e r á e n t ã o MZ = O , i s to é , ou M = O , ou Z = 0 . 

P o r c o n s e g u i n t e as so luções do s y s l e m a T = O, R = O, c o n v é m 
t a n t o a Z = 0 c o m T = O, c o m o a M = 0 c o m T = 0 ; e r e c i p r o c a m e n t e 
L o g o : 

se em l o g a r d a s e q u a ç õ e s Z = O, T = O, 

l a n ç a r m o s m ã o d a s e q u a ç õ e s . . . T = O , R = O , 

o b t e r e m o s t odos o s s y s t e m a s c o n j u g a d o s d e v a l o r e s p e d i d o s , e a l é m d isso 
outras soluções estranhas á questão, q u e d ã o M = O e T = > 0 . E p o s t o 
q u e o p r o b l e m a n ã o a d m i t t a e s t a s so luções e s t r a n h a s , t o r n a - s e c o m t u d o 
p o r e s t e m o d o m a i s s i m p l e s , po r q u e o g r á o de R é m e n o r q u e n . 

ou d ' e s t c factor . Sc m = n - t - 2 , M será o c u b o , e a s s i m por d iante . D ' e s l c 
m o d o e v i t á m o s o estar a m u l t i p l i c a r c o n t i n u a m e n t e de novo os restos parc iaes , 
e o b t e m - s e um u l t imo resto , em q u e x está e l e v a d o q u a n d o m u i t o ao g r á o » — 1 . 
A s s i m no caso de ser m = n -+• í , e M = a2 , o q u o c i e n t e é 

Q = Aax-h (ali— Ab) =a ( A Í + B / — A b . 

C o m p o n d o d i r e c t a m e n t e esta e x p r e s s ã o do q u o c i e n t e , m u l t i p l i c a n d o - a por T , e 
subtra indo-a de a 2 Z , d e s a p a r e c e m os d o u s pr ime iros t e r m o s , e v e m l o g o o 
res to R . 

Q u a n d o T não t e m 2 . ° t ermo , ou q u a n d o a é fac tor d ' e s t e t ermo , a regra 
s i m p l i f i c a - s e , p o r q u e então basta mul t ip l i car Z por a , era vez de a2, s e n d o 
m = n-f - 1. 
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C o n t i n u a n d o o cá lcu lo do d iv i so r c o m m u m de Z por T , e d e s i g n a n d o , 
pe la m e s m a f ó r m a , por M ' , M ' ' . . . . o s f a c t o r e s p r o p r i o s pa ra t o r n a r p o s -
s iveis a s d iv isões p a r c i a e s s u c e s s i v a s ; e po r Q 1 , Q " , . . . . e R ' , R " , . . o s 
q u o c i e n t e s success ivos e r e s tos c o r r e s p o n d e n t e s : o b t e r e m o s a s i n d e n t i d a d e s 

M ' T = Q ' R + R ' , M " R = Q ' ' R ' + R " , M " ' R ' = Q ' " R " + R ' " , . . . . 

d a s q u a e s se c o n c l u e , c o m o a c i m a , q u e : 

s e e m loga r d a s e q u a ç õ e s T = 0 e R = O , R = O e R 1 = O 1 R ' = 0 e R " = 0 , . . 

l a n ç a r m o s m ã o d a s e q u a ç õ e s R = O e R ' = 0 , R ' = 0 e R " = O , R 1 = O e R ' " = 0 , 

o b t e r e m o s todos os s y s t e m a s c o n j u g a d o s dos v a l o r e s p e d i d o s , e a l é m disso 
a s o u t r a s so luções e s t r a n h a s . 

C o m o o g r á o de x s e vae a b a i x a n d o g r a d u a l m e n t e , c h e g a r - s e - h a a 
um resto final Y , em q u e n ã o e n t r a r á x . S e n d o pois mV o d i v i d e n d o , 
e D o d i v i s o r , q u e e m g e r a l é d o 1 . ° g r á o e m x , t e r e m o s 

9 

m \ = D ç + Y , ( 2 ) 

d o n d e s e d e d u z e m a s e q u a ç õ e s 

D = O 1 Y - O , . . . , ( 3 ) 

q u e e n c e r r a m t o d a s a s so luções p e d i d a s , e a l é m d ' e s t a s a s q u e t o r n a m 
nu l los o s f a c t o r e s i n t r o d u z i d o s c o n j u n c t a m e n t e c o m o s d i v i s o r e s c o r r e s p o n -
d e n t e s , i . é , M c o m T , M' c o m R, M" c o m R ' , As r a i z e s da 
e q u a ç ã o Y = O , e m q u e s ó e n t r a a i n c ó g n i t a Y , s u b s t i t u í d a s era D = O , 
f a r ã o c o n h e c e r o s va lo res de x q u e s a t i s f a z e m ás p r o p o s t a s ; s endo p o r é m 
n e c e s s á r i o d e s e m b a r a ç a r p r i m e i r a m e n t e Y d a s r a i zes e x t r a n h a s , pelo m o d o 
q u e a d i a n t e d i r e m o s . 

I . E x . " S e j a m a s e q u a ç õ e s 

2x2— y2+ 1 = 0 , a 2 — 3xy + y2 + 5 = 0. 
12 
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D i v i d i n d o a 1." pela 2 . \ o q u o c i e n t e é 2 ; e o r e s t o , d e s e m b a r a ç a d o do 
f ac to r 3 , é 

D — 2xy — y2 — 3 . 

M u l t i p l i c a n d o o d iv isor por 4 y 2 , e d i v i d i n d o p o r D, o q u o c i e n t e é 

2xy — 5 y 2 + 3 ; 
e o r e s t o é 

V = - / + 8 / + 9 = 0 . 

P a r a r e s o l v e r es ta e q u a ç ã o f a ç a - s e y 2 = z , e s e r á z 2 — 8 z = 9 , d ' o n d e 
se d e d u z z = 9 e Z = — 1 ; e por c o n s e g u i n t e y — ±3 , e t / = ± —1. 
F i n a l m e n t e , s u b s t i t u i n d o e m D = O , t e r e m o s p a r a a ; o s va lo re s c o r r e s p o n -
d e n t e s 

x = ± 2 , x = =r V H i T 

I I . E x . 0 S e j a m a s e q u a ç õ e s 

x2+ 2 j y — 3 y 2 + 1 = 0 , a ; 2 — y 2 = 0 . 

P r o c e d e n d o d o m e s m o m o d o , a c h a - s e 

D = 2xy — 2 y 2 + 1 , Y = I y z - 1 ; 

logo y — — x = ± i . 

E m g e r a l , t o d a s a s vezes q u e P , Q , p , q , f o r e m f u n c ç õ e s d e y , 
a s e q u a ç õ e s 

a ; 2 + P a ; + Q = 0 , x2+ px+ q = 0 , 
d ã o 

( P _ p ) * + Q — g = 0 , ( Q — Ç ) 2 + ? ( P — P ) 2 = P ( Q — ? ) ( P — P ) -
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I I I . E x . * S e j a m 

a ; ' + ® 3 — ^ 1 - J Z a = O , 2 a 1 — x(íy— 1 ) — 2 y 2 + y = 9 . 

O i . ° r e s t o é 

D = ( 1 6 y 2 - 2y — 1 + 8 y 3 — 6 j / 2 — y ; 

m u l t i p l i c a n d o o d iv isor p o r ( 1 6 y 2 — 2 y — 1 ) , e d i v i d i n d o por D , c h e g a -
r e m o s a o r e s t o 

Y = 3 2 y 3 ( 4 y 3 — 1 2 y 2 - f 3y + 1) = 0 , 

do qua l se t i r a p r i m e i r a m e n t e y = 0 ey = \ (n . ° 4 2 ) ; e , a b a i x a n d o d e -
pois o g r á o da e q u a ç á o , y = 7 (S ± K 3 3 ) . F i n a l m e n t e , s u b s t i t u i n d o em 
D = O, o b t e r e m o s os v a l o r e s c o r r e s p o n d e n t e s a : = 0 , ÍC = -J, x = —1 , 
x = — 1 . 

S 3 . N a a p p l i c a ç S o d o m e t h o d o d o d iv i so r c o m m u m a o p rocesso d a 
e l i m i n a ç ã o d a s e q u a ç õ e s c u m p r e f aze r a s o b s e r v a ç õ e s s e g u i n t e s : 

1 . ° Se f o r Z o p r o d u c t o de d o i s f a c t o r e s , i . 6 , Z = P x Q , c o m o 
Z não p o d e s e r n u l l o s e m q u e P ou Q o s e j a m (n . ° 2 8 ) o p r o b l e m a d i -
v i d e - s e e m d o u s : 

P = O c o m T = O , Q = O c o m o T = O. 

E s t e s dous s v s l e m a s e n c e r r a m t o d a s a s so luções p e d i d a s , e s S o m a i s s i m p l e s 
q u e a p r o p o s t a . 

E s e Z e T se p u d e r e m d e c o m p o r em d ive r sos f a c t o r e s , o p r o b l e m a 
se d i v i d i r á e ra o u t r o s t a n t o s , q u a n t a s f o r e m as c o m b i n a ç õ e s poss íve is dos 
f a c t o r e s de Z c o m os de T . 

P o r e x . ° , a s e q u a ç õ e s 

•r1— 2 y x — 3 y 2 + y = 0 , * 2 — y 2 = 0 , 

c o m o x2—)f = (x — y) [ x y ) , d e c o m p ô e - s e nos d o u s s v s l e m a s 
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x— 2/ = 0 c o m a í . a , e x - \ - y = 0 cora a 1." , 

dos qt iaes o 1 . ° dá y = x , e d e p o i s x = 0 , a ; = i ; e o 2 . ° dá y = — x = 0 . 
2 . 3 N a h y p o t h e s e d o ca so p r e c e d e n t e , p ô d e a c o n t e c e r q u e P c o n -

t e n h a só y ; e nesse caso d e v e P d i v i d i r c a d a um d o s coe f f i c i en te s d a s p o -
t e n c i a s de x em Z ( A l g . El. n . ° 1 0 9 , I I I . ) E c o m o u m a p a r t e d a s so luções s e r á 
d a d a e n t ã o pela c o m b i n a ç ã o d e P = O c o m T = O , e a o u t r a p a r t e por Q = O 
c o m T = O , s e g u e - s e ; q u e não podemos riesle caso supprimir, como no 
processo do divisor commum, os factores, que só contiverem y; ou a n t e s , 
q u e p o d e m o s suppr i rmi l -os , t r a c t a n d o - o s s e p a r a d a m e n t e . 

P o r e x . ° , nas e q u a ç õ e s 

— 3 ) + t / 2 — 3 y + 2 = 0 , X 2 — 2 X + J / 2 — y = 0 , 

c h e g a - s e a o r e s t o ( y — l ) ( x — 2 ) . A n t e s d e p a s s a r á s e g u n d a d i v i s ã o , 
s u p p r i m i r - s e - h a o f a c t o r y— 1 , s u p p o n d o p o r é m y =i , o q u e dá x=0 
e x = 2. C o n t i n u a n d o d e p o i s o cá l cu lo c o m o r e s t o x — 2, o b t e r - s e - h a 
o r e s t o f i n a l j / 2 — y = 0 , q u e d á j / = 0 e j / = l , c o r r e s p o n d e n t e s a 
x = 2. 

3 . ° A n t e s d e p r o c e d e r m o s á m u l t i p l i c a ç ã o d e u m d i v i d e n d o po r 
a l g u m d o s f a c t o r e s M , M ' , M " , d e v e m o s v e r i f i c a r p r i m e i r o , pe lo 
m e t h o d o dos d iv i so re s c o m m u n s , s e o d iv i so r t e m por f a c t o r de todos o s s eus 
t e r m o s M , Rl ' ou o s s eus d i v i s o r e s ; p o r q u e em ta l caso d e -
ve r i a s u p p r i m i r - s e esse f a c t o r d o d i v i s o r , e t r a c t a l - o s e p a r a d a m e n t e , c o m o 
nos casos p r e c e d e n t e s . 

P o r e x . ° , n a s e q u a ç õ e s 

x'—x2y + x(y — O) + ;/2—4 = 0, x2—xy — í = 0, 

o b t e m - s e na p r i m e i r a d iv i são o q u o c i e n t e x , e o r e s t o x(y—2)+j/2—4, 
o q u a l t e m y — 2 po r f a c t o r . D e v e m o s e n t ã o p ô r y = 2 no d i v i s o r , q u e 
s e t o r n a e m x 2 — 2 x — 4 , e d á x = l ± : ^ 5 . E c o n t i n u a n d o o c á l -
cu lo c o m o o u t r o f a c t o r , c h e g a - s e á e q u a ç ã o f inal j / 2 + 3 t / = 0 , d o n d e 
se l i ra y = 0 e y = — 3, c o r r e s p o n d e n t e s a x = — 2 e x = i. 
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N a s e q u a ç õ e s 

x* — ( 3 y — G) x 1 + ( 3 y 2 — Í 2 y + 8) x — y 1 + Oy2- Sy = O, 

x* + (2y + 2)x + y2+ Zy = O , 

n b t e m - s e pela I . " d iv i são o r e s t o 3xy(y—l) + y 3 + 3 y 2 — 4 y , q u e t e m 
os f a c t o r e s y e y — 1 , e por isso f a r e m o s p r i m e i r o y = 0 , e y = i ; 
d ' o n d e r e s u l t a m os va lo re s x = 0 e x =— 2 c o r r e s p o n d e n t e s a y = 0 ; 
e x = — 1 e i = — 3 c o r r e s p o n d e n t e s a y = l . S u p p r i m i d o s o s f a -
c t o r e s , o r e s t o q u e passa a d i v i s o r , t o r n a - s e em 3 a ; + » / + 4 ; e f e i t o o 
cá l cu lo a c b a - s e a e q u a ç ã o f ina l y2— y — 2 = 0 , q u e dã os va lo res y = 2 
e y = l c o r r e s p o n d e n t e s a X = — 2 e x = — f I - P o r o n d e se vê q u e o 
p r o b l e m a d á se is so luções . 

4 . ° F i n a l m e n t e , s e e x i s t i r u m f a c t o r c o m m u m D e n t r e Z e T , 
Z = P x D , T = Q x D , c o m o D = O t o r n a e s t e s p r o d u c t o s n u l l o s , e s t a 
e q u a ç ã o d a r á u m a d a s i n c ó g n i t a s , t o m a n d o a o u t r a a r b i t r a r i a m e n t e . P o r 
c o n s e g u i n t e neste caso o problema é indeterminado, admillindo uma infi-
nidade de soluções. 

As so luções d a s e q u a ç õ e s P = O e Q = O, q u e são em n u m e r o l i -
m i t a d o , s a t i s f a z e m t a m b é m á q u e s t ã o . 

A s s i m n a s e q u a ç õ e s 

(y — 4) x2— y + 4 = 0 , x3—x2—xy + y = 0, 

q u e t e m o f a c t o r c o m m u m x— 1 , o va lo r x=l r e d u z a p r o p o s t a a 
z e r o , q u a l q u e r q u e se ja y . D e m a i s o s q u o c i e n t e s d a d iv i s ão p o r x — l 

são (y — 4 ) (a; + 1 ) = 0 , x2— y = 0 , 

a s q u a e s , a l é m d a s i n f in i t a s s o l u ç õ e s , q u e a c a b á m o s d e o b t e r , d ã o a inda 
y = 1 e y = 4 c o r r e s p o n d e n t e s a X = — 1, x = ± 2. 

5 4 . P a r a d e s e m b a r a ç a r Y = 0 d a s r a i ze s e s t r a n h a s b a s t a r á d iv id i r Y 
pelos f a c t o r e s M , M ' , M " , po r isso q u e e l l a s t o r n a m nu l los 
a l g u n s d ' e s t e s f a c t o r e s , q u e s ó m e n t e e n c e r r a m y . (*) C o n s u l t e - s e , p a r a 

(*) Ha uma e x c e p ç ã o a c c i d e n t a l , q u a n d o y = \ raiz da e q u a ç ã o M = O 
r e d u z T a um valor n u m é r i c o , por quanto n e n h u m valor de x pode tornar n u l -
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m a i o r d e s e n v o l v i m e n t o , u m a m e m o r i a de M. C i r o d d e s ô b r e a tlicoria da 
eliminação e n t r e d u a s e q u a ç õ e s d e u m g r á o q u a l q u e r e n t r e d u a s i n c ó g n i -
t a s . 

5 5 . Q u a n d o d a c o m b i n a ç ã o d a s e q u a ç õ e s Z = O , T = O , s e p u -
d e r o b t e r u m r e s u l t a d o m a i s s i m p l e s , d e v e e m p r e g a r - s e e s t e c o m p r e f e -
r e n c i a a Z = 0. 

S o m m a n d o a s e q u a ç õ e s d o 1 . ° e x . ° d e p a g . 8 9 , e reso lvendo*as e m 
o r d e m a y , q u e n a s o m m a c h e g a a p e n a s a o 1 .° g r á o , o b t e m - s e a s so luções 
i m m e d i a t a m e n t e . 

T a m b é m p ô d e a l g u m a s vezes t o r n a r - s e m a i s c o m m o d o o p rocesso d e 
e l i m i n a ç ã o o r d e n a n d o Z e T r e l a t i v a m e n t e a y . 

Q u a n d o Z e T são d o m e s m o g r á o m , e l i m i n a n d o a;"* , c o m o s e fosse 
u m a s i m p l e s i n c ó g n i t a a b l i i x a - s e u m a das e q u a ç õ e s a o g r á o m — I . 

5 6 . S ò b r e a r e g r a d a d a a p a g . 8 6 c u m p r e f aze r a s s e g u i n t e s a d v e r -
t ê n c i a s , r e l a t i v a s aos casos cm q u e Y e D se r e d u z e m a z e r o , ou t e m 
u m va lor n n m e r i c o . 

1." Quando o resto Y se reduz a zero. E n t ã o D é f a c t o r c o m m u m 
de Z e T , caso q u e j á e x a m i n á m o s no n . ° 5 3 , 4 . ° O problema é indeter-
minado. 

2 . " Quando Y é u m numero. N e s t e caso V e D n ã o p o d e m t o r -
n a r - s e nul los ao m e s m o t e m p o ( e q . 2 ) ; logo n e n h u m d o s va lo res de x e y 
p ô d e s a t i s f a z e r á s p r o p o s t a s , q u e e x p r i m e m e n t ã o c o n d i ç õ e s c o n t r a d i c t o r i a s 
e p o r isso o prablema é absurdo. É o q u e se ver i f ica nas e q u a ç õ e s 

3 a ; 2 — Oxy + 3y2— 1 = O , 2x°— Ixy + 2 1 / + 1 = 0. 
$ 

Se em d u a s e q u a ç õ e s , cu j a c o e x i s t ê n c i a é i m p o s s í v e l , e em q u e 
e n t r a u m a só i n c ó g n i t a , t a e s c o m o 

3 s 2 — 1 = 0 , 2 s 2 + 1 = 0 , 

fizermos z = x+y, ou s= y, ou z ogua l a q u a e s q u e r o u t r a s f u n c ç õ e s de 

los a o m e s m o t e m p o M e T ; logo n e m y — ) . , n e m por c o n s e g u i n t e M , p o d e d i -
v i d i r Y ; o factor M não in troduz iu a raiz es tranha y = x. O m e s m o d i r e m o s de 
M' r e l a t i v a m e n t e a R, de M" a R 1 e t c . Es te caso é fácil de r e c o n h e c e r , q u a n d o 
por acaso se a c h a r , q u e Y não é d i v i s í v e l por M , ou M ' , e tc . 
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x e y , é e v i d e n t e q u e as e q u a ç õ e s r e s u l t a n t e s s e r ã o t a m b é m i n c o m p a t í -
veis. 

3 . " Quando o divisor D se torna nullo para uma raiz y = a 
da equação Y = O . E n t S o y—1 é f a c t o r de D ; e já se viu q u e é n e c e s -
s á r i o s u p p r i m i r e s t e f a c t o r , e t r a c t a l - o s e p a r a d a m e n t e ( p a g . 9 2 . ) . 

S e n o ú l t i m o e x . ° d o n .° 5 3 , 3 . ° d e i x á s s e m o s d e s u p p r i m i r o s f a c t o r e s 
y e y— 1 do l . ° r e s t o , c h e g a r - s e - h i a á e q u a ç ã o final 

/ — 3 / + / + 3 / - 2 / = 0 , 

c u j a s r a i z e s são y = 0 , y = 1 , y = 1 , y = — 1, y = 2. As t r e s p r i -
m e i r a s d a r i a m Iogar á c i r c u n s t a n c i a d e q u e e s t a m o s t r a c t a n d o . 

4 . " Quando o último divisor D se torna em um numero §, para y= 
D i v i d i n d o D por y — \ , e s e n d o K o q u o c i e n t e e L o r e s t o , t e m o s 

D = ( y — A ) K + L . 

C o m o y = ) . d á u m valor n u m é r i c o S a D , a ; n ã o e n t r a e m L ; e po r q u e 
d e v e s e r ao m e s m o t e r o p o D = 0 ,Y = O, o va lor y = A c o r r e s p o n d e a 
x i n f i n i t o , ún ica m a n e i r a de t o r n a r D nul lo . 

A s s i m a s e q u a ç õ e s 

/ X 3 + xy3 ( y — i ) — 1 = 0 , y V + / — / — 1 = 0 , 

t e m po r va lor f inal y 2 ( y — 1 ) = 0 , e p o r ú l t i m o d iv i so r xy— 1 = 0 ; 
v indo y = 1 a c o r r e s p o n d e r a x = l , e y = 0 a a ; = oo. 

5 7 . S e t i v e s s e m o s t r e s e q u a ç õ e s e n t r e a s t r e s i n c ó g n i t a s x , y e z , 
p a r a se o b t e r a equação final em x , i s to é , a e q u a ç ã o q u e a d m i t i s s e t o -
dos o s va lo r e s d a i n c ó g n i t a s , s u s c e p t í v e i s d e s a t i s f a z e r e m á s t r e s e q u a ç õ e s 
p r o p o s t a s c o n j u n c t a m e n t e c o m c e r t o s va lo r e s d e y e z : d e v e r í a m o s , c o n -
s i d e r a n d o u m a d ' e l l a s , x po r e x e m p l o , c o m o c o n h e c i d a , e l i m i n a r p r i m e i r o 
y e n t r e as t r e s e q u a ç õ e s d u a s a d u a s , pe lo m e t h o d o p r e c e d e n t e ; o q u e 
nos l eva r i a a d u a s e q u a ç õ e s e n t r e x e z , ás q u a e s se a p p l i c a r i a o m e s m o 
m e t h o d o p a r a e l i m i n a r z . 
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O m e s m o rac ioc in io e m p r e g a r e m o s p a r a í e q u a ç õ e s a 4 i n c ó g n i t a s , e tc . 
S e n d o po r e x . ° a s t r e s e q u a ç õ e s 

. • z V j - s 2 — 2y = 0 , x2+y2=2, z2x = 1 . 

E l i m i n a n d o y e n t r e es tas e q u a ç õ e s d u a s a d u a s , vem por a fim a e q u a -
ção 

S4+ 2xz2+ ox2= 8 , z2x = t. 

E l i m i n a n d o depo i s z d ' e s t a s e q u a ç õ e s , v e m a e q u a ç ã o f inal em x 

5 ^ - 6 * 2 + 1 = 0 , 

q u e d á x = ± : l , e í B = 3 ± : C o m es t a s q u a t r o r a i ze s d e x , o b t o -
r e m o s as de z por m e i o da e q u a ç ã o z2x — 1 ; e d e p o i s as de y por q u a l 
q u e r da s 1 . " d u a s p ropos t a s . 

Subre a existencia das Raizes. 

5 8 . C o n s i d e r e m o s a f u n c ç ã o • 
* 

fx = px" + qx"~l + . . . . - . + u , 

na qua l é p um coef f ic ien te pos i t ivo . C o n s t r u i n d o ( f i g . 1 ) , s ò b r e os e ixos 
r e c t a n g u l a r e s Ax , Ay, a curva M M ' M " . . . . c u j a e q u a ç ã o é y=fx; a cada 
u m a d a s absc i s sas c o r r e s p o n d e r á u m a única c o o r d e n a d a , e por c o n s e g u i n t e : 
qualquer parallela ao eixo Aycorta a curva num ponto único; acurva é 
um traço continuo, que se extende ao infinito , tanto para a direita como para a 
esquerda, sem nós, nem ramos duplos, podendo ler differentes inflexões. 
D á - s e - l h e o n o m e de cu rva pa rabó l i ca , pela ana log ia q u e t e m c o m a p a -
r a b o l a , c u j a e q u a ç ã o é y = ax2. 

Q u a n d o a cu rva co r t a o e i x o dos x em a l g u m pon to k , a absc issa 
Ak d ' e s t e pon to c o r r e s p o n d e a y = 0, e 6 por c o n s e g u i n t e ra iz da e q u a ç ã o 
f x = 0 . A s r a i ze s pos i t ivas dâo a s absc issas dos pontos d e s e c ç ã o co l lo -
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cados ã d i r e i t a da o r i g e m A ; as n e g a t i v a s d ã o as q u e f icam á e s q u e r d a . 
U m a o r d e n a d a posi t iva P M m a r c a u m p o n t o M d a c u r v a s i t u a d o p a r a a p a r t e 
d e c i m a d o e i x o A x ; u m a n e g a t i v a P ' M ' m a r c a u m p o n t o M 1 pa r a a p a r t e 
d e b a i x o . 

P a r a q u e a u m a absc i ssa AA ra i z da e q u a ç ã o fx = 0 , se s u c c e d a o u t r a 
A k', é n e c e s s á r i o q u e o a r c o , i n f l e c t i n d o - s e , s e a p p r o x i m e do e i x o A x , 
o q u e p roduz as o n d u l a ç õ e s q u e se n o t a m na f ig . 1 ; às i n f l exões q u e 
nSo c h e g a m ao e i x o , não p o d e m s e r p r o d u z i d a s pe las r a i z e s r e a e s . 

C o m o a f ó r m a da cu rva d e t e r m i n a as r a i z e s , e c o m o nos d ive r sos 
pon tos a d i r e c ç ã o do a r co 6 a m e s m a da t a n g e n t e , b u s q u e m o s as i n c l i n a -
ções d a s t a n g e n t e s s õ b r e o e i x o dos x . 

S e j a m B M M ' ( f ig . 2 ) u m a r c o d a cu rva , c u j a e q u a ç ã o é y = f x ; 
M e M' d o u s pon tos d ' e s t e a r c o ; x e y as c o o r d e n a d a s de M; x + h , 
y + k a s de M ' ; Ap = x , PM = »/, PP' = / j , Q M 1 = A . 

S u b s t i t u i n d o em y = f x , x por x + h , l e r e m o s (n .° 3 1 ) 

y + k = fx + hf'x + i h2f"x + i h ' f w x + (1) 
d ' o n d e 

i U f x + f f t f ' x + i A r ' ' + : ( 2 ) 

O r a , s e r e s o l v e r m o s o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o Q M M ' , e d e s i g n a r m o s por 
S o a n g u l o q u e a s e c a n t e M ' M S faz c o m o e i x o A x , t e r e m o s 

„ Q M ' A 
t a n s S = = Q M = T 

logo c e x p r e s s ã o ( 2 ) é o va lo r de t a n g S . P o r é m q u a n t o m a i s h d i m i n u e , 
m a i s s e a p p r o x i m a es ta e x p r e s s ã o de f ' x , e ao m e s m o t e m p o t e n d e S a 
t o r n a r - s e n o a n g u l o T , q u e a t a n g e n t e t i r a d a pe lo p o n t o M faz c o m A x . 

S e r á p o i s , n o l i m i t e , 

t a n g T = f ' x = derivada do polynomio f x . 

P o r t a a l o , s e f i z e r m o s pa s sa r x po r t odos o s g r á o s d e g r a n d e z a c o m p r e -
13 
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h e n d i d o s e n t r e A P e A P 1 ( f i g . 1 ) , o s d i f f e r e n t e s v a l o r e s d e f x e x p r i m i -
r ã o o s d a s t a n g e n t e s d e todos o s ângu lo s T , q u e f o r m a m c o m o s e i x o s dos 
x a s t a n g e n t e s success ivas d o a r c o M M ' . E s t e s â n g u l o s são a g u d o s ( d o 
l a d o d i r e i t o ) q u a n d o f x t e m o s i g n a l + ( c o m o n o a r c o B M , f i g . 2 . ) ; e 
o b t u s o s q u a n d o f x t e m o s i g n a l — ( c o m o e m O M f i g . 1) . A t a n g e n t e é 
p a r a l l e l a a o e i x o dos x e m O , o ' , O ' , O " , q u a n d o é f'x = 0 . A s i n -
f l e x õ e s d a cu rva r e s u l t a m d a s v a r i a ç õ e s d o s igna l q u e e x p e r i m e n t a f x . 

C o m o pela n a t u r e z a d e f x n e n h u m valor d e a ; p ô d e t o r n a r e s t e p o l y -
n o m i o in f in i to , em n e n h u m ponto p ô d e a t a n g e n t e s e r p e r p e n d i c u l a r ao 
e i x o dos x ; n e m p o r c o n s e g u i n t e p ô d e t e r l o g a r na cu rva u m a reversão 
c o m o n a f i g . 3 . 

5 9 . C o m o o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o H M Q ( f ig . 2 . ) d á I I Q s = I i f x , 
s e r á a o r d e n a d a do p o n t o I I da t a n g e n t e , q u e t e m x + h p o r a b s c i s s a , 

P ' H = f x + hf'x. 

S u b s t i t u i n d o e s t e valor na e x p r e s s ã o ( 1 ) , q u e dá a o r d e n a d a do p o n t o M 
da cu rva , vem 

P ' M ' = j / + f t=P 'H+ i f c 7 " « + í * 7 " ' « + e t c . ; 

e c o m o l i p ô d e t o r n a r - s e t ã o p e q u e n o c o m o se q u i z e r , o s igna l da q u a n -
t i d a d e , q u e no ú l t i m o m e m b r o t e m de a j u n c t a r - s e a P ' H , v e m a d e p e n -
d e r d o s igna l d e \ I f f "x, o u a n t e s d o s igna l d e f x , por s e r Ii2 e s s e n -
c i a l m e n t e pos i t ivo . 

P o r c o n s e g u i n t e , nos pon tos viz inhos de M , s e r á a o r d e n a d a P 1 M ' 
d a c u r v a m a i o r o u m e n o r q u e a o r d e n a d a P 1 H d a t a n g e n t e , c o n f o r m e 
f"x for pos i t iva ou n e g a t i v a ; e i s to t a n t o p a r a a d i r e i t a c o m o p a r a a 
e s q u e r d a do pon to M , po r isso q u e o s igna l de h nada i n d u e . 

L o g o : a curva , nos pontos vizinhos de um logar determinado por um 
valor dado a x , terá voltada para cima a sua concavidade ou a sua con-
vexidade, isto é, terá as ordenadas dos mesmos pontos , para uma e outra 
parte, maiores ou menores que as ordenadas correspondentes da tangente, 
naquelle logar, conforme f "x tiver o signal + ou —. 

T u d o q u a n t o a c a b a d e d i z e r - s e c o n v é m i g u a l m e n t e a o caso e m q u e 
o a r c o f i ca s i t u a d o p a r a a p a r t e d e b a i x o do e i x o d o s » , o q u e se d e m o n s t r a 
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por um r a c i o c í n i o i d ê n t i c o . E de m a i s , s e m u d a r m o s y em yt— i , a e q u a ç ã o 
x = f x t o r n a r - s e - h a e m y í = f x J

r i , a q u a l s ó t e r á d i f f e r e n ç a d a p r i -
m e i r a n o ú l t i m o t e r m o q u e , e m vez d e u , s e r á t t + í , c o n s e r v a n d o 
p o r isso o s m e s m o s va lo res p a r a a s d e r i v a d a s f ' x , f"x, o r a , 
c o m o e s t a t r a n s f o r m a ç ã o e q u i v a l a f a ze r d e s c e r o e i x o d o s x p a r a l l e l a -
m e n t e a s i m e s m o a u m a d i s t anc i a a r b i t r á r i a i , p o d e m o s s e m p r e s u p p o r , 
q u e po r e s t e m o d o t o d a s a s o n d u l a ç õ e s d a cu rva p a s s a r a m p a r a c i m a d o novo 
e i x o d o s x ; e e n t ã o a p p l i c a - s e a t o d a s o t h e o r e m a e n u n c i a d o . 

Q u e r e n d o c o m p a r a r o a r c o d a c u r v a c o m e i x o d o s a ; , 6 fác i l d e v e r , 
q u e o t h e o r e m a p r e c e d e n t e s e r e d u z a o s e g u i n t e : 

O arco volta a sua concavidade para o eixo quando fx e f " x são de 
signacs contrários, e a sua convexidade quando os signaes são os mesmos. 

GO. O ponto I ( f i g . o . ) em q u e um a r c o c o n v e x o se u n e c o m um 
a r c o concavo c h a m a - s e ponto de inflexão. A absc i s sa x d ' e s t e p o n t o d e -
v e n d o f icar na p a s s a g e m de f"x do posi t iva p a r a n e g a t i v a , d e v e s e r r a i z 
de f''x = 0 . C o m e f f e i t o , no p o n t o I do i n f l e x ã o , a t a n g e n t e " f ica e n t r e 
o s dous a r c o s q u e e l la co r t a e t o c a n ' e s t e p o n t o I ; s u p p o n d o pois / " 1 1 X = O , 
o u j nu l lo o 3 . ° t e r m o d e ( 1 ) , v e m 

'J jT k = f x + hf'x + ^h'f'"x + ± / ( V l v X + . . . . 

= P ' H + i / i Y ' " x + ± V f i y X + . . . , ; 

e c o m o h se p ô d e t o r n a r t a m p e q u e n o c o m o se q u i z e r , o s i g n a l da q u a n -
t i d a d e q u e t e m de a j u n c t a r - s e a P 1 I I , é o do seu 1 . ° t e r m o j h 3 f ' n x , o 
q u a l m u d a c o m o de h . P o r t a n t o , s e g u n d o se t o m a r o p o n t o vizinho de M p a r a 
a d i r e i t a ou pa ra a e s q u e r d a , a s s im a o r d e n a d a da t a n g e n t e s e r á m a i o r 
ou m e n o r q u e a da c u r v a , f icando po r e s t e m o d o o a r c o s i t u a d o p a r a a 
p a r t e d e c i m a d a t a n g e n t e d o l ado d o pon to M d e c o n t a c t o , e p a r a b a i x o 
d o o u t r o l a d o : c a r a c t e r p r o p r i o d a i n f l e x ã o , q u e n ã o t e r i a I o g a r , s e n ã o 
fosso / " ' ' x = 0. 

L o g o pa ra o b t e r a s absc i s sas dos pon tos d e i n f l e x ã o , b a s t a r á r e s o l -
ver a e q u a ç ã o f''x = O, c u j a s r a i zes d e t e r m i n a r a e s t e s pon tos q u e são os 
d e s e p a r a ç ã o d a s i n f l exões . O s va lo res d e f x c o r r e s p o n d e n t e s a e s t a s r a i z e s , 
d e t e r m i n a r ã o a s i n c l i n a ç õ e s d a s t a n g e n t e s n ' e s t e s pon tos . 

6 1 . E m c a d a o n d u l a ç ã o d a cu rva h a u m p o n t o O , O ' , . . • • f i g . ( í ) 
era q u e a t a n g e n t e f i ca p a r a l l e l a ao e i x o dos x , e em q u e a o r d e n a d a é 
maxima ou minima, i s t o é , m a i o r ou m e n o r do q u e as q u e l h e f icam 
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v iz inhas de a m b o s os l ados . As r a i z e s d a s e q u a ç õ e s f lX = Oslo as a b s c i s s a s 
d ' e s t e s pon tos . 

P a r a d i s t i n g u i r o máximo do minimo a d v e r t i r e m o s , q u e d e v e n d o 
a o r d e n a d a m a x i m a , pos i t iva ou n e g a t i v a , p e r t e n c e r a um a r c o c o n c a v o 
p a r a o e i x o dos x , ne s se ca so s e r ã o di íTerentes o s s i g n a e s d e f x e f''x; 
e s e r ã o , p e l o c o n t r a r i o , e s t e s s i g n a e s o s m e s m o s no caso do m i n i m o , em 
q u e a o r d e n a d a c o r r e s p o n d e a um a r c o c o n v e x o . 

E c o m e f f e i t o , s e n d o f x = 0 , f i c a a s e r i e ( 1 ) p r i v a d a d o seu 2 . ° 
t e r m o , e a o r d e n a d a P M ' ( f ig . 2 ) da c u r v a s e r e d u z a 

P M ' = f x + i h2f»x + e t c . = á o r d e n a d a PM + I f f " x + e t c ( 3 ) 

P o r é m se l i é m u i t o p e q u e n o , e s t a s e r i e t o m a o s igna l de f''x , q u e r h se ja 
pos i t ivo q u e r n e g a t i v o : a s s i m q u a n d o f x e f"x t e m o m e s m o s igna l , as 
o r d e n a d a s , á d i r e i t a e á e s q u e r d a de P M , são m a i o r e s q u e es t a o r d e n a d a , 
e s u c c e d e o c o n t r a r i o q u a n d o os s i g n a e s sào d i f f e r e n t e s . 

L o g o : tanto no caso do máximo positivo, como do negativo, são 
fx e f " x de signaes contrários; no caso do minimo, os signaes são os 
mesmos. 

A p p l i q u e m o s es ta t h e o r i a á e q u a ç ã o 

y = f x = x>-lix> + tJ.x*— 6x + f ; 

da q u a l se d e d u z 

f x = Ix3-IOx2+ 1 9 a : — C , f ' x = I2x2— 3 2 a ; + 1 9 . 

F a z e n d o fx = 0 , r e s u l t a x = ±, x = ^ , x = 2; e a p p l i c a n d o e s t a s r a i ze s 
s ó b r e o e i x o A x ( f i g . 4 ) d e A p a r a P , P ' , e P ' ' , o b t e r e m o s a s c o o r d e -
n a d a s , c o r r e s p o n d e n t e s aos m á x i m o s e m i n i m o s , 

P O = - H - , P ' 0 ' = + 1 | , P " 0 " = + T • 

C o m o a : = O dá AB = £ , a c u r v a passa em B O O 1 O ' ' R e s o l v e n d o 
a e q u a ç ã o f"x = 0 , o b t e m - s e pa ra a b s c i s s a s d o s pon tos I e l ' de i n f l e x ã o , 
A Q = 0 , 8 9 , A Q 1 = 1 , 7 7 . E c o m o o s va lo re s d e x m e n o r e s q u e 0 , 8 9 
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d ã o f x posi t iva , s e r á f''x n e g a t i v a p a r a todos o s pon to s d a c u r v a d e s d e 
I a t é I ' ; pos i t iva p a r a todos o s o u t r o s . H a v e r á pois u m m á x i m o n e g a t i v o 
e m O , e u m pos i t ivo e m O ' , por isso q u e , p a r a esses p o n t o s , f x e f"x 
t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s ; e u m m i n i m o pos i t ivo e m O ' ' , p a r a o q u a l e s t a s 
e x p r e s s õ e s t e m c s m e s m o s s ignac9 . 

A9 d u a s r a i ze s r e a e s , da e q u a ç ã o f x = O , AD = I e A C , d e t e r -
m i n a m os do is pon tos C e D de s e c ç ã o c o m o e i x o ; as o u t r a s d u a s s ão 
i m a g i n a r i a s . 

6 2 . A s ra i zes d a e q u a ç ã o f x = O s ão a s absc i s sas dos pon tos d a 
c u r v a em q u e a t a n g e n t e é h o r i z o n t a l , e a c a b á m o s de ver q u e esses p o n -
tos t e m a sua o r d e n a d a m a x i m a ou m i n i m a c o n f o r m e os s i g n a e s de f x e 
f"x. M a s s e , a l é m d i s t o , a l g u m a d ' e s t a s r a i zes t o r n a r / - ' ^ = O , não h a v e r á 
e n t ã o m á x i m o n e m m i n i m o , p o r é m u m a in f l exão h o r i z o n t a l c o m o n a f i g . 
5 . C o m e f f e i t o , s e n d o nesse caso a p a r t e d o d e s e n v o l v i m e n t o , q u e t e m d e 
a j u n c t a r - s e á o r d e n a d a P M , {li3f"x +.. . . , e m u d a n d o o l .° t e r m o de 
s i g n a l e o m o d eh, o a r c o é c o n c a v o de um l ado do p o n t o M de c o n t a c t o , e 
convexo do o u t r o . E p o r q u e e s t e va lor de x dá ao m e s m o I e m p o Z i l X = O , 
fi'x — 0 , a i . " d ' e s t a s e q u a ç õ e s t e m d u a s r a i z e s e g u a e s ; e a s s i m c o r -
r e s p o n d e e s t e c a so á c i r c u n s t a n c i a de s e f u n d i r e m d u a s o n d u l a ç õ e s s u c c e s -
sivas n ' u m a s ó , e m c o n s e q u ê n c i a d o d e s v a n e c i m e n t o d o a r c o q u e l iga u m 
m á x i m o a o s e g u i n t e , e pela co inc idênc i a d e u m c o m o u t r o , b e m c o m o 
d a s suas t a n g e n t e s . 

T a m b é m p o d e r i a a c o n t e c e r q u e f"'x fosse n u l l a ; e n t ã o a p a r t e a d d i -
t iva a P M n a e x p r e s s ã o ( 3 ) se r i a - ^ h * f x i y + . . . . , a q u a l , c o n s e r v a n d o 
o m e s m o s igna l d e a m b o s o s lados d o c o n t a c t o , d a r i a u m m á x i m o o u m i -
n i m o , c o n f o r m e o s igna l — ou + de fiyx. N ' e s t e caso t r e s o n d u l a ç õ e s da 
cu rva s e f u n d i r i a m n ' u m a só . 

E m g e r a l p a r a t e r u m m á x i m o o u u m m i n i m o , c o r r e s p o n d e n -
tes á t a n g e n t e h o r i z o n t a l , é n e c e s s á r i o , q u e a l . a d e r i v a d a , q u e se 
n ã o t o r n a nu l l a c o m a ra iz de /"1X = O 1 se ja de o r d e m p a r ; e pe lo s i -
gna l d ' e s t a d e r i v a d a se d i s t i n g u e o m á x i m o do m i n i m o . E p a r a q u e a r a i z 
de f x — O i n d i q u e u m a in f l exão , é n e c e s s á r i o q u e a l . a d e r i v a d a de f"x , 
q u e s e não t o r n a nul la c o m a m e s m a r a i z , s e j a d e o r d e m i m p a r . 

D a n a t u r e z a d a curva- p a r a b ó l i c a s e g u e - s e : q u e u m a c o n v e x i d a d e 
d e v e s u c c e d e r a u m a c o n c a v i d a d e , e r e c i p r o c a m e n t e ; um m á x i m o p o -
s i t ivo a um m á x i m o n e g a t i v o , q u a n d o o a r c o c o r t a o e i x o dos x , ou a 
u m m i n i m o p o s i t i v o , q u a n d o o n ã o c o r t a ; u m m i n i m o n e g a t i v o , o u u m 
m á x i m o p o s i t i v o , a u m m á x i m o n e g a t i v o . I s to p o r é m não t e m l o g a r , 
q u a n d o a c u r v a t i ve r u m a t a n g e n t e h o r i z o n t a l a o p o n t o m e s m o d e i n f l e -
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x ã o ( f ig . 6 ) , o q u e a c o n t e c e q u a n d o f o r e m c o n j u n c t a m e n t e fx-=. 0 e 
f"x = 0 , por q u e e n t ã o e s t e ponto singular p a r t e c i p a ao m e s m o t e m p o 
d a p r o p r i e d a d e d e m á x i m o e d e m i n i m o . E s e a l é m d i s t o for t a m b é m 
f llIx = 0 , c o n c l u i r - s e - h a q u e o pon to e q u i v a l a t r e s f u n d i d o s n ' u m í ó . E 
a s s i m p o r d i a n t e . 

Se a t a n g e n t e é o b l i q u a ao e i x o dos x , f x não é nulla ; e 
s e e n t ã o for f ' x = 0 h a v e r á , c o m o j á v i m o s , u m a i n f l e x ã o : p o r é m 
e s t a i n f l e x ã o d e s a p p a r e c e q u a n d o a m e s m a r a i z d ' e s t a e q u a ç ã o t o r n a 
f ' H x = O, o q u e ind ica q u e d u a s o n d u l e ç õ e s se f u n d i r a m n ' u m a só. E se 
/ ' l v X c = O 1 t o r n a a a p p a r e c e r a i n f l e x ã o , e t c . j \ ' u m a p a l a v r a t o d a s a s 
c i r c u m s t a n c i a s e n u n c i a d a s n o caso d a t a n g e n t e h o r i z o n t a l , p o d e m a inda 
r e a l i s a r - s e ; q u a n d o é ob l iqua , pe lo d e s v a n e c i m e n t o de a l g u m a s o n d u l a ç õ e s . 

6 3 . D o q u e t e m o s e x p o s t o s e g u e - s e , q u e s e d u a s absc i s sas A P , 
A P ' ( f ig . 1 ) d e r e m p a r a f x d o u s r e s u l t a d o s . d e s i g n a e s c o n t r á r i o s P M , P ' M ' , 
c o m o os pon tos M e M' e s tuo um pa ra c i m a , e o u t r o pa ra b a i x o do e i x o 
x x , e o a r c o d e v e c a m i n h a r d ' u m d ' e s l e s p o n t o s p a r a o o u t r o por u m 
t r a ç o c o n t i n u o , é fo rçoso q u e a c u r v a c o r t e o e i x o em um p o n t o k i n t e r -
m é d i o . E p ô d e t a m b é m a c o n t e c e r , q u e n ' e s t e i n t e r v a l l o P P ' ' t enha a cu rva 
o n d u l a ç õ e s , e f o r m e 3 , 5 , 7 i n t e r s e c ç õ e s c o m e i x o , c o m o s e \ ê 
no a r c o p o n t o a d o das fig. 8 c 9 , no qua l a cu rva passa de m para M , 
c o r t a n d o o e i x o u m n u m e r o i m p a r d e vezes . 

Q u a n d o d u a s absc i s sas A P , A P r ' ( f ig . 1 . ) duo para f x r e s u l t a d o s d o 
m e s m o s i g n a l PM , P 1 1 M' ' , i n d i c a m q u e os d o u s pon tos M e M" da cu rva 
es tuo s i t u a d o s da m e s m a p a r t e do e i x o x'x, e q u e , po r c o n s e g u i n t e , o 
a r c o q u e u n e e s t e s d o u s pon tos não c o r t a o e i x o ; e x c e p t o se o a r c o for 
o n d u l a d o , p o r q u e e n t ã o p ô d e c o r t a l - o t a m b é m e m 2 , 4 , 6 , . . . . p o n -
tos , c o m o no a r c o p o n t o a d o de m p a r a M ( f ig . 6 e 7 ) . 

N ã o s e d e v e c o n s i d e r a r c o m o e x c e p ç ã o d o n u m e r o p a r o u i m p a r d e 
i n t e r s e c ç õ e s d a c u r v a com e i x o x x , o caso e m q u e el la s ó tocasse e s t e 

e i x o ( f ig . 1 0 . ) ; po r q u e e n t ã o o valor a , = a da absc i s sa do pon to h ue 
c o n t a c t o , t o r n a r i a c o n j u n c t a m e n t e f x = 0 e f i x = 0 , e por c o n s e g u i n t e 
fx = O t e r i a u m a ra iz a d u p l a , e o f ac to r (j? — a ) 2 ; de s ó r t e q u e v i r i a m 
a s e r dous pontos de s ecção do a r coMA - M' q u e s e a c h a r i a m r e u n i d o s n ' u m 
só , d e v e n d o e s t e pon to de c o n t a c t o k c o n t a r - s e po r d u a s i n t e r s e c ç õ e s . E se 
x = a t o r n a s s e a l é m disso ['1X = O , o p o n t o ún ico de s e c ç ã o e de c o n -
t a c t o c o r r e s p o n d e r i a a u m a ra iz t r i p l a âefx = 0, a u m a in f l exão de MAM' , 
e s e c o n t a r i a po r t r e s em c o n s e q u ê n c i a do f ac to r ( x — a ) 3 . Em g e r a l , s e 
fx t ivesse o f a c t o r (j — a)m, o p o n t o c o r r e s p o n d e n t e á xz\ix = a d e v e r i a 
c o n t a r - s e por m pon to s de s ecção , por q u e todas as d e r i v a d a s a t é f mmmtX 
s e r i a m n u l l a s , e a c u r v a t e r i a r e a l m e n t e m i n t e r s e c ç õ e s r e u n i d a s n ' u m a só . 
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L o g o : Se dous valores substituídos por x em fx derem resultados 
de signaes contrários, a equação fx = 0 terá , entre estes valares, raizes 
em numero impar, e pelo menos sempre uma raiz intermedia: se os resultados 
tiverem o mesmo signal , positivo ou negativo, os valores substituídos não 
comprehenderão nenhuma raiz, ou comprehenderão um numero d'ellas par. 

6 4 . P o s t o i s t o , e x a m i n e m o s o s d o u s casos d o g r á o p a r e i m p a r . 
I. Quando a equação fx for do gráo par n, se t o m a r m o s po r x o 

l i m i t e AP ( f ig . 6 e 7) d a s r a i zes p o s i t i v a s , s e n d o e n t à o o l .° t e r m o kx", 
d o p o l y n o m i o f x , pos i t ivo e m a i o r q u e a s o m m a dos l e r m o s n e g a t i v o s , 
f x , o u a o r d e n a d a P M , s e r á pos i t i va . A s d e r i v a d a s f x e f x t a m b é m s e r ã o 
e v i d e n t e m e n t e p o s i t i v a s ; e por c o n s e g u i n t e a t a n g e n t e aos pon tos da c u r v a 
d e s d e M ntó ao inf in i to f a r á um a n g u l o a g u d o M T P c o m o e i x o Ax , e 
s e r á concava p a r a c i m a , d e s v i a n d o - s e c a d a vez m a i s d ' e s t e e i x o . S e t o -
r n a r m o s p o r é m por a ; o l i m i t e Ap d a s ra izes n e g a t i v a s , t a m b é m n ' e s t e c a s o 
f x e f x s e ruo p o s i t i v a s , po r q u e os e x p o e n t e s n e n — 2 do l . ° t e r m o 
d ' e s t e s p o l y n o m i o s são p a r e s ; logo a cu rva t a m b é m s e r á concava a t é a o 
i n f i n i t o , d e s v i a n d o - s e c o n t i n u a m e n t e p a r a a p a r t e de c i m a do e i x o Ax. 
P o r é m f'x s e r á n e g a t i v a , por q u e n—1 é i m p a r ; e a t a n g e n t e , aos 
pon tos da c u r v a d e s d e m a t é ao i n f i n i t o , f a r á po r isso um a n g u l o o b t u s o 
M i P c o m Ax. 

O r a , sc o ultimo termo de fx for negativo, — u, f a z e n d o ;c = 0, 
y t o r n a r - s e - b a e ra — u , q u a n t i d a d e q u e se c o n s t r u i r á a p p l i c a n d o o c o m -
p r i m e n t o A B = — t i ( f ig . 6 . ) p a r a a p a r t e d e b a i x o d a o r i g e m A . A s s i m 
a c u r v a p a s s a r á pelos t r e s p o n t o s m , B e M, e c o r t a r á o e i x o ao m e -
nos u m a vez cm h' á e s q u e r d a , e u m a vez em k á d i r e i t a ; ou p o d e r á , 
c o r t a r t a m b é m o e i x o e m 3 , 5 , 7 p o n t o s d e c a d a l a d o , c o m o 
s e r e p r e s e n t a n a l inha p o n t o a d a . 

L o g o : toda a equação de gráo par , cujo ultimo termo for negativo, 
terá um numero impar de raizes positivas e outro numero impar d'ellas 
negativas, sendo pelo menos uma raiz positiva e outra negativa. 

Se p o r é m o ultimo termo de fx for positivo ,+u, f azendo x=0, 
y t o r n a r - s e - h a e m + w , q u a n t i d a d e q u e s e c o n s t r u i r á a p p l i c a n d o A B = > i « 
( f i g . 7 . ) p a r a a p a r l e d e c i m a d a o r i g e m A . A c u r v a p a s s a r á pelos t r e s 
pontos m , B e M , s i t u a d o s p a r a a p a r t e d e c i m a d o e i x o x ' x , p o d e n d o t e r 
I o g a r o u o n d u l a ç õ e s q u e n ã o c h e g u e m a e n c o n t r a r e i x o , o u i n t e r s e c ç õ e s , 
a s q u a e s s e r ã o s e m p r e em n u m e r o p a r , t a n t o p e r a a d i r e i t a c o m o p a r a a 
e s q u e r d a , c o m o se vê na l inha p o n t o a d a . 

L o g o : toda a equação de gráo par, cujo ultimo termo for positi-
vo , ou não terá raiz alguma real, ou as terá em numero par, tanto 
positivas, como negativas. 
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l í . Quando fx for do gráo impar n , a inda t e m l o g a r o q u e se 
d isse a r e s p e i t o da f ó r m a da cu rva do l ado dos x p o s i t i v o s ; d e s d e o pon to 
M ( f ig . 8 e 9) e l l a c o n t i n u a r á a s e r c o n c a v a , d e s v i a n d o - s e s e m p r e do 
e i x o Ax a t é ao in f in i to , e f a z e n d o as t a n g e n t e s â n g u l o s a g u d o s c o m o 
m e s m o e i x o . M a s se t o m a r m o s po r x o l i m i t e Ap d a s r a i zes n e g a t i v a s , 
c o m o o e x p o e n t e n do 1 . 0 I e r m o de f x , e o e x p o e n t e n — 2 do 1 ." t e r m o de 
f ' ' x , s ão i m p a r e s , e s t e s p r i m e i r o s t e r m o s s e r ã o n e g a t i v o s , r e s u l t a n d o po r 
isso u m a o r d e n a d a n e g a t i v a pm, e um a r c o c o n v e x o p a r a a p a r t e de c i m a . 
A l é m d i s to no p o n t o m s i t u a d o p a r a b a i x o , a t a n g e n t e f a rá um a n g u l o 
a g u d o c o m os x, po r q u e o e x p o e n t e n — 1 do i . ° t e r m o de f'x é p a r . 

Se o ú l t i m o t e r m o de fx for n e g a t i v o , — u , X = O dá y = — u, 
q u e se c o n s t r u e a p p l i c a n d o AB = — « ( f ig . 8) p a r a a p a r t e d e b a i x o da 
o r i g e m A ; a c u r v a c a m i n h a r á pois d e m p a r a B , d e p o i s p a r a M . D o n d e 
se vê q u e p ô d e n ã o c o r t a r o e i x o x'x no e s p a ç o Ax', e q u e ao m e n o s 
o c o r t a r á u m a vez e n t r e A e P . A s i n t e r s e c ç õ e s q u e r e s u l t a r e m d a s o n d u -
lações s e r ã o em n u m e r o pa r de x ' p a r a A , e i m p a r de A p a r a P. 

L o g o : toda a equação de gráo impar , cujo último termo for nega-
tivo lerá sempre um numero impar de raizes positivas (uma pelo menos) ; 
e ou não terá raizes negativas , ou as terá em numero par. 

Se p o r é m o ú l t i m o t e r m o de f x for posi t ivo , - f u , d e v e r á t o m a r - s e 
AB = IÍ ( f ig . 9) p a r a c i m a da o r i g e m ; a c u r v a c a m i n h a r á pois de m p a r a 
B e p a r a M; c o r t a r á o e i x o e n t r e Aep em ura n u m e r o i m p a r de p o n t o s ; 
p o d e r á n ã o e n c o n t r a r e s t e e i x o d e s d e A a t é P , e s e o e n c o n t r a r , s e r á em 
u m n u m e r o p a r d e p o n t o s . 

L o g o : toda a equação de gráo impar cujo ultimo termo for positivo, 
terá um numero impar de raizes negativas (uma pelo menos); e ou não 
terá raizes positivas , ou as lerá cm numero par. 

O caso de se r a c u r v a t a n g e n t e ao e i x o dos x n ã o faz e x c e p ç ã o , po r 
q u e j á se viu q u e e n t ã o a e q u a ç ã o fx = O t e m ra izes e g u a e s , e q u e se 
d e v e m c o n t a r e s t a s r a i z e s c o m o c o r r e s p o n d e n t e s a u m e g u a l n u m e r o d e 
pon tos c o m m u n s á cu rva e ao e i x o . 

Se d i v i d i r m o s po r x a e q u a ç ã o 

, n i i— l i—2 . 

kx -f- . . . . qx — rx — sx — . . . . — i» = O , 

o b t e r e m o s 
, n—i r s u 
kx + . . . . +2 = - + - + . . . . 



ALGEBHA SUPERIOR. 1 0 5 

O r a , s e n d o n e g a t i v o o ú l t i m o t e r m o d a p r o p o s t a , e s t a t e r á u m a ra iz pos i t iva 
X = Oi1 q u e t o r n a r á e g u a e s o s d o u s m e m b r o s da ú l t i m a e q u a ç ã o . Se d e r m o s 
a a ; u m va lo r m a i o r o u m e n o r q u e a , a e g u a l d a d e dos d o u s m e m b r o s 
t o r n a r - s e - h a i m p o s s í v e l , po r q u e u m d ' e l l e s a u g m e n t a r á , d i m i n u i n d o o o u t r o . 

L o g o : Quando uma equação, depois de ordenada , constar de ter-
mos positivos , seguidos d'outros termos todos negativos , não lerá mais do 
que uma raiz positiva, e as outras raizes serão negativas ou imaginarias. 

6 5 . V i m o s no n . ° p r e c e d e n t e , q u e s e n d o p a r o g r á o de u m a e q u a ç ã o , 
d e v e e l la t e r a s suas r a i z e s r e a e s e m n u m e r o p a r , o u n ã o t e r n e n h u m a ; 
e q u e s e n d o o g r á o i m p a r , a s r a i zes r e a e s d e v e m s e r e m n u m e r o i m p a r . 
P o r c o n s e g u i n t e , as raizes imaginarias de uma equação são sempre em 
numero par; e uma equação que não tem raiz real, é necessariamente 
do gráo par, e tem o último termo positivo. 

Se todas as r a i z e s da e q u a ç ã o f'x = O f o r e m r e a e s , a c u r v a t e r á 
» — 1 t a n g e n t e s h o r i z o n t a e s e n — 1 o n d u l a ç õ e s . Se cada um d ' e s t e s a r -
cos c o r t a r o e i x o dos x , a s n r a i z e s da e q u a ç ã o fx-=. O t a m b é m s e r ã o 
r e a e s ; e c o m o e n t ã o n ã o ha s e n ã o m á x i m o s a l t e r n a d a m e n t e pos i t ivos e 
n e g a t i v o s , t o d a s a s r a i ze s Aefx=O d a r ã o s i g n a e s d i f f e r e n t e s a f x e f x , 
e o p r o d u c t o d ' e s t a s f u n e ç õ e s se rá n e g a t i v o . 

P o r é m a s r a i ze s r e a e s d e f x — O s e r ã o s u b s t i t u í d a s por o u t r a s i m a -
g i n a r i a s aos p a r e s , q u a n d o n ã o h o u v e r e s t a s o n d u l a ç õ e s d u p l a s , i . é , 
q u a n d o os m á x i m o s f o r e m s u b s t i t u i d o s por m i n i m o s , e a o n d u l a ç ã o não c h e g a r 
a t o c a r o e i x o . 

E q u a n d o a e q u a ç ã o f'x = 0 t i ve r r a i ze s i m a g i n a r i a s , q u e s e m p r e 
s e r ã o em n u m e r o p a r , a cu rva c u j a e q u a ç ã o é y — fx p e r d e r á o u t r a s 
t a n t a s o n d u l a ç õ e s , e f x = Q o u t r o s t a n t o s p a r e s de r a i z e s r e a e s . 

L o g o , em g e r a l : a equação fx — O lerá lanlas raizes imaginarias 
quantas Px = O, ou um numero ainda maior, isto é, tantas quantas 
tiver Px = O , e além d'estas quantas forem as raizes reaes d'esta ultima 
equação, que tornem fx e f " x do mesmo signal; p o r q u e h a v e n d o m i -
n i m o n ' e s t e s c a s o s , f a l t a r ã o aos p a r e s a s i n t e r s e c ç õ e s d a cu rva c o m o e i x o 
d o s x. 

Se a e q u a ç ã o /!r = 0 t i v e r t o d a s as suas r a i z e s r e a e s , as e q u a ç õ e s 
f x = 0 , f x = 0 , t a m b é m a s t e r ã o d a m e s m a e s p e c i e ; a r e c i p r o c a 
d ' e s t a p r o p o s i ç ã o n ã o é v e r d a d e i r a . 

6 6 . D a a n a l y s e d e u m a e q u a ç ã o f x = 0 , f a c i l m e n t e , s e p o d e m 
d e d u z i r as f o r m a s q u e t o m a r á a c u r v a c u j a e q u a ç ã o é y = f x : 

I . 0 S e a e q u a ç ã o do 3 . ° g r á o é d a f o r m a y — kx3 4-px2-\- qx + r , 
o s r a m o s d a c u r v a q u e el la r e p r e s e n t a , e x t e n d e m - s e i n d e f i n i d a m e n t e , e 
t o m a m a d i s p o s i ç ã o i n d i c a d a nas f ig . 8 e 9. 

1 4 
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Se as ra izes da e q u a ç ã o f x = 0 , q u e n ' e s t e caso é do 2 . 9 g r á o , 
são r e a e s , a cu rva t e m d u a s t a n g e n t e s ho r i zon taes e duas o n d u l a ç õ e s . Se 
o e i x o xx' ( f ig . 1 1 ) c o r t a r e s t a s d u a s o n d u l a ç õ e s , a e q u a ç ã o fx = 0 
t e r á a s suas t r e s ra izes r e a e s ; p o r é m s e e s t e e i x o , c o m o A A ' o u B B ' por 
e x . ° , as n ã o c o r t a r , a e q u a ç ã o só t e r á r e a l u m a r a i z , a qua l s e r á p o s i -
t i v a ou n e g a t i v a c o n f o r m e o ú l t i m o t e r m o r t iver o s igna l — o u + . E n -
t r e e s t e s dous casos c o m p r e h e n d e - s e o de s e r o e i x o xx' t a n g e n t e a u m a 
d a s o n d u l a ç õ e s , e e n t ã o fx = 0 , f'x = 0 t e r ã o u m a ra iz c o m m u m a , 
e (x — a ) 2 s e r á f ac to r de fx. Se for fx = (x— a ) 3 as d u a s ondu lações se 
f u n d i r ã o e m u m a s ó , a curva t e r á a f ó r m a M l M 1 d a f i g . 1 0 , e será 
t a n g e n t e ao e i x o no ponto de in f l exão k . 

Se p o r é m a e q u a ç ã o f x = 0 t iver a m b a s a s ra izes i m a g i n a r i a s , a 
c u r v a não t e r á ondu lações e t o m a r á a f ó r m a da f ig . 1 2 . A e q u a ç ã o p r o -
posta só t e r á r e a l u m a raiz , de s ignal c o n t r a r i o ao do ú l t i m o t e r m o r . 

2 . ° Se a e q u a ç ã o for do 4 . ° g r á o y = Icxi+ a d e r i v a -
da f x = 0 s e r á do 3 . ° ; e se as suas t r e s ra izes f o r e m r e a e s , a curva 
t e r á t r e s ondu lações (fig. 1 3 . ) . O e ixo dos x pôde c o r t a l - a s t o d a s , e e n -
t ã o a e q u a ç ã o fx = 0 t e r á r e a e s todas as suas 4 r a i z e s ; ou c o r t a r 
só u m a , c o m o A O ' , e t e r á só duas r e a e s ; ou f ina lmente não c o r t a r n e -
n h u m a , c o m o B B ' , e n ã o t e r á n e n h u m a r e a l . A curva t e r á dous pontos 
de i n f l exão dados pe las ra izes r eaes da e q u a ç ã o f''x = 0 . 

Se a e q u a ç ã o fx = 0 t ive r só r e a l u m a r a i z , e a equação f"x=0 
as não t i ve r d ' e s t a e s p e c i e , a curva não t e r á i n f l e x ã o , c s ó m e n t e t e r á 
u m a ondu lação (f ig. G ) , a qual ou c o r t a r á o e ixo só cm dous p o n t o s , ou não 
o e n c o n t r a r á , e ass im t e rá d u a s r a i zes r e a e s , ou q u a t r o i m a g i n á r i a s . 

3 . ° Se a e q u a ç ã o for do 5 . ° g r á o , a curva t o m a r á a f ó r m a da 
f ig . 1 4 , s e fx = 0 t i ve r a s 4 ra izes r e a e s ; a da f i g . 1 1 , s e t ive r 
s ó m e n t e d u a s ; ou f ina lmente a da f ig . 1 2 , se t odas as 4 ra izes f o r e m 
i m a g i n a r i a s . 

F i n a l m e n t e , p ro segu indo n ' e s t a ana lyse a r e s p e i t o das equações de 
g r ã o s ma i s e levados , c o n v e n c e r - n o s - h e m o s , s em nos s e r v i r m o s d o t h e o r e m a 
do n.° 28 , q n e toda a e q u a ç ã o t e m pelo m e n o s u m a raiz rea l , e x c e p t o 
o caso de se r de g r á o par e t e r o ú l t i m o t e r m o posi t ivo. M a i s a d i a n t e 
p r o v a r e m o s , q u e , a inda m e s m o n ' e s t e caso , e x i s t e um symbolo algébrico , 
uma funcção dos coefficientes, q u e subs t i t u ído por x deve r e d u z i r fx a 
z e r o ; e po r e s t e m o d o f i ca r emos ce r to s de q u e toda a e q u a ç ã o t e m u m a 
ra iz rea l ou i m a g i n a r i a , e por c o n s e g u i n t e , pelo n.° 2 8 , q u e sendo do 
g r á o n t e r á p r e c i s a m e n t e n ra izes . 

6 7 . S e j a m a , b , . . . . — a ' , — 6 ' , . . . . a s r a i zes r e a e s d e u m a 
e q u a ç ã o fx = T (x — a)(x — b) . . . . (x + a') (x + b') = 0 , na 
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q u a l s u p p o m o s , q u e T = O n ã o I e m r a i z e s r e a e s , e q u e po r c o n s e g u i n t e 
o p o l y n o m i o T é de g r á o p a r , e t e m o seu ú l t i m o t e r m o pos i t ivo . C o m o 
o ú l t i m o t e r m o d e f x = 0 é o p r o d u c t o d o d e T p o r — a , — b , . . . . 
+ a ' , + 6 ' , . . . . , o seu s igna l d e p e n d e d e se r p a r o u i m p a r o n u m e r o dos 
f a c t o r e s n e g a t i v o s . L o g o o ú l t i m o t e r m o d e u m a e q u a ç ã o é pos i t ivo o u n e -
g a t i v o , c o n f o r m e f ò r p a r o u i m p a r o n u m e r o d a s r a i z e s p o s i t i v a s , s e j a 
q u a l q u e r q u e f o r , po r o u t r a p a r t e , o n u m e r o d a s n e g a t i v a s e d a s i m a g i -
n a r i a s . 

6 8 . S u p p o n h a m o s , q u e t e n d o r e so lv ido a e q u a ç ã o f'x = O , c h e -
g á m o s a d i s t i n g u i r o s m á x i m o s d o s m i n i m o s na c u r v a r e p r e s e n t a d a por 
y — f x , por m e i o d a c o m p a r a ç ã o dos s i g n a e s d e f x e f"x, r e l a t i v o s aos 
va lo r e s de x q u e são r a i ze s de f'x = O ; e q u e e s t a s r a i z e s c o r r e s p o n d e m 
a M m á x i m o s e m m i n i m o s . 

P o s t o i s t o , i m a g i n e m o s q u e u m p o n t o m o v e i p a r t i n d o d o inf in i to 
n e g a t i v o , d e s c r e v e a c u r v a c a m i n h a n d o p a r a o in f in i to pos i t ivo . D u r a n t e 
um i m m e n s o in t e rva l lo d ' e s t e t r a n s i t o , o move i não e n c o n t r a r á o e i x o , 
p o r q u e s ó nas p r o x i m i d a d e s d a o r i g e m , é q u e p r i n c i p i a r ã o a s o n d u l a -
ç õ e s . P a s s a d o um m á x i m o , o p o n t o c a m i n h a r á p a r a o e i x o , e c h e g a r á a c o r -
t a l - o , e x c e p t o s e , c u r v a n d o - s e , o l inha d e r Iogar a u m m i n i m o , p o r q u e 
e n t ã o c a d a m i n i m o d e s t r u i r á u m a i n t e r s e c ç ã o i n d i c a d a pelo m á x i m o v iz i -
n h o . D i s t o se c o n c l u e q u e . a e x p r e s s ã o M — m + 1 r e p r e s e n t a o n u m e r o 
d a s i n t e r s e c ç õ e s , is to é , o d a s r a i ze s r e a e s da e q u a ç ã o f x = 0 ; e a c c r e s -
c e n t â m o s o t e r m o + 1 , p o r q u e n o m o v i m e n t o d o m o v e i n ã o m e t t e m o s e m 
con ta a i n t e r s e c ç ã o q u e p r e c e d e ao 1 . ° m á x i m o , ou a q u e s u c c e d e ao 
ú l t i m o . S e for M = m , i s to ó , s e h o u v e r t an to s m á x i m o s c o m o m i n i -
m o s , a e q u a ç ã o t e r á s ó u m a ra i z r e a l , e s e r á po r c o n s e g u i n t e d e g r á o 
i m p a r . S e não h o u v e r m i n i m o , p ô d e a c o n t e c e r q u e n ã o h a j a s e n ã o u m 
m á x i m o ; e a e q u a ç ã o t e r á e n t ã o s ó d u a s r a i ze s r e a e s , s e r á d o g r á o p a r , 
e o m á x i m o s e r á n e g a t i v o . F i n a l m e n t e se não h o u v e r m á x i m o , não p o d e r á 
h a v e r m a i s d o q u e u m m i n i m o , n e m ra i z a l g u m a r e a l ; a e q u a ç ã o é d o 
g r á o p a r , e o m i n i m o é pos i t ivo . 

Raizes incommensuraveis. 

6 9 . Methodo de Newton. D e p o i s de h a v e r m o s d e s e m b a r a ç a d o a 
p r o p o s t a f x = O d a s suas r a i z e s t a n t o e g u a e s , c o m o c o m m e n s u r a v e i s , 
v e j a m o s c o m o s e p o d e m a c h a r a s r a i z e s i r r a c i o n a e s . S u p p o n h a m o s q u e s e 
c h e g o u a o b t e r u m va lor a p p r o x i m a d o y d ' u m a d ' e s t a s r a i z e s , c o m p r e -
h e n d i d a e n t r e 09 va lo res a e O; f a z e n d o x = y em f x , pe lo s igna l do r e -
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s u l t a d o (n . ° 6 3 . ) s e r e c o n h e c e r á se a r a i z e s t á c o m p r e h e n d i d a e n t r e « 
e y , ou e n t r e y e 6 . D ê m o s q u e e s t á e n t r e a e y ; t o m a n d o x = p , n u -
m e r o c o m p r e h e n d i d o e n t r e o s d o u s ú l t i m o s , t a m b é m v i r e m o s a s a b e r pe lo 
s i g n a l do r e s u l t a d o , se a r a i z e s t á e n t r e a e (J , ou e n t r e [3 e y. P o r e s t e 
es t i lo v a m o s e s t r e i t a n d o c a d a vez m a i s o s l i m i t e s , e a p p r o x i m a n d o - n o s 
i n d e f i n i d a m e n t e d o valor d a r a i z . 

E s t e p roces so l abor ioso t o r n a - s e i m p r a t i c á v e l , q u a n d o s e e x i g e m g r a n -
d e s a p p r o x i m a ç õ e s ; e s ó m e n t e se e m p r e g a para se obter um numero a , 
que diffira do valor de x menos de j j . 

D e s i g n a n d o o e r r o po r y, s e r á X= a + y , e s u b s t i t u i n d o em fx=0, 
virá (n .° 3 1 ) 

2 

f{ a + y)=f* + yfa + JLf»« + . . . . + V = 0. 

M a s c o m o y se s u p p ò e , e a n ã o e n t r a c o m o d e n o m i n a d o r em 
n e n h u m a d ' e s t a s f u n c ç õ e s , q u e são os va lo res de f x e d a s suas d e r i v a d a s 
q u a n d o se p õ e x = ol: a r e g r a de N e w t o n cons i s te em c o n s i d e r a r y 2 , y3,.. 
c o m o q u a n t i d a d e s m u i t o p e q u e n a s , q u e s e p o d e m d e s p r e z a r ; o q u e r e d u z 
a t r a n s f o r m a d a aos t e r m o s fa. + yfa., e dá 

— fa. _ koT + 77a"- ' + íol + u 
V ~ f a ~ ~ IikaT-1 + P ( H - I ) a " " 1 + . . .t' 

C h a m a n d o s a e s t a f r a c ç ã o , ou a n t e s ao seu va lor a p p r o x i m a d o , y = s 
dá # = a + s pa ra 2 . a a p p r o x i m a ç ã o . F a z e n d o a + s = a ( , e d e s i g n a n d o 
p o r jI1 a nova c o r r e c ç ã o , es ta s e r á d a d a por u m a e x p r e s s ã o idên t i ca á de 
y , só c o m a di fTerença de se d e v e r s u b s t i t u i r a ; em vez de a , o q u e dá 
x = a + s + E a s s i m s u c c e s s i v a m e n t e . 

P o r e x . , se na e q u a ç ã o 

x3 — 2íc — 5 = O , 

f i z e r m o s x = 2 e x = 3 , pe lo s r e s u l t a d o s — 1 e+ 16 v i r e m o s no c o -
n h e c i m e n t o d a e x i s t e n c i a d e u m a ra i z e n t r e 2 e 3 , q u e m a i s s e a p p r o x i m a 
de 2 do q u e de 3 . Se f i z e r m o s d e p o i s x = 2 , 1 v i r á o r e s u l t a d o 0 , 0 6 1 , 
o q u a l m o s t r a q u e 2 , 1 é m a i o r q u e x e m a i s v iz inho da r a i z q u e o n u -
m e r o 2. P o n d o a = 2 , 1 , a c o r r e c ç ã o é 
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« — 2 a — 5 0 , 0 6 1 A A A ( t , 
3 a - - 2 ~ l T f f i i ~ "*" 

C o n t e n t a n d o - n o s po i s c o m a 1 . " a p p r o x i m a ç ã o a t é á s d e c i m a s - m i l l i o n e s i m a s , 
s e r á x = 2 , 0 9 4 6 . T o m a n d o p o r a e s t e ú l t i m o v a l o r d e x , v i r á 

0 , 0 0 0 5 4 1 5 5 0 5 3 6 
— 1 1 , 1 6 2 0 4 7 4 8 ~ 0 , 0 0 0 0 4 8 5 1 . 

J á d ' a q u i s e v ê q u e a 4 . " d e c i m a l d o v a l o r d e x n a 1 . " a p p r o x i m a ç ã o 
e s t á e r r a d a , e q u e é x = 2 . 0 9 4 5 5 1 4 9 . P o r e s t e p r o c e s s o c o n s e g u i r e m o s 
c o r r i g i r s u c c e s s i v a m e n t e a s ú l t i m a s d e c i m a e s , e o b t e r m a i o r e s a p p r o x i m a -
ções . 

C o n s e r v a n d o o t e r m o y 2 no d e s e n v o l v i m e n t o , v i r á 

— fe 

e x p r e s s ã o d e q u e s e f a r á u s o , s u b s t i t u i n d o , p e l o y q u e e n t r a n o d e n o m i -
n a d o r d o 2 . ° m e m b r o , a 1 . " c o r r e c ç ã o s ; e a s s i m s e o b t e r á u m v a l o r m a i s 
a p p r o x i m a d o . No e x e m p l o de c i m a s u b s t i t u i n d o p o r y o v a l o r í = — 0 , 0 0 5 4 
e m j J / / " " a , a c h a - s e — 0 , 0 3 4 ; e p o r d e n o m i n a d o r d a f r a c ç ã o 1 1 , 1 9 6 : 
d ' o n d e s e c o n c l u e y = 0 , 0 0 5 4 4 8 3 , q u a n t i d a d e q u e s ó t e m e r r a d a a 
ú l t i m a d e c i m a l . 

T o m e m o s p a r a 2 . ° e x e m p l o a e q u a ç ã o 

x3—x2+ 2x = 3 , 

q u e t e m u m a r a i z c o m p r e h e n d i d a e n t r e o s n ú m e r o s 1 , 2 e 1 , 3 , o s q u a e s 
s u b s t i t u í d o s d ã o o s r e s u l t a d o s — 0 , 3 1 2 e + 0 , 1 0 7 . T o m a n d o a = l , 3 , 

0 , 1 0 7 
v e m y = — 0 , 0 2 , e x = 1 , 2 8 . E p o r q u e é 

4,4/ 
±yf"oc = ( 3 a — l ) t / = 2 , 9 y = — 0 , 0 5 8 , o d e n o m i n a d o r t o r n a - s e em 
4 , 4 7 — 0 , 0 5 8 = 4 , 4 1 2 ; l o g o y = — 0 , 0 2 4 2 e x = - - 1 , 2 7 3 8 . T o m a - s e 
d e p o i s a = 1 , 2 7 6 , e c o n t i n u a - s e c o m a a p p r o x i m a ç ã o . 

7 0 . C u m p r e a d v e r t i r , q u e , e m c e r t o s c a s o s , n ã o p ô d e t e r l o g a r 
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o m e t h o d o de N e w t o n , p o r q u e n o s l e v a r i a a r e s u l t a d o s m e n o s e x a c t o s . 
C o m e f f e i t o c o n s t r u i n d o , c o m o n o n .° 5 8 , a c u r v a pa rabó l i ca ( f ig . 1 . ) 

c u j a e q u a ç ã o é y=>fx, as r a i z e s da C q u a c a o f x = O s e r ã o r e p r e s e n t a d a s 
p e l a s a b s c i s s a s dos pon to k , f c ' , de i n t e r s e c ç ã o d ' e s t a c u r v a c o m 
o e i x o Ax. S e j a x = AP = a. um va lor a p p r o x i m a d o da ra iz Ak = a 
( f i g . 1 5 e 1 6 ) : s e r á a o r d e n a d a P M = / a , e a t a n g e n t e d o a n g u l o T , 
q u e faz c o m A x a t a n g e n t e a o p o n t o M , s e r á = / " ' a (n . ° 5 8 ) R e s o l v e n d o 
o t r i a n g u l o T P M , e d e s i g n a n d o p o r s à subtangente T P , v e m 

TP t a n g T = PM = f a , s ; e finalmente AT = a — . 
í « / a 

E e s t e o novo va lo r a p p r o x i m a d o de AK = r t , s e g u i n d o o m e t h o d o de 
N e w t o n , o q u a l c o m o a c a b a d e v e r - s e , s e r e d u z a s u b s t i t u i r pe lo a r c o 
Mfc a sua t a n g e n t e MT , na i n d a g a ç ã o do p o n t o de s e c ç ã o fc com o e i x o . 
O b t i d a es ta 2 . a a p p r o x i m a ç ã o A T , b u s c a - s e po r m e i o d ' e l l a o u t r a t a n g e n t e 
M T ' , da q u a l se d e d u z um novo valor A T ' m a i s a p p r o x i m a d o . E a s s im por 
d i a n t e . 

P o r é m se os pon tos T , T o b t i d o s d ' e s t a m a n e i r a não se 
a p p r o x i m a r e m c o n t i n u a d a m e n t e d o pon to f c , o m e t h o d o n ã o d e v e ser e m p r e -
g a d o . A s s i m , se t o m á s s e m o s por valor a p r o x i m a d o a. a absc i ssa Ap ( f ig . 
1 5 . ) c o r r e s p o n d e n t e ao p o n t o «» viz inho do m á x i m o , é c l a ro q u e a t a n -
g e n t e m t t i r a d a por e s se p o n t o , l onge de conduz i r a um valor m a i s a p p r o -
x i m a d o d e A f c , pode r i a d a r u m a s u b t a n g e n t e quas i i n f i n i t a . S e t o m á s s e -
m o s por a. a absc i ssa Ap' c o r r e s p o n d e n t e ao pon to m', t a m b é m v iz inho do 
pon to O , m a s para o o u t r o l a d o , a s u b t a n g e n t e s e r i a d i r i g i d a cm s e n t i d o 
c o n t r á r i o . D ' a q u i se vo pois q u e a f ó r m a e pos ição do a r c o mM , r e l a t i v a -
m e n t e ao e i x o , p o d e m faze r com q u e f a l h e o m e t h o d o , o qua l po r i s so , 
e pa ra se r a b o n a d o nos seus r e s u l t a d o s , d e v e s e r s u j e i t o á s s e g u i n t e s c o n -
d i ções . 

1." E necessário que entre os limites a e p não esteja comprehen-
dida mais do que uma raiz. P o r q u e , se h o u v e s s e m m u i t a s r a i z e s e n t r e 
a e Q a cu rva , c o r t a n d o o e i x o em m u i t o s pontos i n t e r m e d i o s e n t r e e s t e s 
l i m i t e s , f a r i a o n d u l a ç õ e s , e n ã o t e r i a m o s m e i o de s a b e r , s e o pon to da 
c u r v a c o r r e s p o n d e n t e á absc i s sa a q u e s u b s t i t u i m o s por x , s e r i a o u n ã o 
p r o p r i o p a r a c o n d u z i r a um valor m a i s a p p r o x i m a d o de a . É i s to o q u e se 
a c h a r e p r e s e n t a d o na fig. 1 , na q u a l os l i m i t e s Apt Ap' n ã o nos d ã o a 
c o n h e c e r se é ou n ã o possivel a p p r o x i m a r de Afc e Afc1. 

2 . " Devem rejeitar-se os valores de x entre a. e {3, que tornam 
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nullas a s derivadas f x e fvx. P o r q u e e n t ã o h a v e r i a n ' e s t e i n t e r v a l l o um 
m á x i m o o u u m m i n i m o , o u a l g u m a in f l exão ( n . o s 6 0 e 6 1 . ) e m c u j a s 
c i r c u m s t a n c i a s o m e t h o d o de N e w t o n é e v i d e n t e m e n t e d e f e i t u o s o . 

A d i a n t e e n s i n a r e m o s o p r o c e s s o p a r a a c h a r os l i m i t e s a e (3, e o 
m e i o d e r e c o n h e c e r s e n ' e l l e s s e d á es t a s e g u n d a c o n d i ç ã o . 

3 . * Achados os dous limites a e $, para progredir na approxima-
ção só se deve lançar mão d'aquelle que tornar fx e f " x do mesmo si-
gnal. A s f i g . I S , 1 6 , 1 7 e 1 8 r e p r e s e n t a m a s d i f f e r e n t e s pos ições q u e 
p ô d e t o m a r o a r c o , c o n f o r m e v o l t a r p a r a c i m a a sua c o n v e x i d a d e ou a sua 
concav i d a d e . A ra iz 6 A/c = a ; AP e Ap são os l i m i t e s a e j3 e n t r e os q u a e s só 
el la e s t a c o m p r e h e n d i d a ; a s u b t a n g e n t e PT é a c o r r e c ç ã o Í, q u e dá o 
m e t h o d o , r e l a t i v a a o l i m i t e A P = a . E e v i d e n t e p o r é m , q u e , p a r a s e 
a p p l i c a r o m e t h o d o com s e g u r a n ç a , é n e c e s s á r i o , q u e o pé T da t a n g e n t e se 
a c h e e n t r e o d a o r d e n a d a P e o pon to k d a s e c ç ã o c o m o e i x o : logo a 
cu rva d e v e s e r convexa d ' e s d e k a t é M , ou ( n . ° 5 9 . ) p o r o u t r a , d e v e o 
s igna l da o r d e n a d a fx ser o m e s m o q u e o de f"x , p a r a a absc i s sa A P = X = a ; 
e é e s t e o l i m i t e q u e d e v e m o s p r e f e r i r n a s a p p r o x i m a ç õ e s s u b s e q u e n t e s . 

D a i n s p e c ç ã o d a s f i g . 1 5 e 1 8 s e v ê , q u e d e p o i s d e p r e f e r i d o , 
pela c o n s i d e r a ç ã o dos s i g n a e s e n t r e os d o u s l i m i t e s , o l i m i t e a > a , t o d a s a s 
a p p r o x i m a ç õ e s success ivas s e r ã o s c m p r e > a : d e s c e n d o c o n t i n u a d a m e n t e p a r a 
es ta raiz a . Se pe lo c o n t r a r i o t i v e s s e m o s p r e f e r i d o o l i m i t e a <a ( f i g . 16 c 1 7 ) , 
s u b i r - s e - h i a pa ra o va lo r de a por u m a s e r i e de a p p r o x i m a ç õ e s t o d a s <a. 

7 1 . P o s t o i s t o , e i s e m s u m m a o c a m i n h o q u e d e v e m o s s e g u i r : 1 . 
buscar dois limites a c entre os quaes não haja mais do que uma 
raiz: 2." estreitar esles limites, até nos certificarmos, que não compre-
hendem nenhuma das raizes das equações f 'x = O , f " x = 0: 3 . ° tomar 
por fim , para primeira approximação, aquelles dos dous limites a ou S, 
que substituído por x cm cm fx e f " x , der resultados com o mesmo signal. 

S e g u i n d o d e p o i s o p roces so i n d i c a d o , c h e g a r e m o s a o b t e r o valor 
s , ou a c o r r e c ç ã o q u e d e v e j u n c t a r - s e , c o m o seu s i g n a l , a a p a r a se 
o b t e r a 2." a p p r o x i m a ç ã o a + s . E s t a , t o m a d a p a r a novo valor d e « , s e r -
v i rá p a r a a c h a r m o s a 3 . * ; e a s s im po r d i a n t e . 

É e v i d e n t e q u e p o d e m o s p r e s c i n d i r de t o m a r o valor de s , tal qua l 
o dá o c á l c u l o , e q u e p o d e m o s s u b s t i t u i r - l h e o u t r o m e n o s c o m p l i c a d o , 
com tanto que corresponda a um ponto T comprehendido entre P e k. 
T e n d o - o pois r e d u z i d o a d i z i m a , b a s t a c o n s e r v a r as l e t r a s q u e se j u l g a -
r e m n e c e s s a r i a s p a r a a r a i z , a f i m d e n ã o c o m p l i c a r i n u t i l m e n t e o s c á l c u -
culos s e g u i n t e s . P a r a i s to t o r n a - s e i n d i s p e n s á v e l o conhecimento dos grãos 
de approximação de cada correcção. 

O r a , s e pe lo p o n t o m , c o r r e s p o n d e n t e a o 2 ° l i m i t e A p — t , s e t i -
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r a r u m à p a r a l l e l a m q à t a n g e n t e M T , o l i m i t e A q f i c a r á n a p a r t e c o n -
cava da c u r v a , e o p o n t o k e s t a r á v i s i v e l m e n t e e n t r e os pés T e q. M a s 

pm fÇ 
o t r i a n g u l o mpq d á p q = = — — , c o m o s i g n a l — , por q u e / " 6 é 

t a n g q f a 4 

fS 
n e g a t i v a ; logo A q = S - - ' . T e m o s a s s i m d o u s I i m i t e s c o n h e c i d o s , e n t r e 

/ « 
os q u a e s c a h e a r a i z p e d i d a , a s a b e r 

• / a , , „ 
ct = s . , g ' = g — £ 1 . I i 

N o valor d e « ' d e v e m o s c o n s e r v a r s ó m e n t e a s l e t r a s d e dizi n a c o m r a u n s 
c o m as de g1 , e o b t e r e m o s a s s i m as l e t r a s e x a c t a s da 2.® a p p r o x i m a ç ã o . É 
p r ec i so t a m b é m t e r c u i d a d o e m a f f e c t a r a s d i f f e r e n t e s q u a n t i d a d e s q u e 
e n t r a m n ' e s t a s e x p r e s s õ e s c o m o s s i g n a e s c o m p e t e n t e s . A a p p r o x i m a ç ã o , 
l e n t a a o p r i n c i p i o , t o r n a - s e m u i t o c o n v e r g e n t e p a r a a , logo q u e s e c h e -
g a m a o b t e r 3 ou 4 l e t r a s de d i z i m a p a r a a r a i z . F o u r i e r d e m o n s t r o u a 
lei d ' e s t a a p p r o x i m a ç ã o na sua Analyso das equações determinadas. 

S i r v a - n o s o u t r a vez de e x e m p l o a e q u a ç ã o x3 — 2x — 5 = O , q u e 
d á f x = 3x2—2, e f x = Qx. J á v i m o s , q u e a r a i z e s t á e n t r e o s l i -
m i t e s 2 e 2 , 1 . As r a i ze s da e q u a ç ã o f'x = O n ã o e s t ã o c o m p r e h e n d i d a s 
e n t r e e s t e s l i m i t e s . F i n a l m e n t e a; = a = 2 , l t o r n a do m e s m o s igna l , e 
p o s i t i v a s , a s e x p r e s s õ e s f x e f x . D e v e m o s pois p r e f e r i r o l i m i t o a . T e -
m o s t a m b é m 

f a = + 0 , 0 6 1 , f a = + 1 1 , 2 3 , e s = — 0 , 0 0 5 4 3 ; 

logo a 1 = 2 , 0 9 4 5 7 . T o m a n d o g = 2 , 0 9 p o r s e r 2 , 0 9 < a , c o m o s e r e -
fe 

c o n h e c e v e n d o , q u e e s t e va lo r d á / ' g = — 0 , 0 5 0 6 7 1 : v i rá 7 7 - = — 0 , 0 0 4 5 1 , 
fa. 

g ' = 2 , 0 9 4 5 1 . C o n c l u i r e m o s pois q u e a s q u a t r o p r i m e i r a s d e c i m a e s e s t ão 
e x a c t a s , e q u e é x = 2 , 0 9 4 5 . 

C o m e s t e novo va lor de a a c h a r e m o s 

f a = Z + 0 , 0 0 0 5 4 1 5 5 , f a = + 1 1 , 1 6 2 0 4 7 4 8 , e s = — 0 , 0 0 0 0 Í8617 ; 

logo « ' = 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 3 . E t o m a n d o g = 2 , 0 9 4 5 por s e r 2 , 0 9 4 5 < a , 
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c o m o s e r e c o n h e c e , vendo q u e e s t e va lo r d á 

1 1 3 

/ ¾ = - 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 : v i r á ± 2 . = — 0 , 0 0 0 5 1 4 8 , £ ' = 2 , 0 9 * 5 5 1 1 8 . 

P o r e s t e m o d o t e m o 9 o b t i d o j á o i t o l e t r a s d e d i z i m a e x a c t a s , 
A m e d i d a q u e o n u m e r o vae t e n d o m a i s l e t r a s , t a m b é m o cá l cu lo 

s e t o r n a m a i s l o n g o ; p ô d e p o r é m a b b r e v i a r - s e d a m a n e i r a s e g u i n t e . O 
f x 

valor a p p r o x i m a d o d e x d a - n o s f x , f x , e s = —. P a r a l eva r o c á l -
/ x 

culo m a i s l o n g e , d e v e po r x s u b ^ t i t u i r - s e a-, = a ; - f - s e m f x , f x , f x , 
d o n d e r e s u l t a o s e g u i n t e d e s e n v o l v i m e n t o q u e , e m r a z ã o d a p e q u e n e z d o 
n u m e r o s , s e r e d u z i u aos p r i m e i r o s t e r m o s : 

fx' = f x + sf'x + -1 s * f x , f'xi = fx + sf"x. 

T e m o s po is um m e i o fáci l de c o n c l u i r o c á l c u l o , c o m o p a s s á m o s a m o s t r a r 
s e r v i n d o - n c s d o e x e m p l o d e c i m a . P o n d o a = 2 , l a c h á m o s / a = 0 , 0 6 1 , 
f x = 1 1 , 2 3 , f'*= 1 2 , 6 , e s = 0 , 0 0 5 4 ; p a r a l e v a r a p p r o x i m a ç ã o m a i s 
a d i a n t e b a s t a r á fazer a = a — 0 , 0 0 5 4 , o q u e d á 

fx, = 0 , 0 6 1 — 0 , 0 0 5 4 x 1 1 , 2 3 + ( 0 , 0 0 5 i ) * x 6 , 3 = 0 , 0 0 0 5 4 1 7 , 

/ " a , = 1 1 , 2 3 — 0 , 0 0 5 4 x 1 2 , 6 = 1 1 , 1 6 1 9 6 , 

— ^ i - = — 0 , 0 0 0 0 4 8 5 3 . 
1 \ 

7 2 . Melhodo de Lagrange. A v e r d a d e i r a d i f i c u l d a d e , e aqu i l lo 
q u e , p r i m e i r o q u e t u d o , i m p o r t a c o n h e c e r p a r a a c h a r a s r a i ze s d e u m a 
e q u a ç ã o , é o logar das raizes, i s to é , u m a s e r i e de n ú m e r o s t aes , q u e 
e n t r e d o u s d ' e l l e s t o m a d o s c o n s e c u t i v a m e n t e n ã o possa e x i s t i r mai9 d o q u e 
u m a d ' e s t a s r a i z e s . 

Q u a n d o po r x se s u b s t i t u e u m a s e r i e de n ú m e r o s p , q , r , i , t , . . . 
e s e a c h a m ( a u t o s r e s u l t a d o s success ivos de s i g n a e s c o n t r á r i o s , q u a n t a s 

1 5 
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são as n u n i d a d e s do g r ã o da r a i z , t o d a s as r a i z e s são r e a e s , e o Ioga r 
d e c a d a u m a d ' e l l a s Gca d e t e r m i n a d o . P o r é m , fóra d ' e s t e c a s o , não s e 
p ô d e s a b e r ao c e r t o o n u m e r o d a s r a i ze s r e a e s e os seus l i m i t e s , s e n d o possível 
q u e , e n t r e o s n ú m e r o s q u e s u b s t i t u i d o s po r x d e r a m r e s u l t a d o s d e s i -
g n a e s c o n t r á r i o s , s e c o m p r e h e n d a m 3 , 5 , 7 , ra izes , e q u e e n t r e o s q u e 
d e r a m r e s u l t a d o s dos m e s m o s s i g n a e s , s e c o m p r e h e n d a m 2 , 4 , 6 , 
( n . ° 6 3 ) É n e c e s s á r i o pois e s c o l h e r u m a s e r i e d e s u b s t i t u i ç õ e s t a m p r ó x i m a s , 
q u e e n t r e d u a s success ivas n ã o possa h a v e r m a i s d o q u e u m a ra iz i n t e r m é -
d ia , pa r a ficarmos na c e r t e z a de q u e existe uma só raiz entre os números 
consecutivos, que substituídos dão resultados de signaes contrários; e que, 
pelo contrário, n ã o existe nenhuma entre os números consecutivos que 
dão resultados do mesmo signal. 

S e j a m a e b d u a s r a i ze s c o m p r e h e n d i d a s e n t r e os l i m i t e s a e > . , e 
s u p p o n h a m o s , q u e e s t e s q u a t r o n ú m e r o s , e s c r i p t o s pela o r d e m d e g r a n -
deza c r e s c e n t e , são a , a , b , > : t e r e m o s e v i d e n t e m e n t e X — a> b — a , 
e s e r á e s t a a c o n d i ç ã o neces sá r i a p a r a q u e a e b e s t e j a m c o m p r e h e n d i d o s 
e n t r e a e 1 . P o r t an to , se a d i í l e r ença e n t r e os d o u s l i m i t e s não for m a i o r 
q u e a di íTerença e n t r e as r a i z e s , só u m a d ' e l l a s , q u a n d o m u i t o , p o d e r á 
f i ca r e n t r e os m e s m o s l i m i t e s . C o n d e se s e g u e , q u e se for $ menor 
que a menor differença entre as raizes, e se partindo do limite inferior 
Y9 substiuirmos por x os números 1', I' + + até ao 
limite superior 1, obteremos tantos resultados de signaes contrários, quan-
tas são as raizes reaes. C a d a m u d a n ç a de s igna l nos r e s u l t a d o s m o s t r a , 
q u e e x i s t e u m a só r a i z e n t r e os n ú m e r o s s u b s t i t u i d o s ; e a p e r m a n e n c i a 
d e s igna l m o s t r a , q u e não e x i s t e n e n h u m a . 

P a r a o b t e r & f o r m a r e m o s u m a e q u a ç ã o , da qua l s e j a m r a i z e s a s d i f f e -
r e n ç a s e n t r e a s r a i ze s da p r o p o s t a t o m a d a s d u a s a d u a s . P a r a i s s o , de-
signando por y a di/ferença de uma raiz x a outra qualquer da proposta , 
e m u d a n d o x em x + y , t e r e m o s 

f x + y f x + l t / f " x + = 0 , 

e q u a ç ã o q u e , por s e r / ! r = 0 , se p a r t e , d i v i d i n d o a s e g u n d a po r y , 
nas d u a s 

f x = 0 , f x + ± y f x + i yT'x + ky-> = 0. 

E l i m i n a n d o x e n t r e e s t a s d u a s e q u a ç õ e s a d u a s i n c ó g n i t a s x e y ( n . ° 
52 ) , v i rá u m a e q u a ç ã o F j / = O a q u a l s e c h a m a equação ás differenças, 
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por q u e u ' e l l a y r e p r e s e n t a a d i f f e r e n ç a e n t r e u m a ra iz q u a l q u e r i o as 
o u t r a s da p r o p o s t a . O g r á o d ' e s t a e q u a ç ã o é n ( n — 1 ) , po r q u e é e s t e 
o n u m e r o de a r r a n j o s 2 a 2 d a s n r a i z e s de x. 

S e n d o a , b , c , as r a i z e s da p r o p o s t a , as d i f f e r e n ç a s e n t r e 
e l l a s , a — b, b— a, b — c, c— b, são e g u a e s d u a s a d u a s 
e d e s i g n a e s c o n t r á r i o s ; d e s o r t e q u e d e s i g n a n d o u m a d ' e l las por x , t e -
r e m o s y = ± x , e q u a l q u e r d ' e s t e s d o u s v a l o r e s d e y t o r n a r á F y = O . 
D i s t o se s e g u e , q u e Fy deve conter sómente potencias pares de y; e q u e 
p o r c o n s e q u ê n c i a s e p o d e d e c o m p o r e m f a c t o r e s d a f ó r m a 

( y W ) ( y 2 - ê 2 ) , ( y 2 - X 2 ) . 

S u p p o n d o pois y2 = z , t e r e m o s a s s i m a e q u a ç ã o do quadrado da* 
differenças, ç s = 0 , n a q u a l a i n c ó g n i t a s é o q u a d r a d o d e t o d a s a s d i f f e -
r e n ç a s e n t r e a s r a i z e s de x . 

7 3 . C o m o j á s a b e m o s (n . ° 3 8 . ) a c h a r u m n u m e r o i m e n o r q u e 
q u a l q u e r d a s r a i z e s pos i t ivas z de çs = 0 , i s to é , i<z = y* ou Vi<y: 
p o d e m o s t o m a r pa ra d i f f e r e n ç a § , e n t r e o s n ú m e r o s q u e t e m o s d e s u b t i -
t u i r por x , Vi ou q u a l q u e r n u m e r o pos i t ivo m e n o r . E po r q u e as f u n -
c ç õ e s F y , 92 t e m os m e s m o s c o e f f i c i e n t e s , i é t a m b é m o l i m i t e i n f e r i o r 
d e y , e s e r á i < y ; d e m a n e i r a q u e p o d e m o s t o m a r S = A t t e n d e n d o 
p o r é m a q u e é n e c e s s á r i o f aze r t a n t a s m a i s s u b s t i t u i ç õ e s d e s d e / ' a t é l , 
q u a n t o S for m a i s p e q u e n o , d e v e m o s , p a r a b r e v i d a d e d o c á l c u l o , t o m a r 
é o m a i o r poss ive l . A s s i m q u a n d o for t">i , t o m a r - s e - b a 8 = i , c , se 
q u i z e r m o s , p o d e r e m o s s u b s t i t u i r o s n ú m e r o s n a t u r a e s O , 1 , 2 , 3 , . . . . 
P o r é m q u a n d o fo r t < l , d e v e t o m a r - s e <$ = V i . 

A s s u b s t i t u i ç õ e s dos n ú m e r o s f r a c c i o n a d o s e i r r a c i o n a e s p o d e m e v i t a r - s e 
d e m a n e i r a s e g u i n t e : 

1 . ° S a b e m o s (Ârilh. n . ° 6 3 ) a c h a r u m n u m e r o q u e d i f f i ra d e V i m e -
n o s q u e u m a d a d a f r a c ç ã o , i , p o r e s . 0 . T o m a r e m o s pois 

u m a f r a c ç ã o ~ q u e d i f f i r a de Vi, p a r a m e n o s , do — , e f a r - s e - h a S = 
/1 h h 

P a r a h d e v e e s c o l h e r - s e um n u m e r o q u e não t o r n e < í m u i t o d i f f e r e n t e de 
V i , e q u e n ã o se j a m u i t o g r a n d e , a f i m d e n ã o c o m p l i c a r o s cá l cu los . 

2 . ° E m l o g a r d e s u b s t i t u i r m o s 0 , - 7 - , , e m vez d e x , 
h Ii 

p o d e m o s t o r n a r t a n t o a s r a i z e s , c o m o as suas d i f f e r e n ç a s , h vezes m a i o r e s 

( n . ° 3 0 , 1 . ° ) p o n d o x = e m vez d e í t e r e m o s d e s u b s t i t u i r n a t r a n s f o r -
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m a d a 0 , g , 2 g , 3g, . . o u a n t e s o s n ú m e r o s 0 , 1 , 2 , 3 , . . . . 
P o r e s t e m o d o sabemos transformar as equações em outras, nas quaes 
não ha mais do que uma raiz, comprehcndida entre dous inteiros suc-
ccssivos. 

N o t e - s e , q u e i se d e d u z de Fy, e q u e é e s c u s a d o f o r m a r <pz. De 
m a i s , c o m o f a z e n d o d e s a p p a r e c e r o 2 . ° t e r m o d e / x = 0 ( n . ° 3 3 . ) , t o d a s 
a s r a i z e s f i c a m a u g m e n t a d a s d a m e s m a q u a n t i d a d e , e c o n s e r v a m e n t r e s i 
a s m e s m a s d i f f e r e n ç a s , s e r á m e l h o r d e d u z i r F y d ' e s t a t r a n s f o r m a d a . 

7 4 . E x . ° l . ° Na e q u a ç S o x'—2x = 5 , a p e n a s c o n h e c e m o s 
u m a d a s r a i z e s ( p a g . 1 1 2 ) . P a r a v e r s e a s o u t r a s d u a s sáo r e a e s , m u d e -
m o s x em x + y , e v i r á 3x2 — 2 + 3xy + y2 = 0. E l i m i n a n d o x e n t r e 
a s d u a s e q u a ç õ e s , v e m y ' — 1 2 y 4 + 3 6 y 2 + 6 4 3 = 0 . 

P a r a a c h a r o l i m i t e i n f e r i o r d e y , f a ç a - s e y 2 = — , e v i r á 

6 i 3 u 3 + 3 6 u 2 — 1 2 u + 1 = 0 , d ' o n d e v < 1 + e p o r c o n s e g u i n t e 
v < l , e y > l = í . F a z e n d o x = — 4 , = — 3 , = — 2 , = — 1 , = 0 , 
= 1 , = 2 , = 3 , = 4 e n t r e o s l i m i t e s d e x , v e m o s r e s u l t a d o s — 6 1 , 
— 2 6 , — 9 , — 4 , — 5 , — 6 , — 1 , + 1 6 , + 5 1 , o s q u a e s m o s t r a m 
q u e a s o u t r a s d u a s r a i z e s s3o i m a g i n a r i a s , e q u e h a s ó r e a l , a q u e j á t í -
n h a m o s a c h a d o , e q u e e s t á c o m p r e h e n d i d a e n t r e 2 e 3 . 

E x . ° 2 . ° A e q u a ç ã o x 4 — 1 2 a ; 2 + 4 l x — 2 9 = 0 d á 

3 x 2 — 2 4 x + 41 + ( 3 x — 1 2 ) y + y 2 = 0 ; 

das q u a e s e l i m i n a n d o x , v e m y 4 — 4 2 y * + 4 4 1 j/a = 4 9 . F a z e u d o d e p o i s 

t/2 = — , a c h a - s e y v 

4 9 „ J — 4 4 1 u 2 + 4 2 u — 1 = 0 , 

d ' o n d e t>< 1 0 , = P o n d o x = r e s u l t a 

<* — 4 8 ( 2 + 6 5 6 t = 1 8 5 6 , 
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e q u a ç ã o , q u e e n t r e d o u s i n t e i ro s success ivos n ã o t e m m a i s d o q u e u m n 
r a i z . F a z e n d o í = 0 , 1 , 2 , v e r - s e - h a q u e í e s t á e n t r e 3 e 4 , 
e n t r e 21 e 2 2 , e n t r e 22 e 23 ; logo x e s t á e n t r e i e 1 , e ^ , ^ e 
~ , e x i s t i n d o a s s im d u a s r a i zes e n t r e 5 e 6 , q u e não s e t e r i a m r e c o n h e -
c i d o s e m e s t e c á l c u l o . 

Ex.® 3 . ° F i n a l m e n t e n a e q u a ç ã o x 3 — X i — 2 x + 1 , c o m o x = 0 , 
= 1 , = 2 , . . . . d á o s r e s u l t a d o s + 1 , — 1 , + 1 , e pela m u d a n ç a d e x e m 
— x, os n ú m e r o s 1 e 2 d ã o r e s u l t a d o s de s i g n a e s c o n t r á r i o s , fica c o n h e -
c ido o Iogar d a s t r e s r a i z e s , e s c u s a n d o - s e a e q u a ç ã o ás d i f f e r e n ç a s . T o -
davia es ta e q u a ç ã o é y ' — 1 4 j / * + 4 9 i / 2 — 4 9 = 0 , e d ' e l l u s s e d e d u z i r i a 
y> 1 e $ = 1 , pelo p rocesso s e g u i d o . 

Es t a l h e b r i a , a l i á s c o m p l e t a , c l a r a e s e m e x c e p ç ã o , t e m o i n c o n -
ven i en t e de e x i g i r cá lcu los e x c e s s i v a m e n t e longos , t o r n a n d o - s e p o r isso 
a s o p e r a ç õ e s quas i i m p r a t i c á v e i s . L a g r a n g e d e u o u t r o m e t h o d o m a i s fácil , 
q u e a d i a n t e e x p e n d e r e m o s , po r m e i o d o q u a l s e leva a a p p r o x i m a ç ã o m a i s 
l o n g e . 

7 5 . Regra de Descartes. N ' u m a e q u a ç ã o f x = O , d e p o i s de o r d e -
n a d a , c h a m a r e m o s permanencia a succes são de d o u s s i g n a e s s i m i l h a n t e s , 
e variação a de d o u s s i g n a e s d i f f e r e n t e s . N ' e s t a i n t e l l i g e n c i a , a r e g r a do 
D e s c a r t e s , po r m e i o d a qua l s e p ô d e c o n h e c e r o m a i o r n u m e r o d a s r a i z e s 
positivas, e o m a i o r n u m e r o d a s r a i zes negativas, q u e a e q u a ç ã o p ó J e 
c o n t e r , e n u n c i a - s e d a s e g u i n t e m a n e i r a : 

Toda a equação completa tem QUANDO MUITO tantas raizes positi-
vas, quantas são as variações, e tantas negativas , quantas as permanências. 

C o m e f fe i to , toda a e q u a ç ã o f x = O p ô d e c o n s i d e r a r - s e c o m o r e s u l -
t a n d o d o p r o d u c t o d a m u l t i p l i c a ç ã o d e u m p o l y n o m i o F x , f o r m a d o d e 
todos o s f a c t o r e s b i n o m i o s i m a g i n a r i o s da e q u a ç ã o , pelos f a c t o r e s x — a , 
X ' I) j X ' Cf • • • • CC + o ' , x - f b1, x + c ' , . . .. c o r r e s p o n d e n t e s ás r a i ze s 
r e a e s a , b, —-a1, — V , — c' V e j a m o s pois , por 
q u e m o d o e s t e s f a c t o r e s b i n o m i o s r e a e s i n t r o d u z e m t a n t o a s v a r i a ç õ e s , 
c o m o a s p e r m a n ê n c i a s . 

E c o m o es ta a n a l y s e d e v e s e r i n d e p e n d e n t e dos va lo re s n u m é r i c o s 
dos c o e f f i c i e n t e s , s ó m e n t e a t t e n d e r e m o s aos s i g n a e s dos t e r m o s d o p o l y -
n o m i o , os q u a e s , p a r a f ixar as i dêas , s u p p o r e m o s q u e se s u c c e d e m na 
o r d e m 

+ + •— + — + + + + — + — +. 

1.° P a s s a n d o á m u l t i p l i c a ç ã o po r x — a , p a r a i n t r o d u z i r u m n 
raiz pos i t iva a , d e v e m o s m u l t i p l i c a r p r i m e i r o por x ; e depo i s p o r — . a ; 
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c s o m r a a r o s p r o d u c t o s p a r c i a e s , o s q u a e s t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , r e c u -
a n d o o s e g u o d o um I o g a r p a r a a d i r e i t a , a f im de o r d e n a r a e q u a ç ã o : 
i s to é , 

+ + + —+ + — + — + 
— + + — + + + —+ + — + — 

j t i H j-í » t 1 1 

Q u a n d o o s d o u s s i g n a e s c o r r e s p o n d e n t e s são o s m e s m o s , c o n s e r v a m - s e 
t a e s no p r o d u c t o ; no caso c o n t r a r i o , c o m o o s i g n a l é incerto em q u a n t o 
n ã o e n t r a r e m c o n s i d e r a ç ã o a g r a n d e z a dos c o e f f i c i e n t e s , a s s e n t a - s e , p a r a 
i n d i c a r e s t a c i r c u n s t a n c i a , a l e t r a i . 

C o m o 09 dous p r o d u c t o s p a r c i a e s t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , a l e t r a t 
accusa s e m p r e u m a p e r m a n e n c i a n o m u l t i p l i c a n d o ; e c o m o toda a p e r m a -
n ê n c i a d e v e t e r m i n a r n ' u m a v a r i a ç ã o , q u a l q u e r n u m e r o dos i , p a r o u i m -
pa r , d e v e t e r a f ó r m a 

^ i i i i =f (a). 

l ' a r a q u e e s t e s i d e s s e m o m a i o r n u m e r o d e p e r m a n ê n c i a s , se r i a n e c e s -
s á r i o s u p p o r , q u e t o d o s e l l es t i n h a m , ou o s igna l + , ou o s igna l — ; e 
e m a m b o s e s t e s c a s o s , q u e s ão o s m a i s d e s f a v o r á v e i s , s e v ê q u e a i n t r o -
d u c ç ã o d e u m a ra i z pos i t iva r e a l , t r a z , p e l o m e n o s , u m a v a r i a ç ã o d e 
m a i s n o p r o d u c t o . 

F i c a p o r e s t e m o d o p r o v a d a a p r i m e i r a p a r t e d a r e g r a e n u n c i a d a , 
a s a b e r , q u e toda a equação completa tem , quando muito , tantas raizes 
positivas, quantas são as variações. C o m e f f e i t o , b a s t a v a q u e t i ves se 
u m a s ó d ' e s t a s r a i z e s d e m a i s d o q u e o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s , pa ra h a v e r 
pe lo m e n o s u m a r a i z pos i t iva r ea l , q u e n ã o t e r i a i n t r o d u z i d o v a r i a ç ã o , o 
q u e n ã o p ô d e s e r , pe lo q u e a c a b á m o s d e m o s t r a r . 

E c u m p r e a d v e r t i r q u e e s t a p r i m e i r a p a r t e d e r e g r a t e m I o g a r , 
a i n d a q u e a e q u a ç ã o se j a incompleta. Na v e r d a d e , a e q u a ç ã o p ô d e s e r i n -
c o m p l e t a , ou p o r q u e o m u l t i p l i c a n d o o é , e nesse caso s u b s i s t e a inda a d e -
m o n s t r a ç ã o ; ou po r q u e a s o m m a dos t e r m o s dos p r o d u c t o s p a r c i a e s , á 
qua l c o r r e s p o n d e m a l g u n s dos i , s e to rna , n u l l a , e e s t e s i d e v e m e n t ã o 
s u p p r i m i r - s e . M a s d ' e s t a s u p r e s s ã o o q u e , n ' e s t e c a s o , p ô d e r e s u l t a r , é 
a d i m i n u i ç ã o d o m a i o r n u m e r o d e p e r m a n e n ç i a s , o q u e n ã o in f lue n a r e -
g r a . 
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2.® M u l t i p l i q u e m o s a g o r a o p o l y n o m i o Fx po r x + a ' , p a r a i n t r o -
d u z i r u m a r a i z n e g a t i v a a ' . T e r e m o s o t y p o s e g u i n t e 

+ + + — + + + + — + — + 
+ + + — + + + + — + — + 

4- » — t t i i i + + + i » » i + 

n o qua l s e r e c u o u t a m b é m o 2 . ° p r o d u c t o p a r c i a l u m l o g a r p a r a a d i r e i t a , 
a f im de o r d e n a r a e q u a ç ã o . 

C o m o o s d o u s p r o d u c t o s p a r c i a e s são c o m p o s t o s dos m e s m o s s i g n a e s , 
a l e t r a i a c r u s a s e m p r e u m a v a r i a ç ã o no m u l t i p l i c a n d o ; e c o m o um n u -
m e r o p a r d e va r i ações t e m o s m e s m o s s i g n a e s e x t r e m o s , e u m n u m e r o 
i m p a r d e va r i ações t e m s i g n a e s d i f f e r e n t e s , s e g u e - s e : q u e , q u a l q u e r n u -
m e r o d e i success ivos e s t a r á e n t r e o s m e s m o s s i g n a e s , s e e s t e n u m e r o for 
p a r ; e e n t r e s i g n a e s d i f f e r e n t e s , s e o m e s m o n u m e i o fo r i m p a r . 

a) S e j a , em um d a d o l o g a r , o n u m e r o dos i p a r , e r e p r e s e n t a d o 
por 2 n . E s t e s i e s t a r ã o e s c r i p t o s c o m o s e s e g u e , 

± i » i t i i ± ((3). 

O r a o n u m e r o dos s i g n a e s e m [ i é 2 n + 2 , o s q u a e s d a r ã o u m n u m e r o 
to t a l 2 n + 1 d e v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s ; m a s c o m o o s s i g n a e s e x t r e m o s 
são os m e s m o s , o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s s e r á p a r , e por c o n s e q u ê n c i a ou 
se rá 2 n , o u 2 « — 2 , 2 n — 4 , 0 , q u e são o s n ú m e r o s p a r e s 
c o n t i d o s e m 2 n - f 1 . L o g o : 

Um numero par de i successivos pôde dar, quando muito, tantas 
variações quantos são os i, ou então duas, quatro, . . . . de menos. 

b) S e j a a g o r a , n ' o u t r o l o g a r , o n u m e r o dos i i m p a r , e r e p r e s e n -
t a d o po r 2 n + l . E s t e s i e s t a r ã o e s c r i p t o s c o m o s e s e g u e , 

i hF ( 3 ' ) 

O r a o n u m e r o dos s i g n a e s e m ([J') é 2 u -J- 3 , o s q u a e s d a r ã o u m n u m e r o 
to ta l 2n + 2 de va r i ações e p e r m a n ê n c i a s ; m a s c o m o os s i g n a e s e x t r e m o s 
são d i f f e r e n t e s , o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s s e r á i m p a r , e po r c o n s e q u ê n c i a 
o u s e r á 2 n + 1 , o u 2 n — 1 , 2 n — 3 1 , q u e são o s n ú m e r o s i m -
p a r e s c o n t i d o s e m 2 n + 2 . L o g o : 
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Um numero impar Je i successivos pôde dar, quando muito, tan-
tas variações, quantos são i, ou então duas, quatro, . . . . de menos. 

Q u e r o n u m e r o dos i se ja p a r , q u e r se ja i m p a r , v ê - s e po r t o n t o , 
q u e a i n t r o d u c ç ã o de u m a r a i z n e g a t i v a r ea l n ã o dá m a i s va r i ações q u e o 
n u m e r o dos i , i s to é , m a i s v a r i a ç õ e s dos q u e a s q u e e x i s t i a m n o p o í y n o -
m i o F T . O r a , c o m o po r o u t r a p a r t e , o p r o d u c t o t e m m a i s u m t e r m o d o 
q u e o p o l y n o m i o , c o n c l u e - s e q u e a raiz negativa produz, pelo menos , 
mais uma permanencia. 

F i c a ass im p r o v a d a a 2 . " p a r t e da r e g r a e n u n c i a d a , a s a b e r , q u e 
toda a equação completa, tem, quando muito , tantas raizes negativas 
quantas são as premanencias. C o m e f f e i t o bas t ava q u e t ivesse u m a só d e s -
tas r a i zes de m a i s do q u e o n u m e r o d a s p e r m a n ê n c i a s , pa r a b a v e r , pe lo 
m e n o s , u m a ra i z n e g a t i v a r e a l . q u e não t e r i a i n t r o d u z i d o p e r m a n e n c i a , 
o q u e não p ô d e s e r , c o m o a c a b a d e m o s t r a r - s e . 

Se a e q u a ç ã o for i n c o m p l e t a , p ô d e es t a ú l t i m a p ropos i ção não t e r Iogar ; 
por q u a n t o , p o d e n d o e s t a c i r c u n s t a n c i a p r o v i r , c o m o j á d i s s e m o s , d e s e r 
nul la a s o m m a dos t e r m o s d o s p r o d u c t o s p a r c i a e s c o r r e s p o n d e n t e a a l g u n s 
dos / , q u e t e m e n t ã o d e s u p p r i m i r - s e , p ô d e p o r . esse m o t i v o a c o n t e c e r , 
q u e a r a i z n e g a t i v a , l onge de i n t r o d u z i r a l g u m a p e r m a n e n c i a , d i m i n u a 
pe lo c o n t r a r i o a s q u e hav ia e m F x . N ' e s t e c a s o , p a r a q u e a r e g r a s e possa 
a p p l i c a r , é n e c e s s á r i o , a f i m de c o m p l e t a r a e q u a ç ã o , r e s t a b e l e c e r os t e r -
m o s q u e f a l t a m , a f f e c t a n d o as po t enc i a s de x c o r r e s p o n d e n t e s cora o coe f f i -
c i e n t e ± 0 . 

P o r e x e m p l o n a e q u a ç ã o i n c o m p l e t a 

x 4 — S x 2 + 8 * — 6 = 0 , 

q u e t e m d u a s r a i z e s , u m a positiva, o u t r a negativa , c o m o n ã o ha s e n ã o 
»ar iaçòes de s igna l , p a r e c e r i a q u e não d e v e r i a h a v e r nenhuma r a i z n e g a -
t iva . R e s t a b e l e c e n d o p o r é m o t e r m o e m x 3 , v e m 

x 4 ± O x 3 — 5 x 2 + 8 x — 6 = 0 , 

e q u a ç ã o q u e e n c e r r a u m a p e r m a n e n c i a , q u e r s e t o m e o coe f f i c i en te 0 c o m 
o s i g n a l + , q u e r se t o m e c o m o s igna l —. 

7 6 . D e s i g n a n d o po r P o u u m e r o d a s r a i ze s p o s i t i v a s , por p o d a s 
p e r m a n ê n c i a s , e por v o d a s v a r i a ç õ e s , f ica d e m o n s t r a d o q u e é 
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1 . ° P = ou <v i 2 . ° N = o u < / > , 

s e n d a N o n u m e r o d a s r a i zes n e g a t i v a s . O r a s e n d o t o d a s a s r a i ze s r e a e s , 
t e r e m o s , po r isso q u e a p ropos t a a : d o g r á o n e t e m a o t odo n f 1 t e r -
mos , 

P + N = n , n=p+ v, P + N = c + p. 

C o m p a r a n d o P c o m v , c o n s i d e r e m o s a s t r e s c i r c u n s t a n c i a s , P > , o u < , o u = t \ 
A 1 . " j á s e viu ( l . ° ) q u e não podia t e r l o g a r ; a 2 . " p o d e r i a d a r - s e , s e 
fosse por c o m p e n s a ç ã o N > p , o q u e t a m b é m n3o p ô d e s e r ( 2 ° ) ; po r c o n -
s e g u i n t e 

P = v , e N = p . 

L o g o , numa equação cujas raizes são Iodas reaes, ha precisa-
mente tantas raizes positivas quantas variações, e tantas negativas quantas 
permanências. 

77. A r e g r a de D e s c a r t e s s ° r v e , em m u i t o s c a s o s , p a r a r e c o n h e -
ce r s e u m a e q u a ç ã o t e m ra izes i m a g i n a r i a s , p o u p a n d o - n o s aos longos c á l -
culos da e q u a ç ã o á s d i f f e r e n ç a s . 

1 . ° Q u a n d o na e q u a ç ã o fx=*= O f a l t a r um dos l e r m o s c o r r e s p o n -
d e n t e s á p o n t e n c i a i d e x , c o m p l e t a r - s e - h a , c o m o d i s s e m o s , a c c r e s c e n -
c e n t a n d o o t e r m o d= 0 . a ; ' ; e c o n t a r - s e - h ã o as v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s nos 

í—1 t—2 
dous casos de se r o c o e f f i c i e n t e + 0 e — 0. Se os t e r m o s cm a; e x 
t i v e r e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s s e r á o 
m e s m o em a m b o s os c a s o s , e por isso p ô d e a s s i g n a r - s e qua l é o m a i o r 
n u m e r o possivel de r a i ze s pos i t ivas e n e g a t i v a s : se p o r é m t i v e r e m os m e s m o s 
s i g n a e s , a c o n t r a d i c ç ã o a q u e d ã o l oga r os d o u s r e s u l t a d o s d i f f e r e n t e s , 
a t l c s l a a e x i s t e n c i a de r a i zes i m a g i n á r i a s . A s s i m na e q u a ç ã o i n c o m p l e t a 
X1 + 2 a — o = 0 , q u e se c o m p l e t a e s c r e v e n d o x'zt 0 . a : 2 + 2 a ; — 5 = 0, 
l e m o s n ' u m caso 2 p e r m a n ê n c i a s e u m a v a r i a ç ã o , e n ' o u t r a 3 v a r i a ç õ e s ; 
o q u e é c o n l r a d i c t o r i o . 

L o g o , quando falta um termo entre dous do mesmo signal, a proposta 
tem raizes imaginarias. 

2 . ° Uma equação em que faltam muitos lermos successivos não 
pôde ler as suas raizes reaes. D e d u z - s e do t h e o r e m a p r e c e d e n t e . 

3 . ° S e , m u l t i p l i c a n d o o l . ° m e m b r o d a p ropos ta / ¢ = 0 po r 
16 
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(x + a), p u d e r m o s d e t e r m i n a r a de m a n e i r a , q u e o n u m e r o d a s v a r i a -
ções d o p r o d u c t o e x c e d j e m m i w d e u m a u n i d a d e o d a s v a r i a ç õ e s d e f x , 
ou q u e e s t e p r o d u c t o t e n h a m e n o s va r i ações do q u e fx : a e q u a ç ã o p r o -
posta l e r á r a i z e s i m a g i n a r i a s . P o r q u e , s e t o d a s a s r a i z e s d e f x = O f o s -
s e m r e a e s , e s t a e q u a ç ã o t e r i a t a n t a s r a i ze s pos i t ivas q u a n t a s v a r i a ç õ e s , 
e por c o n s e g u i n t e a t r a n s f o r m a d a fx (x + d) = O , d e v e r i a t e r só u m a 
v a r i a ç ã o m a i s do q u e a p r o p o s t a , se a fosse p o s i t i v o , e t a n t a s v a r i a ç õ e s 
c o m o "e l la , s e fosse n e g a t i v o . 

Na e q u a ç ã o x3—'Sx2fj
r I2x — 4 = 0 as t r e s va r i a ções f a z e m p r e -

s u m i r a e x i s t e n c i a d e t r e s r a i z e s pos i t ivas . M u l t i p l i c a n d o por a r + a , r e -
su l t a 

x 4 + ( a — 3 ) a ; 3 + ( 1 2 — 3 a ) X 2 + ( 1 2 a — - í ) x - 4 a = 0 . 

P o n d o a • = 3 ^ , o s q u a t r o p r i m e i r o s t e r m o s f i c a m pos i t ivos , e po r c o n s e g u i n t e 
a p r o p o s t a t e r á d u a s r a i z e s i m a g i n a r i a s . 

4 . ° M u d a n d o x em y + / i , e y ' + h ' , /Ic = O t r a n s f o r m a r - s e - h a e r a 
F y = O , e 4>y' 0 . S u p p o n h a m o s q u e o y ' t e m d e m e n o s u m a v a r i a ç ã o 
q u e F y . P a r a q u e is to a c o n t e ç a , q u a n d o f o r e m r e a e s t o d o s o s va lo re s d e 
x , é n e c e s s á r i o q u e F y = O t e n h a posi t iva u m a d a s suas r a i zes a , a qua l 
c o r r e s p o n d a a o u t r a n e g a t i v a , o u — a ' , e m < p > / = 0 ; e s e r á e n t ã o 

X = Xj-Il = — 7.' + h'. 

L o g o x t e r á u m a ra iz e n t r e l i e l i ' . C o m o i s to a c o n t e c e a r e s p e i t o de t o -
das a s v a r i a ç õ e s q u e h o u v e r de m e n o s em oy1 , x t e r á o u t r a s t a n t a s r a i z e s 
e n t r e l i e h ' ; e por c o n s e g u i n t e , se pe la t h e o r i a dos l i m i t e s , se a c h a r 
q u e n ã o e x i s t e m t o d a s e s t a s r a i z e s de x , c o n c l u i r e m o s q u e a e q u a ç ã o t e m 
r a i z e s i m a g i n a r i a s . 

P o r e x e m p l o , p o n d o x = y - | - 2 e y + 3 , e m x3—Ix2—2x+17=0, 
v e m a s d u a s 

i / + 2 , f — 6 y + 5 = 0 , y " + S y ' 2 + y + 2 = • 0 ; 

e c o m o a 2 . " t e m de m e n o s d u a s v a r i a ç õ e s , pôde p r e s u r a i r - s e q u e ha na 
p r o p o s t a dous v a l o r e s de x e n t r e 2 e 3 . M a s por u m a p a r t e , o l i m i t e 
i n f e r i o r d e y ( n . ° 3 8 ) d á y > £ ; e p o r o u t r a f a z e n d o y = — y " , o I i -
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m i l e i n f e r i o r de y" , dá y" > \ , ou p o r s e r y = y'-\- l =— y'1 + 1 , 
y < 7 . E c o m o os dous l i m i t e s de y s3o i n c o m p a t i v e i s , c o n c l u e - s e q u e x 
t e m d u a s r a i ze s i m a g i n á r i a s . Se o s l i m i t e s n ã o fo s sem c o n t r a d i c t o r i o s , a i n d a 
q u e se ficava na i n c e r t e z a a r e s p e i t o da e x i s t e n c i a d a s d u a s r a i z e s e n t r e 
2 e 3 , t i n h a - s e a o m e n o s c o n s e g u i d o e s t r e i t a r o s s eus l i m i t e s . 

5 . ° Se t o d a s as r a i ze s da e q u a ç ã o fx = 0 são r e a e s , os q u a d r a d o s 
d a s suas d i f f e r e n ç a s s ão t odos p o s i t i v o s , l o g o : 

Para que uma equação fx — 0 lenha todas as raizes reaès, é ne-
cessário, que na equação correspondente ao quadrado das differenças 
não haja permanências. 

7 8 . Methodo de Fourier. D a d a u m a e q u a ç ã o fx = 0 do, g r á o n, 
t o m e m - s e a s suas d e r i v a d a s s u c c e s s i v a s , e e s c r e v a m - s e na o r d e m inversa 
f{») f ? f " • / " ' » / " • S e e m c a d a u m d ' e s t e s p o l y n o m i o s s u b -
s t i t u i r m o s por x uin n u m e r o a a r b i t r a r i o , pos i t ivo ou n e g a t i v o , o b t e r -
s e - h a u m r e s u l t a d o n u m é r i c o c o m o s i g n a l - ) - o u — . E s c r e v a m - s e c o n s e -
c u t i v a m e n t e , e po r sua o r d e m , o s s i g n a e s a s s i m o b t i d o s d e b a i x o d a s 
funeções c o r r e s p o n d e n t e s , f o r m a n d o - s e po r e s t e m o d o u m a l inha d e s i -
g n a e s q u e d e s i g n a r e m o s por A . 

T o m a n d o d e p o i s x = b> a , f o r m e - s e , pe lo m e s m o l h e o r , o u t r a l inha 
d e s i g n a e s , q u e s e e s c r e v e r ã o d e b a i x o dos p r e c e d e n t e s , e cu j a t o t a l i d a d e 
d e s i g n a r e m o s po r B. E a s s i m por d i a n t e . . 

T r a c t a - s e de c o m p a r a r a s variações de s i g n a e s n e s t a s d i v e r s a s s e r i e s . 
D e s i g n e m o s por o x u m p o l y n o m i o d ' e s t e s q u a l q u e r . T o m e m - s e por 

x t r e s v a l o r e s m u i t o v iz inhos a — S , a , a + S ; t e r - s e - h a 

A m l y s e m o s o s s e g u i n t e s c a s o s : 
I . 0 S u p p o n d o q u e oa n ã o é nu l lo , c o m o è se p ô d e t o r n a r t a m p e -

q u e n o c o m o se q u i z e r , p o d e r e m o s t o m a l - o tal , q u e os t r e s r e s u l t a d o s 
t e n h a m todos o s igna l de <pa, visto q u e o l . ° t e r m o se pôde t o m a r m a i o r 
q u e a s o m m a dos s e g u i n t e s , q u e t e m s igna l c o n t r á r i o . L o g o , podere-
mos dar a x valores crescentes. que vão entre si differindo Iam pouco, 
que cada uma das funeções fw f " , 1 ' , f conserve o seu primeiro 
sitjnal, em quanto se não tornar nulla. 

2 . ° Se <pa for n u l l o , is to é , se a for u m a das r a i ze s da e q u a ç ã o 

ç ( « - Ã) = oa - * ? ' a + ± * y a — 7 $ Y " « • • 
c a = ç d 
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ipx = 0 , s e r á nu l lo o l . ° t e r r a o d a s s e r i e s ( I ) , e o s r e s u l t a d o s l e r ã o o s 
s i g n a e s d o t e r m o s e g u i n t e P o r c o n s e g u i n t e , e m q u a n t o for x < a , 
o s igna l de 9X é o m e s m o do p r o d u c t o — &X<p'a, i s to é , c o n t r á r i o ao 
de <p'a; as a v e s s a s , q u a n d o for x> a , o s igna l é o de 9 ' a ; v indo po r 
e s t e m o d o os dous r e s u l t a d o s a t e r s i g n a e s d i l f e r e n t e s . L o g o , se alguma 
d'estas funcções vier a passar por zero , mudará immedialamente de si-
gnal o resultado subsequente , que lhe é respectivo. 

S e pois n a s f u n c ç õ e s /"M, . . . . f", f ' , f , f o r m o s s u b s t i t u i n d o por x 
va lo r e s c r e s c e n t e s m u i t o v i z i n h o s , o s s i g n a e s d e c a d a u m a p e r m a n e c e r ã o 
os m e s m o s , a t é se c h e g a r a u ra valor x = a, q u e t o r n e nul la a l g u m a 
d ' e s t a s f u n c ç õ e s , q u e d e s i g n a r e m o s po r o x ; po r q u e e n t ã o , s ó m e n t e p a r a 
e s t a ú l t i m a , h a v e r á m u d a n ç a d e s i g n a l . N ' e s t e e s t a d o t e r e m o s u m a d e s -
t a s d u a s d i spos ições 

/"("> 9 ' 9 ou / 1 W . . . . o ' 9 
x <a -| f- . . . . 
x = a + 0 + . . . . + O — 
x> a + + + . . . . + H 

p e l a s q u a e s se v ê , q u e se ox passar por zero, a v a r i a ç ã o que existia, 
correspondente a 9' e 9 , é substituída por uma p e r m a n e n c i a . Os o u t r o s 
s i g n a e s , c o r r e s p o n d e n t e s á s o u t r a s f u n c ç õ e s , f i c a m o s m e s m o s a n t e s e d e -
pois de x = a. 

S e o s s i g n a e s d a c o l u m n a q u e f i c a á d i r e i t a d e 9 , f o r e m o s m e s m o s q u e 
o s d e o ' , a s e r i e q u e r e s u l t a d e x<a, t e m u m a s e g u n d a v a r i a ç ã o , a o passo 
q u e a q u e p r o v é m de x> a t e m u m a p e r m a n e n c i a ; por c o n s e g u i n t e , r ies te 
caso, desapparecerào simultaneamente duas variações. 

P o r é m se os s i g n a e s da m e s m a c o l u m n a , q u e f ica á d i r e i t a de o , 
f o r e m c o n t i á r i o s aos d e 9 ' , t e r á a i . " s e r i e u m a v a r i a ç ã o e u m a p e r m a -
n e n c i a , e a 3 . a u m a p e r m a n e n c i a e u m a v a r i a ç ã o ; por o n d e se v ê , q u e 
rieste caso não desapparecerá variação alguma, e sómente a variação 
mudará um logar para a esquerda. 

Se x = a for u m a ra i z de fx== O, o q u e a c a b á m o s de d i z e r só 
era p a r t e s e a p p l i c a á f u n e ç ã o / x , por isso q u e ella não t e m c o l u m n a á d i r e i t a . 
Então, na passagem de fx por zero, somente desapparecerá uma variação. 

Se p a s s a d o o valor x = a, c o n t i n u a r m o s a d a r a x va lo re s c r e s c e n -
t e s m u i t o p r o x i m o s , c o n s e r v a r - s e - h a a nova s e r i e d e s i g n a e s , a t é a p p a r e -
c e r a l g u m a f u n e ç ã o q u e s e t o r n e n u l l a . £ a s s i m po r d i a n t e . 
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3.® Se 9a e 9 ' a f o r e m c o n j u n c t a m e n t e n u l l o s , i s to é , se a for 
r s j z das e q u a ç õ e s 9 ^ = 0 e <?'x = 0 , e n t ã o a s s e r i e s ( I ) t o r n a m - s e e m 

ç ( o — í ) = i a — f $ V " a + e t c . ) 
9 a = 0 V ( 2 ) 

f (a + i ) = i . - H i + e t c . ) 

C o m o o s r e s u l t a d o s t e m o s s i g n a e s d o l . ° t e r m o dos d e s e n v o l v i m e n -
t o s , is to é , o s m e s m o s s i g n a e s q u e 9 ' a t a n t o p a r a x<a, c o m o p a r a x > a ; 
e c o m o a 9a c o r r e s p o n d e z e r o : v e . n n ' e s t e caso a d e p e n d e r t u d o do s i -
g n a l d e 9"«. P o r é m 9 ' e 9'1 e s t ã o n a s m e s m a s c i r c u n s t a n c i a s q u e 9 6 9 ' 
no caso a n t e c e d e n t e ; por q u a n t o , s e n d o 

( a =p 5) 9 ' a =F S 9 " a + = =F + 

por s e r 9 ' a = 0 , t e r á - 9 ' um s igna l c o n t r á r i o ao de 9" , q u a n d o for x<a; 
e t e r á 9' o m e s m o s i g n a l q u e 9", q u a n d o for x> a. R e s u l t a m po r isso as 
d u a s d i spos i ções s e g u i n t e s : 

/» 91I 91 9. . Ollf^ 9'I 9' 9 

x<a + — + + + — + — 

x=a + 0 0 + + O O — 
x> a + + + + + 4 - + — 

p e l a s q u à e s s e v ê , q u e a s d u a s v a r i a ç õ e s q u e h a v i a n o l . ° caso s e t o r n a m 
no ú l t i m o em p e r m a n ê n c i a s ; e q u e por i s s o , quando 9* e 9 'x passam 
conjunclamenle por zero , perdem-se duas variações. 

A q u i não é n e c e s s á r i o e x a m i n a r q u a e s são o s s i g n a e s d a s c o l u m n a s 
á d i r e i t a de 9 , por q u a n t o q u e r s e j a m p o s i t i v o s , q u e r n e g a t i v o s , n ã o 
a l t e r a m , nos dous casos , a m u d a n ç a do n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s ou d a s p e r -
m a n ê n c i a s . 

T a m pouco p ô d e t e r l o g a r a h y p o l h e s e d e s e r f x = 0 ; p o r q u e , d e -
t e n d o e n t ã o se r t a m b é m f x = 0 , t e r i a f x r a i z e s e g u a e s , - o q u e n ã o é 
p o s s i v e l , por t e r m o s supos to f x j á d e s e m b a r a ç a d a d o s s eus f a c t o r e s e g u a e s 
(n . ° 5 0 ) . 

4 . ° S e t r e s f u u c ç ô e s s u c c e s s i v a s 9 , 9 ' , 9 " f o r e m nu l l a s q u a n d o 
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x =za, p r o v a - s e p o r um r a c i o c i n i o i d e n l i c o , q u e , se fo r x < a , h a v e r á 
4 ou 3 v a r i a ç õ e s , c o n f o r m e o s i g n a l da c o l u m n a s e g u i n t e ; e , se for 
x> a , h a v e r á ou u m a só , ou n e n h u m a v a r i a ç ã o : de s o r t e q u e desappa-
recerão 4 ou 2 variações. 

/"W «p'" ç " 9 ' 9 . . . o u / 1 W 9 ' " 9 " 9 ' 9 . . . . 

x <a H ! H 1 h 
x = a + 0 0 0 — + 0 0 0 + 

x>a + + + H + + -H + + 

5 . ° F i n a l m e n t e s e o va lor x = a t o r n a r nu l las 4 , 5 , . . . . f u n c -
ç õ e s , os d e s e n v o l v i m e n t o s ( 1 ) p e r d e r ã o o u t r o s t an tos t e r m o s in ic iaes , e o 
1 . 0 I e r m o s e r á alTectado do s igna l + q u a n d o o n u m e r o dos ze ros for p a r ; 
e dos s i g n a e s :+: q u a n d o o n u m e r o d o s ze ros for i m p a r . C a d a z e r o c o r r e s -
p o n d e r á a u m a v a r i a ç ã o , q u a n d o for x < a ; e a u m a p e r m a n n e c i a , q u a n d o 
for x> a : de s ó r t e q u e as variações desapparecerào sempre aos pares. P o r 
c o n s e g u i n t e , se for p a r o n u m e r o z de ze ros c o n s e c u t i v o s , d e s a p p o r e -
c e r ã o z v a r i a ç õ e s ; e se for z i m p a r , d e s a p a r e c e r ã o 2 dfc t , d e v e n d o e s c r e -
v e r - s e + , q u a n d o o s igna l q u e p r e c e d e e s t e s zeros é o m e s m o q u e o 
q u e se l h e s s e g u e , e — no caso c o n t r á r i o . 

S u p p o n d o d a d a , no s e g u i n t e e x e m p l o , a s e r i e m e d i a c o r r e s p o n d e n t e 
a x = a, o b t e m - s e as o u t r a s d u a s pe lo p rocesso s e g u i n t e , a q u e F o u r i e r 
d e u o n o m e de regra do signal duplo. A p r i m e i r a f ó r m a - s e a s s e n t a n d o , 
por c i m a de c a d a z e r o , u ra s igna l c o n t r a r i o ao q u e l h e f i ca á e s q u e r d a ; 
e a t e r c e i r a , a s s e n t a n d o por b a i x o d é c a d a z e r o o m e s m o s igna l , q u e Ilie 
f i c a t a m b é m á e s q u e r d a . P o r e s t e m o d o a p p a r e c e m t a n t a s v a r i a ç õ e s p a r a 
x < a , q u a n t a s p e r m a n ê n c i a s pa ra x> a. N a s c o l u m n a s o n d e n ã o e n t r a m 
ze ros , c o n s e r v a m - s o os s i g n a e s da s e r i e m e d i a . 

x < a + H 1 1 1 H + + 8 v a r . 
x=a + +O O O O OO 0 + + 
x > a + + + + + + 1 + 2 var. 

N ' e s t e e x e m p l o , na p a s s a g e m p o r x = a , d e s a p p a r e c e m 6 v a r i a ç õ e s . 
7 9 . D o q u e f i c a d i t o n o n . 0 p r e c e d e n t e s e g u e - s e p o i s , q u e s e d e r -

m o s a x u m valor a , d ' o n d e r e s u l t e u m a c e r t a s e r i e d e s i g n a e s , e f i z e r -
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m o s d e p o i s c r e s c e r x po r g r a d a ç õ e s s n c c e s s i v a « : o s r e s u l t a d o s c o n s e r v a r ã o 
o s m e s m o s s i g n a e s , e m q u a n t o s e n ã o c h e g a r a u m va lo r x = a , q u e 
t o r n e nul la a l g u m a d a s funeções /"M , . . . . f , f , f . S e a fur icção q u e s e 
t o r n a nul la for f x , o va lor c o r r e s p o n d e n t e d e x f a r á d e s a p p a r e c e r u m a s ó 
v a r i a ç ã o . P o r é m s e , e m vez d ' e l l a , for nul la a l g u m a d a s s u a s d e r i v a d a s , 
ou d e s a p p a r e c e r à o d u a s v a r i a ç õ e s , ou pe lo m e n o s u m a p a s s a r á um l o -
g a r pa ra a e s q u e r d a . P o d e r i a m d e s a p p a r e c e r 2 , 4 , 6 , v a r i a ç õ e s 
c o n j u n c t a m e n t e n o caso d e h a v e r m a i s d e r i v a d a s succes s ivas l a m b e m 
nul las c o n j u n c t a m e n t e . T o d a s as vezes q u e x p a s sa r pe los v a l o r e s r , r', 
r f , d a s r a i zes de f x = O , as va r i a ções d e s a p p a r e c e r ã o u m a a 
u m a , ao passo q u e as r a i ze s d a s e q u a ç õ e s f'x = 0 , / " "x = O , . . . . as 
d e i x a m s u b s i s t i r , ou as f a z e m d e s a p p a r e c e r 2 a 2. Em t o d o o caso , se 
uma vez se perder uma variação , não poderá lomar a apparecer nas 
series resultantes de valores crescentes dados a x. 

N e n h u m a d ' e s t a s funeções <p p ô d e passa r po r z e r o , s e m q u e , s u b s t i -
t u i n d o n ' e l l a , e n a f u n c ç ã o p r e c e d e n t e o ' , u m n u m e r o pouco m e n o r 
q u e a ra iz de <pr = 0 , a p p a r e ç a r a r e s u l t a d o s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , p o r 
m o d o q u e es ta v a r i a ç ã o s e possa m u d a r n u m a p e r m a n e n c i a logo d e p o i s d e 
p a s s a d a es ta r a i z . 

C o m o o s l . u S t e r m o s dos p o l y n o m i o s /"M } . . . . f " , f , f são a l t e r n a d a -
m e n t e do g r á o p a r e i m p a r , se f i ze rmos x =— os ou s i m p l e s m e n t e 
x = ao l i m i t e — 1 1 d a s r a i z e s n e g a t i v a s de fx = O , f = O , , . . . o b t e -
r e m o s r e s u l t a d o s c o m s i g n a e s a l t e r n a d a m e n t e pos i t ivos e n e g a t i v o s , ou n 
v a r i a ç õ e s , po r isso q u e e m c a d a p o l y n o m i o o 1 . ° t e r m o s e r á m a i o r q u e a 
s o m m a d e t odos o s t e r m o s d e s i g n a e s c o n t r á r i o s . 

Se fizermos p o r é m x = o©, ou s i m p l e s m e n t e a; = ao l i m i t e l d a s 
r a i zes pos i t ivas , t odos os r e s u l t a d o s v i r ão c o m os s i g n a e s pos i t ivos , e só 
h a v e r á p e r m a n ê n c i a s . P o r t a n t o , se d e r m o s a a; v a l o r e s c r e s c e n t e s d e s d e — V 
a t é l , d e s a p p a r e c e r ã o t o d a s a s v a r i a ç õ e s . 

R e c i p r o c a m e n t e se h o u v e r d o u s n ú m e r o s — V e l , d ' u m dos q u a e s 
r e s u l t e m s ó m e n t e va r i ações e d o o u t r o p e r m a n ê n c i a s , p o d e r e m o s c o n c l u i r 
q u e e s t e s n ú m e r o s são o s l i m i t e s d e t o d a s a s r a i ze s d a s e q u a ç õ e s f x = O , 
/"1X==O, P o r q u e , d e v e n d o q u a l q u e r r a i z d ' e s t a s e q u a ç õ e s i n t r o -
d u z i r p e r m a n ê n c i a s , ou pe lo m e n o s m u d a r o l o g a r d a s v a r i a ç õ e s , n e n h u m 
n u m e r o q u e não e s t i v e r e n t r e — 1 1 e / p ó j e p r o d u z i r e s t e e f f e i t o . E a q u i 
se nos o í f e r e c e u m a nova prova do q u e t o d o o n u m e r o l q u e t o r n a r p o s i -
t ivos o s po lynomios f , f \ f'1, f W é l i m i t e s u p e r i o r d r s r a i z e s d a 
e q u a ç ã o f x = O , v i n d o a s s i m o t h a o r e m a do p a g . 7 1 . a o b t e r u m a d e -
m o n s t r a ç ã o nova e m a i s e x t e n s a . 

R e p r e s e n t a n d o por 2 i o n u r a a r o JJS ra i zes i m a g i n a r i a s d? /x = O , 
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s e r á n — 2 i o d a s r e a e s q u e e s t ã o c o m p r e h e n d i d a s e n t r e — l ' e 1 . Se 
d e r m o s a x v a l o r e s c r e s c e n t e s m u i t o v i z i n h o s , e n t r e e s t e s l i m i t e s , a s » i 
v a r i a ç õ e s da 1.® s e r i e de s i g n a e s i r ã o d c s a p p a r e c e n d o a t é á ú l t i m a . E 
e o m o a s r a i z e s r e a e s r , r , r " , f a z e m d e s a p p a r e c e r a s v a r i a ç õ e s 
u m a a u m a , d e s a p p a r c c e r ã o a o s p a r e s a s oul j -as 2 i v a r i a ç õ e s , e m c o n s e -
q u ê n c i a d e s e t o r n a r e m n u l l a s a s d i v e r s a s d e r i v a d a s f , f , f " , 
P o r m e i o d ' e s t a s s u b s t i t u i ç õ e s s u c c e s s i v a s v i m o s po is n o c o n h e c i m e n t o d a 
e x i s t e n c i a d a s r a i z e s r e a e s e d o s e u n u m e r o . 

8 0 . D o q u e fica d i t o p o d e d e d u z i r - s e , e c o m m a i s e x t e n s ã o , a 
Jiegra dos signaes de Descartes. C o m e f f e i t o , f a z e n d o x = 0, a l inha 
d o s s i g n a e s será a mesma dos signaes successiros de f x ; p o r q u e e n t ã o 
c a d a u m a das" f u n c ç õ e s f ica r e d u z i d a a o seu ú l t i m o t e r m o , a q u a l , s e -
g u n d o já se viu , é o p r o d u c t o p o r 1 . 2 . 3 dos c o e f f i c i e n t e s r e s -
p e c t i v o s d e f x t o m a d o s e m o r d e m r e t r o g r a d a . E s t a s e r i e d e s i g n a e s r e -
s u l t a n t e s de x = 0 t e r á po i s as m e s m a s v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s q u e 
f x . S e j a v o n u m e r o d a s p r i m e i r a s , n — v o d a s s e g u n d a s . P a s s a n d o de 
x = 0 p a r a X = l , a i . ® s e r i e p e r d e r á a s s u a s v v a r i a ç õ e s ; e s e a e q u a ç ã o 
f x = 0 t i v e r t o d a s a s r a i z e s r e a e s , v d ' e l l a s s e r ã o p o s i t i v a s . D o m e s m o 
m o d o p a s s a n d o d e x=—l p a r a T = O , p e r d e r - s e - h ã o n—v v a r i a ç õ e s , p o r 
i s so q u e a x = — V c o r r e s p o n d e m N v a r i a ç õ e s ; e h a v e r á p o r t a n t o Í Í — v 
r a i z e s n e g a t i v a s , i s t o é , t a n t a s q u a n t a s s ã o a s p e r m a n ê n c i a s q u e h a e m 
f x . S e a p r o p o s t a t i v e r p o r é m r a i z e s i m a g i n a r i a s , a s v a r i a ç õ e s , q u e a s 
i n d i c a m , d e s a p p a r e c e r ã o aos p a r e s . L o g o : 

Toda a equação que tiver todas as suas raizes reaes, terá precisa-
mente tantas variações quantas são as raizes positivas ; e lamas permanências 
quantas são as raizes negativas (*). E se tiver raizes imaginarias , lerá 
v — 2i raizes positivas , e p — 2 i ' raizes negativas , sendo v o numero 
das variações, e p o das permanências do polynomio , i e i' números 
inteiros. 

(.) Sc em uma equação fx = 0 faltar algum dos seus termos , e os dous ler-
mos entre os quaes elle falta , tiverem os mesmos signaes , a equação terá raizes 

h h—l • 

imaginarias. P o r q u e se em fx h o u v e r d o u s t ermos s e g u i d o s qx -+-sx , e f i -
z e r m o s x = 0 e m todas a s d e r i v a d a s , a ser i e di>s t e r m o s consecut ivos c o n t e r á 

- t - 0 - t - , q u e dá os s i g n a e s - f 0 - f - , caracter por onde se r e c o n h e c e a e x i s t e n c i a 

das ra izes i m a g i n a r i a s . 
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8 1 . P o r e s t e t h e o r f i c a d e m o n s t r a d o q u e , 9 e po r x s u b s t i t u i r m o s 
a e 6 e m t o d a s a s f u n c ç õ e s , e e s c r e v e r m o s o s s i g n a e s d o s r e s u l t a d o s e m 
d u a s s e r i e s c o r r e s p o n d e n t e s A e B , s e n d o a <b: 

1 . ° N ã o h a v e r á n u n c a m a i s v a r i a ç õ e s e m B d o q u e e m A . 
2 . ° Se o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s f o r o m e s m o em A e B , a p r o -

pos ta não t e r á r a i z e s e n t r e a e 6 . 
3 . ° Se h o u v e r em B d u a s v a r i a ç õ e s de m e n o s do q u e em A , 

a p r o p o s t a ou t e m d u a s r a i zes r e a e s e n t r e a e b ; ou em vez d ' e l l a s , t e m 
d u a s i m a g i n a r i a s . N o l . ° caso p o d e r e m o s s e p a r a r a s r a i zes s u b s t i t u i n d o 
n ú m e r o s i n t e r m e d i o s q u e f a ç a m d e s a p p a r e c e r a s v a r i a ç õ e s u m a a u m a , o 
q u e n o 2 . ° caso s e to rna i m p r a t i c á v e l . 

5 . ° Se na s e r i e B h o u v e r t r e s v a r i a ç õ e s de m e n o s q u e e tn A , ou 
e x i s t i r ã o 3 ra izes r e a e s e n t r e a e b , ou h a v e r á u m a só , s e n d o as o u t r a s 
d u a s i m a g i n á r i a s . E m p r e g a r - s e - h ã o processos e s p e c i a e s p a r a r e c o n h e c e r 
e s t a s c i r c u n s t a n c i a s . 

E a s s im po r d i a n t e . 
6 . ° O valor de x q u e , pos to não se ja ra iz da e q u a ç ã o fx = O, 

faz p e r d e r d u a s v a r i a ç õ e s , p a s s a n d o po r a u g m e n t o s c o n t í n u o s de a pa r a 
b , ind ica a e x i s t ê n c i a d e r a i ze s i m a g i n á r i a s ; t o r n a nu l l a s a l g u m a s d e r i -
v a d a s , q u a n d o os s ignaes da p r e c e d e n t e e da s e g u i n t e são os m e s m o s ; 
e p ô d e t a m b é m a n n i q u i l a r c o n j u n c t a m e n t e d u a s d ' e s t a s f u n c ç õ e s s u c c e s s i -
vas. A e q u a ç ã o f x = O t e r á dous p a r e s de r a i ze s i m a g i n á r i a s , q u a n d o d e -
s a p p a r e c e r e m 4 v a r i a ç õ e s , por s e r e m nul las 3 ou 4 d e r i v a d a s c o n s e c u t i -
v a s . F i n a l m e n l e , suppondo sempre que as substituições se fazem por augmen-
tos contínuos , h a v e r á na e q u a ç ã o t a n t o s p a r e s de r a i ze s i m a g i n á r i a s , q u a n -
tas f o r e m a s vezes q u e s e p e r d e r e m d u a s v a r i a ç õ e s . 

8 2 . C o m o a s u b s t i t u i ç ã o d e n ú m e r o s r i g o r o s a m e n t e c o n t í n u o s n ã o 
é r e a l i s a v e l , p r a c t i c a r e m o s c o m o se s e g u e : 

1 . ° S u b s l i t u i r - s e - h ã o a r b i t r a r i a m e n t e q u a e s q u e r n ú m e r o s t o m a d o s 
e n l r e u m n u m e r o I1, d ' o n d e r e s u l t e m s ó m e n t e v a r i a ç õ e s , e e n t r e o u t r o l , 
d ' o n d e s ó r e s u l t e m p e r m a n e n e i a s : e s t e s n ú m e r o s l a i , c o m o j á d i s s e m o s , 
s e r ã o o s l i m i t e s e n t r e o s q u a e s e s t ã o c o m p r e h e n d i d a s a s r a i z e s . A p e z a r 
d e s e t o m a r e m g r a n d e s in t e rva l los , a c o n t e c e m u i t a s vezes q u e e n t r e o s n ú -
m e r o s assi m s u b s t i t u i d o s a r b i t r a r i a m e n t e n ã o e x i s t e m r a i z e s , e é e n t ã o 
n e c e s s á r i o t o m a r in t e rva l los a i n d a m a i o r e s , e m p r e g a n d o t e n t a t i v a s q u e nos 
d i s p e n s e m d e cá lcu los i n ú t e i s . 

2 . ° Q u a n d o o valor x = a d e r na s e r i e A dos s i g n a e s ura ou m u i t o s 
zeros s u c c e s s i v o s , f o r r a a r - s e - h ã o as s e r i e s c o r r e s p o n d e n t e s a a —5 , e a a + 8 , 
pela r e g r a dos s i g n a e s d u p l o s ( p a g . 1 2 6 ) ; c o m p a r a r - s e - h a a 1 . " c o m a s e -
r i e q u e p r e c e d e A a f i m de a c h a r as r a i z e s <a; e a 2 . " c o m a q u e se s e g u e 

17 
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a A , a f im d e a c h a r a s r a i z e s x i ; f i n a l m e n t e c o m p a r a r - s e - h ã o a s d u a s s e -
r i e s c o r r e s p o n d e n t e s a a — J e a + í , a f im de a c h a r a s r a i z e s i m a g i -
n á r i a s , q u e são ind icadas pelo n u m e r o p a r d e v a r i a ç õ e s , q u e d e s a p p a r e -
c e m n a p a s s a g e m d ' u r a 9 pa ra o u t r a . 

E x . ° 1 . ° Da e q u a ç ã o fx = xs+ x + 1 = 0 , q u e dá f = S x 4 + 1, 
f 1 ' = 2 0 x 3 , r e su l ta o s e g u i n t e q u a d r o , no qual s e fez uso da r e -
g r a do s ignal dup lo r e l a t i v a m e n t e aos t e r m o s nul los da se r i e c o r r e s p o n -
d e n t e a x = 0 : 

^y pV pu j-n ^ j-

x = — 1 - . . . H 1 1 5 vari. 

x= 0 + 0 0 0 + + 4 ou 0 vari. 

V ê - s e por e s t e q u a d r o , q u e e x i s t e u m a ra iz r e a l e n t r e — 1 e 0 , e q u e as 4 
va r i ações q u e d e s a p p a r e c e r a m d e s d e x < 0 a t é x > 0 i n d i c a m a e x i s l e n c i a d e 
4 r a i ze s i m a g i n á r i a s . A c u r v a q u e r e p r e s e n t a a e q u a ç ã o y = fx é a de 
f ig . 1 2 . 

E x . 0 2 . * D a e q u a ç ã o / x = x 4 — 4 x 3 — 3 x + 2 3 = 0 , q u e d á 

f x = 4 x 3 — 1 2 x 2 — 3 , f " = 1 2 x 2 — 2 4 x 

r e s u l t a o q u a d r o 
f y f v f i f f 

-H 

x = 0 0 1 - 2 ou 4 vari. 

x=l + 0 f - 2 vari. 
-b 

x = 2 ++ 0 1-2 vari. 
-H 

X=3 ++H 1 vari. 

x = 4 + + + + + 0 vari. 
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As d u a s v a r i a ç õ e s q u e d e s a p p a r e c e m d e s d e x <0 a l é x> O i n d i c a m 
a e x i s t e n c i a de 2 r a i zes i m a g i n á r i a s ; os ze ros q u e se e n c o n t r a m nas s e r i e s 
c o r r e s p o n d e n t e s a x = í , e x = 2 não f a z e m d e s a p p a r e c e r n e n h u m a v a -
r i a ç ã o , p o r q u e cada um dos zeros fica entre dous signaes differentes. A l é m 
d i s to ha u m a ra i z e n t r e 2 e 3 , e o u t r a e n t r e 3 e 4 , á s q u a e s a p p l i c a -
r e m o s o s m e t h o d o s d e a p p r o x i m a ç ã o . A c u r v a c o r r e s p o n d e n t e a e s t a e q u a ç ã o 
y = f x é r e p r e s e n t a d a n a f i g . 2 0 por M O M ' . 

8 3 . Se e n t r e os d o u s n ú m e r o s a e b e x i s t i r a p e n a s u m a ra i z , h a -
vendo por c o n s e g u i n t e a pe rda de u m a só v a r i a ç ã o de A pa ra B , p o d e -
m o s a p p l i c a r a e s t a ra iz o m e t h o d o de a p p r o x i m a ç ã o de N e w t o n ; t e n d o 
p o r é m c u i d a d o d e sa t i s f aze r p r i m e i r o á s c o n d i ç õ e s p r e s c r i p t a s n a q u e l l e m e -
t h o d o ( p a g . 1 1 0 . ) , de q u e f e f" não m u d e m da s i g n a l de a a t é b , o 
q u e equ iva l a se r a ú l t i m a v a r i a ç ã o p e r d i d a p r e c i s a m e n t e na ú l t i m a c o -
l u m n a f . E n t ã o todos os s i g n a e s de A e B são os m e s m o s , e x c e p t o o 
ú l t i m o . No e x . ° p r e c e d e n t e t e m is to Iogar e n t r e 2 e 3 . 

S e a v a r i a ç ã o d e s a p p a r e c e r p o r é m a n t e s d o ú l t i m o t e r m o das s e r i e s , 
f e f" não s a t i s f a r ã o á c o n d i ç ã o e x i g i d a ; e e n t ã o se rá n e c e s s á r i o s u b s t i -
t u i r n ú m e r o s i n t e r m é d i o s e n t r e a e b , pa ra q u e , e s t r e i t a d o o e s p a ç o q u e 
c o n t é m a r a i z , não ha j a n ' e ! l e n e m i n f l e x ã o n e m t a n g e n t e h o r i z o n t a l á 
c u r v a y = f x , e r e c a í a m o s n o 1 . ° ca so . 

A s s i m n o ú l t i m o e x e m p l o , q u e r e n d o a p p r o x i m a r - n o s d a r a i z q u e 
f i c a e n t r e 3 e 4 , c o m o h a m u d a n ç a d e s igna l e m / " ' ; e c o m o r e s o l v e n d o 
o e q u a ç ã o f x = O , se vê q u e el la t e m só r e a l u m a r a i z e n t r e 3 e 3 , 1 : 
d e v e m o s e s t r e i t a r o s l i m i t e s de f x = O e n t r e 3 . 1 e 4 . F a z e n d o d e p o i s 
x= 4, va lor q u e dá os m e s m o s s i g n a e s a f e f", o b t e r e m o s f'n = 61 , 
f= 11 , s = — 0 , 0 2 , e x = 3 , 8 na p r i m e i r a a p p r o x i m a ç ã o . F a z e n d o 
d e p o i s x = 3,8, v e m f = 4 3 , 2 0 8 , f = 0 , 6 2 5 6 , s = — 0 , 0 1 4 4 8 . 
d ' o n d e f ina lmente r e s u l t a o novo valor m a i s a p p r o x i m a d o x = 3 , 7 8 5 5 2 ; 
E ass im por d i a n t e , s e n d o s a c o r r e c ç ã o d a d a pe lo m e t h o d o de N e w t o n . 

8 i . No caso de s e p e r d e r e m d u a s v a r i a ç õ e s de A a t é B , c u m p r e 
a inda i n d a g a r , se ha coro e f f e i to d u a s r a i zes e n t r e a e b . E s t a d i scussão 
nbra r i j e t r e s c a sos . 

S e . c o m p a r a n d o d a d i r e i t a pa ra a e s q u e r d a o s s i g n a e s c o r r e s p o n -
d e n t e s das d u a s s e r i e s , d e p a r a r m o s com d o u s s i g n a e s c o n t r á r i o s d e b a i x o 
d a m e s m a f u n e ç ã o , ahi s e r á u m a v a r i a ç ã o s u b s t i t u í d a l o g o por u m a p e r -
m a n e n c i a , d e v e n d o m a i s a d i a n t e p e r d e r - s e a s e g u n d a v a r i a ç ã o . Se es t a 
p e r d a t i ve r loga r nos ú l t i m o s s i g n a e s , p o d e r ã o d a r - s e o s dous I . 0 ' 
casos s e g u i n t e s , l ú i r a dos q u a e s a m b a s a s v a r i a ç õ e s s e p e r d e m nos t r e s 
ú l t i m o s s i g n a e s ; e n o o u t r o p e r d e - s e a 1.° o n t e s d e f : 
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I . 0 CASO (*) . . f" f' f 2 . ° CASO . . . f I l l f f f 
x = a . . . . +-i H h ++ 
x = b + + — + + + + + • • . . + + + + 

O 3 . ° caso se rá a q u e l l e e m q u e a m b a s a s va r i ações s e p e r d e m 
a n t e s d o s ú l t i m o s s ignaes . 

C o n s i d e r e m o s e s t e s t r e s casos n a cu rva p a r a b ó l i c a M O M ' ( f ig . 1 9 e 2 0 ) , 
c u j a e q u a ç ã o é y = f x , e q u e e s t á c o m p r e h e n d i d a e n t r e a s absc i s sas 
A P = a , A P ' = 6 . 

1.° CASO. C o m o f'a e f'b t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e e s t a s d e r i v a d a s 
r e p r e s e n t a m os va lo res d a s t a n g e n t e s dos ângu lo s T e T ' q u e f a z e m c o m 
o e i x o d o s x as r e c t a s MT e M T , q u e t o c a m a cu rva nos pon tos M e M ' , 
c u j a s absc i s sas são a e b , v ê - s e q u e um d ' e s t e s â n g u l o s 6 a g u d o pa ra . o 
e i x o e o o u t r o o b t u s o . E c o m o f x não p e r d e s e n ã o u m a v a r i a ç ã o , f'x = 0 
a p e n a s t e r á u m a ra iz e n t r e aeb, i s to é , a cu rva y = f x t e r á n ' o m ponto 
i n t e r m é d i o O u m a só t a n g e n t e pa ra l l e l a aos x . P o r o u t r a p a r t e f'ix não 
p e r d e v a r i a ç ã o , e conserva n ' e s t e i n t e r v a l l o o s igna l p o s i t i v o ; o q u e indica 
q u e a c u r v a é concava para a p a r t e s u p e r i o r ( n . ° 5 9 . ) As f ig . 19 e 20 
r e p r e s e n t a m a f o r m a d ' e s t a p o r ç ã o d o a r c o , s e n d o O o pon to e m q u e f x 
passa por z e r o , d o pos i t ivo a o n e g a t i v o . 

Se a cu rvo c o r t a r o e i x o no i n t e r v a l l o P P ' ( f ig . 2 0 ) t e r á duas ra izes 
r e a e s Ak e Ak' : no caso c o n t r á r i o ( f ig . 1 9 ) e s t a s r a i zes s e r á o i m a g i n á r i a s , 
e a s t a n g e n t e s aos d ive r sos pon tos do a r c o M O M ' se i n c l i n a r ã o e n t ã o c a d a 
vez m a i s s ô b r e o e i x o de M pa ra O , p o n t o em q u e se dá o pa ra i I e I i s -
m o , I evan t ando- sp depo i s c m s e n t i d o oppos to p a r a M ' . A n a t u r e z a concava 
d o a r c o , faz c o m q u e elIe f i q u e c o m p r e h e n d i d o n o a n g u l o f o r m a d o pe la s 
suas t a n g e n t e s cm M e M ' . Y e - s e po is q u e se o v e r t i c e B ( f ig . 1 9 ) d ' e s t e 
a n g u l o f icar p a r a a p a r t e de c i m a do e i x o , a cu rva não p o d e r á c o r l a l - o ; 
e as r a i z e s e n t r e P e P ' s e r ã o c o m c e r t e z a i m a g i n á r i a s . 

M a s as s u b t a n g e n t e s em M e M' são 

( . ) Pôde acontecer que os s ignaes de fa e fb sejam conjunctamente n e g a -
t i v o s , isto é , contrários áquc l l e s que aqui i n d i c á m o s : este caso porém não 
ex ige um exame e s p e c i a l , bastará fazer girar a fig. 19 e 20 de maneira que estas 
l iguras f iquem , por m e i o de uma revolução era volta do eixo d o s ® , para a parte 
debaixo , e então tudo é s imilhante ao que fica exposto no texto. 
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d a s q u a e s a 1 . " é pos i t iva p o r q u e f'a t e m o s i g n a l — , e a 2/ n e g a t i v a . 
L o g o , a b s t r a h i n d o dos s i g n a e s , se uma das subtangentes, ou a somma 
das duas, egualar , ou exceder, o intervallo b — a , as duas raizes pre-
sumidas serão imaginárias. 

N ã o t e n d o l oga r es ta c i r c u n s t a n c i a , h a v e r á i n c e r t e z a a r e s p e i t o da 
n a t u r e z a d a s r a i z e s , q u e e n t ã o p o d e r ã o s e r r e a e s o u i m a g i n á r i a s , p o r isso 
q u e a c u r v a , e n t r e P e P ' , p ô d e o u c o r t a r o e i x o , o u n ã o o e n c o n t r a r ; 
e ne s se caso p r a c t i c a r e m o s d e u m a d a s s e g u i n t e s m a n e i r a s . 

C o n s i d e r a r e m o s os l i m i t e s a e b c o m o m u i t o desv iados p a r a a so lução 
da q u e s t ã o , e t o m a n d o por isso em vez de x um n u m e r o q u a l q u e r i n t e r -
m é d i o a , v e r e m o s s e a s e r i e dos s i g n a e s , c o m p a r a d a c o m A e B , faz 
d e s a p p a r e c e r a s v a r i a ç õ e s u m a a u m a ; p o r q u e e n t ã o h a v e r á d u a s r a i ze s 
r e a e s , u m a e n t r e a e a1, e a o u t r a e n t r e a' o b. E se as d u a s v a r i a ç õ e s 
se p e r d e r e m a inda e n t r e a e a', c a l c u l a r e m o s a s u b t a n g e n t e c o r r e s p o n -
d e n t e a x = a', a fim de v e r i f i c a r m o s se a r e g r a p r e c e d e n t e t e m l o g a r . 

Ou e n t ã o p r a c t i c a r e m o s , c o m o se j á e s t ivesse d e c i d i d o q u e as ra izes 
i n t e r m e d i a s são r e a e s , e q u i z e s s e m o s a p p r o x i m a l - a s c a d a vez m a i s pe lo 
m e t h o d o de N e w t o n ; por q u e nes se caso v i r í a m o s a o b t e r d u a s novas 
s u b t a n g e n t e s , cu j a s o m m a pode r i a e x c e d e r b — a. 

E c o m o ao passo q u e nos a p p r o x i m A m o s do m i n i m o c o r r e s p o n d e n t e 
a o ponto O , a s t a n g e n t e s t e n d e m a t o r n a r - s e p a r a l l e l a s a o e i x o , e c o -
m e ç a m as s u b t a n g e n t e s a ser m u i t o g r a n d e s , p o d e m o s por m e i o d ' e s t a c i r -
cuns t anc i a ve r i f i ca r a r e g r a d e c i m a . S e a s r a i zes f o r e m i m a g i n á r i a s , d e -
p re s sa se v i rá nes=e c o n h e c i m e n t o pelo valor d a s s u b t a n g e n t e s > b — a. 

P e l o c o n t r á r i o , s e a s r a i z e s s ão r e a e s , a s t a n g e n t e s n ã o a u g m e n t a m 
i n d e f i n i d a m e n t e , os va lo res de x c o m e ç a m a c o n v e r g i r pora dous t e r m o s 
q u e são as r a i zes p e d i d a s Ak e Ah1; e com fac i l i dade se a c h a r á um v a -
lor m é d i o , q u e , s u b s t i t u í d o por x , s e p a r e e s t a s d u a s r a i ze s . 

2 . ° CASO. C o m o fa e f a t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e f ' x ' p e r d e u m a 
v a r i a ç ã o , a e q u a ç ã o fx = O t e r á u m a ra iz e n t r e a e b . S e n d o e n t ã o 
fux e f''b de s i g n a e s c o n t r á r i o s , e p a s s a n d o f"x por z e r o n ' e s t e i n t e rva l lo , 
o a r c o s e r á c o n v e x o p a r a a p a r t e s u p e r i o r em m ( f ig . 1 9 ) no l . ° l i m i t e 
Ap = a, o concavo no 2 . ° A P ' = b , h a v e n d o no m e s m o i n t e r v a l l o um 
pon to d ' i n f l e x ã o I , cu j a absc i s sa Aq é a ra iz de f"x=s 0 . P o r m e i o d a s 
t a n g e n t e s n ã o p o d e m o s r e s o l v e r a d i f i c u l d a d e , p o r q u e a t a n g e n t e mí não 
p ô d e sa t i s f aze r á s cond i ções p r e s c r i p t a s . C u m p r e por isso e s t r e i t a r p r i m e i r o 
o i n t e r v a l l o , a fim de q u e a i n f l e x ã o n ã o fique n ' e l l e c o r o p r e h e n d i d a ; o 
q u e s e c o n s e g u e s u b s t i t u i n d o po r x o u t r o va lor i n t e r m e d i o a ' , c o n d u -
c e n t e ao f im p r o p o s t o . F e i t o is to a q u e s t ã o f ica r e d u z i d a á do 1.° caso . 

Se a c u r v a t ivesse a figura MLM ( f ig . o) , na qua l a i n f l e x ã o e s t á 
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p r e c i s a m e n t e no p o n t o em q u e a t a n g e n t e é h o r i z o n t a l , n5o s e r i a poss ive l 
e s t r e i t a r o i n t e r v a l l o de m o d o , q u e se e v i t a s s e , q u e as d e r i v a d a s f " n ã o 
t i v e s s e m s i g n a e s c o n t r á r i o s . P o r é m c o m o e n t ã o / " ' e f são c o n j u n c t a m e n t e n u l -
l o s , a s e q u a ç õ e s f x = 0 e /"'LX = O t e r i a m u m a ra iz c o m m u m ; e e s t a -
r í a m o s e m u m dos casos d a s r a i z e s e g u a e s . A s r a i z e s p r o c u r a d a s s e r i a m i m a g i -
n á r i a s , e x c e p t o se o p o n t o I de i n l l e x ã o c o i n c i d i s s e c o m o da s e c ç ã o da 
c u r v a c o m o e i x o , ca so em q u e s e r i a t a m b é m f x = 0 , e em q u e a p r o -
p o s t a t e r i a por c o n s e g u i n t e r a i z e s e g u a e s . 

3 . " CASO. S e a c o m p a r a ç ã o d a s s e r i e s A E B m a n i f e s t a r a p e r d a 
d a s d u a s v a r i a ç õ e s , a n t e s de c h e g a r â ú l t i m a c o l u m n a , e se a v a r i a ç ã o 
d e s a p p a r e c e r , po r e x . n , d e s d e / " ' ' , d e v e m o s I r a c t a r a e q u a ç ã o f!"x = 0 , e 
i n d a g a r s e t e m d u a s r a i z e s e n t r e a e b . S e a s não t i v e r , a e q u a ç ã o f x = 0 , 
t e r á t a m b é m d u a s r a i z e s i m a g i n á r i a s i n d i c a d a s p e l a s d u a s v a r i a ç õ e s p e r -
d i d a s ; p o r q u a n t o , n ã o p o d e n d o a t a n g e n t e a o a r c o d a c u r v a , c u j a e q u a ç ã o 
Vy=P1Xt t o r n a r - s e h o r i z o n t a l e n t r e « e b po r não s e r f"'x n u l l a , o 
a r c o n ã o t e r á m á x i m o n ' e s t e i n t e r v a l l o . D o m e s m o m o d o s e r e c o n h e c e , 
q u e as e q u a ç õ e s [1X = O e fx = O t e m d u a s r a i z e s t a m b é m i m a g i n á r i a s 
c o r r e s p o n d e n t e s . 

P o r é m s e f x = O t i v e r dua3 r a i z e s r e a e s e n t r e a e b , a c u r v a 
y =f "x t e r á n e s t e i n t e r v a l l o d u a s t a n g e n t e s h o r i z o n t a e s , e t o m a r á a f ó r m a 
d a f i g . 2 1 , a p p r e s e n t a n d o d u a s o n d u l a ç õ e s , c o m u m m á x i m o e u m m i -
n i m o . O i n t e r v a l l o de a e b é e n t ã o m u i t o g r a n d e , e d e v e d i m i n u i r - s e , a t é 
q u e a s i n f l e x õ e s n ã o s e j a m n ' e l i e c o m p r e h e n d i d a s , e h a j a s ó u m m i n i m o . 
É x a m i n a r - s e - h a e n t ã o se a e q u a ç ã o f"x = 0 t e m d u a s r a i z e s r e a e s e n t r e 
os novos l i m i t e s , m a i s e s t r e i t o s , a e b . I n d a g a r - s e - h a d e p o i s se a c u r v a 
c u j a e q u a ç ã o é y=f'x t e m ou n ã o d u a s s e c ç õ e s c o m e i x o , e o m e s m o 
a r e s p e i t o da c u r v a y = fx> B a s t a q u e as d u a s r a i z e s p r o c u r a d a s s e j a m 
i m a g i n á r i a s p a r a u m a d a s C q u a c o e s - - ^ f 1

l T = O , f"x = O , f x = O , 
p a r a o s e r e m t a m b é m p a r a a s s e g u i n t e s . 

i v ' e s l a t h e o r i a s u p p o m o s s e m p r e q u e a e q u a ç ã o d e q u e s e t r a c t a , 
e s t á d e s e m b a r a ç a d a d a s s u a s r a i z e s e g u a e s , e po r isso d e v e m o s p r i m e i r o , 
q u e t u d o v e r i f i c a r s e a e q u a ç ã o f x = O t e m o u n ã o r a i ze s d ' e s t a e s p e c i e . 
C o m o p o r é m a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s e g u a e s d e m a n d e ura c á l c u l o e x t e n s o 
(ri ° 3 0 ) , c o n v é m e v i t a l - o , e não o e m p r e g a r s e m q u e se t o r n e n e c e s -
s á r i o . E e s t a u m a das v a n t a g e n s d o m e t h o d o d e F o u r i e r , po r q u e s e n d o 
o caso d a s r a i z e s e g u a e s e x c e p c i o n a l , s ó m e n t e se e n t r a na sua i n d a g a ç ã o , 
q u a n d o a c c i d e n t a l m e n t e s e t o r n a i n d i s p e n s á v e l . 

8 o . S ó nos r e s t a a g o r a v é r , o q u e s e d e v e p r a c t i c a r nos casos d e 
d e s a p a r e c e r e m m a i s d e d u a s v a r i a ç õ e s d e a a t é b . F a c i l m e n t e s e c o m p r e -
h e n d e q u e , e s t r e i t a n d o e s t e s l i m i t e s , a s v a r i a ç õ e s d e s a p p a r e c e r ã o o u u m a 
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a u m a , ou d u a s a d u a s , e a s s i m v o l t a r e m o s aos ca sos j á t r a c t a d o s . P o d e -
r ia p o r é m a c o n t e c e r q u e p a r a um valor de x e n t r e a e b , m u i t a s d e r i v a -
d à s se t o r n a s s e m n u l l a s , e v i r i a m o s e n t ã o a a c h a r m u i t o s ze ros s u c c e s s i -
vos n a s e r i e dos s i g n a e s c o r r e s p o n d e n t e s a u m n u m e r o í n t e r m e d i o a ' , c o m o 
n o caso d a p a g . 1 3 3 ; e e n t ã o d e s a p a r e c e r i a m 4 , 6 , . . . . . . v a r i a ç õ e s 
a o m e s m o t e m p o , a s q u a e s i n d i c a r i a m a e x i s t e n c i a d e o u t r a s t a n t a s r a i z e s 
i m a g i n á r i a s . F a c i l m e n t e s e r e c o n h e c e e s t e c a s o , p o r q u e e s t a s d e r i v a d a s 
t e m e n t ã o f a c t o r e s c o m m u n s , os q u a e s , e g u a l a d o s a z e r o , d ã o o va lor de 
x q u e p r o d u z e s t e s ze ros s u c c e s s i v o s , e t o r n a e v i d e n t e a ex i s t enc i a d a s 
r a i z e s i m a g i n á r i a s . 

8 6 . P a s s e m o s a a p p l i c a r e s t e s p r i n c í p i o s a d i f f e r e n t e s e x e m p l o s . 

I. fx --= x 3 — 5a + 3 , f1 = 3x2— 5 , f" = 6x , f" = 6. 

x = — 3 . . . . 1 3 vari. 

— 2 H + 2 vari. 

0 +0 1-2 vari. 

+ 1 . . . . +-| 1 vari. 
+ 2 . . . . + + + +0 vari. 

A e q u a ç ã o p r o p o s t a t e m t r e s r a i z e s r e a e s e n t r e — 3 e — 2 ; 0 e l ; l e 2 . 
A cu rva é r e p r e s e n t a d a pe l a f ig . 1 1 . 

II. fx = x' — ic2 + 2 x — 3 , f< = 3x2 — 2 x + 2 , e t c . 
i'< n i 

x = 0 . . . . 1 3 vari. 
i . . . . + + + — 1 vari. 
2.. .. + + + + 0 vari. 

A p r o p o s t a t e m u m a ra iz e n t r e 1 e 2 ; p r o c u r a n d o a s q u e f i c a m e n t r e O e l 
v ê - s e q u e são i m a g i n á r i a s ; p o r q u e a s d u a s v a r i a ç õ e s p e r d e m - s e d e s d e f \ 
e a e q u a ç ã o f ' x= 0 n ã o t e m r a i z e s r e a e s . A c u r v a é r e p r e s e n t a d a na Gg. 12 , 
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III. fx •-= X1 — 6x5 -+- 40x3 -+ GOx2 — X — 1. 
X = — I . . . . -J 1- — . - j f- 6 vari, 

- O r S . . + - + + - I + 4 vari. 
0 -| 0 + H 3 vari. 
1 + 0— 0 + + + 2 vari. 
2 + + 0 1-++-2 vari. 
3 + H—]—1—|—|—t- 0 vari. 

S e o m i t t i s s i m o s x = — ^ t d e s a p p a r e c e r i ã o 3 v a r i a ç õ e s d e — 1 a t é O , o 
q u e m o s t r a s e r n e c e s s á r i o t o m a r e s t e i n t e r m e d i o . 

C o m o os r e s u l t a d o s ze ro f i cam e n t r e s i g n a e s c o n t r á r i o s , n a d a nos d i z e m 
s ò b r e a e x i s t e n c i a d a s ra izes i m a g i n á r i a s ( p a g . 1 2 9 . ) . I I a u m a ra iz e n t r e — { 
e O , e o u t r a e n t r e O e 1 ; q u e são x = — 0 , 1 3 e x = . + 0 , 1 2 . . P a s s e m o s à s 
o u t r a s q u a t r o q u e se p r e s u m e m e n t r e — 1 e^ , e e n t r e 2 e 3 . As d u a s v a r i a ç õ e s 
p e r d e m - s e d e s d e fn, e po r isso d e v e m o s faze r f x = O : p o r é m a n t e s de 
t u d o é neces sá r io a v e r i g u a r s e e s t a e q u a ç ã o t e m r a i z e s e g u a e s , c o m o n a 
v e r d a d e t e m , po r q u a n t o 

f = 3 0 ( x 2 — 2 x — 2 ) 2 , f"=120 ( x — 1 ) ( x 2 — 2 x — 2 ) . 

A c u r v a c u j a e q u a ç ã o é y=f"'x toca o e i x o no p o n t o q u e t e m po r a b -
sc i ssas a s r a i ze s d a e q u a ç ã o x 2 — 2 x — 2 = 0 , a s a b e r , x = 1 d t V 3 
(v. f i g . 2 2 ) , por c ausa d a s r a i ze s d u p l a s . S e e m p r e g á s s e m o s pois e s t e s v a -
lo r e s de x p a r a d e d u z i r m o s a s e r i e de s i g n a e s d ' e s t a s f u n e ç õ e s , a c h a r í a m o s 
d o u s z e r o s s u c c e s s i v o s , e por c o n s e g u i n t e pela r e g r a dos s i g n a e s d u p l o s 
s e ve r i a q u e h a v i a m d e d e s a p p a r e c e r d u a s v a r i a ç õ e s , po r m a i s v iz inhos 
das r a i zes q u e s e t o m a s s e m o s dous l i m i t e s , o s q u a e s n ã o s e n d o c o m m u n s 
c o m f x = O , p r o v a m q u e e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o não t e m ra i ze s r e a e s e n t r e 
— 1 e — 0 , 5 , n e m e n t r e 2 e 3 : logo a e q u a ç ã o p r o p o s t a e s t á no m e s m o 
c a s o . 

I V . P a r a x 4 — 4 x 3 + x 2 + 6 x + 2 = 0 , / " = 4 x 3 — 1 2 x 2 e t c . 
x = — 1 . . . . - | 1 1 - 4 vari. 

0 + — + + + 2 vari. 
1 + O — O + 2 vari. 
2 + + + b 2 vari. 
3 + + + + + O vari. 
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Ha r a z ã o p a r a c r e r q u e a s r a i ze s e n t r a r a aos p a r e s e n t r e O e —1 , e e n t r e 
2 e 3 . P r o c u r a n d o es ta s ú l t i m a s , a c h a - s e S 1 = \ e S 2 = —— , c u j a s o m m a 
é i < l , e f i c a duv idosa a e x i s t e n c i a d a s d u a s r a i z e s i n t e r m e d i a 9 ; a s r a i z e s 
a p p r o x i m a d a s s ão x = 2 , 4 e 2 , 8 . S u b s t i t u i n d o a c h a - s e : 

x = 2 , 4 . . . . + + H 3 , 0 2 4 + 0 , 0 4 1 6 

2 , 8 . . . . + + + + 5 , 3 2 8 + 0 , 2 9 7 6 . 

L o g o S 1 = O 1 O l 1 S 2 = — 0 , 0 6 , x = 2 , 4 1 e x = 2 , 9 4 . C o m o a s s u b t a n g e n t e s 
l onge d e a u g m e n t a r e r a , d e c r e s c e m , a p p r o x i m a n d o - s e d o m i n i m o , v ê - s e 
q u e a s r a i zes são r e a e s . P a r a s e p a r a l - a s , t o m e - s e u m a m e d i a t a l , c o m o 

x e = 2 , 5 . . . . + + H 

f i c a n d o a s s i m pos tas e m ev idenc ia a s d u a s r a i z e s , á s q u a e s a p p l i c a r e m o s 
o m e t h o d o de a p p r o x i m a ç ã o . As r a i z e s e n t r e O e — 1 t a m b é m são r e a e s , 
A s r a i z e s d a e q u a ç ã o p r o p o s t a são 

x = l = f c K 2 = l ± l , 4 1 4 2 1 e x = 1 ± 1 ^ 3 = 1 ± 1 , 7 3 2 0 5 . . . . 

A c u r v a y = fx t e m pouco m a i s ou m e n o s a f ó r m a da f ig . 1 3 . 

8 7 . Theorema de M. Siurm. P r o c e d e - s e , pe lo m e t h o d o do d i v i s o r 
c o m m u m , á i n v e s t i g a ç ã o dos f a c t o r e s e g u a e s d e f x ( n . ° 4 7 ) t e n d o o c u i d a d o 
de mudar o signal dos restos consecu t ivos a n t e s de se t o m a r e m p a r a d i -
v i s o r e s ; i s to é , d i v i d e - s e f x p o r f x ; d e p o i s f'x p e l o p r i m e i r o r e s t o 
c o m o s igna l t r o c a d o ; e a s s i m por d i a n t e . P o r e s t e m o d o o b t e r « s e - h a 
u m a s e r i e de po lynomios de g r á o s d e c r e s c e n t e s , cada um d o s q u a e s é 
a l t e r n a d a m e n t e d i v i d e n d o e d i v i s o r , t a e s c o m o (*) 

( . ) O mais longo de todos estes c á l c u l o s é o q u e dá o resto da d iv i são de 
f x por f x ; porém a nota da p a g . 85 dá uma regra , pela qual s e abbrevia mui to 
esta operação . 

1 8 
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f x , f x F x , ç x , > V ( M ) . 

C a d a um d ' e s t e s t e r m o s é o r e s t o , c o m o s igna l t r o c a d o , q u e r e su l t a da 
d iv i são e n t r e os dous t e r m o s q u e lhe ficam á e s q u e r d a ; e o ú l t i m o V é 
u m n u m e r o , q u e s e m p r e s e r á d i í í e r e n t e d e z e r o , s e s u p p u z e r m o s a e q u a ç ã o 
fx=- 0 d e s e m b a r a ç a d a d a s suas r a i ze s e g u a e s (n .° 4 9 . ) . 

S u b s t i t u a - s e em todos es t e s po lynomios por x um n u m e r o a q u a l q u e r , 
e e s c r e v a m - s e em l inha os s i g n a e s success ivos dos r e s u l t a d o s q u e se o b t i -
v e r e m ; f a ç a - s e o m e s m o com o u t r o n u m e r o b , e a s s e n t e m - s e os s ignaes 
d o s r e s u l t a d o s e m c o r r e s p o n d ê n c i a c o m o s p r i m e i r o s . P o s t o i s t o , o t h e o -
r e m a , q u e se p e r t e n d e d e m o n s t r a r , e n u n c i a - s e a s s im : 

Se for b> a a segunda serie de signaes lerá de menos tantas varia-
ções , quantas são as raizes reaes da equação fx = 0 , comprehendidas 
enlre a e b. Se as duas series tiverem um numero egual de variações, 
não haverá raiz alguma real entre estes dous números. 

1 ° J á s e d e m o n s t r o u ( p a g . 1 2 3 ) , q u e s e f i z e r m o s c r e s c e r x po r 
a u g m e n t o s success ivos de a a t é b , q u a l q u e r dos po lynomios tpx d a r á r e -
su l t ados d o m e s m o s igna l e m q u a n t o s e n ã o t o r n a r n u l l o ; p o r é m q u e s e 
x = x t o r n a r ça = 0 , ox m u d a r á de s i g n a l ; e q u e o s igna l de ox s e r á 
c o n t r á r i o ao de o'x em q u a n t o for x <« , e s e r á o m e s m o q u a n d o for x> x . 

2 . ° Dous polynomios successivos ( M ) n ã o podem ser conjunctamenle 
nullos. P o r q u e das t r e s f u n c ç õ e s success ivas F x , çx , ^x, u m a é d i v i -
d e n d o , o u t r a d i v i s o r , e a ú l t i m a r e s t o c o m s igna l t r o c a d o , s e n d o por 
isso 

F x = Q x o x — 

Se houvesse pois um valor x = v . q u e t o r n a s s e ca = ^a = O, t a m b é m 
ser ia F a = O , i s to é , t a m b é m se r ia nu l lo o po lynomio F x q u e p r e c e d e 
ox , e ass im a r e s p e i t o dos o u t r o s s u c c e s s i v a m e n t e a t é f x e f x : d ' o n d e se 
s e g u i r i a q u e f x t e r i a f a c t o r e s e g u a e s , o q u e é c o n t r a a nossa h y p o t h e s e . 
Do m e s m o m o d o s e v é , q u e Fa = ça = 0 , d a r i a òa = O , e t odas a s 
f u n c ç õ e s s e g u i n t e s s e r i a m por c o n s e g u i n t e n u l l a s , i nc lu indo V , o q u e t a m -
b é m n ã o p o d e s e r . 

3 . ° Todo o polynomio, que se tornar nullo, fica enlre dous re-
sultados de signaes contrários. P o r q u e se for ta = O , s e rá Fa = — ^a , 
e o s t r e s »» lynomios t e r ã o o s s ignaes + 0 — , o u — O + . S e f i z e r m o s 
pois c r e s c e r x de a a t é b por a u g m e n t o s c o n t í n u o s , a p a s s a g e m por ze ro 
d e q u a l q u e r d ' e s t e s po lynomios n ã o a l t e r a r á o n u m e r o das v a r i a ç õ e s , p o r q u e 
c o m p a r a n d o a s d u a s s e r i e s a n t e s e d e p o i s d e x = a , v ê - s e q u e dão 
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-I - , e + H ; ou h , e — + + . 

V e j a m o s p o r é m o q u e a c o n t e c e no ú l t i m o e no l . ° p o l y n o m i o , os 
q u a e s não f icam, c o m o os o u t r o s , e n t r e dous s i g n a e s . Em q u a n t o a V , 
q u e é u m n u m e r o , n ã o m u d a nunca d e s i gna l . E m q u a n t o a f x , j á s a -
b e m o s q u e s e for / a = O , o s igna l d e f x q u e e ra c o n t r á r i o a o d o f ' x q u a n d o 
x < a , s e t o r n a n o d e f x , q u a n d o x > a , e q u e po r e s t e m o d o u m a v a -
r i a ç ã o s e m u d a n ' u m a p e r m a n ê n c i a . 

C o n t i n u a n d o a d a r s u c c e s s i v a m e n t e va lo re s c r e s c e n t e s a <$x , p o d e r á 
f'x v i r t a m b é m a passa r por ze ro e m u d a r de s igna l , s e m q u e por isso se 
a l t e r e o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s , c o m o já se d e m o n s t r o u . T o r n a n d o pois 
f x e f x a l e r s i g n a e s c o n t r á r i o s , p o d e r á f x passa r d e n o \ o po r z e r o , e 
f aze r d e s a p p a r e c e r u m a nova v a r i a ç ã o . E a s s i m po r d i a n t e . 

F i c a p o r l a n t o d e m o n s t r a d o o t h e o r e m a , vis to q u e o d e s a p p a r e c i m e n t o 
d a s v a r i a ç õ e s , d e u m a s e r i e p a r a o u t r a , s ó p ô d e p rov i r d e s e t o r n a r 
fx=? O , em consequênc i a de va lo re s success ivos d a d o s a x d e s d e a a t é b. 

C u m p r e a d v e r t i r , q u e p o d e m o s , s e m a l t e r a r e s t a s c o n s e q u ê n c i a s , 
multiplicar ou dividir q u a l q u e r dos p o l y n o m i o s por nm numero positivo , 
e v i t a n d o ass im por m e i o d ' e s t e s f a c t o r e s o s coe f f i c i en t e s f r a c c i o n a r i o s . 

8 8 . P a s s e m o s a g o r a á a p p l i c a ç ã o do t b e o r e m a . F a ç a - s e X = O em 
todos os p o l y n o m i o s ( M ) , a f im de se o b t e r pa ra c a d a f u n c ç ã o o s igna l 
d o seu ú l t i m o t e r m o , e f o r m a r a s s im a s e r i e c o r r e s p o n d e n t e . F a ç a - s e d e -
pois x = ao l i m i t e s u p e r i o r l d a s r a i ze s p o s i t i v a s , o q u a l , c o m o se s o b e , 
dá aos po lynomios o s igna l do seu l . ° t e r m o , c o m o se se f izesse x = a>. 
F a ç a - s e depo i s x = ao l i m i t e — V d a s r a i z e s n e g a t i v a s , o qua l d a r á os 
m e s m o s s ignaes q u e x = — oc . 

C o n t e m - s e d e p o i s a s v a r i a ç õ e s d e cada u m a das t r e s s e r i e s r e s u l t a n -
t e s ; e se vier a l g u m r e s u l t a d o z e r o , s u b s t i t u a - s e i n d e f i V r e n t e m e n t e po r 
um dos s i g n a e s + ou — , ou n ã o se a t t e n d a a e l l e , vislo q u e um z e r o 
c a h e s e m p r e e n t r e s i g n a e s c o n t r á r i o s . l ) ' a q u i s e conc lu i r á q u e a p r o p o r á 
f x = O t e m t a n t a s ra izes n e g a t i v a s , q u a n t a s são as va r i ações p e r d i d a s na 
p a s s a g e m de — V pa ra 0 ; e t a n t a s posi t ivas q u a n t a s são as va r i ações p e r -
d i d a s d e s d e O a t é / . 

P a r a s e p a r a r e s t a s r a i z e s u m a s d a s o u t r a s , s u b s t i t u i r e m o s o s n ú m e -
ros i n t e r m e d i o s , q u e s e i r ão a p p r o x i m a n d o a t é q u e o s v a r i a ç õ e s d e s a p p a -
r e ç a m u m a a u m a ; e p a r a se p r o c e d e r com m a i s o r d e m , s u b s t i l u a - s e 
por x p r i m e i r o z e r o , e d e p o i s n ú m e r o s c r e s c e n t e s , t a n t o posi t ivos c o m o 
n e g a t i v o s , a t é s e c h e g a r à s s e r i e s d e s i g n a e s q u e c o i n c i d e m com a s c o r -
r e s p o n d e n t e s a + oo e — o© ; por q u e ass im se m a n i f e s t a r ã o por si m e s m o s 
os dous l i m i t e s das ra izes . 
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E x . 0 I . f x = x l — x ' - H 2 x 2 — 6 x 4 - 5 = 0 , d á 
f ' = I x 1 — 3 x 2 + 4 x — 6 , — 1 3 x 2 + 6 8 x — 7 4 , 

— 7 9 2 x + 1 1 4 i , + 1892293, 
x = 0 . . . . 4 - + + 2 vari. 

1 + • + + 2 vari. 
2 + -H +- f- 2 vari. 
4 . . . . 4—H — ! - 2 vari. 

N a o Iia ra iz n e n h u m a n e g a t i v a , n e m > 4 : e c o m o e m t o d o e s t e i n t e r v a l l o 
s e n ã o p e r d e n e n h u m a v a r i a ç ã o , a s q u a t r o r a i z e s s ão i m a g i n á r i a s . 

I I . Ex.°fx = Xi+ x'+2x*+2 = O, dá f = 5 x ' + 3 x 2 + 4 x , 
— X 1 — 3 x 2 — 5 , — 1 6 x 2 + 7 x — 2 5 , — 3 x — 1 9 + 6 4 0 0 . 

x = — 4 . . . . h + 3 vari. 
•— 2 . . . . 1 — + 3 vari. 
— 1 . . . . +4 — +2 vari. 
— 0 +0 + 2 vari. 
+ 1 + + + 2 vari. 

N ã o p o d e m h a v e r r a i ze s s e n ã o e n t r e — 4 e + - 1 , e c o m o s ó s e p e r d e u m a 
v a r i a ç ã o , h a a p e n a s u m a r a i z r e a l , q u e fica e n t r e — I e — 2 . 

I I I . E x . 0 f x = x * — 4 x 5 + - x 2 + - 6 x + - 2 , d á 
2 x 2 — 6 x 3 + - x -H 3 , 5 x 2 — I O x — 7, x — 1 , 4 - 1 2 

x = — 1 . . . . H 1 H 4 vari. 
0 . . . . 4- H H 2 vari. 
1 . . . . +-0 — 0 +-2 vari. 
2 . . . . -j f- + 2 vari. 
3 . . . . + + -H 4- 4- 0 vari. 

Ha d u a s r a i z e s e n t r e 0 e — 1, e d u a s e n t r e 2 e 3 . 
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E s t e t h e o r e m a d e M . S t u r m é m u i t o no t áve l e m e r e c e f i g u r a r nos E l e -
m e n t o s d ' A l g e b r a . É e v i d e n t e a a n a l o g i a q u e t e m c o m o de F o u r i e r , e o 
p r o p r i o a u c t o r confessa q u e s e s e rv iu d ' a q u e l l e nas suas i n v e s t i g a ç õ e s . C o m -
t u d o e s t e m e t h o d o é i n c o m p l e t o , p o r q u e n ã o nos ind ica o m e i o de s e p a -
r a r u m a d a s o u t r a s a s r a i ze s q u e n ã o s e a c h a m iso ladas e n t r e o s n ú m e r o s 
s u b s t i t u i d o s , s e n d o a i n d a n e c e s s á r i o p a r a isso r e c o r r e r a novas s u b s t i t u i -
ç õ e s ; n e m t ã o pouco nos ens ina a a c h a r r a i ze s c a d a vez m a i s a p p r o x i -
m a d a s . 

8 9 . Melhoio de M. Budan. Se na e q u a ç ã o fx=0 fizermos x =a+y, 
a t r a n s f o r m a d a , q u e f a c i l m e n t e se o b t é m pe lo p rocesso de p a g . 59 , t e r á 
po r i n c ó g n i t a y = x—a. D o m e s m o m o d o o b t e r e m o s o u t r a s t r a n s f o r m a d a s , 
c u j a s i n c ó g n i t a s s e r ã o z = x — b, I = x — c, s e n d o a, b, c . . . . q o a e s -
q u e r n ú m e r o s c r e s c e n t e s . E s t a s t r a n s f o r m a d a s p o d e m f a c i l m e n t e d e d u z i r - s e 
u m a s d a s o u t r a s , p o n d o b = a~\-a,c = b + S, . . . . ; e s u b s t i t u i n d o , 
na 1 ." t r a n s f o r m a d a em J = I — a, po r y a e x p r e s s ã o 

y — <t = x — (a 4 - a ) = as — b = z; 

depo i s n ' e s t a ú l t i m a po r z a e x p r e s s ã o 

z-—S = x — (6 + S) = x — c = t; 

e ass im p o r d i a n t e . 
F e i t o i s to , a d m i t í a m o s po r um p o u c o q u e t o d a s a s r a i zes de fx=0 

são r e a e s . E n t ã o , t an to n ' e s t a e q u a ç ã o , c o m o nas t r a n s f o r m a d a s , o n u -
m e r o d a s r a i z e s pos i t i vas s e r á e g u a l a o d a s v a r i a ç õ e s ( n . ° 7 6 ) . S e e m 
f x = O h o u v e r p o r é m r a i z e s e n t r e O c a , e s t a s t o r n a r - s e - h ã o n e g a t i v a s n a 
t r a n s f o r m a d a e m y = x — a , e e m c o n s e q u ê n c i a d i s t o p e r d e r - s e - h ã o t a n t a s 
v a r i a ç õ e s na ú l t i m a q u a n t a s f o r e m as r a i z e s , q u e ha na p r o p o s t a , e n l r e O 
e a. A s s i m , se a p ropos ta e a t r a n s f o r m a d a em x — o t i v e r e m o m e s m o 
n u m e r o d e v a r i a ç õ e s , n ã o h a v e r á r a i z a l g u m a e n l r e O e a ; h a v e r á u m a 
s ó , s e a t r a n s f o r m a d a p e r d e r u m a v a r i a ç ã o ; 2 , 3 , 4 , . . . . r a i z e s , s e 
d e s a p p a r e c e r e m 2 , 3 , 4 . . . . v a r i a ç õ e s . P e l a m e s m a r a z ã o , n a t r a n s -
f o r m a d a em z = y — a , q u a n t a s f o r e m as v a r i a ç õ e s p e r d i d a s na p a s -
s a g e m da t r a n f o r m a d a em y p a r a a t r a n s f o r m o d a em z , t a n t a s r a i z e s 
y h a v e r á e n t r e O e a , isto é , t a n t a s r a i z e s q u a n t a s s ão as de /s = O e n t r e 
a e b, p o r q u e b = a + a. E a s s im c o n s e c u t i v a m e n t e . P a r a o b t e r o n u -
m e r o d a s r a i ze s n e g a t i v a s , m u d a r - s e - h a a: em — x emfx = 0 , e i n v e s -
t i g a r - s e - h a o n u m e r o d a s r a i z e s pos i t i va s da t r a n s f o r m a d a . 
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M a s se a p r o p o s t a t i ve r r a i z e s i . n a g i n á r i a s , e s t a s c o n s e q u ê n c i a s não 
t e m l o g a r ; e por isso q u a n d o d e s a p p a r e c e m d u a s v a r i a ç õ e s p ô d e e n t r a r 
em d ú v i d a se e s t a p e r d a é d e v i d a á e x i s t e n c i a da d u a s r a i zes i n t e r m e d i a s , 
ou se essas r a i zes são s u b s t i t u í d a s p o r d u a s i m a g i n á r i a s . A p e r d a de t r e s 
v a r i a ç õ e s põe em d ú v i d a s e sào t r e s , ou só u m a , a s r a i zes r e a e s ; e t c . 

S e g u n d o M. R u d a n , é neces sá r io n e s t e caso i n t r o d u z i r f r a c ç õ e s q u e 
e s t r e i t e m o s i n t e r v a l l o s , por m o d o q u e s e possam s e p a r a r a s d u a s r a i ze s 
i n t e r m e d i a s , q u a n d o e x i s t a m ; o q u e s e r e c o n h e c e pela p e r d a d a s v a r i a ç õ e s 
u m a a u m a . S e es tas r a i ze s f o r e m m u i t o p r ó x i m a s , d e m o d o q u e , por 
e x . ° , s ó d i f l i r a m n a 2 . ° d e c i m a l , s ó m e n t e h a v e r á ce r t eza d o a s h a v e r 
s e p a r a d o , q u a n d o o i n t e r v a l l o e n t r e os n ú m e r o s O , a , b, c , . . .. for de 
u m a c e n t e s i m a . P o r é m , n ã o f a l t ando n o t r a b a l h o q u e d ã o es t e s c á l c u l o s , 
c o m o a s e p a r a ç ã o d a s r a i ze s é i m p o s s i v e l , q u a n d o n ã o e x i s t e m , p ô d e I e -
v a r - s e m u i t o l o n g e , e d e b a l d e , a a p p r o x i m a ç ã o , s e m h a v e r u m ind ic io 
da não e x i s t e n c i a d a s m e s m a s r a i ze s . N ã o é possivel d e s t r u i r es ta o b j e c ç ã o 
c o n t r a o m e t h o d o , e x c e p t u a n d o a lguns casos p a r t i c u l a r e s e m q u e M . B u d a n 
r e so lve a d i f l i c u l d a d e , a qua l fica em pé pa ra todos os o u t r o s c a s o s ; r azão 
p o r q u e e s t e m e t h o d o n ã o sa t i s faz g e r a l m e n t e . 

E i s aqu i c o m o o seu a u c t o r o app l i c a á a p p r o x i m a ç ã o d a s ra izes . T i -
r a m - s e , s u c c e s s i v a m e n t e da e q u a ç ã o f x = O pelo p roces so da p a g . 59 , 
t o d a s as t r a n s f o r m a d a s em x — 1 , x — 2 , x —3 , . . . . a t é se c h e -
g a r a u m a e q u a ç ã o q u e t e n h a s ó m e n t e s i g n a e s p o s i t i v o s ; pe lo n ú m e r o 
d a s va r i a ções p e r d i d a s s a b e - s e q u a n t a s r a i ze s podem existir e n t r e os n ú -
m e r o s 0 , 1 , 2 , 3 . . . . . . . d ' o n d e s e d e d u z o i n t e i r o c o n t i d o e m c a d a 
u m a d ' e l l a s . Se a t r a n s f o r m a d a em a ; — a t i v e r ze ro por ú l t i m o t e r m o , 
x — a s e r á f a c t o r de f x ( n . ° 2 7 ) ; e q u a n d o m u i t o s dos ú l t i m o s t e r m o s d a s 
t r a n s f o r m a d a s f o r e m nu l los c o n j u n c t a m e n t e , a ra iz a s e r á m ú l t i p l a ; v indo 
p o r e s t e m o d o a r e c o n h e c e r - s e t o d a s as r a i ze s i n t e i r a s e g u a e s e d e s i g u a e s . 
Q u a n d o e x i s t i r e m e s t a s r a i z e s , d i v i d i r - s e - h a f x por x — a t a n t a s v e z e s , 
q u a n t o s f o r e m os ú l t i m o s t e r m o s n u l l o s , e d e p o i s se a p p l i c a r á o m e t h o d o 
ao q u o c i e n t e , a f im de « b t e r a s r a i zes f r a c c i o n a r i a s . 

D e s i g n e m o s por ( O ) , ( 1 ) , ( 2 ) , . . . . a s t r a n s f o r m a d a s c m x — O , 
x — í , x — 2 , e t c . 

E n t ã o n a e q u a ç ã o X t — 6 x 3 H - I G x s — 2 4 x H - 1 6 = 0 , t e r e m o s 
( 0 ) . . . . 1 — 6 H - 1 6 — 2 4 H - 1 6 

( 1 ) . . . . 1 — 2 + 4 — 6 + 3 

( 2 ) 1 -H 2 H - 4 0 0 
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P o r o n d e se v ê , q u e f x é d iv is íve l po r (x — 2 ) 2 ; e c o m o o q u o c i e n t e é 
(x — 1 )2 + 2 (x — 1) + 4 = 0, e q u a ç ã o c u j a s r a i z e s são. i m a g i n á r i a s , 
v ê - s e q u e a p ropos ta só t e m d u a s r a i zes e g u a e s , e a s o u t r a s i m a g i n á r i a s . 

N a e q u a ç a o x 4 — 8 x 5 — 1 6 x — 2 = 0 , l i m i t a n d o - n o s á s t r a n s -
f o r m a d a s e m q u e s e p e r d e m v a r i a ç õ e s , q u e s ão a 9 q u e b a s t a t r a c t a r , t e -
r e m o s 

( 0 ) 1 0 — 8 — 1 6 — 1 2 1 vari. 
( 3 ) . . . . 1 + 1 2 + 4 6 + 4 4 — 5 1 1 vari. 
( 4 ) . . . . 1 + 1 6 + 8 8 + 1 7 6 + 5 2 O v a r / . 

M u d a n d o x e m — x ( 0 ) 1 0 — 8 + 1 6 — 1 2 3 v a r i . 
( 1 ) 1 + 4 — 2 + 4 — 3 3 vari. 
( 2 ) 1 + 8 + 1 6 + 1 6 + 4 0 vari. 

O n d e s e v ê q u e h a u m a ra i z e f t t r e 3 e 4 ; e q u e e n t r e — I e — 2 p o -
d e m h a v e r 3 , ou ta lvez u m a só r e a l e d u a s i m a g i n á r i a s . 

C o n h e c i d o o i n t e i r o a de c a d a r a i z , p a r a a c h a r o a l g a r i s m o a 1 d a s 
d e c i m a s , a " d a s c e n t e s i m a s , e t c . : s u p p o n h d m o s 

x - a = ± x', x' — a1 « ' ' — « " = £ x 1 " , e t c . , 

o q u e d a r á 

x = a + r T 7 a ' + ^ a " + e t c . 

O r a , sendo a o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o em x , é x — a < l e x' < 1 0 ; 
s e n d o t a m b é m a' o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o em x', éx' — a'<t , e x " | < 1 0 ; 
e a s s i m por d i a n t e . L o g o todos os in t e i ros a', a'1, a"1, c o n t i d o s 
em X1, x1', x1", . . . . são < 1 0 , e f o r m a m as l e t r a s s u c c e s s i v a s de d i z i m a 
no va lor de x. 

D e p o i s de a c h a r a t r a n s f o r m a d a cm x — a , q u e p e r d e u m a v a r i a -
ç ã o , e faz c o n h e c e r o i n t e i r o a da r a i z , p a s s a r - s e - h a á c o m p o s i ç ã o da 
t r a n s f o r m a d a em x ' , a q u a l se o b t é m , s e g u n d o se d e d u z da e q u a ç ã o 
x — 0 = 7 ; x1, m u l t i p l i c a n d o po r 1 0 ° , I O 1 , I O 2 , . . . . o s r e s p e c t i v o s 
c o e f i c i e n t e s da e q u a ç ã o em x — a. D ' e s t a e q u a ç ã o em x', se d e d u z i r ã o 
as t r a n s f o r m a d a s em x'— 1 , x ' —2 d a s q u a e s aque l l a X 1 — a ' , 
q u e p e r d e r u m a v a r i a ç ã o , d a r á o a l g a r i s m o a ' < 1 0 d a s d e c i m a s . M u l t i p l i -
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c a n d o d e novo o s coe f f i c i en tes success ivos d a t r a n s f o r m a d a e m po r 
l U ° , 1 0 ' , 1 0 % p a s s a r e m o s p a r a a t r a n s f o r m a d a e m x", d ' o n d e s e 
d e d u z i r ã o as t r a n s f o r m a d a s em x"— 1 , x"— 2 d a s q u a e s aque l l a 
x" — a" q u e p e r d e r u m a v a r i a ç ã o d a r á o a l g a r i s m o s a ' ' < 1 0 d a s c e n t é s i -
m a s . E a s s i m pa ra as d e c i m a e s s u b s e q u e n t e s . 

A d \ i r t a - s e q u e se , em vez de p a r a r m o s com o cá lcu lo na t r a n s f o r -
m a d a q u e dá u m a v a r i a ç ã o do m e n o s , o c o n t i n u á s s e m o s a t é á t r a n s f o r -
m a d a em I 1 — 10 = 10 [ar — ( a + 1 ) ] , o s coe f f i c i en tes d ' e s t a e q u a ç ã o s e -
r i a m os p r o d u c t o s por 1 0 ° , I O 1 , 1 0 % dos coef f i c ien tes da t r a n s -
f o r m a d a em x — (a + 1) ; e p o d e m o s por isso s e r v i r - n o s d e s t e m e i o p a r a 
p rova da e x a c t i d ã o dos cá lcu los . 

N o e x . ° p r e c e d e n t e , s u p p r i m i n d o a s t r a n s f o r m a d a s i n ú t e i s , t e r e m o s 
p a r a a r a i z e n t r e 3 e 4 

e q . e m x 1 ( 0 ) I + 1 2 0 + 4 0 0 0 + 4 4 0 9 0 — 5 1 0 0 0 0 
( 6 ) . . . . 1 + 1 4 4 + 6 9 7 6 + 1 1 3 0 2 4 — 5 3 1 8 4 
( 7 ) . . . . 1 + 1 4 8 + 7 4 Í 4 + 1 2 7 4 1 2 + 6 6 9 6 1 

( 1 0 ) . . . . 1 + 1 6 0 + 8 8 0 0 + 1 7 6 0 0 0 + 5 2 0 0 0 0 

D ' a q u i se conc luo q u e x 1 e s t á e n t r e 6 e 7 , logo x = 3 , 6 . A e q u a ç ã o 
( 1 0 ) s e n d o o m e s m o q u e a e q u a ç ã o ( 4 ) d e c i m a , m u l t i p l i c a d o s o s ' s e u s 
c o e f f i c i e n t e s por 1 0 ' , 1 0 ' , I O 2

1 s e r v e d e prova aos cá lcu los . P a r a 
a c h a r a s c e n t e s i m a s d a s r a i z e s , e m p r e g a r - s e - h i a o u t r a vez a e q u a ç ã o ( 6 ) , 
m u l t i p l i c a n d o os seus coe f f i c i en te s por a q u e l l e s f a c t o r e s , e vi r ia a t r a n s f o r -
m a d a em x " e t c . 

P o r e s t e p roces so s e a c h a r i a a ; = 3 , 6 í - 5 7 o . 
D o m e s m o m o d o s e a c h a r i a a r a i z c o m p r e h e n d i d a e n t r e — I e — 2 . 

A s o u t r a s d u a s r a i ze s são i m a g i n á r i a s . 
E s t e m e t h o d o d e a p p r o x i m a ç ã o , posto q u e g e r a l , é longo e m e n o s 

c o m m o d o q u e o s o u t r o s , q u e por isso são p re fe r ive i« . E m p r e g a - s e c o m 
v a n t a g e m p a r a s e p a r a r a s r a i z e s , q u a n d o s e a c h a m m u i t a s c o m p r e h e n d i -
d a s e n t r e d o u s i n t e i ro s s u c c e s s i v o s : p o r q u e e n t ã o a s v a r i a ç õ e s q u e s e p e r -
d i a m ao m e s m o t e m p o na p a s s a g e m Ue u m a t r a n s f o r m ida p a r a a s e g u i n t e , 
c o m e ç a m a n ã o d e s a p p a r e c e r s e n ã o u m a d e p o i s d ' o u t r a , logo q u e se c h e g a 
á p r i m e i r a I.etra de d i z i m a q u e n ã o é c o m m u m a e s t a s r a i z e s . I s to se vê no 
e x . ° s e g u i n t e e t c . 

— 4a; 3 + x 2 + Q x + 2 = 0 
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(0 ) 1 — 4 + 1 + 6 + 2 2 vari. 
(1 ) i 0 — o 0 + 6 2 vari. 
( 2 ) 1 + 4 + 1 — 6 + 2 2 vari. 
( 3 ) 1 + 8 + 1 9 + 1 2 + 2 0 vari. 

M u d a n d o .r em — x ( 0 ) . . .. 1 + 4 + 1 — 6 + 2 2 vari. 

( 1 ) . . . . 1 + 8 + 1 9 + 1 2 + 2 0 v a r i . 

P o d e m h a v e r d u a s r a i ze s e n t r e 2 e 3 , e o u t r a s d u a s e n t r e 0 e — 1. 
P a r a v e r i f i c a r e a p p r o x i m a r o s s e u s v a l o r e s , f a r - s e - h a x — 2 = ^ x t , p a r a 
a c h a r a s r a i z e s e n t r e 2 e 3 : e r e s u l t a r á 

( 0 ) . . , . . 1 + 4 0 + 1 0 0 — 6 0 0 0 + 2 0 0 0 0 2 vari. 
( 4 ) . . . . 1 + 5 6 + 6 7 6 — 3 0 2 4 + 4 1 6 2 vari. 
( 5 ) . . . . 1 + 6 0 + 8 5 0 — 1 5 0 0 — 1 8 7 5 1 vari. 
( 7 ) . . . . 1 + 6 8 + 1 2 3 4 — 2 1 5 2 — 9 7 9 1 vari. 
( 8 ) . . . . 1 + 7 2 + 1 4 4 4 + 5 3 2 8 + 2 9 7 6 0 vari. 

E x i s t e m po r t a n t o d u a s r a i ze s de x e n t r e 2 e 3 , a s a b e r x = 2 , 4 . .cx =2,7. 
L e v a r e m o s a a p p r o x i m a ç ã o m a i s l o n g e , p a r t i n d o d a s e q u a ç õ e s ( 4 ) e ( 7 ) ; 
e b u s c a n d o p r i m e i r o a s c e n l e s i m a s , d e p o i s a s m i l l e s i m a s . . . . a c h a r e m o s 
¢ = 2 . 4 1 4 . . e 2 , 7 3 2 . 

E m q u a n t o á s r a i zes q u e s e p r e s u m e e x i s t i r e m e n t r e 0 e — 1 , t o m a r e -
m o s a e q u a ç ã o ( 0 ) d e p o i s de h a v e r m u d a d o x em — x , e c o m o a c i d e n t a l -
m e n t e esta e q u a ç ã o é a m e s m a q u e ( 3 ) , e c o n d u z á s t r a n s f o r m a d a s a c i -
ma , a d i z ima é a m e s m a , e x = — 0 , 4 1 4 . . ex = 0 , 7 3 2 . . . . 

V e j a - s e a no t a q u e t e r m i n a a Á l g e b r a de M. Bourdon. 

Raizes Imaginárias. 

9 0 . S u j e i t a n d o , po r c o n v e n ç ã o , o s s y m b o l o s d a f ó r m a o + i K — 1 , 
em q u e a e b d e s i g n a m q u a n t i d a d e s r e a e s , á s o p e r a ç õ e s a l g é b r i c a s , 
vamos mostrar que os resultados' podem sempre reduzir-se á forma 
a + ò K - 1 . C o m e f f e i t o : 

18 
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[1] (a + biS—i) + ( a ' + b' = (a + a') + (6 + b') VT\; 

[2] (a + b V - i ) — (a '+ b1 V=I) = ( a — a ' ) + (ò—6') i/^TT; 

[3] (a + b V ~ ) X (a' + 6' K T I ) = (aa1— bb') + (ab'+a'b)V-i; 

a + b VZTi (a + 6 K = I ) ( a '—6' a a ' + W 
[4] 

a 1 + ( a ' + b' V~i) (a'—bV—l) a ' 2 + 6'2 

a'6—a&' 
a12 + bn 

O d e s e n v o l v i m e n t o da (a + b V—i)*, o b t e m - s e pela f ó r m u l a do b i n ó -
m i o , q u e d á 

/ b V N T N b 
( a + 6 K Z T ) " = a - í 1 + - J ^ = I j = o [ 1 + - - V ~ i 

n ( n — 1 ) i 2 n (n — 1 ) ( n — 2 ) b' __ 
T" í 1 . 2 a 2 1 . 2 . 3 o 

n (n— 1) (n —>2) (n — 3 ) 6* 
+ — O l o 

1 . 2 . 3 . 

e r e u n i n d o o s t e r m o s a [Tectos d e V = I , 

(a + bV=i)» 

r n ( n - l ) b ' , n ( n - l ) ( » - 2 ) ( n ~ 3 ) b> 1 

L T T T * 2 . 3 . 4 " 7 ~ e l c - J 

rn b n ( n — l ) ( n — 2 ) 6a , 4 

• 1 
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P a r a o b t e r o d e s e n v o l v i m e n t o de (a — b VHiy b a s t a r á m u d a r 6 
em — b no r e s u l t a d o p r e c e d e n t e ; v indo s ó m e n t e p o r e s t e m o t i v o a h a v e r 
m u d a n ç a no s i g n a l do coe f f i c i en t e de a n V—1, em c u j o s t e r m o s e n t r a b 
e l evado a p o t e n c i a s i m p a r e s . Se f izermos pois 

„ ( „ _ 1 ) b 2 „ ( n — 1 ) ( n — 2 ) ( n — 3 ) b A 

y = n 2 2 . 3 . 4 ~ã* ' 

n b n ( n — l ) ( « — 2 ) 6 5 

^ T T - I - 2 . 3 ^ + e t c " 
s e r á 

[5 ] (o + b =p + q , 

[6 ] (a—b ^SITj* = p —q . 

S e nes t a s ú l t i m a s f ó r m u l a s f o r n i n t e i r o p o s i t i v o , a s s e r i e s r e p r e s e n -
t a d a s p o r p e q s e r ã o l i m i t a d a s , e p e g q u a n t i d a d e s f in i t a s . Se n fo r p o -
r é m n e g a t i v o o u f r a c c i o n a r i o , a s s e r i e s s e r ã o i l l i m i t a d a s . 

P a r a r e d u z i r a e x p r e s s ã o r a d i c a l 

n 

á f ó r m a p ± q V . s u b s t i t u i l - a - h e m o s pe la p o t e n c i a f r a c c i o n a r i a > 

(a ± b " 5 q u e se d e s e n v o l v e do m o d o q u e a c a b á m o s de d i z e r . A 
Á l g e b r a não f o r n e c e o u t r o m e t h o d o g e r a l p a r a e s t a t r a n s f o r m a ç ã o ; e s ó 
q u a n d o n fo r p o t e n c i a d e 2 , s e p ô d e e f f e c t u a r s e m s o c o r r o d a s s e r i e s . 

C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o o s d o u s r a d i c a e s d o 2 . ° g r á o 

P o n d o k = j / f l + 6 K = I + ^ a - . 

I = \/a + bV— 1— V a - b V ~ i , . 

W 
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t e r e m o s , e l e v a n d o e s t a s q u a n t i d a d e s a o q u a d r a d o 

= 2a + 2 ^ V + b\ 

P = 2 a — 2 ^ a t + 6*. 
t 

Q u a l q u e r q u e se ja o s igna l de a , o va lor de k1 6 p o s i t i v o ; pe lo c o n t r á r i o 
o de P é s e m p r e n e g a t i v o . D ' e s t a s e g u a l d a d e s t i r a - s e 

k=> ^Úa-fW^Tpr, I = l / ^ W ^ P 1 ^ (c) 

O r a as e q u a ç õ e s ( a ) e (b) d3o 

V ^ T v = f _ * + * — 

— 2 ' a — ' ' t / — t — 2 

s u b s t i t u i n d o pois por /c e / os va lores ( c ) , vem finalmente 

[7] V a + b V ' — = I + 1 l / — 2 a + 2 K ^ p I 
L8] v ^ a — b V ^ i = I — j t / — 2 a + 2 6 2 V - < 

S e c o n s i d e r a r m o s a g o r a a s e x p r e s s õ e s r a d i c a e s 

16 
Va±bV=i, VadzbV-I1 ^a±bV~i> e t c . , 

nas q u a e s o s Índ ices d a s r a i zes são] p o t e n c i a s d e 2 : r e c o n h e c e r - s e - l u , q u e 
a Jex t racçDo d é c a d a u m a d ' e s t a s j r a i z e s p ô d e s e r s u b s t i t u í d a po r e x t r a -
c ç õ e s succes s ivas d a ' r a i z q u a d r a d a ; e por c o n s e q u ê n c i a as f ó r m u l a s [7 ] e 
[ 8 ] , s e n d o - l h c s app l icadas^ r e p e t i d a m e n t e , r e d u z i r ã o por f i m e s t a s c « p r t ' s -
sões á f ó r m a p — q —i. 
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Se no p o l y n o m i o ki" -\-px"~x + . . . . fizermos x = a± b^—1 , 
cada um d o s t e r m o s d e s e n v o l v i d o t e r á a f ó r m s p ± ç 1 / — í , e p o r c o n -
s e g u i n t e t a m b é m o p o l y n o m i o t e r á a m e s m a f ó r m a . 

EfTec tuando a m u l t i p l i c a ç ã o d e 3 , 4 , 5 . . . . f a c t o r e s i m a g i n á r i o s 
da f ó r m a a±b 1 , o b t e r e m o s t a m b é m um p r o d u c t o d a s m e s m a 
f ó r m a . 

9 1 . S u p p o n h â m o s q u e x = a + b V—J é u m a d a s r a i z e s da 
e q u a ç ã o f x = 0 . S u b s t i t u i n d o po r x e s t e va lo r na p r o p o s t a , v i r á , pe lo 
q u e s e a c a b a d e v e r , u m a e x p r e s s ã o d a f ó r m a P + Q ^ — 1 = 0 , a 
qua l só p ô d e s e r s a t i s f e i t a p o n d o P = O, Q = O, v is to q u e a p a r t e re. i i 
não s e p ô d e d e s t r u i r c o m a i m a g i n á r i a . S e t i v e s s e m o s pos to x = a — b ^ — 1 , 
f x t o r n a r - s e - h i a em P — Q f x = T ; p o i s , s e g u n d o j á d i s s e m o s , só h a v e -
r ia m u d a n ç a n o valor Q , e m q u e e n t r a m a s p o t e n c i a s i m p a r e s d o l i , e 
q u e por isso m u d a r i a de s i g n a l . Mas c o m o P e Q são n u l l o s , a s u b s t i -
t u i ção d ' e s t e 2 . ° va lor de x t o r n a r i a fx = 0 ; e por isso os valores con-
jugados a±b V—1 são a m b o s ra i zes da p r o p o s t a , e fx é d iv is íve l po r 
(x — a)2+ b2, p r o d u c t o dos d o u s f a c t o r e s do 1 . ° g r á o . L o g o : 

Se a + b V—í for uma das raizes de f x = 0 , lambem a — b j / H T 
o será , e a proposta lerá um factor do 2 . ° gráo da fórma x2—2ax+a2+b2. 

9 2 . Uma equação de qualquer gráo, com coefficientes reaes ou ima-
ginários da fórma a + b ^ — 1 , tem sempre pelo menos uma raiz real 
ou imaginária d'esta forma. 

A d e m o n s t r a ç ã o q u e d e u L e g e n d r e d ' e s t e t h e o r e m a ( T h e o r i e des 
Nombres, I . p a g . 1 7 5 ) é c o m pouca d i f f e r e n ç a a s e g u i n t e . 

1 . C o m e c e m o s po r m o s t r a r a v e r d a d e do t h e o r e m a a r e s p e i t o d a s 
e q u a ç õ e s b i n o m i a s 

x" ± 1 = 0 , x ± i / ~ = 0 . 

1° Q u a l q u e r q u e se j a m , a e q u a ç ã o x " — 1 = 0 é e v i d e n t e m e n t e 
s a t i s f e i t a pe lo valor x = 1 . 

m 
S e t n é i m p a r , x + 1 = 0 s e l - o - h a por x = — 1 . 
2 . ° Se m é p a r , l e r á a f ó r m a m = 2 " p , s e n d o p um n u m e r o i m p a r ; 

n / n \ 
m a s x2 p = ( e 2 j ' ; se p u d e r m o s pois a c h a r um valor de x , r e a l ou i m a -
g i n á r i o q u e sa t i s faça á e q u a ç ã o x* =— 1 , e s t e va lor ve r i f i c a r á n e c e s -
s a r i a m e n t e 
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/ n\p m 

U 2 ) = — 1 , OUX + 1 = 0 . 

O r a d a e q u a ç ã o X 2 = - I t i r a - s e x =V—1, valor q u e , s e g u n d o s e 
viu na A r i t h r a e t i c a , se a c h a e x t r a h i n d o n r a i z e s q u a d r a d a s succes s ivas 
a — 1 . M a s a p r i m e i r a ra iz é ± V — 1 ; e c o m o a r a i z q u a d r a d a de 
u m a e x p r e s s ã o da f ç r m a a ± b ^—1 é t a m b é m d e s t a f ó r m a , s e g u e - s e , 
q u e a ra iz do g r á o 2" de — 1 , a i n d a t e r á a m e s m a f ó r m a ; e q u e a e q u a ç ã o 
x +1 = 0 t e r á u m a ra i z da f ó r m a a + b i / — T , q u a n d o m fo r p a r . 

3 . ° Se m è i m p a r t e r á a f ó r m a 4n + 1 ou 4-rt + 3. O r a se e l e v a r -
m o s s u c e s s i v a m e n t e , 4 1 / , 2 / , 3 . * . . . . p o t e n c i a , a e x p r e s s ã o + V — 1 , 
a c h a r e m o s p e r i o d i c a m e n t e o s s e g u i n t e s va lo res 

+ , - 1 , - V — , - f 1 , 

d o n d e s e d e d u z e m a s q u a t r o f ó r m u l a s s e g u i n t e s : 

( + v Z T ) 4 » = + i , ( + i / z r f y * + 1 — + v~n\, 

( + K Z T ) 4 n + = = — 1 , ( + = — V ~ . 

D o m e s m o m e d o s e d e d u z e m a s q u a t r o s e g u i n t e s 

( — e - + ! , )4»+* = 

( — 1)4-+» = — 1 , ( — — + t — l . 

S e n d o pois 

(— K T 7 ) 4 » + . — _ , ( + = _ 
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vé - se q u e s a t i s f a r e m o s á p ropos ta xn + ^—1=0, pondo a; = — ^ — 1 , 
ou x = + ^ — 1 , c o n f o r m e for m e g u a l a 4 n - J - 1 ou a 4n + 3. 

Se m for p a r , pondo c o m o a c i m a m = 2np, e r a c ioc inando do m e s m o 
m o d o , a c h a r e m o s q u e a e q u a ç ã o x m - J - K — 1 = 0 t e r á u m a ra iz d a 
f ó r m a a -\-bV=i, se p u d e r m o s o b t e r p a r a x um valor da m e s m a f ó r m a 
q u e sa t i s faça á e q u a ç ã o 

x 2 " = — V=I , o u = + V ~ , 

c o n f o r m e for p egua l a 4n -f- 1 ou 4n + 3. M a s as r a i ze s q u a d r a d a s de 
= f c l ^ - I são d a f ó r m a a + b V Z Z i ; I o g o t a m b é m o s e r á a r a i z d o 
g r á o 2" de ±V=i. 

4 . ° P e l o m e s m o t h e o r se m o s t r a r á q u e a e q u a ç ã o xm—V—1 = 0 
t e m u m a ra iz da f ó r m a a -J- b V—1. 

I I . P a s s a n d o a g o r a a um po lynomio q u a l q u e r fx = 0 , s u p p o n h a -
mos q u e não t e m ra iz a l g u m a da f ó r m a x= a-\-bV—1. P o n h a m o s 
pois x = a -f b V—1-J-az, sendo a u m a q u a n t i d a d e suscep t íve l de se t o r -
na r m e n o r q u e q u a l q u e r q u a n t i d a d e a s s i g n a v e l , e z u m a i n d e t e r m i n a d a , d e 
q u e ' p o d e m o s d i spor c o n v e n i e n t e m e n t e . P a r a e f f e c t u a r a s u b s t i t u i ç ã o d ' e s t e 
valor de x na p r o p o s t a , m u d a r e m o s p r i m e i r o x em x -J- h , o q u e d a r á 
(n.° 3 1 ) 

f x + f > ( x ) h + Ç ^ . h>+ ÇM h' h", 

e s u b s t i t u i r e m o s d e p o i s x por a -J- 6 V—1 , e li po r as. O l . 0 t e r m o fx 
t o r n a r - s e - h a , c o m o já v i m o s , em c + dV•—1 , não p o d e n d o c e d t o r -
n a r - s e n u l l o s , vis to q u e a -J- 6 V — 1 se s u p p õ e n ã o s e r r a i z da p ropos t a ; 
a l g u m a s das d e r i v a d a s de f x p o d e m se r nullas* S u p p o n d o q u e f m ( a ) é a 
1.® d e r i v a d a q u e se não ann iqu i l a pela s u b s t i t u i ç ã o de a-\-bV—1 em 
vez de x , e d e s i g n a n d o por c - \ - d ' V — 1 o va lor q u e . t o m a e n t ã o o q u o c i -
e n t e d ' e s t a d e r i v a d a por 1 . 2 . 3 m ; t e r e m o s , r e p r e s e n t a n d o p o r 
? + Q V — I a q u i I l o e ra q u e s e t o r n a / " x pela s u b s t i t u i ç ã o d e 

x = a+bV—1+ a z , 

V+QV—l =c+dV— l + ( c ' + d ' K — 1 ) « " s - + G a " + 1 a - + 1 , 
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d e s i g n a n d o , p o r s i m p l i f i c a ç ã o , p o r G a m + l z m + 1 a s o m m a d e todos o s t e r -
m o s , e m q u e a : e n t r e numa p o t e n c i a s u p e r i o r a m . 

C o m o z è i n d e t e r m i n a d o , p o d e m o s d a r - l l i e , c o m o v imos a c i m a , u m 
va lo r da f ó r m a a + £> V—1, ta l c o m o zm= ± 1 , c s e p a r a n d o c o n j u n c t a -
c t a m e n t e a s p a r t e s r e a e s e a s i m a g i n á r i a s , v i r á 

P = C i C 1
a - + C a m + 1 , 

Q= ClrfcdfCT+Ca"+1 , 

d ' o n d e s e d e d u z f a c i l m e n t e 

P 1 + Q2 = c1+ d2 rt 2 (cc» + dd') W + Ka"1+1, 

ou a n t e s 

P 1 + Q 1 = C2 + d * + { ± : 2 (cc' + dd') + K a | a m . 

C o m o a s e p ô d e t o r n a r t a m p e q u e n o c o m o se q u i z e r , ó e v i d e n t e q u e 
p o d e m o s d a r a K a u m valor t a l , q u e o s igna l d a q u a n t i d a d e q u e es tá e n t r e 
os c o l c h e t e s , t e n h a o s igna l do l . ° t e r m o ± : (cc' + dd'). L o g o t o m a n d o 
a q u e l l e d o s s i g n a e s + e — q u e for c o n t r á r i o ao do b i n o m i o cc' + dd', o 
q u e equ iva l a p ò r s™ = + 1 , ou zm = — 1 , t e r e m o s 

P2 + Q2 < c1 + d2. 

S e fosse c c ' + dd'= O , c o m e ç a r í a m o s o m e s m o c á l c u l o , p o n d o x ' " = — 1 , 
o q u e d a r i a 

P = c q = d ' a m + G1a"+' 

Q =d ± c'a.m + Gaam+', 
d ' o n d e 

P2 + Qi =» c2+ d2 =p 2 (cá» — dc<) ol" + K(«"+', 
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P o n d o a " * = + V—1 o u s » = — V—1 , c o n f o r m e cd'— dc1 fosse n e g a -
t ivo ou p o s i t i v o , p o d e r í a m o s t o m a r , c o m o em c i m a , a t a m p e q u e n o , q u e 
t o r n a s s e n e g a t i v a a s o m m a de todos os t e r m o s q u e se s e g u e m a c2+ d2; 
e t e r í a m o s a i n d a n ' e s t e caso 

P a + Q 2 < c 1 + d 2 . 

P o r o u t r a p a r t e t a m b é m n ã o p o d e r i a s e r cd'—dc' n u l l o , por q u a n t o , 
c o m o s u p p ô m o s t a m b é m cc+dd' = O , r e s u l t a r i a 

(cc'+dd')2+ (cd' — dc')% = O , 
ou 

c 2 c ' 2 + d2d>2 + C 2d' 2 + d V 2 = ( c 2 + d 2 ) ( c ' 2 + d'2) = O ; 

c o n d i ç ã o q u e e x i g e , q u e se j a a o m e s m o t e m p o : 

ou c = 0 , d = 0 , 

o q u e é c o n t r a a h y p o t h e s e ; 

ou c' = 0 , d' = 0 , 

e e n t ã o se r i a fm(a + bV—1) = 0, t a m b é m c o n t r a o q u e s u p p u z e m o s . 
F i c a po is d e m o n s t r a d o , q u e s e u m va lo r a + bV—1 d e x , q u e r e -

d u z fx a c + dV—1, n ã o for r a i z da e q u a ç ã o fx = 0 , p o d e m o s s e m p r e 
a c h a r o u t r o va lo r x = a + bV—1 + a z , t a l , q u e dê a fx um d é s e n v o l -
v i m e n t o da f ó r m a P + QV— 1 , s e n d o P2 - f Q2 <c2+d2. P o d e m o s d e p o i s 
d a r o u t r o va lo r a a ; d a m e s m a f ó r m a , d ' o n d e r e s u l t e pa ra f x u m d e s e n v o l -
v i m e n t o V+QV— 1- , s e n d o P ' 2 + Q , 2 < P 2 + Q 2 . E a s s i m por d i a n t e . 

Y ê - s e p o i s , q u e o b i n o m i o e s s e n c i a l m e n t e pos i t ivo P 2 + Q 2 p ô d e i r 
d e c r e s c e n d o po r t a l m o d o , q u e , c h e g u e a o m i n i m o zero; e n e s s e e s t a d o 
h a v é r á um va lor x = A + BV—1 . q u e , d a n d o a fx o d e s e n v o l v i m e n t o 
P +q V—1 , e t o r n a n d o p2+ q2 = 0 e po r c o n s e g u i n t e p = 0 e q = 0 , 
s e r á po r isso r a i z d a e q u a ç ã o f x = 0 . L o g o : 

I . 0 A equação fx = 0 terá sempre uma raiz da fórma a + b V—1, 
e por conseguinte outra da fórma a — bV—1, e um factor real do 2 . ° 

20 
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gráo da fórma (x — a ) 2 + b*. Cotn tudo se for fa a® 0 a raiz será real, e 
não existirá a sua conjugada. 

2 . ° Toda a equação de gráo par pôde sempre ser decomposta em 
factores reaes do 2 , ° gráo. O mesmo se dirá das equações de gráo impar, 
tendo porém estas demais um factor binornio do l . ° gráo. 

3 . ° Toda a funeção imaginária pôde reduzir-se á fórma a ± b ( / — 1 ; 
p o r q u e e g u a l a n d o - a a z , p o d e r e m o s po r m e i o d e t r a n s p o s i ç õ e s e e l e v a -
ç õ e s a p o t e n c i a s , e l i m i n a r d ' e s t a e q u a ç ã o t odos os r a d i c a e s , e c h e g a r a s -
s i m a u m a e q u a ç 5 o fz = 0 , c u j a s r a i z e s da f ó r m a a ± bV—1 s e r ã o os 
v a l o r e s d a f u n e ç ã o p r o p o s t a . 

9 3 . V e j a m o s a g o r a a m a n e i r a d e c a l c u l a r a s r a i z e s i m a g i n á r i a s 
c o n t i d a s n a e q u a ç ã o f x = 0 . 

1 . ° S u b s t i t u i n d o na p ropos t a por x o va lo r a + bV—1, o b t e r e m o s 
u m a e x p r e s s ã o d a f ó r m a P + Q V — 1 = 0 , d a q u a l s e d e d u z P = O e Q = 0 . 
E s t e s p o l y n o m i o s P e Q , o b t e r a - s e m u i t o f a c i l m e n t e , c o m o j á v i m o s , 
d e s e n v o l v e n d o pela f ó r m a de T a y l o r ( n . ° 3 1 ) a e x p r e s s ã o f[a + 6 ( / " — 1 ) ; 
d o n d e nos r e s u l t a r á , s u p p r i m i n d o o f a c t o r c o m m u m 6 d e t o d o s o s t e r m o s 
d e Q , 

f a - T z f " a + T I U r a " e t c - = 

E l i m i n a n d o 6 2 e n t r e e s t a s d u a s e q u a ç õ e s , v i r á u m a e q u a ç ã o e m a , q u e 
s e t r a c t a r á pe lo p roces so d a p a g . 7 7 , e d a r á t o d a s a s r a i z e s c o m m e n s u r a -
ve is . C o m e s t e s va lo re s de a a c h a r e m o s os c o r r e s p o n d e n t e s de 6% o f ina l -
m e n t e a s r a i z e s i m a g i n á r i a s d a f ó r m a x = a ± b \ S — 1 . 

P o r e x . ° a e q u a ç ã o 

x 4 — 3 x 2 — 1 2 z + 4 0 = 0 , 

d á 

a* — 3 a 2 — 1 2 a + 4 0 — ( 6 a 2 — 3 ) &2 + ò 4 = 0 , 

4 a 3 — 6 a — 1 2 — 4 a b2 = 0. 
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E l i m i n a n d o b2 v e m a e q u a ç ã o final 

1 6 a ' — 2 4 a « — 1 5 1 a* — 36 = 0 | 

c u j a s r a i ze s c o m m e n s u r a v e i s a = + 2 , a = — 2, d â o b 2 = 1 , b2 = 4 , 
r e s u l t a n d o po r c o n s e g u i n t e x = 2 ± V — 1 e x = — 2 z t 2 V — 1 . 
A s s i m a ' p r o p o s t a t e r á a f ó r m a 

[ (05 -2 ) + 1] [(a; + 2)a+ 4)] = [x2— kx + 5) (x2 + kx + 8). 

2 . ° Q u a n d o a e q u a ç ã o f i n a l e m a n ã o t e m ra i z c o m m e n s u r a v e l , 
e s t a t h e o r i a só dá os v a l o r e s de a e 6 po r a p p r o x i m a ç ã o . 

N ' e s t e caso p o d e m o s a p p l i c a r o methodo de Newton (n .° 6 9 ) p a r a 
o b t e r r e s u l t a d o s c a d a vez m a i s a p p r o x i m a d o s . A s s i m t e n d o a c h a d o , pe l a 
t h e o r i a p r e c e d e n t e , os va lo r e s a e 6 de q u a e s q u e r n ú m e r o s r e a e s c o m p r e -
b e n d i d o s e n t r e os l i m i t e s c o n h e c i d o s d a s r a i z e s , f a r e m o s x = a + bV—1, 
e s u b s t i t u i n d o e s t e va lor e m fx=* 0 , a p p a r e c e r á u m a e x p r e s s ã o d a f ó r m a 
c + d V — 1 . T o m a n d o d e p o i s u m a q u a n t i d a d e y t a m p e q u e n a , q u e p o s -
s a m d e s p r e z a r - s e s e m e r r o sens íve l a s p o t e n c i a s s u p e r i o r e s á m a i s b a i x a ; 
e p o n d o x = a + b V—1 + y em fx = 0 , v i r á u m a e x p r e s s ã o da f ó r m a 

/ • ( a + 5 K - 1 + j / ) = c + d K — 1 + y ( c ' + dV—1) = 0 . 

T i r a n d o d ' e s t a e q u a ç ã o o va lor de y , e s u b s t i t u i n d o - o em x+a+ò V—rl + y , 
t e r e m o s u m valor d e x m a i s a p p r o x i m a d o . 

C o m e s t e 2 . ° va lo r d e x p r o c e d e r e m o s d o m e s m o m o d o pa ra o b t e r 
2 . ' a p p r o x i m a ç ã o . E a s s i m po r d i a n t e . 

P o r e x . ° , n a e q u a ç ã o 

f x — x 3 + 2 a ; 2 — 3x + 2 = 0 , 

t o m e - s e p r i m e i r o x = * (1 + V—1), e r e s u l t a r á 
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f x = 1 . ( 1 — 
P o n d o d e p o i s 

x = | + 1 + y , 
v e m 

1 - 1 1 / - 1 - , , ( 1 - 1 ^ - 1 ) = 0 ; 

d o n d e s e d e d u z 

y = 0 , 0 9 + 0 , 0 5 S / — \ . 

T e r e m o s po i s n a 1 .* a p p r o x i m a ç ã o 

¢ = 0 , 5 9 + 0 , 5 5 ^ - 1 . 

P o n d o a g o r a x = 0 , 5 9 + 0 , 5 5 ( / - 1 + y , 

r e s u l t a 

— 0 , 0 0 0 9 + 0 , 0 5 6 V—1 — y ( — 0 , 5 0 3 2 + 4 , 0 4 7 * / — 1 ) , 

ou 
0 , 2 2 7 1 — 0 . 0 2 4 5 K — 1 

» = Í 6 7 6 M 2 = - 0 , 0 1 3 7 + 0 , 0 0 1 5 1 / - 1 , 

e a ; = 0 , 5 7 6 3 + 0 , 5 5 1 5 1 / - 1 . 

£ a s s im po r d i a n t e . 
S e n o d e s e n v o l v i m e n t o d e f x a p o t e n c i a m a i s b a i x a d e y n ã o for 

a p r i m e i r a , d e v e e n t e n d e r - s e a r e s p e i t o de y o q u e f ica d i t o a r e s p e i t o 
d e y , s e n d o i o m e n o r e x p o e n t e d e y . N ' e s t e caso s e r á n e c e s s á r i o e x t r a -
h i r u m a r a i z d o g r á o » . 
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1 1 1 . R E S O L U Ç Ã O DAS EQUAÇÕES PARTICULARES. 

Abaixamento das Equações. 

9 4 . S u p p o n h a mo9 q u e d u a s e q u a ç õ e s f x = 0 , ç x = 0 t e m a s r a i ze s 
c o m m u n s a , b , c , Os f a c t o r e s x — a , x — b, x — c 
t a m b é m l h e s s e r ã o c o m m u n s , e o p r o d u c t o d ' e s t e s f a c to r e s s e r á o m a i o r 
d iv i so r c o m m u m e n t r e f x e <px. P a r a o b t e r pois a q u e l l a s r a i z e s , p r o c u r a -
r e m o s o m a i o r d iv i so r c o m m u m D e n t r e as d u a s f u n c ç õ e s , e r e s o l v e n d o 
a e q u a ç ã o D = O, as s u a s r a i ze s s e r ã o as p e d i d a s . D i v i d i n d o d e p o i s fx 
p o r D , e d e s i g n a n d o p o r f x o q u o c i e n t e , a s o u t r a s r a i zes d a e q u a ç ã o f x = O 
s e r ã o a s d a e q u a ç ã o f x = 0 . 

P o s t o i s t o , v e j a m o s por q u e m a n e i r a se p ô d e abaixar o gráo de 
uma equação 

fa — O (1) 

quando é conhecida a relação 9 ( x , x ' ) = O entre duas] das suas raizes 
x e x ' . 

C o m o x e x ' s ã o r a i z e s da p r o p o s t a , t e r e m o s as t r e s e q u a ç õ e s 

fx = O , fx' = O, 9 ( x , x ' ) = 0. 

T i r a n d o da ú l t i m a e q u a ç ã o o valor d e x ' , e s u b s t i t u i n d o - o na 2 . " , f i ca rão 
a s d u a s e m x , q u e d e v e m c o e x i s t i r , 

f x = 0 , F ( x ) = 0 ( 2 ) 

A s r a i z e s c o m m u n s d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) são a s r a i ze s d e ( 1 ) , q u e s a t i s f a -
z e m á c o n d i ç ã o d a d a 9 ( x , x ' ) = 0 . P r o c u r e m o s pois o m a i o r d iv i so r c o m -
m u m D e n t r e os l . ° s m e m b r o s d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) ; a s r a i z e s c o m m u n s x 
s e r ã o c o n t i d a s na e q u a ç ã o D = O; e e s t a s p o d e r ã o s u b s t i t u i r - s e em 
9 ( x , x ' ) = 0 p a r a d a r a s o u t r a s d a p r o p o s t a . D i v i d i n d o d e p o i s f x p e lo 
p r o d u c t o d e todos o s f a c t o r e s c o r r e s p o n d e n t e s á s r a i ze s a c i m a a c h a d a s , 
v i rá a e q u a ç ã o f inal c o m o g r á o a b a i x a d o . 
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P o r e x . ° , s u p p o n d o q u e e n t r e a s d u a s r a i z e s x e x ' de 

x 3 — 3 7 í c — 8 4 = 0 , 

se dá a r e l a ç ã o l=x' + 2x, t e r e m o s as t r e s e q u a ç õ e s 

x 3 — 3 7 a ; — 8 4 = s O , a " — 3 7 a ; ' — 8 4 = 0 , I = = ^ S x l 

d a s q u a e s r e s u l t a m a s d u a s 

x 3 — 3 7 x — 8 4 = 0 , 2x3— 3 a ; 2 — 1 7 « + 3 0 = 0 , 

q u e t e m o d iv i so r c o m m u m a : + 3 , o q u a l e g u a l a d o a z e r o dá x = — 3 . 
E s t a r a i z s u b s t i t u í d a na r e l a ç ã o 1 = x'+2x, dá x' = 7. D i v i d i n d o pois 
a p r o p o s t a por (x + 3) (x — 7 ) , r e s u l t a a e q u a ç ã o x + 4 = 0 , q u e dá 
a 3 . " r a i z x = — 4. 

9 5 . S e e m l o g a r d a r e l a ç ã o ç ( x , x')=0 e n t r e d u a s d a s r a i z e s , 
fo s se d a d a u m a r e l a ç ã o e n t r e u m n u m e r o q u a l q u e r d e r a i z e s , d e v i a m o s 
t r a c t a r c a d a u m a d e s t a s c o m o u m a i n c ó g n i t a d i s t i n c t a ; f o r m a r a s e q u a ç õ e s 
r e s u l t a n t e s d a sua s u b s t i t u i ç ã o n a p r o p o s t a ; j u n c t a r e s t a s novas e q u a ç õ e s á s 
q u e e x p r i m e m a r e l a ç ã o d a d a ; e e l i m i n a r depo i s t o d a s as i n c ó g n i t a s 
e x c e p t o u m a , q u e s e c o n s e r v a r á c o n j u n c t a m e n t e e m d u a s d a s e q u a ç õ e s , 
a s q u a e s p o r c o n s e g u i n t e a d m i t l i r ã o u m d iv i sor c o m m u m . E s t e , s e g u n d o 
o g r á o d e q u e f o r , f a rá c o n h e c e r u m a o u m a i s ra izes c o m p r e h e n d i d a s n a 
r e l a ç ã o d a d a . 

9 6 . C h a m a m - s e equações reciprocas, aque l l a s cu jo s t e r m o s e q u i -
d i s t a n t e s dos e x t r e m o s t e m o m e s m o c o e f f i c i e n t e , c o m o 

fx = hxn + px"-' + qxa~2 + qx*+ px + Ic=O ( 3 ) 

Se a for u m a ra i z d ' e s t a e q u a ç ã o , t a m b é m — o s e r á , p o r isso q u e s u b s t i -
a 

t u i n d o os d o u s v a l o r e s , e s u p p r i m i n d o os d e n o m i n a d o r e s , a p p a r e c e m os 
m e s m o s r e s u l t a d o s . N e s t a s e q u a ç õ e s pois as raizes vem conjugadas aos pa-
res com dous valores recíprocos, e d ' a h i l hes p r o v é m o n o m e c o m q u e 
c o s t u m a m s e r d e s i g n a d a s . A p r o p r i e d a d e q u e a s c a r a c t e r i z a , e x p r i m e - s e a n a -
l y t i c a m e n t e po r m e i o d a e q u a ç ã o 
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V e j a m o s c o m o n ' e s t a s e q u a ç õ e s s e p ô d e a b a i x a r o s e u g r á o ; e c o n s i d e r e -
m o s o s d o u s casos d e s e r e m e l l a s d o g r á o i m p a r o u d o g r á o p a r . 

I . 0 CASO. Gráo impar. C o m o o n u m e r o n + t dos t e r m o s d a e q u a ç ã o 
( 3 ) é p a r , o coe f f i c i en te d o t e r m o m é d i o s e r e p e t i r á , e o va lor x = — 1 
s e r á m a n i f e s t a m e n t e r a i z d a e q u a ç ã o . N ' e s t e c a s o — 1 é a ú n i c a d a s 
r a i z e s q u e não v e m c o n j u g a d a c o m o u t r a r e c i p r o c a , s e n d o e l la m e s m a a 
sua r e c i p r o c a . Se d i v i d i r m o s pois f x = 0 p o r x 4 - 1 ( p e l o p roces so do n . ° 
2 7 ) , c d e s i g n a r m o s o q u o c i e n t e po r F x = O , e s t a e q u a ç ã o d e g r á o p a r 
s e r á t a m b é m r e c i p r o c a , p o r isso q u e a s s u a s r a i ze s o s ã o . I s t o m e s m o s e 

d e m o n s t r a d i r e c t a m e n t e ; p o r q u e , m u d a n d o x e m — n a e q u a ç ã o i d ê n t i c a 

f x = ( x - f - 1 ) F x , m u l t i p l i c a n d o po r x B , e a t t e n d e n d o a s e r / x = x B 

q u e é o c a r a c t e r p r o p r i o d a s e q u a ç õ e s r e c i p r o c a s . 
A s s i m a e q u a ç ã o r e c i p r o c a 

3 x « — I O x 8 4 - 2 x 7 4 - 1 3 x 6 — « 8 x 5 — 8 x * 4 - 1 3 x 3 + 2 x 2 — I O x 4 - 3 = 0 , 

d iv id ida p o r ( x - f l ) , a b a i x a - s e á e q u a ç ã o t a m b é m r e c i p r o c a 

3 x 8 — 1 3 x ' - f 1 õ x 5 — 2 x 3 — 6 x 4 — 2 x a 4 - 1 5 x 2 — 1 3 x 4 - 3 = 0 . 

2 . ° CASO. Gráo par. O c o e f f i c i e n t e d o t e r m o m é d i o P n ã o se r e -

x 

v i r á 

e g u a l a n d o a s d u a s e x p r e s s õ e s d e f x , d e d u z - s e 
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p e t e . M u d e m o s n e m 2 / n n a e q u a ç ã o ( 3 ) , e d i v i d a m o s po r xM. R e u n i n d o 
d e p o i s o s t e r m o s d e c o e f f i c i e n t e s e g u a e s , v i r á 

k (xm + x~m) + p ( x 1 + X-C '" - 1 ) ) + q (Xm-2+ x - C " - 2 ) ) + P= 0. 

S u p p o n h a r a o s z = x + x-'; e e l i m i n a n d o x e n t r e e s t a e q u a ç ã o e a p r o -
p o s t a , v i r á a t r a n s f o r m a d a em z ; e d e p o i s de r e s o l v i d a , a c h a r e m o s x 
p o r m e i o d a e q u a ç ã o 

P a r a f a z e r a e l i m i n a ç ã o , t e m o s e v i d e n t e m e n t e 

( x ' " 1 + x~W) (x + ¢ - 1 ) = Xi + x-1 + x'-2 + X - W , 

d ' o n d e s e t i r a 

X t + x-' = (x'~l + X - W ) Z — (Xi-=+ X - W ) . 

F a z e n d o s u c c e s s i v a m e n t e t = 1 , 2 , 3 , 4 , v e m 

X R + X - 1 = Z X2 + X-2 = z2 — 2 , 

x5 + x~5'=zz5 — Sz3 +Sz X1 +X-6Z=Z1 — 6 s 4 + 9 2 * — 2 , 

E m g e r a l c a d a u m a d ' e s t a s e x p r e s s õ e s é a s o m r a a d a s d u a s p r e c e d e n t e s 
m u l t i p l i c a d a s , a i m m e d i a t a po r x , e a o u t r a p o r — í . P o d e m o s pois d e -
d u z i r a e q u a ç ã o g e r a l 

w . 

X 3 + x ~ 3 = S 3 — 3 z , x ' + x - t = s 4 — 4 s 2 + 2 , 

e t c . 

. . • t ( t — 3 ) . 
X ' + x - = — iz'-2 + -—-—- Zi-* — 

i ( t — 4 ) ( » — 5 ) 

+ 
t ( t — 5 ) ( t — 6 ) (« — 7 ) 

2 . 3 . 4 
Z i - 8 , e tc . 
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Q u a l q u e r d o s t e r m o s T s e d e d u z do p r e c e d e n t e S po r m e i o da r e l a ç ã o 

T ( , - - 2 / , + 1 ) ( , - - 2 6 + 2 ) 
/1(1 — li) s 2 

d e s i g n a n d o p o r h o n u m e r o dos t e r m o s q u e p r e c e d e m T . N i io nos d e m o -
r a r e m o s c o m a d e m o n s t r a ç ã o d ' e s t a t h e o r i a , q u e s e funda nos m e s m o s p r i n -
c íp ios q u e as d a s s e r i e s dos senos e cosenos d ' a r c o s m ú l t i p l o s , de q u e a d i -
a n t e nos o c c u p a r e m o s . 

V ê - s e p o i s , q u e , por e s t e p r o c e s s o , a s e q u a ç õ e s d o g r á o 2 m f i c a m 
a b a i x a d a s a o g r á o m . 

N o e x . ° j á t r a c t a d o , e m q u e a p r o p o s t a d o g r á o 9 . ° , d e p o i s d e a b a i x a d a 
ao 8 . ° , é 

3 x 3 — l 3 x ' + I o x 5 — 2 x J — 6 x 4 — 2 x 3 + 1 5 x 2 — 1 3 « + 3 = O , 

t e m o s , q u e e s t a e q u a ç ã o s e m u d a e m 

3 ( x 4 + x - 4 ) — 1 3 ( x s + X - 3 ) + 1 5 ( x 2 + X - 1 ) — 2 ( x + x - ' ) — 6 = 0 , 

a q u a l s e t r a n s f o r m a e m 

3 z* — 1 3 z3 + 3 z 2 + 3 7 z — 3 0 — O , 

c u j a s r a i z e s s ã o z = l , 2 , 3 , — e d ' o n d e s e d e d u z d e p o i s 

x = l ± 0 , H t = f c ^ - 3 ) , | ( 3 — i ( 5 d f c f / — 1 1 ) . 

Equações binomias. Raizes da Unidade. 

97. As e q u a ç õ e s b i n o m i a s s ã o t o d a s as q u e p o d e m r e d u z i r - s e á f ó r m a 

x - = =!= A , o u Xm A = O , 

i e n d o A u m a q u a n t i d a d e q u a l q u e r c o n h e c i d a e posi t iva-
21 
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C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o as e q u a ç õ e s da f ó r m a X m = A. P o n d o 
4- y A , ou k"= A , vem xm— km = O ; e se fizermos x •=• ky , v i r á 
ym—1 = 0 . D ' o u d e se vê q u e pa ra reso lver a p ropos ta , b a s t a r á r e s o l -
ver a e q u a ç ã o ym—1=0, e m u l t i p l i c a r p o r / ; as ra izes y o b t i d a s . A s s j m , 
para qualquer raiz do gráo ra resultam m valores differentes, que se obtém 

m 
multiplicando a raiz.arithmetica VA pelas m raizes da unidade. 

P o r u m a o p e r a ç ã o s i m i l h a n t o xm =— A se r e d u z a x'n + km = 0 , 
e depo i s a ym + 1 = 0. 

C o m o y = = I sa t is faz á e q u a ç ã o ym—1=0, d i v i d a m o s es ta por 
y — 1 . R e s u l t a r á a s e g u i n t e e q u a ç ã o r e c i p r o c a , suscep t íve l d e a b a i x a -
m e n t o (n .° 9 6 ) , 

J f - + y m - * + y m - 3 + + y + 1 = O ( 1 ) 

Se m for i m p a r , c o m o n e m ym — 1 = 0 , pôde t e r r a i zes n e g a t i v a s , n e m 
a e q u a ç 3 o ( ! ) a s pôde t e r p o s i t i v a s , a p ropos ta não t e r á ma i s do q u e u m a 
ra iz r ea l . 

Se m for p a r , y = ± 1 sa t is faz á e q u a ç ã o ym—1 = 0 , a qual 6 
divisível por y 2 — 1 , d a n d o e m r e s u l t a d o (o .° 9 6 ) 

r - 2 + y m " 4 + + y 2 + l = 0 . 

E c o m o es ta e q u a ç ã o só t e m e x p o e n t e s p a r e s e os t e r m o s todos p o s i t i v o s , 
não t e r á r a i zes posi t ivas n e m n e g a t i v a s ; e por c o n s e g u i n t e a p ropos t a só 
t e r á r e a e s as r a i ze s y — ± i . 

N ' e s t e c a s o , c o m o é m = 2 n , virá y1" — 1= (y" — 1 ) (y" - f 1 ) , e 
a p ropos ta p a r t i r - s e - b a em duas . 

Ass im y 3 — i = ( ; / — l ) ( y 2 + y + l ) = 0 , d á 

y = l , y = - i ( l ± í / ~ 3 ) . 

A e q u a ç ã o y 4 — 1 = ( y * — 1) (y2 + 1) = 0 dá y = ± 1, y = ± V — i 

9 8 . S e a for u m a das r a i zes d a e q u a ç ã o y™— 1 = 0 , t e r e m o s a " = l , 
e por c o n s e g u i n t e a " * 1 = 1 , sendo p um n u m e r o q u a l q u e r i n t e i r o posi t ivo ou 
negat ivo . T e m o s pois q u e y = a.p sa t i s faz t a m b é m á p ropos ta , i s to é , q u e 
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se % for uma raiz, também aP o será. D ' i s t o r e s u l t a q u e s e r S o r a i ze s da 
e q u a ç S o y" — 1 = O todos os n ú m e r o s da s e r i e inf in i ta 

a-* , a~3 , a - 1 , cT1 , a°, a' , a \ a s , a4 (2) 

1.° Se t o m a r m o s p> m d i v i d i n d o p o r m , t e r e m o s p = mq -f i , 
s e n d o i <m; e s " í á = a " » + 1 ' = x a ' = a ; , p o r s e r a~» = 1 . P o r 
c o n s e g u i n t e , logo q u e p passa r a l é m de m , r e p r o d u z i r - s e - h ã o os m e s m o s 
va lo res pela m e s m a o r d e m ; e o p e r í o d o r c d u z i r - s e - h a a 

( « ' , «2 , am): (3) 

2 . ° S e p for n e g a t i v o , s e rá a - ' ' = a . m ~ r = a - " 1 - ' ' = e t c . , por se r a " = I 
P o d e m o s pois s u b s t i t u i r pelo e x p o e n t e — p a e x p r e s s ã o mk—p : por o n d e 
s e v è q u e o s e x p o e n t e s n e g a t i v o s r e p r o d u z e m o s m e s m o s n ú m e r o s q u e o s 
p o s i t i v o s , e na m e s m a o r d e m . P o r c o n s e g u i n t e : 

Os valores (2) são taes. qu_c se tomarmos um d'elles qualquer, e os 
m —1 seguintes ou precedentes, formar-se-lia um periodo , que se reproduz 
indefinidamente nos dous sentidos. A l é m d ' i s t o a e q u a ç ã o av •=• a? é s a t i s -
f e i t a não só q u a n d o p = q, m a s a i n d a em a l g u n s casos em q u e p e q são 
d e s e g u a e s ; p o r q u e , d i v i d i n d o por a * , v e m — 1 = 0 . P a r a s e r a p = « ? 

b a s t a pois q u e a se ja r a i z d a e q u a ç ã o \ f ~ q — J — 0 . 
9 9 . P a s s e m o s a g o r a n e x a m i n a r , s e o s m t e r m o s do p e r i o d o ( 3 ) são 

c o m e f f e i t o d e s e g u a e s ; e pa ra isso v e j a m o s se é possivel q u e s e j a o / = a f f 

s e n d o p e q <m. P a r a q u e isto t e n h a logar é n e c e s s á r i o , q u e a , r a i z da 
e q u a ç ã o ym—1=0, t a m b é m o se ja de y"—1=0, p o n d o p — q = n; 
o q u e i m p o i t a , e m q u e es t a s e q u a ç õ e s t e n h a m u m d iv i so r c o m m u m , q u e , 
e g u a l a d o a z e r o , dô t / = a . B u s q u e m o s e s t e f ac to r pe lo m e t h o d o s a b i d o 
(Alg. El. n . ° 1 0 9 ) . D i v i d a - s e p r i m e i r o y " 1 - 1 po r y" — 1, e r e s u l t a r ã o os r e s t o s 

y*-n—l, y<— 1 , 

s e n d o i o exces so de m s ô b r e o m a i o r m ú l t i p l o de n q u e n ' e l l e s se c o n -
t é m . D i v i d a - s e d e p o i s yn— 1 por e s t e ú l t i m o r e s t o y ' — 1 , d o n d e r e -
s u l t a r á o u t r o r e s t o yl— 1 , s e n d o l o e x c e s s o de n s ô b r e o m a i o r m ú l t i -
p lo d e i , q u e n ' e l l e s e c o n t é m e t c . N ' u m a p a l a v r a , p r o c e d e - s e c o m o s e 
b u s c á s s e m o s o f a c t o r c o m m u m e n t r e m e n. 
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1.° Sc m for numero primo, o c o m m u m div isor e n t r e m e n s e r á 
a u n i d a d e ; e o de j " — 1 e y" — l é t / — 1. P o r c o n s e g u i n t e só o va lor 
a = l p ó J e t o r n a r OLp = Xi; iodos os termos do periodo são deseguaes; 
u m a s ó r a i z i m a g i n á r i a a d ã , pe l a s suas p o t e n c i a s a 2 , a 3 , a 4 . . . . a ™ o u 
1 , t o d a s as o u t r a s ra izes . 

2 . ° Se m for o producto de dous factores primos 1 e h , ou m = Ui: 
p o n h a m o s yl—1=0, yh—1=0, e s e j a m g e y as r a i ze s d ' e s t a s 
e q u a ç õ e s , d i d e r e n t e s d e + l , i s to ó , g ' = l , y h = 1 . T e r e m o s pois 

gH = y t t = ( g y ) " = 1 , ou g- = y- = ( g r ) ' - = 1 ; 

e c o n s e g u i n t c m e n t e s e r ã o g , y , g y r a i z e s d e y m — 1 = 0 . P o r t a n t o 
( g 1 j S i

t g 3 g ' ) f o r m a r ã o u m pe r iodo d e l t e r m o s d i s t i n c t o s ; e 
as tn po tenc ias de g não c o n t e r ã o m a i s do q u e l n ú m e r o s d i f f e r e n t e s , q u e em 
( g , g % g™) s e r e p e t i r ã o h vezes . D o m e s m o m o d o s e prova , q u e 
em (y , y 2 , . . . . y m ) h a v e r á l p e r i o d o s c o m I i t e r m o s d i f f e r e n t e s . 

E m q u a n t o a ( g y , g 2 y 2 , . . . . g - y " 1 ) , vamos p r o v a r q u e f o r m a m 
um p e r i o d o c o m m t e r m o s d i l T e r e n t e s , q u e são por c o n s e g u i n t e as m ra izes 
p e d i d a s . C o m ef fe i to p a r a q u e podesse t e r loga r a e g u a l d a d e ( g y / * = ( g y ) 7 , 
o u ( g y ~ i — 1 = 0 , ser ia n e c e s s á r i o q u e g y fosse ra iz c o m m u m a yp~r' — 1 = - . 0 
e ym— 1 = 0 , e q u a ç õ e s q u e não p o d e m te r por f a c t o r e s s e n ã o j / - 1 , o u 
yh—1, por s e r m = lh. T e r i a m o s pois g ' y ' = l , e por c o n s e g u i n t e 

f y ' = l , por s e r g ' = 1 ; e corno t e m o s t a m h e m y * = 1 , h a v e r i a e n t r e l e 
A o u t r o f a c t o r a !óm da u n i d a d e , o q u e é c o n t r a a h y p o t h e s e . L o g o se t o -
m a r m o s a = g y , o p e r i o d o s e r á ( a 1 , a 2 , a \ . . . . a " ) , e todos o s seus 
m t e r m o s s e r ã o d i f f e r e n t e s . 

C o m o t e m o s g ' = y ' ' = 1 , v ê - s e q u e p o d e m o s a b a i x a r em Çfy p o 
e x p o e n t e p a t é s e r m e n o r do q u e l r e l a t i v a m e n t e a g , e m e n o r do q u e 
h r e l a t i v a m e n t e a y, t i r a n d o de p t odos os m ú l t i p l o s de l ou h . I ) ' e s t e 
m o d o èbyc r e p r e s e n t a o t e r m o g e r a l do pe r iodo das r a i z e s , s e n d o b c pi 
os r e s to s da d iv i são de p por l e li. 

L o g o para o b t e r , n o caso d e q u e s e t r a c t a , t odas a s r a i zes d e y m — 1 = 0 , 
b u s c a r - s e - h a g e y , is to é , u m a das r a i z e s , d i f f e r e n t e s de + 1 • d a s 
e q u a ç õ e s y ' — 1 = 0 e yh— 1 = 0 ; d e p o i s f o r m a r - s e - h a g b y* t o m a n d o 
por b e c t odas as c o m b i n a ç õ e s d o s n ú m e r o s , de 1 a t é l p a r a b , e de 1 
a t é h pa r a c. 

Q u a n d o for / = 2, t o m a r s e - h a g = — 1. 
3 . ° Se m for o producto I h i de tres números primos , p r o v a r - s e - h a 

do m e s m o m o d o , q u e d e v e m o s r o r yl—.1 = 0 , yh—1 = 0 , y'—1 = 0 , 
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e b u s c a r p a r a cada u m a d ' e s t a s e q u a ç õ e s u m a ra i z d i f f e r e n t e de + 1 . C o m 
o p r o d u c l o g y & d ' e s t a s t r e s r a i z e s f o r m a r e m o s d e p o i s a s q u a n t i d a d e s g * y * â J , 
s e n d o b , c , d a s c o m b i n a ç õ e s dos n ú m e r o s 1 , 2 , 3 a t é / , h , í . 

E a s s im a r e s p e i t o de m a i o r n u m e r o de f a c t o r e s p r i m o s . 
4 . ° Se o expoente m tiver a fórma h1 , sendo h um numero primo , 

r a c i o c i n a r e m o s c o m o n o s e g u i n t e e x . ° , e m q u e s e p e d e m a s ra izes d a 
e q u a ç ã o 

j,» — l = y 8 ' — 1 = 0 . 

P o n h a - s e y 3 — 1 = 0 , e se ja 9 u m a ra i z i m a g i n a r i a d ' e s t a e q u a ç ã o . E x t r a -
h i n d o - l h e a s r a i z e s 1 .®, 3.®, 9® e 2 7 ® , i s to é , f o r m a n d o as e x p r e s s õ e s 

3 9 27 

9 , V^ , 1 / 9 , J / J , t e r e m o s o b t i d o o u t r a s t a n t a s so luções da p r o p o s t a , por 
q u e é 6 3 = 1 , e O3 1 c o m p r e h e n d e t o d a s a s po t enc i a s d e O 3 a t é 4.® o r d e m . 

3 y 27 81 

Pe la m e s m a r a z ã o o p r o d u c t o 0 . Y''O . V 9 . Vú = a s e r á ra iz d e y — 1 = = 0 . 
O r a a , c.2, a3, a " são q u a n t i d a d e s todas d i f f e r e n t e s , p o r q u e a l i á s 
a s e r i a u m a ra iz c o m m u m a y ' 1 — 1 = 0 e y ' — 1 = 0 , o q u e s u p p õ e 
a e x i s t e n c i a d e u m fac to r c o m m u m e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s , q u e n ã o p ô d e se r 
o u t r o senão y * — 1 = 0 ; e e n t ã o , s e n d o a ra iz d ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o , s e r á 

3 9 

a3 = 1 , ou 6 3 . 0 . 1 / 9 . 1 / 9 = 1. E l e v a n d o á 9.® p o t e n c i a , v i r ia 9 = 1, 
c o n t r a a h y p o t h e s e . L o g o a , a 2 , a 3 , a s i são a s 8 1 r a i ze s d a p r o -
pos ta . 

Em g e r a l pa ra r e s o l v e r y m — . 1 = 0 q u a n d o for m = L 1 , f a ç a - s e 
i j h — 1 =0 ; e b u s c a n d o u m a ra i z 9 d ' e s t a e q u a ç ã o , d i f f e r e n t e de + 1 , 
e x t r á i a m - s e - l h e as d i f f e r e n t e s r a i ze s , cu jos g r á o s i s e j a m d e t e r m i n a d o s 
por i = h.° li' Ii2 I i 1 , de m o d o q u e se f o r m e m os I: r e s u l t a d o s 

í 
g , y , d e s i g n a d o s por { / 0 . T o d o s e l l es s e r ã o r a i z e s dey 1* — 1 = 0 . 
b e m c o m o o seu p r o d u c t o a = g y £ . . . . ; e os t e r m o s a , a 2 , a 3 . . . . a" 
s e r ã o as m r a i ze s p r o c u r a d a s . 

5 . ° Se for m =z Ii1Ii, t e r e m o s de r e s o l v e r as d u a s e q u a ç õ e s y A — 1 = 0 , 
y — 1 = 0 ; d e p o i s m u l t i p l i c a r e n t r e s i t o d a s a s r a i z e s d ' e s t a s e q u a ç õ e s , 
e e g u a l a r o p r o d u c t o a a. S e j a m g e y as . r a i z e s , d i f f e r e n t e s de + 1 , de 
cada u m a d a s e q u a ç õ e s ; e f a ç a - s e 

S'= VS, g"=Vg, S"' = Vê" y ' = Vy, f = V y ' , y i " = V f . •• 

T e r e m o s 
« = e . 6 ' . 6 " x y . y . y " 
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E x . 0 I . N a e q u a ç S o 

y * - l = y 2 * 3 — 1 = 0 

f a ç a - s e y a — I = O j y s - I = O ; 

t e r e m o s g = — 1 , y = — £ ( 1 + K — 3 ) ; 

d e p o i s « = | ( | + K — 3 ) , a a = i ( — 1 + K — 3 ) , « ' = — 1 , e t c . 

e y = d = l , i ( ± K — 3 ) , — 3 ) . 

E x . ° I I . N a e q u a ç S o 

y ' 1 — 1 = y 4 x 3 — 1 = 0 , 

f a ç a - s e y * — 1 = y 2 — 1 = O , y * — 1 = O ; 

t e r e m o s g = — I x K — 1 , y = — H 1 3 ) ! ' > 

d ' o n d e * = i ( K — 1 — K 3 ) , a a = i ( l — K — 3 ) , a ' = K - I , e t c 

e po r c o n s e g u i n t e 

y = — 1 • = S = K - 1 , ± i ( l ± K — 3 ) , ± i ( K — 1 ± K 3 ) . 

1 0 0 . C o m o y = a , a 2 , a * . . . . , t e r e m o s em v i r t u d e da e q u a 
ç ã o ( 1 ) d o n . ° 9 7 . 

1 + a + a * . . + 0 - ^ = 0 , t + « 4 + « 4 . . + a ! U B - , ! l =0 , l + a ' + a ' + . . = O 

o u S 1 = S 2 = S j = S i = O r S a = T O , 
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d e s i g n a n d o por S 1 a s o m m a d a s p o t e n c i a s k de t o d a s as[ r a i z e s , s e n d o k 
u m i n t e i r o n ã o d i v i s í v e l p o r m , S m é a s o m m a d e t o d a s o s e q u a ç õ e s . 

1 0 1 . T e m o s t r a c t a d o a t é a q u i d e r e s o l v e r a e q u a ç ã o y m — 1 = 0 
n o c a s o d e s e r m n u m e r o p r i m o , o u p r o d u c l o d e n ú m e r o s p r i m o s . P a s -
s a r e m o s a g o r a á r e s o l u ç ã o c o m p l e t a d a s e q u a ç õ e s d a f ó r m a j / " ± l = 0 , 
s e r v i n d o - n o s d a s l i n h a s t r i g o n o m é t r i c a s , e r e m e l l e n d o o l e i t o r , p a r a m a i o -
r e s i n d i v i d u a ç õ e s , á n o t a X I V da f íesol. num. des equal. 

J á v i m o s (Geom. Ân. n . ° 2 0 9 ) q u e , s e f i z e r m o s cos x = p , c a d a u m d o s 
c o s e n o s succes s ivos d o s a r c o s 2 a ; , 3 a ; , à x , s e o b t é m m u l t i p l i -
c a n d o o s d o u s p r e c e d e n t e s p o r I p e — 1 , e s o m m a n d o - o s d e p o i s . P a r a 
t o r n a r m a i s e v i d e n t e a le i q u e s e g u e m o s r e s u l t a d o s , e m p r e g u e m o s o s e -
g u i n t e a r t i f i c i o . 

F a ç a - s e 2 cos x = y + y~l; (1) 

d a lei i n d i c a d a s e g u e - s e , q u e , p a r a o b t e r c o s I x 1 d e v e m o s m u l t i p l i c a r 
cos x, ou j [y+y~x) . p o r y+y~l = 2 cos x = 2 p , o s u b t r a h i r c o s 0 x = 1. 
P o r e s t e m o d o , a c h a - s e 

2 cos 2a; = J / 2 + j / - 1 , 

e p e l o m e s m o t b e o r 

2 cos 3a; = y* + y~s, 

2 cos hx = y* + JT 4 , 

M o s t r e m o s q u e o s r e s u l t a d o s s e g u i n t e s p r o c e d e m n a m e s m a l e i , f a z e n d o 
v e r , q u e s e e l la s e v e r i f i c a r a r e s p e i t o d e d o u s g r á o s c o n s e c u t i v o s m — 2 , 
m — 1 , t e r á l o g a r t a m b é m p a r a o g r á o m. C o m e f f e i t o , s e n d o 

2 cos ( m — 2 ) x = y—* + , 2 cos ( m — 1 ) a; = ; / " - ' + 

se m u l t i p l i c a r m o s a 2 . " e q u a ç ã o p o r y + y~l, e s u b t r a h i r m o s a i . * , v i r á 

2 cos mx = ym + y~m ( 2 ) 



1 6 8 ÁLGEBRA SUPEMOfi . 

D a s e q u a ç õ e s ( 1 ) e ( 2 ) d e d u z e m - s e r e s p e c t i v a m e n t e (•) 

y2— 2 j / c o s x + 1 = O , j/2™ — 2 í / ™ c o s TtlX +1 = O ( 3 ) . 

Se cos x for c o n h e c i d o , t e r e m o s , po r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s , y e d e -
pois cos mx. P o d e m o s p o i s , u s a n d o d ' e l l a s , e s e m passar pelos va lo r e s 
i n t e r m é d i o s cos 3 x , cos kx a c h a r o t e r m o g e r a l cos mx da 
s e r i e dos c o s e n o s ; e a t é p o d e r í a m o s s e r v i r - n o s d ' e s t a s e q u a ç õ e s pa ra a 
c o n s t r u c ç à o d a s l a b o a s ; m a s o cá l cu lo vir ia c o m p l i c a d o c o m i m a g i n a r i o s -

S u p p o n d o f o r m a d a s as t a b o a s dos senos , se p r o c u r a r m o s n ' e l l a s os v a l o -
r e s de c o s a ; e c o s n i x , e o s s u b s t i t u i r m o s nas e q u a ç õ e s ( 3 ) , só n ' e l l a s 
e n t r a r á a incógn i t a y , d e v e n d o t e r por isso u m a ra iz c o m m u m y = a . E 
c o m o e s t a s e q u a ç õ e s são r e c i p r o c a s , c o n c l u i r e m o s t a m b é m , q u e h a v e r á 

o u t r a r a i z y = — ; e h a v e n d o a s s i m e n t r e a s m e s m a s e q u a ç õ e s d u a s r a i z e s 

(•) Reso lvendo as equações ( 3 ) , acha-se 

y = cos x + sen x <,'—1 , y" = cos m a : + sen mx<J—1; 

d'onde se deduz 

n 
(cos x + sen x\'—1) = C o s m a : + S e n m a f v 1 — 1 (a) 

S e m f o r n e g a t i v o , a inda esta fórmula terá l o g a r ; porque ( c o s ® + s e n a\/ 
reduz-se a 

(cos x -+- sen x yf—1) cos mx -H sen mx^—1 

ou , mult ip l icando os d o u s termos da ú l t i m a fracção por ( c o s m a ; — s e n mx v'—1) 

, « cos mx—sen mx J—1 
( c o s x + S e n a f v r — ) t = — ; 

Cos i mx + s e n 2 mx 

= cos ( — ma?) •+• sen ( — mx) / — 1 . 
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c o m m u n s , a 1 . " s e r ô d iv i so r da 2 . 4 . L o g o , s u p p o n d o mx = 9 , é n e c e s -
s á r i o , q u a l q u e r q u e se j a 9 , q u e 

y* — 2 j / cos + 1 d iv ida yM — 2 ¾ " cos 9 + 1 ( 4 ) 

- n 
Se m for f r a c c i o n a r i o , e da f ó r m a — , s e n d o » um in te i ro pos i t ivo ou n e -

m » 1 
m in 

gat ivo : ( cos x + s eu x — 1 ) r e d u z i r - s e - h a a ( cos tur + sen nx / — 1) , 

e x p r e s s ã o q u e vamos ver se é ou não poss ive l reduzir á fórma ( c o s í - + - s e n « » / — 1 ) . 
Se 6 poss ive l , t e r e m o s 

c o s nx -+- s e n nx — 1 = c o s mz -t- s eu mz \J—1 , 

de maneira q u e nx e mz deverão ter o m e s m o seno e o m e s m o c o s e n o . Isto e x i g e 
q u e seja 

rur-t-SX-w 
mz—nx = 2kx , ou ; 

m 

logo 1 
nx -+- 2 fa nx -+• 2/« 

( cos x -+- sen x v / — 1 ) = cos i - s e n V — 1 . 
m m 

V è - s e pois q u e a fórmula ( a ) não é verdade i ra no caso do expoente fracc ionar io . 
Adve r t i n d o porém , q u e é 

nx -+- 2 kn nx - + - 2 ^ 
c o i » -I- s e n <J — 1 

m m 

(n « nx \ ( v2/í it n \ 

c o s h sen — <J — i ) I cos — -+• s e n y' — 1 ) 
m m J \ m m J n 

c o n c l u i r e m o s , q u e ainda no c a s o do expoente f r a c c i o n a r i o — - , p o d e r e m o s appl icar 

a fórmula , c o m o se fosse inte iro ; m a s será n e c e s s á r i o mul t ip l i car o r e s u l t a d o , 
n 

m isto é , a d e t e r m i n a ç ã o a r i t b m e t i c a de ( cos a;-+-sen x>J—1) p e l a expressão 

Z k n l o • . 
c o s — -b s e n — - • — i » q u e , s e g u n d o v e r e m o s no n . s e g u i n t e , representa as 

m m 
m ra izes do gráo m da u n i d a d e . Por c o n s e g u i n t e , n'este ultimo easo, o thtorma 
é ainda verdadeiro, te not limitarmos $ô d determinação arithmtica. 

22 
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1 0 2 . P a r a t o r n a r appl icave l e s t e t h e o r e m a , dev ido a Moivrei á 
r e so lução d a s e q u a ç õ e s , de q u e t r a c t â m o s , f a ç a - s e <p=k-, s endo a inda i r 
a s e r a i c i r c u m f e r e n c i a e k um in t e i ro q u a l q u e r . O valor de cos<p se r á en tão 
+ 1 o u — 1 , c o n f o r m e k for pa r ou i m p j r ; e c o m o o 2 . ° t r i n o m i o se 
t o rna e m 

y M =P + 4 = (sT =P i ) % 
vê-se , q u e 

Í/s — 2 t / c o s ( — d i v i d e ? / • 1 , . . . ( 5 ) 

a d v e r t i n d o q u e o inteiro k é p a r para Jm— 1 , e i m p a r para Jm + /-
Se o t r i n o m i o for um q u a d r a d o , t o m a r - s e - h a pa ra d iv isor a 

sua r a i z ; e c o m o nesse caso 6 o coseno = ±: 1 , os valores de k s e r ã o 
0 , m , 2 m , * co f ac to r r e d u z - s e a y ± i. 

As ra izes de ym ± 1 = 0 ficam pois c o m p r e h e n d i d a s em 

„ = c o s ( ^ ) - s e n ( 6 ) . 

OC 
S e f i z e r m o s y = — , v e r e m o s q u e 

4— 2ax cos ) + a' d i v i d e xm + am ( 7 ) 
\ m / 

e q u e as ra izes d a s e q u a ç õ e s am = O se c o m p r e h e n d e m em 

x = a cos ( ¾ * a sen V - \ ( 8 ) . 

M o s t r e m o s a g o r a q u e a s e q u a ç õ e s t f ± 1 = O t e m s ó m ra izes d i f f e r e n -
tes . 

i km 
Em q u a n t o o in t e i ro k] n ã o e x c e d e r a m, o a r c o ——• c re sce rá 
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s e m e x c e d e r a " s e m i c i r c u m f e r e n c i a ; os c o s e n o s d ' e s t e s a r c o s I e m todos 
va lores d e s e g u a e s , e o b t e m - s e por c o n s e g u i n t e m f a c t o r e s d i f f e r e n t e s do 
2 . " g r á o ( 5 ) , q u e r e p r e s e n t a r e m o s por A , B , C . . . . L , M. S e j a i um i n -
t e i r o q u a l q u e r <m ; os n ú m e r o s m - f i . m— i s e r ã o c o n j u n c t a m e n t e , ou 
p a r e s , ou i m p a r e s . Se f i ze rmos pois k = m ± i , o a r c o t o r n a - s e em 
ICK 
— = TC±: —, cu jo s va lo res p e r t e n c e m a a r c o s com o m e s m o c o s e n o ; e 
m m 

d ' a q u i r e su l t a , q u e o f a c t o r t r i n o m i o ( 5 ) t e m o m e s m o va lor pa ra Ic = m — i, 
e p a r a k = m + i. A s s i m , se t o m a r m o s por Zf todos os n ú m e r o s , ou p a r e s , 
o u i m p a r e s , a t é m , a c h a r e m o s , pas sado e s t e v a l o r , o s m e s m o s f a c t o r e s 
do 2 . ° g r á o em o r d e m r e t r o g r a d a RI , L C , B , A. 

Q u a n d o os va lo re s de k e x c e d e r e m 2m , c o m o e n t ã o s e lhes p o d e 

d a r a f ó r m a 2qm + i , o a r c o — t o r n a - s e em 2qit -) , ao q u a l c o r r e s p o n d e 

um coseno já a c h a d o . V i m o s por isso a r e c a i r , s e g u n d o a m e s m a o r d e m 
nos f a c t o r e s A , B L , M , M, L , B , A. 

L o g o , é inútil dar a k valores > m. 
P a s s e m o s ás c o n s i d e r a ç õ e s s o b r e m. 

I.0 Se m é par: os va lores \m ± i são c o n j u n c t a m e n t e p a r e s ou 
l i -J k- iv í m p a r e s ; e lt = -m±t da os a rcos — = ^ i r =fc — • , c u j o s cosenos são 

m m 

e g u a e s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e t ê m p o r va lo re s ^ p sen — . L o g o , quando 

m é par , não se fará k> £ m , porém tomar-se-hão os cosenos com o duplo 
signal 

2 . ° Se m é impar: um dos n ú m e r o s m-—i e i é p a r , o u t r o i m -
p a r ; e por isso t e r e m o s d e e x c l u i r u m d ' e l l e s p a r a va lo r d e k , s e g u n d o 
a e q u a ç ã o for y m + 1 = 0 o u Xfn — 1 = 0 . S u p p o n d o pois t < j m , s e j a k = m — i ; 

t e r e m o s cos ( — ) = cos ( TC— — ) = — cos ( — \ ; d ' o n d e se conc lue , 
\ m / \ m / \ m J 

q u e s e / í e x c e d e r j ) n , o s cosenos d o f ac to r t r i n o m i o ( a ) s ã o , c o m s igna l c o n -
t r á r i o , os m e s m o s q u e os c o r r e s p o n d e n t e s ao valor k = i = m — (m — i), 
q u e foi e x c l u í d o , e q u e é c ^ m . N ' e s t e c a s o d e v e m o s por t a n t o fazer 
/c = 0 , L , 2 , 3 e obteremos assim arcos < f w , cujos cosenos 
convirão ao trimonio ( 5 ) , devendo porém mudar, de dous em dous ter-
mos , o signal do coseno. 
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Exemplos. 

P a r a a e q u a ç S o y* + 1 '= 0 , k d e v e se r i m p a r . F a z e n d o k = 1 , t o -
m o s cos (-j-iir = 4 5 0 ) = | K 2 , o qua l t o m a d o c o m os s ignaes ± , dá 

y 4 + 1 = (y* + 2 / K 2 + 1 ) • ( * / — y K 2 + 1 ) = o . 

l ) o m e s m o m o d o 

xK + a4 = + ax V2 + a 2 ) (x2 — axV2 + a2) = O-

P a r a a e q u a ç ã o tf + 1 = O : k = 1 dá cos (j- tu) = 7 V 3 , que se 
t o m a r á com 09 s i gnaes d= ;[ k = 3 , dá cos ( £ ^ ) = 0. L o g o 

y' + i = ( y a + y v3 + t) (tf — yV3 + i) (tf+ l) = 0. 

N a e q u a ç ã o r f — 1 = 0 , f a ç a - s e k = 0 , 2 ; o s cosenos d e ze ro e 
de ~ r . são 1 e | , q u e t o m a d o s c o m os s i gnaes ± , d ã o 

V ' - I = ( y + 1 ) ( y — 1 ) (tf + y+i) ( t f - y + 1) = 0. 

y * - l = ( y 2 - l ) ( y 2 + l ) = ( y + l ) ( y - l ) ( y 2 + l ) = 0 . 

2 , . - 1 = ( y 4 + 1 ) ( y * — 1 ) = ( y 2 + y K 2 - f 1 ) ( y 2 — y f / 2 - f - 1 ) ( y * — 1 ) ( y 3 + 1 ) . 

N a e q u a ç ã o y * — 1 = 0 , d e v e m o s fazer k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , e t o m a r 
o s cosenos das o r d e n s p a r e s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , is to é , 

1 , — cos 2 0 ° , + cos 4 0 ° , — cos 6 0 ° , + cos 8 0 ° . 

Os f a c t o r e s , a l é m de y 1 e y 2 + y + 1 , são 

(tf+ 1 , 8 7 0 . . . . y + l)(tf—1,532.... y+\)(tf— 0 , 3 4 7 . . . . y + 1 ) ; 
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e a c h a - s e 

v ' - 1 = (y - 1 ) {f-V y+\)(y'+y' + i) = 0. 

P a r a a e q u a ç ã o y ' + l = 0 , p r a c t i c a r e m o s d o m e s m o m o d o , t o r n a n d o c o m 
s igna l c o n t r a r i o o sco? , d a s o r d e n s p a r e s , o q u e equ iva l a m u d a r na e q u a ç ã o 
de c i m a os s i g n a e s de todos os 2 . ° ' t e r m o s dos f a c t o r e s ; e r e s u l t a r á 

y ' + l = ( y + l ) ( y 2 — y + 1 ) ( y « - y ' + l ) = 0 . 

E coro e f fe i to é m a n i f e s t o q u e b a s t a m u d a r y em — y. 
1 0 3 . F a c i l m e n t e se p ô d e r e so lve r em o r d e m a t a e q u a ç ã o 

k cos mt + p cos ( m — 1 ) í + q cos ( m — 2 ) ( + + P = O. 

P o r q u a n t o s u p p o n d o 2 cos t = x + x~x, t e m o s ( n . ° 1 0 1 ) 

k (xn + a r ™ ) + p ( X n t - 1 + a T ^ - O ) + P = O, 

e q u a ç ã o d e q u e j á nos o c c u p á m o s a p a g . 1 6 0 . P o d í a m o s t a m b é m d e s i n v o l -
ver o s cosenos dos a r c o s m ú l t i p l o s e m o r d e m á s p o t e n c i a s a s c e n d e n t e s 
dos cos. d ' a r c o s s i m p l e s , por m e i o d a s f ó r m u l a s , q u e a d i a n t e d e m o n s t r a -
r e m o s . 

105-. A p r o p o s i ç ã o ( 5 ) é c o n h e c i d a pela d e n o m i n a ç ã o do Theorema 
de Cotes; p o r q u e foi e s t e s á b i o q u e m a d e s c o b r i u d e b a i x o de u m a f ó r m a 
g e o m e t r i c a . 

C o m o r a io Ar = a ( f ig . 2 4 , 24 r e p . ) d e s c r e v a - s e o c i r c u l o A C H L , 
e o d i â m e t r o A I I , p a s s a n d o por um p o n t o a r b i t r a r i o O ; a c o n t a r do ponto 
A d i v i d a - s e a c i r c u m f e r e n c i a e m 2 m p a r t e s e g u a e s Aaf a B , B 6 , . . . . 

s endo c a d a u m a = — ; t i r e m - s e f i n a l m e n t e r a i o s v e c t o r e s d o ponto O 
m 

para os pon to s de d iv i são . O r a i o t i r a d o p a r a um p o n t o q u a l q u e r C fórma, 
c o m a p e r p e n d i c u l a r CP s o b r e o d i â m e t r o , o t r i a n g u l o C O P do qual, f a -
ceado o angulo C B A = a, OR = x, se deduz 
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C P — a sen a , R P = a cos a , O P = a co9 a — x ; 

O C 2 = Xi — 2 a x cos a + a 2 = O C x O L . 

Se o a r c o AC c o n t i v e r k d i v i s õ e s , t e r e m o s a = — ; e s e n d o o t r i -
tn 

n o m i o , e x p r e s s ã o d e O C 2 , f a c t o r d e a f r p a m c o n f o r m e i for p a r o u i m p a r , 
v ê - s e q u e o s ra ios v e c t o r e s t i r a d o s n ' u m caso p a r a a s d iv isões p a r e s , e 
no o u t r o p a r a a s i m p a r e s , c o n s t i t u e m os f a c t o r e s da e q u a ç ã o X w H = O m = O . 
O A = a — x , e O H = a + x c o r r e s p o n d e m aos f a c t o r e s r e a e s d o 1 .° 
g r á o . 

D e s i g n e m o s po r Z , Z ' , Z " , . . o s r a ios t i r a d o s p a r a a s d iv i sões p a r e s ; 
e por z , z', z'1,.... o s q u e vão t e r á s i m p a r e s ; s e r á 

z. . z" . . . . == am + xa , q u e r O se j a i n t e r n o q u e r e x t e r n o . 

Z . Z1. Z" . . . = a" — xm, q u a n d o O fo r i n t e r n o ( f ig . 2 4 . ) . 

Z. Z ' . Z" . . . = xm —• a'n , q u a n d o O fo r e x t e r n o ( f ig . 24 rep.) 

Equações trinomias. 

1 0 5 . C o n s i d e r e m o s a s e q u a ç õ e s d a f ó r m a 

A X m + B x " + C = O , 

n a s q u a e s u m dos e x p o e n t e s d e x é j d u p l o d o o u t r o . F a z e n d o x"=z, vem 

A s 2 + B s + C = 0 . 

1 . ° Se as duas raizes d'esta ultima equação forem reaes , f e g por 
e x . ° , t e m o s d e r e s o l v e r a s d u a s e q u a ç õ e s b i n o m i a s x " = / \ x " = g . 

Q u e r e n d o , po r e x . " , a c b a r d o u s n ú m e r o s t a e s q u e o s eu p r o d u c t o 
se ja 1 0 , e a s o m m a dos c u b o s 1 3 3 , t e m o s 
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^ y =-133, o u x(—133 x 1 + 1000 = 0 . 

F a z e n d o x" — e, v e m 

z 2 — 1 3 3 s + 1000 = 0 , 

que dá z = 8, z = 1 2 5 ; d'onde resultam as duas equações binomias 

xs = Si Xt = 1 2 5 . 

Da primeira resulta (n.° 98) x = 2, x = 2«, x=2a3, 

e da segunda X= 5 , a: = 5 a , ® = 5 a 2 , 

sendo a uma raiz cubica imaginaria da unidade. 

2.° Se as raizes forem eguaes, temos B2 — 4 A C = O; e como 
então a proposta é um quadrado exacto da fórma (ax" + Vf = 0 , r e -
cáe-se numa equação binoroia. 

Querendo, por ex.° , achar um numero tal , que dividindo o dobro 
por 3, e 3 pelo dobro, seja a somma das 4 . a s potencias egual a 2; te-
mos 

( T ) V ( - 5 r ) - » . - < i « - - 8 i r - o , 

e como as raizes de y*—1 = 0 , sào ±1 e V — 1, teremos 

« = x = ± \ V — 

3.° Finalmente, se as raizes forem imaginarias , o u B 2 — 4 A C < 0 , 
faremos Axon = Cy2n, o que torna a proposta em 

g 
y + 1 = 0. 

K ( A C ) 
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E s t a e q u s ç S o é c o m p a r a v e ! c o m o 2 . ° t r i n o m i o d e ( 4 ) d o n . ° 1 0 1 ; p o r q u e 
s e n d o o c o e f f i c i e n t e d e j / " < 2 , po r s e r B 2 < 4 A C , p ô d e r e p r e s e n t a r u m 
a r c o c u j o c o s e n o s e j a a m e t a d e d ' e s t e f a c t o r , e q u e s e d e t e r m i n a r á por 
l o g a r i t l i m o 9 p o r m e i o d a e q u a ç S o 

( 9 ) 

V ê - s e pois q u e a t r a n s f o r m a d a é d iv i s ive l p o r i f — 2y c o s ) + 1 = 0 , 

t o m a n d o p o r <p t o d o s os a r c o s c u j o coseno 6 d a d o pe l a e q u a ç ã o ( 9 ) , i s to 
é , o s a r c o s 9<TC d a d o s p e l a s t a b o a s e a l é m d ' e l l e s o s a r c o s <p + 2 r , 
? + 47 : 9 + 2 k i t , s e n d o k um i n t e i r o q u a l q u e r . Se f i z e r m o s 

Ç + 2 ½ 
— n ' ° S ° S ^ a C ' o r e s ' q u e s e b u s c a m , f i c a r ã o c o m p r e h e n d i d o s n a 

f ó r m u l a 

x a K A — 2 x K A C . c o s f + K C = = O ( 1 0 ) 

É inú t i l t o m a r k> n, p o r q u e k = qn + t dá o a r c o 2 q r . + e 
n 

por i sso , s u p p r i m i n d o a s c i r c u m f e r e n c i a s 2 g i r , t e r í a m o s d e t o m a r o cos . d o 
a r c o já a c h a d o p a r a A = i <n , e t o r n a r í a m o s a s s i m a e n c o n t r a r os m e s m o s 
f a c t o r e s . 

E x . 0 I . N a e q u a ç ã o 

x ' — 2 x J + l = 0 , 

s e n d o A = C= I , B = — 2, n = 3 , a c h a - s e cos 9 = 1 , e os a r c o s 
^ = O 0 , 1 2 0 ° , 2 4 0 ° . T e m o s po i s t reB f a c t o r e s d a f ó r m a 

X 1 —- 2 x cos + 1 = 0 ; 

e e o m o cos t e m por v a l o r e s 1 , —r sen 3 0 ° = — , — cos 6 0 ° = — ; , 
a c h a m - s e p a r a f a c t o r e s 
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x2 — 2x + 1 , x2 + x + 1 , 

sendo o ú l l i m o f ac to r dup lo . L o g o 

x* _ 2x3+ i=(x — iy {x2 + x+i)2 = {x3— í)2 = 0. 

E x . 0 I I . N a e q u a ç 3 o 

« * + » * + 2 5 = 0 , 

t e r e m o s A = B = l , C = 2 5 , n = 2 , e c o s < p = — j j : a s t a b o a s d â o 
em consequênc ia do s ignal — , <p = 9 5 ° 4 4 ' 2 0 " c u j a a m e t a d e ^ é 4 7 ° 5 2 ' 1 0 " ; 
a j u n c t a n d o 1 8 0 ° , t e r e m o s um a r c o , c u j o coseno é o m e s m o q u e o p r e c e -
d e n t e com s igna l c o n t r a r i o . 

S u b s t i t u i n d o n o 2 . ° t e r m o d a f ó r m u l a cos <j) . . . . 1 , 8 2 6 6 0 7 4 
g e r a l ( I O ) 5 o cà lculu e m f r e n t e d á — 3 por 2 0 , 3 0 1 0 3 0 0 — 
coef f i c ien te d ' u m dos f ac to re s . L o g o es t e s f a - y / 5 . . . . 0 . 3 4 9 4 8 5 0 
c to r e s são x2 ± 3x + 5. 3 0 , 4 7 7 1 2 2 4 — 

— 3 

Raizes das expressões complicadas com Radicaes. 

1 0 6 . S u p p o n b a m o s q u e a+ Vb é um q u a d r a d o , e b u s q u e m o s a 
sua ra iz . E s t a r a iz d e v e t e r em g e r a l a f ó r m a Vx+ Vy; m a s se for 
x = f 2 , t o m a r á a f ó r m a p a r t i c u l a r f+Vy• T e r e m o s p o i s 

V a + yb = Vx + Vy, ou x + y + 2V (xy) «= a + Vb; 

e po r c o n s e g u i n t e , s e p a r a n d o a e q u a ç ã o e m d u a s c o m o n a pag. 1 4 9 , 

x + y = o, 2V(xy) = Vb. 18 
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P a r a e l i m i n a r x e y (Tes tas e q u a ç õ e s , e l e v e m - s e ao q u a d r a d o , e subtrai— 
a m - s e u m a d a o u t r a , o q u e d a r á 

X2 — 2 xy + y2 = (x — y ) 2 = a2 — b. 

P a r a q u e x e y s e j a m r a c i o n a e s , d e v e a 2 —6 se r um q u a d r a d o e x a c t o , 
q u e d e s i g n a r e m o s por k2. A s s i m a 2 — b = k2, x — y = k, e x + y-= a 
r e s o l v e r ã o a q u e s t ã o , d a n d o 

k = ^ 7 ^ b , x = {(a + k ) t y = \(a — k). 

P o r e x . ° , q u e r e n d o a c h a r a r a i z q u a d r a d a d e 4 2 \ / 3 , t e m o s 

a = 4 , 6 = 1 2 , a 2 — & = fc2 = 4 , fc = 2 - , a = 3 , y=í , 

e por c o n s e g u i n t e a ra iz ped ida é d!z(i+V3). 
D o m e s m o m o d o s e acha 

— 2 1 / 3 ) = ± ( 1 — f / 3 ) . 

V(—ix2K2) = r t ( l + K — 2 ) . 

1 0 7 . Se a + Vb for um c u b o , s u p p o n h a - s e 

V(a + Vb) = (x + Vy) frz, 

sendo z u m a i n d e t e r m i n a d a de q u e p o d e m o s d ispor c o n v e n i e n t e m e n t e . 
E l e v a n d o a o c u b o , e c o m p a r a n d o o s t e r m o s r a c i o n a e s , a c h a - s e 

a = z ( x 5 + 3xy) ,Vb = ZVy ( 3 x 2 + y) ; 

q u a d r a n d o , e s u b t r a h i n d o d e p o i s u m a d a o u t r a e s t a s e q u a ç õ e s , t e r e m o s 

a2 - b = Si [[Xt+ 3 xy)2 - (Zx2 Vy + Vy)2]. 
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Como o f ac to r de z2 é a d i f f e r ença de dous q u a d r a d o s , e se r eduz a 

C* + Vy)' x ( x - K y ) ' = ( X 1 - V ) ' , 

a ú l t i m a e q u a ç ã o t o m a r á a f ó r m a 

P a r a q u e x e y s e j a m rac ionaes , d e v e o 1 . ° m e m b r o s e r c u b o e x a c t o ; e 
s e r á s e m p r e fácil d e t e r m i n a r z de m o d o q u e sa t i s faça a es ta c o n d i ç ã o , 
q u a n d o m a i s não s e j a , s u p p o n d o z=(a2— ò)2 . Se a 2 — b fo r um c u b o 
e x a c t o , f a r - s e - h a z= 1 . Em g e r a l d e v e d e c o m p o r - s e a 2 — b em f a c t o -
r e s p r i m o s , s endo fáci l d i s t i n g u i r q u a e s d ' e l l e s d e v e m se r a p r o v e i t a d o s o u 
r e j e i t a d o s , pa ra s e o b t e r u m c u b o e x a c t o . P o r e s t e m o d o a r e l a ç ã o e n t r e 
z e k se rá d a d a pe la e q u a ç ã o 

Ic= y/ -—j-^-, x 2 — y = k, a = zx ( x 2 + 3 y ) , 
z 

das q u a e s r e s u l t a m 

y = x2 — k, 4 z x ' — 3 k x z = a. 

A ú l t i m a e q u a ç ã o d á x , a p r o v e i t a n d o s ó m e n t e a s r a i ze s r a c i o n a e s ; a 
out ra dá y , e por e s t e m o d o se o b t é m a r a i z p e d i d a . 

Q u e r e n d o a c h a r a r a i z c u b i c a de 

1 0 - f 6 K 3 , 

c o m o a = 1 0 , ò = 1 0 8 , a 2 — 6 = 8 ; s e r á z = 1 , e k = — 2 . 

L o g o x = l , y = 3 , e f inalmente {/ ( 1 0 + 6 V3) = 1 + V3, 



1 8 0 a l g e b r a s u p e r i o r 

D o m e s m o m o d o s e a c h a 

( 8 + 4 K 5 ) = { v ^ 4 ( 1 + ; Võ). 

1 0 8 . E m g e r a l f a z e n d o 

V (a+ Vb) = (x + Vy)Vz, 

e e m p r e g a n d o os m e s m o s r a c i o c í n i o s , se d e t e r m i n a r i a m x , y e z no caso 
d e s e r a + V b u m a p o t e n c i a d o g r á o n r e d u c t i v e l á f o r m a suppo9ta . 

1 0 9 . Q u a n d o a s e x p r e s s õ e s c o m p l i c a d a s c o m r a d i c a e s t i v e s s e m f ó r m a 
d i í f e r e n t e , d a q u e t e m o s s u p p o s t o , n ã o b a s t a r i a s u b s t i t u i r pe los r a d i c a e s 
q u e e n t r a m n ' e l l a s , o s s eus va lores a p p r o x i m a d o s , p o r q u e e n t ã o v i r i amog 
a d e s p r e z a r os va lo res i m a g i n a r i o s , de q u e os r a d i c a e s são s u s c e p t í v e i s 
A s s i m e m l o g a r d e 1 / A , d e v e m o s s u b s t i t u i r u £ / A , « 2 J / " A . . . t o m a n d o 
( n . ° 9 8 ) 1 , a , a % p a r a r a i ze s d a e q u a ç ã o y — 1 = 0 . 

S e f o r x = aVg + bVg* + tVg" + 

b a s t a f aze r yn = g, x = ayby*+cy* + 

e e l i m i n a r y e n t r e e s t a s d u a s e q u a ç õ e s . T o d a s as r a i ze s da e q u a ç ã o f ina l 
e m x s e r ã o o s va lo r e s p e d i d o s d e x . H a v e n d o u m a f u n e ç ã o f x c o m p l i c a d a 

D n 

c o m r a d i c a e s , t a e s c o m o VA , VB p a r a se o b t e r e m todos os 
va lo re s de f x , f a ç a - s e x f = A , r = B , e em l o g a r dos r a d i -
c a e s i n t r o d u z a m - s e os n va lo res de y , os m de í c o m b i n a d o s 
e n l r e s i de t o d o s os m o d o s poss iveis . 

P a r a f a z e r d e s a p p a r e c e r o s r a d i c a e s , funcções d e x , q u e e n t r a m n ' u m a 
d a d a f u n e ç ã o , r e p r e s e n t e - s e c a d a u m d ' e s t e s r a d i c a e s por u m a nova i n c ó -
g n i t a , e e l i m i n e m - s e d e p o i s pelos m e l h o d o s o r d i n á r i o s . 

A s s i m n a e q u a ç ã o 

x — ^ x - 2 V ( x + l ) = 0 , 
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f a ç a - s e x=z*, £ + 1 = 1 / % e t e r e m o s ® — z — 2 y = 0 . E l i m i n a n d o y , v e m 

4 x + 4 = x2 — 2 x z + Z2, e z' — x = 0 . 

E l i m i n a n d o d e p o i s z , c h e g a - s e â e q u a ç ã o f i n a l 

x l — 1 2 x s + 3 4 x * + 8 a ; 3 — 1 6 7 . r 2 — I 9 2 x — 6 4 = 0 , 

d a q u a l s e d e d u z e m logo x = 8 , x = — 1 ; e são e s t a s a s d u a s so luções 
r e a e s . P e l o q u e r e s p e i t a á s 4 r a i z e s q u e a i n d a f a l t a m , s ão e l l a s o r e s u l -
t a d o d a c o m b i n a ç ã o dos va lo r e s d a s r a i z e s i m a g i n a r i a s dos r a d i c a e s q u a -
d r a d o s e c ú b i c o s da p r o p o s t a . 

Equações do terceiro gráo. 

1 1 0 . T o d a a e q u a ç ã o d o 3 . ° g r á o , a u m a s ó i n c ó g n i t a , d e s e m b a -
r a ç a d a d o 2 . ° t e r m o e d o c o e f f i c i e n t e d o l . ° ( p a g . 6 4 . ) , p ô d e r e d u z i r - s e 

á f ó r m a x ' + p x + q = 0 . ( 1 ) 

P o n d o x = y + z, a p r o p o s t a se t r a n s f o r m a r á em 

(3f + p) [y + z) + y* +z3 + q = 0' (2) 

C o m o x s e p ô d e d e c o m p o r n a s o m m a d e d o u s n ú m e r o s p o r i n f i n i t a s m a -
n e i r a s , p o d e m o s a s s i g n a r , c o m o nos c o n v i e r , ou o p r o d u c t o d ' e l l e s , ou a sua 
d i f f e r e n ç a , ou a sua r a z ã o , e t c . P o d e m o s po is t o r n a r nu l lo o 1 . ° f a c t o r , 
d o n d e r e s u l t a 

«/3 = — 2/' + = ' = — q. 
* 

E s t a s d u a s e q u a ç õ e s m o s t r a m q u e a s o m m a de if e z3 é e g u a l — q, e 
o s eu p r o d u c t o e g u a l a — ( j / > ) 3 ; i s to é , q u e as i n c ó g n i t a s y" e z* s ã o as 
r a i z e s t e í ' da e q u a ç ã o do 2 . ° g r á o Alg. El. n . ° 1 4 5 , 3 . ° ) 
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+ ? < = > ' ( 3 ) 

á qual se dá o n o m e de reduzida. A c h a d o s t e í ' t e r e m o s y* = t, Z3=I1, 
e sendo 1 , a , a 2 , a s t r e s r a i zes c u b i c a s da u n i d a d e (n . ° 9 8 ) v i rá 

y = í / t , ZpttCt2 ¢ / l , Z=Vt1, a ^ f t cc2 f r t ' . 

P a r e c e á p r i m e i r a vista , q u e es tes va lo res s u b s t i t u i d o s dous a dous na 
e q u a ç ã o x = y + z, d a r ã o 9 r a i zes em vez da s 3 q u e c o m p e t e m á p r o -
posta . A d v e r t i n d o p o r é m , q u e em vez da e q u a ç ã o yz = — ^p se e m p r e -
gou o seu c u b o , e se t r ip l i cou por isso o n u m e r o da s r a i z e s : fica m a n i f e s t o 
q u e só d e v e m o s s o m m a r aque l l e s va lores de y e z , c u j o p r o d u c t o for 
= — I p = y / t C , p o r q u e s e n d o o 2 . ° m e m b r o d a e q u a ç ã o ( 3 ) e g u a l a 
— U1, é a sua ra iz cub ica e g u a l a ~ p. 

C o m o a 3 = i , é fáci l de ver q u e d a s 9 c o m b i n a ç õ e s só d e v e m o s 
a p r o v e i t a r 

X = Vt + Vt', x = <tVt + a2Vt', X = O2Vt+ OLVt'. 

S u b s t i t u i n d o por a e a 2 o s s e u s va lores — i ( l d z V — 3 ) , n .° 9 7 ) , e 
f azendo , p a r a a b b r e v i a r , 

s = Vt+ Vt', d = V t - Vi', ( 4 ) 
t e r e m o s 

x = s , x = — z{s±dV—3) ( 5 ) 

L o g o para resolver a equação ( 1 ) do 3 . ° gráo, è necessário resol-
ver primeiro a sua reduzida ( 2 ) , e introduzir as raizes t e l' desta 
nas fórmulas ( 4 ) e ( o ) . 

E x . 0 I . A e q u a ç ã o 

Xi + 6 . r = 7 

òk p = 6 , q = — 7 , - e a r e d u z i d a 
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t 2 — 7 ( = 8 ; 

d ' e s t a ú l t i m a t í r a - s e í = | ± : i , í = 8 , t ' = — 1 : logo 

"A -

s = l , d = 3 , x = l , x = — £ ( i ±31/— 3. 

E x . 0 I I . A e q u a ç ã o 

y 3 — 3 y 2 + 1 2 y = 4 

d á y = 0 , 3 6 2 1 6 5 , y = 1 , 3 1 8 9 1 8 ± 1 , 7 6 1 1 7 6 1 / — 3 . 

E x . ° I I I . A e q u a ç ã o 

® a — 3 x = 1 8 

d á x = 3 , x = — i ( 3 ± K - 1 5 ) . 

E x . " I V . A e q u a ç ã o 

x 2 — 2 7 x + 5 4 = 0 , 

dá » = — 6 , x = 3 , x = 3 . 

1 1 1 . A s e q u a ç õ e s d o 3 . ° g r á o p o d e m r e s o l v e r - s e p o r m e i o d a s t a -
boas d o s l o g a r i t h m o s - , e m p r e g a n d o o p rocesso i n d i c a d o n a P . I I . p . 1 8 9 , 
a Gm de o b t e r as r a i z e s t e l ' da r e d u z i d a . 

Sendo p positivo, t o m a - s e 

d ' o n d e ] t = V ( W t a n g i ç , 

t a n g 9 : 
2 WpY 

WvY 
t a n g 
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I ' G P ) depo i s Vt = V ( ½ ? ) x ^ t a n g ' - 9 Vl' 
t a n g i ? 

2 V(-'pf Sendo p negativo t o m a - s e s e n o = -
3 

d o n d e r e s u l t a ^ t = — V ( j p ) x & t a n g £ 9 , J't'= — ^ 7 ^ 
V t a n g 7 ? 

À c h a d a s as r a i z e s c u b i c a s de í e t ' , d e d u z e m - s e os v a l o r e s de s o 
d, e c o n s e g u i n t e m e n t e os de x. 

P o r e x . ° , na e q u a ç ã o a ? 3 + 9x + 6 = 0 , l e m o s p = 9 , q = + 6 ; 
e c o m o se dá o 1 . ° c a s o , 

2 . . . . 0 , 3 0 1 0 3 0 0 
3 0 , 4 7 7 1 2 1 3 
V 3 . . 0 , 2 3 8 5 6 0 6 0 , 2 3 8 5 6 0 6 . . . . 0 , 2 3 8 5 6 0 6 — 
6 — 0 . 7 7 8 1 5 1 3 t a n g 1 , 9 2 0 4 7 9 8 — 7 , 9 2 0 4 7 9 8 

T a n g 9 0 , 2 3 8 5 6 0 6 1 . ° 0 , 1 5 9 0 4 0 4 2 . ° . . 0 , 3 1 8 0 8 0 8 — 

9 = 6 0 ° , 9 = 3 0 . ° Iog. t a n g = 7 , 7 9 1 4 3 9 4 
1 . ° t e r m o 1 , 4 4 2 2 5 0 
2 . ° — 2 , 0 8 0 0 8 3 

s = x = — 0 , 6 3 7 8 3 3 , d = 3 , 5 2 2 3 3 3 
£ = + 0 , 3 1 8 9 1 6 ± 1 , 7 6 1 1 6 6 1 / — 3 . 

D o m e s m o m o d o , n a e q u a ç ã o x3— 2 x — 8 = O t e m o s p = 2 , 
q = — 5 . E x e c u t a d o um ca l cu lo s i m i l h a n t e , c o m a t t e n ç ã o p o r é m a q u e 
se dá o 2 . ° c a so , a c b a r i a m o s 

x = — l , 0 4 7 2 6 =t 0 , 6 5 5 8 3 5 ( / " — 3 . 

1 1 2 . Se as duas raizes t e t' da reduzida forem reaes, t a m b é m 
l/t e ^t' o s e r ã o , b e m c o m o s e d; e e n t ã o d a s f ó r m u l a s ( 5 ) se c o n -
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c lue , q u e a proposta só tem uma raiz real. C o m t u d o se fo r I = t', t e r e m o s 
d = 0 , e os t r e s va lo re s de a; r e a e s , s e n d o d o u s e g u a e s á m e t a d e do 3 . ° 
c o m o s igna l c o n t r á r i o . E o q u e t e m loga r no E x . 0 I V . pag . 1 8 3 . 

P o r é m se as raizes da reduzida forem imaginárias, c o m o as e x p r e s -
sões ( 5 ) f i c a m c o m p l i c a d a s c o m i m a g i n á r i o s , p a r e c e q u e n e n h u m a d a s ra izes 
é r e a l , c o n t r a o q u e já se d e m o n s t r o u (n . ° 6 Í - , I I ) . Es t a c i r c u n s t a n c i a , 
q u e se dá p r e c i s a m e n t e q u a n d o as Ires raizes da proposta são reaes , t e m 
o í f e r e c i d o g r a n d e s e m b a r a ç o s a o s a n a l y s t a s , q u e n ã o s a b e n d o a c h a r e s t a s 
r a i z e s , c h a m a r a m a e s t e caso irreduzivel. P a r a q u e e l l e l e n h a l o g a r é 
n e c e s s á r i o , q u e seja 27 t f+^p 1 <0, is to é , q u e p se ja n e g a t i v o , e — i p " > 2 7 q 2 . 

Se r e p r e s e n t a r m o s os va lo re s de t e t' por a ±bV—1 , a ra iz c u -
bica , ou a po tenc ia i , s e p o d e r á d e s e n v o l v e r em s e r i e . S e m e x e c u t a r o 
c á l c u l o , é m a n i f e s t o q u e n ' e s t a s s e r i e s s ó p o d e r ã o a p p a r e c e r i m a g i n a r i o s 
os t e r m o s em q u e b Vr—1 e s t i v e r e l e v a d o a p o t e n c i a s i m p a r e s : e c o m o 
ns d u a s s e r i e s s e d e d u z e m u m a da o u t r a m u d a n d o 6 em — b , é e v i d e n t e 
q u e a m b a s s e a c h a m c o m p r e h e n d i d a s n a f ó r m a P z t Q K — 1 , c u j a 
s o m m a é s = 2 P , e a d i f f e r e n ç a d = 2 Q K — 1 . L o g o as e q u a ç õ e s ( 5 ) 
s e r e d u z e m á s s e g u i n t e s e x p r e s s õ e s r e a e s 

x = 2 P , x = — P — Q K 3 ( 6 ) 

T e m o s pois f e i to v e r , q u e a s r a i z e s s ão r e a e s , p r e c i s a m e n t e q u a n d o 
a s e q u a ç õ e s ( 5 ) a s a p p r e s e n t a m d e b a i x o d e f ó r m a i m a g i n á r i a . E s t e c a s o , 
r e a l m e n t e s i n g u l a r , p r o v é m d e q u e n a h y p o t h e s e d ' o n d e p a r t i m o s 

x = xf + z, yz = — ~p, 

não ba c o n d i ç ã o a l g u m a , pe la q u a l se e x p r i m a q u e c o m e f f e i t o y e z 
são r e a e s ; e d o cá l cu lo e x p o s t o s e d e i x a v e r , q u e e s t a s q u a n t i d a d e s são 
i m a g i n á r i a s q u a n d o a s t r e s r a i zes são r e a e s . P a r a a s o b t e r d e s e n v o l v e r - s e - h a 

e m s e r i e ( a + ò K — I p , e d a n d o a o d e s e n v o l v i m e n t o a f ó r m a P + Q K — 1 , 
c o n h e c e r e m o s a s q u a n t i d a d e s P e Q , q u e s e s u b s t i t u i r ã o n a s e q u a ç õ e s ^6). 

1 1 3 . C o m o e s t e m e t h o d o n ã o é p r o p r i o p a r a nos d a r a c o n h e c e r a s 
r a i z e s , e m p r e g a r e m o s p a r a isso o s s e g u i n t e s q u e s ão p r e f e r i v e i s . 

I . 0 C o n h e c i d a u m a d a s r a i z e s a , p a r a o b t e r a s o u t r a s d u a s d i v i d i -
r e m o s a p ropos t a p o r a; — a ; o r e s t o a 3 + ap + q é n u l l o por h y p o t h e s e , 

2 4 
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e o quociente do 2.® gráo ax+ a2-f p, egualado a tero, dá 

x ' — iadb V — v — ^ a 2 
i (7) 

Se a í . ' r a i z a for r e a l , p a r a q u e a s o u t r a s d u a s t a m b é m o s e j a m , é n e -
cessá r io e b a s t a q u e p se ja nega t ivo e > \ a 2 . F a ç a - s e pois — p=p', 
e d e s i g n e - s e por £ a d i f f e r ença posit iva 8 = p ' — j a 2 . P a r a d i s c u t i r m o s 
o caso q u e n o s o c c u p a , e l i m i n e m o s a e n t r e esta e q u a ç ã o e q =— as+ap', 
a fim de t o r n a r a r e l a ç ã o e n t r e p1 e q i n d e p e n d e n t e de a. A e q u a ç ã o 
f i n a l pôde e s c r e v e r - s e 

k t f * _ 2 7 3
2 = (4 $ — 3 p ' f ; 

e c o m o 5 é p o s i t i v o , é e v i d e n t e q u e as ra izes s ó m e n t e p o d e r ã o se r r e a e s 
s endo p n e g a t i v o , e — 4 p 3 > 2 7 q * , cond ições q u e t o r n a m i m a g i n á r i a s a s 
r a i zes d a r e d u z i d a , e m c o n f o r m i d a d e d o q u e d i s semos . 

P a r a a c h a r a s ra izes n ' e s t e c a s o , r e d u z a - s e p r i m e i r o a — l o coe f f i -
c i e n t e do 2 . " l e r m o da e q u a ç ã o ( 1 ) X3—p'x-\-q= 0, t o m a n d o X = — z Vp1. 
D i v i d i n d o pela ra iz q u a d r a d a de p ' % a t r a n s f o r m a d a m u d a - s e em 

Ora na bypolhese de ser 

prova-se, que se fizermos z = V\ o resultado será positivo. E como, 
fazendo z = 1, apparece um resultado negativo, conclue-se que existe uma 

raiz entre l e y / — = 1 , 1 5 4 7 . 

Faça-se z = 1 + o, e será « < 0 , 1 5 4 7 ; n'uma primeira approxi-
mação poderemos desprezar v1, e teremos 
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2 o + 3 » 1 = p ^ T T 

T o m a n d o a r a i z pos i t iva d ' e s t a e q u a ç ã o t e r e m o s z , e c o n s e c u t i v a m e n t e 

x 

S e m e l l i a n t e m e n t e p a r a a e q u a ç 3 o x'—p'x — q = 0, t o m a n d o x = zVp't 
a c h a r e m o s o m e s m o va lo r n u m é r i c o de x r oas c o m s igna l c o n t r á r i o . 

T e r e m o s pois o va lor a p p r o x i m a d o 

(8) 

d e v e n d o e s c o l h e r d e n t r e o s d o u s s i g n a e s a q u e l l e q u e for c o n t r á r i o a o d o 
ú l t i m o t e r m o q ; e p r o c e d e r e m o s d e p o i s a u m a s e g u n d a a p p r o x i m a ç ã o p e l o s 
m e t h o d o s o r d i n á r i o s . 

A e x p r e s s ã o ) ( 7 ) e q u i v a l e n t e a 

dá depo i s a s o u t r a s d u a s r a i zes . 
A s s i m na e q u a ç ã o x ' — 5o; + 3 = O, t e m o s x = — zVS , d ' o n d e 

r e su l t a 

s 3 — z = • , 
5 | / 5 

e po r c o n s e g u i n t e 

> = - 1 1 / 5 ( 2 + \ / 1 + ^ ) = - ^ 5 . 3 , 3 4 3 = - 2 , 4 9 2 ; 

e po r fim 
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X = — 2 , 4 9 0 8 6 2 , ¢ = 1 , 8 3 4 2 4 5 , x = 0 , 6 5 6 6 1 6 6 . 

2 . ° Q u e r e n d o e m p r e g a r o s I o g a r i t h m o s , u s a r e m o s c o m p r e f e r e n c i a 
d o m e t h o d o s e g u i n t e . 

F a z e n d o n o t h e o r e m a ( 4 ) n . ° 1 0 1 , m = 3 , t e m o s , s u p p o n d o o r a i o 
e g u a l á u n i d a d e , q u e 

y 2 — 2 y c o s A 9 + l d iv ide y ' — 2 y * c o s ç + 1 . 

Na e q u a ç ã o x' — p x - j - q = O, na qua l se dá a p o s igna l — , por q u e 
t r a c t â m o s o caso de s e r 2 7 q * + 4 p J < 0 , t o m e - s e 

a ^ r n f e + y - 1 ) ; 

virá m3 ( y 3 + y " 3 ) + ( 3 m s — pm) (y + y->) + q = O ; 

e fazendo d e s a p p a r e c e r o 2 . ° t e r m o pe la h y p o t h e s e m = K j p , s e r á 

Ç y í ' 1 = 0 . 
K G p ) 1 

E c o m o no caso p r e s e n t e t é i m a g i n á r i o na e q u a ç ã o ( 3 ) , sendo Q q) 2< ( | ' p ) 
p o d e m o s a c h a r u m a r c o 9 , c u j o coseno seja m e t a d e d o fac to r d e y 3 , v is to 
q u e es ta m e t a d e 6 < 1 ; i s to é , 

cos 9 = 
— 7 

2 - Í p K ( i p ) 
(9) 

A propos ta a c h a - s e e n t ã o r eduz ida ao 2 . ° t r i n o m i o do t h e o r e m a , e é d ivis ível 
por y 2 — 2 y c o 9 j 9 + 1 = 0 . D i v i d i n d o por y , t e m o s 
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y + y ~ " = 2 cos j ç ; 

1 8 9 

e c o m o x = m (y + y - ' ) , s e r á 

x = 2 V(Ip) c o s i ? ( 1 0 ) 

O a r c o 9 a c h a - s e c a l c u l a n d o a e q u a ç ã o ( 9 ) por m e i o dos I o g a r i t h m o s . T o -
m a r - s e - h a o seu t e r ç o , a o q u a l s e a j u n c t a r á 1 2 0 ° e 2 4 0 ° , p o r q u e a l é m 
do a r c o a c h a d o nas t a b o a s , p o d e m o s t o m a r os a r c o s <p + , ç -f- . aos 
q u a e s c o r r e s p o n d e o m e s m o c o s e n o . A e q u a ç ã o ( 1 0 ) , n a q u a l cos j o t o m a 
t r e s v a l o r e s d i f f e r e n t e s , d e t e r m i n a r á a s t r e s r a i z e s r e a e s . 

N a e q u a ç ã o x 3 — 5 x — 3 = 0 , é p = 5 , 3 

q = — 3 , cos o = . O c á l c u l o e m f r e n t e d á 
1 2xjV± 
? = 4 5 ° 4 8 ' 9 " , c u j o t e r ç o é 1 5 ° 1 6 ' 3 " . A j u n c t a -
r e m o s 1 2 0 ° e 2 4 0 ° , e t o m a r e m o s o s s e u s cosenos , 

q u e são o s m e s m o s q u e 

5 . . . . 
3 

d i f f . . . 
m e t a d e . 
2 . . . . , 
d e n . — 
3 . . . + 
cos 9 . . 

0 , 6 9 8 9 7 0 0 
0 4 , 7 7 1 2 1 3 
0 , 2 2 1 8 4 8 7 
0 . 1 1 0 9 2 4 3 
0 . 3 0 1 0 3 0 0 
0 , 6 3 3 8 0 3 0 
0 , 4 7 7 1 2 1 3 

1 , 8 4 3 3 1 5 3 

cos 1 5 ° 1 6 ' 3 " , — s e n 4 3 ° 1 6 ' 3 " , — c o s 7 5 16' 3 " 

C o m o s d a d o s d e c i m a , t e m o s p o r f i m 

2 V \ . . . . 0 . 4 1 1 9 5 4 3 
cos i 9 1 , 9 8 4 3 9 5 5 

x . . . . 0 , 3 9 6 3 4 9 8 
x = 2 , 4 9 0 8 6 2 

0 , 4 1 1 9 5 4 3 
i . 8 5 1 5 0 3 2 -

0 , 2 6 3 4 5 7 5 -
— 1 , 8 3 4 2 4 5 

0 , 4 1 1 9 5 4 3 
1 ,4053576 

í 8 1 7 3 1 1 9 
— 0 , 6 5 6 6 1 6 6 

Equações do quarto gráo. 

1 1 4 . A s e q u a ç õ e s d o q u a r l o g r á o a u m a i n c ó g n i t a , d e p o i s d e r e -
d u z i d a s á f ó r m a 
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x* + p x 1 + j x + r == 0 , 

p o d e m r e s o l v e r - s e po r um p rocesso s i m i l h a n t e ao q u e f i c a e x p o s t o p a r a o 
3 . ° g r á o . C o n s i d e r a n d o x d e c o m p o s t o em duas p a r t e s y e z, is to é x = y + z, 
t e r e m o s 

y 4 + ( 6 Z i + p ) y 2 + ( z 4 + p z 1 + qz + r)) 
[ = 0 . 

+ 4 z y 8 + ( 4 z 3 + 2 p z + 9 ) y ) 

C o m o a r e l a ç ã o e n t r e y e z d e i x a u m a d ' e s t a s q u a n t i d a d e s a r b i t r á r i a s , 
p o d e m o s e g u a l a r a ze ro a 2.® l inha da e q u a ç ã o p r e c e d e n t e , na qua l só 
e n t r a m ! a s p o t e n c i a s i m p a r e s d e y , e v i rá 

" > 

E l i m i n a n d o y 2 , a t r a n s f o r m a d a t o r n a - s e e m 

« • + s í » 4 + r r ( P - 4 ^ - ^ = 0 . 

e q u a ç ã o n a q u a l s ó e n t r a m po tenc ia s p a r e s d e z . F a ç a - s e p o i s , pa ra s i m -
pl i f icar , Ss = e t e r e m o s 

t' + 2pt2 + (p1 — 4r) í — ?
2 = 0 (A) 

E s t a e q u a ç ã o , do t e r c e i r o g r á o , é n ' e s t e caso a reduzida; e c o m o 
d e v e t e r n e c e s s a r i a m e n t e u m a ra iz pos i t iva e r e a l , d e s i g n a n d o - a po r t , 
t e r e m o s 

i = ± i y t , 

e x p r e s s ã o em q u e o s ignal é a r b i t r á r i o . 
S u b s t i t u i n d o e s t e va lor de z em x = y + z e em ( 1 ) , v e m 

x = y ± ± 1 S t t y 2 = i ( - < - 2 p ^ ) ( 2 ) 
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A c h a - s e p o r f i m , t e n d o a t t e n ç â o 6 c o r r e s p o n d ê n c i a d o s s i g n a e s , e e l i m i -
n a n d o y f 

( b ) 

® = — l — » í — 2 p + pP) j 

É neces sá r io pois : resolver a reluzida ( A ) ; achar uma raiz positiva t; 
e substituir esta raiz nas fórmulas ( B ) , as quaes darão os quatro 
valores de x. 

E x e m p l o I . N a e q u a ç ã o 

2a ; 4 — 1 9 a ; 2 + 2 4 * = ^ , 

a r e d u z i d a é t s — 19 í2 + 9 6 í = 1 4 4 ; 

u m a d a s ra izes ( = 3 dá 

a ; = I K 3 ± K ( 4 — 2 r 3 ) , í c = . — i K 3 ± K 3 ± : K ( * + 2 K 3 ) ; 

e c o m o ( p a g . 1 7 8 ) é i / 4 ± 2 K 3 = i ± V 3 , 

se rá finalmente x = l ± K3 , x *= — 1 ±. ; K3. 

E x . 0 I I . N a e q u a ç ã o 

xK — x + ! «5 0 , 

é t ' - , 4 ( = 1 ; 

logo ( = 2 , 1 1 4 9 0 7 . . . . , d ' o o d e te t i r a 
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x = — 0 , 7 2 7 1 3 6 0 ± 0 . 9 3 Í 0 9 9 J / — 1 , 

x = + 0 , 7 2 7 2 3 6 0 ± 0 , 4 3 0 0 1 3 9 K — 1 . 

1 1 5 . Se nas e q u a ç õ e s ( B ) s u b s t i t u í s s e m o s por t o u t r a q u a l q u e r ra iz 
d a r e d u z i d a , n ã o s e o b t e r i a m va lores d i f f e r e n t e s para x , m a s p r e f e r e - s e 
a r a i z posit iva t ás o u t r a s d u a s l' e t" pa ra e o r a m o d i d a d e dos cálculos . E 
c o m ef fe i to e x p r i m i n d o es t e s va lores ( B ) e m f u n e ç ã o da s t r e s ra izes t e -
r e m o s 

s e n d o t , t', t", i n d e p e n d e n t e s d o s igna l d e q , po r e n t r a r s ó q 2 n a reduz ida 
( A ) , m a s d e v e n d o u s a r - s e do s igna l s u p e r i o r , ou i u f e r i o r , c o n f o r m e for q 
posi t ivo ou nega t ivo . 

f + t ' + t ' ' = — 2 p , <. t ' . t " = q2. 

A l . a d á (' + í" = — 2p — t , 

e a 2 . " dá ( 3 ) 

L o g o ; p a r a q pos i t ivo s e r á 

x = í1St±l/(lt' + ít» — iWt») ; 

ou an t e s 

e , d o m e s m o m o d o , 

E pa ra q n e g a t i v o se rá 

x «= i Vt ± I1 + i t" +'} Vt't"); 
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ou an t e s l V t ± V t ' ± V t " ) , j 
> 

c do m e s m o m o d o 

A d v i r t a - s e q u e , e m q u a l q u e r dos dous c a s o s , a s equações ( 4 ) e ( 5 ) 
são s y m e t r i c a s e m t , l ' , l " , isto é , q u e a s exp res sões dão o s m e s m o s q u a t r o 
v a l o r e s , q u a n d o u m a d ' e s t a s l e t r a s s e m u d a n a o u t r a . L o g o , sendo a s 
equações ( 4 ) e ( 5 ) as m e s m a s q u e as e q u a ç õ e s (B) d e b a i x o d ' o u t r a f ó r m a , 
as equações ( B ) não d ã o m a i s de 4 ra izes . 

As equações ( 4 ) e ( o ) t e m a v a n t a g e m de ind ica r a n a t u r e z a dos 
ra izes de x. P o r q u e : 

1 . ° Se a reduzida tiver as ires raizes reaes, c o m o o seu p r o d u c t o 
t .t' .t"=q2 é p o s i t i v o , t e m de se r f o r ç o s a m e n t e duas n e g a t i v a s , ou t o -
das t r e s posi t ivas . No l .° caso V t e V l ' são i m a g i n á r i a s , e por c o n s e -
g u i n t e s e r ã o i m a g i n a r i o s todos os q u a t r o valores de x . No 2 . ° , Vt, Vt', Vt' 
são r e a e s , e as q u a t r o r a i ze s da p ropos ta t a m b é m o s e r ão . 

L o g o : Quando a reduzida se achar no caso trreduzivel, a pro-
posta terá as quatro raizes conjunctamente reaes ou imaginárias , conforme 
forem os tres valores t lodos positivos, ou só um positivo e os outros ne-
gativos. 

A c o n t e c e n d o n ' e s t e 2 . ° caso" se r 'í1 = <"', c o m o dous dos va lo res de x 
c o n t é m a d i f f e r ença dos r a d i c a e s Vt' e Vl", os i m a g i n a r i o s d e s t r o e m - s e 
e n t r e s i , e a p ropos ta f ica c o m duas r a i ze s r e a e s e e g u a e s , e d u a s i m a -
g i n á r i a s . 

2 . ° Se a reduzida tiver só uma raiz t real, c o m o t é p o s i t i v o , 
Vt é r e a l . A l é m d is to d e s i g n a n d o í ' e t" por a ±bV— 1, se rá 

O ú l t i m o rad ica l é m a n i f e s t a m e n t e r e a l e>a; e po r c o n s e g u i n t e o q u a -
d r a d o t e m dous v a l o r e s ' r e a e s , u m p o s i t i v o , o u t r o nega t ivo . E x t r a b i n d o 
pois a r a i z , q u e é Vl' ± Vt", t e m o s de u m a p a r t e u m a q u a n t i d a d e real da 
f ó r m a Vh , e da o u t r a u m a i m a g i n á r i a da f ó r m a V—B-

L o g o , r e v e r t e n d o para os valores p r e c e d e n t e s de x , v è - s e c l a r a m e n t e 

Vl1 ± Vi" = V(a -f b V— \)±V(a — bV—\)\ 

e , q u a d r a n d o , 
(Vti — Vi")2 = 2a±2V{a2 + b2). 
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q u e , se a reduzida tiver sómente uma raiz t real, esta será positiva, e a 
propala lerá duas raizes reaes e duas imaginárias. 

I V . F u n c ç õ e s S v m e t r i c a s . 

Cálculo das funcções symelricas das raizes das equações. 

1 1 6 . Diz-se f u n e ç ã o s y m e l r i c a , ou i nva r i ave l , aquella que não 
soffre alteração alguma, quando as letras que ri ella entram se mudam umas 
nas outras.''Taes são , por e x . ° , a 2 + ò 2 , Ka + K 6 , a + b + s en a sen b , 
q u e p e r m a n e c e m as m e s m a s , q u a n d o se põe a por b , e 6 por a . Os coe f f i -
c i e n t e s dos d ive r sos t e r m o s de u m a e q u a ç ã o f x = O l a m b e m são f u n c ç õ e s 
s y m e l r i c a s d a s r a i ze s a , b , c , . . . . . . ( n . ° 2 9 ) 

R e p r e s e n t a r e m o s por S , a s o m m a d a s p o t e n c i a s do g r á o k d a s ra izes 

da p r o p o s t a , ou S j = A 1 + bk+ c 1 + ; e p o r [ a a f í c"1 ] a 

f u n e ç ã o s y m e t r i c a q u e t e m u m t e r m o d a f ó r m a a a b C l r . . , . , e n a q u a l 
se o b t ó m os o u t r o s t e r m o s m u d a n d o c a d a u m a das l e t r a s a,b, c , 
c m todas a s o u t r a s s u c c e s s i v a m e n t e . 

P o s t o i s t o , p a s s e m o s a m o s t r a r q u e , apszar de não serem conhecidas 
as raizes a , b , c . . . . . . . da equação 

fx = xm + PlXm-1 +p2xm-* + + pm^x +pm = 0, 

podemos sempre achar as quantidades Si e [ a " b C1 ] em funeção 
dos coefficientes p , , p2 , p3 da proposta. 

1 . " P A R T E . D i v i d i n d o p o r 

f x = (x —a)(x — b) [x — c ) 

a d e r i v a d a ( n . ° 4 7 , 2 . ° ) d ' e s t a m e s m a f u n e ç ã o , o u 

f x = [x —b) (x — c) + (x — a) (x — c) + e l e . , 
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acha-se 

m x — 1 + ( m — 1 ) P l X m - 2 + ' . . + _ 1 _ _ J 1 

XM + P L X M - 1 + +PM Cf) ^ ( x — Ò ) ' (x—c)" 

D e s e n v o l v e n d o ( x — a ) - 1 t e m o s (n . ° 1 1 , 1 ) 

1 1 a a a a 5 
= — + — + — + - T + - . . . x — a x x x x 

M u d a n d o c o n s e c u t i v a m e n t e a e m 6 , c , d , e s o m m a n d o e s t e s 
r e s u l t a d o s , o s e g u n d o m e m b r o d a e q u a ç ã o ( 1 ) t o r n a - s e e m 

m S 1 S 2 S i 

— + ~ t + - T + - T + 
X X X X 

M u l t i p l i c a n d o toda a e q u a ç ã o por xm + P1X""'+ . . . . . . + pm , v e m 

m x m ~ l + (m — 1) P i X m - 2 + e t c . = 

m x * ' + S 1 

+ mPi 

x™ 
+ P 1 S 1 

+ rap. 

x — 3 + 
+ P - S 1 

+ f A 
+ mp3 

xm~4.. e t c . + S i 

+ P i S j - i 
+ P2 Si-J 
+ P > - 3 

,m—l—i 

O l . 0 m e m b r o t e m m t e r m o s ; o 2 . ° t e m i n f i n i t o s ; e c a d a u m a d a s m + 1 
l inhas h o r i z o n t á e s de coe f f i c i en te s t e m o seu 1 . ° t e r m o a f f a s t a d o u m a casa 
m a i s pa ra a d i r e i t a q u e a l inha a n t e c e d e n t e . 

C o m p a r a n d o o s coe f f i c i en t e s d a s m e s m a s p o t e n c i a s d e x n ' e s t a s d u a s 
i d e n t i d a d e s , t r a n s p o n d o e r e d u z i n d o , a c h a r - s e - h a («) 

(«) Todas as vezes que duas funcções idênticas , desenvolvidas em ordem 
ás potencias de x, nos levarem a uma equação da fórma 

A -I- Ba; -+- C a r -t- = P - + - Qa: + Ra:5 

sendo À , B , C P , Q , R coefficientes independentes d e x 
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(A) 

S ^ P 1 = O 5 

, 8 , + ^ 8 , + 2 ^ = 0 , 

s,+PA+pA+3P,=<>> 

S m - . + P 1 S m . , + p , S m _ 3 + . . . . + (m—l) pm_, = 0 . 

E q u a ç õ e s po r m e i o d a s q u a e s s e r á fácil c a l cu l a r s u c c e s s i v a m e n t e S 1 , S 2 , . . S„ ,_ , 
em f u n c ç ã o dos coe f f i c i en t e s p, , p2, p3, 

P a s s a d a s e s t a s m — 1 e q u a ç õ e s , o l .° m e m b r o iiHo teaa t e r m i s c o m -
p a r á v e i s c o m os do 2 . ° , e a p p a r e c e m e q u a ç õ e s da f ó r m a 

s e n d o l um i n t e i r o = ou > m. Q u a n d o for Z = m, p ô d e s u b s t i t u i r - s e o 
t e r m o pm S0 por mpn. p o r se r S0 = C t 0 + ^ + =m; e n ' e s s e caso a 
e q u a ç ã o ( B ) a i n d a s e a c h a c o m p r e h e n d i d a n a m e s m a lei d a s e q u a ç õ e s (A) . 
A c h a d o S m , p o d e m o s , s u c c e s s i v a m e n t e , pe la e q u a ç ã o ( B ) a c h a r a s r e l a ç õ e s 
s e g u i n t e s S m + 1 , S m + 3 . . . . e m funeções dos coef f i c ien tes d a p ropos ta ( 1 ) . 

P a r a d e t e r m i n a r a s o m m a d a s p o t e n c i a s n e g a t i v a s , o m e i o m a i s s i m -

p les ó m u d a r n a p ropos t a ( 1 ) x e m — , e p r o c u r a r depo i s pe l a s f ó r m u l a s OC 
(A) e ( B ) a s s o m m a s d a s po tenc ia s pos i t ivas das r a i z e s da t r a n s f o r m a d a . 

é ev idente , por isso que a equação subsis te para quaesquer valores dados a x , 
que haverá entre estes coef f ic ientes as re lações 

A d i a n t e , n o m e t h o d o dos coe f f i c i en tes i n d e t e r m i n a d o s , nos s e r v i r e m o s d ' e s t a p r o -
p r i e d a d e . 

( B ) . . . . S i + P 1 S i . , + p2 S,.2 + +pn S , _ M = 0, 

Exemplos. 

N a e q u a ç ã o 
x3 — 3x2+ 2x — l=0 

A = P , B = Q , C = R , . 
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— 3 , p 2 = 2, Pi= —1 : o q u e nos d á , em v i r t u d e de (A ) 

S 1 = 3 , S 2 = 5 , S i = 1 2 ; 

e e m v i r t u d e d e ( B ) a c o n t i n u a ç ã o d a s e r i e , c u j o s t e r m o s , c o m o d ' e l l a 
s e d e p r e h e n d e , s e v3o f o r m a n d o d o p r o d u c t o dos t r e s p r e c e d e n t e s m u l t i -
p l i c ados r e s p e c t i v a m e n t e por 3 , — 2 , 1 . C o m e ç a n d o pois d e s d e S 0 = 3 , 
t e r e m o s a s e r i e 

3 , 3 , 5 , 1 2 , 2 9 , 6 8 , 1 5 8 , 3 6 7 , 8 5 3 , 1 9 8 3 , 4 6 1 0 , 1 0 7 1 7 , 2 4 9 1 4 , 5 7 9 1 8 . 

P a r a o b t e r a s o m m a d a s p o t e n c i a s n e g a t i v a s d ' e s t a m e s m a e q u a ç ã o , a c h a -

r í a m o s , a d v e r t i n d o q u e o s c o e f f i c i e n t e s d a t r a n s f o r m a d a e m — s3o 1 , - 3 , 2 , 

3 , 2 , — 2 , — 7 , — 6 , 7 , 2 5 , 2 3 , — > 2 2 , — 8 8 

N a e q u a ç ã o xm— 1 = 0 , a c h a - s e po r e s t a s f o r m u l a s , c o m o a p a g . 1 6 6 , 

S 1 = S 2 = S 3 S m . , = O , S 0 = S m = S m + l = . . = m . 

2." PARTE. M u l t i p l i c a n d o u m a pe la o u t r a as d u a s s o r a m a s 

S = a
a + ò t t + c t t + 

CC 

Sg = a 6 + &6 + c e + 

o p r o d u c t o c o n t e r á t e r m o s de d u a s e s p e c i e s : 1.® a s o m m a de t o d a s as 
p o t e n c i a s a . + g das r a i z e s : 2 . ° a s o m m a de todos os p r o d u c t o s , q u e 
se f o r m a m c o m b i n a n d o a po tenc i a a de u m a r a i z q u a l q u e r c o m a 
p o t e n c i a ' ê d ' o u t r a ra iz . O r a c o m o a p r i m e i r a s o m m a se d e s i g n a , s e -
g u n d o a n o t a ç ã o a d o p t a d a , p o r S t t ^ g ; e a s e g u n d a p o r [ a t t 6 ê j , t e r e m o s 
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S a - K + 0 ¾ 6 ] = - S - S e
f 

d'onde se deduz, no caso das funcções duplas, 

| > ô ê ] ~ s A (D). 

Multiplicando entre si as tres sommas 

S a = = 0 * + 6 * + c * „ 
• ' '.Mpii . 

S g - a ê + 6 e + c ê 

S y = c - T - i - ^ - j - c I f 

acha-se uma funcçSo symetrica, cujos termos s3o compreliendidos n'uma 
das cinco fórmas seguintes: 

aa+ê+\ aa+€b\ U^be
j ; 

logo, segundo as notações adoptadas, teremos 

Mas j em virtude das fórmulas ( D ) , é 

[a* = S a + g S 7 — S t k ^ , 

[ a * + V ] = $ H - Y S g - s S c W , , 

Wb^ I ) 
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S u b s t i t u i n d o es te s va lo re s na e q u a ç ã o p r e c e d e n t e , e t i r a n d o d ' e l l a d e p o i s 
o valor o b t e m - s e , p a r a as f u n e ç õ e s t r i p l a s , 

] = S a SSSt — S a - H S 7 — S a + 7 S g — S g - H S a + 2 S a + g - h . . . . ( E ) 

P o r m e i o d ' e s t e p roces so m u i t o s i m p l e s p o d e m o s passa r p a r a o s casos d a s 
funeções q u a d r u p l a s , q u i n t u p l a s , e t c . 

C u m p r e p o r é m a d v e r t i r q u e es t a s e x p r e s s õ e s p r e c i s a m s e r m o d i f i c a -
das , q u a n d o a l g u n s dos e x p o e n t e s a , g , y , f o r e m e g u a e s . C o m 
ef fe i to u m a s o m m a q u a l q u e r [aa6êcT] , na qua l c a d a t e r m o t e m n l e i r a s , 
c o m p õ e - s e f o r m a n d o todos os a r r a n j o s n a n d a s m l e t r a s a , b, c, . . . . 
e d a n d o r e s p e c t i v a m e n t e ás n l e t r a s de cada um d ' e l l e s os e x p o e n t e s 

g , y ; s e n d o o n u m e r o dos t e r m o s [ m P n ] . O r a , s u p p o n d o q u e 
n ' u m t e r m o a l e t r a a t e m o e x p o e n t e a, e 6 o e x p o e n t e g , h a v e r á n e -
c e s s a r i a m e n t e o u t r o t e r m o q u e não d i f f e r i r á d a q u e l l e , s e n ã o n a p e r m u t a -
ção de a em 6 ; logo os d o u s t e r m o s t o r n a r - s e - h ã o e g u a e s se for a = g , 
N ' e s t e caso a s o m m a t o t a l dos t e r m o s d i f f e r e n t e s s e r á a m e t a d e d a q u e l l e 
q u e é d a d o pe las f ó r m u l a s . 

Se h o u v e r t r e s e x p o e n t e s e g u a e s a = g = Y> ^ c ' a r o 9 u e c a ^ a 

u m dos t e r m o s d i f f e r e n t e s d a f ó r m u l a s e r á r e p e t i d o n ' e l l a t a n t a s vezes 
q u a n t a s são os a r r a n j o s t r e s a t r e s c o m t r e s l e t r a s ; logo para t e r s ó m e n t e 
a s o m m a dos t e r m o s d i f f e r e n t e s , é p r e c i s o d i v i d i r as f ó r m u l a s g e r a e s por 
2 x 3 . 

Em g e r a l se for p o n u m e r o dos e x p o e n t e s e g u a e s , é n e c e s s á r i o d i -
vidir a s f ó r m u l a s por 2 x 3 xp• 

Âppllcação á resolução numérica das equações. 

117. S u p p o n h a m o s já a c h a d o s , r e l a t i v a m e n t e a uma e q u a ç ã o d a d a , 
o s va lo res S 1 , S 2 S1 . Q u a n t o m a i o r fo r a e m r e l a ç ã o á s o u t r a s r a i zes 
b , c t a n t o m a i s S i t e n d e r á pa ra t o r n » r - s e e g u a l ao seu 1.° t e r m o 
a1, e S»_, a al~l; e po r c o n s e g u i n t e se rá p r o x i m a m e n t e S»: S , _ , =a. P o r 
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t a n t o , m serie S 1 , S 2 , . . . » . . S t , o quociente da divisão de cada um dos 
termos pels seu antecedente, approximar-se-ha cada vez mais da raiz supe-
rior a , ao passo que o índice k for mais elevado. 

P o d e r i a m o s pelo m e s m o t h e o r o b t e r a m e n o r r a i z (n . ° 3 4 , 2 . ° ) . 
E s t a p ropos i ção p ô d e t e r e x c e p ç õ e s n o caso dos i m a g i n a r i o s . P o r q u a n t o , 

se ja 

W = OCd=S K ^ T ; 

e f a ç a - s e a = X cos 9 , g = >. sen 9, h y p o t h e s e s p e r m i t t i d a s , por isso 
q u e , d a n d o 

g 
a 2 = a 2 + g 2 , t a n g i 9 = —, 

p o d e m o s d ' e s t a s e q u a ç õ e s conc lu i r X e o a r c o a e m todos o s casos . T e m o s 
pois 

x = ~K (cos 9 ± sen 9 V— 1 ) , 

d ' o n d e s e t i r a (no ta a p a g . 1 6 8 ) 

( a r t g V — 1 ) 1 = V (cos k o ± sen £ 9 V — 1 ) . 

S u p p o n d o pois a e x i s t e n c i a d a s r a i ze s i m a g i n a r i a s h a v e r á e m S 1 u m t e r m o 
2 a ' cos /19. É n e c e s s á r i o p o r t a n t o q u e X = v / ( « 2 + g 2 ) se ja m e n o r q u e a 
m a i o r r a i z a , p a r a q u e s e possa v e r i f i c a r o t h e o r e m a p r e c e d e n t e . 

N o 1 . ° e x . ° d e pag . 1 9 7 t e m o s S 1 3 = 5 7 9 1 8 , S 1 2 = 2 4 9 1 4 , 
o q u o c i e n t e j j ^ T = 2 , 3 2 4 7 1 7 7 è um valor a p p r o x i m a d o de x . 

1 1 8 . A p p l i q u e m o s a g o r a o ca l cu lo das f u n c ç õ e s s y m e t r i c a s á i n d a -
g a ç ã o d a s e q u a ç õ e s a o q u a d r a d o d a s d i l f e r e n ç a s . 

S u p p o n h a m o s q u e á e q u a ç ã o fx = O , c u j a s r a i ze s são a , b , c 
c o r r e s p o n d e á e q u a ç S o ao q u a d r a d o d a s d i f f e r e n ç a s 
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F z = s " + P a " - > + Q a » - 1 + + U = O , 

cu jo s coe f f i c i en te s i ncogn i to s P , Q , R , . . . . U p r e t e n d e m o s d e t e r m i n a r . 
T e m o s 

(x — a)1 = x l — Iax1- + A ' a V ~ 2 — A Vx ± a', 

( x — b)' = X t - lbxl~1+ UtitX1-*- A ' ' f t V " 3 . . . . ± b l , 

(x — c ) ' =X1 — Icx1'1 + e t c . 

E s t a s e q u a ç õ e s s ão em n u m e r o m ;* os coe f f i c i en te s A ' , A" s ão 
d a d o s pela d e s e n v o l u ç ã o d o s b i n o m i o s e l evados á p o t e n c i a Z. 

O s 2 . ° ' m e m b r o s d ' e s t a s e q u a ç õ e s s o m m a d o s d ã o e m r e s u l t a d o 

mxl — ZS1 x ^ + A ' S 2 X i - 2 — A " S 3 x ' - 3 + ± S j . 

M u d a n d o pois s u c c e s s i v a m e n t e x em a, b, c v i r ã o as s o m m a s 
t o t a e s r e s p e c t i v a s 

( a — 6)1 + ( a — c)1 = B i a t - Z S 1 a ' - + . . . . d = S , 

(6 — a)1 + (6 — c) ' = W f t 1 - Z S 1 6 ' - ' + . . . . ±Si 

( c — a / + e t c . 

S o m m e m o s e s t a s ú l t i m a s e q u a ç õ e s : 
Ol.0 membro torna-se na somma das potencias 1 das differenças 

de todas as raizes, subtrahidas duas a duas; 
O 2 . ° membro toma-se em 

mSi — ZS1 S , _ , + 4 ' S a S 1 . , — S , _ 5 + .... ± mSi. 
26 
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S e l fo r i m p a r n a d a s e p ô d e d e d u z i r d ' e s t a f ó r m u l a , p o r q u e n o 1 .° m e m -
b r o as d i í f e r e n ç a s s3o e g u a e s d u a s a d o a s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e a s 
s u a s p o t e n c i a s l d e s t r o e m - 9 e r e c i p r o c a m e n t e . O 2 . ° m e m b r o é f o r m a d o de 
t e r m o s t a e s , q u e o s q u e f i c a m e q u i d i s t a n t e s d o s e x t r e m o s t e m o s m e s m o s 
coe f f i c i en te s e o s m e s m o s Índ ices p a r a S , c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s . A s s i m 
a m b o s os m e m b r o s se r e d u z e m a z e r o , e t e m o s 0 = 0. 

P o r é m se l for p a r , no 1 . ° m e m b r o a s po t enc i a s d a s d i í f e r e n ç a s ( a — b ) 1 , 
( b — a ) ' , e t c . são e g u a e s d u a s a d u a s c o m o s m e s m o s s i g n a e s , e p o d e m 
s o m m a r - s e ; n o 2 . ° m e m b r o t a m b é m p o d e m s o m m a r - s e o s t e r m o s e q u i -
d i s t a n t e s dos e x t r e m o s , por s e r e m e g u a e s dous a d o u s e t e r e m os m e s m o s 
s i g n a e s , f i cando s ó o t e r m o m é d i o , q u e n3o t e m o u t r o e g u a l . P o r t a n t o 
d i v i d i n d o por d o u s toda a e q u a ç ã o a s s i m r e d u z i d a , os seus t e r m o s se s i m p l i -
f i cam , e só o t e r m o m é d i o do 2 . ° m e m b r o t e m o f a c t o r \ . 

Se f ize rmos pois I = I i , o 1 . ° m e m b r o se r e d u z i r á á s o m m a d a s 
po t enc i a s 2 t d a s d i í f e r e n ç a s d a s r a i z e s , ou á das po t enc i a s i dos q u a d r a d o s 
d ' e s t a s d i f f e r e n ç a s , s o m m a q u e r e p r e s e n t a r e m o s por P o r o u t r a p a r t e , 
d e s i g n a n d o por 2 i , A ' , A 1 ' , o s c o e f f i c i e n t e s d o b i n o m i o p a r a o 
e x p o e n t e 2 i , r e s u l t a 

O s c o e f f i c i e n t e s 2 i , A ' , A " , t e m por va lo r e s o s n ú m e r o s d a l i -
n h a 2 i d a t i b e l l a d e pag . 9 ; d e v e p o r é m p a r a r - s e n o t e r m o m é d i o , 
e t o m a r a sua a m e t a d e . E s t e s f a c t o r e s t e m os s e g u i n t e s v a l o r e s , p a r a 

/ = m S i i — 2iS1 S21., + J A i S i S ^ — A " S â S ( l i _ 3 ) 

i = 1 . . . . 1 , i 

i = 2 . . . . 1 , 4 , 3 

t = 3 1 , 6 , 1 5 , 1 0 

í = 4 . , . . 1 , 8 , 2 8 , 5 6 , 3 5 

1 = 5 . . . . 1 , 1 0 , 4 5 , 1 2 0 , 2 1 0 , 1 2 6 

i = 6 . . . . 1 , 1 2 , 6 6 , 2 2 0 , 4 9 5 , 7 9 2 , 4 6 2 , e tc . 

t = 3 . . 

í = 4 . . 
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D ' o n d e s e conc lue 

2 0 3 

Z 1 = m S 2 - ( S 1 ) 2 / = ^ S - S S 1 S 7 . . . . + 3 5 ( S 4 ) 2 

/ a = m S 4 - 4 S , S , + 3 ( S 2 ) 2 / 5 = W S 1 0 - I O S 1 S , . . + 1 2 6 ( S J 2 

/ ; = m S - O S 1 S ^ l S S 2 S . - I O ( S 3 ) ' Z j = H i S 1 2 - ^ S 1 S 1 1 . . + 4 6 2 ( S t ) 2 

Pos lo isto , depois d e h a v e r a c h a d o a s e r i e S 0 , S f , S 2 . . . . e f azendo 
t = 1 , d e d u z i r e m o s d a e q u a ç ã o ( N ) o s valores d e ( a — 6 ) 2 + ( a — c ) 2 + . . . . ; 
e ass im o b t e r e m o s a s o m m a / , das 1 " po tenc ia s d a s r a i zes d e F z = O . 
F a z e n d o depo i s i = 2 , a c h a r e m o s ( a — 6 ) 4 + ( a — c ) 4 . . . . , o u Z ^ ; e t c . 
Em ge ra l a e q u a ç ã o ( N ) d a r á a s o m m a Z d a s po tenc ias i das ra izes da 
e q u a ç ã o a o q u a d r a d o das d i f f e r e n ç a s . 

F i n a l m e n t e a s equações ( A ) de pag . 1 9 6 a p p l i c a d a s a esta equação d u o 
os coef f ic ien tes da e q u a ç ã o ao q u a d r a d o das d i f f e r e n ç a s 

P = » - Z 1 , Q H P / . + / J > R i ( O / , + P / 2 + / J . . . . 

O calculo dos f deve c o n t i n u a r - s e a t é ao ind ice n = £ m ( m — 1) g r á o de 
F s = O , e o de S a t é a um ind i ce d u p l o . 

P o r e x e m p l o n a e q u a ç ã o g e r a l d o 3 . " g r á o 

X1+ qx +r = O , 

a se r i e S, , S, t o r n a - s e em 

3 , O , — 2 ? ) — 3 r , 2 q \ 5 g r , — 2 g 5 + 3 r 2 , 

q u e dá Z 1 - — , Z 2 = 1 8 g 2 , = — 66ç, — 8 1 r 2 ; 

logo P = 6 g , Q 9 q % R = 2 7 r 2 + 4¾ 8 , 

são os coeff ic ientes da e q u a ç ã o ao q u a d r a d o das d i f f e r e n ç a s p a r a o 3 . ' 
g r á o . Na Resolulion numér. de L a g r a n g e , n.°5 3 8 , 39 e no ta I I I , se 
e n c o n t r a m as f ó r m u l a s p a r a o 4 . ° e 5 . ° g r á o . 
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Applicaçâo ás Equações do segundo gráo. 

1 1 9 . Se a e 6 f o r e m as r a i ze s d e s c o n h e c i d a s da e q u a ç S o 

X1+ px + q = 0 : 

o s r e l ações s a b i d a s e n t r e a s m e s m a s r a i z e s 

a - f ò = — p, ab = q\ 

c o n d u z i r - n o s - h i a m de n o v o , pela e l i m i n a ç ã o do a e b , a e q u a ç õ e s do 2 . ° 
g r á o , a s q u a e s po r i s s o , c o m o j á e m o u t r a p a r t e f i zemos v e r , n ã o nos 
s e r i a m d e u t i l i d a d e p a r a a c h a r a s m e s m a s r a i z e s 

S u p p o n h a m o s p o r e m q u e e n t r e a e b há u m a r e l a ç ã o 

z = a + mb , 

em q u e tn é a r b i t r á r i o , e z u m a incógn i t a , q u e t r a c t á m o s de d e t e r m i n a r 
de m o d o q u e a e l i m i n a ç ã o de a e b e n t r e e l l a e a r e l a ç ã o a + 6 = — p 
nos conduza a e q u a ç õ e s do g r á o . 

E m v i r t u d e d a s y m e t r i a q u e h a e n t r e a s r a i ze s d a s e q u a ç õ e s , a l é m 
da r e l a ç ã o z = a + mb, d e v e e x i s t i r a r e l a ç ã o z = b + ma ; e po r c o n s e -
g u i n t e o va lo r de z é d a d o t a m b é m p e l a e q u a ç ã o do 2 . ° g r á o 

[z — (a + m&)] [z — (6 + m a ) ] = 0 . 

P a r a q u e es ta e q u a ç ã o nos possa a p p r o v e i t a r é n e c e s s á r i o q u e s e r e d u z a 
á f ó r m a z2=k, de m a n e i r a q u e d ' e l l a se d e d u z a o va lor de z por u m a 
s i m p l e s e x t r a c ç ã o d e r a i z q u a d r a d a . V é - s e q u e is to s e c o n s e g u e p o n d o 
m = — 1, d ' o n d e r e s u l t a 

= ( a — b)2 = a 2 + è 2 - 2 a b = S 2 - 2 q ; 
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e como (pag. 196.) S2 =p2—- 2q, teremos finalmente 

2 0 5 

z = a — b = =£ —íq) , a + 6 = — p, 
« 

e q u a ç õ e s d a s q u a e s se d e d u z e m as d u a s r a i ze s a e 6 . 

Applicação ás Equações do terceiro gráo. 

1 2 0 . S u p p o n h a m o s , q u e e n t r e as t r e s r a i z e s d e s c o n h e c i d a s a , b , c 
da e q u a ç ã o do 3." g r á o 

x3 + px + q = 0 , 
se dá a r e l a ç ã o 

z = a+mb + nc, (1) 

n a q u a l m e u são q u a n t i d a d e s a r b i t r á r i a s . P e l a p e r m u t a ç ã o d a s l e t r a s 
a,b, c u m a s nas o u t r a s , r e s u l t a m d a r e l a ç ã o ( 1 ) o u t r a s c i n c o , d ' o n d e 
p r o v é m u m a e q u a ç ã o e m z d o 6 . ° g r á o . E s t a e q u a ç ã o n ã o nos p o d e r á 
pois em g e r a l s e r de u t i l i d a d e ; e s ó m e n t e o se rá , s e em v i r t u d e da a r b i -
t r a r i e d a d e de m e n , r e d u z i r m o s a e q u a ç ã o em z á f ó r m a 

z 8 + A s s + B = O ( 2 ) 

q u e s e r e so lve á m a n e i r a d a s d o 2 . ° g r á o ( n . ° 1 0 5 ) , i s to é , a u m a 
f ó r m a ta l , q u e a s s u a s s e i s r a i z e s s e j a m e g u a e s a d o u s n ú m e r o s z ' , z " , m u l -
t i p l i c ados r e s p e c t i v a m e n t e p e l a s t r e s r a i z e s c u b i c a s d a u n i d a d e . P a r a isso 
é n e c e s s á r i o q u e , d e s i g n a n d o po r z ' , z", a s r a i z e s c u b i c a s dos d o u s v a l o -
r e s d e z3, 

2* = — j A ± ^ ( i A 2 - B ) ( 3 ) 

e por 1 , a , a 2 , a s da u n i d a d e , o s se i s va lo re s q u e r e s u l t a m da p e r m u t a ç ã o 
d a s l e t r a s a , b , c , n o t r i n o m i o , s a t i s f a ç a m á s e q u a ç õ e s t 
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z' = a + mb -f- nc 
a s ' = 6 + mc-f na 
a V =.c + ma + «6 /1 

V e j a m o s se p o d e m o s d e t e r m i n a r a g o r a m e n de m o d o q u e e s t a s seis e q u a -
ções t e n h a m l o g a r . M u l t i p l i c a n d o a s ' p o r a \ e a d v e r t i n d o q u e é a 3 = l , vem 

P a r a t e r l o g a r a i d e n t i d a d e é n e c e s s á r i o , q u e s e j a m e g u a e s os coe f f i -
c i e n t e s r e s p e c t i v o s d e a , b , c , is to é , 

S u b s t i t u i n d o e s t e s va lo res nas se is e q u a ç õ e s ( i ) , v ê - s e q u e e l las r e s u l -
t a m d e 

m u l t i p l i c a n d o e s t a s por a , e a 2 . T o m a n d o pois m = a 2 , n = a , o t r i n o -
m i o ( I ) t e r á se is v a l o r e s , q u e e l evados a o c u b o , s ó d a r ã o o s d o u s v a l o -
r e s d i f f e r e n t e s z'3 e z ' ' 3 ; po r s e r e m 1 os c u b o s de a e a 2 . 

F i c a pois d e m o n s t r a d o q u e os seis va lo re s ( 4 ) , p o n d o n ' e l l e s m = e 
n — a , são r a i z e s da e q u a ç ã o ( 2 ) , á q u a l se p ô d e d a r a f > r m a 

£| = a26 + WaiC + «X2a = a + mb + nc. 

a2 = m , mx* = n, «a2 = ! , 

d ' o n d e s e t i r a M = CL , N = a. 

z' = a + ac + a2b , z" = a + a j + a 'c 

( z 3 - ^ z ' 3 ) *">) = Z8 — ( s ' 3 - f *J '3) 5 3 + ç ' 3 p " 3 = o. 

R e s t a a g o r a d e t e r m i n a r A e B , i s to é , 

A== — (z'3 + z ' " ) , B = {z' z")'; 

porque se pudermos determinar A e B em funeção dos coefficientes p e q, 
teremos pela equaçSo (3) os valores de «% cujas raizes cubicas z' e z" 
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s e r ã o c o n h e c i d a s . As e q u a ç õ e s (5)" e a r e l a ç ã o a + ò + c = O, q u e t e m 
loga r p o r s e r nu l lo o 2 . ° t e r m o da e q u a ç ã o ( 1 ) , d a r ã o pois a', b , c . 

D e s e n v o l v a - s e o c u b o de a ' = a + «c + ofb, e , a d v e r t i n d o q u e é 
= 1 , v i rá 

z" = S 3 + 6 a bc + 3 a ( a 2 c + 6 2 a + c 2 ò) + 3 a 2 ( a 2 6 + c 2 a + 6 2 c ) . 

M u d a n d o n ' e s t a e x p r e s s ã o 6 e m c o b t e m - s e z " ; s o m m a n d o o s d o u s 
r e s u l t a d o s , e e m c o n s e q u ê n c i a d e s e r 

«bc = — q , S 1 = O 1 a + a 2 = — I 3 [ a 2 6 ] = S 1 S 2 — S 3 , S 3 = - S r / , 

a c h a - s e 

A = — 2 S 3 + 1 2 g — 3 (a + a a ) [ a 2 6] = — S S 3 + 1 2 g = 2 7 q 

P o r o u t r a p a r t e , po r s e r 

S2 = - 2 p , [ a b ] = p , « + a2 = — í , 

a c h a - s e z' z" ==. S2 + (a + a 2 ) [ab] = — 3 p ; 

e por c o n s e q u ê n c i a o c u b o 

B = — 2 7 P \ 
T e r e m o s pois 

« = - 2 7 ( ^ + ^ 7 + ^ 7 ) = ^ . 

E c o m o n ' e s t a e q u a ç ã o o s f a c t o r e s de 27 s ão a s r a i z e s t 1 e t " da e q u a ç ã o 
f + qt = (i p)s , t e r e m o s s3 = 2 7 / . 

E l i m i n a n d o a, b, c e n t r e as e q u a ç õ e s ( 5 ) e a e q u a ç ã o 

a + 6 + C = O , 
t e r e m o s 
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3 a = Z1 + z " , 3 6 = a z ' + a V 1 3 c = a V + a z " ; 

e c o m o z' = 3 W, z" = 3$/t", 

t o r n á m o s a a c h a r o s va lo r e s do n . ° 1 1 0 . 

Applicação ás Equações do quarto gráo. 

1 2 1 . N a e q u a ç S o d o 4 . ° g r á o 

x4 + px2 + qx + r = 0 , 

não e s t a b e l e c e r e m o s , em a n a l o g i a c o m o 2 . ° e 3 . ° g r á o , a r e l a ç ã o 
z = a + Ib + mc + tnd, da q u a l , f e i t a s as p e r m u t a ç õ e s , r e s u l t a r i a m 24 
v a l o r e s d e z ; m a s s i m a r e l a ç ã o 

da q u a l só r e s u l t a m se i s p e r m u t a ç õ e s . E se n ' e s t a f i z e r m o s m = —- 1 , 

r e l a ç ã o , q u e d á se is v a l o r e s e g u a e s d o u s a dous c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s . L o g o 
a r a i z z s e r á d a d a po r u m a e q u a ç ã o d o 6 . ° g r á o d a f ó r m a 

z = a + b + m(c +d), 

v i r á s = o - ) - 6 — c — d , 

a' + A z 4 + B z 2 + C = O (6) 

n a q u a l t o d a s a s p o t e n c i a s são p a r e s , n ã o r e s u l t a n d o d o s se i s va lo re s m a i s 
d e t r e s q u a d r a d o s d i f f e r e n t e s . 

D e s e n v o l v e n d o o q u a d r a d o t e m o s 

(a + b — c — d ) 2 = ( a + 6 + c + d ) 2 — 4 ( a c + a d + 6c + bd), 
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C o m o n a e q u a ç ã o ( 1 ) f a l t a o 2 . ° t e r m o , s e r á nu l l a a 1 . " p a r t e d o 
2 . ° m e m b r o d a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e . E p o r i s s o a j u n c t a n d o n ' e l l e e s u b t r a -
h i n d o i (ab + cd); a d v e r t i n d o q u e é [ a ò ] = p ; e p e r m u t a n d o na e q u a ç ã o 
r e s u l t a n t e b em c, e b em d : a c h a r e m o s 

(a + b — c — d f = — 4 p + 4 (ab + cd), 

( a + c — 6 —- df = — 4 j ) + 4 ( a c + bd), 

( a + d — c — b)2 = — 4 p + 4 . ( c d + 6 c ) ; 

e s ã o e s t e s o s v a l o r e s d o s t r e s q u a d r a d o s z 2 d e ( 6 ) . 

P o d e m o s s i m p l i f i c a r os c á l c u l o s p o n d o u = i z 2 - f p , 

p o r q u e e n t ã o o s v a l o r e s de u s e r ã o 

ab + cd, ac + bd, cd + bc. 

F o r m e m o s a e q u a ç ã o q u e t e m e s t a s t r e s r a i z e s . C o m o t e m o s 

S 1 = O , S 2 = - Z p , S 3 = - 3 q , S t = Z p z - H r . 

S i = 5 p q , S 6 = - 2 P 3 + 6pr + 3 q 2 ; 

e m p r e g a n d o a f ó r m u l a ( E ) de p a g . 1 9 9 , e d i v i d i n d o por 2 ou po r G , 
q u a n d o a s s i m d e v e r s e r e m c o n s e q u ê n c i a d a a d v e r t e n c i a q u e a l i f i z e m o s , 
a c h a - s e q u e : 

1 . ° A s o m m a d o s b i n o m i o s é [ a t ] = p ; 

2 . ° A s o m m a d o s s e u s p r o d u c t o s 2 a 2 é 

[ a* b C l = S 4 - i S 2
2 = - - 4 r ; 

2 7 
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3 , ° O p r o d u c t o dos t r e s b i n o m i o s é 

abcd x S 3 + [ a W] = r S a + i S 2 ' — i S 4 S 1 + ^ S t 

= _ 4 pr + q2. 
T e m o s po r t a n t o 

Ms — p u 1 — 4 ru + 4 pr — g* = 0 , 

o u , r e s t i t u i n d o ~z2 + p por u , 

Spz'+ IQz2(J)2- 4r) — 64q1 = 0. 

D e p o i s de c o n h e c i d o s os t r e s va lores de z 1 , e as suas ra izes (« , z',s'') 
é n e c e s s á r i o e l i m i n a r a , b , c, d a s e q u a ç õ e s 

S 1 = a + 6 + c + d = 0 , a + c — b — d = z ' , 

a + b — c — d = z, a + d — b — c = z". 

Eotas e q u a ç õ e s , s o m m a d a s d u a s a d u a s , d ã o a s t r e s 

a + b = ^ z , a + c = 1 z', a +d = s"; 
cu j a s o m m a d á 

a = l(z + z'+z"); 

p o d e m o s po r c o n s e g u i n t e o b t e r t a m b é m b , c , d em f u n e ç ã o de z , z ' , z". 
T o m a n d o a g o r a e s t a s q u a n t i d a d e s c o m o d u p l o s igna l ± : , t e m o s 8 r a i z e s 
e m vez d e 4 ; e a s s i m d e v e s e r , p o r q u e , d e p e n d e n d o a e q u a ç ã o e m z d e 
q2 e n ã o de q, o s igna l de q f ica a r b i t r a r i o . O p r o d u c t o d a s t r e s ú l t i m a s 
e q u a ç õ e s é , por s e r — a = b + c + d , 

± z z ' z " = o ' -I r a2 {b - f c + d ) + [a&c] = — q, 

e t e m , c o m o se v ê , s i g n a l c o n t r á r i o ao de q . R e s u l t a m por i s s o , c o m o 
a pag . 1 9 2 , o s d o u s s y s t e m a s s e g u i n t e s 
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p a r a q pos i t ivo , x — L (z ±z z' z+: z"), X = J z ± e'=fc z"); 

para q n e g a t i v o , x = (s =fc 5 ' dfc 2 ' ' ) . a; = 7 (— z q= z ' ± : a " ) . 

Applicaçâo á Eliminação. 

1 2 2 . N ' u m a e q u a ç ã o e n t r e a ; e y , s e fo r m a s o m m a dos e x p o e n -
t e s , q u e a f f e c t a m e s t a s i n c ó g n i t a s n o t e r m o q u e a t e m m a i o r , d i z - s e q u e 
m é o g r á o d ' e s s a e q u a ç ã o . 

P o s t o i s t o , s e j a m 

^+PlXm'1+ - f p m = 0 = Z , 

x n + qixn~1+ + 9 a = 0 = T , 

d u a s e q u a ç õ e s e n t r e x e y , u m a do g r á o m e o u t r a do g r á o n : s e n d o 
a s s i m c a d a u m dos c o e f f i c i e n t e s u m a f u n e ç á o d e y , c u j o g r á o é q u a n d o m u i t o 
d o l .° e m P l ^ q l , d o 2 . ° e r a p 2 e ç 2 , e t c . S u p p o n h a m o s a e q u a ç 3 o T = 0 
r e s o l v i d a em o r d e m a x, e d e s i g n e m o s po r a, b, c, h as suas n 
r a i zes . E s t a e q u a ç ã o e q u i v a l e r á a 

T = ( x — a ) (x — b) (x — c).. (x—k) = 0, 

d e m a n e i r a q u e p o d e m o s s u b s t i t u i r a o s v s t e m a d a s e q u a ç õ e s p r o p o s t a s o s 
« s v s l e m a s 

x — a = 0 ) x — b = 0) x — c = O l 

Z = O ) Z = O ) Z—O) 

S e e m c a d a u m d ' e s t e s s y s t e m a s t i r a r m o s d a 1 . " e q u a ç 3 o o valor d e 
x e o s u b s t i t u i r m o s na 2 . " , o b t e r e m o s a e q u a ç ã o f inal era y d ' e s s e s v s t e -
ma : e por c o n s e g u i n t e , m u l t i p l i c a n d o e s sas e q u a ç õ e s í inaes m e m b r o a 
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m e m b r o , f o r m a r e m o s a do s y s t e m a d a s p r o p o s t a s . E s t a e q u a ç ã o é pois 

(0- + ^0-' + .. .. pm) (br + pjr-* + . . . . +pm).... ) 
><•(7) 

( / c m + p t f t " - 1 + . . . . + p„,) = 0 ) 

O r a , pos to q u e a , 6 , , . k s e j a m f u n c ç õ e s d e s c o n h e c i d a s d e </, 
6 possível f o r m a r e s t a e q u a ç ã o , p o r q u e s e n d o o seu p r i m e i r o m e m b r o 
u m a f u n e ç ã o s y m e t r i c a e r a c iona l d ' e s t a s r a í z e s , p o d e e x p r i m i r - s e e m 
f u n e ç ã o r a c i o n a l dos coe f f i c i en t e s de T = O. 

P o r e x e m p l o , p a r a e l i m i n a r x e n t r e a s e q u a ç õ e s 

x3y — + 1 = O , a;'- (y — 1) + x — 2 = O , 

t e r e m o s , s u p p o n d o q u e a e b s ão as r a i ze s da 2 . " , 

— 3 a + l ) (6 3 y — 3 6 + 1) = 0 , 

ou , e f f e c t u a n d o as m u l t i p l i c a ç õ e s i n d i c a d a s , 

a 5 6 ' y 2 + y S 3 — 3 aby S2+ 9ab — S S 1 + 1 = 0. 

E c o m o da 2 . " e q u a ç ã o p r o p o s t a se t i r a 

c - 1 I - 2 O 1 4 

e s t e s v a l o r e s , s u b s t i t u i d o s n a ú l t i m a e q u a ç ã o , nos c o n d u z e m f a c i l m e n t e 
â e q u a ç ã o final do 3 . ° g r ã o em y . 

1 2 3 . O s cá l cu lo s q u e e x i g e e s t e m e t h o d o , po r m u i t o l o n g o s , são 
d e pouca u t i l i d a d e p r á c t i c a , m a s p o d e m o s a c h a r por m e i o d ' e l l e s , m u i 
s i m p l e s m e n t e , o l i m i t e d o g r ã o d a e q u a ç ã o f i na l . 

C o m e f fe i to o t e r m o g e r a l d a e q u a ç ã o ( 7 ) p ô d e s e r r e p r e s e n t a d o por 
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m—(a f / í—a wi—6 wi—[a 
P Jt =Pah--PlUa 6 k 5 

e c o m o a e q u a ç ã o ( 7 ) 6 s y m e t r i c a , d e v e c o n t e r todos os t e r m o s q u e se 
d e d u z e m da p r e c e d e n t e , m u d a n d o as q u a n t i d a d e s a , b , c , u m a s 
nas o u t r a s , i s to é , 

w l — a m — ê 

v a r,b . 
a 6 

wl—a »n—ê m — u 
P a p g P f l [ « 6 H 8 ) 

A v a l i e m o s o l i m i t e do g r á o d ' e> ta f u n e ç ã o . P r i m e i r a m e n t e o p r o d u c t o 
P x P g P i i é q u a n d o m u i t o d o g r á o a + g + . . . . + [/.; e m s e g u n d o 

l o g a r , r e m o n t a n d o á s f ó r m u l a s q u e dão o s va lo res d e [ a a 6 ê ] ' [ a a 6 6 t 7 ] , . . 
vò - se q u e a s o m m a dos Índices de S em c a d a t e r m o é e g u a l á 
s o m m a d o s e x p o e n t e s q u e t e m a s l e t r a s a , b , c , e m c a d a 
t e r m o d ' e s t a s f u n c ç õ e s ; e c o m o r e s u l t a d a s f ó r m u l a s ( A ) d e pag . 1 9 6 
q u e o í n d i c e de S é p r e c i s a m e n t e e g u a l ao i nd i ce m a i s e l e v a d o dos 

coe f f i c i en tes de p r o p o s t a : v ê - s e , q u e [ a m — * bm~S . . . . . . Icm i^j é q u a n d o 
m u i t o d o g r á o 

m — « + m — g + m — u = tn n — s ( a + g - f - . . . . . . -f ja) ; 

logo a f u n e ç ã o ( 8 ) , e po r c o n s e g u i n t e a e q u a ç ã o f inal , é q u a n d o m u i l o 
do g r á o mn. A s s i m : 

O gráo da equação final, que resulta da eliminação d'uma incógnita 
entre duas equações d'um gráo qualquer a duas incógnitas, não pôde exce-
der o producto dos gráos das equações propostas. 

V e - j a s o b r e a e x t e n s ã o d ' e s t e t h e o r e m a u m a Memoria de Poisson j r 

no n .° X I . do Journal Polytechniqtte. 
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V . F R A C Ç Õ E S C O N T I N U A S . 

Geração e propriedades. 

1 2 4 . P a r a a c h a r o valor a p p r o x i m a d o de u m a q u a n t i d a d e x , q u e 
n8o p ô d e e x p r i m i r - s e por u m n u m e r o i n t e i r o , , p r o c u r e - s e o m a i o r in t e i ro 
« /con t ido n ' e s s a q u a n t i d a d e , e se ja x ' u m a nova q u a n t i d a d e > 1 , tal q u e d ô 

I t e p r e s e n t e - s e d e p o i s p o r y ' o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o em x', e t o m e - s e 

, , 1 
X 

P r o s e g u i n d o por e s t e t h e o r , e r e p r e s e n t a n d o po r y", y1" os m a i o r e s 
i n t e i r o s c o n t i d o s e ra x'1, x'1', . . . . . . , s e n d o t o d a s e s t a s q u a n t i d a d e s > 0 , 
o b t e r e m o s a s equaçOes (A) , da q u a l r e s u l t a r á , po r m e i o de s u b s t i t u i ç õ e s , 
o va lor de x d e b a i x o da fórma ( B ) , q u e se c h a m a fracção continua. 

V ê - s e pois q u e : FRACÇÃO CONTÍNUA é uma expressão composta 
de um numero inteiro , que pôde ser nullo , mais de uma fracção cujo nu-
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merador é a unidade e cujo denominador é um numero inteiro, augmen-
Cado de uma fracção cujo numerador é a unidade e cujo denominador é 
um numero inteiro, augmenlado de uma fracção e a s s i m po r d i -
a n t e . 

Os i n t e i ro s y, y', y'1 são os t e r m o s da fracção contínua, 
a q u a l , p a r a a b b r e v i a r , e s c r e v e r e m o s d e m a n e i r a s e g u i n t e 

x = y,y',y", y'", 

1 2 5 . Para passar d'este valor de x para outro expresso numa 
fracção ordinaria, procederemos como no exemplo seguinte 

x = 2, 1 , 3 , 2 , 4 = 2 + 4 - 1 
i + 7 + l 1 

1 9 
R e d u z i n d o â m e s m a d e n o m i n a ç ã o o d iv i so r f ina l 2 + — • , t e m o s —. A u n i -4 •+ 

9 4 
u a d e d iv id ida por — d á — , e a f r a c ç ã o t o r n a - s e e m r 4 9 

x=2+1 1 

^ 1 + _ í 
3 + — 

^ 9 

C o n t i n u a n d o a o p e r a r da m e s m a m a n e i r a , r e d u z - s e o d i v i s o r final 3 + - a 
e v e m 1 : 7 = ; t o r n a n d o - s e a s s i m a f r a c ç ã o em 
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O a n d a m e n t o do cá l cu lo é e x a c t a m e n t e o m e s m o q u e no n . ° 3 0 da A r i t h . 
N o s e x e m p l o s s e g u i n t e s , o n d e a p r i m e i r a l inha e n c e r r a o s t e r m o s d a 
f r a c ç ã o c o n t í n u a , p r a c t i c a - s e d e s t a m a n e i r a : 

Debaixo do último termo escreve-se a unidade, e procedendo sempre 
da direita para a esquerda, multiplica-se cada um dos termos pelo nu-
mero escripto por baixo, e somma-se com o que fica á direita d'este 
•último; a somma assenta-se depois na casa á esquerda. O líltimo numero 
obtido , dividido pelo que o precede, é o valor da fracção. 

\ x = 3 , 2 , I , 1 , 3 , 2 , 4 
J 6 1 7 , 1 8 2 , 7 1 , 4 0 , 3 1 , 9, 4 , 1 

x = 2 , 1 , 3 , 2 , 4 
1 1 1 , 4 0 , 3 1 , 9 , 4 , 1 

T e m o s pois n o l .° e x e m p l o x = ^ - , e n o 2 . " x = ~ . 
1 2 6 . S e a f r a c ç ã o for c o n t í n u a a o i n f i n i t o , p a r a r - s e - h a n ' u m dos 

t e r m o s , d e s p r e z a n d o todos o s s e g u i n t e s , e o b t e r - s e - h a e n t ã o s o m e n t e u m 
va lor a p p r o x i m a d o d e x . S e d e s p r e z a r m o s x ' n a s e q u a ç õ e s ( A ) , t o m a n d o 
x = y, x t o r n a - s e menor do q u e devia s e r ; se d e s p r e z a r m o s x'13 x' t o r -
n a - s e menor d o q u e devia s e r , e por consequênc i a x maior; se d e s p r e z a r -
m o s x1", X1' t o r n a - s e menor, x' maior, e x menor; e a s s im po r d i a n t e . 
E m g e r a l : 

O valor da fracção contínua é maior ou menor que x, conforme pa-
rámos com ella num termo da ordem par , ou ríum da ordem impar. 

S e p a r a r m o s c o m a f r a c ç ã o s u c c e s s i v a m e n t e n o 1 . ° t e r m o y , n o 2 . ° 
y 1 , no 3 . ° y" os r e s u l t a d o s s e r ã o pois a l t e r n a d a m e n t e <x e> x , 
e x f icará a s s im c o m p r e h e n d i d o e n t r e d o u s r e s u l t a d o s c o n s e c u t i v o s , aos 
q u a e s se dá o n o m e de f r a c ç õ e s convergentes ou reduzidas. 

R e p r e s e n t a n d o po r 

a b c d m n p 
;» T 7 ' r <~7i''s' —T» —r • t» I -) a' b' c d' wi «' p 

a s c o n v e r g e n t e s nas q u a e s s e t o m a c o n s e c u t i v a m e n t e por ú l t i m o t e r m o , 

y , y ' ; y \ y ' \ y ' - 1 , y - , y1 • 
t e r e m o s 
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JL==I. L = yjl±L c _yy'y"+y"+y _V + ° 

0' ~ 1 ' 6' y' ' c' ~ y'y"+1 Vy"+ar 

P a r a o b t e r a c o n v e r g e n t e s e g u i n t e — , b a s t a r á em — m u d a r ' y ' ' em 
j d C1 u"-| e x = y, y', y", se t o r n a r á en tSo em y 

T e r e m o s ass im 

x = y> y'> y"> y'"-

, , „ b cy«'+b 
d ^ b f + a + - = — ^ 

e por c o n s e g u i n t e 

d, c'y'"+ fr. 
j/775 " 

d c j / " ' + 6 

C o m p a r a n d o o valor das d u a s c o n v e r g e n t e s s u c c e s s i v a s , vê-se, q u e : 
O numerador de uma convergente deduZ'se, multiplicando os nume-

radores das duas precedentes, respectivamente, por 1 e pelo termo final, e 
sommando depois os productos; o denominador deduz-se por uma lei 
análoga. 

E s t a lei é g e r a l pa ra t o d a s as c o n v e r g e n t e s ( C ) , po r isso q u e p a r a 
passar d ' u m a p a r a a s e g u i n t e s e e m p r e g a um cá lcu lo s i m i l h a n t e , q u e só 
d i f fe re nos accen tos . S e r á po r t a n t o e m g e r a l 

p = ny* + m , p>= n'y< + m ' , ( D ) 

p ny' + m 

P n'y-+m 
( E ) . 

F o r m a d a s pois a s d u a s p r i m e i r a s c o n v e r g e n t e s p o d e m , por és ta f ó r m u l a , 
28 
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obter-se seguidamente todas as outras. Assim 
* 

, 2 3 11 2 3 111 
* = 2 , 1 , 3 , 2 , 4 , d á -J - . j . T ' T y 4 0 " ' 

f r a c ç õ e s q u e são a l t e r n a d a m e n t e <e>x, s e n d o o va lor e x a c t o de x . 
E s t e p rocesso o í f e r e c e u m novo m e i o d e o b t e r e s t e valor . 

1 2 7 . E l i m i n a n d o y ' e n t r e a s e q u a ç õ e s ( D ) , r e s u l t a 

pri —p'n = — (nm! — rim) , 

d ' o n d e se c o n c l u e , q u e : 
A differença dos productos encruzados dos termos di duas conver-

gentes consecutivas é constantemente o mesmo com signaes contrários. 
O r a c o m o e s t a d i f f e r e n ç a é 1 p a r a as d u a s l . " 3 

_ J/_ J> yy'+ 1 

a ' 1 ' b' y' ' 

s e g u e - s e , q u e e m g e r a l , s e r á 

pn'—p'n=± 1 , — - T = * ~ 7 (F). r r p1 n1 piri 

d e v e n d o t o m t i r - s e o s igna l + , q u a n d o j/í e -p s ão da o r d e m p a r , e e n t ã o 

p n 
é — r > — r ; e o s igna l — no ca so c o n t r á r i o (*). 

p n 
(*) As d i í ferenças en t re as convergentes success ivas s i o 

b a I c b 1 p• n 1 

.a! ~V?,"" ~p"~n'~~ 

e por isso a somma]de~ todas es tas e q u a ç õ e s reduz-se a 

_P _ a J _ 1 1 pi + 7 + ±
1 M 
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1 2 8 . Das e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s d e d u z e m - s e a s s e g u i n t e s c o n s e q u ê n c i a s : 
1 . ° Corno o s d iv i sores c o r a m u n s d e p e p ' d e v e r i a m n a l . * d a s e q u a -

( F ) d iv id i r t a m b é m a u n i d a d e , v ê - s e q u e p e p 1 s ão p r i m o s e n t r e s i , b e m 
c o m o p e n, p' e n'. L o g o , as convergentes são irreduziveis. 

2 . ° Se na e q u a ç ã o ( E ) s u b s t i t u i r m o s por t f o va lor t o t a l z da f r a -
cçflo c o n t í n u a , t o m a d a d e s d e o t e r m o y' a t é ao ú l t i m o z = y', y'+l , y'+2 , . . , 
> i rá m a n i f e s t a m e n t e e m vez d e u m a c o n v e r g e n t e , o valor e x a c t o d e x , 
a s a b e r : 

nz + m 
X = T - ( G ) 

n'z + m' K ' 

A e s t e valor ( G ) d á - s e o n o m e de fracção completa. 
3 . ° P a r a o b t e r o s e r r o s J 1 e & de c a d a u m a d a s c o n v e r g e n t e s 

—, , , s u b t r a b i - l a s - h e m o s de x , e v i rá 
ri 

B ~ m' («'z + m')' (n'z + m) ^ 

E s t a s d i f f e r e n ç a s a p p a r e c e m c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , p o r isso q u e o va lor 
de x se acha e n t r e as d u a s c o n v e r g e n t e s . C o m o a 2 . * é m e n o r do q u e a 

p r i m e i r a , por s e r m' <n' e z> 1 , x f ica m a i s p r o x i m o de do q u e de 

—. L o g o as convergentes successivas vão-se approximando , cada vez mais, 
IU1 

do valor de x , ora por defeito, ora por excesso. E d'ahi lhe proveio a 
denominação. 

4 . ° C o m o ( I l ) são os e r r o s e & de d u a s c o n v e r g e n t e s c o n s e c u -
m n 

t u a s — , , e — ; e p o r s e r z > l : s e r á 
m r» 

P 
I'or este estilo se obtém a desenvolução do valor exacto de x quando-— for a 

P 
última convergente ; e uma expressão do valpr approximado de x quando a fracção 
se continua indefinidamente. No nosso ex. 

I H 2 i i 2 L 
4 0 ~ X _ " T + T 7 ^ 3 6 360" 
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1 1 
ri (riz + ri) < ri (ri+rri) ' 

e 
n \ 1 
TVk ri (ri+m) (K) 

n 
L o g o , o erro que se commette parando ri uma convergente —- é menor que 

a unidade dividida pelo producto do denominador n' da mesma conver-
gente , multiplicado pela somma ri + m' d'este mesmo denominador e do 
denominador da fracção antecedente. 

N o e x . ° d e c i m a t e m o s a s c o n v e r g e n t e s success ivas V - e ^ I e s e 

p a r a r m o s n a ú l t i m a , o e r r o n3o c h e g a r á a - — - — — , = — — . 

S e d e s p r e z a r m o s m ! , c o m o q u e s e a u g m e n t a o va lor d e ( K ) 1 t e r e m o s 

e por c o n s e g u i n t e , qualquer convergente dá um valor de x approximado, com 
um erro menor do que a unidade dividida pelo quadrado do seu deno-
minador. 

No m e s m o e x . ° , a c o n v e r g e n t e n8o c h e g a a t e r de e r r o ^ r . 

f r a c ç õ e s q u a e s q u e r c r e s c e n t e s : a d i f e r e n ç a e n t r e a s e x t r e m a s s e r á m a i o r 
do q u e a q u e e x i s t e e n t r e u m a d ' e l l a s e a i n t e r m e d i a . 

S u p p o n h a m o s m a i s q u e K 1 K t I t V s a t i s f a z e m á c o n d i ç ã o 

9 ( 9 + 4 ) 1 1 7 

1 2 9 . S e j a m 

- Jt L 
h'' k" V t 
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t e r e m o s 
l h _ 1 kh'— Uh Ik1-W 
T,~"h!~~~w> UW e > vi' ' 

C o m o e s t e s n u m e r a d o r e s são i n t e i r o s e pos i t ivos o seu m e n o r valor é a 
u n i d a d e . D ' o n d e r e s u l t a , 

Íh'<k'h' e <k'l'; 

ou , s u p p r i m i n d o os f a c t o r e s c o m m u n s , -

k'>l' e > h'; 

e por c o n s e g u i n t e U é o m a i o r dos t r e s d e n o m i n a d o r e s . Do m e s m o m o d o 
, , , h' k1 V 

i n v e r t e n d o a s t r e s T r a c ç õ e s , o q u e d á o s t e r m o s d e c r e s c e n t e s , — , 
»v K í 

\ ê - s e q u e é 
k>le>h. 

T e m o s pois q u e a f r a c ç ã o i n t e r m e d i a é m a i s c o m p l i c a d a do q u e a s d u a s 
e x t r e m a s . 

„ m n 
P o r t a n t o , c o m o x u c a e n t r e — ; , e — - , s e r i a n e c e s s á r i o p a r a q u e a 

Jt m n 1 1 

f r a c ç ã o - j j fosse m a i s p r ó x i m a d e a ; d o q u e q u a l q u e r d a s d u a s c o n v e r g e n t e s , 
K 

q u e e l la ca í s se e n t r e e s t a s , e fosse po r c o n s e g u i n t e m a i s c o m p o s t a . L o g o 
qualquer das convergentes é mais próxima de x que outra qualquer fra-
cção com termos mais simples. 

. m n 
C o m p o n h a m o s c o m as c o n v e r g e n t e s — e — as d u a s f r a c ç õ e s 

h _m + (<—1)» l m + ín 
h ! ~ m ' + ( í — 1 ) « ' * 1 = r n + t n ' ' 

d e s i g n a n d o por t o s va lo re s 1 , 2 , 3 , a t é y j q u e é o i n t e i r o 



2 2 2 a l g e b r a s u p e r i o r . 

c o n t i d o na c o n v e r g e n t e . T e r e m o s pela s u b s t i t u i ç ã o success iva dos va lores 
d e . í 

m m + n m + 2 « m + p 
In'' » i ' + r i ' m ' + 2 n ' ' m + t / ' , » ' , ] 7 " 

P o r é m , q u a l q u e r q u e se ja o i n t e i r o t , é 

A — - 1 

T7 ~ h' ~ JF: 

logo a s f r a c ç õ e s ( L ) são i r r e d u z i v e i s ( 1 . ° ) ; a p p r o x i m ã o - s e do valor de x 
m a i s do q u e o u t r a q u a l q u e r m e n o s c o m p o s t a ; e , p o r q u e as suas d i í f e r e n -
ças c o n s e c u t i v a s t e m o m e s m o s i g n a l , e s t a s f r a c ç õ e s c r e s c e m d e s d e a 1 ." 
a t é á ú l t i m a , s e n d o todas <x , se as e x t r e m a s f o r e m i m p a r e s ; no caso 
c o n t r á r i o , d e c r e s c e m s e n d o t o d a s > x ; f i n a l m e n t e o e r r o & d e u m a d ' e l l a s 
1 1 . „ f h 

— é < —, por isso q u e x f ica e n t r e as d u a s f r a c ç õ e s — e —. 
í Ii'l i Ii1 

P o d e m o s por c o n s e g u i n t e i n s e r i r e n l r e as convergentes princlpaes (C) 
» / - ' f r a c ç õ e s , q u e g o z e m d a s m e s m a s p r o p r i e d a d e s . E s t a s convergentes 
intermedias r e p a r t e m - s e e m d u a s s e r i e s : u m a s , q u e i n s e r i d a s e n t r e a s 
p r i n c i p a e s d e o r d e m i m p a r são a s c e n d e n t e s ; o u t r a s q u e , f i c ando e n t r e a s 
p r i n c i p a e s d e o r d e m p a r , são d e s c e n d e n t e s p a r a x . F o r m a m - s e s o m m a n d o 

m n 
t e r m o po r t e r m o , y ' vezes success ivas , a s c o n v e r g e n t e s —- e 

»» « 
N o e x e m p l o d o n.® 1 2 5 t e m o s x = 2 , 1 , 3 , 2 , 4 

2 3 1 1 2 5 1 1 1 
L o n v e r g e n t e s p r i n c i p a e s , — , — , — , — , — . D K 1 ' r 1 • 4 * 9 * 4 0 

D a s d u a s p r i m e i r a s \ e y d e d u z e m - s e as d u a s i n t e r m é d i a s \ e a 3 ." 
c o i n c i d i r i a c o m a 3 . " c o n v e r g e n t e p r inc ipa l D a s d u a s s e g u i n t e s — e 
~ r e s u l t a r i a m f j , £ , ^ , ILL. C o m b i n a n d o a g o r a a 2 . " c o m a 3 . " e a 
4." c o m a 5 . " , o b t e r í a m o s o u t r a s e r i e a qua l não se r i a l i m i t a d a . As s e r i e s são 

/ 'A 5 8 / l t \ 36 61 86 . / I H N 

U / ' ã ' 3 ' \ T ) ' u ' ¥ y 5 7 ' <x'i==\~w) 
/ 3 \ 14 / 2 5 \ m 2 4 7 3 5 8 4 6 9 
W ' T ' U J ' 49 ' w Tãã' 169 > 
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Podemos junctar a estas series do fracções i e ± , das quaes a primeira 
sendo sempre mais pequena, e a segunda sempre maior do que qualquer 
quantidade, satisfazem ás mesmas condições que as convergentes. 

Applícação ás Equações determinadas do 1.® gráo. 

1 3 0 . P a r a r e d u z i r a f r a c ç ã o c o n t í n u a o va lo r de x na e q u a ç ã o 

A x = B , 

d e v e m o s , e m c o n f o r m i d a d e d o q u e ] d i s s e m o s n o n . ° 1 2 4 , e x t r a h i r o i n -

t e i r o y con t ido e m — , p o n d o 

ou d e s i g n a n d o p o r t / o q u o c i e n t e e p o r R o r e s t o da d iv i são de B por A. 
D e p o i s 

B R 
¢ = - = 1/ + — = t/ + 

x 
i 

/ • 

X 

1 
~ » 

* ' " = etc. 

L o g o 

Como se vô n ' e s t a o p e r a ç ã o , os t e r m o s da f r a c ç ã o cont ínua são os q u e c i -
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e n t e s succes s ivos q u e s e o b t é m pe lo c á l c u l o d o d iv i so r c o m m u m e n t r e A 
e B. E s t a f r a c ç ã o é s e m p r e f i n i t a . 

P a r a a e q u a ç ã o 

2 6 5 - 5 . » = 9 7 5 2 

l e m o s 

9 7 5 2 
2 6 4 5 1 8 1 7 8 3 8 1 6 1 2 3 

3 1 2 5 7 

4 2 1 
, x = j y g - = 3 , 1 , 2 , 5 , 7 . 

P o r m e i o d a s f ó r m u l a s ( E ) e ( L ) o b t e r e m o s a s s e g u i n t e s c o n v e r g e n t e s 
p r i n c i p a e s i n t e r m e d i a s , a s a b e r ; 

/On 1 2 / 3 \ 7 / I K 70 129 188 _ 4 2 4 
V i J ' í ' i ' \ i ) - V V T j ' 1 9 ' 3 3 ' J T ' < i r _ " T T 5 ' 

/ 0 \ / 4 \ IS 26 37 48 / 5 9 \ 483 907 
V l J ' W ' 4 ' T * Í Õ • 13 ' V W ' 131 ' 246 ' • • < * ' 

A f r a c ç ã o t e m u m va lo r m a i s p r o x i m o d e x q u e o u t r a q u a l q u e r m a i s 
s i m p l e s ; o e r r o é m e n o r q u e . 

D o m e s m o m o d o s e a c h a p a r a # = ^ = 3 , 2 , 3 , 2 , 7 , 

/3N 10 17 / 24 \ 79 134 /7n 31 /55N 464 
I t J - T 1 T ' V T j ' 23 ' 39- ) ' T ' VTeJ- WÓ" ' > x -

E s t a m o s pois em e s t a d o de r e s o l v e r a s e g u i n t e q u e s t ã o : Dada uma fra-
cção , achar outra mais simples, cujo valor se approxime d'ella mais do 
que outra qualquer fracção menos composta que ellas. 

1 3 1 . F a ç a m o s a l g u m a s a p p l i c a ç õ e s d ' e s t a d o u t r i n a . 
I. A razão da circumferencia para o diâmetro é r e p r e s e n t a d a , c o m o 

j á a c h á m o s , p o r 

TT = 3, 1 4 1 5 9 2 6 . . . . . . ; 

e a f r a c ç ã o c o n t í n u a e q u i v a l e n t e á p a r t e d e c i m a l dá ( v e j a - s e Compl. 
d'Álgebra de L a c r o i x , p 2 8 9 . 6 . " e d i ç ã o ) 

w = 3 , 7 , 1 5 , 1 , 2 9 2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 1 4 
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d ' o n d e s e d e d u z e m a s c o n v e r g e n t e s p r i n c i p a e s e i n t e r m e d i a s , d a s q u a e s 
f a z e m p a r t e a s r a z õ e s d e t e r m i n a d a s po r A r c L i m e d e s e A d r i a n o IVIetius: 

/ 3 \ 2 5 4 7 M 9 1 1 3 5 1 5 7 f 3 3 3 \ 
W - T Í S ' 2 2 ' 2 9 ' 3 6 ' * 4 3 ' 3 0 ' V l Õ ê J 

4 7 10 13 16 19 / 2 2 \ 3S5 / 1 0 4 3 4 8 \ 
í ' 2 ' T ' T ' 5 ' T ' V f J ' 1 1 3 ' V 3 2 2 1 5 / 

I I . O anno solar tropico, ou o t e m p o q u e o sol g a s t a em v o l t a r 
a o m e s m o e q u i n o c i o é d e 3 6 5 d , 2 4 2 2 1 8 1 , ( V e j a - s e Aslron. pratique p a g . 
8 8 ) . D a n d o a o a n n o civi l s ó m e n t e 3 6 5 d i a s , o e q u i n o c i o , a o f i m d e q u a -
t r o nnnos , vo l t a r i a q u a s i um d ia m a i s t a r d e , de s o r t e q u e p a r a o a j u s -
t a r c o m a v e r d a d e i r a d a t a , s e r i a n e c e s s á r i o d a r 3 6 6 d ias a o 4 . ° a n n o , 
q u e se c h a m a bissexto; e foi i s t o , q u e J n l i o C e s a r o r d e n o u no s e u Ca-
lendário Juliano, s u p p o n d o o a n n o de 3 6 5 " 1 ^ . E s t a s u p p o s i ç ã o p o r é m n ã o 
é a i n d a e x a c t a , p o r q u e p r o d u z u m e r r o c o n t r á r i o , f a z e n d o a n t i c i p a r o 
a n n o c iv i l a o a n n o s o l a r . E s t e e r r o foi e m p a r t e r e m e d i a d o n o Calendario 
Gregoriano, no q u a l s e m a n d a s u p p r i m i r t r e s b i s s e x t o s s e c u l a r e s s o b r e 
q u a t r o , i . é , i n t e r c a l a r 9 7 d i a s e m 4 0 0 a n n o s . A f i m d e a p r e c i a r e s t e 
s y s t e m a , t r a c t e m o s pe l a nossa t h e o r i a a f r a c ç ã o , da q u a l , c o n v e r -
t i da e m f r a c ç ã o c o n t í n u a , s e d e d u z 

¢ = 0 , 4 , 7 , 1 , 3 , 1 , 1 , 2 . 

1 7 8 3 1 3 9 7 0 
e a s c o n v e r g e n t e s 4 ' 2 9 ' 3 3 ' 7 2 8 ' W " 2 8 9 

T o m e m o s , po r e x . ° , a f r a c ç ã o ^ , i é , s u p p o n h a m o s o a n n o so la r 
d e 3 6 5 d ^ . P a r a a j u s t a r o a n n o c ivi l c o m e s t e p e r i o d o se r i a n e c e s s á r i o 
i n t e r c a l a r 8 d i a s c m 3 3 a n n o s , d a n d o d e 4 e m 4 a n n o s m a i s u m d i a 
ao a n n o c i v i l , c o l l o c a n d o p o r é m o 8 . ° b i s s e x t o no f im de c inco annos . 
C o m e ç a r - s e - h i a d e p o i s u m novo p e r i o d o d e 3 3 annos . E r a e s t e o s y s t e m a 
dos a n t i g o s P e r s a s . 

C u m p r e n o t a r , q u e n ã o s e a c h a n d o a f r a c ç ã o ^ f 0 e n t r e a s c o n v e r g e n -
tes p o d e r - s e - h i a t e r a d o p t a d o o u t r a i n t e r c a l a ç ã o m a i s a p p r o x i m a d a d o q u e 
a a d o p t a d a no C a l e n d a r i o G r e g o r i a n o . O e r r o p o r é m q u e d ' a h i r e s u l t a é 
de p e q u e n a i m p o r t a n c i a . ( V e j a - s e a Uranographit). 

2 9 

• < * 



2 2 6 1LGEBRA SCPERIOR. 

I I I . O m e z luna r synodico é de 2 9 1 , 5 3 0 5 8 8 7 ; o m e z so la r é de 
3 0 ^ , 4 3 6 8 5 3 5 ; a r a z ã o x d ' e s t e s n ú m e r o s c o n v e r t i d a em f r a c ç ã o c o n t í n u a , 
d á a s c o n v e r g e n t e s 

/In /34 \ 101 168 /33\ /67x 235 
UJ ' \43 J ' "98 ' 163* < X ; v.32*/ ' V65) ' 228 

S e c o n s i d e r a r m o s por e x . ° c o m o valor d e x , 6 o m e s m o q u e s u p p o r 
q u e 2 3 5 m e z e s l u n a r e s c o r r e s p o n d e m a 2 2 8 , o u 1 9 vezes 1 2 m e z e s s o -
l a r e s ; é pois nece s sá r i o em 19 annos i n t e r c a l a r m a i s 7 m e z e s l u n a r e s , 
p a r a q u e o sol e a lua v e n h a m a a c h a r - s e nas m e s m a s posições r e l a t i va s . 
P o s t o is to , s e f o r m á s s e m o s 19 t a b o a s i n d i c a n d o as d a t a s da s phase s l u -
n a r e s , e s t a s t a b o a s a n n u n c i a r i a m a sua volta d u r a n t e todos os pe r íodos de 
1 9 a n n o s , t o m a n d o e s t a s t a b o a s n a sua o r d e m d e successão. F o i i s to o q u e 
p r a c t i c o u M e l h o n e n t r e o s G r e g o s , cu jo c a l e n d a r i o e r a l u n i - s o l a r , e q u e 
c h a m a v a m es t e p e r i o d o cyclo-solcir, e áureo m z u i e r o a q u e l l e q u e des ignava 
qua l dos 1 9 c a l e n d a r i o s s e dev ia e m p r e g a r e m c a d a u m dos annos . 

Applicações ás Equações indeterminadas do primeiro gráo. 

1 3 2 . J á v imos (Alg. El. n . ° 1 2 6 ] q u e b a s t a c o n h e c e r u m a solução 
x = a , y = g , em n ú m e r o s i n t e i r o s , da e q u a ç ã o 

ax + by = e . . . . ( a ) 

p a r a conc lu i r q u a l q u e r o u t r a . Os va lo re s de x e y 

X = OLJrUy y = S — a f , 

f o r m a m c q u i d i í T e r e n ç a s , c u j a r a z ã o é b p a r a e — a p a r a y 
A t h e o r i a da s f r a c ç õ e s con t ínuas oITerece-nos um m e i o m u i t o s i m p l e s 

de a c h a r os n ú m e r o s a e g , c o m o pas sámos a ve r . 
a p 

R e s o l v a - s e — em c o n v e r g e n t e s , e seja —• a p e n ú l t i m a , q u e p r e -
c e d e a f r a c ç ã o p r o p o s t a . V i u - s e ( ( F ) n . ° 1 2 7 ) q u o 
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ap — bp = ±.l; d o n d e ap'c]— bpc=±c, (ò) 

d e v e n d o e m p r e g a r - s e o s s i g n a e s + o u — , c o n f o r m e a f r a c ç ã o c o n t í n u a , 
t o m a d a na sua t o t a l i d a d e , tiver um numero par ou impar de termos. 

A s e q u a ç õ e s (6 ) m o s t r a m q u e ( a ) f ica s a t i s f e i t a , t o m a n d o , n o caso 
d e t e r l o g a r 

o s igna l s u p e r i o r , a= p'c, S — — pc; 
o s igna l i n f e r i o r , a = — p'c, S = pc. 

L o g o p a r a o b t e r e r a n ú m e r o s i n t e i r o s a s o l u ç ã o d a e q u a ç ã o ( a ) : resolva-se 
a p 
— cm fracção contínua; procure-se a convergente — que precede aquella 

fracção; forme-se com estes dado„s a equação ap' — pb = ± i ; depois 
multiplique-se esta por c; e compare-se o resultado termo a termo com a 
proposta ( a ) . 

S e j a p o r e x . ° a e q u a ç ã o I O S a ; - - 4 3 y = 1 7 . 

I O S 4 3 1 9 5 4 
2 2 3 1 

2 2 
2 , 3 , 1 . 

9 4 1 1 

O m e t h o d o d o d iv i so r c o m m u m d á 

A ú l t i m a f r a c ç ã o o b t e m - s e s u p p r i m i n d o o t e r m o * , e e m p r e g a n d o o p r o -
cesso e x p o s t o na Ârith. n . ° 3 0 . 

D a s d u a s f r a c ç õ e s ^ 4 , d e d u z - s e , a t t e n d e n d o a q u e a f r a c ç ã o c o n -
t ínua t e m S t e r m o s , 

1 0 S . 9 — 4 3 . 1 2 = — 1 : 

m u l t i p l i c a n d o a m b o s o s m e m b r o s d ' e s t a e q u a ç ã o ) p o r — 1 7 , v e m 

4 3 . 2 2 . t 7 — 1 0 3 . 9 , 1 7 = 1 7 ; 

e c o m p a r a n d o c o m a p r o p o s t a a c h a - s e a ^ = — 9 . 1 7 , ê = 2 2 . 1 7 , e por 
c o n s e g u i n t e 



2 2 8 ALGgBRA SCPERIOR. 

X = — 1 5 3 + 4 3 í ; y = — 3 7 4 + i O S í . 
. < 

P o d e m t a m b é m s e r v i r d e e x e r c í c i o d ' e s t a a p p l i c a ç ã o o s e x e m p l o s c i t a d o s 
a p a g . 2 0 2 d a P . I . 

O p r o b l e m a de C h r o a o l o g i a , em q u e se p e d e o a n n o x , c u j o cyclo 
solar é c , e o áureo numero é a , r e d u z - s e a p r o c u r a r um i n t e i r o » , q u e 
d i v i d i d o p o r 2 8 e 1 9 d ê o s r e s t o s c — 9 e n — 1 . O p rocesso d o n . ° 1 2 9 
da Alg. El. dá o s e g u i n t e va lor 

ÍC = 5 6 ( c — n) + C + 7 5 + 5 3 2 / . 

É pois ao c a b o de 5 3 2 annos q u e os m e s m o s n ú m e r o s c e n v o l t a m a m b o s 
p e r i o d i c a m e n t e : e s t a d u r a ç ã o t e m o n o m e de periodo dgonisiano ( V e j a - s e 
a Uranographie). 

Q u e r e n d o a l é m d i s t o , q u e o n u m e r o x t e n h a d e m a i s a indicção i , 
i s to é , q u e x d i v i d i d o po r 15 dê o r e s t o i— 3, t e r e m o s o periodo ju-
liano d e 7 9 8 0 a n n o s i m a g i n a d o po r S c a l i g e r o ; e a c h a r e m o s 

s = 4 8 4 5 c + 4 2 0 0 n — 1 0 6 4 z + 3 2 6 7 + 7 9 8 0 / . 

Applicação ás equações do segundo gráo. 

1 3 3 . Q u a n d o o u t o d o s , o u o s ú l t i m o s t e r m o s d e u m a f r a c ç ã o c o n -
t í nua v o l t a m s u c c e s s i v a m e n t e na m e s m a o r d e m , a fracção contínua d i z - s e 
periódica. E periódica simples q u a n d o o p e r i o d o c o m e ç a logo no p r i m e i r o 
t e r m o da f r a c ç ã o ; é periódica mixta, q u a n d o a s s i m n ã o c o m e ç a . 

A r e s p e i t o d a s f r a c ç õ e s c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s h á dous t h e o r e m a s i m -
p o r t a n t e s , q u e e s t ã o l i gados c o m a s e q u a ç õ e s d o 2 . ° g r á o , e q u e p a s s á -
m o s a d e m o n s t r a r . 

1 3 4 . T I I E O R E M A I. Toda a fracção periódica contínua é uma 
das raizes de uma equação do 2 . ° gráo, de coefficientes racionaes. 

1 . ° S u p p o n h a m o s q u e a f r a c ç ã o c o n t í n u a é simples, e q u e os seus 
t e r m o s t e m a s e g u i n t e d i s p o s i ç ã o . 

a, b a , 6 n, a, b a 
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D e s i g n a n d o po r x o va lor d ' e s t a f r a c ç ã o c o n t í n u a , v a m o s d e m o n s t r a r q u e 
s e r á 

( a ) x = a 
1 

6 + . 

1 
+ — 

1 

is to é j q u e s e n d o Xul e x t d u a s r e d u z i d a s , d a s q u a e s a s e g u n d a t e m 
u m p e r i o d o m a i s q u e a p r i m e i r a , o u 

1 

6 + . 

i 
+ 1 

" + — 

a d i f f e r e n ç a X i - X i ^ l t e n d e r á i n d e f i d a m e n t e p a r a o l i m i t e O , q u a n d o X i 
t e n d e r p a r a o l i m i t e x. 

r 
P a r a isso , s e j a —y o va lo r de u m a r e d u z i d a , c o m p o s t a de um c e r t o 

n u m e r o d e t e r m o s ; e - p e — a s d u a s c o n v e r g e n t e s , q u e i m m e d i a t a m e n t e P „ ? a, c 

a p r e c e d e m : s e r á 

r çn + p 
7' ~~ q'n+pr 

O r a se r e p r e s e n t a r m o s p o r k o va lo r de um p e r i o d o , o b t e r e m o s o va lo r 
v 1 

da r e d u z i d a - ^ , q u e c o n t é m um p e r i o d o m a i s , m u d a n d o n em n + — na 
/» 

e x p r e s s ã o d e - p , o q u e d a r á 
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« < b + t ) +1» 

! ' ( . + l ) +P1 

rk + q 
r>k+q> '' 

e por c o n s e g u i n t e 

v r qr'—rq' dz 1 
7 7' ~~ /(r'k+q')= r' (rfc + q): 

« 

d ' o n d e se c o n c l u e , q u e e s t a s d u a s r e d u z i d a s e t e n d e m a t o r n a r - s e 
^ • r v' 

e g u a e s , â m e d i d a q u e o n u m e r o dos p e r í o d o s q u e a s c o m p õ e t e n d e 
a t o r n a r - s e m a i o r q u e q u a l q u e r g r a n d e z a a s s i g n a v e l . A s s i m s e d e s i g n a r m o s 
u m a d ' e l l a s po r , o a o u t r a por Xi^1 , t e r e m o s xi = + s e n d o £ u m a 
v a r i a v e l , q u e v a e d i m i n u i n d o a t é z e r o . P o d e r e m o s por t a n t o e s c r e v e r 

Xi — & 

M a s , c o m o p o d e m o s a p p r o x i m a r X i q u a n t o q u i z e r m o s d o va lor x d a f r a -
c ç ã o c o n t í n u a p r o p o s t a , t o m a n d o u m n u m e r o t a m g r a n d e c o m o q u i z e r m o s ; 
e c o m o e u t ã o 8 v a e c o n t i n u a m e n t e d e c r e s c e n d o p a r a o s eu l i m i t e z e r o : 
v é - s e (Alg. El. n . ° 1 2 0 ) , q u e é v e r d a d e i r a n ' e s t e c a so a e q u a ç ã o ( a ) . 

Posto isto i e designando por a reduzida que dá o valor do pe-
TYL ^ 

riodo; e por —j a convergente que immediatamente a precede; teremos 

(n.° 128) 



a l g b b r a s c p e r i o r . 231 

rix + m 
x = • 

ou 

(6) ri x2+ (rri— ri) x — m = 0; 

p o r o n d e se v ê , q u e o va lo r de u m a f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i o d i e a simples é 
ra iz d e u m a e q u a ç ã o d o 2." g r á o d e c o e f f i c i e n t e s c o m m e n s u r a v e i s . 

C o m o n ' e s t a e q u a ç ã o h á u m a p e r m a n e n c i a e u m a v a r i a ç ã o , u m a d a s 
r a i z e s é pos i t iva e a o u t r a é n e g a t i v a ( n . ° 7 6 ) ; e p o r i sso d e v e a ú l t i m a 
r e j e i t a r - s e , e a p r i m e i r a s e r á o va lor da f r a c ç ã o c o n t í n u a to t a l . P o r e x . ° , 
na f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i ó d i c a simples 

¢ = 3 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 

f o r m a n d o a s r e d u z i d a s s u c c e s s i v a s , v e m 

1 3 4 1 1 
Õ T T 3 ; 

c po r c o n s e g u i n t e s e r á 

1 1 « + 4 5 + V / 3 7 
— — — — = 35 . OU X = ' . 

3x+i a^uuw 3 

2 . ° S u p p o n h a m o s a g o r a , q u e a f r a c ç S o c o n t í n u a é p e r i ó d i c a mixta 
e q u e s e u s t e r m o s t e m a s e g u i n t e d i s p o s i ç ã o : 

P f . . . . . . o , a , b f . . . . . . i i , d , 5 r i | . . . . i 

S e j a y o va lo r t o t a l da f r a c ç ã o c o n t í n u a ; e x o da sua p a r t e p e r i ó d i c a , 
t e r e m o s 
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1 
V =P + — 

1 S + 

I i 

+ — 
X 

D e s i g n a n d o po is por ^ 7 a r e d u z i d a , q u e d á o va lo r d a p a r t e n ã o p e r i o d i -
u w 

ca , e p o r — a c o n v e r g e n t e , q u e a p r e c e d e , s e rá 
u 

. . VX + U 
(c) y=. / . if VX+ u' 

m a s , s e g u n d o s e a c a b a d e m o s t r a r ( 1 ° ) , 6 

nx + m 
x — . . i 

n a; + m 
i 

l o g o , e l i m i n a n d o x e n t r e e s t a s d u a s ú l t i m a s e q u a ç õ e s , v i r á u m a e q u a ç ã o 
d o 2 . ° g r á o e m y , c o m coe f f i c i en te s r a c i o n a e s ; o q u e c o m p l e t a a d e m o n s -
t r a ç ã o d ' e s t e 1 . ° t h e o r e m a . 

S e a m b a s a s r a i z e s d a e q u a ç ã o f o r e m p o s i t i v a s , p a r a d i s t i n g u i r q u a l 
d o s v a l o r e s de y é a q u e l l e , q u e dá o va lor da f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i ó d i c a 
m i x t a , c a l c u l a r - s e - h a p r i m e i r o a r a i z pos i t iva d a e q u a ç ã o ( 6 ) , e s e r á e s t e 
o v a l o r , q u e d e v e s u b s t i t u i r - s e po r x na e q u a ç ã o (c). 

1 3 5 . T H E O R E M A I I . R e c i p r o c a m e n t e , a s raizes incommensu-
raveis de uma equação do 2 . ° gráo com coefficientes racionaes, são expressas 
por fracções contínuas periódicas. 

1 . ° C o n s i d e r e m o s e m p r i m e i r o l o g a r a e q u a ç ã o d o 2 . ° g r á o d a 
f ó r m a 
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( d ) ax2 + bx — c = 0 , 
— H X 

c u j a s r a i z e s t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e c u j o s c o e f f i c i e n t e s a e c sDO n ú m e -
ros i n t e i ro s p o s i t i v o s , e b um i n t e i r o pos i t ivo ou n e g a t i v o . 

L i m i t e m o s - n o s , p o r h o r a , á r a i z pos i t iva d ' e s t a e q u a ç ã o , c u j a e x p r e s -
são é 

— b + ^b1+ 4ac — b -f j/n 
( e ) , . . . . . . . -

p o n d o n = 62 + 4 a c . 
P a r a d e s e n v o l v e r es ta r a i z e m f r a c ç ã o c o n t í n u a , p r o c u r a r - s e - h a e m 

p r i m e i r o l oga r o m a i o r i n t e i r o n ' e l l a c o n t i d o , e r e p r e s e n t a n d o - o po r a , 
f a r - s e - h á 

1 
X = CL + -; ; 

e d e p o i s t r a c t a r - s e - h a de a c h a r o i n t e i r o c o n t i d o em ai. O r a s e n d o 

a . + —• u m a d a s r a i z e s da e q u a ç ã o ( d ) , a s u b s t i t u i ç ã o d ' e s t a q u a n t i d a d e , 
CC 

e m loga r d e x , d e v e r á s a t i s f a z e r ã m e s m a e q u a ç ã o , d a n d o 

d o n d e s e t i r a 
[ f ) ( a a 2 + 6 a — c ) a / 2 + ( 2 a * + 6 ) » ' + a = 0 . 

Se s u b s t i t u í s s e m o s as d u a s r a i z e s d ' e s t a e q u a ç S o na r e l a ç ã o x = a + —, â/ 
o b t e r i a m o s a s d u a s r a i z e s d a p r o p o s t a ( d ) ; m a s c o m o e s t a s r a i ze s t e m 
s i g n a e s c o n t r á r i o s , é fo r çoso q u e s e j a m t a m b é m c o n t r á r i o s o s s i g n a e s d o s 
v a l o r e s de x', r a i z e s d 1 e q u a ç ã o ( f ) . 

D e s e m b a r a ç a n d o e m ( f ) x'2 d o s e u c o e f f i c i e n t e , o ú l t i m o t e r m o d a 
3Q 
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t r a n s f o r m a d a — 7 — ^ s e r á p o r c o n s e g u i n t e n e g a t i v o ; e c o m o a é 
ax +bx — c 

p o s i t i v o , v ê - s e q u e d e v e s e r a a 2 - f - ò * — c u m i n t e i r o n e g a t i v o . 
F a ç a m o s po i s 

ax2+bx— c = — a ' , 2ax + b =— V, 

s e n d o a ' um i n t e i r o p o s i t i v o , e V um i n t e i r o pos i t ivo ou n e g a t i v o . A 
e q u a ç ã o ( / " ) t o m a r « s e - h a 

(g) a'x,2+b'x'— a = U, 

cu j a r a i z pos i t iva é 

— 6 ' + V & ' * + 4 a a ' — b ' + ^ n 
x . 

2 a ' 2 a ' * 

por s e r 

ò ' 2 + 4 a a ' = ( 2 a a + b)* — 4a ( a a 2 + bx — c) = b2+ 4 a c = ». 

D e s i g n e m o s por x1 o m a i o r i n t e i r o con t ido no valor de x', e f a ç a m o s 

x!=**' + —.. 
x' 

P a r a d e t e r m i n a r x", s u b s t i t u a m o s e s t e va lo r de x ' em (g), o q u e nos 
d a r á u m a nova e q u a ç ã o , q u e f a c i l m e n t e s e r e d u z i r á á f ó r m a 

U11X1'1+ 6 V — a ' = 0 . 

E s t a e q u a ç ã o t e r á t a m b é m a s s u a s d u a s r a i zes d e s i g n a e s c o n t r á r i o s ; e o s 
s eus c o e f f i c i e n t e s a" e b" s e r ã o l i g a d o s pe la r e l a ç ã o 
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6 " l + 4 a r a " = 6 f i + W r = » , 

q u e s e o b t é m , c o m o a a n a l o g a e n t r e o s c o e f f i c i e n t e s d e ( d ) . 
P r o s e g u i n d o po r e s t e t b e o r , o b t e r e m o s s u c c e s s i v a m e n t e u m a s e r i e 

d ' e q u a ç õ e s d a f ó r m a 

ax2+ bx — c = O , 

a'xn+b'x'—a= O, 

á!x"2+b'>x"—a<=Q, 

a.x?+bp —Oi^i = O, 

cujos coef f i c ien tes s ão n ú m e r o s i n t e i r o s l i g a d o s p e l a s r e l a ç õ e s 

CO 
I 
r b2 + 4 a c = m , 

1 6 ^ + 4 a a ' = n , 

. bl,2+ia'd'=n, | 
I 

r b2 + 4 a c = m , 

1 6 ^ + 4 a a ' = n , 

. bl,2+ia'd'=n, | 
I . 6 i 2 + 4 a < _ i a i = fi 

e a ra iz posit iva x da e q u a ç ã o ( d ) t e r á p ó r e x p r e s s ã o 

X = CLy a ! , a " , a ' " , 

sendo a , a ' , « " , o s m a i o r e s i n t e i r o s c o n t i d o s nos v a l o r e s d e 
t u * * " 

X, X 



2 3 6 a l g e b r a s u p e r i o r . 

P a r a fazer ve r q u e e s t a f r a c ç ã o c o n t í n u a é p e r i ó d i c a , b a s t a p r o v a r 
q u e u m a d a s t r a n s f o r m a d a s é i d ê n t i c a c o m u m a d a s p r e c e d e n t e s , por isso 
q u e e n t ã o a s d u a s e q u a ç õ e s t e r ã o a s m e s m a s r a i zes . 

O r a d a s r e l a ç õ e s (/t) r e s u l t a q u e os coe f f i c i en te s a , á, a", 
n ' . 

são m e n o r e s q u e — ; e q u e o s va lo re s a b s o l u t o s (pos i t ivos o u n e g a t i v o s ) 

d e b, b', b", 
são m e n o r e s q u e \ / n : p o r c o n s e g u i n t e , d e s i g n a n d o 

ti p o r A o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o e m — , e po r k o va lor i n t e i r o d e i / u , 6 
4 

fáci l m o s t r a r q u e , p a s s a d o , q u a n d o m u i t o , u m n u m e r o d ' e q u a ç õ e s e g u a l 
a 2hk, a t r a n s f o r m a d a s e g u i n t e t e r á n e c e s s a r i a m e n t e os s eus d o u s p r i -
m e i r o s coe f f i c i en te s i d ê n t i c o s c o m o s d o u s p r i m e i r o s d e u m a d a s e q u a -
ções p r e c e d e n t e s . C o m e f f e i t o , e s c r e v e n d o c a d a ura dos 2/ t n ú m e r o s 
± 1 , ± 2 , r f c 3 ± k s u c e s s i v a m e n t e á d i r e i t a d o s l i n ú m e r o s 
1 , 2 , 3 , 4 A , v ê - s e q u e n ã o é possivel f o r m a r c o m o s d o u s 
coe f f i c i en te s m a i s do q u e 2 h k c o m b i n a ç õ e s d i f f e r e n t e s . P o s t o isío , é f o r -
çoso q u e o s t e r c e i r o s t e r m o s d a s d u a s e q u a ç õ e s s e j a m t a m b é m e g u a e s ; 
p o r q u e , s e n d o e s t a s e q u a ç õ e s d a f ó r m a 

O1T,2+ b, T1-O1^ = O, 

e s e n d o , po r b y p o l h e s e , o, = a.+p, bt = b.+p: d a s r e l a ç õ e s 

n = 6 2 , + 4 a . á / = & * . ' + 4 a . . a ^ , 
« i-i i >+P 1 •+/>-! '+p 

d e d u z - s e a = a , , i—i i + í - i 

L o g o a s d u a s e q u a ç õ e s s ã o i d ê n t i c a s ; e po r c o n s e g u i t e a ' r a i z pos i t iva da 
e q u a ç ã o ( d ) t e r á p o r e x p r e s s ã o u m a f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i ó d i c a . 

M u d a n d o a ; em — x na p r o p o s t a ( d ) , v ê - s e q u e a sua r a i z n e g a t i v a , 
q u e c o r r e s p o n d e ã r a i z pos i t iva da t r a n s f o r m a d a , goza da m e s m a p r o -
p r i e d a d e . 
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2 . " C o n s i d e r e m o s a g o r a u m a e q u a ç 3 o d o 2 . " g r ã o e m q u e a s suas 
ra izes s3o a m b a s pos i t ivas . E s t a s r a i ze s d e v e m s e r d e s e g u a e s , p o r isso q u e 
a s s u p p u z e m o s i n c o m m e n s u r a v e i s ; e , pa r a m a i o r p r e c i s ã o , d i s t i n g u i r e m o s 
os dous c a s o s , em q u e a d i f f e r e n ç a d ' e s t a s r a i zes é m a i o r ou m e n o r q u e 
a u n i d a d e . 

a) No c a s o , as r a i z e s da e q u a ç ã o ax1—&.r-f C = O n3o p o -
d e m f i c a r a m b a s c o m p r e h e n d i d a s e n l r e o s m e s m o s i n t e i r o s c o n s e c u t i v o s . 
C h a m a n d o a e a -(- I os dous i n t e i r o s c o n s e c u t i v o s , e n t r e os q u a e s fica 
c o m p r e h e n d i d a a ra iz m a i o r , a m a i s p e q u e n a s e r á < a ; e po r c o n s e q u ê n -
cia , se s u b s t i t u i r m o s x po r a + — na e q u a ç ã o ax2 — bx + c = O , r e -
s u l t a r á u m a nova e q u a ç ã o em x', q u e t e r á u m a d a s r a i z e s pos i t ivas e 
m a i o r q u e a u n i d a d e , e a o u t r a n e g a t i v a . E s t a s r a i z e s , de s i g n a e s c o n -
t r á r i o s , s e r ã o e x p r e s s a s po r f r a cções c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s ; e s u b s t i t u i n d o s u c -
c e s s i v a m e n t e por x ' c a d a um d ' e s t e s va lo res na e x p r e s s ã o a - ] r o b t e r e -
m o s f r a c ç õ e s c o n t í n u a s t a m b é m p e r i ó d i c a s , q u e s e r ã o a e x p r e s s ã o dos va -
lo res d a s r a i zes da p r o p o s t a . 

b) No 2 . ° caso , os va lo re s d a s r a i zes da e q u a ç ã o ax2— bx + c = O, 
p o d e m f ica r a m b o s c o m p r e h e n d i d o s e n t r e os i n t e i r o s c o n s e c u l h o s a e a - J - 1 ; 
n ' e s t e caso a t r a n s f o r m a d a em x ' t e m a m b a s as r a i ze s pos i t ivas e m a i o r e s 
q u e a u n i d a d e S e a s r a i zes d ' e s t a t r a n s f o r m a d a a i n d a f i c a r e m c o m p r e h e n -
d i d a s e n t r e dous i n t e i ro s c o n s e c u t i v o s a' e a' + 1 , s u b s t i t u i n d o a' -J -

x 
por x', o b t e r e m o s u m a t r a n s f o r m a d a e m a / c u j a s r a i ze s s e r ã o a i n d a pos i t ivas . 
C o n t i n u a n d o p o r é m cora o c á l c u l o d a s t r a n s f o r m a d a s s u c c e s s i v a s , h a - d e 
f o r ç o s a m e n t e c h e g a r - s e a u m a e q u a ç ã o , c u j a s r a i ze s não f i c a r ão a m b a s c o m -
p r e h e n d i d a s e n t r e o s m e s m o s n ú m e r o s c o n s e c u ' i v o s ; a l i ás a s r a i zes d a p r o p o s t a 
ax2 — bx-{• c = 0 s e r i a m e g u a e s , p o r q u e t e r i a m por e x p r e s s ã o a m e s m a 
f r a c ç ã o c o n t í n u a . A s r a i ze s d a t r a n s f o r m a d a s e g u i n t e t e n d o r a i ze s d e s i -
g n a e s c o n t r á r i o s , s e r ã o e x p r e s s a s po r f r a c ç õ e s c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s ; e por 
c o n s e g u i n t e a s r a i zes d a p r o p o s t a s e r ã o l a m b e m e x p r e s s a s e m f r a c ç õ e s d a 
m e s m a e s p e c i e . 

S e a s r a i z e s d a p r o p o s t a f o r e m a m b a s n e g a t i v a s , m u d a n d o s e m — x , 
virá u m a t r a n s f o r m a d a c o m a m b a s as r a i ze s p o s i t i v a s , q u e é o caso q u e 
a c a b á m o s d e t r a c t a r . 

F i c a a s s i m d e m o n s t r a d o c o m toda a g e n e r a l i d a d e o t h e o r e m a p r o -
p o s t o , q u e é d e v i d o a Lagrange; a d e m o n s t r a ç ã o p o r é m q u e d e u e s t e i l -
l u s t r e g e o m e t r a é m e n o s s i m p l e s , q u e a p r e c e d e n t e q u e Mr. Gerono p u - . 
LIicou nos — Nouvelles annales de Maihématiques. I — 
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. METHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS. 

Decomposição das Fracções racionaes. 

1 3 6 . S e for d a d a u m a e q u a ç ã o d a f ó r m a 

A + B x + C x 4 + D z s + = 0 , 

na q u a l os coe f f i c i en t e s A , B , C . . . . , s ão c o n s t a n t e s , e x u m a q u a n t i -
d a d e v a r i a v e l , s u s c e p t í v e l d e pa s sa r p o r t odos o s v a l o r e s , s e r á 

A = O 5 B = O , C = O , e t c . 

q u a l q u e r q u e se ja o n u m e r o d e t e r m o s d a e q u a ç ã o p r o p o s t a . 
C o m e f f e i t o , d e v e n d o es ta e q u a ç ã o t e r l o g a r , q u a l q u e r q u e se ja o 

valor de x : q u a n d o for x = 0, s e r á A = 0, e 

Ba; + C a ; 2 + Da ; 1 + 0 . , 

D i v i d i n d o es ta ú l t i m a e q u a ç ã o po r x , v i r á 

B + C® + Da ; 2 + = 0 ; 

d ' o n d e s e d e d u z B = O , e m p r e g a n d o o m e s m o r a c i o c í n i o pe lo q u a l c o n -
c l u í m o s q u e e r a A = O. C o n t i n u a n d o a r a c i o c i o a r do m e s m o m o d o , a c h a -
r e m o s s u c c e s s i v a m e n t e 

C = O, D = O, etc. 

Posto isto, supponhamos a existencia de duas funeções F e ? d e \ r 
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idênticas, i s to é , d e d u a s f u n e ç õ e s , q u e a p e n a s d i f f e r e m e n t r e s i pe la m a -
n e i r a , p o r q u e s e a c h a m e x p r e s s a s a l g e b r i c a m e n t e . S e po r a r t i f í c i o s a n a l y t i -
cos c o n s e g u i r m o s desonvo lve r F e <p em o r d e m a a : , de m a n e i r a q u e a 
e q u a ç ã o F = o se t o r n e em 

a + ò x + c x 2 + dx'+ = A + Bx + C a ; 2 + D x 3 , 

d e d u z i r e m o s d ' e s t a 

( a — A ) + (6 — B) x + (c — C) x 2 + (d — D ) x 3 + = 0 . 

e pe lo t h e o r e m a d e m o n s t r a d o , 

a = A , 6 = B , c = C , d = D , 

S e n d o pois d a d a u m a f u n c ç ã o F d e x , a q u a l p r e s u m i m o s q u e p o d e 
t e r u m d e s n e v o l v i m e n t o d e s i g n a d o 9 , c o n t e n d o coe f f i c i en t e s c o n s t a n t e s , 
p o r é m d e s c o n h e c i d o s , A , B , C , . . . . . . p o d e m o s a c h a r e s t e s f a c i l m e n t e 
p e l o p r o c e s s o s e g u i n t e . 

1 . ° E s c r e v e r e m o s a i d e n t i d a d e F = 9, d e s i g n a n d o F a f u n c ç ã o 
p r o p o s t a , e ç o d e s e n v o l v i m e n t o p r e s u m i d o d e b a i x o de u m a f ó r m a c o n -
v e n i e n t e , e c o n t e n d o 03 coe f f i c i en t e s d e s c o n h e c i d o s A , B , C 

2 . ° P o r cá l cu los a p p r o p r i a d o s t r a n s f o r m a r e m o s a e q u a ç u o F = ç e m 
o u t r a o r d e n a d a s e g u n d o a s p o t e n c i a s d e x . 

3 . ° I g u a l a r e m o s e n t r e s i o s t e r m o s afTectos d a s m e s m a s po t enc i a s 
p e x . 

4 . ° F i n a l m e n t e p r o c e d e r e m o s á e l i m i n a ç ã o e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s a 
f i m d e d e d u z i r d ' e l l a s o s v a l o r e s d e s c o n h e c i d o s d a s c o n s t a n t e s A , B , C , . . 

C u m p r e a i n d a a d v e r t i r , q u e , s e d a e l i m i n a ç ã o i n d i c a d a s e d e d u z i -
r e m r e s u l t a d o s a b s u r d o s , d e v e m o s c o n c l u i r , q u e a f u n c ç ã o F não é s u s c e -
pt ível d o d e s e n v o l v i m e n t e p r e s u m i d o o . 

P a s s e m o s a a p p l i c a r e s t e p r i n c i p i o a d i f i fe ren tes e x e m p l o s . 
1 3 7 . S e n d o N o n u m e r a d o r , e D o d e n o m i n a d o r de u m a f r a c ç ã o 

r a c i o n a l , é s e m p r e possivel a b a i x a r po r m e i o da d i v i s ã o o g r á o do p o l y -
n o m i o N em o r d e m a x a t é se t o r n a r i n f e r i o r ao de D; e c o n s i d e -
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N 
r a n d o por isso a f r a c ç ã o — já reduz ida a e s t e e s tado , I r a c t e m o s de d e -

c o m p o l - a n ' o u t r a s da s q u a e s el la seja a s o m m a . 
Se ja D — P x Q , d e s i g n a n d o P e Q po lynomios p r i m o s e n t r e s i dos 

g r á o s p e q , c s u p p o n h a m o s 

N A a * - ' + I t e ? - 1 + + L + B ' a f - * + . . ..+L1 

I ) _ Q + P 

A f i m d e r e d u z i r a o m e s m o d e n o m i n a d o r D = - P x Q , m u l t i p l i c a r e m o s 
A a * " 1 + B a ? " 1 + por P , e A ' ^ " 1 + B V " 2 + po r Q ; e 
o b t e r e m o s a s s i m p r o d u c t o s do g r á o p + q—1 , os q u a e s f o r m a r ã o um 
polynomio completo de um g r á o in fe r io r ao de D em u m a u n i d a d e . D e p o i s , 
c o m o N é , q u a n d o m u i t o , do m e s m o g r á o p + q—1 , c o m p a r a n d o c a d a 
um dos t e r m o s do n u m e r a d o r N c o m os do m e s m o g r á o do n u m e r a d o r do 
2 . ° m e m b r o , d e d u z i r - s e - h ã o p + q e q u a ç õ e s e n t r e os coeff ic ientes d e s c o -
nhec idos A , A ' , B , B ' , cu jo n u m e r o é e v i d e n t e m e n t e p + q , 
e c o m o as i ncógn i t a s A , B L, A ' , B ' , L ' não s o b e m 
do 1 . ° g r á o , f a c i l m e n t e s e achai ão os seus va lores . V ê - s e pois q u e não só 
a d e c o m p o s i ç ã o p r e s u m i d a é l eg i t ima , m a s t a m b é m q u e o cá lcu lo nos f o r -
n e c e me ios p a r a o b t e r os coeff ic ientes desconhec idos . 

Q u a n d o P e Q fo r em suscep t íve i s d e s e d e c o m p o r e m e m f a c t o r e s 
p r i m o s , s u b s t i t u i r e m o s cada u m a das f r acções d o 2 . ° m e m b r o d a e q u a ç ã o 
de c i m a , po r ou t a s f o r m a d a s po r es tes m e s m o s pr inc ip io? . 

A regra para decompor uma fracção racional proposta r e d u z - s e pois 
á s e g u i n t e : 

Busquem-se os factores, primos entre si, do denominador da fracção 
proposta ; eguale-se etta a uma serie d'outras fracções que lenham os 
•mesmos fedores por denominadores, e cujos numeradores sejam respectiva-
mente de um gráo inferior tm uma unidade. Feito isto, e reduzindo to-
das as fracções ao memo denominador D, egualem-se entre si os coefici-
entes das mesmas potencias de x , e deduzam-se d'estas equações os coeffi-
cientes desconhecidos. 

E g u a l a n d o D a zero a f i m de o reso lver em f ac to r e s s i m p l e s , p o d e m 
d a r - s e e s dous c a s o s , ou de s e r e m a l g u n s e g u a e s , ou de s e r e m todos o s 
f a c t o r e s d e s e g u a e s . E x a m i n e m o s s e p a r a d a m e n t e estes dous casos. 

1 . ° C a s o . S e f o r 
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D = [x — a ) ( x — b) (x— c ) 

p o r e m o s 
N A B i 

+ D x — a x — b x — c 

e t r a c t a r e m o s d e d e t e r m i n a r A , B , C , p e l o p r o c e s s o , q u e a c a b a 
d e e x p ô r - s e . 

S e j a , por e x . ° , 

D = (x — a) (x — b) , e N = kx +1, 

t e r e m o s 
kx +1 A B ! — _ _ _ _ _ i 

(x — a ) ( x — b) x — a x — b ' 

d o n d e kx + l = k (x— b) + B(x — a) 

= ( A + B ) x — A 6 — B a . 

P o r t a n t o /f = A + B , - 3 - Z = Aò + B a ; 

r . . . ka + l kb + l e f i n a l m e n t e A = — . B = — . 
b — a 6 — a 

2 \x 
A p p l i c a n d o es ta s f ó r m u l a s á f r a c ç 3 o — e a d v e r t i n d o , q u e 

00 ' OO — & 
a e b sSo as r a i ze s 2 e — I do s eu d e n o m i n a d o r e g u a l a d o a z e r o , e q u e 
é /; = — 4 , e Z — 2 , o b t e r e m o s 

2 — ix — 2 2 
x — x — 2 x + l x —! 

t 
D o m e s m o m o d o s e a c h a 

3 1 



2 1 2 1LGEBRA SCPERIOR. 

1 1 i 
a 2 — a;2 2 a ( a + x ) + 2 a ( a — x V 

P o n d o 
1 A ^ B C 

x ( a 2 — x2) x a + x ' a — x ' 

a c h a r e m o s , a p p l i c a n d o a r e g r a , 

1 _ 1 1 1 
x ( a 2 — x 2 ) ~ a 2 s 2 a 2 ( a + x) + 2 a 2 ( a — x)' 

Se D t i v e r f a c t o r e s b i n o m i o s i m a g i n a r i o s , a i n d a se p ô d e a p p l i c a r o 
m e s m o m e t h o d o ; é p o r é m p r e f e r í v e l e m m u i t o s ca sos d e c o m p ô r I ) e m 
f a c t o r e s t r i n o m i o s X 2 + p x + q , e a p r o p o s t a em f r a c ç õ e s da f ó r m a 

A x + B 
af+px + q' 

A s s i m p a r a a f r a c ç S o 

x2—x+\ Ax + B C 
( x + l ) ( x 2 + l ) ~ x 2 + 1 

3 1 
a c h a - s e C = —, B = A = — —. 

Ji JL 

D o m e s m o m o d o p a r a 

x _ A x + B C 
x s — l ~ ~ X a + x + 1 + x — 1 

a c b a - s e A = B = C = I . 
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2 . ° Caso. S e a l g u m d o s f a c t o r e s d e D t i v e r a f ó r m a ( x — á*, 
Ax1"1 + B x ' - " ' + . 

o t e r m o c o r r e s p o n d e n t e t e r á a f ó r m a — , e e s t a e x p r e s -
( x — a) 

s ã o t a m b é m s u s c e p t í v e l d e d e c o m p o s i ç ã o , p o d e r á t r a n s f o r m a r - s e n a s o m m a 
e q u i v a l e n t e 

A B C L 
+ + ( x — á/ < x — a ) ' - 1 ( x — a) x • 

E s t a e q u i v a l ê n c i a v e r i f i c a - s e , r e d u z i n d o a o m e s m o d e n o m i n a d o r a s e g u n d a 
e x p r e s s ã o , e v e n d o q u e a p p a r e c e u m n u m e r a d o r c o m a f ó r m a d a p r i m e i r a e 
c o m e g u a l n u m e r o d e c o n s t a n t e s d e s c o n h e c i d a s . 

A s s i m p o n d o 

X 3 + X i + 2 A B C D 
' + , — T ^ + — 7 + , - TT* + x ( x + I Y i ( X - I ) 2 X ^ ( x + l ) 2 x + 1 ( x — l ) 2 x — 1 ' 

vem 

x ' + x 2 + 2 _ 2 1 5 1 3 
x ( x + l ) 2 ( x ^ T p — a i ® + 1 ) 2 _ 4 ( x + l ) + ( x — I ) 2 4 ( x — 1 ) ' 

D o m e s m o m o d o s e a c h a r á 

1 1 1 2 x 
x ( x + 1 j\xM+x+ \ ) ~ X ( x + 1 ) 2 X + 1 + x 2 + x 1 ' 

A i n d a q u e e s t e p r o c e s s o é a p p l i c a v e l a o c a s o d e s e r e m i m a g i n a r i o s o s f a -
c t o r e s e g u a e s d o d e n o m i n a d o r , é c o m t u d o p r e f e r i v e l r e u n i l - o s e m f a c t o -
r e s r e a e s d o 2 . " g r á o , d e b a i x o d a f ó r m a ( x 2 + p x + q)', s e n d o e n t ã o 
A a r ' - 1 + B x a * - 1 + . . . . o n u m e r a d o r d a s f r a c ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s ; o u a n -
t e s p o d e m o s t o m a r a s o m m a e q u i v a l e n t e 
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A x + B C x + P K x + L 
( X a + px + q}< + ( x 2 + p x + 9 ) ' ' - 1 + + x a + px + q 

P o r e x . ° , f azendo 
1 

( 1 + x ) x 2 ( x 2 + 2 ) ( x 2 + í ) 2 

A B C D x + E F x + G H x + 1 
~ J T i + ^ + I T + x V 2 + ( x 2 + i ) 2 + x 2 + i ' 

a c h a r e m o s 

1 3 8 . O uso f r e q u e n t e , q u e s e faz da d e c o m p o s i ç ã o das f r acções r a -
c i o n a e s , t o r n a m u i t o u t i l o m e t h o d o s e g u i n t e , po r m e i o d o q u a l s e a b r e -
v i a m a s o p e r a ç õ e s . 

1 . ° C a s o . Factores deseguaes. S e j a m D = ( x — a ) S , d e s i g n a n d o 
p o r S u m p r o d u c t o d e f a c t o r e s todos d i f f e r e n t e s d e ( x — a). A d e r i v a d a 
d ' e s t a e x p r e s s ã o 6 [n-° 31 (*)] 

D ' = S + ( x — a) S ' . 

P o s t o i s t o , f a ç a m o s 

N A P 
1 7 = — + T ' o u N = A S + P ( x a); 

e v e j a m o s a m a n e i r a de d e t e r m i n a r a c o n s t a n t e A, s e n d o desconhecido 
o p o l y n o m i o P. 

Se f izermos x = a , e d e s i g n a r m o s po r n e d ' as q u a n t i d a d e s em 
q u e se t o r n a m N e D ' em v i r t u d e d ' e s t a h y p o t h e s e , t e r e m o s d ' = S , 
n = A S , e po r c o n s e g u i n t e 
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L o g o , para obter o numerador A da fracção componente de que x — a 
N 

é denominador , tome-se a derivada D' J e D , e faça-se X = a em — (*). 

V ê - s e d o m e s m o m o d o , q u e sendo D = ( x — a ) ( x — 6 ) (x—c).... 
B C 

se obter l ío os n u m e r a d o r e s de , , f azendo s u c c e s s i -
x — b x — c N 

v ã m e n t e x = b , x = c , . . . . e m — . 

P o r e x . ° 

— 5a;2— 5s + 6 _ N _ _ — 5x 2 — 5 x + 6 
x4 — 2x 3 — x 2 + 2x á W ~ Ax3—Gx2—2x + 2; 

e c o m o t e m o s D = ( x — • 1 ) ( x + 1 ) ( x — 2 ) x , s e f i ze rmos n a ú l t i m a 
expressão x — 1 , x = —1 , x = 2 , x = 0 , v i rão os r e su l t ados 2, — 1, 
— 4 e 3, e a proposta t o r n a r - s e - l i a em 

2 1 4 3 
x — 1 x + 1 x — 2 x 

(*) Se o factor de D tiver a forma px-t-q em vez de a; — a, a f racção 
componente é 

A l A A' 
, fazendo A = A ' p . 

VX -Y- q p q q 
XH X H 

V P 

Devemos pois fazer X = - e m j — ; mas para obter o numerador A da fracção 

é necessário mult ipl icar o resu l tado pelo coefficiente p de x. Por ex." para 

6 H- 2 3 x 
2— x — 6x2 l—2x 3x H- 2 

deve subst i tui r -se x = \ e x = — 2 em = — ; c mult ipl icar depois 

°s resultados por —2 e n - 3 ; d ' onde resulta A = 3, B = — 4. 



2 1 6 a l g e b r a s u p e r i o r . 

1 N i 
P a r a a f r acção — — t e m o s — = — - ; m a s ( p a g . 1 7 2 ) 

Z 1 JL) OZj 

z' - 1 = (z + 1) (z - 1) (z2— z+i)(z2+z + 1) . 
V O i>« •• » - • • -•1 1 n J1-11 •• • -L • IJ Q CJ SfJ-Ju Á rUl(s) UG UIvo 

A r e s p e i t o dos dous p r i m e i r o s f ac to r e s f az - se s = ± l e r e su l t a . O 

t e r c e i r o f ac to r d á z = = 1 - ( 1 ± V — 3 ) , d ' o n d e s e t i r a 

J V _ 2 > 3 2 I D B L / - 3 

DR T> T̂ ± K — 3J' 6 ( 1 6 Q: 1 6 K — 3 ) 1 2 

sendo fácil a c h a r depo i s a s duas f r acções c o m p o n e n t e s , a s q u a e s s o m m a -
1 s —- 2 

das se r e d u z e m á f r acção única - . F i n a l m e n t e o 4 . ° fac tor 
6 z " — z + 1 

de D m e s t r a , q u e bas ta m u d a r z em — z n ' e i t c ú l t i m o r e s u l t a d o . L o g o 

_ 1 1 / 1 1 z — 2 _ _ z + 2 
z 6 — 1 6 \ s — 1 z + l + Z2-Z+ 1 z * + z + r > 

2 . ° CASO. Factores eguaes. Se ja D = (x — a)*'. M u d a n d o x e m 
a + A em N e D , e c o n t i n u a n d o a d e s i g n a r pe las l e t r a s p e q u e n a s as 
exp res sões de s ignadas pelas l e t r a s g r a n d e s c o r r e s p o n d e n t e s , q u a n d o nel las 
s e f a z x = a : aque l i e s po lynomios N e D t o r n a r - s e - h â o ( n . ° 3 1 ) 

N em n + n 'h + f n " l i 2 + i n "7 i 3 + . . . . , I) em /,'. 

D iv id indo o 1.° d e s i m o l vi m e n t o pelo 2 . ° , e pondo x — a por h , vem 

N n n1 i n " 
= T- -1 1 - E 1-

D (x^-a)' {x — a)'~l [x — a/'1 ' 

P o r es te m o d o a proposta decompõe-se em geral em i fracções , cujos nu-
meradores são as expressões em que se tornam N5 N ' , f N" quando 
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ncllas se faz X= a ; e cujos denominadores são ( x — a ) ' , (x — a ) ' - 1 , é t c . 
4 . 3 x * — 7 x + 6 . . . . , 
Ass i tn e m — - — , c o m o a s d e r i v a d a s success ivas d o n u m e r a -

( » — l ) 3 

dor são 6 x — 7 e 6 , f azendo x = l , o b t e m - s e 2 , — 1 e 3 pa ra n u m e -
r a d o r e s d a s f r a c ç õ e s c o m p o n e n t e s , i s to é , 

7 x + 6 2 1 3 
( x — I ) 3 (x — 1Y ~ (x 1 f ' X — l 

Se o d e n o m i n a d o r t i ve r o u t r o s f a c t o r e s a l é m de (x — a) , isto é , 
s e for D = ( x — a ) S , s e n d o S u m a q u a n t i d a d e c o n h e c i d a não d iv i s íve l 
por (x — a), p o r e m o s 

— = — L _ + f , o u N = P f x - a } ' + F S . . . . ( t ) 
D ( x — a)' S v ' v ' 

M u d e m o s x e m a - \ - y nes t a e q u a ç ã o i d ê n t i c a , e d e s i n v o l v a m o l - a ( n . ° 
3 1 ) . V i r á 

« + « ' y - f i « V + . . = | 
y^p+^y + ip"^+: ) 

+ (f+f'y + :f"y2+...)(' + A + J «V + • •). 

e c o m p a r a n d o d e a m b a s a s p a r t e s o s coe f f i c i en te s d a s m e s m a s po t enc i a s d e 
y (n .° 1 3 6 ) , a c h a r e m o s 

n = f s , »' = f's + /»', n" = f"t +2f's' + fs",.. 

n W = s/XO + ls'f W+ Ll (/_,) S11P'-*+ . . . + / i 

f / i " í 

. . + / i « i 

P o r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s a c h a r e m o s f , />, f", . . . . e por c o n s e g u i n t e 
o de s invo lv imen to da 1 ." p a r t e 
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F f f ' - f " — L 1 ! 1 *1 

( x — a / ( r — a / ( x — a)'"1 ( x — a)"2 

ó c*?; , 89Ji:onoq«ic> s o C j s s i l «o& z o i o b m 
p r e c i s a m e n t e c o m o se a f r a c ç ã o p ropos t a con t ivesse no d e n o m i n a d o r s ó -
m e n t e (x — a ) ' . 

E s t a e q u a ç ã o d á 

F = f f r X (« - a) + i f" x ( x - a)*+ ( 3 ) ; 

e pela e q u a ç ã o ( 1 ) t e r e m o s 

w 

Se ja , por e x . ° , 

N __ 5 x * — 1 3 x 3 + 1 4 x * — Sx + 3 
D ( x — l ) 3 ( x + l ) x 

F a z e n d o x = 1 em S = x a - ] - x , em S ' , em S" e em N 1 em N ' , 
em N " , . . . . ; t e r e m o s 

s = 2 , s ' = 3 , Í " = 2 , n = 4 , n ' = i , « " = 1 0 , 

e por c o n s e g u i n t e 

4 = 2 / - , 4 = 2 f+ 3 f , 1 0 = 2 f " + 6 f + 2 f; 

e finalmente 
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f = 2 , f'= — 1 , j r = 3 , F = 2 — [x—1)+3 ( x — l ) 2 = 3 a 2 — - 7 x + 6 . 

O ^ p r o d u c t o F S , s u b t r a h i d o d e N , d á 

2xK— 9x3 + 1 5 x 2 — 1 1 « + 3 , 

e x p r e s s ã o , q u e d iv id ida p o r ( x — l ) 3 , d á P = 2 « — 3 . 

. , . . . . P 2 x — 3 
l t e s t a a g o r a u n i c a m e n t e d e c o m p o r pe lo 1 . p r o c e s s o — = — j . 

3 X + X 

. , . P — 3 , 
P a r a i s s o , p o n d o X = — 1 e « = 0 e r a — T - T ' 0 ^ t e r e m o s o s 

JLoc —1 
n u m e r a d o r e s 5 e — 3, e s e r á f i n a l m e n t e 

N 2 1 3 5 3 
D ( x — L)3 (x—1)2 ' x — i x — l X 

C u m p r e a d v e r t i r , q u e n e s t e c x . ° s e r i a m a i s b r e v e c o m e ç a r p o r d e t e r m i n a r a s 
N 

duas ú l t i m a s f r a c ç õ e s , f a z e n d o » = —1 e X = O em — , e a c h a r í a m o s 

N 

D ( x — I Y » + I x 

T r a n s p o n d o e s t a s d u a s ú l t i m a s f r a c ç õ e s , e r e d u z i n d o , a c h a - s e 

F 3 x 2 — 7as + 6 
i » 

a q u a l , po r t e r e g u a e s o s f a c t o r e s do d e n o m i n a d o r , f a c i l m e n t e s e d e c o m » 
põe. 

D o m e s m o m o d o e m 
3 2 
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N X i - Gx2+ f r r — l 
D ~ x'~3x3—'dx2+lx+% ' 

c o m o D = (x +• \ )2(x — 2) (x — 3 ) , f a r e m o s x = 2 e a: = 3 em —, 

1 1 
e o b t e r e m o s d e p o i s as f r a c ç õ e s • — , as q u a e s , s u b t r a h i d a s da 

x — 2 x— 3 
F x 

p r o p o s t a , d a o ^ = ^ ^ s t a s e d e c o m p o r á pe lo p rocesso a c i m a 

i n d i c a d o , e c o m o f = — 1 , e [ ' = 1 , t e r e m o s por f i m d e t u d o 

N 1 1 1 1 
D ~ x — 2 x — 3 ( ¢ + l ) 2 + x + 1 ' 

Sobre a convergência das Series. 

1 3 9 . T e n d o d e f aze r a p p l i c a ç 3 o d o m e t h o d o dos c o e f f i c i e n t e s i n d e -
t e r m i n a d o s á des invo lução d a s f u n e ç õ e s em s e r i e s , 6 n e c e s s á r i o d a r p r e -
v i a m e n t e a s r e g r a s n e c e s s a r i a s p a r a s a b e r q u a n d o es ta s s e r i e s p o d e m r e -
p r e s e n t a r o va lor a p p r o x i m a d o d a s m e s m a s f u n e ç õ e s , e q u e n u m e r o d e 
t e r m o s das m e s m a s s e r i e s é n e c e s s á r i o a p p r o v e i t a r p a r a s e o b t e r u m c e r t o 
g r á o d e a p p r o x i m a ç S o . 

C h a m a m - s e s e r i e s convergentes a s q u e s a t i s f a z e m á cond içSo de c o n -
v e r g i r a s o m m a dos seus t e r m o s c a d a vez m a i s p a r a um l i m i t e , ã m e d i d a 
q u e s e t o m a u m m a i o r n u m e r o d e t e r m o s : e s t e l i m i t e c h a m a - s e t a m b é m 
somma da s e r i e . As s e r i e s , q u e n a o s a t i s f a z e m a e s t a c o n d i ç ã o , c h a m a m - s e 
divergentes por c o n t r a p o s i ç ã o . S ó m e n t e nos é p e r m i t t i d o t o m a r a s o m m a dos 
n p r i m e i r o s t e r m o s de u m a s e r i e pe lo valor a p p r o x i m a d o da sua t o t a l i d a d e , 
q u a n d o es ta s e r i e for c o n v e r g e n t e . É fácil c o n h e c e r , se os t e r m o s d e c r e s c e m , 
q u a n d o se dá o lermo geral, q u e é a e x p r e s s ã o a n a l y t i c a do t e r m o da 
o r d e m n ; p o d e m p o r ó m o s t e r m o s d e c r e s c e r s e m q u e por isso s e deva 
c o n c l u i r , q u e a s e r i e ó c o n v e r g e n t e . P o r e x e m p l o , c a h i r i a m o s era e r r o s u p -
p o n d o c o n v e r g e n t e a s e r i e 
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1 1 1 1 
2 + 3 + 4 + + n + íi + 1 

1 
na qua l o t e r m o g e r a l — ind i ca , q u e os t e r m o s c o n v e r g e m p a r a z e r o , á 

m e d i d a q u e n c r e s c e . 
P a r a t o r n a r o e r r o e v i d e n t e , b a s t a a d v e r t i r , q u e , s e a c o n t a r d o t e r m o 

1 
» , s o m m a r m o s o s n t e r m o s s e g u i n t e s , t e r e m o s u m a s o m m a >"2"» c o m 

ef fe i to e s t a s o m m a é 

1 1 1 1 
' n + l n + 2 n + 3 2 n 

1 1 
e , c o m o o s t e r m o s são d e c r e s c e n t e s , s e r á e v i d e n t e m e n t e > — x n > ~ -

2n 2 

O r a , s e d i s t r i b u i r m o s o s t e r m o s d a s e r i e e m g r u p o s p e l a f ó r m a s e -
g u i n t e 

1 / 1 1 \ / 1 1 1 1 \ / 1 1 1 X , , 
2 + ( 3 + 4 ) + ( 5 - + 6 + 7 + 8 ) + ( 9 + 1 0 + T ê ) ; 

t o d a s a s s o m m a s e n t r e p a r e n t h e s i s s e r ã o , pe lo q u e a c a b á m o s d e v e r , > — ; 
1 

se rá pois a s e r i e c o m p o s t a de i n f in i t a s p a r t e s t o d a s > — , e po r c o n s e g u i n t e 
Á 

a s o m m a dos seus t e r m o s n ã o t e r á l i m i t e . 
1 4 0 . S u p p o n h a r a o s c o n v e r g e n t e a s e r i e 

"o + UL + + U3 + ETC* ' 

e d e s i g n e m o s por S» a s o m m a dos s eus n p r i m e i r o s t e r m o s , s e n d o a s s i m 
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S n = M0 + W1 + W2 + 5 

S n + 1 = U0 + M1- + M2 + UM—i + . 

S A + . = M0 + U1 + M2 + -F- Un + MA+, , 

e t c . 

A d e f i n i ç ã o da c o n v e r g ê n c i a e x i g e , q u e p a r a um va lor de n s u f i c i e n t e -
m e n t e g r a n d e , a s s o m m a s S „ , S n + 1 , S n + 2 s e a p p r o x i m e m , q u a n t o s e q u i -
z e r , d e u m c e r t o l i m i t e S ; d ' o n d e s e s e g u e q u e a s d i f f e r e n ç a s e n t r e e s t a s 
s o m m a s s e p o d e r ã o t o r n a r t a m p e q u e n a s , c o m o s e q u i z e r , e s c o l h e n d o u 
s u t f i c i e n t e m e n t e g r a n d e . O r a a s d i f f e r e n ç a s e n t r e S a e c a d a u m a d a s s o m -
m a s s e g u i n t e s são r e s p e c t i v a m e n t e 

Sn+1 S/l = Wn , S„_j.a S r l Un -f- l /n+ , , 

S„+3 — s„ = !/„ + w„+, + i / n + 2 , e t c . ; 

l o g o , l i m i t a n d o - n o s po r o r a a a t t e n d e r s ó m e n t e á d i f f e r e n ç a S n + 1 — S a , p o -
d e m o s conc lu i r q u e , s e t o m a r m o s n s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e , t o d o s o s t e r -
m o s d e w , por d i a n t e d e v e r ã o s e r t a m p e q u e n o s c o m o s e q u i z e r . 

E s t a c o n d i ç ã o é s i m p l e s e de fáci l v e r i G c a ç ã o , m a s j á v i m o s no 
n .° a n t e c e d e n t e q u e n ã o é b a s t a n t e ; e c o m o , o q u e a c a b a de d i z e r - s e 
da d i f f e r e n ç a S n + 1 — S n , s e a p p l i c a da m e s m a m a n e i r a á s d i f f e r e n ç a s 
S»+o — S n , S n + 3 — S n j e t c . , p o d e m o s c o n c l u i r c o m o cond i ções e g u a l -
m e n t e n e c e s s a r i a s , q u e a s s o m m a s 

M.t + w a + I , Un + w n +, + W b + . ; e t c . 

c o n s i d e r a d a s c a d a u m a p e r s i , e c o m q u a l q u e r n u m e r o d e t e r m o s , s e t o r -
n e m t a m p e q u e n a s c o m o s e q u i z e r , p a r a va lo res d e n m u i t o c o n s i -
d e r á v e i s . C o m e s t a s novas c o n d i ç o e s ó c e r t a a c o n v e r g ê n c i a : por q u e e n t ã o 
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e s c o l h e n d o n s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e , d i ( í e r i r§o as s o m m a s S« , S . + 1 e t c 
u m a s d a s o u t r a s t a m pouco c o m o s e q u i z e r , e por c o n s e g u i n t e h a u m l i m i t e , 
d e q u e e l las s e a p p r o x i m a r ã o q u a n t o s e q u i z e r . 

A p p l i q u e m o s e s t e s p r i n c í p i o s á s e r i e 

a + ax + ax* + ax3 -f-

c u j o t e r m o g e r a l é axn. T o m a n d o p r i m e i r a m e n t e só e s t e t e r m o , e s o m -
m a n d o - o d e p o i s c o n s e c u t i v a m e n t e c o m o s d o u s , t r e s , q u a t r o , . . . s e -
g u i n t e s , o b t e r e m o s a s e x p r e s s õ e s 

axn, ax -J- axn+l = axr 

t—x 

ax» + a s " + 1 + az"+* = aíc"( j ), e t c . 

O n d e s e v ê , q u e , s e n d o « < 1 , a s s o m m a s s e t o r n a m c a d a vez m a i s p e -
q u e n a s e t e n d e r a p a r a z e r o , á m e d i d a q u e n a u g r a e n l a ; logo a s e r i e s a -
sisfaz á s c o n d i ç õ e s d e c o n v e r g ê n c i a q u a n d o ® é < l . 

E s t e s m e s m o s p r i n c í p i o s f a z e m v e r , q u e a s e r i e , d e q u e t r a c t á m o s no 
n.° p r e c e d e n t e , 

1 1 1 1 
2 + 3 " + 4 + T ' 

n3o sa t i s faz á s c o n d i ç õ e s de c o n v e r g ê n c i a , a p e z a r de q u e o t e r m o g e r a l 

— v a e d e c r e s c e n d o , ao passo q u e n a u g m e n t a . 

141. Em g e r a l é assaz d i f f i cu l toso v e r i f i c a r t o d a s a s c o n d i ç õ e s de 
c o n v e r g ê n c i a : e po r isso d a r e m o s e m s e g u i m e n t o a l g u n s t h e o r e m a s , q u e 
a b r a n g e m casos b a s t a n t e n u m e r o s o s , e m q u e s e m a n i f e s t a a c o n v e r g ê n c i a . 

T H E O R E M A I. Dada a serie 
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U = U0 + U, + U 2 + + Un + WB-)-i , 

na qual lodos os lermos, de certa ordem em diante , são todos positivos, 
e em que os valores de u muito grandes fazem convergir a razão 

F _ 
wB 

para um limite L: será a serie convergente , ou divergente, conforme este 
limite Lfor<ou>t, 

S u p p o n h a m o s p r i m e i r o L < 1 , e t o m e m o s u m n u m e r o q u a l q u e r l 
i n t e r m e d i o e n t r e L e i , s e n d o L < Z < 1 . P o r isso q u e F c o n v e r g e p a r a 
L á m e d i d a q u e n a u g m e n t a , s e g u e - s e , q u e , pas sada u m a o r d e m n 
s u f l i c i e n t e m e n t e g r a n d e , se a p p r o x i m a r á o f a c t o r F t a n t o q u a n t o se q u i z e r , 

d e L , e s e t o r n a r á por c o n s e g u i n t e < / . L o g o s e r á v " + 1 . < j , o u 

«n+, Klun . w„+2 <lun+l, w„+3 <lun+J, e t c . 

e, a fortiori, 

wB+1 <lunt w„+2 Kl2Vn , w n + 3 <l3un, e t c . : 

a s s im , o s l e r m o s w „ + , , w n + 2 , w n + 3 , e t c . s3o r e s p e c t i v a m e n t e m e n o r e s , q u e 
o s d a p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a v P ( Z + P + T + e tc.) . O r a , p o r s e r Z < 1 , a 
s o m m a d ' e s t a p r o g r e s s ã o d e c r e s c e i n d e f i n i d a m e n t e c o m u » ; logo c o m m a i s 
f o r t e r a z ã o d e c r e s c e i n d e f i n i d a m e n t e U — S n , e por isso é c o n v e r g e u t c a 
s e r i e U . 

P o r u m r ac ioc ín io s i m i l b a n t e s e p r o v a , q u e s e n d o L > 1 , s e r ã o o s t e r -
m o s Wn+,, w n + 2 , m a i o r e s q u e o s d e u m a p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a 
w n (Z + Z 2 + Z 3 + e t c . ) , c u j a r a z ã o l s e n d o > 1 , conduz a t e r m o s t a m g r a n -
d e s c o m o s e q u i z e r ; e po r c o n s e g u i n t e , p a r a va lo res m u i t o g r a n d e s d e 
n , n ã o p o d e r ã o o s t e r m o s d a s e r i e U d i f f e r i r d e ze ro t a m p o u c o c o m o s e 
q u i z e r . V ê - s e pois q u e n e s t e caso 6 imposs íve l a c o n v e r g ê n c i a da ser ie -
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A p p l i c a n d o e s t a r e g r a á s e r i e do b i n o m i o (x + a)m, s e g u e - s e do v a -
lor ((ft) p a g . 1 5 ) , e d a r e l a ç ã o ( ( d ) p a g . 6 ) , q u e é 

O r a q u a n t o m a i s n c r e s c e , t a n t o m a i s s e a p r o x i m a F d o l i m i t e - , 

o qua l e l l e t o c a q u a n d o é n = o o . D o n d e c o n c l u i r e m o s , q u e a f ó r m u l a d o 
b i n o m i o se rá c o n v e r g e n t e o u d i v e r g e n t e , c o n f o r m e for » < o u > a . 

A s d u a s t r a n s f o r m a ç õ e s s e g u i n t e s são a d a p t a d a s p a r a a u g m e n t a r a 
c o n v e r g ê n c i a d ' e s t a s e r i e 

F = 
m — n x 
n + 1 ' a ' 

x 

x 
» + a = x — a a 1 — 1 x + a x+ a 

V e j a - s e p a r a a lei d ' e s t e s c o e f f i c i e n t e s a p a g . 1 4 . 

N a s e r i e 
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o l e r m o g e r a l — - d á F = c u j o l i m i t e é z e r o q u a n d o n = oo. B 1.2 n n + 1 
P o r c o n s e g u i n t e a s e r i e é c o n v e r g e n t e . 

1 4 2 . T H E O H E M A I I . N a serie 

U = U0 + Mi + j2 + Vn + e t c . , 

cujos lermos são todos positivos, de certa ordem por diante: se, para 
valores de n muito grandes, a raiz 

4 

F = K M , 

convergir para um limite L, a serie será convergente ou divergente , con-
forme for L< ou > 1. 

S e o s t e r m o s , d e c e r t a o r d e m por d i a n t e , e r a l o g a r d e posi t ivos 
fos sem n e g a t i v o s , o t h e o r e m a t e r i a l oga r a r e s p e i t o de — U. 

S u p p o n h a m o s p r i m e i r o L < 1 , e t o m e m o s t a m b é m u m a q u a n t i d a d e l 
c o m p r e h e n d i d a e n t r e L e l . C o m o , n a c o n f o r m i d a d e d o e n u n c i a d o , s e p ô d e 
t o m a r n b a s t a n t e g r a n d e , p a r a q u e a r a i z F se a p p r o x i m e de L q u a n t o se 
q u i z e r , e s e t o r n e p o r c o n s e g u i n t e < l n , s e r á 

V n < l " , u n + l < Z"+ 1 , w n + 2 < Z " + 2 , e t c . 

L o g o o s t e r m o s d a s e r i e v n + 1 / „ + 1 + e tc . s e rSo m e n o r e s q u e o s d a p r o -
g r e s s ã o g e o m e t r i c a In + Z n + 1 + Z"+2 + e tc . ; e c o m o es ta p r o g r e s s ã o , por 
s e r Z < 1 , d e c r e s c e i n d e f i n i d a m e n t e , c o m m a i s r a z ã o d e c r e s c e r á U — S n ; 
e por t a n t o a s e r i e U s e r á c o n v e r g e n t e . 

S u p p o n d o . a g o r a L > 1 , p r o v a r - s e - h a po r u m r a c i o c í n i o a n a l o g o a o 
p r e c e d e n t e , a t t e n d e n d o a q u e 6 Z < L , q u e a s e r i e é d i v e r g e n t e . 

C u m p r e a d v e r t i r , q u e o s dous t h e o r e m a s , q u e s e a c a b a m d e d e m o n s -
t r a r , não a d m i t t e m i n c e r t e z a s ò b r e a c o n v e r g ê n c i a d a s e r i e U , s e n ã o 
q u a n d o for L = 1 . N e s t e caso a q u e s t ã o é m u i t a s vezes d i f f ic i l de r e so lve r . 
(Nota 3 . ' ) . 

1 4 3 . T H E O R E M A I ! I . Se uma serie da forma 
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• i ' ' ' ' , ' • - • ' 
U = U 0 + U , + U a + + V m 

tiver termos positivos e negativos, e se mudando estes para positivos, a 
nova serie for convergente, lambem a serie U será convergente. 

D e s i g n e m o s por L a s o m m a dos t e r m o s pos i t ivos da s e r i e U , a c o n -
t a r de um t e r m o q u a l q u e r un, e p o r Z a d o s t e r m o s Degativos, s e n d o 
a s s i m 

L — l = v„ + f n + 1 + e t c . , 

O r a , v is to q u e , t o r n a n d o pos i t ivos t o d o s o s t e r m o s d e s e r i e U , e s t a 6 c o n -
v e r g e n t e , p o d e m o s t o m a r n b a s t a n t e g r a n d e p a r a q u e L + l s e ja u m a 
q u a n t i d a d e t a m p e q u e n a c o m o s e q u i z e r ; l o g o , e c o m m a i s f o r t e r a z 3 o , o 
m e s m o se d i r á de L — e p o r c o n s e g u i n t e a s e r i e U s e r á c o n v e r g e n t e . 

A s s i m n a s e r i e 

X' xs x7 

í r " 2 3 + 2 . 3 . 4 . 5 ~ ~ 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 ~ ~ e t c " ' 

a c b â m o s , t o r n a n d o t o d o s o s l e r m o s p o s i t i v o s , 

r _ a " 1 " 1
 I T F _ f l . 

" 2 . 3 . . ( 2 n — 1 ) ' + I 2 . 3 . . 2 n ( 2 n + l ) 2 n ( 2 n + 1 ) ' 

e c o m o J i = o o d á F = O , a s e r i e é c o n v e r g e n t e . A l é m d ' i s t o , p o n d o 
F < 1 , a c b a - s e a ; 2 < 4 n 2 + 2 n ; e p o r c o n s e g u i u t e t o m a n d o 4 n 2 > xz, o u 
n > \ x , v ê - s e q u e o s t e r m o s d e c r e s c e m d a o r d e m j x e r a d i a n t e . 

1 4 4 . T H E O R E M A I V . Toda a serie da forma 

W 0 — U. + u , — U 3 + e t c ± Ua =p e t c . 

cujos lermos tem alternadamente os signaes+ e—, <! convergente, quando 
estes termos decrescem continuamente para o limite zero. 

C o n s i d e r e m o s u m t e r m o q u a l q u e r d ' e s t a s e r i e , c u j o s s i g n a e s s à o a l t e r -
3 3 
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n a d o s , e d e s i g n e m o l - o por dz a , e os s e g u i n t e s p o r : + : 6 ±: c ± e t r . Se 
t o m á s s e m o s a s o m m a dos t e r m o s q u e p r e c e d e m a pe lo valor a p p r o x i m a d o 
da s e r i e i n t e i r a , o e r r o £ s e r i a 

S = ± a =F ò ± C + e t c . , 

e x p r e s s 3 o q u e s e p ô d e e s c r e v e r d e b a i x o d a s d u a s f ó r m a s s e g u i n t e s : 

$ = ± [ ( a — b) + (c — d ) + etc.], 

í = ±: [ o — (6 — c) — (d — e) — e tc . ] . 

C o m o , por h y p o t h e s e , os t e r m o s a, b , c , . . . . vão d e c r e s c e n d o , t odas 
as q u a n t i d a d e s e n t r e p a r e n t h e s i s s3o p o s i t i v a s : logo , pela 1 .* f ó r m u l a , v ê - s e 
q u e & t e m o m e s m o s i g n a l q u e ± a ; c pela 2 . a , q u e o valor n u m é r i c o de 
S 6 <a. O r a , t o m a n d o um t e r m o a assaz d i s t a n t e , s e r í t a m p e q u e n o c o m o 
se q u i z e r ; e por c o n s e g u i n t e o m e s m o d i r e m o s , a fortiori, do e r r o L o g o 
a s e r i e d a d a é c o n v e r g e n t e 

A s s i m a s e r i e 

, 1 1 1 

é c o n v e r g e n t e , pos to q u e o n3o se j a q u a n d o todos os t e r m o s s3o posi t ivos . 
1 4 5 . Q u a n d o u m a s e r i e é c o n v e r g e n t e , e s o m m ú m o s u m c e r t o n u -

m e r o dos seus t e r m o s p a r a o b t e r u m va lor a p p r o x i m a d o d a s e r i e i n t e i r a , 
c o n v é m m u i t o o b t e r u m l i m i t e d o e r r o . Q u a n d o a s e r i e e s t á n o caso q u e 
c o n s i d e r á m o s n o T h e o r e m a I V , a c a b á m o s d e v e r , q u e o e r r o é s e m p r e 
m e n o r do q u e o 1." t e r m o dos q u e se d e s p r e z a m . A ú n i c a r e g r a g e r a l 
p o r é m q u e , pa ra o s o u t r o s casos , s e p ô d e d a r p a r a o b t e r e s t e l i m i t e , c o n -
s i s t e em c o m p a r a r a s e r i e a s s i m c o m o se fez n o s T h e o r e m a s I e I I , c o m 
u m a p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a d e c r e s c e n t e ; e q u a n d o s e t i ve r r e c o n h e c i -
d o , q u e , p a r a n d o n ' u m c e r t o t e r m o , d i m i n u e m o s t e r m o s s e g u i n t e s d a 
s e r i e m a i s r a p i d a m e n t e q u e o s c o r r e s p o n d e n t e s da p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a , 
p o d e r e m o s c o n c l u i r , q u e o e r r o é i n f e r i o r á s o m m a dos t e r m o s da p r o g r e s -
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são. P o r e x . ° n a s e r i e 

x x Xn 

i+T+TZT + 1 1 . 2 1 . 2 . . n ' 

no qua l o t e r m o em a " + 1 se f ó r m a m u l t i p l i c a n d o o p r e c e d e n t e por x e 
d i v i d i n d o - o por n + 1: se t o m a r m o s n t a l , q u e se j a x <n + 1 , t e r e m o s 
a c e r t e z a de q u e os t e r m o s da s e r i e 

x' 
1 2 . . 1.2 n (n + 1) 

+ e tc . 

d e c r e s c e r ã o m a i s r a p i d a m e u t e , q u e o s d e u m a p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a , 
x 

c u j o 1 . ° t e r m o fosse o m e s m o q u e o d ' e s t a s e r i e , e a r a z ã o ^ —• L o g o 

se ha s e r i e p ropos t a t o m a r m o s por ú l t i m o o t e r m o em Xn"1 , o e r r o £ se rá 
m e n o r q u e a s o m m a d ' e s t a p r o g r e s s ã o ; e a c h a r e m o s 

(n + l ) s B 

1 . 2 . . n (n + 1 — x ) 

Series Recurrenles. 

1 Í 6 . T o d a a f r a c ç ã o r a c i o n a l , o r d e n a d a s e g u n d o a s po t enc i a s c r e s -
c e n t e s d e x , c u j o n u m e r a d o r N s e r e d u z i u a se r d e u m g r á o m e n o s e l e -
vado q u e o do d e n o m i n a d o r D, e á q u a l p o d e m o s s e m p r e d a r a f ó r m a 

N _ a + bx + e x 1 + . . . . hxl~l 

F ~ 1 + ax + êx2+ Ox' ' 

pôde d e s e n v o l v e r - s e po r m e i o d a d iv i são n ' u m a s e r i e inf ini ta 
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A + B a ; + C x " + 

por isso q u e , d o p rocesso d a d i v i s ã o , n ã o p o d e m r e s u l t a r p a r a o q u o c i e n t e 
p o t e n c i a s n e g a t i v a s n e m f r a c c i o n a r i a s de x . 

E m loga r p o r é m d e d e t e r m i n a r m o s o s coef f i c ien tes A , B , C , . . . . 
pe la d i v i s ã o , p o d e m o s u s a r c o m p r e f e r e n c i a d o m e t h o d o d o s coef f ic ien tes 
i n d e t e r m i n a d o s q u e põe em ev idenc i a a lei d ' e s t e s coef f ic ien tes . 

C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o a f r a c ç ã o 

e p o n h a m o s 
1 -f- ax 

= A + B x + C x 1 + 
1 + ax 

M u l t i p l i c a n d o a m b o s os m e m b r o s p o r 1 + ax , v e m 

a = A + B I x + C X i + D X 3 + 
+ A a I + B a + C a + 

d ' o n d e r e s u l t a m , c o m p a r a n d o s e p a r a d a m e n t e o s t e r m o s e m q u e e n t r a m 
p o t e n c i a s e g u a e s d e x , a s e q u a ç õ e s 

o = A , B + A a = O , C + B a = O , e t c . 

q u e d ã o 

A = o , B = — a \ , C = — a B , e t c . 

L o g o , s e m u l t i p l i c a r m o s um coe f f i c i en t e q u a l q u e r por — a o b t e r e -
m o s o s e g u i n t e ; o u , p o r o u t r a s p a l a v r a s , c a d a t e r m o d a s e r i e é o p r o -
d u c t o do t e r m o p r e c e d e n t e p o r — a x . N ' e s t e caso po is a s e r i e é u m a 
s i m p l e s p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a . 
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P a s s e m o s a g ó r a á f r a c ç ã o 

261 

a + bx 
1 + a x + P x 2 * 

P o n d o d o m e s m o m o d o 

a + bx 
= . A + B x + C x 2 + 

1 + a x + p x 2 

e m u l t i p l i c a n d o a m b o s os m e m b r o s por 1 + a r + P x 2 , a c h a r e m o s 

a + bx = A + B x + C x 2 + D s 3 + 
+ ;A« + B a + C a + 

+ A p + B p + 

e depo i s 

A = a , B + A a = b , C + B a + A p = 0 , D + C a + B p = 0 , e t c . 

d o n d e s e d e d u z e m 

A — a , B = & — A a , C = - A p — B a , D = — B p - C a , . . . . 

L o g o , do 3 . ° t e r m o em d i a n t e , c a d a c o e f f i c i e n t e é a s o m m a dos d o u s 
p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e p o r — p e — a ; o u cada t e r m o 
da s e r i é é a s o m m a d o s d o u s p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e 
p o r — p x 2 e — a x . 

S e p u z e s s e m o s a i n d a 

a + bx + c x 2 

= A + Bx + C x 2 + D x s 

1 + a x + P x 2 + y x 

v e r í a m o s pe lo m e s m o t h e o r , q u e q u a l q u e r t e r m o , d o 4 . ° e m d i a n t e , s e 
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c o m p u n h a dos t r e s p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e po r — y x " , 
— (3x 2 , — a z . 

P o r o n d e f i n a l m e n t e s e p ô d e c o n c l u i r , q u e e m g e r a l u m a f r a c ç ã o 
d a f ó r m a 

a + bx + ex1 + Jixi-1 

1 + ax + ( i x 2 + + i r ' - 1 + Ox1 ' 

d e v e g e r a r u m a s e r i e , c a d a t e r m o d a q u a l , d o t e r m o t + 1 e m d i a n t e , 
se c o m p o r á dos i p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e p o r , — Ox1 

l i ' • • • • • • T1 } CCJCm 

C h a m a m - s e Recurrentes t o d a s as se r i es a s s im f o r m a d a s ; e Eschala de 
relação a r e u n i ã o dos f a c t o r e s r e s p e c t i v o s pelos q u a e s se d e v e m m u l t i p l i c a r 
m u i t o s t e r m o s consecu t ivos pa ra s e o b t e r o t e r m o s e g u i n t e . P o r e x . ° , o s 
senos e cosenos d"a rcos e q u i d i f f e r e n t e s , e as s o m m a s d a s po t enc i a s d a s 
r a i z e s d a s e q u a ç õ e s f o r m a m se r i e s r e c u r r e n t e s . 

147. Dada a serie recurrente e a eschala de relação é fácil achar 
a fracção generatriz. 

C o m e f f e i t o , s e j a 

S = A + Bx + C x 2 + 

a s e r i e d a d a , e s u p p o n h a m o s p r i m e i r o pa ra f ixar i d ê a s , q u e a e scha la de 
r e l a ç ã o é [ p x 3 , g x 2 , r x ] . C o m o e s t a e s c h a l a c o n t é m t r e s t e r m s o , a 
f r a c ç ã o g e n e r a t r i z s e r á d a f ó r m a 

a + bx + e x 2 

1 + ax + ( 5 x 2 + y x s ' 

c u j a e scha la d e r e l a ç ã o , s e g u n d o v i m o s , é [ — y x \ — p x 2 , — a z ] . T e -
r e m o s p o i s , c o m p a r a n d o , 

a = — r , p = — q , Y = - P ; 

e só r e s t a r á d e t e r m i n a r as q u a n t i d a d e s a , b, c . P a r a isso p o r e m o s 
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a + bx -f- c x* 
= A + B x + C x 1 + e t c . , 

1 — rx — qx2 — p x 2 

d ' o n d e r e s u l t a , a t t e n d e n d o s ó m e n t e aos I r e s p r i m e i r o s t e r m o s , 

a + bx + CX1 = A + B 
— A r 

x + C X i . 
— B r 
- A q 

C o m p a r a n d o a g o r a o s coef f ic ien tes d a s d i f f e r e n t e s p o t e n c i a s d e x , d e t e r m i -
n a r e m o s a, b, c , e o b t e r e m o s finalmente a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z 

S = 
A + ( B — A r ) x + (C — B r — A g ) x2 

i — r x — qx2 — px 

E r a g e r a l , s e d e s i g n a r m o s po r A 0 , A 1 , A 2 A „ o s coe f f i c i en tes 
successivos da s e r i e r e c u r r e n t e , e" por p f , p2 , p, pn os coe f f i c i -
e n t e s de oc | co j oc f • • • • • • na e scha la de r e l a ç ã o , s e r á 

A0- t-(A,— A f p , ) x + ( A 2 — A , P 1 - A 0 P 1 ) x2+.. ( A , , - ! — A „ - 2 p , — A „ _ 3 p 2 . . — A ^ - . b " - ' 
1 — P i X PiXi-I- — f n l " 

P o r e x . ° n a s e r i e 

S = l + x + 2 x 2 + f x J + 

cu ja escha la d e r e l a ç ã o é [ — x 2 , ^ x ] , t e m o s 

A 0 = 1 > A 1 = 1 , A 2 = 2 , P 1 = - i , p 2 = 1 , p , = £ ; 

e por c o n s e g u i n t e s e r á 

S = . 
1 + l x + i x ^ 

1 - J X - X 1 - I - ^ X 3 ' 
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1 4 8 . Para achar o t e r m o g e r a l T, isto e, o termo de serie recur-
rente, que tem n antes de si, p r o c u r a r e m o s d e c o m p o r a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z 
e m f r a c ç õ e s s i m p l e s , cu jos d e n o m i n a d o r e s s e j a m o s f a c t o r e s d o I . 0 g r á o 
d o d e n o m i n a d o r d a f r a c ç ã o p r o p o s t a . 

S e j a pois 
A + Bx + Cx*+ (1) 

a s e r i e r e c u r r e n t e , c u j a e s c h a l a da r e l a ç ã o é d a d a , e q u e t e m po r f r a c -
ç ã o g e n e r a t r i z 

_ a + bx+cx2+ +tx'~l 

~~ 1 + OiX + P®"+ ..OJi ' * ' 

M u d a n d o no d e n o m i n a d o r de ( 2 ) x em — , e e g u a l a n d o a ze ro , t e r e m o s 

de r e s o l v e r a e q u a ç ã o 

y< + gy-* + + 9 = 0. 

I . 0 S u p p o n d o q u e s ão d e s i g u a e s as r a i zes k , k!, k", A w 

d e s t a e q u a ç ã o , t e r e m o s 

y i + a y ' - > + g y - — . . . . + ô = ( y — k ) ( y — k')[y — k"). . ( y - * « ) , 

p o d e n d o e s t a s r a i z e s s e r r e a e s o u i m a g i n a r i a s , r a c ionaes o u i r r a c i o n a e s , 

u e g a t i v a s ou ze ro . R e p o n d o — por x\ v i rá 
y 

1 + xx +? s2+.. +9s'.. = (t ~kx) (1 —k'x) (1 — k"x)... . (1 —k^x); 

e po r c o n s e g u i n t e t e r e m o s 

F _ K , , K " , " K W 
1 —kx + 1—k'x ^ í—k"x ~ 1—kxU [ 1 

d e t e r m i n a n d o o s coe f f i c i en tes K , K ' , . . . . R W pelo m e t h o d o d e p a g . 2 Í 4 . 
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P o d e n d o cada u m a d ' e s t a s i f r a c ç õ e s c o m p o n e n t e s de F d e s i n t o l v e r - s e 
n ' u m a p rogres são g e o m e t r i c a , a s e r i e ( I ) s e r á a s o m m a , t e r m o por t e r m o , 
d ' e s t a s p r o g r e s s õ e s ; e por c o n s e g u i n t e o t e r m o g e r a l T s e r á a s o m m a dos 
seus t e r m o s g e r a e s , ou 

T = (Ek"+ K ' * ' - + KW*") x" ( 4 ) . ' 

L o g o , para achar o lermo geral T da serie recurrente proposta, e de-
compor esta serie em progressões geomelricas de que ella seja a somma , 
devemos: egualar a zero o denominador da fracção generalriz ; mudar nella 

x em — ; e buscar as raizes k, k ' , k " , k^ da equação 
Y 

y ' + « y - 1 + ê y ' - 1 + L 1 = O . 

Estas raizes, tomadas com signal cmlrário , s e r ão os factores de x nos 
denominadores das fracções componentes ( 3 ) ;. e as razões das progressões 
serão k x , k ' x k ^ x . Determinando por f im os numeradores K , 
K ' , KW teremos lodos os elementos para calcular T pela fórmula ( 4 ) . 

A p p l i c a n d o es ta r e g r a a o e x . ° d o n . ° p r e c e d e n t e , t e m o s 

1 + ± x + í x z 

-X X + ^ x 

* 3 

1 +X 

L o g o a s e r i e 1 + x+ 2 j c 2 -f f x3 + cu j a e scha la de r e l a ç ã o é 
( — ^ x 3 , X 2 , j a ] t e m por t e r m o g e r a l 

Se a e q u a ç ã o 

y'+oy'-1 +W* + . . . . 6' = O, 
3 4 
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I ive r r a i zes e g u a e s , i s to é , Tactores da f ó r m a g e r a l (y — r)', é n e c e s s á r i o 
i n t r o d u z i r n a e q u a ç ã o ( 3 ) , a l é m d a s f r a c ç õ e s c o r r e s p o n d e i tes aos f a c t o r e s 
d e s e g u a e s , o u t r a s f r a c ç õ e s d a f ó r m a (v . p a g . 2 i 6 ) 

L W L w n i 
( l - r x ) < + (/ — rx/~> ( I — rxf + 7=77" '' ^ 

M a s , pe la f ó r m u l a do b i n o m i o , l e m o s 

• toKlItfl • -ilVlWUfU* CUtiW *\ nl ^t VsiVllinmtttt1!n r-, - • it\tr- 1 

Z -I- t / 4 - 1 / 4- 2 

L ( 1 _ rx)-' = L ( 1 +Jrx + / - L - r 1 X 2 + / — . r V + . . . . ) , 

c u j o t e r m o g e r a l t é 

. . t & i S i ^ + ' ) - ; - ^ + ' - ' ) , . , , , „ 
1 . ú • O . . . V . . t 1 

logo p a r a o b t e r o l e r m o g e r a l T d a s o m m a d e t o d a s a s f r a c ç õ e s ( 5 ) , d e -
v e m o s f aze r s u c c e s s i v a m e n t e / = 1 , / = 2 , / = 3 , e s o m m a r ; 
o q u e dá 

T = | L » + L W { n + , ) + L ^ > ( n + 1 ) n - ± Í +LW (n+1) Í 2 ± S 

, U Ê ; J Ji ob 6Í0(l0 • . , ao -' S. ' l • n <•• • 

A s s i m n a s e r i e r e c u r r e n t e 

. 7 9 4 9 s 7 3 , 
- i + - x + Tx*+Tx*+-x>+ 

cu j a escl ia la d e r e l a ç ã o t [ ^ - x * , — x > x J * 
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t e m o s 

A . M 5 1 I 1 ^ 1 + 0X X X 5 » 1 -i 
4 '. \ t 1 

i 3 1 

j 3 i , , 3 , i . j i 1 x x 4 - X X4 1 X 
1 + X (1 — X1 '1 ~ 1 — X 

« por c o n s e g u i n t e 

ec m»T • 

T = 

usando do s igna l ip c o n f o r m e for n par ou i m p a r . 
1 4 9 . Os f ac to re s c o n s t a n t e s K , R 1 , KW p o d e m o b t e r - s e 

s e m r e c o r r e r á d e c o m p o s i ç ã o e m f r a c ç õ e s . P o r q u a n t o , s e n d o c o n h e c i d o s 
o s t e r m o s in i r i ae s A + R x + C x i + . . . . d a s e r i e ( 1 ) , b e m c o m o a s ra izes 
A, k',.. . . AW, se fizermos s u c c e s s i v a m e n t e n = 0 , H = I , n = 2 
n a e x p r e s s ã o ( i ) d e T , r e p r o d u z i r - s e - h ã o e s t e s t e r m o s s u c c e s s i v o s , is to é 

A = K + K ' + . . K W , R = K A + K ' A ' + . . K W / W , C = K k 2 + K 7 A l i + . . RWAW i . . 

No caso das ra izes k , k',. . . . s e r e m d c s e g u a e s , p o d e m o s e s t a b e l e c e r por 
e s t e m o d o t de s t a s e q u a ç õ e s , q u e nos s e r v i r ã o para d e t e r m i n a r i c o n s -
t a n t e s A , A ' , . . . . , q u e n ' e l ! as e n t r a m n o l .° g r á o . 

I i no caso de c o n t e r o d e n o m i n a d o r de F f a c t o r e s e g u a e s da fó rma 
( I — r x f , e x i s t i r ã o , a l é m dos t e r m o s KA", K ' A ' " . . c o r r e s p o n d e n t e s aos 
f ac to res d e s e g u a e s , o u t r o s c u j a s o m m a se c o m p r e h e n d e na e q u a ç ã o ( 6 ) f a -
zendo / = 1 , / = 2 , / = 3 ; e é e v i d e n t e q u e e s t e s ú l t i m o s t e r -
mos se e n c e r r a m na e x p r e s s ã o 

( a ' + ò ' n + t V + f inx", 

sondo a', b\ c' f ' q u a n t i d a d e s d e s c o n h e c i d a s , q u e se p o d e m o b t e r 
pelo m e t h o d o p r e c e d e n t e , f o r m a n d o t a n t a s e q u a ç õ e s q u a n t a s são a s i n d e -
t e r m i n a d a s . 
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E x e m p l o s : 

1 . ° T o r n a n d o ao e x e m p l o dos d o u s n . ° ' p r e c e d e n t e » f t e m o s n e l les 
fc' = — 1 , = e 

F a z e n d o n = 0 , n = i , n = 2 , e c o m p a r a n d o c o m o s t e r m o s r e s p e c t i -
vos da s e r i e 1 + x + 2x2.... v e m as e q u a ç õ e s 

K + K ' + K w = > - 1 , K — K ' + i K " = 1, K + R ' + i R" = 2 , 

d ' o n d e s e d e d u z 

q u e dá p a r a T o valor a c h a d o p r e c e d e n t e m e n t e . 
2.® A s e r i e r e c u r r e n t e 

3 9 
3 + 6x + — Xi + 

4 

cuja f r a c ç 8 o g e n e r a t r i z é 

6 (2 —2x — x2) 
4 — 1 2 x -j- 9 x 2 — 2 x 3 * 

d á 
0 = y'~ 3y'+ \y - i = (y - 2 ) ( y -

K 
A f r a c ç ã o r e s u l t a n t e d o f a c t o r y—2 é - — — , c u j o t e r m o g e r a l é K . 2 V . 

1 JiOC 
As c o r r e s p o n d e n t e s a (JI — d ã o 
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e por c o n s e g u i n t e 

T = [ 2 » X + ( ! ) " ( « ' + b ' n ) > 

2 6 9 

F a z e n d o n = 0 , 1 , 2, v e m 

3 = K+ a ' , 6 = 2K + i a ' + i 6 ' , ^ = + + 

logo K = 2 , o ' = t , 6 ' = 3 , T = a - ^ 2 H - I + l ± ^ i y 

I o O . P a r a a c h a r a somma d'um determinado numero de termos 
consecutivos d'uma serie recurrente , p r o c e d e r e m o s da s e g u i n t e m a n e i r a . 

S u p p o n h a m o s q u e a e s c h a l a d e r e l a ç ã o t e m t r e s t e r m o s , q u e d e s i -
g n a r e m o s s i m p l e s m e n t e pe l a s l e t r a s p , q , r ; e s e j a m 

A + B + C + D + + K + L + M + N 

o s t e r m o s d a s e r i e , c u j a s o m m a s e p e d e . 
P e l a n a t u r e z a d a s e r i e t e m o s 

D = Ap+ Bq+ C r 

E = Bp+ Cq+ Dr 

N = Kp +Lq+ M r . 

v 

S o m m a n d o es ta s e q u a ç õ e s v e m 

( D + E + . . N ) = ( A - f - B + . . . K ) / > + ( B + C + , L ] } + ( C + D h . M ) r . 
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D e s i g n a n d o pois por S a s o m m a p e d i d a , a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e t o r n a r - s e - h a 

§ • — A — B — C = ( S — L - M - N ) j » + ( S — A — M — N t y + ( S — A — B — N ) r ; 

d o n d e se d e d u z f a c i l m e n t e 

_ A + B + C — r ( A + B i N ) — q ( A + M + N j - p Ç L + M + N l 
I —r — p — q. 

Se t ives<emo<, por e x . ° , u m a s e r i e r e c u r r e n l e , c u j a escha la de r e l a ç ã o c o n -
t ivesse I res t e r m o s , e na qua l s e n d o 1 , 2 , 3 , os t r e s p r i m e i r o s l e r m o s , 
fosse o 4 . ° e g u a l ao d o b r o do 3 o ma i s a s o m m a dos dous p r i m e i r o s ; o 
o>° egua l ao d o b r o do 4 . ° ma i s a s o m m a do 3 . ° e do 2 . ° ; e ass im pe r 
d i a n t e : s e r á o d e s i n v o l v i m e n t o d ' e s t a s e r i e 

1 , 2 , 3 , 9 , 23 , 5 8 , 1 4 8 , 3 7 7 , 9 6 0 , 2 Í 4 5 , 6 2 2 7 

P a r a o b t e r a g o r a a s o m m a dos onze p r i m e i r o s l e r m o s , f a r í a m o s na f ó r -
m u l a d e c i m a 

A = I 1 B = 2 . C = 3 , p = 1 , < ? = 1 , r = 2 , N = 6 2 2 7 , M = 2 l i 5 , L = O G O , 

o que d a r á 

0 — 2 x 6 2 3 0 — 8 6 7 3 — 9 6 3 2 „ 
S — — • = 1 0 2 5 3 , 

1 5 1 . T e r m i n a r e m o s a t h e o r i a das se r i e s r e c u r r e n t e s , e x i m i d o o 
m e t h o d o de L a g r a n g e para r< conhecer se uiva seria dada é r, currcnie. 

Se^a a >er ie d a d a 

S = A + Bx + C x 2 + D x 1 + e t c . 
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I n d a g u e m o s se e l l a p o d e r á p rov i r d ' u m a f r a c ç ã o da f ó r m a - — j e p o -

n h a m o s S = . D ' a q u i r e s u l t a 
1 + a x 1 

1 _ 1 + a c _ i a 
S a a a 

logo n ' e s t e caso o q u o c i e n t e de 1 pela s e r i e S d e v e r á s e r e x a c t o e da 
f ó r m a p + ç x ; e a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z s e r á 

S = ' 
p + qx 

Se a divisSo n ã o t e r m i n a r no 2 . ° t e r m o , a s e r i e n ã o se rá r e c u r r e r i t e , 
o u p r o v i r á d ' u m a f r a c ç ã o m a i s c o m p l i c a d a . 

a + bx 
P o n h a m o s S = - 7 ; t e r e m o s 

1 -f ax + px' 

1 1 + a r -f Sx2 a'x2 

-P + qx + S a + bx a + bx 

L o g o se d i v i d i r m o s 1 po r S , e p a r a r m o s nos l e r m o s da f ó r m a p - ) - qx, 
o r e s l o s e r á d i v i s i \ e l p o r x2. D e s i g n a n d o por S 1 ^ f ' e s t e r e s t o , q u e se rá 
uma s e r i e d a f ó r m a 

. A j X i + B t x 3 + C, X t + e t c . , 

t e r e m o s 
1 , , S 1 X 2 a 1 X 2 

= p x + ç x - f -!— = p + qx + 
S S a+bx 

d onde se d e d u z 
a' 

S 1 - « + ô x ^ ' + 9 ^ 
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i s to ó , d e v e a d iv i são t e r m i n a r t a m b é m no 2 . " t e r m o ; e t e r e m o s , p a r a acha 
a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z , as d u a s e q u a ç õ e s 

1 S S 
- + J - ® \ - = P 1 + 

d o n d e se t i r a 

! 
x 

P + qx+ — 
v -Vq x 

e por c o n s e g u i n t e a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z se rá 

s __ , 
[p+qx) [Pl ^qlX)+ x2 

S u p p o n h a m o s q u e o q u o c i e n t e de S po r S1 n ã o é a i n d a p, + qtx 
se a s e r i e for r e c u r r e n t e , s e r á d ' u m a o r d e m s u p e r i o r á s e g u n d a . E x a m i 
l i emos s e p o d e r á s e r 

/ S = -
a + bx + Cx2 

! + a r + ( 5 x ' 2 + y . z 3 

d onde se d e d u z 

1 a ' + b'x 
— = p + qx-{ — j 
í> a + bx + cx 

x 

N ' e s t e c a so o q u o c i e n t e de 1 por S , pas sados os l e r m o s p + qx 
d e v e d a r no r e s t o u m a s e r i e , cu jo s t e r m o s c o n t e r ã o todos X 2 ; e se de s igna r -

9 j S. a'+b'x 
uios e»le r e s t o por ..-», x , d e v e r e m o s t e r —-S a + bx + cx1 
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E s t a c g u a l d a d e d á 

2 7 3 

a " 

l o g o , d e s i g n a n d o p o r S 2 X 3 a s e r i e q u e a p p a r e c e d e r e s t o depo i s dos t e r -
S a" 

m o s V1 + q,x, d e v e r e m o s t e r = — — — — . 
' ' S 1 a ' + b x 

D es ta ú l t i m a e q u a ç ã o d e d u z - s e 

S 1 
= P , + ff,*; 

e c o m o a s o p e r a ç õ e s d e v e m t e r m i n a r a q u i , t e r e m o s p a r a r e v e r t e r á f r a c -
ç ã o g e n e r a t r i z , as e q u a ç õ e s 

1 S 1 , S S 1 S 1 
^=p+qx + -^-x2,-=pl +qix + -^x2,-^-=p< + g2x, 

d o n d e se d e d u z e m 

1 S 1 I S l 
S = 

p + qx + ^-x2 S Sl P*+q*X 

i 

F e i t a s a s s u b s t i t u i ç õ e s c o n v e n i e n t e s , f o r m a - s e c o m f a c i l i d a d e a f r a c ç ã o 
egua l a S. 

V ê - s e p o i s , s e m s e r n e c e s s á r i o p r o g r e d i r m a i s , q u e a s o p e r a ç õ e s 
successivas pe las q u a e s se a c h a m os q u o c i e n t e s p + q x , p,+q,x, p2+q2x, e t c . , 
e s e r e v e r t e d e p o i s p a r a a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z , t e m u m a a n a l o g i a m a n i -
lesta cora a s o p e r a ç õ e s q u e i n d i c á m o s p a r a r e d u z i r u m a f r a c ç ã o o r d i n a r i a 
em f r a c ç ã o c o n t í n u a , e p a r a r e v e r t e r d e p o i s á f r a c ç ã o o r d i n a r i a ; e por 
JSSO as r e g r a s g e r a e s q u e d ê m o s p a r a e s t a s s o l u ç õ e s , s e a p p l i c a r ã o c o m f a c i -
l idade á r e s o l u ç ã o da q u e s t ã o q u e nos o c c u p a . Se a s e r i e f o r r e c u r r e n t e , 

35 
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( l evemos c h e g a r a u m a d iv i são q u e d a r á u m q u o c i e n t e e x a c t o d a f ó r m a 
p + qx. 

S u p p o n b a r a o s q u e s e q u e r s a b e r , s e a s e r i e dos n ú m e r o s n a t u r a e s 
1 , 2 , 3 , e t c . é , o u n á o , r e c u r r e n t e . E m vez d e s t a s e r i e n u m é r i c a , 
p o n h a m o s 

S = 1 + 2c + 3 x 2 + 4 x 5 + 

F a z e n d o a s o p e r a ç õ e s a c i m a i n d i c a d a s , t e r e m o s : 

Divisão de 1 por S. 

1 
I _ — 3 x 2 — 4 x ' — e t c . 

l + 2x + 3 x 2 + íx-3 

1 — 2 x 
— 2x2— 3 x 2 — 4 x 3 — 5 x 4 — e t c . 
+ 2x + 4 x 2 + Gx3 + 8 x * + e t c . 

' X 1 + 2x3 + 3 x 4 + e tc . = S 1 X 2 

Divisão de S por S 1 . 

1 + 2 x + 3 x 2 + 4 x 2 + e t c . j l + 2 x + 3 x 3 + 4 x 2 + e t c . 
_ 1 _ 3X — 3 x 2 — 4 x 3 — e t c . i 

O 

1 S S 
T e m o s po is - = .1 — 2x + x 2 , = t : 

d ' o n d e 

l _ 2 x + | x 2 S 
. 1 - = 1 , 

e p o r c o n s e g u i n t e 

S = ' 
1 — 2 x + x 2 ( . 1 — x f 
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Series exponenciaes e Inyarithmicat. 

2 7 5 

1 5 2 . P a s s a n d o agora a reso lver cm se r i e s as funcções transcenden-
tes , c o m e ç a r e m o s pela exponencial a*. P o n d o a — 1 + y , t e m o s , pela 
fó rmu la d o b i n o m i o , 

x — . 1 lx—J\(x—2).. ( a r — n + ! ) " . . . 
{\+y)<=\ + Xy+X-¥-y*+..+X(

 g
 H 3 . . . . . . „ V 

Como o ú n i c o t e r m o em q u e não e n t r a x é 1 , e todos os e x p o e n t e s de 
x são in te i ros e p o s i t i v o s , és ta s e r i e , o r d e n a d a s e g u n d o as po tenc ias a s c e n -
den te s d e x , será d a f ó r m a 

a'=I +kx+ Sxi+ Bx' . . . . + P a — ' +Qxn.... (!) 

P a r a a c h a r o t e r m o kx é necessá r io r e c o r r e r ao t e r m o g e r a l . O r a é e v i -
d e n t e q u e pa ra t o m a r ne l l e o t e r m o do p r o d u c t o em q u e x e n t r e só no 
p r i m e i r o g r á o , s ó s e d e v e m conse rva r o s s e g u n d o s t e r m o s dos f ac to res b i -
n o m i o s , r e s u l t a n d o ass im o p r o d u c t o 

xy. — Ix—2x x—(n—1) , x 
i — li" = ± li" — . 

1 . 2 . 3 n * n 

usando do s igna l + q u a n d o n for i m p a r , e do s igna l — q u a n d o for p a r . 
A r e u n i ã o de todos es tes p r o d u c t o s é e g u a l a kx, e po r c o n s e g u i n t e s e r á 

k 

e c o m o y = a 

, - I f + g f - ^ m 

1 , fica ass im d e t e r m i n a d o o coef f ic ien te k, 
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P a r a a c h a r o s o u t r o s coef f i c ien tes A , B , C , . . . . n o t a r e m o s , q u e 
es t a s c o n s t a n t e s n ã o d e v e m m u d a r de v a l o r , q u a n d o x s e t o r n a r em z 
e m ( 1 ) , s e n d o p o r i s s o , 

a * = = 1 + f a + A s 2 + B = 3 + C z 4 + . . . . + Q 2 -

S u b t r a h i n d o d ' e s t a a e q u a ç ã o ( 1 ) , e f a z e n d o z = x + t , v e m 

h- — a* — ax_. a'- — a* = a' (a' — 1) = (z — x) [£ + A (z + x ) 

+ B ( z 2 + zx + Xi) + Q (Zn-1 + z " - » x + Xm-' )....] 

O r a , c o m o pela e q u a ç ã o ( 1 ) é a ' — l = f t t + A t 2 + . . . , a m b o s o s m e m b r o s 
da ú l t i m a e q u a ç ã o são d iv is íve is po r i = z— x; logo 

a' [k + A i + . . . ) = k + A ( z + x ) + B ( s 2 + zx+ a 2 ) . + 

F a z e n d o a g o r a a a r b i t r á r i a t = O , ou z = x, e s u b s t i t u i n d o a* pe lo s e u 
v a l o r , d a d o na e q u a ç ã o ( 1 ) , a c h a r e m o s 

(1 + kx+Ax2+ B x 3 + . . P x " - 1 ) k = k + 2 A x + 3 B x ' + nQx— ..; 

d ' o n d e s e d e d u z 

2 A = * 2 , 3 B = AA , 4 G = kB n Q = AP < 

A ú l t i m a e q u a ç ã o m o s t r a ; q n e um coefficienle qualquer Q é egual ao pro-
ducto do precedente, multiplicado por k, e dividido pelo numero n que 
indica a sua ordem. 

S u b s t i t u i n d o os v a l o r e s de A , B , C v e m finalmente 

2 . 3 . . n 
krxr 

(A) 
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1 5 3 . A e q u a ç ã o ( 2 ) dá k em f u n c ç ã o de y , e po r c o n s e g u i n t e e ra 
f u n c ç ã o t a m b é m d e a . Q u e r e n d o p o r é m , d a d o k , a c h a r a , f a r e m o s x = l 
e m ( A ) , e v i rá 

a ^ t + f c + l p + J t f + " (3) 

As se r i e s (2) e ( 3 ) são o d e s e n v o l v i m e n t o da e q u a ç ã o , q u e e x p r i m e em 
t e r m o s finitos a l i g a ç ã o de a c o m I:, a qua l p a s s á m o s a d e t e r m i n a r . F a -
ç a - s e na s e r i e ( 3 ) fc = I , e d e s i g n a n d o por e o valor q u e t o m a e n t ã o a 
b a s e a , s e r á 

„ 1 1 t 
c = 2 -I 1 1 \-

2 1 2 . 3 2 . 3 . 4 

E s t e n u m e r o é fáci l d c c a l c u l a r , 
c o m o s e \ è e m f r e n t e , por isso q u e 
cada u m dos t e r m o s , pela n a t u r e z a 
da s e r i e , é e g u a l ao p r e c e d e n t e d i -
vidido s u c c e s s i v a m e n t e por 3 , 4 , 5 . . 
M a s por o u t r a p a r l e , s e n d o x u m a 
q u a n t i d a d e a r b i t r á r i a , p o d e m o s fazer 
kx=l em ( A ) , o q u e t o r n a r á o 
2 . ° H i e m b r o = C. 

2 , 5 
3 . " l e r m o 0 , 1 6 6 6 6 . 6 6 6 6 6 6 6 
4 . ° O O i l 6 6 6 2 6 6 6 6 6 

. 0 , 0 0 8 3 3 3 3 3 3 3 7 3 
6 . ° . , 0 . 0 0 1 3 8 8 8 8 8 8 8 8 
7 . ° 0 , 0 0 0 1 9 8 H 2 6 9 8 
8 . ° 0 , 0 0 0 0 2 4 8 0 1 5 8 7 
9 . ° 0 , 0 0 0 0 0 2 7 5 5 7 3 2 

¢ = 2 , 7 1 8 2 8 í 8 2 8 í - o U 
i 

T 
L o g o • a = e, ou c1 = a. 

Tal é a c q u a ç 3 o f ini ta q u e l iga k e a , e q u e m o s t r a q u e k é o loguruhmo 
de a , tomado no systema dc base e. 1 ' r e f e r e - s e e s t a b a s e e nos cá l cu los 
a l g é b r i c o s , p o r q u e o s t o r n a m a i s s i m p l e s ? c o m o t e r e m o s o c c a s i ã o d e 
o b s e r v a r . C h a m a m - s e logarithmos neperianos os q u e são l o m a d o s n ' e s t e s y s t e -
m a . D ' a q u i po r d i a n t e e x p r i m i r e m o s r e s p e c t i v a m e n t e pelos s i g n a e s l \ Log. , 
Iog., os I o g a r i t h m o s n e p e r i a n o s , os de q u a l q u e r b a s e a r b i t r a r i a b, e os de 
base 1 0 . 

T e m o s po i s 

k = Ia = logar. neperiano de a , sendo a bise e . . . . ( 4 ) 
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Xl „ X 3 X* , . = 1+ xla + — Pa + — Pa + - V a . . . . (A') 

Xi X3 X* 

+ W 

T o m a n d o os log. dos dous m e m b r o s da e q u a ç ã o a = tl, n ' u m s y s t e m a 
d e b a s e q u a l q u e i a r b i t r ã i i a 6 , v e m 

L o g . a = A" L o g . c ( o ) , 

d o n d e se d e d u z , po r s e r a = I + y, e p o n d o po r k o seu valor ( 2 ) , 

L o g ( l + y ) = L o g , ( y - - ^ f + 1 y 3 _ [ f + . . ) ( C ) . 

• * 

J u n c l a n d o L o g h a a m b o s os m e m b r o s , e f azendo /iy = z, s endo hez 
n ú m e r o s q u a e s q u e r , v e m 

L o g (/. + * ) = L o g / t + L o g e(±— ^ r + + e t c . ) . . ( D ) 

Q u e r e n d o passa r p a r a os l o g a r i t h m o s n e p e r i a n o s , L o g e m u d a - s e em Ie = 1, 
p o r s e r e n t ã o c a ba se (Aln. Elem. n . ° 15 5-, 1 . ° ) ; a e q u a ç ã o (C) t o r n a - s e 
pois c m 

« por c o n s e g u i n t e 

L o g ( H - y ) = L o g c x / ( 1 + y ) . 
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L o g o : para passarmos dos logarilhmos neperianos para os logarithmos toma-
dos num systema de base b, multiplicaremos os primeiros por L o g e 
í Alg. Elem. o . ° 1 5 6 ) . E s t e f a c t o r L o g e = = M , c o n s t a n t e p a r a cad. i s y s t e m a . 
é o q u e se c h a m a M O D U L O , e v e m a s e r olog. da base neperiana tomado 
num systema b, ou p a r a m e l h o r d i z e r , a unidade dividida pelo Iog. 
neperiano da base b. P a r a cada s y s t e m a o m o d u l o M t e m um valor p a r -
t i c u l a r , p o r q u e t e n d o e o va lor c o n s t a n t e = 2 , 7 1 8 2 8 . . . , o l o g . d e s t e 
n u m e r o só v a r i a r á c o m a b a s e b. 

T o m a n d o a por b a s e , a e q u a ç ã o ( 5 ) t o r n a - s e em 

Os dous f a c t o r e s M e A v a r i a m c o m a b a s e do s y s t e m a ; m a s t e m um p r o -
d u c t o c o n s t a n t e = l . A d i a n t e v e r e m o s a m a n e i r a de c a l c u l a r o m o d u l o M 
p i r a q u a l q u e r b a s e a . ( A T o í a - i . a ) 

1 5 \ . P a r a a p p l i c a r m o s a e q u a ç ã o (C) a o c a l c u l o d o Iog. d e u m n u -
m e r o , é n e c e s s á r i o t o r n a r a s e r i e c o n v e r g e n t e . A e q u a ç ã o ( C ) dá pela m u -
d a n ç a de y em — y , 

k L o g e = 1 , 

q u e dá 

la (6) 

L o g ( t - y ) = — M ^ f - y * + ^ / + . . . . ) ; 
1 1 

s u b t r a i n d o es ta e x p r e s s ã o d e ( C ) , r e s u l t a 

* ( ¾ ) = 2 ' ^ + 5 » ' + 4 » L o g + . . ) . . . ( E ) . 

S u p p o n h a m o s 
i+y 1 
l — y Z - 1' 

O p r i m e i r o m e m b r o t o r n a - s e em A = L o g z — L o g (= — 1 ) , i . ó , na d i f -
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2 8 0 ALGEORA SUPERIOR, 

f e r e n ç a dos log . consecu t ivos d e z e z — 1 . L o g o 

Conl i ec ido o m o d u l o M, f a c i l m e n t e se c a l c u l a m , e s e g u i d a m e n t e , os log. 
dos n ú m e r o s i n t e i ro s 2 , 3 , 4 , 5 por isso q u e e s t e valor da d i f f e r e n ç a 
A e n t r e e s t e s log. '6 m u i t o c o n v e r g e n t e , e o vae s e n d o c a d a vez m a i s á 
m e d i d a q u e z vai r r e s c e n u o . 

Se os l o g a r i t h m o s , q u e se t r a c t a d e f o r m a r , f o r e m os n e p e r i a n o s , M 
u u ^ L o g . e se t o r n a m cm Ze = 1 , e e n t 3 o m u i t o f a c i l m e n t e se ca lcu la A, 
e s e p ô d e c o m p ô r u m a t aboa de log . n e p e r i a n o s 

I i m q u a n t o ao valor de M e x p r e s s o pela e q u a ç ã o ( 5 ) , d e d u z - s e do 
c a l c u l o de Z a , ou do log. neperiano da base a. 

S e for , por e x . ° , a = 1 0 : f a r e m o s 
n a equaç.3o ( F ) , M = I , d e p o i s 
z = 2 ; t e r e m o s A = Z 2 ( p o r s e r Z I = O ) ; 
o d o b r o de Z2 é I l : depo i s z = 5 d a i á 
/ 5 , e o b t e r e m o - p o r f i m Z10. F a z - s e o 
t á l c u l o s e g u n d o o t y p o c m f r e n t e . D i -
v i d e - s e depo i s 1 p o r Z I O : e e a c b a - s e 
po r es ta f ó r m a 

Z 2 = 0 , 6 9 3 1 4 7 1 8 0 3 6 
l í = 1 , 3 8 6 2 9 4 3 6 7 7 2 

A para z — S . . 0 , 2 2 3 1 4 3 5 5 1 3 1 

Z 5 = 1 , 6 0 9 4 3 7 9 1 2 Í 3 
Z 2 = 0 , 6 9 3 1 4 7 1 8 0 5 6 

ZIO = 2 , 3 0 2 5 8 5 0 9 2 9 8 

M = 0 . 4 3 4 2 9 4 8 3 1 9 0 3 2 5 1 8 2 7 6 5 , 

log. M — 1 , 6 3 7 7 8 4 3 1 1 3 0 0 5 3 6 7 7 8 1 7 

C o m p l . = 0 , 3 6 2 2 1 5 6 8 8 6 9 9 4 6 3 2 2 1 8 3 

¢ = 2 , 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9 0 i 5 2 5 5 3 6 . 

Se 3 fosse a b a s e do s y s t e m a , o b t i d o o valor d e Z 2 , f u r * s c - h i a s = 3 , 
e v i r ia l í = 1 , 0 9 8 6 1 2 2 9 ; f i n a l m e n t e 

M = I : Z3 = 0 , 9 1 0 2 3 9 2 . 
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I d e n t i c a m e n t e p a r a a b a s e 5 

M = I : / 5 = 0 , 6 2 1 3 3 4 9 . 

D e p o i s d o q u e t e m o s e x p e n d i d o , t o r n a - s e fác i l a f o r m a ç ã o d a t a b o a 
d o s log . de B r i g g s e C a l l e t . A b a s e é a = 1 0 ; o va lor de M a u g m e n t a a c o n -
v e r g ê n c i a d a s e r i e ( F ) ; q u a n d o z passa d e 1 0 0 , p ô d e d e s p r e z a r - s e o s e -
g u n d o t e r m o , e o p r i m e i r o 6 su f f i c i en t e p a r a d a r A c o m 8 d e c i m a e s . É 
n e c e s s á r i o p o r é m c a l c u l a r a i n d a m a i s 2 ou 3 a l g a r i s m o s , a l é m d ' a q u e l l e s 
q u e se p e r t e n d e c o n s e r v a r , a f im de e v i t a r a a c c u m u l a ç à o dos e r r o s ; e é 
c o n v e n i e n t e t a m b é m o c o m e ç a r a c a l c u l a r d e s d e z = 1 0 0 0 0 , p o r i s s o q u e 
o s log . i n f e r i o r e s f a c i l m e n t e s e d e d u z e m d o s o u t r o s . L o g o q u e z e x c e d e 

M 
1 2 0 0 p o d e m o s d e s p r e z a r 1 e m c o m p a r a ç ã o d e 2 z , e s u p p ô r A = . 

Z 

P o r e x e m p l o , z = 1 0 0 0 1 d á A = 0 , 0 0 0 0 4 3 4 2 5 ; e por c o n s e g u i n t e 
log 1 0 0 0 1 = 4 , 0 0 0 0 4 3 4 2 5 , S e for z = 9 9 8 5 7 , t e r e m o s A = 0 . 0 0 0 0 0 4 3 4 9 , 
q u a n t i d a d e q u e é n e c e s s á r i o a j u n c t a r a o log 9 9 8 5 6 = 4 , 9 9 9 3 7 4 2 , p a r a t e r 

I ) e v e n o t a r - s e m a i s q u e o s log . c o n s e c u t i v o s t e m u m a d i f f e r e n ç a c o n -
s t a n t e e m u m a c e r t a e x t e n s ã o d a t a b o a ( A r i t h . p . 1 1 9 ) , e p o r c o n s e -
g u i n t e b a s t a c a l c u l a r A d e c e r t a e m c e r t a d i s t a n c i a . P ô d e v e r - s e q u e d e 
z = 9 9 8 4 0 e z = 9 9 8 6 0 r e s u l t a o m e s m o n u m e r o A q u e a c i m a a c h á m o s , 
e por c o n s e g u i n t e no i n t e r v a l l o d ' e s t e s d o u s n ú m e r o s z , A é c o n s t a n t e se 
AOS l i m i t a r m o s a 9 l e t r a s de d i z i m a . 

A s e r i e ( E ) é pouco c o n v e r g e n t e p a r a o s n ú m e r o s p e q u e n o s 2 , 3 , 5 . . . 
E i s a q u i c o m o d ' e l l a usa B o r d a ( T a b k a u J,e log. dccimales): 

log 9 9 8 5 7 = 4 , 9 9 9 3 7 8 5 . 

»» m — n 
f e u p p o e i — , o u y = 1 • 1 — y n m + n 

G L o g — = 2 M 
n 

m — n 
m + n 
3 6 
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Taf é a d i f fe rença e n t r e os log . de d o u s n ú m e r o s tn e « e x p r e s s a n o i m a 
ser ie m u i t o c o n v e r g e n t e , p r i n c i p a l m e n t e q u a n d o m e n s3o g r a n d e s e 
pouco d i f f e r en t e s . S e n d o por e x e m p l o m = 1 0 1 , e n= 1 0 0 , o I . 0 a l g a -
r i s m o s ignif ica t ivo do s e g u n d o t e r m o é a p e n a s da 8.® casa d e c i m a l , e p a s -
sado o n u m e r o 1 0 0 , p o d e m o s c o n t e n t a r - n o s c o m o p r i m e i r o t e r m o , s e 
c a l c u l a r m o s os log. só com 7 a l g a r i s m o s d e c i m a e s , e o b t e r e m o s a s s im a 
d i f f e r e n ç a e n t r e dous log. successivos* 

P a r a o s n ú m e r o s p e q u e n o s , B o r d a s u p p õ e 

m = ( p - í ) ' ( p + 2 ) , n = (p + l ) a ( p — 2) ,> 

o q u e d â 

TO —n = 4 , m + n = 2 p 3 — G p , 

e os log. n e p e r i a n o s 

2 l ( p ~ t ) + l(p + 2 ) — 2 l ( p + l ) - l ( p - 2 ) = 

{ 2 I- / 2 1 / 2 Y 
\p*—-3p+ 3 V p i - 3 p / + 5 y — 3 p ) + 

e fazendo succes s ivamen te p = 5 , 6 , 7 e 8, a c h a r - s e - h a 

Sia — 913 + 1 7 = S ( A + S - W + • • • • ) ' 

2 / 5 + 12 2 / 7 = 2 ( j j + j + . . . . ) ) 

4 / 3 ^ - 4 / 2 - / 5 = 2 + H t t t ) ' + • • • • ) 

2 / 7 + /S - 5 / 3 = 2 + i ( ^ ) 3 + . . . . ) • -

E s t a s se r i e s q u e c o n v e r g e m c o m m u i t a r a p i d e z , s3o fáce is d e calcular*, 
e d e d u z e m - s e d ' e l l a s c o n s e c u t i v a m e n t e os log . de 2 , 3 , 5 e 7 por m e i o 
d a e l i m i n a ç ã o e n t r e e s t a s q u a t r o equações d o í . ° g r á o . H a r o s l e m b r o u - s e 
d e s u p p ô r 

M = P * ( P + 5 ) ( p — 5 ) , n = ( p + 3 ) ( p — 3;) ( p + 4 ) (p — 4 ) 
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e o b t e v e p o r e s t e m e i o u m a s e r i e p r o c e d e n d o s e g u n d o a s p o t e n c i a s i m p a -
7 2 

r e s de — — - — ; , a qua l £ t ã o c o n v e r g e n t e , q u e d a n d o a p e n a s a p o 
pA—25/)+72 1 O i 

va lor 12 , o 2 . ° t e r m o só t e m o a l g a r i s m o s ign i f i ca t ivo na 9 . " casa 
d e c i m a l . C o n h e c i d o s o s log. d e p + 4 , p + 3 , p , p — 3 e p — 5 o b t e m - s e 
l o g o o log. de p + 5. 

Series Circulares. 

1 5 5 . P a r a desenvo lve r em s e r i e s as e x p r e s s õ e s sen x e cos x em 
o r d e m á s po tenc ia s c r e s c e n t e s d o a r co x , n o t e m o s q u e e s t a s s e i i e s n ã o 
p o d e m a d m i t t i r t e r m o s , e m q u e e n t r e x c o m e x p o e n t e n e g a t i v o o u f r a c -
c ionar io . P o r q u a n t o : 

1 . ° S e fosse p o s s i v e l , q u e n a s e r i e e n t r a s s e u m t e r m o d a f ó r m a 
h h 

P a r T = = P j / - x , r e s u l t a r i a m i va lores p o r c a d a a r c o , o q u e não p ô d e s e r , 
por q u e a q u a l q u e r a r c o não c o r r e s p o n d e m a i s do q u e um seno ou coseno . 

P 
2 . ° S e houves se u m t e r m o d e f ó r m a P x = - 7 - , a s e r i e s e t o r -

af 
nar i a inf in i ta p a r a x = O, o q u e é a b s u r d o , p o r q u e , c o m o se s a b e , 
n e s s e caso o seno t o r n a - s e em z e r o , e o coseno na u n i d a d e . P o r e s t a c o n s i -
d e r a ç ã o c o n c l u e - s e a l é m d i s s o , q u e na e x p r e s s ã o de sen x s ó d e v e m 
e n t r a r t e r m o s em q u e x s e ja f a c t o r , e q u e o t e r m o c o n s t a n t e , q u e e n t r a 
em cos x , d e v e se r a u n i d a d e . 

S u p p o n h a m o s pois 

s e n x = ax + 6 x * + c x 3 + 

c o s x = 1 + a!x + 6 ' x 2 + 
S6n 

D a 1.* e q u a ç ã o d e d u z - s e — — = O + b x + . . . . . . . ; m a s ( G e o m . A n . 
OC 

n.° 2 1 0 ) s a b e m o s q u e o l i m i t e d a r e l a ç ã o d o s e n o pa ra o a r co é = 1 ; 
f a zendo pois x = O , s e r á a = 1. 

Q u a n d o x se t o r n a n e g a t i v o , t a n t o o s e n o , c o m o o c o s e n o , c o n s e r -
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vara a s s u a s g r a n d e z a s , m u d a n d o p o r é m o seno d e s i gna l . O r a , s e n a s 
s e r i e s p r e c e d e n t e s m u d a r m o s x em — x , só m u d a r ã o de s i g n a e s os t e r -
m o s d a s p o t e n c i a s i m p a r e s ; por c o n s e g u i n t e é n e c e s s á r i o , que no desen-
volvimento de s en x entrem sómente lermos com expoentes impares, e no> 
de c o s x só os de expoentes pares. S e r á po is 

sen x = x + A x 1 + B x 4 + + M x a 4 - ' + N x * + 1 , 

cos X = 1 + A x 2 + B ' x 4 + CV + - f 

d e s i g n a n d o p o r t a o r d e m d o s t e r m o s . 

T r a c t e m o s a g o r a d e d e t e r m i n a r o s coe f f i c i en te s n u m é r i c o s 

A , B , C A ' , B ' , C' i 

S e n o b i n o m i o P cos x + Q sen x 

m u d a r m o s x e m x -f- h , p o d e m o s o b t e r o seu d e s e n v o l v i m e n t o e m o r d e m 
ás p o t e n c i a s de h de d u a s m a n e i r a s , q u e d e v e m d a r r e s u l t a d o s i dên t i cos • , 
o u d e s e n v o l v e n d o p r i m e i r o o b i n o m i o e m o r d e m a x , e m u d a n d o d e p o i s 
x em x + h; ou s u b s t i t u i n d o x po r x + /» , e p o n d o d e p o i s por s e n h e 
cos h os s e u s va lo re s em o r d e m a h. 

B e p r e s e n t a n d o o s d o u s r e s u l t a d o s po r 

• + |JA + Y^+ «'+1Vh +1A2+ 

d e d u z - s e 
« = « ' , P = P ' , Y = y , 

A 2 . * e q u a ç ã o ( 3 = [3', q u e c o r r e s p o n d e aos coef f i c ien tes d a I . * p o t e n c i a 
d e h , s e r v i r á p a r a r e s o l v e r a q u e s t ã o d e q u e t c a c l à m o s . P a r a a o b t e r : 
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1 . ° F a ç a m o s 

P cos x + Q sen x= P (1 + A ' x 2 + BV + + N a i i ) 

+ Q (x + A x 1 + B x i + + N a 2 ' ' + 1 ) . 

S u b s t i t u i n d o n ' e s t a e x p r e s s ã o x p o r x + h , e a p p r o v e i t a n d o s ó m e n t e 
o coe f f i c i en t e d e l i , i s to é , t o m a n d o a sua d e r i v a d a , a c h a r e m o s 

p = P ( 2 A ' x + 4 B ' x 3 + . . . . + 2< N x s i - ' ) 

+ Q ( t + 3 A x 2 + 5 B x 4 + . . + ( 2 » + 1 ) N a l i ) . 

2 . ° M u d e m o s P cos x + Q sen x 

e m P c o s ( x + / t ) + Q s e n ( x + f i ) = P ( c o s x c o s / i — s e n x s e n h ) 

+ Q (sen x cos h + cos x sen h). 

S u b s t i t u i n d o 1 + A ' I i 2 + . . . . p o r cos h, e h + Mi3 + . . . . po r sen h , 
ó e v i d e n t e q u e dos t e r m o s em q u e e n t r a cos h não r e s u l t a r á n e n h u m c o m 
a i . " p o t e n c i a d e h , e q u e po r isso v i rá logo 

p ' = — P s e n x + Q cos x . 

C o m o n a e q u a ç ã o P = r P ' e n t r a m o s c o e f f i c i e n t e s P e Q , q u e são q u a n -
t i d a d e s a r b i t r á r i a s , é n e c e s s á r i o (Alg. El. n . ° 1 2 0 ) , q u e a e q u a ç ã o se 
p a r t a e m d u a s r e s u l t a n t e s d a e g u a l d a d e dos coe f f i c i en t e s d a s d u a s a r b i t r á -
r i a s . S u b s t i t u i n d o pois cos x e s e n x pe los s e u s d e s i n v o l v i m e n t o s , r e s u l -
t a m a s e q u a ç õ e s i d ê n t i c a s 

2 A ' x + 4 B x 5 + 6 C ' x ' — . . + 2 £ N ' x 2 ' - ' = — x — A x 1 — B x v . . . - M x a f - ' , 

1 + 3 A x 2 + 5 B x 4 . . + ( 2 i + l ) N x l i = i + A ' x 2 + B ' x 4 + . . + N V ; 
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d a s q u a e s d e d u z i r e m o s , e g u a l a n d o t e r m o a t e r m o , 

2 . V = — 1 , 4 B ' = — A , C C ' = — B , . . . 2 i N ' = — M , 

3 A = A \ 5 B = B ' , T C = C ' ( 2 » + l ) N = N ' ; 

e depo i s 

A ' = - A = - ^ x , B ' = — , , C ' = 2 . 3 . 4 . 5 . 6 V 

S u b s t i t u i n d o o s va lo r e s d e A , B , C , . . , A ' , B ' , C ' , . . . o b t e r e m o s po r 
u l t i m o 

x3 X1 x1 X1'+* 

, a-1 x " ^ 

O s l e r m o s g e r a e s d ' e s t a s s e r i e s r e s u l t a m d e N ' = — — , e d e 
N ' 2 i " 

N = * 9 , e q u a ç õ e s q u e m o s t r a m c o m o o s coe f f i c i en t e s d ' u m a d a s s e -
r i e s s e d e d u z e m d o s d a m e s m a o r d e m d a o u t r a . E s c o l h e - s e p a r a e s t e s t e r -
m o s o s igna l + o u — , c o n f o r m e i é d a f ó r m a 2 0 o u 2 ) + 1 . 

1 5 6 . A s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s p o d e m s e r v i r p a r a a c h a r a s g r a n d e -
zas do s e n o e c o s e n o d ' u m a r c o , c u j o c o m p r i m e n t o é x , e o r a i o de c i r» 
c u l o a u n i d a d e . B e p r e s e n t a n d o po r 2 r ç a c i r c u m f e r e n c i a , t e r e m o s 

TZt t 
w: x :: 1 8 0 " : o n u m e r o t dc g r á o s do a r c o x = = — , s e n d o o 

1 8 0 p. 

i a l o r d e p., o q u e d i m o s n a . T r i g > t t . I I . p a g . 1 5 2 . 



a l g e b r a s u p e r i o r . 287 

Designando pois por t o numero de grãos d'um arco x, as fórmulas 
( G ) e ( H ) t o r n a m - f e e m 

s e n X= A t —• B i 3 + C t 4 , . . , cos x=l—A't2+B'í* 

c u j o s c o e f f i c i e n t e s s ã o d a d o s p e l o c a l c u l o s e g u i n t e ; 

log A = 2 , 2 4 1 8 7 7 3 6 7 5 9 
Iog B = 7 , 9 4 7 4 8 0 8 5 2 — 
I o g A W j T 1 8 2 7 2 4 7 3 9 5 — 
log B ' = 9 , 5 8 7 2 9 8 2 3 

Iog C = 1 1 , 1 3 0 2 0 5 5 9 
Iog D = F ? , 9 9 0 7 1 1 — 
Iog C ' = N - , 5 9 3 9 3 2 — 
Iog D = 1 9 , 3 2 9 * 9 8 

Iog E = 2 2 , 6 1 7 3 3 
Iog F = ^ 5 , 0 5 9 5 0 -
Iog £ ' = 2 5 , 8 5 9 0 1 -
Iog F ' = 3 0 , 0 2 2 l 9 

1 5 7 . P o r é m o q u e o r d i n a r i a m e n t e nos s e r v e n3o é o va lo r dos sen* 
e cos . , p o r é m s i m cs seus I o g a r i t h m o s . . S e j a S a d i f f e r e n ç a c o n s t a n t e d o s 
a rcos d a t a b o a q u e q u e r e m o s c o n s t r u i r ; u m a r c o q u a l q u e r í s e r á = r>&; 
logo 

s e n x = n $ ( 1 — j n 2 â \ . . ) , c o s x = t — ^ i r T + 

n'^ r ri^ 
l - a ç a m o s V = ^ 

n 6 
2 . 3 2 . . . . 5 

, S= 
rir 

2 2 . 3 . 4 . 

teremos s e n x = r § ( 1 — y ) , C o s x = I — s ; tomando 0 3 log. n u m s y s t e -
ma qualquer, cujo modulo é M (n*° 1 5 4 ) acba-se 

L o g s e n x = L o g r & — M ( y + i y 2 + l y\ ..), 

L o g cos x = — M (2 + f s ' ' + j s 3 . . . ) ; 

s u b s t i t u i n d o finalmente p o r y e z os s e u s v a l o r e s , v e m 

L o g sen x = L o g («&) M S 2 

2 . 3 4 . 5 . 9 9 2 . 5 . 7 
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L o g cos x = 
W 
2 

n — 
W S ' , R U ' 

n — 
3 , 4 9 , 5 

ri 

Se a b a s e dos log. for 1 0 , e s e , c o m o t e m logar nas l aboas d e C a l l e t , os 
a rcos da t aboa p r o c e d e r e m de 1 0 " em 1 0 " , £ será o c o m p r i m e n t o do a r c o 
d e 1 0 " , o u a 6 1 8 0 0 . ' p a r l e d a s e m i c i r c u m f e r e n c i a TC . T o m a n d o o s v a -
lo res de ir e M (n .° 1 5 9 , 15 S-) a c h a - s e era r e s u l t a d o das o p e r a ç õ e s , 

I o g s e n x = I o g £ - f l o g n — A n 2 — B n * . . , l o g c o s x = A ' r i — B V 

Q u e r e n d o , por e x . , c a l c u l a r o log. dos sen e cos do a r c o de 4 . ° » ou 
1 6 2 0 0 " , 6 e n t ã o « = 1 6 2 0 . 

Iog S = 5 , 6 8 5 5 7 S 8 7 log A - = 1 0 , 2 3 0 7 8 2 8 log B = 2ÕIf 2 4 8 1 13 
Iog » = 3 , 2 0 9 5 1 5 0 1 log n 2 = 6 , 4 1 9 0 3 0 0 log n 4 = 1 2 , 8 3 8 0 6 0 0 

2 . 8 9 4 6 4 3 3 0 = Iog sen 4 . ° 3 0 ' 
I o g A ' = Í I Í . 7 0 7 9 0 H Iog B ' = Í 9 . 3 0 0 9 0 2 5 — 0 , 0 0 1 3 8 9 4 7 
I o g n 2 = 6 , 4 1 9 Q 3 0 0 Iog r i = 1 2 . 8 3 8 0 ( ) 0 0 — 0 , 0 0 0 0 0 1 3 8 

Iog S = J > . 6 8 5 5 7 4 8 6 6 8 2 3 5 4 1 
log A = F Õ , 2 3 0 7 8 2 7 9 9 4 5 6 4 
I o g A ' = Í Õ J 0 7 9 0 4 0 4 9 2 8 4 
log C — 3 0 , 2 9 8 6 8 0 4 5 
Iog C 1 = 2 8 , 0 9 8 0 2 1 0 0 

Iog B = 2 0 , 1 2 4 8 1 1 2 7 3 5 
log B ' = £ 9 . 3 0 0 9 0 2 5 3 2 6 
log D = 4 0 , 5 4 4 8 9 2 
log D ' = 3 8 , 9 5 1 4 3 2 : 

— 0 . 0 0 0 4 4 6 4 9 
— 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 

4 , 6 4 9 8 1 2 8 8 . 9 6 2 8 7 1 3 
S u b t r á e m - s e o s n ú m e r o s c o r r e s p o n d e n t e s 

3 , 1 2 6 9 3 4 1 0 , 1 3 8 9 6 2 5 — 0 , 0 0 0 3 4 0 8 5 

C o m p l e m e n t o = I o g cos 4 . ° 3 0 ' = 1 , 9 9 8 6 5 9 1 5 

Q u e r e n d o a c h a r o log R = I O j a j u n c t u r - s e - h a 1 0 á s c a r a c t e r í s t i c a s ( V . 
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Geom.An. n . ° 2 1 0 ) . O s log . d a s t a n g . e c o t . o b t è m - s e p o r m e i o d e s i m p l e s 
s u b t r a c ç õ e s . 

C o m o n c r e s c e c a d a vez m a i s , e s t a s s e r i e s n ã o s e p o d e m e m p r e g a r 
a l é m d e 1 2 ° , p o r q u e s e t o r n a m m u i t o pouco c o n v e r g e n t e s . N ã o s e faz 
m e s m o uso d ' e l l a s s e n ã o a t é 5 . ° ; d ' a h i p o r d i a n t e r e c o r r e - s e a o s e g u i n t e 
p r o c e s s o : 

sen [x + 5 ) sen x cos 5 + sen S cos x 
T e m o s = = 

sen x s en x 

cos £ + sen § cot x = cos & (1 + t a n g £ cot 

t o m a n d o os l o g a r i t h m o s , o l . ° m e m b r o é a d i f f e r e n ç a A e n t r e os log . dos 
senos dos a r c o s x -J- & e x, i. é, 

A £= log cos à + M ( t ang £ cot x— { t a n g 2 c o t 2 « + . . . ) . 

R a c i o c i n a n d o da m e s m a m a n e i r a a r e s p e i t o de cos (x + § ) , a c h a - s e q u e a 
d i f f e r e n ç a e n l r e os log. c o n s e c u t i v o s dos cosenos é 

A ' = log cos & — M ( t a n g $ t a n g x + j t a n g 2 S t a n g 2 x+\..) 

Q u e r e n d o - n o s l i m i t a r a 9 d e c i m a e s , e t o m a n d o & = 1 0 " , só o l . ° t e r m o 
d ' e s t a s s e r i e s d á a l g a r i s m o s s ign i f i ca t ivos , 

A = M t a n g $ c o t x, A ' = — M t a n g £ t a n g x; 

e t e m o s log ( M t a n g S ) = " B , 3 2 3 3 5 9 1 7 8 8 . 

Q u a n d o S = 1 ' » t e m o s log ( M t a n g 5 ) = 4 , 1 0 1 5 1 0 4 3 . 
3 7 
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P o r m e i o d ' e 3 l e a r t i f i c i o , p a r t i n d o d o a r e x = = 3 . ° , d o q u a l c o n h e -
c e m o s o s e n . , o cos . , a t a n g . , e a c o t . , p o d e m o s c a l c u l a r , s e g u i d a m e n -
t e , todos os s e n . e cos . po r m e i o d a s suas d i f f e r e n ç a s success ivas A, A' , 
d e 1 0 " c m I O ' ' , o u a inda d e 1 ' e m 1 ' , e p o r m e i o d ' e s t e s va lo r e s s e 
a c h a r ã o os d a s t a n g . e c o t . S e j a po r e x . 

= 1 0 " 1 0 ' 3 0 " , log cot x = 0 . 7 4 5 9 8 8 8 Iog t a n g x = I . 2 3 4 0 1 1 2 
c o n s t a n t e 5 7 3 2 3 3 5 9 2 5 . 3 2 3 3 5 9 2 

4 ^ 0 6 9 3 5 - 8 0 6 Í 5 7 7 3 7 0 4 

Di f f . I o g a r i t h . A = 0 , 0 0 0 1 1 7 3 1 1 A ' = — 0 . 0 0 0 0 0 3 7 7 9 . 

É de n o t a r , c o m o a p i g . 2 8 1 , quo as q u a n t i d a d e s A e A 1 são c o n s t a n t e s 
d u r a n t e u m a c e r t a e x t e n s ã o da t a b o a . A f im de e v i t a r a a c c u m u l a ç ã o 
( l ' e r r o s , c a l c u l a r e m o s p r ó v i a m e n t e o s t e r m o s d e c e r t a e m c e r t a d i s t a n c i a , 
e e s t e s s e r v i r ã o de pon to de p a r t i d a . 

A e q u a ç ã o sen 2JC = 2 sen x cos x 

q u e dá log sen 2x = Iog 2 - f log s e n x + Iog cos x , 

p ô d e s e rv i r pa ra e s t e f i m . C o m o sen 4 5 ° = i K 2 = cos 4 5 ° , p o d e m o s p a r -
t i r d ' e s t e a r c o e c a l c u l a r sen ( 4 5 ° ± 1 0 " ) ; nes t e s dous a r c o s c o m p l e m e n -
t a r e s o seno de um c o r r e s p o n d e r e c i p r o c a m e n t e ao cos. do o u t r o ; d o s v a -
lo res d e s t a s l inhas d e d u z e m - s e as t a n g , e c o t ; e d e p o i s se passa p a r a 

4 5 ° -fc 2 0 " , 4 5 ° r b 3 0 " , e t c . 

1 5 8 . C o m p a r a n d o as se r ies ( G ) e ( I I ) com a e q . ( B ) , v ê - s e q u e a sua 
s o m m a é e*, c o m a d i f f e r e n ç a de s igna l nos t e r m o s de d u a s em d u a s o r -
d e n s ; o ra se m u d a r m o s x em ±xV— 1 no d e s i n v o l v i m e n t o (B) de e', 
c o m o V . — 1 t e m po r p o t e n c i a s K — 1 , - 1 , — V—l, + 1 , a s q u a e s s e 
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r e p r o d u z e m a t é a o in f in i to , a c h a - s e q u e o s s i g n a e s dos t e r m o s s3o o s 
m e s m o s q u e n a s s e r i e s ( G ) e ( H ) ; d ' o n d e s e c o n c l u e 

+XxZ-I 
e = c o s x ± W _ l S e n x . . . ( I ) 

S o m m a n d o e s u b t r a h i n d o e s t a s d u a s e q u a ç õ e s , v e m 

xV—i —xV—l xV—l —xl/—l e +e e —e 
c o s z = , s e n X = g p — J • • • ( & ) ; 

xV—l — XV— 1 2 x K — 1 . 
e — e e —1 

(e 4-e jV—1 Ie +1 JV—x 

x i/ 1 
m u l t i p l i c a n d o a m b o s os t e r m o s po r e . E s t a s e x p r e s s õ e s d e v e m c o n -
s i d e r a r - s e s i m p l e s m e n t e c o m o r e s u l t a d o s a n a l y t i c o s , nos q u a e s o s i m a g i -
nár ios s3o a p e n a s a p p a r e n t e s , a d v e r t i n d o q u e e l les d e v e m d e s a p p a r e c e r 
por um ca lcu lo i dên t i co . 

F i n a l m e n t e m u d a n d o x e m n x e m ( I ) , v e m 

±nxV í e = cos n x ± v / — 1 sen n x ; . . . . ( L ) 

mas o p r i m e i r o m e m b r o é a p o t e n c i a n da e q u a ç ã o ( I ) ; logo p a r a q u a l -
q u e r valor de n s e r á 

cos nx ± — í s e n nx = (cos x ±. Vi— 1 sen x } " . . . . ( ® ) 
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E s t a s f ó r m u l a s s3o m u i t o u sadas . L i m i t a r - n o s - h e m o s a q u i a a p p l i c a l - a s 
á r e s o l u ç ã o dos t r i â n g u l o s . F a ç a m o s 

CK-1 , — C y - 1 z = e , z'= e 

s e r á cos C= | [z + Zr), ( / — 1. sen C = {(z — z'). 

S e j a m A, B, C os t r e s â n g u l o s d ' u m t r i a n g u l o , e a , b , c os lados 
q u e lhes f i c a m r e s p e c t i v a m e n t e o p p o s t o s : t e r e m o s 

a sen B = b s en A = b sen ( B + C) ; 

e po r c o n s e g u i n t e 

s e n B _ b sen C 
— - = t a n g B = - - ; 
cos b a •— o cos C 

g2B V 1.— ^ 6 ( s _ a í ) ^2B V—1__ a—bz' 

e2B V— 1 ~ 2a-b («+*')' 6 a—bs-

F i n a l m e n t e ( e q . D ) 

2 B K - I = I (a—bz!) — 1 (a—bz) 

P o r é m a f ó r m u l a ( L ) dá 

-jWtfi «. 
Zm=SCos m C + _ K — 1 s e n m C , z,m — c o s m C ^ K — i s e n m C ; 

e 
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logo 2" — z'm = 2 V — 1. sen m C . 

S u b s t i t u i n d o , e s u p p r i m i n d o o f a c t o r c o m m u m I V — 1 » r e s u l t a 

B = - s e n C + ^ L - s e n 2 C + 4 " r s e n 3 C + . . . 
a 2 a oa 

A e q u a ç ã o C2 = Oi — 2 a b cos C + b2 = a2, — ab (s + z') + b2 r e d u z - s e a 

c 2 = ( a — b z ) (a—bz'), p o r s e r zz'= 1 . 

T o m a n d o o s log. v e m 

2 l o g . c = 2 l o g . a — M Q - ( 5 + z ' ) + ^ ( Z 2 + Z ' 2 ) . . . ] ; 

e c o m o t e m o s zm -JrZlm = 2 cos m C , 

íb b2 ò* \ 
se rá log c = log a—M cos C + — cos 2 C + — cos 3 C . . . J. 

E s t a s d u a s s e r i e s s e r v e m pa ra r e s o l v e r um t r i a n g u l o , em q u e b é m u i t o 
p e q u e n o c o m p a r a t i v a m e n t e c o m a, e são conhecidos os dous lados a e br 

e o angulo comprehendido C. 

1 5 9 . A e q u a ç ã o (!) d á , t o m a n d o os log . n e p e r i a n o s , 

d- x Vr — 1 = / (cos x ± Vr 1 . s a n x ) : 

s u b t r a h i n d o e s t a s d u a s e q u a ç õ e s u m a d a o u t r a , v e m 

^ x V - 1 I c o i x + ^ — l s e n x / 1 +V— 1 • t a n g x N 
~ ~ c o s x — K — í s e n x ^ l - K — l . t a n g x / ' 



2 9 4 a l g g b r a s c p 8 r 1 0 r . 

p o r se r sen x = cos x t a n g x . P o r é m pe la f ó r m u l a ( E ) p . 2 7 9 p o d e m o s 
a c h a r o d e s i n v o l v i m e n t o d e s t e log . ; e s u p p r i m i n d o o f ac to r c o m m u m 
2 ( / — 1 , t e m o s por e x p r e s s ã o de a r e . x , c o n h e c i d a a t a n g . , 

x = t a n g x — j t a n g 3 x + f t a n g 5 x — 7 t a n g 7 x . . . ( N ) 

O a r c o x, cu ja t a n g . é /, e o r a io r, é ( G e o m . Anal. n . ° 1 6 8 ) 

X — t - - r- • -f- . • . • 
3 r 5 r 7 r ' 

E s t a f ó r m u l a s e r v e pa ra a c h a r a relação TC da circumferencia para o diâ-
metro. D o u s a r cos x e x\ c u j a s t a n g . s3o r e j , t e m por t a n g . de sua s o m -

m a , t a n g . ( x + x ' ) = ~ — ^ = I ; p o r t a n t o es t a s o m m a é x + x ' = í - 5 ° . 

Se na e q u a ç ã o ( N ) f izermos t a n g . x = t a n g . x'=\, e s o m m a r m o s , o b -
t e r e m o s o c o m p r i m e n t o do a r co de 4 5 ° , q u e é o q u a r t o de s e m i c i r c u m f e -
r enc i a r. do c i r cu lo c u j o r a io é 1 : 

1 = 1 - I ^ 1 V • 1 / 1 V 1 1 / I V 
4 77 2 3 \ 2 ) ~'r 5 W " ' ' + 3 , 3 + 5 / 

S e g u n d o o processo d e M a c h i n o b t e m - s e s e r i e s m a i s c o n v e r g e n t e s , 
T o m e - s e o a r co x cu j a t a n g . é f , s e r á Geom. Anal. ( L . n .° 2 0 o ) 

t a n g 
2 t a n " x 

l — t a n g 2 x = — . t a n g I x = • 
2 . 1 2 

- ( t I ) 

120 
T i l ) ' 

l ogo e s t e a r c o Ix d i í f e r e m u i t o pouco de 4 5 ° ; e se c h a m a m o s v o exces so 
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de \ x s o b r e 4 5 ° , ou V = Ix — 4 5 ° , s e r á 

2 9 5 

tang kx — i t 
tang v i 

1 + t a n g 4 » 2 3 9 

C o n s e g u i n t e m e n t e se f izermos t a n g x = i , e r e p e t i r m o s q u a t r o vezes a 
s e r i e N , t e r e m o s o a r c o hx ; do m e s m o m o d o t a n g v = ^ dá o a r c o v ; 
c p r a c t i c a n d o a s u b t r a c ç ã o , o b t e m - s e o a r c o d e 4 5 ° , ou 

= - I ( I ) + I ( ± ) . . . . ] _ ^ + 1 ( - L . ) . . 

Na Geometria n .° 95 , d e m o s o r e s u l t a d o d e s t e s cá l cu los c o m 20 
d e c i m a e s : 

log TTZ= 0 , 4 9 7 1 4 9 8 7 2 G 9 4 , I 1 , 1 4 4 7 2 9 8 8 5 8 4 9 4 . 

1 6 0 . Se na e q u a ç ã o (I ) f izermos X = Ur., d e s i g n a n d o por k um 
in te i ro q u a l q u e r , t e r e m o s sen x = o, cos x = ± 1 , c o n f o r m e k for p a r 
ou i m p a r , e por c o n s e g u i n t e 

±1ÍTV— 1 
e = ~ =t= I , 1 ( ± 1 ) = ± : IKV— 1 . 

M u l t i p l i c a n d o pe lo m o d u l o M , e a j u n c t a n d o o valor n u m é r i c o A de L o g a-, 

L o g ( ± a ) = A r h / C M T U K — 1 , 

sendo f c u m n u m e r o q u a l q u e r , p a r p a r a Iog ( + a ) , e i m p a r p a r a Iog ( — a ) . 
Por c o n s e g u i n t e todo o numero tem infinitos logaritkmos no mesmo syste-
ma ; quando o numero é negativo, estes log. são todos imaginarios; sendo 
positivo, somente um é real. (*) 

(*) De a2 = ( — a ) 2 , deduz-sc 2 log o = 2 log ( — a) , não devemos porém 
soncluir d'aqui , como fez d 'Alembert , q u e + a e — a tem os mesmos log . ; por. 
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1 6 1 . T r a c t e m o s a g o r a de des invo lve r sen z e cos z em senos e c o -
senos d ' a r c o s m ú l t i p l o s z , 2 z , 3 z , . . . . S u p p o n h a m o s 

cos z + V—1 sen z = y , cos z —- ^ r — 1 sen z = v; 

será yo = 1, 2 cos s = y + t\ 

D e s i g n a n d o por 1 , U , A ' , A ' ' , . . . . o s coe f f i c i en tes d a po tenc i a u , s e r á , 
pa ra q u a l q u e r valor de u , 

2" cos"z = yu+ Uiju-1 + A ' » / " - 4 + 

E c o m o , pe l a e q u a ç ã o ( M ) , l e m o s 

yl = cos hz + — 1 sen hz, 
será 

2" cos°z = cos uz + u cos (u — 2) z + A' cos (u — 4) z — ( P ) 

± V'— 1 [sen uz+ u sen (u— 2) z + A ' sen (u — 4 ) « + . . ] , 

q u a n t o , sendo pares k e l , é 

log a = A ± i M W - 1 . e = A + i J W — 1 ; 

e sommando , 2 log a = 2 A + {k-hl) M w / — 1 . Do mesmo modo sendofc' e / ' i m -
p a r e s , acha-se 2 Iog ( — a ) = 2 A + (A'-t-Z') A l * / — 1 . Ora é evidente, que esta 
úl t ima expressão se compreheude na p r i m e i r a , porque h'-\-V é um numero par, 
porém não se segue que seja em geral 2 log ( — a ) = 2 log a ; porque, para que a seja 
real , é necessário que / í = / = 0 ; porém k1 e i ' sendo impares , nunca a sua som-
ma pôde ser = 0; nem pôde por tanto dar-se em números reaes log a = 
l o g — a . O que d ' A l e m b « r t unicamente devia c o n c l u i r , era que ent re os log, 
imaginarios de-t- a e — a , existem alguns q u e , somraados dous a dous , dão som-
mas eguaes . 
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or ide s e poz o s i g n a l d u p l o ± , p o r q u e t a n t o s e p ó d c e l i m i n a r x j 
c o m o r . 

Q u a n d o u é i n t e i r o , cos"z n ã o p ô d e a d m i t l i r m a i s do q u e um v a l o r , 
e c o m o as d u a s e x p r e s s õ e s d e v e m p o r isso t e r o m e s m o v a l o r , a s e r i e 
f i c a r á r e d u z i d a à I , ' l i nha ( P ) , p o r q u e s e g u n d o s e c o l l i g e d o q u e v a m o s 
d i z e r , o s t e r m o s i m a g i n a r i o s s e d e s t r o e m d o u s a dous . 

P o r ó m se u fo r f r a c c i o n a r i o , n ã o a c c o n t e c e r á o m e s m o , p o r q u e o 
e x p o e n t e f r a c c i o n a r i o , i n d i c a n d o a e x i s t e n c i a d e u m a r a i z d e u m a c e r t a 
o r d e m , m o s t r a q u e e s t a p ô d e e m g e r a l t e r m u i t o s v a l o r e s . 

C o n s i d e r a n d o a q u i s ó m e n t e o c a s o de s e r u i n t e i r o , q u e é o ú n i c o 
d e q u e s e faz u s o , a d v e r t i r e m o s , q u e n a e q u a ç ã o ( P ) o a r c o q u e e n t r a 
n o t e r m o q u e t e m u m n u m e r o x d e t e r m o s a n t e s d e s i , é d a f ó r m a 
( u — 2 x ) z ; e q u e a q u e l l e q u e t e m a? d e p o i s , t e m u — x a n t e s , e é p o r 
isso [tz — 2 ( u — ® ) ] a = — (u — 2 x ) z . E s t e s a r c o s t e r ã o po i s os 
m e s m o ? c o s e n o s ; e o s s e u s c o e f f i c i e n t e s , pe la p r o p r i e d a d e d e e g u a l d a d e 
d o s c o s í f i c i e n t e s d o s t e r m o s e q u i d i s t a n t e s d o b i n o m i o , s e r ã o t a m b é m e g u a e s . 
P o d e m o s p o i s , . e m l o g a r d e c a d a u m d e s t e s d o u s t e r m o s , s u b s t i t u i r o 
s e u d ô b r o ; e d i v i d i n d o d e p o i s a e q u a ç ã o p o r 2 , v i r á 

2 a - 1 cos" z = cos u z + u cos (u—2) z + A ' cos ( u — 4 - ) z + . . . . ( Q ) , 

c o n t i n u a n d o c o m a s e r i e , s ó m e n t e e m q u a n t o o s a r c o s v i e r e m pos i t ivo? . 
C u m p r e t a m b é m a d v e r t i r , q u e sendo u par, é necessário tomar a ame-
tade do ultimo termo , que é o termo médio, o qual nesse caso se não 
somma com nenhum dos outros. 

M u d a n d o , n ' e s t a e q u a ç ã o ( Q ) 1 z e m £ r c — z , o l . ° m e m b r o t o r -
n a r - s e - h a e m 2 " - 1 s e n a z . E m q u a n t o a o 2 . ° m e m b r o , c o m o u m a r c o d a 
o r d e m x , t e m a f ó r m a ( u — 2 x ) z , t e r e m o s , p o r s e r x u m i n t e i r o p o -
s i t ivo , 

cos ( w — 2 X ) Q — z ^ = c o s [ ~ — ( « — 2 « ) x — í )'£cos — — ( u — 

3 8 
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T e m o i a g o r a a c o n s i d e r a r d o u s c a s o s : 

I . 0 Se u for numero par, t e r e m o s : 

a) pa ra u = 4 n , 

cos ( u — z ) = ( — i ) ' c o s ( 2 m r - ( u — 2x)z)=-{~l)'cos ( « — 2 

b) p a r a M = 4» + 2, 

cos ( u — 2 x ) ( | - 2 ^ = ( - 1 ) - cos ( ( 2 n + 1 ) i c — ( u — — ( — l ) - c o s ( « - 2 / 

L o g o : 

± 2 S e u a Z = cos MS — u cos (u — 2) z + A' cos (u — 4) z + . . . . ( R ) 

d e v e n d o p a r a r - s e no t e r m o m é d i o , e t o m a r a sua a m e t a d e ; u s a n d o do 
s igna l + q u a n d o u fôr d a f ó r m a 4 n , e d o s i g n a l — , q u a n d o fôr d a f ó r m a 
4 n + 2 . 

2 . ° Se u for numero i m p a r , t e r e m o s : 

a ' ) p a r a u — 4 n + í , 

cos ( « — 2 x ) ( J - — * ) = ( — I ) ' c o s ( ( 2 n + i > — ( u - 2 ® ) « ) = ( — 1 ) ' sen ( « - 2 ^ 
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b ' ) p a r a « = 4n + 3 , 

cos ( u — 2 í C ) ( § — 2 ) = 

( — l ) ' c o s [ ( 2 ( n + i ) — 2 x ) z ] = — ( — l ) ' s e n ( « — 2 x ) z : 

C o g o 

± 2"" sen" z = s e n uz — s en ( u — 2 ) z + A ' sen (u — 4 ) z . . . . (S ) 

d e v e n d o p a r a r - s e n o t e r m o m é d i o , s e m t o m a r m e t a d e ; u s a n d o d o s igna ! + 
q u a n d o u fô r da f ó r m a 4» + 1 , e do s igna l —, q u a n d o fo r da f ó r m a 
4 n + 3 . 

D ' e s t a s e q u a ç õ e s f a c i l m e n t e s e d e d u z e m , c o m o n a p a g . 1 9 6 d a s e -
g u n d a p a r t e , 

2 Cos2Z = c o s 2z + 1 , 

4 CosSZ = cos 3 z + 3 c o s z , 

8 Cos1Z = cos 4z + 4 cos 2z + 3, 

16 COssZ = cos 5z + 5 cos 3z + 10 cos z , 

3 2 Cos8Z = cos 6 z + 6 c o s 4 a + 1 5 c o s 2 s + 1 0 , e t c . 

— 2 s e n 2 z = cos 2z — 1 , 

— 4 SenIZ = sen 3z — 3 s e n z , 

8 s e n 4 z = cos 4z — 4 cos 2z -f 3 , 

1 6 S e n s Z i = sen 5 z — 5 s e n 3 z + 1 0 sen z , 

— 32 sen*z = cos 6z — 6 cos 4z + 15 cos 2s — 10 , e tc -
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1 6 2 . P o d e m o s r e c i p r o c a m e n t e d e s e n v o l v e r o s sen . e cos . d ' a r c o s 
m ú l t i p l o s , e m o r d e m á s p o t e n c i a s d e senos e c o s e n o s . F a z e n d o , p a r a s i m -
p l i f i ca r , 

sen z = s , cos z = c , 

o 2 . ° m e m b r o da e q u a ç ã o ( M ) pag . 2 9 1 , t o r n a r • s e - h a , f azendo x = z , 

(c + K — 1. s)n; 

o q u a l , s e n d o des invo lv ido pela f ó r m u l a do b i n o m i o , c o n d u z a u m a e q u a ç ã o 
d a f ó r m a 

cos nz + f — 1 sen z = P - | - Q ^ — 1 . 

E c o m o o s i m a g i n a r i o s s e d e v e m d e s t r u i r u n s c o m o s o u t r o s , t e r e m o s a s 
d u a s e q u a ç õ e s s e p a r a d a s , 

cos n z = P , sen nz = - Q , 

c o n t e n d o a p r i m e i r a todos os t e r m o s em q u e s \ y — 1 t e m e x p o e n t e s pares* 
S e r á p o i s , p a r a n i n t e i r o ou f r a c c i o n a r i o , pos i t ivo ou n e g a t i v o , 

n — 1 . n(n—l)(n—2)(n—3) 
cos n s = c" — n c * S 4 - — — — - e " - 4 tf 

2 T 2 . 3 . 4 

« ( » — 1 ) ( « — 2 ) n , 2 n ( n — 1 ) . . (n—5-) sen H Z = K C " ' s— c " - 3 s 4— —- -c"~5s5 — 
2 . 3 2 . 3 . 4 . 5 

D a n d o a n s u c c e s s i v a m e n t e o s va lores 2 , 3 , 4 , 5 , . o b t e r e m o s , 
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COÍBO n a s p a g . 1 9 4 e 1 9 5 d a s e g u n d a p a r t e , 

cos 2 z = c a — s 2 , s en 2 z = 2 c s , 

c o s 3 a = c ' — 3 c s 2 s e n 3 z = 3 C 2 Í — s \ 

cos 4 z = c * — 6 c V + s \ sen 4 z = 4 c ' s — 4 c s 3 , 

cos 5 z = c s — I O c V + 5cs* , sen 5 z = 5 c 4 s — I O c V + S i , 

cos C z = c 8 — 1 5 c 4 s 2 + 1 S c V — S i , sen 6 z = 6 c 5 s — 2 0 c V + 6cs\ 

e t c . e t c . 

1 6 3 . N ' e s t a s f ó r m u l a s v e m o s senos m i s t u r a d o s c o m c o s e n o s , p o -
d e m o s p o r é m a c h a r o u t r a s e m q u e e s t a s f u n c ç õ e s v e n h a m s e p a r a d a s . C o m o 
o s a r cos s , 2 z , 3 z , s ã o e q u i d i í f e r e n t e s , o s senos e cosenos 
f ó r m a m u m a serie r e c u r r e n t e ( G e o m . A n . n , ° 2 0 9 ) , cu jo s f a c t o r e s são 2 cos z 
e — 1 . D o m e s m o m o d o , s e o s a r c o s p r o c e d e m d e 2 z e m 2 z , i s to é , z , 
3 z , 5 z , . . . , o u O.z , 2 z , 4 z , . . . . , o s f a c t o r e s s e r ã o 2 cos 2 z = 2 ( c 2 — s 2 ) 
= 2 — 4 í 2 , e — 

P a r t i n d o pois de cos 0 . z = 1 , sen O.z = O , cos z = c, sen c = s, 
f a c i l m e n t e s e p o d e m f o r m a r ( n . ° 1 4 6 ) a s s e r i e s r e c u r r e n t e s s e g u i n t e s , e m 
ordem ás potencias ascendentes de c, d a s q u a e s são c o n h e c i d o s os d o u s 
1 . ° ' t e r m o s e a lei q u e s e g u e m . 

sen 2z = s ( 2 c ) , cos 2z = 2 c 2 — 1 , 

sen 3 z = s ( 4 c 2 — 1 ) , cos 3 z = 4 c 3 — 3 c , 

sen 4 z = » s ( 8 c 3 — 4 c ) , cos 4 z = 8 c 4 — 8 c 2 + 1 , 

sen 5 z = s ( 1 6 c ' — 1 2 c 2 + 1 ) , cos 5 z = 1 6 c 5 — 2 0 c 5 + 5 c , 

sen 6 z = s ( 3 2 c 5 — 3 2 c ' + 6 c ) , cos 6 z = 3 2 c ' — i 8 c 4 + 1 8 c 2 — 1 , 

sen 7 z = s ( 6 4 c ' — 8 0 c 4 + 2 4 c 2 — 1 ) , e t c . 
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A Iei g e r a l (Testas f ó r m u l a s a c h a - s e d e m o n s t r a d a po r L a g r a n g e (Calcul 
des fonctions, XI leç.), e r e s u m e - s e nas s e g u i n t e s 

sen nz = s [ ( 2 c ) " " 1 — ( n — 2 ) ( 2 c ) - s + i (n — 3) (n — 4) ( 2 c ) - 5 

» — S n — 6 , „ n—6 . . « — 8 
- ( « - * ) - 3 - W ' 7 + ( « - s ) 2 3 4 wr> • • • ] 

2 cos n z = ( 2 c ) " — n ( 2 c ) " _ í + j > ? ( n — 3 ) ( 2 c ) — « — i ^ - 4 ) ^ - 5 ) ( 2 0 ) - 6 . . 

P a s s a n d o a g o r a ás s e r i e s em ordem ás potencias ascendentes de s, 
a c h a r e m o s pelo m e i o ind icado : 

sen 2 z = c ( 2 s ) , sen 3 z = 3 s — 4 s 3 , 

sen 4z = c ( 4 s — 8 s 3 ) , sen Ss = S s - 2 0 s * + 1 6 s % 

sen 6z = c ( 6 s — 3 2 s 3 + 3 2 s 5 ) , sen 7z = 7 s — 5 6 s ' + 1 1 2 s » — 6 4 s 7 , 

sen S z = c ( 8 í — 8 0 s 3 + 1 9 2 s s — 1 2 8 « ' ) , e t e . 

cos 2 z = 1 — 2 s % cos 3 ? = c ( I — 4 s 2 ) , 

cos 4 s = I — 8 s 2 + 8 . s \ cos 5 z = c ( 1 — 1 2 s * + 1 6 s 4 ) , 

cos 6 z = l — 1 8 4 ^ 4 8 / - 3 2 8 " , cos 7 z = c ( 1 - 2 4 / + 8 0 / - 6 1 / ) , 

e t c - e t c . 
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í , ° S e n d o » p a r , p o d e m o s d a r - l h e a f ó r m a s e g u i n t e : 

r n 2 — 2 2
 3 n 2 — 2 2 n 2 — 4 4 , n 

sen n z = c - » S s + n . , ( 2 , ) " J 

n 2 . r»2 n 2 -
c o s n z s ^ t - 2 s I + T ' ; 3 . 4 S ~2 ' 

n 2 — 2 2 n 2 — 4 
3 . 4 ' 5 . 6 

V . . i ( 2 i ) » , 

2 . ° S e n d o n i m p a r , 

n 2 — I 2 , n 2 — f 2 T i 2 - S 3 

s e n nz=ns— n -
2 . 3 

s 5 + n -
2 . 3 4 . 5 

cos nz 
r . n 2 — I 2

 a , n 2 — I 2 n 2 — 4 2
 t 

= c L 1 - - T T T s + - T Y - T T s 

Methodo inverso, ou reversão das Series. 

1 6 4 . Dada uma equação y = ^ar, sendo <px uma serie , tracla-se 
de achar x = F y , isto é, x expresso riuma serie em ordem a y. 

1 . ° Se x = Fy tiver já uma fórma conhecida, c o m o p o r e x . ° , 

® = A y + B y 2 + D y ' + e t c ( 0 

r e d u z - s e a q u e s t ã o a a c h a r o s coef f i c ien tes i n d e t e r m i n a d o s A , B , C , . . 
P a r a i s s o , s u b s t i t u i r e m o s na p ropos t a y=yx, 09 va lores de a?, x2, x3,.. 

t i r ados de ( 1 ) ; e o b t e r e m o s a s s i m u m a e q u a ç ã o i d ê n t i c a , a qua l por m e i o 
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4 a c o m p a r a ç ã o dos t e r m o s , e m q u e e n t r a m a s m e s m a s po tenc ia s d e y , 
s e s e p a r a r á 11 'ou t r a s , q u e d a r ã o a conhece r A , B , C , , 

Se ja y = —^ x*+ ^ V--^as4-I 

c o m o j á s a b e m o s ( n . ° 1 5 3 ) , q u e x s e pôde des involver n ' u m a se r i e d a 
f ó r m a ( 1 ) , p o r q u e é y o log. de 1 + x , ou Or=I + x \ s ubs t i t u indo po r 
x a s e r i e Ay+ Byz+ r e s u l t a r á 

1. = Ay + By2+ Cy3+ Dy1.... por x 

, r '• , 

- 1 A Y - A B y 3 - ( 1 B ' + A c ) y \ . . , ~ ~ 

+ 5 - A V + ' A2Bi/4 . . . . +'-X3 

A t / . . . . — - X i ; 
4 

d o n d e A M = I , B = I A 2 , C = A B - 1 A ' , D = . . . . 
A J 

, 1 A 2 A ' A 4 

A = M ' B = i - ' C = 0 - ' , D = = 2 ^ T 4 ' e l C -

, . A 2 » 2 A V A 4
v ' 

F m a l m e n t e , * = Ay + + - JL + 

Do m e s m o m o d o y — x — V + x11 — xK..., 
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dá pela reversão x = y -f y2 -J- y" + y* . . . . 

2 . ° P o r é m se a fórma de X = Ty for desconhecida, c o m o a c o n t e c e 
a s m a i s d a s v e z e s : i n d i c a n d o p o r a , ( i , y , . . . . a s p o t e n c i a s d e s c o n h e -
c i d a s d e y , p o r e m o s 

a ; = A y t t + B y 6 + C y ? + ; 

e t e r e m o s , a l é m dos coe f f i c i en tes A , B , C . . . . . d e d e t e r m i n a r o s e x p o -
e n t e s a, (3 , y. 

P a r a i s s o , depo i s de s u b s t i t u i d o s o s va lo res de x n a p r o p o s t a , f o r -
m a r e m o s o n u m e r o d e e q u a ç õ e s n e c e s s a r i a s p a r a d e t e r m i n a r a s q u a n t i d a -
des d e s c o n h e c i d a s , pe la c o n s i d e r a ç ã o d e q u e d e v e c a d a u m dos t e r m o s s e r 
d e s t r u í d o por o u t r o s e m q u e c n ' r e y r a m e s m a p o t e n c i a . Ass im p r o c e d e -
mos já no n . ° 1 5 5 . 

N a s e r i e y = i x 2 + . ^ x 3 + x * 
a o 4 

em q u e a y = 0 c o r r e s p o n d e x = 0 , p o r e m o s 

x =Sya- + B i / 6 + C y T + 

sendo a , (¾ , y, n ú m e r o s c r e s c e n t e s . 
S u b s t i t u i n d o por x o s eu v a l o r , v ê - s e , q u e : 
1 .° C o m o o s e x p o e n t e s 2 , 3 , 4 , d e x , n a p r o p o s t a , 

f o r m a m u m a e q u i d i f f e r e n ç a , t a m b é m a , [ } , y f o r m a m o u t r a 
c o m o é fácil de ve r . 

2 . ° T e n d o pois a c h a d o o s d o u s p r i m e i r o s e x p o e n t e s « c | 3 , f a c i l -
m e n t e se a c h a r ã o os s e g u i n t e s y , 8 , . . . -

3 . ° C o m o o t e r m o , e m q u e y t e m m e n o r e x p o e n t e n o 2 . ° m e m b r o , 
é ~ A 2 » / 2 " , d e v e r á r e d u z i r - s e c o m o l . ° m e m b r o y , o q u e d á , 

3 9 
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2a = 1, i A2 = í ; e por c o n s e g u i n t e a = ^ , ' A = V ' l -

4 . ° C o m o o s t e r m o s , q u e depo i s t e m m e n o r e x p o e n t e , s5o A B y a ^ e 

| A sJ/ 3*, d e v e r ã o r e d u z i r - s e a z e r o , e d a r ã o 

« + [3 = 3 « ; ou P = 

P e l a e q u i d i f f e r e n ç a t e r e m o s pois 

e a s e r i e t o r n a r - s e - h a em 

x = K 2 y r + By 2 + C y r + e t c . ; 

a qua l , e s t a n d o já no caso p r e c e d e n t e , d a r á pe lo m e s m o p rocesso os coe!* 
í i c i en l e B , C , D . . . . ; a c h a n d o - s e f i n a l m e n t e 

P e l a m e s m a m a n e i r a a s e r i e 

x' xs Xt 

y = x-
1 . 2 . 3 1 . 2 . . . . 5 1 . 2 . . . . 7 

se p o d e r á r e v e r t e r d e b a i x o da f ó r m a x = Ay + B y s + C y ' e a c h a - s c 
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fei tas todas as o p e r a ç õ e s , 

_ 1 •y3 i . 3>/"' 1 . 3 . Sy' 1 . 3 • 5 • 7y< 

°° ~ y + 2 7 7 + 2 . 4 . 3 + 2 . 4 . 6 . 7 + 2 . 4 . 6 . 8 . 9 

P a r a x = ay + by2 + cy3 + . . . . o b t é m - s e 

x bx2- 2b2— ac 3 Sabe— a2 d—Sb3
 t 

y — T + — - r — « + T Z 4 . a a a a 

A s e i i e x = ay + by3+Cyi+dy7 . 

dà 
x bx3 W - a r , 8abc—a2d— \2b3 , 

y = - _ + a;1 + — x 
a a a a 

L L l - ' 2 1 u. 2 * Z 

F i n a l m e n t e , j r = x — { x — f x — - ^ x — 7 7 7 x . . 

dá X = A y - 2 + + C y - 6 ; 

e por consegu in te x = y - 2 — 4 + y~6 — y - 8 + 
Se a propos ta fosse y = a + bx -f cx2 . . , p a r a c o m m o d i d a d e do 

calculo , ser ia m e l h o r t r anspo r a , e fazer 

y —« c , d , 
— 7 — = - , o u s = x + - x -f- — X 3 + 

o O b 

depois d e s e n v o ! \ e r - s e - h i a x em z. 
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Das equações de condição, e melhodo dos menores quadrados. 

1 0 a . Q u a n d o a l e i , q u e r e g e uni p h e n o m e n o phys i co , ó c o n h e c i d a , 
e se acha t r a d u z i d a a n a l y t i c a m a n t e n ' u i n a e q u a ç ã o da f ó r m a 

ç(®, y , a , b, c )==0, 

s u c c e d e m u i t a s vezes s e r e m d e s c o n h e c i d a s a s c o n s t a n t e s a , b , c . . . . , 
s e n d o x, y, z.. . . g r a n d e z a s va r iave i s c o m as c i r c u n s t a n c i a s do p h e n o m e n o . 
P a r a d e t e r m i n a r e s t a s c o n s t a n t e s a , b , c , . . . . r e c o r r e - s e e n t à o á e x p e -
r i e n c i a , a c h a n d o por m e i o del ia os va lo res s i m u l t â n e o s de x, y , z ,.. . 
e s u b s t i t u i n d o - o s na e q u a ç ã o <p = 0. I t e p e t i n d o d e p o i s as e x p e r i e n c i a s , 
n ' o u t r a s c i r c u n s t a n c i a s , a c h a m - s e no»os va lo re s de x , y , z , . . . . d ' o n d o 
r e s u l i a m novas equações de condição, p o d e n d o a s s im f o r m a r t a n t a s , q u a n -
t a s f o r e m n e c e s s a r i a s p a r a d e t e r m i n a r a s c o n s t a n t e s , a , 6 , c , . . . , por m e i o 
da e l i m i n a ç 3 o . 

P o r é m , c o m o o s va lores d a s c o n s t a n t e s o b t i d a s por e«ta m a n e i r a 
e s t ã o s u j e i t o s aos e r r o s da o b s e r v a ç ã o , por m e i o da qua l se d e t e r m i n a r a m 
n a s d i f f e r e n t e s e x p e r i e n c i a s as va r i ave i s x , y , z , . . . . , o> r e s u l t a d o s 
a1, b', c1, . . . . q u e po r e s t e m o d o v i m o s a o b t e r , em vez dos n ú m e r o s 
e x a c t o s a,b, c , . . . . d e v e m c o n s i d e r a r - s e s ó m e n t e c o m o a p p r o x i m a d o » . 
D e s i g n a n d o po r A , B, C, . . . . os e r r o s r e s p e c t i v o s em a1, b', c\ e r r o s 
q u e s e d e v e m c o n s i d e r a r m u i t o p e q u e n o s , q u a n d o a s o b s e r v a ç õ e s s e t i v e -
r e m fe i to com o e s c r u p u l o e x i g i d o , p o r e m o s em <p = 0 , 

i 
a = a ' + A , b = 6 ' + B , c = c ' + C 

e p r o c u r a r e m o s d e t e r m i n a r a s q u a n t i d a d e s A , B , C , . . . . cu j a s p o t e n -
c ias s u p e r i o r e s á p r i m e i r a se p o d e r ã o d e s p r e z a r , e q u e por isso e n t r a r ã o 
em 9 = 0 só no í . ° g r ã o , e , po r e x . ° , d e b a i x o da f ó r m a 

0 = x + Ay + Bs + Cf -f 
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P a r a s u p p r i r e n t ã o a i m p e r f e i ç ã o nos va lo res de x, y, z . . . . e m p r e -
g a - s e u m g r a n d e n u m e r o d e o b s e r v a ç õ e s . R e p e t i n d o m u i t a s vezes a s e x p e -
r i e n c i a s , o b t e m - s e o u t r a s t a n t a s e q u a ç õ e s ( 1 ) em q u e x , y, z . . . . s ão 
c o n h e c i d o s ; c o m p a r a m - s e depo i s e s t a s e q u a ç õ e s , e c o m b i n a m - s e m u i t a s 
e n t r e s i , d e m a n e i r a q u e s e venha a o b t e r u m a e q u a ç ã o m e d i a , e m q u e 
u m a das c o n s t a n t e s t e n h a o m a i o r f a c t o r possivel , t e n d o as o u t r a s pe lo 
c o n t r a r i o f a c t o r e s m u i t o p e q u e n o s : por m o i o d e s t e s a r t i f i c i o o e r r o na 
d e t e r m i n a ç ã o dos coef f ic ien tes v e m a s e r m u i t o a l t e n u a d o . I t e d u z i n d o es ta s 
e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o a o n u m e r o d a s i n c ó g n i t a s , o b t e r e m o s por m e i o d a 
e l i m i n a ç ã o m u i f a c i l m e n t e o s va lores d e A , B 9 G . . . . 

E s t e m e t h o d o de g r a n J e uso na A s t r o n o m i a , é m e n o s e x a c t o q u e o 
dos menores quadrados, p r o p o s t o por 31. L e g e o d r e , o q u a l , pela e x a c t i -
d ã o dos r e s u l t a d o s , c o m p e n s a b e m a e x t e n s ã o dos cá lcu los . S u p p o n h a m o s 
q u e os va lores x, y, z . . . . d e d u z i d o s da o b s e r v a ç ã o s e n d o pouco e x a -
c t o s , s e s u b s t i t u i r a m u a e q u a ç ã o ( 1 ) ; e n t ã o o l . ° m e m b r o não s e i á z e r o , 
p o r é m um n u m e r o e m u i t o p e q u e n o - e d e s c o n h e c i d o . K e p e t i n d o as e x p e -
r i enc i a s o b t e r e m o s o u t r o s e r r o s ¢ ' , e" . . . . c o r r e s p o n d e n t e s aos va lo r e s 

x'\ y\ y" • • • • a s a b e r 

e > =x'+ A i j + B ^ ' . , e"=x"+ Ay'1+ B s " . . . , e t c . 

T o m a n d o a s o m m a d >s q u a d r a d o * d e s t a s e q u a ç õ e s , e e s c r e v e n d o s ó m e n t e 
os t e r m o s em A , p o r q u e os o u t r o s são da m e s m a f ó r m a , a c h a r e m o s 

c 7 ' + c ' 2 + e " 2 + 

= A 2 ( j / 2 + . . . . ) + 2 A {xy + x y ) + 2 A B (yz ) + 2 A C e t c . 

E s t e 2 . " m e m b r o é d * f ó r m i A 2 / n + 2 A n + & ; e t e r á o m e n o r v a l o r 
possivel , c o m o se v e r á no Cálculo differencial q u a n d o se d e r a A um v a -
lor t a l , q u e a d e r i v a d a se j a n u l l a . . . . A / » + n = 0 C o n s i d e r a n d o po i s 
só o f a c t o r c o n s t a n t e e d e s c o n h e c i d o A , t e r e m o s 

+ xV . . . + A (y*+yn . . . ) +B (yz + yz'. . . ) + C ( y < . . e t c = . . ) 0 
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Deicse pois multiplicar cada uma das equações de condição (1) pelo 
factor y de A, e egualar a somma a zero. P r a c t i c a n d o o m e s m o a r e s p e i t o 
d e I J , C o b t e m - s e t a n t a s e q u a ç õ e s s i m i l h a n t e s q u a n t a s são a s 
c o r t a n t e s i m o f j n i t n s ; e c o m o e s t a s e q u a ç õ e s são d o I . ° g r á o , a e l i m i n a ç ã o 
n ã o o f f « r e c e d i f f i c u l d a d e . 

P o r e \ . , s a b e - s e pela S l e c h a n i c a q u e d e b a i x o d a l a t i t u d e y , o c o m -
p r i m e n t o x d o p ê n d u l o s i m p l e s d e s e g u n d o s s e x a g e s i m a e s t e m por e x p r e s -
são x — A + B s e n 2 y , s endo A e B n ú m e r o s i nva r i ave i s , q u e se t r a c t a 
d e d e t e r m i n a r . B a s t a r i a m e d i r c o m c u i d a d o o s c o m p r i m e n t o s x d e b a i x o 
de do i s l a t i t u d e s d i f f e r e n t e s y , p a r a o b t e r d u a s e q u a ç õ e s de c o n d i ç ã o 
p r ó p r i a s pa ra d a r e m A e B . 

P o r é m a p r e c i s ã o s e t o r n a r á m a i o r , s e , c o m o f i z e r a m M M . M a t h i e u 
e B i o t , se m e d i r x d e b a i x o de seis l a t i t u d e s d i f l e r e n t e s , e se t r a c t a r e m 
pelo m e t h o d o p r e c e d e n l e a s se is e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o . A s q u a n t i d a d e s 
A - J - B s en 2 ? / — x , ava l i adas em m e t r o s , d ã o e s t e s seis e r r o s : 

A + B . 0 , 3 9 0 3 5 1 7 — 0 9 9 2 9 7 5 0 , A + B . 0 , 4 9 3 2 3 7 0 — 0 , 9 9 3 5 7 5 0 

A - I - B . 0 , 4 9 7 2 1 2 2 — 0 9 9 3 5 6 2 0 , A + B . 0 , 5 1 3 6 1 1 7 — 0 , 9 9 3 5 9 6 7 

A + B . 0 , 5 6 6 7 7 2 1 - 0 , 9 9 3 3 7 8 \ , A + B . 0 , 6 0 5 5 6 2 S — 0 , 9 9 5 0 9 3 2 . 

C o m o o coe f f i c i en te de A é 1 , a e q u a ç ã o , q u e lhe diz r e s p e i t o , é f o r m a d a 
d a s o m m a dos sei* e r r o s . E m q u a n t o a B , m u l t i p l i c n r - s e - h a cada t r i n o -
ni io pe lo f a c t o r q u e a í fec ta B , e s o m m a r - s e - h ã o o s p r o d u c t o s : logo 

6A + B 3 , 0 6 5 7 3 7 3 — 5 . 9 6 1 4 7 9 3 = 0 , 
m 

A . 3 . 0 6 5 7 3 7 5 + B . 1 , 3 9 3 3 8 9 5 — 3 , 0 6 1 9 7 7 = 0 . 

E l i m i n a n d o t e r e m o s A e B ; f i n a l m e n t e , act>.ar-se-h.i 

x = 0 , 9 9 0 3 7 5 5 + B s e n 2
y , bg B = 3 , 7 2 3 8 5 0 ! ) , B = 0 , 0 0 3 2 9 5 1 8 1 6 . 
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C o n s u l l e - s e Conn. des Temps de 1 8 1 6 , o n d e M. IVIathieu d i s c u t e por 
e . t e m e t h o d o a s o b s e r v a ç õ e s d o p ê n d u l o f e i t a s pe los H e s p a n h o e s e m d i f f e -
r e n t e s l a t i t u d e s . 

C o n s u l t e - s e t a m b é m Astronomie pratique e Géodésie de F r a n c o e u r , 
o n d e es ta m a t é r i a v e m t r a c t a d a com a m a i o r m i u d e z a . 
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G E O M E T R I A A I A L 1 T I C A 

I X O E S P A Ç O . 

I . TRIGONOMETRIA ESPUER1CA. 

Noções fundamenla.es. 

1 C 6 . S E t r e s planos M O N . N O P 1 M O P ( f ig . 2 5 ) , passando 
pe lo c e n t r o d e u m a e s p h e r a , d e t e r m i n a r e m u m angulo t r i e d r o O , d a sua 
in te r secção c o m a super f íc ie da e s p h e r a r e s u l t a r ã o c í rculos m á x i m o s , cu jos 
a rcos C A , C B , AB f o r m a r ã o sob re ella um triangulo espherico A B C . Os 
ângulos planos do t r i e d r o O t e r ã o por m e d i d a r e spec t i va os lados ou a rcos 
d e s t e t r i a n g u l o , is to é , N O P a AB , M O N a AC , M O P a B C . O angu lo 
C do t r i angu lo t e m por m e d i d a o a n g u l o q u e no ponto C f ó r m a m as d u a s 
t a n g e n t e s aos a rcos cont íguos AC e B C ; e a inc l inação d ' e s t a s t a n g e n t e s , 
s i t u a d a s nos planos d ' e s t e s a r c o s , 6 t a m b é m a m e d i d a do a n g u l o d i e d r o 
f o r m a d o por e s t e s m e s m o s p l a n o s , isto é , d a inc l inação d a f ace N O M 
sobre P O M . P o r consegu in te , os angulou planos do triedro O são m e d i -
d o s p e l o s l a d o s do triangulo espherico A B C , e as inclinações das faces são 
os ângulos do triangulo. 

O s p r o b l e m a s e m que s e p e d e m a s p a r t e s d e s c o n h e c i d a s d e u m t r i -
angulo e sphe r i co por m e i o das q u e são d a d a s , são e x a c t a m e n t e os m e s m o s 
q u e se a p p r e s e n t a m , q u a n d o , conhec idos a lguns e l e m e n t o s de um t r i e d r o , 
se p e d e m os o u t r o s . A o s triângulos csphericos lia seis elementos a considerar, 
os Ires ângulos A, B, C, e os tres lados oppostos a , b, c ; ou, p o r o u t r a s 
p a l a v r a s , os tres ângulos planos a, b. c, e os ires ângulos diedros oppostos 
A, B, C ,do triedro de que se Irada. 

4 0 
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A Trigonometria espherica tem por objecto o conhecimento de todas 
as seis parles dc um triangulo espherico, sendo dadas as que bastam para 
determinar as outras. 

Pos to isto , se de um ponto O d i r i g i r m o s ra ios v isuaes pa ra t r e s 
pon tos d i s t a n t e s M , N 3 P , s i t uados n o e s p a ç o , p a r a t r e s e s t r e l l a s por ex . ° , 
e s t a s l i nhas s e r ã o as a r e s t a s de um t r i e d r o O , cu jos e l e m e n t o s c o n s t i t u -
in tes s e r ã o o s m e s m o s d o t r i a n g u l o e s p h e r i c o A B C , f o r m a d o pelos a r cos 
dos c i rcu los m á x i m o s q u e u n e m o s pon te s e m q u e es tas a r e s t a s vão a t r a -
vessa r a s u p e r l i c i e de u m a e s p h e r a de r a io a r b i t r á r i o , c u j o c e n t r o O se 
SiippOe o ponto de p a r t i d a dos r a io s v i suaes . 

! V e s t e s p r inc íp ios d e d u z e i n - s e o s t h e o r e m a s s e g u i n t e s : 

1 .° C o m o q u a l q u e r a n g u l o p lano de um t r i e d r o ó s e m p r e m e n o r 
q u e d o u s r e c t o s , será sempre cada um dos lados do triangulo espherico 
< J 80 . ° Qualquer angulo será lambem sempre menor que dous rectos. 

Se no processo dos cá lcu los e n c o n t r a r m o s um a n g u l o , ou um l a d o 
d c u m t r i a n g u l o , q u e t enha por valor u m a r c o > l 8 0 ° , d e v e m o s r e g e i t a r essa 
s o l u ç ã o , ou e n t ã o s u b s t i t u i r o s u p p l e m e n t o do m e s m o a n g u l o ou a r c o : e 
os c o s . , s e n . , t a n g . , e t c . , nunca p o d e i ã o p e r t e n c e r a um a r c o m a i o r q u e 
a s e m i c i r c u m f e r e n c i a . 

2 . ° C o m o a s o m m a dos ângu los p lanos de q u s l q u e r a n g u l o p o l y e d r o 
é s e m p r e < 3 6 0 . ° ( G e o m . n . ° 1 2 7 ) , será a somma dos Ires lados de um 
triangulo espherico sempre < 3 6 0 ' . 

3 . ° Dous triângulos esphericos serão eguaes', quando os ires ângu-
los , ou os tres lados, ou dous lados e o angulo comprehendido , ou dous 
ângulos e o lado adjacente, forem respectivamente eguaes cada um a cada 
um. T a n t o es tes t h e o r e m a s , c o m o os dous s egu in t e* , d e m o r i s t r a m - s e do 
m e s m o m o d o q u e o s c o r r e s p o n d e n t e s nos t r i â n g u l o s r e c t i l í n e o s . 

4 . ° O arco abaixado perpendicularmente do vertice de um trian-
gulo espherico isosceles sòbre a sua base, divide ao meio esta base, e o 
angulo do vertice ; os ângulos eguaes ficam oppostos aos lados eguaes, e 
reciprocamente. 

5 . ° Nos triângulos esphericos o maior angulo fica sempre opposlo ao 
maior lado , o médio ao médio, e o menor ao menor. 

6 . ° Qualquer lado è sempre menor que a somma dos outros dous , 
e maior que a sua differença: p o r q u e a s o m m a de dons ângu los planos de um 
t r i a n g u l o t r i e d r o e x c e d e s e m p r e o t e r c e i r o , e por c o n s e g u i n t e a < 6 + c , e 
6 < a + c , ou a>b—c. C o n s e g u i n t e m e n t e , a semisomma doslres lados deum 
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triangulo excede sempre um lado qualquer: por que de 6 + c > a l i ra -se 
b+c+a 

b+c+a>2a , o u — - — > a . 

1 6 7 . Se de um ponto O ( f i g . 2 6 ) tomado dentro do angulo triedro 
S , abaixarmos a s perpendiculares O P 1 O Q , O R , sobre a s faces A S B , 
A S G , B S C 1 estai perpendiculares determinarão um novo angulo triedro , 
cujos ângulos planos serão supplementos dos ângulos diedros do angulo solido 
S, e cujos ângulos diedros serão supplementos dos ângulos planos do mesma 
angulo solido. 

C o m e f f e i t o : 
t . ° O s ângulos planos d o novo angu lo t r i e d r o P O Q 1 P O R , Q O R , 

fo i rnados pelas p e r p e n d i c u l a r e s O P , O Q , O R , s ão s u p p l e m e n t o s dos 
ângulos d i ed ros f o r m i d o i s e g u n d o a s r e c U s S V . , S i i , S C : por q u a n t o 
sendo a face P O Q p e r p e n d i c u l a r ás faces A S B 1 A S C do t r i e d r o S ( G e o m . 
n.° 1 1 9 ) , t a m b é m o se rá á intersecç.Sa d ' e l l a s ( G e o m . n.° 1 2 0 ) , ou à 
a res ta SA ; e d e t e r . n i n i r á , p e l i sua i n t e r s e c ç ã o c o m as d u a s faces , o a n g u l o 
r ec t i l í neoq ie se rve de m e d i d a ao angu lo d i e d r o f o r m a d o seg; indo AS (Geom. 
n.° 1 1 8 , 4 . ° ) . D ' e s t a i n t e r secção resul ta u m q u a d r i l á t e r o com dous â n g u -
los rectos em P e Q; e por consegu in t e o a n g u l o P O Q se rá s u p p l e m e n t o 
do angu lo d i e d r o s e g u n d o A S . O m ^ s m o se d e m o n s t r a a r e s p e i t o dos 
ou t ros ângu los planos Q O R , P O R . 

2 . ° Pe la m a s m a r a z ã o , c o m o j á f i c a d e m o n s t r a d o q u e a s a r e s t a s 
S A , S B , S C são p e r p e n d i c u l a r e s á s faces d o angu lo sol ido O , c o n c l u i r e -
m o s : que os ângulos planos de S são s u p p l e m e n t o s dos ângu los d i ed ros de 
O, ou , r e c i p r o c a m e n t e , q u e os ângu los d i e d r o s de O são os s u p p l e -
m e n t o s dos ângu los p lanos de S . 

Po r causa d ' e s t a s p r o p r i e d a d e s , o s ângu los t r i e d r o s S e O d i z e m - s e 
supplementares. E s t e s t r i e d r o s d e t e r m i n a m dous t r i â n g u l o s e s p h e r i c o s t a e s , 
q u e os ângu los de um são s u p p l e m e n t o s dos lados do o u t r o , e r e c i p r o c a -
m e n t e . L o g o : d a d o u m t r i a n g u l o e sphe r i co A B C com o s ângu los A , B , C , 
e lados a, b , c , é s e m p r e possivel c o n s t r u i r o u t r o A ' B ' C ' , cu jos â n g u -
los A ' , B ' , C ' , e lados a\ b1, c', t e n h a m c o m os do p r i m e i r o as r e l ações 
s e g u i n t e s : 

a ' = 1 8 0 3 — A , 6 ' = 1 8 0 o — B , c ' = 1 8 0 ° — C ( 1 ) , 

A ' = 1 8 0 — a , B ' = 1 8 0 — ò , C ' = 1 8 0 — e ( 2 ) 

-
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O t r i a n g u l o ass im c o n s t r u i d o c h a m a - s e polar ou supplementar do l . ° 
S o m r a a n d o a s t r e s e q u a ç õ e s ( 1 ) t e m o s 

A + B + C = 6 r ec to s — ( a ' + b'+ c); 

e c o m o já se viu q u e a' + + c' < 4 r ec tos (n.° 1 6 6 , 2 . ° ) , vê - se q u e 
A + B + C> 2 r ec tos . M a s por ou t r a p a r t e , c o m o q u a l q u e r dos ângulos 
e sphe r i cos é s e m p r e <2 r ec to s , t e m o s A + B + C < 6 rec tos . L o g o , a somma 
dos ângulos de qualquer triangulo espherico fica sempre compreliendida 
entre dous e seis ângulos rectos. 

As equações ( 1 ) e ( 2 ) s9o de m u i t a u t i l i d a d e , po rque r e d u z e m a 
t r e s os seis p r o b l e m a s da t r i g o n o m e t r i a e sphe r i ca , q u e cons i s tem em a c h a r 
t r e s dos seis e l e m e n t o s d e u m t r i a n g u l o , conhec idos o s ou t ros t r es . S e , 
por ex . ° , s o u b e r m o s a c h a r os t r e s ângulos A , B , C, por m e i o dos t r e s 
lados conhec idos a , b , c , podemos r e c i p r o c a m e n t e , dados o s t r e s ângu los 
A , B , C , a c h a r u m lado a , s u b s t i t u i n d o a o t r i a n g u l o o seu s u p p l e m e n -
t a r A ' B ' C , cujos lados s3o conhec idos pelas equações ( 1 ) ; e t endo a c h a d o 
u m dos ângulos A ' , a e q u a ç ã o ( 2 ) d a r á o lado proposto a = 1 8 0 ° — A ' . 
D e m a n e i r a , q u e s a b e n d o resolver u m t r i a n g u l o n o caso d e s e r e m dados 
os t r e s l a d o s , fica t a m b é m resolvido para o caso de s e r e m conhec idos os 
t r e s â n g u l o s ; e ass im nos ou t ros casos. A d i a n t e se verá isto mais e x p l i -
c i t a m e n t e . 

1 6 8 . Se o t r i e d r o O (fig. 2 7 ) for co r t ado por um plano pmn p e r -
p e n d i c u l a r a u m a a r e s t a OA , em um ponto m tal q u e seja Om = 1 , t e r e m o s 

mn = t ang c, On = sec c , mp •= t ang b, Op = sec b. 

Mas pela p r o p r i e d a d e dos t r i â n g u l o s rec t i l ineos ( G e o m . anal. n.° 2 0 1 ) é 

n p 2 = m n 2 + p m 2 — 2 mn. pm . c o s A , 

n p 2 = n 0 2 + p 0 2 — 2 n O . p O . cos a . 

S u b t r a h i n d o a 1 . " d a 2 . ' , t e m o s , e m v i r tude d e s e r e m o s t r i ângu los n m O , 
p m O , r e c t â n g u l o s e m m , e d e se r O m = 1 , 
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0 = 1 + 1 — 2 sec c. s ec b. cos a + 2 t a n g c. t a n g b. cos A, 

e, s u b s t i t u i n d o — peia s e c . , e — pe la t a n g . , 
cos cos 

cos a s en c . sen 6 . cos A 
0 = 1 - + - 7 • 

COS C . cos o cos C . cos O 

IVaqu i se d e d u z a equação fundamental 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A ( 3 ) 

P a r a os angulo9 b e c o b t e r e m o s , peio m e s m o t h e o r , f ó r m u l a s s i m i l b a n -
t e s , e r e u n i n d o - a s todas t r e s , t e r e m o s 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A , 

cos b = cos a cos c + sen a s en c cos B , 

cos c = cos a cos b + sen a sen b cos C . 

E s t a s e q u a ç õ e s , c a d a u m a das q u a e s e x p r i m e u m a r e l a ç ã o entre os tres 
lados e um angulo, e n c e r r a m i m p l i c i t a m e n t e toda a T r i g o n o m e t r i a e s p h e -
r i c a , vis to q u e por e l l a s , s e n d o d a d a s t r e s d a s se is p a r t e s q u e e n t r a m n o 
t r i a n g u l o e s p h e r i c o , s e p o d e m ca l cu l a r a s t r e s r e s t a n t e s . C o m o p o r é m seja 
c o n v e n i e n t e , nos d ive r sos c a s o s , t e r f ó r m u l a s q u e d ê e m i m m e d i a t a m e n t e 
a i ncógn i t a da q u e s t ã o , po r isso p a s s á m o s a d e d u z i r e s t a s d a s f ó r m u l a s 
p r e c e d e n t e s , c o m b i n a n d o - a s c o n v e n i e n t e m e n t e . ( N o t a 5 . ° ) 

i .° T e m o s 

cos a — c o s 6 cos c 
cos A , 

s e n b sen c 
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logo 

— cos b cos c i i « 2 1 4 / c o s a • 1 — co» A = sen A = I — ( 
\ sei sen b sen c 

r e d u z i n d o o 2 . " m e m b r o ao m e s m o d e n o m i n a d o r , e s u b s t i t u i n d o depo i s 
s en 2 por 1 — c o s 2 n o n u m e r a d o r , vem 

1 — cos2 b — cos 2 c— cos 2 a + 2 cos a . cos b . cos c 
sen 2 A — • 

seu o • sen e 

E x t r a h i n d o a ra iz q u a d r a d a , e d i v i d i n d o a m b o s os m e m b r o s por sen a , o 
2 . ° m e m b r o t o r n a - s e n ' u m a expressão symetrica r e l a t i v a m e n t e a a, b, c, 
i s to ó , n ' u m a e x p r e s s ã o t a l , q u e p e r m a n e c e a m e s m a q u a n d o q u a e s q u e r 
d ' e s t a s l e t r a s s e m u d a m r e c i p r o c a m e n t e u m a s nas o u t r a s . D e s i g n a n d o es ta 

sen A 
e x p r e s s ã o por 1\1, t e m o s = M. M u d a n d o n e s t a e q u a ç ã o A e a em 

seu a 
B e 6, e em C e c , c o m o M p e r s i s t e c o n s t a n t e , d e d u z - s e 

sen A sen B sen C 
sen a s eu 6 sen c 

2 . ° A p p l i c a n d o á e q u a ç ã o ( 3 ) a p r o p r i e d a d e do t r i a n g u l o s u p p l e -
m e n l a r ( e q u a ç õ e s 1 e 2 ) , isto 6 , m u d a n d o a em 1 8 0 ° — A, e A em 
1 8 0 ' — o , e t c . t e r e m o s 

cos A = — cos B cos C + sen B sen C cos a ( i ) . 

E r e u n i n d o es ta c o m as d u a s q u e se o b t é m s i m i l h a n t e m e n t e , t e r e m o s 

cos A = — cos B cos C + sen B sen C cos a , i 

cos B = — cos A cos C + s« n A sen C cos b, > ( I I I ) 

cos C = — cos A cos B -f sen A sen B cos c. 1 

( I I . ) 
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3 . ° A f im de e l i m i n a r b da e q u a ç á o ( 3 ) , s u b s t i t u a - s e po r cos b o 
sen B sen a 

seu valor ( 1 ) , e por sen O ; e v i rá 
sen A 

cos a = cos a cos 2 c + sen a sen c cos c cos B+ 
sen a . sen c . sen B . cos A 

sen A 

p o r é m cos 2 c= 1 — s e n 2 c : logo , d i v i d i n d o t u d o po r sen a sen c , s e rá 

sen c co t a = cos c cos B + sen B cot A (5). 

E s t a e q u a ç S o dá uma relação enlre dous lados e dous ângulos , sendo um 
dos ângulos comprehendidò por esses lados , e o oulro opposto a qualquer 
deli es. F a z e n d o todas as c o m b i n a ç õ e s pos s ive i s , d e d u z e m - s e m a i s c inco e q u a -
ções s i m i l l i a n t e s , q u e r e u n i d a s á a n t e c e d e n t e , p o d e m e s c r e v e r - s e 

cos B cos c 

cos A cos b = 

cos C cos a = 

cos B cos a = 

cos A cos c = 

cos C cos b = • 

— sen B co t A + sen c co t a , 

: — sen A cot C + sen b cot c, 

— sen G cot B -f- sen a co t b , 

— sen B cot C + sen a cot c , 

— sen A co t B + sen c co t b , 

— sen C cot A + sen b co t a , 

( I V . l 

Os q u a t r o g r u p o s do f ó r m u l a s ( I ) , ( I I ) , ( I I I ) , ( I V ) , o l f e r e c e m e v i -
d e n t e m e n t e t odas as c o m b i n a ç õ e s q u e é possivel f aze r com Ires quantida-
des conhecidas e uma incógnita, d a s se is q u e f o r m a m os e l e m e n t o s do t r i -
a n g u l o e s p h e r i c o ; e b a s t a r á nas d i f f e r e n t e s q u e s t õ e s e sco lhe r d ' e n t r e a s 
quinze e q u a ç õ e s aque l l a q u e c o n v é m , e t o r n a l - a depo i s p róp r i a pa ra o 
cá lcu lo por l o g a r i l h m o s . O s t r e s p r i m e i r o s t e m o s s e g u i n t e s e n u n c i a d o s , 
fáceis de jeonservar na j l n e m o r i a : 
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( I ) . O coseno de um lado qualquer de um triangulo espherico é egual 
á somma do producto dos cosenos dos outros dous lados, mais o producto 
dos senos de'sses mesmos lados multiplicado pelo coseno do angulo opposto 
ao primeiro lado. 

(II.) Nos triângulos esphericos os senos dos ângulos são proporcionaes 
aos senos dos lados oppostos. 

( I I I . ) Ocoseno de um angulo éegual á somma algébrica do producto 
dos cosenos dos outros dous ângulos, mais o producto dos senos desses 
mesmos ângulos multiplicado pelo coseno do lado opposto ao primeiro an-
gulo; devendo dar-se o signal negativo ao producto cm que entram só ân-
gulos. E s t e e n u n c i a d o , p r e s c i n d i n d o dos s i gnaes , é o m e s m o q u e o d a s f ó r -
m u l a s ( ! ) m u d a n d o lado cm a n g u l o , e a n g u l o eco lado. A p r i m e i r a c o n -
s o a n t e n q u e e n t r a na pa lavra angulo, e q u e ó ao m e s m o t e m p o a in ic ia l 
de negativo , s e r v i l á pa ra r e c o r d a r q u e no 2 . ° m e m b r o se d e v e d a r o si-
gnal negativo ao producto em que entram só ângulos. 

P a r a r e l e r n a m e m o r i a o e n u n c i a d o das f ó r m u l a s ( I V ) , q u e e x p r i -
m e m , c o m o j á d i s s e m o s , a r e l a ç ã o e n t r e dous lados, o angulo compre-
Iiendido e um opposto, e m p r e g a r e m o s o m e i o m n e m o n i c o l e m b r a d o por 
D e l a n s b r e , A s t r . T. I . c a p . X . , Trig. mnem, n . ° 1 9 1 e s e g u i n t e s , e q u e 
cons i s te em c o n s i d e r a r as quatro parles do t r i a n g u l o todas c o i i t i g o a s , s e n d o 
e n t ã o duas d ' e l l a s medias, e duas extremas; a s medias u m l a d o e u m 
a n g u ! o , e as extremas o u t r o l a d o e o u t r o a n g u l o R e f l e c t i n d o e n t ã o nas 
seis f ó r m u l a s , \ ô - s e q u e s e p o d e m t r a d u z i r pela m a n e i r a s e g u i n t e : 

( i V ) . O producto dos cosenos das partes medias é egual á somma dos 
productos do.s .senos das mesmas partes multiplicados pelas contagentes das 
extremas, lado com lado , e angulo com angulo: ; e n d o o p r o d u c t o em 
q u e e n t r a m lados posi t ivo , e o p r o d u c t o ein q u e e r t l r a m ângulos n e g a t i v o . 
P a r a nos r e c o r d a r m o s dos s ignaes f a r e m o s a m e s m a o b s e r v a ç ã o q u e a 
r e s p e i t o d a s f ó r m u l a s ( I I I ) (a) 

(a) Delambre, no lugar c i t a d o , menciona lambera a seguinte transformação 
notável das fórmulas ( Í V ) , que lhe foi sngger ida pela nosso Mestre o S r . Manoel 
Pedro de Mel lo , l .ente nesta Univers idade. Diwdindo por seu B s enc a 1." 
d 'aquel las f ó r m u l a s , acha-se 

rol a cot A 
cot I) cot e = ; 

seu 15 sen c 

e assim das outras- Podem pois cnunciar-se da maneira s egu in t e , simpjes e 
fácil de decorar-se : O producto das cot. das partes medias é egual á somma das 
cot. das extremas divididas pelos senos das medias, lado com anquln e angulo com 
lado; devendo dar-se o signal negativo á cot. em que entra angilo. 
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Triângulos esphericos rectângulos. 

1 6 9 . D e s i g n e m o s o a n g u l o r e c t o p o r A , e a h y p o t h e n u s a p o r a 
(Cg. 2 8 ) ; e p o n d o A = 9 0 ° n a s 1 . " e q u a ç õ e s d e ( ! ) e ( I I ) , n a i . 1 e 2 . " 
d e ( I I I ) , a a l . a e 5 . 1 d e ( I V ) , t e r e m o s 

cos a = cos b cos c (m), 

s e n b = sen a s en B ( n ) , 

cos a = c o t B cot C ( p ) , 

cos B = s e n C cos 6 ( q ) , 

t a n g c = t a n g a c o s B ( r ) , 

c o t B = c o t b s en c ('s). 

E s t a s se is e q u a ç õ e s , a c c o m m o d a d a s a o [ca lculo l o g a r i t h m i c o , b a s t a m p a r a 
r e s o l v e r em q u a l q u e r t r i a n g u l o r e c t â n g u l o o p r o b l e m a s e g u i n t e : Dados 
dous dos cinco elementos a , b , c , B e C, achar os outros tres. A s s i m a 
q u e s t ã o vero a d e p e n d e r d e u m a e q u a ç ã o e n l r e t r e s e l e m e n t o s , dos q u a e s 
um só é a i n c ó g n i t a . D e s i g n a n d o s e m p r e po r A o a n g u l o r e c t o , b u s c a r e -
m o s a q u e l l a d a s se i s e q u a ç õ e s q u e c o m p r e h e n d e o s t r e s e l e m e n t o s d a q u e s -
t ã o ; s e r á n e c e s s á r i o p o r é m m u d a r a l g u m a s vezes o l o g a r d a s l e t r a s B e 
G na figura. 

A s s i m e n t r a n d o 

a h y p o t h e n u s a 
a 

e dous â n g u l o s B , C , . . e m p r e g u e - s e a e q u a ç ã o . . (p) 
' o ( o p p o s t o 6 ( n ) : 

• • • e o l a d o . 
S ( a d j a c e n t e ( r ) , 

d o u s l ados b , ( m ) , 
um l a d o b do a n g u l o r e c t o e os â n g u l o s B, C {q), 
d o u s l ados ò , c do a n g u l o r e c t o e um a n g u l o B ( s ) , 

4 1 
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O c e l e b r e I n v e n t o r d o s L o g n r i t h m o s , r e d e c t i n d o s o b r e a o r g a n i s a ç ã o das 
f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s , c o n s e g u i u e n c e r r a l - a s e ra d u a s r e g r a s m u i fáce i s d e 
d e c o r a r , e v e m a s e r : 

T d o s senos das p a r t e s Separadas 
o coseno da p a r t e Media = ao p r o d u c t o < 

^ d a s c o t a n g . d a s p a r l e s Conjunctas. 
P a r a se a p p l i c a r e m e s t a s r e g r a s d e v e a d v e r t i r - s e : 

1 . ° Q u e N e p e r não c o n s i d e r a n o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o s e n ã o c inco 
p a r t e s , e x c l u i n d o o a n g u l o r e c t o , q u e não e n t r a e x p l i c i t a m e n t e n a s o l u ç ã o , 
c o m » v i m o s a c i m a . C o n t a n d o d ' e s t a f ó r m a , e e n t r a n d o em q u a l q u e r q u e s -
t ã o s e m p r e t r e s p a r t e s , d u a s dadas, e u m a pedida: 6 fácil de v e r , q u e 
u m a dai» t r e s s e r á e q u i d i s t a n t e d a s o u t r a s d u a s , ou media e n t r e e l l a s , f i -
c a n d o - l h e as o u t r a s d u a s : ou c o n t í g u a s , e tn c u j o caso se c h a m a m con-
junctas; ou e g u a l m e n t e separadas por o u t r a s p a r t e s q u e não e n t r a m na 
q u e s t ã o , visto q u e , ao t o d o , não são s e n ã o c inco . E is to o q u e N e p e r 
e n t e n d e p o r parles medias, partes conjunctas , e partes separadas. A 
p r i m e i r a cousa q u e se d e v e f a z e r , é d i s t i n g u i r na f igu ra q u a e s e l las s ã o , o 
q u e é fáci l . 

2 . ° Q u e e m loga r dos l a d o s , q u e f o r m a m o a n g u l o r e c t o , s e h a - d e 
t o m a r o seu c o m p l e m e n t o , i s to 6, t o m a r d ' e l l e s o s eno , o coseno ou a t a n g e n -
t e , q u a n d o pe la s r e g r a s se houvesse de t o m a r o coseno , o seno ou a c o t a n g e n t e . 

E s t a s r e g r a s t ê m a v a n t a g e m d e s e t o m a r e m f a c i l m e n t e d e m e -
m o r i a pe la sijmetria de linguagem, por a s s im d i z e r , c c m q u e se e x p r i -
m e m e m p o r t u g u e z , c o r r e s p o n d e n d o senos á s p a r t e s separadas e colan-
gentes ás conjunctas. 

1 7 0 . A r e s p e i t o d a s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s f a r e m o s a i n d a a s s e g u i n -
t e s o b s e r v a ç õ e s . 

I . 0 D a e q u a ç ã o ( m ) c o n c l u e - s e q u e o coseno d a hypothenusa é egual 
ao producto dos cosenos dos outros dous lados; e p o r c o n s e g u i n t e , q u e 
u m dos t r e s l ados é < o u > 9 0 ° , c o n f o r m e f o r e m o s o u t r o s d o u s l ados d a 
m e s m a o u d i f f e r e n t e e s p e c i e , i s to é , c o n f o r m e f o r e m c o n j u n c t a m e n t e o u 
< o u > 9 0 . ° , o u c o n f o r m e for u m d ' e l l e s < e o o u t r o > 9 0 . ° ; p o r q u e o s c o -
senos dos a r c o s > 9 0 . ° s ão n e g a t i v o s . 

2 . ° A e q u a ç ã o ( p ) faz ver q u e , se c o m p a r a r m o s a h y p o t h e n u s a com 
o s dous â n g u l o s a d j a c e n t e s B e C 5 u m d ' e s t e s t r e s a r c o s é ^ o u v ^ O O 0 , 
s e g u n d o f o r e m o s o u t r o s dous a r c o s d a m e s m a o u d i í f e r e n t e especie. ' 

3 . ° As e q u a ç õ e s (q ou s) m o s t r a r a q u e q u a l q u e r dos â n g u l o s B e C 
é s e m p r e da m e s m a e s p e c i e q u e o l a d o oppos to . 
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4 . ° V ê - s e t a m b é m pe la e q u a ç ã o ( r ) q u e a h y p o t h e n u s a e u m d o s 
lados são da m e s m a e s p e c i e , q u a n d o o a n g u l o c o m p r e h e n d i d o é < 90 , 
e de d i f f e r e n t e e s p e c i e q u a n d o e s t e a n g u l o é > 9 0 ° . 

5 . ° F i n a l m e n t e se o l a d o b do a n g u l o r e c t o for = 9 0 ° ; s e r á 
c o s 6 = 0 , e ( pe l a s e q u a ç õ e s (m) e [q)) cos a = 0 , CosB = O : d ' o n d e se 
conc lue q u e n e s t e caso o s lados C A , C B s e r ã o c a d a u m d e 9 0 . ° e p e r p e n -
d i c u l a r e s s ô b r e AB ; o t r i a n g u l o s e r á i sosce les bireclangulo; e C t o m a 
o n o m e de pólo do a r c o AB (f ig . 2 8 ) , em c o n s e q u ê n c i a de f i ca r á d i s t a n -
cia d e 9 0 ° d e todos o s pon tos d ' e s t e a r c o . 

1 7 1 . P o s t o q u e e s t a s f ó r m u l a s r e s o l v e m todos o s casos dos t r i â n -
gu los r e c t â n g u l o s , c u m p r e todavia n o t a r q u e o s va lo r e s das i ncógn i t a s n ã o 
s e o b t e r ã o c o m p r e c i s ã o , q u a n d o o s a r c o s , s e n d o m u i t o p e q u e n o s , v i e r e m 
e x p r e s s o s e m c o s e n o s ; o u q u a n d o , s e n d o viz inhos d e 9 0 ° , f o r e m d a d o s 
po r senos . 

P a r a o b v i a r a e s t e i n c o n v e n i e n t e , r e c o r r e m o s aos a r t i f í c ios s e g u i n t e s . 

J _ _ COS OC 
l . ° T e m o . ( P . I I 1 p a g 1 6 2 ) t a n g * i * = _ _ _ ; 

e p o r i sso , se for p e d i d a a h y p o t h e n u s a a s e n d o c o n h e c i d o s B e C, a e q u a -
ção ( p ) t o r n a - s e e m 

t a n g i a 
1 — c o t B c o t C sen B sen C — cos B cos C 
1 + co t B co t C sen B sen C + cos B cos C ' 

, 2 1 cos ( B + C ) 
t a n g ^ a = i — ! — ; (Q) • 0 2 c o s ( B — C ) - - W ' 

e q u a ç ã o o n d e s e v ê , q u e a somma dos dous ângulos B e C é > 9 0 ° , p o r 
q u e o 2 . ° m e m b r o , q u e t e m o s igna l — , d e v e s e r pos i t i vo . 

2 . " D o m e s m o m o d o , s e p r o c u r a r m o s u m l a d o b d o a n g u l o r e c t o 

c o n h e c i d o s os â n g u l o s B e C, t e m o s pe l a e q u a ç ã o (q) cos b = e f a -
sen C 

z e n d o z = 9 0 ° — B , q u e dá cos B = sen z , e cos b = ; t e r e m o s 
sen C 

( p e l a e q u a ç ã o c i t a d a e p e l o n . ° 2 0 6 P . I I . ) 
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t a n g 2 i b =sen C — sen z __ t a n g | ( C — z ) 
8 1 s e n C + s e n z t a n g f ( C + z ) ' 

t a n g i 6 = K ( t a n g [ i (B — C) + 4 5 o ] t a n g [ i (B + C) — 4 5 o ] ) . . . ( 7 ) 

3 . ° C o n h e c i d a a h y p o t h e n u s a a e um l a d o c , se q u i z e r m o s a c h a r o 
l a d o a d j a c e n t e B 5 t e r e m o s pe la e q u a ç ã o ( r ) 

„. „ 1 — t a n g c c o t a cos c sen a — s e n c cos a 
t a n g | B = - , 

1 + t a n g c co t a cos c sen a + seu c cos a 

t a n g i B O 2 w 

P a r a q u e e s t a e x p r e s s ã o s e n ã o t o r n e i m a g i n a r i a , é n e c e s s á r i o q u e a — c 
e a + c t e n h a m o m e s m o s i g n a l ; po r c o n s e g u i n t e s e n d o a + c> 1 8 0 ° , d e v e 
s e r a h y p o t h e n u s a a<c. L o g o se o t r i a n g u l o t i v e r â n g u l o s o b t u s o s , não s e r á 
a h y p o t h e n u s a o m a i o r lado . É i s to c o m e f f e i t o o q u e se t o r n a e v i d e n t e na 
f i g u r a 3 í . 

r o • , \ , c o s a 

4. A e q u a ç ã o ( m ) dá cos c = , 
c o s b 

logo t a n g 2 i c = t a n g [a + b). t a n g i (a — b) ( 9 ) 

5 . ° F i n a l m e n t e s e f o r p e d i d o u m l a d o b , c o n h e c i d o s o a n g u l o o p -
p o s t o B e a h y p o t h e n u s a a , e m vez d e e m p r e g a r a e q u a ç ã o (n) q u a n d o b 
fo r v i z inho d e 9 0 ° , t o m e - s e 

b = 9 0 ° — 2 z , t a n g x = sen a s e n B; 
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o que redur a equação (n) a cos 2z = tang x, ou 

tang1 z = \ 7 I a n g x = tang. ( 4 5 o - x)s 
° 1 + lang a; 

e por conseguinte 

tang ( i 5 ° — f b) = Ktang (45o— x) (10). 

C a l c u l a - s e o a r c o x po r m e i o da e q u a ç ã o t a n g x = s en a sen B , e 
a ú l t i m a d a r á o valor de b. 

A p p r e s e n t â m o s na t abe l i ã s e g u i n t e os c inco e l e m e n t o s c o n s t i t u i n t e s de 
um t r i a n g u l o e s p h e r i c o r e c t â n g u l o , a f im de pode r s e r v i r de e x e r c i c i o p a r a 
a a p p l i c a ç ã o n u m é r i c a das f ó r m u l a s , t o m a n d o á escolha dous d ' e s t e s e l e -
m e n t o s , e ca l cu lando por m e i o d ' e l l e s os t r e s r e s t a n t e s . 

Triangulo rectângulo de prova. 

ELEMENTOS. 1.0G. SEN. LOG. COSEN. LOG. TANG. 

a = 7 1 ° 2 4 ' 3 0 " 
6 = 1 4 0 . 5 2 . 4 0 
c = l 1 4 . 1 5 . 5 4 
B = I 3 8 . 1 5 . 4 5 
C = 1 0 5 . 5 2 . 3 9 

í . 9 7 0 7 2 3 5 
1 . 8 0 0 0 1 3 4 
1 . 9 5 9 8 3 0 3 
I 8 2 3 2 9 0 9 
1 . 9 8 3 1 0 0 8 

Í . 5 0 3 5 4 7 5 + 
1 . 8 8 9 7 5 0 7 — 
í . 6 1 3 7 9 6 9 — 
T 8 7 2 8 5 6 8 — 
í . 4 3 7 0 8 6 7 — 

0 . 4 7 3 1 7 5 9 + 
Í . 9 1 0 2 6 2 0 — 
0 . 3 4 6 0 3 3 3 — 
1 . 9 5 0 ^ 3 4 1 — 
0 . 5 4 6 0 2 0 1 — 

O s ignal — posto á d i r e i t a de m u i t o s d ' e s t e s I o g a r i t h m o s se rve pa ra 
i nd i ca r q u e o fac tor c o r r e s p o n d e n t e é n e g a t i v o ; e não deve c o n f u n -
d i r - s e c o m os s i gnaes — col locados á e s q u e r d a d o s l o g . , q u e , c o m o é s a -
b i d o , i n d i c a m q u e d e v e m se r s u b t r a h i d o s , c o m o accon tece nas divisões. C o n -
f o r m e for pa r ou i m p a r o n u m e r o dos f ac to r e s nega t ivos de u m a f ó r m u l a , 
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ass i tn o p r o d u c t o t e r á o s igna l + ou — • , c i r c u n s t a n c i a s q u e d e v e h a v e r 
c u i d a d o e m n o t a r ; p o r q u e , por e x . ° , t a n g a d á p a r a a u m a r c o < 9 0 ° , 
q u a n d o es ta t a n g e n t e é posi t iva , e o s u p p l e m e n t o d ' e s t e valor q u a n d o a 
t a n g e n t e é n e g a t i v a . 

Triângulos esphericos obliquangulos. 

1 7 2 . P e r c o r r a m o s t o d o s o s c a s o s q u e p o d e m a p p r e s e n t a r - s e (fig. 2 8 ) . 
I . 0 CASO Dados o s tres lados a , b , c , achar o angulo A ? 

A l . " d a s e q u a ç õ e s ( I ) d á , s u b s t i t u i n d o ne l l a 1 — 2 s e n 2 j A po r 
cos A : 

cos a = cos (b— c) — 2 sen 6 sen c s e n 2 i A ( 1 1 ) . 

ou 2 s e n b s en c s e n 2 ~ A = cos (6 — c) — cos a , 

o u , P . I I . pag . 1 6 4 , (*) 

s e n » i s e n i ( « + Z> — c) sen i (a + c — b) 
s e n b sen c 

E s t a e q u a ç ã o , a c c o m m o d a d a a o c á l c u l o l o g a r i t h m i c o , d á o valor d o 
a n g u l o A . P ô d e t o r n a r - s e m a i s s y m e t r i c a , f a z e n d o 

q u e d a r á 
2 p = a + 6 + c , 

s e n 2 i A = 
sen ( p — b) . sen ( p — c) 

s e n b s en c 
(12). 

(«) Como o l . ° m e m b r o é essenc ia lmente posit ivo, bem como sen 6 e s e n c 
(porque 6 e c são < 180°) , vè-se a necess idade de ser ao mesmo t empo 
c < 6 - i - a , e c > 6 — a , por isso q u e as re lações cont ra r ias são v is ive lmente a b s u r -
d a s ; e recahe-se ass im no theorema 6." do n.° 166 , 
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Se na l . 4 das e q u a ç õ e s (I) s u b s t i t u í s s e m o s 2 c o s 2 • 
d e cos A , a c h a r í a m o s i d e n t i c a m e n t e 

3 2 7 

1 em logar 

C O S 2 U = 
sen p sen (p—a) 

sen 6 sen c 
( 1 3 ) 

F i n a l m e n t e , d iv id indo a 1." d ' e s t a s e q u a ç õ e s pela 2 . % t e m o s 

s e n ( p - b ) ^ ^ 
° s e n p . sen (p — a) 

Q u a l q u e r d ' e s t a s e q u a ç õ e s reso lve a ques t ão . 
2 . ° CASO. Dados os tres ângulos A, B, C, achar o lado A? 

D a p r o p r i e d a d e d o t r i a n g u l o s u p p l e m e n t a r ( p a g . 3 1 5 . ) a p p l i c a d a á s 
equações p r e c e d e n t e s , pela s u b s t i t u i ç ã o dos va lo res ( 1 ) e ( 2 ) , e f azendo 

resu l ta 

2 P = A + B + C , 

cos P cos í P — A ) 
a = — i , 

sen B sen C 

, , _ cos ( P - B ) C Q g ( P - C ) 
COS JU — — — — — — , 

sen B . s e n C 

, . cos P cos ( P — A ) 
t a n g 2 \ a == — — v ' 

cos ( P — B ) cos ( P — C ) 

3 . ° CASO. Dados dous lados a e b, e o angulo comprehendido C , 

achar o terceiro lado? 
P ô d e l a n ç a r - s e m ã o d a ú l t i m a das e q u a ç õ e s ( I ) d e b a i x o d a f ó r m a 

s e g u i n t e 

cos c = cos a cos b (1 -f tang a tan 6 cos C.) 
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O u e n t ã o , f a z e n d o n a m e s m a e q u a ç S o , 

cos C = 2 c o s 1 j -C — i , cos c = 1 — 2 sen c , 
vem 

1 — 2 s e n 2 i c = cos (a + b) + 2 sen a sen b cos j C 
= 1 — 2 s e n 2 i (a + b) + 2 sen a s e n b c o s 2 | C. 

T o m a n d o um a r c o v t a l , q u e dê sen v = C o s ^ C ^ s e n a s en b , t e r e m o s 

s e n 2 i c = s e n 2 - (a + b) — s e n 2 v, 

o u , P a r t . I I , n . ° 2 0 7 , 

s e n 2 i c = s en \ (a + b + 2 o ) sen i (a + ô — 2 » ) , 

e q u a ç ã o m a i s a c c o m m o d a d a ao ca l cu lo l o g a r i t h m i c o , e da qua l se d e d u z e m 
f a c i l m e n t e , po r s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s , a s c o r r e s p o n d e n t e s nos o u t r o s l ados . 

4 . ° C A S O . Dados dous ângulos A E B , e o lado adjacente c, achar 
o terceiro angulo C? 

A 3 . " d a s e q u a ç õ e s ( I I I ) dá 

cos C = cos A cos B ( t a n g A t a n g B cos c — 1) . 

P o d e m o s t a m b é m s u b s t i t u i r o s va lo r e s ( 1 ) e ( 2 ) n a s f ó r m u l a s p r e c e d e n -
t e s , e t e r e m o s 

s e n v — s e n - j c ^ s e n A s e n B , 

cos 2 i C = sen { ( A + B + 2 » ) sen { (A + B — 2v). 

5 . ° C A S O . Conhecidas tres das quatro partes, dous lados e os ângu-
los oppostos, achar a quarta ? 
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D e v e e m p r e g a r - s e a regra dos quatro senos, e q u a ç õ e s ( I I ) . 
1 7 3 . E x c e p t o o caso d e s e r e m c o n h e c i d o s o s t r e s l ados o u o s t r e s 

â n g u l o s d e u m t r i a n g u l o , t odo o p r o b l e m a d e t r i g o n o m e t r i a e s p h e r i c a c o r n -
p r e h e n d e n o n u m e r o d a s p a r t e s d a d a s u m a n g u l o e u m l a d o a d j a c e n t e , 
a l é m d e u m t e r c e i r o e l e m e n t o : n o q u e v a m o s e x p o r , d e s i g n a r e m o s s e m -
p r e e s t e a n g u l o por A , e o l ado por 6. 

A b a i x e - s e d e u m dos â n g u l o s C ( f ig . 2 9 ) u m a r c o C D p e r p e n d i c u l a r 
s ô b r e o l ado c. E s t e lado ficará c o r t a d o em dous s e g m e n t o s o e 9 ' , e o 
a n g u l o C em dous â n g u l o s 6 e 6' , i s to é , 

c = ç + D = Ô + &'. 

C u m p r e p o r é m a d v e r t i r : que uma d'estas partes s e r á negativa nas diffe-
rentes equações, se o arco perpendicidar cair fora do triangulo , o que se 
dá quando um dos ângulos A da base é agudo e o outro B é obtuso: e que 
serão todas as parles positivas, quando o arco cair dentro do triangulo, 
isto é, quando os dous ângulos dados forem da mesma especie. 

" C o m e f fe i to , se nos d o u s t r i â n g u l o s A C D , B C D , t i r a r m o s os v a l o -
r e s d o a r c o p e r p e n d i c u l a r C D , po r m e i o d a e q u a ç S o ( s ) , a c h a r e m o s 

t a n g CD = t a n g A sen ? = t a n g B s e n 9. 

S e n d o A e B da m e s m a e s p e c i e , as suas t a n g e n t e s l e r ã o o m e s m o s i g n a l , 
e po r c o n s e g u i n t e sen ç e sen <p' e s t a r ã o no m e s m o caso . Se A e B f o -
r e m p o r é m de e s p e c i e d i l f e r e n í e , sen <p e sen o ' d e v e m t e r s i g n a e s c o n -
t r á r i o s ; e n t ã o o a r c o p e r p e n d i c u l a r C D ca i r á fó ra d o t r i a n g u l o , e s ó -
m e n t e um dos s e g m e n t o s 9 e ç ' s e r á n e g a t i v o . 

1 7 4 . V ê - s e n a f i g . 2 9 q u e o t r i a n g u l o A B C s e d e c o m p õ e e m 
d o u s A C D 1 B C D q u e p o d e m o s r e s o l v e r s e p a r a d a m e n t e , a c h a n d o a s s i m o s 
e l e m e n t o s d e s c o n h e c i d o s po r m e i o dos q u e s ão d a d o s . E s t e p rocesso I e v a -
nos a e q u a ç õ e s s i m p l e s , á s q u a e s f a c i l m e n t e se a p p l i c a o ca l cu lo po r I o g a -
r i t h m o s , c o m o pas sámos a m o s t r a r . 

R e s o l v e m - s e p r i m e i r o o s t r i â n g u l o s A C D , B C D , p a r a d ' e l l e s d e d u -
z i r u m a d a s p a r t e s ç ou 9 , do l a d o c ou do a n g u l o C , s u p p o n d o c o n h e c i d o s 
o a n g u l o A eo l ado a d j a c e n t e b . A p p l i c a n d o as e q u a ç õ e s ( r e p ) , d e d u z e m - s e 
a s e q u a ç õ e s ( a e a 1 ) . A p p l i c a n d o d e p o i s e m c a d a u m d ' e s t e s t r i â n g u l o s 
as e q u a ç õ e s ( m , q, s , r) , e e l i m i n a n d o o a r c o p e r p e n d i c u l a r CD em c a d a 
s y s t e m a de d u a s a n a l o g a s , o b t e m - s e a s e q u a ç õ e s ( c , c ' , d , d'). 

4 2 
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T o n g 9 = t a n g b cos A . . . , (a); 

c = ? + ? ' ( b ) i 

cos a cos 9 ' 

cos b cos 9 

t a n g A sen 9 ' „ 
r r = — ( « ) ; 

t a n g 11 sen 9 

s en A sen B 

s e n a s e u 6 

co t 0 = cos 6 t a n g A . . . . . . ( a ' ) 

C = O + 0 ' (6 ' ) 

cos A sen 8 , 
77= r; (c) cos U s e u 9 

' a n g a _ cos 8 
t a n g b cos •/ 

s e n C 
: ( 0 sen c 

P a s s á m o s a ve r os c a s o s q u e p o d e m a p p r e s e n t a r - s e , e a m a n e i r a de os 
r e s o l v e r p o r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s . 

Além das parles dadas A e b , ha m a i s um 3 . ° e l e m e n t o . 

1 . ° Se f o r c o n h e c i d o c ( d o u s lados b e c , e o angulo comprehen-
dido A) a e q u a ç ã o (a) dá 9 ; (b ) dá 9', p o d e n d o e s t e s a r c o s t e r o s igna i 
n e g a t i v o ; (c) d á a ; ( f í ) d á B ; e f i n a l m e n t e (¢) d á C , c u j a e s p e c i e s e d e t e r -
m i n a r á pe lo q u e f i c a d i t o n o n . ° 1 7 3 . 

2 . ° Se f o r c o n h e c i d o C (dous ângulos A e C e o angulo adjacente b) 
a e q u a ç ã o ( a ' ) d á Ô ; (b1) d á 0 ' , q u e p ô d e s e r n e g a t i v o ; ( c ' ) d á B ; ( d ' j 
dá a ; (e) dá c, c u j a e s p e c i e é c o n h e c i d a . 

3 . ° Se f o r c o n h e c i d o a (dous lados a e b , e o angulo opposto A) 
a e q u a ç ã o ( a ) dá 9 ; (c) dá 9' ; (b ) dá c ; (d e e) d ã o B e C. Ou e n t ã o (o ' ) 
d á y ; ( d ' ) d á 8' ; (&') d á C ; (c e e) d ã o B e c. 

N ' e s t e c a s o o p r o b l e m a o f f e r e c e g e r a l m e n t e d u a s s o l u ç õ e s ; p o r q u e 
s e c a l c u l a r m o s 9 ' ou 8 ' p o r m e i o do c o s e n o , o a r c o a p p a r e c e c o m os d o u s 
s i g n a e s ± ; c e C t e m p o r c o n s e g u i n t e d o u s v a l o r e s , e x c e p t o s e t i v e r m o s 
de r e j e i t a r a l g u m , c o m o n e g a t i v o o u > 1 8 0 . ° As e q u a ç õ e s ( c ' ed ) d ã o 9 ' e 0 ' 
p o r m e i o d o s s e u s s e n o 3 , d ' o n d e r e s u l t a m d o u s v a l o r e s p a r a C e c . 

4 . ° Se f o r c o n h e c i d o B ( d o u s ângulos A e B , e o lado opposto b) 
a e q u a ç ã o (a1) dá 0 ; ( c ' ) dá </; ( b ' ) dá C; (d'e e) dã o a e c . Ou e n t ã o 
( a ) d á 9 ; (d) d á 9 ' ; ( b ) d á c; (c e ¢) d ã o a e c . 
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T a r a b e m n e s t e caso ha d u a s s o l u ç õ e s , p o r q u e 9 ' e ô ' s e n d o d a d o s 
em s e n o s , o a r c o t e m dous va lo res s u p p l e m e n t a r e s ; e p o r t a n t o c na e q u a -
ç ã o ( 6 ) , e a na equaçSo ( d ' ) , a p p a r e c e m c o m d o u s v a l o r e s : o m e s m o 
a c o n t e c e c o m a e C nas e q u a ç õ e s (c e b') ; e t c . 

O s q u a t r o casos q u e a n a l y s à m o s , r e s o l v e m - s e , c o m o a c a b a m o s d e v e r , 
p o r q u a l q u e r dos dous s y s t e m a s d a s o i t o e q u a ç õ e s , u m f o r m a d o d a s e q u a -
ç õ e s s e m a c c e n t o , e o u t r o d a s a c c e n t u a d a s . S e n d o c o m m u m a a m b o s a 
e q u a ç S o (e) («). 

1 7 5 . LVestas e q u a ç õ e s d e d u z e m - s e a s s e g u i n t e s c o n s e q u ê n c i a s i m -
p o r t a n t e s (fig. 2 9 ) . 

1 . ° A e q u a ç ã o (c) dá 

cos b — cos a cos 9 — cos ç ' 
cos b + cos a cos <p + cos <p' ' 

e em v i r t u d e d a s e q u a ç õ e s de pag . 1 6 5 , ParL 2 . " , e po r se r 0 = 9 + 9 ' , 
t e m o s 

t a n g - : ( ? ' — ?) = t a n g i ( a + ò) t a n g \ (a — b) cot i c ( 1 5 ) 

Conhecidos a ires lados a , b , c de ura t r i a n g u l o , p o d e m o s p o r m e i o 
d ' e s t a e q u a ç ã o c o n h e c e r a s e m i d i f f e r e n ç a dos s e g m e n t o s 9 e 9', e c o n s e -
g u i n t e m e n t e os m e s m o s s e g m e n t o s , po r s e r j c a sua s e m i s o m m a : e 

(•) Querendo resolver um t r iangulo e s p h e r i c o , conhecidos dous lados e um 
a n g u l o , ou dous ângulos e um l a d o , abaixa-se de um dos ver t ices um arco 
perpendicu la r sôbre o lado opposto , a fim de formar dous t r iângulos rect ângu-
l o s , um dos q u a e s , a lém do angulo r e c t o , tenha duas par tes c o n h e c i d a s - Está 
c l a r o , q u e este arco não deve part ir do angulo dado no l . ° caso , nem ca i r no 
lado conhecido no 2 ." Rcsolva-se este t r iangulo rectângulo , e ca lcu lem-se os 
dous segmentos da base ç e o , ou os das ângulos do vér t ice s e 81. As equa-
ções ( c ) , ( c ' j , (d) , (d1) podem enunciar-se da maneira seguin te . 

t . ° Os cos dos dous lados do angulo , d ' o n d e par te o arco p e r p e n d i c u l a r , 
estão entre si como os cos dos segmentos respectivos da base ; as cot. d 'es tes 
lados estão como as cot. respectivas dos segmentos do angulo no ver t ice . 

2 .° As cot. dos dous ângulos na base estão como os senos respectivos dos 
segmentos da b a s e ; os cos d ' e s tes ângulos estão como os senos dos s egmen-
tos respectivos do angulo no ver t ice . 
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d e p o i s r e s o l v e n d o o s t r i â n g u l o s r e c t â n g u l o s A C D , B C D , o b t e m - s e o s â n -
g u l o s A e B , pe la f ó r m u l a 

cos A = t a n g o co t b, cos B = t a n g 9' c o t . a ( 1 6 ) 

2 . ° A e q u a ç ã o (d) dá do m e s m o m o d o [ v e j a - s e Pari.2." n . ° 2 0 6 e 
e q u a ç ã o ( 6 ] : 

t a n g A — t a n g B sen tp1 — sen <p t a n S r ( < ? ' — 9 ) 
t a n g A + t a n g B sen 9' + s e n 9 t a n g j (91 + 9 ) ' 

. / , s e n ( A — B ) , , , 
^ H r - d - s s i t + t * * 1 ' ' ( , 7 ) 

Conhecidos dous ângulos A e B , e o lado adjacente c , p o r m e i o 
d ' e s t a e q u a ç ã o o b t e r e m o s 9 e 91 e d e p o i s d e t e r m i n a r - s e - b ã o a e b p o r 
m e i o d a s e q u a ç õ e s ( 1 6 ) . 

3 . ° A e q u a ç ã o (c ' ) d á , p r a c t i c a n d o d a m e s m a m a n e i r a , 

t a „ g I (ô ' — 6) = t a n g l (A + B ) . t a n g i (A - B) t a n g i C ( 1 8 ) 

Conhecidos os Ires ângulos A , B, C; o b t e r e m o s po r m e i o d ' e s t a s 
e q u a ç õ e s G e 0 ' ; e o b t e r e m o s d e p o i s os l ados a e b , r e s o l v e n d o os t r i â n -
gu los A C D e B C D , q u e d ã o 

cos b = co t 9 c o t A, cos a = co t 6 ' c o t B ( 1 9 ) 

4 . ° F i n a l m e n t e pe la e q u a ç ã o (d ' ) t e r e m o s t a m b é m 

<20> 

Conhecidos dous lados a , b , e o angulo comprehendido C, o b t e r e -
m o s ô e ô ' , e d e p o i s A e B p e l a s e q u a ç õ e s ( 1 9 ) . 
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1 7 6 . A s e q u a ç õ e s q u e a c a b á m o s d e d e d u z i r , s e r v e m t a m b é m p a r a 
d e m o n s t r a r os t h e o r e m a s c o n h e c i d o s pe lo n o m e de analogias de Neper. 
E g u a l a n d o o s va lo re s ( 1 3 ) e ( 1 7 ) d e t a n g j ( ç f — o ) t e r e m o s , por se r 
s e n 2 a = 2 sen a cos a , 

t a n g i (a+b) t a n g i ( « - & ) = ™ S ™ ? » « « * * <=..(21) 8 ^ j ' s e n ± ( A + B ) c o s j ( A + B ) 0 ^ " ' 

„ , s en a — sen b sen A — sen B 
M a s pela e q u a ç S o [e] t e m o s — = — —; 

' 1 w s e n a - f sen o sen A + sen B 

„ ^ t a n « i ( a — b) t a n « i ( A — R) 
logo (Part. 2 . ' n . ° 2 0 6 ) — ^ - f = ^ — ' . 0 V ' t a n g i ( a + 6 ) t a n g i ( A + B j 

M u l t i p l i c a n d o a m b o s o s m e m b r o s d a e q u a ç S o ( 2 1 ) por es to ú l t i m a 
e q u a ç S o , t odos os t e r m o s q u e nSo d e s a p p a r e c e m pela d i v i s ã o , Gcam no 
q u a d r a d o ; e e x t r a h i n d o a ra iz , v e m 

t a n g 3 (a — b) = 
sen I ( A - B ) 

' ( A + B sen 
t a n g i c , 

(22) 

t a n g | (a + b) = 
c o s i ( A — B ) 
c o s f (A + B 

t a n g i C ( * ) 

r e s u l t a n d o a 2.' d ' e s t a s e q u a ç õ e s da d iv i são da e q u a ç S o ( 2 1 ) pe la 1." 
E g u a l a n d o o s va lo res ( 1 8 e 2 0 ) d e t a n g i ( 9 ' — 6 ) , e o p e r a n d o d a 

m e s m a m a n e i r a s o b r e a e q u a ç S o r e s u l t a n t e ; ou , o q u e vai o m e s m o , 
m u d a n d o nas e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s os â n g u l o s A e B nos s u p p l e m e n t o s dos 
l ados a e b , e r e c i p r o c a m e n t e , e d e p o i s t a n g j c em co t ^ G: o b t e r e m o s 

( . ) Como l a n g | e. c o s ] (A — g) é uma quan t idade positiva . é necessário 
que tang. ] [a + 6) e cos i ( A - f - B ) teuham o mesmo s igna l ; donde se conclue 
q u e a semisomma de dous ângulos quaesquer é sempre da mesma especie que a semi-
somma dos dous lados oppostos; e reciprocamente. 
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I a n g i ( A - B ) = 
sen ^ [a — ' 

sen i ( a + 

( 2 3 ) 

SAO es t a s as c h i m a d a s analogias de Neper : e s e r v e m p r i n c i p a l m e n t e 
para a c h a r d o u s lados a e b de um t r i a n g u l o , c o n h e c i d o o 3 . ° l ado c , e 
o s â n g u l o s a d j a c e n t e s A e B ( e q u a ç õ e s 2 2 ) ; o u p a r a a c h a r dous â n g u l o s 
A e B 1 c o n h e c i d o s os dous lados oppos to s a e b , e o a n g u l o c o r o p r e h e n -
d i d o C ( e q u a ç õ e s 2 3 ) . 

1 7 7 . Triângulos isosceles. S e j a m C e B os d o u s â n g u l o s e g u a e s de 
um t r i a n g u l o i sosce les ( f ig . 29 r e p . ) ; b e c os d o u s lados e g u a e s ; A o 
a n g u l o do v e r t i c e , e a a base . O a r c o p e r p e n d i c u l a r , t i r a d o do v e r t i c e 
p a r a o m e i o d a b i s e , d á d o m t r i â n g u l o s s y m e t r i c o s r e c t â n g u l o s , o s 
q u a e s o f í e r e c e m as s e g u i n t e s r e l a ç õ e s f o r m a d a s d a s c o m b i n a ç õ e s 3 a 3 d o s 
q u a t r o ún icos e l e m e n t o s A , B , a, 6, do t r i a n g u l o isosceles . A s s i m , p o r 
m e i o d ' e s t a s r e l a ç õ e s , dados dous dos quatro elementos de um triangulo 
espherico isosceles , o angulo A do vertice, a base a , um dos lados eguaes 
b, e um dos ângulos eguaes B , podemos sempre achar os outros dous, 

sen i a = sen £ A sen b (») 

(?) 

(r) 

(?) 

cos b = cot B cot ~ A 

t a n g ^a = t a n g b cos B O 2 

cos j A = cos j a s en B 

Problemas que ojferecem duas soluções. 

1 7 8 . C o n t i n u a r e m o s a c o n s i d e r a r o s t r i â n g u l o s e s p h e r i c o s c o m o r e -
s u l t a n d o d a s e c ç á o d e u m a e s p h e r a por t r e s p lanos q u e p a s s a m pelo c e n -
t ro O . A f i g . 31 t e m po r b a s e o c i r c u l o K M í í ' , e r e p r e s e n t a um h e m i s -
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p h e r i o s e p a r a d o por u m d ' e « t e s p lano? ; o s o u t r o s d o u s planos d ã o a s s e m i -
c i r c u m f e r e n c i a s AC-/ , B C B ' " , q u e na fig. so r e p r e s e n t a m em p r e s p e c t i v a , 
e t e m por i n t e r s e c ç ã o o ra io C O . Os p lanos das I r e s c i r c u m f e r e n c i a s d e t e r -
m i n a m o t r i a n g u l o e s p l i e r i c o A B C . O i a r cos CA , Ca são s u p p l e m e n t a r e s ; 
e o a n g u l o A m e d e a inc l inação do plano A C a s ô b r e a ba se K K ' . 

Se pe lo r a i o CO t i r a r m o s o p lano M C m , p e r p e n d i c u l a r m e n t e a es ta 
b a s e K K ' , e t o m a r m o s depo i s M V = M A 1 d e u m a e d e o u t r a p a r t e d ' e s t e 
p lano M C m , o b t e r e m o s um s e g u n d o p lano A 1 Ca 1 s y m e t r i c o c o m A C a , 
q u e d a r á 

ma = ma', A C = A ' C , Ca = Ca ' , A = A' = a = a ' . 

F a z e n d o g i r a r o p lano A C a em volta do r a i o C O , a f im de t o m a r 
t o d a s a s pos ições C K 1 C B , C f . . . . . , e s t e p lano se rá p e r p e n d i c u l a r á 
b a s e q u a n d o co inc id i r com M C m ; e a l é m d i s t o , e m q u a l q u e r d a s s u a s 
posições f o r m a r á com a ba se dous ângu los s u p p l e m e n t a r e s , p a r a um e pa ra 
o u t r o l ado do p l a n o . Os a rcos CB , CA , Cf. . . . , c r e s c e m á m e d i d a q u e 
se d e s v i a m do a r c o p e r p e n d i c u l a r CM = < h , q u e é o m a i s p e q u e n o de t o -
dos , a t é ao a r c o p e r p e n d i c u l a r o p p o s t o Cru . q u e é o m a i o r . I s t o m e s m o 
s e v ò r e s o l v e n d o q u a l q u e r dos t r i â n g u l o s , A C M por e x . ° ; p o r q u e fazendo 
CA = b , t e m o s 

cos A C M = cot b t a n g , 

e x p r e s s ã o na qua l é t a n g '{/ u m a q u a n t i d a d e c o n s t a n t e . 
Q u a n d o o a n g u l o A C M c h e g a a 9 0 ° , c o m o a c o n t e c e com o a r c o CSi , 

c u j o p lano é p e r p e n d i c u l a r a M C m l t e m o s cot 6 = 0 , e o a r c o C K = O O . J Sc 
o p lano c o n t i n u a depo i s a g i r a r pa ra C a ' , cos A C M t o r n a - s e n e g a t i v o , e 
c r e s c e com cot b \ de m a n e i r a q u e o a r co C'*' c o n t i n u a a a u g m e n t a r . T u d o 
é s y m e t r i c o dos d o u s lados do p lano M C m , de m a n e i r a q u e os a r c o s e 
a s inc l inações s e r ã o e g u a e s , dous a dous p a r a o s a r cos e g u a e s M A = M A ' , 
i s to é , s e r á CA = C A ' , e o a n g u l o A = A ' . 

G i r a n d o por es ta f ó r m a , o p l ano s e c a n t e c o m e ç a por t o r n a r - s e cada 
vez m a i s o b l i q u o s ô b r e a b a s e I v M K ' , l o r n a n d o - s e C B 1 C A , C K ; p o r q u e 
do t r i a n g u l o r e c t â n g u l o r e s u l t a a inda 

sen (Ji = sen b sen A , ( 2 i ) 
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e q u a ç ã o , c u j o p r i m e i r o m e m b r o 6 c o n s t a n t e , e na qua l sen 6 vai p r i m e i r a -
m e n t o c r e s c e n d o , c o m o a c a b a de d i z e r - s e , e por c o n s e g u i n t e sen A d e -
c r e s c e n d o ao m e s m o t e m p o . P o r é m logo q u e o l ado b c h e g a a 9 0 ° , t o r n a - s e 
e n t ã o CB em CK = 9 0 ° = R i K ; e d e p o i s sen b d i m i n u i n d o faz com 
q u e sen A a u g m e n t e , e c o m q u e o a n g u l o A , a g u d o pa ra a b a s e , 
t e n d o c h e g a d o a o seu m e n o r valor n o pon to K , c o m e c e a c r e s c e r . 
E s t e pon to K é o polo da s e m i c i r c u m f e r e n c i a M C m , e o a n g u l o K t e m 
por m e d i d a o a r c o C M = i j ; = K ; o u , d o o u t r o l ado d o p lano s e c a n t e , 
o a r c o Cm = 1 8 0 — 

V ô - s e pois q u e todos os a rcos q u e p a r t e m de C (f ig. 3 1 ) , e p a s s a m 
por u m ponto q u a l q u e r d a b a s e d o s e m i c i r c u l o K M K ' são < 9 0 ° , e n t r e 
t a n t o q u e o s o u t r o s q u e p a s s a m por K i n K ' s ã o ^ O 3 ; e é C K = C K ' = 9 0 . 2 

A l é m d i s to CM = <{i, e Cm = I S O 3 — < J / , va lo re s de ty r e s u l t a n t e s da 
e q u a ç ã o ( 2 4 ) , são o s l i m i t e s d a g r i ndeza dos a r cos C A . Q u a n t o m a i s u m 
a r c o s e a p p r o x i m a d e C M , m a i s p e q u e n o é ; c q u a n t o m a i s s e a p p r o x i m a 
de Cm , pe lo c o n t r a r i o t a n t o m a i o r s e t o r n a . 

A inc l inação dos p lanos «ôbre a b a s e , s e n d o d e 9 0 ° e m M C m , d i -
m i n u e q u a n d o t o m a as pos ições CB 1 CA , a t é CK , o n d e se to rna K=<{/ ; 
c r e s c e depo i s a t é m , t o r n a n d o - s e o u t r a vez de 9 0 ° em C m . O a n g u l o é 
a g u d o d o lado d e C M , e o b t u s o d o lado d e C m , s e n d o e s t e s ú l t i m o s â n -
gu los s u p p l e m e n t o s r e s p e c t i v o s dos p r i m e i r o s . T o d o s e s t e s â n g u l o s ob tu sos 
s ão < 1 8 0 — f 

P o s t o i s to , com f a c i l i d a d e se r e c o n h e c e r á , s e n u m t r i a n g u l o Í I C A 
ou B 1CA , ou a r c o CM p e r p e n d i c u l a r s ò b r e a ba se A B , c a e d e n t r o ou fóra 
d ' e s t e t r i a n g u l o , e v e r i f i c a r - s e - h ã o o s c o r o l l a r i o s d e d u z i d o s n o n . ° 1 6 9 , 
r e l a t i v o s á g r a n d e z a dos lados e dos â n g u l o s dos t r i â n g u l o s r e c t â n g u l o s . 

O s p r o b l e m a s q u e o f í e r e c e m d u a s s o l u ç õ e s , aos q u a e s s e c o s t u m a d a r 
o n o m e de casos duvidosos, são a q u e l l e s , em q u e e n t r a m , nos d a d o s , 
u m a n g u l o e u m lado o p p o s t o , o q u o a c o n t e c e nos p r o b l e m a s 3 . ° e 4 . J 

d o n . ° 1 7 4 . 
1 7 9 . 1 . ° CASO. Sendo dados dous lados a e b c o angulo opposlo 

A . C o r t e - s e o h e m i s p h e r i o I v M K ' (f ig . 3 1 ) por u m p lano A C a q u e passe 
pe lo c e n t r o O , e q u e t e n h a com a hnse u m a inc l i nação e g u a l ao a n g u l o 
A; e t o m a - s e d e p o i s AC = b. S e r á C o v e r t i c e do t r i a n g u l o , o qua l 
d e v e se r f e c h a d o por u m a r c o C B = a , d e g r a n d e z a d a d a . Pe rco r rA nos 
o s d i f f e r e n t e s casos . 

I . 0 Supponhamos que è o anguJo A < 9 0 . ° O l ado a q u e fecha o 
t r i a n g u l o d e \ e r á e n t ã o ca i r n o e s p a ç o a V M A ; por q u e , s e a s s im não 
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f o s s o , e ca í s se c o m o Cf, C a ' , . . . e n t ã o os t r i â n g u l o s CA f , C A a ' , . . . . 
t e r i a m , e m vez d o a n g u l o a g u d o A , o u t r o q u e se r i a o seu s u p p l e m e n t o , 
d o o u t r o l a d o d o p lano a C A . O s a r c o s , t a s s c o m o C B e C B ' , s ão e g u a e s 
d o u s a d o u s , e t e m a m e s m a i n c l i n a ç ã o s ô b r e a b a s e , q u a n d o p a s s a m 
p o r pon tos B e B ' e q u i d i s t a n t e s d e M . T o m e m o s M A ' = M A , M B ' = M B , 
o s a r c o s s e r ã o C B ' = C A = ò , C B ' = C B = a . 

d) C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o o caso em q u e é o lado b < 9 0 ° , po r e x . ° 
b = CA. 

Se é o lado a<b, a c a e no a n g u l o A ' C A , c o m o CB e C B ' , e t e m o s 
d o u s t r i â n g u l o s B C A e B ' C A , em q u e e n t r a r a os t r e s e l e m e n t o s A, b , a , 
i s to é , t e m o s duas soluções. N e s t e c a s o um dos â n g u l o s B da b a s e é 
o b t u s o , e o o u t r o B' é a g u d o . 

Se é o lado a = ou>b, o a r c o a c a e c o m o Cf', e o t r i a n g n l o A C f 
ó o ún ico q u e r e ú n e os t r e s e l e m e n t o s d a d o s , vis to q u e o a r c o Cf s y m e -
t r i c o c o m Cf1, f ica e x c l u i d o , po r e s t a r p a r a o o u t r o l a d o do p l ano a C A . 
P o r tar . lo ha sd uma solução. O a n g u l o B do t r i a n g u l o ACf1 6 a g u d o em 
f', be r a c o m o b. 

b) C o n s i d e r e m o s em . s e g u n d o l oga r o ca so em q u e é o lado b > 9 0 ° , 
po r e x . ° b = C a . 

Se 6 a somma dos lados a + b e l 8 0 ° , i s to é, se o l ado a c a e no 
e s p a ç o A C A ' , c o m o CB ou C B ' , ha duas soluções B C a e B ' C a . O a n g u l o 
B da b a s e d e s t e s t r i â n g u l o s é a g u d o n ' u m , o b t u s o n ' o u t r o . 

Se é a somma dos lados a + b = o w > 1 8 0 3 , i s to é, se o l ado a c a e 
no e s p a ç o A ' C a , c o m o Cf', ha só uma solução f'Coc; f' e b são o b t u s o s . 

2 . " Supponhamos a g o r a que é o angulo A > 9 0 . ° N ' e s l e caso o l a d o 
a q u e fecha o t r i a n g u l o , p a r t i n d o d e C , d e v e e s t a r p a r a o u t r o l ado d o 
p l a n o a C A , e c a i r c o m o C f , C B " , . . . . 

a ' ) C o n s i d e r e m o s t a m b é m em p r i m e i r o l o g a r o ca so em que é o 
lado b < 9 0 ° , por e x . ° 6 = C A . 

Se ó a somma dos lados a - f b > 1 8 0 ° , i s to é , se o l a d o a c a e no 
e s p a ç o a ' C a , c o m o C B " o u C B ' " , h a duas soluções, t a e s c o m o A C B ' ' e A C B ' " . 
Um dos d o u s â n g u l o s da b a s e , B" e B " ' , é a g u d o , o o u t r o ob tuso . 

Se é a somma dos lados a + b = ow < 1 8 0 ° , i s to é, se o l ado a 
c a e no e s p a ç o A C a , c o m o CK , ha só uma solução A C K . O a n g u l o K da 
b a s e é a g u d o c o m o b. 

b') C o n s i d e r e m o s em s e g u n d o l o g a r o caso em q u e é o lado b > 9 0 ° , 
por e x . ° b = C a . 

4 3 
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Se é o lado a > b , a c a e no e s p a ç o a C * \ c o m o C B ' ' e C B " ' , e ha 
d u a s so luções t a e s c o m o a C B ' ' e a C B 1 ' . O a n g u l o da b a s e B " ' é a g u d o ; 
o a n g u l o B" o b t u s o . 

Se é o lado a = o « < b , a c a e , c o m o C K , no e s p a ç o a ' C A , e ha s i 
uma solução possivel K C a . O a n g u l o K da b a s j é o b t u s o c o m b. 

N a s e g u i n t e t a b e l l a a p p r e s e n t â m o s e m r e s u m o o s d i f f e r e n t e s c a r a c t e -
r e s , q u e i n d i c a m a e x i s t e n c i a de d u a s ou de u m a só so lução . 

ò < 9 0 ' 

S e A < 9 0 ° 

f 6 > 9 0 ° 

M 
a < b d u a s so luções 

^ b u m a soluçSo 

^ a + b< 1 8 0 " . . . ^ d u a s so luções 

^ a + b | ~ 1 8 0 ° . . u m a so lução 

Sc A > 9 0 ° ^ 

^ b> 9 0 ° 

^ a + b > 1 8 0 " . . . . d u a s so luções 

i6 < 90° ^ a + b | 1 8 0 ° . . u m a so lução 

' a > b d u a s so luções 

ia I < b u m a so lução . 

V i u - s e pe la a n a l y s e p r e c e d e n t e , q u e , n o c a s o d e u m a s ó so lução , 
B e 6 são da m e s m a e s p e c i e . M a s s a b e m o s (n.° 1 7 3 ) q u e a p e r p e n d i c u -
l a r a b a i x a d a do v e r t i c e C s o b r e a b a s e c , c ae d e n t r o ou íó ra do t r i a n -
g u l o ( o q u e t a m b é m s e r e c o n h e c e n a f i g . 3 1 ) , c o n f o r m e o s â n g u l o s A e B 
da b a s e s ão de s i m i l h a n t e ou d i íTerente e s p e c i e ; por c o n s e g u i n t e nas equa-
ções c = <p dt 9 ' , C -— Q =t 0', empregar-se-lia o signal + quando os arcos 
Aeb forem da mesma especie , e — no caso contrario, o que indicará 
qual das soluções, que dá o calculo n.° 1 7 4 , 3 . ° , se deve adoptar. 

C u m p r e n o t a r q u e o valor do l ado a e s t á e n t r e os l i m i t e s CM e C m , 
is to é , e n t r e ^ e 180°—<J> , c o m o s e d e d u z n ã o s ó d a e q u a ç ã o ( 2 4 ) , 
m a s t a m b é m d a i m p o s s i b i l i d a d e d e c o n s t r u i r o t r i a n g u l o , q u a n d o a e s t á f ó r a 
d ' e s t e s l i m i t e s . V ê - s e t a m b é m na Ggura q u e no caso de A e a n ã o s e r e m 
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da m e s m a e s p e c i e , e de n ã o e s t a r o l a d o a c o m p r e h e n d i d o e n t r e os l i -
m i t e s b e 1 8 0 ° — b , n ão ha t r i a n g u l o possivel . 

1 8 0 . 2 . ° C A S O . Sendo dados dous ângulos A E B , como um lado 
opposto a. 

S e m se r nece s sá r i o d i s c u t i r as d i f f e r e n t e s c i r cuns t anc i a s na f igura , 
e s t e caso s e r e d u z i r á a o p r e c e d e n t e pe la c o n s i d e r a ç ã o d o t r i a n g u l o s u p -
p l e m e n t a r A ' B ' C ' ( n . ° 1 6 7 ) , n o qua l s ã o c o n h e c i d o s o s lados a ' = 1 8 0 ° — A , 
b' = 1 8 0 — B, e o a n g u l o A ' = 1 8 0 — a . E p o d e m o s s e r v i r - n o s da t a -
be l la d e c i m a , m u d a n d o o s ângu los nos l ados o p p o s t o s , e r e c i p r o c a -
m e n t e . 

C o m o n e s t e caso B e b são da m e s m a e s p e c i e q u a n d o ha só u m a 
so lução , v ê - s e , r a c i o c i n a n d o c o m o no caso p r e c e d e n t e , q u e : nas equações 
c = ç ± <p', C = 0 ± ò ' , se deve empregar o signal + , quando os arcos 
Bea forem da mesma especie, e o signal — no oulro caso; o que indi-
cará qual das duas soluções, que dá o calculo n . ° 1 7 4 , 4 . ° , se deve ado-
ptar ou rejeitar. 

O a n g u l o A d e v e t a m b é m n e s t e caso f i ca r c o m p r e h e n d i d o e n t r e os 
valores s u p p l e m e n t a r e s de i}i dados pela e q u a ç ã o ( 2 4 ) . 

N ã o ha t r i a n g u l o p o s s i v e l , q u a n d o A e a n ã o f o r e m da m e s m a e s p e -
c i e , e não e s t i v e r A e n t r e os l i m i t e s B e 1 8 0 — B . 

1 8 1 . Sendo o triangulo rectângulo, e CM ou Cm um dos l a d o s , 
se for d a d o um a n g u l o e o lado u p p o s t o , h a v e r á d u a s s o l u ç õ e s , q u e em 
ce r to s casos p o d e r ã o r e d u z i r - s e a u m a só. 

1 . ° Dada a hypothenusa a e um lado b, achar o angulo opposto 
B ? A e q u a ç ã o (ÍI) q u e r e so lve e s t e c a s o , d á b e x p r e s s o e m s e n o s , o s q u a e s 
c o r r e s p o n d e m a dous a r c o s s u p p l e m e n t a r e s . 

Dada a hypothenusa a e o angulo B, achar o lado opposto b ? A 
m e s m a e q u a ç ã o ( n ) dà dous a r cos s u p p l e m e n t a r e s pa ra o lado o p p o s t o b . 

C o m t u d o , e m a m b o s es tes d o u s casos n ã o h a senão u m a so lução 
p o s s i v e l , p o r q u e os d o u s a r cos CA ou C A ' , q u e f e c h a m o t r i a n g u l o CM A ou 
C M A ' , são s y m e t r i c o s ; e por isso d e v e m B e b s e r da m e s m a e s p e c i e , o 
q u e faz d e s a p p a r e c e r a i ndec i s ão . 

2 . ° Se forem dados um lado b do angulo recto e o angulo opposto 
B, a terceira parte pedida admittirá dous valores. P o r q u e , ou se p e d e 
a h y p o t h e n u s a a, e a e q u a ç ã o (n ) dá sen a ; ou se p e d e o t e r c e i r o l ado 
c , e a e q u a ç ã o (s ) dá sen c; ou f inalmente se p e d e o angu lo C a d j a c e n t e 
ao lado c o n h e c i d o , e e m p r e g a - s e a e q u a ç ã o ( q ) , q u e dá sen C . V ê - s e pois 
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q u e a incógn i ta a d m i t t e dous va lores s u p l e m e n t a r e s para o a r c o c o r r e -
s p o n d e n t e a c a d a um d es tes senos . 

1 8 2 . P a s s e m o s a fazer a l g u m a s app l i cações n u m é r i c a s . 

I . S e j a m a = 1 3 3 ° 1 9 ' . 6 = 5 7 3 2 8 ' , A = 4 5 ° 2 3 ' . O t r i a n g u l o 6 
i m p o s s í v e l , p o r q u e a não es tá e n t r e 5 7 ° 2 8 ' , e o seu s u p p l e m e n t o 1 2 2 ° 3 2 ' ; 
e p o r q u e a l e m disso não sâo A e a da m e s m a espec ie . 

I I . O u t r o t a n t o a c o n t e c e r á s e f o r B = 1 2 0 3 , A = 5 1 % a = 1 0 1 ° ; 
p o r q u e t a m b é m A não e s t á e n t r e 1 2 0 ° e o s eu s u p p l e m e n t o C O 0 ; e p o r q u e 
A e a não são d a m e s m a e s p e c i e . 

I I I . S e for 5 = 4 0 " 0 ' 1 0 " , a = S O 0 1 0 ' 3 0 " , A = 4 2 ° 1 5 ' 1 4 " , 
h a v e r á u m a única s o l u ç ã o , p o r q n e A < 9 0 ° , 6 < 9 0 ° , a>b. B é < 9 0 ° ; e 
p o r q u e A e b são da m e s m a e spec i e , d e v e m o s t o m a r c = <p -J- <p'. O c a l -
culo d a s e q u a ç õ e s ( a , c e b) n .° 1 7 4 dá 

t a n g b 1.9238563 cos a . . . . 1 . 8 0 6 4 8 1 7 <p = 3i°5o'46' 
c o s A . . . . x . 8 6 9 3 3 3 0 0 0 8 ( ) ) . . . . 1 . 9 2 9 1 4 7 1 ? ' = 4 4 . 4 4 . 5 o 

t a n g ç . . . 1 . 7 9 3 1 8 9 3 — c o s f c í . 8 8 4 » 3 6 3 0 = 7 6 . 3 5 . 3 6 
c o s ç * . . . . 1 . 8 5 1 3 9 2 5 

P a r a a c h a r o a n g u l o C do v e r t i c e , as e q u a ç õ e s ( a ' , d' e b') dão 

c o s b Í . 8 8 4 a 3 6 3 t a n g b I . 9 a 3 8 5 6 3 o = 5 5 ° 9 ' 5 g " 
t a n g A I . 9 5 8 3 o 5 8 c o t a . . . . 1 . 9 2 1 1 1 8 a o ' = 6 6 . 0 6 . 2 1 

c o t e í . 8 4 2 5 4 2 1 c o s 0 1 . 7 5 6 7 8 5 1 C = i 2 i . 3 6 . a o 
c o s ã ' . . . . 1 . 6 0 1 7 5 9 6 

F i n a l m e n t e a r e g r a dos q u a t r o s e n o s ( I I ) dá B = 3 4 ° 1 5 ' 3 » . 

I V . S e for A = 4 2 ° 1 5 ' 1 4 ' ' , B = 1 2 1 ° 3 6 ' 2 0 " , a = 5 0 ° 1 0 ' 3 0 " , 
t e r e m o s d u a s s o l u ç õ e s , por se r a < 9 0 ° , B > 9 0 3 , A - f - B < 1 8 0 ; e por s e -
r e m B e a de d i f f e r e n t e e spec i e , t o m a r e m o s nos va lo re s de c e C o s i -
g n a l — . As e q u a ç õ e s (a ' , c \ e C) c o n d u z e m - n o s ás s e g u i n t e s o p e r a ç õ e s . 
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c o s a . . . . 1 . 8 0 6 4 S 1 7 c o s A . . 1 . 8 6 9 3 3 3 0 s e n a í . 8 8 5 3 6 3 6 
t a n g B 0.2108864 — s e n e • • 1.8406262—sen B 1 . 9 3 0 3 7 4 5 

c o t » 0.017368I — c o s B 1 . 7 1 9 3 8 8 0 — s e n A . . — 1 . 8 2 7 6 3 7 9 

0 = — 4 3 ° 5 I ' I 6 " s e n o ' 1 . 9 9 0 5 7 1 2 + s e n h . . . 1.988000a 

¢ ' = - 7 8 . 6 . 1 9 o u . . . . i o i ° 5 3 ' 4 i " b = 7 6 ° 3 5 ' 3 6 ' ' 
C = 3 4 . i 5 . 3 o u C = 0 8 1 . 2 . 2 5 o u = i o 3 . a 4 - a 4 
t a n g a 0.0788818 c o t A • - . . o . o 4 i 6 g 5 6 

c o s B 1 . 7 1 9 3 8 7 4 — t a n g B . . . . 0.2108873 — 

t a n g ( f 1.7982692—• s e n ? . . . . 1 . 7 2 5 9 9 0 5 — 
9 = — 3 a ° 8 ' 5 o " s e n « p . . . . Í . 9 7 8 5 7 3 4 + 
Ç ' = 7 2 - 9 - 0 O A I O 7 ° 5 I ' O " 

c = 40.0.10 o u c = 7 5 . 4 2 . 1 0 

U m a d ' e s t a s d u a s s o l u ç õ e s r e p r o d u z o t r i a n g u l o p r e c e d e n t e , e v e m 
a s e r f C A 1 ( f i g . 3 1 ) ; a o u t r a fCA'. 

Conhecendo os tres lados, achar um angulo? 

a = 7 6 ° 3 5 ' 3 6 ' ' s e n . . . . i . 9 8 8 0 0 0 8 

f c = 5 o . 10.3o s e n . . . í . 8 8 5 3 6 3 6 
C = 4 o . O. IO 

2 p = l 6 6 . 4 6 . l 6 Í . 8 7 3 3 6 4 4 
p — 8 3 . 2 3 . 8 

p — a = 6 . 4 7 . 3 2 s e n . . . . 1 , 0 7 2 8 7 1 6 

p—b = 3 3 . 1 2 . 3 8 s e n . . . . 1 . 7 3 8 5 5 6 5 
s e n 2 . . . . 2 , 9 3 8 0 6 3 7 

i C = 2 7 . 7 . 3 r , 4 s e n I , 4 6 9 o S i 8 
C = 3 4 . i 5 . 2,8 

o s o u t r o s e l e m e n t o s d o 
t r i â n g u l o s s ã o : 

A = I a i 0 S f l 1 i 9 " 8 
B = 42. i5 . 13,7 

C = 3 4 . i 5 . 2,8 

<|i = 4 o . 5 1 . 3 , o 
ç , ? ' , 0 , e ' , s ã o d a d o s 
a c i m a ; o t r i a n g u l o sera' 

a q u i o m e s m o . 

C o n c l u i r e m o s a t r i g o n o m e t r i a e s p h e r i c a , a p p r e s e n t a n d o t o d o s o s e l e -
m e n t o s d ' u m t r i a n g u l o e s p h e r i c o . E s c o l h e n d o á v o n t a d e t r e s d ' e s t e s e l e -
m e n t o s p a r a s e r v i r e m d e d a d o s , c a l c u l a r - s e - h S o p a r a e x e r c í c i o o s o u t r o s 
t r e s r e s t a n t e s ( N o t a 6 . ° ) . 
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ARCOS. L o g . s e n . L o g . c o s . L o g . t a n g . 

A = i a i " 3 6 ' i o ' ' 8 l 
B = 4 2 . I 5 . I 3 . 6 6 
G = 3 4 . 1 5 . 2 , 1 6 
a = 7 6 . 3 5 . 3 6 , 0 
b = 5 o . l o . 3 o , o 
c = 4 o . o . l o 0 
o = — 3 2 . 8 . 5 o , o 
9 = 7 2 - 9-
6 = — 4 3 . 0 1 . l 6 , 2 
6 ' = 78. 6 . i 9 , o 

I M 
I . 9 3 0 2 7 4 7 
I . 8 2 7 6 3 7 9 
I . 7 5 O 3 6 O 4 
1.9880008 
! . ' 8 8 5 3 6 3 6 
1.8080926 
1 . 7 2 5 9 9 0 5 — 
1 . 9 7 8 5 7 4 1 
1 . 8 4 0 6 2 6 3 — 
1 . 9 9 0 5 7 3 3 

1 . 7 1 9 3 8 7 4 — 
í . 8 6 9 3 3 3 6 
1 . 9 1 7 2 8 6 0 
í . 3 6 5 2 2 7 9 
T 8 0 6 4 8 1 7 
í 8 8 4 a 4 6 3 
1 . 9 2 7 7 2 1 2 
1 . 4 8 6 4 6 7 4 
1 . 8 5 7 9 9 6 4 
1 . 3 1 4 1 0 7 6 

0.2108873— 
I 9 5 8 3 O 4 3 
I . 8 3 3 o 8 o 4 
0 6 2 2 7 7 2 9 
0.0788816 
1 - 9 2 3 8 5 6 4 
1 . 7 9 8 2 6 9 3 — 
0 . 4 9 2 1 0 6 7 

1 . 9 8 2 6 2 4 9 — 
0 . 6 7 6 4 6 5 6 

A r e s p e i t o d o a r c o p e r p e n d i c u l a r s e r á 

¢ = 4 ° - 5 I . 3 , o I . 8 i 5 6 3 8 8 1 . 9 3 6 8 7 8 7 1 . 8 7 8 7 6 0 a 

II . SUPERFÍCIES E CURVAS NO ESPAÇO. 

Princípios rjeraes. 

1 8 3 . S ^ A r a e x p r i m i r a n a l y t i c a m e n t e a p o s i ç ã o n o e s p a ç o d e u m 
p o n t o M ( f i g . 3 2 ) , i m a g i n e m -se i r e s p l a n o s f ixos z\.x, xAy. zAy, t a e s q u e 
se c o r t e m t o d o s 110 m e s m o p o n t o A, e t e n h a m d o u s a d o u s p o r i n t e r s e c ç ã o os 
eixos Sx, A y 1 Az, q u e p a r a m a i s f a c i l i d a d e s u p p o r e m o s p o r h o r a r e c t a n -
g u l a r e s . M a r q u e - s e d e p o i s a d i s t a n c i a P M , ou z = c , d ' e s t e p o n t o á sua 
p r o j e c ç ã o P ( P . I I . n . ° 1 1 9 , 3 . " ) s ò b r e u m d ' e s t e s p l a n o s ; e t a m b é m e s t a 
p r o j e c ç ã o p o r m e i o d a s c o o r d e n a d a s A N , A S d o p o n t o R , o u x=a, y=b. 
As q u a n t i d a d e s d a d a s , ou as coordenadas a , b , c , s ã o as d i s t a n c i a s M O , 
M H , M P , d o p o n t o M aos t r e s p l a n o s , e s ã o t a m b é m a s a r e s t a s q u e d e t e r -
m i n a m o p a r a l l e p i p e d o OS. 
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R e f l e c t i n d o q u e , a l é m do angu lo t r i e d r o zXxy , os o u t r o s p l a n o s c o -
o r d e n a d o s f o r m a m ma i s s e t e t r i e d r o s , r e c o n h e c e r - s e - h a q u e a pos ição do 
pon to M no espaço não fica d e t e r m i n a d a pelas c o o r d e n a d a s a , b, c , em 
q u a n t o n ã o i n t r o d u z i r m o s a s noções s ô b r e o s s ignaes ( P . I I . n . ° 2 l 4 ) . P u r a a s 
ap l i ca r a es te caso convenc ionou-se : q u e se c o n s i d e r a s s e m nega t ivos os z c o r -
r e s p o n d e n t e s aos pontos q u e f i c a s s e m a b a i x o d o p lano x S y , p roduz ido i n -
d e f i n i d a m e n t e : q u e se c o n s i d e r a s s e m nega t i vos os x c o r r e s p o n d e n t e s aos 
pontos q u e ficassem por a e s q u e r d a do p lano zky, do lado x': e f i n a l -
m e n t e q u e se c o n s i d e r a s s e m t a m b é m nega t i vos os y c o r r e s p o n d e n t e s aos 
pontos q u e f icassem por t r a z do p lano zAx. 

1 8 4 . S u c c e d e m u i t a s v e z e s q u e em u m a q u e s t ã o t u d o ó s i m i l b a n t e a 
r e s p e i t o dos t r e s e ixos x , y , z . H a v e n d o então_ u m a e q u a ç ã o X = O , r e l a t iva 
a o e i x o dos x , h a v e r á u m a s i m i l h a n t e Y = O , c o r r e s p o n d e n t e a o e i x o dos 
y , e u m a t e r c e i r a Z = O r e I a l i v a a o e i x o d o s z . O r a n e s t e caso, a s duas u l t i -
m a s equações Y = O e Z = O p o d e m d e d u z i r - s e d e X = O por s i m p l e s m u -
dança d e l e t ras . A s p e r m u t a ç õ e s d e v e m foze r - se pela s e g u i n t e m a n e i r a . 

P o r e m o s em X t o d a s as q u a n t i d a d e s r e l a t i va s ao e ixo dos x em l u g a r 
da s q u a n t i d a d e s ana logas c o r r e s p o n d e n t e s a o e ixo dos y ; d e p o i s es tas e m 
logar das q u e c o r r e s p o n d e m ao e i x o z ; e f ina lmente e s t a s u l l i m a s q u a n -
t i d a d e s em logar das p r i m e i r a s q u e c o r r e s p o n d i a m ao e ixo dos x . P o r 
es ta p e r m u t a ç ã o em gyro, d e d u z i r e m o s Z de X ; por u m a segunda p e r -
m u t a ç ã o d a m e s m a n a t u r e z a e f f e c l u a d a s o b r e Z , o b t e r e m o s Y ; e por 
u m a t e r c e i r a ana loga , e f fec tuada s o b r e Y , r e c a i r e m o s em X. 

S u p p o n h a m o s q u e t e m o s a s t r e s e q u a ç õ e s s i m i l h a n t e s X = O 1 Y = O , 
Z " = 0 , r e l a t ivas aos t r e s e ixos e nas q u a e s a l é m de x , y e z e n t r a m os 
t r e s ângulos a , [}, y , q u e c o r r e s p o n d e m r e s p e c t i v a m e n t e a es tas t r e s c o o r -
d e n a d a s . 

A s s e n t a r e m o s em u m a Iiidia , m a s s e p a r a d a m e n t e , as t r e s c o o r d e n a -
das e o s t r e s â n g u l o s ; depois por b a i x o n ' o u t r a l i n h a , t a m b é m s e p a r a d a -
m e n t e , m a s d i spos tas por o r d e m diíTerente , as m e s m a s seis q u a n t i d a d e s , 
pela fó rma s e g u i n t e 

F e i t o isto s u b s t i t u i r e m o s , n a 1." e q u a ç ã o X = O , cada u m a das q u a n t i d a -
des da l inha s u p e r i o r pe la q u a n t i d a d e c o r r e s p o n d e n t e da l inha i n f e r i o r ; 
c com esta p e r m u t a ç ã o o b t e r e m o s a 3 . a e q u a ç ã o Z = O . P o r e m o s d e novo 
nes ta u l t i m a , a s q u a n t i d a d e s da l inha in fe r io r em lugar das q u e lhe c o r -

x, y, z, 
z, x, y, 

« > P . Y . 
Y > <*I 
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r e s p o n d e m na linha s u p e r i o r , e v i rá a 2 . a e q u a ç ã o Y = O ; e o p e r a n d o s i m i l h a n -
t e m e n t e s o b r e essa e q u a ç ã o , r e c a i r e m o s n a l . a X = O 5 d ' o n d e p a r t í r a m o s . 

E c o m e f f e i t o , cada u m a d ' e s l a s o p e r a ç õ e s equ iva l a u m a m u d a n ç a 
nos e ixos d a s c o o r d e n a d a s , pela qua l se fazem p r i m e i r a m e n t e g i r a r os 
e ixos dos x e dos y no seu p l a n o , p o r t a l m o d o q u e o e ixo dos x p o s i t i -
vos v e m ca i r s o b r e o e ixo dos y pos i t ivos , e e s t e s o b r e o e i x o dos x n ega t i vos . 
F a z - s e depo i s g i r a r e s t e e i x o dos y posi t ivos a s s im d e s l o c a d o , e o e ixo 
dos z p o s i t i v o s , de m a n e i r a q u e o p r i m e i r o v e m ca i r s ô b r e o e i x o dos z 
p o s i t i v o s , e e s t e u l t i m o s o b r e o e i x o p r i m i t i v o dos x p o s i t i v o s ; d o n d e 
r e s u l t a q u e a f ina l cada um dos e ixos das c o o r d e n a d a s posi t ivas v e m o c -
c u p a r o l o g a r de um dos o u t r o s e ixos d a s c o o r d e n a d a s pos i t ivas . É 
por isso q u e a s e q u a ç õ e s r e l a t i v a s aos t r e s e ixos c o o r d e n a d o s se d e d u z e m 
u m a s d a s o u t r a s por s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s d e l e t r a s , s e m se r n e c e s s á r i o 
b u l i r nos s i g n a e s ; o q u e não a c o n t e c e r i a , s e s i m u l t a n e a m e n t e s e não p e r -
m u t a s s e m pela m a n e i r a ind icada a s t r e s c o o r d e n a d a s , e a s q u a n t i d a d e s 
q u e r e s p e c t i v a m e n t e lhes c o r r e s p o n d e m . 

1 8 5 . S e for d a d a u m a e q u a ç ã o e n t r e a s t r e s c o o r d e n a d a s , t a l c o m o 
f(x, y , z ) = 0 , es ta e q u a ç ã o s e r á i n d e t e r m i n a d a . Se d e r m o s a d u a s d ' e s t a s 
va r i ave i s q u a e s q u e r va lo res , a : = a = A N , y = b = P N (fig. 3 2 ) , d a e q u a ç ã o 
p r o p o s t a r e s u l t a r á pa r a z , pe lo m e n o s , u m a ra iz z = c. Se es ta for r e a l , 
l e v a n t a r e m o s do p o n t o P s ô b r e o p lano y\x a p e r p e n d i c u l a r PM = c, e 
d ' e s t e m o d o o pon to M do e s p a ç o f i ca rá d e t e r m i n a d o . D a n d o o u t r o s v a l o -
r e s ás a r b i t r a r i a s x e y , is to é , t o m a n d o , c o m o se q u i z e r , d i f f e r e n t e s 
pon tos P s ô b r e o p lano xAy, d e d u z i r e m o s da e q u a ç ã o os va lores c o i r e s -
p o n d e n t e s de z , q u e d e t e r m i n a r ã o o u t r o s t a n t o s pon tos do e spaço . T o d o s 
e s t e s pon tos ass im a c h a d o s e s t a r ã o s ô b r e u m a s u p e r f í c i e , q u e se rá o logar 
de todos e l les , q u a n d o os i m a g i n a r m o s un idos por le i de c o n t i n u i d a d e . 
E s t a s u p e r f í c i e s e r á , por e x e m p l o , u m c ó n e , u m c y l i n d r o , u m a e s p h e r a ; 
e a s s im f ( x , y, 2) = 0 s e rá a equação da superfície, p o r q u e d i s t i n g u e 
os seus pontos de todos o u t r o s do e spaço . 

Se z t i v e r m u i t o s va lo res r e a e s , a s u p e r f í c i e t e r á m u i t o s r a m o s ( * ) ; 
e se for i m a g i n a r i o , a p e r p e n d i c u l a r ind i f in ida l e v a n t a d a em P s ô b r e o 
p l ano xy n ão e n c o n t r a r á a supe r f í c i e . 

Se depo i s de h a v e r m o s a s s i g n a d o um valor a y , t a l c o m o y=b=AS, 
f i z e r m o s v a r i a r x , a o r d e n a d a PM = z m o v e r - s e - h a na d i r e c ç ã o SP pa ra l l e l a 
ao p lano xz, e as va r i ações c o r r e s p o n d e n t e s , por q u e p a s s a r , s e r ã o d e t e r m i n a -

i s ) Não havendo cm por tuguez palavra própria , que exprima o mesmo que 
a palavra nappe adoptada pelos geómetras f rancezes , assentámos que a expres-
são ramos da superfície podia expr imir a idea de q u e se tracta , estando de mais 
a mais em analogia com outra já adoptada de ramos de curva. 
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d a s pe la e q u a ç ã o f ( x , b , 2) = O , q u e s e r á p o r c o n s e g u i n t e a da i n t e r -
s e c ç ã o d a s u p e r f í c i e pe lo p l a n o S M p a r a i l e l o a o s xz. P e l a m e s m a r a z ã o 
f a z e n d o # = a = A N , ou z = C = A T , t e r e m o s as i n t e r s e c ç õ e s da s u -
p e r f í c i e pe los p lanos MN , ou O R , p a r a l l e l o s aos y z ou aos xy. 

F i c a a s s i m e v i d e n t e : q u e Í = 0 é a e q u a ç ã o do p l a n o xy, z = c 
a de um p l ano q u e l h e é p a r a i l e l o á d i s t a n c i a c; X = O a e q u a ç ã o do 
p l ano yz; x — a a do p lano p a r a i l e l o á d i s t a n c i a a; e to . 

D o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o A M P r e s u l t a 2 2 + A P 2 = A M 2 ; e c o m o A P N 
d á A P 2 = x 2 + y2, s e r á , f a z e n d o A M = R 3 

( 1 ) x2+y2+z2=lV. 

L o g o : 1 .° a d i s t a n c i a de um p o n t o á o r i g e m das c o o r d e n a d a s é e g u a l á ra iz 
d a s o m m a dos q u a d r a d o s d a s t r e s c o o r d e n a d a s d o m e s m o p o n t o : 2 . ° s e x 
y e z f o r e m v a r i a v e i s , e s t a e q u a ç ã o c a r a c t e r i s a r á todos os pon tos do e s p a ç o , 
c u j a d i s t a n c i a R á o r i g e m é a m e s m a ; e s e r á por c o n s e g u i n t e a equação 
da esphera, q u e t e m o r a i o R, e o c e n t r o na o r i g e m d a s c o o r d e n a d a s . 

S e j a m ( f ig . 3 3 ) » e m as p r o j e c ç õ e s s ò b r e o p l a n o xy dos d o u s p o n -
tos N (x, y , z) e M ( x ' , y', z); mn s e r á a p r o j e c ç ã o da I i n h a M N = I t , 
e t e r e m o s ( P . I I , n .° 2 2 2 ) 

mn2=(x — x')2+ (y — y)2-

A l é m d i s so a l inha MP p a r a l l e l a a mn , f o r m a n d o o t r i a n g u l o M N P r e c t â n -
g u l o e m P , d á 

M N 1 = M P s + P N 2 = U m 2 + P N 2 ; e c o m o P N = N n - M m = ^ - 2 ' , s e r á 

( 2 ) . . . . (x - x')2+ (y - y')2+ (z - z ' ) 2 = R 2 , 

s e n d o R a d i s t a n c i a e n t r e os p o n t o s (x, y, z) e (x, y', z') (*). Se c o n s i -

(«) Como mB, «c (fig. 33) paral le las a Ay, d ã o B C = : r — x ' = á projecção 
de MN sobre o eixo dos a?(P. II. n . ' °119 , 3 o ) , vê-se q u e o comprimento de uma li-
nha no espaço é a raiz da somma dos quadrados das suas projecções sobre os tres eixos. 

Temos também M P = MN cos N M P ; logo a projecção mn = MN é o p rodu-
ção da linha projectada pelo cos. da inc l inação ; e, rec iprocamente , uma linha no 
espaço é o quociente da sua pro jecção sòbre um p lano , dividida pelo coseno do 
angulo que a linha faz com o mesmo plano. Es te s theoremas extendem-se t ambém 
ás áreas planas s i tuadas no espaço, como veremos adiante . 

4 4 
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d e r a r m o s x, y, z c o m o v a r i a v e i s , esta equação será a de uma esphera de 
raio Il , cu jo c e n t r o es tá s i t uado no ponto M (x', y, z'). 

1 8 6 . I m a g i n e m o s a supe r f í c i e d e u m c y l i n d r o r e c t o ( P . I I . n . ° 1 3 4 ) , 
t e n d o por b a s e u m a cu rva q u a l q u e r s ô b r e o p lano xy, d ada pela sua e q u a ç ã o 
f(x, y) = 0. A p e r p e n d i c u l a r indef in ida z, l evan tada era q u a l q u e r pon to 
d ' e s t a curva s ô b r e o p lano xy, é u m a g e n e r a t r i z d ' e s t e so l ido ; e por c o n s e -
g u i n t e q u a l q u e r valor q u e se dê a z , s e m p r e a e x t r e m i d a d e d ' e s l a p e r p e n -
d i c u l a r e s t a r á s ô b r e a supe r f í c i e do c y l i n d r o . 

P o r c o n s e g u i n t e : a equação da superfície de um cylindro recto ê a 
da sua base, ou f(x, y) = 0. 

Q u a n d o a g e n e r a t r i z do cy l ind ro r e c t o for p e r p e n d i c u l a r ao p lano 
dos xz , a equação d ' e s l a supe r f í c i e será a da base t r a ç a d a na que l i e plano. 

P o r um rac ioc ín io idên t i co se p rova , q u e a e q u a ç ã o de um p lano , p e r -
p e n d i c u l a r a um dos p lanos coo rdenados , é a m e s m a q u e a do seu traço 
s ô b r e e s t e p lano , i s to é , a da l inha de i n t e r s e c ç ã o dos dous planos. A s -
s im , s e for AB =a ( f ig . 33 rep.) e a = l a n g C B I , a equação x'=az-fa, 
q u e é a da l inha BC e x i s t e n t e no plano z\x, será t a m b é m a do plano 
F E B C , p e r p e n d i c u l a r a zkx, e q u e passa por BC. 

1 8 7 . S e j a m M = O , N = O , a s e q u a ç õ e s d e duas q u a e s q u e r s u p e r -
fícies , e v e j a m o s o q u e resu l ta da sua c o m b i n a ç ã o . 

F i c a n d o nes te caso a r b i t r á r i a só u m a das v a r i a v e i s , z por e x . ° , es te 
s y s t e m a de equações r e p r e s e n t a r á a s e r i e de pontos c o m m u n s a a m b a s as 
s u p e r f í c i e s , ou por ou t r a s pa lavras a curva r e s u l t a n t e da sua in te rsecção . 

1 8 8 . A s s i m , r e c a p i t u l a n d o , v ê - s e : que um ponto fica determinado por 
tres equações entre as suas tres coordenadas, x, y, e z; uma superfície por 
uma só equação entre as tres coordenadas variaveis dos seus differentes 
pontos ; e uma curva por duas equações, que vem a ser as das duas super-
fícies , que na sua intersecção determinam esta linha. 

C o m o por u m a l inha d a d a p o d e m passar inf ini tas super f í c ies , ó c laro 
q u e uma curva no espaço pôde ser dada por uma infinidade d'equações. 

E l i m i n a n d o z e n t r e M = O e N = O, o b t e m - s e u m a e q u a ç ã o P = O 
e n t r e x e y. E s t a e q u a ç ã o é a de um cy l ind ro r e c t o , cu j a in t e r secção 
c o m q u a l q u e r das d u a s super f íc ies é a curva de q u e se t r a c t a : e t a m b é m 
é a e q u a ç ã o da p r o j e c ç ã o da m e s m a curva s ô b r e xy. Se em vez de z , 
e l i m i n a r m o s y , v ê - s e do m e s m o m o d o q u e a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e 0 = 0 , 
ó a de um c y l i n d r o r e c t o , ou a da p ro j ecção da cu rva s ô b r e o plano xz. 
Ass im P = O, Q = O, são as equações de dous c y l i n d r o s , q u e p o d ê m o s 
s u b s t i t u i r á s supe r f í c i e s d a d a s ; e são t a m b é m as e q u a ç õ e s d a s p ro jecções 
da c u r v a , e as da m e s m a c u r v a . D ' o n d e se s e g u e , q u e podemos tomar por 
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equações de uma curva as equações das suas projecções sôbre dous planos 
coordenados. 

1 8 9 . A p p l i q u e m o s e s t e s p r i n c í p i o s á l i n h a r e c t a . P o d e m o s t o m a r p a r a 
a s d u a s e q u a ç õ e s a s d e d o u s p l a n o s q u a e s q u e r , q u e c o n t e n h a m a m e s m a 
r e c t a ; c o n v i r á p o r é m p r e f e r i r a s q u e a p p r e s e n t a m r e s u l t a d o s m a i s s i m p l e s . 
A s s i m a ; = 0 , y=0, q u e são as e q u a ç õ e s dos p l anos y z QXZ, s ã o a s e q u a -
ç õ e s do e i x o dos z ; x = 0 , 2 = 0 , s ã o as do e i x o dos y ; e y = O , z = O , 
s ão as do e i x o dos x . Do m e s m o m o d o se v ê , q u e x — a., y = Ç, s ão as 
e q u a ç õ e s de u m a r e c t a PM ( f i g . 3 2 ) p a r a l l e l a aos z , e c u j o pé P , ou 
i n t e r s e c ç ã o c o m o p l a n o xy, t e m p o r c o o r d e n a d a s oo=a, y = §. E a s s i m 
a r e s p e i t o d o s o u t r o s e i x o s . 

D a d a u m a r e c t a q u a l q u e r E F n o e s p a ç o ( f ig . 3 3 rep.), t i r e m o s p o r 
e l l a u m p l a n o F E B C p e r p e n d i c u l a r a o p l a n o xz; B C s e r á a sua p r o j e c ç ã o 
s ò b r e e s t e p l a n o . D o m e s m o m o d o a c h a r e m o s a p r o j e c ç ã o I I G d e E F s ò b r e 
o p l a n o yz. As e q u a ç õ e s d ' e s t a s p r o j e c ç õ e s , ou d o s p l a n o s p r o j e c t a n t e s , 

ou 

(3 ) x = az + a, y = bz-j-S, 

são a s d a r e c t a E F . 
É f ác i l d e v e r , q u e a e ê s ã o a s c o o r d e n a d a s A B e A G d o p o n t o E , 

o n d e a r e c t a EF e n c o n t r a o p l a n o xy; e q u e a e 6 s ã o as t a n g e n t e s d o s 
â n g u l o s f o r m a d o s p e l a s p r o j e c ç õ e s B C e H G d a m e s m a r e c t a c o m o e i x o 
A Z . E l i m i n a n d o z , o b t e m - s e a e q u a ç ã o da p r o j e c ç ã o s ô b r e o p l a n o xy , 

(4 ) ay = bx + a€—boi. 

1 9 0 . S e a r e c t a E F ( f ig . 3 3 rep.) p a s s a r p o r u m p o n t o F ( x , y', z'), 
a s p r o j e c ç õ e s C e I I d ' e s t e p o n t o e s t a r ã o s i t u a d a s s ô b r e a s d a r e c t a ; l o g o 
a s e q u a ç õ e s d a m e s m a r e c t a s e r ã o ( P . I I . n . ° 2 1 9 ) 

(5 ) x — x'=a[z — z'), y — y'=b{z — z>). 

Se a r e c t a p a s s a r por um s e g u n d o p o n t o (x'>, y1', z'1), o b t e r e m o s o u t r a s 
d u a s e q u a ç õ e s s i m i l h a n t e s , p o r m e i o d a s q u a e s e d a s p r e c e d e n t e s s e 

X1'-- X1 y'1 v ' d e t e r m i n a r ã o os v a l o r e s de a e b, q u e s ã o a = — r> & —T—T* 
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S e a r e c t a pa s sa r pe l a o r i g e m A , a s e q u a ç õ e s s e r ã o 

(6) X = az, y = bz. 

Ê fáci l m o s t r a r , q u e a s p r o j e c ç õ e s d e d u a s r e c t a s p a r a l l e l a s s ô b r e u m 
m e s m o p lano , são p a r a l l e l a s ( P . I I . n . ° 1 1 5 ) ; logo a s e q u a ç õ e s d ' e s t a s r e c t a s 
d e v e m t e r os m e s m o s coe í l i c i en tes a e 6 pa ra z , e d i l f e r i r u n i c a m e n t e 
nos va lo r e s d a s c o n s t a n t e s a e g. 

1 9 1 . S e f o r e m d a d a s a s e q u a ç õ e s d e d u a s r e c t a s 

x = a z + a , xj = bz + g ; x = a'z + a ' , y = b'z+ g ' , 

e e l i m i n a r m o s e n t r e e l l as as c o o r d e n a d a s v a r i a v e i s y , z , virá u m a e q u a ç ã o 

00 («-«') (b — b1) = (g — g') (a — a ' ) , 

a q u a l , s e n d o i n d e p e n d e n t e d a s m e s m a s va r i ave i s , 6 a condição necessaria 
para que as mesmas rectas se encontrem. Se el la não for s a t i s f e i t a , as l i -
n h a s n ã o se c o r t a r ã o ; e se o f o r , o p o n t o de i n t e r s e c ç ã o t e r á po r c o o r d e -
n a d a s 

_ « — « ' _ g — g 1 _ a'g — aa.' _ 5 ' g — òê ' 
a ' — a ~b' — b a'—a ' V ~ V — b ' 

Se as r e c t a s f o r e m p a r a l l e l a s , s e r á e n t ã o a = a', b = b\ e os va lo res das 
c o o r d e n a d a s s a i r ã o i n f i n i t o s , o q u e i nd i ca q u e a s m e s m a s r e c t a s s e não 
p o d e m e n c o n t r a r . 

Equações do Plano, do Cylindro, do Cone, etc. 

1 9 2 . A s cond ições p e l a s q u a e s s e d e t e r m i n a a n a t u r e z a d e q u a l q u e r 

s u p e r f í c i e , r e d u z e m - s e s e m p r e , em ú l t i m a ana lyse , á lei da sua g e r a ç ã o , a 
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qua l cons i s t e e m q u e u m a c u r v a generatriz, d e f ó r m a c o n s t a n t e o u v a -
r i a v e l , s e m o v e d e c e r t a m a n e i r a a o l o n g o d e u m a o u m u i t a s l inhas d a -
d a s , q u e se c h a m a m directrizes, e g e r a ass im a s u p e r f í c i e de q u e se 
t r a c t a . P a r a a c h a r a e q u a ç ã o d a s u p e r f í c i e g e r a d a e m p r e g a - s e u m r a c i o c í -
n io s i m i l h a n t e ao do n . ° 3 2 o da P . I I . ; do q u e p a s s á m o s a d a r a l g u n s 
e x e m p l o s , c o m e ç a n d o pe lo p l a n o . 

Um plano DC (Gg. 3 4 ) pôde considerar-se gerado por umarccía E F , 
que consercando-se sempre parallela a uma direcção determinada , é obri-
gada a mover-se sôbre uma recta fixa. S u p p o n h â m o s p o i s , q u e a genera-
triz E F , f i cando s e m p r e p a r a l l e l a á i n t e r s e c ç ã o BC do p lano DC c o m o 
p lano dos xz, é o b r i g a d a , em q u a l q u e r d a s suas pos ições , a e n c o n t r a r s e m -
p r e a i n t e r s e c ç ã o BD do m e s m o p lano DC com o p lano d o s yz , a qua l 
é n ' e s t e c a so a directriz. P a r a a c h a r a e q u a ç ã o do p lano é n e c e s s á r i o 
e x p r i m i r a n a l y t i c a m e n t e e s t a s d u a s c o n d i ç õ e s . 

As d u a s secções BC e BD e n c o n t r a n d o - s e em B no e i x o dos z , t e m 
po r e q u a ç õ e s , f a z e n d o A B = C , 

B C , y = o, z = kx -f- C, 

B D x = 0 By + C ( I ) 

C o m o a l inha E F , e m q u a l q u e r das suas p o s i ç õ e s , d e v e se r s e m p r e 
pa ra l l e l a a B C , o p lano p r o j e c t a n t e E H I F s e r á p a r a i l e l o a zx, e HI a A x . 
A p r o j e c ç ã o de EF s ô b r e o p lano zx t a m b é m s e r á pa ra l l e l a a BC- A s s i m 
a s e q u a ç õ e s d e E F s e r ã o 

y = a , z = A x - f S (2). 

E l i m i n a n d o x , y , z e n t r e es tas u l t i m a s e q u a ç õ e s , e a s e q u a ç õ e s ( 1 ) 
da d i r e c t r i z , o b t e m - s e a e q u a ç ã o 

£ = B' . + C ( 3 ) 

a q u a l , pe lo q u e fica d i c t o ( n . ° 1 9 1 ) , é a equação de condição para que 
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a generatriz tenha, em todas as s u a s p o s i ç õ e s , um ponto commum com a 
directriz fixa. 

Se d e r m o s pois a a e g va lo r e s q u e s a t i s f a ç a m á u l t i m a e q u a ç ã o 
( 3 ) , e o s s u b s t i t u i r m o s e m ( 2 ) , e s t a s s e r ã o a s d e g e n e r a t r i z n ' u m a d a s 
suas pos ições . Se nas e q u a ç õ e s ( 2 ) s u b s t i t u i r m o s o va lor ( 3 ) de 6 , e s t a s 
e q u a ç õ e s s e r ã o a s de u m a g e n e r a t r i z q u a l q u e r , c u j a pos ição d e p e n d e r á do 
valor a r b i t r a r i o q u e se d e r a a . E f i n a l m e n t e , s e e n t r e a s e q u a ç õ e s (2) e ( 3 ) 
e l i m i n a r m o s a e g, a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e 

z = Aa> + B y + C , ( 4 ) 

s e n d o i n d e p e n d e n t e d ' a q u e l l a s q u a n t i d a d e s , s e rá a do p l a n o ; por isso q u e 
e n t ã o x , y , z r e p r e s e n t a m as c o o r d e n a d a s de u m a g e n e r a t r i z q u a l q u e r , 
de q u e o p l ano é o logar geometrico. 

Da a n a l y s e da e q u a ç ã o do p lano se v ê : 1." q u e C r e p r e s e n t a a c o o r -
d e n a d a z i n i c i a l , o u A B : 2 . ° q u e A e B r e p r e s e n t a m a s t a n g e n t e dos 
â n g u l o s , q u e f a z e m c o m os e i x o s d o s x e dos z os t r a ç o s BC e BD do 
p lano s o b r e os dos xz e dos yz: q u e se f i z e r m o s v a r i a r C s ó m e n t e . 
o p lano se m o v e r á p a r a l l e l a m e n t e , po r isso q u e os t r a ç o s success ivos se 
c o n s e r v a m pa ra l l e lo s . 

C o n c l u e - s e t a m b é m d o q u e f i c a e x p o s t o : 
1 . ° Q u e toda a e q u a ç ã o do l . ° g r á o a t r e s va r i ave i s é a de um 

p l a n o , p o r q u e p ô d e s e m p r e r e d u z i r - s e á f ó r m a ( 4 ) . 
2 . ° Q u e d u a s e q u a ç õ e s q u a e s q u e r d o 1 . ° g r á o a t r e s v a r i a v e i s , são 

as de u m a l inha r e c t a , r e s u l t a n t e da i n t e r s e c ç ã o dos p lanos r e p r e s e n t a d o s 
por aque l l a s e q u a ç õ e s . 

3 . ° Q u e , s e n d o d a d a a e q u a ç ã o d o p l a n o , o b t e r e m o s a s e q u a ç õ e s 
dos s eus t r a ç o s c o m os p lanos dos xz , yz e xy, f a z e n d o nel la r e s p e c t i v a -
m e n t e y = O , x = 0, z = O, q u e são as e q u a ç õ e s dos m e s m o s p l a n o s . 
A s s i m Ax + B i / + C = O é a e q u a ç ã o do t r a ç o do p l a n o c o m o d o s xy. 

Podiamos ter considerado o plano gerado por uma recta qualquer 
no espaço obrigada a mover-se sôbre outras duas, que poderiam ser os 
t r a ç o s d o m e s m o p lano c o m d o u s dos p lanos c o o r d e n a d o s . E s t e c a l c u l o , u m 
pouco m a i s c o m p l i c a d o , e q u e p r o p o m o s p a r a e x e r c í c i o , conduz i r i a aos 
m e s m o s r e s u l t a d o s . 

1 9 3 . P o r um rac ioc ín io i d ê n t i c o a c h a r e m o s a e q u a ç ã o do Cylindro, 
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o qual ( P . I I . n . ° 1 3 4 ) pôde considerar-se gerado por uma recla qualquer, que 
conservando-se parallela a si mesma, é obrigada no seu movimento a en-
contrar sempre uma curva dada no espaço. 

S e j a m 

x = az + a , y = bz + $ . . . ( a ) 

as e q u a ç õ e s d ' u m a r e c t a pa ra l l e l a á g e n e r a t r i z , nas q u a e s a e b se 
s u p p õ e c o n h e c i d a s , e a e (¾ d e p e n d e n t e s da pos ição da r e c t a . S e j a m l a m -
bera M = O 1 N = O as e q u a ç õ e s da d i r e c t r i z . A c o n d i ç ã o pa ra q u e e»ta 
curva se ja e n c o n t r a d a s e m p r e pela g e n e r a t r i z é e x p r e s s a (n.° 1 9 1 ) pela e q u a -
ç ã o P = F a 1 r e s u l t a n t e da e l i m i n i ç ã o de x , y , z , e n t r e o s q u a t r o e q u a ç õ e s 
d e s t a s l inhas . 

Se nas e q u a ç õ e s ( a ) s u b s t i t u i r m o s Fa por 3 ( e s tas d u a s e q u a ç õ e s s e -
r ão a s d e u m a g e n e r a t r i z q u a l q u e r , cu j a pos ição d e p e n d e r á d o valor d e a . 

Se d e p o i s e l i m i n a r m o s d ' e l l a s a q u a n t i d a d e a , o b t e r e m o s u m a r e l a -
ção e n t r e x, y e z , q u e t e r á loga r p a r a q u a l q u e r g e n e r a t r i z , e q u e se rá 
por c o n s e g u i n t e a e q u a ç ã o p e d i d a . 

L i g o , pa ra a c h a r a e q u a ç ã o de u m a s u p e r f í c i e c y l i n d r i c a , d e v e m o s 
e l i m i n a r x , y e z e n t r e as e q u a ç õ e s (a) e os d u a s M = O 1 N = O da 
c u r v a d i r e c t r i z ; d e p o i s na e q u a ç ã o r e s u l t a n t e g = F a , s u b s t i t u i r x — az 
por a, e y — bz por g A equação do cylindro s e r á pois da f ó r m a 

y = b z = V ( x - a z ) ; ( i ) 

d e p e n d e n d o a f ó r m a da f u n c ç ã o F da n a t u r e z a dá d i r e c t r i z . 
Se por e x . ° , a b a s e for um c i r c u l o de r a io r , t r a ç a d o 110 p l a n o xy, 

e co l locado c o m o na f ig . 3 6 , c o m o d i â m e t r o AE s ô b r e o e i x o d o s x , 
e a o r i g e m em A : as e q u a ç õ e s d ' e s l a b a s e , q u e se p ô d e t o m a r por d i r e -
c t r i z , s e r ã o 

y*+ x*= 2rx, z = 0 ; 

e n t r e as q u a e s e as e q u a ç õ e s ( a ) se e l i m i n a r m o s x, y, z , virá a e q u a ç ã o 
de c o n d i ç ã o (*) [ 3 1 + * = 2rx («). 

<«J Isto é evidente , r e t l ec t indo , que a e fi são as coordenadas do pé 
da gene ra t r i z . A mesma consideração se fará a respeito do cone . 

Poder-se-hia achar a equação do p l a n o , considcrando-o como um cyl indro 
cu ja base é uma recta . 
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L o g o 
(y — bz)2+(x — az)2 = 2r(x — az) (5) 

é a equação do cylindro obliquo de base circular. As quant idades a e 6 
se rão d e t e r m i n a d a s pela d i r e c ç ã o do e i x o . 

Se o e i x o e s t i ve r no p lano xz, s e r á 6 = 0, e a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e 
t o r n a r - s e - h a e m 

%/+ (x — az)2= 2 r (x — az). 

F i n a l m e n t e , se o c e n t r o do c i r cu lo e s t ive r na o r i g e m A , s u b s t i t u i r - s o - h a 
por r 2 o 2 . ° m e m b r o de ( 5 ) . 

1 9 4 . S e j a m M = O, N = O ( a ) 

as e q u a ç õ e s da d i r e c t r i z de uma superfície cónica, q u a l q u e r ( P . IL n.° 
1 3 6 ) c u j o v e r t i c e S t e m por c o o r d e n a d a s a , 6 , c. 

A g e n e r a t r i z d ' e s t a super f í c i e é o b r i g a d a a passar pelo ve r t i ce e a 
e n c o n t r a r s e m p r e no seu m o v i m e n t o a d i r e c t r i z . 

A l . ' c o n d i ç ã o é exp re s sa (n .° 1 9 0 ) pela e q u a ç ã o 

x — a = a (z — c ) , y — 6 = g ( s — c) («' ' ) 

A 2 . a é e x p r e s s a , (n .° 1 9 1 ) pela e q u a ç ã o g = Fa , r e s u l t a n t e da e l i m i -
nação d e x , y , z , e n t r e a s e q u a ç õ e s ( a ' ) e (a" ) . 

E l i m i n a n d o d e p o i s g e a por m e i o das e q u a ç õ e s ( a ' ' ) v i rá a equação 
do cone 

» _ = i _ F ( ^ = í ) ( 6 ) 
3 C \Z C/ 

na qual a f ó rma de F d e p e n d e r á t a m b é m da n a t u r e z a da d i r e c t r i z , e será 
d e t e r m i n a d a q u a n d o e s t a o fo r . 

S e , por e x . ° a bane Ior o c i r cu lo AE (fig. 3 6 ) , q u e p o d e m o s t o m a r 
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por d i r e c t r i z . as suas e q u a ç õ e s (« ' ) , s u p p o n d o a o r i g e m na e x t r e m i d a d o 
A do d i â m e t r o , e e s t e co inc id indo c o m o e i x o dos x , s e r ã o 

2 = 0 , T/*+ X1 = Irx; 

e a equação g = Fa s e r á ' n e s t e caso 

( a _ a f + (6 _ pc)* = 2 r (a — ac): 

d o n d e s e d e d u z 

(az — c x ) ® + ( b z — cjf = 2 r ( z — c). (az — cx), 

a qual s e r á a equação do cone obliquo de base circular. 
Se q u i z e r m o s q u e o e i x o SC e s t e j a no p lano xz, c o m o na f ig . 3 6 , 

f a r e m o s 6 = 0 , e v i r á 

c* ( x 4 + yl) + 2c (r — a) xz + a (a — 2 r ) z*+2acrz — 2 c V x = 0 . 

Se o ctine é recto, p o r e m o s a = r. M a s ' n e s t e caso é m a i s s i m p l e s 
t o m a r o e i x o dos z pa ra o e i x o do c ó f l e , e a c h a - s e e n t ã o pa ra e q u a ç ã o 
d ' e s t a super f í c i e a s s i m d i s p o s t a , 

c 1 (x>+ f ) = r 2 ( z - c ) \ ou a ? 1 + y 2 = m* (» - c)% ( 7 ) 

c 
d e s i g n a n d o po r m a t a n g e n t e — do a n g u l o f o r m a d o pelo e i x o e pela g e n e -

C 
r a t r i z . 

Se o c i r cu lo da b a s e n8o fosse t r a ç a d o no plano xy, m a s n ' o u t r o 
inc l inado s ô b r e e s t e , e p e r p e n d i c u l a r aos xz , ser ia n e c e s s á r i o , d e s i g n a n d o 
por A a t a n g e n t e do a n g u l o q u e a b a s e f izesse c o m o plano xy, s u b s t i -
t u i r por ( a ' ) a s e q u a ç õ e s 

Z =Z kx, X1+ j/4-f Z2 = r2. 
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1 9 5 . As superfícies de revolução p o d e m c o n s i d e r a r - s e g e r a d a s 
( P . I I . n . ° 1 3 3 ) pe lo m o v i m e n t o d e u m c i r c u l o B D C ( f ig . 3 7 ) , o q u a l 
s e n d o p e r p e n d i c u l a r a um e i x o A z , conse rva s e m p r e o c e n t r o I s ô b r e e s t e 
e i x o , e c u j o r a io I C vai c o n t i n u a m e n t e v a r i a n d o , d e m o d o q u e o c i r c u l o 
c o r t a s e m p r e u m a d a d a d i r e c t r i z C A B . 

C o m o o c i r cu lo g e n i t o r d e v e f i ca r c o n s t a n t e m e n t e pa ra l l e lo ao p lano 
dos xy, as s u a s e q u a ç õ e s s e r ã o as do s eu p l ano e do seu c y l i n d r o p r o j e -
c t a n t e , o u , f azendo AI = P , o o r a i o IC = a , 

z = p, X2-iT y* = a® (6) 

P a r a q u e e s t e c i r c u l o e n c o n t r e s e m p r e a d i r e c t r i z , c u j a s e q u a ç õ e s d e s i g n a -
r e m o s por 

M = O , N = O ( 6 ' ) , 

é n e c e s s á r i o , s e g u n d o t e m o s v i s t o , q u e t e n h a l o g a r a e q u a ç S o d e c o n d i -
ç ã o F ( a , ê) = O, r e s u l t a n t e da e l i m i n a ç ã o de x , y , z , e n t r e (Jb) e (6 ' ) . 

Se d e p o i s e l i m i n a r m o s a e [3 e n t r e e s t a e q u a ç ã o e as e q u a ç õ e s ( b ) , 
o b t e r e m o s a equação p e d i d a da superfície de revolução, q u e s e r á de 
f ó r m a 

z = F(x*+ y>) ( 8 ) 

e na qua l a f u n e ç ã o F d e p e n d e r á a i n d a da n a t u r e z a da cu rva d i r e -
c t r i z . 

I . Se a d i r e c t r i z 6 ura c i r c u l o e x i s t e n t e no p l a n o xz e c o m o c e n t r o 
na o r i g e m , a s e q u a ç õ e s (6 ' ) s e r ã o n e s t e caso 

y = 0 , x 2 + za = r a ; . 

e a e q u a ç ã o d e c o n d i ç ã o t o r n a r - s e . h a e m a 2 + £ 2 = r 2 , o q u e a l iás é 
e v i d e n t e . S u b s t i t u i n d o ' n e l l a os v a l o r e s de « e 6 deduz idos de ( 6 ) , v i rá a 
equação da esphera, já a c h a d a ( n . ° 1 8 5 ) 
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a 2 + ; , 2 + a W 2 ( 9 ) 

I I . Se a d i r e c t r i z é uma parabola B A C e x i s t e n t e no p lano xz , e 
s i t u a d a c o m o n a f i g . 3 7 , a s e q u a ç õ e s d a d i r e c t r i z s e r ã o 

y = O , X1= 2pz, 

d o n d e se d e d u z a 2 = = 2 p g ; e po r Gm 

x2+yz = 2pz, ( I O ) 

q u e é a equação do paraboloide de revolução em vol ta do e i x o d o s z. 
I I I . Se as d i r e c t r i z e s f o r e m ellipses ou hyperboles, a c h a r e m o s p e l a 

m e « m a m a n e i r a q u e as equações do ellipsoides e hyperboloides de revo-
lução, cu jo s 1.°" e i x o s c o i n c i d e m c o m os dos z , s ão 

A 2 ( x 2 + i / 2 ) ± B V = ± A 2 B 2 ( 1 1 ) 

s endo os s i g n a e s s u p e r i o r e s r e l a t i v o s ao e l l i p s o i d e , e os i n f e r i o r e s ao I iy -
p e r b o l o i d e . 

I V . Se a d i r e c t r i z é u m a r e c t a , a s s u a s e q u a ç õ e s s e r ã o 

X = az + A, y = bz + B , 

d a s q u a e s r e s u l t a a e q u a ç ã o d e c o n d i ç ã o 

( a p + A ) 2 + ( 6 p + B ) 2 = a 2 . 

E l i m i n a n d o a e (5 , v i rá po r fim a e q u a ç ã o da s u p e r f í c i e de r evo lução 

x 2 + j / 2 = ( a 2 + ò 2 ) z2+ 2 ( A a + B i ) s + A 2 + B 2 . 

F a z e n d o , r = 0 , a c h a - s e ( P . I I . n . ° 3 1 0 ) q u e a i n t e r s e c ç ã o pelo p lano yz é u m a 
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h v p e r b o l e , e c o m o x e y e n t r a m s e m p r e d e b a i x o da f ó r m a x 2 - f y * , s s e r á 
f u n c ç ã o de x 2 + j / \ e por c o n s e g u i n t e a superfície gerada é um hypcr-
boloide de revolução. 

C o m t u d o s e a r e c t a d i r e c t r i z c o r t a r o e i x o dos z , a s suas e q u a ç õ e s 
s e r ã o s a t i s f e i t a s f a z e n d o x = j / = 0 , e i = c , d o n d e r e s u l t a A = — a c , 
B = — bc. T e r e m o s pois 

a q u a l é a equação do cone recto ( n . ° 1 9 4 ) . 
Q u e r e n d o a e q u a ç ã o d e u m a s u p e r f í c i e d e r e v o l u ç ã o era volta d e u m 

e i x o c o m u m a d i r e c ç ã o q u a l q u e r , s e r á neces sá r io o u r e c o r r e r a u m a t r a n s -
f o r m a ç ã o d e c o o r d e n a d a s , o u t r a c t a r d i r e c t a m e n t e o p r o b l e m a d e u m a m a -
n e i r a a n a l o g a à q u e t e m o s s e g u i d o . 

1 9 6 . C u m p r e a d v e r t i r a q u i , c o m o na P . I I . n ° 224 - , q u e a r e s p e i t o d a s 
s u p e r f í c i e s s e p o d e m a p p r e s e n t a r dous g e n e r o s d e p r o b l e m a s . O u s e t r a c t a d e 
d e t e r m i n a r o s pon tos d e u m a d a d a s u p e r f í c i e q u e g o z a m d e c e r t a s p r o p r i e d a -
d e s , ou e n t ã o de a s s i g n a r á s u p e r f í c i e u m a pos ição ou d i m e n s õ e s t a e s , 
q u e po r m e i o d ' e l ! a s s a t i s f aça a c e r t a s cond ições . No l .° c a so x , y e z 
s ã o a s i n c ó g n i t a s ; n o 2 . ° é n e c e s s á r i o d e t e r m i n a r a l g u m a s d a s c o n s t a n t e s 
d e m o d o q u e s e j a m sa t i s f e i t a s a s cond ições d o p r o b l e m a . E s t a s cond ições 
d e v e m , e m todos o s c a s o s , e s t a b e l e c e r t a n t a s e q u a ç õ e s d i s t i nc t a s q u a n t a s 
s ão a s i n c ó g n i t a s , a l iás o p r o b l e m a se r ia i n d e t e r m i n a d o ou a b s u r d o . P a s -
s ê m o s a a p p l i c a r ao p l ano e s t a s c o n s i d e r a ç õ e s g e r a e s . 

1 9 7 . Achar as projecções da intersecção de dous planos. 
S e j a m a s e q u a ç õ e s d ' e s t e s p l anos 

(a2 + ò2) (z — c)z = x 2 + y . (12) 

Problemas sôbre o plano e a linha recta. 

z = A x + By + C , z = A ' x + B ' x + C' . 

E l i m i n a n d o s u c c e s s i v a m e n t e e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s a s v a r i a v e i s z , x , y , 
o b t e r e m o s a s e q u a ç õ e s s e g u i n t e s d a s p r o j e c ç õ e s d a i n t e r s e c ç ã o s ô b r e o s 
p lanos 
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l ^ 

( A — A ' ) x + ( B — B ' ) y + C — C ' = 0 

( A ' — A ) z + ( A B ' — A ' B ) y + A C — A 1 C = 0 » 

( B ' — B ) z + ( A f B - A B ' ) x + B C ' — B ' C = 0 . 

1 9 8 . Fazer passar um plano por um, dous ou Ires pontos dados. 
Seja a e q u a ç ã o do p lano z = Ax + By + C. 
O plano f icará d e t e r m i n a d o , ou q u a n d o A, B 1 C f o r e m c o n h e c i d a s , ou 

q u a n d o s e p o d e r e m e s t a b e l e c e r e n t r e e s t a s q u a n t i d a d e s t r e s e q u a ç õ e s , po r 
m e i o da s q u a e s se d e t e r m i n e m os seu valores . 

Se q u i z e r m o s q u e o p lano passe pe lo p o n t o d a d o (x ' f y ' , z') , a sua 
e q u a ç S o t o r n a r - s e - h a e m z ' = Ax1J B y ' + C . S u b t r a h i n d o pois es ta ú l t i m a 
e q u a ç ã o da p r i m e i r a , t e r e m o s a e q u a ç ã o do p lano q u e passa pe lo pon to 
d a d o , 

( 2 ) z — z ' = A (a: — ¢ ' ) + B (y — y') 

S e q u i z e r m o s , q u e passe po r u m s e g u n d o pon to ( x " , y ' ' , z'1), t e r e -
m o s z" = A x ' ' + B y ' ' + C ; e c o m o nos fal ta a inda u m a equaçSo pa ra p o -
d e r m o s d e t e r m i n a r a s t r e s cons t an t e s a r b i t r a r i a s , p o d e m o s s u j e i t a r o p l ano 
a passa r a inda por um t e r c e i r o p o n t o , ou a sa t i s faze r a o u t r a cond ição . 

Rlas se qu izessemos po r e x . ° , q n e o p l a n o a l é m de passa r pelo pon to 
( x ' , y't z\) fosse pa ra l l e lo a um p lano d e t e r m i n a d o z — A ' x + B 'y + C ' , 
t e r í a m o s a equaçSo ( 2 ) , e as e q u a ç õ e s 

A = A ' , B = B ' . ; 

1 9 9 . Achar as condições para que uma recta e um plano coincidam 
ou sejam parallelos. 

Sejam as equações do plano e da recta 

z = A x + B y + C , 

x = az + « , y S = bz + p . 
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S u b s t i t u i n d o na 1.*, os va lo r e s de x e y , t i r a d o s d a s d u a s ú l t i m a s , t e -
r e m o s 

z(Aa + B6 — i ) + Aa + B g + C = O. 

Se a r e c t a e o p l ano t i v e s s e m um só p o n t o c o m m u m , o valor de z 
t i r a d o d ' e s l a e q u a ç ã o se r i a o d e u m a d a s c o o r d e n a d a s d ' e s t e ponto . 

P a r a q u e a r e c t a p o r é m co inc ida c o m o p l a n o , é n e c e s s á r i o q u e 
es t a ú l t i m a e q u a ç ã o subs i s t a q u a l q u e r q u e se j a o valor de z ; e por c o n s e -
g u i n t e as e q u a ç õ e s de condição de coincidência s e r ã o 

(3) Aa + Bi» = 1 , Aa + Eg + C = 0. 

P a r a e x p r i m i r q u e a r e c t a é s ó m e n t e p a r a l l e l a ao p lano , b a s t a i n t r o d u z i r 
a c o n d i ç ã o de q u e , se t r a n s p o r t a r m o s p a r a l l e l a m e n t e a s i m e s m o t a n t o a 
r e c t a c o m o o p lano a t é á o r i g e m , a h i h ã o - d e conc id i r . M a s p a r a q u e e s t e 
t r a n s p o r t e t e n h a l oga r é n e c e s s á r i o s u p p o r nullos nas e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s 
a, p e C; logo a condição de parallelismo r e d u z - s e á e q u a ç ã o 

( 4 ) A a + B ò — 1 = 0 . 

2 0 0 . Exprimir que uma recta é perpendicular a um plano. 
Se p r o j e c t a r m o s a r e c t a s ô b r e o p l ano dos xy, o p l ano p r o j e c t a n t e 

s e r á p e r p e n d i c u l a r ao p lano d a d o e ao dos xy; os d o u s ú l t i m o s t e r ã o pois 
p o r i n t e r s e c ç ã o u m a p e r p e n d i c u l a r ao p l ano p r o j e c t a n t e , e por c o n s e g u i n t e 
á p r o j e c ç ã o da r e c t a s ô b r e o p l ano dos xy. L o g o , quando uma linha for 
perpendicular a um plano, os traços deste plano e as projecções da recta 
sobre os planos coordenados farão respectivamente ângulos rectos. 

P o s t o i s t o , s e r v i n d o - n o s d a s m e s m a s e q u a ç õ e s do p lano e da l inha 
r e c t a do n .° p r e c e d e n t e , as e q u a ç õ e s dos t r a ç o s do p lano s ô b r e os e yz, 
s e r ã o 

z = Ax +C, z = By+ C 
OU 

J_ __C_ 1_ CL 
X ~ A Z A ' V ~ B B ~ ; 
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e a s cond ições de p e r p e n d i c u l a r i d a d e d ' e s t e s t r a ç o s c o m as p r o j e c ç õ e s da 
r e c t a , d a r ã o ( P . I I . n . ° 2 2 0 , e q u a ç ã o 6 ) 

( 5 ) A + a = O , B + 6 = 0 . 

E s t a s e q u a ç õ e s d e t e r m i n a m d u a s d a s c o n s t a n t e s d o p l a n o , o u d a r e c t a q u e 
l h e é p e r p e n d i c u l a r . As o u t r a s c o n s t a n t e s d e v e m s e r d a d a s , ou s u j e i t a s a 
o u t r a s cond ições . 

2 0 1 . Q u e r e n d o t i r a r u m p l a n o p e r p e n d i c u l a r á r e c t a d a d a , a e q u a -
ç ã o d o p l a n o s e r á pe lo n . ° p r e c e d e n t e , 

(6 ) z + ax+by = C 

Se d e s i g n a r m o s por a e g 8s c o o r d e n a d a s do p o n t o o n d e a r e c t a e n c o n t r a 
o p lano xy, u m a e s p h e r a , c u j o c e n t r o e s t e j a ' n e s t e p o n t o , t e r á por e q u a -
ç ã o (n.° 1 8 5 ) 

( 7 ) ( x — a ) 2 + ( y - g ) 2 + z 2 = r 2 . 

As equações ( 6 ) e ( 7 ) são pois as de um circulo cujo plano é perpendi-
cular á recta dada. O r a i o d ' e s t e c i r c u l o e a sua pos ição a b s o l u t a d e p e n -
d e m d e r e d e C . 

S e j a m M = O j N = O , a s e q u a ç õ e s d e u m a c u r v a . P a r a q u e es ta 
e n c o n t r e o c i r c u l o de q u e a c a b á m o s de t r a c t a r , é n e c e s s á r i o q u e p o s s a m 
c o e x i s t i r a s q u a t r o e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s . E l i m i n a n d o e n t r e e l l a s a s v a r i a -
veis x, y e z, vem u m a e q u a ç ã o de c o n d i ç ã o r = F (C) , na q u a l r e -
p o n d o po r r e C os seus va lo re s t i r a d o s de ( 7 ) e ( 6 ) , v e m a e q u a ç ã o 

( 8 ) ^(x — a ) 2 + (y - g ) 2 + z 2 = F (z + ax + by), 

q u e é a da s u p e r f í c i e g e r a d a pe la r e v o l u ç ã o da cu rva d a d a em volta da 
r e c t a . 

2 0 2 - Se pe lo c o n t r a r i o q u i z e r m o s tirar uma recta que seja perpen-
dicular a um plano dado, e que passe por um dado ponto ( x ' , y ' > z ' ) j t e r e m o s 
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^ 0 (n . ° p a r a d e l e r m i n a l - a a s s e g u i n t e s e q u a ç õ t s 

j — ( 9 ) . . . . * — s ' + A ( z — z ' ) = 0 , — a ' ) = 0 . 

P o r m e i o d ' e s t a s d u a s e q u a ç õ e s é f á c i l achar a distancia do ponto ao pia-
no ; p o r q u a n t o p o n d o 

L = C - Z + A a j ' + B x ' ; 

d a n d o á e q u a ç ã o do p l a n o a f ó r m a 

I + (a) z — z' = A ( x — x')j.B(y — y') + L; 
I 

e e l i m i n a n d o d e p o i s as c o o r d e n a d a s x , y e z do pé da p e r p e n d i c u l a r , 
e n t r e a s e q u a ç õ e s ( 9 ) e ( a ) : r e s u l t a f i n a l m e n t e 

, _ L _ — A L _ - B L 
2 2 ~ 1 + A 2 + B 2 ' X X 1 + A 2 + B 2 ' " y ~ 1 + A 2 + B 2 

A d i s t a n c i a e n t r o o p o n t o ( » ' , y \ z ) e o pé da p e r p e n d i c u l a r ( x , y,~ z), 
o u p o r o u t r a s p a l a v r a s , a d i s t a n c i a d o p o n t o a o p l a n o , s e r á p o i s ( n . ° 1 8 5 ) 

( 1 0 ) Ã = ( . ) 
» ^ 1 + A 2 + B 2 

( • ) Se o ponto pe r t ence r a u m a recta (x = az + a , y=-bz + €,) será 

_ (Ag H- B6 — 1) t -+- A a Bg -t-Ç 

H T A T T I F 

Para q u e a rec ta seja paral le la ao p l a n o , é necessár io q u e í seja c o n s t a n t e , ou 

Aa — B 6 — 1 = 0 . 
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2 0 3 . Achar a distancia de um ponto a uma recta. S e r v i n d o - n o s 
d a s m e s m a s e q u a ç õ e s d a r e c t a d o n . ° 1 9 9 , o p l ano p e r p e n d i c u l a r , t i r a d o 
pe lo p o n t o d a d o ( x ' , y', z',), t e m por e q u a ç ã o 

(«') a(x — x') + l(y — J/') + z — - = 

E l i m i n a n d o x , y e z e n t r e a e q u a ç ã o ( a ) e as d u a s da r e c t a , o b t e r e m o s 
o s s e g u i n t e s va lo re s d a s c o o r d e n a d a s d o p o n t o d e e n c o n t r o d a r e c t a c o m o 
p l ano p e r p e n d i c u l a r , 

a M 6 M „ M 

s e n d o 
M = a (x'~ a ) + b (tf— p) + z. 

E p o r c o n s e g u i n t e c o n c l u i r e m o s t a m b é m ( n . ° 1 8 5 ) , q u e a d i s t a n c i a 
P e n t r e oi pontos ( x 1 , y1, z'), (a?, y, z), ou po r o u t r a s p a l a v r a s , q u e a 
d i s t a n c i a P , do p o n t o á r e c t a , é d a d a pe la e q u a ç ã o 

( H ) r = « r + ( x ' ~ g ) » + - , 

2 0 4 . Achar o angulo A formado por duas rectas. C o m o p ô d e a c o n -
t e c e r q u e a s r e c t a s d a d a s , s e n d o p r o d u z i d a s , s e n ã o e n c o n t r e m , d e v e e n t e n -
d e r - s e , q u e se p e d e o angulo comprehendido entre duas rectas tiradas por 
um mesmo ponto parallelamente ás linhas dadas. 

S e j a m pois a s e q u a ç õ e s d a s p a r a l l e l a s á s r e c t a s d a d a s , t i r a d a s pe la o r i g e m , 

E p a r a q u e coincida com elle , é nece s sá r i o , além disso , que seja í = O, ou 

Aa + B 6 -h C = O. 

Por esta cons ideração podiam t ambém de te rminar -se as condições ped idas no 
n . ° 1 9 9 . 

4 6 
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( 6 ) . . . . *M\X=t az, z = bz; (£>') x = a'z, y = Vz ; 

t raclâmos de achar A em funeção de a, b, a', b'. 
Para isso imagine-se pr imeiro uma esphera , cujo centro coincida coro 

a or igem das coordenadas , e cujo raio seja a unidade. Obteremos as coorde-
nadas do ponto em que ella corta a recta dada pelas equações ( 6 ) , subst i -
tuindo os valores de x e y , t irados das mesmas equações, na equação da 
e s p h e r a , que é 

x2+y2+ Z 2 = I ; 

e acha-se ( a 3 + 6®+ 1) z2= 1 , da qual se dednz z, e depois x e y por 
meio das mesmas equações (6). Pa ra obter depois as coordenadas a ' , x', e y' 
do ponto, em que a mesma esphera corta a recta dada pelas equações (b') , 
basta evidentemente mudar nos valores precedentes a e 6 em a! e b'. 

Teremos assim 

1 _ a _ b 
~ a»' V\+a

2-\-b2' V~ ^i+ a2+ b2' 

A distancia D, en t re os pontos de terminados por estes dous systemas de 
coordenadas , será dada pela equação 

D2 = (x'— x)2+ (y'—yY+ (z'~ z)2= 2 — 2 (xx'+ytf+ zz>), 

por ser 
x2+y2+z2 = t, x"+y»+ z'2=l. 

Figurando agora no espaço o tr iangulo isosceles, cujos t res lados são 
1 , 1 e D, o angulo pedido A será opposto ao lado D; e por conse-
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g u i n t e a e q u a ç ã o ( D , n . ° 2 0 1 , P . I I . ) d a r á p a r a e s t e a n g u l o 

( 1 2 ) cos A = 1 — 7 D 2 = X a ; ' + yy'+zz' 

i + aa'+bb' 

~ V \ + a
2 + 6 2 X ^ l + a ' 2 + ò ' 2 ' 

D ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o d e d u z - s e , pela r e l a ç ã o c o n h e c i d a sen = COJ , 

( , 3 ) - • 

e f a c i l m e n t e se o b t e r i a depo i s o va lor de t a n g A. 
1 . ° P a r a d e d u z i r o s â n g u l o s X , Y , Z , q u e u m a r e c t a faz c o m o s e i x o s d o s 

x, y e z , b a s t a s u b s t i t u i r nas e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s , em l o g a r de o' e b', 
o s seus va lo res c o r r e s p o n d e n t e s a c a d a u m d ' e s t e s e ixos . Q u e r e n d o a c h a r , 
po r e x . ° , o a n g u l o q u e u m a r e c t a faz c o m o e i x o dos z , c u j a pos ição é 
d e t e r m i n a d a pe las e q u a ç õ e s x = 0 , y = 0 , t e r e m o s e m v i r t u d e d a s e q u a -
ções (6 ') a ' = 0 , 6 ' = 0 . I n t r o d u z i n d o e s t e s va lores n a f o r m u l a ( 1 2 ) d o 
n .° p r e c e d e n t e , r e su l t a 

c o s Z < 
+ a 2 + 6 2 

E n o t a n d o q u e o s y s t e m a das equações (6) do m e s m o n . ° p ô d e ser s u b s t i -
t u í d o pe lo s y s t e m a equ iva l en t e 

6 1 a l 
a a b o 

a c h a m - s e po r s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s , m u d a n d o a e 6 e m - j e — p a r a x , 

e a e i em ~ e ~ pa ra y , os va lo res de cos X e de c o s Y . 
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P o r e s t e m o d o a c h a r e m o s q u e os ângulos, que uma recta qualquer no espaço 
faz com os tres eixos coordenados, são determinados pelas equações seguin-
tes: 

a 

t / l + a 2 + ó 2 ' 

b 
V l + a 2 + 6 2 ' 

1 

1 ^ 1 + a 2 + 6 2 ' 

2 . ° A s e q u a ç õ e s ( 1 4 ) s 5 o t a m b é m o s v a l o r e s d o s s e n o s d o s â n g u l o s 
q u e a r e c t a faz c o m os p l a n o s dos yz, xz e xy; po i s q u e e s t e s â n g u l o s 
s ã o v i s i v e l m e n t e c o m p l e m e n t o s de X , Y e Z. 

3 . ° S o m m a n d o o s q u a d r a d o s d a s e q u a ç õ e s ( 1 4 ) , v e m a r e l a ç ã o 

( 1 8 ) cos 2 X + cos2 Y + C o s 2 Z = I . 

A s e q u a ç õ e s ( 1 4 ) e ( 1 5 ) f a z e m v e r , q u e p o d e m o s s e m p r e t i r a r n o e s p a ç o 
u m a r e c t a , q u e f o r m e c o m d o u s d o s e i x o s c o o r d e n a d o s , o s d o s x e d o s y 
p o r e x . ° , â n g u l o s a r b i t r a r i o s X e Y ; p o r é m o t e r c e i r o Z f ica e n t ã o d e t e r -
m i n a d o . 

4 . ° T o m e m o s u m c o m p r i m e n t o q u a l q u e r M N ( f i g . 3 3 ) s ô b r e u m a 
r e c t a n o e s p a ç o , q u e faz o s â n g u l o s X l Y e Z c o m o s e i x o s c o o r d e n a -
d o s , e p r o j e c t e m o s o m e s m o c o m p r i m e n t o s ô b r e os x e o s y . 
A s p r o j e c ç õ e s s e r ã o 

B C = M N . c o s X 5 e M N c o s Y . 

c o s X = 

( 1 4 ) < cos Y = 

c o s Z = 

P o r é m m n , o u M P , é a p r o j e c ç ã o d e M N s ô b r e o p l a n o x y , e p o r c o n -
s e g u i n t e é m« = MN s e n Z . P r o j e c t a n d o de n o v o mn s ô b r e os x e os y \ 
a s p r o j e c ç õ e s s e r ã o 
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B C = mn cos G , e mn s en G , 

s e n d o 6 o a n g u l o q u e mn faz c o m os x . S u b s t i t u i n d o d e p o i s ' n e s t a s e q u a -
ç õ e s p o r mn o seu va lor p r e c e d e n t e , v e m 

B C = = M N s e n Z cos 9 , e M N sen Z sen 6 . 

/ 

E g u a l a n d o f i n a l m e n t e o s dous va lo re s d a s m e s m a s p r o j e c ç õ e s , r e s u l t a 

( 1 6 ) cos X = sen Z cos Q , cos Y = sen Z sen 9. 

A s s i m , e m vez d e d e t e r m i n a r a d i r e c ç ã o d e u m a l i n h a n o e s p a ç o p o r 
m e i o d o s t r e s â n g u l o s X , Y , Z , q u e e l la faz cora o s t r e s e i x o s : b a s t a 
q u e s e j a d a d o o a n g u l o q u e e l l a faz c o m a sua p r o j e c ç ã o s ô b r e o p l a n o 
d o s xy ( q u e é o c o m p l e m e n t o do a n g u l o Z ) ; e o a n g u l o G q u e es t a p r o -
j e c ç ã o faz c o m o e i x o d o s X ; e r e c i p r o c a m e n t e . 

S o m m a n d o o s q u a d r a d o s d a s d u a s e q u a ç õ e s ( 1 6 ) , v e m 

cos 2 X + cos 2 Y = s e n 2 Z = I - c o s 1 Z , 

r e l a ç ã o q u e j á t i n h a m o s o b t i d o 3 . ° 
5 . ° S o m m a n d o os va lo r e s d o s p r o d u c t o s cos X cos X ' , cos Y cos Y ' ' 

cos Z cos Z ' , d a d o s pe las f ó r m u l a s , e c o m p a r a n d o a s o m m a c o m a e q u a ç ã o 
( 1 2 ) a c h a - s e a r e l a ç ã o 

( 1 7 ) . . . . cos A = cos X c o s X ' + c o s Y cos Y ' - } - c o s Z c o s Z ' , 

po r m e i o d a q u a l s e e x p r i m e o va lo r d o a n g u l o , q u e ' f a z e m d u a s r e c t a s n o 
e s p a ç o , e m f u n c ç ã o d o a n g u l o q u e c a d a u m a d ' e l l a s faz c o m o s t r e s e ixos . 
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6 . ° Se as duas reclas forem perpendiculares, s e r á cos A = O , e 
es ta c o n d i ç ã o s e r á e x p r e s s a po r q u a l q u e r d a s r e l a ç õ e s s e g u i n t e s 

205. Achar o angulo ô de dous planos, dados pelas suas equações 

x = = \x + By H - C , a = \'x + B'y + C ' . 

S e d a o r i g e m a b a i x a r m o s p e r p e n d i c u l a r e s s o b r e o s d o u s p l a n o s , o a n g u l o 
f e i to por e s t a s l i n h a s s e r á e g u a l a o d o s p lanos . S e u d o po is 

X = az, y z=:bz, x — a'z, y = b'z, 

a s e q u a ç õ e s d e d u a s r e c t a s q u e p a s s a m pe la o r i g e m ; p a r a q u e es t a s r e c t a s 
s e j a m r e s p e c t i v a m e n t e p a r a l l e l a s aos dous p l a n o s , é n e c e s s á r i o q u e s e j a m 
( n . ° 2 0 0 ) 

A + a = 0 , B + 6 = 0 ; A ' + a ' = 0 , B ' + 6 ' = 0 . 

L o g o a s e q u a ç õ e s d a s p e r p e n d i c u l a r e s s e r ã o 

x + A z = O , y + B s = O , x -f- A ' z = O , y + B z = O ; 

e o coseno do a n g u l o d ' e s t a s r e c t a s , q u e é o dos d o u s p l a n o s , s e r á ( o . ° 

(18) 1 + aa'+ bb'= O, 

( 1 9 ) cos X cos X ' + cos Y cos Y ' + cos Z c o s Z ' = 0 . 

2 0 4 ) 

(20) cos O = 
1 + A A ' + B B ' 

V l + A a + B 2 W f + A ^ + B ' 1 ' 
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1 . " Se Gzermos t o m a r ao 2 . ° p lano a s i t u a ç ã o dos yx, a sua e q u a -
ç ã o t o r n a r - s e - h a em z = O ; é n e c e s s á r i o po r t a n t o , q u e na e q u a ç ã o ( 2 0 ) 
s e faça A ' = B ' = C ' = 0 , a f i m d e o b t e r m o s o a n g u l o V q u e u m p l a n o 
faz c o m o d o s xy. P o r m e i o d e s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s , c o m o n o n . ° 2 0 4 , 
o b t e r e m o s os â n g u l o s T e U, q u e o m e s m o p l ano faz c o m os xz , e yz. 
P o r c o n s e g u i n t e 

cos U = — -
l / l + A 2 + B 2 ' 

T B 
cos r = — - , 

t / l + A ^ + B * 

v 1 
cos V = — -. 

^ 1 + A 2 + B 

D e s t a s e q u a ç õ e s d e d u z e m - s e a s r e l a ç õ e s 

( 2 2 ) c o s 2 T + cos 2 U + c o s 3 V = I. 

( 2 3 ) cos O = cos T cos T ' + cos U cos U ' + V cos V ' . 

(21) 

A ú l t i m a d a - n o s o a n g u l o d o s dous p l a n o s em f u n c ç ã o dos â n g u l o s q u e 
c a d a u m d ' e l l e s faz r e s p e c t i v a m e n t e c o m o s t r e s p l anos c o o r d e n a d o s . 

2 . " Se os dous planos forem perpendiculares, s e r á cos 0 = 0 , e es ta 
c o n d i ç ã o s e r á e x p r e s s a por q u a l q u e r d a s d u a s r e l a ç õ e s s e g u i n t e s : 

( 2 4 ) 1 + A A ' + BB- = O 1 

( 2 5 ) cos T cos T ' + c o s U cos U ' + c o s V cos V ' = O . 
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2 0 6 . Achar o angulo TI de uma recta e de um plano. 

S e j a m 

s = Ax + By -f C, e x = az-\-<z,y = bz + $, 

as e q u a ç õ e s do p lano e da r e c t a . O angu lo ped ido é egua l ao q u e a r e c t a 
faz c o m a sua p r o j e c ç ã o s ô b r e o p lano (n.° 1 1 9 P . 11 . ) ; c o n s e g u i n t e m e n t e 
s e de um ponto da r e c t a a b a i x a r m o s u m a p e r p e n d i c u l a r s ô b r e o m e s m o 
p l a n o , o a n g u l o d ' e s t a s d u a s l inhas será c o m p l e m e n t o do a n g u l o -/). 

T i r e m o s pois pela o r i g e m u m a r e c t a q u a l q u e r x=za'z, y=zb'z; 
p a r a q u e ella seja p e r p e n d i c u l a r a o p l a n o , é necessá r io (n .° 2 0 0 ) , q u e 
se j a o ' = — A , 6 ' = — B. O coseno do angu lo q u e e l la f o r m a c o m a l i -
nha dada , s e n d o e g u a l a sen v i , t e r e m o s (n . ° 2 0 4 ) 

1 — Aa — Bfc ( 2 6 ) sen n = • 

l ) ' a q u i f a c i l m e n t e s e conc lue , c o m o no n . ° 2 0 5 , q u e os â n g u l o s q u e a 
r e c t a f o r m a c o m os p lanos c o o r d e n a d o s yz, xz, e xy, t e m por senos 
re spec t ivos 

a b 1 

^ 1 - f a 2 + 6 2 ' ^ í + a 2 + ò 2 ' V [ + a 2 + 6 2 ' 

o q u e conco rda c o m o q u e já v imos (n.° 2 0 4 , ^ . ° ) . 
2 0 7 . Se a recta for parallela ao plano, s e n d o e n t ã o sen »i = 0 , 

e s ta c o n d i ç ã o s e r á e x p r e s s a pe la r e l a ç ã o 

( 2 7 ) 1 _ A a — B 6 = 0. 
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Transformação de coordenadas. 

2 0 8 . Passar de um systema de coordenadas para outro de coordena-
das parallelos ás primeiras com a origem num ponto differente (CL, (3, y ) . 

V e r e m o s por u m r a c i o c í n i o s i m i l h a n t e a o q u e e m p r e g á m o s n o n . ° 
2 3 2 , P . I I , q u e d e v e f a z e r - s e 

x = x'+ a, y = y1+S , z=zz'+ y. 

É n e c e s s á r i o a d v e r t i r a i n d a , q u e ás c o o r d e n a d a s da nova o r i g e m a , [3, y 
d e v e m d a r - s e os va lo re s e os s i g n a e s c o n v e n i e n t e s á sua pos ição . P o r 
e x e m p l o , se a o r i g e m e s t i v e r no p lano d o s xy, s e r á y = 0 ; se e s t i ve r no 
e i x o dos z n e g a t i v o s , a e 6 s e r ã o n u l l o s , e y s e r á n e g a t i v o . 

2 0 9 . Mudar a direcção dos eixos. I m a g i n e m - s e ( f ig . 3 8 ) t r e s n o -
vos e ixos Ax', A y ' , A z ' ; e s u p p o n h a m o s os e ixos p r i m i t i v o s r e c t a n g u l a r e s , 
e e s t e s novos e i x o s c o m u m a d i r e c ç 3 o d a d a a r b i t r a r i a m e n t e . T o m á - s e u m 
p o n t o q u a l q u e r e t i r e m - s e as suas c o o r d e n a d a s x1, y ' e s ' . Se d e p o i s p r o -
j e c t a r m o s s u c c e s s i v a m e n t e e s t a s c o o r d e n a d a s s ô b r e o s t r e s e i x o s p r i m i t i v o s 
dos x, dos y e dos z; c a d a u m a d a s c o o r d e n a d a s x, y, c z s e r á , á s i m i -
l h a n ç a d o q u e s e viu n o n.° 2 3 3 , d a P . I I . , a s o m m a d a s t r e s p r o j e c ç õ e s 
s ô b r e o e i x o r e s p e c t i v o . 

D e s i g n e - s e por (x x') o a n g u l o x'Ax f o r m a d o p e l o e i x o dos x' e 
dos x ; po r (y yl) o a n g u l o y\y' ; . . . . e t c : t e r e m o s 

Í
x =X1 cos ( x ' x ) - f - y' cos ( j / ' x ) - j - z ' cos ( z ' x), 

y = x' cos (tt!y) + y' cos (y'y) + z cos (z'y), 

z = x' cos (x'z) + y' cos (y'z) + z' cos (z 'z) . 

C o m o s u p p u z e m o s o s e i x o s p r i m i t i v o s r e c t a n g u l a r e s , o s ângu lo s p r e -
4 7 
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c e d e n t e s n3o s5o i n t e i r a m e n t e A r b i t r á r i o s , por isso q u e d e v e m sa t i s fazer 
(n . ° 2 0 4 , 3 . ° ) á s r e l a ç õ e s 

í cos 1 (x'x) + cos 2 (x'y)+ cos2 (x'z) = 1 , 

(B ) / c o s 2 (y'x) + cos 2 (y'y) + cos 1 ( j f s ) = 1 , 

f cos2 ( s ' x ) + cos 2 (z'y) + cos 2 (z'z) = f. 

F a z e n d o , p a r a s imp l i f i c a r , 

S = c o s ( « ' « ) cos (x/x) + cos (x y) cos (y'y) -f cos {xz) cos ( j ( z ) , 

T = cos (x'x) cos (z'x) + cos (x'y) cos (zy) + cos (x'z) cos (z'z), 

U= cos (l/x) cos (z'x) + cos (y'y) cos (z'y) + cos (yz) cos (z'z), 

t e r e m o s p a r a e x p r i m i r o s ângu los q u e os novos e i x o s f azem e n t r e s i (n.° 
2 0 4 , 5.°} a s e q u a ç õ e s 

(C ) cos (x'y') = S , C o s ( X V ) = = T , cos ( t / V ) = U. 

S e a s novas c o o r d e n a d a s f o r e m r e c t a n g u l a r e s , t e r e m o s 

( D ) S = O , T = O , U = O. 

A s e q u a ç õ e s ( A ) , ( B ) , ( C ) , ( D ) c o n t é m o s nove â n g u l o s q u e o s eixos 
x\ y\ z' f a z e m c o m os x, y, z. Se q u i z e r m o s s ó m e n t e m u d a r de um 
s y s t e m a d e c o o r d e n a d a s r e c t a n g u l a r e s p a r a o u t r o d e c o o r d e n a d a s d e d i r e c ç S o 
o b l i q u a , t e r e m o s a p e n a s se is â n g u l o s a r b i t r a r i o s , p o r q u e a s e q u a ç õ e s ( B ) 
d e t e r m i n a m t r e s . 
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E s e , a l é m d i s to , q u i z e r m o s , q u e o s e g u n d o s y s t e m a se j a t a m b é m 
r e c t a n g u l a r , a s e q u a ç õ e s ( D ) , q u e e x p r i m e m es t a c o n d i ç ã o , d e i x a r ã o u n i -
c a m e n t e t r e s ângu los a r b i t r a r i o s . 

C o m eITeito o e i x o dos x faz c o m os x, y, z t r e s â n g u l o s , d o u s dos 
q u a e s são a r b i t r a r i o s , e o t e r c e i r o v e m a s e r d e t e r m i n a d o pela 1 . " d a s 
e q u a ç õ e s ( B ) : o e i x o d o s y e s t a r i a no m e s m o caso se não fosse s u j e i t o a 
se r p e r p e n d i c u l a r aos x ; es ta c o n d i ç ã o p o r é m n ã o d e i x a r e a l m e n t e m a i s 
q u e u m a a r b i t r a r i a : e c o m o o e i x o dos z', p e r p e n d i c u l a r ao p lano x'y', 
vem a se r d e t e r m i n a d o c o m os d a d o s a n t e c e d e n t e s , são po r f im s ó m e n t e 
t r e s a s q u a n t i d a d e s a r b i t r a r i a s . 

Os va lo res de x', y', z', d e d u z i d o s de ( A ) s e r v i r i a m p a r a transfor-
mar um systema de coordenadas obliquas n' outro rectangular. E por meio 
d a s m e s m a s f ó r m u l a s ( A ) , passando d ' e s t e ú l t i m o s y s t e m a pa ra o u t r o o b l i -
quo, conseguiríamos transformar um systema obliquo n'outro lambem obliquo. 

N a r e s o l u ç ã o d ' e s t e p r o b l e m a s u p p u z e m o s q u e a o r i g e m das c o o r d e -
n a d a s s e conse rvou a m e s m a ; s e q u i z e r m o s p o r é m q u e es ta m u d e t a m b é m , 
p a s s a r e m o s , p r i m e i r o q u e t u d o , pe lo m o d o i n d i c a d o n o n . ° p r e c e d e n t e , 
p a r a ura s y s t e m a de e i x o s p a r a l l e l o s aos p r i m e i r o s e q u e pas se pe la nova 
o r i g e m . 

210. Para passar de um systema rectangular por outro syslem'a também 
rectangular, em vez de nos s e r v i r m o s d a s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s , q u e p a r a 
a r e s o l u ç ã o do p r o b l e m a nos c o n d u z e m a u m a e l i m i n a ç ã o as m a i s d a s vezes 
t r a b a l h o s a , p o d e m o s s e r v i r - n o s d a s fórmulas s e g u i n t e s , devidas a Euler, 
por m e i o d a s q u a e s s e e x p r i m e m i m m e d i a t a m e u t e a s nove c o n s t a n t e s e m 
f u n c ç ã o de o u t r a s t r e s e sco lh ida s da m a n e i r a s e g u i n t e : 

T o m e - s e um p l ano C A i / x ' ( f ig . 3 8 ) c o m a i nc l i nação G s ô b r e o p l ano 
xAy; e se ja AC a i n t e r s e c ç ã o d ' e s t e s p l a n o s , e C A x = <]> o a n g u l o , q u e 
AC faz c o m A x . No p lano C A y ' d e t e r m i n a d o p o r G e <}/ , t r a c e m o s dous 
e i x o s r e c t a n g u l a r e s Ax', Ay'; e s e j a C A x ' = <p o a n g u l o q u e o p r i m e i r o 
faz com o t r a ç o A C . P o r e s t e m e i o os novos e i x o s v e m a s e r d e t e r m i n a -
dos pelos ângu lo s 6 , e <p , q u e , d ã o a i nc l i nação do p lano x'y> s ô b r e 
o p lano xy , b e m c o m o a d i r e c ç ã o do t r a ç o A C , e a de A x 1 n ' e s t e p lano 
xy1 a s s im d e t e r m i n a d o . O e i x o y ' f ó r m a , n ' e s t e p l a n o , c o m A x ' o a n -
g u l o X1Ay' de 9 0 ° ; e o e i x o z f ica d e t e r m i n a d o pela c o n d i ç ã o de se r p e r -
p e n d i c u l a r a e s t e m e s m o p lano . 

T r a c t a - s e p o i s , a f i m d e t r a n s f o r m a r o s e i x o s , d e e x p r i m i r o s n o i e 
ângu lo s ( x ' x ) , (y'x) q u e e n t r a r a e m ( A ) , e m f u n c ç ã o d ' e s t a s 
t r e s c o n s t a n t e s G , ^ e ç. 
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As r e c t a s \x, kx' e AC f o r m a m um t r i e d r o , no qua l se c o n h e c e m 
a l é m dos dous ângulos planos 9 e o a n g u l o d i e d r o O c o m p r e h e n d i d o po r 
e l l es . A p p l i c a n d o a e s t e caso a f ó r m u l a ( 3 , p a g . 3 1 7 , ) da T r i g o n o m e t r i a 
e s p h e r i c a ; e f azendo 

c = (x'x) , C = O, a = t{/,& = 9, 
t e r e m o s 

cos ( x ' x ) s = cos cos 9 + sen ^ sen 9 cos 0. 

O p e r a n d o a n a l o g a m e n t e , a r e s p e i t o do a n g u l o xAy', s ô b r e o t r i e d r o f o r -
m a d o por AC e pelos e ixos xe y'; d e t e r m i n a r e m o s cos (yx'), a d v e r t i n d o 
q u e n ' e s t e caso os ângu los p lanos s3o (y'x) , CAY' = 90°+<p, CAíc = 41-
P a r a o b t e r cos (x'y) e m p r e g a r e m o s o t r i e d r o X1ACy, c o n s i d e r a n d o os â n -
gu los p lanos (x'y), CAí/ = 9 0 + i | / , e C A A ; ' = ? . F i n a l m e n t e para cos (j / '«/) , 
t o m a r e m o s o t r i e d r o y'ACy, e os ângu los planos (y'y), CAy' = 9 0 ° -f-
eCAy = 9 0 ° + 9 . 
E m r e s u l t a d o a c h a r e m o s 

cos (y'x) = — cos sen 9 + sen <}/ cos 9 cos 0 , 

cos (X1Ij) = —• seo 4" cos 9 + cos ^ sen 9 cos 9 , 

cos (yy) = sen <{/ sen 9 + cos 9 cos cos 0. 

C o n s i d e r e m o s a g o r a o t r i e d r o Z r A x C . O e i x o Az' faz c o m AC um a n g u l o 
r e c t o (n .° 1 1 3 , P . I I . ) , ass im c o m o c o m o p lano CAy'; e o angu lo f o r m a d o 
pe los planos xy e z ' A C é de 9 0 ° + 0, suppondo o p lano CAy' s i tuado p a r a 
a p a r t e s u p e r i o r do p lano xy. F a z e n d o pois na e q u a ç ã o ( 3 ) de pag . 3 1 7 

c = ( z ' j ? ) , C = 9 0 ° + Ô, a = 9 0 ° , b = 

t e r e m o s cos (z'x) = — sen <]> sen 6. 

Do m e s m o m o d o o t r i e d r o a ' A C y , pondo ty + 9 0 ° por <j>, dá 

cos (zy) = — cos sen O4 



s u p e r f í c i e s e c u r v a s n o e s p a ç o . 3 7 3 

F i n a l m e n t e , s e n d o o a n g u l o ZAC t a m b é m r e c t o , e o a n g u l o d i e d r o 
Z A C Í C ' = 9 0 O — 6 , t e r e m o s no t r i e d r o zACa? ' 

cos ( x ' z ) = sen 9 s e n 0 , 

d ' o n d e cos (y'z) = cos 9 sen 0; 

e cos ( z ' z ) = c o s 0 . 

T e m o s a s s i m d e t e r m i n a d o em f u n c ç ã o de 0 , 9 e ^ 03 nove coe f f i c i en t e s 
d e ( A ) , o s q u a e s s u b s t i t u í d o s n a s m e s m a s f ó r m u l a s d ã o 

lx = x' (COS 0 sen <p sen ^ + cos 9 cos <{/) 

+ y' (cos 0 cos ç seo — sen 9 cos ò ) 

+ z ' s e n 0 s e m } / ; 

' y = x' (cos 0 sen <p cos 4« — cos 9 s e n <{/) 

+ y' (cos 9 cos 9 cos ^ + sen 9 sen <]/) 

+ z1 s en 0 cos A ; 

\z = — X1 s en 0 s e n 9 — y' sen]0 cos 9 '-J- z' cos 0. 

A s e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o ( B ) e ( D ) são t a m b é m s a t i s f e i t a s p e l o s va lo res 
p r e c e d e n t e s , c o m o f a c i l m e n t e s e p ô d e ve r i f i c a r . 

Coordenadas polares no espaço. 

2 1 1 . A p o s i ç ã o d e u m p o n t o n o e s p a ç o f i c a r á t a m b é m d e t e r m i -
n a d a , c o m o no n .° 2 3 7 da P . I I . , q u a n d o se c o n h e c e r o seu raio vector 
ou a sua d i s t a n c i a a u r a p o n t o f ixo, e os ângu lo s q u e e s t a r e c t a f ó r m a 
c o m o s e i x o s c o o r d e n a d o s . 
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S e j a m X 1 Y e Z e s t e s â n g u l o s , e se ja p o r a i o vec to r , ou a d i s t a n -
cia d a o r i g e m d a s c o o r d e n a d a s a o pon to ( x , y , z ) q u e s e q u e r d e t e r m i -
n a r . T e r e m o s ( p a g . 3 4 5 ( * ) ) 

( F ) x = p cos X , y = p cos Y , x = p cos Z , 

f ó r m u l a s por m e i o das q u a e s se p ô d e passar de um systema rectangular 
para outro polar , ou vice versa , a d v e r t i n d o q u e os â n g u l o s X, Y, Z, e s t ã o 
l i gados pela r e l a ç ã o j á o b t i d a , n . ° 2 0 4 ( 1 5 ) , 

cos 2 X - f cos 2 Y + COS 1 Z=I . 

E m vez dos â n g u l o s X , Y e Z e m p r e g a - s e m u i t a s vezes , c o m o j á d i s s e m o s 
no n.° 2 3 1 , o a n g u l o f o r m a d o pelo r a io vec to r c o m a sua p r o j e c ç ã o no 
p lano d o s xy ; e o a n g u l o 6 , q u e es t a p r o j e c ç ã o faz c o m o e i x o pos i t ivo 
dos x . P a r a e s t a t r a n s f o r m a ç ã o p o d e m o s s e r v i r - n o s d a s f ó r m u l a s ( 1 6 ) d o 
n . ° 2 0 4 a d v e r t i n d o q u e o a n g u l o Z , q u e e n t r a n ' e l l a s s o d e v e m u d a r e m 
9 0 ° — o A s s i m , s e n d o 

cos X = cos 9 cos 0 , cos Y = cos ç sen 0 , cos Z = sen <p, 

t e r e m o s , s u b s t i t u i n d o e m ( F ) , 

(G ) x = p cos <p cos 6 , y = p cos <p sen 8 , z = p sen ç 

Das intersecções planas. 

2 1 2 . Q u a n d o d a i n t e r s e c ç ã o d e d u a s s u p e r f í c i e s r e su l t a u m a curvo 
p lana , é m a i s c o m m o d o , p a r a a c h a r as suas p r o p r i e d a d e s , r e f e r i l - a a c o -
o r d e n a d a s t o m a d a s no p lano D O C (f ig . 3 9 ) da c u r v a t o q u a l é d e t e r m i -
n a d o pe lo a n g u l o 0 q u e f ó r m a c o m o p l ano xy , e pe lo a n g u l o <{; q u e a 
i n t e r s e c ç ã o O C d ' e s t e s planos faz com O x . T o m e m o s es ta l inha O C pa ra 
e i x o dos x ; e pa ra e i x o d e s y a p e r p e n d i c u l a r O A 1 a b a i x a d a s ô b r e O C , 
no p lano s e c a n t e D O C . 
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C o m o a q u e s t ã o se r e d u z a o b t e r em x ' e y ' a e q u a ç ã o da c u r v a , r e -
r e s u l t a n t e da i n t e r s e c ç ã o d a s s u p e r f í c i e s ; é c l a r o q u e , f e i t a a t r a n s f o r m a -
ç ã o ( A ) p a r a r e f e r i r u m a d ' e s t a s supe r f í c i e s aos e i x o s x ' , y', z', b a s t a r á 
d e p o i s fazer z ' = 0 , e t e r - s e - h a a sua i n t e r s e c ç ã o c o m o p l ano x'Otj'. P o -
r é m , ' n - e s t e caso t ã o s i m p l e s , s e rá m e l h o r fazer z ' = 0 nas e q u a ç õ e s 
( A ) , e p r o c u r a r d i r e c t a m e n t e o s va lores d e cos ( x ' x ) , cos ( y ' x ) 

A s s i m no t r i e d r o A O C B , em q u e são c o n h e c i d o s o s â n g u l o s p lanos 
a = i{/, 6 = 9 0 ° , e o a n g u l o d i e d r o C = S c o m p r e h e n d i d o por e s t e s l a d o s : 
t e m o s 

cos ( y ' x ) = sen cos 9 , cos ( y ' y ) = — cos v}/ cos 9. 

A l é m d i s to 
( x ' x ) = <J», ( x ' y ) = 9 0 o — ty , ( x ' z ) = 9 0 . ° 

F i n a l m e n t e o p l ano x'Oy', q u e s u p p o m o s e s t a r p a r a a p a r t e de c i m a do 
p l ano dos xy , faz c o m Oz o a n g u l o ( y ' z ) = 9 0 ° — 9 . D ã o pois as e q u a -
ç õ e s ( A ) 

l x = x' cos + y' sen t} cos 6 , 

( H ) / y = x ' s e n i — y ' c o s ^ cos 9 , 

l z = y' s en 

O b t e r í a m o s e s t e s m e s m o s r e s u l t a d o s s e r v i n d o - n o s das e q u a ç õ e s d o n . ° 2 1 0 . 
2 1 3 . A p p l i q u e m o s a s e q u a ç õ e s ( H ) a o cóne o b l i q u o d e b a s e c i r c u l a r . 

O p lano zkx ( f ig . 3G) p e r p e n d i c u l a r ao p l ano s e c a n t e A B , e q u e passa 
pe lo e ixo S C , se rá o dos ( x z ) : a s e c ç ã o AB d ' e s t e s d o u s p l a n o s , ou o 
eixo da curva, c o r t a es ta no v e r t i c e A , q u e t o m a r e m o s pa ra o r i g e m das 
c o o r d e n a d a s : o p lano x A y , pa r a l l e lo á b a s e c i r c u l a r do c ó n e , s e r á o dos 
xy; e da sua i n t e r s e c ç ã o c o m o c ó n e r e s u l t a r á um c i r c u l o A E , de r a i o r , 
q u e p o d e r e m o s c o n s i d e r a r c o m o a c u r v a directriz (n .° 1 9 4 ) . P o r es ta f ó r -
ma , t e n d o o cóne po r c o o r d e n a d a s do v e r t i c e ( a , O , c ) , o e ixo no p l ano 
x z , e a b a s e n o p lano x y , a sua e q u a ç ã o s e r á , c o m o n o n .° c i t a d o , 

c2 ( x 2 + y 2 ) + 2 c (r — a) xz - f a (a — zr) s 2 + z acrz — z c V x = 0. 
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E c o m o o p l a o o AB p e r p e n d i c u l a r aos xz co r t a o p l ano xy pe lo e ixo Ay , 
d e v e r e m o s p ô r ^ = 9 0 " nas equações ( H ) ; d ' o n d e r e s u l t a r á 

(1 ) íc = y ' c o s O , y = x', s = a ; ' s e u 9 

(2 ) y ' 2 [c2 c o s 2 0 + zc ( r — a) sen 9 cos 6+ ( a 2 — z a r ) s en 2 6] 

+ C2X12+ zcry' (a sen 9 — c cos 0) = 0. 

T a l é a e q u a ç ã o da c u r v a , q u e pôde r e p r e s e n t a r todas as secções do cóne 
o b l i q u o ( e x c e p t o as pa ra l l e l a s á base) fazendo var ia r a, c, r e 9; os x' 
são con tados s ô b r e Ay, os r / s ô b r e A B . A discuss3o d ' e s t a e q u a ç ã o n ã o 
involve d i f f i cu ldades (n .° 3 0 9 , P . I I ) , e a c h a m - s e c m r e s u l t a d o c u r v a s d a 
m e s m a e spec i e das secções do cóne r e c t o . 

Q u e r e n d o q u e a secçSo seja um c i r c u l o , é neces sá r io t o r n a r e g u a e s , 
os coe f f i c i en te s de x'2 e y'2 ( n . ° 3 0 4 , P . I I , ) ; logo 

'Z ( c a + 2 a r — a2) t a n g 2 9 =Icjtr — a) t a n g 9. 

T o m a n d o a p r i m e i r a ra iz t a n g 0 = 0 , r e c a i r e m o s na e q u a ç ã o da b a s e 
A E d o cóne . 

Q u e r e n d o i n t e r p r e t a r o outro- valor d e t a n g 6 , t e m o s 

t ang S A D = ~ = - , t a n g S A B = I a n ( S A D — 9 ) = C ' " a t a " " ° . 
° AD a ° K 1 a+-c t a n g o 

S u b s t i t u i n d o por t a n g 0 a s egunda ra iz , v e m , fe i tas as r e d u c ç õ e s , 

C A n - c 3 + a2c c _ S D 
tang b A U _ 2 a < y _ a " + zc2r— ac2 ~ Jrr^a " " DE ' 

ou t a n g S A B = — tang S E D = t a n g S E A . 
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? o r t a n t o a i n d a ' n e s t e c a so a secção será um circulo, q u a n d o os â n g u l o s 
S A B ' , S E A , f o r m a d o s c o m a s g e n e r a t r i z e s o p p o s t a s , f o r e m e g u a e s . 

O p lano s e c a n t e j / A B c o m p a r a d o c o m o c i r c u l o AE da b a s e , é ao 
q u e se c h a m a secção subcontraria. 

P a r a o b t e r as secções p l a n a s do cóne r e c t o , b a s t a f a z e r a = r na 
e q u a ç S o ( 2 ) , d o q u e r e s u l t a 

( 3 ) .. y'2 (c2 cos 1 8 — r2 s e n 2 6) + C2X11-J- Icry' (r sen 9 — c cos 8) = O ; 

e q u a ç ã o q u e s e r e d u z á d o n . ° 2 5 8 , P . I I . 
F i n a l m e n t e v ê - s e n a e q u a ç S o ( 3 ) , q u e d a e g u a l d a d e dos d o u s f a c t o -

r e s d e y ' 2 e x12 n ã o p ô d e r e s u l t a r m a i s d o q u e u m valor p a r a 0 , sen 9 = 0 ; 
e c o m e f f e i t o , ' n e s t e c a so , a s e c ç ã o s u b c o n t r a r i a c o i n c i d e c o m a b a s e . 

2 1 í . O c y l i n d r o o b l i q u o d e b a s e c i r c u l a r , s i t u a d a c o m o a d o c ó n e d e 
q u e a c a b á m o s d e t r a c t a r , e c u j o e i x o s e a c h a t a m b é m n o p lano dos xz, 
t e m p o r e q u a ç ã o ( n . ° 9 3 ) 

(4 ) y a + (x — az)1 = 2r(x—az). 

I n t r o d u z i n d o nel la os va lo r e s ( I ) , o q u e e q u i v a l a s u p p o r o p l ano s e c a n t e 
p e r p e n d i c u l a r aos xz, v e m 

( 5 ) . . . y12 ( c o s 2 9 + a2 s e n 2 ô — 2 a s e n 9 cos 9) +x'%=2ry' ( cos 9 — a s en 0 ) . 

A s ecção é u m a e l l i p s e , q u e se r e d u z ao c i r c u l o : cu q u a n d o sen 9 = 0» 
o q u e d á a b a s e d o c y l i n d r o ; o u q u a n d o ( a 2 — l ) t a n g 0 = 2 a , o u ( e q u a ç ã o 
L . n .° 2 0 5 , P . I I . ) 

t a n g 9 = — t a n g 2a , 

s e n d o a o a n g u l o q u e o e i x o do c y l i n d r o faz c o m e ixo dos z . L o g o e s t e 
2 . ° va lor de 9 é o s u p p l e m e n t o de 2 a . 

4 8 
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SuperJicies da segunda ordem. 

2 1 5 . A e q u a ç ã o m a i s g e r a l d o 2 . ° g r á o e n t r e t r e s v a r i a v e i s t e m a 
f ó r m a 

(1).... axa+ bi/-\- cs2+ Idxy + 2exz + 2fyz + gx + hy + iz = k, 

e as superfícies q u e r e p r e s e n t a , c h a m a m - s e de segunda ordem em v i r t u d e 
d o g r á o d a e q u a ç ã o . P a r a discutir e s t a , i s to é , p a r a d e t e r m i n a r a u a -
t u r e z a e pos ição das s u p e r f í c i e s q u e r e p r e s e n t a , c o n v é m s i m p l i f i c a i - a 
t r a n s f o r m a n d o a s c o o r d e n a d a s , d e m o d o q u e d e s a p p a r e ç a m o s l e r m o s e m 
xyt xz e yz. P a r a i s s o , p a s s a r e m o s p r i m e i r o dos e i x o s p r i m i t i v o s , 
q u e s e m p r e p o d e m o s s u p p o r r e c t a n g u l a r e s , p a r a o u t r o s o b l i q u o s po r m e i o 
d a s f ó r m u l a s (A) d a p a g . 3 6 9 , s u j e i t a n d o d e p o i s o s nove â n g u l o s q u e ne l l a s 
e n t r a m á s I r e s cond i ções ( B ) , d o n d e r e s u l t a r ã o por C m seis a r b i t r a r i a s , 
de q u e p o d e m o s d i spor á v o n t a d e . Se e g u a l a r m o s a ze ro o s t e r m o s em q u e 
e n t r a m XtIj', x'z' e y'z', r e d u z i r e m o s as seis a r b i t r a r i a s a t r e s . E se q u i -
z e r m o s a l é m d isso q u e a d i r e c ç ã o dos novos e ixos se ja l a m b e m r e c t a n g u -
l a r , c o n d i ç ã o q u e é e x p r e s s a pe las t r e s r e l a ç õ e s ( D ) , f icará o p r o b l e m a 
d e t e r m i n a d o , p o r q u e e s t a s r e l a ç õ e s d e t e r m i n a r ã o a s t r e s a r b i t r a r i a s q u e 
nos r e s t a v a m . 

E s t e c a l c u l o s i m p l i f i c a - s e pe lo p rocesso s e g u i n t e . S e j a m x=az, y=$z, 
a s e q u a ç õ e s d o e i x o d o s x'. F a z e u d o , p o r a b b r e v i a r , 

^ l + a 2 + g 2 ' 

a c h a r e m o s ( p a g . 3 6 4 ) 

cos (x'x) = la, cos (x'y) = IS, cos (x'z) = l: 

e f azendo h y p o t h e s e s a n a l o g a s p a r a as e q u a ç õ e s x = a'z, y=G'z, do e i x o 
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dos y', e p a r a a do e i x o d o s z': v i r á 
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cos (y'x) — l'x', cos (y'y) = Z 'g ' , co s (y'z) = I1; 

cos ( s ' x ) = / "«" , cos (z'y) = Vff'§ cos (*'*) = 1". 

A s e q u a ç õ e s ( A ) 1 p o r m e i o d a s q u a e s s e f a z a t r a n s f o r m a ç ã o , t o r n a m - s e e m 

A s s i m o s n o v e â n g u l o s d o p r o b l e m a s3o s u b s t i t u i d o s p e l a s s e i s i n c ó g n i t a s 
x , o.', a " , g , g ' , g " , p o r isso q u e a s e q u a ç õ e s ( B ) s e r e d u z e m p o r e s t e 
m o d o a u m a i d e n t i d a d e . 

S u b s t i t u a m o s p o i s e s t e s v a l o r e s Je x , y e z na e q u a ç S o g e r a l do 2 . ° 
g r á o , e e g u a l e m o s a z e r o os c o e f f i c i e n t e s de x'y', X1 z ' e x'z'. V i r á 

r [ a * + dg + e) a' + (da + i g > / ) g + fa + /"g + c = 0 

( 3 ) . . J (aa + dg + e)a ' + (da + £g + / ) g " + e a + / g + c = 0 x>z', 

U a a " + dg"+e) a' + (d*"+6g"+ / ) 6 '+«a"+fg"+ C=O . . . . y'z\ 

E m c o n s e q u ê n c i a d a s y m e t r i a d o c á l c u l o q u a l q u e r d ' e s t a s e q u a ç õ e s s e p ô d e 
o b t e r s e m s e r n e c e s s á r i o f a z e r a s s u b s t i t u i ç õ e s p o r i n t e i r o . E a c h a d a u m a , 
p o d e m d e d u z i r - s e d e l i a a s o u t r o s d u a s p o r s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s . 

E l i m i n a n d o a' e g* e n t r e a 1 . " e as e q u a ç õ e s x = x'z , y = Ç'z , do 
e i x o d o s y', r e s u l t a a s e g u i n t e e q u a ç ã o , q u e é a de um plano, 

( i ) . . . . . (aa + dg + e) x + (da + fcg + /) y + (ex + fS +c) 3 = 0. 
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O r a a 1.® das e q u a ç õ e s ( 3 ) é a c o n d i ç ã o do d e s v a n e c i m e n t o do t e r m o 
c o m xiy'; e po r isso, em q u a n t o a l t e n d e r m o s só a e s t a c o n d i ç ã o , p o d e m o s 
d a r a a , a>, g , g \ o s va lores q u e q u i z e r m o s , c o m t a n t o q u e s a t i s f a ç a m 
â que l la e q u a ç ã o . A s s i m a e q u a ç ã o ( 4 ) , q u e de l i a r e s u l t o u pela s u b s t i t u i ç ã o 
d a s e x p r e s s õ e s de a ' e g ' t i r a d a s d a s e q u a ç õ e s do e i x o dos y', involve a i n d a 
a m e s m a c o n d i ç ã o ; e por c o n s e g u i n t e , se t r a ç a r m o s o e i x o dos y1 no 
p l a n o d e t e r m i n a d o pe la m e s m a e q u a ç ã o ( 4 ) , não e n t r a r á n a e q u a ç ã o ( 1 ) , 
d e p o i s de t r a n s f o r m a d a , o t e r m o em x'y'. 

P e l o m e s m o t h e o r , e l i m i n a n d o a " e g " d a 2 . " e q u a ç ã o p o r m e i o d a s 
e q u a ç õ e s x = oc"z, y=*''z, do e i x o dos z', d e t e r m i n a r e m o s um p lano t a l , 
q u e s e t o m a r m o s p a r a e i x o dos z ' q u a l q u e r r e c t a ne l i e t r a ç a d a , a p p a r e c e r á 
a t r a n s f o r m a d a s e m o t e r m o em x'z'. A t t e n t a p o r é m a f o r m a d a s d u a s l . " " 
e q u a ç õ e s , v ô - s e logo q u e e s t e s e g u n d o p lano é o m e s m o q u e o p r i m e i r o ; 
e p o r c o n s e g n i n t e , se t r a ç a r m o s ne l l e os e ixos dos z' e dos y' c o m o q u i -
z e r m o s , o plano résultanle será o dos y'z', e a t r a n s f o r m a d a n ã o t e r á t e r -
m o s em x'y' n e m em xz'. C o m o a d i r e c ç ã o d ' e s t e s e ixos no p lano é a r b i -
t r á r i a , p o d e m o s c o n s e g u i r e s t e f i m c o m u m a i n f i n i d a d e d e s y s t e m a s . E m 
t o d o s os casos p o r é m , r e s u l t a n d o na t r a n s f o r m a d a um valor de x ' da fó rma 

• — H g * + / ' 6 + Q ^ 

l ( a a 2 + 6 6 1 + C + 2 d « 3 + 2 e a + 2/"g) 

o valor 

l ( « a 2 + ò p 2 + c + 2da} + 2ex + 2f$) 

é e v i d e n t e m e n t e a e q u a ç ã o de um p l a n o , o q u a l c o r t a t o d a s as pa ra l l e l a s ao 
e i x o d o s x em d u a s p a r t e s e g u a e s , e q u e se c h a m a p o r isso diametral. 
D a n d o - I h e a f ó r m a s e g u i n t e 

(era + d , 3 + e)lux'+ (da + + f)l$x'+(ez+f$+c) lx'+'-(gct+h^+i}—0; 

e s u b s t i t u i n d o a ' e s t a e x p r e s s ã o po r hx', l$x't Ix', os s eus va lo r e s t i r ados 

f(y', *r 
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das e q u a ç õ e s ( 2 ) , v e m 
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0=(ax + d? + e) x + (dx + b?> +f)y + {ex + fê+ c) z + + + i) 

— W [(«* + d$ + e) x'+ ( d a + 6£ + f ) p ' + e» + / $ + c] 

— l"z' [ax + dg + e) a"+ (da+ 6,3 + f ) £"+ ca+ ft + c]; 

o u , e m v i r t u d e d a s d u a s p r i m e i r a s e q u a ç õ e s ( 3 ) , 

(5) .. O = (aa + dj3+e) íc+ (dx+b^+f) y+ ( f a + # + 0 5 + ~ 

D e b a i x o d ' e s t a nova f ó r m a , v ê - s e f a c i l m e n t e n .° 1 9 8 , q u e o p l ano d i a m e -
t r a l ó pa ra l l e lo ao p lano r e p r e s e n t a d o pela e q u a ç ã o ( 4 ) , i s to é , ao p lano 
dos (yz) q u e faz d e s a p p a r e c e r em ( I ) os t e r m o s em xy e xz. (*). 

F i n a l m e n t e , se q u i z e r m o s a inda q u e d e s a p p a r e ç a , o t e r m o em y'z 
é necessá r io d e t e r m i n a r x e [J' po r m e i o da 3 . " d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) ; por 
onde s e vê q u e ha u m a in f in idade d ' e i x o s ob l íquos po r m e i o dos q u a e s p o -
d e m se r sa t i s fe i tas a s cond ições ped idas . 

2 1 6 . Q u a r e n d o p o r é m q u e os x \ y ' e z \ s e j a m r e c t a n g u l a r e s , d e -
verá o e ixo dos x ' s e r p e r p e n d i c u l a r ao p lano dos yz', cu j a e q u a ç ã o já 
a c h á m o s ; o ra s endo x = xz, y = [Izt as e q u a ç õ e s do e i x o dos x', a c o n -
d i ção d e p e r p e n d i c u l a r i d a d e a o p lano ( 4 ) s e r á e x p r e s s a (n.° 2 0 0 ) pe las 
equações 

(6 ) ax + d£ + e = (ca + # + c) a , 

(7) . • da + 6? + / • = (ea + / £ + c) [5. 

(*) Ve ja - se Anal. appl., de Leroy, (2.« edi l . ) n .° 1 0 5 ; e Compl. de Geomet. 
descript. de Sousa Pinto , n.° 3 9 . 
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E l i m i n a n d o « , e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s a c h a r e m o s (*) 

( 8 ) . . [ ( a ~ 6 ) / è + ( / W ) d ] p ' 

+ [ ( a — 6) (c — b) e + ( 2 d 2 — f — é») e + ( 2 c — a — 6) / a ] p2 

+ [ ( c — a) (c — b) d + ( 2 e 2 — f — d a ) d + ( 2 6 — a — c ) / è ] (J 

+ {a — c ) f d + {f*—d*)e = 0. 

E s t a e q u a ç ã o d o 3 . ° g r á o d á p a r a [ 3 a o m e n o s u m a ra i z r e a l ; a e q u a ç ã o 
( 7 ) d á d e p o i s o u t r a pa ra a , 

(*) A equação ( 7 ) , e a d i ú s ã o de (6) por (7) , dão 

ffr+cê —bS—f a» + àS + e a 

" d — eZ, ' dz+iç + f ~~~ g 

das quaes se t i ra 

f g J + c g — f c g — f _ afe1+ace—aK—af+ d2ê + «Te — dt g 3 — g'g 
dê — ¢ 6 1 d f ^ + c d Ç — b e ^ — efê ' 

ou 

0 = 6 « (d /* — Ief + aef — de1) 

+ g1 ( c d f — e f l + edf—bce—bdf+b2e—afd + d2e + aee— ábe + d2e— e') 

+ G2 (e2d — cef—bcd + bef— df+bef — acd -4- abd — ds+ de1— aef+ de2) 

+ g (— cdf+ ef1+ adf— d2e). 

Dividindo esta ú l t ima equação por C, e r e d u z i n d o , vem faci lmente a equação 
do texto. 
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I V e s l e m o d o f ica o e ixo a o s x ' d e t e r m i n a d o de m a n e i r a q u e vera a 
s e r p e r p e n d i c u l a r ao p lano z'y'; e se d e s e m b a r a ç a a e q u a ç ã o d o s t e r m o s 
em x'z' e x'y'. Hes ta t r a ç a r n ' e s t e p lano y'z' e i x o s r e c t a n g u l a r e s t a e s , q u e 
f a ç a m d e s a p p a r e c e r o t e r m o y'z'é p o r é m e v i d e n t e q u e se p ô d e d e t e r m i n a r 
do m e s m o m o d o um p lano d o s a d a ' , ao q u a l se ja p e r p e n d i c u l a r o e i x o dos y 1 

e q u e faça d e s a p p a r e c e r os t e r m o s era q u e e n t r a m x'y' e z'y'. M a s c o m o 
as cond ições pe las q u a e s se e x p r i m e q u e o e i x o dos t f é p e r p e n d i c u l a r a 
e s t e p l a n o , são e x p r e s s a s t a m b é m pe la s e q u a ç õ e s ( 6 ) e ( 7 ) , d e v e r á a 
m e s m a e q u a ç ã o ( 8 ) d o 3 . ° g r á o d a r o u t r a r a i z [5', q u e sa t i s faça a e s t a s 
cond ições . O m e s m o s u c c e d e c o m o e i x o dos z ' . 

L o g o a s t r e s r a i zes d a e q u a ç ã o ( 8 ) são r e a e s , e são o s va lo res d e 
P , (3', [3". Os valores a , a ' , a " , vem depo i s a d e d u z i r - s e d a s e q u a ç õ e s ( 7 ) . 

Conseguintemente : em geral há sempre um systema único d'eixos re-
ctangulares , que desembaraça a equação (1) dos lermos x'y', x'z\ y'z'; e 
e s t e s y s t e m a d e l e r m i n a - s e pe lo p rocesso d e cá l cu lo q u e a c a b á m o s d e e x p o r . 

A e s t e s y s t e m a d a - s e o n o m e de Eixos principaes de figura. 
2 1 7 . A n a l y s e m o s o s casos p a r t i c u l a r e s q u e p o d e m a p p r e s e n t a r - s e 

n a r e s o l u ç ã o d a e q u a ç ã o ( 8 ) . 
I . 0 Se a e q u a ç ã o n ã o t i ve r o 1 . ° t e r m o , i s to é , se for 

(o — 6 ) fe + ip—e1) d = 0: 

s a b e m o s q u e n ' e s s e caso u m a d a s r a i z e s [3 é i n f i n i t a , b e m c o m o a , c o m o 
s e v é d a e q u a ç ã o ( 7 ) q u e s e r e d u z a c a + / £ = 0 . O s ângu los c o r r e s p o n -
d e n t e s são r e c t o s ; um d o s e i x o s , o dos x' por e x . ° , a c h a - s e no p l ano xy, 
e o b t e m - s e a sua e q u a ç ã o e l i m i n a n d o a e [3 p o r m e i o das e q u a ç õ e s 
x = y.z, ;1 = f iz , d o n d e r e s u l t a e x f y = 0 . As d i r e c ç õ e s dos y ' e z v e m 
a se r d a d a s pela e q u a ç ã o em [3 , r e d u z i d a ao 2 . ° g r á o . 

2 o S e , a l é m d o l . ° c o e f f i c i e n t e , t a m b é m o 2 . ° for n u l l o : t i r a n d o 
o va lor de b da p r i m e i r a d ' e s t a s d u a s e q u a ç õ e s de c o n d i ç ã o , e s u b s t i t u i n -
d o - o n a s e g u n d a , e s t a s e r e d u z i r á a o u l t i m o t e r m o d a e q u a ç ã o ( 8 ) 

(a — c)fd + (f2—dz)t = 0. 

E c o m o o coe f f i c i en te de (3 na e q u a ç ã o ( 8 ) se d e d u z do de (3a, m u d a n d o 
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b em c, e d em e, e o m e s m o a c o n t e c e a r e s p e i t o do l . ° e u l t i m o t e r m o 
da m e s m a e q u a ç ã o : s e g u e - s e q u e n ' e s t e caso a equaçSo ( 8 ) é u m a i d e n -
t i d a d e . Os s y s t e m a s d ' e i x o s q u e d e s e m b a r a ç a m a e q u a ç ã o dos t e r m o s em 
x, y e Z1 são e n t ã o em n u m e r o inf in i to . 

E l i m i n a n d o as q u a n t i d a d e s a e b das e q u a ç õ e s ( 6 ) e ( 7 ) por m e i o 
das d u a s e q u a ç õ e s de cond ição , a c h a - s e q u e el las são o p r o d u c t o de fa—d, 
e de fa—e(} pe lo f a c t o r c o m m u m eda + fdfi + fe. E s t e s f ac to res são por 
t a n t o nul los ; e e l i m i n a n d o a e p a c h a - s e 

fx = dz, ey = dz, cdx + fdy + fez = 0. 

As d u a s 1.** são as e q u a ç õ e s d ' u m dos e i x o s ; a 3.® 6 a de um p lano q u e 
l h e f ica p e r p e n d i c u l a r , e no qual e s tão t r a ç a d o s os o u t r o s dous e ixos com 
d i r e c ç õ e s a r b i t r a r i a s . Da i n t e r s e c ç ã o d ' e s t e plano com a super f i c i e r e su l t a 
u m a c u r v a , na qual todos os e ixos r e c t a n g u l a r e s são p r i n c i p a e s , e q u e 
p o r c o n s e g u i n t e é um c i r c u l o , única da s cu rvas do 2 . ° g r á o q u e goza 
d ' e s t a p r o p r i e d a d e . N e s s e caso a supe r f i c i e é de r evo lução em volta do 
e i x o , c u j a e q u a ç ã o a c a b á m o s de a c h a r ; e c o m o f a c i l m e n t e se r e c o n h e c e 
t r a n s p o r t a n d o a o r i g e m ao c e n t r o do c i rcu lo . (V . Annales de Math., t . I I ) 

2 1 8 . A e q u a ç ã o ( l ) , d e s e m b a r a ç a d a dos t r e s p roduc to s , t o m a a f ó r m a 

(9) kz2+nnj2+nx2+qx + q'y + q"z = h, 

Se n e n h u m dos coef f ic ien tes Ic t m e n for n u l l o , p ô d e e s t a e q u a ç ã o f icar 
a inda d e s e m b a r a ç a d a dos t e r m o s da 1." d i m e n s ã o , pelo processo do n . ° 
2 0 8 , q u e equiva l a u m a m u d a n ç a de o r i g e m d a s c o o r d e n a d a s e t o m a r a 
f ó r m a a inda m a i s s i m p l e s 

(10) kz2+my2+nx2 = h. 

i <A 
S e u m d e s t e s coeff ic ientes for n u l l o , n por e x e m p l o , p o d e m o s d e s e t a b a -
r a ç a r , pe lo m e s m o processo , a e q u a ç ã o (9) do t e r m o cons tan te h e das 1 . " 
po tenc ia s de , y e z; f icando ass im a e q u a ç ã o reduz ida á fó rma 

( 1 1 ) kzmy2 = hx. 
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F i n a l m e n t e se dous d o s m e s m o s coef f ic ien tes f o r e m n u l l o s , m e n po r e x . ° , 
a e q u a ç ã o ( 9 ) p o d e r á r e d u z i r - s e á f ó r m a 

(12) W+py + qx = h. 

M a s se n ' e s t e c a s o , a i n d a p e q f o r e m nul los , a e q u a ç í o ( 1 2 ) será e v i d e n -
t e m e n t e u m caso p a r t i c u l a r d a e q u a ç ã o ( 1 0 ) ; e s e o n ã o f o r e m , s e r á u m 
caso p a r t i c u l a r da e q u a ç ã o ( 1 1 ) . C o m e f fe i to f azendo * = 0 , a e q u a ç ã o 
( 1 2 ) , t o r n a - s e e m 

py + qx — h; 

por c o n s e g u i n t e a i n t e r s e c ç ã o da supe r f í c i e c o m o p lano dos xy é u m a r e -
c t a . S e t o m a r m o s es ta l inha para e i x o dos y , a e q u a ç ã o n ã o s o f r e r á a l t e -
r a ç ã o n o t e r m o kz2; m a s se rá forçoso q u e o s t e r m o s r e s t a n t e s — p y — q x + h 
se r e d u z a m a k'x, p o r q u e a h y p o t h e s e z — O deve d a r a; = 0. A e q u a ç ã o 
da supe r f í c i e r e d u z i r - s e - h a e n t ã o á f ó r m a kz2=k'x, q u e é e v i d e n t e m e n t e 
u m caso p a r t i c u l a r d e ( 1 1 ) . 

P o d e m o s pois conc lu i r q u e t o d a s a s supe r f í c i e s d a 2 . " o r d e m são i n -
c lu ídas na s duas e q u a ç õ e s . 

(10 ) kz2+my2+nxl=h, 

(11 ) kz2+my2 = hx. 

S e pela o r i g e m das c o o r d e n a d a s c o n d u z i r m o s u m a r e c t a q u a l q u e r 

x = az , y = a'z , 

e c o m b i n a r m o s a sua e q u a ç ã o coir . ( 1 0 ) , v e r - s e - h a q u e os pontos em q u e 
a r e c t a encon t r a a s u p e r f í c i e t e m as suas c o o r d e n a d a s r e s p e c t i v a m e n t e e g u a e s 
c de s ignaes c o n t r á r i o s : d o n d e se c o n c l u e , q u e a o r i g e m das m e s m a s c o o r -

4 9 
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d e n a d a s d i v i d e a o m e i o todas a s co rdas t i r a d a s por e s t e p o n t o ; o u , por 
ou t r a s p a l a v r a s , q u e esta origem é o centro das superfícies representadas 
pela equação (10). 

P r o c e d e n d o do m e s m o m o d o com a equaçSo (11) , vô - se q u e os va-
lores de z nSo s a e m e g u a e s , em v i r t u d e do t e r m o em q u e e n t r a a v a -
r iave l no l . ° g r á o ; e q u e por c o n s e g u i n t e as superfícies representadas por 
esta equação são destituídas de centro. 

Ass im p o d e m o s d iv id i r a s super f íc ies d e 2 . ° o r d e m e m dous g e n e r o s : 
I . 0 S u p e r f í c i e s do tadas d e c e n t r o , c o m p r e h e n d i d a s n a equação ( 1 0 ) ; 
2 . ° Super f í c i e s d e s t i t u í d a s d e c e n t r o , c o m p r e h e n d i d a s n a e q u a -

ç ã o ( U ) . 
A l é m d is to c u m p r e n o t a r , que a e q u a ç ã o (SO) mos t ra , pelo q u e se 

d isse no n . ° 2 1 5 , q u e os t r e s planos coo rdenados das super f íc ies , q u e r e p r e -
s e n t a , são diamelraes. O plano d i a m e t r a l q u e é p e r p e n d i c u l a r ás cordas 
d i z - s e plano diametral principal, ou s i m j d e s m e n t e plano principal. T r e s 
p lanos d i a m e t r a e s d i z e m - s e conjugados, q u a n d o as c o o r d e n a d a s , q u e c a d a 
um d iv ide ao m e i o , são pa ra l l e las á i n t e r secção c o m m u m dos o u t r o s dous 
p lanos . E m q u a n t o á e q u a ç ã o ( 1 1 ) , vô-se , q u e só os planos dos t /x e xz são 
d i a m e t r a e s . E s t e s dous planos c h a m a m - s e t a m b é m conjugados, po rque as 
c o r d a s , q u e cada u m de l les co r t a a o m e i o , são para l le las a o o u t r o . 

P o s t o is to , pa s semos a d i scu t i r e s p e c i a l m e n t e cada u m a das equações 
(10) e (11). 

Q E I E R O . 

S U P E R F Í C I E S C O M C E N T R O . 

2 1 9 . S e n a e q u a ç ã o ( 1 0 ) s u p p u z e r m o s n s e m p r e p o s i t i v o , a s c o m b i -
nações de s ignaes q u e a d m i t t e m os o u t r o s t r e s coef f ic ien tes k , m e h p o -
d e m r e d u z i r - s e á s t r e s s e g u i n t e s , q u e dão o r i g e m a t r e s e spec i e s d e s u -
pe r f í c i e s d o t a d a s d o c e n t r o : 

kz2+ my2+ n x 2 = h E L L I P S O I D E . 

—kz,1+ my1+ n x 2 = h H Y P E R B O L O I D E D E DM SÓ IIAMO. 

—kz2+ my2+ n x 2 = —h . . . . H Y P E R B O L O I D E D E DODS RAMOS. 
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N 8 o f igurámos os casos em q u e m é n e g a t i v o , po r isso q u e se r e d u -
z i r i a m aos dous ú l t i m o s d e c i m a por u m a s i m p l e s inve r são nos e i x o s . 

2 2 0 . E L L I P S O I D E . C o n s i d e r e m o s e m í . ° l o g a r a e q u a ç ã o , 

C o m o s u p p o m o s fc, m e n pos i t ivos , t a m b é m . h o se rá ; a l i á s a equação 
seria absurda e nada representaria. 

Se h for i i u l l o , a e q u a ç ã o p a r t i r - s e - h a nas t r e s # = 0 , y=O1 z=-O, 
e a s u p e r f í c i e r e d u z i r - s e - b a a um ponto. 

S e n d o h pos i t ivo , q u e é p r o p r i a m e n t e o caso , de q u e nos o c c u p à m o s , 
e fazendo s e p a r a d a m e n t e x, y ou z nu l los , v e r - s e - l i i a , q u e das i n t e r s e c ç õ e s 
dos t r e s p lanos c o o r d e n a d o s c o m a s u p e r f í c i e r e s u l t a m e l l ipses . 

D a secção fe i i a por q u a l q u e r p lano , p a r a i l e l o aos c o o r d e n a d o s , r e s u l -
t a m t a m b é m e l l i p s e s , c o m o s e ver ia f a c i l m e n t e , s u p p o n d o s e p a r a d a m e n t e 
c a d a u m a d a s c o o r d e n a d a s e g u a l a u m a c o n s t a n t e . 

O m e s m o s e r i a fác i l d e m o n s t r a r a r e s p e i t o de q u a l q u e r s ecção plana 

É po r t u d o is to q u e se d e u a e s t a s u p e r f í c i e o n o m e de Ellipsoide. 
Os c o m p r i m e n t o s A, B , C dos t r e s eixos prineipaes, o b t e m - s e b u s -

c a n d o as secções da supe r f í c i e pelos e ixos dos x, y e z , q u e d ã o 

W hz2+ my2+ nx2 = h. 

(n .° 2 Í 2 ) . 

A C 2 = Z i 1 mB2=h, nk2--=h. 

E l i m i n a n d o k, m e n da e q u a ç ã o ( a ) , v e m 

( 1 3 ) . . . . ~ + £ + Ç = 1 , ou A 2 B 2 Z 2 + A 2 C 2
y

2 + B 2 C 2 X 2 = A 2 B 2 C 2
1 

x 

o qual é a equação do ellipsoide referido ao centro e aos seus tres eixos 
prineipaes. E s t a s u p e r f i c i c p o d e i m a g i n a r - s e g e r a d a por u m a e l l ipse t r a -
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ç a d a no p l ano xy , a q u a l se m o v e p a r a l l e l a m e n t e a si m e s m a , e de m a -
n e i r a q u e os seus d o u s e i x o s vão v a r i a n d o de g r a n d e z a , s e n d o a c u r v a 
o b r i g a d a a i n d a a c o r r e r ao l o n g o de o u t r a e l l ipse t r a ç a d a no p lano xz. 

Se d u a s d a s q u a n t i d a d e s A, B , C 1 f o r e m e g u a e s , o ellipsoide s e r á do 
revolução. E se for A = B = C a supe r f í c i e t o r n a r - s e - h a n ' u m a esphera. 

2 2 1 . H Y P E R B O L O I D E D E U M S Ó R A M O . C o n s i d e r e m o s e m 
2 . ° I o g a r a e q u a ç ã o 

— kz2+ my2+ nx2 = h. 

Se h = O , a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e é a de cóne , q u e se rá a r e s p e i t o do 
h y p e r b o l o i d e , o m e s m o q u e são a s s y m p t o t a s r e l a t i v a m e n t e á h v p e r b o l e . 
( n . ° 2 7 6 , P . 1 I . ) 

Se h n ã o for n u l l o , f a z e n d o s e p a r a d a m e n t e x e y n u l l o , r e c o n h e c e - s e 
q u e d a s i n t e r s e c ç õ e s d o s p l anos dos yz e xz c o m a s u p e r f í c i e r a s u l t a m h y -
p e r b o l e s , n a s q u a e s o e i x o d o s z é o 2 . ° e i x o . 

S u p p o n d o z e g u a l a u m a c o n s t a n t e , v ê - s e q u e a s s e c ç õ e s p a r a l l e l a s 
a o p l ano dos x y são e l l i p se s r e a e s s i m i l h a n t e s , c u j a s d i m e n s õ e s a u g m e n -
t a m c o m o va lor n u m é r i c o da c o n s t a n t e . 

E po r isso se d e u a es ta s u p e r f i c i e o n o m e de Hyperboloide de um 
só ramo. 

O s C o m p r i m e n t o s A , B , C i / — 1 dos t r e s e ixos p r i n c i p a e s o b t e m - s e 
c o m o no n . ° p r e c e d e n t e , e a e q u a ç ã o do h y p e r b o l o i d e r e f e r i d o ao c e n t r o 
e aos s eus t r e s e i x o s p r i n c i p a e s t e r á a m e s m a f ó r m a q u e a e q u a ç ã o ( 1 3 ) , 
u n i c a m e n t e c o m a m u d a n ç a d e C 2 e m — C 2 . 

2 2 2 . H Y P E R B O L O I D E D E D O U S R A M O S . C o n s i d e r e m o s era 
3 . ° e ú l t i m o loga r a e q u a ç ã o 

(c) — kz2+ my*+ nx2= — h. 

S e h = 0, a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e s e r á t a m b é m a d e u m cóne assymptolico 
d ' e s t e h y p e r b o l o i d e de 2.® e s p e c i e . 

Q u a n d o h não é n u l l o , r e c o n h e c e - s e c o m o no caso p r e c e d e n t e , q u e 
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d a s i n t e r s e c ç õ e s dos p lanos dos yz e dos xz c o m a s u p e r f í c i e r e s u l t a m h y -
p e r b o l e s n a s q u a e s o e i x o d o s z é o p r i m e i r o e i x o . 

S u p p o n d o z e g u a l a u m a c o n s t a n t e , z = r t a e q u a ç ã o (c) t o r n a - s e 

m , n * 11
 * 

P + T * - T p - 1 5 

e m o s t r a q u e as s e c ç õ e s pa ra l l e l a» aos xy são e l l ipses s i m i l h a n t e s , q u e 
c r e s c e m i n d e f i n i d a m e n t e c o m a g r a n d e z a a b s o l u t a d e l ; p o r é m q u e s e t o r n a m 

i m a g i n a r i a s q u a n d o I 2 < D o n d e r e su l t a q u e e s t e h y p e r b o l o i d e t e m dous 
K 

ramos n ã o c o n t i g u o s , inde f in idos c a d a u m n o seu s e n t i d o , p o r é m s e p a r a -
dos por um i n t e r v a l l o em q u e não ha s u p e r f í c i e . E por isso se l h e d e u 
o nome de Hyperboloide de dous ramos. 

O s c o m p r i m e n t o s A , B V — I , C V — 1 dos t r e s e ixos p r i n e i p a e s 
d e t e r m i n a m - s e c o m o nos n . o s p r e c e d e n t e s , e a e q u a ç ã o do h y p e r b o l o i d e 
de dous r a m o s , r e f e r i d a ao c e n t r o e aos seus t r e s d i â m e t r o s , t e r á a m e s m a 
f ó r m a da e q u a ç ã o ( 1 3 ) , só c o m a m u d a n ç a de B 2 e C 2 em — B 2 e — C 2 

2 2 3 . A s e q u a ç õ e s ( a ) , ( b ) , ( c ) , q u e a c a b á m o s d e d i s c u t i r , p o d e m 
ofTerecer a inda o u t r a s v a r i e d a d e s d e s u p e r f í c i e s , s u p p o n d o nu l los u m o u 
a l g u n s d o s coef f i c ien tes k, m, n, h. R e p r e s e n t a r ã o cylindros de base elli-
ptica ou hyperbolica, q u a n d o f o r e m da f ó r r n a 

k2+ mif = h , ou kx2— my2 = h; 

e um sy9tema de dous planos q u e se c o r t a m , ou q u e são p a r a l l e l o s , 
q u a n d o se r e d u z i r e m a 

kx2— my"= O , ou kx2= h. 

C o m o e s t e s casos n ã o e x i g e m d i scussão e s p e c i a l . , c o n t e n t a r - n o s - h e m o s c o m 
i n d i c a l - o s . 



3 9 0 S U P E R F Í C I E S B C U R V A S NO E S P A Ç O . 

9 . ° C í E W E R O . 

S U P E R F Í C I E S S E M C E N T R O . 

221. Se n a e q u a ç ã o ( l 1) fizermoscom que hx seja sempre positivo, 
conservando-se no 2.° m e m b r o , não poderão ser negativos ambos os t e r -
mos do 1.°, porque a equação seria então absurda . Assim esta apenas 
admi t te as duas combinações seguintes de signaes, que dão origem a duas 
espccics de superfícies destituídas de c e n t r o : 

I C Z 2 J
R I R I Y 2 = I I X P A N A B O L O I D E ELLIPTICO. 

— / » s 2 + my2=hx P A R A B O L O I D E H T P E R B O L I C O . 

Se em logar de , k suppuzessemos m negativo, t i rar íamos as mesmas con-
sequências , considerando invertido o eixo dos z no dos y. 

22o. P A R A B O L O I D E E L L I P T I C O . Consideremos pr imeiro a 
superficie comprebendida na equação 

(d) kz2+ my2 = hx. 

Fazendo separadamente z e y eguaes a z e r o , ver-se-ha que as secções 
feitas pelos planos xy e zx são parabolas. Se egualarmos estas mesmas 
coordenadas a quantidades constantes , concluir-se-ha que das secções pa-
rallelas áquelles planos resultam t ambém parabolas. 

Fazendo x = O, vô-se que a secção feita pelo plano zx determina a 
origem das coordenadas , porque a equação (d) par le-se então nas duas 
z = O, y = 0. Fazendo x egual a uma constante, vô-se que as secções 
parallelas a este ult imo plano são ellipses. 

É por isto que á superficie representada pela equação (d) se deu o 
nome de Paraboloidc elliptico. 

Como x negativo dá resultados imaginar ios , segue-se que a super -
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f ic ie fico toda do l ado dos x pos i t ivos . Se m for z e r o , e a e q u a ç ã o se r e -
d u z i r á 

kz2= hx, 

q u e , s e g u n d o v imos (n .° 2 1 8 ) , é u m a t r a n s f o r m a ç ã o d a e q u a ç ã o ( I I ) ; t e r e -
mos então uma superfície cylindrica de base parobolica. 

O s m a i s casos p a r t i c u l a r e s q u e o í í e r e c e a e q u a ç ã o ( d ) c o m p r e h e n -
d t m - s e n ' o u t i o s j á d i scu t idos . 

2 2 6 . P A R A B O L O I D F I I Y P E R E O L I C O . D i s c u t i n d o p e l o m e s m o 
t l ieor a e q u a ç ã o 

(e) — kz2+ my2= hx, 

v è - s e : q u e a s ecção fe i ta pe lo p l ano yx é u m a p a r a b o l a q u e fica p a r a o 
l ado dos x p o s i t i v o s : a do p lano xz é u m a p a r a b o l a q u e fica p a r a o l ado 
dos x n e g a t i v o s : e a secção do p lano yz r e p r e s e n t a d u a s r ec t a s . 

T o d a s a s secções p a r a l l e l a s ao p l ano xy são p a r a b o l a s e g u a e s á p r i n -
c ipa l , m a s co l locadas s u c e s s i v a m e n t e em d i f f e r e n t e s pos ições . O m e s m o 
d i r e m o s d a s secções p a r a l l e l a s ao p lano xz. F i n a l m e n t e as s ecções p a r a l l e -
las ao p lano zy p r o d u z e m h v p e r b o l c s . 

P o r isso a e s t a s supe r f í c i e s se d e u o n o m e de Paraboloide hyperbo-
lico. 

2 2 7 . Q u a n d o nos dous casos p r e c e d e n t e s é Zi = O, a e q u a ç ã o t e m 
a f ó r m a a2z2±b2y2= O, c o n f o r m e os s i g n a e s de k e m. N ' u m dos casos 
é z = 0 , y = 0 , e a s u p e r f í c i e r e d u z - s e ao e i x o dos x . No o u t r o , a e q u a ç ã o , 
á q u a l se p ô d e d a r a f ó r m a ( a z + by) ( a z — by) = O , ind ica q u e p o d e -
m o s t o r n a r nu l lo q u a l q u e r dos d o u s f a c t o r e s ; e a s u p e r f í c i e r e d u z - s e a um 
svs te raa de d o u s p lanos q u e se i n t e r c e p t a m s e g u n d o o e i x o dos x . 
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NOTAS. 

Nota 1.' (pag. 5). 

! M u l t i p l i c a n d o os dous t e r m o s do s e g u n d o m e m b r o de (c) por 1 . 2 . 3 . . . (m—p), 
e d e s i g n a n d o a d i f f e r e n ç a m — p por n: este s e g u n d o m e m b r o se to rna rá na ex -
pressão equ iva l en t e 

1 . 2 . 3 . . . m 

1 . 2 . 3 . . £ > X 1 . 2 . 3 . . . n ( C ) 

a q u a l vamos m o s t r a r , a priori, q u e é . i n t e i r a . P a r a isso ba s t a r á p r o v a r , como 
faz Mr- C i rodde , q u e no n u m e r a d o r de (C) se e n c o n t r a m todos os fac tores p r i -
m o s , em q u e o d e n o m i n a d o r se p ô d e d e c o m p o r , e levados a uma potencia pe lo 
m e n o s e g u a l , á q u e l l a a q u e se a c h a m e levados no m e s m o d e n o m i n a d o r . 

Se ja a um numero primo não maior q u e m; d i v i d a - s e m por a ; e c h a m e - s e 
m! o i n t e i ro do q u o c i e n t e , s endo ass im m'a e g u a l , q u a n d o m u i t o , a m. Todos os 
mú l t ip los a, 2a, 3a, . . . m'a, de a, se e n c o n t r a r ã o e n t r e os fac to res de 1 . 2 . 3 . . .m; 

e po r consegu in te será este p r o d u c t o d iv i s íve l por a. 2a. 3a. .. mia= 1 . 2 . 3 . .m'a * 
O n d e se v è , q u e a po tenc ia m a i s al ta de a , q u e d i v i d e 1 . 2 . 3 . . m , 6 o p r o d u -
cto de a m pela po tenc ia m a i s alta de a , q u e d iv ide o p roduc to 1 . 2 . 3 . . . m'i 

D e s i g n a n d o por m'1 o in t e i ro do q u o c i e n t e de a d iv id ido por m', v e r - s e -ha 
do m e s m o m o d o , q u e a potencia mais a l ia de a , q u e d i v i d e 1 . 2 . 3 . . . m ' , é o 

p r o d u c t o de a m pe la po tenc ia ma i s a l ia , q u e d iv ide 1 . 2 . 3 .m'1. 
50 
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Designando por m'1' o in te i ro do quoc i en t e de a d iv id ido por m " , a po t en -
cia mais alta de a q u e d iv ide 1 . 2 . 3 . ..m", será s imi lhan te raen te o p roduc to 

de o '" pela potencia m a i s al ta de a , q u e d iv ide 1 . 2 . 3 . . . m1". E ass im por 
d i an te . 

M a s , por este t heo r , havemos de chega r por f im a um quoc ien t e < a . Sup-
pondo , pa ra fixar a s idèas , q u e este quoc ien te é m " , o p roduc to 1 . 2 . 3 . m r ' 
já não conterá o divisor a am n u m e r o in te i ro de v e z e s ; e por consegu in te a 

po tenc ia m a i s alta d e a , q u e d iv ide 1 . 2 . 3 . . . m , será a m _ t " n , ' + O T ' -+- '»" ' . 
Posto isto, e dando , r e spec t ivamente , a p', p", p111, . . . r e l a t i v a m e n t e a p, 

e a » ' , n ' ' , n " \ . . . r e l a t ivamente a n, as mesmas s ignif icações q u e demos a m', 
»»'', m ' ' ' , . . . r e l a t ivamen te a m: t e r e m o s , q u e as potencias mais altas de a q u e 

d i v i d e m respec t ivamen te 1 . 2 . 3 . . . .p, e 1 . 2 . 3 . . . n , são a ' ' ^ p " 

e o n A potencia m a i s alta d e a , cont ida n o producto 
1 . 2 . 3 . . . j p x 1 . 2 . 3 . . . n , se rá por tanto 

Mas por ser m = p -4- n , 

m p n 
temos — == 1 ; a a a 

e por conseguin te m ' = o u >p' + n ' , 

m" = ou>p" -hn,r, 

m ' » = o u > | > " ' - i - n " ' , 

logo m f - h m " - h m ' ' ' - b . . . . = o u > j} ' - t -p" -+-p" ' -+- . . .-t- n '+• n"-t- n ' " + . . . , 

is to é, o expoente da potencia mais alta do factor primo a no n u m e r a d o r de (C), 
egua l pe lo menos , ou ma io r , q u e a potencia mais elevada do m e s m o factor pri-
mo no denominado r d ' a q u e l l a m e s m a expressão . E como se pôde mos t r a r o 
m e s m o a respe i to de q u a l q u e r ou t ro factor primo m e n o r q u e m, f ica d e m o n s t r a -
da a propos ição . 
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9Í> s i í T s b o o p ob o t i s i a t o "stt IOff obf l f i f l^ i t s í i 
sise , i « „ C . S . 1 s b m b f tap a b s.tjfc êinay s b 

JS'Ota 2 . ' (pag. 2 3 ) . 

1. C u m p r e adver t i r q u e , s egundo os t heo remas I e I I I dos n.0» 1 4 1 e 1 4 3 , 
sómente serão convergen tes , e poderão ser a p p r o v e i t a d a s , as se r ies r e p r e s e n t a d a s 
por x e y no n.° 1 0 , pag . 2 0 , q u a n d o os valores de z ficarem c o m p r e h e n d i d o s 
en l r e +1 e — 1 . E t a m b é m só en t re es tes m e s m o s l imi t e s se rá conve rgen te a 
s e r i e r e su l t an t e da mul t ip l i cação d ' a q u e l l a s d u a s , r ep resen tada a l l i por xy. 
Para o fazer ve r , cons ide remos d u a s se r i e s o r d e n a d a s s egundo as po tenc ias as-
cenden tes d ' u m a va r i ave l z : 

t 

( 1 ) . . . . ! ! , + H 1 J + a2e2-h a 3 í 3 + . . . . 

( 2 ) . . . . 6 , + 6,2 + 6 ^ + 6 3 * 1 + . . . . 

Seja s t a somma dos t p r i m e i r o s t e rmos de ( 1 ) , e >'( a somma dos t p r ime i ros 

t e rmos de ( 2 ) ; ou 

s = a +0 s + a s 3 + , , . . + a I O I S I—1 

f ' = 6 + 6 2 + 6 s 3 + . . . . + 6 < 0 1 3 1—1 

e supponhamos q u e se m u l t i p l i c a r a m u m a pela ou t ra estas duas expressões . S o m -
m a n d o os t e rmos do p roduc to em q u e o expoente de 2 é menor q u e t , e d e s i -
gnando esta somma por Í" 4 : v i rá 

( 3 ) . . . . s ' ' = = a 6 + /a 6 +a 6 \ s + fa 6 +a b +a 6 \ » v ' I 0 0 \ i o o \ a o 1 1 0 3 / * 

+ . . . + fa, 6 + 0 , 6 + . . . 0 6 + a 6 V o t—3 1 1 («-a o t—iJ» • 

Oâ '.ermos q u e compõe a somma Sll
i podem cons ide ra r - s e como os t p r i m e i r o s 
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t e rmos d ' u m a se r i e , c u j o t e r m o ge ra l te rá por expressão 

(4) . . . . [ a b -ha. b -h . . . . a b. -ha b,~\ J ' ' L • o l— I 1 1 1—1 O i J i -

Pos to isto, passámos a demons t r a r o theorema seguin te : Se para um valor par-
ticular de z, as series (1) e (2), compostas de termos todos positivos, forem conver-
gentes, e tiverem ses' por sommas respectivas, a serie, cujo termo geral tiver por 
expressão (4 ) , será também convergente, e terá por somma s x s ' . Esta mesma pro-
priedade teiá ainda logar, quando não forem aquellas series compostas de termos 
todos positivos, se cada uma d'ellas se conservar ainda convergente, quando os ter-
mos negativos se mudarem para positivos. 

a) Se todos os termos das series (1) e (2) são positivos, vê-se logo q u e c 

»" < * S 1 . i i < 

M a s , se des igna rmos por q o in te i ro | ( í — t ) ou \ (< — 2 ) , conforme t for n u -
m e r o i m p a r , ou n u m e r o pa r : o p roduc to das d u a s sommas s , e Í ' , só pôde 

7T1 í + 1 

d a r t e rmos em q u e z en t re com um expoente menor q u e ( ; de mane i ra q u e todos 
estes t e rmos se acha rão comprehend idos na expressão de s' ! (; e portanto será 

Concebendo agora q u e t c resce i n d e f i n i d a m e n t e , t ambém q c rescerá do mesmo 
m o d o , c as sommas s f e s! ^ converg i rão ambas para o l imi te s, ao m e s m o tempo 

q u e as sommas s'( c s< converg i rão para o l i m i t e »'. D ' o n d e se s e g u e , q u e a 

somma s"t, q u e está c o m p r e b e n d i d a en t re os dous productos S f s'( e s^ S 1 ^ 1 , con-

v e r g i r á para o l imi te sxt'. 

b) Se todos, ou alguns dos termos das series (1) e (2) forem negativos, se-
guc - se , do q u e acabámos de d e m o n s t r a r , q u e a d i f f e r e n ç a ^ s ' — s " t converg i rá pa ra 

ze ro , q u a n d o t c r e sce r i n d e f i n i d a m e n t e , e todos os t e rmos das d u a s ser ies forem 
posi t ivos. Ora esta d i f fe rença compõe-se de todos os t e rmos do produc to s t s' t 
em q u e ent ra z com expoente maior q u e t — 1 ; de mane i r a q u e será 

I Il T * 7 l . 2 '—3 
l i — s = a b z -+-(a b -ha o \z -(-.... < I ( «—1 !—1 V I—1 <—2 «—2 I—l J 

'a b +a b -h . . . .-ha b -ha b > i , , i—i i «_s a a i—2 i i—i/ 
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L o g o , se , p a r a v a l o r e s c r e s c e n t e s d e t , a d i f f e r e n ç a ^ s 1
j — S 1 1

j C o n v e r g e pa ra 

z e r o , q u a n d o todos os t e r m o s q u e a c o m p õ e são pos i t i vos , o m e s m o a c o n t e c e r á , 
e c o m m a i s for te r a z ã o , s e t o d o s , o u a l g u n s d ' e l l e s , m u d a r e m de s i g n a l , c o n -
s e r v a n d o o s m e s m o s v a l o r e s n u m é r i c o s . D ' o n d e s e s e g u e q u e , a i n d a ' n e s t e caso , 
a s e r i e , c u j o t e r m o g e r a l é ( 4 ) , s e r á c o n v e r g e n t e , e t e rá por s o m m a Í X S ' . 

2 . Da a d r e r t e n c i a fe i ta no n.° p r e c e d e n t e d e v e m o s c o n c l u i r , q u e a 
d e m o n s t r a ç ã o d a d a no c i t a d o n.° 10 , pa ra d e m o n s t r a r q u e o d c s i n v o l v i m e n t o do 
b i n o m i o ( l + : ) " a i n d a t e m loga r , q u a n d o m e nega t i vo , f r a c c i o n a r i o , i r r a c i o n a l 
o u t r a n s c e n d e n t e , s ó t e m a p p l i c a ç ã o q u a n d o z f i c a c o m p r c h e n d i d o e n t r e + 1 e 
— 1 . 

3 . E posto q u e nos p a r e c e r i g o r o s o todo o r a c i o c í n i o e m p r e g a d o ' n a q u e l l a 
d e m o n s t r a ç ã o , e e s p e c i a l m e n t e na p a r t e cm q u e se q u e r f aze r v e r q u e a serie 
representada por xy ê composta com m + n da mesma maneira que as series x e y 
o são respectivamente com m e com n : c o m t u d o a q u i a p p r e s e n t . l m o s o u t r a d e -
m o n s t r a ç ã o , t a lvez m a i s c l a r a , a q u a l t i r á m o s da Á l g e b r a de M a y e r e C h o q u c t . 

M u l i p l i c a n d o a s e r i e x do n . ° 10 p e l a s e r i e y, o t e r m o g e r a l da s e r i e xy, 
se r á : 

m (m — 1) (m — t -4-1) m (m—i) (m — < + 2 ) « 

1 . 2 t + 1 . 2 . . . . ( t — i ) . 1 

n(n— 1) (n — í + 2 ) m n ( « — 1 ) (n — l+1) 
1 T T T T T T ( T = I ) T T ^ 1 2 . . . . t 

). r 
S u p p o n h a m o s a g o r a q u e m e n são i n t e i r o s p o s i t i v o s . As s e r i e s x e y são finitas, 

e t em por s o m m a s r e s p e c t i v a s ( 1 + 2 ) " * e ( 1 + * ) " ; o po r c o n s e g u i n t e t a m b é m a 
m I n 

s e r i e xy s e rá f ini ta , e t e r á po r s o m m a ( 1 + 5 ) • L o g o , p a r a todos os v a l o r e s 
i n t e i r o s e pos i t ivos de m e n, s e r á 

m (m—1) ( m — í + 1 } m (m—1) (m — t + 2) w 

T. T. t h T 2~. (í—i). i " 

Ti ( n — 1 ) (w — t + 2 ) m w ( n — 1) (n — t + 1) 

" h I . 2 . (t—i) " T + T T T t 

(m + n) (m+n —1) . . . . (m + n — í + 1 ) 
Í T T. { ' 
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O r a , c o m o esta e q u a ç ã o d e v e v e r i f i c a r - s e p a r a lodos os v a l o r e s i n t e i r o s e pos i t i -
v o s de m e n , é n e c e s s á r i o q u e os s e u s d o u s m e m b r o s s e j a m idên t i cos . Com 
e f f e i t o , s e n d o a m b o s f u n c ç õ e s i n t e i r a s de m e » , do g r á u t , se e f f e c t u a r m o s as 
o p e r a ç õ e s i n d i c a d a s , e o r d e n a r m o s c a d a u m d o s m e m b r o s e m o r d e m a n , v i r á 
u m a e q u a ç ã o d a f ó r m a 

A +A n-h A - + - . . . . = B -t- B n - t - B t»1 - f - . . . . 0 1 2 0 1 3 

na q u a l os coe f f i c i en te s A , A B , B são f u n c c õ e s i n t e i r a s de m, c 9 1 0 1 • 
a m a i o r po tenc ia de n é i n f e r i o r a í - t - 1 . 

Se d e r m o s a r b i t r a r i a m e n t e a m um d e t e r m i n a d o v a l o r , d e v e a e q u a ç ã o p r e -
c e d e n t e t e r logar pa ra lodos os v a l o r e s pos i t ivos de n , e d e v e se r f o r ç o s a m e n t e 
A 0 = = B Q 1 A J = B j , e t c . : p o r q u e , s e a s s i m n ã o f o s s e , p a s s a n d o todos o s t e r m o s 

p a r a u n m e m b r o , v i r ia u m a e q u a ç ã o do g r á o t com u m a só i n c ó g n i t a « , a q u a l 
n ã o a d m i t t i r i a m a i s de t r a i ze s p a r a n, o q u e é con t ra o s u p p o s t o . E como es ta 
c o n c l u s ã o deva s u b s i s t i r p a r a q u a l q u e r va lo r d e m , p o d e m o s a p p l i c a r á s e g u a l -
d a d e s A O = B Q . A J = = B j , e t c . u m r a c i o c í n i o s i m i l b a n t e , po r o n d e s e c o n c l u i r i a 
q u e e s t a s e q u a ç õ e s s e v e r i f i c a m p a r a q u a l q u e r va lo r d e tn . 

C a q u i s e d e d u z f a c i l m e n t e o t h e o r e m a i n d i c a d o ; e , s e r e p r e s e n t a r m o s a 
s o m m a da s e r i e x por < p ( t » ) , e a da s e r i e y p o r ç ( n ) , a s o m m a da s e r i e xy d e -
v e r á s e r r e p r e s e n t a d a po r ç ( m - i - t i ) ; e c o m o esta s o m m a é t a m b é m e g u a l a 
9 ( m ) x i f ( n ) , t e r e m o s 

ç ( » i ) X<(>(n) = 9 ( m - 4 - » i ) . 

P o n d o ' n e s t a e q u a ç ã o J i - H p por n , v e m 

ç (m) X ç ( n ) x ç ( p ) = o (m -hti •+ p ) . 

E cm g e r a l t e r e m o s 

9 (tn) X 9 ( n ) x t p ( p ) x ç (?) X . . = ç ( m + n - h p - h g - h 

4 . O nosso c e l e b r e M a t h e m a t i c o , o S r . D r . J o s é A n a s t a c i o da C u n h a , a c h a 
pela m a n e i r a s e g u i n t e o d e s i n v o l v i m e n t o da s e r i e do b i n o m i o : 
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Sabemos q u e em mui tos casos a expressão (1-+-«)" é suscept ível da fórma 
l + n x - f - A x ^ + B x ^ C x 1 + etc . Se este des involv imenlo for possivel em todos os 
casos, o q u e o calculo nos d i r á a final, t e r emos 

m a ío iamasf i «CD fíiu Ê5ÍO gonpr .asbif iEfcioitmi ««jo-iewqc 

(1-+-2* + x ' ) " = l + 2 nx + nx' 

+ 4 Á x * + 4 Ax* -I- A x 1 + etc. 

+ 8 B x ' + 1 2 B x 4 + c tc . 

+16C® 4 + e tc . ; 

subs t i tu indo em 1 + n * + A x 3 + B x 3 + e t c . , em logar de x , 2x + x ' , por isso q u e 

o x de ( 1 + * ) " se t o m o u em 2x + x*. 

Mas 

( l + 2 x + x ' f = [ ( 1 + » ) " ] ' = C H - n x + A x * + B x ' + c t c . ) ' 

= 1 + 2 n x + 2 A x a + 2 B x 3 + 2 C x ' + e tc . 

+ n ' x ' + 2 n A x ' + 2 n B x 4 + e tc . 

+ A V + e t c . ; 

Iugo 

2 A + n ' = » + 4 A , 2 B + 2 n A = 4 A + 8 B , 2 C + 2 n B + A * = A + 1 2 B + 1 6 C , e tc . 

K 

e por conseguin te 
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Nota 3.* (pag. 256). 

No Curto de Analyse de M r . Canchy vem d e m o n s t r a d a s as duas proposições 
segu in tes por m e i o das q u a e s se consegue m u i t a s vezes reso lver a ques tão da 
c o n v e r g ê n c i a , q u a n d o L = I . 

Quando na serie proposta cada um dos termos e menor que o seu antecedente, 
esta serie e a seguinte 

(1) . . . . u + 2 u + 4 u , + S i / + 16u ch-v ' 0 1 3 7 l5 

são conjunctamente ou convergentes, ou divergentes. , 

Supponhamos em p r i m e i r o logar q u e ja se r ie proposta é convergente , e d e i 
s ignemos a sua somma por s. T e r e m o s 

2 u =2« > i 

4 « 3 < 2 M a + 2 u 3 

8u < 2 w -t-2u+2t/,-H-2» 7 4 5 6 f 

e t c . ; 

e por consegu in te , a somma dos t e rmos da ser ie (1) , l evada até onde se q u i z e r . 
será i n fe r io r a 

u o + 2 u i + 2 u i + 2 « 3 + 2 « 4 - t - • • • .= 2 i — U o . 

Vè-sc pois q u e 'nes te caso a se r ie (1) será t a m b é m convergente 
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Se suppuze rmos agora q u e a se r ie proposta é d i v e r g e n t e , a somma dos t e r -
mos , tomados em g r a n d e n u m e r o , acaba rá s e m p r e por excede r q u a l q u e r l imi te 
a s s i g n a d o ; e coramo t e m o s en t ão 

U = U O O 

2u > u + u I i 1 a 

4 U 3 > W 3 + U 4 + V K ' 

8 « 7 > « 7 + " 8 + V . . . . + « M . 

e t c . ; 

conc lu i r emos , q u e a somma das q u a n t i d a d e s 

u , 2u , 4u,, 8u , e tc . 0 x 3 7 

t omadas em g r a n d e n u m e r o , acaba t a m b é m por se to rna r super io r a q u a l q u e r 
quan t i dade ass ignada . E 'nes te caso a ser ie (1) será t a m b é m d ivergen te , confor -
me o theorema enunc iado . 

Se pela ser ie proposta t omarmos a segu in te 

1 1 1 
( 2 ) . . . . 1 + - + - + - -

2* 3 4* 

des ignando por k uma q u a n t i d a d e q u a l q u e r , a se r ie (1) to rna r - se -ha em 

1 + 2 ^ + 4 ^ + 8 1 - 1 + e t c . 

Es ta u l t ima se r ie é u m a p rogressão geomet r i ca , conve rgen te q u a n d o k > 1, e 
d ive rgen te no caso con t r a r i o . Por consegu in te a se r ie (2) será t a m b é m conve r -

51 
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gen t e s e for X > 1 , e d i v e r g e n t e s e for 4 = 1 o u * < 1 . P o r exemplo das t r e s 
se r i e s 

( 3 ) . . . . , + l + l + l + e l c . r 
v / i 2* 3 a ~ 4 1 

;••»!» , A f = H iKi — ssa | a = D = H 

( 4 ) . . . . ! - ^ 1 + 1 + . . . . 

( 5 ) . . . . 1 + 1 + 1 + 1 + . . . . 
2 2 32 4¾ 

a p r ime i r a será c o n v e r g e n t e , e as ou t ras d u a s d i v e r g e n t e s . 

Nota 4." (pag. 279). 

O S r . J . A. da Cunha acha o des invo lv imento de Iog ( I - H y ) da s egu in t e 
m a n e i r a . 

Se em todos os casos p u d e r t e r logar o d e s i n v o l v i m e n t o de l ( l + y) d e -
ba ixo da fórma 

1(1+ y) = A y - + - By'+ C t / ' + D t / 4 + e t c . 

s e rá 1 ( 1 + 2 y + y ' ) = 2Ay + A y * + 4 B y ' + B y ^ + e t c . 

+ 4 B y * + 8 C y , + 1 2 C y < + e t c . 
. 0 « > >is8 ',II 

- t - 1 6 D y 4 + e t c . 

m a s 1 ( l f 2y + y') = 1 [ ( 1 + y ) ' ] = 2 1 ( 1 + »); 
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logo I k y -+- ( A - h 4 B ) ! / ' - H e t c . = 2 A Y - t - 2BY'-+- e l e . 

A - H 4 B = 2 B ; 4 B - h 8 C = 2 C ; B - t - l â C - t - 1 6 D = 2 D , e t c . , 

B = — £ A; C = J A; D = — \ A; E = J i 1 e t c . ; 

e por conseguinte 

1 ( I -H y) = A ( y - « - y'+1 y'— J y V f J / 5 - e tc . ) 

Como a quan t idade A apparece a r b i t r á r i a , segue-se q u e o n u m e r o de sys temas 
de logar i lhmos q u e podemos adoptar é t ambém a rb i t r á r io . Se fizermos 
l-HT/ = base a , se rá 

A const rucção empregada para demons t ra r o t h e o r e m a fundamenta l (3) [fig. 
40 ] deixa de ser a mesma q u a n d o não são m e n o f e s de 90° os lados b' e C1; po r -
q u e se um d ' e s t e s lados é > 9 0 ° , a secante respect iva não encontra a t a n g e n t e , 
mas s im o seu p ro longamento ; e se um dos mesmos lados é = 9 0 ° , a secante 
respect iva é paral le la á t angente . 

No en t re tan to , sem fazermos cons t rucção , pôde mos t ra r - se q u e , a inda nos 
casos mencionados , tem logar o t heo rema ( 3 ) . 

I . Se 6 ' < 9 0 ° ; a cons t rucção d á , como d i s semos , no t r i angu lo ABC a 
fo rmula (3) . 

I I . Se 6 ' < 9 0 , c ' > 90° ; p roduzam-se BA e BC até comple tar em B' o fuso 
espher ico B B ' . N o t r i a n g u l o B 'AC, se rão : 

A = 
log . a 

= M o d u l o = L o g . e. 
A—1—I(A—1)*-H I ( a—1)*—etc . 

Nota 5." (pag. 317). 

B ' A = 180°—c' , B1AC = 1 8 0 — a , B ' C = 1 8 0 - - a ' ; 
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c a fo rmula (3) q u e Iem logar pa ra o angulo B1AC d ' e s l e t r i angu lo , dá 

cos B C — cos AB' cos AC 
cos B ' A C = • , 

sen AB sen AC 

ou (3) . 

I I I . Se 6 ' > 90° , c ' > 90°; o t r i angu lo B 'AC. r e l a t ivamen te ao angu lo B 'AC, 
está no caso p r e c e d e n t e ( I I ) ; e por isso ainda t em logar a mesma demons t r ação . 

Ou t a m b é m ; p r o d u z i n d o os lados BA e AC até encon t r a r em em B' e C' 
o a r c o BC p r o d u z i d o , será no t r i angu lo C f AB' : 

B ' A C ' = a , A B ' = I 8 0 — c ' , A C ' = 1 8 0 — ò ' , C ' B ' = a ; 

e app l icando- lhe o t h e o r e m a , v i rá a fo rmula (3 ) . 

I V . S e 5 ' = 90° , c ' = 9 0 ° , a fo rmula (3) d á 

{ 
para o angulo a, c o s a = 

para os ângulos b ou c, cos 

a = c o s a ' , a = a ' 

6 = 0 , 6 = 90°; cos c = 0 , c = 90° J 

o q u e concorda com as p rop r i edades conhec idas dos poios. 

V. Se é sómente c ' = 9 0 ° : p r o d u z a - s e , ou cor te-se AC, até q u e seja 
AD = 90°. 

l . ° Se não é BD = 90° ; o theorema será appl icave l ao angulo D no t r i an -
gu lo C B D ; e da rá 

„ c o s a ' — c o s B c o s C D 
cos D = ' , 

sen BD sen CD 

q u e , por ser cos D = O1 se r e d u z a 

cos a ' = cos BD cos CD = Cosa sen l ' \ 

e como a fó rmula (3) app l icada ao angu lo a no t r i angu lo ABC dá t a m b é m 
c o s a ' , 

° 0 S a ~ sen b 1 ' ° U C 0 S a = c o s a s e n b > segue-se q u e aquel la formula é ainda 

v e r d a d e i r a ' n e s t e caso . 
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2.° Se é BD = 90°; coroo l ambem é A B = 9 0 ° , será B pólo de AC, e 
conseguiotemente a ' = 9 0 ; logo (IV) o theorema é ainda verdadei ro no caso de 
q u e se t rac ta . 

(Vejam-se os Apontamentos de Trigon. Esph., que se encontram lambem 
no vol. 3.° do jo rna l de Coimbra o Instituto) 

i . No t r iangulo ABC (Gg._41) produzam-sc os seus lados, até se encont rarem 
dous a dous , e fo rmarem os t res fusos esphericos A A' , B B f

i C C ' . O ci rculo 
ACA'C'A será a base do hemispher io ACBA1C'; e este compor-se-ha dos t r i ân-
gulos m, n, p, q. 

Chamando pois S = 2 ^ * a superfície do hemispher io , e observando que , 
por serem 

A B 1 = I 8 0 o — A B = A ' B , C B ' = 1 8 0 ° — C B = BC ' , B = B ' , 

são eguaes os t r iângulos AB 'C , A 'BC' : le remos 

E como os fusos esphericos são proporcionaes aos seus ângulos, isto é, 

Nota 6.* (pag. o41). 

S = m + «+ p + í = i B + r i + m + p + m + y — 2 m 

= A A ' + B B ' + C C ' - 2m. 

A A ' + B B ' + C C ' = 
a + 6 + c 

S , 
180° 

t e remos 

c conscgu in t emen te 

m = 
a + 6 + c — 1 8 0 ° 

360° 
. S . 
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Se q u i z e r m o s tomar por u n i d a d e de supe r f i c i e a super f i c ie do t r i angu l o t r i -
rec tang i i lo , q u e é a q m r t a pa r t e do h e m i s p h e r i o , e por u n i d a d e d ' a u g u l o o a n -
g u i o r ec to , a expressão de m tomará a fórma 

m = a - H 6 - H c — 2 . 

2 . A s t i p e r f i c i e d o t r i a n g u l o vem ass im expressa nos seus t r e s â n g u l o s : 
mas q u a n d o os ângu los não forem d a d o s , p o d e r e m o s expr imi l -os nas pa r tes q u e 
fo rem d a d a s , e s u b s t i t u i r depo i s essas expressões na da supe r f í c i e , ou d ' u m a 
funeção t r i gonomét r i ca d ' c l ! a . 

Por e x e m p l o , se fo rem dados os lados a1 e c' com o angulo c o m p r e h e n d i d o 
b : t omando o t r i angu lo t r i r e c t a n g u l o por u n i d a d e de super f íc ie , e o angu lo r e -
cto por u n i d a d e d ' a n g u l u , t e r emos 

\ / a - 4 - c b \ 
- cot ^ m J = - I a n g + - J 

a -H c b 
t a n g — H t a n g -

ei -H c b 
t a n g - g — t a n g - — 1 

ou, em v i r t u d e da p r i m e i r a ana log ia d e N e p e r , e fazendo tang — t a n g — = í , 
J» £ 

b a'—c b o'-H e' 
/ 1 n C ° l 

cot l S-)-
C O t - C O S - ^ - - H t a n g - c o s - Q 

o ' — C1 a'-+- d 
c o s c o s • 

2 2 

o ' C1 a' c1/ h 
cos - cos - -H sen - sen cos - — sen'-J 

01 Ci 6 b 
2 s e n —sen— X s e n - cos -

2 2 2 2 

a C1 
1 - H t a n g — t a n g - c o s o 

2 2 1 + Í C 0 S & 

t a n g - tang —sen b 
t sen b 
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1 
Desinvolvendo era f im-m em serie ordenada segundo as potencias de t , 

será 
— — 4 + i — «f 

1 1 - m = t sen 6 t' sen 26 2 2 ?.oiuw> í s i í «oa ÉM9HJI*" mi8te« m s i o l u s n e n J ob s h í h o q r i ê A 
®.rn aq^TC^^i-rn i- - iir 1 -j> ao!"*X'>"í tixt sohí-b cnsTol Obit I H-Iiri fífio 

ou, se desprezarmos as quan t idades da quar ta ordem relntivarociUe a a1 e c ' . 

Ui = -Ci1 C1 sen 6. 
2 

E porque é da segunda ordem a di f ferença entre os senos do angulo b do 
t r iangulo espher ico, e do angulo correspondente do t r iangulo rect i l íneo, que tem 
os mesmos lados que o espher ico , vê-se q u e , desprezando os termos da qua r t a 
o rdem, a superfície do t r iangulo espherico é egual á do rect i l íneo. 

3. Chamando r o raio da esphera , e expr imindo as linhas t r igonomét r icas 
do segundo membro da equação (3) nos comprimentos dos arcos respectivos, faci l -
mente se mostra (Tr igon. de Legendre , appendice §. V) que os ângulos a, 6, c, 
d ' u m t r iangulo espherico de lados mui to pequenos teem, desprezando os termos 
da quar ta o rdem, com os correspondentes a ; , bt, c ( , do t r iangulo rect i l íneo, 
cujos lados são t ambém a', b', c', as seguintes re lações 

I m I m 1 m 

sendo m a superfície do t r iangulo rec t i l íneo, q u e segundo o n .° p recedente é 
egual á do espher ico . 

O que reduz a resolução do t r iangulo espher ico proposto á do t r iangulo re -
ctilíneo, cujos lados são a', b', c', e cu jos ângulos são alt 6 ( , c, . 

m 
O numero de segundos — e o excesso espherico, que se repar te assim 

J - 1 S e n I " 
egualmente pelos t res ângulos do t r iangulo . 

4. Suppondo o raio (ia esphera infinito, e os comprimentos dos arcos fi-
nitos, ou suas graduações iufini tesimas, o t r iangulo espherico torna-se recti l íneo; 
e porisso podemos, fazendo aquel las hvpotheses , passar dos theoremas da t r igo-
nometr ia espherica para os correspondentes Ua t r igonometr ia rec t i l ínea . 

Quando nos theoremas da t r igonometr ia espherica entra mais de um lado , 
passando d 'el les para os t r iângulos rect i l íneos, podom apparcccr razões ent re as 
graduações dos l ados ; e porque estas razões podem ler um l imite de grandeza 
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f in i ta , q u a n d o se to rnam inf ini tes imas as g raduações en t r e as q u a e s e l las teem 
l o g a r , pôde a p p a r e e e r um theorema co r re sponden te da t r igonometr ia rec t i l ínea 
na qua l en t r em lados . Mas q u a n d o nos theoremas da t r igonomet r i a espher ica 
ent ra só um l ado , a hypothese de ser este inf ini tes imo neces sa r i amen te o faz 
de sappa rece r ; e o t heo rema r eduz - se para a t r igonomet r i a rec t i l ínea a uma re la -
ção en t r e ângu los . 

A s s i m , ' n e s t a s hypo theses , a fo rmula (3) 

cos a ' — c o s 6 ' c o s c ' —2 sen* j a ' - t - 2 s e n ' —2 s e n ' { e 1 — 4 s e n ' i t ' s e n 3 ± c ' cos a = — - . — — = ; — i —> 
sen o' sen c1 sen o' sen c' 

6 ' V c ' * - a " 
dá c o s a = _ . 

E p rosegu indo , pelo mesmo modo, achar íamos q u e os qua t ro t h e o r e m a s f u n d a -
mentaes de t r igonomet r i a e s p h e r i c a , e as q u a t r o analogias de N e p e r , co r r e spon -
d e m aos qua t ro theo remas p r inc ipaes da t r i gonome t r i a r ec t i l ínea . ( V e j a m - s e os 
já c i tados Appontamentos de Trigon. Esph.) 

FIM DO 3.° V O L U M E . 

t 
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ERRATAS. 

Pag- Lin. Erros 

1 6 1 8 ( 2 6 ' — 5 e 5 ) ' ( 2 6 ' — B c ' ) ' e t c . = 

2 5 1 8 T - - I = ( ^ - 1 ) = ( ^ + 1 ) , 

3 4 19 (fig. 1) 

3 8 2 3 + ad 

— 28 + bdd 

41 6 Tabn'cn" 

64 9 satisfaz ambas 

— 15 a t tendo 

— 17 dominador 

9 7 19 + \ h f " x 

9 9 3 x = f x 

1 0 1 1 6 \ h 3 f " x 

— 2 5 f x " 

113 14 J = 0 , 0 0 5 4 

1 2 0 3 são i 

129 8 3." Se houve r 

Emendas 

(2b'—õc'y . 

C1=(IS-I)XihU 1), • 
(f ig. 23) 

+bd 

-Hadd 

F a'lbn'cn" 

satisfaz a a m b a s 

a t t endendo . 

denominador 

+ ^hfnX 
t 

y = f x 

i V f x 
r * 
s = — 0 , 0 0 5 4 

são os i 

3." Se na se r ie B houver de m e -

nos uma var iação do q u e em A, 

haverá só u m a ra iz en t re a e b. 

4." Se houve r 



4 1 4 ERRATAS. 

Pag. Lin. Erros Emendas 

150 8 x + 1 m . 
X -Hl 

164 29 b e o b e c 
165 30 j / _ l 2 , 1 - 1 

1 6 7 3 m, Sm m. S 
M 

170 10 Vn + m . y + 1 
189 8 COS | tf COSfç 
2 5 6 5 -H Wj-H . . . -HWa-H , . . 
2 6 3 16 

19 
- I * ' 

M 
íx' 

r g 
321 2 1 a hypothenusa J 

a \ 

0 
•a es 
S S 

a hypothenusa J g, 
« ) S 

L I 
360 2 (n . ° 198) (n.° 200) 
— 3 y+y' y—y' 
— 8 = A ( X - O ; ' ) B ( y -y') =A(x — x')-hB(y 

3 6 8 18 (n . ° 2 0 4 , 3.°) (n.° 2 0 4 , 2.°) 
376 14 = (ctr — a ) 2 c (r—a) 

18 c — a tang 9 c — a t a n g s 18 
a — c tang 0 a -H c tangf l 

2 0 
C C 2 0 

ir — a 2 r — « 



s a x a j j h 2 415 

I - - s ,/-f s 6 • Oc 

ADDITAMENTO 

Á S E R R A T A S D O 2.« V O L U M E . 

Pag. Lin. Erros Emendas 

167 C < a r c o A B < a r c o AC 

c — b c — b , , 
175 16 cot i A — — - c o t i A . . 175 

c + b * c + 6 -1 

178 5 26c cos i A 2 / (6c) cos \ A 

196 4 — 4 cos 3a — 4 cos 2a 

239 10 -+-ax -4- O.X 

2 9 8 7 n.° o . 0 2 6 9 

3 0 2 19 cos* (ê — a) cos ' (S + a) 

Em logar das ullimas cinco Unhas d'esta pagina 3 0 2 , leia-sc o seguinte: 

As equações (9), (10), (11) , por serem symmetr icas re la t ivamente a a1 e b', 
não mudam quando se t rocam as denominações dos d iâmet ros , isto é, quando se 
chama a' o que faz com a o angulo g, e b' o que faz com o mesmo eixo o an -
gulo «, Por isso o p r ime i ro factor da equação final da pagina 3 0 2 , egualado a 
zero , e combinado com as equações (8), reproduz a equação ( 1 1 ) ; e o segundo 
factor , combinado com as equações 8) depois de muda r n 'e l las a' em 6' e b' 
cm a ' , reproduz a mesma equação (11) . 









Partt III. Httthemat jpúra s. 

iX 

< cp 

V 
E 
«T 

r. v A 

y 

."I itp 

D B 

H I 
P • C 

4 / 

\ Sr 

LalkeiroslJr. LuJiilaLy.* 

WMtfmAsrhMim 
« « I V E I 8 I Í A 1 E I E C I I M M A 







r 
5 • - < . - -

'..-€^'1¾km-*;*-* 

h * s 
, r- .. . > •f V 

... V-" ^Sk rj* ' 4 

> > ~ S 1 t -

f 
. /T -i 

n í T 

- 3? 

V C 

V» gç 

. . , A 

* V 

• > • * . r « r * - : ^ V k i r -

% 



,Sr" 


	[Encadernação]
	[Anterrosto]
	[Rosto]
	ALGEBRA SUPERIOR
	I. DAS COMBINAÇÕES E POTENCIAS.
	Permutações e combinações
	Desenvolvimento das potencias de um polynomio
	Extracção das raizes de qualquer gráo dos números e dos polynomios
	Dos números figurados
	Arranjos e combinações quando as letras não são. todas differentes
	Noções sobre as probabilidades

	II. RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES
	Composição das equações
	Transformação das equações
	Limites das raizes
	Raizes commensuraveis
	Raizes eguaes
	Eliminação
	Sobre a existencia das raizes
	Raizes incommensuraveis
	Raizes imaginarias

	III. RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES PARTICULARES
	Abaixamento das equações
	Equações binomias. Raizes da unidade
	Equações trinomias
	Raizes das expressões complicadas com radicaes
	Equações do terceiro gráo
	Equações do quarto gráo

	IV. FUNCÇÕES SIMÉTRICAS
	Calculo das funcções symetricas das raizes das equações
	Applicação á resolução numérica das equações
	Applicação ás equações do segundo gráo
	Applicação ás equações do terceiro gráo
	Applicação ás equações do quarto gráo
	Applicação á eliminação

	V. FRACÇÕES CONTÍNUAS
	Geração e propriedades
	Applicação ás equações determinadas do primeiro gráo
	Applicação ás equações indeterminadas do primeiro gráo
	Applicação ás equações do segundo gráo

	VI . METHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS
	Decomposição das fracções racionaes
	Sobre a convergência das series
	Series recorrentes
	Series exponenciaes e logarithmicas
	Series circulares
	Methodo inverso, ou reversão das series
	Das equações de condição e methodo dos menores quadrados


	GEOMETRIA ANALYTICA NO ESPAÇO
	I. TRIGONOMETRIA ESPHERICA
	Noções fundamentaes
	Triângulos esphericos rectângulos
	Triângulos esphericos obliquangulos
	Problemas que offerecem duas soluções

	II. SUPERFÍCIES E CURVAS NO ESPAÇO.
	Princípios geraes
	Equações do plano, do cylindro, do cóne, etc
	Problemas sobre o plano e p, linha recta
	Transformação de coordenadas
	Coordenadas polares no espaço
	Das intersecções planas
	Superficies da segunda ordem


	NOTAS.
	Nota 1.ª (Sobre a formula das combinações)
	Nota 2.ª  (Sobre a formula do binomio)
	Nota 3.ª (Sobre a convergência das series)
	Nota 4.ª (Desenvolvimento de log (1+y)
	Nota 5.ª (Sobre o theorema fundamental de Trig. Esph.)
	Nota 6.ª (Superficie do triangulo espherico)

	TABOA DAS MATERIAS
	ERRATAS.
	ADDITAMENTO ÁS ERRATAS DO 2.º VOLUME
	[Estampa 1]
	[Estampa 2]
	[Encadernação]

