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ALGEBRA SUPERIOR 

I . DAS COMBINAÇÕES B POTENCIAS. 

Permutações e Combinações. 

1. y ^ s H a m a m - s e A r r a n j o s ou P e r m u t a ç õ e s todas as collecções que se 
obtém, dispondo uns adiante dos outros, em todas as ordens differentes, 
2 a 2 , 3 a 3 , 4 a 4 um determinado numero de objectos. 
Quando expressamente não dissermos o contrário, supporemos que o 
mesmo objecto não entra mais que uma vez em cada collecção. A s s i m 
abe, bac, cba, bca, s3o 4 p e r m u t a ç õ e s de 3 l e t r a s t o m a d a s 3 a 3. 
P a r a d e s i g n a r m o s o n u m e r o d e t o d a s a s p e r m u t a ç õ e s poss ive is d e m l e -
t r a s p a p e s c r e v e r e m o s [m P p ] . (*) 

Chamam-se C o m b i n a ç õ e s todas as collecções que se obtém, dispondo 
uns adiante dos outros, e em todas as ordens differentes, 2 a 2, 3 a 3, 
4 a 4 um determinado numero de objectos, de maneira que 
um d'elles pelo menos seja differente numa qualquer das collecções 
comparada com cada lima das outras. Quando expressamente não dis' 
sermos o contrário, supporemos que o mesmo objecto não entra mais 

( . ) A l g u n s authores fazem d i s t ineção cn l rc arranjos e permutações, r e s e r -
vando este últ imo n o m e para d e s i g n a r os arranjos de p le tras entre si , ou p a p : 
j u l g á m o s porém d e s n e c e s s á r i a tal d i s t i n c c ã o . 

1. 
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que uma vez em cada collecção. A s s i m abe, cb.l, Icd , aed s3o 4 c o m -
b i n a ç õ e s de 5 - l e i r a s 3 a 3 . P a r a d e s i g n a r m o s o n u m e r o de t o d a s as c o m -
b i n a ç õ e s p.>ssiveis de m l e t r a s p a p e s c r e v e r e m o s [mCp]. 

P r o b l e m a I . 0 Achar o numero y de todas as permutações de m 
letras a , b, c, d , tomadas p a p, ou y «= [m Vp]. 

V i s t o q u e no e n u n c i a d o do p r o b l e m a se niio faz d i s t i neção a l g u m a 
e n t r e as m l e i r a s a , b , c , d . . . . . . , q u e p e r t e n d e r n o s p e r m u t a r , p o -
d ô m o s c o n c l u i r , q u e e n t r e todas a s p e r m u t a ç õ e s poss íve is h a v e r á u m c e r t o 
n u m e r o d ' e l l a s q u e c o m e ç a r ã o pela l e t r a a , o u t r a s l a n l a s q u e c o m e ç a r ã o 
pe l a l e t r a b , o u t r a s l a u t a s pela l e t r a c , e*c. P o r c o n s e g u i n t e , s e d e t e r -
m i n a r m o s o n u m e r o o de t odas a s q u e c o m e ç a m pela l e t r a a , s e rá o 
n u m e r o to ta l d a s p e r m u t a ç õ e s 

P a r a a c h a r e s t e n u m e r o 9 c o n s i d e r e m o s , q u e o b t e r í a m o s f a c i l m e n t e a s 
p e r m u t a ç õ e s p a p em q u e a l e t r a a é inic ia l , se s o u b é s s e m o s p e r m u t a r 
de t o d a s as m a n e i r a s poss íve is p — 1 a p — 1 as m — 1 l e t r a s b , c , 
d e p u z e s s e m o s depo i s a l e t r a a na f r e n t e de c a d a u m a d ' e s t a s 
co l l eções . N a v e r d a d e s e por e s t e m o d o a l g u m a d a s p e r m u t a ç õ e s , e m q u e 
a 6 i n i c i a l , fosse o m i t t i d a ou r e p e t i d a , s e g u i r - s e - h i a q u e , s u p p r i m i n d o a 
l e t r a a na f r e n t e de c a d a um dos t e r m o s , h a v e r i a o m e s m o e r r o de 
o m i s s 3 o ou r e p e t i ç ã o nas p e r m u t a ç õ e s das m — 1 l e t r a s p— la p — 1 ; 
o q u e é c o n t r a o suppos t j ) . D ' a q u i se s e g u e q u e o n u m e r o 9 de t o d a s ns 
p e r m u t a ç õ e s de m l e t r a s p a p , em q u e a é i n i c i a l , 6 o m e s m o q u e o 
de Iodas as p e r m u t a ç õ e s d a s m — 1 l e i r a s p — 1 a p — 1 : ou 

E s t a f ó r m u l a , f a z e n d o d e p e n d e r o n u m e r o de t odas a s p e r m u t a ç õ e s de 
Hi l e t r a s p a p do n u m e r o de Iodas as p e r m u t a ç õ e s de m — 1 l e t r a s 
p — I a p — 1 , r e s o l v e o p r o b l e m a : p a r a o q u e b a s t a a d v e r t i r q u e o 
n u m e r o de m l e t r a s p e r m u t a d a s 1 a 1 é m. A s s i m : 

y = [m Pp] = mo O 

» = [ m P / » ] = m [ ( t t — l ) P ( p — I ) ] (2) 



ALGEBBA SUPERIOR. * 3 

1 . ' P a r a a c h a r o n u m e r o y ' d a s p e r m u t a ç õ e s de m l e t r a s 2 a 2 ; 
c o m o o n u m e r o 9 dc m — 1 l e t r a s p e r m u t a d a s 1 a 1 6 m— l t , t e m o » 
çi = m — 1 , e 

y"= m ( m — 1 ) . 

2 . " P a r a a c h a r o n u m e r o y " d e t odas a s p e r m u t a ç õ e s d e m l e t r a s 
3 a 3; c o m o n ' e s t e c a s o , 9 é o n u m e r o de p e r m u t a ç õ e s de m — 1 l e i r a s 
2 a 2 , n u m e r o q u e s e d e d u z do valor p r e c e d e n t e de y'', m u d a n d o m em 
m — 1 ; s e rá o = [m — 1) (m — 2 ) , e 

y{" = m Qn — 1) ( m — , 

3 . ° P e l o m e s m o e s t i l o s e a c b a , q u e o n u m e r o d e p e r m u t a ç õ e s d e 
m l e i r a s 4 a 4 é 

= m [m — 1 ) (tn — 2 ) (m — 3 ) . 

E a s s i m por d i a n t e . 
N o t a n d o a g o r a , q u e p a r a p a s s a r de u m a d ' e s t a s e q u a ç õ e s p a r a a s e -

g u i n t e bas t a m u d a r m em m — I , e m u l t i p l i c a r d e p o i s por m , o q u e 
equ iva l a a j m c t a r aos f a c t o r e s tn, m— 1 , o i n t e i r o i m m e d i a t a -
n i e n l e i n f e r i o r a o ú l t i m o f a c t o r p r e c e d e n t e : c o n c l u i r e m o s q u e , p a r a p l e -
t r a s , o ú l t i m o f ac to r s e r á m — ( p — 1 ) ; e por c o n s e g u i n t e t e r e m o s 

y<T) = [ m P p ] = W ( m — i) [m — 2 ) . . . ( m — p + 1 ) (a) 

O n u m e r o de f a c t o r e s é p . 
A p p l i c a n d o a f ó r m u l a ( a ) v é - s e , q u e O o b j e c t o s p o d e m p e r m u t a r - s e 

4 a 4 de t a n t o s m o d o s d i f f e r e n t e s , q u a n t o s s3o i n d i c a d o s pe lo p r o d u c t o dos 
4 f a c t o r e s 0 . 8 . 7 . 6 , o u q n o [ 9 P 4 ] = 3 0 2 í . E s t e n u m e r o m o s t r a 
t a m b e i n todas a s d i f f e r e n t e s m a n e i r a s , por q u e 9 pessoas p o d e m o c c u p a r 
4 l o g a r e s . 

F a z e n d o em [a) m=p, o b t e r e m o s o n u m e r o s de todos os a r r a n j o s 
de p l e t r a s e n t r e si , ou p a p, e v i rá 
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Z = !>P />]!=2>;(p — I) ( p — 2 ) . . . . 3.2.1 = 1 . 2 . 3 p (6) 

A s s i m o n u m e r o de todas as p e r m u t a ç õ e s das 7 no tas da escha la m u s i -
cal e n t r e si 6 = 1 . 2 . 3 . . 7 = 5 0 i 0 ; e se c o n t a r m o s os s e m i t o n o s se rá 
= 1 . 2 . 3 . . . 12 = 1 7 9 0 0 1 COO. 

P r o b l e m a 2 . ° Achar o numero x de todas as combinações de m 
letras p a p. 

I m a g i n e m o s es tas a ; c o m b i n a ç õ e s e f f ec tuadas e e s c r i p t a s s e g u i d a m e n t e 
em l inha h o r i z o n t a l : e s c r e v a m - s e depo i s por b a i x o da 1 . ' c o m b i n a ç ã o , e 
f o r m a n d o c o m cila u m a co lumna v e r t i c a l , todas as p e r m u t a ç õ e s p a p 
das p l e t r a s daquel la c o m b i n a ç ã o . O n u m e r o z dos t e r m o s d ' e s t a c o l u m n a 
se r á dado pela e q u a ç 3 o (6) . 

D a 2 / c o m b i n a ç ã o r e s u l t a r á t a m b é m , pela m e s m a f ó r m a , u m a c o -
l u m n a ver t i ca l de z t e r m o s c o n t e n d o todas as p e r m u t a ç õ e s p a p das p 
l e t r a s d 'essa c o m b i n a ç ã o , u m a das quaes l e t r a s pelo m e n o s 6 d i f f e r e n t e 
da s q u e e n t r a m n a c o l u m n a a n t e c e d e n t e . 

D a 3 . " c o m b i n a ç ã o r e s u l t a r á t a m b é m u m a c o l u m n a d e z t e r m o s 
d i f f e r e n t e s dos ou t ros da s c o l u m n a s p r e c e d e n t e s . E ass im por d i a n t e . 

O b t e r - s e - h a por esta m a n e i r a u m a t abe l l a compos ta de x c o l u m n a s , 
c o n t e n d o cada u tua z t e r m o s de p l e t r a s , e d a n d o por t udo xz r e s u l t a d o s , q u e 
c o n s t i t u e m e v i d e n t e m e n t e todas as p e r m u t a ç õ e s possíveis da s m l e t r a s 
p a p , s em omis são ou r e p e t i ç ã o a l g u m a . S e n d o o n u m e r o d ' e s t a s p e r -
m u t a ç õ e s d a d o pe la e q u a ç ã o ( a ) , s e r á pois 

is to é , 

X Z = Y V ) , O U / = = -
z LP p P l 

. m{m— 1) [m — 2) . . (m— p+ 1) 
x= m Cp i = — í (c ) 

L n 1.2.3 p W 

P a r a u s a r m o s d ' e s t a f ó r m u l a a d v e r t i r e m o s , q u e o n u m e r a d o r é f o r m a d o 
pela s e r i e de p f ac to res q u e vão d i m i n u i n d o s u c c c s s i v a m e n t e de u m a u n i d a d e , 
d e s d e o i n t e i ro m d a d o a t é ao in te i ro m— p - f 1 . O d e n o m i n a d o r é f o r -
m a d o pela s e r i e de f ac to res dos n ú m e r o s in t e i ros d e s d e 1 a tó ao n u -
m e r o p . 

C c m o por sua na tu reza x d eve se r n u m e r o i n t e i r o , c o n c l u i r e m o s : 
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que a fórmula ( a ) deve ser exactamente divisível por (b). I s t o m e s m o 
se d e m o n s t r a a priori. ( N o t a 1.*) 

2. D e s i g n a n d o p o r - a ' o n u m e r o de c o m b i n a ç õ e s de m o b j e c t o s q a q , 
t e m o s 

, . m ( « ~ . 1 H » » — ( m — q+i) 
x' — [m Co l — — . L 1 . 2. 3 q 

Se for p>q , t odos os f a c t o r e s d ' e s l a ú l t i m a e q u a ç ã o e n t r a r ã o na e q u a ç 3 o 
(c) , q u e por isso se p o d e r á e s c r e v e r 

= . > ( m — 9 ) ( m ~ 7 — < ) ( m — p + 1 ) 
X * ( 9 + 1 ) ( 7 + 2) P 

e nos leva ás s e g u i n t e s c o n s i d e r a ç õ e s . 
I . P a r a q u e se ja x = x', é n e c e s s á r i o , q u e os f a c t o r e s do n u m e r a -

do r da f r a c ç ã o , pela qua l x ' s e a c h a m u l t i p l i c a d o , f o r m e m o m e s m o p r o -
d u c t o q u e o s do d e n o m i n a d o r ; e a s s i m , t o m a n d o e s t e s em o r d e m inversa , 
d e v e r e m o s t e r 

( m q) ( m q — 1 ) . , . . ( m — — 1) ( 7 + 0 -

C o m o es tes dous m e m b r o s t e i a u m n u m e r o e g u a l d e f a c t o r e s c o n t i n u e s e 
d e c r e s c e n t e s , s e c a d a u m dos f a c t o r e s d e u m l ado n ã o fosse e g u a l a o q u e 
occupa o m e s m o Iogar do o u t r o l ado , n ã o se r i a possível a e g u a l d a d e , po r 
q u e , s u p p r i m i n d o e n t ã o os f a c t o r e s c o m m u n s , f i ca r iam de um lado f a c t o -
r e s todos m a i o r e s q u e do o u t r o . E n e c e s s á r i o po r t a n t o , q u e se ja m—q—p 
p a r a s e r x — x ; d o n d e r e s u l t a o s e g u i n t e t h e o r e m a : 

[tn Cp] = [m C7J q u a n d o for m — p -f q. 

A s s i m 1 0 0 l e t r a s t o m a d a s 8 8 a 8 8 , e t o m a d a s 1 2 a 1 2 , d ã o o m e s m o 
n u m e r o . C o m e f e i t o [ 1 0 0 C 8 8 ] t e m po r n u m e r a d o r 1 0 0 . 9 9 . . 8 9 . 8 8 . . 13 , 
e por d e n o m i n a d o r 1 . 2 . . . . 1 2 . 1 3 . . . . 8 8 ; s u p p r i m i n d o pois o s f a c t o -



6 ÁLGEBRA SUPERIOR. 

, , o n 1 0 0 . 9 9 8 9 r i r t í v „ 
r e s c o m m u n s 1 3 . 1 i . . . . 8 8 , r e s t a _ _ = [ 1 0 0 C 1 2 ] . 

' 1.2 12 L 

E s t a c o n s i d e r a ç ã o s e r v e p a r a f ac i l i t a r o s cá lcu los d a f ó r m u l a ( c ) , q u a n d o 
f o r p > m . A c h a - s e m a i s d e p r e s s a [ 1 0 0 C 4 ] d o q u e [ 1 0 0 C 9 6 J = 3 9 2 1 2 2 5 . 

D ' a q u i se conc lue , q u e se escrevermos successivamente os números 
de combinações de m letras 1 a 1 , 2 a 2 , 3 a 3 , hão-de reproduzir-si 
es mesmos valores em ordem retrograda, passado o termo do meio. S e n -
d o , p o r e x . 0 , 8 a s l e t r a s , e s t e s va lo re s s S o 8 , 2 8 , 5 6 , 7 0 , . 5 6 , 2 8 , 8 . 
( V e j a - s e a t a b o a d a q u e vae a d i a n t e c o m a i n s c r i p ç a o — CoeJficienles do 
Binomio ou Números de combinações —) 

I I . S u p p o n h a m o s q=p — 1 ; n ' es te caso x só t e m um fac to r m a i s q u e 
x', e é 

* = a < , o u [ m C P ] = [ m C ( p - 1 ) ] . . { < i ) 

1 . ° D a q u i s e t i r a u m a r e g r a , q u e s e r v e p a r a d e d u z i r s t i c c e s s i v ã -
m e n t e uns dos o u t r o s os n ú m e r o s de c o m b i n a ç õ e s de ín l e t r a s 1 a 1 , 2 a 2 , 
o o r ^ m m - I m — 2 Jao.... bscrevam-se as racroes — , , —-— multi-

1 2 3 . 
j lique-se cada uma pelo producto de todas as antecedentes. P o r e x . ° , s e n d o 

, 8 7 6 5 . 
S a s l e t r a s q u e t e m o s d e c o m b i n a r , e s c r e v e r e m o s — , — , — — , e v i rá 

7 g 1 2 3 4 
8 ; 8 x - = 28 ; 28 — = 56 ; P o r e s t e m o d o se a c h a q u e 8 n u -

— o 
m e r o s da l o t a r i a f o r m a m 8 azes, 28 duques, 56 ternos, 70 quadras 
e 56 quinas ; e q u e 80 n ú m e r o s f o r m a m 90 azes , 4 0 0 a duques , 1 1 7 4 8 0 
ternos, 2 5 5 5 1 9 0 quadras , 4 3 9 4 9 2 6 8 quinas. 

_ 0 . m — 1 « J — 2 2 . O s f a c t o r e s success ivos m , — - — , — - — , . . . . t e m o s n u -
- o 

m e r a d o r e s d e c r e s c e n t e s e os d e n o m i n a d o r e s c r e s c e n t e s : em q u a n t o f o r e m > l , 
o p r o d u c t o a u g m e n t a r à ; e d i m i n u i r á pe lo c o u t r á r i o logo q u e a o r d e m i 
do t e r m o for ta l q u e venha 

m — i + 1 . m + 1 
: < 1 , ou »> * ' Í.» 
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d e v e n d o ent i lo c o m e ç a r a a p p a r e c e r o s m e s m o s p r o d u c t o s e m o r d e m r e -
t r o g r a d a , c o m o a c i m a d i s s e m o s . 

I.0 Caso, m par — 2 a . E n t 3 o é í > a + j | e po r c o n s e g u i n t e os 
a -4- 1 

t e r m o s c r e s c e m a t é á o r d e m i = a , na qua l o ú l t i m o f a c t o r é — • — , s e n d o 

es te t e r m o [ m C j - t n ] o u 

Ci 

2 a ( 2 q — 1 ) ( « + ! ) _ ( « + I H g + ¾ ) ' 2 y -
1 . 2 a ~ 1 . 2 a ' 

o quol se f o r m a e s c r e v e n d o no d e n o m i n a d o r a s e r i e n a t u r a l 1 . 2 . . . . a , 
e c o n t i n u a n d o - a n o n u m e r a d o r a t é 2 z . M u l t i p l i c a n d o a m b o s o s t e r m o s por 
1 . 2 . 3 . . . . a , v e m 

1 . 2 . 3 2 a 
( 1 . 2 . 3 a ) 2 

o n d e o s f a c t o r e s p a r e s , q u e n o n u m e r a d o r v e m a l t e r n a d o s c o m o s i m p a -

r e s , s3o 2 . 4 . 6 2¾ = 2 a x 1 . 2 . 3 . 1 x; o por c o n s e g u i n t e o 
termo médio maior que lodos os outros é 

r r , - , 1 . 3 . 5 . 7 (m — 1 ) 
M = | m C t m} = 2 L " J 1 . 2 3 '-m 

2 . " Caso , m impar = 2a + 1. N ' e s l e caso é i> « + f ; c po r c o n -
s e g u i n t e os t e r m o s só c o m e ç a m a d e c r e s c e r q u a n d o i e x c e d e a -f 1 ; c 

a + 1 
c o m o n o t e r m o d ' e s l a o r d e m o ú l t i m o f a c t o r s e r e d u z a — : — = 1 , e s t e 

a + 1 
t e r m o é e g u a l ao p r e c e d e n t e , v i n d o a s s i m a r e p e t i r - s e n a s o r d e n s a o 
a -f 1 , ou j (tn rp 1 ) . F a z e n d o pois i — a , t e r e m o s p a r a os dois lermos 
médios, maiores que todos os outros, e c o r r e s p o n d e n t e s a [tn + 1) , 



8 ALGEBRA SUPERIOR. 

( 2 t t + l ) x 2 a x . . ( « + 2 ) = ( a + 2 ) ( a + 3 ) . . 1T. ( 2 a + 1 ) 
1. 2 . 3 a ~~ 1. 2 . 3 . . . . a 

P r a c t t c a n d o , c o m o n o 1 . ° c a s o , a c h a r e m o s 

„ , „„ 1 . 3 . 5 . 7 m 

A p p l i c a n d o a s f ó r m u l a s , q u e a c h á m o s p o r o s d o i s casos , v è - s e , q u e o s 
m a i o r e s n ú m e r o s d e c o m b i n a ç õ e s q u e é possível f a z e r c o m 1 8 e 1 9 l e -
i r a s sSo 

M = [ 1 8 C 9 ] = 2 * \ f " " 4 8 6 2 0 ; 
1 • • • « • • ÍJ 

M = [ 1 9 C 9 ] ' = [ 1 9 C 1 0 ] = 9 2 3 7 8 . 

3 . " D a e q u a ç ã o ( d ) t i r a - s e 

. m + 1 m + 1 m t n — p + 2 
a: + a;' = x — — = — - — . — • • . . 

a t t e n d e n d o a q u e s u p p u z e m o s x' — [m C (p—1)]. C o m p a r a n d o e s t e va lor 
de x + x' c o m a e q u a ç ã o ( c ) , v e m 

i 
[ ( m + 1) Cp] = [m Cp] + [m C (p — 1 ) ] ( 0 

P o r m e i o d e s t a f ó r m u l a , e p o r s i m p l e s a d d i ç â o , s e d e d u z e m a s 
c o m b i n a ç õ e s d e m + 1 l e t r a s c o n h e c i d a s a s d e m l e t r a s ; e por e l la s e f o r -
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m o a a taboada seguinte, chamada Triangulo arithmetico de Pascal, na 
qual cada um dos números é a somma do termo correspondente superior e 
do que fca á esquerda deste na linha precedente. 

T e m o s , po r e x . ° , 
na 7 .* l inha 1 , 7 , 21 , 35 , 35 , 2 1 , 7 , ! . 

P a r a f o r m a r a 8 .* l i nha t o m a r e m o s 7 + 1 = 8 , 2 1 + 7 = 2 8 , 
3 5 + 2 1 = 5 6 , 3 5 + 3 5 = 7 0 , e t c . 

N ' e s t a lei e x p l i c a - s e o a p p a r e c i m e n t o dos m e s m o s t e r m o s e m o r d e m 
inve r sa , po r q u e b a s t a q u e s e d ê n ' u m a l inha p a r a q u e l e n h a Iogar n a s e g u i n t e . 

A l é m d ' e s t e m e i o q u e a c a b á m o s d e i n d i c a r , p o d e m o s d e d u z i r o s 
t e r m o s d a m e s m a l inha uns dos o u t r o s , o u s u c c e s s i v a m e n t e ( 1 . ° ) » o u 
u s a n d o da f ó r m u l a (c) q u e é o seu termo geral. 

C O E F F I C l E N T E S D O B I N 0 M 1 0 , 

o u 

Numero de Combinações. 

1 1 
I 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 1 0 5 1 

1 6 1 5 2 0 1 5 6 1 
1 7 2 1 3 5 3 5 2 1 7 1 
1 S 2 8 5 6 7 0 5 6 2 8 8 1 
1 9 3 6 8 4 1 2 6 1 2 6 8 4 3 6 9 1 
1 1 0 4 5 1 2 0 2 1 0 2 5 2 2 1 0 1 2 0 4 5 1 0 

1 
j 1 11 5 5 1 6 5 3 3 J 4 6 2 4 6 2 3 3 0 1 6 5 0 3 »! 
j 1 1 2 66 2 2 0 4 9 5 7 9 2 9 2 4 7 9 2 4 9 5 2 2 0 6 6 

1 13 7 8 2 8 6 7 1 5 1 2 8 7 1 7 1 6 1 7 1 6 1 2 8 7 7 1 5 2 8 6 
1 U ' 9 1 3 6 4 1 0 0 1 2 0 0 2 ' 3 0 0 3 3 4 3 2 3 0 0 3 2 0 0 2 1001 

1 15 1 0 5 4 5 5 1 3 6 5 3 0 0 3 5 0 0 5 6 4 3 5 6 4 3 5 5 0 0 5 3 0 0 3 

í 1 16 1 2 0 5 6 0 1 8 2 0 4 3 0 8 8 C 0 8 1 1 4 4 ' 1 2 8 7 0 1 1 4 4 0 8 0 0 8 

11 11 1 3 6 6 8 0 2 3 8 0 6 1 8 8 1 2 3 7 6 1 9 4 4 8 2 4 3 1 0 2 4 3 1 0 1 9 4 4 8 

1 1 8 1 3 3 8 1 6 3C6Í) 8 5 6 8 1 8 5 6 4 3 1 8 2 4 4 3 7 5 8 4 8 6 2 ) 4 3 7 5 8 
1 1 9 1 7 1 9 6 9 3 8 7 6 1 1 6 2 8 2 7 1 3 2 5 0 3 8 8 1 7 5 5 8 2 9 2 3 7 8 9 2 3 7 8 

1 2 0 1 9 0 1 1 4 0 4 8 4 5 1 5 5 0 / , 3 8 7 6 0 7 7 5 2 0 1 2 5 9 7 0 1 1 6 7 9 6 1 ) 1 8 4 7 5 6 

i O l.i I 2 a 2 3 a 3 4 a 4 5 a 5 6 a 6 I 7 a 7 I 8 a 8 I 9 a 9 1 0 a 1 0 

3 
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I I I . D e s i g n a n d o por 1 , m, a, b, c b , a , t n , 1 os n ú m e -
ros de u m a l i n h a , s e r ã o , f ó r m . ( e ) , os da s e g u i n t e 

, 1 , 1 - f m, m -j- a , a + b, . . a + m , m + l , 1 , 

na qua l a s o m m a dos t e r m o s d a s o r d e n s p a r e s é 

I . + m + a - l - 6 + c - f -cZ m - f - 1 , 

q u e é a m e s m a dos t e r m o s d a s o r d e n s i m p a r e s , e t a m b é m a m e s m a q u e 
a s o m m a dos t e r m o s da l i nha p r e c e d e n t e . S o m m a n d o pois todos o s t e r -
m a s da l inha m + 1 , t e r e m o s o d o b r o da s o m m a da l i nha m. O r a a 2 . " 
l i nha da t a b o a d a é 1 + 2 - f 1 =4 = 2 2 , e por c o n s e g u i n t e as l inhas s e -
g u i n t e s t e r ã o por s o m m a 2 3 , 2 * , . . . . 2m . L o g o : a somma das combina-
ções de m letras é 2m ; a somma dos termos das ordens , ou pares , ou im-
pares , é 2"'~l ; e esta somma é a mesma que a das combinações de m — 1 
leiras. 

3. S u p p o i í h a m o s q u e , t e n d o s e p a r a d o m l e t r a s a , b , c , d , . . . . em 
dois g r u p o s , um c o n t e n d o m 1 d ' c s t a s l e t r a s , e o o u t r o m'1 d a s r e s t a n t e s , 
s e n d o a s s im m = m ' + * » ' ' : s e p e d e o n u m e r o d e t o d a s a s c o m b i n a ç õ e s 
p a p f o r m a d a s de p ' d a s l e t r a s do p r i m e i r o g r u p o e de p" das do s e -
g u n d o , s endo p = p ' + p ' ' . 

P a r a i s t o , f a ç a m o s todas as c o m b i n a ç õ e s d a s p r i m e i r a s p' a p' , e as 
d a s s e g u n d a s p" a p". Os n ú m e r o s d ' e s t a s c o m b i n a ç õ e s s e r ã o r e s p e c t i v a -
m e n t e [m1 C p ' ] c [ m " C p " ] . Se r e u n i r m o s d o u s a d o u s c a d a um dos resul-< 
t a d o s das 1 . " c o m c a d a u m dos d a s 2.", p ' l e t r a s d e u m a p a r t e , r e u n i -
das com p" l e t r a s da o u t r a , f o r m a r ã o p l e t r a s ; e 6 c l a ro q u e e s t e s s v s t e -
m a s r e u n i d o s r e s o l v e r ã o a q u e s t ã o p r o p o s t a . O n u m e r o de t odas es tas c o m -
b i n a ç õ e s s e r á pois 

X = [ m ' Cp ' ] x [m" C p " ] (J) 

I . Em q u a n t a s c o m b i n a ç õ e s de m l e t r a s a , b , c , e n t r a a 
l e t r a a ? T e m o s m — p' — 1 , e X = [{m — 1) C ( p — 1)] . 

I I . E m q u a n t a s c o m b i n a ç õ e s e n t r a a s e m 6 , e 6 s e m a ? T e m o s 
m1 = 2 , p' = 1 , logo X = 2 x [ ( w — 2) C ( p —• 1) ] . 
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I I I . Em q u a n t a s e n t r a a c o m b ? T e m o s m ' = p ' = 2 , e 

X = [ ( m - 2 ) C ( p - 2 ) ] . 

I V . Em q u a n t a s n â o e n t r a n e m a , n e m b ? T e r n o s m' = 2 , p ' = 0 , 
eX = [(m — 2 ) Cp] . 

V. Em q u a n t a s d a s c o m b i n a ç õ e s de m l e t r a s p a p e n t r a m sé 
d u a s d a s t r e s l e i r a s a , b , c? T e m o s m' = 3 , p ' = 2 , e 

X = 3 x [ (m — 3 ) C ( p — 2}] . 

V I . E m q u a n t a s d a s 2 1 0 c o m b i n a ç õ e s d e 1 0 l e t r a s 4 a 4 n5o 
e n t r a n e n h u m a d a s t r e s l e t r a s a , b , c ? E m q u a n t a s e n t r a u m a s ó ? E m 
q u a n t a s d u a s ? E m q u a n t a s e n t r a m t o d a s t r e s ? A p p l i c a n d o a f ó r m u l a a c h a -
r e m o s : 

1 . ° N e n h u m a d a s t r e s l e i r a s 

2 . ° U m a só 

3 . ' D u a s 

4 . ° T o d a s t r e s 
N u m e r o t o t a l d a s c o m b i n a ç õ e s 

[ 3 C 0 j x [ 7 C 4 ] = 1 x 3 5 = 3 5 

[ 3 C l ] x [ 7 C 3 ] = 3 x 3 5 = 1 0 5 

[ 3 C 2 ] x [ 7 C 2 ] = 3 x 2 1 = 6 3 

[ 3 C 3 ] x [ 7 C l ] = 1 x 7 = 7 
210 

4. P e d i n d o - s e o n ú m e r o de p e r m u t a ç õ e s p a p de m l e t r a s d e n t r e m> 
d e s i g n a d a s , b a s t a r á t o m a r c a d a u m a d a s X c o m b i n a ç õ e s p r e c e d e n t e s e 
p e r m u t a r as p l e t r a s q u e n ' e l l a s e n t r a m . A s s i m , d e s i g n a n d o por Y o 
n ú m e r o d a s p e r m u t a ç õ e s p e d i d a s , t e r e m o s 

Y = X x 1 . 2 . 3 p . 
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5. Para effecluar com facilidade todas aspermutaçõespossiveis p a p 
de in leiras , p r o c e d e r e m o s da m a n e i r a s e g u i n t e . 

T e n d o c s c r i p l o na o r d e m a l p h a b e t i c a as m l e t r a s a, b , c , -..-U1V, 
s e p a r e m o s d ' e l l a s as p— 1 ú l t i m a s l e t r a s i, k, v. C o l l o q u e -
m o s d e p o i s a i . " d ' e s t a s l e t r a s s e p a r a d a s i e m f r e n t e d e cada u m a d a s 
p r i m e i r a s m — p 1 l e t r a s a , b , c h , f o r m a n d o a s s i m a s s e -
g u i n t e s p e r m u t a ç õ e s 2 a 2 , 

ta , Ib , ic, ih. 

M u d e m o s por fim , e s u c c e s s i v a m e n t e , t em a, b, c, h, t e n d o 
o c u i d a d o d e m u d a r t a m b é m a e m i , b e m i , . . . . í i c m i , nos t e r -
m o s e m q u e a s s im for n e c e s s á r i o p a r a q u e s e n ã o r e p i t a a m e s m a l e t r a . 
P o r e s t a f ó r m a c o n s e g u i r e m o s o b t e r i o d a s as p e r m u t a ç õ e s 2 a 2 d a s 
tn— p + 2 l e t r a s i , a , b, . . . . h, t o r n a n d o - s e c a d a u m a d ' e l l a s i n i -
c i a l o m e s m o n u m e r o d e vezes m — P - f 1 (n . ° 1 . ° ) . 

F e i t o i s t o , c o l l o q u e m o s a 2 . " l e t r a s e p a r a d a k e m f r e n t e d e l o -
d o s o s r e s u l t a d o s p r e c e d e n t e s , f o r m a n d o a s s i m a s s e g u i n t e s p e r m u t a ç õ e s . 
3 a 3 , 

kla , . . . . , kih, kai,.. .. kah , kba kbh , 

M u d a n d o d e p o i s s u c c e s s i v a m e n t e k em t , a , b , . . . . h , c o m a a d v e r t ê n -
c ia q u e a c i m a f izemos, o b t e r e m o s t o d a s as p e r m u t a ç õ e s 3 a 3 d a s m — p - \ 3 
l e t r a s k , i , a , b h. 

E p r o s e g u i n d o s e m p r e pe lo m e s m o e s t i l o , a t é c h e g a r a co l loca r 
a ú l t i m a d a s l e t r a s s e p a r a d a s v , n a f r e n t e d e t odas a s p e r m u t a ç õ e s p — 1 
a p — 1 d a s m — 1 l e t r a s r e s t a n t e s ; e f a z e n d o d e p o i s a m u d a n ç a succes» 
s iva de v em u . . . . k , i, a, b . . . . h , c o m a a d v e r t e n c i a i n d i c a d a , 
o b t e r e m o s finalmente t o d a s as p e r m u t a ç õ e s das m l e t r a s p a p. 

P o r e x . ° , p a r a p e r m u t a r 3 a 3 a s S l e t r a s o , b , c , d , e , s e p a -
r e - s e d e e, e p o n d o d em f r e n t e de c a d a u m a d a s t r e s a, b , c , v e m 

da , db, dc; 

m u d a n d o d e p o i s s u c c e s s i v a m e n t e d em a , b, c , c o m a dev ida a d v e r t e n -
cia , o b t e m - s e todos os a r r a n j o s 2 a 2 d a s 4 l e t r a s a , b, c , d, 
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da , db j dc, ad , ab, ac, ba ,bd , bc, ca , cb , cd. 

P n n d o po r f im e em f r e n t e de c a d a um d ' e s l c s t e r m o s o q u e dá eda , 
edb e m u d a n d o d e p o i s e em a , b , c , d , o b t e r e m o s os 60 a r r a n -
jos p e d i d o s (*). 

6. Para effecluar com facilidade todas as combinações possíveis de m le-
tras p a p , e m p r e g a r e m o s o p rocesso s e g u i n t e . 

E s c r e v a m - s e p r i m e i r o em l inha e na o r d e m a l p h a b e t i c a t odas a s m l e -
t r a s ; e t e r e m o s t o d a s a s suas c o m b i n a ç õ e s l a i . 

E s c r e v a m - s e d e p o i s n ' o u t r a l i n h a , a d i a n t e d e c a d a u m a d ' e s t a s l e -
t r a s , s u c c e s s i v a m e n t e t o d a s a s q u e s e s e g u e m a essa l e t r a n a 1." l i n h a ; 
e por e s t a f ó r m a o b t e r e m o s t o d a s as c o m b i n a ç õ e s d a s m l e t r a s 2 a 2 . P o r 
q u e po r e s t a m a n e i r a é e v i d e n t e q u e n ã o é possivel o m i t t i r - s e q u a l q u e r 
c o m b i n a ç ã o , n e m t ã o pouco r e p e t i r e m - s e d u a s . 

C o n t i n u e - s e s e m p r e , por e s t e m o d o , a e s c r e v e r , a d i a n t e de c a d a 
u m a d a s c o m b i n a ç õ e s j á o b t i d a s , s u c c e s s i v a m e n t e t o d a s a s l e t r a s q u e s e 
s e g u e m na 1.° l i nha á u l t i m a l e t r a d ' e s t a c o m b i n a ç ã o ; e por e s t a f ó r m a 
c h e g a r e m o s a o b t e r pe l a r a z ã o a p o n t a d a , t o d a s as c o m b i n a ç õ e s d a s m l e -
t r a s p a p. 

P o r e x . ° , p a r a e f f e c t u a r t o d a s as c o m b i n a ç õ e s 4 a 4 d a s 5 l e t r a s 
a , b, c , d, e , t e r e m o s s e g u i d a m e n t e : 

C o m b i n a ç õ e s 1 a í . . . . a , i , ¢ , <1, ( . 

2 a 2 . . . . ab, ac, ad, ae, bc , bd, be, cd, ce , de. 

3 a 3 . . . . abe , abd, abe, aed , ace , ade, bed, bce , 
bde , cde. 

4 a 4 . . . . abed , abce , ábde , aede , bede. 

(«) Esta theoria serve para achar o Iogogrypho e anagramma das palavras. 
E s t a s b a g a t e l h s 1 a l iás t raba lhosas , conduzem muitas vezes a resultados notáveis 
A' pergunta feita por Pilatos a JESUS-CHHISTO : Quid est veritas? responde o ana-
g r a m m a : est vir quiadest. Em Frere Jacques Clement, o assass ino de H e n r i q u e 
I l I , acha-se letra por letra : C'est 1'enfer qui m'a créé. 
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T o d o s o s t e r m o s , e m q u e e n t r a a ú l t i m a l e t r a e , nas c o m b i n a ç õ e s 
q u e t e m o m e s m o n u m e r o de l e t r a s , não f o r n e c e m t e r m o a l g u m p a r a a s 
c o m b i n a ç õ e s s e g u i n t e s , e m q u e e n t r a m a i s u m a l e t r a . 

Desenvolvimento das potencias de um polynomio. 

7 . S e n o p r o d u c t o d e m fac to res b i n o m i o s 

(s + a) [x + 6) [x + c) 

f i ze rmos a = b = c = . . . . , e s t e p r o d u c t o se t o r n a r á em (x + a ) m . P o r 
c o n s e g u i n t e para a c h a r o de senvo lv imen to da po tenc ia m de um b i n o m i o , 
p o d e m o s e f f ec tua r o p r o d u c t o a c i m a ind icado , e t o r n a r depois e g u a e s os 
2 . ° ' t e r m o s a , b , c , . . . . ; consegu indo por es to processo r e c o n h e c e r a 
lei q u e o b s e n a m os d iversos t e i m o s do p r o d u c t o , a n t e s de se p r a c t i c a r a 
r e d u c ç ã o . O r a j á v imos [Alg. El. n . ° I O i , V) q u e es te p r o d u c t o 6 da 
f ó r m a 

o " ' + A a m - - f B x ' " - 1 + C j . " 1 - 3 + N x " - " + . . . , . + abcd . . ; 

sendo A a s o m m a a -f 6 + c -(- dos 2 . ° ' t e r m o s dos f ac to r e s 
b i n o m i o s ; B a s o m m a dos seus p r o d u c t o s 2 a 2, ab -f ac -+- ad . . . . ; C 
a d o s p r o d u c t o s 3 a 3 , abe + abd + ; e t c . 

F a z e n d o a=b = c — . . . . , todos os t e r m o s de A se t o r n a m e g u a e s 
8 o ; os de B = a 1 ; os de C= a';.... os do N= a » . L o g o : 

A t o r n a - s e em a r e p e t i d o m v e z e s , ou A = ma. 
B t o r n a - s e em a 2 r e p e t i d o t a n t a s vezes q u a n t o s s3o os p roduc tos 

2 a 2 , o u B = a 2 [ m C 2 ] = m ^ r - a 1 . 
A 

C t o r n a - s e em a5 r e p e t i d o t a n t a s vezes quan tos são os p r o d u c t o s 3 a 3 , 

ou C = a 3 [ m C 3 ] = m ~ ( m ~ 2 ) a \ 

E a s s im por d i a n t e a r e s p e i t o dos f ac to r e s c o n s e c u t i v o s ; de so r t e 
que pa ra o t e r m o N x " - " de u m a o r d e m q u a l q u e r n , s e r á N — m C n ] a." 

O ú l t i m o t e r m o 6 a'". 
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D ' a q u i r e s u l t a a f ó r m u l a ' g e r a l d e s c o b e r t a po r N e w t o n : 

(9) 

/ ^ tn f m — 1 ) 
(a; + a ) w = xm + ma xm~l H —— a xm~-

m ( t n — l ) ( t n — 2 ) , 
+ 1 . 2 . 3 + + « - . 

S e ^ d e s i g n a r m o s p o r T n u m t e r m o q u a l q u e r d a o r d e m t i , s e r á o t e r m o s e -
g u i n t e T n + 1 c o r r e s p o n d e n t e á o r d e m n + 1 , ou q u e t e m n t e r m o s a n t e s 
d e si , 

_ mim—l)(m—2).. .. ( t n - — n + 1 ) . _ , 
T . + l = t ç , o — a . " - " = [ t n C n ] a " ® " - . . (h) 

l « â , O • « . . . . ti 

E s t a e x p r e s s ã o é o termo geral da f ó r m u l a ( g ) ; e c h a m a - s e a s s i m , 
p o r q u e , f a z e n d o n ' e l l a s u c c e s s i v a m e n t e n = l , 2 , 3 , . . . . , p o d e m o s 
d e d u z i r todos os t e r m o s da f ó r m u l a , c o m e ç a n d o no s e g u n d o . 

P a r a o b t e r o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( x — a)m bas ta m u d a r nas f ó r m u -
las (g) e (li) a em — a , i s to ó, b a s t a t o m a r c o m o s igna l c o n t r á r i o os l e r -
m o s em q u e a e s t á e l e v a d o a p o t e n c i a s i m p a r e s . T e r e m o s a s s i m 

/ i m (m—1) . 
(x — a)m = xm — max"-1 H a* xm~? x

 ' 1 . 2 

tw (tn — l ) ( m — 2 ) 3 
— ~ - — j - t a 3 a , " - 3 + ± a " 

• (O 

8. As fórmulas (g) e (!) compôe-se de m+1 lermos, e os coefficientes 
são todos números inteiros; na t a b o a d a da p a g . 9 e n c o u t r a m - s e e s t e s c o e f -
f i c ien tes pa ra as d ive r sas p o t e n c i a s a t é á 2 0 . ° 

O s e x p o e n t e s d e a vão c r e s c e n d o s u c c e s s i v a m e n t e d e u m a u n i d a d e 
d e s d e o t e r m o em q u e a se t o r n a na u n i d a d e ou a", a l é ao ú l t i m o , em 
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q u e a e s t á e l e v a d o á p o t e n c i a m. Os de x d e c r e s c e m d e s d e o l .° t e r m o 
em q u e x e s t á e l e v a d o á p o t e n c i a m a t é ao ú l t i m o , em q u e x se t o r n a na 
u n i d a d e ou x." Em c a d a t e r m o a s o m m a dos e x p o e n t e s de a e x é s e m -
p r e = m . D ' a q u i p o d e m o s conc lu i r ( p a g . 6 , l . °) a s e g u i n t e r e g r a p a r a d e -
d u z i r u m t e r m o q u a l q u e r d a s e r i e d o seu p r e c e d e n t e : 

Mulliplique-se o termo precedente por — e pelo expoente a que nelle 
x 

se acha elevado x; e divida-se depois pelo numero, que designa na serie 
a ordem d'este termo. 

£ a s s im , q u e no s e g u i n t e e x . ° p o d e r e m o s a c h a r c o n s e c u t i v a m e n t e 
os t e r m o s da s e r i e do d e s e n v o l v i m e n t o de (x + a)9, o b t e n d o 

(x =£ a)» = X^dz 9 a x 8 + 3 6a V =fc 8 í a 3 x 6 + 1 2 6 a 4 x 5 ± 1 2 6 a 5 x< + . . . 

Sc o b i n o m i o não e s t i v e r r e d u z i d o á f ó r m a m a i s s i m p l e s x ± a, n ã o t e -
m o s m a i s do q u e s u b s t i t u i r n a s f ó r m u l a s ( 7 ) e (/) por x e po r a os t e r -
m o s q u e lhes e q u i v a l e m . A s s i m pa ra a c h a r o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( 2 6 3 — 5 c 3 ) 9 , 
f a r e m o s n a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e x = 2 6 3 , a = — o c 3 , e u s a n d o dos s i -
g n a e s i n f e r i o r e s , v i r á 

{ W — = 2 ' 6 2 ' — 9 . 5 c s 2 9 6 1 4 + 3 6 x b V 2 ' ò J 1 . „ 
= 5 1 2 6 2 7 — 4 5 x 2 5 6 c , 6 2 ' + 3 6 x 2 5 x 1 2 8 c 6 ô 2 1 — 

F i n a l m e n t e , pe lo q u e j á f i e a d i c t o , a d v e r t i r e m o s a i n d a q u e n a s f ó r -
m u l a s ( g ) e ( í ) : 

1 . ° D e p o i s d o t e r m o m é d i o , a p p a r e c e m o s m e s m o s coef f i c ien tes 
e m o r d e m r e t r o g r a d a ; c o s coe f f i c i en te s e q u i d i s t a n t e s dos t e r m o s e x t r e -
m o s s ão e g u a e s . E s t e s coe f f i c i en t e s c r e s c e r a a t é a o t e r m o m é d i o , c u j o 
va lo r se a c h a nas p a g . 7 e 8 . 

2 . ° C a d a um dos coe f f i c i en t e s da po tenc i a m s o m m a d o c o m o s e -
g u i n t e , dá o coe f f i c i en te do t e r m o da m e s m a o r d e m q u e o d ' e s t e ú l t i m o , 
n o d e s e n v o l v i m e n t o d a po tenc ia ( m + 1 ) Y e j a - s e p a g . 8 . 

3 . ° A s o m m a de todos os c o e f f i c i e n t e s da po tenc i a m é = 2" = á 
s o m m a dos c o e f f i c i e n t e s de t o d a s a s o r d e n s . p a r e s ou i m p a r e s , na p o t e n -
cia (m -f- 1) c o m o se viu ( p a g . 1 0 . ) Na v e r d a d e f a z e n d o x = a= 1 , a 
e q u a ç ã o (</) r e d u z - s e a 2" = ^ s o m m a de todos os coe f f i c i en t e s . 
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4 . ° Q u a n d o x= 1 e a — z, as e q u a ç õ e s (</) e ( i ) l o r n a m - s e em 

* " » ( m — 1 ) , m f m — l ) ( m — 2 ) , 
( I ± z ) » = l ± r o z + . 1 Lzi+ - 1 —5-* * + . . . ± 2 " . . (/) 

1 • A L , Jd • O 

S e n d o e s t a e x p r e s s ã o m u i t o m a i s s i m p l e s , c o s t u m a r e d u z i r - s e a e l la 
o d e s e n v o l v i m e n t o das p o t e n c i a s d o s b i n o m i o s . Se t i v e r m o s (A ± B)**, d i v i d i -
r e m o s a e x p r e s s ã o d e n t r o do b i n o m i o por A , a f i m de r e d u z i r o l . ° t e r m o á 
u n i d a d e ; e m u l t i p l i c a r e m o s d e p o i s p o r A™ p a r a q u e n ã o f ique a l t e r a d a a 

( B 
e x p r e s s ã o , q u e v i rá a s s i m t r a n s f o r m a d a em A m ^ l ±: — J . F a z e n d o — = % , 

p o d e m o s à p p l i c a r a f ó r m u l a ( / ) . A s s i m p a r a ( 2 a + 3 i 8 ) , r e d u z i r e m o s e s t a 
• 3 b\8 , 3 b 

e x p r e s s ã o a ( 2 a ) 8 ^ l + 2 " " ) » e » a r e m o s z — ^ • 

P a r a a p p l i c a r d e p o i s a f ó r m u l a c o m m a i s f a c i l i d a d e , f o r m a r e m o s o s 
p r o d u c t o s c o n s e c u t i v o s dos f a c t o r e s m, ~(m — 1 ) , 7 (m — 2 ) , i ( r n — 3 ) , 
c o m o se ens inou ( p a g . 6 . ) , a t é á o r d e m ^ m q u a n d o m é p a r , ou a t é 

á o r d e m — q u a n d o m é i m p a r ; e o b t e r e m o s a s s i m os c o e f f i c i e n t e s 
d 

d o d e s e n v o l v i m e n t o , q u e d e p o i s t e r ã o d e m u l l i p l i c a r - s e pe las po t enc i a s c r e s -
c e n t e s de z . N o e x e m p l o de c i m a , t e n d o f o r m a d o as f r a c ç õ e s - f» 7» 7 » 7» 
a c h a r e m o s p e l a s m u l t i p l i c a ç õ e s success ivas o s coe f f i c i en te s 8 , 2 8 , 5 6 , 7 0 ; 
e c o m o o ú l t i m o é o t e r m o m é d i o , s e r ã o os s e g u i n t e s 56 , 28 , 8 . D i s -
t r i b u i n d o c o n v e n i e n t e m e n t e a s p o t e n c i a s c r e s c e n t e s z , z 2 , z 3 , . . . . ; m u l -
t i p l i c a n d o t u d o por 2 5 6 . a 8 ; e p o n d o f inalmente po r a a f r a c ç ã o q u e es t a 
l e t r a r e p r e s e n t a : v e m 

( 2 a + 3 6 ) 3 = 2 5 6 . a 8 + 3 0 7 2 . a 7 6 + 1 6 1 2 8 . a(b2 + 4 8 3 8 4 . a ' 6 J 

+ 9 0 7 2 0 . a'b' + 1 0 8 8 6 4 . a J 6 ' + 

9 . P a r a o b t e r m o s o d e s e n v o l v i m e n t o d a po tenc i a i n t e i r a d e u m p o l v -
n o m i o q u a l q u e r d a f o r m a 

( a + 6 + c + d + . . . . ) " , 
3 
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p o d e m o s s e r v i r - n o s d a s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s d o d e s e n v o l v i m e n t o d e u m 
b i n o m i o , p o n d o ô + c + d + .. .. = x. A n t e s de e x p o r m o s o raethodo 
d e a c h a r o t e r m o g e r a l d ' e s t e d e s e n v o l v i m e n t o , c o n v é m p r i m e i r o d a r o u t r a 
f ó r m a á e x p r e s s ã o ( h ) d o n . ° 7 , m u l t i p l i c a n d o a m b o s o s seus t e r m o s po r 
1 . 2 . 3 . . . . ( m — n ) . E n t ã o o n u m e r a d o r t o r n a r - s e - h a o p r o d u c t o dos 
i n t e i r o s s e g u i d o s d e s d e 1 a t é m , e a e x p r e s s ã o (/i) se m u d a r á em 

_ 1 . 2 . 3 m 
" + 1 " " 1 . 2 . 3 . . . . n x 1 . 2 . 3 . . ( m — r i ) " W 

A v a n t a g e m d ' e s t a f ó r m u l a , s ô b r e a sua e q u i v a l e n t e , c o n s i s t e , em f o r -
n e c e r todos os t e r m o s do d e s e n v o l v i m e n t o de (x + a ) d a n d o a n os va lo -
r e s success ivos 0 , l , 2 , 3 , . . . . » i , d e b a i x o da convenção de não se 
attender ao factor 1 . 2 . 3 . . . . n , quando se suppuzer n = O , nem ao fa-
ctor 1 . 2 . 3 . . (m — n) quando for n = m. 

P o s t o i s to , e f a z e n d o , c o m o a c i m a d i c e m o s , x = 6 + c - J - d + • • • •, 
a p o t e n c i a d a d a s e r á e g u a l a (a + x~)m, e o seu t e r m o g e r a l em q u e e n t r a 
a", s e r á d a d o pe l a f ó r m u l a ( m ) , o u 

^ 1 . 2 . 3 . . - . — . . m 
1 . 2 . 3 . . . . n x 1 . 2 . 3 . . . . ( m — n ) 

a" x 

P o n h a m o s t/ = c -f d! + e ; s e r á xm~n = (6 + y)m~", e se d e -
s e n v o l v e r m o s es ta ú l t i m a p o t e n c i a , o seu t e r m o g e r a l , e m q u e e n t r a 
s e r á , p e l a f ó r m u l a ( t w ) , 

1 . 2 . 3 I m — n ) ,„, . ri—n1 

1 . 2 . 3 n ' x l . 2 . 3 . . . . ( m — n — n ' ) I
nY 

S e s u b s t i t u i r m o s a g o r a e s t a q u a n t i d a d e e m loga r d e xm~n e m ( 1 ) , o r e -
s u l t a d o r e p r e s e u t a r á o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d a po tenc i a d o p o -
l y n o m i o , e m q u e e n t r a anbnl. E s t e r e s u l t a d o , s i m p l i f i c a n d o a f r a c ç ã o , s e r á 

C2\ ^ ^ ^ m nnhn'^~n-H' 
K ' 1 . 2 . 3 . . n x 1 . 2 . 3 . . n ' x l . 2 . 3 . . [ m — n — n ' ) 
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P o n d o d e p o i s z = d + e + t e r e m o s y"'-''-n, = (c + z ) " ~ " - n ' 
e o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d ' e s t a ú l t i m a p o t e n c i a , e m q u e e n t r a 
cM" s e r á 

1 . 2 . 3 . . . . ( m n n f ) 
I/ Zt • 

1 . 2 . 3 . . n " x 1 2 . 3 . . ( m — n — n ' — n " ) 

S u b s t i t u i n d o a g o r a e m ( 2 ) e s t a ú l t i m a e x p r e s s ã o , e m Ioga r d e yM-"—', 

o b t e r e m o s , f e i t a s a s s i m p l i f i c a ç õ e s , o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d a 
p o t e n c i a d o p o l y n o m i o e m q u e e n t r a anò"'cB", o u 

1 . 2 . 3 . . n x 1 . 2 . 3 . . n ' x 1 . 2 . 3 . . n ' x l . 2 . . ( m — n — n ' _ n " ) ® 6 * 

S e m s e r n e c e s s á r i o i r m a i s a d i a n t e , j á d ' a q u i p o d e m o s c o n c l u i r , q u e s e d e -
s i g n a r m o s p o r N o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( a + b + c + . . , 
s e r á e s t e t e r m o g e r a l 

1 . 2 . 3 , - r . . . , tn , „ 
N = a"b c d . . . , 

1 . 2 . 3 ^ f t x l . 2 , 3 . . n x 1 . 2 . 3 . . n " x . . 

s e n d o n , n \ n " , i n t e i r o s q n a e s q u e r , q u e s a t i s f a ç a m á cond içSo 
> i + n ' - f n " - f . . . . = m . P a r a d e d u z i r pois d ' e s t a f ó r m u l a t odos o s t e r -
m o s d o d e s e n v o l v i m e n t o p e d i d o , d e v e r e m o s p r o c u r a r t o d o s o s s y s t e m a s d e 
va lo re s i n t e i r o s e p o s i t i v o s , q u e p o d e m s a t i s f a z e r a e s t a equaçHo de c o n -
d i ç ã o , e d e o s s u b s t i t u i r d e p o i s s u c c e s s i v a m e n t e n a f ó r m u l a ; t e n d o o c u i d a -
d o , c o m o j á a d v e r t i m o s , d e n3o a l t e n d e r n o d e n o m i n a d o r d o coe f l i c i en t e 
n u m é r i c o , aos f a c t o r e s q u e t e r m i n a r i a m e m zero. 

Em (a + b + c ) ' ° , por e x . ° , um d o s t e r m o s é 

i o q t n 
' - a5 6 V = 2 5 2 0 . a 5 6 V ; 

1 . 2 . 3 , 4 . 5 x 1 . 2 . 3 x 1 . 2 

e e s te m e s m o c o e f f i c i e n l e se rá o dos t e r m o s a 3 6 V , axb'c5, 
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1 0 . T e m o s a t é a q u i s u p p o s t o q u e o expoente m é um numero inteiro 
e positivo. P a s s á m o s a g o r a a m o s t r a r , q u e as f ó r m u l a s q u e a c h á m o s , s ão 
a p p l i c a v e i s ao caso de se r m n u m e r o negativo, fraccionario , irracional, ou 
transcendente. E pa ra i s s o , b a s t a r á m o s t r a r q u e o b i n o m i o ( I z t z ) " 1 t e m 
o d e s e n v o l v i m e n t o (/) d o n .° 8 , e m todos e s t e s c a s o s ; por q u e c o m o j á 
v i m o s s e m p r e é possivel r e d u z i r a es ta f ó r m a o d e s e n v o l v i m e n t o de (x ± a)m , 
e p o r consequênc i a o de q u a l q u e r p o l y n o m i o da f o r m a (a + ô + c - f - . . -)m 

D e s i g n a n d o po r m e n q u a e s q u e r g i a n d e z a s , e p o n d o 

X= 1 =fc JtnlZ+ \m (m—l)si=tetc., 

y = l ± nz + ±n ( n — 1 ) z* ± e t c . ; 

t e r e m o s , f a z e n d o p = m + n, 

xy = 1 ± pz - f \ p ( p — 1 ) z 1 ± e t c . 

P a r a a c h a r e s t e r e s u l t a d o , q u e s e ver i f i ca pe la m u l t i p l i c a ç ã o e fec t iva d o 
va lo r de x pe lo de y , n ã o é n e c e s s á r i o r e c o r r e r a e s t a m u l t i p l i c a ç ã o , q u e 
n ã o nos i n d i c a r i a f a c i l m e n t e a Iei d o s t e r m o s da s e r i e . E só b a s t a r á a d v e r -
t i r , q u e , s e n d o m e n q u a e s q u e r g r a n d e z a s , se n ó s c o n h e c e s s e m o s d u a s 
e x p r e s s õ e s em q u e e n t r a s s e m r e s p e c t i v a m e n t e m e n , ás q u a e s c o m p e t i s -
s e m os d e s e n v o l v i m e n t o s de x e y , e a c u j o p r o d u c t o c o m p e t i s s e o d e -
s e n v o l v i m e n t o de xy; p o d e r i a m o s conc lu i r q u e e s t e u l t i m o d e s e n v o l v i -
m e n t o t e r i a Ioga r em todos os c a s o s , e c o m a f ó r m a q u e l h e s u p p u z e -
m o s . C o m e í f e i t o , d e v e n d o d e d u z i r - s e e s t e d e s e n v o l v i m e n t o d a m u l t i p l i c a -
ç ã o dos do i s p o l y n o m i o s , q u e são a e x p r e s s ã o de x e y , e s e n d o as r e -
g r a s d a m u l t i p l i c a ç ã o dos po lynomios i n d e p e n d e n t e s d a s g r a n d e z a s q u e s e 
p o s s a m a l t r i b u i r á s l e t r a s dos f a c t o r e s ; e s t á c l a ro q u e a f ó r m a d o d e s e n -
v o l v i m e n t o s e r á s e m p r e a m e s m a , em q u a n t o a d o s f a c t o r e s t a m b é m o 
f o r . P o r e x , ° , o t e r m o q u e c o n t é m Z i em xy , d e v e s e r o p r o d u c t o de 
c e r t o s t e r m o s de x e y , t e r m o s q u e s e r ã o os m e s m o s q u a e s q u e r q u e s e -
j a m o s va lo r e s d e m e n ; e s e e s t e p r o d u c t o e m u m caso for ^ p ( p — l ) s % 
e s t á c l a r o q u e s e r á o m e s m o em todos o s m a i s casos . 

O r a já v i m o s q u e s e n d o m e n i n t e i r o s pos i t ivos é x = ( t ± : z ) w , e 
y = (1 ± z)n , e q u e é e n t ã o 
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xy = (l± z ) " + " = (1 ± z ) í = 1 ± p z + Íp (p — 1 ).z2± e t c . ; 

d o n d e c o n c l u i r e m o s , q u e x y t e m , e m todos o s c a s o s , a f ó r m a q u e lhe 
s u p p u z e m o s . 

P o s t o i s t o : 
1.° Se m é inteiro e tem o signal negativo: c o m o n é q u a n t i d a d e 

a r b i t r á r i a , p o d e m o s s u p p o r n = + m , t o r n a n d o - s e e n t ã o n i n t e i r o e p o s i -
t i v o , e por c o n s e g u i n t e y = (1 ± z)n. E c o m o es ta h y p o t h e s e t o r n a p = 0 , a 
3 . " e q u a ç ã o s e r e d u z i r á H i j = I l O u a ; = y~l— ( 1 ± z)~n=*= ( I r f c s ) - " ' . 
T e r e m o s po is 

/ 1 s , m ( m - f - l ) , m ( m + l ) ( m + 2 ) 3 ( 1 =F g ) = 1 ± m z - t ~ 1 . 2 . 3 

T < + _ _ ± ^ + 1 ) ( . + 2 ) . . . . ( , + , - - . ) ^ = [ ( í + m _ ) ) c ? > i 

A c h a r e m o s a s s i m , po r e s t e t e r m o g e r a l , p a r a 

(,x ± a ) - 1 coef f ic . 1 p= 1 
[x ± a')~2 í =F 2 
(x=ta)~3 í =F 3 

(x=ta)-3 1 =p 4 

+ 1 =P 1 + 1 
+ 3 =P * + 
+ 6 z p 1 0 + 
+ 1 0 P= 2 0 + 3 5 . . . . 

A t a b o a d a da p a g . 9 d á , nas c o l u m n a s v e r t i c a e s , a Iei d ' e s t e s n ú -
m e r o s . 

2 . ° Se m é fraccionario (positivo ou negativo): f a ç a m o s n = m, 
será p = 2m e xy = x2; logo 

, , ^ 2m(2m—1) . 
X i = i + 2 m s H J ^ — - Z i + e t c . 

i • M 
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M u l t i p l i c a n d o e s t a e q u a ç S o p o r x= 1 + mz + e t c . , v e m 

. „ 3 m (3m — 1 ) _ 
x3 = 1 + Zmz + — — • s 2 + e t c . 

I . Ú 

T o r n a n d o a m u l t i p l i c a r po r x , v e m 

4 m l í m — 1 ) , 
x* = 1 + 4 mz H — — z 2 + e t c . 

1 i i 

D o n d e c o n c l u i r e m o s , e m g e r a l , 

* km (km — 1 ) a 
x =1 +kmz-\ - x—t-z2 + e t c . , 

1 * A 

q u a l q u e r q u e s e j a o i n t e i r o k . 

P o r t a n t o se k fo r o d e n o m i n a d o r da f r a c ç ã o m= — , ou km = I, 
K 

s e r á 

, j i i 
X = i + lz + l - — Z2 + e t c . = ( t + z ) , 

p o r s e r l um i n t e i r o , pos i t ivo ou n e g a t i v o , c o n f o r m e m é pos i t ivo ou n e -
g a t i v o . T e m o s po is 

* / i , / 1 . \m 
X = ( 1 + z ) , 0 J = ( l + i ) . 

3 . ° Se m é irracional , ou comprehende expressões transcendentes, 
taes como logarithmos, exponenciaes, arcos de circido, senos, cosenos e t c . 
S u p p o n d o q u e n e h são d o u s n ú m e r o s e n t r e os q u a e s m e s t á c o m p r e h e n -
d i d o , c a d a u m d o s t e r m o s d e x = 1 + m z + e t c . . . . e s t a r á c o m p r e h e n -

d i d o e n t r e os s eus c o r r e s p o n d e n t e s d a s s e r i e s (t + z) e (1 + z) ; e é 
c l a r o q u e x e s t a r á e n t r e e s t a s d u a s e x p r e s s õ e s , q u e p o d e m d i f f e r i r e n t r e 
s i t ão p o u c o c o m o s e q u i z e r . 

C o m o pois ( 1 + z ) p ô d e a p p r o x i m a r - s e i n d e f i n i d a m e n t e d e x á m e -
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dida q u e n se a p p r o x i m a r de m : se c h a m a r m o s a a d i f T e r e n ç a , s e r á 
( 1 + s ) " = x + a . D o m e s m o m o d o s e c h a m a r m o s g a difTerença e n t r e 
( 1 + * ) • e ( I + * ) » , l e r e m o s ( 1 + « ) • = ( I + z ) " + g . L o g o x + a = ( 1 + a ) - + g ; 
e c o m o a e g são q u a n t i d a d e s q u e se p o d e m t o r n a r tão p e q u e n a s c o m o se q u i z e r , 
t e r e m o s por f i m ( A l g . E l . n . ° 1 2 0 ) x = ( l + 2 ) ' ° . 

4 . ° Se m é imaginaria: s u j e i t a m - s e c o n v e n c i o n a l m e n t e e s t a s e x p r e s -
sões ás m e s m a s r e g r a s da s q u a n t i d a d e s r e a e s ; visto q u e não é poss ível 
n e m f o r m a r u m a idea e x a c t a d e u m c a l c u l o , c u j o s e l e m e n t o s s e r i a m s v m -
bolos q u e nâo r e p r e s e n t a m g r a n d e z a a l g u m a ; n e m por c o n s e q u ê n c i a d a r 
d e m o n s t r a ç ã o a tal r e s p e i t o ( A l g . E l e m . n . ° 1 3 6 ) . ( N o t a 2 ." ) 

1 1 . T e n d o vis to q u e as f ó r m u l a s (17) e ( i ) t e m l o g a r q u a l q u e r q u e 
se ja o valor de m , pas semos a a p p l i c a l - a a a l g u n s e x e m p l o s . 

I . P a r a desenvolver — - — = - x 7 — : — ( f a z e n d o A- = — ) , d e s e n -
Oi+ BX a 1+ kx\ a / 

volva-se e m s e r i e ( 1 + À \ » ) _ 1 pela f ó r m u l a ( / ) . 
Os coef f ic ien tes t e m por f ac to r e s — 1 , £ (— 1 — 1 ) , i ( — 1 — 2) 
os q u a e s são todos = — l ; os p r o d u c t o s são a l t e r n a d a m e n t e + 1 , — I : 
d o n d e r e s u l t a a p r o g r e s s ã o por q u o c i e n t e 

1 — kx + k2x2— k*xs .. .. , c u j a r azão 6 — kx. 

Sx gV S3X1 . Snx' a a í , Sx g V 
L o g o = — I l 1 

a + Sx a \ a a'1 + Sx a \ a a a1 " a " 

I I . P a r a i / ( a 2 ± x2), e s c r e v a - s e 

fazendo x = ay. P a r a a c h a r a po tenc ia i d e ( 1 ± y l ) f o r m e m o s o s f ac to -
res dos c o e f f i c i e n t e s , a s a b e r : 5 - , 7 ( ^ — 1 ) > t ( i — 2 ) , ou £ , — 7 , 
-— 7 , •— ~; os p r o d u c t o s são f r a c ç õ e s cu jos n u m e r a d o r e s são os f a c t o r e s 
i m p a r e s 1 . 3 . 5 . 7 . . . . , e o s d e n o m i n a d o r e s o s f a c t o r e s pa re s 2 . 4 . 6 . 8 . 
L o g o : 
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V1 i.y4 1 . 3 1 / ' 1 . 3 . 5 y * . 1/(1 - + - U 1 W l i i i — ± d t . . . ^ s 1 - y ) — o 9 4 O l f i QAK.8 2 . 4 2 . 1 . 6 2 . 4 . 6 . 8 

a ; 1 1 . x 4 1 . 3 x 4 1 . 3 . 5 x " _ ^ 

I I I . D o m e s m o m o d o s e o b t e r á 

1 / 1 . 3 x 4 1 . 3 5 x ' 1 . 3 . 5 7 x ' . _ \ 
(a»=fc x = ^ l = P — + + ã X ê ^ r . -

» 3 3 1 3 
(1 ± : x Y * = 1 — x H X 1 H = x 3 - i : X4 e t c . V ' - 2 8 1 6 1 2 8 

3 3 . 5 , 3 . 5 . 7 , 3 . 5 . 7 . 9 < , 
( I i x ) . = + — x ^ — x 3 + — X e t c . 

• vv _ 

/ x x * 5 x s I O x 4 2 2 x * \ 

+ = — - — + _ _ — - + ^ . g . 

, k m . x i y 1 5 ^ 1 ° y 1 2 2 2 ^ t l 

( 1 — a ) - 1 = 1 + 2 a + 3 a ' + 4 a 1 + ( n + 1 ) a " . . > 

1 2 . T o d o s o s coe f f i c i en te s d o d e s e n v o l v i m e n t o d e ( x + a ) * , q u a n d o 
m fo r p r i m o , s ão m ú l t i p l o s d e m , a b s t r a h i n d o dos d e x " e a m ; c o m e í fe i to 
a e q u a ç ã o ( c ) dá 

1 . 2 . 3 p X [ m C p ] = m ( m — 1 ) ( m — 2 ) ( m — p + 1 ) . 
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O r a , s e n d o o 2.® m e m b r o m ú l t i p l o d e m , t a m b é m o i . ° o d e v e s e r , e 
c o m o s u p p u z e m o s m p r i m o e > p , d e v e p o r c o n s e g u i n t e m d i v i d i r [ m Ç p l . 

D o m e s m o m o d o s e m o s t r a q u e lodos o s coe f f i c i en te s d e ( a - f b + c . . )"" 
s ã o m ú l t i p l o s de m , e x c e p t o am, bm , Cm,.... 

D e s i g n a n d o pois por k u m i u t e i r o , l e r e m o s 

( a + b + c.. )"'= am + b" + ca . . . . + mk. 

Se f i z e rmos 1 = a = b = c . . . . , s e n d o l i o n u m e r o de t e r m o s do p o -
Iynomio , a c h a r e m o s Iim = Ii 4- mk; d o n d e se t i r a hm—h — um m ú l t i p l o 

h(lr->—1) . . T . 
d e m , OU' = i n t e i ro . L o g o , s e u m n u m e r o p r i m o m n a o f o r 

m r 

d iv i so r e x a c t o d e h , s e l - o h a d e ( h m ~ l — 1 ) . E s t e é o t h e o r e m a d e F e r -
m a t ( V e j . Âddit. ás notas da Arillim. p a g . 2 7 6 . ) , q u e se e n u n c i a da m a -
ne i r a s e g u i n t e : 

Se o inteiro h nào for múltiplo do numero primo m , o resto da 
divisão de li"1-1 por m será a unidade. 

E s t e t h e o r e m a a inda s e p o d e e n u n c i a r d ' o u t r o m o d o . C o m o m — 1 
é u m n u m e r o p a r , f a z e n d o m — 1 = 2 j , s e r á 

A — — í = (hi — 1) = (h i + 1 ) , 

e por c o n s e g u i n t e d e v e m d i v i d i r um d e s t e s f a c t o r e s . L o g o : q u a n d o m f ò r 
m—1 

um n u m e r o p r i m o > 2, e n ã o d iv id i r h , o r e s t o da d iv i s ão de h a p o r 
m s e r á rir 1. 

Extracção das raizes de qualquer grão dos números e dos polynomios. 

1 3 . N a A r i t h m e t i c a ( n . ° 7 0 ) d e m o s u m a r e g r a g e r a l p a r a a e x t r a -
c ç ã o d a s r a i zes dos g r ã o s s u p e r i o r e s ao t e r c e i r o , e i n d i c á m o s a r a z ã o da 
m e s m a r e g r a , q u e p o d e a g o r a s e r m a i s b e m e n t e n d i d a c o m o e x e m p l o 
s e g u i n t e . 

P a r a a c h a r m o s a r a i z 4 . " de 5 4 8 4 6 4 , d e s i g n e m o s p o r A a 4 .* p o -
tenc ia m a i s e l evada c o n t i d a n e s t e n u m e r o , po r a as d e z e n a s , e p o r 6 as 
u n i d a d e s da sua ra iz . C o m o 

4 
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A = (a + 6 ) 4 = a 4 + 4 a 3 6 + 6 a 2 ò 2 + 4 a ò M 6 4 , 

o 1.° t e r m o a* 6 a 4 . " po tenc ia do a l g a r i s m o d a s d e z e n a s , e por isso d e v e 
a c a b a r por q u a t r o zeros á d i r e i t a . S e p a r a n d o pois os q u a t r o a l g a r i s m o s 8 4 6 4 , 
v ê - s e q u e 5 4 c o n t é m a 4.® po tenc ia d o a l g a r i s m o d a s d e z e n a s , c o n s i d e r a d a s 
c o m o s i m p l e s u n i d a d e s ; e c o m o 16 é a 4." po tenc ia m a i s e l evada c o m -
p r e h e n d i d a e m 5 4 , f i c a e v i d e n t e q u e 2 , r a i z 4 / d e 1 6 , é o a l g a r i s m o 
d a s d e z e n a s . 

D i m i n u i n d o 1 6 d e 5 4 , e r e p o n d o o s a l g a r i s m o s s e p a r a d o s , o r e s t o 
3 8 8 4 6 4 c o n t é m as o u t r a s q u a t r o p a r l e s de (a + b)*, ou S^b + Gcfb* 
+ 4 a b 3 + ò 4 . M a s c o m o 4 a 3 b a c a b a em t r ê s ze ros , q u e p r o v é m do f a -
c t o r a 3 , por isso s e p a r a n d o o s t r ê s a l g a r i s m o s 4 6 4 , o r e s t o 3 8 8 c o n t e r á 
4 vezes o p r o d u c t o d a s u n i d a d e s b pe lo c u b o do a l g a r i s m o 2 d a s d e z e -
n a s , c o n s i d e r a d a s c o m o s i m p l e s u n i d a d e s , ou 4 x 8 x b = 3 2 b , e a l é m 
d i s t o os m i l h a r e s p r o v e n i e n t e s de 6 a 2 6 + O q u o c i e n t e 10 

d e 3 8 8 d i v i d i d o por 3 2 s e r á p o i s ~ ò ; m a s p a s s a n d o á v e r i f i c a ç ã o , i s to 

é , f o r m a n d o , c o m o a b a i x o se vê , o p r o d u c t o b ( 4 a 3 + 6 a 2 6 + 4 a ò 2 + b3), 
r e c o n h e c e - s e q u e é n e c e s s á r i o r e d u z i r b a 7 , s e g u i n d o n i s to ura p roces so 
a n a l o g o a o q u e e m p r e g á m o s nas e x t r a c ç õ e s d a s r a i ze s q u a d r a d a s e c u b i c a s ; 
e s e r á a r a i z 27 e x a c t a a t é á s u n i d a d e s . 

Q u e r e n d o l eva r a a p p r o x i m a ç ã o m a i s a d i a n t e , j u n c t e m - s e q u a t r o z e -
r o s , dos q u a e s s e s e p a r e m t r e s , e d i v i d a - s e 1 7 0 2 3 0 por 4 á3, f a z e n d o 
a ' = 2 7 . E c o m o 4 a ' 3 = 4 a 3 + 1 2 a a 6 + i2ab2+U3, v ê - s e q u e p a r a f o r -
m a r e s t e d iv i so r b a s t a a j u n c t a r 6 a 2 ò + 8 a í » 2 + 3 b 3 á p a r t e d o p r o d u c t o d e 
c i m a , c o m p r e h e n d i d o e n t r e p a r e n t h e s e s . F e i t o o ca l cu lo pela m a n e i r a 
a b a i x o i n d i c a d a , a c h a - s e p a r a 2 . ° d iv isor o n u m e r o 7 8 7 3 2 , q u e d á 2 
p a r a a p r i m e i r a l e t r a d e c i m a l da r a i z . 

5 4 . 8 4 6 4 
16 3 2 1 ." d iv i so r . . 4 a 

2 7 , 2 
3 5 3 0 6 3 

168 3 S S . 4 6 4 
3 7 1 . 4 4 1 

1 7 . 0 2 3 0 

168 . . 
3 9 2 . 

3 4 3 

6 a 2 ò 1 6 8 
4 a ò 2 . . 2 v e z e s . . . 7 8 4 

6 \ . 3 v e z e s . . 1 0 2 9 

5 3 0 6 3 x 7 = 3 7 1 4 4 1 2 . ° d iv i sor 7 8 7 3 2 = 4 . 2 7 3 

E s t e p r o c e s s o , t i o c o m m o d o p a r a a c h a r c a d a u m dos d i v i s o r e s p a r -
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c i a e s , é g e r a l , q u a l q u e r q u e fo r o g r ã o d a r a i z , q u e s e p e r t e a d e e x t r a » 
b i r . 

1 4 . P o r m e i o d a s t a b o a s d o s I o g a r i t h m o s f a z e m - s e e s t a s e x t r a c ç õ e s 
c o m m u i t o m a i o r f a c i l i d a d e , m a s ha o i n c o n v e n i e n t e de s e n ã o p o d e r 
o b t e r u m a a p p r o x i m a ç ã o a l é m dos l i m i t e s d a s m e s m a s t a b o a s . N ' e s t e c a s o 
u s a r e m o s dos p rocessos s e g u i n t e s . 

I . A s s e r i e s ( I I . p a g . 2 3 . ) s e r v e m p a r a a e x t r a c ç ã o d a s r a i z e s c o m 
g r a n d e a p p r o x i m a ç ã o . A s s i m pa ra o b t e r K N , d e c o m p o n h a - s e N e m d o u s 
q u a d r a d o s a 2 e i a ; 2 , , d a s q u a e s o l .° se ja m u i t o g r a n d e e m r e l a ç ã o a o 

2 . ° ; e n t S o KN = K ( a 2 ± x2) = ( a 2 =fc x2)2 v i r á e x p r e s s o n ' u m a s e r i e 
c o n v e r g e n t e ( A l g . n . ° 1 0 6 ) . 

S e , p o r e x . 0 , nos p e d i r e m K 8 , d e c o m p o n d o 8 e m 9 — 1 , t o m a r e m o s 

a=3 ex=i,e v i r á K 8 = K ( 9 — 1 ) = ( 3 2 - 1 ) ' = 3 ( 1 _ J L — . . ) • 

P a r a t o r n a r a s e r i e m a i s r a p i d a m e n t e c o n v e r g e n t e , t o m e m - s e o s t r e s p r i -
m e i r o s t e r m o s d a s e r i e , q u e s o m m a m 2 , 8 2 9 , e c o m p a r e - s e o seu q u a d r a d o 
c o m 8 ; a c h a r e m o s 8 = ( 2 , 8 2 9 ) 2 - 0 , 0 0 3 2 4 1 , d ' o n d e 

K 8 = 2 , 8 2 9 V Í 1 — V l
3 ^ t r • ) = 2 , 8 2 8 4 2 7 1 2 4 7 4 6 2 , 

\ 8 0 0 3 2 4 1 / 

E c o m o K 8 = 2 K 2 , t o m a n d o a m e t a d e , a c h a r - s e - b a 

K 2 = 1 , 4 1 4 2 1 3 5 6 2 3 7 3 1 

A s t a b o a s dos I o g a r i t h m o s d ã o a 1.* a p p r o x i m a ç ã o , q u e d e p o i s s e c o n t i -
n u a pe lo p rocesso q u e a c a b a m o s d e i n d i c a r . 

I I . S u p p o n h a m o s q u e é c o n h e c i d o um valor a p p r o x i m a d o ' a da r a i z 
m de N; e s e j a b a d i fTerença e n t r e N e am; t e r e m o s 

N = am±b yKN = a ± z , 

sendo s a c o r r e c ç ã o q u e d e v e r e c e b e r a , e po r c o n s e g u i n t e t a n t o z c o m o 
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b n ú m e r o s p e q u e n o s . C o m o am ±b = (a ± z)m, d e s e n v o l v e n d o , e] r e p r e -
s e n t a n d o po r m , A ' , A ' ' , . . . . o s coe f f i c i en tes d a s e r i e , t e r e m o s 

b = z ( m a — 1 =•= A'z a — 1 + A V am~3 ± ) . 

N ' u m a p r i m e i r a a p p r o x i m a ç ã o , b a s t a a t t e n d e r a o 1 . ° t e r m o d a s e r i e , e 
v e m b — mzam~l; d ' e s t e d e d u z - s e o valor de z , o q u a l s u b s t i t u í d o no 
t e r m o = t Mz a m - a , e d e s p r e z a n d o o s s e g u i n t e s , dá 

2 áb n N — am 
r- — _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ -+- 2a x — 

2mam d t ( m — 1 ) 6 ~ ( m + l ) a O T + ( m — 1 ) N 

i» 
e l i m i n a n d o 6 = ±: (N — a " ) . L o g o P ^ N = a ± z t o r n a - s e em 

o-, 
(m — l ) N + (ro 4- l ) a m 

j , ^ m 3 N + a 2 2 N + a' 
d - o n d e ^ = = 

5 N + 3 a 4
 t , „ 3 N + 2 a 5 

Q u e r e n d o , po r e x . ° K 6 5 , t o m a - s e a = 8 , d ' o n d e 

„ 1 9 5 + 6 4 2 0 7 2 
K 6 5 = 8 X 6 5 T Í 9 2 = - 2 Í f = 8 ' 0 ( i 2 2 5 7 ' 

v a lo r e x a c t o a t é á 5 . " casa da d i z i m a . 
1 5 . P a r a c o m p l e t a r m o s a d o u t r i n a e x p e n d i d a n a Á l g e b r a e l e m e n t a r 

( n . o í 1 4 2 . e s e g . ) s o b r e a e x t r a c ç ã o d a s r a i zes q u a d r a d a s e c u b i c a s d o s 
p o l y n o m i o s , i n d i c a r e m o s t a m b é m aqui a s r e g r a s d a e x t r a c ç ã o d a s r a i ze s d e 
q u a l q u e r o r d e m d o s m e s m o s p o l y n o m i o s . 
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S u p p o n d o q u e o p o l y n o m i o d a d o X é a p o t e n c i a m de um p o l y n o -
m i o d e s c o n h e c i d o Y = y + y^ + J / ^ + e q u e a m b o s e s t e s p o -
l y n o m i o s e s t ã o o r d e n a d o s s e g u n d o a s p o t e n c i a s d e c r e s c e n t e s d a m e s m a l e -
t r a a , d e m o n s t r a - s e f a c i l m e n t e , c o m o a r e s p e i t o d a s r a i zes q u a d r a d a s e 
c u b i c a s , q u e : o maior lermo y da raiz procurada se achará extrahindo a 
raiz m do maior termo do polynomio X. 

A c h a d o e s t e i . ° t e r m o , f a c i l m e n t e s e o b t e r á o 2 . ° ; p a r a r e s o l v e r -
m o s p o r é m a q u e s t ã o na m a i o r g e n e r a l i d a d e , d a r e m o s a r e g r a pa ra o b t e r 
u m t e r m o q u a l q u e r d a r a i z , q u a n d o f o r e m c o n h e c i d o s o s n t e r m o s 
p r e c e d e n t e s . 

Se ja u a s o m m a dos t e r m o s já a c h a d o s , c v a dos t e r m o s d e s c o -
n h e c i d o s ; s e n d o e n t ã o X = ( u - f - u ) " 1 , t e r e m o s d e s e n v o l v e n d o 

X = um + m u " — ' v + Icum-1 u 2 + / c u " - 3 V3 + e t c . 

d e s i g n a n d o por k , k', k",.... os c o e f f i c i e n t e s do d e s e n v o l v i m e n t o d e s t e 
b i n o m i o . D ' e s t a e q u a ç ã o t i r a - s e 

X — um = m u " " ' u + Z i a m - ' u 2 + 

O l . 0 m e m b r o d ' e s t a e q u a ç ã o 6 a difTerença e n t r e o p o l y n o m i o d a d o e a 
p o t e n c i a m da p a r t e a c h a d a da r a i z . O 2 . ° l e r m o vai s e r v i r - n o s p a r a d e s -
c u b r i r o maior termo yw da p a r l e d e s c o n h e c i d a v. 

C o m e f f e i t o , d e s e n v o l v e n d o U m - 1 , o m a i o r t e r m o do d e s e n v o l v i m e n t o 
s e r á y m ~ ' , e s e n d o o m a i o r t e r m o d e s e r á m y m ~ l y o m a i o r 
t e r m o d o p r o d u c l o mu'n~l v . D o m e s m o m o d o s e v ê , q u e o s m a i o r e s t e r -
m o s nos d e s e n v o l v i m e n t o s dos p r o d u c t o s s e g u i n t e s , s e r ã o r e s p e c t i v a m e n t e 
kym~~ y2(ny Vym- y\„), 

R e f l e c t i n d o a g o r a , q u e n ' e s t e s t e r m o s m a i o r e s dos p r o d u c t o s s u c c e s -
s i v o s , vae s e g u i d a m e n t e d i m i n u i n d o de u m a u n i d a d e o e x p o e n t e de y , e 
c r e s c e n d o o de » / w , e q u e em y^n) e n t r a a l e t r a a c o m e x p o e n t e m e n o r 
d o q u e e m y : c o n c l u i r e m o s q u e m y " 1 J/(n) à o t e r m o m a i o r d o 2 . ° m e m -
b r o d a e q u a ç ã o . 

L o g o , se do p o l y n o m i o d a d o X s u b t r a h i r m o s a p o l e n c i a m da p a r t e 
u a c h a d a da r a i z , o m a i o r t e r m o do r e s t o s e r á e g u a l a m vezes a p o -
t enc ia m — 1 do m a i o r do t e r m o y da r a i z , m u l t i p l i c a d a pelo m a i o r t e r m o 
da p a r t e da r a i z d e s c o n h e c i d a . E po r c o n s e g u i n t e , se d i u d i r m o s o m a i o r 
t e r m o do r e s t o pela po tenc ia m — 1 do m a i o r t e r m o da r a i z , a c h a r e m o s 
m a i s u m t e r m o p a r a a m e s m a r a i z . 
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D e t u d o - i s t o s e d e d u z a r e g r a s e g u i n t e p a r a a e x t r a c ç ã o d a s r a i z e s 
d o s p o l y n o m i o s , d e p o i s d e a c h a d o o 1 . ° t e r m o y : 

P a r a t e r o 2 . ° t e r m o y ^ , s u b t r a i a - s e d o p o l y n o m i o X a p o t e n c i a 
m do 1 . ° t e r m o y da r a i z , e d i v i d a - s e d e p o i s o m a i o r t e r m o do r e s t o 
p o r W i ^ m - ' . 

P a r a t e r o 3 . " t e r m o yw, s u b t r a i a - s e de X a p o t e n c i a m de y + y ^ , 
e d i v i d a - s e d e p o i s o m a i o r t e r m o do r e s t o po r m y m ~ l . 

Em g e r a l p a r a o b t e r o t e r m o s u b t r a i a - s e de X a p o t e n c i a m de 
y + y t o + • • • • V ( « - 0 t e d i v i d a - s e d e p o i s o m a i o r t e r m o do r e s t o por 
Itiym-1. 

Dos números figurados. 

1 6 . D á - s e e s t e n o m e aos n ú m e r o s s e g u i n t e s : 

1 ." o r d e m 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . . 
2 . * 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . . 

3 .* 1 . 3 . 6 . • 1 0 . 1 5 . 2 1 . 2 8 . 3 6 . 4 5 . 5 5 . . 
4 / 1 . 4 . 1 0 . 2 0 . 3 5 . 5 6 . 8 4 . 1 2 0 . 1 6 5 . 2 2 0 . . 
5 . " 1 . 5 . 1 5 . 3 5 . 7 0 . 1 2 6 . 2 1 0 . 3 3 0 . 4 9 5 . 7 1 5 . . 
6 . " 1 . 6 . 2 1 . 5 6 . 1 2 6 . 2 5 2 . 4 6 2 . 7 9 2 . 1 2 8 7 . 2 0 0 2 . . 

7 / 1 . 7 . 2 8 . 8 4 . 2 1 0 . 4 6 2 . 9 2 4 . 1 7 1 6 . 3 0 0 3 . 5 0 0 5 . . 

N ' e s t a t a b o a d a cada termo é a somma dos dois que lhe ficam, um 
immediatamente á esquerda, outra acima. 

P o r e x . ° , 2 0 0 2 = 1 2 8 7 - f 7 1 5 . 
C o m p a r a n d o a f o r m a ç ã o d ' e s t e s n ú m e r o s c o m o s d a t a b o a d e p a g . 9 . 

v ô - s e , q u e são o s m e s m o s , p o r é m d ispos tos e m o r d e m d i f f e r e n t e . U m a 
l i nha d a t a b o a d a d a p a g . 9 . , po r e x . ° 1 , 7 , 2 1 , 3 5 , a c h a - s e 
a q u i e m d i a g o n a l , o u f i g u r a n d o a h y p o t h e n u s a d o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o 
i í o s c e l e s , c u j o v e r t i c e é a 1 ." l e t r a , e cu jos lados se t o m a r a na 1 ." 
l i nha e na 1.* c o l u m n a . P o r c o n s e g u i n t e o valor de um t e r m o q u a l q u e r , 
q u e e s t á na l inha p e ao m e s m o t e m p o na h y p o t h e n u s a m , é T= [ m C (p— 1)]. 

T o m e m o s d u a s l inhas c o n s e c u t i v a s : 
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o r d e m ( p — 1 ) 1 , a , q, r , s , t, v . . . . , 
o r d e m p 1 , A , . . Q t R l S , T 4 . . . . ; 

l e r e m o s . . A = I + a , . . . . R = Q + r , S = R + s , T = S + í , . . . 

I . 8 C o n s i d e r a n d o u m a h y p o l h e n u s a , v ê - s e q u e o s s eus t e r m o 9 s e 
a d i a n t a m u m a casa n a s l i n h a s d a s o r d e n s c o n s e c u t i v a s , c o m o T e r . S e 
T f o r o t e r m o n na l inha ou o r d e m p, v s e r á o t e r m o n + 1 na l i nha 
o u o r d e m p r e c e d e n t e p — 1 . O o u t r o t e r m o d a h y p o t h e n u s a , n a l inha 
ou o r d e m p — 2 , s e r á o t e r m o n + 2. E por c o n s e g u i n t e , se na o r d e m 
p o t e r m o da h y p o t h e n u s a f ô r n , s e r á 

n a o r d e m ( p — 1 ) n - f l 
na o r d e m ( p . — 2) ' n + 2 

na 2 . a o r d e m ou na o r d e m [ ( p — (p — 2 ) ] n + (p — 2) 
D e s i g n a n d o pois p o r m o t e r m o da 2 . " o r d e m q u e p e r t e n c e á h y p o -

t h e n u s a , e q u e é o n u m e r o d ' e l l a , e s t e d e v e r á o c c u p a r a ca sa n + p — 2 , 
i s to é , s e r á 

T = [ ( n + p - 2 ) C ( p — 1 ) ] = [ ( n + p — 2 ) C ( n — 1 ) ] ( « ) 

m = n + p — 2 ; 

a e q u a ç S o T = [ m C ( p — 1) ] r è d u z - s e ( p a g . 5) a 

ou 

T = 
n n + 1 n + 2 n + p — 2 
mm , a _ • • • • 
1 2 3 p — 1 

• • • • 

p p + 1 p + 2 n + p — 2 
= T " I n — 1 ' 
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d e s e n v o l v e n d o pe la e q u a ç ã o ( c ) , p . 4 , e e s c r e v e n d o o s f a c t o r e s d o n u m e r a -
d o r e m o r d e m i n v e r s a . C o n f ó r m e for p < o u > n , a s s i m s e u s a r á c o m 
p r e f e r e n c i a d a 1 . " o u 2 . " d ' e s t a s e x p r e s s õ e s d o termo geral T . N ' e l l a s 
se ve r iGca t a m b é m , q u e o t e r m o n da o r d e m p é o m e s m o q u e o t e r m o 
p da o r d e m n . 

F a z e n d o p = 3 , 4 , 5 . . . , a c h a - s e 

3 / o r d e m , 1 . 3 . 6 . 1 0 . . T = i n ( n + l ) = [ (n + 1 ) C 2 ] 
4 . " , 1 . 4 . 1 0 . 2 0 . . T = i n ( n + l ) ( n + 2 ) = [ (n + 2 ) C 3 ] 
5 . * 1 . 5 . 1 5 . 3 5 . . T = £ n ( n + l ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) = [ ( n + 3 ) C 4 ] . 

2 . ° C o m p a r a n d o o s t e r m o s T , t e S , a c h a - s e 

T = [ m C ( p — 1 ) ] , t = [ ( m — l ) C ( p — 2 ) ] , S = [ ( m — 1 ) C ( p — 1) ] . 

D e s e n v o l v e n d o e r e d u z i n d o ( e q u a ç ã o (c) p . 4 . ) v e m 

n + p — 2 n + p — 2 
T = . — x S = — x t . . . . (o ) . 

n— 1 p— 1 

P o r m e i o d ' e s t a s f ó r m u l a s s e d e d u z e m u n s dos o u t r o s , e s e g u i d a m e n t e , 
o s t e r m o s , q u e f o r m a m t a n t o a l inha p c o m o a c o l u m n a n . P o r e x . , p a r a 

n + 4 » = 6 , v e m T = S ; f a z e n d o n = 2 , 3 , 4 . . . . a c h ã o - s e o s f a c t o -
n — 1 

r c s T » 7 » 3 » * • • • • ' c a ^ a u m d o s q u a e s m u l t i p l i c a d o pe lo t e r m o r e s p e c t i v o 
P + 5 S da 6 . " o r d e m , dá o t e r m o s e g u i n t e T. P a r a n = 7 , vem T = x t ; 
p — 1 

c f a z e n d o p = 2 , 3 , 4 a c h a m - s e o s f a c t o r e s j , £ , j . . . . q u e s e r -
v e m p a r a p a s s a r de um t e r m o t da 7 . " c o l u m n a p a r a o s e g u i n t e T da 8 . * 

3 . ° A c h a - s e q u e a s o m m a d e dous t e r m o s d a s casas n — 1 e n d a 
3 . ' o r d e m é ri1; logo a somma de dous números successicos da 3 . * ordem é 
um quadrado perfeito, e todo o quadrado pôde decompôr-se em dous nú-
meros d a 3 . " o r d e m . A s s i m 1 2 1 q u a d r a d o d e l i , é a s o m m a d e 5 5 e 6 6 , 
q u e são o s t e r m o s 1 0 . ° e 1 1 . ° d a 3 . " o r d e m . 
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4 . ° S o m m a n d o o s va lo res A , . . . . R , S , T . . . . ( p . 3 1 . ) vem 
T = 1 + a . . . . + r + s + <; logo q u a l q u e r t e r m o T é e g u a l á s o m m a 
de lodos os da o r d e m p r e c e d e n t e , a t é ao t e r m o t q u e e s l á na m e s m a c o -
l u m n a ; ou a n t e s , o termo 'Qeral da ordem p é o termo sommalorio da 
ordem p — 1 . A s s i m pa ra o b t e r o t e r m o s e m m a t o r i o dos n p r i m e i r o s 
t e r m o s da o r d e m p , m u d a r e m o s p em p + 1 na e q u a ç ã o ( a ) , o q u e dá 

2 = [ ( n + P - i ) C p ] = [ ( « + 1 ) - . l ) C ( n _ l ) ] . 

P a r a a 7 .* o r d e m , po r e x . , 2 = [ ( n + 6 ) C 7 ] ; a 7 . " s e r i e , p a r a n d o no 9 . ° 
t e r m o , s o m m a [ 1 S C 7 ] = 6 4 3 5 . 

5 . ° Do m e s m o m o d o se v e r i a , que um termo qualquer da taboada é 
a somma dos lermos da columna precedente até aquella ordem ; o q u e é 
t a m b é m um r e s u l t a d o de s e r a columna p formada dos mesmos números que a 
ordem p , . p o r q u e e s t e s t e r m o s s ã o , d o u s a d o u s , a q u e l l e s q u e s e r e p r o -
d u z e m na m e s m a hypo l l i enusa , por e s t a r e m e q u i d i s t a n t e s dos e x t r e m o s . 

1 7 . T e m o s a t é aqu i t o m a d o p a r a o r i g e m d a nossa t a b o a d a a 
s e r i e 1 . 1 . 1 . 1 ; se p o r é m , e in l oga r d ' e ! l a , t o m a r m o s 1 . 5 . 5 . 5 . . . . 
e a s u j e i t a r m o s á m e s m a g e r a ç ã o : 3 2 . " o r d e m s e r á a e q u i d i f f e r e n ç a 
1 . 1 + 5 , 1 + 2 5 , 1 + 3 5 , . . . . ; e a s s im nas o u t r a s o r d e n s , c o m o s e 
vê na s e g u i n t e t a b o a d a ; da q u a l a p r e c e d e n t e n ã o é m a i s do q u e um caso 
p a r t i c u l a r . 

1 / o r d e m 1 5 . 5 . 5 . 5 . . 

2 . " 1 . 1 + 5 . 1 + 2 5 . í + 3 5 . 1 + 4 5 . . 

3 . " 1 . 2 + 5 . 3 + 3 5 . 4 + 6 5 . 5 + 1 0 5 - . 

4 . ' . 3 + 5 . 6 + 4 5 . 1 0 + 1 0 5 . 1 5 + 2 0 5 - . 

5 . " • 4 + 5 . 1 0 + 5 5 . 2 0 + 1 5 5 . 3 5 + 3 5 5 . . 

6 . " . 5 + 5 . 1 5 + 6 5 . 3 5 + 2 1 5 . 7 0 + 5 6 5 . . 41. 

•BSElVATtMIã ASTMHQteiGl 
HMIVEas iOi l Ot S E C i i v m 
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É e v i d e n t e q u e todos os t e r m o s t e m a f ó r m a T = A -f , e c o m -
pa rando es t e s n ú m e r o s cora os da 1." t a b o a d a , a c h a - s e q u e A é o t e r m o 
da m e s m a casa n na o r d e m p r e c e d e n t e p— 1 , e q u e o fac to r B é o t e r m o 
da m e s m a o r d e m p na casa p r e c e d e n t e n — 1 : a ss im 

T = a o t e r m o n d a o r d e m p — 1 + [ o t e r m o ( n — i ) d a o r d e m p ] 

r * í « T n " " + 1 n + p — 3 . ( y — \ , ^ 

Ta l é o termo geral d ' e s t a u l t i m a t a b o a d a . O termo sommaloriol la ordem 
p, é o termo geral da ordem p+ 1 , c o m o a n t e c e d e n t e m e n t e . Por e x . , 
p = 3 , dá na 3 . " o r d e m , 

T = n + i . n i ( n — 1 ) , 2 = i« (n + 1)[1 + (» — 1)]. 

T o r a a - s e , por e x . , na 1." s e r i e $ = 2 , e os q u a d r a d o s I . 4 . 9 . 1 6 . . 
d e r i v a m da p rog re s são i m p a r 1 . 3 . 5 . 7 ; t o m a - s e na 2.* ^ = 3 , e t c . 

1 . 2 . 2 . 2 . 2 . . . , 

1 • 3« 5 . 7 . 9 
1 . 4 . 9 . 1 6 . 2 5 . . . 

T = n 2 

•n 
n + 1 2 » + 1 

~2 3 

1 . 3 . 3 . 3 . 3 . 
1 . 4 . 7 . 1 0 . 1 3 . 
I . 5 . 1 2 . 2 2 . 3 o . 

T = n . 

2 = n \ 

3 n — 1 
2 

íi + 1 

1 . 4 . 4 . 4 . . 
1 . 5 . 9 . 1 3 . . 
1 . 6 . 1 3 . 2 8 . . 

T = n ( 2 n — 1 ) 

2 = n . 
n + 1 4 n — l 

3 j 

1 8 . S e d i v i d i r m o s o lado a l ( f í g v t . ) d o t r i a n g u l o alm e m n — 1 
pai tes i g u a e s , nos pontos 6 , d , f , . . . . e t i r a r m o s bc , de, fg . . . . p a -
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r a l l e l a s á b a s e I m , e s t e s c o m p r i m e n t o s c r e s c e r ã o c o m o c s n ú m e r o s 
1 . 2 . 3 . 4 . . . . B l a r c a n d o um p o n t o em a , 2 em b e c , 3 s o b r e de , 
4 s ò b r e fg.. . . : a s o m m a d ' e s t e s p o n t o s , a c o n t a r de a , é s u c c e s s i v a m e n t e 
1 . 3 . 6 . 1 0 . . . . ; e o t r i a n g u l o a l m c o n t é m t a n t o s d ' e s t e s p o n t o s , q u a n t o s 
são d e s i g n a d o s pe lo t e r m o n p e r t e n c e n t e a e s t e s n ú m e r o s na 3 . " o r d e m , 
os q u a e s po r e s t a r azão se c l i a m à o triangular es. Q u a n d o o t r i a n g u l o é 
e q u i l á t e r o , e s t e s pon tos são e q u i d i s t a n t e s . 

Do m e s m o m o d o , se em um p o l y g o n o de m lados , t i r a r m o s d i a g o -
n a e s de um dos â n g u l o s o , e d i \ i d i n n o s e s t a s l inhas e o s lados do a n g u l o 
a em n—1 p a r t e s e g u a e s : u n i n d o po r m e i o de r e c t a s os pon tos n o -
t a d o s c o m o m e s m o n u m e r o , f o r m a r - s e - h f l o n — 1 po lygonos r o n i o 
a n g u l o a c o m i n u m , e m — 2 lados p a r a l l e l o s . E s t e s l ados c r e s c e m 
c o m o 1 . 2 . 3 . 4 . . . . Se c o l l o c a r m o s um ponto em cada um dos â n g u l o s , 
o u t r o no m e i o dos lados pa ra l l e los do 2 . ° p o l y g o n o , 2 pon tos em c a d a um 
dos lados do 3 . ° , e t c . : e s t e s lados c o n t e r ã o 1 , 2 , 3 , . . . . pon tos m a i s , e 
c a d a u m dos p e r i m e l r o s d o s m - — 2 lados pa ra l l e los te rá») ! — 2 pontos m a i s 
do q u e o p r e c e d e n t e . F a z e n d o 5 — — 2, a á r e a do po lygono c o n t e r á pois 
u m a q u a n t i d a d e de pon to s ( e q u i d i s t a n t e s , q u a n d o a f i gu ra fo r r e g u l a r ) 
d e s i g n a d a pelo t e r m o n d a s e r i e d a 3 . a o r d e m , q u e s e d e d u z d e 1 5 . 2 5 . 
"5 • • E por es ta r azão q u e se d e n o m i n a r a m Quadrados, Pentágonos, lie-
xagonos . . . . o s n ú m e r o s d ' e s t a s s e r i e s , d e q u e d ê m o s o s t e r m o s g e r a l 
e s o m m a t o r i o , s u p p o n d o 5 = 2 , 3 , 4 , o u m = 4 , 5 , 6 . . . . E m 
g e r a l c h a m a m > s e números polygonos, l odos os da 3 . " o r d e m , p o r q u e p o -
d e m se r e q u i d i s t a n t e s e c o n t i d o s e m u m a f i g u r a p o l v g o n a . 

R a c i o c i n a n d o pelo m e s m o t l ieor a r e s p e i t o d e u m a n g u l o t r i e d r o , 
v e r - s e - h a q u e a s e r i e 1 . 4 . 1 0 . 2 0 . . . . r e p r e s e n t a o n u m e r o d e pon to s 
q u e n ' e ! l e s e p o d e m a s s e n t a r s ò b r e p lanos p a r a l l e l o s , d ' o n d e I h e s r e s u l t o u 
a d e n o m i n a ç ã o de n ú m e r o s Pyramidaes. 

Os n ú m e r o s p Jyedrus , c o m p õ e as s e r i e s da 4 . " o r d e m , da q u a l n ó s 
s a b e m o s já d e t e r m i n a r os t e r m o s g e r a l e s o m m a t o r i o , f a z e n d o p = 4 e a . 

A a n a l o g i a conduz iu á g e n e r a l i z a ç ã o d ' e s t a s n o ç õ e s , e c h a m a m - s e nú-
meros figurados todos os q u e e s t ã o s u j e i t o s á lei do n .° 17 , e c o m p r e -
h e n d i d o s n a t a b o a d a p r e c e d e n t e , a i n d a q u e n ã o s a i b a m o s r e a l m e n t e r e -
p r e s e n t a r todos es t e s n ú m e r o s por f i g u r a s de G e o m e t r i a , p a s sada a 4 . " 
o r d e m . 
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Arranjos c Combinações quando as leiras não são todas diffe~ 
rentes. 

1 9 . E f f e c t u e - s e a m u l t i p l i c a ç ã o do p o l y n o m i o a + b + c + . . . . por 
s i m e s m o m u i t a s vezes s u c c e s s i v a s , t e n d o o c u i d a d o d e e s c r e v e r p r i m e i r o , 
em c a d a um dos t e r m o s o b t i d o s , a l e t r a q u e s e rv iu de m u l t i p l i c a d o r , e 
d e c o n s e r v a r nos seus l o g a r e s a s l e t r a s d o m u l t i p l i c a n d o . T e r e m o s 

+ b + c + 
+ b + c + 
aa + ab + ac + . . ..... 
ba + bb + bc-J- ....... _ 
ca + cb cc + 

a + 6 + - c + 
+ aba -f abb + abe . . . + aca -f acb . -
+ bba + bbb + bbc . . . + bca + beb .. 
+ còa . . . e a s s im po r d i a n t e . 

O p r o d u c t o B é f o r m a d o dos a r r a n j o s 2 a 2 das l e t r a s a , b , c , . . . . 
p o d e n d o cada u m a d ' e l l a s e n t r a r 1 , 2 vezes em c a d a t e r m o . O p r o d u c t o 
C 6 f o r m a d o dos a r r a n j o s 3 a 3 d a s m e s m a s l e i r a s , p o d e n d o a m e s m a 
l e t r a e n t r a r 1 , 2 , 3 , vezes e m cada t e r m o . E a s s im por d i a n t e . 

E na v e r d a d e , p a r a q u e , po r e x . ° a l g u n s a r r a n j o s 3 a 3 em q u e a 
é i n i c i a ! , se r e p e l i s s e m ou o m i t t i s s e m em C , se r ia n e c e s s á r i o q u e houvesse a 
m e s m a r e p e t i ç ã o ou o m m i s s â o nos l e r m o s de B , q u e r e s u l t a r i a m s u p p r i -
m i n d o a inicial a. 

S e n d o m o n u m e r o das. l e t r a s do p o l y n o m i o , v ê - s e q u e B I e m m 
t e r m o s em c a d a l inha , e m l i n h a s ; e por c o n s e g u i n t e os a r r a n j o s 2 a 2 
s&o m2. 

O p r o d u c t o C t e m m l inhas c a d a ] u m a cora m 2 t e r m o s , e por c o n -
s e g u i n t e os a r r a n j o s 3 a 3 são 

Em g e r a l o numero dos arranjos de m letras n a n, nos quaes 
caia letra pôde entrar até n vezes, é m\ Neste caso pode ser n> m. 

C aaa + aab + aac... 
baa + bab + bac . . . 
caa + cab + cac . . . 
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P o r e x . ° 9 a l g a r i s m o s t o m a d o s 4 a 4 , d ã o 9 1 , ou 6 5 6 1 n ú m e r o s 
d i f f e r e n t e s . 

A s o m m a d e a r r a n j o s d e m l e t r a s l a l , 2 a 2 , 3 a 3 , - . > 
n a « , é 

m" — 1 
t n + m -f- . . . . m " , ou tn — . 

m — 1 

P o r e x . 0 a s o m m a d e 5 a l g a r i s m o s l a 1 , 2 a 2 , 3 a 3 , é = 7 ( 5 3 — 1 ) = 1 5 5 . 
S e t i v e r m o s n dados A , B , G , . . . . c o m f f aces m a r c a d a s c o m a s 

l e t r a s a , b , c , . . . . ; um lance d e s t e s d a d o s p r o d u z i r á um s y s t e m a tal 
c o m o abacc. Se t o m a r m o s o 1.° d a d o A , e l h e f i z e r m o s a p p r e s e n t a r s u c e s -
s i v a m e n t e o s suas d ive r sas f a c e s , s e m b u l i r nos o u t r o s d a d o s , r e s u l t a r ã o da-
q u e l i e s y s t e m a f a r r a n j o s d i f f e r e n t e s ; e c o m o se p ô d e faze r o m e s m o pa ra 
c a d a u m dos a r r a n j o s dos ou t ros d a d o s : v è - s e , q u e o s n d a d o s p r o d u z e m 
/ " v e z e s m a i s r e s u l t a d o s q u e o s o u t r o s ( n — 1 ) d a d o s B , C , 

P o r c o n s e g u i n t e 2 d a d o s d ã o [ z r e s u l t a d o s ; 3 dados d ã o f ; 4 d a d o s 
f l ; e cm g e r a l n d a d o s c o m f faces d ã o f " r e s u l t a d o s d i v e r s o s . A d v i r t a -
s e q u e t e c o n s i d e r a m d i f f e r e n t e s o s r e s u l t a d o s i d ê n t i c o s , q u a n d o r e s u l t a m 
d e d a d o s d i f f e r e n t e d . 

S e o 1 . ° d a d o t ive r f f a c e s , o 2 . ° / ' , o 3 . ° f o n u m e r o dos r e -
s u l t a d o s se rá f x f'x f"x 

2 0 . V e j a m o s a g o r a a m a n e i r a , pe la q u a l se p o d e m d i s t r i b u i r po r 
tn l o g a r e s vagos A , B , C tn l e t r a s , de m a n e i r a , q u e a I o g a -
r e s s e j a m o c c u p a d o s pela l e t r a a , [ 3 l o g a r e s pe la l e t r a b , e t c . 

E m a n i f e s t o , q u e p a r a d i s t r i b u i r as a l e t r a s a , ba s t a t o m a r a l o g a -
r e s A , B , C , .. . . e co l locar n ' e ! l e s as m e s m a s l e t r a s a ; o q u e é p o s -
sível fazer de t an to s m o d o s d i f f e r e n t e s , q u a n t a s são as c o m b i n a ç õ e s a a a 
d o s t n l o c a r e s A , B , C , . . . . ; e por c o n s e g u i n t e ^mCa] d e s i g n a a s m a -
n e i r a s d i f f e r e n t e s po r q u e a l e t r a s a se p o d e m d i s t r i b u i r por tn l o g a r e s 
vagos . 

F e i t o i s t o , r e s t a r a d é c a d a d i s t r i b u i ç ã o » » — a l o g a r e s v a g o s , dos 
q u a e s ( i p o d e m s e r o c c u p a d o s pela l e t ra b , d e t o d a s a s m a n e i r a s i n d i c a -
d a s por [ ( m — a) C 3 ] . P o r c o n s e g u i n t e o p r o d u c t o [ m C a ] X [{»» — a) C ^ J , 
m o s t r a de q u a n t o s m o d o s se p o d e m d i s t r i b u i r a l e t r a s a, e [3 l e t r a s b por 
tn l oga re s vagos . 

N o s i n — a — ^ l o g a r e s , q u e f icam a i n d a p o r o c c u p a r , p o d e m o s d i s -
t r i b u i r y l e t r a s c , de todas a s m a n e i r a s i n d i c a d a s por [ ( » » — a — P ) ^ ] * 
E a s s im por d i a n t e a t é q u e não f ique Iogar a l g u m vago , o q u e a c o n t e c e 
q u a u d o s e c h e g a a u m a c o m b i n a ç ã o d e f ó r m a [uCá] = í . 
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P o r c o n s e g u i n t e o p r o d u c t o 

[mCa] x [(m — a) C£] X [(m — a — p) Cy] X 

m o s t r a de q u a n t a s m a n e i r a s os m l o g a r e s vagos p o d e m se r occupados por 
a l e t r a s a , p o r g l e t r a s 6, p o r y l e t r a s c . E s t e p r o d u c t o é o m e s m o n u m e r o 
q u e na p a g . 1 9 . r e p r e s e n t a o coef l ic ien te do t e r m o g e r a l do d e s e n v o l v i m e n t o 
d o p o l y n o m i o , l e r m o q n e d e s i g n á m o s por N . 

Se tivermos pois um producto da fórma aK b^ C 7 - . . . no qual a é 
a. vezes factor, b é p vezes, c éy vezes . . . . o numero de todos os modos 
possíveis por que estes factores podem estar distribuídos será o coeficiente 
da expressão N, da p a g . 1 9 . , s e n d o m = a + g + y . . . . 

P o r e x . ° , os 10 f ac to r e s a K b 3 C 1 d f o r m a m um n u m e r o de a r r a n j o s 
1 , 2 . 3 1 0 

d e s i g n a d o por " " * * — — = 1 2 6 0 0 . 
° ' 1 . 2 . 3 . I x 1 . 2 . 3 . x 1 . 2 

As 7 l e t r a s do n o m e Antonio p o d e m a r r a n j a r - s e de 1 2 6 0 m a n e i r a s 
d i lTerentes . 

2 1 . M u l t i p l i q u e m o s a g o r a m u i t a s vezes success ivas por s i m e s m o o 
p o l y n o m i o a-\-b-fc . . . . t o m a n d o por f ac to r d e u m l e r m o a , b , c , . . . . s ó 
os t e r m o s do m u l t i p l i c a n d o , que e s t ão na m e s m a c o l u m n a , ou á sua e s q u e r d a . 

a + b + c + d 
a + b + c + d 

B 

C 

au+M*+cc-f <M 
cd 

+ac+lad 
+ ad 

í aaa-rbbb+ccc+ddd. . . , 
1 +abb+bcc+cdd., • 
j -\-aab-\-acc-\-bdd.. .. 
\ +bbc+àdd 

/ +abc+ccd . . . 
+ a a c + e t c . 

É fácil de ver q u e o p r o d u c t o B 6 f o r m a d o do todas as c o m h i n i -
ções 2 a 2 das m l e t r a s do po lynomio , p o d e n d o cada u m a d ' e l l a s e n t r a r 
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i , 2 vezes cm cada t e r m o ; p o r q u a n t o , pelo m o d o c o m o fizemos as m u l -
t ip l i cações , se r e j e i t a r a m lodos os a r r a n j o s 2 a 2 em q u e e n t r a v a m as 
m e s m a s l e t r a s . 

l)o m e s m o modo se v é , q u e o p roduc to C é f o r m a d o das c o m b i n a -
ções 3 a 3 , cm q u e a m e s m a le t ra pôde e n t r a r 1 , 2 , 3 , vezes no m e s m o 
t e r m o . E ass im por d i an t e . 

E m q u a n t o a o n u m e r o d ' e s t a s c o m b i n a ç õ e s , cada u m a das c o l u m n a s 
do p r o d u c t o con t ém tan tos t e r m o s q u a n t o s lia na c o l u m n a , q u e Ibe f ica á 
e s q u e r d a , do m e s m o p roduc to , e na q u e lhe f ica s u p e r i o r , do p r o d u c t o p r e -
c e d e n t e . 

S e o s n ú m e r o s dos l e r m o s das c o l u m n a s d c u m p r o d u c t o f o r e m 

1 . ?>, Y 

os do p r c d u c t o s e g u i n t e seiiSo 

1 + a , 1 -+- a + [ 3 , 1 + a + g + y , 

E s t a ú l t i m a se r i e d e d u z - s e da p r e c e d e n t e pela lei dos n ú m e r o s f igu rados 
(n . ° 1 7 . ) : e por c o n s e g u i n t e , pa ra os c o m b i n a ç õ e s 2 a 2 as c o l u m n a s 
succcssivas c o n t é m 1 . 2 . 3 . 4 . . l e r m o s ; pa ra as c o m b i n a ç õ e s 3 a 3 c o n t é m 
1 . 3 . 6 . 1 0 . . . . ; e finalmente pa ra as p a p , c o n t é m a s e r i e da o r d e m p.. 

O n u m e r o to ta l da s c o m b i n a ç õ e s , ou dos t e r m o s de um p r o d u c t o , 
é a s o m m a da s e r i e , c o n t i n u a d a a t é á 2 . ' , 3 . " , 4 . ° . . . . c o l u m n a , c o n -
f o r m e h o u v e r e m 1 , 2 , 3 , l e t r a s para c o m b i n a r . S e n d o n a s 
l e t r a s é nece s sá r i o s o m m a r o s n I . 0 ' l e r m o s d a o r d e m p , o q u e , s e g u n d o 
v imos , equ iva l ( n . ° 16 , 4 . ° ) a t o m a r o t e r m o t i da o r d e m p + 1. L o g o : 

O numero, que tem o logar n na ordem p + 1 , é o das combinações 
de n leiras p a p , admillindo que a mesma letra pôde entrar 1 , 2 , 3 , .. n 
vezes nas differentes combinações. 

Bas ta p o i s , pa ra a c h a r o t e r m o g e r a l , m u d a r p e m p + l n a e q u a ç ã o 
( n ) pog . 3 1 . ; e t e r e m o s 

n ( n f l ) ( n + 2 ) . . ( » + p - l ) ( p + l ) ( p + 2 ) . , ( p + n ~ l ) 
1 . 2 . 3 p 1 . 2 . 3 n — 1 * " { P } 

n pôde s e r > , = , <p. 
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P o r e x . ° JO l e t r a s 4 a 4 d ã o 7 1 5 c o m b i n a ç õ e s ; 4 l e t r a s 10 a 10 
d ã o 2 8 G . 

V ê - s e t o m b e m q u e n l e t r a s t o m a d a s p a p , e p -f 1 l e t r a s t o m a d a s 
n — 1 a n — ! d ã o o m e s m o n u m e r o d e c o m b i n a ç õ e s , por q u a n t o s u b s t i -
t u i n d o n por p -f 1 , e p por n — 1 , o valor de fica o m e s m o . 

A e q u a ç ã o ( p ) r eso lve l a m b e m , m u d a n d o p em n , e n em p , o 
s e g u i n t e p r o b l e m a : H a u m c e r l o n u m e r o d e e s p h e r a s d e p c ô r e s d i f f e r e n -
t e s , brancas, vermelhas, prelas, e d á - s e c o n v e n c i o n a l m e n t e a 
c a d a u m a d ' e s t a s c ò r e s a s i g n i f i c a ç ã o de u m a qua l i f i cação , c o m o bom, 
suflícienle, vido. L1 tn c e r t o n u m e r o n de j u i ze s e s c o l h e m , c a d a um , u m a 
e s p h e r a de có r c o n f o r m e à sua op in ião . P e r g u n t a - s e q u a n t a s c o m b i n a ç õ e s 
p o d e a p p r e s e n l a r o r e s u l t a d o ? 

O s n ú m e r o s u a t a b o a d a d a p a g . 3 0 . r e s o l v e m a q u e s t ã o , t o m a n d o 
a s l inhas 1 . a , 2 . % 3 . ° , . . . . c o n f o r m e h o u v e r e s p h e r a s d e 1 , 2 , 3 , . . . . , 
c ô r e s ; e t o m a n d o nessa l inha o s t e r m o s d a s casas l . a , 2 . a , 3 . % 4 . * . . . . , 
c o n f o r m e o s j u i ze s f o r e m 1 , 2 , 3 , . . . . C o m e f f e i t o , s u p p o n l i a m o s e f i e -
c l u a d a s todas a s c o m b i n a ç õ e s n o caso das e s p h e r a s d e 1 , 2 , 3 o ô r e s , a t é 
ao t e r m o G da 3 . " l i n h a , e b u s q u e m o s o l e r m o s e g u i n t e 1 0 , p i r a o caso 
d e 3 còres e 3 juizes . F o r m e m - s e p r i m e i r o a s c o m b i n a ç õ e s s e g u i n t e s , e r a 
q u e e n t r a m a s e s p h e r a s b r a n c a s : 

3 b r . , 2 b r . e I n e g . , 1 b r . c 2 n e g . , 1 b r . 1 n e g . 1 ve r . , 2 b r . 1 v e r . , 
1 b r . 2 v e r . ; 

depo i s a s c o m b i n a ç õ e s e m q u e n ã o e n t r a m e s p h e r a s b r a n c a s : 

3 n e g . , 3 v e r . , 2 v e r . 1 n e g . , 2 n e g . 1 v e r . 

O r a d ' e s t a s 1 0 c o m b i n a ç õ e s , a s 6 p r i m e i r a s e s t ã o d e s i g n a d a s n a t a b o a d a 
pe lo n u m e r o á e s q u e r d a d e 1 0 , p o r q u e s u p p r i m i n d o e m t o d a s e l las u m a 
e s p h e r a b r a n c a , t e r e m o s todas as c o m b i n a ç õ e s de d u a s e s p h e r a s c o m 3 
c ô r e s , q u e são 6 ; e o a l g a r i s m o 4 , q u e fica por c i m a de 10 , dá o n u -
m e r o d a s c o m b i n a ç õ e s d e 3 e s p h e r a s d e d u a s c ò r e s . V ê - s e pois q u e o s n ú -
m e r o s d a t a b o a d a , q u e p e r í e n d e m o s f o r m a r , t e m a m e s m a g e r a ç ã o q u e 
o s da t a b o a d a de p a g . Í J O . , por s e r c a d a um d ' e l l e s e g u a l á s o m m a do 
q u e lhe f i ca á e s q u e r d a e do q u e I h e f i c a s u p e r i o r . N ã o d i f f e r e m por c o n -
s e g u i n t e u m a da o u t r a , e l e m o s 
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T, + , = [(n + í > ~ l ) C n ] = r ( n + p — i ) C ( p - l ) ] . . . . ( 9 ) 

No caso de p = 3 , s e rá 

T = i ( n + « ) ( n + 2 ) . 

0 d e s e n v o l v i m e n t o de (a - f 6 + c . . . . ] f cons la ( n . ° 9) de t a n t o s l e r m o s 
d a f o r m a . . . . , q u a n t o s são o s in te i ros d i f f e r e n t e s , q u e s e p o - > 
d e m t o m a r para e x p o e n t e s n , n ' , r i ' , c o m t a n t o q u e a sua s o m m a seja — p . 
L o g o o n u m e r o to ta l dos t e r m o s 6 e g u a l ao d a s c o m b i n a ç õ e s p a p , q u e 
é possível f o r m a r com as m l e t r a s a, b , c,.. . . d a n d o - l h e todos os e x p o -
e n t e s possíveis in te i ros d e s d e ze ro a t é p. E por c o n s e g u i n t e : 

O numero dos termos da- potencia p do polynomio a + b + c -J- . . . 
1 designado também pela ex] rcstâo ( f ) de T ; > + 1 . 

P a r a o b t e r a s o m m a das c o m b i n a ç õ e s de n l e t r a s I a I , 2 a 2, 
3 a 3 P a P » d e v e m o s a j u n c l a r o r . u m e r o q u e t e m o Iogar n 
nns o rdens success i»as 1 , 2 , 3 , . . . . p + 1 d a t a b o a d a d e p a g . 3 0 , o u a 
c o l u m n a n , c u j a s o m m a , s e g u n d o v i m o s , é o n u m e r o n -J- 1 da o r d e m 
p + l . M u d e - s e pois n e m n - j - 1 n a e q u a ç ã o ( p ) , e d e s i g n a n d o po r 2 a 
s o m m a p e d i d a , s e r á 

2 = [ (n + p ) C p ] — i = [(f» + p ) Cn] — f ; 

c o r r e s p o n d e n d o a u n i d a d e s u b t r a c t i v a ás c o m b i n a ç õ e s ze ro a z e r o , q u e 
n ' e s t e caso d e v e m o s o m i l t i r . 

P o r cx . ° , 5 l e t r a s c o m b i n a d a s de i a 1 , . . . . a t é 4 a 4 , ou l 
l e t r a s de 1 a 1 , a t é 5 a 5 , d ã o o r e s u l t a d o 

6 - 7 . 8 . 9 
1 = Í Z D . 

1 . 2 . 3 . í 

Q u e r e n d o as c o m b i n a ç õ e s d e s d e p a p a t é p' a p , a p p l i c a r - s e - l i a 
duas vezes a f ó r m u l a aos n ú m e r o s p e p', e d i m i n u i r - s e - b a o p r i m e i r o 
r e su l t ado do ú l t i m o . A s s i m 5 l e t r a s t o m a d a s d e s d e 4 a l a t é 6 a 6 d ã o 
4 6 1 — 1 2 5 = 3 3 6 c o m b i n a ç õ e s . 

49. 
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2 2 . Para achar todas as combinações das a l e i r a s a, g l e i r a s b,. 
P 

do monomio a* b c*.. 1 a 1 , 2 a 2, .. p a p, sendo p = a -f g + y . . ; 
n o t a n d o q u e a p ô d e t e r todos os e x p o e n t e s d e s d e 1 a t é a ; q u e b pôde t e r 
t odos d e s d e 1 a t é g ; e t c : v é - s e q u e a q u e s t ã o se r e d u z a a c h a r t o -
dos os d iv i so re s de a a b e C t q u e f o r m a m os t e r m o s do p r o d u c t o 
[vej. Addit. ás notas da Arith. p a g . 2 7 1 ) 

( 1 + a + a 2 + . . . . a " ) ( 1 + 6 + 6 2 + . . . . 6 e ) ( l + c + c 2 + . . . . c T ) . . ; 

e por c o n s e g u i n t e o n u m e r o d a s c o m b i n a ç õ e s , q u e se p e d e , é 

( l + « ) ( l + g ) ( l + y ) 

P o r e x . ° , a * b " c * d 2 t e m 3 6 0 d iv isores ( 6 . 5 . 4 . 3 ) c o m p r e h e n d e n d o 
n ' e l l e s a u n i d a d e ; por c o n s e g u i n t e de 3 5 9 m a n e i r a s s e p o d e m c o m b i n a r 
o s f a c t o r e s 1 a 1 , 2 a 2 , e t c . 

Q u e r e n d o s ó m e n t e o numero de lermos cm que entra a, c o m o os 

o u t r o s s3o o s d iv i so res d e 6 C t . . . . , e m n u m e r o ( 1 + g ) ( l + y ) ; t e -
r e m o s , s u b t r a h i n d o , o r e s to a (1 + g) (1 + y ) . . . . q u e é o n u m e r o p e -
d i d o . I s to e q u i v a l e r i a a a j u n c t a r a todas as c o m b i n a ç õ e s s e m a , os f a c t o -
r e s a , a 2 , a 3 

Q u e r e n d o s a b e r e n t r e os d iv i so res de a a b c 1 q u a n t o s c o m -
p r e h e n d e m am b" , t o m e m - s e os d iv i so re s de C t d c u j o n u m e r o 
é (1 + y) (1 + 5 ) . • . . , e m u l t i p l i q u e - s e c a d a um por a" b" ; c o m o es t e 
p r o d u c t o e x p r i m e a s o m m a d e todos o s p r o d u c t o s e m q u e e n t r a u'" l " , 
s e r á o fac to r (1 + y) (1 + 5 ) . . . . o n u m e r o p e d i d o . 

Noções sôbre as Probabilidades. 

2 3 . Um a c o n t e c i m e n t o , q u e d e p e n d e do acaso , d i z - s e provável na 
r a z J o do valor e q u a n t i d a d e dos casos em q u e p ô d e r e a l i z a r - s e . D o u s ou 
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m a i s a c o n t e c i m e n t o s d i z e m - s e igualmente possiveis q u a n d o ha os m e s m o s 
m o t i v o s p a r a q u e se r e a l i z e m t a n t o u n s c o m o o u t r o s . O gráo de probabi-
lidade de um a c o n t e c i m e n t o , a v a l i a - s e c o m p a r a n d o o n u m e r o de casos 
e m q u e p ô d e d a r - s e c o m o n u m e r o to t a l d e t o d o s o s casos e g u a l m e n t e 
poss iveis . P o r i s s o : 

A probabilidade mede-se por uma fracção, que tem por denomina-
dor a somma de lodos os casos egualmente possiveis , e por numerador 
o numero dos casos favoraveis. 

Q u e r e n d o q u e d o u s d a d o s , c u j a s faces t e m i n s c r i p f o s o s n ú m e r o s 
1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , a p p r e s e n t e m o s n ú m e r o s 5 e 2 ; c o m o n ' e s l e c a so 
h a s ó d u a s c o m b i n a ç õ e s q u e d a o o s d o u s n ú m e r o s q u e s e d e s e j a m , e n t r e 3 6 
e g u a l m e n t e p o s s i v e i s : s e g u e - s e q u e a p r o b a b i l i d a d e é e x p r e s s a po r ^ - = J L . 
Se q u i z e s s e m o s q u e a p p i r e c e s s c m dous pon to s q u e s o m m a s s e r o 7 , c o m o 
h a e n t 3 o t r e s casos d u p l o s f a v o r a v e i s 5 e 2 , 6 e l , 4 e 3 , e n t r e 
o s 3 6 e g u a l m e n t e p o s s i v e i s , t e r e m o s po r p r o b a b i l i d a d e — f . D ' o n d e 
s e v ô , q u e h a 1 a a p o s t a r c o n t r a 5 , e m c o m o v i r ão n ú m e r o s q u e d e e m 
e s t a s o m m a . 

Se a f r a c ç ã o po r o n d e se aval ia a p r o b a b i l i d a d e é > £ d i r e m o s , q u e 
o a c o n t e c i m e n t o q u e se d e s e j a èmais provável. Sc a f r a c ç ã o é = | d i r e m o s 
q u e é incerto , p o d e n d o i n d i í T e r e n t e m e n t e a p o s t a r - s e p r ó ou c o n t r a . Se 
a f r a c ç ã o é = 1 , d i r e m o s q u e o a c o n t e c i m e n t o é certo, por q u e n ' e s t e 
caso todos o s a c o n t e c i m e n t o s poss ive is são f a v o r a v e i s . E m todos o s casos 
a s o m m a d a s p r o b a b i l i d a d e s , p r ó e c o n t r a u m a c o n t e c i m e n t o , d e v e d a r 
a u n i d a d e . 

F a ç a m o s a l g u m a s a p p l i c a ç õ e s d ' e s t e s p r i n e i p i o s . N ' u m b a r a l h o d e m 
c a r t a s , se h o u v e r p de u m a q u a l i d a d e d e s i g n a d a , q u a l é a p r o b a b i l i d a d e 
de t i r a r m ' q u e s e j a m d ' e s t a e s p e c i e ? O n u m e r o dos casos poss ive i s é 

[ m C m ' j , o dos casos f avo rave i s é [ p C t n ' ] ; logo a p r o b a b i l i d a d e é ^ *1 . 

P o r e x . ° , n ' u m b a r a l h o d e 5 2 c a r t a s h a 1 3 d e c o p a s ; t i r a n d o 3 c a r t a s 
, O J [ 1 3 C 3 1 2 8 6 

ao a c a s o , a p r o b a b i l i d a d e de s a í r e m t o d a s 3 de c o p a s 6 . „ • = = . 
j [ b á t d j 2 2 1 0 0 

quasi — . 

A roda d a l o t a r i a c o n t é m m n ú m e r o s d o s q u a e s s e t i r a m p ; u m 
j o g a d o r c o m p r o u m' ; q u a l é a p r o b a b i l i d a d e de l h e s a í r e m p r e c i s a m e n t e 
P1 ? O n u m e r o to ta l d a s s o r t e s é [wi Cp]; e é e s t e o d e n o m i n a d o r q u e se 
p r o c u r a . Já se vio ( n . ° 3) q u e o n u m e r o dos casos f a v o r a v e i s , is to é , o 
n u m e r a d o r p e d i d o t e m p o r e x p r e s s ã o 
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X = [ ( m — m ' ) C (p — p ' ) ] [ m ' C p ' ] . 

N a L o t a r i a de F r a n ç a m = 90 , p = 5 , e p o r c o n s e g u i n t e o d e n o m i n a d o r 
é [ 9 0 C 5 ] = 4 3 9 4 9 2 6 8 . S e u m j o g a d o r c o m p r o u 2 0 n ú m e r o s , po r e x . ° , 
t e m o s m ' = 20 ; e e n t ã o q u e r e n d o q u e sá ia precisamente um dos p ' s e -
g u i n t e s , t e r e m o s 

numero X probabilidade. 

I = P ' . . ; 2 0 [ 7 0 C 4 ] . . . . : 0 , 4 1 7 2 

2 = p ' , 2 0 ~ [ 7 0 C 3 ] 0 , 2 3 6 7 

3 = p ' , . . . . . . 2 0 . ^ . [ 7 0 C 2 ] 0 , 0 6 2 6 

4 = p ' 7 0 [ 2 0 C 4 ] 0 , 0 0 7 7 

5 = p ' [ 2 0 G 5 ] 0 , 0 0 0 3 . 

Q u e r e n d o q u e a o m e n o s sá ia u m n u m e r o , i s to é , q u e sáia 1 , 2 , 3 , 4 , 
o u 5 , t o m e - s e a s o m m a 0 , 7 2 4 5 . P a r a q u e a o m e n o s s á i a m d o u s , s o m -
m e m - s e ^os r e s u l t a d o s p r e c e d e n t e s m e n o s o l . ° , e a p r o b a b i l i d a d e s e r á 
0 , 3 0 7 3 . E s e não q u i z e r m o s n u m e r o a l g u m , f a ç a - s e p ' = 0 , o u t o m e - s e 
o c o m p l e m e n t o d e 0 , 7 2 4 5 p a r a a u n i d a d e , e a c h a r e m o s 0 , 2 7 5 5 . 

2 4 . S u p p o n d o q u e d o u s a c o n t e c i m e n t o s A e A ' suo p roduz idos r e s p e c t i -
v a m e n t e po r p , p' c a u s a s ; e q u e não se n ã o r e a l i z a m por o u t r a s q , q'; 
e a d m i l t i n d o q u e e s t e s a c o n t e c i m e n t o s são i n d e p e n d e n t e s um do o u t r o , 
p o d e n d o d a r - s e c o n j u n c t a o u s e p a r a d a m e n t e : p e r g u n t a - s e q u a e s a s p r o b a -
b i l i d a d e s dos d i í f e r e n t e s c a s o s ? 

P a r a r e s o l v e r es ta q u e s t ã o , c o m p a r e m - s e e s t e s d o u s a c o n t e c i m e n t o s 
aos r e s u l t a d o s q u e p o d e m prov i r de dous d a d o s , um c o m p - f q f aces p i n -
t a d a s , p de b r a n c o e q de n e g r o ; o o u t r o c o m p' + q ' f aces p i n t a d a s p ' 
de v e r m e l h o e q ' de azu l . O a c o n t e c i m e n t o A s e r á r e a l i z a d o q u a n d o a p -
p a r e ç a u m a d a s p faces b r o n c a s , e não o s e r á q u a n d o a p p a r e ç a u m a d a s 
q f aces n e g r a s . O a c o n t e c i m e n t o A ' t e r á l o g a r q u a n d o a p p a r e ç a u m a d a s p ' 
f aces v e r m e l h a s , e não o t e r á q u a n d o v i e r u m a d a s q ' f a c e s a z u e s . 
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O n u m e r o lo la l dos casos (n .° 1 9 ) é (p + q) (p' + q'). Se q u i s e r -
m o s q u e a p p a r e ç a r a c o n j u n c l a m c n t e u m a f a c e n e g r a e u m a v e r m e l h a , i s lo 
é , s e q u i z e r m o s q u e t e n h a l oga r o a c o n t e c i m e n t o A 1 s e m A ; c o m o a s q 
f aces n e g r a s , e as p 1 v e r m e l h a s , d ã o qp c o m b i n a ç õ e s , s e r á e s t e o n u -
m e r o dos casos f a v o r a v e i s , e a p r o b a b i l i d a d e p e d i d a 

9P* = 7 x r' 
{p + <i){p'-\-<i') P + V P'+<i'' 

P r o c e d e n d o d o m e s m o m o d o nos o u t r o s c a s o s , a c h a r í a m o s , c o m o n ' e s l e , 
q u e a e x p r e s s ã o da p r o b a b i l i d a d e ped ida 6 o p r o d u c t o d a s p r o b a b i l i d a d e s 
r e l a t i v a s a c a d a u m d o s a c o n t e c i m e n t o s d e s i g n a d o s . L o g o : 

Se os acontecimentos forem independentes uns dos outros, a probabi-
lidade de acontecerem conjunclamente é o producto de todas as proba-
bilidades relativas a cada um em separado. 

E s t e t h e o r e m a das probabilidades compostas, pos to q u e se a c h e 
a q u i s ó m e n t e d e m o n s t r a d o p a r a o ca so dos d o u s a c o n t e c i m e n t o s , pôde po r 
u m r a c i o c í n i o i d ê n t i c o e s t e n d e r - s e a u m 3 . ° a c o n t e c i m e n t o A ' ' , o u a u m 
3 . ° d a d o de p''+q'' f a c e s ; e a s s im po r d i a n t e , j u s t i f i c a n d o s e por e s t e 
m o d o a g e n e r a l i d a d e em q u e o e n u n c i á m o s . 

Se l a n ç a n d o d o u s d a d o s de se i s f a c e s , q u i z e r m o s q u e a p p a r e ç a 4 e 
1 , q u a l é a p r o b a b i l i d a d e do s u c c e s s o ? C o n s i d e r a n d o s ó m e n t e um d a d o , ha 
se is c a s o s , d o s q u a e s d o u s são f avo rave i s ( 4 o u 1 ) , s e n d o p o r t a n t o a 
p r o b a b i l i d a d e s i m p l e s 7 = 7 ; m a s a c o n t e c e n d o esse l .° c a s o , é a inda n e -
c e s s á r i o q u e o 2 . ° d a d o a p p r e s e n t e o o u t r o p o n t o ( 1 o u 4 ) , cu j a p r o b a -
b i l i d a d e s i m p l e s é } ; s e r á p o r t a n t o a p r o b a b i l i d a d e p r o c u r a d a 1 x 7 = 7 7 , 
r e s u l t a d o q u e a c h a r í a m o s t a m b é m , s e c o m p a r á s s e m o s os 2 casos f u v o r a -

' veis c o m os 36 casos poss ive i s . 
As p r o b a b i l i d a d e s , á m e d i d a q u e se c o m p õ e , a t t e n u a m - s e , por isso 

m e s m o q u e r e s u l t a m d o p r o d u c t o d e m u i t o s f a c t o r e s < 1 . S e u m h o m e m l i do 
p o r v e r d a d e i r o , a l t e s t a u m f a c t o q u e v i o , p ô d e a v a l u a r - s e e m ^ a p r o b a -
b i l i d a d e de n ã o q u e r e r e n g a n a r e de n ã o t e r s i d o i n d u z i d o a e r r o pe los 
s e n t i d o s . M a s s e e s t e h o m e m h o u v e o f a c t o d e u m a t e s t e m u n h a e g u a l -
m e n t e ve r íd i ca , já e n t ã o a p r o b a b i l i d a d e é s ó m e n t e ^ x 7; = 7 7 7 , q u a s i 
^ . S e h o u v e r e m as s im 2 0 i n t e r m e d i á r i o s , a p r o b a b i l i d a d e se rá a p e n a s ( y ; ) 1 

i s to é < - ± : pôde pois a p o s t a r - s e 7 c o n t r a 1 em c o m o o f ac to t r a n s m i l t i d o é fa lso , 
pos to q u e todos o s i n t e r m e d i á r i o s s e j a m t e s t e m u n h a s e g u a l m e n t e v e r d a d e i r a s . 
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P ô d e c o m p a r a r - s e e s t a d i m i n u i ç ã o da p r o b a b i l i d a d e com a e x t i n c ç ã o 
d a c l a r i d a d e d o s o b j e c t o s , v is tos a t r a v e z d e m u i t o s p e d a ç o s d e v i d r o . 

2 5 . O r e s u l t a d o o u p r o d u c t o d a s p r o b a b i l i d a d e s s i m p l e s e g u a e s , 
é u m a p o t e n c i a d e s t a q u a n t i d a d e , e por isso f a c i l m e n t e p o d e m o s r e so lve r 
a q u e s t ã o s e g u i n t e : Se p causas p r o d u z e m um a c o n t e c i m e u t o A, e se q o 
i m p e d e m , q u a l é a p r o b a b i l i d a d e de fazer a p p a r e c e r k vezes o a c o n t e c i -
c i m e n t o A em n l a n c e s ? 

Ê c l a r o q u e a p r o b a b i l i d a d e s i m p l e s , em c a d a l a n c e , a favor de A 

é - / ; e — - — a p r o b a b i l i d a d e c o n t r a . S e o a c o n t e c i m e n t o s e rea l iza 
P:+ 1 P + 9 

k v e z e s , t e r e m o s a po tenc ia k da p r i m e i r a f r a c ç ã o ; e se n ã o t e m I o g a r , 
os o u t r o s n — k l ances d a r ã o a p o t e n c i a n — k da s e g u n d a . Da m u l t i p l i -
c a ç ã o d ' e s t a s d u a s p o t e n c i a s r e s u l t a a p r o b a b i l i d a d e c o m p o s t a 

( P + 9 ) " ' 

a qua l e x p r i m e , q u e , em n l a n c e s , A a c o n t e c e r á p r e c i s a m e n t e k vezes, 
t e n d o f i x a d o p r e v i a m e n t e a o r d e m d e successâo dos a c o n t e c i m e n t o s . S e n d o 
p o r é m es ta o r d e m a r b i t r á r i a , d e v e z r e p e l i r - s e t a n t a s v e z e s , q u a n t a s s e 
p u d e r e m c o m b i n a r e s t e s r e s u l t a d o s , a s a b e r as k vezes q u e t e m Iogar o 
a c o n t e c i m e n t o A, c o m as n — k em q u e n ã o se r e a l i z a ; o q u e é r e p r e -
s e n t a d o po r [nCfc]. L o g o z x [nCA] é a p r o b a b i l i d a d e de q u e A a c o n t e c e r á 
k vezes em n l a n c e s , s e m d e s i g n a r a q u e l l e s era q u e d e v e r á r e a l i z a r - s e . 

Sc q u i z e r m o s q u e A a c o n t e ç a n vezes pe lo m e n o s , m u d a r e m o s 
n ' e s t a e x p r e s s ã o s u c c e s s i v c m e n t e k em k, k + 1 , /c -J- 2 , . . .. a t é n , e 
s o m m a r e m o s o s r e s u l t a d o s . N ' e s t e caso o d e n o m i n a d o r d a p r o b a b i l i d a d e 
p e d i d a é (p + ç ) " . P a r a o b t e r m o s o n u m e r a d o r , d e s e n v o l v e r e m o s e s t e b i -
n o m i o , e p a r a r e m o s no t e r m o em q u e e n t r a pl, o qua l se t o m a r á c o m o 
c o e f f i c i e n t e , o u s e m e l l e , c o n f o r m e s e q u i z e r a t t e n d e r , o u n ã o , á s k o r -
d e n s em q u e A se rea l i za e in Ic l ances . 

E se q u i z e r m o s , q u e A n ã o a c o n t e ç a m e n o s de k v e z e s , n e m m a i s 
de /; ' v e z e s , em n l a n c e s , s o m m a r e m o s lodos o s t e r m o s em q u e p t e m os e x -
p o e n t e s k, k + 1, .. .. k'. 

P o r e x . ° , s e u m d a d o d e 6 faces t iver d u a s q u e s e j a m favorave i s a u m 
j o g a d o r , e for n e c e s s á r i o pa ra q u e e s l e g a n h e , q u e em 4 l ances d e i t e 3 
vezes u m a ou o u t r a (ou q u e em um só l ance de 4 d a d o s 3 faces lhe s e -
j a m f a v o r a v e i s ) , p e r g u n t a - s e q u a l é a p r o b a b i l i d a d e do g a n h o ? N e s t e 
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caso j p = 2 , 5 = 4 . , e (p - f ç ) 4 = 64 = 1 2 9 6 . T e m o s pois 
p * = 1 6 l a n c e s q u e o p p r e s e n t a m 4 vezes u m a d a s f aces f a v o r a v e i s . 

S o m m a = 1 2 9 6 = ( p - f ç ) 4 , d e n o m i n a d o r d a s p r o b a b i l i d a d e s . ' 

L o g o a p r o b a b i l i d a d e de s a i r precisamente 3 vezos um dos casos f a v o r a -
ve is é - I i i - = — . E s e d e v e m a c o n t e c e r e m u m a o r d e m d e s i g n a d a , d i -1 2 V 6 8 I , . . . . 

v i d a - s e p e l o c o e f f i c i e n t e 4 , e v i rá . Em fim a s o m m a dos dous p r i m e i r o s 
n ú m e r o s d á ^ J ^ - = ^ , q u e 6 a p r o b a b i l i d a d e de a p p a r e c e r e m pe lo m e n o s 3 
vezes a s f aces f avo rave i s . 

Q u a l é o partido de d o i s j o g a d o r e s M e N de e g u a l f o r ç a , f a l t a n d o 
6 pon to s a M e 4 a N p a r a g a n h a r o j o g o ? 

A s o m m a d o s pon to s 6 1 0 ; e por isso e l e v a n d o p + 7 á 9 . " p o t e n -
c i a , r e s e r v e m - s e p a r a M os 4 p r i m e i r o s t e r m o s ( e m q u e o m e n o r e x p o e n t e 
de p 6 6 ) , e g u a r d e m - s e p a r a N os o u t r o s 6 l e r m o s ; f a ç a - s e d e p o i s 
p — q = 1. A c h a r e m o s os d o i s r e s u l t a d o s 1 3 0 e 3 8 2 , c u j a s o m m a to t a l é 
5 1 2 . O p a r t i d o d e M , o u a p r o b a b i l i d a d e q u e e l l e t e m d e g a n h a r é 

; e o de N é S e n d o n e c e s s á r i o a c a b a r c o m a p a r t i d a s e m a l e -
v a r ao f im , os a b o n o s d e v e r i a m s e r r e p a r t i d o s c n l r e M e N na r a z á o d e 
1 3 0 p a r a 3 8 2 , quas i n a r a z á o d e 1 p a r a 3 ; e 6 t a m b é m e s t e o p r e ç o 
po r q u e M e N d e v e r i a m v e n d e r a sua p e r t e n ç ã o a o s a b o n o s , no ca so de 
t r a n s m i l t i r e m o s seus d i r e i t o s . 

Q u a n d o a fo rça dos j o g a d o r e s é , p o r e x . ° , c o m o 3 p a r a 2 , i s to é 
q u a n d o M g a n h a a N o r d i n a r i a m e n t e 3 p a r t i d a s s ô b r e 5 , ou q u a n d o M 
dá 1 p o n t o de p a r t i d o p a r a e g u a l a r as f o r ç a s , o c a l cu lo é o m e s m o , f a -
z e n d o p = 3, q = 2 . N ' e s l e caso a c h a - s e q u e o p a r t i d o de M 6 p a r a o de 
N p r o x i m a m e n t e : : 1 4 : 1 5 . 

2 6 . S u c c e d e m u i t a s vezes q u e a s c a u s a s d e u m a c o n t e c i m e n t o s3o ISo 
o c c u l l a s , ou se m o d i f i c a m de u m a m a n e i r a t ã o v a r i a d a , q u e 6 imposs íve l d e s t a -
c a l - a s e c a l c u l a r - l h e s o n u m e r o : n ' e s t e caso sào i n a p p l i c a v e i s os p r i nc íp io s p r e -
c e d e n t e s . C o n s u l t a - s e e n l à o a e x p e r i e n c i a , p a r a v e r i f i c a r se os a c o n t e c i m e n t o s 
s3o s u j e i t o s a u m c u r s o p e r i o d i c o , d o q u a l s e possa c o n j e c t u r a r c o m v e -
r o s i m i l h a n ç a , q u e a causa d e s c o n h e c i d a , q u e faz c o m q u e e l l es a p p a r e -
ç a m t a n t a s vezes d e b a i x o d e u m a o r d e m r e g u l a r , c o n t i n u a n d o a o b r a r 

+ 4 p 3 g = 1 2 8 
- J - G p 1

9
2 = 3 8 4 

+ 4 p 7 3 = 5 1 2 
+ g 4 = 2 5 6 

3 
2 
1 

0 
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s o b r e e l l e s , o s r e p r o d u z i r á n a m e s m a o r d e m . O n u m e r o d e s t e s p e r i o d o s 
s u b s t i t u e - s e a o d a s causa s nos cá lcu los d a s p r o b a b i l i d a d e s . S e u m d a d o , 
l a n ç a d o dez vezes s e g u i d a s , a p p r e s e n t o u 9 v e z e s a face a , p ô d e c o n j e c t u -
r a s s e , q u e h a n a a c ç ã o q u e o l a n ç a , n a sua f i g u r a o u s u b s t a n c i a , 
a l g u m a causa occu l t a , q u e p roduz a volta da f a c e a as 9 vezes . Se 1 0 0 
p r o v a s a p p r e s e r i l a r e m l a m b e m 90 vezes e s t a f a c e a , o p r o b a b i l i d a d e - ^ f a -
vo rave l a e s t a vol ta a d q u i r e u m a g r a n d e f ó r ç a , q u e s e a u g m e n t a á m e -
d i d a q u e a s p r o v a s m u l t i p l i c a d a s c o n f i r m a m es ta s u p p o s i ç ã o ; d e s o r t e 
q u e se fosse possivel fazer um n u m e r o inf in i to de p r o v a s , e t odas c o n c o r -
d a s s e m em d a r 9 vezes s o b r e 10 a f ace a , c o n c l u i r í a m o s a certeza da 
I n p i l h e s e . 

É d ' e s t a m a n e i r a q u e a e x p e r i e n c i a c o m p r o v o u os f ac to s s e g u i n t e s , 
a n j a s c a u s a s é imposs íve l a s s i g n a r . 

I . 0 O n u m e r o d e c a s a m e n t o s c o n l r a h i d o s e m u m p a i z , d u r a n t e u m 
t e m p o d e t e r m i n a d o , é pa ra o n u m e r o de n a s c i m e n t o s e p a r a a p o p u l a -
ç ã o p r o x i m a m e n t e : : 3 : 1 4 . ' 3 9 6 . 

•2/ A 1 o n a s c i m e n t o s do s e x o f e m i n i n o c o r i e s p o n d e m 16 do m a s c u l i n o . 
3 . ° A p o p u l a ç ã o , os n a s c i m e n t o s , os o b i t o s , e os c a s a m e n t o s são 

: : 2 0 3 7 0 I a : 7 1 8 9 0 : 6 7 7 0 0 : 1 o3 i o , por a n n o ; e a p p r o x i m a d a m e n t e , 
os n a s c i m e n t o s s ão ~ , os o b i t o s — , e os c a s a m e n t o s ^ da p o p u l a ç ã o . 
0 e x c e s s o dos n a s c i m e n t o s s ò b r e os ob i tos é o a c c r e s c i m o a u n u o da 
p o p u l a ç ã o . 

4 . ° A d u r a ç ã o d a s g e r a ç õ e s de pa i a f i l ho é de 33 a n n o s . 
5 . ° O n u m e r o dos m o r t o s do s e x o m a s c u l i n o 6 p a r a o do s e x o f e -

m i n i n o : : 2 4 : 2 3 ; e n u m paiz q u a l q u e r o n u m e r o d o s vivos d o l . ° s e x o 
é p a r a o s d o 2 . ° : : 3 3 : 2 9 . 

6 . ° Os o b i t o s do s e x o m a s c u l i n o são ^ e os do f iminino ± da p o -
p u l a ç ã o . Em P a r i z , a t o t a l i d a d e dos o b i t o s c h e g a só a 37 do n u m e r o do» 
h a b i t a n t e s ; e s t e s o b i t o s e l e v a m - s e a n n u a l m e n t e a 2 7 5 8 5 t e r m o m é d i o , 
e os n a s c i m e n t o s a 3 2 3 2 4 . 

7 . ° A a m e t a d e d e t oda a p o p u l a ç ã o t e m m e n o s d e 2 5 a n n o s , e 
todos o s 2 5 a n n o s s e r e n o v a u m a a m e t a d e . 

8 . ° Em F r a n ç a o n u m e r o da p o p u l a ç ã o ó pa ra o n u m e r o dos c a s a m e n t o s 
: : 1 2 7 , 6 3 : 1 . A d u r a ç ã o d a vida m e d i a ó a c t u a l m e n t e d e 3 6 7 a n n o s . 

É d e b a i x o d ' e s t a s c o n s i d e r a ç õ e s q u e s e e s t a b e l e c e m a s T a b o a s d e 
p o p u l a ç ã o e de m o r t a l i d a d e : p ô d e c o n s u l t a r - s e a e s t e j e s p e i t o o Annuairs 
1 Iu Jhireau des Longitudes. 

N a d a m a i s a c c r e s c e n t a r e m o s s o b r e a d o u t r i n a de p r o b a b i l i d a d e s , q u e 
6 t ão e x l e n s a , q u e faz o b j e c t o de T r a c t a d o s e s p e c i a c s . 

V e j . os de L a p I a c e , L a c r o i x , C o n d o r c e t , Duv i l l a rd , Po isson e t c . 
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I I . RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 

Composição das equações. 

2 7 . A r E p o i s de t r a n s p o s t a e r e d u z i d a , Ioda a equação a uma íó 
incógnita tem a fórma 

A0xn + A1Xn-1 + A 2 X - 3 + + A » - , a ; + A» =o 0 ( 1 ) ; 

na q u a l x é a i n c ó g n i t a , n um i n t e i r o , e A 0 , A 1 , A a , A» n ú -
m e r o s c o n h e c i d o s p o s i t i v o s , n e g a t i v o s o u z e r o . 

C h a m a - s e Baiz q u a l q u e r q u a n t i d a d e a , q u e s u b s t i t u í d a po r x r e d u z 
o p o l y n o m i o ( 1 ) a z e r o , ou q u e sa t i s faz á c o n d i ç ã o 

¥ 

Aua" + A 1 U b - 1 + A 2 a " - a + + a+ Aa=O. 

T o m e - s e a r b i t r a r i a m e n t e u m n u m e r o a , e d i v i d a - s e o p o l y n o m i o ( 1 ) 
p o r x — a , a t é q u e se o b t e n h a um r e s t o R q u e n ã o c o n t e n h a x , o q u e 
s e m p r e é poss íve l , po r s e r o d iv i so r do 1 . ° g r á o . M u l t i p l i c a n d o o q u o c i -
e n t e , q u e s e r á d a f ó r m a 

A0Xa 1 -f- A1
1Xn ~ - f - . . A ' a _ t , 

po r x — a; e a j u n c t a n d o R ao p r o d u c t o : d e v e r á r e p r o d u z i r - s e idêntica• 
mente o d i v i d e n d o ( I ) . 
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F a z e n d o o c á l c u l o , e d e s i g n a n d o (* ) a e x p r e s s ã o ( 1 ) po r f{x), v e t a 

/ x = A t t x " - f A i 1 I c " - 1 + A ' 2 | x " ~ a + A ' J 

— f l A 0 1 — a A ' J — a A ' a 

x " - 3 . . + A 1
b - , x + R 

— a A U / 

E c o m o n ' e s t a e x p r e s s ã o d e v e m a c l i a r - s e t odos o s t e r m o s d o p o l y -
n o m i o f(x), v ê - s e q u e o f a c t o r A 1 de X n w l no p o l y n o m i o , d e v e s e r e g u a l 
a o f a c t o r A ' t — a A o d e x " ~ l n o c á l c u l o q u e e íTectuáinos . P e l a m e s m a 
r a z ã o d e v e r ã o se r 

A i = A ' , a A ' , , A 3 = A ' , — a A 1
1 , . . . . A B = R — a A ' „ _ , . 

T r a n s p o n d o o s l e r m o s n e g a t i v o s , t e m o s 

A r
1 = A , + a A 0 , A 1

a = A a + a A ' t , . . R = Am. + a A ' M ( 2 ) 

P o r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s p o d e m o s d e d u z i r uns dos o u t r o s , s u c e s s i v a m e n t e 
os coe f f i c i en te s A 1

1 , A 1
2 , A 1

j e o r e s t o I t ; e da sua f o r m a se 
d e d u z a s e g u i n t e l e i : 

Cada um dos coefficientes, e o resto, è formado do coe/pciente da 
mesma ordem em f ( x ) , mais do producto do coe/ftciente precedente multipli-
cado por a. 

(») Toda a expressão analy l ica em q u e enlra x chama-se funeção de x. Func-
çôes algébricas são aque l las q u e não e x i g e m operações de a lgebra senão até ás 
extracções de raizes iue lus ivamente ; as funeçues transcendentes comprehendem Io-
gar i thmos , e x p o n e n c i a e s , arcos de c i r c u l o , senos , cosenos . . Não se expr imem . 
d e b a i x o da funeção , senão aque l las quant idades das q u a e s d e p e n d e a so lução 
dos problemas que nos propomos resolver . Ass im F (x) ,f(x),<f <x). . d e s i g n a m fór-
m u l a s em q u e a letra x está combinada de dif ferentes m a n e i r a s ; f (x) cf (r) , 
com o m e s m o sinal f , ind icam expressões nas q u a e s x c z se acham combina-
das da m e s m a maneira , de sorle q u e se tornam idênt icas quando se muda x em 
s. Por e x . , / " ( / s - i - o ) s ignif ica q u e exis te uma funeção f (ir) na qual por x se 
subst i tu io vAsn-a. Do m e s m o modo F - t - y ' ) indica q u e sc subs l i tu io x por 
X i - ^ y t c m u m a funeção F ( s ) . 
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Q u e r e n d o , p o r e x . ° , d i v i d i r 4 - a r ' — 1 0 x * + 6 . » 3 — 7 x * + 9 x — 1 1 p o r o ; — 2 , 

a c h a r e m o s o q u o c i e n t e — 2x' + 2 a ; 1 — 3x + 3, e o r e s t o — 5. 

C o m o e íTe i to , t e n d o e s c r i p l o o 1 . ° t e r m o d o q u o c i e n t e i x x , a c h a r e m o s , 
s e g u n d o a lei i nd i cada , 

p a r a coe f l i c i en te de a;5 — 10 + 4 x 2 = — 2 

d e 6 — 2 x 2 = + 2 

d e x — 7 + 2 x 2 = — 3 

pa ra coe f f i c i en te d o u l t i m o t e r m o 9 — 3 x 2 = 3 

p a r a r e s t o — 1 1 + 3 x 2 = — 3 . 

P o d e m o s o b t e r t a m b é m o s coe f f i c i en t e s A 1
1 , \ ' 2 , A 1

3 , . . . . e o 
r e s t o R , e l i m i n a u d o - o s d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) , o q u e dá 

A f
1 = A 0 C ^ A 1 , A 1

j = A o a N - A 1 a + A i , A 1
3 = A 0 a 3 + A 1 a 2 + A a a + A , 

R = A 0 a » + A 1 a " " " + A 2 a - a + . . , . . . A N W a + A B =f[a). 

Da Iei q u e s e g u e m e s t e s c o e f f i c i e n t e s , e o r e s t o , d e d u z - s e a r e g r a s e -
g u i n t e : 

Paraformar um coefficicnte qualquer da ordem i no quociente: loinem-se 
os \primeiros termos de f ( x ) ; substituam-se nellesx por a ; e supprimam-se 
as potencias de a communs a todos os termos. Para formar o resto 
tnude-se x em a no polynomio proposto, que se tornará f ( a ) . 

D a e x p r e s s ã o p r e c e d e n t e d e R t i r a r e m o s a s s e g u i n t e s c o n s e q u ê n c i a s : 
1 . ° Se for a raiz da equação (1) , sendo então f ( a ) = R = O, 

será fx divisivel por x — a. 
2 . ° Reciprocamente , se f ( x ) for divisivel por x — a , como a di-

visão se faz exactamente, será R = 0 , e por conseguinte a substituição 
de a reduzirá f ( x ) a zero, isto é, será a raiz da equação. 

2 8 . S u p p o n h a m o s p o r a g o r a d e m o n s t r a d o , que toda a equação a 
uma incógnita tem uma raiz pelo menos, o b j e c t o de q u e a d i a n t e n o s o c c u -
p a r e m o s ; e n a e q u a ç ã o ( 1 ) f a ç a m o s A 0 = I , o q u e nada t i r a á g e n e r a l i d a d e d a 
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m e s m a e q u a ç ã o , por isso q u e a p o d i a m o s t e r d iv ido Ioda p o r e s t e coe f f i c i -
e n t e de x". 

Se a é r a i z da e q u a ç ã o l e m o s i d e n t i c a m e n t e 

f x = [x — a ) Q , 

s e n d o Q um p o l y n o m i o do g r ã o x"~1. 
Se 6 é ra iz da e q u a ç ã o Q = O f x — b d e v e d i v i d i r Q, e s e r á 

Q = (x—b) Q ' , e 

f x = [x — a ) ([x — b) Q ' . 

Se c é a r a i z da e q u a ç ã o Q ' = 0 , s e r á do m e s m o m o d o 
Q ' = ( x - c ) Q " , e 

f x = [x — a) [x — b){x — c) Q " . 

C o m o o s g r á o s d o s q u o c i e n t e s success ivos Q , Q ' , Q 1 ' , • . . . s e v ã o 
a b a i x a n d o s u c c e s s i v a m e n t e por c a d a f a c t o r b i n o m i o q u e s e põe e m e v i d e n -
c i a , é c l a r o q u e f e i t a s n — 1 d i v i s õ e s , d e v e m o s c h e g a r a um q u o c i e n t e 
x — Z do í . ° g r á o . A d m i t t i n d o pois q u e t o d a a e q u a ç ã o t e m u m a ra iz- , 
p o d e m o s t i r a r a conc lusão s e g u i n t e : 

Todo o polynomio f ( x ) do gráo n é formado do producto de n fa-
ctores binomios do 1.° gráo ; e leremos sempre 

f x = [x — a)(x — b)[x — c) ( x — t). 

E s t a e q u a ç ã o é i d ê n t i c a , e a d i s s i m i l h a n ç a dos dous m e m b r o s d e s a p » 
p a r e c e r i a , logo q u e s e e f f e c t u a s s e m as m u l t i p l i c a ç õ e s i n d i c a d a s . E c o m o 
f ( x ) se t o r n a nul lo , q u a n d o por x se s u b s t i t u e q u a l q u e r d o s n ú m e r o s , a , b , 
c c o n c l u i r e m o s t a m b é m , q u e ; 

Toda a equação f ( x ) = 0 tem n raizes, que são, com signaes con-
trários , os segundos termos dor seus n factores binomios. 

P a s s e m o s a g o r a a m o s t r a r , q u e o polynomio f ( x ) não pôde ser de-
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composto em outros factores (x — a ' ) (x — b ' ) . . (x — I ' ) , sendo as quan-
tidades a 1 , b1 I 1

1 todas ou em parte, di/ferentes de a, b , . . . . I. 
E p a r a i s to m o s t r e m o s p r i m e i r o , q u e se o binomio x — h dividir 

exactamente o producto de dous polynomios AeB racionaes e inteiros 
(*) em ordem a x, um d'estes polynomios, pelo menos, será divisível 
por x — b . S u p p o o h a m o s com e f f e i t o , q u e d i v i d i n d o A e B por x — h , 
r e s u l t a m os q u o c i e n t e s A ' e B ' , e os r e s t o s n u m é r i c o s a e g , s e n d o 

A = A ' (x — h) + * , B = B ' ( x — /i) + g . 

F o r m a n d o o p r o d u c t o A B 1 a c h a - s e q u e x — 7i é f a c t o r de todos o 
seus t e r m o s , m e n o s d o p r o d u c t o n u m é r i c o a 3 , o q u a l não p ô d e s e r d i -
visível por x — li; e por c o n s e g u i n t e AB t a m b é m o não p o d e r á s e r , em 
q u a n t o ou a ou g não f o r e m nul los . 

Pos to i s to , s endo fx = (x — a) Q , se s u p p u z e r m o s q u e x — a ' d i v i d e 
f ( x ) , s e r á forçoso q u e se ja Q div is íve l por x — a' vis to q u e x — ao n ã o p ô d e 
s e r . O m e s m o d i r e m o s de Q' em Q = (X— B) Q ' ; e a s s im por d i a n t e a t é ao 
ú l t i m o f ac to r x — l , o qua l não s e n d o d iv is íve l po r x — a', m o s t r a q u e 
x — a' não p ô d e se r d iv i so r de f(x). O m e s m o sc m o s t r a a r e s p e i t o de 
x — b',x — c ' , . . . . L o g o : 

1 . ° Qualquer polynomio f (x ) , da ordem n , sómente se pôde resol-
ver em um systema único de n factores binomios do primeiro gráo, e a 
equação f ( x ) = 0 admitte sómente n raizes. 

f(x) O 
2 . ° T o d a a f r a c ç ã o — — , q u e se t o r n a — q u a n d o se faz x =a, t e m 

x—a, ou u m a po tenc ia de x = a , po r f a c t o r c o m m u m dos seus dous t e r m o s 
f ( x ) , «par. P a r a s e o b t e r o va lor d a f r a c ç ã o , s u p p r i m a m - s e p r i m e i r o o s 
f a c t o r e s c o m m u n s x — a, e f a ç a - s e d e p o i s x = a; d ' o n d e r e s u l t a r á 
um valor finito, nullo, ou inpnilo , c o n f o r m e x — a e s t i v e r e l e v a d o á 
m e s m a po tenc ia nos d o u s t e r m o s , o u a p o t e n c i a m a i s e l e v a d a n o n u m e -
r a d o r o u n o d e n o m i n a d o r . 

3 . ° Se as d u a s e q u a ç õ e s f ( x ) = O , o (x) = O t i v e r e m u m a m e s m a 
r a i z a , x — a s e r á o seu f a c t o r c o m m u m . D e s t e m o d o 

Zx3 — 3x* — 1 7 a ; + 3 0 = O , x3— 3 7 x — 8 4 = 0 , 

(*) Entendemos aqui por polynomios racionaes e inteiros, aquelles cm cuja 
expressão não entram as incógnitas cm nenhum denominador , nem debaixo de ra-
dical algum. 
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t e m a ; - f 3 po r f a c t o r , o q u a l s e o b t é m pe lo m e t h o d o d o d iv i sor c o m m u m . 
A c o e x i s t ê n c i a d ' e s t a s d u a s e q u a ç õ e s se r i a a b s u r d a , s e n ã o e x i s t i s s e u m 
f a c t o r c o m m u m e n t r e e l l a s . E s e e s t e f a c t o r fosse d o 2 . ° g r á o , a s e q u a -
ç õ e s t e r i a m d u a s r a i z e s , q u e s e r i a m a s ú n i c a s q u e s a t i s f a r i a m a o p r o -
b l e m a , e t c . 

4-.° E m p r e g a n d o a d i v i s ã o , p o d e m o s a b a i x a r no g r á o n de u m a 
e q u a ç ã o u n i n u m e r o d e u n i d a d e s e g u a l a o d a s r a i zes c o n h e c i d a s , po r isso 
q u e a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s se r e d u z á dos f a c t o r e s b i n o m i o s . Os f a -
c t o r e s d o 2 . ° g r á o são e m n u m e r o { n ( n — 1 ) (n .° 1 ) , p o r q u e r e s u l t a m 
d a s c o m b i n a ç õ e s 2 a 2 dos do 1 . ° : os do 3 . ° g r á o s ão em n u m e r o 
> ( « — J ) (n — 2 ) , e t c . 

2 9 . C o m o a e q u a ç ã o p r o p o s t a 

a " + A ^ n - + A 2 A b - 1 + A „ _ , « + A „ = 0 

é o p r o d u c t o de (x— a) (x— b)[x— c) (x — l), s e g u e - s e do 
q u e se vio (Alg. ELn.0 1 0 5 - , V) q u e : 

1.' O coefficienle A1 do 2 . " lermo é a somma de todas as raizes 
a , b , c I tomadas com signaes contrários. 

2 . ° O coefficienle A2 do 3 . ° termo é a somma dos productos 2 a 2 
deslas raizes. 

3 . ° O coefficienle A3 do 4 . ° termo é a somma dos productos 3a 3 
tomados com signaes contrários E assim por diante sendo 

o coeffciente At- do termo i + 1 a somma dos productos i a i toma-
dos com o mesmo ou dijferente signal, segundo é i par ou impar. 

4 . ° F i n a l m e n t e , o ultimo termo An é o producto de todas as 
raizes, quando n e par ; c este produclo com o signal contrario, quando 
n è impar. 

Transformação das Equações. 

3 0 . C o m a s i m p l e s m u d a n ç a de l e t r a s nos c o e f f i c i e n t e s , a c q u a ç S o 
( 1 ) p ô d e e s c r e v e r - s e 

f{x) = kxn -f- px"~l + qx"-2 + + tx + u = 0 ( 3 ) 



ALGUBRA SUPERIOR. 5 5 

1 . ° S e q u i z e r m o s t r a n s f o r m a r e s t a e q u a ç ã ç n o u t r a , c u j a s r a i z e s 
Jj s e j a m h vezes m a i o r e s q u e x , f a ç a m o s 

y = Iix , ou X = J-; 

e virá 

r\Ti + + T + 

eu , m u l t i p l i c a n d o por h , 

Icyn -f phy"~l + qtfy—* + 'tli—' y + uh" — 0. 

E s t a ú l t i m a e q u a ç ã o d e d u z - s e m u i t o f a c i l m e n t e d e ( 3 ) , m u d a n d o x e m 
y , e m u l t i p l i c a n d o os t e r m o s succcss ivus po r Iia , Zi1 , -fi2 , h n . 

E fáci l d e v e r i f i c a r , q u e po r e s t e p roces so a s r a i z e s d a e q u a ç ã o 

— 0 s ^ 0 f t vezes m a i o r e s q u e a s d a p r o p o s t a ( 3 ) . C o m e f f e i t o , s u p -

p o n d o q u e a é u m a r a i z d ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o , t e r e m o s f(a) = 0 ; m a s 
o l .° m e m b r o da t r a n s f o r m a d a r e d u z - s e t a m b é m a f(x), q u a n d o se s u b s t i -
t u e n ' e l l a lia. por y; logo /<a 6 u m a r a i z da t r a n s f o r m a d a . 

2 . ° S e a e i j u a ç ã o p r o p o s t a ( 3 ) t i v e r coe f f i c i en te s f r a c c i o n a r i o s , p o -
d e m o s s e m p r e d e s e m b a r a ç a l - a d ' e l l e s p o r m e i o d a r e d u c ç ã o a o m e s m o d e n o m i -

v n a d o r . D e p o i s s u p p o n d o h = Zc , i s to é, f a z e n d o x = a t r a n s f o r m a d a é 
Ii 

divis ível p o r k , e t o r n a - s e e m 

y n + n , " - 1 + uk"—1 = 0 ; 

l o g o : para desembaraçar uma equação dos coeficientes fracionarios redu-
za-se ao mesmo denominador; e querendo desembaraçar também o 1." 

termo do seu coefficienle k, faça-se x = -~, o q u e c q u i v a l a s u p p r i m i r 
Ii 

k n o l . ° t e r m o d e ( 3 ) , e a m u l t i p l i c a r s u c c e s s i v a m e n t e , a p a r t i r d o 2 . ° t e r -
m o , o s c o e f f i c i e n t e s po r k°, k l , A - 2 , . . . . . . hJ,~t. 
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S e j a , po r e x . ° , a e q u a ç ã o 

a;4 — §x3 + y®2—jíc —; = 0 ; 

m u l t i p l i c a n d o - a por 1 2 , v e m 

1 2 a ; 4 — 8 x 3 + I O i - 9a ; — 4 2 = 0 ; 

f a z e n d o d e p o i s x = 7 ^ ! / ? 0 , 1 m u l t i p l i c a n d o os coe f f i c i en te s 1 0 , 9 , e 42 
r e s p e c t i v a m e n t e po r 1 2 , 1 2 2 , 1 2 3 , v e m 

y\— Sy3+ 1 2 0 i f — 1 2 9 6 j / — 7 2 5 7 6 = 0 . 

3 . ° Se quizermos transformar a equação ( 3 ) noutra cujas raizes y 
sejam h vezes menores é fác i l de v e r , p e l o q u e Gca d i t o , q u e devemos pôr 

x = hy, 

o q u e equ iva l a m u d a r na p r o p o s t a x em y , e d i v i d i r s u c c e s s i v a m e n t e os 
coe f f i c i en tes po r h°, I i t , / 1 % . . . . . . h" . E s t e p rocesso p ô d e d a r l oga r á 
á i n t r o d u c ç ã o de coe f f i c i en t e s f r a c c i o n a r i o s . 

F a z e n d o x = 1 2 y n a e q u a ç ã o a ; 3 — 1 4 4 a ; = 1 0 3 6 8 , r e s u l t a a e q u a -
ç ã o m a i s s i m p l e s 1/ — í / = 6 e c o m as r a i z e s 12 vezes m e n o r e s . 

3 1 . Se quizermos uma equação, cujas raizes tenham de menos a 
quantidade i que as da equação ( 3 ) , faça-se x = i + y. 

P o n d o i+ y em vez de x em lodos os t e r m o s de f [ x ) , a t r a n s f o r -
m a d a d e ( 3 ) s e r á 

h (i + y)« +p{i + y)"~l + 9('' + y)"-5 + <(« + y) + w = o . 
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S e m se r neces sá r io e f í e c t u a r a desenvo lução dos b i n o m i o s q u e e n t r a m 
nos d iversos t e r m o s , r e su l t a d a lei c o n h e c i d a (n . ° 8 ) q u o s e g u e m o s 
t e r m o s d a f ó r m u l a d e N e w t o n , q u e s e es ta e q u a ç ã o s e o r d e n a r r e l a t i -
v a m e n t e á s p o t e n c i a s c r e s c e n t e s d e y , s e r á d a f ó r m a 

A + By+ Cy2+ k,f = 0, 

e q u a ç ã o n a qual é : 

A — f i , o u o p o l y n o m i o , q u a n d o n ' e ! l e s e m u d a x e m i ; 

f i 
B = — , d e s i g n a n d o por f i o r e s u l t a d o q u e s e o b t é m m u l t i p l i c a n d o 

cada t e r m o d e A pe lo e x p o e n t e d e i , e d i m i n u i n d o e s t e e x p o e n t e 
d ' u m a u n i d a d e ; r e s u l t a d o a q u e se d á o n o m e d e DERIVADA 

d e A ; 

m 
C = — , d e s i g n a n d o por f " i a d e r i v a d a de B; 

D = — — , d e s i g n a n d o por f'"i a d e r i v a d a d e C ; 
1 .í.O 

E ass im por d i a n t e . 
P o r e s t e m o d o p o d e m o s c o m p o r o s coef f ic ien tes d a t r a n s f o r m a d a , 

s a b e n d o - o s d e d u z i r uns dos o u t r o s , isto é , 

2 3 

f í + v f i + 1 - f i + n + . . . . + h f = o , 

f i = hi" + + qi—"- + , . . . + li+ u, 

f i = nki"-' + (n — 1) p i n + (n — 2) qi—3 . . . + í , 

f"i=n (n — 1) ki*-> + (« _ 1) (n — 2) pi—3 + .. + e t c . 
8 
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Q u e r e n d o , por e x . ® , fazer x = 2 + y em 

fx — x3—õx2+a5 + 7 = 0, 

t e r e m o s , por ser i = 2 , 

f i = {' — Si2 + i + 7 = — 3 , 

/ • ' j=3t 2 — IOt+ 1 . . = - 7 , 

f"i=Qi— 10 = 2; 

e por c o n s e g u i n t e s e r á a t r a n s f o r m a d a 

— 3 — 7y + y2 + y' = 0. 

, pcZo contrário, quisermos, que todas as raizes da transformada 
tenham de mais a quantidade i que as da proposta, faça-se X= y — i. 

O cá lcu lo n ' e s t e caso é c o m o o p r e c e d e n t e , só c o m a diíFerença de 
se m u d a r t em — i , ou de t o m a r c o m s igna l c o n t r á r i o as po tenc ias i m -
p a r e s de i . 

D o q u e f i c a d i c to c o n c l u e - s e , q u e s e n ' u m a funeção <p(a;) r a c i o n a l , 
a l g é b r i c a e i u t e i r a , se m u d a r x em x ± h, s e r á 

( A ) 

E s t a f ó r m u l a d e s c o b e r t a pe lo G e o m e t r a ing lez Taylor, e q u e a d i a n t e 

L (x)±h ?'(*) +^5-*''(*) 

? ( * = • = * ) = < A 3 1 2 . 
( = t I S J ^ W + . . 1 3 X 7 = - * - « 
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d e m o n s t r a r e m o s p a r a u m a funcçf lo q u a l q u e r d e x , é c o n h e c i d a pe lo d e n o -
m i n a ç ã o de fórmula de Taylor (*). 

3 2 . O p rocesso d a p a g . 5 1 . é m u i t o c o m m o d o p a r a a c h a r o s c o e f -
f i c i e n t e s f i , f ' i , f"i, . . . . d a t r a n s f o r m a d a . C o m e f f e i t o , d i v i d a - s e f ( x ) 
p o r x — i , e s e j a m T o q u o c i e n t e e t o r e s t o d ' e s t a d iv i são . D i v i d a - se d e -

( • ) V ê - s e na e q u a ç ã o (A) , q u e se ordenarmos q u a l q u e r f u n c ç ã o ç (x + A) 
era ordem ás po lenc ias c r e s c e n t e s de h, será , n ' e s t e d e s e n v o l v i m e n t o , o coe f t i ' 
c i en te da pr imeira potencia de h a der ivada da f u n c ç ã o ç r . 

Por m e i o d 'es ta cons ideração se demonstra muito fac i lmente o s e g u i n t e 
theorema , de q u e ainda na Álgebra superior l e r e m o s de fazer u s o . 

A derivada de um producto de muitos factores é egual á somma algébrica de 
todos os productos , que se formam multiplicando a derivada de cada factor pelo pro-
ducto dos outros factores . 

Sejam U , V , X , Y , . . . . f u n e ç õ e s d e a:; s e c m cada u m d ' c l l c s m u d a r -
mos « e m £ + /<, tornar - se -hão r e s p e c t i v a m e n t e em 

U + U ' A - 4 - C " J L L + 

v + V a w " - h — 1.2 

X + X'A -+-X" S . 4 -

Y + Y ' A + Y " ~ + 
— 1.2 

( 

L o g o , para obter a der ivada do producto U V X Y é n e c e s s á r i o formar o pro-
ducto d ' e s t a s q u a n t i d a d e s , e a der ivada será o c o e f f i c i e n l e da pr imeira potencia 
de h n ' e s t e producto . Ora é e v i d e n t e q u e para obter este c o e f f i c i e n l e , se d e v e 
mul t ip l i car o c o e f f i c i e n l e de h em cada um d ' c s t e s factores pe los termos dos 
outros em q u e não entra h , e sommar d e p o i s a l g e b r i c a m e n t e os resu l tados . A d e -
rivada d o producto U V X Y . . . . . . será pois 

+ U V X Y + V U X Y + X ' U V Y . . . . + Y 1 U V X , . . . + 

c o m o »e per lcndia demons trar . 
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po i s T po r x — « , e s e j a m U o q u o c i e n t e e u o r e s t o . D i v i d a - s e U p o r 
x — i , e s e j a m V o q u o c i e n t e e v o r e s t o . E a s s i m p o r d i a n t e . T e r e m o s 

f x = T(x — i) + t , T = U (® — » ) + u , U = Y(x — i) + v, 

E l i m i n a n d o s u c c e s s i v a m e n t e T , U , V , . . . . a c h a - s e 

f x = l + u(x — í) + v [x — i)z + . . . . k(x — «)" ; 

o n d e s e v è , q u e o s c o e f f i c i e n t e s d a t r a n f o r m a d a n a q u a l é y = x — t , 
s ã o os r e s t o s i , u , v . . . . d a s d i v i s õ e s succes s ivas por x — i , s e n d o o 
ú l t i m o c o e f f i c i e n t e l i o ú l t i m o q u o c i e n t e . E c o m o p e l o p r o c e s s o d a p a g . 5 1 . 
e s t e s r e s t o s s e o b t é m f a c i l m e n t e , o c á l c u l o t o m a a f ó r m a d o e x . ° s e g u i n t e , 
no q u a l se s u p p o z y — x — 3. 

P r o p o s t a 2 a ; 4 — 7x3 — 1 2 a ; * + 4 a ; + 1 2 0 = 0 
í 2 — 1 — 1 5 — 4 1 + 6 

F a c t o r S . . . . ) 2 + 5 0 ~ 4 1 

\ 2 + 1 1 + 3 3 
( 2 + 1 7 

T r a n s f o r m a d a 2 j / ' + I7y3 + 33/-412/ + 6 = 0. 

O s q u a t r o 1 . ° ' n ú m e r o s d a 1 . " l i nha 2 , — 1 , — 1 5 , — 4 1 , s ã o o s 
c o e f f i c i e n t e s s u c c e s s i v o s d o 1 . ° q u o c i e n t e T . O s t r e s 1.°* d a 2 . ° l i n h a , s ã o 
o s c o e f f i c i e n t e s d o 2 . ° q u o c i e n t e U . O s d o u s 1.°" d a 3 . " s ã o o s d e V . e t c . C a d a 
l i n h a t e m u m t e r m o d e m e n o s q u e a p r e c e d e n t e . O ú l t i m o t e r m o d e c a d a 
l i n h a é o r e s t o da d i v i s ã o p o r a ; — 3 ; a s s i m I=6 , M= — 4 1 , v = 3 3 , t e = 1 7 . 
O ú l t i m o q u o c i e n t e 2 é — k. A p p a r e c e m p o r e s t e m o d o os c o e f f i c i e n t e s 
p e d i d o s e m o r d e m i n v e r s a . ( * ) 

(») Q u a n d o i é u m a fracção — , torna-se m a i s s i m p l e s o c á l c u l o do m o d o 

q u s p a s s á m o s a ver . S u p p o n b à m o s 

x' 
x = —, x ' 3=«" -hh , X t l - I y : 
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Q u a n d o se b u s c a a t r a n s f o r m a d a e ra y = x — 1, s e n d o e n t S o i = 1 , 
r e d u z - s e o c á l c u l o a s i m p l e s a d d i c ç õ e s , s e g u n d o a l e i da p a g . 3 0 . E i s 
a q u i d o u s e x e m p l o s : 

e l i m i n a n d o d ' e s t a s e q u a ç õ e s x' e x" a c h a - s e 

h 

l o g o p o d e m o s compor a transformada e m o r d e m a y , sa t i s fazendo s u c c e s s i v a m e n t e 
ás tres e q u a ç õ e s , i s to é : tornando , pe la 1." , as ra i ze s l v e z e s m a i o r e s (n.° 3 0 . 1 . ° ) ; 
d i m i n u i n d o - a s pela 2 . ' de h ; e f ina lmente t o r n a n d o , p e l a 3.*, as ra izes I v e z e s 
m e n o r e s (n.° 30 , 3.°) 

N o s e g u i n t e e x e m p l o , e m q u e s e b u s c a a t rans formada e m x — f c o r r e s p o n d e n t e 
á e q u a ç ã o 

Zxi — 5x> +7x* — Xx + 2 = 0, 

se ind ica o p r o c e s s o d ' e s t e c á l c u l o . 

Coef f i c i entes 2 - 5 - ) - 7 - 4 . + 2 . 

P o t c n c i a s d o d e n o m i n a d o r . . . . 1 3 9 2 7 8 1 . 

T r a n s f o r m a d a e m a ; ' . . , . 2xu — 1 5 a ; ' 3 + 6 3 a : ' ' — 108a;' + 1 6 2 . 

Factor 2 { 
2 — 1 1 - + - 4 1 — 2 6 + 1 1 0 . 
2 — 7 + 2 7 + 2 8 
2 — 3 + 2 1 
2 + 1 

Transformada e m x " = x — 2 2a;" 4 + a ; " 3 + 21a;''" + 2 8 a ; ' ' + 1 1 0 . 

Trans formada e m y — x — f 2y' + 1 y ' + y * + y + iJ-1 
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^ - 1 2 ^ + 4 1 ^ - 2 9 = 0 a'— Gxs +7^-7^ + 7==0 

1 — 1 1 + 3 0 + 1 

1 — 1 0 + 2 0 

1 — 9 

j / 3 - 9 j / 3 + 2 0 y + 1 = 0 

1 — 5 + 2 — 5 + 2 

1 _ 4 — 2 — 7 

1 — 3 — 5 

V — 7 y + 2 = 0 . 

3 3 . A t r a n s f o r m a ç ã o da p r o p o s t a ( 3 ) em x = y + i , s e n d o i u m a 
a r b i t r á r i a , p o d e s e r v i r - n o s pa ra d e s e m b a r a ç a r a e q u a ç ã o de a l g u n s d o s 
s eus t e r m o s , d e t e r m i n a n d o a a r b i t r á r i a n ' e s t e s e n t i d o . A s s i m : 

1.° Para desembaraçar a equação do seu 2 . ° termo, t e n d o a c h a d o 
a t r a n s f o r m a d a 

Uynj
r nik 

+ P 

f a ç a m o s d e p o i s 

e r e s u l t a r á 

+ ! „ ( „ _ | ) i * k 

+ ( n — l ) i p 

+ 9 

y" +AÍ" + U ] 

+ pi—' + 
• = o , 

nik +P = 0; 

P x •• P 
r 

D ' o n d e se d e d u z a r e g r a s e g u i n t e : mude-se x em y , menos o coef' 
ficiente p do 2° termo , dividido pelo producto do coeficiente k do 1.° termo 

Emprega- se pr inc ipalmente este cá lcu lo , quando í é 10 , ou alguma das suas po-
tenc ias . A s s i m , querendo achar a transformada em y = x — 0 , 2 na equação de 
c ima , teremos 

P i o d u c l o s dos coeff ic ientes pelas potencias de 10 , 2 - 5 0 - 4 - 7 0 0 - 4 0 0 0 + 2 0 0 0 0 

i 2 — 46 -+- 6 0 8 — 2 7 8 4 + 1 4 4 3 2 
Factores 2 2 2 — 4 2 + 5 2 4 — 1736 

l 2 — 3 8 + 4 4 8 

Transformada e m i ' - 2 2 — 3 4 + 4 4 8 — 1 7 3 6 + 1 4 4 3 2 

Transformada e m a;' — 0 , 2 2 y l — 3 , 4 j s + 4 , 4 8 y ! - » 1 , 7 3 6 ^ 1 , 4 4 3 2 = 0 . 
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pelo gráo da equação, b e m e n t e n d i d o q u e p e k d e v e m e n t r a r c o m os 
s e u s s i g n a e s r e s p e c t i v o s . ( * ) 

A b b r e v i a - s e m u i t o o c á l c u l o , e l e v a n d o á p o t e n c i a n a e x p r e s s ã o 
p 

x + —— = y , d e s e n v o l v e n d o o 1 . ° m e m b r o , e m u l t i p l i c a n d o p o r k. P o r 
TitC 

e s t e m o d o o b t e m - s e o va lor dos do i s l . ° * t e r m o s da p r o p o s t a kx"-\-px"~i, 
o q u a l s u b s t i t u í d o n ' e l l a , faz c o m q u e o s t e r m o s , e m q u e e n t r a x s e j a m 
de o r d e m m e n o s e l e v a d a , t o r n a n d o - s e d e p o i s m a i s f ác i l a t r a n s f o r m a ç ã o . 

P o r e x . ° , na e q u a ç ã o x 3 — 6 x 2 + ^x —. 7 = 0 , p o n d o , s e g u n d o a 
r e g r a , x — 2 = y, e e l e v a n d o e s t a e x p r e s s ã o ao c u b o , v e m 

a 3 — 6x% = y i 2 x + 8 , 

e s u b s t i t u i n d o na p r o p o s t a , v e m 

ys— 8 a ; + 1 = 0 , ou y3 — 8y— I S = O . 

(») A c o n d i ç ã o q u e faz d e s a p a r e c e r o 2 . " t e r m o , e q u i v a l á de tornar n u l l a 
a s o m m a das ra izes ( n . " 2 9 . , I . 0 ) , d ' o n d e p o d e m o s c o n c l u i r q u e pela regra dada se 
a u g m e n t a m todas a s ra izes c o m uma q u a n t i d a d e t a l , q u e a s o m m a das suas p a r -
t e s negat ivas se torna e g u a l á das pos i t i vas . 

P Com effeito , m u d a r cc em y , equival a augraen ta r as ra izes a, 6, e, .. I 
nk 

V da pr imi t iva da quan t idade , sendo ass im as ra izes da t r ans fo rmada 

P . ^ P P a + — . o + —r, + 
nk nk nk 

Sommando estas ra izes , e a d v e r t i n d o , q u e é 

P a + b-hc -t- . . . . 4-I = — V , 
k 

vem com effeito 
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2.° Para fazer desapparecer ao mesmo tempo o 2.° lermo da equa-
ção (3) e o coefficienle k do l .° termo, è fácil de ver, que deve fazer-se 

- ^ t - w 

{*) Para d e s e m b a r a ç a r d o 2." t e r m o , d e v e f a z e r - s e ( 1 . ° ) 

P 
x = z 

nk 

. e d e p o i s , para d e s e m b a r a ç a r do c o e f f i c i e n l e A , p o d e m o s fazer ( 3 0 , 3 . ° ) 

nh 

Ror onde se vê q u e sat is faz^ambas as c o n d i ç õ e s a b y p o l h e s e única 

x_y_ P 
nk nk nk 

Com ef fe i to fazendo na e q u a ç ã o ( 3 ) x = z-t-i, r e su l ta a transformada 

Az •+- (niA +p)s" ' - t - -+-At" = 0 , 

cujo 2 . ° t ermo s e a n n i q u i l a p e l a b y p o t h e s e 

/ - - i 
í r w e f i c a , nao a l tcndo aos s i g n a e s , 

/ 
' , n p 

kz + ~~~=0. 
A Mn 

|ou, R e d u z i n d o a o m e s m o d o m i n a d o r , v e m 

(I N > V 
A M z -t- = 0 ; 

e d e s e m b a r a ç a n d o d o c o e f f i c i e n l e d o 1 ° l e r m o pela h y p o t b e s e * = ~ resulta 
nk 

em fim a t rans formada s e m o 2 . ° t ermo e s e m o coc f f i e i en te do i 
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3 . " Para fazer desapparecer o 3 . ° termo da equação é necessário 
pôr 

>(n— 1) i2/c + (n — i) ip + q = 0. 

D e s t a e q u a ç 3 o d o 2 . ° g r ã o d e d u z e m - s e , e m g e r a l , d o u s v a l o r e s p a r a i ; e 
p o r c o n s e g u i n t e p ó d e - s e f aze r d e s a p p a r e c e r o 3 . ° t e r m o po r d u a s s u b s t i t u i -
ç õ e s de x d i f f e r e n t e s . 

4 . ° Para fazer desapparecer o 4 . ° , 5 . ° , 6 . ° — . termos, é neces-
sário resolver uma equação do 3 . ° , 4 . ° , 5 . ° . . . . gráos. 

5 . ° Finalmente, para fazer desapparecer o último termo , é neces-
sário fazer 

hi" + pi—1 + . . . , . . . . + u = 0: 

m a s i s to e q u i v a l a r e s o l v e r a e q u a ç ã o p r o p o s t a ; e c o m e f f e i t o , c o m o n e s s e 
caso a t r a n s f o r m a d a d e v e t e r u m a ra i z nu l l a y = 0 , é e n t ã o x = i. (*) 

3 4 . U s a m - s e m u i t a s vezes a s t r a n s f o r m a ç õ e s s e g u i n t e s : 
1 . " F a z e r x =—y. Os termos em que entram potencias impares 

mudam de signal ; as raizes positivas tornam-se negativas, e recipro-
camente. 

2 . " S u p p o r x — — . As raizes ornam-sc reciprocas; as maiores 
y 

de x correspondem ás menores de y, e as menores de x ás maiores de y. 
C o m o os f a c t o r e s x , a?2, X3t . . s ã o s u b s t i t u í d o s pe los d i v i s o r e s y, j / 2 , t / \ .., 
s e m u l t i p l i c a r m o s a e q u a ç ã o p o r ? / " , a q u e l l e s f a c t o r e s s e r ã o s u b s t i t u í d o s po r 
J / " - 1 t y — 1 , . . . . ; e el la t o r n a r - s e - b a , i n v e r t e n d o o s t e r m o s , e m 

uy- + tf~' + + qxf +py + k = 0 . 

o u , d i v i d i n d o p e l o ú l t i m o t e r m o u d a p r o p o s t a , 

(«) C u m p r e n o t a r , q u e não é p o s s í v e l por t r a n s f o r m a ç õ e s s u c c e s s i v a s - , 
fazer d e s a p a r e c e r p r i m e i r o u m . t e r m o , d e p o i s outro , c a s s i m p o r d i a n t e : p o r -
q u e cada u m a d e s t a s o p e r a ç õ e s faria tornar a a p p a r e c e r o t e r m o q u e p r e c e -
d e n t e m e n t e s c a n n u l á r a . Cora e f f e i t o , s e n a e q u a ç ã o 

x •+•qx = 0 ; 

10 
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t q , p A; 
!/" + - V 1 + • • • • - ! / " + - 2 / + - = 0 . 

It U U U 

3 o . Em g e r a l , transformar uma equação fx = 0, r e d u z - s e a c o m -
por o u t r a F ( ^ ) = O , cu jas ra izes t e n h a m cora as de x u m a r e l ação d a d a 
por u m a e q u a ç ã o e n t r e x e y , ou o [x, y) = 0. A d i f f i cu ldade do p r o -
b l e m a cons is te toda em s a b e r e l i m i n a r x d ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o , por m e i o da 
propos ta , p r o b l e m a de q u e a d i a n t e nos o c c u p a r e m o s . 

Limites das raizes. 

3 6 . Chama-se l i m i t e s u p e r i o r d a s r a i zes da equação f (x ) = 0 uma 
quantidade qualquer maior que a maior d'ellas; e l i m i t e in fe r io r qualquer 
quantidade menor que a menor d'ellas. 

Q u a n d o o í . ° t e r m o kx" de / a t i v e r o s igna l p o s i t i v o , todo o numero l 
que, substituído por x, em fx , der um resultado positivo, será li-
mite superior, quando qualquer numero> 1 estiver no mesmo caso: por q u e 
en tSo n e n h u m v a l o r > l reso lve a e q u a ç ã o . 

A i n d a g a ç ã o dos l i m i t e s , c o m o v e r e m o s , é u m a ques t ão m u i t o i n t e -
r e s s a n t e para a r e so lução das e q u a ç õ e s , o por isso c o m e ç a r e m o s por 
i n d i c a r os s e g u i n t e s m e t h o d o s p a r a a c h a r o l i m i t e s u p e r i o r . 

I . 0 M E T H O D O . S e f x não t ive r t e r m o s n e g a t i v o s , se rá zero u m 
l i m i t e s u p e r i o r da s suas r a i z e s , po r q u e q u a l q u e r valor p o s i t i v o , q u e s e 
subs t i t ua por x , não p o d e r á r e d u z i r f x a z e r o , e por c o n s e g u i n t e e s t a 
e x p r e s s ã o não t e r á r a i zes pos i t ivas . 

q u e já se acha d e s e m b a r a ç a d a do 2." t e r m o , f izermos x = y -+- i , v irá 

(y -+-«)"-+- q [y -+- i)" =0; 

ou , d e s e n v o l v e n d o , 

y -f-my + [i n (»—l)i*-+-q]y +etc. =O ; 

H J 

o n d e se vè , q u e o va lor de i , q u e faria d e s a p p a r e c e r o t ermo c o m y , será d i f -

ferente de z e r o , e q u e por c o n s e g a i n t e tornar ia a a p p a r e c e r o t ermo com y " 
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Sc h o u v e r t e r m o s posi t ivos e n e g a t i v o s , a d v e r t i r e m o s q u e s e n d o , 
c o m o é s a b i d o , q u a n d o t é n u m e r o i n t e i r o e p o s i t i v o , 

x ' — 1 
x — i 

i— 1 , »—2 , !—3 , , , 4 
X +X +X + + ¢ + 1 , 

s e r á 

Xi= (¢-1)x'"1+ (x —1) Xi-8+ (x — 1)x 3 . . . . + (* —.1)+ 1-

A p p l i c a n d o e s t e d e s e n v o l v i m e n t o a t odos os t e r m o s pos i t ivos de 

. . n n—l , n—2 , 
f x = kx +px + q x + u , 

o s u p p o n d o , c o m a 6 s e m p r e p e r m i t t i d o , q u e kx' é p o s i t i v o , t e m o s 

k(x— í)xa"1+h 
+P 

(x—1) xn 

+P 
+ q 

Ilmtmm 3 
( X — l ) ~ c . . + k 

+P 
+ 7 
+ e t c . 

( x — i ) + k 
+ P 
+q 
+ e l e . 

A o s t e r m o s n e g a t i v o s c o n s e r v a r e m o s a sua f o r m a , e a s s e n t a l - o s . b e -
m o s n a s c o l u m n a s e m q u e x s e a c h a e l e v a d o a o m e s m o e x p o e n t e . A s s i m 
u m t e r m o — sx ' 1 f i c a r á n a c o l u m n a ( x — í ) x ' ' ; e x h t e r á por c o e f i c i e n t e 

{k+p + q ) ( x — 1 ) — s , 

s e n d o o coe f f i c i en l c d e ( x — 1 ) a s o m m a d o s c o e f f i c i e n t e s pos i t ivos q u e 
p r e c e d e m s. 

V ô - s e p o i s , q u e p a r a d a r a x um va lo r tal q u e t o r n e o coef f i c ien lc 
d e x h s e m p r e p o s i t i v o , é n e c e s s á r i o f aze r 

{k + p + q . . . . ) [ x - \ ) > s , 
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OU X 1 + - - ( M ) , 
> lc+p + q + . . . . 

F a z e n d o o m e s m o e m t o d a s a s c o l u m n a s , e m q u e e n t r a r e m c o e f f i c i -
e n t e s n e g a t i v o s ; e t o m a n d o , d e n t r e t o d a s a s e x p r e s s õ e s ( M ) a s s i m f o r m a -
d a s , a m a i o r d ' e l l a s l : é m a n i f e s t o q u e a ; = o u > 1 , t o r n a r á t o d o o p o -
l y n o m i o p o s i t i v o ; e q u e po r c o n s e g u i n t e s e r á l o l i m i t e s u p e r i o r d a s r a i z e s , 
v i s to q u e n e m l , n e m q u a l q u e r va lo r m a i o r q u e l , p o d e m r e d u z i r f x a z e ro . 
L o g o : 

Para achar o limite superior das raizes da equação fx = O , di-
vida-fe cada um dos coeficientes negativos de fx , incluindo os que mul-
tiplicam Xo, pela somma de todos os coefficientes positivos que o prece• 
dem; a maior das fracções que assim se obtiver, sommada com a uni-
dade, será o limite pedido. 

A s s i m n a e q u a ç ã o k x " — S x 1 + 2 3 a : 3 + 1 0 5 a ; 1 — 8 0 a ; + 1 1 = 0 , 
r - 8 C 8 0 

l e m o s a s t r a c ç õ e s — = 2 , e ^ q j ^ T j l 1 0 5 * t I u a e s a p r i m e i r a , q u e 

é m a i o r , m o s t r a q u e t o d a s a s r a i ze s são < 2 + 1 o u 3 . 
E s t e m e t h o d o a p p l i c a - s e c o m v a n t a g e m , q u a n d o o 1 . ° t e r m o n e g a -

t ivo é p r e c e d i d o de m u i t o s t e r m o s p o s i t i v o s , c os m e n o r e s coe f f i c i en te s n e -
g a t i v o s p r e c e d e m o s m a i o r e s . 

S u p p o n d o q u e s é o m a i o r coe f f i c i en t e n e g a t i v o do e q u a ç ã o fx = 0 , 
a e x p r e s s ã o 

n ã o s e r á m e n o r q u e a m a i o r d a s e x p r e s s õ e s ( M ) . L o g o , s e d i v i d i r m o s 
t o d a a e q u a ç ã o po r k : 

O maior coefficiente negativo de uma equação fx = 0 , tomado com 
o signal positivo , e augmentado com a unidade, é um limite superior 
das suas raizes. 

E s t a e x p r e s s ã o m a i s s i m p l e s , e q u e s e o b t é m i m m e d i a t a m e n t e , t o r -
n a - s e p r e f e r í v e l q u a n d o s e n ã o p e r t e n d e a c h a r u m l i m i t e b a i x o . 

2 . ° M E T H O D O L i m i t e m o s - n o s a o 1 . ° t e r m o , e aos t e r m o s n e g a -
t ivos d e f x , i s to é , c o n s i d e r e m o s a e x p r e s s ã o 
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X n - F s n - ^ G x 9 ^ t = HX"~A— (!) 

Se ja a u m n u m e r o , q u e s u b s t i t u i d o po r x , t o r n e e s t a e x p r e s s ã o posi t iva , 
ou 

« " > F « W + G c c " - 3 + H a " - " . ( 2 ) 

ou , d iv id indo tudo por a" , 

• , F G H 
^ T + T + -a a a 

É c l a r o q u e t o d o o n u m e r o > a sa t i s faz a es ta c o n d i ç ã o ; p o r c o n s e g u i n t e 
c o m o n e m a , n e m os n u m e r o s > a p o d e m t o r n a r f x nu l lo , po r isso q u e a p a r t e 
posi t iva d e f x , d e q u e p r e s c i n d i m o s , a c c r e s c e a a " ; p o d e m o s t i r a r a c o n -
c lusão s e g u i n t e : 

Qualquer numero 1, que substituido por x, tornar o 1° termo 
de fx maior que a somma dos termos negativos, é limite superior. (*) 

(*) A l g u n s authores d i z e m , q u e para se obter o l i m i t e superior das raizes 
de u m a e q u a ç ã o , se d e v e achar para x um n u m e r o l , q u e torne o l . ° termo 
maior que a somma de todos os outros , mas isto n ã o é exacto . Com effe i to , d e -
s ignando por P a somma dos t ermos p o s i t i v o s , e por N a d o s n e g a t i v o s , se t i -
vermos n ' u m caso 

P - N 
a " > P — N , OU 1 > , 

não poderemos c o n c l u i r , q u e esta re lação terá logar para os n ú m e r o s maiores 
q u e a , e m c o n s e q u ê n c i a das c o m p e n s a ç õ e s , q u e s e podem dar entre o s termos 
de P e de N. Com effe i to na e q u a ç ã o 

x' + a?5 — 30a: 2 — 2a: + 1 6 8 = O, 

da qua l são raizes os n ú m e r o s 3 e 4 , acha- se q u e o va lor a? = 2 , 3 , q u e ev iden-
temente não é l imi te s u p e r i o r , faz c o m tudo c o m q u e seja X i > a somma dos 
outros termos , ou 

(2 ,3V = 2 7 , 9 8 4 1 > 1 8 0 , 1 6 7 — 1 6 3 , 3 . 

J 
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D e d u z a m o s d a r e l a ç ã o ( 2 ) u m va lor d e a . E n t r e o s n ú m e r o s 

f B h 
KF, UrQ, KH , 

e x i s t e um m a i o r do q u e os o u t r o s . S u p p o n l i a m o s q u e é o 2 . ° , e r e p r e s e n l e -
m o l - o p o r i ; s e r á 

9 / A 9 f >'-
K G = i > K F e > K H , G = i , F < i , H < í . 

S u b s t i t u a m o s em ( 2 ) G por i3, F po r i , H po r i ; o 2 . ° m e m b r o 
n—f n—g n—h 

f icará > Fa + Ga - f I I a ; e se t o m a r m o s a" m a i o r q u e e l l e , s u b s i s -
t i r á a fortiori a c o n d i ç ã o ( 2 ) . T e m o s pois de s a t i s f a z e r a g o r a á c o n d i ç ã o 

n ^ ./ n—f .g n—g .h n—h 
X > l X +1* X X 

Se a j u n c t a r m o s ao 2 . ° m e m b r o o s t e r m o s q u e c o m p l e t a m o p o l y n o m i o , 
t e r e m o s o u t r a c o n d i ç ã o , q u e invo lve a s p r e c e d e n t e s , 

H . n—l , .2 M—2 , .3 n—3 , .« 
X > IX ® + í .T -f- + t , 

n 
OU X > Í 

X 
n .n . n .n-J-1 

X • 
l IX 1 I 

i X — i X — i 1' 

C o n t e n t a n d o - n o s c o m b u s c a r o s l i m i t e s e n t r e o s n ú m e r o s m a i o r e s q u e 
j ' n + 1 

i , s e r á x> i , e po r c o n s e g u i n t e n e g a t i v o o ú l t i m o t e r m o r . S u p -
OC — X 

p r i m i n d o e s t e t e r m o , com o q u e s e a o g m e n t a o 2 . ° m e m b r o , t e r e m o s 
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nova c o n d i ç ã o , em q u e s e i n v o l v e m t o d a s a s p r e c e d e n t e s , e s e r á 

. >t IX n 

L o g o : O dobro do maior numero que se achar, extrahindo década coefi-
ciente negativo uma raiz do grão designado pelo numero dos termos pre-
cedentes , è um limite superior das raizes. 

Na e q u a ç ã o x l — 2x3 — 2 0 a 2 + 3x — 11 a= d 

t o m a n d o y 2 , y ^ 2 0 , y / 1 1 , c o m o o 2 . ° d ' e s t e s n ú m e r o s é o m a i o r , e 
p r o x i m a m e n t e 5 , s e r á 1 0 u m l i m i t e s u p e r i o r . P e l o 1 . ° t h e o r e m a d o m e -

20 
t h o d o p r e c e d e n t e a c h a r í a m o s - j - + 1 = 2 1 ; e pe lo 2 . ° a c h a r í a m o s t a m -

b é m 2 1 p a r a l i m i t e s u p e r i o r . 
3 . ° METHODO. F a ç a - s e x = l + y , s e n d o l um n u m e r o q u a l q u e r 

p o s i t i v o ; a e q u a ç ã o f a 5 = 0 t o r n a r - s e - h a (n . ° 3 1 ) 

O r a , s e a c h a r m o s p a r a l u m v a l o r t a l , q u e t o r n e f l , f'l; f''l p o -
s i t i v o s , c o m o todos o s coe f f i c i en te s d a t r a n s f o r m a d a f i c a m t e n d o o s s i g n a e s 
t a m b é m p o s i t i v o s , n e n h u m n u m e r o p o s i t i v o q u e s e s u b s t i t u a por y , l h e p o d e r á 
s a t i s f a z e r ; e po r c o n s e g u i n t e os va lo res r e a e s de x c o r r e s p o n d e m aos va lo r e s 
n e g a t i v o s de y = x — l , d e v e n d o po r isso se r l> x. L o g o : 

Todo o numero , que substituido por x em fx e em todas as suas 
derivadas, der resultados positivos, é um limite superior de x. 

N o ú l t i m o e x . ° a s d e r i v a d a s s ã o 

h x 5 — 6 ® 2 — 4 0 x + 3 , 1 2 x 2 — 1 2 x — 4 0 , 2 4 x — 1 2 ; 

e v e - s e , q u e x = 6 t o r n a t odos e s t e s p o l y n o m i o s p o s i t i v o s , e por c o n s e -
g u i n t e 6 é um l i m i t o s u p e r i o r , m a i s b a i x o q u e o a c h a d o p r e c e d e n t e m e n t e . 

+ Icyn = o. 
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C a b e a q u i o b s e r v a r , q u e , s e m u d a r m o s o s s i g n a e s d a s p o t e n c i a s i m -
p a r e s da t r a n s f o r m a d a , i s to é, se fizermos x = l — y , as r a i z e s x m u d a -
r ã o d e s i g n a l , e s e t o r n a r ã o , d e n e g a t i v a s q u e e r a m , e m pos i t i va s . L o g o : 
Para transformar uma equação fx = 0 n'outra Fy = 0 , que não tenha 
nenhuma raiz negativa, faremos x = I — y, sendo 1 um limite superior 
das raizes x. 

3 7 . M u d a n d o a ; em — x em f x = 0 , i s to 6 , m u d a n d o os s i g n a e s d a s 
p o t e n c i a s i m p a r e s , a s r a i z e s pos i t ivas t o m a r - s e - h ã o n e g a t i v a s , e r e c i p r o c a -
m e n t e . S e b u s c a r m o s pois o novo l i m i t e s u p e r i o r V , a s r a i z e s n e g a t i v a s d e 
fx=*= O e s t a r ã o e u t r e — 1 1 e O , e a s pos i t ivas e n t r e O e l . P o r e s t a m a n e i r a se 
r e c o n h e c e , q u e n o nosso ú l t i m o e x e m p l o t o d a s a s r a i z e s e s t ã o c o m p r e -
h e n d i d a s e n t r e — 4 e 6. 

1 
3 8 . F a z e n d o a? = — em fx = 0, as m a i o r e s r a i z e s de z c o r r e s -

z 
p o n d e r ã o ás m e n o r e s de x . Se p r o c u r a r m o s po i s o l i m i t e s u p e r i o r h 

d a s r a i ze s de z , t e r e m o s z<h , x> -r-. S e r á p o i s — o limite inferior das 
h h 

raizes positivas de x. 
P a r a o b t e r h p o d e m o s e m p r e g a r q u a l q u e r d o s m e t h o d o s d o n . ° 3 6 . 
3 9 . S e j a s o m a i o r c o e f f i c i e n t e d e s igna l c o n t r a r i o a o d o ú l t i m o 

t e r m o d a e q u a ç ã o 

knc" + px"*' -+- .M = O. 

F a z e n d o - s e x = — , e s t a e q u a ç ã o se t r a n s f o r m a em 

UZm+ +pz + k = O , 

f i cando s e m p r e o s igna l de s c o n t r a r i o ao de ti. Se rá^ fpo i s 1 + — o l i -

m i t e s u p e r i o r d a t r a n s f o r m a d a , o u z<l + e po r c o n s e g u i n t e a ; > — . 
a u + s 

L o g o , acha-se immediatamente um limite inferior das raizes positivas 
d'uma equação , dividindo o seu último termo pela somma, que se obtém 
junctando este ultimo termo com o maior dos coefficientes de signal con-
tário ao d'elle. 
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T o d a s a s r a i ze s pos i t ivas d e f x e s t ã o pois c o r a p r e l i e n d i d a s e n t r e 

t i + s 
P a s s a n d o d a s ra izes n e g a t i v a s p a r a a s pos i t ivas ( n . ° 3 7 ) , p o d e m o s 

a p p l i c a r d e p o i s a es tas os dois t h e o r e m a s p r e c e d e n t e s , e o b t e r ass im o 
l i m i t e i n f e r i o r d a s r a i z e s n e g a t i v a s . 

4 0 . S u p p o n h a m o s f x o r d e n a d a s e g u n d o a s p o t e n c i a s d e c r e s c e n t e s d e x , 

f x = kx" + px—' + 

Se o 1 . ° t e r m o kx" 6 p o s i t i v o , l i m i t a n d o - n o s a e l l e , e aos t e r m o s 
nega t ivos d e f x , t e m o s a e x p r e s s ã o 

Icxn- Tx"-f—Gxn~9 . . = Icx" ( 1 - 7 7 — T 7 ~ ' ' " " ) ' 
\ kx kx 

O r a j á v imos q u e p o d e m o s o b t e r um l i m i t e s u p e r i o r l de x , q u e 
t o r n e es ta e x p r e s s ã o p o s i t i v a ; e vô - se a g o r a , q u e todo o s n ú m e r o s >1 , s u b s t i -
t u í d o s por x , a u g m e n t a r ã o o seu v a l o r , e a c o n s e r v a r ã o s e m p r e posi t iva , 
b e m c o m o a e x p r e s s ã o f x , v is to q u e o s t e r m o s pos i t ivos d e q u e p r e s c i n -
d i m o s , a c c r e s c e m a kx". P o d e m o s pois o b t e r r e s u l t a d o s s e m p r e c r e s c e n -
t e s e pos i t ivos . 

Se o 1 . ° t e r m o kx" for n e g a t i v o , c o m p a r a n d o - o c o m os t e r m o s p o -
s i t i v o s , a c h a r e m o s d o m e s m o m o d o , q u e s e p o d e m o b t e r r e s u l t a d o s s e m -
p r e c r e s c e n t e s e n e g a t i v o s . 

S u p p o n h a m o s a g o r a f x o r d e n a d a s e g u n d o a s p o t e n c i a s a s c e n d e n t e s d e 
x , ou 

fx = u+ Ix pxn~l + kx*. 

F a z e n d o x = — v e m 
z 

f { l 7 ) = M U i ' + t u z " l + *)• 

O va lor z = l , q u e dá ao r e s u l t a d o o s igna l de u , c o r r e s p o n d e a 

X = — q u e p r o d u z o m e s m o e f fe i to em f x . L o g o : 

10 
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Ê sempre possivel achar valores de x íaes que deem á expressão fx 
o signal do 1.° termo, quer a serie seja crescente, quer seja decrescente. 

4 1 . C o n c l u i r e m o s d e m o n s t r a n d o u m t h e o r e m a m u i t o i m p o r t a n t e , 
q u e j á p ô d e t e r s ido p r e v i s t o , e d e q u e t e r e m o s a inda d e f aze r u so . 

É sempre possivel dar a x uma serie de valores crescentes a, [3 , y , . . . . i 
tão proximos , que os valores que resultam para o polynomio fx sejam 
tão vizinhos como se quizer, ou a sua differença menor que qualquer 
grandcia assignavel. 

SupponI i amos p r i m e i r o , q u e e m / V e n t r a m s ó m e n t e t e r m o s posi t ivos , 
e q u e t e n d o - s e d a d o a a ; um valor a , s e m u d a d e p o i s a em a + 1 . S u b t r a -
h i n d o o l . ° r e s u l t a d o do 2 . ° , vem 

/\a-f- i) — fá = i ( f a + i if"a + e tc . ) 

P a r a d a r a i um v a l o r ta l q u e t o r n e e s t a d i f f e r ença m e n o r q u e 
q u a l q u e r q u a n t i d a d e a s s ignave l h , é neces sá r io q u e se ja 

i ( f a + i i 7 " « + )<h; 

o u , f a zendo i = 1 d e n t r o d o p a r e n t h e s i s , 

t ' ( / ' « + l f « + ) < > ' . 

por isso q u e d e v e n d o s u p p o r - s e i< 1 , e s t a c o n d i ç ã o c o m p r e h e n d e a a n t e c e -
d e n t e . Y ô - s e pois q u e a c o n d i ç ã o p o d e se r p r e e n c h i d a , p o n d o , c o m o 6 
s e m p r e p o s s i v e l , 

h 

T o m a n d o e s t e va lor i , e f a zendo d e p o i s # = ( « + j ) + i ' , o b t e r e -
mos , pe lo m e s m o t h e o r , um 3 . ° r e s u l t a d o q u e d i f f e r i r á do 2 . ° m e n o s de l i . 
E a s s im p o r d i a n t e . 

No caso de f x c o n t e r t e r m o s n e g a t i v o s , a p p l i c a r i a m o s o q u e a c a b u -
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m o s de d i z e r á r e u n i ã o dos t e r m o s p o s i t i v o s ; e c o m o os t e r m o s n e g a t i -
vos d i m i n u e m a inda m a i s a g r a n d e z a dos r e s u l t a d o s , c o m m a i s f o r t e r a z ã o 
difTeri rão d e u m a q u a n t i d a d e m e n o r q u e h . 

F i n a l m e n t e , s e a s o m m a dos t e r m o s n e g a t i v o s e x c e d e s s e a dos p o s i -
t i v o s , t e r í a m o s e n t ã o d e a p p l i c a r aos p r i m e i r o s o r a c i o c í n i o d e c i m a . 

Raizes Commensuraveis. 

4-2. Se na equação ' 

fx = kx" +pxn~' + qxn~2 + w = 0 (1) 

todos os coefficientes forem inteiros , e k = l , não poderá hayer raiz alguma 
fraccionaria. 

C o m e f f e i t o , se fosse x = ~~, s e n d o a e i p r i m o s e n t r e s i , t e r i a m o s 

o" p a " - 1 la 
t + « = 0 , 

d ' o n d e s e d e d u z i r i a 

a" 
T = — ( p a -1 -f- qban~2 + Uh' 

o q u e é a b s u r d o , po r q u a n t o s e n d o o 1 . ° m e m b r o u m a f r a c ç ã o i r r c d u c l i -
vel , n ã o p ô d e s e r e g u a l ao 2 . ° q u e é um n u m e r o i n t e i r o . 

P o r c o n s e g u i n t e , q u a n d o f i z e r m o s y = kx, p a r a d e s e m b a r a ç a r a e q u a ç ã o 
( 1 ) d o c o e f f i c i e n t e k ( n . ° 3 0 , 2 . ° ) s e m q u e o s o u t r o s c o e f f i c i e n t e s d e i x e m 
de s e r i n t e i r o s , y n ã o l e r á r a i z e s f r a c c i o n a r i a s . 

P e l o q u e r e s p e i t a á s r a i ze s d e f x , s e r ã o , o u d e i x a r ã o d e s e r i n t e i r a s , 
c o n f o r m e as r a i z e s i n t e i r a s de f y f o r e m , ou n ã o f o r e m , m ú l t i p l a s de k . 
P o r e s t e m o d o a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s f r a e i o n a r i a s de x v e m a d e p e n d e r 
d a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s i n t e i r a s d a t r a n s f o r m a d a e m y • 
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4 3 . U s a n d o d a s m e s m a s n o t a ç õ e s d o n .° 2 7 , e e m v i r t u d e d o q u e 
ali i s e d i s s e , e n t r e o s coe f f i c i en te s d e f { x ) , e o s d o q u o c i e n t e d e f ( x ) d i -
v i d i d o p o r a; — a , e x i s t e m as r e l a ç õ e s s e g u i n t e s : 

A ' , = A , + a A 0 , A ' 2 = A 2 + a A ' , , A 1
j = A 3 + a X1

z,.... U = A „ + a A ' , . , 

d a s q u a e s s e d e d u z e m 

Se a for u m a ra i z da e q u a ç ã o , s e r á R = O, e n ' e s s e caso p o d e m o s 
s e r v i r - n o s d a s ú l t i m a s e q u a ç õ e s p a r a c a l c u l a r s u c c e s s i v a m e n t e , m a s e m 
o r d e m r e t r o g r a d a , o s coe f f i c i en t e s A ' „ _ , , A ' „ _ j , A ' , , A 0 . 
E c o m o e s t e s coe f f i c i en t e s r e s u l t a r a m d a d iv i são d e f x p o r x — a , 
o s s e u s va lo res s e r ã o n ú m e r o s i n t e i r o s . 

D o q u e a c a b á m o s d e d i z e r , d e d u z e m - s e o s s e g u i n t e s c a r a c t e r e s para 
reconhecer, que um numero inteiro a éraiz de uma equação f x = 0 , cujos coeffi-
cientes são inteiros. Este numero deve dividir: 

í.° O último termo da equação. 
2 . " A somma que se obtém, junclando ao quociente d'esta divisão o 

coefficiente da l.a potencia da incógnita. 
3 . ° A s o m m a resultante do quociente d'csta 2 , " divisão, mais do 

coefficiente da 2." potencia da incógnita. 
E finalmente a somma de cada um dos coefficientes da proposta , 

mais o último quociente obtido na divisão precedente. 
S e g u n d o s e v è nas e x p r e s s õ e s d e c i m a , e s t e s q u o c i e n t e s s ã o , co ra s i -

g n a e s c o n t r á r i o s , o s coe f f i c i en tes success ivos d o q u o c i e n t e d e f x d iv id ida 
p o r x — a; e o ú l t i m o d ' e s t e s q u o c i e n t e s 6 — A o . 

Se e s t a s c o n d i ç õ e s , a q u e d e v e sa t i s f aze r toda a r a i z i n t e i r a de fx = O , 
s e d e r e m a r e s p e i t o d e u m n u m e r o q u a l q u e r a , e s t e n u m e r o s e r á r a i z d a 
e q u a ç ã o : po r q u a n t o b u s c a n d o o q u o c i e n t e de f x d iv id ida po r a : — a , pe lo 
p rocesso do n . ° 27 , a c h a m - s e r e p r o d u z i d o s o s coe f f i c i en tes A r

1 , A 1
2 , . . A n - . , , 

e c h e g a - s e a um r e s t o nu l lo . 
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4 4 . P r o c e d e r e m o s d a m a n e i r a s e g u i n t e p a r a o b t e r a s r a i z e s i n t e i -
r a s d e f x = 0. 

Calculem-se os limites das raizes positivas e negativas d'esta equação ; 
procurem-se depois os divisores do ultimo termo , e escrevam-se em linha 
horizontal aquelles d'estes divisores , tanto positivos como negativos, que 
forem comprehendidos entre estes limites respectivos; escrevam-se por baixo, 

, e também em linha horizontal , os quocientes: sujeitem-se estes quocientes 
as provas prescriptas nas equações de cima : se algum destes divisores 
conduzir a algum quociente fraccionario, rejeite-se, por que não pôde 
ser raiz. 

C o m o o d i v i s o r ± 1 do ú l t i m o t e r m o , dá q u o c i e n t e s s e m p r e i n t e i r o s , 
é n e c e s s á r i o c h e g a r a t é a o ú l t i m o t e r m o p a r a v e r s e ± 1 p ô d e s e r r a i z . 
É p o r é m m a i s s i m p l e s s u b s t i t u i r =£ í na p r o p o s t a , s e g u n d o o p r o c e s s o da 
p a g . 5 2 . 

S i r v a p a r a l . ° e x . ° a e q u a ç ã o 

2 x 5 + 3 a ; 4 — 3 1 x 3 + 3x2— 4 3 a : + 2 1 0 = 0 , 

n a q u a l o ú l t i m o t e r m o 2 1 0 = 2 . 3 . 5 . 7 . t e m p o r d i v i s o r e s 

± ( t , 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 1 0 , 1 4 , . . . . . . ) . 

C o m o + 7 e — 8 s ã o os l i m i t e s d a s r a i z e s da e q u a ç ã o , r e j e i t a r e -
m o s t o d o s o s d i v i s o r e s q u e e s t ã o Iora d ' e s t e s l i m i t e s , b e m c o m o = t 1 , 
q u e i m m e d i a t a m e n t e s e v é q u e n ã o p ô d e c o n v i r . D i s p ô e - s e d e p o i s o c á l -
cu lo pe l a f ó r m a a b a i x o i n d i c a d a . M a r c a r a m - s e c o m o s i g n a l » o s d i v i s o r e s 
q u e n ã o s a t i s f a z e m ; e j u l g o u - s e d e s n e c e s s á r i o e s c r e v e r a s s o m a s e d i f f e r e n -
ç a s , q u e d ã o os d i v i d e n d o s . E d e s i g n a r a m - s e p o r t ' , s', q', p',.. k os 
c o e f f i c i e n t e s A ' „ , A ' „ _ , , A'H-2, A 0 . 

a = 2 3 5 6 — 2 -- 3 — 5 — 6 — 7 
1' Z= 1 0 5 7 0 4 2 3 5 - 1 0 5 -- 7 0 — i 2 — 3 5 — 3 0 

( — 4 3 — í ' ) : a = — s ' = 3 1 9 » » + 7 4 » + 1 7 + 1 3 » 

( + 3 — s ' ) : a = — g ' = 1 7 4 » — 4 » 

( - 3 1 - 3 ' ) : a = — p ' ~ -- 7 — 9 + 7 

( + 3 - p ' j : a = — k ' ~ -- 2 — 2 — 2 
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A propos t a t e m pois s o m e n t e t r e s r a i z e s i n t e i r a s + 2 , + 3 , - - 5 . O q u o c i -
e n t e d a d iv i são po r x — 2 t e m p o r coe f f i c i en te s o s n ú m e r o s co l locados 
po r b a i x o do d iv i so r 2 , i s to é , 

2x< + 7x3 — X l x t i - 3 i a ; — 1 0 5 . 

E s t a e x p r e s s ã o d i v i d i d a p o r a; — 3 , dá 

2a;3+ 13a;2 + 22a; — 33. 

E finalmente e s t a ú l t i m a , d i v i d i d a p o r x + 8 , dá , 

2x2 + 3a ; + 7 . 

E são e s t e s os t r e s f a c t o r e s da p r o p o s t a 
E i s a q u i m a i s d o u s e x e m p l o s : 

a;3 + 3a;2-- S x + 1 0 = 0 8a; 3 7 a ; 2 — 6 3 a ; + 3 6 = 0 
a = 2 — 2 -— 5 -- 1 0 9 6 4 3 2 — 2 — 3 — 4 

— t'= 5 — 5 — 2 — 1 . . . 4 6 9 1 2 1 8 — 1 8 — 1 2 — 9 
— s ' = » » 2 » . . . » » » — 1 7 » » + 2 5 1 8 

— k - — 1 8 » 

Na 1 .a e q u a ç ã o o f a c t o r x + 5 dá o q u o c i e n t e a;2 — 2a? + 2. 
N a 2 . a s ó s e e x p e r i m e n t a m o s d i v i s o r e s d e 3 6 q u e e s t ã o e n t r e o s 

l i m i t e s — 5 e + 10 ; o d iv i sor é x — 3, e o q u o c i e n t e 8 a > 2 + 1 7 a ; — 1 2 . 
P o d e m r e s o l v e r - s e po r e s t e m e t h o d o o s s e g u i n t e s p r o b l e m a s . 
I . P e d e - s e um n u m e r o N c o m t r e s a l g a r i s m o s x , y , z , t a e s q u e : 

l . ° o seu p r o d u c t o se j a 5 4 ; 2 . ° q u e o a l g a r i s m o do m e i o se ja { da s o m m a 
d o s o u t r o s d o u s ; 3 . ° f i n a l m e n t e , q u e d i m i n u i n d o 5 9 4 d o n u m e r o N , o 
r e s t o s e j a e x p r e s s o pe los m e s m o s a l g a r i s m o s e m o r d e m i n v e r s a . 

C o m o N = 1 0 0 a ; + IOy+ z , 

t e m o s xyz= 5 4 , 6y = x + z, 1 0 0 a + I O y + x =s= N — 5 9 4 . 
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A 3 . " e q u a ç ã o r e d u z - s e a a ; — > z = 6 ; e l i m i n a n d o y d a s d u a s 1 . " v e m 
x2z+ xz2 = 321; e finalmente , p o n d o 3 + 0 em l u g a r de x, a p p a r e c e 
2 3 + 9 z 2 + I S s = 1 6 2 . O r a x , y , Z 7 são n ú m e r o s i n t e i r o s , e pe lo m e -
t h o d o e x p o s t o a c h a - s e 3 = 3 , u ' o n d e se d e d u z x = 9 , y= 2 , e N = 9 2 3 . 

I I . Q u a l é a b a s e x do s y s t e m a de n u m e r a ç ã o no q u a l o n u m e r o 
S 3 8 é e x p r e s s o pe los c a r a c t e r e s ( 4 1 2 3 ) ? 

É n e c e s s á r i o a c h a r a r a i z i n t e i r a e pos i t iva da e q u a ç ã o 

4 x ' + t x 2 + 2 x + 3 = 5 3 8 ; 

es ta r a i z é ¢ = 5. V e j . Not. 1 . " da Arilh. p a g . 2 6 7 . 
. Em g e r a l , se A f o r e x p r e s s o por n a l g a r i s m o s a , bc i > 

a b a s e x do s y s t e m a é d a d a pe la e q u a ç ã o 

ax"-1 + bx1—- + CXn-3.... =A — i, 

e q u a ç ã o q u e s ó t e m , c o m o s e v e r á , u m a r a i z p o s i t i v a , a q u a l d e v e s e r 
i n t e i r a , e> o, 6 , c i . 

4 5 . Q u a n d o o ú l t i m o t e r m o t e m m u i t o s d i v i s o r e s , c o m p r e h e n d i -
dos e n t r e o s l i m i t e s d a s r a i z e s , o c á l c u l o t o r n a - s e l o n g o ; p ô d e p o r é m a b b r e -
v i a r - s e pe lo s e g u i n t e m e i o . 

Se a é r a i z i n t e i r a da e q u a ç ã o fx = 0 , cu jo s coe f f i c i en t e s se s u p p õ e 
i n t e i r o s , o q u o c i e n t e Q d e f x po r x—a s e r á t a m b é m i n t e i r o , q u a l q u e r 
q u e se j a x . Se pois t o m a r m o s po r x um i n t e i r o q u a l q u e r a , d e v e r á s e r 

h . . = i n t e i r o . 
a — a 

P o d e m o s pois r e c o n h e c e r , se um dos d i v i s o r e s a do ú l t i m o t e r m o é , ou 
n ã o , r a i z i n t e i r a da e q u a ç ã o , t o m a n d o a difTerença e n t r e « e e s t e d i v i s o r , 
e v e n d o d e p o i s s e es ta d i í f e r c n ç a d i v i d e , ou n ã o , fa., i s to é , o n u m e r o 
q u e r e s u l t a d e s u b s t i t u i ç ã o d e a po r s e m fx. T o d o o d iv isor q u e n ã o s a -
t i s f aze r á c o n d i ç ã o e x i g i d a d e v e r á e x c l u i r - s e , e s ó m e n t e se a p p l i c a r á o 
p rocesso g e r a l aos o u t r o s d i v i s o r e s d o ú l t i m o t e r m o , d ' e n t r e o s q u a e s s e 
p o d e m a i n d a f a z e r novas e x c l u s õ e s , t o m a n d o o u t r o n u m e r o a . 

O r a , c o m o o m e l h o d o e x p o s t o e x i g e , q u e s e f a ç a a ; = ± t e m f x , 
p a r a v e r i f i c a r se ± 1 s ão r a i ze s da e q u a ç ã o , p o d e m o s a p p r o v e i t a r os v a -
lo r e s f ( ± 1 ) , v indo n ' e s t e caso a t o m a r a = =fc 1 . 

A s s i m no l.° e x . ° do n .° 4'(• , e x p e r i m e n t e m o s os 9 d i v i s o r e s , q u e 
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f i c a r a m c o m p r e h e n d i d o s e n t r e os l i m i t e s d a s r a i z e s ; f azendo x = a = 1 , 

v e m /-( + 1 ) = 1 4 4 , e 

a — a = I — 2 , 1 — 3 , 1 — 5 , 1 — 6 , 1 + 2 , 1 + 3 , 1 + 5 , 1 + 6 , 1 + 7 , 

e c o m o 1 — 2 , 1 — 3 , 1 — 5 , 1 + 2 , 1 + 3 , 1 + 5 , 

s ão o s ún icos d iv i so re s d e 1 4 4 , c o n c l u i r e m o s q u e d e n t r e o s 9 d i v i s o r e s , 
só p o d e m s e r r a i z e s da e q u a ç ã o os 6 s e g u i n t e s 

2 , 3 , 5 , - 2 , - 3 , - 5 . 

4 6 . P r o c u r e m o s a g o r a os factores commensuraveis do 2 . " gráo da 
e q u a ç ã o fx = 0. 

S e n d o x2 + px+q 
um dos f a c t o r e s ; e 

x«-»+ pix"-3 + q'xn-4 + 

o q u o c i e n t e r e s u l t a u t e d a d iv i s ão d e f x p o r e s t e f a c t o r : t e r e m o s a e q u a ç ã o 
i d ê n t i c a 

f x = (a ;*+ px + 3 ) {xn~> + J > ' x " - 3 + q ' x " - * + ) , 

na q u a l , a l é m de p e q , ha m a i s n — 2 coe f f i c i en te s d e s c o n h e c i d o s . 
E x e c u t a n d o a m u l t i p l i c a ç ã o , e e g u a l a n d o os coe f f i c i en te s d a s m e s m a s 

p o t e n c i a s d e a ; nos d o u s m e m b r o s , c o m o n o n . ° 2 7 . , t e r e m o s « e q u a ç õ e s ; 
d a s q u a e s e l i m i n a n d o os n — 2 coe f f i c i en te s p', q', r e s t a r ã o d u a s 
e q u a ç õ e s e n t r e p e q; e d e p o i s só u m a em p ou q, a q u a l d e v e r á s e r 

1 
do g r á o — n (n — 1 ) , n u m e r o d a s n c o m b i n a ç õ e s 2 a 2 dos f a c t o r e s b i -

n o m i o s d o 1 . ° g r á o . 
S e f x t i v e r f a c t o r e s r a c i o n a e s d o 2 . ° g r á o , a ú l t i m a e q u a ç ã o e m p o u 

q t e r á p e l o m e n o s u m a r a i z c o m m e n s u r a v e l . N- 'es te c a so , c o n h e c i d o um 
va lo r de p ou q , u m a d a s e q u a ç õ e s e n t r e p e q d a r á q , ou p , e v i r e m o s 
p o r Gm a c o n h e c e r x2 +px-h q. 
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P o r e x . ° , a e q u a ç ã o 
i 

Zxi — \2x + 5 = (x*+px + q) («*+ p'x + 9'), 
d á 

p + pl = 0 ,q+ppi+q'= — 3, p'q+pq' = — 1 2 , 9 9 ' = 5. 

As d u a s p r i m e i r a s e q u a ç õ e s d ã o os va lo r e s de p ' eq', o s q u a e s s u b s t i t u í d o s 
nas o u t r a s d u a s , c o n d u z e m ás e q u a ç õ e s , e n t r e p e q , 

2 p 9 + 3p — p' = 1 2 , 9 a + 9 ( 3 — p 2 ) -{- 5 = 0 , 

d a s q u a e s e l i m i n a n d o 9 , v e m 

p' — 6p* — llpz = i U , 
q u e d á 

P = 3 , — 3; e d e p o i s 9 = 0 , 1 ; 

v indo a o b t e r - s e por e s t e m o d o os f a c t o r e s 

( a 2 + 3x + 5 ) ( s 2 — Zx+ 1 ) . 

Raizes eguaes. 

4 7 . Q u a n d o o p o l y n o m i o f x t e m p f a c t o r e s e g u a e s a x — a; q 
e g u a e s a x — b ; : t o m a a f o r m a 

fx=\(x — af{x—b)9.. ..(*— k)(x— !)»•••• ( A ) 

e n e s t e c a so d i z - s e q u e a e q u a ç ã o fx = 0 t e m p r a i zes e g u a e s a a , 9 
e g u a e s a b , 

D a d a u m a e q u a ç ã o fx = 0 , v e j a m o s a m a n e i r a de r e c o n h e c e r , se 
t e m ra i ze s e g u a e s , i s to é , se p ô d e t o m a r a f ó r m a ( A ) . 

S u p p o n d o p r i m e i r o p=q= . . . = 1 : c o m o a e q u a ç ã o ( A ) é i d ê n t i c a , 
1 1 
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p o d e m o s em a m b o s os m e m b r o s s u b s t i t u i r por x , x -f y; <> q u e dá , d e -
s e m o l v e n d o o l . ° m e m b r o (n .° 3 1 ) , 

fx + y f x + -</["x = [y + x — fl) [y + x — b) (t/+ x — r) . . . . 

N . 0 I . 0 m e m b r o , a s d e r i v a d a s success ivas f x , f"x , . . . . são p o l y n o -
mios c o n h e c i d o s . 

N o 2 . ° m e m b r o , o s f a c t o r e s p o d e m c o n s i d e r a r - s e c o m o b i n o m i o s , 
d o s q u a e s t / é a p r i m e i r a p a r t e em todos e l l e s ; e a s 2 . a s p a r t e s são s u c e s s i v a -
m e n t e x — a, x — b, x — c, O p r o d u c t o d ' e s t e s f a c t o r e s , a ss im 
c o n s i d e r a d o s , t e r á pois a f ó r m a i n d i c a d a na Alg. El. n . ° 1 0 4 , V , e c o n -
s e g u i n t e m e n t e : 

O coe f f i c i en te de y"~1 s e r á a s o m m a de t o d a s as 2 . a " p a r t e s x — « , 
x—b , x — c, 

O coe f f i c i en t e de yn~2 s e r á a s o m m a dos p r o d u c t o s d ' e s t a s 2 . a s p a r t e s 
2 a 2 . 

O coe f f i c i en te de s e r á a s o m m a d o s p r o d u c t o s d a s m e s m a s 2 . a s 

p a r t e s 3 a 3. 
E a s s im por d i a n t e . 

L o g o : 

1.° f x , coe f f i c i en te d e y ° , é o p r o d u c t o de t odos e s t e s n b i n o m i o s , 
ou a e x p r e s s ã o ( A ) . 

2 . ° f ' x , coef f i c ien te de , é a s o m m a dos seus p r o d u c t o s 
n — 1 a n — 1 , o s q u a e s s e f o r m a m s u p p r i m i n d o s u c c e s s i v a m e n t e , n o 
p r o d u c t o ( A ) , c a d a u m dos f a c t o r e s b i n o m i o s , e s o m m a n d o todos o s r e -
r e s u l t a d o s . 

3 . ° f"x, é a s o m m a dos p r o d u c t o s n — 2 a n — 2, e t c . 
P o s t o i s t o , c o m o s u p p u z e m o s p = l , t e r á f x um f a c t o r ú n i c o e g u a l x—a. 
E f x c o n t e r á t a m b é m es te f a c t o r e m todos o s t e r m o s , m e n o s u m ; e 

po r i s s o , s e d e s i g n a r m o s por Q e U po lynomios n ã o d iv is íve is por x — a , 
s e r á 

f x = (x — a) Q + R ; 

d ' o n d e se \ ê q u e f x n ã o é d ivis ível p o r a : — a . 
O m e s m o d i r e m o s dos o u t r o s f a c t o r e s d e s i g u a e s d e f x ; e por c o n s e -

g u i n t e : 



ALGEBRA SCPER10B. S 3 

Se o pohjnomio fx não lem factores eguaes , fx e fx não lerão divi-
sor commum. 

4 8 . S u p p o u h a m o s ago ra , q u e ( A ) - c o n t é m f a c t o r e s d e f o r m a ( x — a f , 
s endo p > i . P a r a f o r m a r ã o ; , s e rá n e c e s s á r i o s u p p r i m i r p r i m e i r a m e n t e c a d a u m 
dos f a c t o r e s x—a , d ' o n d e r e s u l t a r ã o p t e r m o s e g u a e s , q u e t e r ã o todos po r 

f a c t o r e s [x — á)v . D e p o i s de o m m i t t i d o s todos e s t e s f a c t o r e s , s e r á a i n d a 
n e c e s s á r i o ír o m m i t t i n d o s u c e s s i v a m e n t e os o u t r o s f a c t o r e s x — 6 , x — c.. ; 
e o s t e r m o s r e s u l t a n t e s t e r ã o todos por f a c t o r ( x — a)p. A s s i m t e r á f x 
a f ó r m a 

P(X-O)"-1 P ' + (x—af Q ' , 

s e n d o P f e Q 1 e x p r e s s õ e s n ã o d iv i s íve i s por x — a . 
O m e s m o d i r e m o s d o s o u t r o s f a c t o r e s e g u a e s , e po r c o n s e g u i n t e : 
Se fx tem factores eguaes , fx e fx terão um divisor commum, que 

é o producto de lodos os factores eguaes de f x , elevado cada um a uma 
potencia menor de uma unidade. 

4 9 . S e n d o pois d a d a u m a e q u a ç ã o f x = 0 , f o r m a r e m o s a sua d e -
r i v a d a f x , e p r o c e d e r e m o s á i n d a g a ç ã o d o m a i o r d iv i sor c o m m u m e n t r e 
f x e f x . S e o n ã o h o u v e r , c o n c l u i r e m o s q u e a p r o p o s t a não t e m ra i ze s 
e g u a e s . S e p o r é m a p p a r e c e r u m d iv i sor c o m m u m F , a p ropos t a t e r á r a i z e s 
e g u a e s ; e o d i v i s o r , pos to q u e a p p a r e ç a d e b a i x o d a f ó r m a d e u m p o l y -
n o m i o , p o d e r á t o m a r a f ó r m a 

F = (x — a)v~l (x — b)q~l 

D i v i d i n d o f x por F , o q u o c i e n t e Q s e r á c o m p o s t o de t o d o s o s f a c t o r e s de 
f x , d e s e m b a r a ç a d o s d o s e x p o e n t e s , o u 

Q = (x — a)(x — b)(x — c)(x — d) 

5 0 . Todas as vezes que fx = 0 tiver raizes eguaes , podemos fazer 
depender a sua resolução da de uma serie de equações, das quaes a pri-
meira só admitle as raizes simples da proposta; a segunda as raizes du-
plas ( i s to é, as r a i ze s q u e e n t r a m d u a s v e z e s ) ; a terceira as raizes tri-
plas , e t c . : e i s to pe lo p rocesso s e g u i n t e . 

S e j a m a , £ , y os p r o d u c t o s dos f ac to re s b i n o m i o s , q u e 
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e n t r a m e m f x = 0 com o s e x p o e n t e s 1 , 2 , 3 ; s endo ass im 

f x = * \ G \ f . X l 

D e s i g n e m o s por F o m a i o r d iv i sor c o m m u m e n t r e fx e f'x ; p o r G o de 
F e F ' ; po r I I o de G e G ' e t c . ; e por p , q , r , s , t . o s q u o c i e n t e s 
e x a c t o s success ivos d e c a d a u m dos d iv i so re s c o m m u n s pelo s e g u i n t e . T e -
r e m o s o q u a d r o s e g u i n t e , no qua l s u p p o m o s q u e 5 é o m a i o r n u m e r o de 
vezes q u e a m e s m a ra iz e n t r a na p ropos t a , ou q u e a e q u a ç ã o I = 0 só 
t e m r a i z e s s i m p l e s . 

G = 

H = 

I = 

s = y . $ , 

I= 

U = 

f x = a \ g \ y \ S \ e J . e t c . ) 
( g = e i q 

F = g . f . e 4 . e t c . J S - L = a = 0 . 
r = p . y . * . c " 

| T = ? = o . 

j-i = y = 0 . 

Jl = S=O. 

1 = . = 0. 

D ' o n d e s e v â , q u e por m e i o d e t r e s s y s t e m a s .de o p e r a ç õ e s , a s a -
b e r : u m a s e r i e d ' o p e r a ç õ e s do m a i o r d iv i so r c o m m u m , e d u a s s e r i e s de 
d i v i s õ e s , s e c o n s e g u e s e p a r a r s u c c e s s i v a m e n t e o s f a c t o r e s a . [ J , y , . . . . , 
q u e s e n d o e g u a l a d o s s u c c e s s i v a m e n t e a z e r o , d à o , o p r i m e i r o as r a i z e s s i m -
ples , o s e g u n d o as r a i z e s d u p l a s , e t c . 

Se na p ropos t a f a l t a r a l g u m dos f a c t o r e s , q u e s u p p u z e m o s , 6 por 
r 

e x . ° , bas t a s u p p o r 6 = 1 , d ' o n d e [ r e s u l t a e n t ã o s = r , e— = 1 , c a r a -
c t e r po r o n d e s e r e c o n h e c e a auzenc ia , e m f x , d o f a c t o r d a o r d e m c o r -
r e s p o n d e n t e á q u e l l e q u e e s t e q u o c i e n t e é d e s t i n a d o a d a r . 

C u m p r e a i n d a a d v e r t i r q u e o g r á o d e a = 0 e x p r i m e o n u m e r o 
d a s r a i z e s s i m p l e s da p r o p o s t a ; o g r á o de g = 0 , o n u m e r o d a s r a i z e s 
d u p l a s ; o de y = 0 o d a s t r i p l a s , e t c . ; e a r e s o l u ç ã o c o m p l e t a d ' e s t a s 
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e q u a ç õ e s faz c o n h e c e r a s d i f f e r e n t e s e s p e c i e s de r a i z e s s i m p l e s , d u p l a s , 
t r i p l a s , e t c . 

A p p l i c a ç õ e s d ' e s t a t h e o r i a (*). 
I . P a r a a e q u a ç ã o 

fx = x ' — 6x* — 4 a ; 1 + 9 a ; 2 + 1 2 a ; + 4 = 0, 

cu j a d e r i v a d a é 

f'x = 6x>— 2 4 a ; 1 — 1 2 a ; 2 + 1 8 x + 12 = O , 

(*) Para abbreviar o ca lcu lo do d iv i sor c o m m u m , pôde servir a regra s e -
g u i n t e , pela qual se obtém immedia tamente o resto da divisão de f 'x por fx-

Multipliquem-se os coefficientes de fx , a contar do 3 . ° , por 2, 3, 4 . . . . 
vezes o coeficiente do 1.® termo de í'x: multipliquem-se os coefficientes de f'x , a 
contar do 2 . ° , pelo coefficiente do 2.® termo de fx : diminuam-se estes produclos , pela 
sua ordem, 2 a 2. Obter-se-ha a s s i m os coefGcientes do resto do gráo m — 2. 

Por ex.® . f x = x s — xA + \x* — 4a;2 -+- 4a;— 4 
coef f ic ientes d e f x + 5 — 4 + 1 2 — 8 + 4 

producto dos coeff ic ientes d e f x por 1 0 , 1 5 , 2 0 , 2 5 + 4 0 — 6 0 + 8 0 — 1 0 0 
producto dos coef f i c ientes d e fx' p o r — 1 + 4 — 1 2 + 8 — 4 

d i f ferença + 3 6 — 4 8 + 7 2 — 9 6 
resto da d i v i s ã o , suppr imindo o factor 12, 3x* — 4a;2 + 6 a : — 8 

Quando fx não t e m s e g u n d o t e r m o , a parte snbtract iva é nulla , e a regra 
reduz-se a mult ipl icar os coef f i c ientes de fx por 2 , 3 , 4 Por ex 0 

fx = 3a;* + 0. x1 — 35a;2 + 44a? + 4 
coe f f i c i ente d e f x ' = + 1 2 + 0 — 7 0 + 4 4 

producto dos coef f ic ientes d e f x por 2 , 3 , 4 — 7 0 + 1 3 2 + 1 6 
resto da d i v i s ã o , suppr imindo o factor 2 , 35a;2 — 6 6 a ; — 8 . 

Acabando a o p e r a ç ã o , aehar-se -ha o d iv i sor c o m m u m x — 2, e a pro-
posta = (x — 2 ) 2 (3a;2 + * 1 2 a ; + 1 ) . 

m m—l m—2 
Para demonstrar esta regra , e f fec tue-se a d iv i são de kx -rpx + qx pela 

sua derivada mkxm ' + (wi — 1) px" 1 + , depo i s de se haver introduzido o 
factor Wi2As no d i v i d e n d o , a fim de se obter um quoc iente inte iro . O resto , da ordem 

m—1 
x , e 

xm~J[2mkq—p(m—ljpj+a;"1"" [3mfcr — p (m — 2 ) ? ] + 

(Veja-se a nota a pag. 8 7 . ) 
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t e m o s , f o r m a n d o o q u a d r o 

f x = a 4 — 6 a 4 — 4 x ' + 9 a ; a + 1 2 x + 4 ) 
U = x * - x ~ 2 ) 1 

F = ®4+®s—3x2— 5 x — , 2 . . . . | ( r — a — • 
Ir = X 2 — x — 2 i r 

G = x 2 + 2x+l £ - = ^ - 2 , 

" = * + 1 Í t = ? = 1 ' 
J i = X + i i £ 

í 
-J=^=X-JrI. 

L o g o : fx = (x — 2)2(x + l ) 4 . 

I I . P a r a 

f x = xs—íc4 + 4 x 3 — 4 x 2 + 4 x — i , 

a c h a r e m o s p e l o m e s m o p r o c e s s o 

fx = (x—i)[x2 + 2)\ 
I U . P a r a 

fx = x ' + 4 x s — 3 x 4 — 1 6 x 3 + Ux2+ I2x— 9 , 

a c h a r e m o s 
f x = (x+ i ) ( « + 3 ) * ( x — I ) 3 . 

S t . P a r a ve r i f i c a r se u m a r a i z i n t e i r a a é d u p l a , t r i p l a , q u a d r u -
pla , e t c . b a s t a e n s a i a r m u i t a s vezes success ivas a d i v i s ã o por x — a, s e -
g u n d o o p r o c e s s o d a p a g . 5 1 . P o r é m s o m e n t e s e t e n t a r á o c á l c u l o , q u a n d o 

o s c o e f f i c i e n t e s t o m a d o s e m o r d e m r e t r o g a d a f o r e m d iv i s ive i s p o r o ' , a~1, 

11 
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, s e n d o i o e x p o e n t e de x — a em f x . A r a z ã o d i s to é , po r 

q u e a d e v e s e r d iv i so r d o ú l t i m o t e r m o d e f x ; a 1 d o ú l t i m o t e r m o d a 
d e r i v a d a f'x , ou do p e n ú l t i m o de fxa; ' do ú l t i m o em f"x, ou do 
a n t e p e n ú l t i m o em fx; e t c . 

«—2 

Eliminação. 

5 2 . S e j a m A , B a , b . . . . . . . f u n c ç õ e s de y , e 

Z = A a " + B a , " — + , T = axn + bx*-1 H 

d o u s p o l y n o m i o s , q u e c o n t é m s ó m e n t e p o t e n c i a s i n t e i r a s e pos i t ivas d e 
x e y , e q u e t r a t á m o s de t o r n a r nu l l a s por m e i o de s y s t e m a s c o n j u g a d o s 
de va lo re s de x e y. 

S e fosse c o n h e c i d o u m d o s va lo res c o n v e n i e n t e s d e y , y = g , s u b -
s t i t u i n d o - o nas e q u a ç õ e s p r o p o s t a s , e s t a s não t e r i a m o u t r a incógn i t a , 
a l é m d e i , e s e r i a m s a t i s f e i t a s p o r u m m e s m o va lor x = v : l o g o o s 
p o l y n o m i o s Z e T s e r i a m d iv i s íve i s por x — a , e t e r i a m e o n s e g u i n t e -
m e n t e um d i v i s o r c o m m u m D f u n e ç ã o do a;. A c h a d o e s t e d iv isor c o m m u m , 
a e q u a ç ã o D = O dá os va lo r e s de x q u e c o m b i n a d o s c o m y = g, s a -
t i s f a z e m ás e q u a ç õ e s Z = O, T = O. Se n ã o h o u v e r d iv i so r c o m m u m , o 
va lo r t / = £ nâo p o d e r á s a t i s f a z e r ás p r o p o s t a s . 

T e r e m o s pois de b u s c a r o m a i o r d iv i so r c o m m u m e n t r e Z eT (Alg. El. 
n . ° 1 0 9 . ) , c o m o se y fosse c o n h e c i d o , l e v a n d o o cá l cu lo a t é s e o b t e r um r e s t o 
f inal Y , q u e s ó c o n t e n h a y . A s r a i z e s d a e q u a ç á o Y = 0 , por i n t r o d u z i r e m 
a c o n d i ç ã o d e h a v e r u m d iv i so r c o m m u m D e n t r e Z e T , d a r ã o todos o s 
v a l o r e s d e y , q u e p o d e m s a l i f a z e r á p r o p o s t a ; e a e q u a ç ã o D = O fará c o -
n h e c e r d e p o i s o s v a l o r e s d e x , q u e s e c o n j u g a m s u c c e s s i v a m e n t e c o m o s 
de y p a r a o m e s m o f im . 

S u p p o n d o pois q u e é m = o u > n , d i v i d a - s e Z po r T , d e p o i s de m u l t i -
p l i c a r , se for n e c e s s á r i o p a r a e v i t a r f r a c ç õ e s (Alg. El. n . ° 1 0 9 . ) , Z por um 
f a c t o r M, q u e t o r n e AM d iv i s íve l por a (*) , f u n e ç ã o em g e r a l de y . D e s i -

(*) Se os gráos tn e n forem e g u a e s , M será = a, ou s ó m e n t e o factor «te 
a q u e não entra em A ( A r i l h . n . ° 3 9 ) . Se m = n + l , M será o quadrado de n , 



88 ALGBBRA SUPERIOR. 

g n a n d o por Q e R o q u o c i e n t e i n t e i r o e o r e s t o , a m b o s f u n c ç õ e s d e x e y, 

vi rá MZ = QT + R ( 1 ) 

E s t a e q u a ç ã o é idêntica , s e m q u e b r a d o s n e m i r r a c i o n a l i d a d e s , e po r 
c o n s e g u i n t e t e m l o g a r p a r a t o d o s e q u a e s q u e r va lo r e s q u e s e s u b s t i t u a m 
p o r x e y. S u p p o n h a m o s q u e os va lo re s x = ol, y = 6, s ão os c o n v e n i -
t e s p a r a t o r n a r Z e T n u l l o s : n ' e s t e c a s o , t a m b é m R o s e r á , e t e r e m o s 

R = O , T = O. 

E se os d o u s n ú m e r o s s u b s t i t u í d o s p o r x e y em R e T t o r n a r e m e s t e s 
p o l y n o m i o s n u l l o s , s e r á e n t ã o MZ = O , i s to é , ou M = O , ou Z = 0 . 

P o r c o n s e g u i n t e as so luções do s y s l e m a T = O, R = O, c o n v é m 
t a n t o a Z = 0 c o m T = O, c o m o a M = 0 c o m T = 0 ; e r e c i p r o c a m e n t e 
L o g o : 

se em l o g a r d a s e q u a ç õ e s Z = O, T = O, 

l a n ç a r m o s m ã o d a s e q u a ç õ e s . . . T = O , R = O , 

o b t e r e m o s t odos o s s y s t e m a s c o n j u g a d o s d e v a l o r e s p e d i d o s , e a l é m d isso 
outras soluções estranhas á questão, q u e d ã o M = O e T = > 0 . E p o s t o 
q u e o p r o b l e m a n ã o a d m i t t a e s t a s so luções e s t r a n h a s , t o r n a - s e c o m t u d o 
p o r e s t e m o d o m a i s s i m p l e s , po r q u e o g r á o de R é m e n o r q u e n . 

ou d ' e s t c factor . Sc m = n - t - 2 , M será o c u b o , e a s s i m por d iante . D ' e s l c 
m o d o e v i t á m o s o estar a m u l t i p l i c a r c o n t i n u a m e n t e de novo os restos parc iaes , 
e o b t e m - s e um u l t imo resto , em q u e x está e l e v a d o q u a n d o m u i t o ao g r á o » — 1 . 
A s s i m no caso de ser m = n -+• í , e M = a2 , o q u o c i e n t e é 

Q = Aax-h (ali— Ab) =a ( A Í + B / — A b . 

C o m p o n d o d i r e c t a m e n t e esta e x p r e s s ã o do q u o c i e n t e , m u l t i p l i c a n d o - a por T , e 
subtra indo-a de a 2 Z , d e s a p a r e c e m os d o u s pr ime iros t e r m o s , e v e m l o g o o 
res to R . 

Q u a n d o T não t e m 2 . ° t ermo , ou q u a n d o a é fac tor d ' e s t e t ermo , a regra 
s i m p l i f i c a - s e , p o r q u e então basta mul t ip l i car Z por a , era vez de a2, s e n d o 
m = n-f - 1. 
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C o n t i n u a n d o o cá lcu lo do d iv i so r c o m m u m de Z por T , e d e s i g n a n d o , 
pe la m e s m a f ó r m a , por M ' , M ' ' . . . . o s f a c t o r e s p r o p r i o s pa ra t o r n a r p o s -
s iveis a s d iv isões p a r c i a e s s u c e s s i v a s ; e po r Q 1 , Q " , . . . . e R ' , R " , . . o s 
q u o c i e n t e s success ivos e r e s tos c o r r e s p o n d e n t e s : o b t e r e m o s a s i n d e n t i d a d e s 

M ' T = Q ' R + R ' , M " R = Q ' ' R ' + R " , M " ' R ' = Q ' " R " + R ' " , . . . . 

d a s q u a e s se c o n c l u e , c o m o a c i m a , q u e : 

s e e m loga r d a s e q u a ç õ e s T = 0 e R = O , R = O e R 1 = O 1 R ' = 0 e R " = 0 , . . 

l a n ç a r m o s m ã o d a s e q u a ç õ e s R = O e R ' = 0 , R ' = 0 e R " = O , R 1 = O e R ' " = 0 , 

o b t e r e m o s todos os s y s t e m a s c o n j u g a d o s dos v a l o r e s p e d i d o s , e a l é m disso 
a s o u t r a s so luções e s t r a n h a s . 

C o m o o g r á o de x s e vae a b a i x a n d o g r a d u a l m e n t e , c h e g a r - s e - h a a 
um resto final Y , em q u e n ã o e n t r a r á x . S e n d o pois mV o d i v i d e n d o , 
e D o d i v i s o r , q u e e m g e r a l é d o 1 . ° g r á o e m x , t e r e m o s 

9 

m \ = D ç + Y , ( 2 ) 

d o n d e s e d e d u z e m a s e q u a ç õ e s 

D = O 1 Y - O , . . . , ( 3 ) 

q u e e n c e r r a m t o d a s a s so luções p e d i d a s , e a l é m d ' e s t a s a s q u e t o r n a m 
nu l los o s f a c t o r e s i n t r o d u z i d o s c o n j u n c t a m e n t e c o m o s d i v i s o r e s c o r r e s p o n -
d e n t e s , i . é , M c o m T , M' c o m R, M" c o m R ' , As r a i z e s da 
e q u a ç ã o Y = O , e m q u e s ó e n t r a a i n c ó g n i t a Y , s u b s t i t u í d a s era D = O , 
f a r ã o c o n h e c e r o s va lo res de x q u e s a t i s f a z e m ás p r o p o s t a s ; s endo p o r é m 
n e c e s s á r i o d e s e m b a r a ç a r p r i m e i r a m e n t e Y d a s r a i zes e x t r a n h a s , pelo m o d o 
q u e a d i a n t e d i r e m o s . 

I . E x . " S e j a m a s e q u a ç õ e s 

2x2— y2+ 1 = 0 , a 2 — 3xy + y2 + 5 = 0. 
12 
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D i v i d i n d o a 1." pela 2 . \ o q u o c i e n t e é 2 ; e o r e s t o , d e s e m b a r a ç a d o do 
f ac to r 3 , é 

D — 2xy — y2 — 3 . 

M u l t i p l i c a n d o o d iv isor por 4 y 2 , e d i v i d i n d o p o r D, o q u o c i e n t e é 

2xy — 5 y 2 + 3 ; 
e o r e s t o é 

V = - / + 8 / + 9 = 0 . 

P a r a r e s o l v e r es ta e q u a ç ã o f a ç a - s e y 2 = z , e s e r á z 2 — 8 z = 9 , d ' o n d e 
se d e d u z z = 9 e Z = — 1 ; e por c o n s e g u i n t e y — ±3 , e t / = ± —1. 
F i n a l m e n t e , s u b s t i t u i n d o e m D = O , t e r e m o s p a r a a ; o s va lo re s c o r r e s p o n -
d e n t e s 

x = ± 2 , x = =r V H i T 

I I . E x . 0 S e j a m a s e q u a ç õ e s 

x2+ 2 j y — 3 y 2 + 1 = 0 , a ; 2 — y 2 = 0 . 

P r o c e d e n d o d o m e s m o m o d o , a c h a - s e 

D = 2xy — 2 y 2 + 1 , Y = I y z - 1 ; 

logo y — — x = ± i . 

E m g e r a l , t o d a s a s vezes q u e P , Q , p , q , f o r e m f u n c ç õ e s d e y , 
a s e q u a ç õ e s 

a ; 2 + P a ; + Q = 0 , x2+ px+ q = 0 , 
d ã o 

( P _ p ) * + Q — g = 0 , ( Q — Ç ) 2 + ? ( P — P ) 2 = P ( Q — ? ) ( P — P ) -
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I I I . E x . * S e j a m 

a ; ' + ® 3 — ^ 1 - J Z a = O , 2 a 1 — x(íy— 1 ) — 2 y 2 + y = 9 . 

O i . ° r e s t o é 

D = ( 1 6 y 2 - 2y — 1 + 8 y 3 — 6 j / 2 — y ; 

m u l t i p l i c a n d o o d iv isor p o r ( 1 6 y 2 — 2 y — 1 ) , e d i v i d i n d o por D , c h e g a -
r e m o s a o r e s t o 

Y = 3 2 y 3 ( 4 y 3 — 1 2 y 2 - f 3y + 1) = 0 , 

do qua l se t i r a p r i m e i r a m e n t e y = 0 ey = \ (n . ° 4 2 ) ; e , a b a i x a n d o d e -
pois o g r á o da e q u a ç á o , y = 7 (S ± K 3 3 ) . F i n a l m e n t e , s u b s t i t u i n d o em 
D = O, o b t e r e m o s os v a l o r e s c o r r e s p o n d e n t e s a : = 0 , ÍC = -J, x = —1 , 
x = — 1 . 

S 3 . N a a p p l i c a ç S o d o m e t h o d o d o d iv i so r c o m m u m a o p rocesso d a 
e l i m i n a ç ã o d a s e q u a ç õ e s c u m p r e f aze r a s o b s e r v a ç õ e s s e g u i n t e s : 

1 . ° Se f o r Z o p r o d u c t o de d o i s f a c t o r e s , i . 6 , Z = P x Q , c o m o 
Z não p o d e s e r n u l l o s e m q u e P ou Q o s e j a m (n . ° 2 8 ) o p r o b l e m a d i -
v i d e - s e e m d o u s : 

P = O c o m T = O , Q = O c o m o T = O. 

E s t e s dous s v s l e m a s e n c e r r a m t o d a s a s so luções p e d i d a s , e s S o m a i s s i m p l e s 
q u e a p r o p o s t a . 

E s e Z e T se p u d e r e m d e c o m p o r em d ive r sos f a c t o r e s , o p r o b l e m a 
se d i v i d i r á e ra o u t r o s t a n t o s , q u a n t a s f o r e m as c o m b i n a ç õ e s poss íve is dos 
f a c t o r e s de Z c o m os de T . 

P o r e x . ° , a s e q u a ç õ e s 

•r1— 2 y x — 3 y 2 + y = 0 , * 2 — y 2 = 0 , 

c o m o x2—)f = (x — y) [ x y ) , d e c o m p ô e - s e nos d o u s s v s l e m a s 
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x— 2/ = 0 c o m a í . a , e x - \ - y = 0 cora a 1." , 

dos qt iaes o 1 . ° dá y = x , e d e p o i s x = 0 , a ; = i ; e o 2 . ° dá y = — x = 0 . 
2 . 3 N a h y p o t h e s e d o ca so p r e c e d e n t e , p ô d e a c o n t e c e r q u e P c o n -

t e n h a só y ; e nesse caso d e v e P d i v i d i r c a d a um d o s coe f f i c i en te s d a s p o -
t e n c i a s de x em Z ( A l g . El. n . ° 1 0 9 , I I I . ) E c o m o u m a p a r t e d a s so luções s e r á 
d a d a e n t ã o pela c o m b i n a ç ã o d e P = O c o m T = O , e a o u t r a p a r t e por Q = O 
c o m T = O , s e g u e - s e ; q u e não podemos riesle caso supprimir, como no 
processo do divisor commum, os factores, que só contiverem y; ou a n t e s , 
q u e p o d e m o s suppr i rmi l -os , t r a c t a n d o - o s s e p a r a d a m e n t e . 

P o r e x . ° , nas e q u a ç õ e s 

— 3 ) + t / 2 — 3 y + 2 = 0 , X 2 — 2 X + J / 2 — y = 0 , 

c h e g a - s e a o r e s t o ( y — l ) ( x — 2 ) . A n t e s d e p a s s a r á s e g u n d a d i v i s ã o , 
s u p p r i m i r - s e - h a o f a c t o r y— 1 , s u p p o n d o p o r é m y =i , o q u e dá x=0 
e x = 2. C o n t i n u a n d o d e p o i s o cá l cu lo c o m o r e s t o x — 2, o b t e r - s e - h a 
o r e s t o f i n a l j / 2 — y = 0 , q u e d á j / = 0 e j / = l , c o r r e s p o n d e n t e s a 
x = 2. 

3 . ° A n t e s d e p r o c e d e r m o s á m u l t i p l i c a ç ã o d e u m d i v i d e n d o po r 
a l g u m d o s f a c t o r e s M , M ' , M " , d e v e m o s v e r i f i c a r p r i m e i r o , pe lo 
m e t h o d o dos d iv i so re s c o m m u n s , s e o d iv i so r t e m por f a c t o r de todos o s s eus 
t e r m o s M , Rl ' ou o s s eus d i v i s o r e s ; p o r q u e em ta l caso d e -
ve r i a s u p p r i m i r - s e esse f a c t o r d o d i v i s o r , e t r a c t a l - o s e p a r a d a m e n t e , c o m o 
nos casos p r e c e d e n t e s . 

P o r e x . ° , n a s e q u a ç õ e s 

x'—x2y + x(y — O) + ;/2—4 = 0, x2—xy — í = 0, 

o b t e m - s e na p r i m e i r a d iv i são o q u o c i e n t e x , e o r e s t o x(y—2)+j/2—4, 
o q u a l t e m y — 2 po r f a c t o r . D e v e m o s e n t ã o p ô r y = 2 no d i v i s o r , q u e 
s e t o r n a e m x 2 — 2 x — 4 , e d á x = l ± : ^ 5 . E c o n t i n u a n d o o c á l -
cu lo c o m o o u t r o f a c t o r , c h e g a - s e á e q u a ç ã o f inal j / 2 + 3 t / = 0 , d o n d e 
se l i ra y = 0 e y = — 3, c o r r e s p o n d e n t e s a x = — 2 e x = i. 


