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ALGEBRA SUPERIOR

I. DAS COMBINAGOES E POTE NCIAS,

-

Permutagbes ¢ Combinagdes.

i. CHamm-n Arranjos ou Permulagdes todas as colleccies que se
obtem , dispondo uns adiante dos outros, em todas as ordens differentes,
2a2,3a3,4a4,........ un determinado numero de objeclos.
Quando expressamente ndo dissermos o conlrdrio, supporemos que o
mesmo objeclo ndo enlra mais que umc ves em cada collecoao. Assim
abe , bac, cha, bea, sho & permutagdes de 3 letras lomadas 3 a 3.
Para designarmos o numero de todas as permutacdes possiveis de m le-
tras p a p escreveremos [m Ppl. (+)

Chamam-se Combinacdes todas as collecedes que se oblem, dispondo
uns adiante dos outros , e em todas as ordens differentes , 2 a2, 3 a3,
hak,...... um determinado numero de objectos, de maneira que
um d'elles pelo menos seja differente n'uma qualquer das collecgdes
comparada com cada uma das outras. Quando expressamente nio dis-
sermos o0 -conlrdrio, supporemos que o mesmo objeclo ndo emlra mais

(«) Alguns authores fazem distinecio enlre arranjos e permufacies, reser-
vando este Gllimo nome para designar os arranjos de p lelras enlre si , ou pap:
julgimos porém desnecessaria tal distinecdo,

i




2 ALGEBRA SUPERIOR.

que uma vez em cada collecgdo. Assim abe, abd , bed, acd s3o % com-

binagdes de %letras 3 a 3. Para designarmos o numero de todas as com-

binagdes possiveis de m letras p a p escreveremos [mCpl.

Problema 1.° Achar o numere y de todas as permutagics de m
letras a, byey,dy o..... tomadas p a p, ou y=[mPpl

Visto que no enunciado do problema se ndo faz distinecio alguma
enlre a5 m lelras a ¥ 15 y €y (I. R P qlm pertcndemos :\crmulnr, po-
démos concluir , que entre todas as permutagdes possiveis haverd um certo
numero d'ellas que comecardo pela letra a, outras lanlas que comecardo
pela letra b, oulras lantas pela Yetra ¢, ete. Por consezuinle, se deler-
minarmos o numero ¢ de todas as que come¢am pela letra a, serd o
numero total das permulagdes

Yo IMPOICE M0 oo s satoann s nss masis (H

{ 3

Para achar esle numero ¢ consideremos, que obleriamos facilmente as
permulagies p a p em que a letra @ ¢ inicial , se soubessemos permutar
de todas as maneiras possiveis p—1ap—1as m—1 letras b, ¢,
d, ......, e puzessemos depois a letra a na frente decada uma d'estas
collegdes. Na verdade se por este modo alguma das permulagdes , em que
a & inicial, fosse omittida ou repetida, seguir-se-hia que , supprimindo a
letra @ na frente de cada um dos termos, haveria o mesmo erro de
omissio ou repeticdo nas permulacdes das m — 1 lelras p— 1 a p—1 ;
o que & contra o suppostp. D'aqui se segue que o numern 5 de todes as
permutagdes de m letras p a p, em que a & inicial , é o mesmo que o
de todas as permutagdes das m=—=1 letras p—1 a p—1: ou

=[(m—1) P(p—1)].
E por tanto, substituindo em (1), serd
y=[mPpl=mm—)P(p—1)]...oiv..... (2)

Esta f6rmula, fazendo depender o numero de todas -as permutagdes de
m letras p a p do numero de todas as permutacdes de m — 1 letras
p—ULap—1, resolve o problema: para o que basta advertir que o
uumero de m letras permutadas 1 a 1 é m, Assim:
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1." Para achar o numero y' das permutagdes de m letras 2 a 2;
como o numero ¢ de m — 1 letras permuladas 1 a { é m— 1, temos

p=m—1,¢0

y'=m (m —1).

2.° Para achar o numero y"' de todas as permutacdes de m letras
3 a 3; como n'este caso, ¢ ¢ onumero de permulagdes de m — 1 letras
2 a 2, numero que se deduz do valor precedente dey”, mudando m em
m—1; serh g=m(m—1) (m—2), e

yW=m@m—1)(m—=2),

3.° Pelo mesmo eslile se acha, que o numero de permulagdes de
m lelras 4 a § ¢

Yy =m(m-—1)(m—2)(m—3).

E ossim por diante.

Notando agora , que para passar de uma d'estas equagdes para a se-
guinte basta mudar m em m — 1, e multiplicar depois por m , o que
equiral a ajinclar aos factores my m— 1, ., .... o inteiroimmediata-
meate inferior a0 wltimo factor precedente : concluiremos que, para p le-
tras, o Gitimo factor sera m — (p— 1); e por conseguinte teremos

YO =[mPpl=m(m—1)(m —2)...(m—p+1).. < v+ (a)

O numero de factores é p,

Applicando a férmula (a) vé-se, que 9 objectos podem permutar-se
% a § de tanlos modos differentes, quantos sio indicados pelo producto dos
% factores 9.8.7.6, ou que {OP%]= 302%. Este numero mostra
tambem todos as differentes maneiras, por que 9 pessoas podem occupar
4 logares.

Fazendo em (a) m =p, obteremos o numero = de lodos os arranjos
de p letras enlre si,ou p a p, e vira
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s=[pPpl=p(p—=1)(p—2).... 321=1.2.3......p (b)

Assim o numero de todas as permutacBes das 7 notas da eschala musi-
cal entre si é=1.2.3.. 7=750%0; e se contarmos os semilonos serd
=1.23.... 12=479001600.

Problema 2.° Achar o numero x de todas as combinagdes de m
letras p a p.

Imaginemos estas z combinacdes effectuadas e escriptas seguidomente
em linha horizontal : escrevam-se depois por baixo da 1.* combinagio, e
formando com ella uma columna vertical, todas as permulacies p a p
das p letras daquella combinagio. O numero = dos termos d'esta columna
serd dado pela equacio (b).

Da 2.* combinacio resultari tambem , pela mesma [6rma , uma co-
lumna vertical de z termos “contendo todas as permulagdes p a p das p
letras d’essa combinaclo , uma das quaes letras pelo menos ¢ differente
das que entram pa columna antecedente.

Da 3.* combinacio resultard tambem uma columna de z termos
differentes dos outros das columnas precedentes. E assim por diante.

Obter-se-ha por esta maneira uma tabella composta de z columnas,
contendo cada vtna z termos de p letras , e dando por tudo 3 resultados , que
constituem evidenlemente todas as permulacdes possiveis das m letras
pa p, sem omissio ou repeticio alguma. Sendo y o numero d’estos per-
mutacdes dado pela equaclo (a), serd pois

] P
zz=y" ,00 z= L=[ﬁl_p_},
s [pPp]

1sto &,

mim—1)(m—2).. (m-—p+1)

.v=[mCP]= R i SRR P

. o {0)

Para usarmos d'esta formula advertiremos , que o numerador é formado
pela serie de p factores que viio diminuindo successivamente de uma unidade ,
desde o inteiro m dado até ao inteiro m — p + 1. O denominador é for-
mado pela serie de factores dos numeros inteiros desde 1 até ao nu-
mero p. .

Cemo por sua patureza x deve ser numero inteiro, concluiremos:

o
»4
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que a firmula (a) deve ser exactamente divisivel por (b). Isto mesmo
se demonstra a priori. (Nota 1.%)
2, Designando por-z' o numero de combinacdes de m objectos q a g,

xl'=.[m09]=&:.(m;ﬂ{m-3—.2) covs (m—g+ 1}.

Se for p>q, todos os factores d'esta iltima equacdo entrardo na equaclo
(¢) » que por isso se poderd escrever

ym—g)(m—qg—1).... (m—p+1)
(D@D eers oo ool ) :

e nos leva as segvinles consideracdes.

I. Para que seja & = ', & necessorio, que os factores do numera-
dor da fracglo, pelaqual z' se acha multiplicado, formem o mesmo pro-
ducto que os do denominador ; e assim, tomando estes em ordem inversa ,
deveremos ter

(m—g)(m—q—1).... (m—pil)=p(p—1)....(q+1)

Como estes dous membros tem um numero egual de [actores continues e
decrescentes , se cada um dos factores de um lado ndo fosse egual ao que

. occupa o mesmo logar do outro lado , ndo seria possivel a egualdade , por

que, supprimindo entdo os factores communs , ficariam de um lado facto-
res todos maiores que do outro. E necessario por tanto , que seja m—q=p
para ser z=2x'; donde resulla o seguinte theorema :

[mCp]=[mCq] quando for m =p 4 q.

Assim 100 letras tomadas 88 a 88, e tomadas 12 a 12, ddo o mesmo
numero. Com effeito [100 € 88] tem por numerador 100.99 . . 89.88. .13,
e por denominador 1.2.... 12,43 .... 88; supprimindo pois os faclo=
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res communs IS.l-l....SS,re:lamngg g =[100 C 12].

Bl e -

Esta consideracio serve para facilitar os calculos da formula (¢), quande
for p> : m. Acha-se mais depressa [100 C 4] do que[100 C 96]=3921225,

Daqui se conclue, que se escrevermos suecessivamente 08 numeros
de combinagdes de m letras1 a 1,24 2, 3 a 3, hio-de reproduzir-se
os mesmos valores em ordem retrograda, passado o termo do meio. Sen~
do, porex.®, 8as letras, estes valores sao 8, 28, 56, 70, 56, 28 .
(Veja-se a taboada que vae adiaote com a inscripgio — Coefficientes do
Binomio ou Numeros de combinagdes —)

I Supponhamos ¢ =p —1; n'este caso z s6 tem um factor mais qne
!
x,ed

ym—p-41

- —p+ 1
e=a——E ;mcp]:Lm{:(p-n]’“ £

P

. (d)

1. Daqui se tira uma regra, que serve para deduzir successiva-
mente uns dos oulros os numeros de combinacdes de fm letras 1 a 1 , 222

z m m—1 m—2
Jad.... Eserevam-se as [raccdes 1 VTR T A A multi-

’

plique-se cada uma pelo producto de todas as antecedentes. Por ex.®, sendo

; 8.4 6,4 3
8 as letras que temos de combinar, escre\'eremos-i- 'R e vird
7 il
8; 8:<§ =28 ; 28 §=56; ...... Por este modo se acha que 8 nu-

meros da lotaria formam 8 azes, 28 duques, 56 ternos, 70 quadras
€56 quinas ; e que 80 numeros formam 90 azes , 4005 duques , 117480
ternos , 2555190 quadras , 43949268 ‘quinas.

’ m—1 m—2
2.°  Os factores successivos m , gk ol tem osnu-

meradores decrescentes e 0s denominadores crescentes: em quanto forem>1 ,

o producto augmentaré; e diminuira pelo contrario logo que a ordem i
do lermo for tal que venha

m—i-+ 1 S g
—_— <l,.on> =T 1>

Rasnl B
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devendo entlio comegar a spparecer os mesmos produclos em ordem re-
trograda , como acima dissemos,

1. Caso, m par=22. Entdo & i>xf; e por conseguinte os
a4

termos crescem alé & ordem i = «, na qual o dltimo factor ¢

1
, sendo
a :

este lermo [m C$m] ou

22(22 —1)...... (2+ l)=fx+|\(erQ}.. Fi oo

g RN DN B 2 4 \ i - R b

?

o qual se férma escrevendo mo denominador a scrie matoral 1.2.. .. «,
e continuando-a no mumerador até 2x. Multiplicando ambos o0s termos por
1.23.... a, vem

onde os factores pares, que no numerador vem slternados com os impa-

res, sio 2.4.6...... 22 —=2"%123.%.... «; & por comscguinte o
termo medio maior que todos os oulros &

o4 11 grt 1357, (m—1)
N N e o

2.° Caso, m impar = 2« + 1.'N'este caso ¢i>x +1; ¢ por con=
segninte os termos s6 comegam a decrescer quando ¢ excede x4-1; e

i : i
como no lermo d'esla ordem o Gltimo factor se reduz n%—:l , esle
- ]

termo é egual ao precedente, vindo assim a repelir-se nas ordens « o
«+1, ou 3 (m==1). Fazendo pois i =« , teremos para os dois ermos
medios , maiores que todos os outros , e correspondentes a [m C%(m == 1),

-
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"={2¢+l)x!¢x.. (= +2) =(¢+2)(:+3]..‘;‘. (22 + 1)
1. 2. J.....c2 i. 2. B AR T

Practicando , como no 1.° caso, acharemos

1 “"’3‘1.3.5.7---”.....!!1
s 1 LT

Applicando as formulas, que achimos por os dois casos, vé-se, que os

maiores numeros de combinagdes que & possivel fazer com 18 e 19 le-
tras slo

S ot 1 S
M=[18C0)=B—os———7

= §8620 ;

M=[19C9)'=[19C10] = 92378.
3.” Da equagdo (d) tira-se

x+x'=x'm+i =m+l .E—--.. m—_.P-tE

altendendo a que suppuzemos z' ==[m C(p —1)]. Comparando este valor
de x4+ z' com a equagdo (c), vem

[(m+ 1)Cp)=[mCp+ [mC(p— )]s oovseeee (@

Por meio d’esta formula, e por simples addigdo, se deduzem as
combinacdes dem -1 letras conhecidasasde m letras; e por ella se for-

R
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mou a taboada seguinte, chamada Triangulo arithmelico de Pascal, na
gual cada um dos numeros € a somma do termo correspondente superior €
do que fica d esquerda deste na linha precedente.

Temos , por ex.’
08 7° linh v+ o v e I 7,91,35,35,21,7, L.

Para formar a 8' Im!:a tomaremus 7+ | ==8 21 47=28,
35421 =56, 35+35=70, etc, *

N'esta lei e:plien-se 0 appnrecimento dos mesmos termos em ordem
inversa , por que basta que se dé n’uma linha para que lenha logar na seguinle.

Além d’este meio que acabdmos de indicar, podemus deduzir o0s
termos da mesma linha uns dos outros, ou successivamente (1.°), ou
usando da [ormula (¢) que ¢ o seu termo gerai.

COEFFICIENTES DO BINOMIO,

on

Numero de Combinagdes.

1 . "o

2 1

3 3 1

4 6 4 1 :

5[ 10] 10 5 1

6| 15| @ | 15 6 1

71 21| 85| 35 21 1 1

8| | 56| 70 56 28 8 1

9| 36| 84| 126 | 126 84] 36 9 o8

10| 45| 120 | 210 | 252 | 210| 120 45 1073

55 | 165 | 330 | 462 | 462] 330, 165 55 11
66 | 220 | 495 | 7192| 924 7T92| 495 220 66,
78 | 286 | T15 | 1287| 1716| 1716{ 1287 T15| 286
“91 | 364 [1001 | 2002 | 3008| 3432 3003) 2002 1001
15| 105 | 455 [1365 | 3003 | 5005| 6435 6485 5005 3003
16| 7120 | 560 |1820 | 4368 | 8cos{114ar| 12870| 11440| 8008
17| 136 | 680 |2380 | 6188 [12376|19448| 24310| 24310} 19448
18 | 153 | 816 |3060 | 8568 |18564/31824] 43758| 4862} 43758
19| 171 | 969 |3876 |11628 [27132|5038%) 75582 92378 92378
20 | 190 [ 1140 | 4845 |15504 [38760.77520 1%910\16196!1841:6

141|222|3a3  4a4|0a5 6ab|7a1]/8a8|0a9!10a10
-
2

3"—'-—-'—‘*"—'HHHH[HI—IH-‘HIH—JHHH
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HI. Designando por 1 ,m,a,b,¢,.... b, a,m, | os nume-
ros de uma linba, serdo, f6rm, (¢), os da seguiute

gy 14+m,m4a,a+d,..a+m,m+1, 1,

na qual a somma dos termos das.ordens pares é

f4+m+ta+btetd..c..m+ 1,

que ¢ a mesma dos termos das ordens impares, e tambem a mesma que
a somma dos termos da linha precelente. Sommando pois todos os ter-
mos da linha m 4- 1, teremos o débro da somma da linha m. Ora a 2.°
linha da taboada é1 42 4+ 1 =% =2", e por conseguinte as linhas se-
guintes terdo por somma 2, 2%, ..., 2™, Logo: a somma das combina-
¢des de m letras € 2™ ; a somma dos termos das ordens , ow pares , ou im=
pares, € 2°='; ¢ estasomma ¢ a mesma que a das combinagdes de m —1
letras.

3. Supponhamos que, tendo separadom letrasa ,*b,¢,d,.... em
dois grupos , um contendo m' d’cstas letras, e o outro m" das restantes,
sendo assim m=m'+m": se pede o numero de todas as combinacdes
p a p formadas de p' das letras do primeiro grupo e de p" das do se-
gundo, sendo p=p'4-p'.

Para isto, facamos lodas as combinagdes das primeiras p’ a p', e as
das segundas p" a p'. Os numeros d'estas combinagdes serdo respeclivas
mente [m'Cp'] e [m'' Cp'']. Se reunirmos dous a dous cada um dos resul-
tados das 1."" com cada um dos das 2.*°, p' letras de uma parte, reuni-
das com p'' letras da outra, formardo p letras ; e éclaro que estes syste-
mas reunidos resolverdo a quesldo proposla, O numero de todas eslas com-
binagdes scrd pois

X=[m'Cplx[m"Cp"] ..co0nsanns s s (8

I. Em quantas combinagdes de m letras a, b, ¢, ..... cnlra a
letra a? Temos m'=—=p'=1, e X =[(m—1)C(p—1)}.

Il. Em quantas combinagies entra a sem b, e b sem a? Temos
m=2,p'=1, logo X=2x[(m—2)C(p—1)].
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III. Em quantas entra acomb? Temos m'=p'=2, ¢
X=[(m —2)C(p—2).

IV.  Emquantas oko entranem a , nem &? Temosm' =2, p'=0,
eX =[(m—2)Cp].

V. Em quantas das combinagles de m letras p a p entram s6
duas das tres letras @, b, ¢? Temos m' =3, p'=2, e

X = 8x [(m — 3) C (p—2)).

VI. Em quantas das 210 combinacdes de 10 letras % a % ndo
entra nenhuma das tres letras a, b, ¢? Em quantas entra uma s6? Em
quantas duas? Em quantas eatram todastres? Applicondo a férmula acha-
remos ;

1.° Nenbuma dus tres letras...... [3C0)x[7C4] =1x35= 35

AR 1] | TR R A oo+ s [BCI)X[7C3] =3%x 35 = 105
B Dingasts B S Hibin s tenionin a [3C2]x[7C2] =3x21 = 63
3. "“Todewbrés'...... .. L., eess [BCX[TCH)= IXT= 7
Numero tolal dascombinagbes . . .... ... ouus gy i 210

%.  Pedindo-se onimero de permutaces p a p de m letras dentre m
designadas, bastard tomar cada uma das X combinacdes precedentes e
permutar as p letras que n’ellas entram. Assim, designando por Y o
nimero das permutagdes pedidas , teremos

Y=X}<l-2.3-.....P.
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8. Para effechuar com facilidade todas as permutagdes possiveis p a p
de m letras , procederemos da maneira seguinte.

Tendo escriplo na ordem alphabetica as m letrasa, b, ¢,-... u, v,
separemos d'ellas as p — 1 Gluimas letras &, ky ...... u, v. Colloque-
mos depois a 1." d'estas letras scparadas ¢ em frente de cada uma das
primeiras m—p+ 1 letras a, b, ¢.. ...« h, formando assim as se=
guintes permulagdes 2 a 2,

M, 0, 08, e o s inge ps s T

Mudemos por fim , .e successivamente, ¢ em a, b, ¢, ..+... I, tendo
o cuidado de mudar tambem a em i, bem¢,.... hem i, nos ter-
mos em que assim for necessario para que se ndio repita o mesma letra.
Por esta f6rma conseguiremos obter todas as permutacdes 2 a 2 das
m—p+2letrasi, a,b, .... h, tornando-se cada uma d'ellas ini-
cial o mesmo numero de vezes m —p +1 (n.* 1.°).

Feito isto, colloquemos a 2.' letra separada k em frente de to-

dos os resultados precedentes, formando assim as seguintes permutagdes.
3a3,

Kiagyooso yhihy kaiyovoo kah, kba yooee KbR, oo o 01

Mudando depois successivamente % em ¢ ,a, b,.... h, com a adverten-
cia que acima fizemos , obteremos todas as permutagdes 3 a_3 dasm —p+ 3
letras k,i,a,b0, .... h

E proseguindo sempre pelo mesmo estilo, até chegar a collocar
a Gltima das letras separadas v, na [rente de todas as permutacdes p—1
ap—1 dasm—1 letras restantes ; e fazendo depois a mudanga succes»
svadevemu....k,i,a,b.... h, com a advertencia indicada,
obteremos finalmente todas as permutacdes das m letras p a p.

Por ex.”, para permutar 3 a 3 as 5 letras @, b, ¢, d, e, sepa-
re-se d e ¢, e pondo d em frente de cada uma das tres a, b, ¢, vem

da,db, de;

madando depois successivamente d em a, b, ¢, com a devida adverten-
cia , obtem-se todos os arranjos 2 a 2 das 4 letras a, b, ¢, d,
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da, db, dc, ad, ab, ac, ba,bd , be, ca, cb, cd.

Pondo por fim ¢ em frente de cada um d'estes termos o que di eda,
edb, .... e mudando depois ¢ em a, b, ¢, d, obteremos os 60 arran=
jos pedidos (+). ;

6. Para effectuar com facilidade lodas as combinagdes possiveis de m le=
tras p a p, cmpregaremos o processo seguinle.

Escrevam-se primeiro em linha e na ordem alphabetica todas as m le-
tras ; e teremos todas as suas combinagdes 1 a 1.

Escrevam-se depois n'outra linha, adiante de cada uma d’estas le-
tras , successivamente todas as que se seguem a essa letra na 1.° linha;
e por esta [6rma obteremos todas as combinagdes das m letras2 a 2. Por
que por esta maneira & evidente que pdo ¢ possivel omiltir-se qualquer
combinacdo, nem tdo pouco repetirem-se duas.

Continue-se sempre , por este modo, a escrever, adiante de cada
uma das combinagdes ja obtidas, successivamente todas as letras que se
seguem na 1.° linha & ultima letra d’esta combinagdo; e por esta [6rma
chegaremos a obter pela razlio apontada , todas as combinagdes das m le-
tras p a p.

Por ex.”, para effectuar todas as combinacles & a & das 5 letras
a,b,c,d, e, teremos seguidamente:

Combinagdes 1 a 1....a,0,¢,4d, e

2a2....ab, ac, ad, ae, be, bd, be, ed, ce, de.

3a3.... abc, abd, abe, acd, ace, ade, bed, bee,
bde , cde.

3ak....abed, abece, abde , acde , bede.

(+) Eslta theoria serve para achar o logogrypho e anagramma das palavras,
Estas bagatellas, alids trabalbosas, conduzem muitas vezes a resultados nolaveis
A’ pergunta feita por Pilatos a Jesus-Cumisto : Quid est verilas? responde o ana-
gramma: est vir qui adest. Em Frere Jacques Clement , o assassino de Henrigue
I, acha-se letra por letra: C'est Uenfer qui m’a créé.
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Todos os termos, em que entra a ltima letra e, nas e'ornbinaﬂiea
que lem o mesmo numero de letras , nlo fornecem termo algum para as
combinagdes seguinles , em que entra mais uma letra.

Desenvolvimento das polencias de um polynomio.

7. Se no producto de m factores hinomios
(e+0) @ 48) (@48 rn

fizermos a =b==c=...., este producto se tornari em (x4 a)". Por
conscguinte para achar o desenvolvimento da potencia m de um binomio ,
podemos effectuar o producto acima indicado, e tornar depois eguaes os
2. termos a, b, ¢, ..., : conseguindo por este processo reconhecer a
lei que observam os diversos termos do producto , antes de se practicar a

reducedo. Ura ja vimes (Alg. EL 0. 10%, V) que este producto ¢ da
[orma ;

2" 4 Aa™=' 4 Ba®= 4 Ca™,, .. +Nz*= ..., +abed..:

sendo A a somma at+b4e4...... .dos 2.°" termos dos [aclores
binomios ; B a somma dos seus productos 2 a 2, ab+ ac+ad....; C

udﬂaprﬂductul3a3.abc+abd+ ...... ; elc.

Fazendo a=b=c=.... , todos ostermos de 4 setornam eguaes
3a;08de B=a"; 08 de C=a";.... 05 do N—ug», Logo :
A torna-se em a repetido m vezes , ou A — ma,

B torna-se em a* repetido tantas vezes quantos slo os productos

2a2,00 B=ga" {mCE]::mgm—é:ﬂu’.

€ torna-se em a" repetido tantas vezes quantos sio os productos 3 a 3,
e e e
ou C=a"' [mC3|=m 3 34"
E assim por diante a respeito dos factores consecutivos ; de sorle

que para o termo N2™=" de uma ordem qualquer n, serd N=mCn} a
O dltime termo é a™.
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D'aqui resulta a formula’ geral descoberta por Newton :

m(m—1{)

3 =1
a X
2

(x4 a)™ =a™ 4- ma 2™ +

m(m—1)(m—2)
WY -

+ a'a"34.... +a%

Se| designarmos por T, um termo qualquer da ordem n, seri o lermo se-
guinte T, ., correspondente & ordem n+ 1, ou que lem n termos anles
de si,

Tops . Ped a* a™="={mCn]a"z=—=.. (k)

Esta expressio & o termo geral da f6rmula (g); e chama-se assim ,
por que, fazendo n'ella successivamente n=1, 2,3,...., podemos
deduzir todos os lermos da f6rmula, comecondo no segundo.

Para obter o desenvolvimento de (x — a)™ basta mudar nas férmu-
las (g) e(h) aem —a , isto &, basta tomar com o signal contrério os ter=
mos em que a esld elevado a potencias impares. Teremos assim

(z—a)"::c'-—ma.x“"+:-”L£_-ﬂu‘m“f‘
m(m—1)(m—2) ,
. o e

&-d.‘+-'.'ll iu“

8.  As férmulas(g) e (i) compde-ce dem 4 1 termos , e os coefficientes
sio todos numeros inteiros; na laboada da pag. 9 encoutram-se estes coef-
ficientes para os diversas potencias até & 20.°

Os expoentes de a vlio crescendo successivamente de uma unidade
desde o termo em que a se torna na unidade ou a°, alé ao Gllimo, em
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que a esta elevado 4 polencia m, Os de = decrescem desde o 1.° termo
em que z esth elevado & polencia m até ao Gllimo, em que z se lorna na
unidade ou x." Em cada termo a somma dos expoentes de a e z ¢ sem-

pre==m. D'aqui podemos concluir (pag. 6, 1.%) a seguinte regra para de-
duzir um termo qualquer da serie do seu precedente:

Multiplique-se o termo precedente por Z— ¢ pelo expoente aque n'elle

se acha elevado x; ¢ divida-se depois pelo numero, que designa na serie
a ordem d'este (ermo.

assim, que no seguinte ex.” poderemos achar conseculivamente
0s termos da serie do desenvolvimento de (z + a)?, obtende

(# % af = 2% 9ax® 4 36a’27 = 84a’z+ 12602 += 1260 2* +.. .

Se o binomio ndo estiver reduzido & Térma mais simples z == a, nlio te=
mos mais do que substituir nas- [ormulas (g) e (i) por = e por a os ter=
mos que |hes equivalem. Assim para achar o desenvolvimento de (2b°—5¢")?,
foremos na equagdo precedente z =2b", a=— B¢', e usando dos sie
gnaes inferiores, vird

(20 —5c")" PPUEP RN —2°0>'— 9, 5°2' 5 4 36x 5% 28 , .,

= 512" — §5x256¢'0** + 36x25 x 1280 ' —

Finalmente , pelo que ja fiea dicto, advertiremos ainda que nas (ér-
mulas (g) e (i):

1.° Depois do termo medio, apparecem os mesmos coefficientes
em ordem retrograda; ¢ os coefficientes equidistantes dos termos extre-
mos sdo eguaes. Estes coefficientes crescem até ao termo medio, cujo
valor se acha nas pag. 7 e 8.

2.° Cada um dos coefficientes da potencia m sommado com o se-
guinte, da o coefficiente do termo da mesma ordem que o d'este iltimo ,
no deseavolvimento da potencia (m 4 1) Veja-se pag. 8.

3.° A somma de todos os coefficientes da potencia m ¢ =27 =4
somma dos coefficicntes de todas as ordens , pares ou impares, na poten-
cia (m4-1) como se viu (pag. 10.) Na verdade fazendo z=a=1, a
equagdo (g) reduz-se a 27 = 4 sommo de tudos os coeflicientes.
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4° Quando z=1 e a==z, as equacdes (g) e (i) lornam-se em

(1= sprmtoemsg 20D RO DO e

Sendo esta expressdo muito mais simples, costuma reduzir-se a ella
o desenvolvimento das potencias dos binomios, Se tivermos (A == B)=, dividi-
remos a expressio dentro do binomio por A, afim de reduzir o 1.” termo &
unidade ; e multiplicaremos depois por A™ para que ndo fique alterada a

- B
expresslo , que vir assim transformada em A'(I % ;). Fazendo oy
podemos applicar a férmuI,‘ (I). Assim para (2a + 31%), reduziremos esta
expressio a (Iﬁa)‘(l - g—z-) » @ faremos z = ;—i.

Para applicar depois a formula com mais [acilidade , formaremos os
productos consecutivos dos factores m, + (m—1), ;(m —2), ;(m—3),
como se ensinou (pag. 6.), até & ordem 1 m quando m é par, ou alé

. m —
& ordem

quando m & impar; e obleremos assim os coefficientes

do desenvolvimento , que depois terdo de multiplicar-se pelas potencias cres-
centes de 3. Noexemplo de cima , tendo formado asfraccdes *, =, 3, %,
acharemos pelas multiplicagdes successivas os coefficientes 8 , 28 , 56, 70;
e como o tltimo é o termo medio, serdo os seguintes 56, 28, 8. Dis-
tribuindo convenientemente as potencias crescentes s, z*, 3*, .. ..; mul-
tiplicando tudo por 256. a® ; e pondo finalmente por z a frac¢do que esta
letra representa : vem

(2a + 3b)*=256 .a"+ 3072. a'b4 16128, a'h* + 58384.4'0°
+90720.a'0" + 1088648 .a’0' + ....... .+

9. Para obtermos odesenvolvimento da potencia inteira deum poly-
nomio qualquer da forma

@+b+e+d+....)m,

3
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podemos servir-nos das férmulas precedentes do desenvolvimento de um
binomio, pondo b+c¢+4d+4.... =2z. Antes de expormos o methodo
de achar o termo geral d'este desenvolvimento, convem primeiro dar outra
f6rma & expressdo () do n.° 7, multiplicando ambos os seus termos por
1.2.3.... (n—n). Eotdo o numerador tornar-se-ha o producto dos
inteiros seguidos desde 1 alé m, e a expressdo (h) se mudard em

L R PR
I 3 m BER TR e o dnad (m)

Tops =
b 1.2.3..--1‘1}([.2.3-.{m-—r-n)a

A vantagem d'esla formula , sobre asua equivalente , consiste, em for-
necer fodos os termos do desenvolvimento de (z + a) dando a n os valo-
res successivos 0, 1,2, 3, .... m, debaixo da convengio de niio se
atiender ao factor 1.2.3.... n, quando se suppuzern==0, nem ao fa
cor 1.2.3 .. (m — ) quando for n = m.

Posto isto, e fazendo, como acima dicemos, # ="btc+d+ ....,
a potencia dada serd egual a (a4 a)*, e o seu termo geral em que entra
a*, serd dado pela [6rmula (m), ou

1.23. s vEea M

() v ovive e -
1.23.... nx1.23 ..., (m=—n)

a'l ar-‘.

Ponhamos y—=c4-dte.... ; sera am==(b+y)"", e se de-

senvolvermos esta fllima potencia, o seu termo geral , em que ealra 4",
serd , pela férmula (m),

123...... (m—n) rop——
1.23.... n'x123.... (m—n—n') v .

Se substituirmos agora esta quantidade em logar de 2™ em (1), o re-
sultado represeotari otermo geral do desenvolvimento da potencia do po-
lynomio, em que entra a*0”'. Este resultado , simplificando a fracgdo , serd

123 . ....m
123, .nx1.2.3. . n'x1.2.3. . (m—n—n')

(ko

anbnfyn-ﬂﬂ-l‘ 2
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Pondo depois z=d+e+.... , teremos y=—" = (¢ + z)"="=~
e o termo geral do desenvolvimento d'esta dltima potencia, em que entra
¢! serd

1.2.3.... (m—n—n)
1.2.3..7"x1.23.. (n—n—n'—n")

A o/ =n
3 .

Substituindo agora em (2) esta tiltima expressio , em logar de y™"="',

obteremos , feitas as simplificacdes , o termo geral do desenvolvimento da
potencia do polynomio em que entra a*J”'¢™", ou .

1928 5vm S —
1!2.3 =n ﬂ}( 1|2-3 . ﬂ.'x I 12-31 . I‘I-”}C 112- W llm-—l'l'—'nr-—ﬂ.”)

Sem ser necessario ir mais adiante, ja d'aqui podemos concluir , que se de-
signarmos por N otermo geral do desenvolvimento de (a +-b+¢+..)",
serd este termo geral

'.2.3.1-. s M

il nin' all n"'..'
T 1.23.0x1.23..7'%x1.2.3..0"% .. s !

N

sendo n, n', 0, .. .... inteiros qnaesquer, que satisfacam & condigdo
n+n'+n'4.... =m. Para deduzir pois d’'esta [ormula todos os ter-
mos do desenvolvimento pedido, deveremos procurar todos os systemas de
valores inleiros e positivos, que podem satisfazer a esta equaclio de con-
diglio , ede os substituir depois successivamente na [ormula ; tendo o cuida-
do, como j& advertimos , de nlo attender no denominador do coefficiente
numerico, aos factores que lerminariam em zero.
Em (a+b+ ¢, por ex.”, um dos termos é

1.23....10
1.2.3.4.6x1.2.3x1.2

a®b'c* = 2520. a°b’c" ;

e este mesmo cocfficienle serd o dos termos a*b*c% a"b'c¢®, . ... «.
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10. Temos alé aqui supposto que o expoente m ¢ um numero inleiro
e positivo, Passdmosagora a mostrar, que as [6rmulas que achimos, slio
applicaveis ao caso de ser m numero negativo , fraccionario , irracional , on
transcendente, E para isso, bastard mostrar que o binomio (1==z)= tem
o desenvolvimento (I) do n.° 8, em todos estes casos; por que como j&
vimos sempre ¢ possivel reduzir a esta firma o desenvolvimento de (z == a)~ ,
e por consequencia o de qualquer polynomio da forma (a+-b+¢+...)"

Designaodo por m e n quaesquer grandezas, e pondo

=1 im:+-‘;m{m-_—l)=’iel¢.,
y=1=x nz4in (n—1) 3" xetc;

teremos , fazendo p=m+$n,

ay=1Z=pz+ip(p=—1)s*%eclec.

Para achar este resultado, que se verifica pela multiplicagdo efectiva do
valor de x pelo de y, nlio ¢ necessario recorrer a esta multiplicagdo , que
nlo nos indicaria facilmente a lei dos termos da serie. E 86 bastard adver-
tir, que , sendo m e n quaesquer grandezas , se nés conhecessemos duas
expressies em que entrassem respeclivamente m e n , 4s quaes competis-
sem os desenvolvimentos de z e y, e a cujo producto competisse o de-
senvolvimento de xy; poderiamos concluir que este ultimo desenvolvi-
mento teria logar em todos os casos, e com a forma que lhe suppuze-
mos. Com effeito, devendo deduzir-se este desenvolvimento da multiplica-
¢do dos dois polynomios , que sio a expressio de z e y, e sendo as re-
gras da multiplicagio dos polynomios independentes das grandezas que se
possam attribuir &s-letras dos factores; estd claro que a forma do desen-
volvimento seri sempre a mesma, em quanto a dos faclores tambem o
for. Por ex,”, o termo que contém z* em xy, deve ser o producto de
certos termos de z e y, termos que serdio 03 mMESMOS quaesquer (ue se=
jam os valores dem e n; e se este producto em um caso for £ p (p—1)s*,
esté claro que serh @ mesmo em todos os mais casos.

Ora ji vimos que sendo m e n inteiros positivos é z = (1= 3)", e
y=(1=*=3)", e que é entlo
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ay=(1xz)"t=(1xz) =1xpst ip(p—1)s*telec.;

donde concluiremos, que xy lem, em todos os casos, a [6rma que lhe
suppuzemos,
Posto isto:

1.° Se m ¢ inteiro ¢ tem o signal negativo: como n & quantidade
arbitriria , podemos suppor n ==+ m , tornando-se entdo n inteiro e posi=
tivo, e por conseguintey = (1== z)", E como esta hypothese tornap =10, a
3.* equagdo se reduzird a zy=1, ou 2=y '= (1% 5)~"== (1%=3)™.
Teremos pois

e Oy mm+1) , mm+1)(m+2) ,
(I=z)"=1xms+ - e o v i X O

m(m4+1)(m+2)....(m4+q—1)
N eid iais q

(g+1)(g+2).... (g+m—1) ,
kwd AP U ) s

31 =[(q + m— 1)Cqls?

=[(g+m—1)C(m— 1))z =

Acharemos assim, por este termo geral, para

(@ ==a)~* coeffic. 1 PL 1l Wodemdd
(eamtd il bsm Rl b 3l = 8 4+ 8..
(etar...n: 14| =8 kb 6.5 40] 4+ 18..
(xa...... | 1| = 4| + 10| = 20| + 35..

A taboada da pog. 9 di, nas columnas verlicaes, a lei d’esles nu-
meros.

2, Sem € fraccionario (positivo ou negativo): fagamos n=m,
serh p=2m e ay =a"; logo

2m (2m —1)

e z" 4 ete.

*=1+4+2mz+
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Multiplicando esta equagio por z =1 4 mz + elc., vem |

M z" .+. elc.

i . 2 |
¥

&' =143ms+

Toroando a mulliplicar por =, vem

=14 l-mz—fuhnl“—m_;-)-z’—k ele.

Donde concluiremos , em geral ,

km (km — 1)

z =1 +kms+ T3 3"+ ete.,
qualquer que seja o inteiro k.
J I
Por tanto se k for o denominador da fraccio m S ou km=1,
serd
1—1

i
2 =141z 41 s* + ete. = (1+3),

2

por ser I um inteiro, positivo ou negativo , conforme m é positivo ou ne-
gativo. Temos pois

-

x‘z(‘l-&-z)t’, e z=(1+3)" |

3.° Se m ¢ irracional , ou comprehende expressies transcendentes ,
taes como logarithmos , exponenciaes, arcos de circulo , senos, cosenos etc.
Suppondo que n e h sdo dous numeros entre os quaes m estd comprehen-
dido, cada um dos termos de @ =1+ mz +elc.. .. estarh comprehen-

dido entre os seus correspondentes das series (1 +z)" e (1+ ) e &
claro que z estard entre estas duas expressdes, que podem differir entre
si ldo pouco como se quizer.

. Como pois (1 +2) pode approximar-se indefinidamente de z & me-
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dida que n se approximar de m: se chamarmos x a differenca , sera
(1 +3)*=2+ a Do mesmo modo se chamarmos € a differenca entre
(143)" e (143)" , teremos (1+2)*=(1+2)" + &. Logo z+oa=(143z)"+ &;
€ como « & G s3o quantidades que se podem tornar tio pequenas como se quizer ,
teremos por fim (Alg. El 0.°120) 2= (1 + 3)=,

4.° Sem € imaginario: sujeitam-se convencionalmente estas expres-
soes &s mesmas regras das quantidades reses; visto que ndo é possivel
nem formar uma idea exacta de um calculo, eujos elementos seriam sym-
bolos que ndo representam grandeza alguma: nem por consequencia dar
demonstragio a tal respeito (Alg. Elem. n.° 136). (Nota 2.%)

1. Tendo visto que as formulas (g) e (i) tem logar qualquer que
seja o valor de m , passemos a applical-a a slguns exemplos.

|
. (fazendo k= E) , desen-
ol

et

a
e Bx % A 1+ kx
volva-se em serie (1 + kz)~ pela formula (I).
Os coefficientes tem por factores —1, L (—1—1), L(—1—2),....
os quaes sdo lodos == — 1 ; os productos sdo alternadamente +1, — 1 :
donde resulta a progressio por quociente

I. Para desenvolver

| —ke+ 2" —k2"...., cujs razdo é — ka.

a a 61: 61.}:1 G!‘:I : _g.-r.
L”EO a+Ez _':( _':"*"':;——-?- ...... ‘x? ..... )

II. Para y/(a*=% 2"), escreva-se

A

fazendo 2 = ay. Para achar a potencia £ de (1 ==y*) formemos os facto-
res dos coefficientes, a saber: &, L (f—1), £(+—2), out,—1,
—Ty—fi 08 productos sdo fraccdes cujos numeradores sdo os factores

impares 1,3.5.7.. .. , e os denominadores os factores pares 2.4.6.8. ...
0:
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gy iyt 13y 1354 .

—

‘— P, b —— — W
V(1 2y ) =10 =50 246 24068 -

= {z* 132 1.3.52°
a an t I = t o
Viexa)=as(l oo —m *516a 2.4.6.80 )

III. Do mesmo modo se obterd

. 14 1.3y 1354 1387y
{ = =1 —y- - e
( R TR Y e ¥ Ml ¥ Y ¥ i

R i ) 1320 1.382'  1.387", )
=2 ) e T b e T 3000 T 20080 T

- x z B2 10z* 22z \
v (ot 5)=P( + 3 "0 T 8la 234 T 7290 )

PRSP AL e shg | . |
o e £ apiin s ok b R TG
(1—a)2=1+20+3"+4a"....... +(n41)a"..

12. Todos os coefficientes do desenvolvimento de (z + a)™, quando
m for primo , sdo multiplos dem , abstrahindo dos de z™ e a™; com effeito

a equacdo (¢) da
123.... px[mCpl=m(m—1)(m—2).... (m—p +1).
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Ora , sendo 0 2. membro multiplo de m , tambem o 1.° o deve ser, e
€omo suppuzemos m primo e >p, deve por conseguinte m dividir [mCp].
Do mesmo modo se mostra que lodos os coefficientes de (a + b+ ¢. . ) 3
siio multiplos de m, exceplo a=, b~, ¢*,....
Designando pois por k um inteiro, Leremos

(@+bte..)"=am4b" 4+ ¢".... +mk.

Se fizermos 1 =a=b=c...., sendo k o numero de termos do po-
lynomio , acharemos A™ = h 4+ mk; donde se tira h*— h = um multiplo

h (k== —1{
de m, ou -—(‘;m—-2-= inteiro. Logo , se um numero primo m ndo for

divisor exacto de h, sel-o ha de (k=* — 1). Este & o theorema de Fer-
mat (Vej. Addit. ds notas da Arithm. pag. 276.), que se enuncia da ma-
neira seguinte :

Se o inteiro h nao for multiplo do numero primo m, e resto da
divisdo de L™ por m serd a unidade.

Este theorema ainda se pide enunciar d'outro modo. Como m — 1
¢ um numero par, fozendo m — 1 =27p, serd

W=t e = (W =) = (AT 1),

e por conseguinte deve m dividir um destes factores. Logo : quando m for

um numero primo > 2, e ndo dividir A, o resto da divisdo de A= por
m serd =1,

Extracgdo das raizes de qualquer grdo dos numeros e dos polynomios,

13. Na Arithmetica (n.°70) demos uma regra geral para a extra-
ccdo das raizes dos graos superiores ao terceiro, e indicimos a razdo da
mesma regra, que péde agora ser mais bem entendida com o exemplo
seguinte, .

Para acharmos a raiz 4.* de 548464 , designemos por A a £.° po-
tencia mais elevada contida nesle numero, por @ as dezenas, e por b as

unidades da sva raiz. Como
1
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" A=(a+b)' =a'+ 4a’b+ 6a’0’ + Jab’+ B*,

0 1.° termo a* & a 5.* potencia doalgarismo das dezenas, e por isso deve
acabar por quatro zeros & direita. Separando pois os quatro algarismos 8464,
vé-se que 5% contém a &.° potencia do algarismo das dezenas , consideradas
como simples unidades; e como 16 & a &.° potencia mais elevada com-
prehendida em 5%, fica evidenle que 2, raiz 4.* de 16, ¢ o algarismo
dos dezenas.

Diminuindo 16 de 5%, e repondo os algarismos separados, o resto
388464 conlém as outras quatro partes de (a4D)', ou §a’b+ 6a’b*
4 4ab® + b*. Mas como 4a’b oscaba em tres zeros, que prosém do fa-
ctor a’, por isso separando os tres algarismos 46%, o reslo 388 contera
& vezes o producto das unidades D pelo cubo do algarismo 2 das deze-
nas, consideradas como simples unidades, ou & x 8 x b=32b, e além
disto os milbares provenientes de 6a’b+....0v0r .. O quociente 10

de 388 dividido por 32 serd poisfb; mas passundu & verificagdo, isto

&, formando, como abaixo se vé, o producto b (4a’+ 6ab +-hab*+b%) ,
reconhece-se que ¢ necessario reduzir b a 7, seguindo nisto um processo
analogo a0 que empreghmos nas extraccdes das raizes quadradas e cubicas;
e serd a raiz 27 exacta alé &s unidades.

Querendo levar a approximagdo mais adiante , junctem-se quatro ze-
ros, dos quaes se separem tres, e divida-se 170230 por % 4, fazendo
a'—27. E como ka"” = ka*+124b + 12ab*+ 4b°, vé-se que para for-
mar esle divisor basta ajunctar 6a*b+ 8ab®4 3b° & parte do producto de
cima, comprehendido entre parentheses. Feito o calculo pela maneira
abaixo indicada, acha-se para 2.° divisor o numero 78732, que di 2
para a primeira letra decimal da raiz.

64 . 8464 27,2

16 732 1.° divisor .. 4a’ 53063

385 . 46% 888555 sco0b L0WRN o veay .. 168

371 . &4t S0P 2L 98 K . hab®. . 2vezes.. T84
17.0230 - ke A b, . Svezes.. 1029

e

53063x7—371 481 27 divisor 78732=4.2T"

Este processo , t30 commodo para achar cada um dos divisores par-
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ciaes , ¢ geral , qualquer que for o grio da raiz, que se pertende extra=
hir.

14, Por mem das taboas dos Tngarllhmos fazem-se estas extrac¢les
com muilo maior facilidade, mas ha o inconveniente de se ndo poder
obter uma approxima¢lo além dos limites das mesmas taboas. N'este caso
usaremos dos processos seguintes,

I.  As series (Il pag. 23.) servem para a extraccio das raizes com
grande approximaclo. Assim para obter 1N, decomponha-se N em dous
quadrados a® e =", das quoes o 1.° seja muito grande em relagio ao

2.°; entio N= V{a’-‘-x‘)—(a’-‘-x’} vird espresso n'uma serie

consergente (Mg n’ 106).
Se, porex.’, nos pedirem 1”8, decompando 8em9—1, tomaremos

a=3 e z=1, e vir 1" 8=1/(9—1)=(8—1) =3 (| —L ==L —,. )

Para tornar a serie mais rapidamente convergente , lomem-se os tres pri-
meiros termos da serie, que sommam 2,829 , ecompare-se o seu quadrado
com 8; acharemos 8 =(2,829)°— 0,0032%1 , d’oude

3241
- I) 2 828427125746

V8 =2,829V(i P

E como V8 =212, tomando amelade , achar-se-ha

V2l=l ‘l, i—’&rﬂl 356g3 731 s s ]

As taboas dos logaritbmos dao a 1.° apprﬁmmacho, que depois se conti-
nGa pelo processo que acabdmos de indicar.
I Suppoohamos que ¢ conhecido um valor approximado’a da raiz

m de N; e seja b a differenga entre N e a” ; leremos

N=a"=+b,VN=a=s,

sendo s a correcgdo que deve receber @, e por conseguinte tanto = como
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b nameros pequenos. Como a™ == b= (a == z)”, deseavolvendo, e) repre-
sentando por m, A', A",.. .. os coefficientes da serie, teremos

d=5 (ma"= £ Alsa™2 4 A""a" % ...... ).

N'uma primeira approximaglio, basta attender ao 1.” termo da serie , e
vem b=mza"""; d'este deduz-se o valor de z, o qual substituido no
termo = A'z a™™*, e desprezando 0s seguintes , di _

2ab N—a"
= Bma" = (m—1)b by £ (m+1)a"+(m—1)N°

eliminando b = = (N — a™). Logo VN ==a = z lorna-se em

o (mt )N+ (m—1)a~
o m—1)N+(m + 1)a™’
) (
! SN+a* oN 4-a*
d’onde VN=GXW1 ‘/N—anp
skl BN + 3a¢ 3N +424
YR et PR e

Querendo , por ex.° 165, toma-se =8, d'onde

195+-64 2072

5=8x . i —8.062
Ve XBE’:-:—IQ'E’- 357 8,062257 ,

valor exacto alé a 5.® casa da dizima.

16. Para completarmos a doutrina expendida na Algebra elementar
(n.*" 142, e seg.) sobre a extracglio dos raizes quadradas e cubicas dos
polynomios , indicaremos tambem aqui asregras daextrac¢do dos raizes de
qualquer ordem dos mesmos polynomios.
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Suppondo que o polynomio dado X & a polencia m de um polyno-
mio desconhecido ¥ =y 4y + ¥ ++-.. .. € que ambos estes po~
lynomios estdo ordenados segundo as polencias decrescenles da mesma le-
tra a, demonstra-se facilmente , como a respeito das raizes quadradas e
cubicas , que: o maior lermo y da raiz procurada se achard extrahindo a
raiz m do maior termo do polynomio X.

Achado este 1.° termo, [acilmente se obterd o 2.°; para resolver-
mos porém a questdo na maior generalidade, daremos a regra para obter
um termo qualquer y., da raiz, quando forem conhecidos os n lermos
precedentes. ;

Seja u a somma dos termos ji achados, e v a dos termos desco-
nhecidos ; sendo entdo X = (u+ v)™, teremos desenvolvendo

X = u™ + mu™"'v + ku™* v*4 kK'u™=3 v* + ele.

desigdando por k&, k', K", .. .. os coefficicntes do desenvolvimento deste
binomio. D’esta equaglio tira-se

Kmﬂ'=mu-—‘v+h"ﬂuq+.. ‘eme

O 1.° membro desta equaclio ¢ a differenca entre o polynomio dado e a
potencia m da parte achada da raiz. O 2.” termo vai servir-nos para des-
cubrir o maior lermo yi,, da parte desconhecida v. 3

Com effeito , desenvolvendo w™=*, o maior termo do desenvolvimento
serd y"=', e sendo y,,, o maior termo de v, serd my™=* v,y © maior
termo do producto mu™*v. Do mesmo modo se vé, que 0s maiores ter-
mos nos desenvolvimentos dos productos seguintes, serlio respectivamente
W= Wy Y™ 4y seennes

Rellectindo agora , que n'estes termos maiores dos productos succes-
sivos, vae seguidamente diminuindo de uma unidade o expoente de y, e
crescendo o de ¥, e que em y,y entra a letra @ com expoente menor
do que em y: concluiremos que my™" y,y € o termo maior do 2.° mem-
bro da equagdo.

Logo,, se do polynomio dado X subtrahirmos a potencia m da parte
u achada da raiz, o maior termo do resto serd egual a m vezes a po-
tencia m —1 do maior dotermo y da raiz, multiplicada pelo maior termo
da porte da raiz desconhecida, E por conseguinte, se dividirmos o maior
termo do resto pela potencia m — 1 do maior termo da raiz, acharemos
mais um termo para a mesma raiz.
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De tudo-isto se deduz a regra seguinte para a extracglo das raizes
dos polynomios , depois de achado o 1.” termo y:

Para ter o 2.° termo y(,y, subtraia-se do polynomio X a potencia
m do 1.° termo y da raiz, e divida-se depois o maior termo do resto
por my™—". . .

Para ter 0 3.” termo y,, , subtraia-se de X a potenciam dey -+ yq»
e divida-se depois o maior termo do resto por my™~".

Em geral para obter o termo y,) subtraia-se de X a potencia m de
Y+ Yy + o« o+ Yur) » € divida-se depois o maior termo do resto por
my™—".

Dos numeras figurados.

16. Dé-se esle nome aos numeros seguintes :

'I i- 1- i- la '. 1. i . e

1.° ordem 1. 1 ;

2" R8T e Tt T 8. 9. 10....
3. £..8. 610, 16: %1, 28,.:36.. 48/ 85....
! R 1. 4. 10. 20. 33. 56. 8% 120. 165. 220....,
5. 1. 5. 15. 35. 70, 126, 210. 330. 495. 715....
6." 1. 6. 21. 56. 126. 252, 462, 792. 1287. 2002.. ..,
=t 1, 7. 28. 84, 210. 462. 92%. 1716. 3003. 5005....:

N'esta taboada cada termo ¢ a somma dos dois que lhe ficam , um
immediatamente d esquerda, outra acima. ;

Por ex.”, 2002 = 1287 4 715.

Comparando a formaglo d'estes numeros com os da taboa de peg. 9.
vé-se, que sio 0s mesmos, porém dispostos em ordemi differente. Uma
linha da taboada da pag. 9., por ex.” 1,7, 21, 36, ...... acha-se
aqui em diagonal , ou figurando a hypothenusa do trisngulo rectangulo
isosceles, cujo vertice ¢ a 1.* letra, e cujos lados se tomam na 1.°
linha e na 1.* columna. Por conseguinte o valor de um termo gualquer ,
que est4 na linha p e a0 mesmo tempo na hypothenusa m , & T==[mC (p—1)}.

Tomemos duas linhas consecutivas:
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ﬁl'dem(p—-'l) ----- ni. d,..a--.-.?."nl|lglﬁ..ou,
ordem P....h..si s 13 A 0L G i, R8T i g
teremos .. A=1+a,.... R=Q+r,S=R+s5,T=8+1¢, ...

1.° Considerando uma hypothenusa , vé-se que os seus termos se
adiantam uma casa nas linhas das ordens consecutivas, como T e v. Se
T for o termo n na linha ou ordem p, v serd o termo n+ 1 na linha
ou ordem precedente p— 1. O outro termo da hypothenusa, na linha
ou ordem p — 2, serd o termo n+ 2. E por conseguinte, se na ordem
p o termo da hypothenusa for n , serd

na ordem(p—1).ceavrirrnnennns s i e hive eeont1
na ordem (p—2) ° n4 2
|-m ;.";;tl.e; :Ji.l-l;& ordem [(p—(p—2)] n-{-(;; --2)

Designando pois por m o termo da 2.* ordem que pertence & hypo-
thenusa , e que & onumero d'ella, este devera occupar a casa n+p—2,
isto é , serd

m=n+p—2;
a equaglio T==[mC(p — 1)] réduz-se (pag. 5) a
T={(tp—2) C (p—1)]=[(n+p—2) Cla—=1)];- -+ o (8)

ou
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desenvolvendo pela equaclio (¢), p. %, e escrevendo os factores do numera-
dor em ordem inversa. Conféorme for p <ou>mnm, assim se usard com
preferencia da 1.* ou 2.* d’estas expressdes do termo geral T. N'ellas
se verifica tambem , que o termo n da ordem p ¢é o mesmo que o termo
p da ordem n.

Fazendo p=3, 4, 5.... acha-se

3% ordem, 1.3.6.10.. T=tn(n-+1)=[(n+1)C2]
3o, 1.5.10.20.. T—2n(n+1) (n+2)=[(n+2)C3]
B.....,1.5.15.35.. T=2n(n+1)(n+2) (n+3)=[(n+3) C5.
2.° Comparando os termos T, ¢ e S, acha-se _
T=mC(p— 1)), t={m— 1)C(p—2]], $=[(m— 1) C(p—1)}

Desenyolvendo e reduzindo (equagldo (c¢) p. 4.) vem

— s
_n+p x5=n+p 2

* n—1 r—1

X8..00 (0)

Por meio d’estas férmulas se deduzem uns dos outros , e seguidamente ,
os termos , que formam tanto a lioha p como acolumna n. Por ex. , para

4
ad lS; fazendon=2, 3, %.. .. achlo-se os facto-
“-—
res £,%,3,%.... , cada um dos quaes multiplicado pelo termo respectivo
5
Sda6." ordem , dé otermo seguinte T. Paran =7, vem T=f—_—[-— Xt

p=06,vem T=

> 3

¢ fazendop=—2, 3, 4, .... acham-se os factores+,3,+.... que ser-
vem para passar de um termo ¢ da 7." columna para o seguinte T da 8.*

3.° Acha-se que a somma de dous termos das casas n— 1 e n da
3." ordem é n*; logo a somma de dous numeros successivos da 3. ordem €
um quadrado perfeito, e todo o quadrado péde decompir-se em dous nu-
meros da 3.* ordem. Assim 121 quadrado de {1, ¢ a somma de 55 e 66,
que slo os termos 10.° e 11.° da 3." ordem.
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4° Sommando os valores A,.... R,S,T....(p. 31.) vem
T=1+a....+r+s+t; logo qualquer termo T & egual & somma
de lodos os da ordem precedente, alé ao termo ¢ que eslé na mesma co-
lumna; ou antes, o termo geral da ordem p é o termo sommatorio da
ordem p— 1. Assim para obter o termo scmmatorio dos n primeiros
termos da ordem p, mudaremus p em p 4+ 1 na equaglo (1), o que da

2=[(n+p—1)Cp]=[n+p— 1)C(n—1)].

Para a7." ordem, por ex., 2=[(n46)C7]; a7." serie, parondo no 9.°
termo , somma [15C7] = 6435.

5. Do mesmo modo se veria, que um termo qualquer da taboada ¢
@ somma dos lermos da columna precedente até aquella ordem ; o que &
tambem um resultado de ser a columna p formada dos mesmos numeros quea
ordem p, porque esles lermos so , dous a dous, aquelles que se repro-
duzem na mesma hypolbenusa , por estarem equidistantes dos extremos,

17. Temos alé aqui tomado para erigem da nossa taboada a
serie 1.1.1.1; se porén, em logar d'ella, tomarmos1.3.3.5....
¢ a sujeilarmos & mesma geragio: a 2. ordem seri a equidifferenca
1.1 +8,1+28,1+33, ....; e assim nas outras ordens , como se

W& na seguinte taboada ; da qual a precedente ndo ¢ mais do que um caso
particular.

1. ordem 1. 3. 3. 3 ¥
2% seen 1198, 14923 1483 14 43....
3 e 1248 3433 4463 54103....
BY e 12348 6483 104108 154203, ...,
6.5 voao 1418 10463 204153, 35 4+ 353....,

6. ..o 1543 15+ 63 354213 704563....:
i

BRSERVATHRIO ASTRONGMICE

" WNIVERSIDADE BE COIMERA
TR @A
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E evidente que tudos os termos tem a férmaT= A 4 B3, e com-
parando estes numeros com os da 1." taboada , acha-se que A ¢ o lermo
da mesmn casa n naordem precedente p — 1, eque ofaclor B ¢ 0termo
da mesma ordem p na casa precedente n— 1: assim

T=a0 termo n da ordem p— 1 4 [o termo (n—1) da ordem p] 3,

i X n ni1 n+p—3 (p—-l
fa T-—-(ﬂ—l);. g 51 A -[-3)

Tal & o termo geral d’esta ultima taboada. O termo sommatorio 2 la ordem

ps €0 termo geral da ordem p 41, como uutecedenlcmenlu. Por ex.,.
p=3, da na 3." ordem,

T=n+ind(n—1), T=tn (R 4+ 1)[1 +25 (n— 1)L

Toma-se, por ex., na 1.* serief =2, e o8 q(mr]rnﬂnii 1.4.9.16..
derivam da progressdoimpar 1 .3.5.7.....; loma-sena 2. 3 =3, elec.

sl e bid | R B L el Lt b M Ll Ll

1: 3. 8. - "9 8 10; 485 .0 Laabeeis 13,

1- &'1 90 iﬁ'q 25--- I 5. 12- 221 35-;!- l' ﬁ' i:il 28!'
T=n" T=n.3n;1 T=n(2n—1)
& g nd+1 2n41 4 , N4 1 ol ril_ fn—1
== ety 2=n, 3 2=n. b 3 :

18. Se dividirmos o lado al (Gg. £.) do triangulo alm em n—1
partes iguaes, nos ponlos b, d, f, .... e tirarmos bc, de, fy.... pa=
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rallelos & base Im, esles comprimentos crescerfo como os numeros
1.2.3.4.... Marcando um pento ema, 2 em b e ¢, 3 sébre de,
% sobre fy.. .. : asomma d’estes pontos, aconlor de a, é successivamente
1.3.6.10....; e olriangulo alm contém lanlos d’estes ponlos , quantos
sio designados pelo lermo n perlencenle a esles numeros na 3." ordem,
08 quaes por esta rozio se chamdo triangulares. Quande o (riangulo ¢
equilatero, esles pontos sio equidistantes.

Do mesmo modo , se em um polygono de m lados, tirarmos diago=-
naes de um dos angulos a, ¢ dividirmos estas linbas e os lados do angulo
a em n— 1 partes eguaes: unindo por meio de rectas os ponlos no-
tados com o mesmo numero , formar-se-hdo n—1 polygonos com o
angulo @ commum, e m — 2 lados parallelos. Estes lados crescem
como 1.2.3.4,...Se collocarmos um ponto em cada um dos angulos ,
outro no meio dos lados parallelos do 2.° polygono, 2 pontos em cada um
dos lados do 3.°, ele. : estes lados conteriio 1, 2, 3,.... ponlos mais, e
cada um dos perimelros dos m —2 lados parallelos terd m —2 pontos mais
do que o precedente. Fazendo § =m—2, a area do polygono contera pois
uma quantidade de pontos (equidistantes, quando a figura for regular)
designada pelo termo n da serie da 3.* ordem , que se deduz de 15,25,
23 .. E por esta razdo que se denominaram Quadrados, Pentagonos, He=
xagonos . . .. 0s numeros d’estas series, de que démos os lermos geral
e. sommalorio, suppondo 3=2, 3,4, ou m=4,5,6.... Em
geral chamam-se numeros polygonos , todos os da 3." ordem , porque po-
dem ser equidistantes e contidos em uma figura polygona.

Raciocinando pelo mesmo theor a respeito de um angulo triedro,
ver-se-ha que a serie 1.4.10.20,.,. represenla o numero de pontos
que n'elle se podem assentar sdbre planos parallelos, d’onde lhes resultou
a denominaclo de numeros Pyramidaes.

Os numeros pulyedros, compde as series da 4." ordem , da qnal nés
sabemos ji determinar os termos geral e sommalorio, fazendop = % e 5.

A analogia conduziu & generahisacBo d’estas nocdes , e chamam-se nu=
meros figurados lodos os que estdo sujeitos & lei do n.° 17, e compre-
hendidos na taboada precedente, sinda que ndo saibamos realmente re-
presentar lodos estes numeros por liguras de Geometria , passada a 4.*
ordem.
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Arranjos ¢ Cumbinagdes quando as letras ndo séo todas diffe-
rentes.

19. Effectue-se a multiplicagdo do polynomio @ + &+ ¢+ .... por

si mesmo muilas vezes successivas , lendo o cuidado de escrever primeiro,
em cada um dos termos obtidos, a letra que servin de multiplicador , e
de conservar nos seus logares as letras do multiplicando, Teremos

Bisoonsnsonniis s sninisss Bl el awbnes
at+b+ct+.00n..
aat+abtact......
B Yoa4-bb4bed cnnenn
PTG bt oy g o st
a+btedinnean.. .
C...... aaa 4 aab + aac.. .+ aba+abb +abc ...+ aca + ach . .
baa + bab4-bac ... bba + bbb 4 bbe ... + bea 4 beb ..
caa -+ cab +cac ... +cha... e assim por diante.

O producto B & formado dos arranjos 2 a 2 das letras a, b, ¢, .. ..
podendo cada uma d’ellas entrar 1, 2 vezes em cada termo. O producto
C & formado dos arranjos 3 a 3 dos mesmas letras, podendo a mesma
letra entrar 1, 2, 3, vezes em cada termo. E assim por diante.

E na verdade, para que, por ex. alguns arranjos 3 0 3 em que a
& inicial , se repetissem ou omillissem em €', seria necessario que houvesse a
mesma repeliclo ou ommissdo nos lermos de B, que resultariam suppri-
mindo a inicial a.

Sendo m o numero das letras do polynomio, vé-se que B tem m
termos em cada linha, e m linhas; e por conseguinte os arranjos 2 a 2
sho m®,

O producto € tem m linhes cadajuma com m* lermos, e por con=
seguinte os arranjos 3 a 3 sio m’,

Em geral 0 numero dos arranjos de m letras n a n, nos quaes
cada letra pide entrar até n vezes, é m*, Neste caso pdde ser n> m.
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Por ex.” 9 algarismos tomados & a %, dio 9', ou 6561 aumeros
differentes.
A somma de arranjos de m letros 1 a1,222,323,.. ..
nan,é
mr— 1

m4m4 .00 m¥, 00 m ;
m— 1

Por ex.® 2 somma de 5 algarismos 12 1,202, 32 3, 6= (5"—1) = 155.

Se tivermos n dedos A, B, €, .. .. com [ faces marcadss com as
letras @, b,¢,.... : um lance destes dados produzird um syslem@ tal
como abace, Se tomarmos o 1.° dado A , e the fizermos appresentar succes-
sivamente os stias diversas faces, sem bulir nes outros dados, resultardo da-
quelle systema f arranjos differentes; e como se pode fazer omesmo para
cada um dos arranjos dos outros dados: vé-se, que os n dados produzem
{ vezes mais resullados que os outros (n—1) dados B, C, .. ....

Por conseguinte 2 dados dio [* resultados ; 3 dados dao [*; & dados
[*i e em geral n dados com [ faces ddo [* resultados diversos. Advirta-
se que se consideram differeates os resultados identicos , quando resullam
de dados differentes,

Se o 1.° dado tiver f faces, 0 2° f', 0 3.° ["', o numero dos re-
sultados serd X ['x "% .. ....

20, Vejomos agora a mancira, pela qual se podem distribuir por
m logares vagos A, B, €, ...... m letras , de maneira, que « loga-
res sejam occupados pela letra a, B logares pela letra b, etc.

E maniflesto, que para distribuir os « letras @, basta tomar z loga=
res A, B, C, .... e collocar n'elles as mesmas letras a ; o que & pos-
sivel fazer de tantos modos differentes , quantas slio as combinacdes a a «
dos m logares A, B, C, ....; e por cunseguinte (mCa) designa os ma-
neiras differentes por que « letras @ se podem distribuir por m logares
vagos. ,
Feito isto, restam de cada distribui¢do m — & logares vagos, dos
quaes 3 podem ser occupados pela letra &, de todas as maneiras indica-
das por [(m — ) C&]. Por conseguinte o producto [mCal x [{(m — a) C3],
mostra dequantos modoes se podem distribuir « letras a, e ( letras b por
m logares vagos,

Nosm—a—f logares, que ficom ainda por occupar, podemos dis-
tribuir y letras ¢, de lodos as maneiras indicadas por [(m — « — @) Cy].
E assim por dianle até que ndo fique logar algum vago, o que acontece
quando se chega a uma combinaglio de f6rma [4Ch]== 1.
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Por conseguinte o producto
(mCa] % [(m—a)C3] % [(m—a —B)Cy] X1 .n

mostra de quantas maneiras os m logares vagos podem ser occupados por
z letras a, por§ letras b, pory letras e. Este producto & o mesmo numero
que na pag. 19, representa o coefficiente do termo geral do desenvolvimento
do pelynomio, termo qne designimos por N,

Se tivermos pois um producto da férma a* S qual a ¢
a veges faclor, b € B vezes, ¢ €y veses.... o numero delodos os mados
possiveis por que estes [aclores podem estar distribuidos serd o coefficiente
da expressio N, da pag. 19., sendo m=a -+ €+ Yoo ..

Por ex.”, 0s 10 factores a' b’ ¢*d formam um numero de arranjos

: . SR . 10
designado por X YN L BT E 12600,

As T letras do nome Antonio podem arranjor-se de 1260 maneiras
differentes,

21. Multipliquemos agora muitas vezes successivas por si mesmo o
pol}'numin at+b+e....tlomando por factor deum termoa, b, ¢,.. .. 56
os termos do multiplicando, que estio na mesma columua, ou & sua esquerda.

a4+bdfect+d.ieenn.
EF el . e
au+bbtce+dd. o o ovn .

s +-abtbeted, . ... ..

A|qctll|-||lo|¢0

0 e o Spse R A

a ool

| ?
anat+bbb+ecet-ddd. . . .
+abb-beed-edd., . . .

b ; (

+-aab4-ace--bdd. . . .
+-bbec-L-&dd. . . .
+-abetced . . . o
“aac-tele,

E facil de ver que o producto B & formado de todas as comhim-
cdes 2 a 2 das m letras do polynomio, podendo cada uma d’ellas entrar
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1, 2 vezes em cada termo ; por quanto , pelo modo como fizemos as mul-
tiplicagdes , se rejeilaram lodos os arranjos 2 a 2 em que enlravam as
mesmas letras.
Do mesmo modo se v¢, que o producto € ¢ formado das combina-
cdes 3 a 3, emque o mesma letra podeentrar 1, 2, 3, vezes no mesmo
termo. E assim por diante.
Em quanto ao numero d'estas combinagdes , cada uma das columnos
do producto contém tantos termos quantos ha na columna, que lhe fica 4
esquerda , do mesmo producto, e na que lhe fica superior , do producto pre-
cedente, .

Se os numeros dos lermos dos columnos de um producto forem

R BBl o i pBiome v-4 3

os do preducto seguinte serdo

lta, 1 +atP, I4a+64+7, .00,
Esta altima serie deduz-se da preccdente pela lei dos numeros figurados
(m” 17.): e por conseguinle , para as combinacdes 2 a 2 as columnas
successivas conlém 1 . 2.3, % .. termos; para as combinagdes 3a 3 contém
1.3.6.10 .... ; efinalmente para as p a p, conlém a serie daordem ¥ -

O numero total das combinacdes, ou dos termos de um producto ,
¢ a somma da serie, continuada até & 2.%, 3.% 4.°.... columna, con-
forme houverem 1, 2,3, ........ letras para combinar. Sendo n as
letras ¢ necessorio sommar os n 1. lermos da ordem p, o que, segundo
vimos , equival (n." 16, 4.%) a tomar o termo n da ordem p + 1. Logo:

O numero, que tem o logar n na ordem P41, ¢ o das combinacies
de nletras p a p, admiltindo que a mesma letra pddeentrar1, 2, 3,..n 1
vezes nas differentes combinagies. '

Basta pois, pora achar o termo geral, mudar p em p—1 na equalo
(n) pog. 31.; e tercmos

g nmt)(n42). . (ntp—1) _ (p+1)(p+2).. (ptn—1)
5 e R e sl T TGOS LR ) 1

n pide ser> ,=, <p.

i ol
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Por ex.” 10 letras & a & dio 715 combinagdes; 4 letras 10 a 10
dao 286.

Vé-se tambem que n letras tomadas p a p, e p+4 1 letras tomadas
n—1 a n—1 dio o mesmo numero de combinagdes, por quanto subsli=
twindo n por p4+1, e p por n—1, o valor de T, lica o mesmo.
A cquacdo {p) resolve lambem , mudando p emn, enemp, o
seguinte problema: Ha um cerlo numero de espheras de p céres differen-
tes, brancas, vermelhas, prelas, .... .. e da-se convencionalmente a
cado uma d’estos cdres a significacio de vma qualificagdo , como bom ,
sufficiente , mdo. Um certo numero n de juizes escolhem , cada um , uma
esphera de cor conforme & sua opinidio. Pergunta~se quantas combinagdes
pode appresentar o resultado ?

0s numeros da taboada da pag. 30. resolvem a questdo, lomando
as linhas 1., 2., 3.%, .. .. conforme houver espheras de 1, 2, 3,....,
cores; e lomando nessa linha os lermos das casas 1.%, 2%, 3.°, 4.°,...,
coaforme os juizes forem 1,2, 3, .... Com effeito, supponhamos effe-
ctuadas lodas as combinagdes no caso das espheras de 1, 2, 3 cdres, alé
ao termo 6 da 3." linha, e busquemos o lermo seguinle 10, para o caso
de 3 cores e 3 juizes. Formem-se primeiro as combinagdes seguintes , em
que entram as ecspheras brancas:

8br., 2 br.el neg., 1 br. €2 neg. , 1 br.1 neg.{ ver., 2br. 1 ver.,
1 br. 2 ver.;

depois as combinagdes em que nlio entram espheras brancas:

3neg., 3 ver., 2 ver. 1 neg., 2neg. 1 ver.

Ora d'estas 10 combinacdes, as 6 primeiras estio designadas na tahoada
pelo numero & esquerda de 10, per que supprimindo em todas ellas uma
esphera branca, teremos todas as combinagdes de duas espheras com 3
cores , que sio 6 ; e o algarismo &, que fica por cima de 10, di o nu-
mero das combinagdes de 3 espheras de duas cores, Vé-se pois que os nu=
meros da taboada, que pertendemos formar, tem a mesma geragio que
os da taboada de pag. 30., por ser cada um d'elles egual & somma do
que Ihe fica & esquerda e do que lhe fica superior, Nio dilferem por con-
seguinte uma da outra, e lemos
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Trtv=((n+p—1)Ca]=[(n+p—1)C(p—1)].... (9)
No caso de p=23, sera
T=i(n+1) (n+2).

O desenvolvimento de (a +b+4-¢.... 7 consta (n.° 9) de lantos lermos
da forma Fa™ " .. .. , quanlos sdo os inteiros differentes, que se po-
dem tomar para expoentes n , n', n", com lanto que a sua somma seja = p,
Logo o numero total dos termos & egual ao dascombinagdes p a p, que
¢ possivel formar com as m lelras a, b, ¢,.... dando-lhe todos os expo-
enles possiveis inteiros desde zero alé p. E por conseguinte :

O numero dos termos da. potencia p do polynomio a +b-+¢ ...

¢ designado tambem pela expresiao (p) de T,y,.
Para obter a somma das combwnacdes de nletras 1 a1, 22 2,

3a3,....pap, devemos ajunclar o numero que tem o logar n

nas ordens successivas 1, 2,3, .... p+1 da taboada de pag. 30, ou a
columna n, cuja somma, segundo vimos, é o numero n- 1 da ordem

p-+ L. Mude-se pois n em n+1 na equacdo (p), e designando por X a
somma pedida, serd

Z=[(n+p)Cp]—1=[(n+p)Cn]—1;

eorrespondendo a unidade sublractiva &s combinagdes zero a zero, que

n’este caso devemos omilltir.
Por ¢x.’, 5 letras combinadas de 1 a 1,.... alé $ 2 %, ou &

letras de 1 a 1, alé 5 a 5, ddo o resultado

=3

6.7.8.9 1
T g

e

Querendo as combinagdes desde p a p até p' a p', applicor-se-ha
duas vezes a férmula aos numeros p e p', e diminuir-se-ha o primeiro
resultado do wltimo. Assim 5 letras tomadas desde $a § até 626 dlo

461 — 125 = 336 combinacdes,

[
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99, Paraachar todas as combinagdes das « letras a, € letras b, . ..
do monomioa® b° ¢¥..1a1,2a2, ..pap,sendop=a+6+y..;
notando que a pode ter todos os expoentes desde 1 até «; que b pide ter
todos desde 1 alé € ete..... : vé-se que a questdo se reduz a achar lo-

dos os divisores de a® b ¢¥...... que formam os termos do producto
(vej. Addit. ds notas da Arith. pag. 271)

(14848 +eee 6 L+ +. oo BY(I+ et +oene €).05
e por conseguinle o numero das combinacdes, que se pede, é

(L4 a) (14 E)(L+7)eeesent

Por ex.”, a* b* ¢’ d* tem 360 divisores(6.5 .4, 3) comprehendendo

o'elles a unidade ; por conseguinle de 359 maneiras se podem combinar
os foctores 1 a 1,2202,...... ele.

‘Querendo sémenle o numero de lermos em que eatra a, comuv 03

outros s8o os divisores de b° ¢¥.... , em numero (t+6) (14 7)s te-
remos, subtrahindo, o resto (1 +€)(1 4+ 7).... que é o numero pe-

dido. Isto equivaleria a ojonctar a todas as combinagdes sem a , os facto-
Tl p e o o

Quereado saber entre os divisores de a® B¢ ¢Y.... . quantos com-

prehendem a™ I* , tomem-se os divisores de ¥ R « Cujo numero
¢ (1+9)(148).... ,e multiplique-se cada um por a™ I* ; como esle
producto exprime a somma de todos os productos em que entra ™ U”,
serh o factor.(1 +v)(1+38).... o numero pedido,

Nogies sobre as Probabilidades.

93, Um scontecimento , que depende do acaso, diz-se provavel na
razdo do valor e quantidade dos casos em que péde realizar-se, Dous ou
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mais acontecimentos dizem-se igualmente possiveis quando ha os mesmos
motivos para que se realizem tanto uns como outros. O grdo de probabi-
lidade de um acontecimento , avalia-se comparando o numero de casos
em que péde dar-se com o numero lotal de todos os casos egualmente
possiveis. Por isso:

A probabilidade mede-se por uma fracgdo, que lem por denomina-
dor a somma de todos os casos egualmente possiveis, e por numerador
o numero dos casos favoraveis.

Querendo que dous dados, cujas faces tem inscriptos os numeros
1,2,3,4%,5, 6, appresentem os numeros 5 e 2: como n'este caso
ha s6 duas combinades que ddo os dous numeros que se desejom , entre 36
egualmente possiveis : segue-se que a probahilidade éexpressa por ==
Se quizessemos que apparecessem dous pontos que sommassem 7 , Como
ha entdo tres casos duplos favoraveis 5 e2, 6el, 4¢3, entre
os 36 egualmente possiveis, teremos por probabilidade —=1. D'onde
se v¢, que ba 1 a apostar contra 5, em como virlo numeros que deem
esla somma.

Se a fracgio por onde se avalia a probabilidade é > 1 diremos, que
o acontecimentoque se desejo & mais provavel. St a fracglio & ==} diremos
que & incerto, podendo indilferentemente opostar-se pré ou contra. Se
a fracgio ¢ =1, diremos que o acontecimento & certo, por que n'este
caso todos os acontecimenlos possiveis sdo favoraveis. Em todos os casos
a somma das probabilidades , pré ¢ contra um acontecimento, deve dor
a unidade.

Fagamos algumas applicacdes d'estes principios. N'um baralho de m
cartas , se houver p de uma qualidade designada, qual & a probabilidade
de tirar m' que sejam d’esta especie? O numero dos casos possiveis &

(mCm'], o dos casos favoraveis & [pCm']; log babilidad [pCm']
1 (pum |3 unoaprnaulaém,

Por ex.”, n'um baralho de 52 cartas ha 13 de copas; tirando 3 carlos
obabilidade de sairem todas 3 de copas & S o 2
auacas:.upr abi ¢ safrem lodas op 5203 23100

quasi e :

A roda da lotaria contém m numeros dos quaes se tiram p; um
jogodor comprou m'; qual & a probabilidade de lhe sairem precisamente
' ? O numero total das sortes é [m Cp]; e € este o denominador que se
- procura. Ji se wio (n.° 3) que o numero dos cases favoraveis , isto €, 0
vumerador pedido tem por expressdo y
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X = [(m—m)C(p— p')] [m'Cp"].

Na Lotaria de Franga m =90, p =25, e por conseguinte o denominador
¢ [90 C5] = 43949268, Se um jogador comprou 20 numeros , por ex.’,

temos m' =20; e entdo querendo que shia precisamente um dos p' se-
guintes , teremos :

numero X probabilidade.

{=p.csenee.;  S0[70C3] ..... 0,372
2‘—_—1}’ TR 20 'TL.?OCS] se b = 01236?

S=p'y.00rn:20.2.22[70C2] ..... 0,0626
“=P""°"'l' 70[20E‘£] *s g 030077
E=P”tl IEET M [2065] YT N ] 0;0003-

Querendo que a0 menos séia um numero , isto ¢, quesiinl,2,3,4,
ou 5, tome-se a somma 0,725, Para que ao menos siiam dous , som-
mem-s¢ os resultados precedentes menos o 1.°, e a probabilidade sera
0,3073. E se ndo quizermos umero algum , faga-se p'= 0, ou lome-se
o complemento de 0,7245 para a unidade, e acharemos 0,2755.

24.  Suppondo que dous acontecimentos A e A’ sdo produzidos respecti-
vamente por p, p' causas ; e que nlo se nlo realizam por outras 9,9 :
e admiltindo que estes acontecimentos slo independentes um do outro ,
podendo dar-se conjuncta ou separadamente : pergunla-se quaes as proba-
bilidades dos differentes casos?

Para resolver esta questio, comparem-se estes dous acontecimentos
a0s resullados que podem provir de dous dados, um com p + q faces pin-
tadas, p de branco e q de negro; o outro com p'+ ¢ faces pintadas p'
de vermelho e ¢' de azul. O acontecimento A seri realizado quando ap-
pareca uma das p faces brancas, e nlo o seri quando appareca uma das
q faces negras. O acontecimgnto A’ terd logar quando apparcca uma das p'
faces vermelhas, e ndo o terd quando vier uma das q' faces azues.
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O numero tolal dos casos (n.° 19) ¢ (p+¢q) (p' +¢'). Se quizer-
mos que apparecam conjunclamente uma face negra e uma vermelha , isto
¢, se quizermos que tenha logar o acontecimento A'sem A; como as q
faces negras, e as p' vermelhas, ddo gp' combinacdes , serd este o nu-

_ mero dos casos favoraveis, e a probabilidade pedida

otk b, o vpe s o
p+9P+9) p+9 p+y¢

Procedendo do mesmo modo nos outros casos, achariamos, como n'este,
que a expresslo da probabilidade pedida & o producto das probabilidades
relativas a cada uvm dos acontecimentos designados. Logo:

Se os acontecimentos forem independentes uns dos outres, a probabi-
lidade de acontecerem conjunctamente € o producto de todas as proba-
bilidades relativas a cada um em separado. .

Este theorema das probabilidades compostas, posto que se ache
aqui sémente demonstrado para o caso dos dous acontecimentos, péde por
um raciocinio identico estender-se a um 3.° acontecimento A", ou a um
3.° dado de p"+ ¢" faces; e assim por diante, justificando-se por este
modo a generalidade em que o enuncidmos.

Se langando dous dades de seis faces, quizermos que appareca % e
1, qual ¢ aprobabilidade do successo? Considerando sémente um dado, ha
seis casos, dos quaes dous sio favoraveis (4 ou 1), sendo por tanto a
probabilidade simples =1 ; mas acontecendo esse 1.° caso, & ainda ne-
cessario que o 2.° dado appresente o outro ponto (1 ou 4), cuja proba-
bilidade simples & *; serd por tanto aprobabilidade procurada & x = L,
resultado que achariamos tambem , se comparassemos os 2 casos favora=
veis com o8 36 casos possiveis.

As probabilidades, & medida que se compde , attennam-se , por isso
mesmo que resultam do producto de mauitos factores < 1. Se um homem Lido
por verdadeiro , altesta um facto que vio, pode avaluar-se em = a proba-
bilidade de ndo querer enganar e de ndo ler sido induzido a erro pelos
sentidos.  Mas se este homem houve o facto de uma testemunha egual-

mente veridica, ji enldo a probabilidade ¢ somente % x 2 = =, quasi
3+ Se houverem assim 20 intermediarios , a probabilidade sera apenas (=)2°,
1sto é<1 : péde pois.apostar-se 7 contra 1 em como o facto transmittido é falso ,

posto que todos os intermediarios sejam testemunhas egualmente verdadeiras.
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Péde comparar-se esta diminui¢dio da probabilidade com a extlincglo
da claridade dos objectos, vistos atravez de muitos pedagos de vidro.

25. O resultado ou producto das probabilidades simples eguaes,
é uma potencia desta quontidade , e por isso facilmente podemos resolver
a questlio seguinte: Se p causas produzem um acontecimeulo A, e se q o
impedem , qual € a probabilidade de fazer apparecer k vezes o aconleci-
cimento A em n lances?

: E claro que a probabilidade simples , em cada lance , a favor de A
P
P4 i
k vezes, teremos a potencia k da primeira fraccdo; e se ndo tem logar,
os oulros n — k lances darlo a potencia n— k da segunda. Da multipli-

caglo d'estas duas potencias resulta a probabilidade composta

é

i e -+L- a probabilidade contra. Se o aconlecimento se realiza
P

7 i
P+

-

a qual exprime, que , em n lances, A acontecerd precisamente & vezes,
tendo fixado previamente a ordem de successdo dos acontecimentos. Sendo
porém esta ordem arbitraria, deve z repelir-se tantas vezes, quanlas se
puderem combinar estes resultados, a saber as k vezes que tem logar o
acontecimento A, com as n—k em que ndo se realiza; o que & repre-
sentado por [nCk]. Logo s x [nCk] é a probabilidade de que A acontecerd
k vezes em n lances, sem designar aquelles em que deveré realizar-se.

Se quizermos que A aconleca n vezes pelo menos , mudaremos
n'esta expressio successivemente kem k, k4+1,k+2,.... atén, e
sommaremos os resultados. N'este caso o denominador da probabilidade
pedida & (p 4 q)% Para oblermos o numerador , desenvolveremos este bi-
nomio, e paroremos no termo em que entra ', o qual se tomaré com o
coefficiente , ou sem elle, conforme se quizer attender, ou ndo, 4s k or-
dens em que A se realiza em £ lances.

E se quizermos, que A nlio aconteca menos de k vezes, nem mais
de k' vezes , em nlances , sommaremos todos os termos em que p tem o0s ex-
poentes k, k+1,.... K. )

Por ex.’, se um dado de 6 faces tiver duas que sejam [avoraveis a um
jogador , e for necessario para que esle ganhe, que em 4 lances deite 3
vezes uma ou outra {ou que em um sé lance de & dados 3 faces lhe se-
jam [lavoraveis), pergunta-se qual ¢ a probabilidade do ganho? N'este
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caso, p=2, ¢g=4, e (p+¢)'=6*=1206. Temos pois
p* = 16 lances que appresentam 4 vezes uma das faces favoraveis.
+&P’ q=128-¢ tressees mPan ue 3

PUsop el TS il 2
AP B 04 .1, v Mol 1
+ q"=253-.....---. ------- 0

Somma = 1296 = (p 4+ ¢)*, denominador das probabilidades.:

Logo a probabilidade de sair precisamente 3 vezes um dos casos favora-
veis ¢ ===, E se devem acontecer ¢m uma ordem designada , di=
vida-se pelo coefficiente %, evird <. Em fim asomma dos dous primeiros
numeros di - =L, que ¢ a probabilidade de apparecerem pelo menos 3
vezes as faces fuvoraveis.

Qual é o partido de dois jogadores M e N de egual fdr¢a, faltando
6 pontos a M e % a N pora ganhar o jogo?

A somma dos pontos & 10; e por isso elevando p - ¢ & 9." poten-
cia, reservem-se paro M os & primeiros termos (em que o menor expoente
de p ¢ 6), e guardem-se para N os oulros 6 termos; foca-se depois
p==q=1.Acharemos os dois resultados 130 ¢ 382, cuja somma total é
612. O partido de M, ou a probabilidade que elle tem de ganbar &
22;ceo0deN ¢ 35, Sendo necessario acabar com a partida sem a le-
var ao fim, os abonos deveriam ser repartidos entre M e N na razlode
130 para 382, quasi na razlio de 1 para 3: e ¢ tambem este o prego
por que M e N deveriam vender a sua pertenglio aos abonos, wo case de
transmillirem os seus direilos.

Quando a forca dos jogadores &, por ex.’, como 3 para 2, isto é
quando M ganha a N ordinariamente 3 partidas sdbre 5, ou quando M
di 1 ponto de parlido para egualar as forcas , o colculo é o mesmo, fa-
zendo p=3, q=2. N'esle caso acha-se que o partido de M ¢ para o de
N proximamente :: 1§:15. '

26. Succede muitas vezes que as causas de um acontecimento sdo Lio
occultas , ov se modificam de uma maneira tio voriada , que ¢ impossivel desta-
cal-as e caleular-lhes o numero : n'este caso sio inapplicaveis os principios pre-
cedentes. Consulta-se entdo a experiencia , para verificar se os acontecimentos
sio sujeilos a um curso periodico, do qual se possa conjecturar com ve-
rosimilhanga, que a causa descoohecida, que faz com que elles appare-
cam tantas vezes debaixo de uma ordem regular, continuando a obrar
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sobre elles, os reproduzira na mesma ordem. O numero d’estes periodos
substitue-se ao das causas nos calculos das probabilidades. Se um dado,
langado dez vezes seguidas, appresentou 9 vezes a face a, pide conjectu-
rar-se, que ba na acclo que o lanca, na sua figura ou substancia ,
alguma causa occulla, que produz a volta da face a as 9 vezes. Se 100
prosas appresentarem lambem 90 vezes esta face a, a probabilidade = fa-
voravel a esta volla adquire uma grande fdrca, que se augmenta a’:ne-
dida que as provas multiplicadas confirmam esta supposicdo; de sorle
que se fossé possivel lazer um numero infinito de provas, e todas concor=
dassemn em dar 9 vezes sobre 10 a face a, concluiriamos a certesa da
hy puthese.
E d'esta maneira que a experiencia comprovou os factos seguintes ,
enjas causas ¢ impossivel assignar.
1.° O numero de casamentos contrahidos em um paiz, durante um

tempo dJeterminado, & para o numero de nascimentos e para a popula-
¢do proximamente :: 3:1%:396, _

2% A 15 nascimentos do sexo feminino correspondem 16 do masculine,

3.° A populagio, os nascimentus, os obilos, e os casamentos sdo
12037615 : 71896 ;67700 ;: 15345, por anno ; e approximadamente ,
os nascimentos sdo = , 0s obilos 5=, e os casamentos . da populagdo.

3y

O excesso -'- dos nascimentos sobre os obilos ¢ o accrescimo anouo da

a0

populagdo.
4" A duracdo das geracdes de pai a filho é de 33 annos.

5.° O namero dos mortos do sexo masculino é para o do sexo fe-
minino::24:23; e n'um paiz qualquer o numero dos vivos do 1.” sexo
¢ para os do 2.°::33:29.

6.° Os obitos do sexo masculino sdo = e o0s do fiminino ;5 da po-
pulacdo. Em Pariz, a totalidade dos obitos chega s6 a s do numero dos
habitantes ; esles obitos elevom-se annualmente a 27585 lermo medio,

e 03 nascimentos a 3232%.
7° A ametade de toda a populagio tem menos de 25 aonos, e

todos os 25 annos se renosa uma amelade.

8.° Em Franca o numero da populagdo ¢ para o numero dos casamentos
::127.63: 1. A duragdo da vida media & actualmente da 36 7 annos.

E debaixo d’eslas consideragdes que se estabelecem as Taboas de
populagio e de mortalidade: pode consultar=se a esle_respeito o Annuaire
du Bureau des Longitudes.

Nada mais accrescentaremos sobre a doutrina de probabilidades , que
¢ tio extensa, que faz objecto de Tractados especiacs. A

Vej. os de Laplace, Lacroix , Condorcet, Duvillard, Poisson ete.
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II. RESOLUGAO DAS EQUAGDES.

Composigio das equagbes.

27. DEpois de transposta e reduzida, teda a equagdo a uma sé
ncognita tem a férma

A,x'-}-&lr'-{*ﬁ,fﬂ""-{- ...... _+ﬂ._,a.'+ﬂ.=-0.. ------ {l]:

na qual = é a incognita, n um inleiro, e A, , A, A5 o0 ..o Al DU-
meros conhecidos positivos, negalivos ou zero. :

Chama-se Raiz qualquer quantidade a , que substiluida por x reduz
o polyncmio (1) a zero, ou que salisfoz & condiglo

A-Uﬂ.'-}—ﬂ’ﬂ.'_" +Aza'._= +aees "'l"l"h-—: ﬂ+ﬂ,=ﬂ.

Tome-se arbitrariamente um numero a, ¢ divida-se o polynomio (1)
por z—a, até que se obtenha um resto R que nlo contenha z, 0 que
sempre ¢ possivel , por ser o divisor do 1.° grdo. Multiplicando o quoci-
ente , que serd da [érma

A‘-I.-I +h'lml-= + o ggw A:‘!-I L]

por z—a; e sjunctando R ao producto: deverd reproduzir-se fdentica-
mente o dividendo (1).
7
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Fazendo o cileulo , e designando (+) a expressdo (1) por f(z), vem

fe=A 2"+ A’ [+ ﬁ*,lz""—l—&’, 2.+ A\, |z4R

—aA, —aA',| —aA’, —ad' | —aA' "

E como n’esla expressio devem achar-se todos os termos do poly-

nomio ((z), vé-se que ofactor A, de 2™ no polynomio , deve ser egual

a0 factor A’, —a A, de 2™ no chleulo que effectudmos, Pela mesma
razdo deverdo ser

ﬁi‘;'ﬂ'l‘—-{l A:l " Aa =:\."—‘IA‘: P o*rras A..= n _EA'....‘_-
Transpondo os termos negativos , temos
A'y=A4ad A, =A+4ad', ..R=A,+aA' ,...... (2)

Por meio d'estas equagdes podemos deduzir uns dos oulros , sucessivamenle ,.
os coefficientes A',, A’ , A", .... e o resto R; e da sua férma se
deduz a seguinte lei :

Cada um dos coefficientes, e o resto, ¢ formado do coefficiente da

mesma ordem em [(x), mais do producto do coefficiente precedente multipli=
cado por a.

(+) Todaa expressio analylica em que enlra # chama-se funcgio de 2. Fune-
¢0cs algebricas sio aquellas que ndo exigem operagies de algebra senio até 4s
extraccoes de raizes inclusivamente ; as funegies transcendentes comprehendem lo-
garithmos , exponenciaes, ‘arcos de circulo, senos » cosenos. . Nio se exprimem ,
debaixo da funcgiio, senio aquellas quantidades das quaes depende a solugio
dos problemas que nos propomos resolver. Assim F (). f(x), g!x) .. designam fir-
mulas em que a letra o estdi combinada de dilferentes maueiras; [ (z) e f (z),
com o mesmo sinal f,.indicam expressies nas guaes = e £ se acham combina-
das da mesma mancira, de sorle que se lornam idenlicas quando se muda & em
. Por ex., f(/ £+a) significa que exisle uma funcgdo f (x) na qual por z se
substituio vz +@. Do. mesmo modo F (z* +y*) indica que se substituio 3 por
#*+y* cm uma funcgdo F (z),

S
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Querendo, por ex.’, dividir 4='—102'+ 62’ — 72>+ 92—11 porz—2,
acharemos o quociente dz' — 22" 4 22*—3x+ 3, e oresto— 5.

Como effeito, tendo escriplo o 1.° termo do quociente 4z*, acharemos
segundo a lei indicada ,

para coefficiente do 2* .. ..eo — 1044 x2=—2
o SIS EIN sl ¢ Vonhs 6—2x2—=142
veossosnsssel® Besiine s — THIX =8
para coelficiente do ultimo termo 9—3x2= 3

pora resto. .o eovacvcnns. ceo— 11 43x2=—3.

Podemos obter tambem os coefficientes A' , A’ , A’ ,.... eo
resto R, eliminando-os das equagdes (2), o que da

A\=Aa+A A=A a"+A, a+A, A", =A o'+ A, a>+Aa+A,,...
R=Aa"+4, & +A,0 f...... Ay 6+ A, =]la).

Da lei que seguem esles coefficientes, e o resto, deduz-se a regra se-
uinte :

- Para formar wum coefficiente qualquer da ordem i no quoeiente : tomem-se
08 i primeiros termos de [(x) 3 substituam-se w’elles x por a ; e supprimam-se
as potencias de a communs a todos os lermos. Para formar o resto
mude-se X em a no polynomio proposio , que se lornard f(a).

Da expressio precedente de R tiraremos as seguintes consequencias :

1.° Se for a rais da equagdo (1), sendo entio [(a)=R=0,
serd Ix divisivel por x —a,

2.°  Reciprocamente , se [(x) for divisivel por x — a , como a di-
visdo se faz exactamenie, seri R =0, ¢ por conseguinte a substiluipdo
de & reduzird f(x) a zero, isto ¢, serd a rais da equagio.

28. Svpponhamos por agora demonstrado , que loda a equagio a
uma incognita (em uma raiz pelo menos , objeclo de que adiante nos occu-
paremos; ena equagio (1) fagamos A _==1, oque nada tira 4 generalidade da

e
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mesma equaclio , por isso que a podiamos ter divido toda por este coeffici-
ente de 2",
Se a é raiz da equaglio lemos identicamente

fr=(xz—a)Q,

sendo Q um polynomio do grio z"—'.
Se b é raiz da equaglo Q=0, z—b deve dividir Q, e serd
Q=(xz—11)Q, e

fr=(x—a)(z—1)0Q.

Se ¢ ¢ aroiz da equagio Q'=0, sera do mesmo modo

Q= (1. —¢) Q' e

[z ==(z—a)(z—Db)(z—c¢) Q"

Como os grhos dos quocientes successivos Q, Q', Q", .... se vio
abaixando successivamente por cada factor binomio que se pde em eviden-
cia, & claro que feitas n— 1 divisdes, devemos chegar a um quociente
& —1 do 1.° gréo. Admittindo pois que toda a equaglo tem uma raiz,
podemos tirar a concluslo seguinte:

Todo o polynomio [(x) do grdo n ¢ formado do producto de n fa-
clores binomios do 1.° grdo ; e leremos sempre

fo=(e—a)e—B(e—a) -0 - (8D

Esta equaclio éidentica, e a dissimilhanca dos dous membros desap=
pareceria, logo que se eflfectuassem as multiplicagdes indicadas. E como
f (=) se torna nullo,, quando por z se substitue qualquer dosnumeros, a, b,
€y +++e0. concluiremos tambem , que :

Toda a equagao f(x)=0 lem n raizes, que sio, com signaes con=
trarios, os sequndos termos dor seus n [actores binomios.

Passemos ogora a mostrar, que o polynomio f(x) ndo péde ser de-
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composto em oulros factores (x —a') (x —b) .. (x—1'), sendo as quan-
tidades o', b/, .. .. I', todas ou em parte, differentes de a, b, ... L
E para isto mostremos primeiro, que se o binomio x — h dividir
exactamenle o producto de dous polynomios A e B racionaes e inteiros
() em ordem a x, um d'estes polynomios, pelo menos, serd divisivel
por x — h. Supponhamos com effeito , que dividindo A e B por z—h,
resullam os quocientes A’ e B', e os restos numericos = € &, sendo

A=Al (.r:-—h] 4+, B=DB'(z—1) +&.

Formando o producto AB, acha-se que 2 —h & factor de todos o
seus lermos, menos do producto numerico 3, o qual nlo péde ser di-
visivel por 2 —h; e por conseguinte AB tambem o nlo podera ser , em
quanto ou « ou § ndo forem nullos.

Posto isto, sendo fx = (x —a) Q, se suppuzermos que z — a' divide
() , sera forgoso que seja Q divisivel por £ — a' visto que 2 — a0 nllo pode
ser. O mesmo diremos de Q' em Q= (z—b) Q'; eassim por diante até ao
wltimo factor @ —1, o qual ndo sendo divisivel por z —a', mostra que
& — a' ndo pode ser divisor de f(x). O mesmo sc mostra a respeito de
x—b,x—c,.... Logo:

1.°  Qualquer polynomio f(x), da ordem n, sémente se péde resol-
ver em um systema unico de n factores binomios do primeiro grio, e a
equagio [ (x)=0 admitte sémente n raizes.

2. Toda a fraccno'ﬁf}, que se torna %quando s¢ fazz =a, lem
x—a, ou uma potencia de x==a, por [actor commum dos seus dous termos
f(z), ox. Para se obter o valor da [racho, supprimam-se primeiro oS
factores communs z—a, e faga-se depois o =a; d'onde resullara
um valor finito, nullo, ou infinito, conférme z—a estiver elevado 4
mesma potencia nos dous lermos, ou a polencia mais elevada no nume-
rador ou no denominador.

3.° Se as duas equacdes f(z)=10, ¢ (z) =0 Liverem uma mesma
raiz a , & — a serd o seu faclor commum. Deste modo

9 — 32— 1724+ 30=0, 2’37z ~-85=0,

(+) Entendemos aqui por polynomios racionaes e inteiros, agquelies em cuja
expressiio ndo entram as incognilas em nenhum denominador , nem debaixo de ra-
dical algum. .
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tem 2 --3 por facter , 0 qual se oblem pelo methodo do divisor commum.
A coexistencia d'estas duas equacdes seria absurda, se ndo existisse um
factor commum entre ellos, E se este factor fosse do 2.° gréio, as equd-
¢des teriam duas raizes, que seriam as unicas que salisfariam o0 pro-
blema, ete.

4.° Empregando a divisio, podemos abaixar no grio n de uma
equaglio um numero de unidades egual ao das raizes conhecidas, por isso
que a indagacdo das raizes se reduz & dos factores binomios, Os fa-
ctores do 2.° grio siio em pumero tn(n—1) (0.° 1), porque resultam
das combinacies 2 a 2 dos do 1.°: os do 3.° gréo slo em numero
in(n—1) (n—2), ele.

20. Como a equaclo proposia

at +A|1H_I+A1al-:+ M T All-—i 3+Al‘=ﬂ

¢ o produclo de (v —a)(w—b)(2—c).s +s.. (@—1), segue-se do
que se vio (Alg. El.n.” 10%, V) que:

1.° O coefficiente A, do 2. termo ¢ a somma de todas as raizes
a,b, ¢,.... | tomadas com signaes conirarios,

2.° O coefficiente A, do 3.° lermo é a somma dos productos 2 a 2
deslas raizes, 4

3.° O coefficiente A, do 4 termo é a somma dos produclos 3a 3
tomados com signaes conlrarios ........ [E assim por diante sendo

o coefficiente A; do termo i1 a somma dos productos i a i toma-
dos com o mesmo ou differente signal, sequndo € i par ou impar.

A” TFinalmente, o ultimo termo A, ¢ o producto de lodas as
raizes , quando n ¢ par ; e este producto com o signal contrario , quando
n ¢ impar.

Transformagio das Equagoes.

30. Com a simples mudanga de letras nos coelficientes , a equaglio
(1) pode escrever-se

f(x) =kz 4 pa™" +g2*= 4o.uien +iz+u=0....(3)
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1.” Se quizermos transformar esla equagde noulra, cujas raizes
y sejam h vezes maiores que z, fagamos

- y=fﬂ',ﬂu Iﬁg;
e virh ;
f(ﬁ)_ h" + .u—; + l|.g_=, +0l.... h +ﬂ 0’

eu , multiplicando por B
Iy 4 phy™™ iy cais oL y 4wk =0,

Esta ultima equagio deduz-se muito facilmente de (3) ., mudando z em
Y, € mulliplicando os termos successivos por h°, h' , 4%, .. .... k"
facil de verificar, que por esle processo as raizes da equaglo
f(-%) =0 slo hvezes maiores que as da proposta (3). Com effeito , sup-
pondo que « & uma raiz d'esla Gltima equagdo, teremos [(«)==0; mas
o 1.° membro da transformada reduz-se tambem a f(«), quando se substi-
tue n’ella ha por y; logo ha ¢ uma raiz da transformada.
2.° Se a equacio proposta (3) tiver coefficientes fraccionarios, po-
demos sempre desembaragal-a d’elles por meio da reducio a0 mesmo denomi-

nador, Depois suppondo h =k , islo &, fazendo & = -‘% » @ tronsformada ¢

divisivel por k, e torna-se em

.'."*f‘P&h' _!_qﬁ-yn—: P, "j‘n—l =D;
logo: para desembaracar uma equagdo dos coefficientes fracionarios redu-
za-se ao mesmo denominador ; e querendo desembaracar tambem o 1.°

termo do seu coefficiente k , faga-se x=%, o que equival a supprimir

k no 1. termo de (3), e a multiplicar successivamente , a partir do 2.° ter-
mo, os coellicientes por &°, k', k*, ..,... k==
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Seja, i:»or ex.’ , a equaglio
=12t i —re—r=0;
multiplicando-a por 12, vem
122" =8z + 10° — 92— 42 =10;

fazendo depois z==+=y, ou multiplicando os coeflicientes 10, 9, e 42
respeclivameate por 12, 12*, 127, vem

y* — 8y’ 120y — 1206y — 72576 = 0.

3.° S quizermos transformar a equagio (3) n'oulra cujas raizes Y
sejam h veses menores & facil de ver, pelo que fica dito , que devemos pir

x=hy,

o que equival a mudar na proposta x em y, e dividir successivamenie os
coefficientes por K°, k', A*,...... h" Este processo péde dar logar &
4 introducglo de coefficientes [raccionarios.

Fazendo & == 12y na equacio o’— 14%x = 10368 , resulta a equa-
¢do mais simples y* —y =06 e com as raizes 12 vezes menores.

31. Se quizermos uma equacio, cujas raizes lenham de menos a
quantidade | que as da equagdo (3), faga-se x=i+1Y.

Pondo i+ y em vez de = em lodos os termos de f(z), atransfor-
mada de (3) serd

k(i +yr+pi+yy+eli o)+ es t{ity) +u=0.
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Sem ser necessario effectuar a desenvoluglio dos binomios que entram
nos diversos termos, resulta da lei conhecida (n.° 8) que seguem os
termos da férmula de Newlon, que se esta equaglio se ordesar relati-
vamente &s polencias crescentes de y, serd da forma

A+By+Cy4...... k=0,

equaciio na qual é:
A ={i, ou o polynomio, quando n’clle se muda = em ¢;

Bn?-, designando por f'i o resultado que se obtém multiplicando

cada termo de A pelo expoente de i, e diminuindo este expoente
d’uma unidade ; resultado a que se dd o nome de Derivapa
de A ;

=
C={-é » designando por ("¢ a derivada de B;

iH’"

sl
= 1.2.3

E assim por diante,
Por este modo podemos compor os coefllicientes da transformada,
sabendo-os deduzir uns dos outros , isto ¢,

» designando por /"i a derivada deC;

Y

f ]
fit it g lid 5 l"it ... + by =0,

fi=ki"4+pi" 4"+ .o . litu,
fli==nki*=' + (0 — 1) pi"= + (n —2)qi"3 ...+,

fli=n(n— 1) kit=> 4 (n=1) (n —=2) pi*=> +, . L ete.
8
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Querendo, por ex.®, lazer x=2 4 yem

fo=a"—iz"+2+7=0,

teremos , por ser i =2,
fi=i'=34+i4+T==3,
fi=3"—10i+1.. =—17,
li=6i—10......= 2;

e por conseguinte serd a transformada

=Tyt y P =0,

Se , pelo contrdrio , quizermos, que lodas as raizes da fransformada
tenham de mais a quantidade i que as da proposta , [aga-se X=y— i.

O céleulo n’este caso é como o precedente, s6 com a differenca de
se mudar i em — i, ou de lomar com signal contrrio as potencias im-
pares de i.

Do que fica dicto conclue-se, que se n'uma funcgdo ¢ (z) racional ,
algebrica e inteira , se mudar « em @ = h, serd

(o (o) ho'(a) + 139" (@)

¢(e=h)= 4 X e @ staA)
=@+ g © |

Esta formula descoberta pelo Geometra inglez Taylor ; e que adiante

e
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demonstraremos para uma funcgdo qualquer dea, ¢ conhecida pelo deno-
minaglio de formula de Taylor (*).

32, O processo da pag. 51. é muito commodo para achar os coef-
ficientes fi, f'i, ["i, +. .. da transformada, Com effeito , divida-se [(x)
por@—i, e sejam T o quocienle e ¢ oresto d'esta divisdo. Divida-se de-

(+) Vé-se na equaciio (A), que se ordenarmos qualquer funcgio o (z+h)
em ordem ds polencias crescentesde /i, serd, n'esle desenvolvimento, o coefii-
cienle da primeira potencia de h a derivada da funcgio or.

Por meio d’esla consideragio se demonstra muito facilmente o seguinle
theorema, de que ainda na Algebra superior leremos de fazer uso.

4 derivada de um producto de muitos factores & egual d somma algebrica de
todos os productos , gue se formam multiplicando a derivada de cada faetor pelo pro-
ducto dos outros factores .

Sejam U, V, X, Y, .... funccies de x; se emcada um d'clles mudar-
mos x em x+h, tornar-se-hio respectivamente em

i A"
-J .'_ LR B L
U4+Uh+TU l.i+

At
- !
Vi\"h—:—-\” -i.T:-!'_._ o

h*
Y ! —_— ”-.-_ o
X4+X5E+X 12-!-.....

B PR A
1.2

Loga, para obler a derivada do producto UVXY...., é necessario formar o pro-
ducto d’estas quantidades , e a derivada serd o coelficiente da primeira potencia
de h n'este producto, Ora é evidenle que para obter este coefficienle, se deve
multiplicar o coefficiente de h em cada nm d'estes factores pelos termos dos
outros em que nio enira h, e sommar depois algebricamenie os resultados. A de-
rivada do producte UVXY . .i.., serd pois

FUVXY L VUXY.... £ XUVY ... £VUVE .ot ieinsy

como s¢ perlendia demonsirar.
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pois T por 2 —i, e sejam U o quociente & u o resto. Divida-se U por
x—i,esejam V o quociente e v o reslo. E assim por diante. Teremos

fr=TE—i)+t, T=U@—i)+u, U=V(2=—i)+0, ce...u
Eliminando successivamente T, U, V, .... acha-se
fr=t+u(z—i)+ev(z—i)+.... klza—i);

onde se v&, que os coefficientes da tranformada na qual é y=2—1,
stio 05 restos ¢, u, v.... das divishes successivas por 2 —i, sendo o
dltimo coefficiente k o Gltimo quociente. E como pelo processo da pag. 51.
estes restos se obtém facilmente , o cilculo toma a [orma do ex.” seguinte,
o qual se suppoz y=x — 3.

Proposta...... 22" — 72’ — 122 4§z - 1290=0
2l =15 — 4146

24 b 0 — 41

2411 433

2417

Factor 3....

Transformada 2y* 4+ 17y" + 33y* — 41y +6=0.

Os quatro 1.” numeros da 1." linho 2, —1,—15, — 41 , slo os
coeflicientes successivos do 1.° quociente T. Os tres 1.”* da2." linha , sdo
os coefficientes do 2,° quociente U, Os dous 1.** da 3. slio os de V. etc. Cada
linha tem um termo de menos que a precedente. O Gllimo lermo de cada
linha é o resto da divisdo por #—3 ; assim (=6 , u= —41 , v=33 , w=1T7.
O iltimo quociente 2 é=Fk. Apparecem por esle modo os coefficientes
pedidos em ordem inversa. (+)

(*) Quando i & uma fraccio -'::-. torna-se mais sipples o cdlculo do modo
que passimos a ver. Supponbimos

==, m'==”+h,m”=!y:

it
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Quando se busca a transformadaem y=2—1, sendo entdo i =1,
reduz-se o cilculo a simples addiccdes, segundo a lei da pag. 30. Eis
aqui dous exemplos :

eliminando d’estas equagles =’ e 2’/ acha-se

h

T=Yy-+=—.

Logo podemos compor a transformada em ordem a y, satisfazendo suecessivamente
ds tres equagdes, isto é : tornando, pela 1.%, as raizes ! vezes maiores (n.® 30. 1.%);
diminvindo-as pela 2.° de A; e finalmenle tornando, pela 3., as raizes | vezes
menores (n.° 30, 3,°)

No seguinte exemplo , em que se busca atransformada em #— ? correspondente
i equagdo

' —b62°4-Ta* —4z+2=0,

se indica o processo d’este cilculo,

Cﬂﬁfﬁciﬂﬂe’ s mes s vEm g ae -002‘_5'5-7_"' +2-
Potencias do denominador .... 1 3 9 27  84.

Transformadz em @' . ... 22'* —152/*+632"* — 108z’ -+ 162.

il 51— 926 4110,
Qe T+ 27 4+ 28

2— 34+ 21

2+ 1

Factor 2 .. ..ccecsassnsnse

Transformada em o'’ =2—2 ......22"¢ +2'"* +212'"* + 282" + 110.

Transformada em y=& — 3} W' Y+ LY YR
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&' — 12" e —29=0 a'— 02" +T72*—T24+7:=0

1 —11 +30 + 1 1—5 42 —5 42
1 —10 420 1—4 -2 —7
1— 9 1—3 —b

y' — 9y +20y + 1=0 y'—2y' —By' —Ty+2=0.

33. A translormaclio da proposta (3) em » =y 4 i, sendo i uma
arbitréria , pode servir-nos para desembaracar a equagio de alguns dos
seus termos , delerminando a arbitréria n'este sentido, Assim:

1.* Para desembaragar a equagio do seu 2.° termo , tendo achado
a transformada

ky»4nik| y™=' +in(n — 1) k| y .. +ki* +u

+p|  + (—1)ip +pi= - 5=0,
+q + T EY
fagamos depois nik+p=0;
' p 14
!t-ll 1‘.1 e ] =  —
e resuilar I ok 3 & ] s

D'onde se deduz a regra seguinte: mude=se x em y, menos o coef-
ficiente p do2.° termo , dividido pelo producto do coefficiente k do 1.° termo

—

—— —

Emprega-se principalmente este cilculo , quando [ ¢ 10, ou alguma das suas po-
tencias. Assim, querendo achar a transformada em y=a—0,2 paequacio de
cima, teremos

Productos dos cocfficientes pelas potencias de 10, 2— 50 -+ 700 — 400020000

92— 56+ 608 — 278514432
Faclores2 . ...+ ;9—424-524—1736
2 — 38+ 448
Transformada em 2' —2..... e e e 2 —3§+- 448 — 173614432

Transformada em &' =0,2,. .. W' —3,4y" + 4,48y* — 1,736y+1,4§32 =0,
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pelo grdo da equagio, bem entendido que p e k devem entrar com os
seus signaes respeclivos. (+) :
Abbrevia-se muito o célculo, elevando & poteacia n a expresso

x+.§r=y, desenvolvendo o 1.° membro, e multiplicando por k. Por
este modo obtem-se o valor dos dois 1.” termos da proposta kz* + pz =,
0 qual substitaido n'ella, faz com que os termos, em que entra z sejam
de ordem menos elevada , tornando-se depois mais facil a transformacio.

Por ex.”, na equaglio #* — 624 bz —T =0, pondo, segundo a
regra, £ — 2=y, e elevando esta expressio ao cubo, vem

' — 62 =y'— 122+ 8,
e substituindo na proposta, vem

y'--8;r+i=ﬂ, ou y"—By—-—iE:O.

(+) A condigio que faz desaparecer 0 2." lermo, equival 4 de tornar nulla
a somma das raizes (n.” 29., 1.°), d’onde podémos concluir que pela regra dada se
avgmentam todas as raizes com uma quantidade tal , que a somma das suas par-
tes negalivas se torna egual 4 das posilivas.

Com effeito , mudar & em y--;%, equival a augmenlar asraizesa,b,e, .. 1

da primitiva da quantidade &. sendo assim as raizes da transformada

i

p
B4 —; b+'ﬁ;t---q11-m--|!1|+—i

nk nk

Sommando estas raizes, e adverlindo, que ¢

G+bt = yen e+ l=—">,

=i's

vem com effeilo

ﬂp_ L
a+b+¢+'ll1lli+ﬁ—_ k"'

=0,

e
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2.° Para fazer desapparecer ao mesmo tempo o 2.° termo da equa-
gio (3) e o coefficiente k do 1.° termo, ¢ facil de ver , que deve fazer-se

y—Pp
T= nk '('}

(+) Para desembaragar do 2.° termo , deve fazer-se (1.°)

Com elfeito fazendo na equacio (3) # =1z +1i, resulla a transformada

| PR oS S

cujo 2,° termo se anniquila pela hypothese

P
i=— —; =
{ e o | nk .
| ¢»1e e fica, ndo allendo aos signaes,
I | &
b
k.‘ B A S P S S R R ""——‘;:-—:0‘
k n"

|s# Reduzindo a0 mesmo dpminador , vem

Ea x'+

.....-......=0;

e desembaragando do coefficienle do 1.” termo pela hypothese 2= ﬂ‘—{—, resulta

em fim a transformada sem o 2.° lermo e sem o coecffieiente do 1.°

o
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3.° Para fazer desapparecer'o 3.° termo da equagdo € necessario

por
Lin—1)Pk+Mnm—1)ip+q=0.

Desta equagliodo 2.° grao deduzem-se, em geral, dous valores para i; e
por conseguinte pode-se fazer desapparecer o 3.° termo por duas substitui-
goes de @ differentes.

%.° Para fazer desapparecer 04.°, 5.°, 6.°. ... termos, ¢ neces-
sario resolver uma equagdo do 3.°, £.°, 5.°.... grdos.

5.° Finalmente, para fazer desapparecer o llimo termo , € neces=
sario fazer

ki."i‘Pi--] +o' ST +“=0=

mas isto equival a resolver a equagdo proposta ; e com effeito , como nesse
caso a transformada deve ter uma raiz nulla y=0, ¢ entlo z=1. (+)
34, Usam-se muitas vezes as transformacdes seguintes :
1.° Fazer £ ==—y. Os termos em que enlram potencias impares
mudam de signal ; as raizes positivas tornamese megativas, e recipro-
camenle.

o 1 . . ;
2.° Suppor z === . As Taizes, ornamese reciprocas; as maores

de x correspondem ds menores de y, e as menores de x ds maiores de y.
Como os factores z , 2°, 2°, . . sho substituidos pelos divisoresy, ¥*, 4* - -,
se multiplicarmos aequagdo pory*, aquelles factores serio substituidos por
Y=, y",....; e ella tornar-se-ha , invertendo os termos, em

upr i e @ Py HE=0,

ou , dividindo pelo Gltimo termo u da proposta,

(+) Cumpre notar, que nio é possivel por transformagdes successivas,
fazer desaparecer primeiro um, lermo , depois outro , ¢ assim por diante: por-
gue cada uma destas operagdes faria tornar a apparecer o ltermo que prece-
dentemente se annulfra. Com effeito , se na equagdo

] M=l
e Henaa=0j;

9
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35. Em geral, transformar uma equagio fr=0, reduz-se a com-
por outra F (y) =0, cujas roizes tenham com asde z uma relagio dada
por uma equaciio enlre & e y, 0u 9 (#, y)=0. A difficuldade do pro-
blema consiste toda em saber eliminar 2 d’esta Gltima equacdo , pur meio da
proposta , problema de que adiante nos occuparemos.

Limites das raizes.

36. Chama-se limite superior das raizes da equacio { (x)==0 uma
quantidade qualquer maior que a maior d'ellas ; e limite inferior qualquer
quantidade menor que a menor d'ellas.

Quandoo 1.° termo kz" de fx tiver o signal positivo , tade o numero |
que , substituido por x, em fx, der um resultado posilivo, serd li-
mile superior , guando qualquer numero>1 estiver nomesmo caso: por que
entdo nenbum valor> [ resolve a equaglio.

A indagagio dos limites , como veremos, ¢ uma questio muito inte-
ressante para a resolugio das equagdes, ¢ por isso comegaremos por
indicar o8 seguintes methodos para achar o limile mpermr.

1.° METHODO. Se [z nlo tiver termos negativos, seri zero um
limite superior das suas raizes, por que qualquer valor positivo, que se
substitua por z, ndo podera reduzir fr a zero, e por conseguinte esta
expressio njio terd raizes positivas.

que jd se acha desembaragada do 2.° termo, fizermose=y +14, vird

(y + ija+q{y+i}“:+. oos ==l

on , desenvolvendo,
Y iy o [hn (e 1)i gy - etes =20

snde se vé , que ovalor de i, que faria desapparecer o lermo com yH, sera dif-
ferenle de zero, eque por conseguinte formaria a apparecer o termo com y-‘
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Se liouver termos positivos e negativos, advertiremos que sendo ,
como ¢ sabido, quando ¢ ¢ numero inteiro e positivo,

‘ - -
j:i B e S et ) e SRR T R

serd
. s (z—t)a (=) & @ —1)a eeen H{e—h) 41
Applicando cste desenvolvimento a todos os termos posilivos de

fx=.’cm"+px'_l +q-.r:"_=I +oeenens e i,

e suppondo, como ¢ sempre permittido , que kz" & positivo , temos

k(z—1) " M(@—1) 2" 4 Ke—1)a" ek (@ d)+E

+p +p +p P
+q g +9
-+ ete. +ele.

Aos termos pegalivos conservaremos a sua forma, e assental-os-he-
mos nas columnas em que # sc acha elevado a0 mesmo expoente. Assim
um termo — sz* ficard na columna (z —1)z"; e 2™ terd por coeficicute

j (ktp+qie--..) (2—1)—s, 1
sendo o coefficiente de (z— 1) a somma dos coefficientes posilivos que :
precedem .
Ve-se pois, que para dar a = um valor lal que torne o coefficiente
de «* scmpre positivo, ¢ necessario fazer
(k4-pr-geos-)(z—1T s,
. L

PR - ST AR e N S
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ou PR e el e ol 8 esees (M),

Fazendo o mesmo em todas as columnas, em que entrarem coeffici-
entes negativos ; e tomando, dentre todas as expressdes (M) assim forma-
das, a maior d'ellas I: ¢ manifesto que &= ou > I, tornari todo o po-
lynomio positivo ; e que por conseguinte sera I o limite superior das raizes,
visto que nem [, nem qualquer valor maior que !, podem reduzir fz a zero.

Para achar o limite superior das raizes da equagdo (x=0, di-
vida-se cada um dos coefficientes negativos de <, incluindo os que mul-
tiplicam x°, pela somma de todos os coefficientes positivos que o prece=
dem ; a maior das fraccdes que assim se obtiver, sommada com a uni-
dade , serd o limite pedido.

Assim pa equaglio 42° — 8z* 4 232" 4 1052 — 802 - 11 =0,

8 80 I
lemos as I'mcqﬁes-i--= 2,e ir237105’ das quaes a primeira, que

¢ maior , mostra que todas as raizes sio <2+ 1 ou 3.

Este methodo applica-se com vantagem , quando o 1.° termo nega-
tivo é precedido de muitos termos positivos, e os menores coefficientes ne-
gativos precedem os maiores.

Suppondo que s & o maior coefficiente negativo do equaglio fz=0,
a expressiio

3

ndo serd menor que a maior das expressdes (M). Logo, se dividirmos
toda a equagdo por k: .

O maior coefficiente negativo de uma equagiio fx —0 , tomado com
o signal positivo , e augmeniado com a unidade, é um limite superior
das suas raizes.

Esta expressio mais simples, e que se oblém immediatamente, tor-
na-se preferivel quando se ndo pertende achar um limite baixo.

2" METHODO Limitemos-nos a0 1.° termo, ¢ aos termos nega-
tivos de fz , isto é, consideremos a expressio

3 Sl

—_—
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"= T L QT LTS et (1)

Seja « um numero , que substituido por z , torne esta expressdo positiva ,

ou
un>Faa‘_f+Gukg+Haﬂ_ﬁ.-.. ives vens s [B)
1
i
! ou, dividindo tado por =",
' . E 6o H
1 >—+_+"—oo e R

e

£ .

E claro que todo o numero > « satisfaz a esta condiglio; por conseguinte
como nem « , nem os numeros>« podem tornar f nullo, por isso que a parte

positiva de f, de que prescindimos, accresce a «" ; podemos tirar a con-
clusdo seguinte :

Qualquer numero |, que substituido por x , tornar o 1.° termo
de fx maior que a somma dos termos negativos, ¢ limile superior. (»)

(+) Alguns authores dizem , que para se obter o limile superior das raizes [
de numa equacio, se deve achar para & um numero !, que lorne o 1.° termo
maior que a somma de fodos os outros, mas isto nio é exacto. Com effeito , de-
signando por P a somma dos termos positives, e por N a dos negativos, se ti-
Vermos n'um caso

P—N
l' } F— H » gu i:-' [
@
Y nio poderemos concluir, que esla relagdo terd logar para o0s numeros maiores
] gue =, em consequencia das compensacdes, que se podem dar entre os lermos

de P e de N. Com effeito na equagio
o'+ 2 =32t =22+ 168=10,

3 da qual sio raizes os numeros 3 ¢ 4, acha-se que ovalor #=2,3, que eviden-
g temente ndo ¢ limite superior, faz com tudo com que seja @'> a somma dos
outros lermos , ou

(2,3)'=127,9841> 180,167 — 163,3.
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Deduzamos da relaglio (2) um valor de «. Enlre os numeros

I &
PetPREODRT . o ty = ¢

existe um maior doque os outros, Supponhamos que & 02.° e represente-
mol-o por i ; serd

h

g £ h g i
Ve=i>VFe>ll, G=i,F<i H<i.

Substituamos em (2) G por ¢, F por i¥, H por i’; 0 2.° membro
n—f n—g n—h

ficara > Fa 4+ Ga + Hz ;e se tomarmos «* maior que elle, subsis-

tira a fortiori a condigio (2). Temos pois de satisfazer agora & condicdo

z' > I'fx'_'f{- A T o

Se ajunctarmos ao 2.° membro os termos que completam o polynemio ,
teremos outra condigdo , que involve as precedentes,

-1 2 Ne=g +3 N=3 N
1 &

N « N
T > e

44 ®m 4 + ersuas 1,
n ] . n el
] R {5 !+
ou & > . = " - g £ )
&3 E—1 O —

Contentando-nos com buscar os limites entre os numeros maiores que
mda
. . . . . 1
i, serd x> 1, e por conscguinle negativo o ultimo termo — -, Sup-
x—1
primindo este termo, com o que sc sugmenta o 2.° membro, leremos

s SRS o 4.1‘___}_ :
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nova condi¢io , em que se involvem todas as precedentes, e serd

« N
- L -=. = . ==
= >.rTf'ml 2=—i  i,uz 2i,isto é, 2 >2l}l}.

Logo: O dobro domaior numero que seachar , extrahindo de cada coeffi-
ciente negativo uma raiz do grdo designado pelo numero dos termos pre-
cedentes, ¢ um limile superior das raizes.

Na equacio ' —22" —202° 4 3z — 11 =6

tomando 1’2, /20, /11 , como o0 2.° d'esles numeros & o maior., e
proximamente 5, serd 10 um limite superior. Pelo 1.° theorema do me-

thodo precedente achariamos 2'.-%--f 1 =21; e pelo 2. achariamos tam-

bem 21 para limite superior.
3. Mgrnmopo, Faga-se z—1-+y, sendo ! um numero qualquer
positivo; a equacdo fz==0 tornar-se-ha (n.’ 31)

A+yfl+1y3 M+ . oneee .+ lyr=0.

Ora, se acharmos para [ um valor tal , que torne /1, f7; f',.. .. po-
sitivos, como (odos os coefficientes da transformada ficam tendo os signaes
tambem positivos , nenhum numero positivo que se substitua por y, 1be poderd
satisfazer ;-e por conseguinte os valores reaesde x correspondem aos valores
negativos de y=a—1[, devendo por isso ser I> z. Logo:

Todo o numero , que substituido por x em [x e em (odas as suas
derivadas , der resultados positivos, é um limite superior de x.

No ultimo ex.” as derivadas sio

fo' — 62" — 0p + 3, 122" — 120 — 40, 24— 12;

e ve-se, que o ===06 torna lodos esles polynomios positives , e por conse-
guinte 6 ¢ um limite superior , mais baixo que o achado precedentemente.
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Cabe aqui observar , que , se mudarmos ossignaes des potencias im-
pares da transformada , isto &, se fizermos z =10 —y, as raizes & muda-
rio de signal , e se tornardo , de negativas que eram , em positivas. Logo :
Para transformar uma equagiio fx=0 n'outra Fy=0, que ndo tenha
nenhuma rais negativa, faremos x=1—y, sendo | um [imile superior
das raizes x.

37. Mudando # em — x em fx =0, isto ¢ , mudando os signaes das
potencias impares , as raizes positivas tornar-se-hdo negativas , @ reciproca-
mente. Se buscarmos pois o novo limite superior I, as raizes negativas de
fz =0 estarlio entre — I' ¢ 0 , e as positivas entre O e /. Por esta maneira se
reconhece, que Do nosso Gltimo exemplo todas as raizes estio compre-
hendidas entre — 4 e 6.

38. Fazendo :r==-1=- em fz==0, as maiores raizes de s corres-
ponderlo 4s menores de 2. Se procurarmos pois o limite superior K
das raizes de =, teremos z<h, x> %- Seréd pois-i- o limite inferior das

raizes positivas de x.
Para obter h podemos empregar qualquer dos methodos do n.° 36.
39. Seja s o maior coefliciente de sigoal contrario ao do dltimo

termo da equagiio

1
Fazendo-se &= — , esta equagdo se transforma em

U conenese +PE+h=0,

ficando sempre o signal de s contrario a0 de wu. Serdfpois 1 -+ Logitie
A =

; , § : u
mite superior da transformada, ou z <1+ =% por consegointe x> T
u-+ts

Logo, acha-se immediatamente um limile inferior das raizes positivas
d'uma eguagio , dividindo o seu ullimo termo pela somma , que se oblem
junctando este ultimo termo com o maior dos coefficientes de signal con-
tario ao d'elle.

-
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Todas as raizes posilivas de fr esldo pois comprehendidas entre
u
448
Passando das raizes negalivas para as positivas (n.° 37) , podemos
applicar depois a estas os dois theoremas precedentes, e obter assim o
limite inferior das raizes negalivas.
%0. Suppouhamos [ ordenada segundo as potencias decrescentes de x,

e I,

fr=kz" +pa" +....

Se o 1.° termo kz* ¢ positivo, limitando-nos a elle, e aos lermos
negativos de fr, lemos a expressio

n ¢ ﬂ—'f_ fi=g T n(i——"'_—"'__ll aw
kz —Fz Gz *..=kz !

Ora ja vimos que podemos obler um limite superior I de =, que
torne esta expressdo posiliva; e vé-se agora , que todo os numeros>, substi-
tuidos por z, sugmentardio o seu valor, e a conservario sempre posiliva ,
bem como a expressio f, visto que os termos positivos de que prescin=
dimos , accrescem a ka”. Podemos pois obter resultados sempre crescen-
tes e posilivos,

Se o 1.° termo kz» for negativo, comparando-o com 0s termos po-
sitivos , acharemos do mesmo modo , que se podem obter resultados sem-
pre crescentes e negalivos.

Supponhamos agora [ ordenada segundo as potencias ascendentes de
x, ou

|
Fazendo z=—z- vem

f(.l_.)a;-i_(u;'-]-m;“'-{- cuan e k).

z |

O valor s==1I, que da ao resultado o signal de u, corresponde a

x=% que produz o mesmo effeito em fxr. Logo:
10
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E sempre possivel achar valores de x taes que deem d@ expressio (x
o signal do 1.° termo, quer a serie seja crescente , quer seja decrescente.

41. Concluiremos demonstrando um theorema muito importante ,
que ja péde ter sido previsto, e de que teremos ainda de fazer uso,

E sempre possivel dar a x uma serie de valores crescentes a , By Ygsaen
tdo prozimos, que os valores que resultam para o polynomio fx sejam
tdo visinhos como se quizer, ou @ sua differenca mencr que qualquer
grande®a assignavel.

Supponhamos primeiro, que em fxz’entram sdmente termos positivos ,
e que lendo-se dado a = um valor «, se muda depois < em « + . Subtra-
hindo o 1.° resultado do 2. yem

flati)— fa=i(fat +ifla+ete)

Para dar a ¢ um valor tal que torne esta differenca menor que
qualquer quantidade assignavel h, & necessario que seja

i(flatsiffat......)<h;
ou , fazendo i =1 dentro do parenthesis ,
iUru-}-'%f”u+......]<h.

por isso que devendo suppor-se i<1 , esta condiclio comprehende a antece-

dente. Vé-se pois que a condigio péde ser preenchida, pondo, como ¢
sempre possivel ,

= h
’ L]
<fat:fla+..%..

Tomando este valor i, e fazendo depois 2=(241)4i, obtere-
mos , pelo mesmo theor , um 3.° resultado que differira do 2.° menos de k.
E assim por diante.

No caso de fz conter termos negaliyos , applicariamos o que acaba-
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mos de dizer & reunidio dos termos posilivos; e como 0s termos negoli-
vos diminuem ainda mais a grandeza dos resultados , com mais forle razio
differirdo de uma quantidade menor que h.

Finalmente , se a somma dos termos negalivos excedesse a dos posi-
tivos , teriamos entdo de applicar aos primeiros o raciocinio de cima.

Raizes Commensuraves.
42, Se na equagio

fe=kx" 4 pz" +qz"* + . iiiiou=0...00000.s (1)

%

todos os coefficientes forem inteiros , e k=1, ndo poderd haper raiz alguma
fraccionaria. "

Com effeito , se fosse :r:=-ﬂ—-, sendo a e b primos entre si, leriamos

b
a* pa = la =
b'+'3'-"__'-+|.-|o.l-‘3‘+u—-0,

d'onde se deduziria

L lin e s

o que é absurdo, por quanto sendo o 1. membro uma fracgdo irreduetie
vel , ndo péde ser egual ao 2.° que é um numero inteiro.

Por conseguinte, quando fizermos y =k, para desembaracar a equagio
(1) do coefficiente k (n.° 30, 2.°) sem que os outros coefficientes deixem
de ser inteiros , y ndo terd raizes fraccionarias.

Pelo que respeita s raizes de fir, serdio, oudeixarlo de ser inteiras,
conforme as raizes inteiras de fy forem, ou ndo forem , multiplas de k.
Por este modo a indagaglio das raizes fracionarias de @ vem a depender
da indagagldo das raizes inteiras da transformada em .
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43. Usando das mesmas notacdes do n.° 27, e em virtude do que
ahi se disse, entre os coefficientes de [(x), e os doquociente de [(z)di-
vidido por & — a , existem as relagdes seguintes :

A'=A +aA,, A=A +aA' A=A, +aA',....R=A,+aA\,

dos quaes se deduzem

—A' A,—A' A, —A_,
-—A°=‘ql—"_ﬁ-r|= 2 ,’.,..—A"_:=
a a a
A—R
—"'A-l._l-—— = w
a

Se a for uma raiz da equaco, sera R==0, e n’esse caso podemos
servir-nos das tllimas equacdes para calcular successivamente, mas em
ordem retrograda, os coefficientes A',_, , Alssyevns o= A, A,

E como estes coeflicientes resultaram da divisio de fz por ¢ —a,
0s seus valores serlo numeros inleiros,

Do queacabdmos de dizer , deduzem-se os seguintes caracteres para
reconhecer , que um numero inteiro a ¢ raiz de uma equagio [x=0, cujos coeffi=
cientes sio inteiros. Este numero deve dividir:

1.° 0 dltimo termo da equario.

2.° A somma que se obtem , junctando ao quociente d'esta divisdo o
coefficiente da 1.* potencia da incognita.

3. A somma resultante do quociente d’esta 2.* divisdo, mais do
coefficiente da 2.* potencia da incognita.

E finalmente a somma de cada um dos coefficientes da proposta ,
mais o ltimo quocienle oblido na divisio precedente.

Segundo se vé nas expressdes de cima, estes quocienles slio, com si-
gnaes contririos, os coellicientes successivos do quociente de [z dividida
por  —a; e o Gltimo d'estes quocientes 6 — A .

Se estas condigdes , a que deve satisfazer toda a raizinteiradefz =0,
se derem a respeito de um numero qualquer a, este numero serd raiz da
equagdo: por quanto buscando o quociente de fx dividida por z — a, pelo
processo don.” 27 , acham-se reproduzidos os coefficientes A’ , A',, .. A.—, ,
¢ chega-se a um resto nullo.

v

e T W -

S
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44, Procederemos da mancira seguiote para obler as raizes inlei-
ras de fx=0.

Calculem=se os limites das raizes positivas e negalivas d'esla equagio ;
procurem-se depois os divisores do ultimo termo , e escrevam-se em linha
horizontal aquelles d'estes divisores, tanto positivos como negativos, que
forem comprehendidos entre estes limites respectivos; escrevam-se por baizo ,
e tambem em linha horizontal , os quocientes : sujeitem-se estes quocientes
ds provas preseriptas nas equagdes de cima : se algum destes divisores
conduzir a algum quociente fraccionario, rejeite-se, por que ndo pdde
ser rais.

Como o divisor == 1 do altimo termo, di quocientes sempre inteiros ,
é necessario chegor alé oo ultimo termo para ver se =1 péde ser raiz.
E porém mais simples substituir == 1 na proposta , segundo o processo da
pag. 52.

Sirva para 1.° ex.” a equaglio

22"+ 3z — 2"+ 32*— 432 + 210 =0,
na qual o Gltimo termo 210 =2.3.5.7. tem por divisores
=(1,2,3,5,6,7,10,15;......).

Como 4+ 7 e — 8 sio os limites das raizes da equaclo, rejeilare-
mos todos os divisores que estio [6ra d'estes limites, bem como =1,
que immediatamente se vé que nlio péde convir. Dispde-se depois o cil-
culo pela [6rma abaixo indicada. Marcaram-se com o signal » os divisores
que ndo salislazem ; e julgou-se desnecessario escrever as somas e differen-
(s, que dlo os dividendos. E designaram-se por ¢', s, ¢, p',.. k 0s
coefficientes A'yy Alaeyy Alsesyevveae A,
a= 2 3 § 6—2— 3— 5—6— 7

—t'= 106 70 42 356—105—70—42—35—30

(—83—ia=—s'= 81 9 » »4+ T8 » 4+174+13 >

(+ 3—d)ia=—gqg'== 17 & » — 4
(=H—¢)ia=—p'=—T—9 + 7
(+ 3—p)ra=—k=-=2—2 e
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A proposta tem pois sémenle tres raizes inteiras 4 2,43 ,—35. O quoci-
ente do divisio por x — 2 tem por coefficientes os numeros collocados
por baixo do divisor 2 , isto &,

92' 4 72" — 172" — 31z — 106.
Esta expressio dividida por z— 3, da
9" 4- 132° + 225 — 35.
E finalmente esla ultima , dividida por z +5, di |
2z + 3w +- 7.

E slio estes os tres factores da proposta
Eis aqui mais dous exemplos:

2+ 32" —8x+10=0|82"— 72> =632+ 36=0
a=2—2— 5—10 6 4% 3 e 2—-3—4
TEET—b— S—=1 i B0 B niho Ui
—g=» » 2 »..|® »2—147T » »4+25 18
FRE S PP A ST

=

PP e bt (M |

Na 1." equaglio o factor x4+ 5 di o quociente z* —2z 2,

Na 2.* s6 se experimentam os divisores de 36 que estio entre os
limites — 5 e 4 10; o divisor ¢ 2 — 3, e o quociente 82*+172 — 12,

Podem resolver-se por este methodo os seguintes problemas.

I. Pede-se um numeroN com tres ulgan&mos:;: Y, 3, taes que:
1.° o seu producto se;a 543 2.°que oalgarismo do meio seja - da somma
dos outros dous; 3.° lemcnl‘.e. que dimiouindo 59% do numero N, o
resto seja expresso pelos mesmos algarismos em ordem inversa.

Como N=100z410y+z,
temos ayz =084 K6 by=a+43, 100510y 4 z==N —594.

.
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A 3.* -equagio reduz-se & & ~ 3==6; eliminando y das duas 1."* vem
2"z 4- 23" == 324 ; e finalmente , pondo z 4 6 em lugar de z, apparece
2’4+ 9z°4 18:=162. Ora z, y, z, sdo numeros inleiros, e pelo me-
thodo exposto acha-se 5=3, d'onde se deduz 2 =9, y=2, e N — 923,
I Qual ¢ a base z do systema de numeragio no qual o numerp
538 ¢ expresso pelos caracteres (5123)?
necessario achar a raiz inteira e positiva da equaglo

b’ + 1"+ 22+ 3=1538;

esta roiz é @ =15, Vej. Not. 1.* da Arith. pag. 267. :
.« Em geral, se A for expresso por n algarismos a, R PO
a base z do systema ¢ dada pela equagio

a4 b= ez, ., =A —1,

equaclo que s6 tem , como se vera, uma raiz positiva, a qual deve ser
inteira , > @, by €uruenais

45.  Quando o dltimo termo tem ‘muitos divisores » comprehendi-
dosentre os limites das raizes, o cileulo torna-se longo; péde porém abbre-
viar-se pelo seguinte meio.

~_Se a & raiz inteira da equaglio fz =10, cujos coefficientes se suppde
inteiros , o quociente Q de.fz por z— a serd tambem inleiro, qualquer
que seja . S¢ pois lomarmos por & um inteiro qualquer «, deverd ser
SR
o —{( ¢
Podemos pois reconhecer , se um dos divisores & do dlfimo termo &, ou
ndo , raiz inteira da equacdo, tomando a differenga entre z e este divisor ,
e vendo depois se esta differenca divide, ou nao s> [2, isto &, o numero
que resulta de substituiglio. de « por zem fir. Todo o divisor que nho sa-
tislazer & condigdo exigida devera excluir-se, e sémenle se applicara o
processo geral aos outros divisores do tiltimo termo, d'entre os quaes se
podem ainda fazer novas exclusdes, tomando oulro numero =.

Ora, como o methodo exposto exige, que se faga x=+1 em [z,
pera verificar se == 1 sdo raizes da equaglo, podemos approveitar os va~
lores f(== 1), vindo n'este €aso a tomar == == 1,

Assim oo 1. ex,” do n.° 4%, experimentemos os 9 divisores , que
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ficaram comprehendidos entre os limites das raizes ; fazendo z =a=1,
vem f(+1)=14%, e
a—a=1—2,1—3, 1—8, 1—6, 142, 143, 148, 146, 147,
e como {—2,1-3,1-5, 142,143, 145,

s3io os unicos divisores de 14%, concluiremos que denlre os 9 divisores,
s6 podem ser raizes da equocdo os 6 seguintes

2- 3- B!'—E’_sy‘_‘ﬁ.

46. Procuremos agora os fuctores commensuraveis do 2. grdo da
equaclo fr==0.

Sendo z*+px+q
um dos factores; e

B el el SRR

o quociente resultante da divisio de [z por este factor : teremos a equaglio
identica

fo =(a"+ pz 4q) (@2 +p'2" 3 4g'a"H + . vannnn oo )s

na qual, além de p e ¢, ha mais n —2 coefficientes desconhecidos.
Executando a multiplicagio, e egualando os coefficientes das mesmas
potencios de = nos dous membros , como no n.” 27., teremos n equagdes ;
das quaes eliminando os n— 2 coefficientes p', ', . - - - -+, restardo duas
equacdes enlre p e g; e depois s6 uma em p ou q, 2 qual deverd ser

do grio 5 n (n—1), numero das n combinagdes 2 a 2 dos factores bi-

nomios do 1.° grio.

Se fx tiver factores racionaes do2.° grio, a dltima equagio em p 04
q terd pelo menos uma reiz commensuravel, N'este caso , conhecido um
valor de p ou ¢, uma das equagdes entre p € g dar4 q, ou p, e viremos
por im a conhecer z* + pz + ¢.
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Por ex.”, a equacio
&'e= 3a* — 122 + B = (2*+pz + q) (2*+ pr +¢),
da
p+p=0,q+pp+¢=—3,pq+pf=—12, q¢=85.

As duas primeiras equacdes dlio os valores de p' eg', os quaes substiluidos
nas outras duas, conduzem ds equagdes, entre p e g,

2pg+3p—p'=12, ¢+ ¢(3—p)+5=0,
das quaes eliminando ¢, vem

" p'—6p* —11p* =144,
que
p=3,—3; e depois g=5,1;

vindo a obter-se por este modo os factores

(=* + 3z + B) (2* — 3z + 1).
Raizes equaes.

47. Quando o polynomio fz tem p factores eguaes a x—a; q
eguaes 8 T—Db;...... : loma a [6rma

o=l —a) (2 —b)\....(x =) (z—1),-- . (A)

e n'este caso diz-se que a equaglo fz =0 tem p raizes eguaes a a, ¢
eguaes a b,......

Dada uma equaclio fz==0, vejamos a maneira de reconhecer, se
tem raizes eguaes, isto é , se péde tomar a férma (A).
Suppondo primeiro p=g=.. .. ==1: como a equaglio (A) ¢&identica,
11
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podemos em ambos os membros substituir por &, &+ y; o que d&, de-
senvolvendo o 1.° membro (n.* 31),

[+ y/z4+iyf'e....=(y+xz—a) (y+2—0b) (y+2—¢)....

N.’ 1.° membro , as derivadas successivas 'z, [''z, . ... slo polyno-
mios conhecidos.

No 2.° membro, os factores podem considerar-se como binomios ,
dos quaes y ¢ a primeira parte em todos elles ; e as 2.*" partes siio sucessiva-
mente 2 —a,z—bd,z2—0y.-... 0 pmducto d’estes factores , assim
considerados , terd pois a [6rma indicada na Alg. El. n.° 10%, V, e con-
seguintemenle :

O coefficiente de "= serd a somma de todas as 2.*" partesx —a,
T—b,2—¢, .ouu..

O coellicieate de y™* serd a somma dos productos d'estas 2," partes
2a 2.

O coefliciente de y*=> serd a somma dos productos das mesmas 2."
partes 3 a 3.

E assim por diante.

Logo :

1.° fx, coefliciente dey®, ¢ o producto de todos estes n binomios ,
ou a expressio (A).

*2° [lz, coefficiente de y*="=") , é a somma dos seus productos
n—1 an—1, os quaes se formam supprimindo successivamente, no
producto (A), cada um dos factores binomios, e summando todos os re-
resullados.

3.° "z, ¢ a somma dos productos n—2 a n—2, etc.

Posto isto, como suppuzemos p==1, tera fz um factor unico egual z—a.

E f'z conterd lambem este factor em todos os termos,, menos um ; e
por isso, se designarmos por Q e R polynomios nlie divisiveis por x —a,
serf

[le=(z— a)Q+R;

d'onde se ¥& que [’z ndo & divisivel porz— a.
O mesmo diremos dos outros factores desiguaes de fir; e por conse-
guinte :

iy e e PR e
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Se o polynomio [x nao (em factores eguaes , ix e ['x ndo lerdo divi-
sOr commum.

48. Suppouhamosagora, que (A)contém factores de forma (z—a)’,
sendo p> 1. Para formar [z, sera necessario supprimir primeiramente cada um
dos factores z—a , d’onde resultardo p termos eguaes, que lerdo todes por

factores (z — a}’_l. Depois de ommittidos todos estes factores , serd ainda
necessario ir ommittindo sucessivamente os outros factores z~—=b, £ —¢..;

e os termos resultantes terlo todos por factor (z — a)’. Assim terd f'z
a [orma

plz—a)" P+ (z—a) Q,

sendo P’ e Q' expressdes ndo divisiveis por £ — a.

O mesmo diremos dos outros factores eguaes, e por conseguintie :

Se [x tem factores eguaes , [x e ['x terdo wm divisor commum , que
¢ o producto de todos os factores eguaes de [x, elevado cada um a uma
potencia menor de uma wunidade.

49. Sendo pois dada uma equagdo fx = 0, formaremos a sua de-
rivada ["z, e procederemos & indagagdo do maior divisor commum entre
fx e ['z. Se o nio houver , concluiremos que a proposta nfio tem raizes
eguaes. Se porém apparecer um divisor commum F, a proposta terd raizes
eguaes; e o divisor, posto que appareca debaixo da forma de um poly-
nomio, poderé lomar a [6rma

Fe(z—a)"  (2—8'""......

Dividindo fz por F , o quociente Q seri composto de todos os factores de
fx , desembaracados dos expoentes, ou

Q:(I“ﬂ}(x—b](-‘!""c){_z—'d)“ csvnen

50. Todas as veses que [x =0 tiver raises equaes , podemos fazer
depender a sua resolucio da de uma serie de equagdes , das quaes @ pri-
meira sé admitle as raizes simples da proposta; a segunda as raizes du-
plas (isto é, as raizes que entram duas vezes); @ terceira as raizes (ri-
plas , ete.: e isto pelo processo seguinte. ;v 4

Sejam @, @, 7y .+...s 08 productos dos factores binomios, que

LR
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entram em fx =0 com os espoentes 1, 2, 3......; sendo assim
fre=a' 078" esiase.

Designemos por F o maior divisor commum entre fz e 'z ; por G o de
FeF; prHodeGe G' etc.; e por p, q,r, s, t. 0s quocientes
exaclos successivos de cada um dos divisores communs pelo seguinte. Te-
remos o quadro seguinte , no qual suppomos que 5 ¢ o maior numero de
vezes que a mesma raiz entra na proposta , ou que a equagio =0 so

tem raizes simples.

fr=qa'.6"7".8"¢. etc‘E
g=a.B.y.8. ¢
F= 6.f.3'.e'.etc.z %%=1=0.
r= f.y.d. ¢
G= 1.&’.5‘.1311:. zi=3mo
2 s= ¥ olss, ‘& .
H= 3,5’,.._ }_:'=T=0'
g
aee = —=8=0.
l_. _‘. 3 U= l%“
“T=.=o.

D'onde se v&, que por meio de tres systemas de operagdes, a sa-
ber : uma serie d'operacdes do maior divisor commum , e duas series de
divisbes , se consegue separar successivamente os factores o. 3, v, ... 45
que sendo egualados successivamente a zero , ddo, o primeiro as raizes sim-
ples, o segundo as raizes duplas, etc.

Se na proposta faltar algum dos factores, que suppuzemos, € por

ex.’, basta suppor £==1, d'onde resulta entdo s=r, e—:- =1, cara-

cter por onde se reconhece a auzencia, em fz, do factor da ordem cor-
respondente dquelle que este quociente ¢ destinado a dar.

Cumpre ainda advertir que o grao de «= 0 exprime o numero
das raizes simples da proposta; o grio de 6=0, o numero das raizes
duplas; o de y==0 o das triplas, etc.; e a resolugio completa d’estas
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equagdes faz conhecer as differentes especies de raizes simples , duplas,
triplas, etc.

Applicagdes d’esta theoria ().
L. Para a equaglio

fr=2"—06z'—§2'"4+92* 4+ 122 4- 4=0,

cuja derivada &

flx =6a"—242"'—122°+ 1824+ 12=0,

(«+) Para abbreviar o calculo do divisor commum , pide servir aregra se-
guinte, pela qual se obtem immediatamente o resto da divisio de f'x por fx-

Multipliqguem-se os coefficientes de fx, a contar do 3.°, por 2, 3, 4 ....
vexes o coefficiente do 1.° termo de f'x: multipliquem-se os coefficientes de 'x, a
contar do 2.°, pelo coefficiente do 2.° termo de fx ; diminuam-se estes productos , pela
sua ordem, 2 a 2. Obler-se-ha assim o0s coeflficientes do resto do grio m —2.

POI‘ 0L sesscnisnndansnsanivns S=$l—$‘+h3—h3+h—4

coefficientes de x ST Cosiiey Ty | R S
productodos coelficientes de fz ?or 10,15,20,25.. . ..c0+ 40 —60 +80—100
producto dos coefficientes de fz' por —1 e 13 4+ B &

diﬁerencl sssmES cam am A +38‘—“8 +72— 96
resto da divisio, supprimindo o factor 12, 3z* — 4z* + 6z — 8

Quando fz nio tem segundo termo, a parle snbtractiva ¢é nulla, e a regra
reduz-sc a multiplicar os coefficientes de fz por 2, 3, #, .... Porex®

fe=32"+0.2* —352® -+ ddo+ 4

coefficientede fo'== +12 +0 —70 +44
producto dos coefficientes de fz por 2, 3, 4 — 70 + 132+ 16
resto da divisdo, supprimindo o factor 2, 352 — 66— 8.

Acabando a operagio, aehar-se-ha o divisor commum x—2, e a pro-
posta = (z — 2)2 (322 + 122+ 1).

Para demonstrar esta regra, effeclue-se a divisdo de k;u--»(«p.z'—'-ar qr::-—upela

sua derivada mkz  + {m—1) p.:H+ «+s« » depois de se haver introduzido o

factor m*k nodividendo, afimdeseobter um quociente inteiro. O resto , da ordem
-7 .

x o
&k —p(m—1)p] + 2 [3mhr—p (M—2)g] + e .0iuee

(Veja-se a nota a pag. 87.)
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temos , formando o quadro

fo=2"'—6z'—4z"+92"+122+4
e

.f_=,.,=1,

F=z"'+} 2’ =32*—0bz—2.,..
gr;—-z‘—x—Ez ¥

PESEET i I SR L ?=ﬁ'=ﬂ=—-9
=gz + 1
He=a4 1. 0 vimhadabbonins 2 : E_f____.r,::i.
P P rer’ .}'E @ + 1 :
Logo: fo=(z—2) (« + 1)".
II. Para

fo=ua'—z' + ba' —ba*y bz ¥,

acharemos pelo mesmo processo

fr=(2—1)(a*+2)".
IlII. Para

fe=z'+ 4z’ —3z'— 162" + 112" 4 120 — 9 ,

acharemos
fz=(z+1)(z+3)(z—1)'.

51, Para verificar se uma raiz inteira a & dupla, tripla, quadro-
pla, ete. basta ensaiar muitas vezes successivas a divisio por £ —a, se-
gundo o processo da pag. 51. Porém sémente se tentard o caleulo, quando

i—}

os coeflicientes tomados em ordem retrogada forem divisiveis por a',a

L]

>
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a™*, .. .... sendo i oexpoente de z—a em fz. A razdo disto &, por

que a’ deve ser divisor do Gllimo termo de fz; @~ do tiltimo termo da

; h 2 T
derivada ['z, ou do penultimo de fxa; =2 do altimo em 'z, ou do
antepenultimo em [z ; elc.

Eliminagdo.
52. Sejam A ,B, ..e0..5a,b,...... funccdes de y, e
Z=Ax" - Ba™ f o inuss T==02" 4 D™k avss

dous polynomios, que contém sémente polencias inteiras e posilivas de
z e y, e que tratdmos de lornar nullas por meio de systemas conjugados
de valores de x e y. -

Se fosse conhecido um dos valores convenientes de y, y=§6, sub-
stituindo-o nas equacdes propostas, eslas ndo teriam outra incognita ,
elém de z, e seriam satisleitas por um mesmo valor z =1=: logo os
polynomios Z e T seriam divisiveis por o — a«, e leriam conseguinte-
mente um divisor commum D funeglio de 2. Achado este divisor commum ,
a equacio D =0 da os valores de z que combinados com y=¢€, sa-
tisfazem 4s equacdes Z==0, T=0, Se nlio houver divisor commum, o
valor y=€ ndo poderé satisfazer &s propostas.

Teremos pois de buscar o maior divisor commum entre Ze T (Alg. EL
n.” 109.), como se y fosse conhecido, levando o caleulo até se obter um resto
final Y , que s6 contenha y. As raizes da equacio Y==0, por introduzirem
a condigdo de haver um divisor commum D entre Z e T, dardo todos os
valores de y, que podem satifazer & proposta ; e a equacdo D=0 fars co-
nhecer depois os valores de z, que se conjugam successivamente com os
de y para 0 mesmo fim.

Suppondo pois que ém =ou> n , divida-se Z por T , depois de multi-
plicar , se for necessario para evitor fraccdes (Alg. El n.°109.), Z por um
factor M, que torne AM divisivel por @ (+) , funcclo em geral de y. Desi-

{+) Be os grios m e n forem eguaes, M serd =—a, ou sémente o faclor de
a que nio entra em A (Arith. n.°39). Se m=n-+1, M seri oquadrado de a,
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gnando por Q e R o quociente inteiro e oresto, ambos funcedes de = e y,

vira TR L Rt LR AR S |

Esta equaclio & identica , sem quebrados nem irracionalidades, e por
conseguinte tem logar para todos e quaesquer valores que se substituam
por z e y. Supponhamos que os valores z==«, y=2¢, slo os conveni-
tes para tornar Z e T nullos: n'este caso, tambem R o serd, e teremos

R=0,T=0.

E se os dous numeros substituidos por z e y em R e T tornarem estes
polynomios nullos, serd entio MZ=0, isto ¢, 00 M= 0, ou Z=0.

Por conseguinte as solugdes do systema T=0, R=0, convém
tanto aZ=0com T=0, comoaM =0 comT==0; e reciprocamente

Logo:

se em logar das equagdes......Z=0, T=0,
langarmos mio des equagdes.. .T=0, R=0,

obteremos todos os systemas conjugados de valores pedidos, e além disso
outras solugdes estranhas d questdo , que dio M=0 e T==0. E posto
que o problema nlo admilta estas solugdes estranhas , torna-se comtudo
por este modo mais simples , por que o grio de R ¢ menor que n.

ou d'este factor. Se m=n-~+2, M serd o cubo, e assim por diante. D'esle
modo evilimos o estar a maultiplicar continnamente de novo os restos parciaes ,
e oblem-se um ullimo reslo, em que & estd elevado quando muito ao grio n—1.
Assim no caso de ser m=n-+1, e M=a?, o quociente é

Q=Aaz + (aB—Ab) =a (Az+ B, — Ab.

Compondo directamente esta expressio do quociente , multiplicando-a por T, e
suhl‘.rul:t:du—a de a*Z, desaparecemn os dous primeiros lermos, e vem logo o
resto R.

Quando T ndo tem 2.° termo, ou quando @ ¢ factor d’este termo, a regra

aimp]iﬁca;u. porque entio basta multiplicar Z por ¢, em vez de a?, sendo
m=n--1.
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Continuando o cdleulo do divisor commum de Z por T, e designando,
pela mesma férma, por M', M" .. .. os factores proprios para tornar pos-
siveis as divisdes parciacs sucessivos; e por Q', Q", .... eR, R", .. os
quecientes successivos e restos correspondentes : obteremos as indentidades

MT=QR+R, MR=0Q"R'+ R", M"R'=Q"'R"4-R", ....
das quaes se conclue, como acima, que:
seem logar das equagdes T-= 0 e R=0, R=0¢ R'=0, R'—0 ¢ Ru=0,..
langarmos mio das equagdes R=0 e R'==0, R'=0¢R"=0, R"=0eR"'—0 ,

obteremos todos os systemas conjugados dos valores pedidos, e além disso
as outras solugdes extranhas.

Como o grio de « se vae abaixando gradualmente, chegar-se-ha a
um resto final Y, em que ndo entrard z. Sendo pois mV o dividendo 3
e D o divisor, que em geral ¢ do 1.° grio em z, teremos

que encerram todas as solucdes pedidas, e além d'estas as que tornam
nullos os factores introduzidos conjunctamente com os divisores correspon-
dentes, i. ¢, M com T, M' com R, M" com R/, ...... As raizes da
equacio Y==0, em que s6 enlra a incognita Y, substituidas em D=0,
farBo conhecer os salores de & que satisflazem 4s propostas ; sendo porém
necessario desembaragar primeiramente Y das raizes extranhas, pelo modo
que adiante diremos.
I. Ex.” Sejam as equacdes

22— y'+ 1=0, 22—231‘5.- + '+ 6 ==0.
1
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Dirvidindo a 1." pela 2., o quociente ¢ 2; e o reslo, desembaracado do
factor 3, ¢

D ==2zxy — y‘ — 3.
Multiplicando o divisor por 4y*, e dividindo por D, o quociente é

2py —5y* - 3;
e o reslto ¢
Y=—y'+8y"+9=0.

Para resolver esta equacdo faga-se y*=—3, e sera z°— 8:=0, d'onde
se deduz z=9 e s=—1; e porconseguinte y —==*=3,ey=—== Vil
Finalmente, substitvindo em D=0, teremos parax os valores correspon=
denles

=2, g==x V—I,
II. Ex,® Sejam as equacdes
2’4 20y — 3+ 1=0, 2°—y" =0.
Procedendo do mesmo modo , acha-se

D=2xy—2y"+1,Y=%'—1;

Bl

lggn = —ar==

Em geral , todas as vezes que P, Q, p, q, forem funcgdes de y,
as equagdes
#4+Pz+Q0=0, 2"+ pr+q=0,
dio

(P—p)z+Q—q=0, (Q—q)’+ ¢ —pf=p(Q—q)(P—p)
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1L Ex.* Sejam
'+t —ay —y =0, 2'— 2 (by— 1) — 2"+ y=10.
O 1.° resto é
D =(16y" — 2y — 1)z 4- 8y’ — 6y’ —y;

multiplicando o divisor por (16y*— 2y — 1), e dividindo por D, chega-
remos ao reslo

Y =232 (4y'— 124"+ 3y+1)=0,

do qual se tira primeiramente y=0 ey =" (n.° 42); e, abaixando de-
pois o grio da equagiio, y=1= (5 =#733). Finalmente, substituindo em
D=0, obteremos os valores correspondentes a=0, r=3%, a=—1,
r=—1,

53. Na applicacio do methodo do divisor commum ao processo da
eliminacio das equacdes cumpre fazer as observagdes seguintes :

1.° Se forZ o producto de dois factores, i. ¢, Z=P x Q, como
Z olo pode ser nullo sem que P ou Q o sejam (n.” 28) o problema di-
vide-se em dous:

P=0comT=0, Q=0 como T=0.

Estes dous syslemas encerram todas as solugdes pedidas, e s8o mais simples
que a proposta.

E seZ e T se pulerem decompor em diversos [actores, o problema
se dividirt em outros lantos , quantas forem as combinacdes possiveis dos
factores de Z com os de T.

Por ex.®, as equagdes

=2y — 3y 4 y'=0, 2*—y* =0,

como z'—y'=(2z—1y) (x+y), decompde-se nos dous systemas
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x—y=0 comal', ez+y=0 com a 1.’

dos quaeso 1.°day =z, edepoisz =0, r=1;e02.°dé y=—a=0.

2.° Na hypothese do caso precedente, péde acontecer que P con-
tenha 6 y; e nesse caso deve P dividir cada um dos coefficientes das po-
tencias dez em Z (Alg. El n.° 109, 111.) E como uma parte das solugdes seré
dada entdo pela combinacio de P=0 com T==0, e a outra parte por Q=0
com T =0, segue-se; que ndo podemos n'este caso supprimir , como no
processo do divisor commum , os faclores, que sé contiverem y ; ou antes,
que podemos supprimal-os , tractando-os separadsmente.

Por ex.’, nas equagdes

T+ x(y—3)+y'—3y+2=0, 2"— 2 + y*—y=0,

chega-se ao resto (y — 1)(z— 2). Antes de passar & segunda divisio ,
supprimir-se-ha o factor y— 1 , suppondo porém y==1 , o que di =0
e & =2, Continuando depois o calculo com o resto £ — 2, obter-se-ha
o resto final y*—y=0, que dd y=0 e y==1, correspondentes a
==,

3.° Antes de procedermos 4 multiplicagio de um dividendo por
algum dos factores M, M’, M", ...... devemos verificar primeiro , pelo
methodo dos divisores communs , se o divisor tem por factor de todos os seus
termos M, M', ...... ou os seus divisores; por que em tal caso de-
veria supprimir-se esse factor do divisor , e tractal-o separadamente, como
nos casos precedentes,

Por ex.°, nas equagdes

2 =2y +a(y—6)+y'—4=0,2"—ay—4=0,

oblem-se na primeira divisdo o quociente = , e oresto x (y—2)+y*—4%,
o qual tem y — 2 por factor. Devemos entdo pdr y =2 no divisor, que
se torna em 2* —2z—4, e dd x=1=V5. E conlinvando o cil-
culo com o outro factor, chega-se & equagdo final y*+ 3y=0, donde
seliray=0ey==—3, correspondentes a z = — 2 e 2 = 1.
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