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Nas equagdes
@’ —(3y—6) 2’+ (3y"—12y + 8) 2 —y’+ 6y’ — 8y =0,
'+ (2y+2) 24y +29y=0,

oblem=se pela 1.* divisdo o resto 3ay (y —1) + y’+ 3y"— 4y, que tem
vs [actores y e y— 1, e por isso faremos primeiro y=0, e y=1;
d’onde resultam os valores =10 e & ==~— 2 correspondentes a y =10 ;
e 2=—1 e 2=—3 correspondentes ay =1. Supprimidos os fa-
clores , o resto que passa a divisor , lorna-se em 3z+y+4; efeitoo
caleulo acha-se a equacdo final y* —-y—2=0, que di os valoresy=2
e y=1 correspondentes a z=-—2 e 2 =—*1. Por onde se v& que o
problema da seis solugdes.

- 4.° Finalmente, se existir um factor commum D entre Z e T,
Z=PxD, T=0QxD, como D=0 lorna estes productos nullos, esta
equagdo daré uma das incognilas , tomando a outra arbitrariomente; Por
conseguinte neste caso o problema ¢ indelerminado , admittindo uma infi-
nidade de solugdes. :

As solucdes das equacdes P=0 e Q=10, que sio em numero li-
mitado , satislazem tambem 4 questio.
Assim pas equagdes

(=3 &'—y+4=0, 2—2’—ay+y =0,

que tem o factor commum z— 1, o valor =1 reduz a proposta a
zero, qualquer que seja y. De mais os quocientes da divisdo por & — 1

slio (y—8(z4+1)=0, 2*—=y=0,

as quaes, além das infinitas solucdes, que acabimos de obter , ddo ainda
y=1 e y==4 correspondentes a8 x=—1, r==+2,

B%. Para desembaracar Y= 0 das raizes extranhas bastara dividir Y
pelos factores M, M', M", ...... s por isso que ellas tornam nullos
alguns d'estes factores, que sémente encerram y. (+) Consulte-se, para

(*) Ha uma excepgio accidental, quando y=1 raiz da equagcio M =0
reduzT a um valor numerico, por quanto nenhum valor de r pide tornar nul-
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maior desenvolvimento, uma memoria de M. Cirodde sobre a theoria da
eliminapio entre duas equacdes de um grdo qualquer entre duas incogni-
tas. -

85. Quando da combinaclo das equagdes Z=0,T=0, se pu-
der obter um resultado mais simples, deve empregar-se este com prefe-
rencia a Z=0. .

Sommando as equagdes do 1.° ex.® de pag. 89, e resolvendosas em
ordem a y, que na somma chega apenas a0 1.° gréo , obtem-se as solucses
immediatamente.

Tambem péde algumas vezes tornar-se mais commado o processo de
eliminagdo ordenando Z e T relativamente a .

Quando Z e T siio do mesmo grio m , eliminando 2™ , como se fosse
uma simples incognita abixa-se uma das equagdes ao grao m — 1,

56. Sobre aregra dada a pag. 86 cumpre fazer as seguintes adver.
tencias, relalivas aos casos em que Y e D se reduzem a zero, ou tem
um valor nonmerico, :

1. Quando o resto Y se redus a sero. EntaoD ¢ factor commum
de Z eT, caso que ji examinémos no n.° 33, 4.° O problema ¢ indeter-
minado,

2" Quando Y ¢ um numero. Neste caso V e D nlo podem tor-
par-se nullos a0 mesmo tempo (eq. 2); logo nenhum dos valores de = e y
pode satisfazer 4s propostas, que exprimem entdo condi¢des contradictorias
e por isso o prablema ¢ absurdo. E o que se verifica nas equagdes

32°— 6zy + 3y"—1 =0, 22"~ § oy + 2y*+ 1 —0,

Se em duas equacdes, cuja coexistencia ¢ impossivel, ¢ em que
enlra uma sé incognila , taes como

3" —1=0,2*+L1=0,

.,

u a

lizermos s =z +y, ou F h_—.y\.‘ ol egual a quaesquer outras funcdes de

los a0 mesmo tempo M e T; logo nem y —3 , nem por conseguinte M, pide di-
vidir Y ; o factor M nio introduziu a raiz estranha y=13. 0 mesmo diremos de
M' relativamente a R, de M"' a R’ ete. Este caso é facil de reconhecer, quande
por acaso se achar, que Y nio é divisivel por M, ou M, ete.
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z ey, ¢ evidenle que as equacdes resultantes serlio tambem incompati-
vels.

3." Quando o divisor D se torna nullo para uma raiz y=)>
da equagio Y==0. Entdo y—2 & factor de D ; e ji se viu que é neces-
sario supprimir este factor, e tractal-o separadamente (pag.92.).

Se o Gltimo ex.* dop.’ 53, 3.° deixassemos de supprimir os factores
y e y—1 do 1.° reslo, chegar-se-hia & equaclio final

yi_ 39"'{' yl_!_ 3y3__ gy'l =0 .

cujas raizes sdo y=0, y=1,y=1,y=—1, y=2. Astres pri-
meiras doriam logar & circunstancia de que estdmos tractando.

4" Quando oiltimo divisor D se torna em um numero § , para y==h.
Dividindo D por y —2, e sendo K o quociente e L o resto, temos

D=(y—)) K+L.

Como y =2 di um valor numerico 3 a D, z nlio entra em L ; e por que
deve ser a0 mesmo tempo D=0 , Y =0, o valor y="2 corresponde a
« infinito, unica maneira de tornar D nullo.

Assim as equagdes

Vo't ay' (y—1)—1=0, 'z’ +y’'— y'—1=0,

tem por valor final y*(y—1)=0, e por ultimo divisor zy — 1 =10;
vindo y=1 a corresponder a z=1,e y=0a r=on.

57. Se tivessemos lres equacdes entre as lres incognilas x, ye 3,
para se obler a equagdo final em z, islo é, a equacio que admilisse to-
dos os valores da incognita 2, suscepliveis de salisfozerem s Iresequacdes
propostas conjunctamente com certos valores de y e z: deveriamos, con-
siderando uma d’ellas, z por exemplo, como conhecida , eliminar primeiro
y entre as tres equacdes duas a duas, pelo methodo precedente; o que
nos levaria a duas equacdes entre x e 3, s quaes se applicaria 0 mesmo
methodo para eliminar =.
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O mesmo raciocinio empregaremos para § equacdes a & incognitas , ete.
Sendo por ex.® as tres equagdes

.1\—|—z’—2y=0, 4 y'=2, %z =1,

Eliminando y entre estas equacdes duas a duas, vem por a fim a equa-
clio

'+ 22s*4- Bx*=8, sz = 1.

Eliminando depois z d’estas equacdes, vem a equacdo final em =z
§z' — 62"+ 1=0,

que dd =1, e === 7L, Com estas quatro rgizes de =, obto-
remos as de z por meio da equaglo z*z =1 ; e depois as de y por qual
quer das 1.,** duas propostas.

Sdbre a existencia das Raizes,

58. Consideremos a fancclo .
L}
fe=pz" +qz*" 4+ s .. .0 +u,

na qual ¢ p um coefficiente positivo. Construindo (fig. 1), sobre os eixos
rectangulares Az , Ay, acarva MM'M" . . .. cuja equaclo & y=(z; a cada
uma das abscissas correspondera uma unica coordenada , e por conseguinte :
qualquer parallela ao eizxo Ay corta a curva w'um ponto unico; a curva é
um trago conlinuo , que se extende ao infinito , tanto para a direita como paraa
esquerda, sem nis, nem ramos duplas, podendo ter differentes inflezies.
Di-se-lhe o nome de curva parabolica , pela analogia que tem com a pa-
rabola, cuja equaclo ¢ y — ax®

Quando a curva corta o eixo dos z em algum ponto k, a abscissa
Al: d'este ponto corresponde a y == 0, e ¢ por conseguinte raiz da equagiio
[z=0. As raizes positivas ddo as abscissas dos pontos de secclio collo-

i it marse e




ALGEDRA SUPERIOR. 97

cados & direita da origem A ; as negativas ddo as que ficam & esquerda.
Uma ordenada positiva PM marca um ponto M da curva siluado para a parte
de cima do eixo Az; uma negativa P'M' marca um ponto M' para a parte
debaixo.

Para que auma abscissa Ak raiz da equaglo [z =0, se succeda outra
AK', & necessario que o arco, inflectindo-se , se approxime do eixo Az,
o que produz as ondulagdes que se molam na fig. 1; ds inflexdes que
nlio chegam 2o eixo, ndo podem ser produzidas pelas raizes reaes.

Como a forma da curva determina as raizes, e como nos diversos
pontos a direccio do arco ¢ a mesma da tangente, busquemos as inclina-
¢des das tangentes sobre o eixo dos .

Sejam BMM' (fig. 2) um arco da curva, cuja equaglo é y=/[x ;
M e M' dous pontos d'este arco; x e y as coordenadas de M; x4 h,
y+koesde M'; Ap—==z, PM=y, PP'=h, QM' =k

Substituindo em y==fx, x por z 4+ h, teremos (n.” 31)

y+h=fet+hf'e+ e+t iieinnnn (1)
d’ onde

—['m 4 AR (@)

&=l ==

Ora , se resolvermos o triangulo rectangulo QMM', e designarmos por
S o angulo que a secante M'MS faz com o eixo Az, teremos

ow R
lang S_W_T ;

logo & expressio (2) ¢ o valor de tang S. Porém quanto mais h diminue ,

mais se approxima esta expressio de 'z, e ao mesmo tempo tende S a

tornar-se no angulo T, que a tangente tirada pelo ponto M faz com Az.
Seri pois, no limite,

tang T =["x =derivada do polynomio (x.

Por laolo, se fizermos passar = por todos os grios de grandeza compre-
13
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hendidos entre AP e AP' (fig. 1), os dilferentes valores de ['z exprimi-
rdo os das tangentes de todos os angulos T, que formam com os eixos dos
x as tangentes successivas do arco MM'. Estes angulos sdo agudos (do
lado direito) quando f'x tem o signal 4- (como no arco BM, fig. 2.); e
obtasos quando [’z tem o signal — (como em OM fig. 1). A tangente ¢
parallela a0 eixo dos # em O, o', O', 0", quando é f'z=0. As in-
flexdes da curva resultam das variacdes do signal que experimenta ['z.

Como pela natureza de fz nenhum valor dex pide tornar este pely-
nomio iofinito , em nenbum ponto péde a tangente ser perpendicular ao
eixo dos z; nem por conseguinte péde ter logar na curva uma reversio
como na fig. 3.

§9. Como o triangulo rectangulo HMQ (fig. 2.) d& HQ=if"z,
serii a ordenada do ponto H da tangente, que tem z -+ h por abscissa,

P'H ={z + hf'z.

Substituindo este valor na expressio (1), que d4 a ordenada do ponto M
da curva , vem

PMe=y4k=PH+4 2 k* "2+ Lk [z + etc. ;

e como h péde tornar-se tdo pequeno como se quizer, v signal da quan-
tidade , que no iltimo membro tem de ajunctar-se a P’'H , vem a depen-

der do signal de £ 1*f">, ou antes do signal de [z, por ser h* essen-

cialmente |:-q:sil'.i1|ro.l

Por conseguinte , nos pontos vizinhos de M, sera a ordenada P'M:
da curva maior ou menor que a ordenada P'H da tangente, conforme
f"# for positiva ou negetiva; e isto tanlo para a direita como para a
esquerda do ponto M, por isso que o signal de A nada influe.

Logo: acurva ,nos pontos vizinhos de um logar determinado por um
valor dado a x , terd voltada para cima a sua concavidade ou a sua con-
vexidade , isto ¢, terd asordenadas dos mesmos pontos , para uma e oulra
parle , maiores ou menores que as ordenadas correspondentes da tangente ,
naquelle logar , conforme ['x tiver o signal 4- ou — .

Tudo quanto acaba de dizer-se convém igualmente ao caso em que
o arcofica situado para a parte debaixo do eixo dosz, oque se demonstra

TS - Ty
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por um raciocinio ideotico. E de mais , se mudarmos y em y— 1, a equagdo
# = fz tornor-se-ha em y =[x +1, a qual s6 tera differenca da pri-
meira no ullimo termo que, em vez de u, serd u- i, conservando
por isso os mesmos valores para as derivadas f'z, [z, +.....: ora,
como esla transformrclio equival a fazer descer o eixo dos @ parallela-
mente a si mesmo a uma distancia arbitréria i, podemos sempre suppor ,
que por este modo todas as ondulagdes da curva passaram pora cima do noyo
eixo dos @ ; e entdo applica-se a todas o theorema eounciado.

Querendo comparar o arco da curva com €ixo dosx , € facil de ver,
que o theorema precedente se reduz ao seguinte:

O arco volta a sua eoncavidade para o eizo quando Ix e [''s sdo de
signaes contrarios , e a sua convexidade quando 0s signaes sdo 0s mesmos.

60. O pouto I (fig. 5.) em que um arco convexo $e une com um
arco concavo chama-se ponto de inflex@o. A abscissa z d’este ponto de-
vendo ficar na passagem de "z de positiva para negativa , deve ser raiz
de f"z=0. Com effeito, no ponto I do inflexlio, a tangente fica entre
os dous arcos que ella corta e toca n'este ponto; suppondo pois [z =0,
ou}nullo o 3.° termo de (1), vem :

g+ k=fr+hf'z +L WMz + HW[VE4 ..
=PH+ e+ SNt

e como /i se pode tornar tam pequeno como se quizer , o signal da quan-
tidade que tem de ajunctar-se a P'H, é o do seu 1.° termo § W'z, o
qual muda com o de h. Por tanto , segundo se tomar o ponto vizinho de M para
a direita ou para a esquerda, assim a ordenada da tangente serd maior
ou menor que a da curva, ficando por este modo o arco situado para a
parte de cima da tangente do lado do ponto M de contacto, @ para baixo
do outro lado: caracter proprio da inflexdo, que nlo teria logar, se ndo
fosse [z =0.

Logo para obter as abscissas dos pontos de inflexdo, bastaré resol-
ver a equaglo ["z=0, cujas raizes determinam estes pontos que slo os
de separagiio das inflexdes, Os valores de f'x correspondentes a estas raizes ,
determinardo as inclinacdes das tangentes n’estes pontos.

61. Em cada ondulaclo da curva ha um pontoO, O'; ... - fig. (1)
em que o tangente fica parallela ao eixo dos z, € em que a ordenada &
mazima ou minima, isto &, maior ou menor do que as que lhe ficam

L]
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viziohas de ambos os lados. As raizes dasequagdes f'@ =0 sio as abscissas
d’estes pontos.

Para distinguir o mazimo do minimo advertiremos, que devendo
a ordenada maxima, positiva ou negativa , pertencer a um arco concavo
Pera o eixo dos &, nesse caso serdo diflerentes os signaes de [z e [z ;
e serdo, pelo contrario, esles signaes 0s mesmos no caso do minimo, em
que a ordenada corresponde a um arco convexo.

E com efleito, sendof'z==0, fica a serie (1) privada do seu 2.°
termo, e a ordenada PM' (fig. 2) da curva se reduz a

PM's=fo + L h*f"z + elc. = 4 ordenada PM + LKW"z 4ete. ... (3)

Porém se h ¢ muito pequeno, esta serie toma o signal de ["x , quer h seja
positivo quer negativo: assim quando fz e f"z tem o mesmo signal , as
ordenadas, & direita e 4 esquerda de PM, sio maiores que esta ordenada ,
@ succede o contrario quando os signaes sdo differentes.

Logo: tanto no caso do maximo positivo, como do negativo , sio

fx e (" de signaes contrarios ; mo caso do minimo, o0s signaes siao os
mesmos.

Appliquemos esta theoria & equagio’
y—fo=a'—ta 4 Lot ot
da qual se deduz |
[z =4a'— 162+ 192 — 6, ["z = 122°— 322 + 19.

Fazendo f'z =0, resultaz =21, 2 =2, ==2; e applicando estas raizes
sobre o eixo Az (fig. 4) de A para P, P/, e P, obleremos as coorde-
nadas , correspondentes aos maximos e minimos,

-
-

PO=—

o B 4359 PO0Nam - L.

-

Como 2 =0 da AB=1, a curva passa em BOO'O"...... Resolvendo
2 equagdo "z =0, obtem-se para abscissas dos pontos I el' de inflexdo,
AQ=0,89, AQ'=1,77. E como os valores de & menores que 0,89
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dlio "'z positiva , serd f''z negaliva para todos os pontos da curva desde
I até I'; positiva para lodos os outros. Havera pois um maximo negativo
em O, e um positivo em O', por isso que, para esses pontos, fz e [z
tem signaes conlrarios; e um minimo positivo em O", para o qual estas
expressdes lem cs mesmos signacs.

As duas raizes reaes, da equaglio fr=0, AD=1 e AC, deter-
minam os dois pontos C e D de secclio com o eixo; as outras duas sdo
imaginarias.

62. As roizes da equaglo f'z =0 slo as abscissas dos pontos da
curva em que o langente ¢ horizontal, e acabamos de ver que esses pon-
tos tem a sua ordenada maxima ou minima conforme os signaes de fz e
f"x. Mas se, além disto , alguma d’estas raizes tnrnnrf'r_.c =0, ndo havera
entdo maximo nem minimo, porém uma inflexdo horizontal como na fig.
5. Com effeito, sendo nesse caso a parte do desenvolvimento, que tem de
sjunctar-se & ordenada PM, tA'fI'z4...., e mudando o 1.° termo de
signal com o deh, o arco éconcaro de um lado do ponto M de contacto, e
convexo do outro. E por que esle valor de 2 da ao mesmo tempo f1z=0,
flz==0,a 1." d’estas equagdes tem duas raizes eguaes; e assim cor-
responde este caso 4 circunsloncia de se fundirem duas ondulacdes succes=
sivas n'uma 56, em consequencia do desvanecimento doarco que liga um
maximo ao seguinte, e pela coincidencia de um com outro, bem como
das suas tangentes.

Tambem poderia acontecer que " fosse nulla; enllo a parte addi-
tiva a PM na expressio (3) seria -h'fz'+4...., a qual, conservando
o mesmo signal de ambos os lados do contacto , daria um maximo ou mi-
nimo, conforme o signal— ou +4-de /2. N'este caso tres ondulacdes da
curva se fundiriam n'uma so.

Em gersl para ter um maximo ou um minimo, corresponden-
les 4 tangente horizontal, & necessario, que a 1. derivada, que se
nio torna nulla com a reiz de f'z==0, seja de ordem par; e pelo si-
gnal d'esta derivada se distingue o maximo do minimo. E para que a raiz

de ["z =10 indique uma inllexdo, é necessarioque a 1.* derivadade [z ,
“que se ndo torna nulla com a mesma raiz, seja de ordem impar.

Da natureza da curva- parabolica segue-se: que uma convexidade
deve succeder a uma concavidade , e reciprocamente ; um maximo po-
sitivo a um meximo negalivo, quando o arco corta o eixo dos z, ou a
um minimo positivo, quando o ndo corta; um minimo negativo, ou um
maximo posilivo, a um maximo negativo. Isto porém ndo tem logar ,
quando a curva tiver uma tangente horizontal ao ponto mesmo de infle~
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x3o (fig. 6), o que acontece quando forem conjunctamente ['z =0 e
f"z==0, por que entlo este ponlo singular partecipa a0 mesmo tempo
da propriedade de maximo e de minimo. E se além disto for tambem
fz =0, concluir-se-ha que o ponto equival a tres fundidos n'um s6, E
assim por dianle.

Se a tangente ¢ obliqua ao eixo dos x, !z ndo & wulla; e
se entdo for ["z==0 haverd, como ja vimos, uma inflexdo: porém
esta inflexio desapparece quando a mesma raiz d'esta equaclo torna
f"z=0, o que indica que duas ondulecdes se fundiram n'uma si. E se
{Yze=0, torna a apparecer a inflexdio, etc. N'uma palayra lodas as
circumstancias enunciadas no caso da tangente horizontal, podem ainds
realisar-se , quando ¢ obliqua , pelo desvanecimento de algumas ondulagdes.

63. Do que lemos exposto segue-se, que se duas abscissas AP,
AP’ (fig. 1) derem para fx dous resultados. de signaes cootrarios PM , P'M/,
como os poutos M e M’ estio um para cima, e oulro para baixo do eixo
'z, e o arco deve caminhar d'um d’estes ponlos para o oulro por um
trago continuo , & forcoso que a curva corte o eixo em um ponto k inter-
medio. E péde tambem acontecer , que n'este intervallo PP’ tenha a curva
ondulagdes , @ forme 3, 6, 7...... interseccdes com eixo, como sevé
no arco pontoado das fig. 8 e 9, mo qual a curva passa de m para M,
cortando o eixo um numero impar de vezes.

Quando duas abscissas AP, AP" (fig. 1.) ddo para fz resultados do
mesmo signal PM, P'M’, indicam que os dous pontos M e M’ da curva
estdo situados da mesma parte do eixo @'z, e que, por conseguinte, ©
arco que une estes dous pontos ndo corla o eixo; excepto se o arco for
ondulado , por que entdio péde cortal-o tambem em 2,4, 6, ... . pon-
tos, como no arco pontoado de m para M (fig. 6 e 7).

Niio se deve considerar como excepcio do numero par ou impar de
intersecces da curva com eixo '@, o caso em que ella so locasse esle
eixo (fig. 10.); por que entdo o valor z==a da abscissa do pouto & de
contacto , tornaria conjunctamente [z =0 e flx =10, e por conseguinte
fz==0 teria uma raiz a dupla, e o factor (z—a)’; de sirle que yiriam
a ser dous pontos de secedio do arco MkM' que se achariam reunidos v'um
s6 , devendo este ponlo de eontacto k contar-se por duas interseccies. E se
#=—a tornasse além disso f"o=0, o ponlo unico de seccio e de con-
tacto corresponderia a uma raiz tripla de fz==0, a uma inflexo de MEM',
e se contaria por tres em consequencia do factor (x —a)’. Em geral , se
{x tivesse o factor (z—a)", o ponto correspondente & raizx==a deveria
contar-se por m pontos de seegdo , por que todas as derivadas até f=='x
seriam nullas, e a curva teria realmente m interseccdes reunidas n’uma sé.

PR v—
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Logo: Se dous valores substituidos por x em (x derem resultados
de signaes conlrdrios , a equacio [x =0 lerd , entre estes valores, raizes
em numero impar, e pelo menos sempre uma rais intermedia : se os resultados
tiverem o mesmo signal , positivo ou negativo , os valores substituidos ndo
comprehenderdo nenhuma raiz , ou comprehenderio um numero d'ellas par.

6% Posto isto, examinemos os dous casos dogrio par e impar.

1. Quando a equagio [x for do grdo par n, se lomarmos por z o
limite AP (fig. 6 e 7) das raizes positivas, sendo entdo o 1.° termo kz®,
do polynomio fx, positivo e maior que a somma dos termos negativos,
fr, ou aordenada PM, serd positiva. As derivadas fix e [z tambem serdo
evidentemente posilivas; e por conseguinte a tangente aos pontos da curva
desde M até oo infinito fard wm angulo agudo MTP com o eixo Az, @
serh concava para cima , “desviando-se cada vez mais d'este eixo. Se to-
marmos porém por z o limite Ap das raizes negativas , tambem n’este caso
fr e ["x serBo posilivas, por que os expoentes n ¢ n— 2 do 1.° termo
d'estes polynomios sdo pares; logo a curva tambem serd concava alé ao
infinito, desviando-se continvamente para a parte de cima do eixo Az.
Porém ['z serd negativa, por que n—1 & impar; e a tangente, aos
pontos da curva desde m alé ao infinito, fard por isso um angulo obtuso
M(P com Az. _ .

Ora , s¢ o ultimo termo de [x for negativo,—u, fazendo =0,
y tornar-se-ha em —u, quantidade que se construird applicando o com-
primento AB=—u (fig. 6.) para a parte debaixo da origem A. Assim
a curva passard pelos tres pontos m, B e M, e corlari o eixo a0 me-
nos uma vez em K’ & esquerda, e uma vez em k & direita; ou poderd,
cortar tambem o eixo em 3, 5,7...... pontos de cada lado, como
se representa na linha pontoada.

Logo: toda a equagdo de grdo par, cujo ultimo termo for negativo ,
terd um numero impar de raizes positivas e outro numero impar d&'ellas
negativas , sendo pelo menos uma raiz posiliva e outra negativa.

Se porém o ultimo termo de [x for positivo ,%4u, fazendo 2=0,
y tornar-se-ha em +-u, quantidade que se construird applicando AB = u
(fig. 7.) pora a parte de cima da origem A. A curva passard pelos tres
pontos m, B e M, situados para a parle de cima do eixo 2'z, podendo ter
logar ou endulagdes que ndio cheguem a encontrar eixo, o interseccoes ,
a8 quaes serfio sempre em numero par , tanto pera a direita como para 2
esquerda , como se v& na linha pontoada.

Logo: toda a equacdo de grde par, cujo ultimo termo for positi-
v0, ou ndo terd raiz alguma real, ou as terd em numero par, tanto
positivas, como negalivas.
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1. Quando {x for do grdo impar o, aioda tem logar o que se
disse a respeito da férma da curva do lado dos x positives ; desde o ponto
M (fig. 8 e 9) ella conliovard a ser concava, desviando-se sempre do
eixo Az até ao infinito, e fazendo as langentes angulos agudos com o
mesmo eixo. Mas se tomarmos por 2 o limite Ap das raizes negativas ,
como oexpoenten do 1.° termo de fx, e oexpoente n — 2do 1."termo de
f"x , sio impares , esles primeiros termos serlo negalivos, resultando por
is80 uma ordenada negaliva pm , e um arco convexo para a parte de cima.
Além disto no pouto m situado para baixo, a tangente faré um angulo
agudo com os z, por que o expoente n—1 do 1. termo de [’z & par.

Se o ullimo termo de [z for negativo, —u, 2=0 di y = —u,
que se construe applicando AB==—u (fig. 8) para_a parte debaixo da
origem A; a curva caminhard pois de m para B, depois para M. Donde
se vé que pode ndo cortar o eixo &'z no espago Ax/, e que ao menos
o corlarh uma vez entre A e P. As interseccdes que resultarem das ondu-
lagdes serio em numero par de ' para A, e impar de A para P.

Logo: toda a equagio de grdo impar , cujo tltimo termo for. nega-
tivo terd sempre wm numero impar de raizes positivas (uma pelo menos) ;
e ou ndg lerd raizes negalivas , ou as terd em numero par.

Se porém o ultimo termo de [z for positivo, 4w, devera lomar-se
AB=—u (fig. 9) para cima daorigem ; a curva caminhard pois de m para
B e para M; corlaré o eixo entre A e p em um numero impar de pontos ;
podera ndo encontrar este eixo desde A alé P, e se o encontrar , serd em
um numero par de pontos.

Logo : toda a equagdo de grdo impar cujo ultimo termo for positivo,
terd um numero impar de raizes negativas (uma pelo menos); e ou ndo
terd raizes positivas, ou as lerd em numero par.

O caso de ser a curva tangente ao eixo dos x nilo faz excepglo, por
que ja se viu que entdo a equaglo fz==0 tem raizes eguaes, e que se
devem contar estas raizes como correspondentes a um egual numero de
pontos communs & curva e ao eixo,

Se dividirmos por & a equaclo
k' 4 oo gt —ra' T —g T —u=0,
obteremos

fmi r 3 u
kI +¢-¢I+E—E+F+||-.+—il

I




ALGEBRA SUPERIOR. 105

Ora, sendo negativo o wltimo termo da proposta, esta ter4 uma raiz positiva
& =« , que tornari eguaes os dous membros da dltima equaclo. Se dermos
a z um valor maior ou menor que =, a egualdade dos dous membros
tornar-se-bha impossivel , por que um d’elles augmentari, dimiauindo o outro.

Logo: Quando uma equagdo, depois de ordenada , constar de ter-
mos positivos , sequidos d'oulros termos lodos negativos , nio lerd mais do
que uma rais pmiliua. ¢ as oulras raizes serdo negativas ou imaginarias.

65. Vimos non.” precedente , que sendo par o grio de uma equacio ,
deve ella ter as suas raizes reaes em numero par, ou ndo ter nenlmma ;
e que sendo o grio impar, as raizes reaes devem ser em numero impar.
Por conseguinte, as raizes imaginarias de uma equagio sio sempre em
numero par; € uma equagdo que ndo lem raiz real , € necessariamente
do grdo par, e fem o wultimo termo positivo.

Se todas as raizes da equagio f'z=0 forem reaes, a curva terd
n— 1 tangentes horizontaes e n— 1 ondulagdes. Se cada um d’estes ar-
cos corlar o eixo dos x, as n raizes da equacdo fx =0 tambem serdo
reaes; e como entdo ndo ha senfio maximos alternadamente positivos e
negalivos , todas asraizes de['x= 0 dardo signaes differentes a fz e [z,
e o producto d'estas funcedes serd negativo.

Porém as raizes reaes de fz==0 serdo substiluidas por outras ima-
ginarias aos pares, quando ndo houver estas ondulagdes duplas, i. &,
quando os maximos forem substituidos por minimos , e a ondulaglo ndo chegar
a tocar o eixo,

E quando a equaglo f'z =0 liver raizes imaginarias, que sempre
serlo em pumero par, a curva cuja equacdo é y==/fr perderd oulras
tantas ondulagdes , @ fx==0 oulros tantos pares de raizes reses.

Logo, em geral: a equacdo [x =0 terd tantas raizes imaginarias
quantas Ix==0, ou um numero ainda maior , isto €, tanlas quantas
tiver fx=0, ¢ além d’eslas quantas forem as raizes reaes d'esta ultima
equagio , que tornem [x e ["x do mesmo signal ; por que havendo mi-
l:limo n’estes casos, fallardo aos pares as intersecdes da curva com o eixo

08 Z.

Se a equaglo fz =0 tiver todas as suas raizes reaes , as equacdes
f'lz=0, f"2=0, tambem as lerlo da mesma especie ; a reciproca
d’esta proposiclio ndo ¢ verdadeira.

66. Da analyse de uma equaglo fz =0, facilmente, se podem
deduzir as formas que lomard a curva cuja equaglo é y==/z:

1.° Se a equaclio do 3.° grio ¢é da forma y=Fkz" -+ p2"+ qz +r,
o8 ramos da carva que ella representa, extendem-se indefinidamente, e

tomam a disposigho indicada nas fig. 8 e 9,
14
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Se as raizes da equaglio 'z =0, que n'este caso ¢ do 2. grio,
sio reaes, a curva tem duas tangentes horizontaes e duss ondulagdes. Se
o eixo xzz' (fig. 11) cortar estas duas ondulacdes, a equacdo [z =0
terd as suas tres raizes reses ; porém se este eixo, como AA' ou BB’ por
ex.’, as ndo cortar, a equagdo s6 terd real uma raiz, a qual serd posi-
tiva ou negativa conforme o tGllimo termo r tiver o signal — ou <. En-
tre estes dous casos comprehende-se o de ser o eixo zz' langente a uma
- das ondulacdes , e entdo fz=0, f'z=0 terdo uma raiz commum z,
e (@ —«)* sera factor de fr.Sefor fz = (@ — «)" as duas ondulacdes se
fundirdo em uma s6, a curva lerd a forma MEM" da fig. 10, c serd
tangente ao eixo no ponto de inflexdio k.

Se porém a equacdo ['z==0 tiver ambas as raizes imaginarias , a
curva ndo terd ondulacdes e tomard a f(6rma da fig. 12. A equacdo pro-
posta s6 lerd real uma raiz, de signal contrario ao do iltimo termo r.

2.° Se a equacho for do 4.° grio y="ka'+........, aderiva-
da f'z==0 serd do 3.°; e se as suas tres raizes forem reaes, a curva
tera tres ondulagdes (fig. 13.). O eixo dos « péde cortal-as todes, e en-
tdo a equacio fz = 0 tera reaes todas as suas 4 raizes; ou corlar
s6 uma, como AQ', e lerd s6 duas reaes; ou finalmente ndo cortar ne-
nhuma , como BB', e ndo terd nenhuma real. A curva terd dous pontos
de inflexdo dados pelas raizes rcaes da equagdo [z =0,

Se a equagdo ['z =0 tiver s6 real uma raiz, e a Bqﬂﬂcﬂﬂf”x=0
as ndo liver d'esta especic, a curva ndo terd inflexdo, e somente lerd
uma ondulaclo (fig. 6) , a qual ou cortard o eixo s6 em dous pontes, ou nlo
o encontrari , e assim terd duas raizes reaes, ou qualro imagindrias.

3.° Se a equacdo for do B.° grio, a curva tomari a forma de
fig. 1%, se fla=0 tiver as & raizes reaes; a da fig. 11, se tiver
somente duas; ou finalmente a da fig. 12, se todas as & raizes forem
imaginarias.

Finolmente , proseguindo n'esta analyse a respeito das equagdes de
graos mois elevados , convencer-nos-hemos , sem nos servirmos do theorema
do n.° 28, qne toda a equagdo tem pelo menos uma raiz real, exceplo
o caso de ser de grio par e ter o iltimo termo positivo. Mais adiante
provaremos , que , ainda mesmo n'este caso, existe um symbolo algebrico
uma funcgdo dos coefficientes , que substituido por 2 deve reduzir fz a
zero; e por este modo ficaremos certos de que toda a equaclo tem uma
raiz real ou imaginaria, e por conseguinte, pelo n.® 28, que sendo do
gréo n terd precisamente n raizes.

67. Sejma, b, ....—a',—"b,.... as raizes reaes de uma
equagdo fr =T (z—a)(x—=b)....(z+d) (24 V)......=0, m
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qual suppomos , que T=0 ndo tem raizes reaes, e que por conseguinte
o polynomio T & de gréo par , e lem o seu dltimo termo positivo. Como
o Gltimo termo de fz==0 ¢é o produclo do de Tpor—a,~—b, ....
+a'y4b, .+ .. 0 seu signal depende de ser par ou impar o numero dos
factores negativos. Logo o iltimo termo de uma equaclio & posilivo ou ne-
gativo, conforme for par ou impar o numero das raizes posilivas, seja
qualquer que for, por oulra parte, o numero das negativas e das imagi-
narias.

68, Supposhamos, que tendo resolvido a equagdo f'z =0, che-
ghmos a distinguir os maximos dos minimos na curva representada por
y==[z, por meio da comparaclo dos signaes de fx e [z, relativos aos
valores de & que slio raizes de ['z=0; e que eslas raizes correspondem
a M maximos e m minimos.

Posto isto, imaginemos que um ponto movel parlindo do infinito
negativo, descreve a curva caminhando para o infinito positivo, Durante
um immenso intervallo d'este transito, o movel ndo encontrard o eixo,
por que s6 pas proximidades da origem, é que principiardo as ondula-
cdes, Passado um maximo , o ponto caminharé para o eixo, e chegard a cor~
tal-o, excepto se, curvando-se, a livha der logor a um minimo, por que
entlo cada minimo destruird uma interseccdo indicada pelo maximo vizi-
nho. Disto se conclue que,a expressdo M —m -1 representa o numero
das interseccdes , isto é, o dasraizes reacs da equagdo fx=0; e accres-
eentdmos o termo -1, por que no movimento do movel nlo metlemos em
conta a intersec¢io que precede ao 1.° maximo, ou a que succede ao
altimo. Se for M=m, isto ¢, se houver lanlos maximos eomo mini=
mos, a equaglo terd s6 uma raiz real, e serd por conseguinte de gréo
impar. Se ndio houver minimo, péde acontecer que nlo haja sendo um
moximo; e aequaglo terd enldo s6 duas raizes reaes, serd do gréo par,
e o maximo serd negativo, Finalmente se ndo houver maximo , ndo podera
haver mais do que um minimo, nem raiz alguma real; a equacdo é do
grio par, e o minimo & posilivo.

Raizes incommensuraveis.

69. Methodo de Newton. Depois de havermos desembaracado a
proposta fz===0 dos suas raizes tanto eguaes, como commensuraveis,
vejamos como se podem achar as raizes irracionaes. Supponhamos que se
chegou a obter um valor approximado y d'uma d'estas raizes, compre-
hendida entre os valores « e 0 ; fazendo =1y em fa, pelo signal do re-
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sultado (n.° 63.) se reconhecera se a raiz estd comprehendida entre «
e v, ou entre y e 6. Démos que estd entre « e y; tomando = p, nu-
mero comprehendido entre os dous tllimos , tambem viremos a saber pelo
signal do resultado, se a raiz esta entre @ e(3, ou entre 3 e 7. Por este
estilo vamos estreitando cada vez mais os limites, e approximando-nos
indefinidamente do valor da raiz,

Este processo laborioso torna-se impraticavel, quando se exigem gran-
des approximacdes ; e sémenle se emprega para se obler um numero « ,
que diffira do valor de x menos de .

Designando o erro por y, serd z=u +y, e substituindo em fz==0,
vira (n.° 31)

fla+y)=(a+yf'a+

Y "—
I.Er at ...+ k=0,

Mas como y se suppde <X, e « ndo entra como denominador em
nenhuma d'estas funccdes, que sio os valores de fz e das suas derivadas
quando se pde @ —a: aregra de Newlon consiste em considerar 7, ¥

como quantidades muito pequenas, que se podem desprezar; o que reduz
a transformada aos termos [z 4 yf'z, e da

— [z ke +pa* ...... a4 u

=

R [l nko™? +pn—1) ™ 4., .t

Chamando s a esta fracgio, ou antes ao seu valor approximado, y==s
" da x=a+s para 2.° approximacho. Fazendo « 4 s= %, ¢ designando
por y, a nova correcgdo, esta serd dada por uma expressio identica & de
Yy, 86 com a differenca de se dever substituir @ em vez de «, o que dé
x=ua+s+y,. E assim successivamente,
Por ex. , se na equacio

2 —2r=5=0,

fizermos =2 e =3, pelos resultados— 1 e+ 16 viremos no co-
nhecimento da existencia de umaraiz entre2 e 3, que mais se approxima
de 2 do que de 3. Se fizermos depois @ =2,1 viri o resultado 0,061 ,
© qual mostra que 2,1 ¢ maior que z e mais vizinho da raiz que o pu-
mero 2, Pondo = =2,1, a correcglio ¢
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«—2a«—5 0,061

T T e—g .~ " ITaS

— — 0,0054.

Contentando-nos pois com a 1." approximaglio até s decimas-millionesimas,
serd o =2,0946. Tomando por « este 1ltimo valor de =, vira

0,000551550536
e VT 7 T R e

Ja d'aqui se vé que a 4." decimal do valor de z na 1." approximagio
esta errada, e que ¢ @ = 2,00455149. Por este processo conseguiremos
corrigir successivamente as Gllimas decimaes , e obter maiores approxima-
coes,

Conservando o termo %* no desenvolvimento, vird

= e b
Y =friyre
expresslo de que se fard uso, substituindo, pelo y que entra no denomi-
nador do 2.° membro, a1." correcclio s ; e assim se obterd um valor mais
approximado. No exemplo de cima substituindo por y o valor s = — 0,005 4
em Lyf"z, achaese — 0,03%; e por denominador da fracclio 11,196 :
d'onde se conclue y=0,0054483, quantidade que s6 tem errada a
ultima decimal.

Tomemos para 2.° exemplo a equagdo

'—a2"+22=3,

que tem uma raiz comprehendida entre os numeros 1,2 e 1,3, os quaes
substituidos ddo os resultados — 0,312 e 0,107. Tomando «=1,3,

7
vem y=—93i-=—0,02 » ez=1,28. E porque ¢

iY'a=(3a ‘—‘,’)F=2.9 y==—0,058, o denominador torna-se em
4,47 — 0,058 =4,412; logo y=—0,0242 e 2 —1,2758. Toma-se

depois =1,276, e conlinua-se com a approximacdo.
70. Cumpre advertir, que, em certos casos, nlo péde ter logar
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o methodo de Newton, porque nos levaria a resultados menos exactos.

Com effeito ¢bnstruindo , como no n.” 58 , acurva parabolica (fig. 1.)
cuja equaclo é y = fr, as raizes da equaglo fz =0 serdo representadas
pelas abscissas dos ponto &k, ¥, ...... de intersecclo d'esta curva com
o eixo Az. Seja x==AP=a um valor approximado da raiz Ak—=a
(fig. 15 e 16): seri a ordenada PM =[x, e a tangente do angulo T,
que faz com Az a tangente ao ponto M, serdh =/« (n.” 58) Resolvendo
o triangulo TPM , e designando por s @ sublangente TP, vem

TP tangT=PM=/z, ‘=f_:°‘ - eﬁnalmwlaﬁ'l':-:—%.
o

E este o novo valor approximado de AK =a, seguindo o methodo de

Newton, o qual como acaba de ver-se, se reduz a subslituir pelo arco

MFk a sua tangente MT, na indagacio do ponto de seccio k com o eixo.

Obtida esta 2.* approximaglo AT , busca-se por meio d’ella outra tangente

gl_"[" , da qual se deduz um novo valor AT’ mais approximado. E assim por
1ante.

Porém se os pontos T, T', .... .. obtidos d'esta mancira niio se
approximarem continuadamente do ponto k, o methodo ndo deve ser empre-
gado. Assim, se tomassemos por valor aproximado « a abscissa Ap (fig.
15.) correspondente ao ponto m vizinho do maximo, & claro que a tan-
gente m¢ tirada por esse ponto, longe de conduzir a um valor mais appro-
ximado de Ak, poderia dar uma subtangente quasi infinita. Se tomasse-
mos por o a abscissa Ap' correspondente ao ponto m', tambem vizinho do
ponto O, mas para o outro lado, a subtangente seria dirigida cm sentido
conlrério. D'aqui se v& pois que a férma e posiclo do arco mM , relativa-
mente ao eixo , podem fazer com que falhe o methodo, o qual por isso,
E_parn ser abonado nos seus resultados, deve ser sujeito s seguintes con-

1cdes. ’

1. E necessario que entre os limiles « € b ndo esteja comprehen-
dida mais do que uma raiz. Por que, se houvessem muitas raizes entre
« e 6 a curva, cortando o eixo em muilos pontos intermedios entre estes
limites, faria ondulagdes, e ndo teriamos meio de saber, se o ponto da
curva correspondente & abscissa « que substituimos por x, seria ou ndo
proprio para conduzir a um valor mais approximado de a. E isto o que se
acha representado na fig. 1, na qual os limites Ap, Ap' nlo nos dio a
conhecer se ¢ ou nldlo possivel approximar de Ak e Ak

2. Devem rejeitar-se os valores de x enire « e B, que tornam
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nullas as derivadas ['z e "=z. Por que entlo haveria n’este intervallo um
maximo ou um minimo, ou alguma inflexdo (n.”* 60 e 61.) em cujas
circumstonciss o methodo de Newton & evidentemente defeituoso.

Adiante ensinaremos o processo para achar ¢s limites « e B, e o
meio de reconhecer se n'elles se da esta segunda condiclo.

3."  Achados os dous limiles a ¢ [ , para progredir na approzima-
¢io 56 se deve langar mao d'aquelle que tornar [x ¢ ["x do mesmo si-
gnal. As fig. 15, 16, 17 e 18 representam as differenles posiles que
pode tomar o arco, conforme voltar para cima a sua convexidade on asua
concavidade. A raiz é Ak=a ; AP e Apsio os limites z e 3 entre os quaes s6
ella esta comprehendida; a subtangente PT ¢ a correcclo s, que da. o
methodo, relativa ao limite AP = a. E evidente porém , que, para se
applicar o methodo com seguranca , é necessario, que o pé T da tangente se
ache entre o da ordenada P e o ponto k da secclo com o eixo: logo a
curva deve ser convexa d'esde k até M, ou (n.° 59.) por outra, deve o
signal da ordenada [z ser o mesmo que ode [z, para a abscissa AP=z=ux;
¢ ¢ este o limite que devemos prelerir nas approximacdes subsequentes.

Da inspeccio das fig. 15 e 18 se v&, que depois de preferido,
pela consideragdo dos signaes entre os dous limites, o limitea>a, todas as
approximacdes successivas serlo sempre> a : descendo continuadamente para
esta raiz a. Se pelo contrario tivessemos preferido o limite « <a(fig. 16 ¢ 17),
subir-se-hia para o valor de a por uma serie de approximacdes todas <a.

71. Posto isto, eis em summa o caminho que devemos seguir: 1.°
buscar dois limites « ¢ B enire os quaes ndo haja mais do que uma
raiz: 2.° estreitar estes limites, até nos certificarmos , que nio compre-
hendem nenhuma das raizes das equagdes ('x =0, ("x=0: 3.° tomar
por fim , para primeira approximagio , aquelles dos dous limites « ou &,
que substituido por x em em (x e['x , der resultados com o mesmo signal.

Seguindo depois o processo indicado, chegaremos a obter o valor
s, ou a correcgho que deve junctar-se, com o seu signal, a « para se
obter a 2.* approximagio « - s. Esta, tomada para novo valor de «, ser-
vira para acharmos a 3.*; e assim por diante.

E evidente que podemos prescindir de tomar o valor de s, tal qual
o da o cilculo, e que podemos substituir-lhe outro menos complicado
com tanto que corresponda a um ponto T comprehendido entre P e k.
Tendo-o pois reduzido a dizima, basta conservar as letras que se julga=
rem necessarias para a raiz, afim de ndo complicar inutilmente os cilcu~
culos seguintes. Para isto torna-se indispensavel o conhecimento dos graos
de approzimagio de cada correcgdo.

Ora, se pelo pouto m, correspondente a02.” limite Ap=¢, se li-
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rar uma pnr;lleln mq & tangente MT, o limite Aq ficara na parte con-
cava da curva, e o ponto k estari visivelmente entre os pés T e q. Mas

o triangulo mpq da pg= m= — f—i » Com o signal —, por que [§ ¢

negaliva; logo Aq=€—£%. Temos assim dous limites conhecidos, entre

os quaes cahe a raiz pedida, a saber

i) 20 0 als bk, : 08
a=—a Pu,6=€-—-ﬁ.

No valor de «' devemos conservar sémente as lelras de dizina communs
com as de &', e obleremos assim as letras exactas da 2.* approximagio. E
preciso tambem ter cuidado em affectar as differentes quantidades que
entram n'estas expressdes com os signaes compelentes. A approximagio ,
lenta ao principio, torna-se muito convergente para a, logo que se che-
gam a obter 3 ou % letras de dizima para a raiz, Fourier demonstrou a
lei d'esta approximagio na sua Analyse das equagdes determinadas.

Sirva-nos outra vez de exemplo a equaglo &’ — 2z — 5 =10, que
da fle=32"—2, e ['e=06z. Ja vimos, que a raiz estq entre os li-
mites 2 e 2,1. As raizes da equaclo f'z==0 nlo estio comprehendidas
entre estes limites. Finalmente z =2 =2,1 torna do mesmo signal , e
positivas, as expressdes fz e [z, Devemos pois preferir o limile> a, Te-
mos tambem _

fa=+0,061, fla=4+11,23, e s=—0,00543;

logo «'==2,09457. Tomando £€=2,09 por ser 2,09<a, como se re-
conhece vendo, que este valor da f6=—0,050671: rirﬁ}% = —0,00451,

£'=2,09451, Concluiremos pois que as quatro primeiras decimaes estdo
exaclas, e que ¢ x=—2,0945.
Com este novo valor de « acharemos

fa=40,00064155, f'a = 4-11,16205748, e s = — 0,000048517 ;

logo «'=2,09%551483. E tomando €=2,09%5 por ser 2,0945<a

e o R S e 2T
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como se reconhece , vendo que este valor dé

f&==—0,00057459 ; virs % = —0,0005158, 5'=2,09555118.

Por este modo temos obtido ji oito letras de dizima exactas.
A medida que o numero vae tenlo mais letras, tambem o calculo
se torna mais longo; pdéde porém abbreviar-se da maneira seguinte. O

valor approximado de x da-nos [z, f'z, e s=— féﬁ Para levar o cél-
x

culo mais longe, deve por z subslituir-se #,==x+s em [e, [z, [z,

d’onde resulta o seguinte desenvolvimenlo que, em raziio da pequencz do

numero s, se reduziu aos primeiros termos :

fr'=fe+sf'e+ 18z, 2 =2+ sz,

Temos pois um meio facil deconcluir ocalculo, como passimos a mostrar
servindo-nos do exemplo de cima. Pondo &= 2,1 achdmos fa=0,061,
fla=11,23, f'a=12,6 , ¢ s=0.0054; para levar approximagdo mais
adiante bastard fazer @ = a—0,005%, o que di

fa,==0,061 —0,0054x 11,23 +(0,005%)*x 6,3=0,0005517,

fz,= 11,23 —0,005%$x12,6 =11,16196,

by il 0,00004853.

'

72, Methodo de Lagrange. A verdadeira difficuldade , e aquillo
que , primeiro que tudo, importa conhecer para achar as reizes de oma
equaclo, ¢ o logar das raizes, isto 6, uma serie de numeros taes, que
entre dous d’elles tomados consecutivamente nlo possa existir mais do que
uma d'estas raizes, '

Quando por @ se substitue uma serie denumeros p, ¢, r,s,¢,...
e se acham lantos resultados successivos de signaes cootrérios, quantas

15
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sdo as n unidades do grao da raiz, todas as raizes slio reaes, e o logar
de cada uma d'ellas fica determinado. Porém, féra d’este caso, ndo se
péde saber ao certo o numero das raizes reaes e os seus limites , sendo possivel
que, eolre 0 numeros que substituidos por z deram resultados de si-
gnaes contrérios, se comprehendam 3, 5, .7, raizes, e que entre os que
deram resultados dos mesmos signaes , se comprehendam 2, %, 6,... ..
(n.? GS}E necessario pois escolher uma serie de substituicdes tam proximas,
que entre duas successivas ndo possa haver mais do que uma raiz interme-
dia, para ficarmos na certeza de que existe uma s6 raiz enire os numeros
consecutivos , que substituidos dio resultados de signaes contrdrios ; e que,
pelo contrdrio, ndo existe nenhuma entre o0s numeros conseculivos que
dao resultados do mesmo signal. .

Sejam a e b duas raizes comprehendidas entre os limites 2 e 2, &
supponhamos , que estes quatro numeros , escriptos pela ordem de gran=
deza crescente , s30 «, a, b, % : teremos evidentemente X — &> b — a .
e sera esla a condiglo necessiria para que a e b estejom comprehendidos
entre « e % Por lanto, se a differenga entre os dous limites ndo for maior
que a differenca entre as raizes, s6 uma d’ellas, quando muito, poderd
licar entre os mesmos limites. D'onde se segue, que se for § menor
que @ menor differenca entre as raizes, e se partindo do limite inferior
I, | subslivirmos -por x os numeros I', V-3, V' 423, .. .... até ao
limite superior 1, obteremos tantos resultados de signaes contrarios, quan=-
tas sio as raizes reaes.’ Cada mudanca de signal nos resultados mostra ,
que existe uma s6 raiz entre os numeros substituidos; e a pecmanencia
de signal mostra , que nlo exisle nenhuma.

“ Para obter § formaremos uma equacdo , da qual sejam raizes as diffe-
rencas entre as raizes da proposta tomadas duas a duas: Para isso, de-
signando por y a differenca de uma raiz x @ outra qualguer da proposia ,
e mudando £ em x &y, teremos

fet+yfe4+tyf'z+...c.... =0,
equagldo que , por ser fr==0, se parte, dividindo a segunda por y,

nas duas
fo=0, o +3yfz + Ly e+

Elimiosndo = enlre estas duas equagdes a duas incognitas » ¢ y (n.”
52.), vird uma equaclo Fy =0 a qual se chama equagio ds differengas,
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por que n’ella y representa o differenca entre uma raiz qualquer z © as
outras da proposta. O grio d'esta equagdo é n (n— 1), por que ¢ este
o numero de arranjos 2 a 2 das n raizes de x.

Sendo @, b, ¢, ...... as raizes da proposta, as differencas entre
ellas, a—b, b—a,b—c,c—b, s.0v:- slo eguaes duns o duas
e de signaes conlrarios; de sorte que designando uma d'ellss por z, te-
remos y ===z, e qualquer d’estes dous valores de y tornard Fy=0.
Disto se segue , que Fy deve conler sdmente polencias pares de y; e que
por consequencia se pode decompor em [aclores da [érma

0P ) (=8 "5 2 e a).

Suppondo pois y* =13, teremos assim a equacio do quadrado da®
differengas , ¢3==0, na qual a incognita = é o quadrado de todas as diffe-
rengas entre as raizes de x.

73. Como ja sabemos (0.° 38.) achar um numero i menor que
qualquer das raizes positivas = de g3 =0, isto &, i<s=1y" ou Vi<y:
podemos tomar para differenca § , entre os numeros que temos de subti-
tuir por z, Vi ou qualquer numero positivo menor. E por que as fun-
ccdes Fy, oz tem os mesmos coefficientes, ¢ ¢ tambem o limite inferior
de y, e serda i<y; de maneira que podemos tomar §==1i. Atllendendo
porém a que & necessario fazer tantas mais substituicdes desde até 1,
quanto § for mais pequeno, devemos, para brevidade do cileulo, tomar
& o maior possivel. Assim quando for i>1, lomar-se-ba § =i, e, se
quizermos , poderemos substituir os numeres naturaes 0, 1,2, 3, ....
Porém quando for i<1, deve tomar-se § =11, .

As substituicdes dos numeros [raccionarios e irracionaes podem evitor-se
de maneira seguinte :

1.° Sabemos (Arith. n.° 63)achar um numero que diffira de )i me-

nos que uma dada fracgio, %, 5, ...... por ex.°. Tomaremos pois
uma I'racqlu-g- que diffirade /¢ , para menos, do s , @ far-se-ha 3=%.

h h

Para h deve escolher-se um numero que ndo torne § muilo differente de

Vi, e que nlo seja muito Igrandu. a fim de ndo complicar os calculos.
92° FEm logar de ln_.bstituirmu 0, %—, %‘i, o0 odes O ves delx,

podemos tornar tanto as raizes , como as suas dilferencas , h vezes maiores

(n.° 30,1.°) pondo z == -E-; em vez de fteremos de substituir na transfor-
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mada 0, g, 29, 39, .. .+, ou antes os numeros 0,1,2,3,....
Por este modo sabemos transformar as equagies em outras, nas quaes

nio ha mais do que wma raiz, comprehendida enire dous inleiros suc-
cessivos.

~ Note-se, que i se deduz de Fy, e que é escusado formar gs. De
mais , como fazendo desapparecer o 2.° termo de fr=10 (n.* 33.), todas
as raizes ficam augmentadas da mesma quanlidade, e conservam eotre si
as mesmas differencas , seri melhor deduzir Fy d'esta transformada.

75% Ex’® 1.° Na equaglo 2* —2z =75, apenas conhecemos
uma das raizes (pag. 112 ), Para ver se as outras duas sdo reaes, mude-
mos z em &+ y, e virh 3z — 2 4 3ry + y*=0. Eliminando x entre
as duas equagdes, vem y' — 12y + 36y + 643 =0.

Para achar o limite inferior de y, faca-se y“=:-1— , & virg
6130’4+ 360" —12v -1 =0, d'onde v <1 4 =, e por conseguinte
v<l,e y>1 =3, Fazendo z==—4,e=—3,=—2,——1,=0,
=1,=2,=3,=14 enlre 0s limites de -z, vem os resultados — 61,
—26,—9,—4%,—5,—6,—1, +16, 451, 0s quaes mostram

que as oulras duas raizes sio imaginarias, e que ha séreal, a que ja ti-
nhamos achado, e que esta comprehendida entre 2 e 3.

Ex.° 2.° A equagdo 2® — 12274 $la —29=0 da

J*—2%z + M 4+ (32— 12) y+y'=0;

das quaes eliminando z, vem y* — 42y'+ 441y* =49. Fazendo depois
y' = % , acha-se ;

490" — ¥ilv* 4 520 — 1 =0,

L]

d'onde v<10, y>1 5> ;== §. Pondo :u.-—_--fi resulta

' — 5807+ 656t = 1856,
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equaglo , que entre dous inleiros successivos ndo lem mais do que uma
raiz, Fazendo t=0,1,2,:...... ver-se-ha que ¢ estd entre 3 e &,
entre 21 e 22, entre22 ¢ 23 ; logo x esta entre ;e 1,2 e 22, Z e
2, existindo assim duas raizes entre 5 ¢ 6, que ndo se leriam reconhe-
cido sem este calculo.

Ex.* 3. Finalmente na equagho *— z*— 2x 41, como 2 =0,
=1,=2,....d4 0s resultados 4+-1,—1, 41, e pela mudanga de z em
—z, 0s numeros 1 e 2 ddo resullados de signaes conlrarios, fica conhe-
cido o logar das tres raizes, escusando-se a equacdo &s differengas. To-
davia esta equaclo é y'— 14y" 4 49y"—49=0, e d’ellas se deduziria
y>1 e =1, pelo processo seguido.

Esta thevria , alias completa, clera e sem excepcdo, lem o incon-
veniente de exigir cilculos excessivamente longos , tornando-se por isso
as operagdes quasi impraticaveis. Lagrange deu outro methodo mais facil ,
que adiante expenderemos , por meio do qual se leva a approximacio mais
longe.

; 75. Regra de Descartes. N'uma equacho fe==0, depois de orde-
" pada, chamaremos permanencia a successdo de dous signaes similhantes,
e variagio a de dous signaes differentes. N'esta intelligencia , a regra de
Descartes, por meio da qual se péde conhecer o maior numero das raizes
positivas, ¢ o maior numero das raizes negalivas, que a equagdo poéde
cooler , enuncia-se da seguinte maneira:

Toda a equagio complela tem QUAXDO MUITO lanlas raizes posili-
vas, quanlas sdo asvariagdes , e lantas negalivas , quantas as permanencias,

Com effeito , toda a equaclo fz =0 pdéde considerar-se como resul-
tando do producto’ da multiplicacio de um polynomio Fz, formado de
todos os factores binomios imaginarios da equaglio, pelos facloresx —a,
z2—b,x—c,.... 2+a, 2+, 2+ ¢,.. .. correspondentes bs raizes
reaesa,b,¢,0.n..c —a ,—b,—e¢,...... Vejamos pois, por
que meodo estes factores binomios reaes introduzem lanlo as variagdes,
como as permanencias. .

E como esta analyse deve ser. independente dos valores numericos
dos coefficientes , sémente atlenderemos aos signaes dos termos do poly-
Mlljl'lio. 0s quaes, para fixar as idéas, supporemos que se succedem na
ordem

d——t———t =ttt +—t—+.

1.° Passando & multiplicaglo por z— a, para introduzir uma
raiz positiva a , devemos maultiplicar primeiro por z ;. e depois por — a;




Bty

118 *  ALGEBRA SUPERIOR.

e sommar 0s produclos parciaes, 0s quaes tem signaes conlrarios, recu-
ando o seguodo um logar para a direila, a fim de ordenar a equacdo:
isto ¢,

e e ol o St e e 1 e e B
e by ==t s o e o ey e — o e
=i =t f—F 1 —F —F—

Quando os dous signaes correspondentes s3o os mesmos , conservame-se
taes no producto; no caso conlrario, como o signal é incerfo em quanto
ndo entrar em consideraglo a grandeza dos coefficientes , assenla-se, para
indicar esta circunstancia, a letra i.

Como os dous productos parciaes tem signaes contrarios, a letra §
accusa sempre uma permanencia no maltiplicando; e como toda a permo-
nencia deve terminar n’uma variaglio , qualquer numero dos i, par ou im-
par , deve ter a forma

iii“--l- ----;‘:F *Esame * (ﬁ)o

Para que estes ¢ dessem o maior numero de permanencios, seria neces-
sario suppor , que todos elles tinham , ou o signal 4, ou o signal —; e
em ambos estes casos, que slo os mais desfavoraveis, se vé& que a intro-
ducclo de uma raiz positiva real, traz, pelo menos, uma variagio de
mais no producto.

Fica por este modo provada a primeira parte da regra eouacieda,
a saber, que (oda a equagdo completa tem , quando muilo , tanlas raizes
positivas , quanlas sdo as variagdes. Com effeito, bastava que Llivesse
uma 56 d’estas raizes de mais do que o numero das variagdes, para baver

pelo menos uma raiz positiva real , que ndo teria introduzido variagio , o _

que ndo pide ser, pelo que acabimos de mostrar.
E cumpre adverlir que esta primeira parte de regra tem logar,
ainda que @ equaclio seja incompleta. Na verdade , a equagldo pode ser in-

completa , ou por que o multiplicando o &, e nesse caso subsiste ainda a de-

monstraglo ; ou por que a somma dos termos dos productos parcises, &
qual correspondem alguns dos ¢, sé torna nulla, e estes i devem enldo
supprimir-se. Mas d'esta supressio o que, n'este caso, péde resultor, é
a diminui¢cio do maior numero de permanengias, o que ndo influe na re-

gro.

e e w L  E R L e —————

-
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2.° Multipliquemos agora o polynomio Fz por z--a’, para iniro-
duzir uma raiz negativa @', Teremos o typo seguinte

t——t———t =t b b —t—
t——t———t— b+ —+—+
d derberd & e Gin brg B0 @ Foidap

no qual se recuou tambem o 2.° producto parcial um logar para a direita,
a fim de ordenar a equaclo.

Como os dous productos parciaes slo compostos dos mesmos signaes ,
a letra ¢ accusa sempre uma variagdo no multiplicando; e como um nu-
mero par de variagdes lem os mesmos signaes exiremos, e um numero
impar de variagdes tem signaes differentes, segue-se: que, qualquer nu-
mero de 7 successivos estaré entre os mesmos signaes, se este numero for
par; e entre signaes diflerentes , se o mesmo numero for impar,

a) Seja,em um dado logar, o numero dos i par, e representado
por 2n. Estes ¢ estarfio escriplos como se segue,

bads doda 3 de2vials § Pt i SN

Ora o numero dos signaes em B ¢ 2n- 2, os quaes dardo um pumero
total 2n 4- 1 de variagoes e permanencias ; mas como os signaes ex{remos
sdo 0s mesmos, o numero das variagdes serd par, e por consequencia ou
serd 2n, ou 2n—2, 20 —4&, ...... 0, que sdo os numeros pares
conlidos em 2n+ 1. Logo:

U'm numero par de | successivos pdde dar, quando muilo , tanias
variagdes quanlos sio os i, ou entdo duas, quatro, .. .. demenos.

b) Seja agora, n'outro logar , o numero dos i impar , e represen-
tado. por 2n 4 1. Estes i estarlio escriptos como se segue,

FRER e S L (&)

Ora o numero dos signses em (g') 6 2n-+ 3, os quaes dardo um numero
total 2n 42 de variacdes e permanencias ; mascomo os signaes extremos
slo differentes, o numero das variagdes serg impar, e por consequencia
ou serd 2n4-1, 00 2n—1, 2n—3, .... 1, que slo os numeros im-
pares contidos em 2n + 2. Logo:
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Um numero impar de i successivos pdde dar , quando muilo, tan-
tas variagdes, quantos sio i, ou entio duas, quairo, .... de menos.

Quer o numero dos i seja par, quer seja impar, vé-se por lanto,
que o introducgdo de uma raiz negativa real ndo da mais variagdes que o
numero dos i, isto é, mais variacdes dos que as que existiam no polyno-
mio Fz. Ora, como por outra parte, o produclo lem meis um termo do
que o polynomio, conclue-se que a raiz negativa produs, pelo menos,
mais uma permanencia.

Fica assim provada a 2." parte da regra enunciada, a saber, que
toda a equagdo completa, tem, quando muito, tanlas raizes negaliras
quantas sio as premanencias. Com effeito bastava que tivesse uma =0 d'es-
tas raizes de mais do que o numero das permanencias , para haver , pelo
menos, ama raiz negativa real . que niio teria introduzido permanencia,
o que nldo pode ser, como acaba de mostrar-se.

Se a equagho for incompleta , p6de esta iltima proposicdo nlio ter logar ;
por quanto, podendo esta circunstancia provir , como ja dissemos, de ser
nulla a somma dos termos dos productos parciaes correspondente a alguns
dos i, que tem entdo de supprimir-se, péde por.esse molivo acontecer,
que a raiz negotiva, longe de introduzir alguma permanencia, diminua
pelo contrario asque havia em Fz. N'este caso, paraque aregra se possa
applicar , ¢ necessario , afim de completar a equagdo , restabelecer os ter-
mos que faltam , offectando as polencias de x correspondentes com o coeffi-
ciente = 0.

Por exemplo na equaglio incompleta

z2'—bz"+8z2—6=0,

que tem duas raizes, uma positiva, outra megaliva , como nlo ha sendo
variagdes de signal , pareceria que ndo deveria haver nenhuma raiz nega-
tiva. Restabelecendo porém o termo em z°, vem

2' =02 —582+8z—6=0,

equaglo que encerra uma permanencia , quer se tome o coefficiente 0 com
o signal 4, quer se lome com o signsl —,

76. Designando por P o numero das raizes positivas, por p o das
permanencias, € por v 0 das variogdes, fica demonstrado que é
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{.° P=ow<v, 2° N=ou<p,

sendo N o numero das raizes negativas. Ora sendo todas as raizes reaes,
teremos, por isso que a proposta ¢ do grio n e tem a0 todo n 4 1 ter-
mos ,

P+N=n,n=p+v, P+ N=v+p.

Comparando P com v, consideremos as tres circunstancias , P>, ou<,ou=uv.
A 1.* ji se viu (1.°) que ndo podia ter logar; a 2." poderia dar-se, se
fosse por compensagdo N> p, oque tambem ndo péde ser (2.%); por con-
seguinle .

P=v,e N=p.

Logo, wuma equagdo cujas raizes sdo lodas reaes, ha precisa-
mente fanlas raizes positivas quantas variagdes, e tanlas negalivas quantas
permanencias.

77. A regra de Descartes serve , em muilos casos , para reconhe-
cer se uma equacdo lem raizes imaginarias , poupando-nos aos longos cal-
culos da equacdo &s differencas.

1.° Quando na equaglo fr=10 faltar um dos termos correspon=
dentes i pontencia i de x, completar-se-ha , como dissemos, accrescen=

centando o termo == 0.z ; e contar-se-hllo as variagdes e permanencias nos
: -1 i—$

dous casos de ser o coefficiente 0 e — 0. Se oslermos em & € &
tiverem signaes conlrarios , o numero das variagdes e permanencias serd o
mesmo em ambos o0s casos, e por isso pide assignar-se quel ¢ o maiot
uumero possivel de raizes positivas e negalivas: se porém liverem 0s mesmos
signaes, a contradicgdo a que ddo logar os dous resultados differentes ,
atlesta o existencia de raizes imaginirias, Assim na equagio incompleta
2* +2z—5 =0, que secompleta escrevendo z’== 0. &*+2z—5 =0,
temos n'um caso 2 permanencias ¢ uma variagdo, e n'outra 3 variacdes;
o que ¢ contradictorio.

Logo, quando falta um termo entre dous do mesmo signal, a proposia
{em raizes imaginarias.

2° Uma equagio em que faltam muilos lermos successivos ndo
péde ter as suas raizes reaes, Dedvz-se do theorema precedente.

3° Se, multiplicando o 1.° membro da proposta f2==0 por

16 .
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(z 4-a), pudermos delerminar a de maneira, que o numero das varia-
cdes do producto exceda em mais de uma unidade o das variagdes de fz,
ou que este producto tenha menos variacdes do que fx: a equagio pro-
posta lerd raizes imaginarias, Por que, se todas as raizes de [z ==0 fos-
sem reaes, esla equacdo teria tantas raizes positivas quanlas variacoes,
e por conseguinte a transformada fx(z +a)==0, deveria ter s6 uma
variagho mais do que a proposta, se a fusse positivo, e lanlas variacdes
como ‘ella, se fosse negativo.

Na equaclo @"— 3x°4 122 — % =0 as tres variocdes fazem pre=-
sur:ir a existencia de tres raizes posilivas, Multiplicando por =+ a, re-
sulta

2'+ (a—3) 2’+ (12— 3a) 2+ (120 — §) z — ba=0.

Pondoa == 3+, os quatro primeiros termos ficam positivos, e por conseguinte
a proposta teri duas raizes imaginariss.

4.° Mudando z em y+4h, e y'+ I, fr =0 transformar-se-ha em
Fy=0, e ®y' =0. Supponhamos que 5y’ tem de menos uma variagdo
que Fy. Para que islo acontega , quando forem reaes todos os valores de
@ , & necessario que Fy =0 tenha positiva uma das suas raizes «, a qual
corresponda a outra negaliva, ou—a', em ¢y’ =0; e sera enldo

g—ath=—a +h

Logo x terh uma raiz entre h e h'. Como isto acontece a respeito de to-
dos as variacdes que houver de menos em oy’ , x terd outras tantas raizes
entre h e h'; e por conseguinte, se pela theoria dos limites, se achar
que nllo existem todes estas raizes de x, concluiremos que a equacdo tem
raizes imaginaries,

Por exemplo, pondoz =y+2 ey'+-3, em 2’ =5z — 22 4-17=0,
vem as duas

v'+2' —6y+85=0,y' +8)"+y+2=0;

e como a 2.° tem de menos duas variacdes, pode presumir-seque ha na
proposta dous valores de x entre 2 e 3. Mas por uma parte, o limite
inferior de y (n.* 38) dd y>&; e por outra fazendo y' = —1y", o li=

1i
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mile inferior de y", day'>2, ou por ser y=y'+l=—y' 41,
y<t. E como os dous limites de y sio incompativeis , conclue-se que =
tem doas raizes imagindrias, Se os limites ndo fossem contradictorios , ainda
que se ficava na incerleza a respeito da existencia das duas raizes enlre
9 e 3, linha-se ao menos conseguido estreilar os seus limites.

5.° Se todas as raizes da equagdo fr==0 slo reaes , os quadrados
das suas differencas slo todos positivos , logo:

Para que wma equagdo [x =0 tenha todas as raizes reafs, ¢ ne-
cessario, que na equagio correspondente ao quadrado das differengas
ndo haja permanencias. :

78. Methodo de Fourier. Dada uma equaglo fz =0 do grio n,
tomem-se as suas derivadas successivas, e escrevam-se na ordem inversa
f@, fe=0 " [, [. Se em cada um d'estes polynomios sub-
stituirmos por & um numero a arbitrario, positivo ou negalivo, obter-
se-ha um resultado namerico com o signal 4+ ou —, Escrevam-se conse-
culivamenle, e por sua ordem, os signaes assim obtidos debaixo das
funcgdes correspondentes, formando-se -por -este modo uma lioha- de si-
gnaes que designaremos por A.

Tomando depois & ==b> a, forme-se, pelo mesmo theor , outra linha
de signaes , que se escreverfo debaixo dos precedentes, e cuja totalidade
designaremos por B, E assim por diante. .

Tracta-se de comparar as variagpdes de signaes n'estas diversas series.

Designemos por gz um polynemio d’estes qualquer.. Tomem-se por
« tres valores muito vizinhos a— &, a, a-+ §; ter-se-ha

o(a—=8) =98 —387a+1d¢"a—1d8%""a....
8 svpe (1)
ofa + 8)=rga+dpa+ 18 a 418 M.

Anilysemos os seguinles cosos:

1.° Suppondv que za ndo é nullo, como & se péde lornar tar pe-
queno como se quizer , poderemos lomal-o tal, que os tres resultados
tenham todos o signal de ga, visto que o 1.° termo se pode tomar maior
que 8 somma dos seguinles, que lem signol contririo. Logo, podere=
mos dar a x valores evescentes . que vao entre si differindo tam pouco,
que cada wma das funcoies (™, .. .. [, {'y [ conserve o seu primeiro
signal , em quante se nao lornar nulld. -

2. Se ga for nullo, isto &, se a for uma das raizes da equagle
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g2 =0, seri nullo o 1.° termo das series (1), e os resultados terdo os
signaes do termo seguinte == 37'a. Por conseguinte, em quanto for z<a,
o signal de gz & o mesmo do producto — 3xg'a, isto &, contrério ao
degla; as avessas, quando for 2> a, o signal & o de ¢'a; vindo por
este modo os dous resultados a ter signaes differentes. Logo, se alguma
d’estas funcgdes vier a passar por zero, mudard immediatamente de si-
gnal o resultado subsequente , que lhe ¢ respectivo.

Se pois nas funcgdes [, ... [, [, f, formos substituindo por z
valores -crescentes muito vizinhos, os signaes de cada uma permaneceriio
0s mesmos, alé se chegar a um valor x==a, que torne nulla alguma
d'estas funcgdes, que designaremos por o ; por que entio, sémente para
esta dltima , haverd mudanca de signal. N'este estado teremos uma d'es-
tas duas disposigdes

e W TR S Pl e

.r(a--....-.---i-—-}---n- v-°-+""_-0----p
z:a..........-l—ﬂ-i—..-.. t---+0—-o.-...
x>a-¢-!-.--li+++'l-ll o-c.++"'- ------ s

pelas quaes se vé, que se ¢x passar por zero, a varinglo que eristia,
correspondente a ' e 9, € substituida por uma permanencia. Os outros
signaes , correspondenles s oulras funcedes , ficam os mesmos antes e de-
pois de x =a.

Se os signaes da columna que fica 4 direitade o, forem os mesmos que
os de ¢', aserie queresulta de z<a, tem uma segunda variaclo, ao passo
que aque provém de x> a lem uma permanencia ; por conseguinte , n'esle
caso , desapparecerdo simultaneamente duas variagdes.

Porém se os signaes da mesma columna, que fica & direita de P
forem contrdrios aos de ¢, terd a 1.* serie uma variacio e uma perma-
nencia, e a 3." uma permanencia e uma variacio ; por onde se vé, que
n'este caso ndo desapparecerd variagio alguma, ¢ sémente a variagdo
mudard um logar para a esquerda.

Se x=a for uma raiz de fz=0, o que acabidmos de dizer s6
em parleseapplica & funcclo fz, por isso que ella ndo tem columna & direita.
Entao , na passagem de [x por zero, somente desapparecerd uma variagio.

Se passado o valor z==a, continuarmos a dar a z valores crescen-
tes muito proximos, conservar-se-ha anova serie de signaes, até appare-
cer alguma funcgdo que se lorne nulla. E assim por diante.
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3.> Se za e ¢'a forem conjunctamente nullos, isto &, se a for
ruiz das equagdes 9z =0 e 'z =0, enllo as series (I) tornam-se em

pla—8)=18""a—{38""a + cte.
pa=0 (2)
gla+3) =L8%"a+L89"a+ ele.

Como os resultados tem os signaes do 1.° termo dos desenvolvimen-
tos, isto &, 03 mesmos signaes que ¢"a tanto para x<a, como para x>a;
e como a ¢a carresponde Y S Yo ‘este caso a dapender tudo do n-
gnal de g"a. Porém ¢' e ¢" estlio nas mesmas circunstancias que ¢ e ¢'
no caso antecedente ; por quanto , sendo

daxd=9axdast+.c....=Fdla+......,

por ser p'a==0, terd o' um signal contririo ao de¢" , quando for z<a;
e terd ¢' o mesmo signal que 9", quando for x> a. Resultam por isso as
duas disposicdes seguintes:

£ snriin®l @ e ML s 8% U Besinrnscisiesss
z{ﬂ---..........-+—++ ae s san +_+"—.-t¢.oq-l
=0 .00vrsasravecs + 004 s bt S W=, T L Ve

x)ﬂ----..--.-----++++ LR +++_l-.li!lli

pelas quaes se v&, que as duas variagdes que havia no 1.° caso se tornam
no tltimo em permanencias; e que por isso, quando X ¢ g'x passam
conjunctamente por zero , perdem-se duas variagdes.

Aqui niio & necessario examinar quaes sdo os signaes das columnas
& direita de ¢, por quanto quer sejam positivos, quer negalivos , ndo
alteram , nos dous casos , a mudanca do numero das variagdes ou das per-
manencias.

Tam pouco péde ter logar a hypothese de ser fz=0; porque, de-
vendo entdo ser ltambem 'z = 0, teria [z raizes eguaes,-o que ndo ¢
pmirei por termos suposto [z ji desembaracada dos seus factores eguaes
n.° 50).

: l-?‘ Se tres fancgdes successivas ¢, ¢', ¢" forem nullas quando
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z==a, prova-se por um raciocinio idenlico, que, se for = < a, havera
% ou 3 variagdes, conforme o signal da columna seguinte: e, se for
z>a, baverd ou uma s6, ou nenhuma variacdo: de sirte que desappa-
recerdo % ou 2 variagdes.

@ ige" @9 @.ca0uf@,. . ..0" ‘P”i"‘?“”
x(ﬂ...-..--..-}--—--—l-——-—- -;--.on.--+_+—+o¢---
£=ﬂ...o..----+00 0—" ..... |c¢-|+0 0 0+l.-t.

z}ﬂl'rill..-l++++_ Oilt'.0.|-+++++--lll

5. Finalmente se o valor # =—a lornar nullas &, 5,.... func-
¢bes , os desenvolvimentos (1) perderdo outros tantos termos iniciaes , e o
1.° termo serd affectado do signal + quando o numero dos zeros for par ;
e dos signaes == quando o numero dos zeros for impar. Cada zero corres-
pondera a uma variagdo, quando for & < a; e auma permannecia, quando
for x> a: de sirte que as variagdes desapparecerdo sempre aos pares, Por
conseguinte , se for par o numero z de zeros consecutivos, desappare-
cero s variagdes; e se for zimpar , desaparecerdio z == 1, devendo escre-
ver-se 4, quando o signal que precede estes zeros ¢ o mesmo que o
que se lhes segue, e— no caso conlrério.

Suppondo dada , no seguinte exemplo , a serie media correspondente
a z==a, obtem-se as outras duas pelo processo seguinte, a que Fourier
deu o nome de regra do signal duplo. A primeira [érma-se assentando ,
por cima de cada zero, um signal contrario ao que lhe fica & esquerda ;
e a terceira, assentando por baixo decada zero o mesmo signal , que lhe
fica tambem & esquerda. Por este modo apparecem tantas variacdes para
x < a, quantas permanencias para 2> a. Nas columnas onde nlo entram
zeros , conservam-se os signaes do serie media.

LG4 4 — = — b =+ 4 B.var,
r=a44+ 0000 ——000 ++
z>a+++++ + —— ——— + + 2 var.

N'esle exemplo, na passagem por z = a , desapparecem 6 variagdes.
79. Do que fica dito no 0.° precedente segue-se pois, que se der-
mos a x um valor «, d'onde resulte uma certa serie de signaes, e [izer-
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mos depois crescer z por gradagdes successivas : os resultados conservario
os mesmos signaes, em quanto se nlo chezar a am valor 2 =a, que
torne nulla alguma das funccdes [, . ... [, f', f. Se a funcglo que se
torna nulla for fz, o valor correspondente de z fard desapparecer uma sé
variaclo, Porém se, em vez d'ella, for nulla alguma das suas derivadas,
ou desapparecerdo duas variagdes, ou pelo menos uma passari um lo-
gor para a esquerda. Poderiam desapparecer 2, &, 6, .... .. variagdes
conjunctamente no caso de haver mais derivadas successivas tambem
nullas conjunclamente, Todas as veses que  passar pelos valores r, r/,
'y «.eev. das raizes de fe==0, as voriagdes desapporecerio uma a
uma, ao passo que as raizes das equagdes f'z=0, ['z=0,.... as
deixam subsistir, ou as fazem desapparecer 2 a 2, Em todo o caso, se
uma ves se perder wma variagio, ndo poderd (ornar @ apparecer nas
series resultantes de valores crescentes dados a x.

Nenhuma d'estas funcgdes ¢ péde passar por zero, sem que , substi-
tuindo n'ella, e na funcglo precedente 9', um numero pouco menor
que a raiz de g7 =0, apparecam resultados com signaes contrarios , por
modo que esta varia¢do se possa mudar n'uma permanencia logo depois de
passada esla raiz.

Como os 1.* termos dos polynomios /@), ... f", f', fsio altérnada-~
mente do grio par e impar, se fizermos x — — oo ou simplesmente
z=120 limite — ' das raizes negalivas de fz =0, f'=0,.. .. obte-
remos resultados com signaes alternadamente positivos e negativos, ou n
variagbes, por isso que em cada polynomio o 1.° termo serd maior que a
somma de todos os termos de signaes conlrarios.

Se fizermos porém = o, ou simplesmente == ao limite I/ das
raizes positivas , todos os resultados virlio com os signaes positivos, e s6
havera permanencias. Portanto , se dermos a z valores crescentes desde — I
até [, desapparecerdo todas as variagdes.

Reciprocamente se houver dous numeros — [' e [, d’'um dos quaes
resultem somente variagdes e do outro permanencias, poderemos concluir
que estes numeros sdo os limites de todas as raizes das equacdes fx=0,
f'2=0, ...... Porque, desendo qualquer raiz d'estas equagdes intro-
duzir permanencias , ou pelo menos madar o logar das variagdes , nenhum
numero que nlio estiver entre — ' e [ pdode produzir este effeito, E aqui
se nos offerece uma nova prova de que todo o numero [ que tornar posi-
tivos os polynomios f, f', f, ...... f® & limite superior das raizes da
equagio fz =0, vindo assim o theorema do pag. 71. a obler uma de-
monstraglio nova e mais extensa.

Represeatando por 2i o numero das raizes imaginarias de fe==0,
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serh n—2i o dos reaes que estlo comprehendidas entre—1'e [. Se
dermos a  valores crescenles muito vizinhos, entre estes limiles, as n
voriagdes da 1.* serie de signaes irdo desapparecendo alé & vltima. E
eomo as raizes reaes r, r', r', .... .. [azem desapparecer as variagdes
uma a uma, desapparecerlo aos pares as oulras 2i variacdes, em conse-
quencia de se tornarem nullas as diversas derivadas [, f', "5 .o.0.s
Por meio d'estas substituigdes successivas vimos pois no conbecimento da
existencia das raizes reaes e do seu numero.

80. Do que fica dito péde deduzir-se, e com mais exlensio, a
Regra dos signaes de Descartes. Com effeito, fazendo £=0, a linha
dos signaes serd a mesma dos signaes successivos de [r; porque enldo
cada uma das funcgdes fica reduzida ao sen dltimo termo, a qual, se-
gundo ja se viu, é o producto por 1. 2. 3..,... dos coeflicientes res-
pectivos de fx tomados em ordem retrograda. Esto serie de signaes re-
sultantes de x =0 tleri pois as-mesmas variacdes e permanencias que
fz. Seja v o numero das primeiras, n—v o das segundas. Passando de
x=0 para x=1, a 1." serie perderi as suas v variagdes; e se a equaglo
fz =0 tiver todas as raizes reses, v d’ellas serdo positivas. Do mesmo
modo passando de — —I' para z=0, perder-se-hlio n—v variagdes , por
isso que a z=— [’ correspondem n variagdes; e haverd por lanton—v
raizes negalivas , isto ¢, tantas quanlas slo as permanencias que ha em
fx. Se a proposta tiver porém raizes imaginarias , es variagdes, que as
indicam , desapparecerdo aos pares. Logo:

Toda a equagiio que tiver todas as suas raizes reaes, lerd precisa-
mente tanlas variagdes quantas sdo asraizes positivas ; ¢ lanlas permanencias
quantas sio as raizes negativas («). E se tiver raizes imaginarias , terd
v— 2i raizes positivas, e p—2i' raizes negativas , sendo v o numero
das variagdes, e p o das permanencias do polynomio, i e i’ numeros
inteiros.

(s) Se em uma equapdo fx =10 faltar algum dos seus termos , ¢ os dous ler-
mos entre 0s quaes elle falta, tiverem o0s mesmos signaes , a equagdo ferd raises
. v

imaginarias. Porque se em fr houver dous termos seguidos gz —+ &2 iy

zermos =10 em(ludu as derivadas, a serie dos termos conseculives conterd

+ 0+, que di os signaes + 0 -+, caracler por onde se reconhece a existencia
=

das raizes imaginarias.
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81, Por este theor fica demonstrado que, se por 2 substituirmos
a eb em todas as funcgdes , e escrevermos os signaes dos resultados em
duas series correspondentes A e B, sendo a<b:

1.° Nao haverd nunca mais variagdes em B do que em A.

2.° Se o numero das variagdes for 0 mesmo em A e B, a pro-
posta nlio teré raizes entre a e b.

3.° Se houver em B duas variagdes de menos do que em A,
a prupostu ou tem duas raizes reaes entre a e b; ou em vez d'ellas, tem
duas imaginarias. No 1.° caso poderemos separar as raizes substituindo
numeros intermedios que facam desapparecer as variogdes uma a uma, o
que no 2.° caso se torna impralicavel.

5.° Se na serie B houver tres variagdes de menos que em A, ou
exislirio 3 raizes reaes enlre a e b, ou haverid uma s6, sendo as outras
duas imagindrias. Empregar-se-hlo processos especiaes para reconhecer
estas circunstancias.

E assim por diante.

6.° O valor de @ que, posto ndo seja raiz da equaclo fx=0,
faz perder duas variacdes, passando por augmentos continuos de a para
b, indica a exislencia de raizes imaginarios; torna nullas algumas deri-
vadas , quando os signaes da precedente e da seguinte sio os mesmos;
e pode tambem nnmqullnr conjunctamente duas d'estas funccdes successi-
vas. A equacdo fz =0 terd dous pores de raizes imaginérias, quando de-
sapparecerem % variagdes, por serem nullas 3 ou & “derivadas consecuti-
vas, Finalmente , suppondo sempre que as substituigdes se fazem por augmen~
tos continuos , haverf na'equaglo tantos pares de raizes imaginarias , quan-
tas forem as vezes que se perderem duas variagdes.

82. Como a substituicho de numeros rigorosamente cootinuos ndo
¢ realisavel , practicaremos como se segue:

1.° Substituir-se-hao arbitrariamente quaesquer numeros tomados
entre um numero ', d'onde resultem somenle variacdes, e entre outro I,
d’onde sé resultem permanencias: estes numeros I' ¢ [, como ja dissemos ,
serlo os limiles entre os quaes estdo comprehendidas as raizes. Apezar
de se tomarem grandes intervallos , aconlece muitas vezes que entre os nu-
meros assim substituidos arbitrariamente nlio existem raizes , e & entio
necessario tomar intervallos ainda maiores , empregando tentativas que nos
dispensem de célculos inuteis.

2.° Qunndn ovalor z ==a der na serie A dos signaes um ou muitos
zeros successivos , formar-se-hio as series correspondentesaa —3§ ,eaa+3§,
pela regra dos signaei duplos (pag. 126); comparar-se-ha a 1." com a se-
rie que precede A a fim de achor as rai:ie; <a; e a2."com a que se segue
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aA,o fim deachar asraizes > a; finalmente comparar-se-hlio as duas se-
ries correspondentes a a—3& e a4+ &, a fim de achar as raizes imagi-
nérias, que sdo indicadas pelo numero par de variagdes , que desappare=
cem na passagem d'uma para oulra.

Ex.” 1.° Da equacio fr=2z'+2z4+1=0, que di f'=5z"'+1,
Pe=S08", T, 0 25 resulta o seguinte quadro, no qual se fez uso da re-
gra do signal duplo relativamente aos termos nullos da serie correspon-

dente a 2=0:
f‘l’ftffl!lr”ff
=1 .00s 4 = =g —b vari

— e — 1
2= O0....40 00 4+ 4 on 0 vari.

-+ =+ +

Vé-se poreste quadro, queexiste umaraizrealentre—1e0, eque as 4
variagdes que desapporeceram desdex <0 alé x> 0 indicam a existencia de
4 raizes imagiohrias. A curva que representa a equaglo y =z € a de
fig. 12.

Ex.’ 2.° Da equagio fr=2z"—42"—32423=0, que di

f"mmix‘—-iﬂ.ﬂ'-—:i,f"=123"a—2‘i"”---“ .o

resulta o quadro
e e e I
e
2=0...... o —0— 42 ou 4 vari.

i A SF A +0—_—+2Wi.
-

2=200vces s ++ 0— 42 vari.
-

x=3.--.-- .+++—_i ctll'i.

xﬂl.-.. ] -++++ + 0 t‘-ﬂ!‘f-
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As duas variacdes que desapparecem desde x <0 até z> 0 indicam
a existencia de 2 raizes imaginarias; 0s zeros que seenconlram nas series
correspondentes a z =1, e =2 nllo fazem desopparecer nenhuma va-
riagdo, porque cada um dos zeros fica entre dous signaes differentes. Além
disto ha uma raiz entre 2 e 3, e outra entre 3 e &, &s quaes applica~
remos os methodos de approximaciio. A curva correspondente a esla equa¢lio
y==[x & representada na fig. 20 por MOM',

83. Se entre os dous numeros a e b existir apenas uma raiz, ha-
vendo por conseguinte a perda de uma s6 variagho de A para B, pode-
mos applicar a esta roiz o methodo de approximaglo de Newton; tendo
porém cuidado de satisfazer primeiro &s condigdes preseriplas naquelle me-
thodo (pag. 110.), de que [’ e f" ndo mudem da signal de a oté b, o
que equival a ser a dltima variaclo perdida precisamente na dllima co-
lumna [, Entio todos os signaes de A e B slo os mesmos, exceplo o
ultimo, No ex.” precedente tem isto logar entre 2 e 3.

Se a variagho desapparecer porém antes do dltimo lermo das series,
[' e " ndo satisflardo & condigdo exigida ; e enldo serd necessario substi-
tuir pumeros intermedios entre a e b, para que, esireitado o espago que
contém a raiz, ndo hoja n'elle nem inflexdo nem tangente horizontal &
curva y = fr, e recaiimos no 1.° caso.

Assim no fllimo exemplo, querendo approximar-nos da raiz que
fica entre 3 e %, como ha mudanca de signal em f'; e como resolvendo
a equagho fiz =10, se v& que ella tem s6 real uma raiz eotre 3 e 3,1:
devemos estreilar os limites de fx =0 eotre 3.1 e 4. Fazendo depois
=4, valor que di os mesmos signaes a [* e ", obteremos /"' =61,
f=11,5s=—002, ¢ #=23,8 na primeira approximaclo. Fazendo
depois =3,8, vem ['=43,208, [=0,6256, s=—0,01448.
d’onde finalmente resulta o novo valor mais approximado & = 3,78552;
E assim por diavle, sendo s a correclio dada pelo methodo de Newton.

8%. No caso de se perderem duas variacdes de A até B, compre

ainda indager, se ha com effeilo duas raizes entre a e b, Esta discussio
abranje tres casos.

Se, comparande da dircita para a esquerda os signaes correspon-
dentes das duas series, depararmos com dous signoes contrarios debaixo
da mesma funcclo , ahi serd uma variaclo substituida logo por uma per-
manencia , devendo mais adiante perder-se a segunda veriacdo. Se esta
perda tiver logar mes dltimos signaes, poderio dar-se os dous 1.
casos seguintes, n'um dos quaes smbas as variagdes se perdem uos tres
ultimos signaes; e ne oulro perde<se a 1." antes de [":
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1°caso (+) .. " f 2.° caso... finfrfif
E=f@ieies ++—.... +—+ 4 iaii F——
F=boesodt+—.. .o+ + 4 +4.o -+ + +

0 3.° caso sers aquelle em que ambas as variagles se perdem
antes dos tltimos signaes.

Consideremos estes tres casos na curva parabolica MOM' (fig. 19 e 20),
cuja equagio ¢ y==fx, e que esli comprehendida entre as abscissas
AP=a, AP'=).

1.° caso. Como ['a e f'b tem signaes contririos , e estas derivadas
representam os valores das tangenles dos angules T e T' que fazem com
o eixo dos z asrectas MT e M'T, que tocam a curva nos pontos M e M/,
cujos abscissas sdo a e b, vé-se que um d’estes angulos ¢ agudo para.o
eixo e o outro obtuso. Ecomo f'z ndo perde sendo uma variaglo, [z ==0
apenas terd umaraiz entre aeb, islo ¢, a curva y = fx lerd n'om ponlo
intermedio O uma s tangenle parallela aos x. Por outra parte "z ndo
perde variaglo, e conserva n'este intervallo o signal positivo; o que indica
que a curva é concava para a parte superior (n.° 59.) As fig. 19 e 20
representam a forma d'esta porglio do arco , sendo O o ponlo em que [’z
passa por zero, do posilivo.ao negativo.

Se a curva corlar o eixo no intervallo PP' (fig. 20) terd duas raizes
reaes Ak e AL': oo caso contririo (fig. 19) estas raizes serio imagindrias ,
e as tangentes aos diversos pontos do arco MOM' se inclinarlio entlo cada
vez mais sobre o eixo de M para O, ponto em que se dia o parallelis-
mo, levantando-sp depois em sentido opposto para M'. A natureza concava
do arco, faz com que elle fique comprehendido no angulo formado pelas
suas tangentes em M e M’ Ve-se pois que se overtice B (lig, 19) d'este
angulo ficar para a parte de cima do eixo, a curva ndo poderi corlal-o;
e as raizes entre P e P! serlio com certeza imaginirias,

Mas as subtangentes em M e M' sio

B £0. 0 n & ¥ b,
P 5 i ccorpe 1P e )

(+) Pdéde acontecer que os signaes de fa e fb sejam conjunctamente nega-
tivos, isto é, contrarios dquelles que aqui indicimos: este caso porém nio
exige um exame especial , bastara fazer girar afig. 19 e 20 de maneira que estas
figuras fiquem , por meio de uma revolugio em volla do eixo dosa , para a parte
debaixo, e entio tudo ¢& similbanle ao que fica exposio no Lexto.
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das quaes a 1." & posiliva porque f'a tem o signal — , e a 2.* negativa,
Logo, abstrahindo dos signaes, se uma das sublangentes, ou a somma
das duas , egualar , ou exceder , ointervallo b—a , as duas raizes pre-
sumidas serdo imagindrias.

Nio tendo logar esta circunstancia, haverd incerteza a respeito da
natureza das raizes, que entdo poderdo ser reaes ou imagindrias, por isso
que a curva, entre P e P!, péde ou cortar o eixo, ou ndio o encontrar ;
e nesse caso praclicaremos de uma das seguintes maneiras.

Consideraremos os limites a e b como muito desviados para a soluclo
da questdo, e tomando por isso em vez de z um numero qualquer inter-
medio @', veremos se a serie dos signaes , comparada com A ¢ B, faz
desapparecer as variacdes uma a uma; porque entdo haverd duas raizes
reaes, uma enlre @ e a', e a outra entre a' e b. E se as duss variacdes
se perderem ainda entre a e a', calcularemos a subtangente correspon-
dente & x==a', o fim de verificarmos se a regra precedente tem logar.

Ou entdo practicaremos , como se ji estivesse decidido que as raizes
intermedias sdo reaes, e quizessemos approximal-as cada vez mais pelo
methodo de Newton; por que nesse caso viriamos a obter duas novas
subtangentes, cuja somma poderia exceder b — a.

E como ao passo que nos approximimos do minimo correspondente
ao ponto O, as tangentes tendem a tornar-se parallelas ao eixo, e co-
mecam as subtangentes a ser muito grandes , podemos por meio d'esta cir-
cunstancia verificar a regra de cima. Se os raizes forem imagindrias, de-
pressa se vird nesse conhecimento pelo valor das subtangentes> b — a.

Pelo coutrério, se as raizes sdo reaes, as tangenles ndlo augmentam
indefinidamente , os valores de & comecam a convergir pora dous termos
que sdo as raizes pedidas Ak e AK'; e com facilidade se achard um va-
lor medio, que, substituido por x, separe estas duas raizes.

2.° caso. Como fa e ["a tem signaes contrarios, e f"" perde uma
variacio, a equaclo ['z==0 terh uma raiz entre a e b. Sendo entdo
f"z e [Vb de signaescontririos, e passando [i'z por zero n’este intervallo,
o arco serh convexo para a parte superior em m (fig. 19) no 1.° limite
Ap=a, c concavo no 2.° APr=»~, havendo no mesmo intervallo um
ponto d'inflexdio I, cuja abscissa Ag ¢ a raiz de ['z==0. Por meio das
tangentes nlio podemos resolver a difficuldade , porque a tangente m¢ nlio
pode satisfazer as condigdes prescriptas, Cumpre por isso estreitar primeiro
o intervallo, a fim de que a inflexdo ndo fique n'elle comprehendida; o
que se consegue substiluindo por z outro valer intermedio o', condus
cenle ao fim proposto. Feito isto a questdo fica reduzida 4 do 1.° caso.

Se a curva tivesse a figura MIM (fig. 5), na qual a ioflexdo esté
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precisamente no ponto em que a tangente ¢ horizontal , nio seria possivel
estreilar o intervallo de modo, que se evitasse, que as derivadas f” ndio
livessem signaes contririos. Porém eomo entdo [’ e [ sdo conjunctamente nul-
los , as equagdes ['#==0 e "z =0 teriam uma raiz commum ; e esta-
riamos em um dos casos dos raizes eguaes. As raizes procurados seriam imagi-
nirias, excepto se o ponto I de inflexdo coincidisse com o da seccio da
curva com o €ixo, caso em que seria fambem fr==0, e em que a pro-
posta leria por conseguinle raizes eguaes,

3.” Caso. Se a comparagho dos series A e B manifestar a perda
das duas variagdes, antes de chegar 4 iltima eolamna , @ se a variaglo
desapparecer , por ex.’, desde /"', devemos tractar a equagdo "z =0, e
indagar se tem duas raizes entre @ e b. Se .as ndo tiver , a equaglo [''z=0,
terd tambem duas raizes imaginarias indicadas pelas duas variagdes per-
didas; por quanto, ndio podendo alangente aoarco da curva, cuja equacio
¢ y=/["z, toroar-se horizontal entre a e b por ndo ser [z nulla, o
arco ndo lerd maximo n'este intervallo. Do mesmo modo se reconhece,
que as equagdes [z =0 e fz=0 tem duas raizes tambem imaginarias
correspondentes,

Porém se f“£=0 tiver duas raizes reaes entre a e b, a carva
y =("x terd vesle intervallo duas tangentes horizontaes , e tomaré a forma
da fig- 21, appresentando duas ondulagdes, com um maximo e um mi-
nimo. O intervallo de a e b & entiio muito grande, e deve diminuir-se, até
que as inllexdes nlo sejam n'elle comprehendidas, e haja s6 um minimo,
Examinar-se-ha entdo se a equagdo /"2 =0 tem duas raizes reaes entre
os novos limites, mais estreitos, a e b, Indagar-se-ha depois se a curva
cuja equacio é y=={"z tem ou ndo duas seccoes com eixo; e o mesmo
a respeito da curva y=={x. Basta que as duas raizes procuradas sejam
imoginirias para uma das equagdes. ... ["z=0, f'z=0, flz=0,
para o serem tambem para as seguintes.

N'esla Lheoria suppomos szmpre que a equacho de que se tracta,
esti desembaracada das suas raizes eguaes, e por isso devemos primeiro ,
que tudo verificar se a equagdo [z = 0 tem ou ndo raizes d'esta especie.
Como porém a indagegdo das raizes eguaes demande um cileulo extenso
(n° 50), convem evital-o, e nldo o empregar sem que se torne neces
sario. £ esta uma das vantagens do methodo de Fourier, por que sendo
o caso das raizes eguaes excepcional , sémenle se entra na sua indagaglo ,
guando accidentalmente se torna indispensavel,

85. 56 nos resta agora vér, o que se deve practicar mos casos de
desspparecerem mais de duas variagdes de a alé b. Facilmente se compre-
hende quc, estreitandd estes limiles , as variagies desopparecerdo ou uma
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a uma, ou duas a duas, e assim voltaremos aos €asos ja tractados. Pode-
ria porém acontecer que para um valor de & entre a e b, muitas deriva-
das se tornassem nullas, e viriamos entlo a achar muitos zeros successi=
yos na serie dos signaes correspondentes a um numero intermedio a’, como
no caso da pag. 133 ; e entlo desapareceriam 4, 6, .. .... variagdes
ao mesmo tempo, as quaes indicariam a existencia de outras tantas raizes
imaginarias. Facilmente se reconhece este caso, porque estas derivadas
tem entdo factorescommuns, os quaes , egualados a zero, ddo o valor de
x que produz estes zeros successivos , € torna evidente a existencia das
raizes imagindrias.
86. Passemos a applicar estes principios a differentes exemplos.

I fm=z'—-5x+3,f=3x‘—5,f’=6x. f"'=8.
g W
ge==—=3..0s +—-+—3 vari.
—_2, .. == -I-?mri.

0.... + 0 — 4+ 2 vari.

=

+1.... +F=—=—1 vari,
+ 2.0 0o ++ + + 0 vari.

A equaclio proposta tem ftres raizes reaes entre— 3 e— 2;0el;1e2,
A curva ¢ representada pela fig. 11.

I fr=2"—a"+22—3, 1=32"—22+2, ele.

W)

ves + 4+ 4+ —1 vari.

2=0.... +— 4 —3 vari.
1.
Riee F 4+ F 4 0oan.

A proposta tem uma raiz entre { 2 ; procurando as que ficam entre O e 1
vé-se que slo imaginirias ; porque as duas variagdes perdem-se desde [,
e a equacliof' == 0 nlio tem raizes reaes. A curva ¢ representada na Gig. 12,




136 ALGEBRA SUPERIOR

L fr=2"'— 62" 4 402" + 602* — z—1.
g=—1.... +—~F —4 — 4 6 vari.
—05 .. +—+ 4 +— + 4 vari.

0.... +—0 + 4 —— 3 vari.
1....40—0 4 4+ + 2 vari.

%, e galunn & Wisa

3eeve + 4 4+ 4 4+ + + 0 vari.

Se omillissimos » == — 1, desapparecerio 3 variagdes de — 1 até 0, o
que mostra ser necessario tomar este intermedio,

Como o0s resultados zero ficam entre signaes contrarios , nada nos dizem
sobre a existencia das raizes imaginirias (pag. 129.). Ha uma raiz entre —
e0, eoutraentreOel; queslor =—0,13ex=10,12 .. Passemos 4s
outras quatro que se presumem entre—1 ¢ X , e entre 2 e 3. As duas variacdes
perdem-se desde '/, e por isso devemos fazer [z =0 : porém antes de
tudo é necessario averiguar se esta equagdo tem raizes eguaes, como na
verdade tem , por quanto

['=30(2"— 2z — 2, " =120 (& —1) (2" —22 — 2).

A curva cuja equaglo é y = /" toca o eixo no ponto que tem por ab-
scissas as roizes da equaglo o*— 22— 2==0, a saber, z=1=1" 3
(v. . 22), por causa das raizes duplas. Se empregassemos pois estes va~
lores dez para deduzirmos a serie de signoes d'estas [uncgdes, achariamos
dous zeros successivos, e por conseguinte pela regra dos signaes duplos
se veria que haviam de desapparecer duas variagdes, por mais vizinhos
das raizes que se tomassem os dous limites , o quaes ndo sendo communs
com fiz=0, provam que esta illima equaglo nio lem raizes reaes enlre
— 1 e—0,5, nem entre 2e3: logo a equaglo proposta estd no mesmo
caso.

IV. Para 2* —- 42’ + &* + 62+ 2=0, [ = ba’— 1227 ete.
Teme—i.... + =4 —+4& vari, '
D.... =~ 4 4 42 vari.
1.... 4+0—0 42 vari.
Barse b L — 1% vari,
Siiie + 4+ + +0 vari,
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Ha razlio para crer que as raizesentram aos paresentre 0 e —1, e entre
2 e 3. Procurando estas Gltimas , acha-se S, =3 ¢S, = —2., cujasomma
é¢ <1, e fica duvidosa aexistencia das duas raizes intermedias ; as roizes
approximadas sio =2, e 2,8. Substituindo acha-se :

2=24%.... + 4+ 4+ —3,02% 40,0416
2,8.... + -+ + -+ 5,328 + 0,2976.

LogoS,=0,01,8,= —0,06, 2=2, 41 e =2,94. Como as subtangentes
longe de augmentarem , decrescem , approximando-se do minimo, 1é-se
que as raizes sdo reaes. Para separal-as, tome-se uma media tal , como

.T*==2,5.. L +++"-—"-‘

ficando assim postas em evidericia as duas raizes, &s quaes applicaremos
o methodo de approximacdo. As raizes entre 0 e — 1 tambem sio reaes,
As raizes da equaclo proposta sdo

z=1%V2=1+1451521...., e z=1=2=1"3=141,73205....

A curva y==/[x lem pouco mais ou menos a [érma da fig. 13.

87. Theorema de M. Sturm. Procede-se, pelo methodo do divisor
commum , 4 investigacdo dos factores eguaes de fa (n.° 47) tendo o cuidado
de mudar o signal dos restos consecutivos anles de se tomarem para di-
visores ; isto ¢, divide-se fx por [z ; depois f'z pelo primeiro resto
com o signal trocado; e assim por diante. Por este modo obter-se-ha
uma serie de polynomios de grios decrescentes, cada um dos quaes é
elternadamente dividendo e divisor , taes como (»)

(+) O mais longo de todos estes caleulos é o que dd o resto da divisio de
f=z por f'z; porém a nota da pag.85 d4 umaregra, pelaqual se abbrevia muite
esla operagio. 8
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Coda um d'estes termos ¢ o reslo, com o signal trocado, que resulta da
divisio entre os dous termos que lhe ficam & esquerda; e o ullimo V ¢
um numero, quesempre serh dilferente de zero, se suppuzermos a equacio
fx=0 desembaracada das suas raizes eguaes (n.” 49,),

Substitua-se em todos estes polynomios por z um numero a qualquer,
e escrevom-se em linha os signaes successivos dos resultados que se obti-
verem ; faga-se 0 mesmo com oulro numero b, e assenlem-se os signaes
dos resultados em correspondencia com os primeiros. Posto isto, o theo-
rema, que se perlende demonstrar , enuncia-se assim :

Se for b> a a sequnda serie de signaes terd de menos tanlas varia-
¢des , quantas sao as raizes reaes da equagio fx==0, comprehendidas
enlre a ¢ b. Se as duas series tiverem um numero equal de variagdes ,
ndo haverd raiz alguma real entre estes dous numeros.

1.° Ja se demonstrou (pag. 123), que se fizermos crescer = por
augmenltos successivos de @ até b, qualquer dos polynomios ¢z dard re-
sultados do mesmo signal em quanto se ndo tornar nullo; porém que se
==« lornar gz =0, ¢z modard de signal; e que o signal de oz serd
conlririo ao de ¢'z em quanto for & <z, e serd o mesmo quando for z> a.

2.  Dous polynomios successivos (M) nao podem ser conjunctamente
nullos. Porque das tres funcgdes successivas Fzr, gz, ¢z, uma é divi-
dendo, outra divisor,* e a ultima resto com signal trocado, sendo por
is50

Fz=0Qx ¢z — {a.

Se houvesse pois um valor 2 =« que tornasse ¢a=vYa=0, tambem
seria Fa==0, isto é, tambem seria nullo o polynomio Fz que precede
oz, € sssim a respeito dosoulros successivamenteaté ["ze [z : d'onde se
segniria que fx teria factores eguaes, o que ¢ contra a nossa hypothese,
Do mesmo modo se ¢, que Fa=ga=0, daria a=0, e todas as
Tuncgdes seguinles seriam por conseguinte nullas , incluindo V, o que tam-
bem ndo pode ser,

3.° Todo o polynomio, que se tornar nullo, fica entre dous re-
sultados. de signaes contrarios, Porque se for ca=0, serd Fa = —{ua,
e os tres polynomios terdo os signaes 40 —, ou — 0 4. Se fizermos
pois crescer = de a alé b por augmentos conlinuos, a passagem por zero
de qualquer d’estes polynomios ndio alterard o numero das variagdes , porque
comparando as duas series antes e depois de x = a, vé-se que dio
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Vejamos porém o que a contece no Wtimo e no 1.° polynomio, os
quaes ndo ficam , como o0s oulros , entre dous signaes. Em quanto a V,
que é um numero, ndo muda nunca de signal. Em quanto a [z, ja sa=
bemos que se for fa =0, o signal de fir que era contrarioao de [’z quando
x <, se torna vo de [z, quando 2> @, e que por esle modo uma va-
riagdo se muda n'uma permanencia, :

Contlinuando a dar successivamente valores crescentes a §r, poderd
f'x virtambem a passar por zero e mudar de signal , sem que por iss0 se
altere o numero das variagdes , eomo ji se demonstrou. Tornando pois
fx e [x a ter signaes contrarios, poderd fr passar de nuvo por zero, e
fazer desapparecer uma nova variagio. E assim por diante.

Fica porlanto demonstrado o theorema , visto que o desapparecimento
das variagdes, de uma serie para outra, s6 pdéde provir de se tornar
fx=10, em consequencia de valores successivos dados a « desde a alé b.

Cumpre advertir, que podemos, sem allerar eslas consequencias,
multiplicar ou dividir qualquer dos polynomios por wm numero positivo ,
evitando assim por meio d'estes factores os coefficientes [raccionarios.

88. Passemos agora & applicacdo do theorema. Faca-se x =10 em
todos os polynomios (M), a fim de se obter para cada funcclo o signal
do seu Gltimo termo, e formar assim a serie correspondente. Faca-se de=
pois & = ao limite superior | das raizes positivas, o qual, como se sabe ,
di aos polynomios o signal do seu 1.” termo, como se se fizesse &= .
Faga-se depois x==ao limite—1I' das raizes negalivas, o qual dara os
mesmos Signaes que & =—=-— oo,

Contem-se depois as variagdes de cada uma das tres series resunllan=
tes ; e se vier algum resultado zero, substitua-se indefferentemente por
um dos signaes 4 ou— , ou nlio se attenda a elle, vislo que um zero
cahe sempre entre signaes conlrarivs. D'aqui se concluird que a proposta
fr =10 tem tantas raizes negalivas , quantas sdo as variacdes perdidas na
passagem de — 1" para O'; e lanlas positivas qnantas slo us variagdes per-
dides desde 0 alé L.

Para separar estas raizes umas das outras, substiluiremos os nume-
ros intermedios , que se irlo approximando alé que s veriocdes desappa-
ream uma a uma; e para se proceder com mais ordem , subslilua-se
por x primeiro zero, e depois numeros crescentes, lanto posilivos como
negativos , até se chegar &s series de signaes que coincidem com as cor-
respondentes a -+ oo € — oo ; Por que assim se manifeslardo por 81 MEsMOs
os dous limites das roizes, ,
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Ex.’ L fr=z"'"—2"4+22*—6x4+5=0, da
['=4x'— 32"+ 42— 6,— 132°+ 682: — 74,

— 792z 4+ 1141 |, 4 1892293,

2=0 ..., ==+ +2 vari.

.o .+ —— 442 vari.

... +4+4+—42 vari.

.ioi + 4 ——42 vari.

Nao ha raiz nenhuma negativa , nem>4%: e como emtodo este intervallo
se nlo perde nenhuma variagdo, as quatro raizes sdo imaginérias.

Il Ex®fr=2"+2"42s"42=0, di [' =B52'+32° L iz,
— & =3z —5 , —162"+72 —25 , —3z —19 +6400.
T=—4ee.e =t 4 — 4+ 3 vari.
—2.. . — =t 3 vari.
-1 +4+———+2 vari.
—0..00 +0—— =42 pari.
+1. e} 2 vari.

Nio podem haver raizes sendioentre — & e 4 1, e como s6 se perde uma
variagho , ha apenas uma raiz real, que fica entre—1e —2,

HL Ex’ fz=2'— 2’ 4+ 2°+ 62+ 2, d4
25" —6z'+2+3,62* — 100 —7,2—1, 4 12
' T=-—1.000 +—~~+4— 4 & vari.
0.... + 4+ —— +2 vari.
1.... 0 — 0 42 vari.
2. F—— 4 4 2 vari.
oo + + + 4 + 0 vari.

Ha dues raizes entre 0 e — 1, e duas entre 2 ¢ 3.
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Este theorema de M. Sturm é muito notavel e merece figurar nos Ele-
mentos d'Algebra. E evidente a analogia que tem com o de Fourier, e o
proprio auclor confessa que se serviu d'aquelle nas suas investigacdes. Com-
tudo este methodo ¢ incomplelo, porque ndo nos indica o meio de sepa-
ror uma das oulras as raizes que ndo se acham isoladas enlre os numeros
substituidos, sendo ainda necessario para isso recorrer a novas substitui-
¢des; nem tho pouco nos ensina a achar raizes cada vez mais approxi=
madas.

89. Methodo de M. Budan. Se na equacio fz=0 fizermos x —a-+-y,
a transformada , que facilmente se obtem pelo processo de pag. 59, terd
por incognila y = z—a. Do mesmo modo obteremos outras transformadas ,
cujas incognitas serdo s=2z —b, t=a—c, sendo a, b, ¢....quaes-
quer numeros crescentes, Estas transformadas podem facilmente deduzir-se
umas das oulras, pondo b=a+a, c=0b-+ 6, ....; e substituindo,
na 1.* transformada em y==x—a, por y a expresslo

y—a=z—(a+4a)=z—b=2zs;

depois n’esta Gltima por z a expressio
t—f=z— b+ E)=a—c=1;

e assim por diante.

Feilo isto , admittamos por um pouco que todas as raizes de fz=0
sdo reaes. Entiio , lanlo n'esta equacio, como nas transformedas, o nu-
mero das raizes positivas serd egual ao das voriacdes (n.° 76). Se em
fz =0 houver porém raizes entre 0 ¢ a, estas tornar-se-hiio negativas na
transformada em y == 2 —a, e em consequencia disto perder-se-hao tantas
variacdes na Gltima quantas forem as raizes, que ha na proposta, entre 0
e a. Assim, se a proposta e a transformada em z— a liverem o mesmo
numero de variagdes, olo haverd raiz alguma entre 0 e a; haverd uma
86, se a transformada perder uma variacio; 2,3, &, .... raizes, se
desapparecerem 2, 3, &.... variagdes. Pela mesma razio, pa trans-
formada em z==y—«, quantas forem as variacdes perdidas na pas-
sagem da tranformada em y pora a transformoda em z, tantas roizes
y havera entre 0 e «, isto &, tanlas raizes quantas sio as de fz =0 entre
aeb, porque b=a- «. E assim consecutivamente. Para obter o nu-
mero das raizes negativas , mudar-se-ha 2 em — z em fz =0, e ioyes=
tigar-se-ha o numero das raizes positivas da transformada.
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Mas se a proposta liver raizes imagindrins , estas consequencias nio
tem logar; @ por isso quando desapparecem duas variagdes péde entrar
em divida se esta perda édevida & existencia de duas raizes intermedias ,
ou se essas raizes sdo substituidas por duas imagindrios. A perda de tres
variagdes pde em divida se sdo lres, ou s6 uma , asraizes reaes; ete.

Segundo M. Budan, & necessario neste caso introduzir fracedes que
estreitem os intervallos, por mode que se possam separar as duas raizes
intermedias, quando existam ; oque se reconhece pela perda das variacdes
uma a uma. Se estas raizes forem muito proximas, de modo que, por
ex.”, 86 diffiram na 2.* decimal, sémente haverd certeza de as haver
separado, quando o iotervallo eatre os numeres 0, @, b, ¢, .... for de
uma cenlesima, Porém, ndo fellando no trebalho que dav estes cdleulos,
como a separagdo das raizes & impossivel , quando nlo existem , péde le-
var-se muito lenge, ¢ debalde, a approximacdo, sem haver um indicio
da nlo existencia das mesmas raizes. Ndo ¢ possivel destruir esta objecclo
contra o methodo, exceptuando slguns casos porticulares em que M. Budan
resolve a difficuldade, a qual fica em pé para todos os oulros casos; razio
porque este methodo ndo satisfaz geralmente,

Eis aqui como o seu auctor o applica & approximaglio das raizes, Ti-
ram-se, successivamente da equaglio fr==10 pelo processo da pag. 59,
todas as transformadas em z—1, 2—2, 2—3, .... alé se che-
gar a uma equaclo que tenha sémente signaes positivos; pelo namero
das variacdes perdidas sabe-se quantas raizes podem existir entre os nu-
meros 0, 1,2,3,...... d’onde se deduz o ioleiro contido em cada
uma d'ellas. Se a transformada em 2 —a Lliver zero por Gltimo termo,
x —a serd factor de fz (0.°27); equando muites dos tltimos termos das
transformadas forem nullos conjunctamente , a raiz a serd maultipla ; vindo
por este modo a reconhecer-se lodas as raizes inteiras eguaes e desiguaes.
Quando existirem estas raizes, dividir-se-ha [z por 2—a tantas vezes,
quantos. forem os Gllimos termos nullos, e depois: se applicars o methodo
a0 quocienle, a fim de ebter as raizes [raccionarios.

Designemos por (0), (1), (2), . ... as transformadas em 2 — 0,
=1, 2—2, elc.

Entdo na equagio 2" — 62"+ 162*— 28z 16 =0, teremos
(0).... 1 —6416—25 416
(1)e2ne 1 —24 &— 64 3
(e oi 1424 & 0 0
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Por onde se v&, que fr ¢ divisivel por (x— 2)*; e como o quociente &
(#—1)*+2(x—1)+ =0, equaglo cujas raizes slo, imaginirias ,
vd-se que a proposta s6 tem duas raizes eguaes, e ns outras imagindrias.

Na equagao z' — 8z’ — 16z — 2=0, limitando-nos &s trans-
formadas em que se perdem variagdes , que sdo as que basta tractar, te-
remos

0)eee:t 00— 8— 16—12 1 vari.
(3)eens 1412456+ 45—061 1 vari.
(oo 1+ 16488 4-176 + 52 0 vari.

Mudsudo z em —z (0).... 1 0— 84 16 —12 3 vari.
Moo 14+ 44— 24 45— 3 3 var.
(2)es.. 1+ 84164 16+ 4 O vari.

Onde se v¢ que ha uma raiz efitre 3 e 4; e que entre — 1 e— 2 po-
dem baver 3, ou talvez uma s6 real e duas imagindrias.

Conhecido o inleiro a de cada raiz, para achar o algarismo a' das
decimas , a" das centesimas, etc.: supponhdmos

x—ﬂ:-:—n ;t', x'-ﬂ'#ﬁ:ﬁ”, m"'—a":--‘l;a:'” 3 S0

o que dard
z=a+"% a + =sa" + elc.

@ ' 1000

Ora, sendo a o maior inteiro contidoem z, é z —a<l e z' <10;
sendo tambem a' o maior inteiro contido em 2!, éx' —a'<l , e 2/, <10;
e assim por diante. Logo todos os inteiros o, a”, a", ...... contidos
em z', 2, 2", .... sdo <10, e formam as letras successivas de dizima
no velor de z.

Depois de achar a tronsformada em # —a, que perde uma varia-
¢do, e faz conhecer o inteiro a da raiz, passar-se-ha & composiclo da
transformada em ', a qual se obtem, segundo se deduz da equaclo
z — a==+% z', multiplicando por 10°, 10", 10*,.... os respectivos
coefficientes da equacio em z — a. D’esta equaglio em z', se deduzirio
as transformadas em z' — 1, a' —2, ...., dasquaes aquella z'—a',
que perder uma variaglio, dari o algarismo @'< 10 das decimas. Multipli-
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cando de novo os coefficientes successivos da transformada em 2! — g por
10°% 10', 10% .. .... passaremos para a transflormada em z" , d'onde se
deduzirdo as transformadas em a''— 1, 2"— 2., .... das quaes aquella
@'l =—a'" que perder uma voriacdo dari o algarismos a'! <10 das centesi-
mas. E assim para as decimaes subsequentes.

Advirta-se que se, em vez de pararmos com o cileulo na transfor-
mada que da uma variaglo de menos, o conlinuassemos alé & transfor=
mada em &' — 10 =10 [z — (a + 1)], os coefficientes d'esta equaglio se-
riam os productos por 10° 10', 10% ...... doscoefficientes da trans-
formada em z—(a+1); e podemos por isso servir-nos deste meio para
prova da exactiddo dos calculos.

No ex.” precedente, supprimindo as transformadas inuleis , teremos
pera a raiz entre 3 e %

e em 2’ (0).... I 41204 4600 4 45090 — 510000
(6) .... 1 41454 6976-+113025 — 53184
(7) oot 4158 4+ 7415 127412 + 66961
(10) .... 1 -+ 160 + 8800 +176000 -+ 520000

D'aqui se conclue que 2' esta entre 6 e 7, logo 2=—23,6. A equacio
(10) sendo o mesmo que a equaclo (%) de cima, multiplicados os'seus
coefficientes por 10°, 10°, 10%,......, serve de prova aos calculos. Para
achar as centesimas das raizes, empregar-se-hia outra vez a equaglo (6),
multiplicando os seus coefficientes por aquelles factores, e viria a transfor-
mada em z" ete.

Por este processo se acharia z = 3,61578.

Do mesmo modo se acharia a raiz comprebendida entre — 1 ¢ — 2,
As oulras duas raizes sdo imagiodrias.

Este methodo de approximagio, posto que geral, & longo e menos
commodo que o0s outros, que por isso sio preleriveis. Emprega-se com
vanlagem para separar as raizes, quando se acham muitas comprehendi-
das entre dous inteiros successivos : porque entdo as variagdes que se per-
diam ao mesmo tempo na passagem de uma transformada para a seguinte ,
comecam a ndo desapparecer sendo uma depois d'outra, logo que se chega
& primeira letra de dizima que nlo é commum a estas raizes. Isto se vé no
ex.’ seguinte elc.

o' bt b2+ 6242 =0
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0).... 1-—44+ 14642 2 vari.
(oot 8 0—5 046 2 vari
2)eeei 1t 444+ 1— 642 2 vari.
(3)eeee 1 4841941242 0 vari.

!tludmtln.:em-—-o:r:_(ﬂ).... 1 +54+-1—64+2 2 pari.
(1)eeee 1 4841941242 0 vari.

Podem haver duas raizes entre 2 e 3, e outras duas entre 0 e — 1.
Para verificar eapproximar os seus valores, far-se-haz — 2 = L 2/, para
achar as raizes entre 2 e 3: e resultard

(0).... 1+404 100 — 600020000 2 vari.
(8).... 14564+ 676 —302k+ 416 2 vari.
(8).... 1460+ 850—1500— 1875 1 vari.
(7).c0. 146841234 —2182— 979 1 vari.
(8) ..o 1472+ 1445 4+ 5328 + 2976 O vari.

Existem por tanto duos raizes de z entre 2 ¢ 3, a saber 2 —=2,4 . . e 2 =—2,7.
Levaremos a approximagdo mais longe, partindo das equagdes (4) e (7);
e buscando primeiro as cenlesimas , depois as millesimas. . .. acharemos
z=2414.. ¢ 2,732.

Em quanto &s raizes que se presume existirem entre 0 ¢ — 1, tomare-
mos a equagdo (0) depois de haver mudado & em —  , e como accidental-
mente esla equaclo é a mesma que (3), e conduz 4s transformadas aci-
ma, a dizima é a mesma, e x=—0,5%.. ex=—=0,732.. ..

Veja-se a nola que termina a Algebra de M. Bourdon.

Raizes Imagindrias.

90. Sujeitando, por convenlio, os symbolos da f6rma a1 ' —1,
em que a e b designam quantidades reaes, as operagdes algebricas,
vamos mosirar que os resultados. podem sempre redusir-se d forma
a+ by ' —1, Com effeito:

19




146 ALGEBRA SUPERIOR.

(1] (a4bV =)+ (@+VV=D)=(a+a)+ (0 + )V
2] (a+bv=)—("+b vET)=(a—d)+ (b—0) v=;
(8] (a+bV=T) x(a'+b V=) =/(aa'— bb') + (ab'+ab)" =1 ;

0 a+bV—i (a4 bV)(a'=VV' 7)) aa'+ bV
a0V —1 @+ 0Vo)(@—bV—=1) d+b°

a'b—al/
tErrEr

O desenvolvimeoto da (a 4 §1/—1)", obtem-se pela [6rmula do bino-
mio, que di

(a+ bV TTp=ar (14 2V=) =a 145 2V

n (n—1) E_n(n—i}{n-—-E) _{;:.

B WGl O e By il

n (n—1)(n—2)(n—3) " .
KT Bl ?“""]'

e reunindo os termos affectos de V—1 ,

(a +W=1)

nn—1) ¥ n(@—1)(n=2)n—3) f;_elc]

=°'["'1.2 i T T Yoty

. b n(n—1)(n—2) &
“[%'E"'l. o He v
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Para obter o desenvolvimento de (@ — b}/ 7)" bastaré mudar b
em — b no resultado precedente ; vindo sémente por este motivo a haver
mudanga no signal do coefficiente de a» " —1, em cujos termos entra b
elevado a potencias impares. Se fizegmos pois

(=) B afp—1) (1—2)(n—3) b

F=l 9 2 a* 1. 2 . 3. 4 a' ity
~nbdb nn—1)(n—2) ¥
. e el bl
seré
T ) (EORER— (a+ 0V =if=p+qV =1,

[ﬁ] R e e [ﬂ—'-bV-_.—i}'.—_-p-—qV:_i.

Se nestas tltimas f6rmulas for n inteiro positivo, as series represen-
tadas por p e q serdo limitadas , e p e qquantidades fiitas. Se n for po-
rém pegativo ou [raccionario, as series serdo illimitadas.

Para reduzir a expressdo radical

Vaxbv_—g1

& forma p==qV —1, substituil-a-hemos pela potencia fraccionaria

(a=bV—i)", que se desenvolre do modo que acablimos de dizer. A

Algebra ndo fornece outro methodo geral para esta transformacdo; e sé

quando n for potencia de 2, se péde effectuar sem socorro das series.
Consideremos primeiro os dous radicaes do 2.° gréo

Va+blV —1e Va—blV .

Pondo k=VatbV—i+ Va—bdV_—1,....c... (a)

I =Va+ bV 1= Va—bF —1, ecoreees (b)
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teremos , elevando estas quantidades ao quadrado,
k'=2a+2Va’+bz.
-
I’=2%2a—2 V't b,

Qualquer que seja o signal de a , ovalor de k* & positivo; pelo contrario
o de I* ¢ semprc negalivo. D’estas egualdades tira-se

k=212 G l=V—2a+ 2V V1. .... (e)

Ora as equagies (a) e (b) dio

.".'—I.
2 »

Var by —;__ k-+!

2 o Vﬂ—hvrlg

substituindo pois por k e ! os valores (c), vem lralmente

’TJ Vaibl —1 = L V242V 7] T',f;;__!_ 3 V=212V i vV —Ii

— £ SR

8] Va—Wa=ivZaiW g p—iv—2ai2V g p VI
Se considerarmos agora as expressdes radicaes

i 8 Fib 15_______
VaEl —1, VA=W —1, Vaxil/ =, ele.,

nas quaes os indices das raizes sio] potencias de 2 : roconhacer-se-h1, que
ajextracglio de cada uma d'estas]raizes pide ser substituida por exira-
ccdes successivas da’ raiz quadrada; e por consequencia as formulas (7] e
[8], sendo-lhes applicadas repetidamente , reduzirdo por im estas espres=

soes & férma p = q v —1.
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Se no polynomio ka® 4 pz™ 4 .... fizermos z=a = bV —I1,
cada um dos termos desenvolvido terd a férma p %= q v —1, e por con-
seguinte tambem o polynomio terd a mesma [érma.

Effectusndo a multiplicacio de 3, 4, 5.... factores imaginarios

da férma a==b VY —1, obteremos tambem um producto das mesma
forma.

91. Sopponhimos que z=a-+ b V"1 ¢ uma das raizes da
equaglo fz = 0. Substituindo por z este valor na proposta , vird , pelo

que se acaba de ver, uma expressio da férma P - Q V—=1=0, a
qual s péde ser satigfeita pondo P=0, Q =0, visto que a parte real

ndo se pode destruir com a imagindria. Se tivessemos posto x=a—bv' —1
fx tornar-se-hia em P — QI 1 ; pois, segundo ji dissemos, s6 have-
ria mudaoga no valor Q, em que eotram as potencias impares de b, e
que por isso mudaria de signal. Mas como P e Q s3o nullos, a substi-
toicho d'este 2.° valor de z tornaria fz=10; e por isso os valores con-
jugados a = b /—1 slio ambos raizes da proposta , e [z & divisivel por
(z — a)*+ b*, producto dos dous factores do 1.° grio. Logo:

Se a-+b /1 for uma das raizes de {x=0, tambem 8 — by —1
oserd, ¢ a proposta terd um factor do 2.° grdo da [érma x*—2ax--a*4-b*.

92, Uma equagio de qualquer grio, com coefficientes reacs ou ima-
gindrios da forma a+b Y —1, tem sempre pelo menos uma raiz real
ou imagindria d'esta forma.

A demonstragio que deu Legendre d'este theorema (Theorie des
Nombres , I. pag. 175) & com pouca differenca a seguinte.

[. Comecemos por mostrar a verdade do theorema a respeito das
equacdes binomias '

z +=1=0, z = v =T=0.

1-* Qualquer que seja m, a equagdo @ —1=0 & evidenlemenle
salisfeita pelo valor x=1.

Se m & impar, -”-+ 1 = 0 sel-o-ha por x=— [ 14
2.° Sem épar, lerd af6rma m = 2°p , sendo p um numero impar ;
mas 2 # = (-c:)" ; se pudermos pois achar um valor de, real ou ima-

gindrio que salisfaga & equagdo a* = — 1, este valor verificara neces-
sariamente
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(a:" -)‘.:— 1, ou $-+ 1=0.

Ora da equaclo #*=—{ tira-se 2==1"—1, valor que, segundo se
viu na Arithmelica, se acha extrahindo n raizes quadradas successivas
a —1, Mas a primeira raiz é = /—1; e como a raiz quadrada de

uma expressio da forma a == V' —1 ¢ lambem desta forma , segue-se ,
que a raiz dogrio 2" de— 1, ainda ters a mesma [6rma; e que a equaglo
 +1=0 terbuma raiz da brmaa by 71, quando m for par,

3.° Se m ¢ impar terd a f6rma dn+ f ou 4n 1 3. Ora se elevar-

mos sucessivamente , 4 1.%, .*, 3.*. . .. potencia , a expressdo + V' —1,
acharemos periodicamente os seguintes valores

-I-l‘ -"'1’_1,_'._‘/':-‘-*—1'
donde se deduzem as quatro formulas seguintes :

(+ V—1fre=att, (+ V=i =4 vV,

(+V )P ], (+ V=V
Do mesmo modo se deduzem as quatro seguintes

(= V=i =41, (Ve ==V,

(—V b =i, (—Vp)ms — 4 VT,

Sendo pois

(—=VM)e+ = - v, (+¥ —1)e = VT,
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vé-sc que satisfaremos & proposta 2™ + V"1 =0, pondor=—F_1,

on :r:=.-:.+V-—-1 , conforme for m egual a 4n+4-1 ou a ¥n 4 3.

Se m for par, pondocomoacima m==2%, eraciocinando do mesmo
modo, acharemos que a equaclo a™ -} —1 =0 teri uma raiz da
forma a 4 bF” =7, se pudermos obter para = um valor da mesma [érma
que satisfaga & equacdo

P=—V_i,on =+V1,

conforme for p egual a 4n4 1 ou 4n - 3. Mas as raizes quadradas de

=V —1 sto da forma a+ 0V "7 ; Jogo tambem o serd a raiz do
grao 2° de ="—.

4° Pelo mesmo theor se mostrard que a equaglo z™ —V —1=0
tem uma raiz da forma a < bV "—1.

II. Passando agora a um polynomio qualquer fz=0, supponha-
mos que ndo tem raiz alguma da férma z=a b —1. Ponhamos
pois z=—a+ bV —1 4-a3, sendo & uma quantidade susceptivel de se tor-
par menor que qualquer quantidade assignavel , e zuma indeterminada, de
que 'podemos dispor convenientemente. Para effectuar a substituigdo d'este

valor de # oa proposta, mudaremos primeiro & em & +-h, o que dard
(0.° 31) '

It m
e+ e D g Ly,

e substituiremos depois & por a+ b/ —1, e h por az. O 1.° termo fz
tornar-se-ha, como ja vimos, em ¢+ dV—1, nlo podendo ¢ e d tor-
nar-se nullos, visto que a 4 b¥/—1 se suppde nlo ser raiz da proposta ;
algumas das derivadas de f podem ser nullas: Suppondo que /™ {a’.} éa
1. derivada que se ndo anmiquila pela substituicio de a +bF ' —1 em
vez de x, e designando por ¢'+ d'V/—1 o valor que toma entio o quoci-
ente d'esta derivada por 1.2.3...... m; teremos, representando por
P+Q1—1 aquillo em que se torna fz pela substituiglo de

z=a+W—1+a:z,

P+QV—1 =¢ + dV—1 4 (c'+ d'¥/'—1) a® z* 4 Ga™F g
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designondo , por simplilicagdo, por Ga™*+' 3"t a somma de todos os ler-
mos, em que «3 enire n'uma potencia superior a m.

Como z & indeterminado , podemos dar-lhe, como vimos acima, um

valor da forma a4 b1/ —1, talcomo z*==*=1, ¢ separando conjuncla-
ctamente as partes reaes e as imagindrias , vird

P=c¢=*+c¢oam + Gla=t |

Q=d = d'a" -+ Gr'a™+' ,

d’onde se deduz facilmente

P4 Q*==c"4- d'= 2(cc 4 dd') o™ + Kamt!,

ou antes
P+ Q' =c"+ d*+ | = 2(cc'+ dd)) + Ka|a™,
Como a se péde tornar tam pequeno como se quizer, ¢ evidente que
podemos dar a Ka um valor tal, que o signal da quantidade que ests entre
os colchetes, tenha o signal do 1.° termo == (c¢' + dd'). Logo tomando

aquelle dos signaes - ¢ — que for contririo ao do binomio cc' 4 dd', o
que equival a pir s™=+1, ou 3™ =—1, teremos

P+Q<e*+d

Se fosse cc’+ dd'== 0, comegariamos o mesmo edlcalo pondo 3"= =£p'—1,
o que daria

P=¢ 3 d'«" 4 G,o*

Q=d x c'a® 4 Gt ,
d'onde

P4 Qesctd = 2 (cd' —de') a4 K a™t+*,
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Pondo 5™ = + V'—1 ou z» = —}/—1 , conforme cd' — d¢’ fosse nega-
tivo ou positivo, poderiamos tomar , como em cima, « tam pequeno, que
tornasse negativa a somma de todos os termos que se seguem a ¢+ d*;
e teriamos ainda neste caso

P4+Q*<c*d%

Por outra parte tambem ndo poderia ser c¢d' —d¢’' nullo, por quanto,
como suppomos tambem c¢' 4 dd’' = 0, resultaria

(ec' 4 dd')*+ (cd' — dc')* =0,
ou

P b PP+ P+ B = (6 &) (¢ A7) =0
condiglio que exige, que sejo a0 mesmo tempo :
o ¢c=0, d=0,
o que ¢ contra a hypothese ;
ou =0, d=0,

¢ entdo seria f®(a+4 bV/'—1)=0, tambem contra o que suppuzemos.

Fica pois demonstrado , que seum valor a b1 —1 de =z, que re-
duz fr a ¢+ di"—1, ndo for reiz da equaglo fz =0, podemos sempre
achar outro valor ==a + b/ —1 + a3, tal, que dé a fr um désenvol-
vimento da férma P+ Q1 '— 1, sendo P* -+ Q® <c*4d*. Podemos depois
dar outro valor a # da mesma f6rma , d’onde resulte para fz um desenvol-
vimento P'4+-Q%/—1-, sendo P*+Q"”<P*4+Q" E assim por diante.

Vé-se pois, que o binomio essencialmente positivo P*- Q* péde ir
decrescendo por tal modo, que, chegue a0 minimo zero; e nesse estado
havérs um valor z=A + BV '—1, que, dando a fz o desenvolvimento
p+qV—1, etornando p*+ ¢*==0 e por conseguinte p=0¢ g=0,
serh por isso raiz da equagdo fr =0. Logo:

1.° A equagio fx =0 terd sempre uma raiz da férma a+bV'—1,
e por conseguinte outra da forma a —bV —1, ¢ um factor real do 2.°

20
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grdo da férma (x —=a)*4 b*. Com tudo se for b =0 a raiz serd real , ¢
ndo existird a sua conjugada.

2° Toda a equagio de grdo par pdde sempre ser decomposia em
factores reaes do 2.° grdo, O mesmo se dird das equagdes de grdo impar ,
tendo porém estas demais um factor binomio do 1.° grdo.

3.° Toda a funcgdo imagindria pide redusir-se d formaa = b/ —1 ;
por que egualando-a a z, poderemos por meio de transposigdes e eleva-
¢des a potencias, eliminar d'esta equaclo todos os radicaes, e chegar as-
sim a uma equacglio fz==0, cujas raizes da férma a == b} =1 serlo os
valores da funcglio proposta.

93. Vejamos agora a maneira de calcular as raizes imagindrias
contidos na equacdo fz =0,

1.° Substituindo na proposta por z ovalor a +b#/—1, obteremos
uma expressio da [orma P+ QV'—1 =0, daqual sededuz P=0 e Q=0.
Estes polynomios P e Q, obtem-se muito facilmente, como ji vimos,
desenvolvendo pela forma de Taylor (n.” 31) a expressio f(a+ bV "—1);

dﬂ'onde nos resultard , supprimindo o factor commum b de todos os termos
e Q, :

b" I b v o
Bl et el -

¥ b
fa—asleragas e — #=0.

Eliminando b* entre estas duas equagdes, viri uma equaclio em g, que
se tractard pelo processo da pag.77 , e daré todas as raizes commensura-
veis. Com estes valores de @ acharemos os correspondentes de b°, e final-
menle as roizes imaginarias da [6rma z=a=x=blK —1.

Por ex.” a equaglio

Tt = 32 = {22 4+ 40=0,

d
0' —38a* — 123 4 40 — (62 — 8) 1’ + b' = 0,

40" —6g —12 — Ja b’ =0,
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Eliminando b* vem a equaglo final
16a* = 2Aa* — 1810* = 36=0,

cujas raizes commensuraveis a=+2, a=—2, diob’=1, =48,
resultando por conseguinte z =2V —1 e z=—2=2V —1.
Assim a’ proposta terd a férma

(2 —2)+ 1] [(z + 2+ B)) = (a"— & + B)(a* -+ bz + 8).

2.° Quando a equagio final em @ nlo tem raiz commensuravel ,
esta theoria s6 di os valores de @ e b por approximagio.

N'este caso podemos spplicar o methodo de Newton (n.’ 69) para
obter resultados cada vez mais approximados. Assim tendo achado, pela
theoria precedente , os valores a e b de quaesquer numeros reaes compre-
hendidos entre os limites conhecidos das raizes, faremos x —a -+ bV —1,
o substituindo este valor em fix = 0, apparecerd uma expressio da forma
¢+ dV'— 1. Tomando depois uma quantidade y tam pequena, que pos-
sam desprezar-se sem erro sensivel os polencias superiores & mais baixa ;
e pondo z=a+4 bV —1+yem fo=0, vird uma expressio da [orma

flatdbV—1 +y)=c-+ AV —1 +y(d+ dV—=1)=0.

Tirando d"esta equaglo o valor de y , e substituindo-o em z-+-a-+b V—i+y,
teremos um valor de @ mais spproximado.
Com este 2.° valor de x procederemos do mesmo modo para obter
2." approximoclo. E assim por disnte.
Por ex.°, na equaglio
»

fe=0a"+22" =3z+2=0,

tome-se primeiro x =} (1 + ¥"—1), e resultard
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fr="1(1—/'—1).
Pondo depois
vem
=4V —t —y(1 = IV—1)=0;

d’onde se deduz :
y==0,094 0,051 —1.

Teremos pois na 1." approximagio
z=10,59 4 0,560"—1.
Pondo agora z=0,59 + 0,65V —1 +y,

resulta

—0,0009 + 0,0561/—1 =y (— 0,5032 + 4,047 1/ —1),

ou
0,2271 — 0,0245¢/—1
py 4 16, 6302 ==—0,0137 40,0015 ' —1,
e @ =0,5763 40,5515 1'—1.

E assim por diante.

Se no desenvolvimento de fx a potencia mais baixa de y ndo for
a primeira , deve entender-se a respeito de y‘ o que fica dito a respeito
de y, sendo ¢ o menor expoente de y. N'este caso seré necessario extra-
hir uma raiz do grio ¥. p
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111. RESOLUCAO DAS EQUACOES PARTICULARES.

Abaizamento das Equagdes.

94. Supponhamcs que duas equagies fx =0, ¢z = 0 tem as raizes
communs @, b, ¢, .. «--. Os factores x—a, z—b,z—¢......
tambem lhes serio communs, e o producto d’estes factores serd o maior
divisor commum entre fx e ¢x. Para obler pois aquellas raizes, procura-
remos o maior divisor commum D entre as duas [upccies, e resolvendo
a equacdo D=0, as suas raizes serlo as pedidas. Dividindo depois [z
por D, e designando por [,z o quociente , as outras raizes da equaglo fz =0
serdo as da equaglo fx =0,

Posto isto, vejamos por que maneira se péde abaizar o grdo de

uma equagdo

B by s ob iy o w28 ()

quando ¢ conhecida a relagio ¢ (x,x)=0 entre duas] das suas raizes
xe x.
Como z e ' sdo raizes da proposta, teremos as tres equagdes

[x=0, [z'=0,¢ (m,x']=0.

Tirando datllima equagio o valor de 2/, e substituindo-o na 2., ficario
as duas em &, que devem coexislir,

As raizes communs das equacdes (2) sio as raizes de (1), que satisfa-
zem & condi¢io dada ¢ (2,2') = 0. Procuremos pois o maior divisor com=
mum D entre o8 1.°* membros dos equacdes (2); as raizes communs
serdo contidas pa equacio D=0; e estas poderdo substituir-se em
9 (2,2")=0 para dar as outras da proposta, Dividindo depois fz pelo
producto de todos os factores correspondentes &s raizes acima achadas,
vird a equaglo final com o gréo abaixado.
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Por ex.’, suppondo que entre as duas raizes z e z' de
2 =37z —84i=0,
se da a relaglo 1 =&’ 4 2z, teremos as tres equacdes

@'—372—84=0, &' —387a'<=84=0, 1=u+2a,

das quaes resultam as duas
@'« e = 8h=0, 20"~ 32"~ 17# + 80=0,

que tem o divisor commum @ - 3, oqual egualado a zéro dé @ = — 3.
Esta raiz substituida na relagio 1 =o'+ 2z, da &' =7. Dividindo pois
a proposta por (24 3)(z—7), resulta a equaclio x +%=0, que di
a 3. niz za=—4,

95. Se em logar da relagio (2, ') ==0 entre duas das raizes,
fosse dada uma relagho entre um numero qualquer de raizes, deviamos
tractar cada uma destas como uma incognita distincta ; formar as equagdes
resultantes da sua substituicio na proposta ; junctar eslas novas equagdes 4s
que exprimem a relagdo dada; e eliminar depois todas as incogitas
excepto uma, que se conservari conjunctamente em duas das equacoes ,
as quaes por conseguinte admitlirio um divisor commum. Esle, segundo
0 grio de que for, fard conhecer uma ou wais raizes comprehendidas na
relagho dada,

96. Chamam-se eguagdes reciprocas, aquellas cujos termos equi-
distanles dos extremos tem o mesmo coefficiente, como

f.r:&km‘+p.r"’+q.1““—f—.. ceeres g pr+k=0.... (3)

Se a for umaraiz d'esta equaciio , tambem & o serd, por isso que substi-
o

tuindo os dous valores, e supprimindo os denominadores, apparecem 0s
mesmos resultados. Nestas equagdes pois as raizes vem conjugadas aos pa-
res com dous valores reciprocos, e d'ahi lhes provém o nome com que
costamam ser designadas. A propriedade que os caracteriza , exprime=se ana-
Iyticamente por meio da equagiio
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—)

‘Vejamos como n'estas equages se péde abaixar o seu grio; e considere=-
- mos os dous casos de serem ellas do gréo impar ou do gréo par.
1.° easo. Grio impar.Como o numero n 41 dos termos da equagdo
(3) ¢ par, o coefficiente do termo medio se repetird , e ovalor ¢ =—1
seri manifestamente raiz da equagdo. N'este caso—1 ¢ a unica das
raizes que nlio vem conjugada com outra reciproca , sendo ella mesma a
sua reciproca. Se dividirmos pois fx =0 por z 41 (pelo processo do n.°
27), e designarmos o quociente por Fr==0, esta equagio de grio par
serd tambem reciproca , per isso que as suas raizes o sdo. lsto mesmo se

1 : -
demonstra directamente ; por que , mudando » em — 08 equaglo identica

fr= (z +1) Fz , multiplicando por 2=, e attendendo a serfo::a:"f(%):
virh

fz=(% + I)I'F(Ti—)=(x+i)m"" F(—;—)
egualando as duas expressdes de fiz , deduz-se
Fo=a* F (-:-;)

que ¢ o caracter proprio das equagdes reeiprocas.
Assim a equaglio reciproca

325 — 102° 4227 + 132°% — 82° — 8z +132° 22 —102 + 3 =0,
dividida por (@ + 1), abaixa-se & equaglio tambem reciproca
3" — 132"+ 152" — 2’ — 62'— 22"+ 152*— 132 - 3=0.

2.° cas0, Grdo par. O coefficiente do termo medio P ndo se re-
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pete. Mudemos n em 2m na equaglio (3), e dividamos por z™. Reunindo
depois os termos de coefficientes eguaes, vira .

k(z™+2=") +p (" + =) 4 g (2™ 2 =) 4. .. .. P=0.

Supponhamos z ==z 4 z='; e eliminando x entre esta equagio ¢ a pro-
posta, virh a transformada em z; e depois de resolvida, acharemes
por meio da equagio

= mai (R ) oo v S s s v ()

Para fazer a eliminagiio ,.temm evidenlemente
(;r;‘-l 4 a;-(""'l}J (:E & x—l) =g 3 z— + ai=s i a—=ti=2) 3
d'onde se tira

LA pmm(o 4T ()

Fazendo successivamente i —=1,2, 3, 4,...... vem
x‘_f.,x—l::_ a:"-}-:c"’_——zz—ﬂ 3
o —=35"—3z 2t rte=st——b? ) 2,
x4 o= '—=13*' —Bz" + b3z &' =35 —6z'+9:*— 2,
etc.

Em geral cada uma d'estas expressies ¢ a somma das duas precedentes
mulliplicadas, a immediata por =, e a outra por — 1. Podemos pois de-
duzir a equagio geral

4~ =g —iz

i —3) ., ili—8)(i—8) _
e SRR v

i(i—8)(i—6)(i—7) |,
* 2. 3.4 I
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Qualquer dos termos T se deduz do precedente S por meio da relagdo

_ff—2h+ ) (i —2h 4 2) s,
h(t—h)s*

Te=

designando por h o pumero dos termos que precedem T. Ndo nos demo-
raremos com a demonstragiio d’esta theoria, que se funda nos mesmos prin-
cipios que as das series dos senos e cosenos d’arcos multiplos , de que adi-

anle nos occuparemos,
Vé-se pois, que, por este processo, as equagdes do grio2m ficam

abaixadas ao grao m.
Noex.” ji traclado , em que a proposta do grio 9.%, depois de abaixada

a0 8.°, &
3z' —13z" + 16z* — 22° — 62' — 22" +- 152" — 132+ 3 =0,
temos , que esta equagio se muda em
3(z* + a~4) —13 (2’ 2~%) + 15 (2°+ 2=°) —2 (2 + 2~') — 6 =0,
a qual se transforma em
3z' — 1354+ 32+ 37— 30=0,

cujos raizes slo z=1, 2, 3 ,—7; e d'onde se deduz depois
z=1%0, :(1=V—=3), +(3=V8),— L (BxV—11).

Equagdes binomias. Raizes da Unidade.

97. As equagdes binomias sdo todas asque podem reduzir-se & [6rma

==k, ma"TA=0,

sendo A uma quantidade qualquer conhecida e positiva.
21
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Consideremos primeiro as equagdes da férma a= = A. Pondo
k= y/A, o0 k*=A, vem a™— k= =0; e se fizermos 2 =hky , virh
y"—1=0. D'onde se v& que parn resolver a proposta , bastara resol-
ver a equacdo y" —1=10, e multiplicar por &k as raizes y obtidas. Assjm ,
para qualquer rais do grao m resultam m valores differentes , que se obtém

multiplicando a raiz arithmetica V'A pelas m raizes da unidade.
Por uma operagdo similhaote g™ =-—A se reduz a 2~ + k" =0,
e depois a y" +1=0. ,
Como y =1 salislaz 4 equaglo y=—1=0, dividomos esta por

y~— 1. Resullarh a seguinle equagdo reciproca, susceplivel de abaixa-
mento (0.° 96),

DA o et o TN +y+1i=0.... .54, (1

Se m for impar , como nemy™ — 1 =0, péde ter raires negativas , nem

a equagdo (1) as pode ter positivas, a proposta ndo terd mais do que uma
raiz real.

Se m for par, y===1 satisflaz & equacdo y*—1 =0, a qual ¢
divisivel por y* —1, dando em resultado (n.” 96)

P e +y*+1=0.

E como esta equaglio $6 tem expoentes pares e 0s termos todos positivos ,

ndo terd raizes posilivas nem negalivas; e por conseguinle a proposta s6
terh reaes as raizes y=—=z=1.

N'este coso, como é m=—2n, virh y** — l={(P—1) (y* 4+-1), e
a proposta partir-se-ha em duas.

Assim' y* — 1 ==(y — 1) (" +y+1)=0, d
y=1, y=—=1(1%=p—3)
A equaglo y*—1 =(y"— 1) (' +- 1) =0diy==t1, y==V —1.

98. Sea for uma das raizes da equacio y»— 1 =0, teremos a™=1 ,
e por conseguinte o = 1, sendo p um numero qualquer inteiro positivo ou
negativo. Temos pois que y = o” salislaztambem & proposta , isto &, que
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s¢ « for uma raiz , tambem o 0 serd. 1'isto resulta que serfio raizes da
equagio y* — 1 =0 todos os numeros da serie infinita

......ﬂ_“,ﬂ"a.ﬂ_‘,r',f, u‘]"l"’#llon-a {2)

1.° Se tomarmos p>m, dividindo por m, teremos p=rmq -1,
seado & <m; e §7d of =a™TH=0a" X wl==a, por ser a~ =1. Por
conseguinte , logo que p passar além de m, reproduzir-se-hdo o3 mesmos
valores pela mesma ordem; e o periodo reduzir-se-ha a :

(68> 8% 6% e raee @) ionesnspescrsnns . (3)

2.° Sep fornegativo, serd e P— "= > P==rele,, por ser a™=1
Podemos pois substituir pelo expoente — p aexpressio mk — p : por onde
se v que 0s expoentes negalivos reproduzem 08 mMEsmos NUMEros que o3
itivos, e na mesma ordem. Por conseguinte:
Os valores (2) sdo laes, que se tomarmos um & elles qualquer , e os
m —1 sequintes ou precedentes , formar-se-ha um periodo , que se reprodus
indefinidamente nos dous sentidos. Além d’'isto a equegldo o =af & salig-
feita nlo s6 quando p==g, mas ainda em alguns casos em que p e g slo

deseguacs; porque, dividindopor & , vem w>=7 —1==0. Para ser o =d
basta pois que « sejo raiz da equacdo y~7 — 1 =0.

99. Passemos agora a examinar, se 0s m lermos do periodo (3) sdo
com effeito deseguacs ; @ para isso vejomos se & possivel que seja of = a,
sendo p e g <m. Para que isto teoha logar & necessario, que a«, raiz da
equaglo y* —1=0, tambem o sejo de y* —1 =20, pondo p—g=n;
o que imporla, em que estas equigdes tenham um divisor commum, que,
egualado a zero, d& y=a. Busquemos este factor pelo methodo sabide
(Alg. EL n.° 109). Divida-se primeiro y™~* por y* — 1, e resultardo os restos

rq—',r-:.'_ll-l *wmw yl_!'

seodo i 0 excesso de m sdbre o maior multiplo de n que n'elles se con-

tém. Divida-se depois y*— 1 por este dltimo resto y' — 1, d'onde re-

sultard outro resto y' — 1, sendo I o excesso de n sébre o maior multi-

plo de i, que n'elle se contém ete. N'uma palavra, procede-se como se
emos o factor commum eotre m € n.

L
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1.° Se m for numero primo, o commum divisor enlre m e n sera
a unidade; e 0 de y— 1 e y*—1& y—1. Por conseguinte s6 o valor
a=1 péde tornar « »==a7; todos os termos do periodo sio desequaes ;
uma s raiz imagindria « di, pelas suas potencias a®, a’, «*.... a™ ou
1, todas as outras raizes.

2.° Semfor o producto de dous factores primos le h, ou m = lh:
ponhamos y'—1=0,4*—1=0, e sejom § e y as raizes d'eslas
equagdes, diflercates de -1, isto ¢, =1, y*==1. Teremos pois

r=yt=(y) =1, o =y =(Ey) =1;

e conseguintemente serdo £, v, €y raizes de y™—1==0. Por tanlo
(€', 6", €', ...... &) formario um periodo de [ termos distinetos; e
28 m potencias de £ nllo conterio mais do que ! numeros differentes , que em
@yes.. o~ €™ ) se repetirdo h vezes. Do mesmo modo se prova, que
em (y, y*, .... ™) havera [ periodos com h termos differentes.

Em quanto a (Ey, €% .... €*y™), vamos provar que formam
um periodo com m termos differentes , que s3o por conseguinle as m raizes
pedidas. Com effeito para que podesse ter logar a egualdade (Ey) = (67)",
ou (6 y=7 —1=0,seria necessario que £y fosse raiz commum a y*~7 —1=.0
e y"—1==0, equacdes que nio podem ter por factores senlio y=, ou
y*—1, por ser m==[h. Teriamos pois &4'=1, e por conseguinte

’-,r‘: 1, por ser&f=1; ecomo temos tambem ~("= 1, haveria entre [ ¢
houtro factor além da unidade, o que & contra a hypothese. Logo se to-
marmos & = gy, o periodo serd (&', &, &'y 4w .. &™), € lodos 0s seus
m termos serdo dilferentes.

Como temos £'=v"==1, vé-se que podemos abaixar em &y o
expoente p alé ser menor do que [ relalivamente o £, ¢ menor do que
h relativamente a y, tirando de p todos os multiplos de ! ou h. D'esle
modo £'y° representa o lermo geral do periodo das raizes, sendo b e y
os restos da.divisdo de p por l e h.

Logo para obler, no caso de que se tracta, todas as raizes dey™ —1=0,
buscar-se-ha 6 & y, isto ¢, uma das roizes, differentes de -1, das
equagdes yi—1=0 e y* — 1 =0; depois formar-se-ha £*y* tomando
por b e ¢ todas s combinagdes dos numeros, de 1 até ! para b, e de 1
até h pora c.

Quando for [ =2, tomar-se-ha £ =— {.

3.° Se m for o producto | hi detres numeros primos , provar-se-ha
do mesmo modo, que devemos por y'—1=0, y*—1=0, ¢ —1=0,
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e busear paracada uma d'estas equacdes uma raiz dilferente de + 1. Com
o produclo £y d'eslas tres raizes formaremos depois as quantidades £%y°3¢,
sendo b, ¢, d as combinacdes dos numeros 1, 2, 3...... alé 1, 4, i.
E assim a respeito de maior numero de faclores primos.
4.° Se o expoente m tiver a firma h' , sendo h um numero primo ,
raciocinaremos como no seguinle ex.”, em que se pedem as raizes da
equaglo

[]

93‘—1=y' —1=0.

Ponba-sey’ — 1 =0, e seja 8 uma raiz imagioaria d’esla cquagdo, Extra-

hindo-lhe as raizes 1.", 3.%, 9" e 27", isto é, formando as expressies

3
b, 70, I,?”B : I;E"J , teremos obtido outras tantas solugdes da proposta , por

que ¢ 6°=1, e g mmprehend; todas as potencias de 4° até -:.' ordem.
Pela mesma raziio o prodocto 0. 170 lf'ﬂ . V?u = a seraraiz dey —1=0.

Ora a, o &% .. .... a'' sdoquantidades todas differentes, porque alias
« seria uma raiz commum a §'' —1=0 e y — 1 =0, o que suppie
a existencia de um lactor commum entre estas equacdes, que pdo pode ser
outro sendoy’— 1 ==0; eentdo, sendo «raiz d'esta altima equacio, serd

3

e’ =1, ou 0’ ‘J.Vﬁ-Vgﬁ =1{. Elevando & 9.° potencia, viria 9 =1,
contra a hypothese. Logo «, a*, «’,...... a"" sdo as 81 raizes da pro-
osta.

y Em geral para resolver y™® — 1 =0 quando for m=1*, faca-se
" —1=0; e buscando uma raiz § d'esta equagdo , dilferente de -1,
extroiam-se-lhe as diflerentes raizes, cujos grios i sejom determinados
por i==h" h'h*.. S oo =1, de modo que se formem os k resultados

i

€3 Ysasee«s designados por 170. Todos elles serdoraizes dey™ —1=0,
bem como o seu producto a =¢€y3.... ; e ostermos @, «*, 2*.... a™
serdo as m raizes procuradas.

5.°  Se form ==J*{, teremos de resolver as duas equacdes y*—1=0,
y — 1 ==0; depois multiplicar entre si todas as raizes d’estas equagdes ,
e egualar o producto a «. Sejam € e + as raizes, differentes de 1, de
cada uma das equacdes; e faca-se

& & L [} t i
BI =VG-. G,i:Vg’ E!'JI =VE”, e TI‘= VT' 1.I'!= VT"T'"=VT”l e

Teremos
¢=gIGJ-6"0 LR R XT-T'.T"- -----

e s

—
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Ex.® I Na equaglio

figa-se y—1=0, y'—1=0;
teromos E=—1, y=—1(1+V=3);
depois a=3(1+1—3), a®=2(—14+V—3), a’=—1, elc.
e y=z=1, ;(=V—3),—1(1 =p'=3)
Ex° II. Na equacdo

yil_t=y‘xl_1:o’

faga-se y‘-—-l:y‘:——1=0,y'—-!=ﬂ;
teremos E=—1x1/—1, T='—%“ +V""'"3}TF
donde a=;: (V' —1—V3), *=L{(1—=V'—3), ' =V"—1, etc.
e por conseguinte
y=%1, =V —1, =11 = =3), =LV —1 =1 3)

100. Como y=—=a,a",a"...., teremos em virtude da equa-
¢io (1) do n.° 97.

{+ata’. . 4a™'=0, 14+a"ta's. 4 ==2=0, 1+ a'}a'+.. =0,

ou S B B 000, =85§=0,8=m,




ALGEBRA SUPERIOR. 167

desigoando por S, a somma des potencias k de todas as raizes, sendo k
um inteiro ndo divisivel por m, S, ¢ a somma de todas as equacdes.

101, Temos tractado até aqui de resolver a equaclio y» —1 =0
no caso de ser m numero primo, ou producto de numeros primos. Pas-
saremos agora & resolugiio completa das equagdes da forma y™ =1 = 0,
servindo-nos das linhas trigonometricas , e remettendo o leitor , para maio-
res individuagdes, & nota XIV da Resol. num. des equat.

Ji vimos (Geom. An. n.° 209) que, se fizermos cos £ ==p , cada um dos
cosenos successivos dos arcos 2z , 3z, 4@, ...... se obtém multipli-
cando os dous precedentes por 2p e— 1, e sommondo-os depois. Para

tornar mais evidente a lei que seguem os resultados, empreguemos o se-
guinte artificio.

Faga-se 2e0S T =Y+ Y secreccaracscsass (1)

da lei indicada segue-se, que, para obter cos 2z, devemos multiplicar

cosT 5 Ut (y+y—') , pory4y~* =2cosx =2p, e subtrahir cos 0z =1.
Por este modo , acha-se

e pelo mesmo theor
2cos 3z=y"+y3,
2eos bz =y' +y™,

asgasm rerRsianes

Mostremos que os resultados seguintes procedem na mesma lei, fazendo
ver, que se ella se verificar a respeito de dous gréos consecutivos m —2,
m— 1, terd logar tambem para o grio m. Com effeito, sendo

2008 (1 — ) 0 = 7= -y, 2 eos (m— 1) &=y 4y,
se multiplicarmos a 2.* equaglo por y +y~= , e subtrahirmos a 1.7, yiré

eI ME=Y"FY ™ e ccrrrrrrseces (2)
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Das equagdes (1) e (2) deduzem-se respectivamente (.
y'—2ycosz+1=0, " — 2" cosmz 1+ {=0..,... (3).

Se cos z for conhecido , teremos, por meio d'estas equacdes, y e de-
pois cos mz. Podemos pois, usando d'ellas, e sem passar pelos valores
intermedios cos 3z, cos dx, vo... . achar o termo geral cos mx da
serie dos cosenos; e alé poderiamos servir-nos d'estas equacdes para o
construcgido das laboas; mas o caleulo viria complicade com imaginarios.

Suppondo formadas as laboas dos senos , se procurarmos n'ellas os valo-
res de cosx e cosmz, e os subslituirmos mas equagdes (3), s6 n'ellas
entrard-a incognila y, devendo ler por isso uma raiz commum y=ea E
como cstas equacdes S3o reciprocas, concluiremos tambem , que havers

outra raiz y —=-—; e havendo assim entrc as mesmas equacdes duas raizes
o

(+) Resolvendo as equacies (3), acha-se

Yy==c0sZ +se0@ /=1,y = cosmz -+ senmey—1:

d’onde ‘se deduz

(emuismm'-—-l)-=cmm:+sm"u'—-t sscasnnsnsa. (a)

Sem for negativo , ainda esta {6mula terd logar ; porque (cos® + sen @y —1)
reduz-se a

1 i

(cos & <+ senz,!—-i}- Cus M - sen mz /—1

on , multiplicando os dous termos da Gltima fraccio por (cos ma — sen ma v—1)

—m__ COS mT— sen mx /—1
cos* mz -+ sen’ mx

(cos &+ senx y—)1

== €08 (— ma) - sen (— mz) y—1.
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communs, a 1.* serd divisor da 2.%. Logo, suppondo mz =9, é neces-
sario, qualquer que seja o, que

? s
Yy —2y cos(?)-{-idmday“-—_ﬁg"cm?-i-i e )]

Se m for fraccionario, e da frma—, sendo m um inteiro posilivo on ne-
m
n 1

m
galivo: (cos £+ sen x4 —1) reduzir-se-ha a (cos nz -+ sen nz J—l).

expressioque vamos ver se é oundo possivel reduzir 4 forma (cos z -+ sen z y—1).
Se ¢ possivel , leremos

cos T -+ senney'—1 =cosms 4 senmz y—1 ,

de maneiraque nr ¢ mz deverio ter o mesmo seno ¢ o mesmo coseno. Isto exige
que seja

nr + 2%
m: —ne=2%kz, on z_—...-..—_.__:;
: m
logo o
g -+ = nz -+ =

(c08 &+ sen & y—1) _—-..ccsﬂj_;'—- +sen—:—-—-v‘—l. |

Vé-se pois que a formula {a) ndo & verdadeira no caso do expoente [raccionario. |
Advertindo porém , que é

ne -+ nr -+

cos “+sen ———/ —1
m

_—-..(cg.g _“14- senf— a,-’-—t)(cufg—+senm-—* Vv —1)
m m

n
concluiremos , que ainda no caso do expoente fraccionario— , poderemos applicar
- m

a férmula, como se fosse inteiro; mas serd necessario multiplicar o resultado ,
n

isto &, a determinacio arithmetica de (cos x-+sen #y/—1) pela expressio

» 13
cm?ﬁf S ;enﬂ—f- v—1, que, segundo veremos no n.” seguinte, representa as
m m

m rtaizes do grdo m da unidade. Por conseguinte , n'este ullimo caso, 0 theorema
i ainda verdadeire, se nos limilarmos s6 d dmr;néwﬁn arithmetica.
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102, Para tornar applicavel este theorema, devido a Moivre, & ~
resoluclio das equagdes , de que tractdmos , faga-se ¢ ==4k=, sendo ainda =
a semicircumferencia e k um inteiro qualquer. O valor de cos ¢ serd entlio
+1ou—1, conforme k for par ou impir; e como o 2.° trinomio se
torna em

D"'¢29’+1={U'=1)'s

vé-se , que

y‘—ﬂycﬁa(%)-i-l di'idey‘i i g mHam et ban ww (ﬁ]

advertindo que o inteiro k ¢ par para yY* —1, e impar para y* 4 7.
Se o 1.° trivomio for um quadrado, tomar-se-ha para divisor a
sua rajz: e como nesse caso ¢ o coseno=—==1, os valores de k serlio
0.4 00 0 St ol : ¢ o factor reduz-se a y = 1.
As raizes de y™ == 1 — 0 ficam pois comprehendidas em

y=cos(§§-)iam(%)lf—-l . ot R Y
E
Se fizermos y= -y veremos que

x*— 2ax cos (i:-) +a* divide 2* @™, «....0.. .- (7)
e que as raizes das equacdes = == a™ =0 se comprehendem em

n==sm(—?;-):f:aieu(k—;-)lf—-i epepmme ¢ wivar{B)e

Mostremos agora que as equagdes y™ == 1==0 tem s6 m raizes differen-
tes.

y kx
Em quanto o inteiro k] nfo exceder a m, o arco -m—crncer!
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sem exceder a ‘semicircumlerencia; os cosenos d'estes arcos tem todos
valores deseguaes, e obtem-se por conseguinte m factores differentes do
2.° grao (6), querepresentaremos porA, B, C....L, M. Seja i umin-
teiro qualquer <m ; os numeros m<-i, m—1 serlo conjunclamente , ou
pares, ou impares. Se fizermos pois k==m ==i, o arco lorna-se em

k=

i .
—_——g e, Cujos valores perlem:em 4 arcos com 0 mesmo COseno; e
1 m

d’aqui resulta, que o factor trinomio (5) tem o mesmo valor para k =m — 1,
e para k==m - i. Assim , se tomarmos por k todos os numeros, ou pares,
ou impares , alé m, acharemos, passado este valor, os mesmos faclores
do 2.° grio em ordem retrograda M, L...... C, B, A.

Quando os valores de k excedcrem 2m, como entdo se lhes péde

& ke
dar a forma 2¢gm i, o arco ;1- torna-se em 2¢w -+ E' ao qual corresponde

um coseno ji achade. Vimos por isso a receir, segundo a mesma ordem
pos factores A% B, . e 'Ly My ML, Vs vas B, A

Logo, ¢ inutil dar a k valores > m.
Passemos és consideragdes sobre m.

1.° Se m ¢ par: os valores 2m == i sdo conjunctamente pares ou
; , ey 20 L 9T
impares; e k=2<m == § da o8 arcm:;—::;-n-_."-;. tujos cosenos slio

; ’ i
eguaes com signaes contrarios , e tém por valores 5= sen =, Logo , quando
m

w ¢ par, nio sefarak> = m , porém tomar-se-hio 0s cosenos com o duplo
signal ==.
2.° Se m ¢ impar: um dos numeros m <~i & ¢ é par, outro im-
par ; e por isso teremos de excluir um d'elles para valor de %k, segundo
a equagdo for ™ 4-1=10 ou y™ =~ 1=0. Suppondo pois i<} m, seja k=m—1;
¢

k L
teremos cos (—-ﬂ ) =cos | v'— ..T.'..) = — C0§ (_m ) ; d'onde se conclue ,
m m m

que sek exceder %m, oscosenos do (actor trinomio (3) sdo, com signal con-
trério, 0s mesmos que os correspondentes ao valor k=i =m — (m —1),
que foi excluido, e que & <2m. N'este caso devemos por tanto fazer
k=0,1,2,3,.... 2m, ¢ obteremos assim arcos <1m, cujos cosenos
convirdo ao trimonio (5), devendo porém mudar , de dous em dous ter-
mos , o signal do coseno.
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Ezxemplos.

Para a equagdo y* + 1 =0, k deve ser impar. Fazendo k=1, te-
mos cos (i m = 45°)=11/2, o qual tomado com os signaes ==, di

VA4 l=0 +yV2+1)(* —yV241)=0.
Ue mesmo modo
z' 4 a' =(2*+ ax V2 +a°) (2* —az 24 a*)= 0.

Para a equaglo y* +1=0: k=1 di cos(:=)=311"3, que se
tomaré com o signaes =;"k=3, di cos (%) =10. Logo

Y +H1=0"+yv3-+1) (" —y¥3+1) '+ 1)=0.

Na equagdo y* — 1 =0, faga-se k=0, 2; os cosenos de zero e
de 5 = slio 1 e £, que tomados com os signaes ==, dio

y—1=(+1) y—1) " +y+1) (v —y+1)=0
y'—A='—1) (y’+1)=@+1) y—1) (' +1)=0.
y* — 1 =(y"+1) (' —1) ="+ 2+ 1) ("= 24 1) (' — 1) (v*+1).

Na equagdo y* — 1 =0, devemos fazer k=0, 1, 2,3, &, e tomar
os cosenos das ordens pares com signaes conlrarios , isto &,

1, —cos20°, + cos40°, —cos 60° , + cos 80°.
Os factores, além de y—1 e y"4+y+ 1, sdo

(V4 1,879. ... y+1) (v*—1,532.... y+1) (" — 0,347. ... y+1);
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¢ acha-se
' —l=(y~—1)(y+y+1) @ +y"+1)=0.

Para a equacdoy’ 41 =0, practicaremos do mesmo modo , tomando com
signal contrario os cos. dasordens pares, o que equival a mudar na equaclio
de cima os signaes de todos os 2.° termos dos factores ; e resultara

Y+ 1=@y+1) —y+1) '~y +1)=0

E com effeito ¢ manifesto que basta mudar y em —7y.
103. Facilmente se péde resolver em ordem a ¢ a equacdo

kcosmt+pcos(m —1)t+qeos(m —2)t+4.... a4+ P=0.

Por quanto suppondo 2 cost =z + 2=, temos (n.” 101)
k(z™42=)4p(a™ + 2=t .0 v P=0,

equagdo de que ja nos occupimos a pag. 160. Podiamos tambem desinvol-
ver os cosenos dos arcos multiplos em ordem &s polencias ascendentes
dos cos. d'arcos simples, por meio das [6rmulas, que adiante derfonstra-
remos. .

10% A proposigio (5) é conhecida pela denominaglo do Theorema
de Cotes ; porque [oi este sabio quem a descobriu debaixo de uma [6rma
geometrica.

Com o raio Ar =a (fig. 2%, 2% rep.) descreva-se ocirculo ACHL ,
¢ o diametro AH, passando por um poanlo arbitrario O ; acontar do ponto
A divida-se a circumferencia em 2m partes eguaes Aa, aB, Bb, .

sendo cada uma = :; ; lirem-se finalmente raios vectores do ponto O

para os pontos de divisdo. O raio tirado para um ponto qualquer G forma,
com a perpendicular CP sobre o diametro, o triangulo COP do qual, fa-
teado o sogulo CRA =a, OR ==z, se dedm
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CP=asena, RP=a cosa, OP=a cosa —«;
logo
OC* =2* —"2az cos a4 a*=00C x OL.

. L kl
Se o arco AC contiver k divisdes, teremos a:{-; e sendo o tri-
(1

womio , expressio de OC*, factor de 2™ = a™ conforme k for par ou impar,
vé-se que os raios vectores lirados n'um caso para as divisdes pares, e
no outro para as impares, constituem os factores da equacdio 2™ — q™ — 0,

OA=a—2, e OH=q+ z correspondem aos factores reaes do 1.°
grao.

Designemos pot Z, Z', Z', .. osraios tirados para as divisdes pares ;
e por 5,3, 3", .... 0s que vio ter s impares; serd

.8 .8".... ='a= 4 z°, quer O seja interno quer externo.
2.7.2"...=a" —z™, quando O for interno (g, 24.).
2.2/.7"...=am ==g" , quando O for externo (ig. 2% rep.)

Equagdes trinomias.

105. Coosideremos as equagdes da f6rma
A 4 Ba® + C=0,
nas quaes um dos expoentes de ¢é duplo dooutro. Fazendo =3, vem
Az’ + Bz 4 C=0.

1.°  Se as duas raizes d'esta ultima equagdio forem reaes, [ e g por
ex.”, temos de resolver as duas equagdes binomias 2* == [+ & =yg.

Querendo, por ex.”, achar dous oumeros taes que o seu producto
seja 10, e a somma dos cubos 133, temos
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z'+(-‘—:l - 133, ou 2*—133 2"+ 1000 = 0.

Fozendo z' =g, vem
| ' — 133z 4 1000 =0,
que di =8, z=125; d'onde resultam as duas equagdes binomias
*=8, 2" =125.
Da primeira resulta (n.° 98) =2, 2 =22, & =24°,
e da segunda =05, z="0z, x=>0a",

+ sendo @ uma raiz cubica imaginaria da unidade.
2.° Se as raizes forem eguaes, temos B*—4AC=0; e como
entio a proposta é um quadrado exacto da férma (az* 4+ b)*=0, re-
che-se n'uma equaglo binomia.
Querendo, por ex.’, achar um numero tal , que dividindo o dobro
por 3, e 3 pelo dobro, seja a somma das 4.*° potencias egual a 2; te-
mos

(Esi)'.;. (%)'3 2, ou (162* — 81)* =0;

e como as raizes de y*'— 1 =0, slio =1 e V" — 1, teremos

a 1
2=, x i;V—’

3.° Finalmente, se as raizes forem imagingrias , ou B*— 4AC<0,
faremos Az**=Cy™, 0 que lorna a proposta em

B
y +‘7—(my‘+1=0.
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Esta oquaglo é comparavel com o 2.° trinomio de (%) do n.° 101 ; porque
sendo o coefficiente de y* <2, por ser B*<4AC, péde representar um
arco cujo coseno seja ametade d'este faclor, e que se determinard por
logarithmos por meio da equaclio

B

w3?=-2VIIT"'.”'.'-'..‘-l” (9)

Vé-se pois que a transformada ¢ divisivel por y* — 2y cos (—:-‘J-)-i-i =0,
i

tomando por ¢ todos os arcos cujo coseno ¢ dado pela equaglio (9), isto

¢, o8 arcos ¢<w dados pelas taboas e além d'elles os arcos ¢+ 2=,

¢+45,........ ¢+2k=, sendo k um inteiro qualquer. Se fizermos

9 + 2kx

V= ey todos os factores, que se buscam, fieardo comprebendidos na
formula
2 VA =22 AC. cos h L1 Cm0 Lnrorr i (10)
2=
E iouotil tomar k>n, porque k=gn-+i da o arco 2gm +- A , B

por isso, supprimindo as circumferencias 2¢=, terismos de tomar o cos. do

arco ji achado para k=i <n, e loroariamos assim a encontrar os mesmos
factores.

Ex.° I. Na equagio
z'—22' 4+ 1=0,

sendo A=C=1,B=—2,n=3, acha-se cos =1, e os arcos
$=0°, 120°, 240°. Temos pois tres factores da f6rma

% —2zcosy+1=0;

e eomo cos ¢ tem por valores 1 , —sen 30° = — &  — cos 60° = —1,
acham-se para [aclores
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P2 —241,2° 4241,
sendo o dltimo factor duplo. Logo
z' —-2’!..:‘-5- {=(z—1) @+z+1)'=("— 1) =0.
Ex.® I. Na equagio
z'+2°4+26=0,

teremos A=B=1,0=25,n=2, e cos p==— 5 08 taboas dio
em consequencia do signal — , ¢ = 95" £4'20" cujo smetade § 6 47°52'10";
ajunctando 180°, teremos um arco , cujo coseno ¢ 0 mesmo que o prece-

dente com signal contrario.
Substituindo 102.° termo da formula  cos § .. .. 1,8266074

geral (10) , o calculo em frente did — 3 por 2.... 0,3010300—

coefficiente d'um dos factores, Logo estes fa- ¥/5.... 03494850

clores sdo x* == Jz 4 B. 3.... 0,4771224—
—3

Raizes das expressies complicadas com Radicaes.

106. Sopponhamos que a-- b é um quadrado, e busquemos a
sua roiz. Esta raiz deve ter em geral a forma /2 + V'y; mas se for
a=f*, tomard a forma particular f+ ¥y, Teremos pois

At Vb= vz +Vy, o a+y+ 2 (zy)=a+ vb;
e por conseguinte , separando a equagdo em duas como na pag: 149,

z+y=a, W (zy)=V0
23
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Para eliminar z e y d'estas equacdes , elevem-se ao quadrado, e subltrai-
am-se uma da outra, o que dara

2" =2y +y' = (2 —y)=0a*—b.

Para que = e y sejam racionaes, deve a* — b ser um quadrado exacto ,
que designaremos por k*. Assim a’— bk 2—y=k, ex+y=a
resolverio a quesldo, dando

k=Va"—0, 2 =1(a+k), y="1{a—&).

Por ex.%, querendo achar a raiz quadrada de 4 +2, 3 , temos
a=-i-, b=|2, az-—-b=ﬁ:’=4, k=2‘, .z=3, y=!l ’

e por conseguinte a raiz pedida & == (1 + V3).
Do mesmo modo se acha

V{#—=2V8)==(1—V3)
V(—1x202)=x141"—2)
107. Se a+ /b for um cubo, supponha-se
VitV =(z+vy) ¥z,

sendo s uma indeterminada de que podemos dispor convenientemente.
Elevando ao cubo, e comparando os termos racionaes, acha-se

a =3 (24 3ay), Vb=23Vy(3z* +y);
quadrando, e subtrahindo depois uma da outra estas equagdes, teremos

@* — b= 2{(a"+ 3 my)* — (32* ¥y + Vy)*).
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Como o factor de 5*é a differenca de dous quadrados, e se reduz a
(24 V) x (z —Vy) =(="—y)"
a iltima equaglio tomerd a forma

a*—Db

2
Z

— (x"— y:]'

Para que e y sejom racionaes, deve o 1.° membro ser cubo exacto ; e
seri sempre facil determinar = de modo que satisfaca a esla condiglo,
quando mais ndo seja, suppondo 5= (a* — b)". Se a®—b for um cubo
exacto, far-se-ha 3= 1. Em geral deve decompor-se a*—b em facto-

res primos , sendo facil distinguir quaes d'elles devem ser aproveitados ou
rejoitados, para se obter um cubo exaclo. Por este modo a relagio entre
z e k serd dada pela equagiio

3
—b
b=y I3, ey =k, a=s2(a+ ),

das quaes resullam

y=2"—k, 43z’ — 3kzz=a.

A dltima equagdo di x, aproveitando sémenie as raizes racionaes; a
outra da y, e por este modo se obtem a raiz pedida.
Querendo achar a raiz cubica de

104613,
comoa=10, b=108, a®>—b=8;sera z=1, ¢ k= —2.

Logo z=1, y=3, e fioalmente Vv (104 613)=14+V3,

L]
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Do mesmo modo se acha 5135

VB4 AVE)=1 VA1 £15)

108. Em geral fazendo

l>(u+ l/b]=(m+Vy}l}zp

e empregando 0s mesmos raciocinios , se delerminariam z, y e = no caso
de ser a+17b uma potencia do grao n reductivel & forma supposta.
109.  Quando as expressdes complicadas com radicaes tivessem f6rma
differente , da que temos supposto, ndo bastaria substituir pelos radicaes |
que eotram n'ellas, os seus valores approximados, porque entdo viriamog
a desprezar os valores imaginarios, de que os radicaes sho suscepliveis

Assim em logar de /A , devemos substituir a A, «VA ... tomando
(0.°98) 1, @, @’ ...... para raizes da equaglo y»— 1 =0,

Se for .-z=ai:*.’g+ﬂ:’g‘-{-cp:’g‘+......
basta fazer V=g, z=ay+ b+ ey +ue.o.s

e eliminar y entre estas duas equacdes. Todas as raizes da equacio final
em z serdo os valores pedidos de 2. Ilavendo uma funcgo fz complicada

com radicaes , taes como A,V B......, para se oblerem lodos os
valores de fz, foga-se y"=A, ("=B,...... e em logar dos radi=
caes introduzam-se os n valores dey, osm de ¢, ..,... combinados
entre si de todos os modos possiveis.

Para fazer desapparecer os radicaes, fanccdes de 2, que entram n'uma
dada funcgdio , represente-se cada um d'estes radicaes por uma nova inco-
goita , e eliminem-se depois pelos methodos ordinarios.

Assim na equagdo

x— Y2 =2V (z+1)=0,
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faga-se #=3", z+1=y", e teremos g#—3z—2y = 0. Eliminando y, vem
bz+d=2"—2z+s",es—z=0.
Eliminando depois 3, chega-se & equagdo final
zt — 122" + 34z' + 82° — 1672* — 1922 — 64 =0,

da qual se deduzem logo z = 8, z—— 1; e slo estas as duas solugdes
reaes. Pelo que respeila ds & raizes que sinda faltam , sdo ellas o resul-
tado da combinaglio dos valores das raizes imagivarias dos radicaes qua-
drados e cubicos da proposta.

Equagdes do terceiro grdo.

110. Toda a eﬁuaqﬁu do 3.° gréo, a uma s6 incogoita , desemba-
ragada do 2.° termo e do coefficiente do 1.° (pag. 6%.), pode reduzir-se

4 f6rma B 4pr+q=0...c000ctniiia. (1)

Pondo ==y -+ 5, a proposta se transformard em

(Byz4p) (y+2)+¢ +5"4+q=0"eiieuiien (2)

Como @ se péde decompor na somma de dous numeros por infinitas ma-
neiras, podemos assignar, como nos consier , 0u 0 producto d'elles, ou a sua
differenca , ou a sua razlio, etc. Podemos pois tornar nullo o 1.% factor ,
d'onde resulta

yp=—1p, ¥’ +3'=—4.
Estas duas equacdes mostram que a somma de y’ e z* & egual —q, ©

o sea producto egual a— (4p)*; isto &, que as incognitas y' es" sdo as
raizes ¢ e ¢! da equaco do 2.° gréio Alg. El. n’ 145, 3.%)

" i
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PupgtemdpPunin Simald 5., Sent (3)

& qual se da o nome de reduzida. Achados ¢ e ¢' teremos y* =¢, 2’=1,
e sendo 1, @, a*, as tres raizes cubicas da unidade (0. 98) vira

y=vhaevt, @ yit,s=yl,ayl,a g

Parece 4 primeira vista, que estes valores substituidos dous a dous na
equaglo 2 =y <4z, dardo 9 raizes em vez das 3 que competem & pro-
posta. Advertindo porém, que em vez da equago ys=-—<1p se empre-
gou o seucubo, e se triplicou por’isso o numero das raizes : fica manifesto
que s6 devemos sommar aquelles valores de y e 3, cujo producto for
=-—p= W', porque sendo o 2.° membro da equacio (3) egual a
— ', & a sua raiz cubica egual a £ p,

Como o* =1, é facil de ver que das 9 combinacdes s6 devemos
aproveilar

:u=ll/t+l:"’i', z=ul‘/t+u‘f’l’, m=u’l3’t+af/f.

Substituindo por « e «* os seus valores — & (1 £V =3), 0.°97), ¢
fazendo , para abbreviar,

s=VI+ Vi d=Vt—P1,0 . rnen s (%)
leremos

=5, a=—L(=dV=3)........... (5)

Logo para resolver a equagio (1) do 3.° grao, ¢ necessario resol=
ver primeiro a sua redusida (2), e introduzir as raizes ¢ e { d'esta
nas formulas (%) e (5).

Ex.° I. A equagio

2 +6r=7

dap=6, g=—7; e a reduzida
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P=Ti=8;
d'esta dltima tira-se =12, t=8, t'=—1: logo
..'Isﬁ=i, d=3,2=1,s=—:(1=3Vr—3.
Ex.” II. A equaglio
y' — 3y + 12y=14
da y=0,362165, y==1,318918 = 1,7611764'— 3.

Ex.” IIL. A equaglio

' —3Jr=18
da z=3, g=w==3(3 =V = 15).
Ex.” 1IV. A equaglio
2 =224+ 65=0,
da 2e=—0,2=3,2=23.

111. As equacdes do3.” grio podem resolver-se por meio das ta-
boas dos logarithmos, empregando o processo indicado na P. IL. p. 189,
a fim de obter as raizes ¢ e ¢ da reduzida.

L L]

Sendo p positivo, toma-se tang q:=r-£;:r’-f}—
! ' Vie)'
ﬂnde t=1 % * tapg L L . TR

B R e
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. a Fie, ; I 2 l_ s ! _—’:(—%ﬂ—-
depois  t=V"(5p) X V lang 5 ¢ | - v/ lang L g
s 2 —
Sendo p negativo toma-se o VEI _
. ; V(tp)
, ek LYot AT, A Y1 4.
d'oude resulta / (= —" (5 p)Xy/ lang 34, y't v lang <o

Achadas as raizes cubicas de ¢ e ¢/, deduzem-se os valores de s e
d, e conseguinlemente os de x.

Por ex.”, na equaglio 2+ 92+ 6 =0, lemos p=9, g=+6;
e como se da o 1.° caso,

2.... 0,3010300
3.... 0,/T71213

v'3.. 0,2385606...... 02385606 .... 0,2385606—
6....—07781513 }/ tang 1,9204798 ....— 1,9204798
Tangg..... 0,2385606 1.°.... 0,159040%2.°.. 0,3180808—

¢ =60°,p = 30.° log. tang = 1,7914394
i°termo.... 1,452250
s — 2,080083
s=x=—0,637833, d = 3,522333
z= +0,318916 = 1,7611661'— 3.

Do mesmo modo, na equaglio z’' — 22— 6 =0 temos p=—2,
g = — 5. Executado um calculo similhante , com atten¢lio porém a que
se da o 2.” caso , achariamos

z=—1,04726 == 0,655835”—3.

112, S¢ as duas raizes t ¢ ' da redusida forem reaes, tambem
vte U oserdo, bem como s e d; e entlio das [érmulas (8) se con-
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clue , que a proposta sd lem uma rais real. Com tudo se for ¢ =1, teremos
d=0, e os tres valores de x reaes, sendo dous eguaes & metade do 3.°
com o signal contrério. E o que tem logar no Ex.’IV. pog. 183.

Porém se as raizes daredusida forem imagindrias, como as expres-
sdes (8) ficam complicadas com imaginérios, parece que nenhuma das raizes
¢ real , contra o que ji se demonstrou (n.° 6%, 1I). Esta circunslancia ,
que se di precisamente quando as tres raizes da proposta sio reaes, lem
offerecido grandes embaragos mos analystas , que ndo sabendo achar estas
raizes, chamaram a este caso irredusivel. Para que elle tenha logar é
necessario, que sejo 27¢*+4p’ <0, isto &, que p seja negativo,e — 4p*>27¢’,

Se representarmos os valores de ¢ e ' por a =) —1, a raiz cu-
bica, ou a potencia :, se poderd desenvolver em serie. Sem executar o
cilcalo, ¢ manifesto que n'estas series s6 poderdo apparecer imaginarios
os termos em que bl — 1 estiver elevado a polencias impares: e como
as duas series se deduzem uma da outra mudando b em — b, & evidente
que ambas se acham comprehendidas pa férma P = Q¥ —1, cuja
somma & s=—2P, e a differenca d =2Q1 — 1. Logo as equacdes (5)
se reduzem 4s seguinles expressdes reaes

_::=2P. T POV S 10 (8]

Temos pois feito ver, que as raizes slio reaes, precisamente quando
as equagies (5) as appresentam debaixo de férma imagindria. Este caso,
realmente singular , provém de que na hypothese d'onde partimos

z=y+s5 yp=—1p,

onlo ha condiglo alguma, i:eln qual se exprima que com effeito y e =
s30 reaes; e do calculo exposto se deixa ver, que estas quantidades sio
imaginarias quando as tres raizes sho reaes. Para as obter desenvolver-se-ha

em serie (a- bV—-i)‘:' , edando ao desenvolvimento a férma P+-QV " —1,
conheceremos as quantidades P e Q, que se substituirlio nas equagdes (6).
113. Como este methodo nlio é proprio para nos dar a conhecer as
raizes , empregaremos para isso os seguintes que slo preleriveis.
1.° Conhecida uma das raizes a, para obter as outras duas dividi-
remos a proposts por £ —a; 0 mto;;+ap 4-¢ ¢ nullo por hypothese ,
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e o quociente do 2.° griv 2* + ar+ a*+p, egualado a zero, do

x=""“;a=’=v—P—%al --------- B {7)

Se a 1." raiz a for real, para que as outras duas tambem o sejam , & ne-
cessario e basta que p seja negativo e > 3 a*. Faga-se pois—p==p',
e designe-se por § a differenca positiva § =p' — ¥ a* Para discutirmos
0 casoque nosoccupa , eliminemos a entre esta equaclo ¢ g = — a'4-ap’,
a fim de tornar a relagio entre p' e g independente de a. A equagdo
final péde escrever-se

b’ —20¢ =43 (45 —3p');

e como § é positivo, ¢ evidenle que as raizes somente poderdo ser reaes
sendo p negativo, e — 4p'> 27 ¢*, condigdes que tornam imaginérias as
raizes da reduzida, em conformidade do que dissemos.

Para achar as raizes n'esle caso , reduza-se primeiro a — 1 o coeffi-
cienle do 2.” lermo da equagdo (1) #*— p'z4-g==0, tomando & = — 5" p',
Dividindo pela raiz quadrada de p”, a transformada muda-se em

Ora pa hypothese de ser

, 0 - 2 9

prova-se, que se fizermos z==1"% o resultado serd positivo. E como,
fazendo z=1, apparece um resultado negativo, conclue-se que existe uma

&
raiz entre 1 e \/3-=|l,1547.

Faga-se s=14v, e seri v<0,1547; n'uma primeira approxi-
maclo poderemos desprezar v', e teremos
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iv+3u'-=ViP;,-

Tomando a raiz positiva d'esla equaglio teremos z, @ conseculivamente

x=—%Vp'(2+\/1+F%’).

Semelhantemente para a equagdo 2'— p'z — ¢ =0, tomando z = 1P,
acharemos o mesmo valor numerico de = mas com signal centrario.
Teremos pois o valor approsimado

:n=:&-}Vp’(2+\/1+£§F),.... ....... (8)

devendo escolher dentre os dous signaes aquelle que for contririo a0 do
ultimo termoq ; e procederemos depois a uma segunda approximaclo pelos
methodos ordinarios.

A expressio, (7) equivalente a

z=—zlaxV3}
da depois as outras duas raizes.
Assim na equaglo z° — 5z +3=0, temos z=— 75, d'onde
resulta
3
it . i

e por conseguinte

'u;;_§V5(3+\/|+-5%-)=-5V5.3,3¢3m-2,492:

e por fim
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x=—2,490862, »=1,831245, »—0,6566166.

2.° Querendo empregar os logarithmos , usaremos com preferencia

do methodo seguinte.
Fazendo no theorema (%) 0.° 101, m =3, temos, suppondo o raio

cgual & unidade , que
y' —2ycosd o+ 1 divide y* —2y" cosg + 1.

Na equagio 2* —pz+9=0, naqual se di apo signal — , por que
tractimos o caso de ser 27¢* + 4p°<0, tome-se

z=m(y+y');
vieh = m'(y+y)+(3m" —pm) (y+y)+¢=0;

¢ fazendo desapparecer o 2.° termo pela hypothese m =1~ L p, seré

3
y'+_w__+ § =0,

vV Ge)

E como no caso presente ¢ & imagindrio na equaglio (3), sendo (£ ¢)°< ($'p).
podemos achar um arco ¢, cujo coseno seja metade do factor dey®, visto
que esta metade ¢ <1 ; islo &,

PR e, A . (9)

A proposta acha-se entio reduzida a0 2.° trinomio do theorema, e & divisivel
por y*==2ycos + ¢ 4 1 = 0, Dividindo por y, temos
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Yy ==2co5e; -
e como z=m(y+y™'), serd
z=20 (;p) €083 cocevsrsrrncen. (10)

0 arco ¢ acha-se calculando a equaclo (9) por meio dos logarithmos. To-
mar-se-ha o sea terco, ao qual se ajunctard 120° e 280°, por que além
do arco achado nas taboas, podemos lomar os arcos ¢ 4+ 2%, ¢ + $x, aos
quaes corresponde o mesmo coseno. A equagdo (10), na qual cos }o toma
tres valores differentes , determinara as tres raizes reaes.

Na equagio 2’ —Bx—3=0, ép=5,| 5.... 0,6989700
3..— 04771213

TRSRE = : da | .. —_—
q=—3,C08 9 bR O célculo em frente ditt... 02318387
o ==45°48/9", cujo terco & 15°16/3". Ajuncle- | metade. 0.1109243
remos 120°e 240°, e tomaremos os seas cosenos, | 2..... 0.3010300
que sdo 0s mesmos que den. — 0,6338030

3...4 0,5771213

——

csP.. 1,8433153

cos 15° 16/ 3", —sen 43° 16’ 3", — cos 78 16’ 3"

Com os dados de cima, temos por fim

o ... 04119543 0,4119543 0,4119543
cos £ g.... 19883955 18515032 —  1,4053576 —
Z....0,3963498 0,263i676— 18173119

z=2,490862 —1,83§215 —0,6666166
Equagbes do quarto grdo.

114 As equagdes do quario gréo a uma incognita , depois de re-
duzidas 4 férma
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o' +px’ gz r=0,

podem resolver-se por um processo similhante ao que fica exposto para o
. 3.” gréo. Considerando x decomposto em duas partesye s, isto bz =y 4z,

teremos
v+ (65" +p) v+ (s + ps*+ gz + r)f
=0
+4sy’ + (82" + 2ps + q)y

Como a relagho entre y e = deixa uma d'estas quentidades arbitrérias ,
podemos egualar a zero a 2.° linha da equagio precedente, ma qual s6
entram;as potencias impares de y, e vird

Elimioando y*, a transformada torna-se em
e ipst L (pP—dr) — 1P =0.

L
LE ]

equacio na qual s6 entram potencias pares de z. Faga-se pois, para sim-
plificar , z*=1¢; e teremos

€420+ (PP =) — =0, ......... <. (A)

Esta equaglio, do terceiro grio, & neste caso a redusida; e como
deve ter necessariamente wma raiz positiva e real, designando-a por ¢,
teremos

===,

expressdio em que o signal ¢ arbitrério.
Substituindo este valor de z em z=y+ z e em (1), vem

—
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Ac:dao-u por fim , tendo attenclio & correspondencia dos signaes, e elimi-
na 'y ]

z=41V £V (—:— —:'—;‘-)

a=—iv =i (== + L)

E necessario pois : resolver a redusida (A); achar uma rais positiva t;
e substituir esta raiz nas formulas (B), as quaes dardo os quatro
valores de x.

Exemplo I. Na equaglo

' — 192" + 24 =237,
a reduzida é ' — 19 4 96 = 145 ;
uma das raizes (=3 dé
=3V (§—2V3),a=—1V3EV3=V (§+2V3);
e como (pag. 178) ¢ viz2V3=1=xV3,
serd finalmente e=1%V3,2e=w1xiV3

Ex.’ 1. Na equaglo
2 —z+1==0,

é t—=M=1;

lnﬁo '=g,ll*9°7l.ll ] d.d‘ “ ﬁl‘i




192 ALGEBRA SUPERIOR.
@ =—0,7271360 = 0,935099/— { ,

@ =+ 0,7272360 == 0,43001391"—1.

115. Se nas equacdes (B) substituissemos por ¢ outra qualquer raiz
da reduzida, ndo se obteriam valores differentes para =, mas prefere-se
a raiz positiva ¢ 4s outras duas (' e (" para commodidade dos caleulos. E
com effeito exprimindo esles valores (B) em funcgdo das tres raizes te-
remos

t+t 4+ '==2p, t.!'.t“::q_’.

Al ds 0= p—t,
. q '
ea" dé tV[t'l"):—I/T.................(3}

sendo ¢, t', ¢, independentes do signal de g, por entrar s6 ¢* na reduzida
(A), mas devendo usar-se do signal superior , ou inferior , conforme for q
positivo ou negativo.

Logo : para q positivo ser4

x=iV‘ :ty(%ﬂ‘*,:_‘”_%y‘;‘n};

ou antes z=1VixVizV");
el

e, domesmomodo, z==1(~—btEV"{ =11

E para q negativo serd '

a= VRV 10 L)




