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N a s e q u a ç õ e s 

x* — ( 3 y — G) x 1 + ( 3 y 2 — Í 2 y + 8) x — y 1 + Oy2- Sy = O, 

x* + (2y + 2)x + y2+ Zy = O , 

n b t e m - s e pela I . " d iv i são o r e s t o 3xy(y—l) + y 3 + 3 y 2 — 4 y , q u e t e m 
os f a c t o r e s y e y — 1 , e por isso f a r e m o s p r i m e i r o y = 0 , e y = i ; 
d ' o n d e r e s u l t a m os va lo re s x = 0 e x =— 2 c o r r e s p o n d e n t e s a y = 0 ; 
e x = — 1 e i = — 3 c o r r e s p o n d e n t e s a y = l . S u p p r i m i d o s o s f a -
c t o r e s , o r e s t o q u e passa a d i v i s o r , t o r n a - s e em 3 a ; + » / + 4 ; e f e i t o o 
cá l cu lo a c b a - s e a e q u a ç ã o f ina l y2— y — 2 = 0 , q u e dã os va lo res y = 2 
e y = l c o r r e s p o n d e n t e s a X = — 2 e x = — f I - P o r o n d e se vê q u e o 
p r o b l e m a d á se is so luções . 

4 . ° F i n a l m e n t e , s e e x i s t i r u m f a c t o r c o m m u m D e n t r e Z e T , 
Z = P x D , T = Q x D , c o m o D = O t o r n a e s t e s p r o d u c t o s n u l l o s , e s t a 
e q u a ç ã o d a r á u m a d a s i n c ó g n i t a s , t o m a n d o a o u t r a a r b i t r a r i a m e n t e . P o r 
c o n s e g u i n t e neste caso o problema é indeterminado, admillindo uma infi-
nidade de soluções. 

As so luções d a s e q u a ç õ e s P = O e Q = O, q u e são em n u m e r o l i -
m i t a d o , s a t i s f a z e m t a m b é m á q u e s t ã o . 

A s s i m n a s e q u a ç õ e s 

(y — 4) x2— y + 4 = 0 , x3—x2—xy + y = 0, 

q u e t e m o f a c t o r c o m m u m x— 1 , o va lo r x=l r e d u z a p r o p o s t a a 
z e r o , q u a l q u e r q u e se ja y . D e m a i s o s q u o c i e n t e s d a d iv i s ão p o r x — l 

são (y — 4 ) (a; + 1 ) = 0 , x2— y = 0 , 

a s q u a e s , a l é m d a s i n f in i t a s s o l u ç õ e s , q u e a c a b á m o s d e o b t e r , d ã o a inda 
y = 1 e y = 4 c o r r e s p o n d e n t e s a X = — 1, x = ± 2. 

5 4 . P a r a d e s e m b a r a ç a r Y = 0 d a s r a i ze s e s t r a n h a s b a s t a r á d iv id i r Y 
pelos f a c t o r e s M , M ' , M " , po r isso q u e e l l a s t o r n a m nu l los 
a l g u n s d ' e s t e s f a c t o r e s , q u e s ó m e n t e e n c e r r a m y . (*) C o n s u l t e - s e , p a r a 

(*) Ha uma e x c e p ç ã o a c c i d e n t a l , q u a n d o y = \ raiz da e q u a ç ã o M = O 
r e d u z T a um valor n u m é r i c o , por quanto n e n h u m valor de x pode tornar n u l -
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m a i o r d e s e n v o l v i m e n t o , u m a m e m o r i a de M. C i r o d d e s ô b r e a tlicoria da 
eliminação e n t r e d u a s e q u a ç õ e s d e u m g r á o q u a l q u e r e n t r e d u a s i n c ó g n i -
t a s . 

5 5 . Q u a n d o d a c o m b i n a ç ã o d a s e q u a ç õ e s Z = O , T = O , s e p u -
d e r o b t e r u m r e s u l t a d o m a i s s i m p l e s , d e v e e m p r e g a r - s e e s t e c o m p r e f e -
r e n c i a a Z = 0. 

S o m m a n d o a s e q u a ç õ e s d o 1 . ° e x . ° d e p a g . 8 9 , e reso lvendo*as e m 
o r d e m a y , q u e n a s o m m a c h e g a a p e n a s a o 1 .° g r á o , o b t e m - s e a s so luções 
i m m e d i a t a m e n t e . 

T a m b é m p ô d e a l g u m a s vezes t o r n a r - s e m a i s c o m m o d o o p rocesso d e 
e l i m i n a ç ã o o r d e n a n d o Z e T r e l a t i v a m e n t e a y . 

Q u a n d o Z e T são d o m e s m o g r á o m , e l i m i n a n d o a;"* , c o m o s e fosse 
u m a s i m p l e s i n c ó g n i t a a b l i i x a - s e u m a das e q u a ç õ e s a o g r á o m — I . 

5 6 . S ò b r e a r e g r a d a d a a p a g . 8 6 c u m p r e f aze r a s s e g u i n t e s a d v e r -
t ê n c i a s , r e l a t i v a s aos casos cm q u e Y e D se r e d u z e m a z e r o , ou t e m 
u m va lor n n m e r i c o . 

1." Quando o resto Y se reduz a zero. E n t ã o D é f a c t o r c o m m u m 
de Z e T , caso q u e j á e x a m i n á m o s no n . ° 5 3 , 4 . ° O problema é indeter-
minado. 

2 . " Quando Y é u m numero. N e s t e caso V e D n ã o p o d e m t o r -
n a r - s e nul los ao m e s m o t e m p o ( e q . 2 ) ; logo n e n h u m d o s va lo res de x e y 
p ô d e s a t i s f a z e r á s p r o p o s t a s , q u e e x p r i m e m e n t ã o c o n d i ç õ e s c o n t r a d i c t o r i a s 
e p o r isso o prablema é absurdo. É o q u e se ver i f ica nas e q u a ç õ e s 

3 a ; 2 — Oxy + 3y2— 1 = O , 2x°— Ixy + 2 1 / + 1 = 0. 
$ 

Se em d u a s e q u a ç õ e s , cu j a c o e x i s t ê n c i a é i m p o s s í v e l , e em q u e 
e n t r a u m a só i n c ó g n i t a , t a e s c o m o 

3 s 2 — 1 = 0 , 2 s 2 + 1 = 0 , 

fizermos z = x+y, ou s= y, ou z ogua l a q u a e s q u e r o u t r a s f u n c ç õ e s de 

los a o m e s m o t e m p o M e T ; logo n e m y — ) . , n e m por c o n s e g u i n t e M , p o d e d i -
v i d i r Y ; o factor M não in troduz iu a raiz es tranha y = x. O m e s m o d i r e m o s de 
M' r e l a t i v a m e n t e a R, de M" a R 1 e t c . Es te caso é fácil de r e c o n h e c e r , q u a n d o 
por acaso se a c h a r , q u e Y não é d i v i s í v e l por M , ou M ' , e tc . 
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x e y , é e v i d e n t e q u e as e q u a ç õ e s r e s u l t a n t e s s e r ã o t a m b é m i n c o m p a t í -
veis. 

3 . " Quando o divisor D se torna nullo para uma raiz y = a 
da equação Y = O . E n t S o y—1 é f a c t o r de D ; e já se viu q u e é n e c e s -
s á r i o s u p p r i m i r e s t e f a c t o r , e t r a c t a l - o s e p a r a d a m e n t e ( p a g . 9 2 . ) . 

S e n o ú l t i m o e x . ° d o n .° 5 3 , 3 . ° d e i x á s s e m o s d e s u p p r i m i r o s f a c t o r e s 
y e y— 1 do l . ° r e s t o , c h e g a r - s e - h i a á e q u a ç ã o final 

/ — 3 / + / + 3 / - 2 / = 0 , 

c u j a s r a i z e s são y = 0 , y = 1 , y = 1 , y = — 1, y = 2. As t r e s p r i -
m e i r a s d a r i a m Iogar á c i r c u n s t a n c i a d e q u e e s t a m o s t r a c t a n d o . 

4 . " Quando o último divisor D se torna em um numero §, para y= 
D i v i d i n d o D por y — \ , e s e n d o K o q u o c i e n t e e L o r e s t o , t e m o s 

D = ( y — A ) K + L . 

C o m o y = ) . d á u m valor n u m é r i c o S a D , a ; n ã o e n t r a e m L ; e po r q u e 
d e v e s e r ao m e s m o t e r o p o D = 0 ,Y = O, o va lor y = A c o r r e s p o n d e a 
x i n f i n i t o , ún ica m a n e i r a de t o r n a r D nul lo . 

A s s i m a s e q u a ç õ e s 

/ X 3 + xy3 ( y — i ) — 1 = 0 , y V + / — / — 1 = 0 , 

t e m po r va lor f inal y 2 ( y — 1 ) = 0 , e p o r ú l t i m o d iv i so r xy— 1 = 0 ; 
v indo y = 1 a c o r r e s p o n d e r a x = l , e y = 0 a a ; = oo. 

5 7 . S e t i v e s s e m o s t r e s e q u a ç õ e s e n t r e a s t r e s i n c ó g n i t a s x , y e z , 
p a r a se o b t e r a equação final em x , i s to é , a e q u a ç ã o q u e a d m i t i s s e t o -
dos o s va lo r e s d a i n c ó g n i t a s , s u s c e p t í v e i s d e s a t i s f a z e r e m á s t r e s e q u a ç õ e s 
p r o p o s t a s c o n j u n c t a m e n t e c o m c e r t o s va lo r e s d e y e z : d e v e r í a m o s , c o n -
s i d e r a n d o u m a d ' e l l a s , x po r e x e m p l o , c o m o c o n h e c i d a , e l i m i n a r p r i m e i r o 
y e n t r e as t r e s e q u a ç õ e s d u a s a d u a s , pe lo m e t h o d o p r e c e d e n t e ; o q u e 
nos l eva r i a a d u a s e q u a ç õ e s e n t r e x e z , ás q u a e s se a p p l i c a r i a o m e s m o 
m e t h o d o p a r a e l i m i n a r z . 
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O m e s m o rac ioc in io e m p r e g a r e m o s p a r a í e q u a ç õ e s a 4 i n c ó g n i t a s , e tc . 
S e n d o po r e x . ° a s t r e s e q u a ç õ e s 

. • z V j - s 2 — 2y = 0 , x2+y2=2, z2x = 1 . 

E l i m i n a n d o y e n t r e es tas e q u a ç õ e s d u a s a d u a s , vem por a fim a e q u a -
ção 

S4+ 2xz2+ ox2= 8 , z2x = t. 

E l i m i n a n d o depo i s z d ' e s t a s e q u a ç õ e s , v e m a e q u a ç ã o f inal em x 

5 ^ - 6 * 2 + 1 = 0 , 

q u e d á x = ± : l , e í B = 3 ± : C o m es t a s q u a t r o r a i ze s d e x , o b t o -
r e m o s as de z por m e i o da e q u a ç ã o z2x — 1 ; e d e p o i s as de y por q u a l 
q u e r da s 1 . " d u a s p ropos t a s . 

Subre a existencia das Raizes. 

5 8 . C o n s i d e r e m o s a f u n c ç ã o • 
* 

fx = px" + qx"~l + . . . . - . + u , 

na qua l é p um coef f ic ien te pos i t ivo . C o n s t r u i n d o ( f i g . 1 ) , s ò b r e os e ixos 
r e c t a n g u l a r e s Ax , Ay, a curva M M ' M " . . . . c u j a e q u a ç ã o é y=fx; a cada 
u m a d a s absc i s sas c o r r e s p o n d e r á u m a única c o o r d e n a d a , e por c o n s e g u i n t e : 
qualquer parallela ao eixo Aycorta a curva num ponto único; acurva é 
um traço continuo, que se extende ao infinito , tanto para a direita como para a 
esquerda, sem nós, nem ramos duplos, podendo ler differentes inflexões. 
D á - s e - l h e o n o m e de cu rva pa rabó l i ca , pela ana log ia q u e t e m c o m a p a -
r a b o l a , c u j a e q u a ç ã o é y = ax2. 

Q u a n d o a cu rva co r t a o e i x o dos x em a l g u m pon to k , a absc issa 
Ak d ' e s t e pon to c o r r e s p o n d e a y = 0, e 6 por c o n s e g u i n t e ra iz da e q u a ç ã o 
f x = 0 . A s r a i ze s pos i t ivas dâo a s absc issas dos pontos d e s e c ç ã o co l lo -
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cados ã d i r e i t a da o r i g e m A ; as n e g a t i v a s d ã o as q u e f icam á e s q u e r d a . 
U m a o r d e n a d a posi t iva P M m a r c a u m p o n t o M d a c u r v a s i t u a d o p a r a a p a r t e 
d e c i m a d o e i x o A x ; u m a n e g a t i v a P ' M ' m a r c a u m p o n t o M 1 pa r a a p a r t e 
d e b a i x o . 

P a r a q u e a u m a absc i ssa AA ra i z da e q u a ç ã o fx = 0 , se s u c c e d a o u t r a 
A k', é n e c e s s á r i o q u e o a r c o , i n f l e c t i n d o - s e , s e a p p r o x i m e do e i x o A x , 
o q u e p roduz as o n d u l a ç õ e s q u e se n o t a m na f ig . 1 ; às i n f l exões q u e 
nSo c h e g a m ao e i x o , não p o d e m s e r p r o d u z i d a s pe las r a i z e s r e a e s . 

C o m o a f ó r m a da cu rva d e t e r m i n a as r a i z e s , e c o m o nos d ive r sos 
pon tos a d i r e c ç ã o do a r co 6 a m e s m a da t a n g e n t e , b u s q u e m o s as i n c l i n a -
ções d a s t a n g e n t e s s õ b r e o e i x o dos x . 

S e j a m B M M ' ( f ig . 2 ) u m a r c o d a cu rva , c u j a e q u a ç ã o é y = f x ; 
M e M' d o u s pon tos d ' e s t e a r c o ; x e y as c o o r d e n a d a s de M; x + h , 
y + k a s de M ' ; Ap = x , PM = »/, PP' = / j , Q M 1 = A . 

S u b s t i t u i n d o em y = f x , x por x + h , l e r e m o s (n .° 3 1 ) 

y + k = fx + hf'x + i h2f"x + i h ' f w x + (1) 
d ' o n d e 

i U f x + f f t f ' x + i A r ' ' + : ( 2 ) 

O r a , s e r e s o l v e r m o s o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o Q M M ' , e d e s i g n a r m o s por 
S o a n g u l o q u e a s e c a n t e M ' M S faz c o m o e i x o A x , t e r e m o s 

„ Q M ' A 
t a n s S = = Q M = T 

logo c e x p r e s s ã o ( 2 ) é o va lo r de t a n g S . P o r é m q u a n t o m a i s h d i m i n u e , 
m a i s s e a p p r o x i m a es ta e x p r e s s ã o de f ' x , e ao m e s m o t e m p o t e n d e S a 
t o r n a r - s e n o a n g u l o T , q u e a t a n g e n t e t i r a d a pe lo p o n t o M faz c o m A x . 

S e r á p o i s , n o l i m i t e , 

t a n g T = f ' x = derivada do polynomio f x . 

P o r t a a l o , s e f i z e r m o s pa s sa r x po r t odos o s g r á o s d e g r a n d e z a c o m p r e -
13 
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h e n d i d o s e n t r e A P e A P 1 ( f i g . 1 ) , o s d i f f e r e n t e s v a l o r e s d e f x e x p r i m i -
r ã o o s d a s t a n g e n t e s d e todos o s ângu lo s T , q u e f o r m a m c o m o s e i x o s dos 
x a s t a n g e n t e s success ivas d o a r c o M M ' . E s t e s â n g u l o s são a g u d o s ( d o 
l a d o d i r e i t o ) q u a n d o f x t e m o s i g n a l + ( c o m o n o a r c o B M , f i g . 2 . ) ; e 
o b t u s o s q u a n d o f x t e m o s i g n a l — ( c o m o e m O M f i g . 1) . A t a n g e n t e é 
p a r a l l e l a a o e i x o dos x e m O , o ' , O ' , O " , q u a n d o é f'x = 0 . A s i n -
f l e x õ e s d a cu rva r e s u l t a m d a s v a r i a ç õ e s d o s igna l q u e e x p e r i m e n t a f x . 

C o m o pela n a t u r e z a d e f x n e n h u m valor d e a ; p ô d e t o r n a r e s t e p o l y -
n o m i o in f in i to , em n e n h u m ponto p ô d e a t a n g e n t e s e r p e r p e n d i c u l a r ao 
e i x o dos x ; n e m p o r c o n s e g u i n t e p ô d e t e r l o g a r na cu rva u m a reversão 
c o m o n a f i g . 3 . 

5 9 . C o m o o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o H M Q ( f ig . 2 . ) d á I I Q s = I i f x , 
s e r á a o r d e n a d a do p o n t o I I da t a n g e n t e , q u e t e m x + h p o r a b s c i s s a , 

P ' H = f x + hf'x. 

S u b s t i t u i n d o e s t e valor na e x p r e s s ã o ( 1 ) , q u e dá a o r d e n a d a do p o n t o M 
da cu rva , vem 

P ' M ' = j / + f t=P 'H+ i f c 7 " « + í * 7 " ' « + e t c . ; 

e c o m o l i p ô d e t o r n a r - s e t ã o p e q u e n o c o m o se q u i z e r , o s igna l da q u a n -
t i d a d e , q u e no ú l t i m o m e m b r o t e m de a j u n c t a r - s e a P ' H , v e m a d e p e n -
d e r d o s igna l d e \ I f f "x, o u a n t e s d o s igna l d e f x , por s e r Ii2 e s s e n -
c i a l m e n t e pos i t ivo . 

P o r c o n s e g u i n t e , nos pon tos viz inhos de M , s e r á a o r d e n a d a P 1 M ' 
d a c u r v a m a i o r o u m e n o r q u e a o r d e n a d a P 1 H d a t a n g e n t e , c o n f o r m e 
f"x for pos i t iva ou n e g a t i v a ; e i s to t a n t o p a r a a d i r e i t a c o m o p a r a a 
e s q u e r d a do pon to M , po r isso q u e o s igna l de h nada i n d u e . 

L o g o : a curva , nos pontos vizinhos de um logar determinado por um 
valor dado a x , terá voltada para cima a sua concavidade ou a sua con-
vexidade, isto é, terá as ordenadas dos mesmos pontos , para uma e outra 
parte, maiores ou menores que as ordenadas correspondentes da tangente, 
naquelle logar, conforme f "x tiver o signal + ou —. 

T u d o q u a n t o a c a b a d e d i z e r - s e c o n v é m i g u a l m e n t e a o caso e m q u e 
o a r c o f i ca s i t u a d o p a r a a p a r t e d e b a i x o do e i x o d o s » , o q u e se d e m o n s t r a 
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por um r a c i o c í n i o i d ê n t i c o . E de m a i s , s e m u d a r m o s y em yt— i , a e q u a ç ã o 
x = f x t o r n a r - s e - h a e m y í = f x J

r i , a q u a l s ó t e r á d i f f e r e n ç a d a p r i -
m e i r a n o ú l t i m o t e r m o q u e , e m vez d e u , s e r á t t + í , c o n s e r v a n d o 
p o r isso o s m e s m o s va lo res p a r a a s d e r i v a d a s f ' x , f"x, o r a , 
c o m o e s t a t r a n s f o r m a ç ã o e q u i v a l a f a ze r d e s c e r o e i x o d o s x p a r a l l e l a -
m e n t e a s i m e s m o a u m a d i s t anc i a a r b i t r á r i a i , p o d e m o s s e m p r e s u p p o r , 
q u e po r e s t e m o d o t o d a s a s o n d u l a ç õ e s d a cu rva p a s s a r a m p a r a c i m a d o novo 
e i x o d o s x ; e e n t ã o a p p l i c a - s e a t o d a s o t h e o r e m a e n u n c i a d o . 

Q u e r e n d o c o m p a r a r o a r c o d a c u r v a c o m e i x o d o s a ; , 6 fác i l d e v e r , 
q u e o t h e o r e m a p r e c e d e n t e s e r e d u z a o s e g u i n t e : 

O arco volta a sua concavidade para o eixo quando fx e f " x são de 
signacs contrários, e a sua convexidade quando os signaes são os mesmos. 

GO. O ponto I ( f i g . o . ) em q u e um a r c o c o n v e x o se u n e c o m um 
a r c o concavo c h a m a - s e ponto de inflexão. A absc i s sa x d ' e s t e p o n t o d e -
v e n d o f icar na p a s s a g e m de f"x do posi t iva p a r a n e g a t i v a , d e v e s e r r a i z 
de f''x = 0 . C o m e f f e i t o , no p o n t o I do i n f l e x ã o , a t a n g e n t e " f ica e n t r e 
o s dous a r c o s q u e e l la co r t a e t o c a n ' e s t e p o n t o I ; s u p p o n d o pois / " 1 1 X = O , 
o u j nu l lo o 3 . ° t e r m o d e ( 1 ) , v e m 

'J jT k = f x + hf'x + ^h'f'"x + ± / ( V l v X + . . . . 

= P ' H + i / i Y ' " x + ± V f i y X + . . . , ; 

e c o m o h se p ô d e t o r n a r t a m p e q u e n o c o m o se q u i z e r , o s i g n a l da q u a n -
t i d a d e q u e t e m de a j u n c t a r - s e a P 1 I I , é o do seu 1 . ° t e r m o j h 3 f ' n x , o 
q u a l m u d a c o m o de h . P o r t a n t o , s e g u n d o se t o m a r o p o n t o vizinho de M p a r a 
a d i r e i t a ou pa ra a e s q u e r d a , a s s im a o r d e n a d a da t a n g e n t e s e r á m a i o r 
ou m e n o r q u e a da c u r v a , f icando po r e s t e m o d o o a r c o s i t u a d o p a r a a 
p a r t e d e c i m a d a t a n g e n t e d o l ado d o pon to M d e c o n t a c t o , e p a r a b a i x o 
d o o u t r o l a d o : c a r a c t e r p r o p r i o d a i n f l e x ã o , q u e n ã o t e r i a I o g a r , s e n ã o 
fosso / " ' ' x = 0. 

L o g o pa ra o b t e r a s absc i s sas dos pon tos d e i n f l e x ã o , b a s t a r á r e s o l -
ver a e q u a ç ã o f''x = O, c u j a s r a i zes d e t e r m i n a r a e s t e s pon tos q u e são os 
d e s e p a r a ç ã o d a s i n f l exões . O s va lo res d e f x c o r r e s p o n d e n t e s a e s t a s r a i z e s , 
d e t e r m i n a r ã o a s i n c l i n a ç õ e s d a s t a n g e n t e s n ' e s t e s pon tos . 

6 1 . E m c a d a o n d u l a ç ã o d a cu rva h a u m p o n t o O , O ' , . . • • f i g . ( í ) 
era q u e a t a n g e n t e f i ca p a r a l l e l a ao e i x o dos x , e em q u e a o r d e n a d a é 
maxima ou minima, i s t o é , m a i o r ou m e n o r do q u e as q u e l h e f icam 
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v iz inhas de a m b o s os l ados . As r a i z e s d a s e q u a ç õ e s f lX = Oslo as a b s c i s s a s 
d ' e s t e s pon tos . 

P a r a d i s t i n g u i r o máximo do minimo a d v e r t i r e m o s , q u e d e v e n d o 
a o r d e n a d a m a x i m a , pos i t iva ou n e g a t i v a , p e r t e n c e r a um a r c o c o n c a v o 
p a r a o e i x o dos x , ne s se ca so s e r ã o di íTerentes o s s i g n a e s d e f x e f''x; 
e s e r ã o , p e l o c o n t r a r i o , e s t e s s i g n a e s o s m e s m o s no caso do m i n i m o , em 
q u e a o r d e n a d a c o r r e s p o n d e a um a r c o c o n v e x o . 

E c o m e f f e i t o , s e n d o f x = 0 , f i c a a s e r i e ( 1 ) p r i v a d a d o seu 2 . ° 
t e r m o , e a o r d e n a d a P M ' ( f ig . 2 ) da c u r v a s e r e d u z a 

P M ' = f x + i h2f»x + e t c . = á o r d e n a d a PM + I f f " x + e t c ( 3 ) 

P o r é m se l i é m u i t o p e q u e n o , e s t a s e r i e t o m a o s igna l de f''x , q u e r h se ja 
pos i t ivo q u e r n e g a t i v o : a s s i m q u a n d o f x e f"x t e m o m e s m o s igna l , as 
o r d e n a d a s , á d i r e i t a e á e s q u e r d a de P M , são m a i o r e s q u e es t a o r d e n a d a , 
e s u c c e d e o c o n t r a r i o q u a n d o os s i g n a e s sào d i f f e r e n t e s . 

L o g o : tanto no caso do máximo positivo, como do negativo, são 
fx e f " x de signaes contrários; no caso do minimo, os signaes são os 
mesmos. 

A p p l i q u e m o s es ta t h e o r i a á e q u a ç ã o 

y = f x = x>-lix> + tJ.x*— 6x + f ; 

da q u a l se d e d u z 

f x = Ix3-IOx2+ 1 9 a : — C , f ' x = I2x2— 3 2 a ; + 1 9 . 

F a z e n d o fx = 0 , r e s u l t a x = ±, x = ^ , x = 2; e a p p l i c a n d o e s t a s r a i ze s 
s ó b r e o e i x o A x ( f i g . 4 ) d e A p a r a P , P ' , e P ' ' , o b t e r e m o s a s c o o r d e -
n a d a s , c o r r e s p o n d e n t e s aos m á x i m o s e m i n i m o s , 

P O = - H - , P ' 0 ' = + 1 | , P " 0 " = + T • 

C o m o a : = O dá AB = £ , a c u r v a passa em B O O 1 O ' ' R e s o l v e n d o 
a e q u a ç ã o f"x = 0 , o b t e m - s e pa ra a b s c i s s a s d o s pon tos I e l ' de i n f l e x ã o , 
A Q = 0 , 8 9 , A Q 1 = 1 , 7 7 . E c o m o o s va lo re s d e x m e n o r e s q u e 0 , 8 9 
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d ã o f x posi t iva , s e r á f''x n e g a t i v a p a r a todos o s pon to s d a c u r v a d e s d e 
I a t é I ' ; pos i t iva p a r a todos o s o u t r o s . H a v e r á pois u m m á x i m o n e g a t i v o 
e m O , e u m pos i t ivo e m O ' , por isso q u e , p a r a esses p o n t o s , f x e f"x 
t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s ; e u m m i n i m o pos i t ivo e m O ' ' , p a r a o q u a l e s t a s 
e x p r e s s õ e s t e m c s m e s m o s s ignac9 . 

A9 d u a s r a i ze s r e a e s , da e q u a ç ã o f x = O , AD = I e A C , d e t e r -
m i n a m os do is pon tos C e D de s e c ç ã o c o m o e i x o ; as o u t r a s d u a s s ão 
i m a g i n a r i a s . 

6 2 . A s ra i zes d a e q u a ç ã o f x = O s ão a s absc i s sas dos pon tos d a 
c u r v a em q u e a t a n g e n t e é h o r i z o n t a l , e a c a b á m o s de ver q u e esses p o n -
tos t e m a sua o r d e n a d a m a x i m a ou m i n i m a c o n f o r m e os s i g n a e s de f x e 
f"x. M a s s e , a l é m d i s t o , a l g u m a d ' e s t a s r a i zes t o r n a r / - ' ^ = O , não h a v e r á 
e n t ã o m á x i m o n e m m i n i m o , p o r é m u m a in f l exão h o r i z o n t a l c o m o n a f i g . 
5 . C o m e f f e i t o , s e n d o nesse caso a p a r t e d o d e s e n v o l v i m e n t o , q u e t e m d e 
a j u n c t a r - s e á o r d e n a d a P M , {li3f"x +.. . . , e m u d a n d o o l .° t e r m o de 
s i g n a l e o m o d eh, o a r c o é c o n c a v o de um l ado do p o n t o M de c o n t a c t o , e 
convexo do o u t r o . E p o r q u e e s t e va lor de x dá ao m e s m o I e m p o Z i l X = O , 
fi'x — 0 , a i . " d ' e s t a s e q u a ç õ e s t e m d u a s r a i z e s e g u a e s ; e a s s i m c o r -
r e s p o n d e e s t e c a so á c i r c u n s t a n c i a de s e f u n d i r e m d u a s o n d u l a ç õ e s s u c c e s -
sivas n ' u m a s ó , e m c o n s e q u ê n c i a d o d e s v a n e c i m e n t o d o a r c o q u e l iga u m 
m á x i m o a o s e g u i n t e , e pela co inc idênc i a d e u m c o m o u t r o , b e m c o m o 
d a s suas t a n g e n t e s . 

T a m b é m p o d e r i a a c o n t e c e r q u e f"'x fosse n u l l a ; e n t ã o a p a r t e a d d i -
t iva a P M n a e x p r e s s ã o ( 3 ) se r i a - ^ h * f x i y + . . . . , a q u a l , c o n s e r v a n d o 
o m e s m o s igna l d e a m b o s o s lados d o c o n t a c t o , d a r i a u m m á x i m o o u m i -
n i m o , c o n f o r m e o s igna l — ou + de fiyx. N ' e s t e caso t r e s o n d u l a ç õ e s da 
cu rva s e f u n d i r i a m n ' u m a só . 

E m g e r a l p a r a t e r u m m á x i m o o u u m m i n i m o , c o r r e s p o n d e n -
tes á t a n g e n t e h o r i z o n t a l , é n e c e s s á r i o , q u e a l . a d e r i v a d a , q u e se 
n ã o t o r n a nu l l a c o m a ra iz de /"1X = O 1 se ja de o r d e m p a r ; e pe lo s i -
gna l d ' e s t a d e r i v a d a se d i s t i n g u e o m á x i m o do m i n i m o . E p a r a q u e a r a i z 
de f x — O i n d i q u e u m a in f l exão , é n e c e s s á r i o q u e a l . a d e r i v a d a de f"x , 
q u e s e não t o r n a nul la c o m a m e s m a r a i z , s e j a d e o r d e m i m p a r . 

D a n a t u r e z a d a curva- p a r a b ó l i c a s e g u e - s e : q u e u m a c o n v e x i d a d e 
d e v e s u c c e d e r a u m a c o n c a v i d a d e , e r e c i p r o c a m e n t e ; um m á x i m o p o -
s i t ivo a um m á x i m o n e g a t i v o , q u a n d o o a r c o c o r t a o e i x o dos x , ou a 
u m m i n i m o p o s i t i v o , q u a n d o o n ã o c o r t a ; u m m i n i m o n e g a t i v o , o u u m 
m á x i m o p o s i t i v o , a u m m á x i m o n e g a t i v o . I s to p o r é m não t e m l o g a r , 
q u a n d o a c u r v a t i ve r u m a t a n g e n t e h o r i z o n t a l a o p o n t o m e s m o d e i n f l e -
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x ã o ( f ig . 6 ) , o q u e a c o n t e c e q u a n d o f o r e m c o n j u n c t a m e n t e fx-=. 0 e 
f"x = 0 , por q u e e n t ã o e s t e ponto singular p a r t e c i p a ao m e s m o t e m p o 
d a p r o p r i e d a d e d e m á x i m o e d e m i n i m o . E s e a l é m d i s t o for t a m b é m 
f llIx = 0 , c o n c l u i r - s e - h a q u e o pon to e q u i v a l a t r e s f u n d i d o s n ' u m í ó . E 
a s s i m p o r d i a n t e . 

Se a t a n g e n t e é o b l i q u a ao e i x o dos x , f x não é nulla ; e 
s e e n t ã o for f ' x = 0 h a v e r á , c o m o j á v i m o s , u m a i n f l e x ã o : p o r é m 
e s t a i n f l e x ã o d e s a p p a r e c e q u a n d o a m e s m a r a i z d ' e s t a e q u a ç ã o t o r n a 
f ' H x = O, o q u e ind ica q u e d u a s o n d u l e ç õ e s se f u n d i r a m n ' u m a só. E se 
/ ' l v X c = O 1 t o r n a a a p p a r e c e r a i n f l e x ã o , e t c . j \ ' u m a p a l a v r a t o d a s a s 
c i r c u m s t a n c i a s e n u n c i a d a s n o caso d a t a n g e n t e h o r i z o n t a l , p o d e m a inda 
r e a l i s a r - s e ; q u a n d o é ob l iqua , pe lo d e s v a n e c i m e n t o de a l g u m a s o n d u l a ç õ e s . 

6 3 . D o q u e t e m o s e x p o s t o s e g u e - s e , q u e s e d u a s absc i s sas A P , 
A P ' ( f ig . 1 ) d e r e m p a r a f x d o u s r e s u l t a d o s . d e s i g n a e s c o n t r á r i o s P M , P ' M ' , 
c o m o os pon tos M e M' e s tuo um pa ra c i m a , e o u t r o pa ra b a i x o do e i x o 
x x , e o a r c o d e v e c a m i n h a r d ' u m d ' e s l e s p o n t o s p a r a o o u t r o por u m 
t r a ç o c o n t i n u o , é fo rçoso q u e a c u r v a c o r t e o e i x o em um p o n t o k i n t e r -
m é d i o . E p ô d e t a m b é m a c o n t e c e r , q u e n ' e s t e i n t e r v a l l o P P ' ' t enha a cu rva 
o n d u l a ç õ e s , e f o r m e 3 , 5 , 7 i n t e r s e c ç õ e s c o m e i x o , c o m o s e \ ê 
no a r c o p o n t o a d o das fig. 8 c 9 , no qua l a cu rva passa de m para M , 
c o r t a n d o o e i x o u m n u m e r o i m p a r d e vezes . 

Q u a n d o d u a s absc i s sas A P , A P r ' ( f ig . 1 . ) duo para f x r e s u l t a d o s d o 
m e s m o s i g n a l PM , P 1 1 M' ' , i n d i c a m q u e os d o u s pon tos M e M" da cu rva 
es tuo s i t u a d o s da m e s m a p a r t e do e i x o x'x, e q u e , po r c o n s e g u i n t e , o 
a r c o q u e u n e e s t e s d o u s pon tos não c o r t a o e i x o ; e x c e p t o se o a r c o for 
o n d u l a d o , p o r q u e e n t ã o p ô d e c o r t a l - o t a m b é m e m 2 , 4 , 6 , . . . . p o n -
tos , c o m o no a r c o p o n t o a d o de m p a r a M ( f ig . 6 e 7 ) . 

N ã o s e d e v e c o n s i d e r a r c o m o e x c e p ç ã o d o n u m e r o p a r o u i m p a r d e 
i n t e r s e c ç õ e s d a c u r v a com e i x o x x , o caso e m q u e el la s ó tocasse e s t e 

e i x o ( f ig . 1 0 . ) ; po r q u e e n t ã o o valor a , = a da absc i s sa do pon to h ue 
c o n t a c t o , t o r n a r i a c o n j u n c t a m e n t e f x = 0 e f i x = 0 , e por c o n s e g u i n t e 
fx = O t e r i a u m a ra iz a d u p l a , e o f ac to r (j? — a ) 2 ; de s ó r t e q u e v i r i a m 
a s e r dous pontos de s ecção do a r coMA - M' q u e s e a c h a r i a m r e u n i d o s n ' u m 
só , d e v e n d o e s t e pon to de c o n t a c t o k c o n t a r - s e po r d u a s i n t e r s e c ç õ e s . E se 
x = a t o r n a s s e a l é m disso ['1X = O , o p o n t o ún ico de s e c ç ã o e de c o n -
t a c t o c o r r e s p o n d e r i a a u m a ra iz t r i p l a âefx = 0, a u m a in f l exão de MAM' , 
e s e c o n t a r i a po r t r e s em c o n s e q u ê n c i a do f ac to r ( x — a ) 3 . Em g e r a l , s e 
fx t ivesse o f a c t o r (j — a)m, o p o n t o c o r r e s p o n d e n t e á xz\ix = a d e v e r i a 
c o n t a r - s e por m pon to s de s ecção , por q u e todas as d e r i v a d a s a t é f mmmtX 
s e r i a m n u l l a s , e a c u r v a t e r i a r e a l m e n t e m i n t e r s e c ç õ e s r e u n i d a s n ' u m a só . 



ÁLGEBRA SUPERIOR. 103 

L o g o : Se dous valores substituídos por x em fx derem resultados 
de signaes contrários, a equação fx = 0 terá , entre estes valares, raizes 
em numero impar, e pelo menos sempre uma raiz intermedia: se os resultados 
tiverem o mesmo signal , positivo ou negativo, os valores substituídos não 
comprehenderão nenhuma raiz, ou comprehenderão um numero d'ellas par. 

6 4 . P o s t o i s t o , e x a m i n e m o s o s d o u s casos d o g r á o p a r e i m p a r . 
I. Quando a equação fx for do gráo par n, se t o m a r m o s po r x o 

l i m i t e AP ( f ig . 6 e 7) d a s r a i zes p o s i t i v a s , s e n d o e n t à o o l .° t e r m o kx", 
d o p o l y n o m i o f x , pos i t ivo e m a i o r q u e a s o m m a dos l e r m o s n e g a t i v o s , 
f x , o u a o r d e n a d a P M , s e r á pos i t i va . A s d e r i v a d a s f x e f x t a m b é m s e r ã o 
e v i d e n t e m e n t e p o s i t i v a s ; e por c o n s e g u i n t e a t a n g e n t e aos pon tos da c u r v a 
d e s d e M ntó ao inf in i to f a r á um a n g u l o a g u d o M T P c o m o e i x o Ax , e 
s e r á concava p a r a c i m a , d e s v i a n d o - s e c a d a vez m a i s d ' e s t e e i x o . S e t o -
r n a r m o s p o r é m por a ; o l i m i t e Ap d a s ra izes n e g a t i v a s , t a m b é m n ' e s t e c a s o 
f x e f x s e ruo p o s i t i v a s , po r q u e os e x p o e n t e s n e n — 2 do l . ° t e r m o 
d ' e s t e s p o l y n o m i o s são p a r e s ; logo a cu rva t a m b é m s e r á concava a t é a o 
i n f i n i t o , d e s v i a n d o - s e c o n t i n u a m e n t e p a r a a p a r t e de c i m a do e i x o Ax. 
P o r é m f'x s e r á n e g a t i v a , por q u e n—1 é i m p a r ; e a t a n g e n t e , aos 
pon tos da c u r v a d e s d e m a t é ao i n f i n i t o , f a r á po r isso um a n g u l o o b t u s o 
M i P c o m Ax. 

O r a , sc o ultimo termo de fx for negativo, — u, f a z e n d o ;c = 0, 
y t o r n a r - s e - b a e ra — u , q u a n t i d a d e q u e se c o n s t r u i r á a p p l i c a n d o o c o m -
p r i m e n t o A B = — t i ( f ig . 6 . ) p a r a a p a r t e d e b a i x o d a o r i g e m A . A s s i m 
a c u r v a p a s s a r á pelos t r e s p o n t o s m , B e M, e c o r t a r á o e i x o ao m e -
nos u m a vez cm h' á e s q u e r d a , e u m a vez em k á d i r e i t a ; ou p o d e r á , 
c o r t a r t a m b é m o e i x o e m 3 , 5 , 7 p o n t o s d e c a d a l a d o , c o m o 
s e r e p r e s e n t a n a l inha p o n t o a d a . 

L o g o : toda a equação de gráo par , cujo ultimo termo for negativo, 
terá um numero impar de raizes positivas e outro numero impar d'ellas 
negativas, sendo pelo menos uma raiz positiva e outra negativa. 

Se p o r é m o ultimo termo de fx for positivo ,+u, f azendo x=0, 
y t o r n a r - s e - h a e m + w , q u a n t i d a d e q u e s e c o n s t r u i r á a p p l i c a n d o A B = > i « 
( f i g . 7 . ) p a r a a p a r l e d e c i m a d a o r i g e m A . A c u r v a p a s s a r á pelos t r e s 
pontos m , B e M , s i t u a d o s p a r a a p a r t e d e c i m a d o e i x o x ' x , p o d e n d o t e r 
I o g a r o u o n d u l a ç õ e s q u e n ã o c h e g u e m a e n c o n t r a r e i x o , o u i n t e r s e c ç õ e s , 
a s q u a e s s e r ã o s e m p r e em n u m e r o p a r , t a n t o p e r a a d i r e i t a c o m o p a r a a 
e s q u e r d a , c o m o se vê na l inha p o n t o a d a . 

L o g o : toda a equação de gráo par, cujo ultimo termo for positi-
vo , ou não terá raiz alguma real, ou as terá em numero par, tanto 
positivas, como negativas. 
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l í . Quando fx for do gráo impar n , a inda t e m l o g a r o q u e se 
d isse a r e s p e i t o da f ó r m a da cu rva do l ado dos x p o s i t i v o s ; d e s d e o pon to 
M ( f ig . 8 e 9) e l l a c o n t i n u a r á a s e r c o n c a v a , d e s v i a n d o - s e s e m p r e do 
e i x o Ax a t é ao in f in i to , e f a z e n d o as t a n g e n t e s â n g u l o s a g u d o s c o m o 
m e s m o e i x o . M a s se t o m a r m o s po r x o l i m i t e Ap d a s r a i zes n e g a t i v a s , 
c o m o o e x p o e n t e n do 1 . 0 I e r m o de f x , e o e x p o e n t e n — 2 do 1 ." t e r m o de 
f ' ' x , s ão i m p a r e s , e s t e s p r i m e i r o s t e r m o s s e r ã o n e g a t i v o s , r e s u l t a n d o po r 
isso u m a o r d e n a d a n e g a t i v a pm, e um a r c o c o n v e x o p a r a a p a r t e de c i m a . 
A l é m d i s to no p o n t o m s i t u a d o p a r a b a i x o , a t a n g e n t e f a rá um a n g u l o 
a g u d o c o m os x, po r q u e o e x p o e n t e n — 1 do i . ° t e r m o de f'x é p a r . 

Se o ú l t i m o t e r m o de fx for n e g a t i v o , — u , X = O dá y = — u, 
q u e se c o n s t r u e a p p l i c a n d o AB = — « ( f ig . 8) p a r a a p a r t e d e b a i x o da 
o r i g e m A ; a c u r v a c a m i n h a r á pois d e m p a r a B , d e p o i s p a r a M . D o n d e 
se vê q u e p ô d e n ã o c o r t a r o e i x o x'x no e s p a ç o Ax', e q u e ao m e n o s 
o c o r t a r á u m a vez e n t r e A e P . A s i n t e r s e c ç õ e s q u e r e s u l t a r e m d a s o n d u -
lações s e r ã o em n u m e r o pa r de x ' p a r a A , e i m p a r de A p a r a P. 

L o g o : toda a equação de gráo impar , cujo último termo for nega-
tivo lerá sempre um numero impar de raizes positivas (uma pelo menos) ; 
e ou não terá raizes negativas , ou as terá em numero par. 

Se p o r é m o ú l t i m o t e r m o de f x for posi t ivo , - f u , d e v e r á t o m a r - s e 
AB = IÍ ( f ig . 9) p a r a c i m a da o r i g e m ; a c u r v a c a m i n h a r á pois de m p a r a 
B e p a r a M; c o r t a r á o e i x o e n t r e Aep em ura n u m e r o i m p a r de p o n t o s ; 
p o d e r á n ã o e n c o n t r a r e s t e e i x o d e s d e A a t é P , e s e o e n c o n t r a r , s e r á em 
u m n u m e r o p a r d e p o n t o s . 

L o g o : toda a equação de gráo impar cujo ultimo termo for positivo, 
terá um numero impar de raizes negativas (uma pelo menos); e ou não 
terá raizes positivas , ou as lerá cm numero par. 

O caso de se r a c u r v a t a n g e n t e ao e i x o dos x n ã o faz e x c e p ç ã o , po r 
q u e j á se viu q u e e n t ã o a e q u a ç ã o fx = O t e m ra izes e g u a e s , e q u e se 
d e v e m c o n t a r e s t a s r a i z e s c o m o c o r r e s p o n d e n t e s a u m e g u a l n u m e r o d e 
pon tos c o m m u n s á cu rva e ao e i x o . 

Se d i v i d i r m o s po r x a e q u a ç ã o 

, n i i— l i—2 . 

kx -f- . . . . qx — rx — sx — . . . . — i» = O , 

o b t e r e m o s 
, n—i r s u 
kx + . . . . +2 = - + - + . . . . 
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O r a , s e n d o n e g a t i v o o ú l t i m o t e r m o d a p r o p o s t a , e s t a t e r á u m a ra iz pos i t iva 
X = Oi1 q u e t o r n a r á e g u a e s o s d o u s m e m b r o s da ú l t i m a e q u a ç ã o . Se d e r m o s 
a a ; u m va lo r m a i o r o u m e n o r q u e a , a e g u a l d a d e dos d o u s m e m b r o s 
t o r n a r - s e - h a i m p o s s í v e l , po r q u e u m d ' e l l e s a u g m e n t a r á , d i m i n u i n d o o o u t r o . 

L o g o : Quando uma equação, depois de ordenada , constar de ter-
mos positivos , seguidos d'outros termos todos negativos , não lerá mais do 
que uma raiz positiva, e as outras raizes serão negativas ou imaginarias. 

6 5 . V i m o s no n . ° p r e c e d e n t e , q u e s e n d o p a r o g r á o de u m a e q u a ç ã o , 
d e v e e l la t e r a s suas r a i z e s r e a e s e m n u m e r o p a r , o u n ã o t e r n e n h u m a ; 
e q u e s e n d o o g r á o i m p a r , a s r a i zes r e a e s d e v e m s e r e m n u m e r o i m p a r . 
P o r c o n s e g u i n t e , as raizes imaginarias de uma equação são sempre em 
numero par; e uma equação que não tem raiz real, é necessariamente 
do gráo par, e tem o último termo positivo. 

Se todas as r a i z e s da e q u a ç ã o f'x = O f o r e m r e a e s , a c u r v a t e r á 
» — 1 t a n g e n t e s h o r i z o n t a e s e n — 1 o n d u l a ç õ e s . Se cada um d ' e s t e s a r -
cos c o r t a r o e i x o dos x , a s n r a i z e s da e q u a ç ã o fx-=. O t a m b é m s e r ã o 
r e a e s ; e c o m o e n t ã o n ã o ha s e n ã o m á x i m o s a l t e r n a d a m e n t e pos i t ivos e 
n e g a t i v o s , t o d a s a s r a i ze s Aefx=O d a r ã o s i g n a e s d i f f e r e n t e s a f x e f x , 
e o p r o d u c t o d ' e s t a s f u n e ç õ e s se rá n e g a t i v o . 

P o r é m a s r a i ze s r e a e s d e f x — O s e r ã o s u b s t i t u í d a s por o u t r a s i m a -
g i n a r i a s aos p a r e s , q u a n d o n ã o h o u v e r e s t a s o n d u l a ç õ e s d u p l a s , i . é , 
q u a n d o os m á x i m o s f o r e m s u b s t i t u i d o s por m i n i m o s , e a o n d u l a ç ã o não c h e g a r 
a t o c a r o e i x o . 

E q u a n d o a e q u a ç ã o f'x = 0 t i ve r r a i ze s i m a g i n a r i a s , q u e s e m p r e 
s e r ã o em n u m e r o p a r , a cu rva c u j a e q u a ç ã o é y — fx p e r d e r á o u t r a s 
t a n t a s o n d u l a ç õ e s , e f x = Q o u t r o s t a n t o s p a r e s de r a i z e s r e a e s . 

L o g o , em g e r a l : a equação fx — O lerá lanlas raizes imaginarias 
quantas Px = O, ou um numero ainda maior, isto é, tantas quantas 
tiver Px = O , e além d'estas quantas forem as raizes reaes d'esta ultima 
equação, que tornem fx e f " x do mesmo signal; p o r q u e h a v e n d o m i -
n i m o n ' e s t e s c a s o s , f a l t a r ã o aos p a r e s a s i n t e r s e c ç õ e s d a cu rva c o m o e i x o 
d o s x. 

Se a e q u a ç ã o /!r = 0 t i v e r t o d a s as suas r a i z e s r e a e s , as e q u a ç õ e s 
f x = 0 , f x = 0 , t a m b é m a s t e r ã o d a m e s m a e s p e c i e ; a r e c i p r o c a 
d ' e s t a p r o p o s i ç ã o n ã o é v e r d a d e i r a . 

6 6 . D a a n a l y s e d e u m a e q u a ç ã o f x = 0 , f a c i l m e n t e , s e p o d e m 
d e d u z i r as f o r m a s q u e t o m a r á a c u r v a c u j a e q u a ç ã o é y = f x : 

I . 0 S e a e q u a ç ã o do 3 . ° g r á o é d a f o r m a y — kx3 4-px2-\- qx + r , 
o s r a m o s d a c u r v a q u e el la r e p r e s e n t a , e x t e n d e m - s e i n d e f i n i d a m e n t e , e 
t o m a m a d i s p o s i ç ã o i n d i c a d a nas f ig . 8 e 9. 

1 4 
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Se as ra izes da e q u a ç ã o f x = 0 , q u e n ' e s t e caso é do 2 . 9 g r á o , 
são r e a e s , a cu rva t e m d u a s t a n g e n t e s ho r i zon taes e duas o n d u l a ç õ e s . Se 
o e i x o xx' ( f ig . 1 1 ) c o r t a r e s t a s d u a s o n d u l a ç õ e s , a e q u a ç ã o fx = 0 
t e r á a s suas t r e s ra izes r e a e s ; p o r é m s e e s t e e i x o , c o m o A A ' o u B B ' por 
e x . ° , as n ã o c o r t a r , a e q u a ç ã o só t e r á r e a l u m a r a i z , a qua l s e r á p o s i -
t i v a ou n e g a t i v a c o n f o r m e o ú l t i m o t e r m o r t iver o s igna l — o u + . E n -
t r e e s t e s dous casos c o m p r e h e n d e - s e o de s e r o e i x o xx' t a n g e n t e a u m a 
d a s o n d u l a ç õ e s , e e n t ã o fx = 0 , f'x = 0 t e r ã o u m a ra iz c o m m u m a , 
e (x — a ) 2 s e r á f ac to r de fx. Se for fx = (x— a ) 3 as d u a s ondu lações se 
f u n d i r ã o e m u m a s ó , a curva t e r á a f ó r m a M l M 1 d a f i g . 1 0 , e será 
t a n g e n t e ao e i x o no ponto de in f l exão k . 

Se p o r é m a e q u a ç ã o f x = 0 t iver a m b a s a s ra izes i m a g i n a r i a s , a 
c u r v a não t e r á ondu lações e t o m a r á a f ó r m a da f ig . 1 2 . A e q u a ç ã o p r o -
posta só t e r á r e a l u m a raiz , de s ignal c o n t r a r i o ao do ú l t i m o t e r m o r . 

2 . ° Se a e q u a ç ã o for do 4 . ° g r á o y = Icxi+ a d e r i v a -
da f x = 0 s e r á do 3 . ° ; e se as suas t r e s ra izes f o r e m r e a e s , a curva 
t e r á t r e s ondu lações (fig. 1 3 . ) . O e ixo dos x pôde c o r t a l - a s t o d a s , e e n -
t ã o a e q u a ç ã o fx = 0 t e r á r e a e s todas as suas 4 r a i z e s ; ou c o r t a r 
só u m a , c o m o A O ' , e t e r á só duas r e a e s ; ou f ina lmente não c o r t a r n e -
n h u m a , c o m o B B ' , e n ã o t e r á n e n h u m a r e a l . A curva t e r á dous pontos 
de i n f l exão dados pe las ra izes r eaes da e q u a ç ã o f''x = 0 . 

Se a e q u a ç ã o fx = 0 t ive r só r e a l u m a r a i z , e a equação f"x=0 
as não t i ve r d ' e s t a e s p e c i e , a curva não t e r á i n f l e x ã o , c s ó m e n t e t e r á 
u m a ondu lação (f ig. G ) , a qual ou c o r t a r á o e ixo só cm dous p o n t o s , ou não 
o e n c o n t r a r á , e ass im t e rá d u a s r a i zes r e a e s , ou q u a t r o i m a g i n á r i a s . 

3 . ° Se a e q u a ç ã o for do 5 . ° g r á o , a curva t o m a r á a f ó r m a da 
f ig . 1 4 , s e fx = 0 t i ve r a s 4 ra izes r e a e s ; a da f i g . 1 1 , s e t ive r 
s ó m e n t e d u a s ; ou f ina lmente a da f ig . 1 2 , se t odas as 4 ra izes f o r e m 
i m a g i n a r i a s . 

F i n a l m e n t e , p ro segu indo n ' e s t a ana lyse a r e s p e i t o das equações de 
g r ã o s ma i s e levados , c o n v e n c e r - n o s - h e m o s , s em nos s e r v i r m o s d o t h e o r e m a 
do n.° 28 , q n e toda a e q u a ç ã o t e m pelo m e n o s u m a raiz rea l , e x c e p t o 
o caso de se r de g r á o par e t e r o ú l t i m o t e r m o posi t ivo. M a i s a d i a n t e 
p r o v a r e m o s , q u e , a inda m e s m o n ' e s t e caso , e x i s t e um symbolo algébrico , 
uma funcção dos coefficientes, q u e subs t i t u ído por x deve r e d u z i r fx a 
z e r o ; e po r e s t e m o d o f i ca r emos ce r to s de q u e toda a e q u a ç ã o t e m u m a 
ra iz rea l ou i m a g i n a r i a , e por c o n s e g u i n t e , pelo n.° 2 8 , q u e sendo do 
g r á o n t e r á p r e c i s a m e n t e n ra izes . 

6 7 . S e j a m a , b , . . . . — a ' , — 6 ' , . . . . a s r a i zes r e a e s d e u m a 
e q u a ç ã o fx = T (x — a)(x — b) . . . . (x + a') (x + b') = 0 , na 
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q u a l s u p p o m o s , q u e T = O n ã o I e m r a i z e s r e a e s , e q u e po r c o n s e g u i n t e 
o p o l y n o m i o T é de g r á o p a r , e t e m o seu ú l t i m o t e r m o pos i t ivo . C o m o 
o ú l t i m o t e r m o d e f x = 0 é o p r o d u c t o d o d e T p o r — a , — b , . . . . 
+ a ' , + 6 ' , . . . . , o seu s igna l d e p e n d e d e se r p a r o u i m p a r o n u m e r o dos 
f a c t o r e s n e g a t i v o s . L o g o o ú l t i m o t e r m o d e u m a e q u a ç ã o é pos i t ivo o u n e -
g a t i v o , c o n f o r m e f ò r p a r o u i m p a r o n u m e r o d a s r a i z e s p o s i t i v a s , s e j a 
q u a l q u e r q u e f o r , po r o u t r a p a r t e , o n u m e r o d a s n e g a t i v a s e d a s i m a g i -
n a r i a s . 

6 8 . S u p p o n h a m o s , q u e t e n d o r e so lv ido a e q u a ç ã o f'x = O , c h e -
g á m o s a d i s t i n g u i r o s m á x i m o s d o s m i n i m o s na c u r v a r e p r e s e n t a d a por 
y — f x , por m e i o d a c o m p a r a ç ã o dos s i g n a e s d e f x e f"x, r e l a t i v o s aos 
va lo r e s de x q u e são r a i ze s de f'x = O ; e q u e e s t a s r a i z e s c o r r e s p o n d e m 
a M m á x i m o s e m m i n i m o s . 

P o s t o i s t o , i m a g i n e m o s q u e u m p o n t o m o v e i p a r t i n d o d o inf in i to 
n e g a t i v o , d e s c r e v e a c u r v a c a m i n h a n d o p a r a o in f in i to pos i t ivo . D u r a n t e 
um i m m e n s o in t e rva l lo d ' e s t e t r a n s i t o , o move i não e n c o n t r a r á o e i x o , 
p o r q u e s ó nas p r o x i m i d a d e s d a o r i g e m , é q u e p r i n c i p i a r ã o a s o n d u l a -
ç õ e s . P a s s a d o um m á x i m o , o p o n t o c a m i n h a r á p a r a o e i x o , e c h e g a r á a c o r -
t a l - o , e x c e p t o s e , c u r v a n d o - s e , o l inha d e r Iogar a u m m i n i m o , p o r q u e 
e n t ã o c a d a m i n i m o d e s t r u i r á u m a i n t e r s e c ç ã o i n d i c a d a pelo m á x i m o v iz i -
n h o . D i s t o se c o n c l u e q u e . a e x p r e s s ã o M — m + 1 r e p r e s e n t a o n u m e r o 
d a s i n t e r s e c ç õ e s , is to é , o d a s r a i ze s r e a e s da e q u a ç ã o f x = 0 ; e a c c r e s -
c e n t â m o s o t e r m o + 1 , p o r q u e n o m o v i m e n t o d o m o v e i n ã o m e t t e m o s e m 
con ta a i n t e r s e c ç ã o q u e p r e c e d e ao 1 . ° m á x i m o , ou a q u e s u c c e d e ao 
ú l t i m o . S e for M = m , i s to ó , s e h o u v e r t an to s m á x i m o s c o m o m i n i -
m o s , a e q u a ç ã o t e r á s ó u m a ra i z r e a l , e s e r á po r c o n s e g u i n t e d e g r á o 
i m p a r . S e não h o u v e r m i n i m o , p ô d e a c o n t e c e r q u e n ã o h a j a s e n ã o u m 
m á x i m o ; e a e q u a ç ã o t e r á e n t ã o s ó d u a s r a i ze s r e a e s , s e r á d o g r á o p a r , 
e o m á x i m o s e r á n e g a t i v o . F i n a l m e n t e se não h o u v e r m á x i m o , não p o d e r á 
h a v e r m a i s d o q u e u m m i n i m o , n e m ra i z a l g u m a r e a l ; a e q u a ç ã o é d o 
g r á o p a r , e o m i n i m o é pos i t ivo . 

Raizes incommensuraveis. 

6 9 . Methodo de Newton. D e p o i s de h a v e r m o s d e s e m b a r a ç a d o a 
p r o p o s t a f x = O d a s suas r a i z e s t a n t o e g u a e s , c o m o c o m m e n s u r a v e i s , 
v e j a m o s c o m o s e p o d e m a c h a r a s r a i z e s i r r a c i o n a e s . S u p p o n h a m o s q u e s e 
c h e g o u a o b t e r u m va lor a p p r o x i m a d o y d ' u m a d ' e s t a s r a i z e s , c o m p r e -
h e n d i d a e n t r e 09 va lo res a e O; f a z e n d o x = y em f x , pe lo s igna l do r e -
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s u l t a d o (n . ° 6 3 . ) s e r e c o n h e c e r á se a r a i z e s t á c o m p r e h e n d i d a e n t r e « 
e y , ou e n t r e y e 6 . D ê m o s q u e e s t á e n t r e a e y ; t o m a n d o x = p , n u -
m e r o c o m p r e h e n d i d o e n t r e o s d o u s ú l t i m o s , t a m b é m v i r e m o s a s a b e r pe lo 
s i g n a l do r e s u l t a d o , se a r a i z e s t á e n t r e a e (J , ou e n t r e [3 e y. P o r e s t e 
es t i lo v a m o s e s t r e i t a n d o c a d a vez m a i s o s l i m i t e s , e a p p r o x i m a n d o - n o s 
i n d e f i n i d a m e n t e d o valor d a r a i z . 

E s t e p roces so l abor ioso t o r n a - s e i m p r a t i c á v e l , q u a n d o s e e x i g e m g r a n -
d e s a p p r o x i m a ç õ e s ; e s ó m e n t e se e m p r e g a para se obter um numero a , 
que diffira do valor de x menos de j j . 

D e s i g n a n d o o e r r o po r y, s e r á X= a + y , e s u b s t i t u i n d o em fx=0, 
virá (n .° 3 1 ) 

2 

f{ a + y)=f* + yfa + JLf»« + . . . . + V = 0. 

M a s c o m o y se s u p p ò e , e a n ã o e n t r a c o m o d e n o m i n a d o r em 
n e n h u m a d ' e s t a s f u n c ç õ e s , q u e são os va lo res de f x e d a s suas d e r i v a d a s 
q u a n d o se p õ e x = ol: a r e g r a de N e w t o n cons i s te em c o n s i d e r a r y 2 , y3,.. 
c o m o q u a n t i d a d e s m u i t o p e q u e n a s , q u e s e p o d e m d e s p r e z a r ; o q u e r e d u z 
a t r a n s f o r m a d a aos t e r m o s fa. + yfa., e dá 

— fa. _ koT + 77a"- ' + íol + u 
V ~ f a ~ ~ IikaT-1 + P ( H - I ) a " " 1 + . . .t' 

C h a m a n d o s a e s t a f r a c ç ã o , ou a n t e s ao seu va lor a p p r o x i m a d o , y = s 
dá # = a + s pa ra 2 . a a p p r o x i m a ç ã o . F a z e n d o a + s = a ( , e d e s i g n a n d o 
p o r jI1 a nova c o r r e c ç ã o , es ta s e r á d a d a por u m a e x p r e s s ã o idên t i ca á de 
y , só c o m a di fTerença de se d e v e r s u b s t i t u i r a ; em vez de a , o q u e dá 
x = a + s + E a s s i m s u c c e s s i v a m e n t e . 

P o r e x . , se na e q u a ç ã o 

x3 — 2íc — 5 = O , 

f i z e r m o s x = 2 e x = 3 , pe lo s r e s u l t a d o s — 1 e+ 16 v i r e m o s no c o -
n h e c i m e n t o d a e x i s t e n c i a d e u m a ra i z e n t r e 2 e 3 , q u e m a i s s e a p p r o x i m a 
de 2 do q u e de 3 . Se f i z e r m o s d e p o i s x = 2 , 1 v i r á o r e s u l t a d o 0 , 0 6 1 , 
o q u a l m o s t r a q u e 2 , 1 é m a i o r q u e x e m a i s v iz inho da r a i z q u e o n u -
m e r o 2. P o n d o a = 2 , 1 , a c o r r e c ç ã o é 
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« — 2 a — 5 0 , 0 6 1 A A A ( t , 
3 a - - 2 ~ l T f f i i ~ "*" 

C o n t e n t a n d o - n o s po i s c o m a 1 . " a p p r o x i m a ç ã o a t é á s d e c i m a s - m i l l i o n e s i m a s , 
s e r á x = 2 , 0 9 4 6 . T o m a n d o p o r a e s t e ú l t i m o v a l o r d e x , v i r á 

0 , 0 0 0 5 4 1 5 5 0 5 3 6 
— 1 1 , 1 6 2 0 4 7 4 8 ~ 0 , 0 0 0 0 4 8 5 1 . 

J á d ' a q u i s e v ê q u e a 4 . " d e c i m a l d o v a l o r d e x n a 1 . " a p p r o x i m a ç ã o 
e s t á e r r a d a , e q u e é x = 2 . 0 9 4 5 5 1 4 9 . P o r e s t e p r o c e s s o c o n s e g u i r e m o s 
c o r r i g i r s u c c e s s i v a m e n t e a s ú l t i m a s d e c i m a e s , e o b t e r m a i o r e s a p p r o x i m a -
ções . 

C o n s e r v a n d o o t e r m o y 2 no d e s e n v o l v i m e n t o , v i r á 

— fe 

e x p r e s s ã o d e q u e s e f a r á u s o , s u b s t i t u i n d o , p e l o y q u e e n t r a n o d e n o m i -
n a d o r d o 2 . ° m e m b r o , a 1 . " c o r r e c ç ã o s ; e a s s i m s e o b t e r á u m v a l o r m a i s 
a p p r o x i m a d o . No e x e m p l o de c i m a s u b s t i t u i n d o p o r y o v a l o r í = — 0 , 0 0 5 4 
e m j J / / " " a , a c h a - s e — 0 , 0 3 4 ; e p o r d e n o m i n a d o r d a f r a c ç ã o 1 1 , 1 9 6 : 
d ' o n d e s e c o n c l u e y = 0 , 0 0 5 4 4 8 3 , q u a n t i d a d e q u e s ó t e m e r r a d a a 
ú l t i m a d e c i m a l . 

T o m e m o s p a r a 2 . ° e x e m p l o a e q u a ç ã o 

x3—x2+ 2x = 3 , 

q u e t e m u m a r a i z c o m p r e h e n d i d a e n t r e o s n ú m e r o s 1 , 2 e 1 , 3 , o s q u a e s 
s u b s t i t u í d o s d ã o o s r e s u l t a d o s — 0 , 3 1 2 e + 0 , 1 0 7 . T o m a n d o a = l , 3 , 

0 , 1 0 7 
v e m y = — 0 , 0 2 , e x = 1 , 2 8 . E p o r q u e é 

4,4/ 
±yf"oc = ( 3 a — l ) t / = 2 , 9 y = — 0 , 0 5 8 , o d e n o m i n a d o r t o r n a - s e em 
4 , 4 7 — 0 , 0 5 8 = 4 , 4 1 2 ; l o g o y = — 0 , 0 2 4 2 e x = - - 1 , 2 7 3 8 . T o m a - s e 
d e p o i s a = 1 , 2 7 6 , e c o n t i n u a - s e c o m a a p p r o x i m a ç ã o . 

7 0 . C u m p r e a d v e r t i r , q u e , e m c e r t o s c a s o s , n ã o p ô d e t e r l o g a r 
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o m e t h o d o de N e w t o n , p o r q u e n o s l e v a r i a a r e s u l t a d o s m e n o s e x a c t o s . 
C o m e f f e i t o c o n s t r u i n d o , c o m o n o n .° 5 8 , a c u r v a pa rabó l i ca ( f ig . 1 . ) 

c u j a e q u a ç ã o é y=>fx, as r a i z e s da C q u a c a o f x = O s e r ã o r e p r e s e n t a d a s 
p e l a s a b s c i s s a s dos pon to k , f c ' , de i n t e r s e c ç ã o d ' e s t a c u r v a c o m 
o e i x o Ax. S e j a x = AP = a. um va lor a p p r o x i m a d o da ra iz Ak = a 
( f i g . 1 5 e 1 6 ) : s e r á a o r d e n a d a P M = / a , e a t a n g e n t e d o a n g u l o T , 
q u e faz c o m A x a t a n g e n t e a o p o n t o M , s e r á = / " ' a (n . ° 5 8 ) R e s o l v e n d o 
o t r i a n g u l o T P M , e d e s i g n a n d o p o r s à subtangente T P , v e m 

TP t a n g T = PM = f a , s ; e finalmente AT = a — . 
í « / a 

E e s t e o novo va lo r a p p r o x i m a d o de AK = r t , s e g u i n d o o m e t h o d o de 
N e w t o n , o q u a l c o m o a c a b a d e v e r - s e , s e r e d u z a s u b s t i t u i r pe lo a r c o 
Mfc a sua t a n g e n t e MT , na i n d a g a ç ã o do p o n t o de s e c ç ã o fc com o e i x o . 
O b t i d a es ta 2 . a a p p r o x i m a ç ã o A T , b u s c a - s e po r m e i o d ' e l l a o u t r a t a n g e n t e 
M T ' , da q u a l se d e d u z um novo valor A T ' m a i s a p p r o x i m a d o . E a s s im por 
d i a n t e . 

P o r é m se os pon tos T , T o b t i d o s d ' e s t a m a n e i r a não se 
a p p r o x i m a r e m c o n t i n u a d a m e n t e d o pon to f c , o m e t h o d o n ã o d e v e ser e m p r e -
g a d o . A s s i m , se t o m á s s e m o s por valor a p r o x i m a d o a. a absc i ssa Ap ( f ig . 
1 5 . ) c o r r e s p o n d e n t e ao p o n t o «» viz inho do m á x i m o , é c l a ro q u e a t a n -
g e n t e m t t i r a d a por e s se p o n t o , l onge de conduz i r a um valor m a i s a p p r o -
x i m a d o d e A f c , pode r i a d a r u m a s u b t a n g e n t e quas i i n f i n i t a . S e t o m á s s e -
m o s por a. a absc i ssa Ap' c o r r e s p o n d e n t e ao pon to m', t a m b é m v iz inho do 
pon to O , m a s para o o u t r o l a d o , a s u b t a n g e n t e s e r i a d i r i g i d a cm s e n t i d o 
c o n t r á r i o . D ' a q u i se vo pois q u e a f ó r m a e pos ição do a r c o mM , r e l a t i v a -
m e n t e ao e i x o , p o d e m faze r com q u e f a l h e o m e t h o d o , o qua l po r i s so , 
e pa ra se r a b o n a d o nos seus r e s u l t a d o s , d e v e s e r s u j e i t o á s s e g u i n t e s c o n -
d i ções . 

1." E necessário que entre os limites a e p não esteja comprehen-
dida mais do que uma raiz. P o r q u e , se h o u v e s s e m m u i t a s r a i z e s e n t r e 
a e Q a cu rva , c o r t a n d o o e i x o em m u i t o s pontos i n t e r m e d i o s e n t r e e s t e s 
l i m i t e s , f a r i a o n d u l a ç õ e s , e n ã o t e r i a m o s m e i o de s a b e r , s e o pon to da 
c u r v a c o r r e s p o n d e n t e á absc i s sa a q u e s u b s t i t u i m o s por x , s e r i a o u n ã o 
p r o p r i o p a r a c o n d u z i r a um valor m a i s a p p r o x i m a d o de a . É i s to o q u e se 
a c h a r e p r e s e n t a d o na fig. 1 , na q u a l os l i m i t e s Apt Ap' n ã o nos d ã o a 
c o n h e c e r se é ou n ã o possivel a p p r o x i m a r de Afc e Afc1. 

2 . " Devem rejeitar-se os valores de x entre a. e {3, que tornam 
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nullas a s derivadas f x e fvx. P o r q u e e n t ã o h a v e r i a n ' e s t e i n t e r v a l l o um 
m á x i m o o u u m m i n i m o , o u a l g u m a in f l exão ( n . o s 6 0 e 6 1 . ) e m c u j a s 
c i r c u m s t a n c i a s o m e t h o d o de N e w t o n é e v i d e n t e m e n t e d e f e i t u o s o . 

A d i a n t e e n s i n a r e m o s o p r o c e s s o p a r a a c h a r os l i m i t e s a e (3, e o 
m e i o d e r e c o n h e c e r s e n ' e l l e s s e d á es t a s e g u n d a c o n d i ç ã o . 

3 . * Achados os dous limites a e $, para progredir na approxima-
ção só se deve lançar mão d'aquelle que tornar fx e f " x do mesmo si-
gnal. A s f i g . I S , 1 6 , 1 7 e 1 8 r e p r e s e n t a m a s d i f f e r e n t e s pos ições q u e 
p ô d e t o m a r o a r c o , c o n f o r m e v o l t a r p a r a c i m a a sua c o n v e x i d a d e ou a sua 
concav i d a d e . A ra iz 6 A/c = a ; AP e Ap são os l i m i t e s a e j3 e n t r e os q u a e s só 
el la e s t a c o m p r e h e n d i d a ; a s u b t a n g e n t e PT é a c o r r e c ç ã o Í, q u e dá o 
m e t h o d o , r e l a t i v a a o l i m i t e A P = a . E e v i d e n t e p o r é m , q u e , p a r a s e 
a p p l i c a r o m e t h o d o com s e g u r a n ç a , é n e c e s s á r i o , q u e o pé T da t a n g e n t e se 
a c h e e n t r e o d a o r d e n a d a P e o pon to k d a s e c ç ã o c o m o e i x o : logo a 
cu rva d e v e s e r convexa d ' e s d e k a t é M , ou ( n . ° 5 9 . ) p o r o u t r a , d e v e o 
s igna l da o r d e n a d a fx ser o m e s m o q u e o de f"x , p a r a a absc i s sa A P = X = a ; 
e é e s t e o l i m i t e q u e d e v e m o s p r e f e r i r n a s a p p r o x i m a ç õ e s s u b s e q u e n t e s . 

D a i n s p e c ç ã o d a s f i g . 1 5 e 1 8 s e v ê , q u e d e p o i s d e p r e f e r i d o , 
pela c o n s i d e r a ç ã o dos s i g n a e s e n t r e os d o u s l i m i t e s , o l i m i t e a > a , t o d a s a s 
a p p r o x i m a ç õ e s success ivas s e r ã o s c m p r e > a : d e s c e n d o c o n t i n u a d a m e n t e p a r a 
es ta raiz a . Se pe lo c o n t r a r i o t i v e s s e m o s p r e f e r i d o o l i m i t e a <a ( f i g . 16 c 1 7 ) , 
s u b i r - s e - h i a pa ra o va lo r de a por u m a s e r i e de a p p r o x i m a ç õ e s t o d a s <a. 

7 1 . P o s t o i s t o , e i s e m s u m m a o c a m i n h o q u e d e v e m o s s e g u i r : 1 . 
buscar dois limites a c entre os quaes não haja mais do que uma 
raiz: 2." estreitar esles limites, até nos certificarmos, que não compre-
hendem nenhuma das raizes das equações f 'x = O , f " x = 0: 3 . ° tomar 
por fim , para primeira approximação, aquelles dos dous limites a ou S, 
que substituído por x cm cm fx e f " x , der resultados com o mesmo signal. 

S e g u i n d o d e p o i s o p roces so i n d i c a d o , c h e g a r e m o s a o b t e r o valor 
s , ou a c o r r e c ç ã o q u e d e v e j u n c t a r - s e , c o m o seu s i g n a l , a a p a r a se 
o b t e r a 2." a p p r o x i m a ç ã o a + s . E s t a , t o m a d a p a r a novo valor d e « , s e r -
v i rá p a r a a c h a r m o s a 3 . * ; e a s s im po r d i a n t e . 

É e v i d e n t e q u e p o d e m o s p r e s c i n d i r de t o m a r o valor de s , tal qua l 
o dá o c á l c u l o , e q u e p o d e m o s s u b s t i t u i r - l h e o u t r o m e n o s c o m p l i c a d o , 
com tanto que corresponda a um ponto T comprehendido entre P e k. 
T e n d o - o pois r e d u z i d o a d i z i m a , b a s t a c o n s e r v a r as l e t r a s q u e se j u l g a -
r e m n e c e s s a r i a s p a r a a r a i z , a f i m d e n ã o c o m p l i c a r i n u t i l m e n t e o s c á l c u -
culos s e g u i n t e s . P a r a i s to t o r n a - s e i n d i s p e n s á v e l o conhecimento dos grãos 
de approximação de cada correcção. 

O r a , s e pe lo p o n t o m , c o r r e s p o n d e n t e a o 2 ° l i m i t e A p — t , s e t i -
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r a r u m à p a r a l l e l a m q à t a n g e n t e M T , o l i m i t e A q f i c a r á n a p a r t e c o n -
cava da c u r v a , e o p o n t o k e s t a r á v i s i v e l m e n t e e n t r e os pés T e q. M a s 

pm fÇ 
o t r i a n g u l o mpq d á p q = = — — , c o m o s i g n a l — , por q u e / " 6 é 

t a n g q f a 4 

fS 
n e g a t i v a ; logo A q = S - - ' . T e m o s a s s i m d o u s I i m i t e s c o n h e c i d o s , e n t r e 

/ « 
os q u a e s c a h e a r a i z p e d i d a , a s a b e r 

• / a , , „ 
ct = s . , g ' = g — £ 1 . I i 

N o valor d e « ' d e v e m o s c o n s e r v a r s ó m e n t e a s l e t r a s d e dizi n a c o m r a u n s 
c o m as de g1 , e o b t e r e m o s a s s i m as l e t r a s e x a c t a s da 2.® a p p r o x i m a ç ã o . É 
p r ec i so t a m b é m t e r c u i d a d o e m a f f e c t a r a s d i f f e r e n t e s q u a n t i d a d e s q u e 
e n t r a m n ' e s t a s e x p r e s s õ e s c o m o s s i g n a e s c o m p e t e n t e s . A a p p r o x i m a ç ã o , 
l e n t a a o p r i n c i p i o , t o r n a - s e m u i t o c o n v e r g e n t e p a r a a , logo q u e s e c h e -
g a m a o b t e r 3 ou 4 l e t r a s de d i z i m a p a r a a r a i z . F o u r i e r d e m o n s t r o u a 
lei d ' e s t a a p p r o x i m a ç ã o na sua Analyso das equações determinadas. 

S i r v a - n o s o u t r a vez de e x e m p l o a e q u a ç ã o x3 — 2x — 5 = O , q u e 
d á f x = 3x2—2, e f x = Qx. J á v i m o s , q u e a r a i z e s t á e n t r e o s l i -
m i t e s 2 e 2 , 1 . As r a i ze s da e q u a ç ã o f'x = O n ã o e s t ã o c o m p r e h e n d i d a s 
e n t r e e s t e s l i m i t e s . F i n a l m e n t e a; = a = 2 , l t o r n a do m e s m o s igna l , e 
p o s i t i v a s , a s e x p r e s s õ e s f x e f x . D e v e m o s pois p r e f e r i r o l i m i t o a . T e -
m o s t a m b é m 

f a = + 0 , 0 6 1 , f a = + 1 1 , 2 3 , e s = — 0 , 0 0 5 4 3 ; 

logo a 1 = 2 , 0 9 4 5 7 . T o m a n d o g = 2 , 0 9 p o r s e r 2 , 0 9 < a , c o m o s e r e -
fe 

c o n h e c e v e n d o , q u e e s t e va lo r d á / ' g = — 0 , 0 5 0 6 7 1 : v i rá 7 7 - = — 0 , 0 0 4 5 1 , 
fa. 

g ' = 2 , 0 9 4 5 1 . C o n c l u i r e m o s pois q u e a s q u a t r o p r i m e i r a s d e c i m a e s e s t ão 
e x a c t a s , e q u e é x = 2 , 0 9 4 5 . 

C o m e s t e novo va lor de a a c h a r e m o s 

f a = Z + 0 , 0 0 0 5 4 1 5 5 , f a = + 1 1 , 1 6 2 0 4 7 4 8 , e s = — 0 , 0 0 0 0 Í8617 ; 

logo « ' = 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 3 . E t o m a n d o g = 2 , 0 9 4 5 por s e r 2 , 0 9 4 5 < a , 
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c o m o s e r e c o n h e c e , vendo q u e e s t e va lo r d á 

1 1 3 

/ ¾ = - 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 : v i r á ± 2 . = — 0 , 0 0 0 5 1 4 8 , £ ' = 2 , 0 9 * 5 5 1 1 8 . 

P o r e s t e m o d o t e m o 9 o b t i d o j á o i t o l e t r a s d e d i z i m a e x a c t a s , 
A m e d i d a q u e o n u m e r o vae t e n d o m a i s l e t r a s , t a m b é m o cá l cu lo 

s e t o r n a m a i s l o n g o ; p ô d e p o r é m a b b r e v i a r - s e d a m a n e i r a s e g u i n t e . O 
f x 

valor a p p r o x i m a d o d e x d a - n o s f x , f x , e s = —. P a r a l eva r o c á l -
/ x 

culo m a i s l o n g e , d e v e po r x s u b ^ t i t u i r - s e a-, = a ; - f - s e m f x , f x , f x , 
d o n d e r e s u l t a o s e g u i n t e d e s e n v o l v i m e n t o q u e , e m r a z ã o d a p e q u e n e z d o 
n u m e r o s , s e r e d u z i u aos p r i m e i r o s t e r m o s : 

fx' = f x + sf'x + -1 s * f x , f'xi = fx + sf"x. 

T e m o s po is um m e i o fáci l de c o n c l u i r o c á l c u l o , c o m o p a s s á m o s a m o s t r a r 
s e r v i n d o - n c s d o e x e m p l o d e c i m a . P o n d o a = 2 , l a c h á m o s / a = 0 , 0 6 1 , 
f x = 1 1 , 2 3 , f'*= 1 2 , 6 , e s = 0 , 0 0 5 4 ; p a r a l e v a r a p p r o x i m a ç ã o m a i s 
a d i a n t e b a s t a r á fazer a = a — 0 , 0 0 5 4 , o q u e d á 

fx, = 0 , 0 6 1 — 0 , 0 0 5 4 x 1 1 , 2 3 + ( 0 , 0 0 5 i ) * x 6 , 3 = 0 , 0 0 0 5 4 1 7 , 

/ " a , = 1 1 , 2 3 — 0 , 0 0 5 4 x 1 2 , 6 = 1 1 , 1 6 1 9 6 , 

— ^ i - = — 0 , 0 0 0 0 4 8 5 3 . 
1 \ 

7 2 . Melhodo de Lagrange. A v e r d a d e i r a d i f i c u l d a d e , e aqu i l lo 
q u e , p r i m e i r o q u e t u d o , i m p o r t a c o n h e c e r p a r a a c h a r a s r a i ze s d e u m a 
e q u a ç ã o , é o logar das raizes, i s to é , u m a s e r i e de n ú m e r o s t aes , q u e 
e n t r e d o u s d ' e l l e s t o m a d o s c o n s e c u t i v a m e n t e n ã o possa e x i s t i r mai9 d o q u e 
u m a d ' e s t a s r a i z e s . 

Q u a n d o po r x se s u b s t i t u e u m a s e r i e de n ú m e r o s p , q , r , i , t , . . . 
e s e a c h a m ( a u t o s r e s u l t a d o s success ivos de s i g n a e s c o n t r á r i o s , q u a n t a s 

1 5 



U l ALGBBRA SCPBRIO R. 

são as n u n i d a d e s do g r ã o da r a i z , t o d a s as r a i z e s são r e a e s , e o Ioga r 
d e c a d a u m a d ' e l l a s Gca d e t e r m i n a d o . P o r é m , fóra d ' e s t e c a s o , não s e 
p ô d e s a b e r ao c e r t o o n u m e r o d a s r a i ze s r e a e s e os seus l i m i t e s , s e n d o possível 
q u e , e n t r e o s n ú m e r o s q u e s u b s t i t u i d o s po r x d e r a m r e s u l t a d o s d e s i -
g n a e s c o n t r á r i o s , s e c o m p r e h e n d a m 3 , 5 , 7 , ra izes , e q u e e n t r e o s q u e 
d e r a m r e s u l t a d o s dos m e s m o s s i g n a e s , s e c o m p r e h e n d a m 2 , 4 , 6 , 
( n . ° 6 3 ) É n e c e s s á r i o pois e s c o l h e r u m a s e r i e d e s u b s t i t u i ç õ e s t a m p r ó x i m a s , 
q u e e n t r e d u a s success ivas n ã o possa h a v e r m a i s d o q u e u m a ra iz i n t e r m é -
d ia , pa r a ficarmos na c e r t e z a de q u e existe uma só raiz entre os números 
consecutivos, que substituídos dão resultados de signaes contrários; e que, 
pelo contrário, n ã o existe nenhuma entre os números consecutivos que 
dão resultados do mesmo signal. 

S e j a m a e b d u a s r a i ze s c o m p r e h e n d i d a s e n t r e os l i m i t e s a e > . , e 
s u p p o n h a m o s , q u e e s t e s q u a t r o n ú m e r o s , e s c r i p t o s pela o r d e m d e g r a n -
deza c r e s c e n t e , são a , a , b , > : t e r e m o s e v i d e n t e m e n t e X — a> b — a , 
e s e r á e s t a a c o n d i ç ã o neces sá r i a p a r a q u e a e b e s t e j a m c o m p r e h e n d i d o s 
e n t r e a e 1 . P o r t an to , se a d i í l e r ença e n t r e os d o u s l i m i t e s não for m a i o r 
q u e a di íTerença e n t r e as r a i z e s , só u m a d ' e l l a s , q u a n d o m u i t o , p o d e r á 
f i ca r e n t r e os m e s m o s l i m i t e s . C o n d e se s e g u e , q u e se for $ menor 
que a menor differença entre as raizes, e se partindo do limite inferior 
Y9 substiuirmos por x os números 1', I' + + até ao 
limite superior 1, obteremos tantos resultados de signaes contrários, quan-
tas são as raizes reaes. C a d a m u d a n ç a de s igna l nos r e s u l t a d o s m o s t r a , 
q u e e x i s t e u m a só r a i z e n t r e os n ú m e r o s s u b s t i t u i d o s ; e a p e r m a n e n c i a 
d e s igna l m o s t r a , q u e não e x i s t e n e n h u m a . 

P a r a o b t e r & f o r m a r e m o s u m a e q u a ç ã o , da qua l s e j a m r a i z e s a s d i f f e -
r e n ç a s e n t r e a s r a i ze s da p r o p o s t a t o m a d a s d u a s a d u a s . P a r a i s s o , de-
signando por y a di/ferença de uma raiz x a outra qualquer da proposta , 
e m u d a n d o x em x + y , t e r e m o s 

f x + y f x + l t / f " x + = 0 , 

e q u a ç ã o q u e , por s e r / ! r = 0 , se p a r t e , d i v i d i n d o a s e g u n d a po r y , 
nas d u a s 

f x = 0 , f x + ± y f x + i yT'x + ky-> = 0. 

E l i m i n a n d o x e n t r e e s t a s d u a s e q u a ç õ e s a d u a s i n c ó g n i t a s x e y ( n . ° 
52 ) , v i rá u m a e q u a ç ã o F j / = O a q u a l s e c h a m a equação ás differenças, 
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por q u e u ' e l l a y r e p r e s e n t a a d i f f e r e n ç a e n t r e u m a ra iz q u a l q u e r i o as 
o u t r a s da p r o p o s t a . O g r á o d ' e s t a e q u a ç ã o é n ( n — 1 ) , po r q u e é e s t e 
o n u m e r o de a r r a n j o s 2 a 2 d a s n r a i z e s de x. 

S e n d o a , b , c , as r a i z e s da p r o p o s t a , as d i f f e r e n ç a s e n t r e 
e l l a s , a — b, b— a, b — c, c— b, são e g u a e s d u a s a d u a s 
e d e s i g n a e s c o n t r á r i o s ; d e s o r t e q u e d e s i g n a n d o u m a d ' e l las por x , t e -
r e m o s y = ± x , e q u a l q u e r d ' e s t e s d o u s v a l o r e s d e y t o r n a r á F y = O . 
D i s t o se s e g u e , q u e Fy deve conter sómente potencias pares de y; e q u e 
p o r c o n s e q u ê n c i a s e p o d e d e c o m p o r e m f a c t o r e s d a f ó r m a 

( y W ) ( y 2 - ê 2 ) , ( y 2 - X 2 ) . 

S u p p o n d o pois y2 = z , t e r e m o s a s s i m a e q u a ç ã o do quadrado da* 
differenças, ç s = 0 , n a q u a l a i n c ó g n i t a s é o q u a d r a d o d e t o d a s a s d i f f e -
r e n ç a s e n t r e a s r a i z e s de x . 

7 3 . C o m o j á s a b e m o s (n . ° 3 8 . ) a c h a r u m n u m e r o i m e n o r q u e 
q u a l q u e r d a s r a i z e s pos i t ivas z de çs = 0 , i s to é , i<z = y* ou Vi<y: 
p o d e m o s t o m a r pa ra d i f f e r e n ç a § , e n t r e o s n ú m e r o s q u e t e m o s d e s u b t i -
t u i r por x , Vi ou q u a l q u e r n u m e r o pos i t ivo m e n o r . E po r q u e as f u n -
c ç õ e s F y , 92 t e m os m e s m o s c o e f f i c i e n t e s , i é t a m b é m o l i m i t e i n f e r i o r 
d e y , e s e r á i < y ; d e m a n e i r a q u e p o d e m o s t o m a r S = A t t e n d e n d o 
p o r é m a q u e é n e c e s s á r i o f aze r t a n t a s m a i s s u b s t i t u i ç õ e s d e s d e / ' a t é l , 
q u a n t o S for m a i s p e q u e n o , d e v e m o s , p a r a b r e v i d a d e d o c á l c u l o , t o m a r 
é o m a i o r poss ive l . A s s i m q u a n d o for t">i , t o m a r - s e - b a 8 = i , c , se 
q u i z e r m o s , p o d e r e m o s s u b s t i t u i r o s n ú m e r o s n a t u r a e s O , 1 , 2 , 3 , . . . . 
P o r é m q u a n d o fo r t < l , d e v e t o m a r - s e <$ = V i . 

A s s u b s t i t u i ç õ e s dos n ú m e r o s f r a c c i o n a d o s e i r r a c i o n a e s p o d e m e v i t a r - s e 
d e m a n e i r a s e g u i n t e : 

1 . ° S a b e m o s (Ârilh. n . ° 6 3 ) a c h a r u m n u m e r o q u e d i f f i ra d e V i m e -
n o s q u e u m a d a d a f r a c ç ã o , i , p o r e s . 0 . T o m a r e m o s pois 

u m a f r a c ç ã o ~ q u e d i f f i r a de Vi, p a r a m e n o s , do — , e f a r - s e - h a S = 
/1 h h 

P a r a h d e v e e s c o l h e r - s e um n u m e r o q u e não t o r n e < í m u i t o d i f f e r e n t e de 
V i , e q u e n ã o se j a m u i t o g r a n d e , a f i m d e n ã o c o m p l i c a r o s cá l cu los . 

2 . ° E m l o g a r d e s u b s t i t u i r m o s 0 , - 7 - , , e m vez d e x , 
h Ii 

p o d e m o s t o r n a r t a n t o a s r a i z e s , c o m o as suas d i f f e r e n ç a s , h vezes m a i o r e s 

( n . ° 3 0 , 1 . ° ) p o n d o x = e m vez d e í t e r e m o s d e s u b s t i t u i r n a t r a n s f o r -
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m a d a 0 , g , 2 g , 3g, . . o u a n t e s o s n ú m e r o s 0 , 1 , 2 , 3 , . . . . 
P o r e s t e m o d o sabemos transformar as equações em outras, nas quaes 
não ha mais do que uma raiz, comprehcndida entre dous inteiros suc-
ccssivos. 

N o t e - s e , q u e i se d e d u z de Fy, e q u e é e s c u s a d o f o r m a r <pz. De 
m a i s , c o m o f a z e n d o d e s a p p a r e c e r o 2 . ° t e r m o d e / x = 0 ( n . ° 3 3 . ) , t o d a s 
a s r a i z e s f i c a m a u g m e n t a d a s d a m e s m a q u a n t i d a d e , e c o n s e r v a m e n t r e s i 
a s m e s m a s d i f f e r e n ç a s , s e r á m e l h o r d e d u z i r F y d ' e s t a t r a n s f o r m a d a . 

7 4 . E x . ° l . ° Na e q u a ç S o x'—2x = 5 , a p e n a s c o n h e c e m o s 
u m a d a s r a i z e s ( p a g . 1 1 2 ) . P a r a v e r s e a s o u t r a s d u a s sáo r e a e s , m u d e -
m o s x em x + y , e v i r á 3x2 — 2 + 3xy + y2 = 0. E l i m i n a n d o x e n t r e 
a s d u a s e q u a ç õ e s , v e m y ' — 1 2 y 4 + 3 6 y 2 + 6 4 3 = 0 . 

P a r a a c h a r o l i m i t e i n f e r i o r d e y , f a ç a - s e y 2 = — , e v i r á 

6 i 3 u 3 + 3 6 u 2 — 1 2 u + 1 = 0 , d ' o n d e v < 1 + e p o r c o n s e g u i n t e 
v < l , e y > l = í . F a z e n d o x = — 4 , = — 3 , = — 2 , = — 1 , = 0 , 
= 1 , = 2 , = 3 , = 4 e n t r e o s l i m i t e s d e x , v e m o s r e s u l t a d o s — 6 1 , 
— 2 6 , — 9 , — 4 , — 5 , — 6 , — 1 , + 1 6 , + 5 1 , o s q u a e s m o s t r a m 
q u e a s o u t r a s d u a s r a i z e s s3o i m a g i n a r i a s , e q u e h a s ó r e a l , a q u e j á t í -
n h a m o s a c h a d o , e q u e e s t á c o m p r e h e n d i d a e n t r e 2 e 3 . 

E x . ° 2 . ° A e q u a ç ã o x 4 — 1 2 a ; 2 + 4 l x — 2 9 = 0 d á 

3 x 2 — 2 4 x + 41 + ( 3 x — 1 2 ) y + y 2 = 0 ; 

das q u a e s e l i m i n a n d o x , v e m y 4 — 4 2 y * + 4 4 1 j/a = 4 9 . F a z e u d o d e p o i s 

t/2 = — , a c h a - s e y v 

4 9 „ J — 4 4 1 u 2 + 4 2 u — 1 = 0 , 

d ' o n d e t>< 1 0 , = P o n d o x = r e s u l t a 

<* — 4 8 ( 2 + 6 5 6 t = 1 8 5 6 , 
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e q u a ç ã o , q u e e n t r e d o u s i n t e i ro s success ivos n ã o t e m m a i s d o q u e u m n 
r a i z . F a z e n d o í = 0 , 1 , 2 , v e r - s e - h a q u e í e s t á e n t r e 3 e 4 , 
e n t r e 21 e 2 2 , e n t r e 22 e 23 ; logo x e s t á e n t r e i e 1 , e ^ , ^ e 
~ , e x i s t i n d o a s s im d u a s r a i zes e n t r e 5 e 6 , q u e não s e t e r i a m r e c o n h e -
c i d o s e m e s t e c á l c u l o . 

Ex.® 3 . ° F i n a l m e n t e n a e q u a ç ã o x 3 — X i — 2 x + 1 , c o m o x = 0 , 
= 1 , = 2 , . . . . d á o s r e s u l t a d o s + 1 , — 1 , + 1 , e pela m u d a n ç a d e x e m 
— x, os n ú m e r o s 1 e 2 d ã o r e s u l t a d o s de s i g n a e s c o n t r á r i o s , fica c o n h e -
c ido o Iogar d a s t r e s r a i z e s , e s c u s a n d o - s e a e q u a ç ã o ás d i f f e r e n ç a s . T o -
davia es ta e q u a ç ã o é y ' — 1 4 j / * + 4 9 i / 2 — 4 9 = 0 , e d ' e l l u s s e d e d u z i r i a 
y> 1 e $ = 1 , pelo p rocesso s e g u i d o . 

Es t a l h e b r i a , a l i á s c o m p l e t a , c l a r a e s e m e x c e p ç ã o , t e m o i n c o n -
ven i en t e de e x i g i r cá lcu los e x c e s s i v a m e n t e longos , t o r n a n d o - s e p o r isso 
a s o p e r a ç õ e s quas i i m p r a t i c á v e i s . L a g r a n g e d e u o u t r o m e t h o d o m a i s fácil , 
q u e a d i a n t e e x p e n d e r e m o s , po r m e i o d o q u a l s e leva a a p p r o x i m a ç ã o m a i s 
l o n g e . 

7 5 . Regra de Descartes. N ' u m a e q u a ç ã o f x = O , d e p o i s de o r d e -
n a d a , c h a m a r e m o s permanencia a succes são de d o u s s i g n a e s s i m i l h a n t e s , 
e variação a de d o u s s i g n a e s d i f f e r e n t e s . N ' e s t a i n t e l l i g e n c i a , a r e g r a do 
D e s c a r t e s , po r m e i o d a qua l s e p ô d e c o n h e c e r o m a i o r n u m e r o d a s r a i z e s 
positivas, e o m a i o r n u m e r o d a s r a i zes negativas, q u e a e q u a ç ã o p ó J e 
c o n t e r , e n u n c i a - s e d a s e g u i n t e m a n e i r a : 

Toda a equação completa tem QUANDO MUITO tantas raizes positi-
vas, quantas são as variações, e tantas negativas , quantas as permanências. 

C o m e f fe i to , toda a e q u a ç ã o f x = O p ô d e c o n s i d e r a r - s e c o m o r e s u l -
t a n d o d o p r o d u c t o d a m u l t i p l i c a ç ã o d e u m p o l y n o m i o F x , f o r m a d o d e 
todos o s f a c t o r e s b i n o m i o s i m a g i n a r i o s da e q u a ç ã o , pelos f a c t o r e s x — a , 
X ' I) j X ' Cf • • • • CC + o ' , x - f b1, x + c ' , . . .. c o r r e s p o n d e n t e s ás r a i ze s 
r e a e s a , b, —-a1, — V , — c' V e j a m o s pois , por 
q u e m o d o e s t e s f a c t o r e s b i n o m i o s r e a e s i n t r o d u z e m t a n t o a s v a r i a ç õ e s , 
c o m o a s p e r m a n ê n c i a s . 

E c o m o es ta a n a l y s e d e v e s e r i n d e p e n d e n t e dos va lo re s n u m é r i c o s 
dos c o e f f i c i e n t e s , s ó m e n t e a t t e n d e r e m o s aos s i g n a e s dos t e r m o s d o p o l y -
n o m i o , os q u a e s , p a r a f ixar as i dêas , s u p p o r e m o s q u e se s u c c e d e m na 
o r d e m 

+ + •— + — + + + + — + — +. 

1.° P a s s a n d o á m u l t i p l i c a ç ã o po r x — a , p a r a i n t r o d u z i r u m n 
raiz pos i t iva a , d e v e m o s m u l t i p l i c a r p r i m e i r o por x ; e depo i s p o r — . a ; 
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c s o m r a a r o s p r o d u c t o s p a r c i a e s , o s q u a e s t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , r e c u -
a n d o o s e g u o d o um I o g a r p a r a a d i r e i t a , a f im de o r d e n a r a e q u a ç ã o : 
i s to é , 

+ + + —+ + — + — + 
— + + — + + + —+ + — + — 

j t i H j-í » t 1 1 

Q u a n d o o s d o u s s i g n a e s c o r r e s p o n d e n t e s são o s m e s m o s , c o n s e r v a m - s e 
t a e s no p r o d u c t o ; no caso c o n t r a r i o , c o m o o s i g n a l é incerto em q u a n t o 
n ã o e n t r a r e m c o n s i d e r a ç ã o a g r a n d e z a dos c o e f f i c i e n t e s , a s s e n t a - s e , p a r a 
i n d i c a r e s t a c i r c u n s t a n c i a , a l e t r a i . 

C o m o 09 dous p r o d u c t o s p a r c i a e s t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , a l e t r a t 
accusa s e m p r e u m a p e r m a n e n c i a n o m u l t i p l i c a n d o ; e c o m o toda a p e r m a -
n ê n c i a d e v e t e r m i n a r n ' u m a v a r i a ç ã o , q u a l q u e r n u m e r o dos i , p a r o u i m -
pa r , d e v e t e r a f ó r m a 

^ i i i i =f (a). 

l ' a r a q u e e s t e s i d e s s e m o m a i o r n u m e r o d e p e r m a n ê n c i a s , se r i a n e c e s -
s á r i o s u p p o r , q u e t o d o s e l l es t i n h a m , ou o s igna l + , ou o s igna l — ; e 
e m a m b o s e s t e s c a s o s , q u e s ão o s m a i s d e s f a v o r á v e i s , s e v ê q u e a i n t r o -
d u c ç ã o d e u m a ra i z pos i t iva r e a l , t r a z , p e l o m e n o s , u m a v a r i a ç ã o d e 
m a i s n o p r o d u c t o . 

F i c a p o r e s t e m o d o p r o v a d a a p r i m e i r a p a r t e d a r e g r a e n u n c i a d a , 
a s a b e r , q u e toda a equação completa tem , quando muito , tantas raizes 
positivas, quantas são as variações. C o m e f f e i t o , b a s t a v a q u e t i ves se 
u m a s ó d ' e s t a s r a i z e s d e m a i s d o q u e o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s , pa ra h a v e r 
pe lo m e n o s u m a r a i z pos i t iva r ea l , q u e n ã o t e r i a i n t r o d u z i d o v a r i a ç ã o , o 
q u e n ã o p ô d e s e r , pe lo q u e a c a b á m o s d e m o s t r a r . 

E c u m p r e a d v e r t i r q u e e s t a p r i m e i r a p a r t e d e r e g r a t e m I o g a r , 
a i n d a q u e a e q u a ç ã o se j a incompleta. Na v e r d a d e , a e q u a ç ã o p ô d e s e r i n -
c o m p l e t a , ou p o r q u e o m u l t i p l i c a n d o o é , e nesse caso s u b s i s t e a inda a d e -
m o n s t r a ç ã o ; ou po r q u e a s o m m a dos t e r m o s dos p r o d u c t o s p a r c i a e s , á 
qua l c o r r e s p o n d e m a l g u n s dos i , s e to rna , n u l l a , e e s t e s i d e v e m e n t ã o 
s u p p r i m i r - s e . M a s d ' e s t a s u p r e s s ã o o q u e , n ' e s t e c a s o , p ô d e r e s u l t a r , é 
a d i m i n u i ç ã o d o m a i o r n u m e r o d e p e r m a n e n ç i a s , o q u e n ã o in f lue n a r e -
g r a . 
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2.® M u l t i p l i q u e m o s a g o r a o p o l y n o m i o Fx po r x + a ' , p a r a i n t r o -
d u z i r u m a r a i z n e g a t i v a a ' . T e r e m o s o t y p o s e g u i n t e 

+ + + — + + + + — + — + 
+ + + — + + + + — + — + 

4- » — t t i i i + + + i » » i + 

n o qua l s e r e c u o u t a m b é m o 2 . ° p r o d u c t o p a r c i a l u m l o g a r p a r a a d i r e i t a , 
a f im de o r d e n a r a e q u a ç ã o . 

C o m o o s d o u s p r o d u c t o s p a r c i a e s são c o m p o s t o s dos m e s m o s s i g n a e s , 
a l e t r a i a c r u s a s e m p r e u m a v a r i a ç ã o no m u l t i p l i c a n d o ; e c o m o um n u -
m e r o p a r d e va r i ações t e m o s m e s m o s s i g n a e s e x t r e m o s , e u m n u m e r o 
i m p a r d e va r i ações t e m s i g n a e s d i f f e r e n t e s , s e g u e - s e : q u e , q u a l q u e r n u -
m e r o d e i success ivos e s t a r á e n t r e o s m e s m o s s i g n a e s , s e e s t e n u m e r o for 
p a r ; e e n t r e s i g n a e s d i f f e r e n t e s , s e o m e s m o n u m e i o fo r i m p a r . 

a) S e j a , em um d a d o l o g a r , o n u m e r o dos i p a r , e r e p r e s e n t a d o 
por 2 n . E s t e s i e s t a r ã o e s c r i p t o s c o m o s e s e g u e , 

± i » i t i i ± ((3). 

O r a o n u m e r o dos s i g n a e s e m [ i é 2 n + 2 , o s q u a e s d a r ã o u m n u m e r o 
to t a l 2 n + 1 d e v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s ; m a s c o m o o s s i g n a e s e x t r e m o s 
são os m e s m o s , o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s s e r á p a r , e por c o n s e q u ê n c i a ou 
se rá 2 n , o u 2 « — 2 , 2 n — 4 , 0 , q u e são o s n ú m e r o s p a r e s 
c o n t i d o s e m 2 n - f 1 . L o g o : 

Um numero par de i successivos pôde dar, quando muito, tantas 
variações quantos são os i, ou então duas, quatro, . . . . de menos. 

b) S e j a a g o r a , n ' o u t r o l o g a r , o n u m e r o dos i i m p a r , e r e p r e s e n -
t a d o po r 2 n + l . E s t e s i e s t a r ã o e s c r i p t o s c o m o s e s e g u e , 

i hF ( 3 ' ) 

O r a o n u m e r o dos s i g n a e s e m ([J') é 2 u -J- 3 , o s q u a e s d a r ã o u m n u m e r o 
to ta l 2n + 2 de va r i ações e p e r m a n ê n c i a s ; m a s c o m o os s i g n a e s e x t r e m o s 
são d i f f e r e n t e s , o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s s e r á i m p a r , e po r c o n s e q u ê n c i a 
o u s e r á 2 n + 1 , o u 2 n — 1 , 2 n — 3 1 , q u e são o s n ú m e r o s i m -
p a r e s c o n t i d o s e m 2 n + 2 . L o g o : 
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Um numero impar Je i successivos pôde dar, quando muito, tan-
tas variações, quantos são i, ou então duas, quatro, . . . . de menos. 

Q u e r o n u m e r o dos i se ja p a r , q u e r se ja i m p a r , v ê - s e po r t o n t o , 
q u e a i n t r o d u c ç ã o de u m a r a i z n e g a t i v a r ea l n ã o dá m a i s va r i ações q u e o 
n u m e r o dos i , i s to é , m a i s v a r i a ç õ e s dos q u e a s q u e e x i s t i a m n o p o í y n o -
m i o F T . O r a , c o m o po r o u t r a p a r t e , o p r o d u c t o t e m m a i s u m t e r m o d o 
q u e o p o l y n o m i o , c o n c l u e - s e q u e a raiz negativa produz, pelo menos , 
mais uma permanencia. 

F i c a ass im p r o v a d a a 2 . " p a r t e da r e g r a e n u n c i a d a , a s a b e r , q u e 
toda a equação completa, tem, quando muito , tantas raizes negativas 
quantas são as premanencias. C o m e f f e i t o bas t ava q u e t ivesse u m a só d e s -
tas r a i zes de m a i s do q u e o n u m e r o d a s p e r m a n ê n c i a s , pa r a b a v e r , pe lo 
m e n o s , u m a ra i z n e g a t i v a r e a l . q u e não t e r i a i n t r o d u z i d o p e r m a n e n c i a , 
o q u e não p ô d e s e r , c o m o a c a b a d e m o s t r a r - s e . 

Se a e q u a ç ã o for i n c o m p l e t a , p ô d e es t a ú l t i m a p ropos i ção não t e r Iogar ; 
por q u a n t o , p o d e n d o e s t a c i r c u n s t a n c i a p r o v i r , c o m o j á d i s s e m o s , d e s e r 
nul la a s o m m a dos t e r m o s d o s p r o d u c t o s p a r c i a e s c o r r e s p o n d e n t e a a l g u n s 
dos / , q u e t e m e n t ã o d e s u p p r i m i r - s e , p ô d e p o r . esse m o t i v o a c o n t e c e r , 
q u e a r a i z n e g a t i v a , l onge de i n t r o d u z i r a l g u m a p e r m a n e n c i a , d i m i n u a 
pe lo c o n t r a r i o a s q u e hav ia e m F x . N ' e s t e c a s o , p a r a q u e a r e g r a s e possa 
a p p l i c a r , é n e c e s s á r i o , a f i m de c o m p l e t a r a e q u a ç ã o , r e s t a b e l e c e r os t e r -
m o s q u e f a l t a m , a f f e c t a n d o as po t enc i a s de x c o r r e s p o n d e n t e s cora o coe f f i -
c i e n t e ± 0 . 

P o r e x e m p l o n a e q u a ç ã o i n c o m p l e t a 

x 4 — S x 2 + 8 * — 6 = 0 , 

q u e t e m d u a s r a i z e s , u m a positiva, o u t r a negativa , c o m o n ã o ha s e n ã o 
»ar iaçòes de s igna l , p a r e c e r i a q u e não d e v e r i a h a v e r nenhuma r a i z n e g a -
t iva . R e s t a b e l e c e n d o p o r é m o t e r m o e m x 3 , v e m 

x 4 ± O x 3 — 5 x 2 + 8 x — 6 = 0 , 

e q u a ç ã o q u e e n c e r r a u m a p e r m a n e n c i a , q u e r s e t o m e o coe f f i c i en te 0 c o m 
o s i g n a l + , q u e r se t o m e c o m o s igna l —. 

7 6 . D e s i g n a n d o po r P o u u m e r o d a s r a i ze s p o s i t i v a s , por p o d a s 
p e r m a n ê n c i a s , e por v o d a s v a r i a ç õ e s , f ica d e m o n s t r a d o q u e é 
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1 . ° P = ou <v i 2 . ° N = o u < / > , 

s e n d a N o n u m e r o d a s r a i zes n e g a t i v a s . O r a s e n d o t o d a s a s r a i ze s r e a e s , 
t e r e m o s , po r isso q u e a p ropos t a a : d o g r á o n e t e m a o t odo n f 1 t e r -
mos , 

P + N = n , n=p+ v, P + N = c + p. 

C o m p a r a n d o P c o m v , c o n s i d e r e m o s a s t r e s c i r c u n s t a n c i a s , P > , o u < , o u = t \ 
A 1 . " j á s e viu ( l . ° ) q u e não podia t e r l o g a r ; a 2 . " p o d e r i a d a r - s e , s e 
fosse por c o m p e n s a ç ã o N > p , o q u e t a m b é m n3o p ô d e s e r ( 2 ° ) ; po r c o n -
s e g u i n t e 

P = v , e N = p . 

L o g o , numa equação cujas raizes são Iodas reaes, ha precisa-
mente tantas raizes positivas quantas variações, e tantas negativas quantas 
permanências. 

77. A r e g r a de D e s c a r t e s s ° r v e , em m u i t o s c a s o s , p a r a r e c o n h e -
ce r s e u m a e q u a ç ã o t e m ra izes i m a g i n a r i a s , p o u p a n d o - n o s aos longos c á l -
culos da e q u a ç ã o á s d i f f e r e n ç a s . 

1 . ° Q u a n d o na e q u a ç ã o fx=*= O f a l t a r um dos l e r m o s c o r r e s p o n -
d e n t e s á p o n t e n c i a i d e x , c o m p l e t a r - s e - h a , c o m o d i s s e m o s , a c c r e s c e n -
c e n t a n d o o t e r m o d= 0 . a ; ' ; e c o n t a r - s e - h ã o as v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s nos 

í—1 t—2 
dous casos de se r o c o e f f i c i e n t e + 0 e — 0. Se os t e r m o s cm a; e x 
t i v e r e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s s e r á o 
m e s m o em a m b o s os c a s o s , e por isso p ô d e a s s i g n a r - s e qua l é o m a i o r 
n u m e r o possivel de r a i ze s pos i t ivas e n e g a t i v a s : se p o r é m t i v e r e m os m e s m o s 
s i g n a e s , a c o n t r a d i c ç ã o a q u e d ã o l oga r os d o u s r e s u l t a d o s d i f f e r e n t e s , 
a t l c s l a a e x i s t e n c i a de r a i zes i m a g i n á r i a s . A s s i m na e q u a ç ã o i n c o m p l e t a 
X1 + 2 a — o = 0 , q u e se c o m p l e t a e s c r e v e n d o x'zt 0 . a : 2 + 2 a ; — 5 = 0, 
l e m o s n ' u m caso 2 p e r m a n ê n c i a s e u m a v a r i a ç ã o , e n ' o u t r a 3 v a r i a ç õ e s ; 
o q u e é c o n l r a d i c t o r i o . 

L o g o , quando falta um termo entre dous do mesmo signal, a proposta 
tem raizes imaginarias. 

2 . ° Uma equação em que faltam muitos lermos successivos não 
pôde ler as suas raizes reaes. D e d u z - s e do t h e o r e m a p r e c e d e n t e . 

3 . ° S e , m u l t i p l i c a n d o o l . ° m e m b r o d a p ropos ta / ¢ = 0 po r 
16 
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(x + a), p u d e r m o s d e t e r m i n a r a de m a n e i r a , q u e o n u m e r o d a s v a r i a -
ções d o p r o d u c t o e x c e d j e m m i w d e u m a u n i d a d e o d a s v a r i a ç õ e s d e f x , 
ou q u e e s t e p r o d u c t o t e n h a m e n o s va r i ações do q u e fx : a e q u a ç ã o p r o -
posta l e r á r a i z e s i m a g i n a r i a s . P o r q u e , s e t o d a s a s r a i z e s d e f x = O f o s -
s e m r e a e s , e s t a e q u a ç ã o t e r i a t a n t a s r a i ze s pos i t ivas q u a n t a s v a r i a ç õ e s , 
e por c o n s e g u i n t e a t r a n s f o r m a d a fx (x + d) = O , d e v e r i a t e r só u m a 
v a r i a ç ã o m a i s do q u e a p r o p o s t a , se a fosse p o s i t i v o , e t a n t a s v a r i a ç õ e s 
c o m o "e l la , s e fosse n e g a t i v o . 

Na e q u a ç ã o x3—'Sx2fj
r I2x — 4 = 0 as t r e s va r i a ções f a z e m p r e -

s u m i r a e x i s t e n c i a d e t r e s r a i z e s pos i t ivas . M u l t i p l i c a n d o por a r + a , r e -
su l t a 

x 4 + ( a — 3 ) a ; 3 + ( 1 2 — 3 a ) X 2 + ( 1 2 a — - í ) x - 4 a = 0 . 

P o n d o a • = 3 ^ , o s q u a t r o p r i m e i r o s t e r m o s f i c a m pos i t ivos , e po r c o n s e g u i n t e 
a p r o p o s t a t e r á d u a s r a i z e s i m a g i n a r i a s . 

4 . ° M u d a n d o x em y + / i , e y ' + h ' , /Ic = O t r a n s f o r m a r - s e - h a e r a 
F y = O , e 4>y' 0 . S u p p o n h a m o s q u e o y ' t e m d e m e n o s u m a v a r i a ç ã o 
q u e F y . P a r a q u e is to a c o n t e ç a , q u a n d o f o r e m r e a e s t o d o s o s va lo re s d e 
x , é n e c e s s á r i o q u e F y = O t e n h a posi t iva u m a d a s suas r a i zes a , a qua l 
c o r r e s p o n d a a o u t r a n e g a t i v a , o u — a ' , e m < p > / = 0 ; e s e r á e n t ã o 

X = Xj-Il = — 7.' + h'. 

L o g o x t e r á u m a ra iz e n t r e l i e l i ' . C o m o i s to a c o n t e c e a r e s p e i t o de t o -
das a s v a r i a ç õ e s q u e h o u v e r de m e n o s em oy1 , x t e r á o u t r a s t a n t a s r a i z e s 
e n t r e l i e h ' ; e por c o n s e g u i n t e , se pe la t h e o r i a dos l i m i t e s , se a c h a r 
q u e n ã o e x i s t e m t o d a s e s t a s r a i z e s de x , c o n c l u i r e m o s q u e a e q u a ç ã o t e m 
r a i z e s i m a g i n a r i a s . 

P o r e x e m p l o , p o n d o x = y - | - 2 e y + 3 , e m x3—Ix2—2x+17=0, 
v e m a s d u a s 

i / + 2 , f — 6 y + 5 = 0 , y " + S y ' 2 + y + 2 = • 0 ; 

e c o m o a 2 . " t e m de m e n o s d u a s v a r i a ç õ e s , pôde p r e s u r a i r - s e q u e ha na 
p r o p o s t a dous v a l o r e s de x e n t r e 2 e 3 . M a s por u m a p a r t e , o l i m i t e 
i n f e r i o r d e y ( n . ° 3 8 ) d á y > £ ; e p o r o u t r a f a z e n d o y = — y " , o I i -
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m i l e i n f e r i o r de y" , dá y" > \ , ou p o r s e r y = y'-\- l =— y'1 + 1 , 
y < 7 . E c o m o os dous l i m i t e s de y s3o i n c o m p a t i v e i s , c o n c l u e - s e q u e x 
t e m d u a s r a i ze s i m a g i n á r i a s . Se o s l i m i t e s n ã o fo s sem c o n t r a d i c t o r i o s , a i n d a 
q u e se ficava na i n c e r t e z a a r e s p e i t o da e x i s t e n c i a d a s d u a s r a i z e s e n t r e 
2 e 3 , t i n h a - s e a o m e n o s c o n s e g u i d o e s t r e i t a r o s s eus l i m i t e s . 

5 . ° Se t o d a s as r a i ze s da e q u a ç ã o fx = 0 são r e a e s , os q u a d r a d o s 
d a s suas d i f f e r e n ç a s s ão t odos p o s i t i v o s , l o g o : 

Para que uma equação fx — 0 lenha todas as raizes reaès, é ne-
cessário, que na equação correspondente ao quadrado das differenças 
não haja permanências. 

7 8 . Methodo de Fourier. D a d a u m a e q u a ç ã o fx = 0 do, g r á o n, 
t o m e m - s e a s suas d e r i v a d a s s u c c e s s i v a s , e e s c r e v a m - s e na o r d e m inversa 
f{») f ? f " • / " ' » / " • S e e m c a d a u m d ' e s t e s p o l y n o m i o s s u b -
s t i t u i r m o s por x uin n u m e r o a a r b i t r a r i o , pos i t ivo ou n e g a t i v o , o b t e r -
s e - h a u m r e s u l t a d o n u m é r i c o c o m o s i g n a l - ) - o u — . E s c r e v a m - s e c o n s e -
c u t i v a m e n t e , e po r sua o r d e m , o s s i g n a e s a s s i m o b t i d o s d e b a i x o d a s 
funeções c o r r e s p o n d e n t e s , f o r m a n d o - s e po r e s t e m o d o u m a l inha d e s i -
g n a e s q u e d e s i g n a r e m o s por A . 

T o m a n d o d e p o i s x = b> a , f o r m e - s e , pe lo m e s m o l h e o r , o u t r a l inha 
d e s i g n a e s , q u e s e e s c r e v e r ã o d e b a i x o dos p r e c e d e n t e s , e cu j a t o t a l i d a d e 
d e s i g n a r e m o s po r B. E a s s i m por d i a n t e . . 

T r a c t a - s e de c o m p a r a r a s variações de s i g n a e s n e s t a s d i v e r s a s s e r i e s . 
D e s i g n e m o s por o x u m p o l y n o m i o d ' e s t e s q u a l q u e r . T o m e m - s e por 

x t r e s v a l o r e s m u i t o v iz inhos a — S , a , a + S ; t e r - s e - h a 

A m l y s e m o s o s s e g u i n t e s c a s o s : 
I . 0 S u p p o n d o q u e oa n ã o é nu l lo , c o m o è se p ô d e t o r n a r t a m p e -

q u e n o c o m o se q u i z e r , p o d e r e m o s t o m a l - o tal , q u e os t r e s r e s u l t a d o s 
t e n h a m todos o s igna l de <pa, visto q u e o l . ° t e r m o se pôde t o m a r m a i o r 
q u e a s o m m a dos s e g u i n t e s , q u e t e m s igna l c o n t r á r i o . L o g o , podere-
mos dar a x valores crescentes. que vão entre si differindo Iam pouco, 
que cada uma das funeções fw f " , 1 ' , f conserve o seu primeiro 
sitjnal, em quanto se não tornar nulla. 

2 . ° Se <pa for n u l l o , is to é , se a for u m a das r a i ze s da e q u a ç ã o 

ç ( « - Ã) = oa - * ? ' a + ± * y a — 7 $ Y " « • • 
c a = ç d 
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ipx = 0 , s e r á nu l lo o l . ° t e r r a o d a s s e r i e s ( I ) , e o s r e s u l t a d o s l e r ã o o s 
s i g n a e s d o t e r m o s e g u i n t e P o r c o n s e g u i n t e , e m q u a n t o for x < a , 
o s igna l de 9X é o m e s m o do p r o d u c t o — &X<p'a, i s to é , c o n t r á r i o ao 
de <p'a; as a v e s s a s , q u a n d o for x> a , o s igna l é o de 9 ' a ; v indo po r 
e s t e m o d o os dous r e s u l t a d o s a t e r s i g n a e s d i l f e r e n t e s . L o g o , se alguma 
d'estas funcções vier a passar por zero , mudará immedialamente de si-
gnal o resultado subsequente , que lhe é respectivo. 

S e pois n a s f u n c ç õ e s /"M, . . . . f", f ' , f , f o r m o s s u b s t i t u i n d o por x 
va lo r e s c r e s c e n t e s m u i t o v i z i n h o s , o s s i g n a e s d e c a d a u m a p e r m a n e c e r ã o 
os m e s m o s , a t é se c h e g a r a u ra valor x = a, q u e t o r n e nul la a l g u m a 
d ' e s t a s f u n c ç õ e s , q u e d e s i g n a r e m o s po r o x ; po r q u e e n t ã o , s ó m e n t e p a r a 
e s t a ú l t i m a , h a v e r á m u d a n ç a d e s i g n a l . N ' e s t e e s t a d o t e r e m o s u m a d e s -
t a s d u a s d i spos ições 

/"("> 9 ' 9 ou / 1 W . . . . o ' 9 
x <a -| f- . . . . 
x = a + 0 + . . . . + O — 
x> a + + + . . . . + H 

p e l a s q u a e s se v ê , q u e se ox passar por zero, a v a r i a ç ã o que existia, 
correspondente a 9' e 9 , é substituída por uma p e r m a n e n c i a . Os o u t r o s 
s i g n a e s , c o r r e s p o n d e n t e s á s o u t r a s f u n c ç õ e s , f i c a m o s m e s m o s a n t e s e d e -
pois de x = a. 

S e o s s i g n a e s d a c o l u m n a q u e f i c a á d i r e i t a d e 9 , f o r e m o s m e s m o s q u e 
o s d e o ' , a s e r i e q u e r e s u l t a d e x<a, t e m u m a s e g u n d a v a r i a ç ã o , a o passo 
q u e a q u e p r o v é m de x> a t e m u m a p e r m a n e n c i a ; por c o n s e g u i n t e , r ies te 
caso, desapparecerào simultaneamente duas variações. 

P o r é m se os s i g n a e s da m e s m a c o l u m n a , q u e f ica á d i r e i t a de o , 
f o r e m c o n t i á r i o s aos d e 9 ' , t e r á a i . " s e r i e u m a v a r i a ç ã o e u m a p e r m a -
n e n c i a , e a 3 . a u m a p e r m a n e n c i a e u m a v a r i a ç ã o ; por o n d e se v ê , q u e 
rieste caso não desapparecerá variação alguma, e sómente a variação 
mudará um logar para a esquerda. 

Se x = a for u m a ra i z de fx== O, o q u e a c a b á m o s de d i z e r só 
era p a r t e s e a p p l i c a á f u n e ç ã o / x , por isso q u e ella não t e m c o l u m n a á d i r e i t a . 
Então, na passagem de fx por zero, somente desapparecerá uma variação. 

Se p a s s a d o o valor x = a, c o n t i n u a r m o s a d a r a x va lo re s c r e s c e n -
t e s m u i t o p r o x i m o s , c o n s e r v a r - s e - h a a nova s e r i e d e s i g n a e s , a t é a p p a r e -
c e r a l g u m a f u n e ç ã o q u e s e t o r n e n u l l a . £ a s s i m po r d i a n t e . 
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3.® Se 9a e 9 ' a f o r e m c o n j u n c t a m e n t e n u l l o s , i s to é , se a for 
r s j z das e q u a ç õ e s 9 ^ = 0 e <?'x = 0 , e n t ã o a s s e r i e s ( I ) t o r n a m - s e e m 

ç ( o — í ) = i a — f $ V " a + e t c . ) 
9 a = 0 V ( 2 ) 

f (a + i ) = i . - H i + e t c . ) 

C o m o o s r e s u l t a d o s t e m o s s i g n a e s d o l . ° t e r m o dos d e s e n v o l v i m e n -
t o s , is to é , o s m e s m o s s i g n a e s q u e 9 ' a t a n t o p a r a x<a, c o m o p a r a x > a ; 
e c o m o a 9a c o r r e s p o n d e z e r o : v e . n n ' e s t e caso a d e p e n d e r t u d o do s i -
g n a l d e 9"«. P o r é m 9 ' e 9'1 e s t ã o n a s m e s m a s c i r c u n s t a n c i a s q u e 9 6 9 ' 
no caso a n t e c e d e n t e ; por q u a n t o , s e n d o 

( a =p 5) 9 ' a =F S 9 " a + = =F + 

por s e r 9 ' a = 0 , t e r á - 9 ' um s igna l c o n t r á r i o ao de 9" , q u a n d o for x<a; 
e t e r á 9' o m e s m o s i g n a l q u e 9", q u a n d o for x> a. R e s u l t a m po r isso as 
d u a s d i spos i ções s e g u i n t e s : 

/» 91I 91 9. . Ollf^ 9'I 9' 9 

x<a + — + + + — + — 

x=a + 0 0 + + O O — 
x> a + + + + + 4 - + — 

p e l a s q u à e s s e v ê , q u e a s d u a s v a r i a ç õ e s q u e h a v i a n o l . ° caso s e t o r n a m 
no ú l t i m o em p e r m a n ê n c i a s ; e q u e por i s s o , quando 9* e 9 'x passam 
conjunclamenle por zero , perdem-se duas variações. 

A q u i não é n e c e s s á r i o e x a m i n a r q u a e s são o s s i g n a e s d a s c o l u m n a s 
á d i r e i t a de 9 , por q u a n t o q u e r s e j a m p o s i t i v o s , q u e r n e g a t i v o s , n ã o 
a l t e r a m , nos dous casos , a m u d a n ç a do n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s ou d a s p e r -
m a n ê n c i a s . 

T a m pouco p ô d e t e r l o g a r a h y p o l h e s e d e s e r f x = 0 ; p o r q u e , d e -
t e n d o e n t ã o se r t a m b é m f x = 0 , t e r i a f x r a i z e s e g u a e s , - o q u e n ã o é 
p o s s i v e l , por t e r m o s supos to f x j á d e s e m b a r a ç a d a d o s s eus f a c t o r e s e g u a e s 
(n . ° 5 0 ) . 

4 . ° S e t r e s f u u c ç ô e s s u c c e s s i v a s 9 , 9 ' , 9 " f o r e m nu l l a s q u a n d o 
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x =za, p r o v a - s e p o r um r a c i o c i n i o i d e n l i c o , q u e , se fo r x < a , h a v e r á 
4 ou 3 v a r i a ç õ e s , c o n f o r m e o s i g n a l da c o l u m n a s e g u i n t e ; e , se for 
x> a , h a v e r á ou u m a só , ou n e n h u m a v a r i a ç ã o : de s o r t e q u e desappa-
recerão 4 ou 2 variações. 

/"W «p'" ç " 9 ' 9 . . . o u / 1 W 9 ' " 9 " 9 ' 9 . . . . 

x <a H ! H 1 h 
x = a + 0 0 0 — + 0 0 0 + 

x>a + + + H + + -H + + 

5 . ° F i n a l m e n t e s e o va lor x = a t o r n a r nu l las 4 , 5 , . . . . f u n c -
ç õ e s , os d e s e n v o l v i m e n t o s ( 1 ) p e r d e r ã o o u t r o s t an tos t e r m o s in ic iaes , e o 
1 . 0 I e r m o s e r á alTectado do s igna l + q u a n d o o n u m e r o dos ze ros for p a r ; 
e dos s i g n a e s :+: q u a n d o o n u m e r o d o s ze ros for i m p a r . C a d a z e r o c o r r e s -
p o n d e r á a u m a v a r i a ç ã o , q u a n d o for x < a ; e a u m a p e r m a n n e c i a , q u a n d o 
for x> a : de s ó r t e q u e as variações desapparecerào sempre aos pares. P o r 
c o n s e g u i n t e , se for p a r o n u m e r o z de ze ros c o n s e c u t i v o s , d e s a p p o r e -
c e r ã o z v a r i a ç õ e s ; e se for z i m p a r , d e s a p a r e c e r ã o 2 dfc t , d e v e n d o e s c r e -
v e r - s e + , q u a n d o o s igna l q u e p r e c e d e e s t e s zeros é o m e s m o q u e o 
q u e se l h e s s e g u e , e — no caso c o n t r á r i o . 

S u p p o n d o d a d a , no s e g u i n t e e x e m p l o , a s e r i e m e d i a c o r r e s p o n d e n t e 
a x = a, o b t e m - s e as o u t r a s d u a s pe lo p rocesso s e g u i n t e , a q u e F o u r i e r 
d e u o n o m e de regra do signal duplo. A p r i m e i r a f ó r m a - s e a s s e n t a n d o , 
por c i m a de c a d a z e r o , u ra s igna l c o n t r a r i o ao q u e l h e f i ca á e s q u e r d a ; 
e a t e r c e i r a , a s s e n t a n d o por b a i x o d é c a d a z e r o o m e s m o s igna l , q u e Ilie 
f i c a t a m b é m á e s q u e r d a . P o r e s t e m o d o a p p a r e c e m t a n t a s v a r i a ç õ e s p a r a 
x < a , q u a n t a s p e r m a n ê n c i a s pa ra x> a. N a s c o l u m n a s o n d e n ã o e n t r a m 
ze ros , c o n s e r v a m - s o os s i g n a e s da s e r i e m e d i a . 

x < a + H 1 1 1 H + + 8 v a r . 
x=a + +O O O O OO 0 + + 
x > a + + + + + + 1 + 2 var. 

N ' e s t e e x e m p l o , na p a s s a g e m p o r x = a , d e s a p p a r e c e m 6 v a r i a ç õ e s . 
7 9 . D o q u e f i c a d i t o n o n . 0 p r e c e d e n t e s e g u e - s e p o i s , q u e s e d e r -

m o s a x u m valor a , d ' o n d e r e s u l t e u m a c e r t a s e r i e d e s i g n a e s , e f i z e r -
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m o s d e p o i s c r e s c e r x po r g r a d a ç õ e s s n c c e s s i v a « : o s r e s u l t a d o s c o n s e r v a r ã o 
o s m e s m o s s i g n a e s , e m q u a n t o s e n ã o c h e g a r a u m va lo r x = a , q u e 
t o r n e nul la a l g u m a d a s funeções /"M , . . . . f , f , f . S e a fur icção q u e s e 
t o r n a nul la for f x , o va lor c o r r e s p o n d e n t e d e x f a r á d e s a p p a r e c e r u m a s ó 
v a r i a ç ã o . P o r é m s e , e m vez d ' e l l a , for nul la a l g u m a d a s s u a s d e r i v a d a s , 
ou d e s a p p a r e c e r à o d u a s v a r i a ç õ e s , ou pe lo m e n o s u m a p a s s a r á um l o -
g a r pa ra a e s q u e r d a . P o d e r i a m d e s a p p a r e c e r 2 , 4 , 6 , v a r i a ç õ e s 
c o n j u n c t a m e n t e n o caso d e h a v e r m a i s d e r i v a d a s succes s ivas l a m b e m 
nul las c o n j u n c t a m e n t e . T o d a s as vezes q u e x p a s sa r pe los v a l o r e s r , r', 
r f , d a s r a i zes de f x = O , as va r i a ções d e s a p p a r e c e r ã o u m a a 
u m a , ao passo q u e as r a i ze s d a s e q u a ç õ e s f'x = 0 , / " "x = O , . . . . as 
d e i x a m s u b s i s t i r , ou as f a z e m d e s a p p a r e c e r 2 a 2. Em t o d o o caso , se 
uma vez se perder uma variação , não poderá lomar a apparecer nas 
series resultantes de valores crescentes dados a x. 

N e n h u m a d ' e s t a s funeções <p p ô d e passa r po r z e r o , s e m q u e , s u b s t i -
t u i n d o n ' e l l a , e n a f u n c ç ã o p r e c e d e n t e o ' , u m n u m e r o pouco m e n o r 
q u e a ra iz de <pr = 0 , a p p a r e ç a r a r e s u l t a d o s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , p o r 
m o d o q u e es ta v a r i a ç ã o s e possa m u d a r n u m a p e r m a n e n c i a logo d e p o i s d e 
p a s s a d a es ta r a i z . 

C o m o o s l . u S t e r m o s dos p o l y n o m i o s /"M } . . . . f " , f , f são a l t e r n a d a -
m e n t e do g r á o p a r e i m p a r , se f i ze rmos x =— os ou s i m p l e s m e n t e 
x = ao l i m i t e — 1 1 d a s r a i z e s n e g a t i v a s de fx = O , f = O , , . . . o b t e -
r e m o s r e s u l t a d o s c o m s i g n a e s a l t e r n a d a m e n t e pos i t ivos e n e g a t i v o s , ou n 
v a r i a ç õ e s , po r isso q u e e m c a d a p o l y n o m i o o 1 . ° t e r m o s e r á m a i o r q u e a 
s o m m a d e t odos o s t e r m o s d e s i g n a e s c o n t r á r i o s . 

Se fizermos p o r é m x = o©, ou s i m p l e s m e n t e a; = ao l i m i t e l d a s 
r a i zes pos i t ivas , t odos os r e s u l t a d o s v i r ão c o m os s i g n a e s pos i t ivos , e só 
h a v e r á p e r m a n ê n c i a s . P o r t a n t o , se d e r m o s a a; v a l o r e s c r e s c e n t e s d e s d e — V 
a t é l , d e s a p p a r e c e r ã o t o d a s a s v a r i a ç õ e s . 

R e c i p r o c a m e n t e se h o u v e r d o u s n ú m e r o s — V e l , d ' u m dos q u a e s 
r e s u l t e m s ó m e n t e va r i ações e d o o u t r o p e r m a n ê n c i a s , p o d e r e m o s c o n c l u i r 
q u e e s t e s n ú m e r o s são o s l i m i t e s d e t o d a s a s r a i ze s d a s e q u a ç õ e s f x = O , 
/"1X==O, P o r q u e , d e v e n d o q u a l q u e r r a i z d ' e s t a s e q u a ç õ e s i n t r o -
d u z i r p e r m a n ê n c i a s , ou pe lo m e n o s m u d a r o l o g a r d a s v a r i a ç õ e s , n e n h u m 
n u m e r o q u e não e s t i v e r e n t r e — 1 1 e / p ó j e p r o d u z i r e s t e e f f e i t o . E a q u i 
se nos o í f e r e c e u m a nova prova do q u e t o d o o n u m e r o l q u e t o r n a r p o s i -
t ivos o s po lynomios f , f \ f'1, f W é l i m i t e s u p e r i o r d r s r a i z e s d a 
e q u a ç ã o f x = O , v i n d o a s s i m o t h a o r e m a do p a g . 7 1 . a o b t e r u m a d e -
m o n s t r a ç ã o nova e m a i s e x t e n s a . 

R e p r e s e n t a n d o por 2 i o n u r a a r o JJS ra i zes i m a g i n a r i a s d? /x = O , 
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s e r á n — 2 i o d a s r e a e s q u e e s t ã o c o m p r e h e n d i d a s e n t r e — l ' e 1 . Se 
d e r m o s a x v a l o r e s c r e s c e n t e s m u i t o v i z i n h o s , e n t r e e s t e s l i m i t e s , a s » i 
v a r i a ç õ e s da 1.® s e r i e de s i g n a e s i r ã o d c s a p p a r e c e n d o a t é á ú l t i m a . E 
e o m o a s r a i z e s r e a e s r , r , r " , f a z e m d e s a p p a r e c e r a s v a r i a ç õ e s 
u m a a u m a , d e s a p p a r c c e r ã o a o s p a r e s a s oul j -as 2 i v a r i a ç õ e s , e m c o n s e -
q u ê n c i a d e s e t o r n a r e m n u l l a s a s d i v e r s a s d e r i v a d a s f , f , f " , 
P o r m e i o d ' e s t a s s u b s t i t u i ç õ e s s u c c e s s i v a s v i m o s po is n o c o n h e c i m e n t o d a 
e x i s t e n c i a d a s r a i z e s r e a e s e d o s e u n u m e r o . 

8 0 . D o q u e fica d i t o p o d e d e d u z i r - s e , e c o m m a i s e x t e n s ã o , a 
Jiegra dos signaes de Descartes. C o m e f f e i t o , f a z e n d o x = 0, a l inha 
d o s s i g n a e s será a mesma dos signaes successiros de f x ; p o r q u e e n t ã o 
c a d a u m a das" f u n c ç õ e s f ica r e d u z i d a a o seu ú l t i m o t e r m o , a q u a l , s e -
g u n d o já se viu , é o p r o d u c t o p o r 1 . 2 . 3 dos c o e f f i c i e n t e s r e s -
p e c t i v o s d e f x t o m a d o s e m o r d e m r e t r o g r a d a . E s t a s e r i e d e s i g n a e s r e -
s u l t a n t e s de x = 0 t e r á po i s as m e s m a s v a r i a ç õ e s e p e r m a n ê n c i a s q u e 
f x . S e j a v o n u m e r o d a s p r i m e i r a s , n — v o d a s s e g u n d a s . P a s s a n d o de 
x = 0 p a r a X = l , a i . ® s e r i e p e r d e r á a s s u a s v v a r i a ç õ e s ; e s e a e q u a ç ã o 
f x = 0 t i v e r t o d a s a s r a i z e s r e a e s , v d ' e l l a s s e r ã o p o s i t i v a s . D o m e s m o 
m o d o p a s s a n d o d e x=—l p a r a T = O , p e r d e r - s e - h ã o n—v v a r i a ç õ e s , p o r 
i s so q u e a x = — V c o r r e s p o n d e m N v a r i a ç õ e s ; e h a v e r á p o r t a n t o Í Í — v 
r a i z e s n e g a t i v a s , i s t o é , t a n t a s q u a n t a s s ã o a s p e r m a n ê n c i a s q u e h a e m 
f x . S e a p r o p o s t a t i v e r p o r é m r a i z e s i m a g i n a r i a s , a s v a r i a ç õ e s , q u e a s 
i n d i c a m , d e s a p p a r e c e r ã o aos p a r e s . L o g o : 

Toda a equação que tiver todas as suas raizes reaes, terá precisa-
mente tantas variações quantas são as raizes positivas ; e lamas permanências 
quantas são as raizes negativas (*). E se tiver raizes imaginarias , lerá 
v — 2i raizes positivas , e p — 2 i ' raizes negativas , sendo v o numero 
das variações, e p o das permanências do polynomio , i e i' números 
inteiros. 

(.) Sc em uma equação fx = 0 faltar algum dos seus termos , e os dous ler-
mos entre os quaes elle falta , tiverem os mesmos signaes , a equação terá raizes 

h h—l • 

imaginarias. P o r q u e se em fx h o u v e r d o u s t ermos s e g u i d o s qx -+-sx , e f i -
z e r m o s x = 0 e m todas a s d e r i v a d a s , a ser i e di>s t e r m o s consecut ivos c o n t e r á 

- t - 0 - t - , q u e dá os s i g n a e s - f 0 - f - , caracter por onde se r e c o n h e c e a e x i s t e n c i a 

das ra izes i m a g i n a r i a s . 
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8 1 . P o r e s t e t h e o r f i c a d e m o n s t r a d o q u e , 9 e po r x s u b s t i t u i r m o s 
a e 6 e m t o d a s a s f u n c ç õ e s , e e s c r e v e r m o s o s s i g n a e s d o s r e s u l t a d o s e m 
d u a s s e r i e s c o r r e s p o n d e n t e s A e B , s e n d o a <b: 

1 . ° N ã o h a v e r á n u n c a m a i s v a r i a ç õ e s e m B d o q u e e m A . 
2 . ° Se o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s f o r o m e s m o em A e B , a p r o -

pos ta não t e r á r a i z e s e n t r e a e 6 . 
3 . ° Se h o u v e r em B d u a s v a r i a ç õ e s de m e n o s do q u e em A , 

a p r o p o s t a ou t e m d u a s r a i zes r e a e s e n t r e a e b ; ou em vez d ' e l l a s , t e m 
d u a s i m a g i n a r i a s . N o l . ° caso p o d e r e m o s s e p a r a r a s r a i zes s u b s t i t u i n d o 
n ú m e r o s i n t e r m e d i o s q u e f a ç a m d e s a p p a r e c e r a s v a r i a ç õ e s u m a a u m a , o 
q u e n o 2 . ° caso s e to rna i m p r a t i c á v e l . 

5 . ° Se na s e r i e B h o u v e r t r e s v a r i a ç õ e s de m e n o s q u e e tn A , ou 
e x i s t i r ã o 3 ra izes r e a e s e n t r e a e b , ou h a v e r á u m a só , s e n d o as o u t r a s 
d u a s i m a g i n á r i a s . E m p r e g a r - s e - h ã o processos e s p e c i a e s p a r a r e c o n h e c e r 
e s t a s c i r c u n s t a n c i a s . 

E a s s im po r d i a n t e . 
6 . ° O valor de x q u e , pos to não se ja ra iz da e q u a ç ã o fx = O, 

faz p e r d e r d u a s v a r i a ç õ e s , p a s s a n d o po r a u g m e n t o s c o n t í n u o s de a pa r a 
b , ind ica a e x i s t ê n c i a d e r a i ze s i m a g i n á r i a s ; t o r n a nu l l a s a l g u m a s d e r i -
v a d a s , q u a n d o os s ignaes da p r e c e d e n t e e da s e g u i n t e são os m e s m o s ; 
e p ô d e t a m b é m a n n i q u i l a r c o n j u n c t a m e n t e d u a s d ' e s t a s f u n c ç õ e s s u c c e s s i -
vas. A e q u a ç ã o f x = O t e r á dous p a r e s de r a i ze s i m a g i n á r i a s , q u a n d o d e -
s a p p a r e c e r e m 4 v a r i a ç õ e s , por s e r e m nul las 3 ou 4 d e r i v a d a s c o n s e c u t i -
v a s . F i n a l m e n l e , suppondo sempre que as substituições se fazem por augmen-
tos contínuos , h a v e r á na e q u a ç ã o t a n t o s p a r e s de r a i ze s i m a g i n á r i a s , q u a n -
tas f o r e m a s vezes q u e s e p e r d e r e m d u a s v a r i a ç õ e s . 

8 2 . C o m o a s u b s t i t u i ç ã o d e n ú m e r o s r i g o r o s a m e n t e c o n t í n u o s n ã o 
é r e a l i s a v e l , p r a c t i c a r e m o s c o m o se s e g u e : 

1 . ° S u b s l i t u i r - s e - h ã o a r b i t r a r i a m e n t e q u a e s q u e r n ú m e r o s t o m a d o s 
e n l r e u m n u m e r o I1, d ' o n d e r e s u l t e m s ó m e n t e v a r i a ç õ e s , e e n t r e o u t r o l , 
d ' o n d e s ó r e s u l t e m p e r m a n e n e i a s : e s t e s n ú m e r o s l a i , c o m o j á d i s s e m o s , 
s e r ã o o s l i m i t e s e n t r e o s q u a e s e s t ã o c o m p r e h e n d i d a s a s r a i z e s . A p e z a r 
d e s e t o m a r e m g r a n d e s in t e rva l los , a c o n t e c e m u i t a s vezes q u e e n t r e o s n ú -
m e r o s assi m s u b s t i t u i d o s a r b i t r a r i a m e n t e n ã o e x i s t e m r a i z e s , e é e n t ã o 
n e c e s s á r i o t o m a r in t e rva l los a i n d a m a i o r e s , e m p r e g a n d o t e n t a t i v a s q u e nos 
d i s p e n s e m d e cá lcu los i n ú t e i s . 

2 . ° Q u a n d o o valor x = a d e r na s e r i e A dos s i g n a e s ura ou m u i t o s 
zeros s u c c e s s i v o s , f o r r a a r - s e - h ã o as s e r i e s c o r r e s p o n d e n t e s a a —5 , e a a + 8 , 
pela r e g r a dos s i g n a e s d u p l o s ( p a g . 1 2 6 ) ; c o m p a r a r - s e - h a a 1 . " c o m a s e -
r i e q u e p r e c e d e A a f i m de a c h a r as r a i z e s <a; e a 2 . " c o m a q u e se s e g u e 

17 
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a A , a f im d e a c h a r a s r a i z e s x i ; f i n a l m e n t e c o m p a r a r - s e - h ã o a s d u a s s e -
r i e s c o r r e s p o n d e n t e s a a — J e a + í , a f im de a c h a r a s r a i z e s i m a g i -
n á r i a s , q u e são ind icadas pelo n u m e r o p a r d e v a r i a ç õ e s , q u e d e s a p p a r e -
c e m n a p a s s a g e m d ' u r a 9 pa ra o u t r a . 

E x . ° 1 . ° Da e q u a ç ã o fx = xs+ x + 1 = 0 , q u e dá f = S x 4 + 1, 
f 1 ' = 2 0 x 3 , r e su l ta o s e g u i n t e q u a d r o , no qual s e fez uso da r e -
g r a do s ignal dup lo r e l a t i v a m e n t e aos t e r m o s nul los da se r i e c o r r e s p o n -
d e n t e a x = 0 : 

^y pV pu j-n ^ j-

x = — 1 - . . . H 1 1 5 vari. 

x= 0 + 0 0 0 + + 4 ou 0 vari. 

V ê - s e por e s t e q u a d r o , q u e e x i s t e u m a ra iz r e a l e n t r e — 1 e 0 , e q u e as 4 
va r i ações q u e d e s a p p a r e c e r a m d e s d e x < 0 a t é x > 0 i n d i c a m a e x i s l e n c i a d e 
4 r a i ze s i m a g i n á r i a s . A c u r v a q u e r e p r e s e n t a a e q u a ç ã o y = fx é a de 
f ig . 1 2 . 

E x . 0 2 . * D a e q u a ç ã o / x = x 4 — 4 x 3 — 3 x + 2 3 = 0 , q u e d á 

f x = 4 x 3 — 1 2 x 2 — 3 , f " = 1 2 x 2 — 2 4 x 

r e s u l t a o q u a d r o 
f y f v f i f f 

-H 

x = 0 0 1 - 2 ou 4 vari. 

x=l + 0 f - 2 vari. 
-b 

x = 2 ++ 0 1-2 vari. 
-H 

X=3 ++H 1 vari. 

x = 4 + + + + + 0 vari. 
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As d u a s v a r i a ç õ e s q u e d e s a p p a r e c e m d e s d e x <0 a l é x> O i n d i c a m 
a e x i s t e n c i a de 2 r a i zes i m a g i n á r i a s ; os ze ros q u e se e n c o n t r a m nas s e r i e s 
c o r r e s p o n d e n t e s a x = í , e x = 2 não f a z e m d e s a p p a r e c e r n e n h u m a v a -
r i a ç ã o , p o r q u e cada um dos zeros fica entre dous signaes differentes. A l é m 
d i s to ha u m a ra i z e n t r e 2 e 3 , e o u t r a e n t r e 3 e 4 , á s q u a e s a p p l i c a -
r e m o s o s m e t h o d o s d e a p p r o x i m a ç ã o . A c u r v a c o r r e s p o n d e n t e a e s t a e q u a ç ã o 
y = f x é r e p r e s e n t a d a n a f i g . 2 0 por M O M ' . 

8 3 . Se e n t r e os d o u s n ú m e r o s a e b e x i s t i r a p e n a s u m a ra i z , h a -
vendo por c o n s e g u i n t e a pe rda de u m a só v a r i a ç ã o de A pa ra B , p o d e -
m o s a p p l i c a r a e s t a ra iz o m e t h o d o de a p p r o x i m a ç ã o de N e w t o n ; t e n d o 
p o r é m c u i d a d o d e sa t i s f aze r p r i m e i r o á s c o n d i ç õ e s p r e s c r i p t a s n a q u e l l e m e -
t h o d o ( p a g . 1 1 0 . ) , de q u e f e f" não m u d e m da s i g n a l de a a t é b , o 
q u e equ iva l a se r a ú l t i m a v a r i a ç ã o p e r d i d a p r e c i s a m e n t e na ú l t i m a c o -
l u m n a f . E n t ã o todos os s i g n a e s de A e B são os m e s m o s , e x c e p t o o 
ú l t i m o . No e x . ° p r e c e d e n t e t e m is to Iogar e n t r e 2 e 3 . 

S e a v a r i a ç ã o d e s a p p a r e c e r p o r é m a n t e s d o ú l t i m o t e r m o das s e r i e s , 
f e f" não s a t i s f a r ã o á c o n d i ç ã o e x i g i d a ; e e n t ã o se rá n e c e s s á r i o s u b s t i -
t u i r n ú m e r o s i n t e r m é d i o s e n t r e a e b , pa ra q u e , e s t r e i t a d o o e s p a ç o q u e 
c o n t é m a r a i z , não ha j a n ' e ! l e n e m i n f l e x ã o n e m t a n g e n t e h o r i z o n t a l á 
c u r v a y = f x , e r e c a í a m o s n o 1 . ° ca so . 

A s s i m n o ú l t i m o e x e m p l o , q u e r e n d o a p p r o x i m a r - n o s d a r a i z q u e 
f i c a e n t r e 3 e 4 , c o m o h a m u d a n ç a d e s igna l e m / " ' ; e c o m o r e s o l v e n d o 
o e q u a ç ã o f x = O , se vê q u e el la t e m só r e a l u m a r a i z e n t r e 3 e 3 , 1 : 
d e v e m o s e s t r e i t a r o s l i m i t e s de f x = O e n t r e 3 . 1 e 4 . F a z e n d o d e p o i s 
x= 4, va lor q u e dá os m e s m o s s i g n a e s a f e f", o b t e r e m o s f'n = 61 , 
f= 11 , s = — 0 , 0 2 , e x = 3 , 8 na p r i m e i r a a p p r o x i m a ç ã o . F a z e n d o 
d e p o i s x = 3,8, v e m f = 4 3 , 2 0 8 , f = 0 , 6 2 5 6 , s = — 0 , 0 1 4 4 8 . 
d ' o n d e f ina lmente r e s u l t a o novo valor m a i s a p p r o x i m a d o x = 3 , 7 8 5 5 2 ; 
E ass im por d i a n t e , s e n d o s a c o r r e c ç ã o d a d a pe lo m e t h o d o de N e w t o n . 

8 i . No caso de s e p e r d e r e m d u a s v a r i a ç õ e s de A a t é B , c u m p r e 
a inda i n d a g a r , se ha coro e f f e i to d u a s r a i zes e n t r e a e b . E s t a d i scussão 
nbra r i j e t r e s c a sos . 

S e . c o m p a r a n d o d a d i r e i t a pa ra a e s q u e r d a o s s i g n a e s c o r r e s p o n -
d e n t e s das d u a s s e r i e s , d e p a r a r m o s com d o u s s i g n a e s c o n t r á r i o s d e b a i x o 
d a m e s m a f u n e ç ã o , ahi s e r á u m a v a r i a ç ã o s u b s t i t u í d a l o g o por u m a p e r -
m a n e n c i a , d e v e n d o m a i s a d i a n t e p e r d e r - s e a s e g u n d a v a r i a ç ã o . Se es t a 
p e r d a t i ve r loga r nos ú l t i m o s s i g n a e s , p o d e r ã o d a r - s e o s dous I . 0 ' 
casos s e g u i n t e s , l ú i r a dos q u a e s a m b a s a s v a r i a ç õ e s s e p e r d e m nos t r e s 
ú l t i m o s s i g n a e s ; e n o o u t r o p e r d e - s e a 1.° o n t e s d e f : 
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I . 0 CASO (*) . . f" f' f 2 . ° CASO . . . f I l l f f f 
x = a . . . . +-i H h ++ 
x = b + + — + + + + + • • . . + + + + 

O 3 . ° caso se rá a q u e l l e e m q u e a m b a s a s va r i ações s e p e r d e m 
a n t e s d o s ú l t i m o s s ignaes . 

C o n s i d e r e m o s e s t e s t r e s casos n a cu rva p a r a b ó l i c a M O M ' ( f ig . 1 9 e 2 0 ) , 
c u j a e q u a ç ã o é y = f x , e q u e e s t á c o m p r e h e n d i d a e n t r e a s absc i s sas 
A P = a , A P ' = 6 . 

1.° CASO. C o m o f'a e f'b t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e e s t a s d e r i v a d a s 
r e p r e s e n t a m os va lo res d a s t a n g e n t e s dos ângu lo s T e T ' q u e f a z e m c o m 
o e i x o d o s x as r e c t a s MT e M T , q u e t o c a m a cu rva nos pon tos M e M ' , 
c u j a s absc i s sas são a e b , v ê - s e q u e um d ' e s t e s â n g u l o s 6 a g u d o pa ra . o 
e i x o e o o u t r o o b t u s o . E c o m o f x não p e r d e s e n ã o u m a v a r i a ç ã o , f'x = 0 
a p e n a s t e r á u m a ra iz e n t r e aeb, i s to é , a cu rva y = f x t e r á n ' o m ponto 
i n t e r m é d i o O u m a só t a n g e n t e pa ra l l e l a aos x . P o r o u t r a p a r t e f'ix não 
p e r d e v a r i a ç ã o , e conserva n ' e s t e i n t e r v a l l o o s igna l p o s i t i v o ; o q u e indica 
q u e a c u r v a é concava para a p a r t e s u p e r i o r ( n . ° 5 9 . ) As f ig . 19 e 20 
r e p r e s e n t a m a f o r m a d ' e s t a p o r ç ã o d o a r c o , s e n d o O o pon to e m q u e f x 
passa por z e r o , d o pos i t ivo a o n e g a t i v o . 

Se a cu rvo c o r t a r o e i x o no i n t e r v a l l o P P ' ( f ig . 2 0 ) t e r á duas ra izes 
r e a e s Ak e Ak' : no caso c o n t r á r i o ( f ig . 1 9 ) e s t a s r a i zes s e r á o i m a g i n á r i a s , 
e a s t a n g e n t e s aos d ive r sos pon tos do a r c o M O M ' se i n c l i n a r ã o e n t ã o c a d a 
vez m a i s s ô b r e o e i x o de M pa ra O , p o n t o em q u e se dá o pa ra i I e I i s -
m o , I evan t ando- sp depo i s c m s e n t i d o oppos to p a r a M ' . A n a t u r e z a concava 
d o a r c o , faz c o m q u e elIe f i q u e c o m p r e h e n d i d o n o a n g u l o f o r m a d o pe la s 
suas t a n g e n t e s cm M e M ' . Y e - s e po is q u e se o v e r t i c e B ( f ig . 1 9 ) d ' e s t e 
a n g u l o f icar p a r a a p a r t e de c i m a do e i x o , a cu rva não p o d e r á c o r l a l - o ; 
e as r a i z e s e n t r e P e P ' s e r ã o c o m c e r t e z a i m a g i n á r i a s . 

M a s as s u b t a n g e n t e s em M e M' são 

( . ) Pôde acontecer que os s ignaes de fa e fb sejam conjunctamente n e g a -
t i v o s , isto é , contrários áquc l l e s que aqui i n d i c á m o s : este caso porém não 
ex ige um exame e s p e c i a l , bastará fazer girar a fig. 19 e 20 de maneira que estas 
l iguras f iquem , por m e i o de uma revolução era volta do eixo d o s ® , para a parte 
debaixo , e então tudo é s imilhante ao que fica exposto no texto. 
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d a s q u a e s a 1 . " é pos i t iva p o r q u e f'a t e m o s i g n a l — , e a 2/ n e g a t i v a . 
L o g o , a b s t r a h i n d o dos s i g n a e s , se uma das subtangentes, ou a somma 
das duas, egualar , ou exceder, o intervallo b — a , as duas raizes pre-
sumidas serão imaginárias. 

N ã o t e n d o l oga r es ta c i r c u n s t a n c i a , h a v e r á i n c e r t e z a a r e s p e i t o da 
n a t u r e z a d a s r a i z e s , q u e e n t ã o p o d e r ã o s e r r e a e s o u i m a g i n á r i a s , p o r isso 
q u e a c u r v a , e n t r e P e P ' , p ô d e o u c o r t a r o e i x o , o u n ã o o e n c o n t r a r ; 
e ne s se caso p r a c t i c a r e m o s d e u m a d a s s e g u i n t e s m a n e i r a s . 

C o n s i d e r a r e m o s os l i m i t e s a e b c o m o m u i t o desv iados p a r a a so lução 
da q u e s t ã o , e t o m a n d o por isso em vez de x um n u m e r o q u a l q u e r i n t e r -
m é d i o a , v e r e m o s s e a s e r i e dos s i g n a e s , c o m p a r a d a c o m A e B , faz 
d e s a p p a r e c e r a s v a r i a ç õ e s u m a a u m a ; p o r q u e e n t ã o h a v e r á d u a s r a i ze s 
r e a e s , u m a e n t r e a e a1, e a o u t r a e n t r e a' o b. E se as d u a s v a r i a ç õ e s 
se p e r d e r e m a inda e n t r e a e a', c a l c u l a r e m o s a s u b t a n g e n t e c o r r e s p o n -
d e n t e a x = a', a fim de v e r i f i c a r m o s se a r e g r a p r e c e d e n t e t e m l o g a r . 

Ou e n t ã o p r a c t i c a r e m o s , c o m o se j á e s t ivesse d e c i d i d o q u e as ra izes 
i n t e r m e d i a s são r e a e s , e q u i z e s s e m o s a p p r o x i m a l - a s c a d a vez m a i s pe lo 
m e t h o d o de N e w t o n ; por q u e nes se caso v i r í a m o s a o b t e r d u a s novas 
s u b t a n g e n t e s , cu j a s o m m a pode r i a e x c e d e r b — a. 

E c o m o ao passo q u e nos a p p r o x i m A m o s do m i n i m o c o r r e s p o n d e n t e 
a o ponto O , a s t a n g e n t e s t e n d e m a t o r n a r - s e p a r a l l e l a s a o e i x o , e c o -
m e ç a m as s u b t a n g e n t e s a ser m u i t o g r a n d e s , p o d e m o s por m e i o d ' e s t a c i r -
cuns t anc i a ve r i f i ca r a r e g r a d e c i m a . S e a s r a i zes f o r e m i m a g i n á r i a s , d e -
p re s sa se v i rá nes=e c o n h e c i m e n t o pelo valor d a s s u b t a n g e n t e s > b — a. 

P e l o c o n t r á r i o , s e a s r a i z e s s ão r e a e s , a s t a n g e n t e s n ã o a u g m e n t a m 
i n d e f i n i d a m e n t e , os va lo res de x c o m e ç a m a c o n v e r g i r pora dous t e r m o s 
q u e são as r a i zes p e d i d a s Ak e Ah1; e com fac i l i dade se a c h a r á um v a -
lor m é d i o , q u e , s u b s t i t u í d o por x , s e p a r e e s t a s d u a s r a i ze s . 

2 . ° CASO. C o m o fa e f a t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e f ' x ' p e r d e u m a 
v a r i a ç ã o , a e q u a ç ã o fx = O t e r á u m a ra iz e n t r e a e b . S e n d o e n t ã o 
fux e f''b de s i g n a e s c o n t r á r i o s , e p a s s a n d o f"x por z e r o n ' e s t e i n t e rva l lo , 
o a r c o s e r á c o n v e x o p a r a a p a r t e s u p e r i o r em m ( f ig . 1 9 ) no l . ° l i m i t e 
Ap = a, o concavo no 2 . ° A P ' = b , h a v e n d o no m e s m o i n t e r v a l l o um 
pon to d ' i n f l e x ã o I , cu j a absc i s sa Aq é a ra iz de f"x=s 0 . P o r m e i o d a s 
t a n g e n t e s n ã o p o d e m o s r e s o l v e r a d i f i c u l d a d e , p o r q u e a t a n g e n t e mí não 
p ô d e sa t i s f aze r á s cond i ções p r e s c r i p t a s . C u m p r e por isso e s t r e i t a r p r i m e i r o 
o i n t e r v a l l o , a fim de q u e a i n f l e x ã o n ã o fique n ' e l l e c o r o p r e h e n d i d a ; o 
q u e s e c o n s e g u e s u b s t i t u i n d o po r x o u t r o va lor i n t e r m e d i o a ' , c o n d u -
c e n t e ao f im p r o p o s t o . F e i t o is to a q u e s t ã o f ica r e d u z i d a á do 1.° caso . 

Se a c u r v a t ivesse a figura MLM ( f ig . o) , na qua l a i n f l e x ã o e s t á 
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p r e c i s a m e n t e no p o n t o em q u e a t a n g e n t e é h o r i z o n t a l , n5o s e r i a poss ive l 
e s t r e i t a r o i n t e r v a l l o de m o d o , q u e se e v i t a s s e , q u e as d e r i v a d a s f " n ã o 
t i v e s s e m s i g n a e s c o n t r á r i o s . P o r é m c o m o e n t ã o / " ' e f são c o n j u n c t a m e n t e n u l -
l o s , a s e q u a ç õ e s f x = 0 e /"'LX = O t e r i a m u m a ra iz c o m m u m ; e e s t a -
r í a m o s e m u m dos casos d a s r a i z e s e g u a e s . A s r a i z e s p r o c u r a d a s s e r i a m i m a g i -
n á r i a s , e x c e p t o se o p o n t o I de i n l l e x ã o c o i n c i d i s s e c o m o da s e c ç ã o da 
c u r v a c o m o e i x o , ca so em q u e s e r i a t a m b é m f x = 0 , e em q u e a p r o -
p o s t a t e r i a por c o n s e g u i n t e r a i z e s e g u a e s . 

3 . " CASO. S e a c o m p a r a ç ã o d a s s e r i e s A E B m a n i f e s t a r a p e r d a 
d a s d u a s v a r i a ç õ e s , a n t e s de c h e g a r â ú l t i m a c o l u m n a , e se a v a r i a ç ã o 
d e s a p p a r e c e r , po r e x . n , d e s d e / " ' ' , d e v e m o s I r a c t a r a e q u a ç ã o f!"x = 0 , e 
i n d a g a r s e t e m d u a s r a i z e s e n t r e a e b . S e a s não t i v e r , a e q u a ç ã o f x = 0 , 
t e r á t a m b é m d u a s r a i z e s i m a g i n á r i a s i n d i c a d a s p e l a s d u a s v a r i a ç õ e s p e r -
d i d a s ; p o r q u a n t o , n ã o p o d e n d o a t a n g e n t e a o a r c o d a c u r v a , c u j a e q u a ç ã o 
Vy=P1Xt t o r n a r - s e h o r i z o n t a l e n t r e « e b po r não s e r f"'x n u l l a , o 
a r c o n ã o t e r á m á x i m o n ' e s t e i n t e r v a l l o . D o m e s m o m o d o s e r e c o n h e c e , 
q u e as e q u a ç õ e s [1X = O e fx = O t e m d u a s r a i z e s t a m b é m i m a g i n á r i a s 
c o r r e s p o n d e n t e s . 

P o r é m s e f x = O t i v e r dua3 r a i z e s r e a e s e n t r e a e b , a c u r v a 
y =f "x t e r á n e s t e i n t e r v a l l o d u a s t a n g e n t e s h o r i z o n t a e s , e t o m a r á a f ó r m a 
d a f i g . 2 1 , a p p r e s e n t a n d o d u a s o n d u l a ç õ e s , c o m u m m á x i m o e u m m i -
n i m o . O i n t e r v a l l o de a e b é e n t ã o m u i t o g r a n d e , e d e v e d i m i n u i r - s e , a t é 
q u e a s i n f l e x õ e s n ã o s e j a m n ' e l i e c o m p r e h e n d i d a s , e h a j a s ó u m m i n i m o . 
É x a m i n a r - s e - h a e n t ã o se a e q u a ç ã o f"x = 0 t e m d u a s r a i z e s r e a e s e n t r e 
os novos l i m i t e s , m a i s e s t r e i t o s , a e b . I n d a g a r - s e - h a d e p o i s se a c u r v a 
c u j a e q u a ç ã o é y=f'x t e m ou n ã o d u a s s e c ç õ e s c o m e i x o , e o m e s m o 
a r e s p e i t o da c u r v a y = fx> B a s t a q u e as d u a s r a i z e s p r o c u r a d a s s e j a m 
i m a g i n á r i a s p a r a u m a d a s C q u a c o e s - - ^ f 1

l T = O , f"x = O , f x = O , 
p a r a o s e r e m t a m b é m p a r a a s s e g u i n t e s . 

i v ' e s l a t h e o r i a s u p p o m o s s e m p r e q u e a e q u a ç ã o d e q u e s e t r a c t a , 
e s t á d e s e m b a r a ç a d a d a s s u a s r a i z e s e g u a e s , e po r isso d e v e m o s p r i m e i r o , 
q u e t u d o v e r i f i c a r s e a e q u a ç ã o f x = O t e m o u n ã o r a i ze s d ' e s t a e s p e c i e . 
C o m o p o r é m a i n d a g a ç ã o d a s r a i z e s e g u a e s d e m a n d e ura c á l c u l o e x t e n s o 
(ri ° 3 0 ) , c o n v é m e v i t a l - o , e não o e m p r e g a r s e m q u e se t o r n e n e c e s -
s á r i o . E e s t a u m a das v a n t a g e n s d o m e t h o d o d e F o u r i e r , po r q u e s e n d o 
o caso d a s r a i z e s e g u a e s e x c e p c i o n a l , s ó m e n t e se e n t r a na sua i n d a g a ç ã o , 
q u a n d o a c c i d e n t a l m e n t e s e t o r n a i n d i s p e n s á v e l . 

8 o . S ó nos r e s t a a g o r a v é r , o q u e s e d e v e p r a c t i c a r nos casos d e 
d e s a p a r e c e r e m m a i s d e d u a s v a r i a ç õ e s d e a a t é b . F a c i l m e n t e s e c o m p r e -
h e n d e q u e , e s t r e i t a n d o e s t e s l i m i t e s , a s v a r i a ç õ e s d e s a p p a r e c e r ã o o u u m a 
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a u m a , ou d u a s a d u a s , e a s s i m v o l t a r e m o s aos ca sos j á t r a c t a d o s . P o d e -
r ia p o r é m a c o n t e c e r q u e p a r a um valor de x e n t r e a e b , m u i t a s d e r i v a -
d à s se t o r n a s s e m n u l l a s , e v i r i a m o s e n t ã o a a c h a r m u i t o s ze ros s u c c e s s i -
vos n a s e r i e dos s i g n a e s c o r r e s p o n d e n t e s a u m n u m e r o í n t e r m e d i o a ' , c o m o 
n o caso d a p a g . 1 3 3 ; e e n t ã o d e s a p a r e c e r i a m 4 , 6 , . . . . . . v a r i a ç õ e s 
a o m e s m o t e m p o , a s q u a e s i n d i c a r i a m a e x i s t e n c i a d e o u t r a s t a n t a s r a i z e s 
i m a g i n á r i a s . F a c i l m e n t e s e r e c o n h e c e e s t e c a s o , p o r q u e e s t a s d e r i v a d a s 
t e m e n t ã o f a c t o r e s c o m m u n s , os q u a e s , e g u a l a d o s a z e r o , d ã o o va lor de 
x q u e p r o d u z e s t e s ze ros s u c c e s s i v o s , e t o r n a e v i d e n t e a ex i s t enc i a d a s 
r a i z e s i m a g i n á r i a s . 

8 6 . P a s s e m o s a a p p l i c a r e s t e s p r i n c í p i o s a d i f f e r e n t e s e x e m p l o s . 

I. fx --= x 3 — 5a + 3 , f1 = 3x2— 5 , f" = 6x , f" = 6. 

x = — 3 . . . . 1 3 vari. 

— 2 H + 2 vari. 

0 +0 1-2 vari. 

+ 1 . . . . +-| 1 vari. 
+ 2 . . . . + + + +0 vari. 

A e q u a ç ã o p r o p o s t a t e m t r e s r a i z e s r e a e s e n t r e — 3 e — 2 ; 0 e l ; l e 2 . 
A cu rva é r e p r e s e n t a d a pe l a f ig . 1 1 . 

II. fx = x' — ic2 + 2 x — 3 , f< = 3x2 — 2 x + 2 , e t c . 
i'< n i 

x = 0 . . . . 1 3 vari. 
i . . . . + + + — 1 vari. 
2.. .. + + + + 0 vari. 

A p r o p o s t a t e m u m a ra iz e n t r e 1 e 2 ; p r o c u r a n d o a s q u e f i c a m e n t r e O e l 
v ê - s e q u e são i m a g i n á r i a s ; p o r q u e a s d u a s v a r i a ç õ e s p e r d e m - s e d e s d e f \ 
e a e q u a ç ã o f ' x= 0 n ã o t e m r a i z e s r e a e s . A c u r v a é r e p r e s e n t a d a na Gg. 12 , 
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III. fx •-= X1 — 6x5 -+- 40x3 -+ GOx2 — X — 1. 
X = — I . . . . -J 1- — . - j f- 6 vari, 

- O r S . . + - + + - I + 4 vari. 
0 -| 0 + H 3 vari. 
1 + 0— 0 + + + 2 vari. 
2 + + 0 1-++-2 vari. 
3 + H—]—1—|—|—t- 0 vari. 

S e o m i t t i s s i m o s x = — ^ t d e s a p p a r e c e r i ã o 3 v a r i a ç õ e s d e — 1 a t é O , o 
q u e m o s t r a s e r n e c e s s á r i o t o m a r e s t e i n t e r m e d i o . 

C o m o os r e s u l t a d o s ze ro f i cam e n t r e s i g n a e s c o n t r á r i o s , n a d a nos d i z e m 
s ò b r e a e x i s t e n c i a d a s ra izes i m a g i n á r i a s ( p a g . 1 2 9 . ) . I I a u m a ra iz e n t r e — { 
e O , e o u t r a e n t r e O e 1 ; q u e são x = — 0 , 1 3 e x = . + 0 , 1 2 . . P a s s e m o s à s 
o u t r a s q u a t r o q u e se p r e s u m e m e n t r e — 1 e^ , e e n t r e 2 e 3 . As d u a s v a r i a ç õ e s 
p e r d e m - s e d e s d e fn, e po r isso d e v e m o s faze r f x = O : p o r é m a n t e s de 
t u d o é neces sá r io a v e r i g u a r s e e s t a e q u a ç ã o t e m r a i z e s e g u a e s , c o m o n a 
v e r d a d e t e m , po r q u a n t o 

f = 3 0 ( x 2 — 2 x — 2 ) 2 , f"=120 ( x — 1 ) ( x 2 — 2 x — 2 ) . 

A c u r v a c u j a e q u a ç ã o é y=f"'x toca o e i x o no p o n t o q u e t e m po r a b -
sc i ssas a s r a i ze s d a e q u a ç ã o x 2 — 2 x — 2 = 0 , a s a b e r , x = 1 d t V 3 
(v. f i g . 2 2 ) , por c ausa d a s r a i ze s d u p l a s . S e e m p r e g á s s e m o s pois e s t e s v a -
lo r e s de x p a r a d e d u z i r m o s a s e r i e de s i g n a e s d ' e s t a s f u n e ç õ e s , a c h a r í a m o s 
d o u s z e r o s s u c c e s s i v o s , e por c o n s e g u i n t e pela r e g r a dos s i g n a e s d u p l o s 
s e ve r i a q u e h a v i a m d e d e s a p p a r e c e r d u a s v a r i a ç õ e s , po r m a i s v iz inhos 
das r a i zes q u e s e t o m a s s e m o s dous l i m i t e s , o s q u a e s n ã o s e n d o c o m m u n s 
c o m f x = O , p r o v a m q u e e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o não t e m ra i ze s r e a e s e n t r e 
— 1 e — 0 , 5 , n e m e n t r e 2 e 3 : logo a e q u a ç ã o p r o p o s t a e s t á no m e s m o 
c a s o . 

I V . P a r a x 4 — 4 x 3 + x 2 + 6 x + 2 = 0 , / " = 4 x 3 — 1 2 x 2 e t c . 
x = — 1 . . . . - | 1 1 - 4 vari. 

0 + — + + + 2 vari. 
1 + O — O + 2 vari. 
2 + + + b 2 vari. 
3 + + + + + O vari. 
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Ha r a z ã o p a r a c r e r q u e a s r a i ze s e n t r a r a aos p a r e s e n t r e O e —1 , e e n t r e 
2 e 3 . P r o c u r a n d o es ta s ú l t i m a s , a c h a - s e S 1 = \ e S 2 = —— , c u j a s o m m a 
é i < l , e f i c a duv idosa a e x i s t e n c i a d a s d u a s r a i z e s i n t e r m e d i a 9 ; a s r a i z e s 
a p p r o x i m a d a s s ão x = 2 , 4 e 2 , 8 . S u b s t i t u i n d o a c h a - s e : 

x = 2 , 4 . . . . + + H 3 , 0 2 4 + 0 , 0 4 1 6 

2 , 8 . . . . + + + + 5 , 3 2 8 + 0 , 2 9 7 6 . 

L o g o S 1 = O 1 O l 1 S 2 = — 0 , 0 6 , x = 2 , 4 1 e x = 2 , 9 4 . C o m o a s s u b t a n g e n t e s 
l onge d e a u g m e n t a r e r a , d e c r e s c e m , a p p r o x i m a n d o - s e d o m i n i m o , v ê - s e 
q u e a s r a i zes são r e a e s . P a r a s e p a r a l - a s , t o m e - s e u m a m e d i a t a l , c o m o 

x e = 2 , 5 . . . . + + H 

f i c a n d o a s s i m pos tas e m ev idenc ia a s d u a s r a i z e s , á s q u a e s a p p l i c a r e m o s 
o m e t h o d o de a p p r o x i m a ç ã o . As r a i z e s e n t r e O e — 1 t a m b é m são r e a e s , 
A s r a i z e s d a e q u a ç ã o p r o p o s t a são 

x = l = f c K 2 = l ± l , 4 1 4 2 1 e x = 1 ± 1 ^ 3 = 1 ± 1 , 7 3 2 0 5 . . . . 

A c u r v a y = fx t e m pouco m a i s ou m e n o s a f ó r m a da f ig . 1 3 . 

8 7 . Theorema de M. Siurm. P r o c e d e - s e , pe lo m e t h o d o do d i v i s o r 
c o m m u m , á i n v e s t i g a ç ã o dos f a c t o r e s e g u a e s d e f x ( n . ° 4 7 ) t e n d o o c u i d a d o 
de mudar o signal dos restos consecu t ivos a n t e s de se t o m a r e m p a r a d i -
v i s o r e s ; i s to é , d i v i d e - s e f x p o r f x ; d e p o i s f'x p e l o p r i m e i r o r e s t o 
c o m o s igna l t r o c a d o ; e a s s i m por d i a n t e . P o r e s t e m o d o o b t e r « s e - h a 
u m a s e r i e de po lynomios de g r á o s d e c r e s c e n t e s , cada um d o s q u a e s é 
a l t e r n a d a m e n t e d i v i d e n d o e d i v i s o r , t a e s c o m o (*) 

( . ) O mais longo de todos estes c á l c u l o s é o q u e dá o resto da d iv i são de 
f x por f x ; porém a nota da p a g . 85 dá uma regra , pela qual s e abbrevia mui to 
esta operação . 

1 8 
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f x , f x F x , ç x , > V ( M ) . 

C a d a um d ' e s t e s t e r m o s é o r e s t o , c o m o s igna l t r o c a d o , q u e r e su l t a da 
d iv i são e n t r e os dous t e r m o s q u e lhe ficam á e s q u e r d a ; e o ú l t i m o V é 
u m n u m e r o , q u e s e m p r e s e r á d i í í e r e n t e d e z e r o , s e s u p p u z e r m o s a e q u a ç ã o 
fx=- 0 d e s e m b a r a ç a d a d a s suas r a i ze s e g u a e s (n .° 4 9 . ) . 

S u b s t i t u a - s e em todos es t e s po lynomios por x um n u m e r o a q u a l q u e r , 
e e s c r e v a m - s e em l inha os s i g n a e s success ivos dos r e s u l t a d o s q u e se o b t i -
v e r e m ; f a ç a - s e o m e s m o com o u t r o n u m e r o b , e a s s e n t e m - s e os s ignaes 
d o s r e s u l t a d o s e m c o r r e s p o n d ê n c i a c o m o s p r i m e i r o s . P o s t o i s t o , o t h e o -
r e m a , q u e se p e r t e n d e d e m o n s t r a r , e n u n c i a - s e a s s im : 

Se for b> a a segunda serie de signaes lerá de menos tantas varia-
ções , quantas são as raizes reaes da equação fx = 0 , comprehendidas 
enlre a e b. Se as duas series tiverem um numero egual de variações, 
não haverá raiz alguma real entre estes dous números. 

1 ° J á s e d e m o n s t r o u ( p a g . 1 2 3 ) , q u e s e f i z e r m o s c r e s c e r x po r 
a u g m e n t o s success ivos de a a t é b , q u a l q u e r dos po lynomios tpx d a r á r e -
su l t ados d o m e s m o s igna l e m q u a n t o s e n ã o t o r n a r n u l l o ; p o r é m q u e s e 
x = x t o r n a r ça = 0 , ox m u d a r á de s i g n a l ; e q u e o s igna l de ox s e r á 
c o n t r á r i o ao de o'x em q u a n t o for x <« , e s e r á o m e s m o q u a n d o for x> x . 

2 . ° Dous polynomios successivos ( M ) n ã o podem ser conjunctamenle 
nullos. P o r q u e das t r e s f u n c ç õ e s success ivas F x , çx , ^x, u m a é d i v i -
d e n d o , o u t r a d i v i s o r , e a ú l t i m a r e s t o c o m s igna l t r o c a d o , s e n d o por 
isso 

F x = Q x o x — 

Se houvesse pois um valor x = v . q u e t o r n a s s e ca = ^a = O, t a m b é m 
ser ia F a = O , i s to é , t a m b é m se r ia nu l lo o po lynomio F x q u e p r e c e d e 
ox , e ass im a r e s p e i t o dos o u t r o s s u c c e s s i v a m e n t e a t é f x e f x : d ' o n d e se 
s e g u i r i a q u e f x t e r i a f a c t o r e s e g u a e s , o q u e é c o n t r a a nossa h y p o t h e s e . 
Do m e s m o m o d o s e v é , q u e Fa = ça = 0 , d a r i a òa = O , e t odas a s 
f u n c ç õ e s s e g u i n t e s s e r i a m por c o n s e g u i n t e n u l l a s , i nc lu indo V , o q u e t a m -
b é m n ã o p o d e s e r . 

3 . ° Todo o polynomio, que se tornar nullo, fica enlre dous re-
sultados de signaes contrários. P o r q u e se for ta = O , s e rá Fa = — ^a , 
e o s t r e s »» lynomios t e r ã o o s s ignaes + 0 — , o u — O + . S e f i z e r m o s 
pois c r e s c e r x de a a t é b por a u g m e n t o s c o n t í n u o s , a p a s s a g e m por ze ro 
d e q u a l q u e r d ' e s t e s po lynomios n ã o a l t e r a r á o n u m e r o das v a r i a ç õ e s , p o r q u e 
c o m p a r a n d o a s d u a s s e r i e s a n t e s e d e p o i s d e x = a , v ê - s e q u e dão 
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-I - , e + H ; ou h , e — + + . 

V e j a m o s p o r é m o q u e a c o n t e c e no ú l t i m o e no l . ° p o l y n o m i o , os 
q u a e s não f icam, c o m o os o u t r o s , e n t r e dous s i g n a e s . Em q u a n t o a V , 
q u e é u m n u m e r o , n ã o m u d a nunca d e s i gna l . E m q u a n t o a f x , j á s a -
b e m o s q u e s e for / a = O , o s igna l d e f x q u e e ra c o n t r á r i o a o d o f ' x q u a n d o 
x < a , s e t o r n a n o d e f x , q u a n d o x > a , e q u e po r e s t e m o d o u m a v a -
r i a ç ã o s e m u d a n ' u m a p e r m a n ê n c i a . 

C o n t i n u a n d o a d a r s u c c e s s i v a m e n t e va lo re s c r e s c e n t e s a <$x , p o d e r á 
f'x v i r t a m b é m a passa r por ze ro e m u d a r de s igna l , s e m q u e por isso se 
a l t e r e o n u m e r o d a s v a r i a ç õ e s , c o m o já se d e m o n s t r o u . T o r n a n d o pois 
f x e f x a l e r s i g n a e s c o n t r á r i o s , p o d e r á f x passa r d e n o \ o po r z e r o , e 
f aze r d e s a p p a r e c e r u m a nova v a r i a ç ã o . E a s s i m po r d i a n t e . 

F i c a p o r l a n t o d e m o n s t r a d o o t h e o r e m a , vis to q u e o d e s a p p a r e c i m e n t o 
d a s v a r i a ç õ e s , d e u m a s e r i e p a r a o u t r a , s ó p ô d e p rov i r d e s e t o r n a r 
fx=? O , em consequênc i a de va lo re s success ivos d a d o s a x d e s d e a a t é b. 

C u m p r e a d v e r t i r , q u e p o d e m o s , s e m a l t e r a r e s t a s c o n s e q u ê n c i a s , 
multiplicar ou dividir q u a l q u e r dos p o l y n o m i o s por nm numero positivo , 
e v i t a n d o ass im por m e i o d ' e s t e s f a c t o r e s o s coe f f i c i en t e s f r a c c i o n a r i o s . 

8 8 . P a s s e m o s a g o r a á a p p l i c a ç ã o do t b e o r e m a . F a ç a - s e X = O em 
todos os p o l y n o m i o s ( M ) , a f im de se o b t e r pa ra c a d a f u n c ç ã o o s igna l 
d o seu ú l t i m o t e r m o , e f o r m a r a s s im a s e r i e c o r r e s p o n d e n t e . F a ç a - s e d e -
pois x = ao l i m i t e s u p e r i o r l d a s r a i ze s p o s i t i v a s , o q u a l , c o m o se s o b e , 
dá aos po lynomios o s igna l do seu l . ° t e r m o , c o m o se se f izesse x = a>. 
F a ç a - s e depo i s x = ao l i m i t e — V d a s r a i z e s n e g a t i v a s , o qua l d a r á os 
m e s m o s s ignaes q u e x = — oc . 

C o n t e m - s e d e p o i s a s v a r i a ç õ e s d e cada u m a das t r e s s e r i e s r e s u l t a n -
t e s ; e se vier a l g u m r e s u l t a d o z e r o , s u b s t i t u a - s e i n d e f i V r e n t e m e n t e po r 
um dos s i g n a e s + ou — , ou n ã o se a t t e n d a a e l l e , vislo q u e um z e r o 
c a h e s e m p r e e n t r e s i g n a e s c o n t r á r i o s . l ) ' a q u i s e conc lu i r á q u e a p r o p o r á 
f x = O t e m t a n t a s ra izes n e g a t i v a s , q u a n t a s são as va r i ações p e r d i d a s na 
p a s s a g e m de — V pa ra 0 ; e t a n t a s posi t ivas q u a n t a s são as va r i ações p e r -
d i d a s d e s d e O a t é / . 

P a r a s e p a r a r e s t a s r a i z e s u m a s d a s o u t r a s , s u b s t i t u i r e m o s o s n ú m e -
ros i n t e r m e d i o s , q u e s e i r ão a p p r o x i m a n d o a t é q u e o s v a r i a ç õ e s d e s a p p a -
r e ç a m u m a a u m a ; e p a r a se p r o c e d e r com m a i s o r d e m , s u b s t i l u a - s e 
por x p r i m e i r o z e r o , e d e p o i s n ú m e r o s c r e s c e n t e s , t a n t o posi t ivos c o m o 
n e g a t i v o s , a t é s e c h e g a r à s s e r i e s d e s i g n a e s q u e c o i n c i d e m com a s c o r -
r e s p o n d e n t e s a + oo e — o© ; por q u e ass im se m a n i f e s t a r ã o por si m e s m o s 
os dous l i m i t e s das ra izes . 
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E x . 0 I . f x = x l — x ' - H 2 x 2 — 6 x 4 - 5 = 0 , d á 
f ' = I x 1 — 3 x 2 + 4 x — 6 , — 1 3 x 2 + 6 8 x — 7 4 , 

— 7 9 2 x + 1 1 4 i , + 1892293, 
x = 0 . . . . 4 - + + 2 vari. 

1 + • + + 2 vari. 
2 + -H +- f- 2 vari. 
4 . . . . 4—H — ! - 2 vari. 

N a o Iia ra iz n e n h u m a n e g a t i v a , n e m > 4 : e c o m o e m t o d o e s t e i n t e r v a l l o 
s e n ã o p e r d e n e n h u m a v a r i a ç ã o , a s q u a t r o r a i z e s s ão i m a g i n á r i a s . 

I I . Ex.°fx = Xi+ x'+2x*+2 = O, dá f = 5 x ' + 3 x 2 + 4 x , 
— X 1 — 3 x 2 — 5 , — 1 6 x 2 + 7 x — 2 5 , — 3 x — 1 9 + 6 4 0 0 . 

x = — 4 . . . . h + 3 vari. 
•— 2 . . . . 1 — + 3 vari. 
— 1 . . . . +4 — +2 vari. 
— 0 +0 + 2 vari. 
+ 1 + + + 2 vari. 

N ã o p o d e m h a v e r r a i ze s s e n ã o e n t r e — 4 e + - 1 , e c o m o s ó s e p e r d e u m a 
v a r i a ç ã o , h a a p e n a s u m a r a i z r e a l , q u e fica e n t r e — I e — 2 . 

I I I . E x . 0 f x = x * — 4 x 5 + - x 2 + - 6 x + - 2 , d á 
2 x 2 — 6 x 3 + - x -H 3 , 5 x 2 — I O x — 7, x — 1 , 4 - 1 2 

x = — 1 . . . . H 1 H 4 vari. 
0 . . . . 4- H H 2 vari. 
1 . . . . +-0 — 0 +-2 vari. 
2 . . . . -j f- + 2 vari. 
3 . . . . + + -H 4- 4- 0 vari. 

Ha d u a s r a i z e s e n t r e 0 e — 1, e d u a s e n t r e 2 e 3 . 



ALGEBRA SCPERIOR. 141 

E s t e t h e o r e m a d e M . S t u r m é m u i t o no t áve l e m e r e c e f i g u r a r nos E l e -
m e n t o s d ' A l g e b r a . É e v i d e n t e a a n a l o g i a q u e t e m c o m o de F o u r i e r , e o 
p r o p r i o a u c t o r confessa q u e s e s e rv iu d ' a q u e l l e nas suas i n v e s t i g a ç õ e s . C o m -
t u d o e s t e m e t h o d o é i n c o m p l e t o , p o r q u e n ã o nos ind ica o m e i o de s e p a -
r a r u m a d a s o u t r a s a s r a i ze s q u e n ã o s e a c h a m iso ladas e n t r e o s n ú m e r o s 
s u b s t i t u i d o s , s e n d o a i n d a n e c e s s á r i o p a r a isso r e c o r r e r a novas s u b s t i t u i -
ç õ e s ; n e m t ã o pouco nos ens ina a a c h a r r a i ze s c a d a vez m a i s a p p r o x i -
m a d a s . 

8 9 . Melhoio de M. Budan. Se na e q u a ç ã o fx=0 fizermos x =a+y, 
a t r a n s f o r m a d a , q u e f a c i l m e n t e se o b t é m pe lo p rocesso de p a g . 59 , t e r á 
po r i n c ó g n i t a y = x—a. D o m e s m o m o d o o b t e r e m o s o u t r a s t r a n s f o r m a d a s , 
c u j a s i n c ó g n i t a s s e r ã o z = x — b, I = x — c, s e n d o a, b, c . . . . q o a e s -
q u e r n ú m e r o s c r e s c e n t e s . E s t a s t r a n s f o r m a d a s p o d e m f a c i l m e n t e d e d u z i r - s e 
u m a s d a s o u t r a s , p o n d o b = a~\-a,c = b + S, . . . . ; e s u b s t i t u i n d o , 
na 1 ." t r a n s f o r m a d a em J = I — a, po r y a e x p r e s s ã o 

y — <t = x — (a 4 - a ) = as — b = z; 

depo i s n ' e s t a ú l t i m a po r z a e x p r e s s ã o 

z-—S = x — (6 + S) = x — c = t; 

e ass im p o r d i a n t e . 
F e i t o i s to , a d m i t í a m o s po r um p o u c o q u e t o d a s a s r a i zes de fx=0 

são r e a e s . E n t ã o , t an to n ' e s t a e q u a ç ã o , c o m o nas t r a n s f o r m a d a s , o n u -
m e r o d a s r a i z e s pos i t i vas s e r á e g u a l a o d a s v a r i a ç õ e s ( n . ° 7 6 ) . S e e m 
f x = O h o u v e r p o r é m r a i z e s e n t r e O c a , e s t a s t o r n a r - s e - h ã o n e g a t i v a s n a 
t r a n s f o r m a d a e m y = x — a , e e m c o n s e q u ê n c i a d i s t o p e r d e r - s e - h ã o t a n t a s 
v a r i a ç õ e s na ú l t i m a q u a n t a s f o r e m as r a i z e s , q u e ha na p r o p o s t a , e n l r e O 
e a. A s s i m , se a p ropos ta e a t r a n s f o r m a d a em x — o t i v e r e m o m e s m o 
n u m e r o d e v a r i a ç õ e s , n ã o h a v e r á r a i z a l g u m a e n l r e O e a ; h a v e r á u m a 
s ó , s e a t r a n s f o r m a d a p e r d e r u m a v a r i a ç ã o ; 2 , 3 , 4 , . . . . r a i z e s , s e 
d e s a p p a r e c e r e m 2 , 3 , 4 . . . . v a r i a ç õ e s . P e l a m e s m a r a z ã o , n a t r a n s -
f o r m a d a em z = y — a , q u a n t a s f o r e m as v a r i a ç õ e s p e r d i d a s na p a s -
s a g e m da t r a n f o r m a d a em y p a r a a t r a n s f o r m o d a em z , t a n t a s r a i z e s 
y h a v e r á e n t r e O e a , isto é , t a n t a s r a i z e s q u a n t a s s ão as de /s = O e n t r e 
a e b, p o r q u e b = a + a. E a s s im c o n s e c u t i v a m e n t e . P a r a o b t e r o n u -
m e r o d a s r a i ze s n e g a t i v a s , m u d a r - s e - h a a: em — x emfx = 0 , e i n v e s -
t i g a r - s e - h a o n u m e r o d a s r a i z e s pos i t i va s da t r a n s f o r m a d a . 
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M a s se a p r o p o s t a t i ve r r a i z e s i . n a g i n á r i a s , e s t a s c o n s e q u ê n c i a s não 
t e m l o g a r ; e por isso q u a n d o d e s a p p a r e c e m d u a s v a r i a ç õ e s p ô d e e n t r a r 
em d ú v i d a se e s t a p e r d a é d e v i d a á e x i s t e n c i a da d u a s r a i zes i n t e r m e d i a s , 
ou se essas r a i zes são s u b s t i t u í d a s p o r d u a s i m a g i n á r i a s . A p e r d a de t r e s 
v a r i a ç õ e s põe em d ú v i d a s e sào t r e s , ou só u m a , a s r a i zes r e a e s ; e t c . 

S e g u n d o M. R u d a n , é neces sá r io n e s t e caso i n t r o d u z i r f r a c ç õ e s q u e 
e s t r e i t e m o s i n t e r v a l l o s , por m o d o q u e s e possam s e p a r a r a s d u a s r a i ze s 
i n t e r m e d i a s , q u a n d o e x i s t a m ; o q u e s e r e c o n h e c e pela p e r d a d a s v a r i a ç õ e s 
u m a a u m a . S e es tas r a i ze s f o r e m m u i t o p r ó x i m a s , d e m o d o q u e , por 
e x . ° , s ó d i f l i r a m n a 2 . ° d e c i m a l , s ó m e n t e h a v e r á ce r t eza d o a s h a v e r 
s e p a r a d o , q u a n d o o i n t e r v a l l o e n t r e os n ú m e r o s O , a , b, c , . . .. for de 
u m a c e n t e s i m a . P o r é m , n ã o f a l t ando n o t r a b a l h o q u e d ã o es t e s c á l c u l o s , 
c o m o a s e p a r a ç ã o d a s r a i ze s é i m p o s s i v e l , q u a n d o n ã o e x i s t e m , p ô d e I e -
v a r - s e m u i t o l o n g e , e d e b a l d e , a a p p r o x i m a ç ã o , s e m h a v e r u m ind ic io 
da não e x i s t e n c i a d a s m e s m a s r a i ze s . N ã o é possivel d e s t r u i r es ta o b j e c ç ã o 
c o n t r a o m e t h o d o , e x c e p t u a n d o a lguns casos p a r t i c u l a r e s e m q u e M . B u d a n 
r e so lve a d i f l i c u l d a d e , a qua l fica em pé pa ra todos os o u t r o s c a s o s ; r azão 
p o r q u e e s t e m e t h o d o n ã o sa t i s faz g e r a l m e n t e . 

E i s aqu i c o m o o seu a u c t o r o app l i c a á a p p r o x i m a ç ã o d a s ra izes . T i -
r a m - s e , s u c c e s s i v a m e n t e da e q u a ç ã o f x = O pelo p roces so da p a g . 59 , 
t o d a s as t r a n s f o r m a d a s em x — 1 , x — 2 , x —3 , . . . . a t é se c h e -
g a r a u m a e q u a ç ã o q u e t e n h a s ó m e n t e s i g n a e s p o s i t i v o s ; pe lo n ú m e r o 
d a s va r i a ções p e r d i d a s s a b e - s e q u a n t a s r a i ze s podem existir e n t r e os n ú -
m e r o s 0 , 1 , 2 , 3 . . . . . . . d ' o n d e s e d e d u z o i n t e i r o c o n t i d o e m c a d a 
u m a d ' e l l a s . Se a t r a n s f o r m a d a em a ; — a t i v e r ze ro por ú l t i m o t e r m o , 
x — a s e r á f a c t o r de f x ( n . ° 2 7 ) ; e q u a n d o m u i t o s dos ú l t i m o s t e r m o s d a s 
t r a n s f o r m a d a s f o r e m nu l los c o n j u n c t a m e n t e , a ra iz a s e r á m ú l t i p l a ; v indo 
p o r e s t e m o d o a r e c o n h e c e r - s e t o d a s as r a i ze s i n t e i r a s e g u a e s e d e s i g u a e s . 
Q u a n d o e x i s t i r e m e s t a s r a i z e s , d i v i d i r - s e - h a f x por x — a t a n t a s v e z e s , 
q u a n t o s f o r e m os ú l t i m o s t e r m o s n u l l o s , e d e p o i s se a p p l i c a r á o m e t h o d o 
ao q u o c i e n t e , a f im de « b t e r a s r a i zes f r a c c i o n a r i a s . 

D e s i g n e m o s por ( O ) , ( 1 ) , ( 2 ) , . . . . a s t r a n s f o r m a d a s c m x — O , 
x — í , x — 2 , e t c . 

E n t ã o n a e q u a ç ã o X t — 6 x 3 H - I G x s — 2 4 x H - 1 6 = 0 , t e r e m o s 
( 0 ) . . . . 1 — 6 H - 1 6 — 2 4 H - 1 6 

( 1 ) . . . . 1 — 2 + 4 — 6 + 3 

( 2 ) 1 -H 2 H - 4 0 0 
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P o r o n d e se v ê , q u e f x é d iv is íve l po r (x — 2 ) 2 ; e c o m o o q u o c i e n t e é 
(x — 1 )2 + 2 (x — 1) + 4 = 0, e q u a ç ã o c u j a s r a i z e s são. i m a g i n á r i a s , 
v ê - s e q u e a p ropos ta só t e m d u a s r a i zes e g u a e s , e a s o u t r a s i m a g i n á r i a s . 

N a e q u a ç a o x 4 — 8 x 5 — 1 6 x — 2 = 0 , l i m i t a n d o - n o s á s t r a n s -
f o r m a d a s e m q u e s e p e r d e m v a r i a ç õ e s , q u e s ão a 9 q u e b a s t a t r a c t a r , t e -
r e m o s 

( 0 ) 1 0 — 8 — 1 6 — 1 2 1 vari. 
( 3 ) . . . . 1 + 1 2 + 4 6 + 4 4 — 5 1 1 vari. 
( 4 ) . . . . 1 + 1 6 + 8 8 + 1 7 6 + 5 2 O v a r / . 

M u d a n d o x e m — x ( 0 ) 1 0 — 8 + 1 6 — 1 2 3 v a r i . 
( 1 ) 1 + 4 — 2 + 4 — 3 3 vari. 
( 2 ) 1 + 8 + 1 6 + 1 6 + 4 0 vari. 

O n d e s e v ê q u e h a u m a ra i z e f t t r e 3 e 4 ; e q u e e n t r e — I e — 2 p o -
d e m h a v e r 3 , ou ta lvez u m a só r e a l e d u a s i m a g i n á r i a s . 

C o n h e c i d o o i n t e i r o a de c a d a r a i z , p a r a a c h a r o a l g a r i s m o a 1 d a s 
d e c i m a s , a " d a s c e n t e s i m a s , e t c . : s u p p o n h d m o s 

x - a = ± x', x' — a1 « ' ' — « " = £ x 1 " , e t c . , 

o q u e d a r á 

x = a + r T 7 a ' + ^ a " + e t c . 

O r a , sendo a o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o em x , é x — a < l e x' < 1 0 ; 
s e n d o t a m b é m a' o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o em x', éx' — a'<t , e x " | < 1 0 ; 
e a s s i m por d i a n t e . L o g o todos os in t e i ros a', a'1, a"1, c o n t i d o s 
em X1, x1', x1", . . . . são < 1 0 , e f o r m a m as l e t r a s s u c c e s s i v a s de d i z i m a 
no va lor de x. 

D e p o i s de a c h a r a t r a n s f o r m a d a cm x — a , q u e p e r d e u m a v a r i a -
ç ã o , e faz c o n h e c e r o i n t e i r o a da r a i z , p a s s a r - s e - h a á c o m p o s i ç ã o da 
t r a n s f o r m a d a em x ' , a q u a l se o b t é m , s e g u n d o se d e d u z da e q u a ç ã o 
x — 0 = 7 ; x1, m u l t i p l i c a n d o po r 1 0 ° , I O 1 , I O 2 , . . . . o s r e s p e c t i v o s 
c o e f i c i e n t e s da e q u a ç ã o em x — a. D ' e s t a e q u a ç ã o em x', se d e d u z i r ã o 
as t r a n s f o r m a d a s em x'— 1 , x ' —2 d a s q u a e s aque l l a X 1 — a ' , 
q u e p e r d e r u m a v a r i a ç ã o , d a r á o a l g a r i s m o a ' < 1 0 d a s d e c i m a s . M u l t i p l i -
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c a n d o d e novo o s coe f f i c i en tes success ivos d a t r a n s f o r m a d a e m po r 
l U ° , 1 0 ' , 1 0 % p a s s a r e m o s p a r a a t r a n s f o r m a d a e m x", d ' o n d e s e 
d e d u z i r ã o as t r a n s f o r m a d a s em x"— 1 , x"— 2 d a s q u a e s aque l l a 
x" — a" q u e p e r d e r u m a v a r i a ç ã o d a r á o a l g a r i s m o s a ' ' < 1 0 d a s c e n t é s i -
m a s . E a s s i m pa ra as d e c i m a e s s u b s e q u e n t e s . 

A d \ i r t a - s e q u e se , em vez de p a r a r m o s com o cá lcu lo na t r a n s f o r -
m a d a q u e dá u m a v a r i a ç ã o do m e n o s , o c o n t i n u á s s e m o s a t é á t r a n s f o r -
m a d a em I 1 — 10 = 10 [ar — ( a + 1 ) ] , o s coe f f i c i en tes d ' e s t a e q u a ç ã o s e -
r i a m os p r o d u c t o s por 1 0 ° , I O 1 , 1 0 % dos coef f i c ien tes da t r a n s -
f o r m a d a em x — (a + 1) ; e p o d e m o s por isso s e r v i r - n o s d e s t e m e i o p a r a 
p rova da e x a c t i d ã o dos cá lcu los . 

N o e x . ° p r e c e d e n t e , s u p p r i m i n d o a s t r a n s f o r m a d a s i n ú t e i s , t e r e m o s 
p a r a a r a i z e n t r e 3 e 4 

e q . e m x 1 ( 0 ) I + 1 2 0 + 4 0 0 0 + 4 4 0 9 0 — 5 1 0 0 0 0 
( 6 ) . . . . 1 + 1 4 4 + 6 9 7 6 + 1 1 3 0 2 4 — 5 3 1 8 4 
( 7 ) . . . . 1 + 1 4 8 + 7 4 Í 4 + 1 2 7 4 1 2 + 6 6 9 6 1 

( 1 0 ) . . . . 1 + 1 6 0 + 8 8 0 0 + 1 7 6 0 0 0 + 5 2 0 0 0 0 

D ' a q u i se conc luo q u e x 1 e s t á e n t r e 6 e 7 , logo x = 3 , 6 . A e q u a ç ã o 
( 1 0 ) s e n d o o m e s m o q u e a e q u a ç ã o ( 4 ) d e c i m a , m u l t i p l i c a d o s o s ' s e u s 
c o e f f i c i e n t e s por 1 0 ' , 1 0 ' , I O 2

1 s e r v e d e prova aos cá lcu los . P a r a 
a c h a r a s c e n t e s i m a s d a s r a i z e s , e m p r e g a r - s e - h i a o u t r a vez a e q u a ç ã o ( 6 ) , 
m u l t i p l i c a n d o os seus coe f f i c i en te s por a q u e l l e s f a c t o r e s , e vi r ia a t r a n s f o r -
m a d a em x " e t c . 

P o r e s t e p roces so s e a c h a r i a a ; = 3 , 6 í - 5 7 o . 
D o m e s m o m o d o s e a c h a r i a a r a i z c o m p r e h e n d i d a e n t r e — I e — 2 . 

A s o u t r a s d u a s r a i ze s são i m a g i n á r i a s . 
E s t e m e t h o d o d e a p p r o x i m a ç ã o , posto q u e g e r a l , é longo e m e n o s 

c o m m o d o q u e o s o u t r o s , q u e por isso são p re fe r ive i« . E m p r e g a - s e c o m 
v a n t a g e m p a r a s e p a r a r a s r a i z e s , q u a n d o s e a c h a m m u i t a s c o m p r e h e n d i -
d a s e n t r e d o u s i n t e i ro s s u c c e s s i v o s : p o r q u e e n t ã o a s v a r i a ç õ e s q u e s e p e r -
d i a m ao m e s m o t e m p o na p a s s a g e m Ue u m a t r a n s f o r m ida p a r a a s e g u i n t e , 
c o m e ç a m a n ã o d e s a p p a r e c e r s e n ã o u m a d e p o i s d ' o u t r a , logo q u e se c h e g a 
á p r i m e i r a I.etra de d i z i m a q u e n ã o é c o m m u m a e s t a s r a i z e s . I s to se vê no 
e x . ° s e g u i n t e e t c . 

— 4a; 3 + x 2 + Q x + 2 = 0 
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(0 ) 1 — 4 + 1 + 6 + 2 2 vari. 
(1 ) i 0 — o 0 + 6 2 vari. 
( 2 ) 1 + 4 + 1 — 6 + 2 2 vari. 
( 3 ) 1 + 8 + 1 9 + 1 2 + 2 0 vari. 

M u d a n d o .r em — x ( 0 ) . . .. 1 + 4 + 1 — 6 + 2 2 vari. 

( 1 ) . . . . 1 + 8 + 1 9 + 1 2 + 2 0 v a r i . 

P o d e m h a v e r d u a s r a i ze s e n t r e 2 e 3 , e o u t r a s d u a s e n t r e 0 e — 1. 
P a r a v e r i f i c a r e a p p r o x i m a r o s s e u s v a l o r e s , f a r - s e - h a x — 2 = ^ x t , p a r a 
a c h a r a s r a i z e s e n t r e 2 e 3 : e r e s u l t a r á 

( 0 ) . . , . . 1 + 4 0 + 1 0 0 — 6 0 0 0 + 2 0 0 0 0 2 vari. 
( 4 ) . . . . 1 + 5 6 + 6 7 6 — 3 0 2 4 + 4 1 6 2 vari. 
( 5 ) . . . . 1 + 6 0 + 8 5 0 — 1 5 0 0 — 1 8 7 5 1 vari. 
( 7 ) . . . . 1 + 6 8 + 1 2 3 4 — 2 1 5 2 — 9 7 9 1 vari. 
( 8 ) . . . . 1 + 7 2 + 1 4 4 4 + 5 3 2 8 + 2 9 7 6 0 vari. 

E x i s t e m po r t a n t o d u a s r a i ze s de x e n t r e 2 e 3 , a s a b e r x = 2 , 4 . .cx =2,7. 
L e v a r e m o s a a p p r o x i m a ç ã o m a i s l o n g e , p a r t i n d o d a s e q u a ç õ e s ( 4 ) e ( 7 ) ; 
e b u s c a n d o p r i m e i r o a s c e n l e s i m a s , d e p o i s a s m i l l e s i m a s . . . . a c h a r e m o s 
¢ = 2 . 4 1 4 . . e 2 , 7 3 2 . 

E m q u a n t o á s r a i zes q u e s e p r e s u m e e x i s t i r e m e n t r e 0 e — 1 , t o m a r e -
m o s a e q u a ç ã o ( 0 ) d e p o i s de h a v e r m u d a d o x em — x , e c o m o a c i d e n t a l -
m e n t e esta e q u a ç ã o é a m e s m a q u e ( 3 ) , e c o n d u z á s t r a n s f o r m a d a s a c i -
ma , a d i z ima é a m e s m a , e x = — 0 , 4 1 4 . . ex = 0 , 7 3 2 . . . . 

V e j a - s e a no t a q u e t e r m i n a a Á l g e b r a de M. Bourdon. 

Raizes Imaginárias. 

9 0 . S u j e i t a n d o , po r c o n v e n ç ã o , o s s y m b o l o s d a f ó r m a o + i K — 1 , 
em q u e a e b d e s i g n a m q u a n t i d a d e s r e a e s , á s o p e r a ç õ e s a l g é b r i c a s , 
vamos mostrar que os resultados' podem sempre reduzir-se á forma 
a + ò K - 1 . C o m e f f e i t o : 

18 
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[1] (a + biS—i) + ( a ' + b' = (a + a') + (6 + b') VT\; 

[2] (a + b V - i ) — (a '+ b1 V=I) = ( a — a ' ) + (ò—6') i/^TT; 

[3] (a + b V ~ ) X (a' + 6' K T I ) = (aa1— bb') + (ab'+a'b)V-i; 

a + b VZTi (a + 6 K = I ) ( a '—6' a a ' + W 
[4] 

a 1 + ( a ' + b' V~i) (a'—bV—l) a ' 2 + 6'2 

a'6—a&' 
a12 + bn 

O d e s e n v o l v i m e n t o da (a + b V—i)*, o b t e m - s e pela f ó r m u l a do b i n ó -
m i o , q u e d á 

/ b V N T N b 
( a + 6 K Z T ) " = a - í 1 + - J ^ = I j = o [ 1 + - - V ~ i 

n ( n — 1 ) i 2 n (n — 1 ) ( n — 2 ) b' __ 
T" í 1 . 2 a 2 1 . 2 . 3 o 

n (n— 1) (n —>2) (n — 3 ) 6* 
+ — O l o 

1 . 2 . 3 . 

e r e u n i n d o o s t e r m o s a [Tectos d e V = I , 

(a + bV=i)» 

r n ( n - l ) b ' , n ( n - l ) ( » - 2 ) ( n ~ 3 ) b> 1 

L T T T * 2 . 3 . 4 " 7 ~ e l c - J 

rn b n ( n — l ) ( n — 2 ) 6a , 4 

• 1 
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P a r a o b t e r o d e s e n v o l v i m e n t o de (a — b VHiy b a s t a r á m u d a r 6 
em — b no r e s u l t a d o p r e c e d e n t e ; v indo s ó m e n t e p o r e s t e m o t i v o a h a v e r 
m u d a n ç a no s i g n a l do coe f f i c i en t e de a n V—1, em c u j o s t e r m o s e n t r a b 
e l evado a p o t e n c i a s i m p a r e s . Se f izermos pois 

„ ( „ _ 1 ) b 2 „ ( n — 1 ) ( n — 2 ) ( n — 3 ) b A 

y = n 2 2 . 3 . 4 ~ã* ' 

n b n ( n — l ) ( « — 2 ) 6 5 

^ T T - I - 2 . 3 ^ + e t c " 
s e r á 

[5 ] (o + b =p + q , 

[6 ] (a—b ^SITj* = p —q . 

S e nes t a s ú l t i m a s f ó r m u l a s f o r n i n t e i r o p o s i t i v o , a s s e r i e s r e p r e s e n -
t a d a s p o r p e q s e r ã o l i m i t a d a s , e p e g q u a n t i d a d e s f in i t a s . Se n fo r p o -
r é m n e g a t i v o o u f r a c c i o n a r i o , a s s e r i e s s e r ã o i l l i m i t a d a s . 

P a r a r e d u z i r a e x p r e s s ã o r a d i c a l 

n 

á f ó r m a p ± q V . s u b s t i t u i l - a - h e m o s pe la p o t e n c i a f r a c c i o n a r i a > 

(a ± b " 5 q u e se d e s e n v o l v e do m o d o q u e a c a b á m o s de d i z e r . A 
Á l g e b r a não f o r n e c e o u t r o m e t h o d o g e r a l p a r a e s t a t r a n s f o r m a ç ã o ; e s ó 
q u a n d o n fo r p o t e n c i a d e 2 , s e p ô d e e f f e c t u a r s e m s o c o r r o d a s s e r i e s . 

C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o o s d o u s r a d i c a e s d o 2 . ° g r á o 

P o n d o k = j / f l + 6 K = I + ^ a - . 

I = \/a + bV— 1— V a - b V ~ i , . 

W 
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t e r e m o s , e l e v a n d o e s t a s q u a n t i d a d e s a o q u a d r a d o 

= 2a + 2 ^ V + b\ 

P = 2 a — 2 ^ a t + 6*. 
t 

Q u a l q u e r q u e se ja o s igna l de a , o va lor de k1 6 p o s i t i v o ; pe lo c o n t r á r i o 
o de P é s e m p r e n e g a t i v o . D ' e s t a s e g u a l d a d e s t i r a - s e 

k=> ^Úa-fW^Tpr, I = l / ^ W ^ P 1 ^ (c) 

O r a as e q u a ç õ e s ( a ) e (b) d3o 

V ^ T v = f _ * + * — 

— 2 ' a — ' ' t / — t — 2 

s u b s t i t u i n d o pois por /c e / os va lores ( c ) , vem finalmente 

[7] V a + b V ' — = I + 1 l / — 2 a + 2 K ^ p I 
L8] v ^ a — b V ^ i = I — j t / — 2 a + 2 6 2 V - < 

S e c o n s i d e r a r m o s a g o r a a s e x p r e s s õ e s r a d i c a e s 

16 
Va±bV=i, VadzbV-I1 ^a±bV~i> e t c . , 

nas q u a e s o s Índ ices d a s r a i zes são] p o t e n c i a s d e 2 : r e c o n h e c e r - s e - l u , q u e 
a Jex t racçDo d é c a d a u m a d ' e s t a s j r a i z e s p ô d e s e r s u b s t i t u í d a po r e x t r a -
c ç õ e s succes s ivas d a ' r a i z q u a d r a d a ; e por c o n s e q u ê n c i a as f ó r m u l a s [7 ] e 
[ 8 ] , s e n d o - l h c s app l icadas^ r e p e t i d a m e n t e , r e d u z i r ã o por f i m e s t a s c « p r t ' s -
sões á f ó r m a p — q —i. 
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Se no p o l y n o m i o ki" -\-px"~x + . . . . fizermos x = a± b^—1 , 
cada um d o s t e r m o s d e s e n v o l v i d o t e r á a f ó r m s p ± ç 1 / — í , e p o r c o n -
s e g u i n t e t a m b é m o p o l y n o m i o t e r á a m e s m a f ó r m a . 

EfTec tuando a m u l t i p l i c a ç ã o d e 3 , 4 , 5 . . . . f a c t o r e s i m a g i n á r i o s 
da f ó r m a a±b 1 , o b t e r e m o s t a m b é m um p r o d u c t o d a s m e s m a 
f ó r m a . 

9 1 . S u p p o n h â m o s q u e x = a + b V—J é u m a d a s r a i z e s da 
e q u a ç ã o f x = 0 . S u b s t i t u i n d o po r x e s t e va lo r na p r o p o s t a , v i r á , pe lo 
q u e s e a c a b a d e v e r , u m a e x p r e s s ã o d a f ó r m a P + Q ^ — 1 = 0 , a 
qua l só p ô d e s e r s a t i s f e i t a p o n d o P = O, Q = O, v is to q u e a p a r t e re. i i 
não s e p ô d e d e s t r u i r c o m a i m a g i n á r i a . S e t i v e s s e m o s pos to x = a — b ^ — 1 , 
f x t o r n a r - s e - h i a em P — Q f x = T ; p o i s , s e g u n d o j á d i s s e m o s , só h a v e -
r ia m u d a n ç a n o valor Q , e m q u e e n t r a m a s p o t e n c i a s i m p a r e s d o l i , e 
q u e por isso m u d a r i a de s i g n a l . Mas c o m o P e Q são n u l l o s , a s u b s t i -
t u i ção d ' e s t e 2 . ° va lor de x t o r n a r i a fx = 0 ; e por isso os valores con-
jugados a±b V—1 são a m b o s ra i zes da p r o p o s t a , e fx é d iv is íve l po r 
(x — a)2+ b2, p r o d u c t o dos d o u s f a c t o r e s do 1 . ° g r á o . L o g o : 

Se a + b V—í for uma das raizes de f x = 0 , lambem a — b j / H T 
o será , e a proposta lerá um factor do 2 . ° gráo da fórma x2—2ax+a2+b2. 

9 2 . Uma equação de qualquer gráo, com coefficientes reaes ou ima-
ginários da fórma a + b ^ — 1 , tem sempre pelo menos uma raiz real 
ou imaginária d'esta forma. 

A d e m o n s t r a ç ã o q u e d e u L e g e n d r e d ' e s t e t h e o r e m a ( T h e o r i e des 
Nombres, I . p a g . 1 7 5 ) é c o m pouca d i f f e r e n ç a a s e g u i n t e . 

1 . C o m e c e m o s po r m o s t r a r a v e r d a d e do t h e o r e m a a r e s p e i t o d a s 
e q u a ç õ e s b i n o m i a s 

x" ± 1 = 0 , x ± i / ~ = 0 . 

1° Q u a l q u e r q u e se j a m , a e q u a ç ã o x " — 1 = 0 é e v i d e n t e m e n t e 
s a t i s f e i t a pe lo valor x = 1 . 

m 
S e t n é i m p a r , x + 1 = 0 s e l - o - h a por x = — 1 . 
2 . ° Se m é p a r , l e r á a f ó r m a m = 2 " p , s e n d o p um n u m e r o i m p a r ; 

n / n \ 
m a s x2 p = ( e 2 j ' ; se p u d e r m o s pois a c h a r um valor de x , r e a l ou i m a -
g i n á r i o q u e sa t i s faça á e q u a ç ã o x* =— 1 , e s t e va lor ve r i f i c a r á n e c e s -
s a r i a m e n t e 
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/ n\p m 

U 2 ) = — 1 , OUX + 1 = 0 . 

O r a d a e q u a ç ã o X 2 = - I t i r a - s e x =V—1, valor q u e , s e g u n d o s e 
viu na A r i t h r a e t i c a , se a c h a e x t r a h i n d o n r a i z e s q u a d r a d a s succes s ivas 
a — 1 . M a s a p r i m e i r a ra iz é ± V — 1 ; e c o m o a r a i z q u a d r a d a de 
u m a e x p r e s s ã o da f ç r m a a ± b ^—1 é t a m b é m d e s t a f ó r m a , s e g u e - s e , 
q u e a ra iz do g r á o 2" de — 1 , a i n d a t e r á a m e s m a f ó r m a ; e q u e a e q u a ç ã o 
x +1 = 0 t e r á u m a ra i z da f ó r m a a + b i / — T , q u a n d o m fo r p a r . 

3 . ° Se m è i m p a r t e r á a f ó r m a 4n + 1 ou 4-rt + 3. O r a se e l e v a r -
m o s s u c e s s i v a m e n t e , 4 1 / , 2 / , 3 . * . . . . p o t e n c i a , a e x p r e s s ã o + V — 1 , 
a c h a r e m o s p e r i o d i c a m e n t e o s s e g u i n t e s va lo res 

+ , - 1 , - V — , - f 1 , 

d o n d e s e d e d u z e m a s q u a t r o f ó r m u l a s s e g u i n t e s : 

( + v Z T ) 4 » = + i , ( + i / z r f y * + 1 — + v~n\, 

( + K Z T ) 4 n + = = — 1 , ( + = — V ~ . 

D o m e s m o m e d o s e d e d u z e m a s q u a t r o s e g u i n t e s 

( — e - + ! , )4»+* = 

( — 1)4-+» = — 1 , ( — — + t — l . 

S e n d o pois 

(— K T 7 ) 4 » + . — _ , ( + = _ 
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vé - se q u e s a t i s f a r e m o s á p ropos ta xn + ^—1=0, pondo a; = — ^ — 1 , 
ou x = + ^ — 1 , c o n f o r m e for m e g u a l a 4 n - J - 1 ou a 4n + 3. 

Se m for p a r , pondo c o m o a c i m a m = 2np, e r a c ioc inando do m e s m o 
m o d o , a c h a r e m o s q u e a e q u a ç ã o x m - J - K — 1 = 0 t e r á u m a ra iz d a 
f ó r m a a -\-bV=i, se p u d e r m o s o b t e r p a r a x um valor da m e s m a f ó r m a 
q u e sa t i s faça á e q u a ç ã o 

x 2 " = — V=I , o u = + V ~ , 

c o n f o r m e for p egua l a 4n -f- 1 ou 4n + 3. M a s as r a i ze s q u a d r a d a s de 
= f c l ^ - I são d a f ó r m a a + b V Z Z i ; I o g o t a m b é m o s e r á a r a i z d o 
g r á o 2" de ±V=i. 

4 . ° P e l o m e s m o t h e o r se m o s t r a r á q u e a e q u a ç ã o xm—V—1 = 0 
t e m u m a ra iz da f ó r m a a -J- b V—1. 

I I . P a s s a n d o a g o r a a um po lynomio q u a l q u e r fx = 0 , s u p p o n h a -
mos q u e não t e m ra iz a l g u m a da f ó r m a x= a-\-bV—1. P o n h a m o s 
pois x = a -f b V—1-J-az, sendo a u m a q u a n t i d a d e suscep t íve l de se t o r -
na r m e n o r q u e q u a l q u e r q u a n t i d a d e a s s i g n a v e l , e z u m a i n d e t e r m i n a d a , d e 
q u e ' p o d e m o s d i spor c o n v e n i e n t e m e n t e . P a r a e f f e c t u a r a s u b s t i t u i ç ã o d ' e s t e 
valor de x na p r o p o s t a , m u d a r e m o s p r i m e i r o x em x -J- h , o q u e d a r á 
(n.° 3 1 ) 

f x + f > ( x ) h + Ç ^ . h>+ ÇM h' h", 

e s u b s t i t u i r e m o s d e p o i s x por a -J- 6 V—1 , e li po r as. O l . 0 t e r m o fx 
t o r n a r - s e - h a , c o m o já v i m o s , em c + dV•—1 , não p o d e n d o c e d t o r -
n a r - s e n u l l o s , vis to q u e a -J- 6 V — 1 se s u p p õ e n ã o s e r r a i z da p ropos t a ; 
a l g u m a s das d e r i v a d a s de f x p o d e m se r nullas* S u p p o n d o q u e f m ( a ) é a 
1.® d e r i v a d a q u e se não ann iqu i l a pela s u b s t i t u i ç ã o de a-\-bV—1 em 
vez de x , e d e s i g n a n d o por c - \ - d ' V — 1 o va lor q u e . t o m a e n t ã o o q u o c i -
e n t e d ' e s t a d e r i v a d a por 1 . 2 . 3 m ; t e r e m o s , r e p r e s e n t a n d o p o r 
? + Q V — I a q u i I l o e ra q u e s e t o r n a / " x pela s u b s t i t u i ç ã o d e 

x = a+bV—1+ a z , 

V+QV—l =c+dV— l + ( c ' + d ' K — 1 ) « " s - + G a " + 1 a - + 1 , 
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d e s i g n a n d o , p o r s i m p l i f i c a ç ã o , p o r G a m + l z m + 1 a s o m m a d e todos o s t e r -
m o s , e m q u e a : e n t r e numa p o t e n c i a s u p e r i o r a m . 

C o m o z è i n d e t e r m i n a d o , p o d e m o s d a r - l l i e , c o m o v imos a c i m a , u m 
va lo r da f ó r m a a + £> V—1, ta l c o m o zm= ± 1 , c s e p a r a n d o c o n j u n c t a -
c t a m e n t e a s p a r t e s r e a e s e a s i m a g i n á r i a s , v i r á 

P = C i C 1
a - + C a m + 1 , 

Q= ClrfcdfCT+Ca"+1 , 

d ' o n d e s e d e d u z f a c i l m e n t e 

P 1 + Q2 = c1+ d2 rt 2 (cc» + dd') W + Ka"1+1, 

ou a n t e s 

P 1 + Q 1 = C2 + d * + { ± : 2 (cc' + dd') + K a | a m . 

C o m o a s e p ô d e t o r n a r t a m p e q u e n o c o m o se q u i z e r , ó e v i d e n t e q u e 
p o d e m o s d a r a K a u m valor t a l , q u e o s igna l d a q u a n t i d a d e q u e es tá e n t r e 
os c o l c h e t e s , t e n h a o s igna l do l . ° t e r m o ± : (cc' + dd'). L o g o t o m a n d o 
a q u e l l e d o s s i g n a e s + e — q u e for c o n t r á r i o ao do b i n o m i o cc' + dd', o 
q u e equ iva l a p ò r s™ = + 1 , ou zm = — 1 , t e r e m o s 

P2 + Q2 < c1 + d2. 

S e fosse c c ' + dd'= O , c o m e ç a r í a m o s o m e s m o c á l c u l o , p o n d o x ' " = — 1 , 
o q u e d a r i a 

P = c q = d ' a m + G1a"+' 

Q =d ± c'a.m + Gaam+', 
d ' o n d e 

P2 + Qi =» c2+ d2 =p 2 (cá» — dc<) ol" + K(«"+', 
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P o n d o a " * = + V—1 o u s » = — V—1 , c o n f o r m e cd'— dc1 fosse n e g a -
t ivo ou p o s i t i v o , p o d e r í a m o s t o m a r , c o m o em c i m a , a t a m p e q u e n o , q u e 
t o r n a s s e n e g a t i v a a s o m m a de todos os t e r m o s q u e se s e g u e m a c2+ d2; 
e t e r í a m o s a i n d a n ' e s t e caso 

P a + Q 2 < c 1 + d 2 . 

P o r o u t r a p a r t e t a m b é m n ã o p o d e r i a s e r cd'—dc' n u l l o , por q u a n t o , 
c o m o s u p p ô m o s t a m b é m cc+dd' = O , r e s u l t a r i a 

(cc'+dd')2+ (cd' — dc')% = O , 
ou 

c 2 c ' 2 + d2d>2 + C 2d' 2 + d V 2 = ( c 2 + d 2 ) ( c ' 2 + d'2) = O ; 

c o n d i ç ã o q u e e x i g e , q u e se j a a o m e s m o t e m p o : 

ou c = 0 , d = 0 , 

o q u e é c o n t r a a h y p o t h e s e ; 

ou c' = 0 , d' = 0 , 

e e n t ã o se r i a fm(a + bV—1) = 0, t a m b é m c o n t r a o q u e s u p p u z e m o s . 
F i c a po is d e m o n s t r a d o , q u e s e u m va lo r a + bV—1 d e x , q u e r e -

d u z fx a c + dV—1, n ã o for r a i z da e q u a ç ã o fx = 0 , p o d e m o s s e m p r e 
a c h a r o u t r o va lo r x = a + bV—1 + a z , t a l , q u e dê a fx um d é s e n v o l -
v i m e n t o da f ó r m a P + QV— 1 , s e n d o P2 - f Q2 <c2+d2. P o d e m o s d e p o i s 
d a r o u t r o va lo r a a ; d a m e s m a f ó r m a , d ' o n d e r e s u l t e pa ra f x u m d e s e n v o l -
v i m e n t o V+QV— 1- , s e n d o P ' 2 + Q , 2 < P 2 + Q 2 . E a s s i m por d i a n t e . 

Y ê - s e p o i s , q u e o b i n o m i o e s s e n c i a l m e n t e pos i t ivo P 2 + Q 2 p ô d e i r 
d e c r e s c e n d o po r t a l m o d o , q u e , c h e g u e a o m i n i m o zero; e n e s s e e s t a d o 
h a v é r á um va lor x = A + BV—1 . q u e , d a n d o a fx o d e s e n v o l v i m e n t o 
P +q V—1 , e t o r n a n d o p2+ q2 = 0 e po r c o n s e g u i n t e p = 0 e q = 0 , 
s e r á po r isso r a i z d a e q u a ç ã o f x = 0 . L o g o : 

I . 0 A equação fx = 0 terá sempre uma raiz da fórma a + b V—1, 
e por conseguinte outra da fórma a — bV—1, e um factor real do 2 . ° 

20 
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gráo da fórma (x — a ) 2 + b*. Cotn tudo se for fa a® 0 a raiz será real, e 
não existirá a sua conjugada. 

2 . ° Toda a equação de gráo par pôde sempre ser decomposta em 
factores reaes do 2 , ° gráo. O mesmo se dirá das equações de gráo impar, 
tendo porém estas demais um factor binornio do l . ° gráo. 

3 . ° Toda a funeção imaginária pôde reduzir-se á fórma a ± b ( / — 1 ; 
p o r q u e e g u a l a n d o - a a z , p o d e r e m o s po r m e i o d e t r a n s p o s i ç õ e s e e l e v a -
ç õ e s a p o t e n c i a s , e l i m i n a r d ' e s t a e q u a ç ã o t odos os r a d i c a e s , e c h e g a r a s -
s i m a u m a e q u a ç 5 o fz = 0 , c u j a s r a i z e s da f ó r m a a ± bV—1 s e r ã o os 
v a l o r e s d a f u n e ç ã o p r o p o s t a . 

9 3 . V e j a m o s a g o r a a m a n e i r a d e c a l c u l a r a s r a i z e s i m a g i n á r i a s 
c o n t i d a s n a e q u a ç ã o f x = 0 . 

1 . ° S u b s t i t u i n d o na p ropos t a por x o va lo r a + bV—1, o b t e r e m o s 
u m a e x p r e s s ã o d a f ó r m a P + Q V — 1 = 0 , d a q u a l s e d e d u z P = O e Q = 0 . 
E s t e s p o l y n o m i o s P e Q , o b t e r a - s e m u i t o f a c i l m e n t e , c o m o j á v i m o s , 
d e s e n v o l v e n d o pela f ó r m a de T a y l o r ( n . ° 3 1 ) a e x p r e s s ã o f[a + 6 ( / " — 1 ) ; 
d o n d e nos r e s u l t a r á , s u p p r i m i n d o o f a c t o r c o m m u m 6 d e t o d o s o s t e r m o s 
d e Q , 

f a - T z f " a + T I U r a " e t c - = 

E l i m i n a n d o 6 2 e n t r e e s t a s d u a s e q u a ç õ e s , v i r á u m a e q u a ç ã o e m a , q u e 
s e t r a c t a r á pe lo p roces so d a p a g . 7 7 , e d a r á t o d a s a s r a i z e s c o m m e n s u r a -
ve is . C o m e s t e s va lo re s de a a c h a r e m o s os c o r r e s p o n d e n t e s de 6% o f ina l -
m e n t e a s r a i z e s i m a g i n á r i a s d a f ó r m a x = a ± b \ S — 1 . 

P o r e x . ° a e q u a ç ã o 

x 4 — 3 x 2 — 1 2 z + 4 0 = 0 , 

d á 

a* — 3 a 2 — 1 2 a + 4 0 — ( 6 a 2 — 3 ) &2 + ò 4 = 0 , 

4 a 3 — 6 a — 1 2 — 4 a b2 = 0. 
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E l i m i n a n d o b2 v e m a e q u a ç ã o final 

1 6 a ' — 2 4 a « — 1 5 1 a* — 36 = 0 | 

c u j a s r a i ze s c o m m e n s u r a v e i s a = + 2 , a = — 2, d â o b 2 = 1 , b2 = 4 , 
r e s u l t a n d o po r c o n s e g u i n t e x = 2 ± V — 1 e x = — 2 z t 2 V — 1 . 
A s s i m a ' p r o p o s t a t e r á a f ó r m a 

[ (05 -2 ) + 1] [(a; + 2)a+ 4)] = [x2— kx + 5) (x2 + kx + 8). 

2 . ° Q u a n d o a e q u a ç ã o f i n a l e m a n ã o t e m ra i z c o m m e n s u r a v e l , 
e s t a t h e o r i a só dá os v a l o r e s de a e 6 po r a p p r o x i m a ç ã o . 

N ' e s t e caso p o d e m o s a p p l i c a r o methodo de Newton (n .° 6 9 ) p a r a 
o b t e r r e s u l t a d o s c a d a vez m a i s a p p r o x i m a d o s . A s s i m t e n d o a c h a d o , pe l a 
t h e o r i a p r e c e d e n t e , os va lo r e s a e 6 de q u a e s q u e r n ú m e r o s r e a e s c o m p r e -
b e n d i d o s e n t r e os l i m i t e s c o n h e c i d o s d a s r a i z e s , f a r e m o s x = a + bV—1, 
e s u b s t i t u i n d o e s t e va lor e m fx=* 0 , a p p a r e c e r á u m a e x p r e s s ã o d a f ó r m a 
c + d V — 1 . T o m a n d o d e p o i s u m a q u a n t i d a d e y t a m p e q u e n a , q u e p o s -
s a m d e s p r e z a r - s e s e m e r r o sens íve l a s p o t e n c i a s s u p e r i o r e s á m a i s b a i x a ; 
e p o n d o x = a + b V—1 + y em fx = 0 , v i r á u m a e x p r e s s ã o da f ó r m a 

/ • ( a + 5 K - 1 + j / ) = c + d K — 1 + y ( c ' + dV—1) = 0 . 

T i r a n d o d ' e s t a e q u a ç ã o o va lor de y , e s u b s t i t u i n d o - o em x+a+ò V—rl + y , 
t e r e m o s u m valor d e x m a i s a p p r o x i m a d o . 

C o m e s t e 2 . ° va lo r d e x p r o c e d e r e m o s d o m e s m o m o d o pa ra o b t e r 
2 . ' a p p r o x i m a ç ã o . E a s s i m po r d i a n t e . 

P o r e x . ° , n a e q u a ç ã o 

f x — x 3 + 2 a ; 2 — 3x + 2 = 0 , 

t o m e - s e p r i m e i r o x = * (1 + V—1), e r e s u l t a r á 
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f x = 1 . ( 1 — 
P o n d o d e p o i s 

x = | + 1 + y , 
v e m 

1 - 1 1 / - 1 - , , ( 1 - 1 ^ - 1 ) = 0 ; 

d o n d e s e d e d u z 

y = 0 , 0 9 + 0 , 0 5 S / — \ . 

T e r e m o s po i s n a 1 .* a p p r o x i m a ç ã o 

¢ = 0 , 5 9 + 0 , 5 5 ^ - 1 . 

P o n d o a g o r a x = 0 , 5 9 + 0 , 5 5 ( / - 1 + y , 

r e s u l t a 

— 0 , 0 0 0 9 + 0 , 0 5 6 V—1 — y ( — 0 , 5 0 3 2 + 4 , 0 4 7 * / — 1 ) , 

ou 
0 , 2 2 7 1 — 0 . 0 2 4 5 K — 1 

» = Í 6 7 6 M 2 = - 0 , 0 1 3 7 + 0 , 0 0 1 5 1 / - 1 , 

e a ; = 0 , 5 7 6 3 + 0 , 5 5 1 5 1 / - 1 . 

£ a s s im po r d i a n t e . 
S e n o d e s e n v o l v i m e n t o d e f x a p o t e n c i a m a i s b a i x a d e y n ã o for 

a p r i m e i r a , d e v e e n t e n d e r - s e a r e s p e i t o de y o q u e f ica d i t o a r e s p e i t o 
d e y , s e n d o i o m e n o r e x p o e n t e d e y . N ' e s t e caso s e r á n e c e s s á r i o e x t r a -
h i r u m a r a i z d o g r á o » . 
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1 1 1 . R E S O L U Ç Ã O DAS EQUAÇÕES PARTICULARES. 

Abaixamento das Equações. 

9 4 . S u p p o n h a mo9 q u e d u a s e q u a ç õ e s f x = 0 , ç x = 0 t e m a s r a i ze s 
c o m m u n s a , b , c , Os f a c t o r e s x — a , x — b, x — c 
t a m b é m l h e s s e r ã o c o m m u n s , e o p r o d u c t o d ' e s t e s f a c to r e s s e r á o m a i o r 
d iv i so r c o m m u m e n t r e f x e <px. P a r a o b t e r pois a q u e l l a s r a i z e s , p r o c u r a -
r e m o s o m a i o r d iv i so r c o m m u m D e n t r e as d u a s f u n c ç õ e s , e r e s o l v e n d o 
a e q u a ç ã o D = O, as s u a s r a i ze s s e r ã o as p e d i d a s . D i v i d i n d o d e p o i s fx 
p o r D , e d e s i g n a n d o p o r f x o q u o c i e n t e , a s o u t r a s r a i zes d a e q u a ç ã o f x = O 
s e r ã o a s d a e q u a ç ã o f x = 0 . 

P o s t o i s t o , v e j a m o s por q u e m a n e i r a se p ô d e abaixar o gráo de 
uma equação 

fa — O (1) 

quando é conhecida a relação 9 ( x , x ' ) = O entre duas] das suas raizes 
x e x ' . 

C o m o x e x ' s ã o r a i z e s da p r o p o s t a , t e r e m o s as t r e s e q u a ç õ e s 

fx = O , fx' = O, 9 ( x , x ' ) = 0. 

T i r a n d o da ú l t i m a e q u a ç ã o o valor d e x ' , e s u b s t i t u i n d o - o na 2 . " , f i ca rão 
a s d u a s e m x , q u e d e v e m c o e x i s t i r , 

f x = 0 , F ( x ) = 0 ( 2 ) 

A s r a i z e s c o m m u n s d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) são a s r a i ze s d e ( 1 ) , q u e s a t i s f a -
z e m á c o n d i ç ã o d a d a 9 ( x , x ' ) = 0 . P r o c u r e m o s pois o m a i o r d iv i so r c o m -
m u m D e n t r e os l . ° s m e m b r o s d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) ; a s r a i z e s c o m m u n s x 
s e r ã o c o n t i d a s na e q u a ç ã o D = O; e e s t a s p o d e r ã o s u b s t i t u i r - s e em 
9 ( x , x ' ) = 0 p a r a d a r a s o u t r a s d a p r o p o s t a . D i v i d i n d o d e p o i s f x p e lo 
p r o d u c t o d e todos o s f a c t o r e s c o r r e s p o n d e n t e s á s r a i ze s a c i m a a c h a d a s , 
v i rá a e q u a ç ã o f inal c o m o g r á o a b a i x a d o . 
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P o r e x . ° , s u p p o n d o q u e e n t r e a s d u a s r a i z e s x e x ' de 

x 3 — 3 7 í c — 8 4 = 0 , 

se dá a r e l a ç ã o l=x' + 2x, t e r e m o s as t r e s e q u a ç õ e s 

x 3 — 3 7 a ; — 8 4 = s O , a " — 3 7 a ; ' — 8 4 = 0 , I = = ^ S x l 

d a s q u a e s r e s u l t a m a s d u a s 

x 3 — 3 7 x — 8 4 = 0 , 2x3— 3 a ; 2 — 1 7 « + 3 0 = 0 , 

q u e t e m o d iv i so r c o m m u m a : + 3 , o q u a l e g u a l a d o a z e r o dá x = — 3 . 
E s t a r a i z s u b s t i t u í d a na r e l a ç ã o 1 = x'+2x, dá x' = 7. D i v i d i n d o pois 
a p r o p o s t a por (x + 3) (x — 7 ) , r e s u l t a a e q u a ç ã o x + 4 = 0 , q u e dá 
a 3 . " r a i z x = — 4. 

9 5 . S e e m l o g a r d a r e l a ç ã o ç ( x , x')=0 e n t r e d u a s d a s r a i z e s , 
fo s se d a d a u m a r e l a ç ã o e n t r e u m n u m e r o q u a l q u e r d e r a i z e s , d e v i a m o s 
t r a c t a r c a d a u m a d e s t a s c o m o u m a i n c ó g n i t a d i s t i n c t a ; f o r m a r a s e q u a ç õ e s 
r e s u l t a n t e s d a sua s u b s t i t u i ç ã o n a p r o p o s t a ; j u n c t a r e s t a s novas e q u a ç õ e s á s 
q u e e x p r i m e m a r e l a ç ã o d a d a ; e e l i m i n a r depo i s t o d a s as i n c ó g n i t a s 
e x c e p t o u m a , q u e s e c o n s e r v a r á c o n j u n c t a m e n t e e m d u a s d a s e q u a ç õ e s , 
a s q u a e s p o r c o n s e g u i n t e a d m i t l i r ã o u m d iv i sor c o m m u m . E s t e , s e g u n d o 
o g r á o d e q u e f o r , f a rá c o n h e c e r u m a o u m a i s ra izes c o m p r e h e n d i d a s n a 
r e l a ç ã o d a d a . 

9 6 . C h a m a m - s e equações reciprocas, aque l l a s cu jo s t e r m o s e q u i -
d i s t a n t e s dos e x t r e m o s t e m o m e s m o c o e f f i c i e n t e , c o m o 

fx = hxn + px"-' + qxa~2 + qx*+ px + Ic=O ( 3 ) 

Se a for u m a ra i z d ' e s t a e q u a ç ã o , t a m b é m — o s e r á , p o r isso q u e s u b s t i -
a 

t u i n d o os d o u s v a l o r e s , e s u p p r i m i n d o os d e n o m i n a d o r e s , a p p a r e c e m os 
m e s m o s r e s u l t a d o s . N e s t a s e q u a ç õ e s pois as raizes vem conjugadas aos pa-
res com dous valores recíprocos, e d ' a h i l hes p r o v é m o n o m e c o m q u e 
c o s t u m a m s e r d e s i g n a d a s . A p r o p r i e d a d e q u e a s c a r a c t e r i z a , e x p r i m e - s e a n a -
l y t i c a m e n t e po r m e i o d a e q u a ç ã o 
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V e j a m o s c o m o n ' e s t a s e q u a ç õ e s s e p ô d e a b a i x a r o s e u g r á o ; e c o n s i d e r e -
m o s o s d o u s casos d e s e r e m e l l a s d o g r á o i m p a r o u d o g r á o p a r . 

I . 0 CASO. Gráo impar. C o m o o n u m e r o n + t dos t e r m o s d a e q u a ç ã o 
( 3 ) é p a r , o coe f f i c i en te d o t e r m o m é d i o s e r e p e t i r á , e o va lor x = — 1 
s e r á m a n i f e s t a m e n t e r a i z d a e q u a ç ã o . N ' e s t e c a s o — 1 é a ú n i c a d a s 
r a i z e s q u e não v e m c o n j u g a d a c o m o u t r a r e c i p r o c a , s e n d o e l la m e s m a a 
sua r e c i p r o c a . Se d i v i d i r m o s pois f x = 0 p o r x 4 - 1 ( p e l o p roces so do n . ° 
2 7 ) , c d e s i g n a r m o s o q u o c i e n t e po r F x = O , e s t a e q u a ç ã o d e g r á o p a r 
s e r á t a m b é m r e c i p r o c a , p o r isso q u e a s s u a s r a i ze s o s ã o . I s t o m e s m o s e 

d e m o n s t r a d i r e c t a m e n t e ; p o r q u e , m u d a n d o x e m — n a e q u a ç ã o i d ê n t i c a 

f x = ( x - f - 1 ) F x , m u l t i p l i c a n d o po r x B , e a t t e n d e n d o a s e r / x = x B 

q u e é o c a r a c t e r p r o p r i o d a s e q u a ç õ e s r e c i p r o c a s . 
A s s i m a e q u a ç ã o r e c i p r o c a 

3 x « — I O x 8 4 - 2 x 7 4 - 1 3 x 6 — « 8 x 5 — 8 x * 4 - 1 3 x 3 + 2 x 2 — I O x 4 - 3 = 0 , 

d iv id ida p o r ( x - f l ) , a b a i x a - s e á e q u a ç ã o t a m b é m r e c i p r o c a 

3 x 8 — 1 3 x ' - f 1 õ x 5 — 2 x 3 — 6 x 4 — 2 x a 4 - 1 5 x 2 — 1 3 x 4 - 3 = 0 . 

2 . ° CASO. Gráo par. O c o e f f i c i e n t e d o t e r m o m é d i o P n ã o se r e -

x 

v i r á 

e g u a l a n d o a s d u a s e x p r e s s õ e s d e f x , d e d u z - s e 
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p e t e . M u d e m o s n e m 2 / n n a e q u a ç ã o ( 3 ) , e d i v i d a m o s po r xM. R e u n i n d o 
d e p o i s o s t e r m o s d e c o e f f i c i e n t e s e g u a e s , v i r á 

k (xm + x~m) + p ( x 1 + X-C '" - 1 ) ) + q (Xm-2+ x - C " - 2 ) ) + P= 0. 

S u p p o n h a r a o s z = x + x-'; e e l i m i n a n d o x e n t r e e s t a e q u a ç ã o e a p r o -
p o s t a , v i r á a t r a n s f o r m a d a em z ; e d e p o i s de r e s o l v i d a , a c h a r e m o s x 
p o r m e i o d a e q u a ç ã o 

P a r a f a z e r a e l i m i n a ç ã o , t e m o s e v i d e n t e m e n t e 

( x ' " 1 + x~W) (x + ¢ - 1 ) = Xi + x-1 + x'-2 + X - W , 

d ' o n d e s e t i r a 

X t + x-' = (x'~l + X - W ) Z — (Xi-=+ X - W ) . 

F a z e n d o s u c c e s s i v a m e n t e t = 1 , 2 , 3 , 4 , v e m 

X R + X - 1 = Z X2 + X-2 = z2 — 2 , 

x5 + x~5'=zz5 — Sz3 +Sz X1 +X-6Z=Z1 — 6 s 4 + 9 2 * — 2 , 

E m g e r a l c a d a u m a d ' e s t a s e x p r e s s õ e s é a s o m r a a d a s d u a s p r e c e d e n t e s 
m u l t i p l i c a d a s , a i m m e d i a t a po r x , e a o u t r a p o r — í . P o d e m o s pois d e -
d u z i r a e q u a ç ã o g e r a l 

w . 

X 3 + x ~ 3 = S 3 — 3 z , x ' + x - t = s 4 — 4 s 2 + 2 , 

e t c . 

. . • t ( t — 3 ) . 
X ' + x - = — iz'-2 + -—-—- Zi-* — 

i ( t — 4 ) ( » — 5 ) 

+ 
t ( t — 5 ) ( t — 6 ) (« — 7 ) 

2 . 3 . 4 
Z i - 8 , e tc . 



ÁLGEBRA SUPERIOR. 1 6 1 

Q u a l q u e r d o s t e r m o s T s e d e d u z do p r e c e d e n t e S po r m e i o da r e l a ç ã o 

T ( , - - 2 / , + 1 ) ( , - - 2 6 + 2 ) 
/1(1 — li) s 2 

d e s i g n a n d o p o r h o n u m e r o dos t e r m o s q u e p r e c e d e m T . N i io nos d e m o -
r a r e m o s c o m a d e m o n s t r a ç ã o d ' e s t a t h e o r i a , q u e s e funda nos m e s m o s p r i n -
c íp ios q u e as d a s s e r i e s dos senos e cosenos d ' a r c o s m ú l t i p l o s , de q u e a d i -
a n t e nos o c c u p a r e m o s . 

V ê - s e p o i s , q u e , por e s t e p r o c e s s o , a s e q u a ç õ e s d o g r á o 2 m f i c a m 
a b a i x a d a s a o g r á o m . 

N o e x . ° j á t r a c t a d o , e m q u e a p r o p o s t a d o g r á o 9 . ° , d e p o i s d e a b a i x a d a 
ao 8 . ° , é 

3 x 3 — l 3 x ' + I o x 5 — 2 x J — 6 x 4 — 2 x 3 + 1 5 x 2 — 1 3 « + 3 = O , 

t e m o s , q u e e s t a e q u a ç ã o s e m u d a e m 

3 ( x 4 + x - 4 ) — 1 3 ( x s + X - 3 ) + 1 5 ( x 2 + X - 1 ) — 2 ( x + x - ' ) — 6 = 0 , 

a q u a l s e t r a n s f o r m a e m 

3 z* — 1 3 z3 + 3 z 2 + 3 7 z — 3 0 — O , 

c u j a s r a i z e s s ã o z = l , 2 , 3 , — e d ' o n d e s e d e d u z d e p o i s 

x = l ± 0 , H t = f c ^ - 3 ) , | ( 3 — i ( 5 d f c f / — 1 1 ) . 

Equações binomias. Raizes da Unidade. 

97. As e q u a ç õ e s b i n o m i a s s ã o t o d a s as q u e p o d e m r e d u z i r - s e á f ó r m a 

x - = =!= A , o u Xm A = O , 

i e n d o A u m a q u a n t i d a d e q u a l q u e r c o n h e c i d a e posi t iva-
21 
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C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o as e q u a ç õ e s da f ó r m a X m = A. P o n d o 
4- y A , ou k"= A , vem xm— km = O ; e se fizermos x •=• ky , v i r á 
ym—1 = 0 . D ' o u d e se vê q u e pa ra reso lver a p ropos ta , b a s t a r á r e s o l -
ver a e q u a ç ã o ym—1=0, e m u l t i p l i c a r p o r / ; as ra izes y o b t i d a s . A s s j m , 
para qualquer raiz do gráo ra resultam m valores differentes, que se obtém 

m 
multiplicando a raiz.arithmetica VA pelas m raizes da unidade. 

P o r u m a o p e r a ç ã o s i m i l h a n t o xm =— A se r e d u z a x'n + km = 0 , 
e depo i s a ym + 1 = 0. 

C o m o y = = I sa t is faz á e q u a ç ã o ym—1=0, d i v i d a m o s es ta por 
y — 1 . R e s u l t a r á a s e g u i n t e e q u a ç ã o r e c i p r o c a , suscep t íve l d e a b a i x a -
m e n t o (n .° 9 6 ) , 

J f - + y m - * + y m - 3 + + y + 1 = O ( 1 ) 

Se m for i m p a r , c o m o n e m ym — 1 = 0 , pôde t e r r a i zes n e g a t i v a s , n e m 
a e q u a ç 3 o ( ! ) a s pôde t e r p o s i t i v a s , a p ropos ta não t e r á ma i s do q u e u m a 
ra iz r ea l . 

Se m for p a r , y = ± 1 sa t is faz á e q u a ç ã o ym—1 = 0 , a qual 6 
divisível por y 2 — 1 , d a n d o e m r e s u l t a d o (o .° 9 6 ) 

r - 2 + y m " 4 + + y 2 + l = 0 . 

E c o m o es ta e q u a ç ã o só t e m e x p o e n t e s p a r e s e os t e r m o s todos p o s i t i v o s , 
não t e r á r a i zes posi t ivas n e m n e g a t i v a s ; e por c o n s e g u i n t e a p ropos t a só 
t e r á r e a e s as r a i ze s y — ± i . 

N ' e s t e c a s o , c o m o é m = 2 n , virá y1" — 1= (y" — 1 ) (y" - f 1 ) , e 
a p ropos ta p a r t i r - s e - b a em duas . 

Ass im y 3 — i = ( ; / — l ) ( y 2 + y + l ) = 0 , d á 

y = l , y = - i ( l ± í / ~ 3 ) . 

A e q u a ç ã o y 4 — 1 = ( y * — 1) (y2 + 1) = 0 dá y = ± 1, y = ± V — i 

9 8 . S e a for u m a das r a i zes d a e q u a ç ã o y™— 1 = 0 , t e r e m o s a " = l , 
e por c o n s e g u i n t e a " * 1 = 1 , sendo p um n u m e r o q u a l q u e r i n t e i r o posi t ivo ou 
negat ivo . T e m o s pois q u e y = a.p sa t i s faz t a m b é m á p ropos ta , i s to é , q u e 
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se % for uma raiz, também aP o será. D ' i s t o r e s u l t a q u e s e r S o r a i ze s da 
e q u a ç S o y" — 1 = O todos os n ú m e r o s da s e r i e inf in i ta 

a-* , a~3 , a - 1 , cT1 , a°, a' , a \ a s , a4 (2) 

1.° Se t o m a r m o s p> m d i v i d i n d o p o r m , t e r e m o s p = mq -f i , 
s e n d o i <m; e s " í á = a " » + 1 ' = x a ' = a ; , p o r s e r a~» = 1 . P o r 
c o n s e g u i n t e , logo q u e p passa r a l é m de m , r e p r o d u z i r - s e - h ã o os m e s m o s 
va lo res pela m e s m a o r d e m ; e o p e r í o d o r c d u z i r - s e - h a a 

( « ' , «2 , am): (3) 

2 . ° S e p for n e g a t i v o , s e rá a - ' ' = a . m ~ r = a - " 1 - ' ' = e t c . , por se r a " = I 
P o d e m o s pois s u b s t i t u i r pelo e x p o e n t e — p a e x p r e s s ã o mk—p : por o n d e 
s e v è q u e o s e x p o e n t e s n e g a t i v o s r e p r o d u z e m o s m e s m o s n ú m e r o s q u e o s 
p o s i t i v o s , e na m e s m a o r d e m . P o r c o n s e g u i n t e : 

Os valores (2) são taes. qu_c se tomarmos um d'elles qualquer, e os 
m —1 seguintes ou precedentes, formar-se-lia um periodo , que se reproduz 
indefinidamente nos dous sentidos. A l é m d ' i s t o a e q u a ç ã o av •=• a? é s a t i s -
f e i t a não só q u a n d o p = q, m a s a i n d a em a l g u n s casos em q u e p e q são 
d e s e g u a e s ; p o r q u e , d i v i d i n d o por a * , v e m — 1 = 0 . P a r a s e r a p = « ? 

b a s t a pois q u e a se ja r a i z d a e q u a ç ã o \ f ~ q — J — 0 . 
9 9 . P a s s e m o s a g o r a n e x a m i n a r , s e o s m t e r m o s do p e r i o d o ( 3 ) são 

c o m e f f e i t o d e s e g u a e s ; e pa ra isso v e j a m o s se é possivel q u e s e j a o / = a f f 

s e n d o p e q <m. P a r a q u e isto t e n h a logar é n e c e s s á r i o , q u e a , r a i z da 
e q u a ç ã o ym—1=0, t a m b é m o se ja de y"—1=0, p o n d o p — q = n; 
o q u e i m p o i t a , e m q u e es t a s e q u a ç õ e s t e n h a m u m d iv i so r c o m m u m , q u e , 
e g u a l a d o a z e r o , dô t / = a . B u s q u e m o s e s t e f ac to r pe lo m e t h o d o s a b i d o 
(Alg. El. n . ° 1 0 9 ) . D i v i d a - s e p r i m e i r o y " 1 - 1 po r y" — 1, e r e s u l t a r ã o os r e s t o s 

y*-n—l, y<— 1 , 

s e n d o i o exces so de m s ô b r e o m a i o r m ú l t i p l o de n q u e n ' e l l e s se c o n -
t é m . D i v i d a - s e d e p o i s yn— 1 por e s t e ú l t i m o r e s t o y ' — 1 , d o n d e r e -
s u l t a r á o u t r o r e s t o yl— 1 , s e n d o l o e x c e s s o de n s ô b r e o m a i o r m ú l t i -
p lo d e i , q u e n ' e l l e s e c o n t é m e t c . N ' u m a p a l a v r a , p r o c e d e - s e c o m o s e 
b u s c á s s e m o s o f a c t o r c o m m u m e n t r e m e n. 
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1.° Sc m for numero primo, o c o m m u m div isor e n t r e m e n s e r á 
a u n i d a d e ; e o de j " — 1 e y" — l é t / — 1. P o r c o n s e g u i n t e só o va lor 
a = l p ó J e t o r n a r OLp = Xi; iodos os termos do periodo são deseguaes; 
u m a s ó r a i z i m a g i n á r i a a d ã , pe l a s suas p o t e n c i a s a 2 , a 3 , a 4 . . . . a ™ o u 
1 , t o d a s as o u t r a s ra izes . 

2 . ° Se m for o producto de dous factores primos 1 e h , ou m = Ui: 
p o n h a m o s yl—1=0, yh—1=0, e s e j a m g e y as r a i ze s d ' e s t a s 
e q u a ç õ e s , d i d e r e n t e s d e + l , i s to ó , g ' = l , y h = 1 . T e r e m o s pois 

gH = y t t = ( g y ) " = 1 , ou g- = y- = ( g r ) ' - = 1 ; 

e c o n s e g u i n t c m e n t e s e r ã o g , y , g y r a i z e s d e y m — 1 = 0 . P o r t a n t o 
( g 1 j S i

t g 3 g ' ) f o r m a r ã o u m pe r iodo d e l t e r m o s d i s t i n c t o s ; e 
as tn po tenc ias de g não c o n t e r ã o m a i s do q u e l n ú m e r o s d i f f e r e n t e s , q u e em 
( g , g % g™) s e r e p e t i r ã o h vezes . D o m e s m o m o d o s e prova , q u e 
em (y , y 2 , . . . . y m ) h a v e r á l p e r i o d o s c o m I i t e r m o s d i f f e r e n t e s . 

E m q u a n t o a ( g y , g 2 y 2 , . . . . g - y " 1 ) , vamos p r o v a r q u e f o r m a m 
um p e r i o d o c o m m t e r m o s d i l T e r e n t e s , q u e são por c o n s e g u i n t e as m ra izes 
p e d i d a s . C o m ef fe i to p a r a q u e podesse t e r loga r a e g u a l d a d e ( g y / * = ( g y ) 7 , 
o u ( g y ~ i — 1 = 0 , ser ia n e c e s s á r i o q u e g y fosse ra iz c o m m u m a yp~r' — 1 = - . 0 
e ym— 1 = 0 , e q u a ç õ e s q u e não p o d e m te r por f a c t o r e s s e n ã o j / - 1 , o u 
yh—1, por s e r m = lh. T e r i a m o s pois g ' y ' = l , e por c o n s e g u i n t e 

f y ' = l , por s e r g ' = 1 ; e corno t e m o s t a m h e m y * = 1 , h a v e r i a e n t r e l e 
A o u t r o f a c t o r a !óm da u n i d a d e , o q u e é c o n t r a a h y p o t h e s e . L o g o se t o -
m a r m o s a = g y , o p e r i o d o s e r á ( a 1 , a 2 , a \ . . . . a " ) , e todos o s seus 
m t e r m o s s e r ã o d i f f e r e n t e s . 

C o m o t e m o s g ' = y ' ' = 1 , v ê - s e q u e p o d e m o s a b a i x a r em Çfy p o 
e x p o e n t e p a t é s e r m e n o r do q u e l r e l a t i v a m e n t e a g , e m e n o r do q u e 
h r e l a t i v a m e n t e a y, t i r a n d o de p t odos os m ú l t i p l o s de l ou h . I ) ' e s t e 
m o d o èbyc r e p r e s e n t a o t e r m o g e r a l do pe r iodo das r a i z e s , s e n d o b c pi 
os r e s to s da d iv i são de p por l e li. 

L o g o para o b t e r , n o caso d e q u e s e t r a c t a , t odas a s r a i zes d e y m — 1 = 0 , 
b u s c a r - s e - h a g e y , is to é , u m a das r a i z e s , d i f f e r e n t e s de + 1 • d a s 
e q u a ç õ e s y ' — 1 = 0 e yh— 1 = 0 ; d e p o i s f o r m a r - s e - h a g b y* t o m a n d o 
por b e c t odas as c o m b i n a ç õ e s d o s n ú m e r o s , de 1 a t é l p a r a b , e de 1 
a t é h pa r a c. 

Q u a n d o for / = 2, t o m a r s e - h a g = — 1. 
3 . ° Se m for o producto I h i de tres números primos , p r o v a r - s e - h a 

do m e s m o m o d o , q u e d e v e m o s r o r yl—.1 = 0 , yh—1 = 0 , y'—1 = 0 , 
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e b u s c a r p a r a cada u m a d ' e s t a s e q u a ç õ e s u m a ra i z d i f f e r e n t e de + 1 . C o m 
o p r o d u c l o g y & d ' e s t a s t r e s r a i z e s f o r m a r e m o s d e p o i s a s q u a n t i d a d e s g * y * â J , 
s e n d o b , c , d a s c o m b i n a ç õ e s dos n ú m e r o s 1 , 2 , 3 a t é / , h , í . 

E a s s im a r e s p e i t o de m a i o r n u m e r o de f a c t o r e s p r i m o s . 
4 . ° Se o expoente m tiver a fórma h1 , sendo h um numero primo , 

r a c i o c i n a r e m o s c o m o n o s e g u i n t e e x . ° , e m q u e s e p e d e m a s ra izes d a 
e q u a ç ã o 

j,» — l = y 8 ' — 1 = 0 . 

P o n h a - s e y 3 — 1 = 0 , e se ja 9 u m a ra i z i m a g i n a r i a d ' e s t a e q u a ç ã o . E x t r a -
h i n d o - l h e a s r a i z e s 1 .®, 3.®, 9® e 2 7 ® , i s to é , f o r m a n d o as e x p r e s s õ e s 

3 9 27 

9 , V^ , 1 / 9 , J / J , t e r e m o s o b t i d o o u t r a s t a n t a s so luções da p r o p o s t a , por 
q u e é 6 3 = 1 , e O3 1 c o m p r e h e n d e t o d a s a s po t enc i a s d e O 3 a t é 4.® o r d e m . 

3 y 27 81 

Pe la m e s m a r a z ã o o p r o d u c t o 0 . Y''O . V 9 . Vú = a s e r á ra iz d e y — 1 = = 0 . 
O r a a , c.2, a3, a " são q u a n t i d a d e s todas d i f f e r e n t e s , p o r q u e a l i á s 
a s e r i a u m a ra iz c o m m u m a y ' 1 — 1 = 0 e y ' — 1 = 0 , o q u e s u p p õ e 
a e x i s t e n c i a d e u m fac to r c o m m u m e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s , q u e n ã o p ô d e se r 
o u t r o senão y * — 1 = 0 ; e e n t ã o , s e n d o a ra iz d ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o , s e r á 

3 9 

a3 = 1 , ou 6 3 . 0 . 1 / 9 . 1 / 9 = 1. E l e v a n d o á 9.® p o t e n c i a , v i r ia 9 = 1, 
c o n t r a a h y p o t h e s e . L o g o a , a 2 , a 3 , a s i são a s 8 1 r a i ze s d a p r o -
pos ta . 

Em g e r a l pa ra r e s o l v e r y m — . 1 = 0 q u a n d o for m = L 1 , f a ç a - s e 
i j h — 1 =0 ; e b u s c a n d o u m a ra i z 9 d ' e s t a e q u a ç ã o , d i f f e r e n t e de + 1 , 
e x t r á i a m - s e - l h e as d i f f e r e n t e s r a i ze s , cu jos g r á o s i s e j a m d e t e r m i n a d o s 
por i = h.° li' Ii2 I i 1 , de m o d o q u e se f o r m e m os I: r e s u l t a d o s 

í 
g , y , d e s i g n a d o s por { / 0 . T o d o s e l l es s e r ã o r a i z e s dey 1* — 1 = 0 . 
b e m c o m o o seu p r o d u c t o a = g y £ . . . . ; e os t e r m o s a , a 2 , a 3 . . . . a" 
s e r ã o as m r a i ze s p r o c u r a d a s . 

5 . ° Se for m =z Ii1Ii, t e r e m o s de r e s o l v e r as d u a s e q u a ç õ e s y A — 1 = 0 , 
y — 1 = 0 ; d e p o i s m u l t i p l i c a r e n t r e s i t o d a s a s r a i z e s d ' e s t a s e q u a ç õ e s , 
e e g u a l a r o p r o d u c t o a a. S e j a m g e y as . r a i z e s , d i f f e r e n t e s de + 1 , de 
cada u m a d a s e q u a ç õ e s ; e f a ç a - s e 

S'= VS, g"=Vg, S"' = Vê" y ' = Vy, f = V y ' , y i " = V f . •• 

T e r e m o s 
« = e . 6 ' . 6 " x y . y . y " 
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E x . 0 I . N a e q u a ç S o 

y * - l = y 2 * 3 — 1 = 0 

f a ç a - s e y a — I = O j y s - I = O ; 

t e r e m o s g = — 1 , y = — £ ( 1 + K — 3 ) ; 

d e p o i s « = | ( | + K — 3 ) , a a = i ( — 1 + K — 3 ) , « ' = — 1 , e t c . 

e y = d = l , i ( ± K — 3 ) , — 3 ) . 

E x . ° I I . N a e q u a ç S o 

y ' 1 — 1 = y 4 x 3 — 1 = 0 , 

f a ç a - s e y * — 1 = y 2 — 1 = O , y * — 1 = O ; 

t e r e m o s g = — I x K — 1 , y = — H 1 3 ) ! ' > 

d ' o n d e * = i ( K — 1 — K 3 ) , a a = i ( l — K — 3 ) , a ' = K - I , e t c 

e po r c o n s e g u i n t e 

y = — 1 • = S = K - 1 , ± i ( l ± K — 3 ) , ± i ( K — 1 ± K 3 ) . 

1 0 0 . C o m o y = a , a 2 , a * . . . . , t e r e m o s em v i r t u d e da e q u a 
ç ã o ( 1 ) d o n . ° 9 7 . 

1 + a + a * . . + 0 - ^ = 0 , t + « 4 + « 4 . . + a ! U B - , ! l =0 , l + a ' + a ' + . . = O 

o u S 1 = S 2 = S j = S i = O r S a = T O , 
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d e s i g n a n d o por S 1 a s o m m a d a s p o t e n c i a s k de t o d a s as[ r a i z e s , s e n d o k 
u m i n t e i r o n ã o d i v i s í v e l p o r m , S m é a s o m m a d e t o d a s o s e q u a ç õ e s . 

1 0 1 . T e m o s t r a c t a d o a t é a q u i d e r e s o l v e r a e q u a ç ã o y m — 1 = 0 
n o c a s o d e s e r m n u m e r o p r i m o , o u p r o d u c l o d e n ú m e r o s p r i m o s . P a s -
s a r e m o s a g o r a á r e s o l u ç ã o c o m p l e t a d a s e q u a ç õ e s d a f ó r m a j / " ± l = 0 , 
s e r v i n d o - n o s d a s l i n h a s t r i g o n o m é t r i c a s , e r e m e l l e n d o o l e i t o r , p a r a m a i o -
r e s i n d i v i d u a ç õ e s , á n o t a X I V da f íesol. num. des equal. 

J á v i m o s (Geom. Ân. n . ° 2 0 9 ) q u e , s e f i z e r m o s cos x = p , c a d a u m d o s 
c o s e n o s succes s ivos d o s a r c o s 2 a ; , 3 a ; , à x , s e o b t é m m u l t i p l i -
c a n d o o s d o u s p r e c e d e n t e s p o r I p e — 1 , e s o m m a n d o - o s d e p o i s . P a r a 
t o r n a r m a i s e v i d e n t e a le i q u e s e g u e m o s r e s u l t a d o s , e m p r e g u e m o s o s e -
g u i n t e a r t i f i c i o . 

F a ç a - s e 2 cos x = y + y~l; (1) 

d a lei i n d i c a d a s e g u e - s e , q u e , p a r a o b t e r c o s I x 1 d e v e m o s m u l t i p l i c a r 
cos x, ou j [y+y~x) . p o r y+y~l = 2 cos x = 2 p , o s u b t r a h i r c o s 0 x = 1. 
P o r e s t e m o d o , a c h a - s e 

2 cos 2a; = J / 2 + j / - 1 , 

e p e l o m e s m o t b e o r 

2 cos 3a; = y* + y~s, 

2 cos hx = y* + JT 4 , 

M o s t r e m o s q u e o s r e s u l t a d o s s e g u i n t e s p r o c e d e m n a m e s m a l e i , f a z e n d o 
v e r , q u e s e e l la s e v e r i f i c a r a r e s p e i t o d e d o u s g r á o s c o n s e c u t i v o s m — 2 , 
m — 1 , t e r á l o g a r t a m b é m p a r a o g r á o m. C o m e f f e i t o , s e n d o 

2 cos ( m — 2 ) x = y—* + , 2 cos ( m — 1 ) a; = ; / " - ' + 

se m u l t i p l i c a r m o s a 2 . " e q u a ç ã o p o r y + y~l, e s u b t r a h i r m o s a i . * , v i r á 

2 cos mx = ym + y~m ( 2 ) 
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D a s e q u a ç õ e s ( 1 ) e ( 2 ) d e d u z e m - s e r e s p e c t i v a m e n t e (•) 

y2— 2 j / c o s x + 1 = O , j/2™ — 2 í / ™ c o s TtlX +1 = O ( 3 ) . 

Se cos x for c o n h e c i d o , t e r e m o s , po r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s , y e d e -
pois cos mx. P o d e m o s p o i s , u s a n d o d ' e l l a s , e s e m passar pelos va lo r e s 
i n t e r m é d i o s cos 3 x , cos kx a c h a r o t e r m o g e r a l cos mx da 
s e r i e dos c o s e n o s ; e a t é p o d e r í a m o s s e r v i r - n o s d ' e s t a s e q u a ç õ e s pa ra a 
c o n s t r u c ç à o d a s l a b o a s ; m a s o cá l cu lo vir ia c o m p l i c a d o c o m i m a g i n a r i o s -

S u p p o n d o f o r m a d a s as t a b o a s dos senos , se p r o c u r a r m o s n ' e l l a s os v a l o -
r e s de c o s a ; e c o s n i x , e o s s u b s t i t u i r m o s nas e q u a ç õ e s ( 3 ) , só n ' e l l a s 
e n t r a r á a incógn i t a y , d e v e n d o t e r por isso u m a ra iz c o m m u m y = a . E 
c o m o e s t a s e q u a ç õ e s são r e c i p r o c a s , c o n c l u i r e m o s t a m b é m , q u e h a v e r á 

o u t r a r a i z y = — ; e h a v e n d o a s s i m e n t r e a s m e s m a s e q u a ç õ e s d u a s r a i z e s 

(•) Reso lvendo as equações ( 3 ) , acha-se 

y = cos x + sen x <,'—1 , y" = cos m a : + sen mx<J—1; 

d'onde se deduz 

n 
(cos x + sen x\'—1) = C o s m a : + S e n m a f v 1 — 1 (a) 

S e m f o r n e g a t i v o , a inda esta fórmula terá l o g a r ; porque ( c o s ® + s e n a\/ 
reduz-se a 

(cos x -+- sen x yf—1) cos mx -H sen mx^—1 

ou , mult ip l icando os d o u s termos da ú l t i m a fracção por ( c o s m a ; — s e n mx v'—1) 

, « cos mx—sen mx J—1 
( c o s x + S e n a f v r — ) t = — ; 

Cos i mx + s e n 2 mx 

= cos ( — ma?) •+• sen ( — mx) / — 1 . 
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c o m m u n s , a 1 . " s e r ô d iv i so r da 2 . 4 . L o g o , s u p p o n d o mx = 9 , é n e c e s -
s á r i o , q u a l q u e r q u e se j a 9 , q u e 

y* — 2 j / cos + 1 d iv ida yM — 2 ¾ " cos 9 + 1 ( 4 ) 

- n 
Se m for f r a c c i o n a r i o , e da f ó r m a — , s e n d o » um in te i ro pos i t ivo ou n e -

m » 1 
m in 

gat ivo : ( cos x + s eu x — 1 ) r e d u z i r - s e - h a a ( cos tur + sen nx / — 1) , 

e x p r e s s ã o q u e vamos ver se é ou não poss ive l reduzir á fórma ( c o s í - + - s e n « » / — 1 ) . 
Se 6 poss ive l , t e r e m o s 

c o s nx -+- s e n nx — 1 = c o s mz -t- s eu mz \J—1 , 

de maneira q u e nx e mz deverão ter o m e s m o seno e o m e s m o c o s e n o . Isto e x i g e 
q u e seja 

rur-t-SX-w 
mz—nx = 2kx , ou ; 

m 

logo 1 
nx -+- 2 fa nx -+• 2/« 

( cos x -+- sen x v / — 1 ) = cos i - s e n V — 1 . 
m m 

V è - s e pois q u e a fórmula ( a ) não é verdade i ra no caso do expoente fracc ionar io . 
Adve r t i n d o porém , q u e é 

nx -+- 2 kn nx - + - 2 ^ 
c o i » -I- s e n <J — 1 

m m 

(n « nx \ ( v2/í it n \ 

c o s h sen — <J — i ) I cos — -+• s e n y' — 1 ) 
m m J \ m m J n 

c o n c l u i r e m o s , q u e ainda no c a s o do expoente f r a c c i o n a r i o — - , p o d e r e m o s appl icar 

a fórmula , c o m o se fosse inte iro ; m a s será n e c e s s á r i o mul t ip l i car o r e s u l t a d o , 
n 

m isto é , a d e t e r m i n a ç ã o a r i t b m e t i c a de ( cos a;-+-sen x>J—1) p e l a expressão 

Z k n l o • . 
c o s — -b s e n — - • — i » q u e , s e g u n d o v e r e m o s no n . s e g u i n t e , representa as 

m m 
m ra izes do gráo m da u n i d a d e . Por c o n s e g u i n t e , n'este ultimo easo, o thtorma 
é ainda verdadeiro, te not limitarmos $ô d determinação arithmtica. 

22 
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1 0 2 . P a r a t o r n a r appl icave l e s t e t h e o r e m a , dev ido a Moivrei á 
r e so lução d a s e q u a ç õ e s , de q u e t r a c t â m o s , f a ç a - s e <p=k-, s endo a inda i r 
a s e r a i c i r c u m f e r e n c i a e k um in t e i ro q u a l q u e r . O valor de cos<p se r á en tão 
+ 1 o u — 1 , c o n f o r m e k for pa r ou i m p j r ; e c o m o o 2 . ° t r i n o m i o se 
t o rna e m 

y M =P + 4 = (sT =P i ) % 
vê-se , q u e 

Í/s — 2 t / c o s ( — d i v i d e ? / • 1 , . . . ( 5 ) 

a d v e r t i n d o q u e o inteiro k é p a r para Jm— 1 , e i m p a r para Jm + /-
Se o t r i n o m i o for um q u a d r a d o , t o m a r - s e - h a pa ra d iv isor a 

sua r a i z ; e c o m o nesse caso 6 o coseno = ±: 1 , os valores de k s e r ã o 
0 , m , 2 m , * co f ac to r r e d u z - s e a y ± i. 

As ra izes de ym ± 1 = 0 ficam pois c o m p r e h e n d i d a s em 

„ = c o s ( ^ ) - s e n ( 6 ) . 

OC 
S e f i z e r m o s y = — , v e r e m o s q u e 

4— 2ax cos ) + a' d i v i d e xm + am ( 7 ) 
\ m / 

e q u e as ra izes d a s e q u a ç õ e s am = O se c o m p r e h e n d e m em 

x = a cos ( ¾ * a sen V - \ ( 8 ) . 

M o s t r e m o s a g o r a q u e a s e q u a ç õ e s t f ± 1 = O t e m s ó m ra izes d i f f e r e n -
tes . 

i km 
Em q u a n t o o in t e i ro k] n ã o e x c e d e r a m, o a r c o ——• c re sce rá 
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s e m e x c e d e r a " s e m i c i r c u m f e r e n c i a ; os c o s e n o s d ' e s t e s a r c o s I e m todos 
va lores d e s e g u a e s , e o b t e m - s e por c o n s e g u i n t e m f a c t o r e s d i f f e r e n t e s do 
2 . " g r á o ( 5 ) , q u e r e p r e s e n t a r e m o s por A , B , C . . . . L , M. S e j a i um i n -
t e i r o q u a l q u e r <m ; os n ú m e r o s m - f i . m— i s e r ã o c o n j u n c t a m e n t e , ou 
p a r e s , ou i m p a r e s . Se f i ze rmos pois k = m ± i , o a r c o t o r n a - s e em 
ICK 
— = TC±: —, cu jo s va lo res p e r t e n c e m a a r c o s com o m e s m o c o s e n o ; e 
m m 

d ' a q u i r e su l t a , q u e o f a c t o r t r i n o m i o ( 5 ) t e m o m e s m o va lor pa ra Ic = m — i, 
e p a r a k = m + i. A s s i m , se t o m a r m o s por Zf todos os n ú m e r o s , ou p a r e s , 
o u i m p a r e s , a t é m , a c h a r e m o s , pas sado e s t e v a l o r , o s m e s m o s f a c t o r e s 
do 2 . ° g r á o em o r d e m r e t r o g r a d a RI , L C , B , A. 

Q u a n d o os va lo re s de k e x c e d e r e m 2m , c o m o e n t ã o s e lhes p o d e 

d a r a f ó r m a 2qm + i , o a r c o — t o r n a - s e em 2qit -) , ao q u a l c o r r e s p o n d e 

um coseno já a c h a d o . V i m o s por isso a r e c a i r , s e g u n d o a m e s m a o r d e m 
nos f a c t o r e s A , B L , M , M, L , B , A. 

L o g o , é inútil dar a k valores > m. 
P a s s e m o s ás c o n s i d e r a ç õ e s s o b r e m. 

I.0 Se m é par: os va lores \m ± i são c o n j u n c t a m e n t e p a r e s ou 
l i -J k- iv í m p a r e s ; e lt = -m±t da os a rcos — = ^ i r =fc — • , c u j o s cosenos são 

m m 

e g u a e s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e t ê m p o r va lo re s ^ p sen — . L o g o , quando 

m é par , não se fará k> £ m , porém tomar-se-hão os cosenos com o duplo 
signal 

2 . ° Se m é impar: um dos n ú m e r o s m-—i e i é p a r , o u t r o i m -
p a r ; e por isso t e r e m o s d e e x c l u i r u m d ' e l l e s p a r a va lo r d e k , s e g u n d o 
a e q u a ç ã o for y m + 1 = 0 o u Xfn — 1 = 0 . S u p p o n d o pois t < j m , s e j a k = m — i ; 

t e r e m o s cos ( — ) = cos ( TC— — ) = — cos ( — \ ; d ' o n d e se conc lue , 
\ m / \ m / \ m J 

q u e s e / í e x c e d e r j ) n , o s cosenos d o f ac to r t r i n o m i o ( a ) s ã o , c o m s igna l c o n -
t r á r i o , os m e s m o s q u e os c o r r e s p o n d e n t e s ao valor k = i = m — (m — i), 
q u e foi e x c l u í d o , e q u e é c ^ m . N ' e s t e c a s o d e v e m o s por t a n t o fazer 
/c = 0 , L , 2 , 3 e obteremos assim arcos < f w , cujos cosenos 
convirão ao trimonio ( 5 ) , devendo porém mudar, de dous em dous ter-
mos , o signal do coseno. 
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Exemplos. 

P a r a a e q u a ç S o y* + 1 '= 0 , k d e v e se r i m p a r . F a z e n d o k = 1 , t o -
m o s cos (-j-iir = 4 5 0 ) = | K 2 , o qua l t o m a d o c o m os s ignaes ± , dá 

y 4 + 1 = (y* + 2 / K 2 + 1 ) • ( * / — y K 2 + 1 ) = o . 

l ) o m e s m o m o d o 

xK + a4 = + ax V2 + a 2 ) (x2 — axV2 + a2) = O-

P a r a a e q u a ç ã o tf + 1 = O : k = 1 dá cos (j- tu) = 7 V 3 , que se 
t o m a r á com 09 s i gnaes d= ;[ k = 3 , dá cos ( £ ^ ) = 0. L o g o 

y' + i = ( y a + y v3 + t) (tf — yV3 + i) (tf+ l) = 0. 

N a e q u a ç ã o r f — 1 = 0 , f a ç a - s e k = 0 , 2 ; o s cosenos d e ze ro e 
de ~ r . são 1 e | , q u e t o m a d o s c o m os s i gnaes ± , d ã o 

V ' - I = ( y + 1 ) ( y — 1 ) (tf + y+i) ( t f - y + 1) = 0. 

y * - l = ( y 2 - l ) ( y 2 + l ) = ( y + l ) ( y - l ) ( y 2 + l ) = 0 . 

2 , . - 1 = ( y 4 + 1 ) ( y * — 1 ) = ( y 2 + y K 2 - f 1 ) ( y 2 — y f / 2 - f - 1 ) ( y * — 1 ) ( y 3 + 1 ) . 

N a e q u a ç ã o y * — 1 = 0 , d e v e m o s fazer k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , e t o m a r 
o s cosenos das o r d e n s p a r e s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , is to é , 

1 , — cos 2 0 ° , + cos 4 0 ° , — cos 6 0 ° , + cos 8 0 ° . 

Os f a c t o r e s , a l é m de y 1 e y 2 + y + 1 , são 

(tf+ 1 , 8 7 0 . . . . y + l)(tf—1,532.... y+\)(tf— 0 , 3 4 7 . . . . y + 1 ) ; 
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e a c h a - s e 

v ' - 1 = (y - 1 ) {f-V y+\)(y'+y' + i) = 0. 

P a r a a e q u a ç ã o y ' + l = 0 , p r a c t i c a r e m o s d o m e s m o m o d o , t o r n a n d o c o m 
s igna l c o n t r a r i o o sco? , d a s o r d e n s p a r e s , o q u e equ iva l a m u d a r na e q u a ç ã o 
de c i m a os s i g n a e s de todos os 2 . ° ' t e r m o s dos f a c t o r e s ; e r e s u l t a r á 

y ' + l = ( y + l ) ( y 2 — y + 1 ) ( y « - y ' + l ) = 0 . 

E coro e f fe i to é m a n i f e s t o q u e b a s t a m u d a r y em — y. 
1 0 3 . F a c i l m e n t e se p ô d e r e so lve r em o r d e m a t a e q u a ç ã o 

k cos mt + p cos ( m — 1 ) í + q cos ( m — 2 ) ( + + P = O. 

P o r q u a n t o s u p p o n d o 2 cos t = x + x~x, t e m o s ( n . ° 1 0 1 ) 

k (xn + a r ™ ) + p ( X n t - 1 + a T ^ - O ) + P = O, 

e q u a ç ã o d e q u e j á nos o c c u p á m o s a p a g . 1 6 0 . P o d í a m o s t a m b é m d e s i n v o l -
ver o s cosenos dos a r c o s m ú l t i p l o s e m o r d e m á s p o t e n c i a s a s c e n d e n t e s 
dos cos. d ' a r c o s s i m p l e s , por m e i o d a s f ó r m u l a s , q u e a d i a n t e d e m o n s t r a -
r e m o s . 

105-. A p r o p o s i ç ã o ( 5 ) é c o n h e c i d a pela d e n o m i n a ç ã o do Theorema 
de Cotes; p o r q u e foi e s t e s á b i o q u e m a d e s c o b r i u d e b a i x o de u m a f ó r m a 
g e o m e t r i c a . 

C o m o r a io Ar = a ( f ig . 2 4 , 24 r e p . ) d e s c r e v a - s e o c i r c u l o A C H L , 
e o d i â m e t r o A I I , p a s s a n d o por um p o n t o a r b i t r a r i o O ; a c o n t a r do ponto 
A d i v i d a - s e a c i r c u m f e r e n c i a e m 2 m p a r t e s e g u a e s Aaf a B , B 6 , . . . . 

s endo c a d a u m a = — ; t i r e m - s e f i n a l m e n t e r a i o s v e c t o r e s d o ponto O 
m 

para os pon to s de d iv i são . O r a i o t i r a d o p a r a um p o n t o q u a l q u e r C fórma, 
c o m a p e r p e n d i c u l a r CP s o b r e o d i â m e t r o , o t r i a n g u l o C O P do qual, f a -
ceado o angulo C B A = a, OR = x, se deduz 
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C P — a sen a , R P = a cos a , O P = a co9 a — x ; 

O C 2 = Xi — 2 a x cos a + a 2 = O C x O L . 

Se o a r c o AC c o n t i v e r k d i v i s õ e s , t e r e m o s a = — ; e s e n d o o t r i -
tn 

n o m i o , e x p r e s s ã o d e O C 2 , f a c t o r d e a f r p a m c o n f o r m e i for p a r o u i m p a r , 
v ê - s e q u e o s ra ios v e c t o r e s t i r a d o s n ' u m caso p a r a a s d iv isões p a r e s , e 
no o u t r o p a r a a s i m p a r e s , c o n s t i t u e m os f a c t o r e s da e q u a ç ã o X w H = O m = O . 
O A = a — x , e O H = a + x c o r r e s p o n d e m aos f a c t o r e s r e a e s d o 1 .° 
g r á o . 

D e s i g n e m o s po r Z , Z ' , Z " , . . o s r a ios t i r a d o s p a r a a s d iv i sões p a r e s ; 
e por z , z', z'1,.... o s q u e vão t e r á s i m p a r e s ; s e r á 

z. . z" . . . . == am + xa , q u e r O se j a i n t e r n o q u e r e x t e r n o . 

Z . Z1. Z" . . . = a" — xm, q u a n d o O fo r i n t e r n o ( f ig . 2 4 . ) . 

Z. Z ' . Z" . . . = xm —• a'n , q u a n d o O fo r e x t e r n o ( f ig . 24 rep.) 

Equações trinomias. 

1 0 5 . C o n s i d e r e m o s a s e q u a ç õ e s d a f ó r m a 

A X m + B x " + C = O , 

n a s q u a e s u m dos e x p o e n t e s d e x é j d u p l o d o o u t r o . F a z e n d o x"=z, vem 

A s 2 + B s + C = 0 . 

1 . ° Se as duas raizes d'esta ultima equação forem reaes , f e g por 
e x . ° , t e m o s d e r e s o l v e r a s d u a s e q u a ç õ e s b i n o m i a s x " = / \ x " = g . 

Q u e r e n d o , po r e x . " , a c b a r d o u s n ú m e r o s t a e s q u e o s eu p r o d u c t o 
se ja 1 0 , e a s o m m a dos c u b o s 1 3 3 , t e m o s 
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^ y =-133, o u x(—133 x 1 + 1000 = 0 . 

F a z e n d o x" — e, v e m 

z 2 — 1 3 3 s + 1000 = 0 , 

que dá z = 8, z = 1 2 5 ; d'onde resultam as duas equações binomias 

xs = Si Xt = 1 2 5 . 

Da primeira resulta (n.° 98) x = 2, x = 2«, x=2a3, 

e da segunda X= 5 , a: = 5 a , ® = 5 a 2 , 

sendo a uma raiz cubica imaginaria da unidade. 

2.° Se as raizes forem eguaes, temos B2 — 4 A C = O; e como 
então a proposta é um quadrado exacto da fórma (ax" + Vf = 0 , r e -
cáe-se numa equação binoroia. 

Querendo, por ex.° , achar um numero tal , que dividindo o dobro 
por 3, e 3 pelo dobro, seja a somma das 4 . a s potencias egual a 2; te-
mos 

( T ) V ( - 5 r ) - » . - < i « - - 8 i r - o , 

e como as raizes de y*—1 = 0 , sào ±1 e V — 1, teremos 

« = x = ± \ V — 

3.° Finalmente, se as raizes forem imaginarias , o u B 2 — 4 A C < 0 , 
faremos Axon = Cy2n, o que torna a proposta em 

g 
y + 1 = 0. 

K ( A C ) 
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E s t a e q u s ç S o é c o m p a r a v e ! c o m o 2 . ° t r i n o m i o d e ( 4 ) d o n . ° 1 0 1 ; p o r q u e 
s e n d o o c o e f f i c i e n t e d e j / " < 2 , po r s e r B 2 < 4 A C , p ô d e r e p r e s e n t a r u m 
a r c o c u j o c o s e n o s e j a a m e t a d e d ' e s t e f a c t o r , e q u e s e d e t e r m i n a r á por 
l o g a r i t l i m o 9 p o r m e i o d a e q u a ç S o 

( 9 ) 

V ê - s e pois q u e a t r a n s f o r m a d a é d iv i s ive l p o r i f — 2y c o s ) + 1 = 0 , 

t o m a n d o p o r <p t o d o s os a r c o s c u j o coseno 6 d a d o pe l a e q u a ç ã o ( 9 ) , i s to 
é , o s a r c o s 9<TC d a d o s p e l a s t a b o a s e a l é m d ' e l l e s o s a r c o s <p + 2 r , 
? + 47 : 9 + 2 k i t , s e n d o k um i n t e i r o q u a l q u e r . Se f i z e r m o s 

Ç + 2 ½ 
— n ' ° S ° S ^ a C ' o r e s ' q u e s e b u s c a m , f i c a r ã o c o m p r e h e n d i d o s n a 

f ó r m u l a 

x a K A — 2 x K A C . c o s f + K C = = O ( 1 0 ) 

É inú t i l t o m a r k> n, p o r q u e k = qn + t dá o a r c o 2 q r . + e 
n 

por i sso , s u p p r i m i n d o a s c i r c u m f e r e n c i a s 2 g i r , t e r í a m o s d e t o m a r o cos . d o 
a r c o já a c h a d o p a r a A = i <n , e t o r n a r í a m o s a s s i m a e n c o n t r a r os m e s m o s 
f a c t o r e s . 

E x . 0 I . N a e q u a ç ã o 

x ' — 2 x J + l = 0 , 

s e n d o A = C= I , B = — 2, n = 3 , a c h a - s e cos 9 = 1 , e os a r c o s 
^ = O 0 , 1 2 0 ° , 2 4 0 ° . T e m o s po i s t reB f a c t o r e s d a f ó r m a 

X 1 —- 2 x cos + 1 = 0 ; 

e e o m o cos t e m por v a l o r e s 1 , —r sen 3 0 ° = — , — cos 6 0 ° = — ; , 
a c h a m - s e p a r a f a c t o r e s 
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x2 — 2x + 1 , x2 + x + 1 , 

sendo o ú l l i m o f ac to r dup lo . L o g o 

x* _ 2x3+ i=(x — iy {x2 + x+i)2 = {x3— í)2 = 0. 

E x . 0 I I . N a e q u a ç 3 o 

« * + » * + 2 5 = 0 , 

t e r e m o s A = B = l , C = 2 5 , n = 2 , e c o s < p = — j j : a s t a b o a s d â o 
em consequênc ia do s ignal — , <p = 9 5 ° 4 4 ' 2 0 " c u j a a m e t a d e ^ é 4 7 ° 5 2 ' 1 0 " ; 
a j u n c t a n d o 1 8 0 ° , t e r e m o s um a r c o , c u j o coseno é o m e s m o q u e o p r e c e -
d e n t e com s igna l c o n t r a r i o . 

S u b s t i t u i n d o n o 2 . ° t e r m o d a f ó r m u l a cos <j) . . . . 1 , 8 2 6 6 0 7 4 
g e r a l ( I O ) 5 o cà lculu e m f r e n t e d á — 3 por 2 0 , 3 0 1 0 3 0 0 — 
coef f i c ien te d ' u m dos f ac to re s . L o g o es t e s f a - y / 5 . . . . 0 . 3 4 9 4 8 5 0 
c to r e s são x2 ± 3x + 5. 3 0 , 4 7 7 1 2 2 4 — 

— 3 

Raizes das expressões complicadas com Radicaes. 

1 0 6 . S u p p o n b a m o s q u e a+ Vb é um q u a d r a d o , e b u s q u e m o s a 
sua ra iz . E s t a r a iz d e v e t e r em g e r a l a f ó r m a Vx+ Vy; m a s se for 
x = f 2 , t o m a r á a f ó r m a p a r t i c u l a r f+Vy• T e r e m o s p o i s 

V a + yb = Vx + Vy, ou x + y + 2V (xy) «= a + Vb; 

e po r c o n s e g u i n t e , s e p a r a n d o a e q u a ç ã o e m d u a s c o m o n a pag. 1 4 9 , 

x + y = o, 2V(xy) = Vb. 18 
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P a r a e l i m i n a r x e y (Tes tas e q u a ç õ e s , e l e v e m - s e ao q u a d r a d o , e subtrai— 
a m - s e u m a d a o u t r a , o q u e d a r á 

X2 — 2 xy + y2 = (x — y ) 2 = a2 — b. 

P a r a q u e x e y s e j a m r a c i o n a e s , d e v e a 2 —6 se r um q u a d r a d o e x a c t o , 
q u e d e s i g n a r e m o s por k2. A s s i m a 2 — b = k2, x — y = k, e x + y-= a 
r e s o l v e r ã o a q u e s t ã o , d a n d o 

k = ^ 7 ^ b , x = {(a + k ) t y = \(a — k). 

P o r e x . ° , q u e r e n d o a c h a r a r a i z q u a d r a d a d e 4 2 \ / 3 , t e m o s 

a = 4 , 6 = 1 2 , a 2 — & = fc2 = 4 , fc = 2 - , a = 3 , y=í , 

e por c o n s e g u i n t e a ra iz ped ida é d!z(i+V3). 
D o m e s m o m o d o s e acha 

— 2 1 / 3 ) = ± ( 1 — f / 3 ) . 

V(—ix2K2) = r t ( l + K — 2 ) . 

1 0 7 . Se a + Vb for um c u b o , s u p p o n h a - s e 

V(a + Vb) = (x + Vy) frz, 

sendo z u m a i n d e t e r m i n a d a de q u e p o d e m o s d ispor c o n v e n i e n t e m e n t e . 
E l e v a n d o a o c u b o , e c o m p a r a n d o o s t e r m o s r a c i o n a e s , a c h a - s e 

a = z ( x 5 + 3xy) ,Vb = ZVy ( 3 x 2 + y) ; 

q u a d r a n d o , e s u b t r a h i n d o d e p o i s u m a d a o u t r a e s t a s e q u a ç õ e s , t e r e m o s 

a2 - b = Si [[Xt+ 3 xy)2 - (Zx2 Vy + Vy)2]. 



ALGEBRA SUPERIOR. 1 7 9 

Como o f ac to r de z2 é a d i f f e r ença de dous q u a d r a d o s , e se r eduz a 

C* + Vy)' x ( x - K y ) ' = ( X 1 - V ) ' , 

a ú l t i m a e q u a ç ã o t o m a r á a f ó r m a 

P a r a q u e x e y s e j a m rac ionaes , d e v e o 1 . ° m e m b r o s e r c u b o e x a c t o ; e 
s e r á s e m p r e fácil d e t e r m i n a r z de m o d o q u e sa t i s faça a es ta c o n d i ç ã o , 
q u a n d o m a i s não s e j a , s u p p o n d o z=(a2— ò)2 . Se a 2 — b fo r um c u b o 
e x a c t o , f a r - s e - h a z= 1 . Em g e r a l d e v e d e c o m p o r - s e a 2 — b em f a c t o -
r e s p r i m o s , s endo fáci l d i s t i n g u i r q u a e s d ' e l l e s d e v e m se r a p r o v e i t a d o s o u 
r e j e i t a d o s , pa ra s e o b t e r u m c u b o e x a c t o . P o r e s t e m o d o a r e l a ç ã o e n t r e 
z e k se rá d a d a pe la e q u a ç ã o 

Ic= y/ -—j-^-, x 2 — y = k, a = zx ( x 2 + 3 y ) , 
z 

das q u a e s r e s u l t a m 

y = x2 — k, 4 z x ' — 3 k x z = a. 

A ú l t i m a e q u a ç ã o d á x , a p r o v e i t a n d o s ó m e n t e a s r a i ze s r a c i o n a e s ; a 
out ra dá y , e por e s t e m o d o se o b t é m a r a i z p e d i d a . 

Q u e r e n d o a c h a r a r a i z c u b i c a de 

1 0 - f 6 K 3 , 

c o m o a = 1 0 , ò = 1 0 8 , a 2 — 6 = 8 ; s e r á z = 1 , e k = — 2 . 

L o g o x = l , y = 3 , e f inalmente {/ ( 1 0 + 6 V3) = 1 + V3, 
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D o m e s m o m o d o s e a c h a 

( 8 + 4 K 5 ) = { v ^ 4 ( 1 + ; Võ). 

1 0 8 . E m g e r a l f a z e n d o 

V (a+ Vb) = (x + Vy)Vz, 

e e m p r e g a n d o os m e s m o s r a c i o c í n i o s , se d e t e r m i n a r i a m x , y e z no caso 
d e s e r a + V b u m a p o t e n c i a d o g r á o n r e d u c t i v e l á f o r m a suppo9ta . 

1 0 9 . Q u a n d o a s e x p r e s s õ e s c o m p l i c a d a s c o m r a d i c a e s t i v e s s e m f ó r m a 
d i í f e r e n t e , d a q u e t e m o s s u p p o s t o , n ã o b a s t a r i a s u b s t i t u i r pe los r a d i c a e s 
q u e e n t r a m n ' e l l a s , o s s eus va lores a p p r o x i m a d o s , p o r q u e e n t ã o v i r i amog 
a d e s p r e z a r os va lo res i m a g i n a r i o s , de q u e os r a d i c a e s são s u s c e p t í v e i s 
A s s i m e m l o g a r d e 1 / A , d e v e m o s s u b s t i t u i r u £ / A , « 2 J / " A . . . t o m a n d o 
( n . ° 9 8 ) 1 , a , a % p a r a r a i ze s d a e q u a ç ã o y — 1 = 0 . 

S e f o r x = aVg + bVg* + tVg" + 

b a s t a f aze r yn = g, x = ayby*+cy* + 

e e l i m i n a r y e n t r e e s t a s d u a s e q u a ç õ e s . T o d a s as r a i ze s da e q u a ç ã o f ina l 
e m x s e r ã o o s va lo r e s p e d i d o s d e x . H a v e n d o u m a f u n e ç ã o f x c o m p l i c a d a 

D n 

c o m r a d i c a e s , t a e s c o m o VA , VB p a r a se o b t e r e m todos os 
va lo re s de f x , f a ç a - s e x f = A , r = B , e em l o g a r dos r a d i -
c a e s i n t r o d u z a m - s e os n va lo res de y , os m de í c o m b i n a d o s 
e n l r e s i de t o d o s os m o d o s poss iveis . 

P a r a f a z e r d e s a p p a r e c e r o s r a d i c a e s , funcções d e x , q u e e n t r a m n ' u m a 
d a d a f u n e ç ã o , r e p r e s e n t e - s e c a d a u m d ' e s t e s r a d i c a e s por u m a nova i n c ó -
g n i t a , e e l i m i n e m - s e d e p o i s pelos m e l h o d o s o r d i n á r i o s . 

A s s i m n a e q u a ç ã o 

x — ^ x - 2 V ( x + l ) = 0 , 
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f a ç a - s e x=z*, £ + 1 = 1 / % e t e r e m o s ® — z — 2 y = 0 . E l i m i n a n d o y , v e m 

4 x + 4 = x2 — 2 x z + Z2, e z' — x = 0 . 

E l i m i n a n d o d e p o i s z , c h e g a - s e â e q u a ç ã o f i n a l 

x l — 1 2 x s + 3 4 x * + 8 a ; 3 — 1 6 7 . r 2 — I 9 2 x — 6 4 = 0 , 

d a q u a l s e d e d u z e m logo x = 8 , x = — 1 ; e são e s t a s a s d u a s so luções 
r e a e s . P e l o q u e r e s p e i t a á s 4 r a i z e s q u e a i n d a f a l t a m , s ão e l l a s o r e s u l -
t a d o d a c o m b i n a ç ã o dos va lo r e s d a s r a i z e s i m a g i n a r i a s dos r a d i c a e s q u a -
d r a d o s e c ú b i c o s da p r o p o s t a . 

Equações do terceiro gráo. 

1 1 0 . T o d a a e q u a ç ã o d o 3 . ° g r á o , a u m a s ó i n c ó g n i t a , d e s e m b a -
r a ç a d a d o 2 . ° t e r m o e d o c o e f f i c i e n t e d o l . ° ( p a g . 6 4 . ) , p ô d e r e d u z i r - s e 

á f ó r m a x ' + p x + q = 0 . ( 1 ) 

P o n d o x = y + z, a p r o p o s t a se t r a n s f o r m a r á em 

(3f + p) [y + z) + y* +z3 + q = 0' (2) 

C o m o x s e p ô d e d e c o m p o r n a s o m m a d e d o u s n ú m e r o s p o r i n f i n i t a s m a -
n e i r a s , p o d e m o s a s s i g n a r , c o m o nos c o n v i e r , ou o p r o d u c t o d ' e l l e s , ou a sua 
d i f f e r e n ç a , ou a sua r a z ã o , e t c . P o d e m o s po is t o r n a r nu l lo o 1 . ° f a c t o r , 
d o n d e r e s u l t a 

«/3 = — 2/' + = ' = — q. 
* 

E s t a s d u a s e q u a ç õ e s m o s t r a m q u e a s o m m a de if e z3 é e g u a l — q, e 
o s eu p r o d u c t o e g u a l a — ( j / > ) 3 ; i s to é , q u e as i n c ó g n i t a s y" e z* s ã o as 
r a i z e s t e í ' da e q u a ç ã o do 2 . ° g r á o Alg. El. n . ° 1 4 5 , 3 . ° ) 
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+ ? < = > ' ( 3 ) 

á qual se dá o n o m e de reduzida. A c h a d o s t e í ' t e r e m o s y* = t, Z3=I1, 
e sendo 1 , a , a 2 , a s t r e s r a i zes c u b i c a s da u n i d a d e (n . ° 9 8 ) v i rá 

y = í / t , ZpttCt2 ¢ / l , Z=Vt1, a ^ f t cc2 f r t ' . 

P a r e c e á p r i m e i r a vista , q u e es tes va lo res s u b s t i t u i d o s dous a dous na 
e q u a ç ã o x = y + z, d a r ã o 9 r a i zes em vez da s 3 q u e c o m p e t e m á p r o -
posta . A d v e r t i n d o p o r é m , q u e em vez da e q u a ç ã o yz = — ^p se e m p r e -
gou o seu c u b o , e se t r ip l i cou por isso o n u m e r o da s r a i z e s : fica m a n i f e s t o 
q u e só d e v e m o s s o m m a r aque l l e s va lores de y e z , c u j o p r o d u c t o for 
= — I p = y / t C , p o r q u e s e n d o o 2 . ° m e m b r o d a e q u a ç ã o ( 3 ) e g u a l a 
— U1, é a sua ra iz cub ica e g u a l a ~ p. 

C o m o a 3 = i , é fáci l de ver q u e d a s 9 c o m b i n a ç õ e s só d e v e m o s 
a p r o v e i t a r 

X = Vt + Vt', x = <tVt + a2Vt', X = O2Vt+ OLVt'. 

S u b s t i t u i n d o por a e a 2 o s s e u s va lores — i ( l d z V — 3 ) , n .° 9 7 ) , e 
f azendo , p a r a a b b r e v i a r , 

s = Vt+ Vt', d = V t - Vi', ( 4 ) 
t e r e m o s 

x = s , x = — z{s±dV—3) ( 5 ) 

L o g o para resolver a equação ( 1 ) do 3 . ° gráo, è necessário resol-
ver primeiro a sua reduzida ( 2 ) , e introduzir as raizes t e l' desta 
nas fórmulas ( 4 ) e ( o ) . 

E x . 0 I . A e q u a ç ã o 

Xi + 6 . r = 7 

òk p = 6 , q = — 7 , - e a r e d u z i d a 
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t 2 — 7 ( = 8 ; 

d ' e s t a ú l t i m a t í r a - s e í = | ± : i , í = 8 , t ' = — 1 : logo 

"A -

s = l , d = 3 , x = l , x = — £ ( i ±31/— 3. 

E x . 0 I I . A e q u a ç ã o 

y 3 — 3 y 2 + 1 2 y = 4 

d á y = 0 , 3 6 2 1 6 5 , y = 1 , 3 1 8 9 1 8 ± 1 , 7 6 1 1 7 6 1 / — 3 . 

E x . ° I I I . A e q u a ç ã o 

® a — 3 x = 1 8 

d á x = 3 , x = — i ( 3 ± K - 1 5 ) . 

E x . " I V . A e q u a ç ã o 

x 2 — 2 7 x + 5 4 = 0 , 

dá » = — 6 , x = 3 , x = 3 . 

1 1 1 . A s e q u a ç õ e s d o 3 . ° g r á o p o d e m r e s o l v e r - s e p o r m e i o d a s t a -
boas d o s l o g a r i t h m o s - , e m p r e g a n d o o p rocesso i n d i c a d o n a P . I I . p . 1 8 9 , 
a Gm de o b t e r as r a i z e s t e l ' da r e d u z i d a . 

Sendo p positivo, t o m a - s e 

d ' o n d e ] t = V ( W t a n g i ç , 

t a n g 9 : 
2 WpY 

WvY 
t a n g 



1 8 4 ALGIiBBA SUPERIOR. 

I ' G P ) depo i s Vt = V ( ½ ? ) x ^ t a n g ' - 9 Vl' 
t a n g i ? 

2 V(-'pf Sendo p negativo t o m a - s e s e n o = -
3 

d o n d e r e s u l t a ^ t = — V ( j p ) x & t a n g £ 9 , J't'= — ^ 7 ^ 
V t a n g 7 ? 

À c h a d a s as r a i z e s c u b i c a s de í e t ' , d e d u z e m - s e os v a l o r e s de s o 
d, e c o n s e g u i n t e m e n t e os de x. 

P o r e x . ° , na e q u a ç ã o a ? 3 + 9x + 6 = 0 , l e m o s p = 9 , q = + 6 ; 
e c o m o se dá o 1 . ° c a s o , 

2 . . . . 0 , 3 0 1 0 3 0 0 
3 0 , 4 7 7 1 2 1 3 
V 3 . . 0 , 2 3 8 5 6 0 6 0 , 2 3 8 5 6 0 6 . . . . 0 , 2 3 8 5 6 0 6 — 
6 — 0 . 7 7 8 1 5 1 3 t a n g 1 , 9 2 0 4 7 9 8 — 7 , 9 2 0 4 7 9 8 

T a n g 9 0 , 2 3 8 5 6 0 6 1 . ° 0 , 1 5 9 0 4 0 4 2 . ° . . 0 , 3 1 8 0 8 0 8 — 

9 = 6 0 ° , 9 = 3 0 . ° Iog. t a n g = 7 , 7 9 1 4 3 9 4 
1 . ° t e r m o 1 , 4 4 2 2 5 0 
2 . ° — 2 , 0 8 0 0 8 3 

s = x = — 0 , 6 3 7 8 3 3 , d = 3 , 5 2 2 3 3 3 
£ = + 0 , 3 1 8 9 1 6 ± 1 , 7 6 1 1 6 6 1 / — 3 . 

D o m e s m o m o d o , n a e q u a ç ã o x3— 2 x — 8 = O t e m o s p = 2 , 
q = — 5 . E x e c u t a d o um ca l cu lo s i m i l h a n t e , c o m a t t e n ç ã o p o r é m a q u e 
se dá o 2 . ° c a so , a c b a r i a m o s 

x = — l , 0 4 7 2 6 =t 0 , 6 5 5 8 3 5 ( / " — 3 . 

1 1 2 . Se as duas raizes t e t' da reduzida forem reaes, t a m b é m 
l/t e ^t' o s e r ã o , b e m c o m o s e d; e e n t ã o d a s f ó r m u l a s ( 5 ) se c o n -



A I - g e b r a s U p e r i o r . 185 

c lue , q u e a proposta só tem uma raiz real. C o m t u d o se fo r I = t', t e r e m o s 
d = 0 , e os t r e s va lo re s de a; r e a e s , s e n d o d o u s e g u a e s á m e t a d e do 3 . ° 
c o m o s igna l c o n t r á r i o . E o q u e t e m loga r no E x . 0 I V . pag . 1 8 3 . 

P o r é m se as raizes da reduzida forem imaginárias, c o m o as e x p r e s -
sões ( 5 ) f i c a m c o m p l i c a d a s c o m i m a g i n á r i o s , p a r e c e q u e n e n h u m a d a s ra izes 
é r e a l , c o n t r a o q u e já se d e m o n s t r o u (n . ° 6 Í - , I I ) . Es t a c i r c u n s t a n c i a , 
q u e se dá p r e c i s a m e n t e q u a n d o as Ires raizes da proposta são reaes , t e m 
o í f e r e c i d o g r a n d e s e m b a r a ç o s a o s a n a l y s t a s , q u e n ã o s a b e n d o a c h a r e s t a s 
r a i z e s , c h a m a r a m a e s t e caso irreduzivel. P a r a q u e e l l e l e n h a l o g a r é 
n e c e s s á r i o , q u e seja 27 t f+^p 1 <0, is to é , q u e p se ja n e g a t i v o , e — i p " > 2 7 q 2 . 

Se r e p r e s e n t a r m o s os va lo re s de t e t' por a ±bV—1 , a ra iz c u -
bica , ou a po tenc ia i , s e p o d e r á d e s e n v o l v e r em s e r i e . S e m e x e c u t a r o 
c á l c u l o , é m a n i f e s t o q u e n ' e s t a s s e r i e s s ó p o d e r ã o a p p a r e c e r i m a g i n a r i o s 
os t e r m o s em q u e b Vr—1 e s t i v e r e l e v a d o a p o t e n c i a s i m p a r e s : e c o m o 
ns d u a s s e r i e s s e d e d u z e m u m a da o u t r a m u d a n d o 6 em — b , é e v i d e n t e 
q u e a m b a s s e a c h a m c o m p r e h e n d i d a s n a f ó r m a P z t Q K — 1 , c u j a 
s o m m a é s = 2 P , e a d i f f e r e n ç a d = 2 Q K — 1 . L o g o as e q u a ç õ e s ( 5 ) 
s e r e d u z e m á s s e g u i n t e s e x p r e s s õ e s r e a e s 

x = 2 P , x = — P — Q K 3 ( 6 ) 

T e m o s pois f e i to v e r , q u e a s r a i z e s s ão r e a e s , p r e c i s a m e n t e q u a n d o 
a s e q u a ç õ e s ( 5 ) a s a p p r e s e n t a m d e b a i x o d e f ó r m a i m a g i n á r i a . E s t e c a s o , 
r e a l m e n t e s i n g u l a r , p r o v é m d e q u e n a h y p o t h e s e d ' o n d e p a r t i m o s 

x = xf + z, yz = — ~p, 

não ba c o n d i ç ã o a l g u m a , pe la q u a l se e x p r i m a q u e c o m e f f e i t o y e z 
são r e a e s ; e d o cá l cu lo e x p o s t o s e d e i x a v e r , q u e e s t a s q u a n t i d a d e s são 
i m a g i n á r i a s q u a n d o a s t r e s r a i zes são r e a e s . P a r a a s o b t e r d e s e n v o l v e r - s e - h a 

e m s e r i e ( a + ò K — I p , e d a n d o a o d e s e n v o l v i m e n t o a f ó r m a P + Q K — 1 , 
c o n h e c e r e m o s a s q u a n t i d a d e s P e Q , q u e s e s u b s t i t u i r ã o n a s e q u a ç õ e s ^6). 

1 1 3 . C o m o e s t e m e t h o d o n ã o é p r o p r i o p a r a nos d a r a c o n h e c e r a s 
r a i z e s , e m p r e g a r e m o s p a r a isso o s s e g u i n t e s q u e s ão p r e f e r i v e i s . 

I . 0 C o n h e c i d a u m a d a s r a i z e s a , p a r a o b t e r a s o u t r a s d u a s d i v i d i -
r e m o s a p ropos t a p o r a; — a ; o r e s t o a 3 + ap + q é n u l l o por h y p o t h e s e , 

2 4 
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e o quociente do 2.® gráo ax+ a2-f p, egualado a tero, dá 

x ' — iadb V — v — ^ a 2 
i (7) 

Se a í . ' r a i z a for r e a l , p a r a q u e a s o u t r a s d u a s t a m b é m o s e j a m , é n e -
cessá r io e b a s t a q u e p se ja nega t ivo e > \ a 2 . F a ç a - s e pois — p=p', 
e d e s i g n e - s e por £ a d i f f e r ença posit iva 8 = p ' — j a 2 . P a r a d i s c u t i r m o s 
o caso q u e n o s o c c u p a , e l i m i n e m o s a e n t r e esta e q u a ç ã o e q =— as+ap', 
a fim de t o r n a r a r e l a ç ã o e n t r e p1 e q i n d e p e n d e n t e de a. A e q u a ç ã o 
f i n a l pôde e s c r e v e r - s e 

k t f * _ 2 7 3
2 = (4 $ — 3 p ' f ; 

e c o m o 5 é p o s i t i v o , é e v i d e n t e q u e as ra izes s ó m e n t e p o d e r ã o se r r e a e s 
s endo p n e g a t i v o , e — 4 p 3 > 2 7 q * , cond ições q u e t o r n a m i m a g i n á r i a s a s 
r a i zes d a r e d u z i d a , e m c o n f o r m i d a d e d o q u e d i s semos . 

P a r a a c h a r a s ra izes n ' e s t e c a s o , r e d u z a - s e p r i m e i r o a — l o coe f f i -
c i e n t e do 2 . " l e r m o da e q u a ç ã o ( 1 ) X3—p'x-\-q= 0, t o m a n d o X = — z Vp1. 
D i v i d i n d o pela ra iz q u a d r a d a de p ' % a t r a n s f o r m a d a m u d a - s e em 

Ora na bypolhese de ser 

prova-se, que se fizermos z = V\ o resultado será positivo. E como, 
fazendo z = 1, apparece um resultado negativo, conclue-se que existe uma 

raiz entre l e y / — = 1 , 1 5 4 7 . 

Faça-se z = 1 + o, e será « < 0 , 1 5 4 7 ; n'uma primeira approxi-
mação poderemos desprezar v1, e teremos 
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2 o + 3 » 1 = p ^ T T 

T o m a n d o a r a i z pos i t iva d ' e s t a e q u a ç ã o t e r e m o s z , e c o n s e c u t i v a m e n t e 

x 

S e m e l l i a n t e m e n t e p a r a a e q u a ç 3 o x'—p'x — q = 0, t o m a n d o x = zVp't 
a c h a r e m o s o m e s m o va lo r n u m é r i c o de x r oas c o m s igna l c o n t r á r i o . 

T e r e m o s pois o va lor a p p r o x i m a d o 

(8) 

d e v e n d o e s c o l h e r d e n t r e o s d o u s s i g n a e s a q u e l l e q u e for c o n t r á r i o a o d o 
ú l t i m o t e r m o q ; e p r o c e d e r e m o s d e p o i s a u m a s e g u n d a a p p r o x i m a ç ã o p e l o s 
m e t h o d o s o r d i n á r i o s . 

A e x p r e s s ã o ) ( 7 ) e q u i v a l e n t e a 

dá depo i s a s o u t r a s d u a s r a i zes . 
A s s i m na e q u a ç ã o x ' — 5o; + 3 = O, t e m o s x = — zVS , d ' o n d e 

r e su l t a 

s 3 — z = • , 
5 | / 5 

e po r c o n s e g u i n t e 

> = - 1 1 / 5 ( 2 + \ / 1 + ^ ) = - ^ 5 . 3 , 3 4 3 = - 2 , 4 9 2 ; 

e po r fim 
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X = — 2 , 4 9 0 8 6 2 , ¢ = 1 , 8 3 4 2 4 5 , x = 0 , 6 5 6 6 1 6 6 . 

2 . ° Q u e r e n d o e m p r e g a r o s I o g a r i t h m o s , u s a r e m o s c o m p r e f e r e n c i a 
d o m e t h o d o s e g u i n t e . 

F a z e n d o n o t h e o r e m a ( 4 ) n . ° 1 0 1 , m = 3 , t e m o s , s u p p o n d o o r a i o 
e g u a l á u n i d a d e , q u e 

y 2 — 2 y c o s A 9 + l d iv ide y ' — 2 y * c o s ç + 1 . 

Na e q u a ç ã o x' — p x - j - q = O, na qua l se dá a p o s igna l — , por q u e 
t r a c t â m o s o caso de s e r 2 7 q * + 4 p J < 0 , t o m e - s e 

a ^ r n f e + y - 1 ) ; 

virá m3 ( y 3 + y " 3 ) + ( 3 m s — pm) (y + y->) + q = O ; 

e fazendo d e s a p p a r e c e r o 2 . ° t e r m o pe la h y p o t h e s e m = K j p , s e r á 

Ç y í ' 1 = 0 . 
K G p ) 1 

E c o m o no caso p r e s e n t e t é i m a g i n á r i o na e q u a ç ã o ( 3 ) , sendo Q q) 2< ( | ' p ) 
p o d e m o s a c h a r u m a r c o 9 , c u j o coseno seja m e t a d e d o fac to r d e y 3 , v is to 
q u e es ta m e t a d e 6 < 1 ; i s to é , 

cos 9 = 
— 7 

2 - Í p K ( i p ) 
(9) 

A propos ta a c h a - s e e n t ã o r eduz ida ao 2 . ° t r i n o m i o do t h e o r e m a , e é d ivis ível 
por y 2 — 2 y c o 9 j 9 + 1 = 0 . D i v i d i n d o por y , t e m o s 
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y + y ~ " = 2 cos j ç ; 

1 8 9 

e c o m o x = m (y + y - ' ) , s e r á 

x = 2 V(Ip) c o s i ? ( 1 0 ) 

O a r c o 9 a c h a - s e c a l c u l a n d o a e q u a ç ã o ( 9 ) por m e i o dos I o g a r i t h m o s . T o -
m a r - s e - h a o seu t e r ç o , a o q u a l s e a j u n c t a r á 1 2 0 ° e 2 4 0 ° , p o r q u e a l é m 
do a r c o a c h a d o nas t a b o a s , p o d e m o s t o m a r os a r c o s <p + , ç -f- . aos 
q u a e s c o r r e s p o n d e o m e s m o c o s e n o . A e q u a ç ã o ( 1 0 ) , n a q u a l cos j o t o m a 
t r e s v a l o r e s d i f f e r e n t e s , d e t e r m i n a r á a s t r e s r a i z e s r e a e s . 

N a e q u a ç ã o x 3 — 5 x — 3 = 0 , é p = 5 , 3 

q = — 3 , cos o = . O c á l c u l o e m f r e n t e d á 
1 2xjV± 
? = 4 5 ° 4 8 ' 9 " , c u j o t e r ç o é 1 5 ° 1 6 ' 3 " . A j u n c t a -
r e m o s 1 2 0 ° e 2 4 0 ° , e t o m a r e m o s o s s e u s cosenos , 

q u e são o s m e s m o s q u e 

5 . . . . 
3 

d i f f . . . 
m e t a d e . 
2 . . . . , 
d e n . — 
3 . . . + 
cos 9 . . 

0 , 6 9 8 9 7 0 0 
0 4 , 7 7 1 2 1 3 
0 , 2 2 1 8 4 8 7 
0 . 1 1 0 9 2 4 3 
0 . 3 0 1 0 3 0 0 
0 , 6 3 3 8 0 3 0 
0 , 4 7 7 1 2 1 3 

1 , 8 4 3 3 1 5 3 

cos 1 5 ° 1 6 ' 3 " , — s e n 4 3 ° 1 6 ' 3 " , — c o s 7 5 16' 3 " 

C o m o s d a d o s d e c i m a , t e m o s p o r f i m 

2 V \ . . . . 0 . 4 1 1 9 5 4 3 
cos i 9 1 , 9 8 4 3 9 5 5 

x . . . . 0 , 3 9 6 3 4 9 8 
x = 2 , 4 9 0 8 6 2 

0 , 4 1 1 9 5 4 3 
i . 8 5 1 5 0 3 2 -

0 , 2 6 3 4 5 7 5 -
— 1 , 8 3 4 2 4 5 

0 , 4 1 1 9 5 4 3 
1 ,4053576 

í 8 1 7 3 1 1 9 
— 0 , 6 5 6 6 1 6 6 

Equações do quarto gráo. 

1 1 4 . A s e q u a ç õ e s d o q u a r l o g r á o a u m a i n c ó g n i t a , d e p o i s d e r e -
d u z i d a s á f ó r m a 
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x* + p x 1 + j x + r == 0 , 

p o d e m r e s o l v e r - s e po r um p rocesso s i m i l h a n t e ao q u e f i c a e x p o s t o p a r a o 
3 . ° g r á o . C o n s i d e r a n d o x d e c o m p o s t o em duas p a r t e s y e z, is to é x = y + z, 
t e r e m o s 

y 4 + ( 6 Z i + p ) y 2 + ( z 4 + p z 1 + qz + r)) 
[ = 0 . 

+ 4 z y 8 + ( 4 z 3 + 2 p z + 9 ) y ) 

C o m o a r e l a ç ã o e n t r e y e z d e i x a u m a d ' e s t a s q u a n t i d a d e s a r b i t r á r i a s , 
p o d e m o s e g u a l a r a ze ro a 2.® l inha da e q u a ç ã o p r e c e d e n t e , na qua l só 
e n t r a m ! a s p o t e n c i a s i m p a r e s d e y , e v i rá 

" > 

E l i m i n a n d o y 2 , a t r a n s f o r m a d a t o r n a - s e e m 

« • + s í » 4 + r r ( P - 4 ^ - ^ = 0 . 

e q u a ç ã o n a q u a l s ó e n t r a m po tenc ia s p a r e s d e z . F a ç a - s e p o i s , pa ra s i m -
pl i f icar , Ss = e t e r e m o s 

t' + 2pt2 + (p1 — 4r) í — ?
2 = 0 (A) 

E s t a e q u a ç ã o , do t e r c e i r o g r á o , é n ' e s t e caso a reduzida; e c o m o 
d e v e t e r n e c e s s a r i a m e n t e u m a ra iz pos i t iva e r e a l , d e s i g n a n d o - a po r t , 
t e r e m o s 

i = ± i y t , 

e x p r e s s ã o em q u e o s ignal é a r b i t r á r i o . 
S u b s t i t u i n d o e s t e va lor de z em x = y + z e em ( 1 ) , v e m 

x = y ± ± 1 S t t y 2 = i ( - < - 2 p ^ ) ( 2 ) 
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A c h a - s e p o r f i m , t e n d o a t t e n ç â o 6 c o r r e s p o n d ê n c i a d o s s i g n a e s , e e l i m i -
n a n d o y f 

( b ) 

® = — l — » í — 2 p + pP) j 

É neces sá r io pois : resolver a reluzida ( A ) ; achar uma raiz positiva t; 
e substituir esta raiz nas fórmulas ( B ) , as quaes darão os quatro 
valores de x. 

E x e m p l o I . N a e q u a ç ã o 

2a ; 4 — 1 9 a ; 2 + 2 4 * = ^ , 

a r e d u z i d a é t s — 19 í2 + 9 6 í = 1 4 4 ; 

u m a d a s ra izes ( = 3 dá 

a ; = I K 3 ± K ( 4 — 2 r 3 ) , í c = . — i K 3 ± K 3 ± : K ( * + 2 K 3 ) ; 

e c o m o ( p a g . 1 7 8 ) é i / 4 ± 2 K 3 = i ± V 3 , 

se rá finalmente x = l ± K3 , x *= — 1 ±. ; K3. 

E x . 0 I I . N a e q u a ç ã o 

xK — x + ! «5 0 , 

é t ' - , 4 ( = 1 ; 

logo ( = 2 , 1 1 4 9 0 7 . . . . , d ' o o d e te t i r a 



1 9 2 á l g e b r a s u p e r i o r . 

x = — 0 , 7 2 7 1 3 6 0 ± 0 . 9 3 Í 0 9 9 J / — 1 , 

x = + 0 , 7 2 7 2 3 6 0 ± 0 , 4 3 0 0 1 3 9 K — 1 . 

1 1 5 . Se nas e q u a ç õ e s ( B ) s u b s t i t u í s s e m o s por t o u t r a q u a l q u e r ra iz 
d a r e d u z i d a , n ã o s e o b t e r i a m va lores d i f f e r e n t e s para x , m a s p r e f e r e - s e 
a r a i z posit iva t ás o u t r a s d u a s l' e t" pa ra e o r a m o d i d a d e dos cálculos . E 
c o m ef fe i to e x p r i m i n d o es t e s va lores ( B ) e m f u n e ç ã o da s t r e s ra izes t e -
r e m o s 

s e n d o t , t', t", i n d e p e n d e n t e s d o s igna l d e q , po r e n t r a r s ó q 2 n a reduz ida 
( A ) , m a s d e v e n d o u s a r - s e do s igna l s u p e r i o r , ou i u f e r i o r , c o n f o r m e for q 
posi t ivo ou nega t ivo . 

f + t ' + t ' ' = — 2 p , <. t ' . t " = q2. 

A l . a d á (' + í" = — 2p — t , 

e a 2 . " dá ( 3 ) 

L o g o ; p a r a q pos i t ivo s e r á 

x = í1St±l/(lt' + ít» — iWt») ; 

ou an t e s 

e , d o m e s m o m o d o , 

E pa ra q n e g a t i v o se rá 

x «= i Vt ± I1 + i t" +'} Vt't"); 


