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ou an t e s l V t ± V t ' ± V t " ) , j 
> 

c do m e s m o m o d o 

A d v i r t a - s e q u e , e m q u a l q u e r dos dous c a s o s , a s equações ( 4 ) e ( 5 ) 
são s y m e t r i c a s e m t , l ' , l " , isto é , q u e a s exp res sões dão o s m e s m o s q u a t r o 
v a l o r e s , q u a n d o u m a d ' e s t a s l e t r a s s e m u d a n a o u t r a . L o g o , sendo a s 
equações ( 4 ) e ( 5 ) as m e s m a s q u e as e q u a ç õ e s (B) d e b a i x o d ' o u t r a f ó r m a , 
as equações ( B ) não d ã o m a i s de 4 ra izes . 

As equações ( 4 ) e ( o ) t e m a v a n t a g e m de ind ica r a n a t u r e z a dos 
ra izes de x. P o r q u e : 

1 . ° Se a reduzida tiver as ires raizes reaes, c o m o o seu p r o d u c t o 
t .t' .t"=q2 é p o s i t i v o , t e m de se r f o r ç o s a m e n t e duas n e g a t i v a s , ou t o -
das t r e s posi t ivas . No l .° caso V t e V l ' são i m a g i n á r i a s , e por c o n s e -
g u i n t e s e r ã o i m a g i n a r i o s todos os q u a t r o valores de x . No 2 . ° , Vt, Vt', Vt' 
são r e a e s , e as q u a t r o r a i ze s da p ropos ta t a m b é m o s e r ão . 

L o g o : Quando a reduzida se achar no caso trreduzivel, a pro-
posta terá as quatro raizes conjunctamente reaes ou imaginárias , conforme 
forem os tres valores t lodos positivos, ou só um positivo e os outros ne-
gativos. 

A c o n t e c e n d o n ' e s t e 2 . ° caso" se r 'í1 = <"', c o m o dous dos va lo res de x 
c o n t é m a d i f f e r ença dos r a d i c a e s Vt' e Vl", os i m a g i n a r i o s d e s t r o e m - s e 
e n t r e s i , e a p ropos ta f ica c o m duas r a i ze s r e a e s e e g u a e s , e d u a s i m a -
g i n á r i a s . 

2 . ° Se a reduzida tiver só uma raiz t real, c o m o t é p o s i t i v o , 
Vt é r e a l . A l é m d is to d e s i g n a n d o í ' e t" por a ±bV— 1, se rá 

O ú l t i m o rad ica l é m a n i f e s t a m e n t e r e a l e>a; e po r c o n s e g u i n t e o q u a -
d r a d o t e m dous v a l o r e s ' r e a e s , u m p o s i t i v o , o u t r o nega t ivo . E x t r a b i n d o 
pois a r a i z , q u e é Vl' ± Vt", t e m o s de u m a p a r t e u m a q u a n t i d a d e real da 
f ó r m a Vh , e da o u t r a u m a i m a g i n á r i a da f ó r m a V—B-

L o g o , r e v e r t e n d o para os valores p r e c e d e n t e s de x , v è - s e c l a r a m e n t e 

Vl1 ± Vi" = V(a -f b V— \)±V(a — bV—\)\ 

e , q u a d r a n d o , 
(Vti — Vi")2 = 2a±2V{a2 + b2). 
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q u e , se a reduzida tiver sómente uma raiz t real, esta será positiva, e a 
propala lerá duas raizes reaes e duas imaginárias. 

I V . F u n c ç õ e s S v m e t r i c a s . 

Cálculo das funcções symelricas das raizes das equações. 

1 1 6 . Diz-se f u n e ç ã o s y m e l r i c a , ou i nva r i ave l , aquella que não 
soffre alteração alguma, quando as letras que ri ella entram se mudam umas 
nas outras.''Taes são , por e x . ° , a 2 + ò 2 , Ka + K 6 , a + b + s en a sen b , 
q u e p e r m a n e c e m as m e s m a s , q u a n d o se põe a por b , e 6 por a . Os coe f f i -
c i e n t e s dos d ive r sos t e r m o s de u m a e q u a ç ã o f x = O l a m b e m são f u n c ç õ e s 
s y m e l r i c a s d a s r a i ze s a , b , c , . . . . . . ( n . ° 2 9 ) 

R e p r e s e n t a r e m o s por S , a s o m m a d a s p o t e n c i a s do g r á o k d a s ra izes 

da p r o p o s t a , ou S j = A 1 + bk+ c 1 + ; e p o r [ a a f í c"1 ] a 

f u n e ç ã o s y m e t r i c a q u e t e m u m t e r m o d a f ó r m a a a b C l r . . , . , e n a q u a l 
se o b t ó m os o u t r o s t e r m o s m u d a n d o c a d a u m a das l e t r a s a,b, c , 
c m todas a s o u t r a s s u c c e s s i v a m e n t e . 

P o s t o i s t o , p a s s e m o s a m o s t r a r q u e , apszar de não serem conhecidas 
as raizes a , b , c . . . . . . . da equação 

fx = xm + PlXm-1 +p2xm-* + + pm^x +pm = 0, 

podemos sempre achar as quantidades Si e [ a " b C1 ] em funeção 
dos coefficientes p , , p2 , p3 da proposta. 

1 . " P A R T E . D i v i d i n d o p o r 

f x = (x —a)(x — b) [x — c ) 

a d e r i v a d a ( n . ° 4 7 , 2 . ° ) d ' e s t a m e s m a f u n e ç ã o , o u 

f x = [x —b) (x — c) + (x — a) (x — c) + e l e . , 
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acha-se 

m x — 1 + ( m — 1 ) P l X m - 2 + ' . . + _ 1 _ _ J 1 

XM + P L X M - 1 + +PM Cf) ^ ( x — Ò ) ' (x—c)" 

D e s e n v o l v e n d o ( x — a ) - 1 t e m o s (n . ° 1 1 , 1 ) 

1 1 a a a a 5 
= — + — + — + - T + - . . . x — a x x x x 

M u d a n d o c o n s e c u t i v a m e n t e a e m 6 , c , d , e s o m m a n d o e s t e s 
r e s u l t a d o s , o s e g u n d o m e m b r o d a e q u a ç ã o ( 1 ) t o r n a - s e e m 

m S 1 S 2 S i 

— + ~ t + - T + - T + 
X X X X 

M u l t i p l i c a n d o toda a e q u a ç ã o por xm + P1X""'+ . . . . . . + pm , v e m 

m x m ~ l + (m — 1) P i X m - 2 + e t c . = 

m x * ' + S 1 

+ mPi 

x™ 
+ P 1 S 1 

+ rap. 

x — 3 + 
+ P - S 1 

+ f A 
+ mp3 

xm~4.. e t c . + S i 

+ P i S j - i 
+ P2 Si-J 
+ P > - 3 

,m—l—i 

O l . 0 m e m b r o t e m m t e r m o s ; o 2 . ° t e m i n f i n i t o s ; e c a d a u m a d a s m + 1 
l inhas h o r i z o n t á e s de coe f f i c i en te s t e m o seu 1 . ° t e r m o a f f a s t a d o u m a casa 
m a i s pa ra a d i r e i t a q u e a l inha a n t e c e d e n t e . 

C o m p a r a n d o o s coe f f i c i en t e s d a s m e s m a s p o t e n c i a s d e x n ' e s t a s d u a s 
i d e n t i d a d e s , t r a n s p o n d o e r e d u z i n d o , a c h a r - s e - h a («) 

(«) Todas as vezes que duas funcções idênticas , desenvolvidas em ordem 
ás potencias de x, nos levarem a uma equação da fórma 

A -I- Ba; -+- C a r -t- = P - + - Qa: + Ra:5 

sendo À , B , C P , Q , R coefficientes independentes d e x 



196 ALQEDRA SUPERIOR. 

(A) 

S ^ P 1 = O 5 

, 8 , + ^ 8 , + 2 ^ = 0 , 

s,+PA+pA+3P,=<>> 

S m - . + P 1 S m . , + p , S m _ 3 + . . . . + (m—l) pm_, = 0 . 

E q u a ç õ e s po r m e i o d a s q u a e s s e r á fácil c a l cu l a r s u c c e s s i v a m e n t e S 1 , S 2 , . . S„ ,_ , 
em f u n c ç ã o dos coe f f i c i en t e s p, , p2, p3, 

P a s s a d a s e s t a s m — 1 e q u a ç õ e s , o l .° m e m b r o iiHo teaa t e r m i s c o m -
p a r á v e i s c o m os do 2 . ° , e a p p a r e c e m e q u a ç õ e s da f ó r m a 

s e n d o l um i n t e i r o = ou > m. Q u a n d o for Z = m, p ô d e s u b s t i t u i r - s e o 
t e r m o pm S0 por mpn. p o r se r S0 = C t 0 + ^ + =m; e n ' e s s e caso a 
e q u a ç ã o ( B ) a i n d a s e a c h a c o m p r e h e n d i d a n a m e s m a lei d a s e q u a ç õ e s (A) . 
A c h a d o S m , p o d e m o s , s u c c e s s i v a m e n t e , pe la e q u a ç ã o ( B ) a c h a r a s r e l a ç õ e s 
s e g u i n t e s S m + 1 , S m + 3 . . . . e m funeções dos coef f i c ien tes d a p ropos ta ( 1 ) . 

P a r a d e t e r m i n a r a s o m m a d a s p o t e n c i a s n e g a t i v a s , o m e i o m a i s s i m -

p les ó m u d a r n a p ropos t a ( 1 ) x e m — , e p r o c u r a r depo i s pe l a s f ó r m u l a s OC 
(A) e ( B ) a s s o m m a s d a s po tenc ia s pos i t ivas das r a i z e s da t r a n s f o r m a d a . 

é ev idente , por isso que a equação subsis te para quaesquer valores dados a x , 
que haverá entre estes coef f ic ientes as re lações 

A d i a n t e , n o m e t h o d o dos coe f f i c i en tes i n d e t e r m i n a d o s , nos s e r v i r e m o s d ' e s t a p r o -
p r i e d a d e . 

( B ) . . . . S i + P 1 S i . , + p2 S,.2 + +pn S , _ M = 0, 

Exemplos. 

N a e q u a ç ã o 
x3 — 3x2+ 2x — l=0 

A = P , B = Q , C = R , . 



t e m o s P 1 = 
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— 3 , p 2 = 2, Pi= —1 : o q u e nos d á , em v i r t u d e de (A ) 

S 1 = 3 , S 2 = 5 , S i = 1 2 ; 

e e m v i r t u d e d e ( B ) a c o n t i n u a ç ã o d a s e r i e , c u j o s t e r m o s , c o m o d ' e l l a 
s e d e p r e h e n d e , s e v3o f o r m a n d o d o p r o d u c t o dos t r e s p r e c e d e n t e s m u l t i -
p l i c ados r e s p e c t i v a m e n t e por 3 , — 2 , 1 . C o m e ç a n d o pois d e s d e S 0 = 3 , 
t e r e m o s a s e r i e 

3 , 3 , 5 , 1 2 , 2 9 , 6 8 , 1 5 8 , 3 6 7 , 8 5 3 , 1 9 8 3 , 4 6 1 0 , 1 0 7 1 7 , 2 4 9 1 4 , 5 7 9 1 8 . 

P a r a o b t e r a s o m m a d a s p o t e n c i a s n e g a t i v a s d ' e s t a m e s m a e q u a ç ã o , a c h a -

r í a m o s , a d v e r t i n d o q u e o s c o e f f i c i e n t e s d a t r a n s f o r m a d a e m — s3o 1 , - 3 , 2 , 

3 , 2 , — 2 , — 7 , — 6 , 7 , 2 5 , 2 3 , — > 2 2 , — 8 8 

N a e q u a ç ã o xm— 1 = 0 , a c h a - s e po r e s t a s f o r m u l a s , c o m o a p a g . 1 6 6 , 

S 1 = S 2 = S 3 S m . , = O , S 0 = S m = S m + l = . . = m . 

2." PARTE. M u l t i p l i c a n d o u m a pe la o u t r a as d u a s s o r a m a s 

S = a
a + ò t t + c t t + 

CC 

Sg = a 6 + &6 + c e + 

o p r o d u c t o c o n t e r á t e r m o s de d u a s e s p e c i e s : 1.® a s o m m a de t o d a s as 
p o t e n c i a s a . + g das r a i z e s : 2 . ° a s o m m a de todos os p r o d u c t o s , q u e 
se f o r m a m c o m b i n a n d o a po tenc i a a de u m a r a i z q u a l q u e r c o m a 
p o t e n c i a ' ê d ' o u t r a ra iz . O r a c o m o a p r i m e i r a s o m m a se d e s i g n a , s e -
g u n d o a n o t a ç ã o a d o p t a d a , p o r S t t ^ g ; e a s e g u n d a p o r [ a t t 6 ê j , t e r e m o s 
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S a - K + 0 ¾ 6 ] = - S - S e
f 

d'onde se deduz, no caso das funcções duplas, 

| > ô ê ] ~ s A (D). 

Multiplicando entre si as tres sommas 

S a = = 0 * + 6 * + c * „ 
• ' '.Mpii . 

S g - a ê + 6 e + c ê 

S y = c - T - i - ^ - j - c I f 

acha-se uma funcçSo symetrica, cujos termos s3o compreliendidos n'uma 
das cinco fórmas seguintes: 

aa+ê+\ aa+€b\ U^be
j ; 

logo, segundo as notações adoptadas, teremos 

Mas j em virtude das fórmulas ( D ) , é 

[a* = S a + g S 7 — S t k ^ , 

[ a * + V ] = $ H - Y S g - s S c W , , 

Wb^ I ) 



a l g b b f i a s c p b r i o r t 1 9 9 

S u b s t i t u i n d o es te s va lo re s na e q u a ç ã o p r e c e d e n t e , e t i r a n d o d ' e l l a d e p o i s 
o valor o b t e m - s e , p a r a as f u n e ç õ e s t r i p l a s , 

] = S a SSSt — S a - H S 7 — S a + 7 S g — S g - H S a + 2 S a + g - h . . . . ( E ) 

P o r m e i o d ' e s t e p roces so m u i t o s i m p l e s p o d e m o s passa r p a r a o s casos d a s 
funeções q u a d r u p l a s , q u i n t u p l a s , e t c . 

C u m p r e p o r é m a d v e r t i r q u e es t a s e x p r e s s õ e s p r e c i s a m s e r m o d i f i c a -
das , q u a n d o a l g u n s dos e x p o e n t e s a , g , y , f o r e m e g u a e s . C o m 
ef fe i to u m a s o m m a q u a l q u e r [aa6êcT] , na qua l c a d a t e r m o t e m n l e i r a s , 
c o m p õ e - s e f o r m a n d o todos os a r r a n j o s n a n d a s m l e t r a s a , b, c, . . . . 
e d a n d o r e s p e c t i v a m e n t e ás n l e t r a s de cada um d ' e l l e s os e x p o e n t e s 

g , y ; s e n d o o n u m e r o dos t e r m o s [ m P n ] . O r a , s u p p o n d o q u e 
n ' u m t e r m o a l e t r a a t e m o e x p o e n t e a, e 6 o e x p o e n t e g , h a v e r á n e -
c e s s a r i a m e n t e o u t r o t e r m o q u e não d i f f e r i r á d a q u e l l e , s e n ã o n a p e r m u t a -
ção de a em 6 ; logo os d o u s t e r m o s t o r n a r - s e - h ã o e g u a e s se for a = g , 
N ' e s t e caso a s o m m a t o t a l dos t e r m o s d i f f e r e n t e s s e r á a m e t a d e d a q u e l l e 
q u e é d a d o pe las f ó r m u l a s . 

Se h o u v e r t r e s e x p o e n t e s e g u a e s a = g = Y> ^ c ' a r o 9 u e c a ^ a 

u m dos t e r m o s d i f f e r e n t e s d a f ó r m u l a s e r á r e p e t i d o n ' e l l a t a n t a s vezes 
q u a n t a s são os a r r a n j o s t r e s a t r e s c o m t r e s l e t r a s ; logo para t e r s ó m e n t e 
a s o m m a dos t e r m o s d i f f e r e n t e s , é p r e c i s o d i v i d i r as f ó r m u l a s g e r a e s por 
2 x 3 . 

Em g e r a l se for p o n u m e r o dos e x p o e n t e s e g u a e s , é n e c e s s á r i o d i -
vidir a s f ó r m u l a s por 2 x 3 xp• 

Âppllcação á resolução numérica das equações. 

117. S u p p o n h a m o s já a c h a d o s , r e l a t i v a m e n t e a uma e q u a ç ã o d a d a , 
o s va lo res S 1 , S 2 S1 . Q u a n t o m a i o r fo r a e m r e l a ç ã o á s o u t r a s r a i zes 
b , c t a n t o m a i s S i t e n d e r á pa ra t o r n » r - s e e g u a l ao seu 1.° t e r m o 
a1, e S»_, a al~l; e po r c o n s e g u i n t e se rá p r o x i m a m e n t e S»: S , _ , =a. P o r 
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t a n t o , m serie S 1 , S 2 , . . . » . . S t , o quociente da divisão de cada um dos 
termos pels seu antecedente, approximar-se-ha cada vez mais da raiz supe-
rior a , ao passo que o índice k for mais elevado. 

P o d e r i a m o s pelo m e s m o t h e o r o b t e r a m e n o r r a i z (n . ° 3 4 , 2 . ° ) . 
E s t a p ropos i ção p ô d e t e r e x c e p ç õ e s n o caso dos i m a g i n a r i o s . P o r q u a n t o , 

se ja 

W = OCd=S K ^ T ; 

e f a ç a - s e a = X cos 9 , g = >. sen 9, h y p o t h e s e s p e r m i t t i d a s , por isso 
q u e , d a n d o 

g 
a 2 = a 2 + g 2 , t a n g i 9 = —, 

p o d e m o s d ' e s t a s e q u a ç õ e s conc lu i r X e o a r c o a e m todos o s casos . T e m o s 
pois 

x = ~K (cos 9 ± sen 9 V— 1 ) , 

d ' o n d e s e t i r a (no ta a p a g . 1 6 8 ) 

( a r t g V — 1 ) 1 = V (cos k o ± sen £ 9 V — 1 ) . 

S u p p o n d o pois a e x i s t e n c i a d a s r a i ze s i m a g i n a r i a s h a v e r á e m S 1 u m t e r m o 
2 a ' cos /19. É n e c e s s á r i o p o r t a n t o q u e X = v / ( « 2 + g 2 ) se ja m e n o r q u e a 
m a i o r r a i z a , p a r a q u e s e possa v e r i f i c a r o t h e o r e m a p r e c e d e n t e . 

N o 1 . ° e x . ° d e pag . 1 9 7 t e m o s S 1 3 = 5 7 9 1 8 , S 1 2 = 2 4 9 1 4 , 
o q u o c i e n t e j j ^ T = 2 , 3 2 4 7 1 7 7 è um valor a p p r o x i m a d o de x . 

1 1 8 . A p p l i q u e m o s a g o r a o ca l cu lo das f u n c ç õ e s s y m e t r i c a s á i n d a -
g a ç ã o d a s e q u a ç õ e s a o q u a d r a d o d a s d i l f e r e n ç a s . 

S u p p o n h a m o s q u e á e q u a ç ã o fx = O , c u j a s r a i ze s são a , b , c 
c o r r e s p o n d e á e q u a ç S o ao q u a d r a d o d a s d i f f e r e n ç a s 
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F z = s " + P a " - > + Q a » - 1 + + U = O , 

cu jo s coe f f i c i en te s i ncogn i to s P , Q , R , . . . . U p r e t e n d e m o s d e t e r m i n a r . 
T e m o s 

(x — a)1 = x l — Iax1- + A ' a V ~ 2 — A Vx ± a', 

( x — b)' = X t - lbxl~1+ UtitX1-*- A ' ' f t V " 3 . . . . ± b l , 

(x — c ) ' =X1 — Icx1'1 + e t c . 

E s t a s e q u a ç õ e s s ão em n u m e r o m ;* os coe f f i c i en te s A ' , A" s ão 
d a d o s pela d e s e n v o l u ç ã o d o s b i n o m i o s e l evados á p o t e n c i a Z. 

O s 2 . ° ' m e m b r o s d ' e s t a s e q u a ç õ e s s o m m a d o s d ã o e m r e s u l t a d o 

mxl — ZS1 x ^ + A ' S 2 X i - 2 — A " S 3 x ' - 3 + ± S j . 

M u d a n d o pois s u c c e s s i v a m e n t e x em a, b, c v i r ã o as s o m m a s 
t o t a e s r e s p e c t i v a s 

( a — 6)1 + ( a — c)1 = B i a t - Z S 1 a ' - + . . . . d = S , 

(6 — a)1 + (6 — c) ' = W f t 1 - Z S 1 6 ' - ' + . . . . ±Si 

( c — a / + e t c . 

S o m m e m o s e s t a s ú l t i m a s e q u a ç õ e s : 
Ol.0 membro torna-se na somma das potencias 1 das differenças 

de todas as raizes, subtrahidas duas a duas; 
O 2 . ° membro toma-se em 

mSi — ZS1 S , _ , + 4 ' S a S 1 . , — S , _ 5 + .... ± mSi. 
26 
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S e l fo r i m p a r n a d a s e p ô d e d e d u z i r d ' e s t a f ó r m u l a , p o r q u e n o 1 .° m e m -
b r o as d i í f e r e n ç a s s3o e g u a e s d u a s a d o a s c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e a s 
s u a s p o t e n c i a s l d e s t r o e m - 9 e r e c i p r o c a m e n t e . O 2 . ° m e m b r o é f o r m a d o de 
t e r m o s t a e s , q u e o s q u e f i c a m e q u i d i s t a n t e s d o s e x t r e m o s t e m o s m e s m o s 
coe f f i c i en te s e o s m e s m o s Índ ices p a r a S , c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s . A s s i m 
a m b o s os m e m b r o s se r e d u z e m a z e r o , e t e m o s 0 = 0. 

P o r é m se l for p a r , no 1 . ° m e m b r o a s po t enc i a s d a s d i í f e r e n ç a s ( a — b ) 1 , 
( b — a ) ' , e t c . são e g u a e s d u a s a d u a s c o m o s m e s m o s s i g n a e s , e p o d e m 
s o m m a r - s e ; n o 2 . ° m e m b r o t a m b é m p o d e m s o m m a r - s e o s t e r m o s e q u i -
d i s t a n t e s dos e x t r e m o s , por s e r e m e g u a e s dous a d o u s e t e r e m os m e s m o s 
s i g n a e s , f i cando s ó o t e r m o m é d i o , q u e n3o t e m o u t r o e g u a l . P o r t a n t o 
d i v i d i n d o por d o u s toda a e q u a ç ã o a s s i m r e d u z i d a , os seus t e r m o s se s i m p l i -
f i cam , e só o t e r m o m é d i o do 2 . ° m e m b r o t e m o f a c t o r \ . 

Se f ize rmos pois I = I i , o 1 . ° m e m b r o se r e d u z i r á á s o m m a d a s 
po t enc i a s 2 t d a s d i í f e r e n ç a s d a s r a i z e s , ou á das po t enc i a s i dos q u a d r a d o s 
d ' e s t a s d i f f e r e n ç a s , s o m m a q u e r e p r e s e n t a r e m o s por P o r o u t r a p a r t e , 
d e s i g n a n d o por 2 i , A ' , A 1 ' , o s c o e f f i c i e n t e s d o b i n o m i o p a r a o 
e x p o e n t e 2 i , r e s u l t a 

O s c o e f f i c i e n t e s 2 i , A ' , A " , t e m por va lo r e s o s n ú m e r o s d a l i -
n h a 2 i d a t i b e l l a d e pag . 9 ; d e v e p o r é m p a r a r - s e n o t e r m o m é d i o , 
e t o m a r a sua a m e t a d e . E s t e s f a c t o r e s t e m os s e g u i n t e s v a l o r e s , p a r a 

/ = m S i i — 2iS1 S21., + J A i S i S ^ — A " S â S ( l i _ 3 ) 

i = 1 . . . . 1 , i 

i = 2 . . . . 1 , 4 , 3 

t = 3 1 , 6 , 1 5 , 1 0 

í = 4 . , . . 1 , 8 , 2 8 , 5 6 , 3 5 

1 = 5 . . . . 1 , 1 0 , 4 5 , 1 2 0 , 2 1 0 , 1 2 6 

i = 6 . . . . 1 , 1 2 , 6 6 , 2 2 0 , 4 9 5 , 7 9 2 , 4 6 2 , e tc . 

t = 3 . . 

í = 4 . . 



a l g e b b a s u p e r i o r . 

D ' o n d e s e conc lue 

2 0 3 

Z 1 = m S 2 - ( S 1 ) 2 / = ^ S - S S 1 S 7 . . . . + 3 5 ( S 4 ) 2 

/ a = m S 4 - 4 S , S , + 3 ( S 2 ) 2 / 5 = W S 1 0 - I O S 1 S , . . + 1 2 6 ( S J 2 

/ ; = m S - O S 1 S ^ l S S 2 S . - I O ( S 3 ) ' Z j = H i S 1 2 - ^ S 1 S 1 1 . . + 4 6 2 ( S t ) 2 

Pos lo isto , depois d e h a v e r a c h a d o a s e r i e S 0 , S f , S 2 . . . . e f azendo 
t = 1 , d e d u z i r e m o s d a e q u a ç ã o ( N ) o s valores d e ( a — 6 ) 2 + ( a — c ) 2 + . . . . ; 
e ass im o b t e r e m o s a s o m m a / , das 1 " po tenc ia s d a s r a i zes d e F z = O . 
F a z e n d o depo i s i = 2 , a c h a r e m o s ( a — 6 ) 4 + ( a — c ) 4 . . . . , o u Z ^ ; e t c . 
Em ge ra l a e q u a ç ã o ( N ) d a r á a s o m m a Z d a s po tenc ias i das ra izes da 
e q u a ç ã o a o q u a d r a d o das d i f f e r e n ç a s . 

F i n a l m e n t e a s equações ( A ) de pag . 1 9 6 a p p l i c a d a s a esta equação d u o 
os coef f ic ien tes da e q u a ç ã o ao q u a d r a d o das d i f f e r e n ç a s 

P = » - Z 1 , Q H P / . + / J > R i ( O / , + P / 2 + / J . . . . 

O calculo dos f deve c o n t i n u a r - s e a t é ao ind ice n = £ m ( m — 1) g r á o de 
F s = O , e o de S a t é a um ind i ce d u p l o . 

P o r e x e m p l o n a e q u a ç ã o g e r a l d o 3 . " g r á o 

X1+ qx +r = O , 

a se r i e S, , S, t o r n a - s e em 

3 , O , — 2 ? ) — 3 r , 2 q \ 5 g r , — 2 g 5 + 3 r 2 , 

q u e dá Z 1 - — , Z 2 = 1 8 g 2 , = — 66ç, — 8 1 r 2 ; 

logo P = 6 g , Q 9 q % R = 2 7 r 2 + 4¾ 8 , 

são os coeff ic ientes da e q u a ç ã o ao q u a d r a d o das d i f f e r e n ç a s p a r a o 3 . ' 
g r á o . Na Resolulion numér. de L a g r a n g e , n.°5 3 8 , 39 e no ta I I I , se 
e n c o n t r a m as f ó r m u l a s p a r a o 4 . ° e 5 . ° g r á o . 
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Applicaçâo ás Equações do segundo gráo. 

1 1 9 . Se a e 6 f o r e m as r a i ze s d e s c o n h e c i d a s da e q u a ç S o 

X1+ px + q = 0 : 

o s r e l ações s a b i d a s e n t r e a s m e s m a s r a i z e s 

a - f ò = — p, ab = q\ 

c o n d u z i r - n o s - h i a m de n o v o , pela e l i m i n a ç ã o do a e b , a e q u a ç õ e s do 2 . ° 
g r á o , a s q u a e s po r i s s o , c o m o j á e m o u t r a p a r t e f i zemos v e r , n ã o nos 
s e r i a m d e u t i l i d a d e p a r a a c h a r a s m e s m a s r a i z e s 

S u p p o n h a m o s p o r e m q u e e n t r e a e b há u m a r e l a ç ã o 

z = a + mb , 

em q u e tn é a r b i t r á r i o , e z u m a incógn i t a , q u e t r a c t á m o s de d e t e r m i n a r 
de m o d o q u e a e l i m i n a ç ã o de a e b e n t r e e l l a e a r e l a ç ã o a + 6 = — p 
nos conduza a e q u a ç õ e s do g r á o . 

E m v i r t u d e d a s y m e t r i a q u e h a e n t r e a s r a i ze s d a s e q u a ç õ e s , a l é m 
da r e l a ç ã o z = a + mb, d e v e e x i s t i r a r e l a ç ã o z = b + ma ; e po r c o n s e -
g u i n t e o va lo r de z é d a d o t a m b é m p e l a e q u a ç ã o do 2 . ° g r á o 

[z — (a + m&)] [z — (6 + m a ) ] = 0 . 

P a r a q u e es ta e q u a ç ã o nos possa a p p r o v e i t a r é n e c e s s á r i o q u e s e r e d u z a 
á f ó r m a z2=k, de m a n e i r a q u e d ' e l l a se d e d u z a o va lor de z por u m a 
s i m p l e s e x t r a c ç ã o d e r a i z q u a d r a d a . V é - s e q u e is to s e c o n s e g u e p o n d o 
m = — 1, d ' o n d e r e s u l t a 

= ( a — b)2 = a 2 + è 2 - 2 a b = S 2 - 2 q ; 
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e como (pag. 196.) S2 =p2—- 2q, teremos finalmente 

2 0 5 

z = a — b = =£ —íq) , a + 6 = — p, 
« 

e q u a ç õ e s d a s q u a e s se d e d u z e m as d u a s r a i ze s a e 6 . 

Applicação ás Equações do terceiro gráo. 

1 2 0 . S u p p o n h a m o s , q u e e n t r e as t r e s r a i z e s d e s c o n h e c i d a s a , b , c 
da e q u a ç ã o do 3." g r á o 

x3 + px + q = 0 , 
se dá a r e l a ç ã o 

z = a+mb + nc, (1) 

n a q u a l m e u são q u a n t i d a d e s a r b i t r á r i a s . P e l a p e r m u t a ç ã o d a s l e t r a s 
a,b, c u m a s nas o u t r a s , r e s u l t a m d a r e l a ç ã o ( 1 ) o u t r a s c i n c o , d ' o n d e 
p r o v é m u m a e q u a ç ã o e m z d o 6 . ° g r á o . E s t a e q u a ç ã o n ã o nos p o d e r á 
pois em g e r a l s e r de u t i l i d a d e ; e s ó m e n t e o se rá , s e em v i r t u d e da a r b i -
t r a r i e d a d e de m e n , r e d u z i r m o s a e q u a ç ã o em z á f ó r m a 

z 8 + A s s + B = O ( 2 ) 

q u e s e r e so lve á m a n e i r a d a s d o 2 . ° g r á o ( n . ° 1 0 5 ) , i s to é , a u m a 
f ó r m a ta l , q u e a s s u a s s e i s r a i z e s s e j a m e g u a e s a d o u s n ú m e r o s z ' , z " , m u l -
t i p l i c ados r e s p e c t i v a m e n t e p e l a s t r e s r a i z e s c u b i c a s d a u n i d a d e . P a r a isso 
é n e c e s s á r i o q u e , d e s i g n a n d o po r z ' , z", a s r a i z e s c u b i c a s dos d o u s v a l o -
r e s d e z3, 

2* = — j A ± ^ ( i A 2 - B ) ( 3 ) 

e por 1 , a , a 2 , a s da u n i d a d e , o s se i s va lo re s q u e r e s u l t a m da p e r m u t a ç ã o 
d a s l e t r a s a , b , c , n o t r i n o m i o , s a t i s f a ç a m á s e q u a ç õ e s t 
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z' = a + mb -f- nc 
a s ' = 6 + mc-f na 
a V =.c + ma + «6 /1 

V e j a m o s se p o d e m o s d e t e r m i n a r a g o r a m e n de m o d o q u e e s t a s seis e q u a -
ções t e n h a m l o g a r . M u l t i p l i c a n d o a s ' p o r a \ e a d v e r t i n d o q u e é a 3 = l , vem 

P a r a t e r l o g a r a i d e n t i d a d e é n e c e s s á r i o , q u e s e j a m e g u a e s os coe f f i -
c i e n t e s r e s p e c t i v o s d e a , b , c , is to é , 

S u b s t i t u i n d o e s t e s va lo res nas se is e q u a ç õ e s ( i ) , v ê - s e q u e e l las r e s u l -
t a m d e 

m u l t i p l i c a n d o e s t a s por a , e a 2 . T o m a n d o pois m = a 2 , n = a , o t r i n o -
m i o ( I ) t e r á se is v a l o r e s , q u e e l evados a o c u b o , s ó d a r ã o o s d o u s v a l o -
r e s d i f f e r e n t e s z'3 e z ' ' 3 ; po r s e r e m 1 os c u b o s de a e a 2 . 

F i c a pois d e m o n s t r a d o q u e os seis va lo re s ( 4 ) , p o n d o n ' e l l e s m = e 
n — a , são r a i z e s da e q u a ç ã o ( 2 ) , á q u a l se p ô d e d a r a f > r m a 

£| = a26 + WaiC + «X2a = a + mb + nc. 

a2 = m , mx* = n, «a2 = ! , 

d ' o n d e s e t i r a M = CL , N = a. 

z' = a + ac + a2b , z" = a + a j + a 'c 

( z 3 - ^ z ' 3 ) *">) = Z8 — ( s ' 3 - f *J '3) 5 3 + ç ' 3 p " 3 = o. 

R e s t a a g o r a d e t e r m i n a r A e B , i s to é , 

A== — (z'3 + z ' " ) , B = {z' z")'; 

porque se pudermos determinar A e B em funeção dos coefficientes p e q, 
teremos pela equaçSo (3) os valores de «% cujas raizes cubicas z' e z" 
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s e r ã o c o n h e c i d a s . As e q u a ç õ e s (5)" e a r e l a ç ã o a + ò + c = O, q u e t e m 
loga r p o r s e r nu l lo o 2 . ° t e r m o da e q u a ç ã o ( 1 ) , d a r ã o pois a', b , c . 

D e s e n v o l v a - s e o c u b o de a ' = a + «c + ofb, e , a d v e r t i n d o q u e é 
= 1 , v i rá 

z" = S 3 + 6 a bc + 3 a ( a 2 c + 6 2 a + c 2 ò) + 3 a 2 ( a 2 6 + c 2 a + 6 2 c ) . 

M u d a n d o n ' e s t a e x p r e s s ã o 6 e m c o b t e m - s e z " ; s o m m a n d o o s d o u s 
r e s u l t a d o s , e e m c o n s e q u ê n c i a d e s e r 

«bc = — q , S 1 = O 1 a + a 2 = — I 3 [ a 2 6 ] = S 1 S 2 — S 3 , S 3 = - S r / , 

a c h a - s e 

A = — 2 S 3 + 1 2 g — 3 (a + a a ) [ a 2 6] = — S S 3 + 1 2 g = 2 7 q 

P o r o u t r a p a r t e , po r s e r 

S2 = - 2 p , [ a b ] = p , « + a2 = — í , 

a c h a - s e z' z" ==. S2 + (a + a 2 ) [ab] = — 3 p ; 

e por c o n s e q u ê n c i a o c u b o 

B = — 2 7 P \ 
T e r e m o s pois 

« = - 2 7 ( ^ + ^ 7 + ^ 7 ) = ^ . 

E c o m o n ' e s t a e q u a ç ã o o s f a c t o r e s de 27 s ão a s r a i z e s t 1 e t " da e q u a ç ã o 
f + qt = (i p)s , t e r e m o s s3 = 2 7 / . 

E l i m i n a n d o a, b, c e n t r e as e q u a ç õ e s ( 5 ) e a e q u a ç ã o 

a + 6 + C = O , 
t e r e m o s 
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3 a = Z1 + z " , 3 6 = a z ' + a V 1 3 c = a V + a z " ; 

e c o m o z' = 3 W, z" = 3$/t", 

t o r n á m o s a a c h a r o s va lo r e s do n . ° 1 1 0 . 

Applicação ás Equações do quarto gráo. 

1 2 1 . N a e q u a ç S o d o 4 . ° g r á o 

x4 + px2 + qx + r = 0 , 

não e s t a b e l e c e r e m o s , em a n a l o g i a c o m o 2 . ° e 3 . ° g r á o , a r e l a ç ã o 
z = a + Ib + mc + tnd, da q u a l , f e i t a s as p e r m u t a ç õ e s , r e s u l t a r i a m 24 
v a l o r e s d e z ; m a s s i m a r e l a ç ã o 

da q u a l só r e s u l t a m se i s p e r m u t a ç õ e s . E se n ' e s t a f i z e r m o s m = —- 1 , 

r e l a ç ã o , q u e d á se is v a l o r e s e g u a e s d o u s a dous c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s . L o g o 
a r a i z z s e r á d a d a po r u m a e q u a ç ã o d o 6 . ° g r á o d a f ó r m a 

z = a + b + m(c +d), 

v i r á s = o - ) - 6 — c — d , 

a' + A z 4 + B z 2 + C = O (6) 

n a q u a l t o d a s a s p o t e n c i a s são p a r e s , n ã o r e s u l t a n d o d o s se i s va lo re s m a i s 
d e t r e s q u a d r a d o s d i f f e r e n t e s . 

D e s e n v o l v e n d o o q u a d r a d o t e m o s 

(a + b — c — d ) 2 = ( a + 6 + c + d ) 2 — 4 ( a c + a d + 6c + bd), 
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C o m o n a e q u a ç ã o ( 1 ) f a l t a o 2 . ° t e r m o , s e r á nu l l a a 1 . " p a r t e d o 
2 . ° m e m b r o d a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e . E p o r i s s o a j u n c t a n d o n ' e l l e e s u b t r a -
h i n d o i (ab + cd); a d v e r t i n d o q u e é [ a ò ] = p ; e p e r m u t a n d o na e q u a ç ã o 
r e s u l t a n t e b em c, e b em d : a c h a r e m o s 

(a + b — c — d f = — 4 p + 4 (ab + cd), 

( a + c — 6 —- df = — 4 j ) + 4 ( a c + bd), 

( a + d — c — b)2 = — 4 p + 4 . ( c d + 6 c ) ; 

e s ã o e s t e s o s v a l o r e s d o s t r e s q u a d r a d o s z 2 d e ( 6 ) . 

P o d e m o s s i m p l i f i c a r os c á l c u l o s p o n d o u = i z 2 - f p , 

p o r q u e e n t ã o o s v a l o r e s de u s e r ã o 

ab + cd, ac + bd, cd + bc. 

F o r m e m o s a e q u a ç ã o q u e t e m e s t a s t r e s r a i z e s . C o m o t e m o s 

S 1 = O , S 2 = - Z p , S 3 = - 3 q , S t = Z p z - H r . 

S i = 5 p q , S 6 = - 2 P 3 + 6pr + 3 q 2 ; 

e m p r e g a n d o a f ó r m u l a ( E ) de p a g . 1 9 9 , e d i v i d i n d o por 2 ou po r G , 
q u a n d o a s s i m d e v e r s e r e m c o n s e q u ê n c i a d a a d v e r t e n c i a q u e a l i f i z e m o s , 
a c h a - s e q u e : 

1 . ° A s o m m a d o s b i n o m i o s é [ a t ] = p ; 

2 . ° A s o m m a d o s s e u s p r o d u c t o s 2 a 2 é 

[ a* b C l = S 4 - i S 2
2 = - - 4 r ; 

2 7 
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3 , ° O p r o d u c t o dos t r e s b i n o m i o s é 

abcd x S 3 + [ a W] = r S a + i S 2 ' — i S 4 S 1 + ^ S t 

= _ 4 pr + q2. 
T e m o s po r t a n t o 

Ms — p u 1 — 4 ru + 4 pr — g* = 0 , 

o u , r e s t i t u i n d o ~z2 + p por u , 

Spz'+ IQz2(J)2- 4r) — 64q1 = 0. 

D e p o i s de c o n h e c i d o s os t r e s va lores de z 1 , e as suas ra izes (« , z',s'') 
é n e c e s s á r i o e l i m i n a r a , b , c, d a s e q u a ç õ e s 

S 1 = a + 6 + c + d = 0 , a + c — b — d = z ' , 

a + b — c — d = z, a + d — b — c = z". 

Eotas e q u a ç õ e s , s o m m a d a s d u a s a d u a s , d ã o a s t r e s 

a + b = ^ z , a + c = 1 z', a +d = s"; 
cu j a s o m m a d á 

a = l(z + z'+z"); 

p o d e m o s po r c o n s e g u i n t e o b t e r t a m b é m b , c , d em f u n e ç ã o de z , z ' , z". 
T o m a n d o a g o r a e s t a s q u a n t i d a d e s c o m o d u p l o s igna l ± : , t e m o s 8 r a i z e s 
e m vez d e 4 ; e a s s i m d e v e s e r , p o r q u e , d e p e n d e n d o a e q u a ç ã o e m z d e 
q2 e n ã o de q, o s igna l de q f ica a r b i t r a r i o . O p r o d u c t o d a s t r e s ú l t i m a s 
e q u a ç õ e s é , por s e r — a = b + c + d , 

± z z ' z " = o ' -I r a2 {b - f c + d ) + [a&c] = — q, 

e t e m , c o m o se v ê , s i g n a l c o n t r á r i o ao de q . R e s u l t a m por i s s o , c o m o 
a pag . 1 9 2 , o s d o u s s y s t e m a s s e g u i n t e s 
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p a r a q pos i t ivo , x — L (z ±z z' z+: z"), X = J z ± e'=fc z"); 

para q n e g a t i v o , x = (s =fc 5 ' dfc 2 ' ' ) . a; = 7 (— z q= z ' ± : a " ) . 

Applicaçâo á Eliminação. 

1 2 2 . N ' u m a e q u a ç ã o e n t r e a ; e y , s e fo r m a s o m m a dos e x p o e n -
t e s , q u e a f f e c t a m e s t a s i n c ó g n i t a s n o t e r m o q u e a t e m m a i o r , d i z - s e q u e 
m é o g r á o d ' e s s a e q u a ç ã o . 

P o s t o i s t o , s e j a m 

^+PlXm'1+ - f p m = 0 = Z , 

x n + qixn~1+ + 9 a = 0 = T , 

d u a s e q u a ç õ e s e n t r e x e y , u m a do g r á o m e o u t r a do g r á o n : s e n d o 
a s s i m c a d a u m dos c o e f f i c i e n t e s u m a f u n e ç á o d e y , c u j o g r á o é q u a n d o m u i t o 
d o l .° e m P l ^ q l , d o 2 . ° e r a p 2 e ç 2 , e t c . S u p p o n h a m o s a e q u a ç 3 o T = 0 
r e s o l v i d a em o r d e m a x, e d e s i g n e m o s po r a, b, c, h as suas n 
r a i zes . E s t a e q u a ç ã o e q u i v a l e r á a 

T = ( x — a ) (x — b) (x — c).. (x—k) = 0, 

d e m a n e i r a q u e p o d e m o s s u b s t i t u i r a o s v s t e m a d a s e q u a ç õ e s p r o p o s t a s o s 
« s v s l e m a s 

x — a = 0 ) x — b = 0) x — c = O l 

Z = O ) Z = O ) Z—O) 

S e e m c a d a u m d ' e s t e s s y s t e m a s t i r a r m o s d a 1 . " e q u a ç 3 o o valor d e 
x e o s u b s t i t u i r m o s na 2 . " , o b t e r e m o s a e q u a ç ã o f inal era y d ' e s s e s v s t e -
ma : e por c o n s e g u i n t e , m u l t i p l i c a n d o e s sas e q u a ç õ e s í inaes m e m b r o a 
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m e m b r o , f o r m a r e m o s a do s y s t e m a d a s p r o p o s t a s . E s t a e q u a ç ã o é pois 

(0- + ^0-' + .. .. pm) (br + pjr-* + . . . . +pm).... ) 
><•(7) 

( / c m + p t f t " - 1 + . . . . + p„,) = 0 ) 

O r a , pos to q u e a , 6 , , . k s e j a m f u n c ç õ e s d e s c o n h e c i d a s d e </, 
6 possível f o r m a r e s t a e q u a ç ã o , p o r q u e s e n d o o seu p r i m e i r o m e m b r o 
u m a f u n e ç ã o s y m e t r i c a e r a c iona l d ' e s t a s r a í z e s , p o d e e x p r i m i r - s e e m 
f u n e ç ã o r a c i o n a l dos coe f f i c i en t e s de T = O. 

P o r e x e m p l o , p a r a e l i m i n a r x e n t r e a s e q u a ç õ e s 

x3y — + 1 = O , a;'- (y — 1) + x — 2 = O , 

t e r e m o s , s u p p o n d o q u e a e b s ão as r a i ze s da 2 . " , 

— 3 a + l ) (6 3 y — 3 6 + 1) = 0 , 

ou , e f f e c t u a n d o as m u l t i p l i c a ç õ e s i n d i c a d a s , 

a 5 6 ' y 2 + y S 3 — 3 aby S2+ 9ab — S S 1 + 1 = 0. 

E c o m o da 2 . " e q u a ç ã o p r o p o s t a se t i r a 

c - 1 I - 2 O 1 4 

e s t e s v a l o r e s , s u b s t i t u i d o s n a ú l t i m a e q u a ç ã o , nos c o n d u z e m f a c i l m e n t e 
â e q u a ç ã o final do 3 . ° g r ã o em y . 

1 2 3 . O s cá l cu lo s q u e e x i g e e s t e m e t h o d o , po r m u i t o l o n g o s , são 
d e pouca u t i l i d a d e p r á c t i c a , m a s p o d e m o s a c h a r por m e i o d ' e l l e s , m u i 
s i m p l e s m e n t e , o l i m i t e d o g r ã o d a e q u a ç ã o f i na l . 

C o m e f fe i to o t e r m o g e r a l d a e q u a ç ã o ( 7 ) p ô d e s e r r e p r e s e n t a d o por 



ÁLGEBRA SUPEHIOtI. 2 1 3 

m—(a f / í—a wi—6 wi—[a 
P Jt =Pah--PlUa 6 k 5 

e c o m o a e q u a ç ã o ( 7 ) 6 s y m e t r i c a , d e v e c o n t e r todos os t e r m o s q u e se 
d e d u z e m da p r e c e d e n t e , m u d a n d o as q u a n t i d a d e s a , b , c , u m a s 
nas o u t r a s , i s to é , 

w l — a m — ê 

v a r,b . 
a 6 

wl—a »n—ê m — u 
P a p g P f l [ « 6 H 8 ) 

A v a l i e m o s o l i m i t e do g r á o d ' e> ta f u n e ç ã o . P r i m e i r a m e n t e o p r o d u c t o 
P x P g P i i é q u a n d o m u i t o d o g r á o a + g + . . . . + [/.; e m s e g u n d o 

l o g a r , r e m o n t a n d o á s f ó r m u l a s q u e dão o s va lo res d e [ a a 6 ê ] ' [ a a 6 6 t 7 ] , . . 
vò - se q u e a s o m m a dos Índices de S em c a d a t e r m o é e g u a l á 
s o m m a d o s e x p o e n t e s q u e t e m a s l e t r a s a , b , c , e m c a d a 
t e r m o d ' e s t a s f u n c ç õ e s ; e c o m o r e s u l t a d a s f ó r m u l a s ( A ) d e pag . 1 9 6 
q u e o í n d i c e de S é p r e c i s a m e n t e e g u a l ao i nd i ce m a i s e l e v a d o dos 

coe f f i c i en tes de p r o p o s t a : v ê - s e , q u e [ a m — * bm~S . . . . . . Icm i^j é q u a n d o 
m u i t o d o g r á o 

m — « + m — g + m — u = tn n — s ( a + g - f - . . . . . . -f ja) ; 

logo a f u n e ç ã o ( 8 ) , e po r c o n s e g u i n t e a e q u a ç ã o f inal , é q u a n d o m u i l o 
do g r á o mn. A s s i m : 

O gráo da equação final, que resulta da eliminação d'uma incógnita 
entre duas equações d'um gráo qualquer a duas incógnitas, não pôde exce-
der o producto dos gráos das equações propostas. 

V e - j a s o b r e a e x t e n s ã o d ' e s t e t h e o r e m a u m a Memoria de Poisson j r 

no n .° X I . do Journal Polytechniqtte. 
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V . F R A C Ç Õ E S C O N T I N U A S . 

Geração e propriedades. 

1 2 4 . P a r a a c h a r o valor a p p r o x i m a d o de u m a q u a n t i d a d e x , q u e 
n8o p ô d e e x p r i m i r - s e por u m n u m e r o i n t e i r o , , p r o c u r e - s e o m a i o r in t e i ro 
« /con t ido n ' e s s a q u a n t i d a d e , e se ja x ' u m a nova q u a n t i d a d e > 1 , tal q u e d ô 

I t e p r e s e n t e - s e d e p o i s p o r y ' o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o em x', e t o m e - s e 

, , 1 
X 

P r o s e g u i n d o por e s t e t h e o r , e r e p r e s e n t a n d o po r y", y1" os m a i o r e s 
i n t e i r o s c o n t i d o s e ra x'1, x'1', . . . . . . , s e n d o t o d a s e s t a s q u a n t i d a d e s > 0 , 
o b t e r e m o s a s equaçOes (A) , da q u a l r e s u l t a r á , po r m e i o de s u b s t i t u i ç õ e s , 
o va lor de x d e b a i x o da fórma ( B ) , q u e se c h a m a fracção continua. 

V ê - s e pois q u e : FRACÇÃO CONTÍNUA é uma expressão composta 
de um numero inteiro , que pôde ser nullo , mais de uma fracção cujo nu-
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merador é a unidade e cujo denominador é um numero inteiro, augmen-
Cado de uma fracção cujo numerador é a unidade e cujo denominador é 
um numero inteiro, augmenlado de uma fracção e a s s i m po r d i -
a n t e . 

Os i n t e i ro s y, y', y'1 são os t e r m o s da fracção contínua, 
a q u a l , p a r a a b b r e v i a r , e s c r e v e r e m o s d e m a n e i r a s e g u i n t e 

x = y,y',y", y'", 

1 2 5 . Para passar d'este valor de x para outro expresso numa 
fracção ordinaria, procederemos como no exemplo seguinte 

x = 2, 1 , 3 , 2 , 4 = 2 + 4 - 1 
i + 7 + l 1 

1 9 
R e d u z i n d o â m e s m a d e n o m i n a ç ã o o d iv i so r f ina l 2 + — • , t e m o s —. A u n i -4 •+ 

9 4 
u a d e d iv id ida por — d á — , e a f r a c ç ã o t o r n a - s e e m r 4 9 

x=2+1 1 

^ 1 + _ í 
3 + — 

^ 9 

C o n t i n u a n d o a o p e r a r da m e s m a m a n e i r a , r e d u z - s e o d i v i s o r final 3 + - a 
e v e m 1 : 7 = ; t o r n a n d o - s e a s s i m a f r a c ç ã o em 
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O a n d a m e n t o do cá l cu lo é e x a c t a m e n t e o m e s m o q u e no n . ° 3 0 da A r i t h . 
N o s e x e m p l o s s e g u i n t e s , o n d e a p r i m e i r a l inha e n c e r r a o s t e r m o s d a 
f r a c ç ã o c o n t í n u a , p r a c t i c a - s e d e s t a m a n e i r a : 

Debaixo do último termo escreve-se a unidade, e procedendo sempre 
da direita para a esquerda, multiplica-se cada um dos termos pelo nu-
mero escripto por baixo, e somma-se com o que fica á direita d'este 
•último; a somma assenta-se depois na casa á esquerda. O líltimo numero 
obtido , dividido pelo que o precede, é o valor da fracção. 

\ x = 3 , 2 , I , 1 , 3 , 2 , 4 
J 6 1 7 , 1 8 2 , 7 1 , 4 0 , 3 1 , 9, 4 , 1 

x = 2 , 1 , 3 , 2 , 4 
1 1 1 , 4 0 , 3 1 , 9 , 4 , 1 

T e m o s pois n o l .° e x e m p l o x = ^ - , e n o 2 . " x = ~ . 
1 2 6 . S e a f r a c ç ã o for c o n t í n u a a o i n f i n i t o , p a r a r - s e - h a n ' u m dos 

t e r m o s , d e s p r e z a n d o todos o s s e g u i n t e s , e o b t e r - s e - h a e n t ã o s o m e n t e u m 
va lor a p p r o x i m a d o d e x . S e d e s p r e z a r m o s x ' n a s e q u a ç õ e s ( A ) , t o m a n d o 
x = y, x t o r n a - s e menor do q u e devia s e r ; se d e s p r e z a r m o s x'13 x' t o r -
n a - s e menor d o q u e devia s e r , e por consequênc i a x maior; se d e s p r e z a r -
m o s x1", X1' t o r n a - s e menor, x' maior, e x menor; e a s s im po r d i a n t e . 
E m g e r a l : 

O valor da fracção contínua é maior ou menor que x, conforme pa-
rámos com ella num termo da ordem par , ou ríum da ordem impar. 

S e p a r a r m o s c o m a f r a c ç ã o s u c c e s s i v a m e n t e n o 1 . ° t e r m o y , n o 2 . ° 
y 1 , no 3 . ° y" os r e s u l t a d o s s e r ã o pois a l t e r n a d a m e n t e <x e> x , 
e x f icará a s s im c o m p r e h e n d i d o e n t r e d o u s r e s u l t a d o s c o n s e c u t i v o s , aos 
q u a e s se dá o n o m e de f r a c ç õ e s convergentes ou reduzidas. 

R e p r e s e n t a n d o po r 

a b c d m n p 
;» T 7 ' r <~7i''s' —T» —r • t» I -) a' b' c d' wi «' p 

a s c o n v e r g e n t e s nas q u a e s s e t o m a c o n s e c u t i v a m e n t e por ú l t i m o t e r m o , 

y , y ' ; y \ y ' \ y ' - 1 , y - , y1 • 
t e r e m o s 
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JL==I. L = yjl±L c _yy'y"+y"+y _V + ° 

0' ~ 1 ' 6' y' ' c' ~ y'y"+1 Vy"+ar 

P a r a o b t e r a c o n v e r g e n t e s e g u i n t e — , b a s t a r á em — m u d a r ' y ' ' em 
j d C1 u"-| e x = y, y', y", se t o r n a r á en tSo em y 

T e r e m o s ass im 

x = y> y'> y"> y'"-

, , „ b cy«'+b 
d ^ b f + a + - = — ^ 

e por c o n s e g u i n t e 

d, c'y'"+ fr. 
j/775 " 

d c j / " ' + 6 

C o m p a r a n d o o valor das d u a s c o n v e r g e n t e s s u c c e s s i v a s , vê-se, q u e : 
O numerador de uma convergente deduZ'se, multiplicando os nume-

radores das duas precedentes, respectivamente, por 1 e pelo termo final, e 
sommando depois os productos; o denominador deduz-se por uma lei 
análoga. 

E s t a lei é g e r a l pa ra t o d a s as c o n v e r g e n t e s ( C ) , po r isso q u e p a r a 
passar d ' u m a p a r a a s e g u i n t e s e e m p r e g a um cá lcu lo s i m i l h a n t e , q u e só 
d i f fe re nos accen tos . S e r á po r t a n t o e m g e r a l 

p = ny* + m , p>= n'y< + m ' , ( D ) 

p ny' + m 

P n'y-+m 
( E ) . 

F o r m a d a s pois a s d u a s p r i m e i r a s c o n v e r g e n t e s p o d e m , por és ta f ó r m u l a , 
28 
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obter-se seguidamente todas as outras. Assim 
* 

, 2 3 11 2 3 111 
* = 2 , 1 , 3 , 2 , 4 , d á -J - . j . T ' T y 4 0 " ' 

f r a c ç õ e s q u e são a l t e r n a d a m e n t e <e>x, s e n d o o va lor e x a c t o de x . 
E s t e p rocesso o í f e r e c e u m novo m e i o d e o b t e r e s t e valor . 

1 2 7 . E l i m i n a n d o y ' e n t r e a s e q u a ç õ e s ( D ) , r e s u l t a 

pri —p'n = — (nm! — rim) , 

d ' o n d e se c o n c l u e , q u e : 
A differença dos productos encruzados dos termos di duas conver-

gentes consecutivas é constantemente o mesmo com signaes contrários. 
O r a c o m o e s t a d i f f e r e n ç a é 1 p a r a as d u a s l . " 3 

_ J/_ J> yy'+ 1 

a ' 1 ' b' y' ' 

s e g u e - s e , q u e e m g e r a l , s e r á 

pn'—p'n=± 1 , — - T = * ~ 7 (F). r r p1 n1 piri 

d e v e n d o t o m t i r - s e o s igna l + , q u a n d o j/í e -p s ão da o r d e m p a r , e e n t ã o 

p n 
é — r > — r ; e o s igna l — no ca so c o n t r á r i o (*). 

p n 
(*) As d i í ferenças en t re as convergentes success ivas s i o 

b a I c b 1 p• n 1 

.a! ~V?,"" ~p"~n'~~ 

e por isso a somma]de~ todas es tas e q u a ç õ e s reduz-se a 

_P _ a J _ 1 1 pi + 7 + ±
1 M 
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1 2 8 . Das e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s d e d u z e m - s e a s s e g u i n t e s c o n s e q u ê n c i a s : 
1 . ° Corno o s d iv i sores c o r a m u n s d e p e p ' d e v e r i a m n a l . * d a s e q u a -

( F ) d iv id i r t a m b é m a u n i d a d e , v ê - s e q u e p e p 1 s ão p r i m o s e n t r e s i , b e m 
c o m o p e n, p' e n'. L o g o , as convergentes são irreduziveis. 

2 . ° Se na e q u a ç ã o ( E ) s u b s t i t u i r m o s por t f o va lor t o t a l z da f r a -
cçflo c o n t í n u a , t o m a d a d e s d e o t e r m o y' a t é ao ú l t i m o z = y', y'+l , y'+2 , . . , 
> i rá m a n i f e s t a m e n t e e m vez d e u m a c o n v e r g e n t e , o valor e x a c t o d e x , 
a s a b e r : 

nz + m 
X = T - ( G ) 

n'z + m' K ' 

A e s t e valor ( G ) d á - s e o n o m e de fracção completa. 
3 . ° P a r a o b t e r o s e r r o s J 1 e & de c a d a u m a d a s c o n v e r g e n t e s 

—, , , s u b t r a b i - l a s - h e m o s de x , e v i rá 
ri 

B ~ m' («'z + m')' (n'z + m) ^ 

E s t a s d i f f e r e n ç a s a p p a r e c e m c o m s i g n a e s c o n t r á r i o s , p o r isso q u e o va lor 
de x se acha e n t r e as d u a s c o n v e r g e n t e s . C o m o a 2 . * é m e n o r do q u e a 

p r i m e i r a , por s e r m' <n' e z> 1 , x f ica m a i s p r o x i m o de do q u e de 

—. L o g o as convergentes successivas vão-se approximando , cada vez mais, 
IU1 

do valor de x , ora por defeito, ora por excesso. E d'ahi lhe proveio a 
denominação. 

4 . ° C o m o ( I l ) são os e r r o s e & de d u a s c o n v e r g e n t e s c o n s e c u -
m n 

t u a s — , , e — ; e p o r s e r z > l : s e r á 
m r» 

P 
I'or este estilo se obtém a desenvolução do valor exacto de x quando-— for a 

P 
última convergente ; e uma expressão do valpr approximado de x quando a fracção 
se continua indefinidamente. No nosso ex. 

I H 2 i i 2 L 
4 0 ~ X _ " T + T 7 ^ 3 6 360" 
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1 1 
ri (riz + ri) < ri (ri+rri) ' 

e 
n \ 1 
TVk ri (ri+m) (K) 

n 
L o g o , o erro que se commette parando ri uma convergente —- é menor que 

a unidade dividida pelo producto do denominador n' da mesma conver-
gente , multiplicado pela somma ri + m' d'este mesmo denominador e do 
denominador da fracção antecedente. 

N o e x . ° d e c i m a t e m o s a s c o n v e r g e n t e s success ivas V - e ^ I e s e 

p a r a r m o s n a ú l t i m a , o e r r o n3o c h e g a r á a - — - — — , = — — . 

S e d e s p r e z a r m o s m ! , c o m o q u e s e a u g m e n t a o va lor d e ( K ) 1 t e r e m o s 

e por c o n s e g u i n t e , qualquer convergente dá um valor de x approximado, com 
um erro menor do que a unidade dividida pelo quadrado do seu deno-
minador. 

No m e s m o e x . ° , a c o n v e r g e n t e n8o c h e g a a t e r de e r r o ^ r . 

f r a c ç õ e s q u a e s q u e r c r e s c e n t e s : a d i f e r e n ç a e n t r e a s e x t r e m a s s e r á m a i o r 
do q u e a q u e e x i s t e e n t r e u m a d ' e l l a s e a i n t e r m e d i a . 

S u p p o n h a m o s m a i s q u e K 1 K t I t V s a t i s f a z e m á c o n d i ç ã o 

9 ( 9 + 4 ) 1 1 7 

1 2 9 . S e j a m 

- Jt L 
h'' k" V t 
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t e r e m o s 
l h _ 1 kh'— Uh Ik1-W 
T,~"h!~~~w> UW e > vi' ' 

C o m o e s t e s n u m e r a d o r e s são i n t e i r o s e pos i t ivos o seu m e n o r valor é a 
u n i d a d e . D ' o n d e r e s u l t a , 

Íh'<k'h' e <k'l'; 

ou , s u p p r i m i n d o os f a c t o r e s c o m m u n s , -

k'>l' e > h'; 

e por c o n s e g u i n t e U é o m a i o r dos t r e s d e n o m i n a d o r e s . Do m e s m o m o d o 
, , , h' k1 V 

i n v e r t e n d o a s t r e s T r a c ç õ e s , o q u e d á o s t e r m o s d e c r e s c e n t e s , — , 
»v K í 

\ ê - s e q u e é 
k>le>h. 

T e m o s pois q u e a f r a c ç ã o i n t e r m e d i a é m a i s c o m p l i c a d a do q u e a s d u a s 
e x t r e m a s . 

„ m n 
P o r t a n t o , c o m o x u c a e n t r e — ; , e — - , s e r i a n e c e s s á r i o p a r a q u e a 

Jt m n 1 1 

f r a c ç ã o - j j fosse m a i s p r ó x i m a d e a ; d o q u e q u a l q u e r d a s d u a s c o n v e r g e n t e s , 
K 

q u e e l la ca í s se e n t r e e s t a s , e fosse po r c o n s e g u i n t e m a i s c o m p o s t a . L o g o 
qualquer das convergentes é mais próxima de x que outra qualquer fra-
cção com termos mais simples. 

. m n 
C o m p o n h a m o s c o m as c o n v e r g e n t e s — e — as d u a s f r a c ç õ e s 

h _m + (<—1)» l m + ín 
h ! ~ m ' + ( í — 1 ) « ' * 1 = r n + t n ' ' 

d e s i g n a n d o por t o s va lo re s 1 , 2 , 3 , a t é y j q u e é o i n t e i r o 
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c o n t i d o na c o n v e r g e n t e . T e r e m o s pela s u b s t i t u i ç ã o success iva dos va lores 
d e . í 

m m + n m + 2 « m + p 
In'' » i ' + r i ' m ' + 2 n ' ' m + t / ' , » ' , ] 7 " 

P o r é m , q u a l q u e r q u e se ja o i n t e i r o t , é 

A — - 1 

T7 ~ h' ~ JF: 

logo a s f r a c ç õ e s ( L ) são i r r e d u z i v e i s ( 1 . ° ) ; a p p r o x i m ã o - s e do valor de x 
m a i s do q u e o u t r a q u a l q u e r m e n o s c o m p o s t a ; e , p o r q u e as suas d i í f e r e n -
ças c o n s e c u t i v a s t e m o m e s m o s i g n a l , e s t a s f r a c ç õ e s c r e s c e m d e s d e a 1 ." 
a t é á ú l t i m a , s e n d o todas <x , se as e x t r e m a s f o r e m i m p a r e s ; no caso 
c o n t r á r i o , d e c r e s c e m s e n d o t o d a s > x ; f i n a l m e n t e o e r r o & d e u m a d ' e l l a s 
1 1 . „ f h 

— é < —, por isso q u e x f ica e n t r e as d u a s f r a c ç õ e s — e —. 
í Ii'l i Ii1 

P o d e m o s por c o n s e g u i n t e i n s e r i r e n l r e as convergentes princlpaes (C) 
» / - ' f r a c ç õ e s , q u e g o z e m d a s m e s m a s p r o p r i e d a d e s . E s t a s convergentes 
intermedias r e p a r t e m - s e e m d u a s s e r i e s : u m a s , q u e i n s e r i d a s e n t r e a s 
p r i n c i p a e s d e o r d e m i m p a r são a s c e n d e n t e s ; o u t r a s q u e , f i c ando e n t r e a s 
p r i n c i p a e s d e o r d e m p a r , são d e s c e n d e n t e s p a r a x . F o r m a m - s e s o m m a n d o 

m n 
t e r m o po r t e r m o , y ' vezes success ivas , a s c o n v e r g e n t e s —- e 

»» « 
N o e x e m p l o d o n.® 1 2 5 t e m o s x = 2 , 1 , 3 , 2 , 4 

2 3 1 1 2 5 1 1 1 
L o n v e r g e n t e s p r i n c i p a e s , — , — , — , — , — . D K 1 ' r 1 • 4 * 9 * 4 0 

D a s d u a s p r i m e i r a s \ e y d e d u z e m - s e as d u a s i n t e r m é d i a s \ e a 3 ." 
c o i n c i d i r i a c o m a 3 . " c o n v e r g e n t e p r inc ipa l D a s d u a s s e g u i n t e s — e 
~ r e s u l t a r i a m f j , £ , ^ , ILL. C o m b i n a n d o a g o r a a 2 . " c o m a 3 . " e a 
4." c o m a 5 . " , o b t e r í a m o s o u t r a s e r i e a qua l não se r i a l i m i t a d a . As s e r i e s são 

/ 'A 5 8 / l t \ 36 61 86 . / I H N 

U / ' ã ' 3 ' \ T ) ' u ' ¥ y 5 7 ' <x'i==\~w) 
/ 3 \ 14 / 2 5 \ m 2 4 7 3 5 8 4 6 9 
W ' T ' U J ' 49 ' w Tãã' 169 > 
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Podemos junctar a estas series do fracções i e ± , das quaes a primeira 
sendo sempre mais pequena, e a segunda sempre maior do que qualquer 
quantidade, satisfazem ás mesmas condições que as convergentes. 

Applícação ás Equações determinadas do 1.® gráo. 

1 3 0 . P a r a r e d u z i r a f r a c ç ã o c o n t í n u a o va lo r de x na e q u a ç ã o 

A x = B , 

d e v e m o s , e m c o n f o r m i d a d e d o q u e ] d i s s e m o s n o n . ° 1 2 4 , e x t r a h i r o i n -

t e i r o y con t ido e m — , p o n d o 

ou d e s i g n a n d o p o r t / o q u o c i e n t e e p o r R o r e s t o da d iv i são de B por A. 
D e p o i s 

B R 
¢ = - = 1/ + — = t/ + 

x 
i 

/ • 

X 

1 
~ » 

* ' " = etc. 

L o g o 

Como se vô n ' e s t a o p e r a ç ã o , os t e r m o s da f r a c ç ã o cont ínua são os q u e c i -
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e n t e s succes s ivos q u e s e o b t é m pe lo c á l c u l o d o d iv i so r c o m m u m e n t r e A 
e B. E s t a f r a c ç ã o é s e m p r e f i n i t a . 

P a r a a e q u a ç ã o 

2 6 5 - 5 . » = 9 7 5 2 

l e m o s 

9 7 5 2 
2 6 4 5 1 8 1 7 8 3 8 1 6 1 2 3 

3 1 2 5 7 

4 2 1 
, x = j y g - = 3 , 1 , 2 , 5 , 7 . 

P o r m e i o d a s f ó r m u l a s ( E ) e ( L ) o b t e r e m o s a s s e g u i n t e s c o n v e r g e n t e s 
p r i n c i p a e s i n t e r m e d i a s , a s a b e r ; 

/On 1 2 / 3 \ 7 / I K 70 129 188 _ 4 2 4 
V i J ' í ' i ' \ i ) - V V T j ' 1 9 ' 3 3 ' J T ' < i r _ " T T 5 ' 

/ 0 \ / 4 \ IS 26 37 48 / 5 9 \ 483 907 
V l J ' W ' 4 ' T * Í Õ • 13 ' V W ' 131 ' 246 ' • • < * ' 

A f r a c ç ã o t e m u m va lo r m a i s p r o x i m o d e x q u e o u t r a q u a l q u e r m a i s 
s i m p l e s ; o e r r o é m e n o r q u e . 

D o m e s m o m o d o s e a c h a p a r a # = ^ = 3 , 2 , 3 , 2 , 7 , 

/3N 10 17 / 24 \ 79 134 /7n 31 /55N 464 
I t J - T 1 T ' V T j ' 23 ' 39- ) ' T ' VTeJ- WÓ" ' > x -

E s t a m o s pois em e s t a d o de r e s o l v e r a s e g u i n t e q u e s t ã o : Dada uma fra-
cção , achar outra mais simples, cujo valor se approxime d'ella mais do 
que outra qualquer fracção menos composta que ellas. 

1 3 1 . F a ç a m o s a l g u m a s a p p l i c a ç õ e s d ' e s t a d o u t r i n a . 
I. A razão da circumferencia para o diâmetro é r e p r e s e n t a d a , c o m o 

j á a c h á m o s , p o r 

TT = 3, 1 4 1 5 9 2 6 . . . . . . ; 

e a f r a c ç ã o c o n t í n u a e q u i v a l e n t e á p a r t e d e c i m a l dá ( v e j a - s e Compl. 
d'Álgebra de L a c r o i x , p 2 8 9 . 6 . " e d i ç ã o ) 

w = 3 , 7 , 1 5 , 1 , 2 9 2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 1 4 
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d ' o n d e s e d e d u z e m a s c o n v e r g e n t e s p r i n c i p a e s e i n t e r m e d i a s , d a s q u a e s 
f a z e m p a r t e a s r a z õ e s d e t e r m i n a d a s po r A r c L i m e d e s e A d r i a n o IVIetius: 

/ 3 \ 2 5 4 7 M 9 1 1 3 5 1 5 7 f 3 3 3 \ 
W - T Í S ' 2 2 ' 2 9 ' 3 6 ' * 4 3 ' 3 0 ' V l Õ ê J 

4 7 10 13 16 19 / 2 2 \ 3S5 / 1 0 4 3 4 8 \ 
í ' 2 ' T ' T ' 5 ' T ' V f J ' 1 1 3 ' V 3 2 2 1 5 / 

I I . O anno solar tropico, ou o t e m p o q u e o sol g a s t a em v o l t a r 
a o m e s m o e q u i n o c i o é d e 3 6 5 d , 2 4 2 2 1 8 1 , ( V e j a - s e Aslron. pratique p a g . 
8 8 ) . D a n d o a o a n n o civi l s ó m e n t e 3 6 5 d i a s , o e q u i n o c i o , a o f i m d e q u a -
t r o nnnos , vo l t a r i a q u a s i um d ia m a i s t a r d e , de s o r t e q u e p a r a o a j u s -
t a r c o m a v e r d a d e i r a d a t a , s e r i a n e c e s s á r i o d a r 3 6 6 d ias a o 4 . ° a n n o , 
q u e se c h a m a bissexto; e foi i s t o , q u e J n l i o C e s a r o r d e n o u no s e u Ca-
lendário Juliano, s u p p o n d o o a n n o de 3 6 5 " 1 ^ . E s t a s u p p o s i ç ã o p o r é m n ã o 
é a i n d a e x a c t a , p o r q u e p r o d u z u m e r r o c o n t r á r i o , f a z e n d o a n t i c i p a r o 
a n n o c iv i l a o a n n o s o l a r . E s t e e r r o foi e m p a r t e r e m e d i a d o n o Calendario 
Gregoriano, no q u a l s e m a n d a s u p p r i m i r t r e s b i s s e x t o s s e c u l a r e s s o b r e 
q u a t r o , i . é , i n t e r c a l a r 9 7 d i a s e m 4 0 0 a n n o s . A f i m d e a p r e c i a r e s t e 
s y s t e m a , t r a c t e m o s pe l a nossa t h e o r i a a f r a c ç ã o , da q u a l , c o n v e r -
t i da e m f r a c ç ã o c o n t í n u a , s e d e d u z 

¢ = 0 , 4 , 7 , 1 , 3 , 1 , 1 , 2 . 

1 7 8 3 1 3 9 7 0 
e a s c o n v e r g e n t e s 4 ' 2 9 ' 3 3 ' 7 2 8 ' W " 2 8 9 

T o m e m o s , po r e x . ° , a f r a c ç ã o ^ , i é , s u p p o n h a m o s o a n n o so la r 
d e 3 6 5 d ^ . P a r a a j u s t a r o a n n o c ivi l c o m e s t e p e r i o d o se r i a n e c e s s á r i o 
i n t e r c a l a r 8 d i a s c m 3 3 a n n o s , d a n d o d e 4 e m 4 a n n o s m a i s u m d i a 
ao a n n o c i v i l , c o l l o c a n d o p o r é m o 8 . ° b i s s e x t o no f im de c inco annos . 
C o m e ç a r - s e - h i a d e p o i s u m novo p e r i o d o d e 3 3 annos . E r a e s t e o s y s t e m a 
dos a n t i g o s P e r s a s . 

C u m p r e n o t a r , q u e n ã o s e a c h a n d o a f r a c ç ã o ^ f 0 e n t r e a s c o n v e r g e n -
tes p o d e r - s e - h i a t e r a d o p t a d o o u t r a i n t e r c a l a ç ã o m a i s a p p r o x i m a d a d o q u e 
a a d o p t a d a no C a l e n d a r i o G r e g o r i a n o . O e r r o p o r é m q u e d ' a h i r e s u l t a é 
de p e q u e n a i m p o r t a n c i a . ( V e j a - s e a Uranographit). 

2 9 

• < * 
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I I I . O m e z luna r synodico é de 2 9 1 , 5 3 0 5 8 8 7 ; o m e z so la r é de 
3 0 ^ , 4 3 6 8 5 3 5 ; a r a z ã o x d ' e s t e s n ú m e r o s c o n v e r t i d a em f r a c ç ã o c o n t í n u a , 
d á a s c o n v e r g e n t e s 

/In /34 \ 101 168 /33\ /67x 235 
UJ ' \43 J ' "98 ' 163* < X ; v.32*/ ' V65) ' 228 

S e c o n s i d e r a r m o s por e x . ° c o m o valor d e x , 6 o m e s m o q u e s u p p o r 
q u e 2 3 5 m e z e s l u n a r e s c o r r e s p o n d e m a 2 2 8 , o u 1 9 vezes 1 2 m e z e s s o -
l a r e s ; é pois nece s sá r i o em 19 annos i n t e r c a l a r m a i s 7 m e z e s l u n a r e s , 
p a r a q u e o sol e a lua v e n h a m a a c h a r - s e nas m e s m a s posições r e l a t i va s . 
P o s t o is to , s e f o r m á s s e m o s 19 t a b o a s i n d i c a n d o as d a t a s da s phase s l u -
n a r e s , e s t a s t a b o a s a n n u n c i a r i a m a sua volta d u r a n t e todos os pe r íodos de 
1 9 a n n o s , t o m a n d o e s t a s t a b o a s n a sua o r d e m d e successão. F o i i s to o q u e 
p r a c t i c o u M e l h o n e n t r e o s G r e g o s , cu jo c a l e n d a r i o e r a l u n i - s o l a r , e q u e 
c h a m a v a m es t e p e r i o d o cyclo-solcir, e áureo m z u i e r o a q u e l l e q u e des ignava 
qua l dos 1 9 c a l e n d a r i o s s e dev ia e m p r e g a r e m c a d a u m dos annos . 

Applicações ás Equações indeterminadas do primeiro gráo. 

1 3 2 . J á v imos (Alg. El. n . ° 1 2 6 ] q u e b a s t a c o n h e c e r u m a solução 
x = a , y = g , em n ú m e r o s i n t e i r o s , da e q u a ç ã o 

ax + by = e . . . . ( a ) 

p a r a conc lu i r q u a l q u e r o u t r a . Os va lo re s de x e y 

X = OLJrUy y = S — a f , 

f o r m a m c q u i d i í T e r e n ç a s , c u j a r a z ã o é b p a r a e — a p a r a y 
A t h e o r i a da s f r a c ç õ e s con t ínuas oITerece-nos um m e i o m u i t o s i m p l e s 

de a c h a r os n ú m e r o s a e g , c o m o pas sámos a ve r . 
a p 

R e s o l v a - s e — em c o n v e r g e n t e s , e seja —• a p e n ú l t i m a , q u e p r e -
c e d e a f r a c ç ã o p r o p o s t a . V i u - s e ( ( F ) n . ° 1 2 7 ) q u o 
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ap — bp = ±.l; d o n d e ap'c]— bpc=±c, (ò) 

d e v e n d o e m p r e g a r - s e o s s i g n a e s + o u — , c o n f o r m e a f r a c ç ã o c o n t í n u a , 
t o m a d a na sua t o t a l i d a d e , tiver um numero par ou impar de termos. 

A s e q u a ç õ e s (6 ) m o s t r a m q u e ( a ) f ica s a t i s f e i t a , t o m a n d o , n o caso 
d e t e r l o g a r 

o s igna l s u p e r i o r , a= p'c, S — — pc; 
o s igna l i n f e r i o r , a = — p'c, S = pc. 

L o g o p a r a o b t e r e r a n ú m e r o s i n t e i r o s a s o l u ç ã o d a e q u a ç ã o ( a ) : resolva-se 
a p 
— cm fracção contínua; procure-se a convergente — que precede aquella 

fracção; forme-se com estes dado„s a equação ap' — pb = ± i ; depois 
multiplique-se esta por c; e compare-se o resultado termo a termo com a 
proposta ( a ) . 

S e j a p o r e x . ° a e q u a ç ã o I O S a ; - - 4 3 y = 1 7 . 

I O S 4 3 1 9 5 4 
2 2 3 1 

2 2 
2 , 3 , 1 . 

9 4 1 1 

O m e t h o d o d o d iv i so r c o m m u m d á 

A ú l t i m a f r a c ç ã o o b t e m - s e s u p p r i m i n d o o t e r m o * , e e m p r e g a n d o o p r o -
cesso e x p o s t o na Ârith. n . ° 3 0 . 

D a s d u a s f r a c ç õ e s ^ 4 , d e d u z - s e , a t t e n d e n d o a q u e a f r a c ç ã o c o n -
t ínua t e m S t e r m o s , 

1 0 S . 9 — 4 3 . 1 2 = — 1 : 

m u l t i p l i c a n d o a m b o s o s m e m b r o s d ' e s t a e q u a ç ã o ) p o r — 1 7 , v e m 

4 3 . 2 2 . t 7 — 1 0 3 . 9 , 1 7 = 1 7 ; 

e c o m p a r a n d o c o m a p r o p o s t a a c h a - s e a ^ = — 9 . 1 7 , ê = 2 2 . 1 7 , e por 
c o n s e g u i n t e 
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X = — 1 5 3 + 4 3 í ; y = — 3 7 4 + i O S í . 
. < 

P o d e m t a m b é m s e r v i r d e e x e r c í c i o d ' e s t a a p p l i c a ç ã o o s e x e m p l o s c i t a d o s 
a p a g . 2 0 2 d a P . I . 

O p r o b l e m a de C h r o a o l o g i a , em q u e se p e d e o a n n o x , c u j o cyclo 
solar é c , e o áureo numero é a , r e d u z - s e a p r o c u r a r um i n t e i r o » , q u e 
d i v i d i d o p o r 2 8 e 1 9 d ê o s r e s t o s c — 9 e n — 1 . O p rocesso d o n . ° 1 2 9 
da Alg. El. dá o s e g u i n t e va lor 

ÍC = 5 6 ( c — n) + C + 7 5 + 5 3 2 / . 

É pois ao c a b o de 5 3 2 annos q u e os m e s m o s n ú m e r o s c e n v o l t a m a m b o s 
p e r i o d i c a m e n t e : e s t a d u r a ç ã o t e m o n o m e de periodo dgonisiano ( V e j a - s e 
a Uranographie). 

Q u e r e n d o a l é m d i s t o , q u e o n u m e r o x t e n h a d e m a i s a indicção i , 
i s to é , q u e x d i v i d i d o po r 15 dê o r e s t o i— 3, t e r e m o s o periodo ju-
liano d e 7 9 8 0 a n n o s i m a g i n a d o po r S c a l i g e r o ; e a c h a r e m o s 

s = 4 8 4 5 c + 4 2 0 0 n — 1 0 6 4 z + 3 2 6 7 + 7 9 8 0 / . 

Applicação ás equações do segundo gráo. 

1 3 3 . Q u a n d o o u t o d o s , o u o s ú l t i m o s t e r m o s d e u m a f r a c ç ã o c o n -
t í nua v o l t a m s u c c e s s i v a m e n t e na m e s m a o r d e m , a fracção contínua d i z - s e 
periódica. E periódica simples q u a n d o o p e r i o d o c o m e ç a logo no p r i m e i r o 
t e r m o da f r a c ç ã o ; é periódica mixta, q u a n d o a s s i m n ã o c o m e ç a . 

A r e s p e i t o d a s f r a c ç õ e s c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s h á dous t h e o r e m a s i m -
p o r t a n t e s , q u e e s t ã o l i gados c o m a s e q u a ç õ e s d o 2 . ° g r á o , e q u e p a s s á -
m o s a d e m o n s t r a r . 

1 3 4 . T I I E O R E M A I. Toda a fracção periódica contínua é uma 
das raizes de uma equação do 2 . ° gráo, de coefficientes racionaes. 

1 . ° S u p p o n h a m o s q u e a f r a c ç ã o c o n t í n u a é simples, e q u e os seus 
t e r m o s t e m a s e g u i n t e d i s p o s i ç ã o . 

a, b a , 6 n, a, b a 
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D e s i g n a n d o po r x o va lor d ' e s t a f r a c ç ã o c o n t í n u a , v a m o s d e m o n s t r a r q u e 
s e r á 

( a ) x = a 
1 

6 + . 

1 
+ — 

1 

is to é j q u e s e n d o Xul e x t d u a s r e d u z i d a s , d a s q u a e s a s e g u n d a t e m 
u m p e r i o d o m a i s q u e a p r i m e i r a , o u 

1 

6 + . 

i 
+ 1 

" + — 

a d i f f e r e n ç a X i - X i ^ l t e n d e r á i n d e f i d a m e n t e p a r a o l i m i t e O , q u a n d o X i 
t e n d e r p a r a o l i m i t e x. 

r 
P a r a isso , s e j a —y o va lo r de u m a r e d u z i d a , c o m p o s t a de um c e r t o 

n u m e r o d e t e r m o s ; e - p e — a s d u a s c o n v e r g e n t e s , q u e i m m e d i a t a m e n t e P „ ? a, c 

a p r e c e d e m : s e r á 

r çn + p 
7' ~~ q'n+pr 

O r a se r e p r e s e n t a r m o s p o r k o va lo r de um p e r i o d o , o b t e r e m o s o va lo r 
v 1 

da r e d u z i d a - ^ , q u e c o n t é m um p e r i o d o m a i s , m u d a n d o n em n + — na 
/» 

e x p r e s s ã o d e - p , o q u e d a r á 
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« < b + t ) +1» 

! ' ( . + l ) +P1 

rk + q 
r>k+q> '' 

e por c o n s e g u i n t e 

v r qr'—rq' dz 1 
7 7' ~~ /(r'k+q')= r' (rfc + q): 

« 

d ' o n d e se c o n c l u e , q u e e s t a s d u a s r e d u z i d a s e t e n d e m a t o r n a r - s e 
^ • r v' 

e g u a e s , â m e d i d a q u e o n u m e r o dos p e r í o d o s q u e a s c o m p õ e t e n d e 
a t o r n a r - s e m a i o r q u e q u a l q u e r g r a n d e z a a s s i g n a v e l . A s s i m s e d e s i g n a r m o s 
u m a d ' e l l a s po r , o a o u t r a por Xi^1 , t e r e m o s xi = + s e n d o £ u m a 
v a r i a v e l , q u e v a e d i m i n u i n d o a t é z e r o . P o d e r e m o s por t a n t o e s c r e v e r 

Xi — & 

M a s , c o m o p o d e m o s a p p r o x i m a r X i q u a n t o q u i z e r m o s d o va lor x d a f r a -
c ç ã o c o n t í n u a p r o p o s t a , t o m a n d o u m n u m e r o t a m g r a n d e c o m o q u i z e r m o s ; 
e c o m o e u t ã o 8 v a e c o n t i n u a m e n t e d e c r e s c e n d o p a r a o s eu l i m i t e z e r o : 
v é - s e (Alg. El. n . ° 1 2 0 ) , q u e é v e r d a d e i r a n ' e s t e c a so a e q u a ç ã o ( a ) . 

Posto isto i e designando por a reduzida que dá o valor do pe-
TYL ^ 

riodo; e por —j a convergente que immediatamente a precede; teremos 

(n.° 128) 
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rix + m 
x = • 

ou 

(6) ri x2+ (rri— ri) x — m = 0; 

p o r o n d e se v ê , q u e o va lo r de u m a f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i o d i e a simples é 
ra iz d e u m a e q u a ç ã o d o 2." g r á o d e c o e f f i c i e n t e s c o m m e n s u r a v e i s . 

C o m o n ' e s t a e q u a ç ã o h á u m a p e r m a n e n c i a e u m a v a r i a ç ã o , u m a d a s 
r a i z e s é pos i t iva e a o u t r a é n e g a t i v a ( n . ° 7 6 ) ; e p o r i sso d e v e a ú l t i m a 
r e j e i t a r - s e , e a p r i m e i r a s e r á o va lor da f r a c ç ã o c o n t í n u a to t a l . P o r e x . ° , 
na f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i ó d i c a simples 

¢ = 3 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 

f o r m a n d o a s r e d u z i d a s s u c c e s s i v a s , v e m 

1 3 4 1 1 
Õ T T 3 ; 

c po r c o n s e g u i n t e s e r á 

1 1 « + 4 5 + V / 3 7 
— — — — = 35 . OU X = ' . 

3x+i a^uuw 3 

2 . ° S u p p o n h a m o s a g o r a , q u e a f r a c ç S o c o n t í n u a é p e r i ó d i c a mixta 
e q u e s e u s t e r m o s t e m a s e g u i n t e d i s p o s i ç ã o : 

P f . . . . . . o , a , b f . . . . . . i i , d , 5 r i | . . . . i 

S e j a y o va lo r t o t a l da f r a c ç ã o c o n t í n u a ; e x o da sua p a r t e p e r i ó d i c a , 
t e r e m o s 



2 3 2 a l g g b r a s c p e r i o r . 

1 
V =P + — 

1 S + 

I i 

+ — 
X 

D e s i g n a n d o po is por ^ 7 a r e d u z i d a , q u e d á o va lo r d a p a r t e n ã o p e r i o d i -
u w 

ca , e p o r — a c o n v e r g e n t e , q u e a p r e c e d e , s e rá 
u 

. . VX + U 
(c) y=. / . if VX+ u' 

m a s , s e g u n d o s e a c a b a d e m o s t r a r ( 1 ° ) , 6 

nx + m 
x — . . i 

n a; + m 
i 

l o g o , e l i m i n a n d o x e n t r e e s t a s d u a s ú l t i m a s e q u a ç õ e s , v i r á u m a e q u a ç ã o 
d o 2 . ° g r á o e m y , c o m coe f f i c i en te s r a c i o n a e s ; o q u e c o m p l e t a a d e m o n s -
t r a ç ã o d ' e s t e 1 . ° t h e o r e m a . 

S e a m b a s a s r a i z e s d a e q u a ç ã o f o r e m p o s i t i v a s , p a r a d i s t i n g u i r q u a l 
d o s v a l o r e s de y é a q u e l l e , q u e dá o va lor da f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i ó d i c a 
m i x t a , c a l c u l a r - s e - h a p r i m e i r o a r a i z pos i t iva d a e q u a ç ã o ( 6 ) , e s e r á e s t e 
o v a l o r , q u e d e v e s u b s t i t u i r - s e po r x na e q u a ç ã o (c). 

1 3 5 . T H E O R E M A I I . R e c i p r o c a m e n t e , a s raizes incommensu-
raveis de uma equação do 2 . ° gráo com coefficientes racionaes, são expressas 
por fracções contínuas periódicas. 

1 . ° C o n s i d e r e m o s e m p r i m e i r o l o g a r a e q u a ç ã o d o 2 . ° g r á o d a 
f ó r m a 
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( d ) ax2 + bx — c = 0 , 
— H X 

c u j a s r a i z e s t e m s i g n a e s c o n t r á r i o s , e c u j o s c o e f f i c i e n t e s a e c sDO n ú m e -
ros i n t e i ro s p o s i t i v o s , e b um i n t e i r o pos i t ivo ou n e g a t i v o . 

L i m i t e m o s - n o s , p o r h o r a , á r a i z pos i t iva d ' e s t a e q u a ç ã o , c u j a e x p r e s -
são é 

— b + ^b1+ 4ac — b -f j/n 
( e ) , . . . . . . . -

p o n d o n = 62 + 4 a c . 
P a r a d e s e n v o l v e r es ta r a i z e m f r a c ç ã o c o n t í n u a , p r o c u r a r - s e - h a e m 

p r i m e i r o l oga r o m a i o r i n t e i r o n ' e l l a c o n t i d o , e r e p r e s e n t a n d o - o po r a , 
f a r - s e - h á 

1 
X = CL + -; ; 

e d e p o i s t r a c t a r - s e - h a de a c h a r o i n t e i r o c o n t i d o em ai. O r a s e n d o 

a . + —• u m a d a s r a i z e s da e q u a ç ã o ( d ) , a s u b s t i t u i ç ã o d ' e s t a q u a n t i d a d e , 
CC 

e m loga r d e x , d e v e r á s a t i s f a z e r ã m e s m a e q u a ç ã o , d a n d o 

d o n d e s e t i r a 
[ f ) ( a a 2 + 6 a — c ) a / 2 + ( 2 a * + 6 ) » ' + a = 0 . 

Se s u b s t i t u í s s e m o s as d u a s r a i z e s d ' e s t a e q u a ç S o na r e l a ç ã o x = a + —, â/ 
o b t e r i a m o s a s d u a s r a i z e s d a p r o p o s t a ( d ) ; m a s c o m o e s t a s r a i ze s t e m 
s i g n a e s c o n t r á r i o s , é fo r çoso q u e s e j a m t a m b é m c o n t r á r i o s o s s i g n a e s d o s 
v a l o r e s de x', r a i z e s d 1 e q u a ç ã o ( f ) . 

D e s e m b a r a ç a n d o e m ( f ) x'2 d o s e u c o e f f i c i e n t e , o ú l t i m o t e r m o d a 
3Q 
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t r a n s f o r m a d a — 7 — ^ s e r á p o r c o n s e g u i n t e n e g a t i v o ; e c o m o a é 
ax +bx — c 

p o s i t i v o , v ê - s e q u e d e v e s e r a a 2 - f - ò * — c u m i n t e i r o n e g a t i v o . 
F a ç a m o s po i s 

ax2+bx— c = — a ' , 2ax + b =— V, 

s e n d o a ' um i n t e i r o p o s i t i v o , e V um i n t e i r o pos i t ivo ou n e g a t i v o . A 
e q u a ç ã o ( / " ) t o m a r « s e - h a 

(g) a'x,2+b'x'— a = U, 

cu j a r a i z pos i t iva é 

— 6 ' + V & ' * + 4 a a ' — b ' + ^ n 
x . 

2 a ' 2 a ' * 

por s e r 

ò ' 2 + 4 a a ' = ( 2 a a + b)* — 4a ( a a 2 + bx — c) = b2+ 4 a c = ». 

D e s i g n e m o s por x1 o m a i o r i n t e i r o con t ido no valor de x', e f a ç a m o s 

x!=**' + —.. 
x' 

P a r a d e t e r m i n a r x", s u b s t i t u a m o s e s t e va lo r de x ' em (g), o q u e nos 
d a r á u m a nova e q u a ç ã o , q u e f a c i l m e n t e s e r e d u z i r á á f ó r m a 

U11X1'1+ 6 V — a ' = 0 . 

E s t a e q u a ç ã o t e r á t a m b é m a s s u a s d u a s r a i zes d e s i g n a e s c o n t r á r i o s ; e o s 
s eus c o e f f i c i e n t e s a" e b" s e r ã o l i g a d o s pe la r e l a ç ã o 
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6 " l + 4 a r a " = 6 f i + W r = » , 

q u e s e o b t é m , c o m o a a n a l o g a e n t r e o s c o e f f i c i e n t e s d e ( d ) . 
P r o s e g u i n d o po r e s t e t b e o r , o b t e r e m o s s u c c e s s i v a m e n t e u m a s e r i e 

d ' e q u a ç õ e s d a f ó r m a 

ax2+ bx — c = O , 

a'xn+b'x'—a= O, 

á!x"2+b'>x"—a<=Q, 

a.x?+bp —Oi^i = O, 

cujos coef f i c ien tes s ão n ú m e r o s i n t e i r o s l i g a d o s p e l a s r e l a ç õ e s 

CO 
I 
r b2 + 4 a c = m , 

1 6 ^ + 4 a a ' = n , 

. bl,2+ia'd'=n, | 
I 

r b2 + 4 a c = m , 

1 6 ^ + 4 a a ' = n , 

. bl,2+ia'd'=n, | 
I . 6 i 2 + 4 a < _ i a i = fi 

e a ra iz posit iva x da e q u a ç ã o ( d ) t e r á p ó r e x p r e s s ã o 

X = CLy a ! , a " , a ' " , 

sendo a , a ' , « " , o s m a i o r e s i n t e i r o s c o n t i d o s nos v a l o r e s d e 
t u * * " 

X, X 
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P a r a fazer ve r q u e e s t a f r a c ç ã o c o n t í n u a é p e r i ó d i c a , b a s t a p r o v a r 
q u e u m a d a s t r a n s f o r m a d a s é i d ê n t i c a c o m u m a d a s p r e c e d e n t e s , por isso 
q u e e n t ã o a s d u a s e q u a ç õ e s t e r ã o a s m e s m a s r a i zes . 

O r a d a s r e l a ç õ e s (/t) r e s u l t a q u e os coe f f i c i en te s a , á, a", 
n ' . 

são m e n o r e s q u e — ; e q u e o s va lo re s a b s o l u t o s (pos i t ivos o u n e g a t i v o s ) 

d e b, b', b", 
são m e n o r e s q u e \ / n : p o r c o n s e g u i n t e , d e s i g n a n d o 

ti p o r A o m a i o r i n t e i r o c o n t i d o e m — , e po r k o va lor i n t e i r o d e i / u , 6 
4 

fáci l m o s t r a r q u e , p a s s a d o , q u a n d o m u i t o , u m n u m e r o d ' e q u a ç õ e s e g u a l 
a 2hk, a t r a n s f o r m a d a s e g u i n t e t e r á n e c e s s a r i a m e n t e os s eus d o u s p r i -
m e i r o s coe f f i c i en te s i d ê n t i c o s c o m o s d o u s p r i m e i r o s d e u m a d a s e q u a -
ções p r e c e d e n t e s . C o m e f f e i t o , e s c r e v e n d o c a d a ura dos 2/ t n ú m e r o s 
± 1 , ± 2 , r f c 3 ± k s u c e s s i v a m e n t e á d i r e i t a d o s l i n ú m e r o s 
1 , 2 , 3 , 4 A , v ê - s e q u e n ã o é possivel f o r m a r c o m o s d o u s 
coe f f i c i en te s m a i s do q u e 2 h k c o m b i n a ç õ e s d i f f e r e n t e s . P o s t o isío , é f o r -
çoso q u e o s t e r c e i r o s t e r m o s d a s d u a s e q u a ç õ e s s e j a m t a m b é m e g u a e s ; 
p o r q u e , s e n d o e s t a s e q u a ç õ e s d a f ó r m a 

O1T,2+ b, T1-O1^ = O, 

e s e n d o , po r b y p o l h e s e , o, = a.+p, bt = b.+p: d a s r e l a ç õ e s 

n = 6 2 , + 4 a . á / = & * . ' + 4 a . . a ^ , 
« i-i i >+P 1 •+/>-! '+p 

d e d u z - s e a = a , , i—i i + í - i 

L o g o a s d u a s e q u a ç õ e s s ã o i d ê n t i c a s ; e po r c o n s e g u i t e a ' r a i z pos i t iva da 
e q u a ç ã o ( d ) t e r á p o r e x p r e s s ã o u m a f r a c ç ã o c o n t í n u a p e r i ó d i c a . 

M u d a n d o a ; em — x na p r o p o s t a ( d ) , v ê - s e q u e a sua r a i z n e g a t i v a , 
q u e c o r r e s p o n d e ã r a i z pos i t iva da t r a n s f o r m a d a , goza da m e s m a p r o -
p r i e d a d e . 
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2 . " C o n s i d e r e m o s a g o r a u m a e q u a ç 3 o d o 2 . " g r ã o e m q u e a s suas 
ra izes s3o a m b a s pos i t ivas . E s t a s r a i ze s d e v e m s e r d e s e g u a e s , p o r isso q u e 
a s s u p p u z e m o s i n c o m m e n s u r a v e i s ; e , pa r a m a i o r p r e c i s ã o , d i s t i n g u i r e m o s 
os dous c a s o s , em q u e a d i f f e r e n ç a d ' e s t a s r a i zes é m a i o r ou m e n o r q u e 
a u n i d a d e . 

a) No c a s o , as r a i z e s da e q u a ç ã o ax1—&.r-f C = O n3o p o -
d e m f i c a r a m b a s c o m p r e h e n d i d a s e n l r e o s m e s m o s i n t e i r o s c o n s e c u t i v o s . 
C h a m a n d o a e a -(- I os dous i n t e i r o s c o n s e c u t i v o s , e n t r e os q u a e s fica 
c o m p r e h e n d i d a a ra iz m a i o r , a m a i s p e q u e n a s e r á < a ; e po r c o n s e q u ê n -
cia , se s u b s t i t u i r m o s x po r a + — na e q u a ç ã o ax2 — bx + c = O , r e -
s u l t a r á u m a nova e q u a ç ã o em x', q u e t e r á u m a d a s r a i z e s pos i t ivas e 
m a i o r q u e a u n i d a d e , e a o u t r a n e g a t i v a . E s t a s r a i z e s , de s i g n a e s c o n -
t r á r i o s , s e r ã o e x p r e s s a s po r f r a cções c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s ; e s u b s t i t u i n d o s u c -
c e s s i v a m e n t e por x ' c a d a um d ' e s t e s va lo res na e x p r e s s ã o a - ] r o b t e r e -
m o s f r a c ç õ e s c o n t í n u a s t a m b é m p e r i ó d i c a s , q u e s e r ã o a e x p r e s s ã o dos va -
lo res d a s r a i zes da p r o p o s t a . 

b) No 2 . ° caso , os va lo re s d a s r a i zes da e q u a ç ã o ax2— bx + c = O, 
p o d e m f ica r a m b o s c o m p r e h e n d i d o s e n t r e os i n t e i r o s c o n s e c u l h o s a e a - J - 1 ; 
n ' e s t e caso a t r a n s f o r m a d a em x ' t e m a m b a s as r a i ze s pos i t ivas e m a i o r e s 
q u e a u n i d a d e S e a s r a i zes d ' e s t a t r a n s f o r m a d a a i n d a f i c a r e m c o m p r e h e n -
d i d a s e n t r e dous i n t e i ro s c o n s e c u t i v o s a' e a' + 1 , s u b s t i t u i n d o a' -J -

x 
por x', o b t e r e m o s u m a t r a n s f o r m a d a e m a / c u j a s r a i ze s s e r ã o a i n d a pos i t ivas . 
C o n t i n u a n d o p o r é m cora o c á l c u l o d a s t r a n s f o r m a d a s s u c c e s s i v a s , h a - d e 
f o r ç o s a m e n t e c h e g a r - s e a u m a e q u a ç ã o , c u j a s r a i ze s não f i c a r ão a m b a s c o m -
p r e h e n d i d a s e n t r e o s m e s m o s n ú m e r o s c o n s e c u ' i v o s ; a l i ás a s r a i zes d a p r o p o s t a 
ax2 — bx-{• c = 0 s e r i a m e g u a e s , p o r q u e t e r i a m por e x p r e s s ã o a m e s m a 
f r a c ç ã o c o n t í n u a . A s r a i ze s d a t r a n s f o r m a d a s e g u i n t e t e n d o r a i ze s d e s i -
g n a e s c o n t r á r i o s , s e r ã o e x p r e s s a s po r f r a c ç õ e s c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s ; e por 
c o n s e g u i n t e a s r a i zes d a p r o p o s t a s e r ã o l a m b e m e x p r e s s a s e m f r a c ç õ e s d a 
m e s m a e s p e c i e . 

S e a s r a i z e s d a p r o p o s t a f o r e m a m b a s n e g a t i v a s , m u d a n d o s e m — x , 
virá u m a t r a n s f o r m a d a c o m a m b a s as r a i ze s p o s i t i v a s , q u e é o caso q u e 
a c a b á m o s d e t r a c t a r . 

F i c a a s s i m d e m o n s t r a d o c o m toda a g e n e r a l i d a d e o t h e o r e m a p r o -
p o s t o , q u e é d e v i d o a Lagrange; a d e m o n s t r a ç ã o p o r é m q u e d e u e s t e i l -
l u s t r e g e o m e t r a é m e n o s s i m p l e s , q u e a p r e c e d e n t e q u e Mr. Gerono p u - . 
LIicou nos — Nouvelles annales de Maihématiques. I — 
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. METHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS. 

Decomposição das Fracções racionaes. 

1 3 6 . S e for d a d a u m a e q u a ç ã o d a f ó r m a 

A + B x + C x 4 + D z s + = 0 , 

na q u a l os coe f f i c i en t e s A , B , C . . . . , s ão c o n s t a n t e s , e x u m a q u a n t i -
d a d e v a r i a v e l , s u s c e p t í v e l d e pa s sa r p o r t odos o s v a l o r e s , s e r á 

A = O 5 B = O , C = O , e t c . 

q u a l q u e r q u e se ja o n u m e r o d e t e r m o s d a e q u a ç ã o p r o p o s t a . 
C o m e f f e i t o , d e v e n d o es ta e q u a ç ã o t e r l o g a r , q u a l q u e r q u e se ja o 

valor de x : q u a n d o for x = 0, s e r á A = 0, e 

Ba; + C a ; 2 + Da ; 1 + 0 . , 

D i v i d i n d o es ta ú l t i m a e q u a ç ã o po r x , v i r á 

B + C® + Da ; 2 + = 0 ; 

d ' o n d e s e d e d u z B = O , e m p r e g a n d o o m e s m o r a c i o c í n i o pe lo q u a l c o n -
c l u í m o s q u e e r a A = O. C o n t i n u a n d o a r a c i o c i o a r do m e s m o m o d o , a c h a -
r e m o s s u c c e s s i v a m e n t e 

C = O, D = O, etc. 

Posto isto, supponhamos a existencia de duas funeções F e ? d e \ r 
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idênticas, i s to é , d e d u a s f u n e ç õ e s , q u e a p e n a s d i f f e r e m e n t r e s i pe la m a -
n e i r a , p o r q u e s e a c h a m e x p r e s s a s a l g e b r i c a m e n t e . S e po r a r t i f í c i o s a n a l y t i -
cos c o n s e g u i r m o s desonvo lve r F e <p em o r d e m a a : , de m a n e i r a q u e a 
e q u a ç ã o F = o se t o r n e em 

a + ò x + c x 2 + dx'+ = A + Bx + C a ; 2 + D x 3 , 

d e d u z i r e m o s d ' e s t a 

( a — A ) + (6 — B) x + (c — C) x 2 + (d — D ) x 3 + = 0 . 

e pe lo t h e o r e m a d e m o n s t r a d o , 

a = A , 6 = B , c = C , d = D , 

S e n d o pois d a d a u m a f u n c ç ã o F d e x , a q u a l p r e s u m i m o s q u e p o d e 
t e r u m d e s n e v o l v i m e n t o d e s i g n a d o 9 , c o n t e n d o coe f f i c i en t e s c o n s t a n t e s , 
p o r é m d e s c o n h e c i d o s , A , B , C , . . . . . . p o d e m o s a c h a r e s t e s f a c i l m e n t e 
p e l o p r o c e s s o s e g u i n t e . 

1 . ° E s c r e v e r e m o s a i d e n t i d a d e F = 9, d e s i g n a n d o F a f u n c ç ã o 
p r o p o s t a , e ç o d e s e n v o l v i m e n t o p r e s u m i d o d e b a i x o de u m a f ó r m a c o n -
v e n i e n t e , e c o n t e n d o 03 coe f f i c i en t e s d e s c o n h e c i d o s A , B , C 

2 . ° P o r cá l cu los a p p r o p r i a d o s t r a n s f o r m a r e m o s a e q u a ç u o F = ç e m 
o u t r a o r d e n a d a s e g u n d o a s p o t e n c i a s d e x . 

3 . ° I g u a l a r e m o s e n t r e s i o s t e r m o s afTectos d a s m e s m a s po t enc i a s 
p e x . 

4 . ° F i n a l m e n t e p r o c e d e r e m o s á e l i m i n a ç ã o e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s a 
f i m d e d e d u z i r d ' e l l a s o s v a l o r e s d e s c o n h e c i d o s d a s c o n s t a n t e s A , B , C , . . 

C u m p r e a i n d a a d v e r t i r , q u e , s e d a e l i m i n a ç ã o i n d i c a d a s e d e d u z i -
r e m r e s u l t a d o s a b s u r d o s , d e v e m o s c o n c l u i r , q u e a f u n c ç ã o F não é s u s c e -
pt ível d o d e s e n v o l v i m e n t e p r e s u m i d o o . 

P a s s e m o s a a p p l i c a r e s t e p r i n c i p i o a d i f i fe ren tes e x e m p l o s . 
1 3 7 . S e n d o N o n u m e r a d o r , e D o d e n o m i n a d o r de u m a f r a c ç ã o 

r a c i o n a l , é s e m p r e possivel a b a i x a r po r m e i o da d i v i s ã o o g r á o do p o l y -
n o m i o N em o r d e m a x a t é se t o r n a r i n f e r i o r ao de D; e c o n s i d e -
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N 
r a n d o por isso a f r a c ç ã o — já reduz ida a e s t e e s tado , I r a c t e m o s de d e -

c o m p o l - a n ' o u t r a s da s q u a e s el la seja a s o m m a . 
Se ja D — P x Q , d e s i g n a n d o P e Q po lynomios p r i m o s e n t r e s i dos 

g r á o s p e q , c s u p p o n h a m o s 

N A a * - ' + I t e ? - 1 + + L + B ' a f - * + . . ..+L1 

I ) _ Q + P 

A f i m d e r e d u z i r a o m e s m o d e n o m i n a d o r D = - P x Q , m u l t i p l i c a r e m o s 
A a * " 1 + B a ? " 1 + por P , e A ' ^ " 1 + B V " 2 + po r Q ; e 
o b t e r e m o s a s s i m p r o d u c t o s do g r á o p + q—1 , os q u a e s f o r m a r ã o um 
polynomio completo de um g r á o in fe r io r ao de D em u m a u n i d a d e . D e p o i s , 
c o m o N é , q u a n d o m u i t o , do m e s m o g r á o p + q—1 , c o m p a r a n d o c a d a 
um dos t e r m o s do n u m e r a d o r N c o m os do m e s m o g r á o do n u m e r a d o r do 
2 . ° m e m b r o , d e d u z i r - s e - h ã o p + q e q u a ç õ e s e n t r e os coeff ic ientes d e s c o -
nhec idos A , A ' , B , B ' , cu jo n u m e r o é e v i d e n t e m e n t e p + q , 
e c o m o as i ncógn i t a s A , B L, A ' , B ' , L ' não s o b e m 
do 1 . ° g r á o , f a c i l m e n t e s e achai ão os seus va lores . V ê - s e pois q u e não só 
a d e c o m p o s i ç ã o p r e s u m i d a é l eg i t ima , m a s t a m b é m q u e o cá lcu lo nos f o r -
n e c e me ios p a r a o b t e r os coeff ic ientes desconhec idos . 

Q u a n d o P e Q fo r em suscep t íve i s d e s e d e c o m p o r e m e m f a c t o r e s 
p r i m o s , s u b s t i t u i r e m o s cada u m a das f r acções d o 2 . ° m e m b r o d a e q u a ç ã o 
de c i m a , po r ou t a s f o r m a d a s po r es tes m e s m o s pr inc ip io? . 

A regra para decompor uma fracção racional proposta r e d u z - s e pois 
á s e g u i n t e : 

Busquem-se os factores, primos entre si, do denominador da fracção 
proposta ; eguale-se etta a uma serie d'outras fracções que lenham os 
•mesmos fedores por denominadores, e cujos numeradores sejam respectiva-
mente de um gráo inferior tm uma unidade. Feito isto, e reduzindo to-
das as fracções ao memo denominador D, egualem-se entre si os coefici-
entes das mesmas potencias de x , e deduzam-se d'estas equações os coeffi-
cientes desconhecidos. 

E g u a l a n d o D a zero a f i m de o reso lver em f ac to r e s s i m p l e s , p o d e m 
d a r - s e e s dous c a s o s , ou de s e r e m a l g u n s e g u a e s , ou de s e r e m todos o s 
f a c t o r e s d e s e g u a e s . E x a m i n e m o s s e p a r a d a m e n t e estes dous casos. 

1 . ° C a s o . S e f o r 
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D = [x — a ) ( x — b) (x— c ) 

p o r e m o s 
N A B i 

+ D x — a x — b x — c 

e t r a c t a r e m o s d e d e t e r m i n a r A , B , C , p e l o p r o c e s s o , q u e a c a b a 
d e e x p ô r - s e . 

S e j a , por e x . ° , 

D = (x — a) (x — b) , e N = kx +1, 

t e r e m o s 
kx +1 A B ! — _ _ _ _ _ i 

(x — a ) ( x — b) x — a x — b ' 

d o n d e kx + l = k (x— b) + B(x — a) 

= ( A + B ) x — A 6 — B a . 

P o r t a n t o /f = A + B , - 3 - Z = Aò + B a ; 

r . . . ka + l kb + l e f i n a l m e n t e A = — . B = — . 
b — a 6 — a 

2 \x 
A p p l i c a n d o es ta s f ó r m u l a s á f r a c ç 3 o — e a d v e r t i n d o , q u e 

00 ' OO — & 
a e b sSo as r a i ze s 2 e — I do s eu d e n o m i n a d o r e g u a l a d o a z e r o , e q u e 
é /; = — 4 , e Z — 2 , o b t e r e m o s 

2 — ix — 2 2 
x — x — 2 x + l x —! 

t 
D o m e s m o m o d o s e a c h a 

3 1 
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1 1 i 
a 2 — a;2 2 a ( a + x ) + 2 a ( a — x V 

P o n d o 
1 A ^ B C 

x ( a 2 — x2) x a + x ' a — x ' 

a c h a r e m o s , a p p l i c a n d o a r e g r a , 

1 _ 1 1 1 
x ( a 2 — x 2 ) ~ a 2 s 2 a 2 ( a + x) + 2 a 2 ( a — x)' 

Se D t i v e r f a c t o r e s b i n o m i o s i m a g i n a r i o s , a i n d a se p ô d e a p p l i c a r o 
m e s m o m e t h o d o ; é p o r é m p r e f e r í v e l e m m u i t o s ca sos d e c o m p ô r I ) e m 
f a c t o r e s t r i n o m i o s X 2 + p x + q , e a p r o p o s t a em f r a c ç õ e s da f ó r m a 

A x + B 
af+px + q' 

A s s i m p a r a a f r a c ç S o 

x2—x+\ Ax + B C 
( x + l ) ( x 2 + l ) ~ x 2 + 1 

3 1 
a c h a - s e C = —, B = A = — —. 

Ji JL 

D o m e s m o m o d o p a r a 

x _ A x + B C 
x s — l ~ ~ X a + x + 1 + x — 1 

a c b a - s e A = B = C = I . 
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2 . ° Caso. S e a l g u m d o s f a c t o r e s d e D t i v e r a f ó r m a ( x — á*, 
Ax1"1 + B x ' - " ' + . 

o t e r m o c o r r e s p o n d e n t e t e r á a f ó r m a — , e e s t a e x p r e s -
( x — a) 

s ã o t a m b é m s u s c e p t í v e l d e d e c o m p o s i ç ã o , p o d e r á t r a n s f o r m a r - s e n a s o m m a 
e q u i v a l e n t e 

A B C L 
+ + ( x — á/ < x — a ) ' - 1 ( x — a) x • 

E s t a e q u i v a l ê n c i a v e r i f i c a - s e , r e d u z i n d o a o m e s m o d e n o m i n a d o r a s e g u n d a 
e x p r e s s ã o , e v e n d o q u e a p p a r e c e u m n u m e r a d o r c o m a f ó r m a d a p r i m e i r a e 
c o m e g u a l n u m e r o d e c o n s t a n t e s d e s c o n h e c i d a s . 

A s s i m p o n d o 

X 3 + X i + 2 A B C D 
' + , — T ^ + — 7 + , - TT* + x ( x + I Y i ( X - I ) 2 X ^ ( x + l ) 2 x + 1 ( x — l ) 2 x — 1 ' 

vem 

x ' + x 2 + 2 _ 2 1 5 1 3 
x ( x + l ) 2 ( x ^ T p — a i ® + 1 ) 2 _ 4 ( x + l ) + ( x — I ) 2 4 ( x — 1 ) ' 

D o m e s m o m o d o s e a c h a r á 

1 1 1 2 x 
x ( x + 1 j\xM+x+ \ ) ~ X ( x + 1 ) 2 X + 1 + x 2 + x 1 ' 

A i n d a q u e e s t e p r o c e s s o é a p p l i c a v e l a o c a s o d e s e r e m i m a g i n a r i o s o s f a -
c t o r e s e g u a e s d o d e n o m i n a d o r , é c o m t u d o p r e f e r i v e l r e u n i l - o s e m f a c t o -
r e s r e a e s d o 2 . " g r á o , d e b a i x o d a f ó r m a ( x 2 + p x + q)', s e n d o e n t ã o 
A a r ' - 1 + B x a * - 1 + . . . . o n u m e r a d o r d a s f r a c ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s ; o u a n -
t e s p o d e m o s t o m a r a s o m m a e q u i v a l e n t e 
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A x + B C x + P K x + L 
( X a + px + q}< + ( x 2 + p x + 9 ) ' ' - 1 + + x a + px + q 

P o r e x . ° , f azendo 
1 

( 1 + x ) x 2 ( x 2 + 2 ) ( x 2 + í ) 2 

A B C D x + E F x + G H x + 1 
~ J T i + ^ + I T + x V 2 + ( x 2 + i ) 2 + x 2 + i ' 

a c h a r e m o s 

1 3 8 . O uso f r e q u e n t e , q u e s e faz da d e c o m p o s i ç ã o das f r acções r a -
c i o n a e s , t o r n a m u i t o u t i l o m e t h o d o s e g u i n t e , po r m e i o d o q u a l s e a b r e -
v i a m a s o p e r a ç õ e s . 

1 . ° C a s o . Factores deseguaes. S e j a m D = ( x — a ) S , d e s i g n a n d o 
p o r S u m p r o d u c t o d e f a c t o r e s todos d i f f e r e n t e s d e ( x — a). A d e r i v a d a 
d ' e s t a e x p r e s s ã o 6 [n-° 31 (*)] 

D ' = S + ( x — a) S ' . 

P o s t o i s t o , f a ç a m o s 

N A P 
1 7 = — + T ' o u N = A S + P ( x a); 

e v e j a m o s a m a n e i r a de d e t e r m i n a r a c o n s t a n t e A, s e n d o desconhecido 
o p o l y n o m i o P. 

Se f izermos x = a , e d e s i g n a r m o s po r n e d ' as q u a n t i d a d e s em 
q u e se t o r n a m N e D ' em v i r t u d e d ' e s t a h y p o t h e s e , t e r e m o s d ' = S , 
n = A S , e po r c o n s e g u i n t e 
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L o g o , para obter o numerador A da fracção componente de que x — a 
N 

é denominador , tome-se a derivada D' J e D , e faça-se X = a em — (*). 

V ê - s e d o m e s m o m o d o , q u e sendo D = ( x — a ) ( x — 6 ) (x—c).... 
B C 

se obter l ío os n u m e r a d o r e s de , , f azendo s u c c e s s i -
x — b x — c N 

v ã m e n t e x = b , x = c , . . . . e m — . 

P o r e x . ° 

— 5a;2— 5s + 6 _ N _ _ — 5x 2 — 5 x + 6 
x4 — 2x 3 — x 2 + 2x á W ~ Ax3—Gx2—2x + 2; 

e c o m o t e m o s D = ( x — • 1 ) ( x + 1 ) ( x — 2 ) x , s e f i ze rmos n a ú l t i m a 
expressão x — 1 , x = —1 , x = 2 , x = 0 , v i rão os r e su l t ados 2, — 1, 
— 4 e 3, e a proposta t o r n a r - s e - l i a em 

2 1 4 3 
x — 1 x + 1 x — 2 x 

(*) Se o factor de D tiver a forma px-t-q em vez de a; — a, a f racção 
componente é 

A l A A' 
, fazendo A = A ' p . 

VX -Y- q p q q 
XH X H 

V P 

Devemos pois fazer X = - e m j — ; mas para obter o numerador A da fracção 

é necessário mult ipl icar o resu l tado pelo coefficiente p de x. Por ex." para 

6 H- 2 3 x 
2— x — 6x2 l—2x 3x H- 2 

deve subst i tui r -se x = \ e x = — 2 em = — ; c mult ipl icar depois 

°s resultados por —2 e n - 3 ; d ' onde resulta A = 3, B = — 4. 



2 1 6 a l g e b r a s u p e r i o r . 

1 N i 
P a r a a f r acção — — t e m o s — = — - ; m a s ( p a g . 1 7 2 ) 

Z 1 JL) OZj 

z' - 1 = (z + 1) (z - 1) (z2— z+i)(z2+z + 1) . 
V O i>« •• » - • • -•1 1 n J1-11 •• • -L • IJ Q CJ SfJ-Ju Á rUl(s) UG UIvo 

A r e s p e i t o dos dous p r i m e i r o s f ac to r e s f az - se s = ± l e r e su l t a . O 

t e r c e i r o f ac to r d á z = = 1 - ( 1 ± V — 3 ) , d ' o n d e s e t i r a 

J V _ 2 > 3 2 I D B L / - 3 

DR T> T̂ ± K — 3J' 6 ( 1 6 Q: 1 6 K — 3 ) 1 2 

sendo fácil a c h a r depo i s a s duas f r acções c o m p o n e n t e s , a s q u a e s s o m m a -
1 s —- 2 

das se r e d u z e m á f r acção única - . F i n a l m e n t e o 4 . ° fac tor 
6 z " — z + 1 

de D m e s t r a , q u e bas ta m u d a r z em — z n ' e i t c ú l t i m o r e s u l t a d o . L o g o 

_ 1 1 / 1 1 z — 2 _ _ z + 2 
z 6 — 1 6 \ s — 1 z + l + Z2-Z+ 1 z * + z + r > 

2 . ° CASO. Factores eguaes. Se ja D = (x — a)*'. M u d a n d o x e m 
a + A em N e D , e c o n t i n u a n d o a d e s i g n a r pe las l e t r a s p e q u e n a s as 
exp res sões de s ignadas pelas l e t r a s g r a n d e s c o r r e s p o n d e n t e s , q u a n d o nel las 
s e f a z x = a : aque l i e s po lynomios N e D t o r n a r - s e - h â o ( n . ° 3 1 ) 

N em n + n 'h + f n " l i 2 + i n "7 i 3 + . . . . , I) em /,'. 

D iv id indo o 1.° d e s i m o l vi m e n t o pelo 2 . ° , e pondo x — a por h , vem 

N n n1 i n " 
= T- -1 1 - E 1-

D (x^-a)' {x — a)'~l [x — a/'1 ' 

P o r es te m o d o a proposta decompõe-se em geral em i fracções , cujos nu-
meradores são as expressões em que se tornam N5 N ' , f N" quando 



ALGBBBA S t PEBIOR. 2 4 7 

ncllas se faz X= a ; e cujos denominadores são ( x — a ) ' , (x — a ) ' - 1 , é t c . 
4 . 3 x * — 7 x + 6 . . . . , 
Ass i tn e m — - — , c o m o a s d e r i v a d a s success ivas d o n u m e r a -

( » — l ) 3 

dor são 6 x — 7 e 6 , f azendo x = l , o b t e m - s e 2 , — 1 e 3 pa ra n u m e -
r a d o r e s d a s f r a c ç õ e s c o m p o n e n t e s , i s to é , 

7 x + 6 2 1 3 
( x — I ) 3 (x — 1Y ~ (x 1 f ' X — l 

Se o d e n o m i n a d o r t i ve r o u t r o s f a c t o r e s a l é m de (x — a) , isto é , 
s e for D = ( x — a ) S , s e n d o S u m a q u a n t i d a d e c o n h e c i d a não d iv i s íve l 
por (x — a), p o r e m o s 

— = — L _ + f , o u N = P f x - a } ' + F S . . . . ( t ) 
D ( x — a)' S v ' v ' 

M u d e m o s x e m a - \ - y nes t a e q u a ç ã o i d ê n t i c a , e d e s i n v o l v a m o l - a ( n . ° 
3 1 ) . V i r á 

« + « ' y - f i « V + . . = | 
y^p+^y + ip"^+: ) 

+ (f+f'y + :f"y2+...)(' + A + J «V + • •). 

e c o m p a r a n d o d e a m b a s a s p a r t e s o s coe f f i c i en te s d a s m e s m a s po t enc i a s d e 
y (n .° 1 3 6 ) , a c h a r e m o s 

n = f s , »' = f's + /»', n" = f"t +2f's' + fs",.. 

n W = s/XO + ls'f W+ Ll (/_,) S11P'-*+ . . . + / i 

f / i " í 

. . + / i « i 

P o r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s a c h a r e m o s f , />, f", . . . . e por c o n s e g u i n t e 
o de s invo lv imen to da 1 ." p a r t e 
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F f f ' - f " — L 1 ! 1 *1 

( x — a / ( r — a / ( x — a)'"1 ( x — a)"2 

ó c*?; , 89Ji:onoq«ic> s o C j s s i l «o& z o i o b m 
p r e c i s a m e n t e c o m o se a f r a c ç ã o p ropos t a con t ivesse no d e n o m i n a d o r s ó -
m e n t e (x — a ) ' . 

E s t a e q u a ç ã o d á 

F = f f r X (« - a) + i f" x ( x - a)*+ ( 3 ) ; 

e pela e q u a ç ã o ( 1 ) t e r e m o s 

w 

Se ja , por e x . ° , 

N __ 5 x * — 1 3 x 3 + 1 4 x * — Sx + 3 
D ( x — l ) 3 ( x + l ) x 

F a z e n d o x = 1 em S = x a - ] - x , em S ' , em S" e em N 1 em N ' , 
em N " , . . . . ; t e r e m o s 

s = 2 , s ' = 3 , Í " = 2 , n = 4 , n ' = i , « " = 1 0 , 

e por c o n s e g u i n t e 

4 = 2 / - , 4 = 2 f+ 3 f , 1 0 = 2 f " + 6 f + 2 f; 

e finalmente 
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f = 2 , f'= — 1 , j r = 3 , F = 2 — [x—1)+3 ( x — l ) 2 = 3 a 2 — - 7 x + 6 . 

O ^ p r o d u c t o F S , s u b t r a h i d o d e N , d á 

2xK— 9x3 + 1 5 x 2 — 1 1 « + 3 , 

e x p r e s s ã o , q u e d iv id ida p o r ( x — l ) 3 , d á P = 2 « — 3 . 

. , . . . . P 2 x — 3 
l t e s t a a g o r a u n i c a m e n t e d e c o m p o r pe lo 1 . p r o c e s s o — = — j . 

3 X + X 

. , . P — 3 , 
P a r a i s s o , p o n d o X = — 1 e « = 0 e r a — T - T ' 0 ^ t e r e m o s o s 

JLoc —1 
n u m e r a d o r e s 5 e — 3, e s e r á f i n a l m e n t e 

N 2 1 3 5 3 
D ( x — L)3 (x—1)2 ' x — i x — l X 

C u m p r e a d v e r t i r , q u e n e s t e c x . ° s e r i a m a i s b r e v e c o m e ç a r p o r d e t e r m i n a r a s 
N 

duas ú l t i m a s f r a c ç õ e s , f a z e n d o » = —1 e X = O em — , e a c h a r í a m o s 

N 

D ( x — I Y » + I x 

T r a n s p o n d o e s t a s d u a s ú l t i m a s f r a c ç õ e s , e r e d u z i n d o , a c h a - s e 

F 3 x 2 — 7as + 6 
i » 

a q u a l , po r t e r e g u a e s o s f a c t o r e s do d e n o m i n a d o r , f a c i l m e n t e s e d e c o m » 
põe. 

D o m e s m o m o d o e m 
3 2 
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N X i - Gx2+ f r r — l 
D ~ x'~3x3—'dx2+lx+% ' 

c o m o D = (x +• \ )2(x — 2) (x — 3 ) , f a r e m o s x = 2 e a: = 3 em —, 

1 1 
e o b t e r e m o s d e p o i s as f r a c ç õ e s • — , as q u a e s , s u b t r a h i d a s da 

x — 2 x— 3 
F x 

p r o p o s t a , d a o ^ = ^ ^ s t a s e d e c o m p o r á pe lo p rocesso a c i m a 

i n d i c a d o , e c o m o f = — 1 , e [ ' = 1 , t e r e m o s por f i m d e t u d o 

N 1 1 1 1 
D ~ x — 2 x — 3 ( ¢ + l ) 2 + x + 1 ' 

Sobre a convergência das Series. 

1 3 9 . T e n d o d e f aze r a p p l i c a ç 3 o d o m e t h o d o dos c o e f f i c i e n t e s i n d e -
t e r m i n a d o s á des invo lução d a s f u n e ç õ e s em s e r i e s , 6 n e c e s s á r i o d a r p r e -
v i a m e n t e a s r e g r a s n e c e s s a r i a s p a r a s a b e r q u a n d o es ta s s e r i e s p o d e m r e -
p r e s e n t a r o va lor a p p r o x i m a d o d a s m e s m a s f u n e ç õ e s , e q u e n u m e r o d e 
t e r m o s das m e s m a s s e r i e s é n e c e s s á r i o a p p r o v e i t a r p a r a s e o b t e r u m c e r t o 
g r á o d e a p p r o x i m a ç S o . 

C h a m a m - s e s e r i e s convergentes a s q u e s a t i s f a z e m á cond içSo de c o n -
v e r g i r a s o m m a dos seus t e r m o s c a d a vez m a i s p a r a um l i m i t e , ã m e d i d a 
q u e s e t o m a u m m a i o r n u m e r o d e t e r m o s : e s t e l i m i t e c h a m a - s e t a m b é m 
somma da s e r i e . As s e r i e s , q u e n a o s a t i s f a z e m a e s t a c o n d i ç ã o , c h a m a m - s e 
divergentes por c o n t r a p o s i ç ã o . S ó m e n t e nos é p e r m i t t i d o t o m a r a s o m m a dos 
n p r i m e i r o s t e r m o s de u m a s e r i e pe lo valor a p p r o x i m a d o da sua t o t a l i d a d e , 
q u a n d o es ta s e r i e for c o n v e r g e n t e . É fácil c o n h e c e r , se os t e r m o s d e c r e s c e m , 
q u a n d o se dá o lermo geral, q u e é a e x p r e s s ã o a n a l y t i c a do t e r m o da 
o r d e m n ; p o d e m p o r ó m o s t e r m o s d e c r e s c e r s e m q u e por isso s e deva 
c o n c l u i r , q u e a s e r i e ó c o n v e r g e n t e . P o r e x e m p l o , c a h i r i a m o s era e r r o s u p -
p o n d o c o n v e r g e n t e a s e r i e 
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1 1 1 1 
2 + 3 + 4 + + n + íi + 1 

1 
na qua l o t e r m o g e r a l — ind i ca , q u e os t e r m o s c o n v e r g e m p a r a z e r o , á 

m e d i d a q u e n c r e s c e . 
P a r a t o r n a r o e r r o e v i d e n t e , b a s t a a d v e r t i r , q u e , s e a c o n t a r d o t e r m o 

1 
» , s o m m a r m o s o s n t e r m o s s e g u i n t e s , t e r e m o s u m a s o m m a >"2"» c o m 

ef fe i to e s t a s o m m a é 

1 1 1 1 
' n + l n + 2 n + 3 2 n 

1 1 
e , c o m o o s t e r m o s são d e c r e s c e n t e s , s e r á e v i d e n t e m e n t e > — x n > ~ -

2n 2 

O r a , s e d i s t r i b u i r m o s o s t e r m o s d a s e r i e e m g r u p o s p e l a f ó r m a s e -
g u i n t e 

1 / 1 1 \ / 1 1 1 1 \ / 1 1 1 X , , 
2 + ( 3 + 4 ) + ( 5 - + 6 + 7 + 8 ) + ( 9 + 1 0 + T ê ) ; 

t o d a s a s s o m m a s e n t r e p a r e n t h e s i s s e r ã o , pe lo q u e a c a b á m o s d e v e r , > — ; 
1 

se rá pois a s e r i e c o m p o s t a de i n f in i t a s p a r t e s t o d a s > — , e po r c o n s e g u i n t e 
Á 

a s o m m a dos seus t e r m o s n ã o t e r á l i m i t e . 
1 4 0 . S u p p o n h a r a o s c o n v e r g e n t e a s e r i e 

"o + UL + + U3 + ETC* ' 

e d e s i g n e m o s por S» a s o m m a dos s eus n p r i m e i r o s t e r m o s , s e n d o a s s i m 
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S n = M0 + W1 + W2 + 5 

S n + 1 = U0 + M1- + M2 + UM—i + . 

S A + . = M0 + U1 + M2 + -F- Un + MA+, , 

e t c . 

A d e f i n i ç ã o da c o n v e r g ê n c i a e x i g e , q u e p a r a um va lor de n s u f i c i e n t e -
m e n t e g r a n d e , a s s o m m a s S „ , S n + 1 , S n + 2 s e a p p r o x i m e m , q u a n t o s e q u i -
z e r , d e u m c e r t o l i m i t e S ; d ' o n d e s e s e g u e q u e a s d i f f e r e n ç a s e n t r e e s t a s 
s o m m a s s e p o d e r ã o t o r n a r t a m p e q u e n a s , c o m o s e q u i z e r , e s c o l h e n d o u 
s u t f i c i e n t e m e n t e g r a n d e . O r a a s d i f f e r e n ç a s e n t r e S a e c a d a u m a d a s s o m -
m a s s e g u i n t e s são r e s p e c t i v a m e n t e 

Sn+1 S/l = Wn , S„_j.a S r l Un -f- l /n+ , , 

S„+3 — s„ = !/„ + w„+, + i / n + 2 , e t c . ; 

l o g o , l i m i t a n d o - n o s po r o r a a a t t e n d e r s ó m e n t e á d i f f e r e n ç a S n + 1 — S a , p o -
d e m o s conc lu i r q u e , s e t o m a r m o s n s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e , t o d o s o s t e r -
m o s d e w , por d i a n t e d e v e r ã o s e r t a m p e q u e n o s c o m o s e q u i z e r . 

E s t a c o n d i ç ã o é s i m p l e s e de fáci l v e r i G c a ç ã o , m a s j á v i m o s no 
n .° a n t e c e d e n t e q u e n ã o é b a s t a n t e ; e c o m o , o q u e a c a b a de d i z e r - s e 
da d i f f e r e n ç a S n + 1 — S n , s e a p p l i c a da m e s m a m a n e i r a á s d i f f e r e n ç a s 
S»+o — S n , S n + 3 — S n j e t c . , p o d e m o s c o n c l u i r c o m o cond i ções e g u a l -
m e n t e n e c e s s a r i a s , q u e a s s o m m a s 

M.t + w a + I , Un + w n +, + W b + . ; e t c . 

c o n s i d e r a d a s c a d a u m a p e r s i , e c o m q u a l q u e r n u m e r o d e t e r m o s , s e t o r -
n e m t a m p e q u e n a s c o m o s e q u i z e r , p a r a va lo res d e n m u i t o c o n s i -
d e r á v e i s . C o m e s t a s novas c o n d i ç o e s ó c e r t a a c o n v e r g ê n c i a : por q u e e n t ã o 
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e s c o l h e n d o n s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e , d i ( í e r i r§o as s o m m a s S« , S . + 1 e t c 
u m a s d a s o u t r a s t a m pouco c o m o s e q u i z e r , e por c o n s e g u i n t e h a u m l i m i t e , 
d e q u e e l las s e a p p r o x i m a r ã o q u a n t o s e q u i z e r . 

A p p l i q u e m o s e s t e s p r i n c í p i o s á s e r i e 

a + ax + ax* + ax3 -f-

c u j o t e r m o g e r a l é axn. T o m a n d o p r i m e i r a m e n t e só e s t e t e r m o , e s o m -
m a n d o - o d e p o i s c o n s e c u t i v a m e n t e c o m o s d o u s , t r e s , q u a t r o , . . . s e -
g u i n t e s , o b t e r e m o s a s e x p r e s s õ e s 

axn, ax -J- axn+l = axr 

t—x 

ax» + a s " + 1 + az"+* = aíc"( j ), e t c . 

O n d e s e v ê , q u e , s e n d o « < 1 , a s s o m m a s s e t o r n a m c a d a vez m a i s p e -
q u e n a s e t e n d e r a p a r a z e r o , á m e d i d a q u e n a u g r a e n l a ; logo a s e r i e s a -
sisfaz á s c o n d i ç õ e s d e c o n v e r g ê n c i a q u a n d o ® é < l . 

E s t e s m e s m o s p r i n c í p i o s f a z e m v e r , q u e a s e r i e , d e q u e t r a c t á m o s no 
n.° p r e c e d e n t e , 

1 1 1 1 
2 + 3 " + 4 + T ' 

n3o sa t i s faz á s c o n d i ç õ e s de c o n v e r g ê n c i a , a p e z a r de q u e o t e r m o g e r a l 

— v a e d e c r e s c e n d o , ao passo q u e n a u g m e n t a . 

141. Em g e r a l é assaz d i f f i cu l toso v e r i f i c a r t o d a s a s c o n d i ç õ e s de 
c o n v e r g ê n c i a : e po r isso d a r e m o s e m s e g u i m e n t o a l g u n s t h e o r e m a s , q u e 
a b r a n g e m casos b a s t a n t e n u m e r o s o s , e m q u e s e m a n i f e s t a a c o n v e r g ê n c i a . 

T H E O R E M A I. Dada a serie 
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U = U0 + U, + U 2 + + Un + WB-)-i , 

na qual lodos os lermos, de certa ordem em diante , são todos positivos, 
e em que os valores de u muito grandes fazem convergir a razão 

F _ 
wB 

para um limite L: será a serie convergente , ou divergente, conforme este 
limite Lfor<ou>t, 

S u p p o n h a m o s p r i m e i r o L < 1 , e t o m e m o s u m n u m e r o q u a l q u e r l 
i n t e r m e d i o e n t r e L e i , s e n d o L < Z < 1 . P o r isso q u e F c o n v e r g e p a r a 
L á m e d i d a q u e n a u g m e n t a , s e g u e - s e , q u e , pas sada u m a o r d e m n 
s u f l i c i e n t e m e n t e g r a n d e , se a p p r o x i m a r á o f a c t o r F t a n t o q u a n t o se q u i z e r , 

d e L , e s e t o r n a r á por c o n s e g u i n t e < / . L o g o s e r á v " + 1 . < j , o u 

«n+, Klun . w„+2 <lun+l, w„+3 <lun+J, e t c . 

e, a fortiori, 

wB+1 <lunt w„+2 Kl2Vn , w n + 3 <l3un, e t c . : 

a s s im , o s l e r m o s w „ + , , w n + 2 , w n + 3 , e t c . s3o r e s p e c t i v a m e n t e m e n o r e s , q u e 
o s d a p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a v P ( Z + P + T + e tc.) . O r a , p o r s e r Z < 1 , a 
s o m m a d ' e s t a p r o g r e s s ã o d e c r e s c e i n d e f i n i d a m e n t e c o m u » ; logo c o m m a i s 
f o r t e r a z ã o d e c r e s c e i n d e f i n i d a m e n t e U — S n , e por isso é c o n v e r g e u t c a 
s e r i e U . 

P o r u m r ac ioc ín io s i m i l b a n t e s e p r o v a , q u e s e n d o L > 1 , s e r ã o o s t e r -
m o s Wn+,, w n + 2 , m a i o r e s q u e o s d e u m a p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a 
w n (Z + Z 2 + Z 3 + e t c . ) , c u j a r a z ã o l s e n d o > 1 , conduz a t e r m o s t a m g r a n -
d e s c o m o s e q u i z e r ; e po r c o n s e g u i n t e , p a r a va lo res m u i t o g r a n d e s d e 
n , n ã o p o d e r ã o o s t e r m o s d a s e r i e U d i f f e r i r d e ze ro t a m p o u c o c o m o s e 
q u i z e r . V ê - s e pois q u e n e s t e caso 6 imposs íve l a c o n v e r g ê n c i a da ser ie -



ÁLGEBRA SCPERIOR. 2 5 5 

A p p l i c a n d o e s t a r e g r a á s e r i e do b i n o m i o (x + a)m, s e g u e - s e do v a -
lor ((ft) p a g . 1 5 ) , e d a r e l a ç ã o ( ( d ) p a g . 6 ) , q u e é 

O r a q u a n t o m a i s n c r e s c e , t a n t o m a i s s e a p r o x i m a F d o l i m i t e - , 

o qua l e l l e t o c a q u a n d o é n = o o . D o n d e c o n c l u i r e m o s , q u e a f ó r m u l a d o 
b i n o m i o se rá c o n v e r g e n t e o u d i v e r g e n t e , c o n f o r m e for » < o u > a . 

A s d u a s t r a n s f o r m a ç õ e s s e g u i n t e s são a d a p t a d a s p a r a a u g m e n t a r a 
c o n v e r g ê n c i a d ' e s t a s e r i e 

F = 
m — n x 
n + 1 ' a ' 

x 

x 
» + a = x — a a 1 — 1 x + a x+ a 

V e j a - s e p a r a a lei d ' e s t e s c o e f f i c i e n t e s a p a g . 1 4 . 

N a s e r i e 
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o l e r m o g e r a l — - d á F = c u j o l i m i t e é z e r o q u a n d o n = oo. B 1.2 n n + 1 
P o r c o n s e g u i n t e a s e r i e é c o n v e r g e n t e . 

1 4 2 . T H E O H E M A I I . N a serie 

U = U0 + Mi + j2 + Vn + e t c . , 

cujos lermos são todos positivos, de certa ordem por diante: se, para 
valores de n muito grandes, a raiz 

4 

F = K M , 

convergir para um limite L, a serie será convergente ou divergente , con-
forme for L< ou > 1. 

S e o s t e r m o s , d e c e r t a o r d e m por d i a n t e , e r a l o g a r d e posi t ivos 
fos sem n e g a t i v o s , o t h e o r e m a t e r i a l oga r a r e s p e i t o de — U. 

S u p p o n h a m o s p r i m e i r o L < 1 , e t o m e m o s t a m b é m u m a q u a n t i d a d e l 
c o m p r e h e n d i d a e n t r e L e l . C o m o , n a c o n f o r m i d a d e d o e n u n c i a d o , s e p ô d e 
t o m a r n b a s t a n t e g r a n d e , p a r a q u e a r a i z F se a p p r o x i m e de L q u a n t o se 
q u i z e r , e s e t o r n e p o r c o n s e g u i n t e < l n , s e r á 

V n < l " , u n + l < Z"+ 1 , w n + 2 < Z " + 2 , e t c . 

L o g o o s t e r m o s d a s e r i e v n + 1 / „ + 1 + e tc . s e rSo m e n o r e s q u e o s d a p r o -
g r e s s ã o g e o m e t r i c a In + Z n + 1 + Z"+2 + e tc . ; e c o m o es ta p r o g r e s s ã o , por 
s e r Z < 1 , d e c r e s c e i n d e f i n i d a m e n t e , c o m m a i s r a z ã o d e c r e s c e r á U — S n ; 
e por t a n t o a s e r i e U s e r á c o n v e r g e n t e . 

S u p p o n d o . a g o r a L > 1 , p r o v a r - s e - h a po r u m r a c i o c í n i o a n a l o g o a o 
p r e c e d e n t e , a t t e n d e n d o a q u e 6 Z < L , q u e a s e r i e é d i v e r g e n t e . 

C u m p r e a d v e r t i r , q u e o s dous t h e o r e m a s , q u e s e a c a b a m d e d e m o n s -
t r a r , não a d m i t t e m i n c e r t e z a s ò b r e a c o n v e r g ê n c i a d a s e r i e U , s e n ã o 
q u a n d o for L = 1 . N e s t e caso a q u e s t ã o é m u i t a s vezes d i f f ic i l de r e so lve r . 
(Nota 3 . ' ) . 

1 4 3 . T H E O R E M A I ! I . Se uma serie da forma 
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• i ' ' ' ' , ' • - • ' 
U = U 0 + U , + U a + + V m 

tiver termos positivos e negativos, e se mudando estes para positivos, a 
nova serie for convergente, lambem a serie U será convergente. 

D e s i g n e m o s por L a s o m m a dos t e r m o s pos i t ivos da s e r i e U , a c o n -
t a r de um t e r m o q u a l q u e r un, e p o r Z a d o s t e r m o s Degativos, s e n d o 
a s s i m 

L — l = v„ + f n + 1 + e t c . , 

O r a , v is to q u e , t o r n a n d o pos i t ivos t o d o s o s t e r m o s d e s e r i e U , e s t a 6 c o n -
v e r g e n t e , p o d e m o s t o m a r n b a s t a n t e g r a n d e p a r a q u e L + l s e ja u m a 
q u a n t i d a d e t a m p e q u e n a c o m o s e q u i z e r ; l o g o , e c o m m a i s f o r t e r a z 3 o , o 
m e s m o se d i r á de L — e p o r c o n s e g u i n t e a s e r i e U s e r á c o n v e r g e n t e . 

A s s i m n a s e r i e 

X' xs x7 

í r " 2 3 + 2 . 3 . 4 . 5 ~ ~ 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 ~ ~ e t c " ' 

a c b â m o s , t o r n a n d o t o d o s o s l e r m o s p o s i t i v o s , 

r _ a " 1 " 1
 I T F _ f l . 

" 2 . 3 . . ( 2 n — 1 ) ' + I 2 . 3 . . 2 n ( 2 n + l ) 2 n ( 2 n + 1 ) ' 

e c o m o J i = o o d á F = O , a s e r i e é c o n v e r g e n t e . A l é m d ' i s t o , p o n d o 
F < 1 , a c b a - s e a ; 2 < 4 n 2 + 2 n ; e p o r c o n s e g u i u t e t o m a n d o 4 n 2 > xz, o u 
n > \ x , v ê - s e q u e o s t e r m o s d e c r e s c e m d a o r d e m j x e r a d i a n t e . 

1 4 4 . T H E O R E M A I V . Toda a serie da forma 

W 0 — U. + u , — U 3 + e t c ± Ua =p e t c . 

cujos lermos tem alternadamente os signaes+ e—, <! convergente, quando 
estes termos decrescem continuamente para o limite zero. 

C o n s i d e r e m o s u m t e r m o q u a l q u e r d ' e s t a s e r i e , c u j o s s i g n a e s s à o a l t e r -
3 3 
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n a d o s , e d e s i g n e m o l - o por dz a , e os s e g u i n t e s p o r : + : 6 ±: c ± e t r . Se 
t o m á s s e m o s a s o m m a dos t e r m o s q u e p r e c e d e m a pe lo valor a p p r o x i m a d o 
da s e r i e i n t e i r a , o e r r o £ s e r i a 

S = ± a =F ò ± C + e t c . , 

e x p r e s s 3 o q u e s e p ô d e e s c r e v e r d e b a i x o d a s d u a s f ó r m a s s e g u i n t e s : 

$ = ± [ ( a — b) + (c — d ) + etc.], 

í = ±: [ o — (6 — c) — (d — e) — e tc . ] . 

C o m o , por h y p o t h e s e , os t e r m o s a, b , c , . . . . vão d e c r e s c e n d o , t odas 
as q u a n t i d a d e s e n t r e p a r e n t h e s i s s3o p o s i t i v a s : logo , pela 1 .* f ó r m u l a , v ê - s e 
q u e & t e m o m e s m o s i g n a l q u e ± a ; c pela 2 . a , q u e o valor n u m é r i c o de 
S 6 <a. O r a , t o m a n d o um t e r m o a assaz d i s t a n t e , s e r í t a m p e q u e n o c o m o 
se q u i z e r ; e por c o n s e g u i n t e o m e s m o d i r e m o s , a fortiori, do e r r o L o g o 
a s e r i e d a d a é c o n v e r g e n t e 

A s s i m a s e r i e 

, 1 1 1 

é c o n v e r g e n t e , pos to q u e o n3o se j a q u a n d o todos os t e r m o s s3o posi t ivos . 
1 4 5 . Q u a n d o u m a s e r i e é c o n v e r g e n t e , e s o m m ú m o s u m c e r t o n u -

m e r o dos seus t e r m o s p a r a o b t e r u m va lor a p p r o x i m a d o d a s e r i e i n t e i r a , 
c o n v é m m u i t o o b t e r u m l i m i t e d o e r r o . Q u a n d o a s e r i e e s t á n o caso q u e 
c o n s i d e r á m o s n o T h e o r e m a I V , a c a b á m o s d e v e r , q u e o e r r o é s e m p r e 
m e n o r do q u e o 1." t e r m o dos q u e se d e s p r e z a m . A ú n i c a r e g r a g e r a l 
p o r é m q u e , pa ra o s o u t r o s casos , s e p ô d e d a r p a r a o b t e r e s t e l i m i t e , c o n -
s i s t e em c o m p a r a r a s e r i e a s s i m c o m o se fez n o s T h e o r e m a s I e I I , c o m 
u m a p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a d e c r e s c e n t e ; e q u a n d o s e t i ve r r e c o n h e c i -
d o , q u e , p a r a n d o n ' u m c e r t o t e r m o , d i m i n u e m o s t e r m o s s e g u i n t e s d a 
s e r i e m a i s r a p i d a m e n t e q u e o s c o r r e s p o n d e n t e s da p r o g r e s s ã o g e o m e t r i c a , 
p o d e r e m o s c o n c l u i r , q u e o e r r o é i n f e r i o r á s o m m a dos t e r m o s da p r o g r e s -
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são. P o r e x . ° n a s e r i e 

x x Xn 

i+T+TZT + 1 1 . 2 1 . 2 . . n ' 

no qua l o t e r m o em a " + 1 se f ó r m a m u l t i p l i c a n d o o p r e c e d e n t e por x e 
d i v i d i n d o - o por n + 1: se t o m a r m o s n t a l , q u e se j a x <n + 1 , t e r e m o s 
a c e r t e z a de q u e os t e r m o s da s e r i e 

x' 
1 2 . . 1.2 n (n + 1) 

+ e tc . 

d e c r e s c e r ã o m a i s r a p i d a m e u t e , q u e o s d e u m a p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a , 
x 

c u j o 1 . ° t e r m o fosse o m e s m o q u e o d ' e s t a s e r i e , e a r a z ã o ^ —• L o g o 

se ha s e r i e p ropos t a t o m a r m o s por ú l t i m o o t e r m o em Xn"1 , o e r r o £ se rá 
m e n o r q u e a s o m m a d ' e s t a p r o g r e s s ã o ; e a c h a r e m o s 

(n + l ) s B 

1 . 2 . . n (n + 1 — x ) 

Series Recurrenles. 

1 Í 6 . T o d a a f r a c ç ã o r a c i o n a l , o r d e n a d a s e g u n d o a s po t enc i a s c r e s -
c e n t e s d e x , c u j o n u m e r a d o r N s e r e d u z i u a se r d e u m g r á o m e n o s e l e -
vado q u e o do d e n o m i n a d o r D, e á q u a l p o d e m o s s e m p r e d a r a f ó r m a 

N _ a + bx + e x 1 + . . . . hxl~l 

F ~ 1 + ax + êx2+ Ox' ' 

pôde d e s e n v o l v e r - s e po r m e i o d a d iv i são n ' u m a s e r i e inf ini ta 
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A + B a ; + C x " + 

por isso q u e , d o p rocesso d a d i v i s ã o , n ã o p o d e m r e s u l t a r p a r a o q u o c i e n t e 
p o t e n c i a s n e g a t i v a s n e m f r a c c i o n a r i a s de x . 

E m loga r p o r é m d e d e t e r m i n a r m o s o s coef f i c ien tes A , B , C , . . . . 
pe la d i v i s ã o , p o d e m o s u s a r c o m p r e f e r e n c i a d o m e t h o d o d o s coef f ic ien tes 
i n d e t e r m i n a d o s q u e põe em ev idenc i a a lei d ' e s t e s coef f ic ien tes . 

C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o a f r a c ç ã o 

e p o n h a m o s 
1 -f- ax 

= A + B x + C x 1 + 
1 + ax 

M u l t i p l i c a n d o a m b o s os m e m b r o s p o r 1 + ax , v e m 

a = A + B I x + C X i + D X 3 + 
+ A a I + B a + C a + 

d ' o n d e r e s u l t a m , c o m p a r a n d o s e p a r a d a m e n t e o s t e r m o s e m q u e e n t r a m 
p o t e n c i a s e g u a e s d e x , a s e q u a ç õ e s 

o = A , B + A a = O , C + B a = O , e t c . 

q u e d ã o 

A = o , B = — a \ , C = — a B , e t c . 

L o g o , s e m u l t i p l i c a r m o s um coe f f i c i en t e q u a l q u e r por — a o b t e r e -
m o s o s e g u i n t e ; o u , p o r o u t r a s p a l a v r a s , c a d a t e r m o d a s e r i e é o p r o -
d u c t o do t e r m o p r e c e d e n t e p o r — a x . N ' e s t e caso po is a s e r i e é u m a 
s i m p l e s p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a . 
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P a s s e m o s a g ó r a á f r a c ç ã o 

261 

a + bx 
1 + a x + P x 2 * 

P o n d o d o m e s m o m o d o 

a + bx 
= . A + B x + C x 2 + 

1 + a x + p x 2 

e m u l t i p l i c a n d o a m b o s os m e m b r o s por 1 + a r + P x 2 , a c h a r e m o s 

a + bx = A + B x + C x 2 + D s 3 + 
+ ;A« + B a + C a + 

+ A p + B p + 

e depo i s 

A = a , B + A a = b , C + B a + A p = 0 , D + C a + B p = 0 , e t c . 

d o n d e s e d e d u z e m 

A — a , B = & — A a , C = - A p — B a , D = — B p - C a , . . . . 

L o g o , do 3 . ° t e r m o em d i a n t e , c a d a c o e f f i c i e n t e é a s o m m a dos d o u s 
p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e p o r — p e — a ; o u cada t e r m o 
da s e r i é é a s o m m a d o s d o u s p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e 
p o r — p x 2 e — a x . 

S e p u z e s s e m o s a i n d a 

a + bx + c x 2 

= A + Bx + C x 2 + D x s 

1 + a x + P x 2 + y x 

v e r í a m o s pe lo m e s m o t h e o r , q u e q u a l q u e r t e r m o , d o 4 . ° e m d i a n t e , s e 
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c o m p u n h a dos t r e s p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e po r — y x " , 
— (3x 2 , — a z . 

P o r o n d e f i n a l m e n t e s e p ô d e c o n c l u i r , q u e e m g e r a l u m a f r a c ç ã o 
d a f ó r m a 

a + bx + ex1 + Jixi-1 

1 + ax + ( i x 2 + + i r ' - 1 + Ox1 ' 

d e v e g e r a r u m a s e r i e , c a d a t e r m o d a q u a l , d o t e r m o t + 1 e m d i a n t e , 
se c o m p o r á dos i p r e c e d e n t e s m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e p o r , — Ox1 

l i ' • • • • • • T1 } CCJCm 

C h a m a m - s e Recurrentes t o d a s as se r i es a s s im f o r m a d a s ; e Eschala de 
relação a r e u n i ã o dos f a c t o r e s r e s p e c t i v o s pelos q u a e s se d e v e m m u l t i p l i c a r 
m u i t o s t e r m o s consecu t ivos pa ra s e o b t e r o t e r m o s e g u i n t e . P o r e x . ° , o s 
senos e cosenos d"a rcos e q u i d i f f e r e n t e s , e as s o m m a s d a s po t enc i a s d a s 
r a i z e s d a s e q u a ç õ e s f o r m a m se r i e s r e c u r r e n t e s . 

147. Dada a serie recurrente e a eschala de relação é fácil achar 
a fracção generatriz. 

C o m e f f e i t o , s e j a 

S = A + Bx + C x 2 + 

a s e r i e d a d a , e s u p p o n h a m o s p r i m e i r o pa ra f ixar i d ê a s , q u e a e scha la de 
r e l a ç ã o é [ p x 3 , g x 2 , r x ] . C o m o e s t a e s c h a l a c o n t é m t r e s t e r m s o , a 
f r a c ç ã o g e n e r a t r i z s e r á d a f ó r m a 

a + bx + e x 2 

1 + ax + ( 5 x 2 + y x s ' 

c u j a e scha la d e r e l a ç ã o , s e g u n d o v i m o s , é [ — y x \ — p x 2 , — a z ] . T e -
r e m o s p o i s , c o m p a r a n d o , 

a = — r , p = — q , Y = - P ; 

e só r e s t a r á d e t e r m i n a r as q u a n t i d a d e s a , b, c . P a r a isso p o r e m o s 
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a + bx -f- c x* 
= A + B x + C x 1 + e t c . , 

1 — rx — qx2 — p x 2 

d ' o n d e r e s u l t a , a t t e n d e n d o s ó m e n t e aos I r e s p r i m e i r o s t e r m o s , 

a + bx + CX1 = A + B 
— A r 

x + C X i . 
— B r 
- A q 

C o m p a r a n d o a g o r a o s coef f ic ien tes d a s d i f f e r e n t e s p o t e n c i a s d e x , d e t e r m i -
n a r e m o s a, b, c , e o b t e r e m o s finalmente a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z 

S = 
A + ( B — A r ) x + (C — B r — A g ) x2 

i — r x — qx2 — px 

E r a g e r a l , s e d e s i g n a r m o s po r A 0 , A 1 , A 2 A „ o s coe f f i c i en tes 
successivos da s e r i e r e c u r r e n t e , e" por p f , p2 , p, pn os coe f f i c i -
e n t e s de oc | co j oc f • • • • • • na e scha la de r e l a ç ã o , s e r á 

A0- t-(A,— A f p , ) x + ( A 2 — A , P 1 - A 0 P 1 ) x2+.. ( A , , - ! — A „ - 2 p , — A „ _ 3 p 2 . . — A ^ - . b " - ' 
1 — P i X PiXi-I- — f n l " 

P o r e x . ° n a s e r i e 

S = l + x + 2 x 2 + f x J + 

cu ja escha la d e r e l a ç ã o é [ — x 2 , ^ x ] , t e m o s 

A 0 = 1 > A 1 = 1 , A 2 = 2 , P 1 = - i , p 2 = 1 , p , = £ ; 

e por c o n s e g u i n t e s e r á 

S = . 
1 + l x + i x ^ 

1 - J X - X 1 - I - ^ X 3 ' 
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1 4 8 . Para achar o t e r m o g e r a l T, isto e, o termo de serie recur-
rente, que tem n antes de si, p r o c u r a r e m o s d e c o m p o r a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z 
e m f r a c ç õ e s s i m p l e s , cu jos d e n o m i n a d o r e s s e j a m o s f a c t o r e s d o I . 0 g r á o 
d o d e n o m i n a d o r d a f r a c ç ã o p r o p o s t a . 

S e j a pois 
A + Bx + Cx*+ (1) 

a s e r i e r e c u r r e n t e , c u j a e s c h a l a da r e l a ç ã o é d a d a , e q u e t e m po r f r a c -
ç ã o g e n e r a t r i z 

_ a + bx+cx2+ +tx'~l 

~~ 1 + OiX + P®"+ ..OJi ' * ' 

M u d a n d o no d e n o m i n a d o r de ( 2 ) x em — , e e g u a l a n d o a ze ro , t e r e m o s 

de r e s o l v e r a e q u a ç ã o 

y< + gy-* + + 9 = 0. 

I . 0 S u p p o n d o q u e s ão d e s i g u a e s as r a i zes k , k!, k", A w 

d e s t a e q u a ç ã o , t e r e m o s 

y i + a y ' - > + g y - — . . . . + ô = ( y — k ) ( y — k')[y — k"). . ( y - * « ) , 

p o d e n d o e s t a s r a i z e s s e r r e a e s o u i m a g i n a r i a s , r a c ionaes o u i r r a c i o n a e s , 

u e g a t i v a s ou ze ro . R e p o n d o — por x\ v i rá 
y 

1 + xx +? s2+.. +9s'.. = (t ~kx) (1 —k'x) (1 — k"x)... . (1 —k^x); 

e po r c o n s e g u i n t e t e r e m o s 

F _ K , , K " , " K W 
1 —kx + 1—k'x ^ í—k"x ~ 1—kxU [ 1 

d e t e r m i n a n d o o s coe f f i c i en tes K , K ' , . . . . R W pelo m e t h o d o d e p a g . 2 Í 4 . 
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P o d e n d o cada u m a d ' e s t a s i f r a c ç õ e s c o m p o n e n t e s de F d e s i n t o l v e r - s e 
n ' u m a p rogres são g e o m e t r i c a , a s e r i e ( I ) s e r á a s o m m a , t e r m o por t e r m o , 
d ' e s t a s p r o g r e s s õ e s ; e por c o n s e g u i n t e o t e r m o g e r a l T s e r á a s o m m a dos 
seus t e r m o s g e r a e s , ou 

T = (Ek"+ K ' * ' - + KW*") x" ( 4 ) . ' 

L o g o , para achar o lermo geral T da serie recurrente proposta, e de-
compor esta serie em progressões geomelricas de que ella seja a somma , 
devemos: egualar a zero o denominador da fracção generalriz ; mudar nella 

x em — ; e buscar as raizes k, k ' , k " , k^ da equação 
Y 

y ' + « y - 1 + ê y ' - 1 + L 1 = O . 

Estas raizes, tomadas com signal cmlrário , s e r ão os factores de x nos 
denominadores das fracções componentes ( 3 ) ;. e as razões das progressões 
serão k x , k ' x k ^ x . Determinando por f im os numeradores K , 
K ' , KW teremos lodos os elementos para calcular T pela fórmula ( 4 ) . 

A p p l i c a n d o es ta r e g r a a o e x . ° d o n . ° p r e c e d e n t e , t e m o s 

1 + ± x + í x z 

-X X + ^ x 

* 3 

1 +X 

L o g o a s e r i e 1 + x+ 2 j c 2 -f f x3 + cu j a e scha la de r e l a ç ã o é 
( — ^ x 3 , X 2 , j a ] t e m por t e r m o g e r a l 

Se a e q u a ç ã o 

y'+oy'-1 +W* + . . . . 6' = O, 
3 4 
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I ive r r a i zes e g u a e s , i s to é , Tactores da f ó r m a g e r a l (y — r)', é n e c e s s á r i o 
i n t r o d u z i r n a e q u a ç ã o ( 3 ) , a l é m d a s f r a c ç õ e s c o r r e s p o n d e i tes aos f a c t o r e s 
d e s e g u a e s , o u t r a s f r a c ç õ e s d a f ó r m a (v . p a g . 2 i 6 ) 

L W L w n i 
( l - r x ) < + (/ — rx/~> ( I — rxf + 7=77" '' ^ 

M a s , pe la f ó r m u l a do b i n o m i o , l e m o s 

• toKlItfl • -ilVlWUfU* CUtiW *\ nl ^t VsiVllinmtttt1!n r-, - • it\tr- 1 

Z -I- t / 4 - 1 / 4- 2 

L ( 1 _ rx)-' = L ( 1 +Jrx + / - L - r 1 X 2 + / — . r V + . . . . ) , 

c u j o t e r m o g e r a l t é 

. . t & i S i ^ + ' ) - ; - ^ + ' - ' ) , . , , , „ 
1 . ú • O . . . V . . t 1 

logo p a r a o b t e r o l e r m o g e r a l T d a s o m m a d e t o d a s a s f r a c ç õ e s ( 5 ) , d e -
v e m o s f aze r s u c c e s s i v a m e n t e / = 1 , / = 2 , / = 3 , e s o m m a r ; 
o q u e dá 

T = | L » + L W { n + , ) + L ^ > ( n + 1 ) n - ± Í +LW (n+1) Í 2 ± S 

, U Ê ; J Ji ob 6Í0(l0 • . , ao -' S. ' l • n <•• • 

A s s i m n a s e r i e r e c u r r e n t e 

. 7 9 4 9 s 7 3 , 
- i + - x + Tx*+Tx*+-x>+ 

cu j a escl ia la d e r e l a ç ã o t [ ^ - x * , — x > x J * 
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t e m o s 

A . M 5 1 I 1 ^ 1 + 0X X X 5 » 1 -i 
4 '. \ t 1 

i 3 1 

j 3 i , , 3 , i . j i 1 x x 4 - X X4 1 X 
1 + X (1 — X1 '1 ~ 1 — X 

« por c o n s e g u i n t e 

ec m»T • 

T = 

usando do s igna l ip c o n f o r m e for n par ou i m p a r . 
1 4 9 . Os f ac to re s c o n s t a n t e s K , R 1 , KW p o d e m o b t e r - s e 

s e m r e c o r r e r á d e c o m p o s i ç ã o e m f r a c ç õ e s . P o r q u a n t o , s e n d o c o n h e c i d o s 
o s t e r m o s in i r i ae s A + R x + C x i + . . . . d a s e r i e ( 1 ) , b e m c o m o a s ra izes 
A, k',.. . . AW, se fizermos s u c c e s s i v a m e n t e n = 0 , H = I , n = 2 
n a e x p r e s s ã o ( i ) d e T , r e p r o d u z i r - s e - h ã o e s t e s t e r m o s s u c c e s s i v o s , is to é 

A = K + K ' + . . K W , R = K A + K ' A ' + . . K W / W , C = K k 2 + K 7 A l i + . . RWAW i . . 

No caso das ra izes k , k',. . . . s e r e m d c s e g u a e s , p o d e m o s e s t a b e l e c e r por 
e s t e m o d o t de s t a s e q u a ç õ e s , q u e nos s e r v i r ã o para d e t e r m i n a r i c o n s -
t a n t e s A , A ' , . . . . , q u e n ' e l ! as e n t r a m n o l .° g r á o . 

I i no caso de c o n t e r o d e n o m i n a d o r de F f a c t o r e s e g u a e s da fó rma 
( I — r x f , e x i s t i r ã o , a l é m dos t e r m o s KA", K ' A ' " . . c o r r e s p o n d e n t e s aos 
f ac to res d e s e g u a e s , o u t r o s c u j a s o m m a se c o m p r e h e n d e na e q u a ç ã o ( 6 ) f a -
zendo / = 1 , / = 2 , / = 3 ; e é e v i d e n t e q u e e s t e s ú l t i m o s t e r -
mos se e n c e r r a m na e x p r e s s ã o 

( a ' + ò ' n + t V + f inx", 

sondo a', b\ c' f ' q u a n t i d a d e s d e s c o n h e c i d a s , q u e se p o d e m o b t e r 
pelo m e t h o d o p r e c e d e n t e , f o r m a n d o t a n t a s e q u a ç õ e s q u a n t a s são a s i n d e -
t e r m i n a d a s . 



2 6 8 ÁLGEBRA SCPERjpR. 

E x e m p l o s : 

1 . ° T o r n a n d o ao e x e m p l o dos d o u s n . ° ' p r e c e d e n t e » f t e m o s n e l les 
fc' = — 1 , = e 

F a z e n d o n = 0 , n = i , n = 2 , e c o m p a r a n d o c o m o s t e r m o s r e s p e c t i -
vos da s e r i e 1 + x + 2x2.... v e m as e q u a ç õ e s 

K + K ' + K w = > - 1 , K — K ' + i K " = 1, K + R ' + i R" = 2 , 

d ' o n d e s e d e d u z 

q u e dá p a r a T o valor a c h a d o p r e c e d e n t e m e n t e . 
2.® A s e r i e r e c u r r e n t e 

3 9 
3 + 6x + — Xi + 

4 

cuja f r a c ç 8 o g e n e r a t r i z é 

6 (2 —2x — x2) 
4 — 1 2 x -j- 9 x 2 — 2 x 3 * 

d á 
0 = y'~ 3y'+ \y - i = (y - 2 ) ( y -

K 
A f r a c ç ã o r e s u l t a n t e d o f a c t o r y—2 é - — — , c u j o t e r m o g e r a l é K . 2 V . 

1 JiOC 
As c o r r e s p o n d e n t e s a (JI — d ã o 
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e por c o n s e g u i n t e 

T = [ 2 » X + ( ! ) " ( « ' + b ' n ) > 

2 6 9 

F a z e n d o n = 0 , 1 , 2, v e m 

3 = K+ a ' , 6 = 2K + i a ' + i 6 ' , ^ = + + 

logo K = 2 , o ' = t , 6 ' = 3 , T = a - ^ 2 H - I + l ± ^ i y 

I o O . P a r a a c h a r a somma d'um determinado numero de termos 
consecutivos d'uma serie recurrente , p r o c e d e r e m o s da s e g u i n t e m a n e i r a . 

S u p p o n h a m o s q u e a e s c h a l a d e r e l a ç ã o t e m t r e s t e r m o s , q u e d e s i -
g n a r e m o s s i m p l e s m e n t e pe l a s l e t r a s p , q , r ; e s e j a m 

A + B + C + D + + K + L + M + N 

o s t e r m o s d a s e r i e , c u j a s o m m a s e p e d e . 
P e l a n a t u r e z a d a s e r i e t e m o s 

D = Ap+ Bq+ C r 

E = Bp+ Cq+ Dr 

N = Kp +Lq+ M r . 

v 

S o m m a n d o es ta s e q u a ç õ e s v e m 

( D + E + . . N ) = ( A - f - B + . . . K ) / > + ( B + C + , L ] } + ( C + D h . M ) r . 
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D e s i g n a n d o pois por S a s o m m a p e d i d a , a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e t o r n a r - s e - h a 

§ • — A — B — C = ( S — L - M - N ) j » + ( S — A — M — N t y + ( S — A — B — N ) r ; 

d o n d e se d e d u z f a c i l m e n t e 

_ A + B + C — r ( A + B i N ) — q ( A + M + N j - p Ç L + M + N l 
I —r — p — q. 

Se t ives<emo<, por e x . ° , u m a s e r i e r e c u r r e n l e , c u j a escha la de r e l a ç ã o c o n -
t ivesse I res t e r m o s , e na qua l s e n d o 1 , 2 , 3 , os t r e s p r i m e i r o s l e r m o s , 
fosse o 4 . ° e g u a l ao d o b r o do 3 o ma i s a s o m m a dos dous p r i m e i r o s ; o 
o>° egua l ao d o b r o do 4 . ° ma i s a s o m m a do 3 . ° e do 2 . ° ; e ass im pe r 
d i a n t e : s e r á o d e s i n v o l v i m e n t o d ' e s t a s e r i e 

1 , 2 , 3 , 9 , 23 , 5 8 , 1 4 8 , 3 7 7 , 9 6 0 , 2 Í 4 5 , 6 2 2 7 

P a r a o b t e r a g o r a a s o m m a dos onze p r i m e i r o s l e r m o s , f a r í a m o s na f ó r -
m u l a d e c i m a 

A = I 1 B = 2 . C = 3 , p = 1 , < ? = 1 , r = 2 , N = 6 2 2 7 , M = 2 l i 5 , L = O G O , 

o que d a r á 

0 — 2 x 6 2 3 0 — 8 6 7 3 — 9 6 3 2 „ 
S — — • = 1 0 2 5 3 , 

1 5 1 . T e r m i n a r e m o s a t h e o r i a das se r i e s r e c u r r e n t e s , e x i m i d o o 
m e t h o d o de L a g r a n g e para r< conhecer se uiva seria dada é r, currcnie. 

Se^a a >er ie d a d a 

S = A + Bx + C x 2 + D x 1 + e t c . 



a l g e b r a s c p e r i o h . 2 7 1 

I n d a g u e m o s se e l l a p o d e r á p rov i r d ' u m a f r a c ç ã o da f ó r m a - — j e p o -

n h a m o s S = . D ' a q u i r e s u l t a 
1 + a x 1 

1 _ 1 + a c _ i a 
S a a a 

logo n ' e s t e caso o q u o c i e n t e de 1 pela s e r i e S d e v e r á s e r e x a c t o e da 
f ó r m a p + ç x ; e a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z s e r á 

S = ' 
p + qx 

Se a divisSo n ã o t e r m i n a r no 2 . ° t e r m o , a s e r i e n ã o se rá r e c u r r e r i t e , 
o u p r o v i r á d ' u m a f r a c ç ã o m a i s c o m p l i c a d a . 

a + bx 
P o n h a m o s S = - 7 ; t e r e m o s 

1 -f ax + px' 

1 1 + a r -f Sx2 a'x2 

-P + qx + S a + bx a + bx 

L o g o se d i v i d i r m o s 1 po r S , e p a r a r m o s nos l e r m o s da f ó r m a p - ) - qx, 
o r e s l o s e r á d i v i s i \ e l p o r x2. D e s i g n a n d o por S 1 ^ f ' e s t e r e s t o , q u e se rá 
uma s e r i e d a f ó r m a 

. A j X i + B t x 3 + C, X t + e t c . , 

t e r e m o s 
1 , , S 1 X 2 a 1 X 2 

= p x + ç x - f -!— = p + qx + 
S S a+bx 

d onde se d e d u z 
a' 

S 1 - « + ô x ^ ' + 9 ^ 
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i s to ó , d e v e a d iv i são t e r m i n a r t a m b é m no 2 . " t e r m o ; e t e r e m o s , p a r a acha 
a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z , as d u a s e q u a ç õ e s 

1 S S 
- + J - ® \ - = P 1 + 

d o n d e se t i r a 

! 
x 

P + qx+ — 
v -Vq x 

e por c o n s e g u i n t e a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z se rá 

s __ , 
[p+qx) [Pl ^qlX)+ x2 

S u p p o n h a m o s q u e o q u o c i e n t e de S po r S1 n ã o é a i n d a p, + qtx 
se a s e r i e for r e c u r r e n t e , s e r á d ' u m a o r d e m s u p e r i o r á s e g u n d a . E x a m i 
l i emos s e p o d e r á s e r 

/ S = -
a + bx + Cx2 

! + a r + ( 5 x ' 2 + y . z 3 

d onde se d e d u z 

1 a ' + b'x 
— = p + qx-{ — j 
í> a + bx + cx 

x 

N ' e s t e c a so o q u o c i e n t e de 1 por S , pas sados os l e r m o s p + qx 
d e v e d a r no r e s t o u m a s e r i e , cu jo s t e r m o s c o n t e r ã o todos X 2 ; e se de s igna r -

9 j S. a'+b'x 
uios e»le r e s t o por ..-», x , d e v e r e m o s t e r —-S a + bx + cx1 
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E s t a c g u a l d a d e d á 

2 7 3 

a " 

l o g o , d e s i g n a n d o p o r S 2 X 3 a s e r i e q u e a p p a r e c e d e r e s t o depo i s dos t e r -
S a" 

m o s V1 + q,x, d e v e r e m o s t e r = — — — — . 
' ' S 1 a ' + b x 

D es ta ú l t i m a e q u a ç ã o d e d u z - s e 

S 1 
= P , + ff,*; 

e c o m o a s o p e r a ç õ e s d e v e m t e r m i n a r a q u i , t e r e m o s p a r a r e v e r t e r á f r a c -
ç ã o g e n e r a t r i z , as e q u a ç õ e s 

1 S 1 , S S 1 S 1 
^=p+qx + -^-x2,-=pl +qix + -^x2,-^-=p< + g2x, 

d o n d e se d e d u z e m 

1 S 1 I S l 
S = 

p + qx + ^-x2 S Sl P*+q*X 

i 

F e i t a s a s s u b s t i t u i ç õ e s c o n v e n i e n t e s , f o r m a - s e c o m f a c i l i d a d e a f r a c ç ã o 
egua l a S. 

V ê - s e p o i s , s e m s e r n e c e s s á r i o p r o g r e d i r m a i s , q u e a s o p e r a ç õ e s 
successivas pe las q u a e s se a c h a m os q u o c i e n t e s p + q x , p,+q,x, p2+q2x, e t c . , 
e s e r e v e r t e d e p o i s p a r a a f r a c ç ã o g e n e r a t r i z , t e m u m a a n a l o g i a m a n i -
lesta cora a s o p e r a ç õ e s q u e i n d i c á m o s p a r a r e d u z i r u m a f r a c ç ã o o r d i n a r i a 
em f r a c ç ã o c o n t í n u a , e p a r a r e v e r t e r d e p o i s á f r a c ç ã o o r d i n a r i a ; e por 
JSSO as r e g r a s g e r a e s q u e d ê m o s p a r a e s t a s s o l u ç õ e s , s e a p p l i c a r ã o c o m f a c i -
l idade á r e s o l u ç ã o da q u e s t ã o q u e nos o c c u p a . Se a s e r i e f o r r e c u r r e n t e , 

35 
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( l evemos c h e g a r a u m a d iv i são q u e d a r á u m q u o c i e n t e e x a c t o d a f ó r m a 
p + qx. 

S u p p o n b a r a o s q u e s e q u e r s a b e r , s e a s e r i e dos n ú m e r o s n a t u r a e s 
1 , 2 , 3 , e t c . é , o u n á o , r e c u r r e n t e . E m vez d e s t a s e r i e n u m é r i c a , 
p o n h a m o s 

S = 1 + 2c + 3 x 2 + 4 x 5 + 

F a z e n d o a s o p e r a ç õ e s a c i m a i n d i c a d a s , t e r e m o s : 

Divisão de 1 por S. 

1 
I _ — 3 x 2 — 4 x ' — e t c . 

l + 2x + 3 x 2 + íx-3 

1 — 2 x 
— 2x2— 3 x 2 — 4 x 3 — 5 x 4 — e t c . 
+ 2x + 4 x 2 + Gx3 + 8 x * + e t c . 

' X 1 + 2x3 + 3 x 4 + e tc . = S 1 X 2 

Divisão de S por S 1 . 

1 + 2 x + 3 x 2 + 4 x 2 + e t c . j l + 2 x + 3 x 3 + 4 x 2 + e t c . 
_ 1 _ 3X — 3 x 2 — 4 x 3 — e t c . i 

O 

1 S S 
T e m o s po is - = .1 — 2x + x 2 , = t : 

d ' o n d e 

l _ 2 x + | x 2 S 
. 1 - = 1 , 

e p o r c o n s e g u i n t e 

S = ' 
1 — 2 x + x 2 ( . 1 — x f 
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Series exponenciaes e Inyarithmicat. 

2 7 5 

1 5 2 . P a s s a n d o agora a reso lver cm se r i e s as funcções transcenden-
tes , c o m e ç a r e m o s pela exponencial a*. P o n d o a — 1 + y , t e m o s , pela 
fó rmu la d o b i n o m i o , 

x — . 1 lx—J\(x—2).. ( a r — n + ! ) " . . . 
{\+y)<=\ + Xy+X-¥-y*+..+X(

 g
 H 3 . . . . . . „ V 

Como o ú n i c o t e r m o em q u e não e n t r a x é 1 , e todos os e x p o e n t e s de 
x são in te i ros e p o s i t i v o s , és ta s e r i e , o r d e n a d a s e g u n d o as po tenc ias a s c e n -
den te s d e x , será d a f ó r m a 

a'=I +kx+ Sxi+ Bx' . . . . + P a — ' +Qxn.... (!) 

P a r a a c h a r o t e r m o kx é necessá r io r e c o r r e r ao t e r m o g e r a l . O r a é e v i -
d e n t e q u e pa ra t o m a r ne l l e o t e r m o do p r o d u c t o em q u e x e n t r e só no 
p r i m e i r o g r á o , s ó s e d e v e m conse rva r o s s e g u n d o s t e r m o s dos f ac to res b i -
n o m i o s , r e s u l t a n d o ass im o p r o d u c t o 

xy. — Ix—2x x—(n—1) , x 
i — li" = ± li" — . 

1 . 2 . 3 n * n 

usando do s igna l + q u a n d o n for i m p a r , e do s igna l — q u a n d o for p a r . 
A r e u n i ã o de todos es tes p r o d u c t o s é e g u a l a kx, e po r c o n s e g u i n t e s e r á 

k 

e c o m o y = a 

, - I f + g f - ^ m 

1 , fica ass im d e t e r m i n a d o o coef f ic ien te k, 
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P a r a a c h a r o s o u t r o s coef f i c ien tes A , B , C , . . . . n o t a r e m o s , q u e 
es t a s c o n s t a n t e s n ã o d e v e m m u d a r de v a l o r , q u a n d o x s e t o r n a r em z 
e m ( 1 ) , s e n d o p o r i s s o , 

a * = = 1 + f a + A s 2 + B = 3 + C z 4 + . . . . + Q 2 -

S u b t r a h i n d o d ' e s t a a e q u a ç ã o ( 1 ) , e f a z e n d o z = x + t , v e m 

h- — a* — ax_. a'- — a* = a' (a' — 1) = (z — x) [£ + A (z + x ) 

+ B ( z 2 + zx + Xi) + Q (Zn-1 + z " - » x + Xm-' )....] 

O r a , c o m o pela e q u a ç ã o ( 1 ) é a ' — l = f t t + A t 2 + . . . , a m b o s o s m e m b r o s 
da ú l t i m a e q u a ç ã o são d iv is íve is po r i = z— x; logo 

a' [k + A i + . . . ) = k + A ( z + x ) + B ( s 2 + zx+ a 2 ) . + 

F a z e n d o a g o r a a a r b i t r á r i a t = O , ou z = x, e s u b s t i t u i n d o a* pe lo s e u 
v a l o r , d a d o na e q u a ç ã o ( 1 ) , a c h a r e m o s 

(1 + kx+Ax2+ B x 3 + . . P x " - 1 ) k = k + 2 A x + 3 B x ' + nQx— ..; 

d ' o n d e s e d e d u z 

2 A = * 2 , 3 B = AA , 4 G = kB n Q = AP < 

A ú l t i m a e q u a ç ã o m o s t r a ; q n e um coefficienle qualquer Q é egual ao pro-
ducto do precedente, multiplicado por k, e dividido pelo numero n que 
indica a sua ordem. 

S u b s t i t u i n d o os v a l o r e s de A , B , C v e m finalmente 

2 . 3 . . n 
krxr 

(A) 
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1 5 3 . A e q u a ç ã o ( 2 ) dá k em f u n c ç ã o de y , e po r c o n s e g u i n t e e ra 
f u n c ç ã o t a m b é m d e a . Q u e r e n d o p o r é m , d a d o k , a c h a r a , f a r e m o s x = l 
e m ( A ) , e v i rá 

a ^ t + f c + l p + J t f + " (3) 

As se r i e s (2) e ( 3 ) são o d e s e n v o l v i m e n t o da e q u a ç ã o , q u e e x p r i m e em 
t e r m o s finitos a l i g a ç ã o de a c o m I:, a qua l p a s s á m o s a d e t e r m i n a r . F a -
ç a - s e na s e r i e ( 3 ) fc = I , e d e s i g n a n d o por e o valor q u e t o m a e n t ã o a 
b a s e a , s e r á 

„ 1 1 t 
c = 2 -I 1 1 \-

2 1 2 . 3 2 . 3 . 4 

E s t e n u m e r o é fáci l d c c a l c u l a r , 
c o m o s e \ è e m f r e n t e , por isso q u e 
cada u m dos t e r m o s , pela n a t u r e z a 
da s e r i e , é e g u a l ao p r e c e d e n t e d i -
vidido s u c c e s s i v a m e n t e por 3 , 4 , 5 . . 
M a s por o u t r a p a r l e , s e n d o x u m a 
q u a n t i d a d e a r b i t r á r i a , p o d e m o s fazer 
kx=l em ( A ) , o q u e t o r n a r á o 
2 . ° H i e m b r o = C. 

2 , 5 
3 . " l e r m o 0 , 1 6 6 6 6 . 6 6 6 6 6 6 6 
4 . ° O O i l 6 6 6 2 6 6 6 6 6 

. 0 , 0 0 8 3 3 3 3 3 3 3 7 3 
6 . ° . , 0 . 0 0 1 3 8 8 8 8 8 8 8 8 
7 . ° 0 , 0 0 0 1 9 8 H 2 6 9 8 
8 . ° 0 , 0 0 0 0 2 4 8 0 1 5 8 7 
9 . ° 0 , 0 0 0 0 0 2 7 5 5 7 3 2 

¢ = 2 , 7 1 8 2 8 í 8 2 8 í - o U 
i 

T 
L o g o • a = e, ou c1 = a. 

Tal é a c q u a ç 3 o f ini ta q u e l iga k e a , e q u e m o s t r a q u e k é o loguruhmo 
de a , tomado no systema dc base e. 1 ' r e f e r e - s e e s t a b a s e e nos cá l cu los 
a l g é b r i c o s , p o r q u e o s t o r n a m a i s s i m p l e s ? c o m o t e r e m o s o c c a s i ã o d e 
o b s e r v a r . C h a m a m - s e logarithmos neperianos os q u e são l o m a d o s n ' e s t e s y s t e -
m a . D ' a q u i po r d i a n t e e x p r i m i r e m o s r e s p e c t i v a m e n t e pelos s i g n a e s l \ Log. , 
Iog., os I o g a r i t h m o s n e p e r i a n o s , os de q u a l q u e r b a s e a r b i t r a r i a b, e os de 
base 1 0 . 

T e m o s po i s 

k = Ia = logar. neperiano de a , sendo a bise e . . . . ( 4 ) 
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Xl „ X 3 X* , . = 1+ xla + — Pa + — Pa + - V a . . . . (A') 

Xi X3 X* 

+ W 

T o m a n d o os log. dos dous m e m b r o s da e q u a ç ã o a = tl, n ' u m s y s t e m a 
d e b a s e q u a l q u e i a r b i t r ã i i a 6 , v e m 

L o g . a = A" L o g . c ( o ) , 

d o n d e se d e d u z , po r s e r a = I + y, e p o n d o po r k o seu valor ( 2 ) , 

L o g ( l + y ) = L o g , ( y - - ^ f + 1 y 3 _ [ f + . . ) ( C ) . 

• * 

J u n c l a n d o L o g h a a m b o s os m e m b r o s , e f azendo /iy = z, s endo hez 
n ú m e r o s q u a e s q u e r , v e m 

L o g (/. + * ) = L o g / t + L o g e(±— ^ r + + e t c . ) . . ( D ) 

Q u e r e n d o passa r p a r a os l o g a r i t h m o s n e p e r i a n o s , L o g e m u d a - s e em Ie = 1, 
p o r s e r e n t ã o c a ba se (Aln. Elem. n . ° 15 5-, 1 . ° ) ; a e q u a ç ã o (C) t o r n a - s e 
pois c m 

« por c o n s e g u i n t e 

L o g ( H - y ) = L o g c x / ( 1 + y ) . 
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L o g o : para passarmos dos logarilhmos neperianos para os logarithmos toma-
dos num systema de base b, multiplicaremos os primeiros por L o g e 
í Alg. Elem. o . ° 1 5 6 ) . E s t e f a c t o r L o g e = = M , c o n s t a n t e p a r a cad. i s y s t e m a . 
é o q u e se c h a m a M O D U L O , e v e m a s e r olog. da base neperiana tomado 
num systema b, ou p a r a m e l h o r d i z e r , a unidade dividida pelo Iog. 
neperiano da base b. P a r a cada s y s t e m a o m o d u l o M t e m um valor p a r -
t i c u l a r , p o r q u e t e n d o e o va lor c o n s t a n t e = 2 , 7 1 8 2 8 . . . , o l o g . d e s t e 
n u m e r o só v a r i a r á c o m a b a s e b. 

T o m a n d o a por b a s e , a e q u a ç ã o ( 5 ) t o r n a - s e em 

Os dous f a c t o r e s M e A v a r i a m c o m a b a s e do s y s t e m a ; m a s t e m um p r o -
d u c t o c o n s t a n t e = l . A d i a n t e v e r e m o s a m a n e i r a de c a l c u l a r o m o d u l o M 
p i r a q u a l q u e r b a s e a . ( A T o í a - i . a ) 

1 5 \ . P a r a a p p l i c a r m o s a e q u a ç ã o (C) a o c a l c u l o d o Iog. d e u m n u -
m e r o , é n e c e s s á r i o t o r n a r a s e r i e c o n v e r g e n t e . A e q u a ç ã o ( C ) dá pela m u -
d a n ç a de y em — y , 

k L o g e = 1 , 

q u e dá 

la (6) 

L o g ( t - y ) = — M ^ f - y * + ^ / + . . . . ) ; 
1 1 

s u b t r a i n d o es ta e x p r e s s ã o d e ( C ) , r e s u l t a 

* ( ¾ ) = 2 ' ^ + 5 » ' + 4 » L o g + . . ) . . . ( E ) . 

S u p p o n h a m o s 
i+y 1 
l — y Z - 1' 

O p r i m e i r o m e m b r o t o r n a - s e em A = L o g z — L o g (= — 1 ) , i . ó , na d i f -
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f e r e n ç a dos log . consecu t ivos d e z e z — 1 . L o g o 

Conl i ec ido o m o d u l o M, f a c i l m e n t e se c a l c u l a m , e s e g u i d a m e n t e , os log. 
dos n ú m e r o s i n t e i ro s 2 , 3 , 4 , 5 por isso q u e e s t e valor da d i f f e r e n ç a 
A e n t r e e s t e s log. '6 m u i t o c o n v e r g e n t e , e o vae s e n d o c a d a vez m a i s á 
m e d i d a q u e z vai r r e s c e n u o . 

Se os l o g a r i t h m o s , q u e se t r a c t a d e f o r m a r , f o r e m os n e p e r i a n o s , M 
u u ^ L o g . e se t o r n a m cm Ze = 1 , e e n t 3 o m u i t o f a c i l m e n t e se ca lcu la A, 
e s e p ô d e c o m p ô r u m a t aboa de log . n e p e r i a n o s 

I i m q u a n t o ao valor de M e x p r e s s o pela e q u a ç ã o ( 5 ) , d e d u z - s e do 
c a l c u l o de Z a , ou do log. neperiano da base a. 

S e for , por e x . ° , a = 1 0 : f a r e m o s 
n a equaç.3o ( F ) , M = I , d e p o i s 
z = 2 ; t e r e m o s A = Z 2 ( p o r s e r Z I = O ) ; 
o d o b r o de Z2 é I l : depo i s z = 5 d a i á 
/ 5 , e o b t e r e m o - p o r f i m Z10. F a z - s e o 
t á l c u l o s e g u n d o o t y p o c m f r e n t e . D i -
v i d e - s e depo i s 1 p o r Z I O : e e a c b a - s e 
po r es ta f ó r m a 

Z 2 = 0 , 6 9 3 1 4 7 1 8 0 3 6 
l í = 1 , 3 8 6 2 9 4 3 6 7 7 2 

A para z — S . . 0 , 2 2 3 1 4 3 5 5 1 3 1 

Z 5 = 1 , 6 0 9 4 3 7 9 1 2 Í 3 
Z 2 = 0 , 6 9 3 1 4 7 1 8 0 5 6 

ZIO = 2 , 3 0 2 5 8 5 0 9 2 9 8 

M = 0 . 4 3 4 2 9 4 8 3 1 9 0 3 2 5 1 8 2 7 6 5 , 

log. M — 1 , 6 3 7 7 8 4 3 1 1 3 0 0 5 3 6 7 7 8 1 7 

C o m p l . = 0 , 3 6 2 2 1 5 6 8 8 6 9 9 4 6 3 2 2 1 8 3 

¢ = 2 , 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9 0 i 5 2 5 5 3 6 . 

Se 3 fosse a b a s e do s y s t e m a , o b t i d o o valor d e Z 2 , f u r * s c - h i a s = 3 , 
e v i r ia l í = 1 , 0 9 8 6 1 2 2 9 ; f i n a l m e n t e 

M = I : Z3 = 0 , 9 1 0 2 3 9 2 . 
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I d e n t i c a m e n t e p a r a a b a s e 5 

M = I : / 5 = 0 , 6 2 1 3 3 4 9 . 

D e p o i s d o q u e t e m o s e x p e n d i d o , t o r n a - s e fác i l a f o r m a ç ã o d a t a b o a 
d o s log . de B r i g g s e C a l l e t . A b a s e é a = 1 0 ; o va lor de M a u g m e n t a a c o n -
v e r g ê n c i a d a s e r i e ( F ) ; q u a n d o z passa d e 1 0 0 , p ô d e d e s p r e z a r - s e o s e -
g u n d o t e r m o , e o p r i m e i r o 6 su f f i c i en t e p a r a d a r A c o m 8 d e c i m a e s . É 
n e c e s s á r i o p o r é m c a l c u l a r a i n d a m a i s 2 ou 3 a l g a r i s m o s , a l é m d ' a q u e l l e s 
q u e se p e r t e n d e c o n s e r v a r , a f im de e v i t a r a a c c u m u l a ç à o dos e r r o s ; e é 
c o n v e n i e n t e t a m b é m o c o m e ç a r a c a l c u l a r d e s d e z = 1 0 0 0 0 , p o r i s s o q u e 
o s log . i n f e r i o r e s f a c i l m e n t e s e d e d u z e m d o s o u t r o s . L o g o q u e z e x c e d e 

M 
1 2 0 0 p o d e m o s d e s p r e z a r 1 e m c o m p a r a ç ã o d e 2 z , e s u p p ô r A = . 

Z 

P o r e x e m p l o , z = 1 0 0 0 1 d á A = 0 , 0 0 0 0 4 3 4 2 5 ; e por c o n s e g u i n t e 
log 1 0 0 0 1 = 4 , 0 0 0 0 4 3 4 2 5 , S e for z = 9 9 8 5 7 , t e r e m o s A = 0 . 0 0 0 0 0 4 3 4 9 , 
q u a n t i d a d e q u e é n e c e s s á r i o a j u n c t a r a o log 9 9 8 5 6 = 4 , 9 9 9 3 7 4 2 , p a r a t e r 

I ) e v e n o t a r - s e m a i s q u e o s log . c o n s e c u t i v o s t e m u m a d i f f e r e n ç a c o n -
s t a n t e e m u m a c e r t a e x t e n s ã o d a t a b o a ( A r i t h . p . 1 1 9 ) , e p o r c o n s e -
g u i n t e b a s t a c a l c u l a r A d e c e r t a e m c e r t a d i s t a n c i a . P ô d e v e r - s e q u e d e 
z = 9 9 8 4 0 e z = 9 9 8 6 0 r e s u l t a o m e s m o n u m e r o A q u e a c i m a a c h á m o s , 
e por c o n s e g u i n t e no i n t e r v a l l o d ' e s t e s d o u s n ú m e r o s z , A é c o n s t a n t e se 
AOS l i m i t a r m o s a 9 l e t r a s de d i z i m a . 

A s e r i e ( E ) é pouco c o n v e r g e n t e p a r a o s n ú m e r o s p e q u e n o s 2 , 3 , 5 . . . 
E i s a q u i c o m o d ' e l l a usa B o r d a ( T a b k a u J,e log. dccimales): 

log 9 9 8 5 7 = 4 , 9 9 9 3 7 8 5 . 

»» m — n 
f e u p p o e i — , o u y = 1 • 1 — y n m + n 

G L o g — = 2 M 
n 

m — n 
m + n 
3 6 
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Taf é a d i f fe rença e n t r e os log . de d o u s n ú m e r o s tn e « e x p r e s s a n o i m a 
ser ie m u i t o c o n v e r g e n t e , p r i n c i p a l m e n t e q u a n d o m e n s3o g r a n d e s e 
pouco d i f f e r en t e s . S e n d o por e x e m p l o m = 1 0 1 , e n= 1 0 0 , o I . 0 a l g a -
r i s m o s ignif ica t ivo do s e g u n d o t e r m o é a p e n a s da 8.® casa d e c i m a l , e p a s -
sado o n u m e r o 1 0 0 , p o d e m o s c o n t e n t a r - n o s c o m o p r i m e i r o t e r m o , s e 
c a l c u l a r m o s os log. só com 7 a l g a r i s m o s d e c i m a e s , e o b t e r e m o s a s s im a 
d i f f e r e n ç a e n t r e dous log. successivos* 

P a r a o s n ú m e r o s p e q u e n o s , B o r d a s u p p õ e 

m = ( p - í ) ' ( p + 2 ) , n = (p + l ) a ( p — 2) ,> 

o q u e d â 

TO —n = 4 , m + n = 2 p 3 — G p , 

e os log. n e p e r i a n o s 

2 l ( p ~ t ) + l(p + 2 ) — 2 l ( p + l ) - l ( p - 2 ) = 

{ 2 I- / 2 1 / 2 Y 
\p*—-3p+ 3 V p i - 3 p / + 5 y — 3 p ) + 

e fazendo succes s ivamen te p = 5 , 6 , 7 e 8, a c h a r - s e - h a 

Sia — 913 + 1 7 = S ( A + S - W + • • • • ) ' 

2 / 5 + 12 2 / 7 = 2 ( j j + j + . . . . ) ) 

4 / 3 ^ - 4 / 2 - / 5 = 2 + H t t t ) ' + • • • • ) 

2 / 7 + /S - 5 / 3 = 2 + i ( ^ ) 3 + . . . . ) • -

E s t a s se r i e s q u e c o n v e r g e m c o m m u i t a r a p i d e z , s3o fáce is d e calcular*, 
e d e d u z e m - s e d ' e l l a s c o n s e c u t i v a m e n t e os log . de 2 , 3 , 5 e 7 por m e i o 
d a e l i m i n a ç ã o e n t r e e s t a s q u a t r o equações d o í . ° g r á o . H a r o s l e m b r o u - s e 
d e s u p p ô r 

M = P * ( P + 5 ) ( p — 5 ) , n = ( p + 3 ) ( p — 3;) ( p + 4 ) (p — 4 ) 
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e o b t e v e p o r e s t e m e i o u m a s e r i e p r o c e d e n d o s e g u n d o a s p o t e n c i a s i m p a -
7 2 

r e s de — — - — ; , a qua l £ t ã o c o n v e r g e n t e , q u e d a n d o a p e n a s a p o 
pA—25/)+72 1 O i 

va lor 12 , o 2 . ° t e r m o só t e m o a l g a r i s m o s ign i f i ca t ivo na 9 . " casa 
d e c i m a l . C o n h e c i d o s o s log. d e p + 4 , p + 3 , p , p — 3 e p — 5 o b t e m - s e 
l o g o o log. de p + 5. 

Series Circulares. 

1 5 5 . P a r a desenvo lve r em s e r i e s as e x p r e s s õ e s sen x e cos x em 
o r d e m á s po tenc ia s c r e s c e n t e s d o a r co x , n o t e m o s q u e e s t a s s e i i e s n ã o 
p o d e m a d m i t t i r t e r m o s , e m q u e e n t r e x c o m e x p o e n t e n e g a t i v o o u f r a c -
c ionar io . P o r q u a n t o : 

1 . ° S e fosse p o s s i v e l , q u e n a s e r i e e n t r a s s e u m t e r m o d a f ó r m a 
h h 

P a r T = = P j / - x , r e s u l t a r i a m i va lores p o r c a d a a r c o , o q u e não p ô d e s e r , 
por q u e a q u a l q u e r a r c o não c o r r e s p o n d e m a i s do q u e um seno ou coseno . 

P 
2 . ° S e houves se u m t e r m o d e f ó r m a P x = - 7 - , a s e r i e s e t o r -

af 
nar i a inf in i ta p a r a x = O, o q u e é a b s u r d o , p o r q u e , c o m o se s a b e , 
n e s s e caso o seno t o r n a - s e em z e r o , e o coseno na u n i d a d e . P o r e s t a c o n s i -
d e r a ç ã o c o n c l u e - s e a l é m d i s s o , q u e na e x p r e s s ã o de sen x s ó d e v e m 
e n t r a r t e r m o s em q u e x s e ja f a c t o r , e q u e o t e r m o c o n s t a n t e , q u e e n t r a 
em cos x , d e v e se r a u n i d a d e . 

S u p p o n h a m o s pois 

s e n x = ax + 6 x * + c x 3 + 

c o s x = 1 + a!x + 6 ' x 2 + 
S6n 

D a 1.* e q u a ç ã o d e d u z - s e — — = O + b x + . . . . . . . ; m a s ( G e o m . A n . 
OC 

n.° 2 1 0 ) s a b e m o s q u e o l i m i t e d a r e l a ç ã o d o s e n o pa ra o a r co é = 1 ; 
f a zendo pois x = O , s e r á a = 1. 

Q u a n d o x se t o r n a n e g a t i v o , t a n t o o s e n o , c o m o o c o s e n o , c o n s e r -



2 8 4 a l g b b r a s u p e r i o r . 

vara a s s u a s g r a n d e z a s , m u d a n d o p o r é m o seno d e s i gna l . O r a , s e n a s 
s e r i e s p r e c e d e n t e s m u d a r m o s x em — x , só m u d a r ã o de s i g n a e s os t e r -
m o s d a s p o t e n c i a s i m p a r e s ; por c o n s e g u i n t e é n e c e s s á r i o , que no desen-
volvimento de s en x entrem sómente lermos com expoentes impares, e no> 
de c o s x só os de expoentes pares. S e r á po is 

sen x = x + A x 1 + B x 4 + + M x a 4 - ' + N x * + 1 , 

cos X = 1 + A x 2 + B ' x 4 + CV + - f 

d e s i g n a n d o p o r t a o r d e m d o s t e r m o s . 

T r a c t e m o s a g o r a d e d e t e r m i n a r o s coe f f i c i en te s n u m é r i c o s 

A , B , C A ' , B ' , C' i 

S e n o b i n o m i o P cos x + Q sen x 

m u d a r m o s x e m x -f- h , p o d e m o s o b t e r o seu d e s e n v o l v i m e n t o e m o r d e m 
ás p o t e n c i a s de h de d u a s m a n e i r a s , q u e d e v e m d a r r e s u l t a d o s i dên t i cos • , 
o u d e s e n v o l v e n d o p r i m e i r o o b i n o m i o e m o r d e m a x , e m u d a n d o d e p o i s 
x em x + h; ou s u b s t i t u i n d o x po r x + /» , e p o n d o d e p o i s por s e n h e 
cos h os s e u s va lo re s em o r d e m a h. 

B e p r e s e n t a n d o o s d o u s r e s u l t a d o s po r 

• + |JA + Y^+ «'+1Vh +1A2+ 

d e d u z - s e 
« = « ' , P = P ' , Y = y , 

A 2 . * e q u a ç ã o ( 3 = [3', q u e c o r r e s p o n d e aos coef f i c ien tes d a I . * p o t e n c i a 
d e h , s e r v i r á p a r a r e s o l v e r a q u e s t ã o d e q u e t c a c l à m o s . P a r a a o b t e r : 
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1 . ° F a ç a m o s 

P cos x + Q sen x= P (1 + A ' x 2 + BV + + N a i i ) 

+ Q (x + A x 1 + B x i + + N a 2 ' ' + 1 ) . 

S u b s t i t u i n d o n ' e s t a e x p r e s s ã o x p o r x + h , e a p p r o v e i t a n d o s ó m e n t e 
o coe f f i c i en t e d e l i , i s to é , t o m a n d o a sua d e r i v a d a , a c h a r e m o s 

p = P ( 2 A ' x + 4 B ' x 3 + . . . . + 2< N x s i - ' ) 

+ Q ( t + 3 A x 2 + 5 B x 4 + . . + ( 2 » + 1 ) N a l i ) . 

2 . ° M u d e m o s P cos x + Q sen x 

e m P c o s ( x + / t ) + Q s e n ( x + f i ) = P ( c o s x c o s / i — s e n x s e n h ) 

+ Q (sen x cos h + cos x sen h). 

S u b s t i t u i n d o 1 + A ' I i 2 + . . . . p o r cos h, e h + Mi3 + . . . . po r sen h , 
ó e v i d e n t e q u e dos t e r m o s em q u e e n t r a cos h não r e s u l t a r á n e n h u m c o m 
a i . " p o t e n c i a d e h , e q u e po r isso v i rá logo 

p ' = — P s e n x + Q cos x . 

C o m o n a e q u a ç ã o P = r P ' e n t r a m o s c o e f f i c i e n t e s P e Q , q u e são q u a n -
t i d a d e s a r b i t r á r i a s , é n e c e s s á r i o (Alg. El. n . ° 1 2 0 ) , q u e a e q u a ç ã o se 
p a r t a e m d u a s r e s u l t a n t e s d a e g u a l d a d e dos coe f f i c i en t e s d a s d u a s a r b i t r á -
r i a s . S u b s t i t u i n d o pois cos x e s e n x pe los s e u s d e s i n v o l v i m e n t o s , r e s u l -
t a m a s e q u a ç õ e s i d ê n t i c a s 

2 A ' x + 4 B x 5 + 6 C ' x ' — . . + 2 £ N ' x 2 ' - ' = — x — A x 1 — B x v . . . - M x a f - ' , 

1 + 3 A x 2 + 5 B x 4 . . + ( 2 i + l ) N x l i = i + A ' x 2 + B ' x 4 + . . + N V ; 
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d a s q u a e s d e d u z i r e m o s , e g u a l a n d o t e r m o a t e r m o , 

2 . V = — 1 , 4 B ' = — A , C C ' = — B , . . . 2 i N ' = — M , 

3 A = A \ 5 B = B ' , T C = C ' ( 2 » + l ) N = N ' ; 

e depo i s 

A ' = - A = - ^ x , B ' = — , , C ' = 2 . 3 . 4 . 5 . 6 V 

S u b s t i t u i n d o o s va lo r e s d e A , B , C , . . , A ' , B ' , C ' , . . . o b t e r e m o s po r 
u l t i m o 

x3 X1 x1 X1'+* 

, a-1 x " ^ 

O s l e r m o s g e r a e s d ' e s t a s s e r i e s r e s u l t a m d e N ' = — — , e d e 
N ' 2 i " 

N = * 9 , e q u a ç õ e s q u e m o s t r a m c o m o o s coe f f i c i en t e s d ' u m a d a s s e -
r i e s s e d e d u z e m d o s d a m e s m a o r d e m d a o u t r a . E s c o l h e - s e p a r a e s t e s t e r -
m o s o s igna l + o u — , c o n f o r m e i é d a f ó r m a 2 0 o u 2 ) + 1 . 

1 5 6 . A s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s p o d e m s e r v i r p a r a a c h a r a s g r a n d e -
zas do s e n o e c o s e n o d ' u m a r c o , c u j o c o m p r i m e n t o é x , e o r a i o de c i r» 
c u l o a u n i d a d e . B e p r e s e n t a n d o po r 2 r ç a c i r c u m f e r e n c i a , t e r e m o s 

TZt t 
w: x :: 1 8 0 " : o n u m e r o t dc g r á o s do a r c o x = = — , s e n d o o 

1 8 0 p. 

i a l o r d e p., o q u e d i m o s n a . T r i g > t t . I I . p a g . 1 5 2 . 
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Designando pois por t o numero de grãos d'um arco x, as fórmulas 
( G ) e ( H ) t o r n a m - f e e m 

s e n X= A t —• B i 3 + C t 4 , . . , cos x=l—A't2+B'í* 

c u j o s c o e f f i c i e n t e s s ã o d a d o s p e l o c a l c u l o s e g u i n t e ; 

log A = 2 , 2 4 1 8 7 7 3 6 7 5 9 
Iog B = 7 , 9 4 7 4 8 0 8 5 2 — 
I o g A W j T 1 8 2 7 2 4 7 3 9 5 — 
log B ' = 9 , 5 8 7 2 9 8 2 3 

Iog C = 1 1 , 1 3 0 2 0 5 5 9 
Iog D = F ? , 9 9 0 7 1 1 — 
Iog C ' = N - , 5 9 3 9 3 2 — 
Iog D = 1 9 , 3 2 9 * 9 8 

Iog E = 2 2 , 6 1 7 3 3 
Iog F = ^ 5 , 0 5 9 5 0 -
Iog £ ' = 2 5 , 8 5 9 0 1 -
Iog F ' = 3 0 , 0 2 2 l 9 

1 5 7 . P o r é m o q u e o r d i n a r i a m e n t e nos s e r v e n3o é o va lo r dos sen* 
e cos . , p o r é m s i m cs seus I o g a r i t h m o s . . S e j a S a d i f f e r e n ç a c o n s t a n t e d o s 
a rcos d a t a b o a q u e q u e r e m o s c o n s t r u i r ; u m a r c o q u a l q u e r í s e r á = r>&; 
logo 

s e n x = n $ ( 1 — j n 2 â \ . . ) , c o s x = t — ^ i r T + 

n'^ r ri^ 
l - a ç a m o s V = ^ 

n 6 
2 . 3 2 . . . . 5 

, S= 
rir 

2 2 . 3 . 4 . 

teremos s e n x = r § ( 1 — y ) , C o s x = I — s ; tomando 0 3 log. n u m s y s t e -
ma qualquer, cujo modulo é M (n*° 1 5 4 ) acba-se 

L o g s e n x = L o g r & — M ( y + i y 2 + l y\ ..), 

L o g cos x = — M (2 + f s ' ' + j s 3 . . . ) ; 

s u b s t i t u i n d o finalmente p o r y e z os s e u s v a l o r e s , v e m 

L o g sen x = L o g («&) M S 2 

2 . 3 4 . 5 . 9 9 2 . 5 . 7 
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L o g cos x = 
W 
2 

n — 
W S ' , R U ' 

n — 
3 , 4 9 , 5 

ri 

Se a b a s e dos log. for 1 0 , e s e , c o m o t e m logar nas l aboas d e C a l l e t , os 
a rcos da t aboa p r o c e d e r e m de 1 0 " em 1 0 " , £ será o c o m p r i m e n t o do a r c o 
d e 1 0 " , o u a 6 1 8 0 0 . ' p a r l e d a s e m i c i r c u m f e r e n c i a TC . T o m a n d o o s v a -
lo res de ir e M (n .° 1 5 9 , 15 S-) a c h a - s e era r e s u l t a d o das o p e r a ç õ e s , 

I o g s e n x = I o g £ - f l o g n — A n 2 — B n * . . , l o g c o s x = A ' r i — B V 

Q u e r e n d o , por e x . , c a l c u l a r o log. dos sen e cos do a r c o de 4 . ° » ou 
1 6 2 0 0 " , 6 e n t ã o « = 1 6 2 0 . 

Iog S = 5 , 6 8 5 5 7 S 8 7 log A - = 1 0 , 2 3 0 7 8 2 8 log B = 2ÕIf 2 4 8 1 13 
Iog » = 3 , 2 0 9 5 1 5 0 1 log n 2 = 6 , 4 1 9 0 3 0 0 log n 4 = 1 2 , 8 3 8 0 6 0 0 

2 . 8 9 4 6 4 3 3 0 = Iog sen 4 . ° 3 0 ' 
I o g A ' = Í I Í . 7 0 7 9 0 H Iog B ' = Í 9 . 3 0 0 9 0 2 5 — 0 , 0 0 1 3 8 9 4 7 
I o g n 2 = 6 , 4 1 9 Q 3 0 0 Iog r i = 1 2 . 8 3 8 0 ( ) 0 0 — 0 , 0 0 0 0 0 1 3 8 

Iog S = J > . 6 8 5 5 7 4 8 6 6 8 2 3 5 4 1 
log A = F Õ , 2 3 0 7 8 2 7 9 9 4 5 6 4 
I o g A ' = Í Õ J 0 7 9 0 4 0 4 9 2 8 4 
log C — 3 0 , 2 9 8 6 8 0 4 5 
Iog C 1 = 2 8 , 0 9 8 0 2 1 0 0 

Iog B = 2 0 , 1 2 4 8 1 1 2 7 3 5 
log B ' = £ 9 . 3 0 0 9 0 2 5 3 2 6 
log D = 4 0 , 5 4 4 8 9 2 
log D ' = 3 8 , 9 5 1 4 3 2 : 

— 0 . 0 0 0 4 4 6 4 9 
— 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 

4 , 6 4 9 8 1 2 8 8 . 9 6 2 8 7 1 3 
S u b t r á e m - s e o s n ú m e r o s c o r r e s p o n d e n t e s 

3 , 1 2 6 9 3 4 1 0 , 1 3 8 9 6 2 5 — 0 , 0 0 0 3 4 0 8 5 

C o m p l e m e n t o = I o g cos 4 . ° 3 0 ' = 1 , 9 9 8 6 5 9 1 5 

Q u e r e n d o a c h a r o log R = I O j a j u n c t u r - s e - h a 1 0 á s c a r a c t e r í s t i c a s ( V . 
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Geom.An. n . ° 2 1 0 ) . O s log . d a s t a n g . e c o t . o b t è m - s e p o r m e i o d e s i m p l e s 
s u b t r a c ç õ e s . 

C o m o n c r e s c e c a d a vez m a i s , e s t a s s e r i e s n ã o s e p o d e m e m p r e g a r 
a l é m d e 1 2 ° , p o r q u e s e t o r n a m m u i t o pouco c o n v e r g e n t e s . N ã o s e faz 
m e s m o uso d ' e l l a s s e n ã o a t é 5 . ° ; d ' a h i p o r d i a n t e r e c o r r e - s e a o s e g u i n t e 
p r o c e s s o : 

sen [x + 5 ) sen x cos 5 + sen S cos x 
T e m o s = = 

sen x s en x 

cos £ + sen § cot x = cos & (1 + t a n g £ cot 

t o m a n d o os l o g a r i t h m o s , o l . ° m e m b r o é a d i f f e r e n ç a A e n t r e os log . dos 
senos dos a r c o s x -J- & e x, i. é, 

A £= log cos à + M ( t ang £ cot x— { t a n g 2 c o t 2 « + . . . ) . 

R a c i o c i n a n d o da m e s m a m a n e i r a a r e s p e i t o de cos (x + § ) , a c h a - s e q u e a 
d i f f e r e n ç a e n l r e os log. c o n s e c u t i v o s dos cosenos é 

A ' = log cos & — M ( t a n g $ t a n g x + j t a n g 2 S t a n g 2 x+\..) 

Q u e r e n d o - n o s l i m i t a r a 9 d e c i m a e s , e t o m a n d o & = 1 0 " , só o l . ° t e r m o 
d ' e s t a s s e r i e s d á a l g a r i s m o s s ign i f i ca t ivos , 

A = M t a n g $ c o t x, A ' = — M t a n g £ t a n g x; 

e t e m o s log ( M t a n g S ) = " B , 3 2 3 3 5 9 1 7 8 8 . 

Q u a n d o S = 1 ' » t e m o s log ( M t a n g 5 ) = 4 , 1 0 1 5 1 0 4 3 . 
3 7 
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P o r m e i o d ' e 3 l e a r t i f i c i o , p a r t i n d o d o a r e x = = 3 . ° , d o q u a l c o n h e -
c e m o s o s e n . , o cos . , a t a n g . , e a c o t . , p o d e m o s c a l c u l a r , s e g u i d a m e n -
t e , todos os s e n . e cos . po r m e i o d a s suas d i f f e r e n ç a s success ivas A, A' , 
d e 1 0 " c m I O ' ' , o u a inda d e 1 ' e m 1 ' , e p o r m e i o d ' e s t e s va lo r e s s e 
a c h a r ã o os d a s t a n g . e c o t . S e j a po r e x . 

= 1 0 " 1 0 ' 3 0 " , log cot x = 0 . 7 4 5 9 8 8 8 Iog t a n g x = I . 2 3 4 0 1 1 2 
c o n s t a n t e 5 7 3 2 3 3 5 9 2 5 . 3 2 3 3 5 9 2 

4 ^ 0 6 9 3 5 - 8 0 6 Í 5 7 7 3 7 0 4 

Di f f . I o g a r i t h . A = 0 , 0 0 0 1 1 7 3 1 1 A ' = — 0 . 0 0 0 0 0 3 7 7 9 . 

É de n o t a r , c o m o a p i g . 2 8 1 , quo as q u a n t i d a d e s A e A 1 são c o n s t a n t e s 
d u r a n t e u m a c e r t a e x t e n s ã o da t a b o a . A f im de e v i t a r a a c c u m u l a ç ã o 
( l ' e r r o s , c a l c u l a r e m o s p r ó v i a m e n t e o s t e r m o s d e c e r t a e m c e r t a d i s t a n c i a , 
e e s t e s s e r v i r ã o de pon to de p a r t i d a . 

A e q u a ç ã o sen 2JC = 2 sen x cos x 

q u e dá log sen 2x = Iog 2 - f log s e n x + Iog cos x , 

p ô d e s e rv i r pa ra e s t e f i m . C o m o sen 4 5 ° = i K 2 = cos 4 5 ° , p o d e m o s p a r -
t i r d ' e s t e a r c o e c a l c u l a r sen ( 4 5 ° ± 1 0 " ) ; nes t e s dous a r c o s c o m p l e m e n -
t a r e s o seno de um c o r r e s p o n d e r e c i p r o c a m e n t e ao cos. do o u t r o ; d o s v a -
lo res d e s t a s l inhas d e d u z e m - s e as t a n g , e c o t ; e d e p o i s se passa p a r a 

4 5 ° -fc 2 0 " , 4 5 ° r b 3 0 " , e t c . 

1 5 8 . C o m p a r a n d o as se r ies ( G ) e ( I I ) com a e q . ( B ) , v ê - s e q u e a sua 
s o m m a é e*, c o m a d i f f e r e n ç a de s igna l nos t e r m o s de d u a s em d u a s o r -
d e n s ; o ra se m u d a r m o s x em ±xV— 1 no d e s i n v o l v i m e n t o (B) de e', 
c o m o V . — 1 t e m po r p o t e n c i a s K — 1 , - 1 , — V—l, + 1 , a s q u a e s s e 



a l g e b r a s t o b b i o k * 2 9 í 

r e p r o d u z e m a t é a o in f in i to , a c h a - s e q u e o s s i g n a e s dos t e r m o s s3o o s 
m e s m o s q u e n a s s e r i e s ( G ) e ( H ) ; d ' o n d e s e c o n c l u e 

+XxZ-I 
e = c o s x ± W _ l S e n x . . . ( I ) 

S o m m a n d o e s u b t r a h i n d o e s t a s d u a s e q u a ç õ e s , v e m 

xV—i —xV—l xV—l —xl/—l e +e e —e 
c o s z = , s e n X = g p — J • • • ( & ) ; 

xV—l — XV— 1 2 x K — 1 . 
e — e e —1 

(e 4-e jV—1 Ie +1 JV—x 

x i/ 1 
m u l t i p l i c a n d o a m b o s os t e r m o s po r e . E s t a s e x p r e s s õ e s d e v e m c o n -
s i d e r a r - s e s i m p l e s m e n t e c o m o r e s u l t a d o s a n a l y t i c o s , nos q u a e s o s i m a g i -
nár ios s3o a p e n a s a p p a r e n t e s , a d v e r t i n d o q u e e l les d e v e m d e s a p p a r e c e r 
por um ca lcu lo i dên t i co . 

F i n a l m e n t e m u d a n d o x e m n x e m ( I ) , v e m 

±nxV í e = cos n x ± v / — 1 sen n x ; . . . . ( L ) 

mas o p r i m e i r o m e m b r o é a p o t e n c i a n da e q u a ç ã o ( I ) ; logo p a r a q u a l -
q u e r valor de n s e r á 

cos nx ± — í s e n nx = (cos x ±. Vi— 1 sen x } " . . . . ( ® ) 



2 1 2 1 l g e b r a s C p e r i o r . 

E s t a s f ó r m u l a s s3o m u i t o u sadas . L i m i t a r - n o s - h e m o s a q u i a a p p l i c a l - a s 
á r e s o l u ç ã o dos t r i â n g u l o s . F a ç a m o s 

CK-1 , — C y - 1 z = e , z'= e 

s e r á cos C= | [z + Zr), ( / — 1. sen C = {(z — z'). 

S e j a m A, B, C os t r e s â n g u l o s d ' u m t r i a n g u l o , e a , b , c os lados 
q u e lhes f i c a m r e s p e c t i v a m e n t e o p p o s t o s : t e r e m o s 

a sen B = b s en A = b sen ( B + C) ; 

e po r c o n s e g u i n t e 

s e n B _ b sen C 
— - = t a n g B = - - ; 
cos b a •— o cos C 

g2B V 1.— ^ 6 ( s _ a í ) ^2B V—1__ a—bz' 

e2B V— 1 ~ 2a-b («+*')' 6 a—bs-

F i n a l m e n t e ( e q . D ) 

2 B K - I = I (a—bz!) — 1 (a—bz) 

P o r é m a f ó r m u l a ( L ) dá 

-jWtfi «. 
Zm=SCos m C + _ K — 1 s e n m C , z,m — c o s m C ^ K — i s e n m C ; 

e 


