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ou anles s=iVax=V =V,

o
.
.

¢ do mesmo modo z=i{—=VixVIV) )

Advirta-se que, em qualquer dos dous cosos, as equaces (¥) e (5)
sBo symetricasem ¢, ¢, (", isto €, que as expressdes diio 0s mesmos quatro
valores , quando uma d’estas letras se muda na outra. Logo, sendo as
equacdes (%) e (5) as mesmas que as equacdes (B) debaixo d’outra [6rma ,
as equacdes (B) ndo dio mais de % raizes.

As equagdes (4) e (5) tem a vantagem de indicar a natureza dos
raizes de . Porque :

1.° Se a reduzida tiver as (res raizes reaes, como o seu producto
t.1 .{"=g* & positivo, tem de ser forcosamente duas negalivas , ou to-
das tres positivas. No 1.° caso /¢ e 171 sdo imagindrias, e por conse-
guinle serlo imaginarios todos os quatro valores de x. No 2.°, V1, VU, V1"
<20 reaes, e as quatro raizes da proposta tambem o serdo.

Logo: Quando a reduzida se achar no caso irreduszivel , a pro-
posta terd as qualro raizes conjunclamenle reaes ou imagindrias , conforme
forem os tres valores t todos positivos, ou so um posilico e os oulros ne-
galivos.

" Acontecendo n'este 2.° caso ser 't' =", como dous dos valores de x
contém o differenca dos radicaes /1’ e 11", 08 imaginarios deslroem-se
enlre si, ¢ a proposta fica com duas raizes reaes e eguacs, e duas ime-
gindrias.

2° Se a redusida tiver s6 uma vaiz t real, como t é posilivo,
/¢ ¢ real. Além disto desigoando ¢' e ¢ por a =b1 ' —1 ; serd

Vi=yt'=¥(a+ bV —=1)=V(a—bl¥—I1);

e, quadrando,
V=V )P =2a=x 21/ (a* + b%).

0 1ltimo radical ¢ manifestamente real e > a; e por conseguinte o qua-
drado tem dous valores'reaes, um posilivo, outro negativo. Extrahindo
pois a raiz, que ¢ V' =1, temos de uma porte uma quantidade real da
férma VA , e da oulra uma imaginiria da (6rma " — B.

Logo , revertendo para os valores prec;dsenleu de z , vé-se claramente
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que, se a redusida tiver sémente uma raiz t real , esta serd positiva, ¢ a
propasta lerd duas raizes reaes e duas imagindrias.

IV, Foncgdes Symermicas.

Cilewlo das funcpdes symetricas das raizes das equagdes.

116. Diz-se [unecdo symelrica, ou iovariavel , aquella que nio
soffre alterag@o alguma, quando asletras que n'ella entram se mudam umas
nas oulras. Taes sdo, por ex.’, a*+b°, Va+Vb,a-+ b+ sen a sen b,
que permanecem as mesmas, quando se pde a por b, e b por a. Qs coeffi-
cientes dos diverses lermos de uma equagio fz =0 lambem sao funccdes
symetricas das raizes @, b, ¢, .. ... (n.° 29)

Representaremos por.S; a somma das potencias do grio k das raizes

da proposta, ou S;=a'+ ¥+ 4+ ...0..3 @ por [a” A J a

funcclio symetrica que lem um termo da forma a* 8% ¢Y...., e na qual
se obtém os outros termos mudando cada uma das letras a, b, ¢, .....
em todas as outras successivamente.

Posto isto, passemos a mostrar que , apzsar de ndo serem conhecidas
as raizes a, b, c,...... da equagio

fz=2%4p @ + P2+ cevvie + Pl +pa=0,

podemos sempre achar as quantidades S; e [a* s, | em funegiio
dos coefficientes pyy Pay 3+ - =0 o da proposta.

1." Parte. Dividinde por
fr=(z—a)(2—10) (T =€) sruss.
a derivada (n.” 47, 2.°) d'esta mesma funcglo, ou

fe=(x —b) (r—¢c) evsese +(x—a) (@—€)ss.... +ole.,

—
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acha-se
ma ™+ (m—1)pa™40. L+ pu, | 1 1
P I i TR + P (2—a) +(.c—b}+ (—c)"’ (1)

Desenvolsendo (2 ~—a)~" temos (n.° 11, 1)

1 | a4 0 a’
_-=_-+_ﬁ+_?+ -u—.l +., . w
& =— (1 X £ &€ F o
Mudando conseculivamente a em b, ¢, dy +v ives , e sommando estes

resultados , o segundo membro da equaclio (1) torna<se em

§ e
i s b W e 0 L
b &

m

o -

X €T

Multiplicando toda a equaglio por a® +p,a™ '+ .. ... 4 Pu, vém
ma™=* 4 (m —1) p ™= +ele. =

ma = f 8 [2% 4 8,]a*2% & IS |a"=4..ele.|.. + S gl

4+ mp, +pisl +P|Sﬁ s +P:Sl-1
+mp, + paS, o+ pSis
+mp.: i +P:S'-3

0O 1.° membro tem m termos; o2.° tem infinitos ; e cada uma das m 4 1
linhas horizontaes de coeflicientes tem o seu 1.° termo affastado uma casa
mais para a direila que a linha antecedente.

Comparando os coefficientes dos mesmas potencios de 2 n'estas duas
ilentidades , transpondo e reduzindo, achar-se-ha (+)

(«) Todas as vezes que duas funccies identicas, desenvolvidas em ordem
is potencias de «, mos levarem a uma equagio da forma

A+Be4+Co'esse e =P+02+Re*+ ......

sendoA, B,C, ...... P, Q, R, ...... coefficientes independentds de «

ke
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S,+p,=0,
S, +p,8, +2p,=0, .
(A) {S,+p,S,+pS, + 3p,=0,

SI—I +P1Sn-—z + stn--i UETREE ¢ [m—-.’) Pami = 0.

Equacdes por meio das quaes seré facil caleular successivamente 8,,8.,..8
em [uncglo dos coefficientes p, o p, s P,sevvn.s

“Passadas estas m — | equagdes, o 1,° membro ndio tem termas com-
paraveis com os do 2.° e apparecem equacdes da forma -

M)

(B) » e a0 S; -|-p153_,1 +p;5‘-1 + " veawe +P-~ql‘..._=0l

sendo I um inteiro =ou > m. Quando for I==m, péde substituir-se o
termo p, S, por mp,. porser S, =a’+ 1"+ .... =m; e n'esse caso a
equagdo (B) ainda se acha comprehendida na mesma lei das equacdes (A).
Achado S_, podemos, successivamente, pela equaclo (B) achar as relagdes
seguintes S..;, , S.y... -- em funcgdes dos coeffizientes da proposta (1).

Para determinar a somma das potencias negativas, o meio mais sim-

ples ¢ madar na proposta (1) = em —, e procurar depois pelas f6rmulas

(A) e (B) as sommas das potenciss positivas das raizes da transformada.

Exemplos.

Na equacdo
& =— 32°4+ 2 —1 =0

é evidente , por isso que a equagio subsiste para quaesquer valores dados a &,
que haverd entre estes coefficientes as relagdes

.Ilng B=Q‘| C'—_--'R|----.

Adiante , nomethodo dos coefiicientes indeterminados, nos serviremds d'esta pro-
priedade. !
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temos p,= — 3, p, =2, p,=—1: o0 que nos di, emvirlade de(A)
5 =3, 8,=5,5,=12;

e em virtude de (B) a continuaglo da serie, cujos termos, como d'ella
se deprehende, se vio formando do producto dos tres precedentes multi-
plicados respectivamente por 3,—2, 1. Comegando pois desde S,=3,
teremos a serie

3, 3,5, 12, 29, 68, 158, 367, 853, 1983, 4610, 10717, 24914, 57918.
Para obter a somma das pulencia.s negativas d'esta meﬁmal equagdo , acha-
riamos , advertindo que os coefficientes da transformada em— sio 1,—3, 2,
3, 2,--.2,—7.-—5. 7,25,23,—22,—88....
Na equacdo 2™ — 1 =0, acha-se por eslas formulas, como a pag. 166,
S, =8 =8 ... S =0, 5, =S,=8aqu=.. =m.

2" Parte. Multiplicando uma pela outra as duas sommas
E=¢;’*+'b“—|-c“+ ........ $

ss=aﬁ+bc+c3+ ........ ’

o producto conterd termos de duas especies: 1.° a somma de todas as
potencios @ + & das raizes: 2.° a somma de todos os productos, que
se formam combinando a potencia « de uma raiz qualquer com a
potencia- § d'outra raiz. Ora como a primeira somma se designa , se-

gundo a notagdo adoptada, por S_ 103 e a segunda por [a® °], teremos
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St +[af]=9e5¢,

d'onde se deduz, no caso das funcgdes duplas,

SERE] iy o Bt e o w < it (D). ’-

Multiplicando entre si as tres sommas

s¢.=ﬂ‘+b¢'+ﬂs---- . al

55=ua + b€+c€.. Mgt

ST==aT+5T+cT ......

acha-se uma funcqlio symetrica , eujos termos sio comprehendidos n’uma
das cinco férmas seguintes :

a*tety gty el Sive gmber
logo, segundo as nota¢des adoptadas, teremos

Sty T L] + [a*tmf
eyt [ater) + [ _b]}=5.555.|.

+ [as'hb“] + [u'bsc" ]
Mas . em virtude das férmulas (D), ¢
[0 t51] o= 8,y 8y < Sipqe,

I[G‘.‘hﬁ'] e gﬂ‘H’ sﬂ -_— sﬂ"‘s{"l )
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[a**10] =gy 5 — Sutetr:

Substituindo estes valores na equaclio precedente, e tirando d'ella depois
o valor 8,104, . oblem-se, para as funcgdes triplas,

| [a‘bec”] =8, S¢Sy — S¢Sy — So 4 Se—Sety Sat2Satety +-+- (E)

Por meio d'este precesso muito simples podemos passor para 0s Casos das

funcgdes quadruplas, quintuplas, ete. { .
Cumpre porém advertir que estas expressies precisam ser modifica-

das, quando alguns dos expoentes @, 65 Yo v veen forem eguaes. Com

effeito uma somma qualquer [a‘bgc"’] , na qual cada termo tem n letras ,
compde-se formando todos os arranjos n a n das m letrasa, by, ¢, --.
e dando respectivamente #s n letras de cada um d'elles os expoentes
Xy By Yeoornns : sendo o numero dos termos [m Pn]. Ora, suppondo que
n'um termo a letra a tem o expoente z, € b o expoente G, haverd ne-
cessariamente oulro termo que wdo differird daguelle , senlo na permula-
¢lo de a em b; logo os dous termos tornar-se-hio eguaes se for a =§.
N'este caso a somma total dos termos dilferentes sera ametade daquelle
que ¢ dado pelas [érmulas.
Se houver tres expoenles cguaes a=§F—7y, ¢ claro que cada
um dos termos differentes da [Srmula serd repetido n'ella lantas vezes
quantas s3o os arranjos tres a trescom tres letras ; logo para ter somente
a 3!.';::!11! dos termos differentes, ¢ preciso dividir as formulas geraes por
2
Em geral sc for p 0 numero dos expoentes eguaes , & necessacio di-
vidir as formulas por 2x3 .. .. .. Xp.

Applicag@io d resoluglo numerica das equagdes.

117. Supponhames ji achados , relativamente a uma equaclo dada ,
os valores 8, ,8,, « - . . S;. Quanto maior for a em relacho ds outras raizes
bye,...... tanto mais S; tenders para toreer-se eguol aoseu 1.” termo
@, e Si_, a a'=; ¢ por couseguinte serd proximomente Si: Si_, =a. Por
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tanto, na serie S, , S, , Sis o quociente da divisdo de cada um dos
termos pels seu anlecedenle , approximar-se-ha cada ves mais darais supe-
rior a, ao passo que o indice k for mais elevado.

Poderiamos pelo mesmo theor obter a menor raiz (0.° 34, 2.°).

Esta proposiglo pide ler excepedes no caso dos imaginarios. Por quanto,
seja

c=axgV —1;

e faga-se a==1 cos ¢, E=17sen ¢, hgpuiheaax permittidas, por isso
que , dando

W= £, tnugt q2=§-,

@

podemos d'estas equagdes concluir e o arco « em todos os casos. Temos
pois

z =12 (cos ¢ =sen g —1),
d'onde se tira (nota a pag. 168)
(= 2= 6V —1) =W (cos ko = sen kg p'—1).

Suppondo pois a existencia das raizes imaginarias havera em S, um termo
21 cos kp. E necessario por tanto que W =1/ («*+ €%) seja menor que a
maior raiz @, para que se possa verificar o theorema precedente.

No 1.° ex.” de pag. 197 temos S, , = 57918, S , —24914,

o quociente -5 =2,3247177 & um valor approximado de z.

118. Appliquemos agora o calculo das funcgdes symetricas 4 inda-
gacdo das equacdes ao quadrado das dilferencas.

Supponhamos que & equaglo fz==0, cujas raizes s80 a, b, ¢, .. .-
corresponde & equaglo ao quadrade das differencas
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Fz=z"+Ps 4 Qs +,..... +U=0,

cujos coefficientes incogpitos P, Q, R, .... U pretendemos delerminar.
Temos

(® — a)} = a' = lax'" + Ala’z'~* — A'a’z ' *=a'
(2 =—b} =o' — ' 4 Ab2" " — A"D"a = ... = bt
(@ —¢)! = &' —lea'="* +ele.
Estas eqluagﬁas sio em numero m; os coefficientes A', A", .... .. sio

dados pela desenvoluglo dos binomios elevados & potencia .
0s 2.” membros d'estas equagdes sommados ddo em resultado

mz' —18, a2 + A’ S, 2 — A8 @' 4.0 ... ES,
Mudando pois successivamente @ em @, b, ¢, .- virio as sommas

totaes respectitu

(ﬁ-b:;‘-l-(ﬂ-ﬂ)l.‘.... =mﬂ‘—lsl ﬂl_i+.. 0 .'!:S;
b—aj+(b—e). ... =mb—IS, ¥ +.... +§,

(¢ —a}! + ete.

Sommemos estas Gllimas equagdes :

O 1.° membro torna-se na somma das potencias | das differengas
de todas as raizes, subirahidas duas a duas;

0 2.° membro torna-se em

mSl'—_" 151 Sl..-: <+ AJSI S, — Al's.l SH 4 .00 E mSu.
26




D = —

202 ALGEBEA SUPERIOR

Se [ for impar nada se pode deduzir desta fGrmrula , porque no 1.° mem-
bro as differencas slio eguaes duas a duas com signaes conlririos, e as
suas potencias ! destroem-se reciprocamente. 0 2,° membrs ¢ formado de
termos taes, que os que ficam equidistantes dos extremos tem os mesmos
coefficientes e os mesmos indices para S, com signaes cootrarios. Assim
ambos os membros se reduzem a zero, e temos 0 =0.

Porém se ! for par , no 1.” membro as potencias das differencas (a —b)?,
(b—a)", etc. sio eguaes duas a duas com os mesmos signaes, e podem
sommar-se; 0o 2.° membro tambem podem sommar-se os termos equi-
distantes dosextremos, por serem eguaes dous a dous e lerem os mesmos
signaes , ficando 86 o termo medio, que ndo tem outro egual. Por tanto
dividindo por dous toda a equaglio assim reduzida , os seus termos se simpli=
ficam, e s6 o termo medio do 2.° membro tem o factor .

Se fizermos pois [=2i, o 1. membro se reduzird 4 somma das
polencias 2i das dilferencas das.raizes, ou 4 das polencias i dos quadrados
d’estas differencas , somma que representaremos por fi. Por outra parte ,
designando por 2i, A’, A", ...... os coefficientes do binomio para o
expoente 2i, resulta

Ji=m8u = 28, 8., +jA'S S0y — A"S,Sis) . ... e 2
LA RURI—1)(@—2).... (+1) ., S(N).
. T P ] x (S ......

Os coeflicientes 2i, A/, A", ...... tem por valores os numeros da li-
oha 2i da tabella de pag. 9; deve porém parar-se no termo medio,
¢ tomar.a sua ametade. Estes factores tem os seguintes valores, para

S

ina....1, 4, 8

a8 1, 8,
i=4....1, 8; 28, 56, 38

i=5....1, 10, 45, {20, 210, 126
i:s'- 1_,.‘1 ] Im G&’ M‘. &95, 7”, ‘ﬂ"' elc
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D’onde se conclue

f,=mS, —(8,)* f,=mS,—8S88,.... +358,)
J.=mS, —4S,S,+ 3(S,) f,=mS, ~108,S,.. +126(S,)*
/,=mS,—6S S, +158.8,—10 (S, | f;/=mS,,—128 S ..+462(S )}

Posto isto, depois de haver achado a serie S, S, 8, .... elazendo
i==1, deduziremos da equagdio (N) os valores de (a—"0)"+ (@a—¢)*+-.. ..;
e assim obleremos a somma /, das 1" potencias das raizes de Fs=0.
Fazendo depois i = 2, acharemos (a —b)" + (a—¢)'.... , ou /}; ete.
Em geral a equacdo (N) dard o somma /; das potencias ¢ das raizes da
equacdo no quadrado das differencas.

Finalmente as equagdes (A) de pag. 196 applicadas a esta equaglo dio
os coefficientes da equaglio ao quadrado des differencas

P=—/,, Q=—L(P/+/.); R==3{Q/ + P +S) .-

O caleulo dos /" deve continuar-se até so indice n=2m (m — 1) gréo de
Fz=0, e o de S até a um indice duplo.
Por exemplo na equaglo geral do 3.” gréo

'+ qr 4+r=0,
aserieS ,8, ...... torna-se ém
3,0, —2q,—3r, 2¢, Bqr,—2¢" + 3,
que da S =—06q,f,=18¢", f,=—066¢, —81r";
logo P=6g, Q =9¢", R=27r"+ i¢’,

sdo os coefficientes da equagio ao quadrado das differencas para o 3.7
grio. Na Resolution numér. de Lagrange, n.” 38, 39 e nota III, se
encontram os [érmalas para o 4.° ¢ 5.° gréo.
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Applicagio ds Equagies do sequndo grdo.

119. Seae ﬁ forem as raizes desconhecidas da equacio

'+ pr+q=0:

os relagdes sabidas entre as mesmas raizes

a+b=——p, ﬂﬁ:q:‘,

conduzir-nos-hiam de novo , pela eliminaglio de a e b, a equagdes do 2.
gréo, as quaes por isso, como ji em outra parte fizemos ver, ndo nos
seriam de utilidade para achar as mesmas raizes

Supponhamos porem que entre @ ¢ & hi uma relagiio

s=a-+mb,

em que m éarbitrario, e s uma incognita , que tracldmos de delerminar
de modo que a eliminagdo de a e bentre ella e a relagio a4+ b= —p
nos conduza a equagdes do 1.° grio.

Em virtude da symetria que ha entre as raizes das equagdes , além
da relagio z=a + mb, deve existir arelaglo s=>0-+ma; e por conse-
guinte o valor de z ¢ dado tambem pela equacio do 2.° gréo

(2 — (0 + mb)] [ = (b + ma)] == 0.

Para que esta equaglo nos possa approveitar ¢ necessario que se reduza
4 forma z°=k, de maneira que d'ella se deduza o valor de z por uma
simples extracgdo de raiz quadrada, Vé-se que isto se consegue pondo
m=—1, d'onde resulta

lﬁ=(ﬂ-—5}‘=ﬂn+b"— 2{]‘5:53—29;
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e como (pag. 196.) S, ==p*— 2g¢, teremos finalmente
s=a—b=x=V(p"—Nq),a+b=—p,

equacdes das quaes se deduzem as duas raizes a e b.

Applicagio ds Equagdes do terceiro grdo.

120. Supponhamos, que entre as tres raizes desconhecidas a, b, ¢
da equagdo do 3.” gréo

2 +pr4q=0,
se di a relaglo

s=a+mbtnc,.ueu.n, v g vahy (1)

na qual m e n sdo quantidades arbitririas. Pela permutaglo das letras
a, b, ¢ umas nas outras, resultam da relacio (1) outras cinco, d'onde
provém uma equacio em s do 6.° grao. Esta equacde nlio nos poderd
pois em geral ser deutilidade ; e sémente o serd , se em virtude da arbi-
trariedade de m e n, reduzirmos a equaglo em z & férma

8 Asd b Bl o iie s She saiundng (2)

que se resolve 4 maneira das do 2.° grio (n.” 105), isto &, a uma
forma tal , que assuas seis raizes sejam eguacs a dous numeros =/, s, mul-
tiplicados respectivamente pelas tres raizes cubicas da unidade. Para isso
¢ necessdrio que, designando por 3!, 2", as raizes cubicas dos dous valo-
res de z°,

512_%Ai V{i‘ﬁ,‘-—u),. s e pAnE Y (3)

e por 1, «, «*, as da unidade , os seis valores que resultam da permutagio
das letras @, b, ¢, no trinomio, salisfagam 4s equagdes,
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d=a4mbs-ne . & =a b4 me
23 ==b 4 me + na a's =b4 nc+ma} €))
! a’s' =¢--ma + nb 2 2" ==¢ 4 nat mb
L

Vejamos se podemos determinar agoram e n de modo que eslas seis equa-
¢des tenham logar. Multiplicando a3’ por &, e advertindo que éa'=1, vem

s =a'b | ma®e + nx’a = a + mb 4 ne.

Para ter logar a identidade é necessario, que sejom eguacs o8 coefli-
cientes respectivos de a, b, ¢, isto 6,

al=m, m*=n, na*=1,
d'onde se tira m=a", n=—qa.

Substituindo estes valores pas seis equacdes (%), véwse que ellas resul-
tam de

d=atactal, s —atal+a%.......... (8)

multiplicando estas por «, e «”. Tomando pois m=a®, n=ua, o lrino-
mio (1) tera seis valores, que elevados ao cubo, s6 dardo os dous valo-
res differentes z'* e z"*; por serem 1 os cubos de « e «.

Fica pois demonsirado que os seis valores (4), pondo n'elles m =— o* e
n=a, sdo raizes da equacldo (2), & qual se pode dar a furma

(3" 2") (' 5") = 3* — (374 4") 2’4 2" 8" == 0.
Resta agora determinar A e B, isto é,

A=—(s"43"), B=(r";

porque se pudermos determiner A B em funeglio des coelficientes p ¢ ¢,
teremos pela equaglio (3) os valores de 2*, cujes raizes cubices = e s’
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serfio conhecidas. As equacdes (5 e'a relacio a4 b+ e==0, que tem
logar por ser nullo o 2.” termo da equacio (1), darlo pois a, b, e

Desenvolva-se o cubo de 3'=a+-a¢+ a’b, e, advertindo que é
w'=1, vird

3" =8, + 6abe 3= (a*c + b%a + ¢*) + 3a* (a*h + c*a + b%c)-

Mudando n'esta expressio b em ¢ obtem-se z''; sommando os dous
resullades , e em consequencia de ser

ab¢ ===q,8 =0, 2+ a’=—1, [a®)] =8, S, =8,, S, =—3q,
acha-se
A=—28, +12¢ — 3 (z + «*) [a%h] = — 58S, + 129 =274
Por outra parte, por ser
S, =—2p,[ab]l=p,at+a"=—1,
acha-se 22" =8, +(a + o) [ab] = —3p;
e por consequencia o cubo.
B= —27p".
Teremos pois

u=—27(gx Vig+ fp’)=s"

E como n'esta equaclio os factores de 27 slio as raizes ¢/ e ¢ da equacio
t* 4 gt==(4p)" , teremos z' == 271,
Eliminando @, b, ¢ entre as equagdes (5) ¢ a equaglo

a4+b4+e=0,
teremos p -t '
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3a=12 43", 3b=1az'4a%", 8¢ =10z} as;
e como =3y, " =3y1",

torndmos a achar os valores do n.° 110,
Applicagio ds Equagbes do quarto grdo.

121. Na equaglo do 4.° gréo
'+ pz' +qr4r=0,

ndo estabeleceremos, em analogia com o 2.° e 8.° grio, a relagio
z=a+1lb+mec+md, da qual, feitas as permutagdes , resultariam 24%
valores de z; mas sim a relaclio

s=a+bime+d),
da qual s6 resultam seis permutacdes. E se n'esta fizermos m = — | .
virh s=a+b—c—d,

relacdo , que di seis valores eguaes dous a dous com signaes contrarios. Logo
a raiz s serd dada por uma equagdo do 6.° grio da férma

'+ Az +B5*4+C=0 .............. (6)

0a qual todas as potencias slo pares, ndo resultando dos seis valores mais
de tres quadrados diferentes.

Desenvolvendo o quadrado temos

(@+b=—c—d)'=(a+ b+ ¢+ d)*— & (ac + ad + be -+ bd) ,
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Como na equaclo (1) falta o 2.° termo, seré nulla a 1.* parte do
2.° membro da equaglo precedente. E por issoajunctando n'elle e subtra-
hindo & (ab 4 ¢d) ; advertindo que é [ab] ==p; e permutando na equaclo
resultante b em ¢, e b em d : acharemus

[a+b—ce —d};‘:mip-{-l{ab +ed),
(a+c—b—df=—4p+ & (ac+bd),
(a+d—e¢—b)=—4p+ & (cd+ be);

e slo estes os valores dos tres quadrados z* de (6).
Podemos simplificar os calculos pondou==z"4p,

porque entdo os valores de u serdo

ab+cd, ac+ bd, cd + be.
Formemos a equaglio que lem eslas tres raizes. Como emos

§,=0,8,=—2, S =—3;, g, =2 —ir,
S,=15pq, S, =—2p'+ Opr+3¢°;

empregando a formula (E) de pag. 199, e dividindo por 2 ou por 6,
quando assim dever ser em consequencia da advertencia que ali fizemos,

acha-se que:

1. A somma dos binomios é [ab]=1p:

2.° A somma dos seus productos 2 a & ¢

[a* b e] =S, —18°*=—kr;
- 27

o
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3,° O producto dos tres binomios &
abed X 8, -+ [a°"c"} =18, +38," = 38,8, +3 8,
=—dpri+q-.

Temos por tanto
u —put—dru+hpr—q* =0,

ou, restituindo $3* 4 p por u,
z'4 8pz'4- 16:° (p*— dr) — 6ig* = 0.

Depois de conhecidos os tres valores de z*, e as suas raizes == (s, 2/,3")
¢ necessario eliminar @, b, ¢, das equagdes

S,=a+b+e+d=0,atc—b—d=1z,
atb—ec—d=s, a+d—b—c=1z".

Estas equagdes, sommadas duas a duas, ddo as tres

a+b=-}z, ﬂ+ﬁ=%z"’ a"l"d::";

cvja somma dé
a=3(s+5+3");

podemos por conseguinte obter tambem b, ¢, d em funcclo de 5, 2, 2!\
Fomando agora estss quantidades com o duplo signal ==, temos 8 raizes
em vez de 4 ; e assim deve ser, porque, dependendo a equaclio em z de
¢* e ndo de g, o signal de ¢ fica arbitrario. O producto das tres iiltimas

equagdes €, por ser—a=0b+c+d,
i1zdd=a"+a* (b+c+d)+[abe] =—gq,

e lem, como se vé, signal contrério ao de ¢. Resultam por isso, como
a pag. 192, os dous systemas seguintes
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para g positive, =i(sxdxi), w= (=zx:I=2");

para ¢ megativo, a=31(sxd=x7), 2z=3i(—sFxs*d)
Applicaglo & Eliminagiio.

122. N'uma equaclo entrex e y, se for m a somma dos expoen-
tes, que affeclam estas incognitas no termo queé a lem maior, diz-se que
m é o grao d'essa equagdo.

Posto isto , sejam

:c'+p,:a"1+ seveve Fp =0=IZ,

w'-i-q,a:”-l- vossee g mmO2T,

duas equagdes entre o @ y, uma do grio m e outra do grio n: sendo
assim cada um dos coefficientes uma funcglo dey, cujogrio é quando muito
do1.°em p,eq,, do2.° em p, eq,, ete, Supponhamos a equacioT=0
resolvida em ordem a z, edesignemos por @, b, ¢, ..., ..k 0s svas n
raizes. Esta equaclo equivalerd a '

T=(@—a) (z—0b) (£—¢)evis.. (. —Fk)=0,

de maneira que podemos substituir ao systema das equagdes propostas os
a syslemas

:n-—-a=0$ T =10 z——-c=0§
z=0%" z=o;’ | e '

Se em cade um d’estes systemas tirarmos da 1.* equaclio o valor de
z ¢ o substituirmos na 2. , obteremos' a equagho final em y d'esse syste-
ma: ¢ por conseguiole , mulliplicando essas equacdes finaes membro o
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membro , formaremos a do systema das propostas. Esta equagdo é pois
(@ +pa™ +.. .. pa) "+ 0"+ o ve Fpa)ere- z )
.................. (k- +p‘k"" desns +p,,:l=ﬂ'

Ora, posto que a, b, ¢, ...... k sejim funcgdes desconhecidas de Y
¢ possivel formar esta equagho, porque sendo o sea primeiro membro
uma funcclio symetrica e racional destas raizes, pode exprimir-se em
funcgdo racional dos coefficientes de T = 0. -

Por exemplo, para eliminar 2 entre as equacdes

y—3x+1=0, 2" (y — 1]-&-;1:—2.:0 1
teremos , suppondo que a e b sdo as raizes da 2.°,
(a'y —3a+ 1) (B'y —3b+ 1) =0,
ou, effectuando as multiplicages indicadas,

alb1y=+ ySr—- aﬂby S,‘i‘ 9ab — 35|+ 1—=0.

E como da 2." equaclio proposta se lira

. -1 —_— 1 %
O 7 = S o

estes valores, substituidos na iltima equagdo, nos conduzem facilmente
4 equagdo final do 3.° gréo em y.

123. Os calculos que exige este methodo, por muito longos , sao
de pouca utilidade préctica, mas podemos achar por meio d’elles, mui
simplesmente , o limite do grio da equacdo final.

Com effeito o termo geral da equagdo (7) péde ser representado por
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th—a m—e m—u M—g M—E M—p

p‘a Pab --l.l-PFk -v_—P‘PlePFa b -.-lk H

e como a equacdo (7) ¢é symetrica, deve conter todos os termos que se
dedazem da precedente, mudando as quontidades a, b, ¢, ...... umas
nas oulras, isto é,

m—a  M—E m—p

Papeivwrs - e o BT e seil i3a.sl] (8)

Avaliemos o limite do grao d'esta funcglo. Primeirameate o producto
PuPgvvv-np, b quando muito do gréo @ 46+ ...+ p; em segundo

logar , remontando &s férmulas que dao os valores de [a“bg]' [a“bscﬂ ioas
vé-se que a somma dos indices de S em cada lermo ¢é egual &
somma dos expoentes que tem as letras a, b, ¢, ...... em coda
termo d'estas funcgdes; e como resulta das [érmulas (A) de pag. 196
que o indice de S & precisamente egual ao indice mais elevado dos

coeflicientes de proposta : vé-se, que [a™ % 8™ .. .... K" *]¢équando
muito do grio

Mm—atm—Et eiecam——p=mn—(a+E+4...... + 1)

logo & funcglio (8), e por conseguinte a equagdo final, & quando -muito
do grao mn. Assim:

O grdo da equacio final , que resulta daeliminacio d'uma incognita
entre duas equagies d'um grdo qualquer a duas incognitas , nio pdde exce-
der o producto dos grdos das equagdes propostas.

Ve-ja sobre a extensio d’este theorema uma Memoria de Poissoo,
no n.° XI. do Journal Polytechnique.
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V. FRACGCOES CONTINUAS.

Geragao e propriedades.

124, Para achar o valor approximade de uma quantidade =, que
nlio pide exprimir-se por um numero inteiro, procure-se o maior inteiro
y contido o’essa quantidade , e seja =’ uma nova quantidade > 1, tal que da

1
a:=y+—;,—-.

Represente-se depois por y' o maior inteiro contido em x, e tome-se

Proseguindo por este theor, e representando por y”, v, .. .. os maiores
inteiros contidos em ", 2’'', ... ... , sendo todus estas quantidades >0,
obleremos as equagdes (A), da qual resultard, por meio de substituicdes,

o valor de z debaixo da [6rma (B), que se chama fracgio continua.

1 1
CEYT I AARER ey :
4 ol nineg V't 1
W VI () el

i
x":y” -{— Fﬁ?
ele, :
-
Vé-se poisque : FRACCAO CONTINUA ¢ uma expressio composta
de wm numero inleiro , que péde ser nullo , mais de uma fracgio cujo nu-
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merador ¢ a unidade e cujo denominador ¢ wm numero inleiro , augmen=
tado de uma fracgio cujo numerador ¢ a unidade e cujo denominador é
um numero inteiro, augmentado de uma fracedo . «.... € assim por di-
ante.

Os inteiros y, ¥, ¥/, ..o+ sl0 03 termos da fracgdo continua ,
a qual,, para abbreviar , escreveremos de maneira seguinte

125. Para passar d'este valor de x para oulro expresso wuma
fracgdo ordinaria , procederemos como no exemplo seguinte

1
z=2,1,3,2,4=24— 1
1+ 3+_;_

-F-'n

-k

THEEIER]

1 9 ]
Reduzindo 4 mesma denominaglo o divisor final 2 + L temos T A uni-

dade dividida por % dé %. e a fracglo. torna-se- em

1
I=2+—

14 4

i
3+-§-‘

Continusndo a operar da mesma maneira , reduz-se o divisor final S4+2a

e yem 1:% = 2 ; tornando-se assim a [racgdo em

x=ﬂ+——l—'=2—|'-| =9 p M=tk
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O andamento do célculo ¢ exactamente o mesmo que no n.° 30 da Arith.
Nos exemplos seguintes, onde a primeira linha encerra os termos da
, [racglo continua , practica-se d'esta maneira :

Debaizo do viltimo termo escreve-se aunidade, e procedendo sempre
da direita para a esquerda, multiplica-se cada wn’ dos termos pelo nu-
mero escripto por baizo, e somma-se com o que fica d direita d'este
wltimo ; a somma assenta-se depois na casa d esquerda. O iiltimo numero
obtide , dividido pelo que o precede, é o valor da fraccio.

=8y 4,3, &llza=: 8, 2, 1, 1,3,92, 4
111,450, 31,9, 4, 1 [| 617, 182, 71, 40, 31, 9, 4, 1

Temos pois no 1.° exemplo 2 =21, e no 2.° z =111,

126. Se a fracglio for continua ao infinito, parar-se-ha n'aum dos
termos, desprezando todos os seguintes , e obter-se-ha entdo sémente um
valor approximado de . Se desprezarmos &' nas equacdes (A), tomando
x==y, x lorna-se menor do que devio ser; se desprezarmos z", z' tor-
na-se menor doque devia ser, e por consequencia & maior ; se desprezar-
mos &', 2" torna-se menor , x' maior, e x menor; e assim por diante.

Em geral:

O valor da fracedo continua ¢ maior ou menor que x, confirme pa-
rdmos com ella W'um termo da ordem par , ou w'um da ordem impar.

Se pararmos com a frac¢lio successivamente no 1.° termo y, no 2.°
y's n0.3.° y'......, os resultados serdo pois alternadamente <z e> z,
e @ ficard assim comprehendido entre dous resultados consecutivos, aos
quaes se di o nome de [raccdes convergentes ou reduszidas.
Representando por

a e d
I AL i L

s convergenles nas quaes se toma consecutivamente por tltimo termo,

i

v, ¥,y LR R el g 4
leremos
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a -y b _wil e wyty'+y bi'+a

PRt W e e s T T e

e s ¢
Para obter a convergente segmnta?. bastars em — mudar' 3’ em
c

Y + %; ex=y,y,y", se tornard entdo em

T =y 3 yl' yu, yr'.r'

Teremos assim

b e+ b
d=5y"+“+F=_F_ -
d!m ym -
e por conseguinle
d ey"+ b

d cy"+ b =

Comparando o valor das duas convergentes successivas , vé-se, que:

O numerador de uma convergente deduz-se , mulliplicando 0s numne-
radores das duas precedentes, respectivamente , por 1 e pelo termo final , ¢
sommando depois os producios; o denominador dedus-se por uma lei
analoga. :

Esta lei & geral para todas as convergentes (C), por isso que para
passar d'uma para a seguinte se emprega um célculo similhante, que so
differe nos accentos. Seréi por tanto em geral

p=ny+m, pl=n'y+m .......... (D)

P . SRR

Formadas pois as duas primeiras convergentes podem, por ésta formula ,
28
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obler-se seguidamente todas as outras. Assim

23 11 25
z=2,1,3, 2,4, da -::. e At

0 S B

fraccdes que sdo alternadamente <e> x, sendo “** o valor exaclo de =,

Este processo offerece um novo meio de obter este valor.
127. Eliminando y' entre as equagdes (D), resulta

p! —p'n=— (nm' —n'm) ,

d'ende se conclue , que:
A differenca dos produclos encruzados dos termos d2 duas conver-
gentes conseculivas € constanlemenle 0 mesmo com Signaes conlrarios.
Ora como esta differenga & { para as duas 1.*

o __1 » br f——] y' 3
segue-se , que em geral , serd
/ I e b ! e — == _I.
Pn—-P“_.._I, e _= 'nr.o-.p-lutF}’

devendo tomrar-se o signal 4 , quando y: e —::; sio da ordem par, e entlo

¢ %} %; e o signal — no caso contrario (+).

{+) As differengas enlre as convergenles successivas sdo

bulad role M kiband
R e o ARt S e

e por iss0 a somma;de, todas estas equagd es reduz-se a

p 8. % 1 1
o= ihoEs taT s :I:—l
R A 1 on
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128. Das equacdes precedentes deduzem-se as seguintes consequencias :
1.° Como os divisores communs de p ep' deveriam va 1.* das equa-
(F) dividir tambem a unidade, v&-se que pe p' sdo primos entre si, bem
como p e n, p' e n'. Logo, as convergentes sao irredusiveis.
2° Se na equacdo (E) substituirmos por y* o valor total z da fra-
echo continua, tomada desde otermoy’ até so filtimoz =y, y'**, ofin 00,
vira manifestamente em vez de uma convergente, o valor exacto de x,
a saber :

. nztm

x:rml S s s s Bpa an PRERBE *E = (G}

A este valor (G) dd-se o nome de fraccio completa.

3.° Para obter os erros §' ¢ § de cada uma des conyergentes
m

n . :
— 5 -» subtrabi-las-hemos de x, e vird
L) n

Vo *x 3 =1
T w(Ws+m)’ w (n's 4+ m')

Al e

Estas differencas apparecem com signaes conlrarios, por isso que o valor
de z se acha entre as duas convergentes, Como a 2.* & meunor do que a

" " [} ¥ . . m
primeira , por ser m' <u' e > I, « fica mais proximo de - do quede

:. Logo as convergentes successivas vio-se approximando , cada ves mais ,
1

do valor de x, ora por defeito, ora por excesso. E d'ahi The proveio a
denominagdo.

4.° Como (H) sdo os erros 3 e § de duas convergentes consecu-

g n
tivas —,, e —; e porserz>1: serd
m n .

Por este estilo se obtem a desenvelugio do valor exacto de # qmndo??- for a

altima convergente ; ¢ uma expressio do valor approximado de z quando afracgio
se continia indefinidamente. No nosso ex.

TR R R R
rAemichpd LR Gt MR IEE )
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| 1
n (n'z+ “f) < n' (“i‘_l_m’J "

n 3
e ;a=¢( _?)r(m-.l.-.-... (K}

® n
Logo, o erro que se commette parando n'uma convergente - ¢ menor que

a unidade dividida pelo producto do denominador o da mesma conver-
gente , multiplicado pela somma v' + m' d'este mesmo denominador e do
denominador da fraccio antecedente.
No ex.” de cima temos as convergentes successivas Ll e i e se
1
9(9+4) 117"
Se desprezarmos m’, com o que se augmenta o valor de (K), teremos

pararmos na iltima, o erro ndo chegar a

i
d<—,
n

e por conseguinte , qualquer convergente dd um valor de x approzimado, com
um erro menor do que a unidade dividida pelo quadrado do seu deno-
minador.

No mesmo ex.”, a convergente * ndo chega a ter de erro =

129, Sejam

fracdes quaesquer crescentes : a diffzrenca entre as extremas sers maior
do que a que existe entre uma d'ellas e a intermedia.
Supponhamos mais que k, I, I, I satisfazem 4 condiglio

IK—=W'=1;
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teremos
l h | kh'— Kh Ue'— ki

o A gy < B T

.

Como estes numeradores sdo inleiros e posilivos o seu menor valor ¢ a
unidade. D’onde resulta,

U'h<k'h e <KI;
ou , supprimindo os factores communs, -

K>le>l;

e por conseguinte &' ¢ o maior dos tres denominadores. Nlo mesmo modo
hl kf !
invertendo as tres [racgdes , o que da os termos decrescentes T ’it'
1é-se que &
k>le>h.

Temos pois que a fracglio intermedia é mais complicada do que as duss
exlremas.
m n .
Portanto, como « fica entre —+ @ —r, seria necessario para que a
k . .
fracglio 7 fosse mais proxima de x do que qualquer das duas convergentes

que ella caisse entre eslas , e fosse por conseguinte mais composta. Logo
qualquer das convergentes ¢ mais proxima de X que oulra qualquer fra-
epdo com termos mais simples.

m
Componhamos com as convergentes — e -1, as duas fracgdes
m n

-

h m4(t—1)n I m4tn

R w4 (—1) " T T mtin’

designando por ¢ os valores 1,2, 3, ...... atéy , que é o iateiro
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conlido na convergente. Teremos pela substituigdo successiva dos valeres
de, ¢ '
m m4n m+ 2n m -+ 1 p
w' mpa” w20 m‘+y'}a',= p_

Porém , qualquer que seja o inleiro ¢, é

logo as fraccdes (L) sdo irreduziveis (1.°); approximlo-se do valor de z
mais do que outra qualquer menos eomposta ; e, porque as suas differen-
¢as conseculivas tem o mesmo signal , estas fracgdes crescem desde a 1.°
alé & Glima, sendo todas <z, se as extremas forem impares; no caso
contrdrio , decrescem sendo todas> z; finalmenle o erro & de uma d'ellas
‘:T &< h-‘li_‘.' por isso que a fica entre as duas frncgﬁes% b i

Podemos por conseguinte inserir entre as convergentes principaes (C)
y*=* [rocgdes , que gozem das mesmas propriedades. Estas convergentes
tnlermedias repartem-se em dups series: umas, que ihseridas entre as
principaes de ordem impar sBo ascendentes ; outras que , ficando entre as
priucipaes de ordem par, sdo descendentes para z. Formam-se sommando

" m I
- lermo por termo, y‘ VeZes Buccessivas, as convergenles — e —-.
m

n
No exemplo do n.° 128 temos...... z=2,1, 3,2, 4
n 2.8 4 25 114

C incj sanmaararany — Ty Ty
onvergenles principaes 17" %'9'%

Das duas primeiras e 3 deduzem-se as duos intermedias > e 2; a 3.

coincidiria com @ 3.° couvergemte priocipal 5. Das dues segumintes - e
a5 13 (¥ L1 LR

% resultariam 35, i, 3+, &= Combinando agora a 2." com a 3" ¢ a

4."com a 5., obteriamos oulra serie a qual nllo seria limitada, As series sio

(g)ga Ty 900 e (L
T\ IR ST\,

3\ 14 (95 136 247 358 469
@7 (@) wew e
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Podemos junclar a estas series de [racgdes ¢ e 1, dasquaes a primeira
sendo sempre mais pequena, e a segunda sempre maior do que qualquer
quontidade , satislazem &s mesmas condigdes que as convergentes.

Applicagio ds Equagies determinadas do 1. grdo.

130. Para reduzir a fracclo continua u' valor de 2 na equagho
Az=D i
devemos, em conformidade dc que, dissemos no 0." 12%, extrahir o in-

; A B
teiro y contido em T, pondo

B

. Sy R 1
:J:—'I—y-i" &=y+

? "
ou designando pory o quociente e por R o resto da divisio de B por A.

Depois

A e W e

=l

€xr =

S s 1
-—-i?—!t "!'E':!r""’ﬁr

"= ete.

1
Logo e Jngi L ST IR L p Y e
I
y +y_"""etr.

Como se v¢ n'esta nperl-:a& , 08 termos da (racgdo conlioua sio os queci-
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entes successivos que se obtém pelo caleulo do divisor commum entre A
e B. Esta fracgdo é sempre [inita.
Para a equacdo

26452 = 9752
lemos 8 3
2645|1817|838 (161 |23 524
2 —_—r=—x=3,1,2,5,7T.
975'3 1|z|5l7”ns S, 1 8,8,7

Por meio das formulas (E) e (L) obteremos as seguintes convergentes
principaes intermedias , a saber ;

(9) 1.2 3) 7 ity 70 129 188 424
1 Piﬁill(f li| Tj-. .1—9‘| 35.' 'E‘i‘,-o--..--{’:m’

(o) (f) 15 26 37 48 59) 483 907
1)\ 37T '\ Bse <

A fracclio = tem um valor mais proximo de z que oulra qualquer mais

simples; o erro & menor que L

43 "
ans

Do mesmo modo se acha para 2 =22=3,2,3,2,7,

3y 10 17 (E 79 134 T 3 /B5, 464 ot
D7 @ aw- i) G m>

Estamos pois em estado de resolver a seguinte questio: Dada uma fra-
¢¢do , achar outra mais simples , cujo valor se approzime d'ella mais do
que owlra qualquer fracedo menos composta que ellas.

131. Fagamos slgumas applicagdes desta doutrina.

L A rasioda circumferencia para o diamelro & representada, como
j& achamos, por

n=3,14186926......;

@

e a fracclo continua equivalente & parte decimal di (veja-se Compl.
d’Algebra de Lacroix, p 289. 6.* edicio)

®im 3517, 46,07 9050 14 1SV, 851 b coe.

i



ALGEBRA SUPERIOR. 292%

d'onde se deduzem as convergentes principses e intermedias, das quaes
fazem parte as razdes determinadas por Archimedes e Adriano Metius:

( 25 47 69 91 133 435 457 /333
j— '?’ﬁl E.ﬁ’"ﬁ,‘ﬁ. '5_0"| 'iﬂ_ﬁ panem e sne i W
47 10:13 E 19 Qﬂ) 355 10434
I'E'?'T'S'?’(’f 113" \'32215

II. O anno solar tropico, ou o lempo que o sol gasta em voltar
a0 mesmo equinocio & de 365, 2422181, (Veja-se Astron. pratique pog.
88). Dando a0 anno civil sémente 365 dias, o equinocio, a0 fim-de qua-
tro annos , voltaria quasi um dia mais tarde, de sorle que para o ajus-
tar com a verdadeira data, seria necessario dar 366 dias ao 4.° anno,
que se chama dissexto; e foi isto, que Julio Cesar ordenou no seu Ca=
lendario Juliano , suppondo o aono de 365° 1. Esta supposicio porém niio
& ainda exacta, porque produz um erro contririo, fazendo anticipar o
anno civil ao anno solar. Este erro foi em parte remediado no Calendario
Gregoriano, no qual se manda supprimir tres bissextos seculares sobre
quatro, i. €, intercalar 97 dias em 400 annos. A fim de apreciar este
systema , tractemos pela nossa theoria a frac¢do =551 , da qual, conver-
tida em fracglo continua, se deduz

Sl ik Andnludai

7.8, ¥ 39 70 _
99’ 33 128’ 161' 289 " """

1
€ as Mﬂ‘lfel'slﬂmnu stnm e I'

Tomemos, por ex.®, a fracgdo 55, i ¢, supponhamos o anno solar
de 365" =%, Para ajustar o anno civil com este periodo seria necessario
intercalor 8 dias em 33 annos, dando de % em & ennos mais um dia
a0 anno civil, collocando porém o 8.° bissexto no fim de cinco annos.
Comecar-se-hia depois um novo periodo de 33 annos. Era este o systema
dos antigos Persas.

Cumpre notar, que ndo se achando a fracclio 77, entre as convergen-
tes poder-se-hia ter adoptado outra intercelaclio mais approximada do que
a adoptada no Calendario Gregoriano. O erro porém que d'shi resulta &
de pequena importancia. (Veja-se a Uran;gnphic).
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[ll. O mez lunar synodico & de 29°,5305887; o mez solar & de

30°,4368535 ; a raziio  d'estes numeros convertida em fracglio continua,
dé as convergentes

(e ) R e SIS, SEE S

Se considerarmos por ex.® 21 como valor de z, & o mesmo que suppor
que 235 mezes lunares correspondem a 228, ou 19 vezes 12 mezes so-
lares; & pois necessario em 19 annos iotercalar mais 7 mezes lunares ,
para que o sol e a lua venham a achar-se nas mesmas posigdes relativas.
Posto isto , se formassemos 19 taboas indicando as datas das phases lu-
nares , estas taboas annunciariam a sua volta durante todos os periodos de
19 annos , tomando estas taboas na sua ordem de successdo. Foi isto o que
practicou Methon entre os (Grregos, cujo calendario era luni-solar, e que
chamavam este periodo cyclo-solar , e aureo numero aquelle que designava
qual dos 19 calendarios se devia empregar em cada um dos annos.

Applicagles ds Equagies indeterminadas do primeiro grdo.

132.  Ja vimos (Alg. El. 0. 126) que basta conbecer uma soluglo
x=ua, y=6, em numeros ioteiros, equaglo

ﬂ-‘E‘-I"_aw:B, shes ssas pBAE RS kB 4o (ﬂ)

para concluir qualquer outra. Os valores de z e y

z=a+bt, y=F6—a,

[ormam equidifferengas , coja razlio ¢ b para @, e —a para y.
A theoria das [racgdes continuas offerece-nos um meio muito simples
de achar os numeros « e €, como passimos a ver.

Resolva-se —:— em convergentes, e seja 2, penultima , ‘que pre-
cede a [racclio proposta. Viu-se ((F) 0.° 127) que
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ap —bp===1; d'onde ap'c —bpc==x¢, ........ ()

.devendo empregar-se o8 aignnu+ ou — , conforme a fracglio continua,
tomada na sua totalidade, tiver um numero par ou impar de térmos.

As equagdes (b) mostram que (a) fica satisfeita , tomando, no caso
de ter logar

o signal superior,. ... .. esssse sees a== pl¢, G=—pc;
o signal inferior,s. «oouovanes ceesa=—ple, 6= po

Logo paraobter em numeros inteiros a soluglio da equaglio (a): resolva-se
% em fracpdo continua; procure-se a convergenle -pfque precede aquella

fracdo ; forme-se com estes dadas a equagio ap' — ph====1; depois
mulliplique-se esta por ¢ ; e compare-se o resullado termo a termo com a
proposta (a).

Seja por ex.” a equaglio 1052 — 43y =17.
0 methodo do divisor commum dé 105 [43]19]5 4|1
212 |3(1(%
105 22 22 194 |11

T3_=2’ .2_ 3,1, 4; .§_=2.2, 3,1.

A tltima fracglo obtem—se suppnmmdo otermo 4 , e empregando o pro-
cesso exposto na Arith. n.° 30.

Das duas fraccdes 5 , 22, deduz-se, altendendo a que a fracglio con-
tinua tem & termos,

105.9—43. 12 ——1:

multiplicando ambos os membros d'esta equaglio] por — 17, vem
53.22 17 —106.9,17=17;

e comparando com a proposta acha<se « = —9.17, £=22.17, e por
conseguinte

e
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r=— 1534 43¢; y=— 374 4 105¢,

Podem tambem servir de exercicio d'esta applicagdo os exemplos citados
a pag. 202 da P. L

O problema de Chronologia, em que se pede o anno @, cajo cyclo
solar € c, e oaureo numero ¢ n, reduz-se a procurar um inteiro =, que
dividido por 28 e 19 dé os restos ¢ —9 e n—1. 0 processo do n.” 129
da Alg. El. da o seguinte valor

& =86 (c—n)+c+75 + 532

E pois ao cabo de 532 annos que 08 mesmos numeros ¢ e n voltam ambos
periodicamente: esla duragio lem o nome de periodo dyonisiano (Veja-se
a Uranographie).

Querendo além disto, que o numero z tenha de mais a indicgdo i,
isto &, que & dividido por 15 dé o resto { — 3, teremos o periodo ju-
liano de 7980 annos imaginado por Scaligero ; e acharemos

@ ==4845¢ -+ §200n — 106 %i + 3267 - 7980¢.
Applicagiio ds equagies do sequndo grdo.

133. Quando ou todos, ou os Gltimos termos de uma fracgdio con-
linua voltam successivamente na mesma ordem, a fracgio continug diz-se
periodica. E periodica simples quando o periodo comeca logo no primeiro
termo da fraccdo; ¢é periodica mizta, quando assim ndo comeca,

A respeito das fraccdes continuas periodicas ha dous theoremas im-
portantes , que estdo ligados com as equages do 2.° grio, e que passd-
mos a demonstrar.

134. THEOREMA 1. Toda a fraccdo periodica continua ¢ wma
das raizes de uma equagio do 2.° grdo, de coefficientes racionaes.

) P Supponhamos que a fracgdo continua ¢ simples, e que os seus
termos tem a seguinte disposiciio.

ﬂ.bp-c e w ﬂ’ﬂ-,lﬁ’ TEEET] n' d, b-..... Bidheaw
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Designando por o valor d'esta fracglio continua, vamos demonstrar que
seré

1
(@) e srannnns x=ﬂ+3—;'
n+ I
|
A —
T

isto é3 que sendo zi., e x; duas reduzides, das quaes a segunda tem
um periodo mais que a primeira, ou

|
-‘!;-——ﬂ+-.:
3 i
AR
i —
Ty

a differenca 2,— 2,_, tender4 indefidemente para o limite 0, quando
tender para o limite 2.

Para isso, seja —::,- o valor de uma reduzida, composta de um certo

numero de termos; s% e -.% as duas convergentes, que immediatamente

a ‘precedem : serd

o
' gnip

=

|
.

Ora se represenlarmol por k o valor de um periodo, obteremos o valor

|
da reduudn-—- ’ qne conlém um periodo mais, mudando n em n - -
expresslo de =10 que daré
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1
q(“"!";)"i"? ﬂH‘Q,

9'{n+';‘-)+}3’ e

2|e

e por conseguinte

v r__q:"w-rq’-__ =1 .
V¥ rrktg) Prk+q)

d'onde se conclue , que estas duas reduzidns"% e % tendem a tornar-se

eguaes, & medida que o numero dos periodos que as compde tende
a tornar-se maior que qualquer grandeza assignavel. Assim se designarmos
uma d'ellas por i , o a outra por z,_, , teremos 2 = z;_, + 3, sendo § uma
variavel , que vae diminuindo até zero. Poderemos por tanto escrever

1
sl

. i
+n+ i
zi—48

Mas , como podemos approximar a: quanto quizermos do valor 2 da fra-
c¢lo continua proposta , tomando um numero tam grande como quizermos ;
‘e como entio § vae conlinuamenle decrescendo para o seu limite zero:
vé-se (Alg. El.n."120), que ¢ verdadeira n'este caso a equacdo (a).

Pouhim.edmigmndopor“-'-:-l reduzida que da o valor do pe-
riodo ; e pu-% a convergente que immediatamente a precede; teremos
(0.° 128) i
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_mn-[-m
= nfz+mf'
ou
-
(B)ecocescce cors M2 (=n)z—m=0;

por onde se ¥&, que o valor de uma fracclo continua periodica simples & -
raiz de uma equagdo do 2.° grio de coefficientes commensuraveis.

Como n’esta equagio hi uma permanencia e uma variagdo , uma das
raizes ¢ positiva e a oulra é pegativa 9-‘!16}: e por isso deve a tltima
rejeitar-se , ¢ a primeira serd o valor da fracgdo coolinua total. Por ex.’,
na fracclo continua periodica simples

z2=23,1,2,3,1,2,3,1,2, ..c00vvee

formando as reduzidas successivas , vem

1 3 4 11
e e g
¢ por conseguinte serd
1lx+&=: e 5 +v37
3z+1 ot .

2.° Supponhamos agora, que a fracglio continua ¢ periodica mizla
e que seus termos tem a seguinte disposi¢lo :

"| UERE s B a, h' sssana My ﬂ:'b T My sovene

Seja g o valor total da fraeqlio continua; e @ o da sua parte periodica
teremos
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1
y=pi vy

Designando pois por -:7 a reduzida, que dé o valor da parte nlo periodi-

u
Ca, e por — a convergente, que a precede, seré

_vm4u
(ﬂ)...........n...----- y_'ﬁrx"i"'u"

mas, segundo se acaba de mostrar (1.°), ¢

ne -+ m

T

logo , eliminando z entre estos duas ultimas equacdes, viri uma equagio
do 2.° grio em y, com coefficientes racionaes ; o que completa a demons-
traglio d'este 1.° theorema. ;

Se ambas as raizes da equaclie forem positivas, para distinguir qual
dos valores de y ¢ aquelle, que da o valor da fracglo continua periojicn
mixta , calcular-se-ha primeiro a raiz positiva da equagdo (b), e serd este
0 valor, que deve substituir-se por = na equagdo (c).

135. THEOREMA IIL Reciprocamente , as raizes incommensu-
raveis de uma equagio do 2.° grdo com coefficientes racionaes , sio expressas
por fracgdes continuas periodicas.

' 1.° Consideremos em primeiro logar a equagio do 2.° gréo da
Orma
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(@) ssccercssaneas . a5’ +be—c=0,
cujas raizes tem signaes contrarios , e cujos coefficientes a e ¢ s30 nume-
ros inteiros positivos, e b um inteiro positivo ou negafivo. -

Limitemos-nos , por hora , & raiz positiva d’esta equagdo, cuja expres=
slo & ! 1 :

_ =b4 Vb dac _=b+wvn

{e].........’ﬂ sg 2{] 1

pondo n = 5"+ 4ac.
Para desenvolver esta raiz em fracglo cootinua, procurar-se-ha em

primeiro logar o maior inteiro n’ella contido, e representando-o por «,
far-se-ha .

¢ depois tractar-se-ha de achar o inteiro contido em &. Ora sendo
+ -iF uma das raizes da equagdo (d), a substituicio d’esta quantidade ,

em logar de x, deverd satisfazer & mesma equagdo, dando

a(=+x,l)i+ b(u+m,l-)_c=o,

donde se tira

() ionisimini . (0a*+ ba —¢) Z* + (2a2 4 b) '+ a=0.

\ 1
Se substituissemos as duas raizes d'esta equaglio nareloglo z =2 + =

obteriamos as duas raizes da proposta (d); mas como estas raizes lem
signaes contrarios , & forgoso que sejam tambem contrarios os signaes dos
valores de «', raizes d1 equacdo (f}. :
Desembaragando em (f) #* do seu coefficiente , 0 (ltimo termo da
30




234 ALGEBRA SUPERIOR

a . :
transformada = % rares serd por conseguinte negativo; e como a é

positivo,, vé-se que deve ser az® + bz — ¢ um inteiro negativo.
Fagamos pois

g’ ba—c=—d, 2x+b=—1U,

sendo o' um inteiro positivo, e ' um inteiro positive ou negativo. A
equaclo (/) tornar-se-ha

Y oo e a'z"+ Va'—a=w0,
cuja raiz positiva é

— b4V b"t4ad'  —V +V'n
24 ”e 2q'

por ser

b"+i-aa'==~(2ﬂ + b}‘ ———— h(ﬂu’vl- bl —_— I':} == bl-}-— fi-ﬂc =N
Designemos por «' o maior inteiro contido no valor de z, e facamos
1
-'5’ == H' 4= ?

Para determinar ", substituamos este valor de 2/ em (g9), o que nos
dard uma nova equaclio, que facilmente se reduzird & forma

ﬂ”x"“-i— b"xp— a': 0.

Esta equaclio terd tambem as suas duas raizes de signaes coptrarios; e os
seus coefficientes a” e 5" serfio ligados pela relagao
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b + fa'a"= b+ 4aa'=n,

que se obtém, como a analoga entre os coefficientes de (d).
Proseguinda por este theor, obteremos successivamente uma serie
d’equagdes da férma

ar’4 bx—c=0,
a'z*4bz'—a=0,

@' e —a=0,

cujos coefficientes sio oumeros inteiros ligados pelas relagdes

b* 4 dac =n,
|52 + 4aa =n,
(Bles oo ms.siss s Snsn it « < b+ 8d'd'=n,
bll .............
i b;’{-&m_.ur—" n;
e o raiz positiva z da equaclo (d) terd ‘por expressio
1 g=a,a,a, & i iiiiinn, "Iy N
. sedo a,a'y &”, «ous ... 08 maiores inteiros contidos nos valores de

iy II: .‘E",

--------
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Para fazer ver que esta fracglo continua é periodica, basta provar
que uma das transformadas ¢ identica com uma das precedentes, por isso
que entlo as duas equagdes lerio as mesmas raizes.

Ora das relagdes (k) resulta que os coefficientes a , a', @’ .. ....
sio menores que %: e que os valores absolutos (positivos ou negativos)
E W A SR sio menores que /n: por conseguinte, designando

n
4
facil mostrar que, passado, quando muito, um numero d’equacdes egual
a 2hk, a transformada seguinte terd necessariamente os seus dous pri=
meiros coefficientes identicos com os dous primeiros de uma das equa-
cdes precedentes. Com effeito, escrevendo cada um dos 2k numeros
- A B W Mg it == [k sucessivameante & direita dos h numeros
L8, 08,5, by vé-se que ndo é possivel formar com os dous
coefficientes mais do que 2kk combinagdes differentes. Posto isto, & for-
goso que os terceiros termos das duas equagdes sejam tambem eguaes;
por que, sendo eslas equagdes da [6rma

por h o maior inteiro contido em —-, e por & o valor inteiro de /n, ¢

“1”|'+E'n’l'u"'“:-;;_":o'

ﬂl-]»pmzl-h' + 611.,. T N 0;
e sendo, por hypothese, 0=a, ., b= bq_’: das relagdes

n=>b'+4a_ a=0" " o, . 0.

deduz-se - 0, =0, .

Logo as duas equagdes sio identicas; e por conseguite a[raiz positiva da
equaglo sd) terd por expressio uma fracglo conlinua periodica. ¢
Mudando x em —  na proposta (d) , v&-se que a sua raiz negativa,
que corresponde 4 raiz positiva da transformada , goza da mesma pro-
priedade. : o
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2° Consideremos agora uma equagio do 2.° grio em que as suas
raizes sho ambas positivas. Estas raizes devem ser deseguaes, por 1550 que
as suppuzemos incommensuraveis; e, para maior precisio , distinguiremos
os dous casos, em que a differenga d’estas raizes & maior ou menor que
a unidade.

a) No 1." caso, as roizes da equagho az® — bz + ¢ =10 nlo po-
dem ficar ambas comprchendidas entre os mesmos inteiros conseculivos.
Chamando = € @+ 1 os dous inteiros consecutivos, entre os quaes fica
comprehendida a raiz maior , a mais pequena serd <a; e por consequen-

cia , se subslituirmos z por 4 — na equaglo ax® — br 4 ¢ = 0, re-
x

sultarh uma nova equaglo em z', que lerd uma das raizes positivas e
maior que a unidade, e a outra negativa. Eslas raizes , de signaes con-
trarios , serfio expressas por [rac¢des conlinuas periodicas ; e substiluindo suc~

4 1
cessivamente por 2’ cada um d'estes valores na expressio a + — obtere-

mos [raccdes conlinuas tambem periodicas, que serdo a expressdo dos va-
lores das raizes da proposta.

b) No 2.° caso, os valores das raizes da equaclo azx’—bx+c¢=0,
podem ficar ambos comprehendidos entre os inteiros consecutivos a« e a1 ;
n'este caso a transformada em ' tem ambaos as raizes positivas e maiores
que a unidade Se asraizes d'esta transformada ainda ficarem comprehen-

dides entre dous inteiros consecutivos o e a' 4 1, substituindo a' 4 s

por z', obteremos uma transformada em x* cujas raizes serdo ainda positivas.
Continuando porém com o cileulo das transformadas successivas, ha-de
forcosamente chegar-se a uma equagdo , cujas raizes ndo icardo ambas com~
prehendidas entre os mesmos numeros consecu'ivos ; aliés as raizes da proposta
az® — bz + ¢ =0 serfam eguaes , porque leriam por expressio a mesma
fracglo continua. As raizes da transformada seguinte tendo raizes de si-
gnaes contrarios , serlio expressas por fracgdes continuas periodicas ; e por
conseguinte as raizes da proposta serdo tambem expressas em [raccdes da
mesma especie.

Se asraizes da proposta forem ambas negativas, mudando z em — z,
viré uma transformada com ambas as raizes positivas, que é o caso que
acabdmos de tractar.

Fica ossim demonstrado com toda a generalidade o theorema pro-
posto, que & devido a Lagrange; a demonstracdo porém que deu este il-
lustre geometra é menos simples , que a precedente que Mr. Gerono pu-.
blicou nos — Nouvelles annales de Mathématiques. I —
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/.‘jf + METHODO DOS COEFFICIENTES INDETERMINADOS,

Decomposigio das Fracgbes racionaes.

136. Se for dada uma equagdo da [drma
ArBr+ 08"+ D2t canees o =0,

na qual os coefficientes A, B, C...., slo constantes, e z uma quanti-
dade variavel , susceptivel de passar por todos os valores, seri

A=0,B=0,C=0, elc.

qualquer que seja o numero de termos da equaglio proposta.
Com effeito, devendo esta equacdo ter logar, qualquer que seja o
valor de « : quando for x=0, sera A=0, e

Bz 4 Cx*4 D2’ + inevine =0.,
Dividindo esta dltima equaclo por x , vird
B+Cz4+D2’4...... =0;

d’onde se deduz B=10, empregando o mesmo raciocinio pelo qual con-
cluimos que era A==0, Countinuando a raciocioar do mesmo modo , acha-
remos successivamente

C=0,D=0, ¢l

Posto isto, supponhamos o existencia de duas funccdes F e ¢ de'z
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identicas , isto &, de duas funcgdes, que apenas differem entre si pela ma-
neira, por que se acham expressas algebricamente. Se por artificios analyti-
cos conseguirmos desonvolver F e ¢ em ordem a x, de maneira que a
equacio F = v se lorne em

a+ br+cz’+ da’+...... =A+ Bz 4 Ca’+ Da’,
deduziremos d'esla
(a—A)+(b—B)z+(—C)a*+(d—D)a"+...... -
e pelo theorema demonstrado ,
a=A, b=B, ¢=C, d=D, ......

Sendo pois dada uma funcgdo F de =, a qual presumimos que pide
ter um desnevolsimento designado ¢, contendo coefficientes_constantes
porém desconhecidos , A, B, G, .. .... podemos achar estes [acilmente
pelo processo seguinte.

1.° Escreveremos a identidade F =g, designando F a funccio
proposta, e @ o desenvolvimento presumido debaixo de uma férma con-
veniente, e conlendo o3 coelicientes desconhecidos A, B, C, .... ..

2.° Por cilcalos appropriados transformaremos a equaglo F = ¢ em
outra ordenada segundo as potencias de z.

3.° Igualaremos entre si os termos affectos das mesmas potencias
pe z.

4° Finalmente procederemos & eliminacdo entre estas equagdes a
fim de deduzir d’ellas os valores desconhecidus das constantes A, B, C,..

Cumpre ainda adverlir, que , se da eliminagdo indicada se deduzi-
rem resultados absurdos, devemos concluir, que a funcglio F ndo é susce-
ptivel do desenvolvimente presumido o.

Passemos a applicar este principio a differentes exemplos .

137. Sendo N o numerador, e D o denominador de uma fraccdo
racional ; & sempre possivel abaixar por meio da divisao o grio do poly-
nomio N em ordem a z alé se tornar inferior so de D; e conside-
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rando por isso a [racf.ﬁu % ji reduzida . este estado, tractemos de de-

compol-a n'outras das quaes ella sejo a somma.

Seja D=PxQ, designando P e Q polynomios pﬁmos eatre si dos
gréos p e q, ¢ supponhamos

Aat= + Bz 4.... +L +A’#’*+B‘#—=+.. 4L

N-_-
B Q P

A fim de redwir ao mesmo denominador D = PxQ, multiplicaremos
Aar4-Bat 4 .00een por P, e Ala?" 4+ BaP—= 4 .... porQ; e
obteremos assim productos do grio p+g—1, o8 quaes formaro um
polynomio completo de um grio inferior ao de D em uma unidade. Depois ,
como N ¢, quando muito, do mesmo grio p 4 g—1, comparando cada
um dos termos do numerador N com os do mesmo gréo do numerador do
2.° membro, deduzir-se-hdio p 4 ¢ cquacdes entre os coellicientes desco-
ohecidos A, A', B, B, ...... cujo numero ¢ evidentemente pq,
e como as’incognitas A, B, ...... L,A, B,...... L' nlo sobem
do 1.° gréo, facilmente se achaifio os seus valores, Vé-se pois que ndo &6
a decomposi¢io presumida é legilima , mas tambem que o calculo nos for-
nece meios para obler os coefficientes desconhecidos.

Quando P e Q forem susceptiveis de se decomporem em [actores
primos , substituiren:os cada uma_das frac¢des do 2.° membro da equacdo
de cima, por out:as formadas por esles mesmos principios.

A regra para decompor uma frac¢do racional proposta reduz-se pois
4 seguinte :

Busquem-se os factores, primos entre si, do denominador da fraccdo
proposta ; eguale-se esta a uma serie d'outras fracgdes que tenham os
mesmos [cclores por denominadores , e cujos numeradores sejam respectiva-
menle de um grdo inferior em uma unidade. Feito isio, e reduszindo to-
das as fracgics ao mesmo dencminador D, equalem-se entre si os coeffici-
entes das mesmas polencias de x, e deduzam-se d'estasequagdes os coeffi-
cientes desconhecidos.

Egualando D a zero afim de oresclver em factores simples, podem
dar-se os dous casos, ou de serem alguns eguaes, ou de serem todos os
lactores deseguaes. Examinemos separcdamente estes dous casos.

1.> Caso. Se for
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D=(z~—a) (z—b) (x—c¢)......

porcmos

A B C

X == x—1b r—c

e tractaremos de determinar A, B, C, ......pelo processo, que acaba
de expor-se. ;

Seja, por ex.’,

D“——-(z—-a)(m--b), e N=kz+1,

e Jopotigoai soig B
(z—a)(z—b) z—a +:r:—-6 :

kz+1=A(z—0b)+ B(x —a)
— (A +B) z— Ab— Ba.
Por tanto k=A+B, 5—1=Ab+ Ba;

__ka+I'B=k5-§-J_

t A=
e finalmente - ftes

Applicando estas férmulas & fracclo ;':w'iﬂ’ e advertindo, que

a e b sdo as raizes 2 e —1 do seu denominador egualado a zero , e que
6 k=—4,el=2, obteremos

2—dr  —2 8
F—z—9% z+1 z—2

Do mesmo modo se acha
31




242 ALGEBRA SUPERIOR.

| 1 1
a'—z* =2u(a+ a:}+2a[a-—:r}'

Pondo
| A B C
xz(a*—a') = a+x+¢t—:c’

acharemos , applicando a regra,

1 1 1 |

z@—=) @z 2 (ata) . W (e—az)

Se D tiver factores binomios imaginarios, ainda se péde applicer o
mesmo methodo ; & porém. prelerivel em muitos casos decompdr D em
factores trinomios &* + pa +- ¢, e a proposta em fraccdes da forma

Az1 B
'+ pr+q

Assim para a fracglo

&4 1 __Az4+B C

EIDE+) o1 Tarl’
3 1
acha-se C—-E, B_A___E'
Do mesmo modo pora
@ Az +B C

P I ™ vy e |

acha-se —A=B=G=%.
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2.° Caso. Se algum dos factores de D tiver a férma (z—a,

fe=3 Bal—-z
o termo correspondente terd a [orma 2 (:__ ) g
glo tambem susceptivel de decomposiclio , poderé transformar-se na somma
efuivalente

» @ eslaexpres-

A B c L
R

G=u = @—a— i—a

Esla equivalencia verifica-se , reduzindo ao mesmo denominador a segunda
expressdo , e vendo que apparece um numerador com a(érma da primeira e
com egual numero de constantes desconhecidas.

Assim pondo
o Lz*42 A B C D E
i E—TF & Tty o2+l @—If a—1’
yem
o' +2*4+2 2 1 5 1 3

a(atr)z—1) @  2(a+1) 4(@+l) te=mr— a—1)
Do mesmo medo se acharé

i = i 1- 2 x
z(x41)"(z*+-z+1) 2 (z+1)° x4l + z4z—1

Ainda que este processo & applicavel ao caso de serem imaginarios 0s fa-
clores eguaes do denominador, é com tudo preferivel reunil-os em facto-
res reaes do 2.° grio, debaixo da férma (a* -+ pz +¢)', sendo entdo .
A2¥='4-Ba¥=* 1. ... o numerador dasfraccdes correspondentes ; ou an-
tes podemos tomar a somma equivalente
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Az+B 1 Cz+D > A Kz4L .
(#*+pe+gf " (P4pztgf= ' TS tprtg
Por ex.°, fazendo
1
(1+z) 2* (2*+2) (z*+1)°
A B C Dx+E _ Fz4G Hzrtl

Sl e Ty @

acharemos

i

sH=—l=—.

1 ;

18 %

1] -

138. O wuso frequente, que se faz da decomposiao das fraccdes ra-
cionaes , torna muito util o methodo seguinte , por meio do qual se abre-
yiam as operacdes.

1.” Caso. Factores deseguacs. Sejam D = (2 —a) S, designando
por S um producto de factores todos differentes de (x — a). A derivada
d’esta expressdo ¢ [n° 31 (*)]

D'=S+(z—a)S.

Posto isto, facamos

A
r—a

N P
o= +-—S-. ou N=AS+P(z—a);

e vejimos a maneira de determinar a constante A, sendo desconbecido
o polynomio P.

Se fizermos x = a, e designarmos por n e d' as quantidades em
que se tornam N e D' em virtude d'esta bypothese, teremos d'=S$,
n==AS, e por conseguinte

n
A:-—-:
S

&)=
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Logo, para obler o numerador A da fracgdo componente de quex-—a
¢ denominador , tome-se a derivada D' deD, e faga-se x=a m-g-:(«].
Vé-se do mesmo modo, que sendo D = (z—a) (z—b) (z—¢).. ..

B C

se obterdo os numeradores de y +++«« lazendo successi-

L)
z—b xz—c¢

vamente =0b, r=¢, .... €M —,

UJ
Por ex.’
—bz"— 5x 46 " N —5z"—bzr+6
2 —%'—+2% D 42'—62'—2x4 2’

e como temos D =(z— 1) (x4 1) (¢ —2) &, se fizermos na tltima
exprestédo =1, 2=—1, x=2, =0, virlo osresultados 2, — 1,
—4& e 3, e a proposta ternar-se-ha em

2 i 4
-1 .xz4+l , z—2

3
+—.
T

(+) Se o factor de D tiver a férma pz~+gq em vez de z—a, a fracgio
componenle é
A 1t A A
ey = , fazendo A=A'p.
e R

p

N
Devemos pois fazer PR | em-ﬁ-l-; mas p‘ara obter o numerador A da fracgao

¢ necessario multiplicar o resullado pelo coefficiente p de . Por ex.” para

6+ 23z P B
—r—6r  1—3z 242

i N 6+ 23z
deve subsituir-se =1 e 2=—1] em DT 1 —12s

os resultados por =2 ¢+ 3; d'onde resulta A=35, B=— 4.

, @ maltiplicar depois
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N
Para a fraccio e | - 1_*’-

2 1= () Y () s 1)

1
A respeito dos dous primeiros factores faz-se 5= =1 e resulta Ea: 0
terceiro factor di z = (1 ="—3), d'onde se tira
. 2* i 32 1y -3
D=y =3y 6(l6=16—3) 12 '’

sendo facil achar depois as duas fraccdes componentes, as quaes somma-

e . Finalmente o 4.° factor

=z 1
de D mostra ; que basta mudar z em — = n'este ullimo resaltado, Logo

. -
das se reduzem & [raccdio unica g

1 | 1 | z=—2 542
i |

z—i"-:.-{-l :‘-—:+l_;‘+:+l'

2." Caso. Factores eguaes, Seja D= (x —a). Mudando 2 em
a+hem NeD, e continvando a designar pelas letros pequenas os
expressies designadas pelas letras grandes correspondentes , quando nellas
se fazx =a: aquelles polynomios N e D toroar-se-hdo {n.” 31)

Nemnt+nh4+t "+ 10" 4-...., D em I

Dividindo 0 1.° desinvolsimento pelo 2.°, e pondo z — a por h , vem

NN g in n % 1n" g
-E mgz--aj" * (2 —a)— L.t—af" :

------

Por este modo a proposta decompie~se em geral em i fraccdes , eujos ni-
meradores sao as expressies em que se lornam N, N', = N'. .. .. quando
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nellas se fas x=a; ¢ cujos denominadores siio (s—2v), (x —0)", ete.
. 3*—Tz+6 8t : .
Assim em —————;= COMO 35 derivadas successivas do numera-
dor sdo 6z—7 e 6, fazendo z =1, obtem-se 2, —1 e 3 para nume-
radores das fraccbes componentes, islo é,

3*—Tzx4+6 2 i 5 3
(x=—1) = (z—1) (z—1} g1

Se o denominador tiver outros factores além de (z —a) , isto &,
se for D=(2 —a) S, sendo S uma quantidade conhecida ndo divisivel
por (x — a), poremos

F P
P +—5, ou N=P (2 —a;+FS....(1)

Mudemos = em a-+y nesta equagdo identica, e desinvolvamol-a (n.”
31). Vird

npny 4y = %
Y+ ) Sy + 1 )

e comparando de ambas as partes os coefficientes das mesmas potencias de
y (n,° 136), acharemos

n=fi, N =[5+ " ="+ 20"+ f".. ..~
o

T L P L N R T A e L

Por meio d'estas equades acharemos [, 1, [, .... e por conseguinle
o desinvolyimento da 1." parte
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o r i

@E=ay @=d; CE—a e

riasds « . s

precisamente como se a fraccdo proposla contivesse no denominador s6-
mente (z— a)’.

Esta equacio d4
=[+lx(z—a)+1["x(2—a) 4. ... ... (3);

e pela equaclio (1) teremos

Seja, por ex.’,

N_ 5a' — 132"+ tha'— 5z + 3

- (z— 1)V (z+ Nz
Fazendo z =1 em S=2"4 2, em §', em §, ..eemN, em N/,
em N, . . . .; teremos

=2,§=3, =2, n=4,n=%,0"=10,

€ por counseguinte

d=2f, 4=20+ 3, 10 ="+ 6/ + 2f;

e flinalmen(e
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f[=2,(=—1, =3, F=2—(z—1)+3 (2—1)’=32"—Tx46.

O, producto FS, subtrahido de N, dé&
2z'— 92’ 4 16— 112+ 3,

expressdo, que dividida por (x —1)°, di P =2z — 3.

P 2z—3
(14 H e — T
Resta agora unicamente decompdr pelo 1.° processo S P
P 2z—3

Para isso, pondo 2=—1 e 2 =0 em ==’ obteremos os

numeradores 5 e—3, e serd finalmente

2 1 3 g
(z—1) T g~ '

N—.—
R o Sl B

Cumpre advertir, que neste ex.® seria mais breve comegar por determinar as
P q P

N %
— , e achariamos

duas tltimas [racgdes , fazendox = —1ex =0 em %

N F 5 3
PTE=1F &+l &

Transpondo estas duas altimas fracgdes , e reduzindo, acha-se

F  32—T246
o] BRI okt

a qual, por ter eguaes os factores do denominador , facilmente se decome
Do mesmo modo em
32
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&' — 6z b — 1
z' —32'—3z*+Tx+6°

-

N
D

como D= (z+ 1) (x —2)(x —3), faremos 2 =2 e 2 =23 em%.
1

—5 % quaes, subtrahidas da

bt depoi o —
e obteremos depois as [ruccues_z g
Poodn S - i
(@+1) (z+1)
indicado , e como f=—1, e ['—1, teremos por fim de tudo

proposta, dio . Esta se decomporé pelo processo acima

N i 1 1 1

D z—2 7=8 (e+1) T

Sohre a convergencia das Series.

139. Tendo de fazer applicacio do methodo dos coefficientes inde-
terminados @ desinvolugdo das funcedes em series, & necessario dar pre-
viamenle as regras necessarias para saber quando estas series podem re-
presentar o valor approximado das mesmas funcgdes, e que numero de
termos das mesmas series & ecessario-approveitar para se obter um certo
gréo de approximaggio.

Chamam-se series convergentes as que satisfazem & condiglio de con-
vergir a somma dos seus lermoscada vez mais para um limite, & medida
que se toma um maior numero de termos: este limite chama-se tambem
somma da serie. As series, quendo satislazem a esta condigo, chamam-se
divergenles por contraposiclio. Sémente nos é permittido tomar asomma dos
n primeiros lermos de uma serie pelo valor approximado da sua totalidade ,
quando esta serie for convergente. E facil conbecer, se os termos decrescem ,
quando se dii o termo geral, que ¢ a expressdo analylica do termo da
ordem n: podem porém os termos decresecer sem que por isso se deva
concluir, que a serie ¢ convergente. Por exemplo, cahiriamos em erro sup-
pondo convergente a serie
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O P 5T L 1
R R Y ey

R
na qual o termo geral — indica, que os termos convergem para zero, &
n

medida que n cresce.
Para tornar o erro evidente, basta adverlir, que, se acontar do termo

i |
n, sommarmos os n termos seguinles, feremos uma uumma>—2-; com

cffeito esta somma &

i | ¥ 1 i
n+l+n+2 nefigisn 2n

, 1 i
e, como os termos sio decrescentes, serd evidentemente > ﬂxrw 5

Orta , se distribuirmos os termos da serie em grupos pela [6rma se-
guinte

1 P ik 3.4 1) | | | :
2‘+(§+z)+(s—+§ff+ a) G+t oot 7g) + o
) ) 1
todas as sommas entre parenthesis serdo, peloque acabdmos de ver, > 3
seré pois a serie composta de infinitas partes todas > 5 oo conseguinte

a somma dos seus termos ndo terd limite.
140. Supponhames convergente a serie

u, +u, +u, +u, +ele;

& designemos por S a somma dos seus n primeiros termos , sendo assim
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Sapr =UgF Ut U, Foacennns Vg + U,

Sejo =4+ u, +u,+..,. o Uy o Up Uy,

ele.

A definicio da convergencia exige, que para um valor de n sufficiente-
menle grande , as sommas S, , Says + Says S approximem , quanto se qui-
zer, de um certo limite S; d’onde se segue que as dilferengas enlre estas
sommas se poderdo tornar tam pequenas, como se quizer , escolhendo u
sufficientemente grande. Ora as differengas entre S, e cadauma das som-
mas seguintes sdio respectivamente

Sn+.'—sq‘=ﬂ_, s,._!_: ‘—'s"ﬁ““—l—un.'"'

S-+3"' 8= v, + .y, + Ungay €05

logo , limitando-nos por ora a attender simente & differenca Sat:=—S,, po-
demos concluir que, se tomarmos n sufficientemente grande , todos os ter-
mos de u, por diante deverdo ser tam pequenos como se quizer.

Esta condicio ¢ simples e de facil verilicagio, mas ja vimos no
n.° antecedente que ndio é bastante; e como, o que acaba de dizer-se
da differenca 8.y, —8S,, se applica da mesma maneira 4s differencas

Sat:—8Sas Sags—S., etc., podemos concluir como condigdes egual-
menle necessarias, que as sommas

'Ng + u.+|_ ] uu + ul+l + u.+:.' El.c.

consideradas cada uma per si, e com qualquer numero de termos, se tor-
nem tam pequenas como se quizer, para valores de n muito consi-
deraveis. Com estas novas condicoes ¢ cerla a convergencia: por que eatdo
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escolbendo n sufficientemente grande , differirlo as sommas Se, S,4, , elc
umas das outras tam pouco como se quizer, e por conseguinte haum limite,
de que ellas se approximarlo quanto se quizer.

Appliquemos estes principios & serie
a+ ax + ax® +ax’ + .

cujo termo geral é az~. Tomando primeiramente s6 este termo, e som-
mando-o depois consecutivamente com o3 dous, tres, qualro, . . . se-
guintes, obteremos as expressdes

T
az*, ax"-+ ax"H =a.:n'( z")1
; t—=z

a.‘z'+a.r"+‘+ax"+"=ﬂm“(: s ), ete.

e L0

Onde se v&, que, sendo 2 <1, as sommas se tornam cada vez mais pe-
quenas e tendem para zero, &4 medida que n augmenta; logo a serie sa-
sisflaz 4s condigdes de convergencia quando = é <.

Estes mesmos principios azem ver , que a serie, de que tractimos no
.” precedente ,

Vot )
gegr ek

ndo satisfaz 4s condigdes de convergencia, a pezar de que o termo geral

1
o Ve decrescendo, ao passo que n gugmenta.

141. Em geral é assaz difficaltoso verificar todas as condicies de
convergencia : e por isso daremos em seguimento alguns theoremas, que
abrangem casos bastante numerosos , em que se monifesta a convergencia.

'I_‘HEOBEM.A I. Dada a serie
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U=u 4w, +ut .o Fu 4y, ,

na qual todos os termos, de certa ordem em diante , sdo todos positivos
e em que os valores de u muito grandes fazem convergir a rasio

F Pt un-{-:

Uy

para umlimite L: serd a serie convergente , ou divergente, conforme este
limite L for <ou>1,

Suppoohamos primeiro L <1, e tomemos um numero qualquer /
intermedio entre L e 1, sendo L<l<1. Por isso que F converge para
L & medida que n augmenta, segue-se, que, passada uma ordem n
sufficientemente grande , se approximard o factor F tanto quanto se quizer ,

Vg,

de L, e se tornar4 por conseguinte <I. Logo seré <l ou

Uy <lup y Uaps <Mty , Upys <Mty , ete.
e, a fortiori,
Ungs <lWpy Upga <0, , Uoqs <Pu,, ele. :

assim , 0s lermos Vgss Yngay Uays s Clc. sho raspectimmente menores , que
os da progressio geometrica v, (I I*4 1"+ etc.). Ora, por ser I <1, a
somma d’esla progressio decresce indefinidamente com ua; logo com mais
forte razlo decresce indefinidamente U —S, , e por isso ¢ convergente a
serie U.

Por um raciocinio similbante se prova, que sendo L>1, serdio os ter-
MOS Ungsy Ungsy =+ +0 . Maiores que os de uma progressio geometrica
s (I + I+ 1"+ ele.), cuja razdo I sendo >1 5 condSz a termos tam gran-
des como se quizer; e por conseguinte, para valores muito grandes de
n, ndo poderdo os termos da serie U differir de zero tam pouco como se
quizer. Vé-se pois que neste caso ¢ impossivel a convergencia da serie-
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Applicando esta regra & serie do binomio (= -+ ay”, segue-se do va-
lor ((h) pag. 15) , e da relacdo ((d) pag. 6), que ¢

m-—n &

—

. n+1 a

Ora quanto mais n cresce, lanlo mais se oproxima F do limite -,
a

o qual elle toca quando é n= ce. Donde concluiremos, que a férmula do

binomio seré convergente ou divergente , conforme for @<ou> a.

As duas transformagdes seguintes sio adapladas para augmentar a
convergencia d'esta serie

r+a= == -

N ——

) =2"a"‘(l —_—

a:-—-a)""

[.r+a]‘=a:"(f-—-
x4a

xta

(z + am=2a" 3l+m(z:_a)+mm:'(xiu)z+-..... %

=?.'a“%l%m(i::)+mm‘;i(2::):+ ------ *

Veja-se para a lei d'estes coefficientes a pag. 1%,

Na Sﬂrie
1 x 2 3
I 1-2 1-2|3 A el
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x" SR |
o termo geral K BTE daF = N-T- T cujo limite é zero quando n= ce.

Por conseguinte a serie é convergente.
142. THEOREMA II. Na serie

Us=u,+u, +*3+----“ v, 4 ete. ,

cujos termos sdo todos positivos, de certa ordem por diante: se, para
valores de n muilo grandes, a rais

F=I}u,,

convergir para um limite L, a serie serd convergente ou divergente , con-
forme for L< ou > 1.

Se os termos, de certa ordem por diante, em logar de positivos
fossem negalivos , o theorema teria logar a respeito de — U.

Supponbamos primeiro L<1, e tomemos tambem uma quantidade 1
comprehendida entre L e 1. Como , na conformidade do enunciado , se péde
tomar n bastante grande, paraque a raizF se approxime de L quanto se
quizer , e se lorne por censeguinle < I*, serd

s <[* ’ u.+1 < i » II..h {Img etc.

Logo os termos da serie w. 4 v, 4, + ele. serio menores que os da pro-
gressio geomelrica I°4- I"#' 4 ["** 1+ elc. ; e como esla progressio, por
ser I<1, decresce indefinidamente , com mais razlio decrescers U — S, ;
¢ por tanto a serie U serd convergente.

Suppondo . agora L>1, provar-se-ha por um raciocinio analogo ao
precedente , attendendo a que ¢ I <L, que a serie ¢ divergeate.

Compre advertir, que os dous theoremas, que se acabam de demons-
“trar, odo admitlem incerteza sbbre a convergencia da serie U, senlio
quando for L =1. Neste caso a questdo ¢ muitas vezes difficil de resolver.
(Nota 3.%).

143. THEOREMA M. Se uma seric da forma
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:[I= “n+“-|’+'"a'!'.' cumen s Un

tiver lermos positivos e megativos, e se mudando estes para posilivos, @
nava serie for convergenle, lambem a serie U.serd convergente.

Designemos por L a somma dos termos positivos da serie U, a con-
tar de um termo qualquer w,, e por [ a dos termos negaliyos, sendo
assim

L—l=v, + Vg 0l

Ora, visto que, tornando positivos todos os termos de serie U, esta & con-

vergenle , podemos tomar n bastenté grande - para que L [ seja uma

quantidade tam pequena como se quizer ; logo, e com mais forte razdo, o

mesmo se dira de L — [; e por conseguinte a serie U serd convergenle,
Assim na serie '

o z* &
23T 3385 T 238567

‘—""Etc- ']

achdmos , tornando todos os termos positivos,

g.3%=1 aan-{-l 2

| e ———
V=g @m—1""

8T AL 4 PGS NN A
793 % (2nt1)’ 2 (2n+1)°

e como n= oo dd F==0, a serie & convergente. Além d’isto, pondo
F <1, acha-se z*<4n’42n; e por conseguinte tomando 4n*> z*, ou
n> &, vé-se que os termos decrescem da ordem ;x em diante.

144, THEOREMA IV. Toda a serie da forma
Ut U, ==t el s 0anss v, ele

cujos lermos tem alternadamente os signaes 4 ¢ —, ¢ convergente, quando
estes termos decrescem continuamente para o limite sero.
Consideremos um termo qualquer I'uus;rie, cujos signaes sdo alter-
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nados , e designemol-o por *=a, e os seguintes por = b == ¢ == etr. Se
lomassemos a somma dos termos que’precedem @ pelo valor approximado
da serie inteira, o erro § seria

S==* a;b:r:c+elc. 4
expressio que se pode escrever debaixo das duas férmas seguintes :
§="%t[la—"b) + (c—d) + ele.],
3= [ (b—c)—(d—e) —etc.}

Como, por hypothese, os termos a, b, ¢, .... vio decrescendo, todss
as quantidades entre parenthesis sdo positivas : logo, pela 1.* f6rmula, 1&-se
que § tem o mesmo signal que = a; e pela 2.%, que o valor numerico de
& € <a. Ora, tomando um termo a assaz distante, ser tam pequeno como
se quizer ; e por conseguinte o mesmo diremos, a fortiori, do erro 3. Logo
a serie dada é convergente. :

Assim a serie

S | 1
I_§+§_I+m'

& convergente , posto que o nlo seja quando todos os termos sdio positivos.

145.  Quando uma serie ¢ convergente, e sommdmos um certo nu-
mero dos seus termos para obter um valor approximado da serie inteira,
convém muito obter um limite do erro. Quando a serie estd no caso que
consideramos no Theorema IV, acabmos de ver, que o erro & sempre
menor do que o 1.° termo dos que sc desprezam. A (tinica regra geral
porém que, para os outros casos, se pide dar para obter este limite, con-
siste em comparar a serie assim como se fez nes Theoremas [ e II, com
uma progressdo geometrica decrescente; e quando se tiver reconheci-
do, que, parando n'um certo termo, dimiouem os termos seguintes da
serie mais rapidamente que os correspondentes da progressio geometrica ,
poderemos concluir, que o erro ¢ inferior 4 somma dos termos da progres-
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s30. Por ex.” na serie

no qual o termo em z™* se forma multiplicando o precedente por x e
dividindo-o por n--1 : se tomarmos n tal, que seja & <n+ 1, teremos
a certeza de que os termos da serie -

" xn—]—l
£ 8 en 8 +I.2.... con(nd1)

+ elec.

decrescerdo mais ropidamente, que os de uma progressio geomelrica,
&I

Ter Logo

se na serie proposta tomarmes por tltimo o termo em "~ , o erro § serd

menor que a somma d'esta progressdo; e acharemos

cujo 1.° termo fosse o mesmo que o d'esta serie, e arazlo

(n41)z"

3<13.. n(ntl—5)

Series Recurrendes.

156. Toda a fraccdo racional , ordenada segundo as potencias cres-
centes de &, cujo numerador N se reduziu a ser de um gréo menos ele-
vado que o do denominador D, e 4 qual podemos sempre dar a [6rma

N _ﬂ+bx+c:=’+.... ha—
D=1 fazy 6z +" .- ab "

pode delenwher-ﬁ por meio' da diviso n’'uma serie iofinits




por isso que, do processo da divisdo , ndo podem'resultar para o quocienle
potencias negativas nem [raccionarias de z.

Em logar porém de determinarmos os coefficientes A, B, C, .. ..
pela divisdo, podemos usar com preferencia do methodo dos coefficientes
ndeterminados que pde em evidencia a lei d'estes coefficientes.

Consideremos primeiro a fracgiio

u -
14ar

1+=x=1+m+c¢’+u....

Multiplicando ambos os membros por 1 + ax , vem

a=A+B |2+C |2°+D
+Az| +Ba| +Ca

d'onde resultam, comparando separadamente os termos em que entram
potencias eguaes de x, as equagdes

a=A, B4+ Aa=0, C4+Ba=0, etc..

que do
A=a, B=—aA, C=—aB, elc.

Logo, se multiplicarmos um coefficiente qualquer por — a obtere-
mos 0 seguinle; ou, por outras palavras, cada termo da serie & o pro-
ducto do termo precedente por — zz. N'este caso pois a serie ¢ uma

simples progressio geometrica.
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Passemos agéra 4 fracglio

s st WD
1 +ax+pz* |
Pondo do mesmo modo

a+ bz

—— e —— = Bz C= CRCE S ]
1 -+ az + Ba* > & oriths e

e multiplicando "ambos os membros por 1 + az+ E2*, acharemos

a+bzx=A+B |z4+ Clz*+ D|a"+......
+&¢ ~+ Ba -|-—Clt LRI 5l o e
+ A8 +B3| +-..
e depois
A=—a, B4 Aa=Db, C4 Ba4 AR =0, D+ Ca4 B3 =0, elec. |

d’onde se deduzem
A=a,B=b—=Az, C=—A3—Ba, D=—Bg —Cz, .. ..

Logo, do 3.° termo em diante , cada coefficientc ¢ a somma dos dous
precedentes multiplicados respectivamente por — 3 e — o ; ou cada termo
da seri¢ é a somma dos dous precedentes mulliplicados respectivamente
por — @z* e — az.

Se puzessemos ainda

a - bx 4 cx®

14 ar +ﬁ¢‘+TG-=A+Bx+C$’+Dz.. i,

veriamos pelo mesmo theor , que qualquer termo, do 4.° em diante, se
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compunlu dos tres precedentes multiplicados respectivamente por — ya',
— Ra*, —az.

Por onde finalmente se péde concluir, que em geral uma fracgdo
da forma

a4bzt+err+...... hz'=
14az4Ba*+.. .o o412 + 02’

deve gerar uma serie, cada termo da qual, do termo i 4+ 1 em diante,
se compord dos i precedentes multiplicados re.%peclwnmente por , — 0z’
—_—12t, e — B2, —ar.

Chamom-se Recurrentes todas as series assim I'ormn-:lna. e Eschala de
relagdo a reunilio dos factores respectivos pelos quaes se devem mull‘.nplmr
muitos termos consecalivos para se obter o termo seguinte. Por ex.’, o3
senos e cosenos d'arcos equidifferentes, e as sommas das potencias das
raizes das equagdes formam series recurrentes.

147. Dada a serie recurrente ¢ a eschala de relagio ¢ facil achar
a fraceio generalriz.

Com effeito, seja

a serie dada , e supponhamos primeiro para fixar idéas, que a eschala de
relacio & [pz’, ga*, rz]. Como esta eschala conlém tres termso, a
fraccdo generatriz serd da f6rma

a + bx 4 cx*
1 4 az+ o+ yz* '

cuja eschala de relagdio, segundo vimos, ¢ [— y2'y = px*y — az). Te-
remos pois , comparando ,

& £y R e g, oy S

e 86 restaré determinar as quantidades a, b, ¢. Para isso poremos
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a+ bz + ex® ¥
ey o = A 4 Bz 4 Cz® +etec. ,

d'onde resulta , altendendo sémente aos lres primeiros lermos ,

at+lbzx4cx*=A+B |2+ C |2
—Ar| —DBr

L

Comparando agora os coefficientes das differentes potencias dex, determi-
paremos @, b, ¢, e obteremos finalmente a fracclo generatriz

__ A+ (B—Anaz+(C—Br—Ag)a’

5 3 |
{ —re—qz" —px

Em gerol , se designarmos por A_, A, , A,, ...... 8, 08 coefficienles
successivos da serie recurrente, € por p,, p,+ P, - =+ - - Pa 08 coeflici-
eotes de =, #*, #*, .. .... na eschala de relagho , serd

= “o+l:"l__“'p1}z+{Az—&lpl._AIP!] [t .[An—; —Aaal, e Pyrv—A Prei Jan—t
1 —p—P, %'+ cwverscnrsncas T P —[a" i

Por es.” na serie
S=1+4+a+4+22°+12 +......
cuja eschala de relaglio é[— i'm%. 2*, L z], temos s/
A=1,A,=1,A,=2,p,==t,p=1,p =i,
e por conseguinte serd

v 1 +-:-z+§;:c}
T l=—ip—a'tinY

S
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148, Para achar o termo geral T, isto ¢, o termo de serie recur-
rente , que tem n antes de si, procuraremos decompor a fracclo generatriz
em [rac¢des simples, cujos denominadores sejam os factores do 1.° gréo
do denominador da fracgdo proposta.

Seja pois

A4Be+Ca+ 0. oinne sl e oe b (1)

a serie recurrente , cuja eschala da relagdo ¢ dada, e que tem por [rac-
¢ldo geoeralriz
a+brdex® ...... + i
F= LR I I P )
l+w+ﬁz‘+-'.'l." \..’B‘ (E)

Mudando no denominador de (2) z em -:T, e egualando a zero , teremos

de resolver a equacdo

yV4eay- = ..., +48=0.

1.°" Suppondo que sdo desiguaes os raizes k, ¥, k', ,..... k®
d'esta equaglo, teremos

y"f‘ E.yi—: + g:’i—n _—aae §— {y__.k)(y_k'}(y___kﬂ) | l(y.____‘f‘m) £
pedendo estas raizes ser reaes ou imaginariss , racionaes ou irracionaes,
vegativas ou zero. Repondo -&- por &', virh

14 az 482"+, . +02, . = (1 —ka) (1 —Kz) (1—K'z) .. . . (1—kOz);
e por conseguinte leremos

K K' K’ K®
ikt i tiews T e 49)

F

determinando os coefficientes K, K', , ... K pelo methodo de pag. 245
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Podendo. cada uma d'estas i fraccdes componentes de F desinvolver-se
n'uma progressdo geometrica , a serie (1) serd a somma, termo por terme,
d'estas progressdes; e por conseguinle o termo geral T serd a somma dos
seus termos geraes , ou

T— (Kko4- Kk 4 ..o KOO v anaii. . (8).

Logo, para achar o lermo geral T da serie recurrenle proposia, e de-
compor esta seric em progressdes geometricas de que ella seja a somma ,
devemos : egualar a sero o denominador da fracgao generalriz ; mudar n'ella

s ¢ buscar as raizesk, k', k", ... ... k¥ da equaglo

Y +ay 4 Gy enn s V=0,

Estas raizes, tomadas com signal contrdrio , serdo os faclores de x nos

denominadores das fracgdes componentes (3) ;. e as rasdes das progressoes

seriio kx, k't .. .... ks, Determinando por fim os numeradores K,

K',...... KO teremos todos os elementos para calcular T pela formula (4).
Applicando esta regra ao ex.” do n.” precedente ; lemos

i
{+iz4ia 2 3
I—iz—zt+iza 11—z 1+3 | —:=z

Loge a serie 1 4 =+ 2+ 22" 4+ ..0s.., cujo eschala de relagio &
[—1L2’, 2%, Lz] tem por termo geral

Totar (B 1 —()
2" Se a equagdo

5“‘*.'“3‘_“5‘&?‘-:1!' ifas V=0,
34 v
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tiver raizes eguacs, isto ¢, factores da f6rma geral(y — r)t, & necessario

ntroduzir na equagdo (3), além das fraccdes correspondeites aos faclores
deseguaes , outras fraccdes da férma (v. pag. 246)

L2 L= 4 LU= L®
(1—=rap = (I=vag/= """ (U —rap it i —rx"" "

. (5)

Mas , pela férmuls do binomio, temos

I+ 2
L(!—-rac)“:L[t+_Irr+l-{ii)—'~r‘z‘+!—+—.I+—r’.r'+..-.}.
cujo termo geral { &

PRI (521 (4 e 220 K0 U b (6)

1-2-3-.-\.-. ;'—"l

logo para obter o termo geral T da somma de todas us fraccdes (B), de-

vemos fazer successivamente [=1,1=2,1=3,...... e sommar ;
o que d4
Te= {L<‘1+LU"“(n+t}+l..“‘”{n+!) "-12"34-Lu-31 {n+tj(“—;‘3’{—’f—f’r3)+. ir‘x"

Assim na serie recurrente

1+7 9 A, 49 .. 13 2
E-r+4x+8x+wz+ ...... ’

: ¥ Faa ity oo
cuja eschala de rellﬂoé[ix,—ix,—ﬂ-m,?x].



temos rwolqmezd

i o3 E i T *y g

— e

3 3 I
e — et ' — ' 1— -2
a a 3 ' a . g

¢ por conseguinle
BN &
Tog (_H_"'.(?‘} F 5+ n+2);u,

usando do signal 5= conforme for n par ou impar.

149. . Os factores constantes K, K/, .. .... K podem obter-se
sem recorrer & decomposicio em {racgdes. Por quanto, sendo conhecidos
o0s lermos inicines A 4+ Bz 4 Ca*4- . ... daserie(l), bem como as raizes
k, K,.... A9, seflizermos successivamenle n=0, n=1,n=2,....
na expressdo (4) de T, reproduzir-se-hido ‘estes termos successivos , isto €

A=K+K'+ .. K9, B=Kk+K¥ 4 .. KOL®, C=KF-+ K&+ .. K02,

No caso das raizes k, k', .... serem deseguaes, podemos estabelecer por
esle modo 1 destas equacdes , que nos servirdo para determinar @ cons-
taotes k, K',...., que n'ellas entram no 1.° grio.

E no caso de conter o denominader de F factores eguaes da f6rma
(I —rat, existirdo, além dos termos KA®, K'E".. correspondentes aos
factores deseguaes , oulros cuja somma se comprehende na equacdo (6) fa-
zendo I=1,1=2,1=3,....; e é evidenle que estes ullimos ter-
mos se encerram na expressio

(a' + Vn+&n*+ ... 10" 1%z,

sendo a', B, ¢/, .... [' quantidades desconliccidas, que se podem obter
pelo methodo precedente, formando tantas equacdes quantss sdo as inde-
terminadas.
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Exemplos:

1.° Tornando ao exemplo dos dous n.*" precedentes , temos n'elles
k=1, F=—1,=L ¢

T=[K ({0 + K (— 12

Fazendo n=0,n=1,n=2, e comparando com os termos respecli-
vos da serie 1 4 2 + 2x".. .. vem as equagdes

K+K'+K'=1, K—K+iK'=1,K+K'+1K'=2,
d'onde se deduz

- 1 4
= '=—' l“I=—---|
B=2K S'K 3

que da para T o valor achado precedentemente.
2.° A serie recurrente

3+Bx+§§x’+........,

cuja fracglo generatriz &

6(2 —2r — 2%
4 —12x + 92 — 22"

¥

0=y'—3'+3y—i=0—2 -2~

A fracgdo resultante do faclor y —2 ¢ cujo termo geral ¢ K.2%u".

1—2z'
As correspondentes a (y — 1)* dio

(a'+ ¥n) (3 27
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e por conseguinte
T = [2° + ()" (a'4 V'n) iz~

Fazendo n=0,1, 2, vem

3=K+d, 6=20K+La+ib, 2 =4K+id+31V;

4

150. Para achar a somma d'um determinado numero de termos
conseculivos d'uma serie recurrente , procederemos da seguinte maneira,

Supponhamos que a eschala de relagio tem ires termos, que desi-
gnaremos simplesmente pelas letras p, g, r; e sejom

A4+B4+C4+D+..0u.s +1K4+L4+M+N

os termos da serie, cuja somma se pede.
Pela natureza da serie lemos

D=Ap+Bg+Cr

E=Bp+Cy+4Dr

Sommando estas equagdes vem

(D+E+..N)=(A+B+..K)p+(B+C+ .L)g+ (C+D+.. M)
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Designando pois por S asomma pedida , a equacio precedeate tornar-se-ha
§—A—B—C=(S—L ~-M—K)p - (S—A —M —N)g+(S—A—B—Nr;
d'onde se deduz lacilimenle

CAFBLC—r(ALBLN)—g(A S MEN)—p(L+M+N).
i l—r—p—ay.

S

Se tivessemos, por ex.’, uma serie recurrente , cuja eschala de relagio con-
tivesse tres termos, e na qual sendo 1,2, 3, os tres primeiros termos,
fosse o %.° egual ao dobro do 3° mais a somma dos dous primeiros; o
3.7 egual a0 dobro do %% mais a somma do 3.° e do 2.°; e assim por
diante : serd o desinvolvimento dlesla serie

1.,2,3,9,23, 58, 148,377, 960, 2§55, 6227, .. ..

Para obter agora a somma dos onze primeiros termos, fariamos na [or-
mula de cima

A=l ,B=2,C=3 p=1,q=l,r=2, N=6227, M=2% 15, L=960 ,

o que Jdari

6—2<6230—8673—96!
g 8—2x "”2 9632 _ 10933,

151. Terminaremos a theoria das series recurrentes, ex nlo o
methodo de Lagrange para rieon'weer se uma seric dada € r.eu rene.

Sea a rerie dada

S= A+ Bx+ Cz*4 Da'+ ele.
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Indagnemos se ella poderd provir d'uma fraccdo da férma " _Iﬂ it
Lar,

vhamos S = e . D’aqui resulta
14

logo v'este caso o quociente de 1 pela serie S devera ser exaclo e da
forma p+ gx; e a [racclo generalriz serd

gt e
p+gqe |

Se a divisio nlo terminar no 2.° lermo, a serie nlo serd recurrente
ou provirt d’uma fracclo mais complicada.

b
Ponhamos S—_-—ai-f:—:;; teremos
1+ ar 4+ [z
1 ftazrt s a'z®
St 2P g0

T g + b a+bx'
Logo se dividirmos 1 pt;r S, e pararmos nos termos da forma p - qx,

o resto serd divisivel por z”. Designando por S, " este resto, que serd
uma serie da [6rma

A '+ B, 2’+C, z* +ete,,

teremos l
oo Sx' a'z* 5
S-—PI"I" qx+ —b:——P'i'ﬂ“*‘ s
d'onde se deduz ‘ !
] a
?=u+b.r=‘”'+q’:: ‘F
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isto &, deve a divisio terminar tambem no 2.° terma ; e teremos, para achar
a fracgdo generatriz, as duas equacdes

4n A g
F=PH®+ A ==ptqn

1
donde se tira

" {
S=

F

+' 4
Rl =

e por conseguinte a [raccdo generalriz serd

g p,+qa ;
(p+ gz} (p, +9,%)+ =

Supponhamos que o quociente de 8 por S, nlio ¢ ainda p, + g x:
se a serie lor recurrente , serh d'uma ordem superior & segunda. Exami-
nemos se poderd ser

_ atbr4ex’
" i4-gr +Bz*+yz*’

d'onde se deduz

1-_ o a'+ bz
s PTE a-[—b.r+c.t“x

N'este caso 0 quociente de 1 por S, passados os termos p + gz,
deve dar vo resto uma serie, cujos termos conterdo todos z* : e se designar-

a4+ e

S
mos esle resto por 5, z*, deveremos ter = = ————
S adbrtex
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Esta egualdade da

givoe o
E—P.+?;¢+m :

logo, designando por S,z” a serie que opparece de resto depois dos ter-
'}

E a
mos p, + q,x , deveremos ter -S—l-=m'

D'esta illima cquaclo deduz-se

un

=p,+q,%;

2

e como as operacdes devem lerminar aqui, teremos para reverter & frac-
cllo generatriz , as equacdes

1 2 S’l 2 S ot s: 2 s| oo €
§=PHest g, gunteetgia, st =t s,

d'onde se deduzem

i 1 S, 1 S, i
R e e y o— = .
premtgat ° p.+q.x+s;+z= % htes

Feitas as substituicdes convenienles, forma-se com facilidade a fracclo
egual a S.

Vé-se pois, sem ser necessario progredit mais, que as operagdes
. successivas pelas quaes se acham os quocientes p+-qx, p, +q,z, p,+q,z, elc.,

¢ se reverte depois para a fracglo generatriz, tem uma analogia mani-
festa com as operagdes que indicdmos para reduzir uma frac¢dio ordinaria
em [raccdo conlinua, e para reverter depois 4 fraccdo ordinario; e por
1%50 asregras geraes que démos para estas solugdes, se applicardo com faci-
lidade & resolucio da questdo que nos occupe. Se a serie for recurrente |

3
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devemos chegar a uma divisBo que dari um quocicole exacto da f6rma
! g e '

Supponhamos que se quer saber, se a serie dos numeros naluraes
1,2, 3, etc. 6, ou ndo, recarrente. Em vez desla serie numerica,
ponhamos

S=1-42zc+ 32"+ §a"+
Fazendo as operogdes acima indicadas , teremos:
Divisio de 1 por S.

i 1422 4 32>+ 520* ..
— 1 =22 — 32— dx'—ele.| T — 22

—2g e 3z* — bz'— Bax' — elc,
+ 22 + daz* 4 62" 4 Bx' + ele.
z* + 2z* 4 3z* 4+ ete. =8 2*

Divisiao de S por S,.

1 42z + 3x* 4 42* + ete |l + 224 324 4 -elc,
—1 — 3z — 32" —4z’ —ete. 1

0

- ==1:

5

. l 2, SI k]
Temos pois §-=-=-1— z+ 3@,

d'onde

s: '=’."

L@

¢ por conseguinte

1 1

A T T R
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Series exponenciaes e logarithmicas.

152. Passando agora o resolver om series as funcedes transcenden-
tes, comecaremos pela exponencial a*. Pondo a =1 -y, lemos, pela
formula do binomio ,

(1 +yr= 1+ ayta = = S5 +m(;.;n(_;_32}..(:-.n+i)y.. i

ssnns B

Como o finico lermo em que ndo entra x & 1, e todos os expoentes de
x slo inleiros e positivos, ésta serie, ordenada segundo as polencias ascens
denles de =, serd da f6rma

a*=1+ke+Az"+Bzs"....+ P2 +Qa"..et (1)

Para achar o termo kx & necessario recorrer ao termo geral. Ora é ewi-
deote que pora tomar nelle o termo do producto em que x entre s no
primeiro gréo, 6 se devem conservar os segundos lermos dos factores bie
nomios , resultando assim o producto

ex—Ix—=2% ... X—(n—1)
1.9.:3.. 500

p=xy=,
n

usande do signal 4+ quando n for impar, ¢ do signal — quando for par.
A reunido de todos estes productos é egual a kz, € por conseguinte serd

oy b PR Y g w.
P—av+s iyu._.iﬂ,.“”.“{q

e como y=a— 1, fica assim delerminado o coefficiente k.
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Para achar 08 outros coefficientes A, B, C, . ... nol;ramns, que
estas constanles ndo devem mudar de valor, quando = se tornar em =
em (1), sendo por isso,

a*=14ks4 Az*4 Bz*4 Cs* & . 0. L.,

Subtrahindo d’esta a equacio (1), e fazendo z-_—;:c-{- i, vem

h'-—arza',,a‘—ul'=a'{'a‘-—-l}n=(z-—-a:’] [k+A (s + z)
+ B(z"+ s2 + &%)+ Q3" 4 222z, conrk 8™, . ..]

Ora, como pela equagao (1) é a*—1=4ki + Ai*}-. .., ambos os membros
de ultima equaglo sdo divisiveis por i =3 — 2, logo

a*(k-{-M+...)=k+ﬁ(z+.:j+ﬂfz’+zz+a:*)+.....

Fazendo agora a arbitrério i==0, ou z = @, e substituindo a= pelo seu
valor , dado na equagio (1), acharemos '

(14+ke+Az"+ Bz'+ .. Por= )k =k+2Az + 3Bs+ .. . .nQz™ .. :

d'onde se deduz

2A=W, 3B=kA, 4C=IB, ...... nQ=4P...... -

A ultima equacdo mostra; qne um coefficiente qualquer Q ¢ egual ao pro-
duclo do precedente, multiplicado por k, e dividido pelo numero n que
indiea a sua ordem.

Substituindo os valores de A B, C,L. .. vem finalmente

Kz k’n:'_l ez
ﬂ-—l-]-kx.—f——"'{‘—aﬂ-—a-..-...ﬁ-ﬂ—.r- ...... (ﬁ}
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153. A equacdo (2) da k em funeglo de y, e por conseguinte em
funcgdo tambem de a. Querendo porém, dado k, achar a , faremos =1
em (A), e vird

a=1+k-@-;k‘+ék‘+.... ..... & pdad®

As series (2) e (3) sdo o desenvolvimenlo da ejuaglo, que exprime em
termos finitos a ligaclo de a com k, a qual passdmos a determinar. Fa-
ca-se na serie (3) k==1, e designando por ¢ o valor que toma entdo o
base a, serd

G Vbl
st T ATy T R

Este pumero & facil de caleular, 2.5

como se 1& em frente, por isso que 3.° lermo  0,16666 . 66666 66
cada um dos termos, pela natureza 4.°...... 00166 C€I666 66
da serie, & egual ao precedente di- 5.°...... 0,00833 33333 73
vidide successivamente por 3,4,5.. 6."...... 0,00138 88888 88
Mas por outra parle, sendo z uma 7.°,... .. 0,00019 8%126 98

quantidade arbitréria, podemos fazer 8.°...... 0,00002 48015 87
kr=1 em (A), o que lorvarh o 9.°,..... 0,00000 27557 32
2. membro =e. R P o Sy e 1

e= 271828 18284 59

i
Logo .a=¢, ou el=a,

Ta! & aequaclo Ginita que lignk e a, e que mostra que k ¢ o logarithmo

de o, tomado no systema de base e. Prefere-s: esta base e nos calculos

algebricos, porque os torna meis simples, como teremos occasido de

observar. Chamam-se logarithmos neperianos os que sdo tomados n'este syste-

ma. D’aqui por diante exprimiremos respectivamente pelos signaes I', Log. ,

Luag. , 08 logarithmos neperianos , os de qualquer base arbitraria b, ¢ os de
se 10.

Temos pois

k = la = logar. neperiano de a, sendo a bwse e .... (F)
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z* x’ x
.=1 zl i St o 4 ]
“ +ra+zfa+2'31a+23iiia (A")
r—..l_{ ..i z. z. B
& = T+ +23 231 ............. {)

Tomando os log. dos dous membros da equaglo a==+¢*, n'um systcma
de base qualquer arbitraria b, vem

Log. a=k Log. e......, el (8),

d'onde se deduz, por ser a= 1y, e pondo por k o seu valor (2),

y ooy
Log (1 +y)=Loge(y—; yr+J

Junctando Log h a ambos os membros, e fazendo hy==z, sendo i e 3
numeros quacsquer , vém

nd 3
Log (h < 3) = Logh -+ Log e({-——é-;l—_;-i- W-}-elc.) .» (D)

Querendo passar para os logarithmos neperianos, Log e muda-se em le =1,
por ser cnlﬂo ¢ a base (Alg. Elem. n."15%, 1.%) ; a equaglo (C) lorna-se
pois em

1 2 2
HI—H-—y——EJ—Ey—-—y '

@ por conseguinte

Log (1 4-y)=Log ex I{l +y).
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Logo : para passarmos dos logarithmos neperianos para os logarithmas toma-
dos w'um systema de base b, multiplicaremos os primeiros por Log e
{ Alg. Elem. 0.’ 156). Este lactor Log e = M, constante para cada systema ,
& o que sechama MODULO, e vem a ser olog. da base neperiana tomado
n'um systema b, ou para melbor dizer, a unidade dividida pelo log.
neperiano da base b. Para cada systema o modulo M tem um valor par-
ticolar, porque tendo ¢ o valor constante = 2,71828 ..., o log. desle
numero s6 variard com a base b.

Tomando a por base, a equagdo (5) torna-se em

que di

1 1
Mk=1, M=Log B.M=-k-=a............ (6)

Os dous factores M e k variam com a base do systema ; mas lem um pro-
ducto constante = 1. Adiante veremos a maneira de calcular o modulo M
para qualquer base a. (Nota 4.%) ;

15%. Para applicormos a equaglo (C) aocalenlo do log. de um nu-
mero, é necessario lornar a serie convergente. A equaclo (G) di pela mu-
danga " de y em —y,

AT
Log(t —y)=—M{y+3y+3¥" +....};

? sublraindo esta expressio de (C), resulta

I+y 1 1 {
Lo S— — - 3 — . o i‘lll L - .
6 (Tr) =Ml gyt gy g8 ) o[

w 14y z 1
h — T T —
upponhames g uy=s—"7

O primeiro membro torna-se em A = Log s — Ldg (s—1), % &, nadil-

it
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ferenga dos log. consecutivos de z e z — 1. Logo

1 1
3(2=.-.|)‘+n{2:-—1)*“"]“‘ (F)

1
=2|
P “[2z—l+

Couhecido o modulo M, facilment: se calculam , e seguidamente , os log.
dus numeros inteiros 2, 3, &, 5, .... » por 1sso que este valor da dilferenca
A entre estes log. “é muito convergente, e o vae seado cada vez mais 4
medida que = vai rrescendo.

Se os logarithmos, que se tracta Jde formar, forem os neperianos , M
ouLog. e se tornam em le=1, e enldo muito lscilmente se calcula A ,
e st pode compdr uma laboa de log. neperisnos .

Em quaoto ao valor de M expresso pela equacdo (5), deduz-se do
caleulo de I a, ou do log. neperiano da base a.

Se for, por ex.”, a=10 : foremos
na equaglo (F), M=1, depois 12=0,6931% 718056
z=2; teremos A=[2 (por ser [1=0); 5= 138629 436112
o dobro del2 é1%: depoisz =5datd Apiraz=5.. 0,22314 355131
{5, eobleremo: por fim 110. Faz-se o- o -
céleulo segundo 0Plj'po em [rente, Di- Ibe=1,60943 TQIEfJ
vide-se depois 1 por 110 : e e achp-se 12 =0,69314% 718056
por esta forma 110 =2,30258 509298

M=0.43129 48319 03251 82765,

log. M =1,63778 43113 00536 77817
Compl. =0,36221 56886 99163 22183
e=2,71828 1828% 59055 25536.

Se 3 fusse a base do systema , obtido o valor del2, far-se-hia S
e viria [$#=1,09861229; inalmente : v

M=1:13=0,9102392,
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Identicamente para a base 5

M==1:15=0,62133%9.

Depois do que temos expendido, torna-se facil a formacio da taboa
dos log. de Briggs e Callet. A base ¢ a=10; o valor de M augmenta a con-
vergencia da serie (F); quando = passa de 100, pode desprezar-se o se-
gundo termo, e o primeiro ¢ sufficiente para dor A com 8 decimaes. E
necessario porém calcular ainda mais 2 ou 3 algarismos, além d’aquelles
que se pertende conservar, o fim de evilar a accumulagio dos erros; e é
conveniente tambem o comegar a calcular desde z=10000 , por isso que
os log. inferiores facilmente se deduzem dos oulros. Logo que = excede

1200 podemos desprezar 1 em comparagio de 23, e suppor A= —.

Por exemplo, z= 10001 di A=0,0000%3525 ; e por conseguinte
log 10001==4,000043%25. Se for z=—99857, teremos A=—0,000004349,
quantidade que & necessario ajunctar a0 log 99856—="%,9993742, para ter

log 99857 = $,9993785.

Deve notar-se maisque os log. conseculivos tem uma differenca con-
slante em uma certa extensdo da laboa (Arith, p. 119), e por conse-
guinte basta calcular A de cerla em certa distancia. Péde ver-se que de
z=99840 e = —99860 resulta 0 mesmo numero A que acima achimos,
e por conseguinte no intervallo d’esles dous pumeros &, A & constante se
nos limitarmos a 9 letras de dizima,

A serie (E) é pouco convergente para 0s numeros pequencs e 36...
Eis aqui como d'ella usa Borda (Tableau de log. decimales):

1+y m m—n
51.1 — T ===
m m—n §/m—n' 1 m—n\
- Fog?sgmzm+_n+"_d-(m+s)+-§ m+n)+"”e

36
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Tal ¢ a differenga entre os log. de dousnumerosm e n expressa h’uma
serie muito convergente, principalmente quando m e n sio grandes e
pouco differentes. Sendo por exemplo m =101, e n =100, o 1.° alga-
rismo significativo do segondo termo ¢ apenas da 8.% casa decimal , e pas-
sado o numero 100, podemos contentar-nos com o primeiro termo, se
calcularmos os log. s6 com 7 algarismos decimaes, e obtercmos assim a
differenga entre dous log. successivos.

Para os numeros pequenos, Borda suppde

m={p—1)(+2),n=(p+1)’(p—2),
o que di
Mm—n==5% m+n=2p"— Gp,
e 0s log. neperianos

p—H+ip+2)—Ap+1)—i(p—2)=

2 i ( 2 =g | 2 )' c
Egpa_sp-i-? Pl—3p) ']L 3 (P:-——ﬂ +--o-.o &’,
e fazendo successivamente p=15, 6, 7 e 8, achar-se-ha

22—+ T=2 (F+L(E) +....
US| IB— AT =2 (& + (L) +....
B3R = I8=2 (t5 + (=)' +.. ..
AT+B—583=2 (= 4+ (=)+....

];
)
)
).

Estas series que convergem com muita rapidez, slo faceis de caleular,.
e deduzem-se d'ellas consecutivamente os log. de 2, 3, 5. ¢ 7 por meio.
da eliminaglo entre estas quatro equacdes do 1.° grdo. Haros lembrou-se:

de suppor
m=p"(p+8)(p—8),n=(p+3)(p=3)(p+ 4) (p — ¥
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¢ obteve por este meio uma serie procedendo segundo as polencias impa-
72

P o aqual & t30 convergente , que dando apenas a p o

valor 12, 0 2.° termo s6 tem o 1.° algarismo significativo na 9." casa

decimal. Coohecidos os log. de p+4, p+3, p, p—3 ¢ p—5 oblem-se

logo o log. de p+ 5.

res de

Sertes Circulares.

155. Para desenvolier em series as expressies sea x e cos x cm
ordem 43 potencias crescentes do arco z, nolemos que eslas ser ies ndo
podem admillir termos, em que entre & com cxpoente negativo ou frac-
cionario. Por quanto:

1.° Se fosse possivel, que ma serie enlrasse um termo da forma
]
Px T== P} x, resultariam i valores por cadaarco, o que ndo pode ser,

por que a qualquer arco nlo corresponde mais do que um seno ou COSEWO.

P
2.° Se houvesse um termo de férma Pm"‘=9—, a serie se tor-

naria infinita para =10, o que & absurdo, por que, como se sabe ,
nesse caso 0 seno torna-sé em zero, e ocoseno na unidade. Por esta consi-
deracio conclue-se além disso, que na expressdo de sen z sé devem
entrar termos em que x seja [aclor; e que o lermo constaote, que eotra
em cos x, deve ser a unidade.

Supponhamos pois

secpx=ax+bx*tex'+. ...,

cosz=1+dz4+ b+ ........
Da 1.* equagdo deduz-se a‘-%m-=a 4-bx 4 «1ieeee 3 mas (Geom. Ao

n.° 210) sabemos que o limite da relagdo do seno para o arco é=1;
fazendo pois =0, seré a=1.
Quando z se loroa nagativo, tanlo o seno, como o COSEN0, consers
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vam as suas grandezas, mudando porém o seno de signal. Ora, se nas
series precedeoles mudarmos z em — , s6 mudardo de signaes os ter-
mos das polencias impares ; por conseguinte & necessario , que no desen-
tolvimenlo de sen x entrem somenie lermos com expoentes impares, e no
de cos x s6 os de expoentes pares. Serd pois

senz=x+4 Az’ + Bz’ +...... + Ma¥= 4 Na4»,
cosz==1 4 A2+ Bz*+Cx' +........ + Na»,

designande por i a ordem dus termos.
Tractemos agora de determinar os coefficientes numericos

Se no binomio

Peos x4+ Q sen =

mudermos z em 4+ ki, podemos obter o seu desenvolrimento em ordem
4s potencias de h de duas manciras, que devem dor resullados identicos ;
ou desenvolvendo primeiro o binomio em ordem a z, e mudsndo depois
Z em x+h; ou substituindo z por 2+ h, e pondo depois por sen h e
cos h os seus valores em ordem a h.

Representando es dous résultados por

at+Bhdyh* oo .. =a'+RhF YRS ... ... ..,

deduz-se
¢=u', [3._—_;3'. T=f, TR

A 2.% equaclo B ==§', que corresponde aos coefficientes da 1.* potencia
de h, servira para resolver a questio de que traclimos. Para a obter :
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1. Facamos
Peosz 4 Qsenz=P(1+A'2* +B'z" +.... .. + N'u?)
+Q (z4+Az" + Bz’ 4. vuennn + Na2#).

Substituindo n’esta expressdo = por 2 + h, e approveitando sémente
o coefliciente de h, isto &, lomando a sua derivada, acharemos

p=P(2A'z+ 4B’.1-.;’+ vae e 2 Na™")
+Q(143A2*+5Bx*+ .. + (2i+1) Na¥).
2.° Mudemos P cos 4+ Q sen z
em P cos (z+h) + Qsen (x+h) =P (cos x cos h —sen xsen k)
+ Q (sen = cos h 4 cos zsen k).

Substituindo 1 + Ah*4.... por cos h, e h 4+ Ah* 4 .. .. por sen h,
& evidente que dos termos em que entra cos A ndo resultars nenhum com
a 1." potencia de h, e que por isso vird logo

f'=—P sen x4+ Qcos z.

Como na equagdo & =70’ entram os coefficientes P e Q, que sdo quan-
tidades arbitrarias, & necessario (Alg. EL 0.° 120), que a equacio se
parta em duas resultantes da egualdade dos coefficientes das duas arbitré-
rias. Substituindo pois cos = e sen x pelos seus desinvolvimentos, resul-
tam as equacdes identicas

2 A"+ 4 B2’ +6 C'z'=. . +-2i Na¥* = —z—A 2'—Bz'. . . —Ma*=,

1 4+ 3 Az*4+5Bx".. + (2i+1) Na¥ =1+A'zx*+Bz* + .. +N phe
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das quaes deduziremos, eénalmdu termo a termo,
2\ '=—I1, §B'= —A, 6C'=—B,...2iN'l=—M,

3A=A', 5B=P, 7C=C,.... (2i+1) N=N5
e depois

1 1 1 1 —1

l:—-—v— - A=— " B*Z ] B= " o yere
< 2 2.3, 2.3.4% 2.3.4.5 - 2.3.4.5.6

Substituindo os valores de A, B, C,..,A', B, C',...obteremos por
ultimo

x' z* x' s
2.3...(2i+1)" (G)

4

Ny —=&—

jl-:
=+ _

ST EREET &8 ...

Y
23..2%

gt + eriH)

Os rlermoa geraes d’estas series resullam de N = :;—,M. e de
N 1

N ST equagdes que moslram como os coefficientes d'uma das se-

ries se deduzem dos da mesma ordem da outra. Escolhe-se para estes ter-
mos o signal 4 ou —, conforme i é da forma 20 ou 24 1.

156. As [6rmulas precedentes podem servir para achar as grande-
zas do seno e coseno d'um arco, cujo comprimento é x, e o raio de cire
culo a unidade. Representando por 2 % a circumferencia, teremos

w: x::180" o numero ¢ de gréos do arco x —= -%-: , sendo o

valor de @, o que dmos na Trigon. 11. pag. 152,
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Designando pois por t o numero de grdos d'um arco x, as [irmulas
(G) e (H) tornam-se em

sen x= At — B’ Ci*,. ., cos 2 =1—A/*4B'*
evjos coeflficientes sdo dados pelo calculo seguinte :

log A =2,24187 736759 [log C =11,13020559[log E=22,61733
log B=7,94748 0852— |log D =17,9907 11— |log F =25,05950 —
log A'=",18272 47395 — |log C'=1%,593932— |log E'=25 85901 —
log B'=9,58729 823 log D'=-19,329498 |log F'==30,02219

157. Porém o que ordinariamente nos serve ndo é o valor dos sen.
e cos., porém sim os seus logarithmos. Seja & a differenca constante dos

arcos da taboa que queremos construir; um arco qualquer ¢ serd =nd;
logo
-]

senz=n§ (1—Lin*3’..), cosz=1—2n"3"+....

ﬂﬂal “lél ¥ ﬂﬂal ﬂlsl

R s i T e

teremos sen & =nd (1—y), cos z =1—3; tomando os log. n'um syste~
ma qualquer, cujo modulo ¢ M (n.” 15%) acha-se

Log sen z=Log r&—M (
Log cos e =—M (24 12"+ 13%..);
substituindo_finalmente por y e 5 os seus valores, vem

M3 M3 M3’
s '\—_. '3_ '-—-
Lﬂgs&ﬂ x _._Log (’13‘ 2 . 3 n 3. ﬁ-. m n 93. 5 F 7 ]
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Log cos Mrn’ e n' My n'
it s 3.4 T R

Se a base dos log. for 10, e se, como tem logar nas taboas de Callet, os
arcos da tabva procederem de 10” em 10", § serd o comprimento doarco
de 10", ou a 61800.° parte da semicircumferencia 5. Tomando os va-
lores de w e M (n.° 159, 154) acha-se em resultado das operagdes,

log sen &= log & 4 logn — An*—Bn*.., log cosa = A'n"—B'n"..,.

log §= 5.68557 48668 23541

log A= 10,23078 27994 561 log B=120,12§81 12735
log A'= 10,70790 50192 8} log B'=19,30090 25326
log C= 30,29868 015 log D = 0,54189 2

log C'= 28,09802 100 log D'— 38,95143 2,

Querendo, por ex.. ealeular o log. dos sen e cos do arco de 4.° $ou
162007, éentho n=1620.

log & = 5,68557187 log A = 10,2307828 log B=20,1248113
log n=23,20951501 logn*= 6.5190300 log n'= 12 8380600

—0.000446%9 56198128 89628713
— 0,00000009 Sublréem-se os numeros correspundentes
789464330 = log sen 4.° 30'
log A'= 10.70790%1  log B'= 19.3009025 — 0,001389%7
log n*="6,4190300  log n'= 128380600 — 0,00000138

3,12693 41 0,1389625 — 0,00035085

Complemento = log cos 4.° 30’ = 1,99865915

Querendo achar o log R =10, ajunctar-se-ha 10 4s caracteristicas (V.
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Geom. An. 0.° 210). Os log. dastang. e cot. obtémese por meio de simples
sublraccdes.

Como n cresce cada vez mais, estas series ndo se podem empregar
além de 12°, porque se tornam muito pouco convergentes. Nio se faz
mesmo uso d’ellas sendo até 5.% d'ahi por diante recorre-se ao seguinle
processo:

.

sen(z+ §) scnxcos&-;-sm&cns;rﬂ

==

Temos
sen sen &

cos § 4 sen § cot & = cos 3 (14 tang § cot x);

tomando os logarithmos, o 1.” membro & a differenca A entre os log. dos
senos dos arcosz + & ewx, i. é,

A == log cos & + M (tang 3 cot z — 2 tang® col’ z +. ..).

Raciocinando da mesma maneira a respeito de cos (z -+ 3), acha-se que a
differenca entre os log. conseculivos dos cosenos &

A'=log cos '— M (lang 3 tang 2 + * tang® 3 tang* z4-. . .)

Querendo-nos limitar a 9 decimoes, e tomando 3 = 10, s6 o 1.° termo
d’estas series da algarismos significativos,

A== M tang § cot z, A'== =M tang § lang z;

e temos log (M tang §)==5,32335 91788.

Quando 3 =1', temos log (M tang §)="4,10151 0%3.
. 37
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Por meio d'este arlificio, partindo do arca =5.°, do qual conhe-
¢emos o sen., o cos., a lang., e a cot., podemos calcular, seguidamen-
te, todos os sen. e cos. por meio das suas differengas successivas A, A,
de 10" em 10", ou ainda de 1’ em 1’, e por meio d'esles valores se
achardo o0s das tang. e cot. Seja por ex.

x=10"10"30", log cot z — 0.7559888 log tang 2 =1.25501 12
constante 5.3233592 5.3233502

50693180 6.577370%

Difl. logarith. A=0,00011731] A'— —0.000003779.

E de notar, como a Pag. 281, que as quantidades A e A’ sdo constantes
durante uma cerla extensio da tabos. A fm de evitar a accumulagio
d’erros, caleularemos préviamente os termos de certa em certa distancia,
€ estes servirdo de ponlo de partida,

A equacdio sen2r =2senx cosz
que da log sen 2z = log 2 4- lug sen @ +- log cos o,

péde servir para este fim. Como sen 45°= 1172 = 03 45°, podemns par-
tir d'este arco e calcular sen (#5° = 10") ; nestes dous arcos complemen-
tares o seno de um corresponde reciprocamente a0 cos. do outro ; dos va-

lores destas linhas deduzem-se as tang, e cot; e depois se passa para
45° = 20", 48° =+ 307, cle,

158.  Comparando as series (G) e(H)com aeq.(B), va-se que asua
somma ¢ ¢*, com a differenca de signal nos termos de duas em duas or-
dens ; ora se mudarmos 2 em = x V" — 1 0o desinvolvimento (B) de ¢,
comob_—1 tem por potencias " —{, — L—V=1,41, as quaes se
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reproduzem até ao infinito, acha-se que os signaes dos termos sio os
mesmos que nas series (G) e (H); d’onde se conclue

ey —1 .
§ =CoST= V —q1gena...(I)

Sommando e subtrahindo estas duas equagdes, vem

e:.-; V—I+ e—mlf——l & V-—I__e—.xl/——l

Cos X — sen =
9 L]

1 .« ()

R V—i_e—x v —I1 _821-‘!:‘-':—-1_1
(?17_—1??!7_—1) g o (eE!iV:i_l_ 1)V— ’

-1

l&l’lg T =

multiplicando ambos os termos por &V, Estas expressdes devem con-

siderar-se simplesmente como resultados analylicos, nos quaes os imagi-
narios sdo apenas apparentes, advertindo que elles devem desapparecer
por um caleulo identico.

|
| Finalmente mudando @ em nz em (I), vem
ﬁ

ct"'ﬂ/—i= cosnz =/—1sennz;....(L)

mas o primeiro membro é a potencia n da equagdo (I); logo para qual-
quer valor de n serd

cosnz ==/ —1 senna = (cos & = V=1 sen )" . .. (M)
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Estas férmulas sio muito usadas. Limitar-nos-hemos aqui a applical-as
a resoluclie dos triangulos. Fagamos

z

L T

serd cos C=; (s+5), V—1 senC=1i(s—3)

Sejam A, B, C os tres angulos d’um triangulo, e a, b, ¢ os lados
que lhes ficam respectivamente oppostos : teremos

a sen B=1J sen A=) sen (B + C);

e por conseguinte

sen B oy T bsen C ;
cuB g T a—0bcosC’
ggBV—i—.I b(z—z’} Q.BV'—I_ a—>bz!

— y € 3
ZBV—T1 7 %= (+4) a—bz.

Finalmente (eq. D)

2BV —1=] (a=bs') —1 (a—bz)

o))+ o) .

Porém a formula (L) dé&

z‘-—-cos'mc-l-. V.—1senmC, 2™ = cos mC— /=1 sen mC;




