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logo 2" — z'm = 2 V — 1. sen m C . 

S u b s t i t u i n d o , e s u p p r i m i n d o o f a c t o r c o m m u m I V — 1 » r e s u l t a 

B = - s e n C + ^ L - s e n 2 C + 4 " r s e n 3 C + . . . 
a 2 a oa 

A e q u a ç ã o C2 = Oi — 2 a b cos C + b2 = a2, — ab (s + z') + b2 r e d u z - s e a 

c 2 = ( a — b z ) (a—bz'), p o r s e r zz'= 1 . 

T o m a n d o o s log. v e m 

2 l o g . c = 2 l o g . a — M Q - ( 5 + z ' ) + ^ ( Z 2 + Z ' 2 ) . . . ] ; 

e c o m o t e m o s zm -JrZlm = 2 cos m C , 

íb b2 ò* \ 
se rá log c = log a—M cos C + — cos 2 C + — cos 3 C . . . J. 

E s t a s d u a s s e r i e s s e r v e m pa ra r e s o l v e r um t r i a n g u l o , em q u e b é m u i t o 
p e q u e n o c o m p a r a t i v a m e n t e c o m a, e são conhecidos os dous lados a e br 

e o angulo comprehendido C. 

1 5 9 . A e q u a ç ã o (!) d á , t o m a n d o os log . n e p e r i a n o s , 

d- x Vr — 1 = / (cos x ± Vr 1 . s a n x ) : 

s u b t r a h i n d o e s t a s d u a s e q u a ç õ e s u m a d a o u t r a , v e m 

^ x V - 1 I c o i x + ^ — l s e n x / 1 +V— 1 • t a n g x N 
~ ~ c o s x — K — í s e n x ^ l - K — l . t a n g x / ' 
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p o r se r sen x = cos x t a n g x . P o r é m pe la f ó r m u l a ( E ) p . 2 7 9 p o d e m o s 
a c h a r o d e s i n v o l v i m e n t o d e s t e log . ; e s u p p r i m i n d o o f ac to r c o m m u m 
2 ( / — 1 , t e m o s por e x p r e s s ã o de a r e . x , c o n h e c i d a a t a n g . , 

x = t a n g x — j t a n g 3 x + f t a n g 5 x — 7 t a n g 7 x . . . ( N ) 

O a r c o x, cu ja t a n g . é /, e o r a io r, é ( G e o m . Anal. n . ° 1 6 8 ) 

X — t - - r- • -f- . • . • 
3 r 5 r 7 r ' 

E s t a f ó r m u l a s e r v e pa ra a c h a r a relação TC da circumferencia para o diâ-
metro. D o u s a r cos x e x\ c u j a s t a n g . s3o r e j , t e m por t a n g . de sua s o m -

m a , t a n g . ( x + x ' ) = ~ — ^ = I ; p o r t a n t o es t a s o m m a é x + x ' = í - 5 ° . 

Se na e q u a ç ã o ( N ) f izermos t a n g . x = t a n g . x'=\, e s o m m a r m o s , o b -
t e r e m o s o c o m p r i m e n t o do a r co de 4 5 ° , q u e é o q u a r t o de s e m i c i r c u m f e -
r enc i a r. do c i r cu lo c u j o r a io é 1 : 

1 = 1 - I ^ 1 V • 1 / 1 V 1 1 / I V 
4 77 2 3 \ 2 ) ~'r 5 W " ' ' + 3 , 3 + 5 / 

S e g u n d o o processo d e M a c h i n o b t e m - s e s e r i e s m a i s c o n v e r g e n t e s , 
T o m e - s e o a r co x cu j a t a n g . é f , s e r á Geom. Anal. ( L . n .° 2 0 o ) 

t a n g 
2 t a n " x 

l — t a n g 2 x = — . t a n g I x = • 
2 . 1 2 

- ( t I ) 

120 
T i l ) ' 

l ogo e s t e a r c o Ix d i í f e r e m u i t o pouco de 4 5 ° ; e se c h a m a m o s v o exces so 
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de \ x s o b r e 4 5 ° , ou V = Ix — 4 5 ° , s e r á 

2 9 5 

tang kx — i t 
tang v i 

1 + t a n g 4 » 2 3 9 

C o n s e g u i n t e m e n t e se f izermos t a n g x = i , e r e p e t i r m o s q u a t r o vezes a 
s e r i e N , t e r e m o s o a r c o hx ; do m e s m o m o d o t a n g v = ^ dá o a r c o v ; 
c p r a c t i c a n d o a s u b t r a c ç ã o , o b t e m - s e o a r c o d e 4 5 ° , ou 

= - I ( I ) + I ( ± ) . . . . ] _ ^ + 1 ( - L . ) . . 

Na Geometria n .° 95 , d e m o s o r e s u l t a d o d e s t e s cá l cu los c o m 20 
d e c i m a e s : 

log TTZ= 0 , 4 9 7 1 4 9 8 7 2 G 9 4 , I 1 , 1 4 4 7 2 9 8 8 5 8 4 9 4 . 

1 6 0 . Se na e q u a ç ã o (I ) f izermos X = Ur., d e s i g n a n d o por k um 
in te i ro q u a l q u e r , t e r e m o s sen x = o, cos x = ± 1 , c o n f o r m e k for p a r 
ou i m p a r , e por c o n s e g u i n t e 

±1ÍTV— 1 
e = ~ =t= I , 1 ( ± 1 ) = ± : IKV— 1 . 

M u l t i p l i c a n d o pe lo m o d u l o M , e a j u n c t a n d o o valor n u m é r i c o A de L o g a-, 

L o g ( ± a ) = A r h / C M T U K — 1 , 

sendo f c u m n u m e r o q u a l q u e r , p a r p a r a Iog ( + a ) , e i m p a r p a r a Iog ( — a ) . 
Por c o n s e g u i n t e todo o numero tem infinitos logaritkmos no mesmo syste-
ma ; quando o numero é negativo, estes log. são todos imaginarios; sendo 
positivo, somente um é real. (*) 

(*) De a2 = ( — a ) 2 , deduz-sc 2 log o = 2 log ( — a) , não devemos porém 
soncluir d'aqui , como fez d 'Alembert , q u e + a e — a tem os mesmos log . ; por. 
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1 6 1 . T r a c t e m o s a g o r a de des invo lve r sen z e cos z em senos e c o -
senos d ' a r c o s m ú l t i p l o s z , 2 z , 3 z , . . . . S u p p o n h a m o s 

cos z + V—1 sen z = y , cos z —- ^ r — 1 sen z = v; 

será yo = 1, 2 cos s = y + t\ 

D e s i g n a n d o por 1 , U , A ' , A ' ' , . . . . o s coe f f i c i en tes d a po tenc i a u , s e r á , 
pa ra q u a l q u e r valor de u , 

2" cos"z = yu+ Uiju-1 + A ' » / " - 4 + 

E c o m o , pe l a e q u a ç ã o ( M ) , l e m o s 

yl = cos hz + — 1 sen hz, 
será 

2" cos°z = cos uz + u cos (u — 2) z + A' cos (u — 4) z — ( P ) 

± V'— 1 [sen uz+ u sen (u— 2) z + A ' sen (u — 4 ) « + . . ] , 

q u a n t o , sendo pares k e l , é 

log a = A ± i M W - 1 . e = A + i J W — 1 ; 

e sommando , 2 log a = 2 A + {k-hl) M w / — 1 . Do mesmo modo sendofc' e / ' i m -
p a r e s , acha-se 2 Iog ( — a ) = 2 A + (A'-t-Z') A l * / — 1 . Ora é evidente, que esta 
úl t ima expressão se compreheude na p r i m e i r a , porque h'-\-V é um numero par, 
porém não se segue que seja em geral 2 log ( — a ) = 2 log a ; porque, para que a seja 
real , é necessário que / í = / = 0 ; porém k1 e i ' sendo impares , nunca a sua som-
ma pôde ser = 0; nem pôde por tanto dar-se em números reaes log a = 
l o g — a . O que d ' A l e m b « r t unicamente devia c o n c l u i r , era que ent re os log, 
imaginarios de-t- a e — a , existem alguns q u e , somraados dous a dous , dão som-
mas eguaes . 
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or ide s e poz o s i g n a l d u p l o ± , p o r q u e t a n t o s e p ó d c e l i m i n a r x j 
c o m o r . 

Q u a n d o u é i n t e i r o , cos"z n ã o p ô d e a d m i t l i r m a i s do q u e um v a l o r , 
e c o m o as d u a s e x p r e s s õ e s d e v e m p o r isso t e r o m e s m o v a l o r , a s e r i e 
f i c a r á r e d u z i d a à I , ' l i nha ( P ) , p o r q u e s e g u n d o s e c o l l i g e d o q u e v a m o s 
d i z e r , o s t e r m o s i m a g i n a r i o s s e d e s t r o e m d o u s a dous . 

P o r ó m se u fo r f r a c c i o n a r i o , n ã o a c c o n t e c e r á o m e s m o , p o r q u e o 
e x p o e n t e f r a c c i o n a r i o , i n d i c a n d o a e x i s t e n c i a d e u m a r a i z d e u m a c e r t a 
o r d e m , m o s t r a q u e e s t a p ô d e e m g e r a l t e r m u i t o s v a l o r e s . 

C o n s i d e r a n d o a q u i s ó m e n t e o c a s o de s e r u i n t e i r o , q u e é o ú n i c o 
d e q u e s e faz u s o , a d v e r t i r e m o s , q u e n a e q u a ç ã o ( P ) o a r c o q u e e n t r a 
n o t e r m o q u e t e m u m n u m e r o x d e t e r m o s a n t e s d e s i , é d a f ó r m a 
( u — 2 x ) z ; e q u e a q u e l l e q u e t e m a? d e p o i s , t e m u — x a n t e s , e é p o r 
isso [tz — 2 ( u — ® ) ] a = — (u — 2 x ) z . E s t e s a r c o s t e r ã o po i s os 
m e s m o ? c o s e n o s ; e o s s e u s c o e f f i c i e n t e s , pe la p r o p r i e d a d e d e e g u a l d a d e 
d o s c o s í f i c i e n t e s d o s t e r m o s e q u i d i s t a n t e s d o b i n o m i o , s e r ã o t a m b é m e g u a e s . 
P o d e m o s p o i s , . e m l o g a r d e c a d a u m d e s t e s d o u s t e r m o s , s u b s t i t u i r o 
s e u d ô b r o ; e d i v i d i n d o d e p o i s a e q u a ç ã o p o r 2 , v i r á 

2 a - 1 cos" z = cos u z + u cos (u—2) z + A ' cos ( u — 4 - ) z + . . . . ( Q ) , 

c o n t i n u a n d o c o m a s e r i e , s ó m e n t e e m q u a n t o o s a r c o s v i e r e m pos i t ivo? . 
C u m p r e t a m b é m a d v e r t i r , q u e sendo u par, é necessário tomar a ame-
tade do ultimo termo , que é o termo médio, o qual nesse caso se não 
somma com nenhum dos outros. 

M u d a n d o , n ' e s t a e q u a ç ã o ( Q ) 1 z e m £ r c — z , o l . ° m e m b r o t o r -
n a r - s e - h a e m 2 " - 1 s e n a z . E m q u a n t o a o 2 . ° m e m b r o , c o m o u m a r c o d a 
o r d e m x , t e m a f ó r m a ( u — 2 x ) z , t e r e m o s , p o r s e r x u m i n t e i r o p o -
s i t ivo , 

cos ( w — 2 X ) Q — z ^ = c o s [ ~ — ( « — 2 « ) x — í )'£cos — — ( u — 

3 8 
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T e m o i a g o r a a c o n s i d e r a r d o u s c a s o s : 

I . 0 Se u for numero par, t e r e m o s : 

a) pa ra u = 4 n , 

cos ( u — z ) = ( — i ) ' c o s ( 2 m r - ( u — 2x)z)=-{~l)'cos ( « — 2 

b) p a r a M = 4» + 2, 

cos ( u — 2 x ) ( | - 2 ^ = ( - 1 ) - cos ( ( 2 n + 1 ) i c — ( u — — ( — l ) - c o s ( « - 2 / 

L o g o : 

± 2 S e u a Z = cos MS — u cos (u — 2) z + A' cos (u — 4) z + . . . . ( R ) 

d e v e n d o p a r a r - s e no t e r m o m é d i o , e t o m a r a sua a m e t a d e ; u s a n d o do 
s igna l + q u a n d o u fôr d a f ó r m a 4 n , e d o s i g n a l — , q u a n d o fôr d a f ó r m a 
4 n + 2 . 

2 . ° Se u for numero i m p a r , t e r e m o s : 

a ' ) p a r a u — 4 n + í , 

cos ( « — 2 x ) ( J - — * ) = ( — I ) ' c o s ( ( 2 n + i > — ( u - 2 ® ) « ) = ( — 1 ) ' sen ( « - 2 ^ 
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b ' ) p a r a « = 4n + 3 , 

cos ( u — 2 í C ) ( § — 2 ) = 

( — l ) ' c o s [ ( 2 ( n + i ) — 2 x ) z ] = — ( — l ) ' s e n ( « — 2 x ) z : 

C o g o 

± 2"" sen" z = s e n uz — s en ( u — 2 ) z + A ' sen (u — 4 ) z . . . . (S ) 

d e v e n d o p a r a r - s e n o t e r m o m é d i o , s e m t o m a r m e t a d e ; u s a n d o d o s igna ! + 
q u a n d o u fô r da f ó r m a 4» + 1 , e do s igna l —, q u a n d o fo r da f ó r m a 
4 n + 3 . 

D ' e s t a s e q u a ç õ e s f a c i l m e n t e s e d e d u z e m , c o m o n a p a g . 1 9 6 d a s e -
g u n d a p a r t e , 

2 Cos2Z = c o s 2z + 1 , 

4 CosSZ = cos 3 z + 3 c o s z , 

8 Cos1Z = cos 4z + 4 cos 2z + 3, 

16 COssZ = cos 5z + 5 cos 3z + 10 cos z , 

3 2 Cos8Z = cos 6 z + 6 c o s 4 a + 1 5 c o s 2 s + 1 0 , e t c . 

— 2 s e n 2 z = cos 2z — 1 , 

— 4 SenIZ = sen 3z — 3 s e n z , 

8 s e n 4 z = cos 4z — 4 cos 2z -f 3 , 

1 6 S e n s Z i = sen 5 z — 5 s e n 3 z + 1 0 sen z , 

— 32 sen*z = cos 6z — 6 cos 4z + 15 cos 2s — 10 , e tc -
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1 6 2 . P o d e m o s r e c i p r o c a m e n t e d e s e n v o l v e r o s sen . e cos . d ' a r c o s 
m ú l t i p l o s , e m o r d e m á s p o t e n c i a s d e senos e c o s e n o s . F a z e n d o , p a r a s i m -
p l i f i ca r , 

sen z = s , cos z = c , 

o 2 . ° m e m b r o da e q u a ç ã o ( M ) pag . 2 9 1 , t o r n a r • s e - h a , f azendo x = z , 

(c + K — 1. s)n; 

o q u a l , s e n d o des invo lv ido pela f ó r m u l a do b i n o m i o , c o n d u z a u m a e q u a ç ã o 
d a f ó r m a 

cos nz + f — 1 sen z = P - | - Q ^ — 1 . 

E c o m o o s i m a g i n a r i o s s e d e v e m d e s t r u i r u n s c o m o s o u t r o s , t e r e m o s a s 
d u a s e q u a ç õ e s s e p a r a d a s , 

cos n z = P , sen nz = - Q , 

c o n t e n d o a p r i m e i r a todos os t e r m o s em q u e s \ y — 1 t e m e x p o e n t e s pares* 
S e r á p o i s , p a r a n i n t e i r o ou f r a c c i o n a r i o , pos i t ivo ou n e g a t i v o , 

n — 1 . n(n—l)(n—2)(n—3) 
cos n s = c" — n c * S 4 - — — — - e " - 4 tf 

2 T 2 . 3 . 4 

« ( » — 1 ) ( « — 2 ) n , 2 n ( n — 1 ) . . (n—5-) sen H Z = K C " ' s— c " - 3 s 4— —- -c"~5s5 — 
2 . 3 2 . 3 . 4 . 5 

D a n d o a n s u c c e s s i v a m e n t e o s va lores 2 , 3 , 4 , 5 , . o b t e r e m o s , 
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COÍBO n a s p a g . 1 9 4 e 1 9 5 d a s e g u n d a p a r t e , 

cos 2 z = c a — s 2 , s en 2 z = 2 c s , 

c o s 3 a = c ' — 3 c s 2 s e n 3 z = 3 C 2 Í — s \ 

cos 4 z = c * — 6 c V + s \ sen 4 z = 4 c ' s — 4 c s 3 , 

cos 5 z = c s — I O c V + 5cs* , sen 5 z = 5 c 4 s — I O c V + S i , 

cos C z = c 8 — 1 5 c 4 s 2 + 1 S c V — S i , sen 6 z = 6 c 5 s — 2 0 c V + 6cs\ 

e t c . e t c . 

1 6 3 . N ' e s t a s f ó r m u l a s v e m o s senos m i s t u r a d o s c o m c o s e n o s , p o -
d e m o s p o r é m a c h a r o u t r a s e m q u e e s t a s f u n c ç õ e s v e n h a m s e p a r a d a s . C o m o 
o s a r cos s , 2 z , 3 z , s ã o e q u i d i í f e r e n t e s , o s senos e cosenos 
f ó r m a m u m a serie r e c u r r e n t e ( G e o m . A n . n , ° 2 0 9 ) , cu jo s f a c t o r e s são 2 cos z 
e — 1 . D o m e s m o m o d o , s e o s a r c o s p r o c e d e m d e 2 z e m 2 z , i s to é , z , 
3 z , 5 z , . . . , o u O.z , 2 z , 4 z , . . . . , o s f a c t o r e s s e r ã o 2 cos 2 z = 2 ( c 2 — s 2 ) 
= 2 — 4 í 2 , e — 

P a r t i n d o pois de cos 0 . z = 1 , sen O.z = O , cos z = c, sen c = s, 
f a c i l m e n t e s e p o d e m f o r m a r ( n . ° 1 4 6 ) a s s e r i e s r e c u r r e n t e s s e g u i n t e s , e m 
ordem ás potencias ascendentes de c, d a s q u a e s são c o n h e c i d o s os d o u s 
1 . ° ' t e r m o s e a lei q u e s e g u e m . 

sen 2z = s ( 2 c ) , cos 2z = 2 c 2 — 1 , 

sen 3 z = s ( 4 c 2 — 1 ) , cos 3 z = 4 c 3 — 3 c , 

sen 4 z = » s ( 8 c 3 — 4 c ) , cos 4 z = 8 c 4 — 8 c 2 + 1 , 

sen 5 z = s ( 1 6 c ' — 1 2 c 2 + 1 ) , cos 5 z = 1 6 c 5 — 2 0 c 5 + 5 c , 

sen 6 z = s ( 3 2 c 5 — 3 2 c ' + 6 c ) , cos 6 z = 3 2 c ' — i 8 c 4 + 1 8 c 2 — 1 , 

sen 7 z = s ( 6 4 c ' — 8 0 c 4 + 2 4 c 2 — 1 ) , e t c . 
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A Iei g e r a l (Testas f ó r m u l a s a c h a - s e d e m o n s t r a d a po r L a g r a n g e (Calcul 
des fonctions, XI leç.), e r e s u m e - s e nas s e g u i n t e s 

sen nz = s [ ( 2 c ) " " 1 — ( n — 2 ) ( 2 c ) - s + i (n — 3) (n — 4) ( 2 c ) - 5 

» — S n — 6 , „ n—6 . . « — 8 
- ( « - * ) - 3 - W ' 7 + ( « - s ) 2 3 4 wr> • • • ] 

2 cos n z = ( 2 c ) " — n ( 2 c ) " _ í + j > ? ( n — 3 ) ( 2 c ) — « — i ^ - 4 ) ^ - 5 ) ( 2 0 ) - 6 . . 

P a s s a n d o a g o r a ás s e r i e s em ordem ás potencias ascendentes de s, 
a c h a r e m o s pelo m e i o ind icado : 

sen 2 z = c ( 2 s ) , sen 3 z = 3 s — 4 s 3 , 

sen 4z = c ( 4 s — 8 s 3 ) , sen Ss = S s - 2 0 s * + 1 6 s % 

sen 6z = c ( 6 s — 3 2 s 3 + 3 2 s 5 ) , sen 7z = 7 s — 5 6 s ' + 1 1 2 s » — 6 4 s 7 , 

sen S z = c ( 8 í — 8 0 s 3 + 1 9 2 s s — 1 2 8 « ' ) , e t e . 

cos 2 z = 1 — 2 s % cos 3 ? = c ( I — 4 s 2 ) , 

cos 4 s = I — 8 s 2 + 8 . s \ cos 5 z = c ( 1 — 1 2 s * + 1 6 s 4 ) , 

cos 6 z = l — 1 8 4 ^ 4 8 / - 3 2 8 " , cos 7 z = c ( 1 - 2 4 / + 8 0 / - 6 1 / ) , 

e t c - e t c . 
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í , ° S e n d o » p a r , p o d e m o s d a r - l h e a f ó r m a s e g u i n t e : 

r n 2 — 2 2
 3 n 2 — 2 2 n 2 — 4 4 , n 

sen n z = c - » S s + n . , ( 2 , ) " J 

n 2 . r»2 n 2 -
c o s n z s ^ t - 2 s I + T ' ; 3 . 4 S ~2 ' 

n 2 — 2 2 n 2 — 4 
3 . 4 ' 5 . 6 

V . . i ( 2 i ) » , 

2 . ° S e n d o n i m p a r , 

n 2 — I 2 , n 2 — f 2 T i 2 - S 3 

s e n nz=ns— n -
2 . 3 

s 5 + n -
2 . 3 4 . 5 

cos nz 
r . n 2 — I 2

 a , n 2 — I 2 n 2 — 4 2
 t 

= c L 1 - - T T T s + - T Y - T T s 

Methodo inverso, ou reversão das Series. 

1 6 4 . Dada uma equação y = ^ar, sendo <px uma serie , tracla-se 
de achar x = F y , isto é, x expresso riuma serie em ordem a y. 

1 . ° Se x = Fy tiver já uma fórma conhecida, c o m o p o r e x . ° , 

® = A y + B y 2 + D y ' + e t c ( 0 

r e d u z - s e a q u e s t ã o a a c h a r o s coef f i c ien tes i n d e t e r m i n a d o s A , B , C , . . 
P a r a i s s o , s u b s t i t u i r e m o s na p ropos t a y=yx, 09 va lores de a?, x2, x3,.. 

t i r ados de ( 1 ) ; e o b t e r e m o s a s s i m u m a e q u a ç ã o i d ê n t i c a , a qua l por m e i o 
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4 a c o m p a r a ç ã o dos t e r m o s , e m q u e e n t r a m a s m e s m a s po tenc ia s d e y , 
s e s e p a r a r á 11 'ou t r a s , q u e d a r ã o a conhece r A , B , C , , 

Se ja y = —^ x*+ ^ V--^as4-I 

c o m o j á s a b e m o s ( n . ° 1 5 3 ) , q u e x s e pôde des involver n ' u m a se r i e d a 
f ó r m a ( 1 ) , p o r q u e é y o log. de 1 + x , ou Or=I + x \ s ubs t i t u indo po r 
x a s e r i e Ay+ Byz+ r e s u l t a r á 

1. = Ay + By2+ Cy3+ Dy1.... por x 

, r '• , 

- 1 A Y - A B y 3 - ( 1 B ' + A c ) y \ . . , ~ ~ 

+ 5 - A V + ' A2Bi/4 . . . . +'-X3 

A t / . . . . — - X i ; 
4 

d o n d e A M = I , B = I A 2 , C = A B - 1 A ' , D = . . . . 
A J 

, 1 A 2 A ' A 4 

A = M ' B = i - ' C = 0 - ' , D = = 2 ^ T 4 ' e l C -

, . A 2 » 2 A V A 4
v ' 

F m a l m e n t e , * = Ay + + - JL + 

Do m e s m o m o d o y — x — V + x11 — xK..., 
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dá pela reversão x = y -f y2 -J- y" + y* . . . . 

2 . ° P o r é m se a fórma de X = Ty for desconhecida, c o m o a c o n t e c e 
a s m a i s d a s v e z e s : i n d i c a n d o p o r a , ( i , y , . . . . a s p o t e n c i a s d e s c o n h e -
c i d a s d e y , p o r e m o s 

a ; = A y t t + B y 6 + C y ? + ; 

e t e r e m o s , a l é m dos coe f f i c i en tes A , B , C . . . . . d e d e t e r m i n a r o s e x p o -
e n t e s a, (3 , y. 

P a r a i s s o , depo i s de s u b s t i t u i d o s o s va lo res de x n a p r o p o s t a , f o r -
m a r e m o s o n u m e r o d e e q u a ç õ e s n e c e s s a r i a s p a r a d e t e r m i n a r a s q u a n t i d a -
des d e s c o n h e c i d a s , pe la c o n s i d e r a ç ã o d e q u e d e v e c a d a u m dos t e r m o s s e r 
d e s t r u í d o por o u t r o s e m q u e c n ' r e y r a m e s m a p o t e n c i a . Ass im p r o c e d e -
mos já no n . ° 1 5 5 . 

N a s e r i e y = i x 2 + . ^ x 3 + x * 
a o 4 

em q u e a y = 0 c o r r e s p o n d e x = 0 , p o r e m o s 

x =Sya- + B i / 6 + C y T + 

sendo a , (¾ , y, n ú m e r o s c r e s c e n t e s . 
S u b s t i t u i n d o por x o s eu v a l o r , v ê - s e , q u e : 
1 .° C o m o o s e x p o e n t e s 2 , 3 , 4 , d e x , n a p r o p o s t a , 

f o r m a m u m a e q u i d i f f e r e n ç a , t a m b é m a , [ } , y f o r m a m o u t r a 
c o m o é fácil de ve r . 

2 . ° T e n d o pois a c h a d o o s d o u s p r i m e i r o s e x p o e n t e s « c | 3 , f a c i l -
m e n t e se a c h a r ã o os s e g u i n t e s y , 8 , . . . -

3 . ° C o m o o t e r m o , e m q u e y t e m m e n o r e x p o e n t e n o 2 . ° m e m b r o , 
é ~ A 2 » / 2 " , d e v e r á r e d u z i r - s e c o m o l . ° m e m b r o y , o q u e d á , 

3 9 
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2a = 1, i A2 = í ; e por c o n s e g u i n t e a = ^ , ' A = V ' l -

4 . ° C o m o o s t e r m o s , q u e depo i s t e m m e n o r e x p o e n t e , s5o A B y a ^ e 

| A sJ/ 3*, d e v e r ã o r e d u z i r - s e a z e r o , e d a r ã o 

« + [3 = 3 « ; ou P = 

P e l a e q u i d i f f e r e n ç a t e r e m o s pois 

e a s e r i e t o r n a r - s e - h a em 

x = K 2 y r + By 2 + C y r + e t c . ; 

a qua l , e s t a n d o já no caso p r e c e d e n t e , d a r á pe lo m e s m o p rocesso os coe!* 
í i c i en l e B , C , D . . . . ; a c h a n d o - s e f i n a l m e n t e 

P e l a m e s m a m a n e i r a a s e r i e 

x' xs Xt 

y = x-
1 . 2 . 3 1 . 2 . . . . 5 1 . 2 . . . . 7 

se p o d e r á r e v e r t e r d e b a i x o da f ó r m a x = Ay + B y s + C y ' e a c h a - s c 
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fei tas todas as o p e r a ç õ e s , 

_ 1 •y3 i . 3>/"' 1 . 3 . Sy' 1 . 3 • 5 • 7y< 

°° ~ y + 2 7 7 + 2 . 4 . 3 + 2 . 4 . 6 . 7 + 2 . 4 . 6 . 8 . 9 

P a r a x = ay + by2 + cy3 + . . . . o b t é m - s e 

x bx2- 2b2— ac 3 Sabe— a2 d—Sb3
 t 

y — T + — - r — « + T Z 4 . a a a a 

A s e i i e x = ay + by3+Cyi+dy7 . 

dà 
x bx3 W - a r , 8abc—a2d— \2b3 , 

y = - _ + a;1 + — x 
a a a a 

L L l - ' 2 1 u. 2 * Z 

F i n a l m e n t e , j r = x — { x — f x — - ^ x — 7 7 7 x . . 

dá X = A y - 2 + + C y - 6 ; 

e por consegu in te x = y - 2 — 4 + y~6 — y - 8 + 
Se a propos ta fosse y = a + bx -f cx2 . . , p a r a c o m m o d i d a d e do 

calculo , ser ia m e l h o r t r anspo r a , e fazer 

y —« c , d , 
— 7 — = - , o u s = x + - x -f- — X 3 + 

o O b 

depois d e s e n v o ! \ e r - s e - h i a x em z. 
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Das equações de condição, e melhodo dos menores quadrados. 

1 0 a . Q u a n d o a l e i , q u e r e g e uni p h e n o m e n o phys i co , ó c o n h e c i d a , 
e se acha t r a d u z i d a a n a l y t i c a m a n t e n ' u i n a e q u a ç ã o da f ó r m a 

ç(®, y , a , b, c )==0, 

s u c c e d e m u i t a s vezes s e r e m d e s c o n h e c i d a s a s c o n s t a n t e s a , b , c . . . . , 
s e n d o x, y, z.. . . g r a n d e z a s va r iave i s c o m as c i r c u n s t a n c i a s do p h e n o m e n o . 
P a r a d e t e r m i n a r e s t a s c o n s t a n t e s a , b , c , . . . . r e c o r r e - s e e n t à o á e x p e -
r i e n c i a , a c h a n d o por m e i o del ia os va lo res s i m u l t â n e o s de x, y , z ,.. . 
e s u b s t i t u i n d o - o s na e q u a ç ã o <p = 0. I t e p e t i n d o d e p o i s as e x p e r i e n c i a s , 
n ' o u t r a s c i r c u n s t a n c i a s , a c h a m - s e no»os va lo re s de x , y , z , . . . . d ' o n d o 
r e s u l i a m novas equações de condição, p o d e n d o a s s im f o r m a r t a n t a s , q u a n -
t a s f o r e m n e c e s s a r i a s p a r a d e t e r m i n a r a s c o n s t a n t e s , a , 6 , c , . . . , por m e i o 
da e l i m i n a ç 3 o . 

P o r é m , c o m o o s va lores d a s c o n s t a n t e s o b t i d a s por e«ta m a n e i r a 
e s t ã o s u j e i t o s aos e r r o s da o b s e r v a ç ã o , por m e i o da qua l se d e t e r m i n a r a m 
n a s d i f f e r e n t e s e x p e r i e n c i a s as va r i ave i s x , y , z , . . . . , o> r e s u l t a d o s 
a1, b', c1, . . . . q u e po r e s t e m o d o v i m o s a o b t e r , em vez dos n ú m e r o s 
e x a c t o s a,b, c , . . . . d e v e m c o n s i d e r a r - s e s ó m e n t e c o m o a p p r o x i m a d o » . 
D e s i g n a n d o po r A , B, C, . . . . os e r r o s r e s p e c t i v o s em a1, b', c\ e r r o s 
q u e s e d e v e m c o n s i d e r a r m u i t o p e q u e n o s , q u a n d o a s o b s e r v a ç õ e s s e t i v e -
r e m fe i to com o e s c r u p u l o e x i g i d o , p o r e m o s em <p = 0 , 

i 
a = a ' + A , b = 6 ' + B , c = c ' + C 

e p r o c u r a r e m o s d e t e r m i n a r a s q u a n t i d a d e s A , B , C , . . . . cu j a s p o t e n -
c ias s u p e r i o r e s á p r i m e i r a se p o d e r ã o d e s p r e z a r , e q u e por isso e n t r a r ã o 
em 9 = 0 só no í . ° g r ã o , e , po r e x . ° , d e b a i x o da f ó r m a 

0 = x + Ay + Bs + Cf -f 
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P a r a s u p p r i r e n t ã o a i m p e r f e i ç ã o nos va lo res de x, y, z . . . . e m p r e -
g a - s e u m g r a n d e n u m e r o d e o b s e r v a ç õ e s . R e p e t i n d o m u i t a s vezes a s e x p e -
r i e n c i a s , o b t e m - s e o u t r a s t a n t a s e q u a ç õ e s ( 1 ) em q u e x , y, z . . . . s ão 
c o n h e c i d o s ; c o m p a r a m - s e depo i s e s t a s e q u a ç õ e s , e c o m b i n a m - s e m u i t a s 
e n t r e s i , d e m a n e i r a q u e s e venha a o b t e r u m a e q u a ç ã o m e d i a , e m q u e 
u m a das c o n s t a n t e s t e n h a o m a i o r f a c t o r possivel , t e n d o as o u t r a s pe lo 
c o n t r a r i o f a c t o r e s m u i t o p e q u e n o s : por m o i o d e s t e s a r t i f i c i o o e r r o na 
d e t e r m i n a ç ã o dos coef f ic ien tes v e m a s e r m u i t o a l t e n u a d o . I t e d u z i n d o es ta s 
e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o a o n u m e r o d a s i n c ó g n i t a s , o b t e r e m o s por m e i o d a 
e l i m i n a ç ã o m u i f a c i l m e n t e o s va lores d e A , B 9 G . . . . 

E s t e m e t h o d o de g r a n J e uso na A s t r o n o m i a , é m e n o s e x a c t o q u e o 
dos menores quadrados, p r o p o s t o por 31. L e g e o d r e , o q u a l , pela e x a c t i -
d ã o dos r e s u l t a d o s , c o m p e n s a b e m a e x t e n s ã o dos cá lcu los . S u p p o n h a m o s 
q u e os va lores x, y, z . . . . d e d u z i d o s da o b s e r v a ç ã o s e n d o pouco e x a -
c t o s , s e s u b s t i t u i r a m u a e q u a ç ã o ( 1 ) ; e n t ã o o l . ° m e m b r o não s e i á z e r o , 
p o r é m um n u m e r o e m u i t o p e q u e n o - e d e s c o n h e c i d o . K e p e t i n d o as e x p e -
r i enc i a s o b t e r e m o s o u t r o s e r r o s ¢ ' , e" . . . . c o r r e s p o n d e n t e s aos va lo r e s 

x'\ y\ y" • • • • a s a b e r 

e > =x'+ A i j + B ^ ' . , e"=x"+ Ay'1+ B s " . . . , e t c . 

T o m a n d o a s o m m a d >s q u a d r a d o * d e s t a s e q u a ç õ e s , e e s c r e v e n d o s ó m e n t e 
os t e r m o s em A , p o r q u e os o u t r o s são da m e s m a f ó r m a , a c h a r e m o s 

c 7 ' + c ' 2 + e " 2 + 

= A 2 ( j / 2 + . . . . ) + 2 A {xy + x y ) + 2 A B (yz ) + 2 A C e t c . 

E s t e 2 . " m e m b r o é d * f ó r m i A 2 / n + 2 A n + & ; e t e r á o m e n o r v a l o r 
possivel , c o m o se v e r á no Cálculo differencial q u a n d o se d e r a A um v a -
lor t a l , q u e a d e r i v a d a se j a n u l l a . . . . A / » + n = 0 C o n s i d e r a n d o po i s 
só o f a c t o r c o n s t a n t e e d e s c o n h e c i d o A , t e r e m o s 

+ xV . . . + A (y*+yn . . . ) +B (yz + yz'. . . ) + C ( y < . . e t c = . . ) 0 
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Deicse pois multiplicar cada uma das equações de condição (1) pelo 
factor y de A, e egualar a somma a zero. P r a c t i c a n d o o m e s m o a r e s p e i t o 
d e I J , C o b t e m - s e t a n t a s e q u a ç õ e s s i m i l h a n t e s q u a n t a s são a s 
c o r t a n t e s i m o f j n i t n s ; e c o m o e s t a s e q u a ç õ e s são d o I . ° g r á o , a e l i m i n a ç ã o 
n ã o o f f « r e c e d i f f i c u l d a d e . 

P o r e \ . , s a b e - s e pela S l e c h a n i c a q u e d e b a i x o d a l a t i t u d e y , o c o m -
p r i m e n t o x d o p ê n d u l o s i m p l e s d e s e g u n d o s s e x a g e s i m a e s t e m por e x p r e s -
são x — A + B s e n 2 y , s endo A e B n ú m e r o s i nva r i ave i s , q u e se t r a c t a 
d e d e t e r m i n a r . B a s t a r i a m e d i r c o m c u i d a d o o s c o m p r i m e n t o s x d e b a i x o 
de do i s l a t i t u d e s d i f f e r e n t e s y , p a r a o b t e r d u a s e q u a ç õ e s de c o n d i ç ã o 
p r ó p r i a s pa ra d a r e m A e B . 

P o r é m a p r e c i s ã o s e t o r n a r á m a i o r , s e , c o m o f i z e r a m M M . M a t h i e u 
e B i o t , se m e d i r x d e b a i x o de seis l a t i t u d e s d i f l e r e n t e s , e se t r a c t a r e m 
pelo m e t h o d o p r e c e d e n l e a s se is e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o . A s q u a n t i d a d e s 
A - J - B s en 2 ? / — x , ava l i adas em m e t r o s , d ã o e s t e s seis e r r o s : 

A + B . 0 , 3 9 0 3 5 1 7 — 0 9 9 2 9 7 5 0 , A + B . 0 , 4 9 3 2 3 7 0 — 0 , 9 9 3 5 7 5 0 

A - I - B . 0 , 4 9 7 2 1 2 2 — 0 9 9 3 5 6 2 0 , A + B . 0 , 5 1 3 6 1 1 7 — 0 , 9 9 3 5 9 6 7 

A + B . 0 , 5 6 6 7 7 2 1 - 0 , 9 9 3 3 7 8 \ , A + B . 0 , 6 0 5 5 6 2 S — 0 , 9 9 5 0 9 3 2 . 

C o m o o coe f f i c i en te de A é 1 , a e q u a ç ã o , q u e lhe diz r e s p e i t o , é f o r m a d a 
d a s o m m a dos sei* e r r o s . E m q u a n t o a B , m u l t i p l i c n r - s e - h a cada t r i n o -
ni io pe lo f a c t o r q u e a í fec ta B , e s o m m a r - s e - h ã o o s p r o d u c t o s : logo 

6A + B 3 , 0 6 5 7 3 7 3 — 5 . 9 6 1 4 7 9 3 = 0 , 
m 

A . 3 . 0 6 5 7 3 7 5 + B . 1 , 3 9 3 3 8 9 5 — 3 , 0 6 1 9 7 7 = 0 . 

E l i m i n a n d o t e r e m o s A e B ; f i n a l m e n t e , act>.ar-se-h.i 

x = 0 , 9 9 0 3 7 5 5 + B s e n 2
y , bg B = 3 , 7 2 3 8 5 0 ! ) , B = 0 , 0 0 3 2 9 5 1 8 1 6 . 
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C o n s u l l e - s e Conn. des Temps de 1 8 1 6 , o n d e M. IVIathieu d i s c u t e por 
e . t e m e t h o d o a s o b s e r v a ç õ e s d o p ê n d u l o f e i t a s pe los H e s p a n h o e s e m d i f f e -
r e n t e s l a t i t u d e s . 

C o n s u l t e - s e t a m b é m Astronomie pratique e Géodésie de F r a n c o e u r , 
o n d e es ta m a t é r i a v e m t r a c t a d a com a m a i o r m i u d e z a . 
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G E O M E T R I A A I A L 1 T I C A 

I X O E S P A Ç O . 

I . TRIGONOMETRIA ESPUER1CA. 

Noções fundamenla.es. 

1 C 6 . S E t r e s planos M O N . N O P 1 M O P ( f ig . 2 5 ) , passando 
pe lo c e n t r o d e u m a e s p h e r a , d e t e r m i n a r e m u m angulo t r i e d r o O , d a sua 
in te r secção c o m a super f íc ie da e s p h e r a r e s u l t a r ã o c í rculos m á x i m o s , cu jos 
a rcos C A , C B , AB f o r m a r ã o sob re ella um triangulo espherico A B C . Os 
ângulos planos do t r i e d r o O t e r ã o por m e d i d a r e spec t i va os lados ou a rcos 
d e s t e t r i a n g u l o , is to é , N O P a AB , M O N a AC , M O P a B C . O angu lo 
C do t r i angu lo t e m por m e d i d a o a n g u l o q u e no ponto C f ó r m a m as d u a s 
t a n g e n t e s aos a rcos cont íguos AC e B C ; e a inc l inação d ' e s t a s t a n g e n t e s , 
s i t u a d a s nos planos d ' e s t e s a r c o s , 6 t a m b é m a m e d i d a do a n g u l o d i e d r o 
f o r m a d o por e s t e s m e s m o s p l a n o s , isto é , d a inc l inação d a f ace N O M 
sobre P O M . P o r consegu in te , os angulou planos do triedro O são m e d i -
d o s p e l o s l a d o s do triangulo espherico A B C , e as inclinações das faces são 
os ângulos do triangulo. 

O s p r o b l e m a s e m que s e p e d e m a s p a r t e s d e s c o n h e c i d a s d e u m t r i -
angulo e sphe r i co por m e i o das q u e são d a d a s , são e x a c t a m e n t e os m e s m o s 
q u e se a p p r e s e n t a m , q u a n d o , conhec idos a lguns e l e m e n t o s de um t r i e d r o , 
se p e d e m os o u t r o s . A o s triângulos csphericos lia seis elementos a considerar, 
os Ires ângulos A, B, C, e os tres lados oppostos a , b, c ; ou, p o r o u t r a s 
p a l a v r a s , os tres ângulos planos a, b. c, e os ires ângulos diedros oppostos 
A, B, C ,do triedro de que se Irada. 

4 0 
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A Trigonometria espherica tem por objecto o conhecimento de todas 
as seis parles dc um triangulo espherico, sendo dadas as que bastam para 
determinar as outras. 

Pos to isto , se de um ponto O d i r i g i r m o s ra ios v isuaes pa ra t r e s 
pon tos d i s t a n t e s M , N 3 P , s i t uados n o e s p a ç o , p a r a t r e s e s t r e l l a s por ex . ° , 
e s t a s l i nhas s e r ã o as a r e s t a s de um t r i e d r o O , cu jos e l e m e n t o s c o n s t i t u -
in tes s e r ã o o s m e s m o s d o t r i a n g u l o e s p h e r i c o A B C , f o r m a d o pelos a r cos 
dos c i rcu los m á x i m o s q u e u n e m o s pon te s e m q u e es tas a r e s t a s vão a t r a -
vessa r a s u p e r l i c i e de u m a e s p h e r a de r a io a r b i t r á r i o , c u j o c e n t r o O se 
SiippOe o ponto de p a r t i d a dos r a io s v i suaes . 

! V e s t e s p r inc íp ios d e d u z e i n - s e o s t h e o r e m a s s e g u i n t e s : 

1 .° C o m o q u a l q u e r a n g u l o p lano de um t r i e d r o ó s e m p r e m e n o r 
q u e d o u s r e c t o s , será sempre cada um dos lados do triangulo espherico 
< J 80 . ° Qualquer angulo será lambem sempre menor que dous rectos. 

Se no processo dos cá lcu los e n c o n t r a r m o s um a n g u l o , ou um l a d o 
d c u m t r i a n g u l o , q u e t enha por valor u m a r c o > l 8 0 ° , d e v e m o s r e g e i t a r essa 
s o l u ç ã o , ou e n t ã o s u b s t i t u i r o s u p p l e m e n t o do m e s m o a n g u l o ou a r c o : e 
os c o s . , s e n . , t a n g . , e t c . , nunca p o d e i ã o p e r t e n c e r a um a r c o m a i o r q u e 
a s e m i c i r c u m f e r e n c i a . 

2 . ° C o m o a s o m m a dos ângu los p lanos de q u s l q u e r a n g u l o p o l y e d r o 
é s e m p r e < 3 6 0 . ° ( G e o m . n . ° 1 2 7 ) , será a somma dos Ires lados de um 
triangulo espherico sempre < 3 6 0 ' . 

3 . ° Dous triângulos esphericos serão eguaes', quando os ires ângu-
los , ou os tres lados, ou dous lados e o angulo comprehendido , ou dous 
ângulos e o lado adjacente, forem respectivamente eguaes cada um a cada 
um. T a n t o es tes t h e o r e m a s , c o m o os dous s egu in t e* , d e m o r i s t r a m - s e do 
m e s m o m o d o q u e o s c o r r e s p o n d e n t e s nos t r i â n g u l o s r e c t i l í n e o s . 

4 . ° O arco abaixado perpendicularmente do vertice de um trian-
gulo espherico isosceles sòbre a sua base, divide ao meio esta base, e o 
angulo do vertice ; os ângulos eguaes ficam oppostos aos lados eguaes, e 
reciprocamente. 

5 . ° Nos triângulos esphericos o maior angulo fica sempre opposlo ao 
maior lado , o médio ao médio, e o menor ao menor. 

6 . ° Qualquer lado è sempre menor que a somma dos outros dous , 
e maior que a sua differença: p o r q u e a s o m m a de dons ângu los planos de um 
t r i a n g u l o t r i e d r o e x c e d e s e m p r e o t e r c e i r o , e por c o n s e g u i n t e a < 6 + c , e 
6 < a + c , ou a>b—c. C o n s e g u i n t e m e n t e , a semisomma doslres lados deum 
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triangulo excede sempre um lado qualquer: por que de 6 + c > a l i ra -se 
b+c+a 

b+c+a>2a , o u — - — > a . 

1 6 7 . Se de um ponto O ( f i g . 2 6 ) tomado dentro do angulo triedro 
S , abaixarmos a s perpendiculares O P 1 O Q , O R , sobre a s faces A S B , 
A S G , B S C 1 estai perpendiculares determinarão um novo angulo triedro , 
cujos ângulos planos serão supplementos dos ângulos diedros do angulo solido 
S, e cujos ângulos diedros serão supplementos dos ângulos planos do mesma 
angulo solido. 

C o m e f f e i t o : 
t . ° O s ângulos planos d o novo angu lo t r i e d r o P O Q 1 P O R , Q O R , 

fo i rnados pelas p e r p e n d i c u l a r e s O P , O Q , O R , s ão s u p p l e m e n t o s dos 
ângulos d i ed ros f o r m i d o i s e g u n d o a s r e c U s S V . , S i i , S C : por q u a n t o 
sendo a face P O Q p e r p e n d i c u l a r ás faces A S B 1 A S C do t r i e d r o S ( G e o m . 
n.° 1 1 9 ) , t a m b é m o se rá á intersecç.Sa d ' e l l a s ( G e o m . n.° 1 2 0 ) , ou à 
a res ta SA ; e d e t e r . n i n i r á , p e l i sua i n t e r s e c ç ã o c o m as d u a s faces , o a n g u l o 
r ec t i l í neoq ie se rve de m e d i d a ao angu lo d i e d r o f o r m a d o seg; indo AS (Geom. 
n.° 1 1 8 , 4 . ° ) . D ' e s t a i n t e r secção resul ta u m q u a d r i l á t e r o com dous â n g u -
los rectos em P e Q; e por consegu in t e o a n g u l o P O Q se rá s u p p l e m e n t o 
do angu lo d i e d r o s e g u n d o A S . O m ^ s m o se d e m o n s t r a a r e s p e i t o dos 
ou t ros ângu los planos Q O R , P O R . 

2 . ° Pe la m a s m a r a z ã o , c o m o j á f i c a d e m o n s t r a d o q u e a s a r e s t a s 
S A , S B , S C são p e r p e n d i c u l a r e s á s faces d o angu lo sol ido O , c o n c l u i r e -
m o s : que os ângulos planos de S são s u p p l e m e n t o s dos ângu los d i ed ros de 
O, ou , r e c i p r o c a m e n t e , q u e os ângu los d i e d r o s de O são os s u p p l e -
m e n t o s dos ângu los p lanos de S . 

Po r causa d ' e s t a s p r o p r i e d a d e s , o s ângu los t r i e d r o s S e O d i z e m - s e 
supplementares. E s t e s t r i e d r o s d e t e r m i n a m dous t r i â n g u l o s e s p h e r i c o s t a e s , 
q u e os ângu los de um são s u p p l e m e n t o s dos lados do o u t r o , e r e c i p r o c a -
m e n t e . L o g o : d a d o u m t r i a n g u l o e sphe r i co A B C com o s ângu los A , B , C , 
e lados a, b , c , é s e m p r e possivel c o n s t r u i r o u t r o A ' B ' C ' , cu jos â n g u -
los A ' , B ' , C ' , e lados a\ b1, c', t e n h a m c o m os do p r i m e i r o as r e l ações 
s e g u i n t e s : 

a ' = 1 8 0 3 — A , 6 ' = 1 8 0 o — B , c ' = 1 8 0 ° — C ( 1 ) , 

A ' = 1 8 0 — a , B ' = 1 8 0 — ò , C ' = 1 8 0 — e ( 2 ) 

-
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O t r i a n g u l o ass im c o n s t r u i d o c h a m a - s e polar ou supplementar do l . ° 
S o m r a a n d o a s t r e s e q u a ç õ e s ( 1 ) t e m o s 

A + B + C = 6 r ec to s — ( a ' + b'+ c); 

e c o m o já se viu q u e a' + + c' < 4 r ec tos (n.° 1 6 6 , 2 . ° ) , vê - se q u e 
A + B + C> 2 r ec tos . M a s por ou t r a p a r t e , c o m o q u a l q u e r dos ângulos 
e sphe r i cos é s e m p r e <2 r ec to s , t e m o s A + B + C < 6 rec tos . L o g o , a somma 
dos ângulos de qualquer triangulo espherico fica sempre compreliendida 
entre dous e seis ângulos rectos. 

As equações ( 1 ) e ( 2 ) s9o de m u i t a u t i l i d a d e , po rque r e d u z e m a 
t r e s os seis p r o b l e m a s da t r i g o n o m e t r i a e sphe r i ca , q u e cons i s tem em a c h a r 
t r e s dos seis e l e m e n t o s d e u m t r i a n g u l o , conhec idos o s ou t ros t r es . S e , 
por ex . ° , s o u b e r m o s a c h a r os t r e s ângulos A , B , C, por m e i o dos t r e s 
lados conhec idos a , b , c , podemos r e c i p r o c a m e n t e , dados o s t r e s ângu los 
A , B , C , a c h a r u m lado a , s u b s t i t u i n d o a o t r i a n g u l o o seu s u p p l e m e n -
t a r A ' B ' C , cujos lados s3o conhec idos pelas equações ( 1 ) ; e t endo a c h a d o 
u m dos ângulos A ' , a e q u a ç ã o ( 2 ) d a r á o lado proposto a = 1 8 0 ° — A ' . 
D e m a n e i r a , q u e s a b e n d o resolver u m t r i a n g u l o n o caso d e s e r e m dados 
os t r e s l a d o s , fica t a m b é m resolvido para o caso de s e r e m conhec idos os 
t r e s â n g u l o s ; e ass im nos ou t ros casos. A d i a n t e se verá isto mais e x p l i -
c i t a m e n t e . 

1 6 8 . Se o t r i e d r o O (fig. 2 7 ) for co r t ado por um plano pmn p e r -
p e n d i c u l a r a u m a a r e s t a OA , em um ponto m tal q u e seja Om = 1 , t e r e m o s 

mn = t ang c, On = sec c , mp •= t ang b, Op = sec b. 

Mas pela p r o p r i e d a d e dos t r i â n g u l o s rec t i l ineos ( G e o m . anal. n.° 2 0 1 ) é 

n p 2 = m n 2 + p m 2 — 2 mn. pm . c o s A , 

n p 2 = n 0 2 + p 0 2 — 2 n O . p O . cos a . 

S u b t r a h i n d o a 1 . " d a 2 . ' , t e m o s , e m v i r tude d e s e r e m o s t r i ângu los n m O , 
p m O , r e c t â n g u l o s e m m , e d e se r O m = 1 , 
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0 = 1 + 1 — 2 sec c. s ec b. cos a + 2 t a n g c. t a n g b. cos A, 

e, s u b s t i t u i n d o — peia s e c . , e — pe la t a n g . , 
cos cos 

cos a s en c . sen 6 . cos A 
0 = 1 - + - 7 • 

COS C . cos o cos C . cos O 

IVaqu i se d e d u z a equação fundamental 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A ( 3 ) 

P a r a os angulo9 b e c o b t e r e m o s , peio m e s m o t h e o r , f ó r m u l a s s i m i l b a n -
t e s , e r e u n i n d o - a s todas t r e s , t e r e m o s 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A , 

cos b = cos a cos c + sen a s en c cos B , 

cos c = cos a cos b + sen a sen b cos C . 

E s t a s e q u a ç õ e s , c a d a u m a das q u a e s e x p r i m e u m a r e l a ç ã o entre os tres 
lados e um angulo, e n c e r r a m i m p l i c i t a m e n t e toda a T r i g o n o m e t r i a e s p h e -
r i c a , vis to q u e por e l l a s , s e n d o d a d a s t r e s d a s se is p a r t e s q u e e n t r a m n o 
t r i a n g u l o e s p h e r i c o , s e p o d e m ca l cu l a r a s t r e s r e s t a n t e s . C o m o p o r é m seja 
c o n v e n i e n t e , nos d ive r sos c a s o s , t e r f ó r m u l a s q u e d ê e m i m m e d i a t a m e n t e 
a i ncógn i t a da q u e s t ã o , po r isso p a s s á m o s a d e d u z i r e s t a s d a s f ó r m u l a s 
p r e c e d e n t e s , c o m b i n a n d o - a s c o n v e n i e n t e m e n t e . ( N o t a 5 . ° ) 

i .° T e m o s 

cos a — c o s 6 cos c 
cos A , 

s e n b sen c 
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logo 

— cos b cos c i i « 2 1 4 / c o s a • 1 — co» A = sen A = I — ( 
\ sei sen b sen c 

r e d u z i n d o o 2 . " m e m b r o ao m e s m o d e n o m i n a d o r , e s u b s t i t u i n d o depo i s 
s en 2 por 1 — c o s 2 n o n u m e r a d o r , vem 

1 — cos2 b — cos 2 c— cos 2 a + 2 cos a . cos b . cos c 
sen 2 A — • 

seu o • sen e 

E x t r a h i n d o a ra iz q u a d r a d a , e d i v i d i n d o a m b o s os m e m b r o s por sen a , o 
2 . ° m e m b r o t o r n a - s e n ' u m a expressão symetrica r e l a t i v a m e n t e a a, b, c, 
i s to ó , n ' u m a e x p r e s s ã o t a l , q u e p e r m a n e c e a m e s m a q u a n d o q u a e s q u e r 
d ' e s t a s l e t r a s s e m u d a m r e c i p r o c a m e n t e u m a s nas o u t r a s . D e s i g n a n d o es ta 

sen A 
e x p r e s s ã o por 1\1, t e m o s = M. M u d a n d o n e s t a e q u a ç ã o A e a em 

seu a 
B e 6, e em C e c , c o m o M p e r s i s t e c o n s t a n t e , d e d u z - s e 

sen A sen B sen C 
sen a s eu 6 sen c 

2 . ° A p p l i c a n d o á e q u a ç ã o ( 3 ) a p r o p r i e d a d e do t r i a n g u l o s u p p l e -
m e n l a r ( e q u a ç õ e s 1 e 2 ) , isto 6 , m u d a n d o a em 1 8 0 ° — A, e A em 
1 8 0 ' — o , e t c . t e r e m o s 

cos A = — cos B cos C + sen B sen C cos a ( i ) . 

E r e u n i n d o es ta c o m as d u a s q u e se o b t é m s i m i l h a n t e m e n t e , t e r e m o s 

cos A = — cos B cos C + sen B sen C cos a , i 

cos B = — cos A cos C + s« n A sen C cos b, > ( I I I ) 

cos C = — cos A cos B -f sen A sen B cos c. 1 

( I I . ) 
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3 . ° A f im de e l i m i n a r b da e q u a ç á o ( 3 ) , s u b s t i t u a - s e po r cos b o 
sen B sen a 

seu valor ( 1 ) , e por sen O ; e v i rá 
sen A 

cos a = cos a cos 2 c + sen a sen c cos c cos B+ 
sen a . sen c . sen B . cos A 

sen A 

p o r é m cos 2 c= 1 — s e n 2 c : logo , d i v i d i n d o t u d o po r sen a sen c , s e rá 

sen c co t a = cos c cos B + sen B cot A (5). 

E s t a e q u a ç S o dá uma relação enlre dous lados e dous ângulos , sendo um 
dos ângulos comprehendidò por esses lados , e o oulro opposto a qualquer 
deli es. F a z e n d o todas as c o m b i n a ç õ e s pos s ive i s , d e d u z e m - s e m a i s c inco e q u a -
ções s i m i l l i a n t e s , q u e r e u n i d a s á a n t e c e d e n t e , p o d e m e s c r e v e r - s e 

cos B cos c 

cos A cos b = 

cos C cos a = 

cos B cos a = 

cos A cos c = 

cos C cos b = • 

— sen B co t A + sen c co t a , 

: — sen A cot C + sen b cot c, 

— sen G cot B -f- sen a co t b , 

— sen B cot C + sen a cot c , 

— sen A co t B + sen c co t b , 

— sen C cot A + sen b co t a , 

( I V . l 

Os q u a t r o g r u p o s do f ó r m u l a s ( I ) , ( I I ) , ( I I I ) , ( I V ) , o l f e r e c e m e v i -
d e n t e m e n t e t odas as c o m b i n a ç õ e s q u e é possivel f aze r com Ires quantida-
des conhecidas e uma incógnita, d a s se is q u e f o r m a m os e l e m e n t o s do t r i -
a n g u l o e s p h e r i c o ; e b a s t a r á nas d i f f e r e n t e s q u e s t õ e s e sco lhe r d ' e n t r e a s 
quinze e q u a ç õ e s aque l l a q u e c o n v é m , e t o r n a l - a depo i s p róp r i a pa ra o 
cá lcu lo por l o g a r i l h m o s . O s t r e s p r i m e i r o s t e m o s s e g u i n t e s e n u n c i a d o s , 
fáceis de jeonservar na j l n e m o r i a : 
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( I ) . O coseno de um lado qualquer de um triangulo espherico é egual 
á somma do producto dos cosenos dos outros dous lados, mais o producto 
dos senos de'sses mesmos lados multiplicado pelo coseno do angulo opposto 
ao primeiro lado. 

(II.) Nos triângulos esphericos os senos dos ângulos são proporcionaes 
aos senos dos lados oppostos. 

( I I I . ) Ocoseno de um angulo éegual á somma algébrica do producto 
dos cosenos dos outros dous ângulos, mais o producto dos senos desses 
mesmos ângulos multiplicado pelo coseno do lado opposto ao primeiro an-
gulo; devendo dar-se o signal negativo ao producto cm que entram só ân-
gulos. E s t e e n u n c i a d o , p r e s c i n d i n d o dos s i gnaes , é o m e s m o q u e o d a s f ó r -
m u l a s ( ! ) m u d a n d o lado cm a n g u l o , e a n g u l o eco lado. A p r i m e i r a c o n -
s o a n t e n q u e e n t r a na pa lavra angulo, e q u e ó ao m e s m o t e m p o a in ic ia l 
de negativo , s e r v i l á pa ra r e c o r d a r q u e no 2 . ° m e m b r o se d e v e d a r o si-
gnal negativo ao producto em que entram só ângulos. 

P a r a r e l e r n a m e m o r i a o e n u n c i a d o das f ó r m u l a s ( I V ) , q u e e x p r i -
m e m , c o m o j á d i s s e m o s , a r e l a ç ã o e n t r e dous lados, o angulo compre-
Iiendido e um opposto, e m p r e g a r e m o s o m e i o m n e m o n i c o l e m b r a d o por 
D e l a n s b r e , A s t r . T. I . c a p . X . , Trig. mnem, n . ° 1 9 1 e s e g u i n t e s , e q u e 
cons i s te em c o n s i d e r a r as quatro parles do t r i a n g u l o todas c o i i t i g o a s , s e n d o 
e n t ã o duas d ' e l l a s medias, e duas extremas; a s medias u m l a d o e u m 
a n g u ! o , e as extremas o u t r o l a d o e o u t r o a n g u l o R e f l e c t i n d o e n t ã o nas 
seis f ó r m u l a s , \ ô - s e q u e s e p o d e m t r a d u z i r pela m a n e i r a s e g u i n t e : 

( i V ) . O producto dos cosenos das partes medias é egual á somma dos 
productos do.s .senos das mesmas partes multiplicados pelas contagentes das 
extremas, lado com lado , e angulo com angulo: ; e n d o o p r o d u c t o em 
q u e e n t r a m lados posi t ivo , e o p r o d u c t o ein q u e e r t l r a m ângulos n e g a t i v o . 
P a r a nos r e c o r d a r m o s dos s ignaes f a r e m o s a m e s m a o b s e r v a ç ã o q u e a 
r e s p e i t o d a s f ó r m u l a s ( I I I ) (a) 

(a) Delambre, no lugar c i t a d o , menciona lambera a seguinte transformação 
notável das fórmulas ( Í V ) , que lhe foi sngger ida pela nosso Mestre o S r . Manoel 
Pedro de Mel lo , l .ente nesta Univers idade. Diwdindo por seu B s enc a 1." 
d 'aquel las f ó r m u l a s , acha-se 

rol a cot A 
cot I) cot e = ; 

seu 15 sen c 

e assim das outras- Podem pois cnunciar-se da maneira s egu in t e , simpjes e 
fácil de decorar-se : O producto das cot. das partes medias é egual á somma das 
cot. das extremas divididas pelos senos das medias, lado com anquln e angulo com 
lado; devendo dar-se o signal negativo á cot. em que entra angilo. 
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Triângulos esphericos rectângulos. 

1 6 9 . D e s i g n e m o s o a n g u l o r e c t o p o r A , e a h y p o t h e n u s a p o r a 
(Cg. 2 8 ) ; e p o n d o A = 9 0 ° n a s 1 . " e q u a ç õ e s d e ( ! ) e ( I I ) , n a i . 1 e 2 . " 
d e ( I I I ) , a a l . a e 5 . 1 d e ( I V ) , t e r e m o s 

cos a = cos b cos c (m), 

s e n b = sen a s en B ( n ) , 

cos a = c o t B cot C ( p ) , 

cos B = s e n C cos 6 ( q ) , 

t a n g c = t a n g a c o s B ( r ) , 

c o t B = c o t b s en c ('s). 

E s t a s se is e q u a ç õ e s , a c c o m m o d a d a s a o [ca lculo l o g a r i t h m i c o , b a s t a m p a r a 
r e s o l v e r em q u a l q u e r t r i a n g u l o r e c t â n g u l o o p r o b l e m a s e g u i n t e : Dados 
dous dos cinco elementos a , b , c , B e C, achar os outros tres. A s s i m a 
q u e s t ã o vero a d e p e n d e r d e u m a e q u a ç ã o e n l r e t r e s e l e m e n t o s , dos q u a e s 
um só é a i n c ó g n i t a . D e s i g n a n d o s e m p r e po r A o a n g u l o r e c t o , b u s c a r e -
m o s a q u e l l a d a s se i s e q u a ç õ e s q u e c o m p r e h e n d e o s t r e s e l e m e n t o s d a q u e s -
t ã o ; s e r á n e c e s s á r i o p o r é m m u d a r a l g u m a s vezes o l o g a r d a s l e t r a s B e 
G na figura. 

A s s i m e n t r a n d o 

a h y p o t h e n u s a 
a 

e dous â n g u l o s B , C , . . e m p r e g u e - s e a e q u a ç ã o . . (p) 
' o ( o p p o s t o 6 ( n ) : 

• • • e o l a d o . 
S ( a d j a c e n t e ( r ) , 

d o u s l ados b , ( m ) , 
um l a d o b do a n g u l o r e c t o e os â n g u l o s B, C {q), 
d o u s l ados ò , c do a n g u l o r e c t o e um a n g u l o B ( s ) , 

4 1 
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O c e l e b r e I n v e n t o r d o s L o g n r i t h m o s , r e d e c t i n d o s o b r e a o r g a n i s a ç ã o das 
f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s , c o n s e g u i u e n c e r r a l - a s e ra d u a s r e g r a s m u i fáce i s d e 
d e c o r a r , e v e m a s e r : 

T d o s senos das p a r t e s Separadas 
o coseno da p a r t e Media = ao p r o d u c t o < 

^ d a s c o t a n g . d a s p a r l e s Conjunctas. 
P a r a se a p p l i c a r e m e s t a s r e g r a s d e v e a d v e r t i r - s e : 

1 . ° Q u e N e p e r não c o n s i d e r a n o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o s e n ã o c inco 
p a r t e s , e x c l u i n d o o a n g u l o r e c t o , q u e não e n t r a e x p l i c i t a m e n t e n a s o l u ç ã o , 
c o m » v i m o s a c i m a . C o n t a n d o d ' e s t a f ó r m a , e e n t r a n d o em q u a l q u e r q u e s -
t ã o s e m p r e t r e s p a r t e s , d u a s dadas, e u m a pedida: 6 fácil de v e r , q u e 
u m a dai» t r e s s e r á e q u i d i s t a n t e d a s o u t r a s d u a s , ou media e n t r e e l l a s , f i -
c a n d o - l h e as o u t r a s d u a s : ou c o n t í g u a s , e tn c u j o caso se c h a m a m con-
junctas; ou e g u a l m e n t e separadas por o u t r a s p a r t e s q u e não e n t r a m na 
q u e s t ã o , visto q u e , ao t o d o , não são s e n ã o c inco . E is to o q u e N e p e r 
e n t e n d e p o r parles medias, partes conjunctas , e partes separadas. A 
p r i m e i r a cousa q u e se d e v e f a z e r , é d i s t i n g u i r na f igu ra q u a e s e l las s ã o , o 
q u e é fáci l . 

2 . ° Q u e e m loga r dos l a d o s , q u e f o r m a m o a n g u l o r e c t o , s e h a - d e 
t o m a r o seu c o m p l e m e n t o , i s to 6, t o m a r d ' e l l e s o s eno , o coseno ou a t a n g e n -
t e , q u a n d o pe la s r e g r a s se houvesse de t o m a r o coseno , o seno ou a c o t a n g e n t e . 

E s t a s r e g r a s t ê m a v a n t a g e m d e s e t o m a r e m f a c i l m e n t e d e m e -
m o r i a pe la sijmetria de linguagem, por a s s im d i z e r , c c m q u e se e x p r i -
m e m e m p o r t u g u e z , c o r r e s p o n d e n d o senos á s p a r t e s separadas e colan-
gentes ás conjunctas. 

1 7 0 . A r e s p e i t o d a s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s f a r e m o s a i n d a a s s e g u i n -
t e s o b s e r v a ç õ e s . 

I . 0 D a e q u a ç ã o ( m ) c o n c l u e - s e q u e o coseno d a hypothenusa é egual 
ao producto dos cosenos dos outros dous lados; e p o r c o n s e g u i n t e , q u e 
u m dos t r e s l ados é < o u > 9 0 ° , c o n f o r m e f o r e m o s o u t r o s d o u s l ados d a 
m e s m a o u d i f f e r e n t e e s p e c i e , i s to é , c o n f o r m e f o r e m c o n j u n c t a m e n t e o u 
< o u > 9 0 . ° , o u c o n f o r m e for u m d ' e l l e s < e o o u t r o > 9 0 . ° ; p o r q u e o s c o -
senos dos a r c o s > 9 0 . ° s ão n e g a t i v o s . 

2 . ° A e q u a ç ã o ( p ) faz ver q u e , se c o m p a r a r m o s a h y p o t h e n u s a com 
o s dous â n g u l o s a d j a c e n t e s B e C 5 u m d ' e s t e s t r e s a r c o s é ^ o u v ^ O O 0 , 
s e g u n d o f o r e m o s o u t r o s dous a r c o s d a m e s m a o u d i í f e r e n t e especie. ' 

3 . ° As e q u a ç õ e s (q ou s) m o s t r a r a q u e q u a l q u e r dos â n g u l o s B e C 
é s e m p r e da m e s m a e s p e c i e q u e o l a d o oppos to . 
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4 . ° V ê - s e t a m b é m pe la e q u a ç ã o ( r ) q u e a h y p o t h e n u s a e u m d o s 
lados são da m e s m a e s p e c i e , q u a n d o o a n g u l o c o m p r e h e n d i d o é < 90 , 
e de d i f f e r e n t e e s p e c i e q u a n d o e s t e a n g u l o é > 9 0 ° . 

5 . ° F i n a l m e n t e se o l a d o b do a n g u l o r e c t o for = 9 0 ° ; s e r á 
c o s 6 = 0 , e ( pe l a s e q u a ç õ e s (m) e [q)) cos a = 0 , CosB = O : d ' o n d e se 
conc lue q u e n e s t e caso o s lados C A , C B s e r ã o c a d a u m d e 9 0 . ° e p e r p e n -
d i c u l a r e s s ô b r e AB ; o t r i a n g u l o s e r á i sosce les bireclangulo; e C t o m a 
o n o m e de pólo do a r c o AB (f ig . 2 8 ) , em c o n s e q u ê n c i a de f i ca r á d i s t a n -
cia d e 9 0 ° d e todos o s pon tos d ' e s t e a r c o . 

1 7 1 . P o s t o q u e e s t a s f ó r m u l a s r e s o l v e m todos o s casos dos t r i â n -
gu los r e c t â n g u l o s , c u m p r e todavia n o t a r q u e o s va lo r e s das i ncógn i t a s n ã o 
s e o b t e r ã o c o m p r e c i s ã o , q u a n d o o s a r c o s , s e n d o m u i t o p e q u e n o s , v i e r e m 
e x p r e s s o s e m c o s e n o s ; o u q u a n d o , s e n d o viz inhos d e 9 0 ° , f o r e m d a d o s 
po r senos . 

P a r a o b v i a r a e s t e i n c o n v e n i e n t e , r e c o r r e m o s aos a r t i f í c ios s e g u i n t e s . 

J _ _ COS OC 
l . ° T e m o . ( P . I I 1 p a g 1 6 2 ) t a n g * i * = _ _ _ ; 

e p o r i sso , se for p e d i d a a h y p o t h e n u s a a s e n d o c o n h e c i d o s B e C, a e q u a -
ção ( p ) t o r n a - s e e m 

t a n g i a 
1 — c o t B c o t C sen B sen C — cos B cos C 
1 + co t B co t C sen B sen C + cos B cos C ' 

, 2 1 cos ( B + C ) 
t a n g ^ a = i — ! — ; (Q) • 0 2 c o s ( B — C ) - - W ' 

e q u a ç ã o o n d e s e v ê , q u e a somma dos dous ângulos B e C é > 9 0 ° , p o r 
q u e o 2 . ° m e m b r o , q u e t e m o s igna l — , d e v e s e r pos i t i vo . 

2 . " D o m e s m o m o d o , s e p r o c u r a r m o s u m l a d o b d o a n g u l o r e c t o 

c o n h e c i d o s os â n g u l o s B e C, t e m o s pe l a e q u a ç ã o (q) cos b = e f a -
sen C 

z e n d o z = 9 0 ° — B , q u e dá cos B = sen z , e cos b = ; t e r e m o s 
sen C 

( p e l a e q u a ç ã o c i t a d a e p e l o n . ° 2 0 6 P . I I . ) 
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t a n g 2 i b =sen C — sen z __ t a n g | ( C — z ) 
8 1 s e n C + s e n z t a n g f ( C + z ) ' 

t a n g i 6 = K ( t a n g [ i (B — C) + 4 5 o ] t a n g [ i (B + C) — 4 5 o ] ) . . . ( 7 ) 

3 . ° C o n h e c i d a a h y p o t h e n u s a a e um l a d o c , se q u i z e r m o s a c h a r o 
l a d o a d j a c e n t e B 5 t e r e m o s pe la e q u a ç ã o ( r ) 

„. „ 1 — t a n g c c o t a cos c sen a — s e n c cos a 
t a n g | B = - , 

1 + t a n g c co t a cos c sen a + seu c cos a 

t a n g i B O 2 w 

P a r a q u e e s t a e x p r e s s ã o s e n ã o t o r n e i m a g i n a r i a , é n e c e s s á r i o q u e a — c 
e a + c t e n h a m o m e s m o s i g n a l ; po r c o n s e g u i n t e s e n d o a + c> 1 8 0 ° , d e v e 
s e r a h y p o t h e n u s a a<c. L o g o se o t r i a n g u l o t i v e r â n g u l o s o b t u s o s , não s e r á 
a h y p o t h e n u s a o m a i o r lado . É i s to c o m e f f e i t o o q u e se t o r n a e v i d e n t e na 
f i g u r a 3 í . 

r o • , \ , c o s a 

4. A e q u a ç ã o ( m ) dá cos c = , 
c o s b 

logo t a n g 2 i c = t a n g [a + b). t a n g i (a — b) ( 9 ) 

5 . ° F i n a l m e n t e s e f o r p e d i d o u m l a d o b , c o n h e c i d o s o a n g u l o o p -
p o s t o B e a h y p o t h e n u s a a , e m vez d e e m p r e g a r a e q u a ç ã o (n) q u a n d o b 
fo r v i z inho d e 9 0 ° , t o m e - s e 

b = 9 0 ° — 2 z , t a n g x = sen a s e n B; 
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o que redur a equação (n) a cos 2z = tang x, ou 

tang1 z = \ 7 I a n g x = tang. ( 4 5 o - x)s 
° 1 + lang a; 

e por conseguinte 

tang ( i 5 ° — f b) = Ktang (45o— x) (10). 

C a l c u l a - s e o a r c o x po r m e i o da e q u a ç ã o t a n g x = s en a sen B , e 
a ú l t i m a d a r á o valor de b. 

A p p r e s e n t â m o s na t abe l i ã s e g u i n t e os c inco e l e m e n t o s c o n s t i t u i n t e s de 
um t r i a n g u l o e s p h e r i c o r e c t â n g u l o , a f im de pode r s e r v i r de e x e r c i c i o p a r a 
a a p p l i c a ç ã o n u m é r i c a das f ó r m u l a s , t o m a n d o á escolha dous d ' e s t e s e l e -
m e n t o s , e ca l cu lando por m e i o d ' e l l e s os t r e s r e s t a n t e s . 

Triangulo rectângulo de prova. 

ELEMENTOS. 1.0G. SEN. LOG. COSEN. LOG. TANG. 

a = 7 1 ° 2 4 ' 3 0 " 
6 = 1 4 0 . 5 2 . 4 0 
c = l 1 4 . 1 5 . 5 4 
B = I 3 8 . 1 5 . 4 5 
C = 1 0 5 . 5 2 . 3 9 

í . 9 7 0 7 2 3 5 
1 . 8 0 0 0 1 3 4 
1 . 9 5 9 8 3 0 3 
I 8 2 3 2 9 0 9 
1 . 9 8 3 1 0 0 8 

Í . 5 0 3 5 4 7 5 + 
1 . 8 8 9 7 5 0 7 — 
í . 6 1 3 7 9 6 9 — 
T 8 7 2 8 5 6 8 — 
í . 4 3 7 0 8 6 7 — 

0 . 4 7 3 1 7 5 9 + 
Í . 9 1 0 2 6 2 0 — 
0 . 3 4 6 0 3 3 3 — 
1 . 9 5 0 ^ 3 4 1 — 
0 . 5 4 6 0 2 0 1 — 

O s ignal — posto á d i r e i t a de m u i t o s d ' e s t e s I o g a r i t h m o s se rve pa ra 
i nd i ca r q u e o fac tor c o r r e s p o n d e n t e é n e g a t i v o ; e não deve c o n f u n -
d i r - s e c o m os s i gnaes — col locados á e s q u e r d a d o s l o g . , q u e , c o m o é s a -
b i d o , i n d i c a m q u e d e v e m se r s u b t r a h i d o s , c o m o accon tece nas divisões. C o n -
f o r m e for pa r ou i m p a r o n u m e r o dos f ac to r e s nega t ivos de u m a f ó r m u l a , 
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ass i tn o p r o d u c t o t e r á o s igna l + ou — • , c i r c u n s t a n c i a s q u e d e v e h a v e r 
c u i d a d o e m n o t a r ; p o r q u e , por e x . ° , t a n g a d á p a r a a u m a r c o < 9 0 ° , 
q u a n d o es ta t a n g e n t e é posi t iva , e o s u p p l e m e n t o d ' e s t e valor q u a n d o a 
t a n g e n t e é n e g a t i v a . 

Triângulos esphericos obliquangulos. 

1 7 2 . P e r c o r r a m o s t o d o s o s c a s o s q u e p o d e m a p p r e s e n t a r - s e (fig. 2 8 ) . 
I . 0 CASO Dados o s tres lados a , b , c , achar o angulo A ? 

A l . " d a s e q u a ç õ e s ( I ) d á , s u b s t i t u i n d o ne l l a 1 — 2 s e n 2 j A po r 
cos A : 

cos a = cos (b— c) — 2 sen 6 sen c s e n 2 i A ( 1 1 ) . 

ou 2 s e n b s en c s e n 2 ~ A = cos (6 — c) — cos a , 

o u , P . I I . pag . 1 6 4 , (*) 

s e n » i s e n i ( « + Z> — c) sen i (a + c — b) 
s e n b sen c 

E s t a e q u a ç ã o , a c c o m m o d a d a a o c á l c u l o l o g a r i t h m i c o , d á o valor d o 
a n g u l o A . P ô d e t o r n a r - s e m a i s s y m e t r i c a , f a z e n d o 

q u e d a r á 
2 p = a + 6 + c , 

s e n 2 i A = 
sen ( p — b) . sen ( p — c) 

s e n b s en c 
(12). 

(«) Como o l . ° m e m b r o é essenc ia lmente posit ivo, bem como sen 6 e s e n c 
(porque 6 e c são < 180°) , vè-se a necess idade de ser ao mesmo t empo 
c < 6 - i - a , e c > 6 — a , por isso q u e as re lações cont ra r ias são v is ive lmente a b s u r -
d a s ; e recahe-se ass im no theorema 6." do n.° 166 , 
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Se na l . 4 das e q u a ç õ e s (I) s u b s t i t u í s s e m o s 2 c o s 2 • 
d e cos A , a c h a r í a m o s i d e n t i c a m e n t e 

3 2 7 

1 em logar 

C O S 2 U = 
sen p sen (p—a) 

sen 6 sen c 
( 1 3 ) 

F i n a l m e n t e , d iv id indo a 1." d ' e s t a s e q u a ç õ e s pela 2 . % t e m o s 

s e n ( p - b ) ^ ^ 
° s e n p . sen (p — a) 

Q u a l q u e r d ' e s t a s e q u a ç õ e s reso lve a ques t ão . 
2 . ° CASO. Dados os tres ângulos A, B, C, achar o lado A? 

D a p r o p r i e d a d e d o t r i a n g u l o s u p p l e m e n t a r ( p a g . 3 1 5 . ) a p p l i c a d a á s 
equações p r e c e d e n t e s , pela s u b s t i t u i ç ã o dos va lo res ( 1 ) e ( 2 ) , e f azendo 

resu l ta 

2 P = A + B + C , 

cos P cos í P — A ) 
a = — i , 

sen B sen C 

, , _ cos ( P - B ) C Q g ( P - C ) 
COS JU — — — — — — , 

sen B . s e n C 

, . cos P cos ( P — A ) 
t a n g 2 \ a == — — v ' 

cos ( P — B ) cos ( P — C ) 

3 . ° CASO. Dados dous lados a e b, e o angulo comprehendido C , 

achar o terceiro lado? 
P ô d e l a n ç a r - s e m ã o d a ú l t i m a das e q u a ç õ e s ( I ) d e b a i x o d a f ó r m a 

s e g u i n t e 

cos c = cos a cos b (1 -f tang a tan 6 cos C.) 
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O u e n t ã o , f a z e n d o n a m e s m a e q u a ç S o , 

cos C = 2 c o s 1 j -C — i , cos c = 1 — 2 sen c , 
vem 

1 — 2 s e n 2 i c = cos (a + b) + 2 sen a sen b cos j C 
= 1 — 2 s e n 2 i (a + b) + 2 sen a s e n b c o s 2 | C. 

T o m a n d o um a r c o v t a l , q u e dê sen v = C o s ^ C ^ s e n a s en b , t e r e m o s 

s e n 2 i c = s e n 2 - (a + b) — s e n 2 v, 

o u , P a r t . I I , n . ° 2 0 7 , 

s e n 2 i c = s en \ (a + b + 2 o ) sen i (a + ô — 2 » ) , 

e q u a ç ã o m a i s a c c o m m o d a d a ao ca l cu lo l o g a r i t h m i c o , e da qua l se d e d u z e m 
f a c i l m e n t e , po r s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s , a s c o r r e s p o n d e n t e s nos o u t r o s l ados . 

4 . ° C A S O . Dados dous ângulos A E B , e o lado adjacente c, achar 
o terceiro angulo C? 

A 3 . " d a s e q u a ç õ e s ( I I I ) dá 

cos C = cos A cos B ( t a n g A t a n g B cos c — 1) . 

P o d e m o s t a m b é m s u b s t i t u i r o s va lo r e s ( 1 ) e ( 2 ) n a s f ó r m u l a s p r e c e d e n -
t e s , e t e r e m o s 

s e n v — s e n - j c ^ s e n A s e n B , 

cos 2 i C = sen { ( A + B + 2 » ) sen { (A + B — 2v). 

5 . ° C A S O . Conhecidas tres das quatro partes, dous lados e os ângu-
los oppostos, achar a quarta ? 
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D e v e e m p r e g a r - s e a regra dos quatro senos, e q u a ç õ e s ( I I ) . 
1 7 3 . E x c e p t o o caso d e s e r e m c o n h e c i d o s o s t r e s l ados o u o s t r e s 

â n g u l o s d e u m t r i a n g u l o , t odo o p r o b l e m a d e t r i g o n o m e t r i a e s p h e r i c a c o r n -
p r e h e n d e n o n u m e r o d a s p a r t e s d a d a s u m a n g u l o e u m l a d o a d j a c e n t e , 
a l é m d e u m t e r c e i r o e l e m e n t o : n o q u e v a m o s e x p o r , d e s i g n a r e m o s s e m -
p r e e s t e a n g u l o por A , e o l ado por 6. 

A b a i x e - s e d e u m dos â n g u l o s C ( f ig . 2 9 ) u m a r c o C D p e r p e n d i c u l a r 
s ô b r e o l ado c. E s t e lado ficará c o r t a d o em dous s e g m e n t o s o e 9 ' , e o 
a n g u l o C em dous â n g u l o s 6 e 6' , i s to é , 

c = ç + D = Ô + &'. 

C u m p r e p o r é m a d v e r t i r : que uma d'estas partes s e r á negativa nas diffe-
rentes equações, se o arco perpendicidar cair fora do triangulo , o que se 
dá quando um dos ângulos A da base é agudo e o outro B é obtuso: e que 
serão todas as parles positivas, quando o arco cair dentro do triangulo, 
isto é, quando os dous ângulos dados forem da mesma especie. 

" C o m e f fe i to , se nos d o u s t r i â n g u l o s A C D , B C D , t i r a r m o s os v a l o -
r e s d o a r c o p e r p e n d i c u l a r C D , po r m e i o d a e q u a ç S o ( s ) , a c h a r e m o s 

t a n g CD = t a n g A sen ? = t a n g B s e n 9. 

S e n d o A e B da m e s m a e s p e c i e , as suas t a n g e n t e s l e r ã o o m e s m o s i g n a l , 
e po r c o n s e g u i n t e sen ç e sen <p' e s t a r ã o no m e s m o caso . Se A e B f o -
r e m p o r é m de e s p e c i e d i l f e r e n í e , sen <p e sen o ' d e v e m t e r s i g n a e s c o n -
t r á r i o s ; e n t ã o o a r c o p e r p e n d i c u l a r C D ca i r á fó ra d o t r i a n g u l o , e s ó -
m e n t e um dos s e g m e n t o s 9 e ç ' s e r á n e g a t i v o . 

1 7 4 . V ê - s e n a f i g . 2 9 q u e o t r i a n g u l o A B C s e d e c o m p õ e e m 
d o u s A C D 1 B C D q u e p o d e m o s r e s o l v e r s e p a r a d a m e n t e , a c h a n d o a s s i m o s 
e l e m e n t o s d e s c o n h e c i d o s po r m e i o dos q u e s ão d a d o s . E s t e p rocesso I e v a -
nos a e q u a ç õ e s s i m p l e s , á s q u a e s f a c i l m e n t e se a p p l i c a o ca l cu lo po r I o g a -
r i t h m o s , c o m o pas sámos a m o s t r a r . 

R e s o l v e m - s e p r i m e i r o o s t r i â n g u l o s A C D , B C D , p a r a d ' e l l e s d e d u -
z i r u m a d a s p a r t e s ç ou 9 , do l a d o c ou do a n g u l o C , s u p p o n d o c o n h e c i d o s 
o a n g u l o A eo l ado a d j a c e n t e b . A p p l i c a n d o as e q u a ç õ e s ( r e p ) , d e d u z e m - s e 
a s e q u a ç õ e s ( a e a 1 ) . A p p l i c a n d o d e p o i s e m c a d a u m d ' e s t e s t r i â n g u l o s 
as e q u a ç õ e s ( m , q, s , r) , e e l i m i n a n d o o a r c o p e r p e n d i c u l a r CD em c a d a 
s y s t e m a de d u a s a n a l o g a s , o b t e m - s e a s e q u a ç õ e s ( c , c ' , d , d'). 

4 2 
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T o n g 9 = t a n g b cos A . . . , (a); 

c = ? + ? ' ( b ) i 

cos a cos 9 ' 

cos b cos 9 

t a n g A sen 9 ' „ 
r r = — ( « ) ; 

t a n g 11 sen 9 

s en A sen B 

s e n a s e u 6 

co t 0 = cos 6 t a n g A . . . . . . ( a ' ) 

C = O + 0 ' (6 ' ) 

cos A sen 8 , 
77= r; (c) cos U s e u 9 

' a n g a _ cos 8 
t a n g b cos •/ 

s e n C 
: ( 0 sen c 

P a s s á m o s a ve r os c a s o s q u e p o d e m a p p r e s e n t a r - s e , e a m a n e i r a de os 
r e s o l v e r p o r m e i o d ' e s t a s e q u a ç õ e s . 

Além das parles dadas A e b , ha m a i s um 3 . ° e l e m e n t o . 

1 . ° Se f o r c o n h e c i d o c ( d o u s lados b e c , e o angulo comprehen-
dido A) a e q u a ç ã o (a) dá 9 ; (b ) dá 9', p o d e n d o e s t e s a r c o s t e r o s igna i 
n e g a t i v o ; (c) d á a ; ( f í ) d á B ; e f i n a l m e n t e (¢) d á C , c u j a e s p e c i e s e d e t e r -
m i n a r á pe lo q u e f i c a d i t o n o n . ° 1 7 3 . 

2 . ° Se f o r c o n h e c i d o C (dous ângulos A e C e o angulo adjacente b) 
a e q u a ç ã o ( a ' ) d á Ô ; (b1) d á 0 ' , q u e p ô d e s e r n e g a t i v o ; ( c ' ) d á B ; ( d ' j 
dá a ; (e) dá c, c u j a e s p e c i e é c o n h e c i d a . 

3 . ° Se f o r c o n h e c i d o a (dous lados a e b , e o angulo opposto A) 
a e q u a ç ã o ( a ) dá 9 ; (c) dá 9' ; (b ) dá c ; (d e e) d ã o B e C. Ou e n t ã o (o ' ) 
d á y ; ( d ' ) d á 8' ; (&') d á C ; (c e e) d ã o B e c. 

N ' e s t e c a s o o p r o b l e m a o f f e r e c e g e r a l m e n t e d u a s s o l u ç õ e s ; p o r q u e 
s e c a l c u l a r m o s 9 ' ou 8 ' p o r m e i o do c o s e n o , o a r c o a p p a r e c e c o m os d o u s 
s i g n a e s ± ; c e C t e m p o r c o n s e g u i n t e d o u s v a l o r e s , e x c e p t o s e t i v e r m o s 
de r e j e i t a r a l g u m , c o m o n e g a t i v o o u > 1 8 0 . ° As e q u a ç õ e s ( c ' ed ) d ã o 9 ' e 0 ' 
p o r m e i o d o s s e u s s e n o 3 , d ' o n d e r e s u l t a m d o u s v a l o r e s p a r a C e c . 

4 . ° Se f o r c o n h e c i d o B ( d o u s ângulos A e B , e o lado opposto b) 
a e q u a ç ã o (a1) dá 0 ; ( c ' ) dá </; ( b ' ) dá C; (d'e e) dã o a e c . Ou e n t ã o 
( a ) d á 9 ; (d) d á 9 ' ; ( b ) d á c; (c e ¢) d ã o a e c . 
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T a r a b e m n e s t e caso ha d u a s s o l u ç õ e s , p o r q u e 9 ' e ô ' s e n d o d a d o s 
em s e n o s , o a r c o t e m dous va lo res s u p p l e m e n t a r e s ; e p o r t a n t o c na e q u a -
ç ã o ( 6 ) , e a na equaçSo ( d ' ) , a p p a r e c e m c o m d o u s v a l o r e s : o m e s m o 
a c o n t e c e c o m a e C nas e q u a ç õ e s (c e b') ; e t c . 

O s q u a t r o casos q u e a n a l y s à m o s , r e s o l v e m - s e , c o m o a c a b a m o s d e v e r , 
p o r q u a l q u e r dos dous s y s t e m a s d a s o i t o e q u a ç õ e s , u m f o r m a d o d a s e q u a -
ç õ e s s e m a c c e n t o , e o u t r o d a s a c c e n t u a d a s . S e n d o c o m m u m a a m b o s a 
e q u a ç S o (e) («). 

1 7 5 . LVestas e q u a ç õ e s d e d u z e m - s e a s s e g u i n t e s c o n s e q u ê n c i a s i m -
p o r t a n t e s (fig. 2 9 ) . 

1 . ° A e q u a ç ã o (c) dá 

cos b — cos a cos 9 — cos ç ' 
cos b + cos a cos <p + cos <p' ' 

e em v i r t u d e d a s e q u a ç õ e s de pag . 1 6 5 , ParL 2 . " , e po r se r 0 = 9 + 9 ' , 
t e m o s 

t a n g - : ( ? ' — ?) = t a n g i ( a + ò) t a n g \ (a — b) cot i c ( 1 5 ) 

Conhecidos a ires lados a , b , c de ura t r i a n g u l o , p o d e m o s p o r m e i o 
d ' e s t a e q u a ç ã o c o n h e c e r a s e m i d i f f e r e n ç a dos s e g m e n t o s 9 e 9', e c o n s e -
g u i n t e m e n t e os m e s m o s s e g m e n t o s , po r s e r j c a sua s e m i s o m m a : e 

(•) Querendo resolver um t r iangulo e s p h e r i c o , conhecidos dous lados e um 
a n g u l o , ou dous ângulos e um l a d o , abaixa-se de um dos ver t ices um arco 
perpendicu la r sôbre o lado opposto , a fim de formar dous t r iângulos rect ângu-
l o s , um dos q u a e s , a lém do angulo r e c t o , tenha duas par tes c o n h e c i d a s - Está 
c l a r o , q u e este arco não deve part ir do angulo dado no l . ° caso , nem ca i r no 
lado conhecido no 2 ." Rcsolva-se este t r iangulo rectângulo , e ca lcu lem-se os 
dous segmentos da base ç e o , ou os das ângulos do vér t ice s e 81. As equa-
ções ( c ) , ( c ' j , (d) , (d1) podem enunciar-se da maneira seguin te . 

t . ° Os cos dos dous lados do angulo , d ' o n d e par te o arco p e r p e n d i c u l a r , 
estão entre si como os cos dos segmentos respectivos da base ; as cot. d 'es tes 
lados estão como as cot. respectivas dos segmentos do angulo no ver t ice . 

2 .° As cot. dos dous ângulos na base estão como os senos respectivos dos 
segmentos da b a s e ; os cos d ' e s tes ângulos estão como os senos dos s egmen-
tos respectivos do angulo no ver t ice . 
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d e p o i s r e s o l v e n d o o s t r i â n g u l o s r e c t â n g u l o s A C D , B C D , o b t e m - s e o s â n -
g u l o s A e B , pe la f ó r m u l a 

cos A = t a n g o co t b, cos B = t a n g 9' c o t . a ( 1 6 ) 

2 . ° A e q u a ç ã o (d) dá do m e s m o m o d o [ v e j a - s e Pari.2." n . ° 2 0 6 e 
e q u a ç ã o ( 6 ] : 

t a n g A — t a n g B sen tp1 — sen <p t a n S r ( < ? ' — 9 ) 
t a n g A + t a n g B sen 9' + s e n 9 t a n g j (91 + 9 ) ' 

. / , s e n ( A — B ) , , , 
^ H r - d - s s i t + t * * 1 ' ' ( , 7 ) 

Conhecidos dous ângulos A e B , e o lado adjacente c , p o r m e i o 
d ' e s t a e q u a ç ã o o b t e r e m o s 9 e 91 e d e p o i s d e t e r m i n a r - s e - b ã o a e b p o r 
m e i o d a s e q u a ç õ e s ( 1 6 ) . 

3 . ° A e q u a ç ã o (c ' ) d á , p r a c t i c a n d o d a m e s m a m a n e i r a , 

t a „ g I (ô ' — 6) = t a n g l (A + B ) . t a n g i (A - B) t a n g i C ( 1 8 ) 

Conhecidos os Ires ângulos A , B, C; o b t e r e m o s po r m e i o d ' e s t a s 
e q u a ç õ e s G e 0 ' ; e o b t e r e m o s d e p o i s os l ados a e b , r e s o l v e n d o os t r i â n -
gu los A C D e B C D , q u e d ã o 

cos b = co t 9 c o t A, cos a = co t 6 ' c o t B ( 1 9 ) 

4 . ° F i n a l m e n t e pe la e q u a ç ã o (d ' ) t e r e m o s t a m b é m 

<20> 

Conhecidos dous lados a , b , e o angulo comprehendido C, o b t e r e -
m o s ô e ô ' , e d e p o i s A e B p e l a s e q u a ç õ e s ( 1 9 ) . 
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1 7 6 . A s e q u a ç õ e s q u e a c a b á m o s d e d e d u z i r , s e r v e m t a m b é m p a r a 
d e m o n s t r a r os t h e o r e m a s c o n h e c i d o s pe lo n o m e de analogias de Neper. 
E g u a l a n d o o s va lo re s ( 1 3 ) e ( 1 7 ) d e t a n g j ( ç f — o ) t e r e m o s , por se r 
s e n 2 a = 2 sen a cos a , 

t a n g i (a+b) t a n g i ( « - & ) = ™ S ™ ? » « « * * <=..(21) 8 ^ j ' s e n ± ( A + B ) c o s j ( A + B ) 0 ^ " ' 

„ , s en a — sen b sen A — sen B 
M a s pela e q u a ç S o [e] t e m o s — = — —; 

' 1 w s e n a - f sen o sen A + sen B 

„ ^ t a n « i ( a — b) t a n « i ( A — R) 
logo (Part. 2 . ' n . ° 2 0 6 ) — ^ - f = ^ — ' . 0 V ' t a n g i ( a + 6 ) t a n g i ( A + B j 

M u l t i p l i c a n d o a m b o s o s m e m b r o s d a e q u a ç S o ( 2 1 ) por es to ú l t i m a 
e q u a ç S o , t odos os t e r m o s q u e nSo d e s a p p a r e c e m pela d i v i s ã o , Gcam no 
q u a d r a d o ; e e x t r a h i n d o a ra iz , v e m 

t a n g 3 (a — b) = 
sen I ( A - B ) 

' ( A + B sen 
t a n g i c , 

(22) 

t a n g | (a + b) = 
c o s i ( A — B ) 
c o s f (A + B 

t a n g i C ( * ) 

r e s u l t a n d o a 2.' d ' e s t a s e q u a ç õ e s da d iv i são da e q u a ç S o ( 2 1 ) pe la 1." 
E g u a l a n d o o s va lo res ( 1 8 e 2 0 ) d e t a n g i ( 9 ' — 6 ) , e o p e r a n d o d a 

m e s m a m a n e i r a s o b r e a e q u a ç S o r e s u l t a n t e ; ou , o q u e vai o m e s m o , 
m u d a n d o nas e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s os â n g u l o s A e B nos s u p p l e m e n t o s dos 
l ados a e b , e r e c i p r o c a m e n t e , e d e p o i s t a n g j c em co t ^ G: o b t e r e m o s 

( . ) Como l a n g | e. c o s ] (A — g) é uma quan t idade positiva . é necessário 
que tang. ] [a + 6) e cos i ( A - f - B ) teuham o mesmo s igna l ; donde se conclue 
q u e a semisomma de dous ângulos quaesquer é sempre da mesma especie que a semi-
somma dos dous lados oppostos; e reciprocamente. 



3 3 4 TRIGONOMETRIA BSPHBRICA. 

I a n g i ( A - B ) = 
sen ^ [a — ' 

sen i ( a + 

( 2 3 ) 

SAO es t a s as c h i m a d a s analogias de Neper : e s e r v e m p r i n c i p a l m e n t e 
para a c h a r d o u s lados a e b de um t r i a n g u l o , c o n h e c i d o o 3 . ° l ado c , e 
o s â n g u l o s a d j a c e n t e s A e B ( e q u a ç õ e s 2 2 ) ; o u p a r a a c h a r dous â n g u l o s 
A e B 1 c o n h e c i d o s os dous lados oppos to s a e b , e o a n g u l o c o r o p r e h e n -
d i d o C ( e q u a ç õ e s 2 3 ) . 

1 7 7 . Triângulos isosceles. S e j a m C e B os d o u s â n g u l o s e g u a e s de 
um t r i a n g u l o i sosce les ( f ig . 29 r e p . ) ; b e c os d o u s lados e g u a e s ; A o 
a n g u l o do v e r t i c e , e a a base . O a r c o p e r p e n d i c u l a r , t i r a d o do v e r t i c e 
p a r a o m e i o d a b i s e , d á d o m t r i â n g u l o s s y m e t r i c o s r e c t â n g u l o s , o s 
q u a e s o f í e r e c e m as s e g u i n t e s r e l a ç õ e s f o r m a d a s d a s c o m b i n a ç õ e s 3 a 3 d o s 
q u a t r o ún icos e l e m e n t o s A , B , a, 6, do t r i a n g u l o isosceles . A s s i m , p o r 
m e i o d ' e s t a s r e l a ç õ e s , dados dous dos quatro elementos de um triangulo 
espherico isosceles , o angulo A do vertice, a base a , um dos lados eguaes 
b, e um dos ângulos eguaes B , podemos sempre achar os outros dous, 

sen i a = sen £ A sen b (») 

(?) 

(r) 

(?) 

cos b = cot B cot ~ A 

t a n g ^a = t a n g b cos B O 2 

cos j A = cos j a s en B 

Problemas que ojferecem duas soluções. 

1 7 8 . C o n t i n u a r e m o s a c o n s i d e r a r o s t r i â n g u l o s e s p h e r i c o s c o m o r e -
s u l t a n d o d a s e c ç á o d e u m a e s p h e r a por t r e s p lanos q u e p a s s a m pelo c e n -
t ro O . A f i g . 31 t e m po r b a s e o c i r c u l o K M í í ' , e r e p r e s e n t a um h e m i s -
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p h e r i o s e p a r a d o por u m d ' e « t e s p lano? ; o s o u t r o s d o u s planos d ã o a s s e m i -
c i r c u m f e r e n c i a s AC-/ , B C B ' " , q u e na fig. so r e p r e s e n t a m em p r e s p e c t i v a , 
e t e m por i n t e r s e c ç ã o o ra io C O . Os p lanos das I r e s c i r c u m f e r e n c i a s d e t e r -
m i n a m o t r i a n g u l o e s p l i e r i c o A B C . O i a r cos CA , Ca são s u p p l e m e n t a r e s ; 
e o a n g u l o A m e d e a inc l inação do plano A C a s ô b r e a ba se K K ' . 

Se pe lo r a i o CO t i r a r m o s o p lano M C m , p e r p e n d i c u l a r m e n t e a es ta 
b a s e K K ' , e t o m a r m o s depo i s M V = M A 1 d e u m a e d e o u t r a p a r t e d ' e s t e 
p lano M C m , o b t e r e m o s um s e g u n d o p lano A 1 Ca 1 s y m e t r i c o c o m A C a , 
q u e d a r á 

ma = ma', A C = A ' C , Ca = Ca ' , A = A' = a = a ' . 

F a z e n d o g i r a r o p lano A C a em volta do r a i o C O , a f im de t o m a r 
t o d a s a s pos ições C K 1 C B , C f . . . . . , e s t e p lano se rá p e r p e n d i c u l a r á 
b a s e q u a n d o co inc id i r com M C m ; e a l é m d i s t o , e m q u a l q u e r d a s s u a s 
posições f o r m a r á com a ba se dous ângu los s u p p l e m e n t a r e s , p a r a um e pa ra 
o u t r o l ado do p l a n o . Os a rcos CB , CA , Cf. . . . , c r e s c e m á m e d i d a q u e 
se d e s v i a m do a r c o p e r p e n d i c u l a r CM = < h , q u e é o m a i s p e q u e n o de t o -
dos , a t é ao a r c o p e r p e n d i c u l a r o p p o s t o Cru . q u e é o m a i o r . I s t o m e s m o 
s e v ò r e s o l v e n d o q u a l q u e r dos t r i â n g u l o s , A C M por e x . ° ; p o r q u e fazendo 
CA = b , t e m o s 

cos A C M = cot b t a n g , 

e x p r e s s ã o na qua l é t a n g '{/ u m a q u a n t i d a d e c o n s t a n t e . 
Q u a n d o o a n g u l o A C M c h e g a a 9 0 ° , c o m o a c o n t e c e com o a r c o CSi , 

c u j o p lano é p e r p e n d i c u l a r a M C m l t e m o s cot 6 = 0 , e o a r c o C K = O O . J Sc 
o p lano c o n t i n u a depo i s a g i r a r pa ra C a ' , cos A C M t o r n a - s e n e g a t i v o , e 
c r e s c e com cot b \ de m a n e i r a q u e o a r co C'*' c o n t i n u a a a u g m e n t a r . T u d o 
é s y m e t r i c o dos d o u s lados do p lano M C m , de m a n e i r a q u e os a r c o s e 
a s inc l inações s e r ã o e g u a e s , dous a dous p a r a o s a r cos e g u a e s M A = M A ' , 
i s to é , s e r á CA = C A ' , e o a n g u l o A = A ' . 

G i r a n d o por es ta f ó r m a , o p l ano s e c a n t e c o m e ç a por t o r n a r - s e cada 
vez m a i s o b l i q u o s ô b r e a b a s e I v M K ' , l o r n a n d o - s e C B 1 C A , C K ; p o r q u e 
do t r i a n g u l o r e c t â n g u l o r e s u l t a a inda 

sen (Ji = sen b sen A , ( 2 i ) 
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e q u a ç ã o , c u j o p r i m e i r o m e m b r o 6 c o n s t a n t e , e na qua l sen 6 vai p r i m e i r a -
m e n t o c r e s c e n d o , c o m o a c a b a de d i z e r - s e , e por c o n s e g u i n t e sen A d e -
c r e s c e n d o ao m e s m o t e m p o . P o r é m logo q u e o l ado b c h e g a a 9 0 ° , t o r n a - s e 
e n t ã o CB em CK = 9 0 ° = R i K ; e d e p o i s sen b d i m i n u i n d o faz com 
q u e sen A a u g m e n t e , e c o m q u e o a n g u l o A , a g u d o pa ra a b a s e , 
t e n d o c h e g a d o a o seu m e n o r valor n o pon to K , c o m e c e a c r e s c e r . 
E s t e pon to K é o polo da s e m i c i r c u m f e r e n c i a M C m , e o a n g u l o K t e m 
por m e d i d a o a r c o C M = i j ; = K ; o u , d o o u t r o l ado d o p lano s e c a n t e , 
o a r c o Cm = 1 8 0 — 

V ô - s e pois q u e todos os a rcos q u e p a r t e m de C (f ig. 3 1 ) , e p a s s a m 
por u m ponto q u a l q u e r d a b a s e d o s e m i c i r c u l o K M K ' são < 9 0 ° , e n t r e 
t a n t o q u e o s o u t r o s q u e p a s s a m por K i n K ' s ã o ^ O 3 ; e é C K = C K ' = 9 0 . 2 

A l é m d i s to CM = <{i, e Cm = I S O 3 — < J / , va lo re s de ty r e s u l t a n t e s da 
e q u a ç ã o ( 2 4 ) , são o s l i m i t e s d a g r i ndeza dos a r cos C A . Q u a n t o m a i s u m 
a r c o s e a p p r o x i m a d e C M , m a i s p e q u e n o é ; c q u a n t o m a i s s e a p p r o x i m a 
de Cm , pe lo c o n t r a r i o t a n t o m a i o r s e t o r n a . 

A inc l inação dos p lanos «ôbre a b a s e , s e n d o d e 9 0 ° e m M C m , d i -
m i n u e q u a n d o t o m a as pos ições CB 1 CA , a t é CK , o n d e se to rna K=<{/ ; 
c r e s c e depo i s a t é m , t o r n a n d o - s e o u t r a vez de 9 0 ° em C m . O a n g u l o é 
a g u d o d o lado d e C M , e o b t u s o d o lado d e C m , s e n d o e s t e s ú l t i m o s â n -
gu los s u p p l e m e n t o s r e s p e c t i v o s dos p r i m e i r o s . T o d o s e s t e s â n g u l o s ob tu sos 
s ão < 1 8 0 — f 

P o s t o i s to , com f a c i l i d a d e se r e c o n h e c e r á , s e n u m t r i a n g u l o Í I C A 
ou B 1CA , ou a r c o CM p e r p e n d i c u l a r s ò b r e a ba se A B , c a e d e n t r o ou fóra 
d ' e s t e t r i a n g u l o , e v e r i f i c a r - s e - h ã o o s c o r o l l a r i o s d e d u z i d o s n o n . ° 1 6 9 , 
r e l a t i v o s á g r a n d e z a dos lados e dos â n g u l o s dos t r i â n g u l o s r e c t â n g u l o s . 

O s p r o b l e m a s q u e o f í e r e c e m d u a s s o l u ç õ e s , aos q u a e s s e c o s t u m a d a r 
o n o m e de casos duvidosos, são a q u e l l e s , em q u e e n t r a m , nos d a d o s , 
u m a n g u l o e u m lado o p p o s t o , o q u o a c o n t e c e nos p r o b l e m a s 3 . ° e 4 . J 

d o n . ° 1 7 4 . 
1 7 9 . 1 . ° CASO. Sendo dados dous lados a e b c o angulo opposlo 

A . C o r t e - s e o h e m i s p h e r i o I v M K ' (f ig . 3 1 ) por u m p lano A C a q u e passe 
pe lo c e n t r o O , e q u e t e n h a com a hnse u m a inc l i nação e g u a l ao a n g u l o 
A; e t o m a - s e d e p o i s AC = b. S e r á C o v e r t i c e do t r i a n g u l o , o qua l 
d e v e se r f e c h a d o por u m a r c o C B = a , d e g r a n d e z a d a d a . Pe rco r rA nos 
o s d i f f e r e n t e s casos . 

I . 0 Supponhamos que è o anguJo A < 9 0 . ° O l ado a q u e fecha o 
t r i a n g u l o d e \ e r á e n t ã o ca i r n o e s p a ç o a V M A ; por q u e , s e a s s im não 
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f o s s o , e ca í s se c o m o Cf, C a ' , . . . e n t ã o os t r i â n g u l o s CA f , C A a ' , . . . . 
t e r i a m , e m vez d o a n g u l o a g u d o A , o u t r o q u e se r i a o seu s u p p l e m e n t o , 
d o o u t r o l a d o d o p lano a C A . O s a r c o s , t a s s c o m o C B e C B ' , s ão e g u a e s 
d o u s a d o u s , e t e m a m e s m a i n c l i n a ç ã o s ô b r e a b a s e , q u a n d o p a s s a m 
p o r pon tos B e B ' e q u i d i s t a n t e s d e M . T o m e m o s M A ' = M A , M B ' = M B , 
o s a r c o s s e r ã o C B ' = C A = ò , C B ' = C B = a . 

d) C o n s i d e r e m o s p r i m e i r o o caso em q u e é o lado b < 9 0 ° , po r e x . ° 
b = CA. 

Se é o lado a<b, a c a e no a n g u l o A ' C A , c o m o CB e C B ' , e t e m o s 
d o u s t r i â n g u l o s B C A e B ' C A , em q u e e n t r a r a os t r e s e l e m e n t o s A, b , a , 
i s to é , t e m o s duas soluções. N e s t e c a s o um dos â n g u l o s B da b a s e é 
o b t u s o , e o o u t r o B' é a g u d o . 

Se é o lado a = ou>b, o a r c o a c a e c o m o Cf', e o t r i a n g n l o A C f 
ó o ún ico q u e r e ú n e os t r e s e l e m e n t o s d a d o s , vis to q u e o a r c o Cf s y m e -
t r i c o c o m Cf1, f ica e x c l u i d o , po r e s t a r p a r a o o u t r o l a d o do p l ano a C A . 
P o r tar . lo ha sd uma solução. O a n g u l o B do t r i a n g u l o ACf1 6 a g u d o em 
f', be r a c o m o b. 

b) C o n s i d e r e m o s em . s e g u n d o l oga r o ca so em q u e é o lado b > 9 0 ° , 
po r e x . ° b = C a . 

Se 6 a somma dos lados a + b e l 8 0 ° , i s to é, se o l ado a c a e no 
e s p a ç o A C A ' , c o m o CB ou C B ' , ha duas soluções B C a e B ' C a . O a n g u l o 
B da b a s e d e s t e s t r i â n g u l o s é a g u d o n ' u m , o b t u s o n ' o u t r o . 

Se é a somma dos lados a + b = o w > 1 8 0 3 , i s to é, se o l ado a c a e 
no e s p a ç o A ' C a , c o m o Cf', ha só uma solução f'Coc; f' e b são o b t u s o s . 

2 . " Supponhamos a g o r a que é o angulo A > 9 0 . ° N ' e s l e caso o l a d o 
a q u e fecha o t r i a n g u l o , p a r t i n d o d e C , d e v e e s t a r p a r a o u t r o l ado d o 
p l a n o a C A , e c a i r c o m o C f , C B " , . . . . 

a ' ) C o n s i d e r e m o s t a m b é m em p r i m e i r o l o g a r o ca so em que é o 
lado b < 9 0 ° , por e x . ° 6 = C A . 

Se ó a somma dos lados a - f b > 1 8 0 ° , i s to é , se o l a d o a c a e no 
e s p a ç o a ' C a , c o m o C B " o u C B ' " , h a duas soluções, t a e s c o m o A C B ' ' e A C B ' " . 
Um dos d o u s â n g u l o s da b a s e , B" e B " ' , é a g u d o , o o u t r o ob tuso . 

Se é a somma dos lados a + b = ow < 1 8 0 ° , i s to é, se o l ado a 
c a e no e s p a ç o A C a , c o m o CK , ha só uma solução A C K . O a n g u l o K da 
b a s e é a g u d o c o m o b. 

b') C o n s i d e r e m o s em s e g u n d o l o g a r o caso em q u e é o lado b > 9 0 ° , 
por e x . ° b = C a . 

4 3 
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Se é o lado a > b , a c a e no e s p a ç o a C * \ c o m o C B ' ' e C B " ' , e ha 
d u a s so luções t a e s c o m o a C B ' ' e a C B 1 ' . O a n g u l o da b a s e B " ' é a g u d o ; 
o a n g u l o B" o b t u s o . 

Se é o lado a = o « < b , a c a e , c o m o C K , no e s p a ç o a ' C A , e ha s i 
uma solução possivel K C a . O a n g u l o K da b a s j é o b t u s o c o m b. 

N a s e g u i n t e t a b e l l a a p p r e s e n t â m o s e m r e s u m o o s d i f f e r e n t e s c a r a c t e -
r e s , q u e i n d i c a m a e x i s t e n c i a de d u a s ou de u m a só so lução . 

ò < 9 0 ' 

S e A < 9 0 ° 

f 6 > 9 0 ° 

M 
a < b d u a s so luções 

^ b u m a soluçSo 

^ a + b< 1 8 0 " . . . ^ d u a s so luções 

^ a + b | ~ 1 8 0 ° . . u m a so lução 

Sc A > 9 0 ° ^ 

^ b> 9 0 ° 

^ a + b > 1 8 0 " . . . . d u a s so luções 

i6 < 90° ^ a + b | 1 8 0 ° . . u m a so lução 

' a > b d u a s so luções 

ia I < b u m a so lução . 

V i u - s e pe la a n a l y s e p r e c e d e n t e , q u e , n o c a s o d e u m a s ó so lução , 
B e 6 são da m e s m a e s p e c i e . M a s s a b e m o s (n.° 1 7 3 ) q u e a p e r p e n d i c u -
l a r a b a i x a d a do v e r t i c e C s o b r e a b a s e c , c ae d e n t r o ou íó ra do t r i a n -
g u l o ( o q u e t a m b é m s e r e c o n h e c e n a f i g . 3 1 ) , c o n f o r m e o s â n g u l o s A e B 
da b a s e s ão de s i m i l h a n t e ou d i íTerente e s p e c i e ; por c o n s e g u i n t e nas equa-
ções c = <p dt 9 ' , C -— Q =t 0', empregar-se-lia o signal + quando os arcos 
Aeb forem da mesma especie , e — no caso contrario, o que indicará 
qual das soluções, que dá o calculo n.° 1 7 4 , 3 . ° , se deve adoptar. 

C u m p r e n o t a r q u e o valor do l ado a e s t á e n t r e os l i m i t e s CM e C m , 
is to é , e n t r e ^ e 180°—<J> , c o m o s e d e d u z n ã o s ó d a e q u a ç ã o ( 2 4 ) , 
m a s t a m b é m d a i m p o s s i b i l i d a d e d e c o n s t r u i r o t r i a n g u l o , q u a n d o a e s t á f ó r a 
d ' e s t e s l i m i t e s . V ê - s e t a m b é m na Ggura q u e no caso de A e a n ã o s e r e m 
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da m e s m a e s p e c i e , e de n ã o e s t a r o l a d o a c o m p r e h e n d i d o e n t r e os l i -
m i t e s b e 1 8 0 ° — b , n ão ha t r i a n g u l o possivel . 

1 8 0 . 2 . ° C A S O . Sendo dados dous ângulos A E B , como um lado 
opposto a. 

S e m se r nece s sá r i o d i s c u t i r as d i f f e r e n t e s c i r cuns t anc i a s na f igura , 
e s t e caso s e r e d u z i r á a o p r e c e d e n t e pe la c o n s i d e r a ç ã o d o t r i a n g u l o s u p -
p l e m e n t a r A ' B ' C ' ( n . ° 1 6 7 ) , n o qua l s ã o c o n h e c i d o s o s lados a ' = 1 8 0 ° — A , 
b' = 1 8 0 — B, e o a n g u l o A ' = 1 8 0 — a . E p o d e m o s s e r v i r - n o s da t a -
be l la d e c i m a , m u d a n d o o s ângu los nos l ados o p p o s t o s , e r e c i p r o c a -
m e n t e . 

C o m o n e s t e caso B e b são da m e s m a e s p e c i e q u a n d o ha só u m a 
so lução , v ê - s e , r a c i o c i n a n d o c o m o no caso p r e c e d e n t e , q u e : nas equações 
c = ç ± <p', C = 0 ± ò ' , se deve empregar o signal + , quando os arcos 
Bea forem da mesma especie, e o signal — no oulro caso; o que indi-
cará qual das duas soluções, que dá o calculo n . ° 1 7 4 , 4 . ° , se deve ado-
ptar ou rejeitar. 

O a n g u l o A d e v e t a m b é m n e s t e caso f i ca r c o m p r e h e n d i d o e n t r e os 
valores s u p p l e m e n t a r e s de i}i dados pela e q u a ç ã o ( 2 4 ) . 

N ã o ha t r i a n g u l o p o s s i v e l , q u a n d o A e a n ã o f o r e m da m e s m a e s p e -
c i e , e não e s t i v e r A e n t r e os l i m i t e s B e 1 8 0 — B . 

1 8 1 . Sendo o triangulo rectângulo, e CM ou Cm um dos l a d o s , 
se for d a d o um a n g u l o e o lado u p p o s t o , h a v e r á d u a s s o l u ç õ e s , q u e em 
ce r to s casos p o d e r ã o r e d u z i r - s e a u m a só. 

1 . ° Dada a hypothenusa a e um lado b, achar o angulo opposto 
B ? A e q u a ç ã o (ÍI) q u e r e so lve e s t e c a s o , d á b e x p r e s s o e m s e n o s , o s q u a e s 
c o r r e s p o n d e m a dous a r c o s s u p p l e m e n t a r e s . 

Dada a hypothenusa a e o angulo B, achar o lado opposto b ? A 
m e s m a e q u a ç ã o ( n ) dà dous a r cos s u p p l e m e n t a r e s pa ra o lado o p p o s t o b . 

C o m t u d o , e m a m b o s es tes d o u s casos n ã o h a senão u m a so lução 
p o s s i v e l , p o r q u e os d o u s a r cos CA ou C A ' , q u e f e c h a m o t r i a n g u l o CM A ou 
C M A ' , são s y m e t r i c o s ; e por isso d e v e m B e b s e r da m e s m a e s p e c i e , o 
q u e faz d e s a p p a r e c e r a i ndec i s ão . 

2 . ° Se forem dados um lado b do angulo recto e o angulo opposto 
B, a terceira parte pedida admittirá dous valores. P o r q u e , ou se p e d e 
a h y p o t h e n u s a a, e a e q u a ç ã o (n ) dá sen a ; ou se p e d e o t e r c e i r o l ado 
c , e a e q u a ç ã o (s ) dá sen c; ou f inalmente se p e d e o angu lo C a d j a c e n t e 
ao lado c o n h e c i d o , e e m p r e g a - s e a e q u a ç ã o ( q ) , q u e dá sen C . V ê - s e pois 
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q u e a incógn i ta a d m i t t e dous va lores s u p l e m e n t a r e s para o a r c o c o r r e -
s p o n d e n t e a c a d a um d es tes senos . 

1 8 2 . P a s s e m o s a fazer a l g u m a s app l i cações n u m é r i c a s . 

I . S e j a m a = 1 3 3 ° 1 9 ' . 6 = 5 7 3 2 8 ' , A = 4 5 ° 2 3 ' . O t r i a n g u l o 6 
i m p o s s í v e l , p o r q u e a não es tá e n t r e 5 7 ° 2 8 ' , e o seu s u p p l e m e n t o 1 2 2 ° 3 2 ' ; 
e p o r q u e a l e m disso não sâo A e a da m e s m a espec ie . 

I I . O u t r o t a n t o a c o n t e c e r á s e f o r B = 1 2 0 3 , A = 5 1 % a = 1 0 1 ° ; 
p o r q u e t a m b é m A não e s t á e n t r e 1 2 0 ° e o s eu s u p p l e m e n t o C O 0 ; e p o r q u e 
A e a não são d a m e s m a e s p e c i e . 

I I I . S e for 5 = 4 0 " 0 ' 1 0 " , a = S O 0 1 0 ' 3 0 " , A = 4 2 ° 1 5 ' 1 4 " , 
h a v e r á u m a única s o l u ç ã o , p o r q n e A < 9 0 ° , 6 < 9 0 ° , a>b. B é < 9 0 ° ; e 
p o r q u e A e b são da m e s m a e spec i e , d e v e m o s t o m a r c = <p -J- <p'. O c a l -
culo d a s e q u a ç õ e s ( a , c e b) n .° 1 7 4 dá 

t a n g b 1.9238563 cos a . . . . 1 . 8 0 6 4 8 1 7 <p = 3i°5o'46' 
c o s A . . . . x . 8 6 9 3 3 3 0 0 0 8 ( ) ) . . . . 1 . 9 2 9 1 4 7 1 ? ' = 4 4 . 4 4 . 5 o 

t a n g ç . . . 1 . 7 9 3 1 8 9 3 — c o s f c í . 8 8 4 » 3 6 3 0 = 7 6 . 3 5 . 3 6 
c o s ç * . . . . 1 . 8 5 1 3 9 2 5 

P a r a a c h a r o a n g u l o C do v e r t i c e , as e q u a ç õ e s ( a ' , d' e b') dão 

c o s b Í . 8 8 4 a 3 6 3 t a n g b I . 9 a 3 8 5 6 3 o = 5 5 ° 9 ' 5 g " 
t a n g A I . 9 5 8 3 o 5 8 c o t a . . . . 1 . 9 2 1 1 1 8 a o ' = 6 6 . 0 6 . 2 1 

c o t e í . 8 4 2 5 4 2 1 c o s 0 1 . 7 5 6 7 8 5 1 C = i 2 i . 3 6 . a o 
c o s ã ' . . . . 1 . 6 0 1 7 5 9 6 

F i n a l m e n t e a r e g r a dos q u a t r o s e n o s ( I I ) dá B = 3 4 ° 1 5 ' 3 » . 

I V . S e for A = 4 2 ° 1 5 ' 1 4 ' ' , B = 1 2 1 ° 3 6 ' 2 0 " , a = 5 0 ° 1 0 ' 3 0 " , 
t e r e m o s d u a s s o l u ç õ e s , por se r a < 9 0 ° , B > 9 0 3 , A - f - B < 1 8 0 ; e por s e -
r e m B e a de d i f f e r e n t e e spec i e , t o m a r e m o s nos va lo re s de c e C o s i -
g n a l — . As e q u a ç õ e s (a ' , c \ e C) c o n d u z e m - n o s ás s e g u i n t e s o p e r a ç õ e s . 
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c o s a . . . . 1 . 8 0 6 4 S 1 7 c o s A . . 1 . 8 6 9 3 3 3 0 s e n a í . 8 8 5 3 6 3 6 
t a n g B 0.2108864 — s e n e • • 1.8406262—sen B 1 . 9 3 0 3 7 4 5 

c o t » 0.017368I — c o s B 1 . 7 1 9 3 8 8 0 — s e n A . . — 1 . 8 2 7 6 3 7 9 

0 = — 4 3 ° 5 I ' I 6 " s e n o ' 1 . 9 9 0 5 7 1 2 + s e n h . . . 1.988000a 

¢ ' = - 7 8 . 6 . 1 9 o u . . . . i o i ° 5 3 ' 4 i " b = 7 6 ° 3 5 ' 3 6 ' ' 
C = 3 4 . i 5 . 3 o u C = 0 8 1 . 2 . 2 5 o u = i o 3 . a 4 - a 4 
t a n g a 0.0788818 c o t A • - . . o . o 4 i 6 g 5 6 

c o s B 1 . 7 1 9 3 8 7 4 — t a n g B . . . . 0.2108873 — 

t a n g ( f 1.7982692—• s e n ? . . . . 1 . 7 2 5 9 9 0 5 — 
9 = — 3 a ° 8 ' 5 o " s e n « p . . . . Í . 9 7 8 5 7 3 4 + 
Ç ' = 7 2 - 9 - 0 O A I O 7 ° 5 I ' O " 

c = 40.0.10 o u c = 7 5 . 4 2 . 1 0 

U m a d ' e s t a s d u a s s o l u ç õ e s r e p r o d u z o t r i a n g u l o p r e c e d e n t e , e v e m 
a s e r f C A 1 ( f i g . 3 1 ) ; a o u t r a fCA'. 

Conhecendo os tres lados, achar um angulo? 

a = 7 6 ° 3 5 ' 3 6 ' ' s e n . . . . i . 9 8 8 0 0 0 8 

f c = 5 o . 10.3o s e n . . . í . 8 8 5 3 6 3 6 
C = 4 o . O. IO 

2 p = l 6 6 . 4 6 . l 6 Í . 8 7 3 3 6 4 4 
p — 8 3 . 2 3 . 8 

p — a = 6 . 4 7 . 3 2 s e n . . . . 1 , 0 7 2 8 7 1 6 

p—b = 3 3 . 1 2 . 3 8 s e n . . . . 1 . 7 3 8 5 5 6 5 
s e n 2 . . . . 2 , 9 3 8 0 6 3 7 

i C = 2 7 . 7 . 3 r , 4 s e n I , 4 6 9 o S i 8 
C = 3 4 . i 5 . 2,8 

o s o u t r o s e l e m e n t o s d o 
t r i â n g u l o s s ã o : 

A = I a i 0 S f l 1 i 9 " 8 
B = 42. i5 . 13,7 

C = 3 4 . i 5 . 2,8 

<|i = 4 o . 5 1 . 3 , o 
ç , ? ' , 0 , e ' , s ã o d a d o s 
a c i m a ; o t r i a n g u l o sera' 

a q u i o m e s m o . 

C o n c l u i r e m o s a t r i g o n o m e t r i a e s p h e r i c a , a p p r e s e n t a n d o t o d o s o s e l e -
m e n t o s d ' u m t r i a n g u l o e s p h e r i c o . E s c o l h e n d o á v o n t a d e t r e s d ' e s t e s e l e -
m e n t o s p a r a s e r v i r e m d e d a d o s , c a l c u l a r - s e - h S o p a r a e x e r c í c i o o s o u t r o s 
t r e s r e s t a n t e s ( N o t a 6 . ° ) . 
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ARCOS. L o g . s e n . L o g . c o s . L o g . t a n g . 

A = i a i " 3 6 ' i o ' ' 8 l 
B = 4 2 . I 5 . I 3 . 6 6 
G = 3 4 . 1 5 . 2 , 1 6 
a = 7 6 . 3 5 . 3 6 , 0 
b = 5 o . l o . 3 o , o 
c = 4 o . o . l o 0 
o = — 3 2 . 8 . 5 o , o 
9 = 7 2 - 9-
6 = — 4 3 . 0 1 . l 6 , 2 
6 ' = 78. 6 . i 9 , o 

I M 
I . 9 3 0 2 7 4 7 
I . 8 2 7 6 3 7 9 
I . 7 5 O 3 6 O 4 
1.9880008 
! . ' 8 8 5 3 6 3 6 
1.8080926 
1 . 7 2 5 9 9 0 5 — 
1 . 9 7 8 5 7 4 1 
1 . 8 4 0 6 2 6 3 — 
1 . 9 9 0 5 7 3 3 

1 . 7 1 9 3 8 7 4 — 
í . 8 6 9 3 3 3 6 
1 . 9 1 7 2 8 6 0 
í . 3 6 5 2 2 7 9 
T 8 0 6 4 8 1 7 
í 8 8 4 a 4 6 3 
1 . 9 2 7 7 2 1 2 
1 . 4 8 6 4 6 7 4 
1 . 8 5 7 9 9 6 4 
1 . 3 1 4 1 0 7 6 

0.2108873— 
I 9 5 8 3 O 4 3 
I . 8 3 3 o 8 o 4 
0 6 2 2 7 7 2 9 
0.0788816 
1 - 9 2 3 8 5 6 4 
1 . 7 9 8 2 6 9 3 — 
0 . 4 9 2 1 0 6 7 

1 . 9 8 2 6 2 4 9 — 
0 . 6 7 6 4 6 5 6 

A r e s p e i t o d o a r c o p e r p e n d i c u l a r s e r á 

¢ = 4 ° - 5 I . 3 , o I . 8 i 5 6 3 8 8 1 . 9 3 6 8 7 8 7 1 . 8 7 8 7 6 0 a 

II . SUPERFÍCIES E CURVAS NO ESPAÇO. 

Princípios rjeraes. 

1 8 3 . S ^ A r a e x p r i m i r a n a l y t i c a m e n t e a p o s i ç ã o n o e s p a ç o d e u m 
p o n t o M ( f i g . 3 2 ) , i m a g i n e m -se i r e s p l a n o s f ixos z\.x, xAy. zAy, t a e s q u e 
se c o r t e m t o d o s 110 m e s m o p o n t o A, e t e n h a m d o u s a d o u s p o r i n t e r s e c ç ã o os 
eixos Sx, A y 1 Az, q u e p a r a m a i s f a c i l i d a d e s u p p o r e m o s p o r h o r a r e c t a n -
g u l a r e s . M a r q u e - s e d e p o i s a d i s t a n c i a P M , ou z = c , d ' e s t e p o n t o á sua 
p r o j e c ç ã o P ( P . I I . n . ° 1 1 9 , 3 . " ) s ò b r e u m d ' e s t e s p l a n o s ; e t a m b é m e s t a 
p r o j e c ç ã o p o r m e i o d a s c o o r d e n a d a s A N , A S d o p o n t o R , o u x=a, y=b. 
As q u a n t i d a d e s d a d a s , ou as coordenadas a , b , c , s ã o as d i s t a n c i a s M O , 
M H , M P , d o p o n t o M aos t r e s p l a n o s , e s ã o t a m b é m a s a r e s t a s q u e d e t e r -
m i n a m o p a r a l l e p i p e d o OS. 
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R e f l e c t i n d o q u e , a l é m do angu lo t r i e d r o zXxy , os o u t r o s p l a n o s c o -
o r d e n a d o s f o r m a m ma i s s e t e t r i e d r o s , r e c o n h e c e r - s e - h a q u e a pos ição do 
pon to M no espaço não fica d e t e r m i n a d a pelas c o o r d e n a d a s a , b, c , em 
q u a n t o n ã o i n t r o d u z i r m o s a s noções s ô b r e o s s ignaes ( P . I I . n . ° 2 l 4 ) . P u r a a s 
ap l i ca r a es te caso convenc ionou-se : q u e se c o n s i d e r a s s e m nega t ivos os z c o r -
r e s p o n d e n t e s aos pontos q u e f i c a s s e m a b a i x o d o p lano x S y , p roduz ido i n -
d e f i n i d a m e n t e : q u e se c o n s i d e r a s s e m nega t i vos os x c o r r e s p o n d e n t e s aos 
pontos q u e ficassem por a e s q u e r d a do p lano zky, do lado x': e f i n a l -
m e n t e q u e se c o n s i d e r a s s e m t a m b é m nega t i vos os y c o r r e s p o n d e n t e s aos 
pontos q u e f icassem por t r a z do p lano zAx. 

1 8 4 . S u c c e d e m u i t a s v e z e s q u e em u m a q u e s t ã o t u d o ó s i m i l b a n t e a 
r e s p e i t o dos t r e s e ixos x , y , z . H a v e n d o então_ u m a e q u a ç ã o X = O , r e l a t iva 
a o e i x o dos x , h a v e r á u m a s i m i l h a n t e Y = O , c o r r e s p o n d e n t e a o e i x o dos 
y , e u m a t e r c e i r a Z = O r e I a l i v a a o e i x o d o s z . O r a n e s t e caso, a s duas u l t i -
m a s equações Y = O e Z = O p o d e m d e d u z i r - s e d e X = O por s i m p l e s m u -
dança d e l e t ras . A s p e r m u t a ç õ e s d e v e m foze r - se pela s e g u i n t e m a n e i r a . 

P o r e m o s em X t o d a s as q u a n t i d a d e s r e l a t i va s ao e ixo dos x em l u g a r 
da s q u a n t i d a d e s ana logas c o r r e s p o n d e n t e s a o e ixo dos y ; d e p o i s es tas e m 
logar das q u e c o r r e s p o n d e m ao e i x o z ; e f ina lmente e s t a s u l l i m a s q u a n -
t i d a d e s em logar das p r i m e i r a s q u e c o r r e s p o n d i a m ao e ixo dos x . P o r 
es ta p e r m u t a ç ã o em gyro, d e d u z i r e m o s Z de X ; por u m a segunda p e r -
m u t a ç ã o d a m e s m a n a t u r e z a e f f e c l u a d a s o b r e Z , o b t e r e m o s Y ; e por 
u m a t e r c e i r a ana loga , e f fec tuada s o b r e Y , r e c a i r e m o s em X. 

S u p p o n h a m o s q u e t e m o s a s t r e s e q u a ç õ e s s i m i l h a n t e s X = O 1 Y = O , 
Z " = 0 , r e l a t ivas aos t r e s e ixos e nas q u a e s a l é m de x , y e z e n t r a m os 
t r e s ângulos a , [}, y , q u e c o r r e s p o n d e m r e s p e c t i v a m e n t e a es tas t r e s c o o r -
d e n a d a s . 

A s s e n t a r e m o s em u m a Iiidia , m a s s e p a r a d a m e n t e , as t r e s c o o r d e n a -
das e o s t r e s â n g u l o s ; depois por b a i x o n ' o u t r a l i n h a , t a m b é m s e p a r a d a -
m e n t e , m a s d i spos tas por o r d e m diíTerente , as m e s m a s seis q u a n t i d a d e s , 
pela fó rma s e g u i n t e 

F e i t o isto s u b s t i t u i r e m o s , n a 1." e q u a ç ã o X = O , cada u m a das q u a n t i d a -
des da l inha s u p e r i o r pe la q u a n t i d a d e c o r r e s p o n d e n t e da l inha i n f e r i o r ; 
c com esta p e r m u t a ç ã o o b t e r e m o s a 3 . a e q u a ç ã o Z = O . P o r e m o s d e novo 
nes ta u l t i m a , a s q u a n t i d a d e s da l inha in fe r io r em lugar das q u e lhe c o r -

x, y, z, 
z, x, y, 

« > P . Y . 
Y > <*I 
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r e s p o n d e m na linha s u p e r i o r , e v i rá a 2 . a e q u a ç ã o Y = O ; e o p e r a n d o s i m i l h a n -
t e m e n t e s o b r e essa e q u a ç ã o , r e c a i r e m o s n a l . a X = O 5 d ' o n d e p a r t í r a m o s . 

E c o m e f f e i t o , cada u m a d ' e s l a s o p e r a ç õ e s equ iva l a u m a m u d a n ç a 
nos e ixos d a s c o o r d e n a d a s , pela qua l se fazem p r i m e i r a m e n t e g i r a r os 
e ixos dos x e dos y no seu p l a n o , p o r t a l m o d o q u e o e ixo dos x p o s i t i -
vos v e m ca i r s o b r e o e ixo dos y pos i t ivos , e e s t e s o b r e o e i x o dos x n ega t i vos . 
F a z - s e depo i s g i r a r e s t e e i x o dos y posi t ivos a s s im d e s l o c a d o , e o e ixo 
dos z p o s i t i v o s , de m a n e i r a q u e o p r i m e i r o v e m ca i r s ô b r e o e i x o dos z 
p o s i t i v o s , e e s t e u l t i m o s o b r e o e i x o p r i m i t i v o dos x p o s i t i v o s ; d o n d e 
r e s u l t a q u e a f ina l cada um dos e ixos das c o o r d e n a d a s posi t ivas v e m o c -
c u p a r o l o g a r de um dos o u t r o s e ixos d a s c o o r d e n a d a s pos i t ivas . É 
por isso q u e a s e q u a ç õ e s r e l a t i v a s aos t r e s e ixos c o o r d e n a d o s se d e d u z e m 
u m a s d a s o u t r a s por s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s d e l e t r a s , s e m se r n e c e s s á r i o 
b u l i r nos s i g n a e s ; o q u e não a c o n t e c e r i a , s e s i m u l t a n e a m e n t e s e não p e r -
m u t a s s e m pela m a n e i r a ind icada a s t r e s c o o r d e n a d a s , e a s q u a n t i d a d e s 
q u e r e s p e c t i v a m e n t e lhes c o r r e s p o n d e m . 

1 8 5 . S e for d a d a u m a e q u a ç ã o e n t r e a s t r e s c o o r d e n a d a s , t a l c o m o 
f(x, y , z ) = 0 , es ta e q u a ç ã o s e r á i n d e t e r m i n a d a . Se d e r m o s a d u a s d ' e s t a s 
va r i ave i s q u a e s q u e r va lo res , a : = a = A N , y = b = P N (fig. 3 2 ) , d a e q u a ç ã o 
p r o p o s t a r e s u l t a r á pa r a z , pe lo m e n o s , u m a ra iz z = c. Se es ta for r e a l , 
l e v a n t a r e m o s do p o n t o P s ô b r e o p lano y\x a p e r p e n d i c u l a r PM = c, e 
d ' e s t e m o d o o pon to M do e s p a ç o f i ca rá d e t e r m i n a d o . D a n d o o u t r o s v a l o -
r e s ás a r b i t r a r i a s x e y , is to é , t o m a n d o , c o m o se q u i z e r , d i f f e r e n t e s 
pon tos P s ô b r e o p lano xAy, d e d u z i r e m o s da e q u a ç ã o os va lores c o i r e s -
p o n d e n t e s de z , q u e d e t e r m i n a r ã o o u t r o s t a n t o s pon tos do e spaço . T o d o s 
e s t e s pon tos ass im a c h a d o s e s t a r ã o s ô b r e u m a s u p e r f í c i e , q u e se rá o logar 
de todos e l les , q u a n d o os i m a g i n a r m o s un idos por le i de c o n t i n u i d a d e . 
E s t a s u p e r f í c i e s e r á , por e x e m p l o , u m c ó n e , u m c y l i n d r o , u m a e s p h e r a ; 
e a s s im f ( x , y, 2) = 0 s e rá a equação da superfície, p o r q u e d i s t i n g u e 
os seus pontos de todos o u t r o s do e spaço . 

Se z t i v e r m u i t o s va lo res r e a e s , a s u p e r f í c i e t e r á m u i t o s r a m o s ( * ) ; 
e se for i m a g i n a r i o , a p e r p e n d i c u l a r ind i f in ida l e v a n t a d a em P s ô b r e o 
p l ano xy n ão e n c o n t r a r á a supe r f í c i e . 

Se depo i s de h a v e r m o s a s s i g n a d o um valor a y , t a l c o m o y=b=AS, 
f i z e r m o s v a r i a r x , a o r d e n a d a PM = z m o v e r - s e - h a na d i r e c ç ã o SP pa ra l l e l a 
ao p lano xz, e as va r i ações c o r r e s p o n d e n t e s , por q u e p a s s a r , s e r ã o d e t e r m i n a -

i s ) Não havendo cm por tuguez palavra própria , que exprima o mesmo que 
a palavra nappe adoptada pelos geómetras f rancezes , assentámos que a expres-
são ramos da superfície podia expr imir a idea de q u e se tracta , estando de mais 
a mais em analogia com outra já adoptada de ramos de curva. 
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d a s pe la e q u a ç ã o f ( x , b , 2) = O , q u e s e r á p o r c o n s e g u i n t e a da i n t e r -
s e c ç ã o d a s u p e r f í c i e pe lo p l a n o S M p a r a i l e l o a o s xz. P e l a m e s m a r a z ã o 
f a z e n d o # = a = A N , ou z = C = A T , t e r e m o s as i n t e r s e c ç õ e s da s u -
p e r f í c i e pe los p lanos MN , ou O R , p a r a l l e l o s aos y z ou aos xy. 

F i c a a s s i m e v i d e n t e : q u e Í = 0 é a e q u a ç ã o do p l a n o xy, z = c 
a de um p l ano q u e l h e é p a r a i l e l o á d i s t a n c i a c; X = O a e q u a ç ã o do 
p l ano yz; x — a a do p lano p a r a i l e l o á d i s t a n c i a a; e to . 

D o t r i a n g u l o r e c t â n g u l o A M P r e s u l t a 2 2 + A P 2 = A M 2 ; e c o m o A P N 
d á A P 2 = x 2 + y2, s e r á , f a z e n d o A M = R 3 

( 1 ) x2+y2+z2=lV. 

L o g o : 1 .° a d i s t a n c i a de um p o n t o á o r i g e m das c o o r d e n a d a s é e g u a l á ra iz 
d a s o m m a dos q u a d r a d o s d a s t r e s c o o r d e n a d a s d o m e s m o p o n t o : 2 . ° s e x 
y e z f o r e m v a r i a v e i s , e s t a e q u a ç ã o c a r a c t e r i s a r á todos os pon tos do e s p a ç o , 
c u j a d i s t a n c i a R á o r i g e m é a m e s m a ; e s e r á por c o n s e g u i n t e a equação 
da esphera, q u e t e m o r a i o R, e o c e n t r o na o r i g e m d a s c o o r d e n a d a s . 

S e j a m ( f ig . 3 3 ) » e m as p r o j e c ç õ e s s ò b r e o p l a n o xy dos d o u s p o n -
tos N (x, y , z) e M ( x ' , y', z); mn s e r á a p r o j e c ç ã o da I i n h a M N = I t , 
e t e r e m o s ( P . I I , n .° 2 2 2 ) 

mn2=(x — x')2+ (y — y)2-

A l é m d i s so a l inha MP p a r a l l e l a a mn , f o r m a n d o o t r i a n g u l o M N P r e c t â n -
g u l o e m P , d á 

M N 1 = M P s + P N 2 = U m 2 + P N 2 ; e c o m o P N = N n - M m = ^ - 2 ' , s e r á 

( 2 ) . . . . (x - x')2+ (y - y')2+ (z - z ' ) 2 = R 2 , 

s e n d o R a d i s t a n c i a e n t r e os p o n t o s (x, y, z) e (x, y', z') (*). Se c o n s i -

(«) Como mB, «c (fig. 33) paral le las a Ay, d ã o B C = : r — x ' = á projecção 
de MN sobre o eixo dos a?(P. II. n . ' °119 , 3 o ) , vê-se q u e o comprimento de uma li-
nha no espaço é a raiz da somma dos quadrados das suas projecções sobre os tres eixos. 

Temos também M P = MN cos N M P ; logo a projecção mn = MN é o p rodu-
ção da linha projectada pelo cos. da inc l inação ; e, rec iprocamente , uma linha no 
espaço é o quociente da sua pro jecção sòbre um p lano , dividida pelo coseno do 
angulo que a linha faz com o mesmo plano. Es te s theoremas extendem-se t ambém 
ás áreas planas s i tuadas no espaço, como veremos adiante . 

4 4 
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d e r a r m o s x, y, z c o m o v a r i a v e i s , esta equação será a de uma esphera de 
raio Il , cu jo c e n t r o es tá s i t uado no ponto M (x', y, z'). 

1 8 6 . I m a g i n e m o s a supe r f í c i e d e u m c y l i n d r o r e c t o ( P . I I . n . ° 1 3 4 ) , 
t e n d o por b a s e u m a cu rva q u a l q u e r s ô b r e o p lano xy, d ada pela sua e q u a ç ã o 
f(x, y) = 0. A p e r p e n d i c u l a r indef in ida z, l evan tada era q u a l q u e r pon to 
d ' e s t a curva s ô b r e o p lano xy, é u m a g e n e r a t r i z d ' e s t e so l ido ; e por c o n s e -
g u i n t e q u a l q u e r valor q u e se dê a z , s e m p r e a e x t r e m i d a d e d ' e s l a p e r p e n -
d i c u l a r e s t a r á s ô b r e a supe r f í c i e do c y l i n d r o . 

P o r c o n s e g u i n t e : a equação da superfície de um cylindro recto ê a 
da sua base, ou f(x, y) = 0. 

Q u a n d o a g e n e r a t r i z do cy l ind ro r e c t o for p e r p e n d i c u l a r ao p lano 
dos xz , a equação d ' e s l a supe r f í c i e será a da base t r a ç a d a na que l i e plano. 

P o r um rac ioc ín io idên t i co se p rova , q u e a e q u a ç ã o de um p lano , p e r -
p e n d i c u l a r a um dos p lanos coo rdenados , é a m e s m a q u e a do seu traço 
s ô b r e e s t e p lano , i s to é , a da l inha de i n t e r s e c ç ã o dos dous planos. A s -
s im , s e for AB =a ( f ig . 33 rep.) e a = l a n g C B I , a equação x'=az-fa, 
q u e é a da l inha BC e x i s t e n t e no plano z\x, será t a m b é m a do plano 
F E B C , p e r p e n d i c u l a r a zkx, e q u e passa por BC. 

1 8 7 . S e j a m M = O , N = O , a s e q u a ç õ e s d e duas q u a e s q u e r s u p e r -
fícies , e v e j a m o s o q u e resu l ta da sua c o m b i n a ç ã o . 

F i c a n d o nes te caso a r b i t r á r i a só u m a das v a r i a v e i s , z por e x . ° , es te 
s y s t e m a de equações r e p r e s e n t a r á a s e r i e de pontos c o m m u n s a a m b a s as 
s u p e r f í c i e s , ou por ou t r a s pa lavras a curva r e s u l t a n t e da sua in te rsecção . 

1 8 8 . A s s i m , r e c a p i t u l a n d o , v ê - s e : que um ponto fica determinado por 
tres equações entre as suas tres coordenadas, x, y, e z; uma superfície por 
uma só equação entre as tres coordenadas variaveis dos seus differentes 
pontos ; e uma curva por duas equações, que vem a ser as das duas super-
fícies , que na sua intersecção determinam esta linha. 

C o m o por u m a l inha d a d a p o d e m passar inf ini tas super f í c ies , ó c laro 
q u e uma curva no espaço pôde ser dada por uma infinidade d'equações. 

E l i m i n a n d o z e n t r e M = O e N = O, o b t e m - s e u m a e q u a ç ã o P = O 
e n t r e x e y. E s t a e q u a ç ã o é a de um cy l ind ro r e c t o , cu j a in t e r secção 
c o m q u a l q u e r das d u a s super f íc ies é a curva de q u e se t r a c t a : e t a m b é m 
é a e q u a ç ã o da p r o j e c ç ã o da m e s m a curva s ô b r e xy. Se em vez de z , 
e l i m i n a r m o s y , v ê - s e do m e s m o m o d o q u e a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e 0 = 0 , 
ó a de um c y l i n d r o r e c t o , ou a da p ro j ecção da cu rva s ô b r e o plano xz. 
Ass im P = O, Q = O, são as equações de dous c y l i n d r o s , q u e p o d ê m o s 
s u b s t i t u i r á s supe r f í c i e s d a d a s ; e são t a m b é m as e q u a ç õ e s d a s p ro jecções 
da c u r v a , e as da m e s m a c u r v a . D ' o n d e se s e g u e , q u e podemos tomar por 
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equações de uma curva as equações das suas projecções sôbre dous planos 
coordenados. 

1 8 9 . A p p l i q u e m o s e s t e s p r i n c í p i o s á l i n h a r e c t a . P o d e m o s t o m a r p a r a 
a s d u a s e q u a ç õ e s a s d e d o u s p l a n o s q u a e s q u e r , q u e c o n t e n h a m a m e s m a 
r e c t a ; c o n v i r á p o r é m p r e f e r i r a s q u e a p p r e s e n t a m r e s u l t a d o s m a i s s i m p l e s . 
A s s i m a ; = 0 , y=0, q u e são as e q u a ç õ e s dos p l anos y z QXZ, s ã o a s e q u a -
ç õ e s do e i x o dos z ; x = 0 , 2 = 0 , s ã o as do e i x o dos y ; e y = O , z = O , 
s ão as do e i x o dos x . Do m e s m o m o d o se v ê , q u e x — a., y = Ç, s ão as 
e q u a ç õ e s de u m a r e c t a PM ( f i g . 3 2 ) p a r a l l e l a aos z , e c u j o pé P , ou 
i n t e r s e c ç ã o c o m o p l a n o xy, t e m p o r c o o r d e n a d a s oo=a, y = §. E a s s i m 
a r e s p e i t o d o s o u t r o s e i x o s . 

D a d a u m a r e c t a q u a l q u e r E F n o e s p a ç o ( f ig . 3 3 rep.), t i r e m o s p o r 
e l l a u m p l a n o F E B C p e r p e n d i c u l a r a o p l a n o xz; B C s e r á a sua p r o j e c ç ã o 
s ò b r e e s t e p l a n o . D o m e s m o m o d o a c h a r e m o s a p r o j e c ç ã o I I G d e E F s ò b r e 
o p l a n o yz. As e q u a ç õ e s d ' e s t a s p r o j e c ç õ e s , ou d o s p l a n o s p r o j e c t a n t e s , 

ou 

(3 ) x = az + a, y = bz-j-S, 

são a s d a r e c t a E F . 
É f ác i l d e v e r , q u e a e ê s ã o a s c o o r d e n a d a s A B e A G d o p o n t o E , 

o n d e a r e c t a EF e n c o n t r a o p l a n o xy; e q u e a e 6 s ã o as t a n g e n t e s d o s 
â n g u l o s f o r m a d o s p e l a s p r o j e c ç õ e s B C e H G d a m e s m a r e c t a c o m o e i x o 
A Z . E l i m i n a n d o z , o b t e m - s e a e q u a ç ã o da p r o j e c ç ã o s ô b r e o p l a n o xy , 

(4 ) ay = bx + a€—boi. 

1 9 0 . S e a r e c t a E F ( f ig . 3 3 rep.) p a s s a r p o r u m p o n t o F ( x , y', z'), 
a s p r o j e c ç õ e s C e I I d ' e s t e p o n t o e s t a r ã o s i t u a d a s s ô b r e a s d a r e c t a ; l o g o 
a s e q u a ç õ e s d a m e s m a r e c t a s e r ã o ( P . I I . n . ° 2 1 9 ) 

(5 ) x — x'=a[z — z'), y — y'=b{z — z>). 

Se a r e c t a p a s s a r por um s e g u n d o p o n t o (x'>, y1', z'1), o b t e r e m o s o u t r a s 
d u a s e q u a ç õ e s s i m i l h a n t e s , p o r m e i o d a s q u a e s e d a s p r e c e d e n t e s s e 

X1'-- X1 y'1 v ' d e t e r m i n a r ã o os v a l o r e s de a e b, q u e s ã o a = — r> & —T—T* 
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S e a r e c t a pa s sa r pe l a o r i g e m A , a s e q u a ç õ e s s e r ã o 

(6) X = az, y = bz. 

Ê fáci l m o s t r a r , q u e a s p r o j e c ç õ e s d e d u a s r e c t a s p a r a l l e l a s s ô b r e u m 
m e s m o p lano , são p a r a l l e l a s ( P . I I . n . ° 1 1 5 ) ; logo a s e q u a ç õ e s d ' e s t a s r e c t a s 
d e v e m t e r os m e s m o s coe í l i c i en tes a e 6 pa ra z , e d i l f e r i r u n i c a m e n t e 
nos va lo r e s d a s c o n s t a n t e s a e g. 

1 9 1 . S e f o r e m d a d a s a s e q u a ç õ e s d e d u a s r e c t a s 

x = a z + a , xj = bz + g ; x = a'z + a ' , y = b'z+ g ' , 

e e l i m i n a r m o s e n t r e e l l as as c o o r d e n a d a s v a r i a v e i s y , z , virá u m a e q u a ç ã o 

00 («-«') (b — b1) = (g — g') (a — a ' ) , 

a q u a l , s e n d o i n d e p e n d e n t e d a s m e s m a s va r i ave i s , 6 a condição necessaria 
para que as mesmas rectas se encontrem. Se el la não for s a t i s f e i t a , as l i -
n h a s n ã o se c o r t a r ã o ; e se o f o r , o p o n t o de i n t e r s e c ç ã o t e r á po r c o o r d e -
n a d a s 

_ « — « ' _ g — g 1 _ a'g — aa.' _ 5 ' g — òê ' 
a ' — a ~b' — b a'—a ' V ~ V — b ' 

Se as r e c t a s f o r e m p a r a l l e l a s , s e r á e n t ã o a = a', b = b\ e os va lo res das 
c o o r d e n a d a s s a i r ã o i n f i n i t o s , o q u e i nd i ca q u e a s m e s m a s r e c t a s s e não 
p o d e m e n c o n t r a r . 

Equações do Plano, do Cylindro, do Cone, etc. 

1 9 2 . A s cond ições p e l a s q u a e s s e d e t e r m i n a a n a t u r e z a d e q u a l q u e r 

s u p e r f í c i e , r e d u z e m - s e s e m p r e , em ú l t i m a ana lyse , á lei da sua g e r a ç ã o , a 



s u p e r f í c i e s e c u r v a s n o e s p a ç o . 3 4 9 

qua l cons i s t e e m q u e u m a c u r v a generatriz, d e f ó r m a c o n s t a n t e o u v a -
r i a v e l , s e m o v e d e c e r t a m a n e i r a a o l o n g o d e u m a o u m u i t a s l inhas d a -
d a s , q u e se c h a m a m directrizes, e g e r a ass im a s u p e r f í c i e de q u e se 
t r a c t a . P a r a a c h a r a e q u a ç ã o d a s u p e r f í c i e g e r a d a e m p r e g a - s e u m r a c i o c í -
n io s i m i l h a n t e ao do n . ° 3 2 o da P . I I . ; do q u e p a s s á m o s a d a r a l g u n s 
e x e m p l o s , c o m e ç a n d o pe lo p l a n o . 

Um plano DC (Gg. 3 4 ) pôde considerar-se gerado por umarccía E F , 
que consercando-se sempre parallela a uma direcção determinada , é obri-
gada a mover-se sôbre uma recta fixa. S u p p o n h â m o s p o i s , q u e a genera-
triz E F , f i cando s e m p r e p a r a l l e l a á i n t e r s e c ç ã o BC do p lano DC c o m o 
p lano dos xz, é o b r i g a d a , em q u a l q u e r d a s suas pos ições , a e n c o n t r a r s e m -
p r e a i n t e r s e c ç ã o BD do m e s m o p lano DC com o p lano d o s yz , a qua l 
é n ' e s t e c a so a directriz. P a r a a c h a r a e q u a ç ã o do p lano é n e c e s s á r i o 
e x p r i m i r a n a l y t i c a m e n t e e s t a s d u a s c o n d i ç õ e s . 

As d u a s secções BC e BD e n c o n t r a n d o - s e em B no e i x o dos z , t e m 
po r e q u a ç õ e s , f a z e n d o A B = C , 

B C , y = o, z = kx -f- C, 

B D x = 0 By + C ( I ) 

C o m o a l inha E F , e m q u a l q u e r das suas p o s i ç õ e s , d e v e se r s e m p r e 
pa ra l l e l a a B C , o p lano p r o j e c t a n t e E H I F s e r á p a r a i l e l o a zx, e HI a A x . 
A p r o j e c ç ã o de EF s ô b r e o p lano zx t a m b é m s e r á pa ra l l e l a a BC- A s s i m 
a s e q u a ç õ e s d e E F s e r ã o 

y = a , z = A x - f S (2). 

E l i m i n a n d o x , y , z e n t r e es tas u l t i m a s e q u a ç õ e s , e a s e q u a ç õ e s ( 1 ) 
da d i r e c t r i z , o b t e m - s e a e q u a ç ã o 

£ = B' . + C ( 3 ) 

a q u a l , pe lo q u e fica d i c t o ( n . ° 1 9 1 ) , é a equação de condição para que 
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a generatriz tenha, em todas as s u a s p o s i ç õ e s , um ponto commum com a 
directriz fixa. 

Se d e r m o s pois a a e g va lo r e s q u e s a t i s f a ç a m á u l t i m a e q u a ç ã o 
( 3 ) , e o s s u b s t i t u i r m o s e m ( 2 ) , e s t a s s e r ã o a s d e g e n e r a t r i z n ' u m a d a s 
suas pos ições . Se nas e q u a ç õ e s ( 2 ) s u b s t i t u i r m o s o va lor ( 3 ) de 6 , e s t a s 
e q u a ç õ e s s e r ã o a s de u m a g e n e r a t r i z q u a l q u e r , c u j a pos ição d e p e n d e r á do 
valor a r b i t r a r i o q u e se d e r a a . E f i n a l m e n t e , s e e n t r e a s e q u a ç õ e s (2) e ( 3 ) 
e l i m i n a r m o s a e g, a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e 

z = Aa> + B y + C , ( 4 ) 

s e n d o i n d e p e n d e n t e d ' a q u e l l a s q u a n t i d a d e s , s e rá a do p l a n o ; por isso q u e 
e n t ã o x , y , z r e p r e s e n t a m as c o o r d e n a d a s de u m a g e n e r a t r i z q u a l q u e r , 
de q u e o p l ano é o logar geometrico. 

Da a n a l y s e da e q u a ç ã o do p lano se v ê : 1." q u e C r e p r e s e n t a a c o o r -
d e n a d a z i n i c i a l , o u A B : 2 . ° q u e A e B r e p r e s e n t a m a s t a n g e n t e dos 
â n g u l o s , q u e f a z e m c o m os e i x o s d o s x e dos z os t r a ç o s BC e BD do 
p lano s o b r e os dos xz e dos yz: q u e se f i z e r m o s v a r i a r C s ó m e n t e . 
o p lano se m o v e r á p a r a l l e l a m e n t e , po r isso q u e os t r a ç o s success ivos se 
c o n s e r v a m pa ra l l e lo s . 

C o n c l u e - s e t a m b é m d o q u e f i c a e x p o s t o : 
1 . ° Q u e toda a e q u a ç ã o do l . ° g r á o a t r e s va r i ave i s é a de um 

p l a n o , p o r q u e p ô d e s e m p r e r e d u z i r - s e á f ó r m a ( 4 ) . 
2 . ° Q u e d u a s e q u a ç õ e s q u a e s q u e r d o 1 . ° g r á o a t r e s v a r i a v e i s , são 

as de u m a l inha r e c t a , r e s u l t a n t e da i n t e r s e c ç ã o dos p lanos r e p r e s e n t a d o s 
por aque l l a s e q u a ç õ e s . 

3 . ° Q u e , s e n d o d a d a a e q u a ç ã o d o p l a n o , o b t e r e m o s a s e q u a ç õ e s 
dos s eus t r a ç o s c o m os p lanos dos xz , yz e xy, f a z e n d o nel la r e s p e c t i v a -
m e n t e y = O , x = 0, z = O, q u e são as e q u a ç õ e s dos m e s m o s p l a n o s . 
A s s i m Ax + B i / + C = O é a e q u a ç ã o do t r a ç o do p l a n o c o m o d o s xy. 

Podiamos ter considerado o plano gerado por uma recta qualquer 
no espaço obrigada a mover-se sôbre outras duas, que poderiam ser os 
t r a ç o s d o m e s m o p lano c o m d o u s dos p lanos c o o r d e n a d o s . E s t e c a l c u l o , u m 
pouco m a i s c o m p l i c a d o , e q u e p r o p o m o s p a r a e x e r c í c i o , conduz i r i a aos 
m e s m o s r e s u l t a d o s . 

1 9 3 . P o r um rac ioc ín io i d ê n t i c o a c h a r e m o s a e q u a ç ã o do Cylindro, 
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o qual ( P . I I . n . ° 1 3 4 ) pôde considerar-se gerado por uma recla qualquer, que 
conservando-se parallela a si mesma, é obrigada no seu movimento a en-
contrar sempre uma curva dada no espaço. 

S e j a m 

x = az + a , y = bz + $ . . . ( a ) 

as e q u a ç õ e s d ' u m a r e c t a pa ra l l e l a á g e n e r a t r i z , nas q u a e s a e b se 
s u p p õ e c o n h e c i d a s , e a e (¾ d e p e n d e n t e s da pos ição da r e c t a . S e j a m l a m -
bera M = O 1 N = O as e q u a ç õ e s da d i r e c t r i z . A c o n d i ç ã o pa ra q u e e»ta 
curva se ja e n c o n t r a d a s e m p r e pela g e n e r a t r i z é e x p r e s s a (n.° 1 9 1 ) pela e q u a -
ç ã o P = F a 1 r e s u l t a n t e da e l i m i n i ç ã o de x , y , z , e n t r e o s q u a t r o e q u a ç õ e s 
d e s t a s l inhas . 

Se nas e q u a ç õ e s ( a ) s u b s t i t u i r m o s Fa por 3 ( e s tas d u a s e q u a ç õ e s s e -
r ão a s d e u m a g e n e r a t r i z q u a l q u e r , cu j a pos ição d e p e n d e r á d o valor d e a . 

Se d e p o i s e l i m i n a r m o s d ' e l l a s a q u a n t i d a d e a , o b t e r e m o s u m a r e l a -
ção e n t r e x, y e z , q u e t e r á loga r p a r a q u a l q u e r g e n e r a t r i z , e q u e se rá 
por c o n s e g u i n t e a e q u a ç ã o p e d i d a . 

L i g o , pa ra a c h a r a e q u a ç ã o de u m a s u p e r f í c i e c y l i n d r i c a , d e v e m o s 
e l i m i n a r x , y e z e n t r e as e q u a ç õ e s (a) e os d u a s M = O 1 N = O da 
c u r v a d i r e c t r i z ; d e p o i s na e q u a ç ã o r e s u l t a n t e g = F a , s u b s t i t u i r x — az 
por a, e y — bz por g A equação do cylindro s e r á pois da f ó r m a 

y = b z = V ( x - a z ) ; ( i ) 

d e p e n d e n d o a f ó r m a da f u n c ç ã o F da n a t u r e z a dá d i r e c t r i z . 
Se por e x . ° , a b a s e for um c i r c u l o de r a io r , t r a ç a d o 110 p l a n o xy, 

e co l locado c o m o na f ig . 3 6 , c o m o d i â m e t r o AE s ô b r e o e i x o d o s x , 
e a o r i g e m em A : as e q u a ç õ e s d ' e s l a b a s e , q u e se p ô d e t o m a r por d i r e -
c t r i z , s e r ã o 

y*+ x*= 2rx, z = 0 ; 

e n t r e as q u a e s e as e q u a ç õ e s ( a ) se e l i m i n a r m o s x, y, z , virá a e q u a ç ã o 
de c o n d i ç ã o (*) [ 3 1 + * = 2rx («). 

<«J Isto é evidente , r e t l ec t indo , que a e fi são as coordenadas do pé 
da gene ra t r i z . A mesma consideração se fará a respeito do cone . 

Poder-se-hia achar a equação do p l a n o , considcrando-o como um cyl indro 
cu ja base é uma recta . 
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L o g o 
(y — bz)2+(x — az)2 = 2r(x — az) (5) 

é a equação do cylindro obliquo de base circular. As quant idades a e 6 
se rão d e t e r m i n a d a s pela d i r e c ç ã o do e i x o . 

Se o e i x o e s t i ve r no p lano xz, s e r á 6 = 0, e a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e 
t o r n a r - s e - h a e m 

%/+ (x — az)2= 2 r (x — az). 

F i n a l m e n t e , se o c e n t r o do c i r cu lo e s t ive r na o r i g e m A , s u b s t i t u i r - s o - h a 
por r 2 o 2 . ° m e m b r o de ( 5 ) . 

1 9 4 . S e j a m M = O, N = O ( a ) 

as e q u a ç õ e s da d i r e c t r i z de uma superfície cónica, q u a l q u e r ( P . IL n.° 
1 3 6 ) c u j o v e r t i c e S t e m por c o o r d e n a d a s a , 6 , c. 

A g e n e r a t r i z d ' e s t a super f í c i e é o b r i g a d a a passar pelo ve r t i ce e a 
e n c o n t r a r s e m p r e no seu m o v i m e n t o a d i r e c t r i z . 

A l . ' c o n d i ç ã o é exp re s sa (n .° 1 9 0 ) pela e q u a ç ã o 

x — a = a (z — c ) , y — 6 = g ( s — c) («' ' ) 

A 2 . a é e x p r e s s a , (n .° 1 9 1 ) pela e q u a ç ã o g = Fa , r e s u l t a n t e da e l i m i -
nação d e x , y , z , e n t r e a s e q u a ç õ e s ( a ' ) e (a" ) . 

E l i m i n a n d o d e p o i s g e a por m e i o das e q u a ç õ e s ( a ' ' ) v i rá a equação 
do cone 

» _ = i _ F ( ^ = í ) ( 6 ) 
3 C \Z C/ 

na qual a f ó rma de F d e p e n d e r á t a m b é m da n a t u r e z a da d i r e c t r i z , e será 
d e t e r m i n a d a q u a n d o e s t a o fo r . 

S e , por e x . ° a bane Ior o c i r cu lo AE (fig. 3 6 ) , q u e p o d e m o s t o m a r 



s u p e r f í c i e s e c c r v a s k o e s p a ç o . 3 3 3 

por d i r e c t r i z . as suas e q u a ç õ e s (« ' ) , s u p p o n d o a o r i g e m na e x t r e m i d a d o 
A do d i â m e t r o , e e s t e co inc id indo c o m o e i x o dos x , s e r ã o 

2 = 0 , T/*+ X1 = Irx; 

e a equação g = Fa s e r á ' n e s t e caso 

( a _ a f + (6 _ pc)* = 2 r (a — ac): 

d o n d e s e d e d u z 

(az — c x ) ® + ( b z — cjf = 2 r ( z — c). (az — cx), 

a qual s e r á a equação do cone obliquo de base circular. 
Se q u i z e r m o s q u e o e i x o SC e s t e j a no p lano xz, c o m o na f ig . 3 6 , 

f a r e m o s 6 = 0 , e v i r á 

c* ( x 4 + yl) + 2c (r — a) xz + a (a — 2 r ) z*+2acrz — 2 c V x = 0 . 

Se o ctine é recto, p o r e m o s a = r. M a s ' n e s t e caso é m a i s s i m p l e s 
t o m a r o e i x o dos z pa ra o e i x o do c ó f l e , e a c h a - s e e n t ã o pa ra e q u a ç ã o 
d ' e s t a super f í c i e a s s i m d i s p o s t a , 

c 1 (x>+ f ) = r 2 ( z - c ) \ ou a ? 1 + y 2 = m* (» - c)% ( 7 ) 

c 
d e s i g n a n d o po r m a t a n g e n t e — do a n g u l o f o r m a d o pelo e i x o e pela g e n e -

C 
r a t r i z . 

Se o c i r cu lo da b a s e n8o fosse t r a ç a d o no plano xy, m a s n ' o u t r o 
inc l inado s ô b r e e s t e , e p e r p e n d i c u l a r aos xz , ser ia n e c e s s á r i o , d e s i g n a n d o 
por A a t a n g e n t e do a n g u l o q u e a b a s e f izesse c o m o plano xy, s u b s t i -
t u i r por ( a ' ) a s e q u a ç õ e s 

Z =Z kx, X1+ j/4-f Z2 = r2. 
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1 9 5 . As superfícies de revolução p o d e m c o n s i d e r a r - s e g e r a d a s 
( P . I I . n . ° 1 3 3 ) pe lo m o v i m e n t o d e u m c i r c u l o B D C ( f ig . 3 7 ) , o q u a l 
s e n d o p e r p e n d i c u l a r a um e i x o A z , conse rva s e m p r e o c e n t r o I s ô b r e e s t e 
e i x o , e c u j o r a io I C vai c o n t i n u a m e n t e v a r i a n d o , d e m o d o q u e o c i r c u l o 
c o r t a s e m p r e u m a d a d a d i r e c t r i z C A B . 

C o m o o c i r cu lo g e n i t o r d e v e f i ca r c o n s t a n t e m e n t e pa ra l l e lo ao p lano 
dos xy, as s u a s e q u a ç õ e s s e r ã o as do s eu p l ano e do seu c y l i n d r o p r o j e -
c t a n t e , o u , f azendo AI = P , o o r a i o IC = a , 

z = p, X2-iT y* = a® (6) 

P a r a q u e e s t e c i r c u l o e n c o n t r e s e m p r e a d i r e c t r i z , c u j a s e q u a ç õ e s d e s i g n a -
r e m o s por 

M = O , N = O ( 6 ' ) , 

é n e c e s s á r i o , s e g u n d o t e m o s v i s t o , q u e t e n h a l o g a r a e q u a ç S o d e c o n d i -
ç ã o F ( a , ê) = O, r e s u l t a n t e da e l i m i n a ç ã o de x , y , z , e n t r e (Jb) e (6 ' ) . 

Se d e p o i s e l i m i n a r m o s a e [3 e n t r e e s t a e q u a ç ã o e as e q u a ç õ e s ( b ) , 
o b t e r e m o s a equação p e d i d a da superfície de revolução, q u e s e r á de 
f ó r m a 

z = F(x*+ y>) ( 8 ) 

e na qua l a f u n e ç ã o F d e p e n d e r á a i n d a da n a t u r e z a da cu rva d i r e -
c t r i z . 

I . Se a d i r e c t r i z 6 ura c i r c u l o e x i s t e n t e no p l a n o xz e c o m o c e n t r o 
na o r i g e m , a s e q u a ç õ e s (6 ' ) s e r ã o n e s t e caso 

y = 0 , x 2 + za = r a ; . 

e a e q u a ç ã o d e c o n d i ç ã o t o r n a r - s e . h a e m a 2 + £ 2 = r 2 , o q u e a l iás é 
e v i d e n t e . S u b s t i t u i n d o ' n e l l a os v a l o r e s de « e 6 deduz idos de ( 6 ) , v i rá a 
equação da esphera, já a c h a d a ( n . ° 1 8 5 ) 
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a 2 + ; , 2 + a W 2 ( 9 ) 

I I . Se a d i r e c t r i z é uma parabola B A C e x i s t e n t e no p lano xz , e 
s i t u a d a c o m o n a f i g . 3 7 , a s e q u a ç õ e s d a d i r e c t r i z s e r ã o 

y = O , X1= 2pz, 

d o n d e se d e d u z a 2 = = 2 p g ; e po r Gm 

x2+yz = 2pz, ( I O ) 

q u e é a equação do paraboloide de revolução em vol ta do e i x o d o s z. 
I I I . Se as d i r e c t r i z e s f o r e m ellipses ou hyperboles, a c h a r e m o s p e l a 

m e « m a m a n e i r a q u e as equações do ellipsoides e hyperboloides de revo-
lução, cu jo s 1.°" e i x o s c o i n c i d e m c o m os dos z , s ão 

A 2 ( x 2 + i / 2 ) ± B V = ± A 2 B 2 ( 1 1 ) 

s endo os s i g n a e s s u p e r i o r e s r e l a t i v o s ao e l l i p s o i d e , e os i n f e r i o r e s ao I iy -
p e r b o l o i d e . 

I V . Se a d i r e c t r i z é u m a r e c t a , a s s u a s e q u a ç õ e s s e r ã o 

X = az + A, y = bz + B , 

d a s q u a e s r e s u l t a a e q u a ç ã o d e c o n d i ç ã o 

( a p + A ) 2 + ( 6 p + B ) 2 = a 2 . 

E l i m i n a n d o a e (5 , v i rá po r fim a e q u a ç ã o da s u p e r f í c i e de r evo lução 

x 2 + j / 2 = ( a 2 + ò 2 ) z2+ 2 ( A a + B i ) s + A 2 + B 2 . 

F a z e n d o , r = 0 , a c h a - s e ( P . I I . n . ° 3 1 0 ) q u e a i n t e r s e c ç ã o pelo p lano yz é u m a 
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h v p e r b o l e , e c o m o x e y e n t r a m s e m p r e d e b a i x o da f ó r m a x 2 - f y * , s s e r á 
f u n c ç ã o de x 2 + j / \ e por c o n s e g u i n t e a superfície gerada é um hypcr-
boloide de revolução. 

C o m t u d o s e a r e c t a d i r e c t r i z c o r t a r o e i x o dos z , a s suas e q u a ç õ e s 
s e r ã o s a t i s f e i t a s f a z e n d o x = j / = 0 , e i = c , d o n d e r e s u l t a A = — a c , 
B = — bc. T e r e m o s pois 

a q u a l é a equação do cone recto ( n . ° 1 9 4 ) . 
Q u e r e n d o a e q u a ç ã o d e u m a s u p e r f í c i e d e r e v o l u ç ã o era volta d e u m 

e i x o c o m u m a d i r e c ç ã o q u a l q u e r , s e r á neces sá r io o u r e c o r r e r a u m a t r a n s -
f o r m a ç ã o d e c o o r d e n a d a s , o u t r a c t a r d i r e c t a m e n t e o p r o b l e m a d e u m a m a -
n e i r a a n a l o g a à q u e t e m o s s e g u i d o . 

1 9 6 . C u m p r e a d v e r t i r a q u i , c o m o na P . I I . n ° 224 - , q u e a r e s p e i t o d a s 
s u p e r f í c i e s s e p o d e m a p p r e s e n t a r dous g e n e r o s d e p r o b l e m a s . O u s e t r a c t a d e 
d e t e r m i n a r o s pon tos d e u m a d a d a s u p e r f í c i e q u e g o z a m d e c e r t a s p r o p r i e d a -
d e s , ou e n t ã o de a s s i g n a r á s u p e r f í c i e u m a pos ição ou d i m e n s õ e s t a e s , 
q u e po r m e i o d ' e l ! a s s a t i s f aça a c e r t a s cond ições . No l .° c a so x , y e z 
s ã o a s i n c ó g n i t a s ; n o 2 . ° é n e c e s s á r i o d e t e r m i n a r a l g u m a s d a s c o n s t a n t e s 
d e m o d o q u e s e j a m sa t i s f e i t a s a s cond ições d o p r o b l e m a . E s t a s cond ições 
d e v e m , e m todos o s c a s o s , e s t a b e l e c e r t a n t a s e q u a ç õ e s d i s t i nc t a s q u a n t a s 
s ão a s i n c ó g n i t a s , a l iás o p r o b l e m a se r ia i n d e t e r m i n a d o ou a b s u r d o . P a s -
s ê m o s a a p p l i c a r ao p l ano e s t a s c o n s i d e r a ç õ e s g e r a e s . 

1 9 7 . Achar as projecções da intersecção de dous planos. 
S e j a m a s e q u a ç õ e s d ' e s t e s p l anos 

(a2 + ò2) (z — c)z = x 2 + y . (12) 

Problemas sôbre o plano e a linha recta. 

z = A x + By + C , z = A ' x + B ' x + C' . 

E l i m i n a n d o s u c c e s s i v a m e n t e e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s a s v a r i a v e i s z , x , y , 
o b t e r e m o s a s e q u a ç õ e s s e g u i n t e s d a s p r o j e c ç õ e s d a i n t e r s e c ç ã o s ô b r e o s 
p lanos 
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l ^ 

( A — A ' ) x + ( B — B ' ) y + C — C ' = 0 

( A ' — A ) z + ( A B ' — A ' B ) y + A C — A 1 C = 0 » 

( B ' — B ) z + ( A f B - A B ' ) x + B C ' — B ' C = 0 . 

1 9 8 . Fazer passar um plano por um, dous ou Ires pontos dados. 
Seja a e q u a ç ã o do p lano z = Ax + By + C. 
O plano f icará d e t e r m i n a d o , ou q u a n d o A, B 1 C f o r e m c o n h e c i d a s , ou 

q u a n d o s e p o d e r e m e s t a b e l e c e r e n t r e e s t a s q u a n t i d a d e s t r e s e q u a ç õ e s , po r 
m e i o da s q u a e s se d e t e r m i n e m os seu valores . 

Se q u i z e r m o s q u e o p lano passe pe lo p o n t o d a d o (x ' f y ' , z') , a sua 
e q u a ç S o t o r n a r - s e - h a e m z ' = Ax1J B y ' + C . S u b t r a h i n d o pois es ta ú l t i m a 
e q u a ç ã o da p r i m e i r a , t e r e m o s a e q u a ç ã o do p lano q u e passa pe lo pon to 
d a d o , 

( 2 ) z — z ' = A (a: — ¢ ' ) + B (y — y') 

S e q u i z e r m o s , q u e passe po r u m s e g u n d o pon to ( x " , y ' ' , z'1), t e r e -
m o s z" = A x ' ' + B y ' ' + C ; e c o m o nos fal ta a inda u m a equaçSo pa ra p o -
d e r m o s d e t e r m i n a r a s t r e s cons t an t e s a r b i t r a r i a s , p o d e m o s s u j e i t a r o p l ano 
a passa r a inda por um t e r c e i r o p o n t o , ou a sa t i s faze r a o u t r a cond ição . 

Rlas se qu izessemos po r e x . ° , q n e o p l a n o a l é m de passa r pelo pon to 
( x ' , y't z\) fosse pa ra l l e lo a um p lano d e t e r m i n a d o z — A ' x + B 'y + C ' , 
t e r í a m o s a equaçSo ( 2 ) , e as e q u a ç õ e s 

A = A ' , B = B ' . ; 

1 9 9 . Achar as condições para que uma recta e um plano coincidam 
ou sejam parallelos. 

Sejam as equações do plano e da recta 

z = A x + B y + C , 

x = az + « , y S = bz + p . 
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S u b s t i t u i n d o na 1.*, os va lo r e s de x e y , t i r a d o s d a s d u a s ú l t i m a s , t e -
r e m o s 

z(Aa + B6 — i ) + Aa + B g + C = O. 

Se a r e c t a e o p l ano t i v e s s e m um só p o n t o c o m m u m , o valor de z 
t i r a d o d ' e s l a e q u a ç ã o se r i a o d e u m a d a s c o o r d e n a d a s d ' e s t e ponto . 

P a r a q u e a r e c t a p o r é m co inc ida c o m o p l a n o , é n e c e s s á r i o q u e 
es t a ú l t i m a e q u a ç ã o subs i s t a q u a l q u e r q u e se j a o valor de z ; e por c o n s e -
g u i n t e as e q u a ç õ e s de condição de coincidência s e r ã o 

(3) Aa + Bi» = 1 , Aa + Eg + C = 0. 

P a r a e x p r i m i r q u e a r e c t a é s ó m e n t e p a r a l l e l a ao p lano , b a s t a i n t r o d u z i r 
a c o n d i ç ã o de q u e , se t r a n s p o r t a r m o s p a r a l l e l a m e n t e a s i m e s m o t a n t o a 
r e c t a c o m o o p lano a t é á o r i g e m , a h i h ã o - d e conc id i r . M a s p a r a q u e e s t e 
t r a n s p o r t e t e n h a l oga r é n e c e s s á r i o s u p p o r nullos nas e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s 
a, p e C; logo a condição de parallelismo r e d u z - s e á e q u a ç ã o 

( 4 ) A a + B ò — 1 = 0 . 

2 0 0 . Exprimir que uma recta é perpendicular a um plano. 
Se p r o j e c t a r m o s a r e c t a s ô b r e o p l ano dos xy, o p l ano p r o j e c t a n t e 

s e r á p e r p e n d i c u l a r ao p lano d a d o e ao dos xy; os d o u s ú l t i m o s t e r ã o pois 
p o r i n t e r s e c ç ã o u m a p e r p e n d i c u l a r ao p l ano p r o j e c t a n t e , e por c o n s e g u i n t e 
á p r o j e c ç ã o da r e c t a s ô b r e o p l ano dos xy. L o g o , quando uma linha for 
perpendicular a um plano, os traços deste plano e as projecções da recta 
sobre os planos coordenados farão respectivamente ângulos rectos. 

P o s t o i s t o , s e r v i n d o - n o s d a s m e s m a s e q u a ç õ e s do p lano e da l inha 
r e c t a do n .° p r e c e d e n t e , as e q u a ç õ e s dos t r a ç o s do p lano s ô b r e os e yz, 
s e r ã o 

z = Ax +C, z = By+ C 
OU 

J_ __C_ 1_ CL 
X ~ A Z A ' V ~ B B ~ ; 
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e a s cond ições de p e r p e n d i c u l a r i d a d e d ' e s t e s t r a ç o s c o m as p r o j e c ç õ e s da 
r e c t a , d a r ã o ( P . I I . n . ° 2 2 0 , e q u a ç ã o 6 ) 

( 5 ) A + a = O , B + 6 = 0 . 

E s t a s e q u a ç õ e s d e t e r m i n a m d u a s d a s c o n s t a n t e s d o p l a n o , o u d a r e c t a q u e 
l h e é p e r p e n d i c u l a r . As o u t r a s c o n s t a n t e s d e v e m s e r d a d a s , ou s u j e i t a s a 
o u t r a s cond ições . 

2 0 1 . Q u e r e n d o t i r a r u m p l a n o p e r p e n d i c u l a r á r e c t a d a d a , a e q u a -
ç ã o d o p l a n o s e r á pe lo n . ° p r e c e d e n t e , 

(6 ) z + ax+by = C 

Se d e s i g n a r m o s por a e g 8s c o o r d e n a d a s do p o n t o o n d e a r e c t a e n c o n t r a 
o p lano xy, u m a e s p h e r a , c u j o c e n t r o e s t e j a ' n e s t e p o n t o , t e r á por e q u a -
ç ã o (n.° 1 8 5 ) 

( 7 ) ( x — a ) 2 + ( y - g ) 2 + z 2 = r 2 . 

As equações ( 6 ) e ( 7 ) são pois as de um circulo cujo plano é perpendi-
cular á recta dada. O r a i o d ' e s t e c i r c u l o e a sua pos ição a b s o l u t a d e p e n -
d e m d e r e d e C . 

S e j a m M = O j N = O , a s e q u a ç õ e s d e u m a c u r v a . P a r a q u e es ta 
e n c o n t r e o c i r c u l o de q u e a c a b á m o s de t r a c t a r , é n e c e s s á r i o q u e p o s s a m 
c o e x i s t i r a s q u a t r o e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s . E l i m i n a n d o e n t r e e l l a s a s v a r i a -
veis x, y e z, vem u m a e q u a ç ã o de c o n d i ç ã o r = F (C) , na q u a l r e -
p o n d o po r r e C os seus va lo re s t i r a d o s de ( 7 ) e ( 6 ) , v e m a e q u a ç ã o 

( 8 ) ^(x — a ) 2 + (y - g ) 2 + z 2 = F (z + ax + by), 

q u e é a da s u p e r f í c i e g e r a d a pe la r e v o l u ç ã o da cu rva d a d a em volta da 
r e c t a . 

2 0 2 - Se pe lo c o n t r a r i o q u i z e r m o s tirar uma recta que seja perpen-
dicular a um plano dado, e que passe por um dado ponto ( x ' , y ' > z ' ) j t e r e m o s 
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^ 0 (n . ° p a r a d e l e r m i n a l - a a s s e g u i n t e s e q u a ç õ t s 

j — ( 9 ) . . . . * — s ' + A ( z — z ' ) = 0 , — a ' ) = 0 . 

P o r m e i o d ' e s t a s d u a s e q u a ç õ e s é f á c i l achar a distancia do ponto ao pia-
no ; p o r q u a n t o p o n d o 

L = C - Z + A a j ' + B x ' ; 

d a n d o á e q u a ç ã o do p l a n o a f ó r m a 

I + (a) z — z' = A ( x — x')j.B(y — y') + L; 
I 

e e l i m i n a n d o d e p o i s as c o o r d e n a d a s x , y e z do pé da p e r p e n d i c u l a r , 
e n t r e a s e q u a ç õ e s ( 9 ) e ( a ) : r e s u l t a f i n a l m e n t e 

, _ L _ — A L _ - B L 
2 2 ~ 1 + A 2 + B 2 ' X X 1 + A 2 + B 2 ' " y ~ 1 + A 2 + B 2 

A d i s t a n c i a e n t r o o p o n t o ( » ' , y \ z ) e o pé da p e r p e n d i c u l a r ( x , y,~ z), 
o u p o r o u t r a s p a l a v r a s , a d i s t a n c i a d o p o n t o a o p l a n o , s e r á p o i s ( n . ° 1 8 5 ) 

( 1 0 ) Ã = ( . ) 
» ^ 1 + A 2 + B 2 

( • ) Se o ponto pe r t ence r a u m a recta (x = az + a , y=-bz + €,) será 

_ (Ag H- B6 — 1) t -+- A a Bg -t-Ç 

H T A T T I F 

Para q u e a rec ta seja paral le la ao p l a n o , é necessár io q u e í seja c o n s t a n t e , ou 

Aa — B 6 — 1 = 0 . 
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2 0 3 . Achar a distancia de um ponto a uma recta. S e r v i n d o - n o s 
d a s m e s m a s e q u a ç õ e s d a r e c t a d o n . ° 1 9 9 , o p l ano p e r p e n d i c u l a r , t i r a d o 
pe lo p o n t o d a d o ( x ' , y', z',), t e m por e q u a ç ã o 

(«') a(x — x') + l(y — J/') + z — - = 

E l i m i n a n d o x , y e z e n t r e a e q u a ç ã o ( a ) e as d u a s da r e c t a , o b t e r e m o s 
o s s e g u i n t e s va lo re s d a s c o o r d e n a d a s d o p o n t o d e e n c o n t r o d a r e c t a c o m o 
p l ano p e r p e n d i c u l a r , 

a M 6 M „ M 

s e n d o 
M = a (x'~ a ) + b (tf— p) + z. 

E p o r c o n s e g u i n t e c o n c l u i r e m o s t a m b é m ( n . ° 1 8 5 ) , q u e a d i s t a n c i a 
P e n t r e oi pontos ( x 1 , y1, z'), (a?, y, z), ou po r o u t r a s p a l a v r a s , q u e a 
d i s t a n c i a P , do p o n t o á r e c t a , é d a d a pe la e q u a ç ã o 

( H ) r = « r + ( x ' ~ g ) » + - , 

2 0 4 . Achar o angulo A formado por duas rectas. C o m o p ô d e a c o n -
t e c e r q u e a s r e c t a s d a d a s , s e n d o p r o d u z i d a s , s e n ã o e n c o n t r e m , d e v e e n t e n -
d e r - s e , q u e se p e d e o angulo comprehendido entre duas rectas tiradas por 
um mesmo ponto parallelamente ás linhas dadas. 

S e j a m pois a s e q u a ç õ e s d a s p a r a l l e l a s á s r e c t a s d a d a s , t i r a d a s pe la o r i g e m , 

E p a r a q u e coincida com elle , é nece s sá r i o , além disso , que seja í = O, ou 

Aa + B 6 -h C = O. 

Por esta cons ideração podiam t ambém de te rminar -se as condições ped idas no 
n . ° 1 9 9 . 

4 6 
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( 6 ) . . . . *M\X=t az, z = bz; (£>') x = a'z, y = Vz ; 

t raclâmos de achar A em funeção de a, b, a', b'. 
Para isso imagine-se pr imeiro uma esphera , cujo centro coincida coro 

a or igem das coordenadas , e cujo raio seja a unidade. Obteremos as coorde-
nadas do ponto em que ella corta a recta dada pelas equações ( 6 ) , subst i -
tuindo os valores de x e y , t irados das mesmas equações, na equação da 
e s p h e r a , que é 

x2+y2+ Z 2 = I ; 

e acha-se ( a 3 + 6®+ 1) z2= 1 , da qual se dednz z, e depois x e y por 
meio das mesmas equações (6). Pa ra obter depois as coordenadas a ' , x', e y' 
do ponto, em que a mesma esphera corta a recta dada pelas equações (b') , 
basta evidentemente mudar nos valores precedentes a e 6 em a! e b'. 

Teremos assim 

1 _ a _ b 
~ a»' V\+a

2-\-b2' V~ ^i+ a2+ b2' 

A distancia D, en t re os pontos de terminados por estes dous systemas de 
coordenadas , será dada pela equação 

D2 = (x'— x)2+ (y'—yY+ (z'~ z)2= 2 — 2 (xx'+ytf+ zz>), 

por ser 
x2+y2+z2 = t, x"+y»+ z'2=l. 

Figurando agora no espaço o tr iangulo isosceles, cujos t res lados são 
1 , 1 e D, o angulo pedido A será opposto ao lado D; e por conse-
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g u i n t e a e q u a ç ã o ( D , n . ° 2 0 1 , P . I I . ) d a r á p a r a e s t e a n g u l o 

( 1 2 ) cos A = 1 — 7 D 2 = X a ; ' + yy'+zz' 

i + aa'+bb' 

~ V \ + a
2 + 6 2 X ^ l + a ' 2 + ò ' 2 ' 

D ' e s t a ú l t i m a e q u a ç ã o d e d u z - s e , pela r e l a ç ã o c o n h e c i d a sen = COJ , 

( , 3 ) - • 

e f a c i l m e n t e se o b t e r i a depo i s o va lor de t a n g A. 
1 . ° P a r a d e d u z i r o s â n g u l o s X , Y , Z , q u e u m a r e c t a faz c o m o s e i x o s d o s 

x, y e z , b a s t a s u b s t i t u i r nas e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s , em l o g a r de o' e b', 
o s seus va lo res c o r r e s p o n d e n t e s a c a d a u m d ' e s t e s e ixos . Q u e r e n d o a c h a r , 
po r e x . ° , o a n g u l o q u e u m a r e c t a faz c o m o e i x o dos z , c u j a pos ição é 
d e t e r m i n a d a pe las e q u a ç õ e s x = 0 , y = 0 , t e r e m o s e m v i r t u d e d a s e q u a -
ções (6 ') a ' = 0 , 6 ' = 0 . I n t r o d u z i n d o e s t e s va lores n a f o r m u l a ( 1 2 ) d o 
n .° p r e c e d e n t e , r e su l t a 

c o s Z < 
+ a 2 + 6 2 

E n o t a n d o q u e o s y s t e m a das equações (6) do m e s m o n . ° p ô d e ser s u b s t i -
t u í d o pe lo s y s t e m a equ iva l en t e 

6 1 a l 
a a b o 

a c h a m - s e po r s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s , m u d a n d o a e 6 e m - j e — p a r a x , 

e a e i em ~ e ~ pa ra y , os va lo res de cos X e de c o s Y . 
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P o r e s t e m o d o a c h a r e m o s q u e os ângulos, que uma recta qualquer no espaço 
faz com os tres eixos coordenados, são determinados pelas equações seguin-
tes: 

a 

t / l + a 2 + ó 2 ' 

b 
V l + a 2 + 6 2 ' 

1 

1 ^ 1 + a 2 + 6 2 ' 

2 . ° A s e q u a ç õ e s ( 1 4 ) s 5 o t a m b é m o s v a l o r e s d o s s e n o s d o s â n g u l o s 
q u e a r e c t a faz c o m os p l a n o s dos yz, xz e xy; po i s q u e e s t e s â n g u l o s 
s ã o v i s i v e l m e n t e c o m p l e m e n t o s de X , Y e Z. 

3 . ° S o m m a n d o o s q u a d r a d o s d a s e q u a ç õ e s ( 1 4 ) , v e m a r e l a ç ã o 

( 1 8 ) cos 2 X + cos2 Y + C o s 2 Z = I . 

A s e q u a ç õ e s ( 1 4 ) e ( 1 5 ) f a z e m v e r , q u e p o d e m o s s e m p r e t i r a r n o e s p a ç o 
u m a r e c t a , q u e f o r m e c o m d o u s d o s e i x o s c o o r d e n a d o s , o s d o s x e d o s y 
p o r e x . ° , â n g u l o s a r b i t r a r i o s X e Y ; p o r é m o t e r c e i r o Z f ica e n t ã o d e t e r -
m i n a d o . 

4 . ° T o m e m o s u m c o m p r i m e n t o q u a l q u e r M N ( f i g . 3 3 ) s ô b r e u m a 
r e c t a n o e s p a ç o , q u e faz o s â n g u l o s X l Y e Z c o m o s e i x o s c o o r d e n a -
d o s , e p r o j e c t e m o s o m e s m o c o m p r i m e n t o s ô b r e os x e o s y . 
A s p r o j e c ç õ e s s e r ã o 

B C = M N . c o s X 5 e M N c o s Y . 

c o s X = 

( 1 4 ) < cos Y = 

c o s Z = 

P o r é m m n , o u M P , é a p r o j e c ç ã o d e M N s ô b r e o p l a n o x y , e p o r c o n -
s e g u i n t e é m« = MN s e n Z . P r o j e c t a n d o de n o v o mn s ô b r e os x e os y \ 
a s p r o j e c ç õ e s s e r ã o 
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B C = mn cos G , e mn s en G , 

s e n d o 6 o a n g u l o q u e mn faz c o m os x . S u b s t i t u i n d o d e p o i s ' n e s t a s e q u a -
ç õ e s p o r mn o seu va lor p r e c e d e n t e , v e m 

B C = = M N s e n Z cos 9 , e M N sen Z sen 6 . 

/ 

E g u a l a n d o f i n a l m e n t e o s dous va lo re s d a s m e s m a s p r o j e c ç õ e s , r e s u l t a 

( 1 6 ) cos X = sen Z cos Q , cos Y = sen Z sen 9. 

A s s i m , e m vez d e d e t e r m i n a r a d i r e c ç ã o d e u m a l i n h a n o e s p a ç o p o r 
m e i o d o s t r e s â n g u l o s X , Y , Z , q u e e l la faz cora o s t r e s e i x o s : b a s t a 
q u e s e j a d a d o o a n g u l o q u e e l l a faz c o m a sua p r o j e c ç ã o s ô b r e o p l a n o 
d o s xy ( q u e é o c o m p l e m e n t o do a n g u l o Z ) ; e o a n g u l o G q u e es t a p r o -
j e c ç ã o faz c o m o e i x o d o s X ; e r e c i p r o c a m e n t e . 

S o m m a n d o o s q u a d r a d o s d a s d u a s e q u a ç õ e s ( 1 6 ) , v e m 

cos 2 X + cos 2 Y = s e n 2 Z = I - c o s 1 Z , 

r e l a ç ã o q u e j á t i n h a m o s o b t i d o 3 . ° 
5 . ° S o m m a n d o os va lo r e s d o s p r o d u c t o s cos X cos X ' , cos Y cos Y ' ' 

cos Z cos Z ' , d a d o s pe las f ó r m u l a s , e c o m p a r a n d o a s o m m a c o m a e q u a ç ã o 
( 1 2 ) a c h a - s e a r e l a ç ã o 

( 1 7 ) . . . . cos A = cos X c o s X ' + c o s Y cos Y ' - } - c o s Z c o s Z ' , 

po r m e i o d a q u a l s e e x p r i m e o va lo r d o a n g u l o , q u e ' f a z e m d u a s r e c t a s n o 
e s p a ç o , e m f u n c ç ã o d o a n g u l o q u e c a d a u m a d ' e l l a s faz c o m o s t r e s e ixos . 
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6 . ° Se as duas reclas forem perpendiculares, s e r á cos A = O , e 
es ta c o n d i ç ã o s e r á e x p r e s s a po r q u a l q u e r d a s r e l a ç õ e s s e g u i n t e s 

205. Achar o angulo ô de dous planos, dados pelas suas equações 

x = = \x + By H - C , a = \'x + B'y + C ' . 

S e d a o r i g e m a b a i x a r m o s p e r p e n d i c u l a r e s s o b r e o s d o u s p l a n o s , o a n g u l o 
f e i to por e s t a s l i n h a s s e r á e g u a l a o d o s p lanos . S e u d o po is 

X = az, y z=:bz, x — a'z, y = b'z, 

a s e q u a ç õ e s d e d u a s r e c t a s q u e p a s s a m pe la o r i g e m ; p a r a q u e es t a s r e c t a s 
s e j a m r e s p e c t i v a m e n t e p a r a l l e l a s aos dous p l a n o s , é n e c e s s á r i o q u e s e j a m 
( n . ° 2 0 0 ) 

A + a = 0 , B + 6 = 0 ; A ' + a ' = 0 , B ' + 6 ' = 0 . 

L o g o a s e q u a ç õ e s d a s p e r p e n d i c u l a r e s s e r ã o 

x + A z = O , y + B s = O , x -f- A ' z = O , y + B z = O ; 

e o coseno do a n g u l o d ' e s t a s r e c t a s , q u e é o dos d o u s p l a n o s , s e r á ( o . ° 

(18) 1 + aa'+ bb'= O, 

( 1 9 ) cos X cos X ' + cos Y cos Y ' + cos Z c o s Z ' = 0 . 

2 0 4 ) 

(20) cos O = 
1 + A A ' + B B ' 

V l + A a + B 2 W f + A ^ + B ' 1 ' 
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1 . " Se Gzermos t o m a r ao 2 . ° p lano a s i t u a ç ã o dos yx, a sua e q u a -
ç ã o t o r n a r - s e - h a em z = O ; é n e c e s s á r i o po r t a n t o , q u e na e q u a ç ã o ( 2 0 ) 
s e faça A ' = B ' = C ' = 0 , a f i m d e o b t e r m o s o a n g u l o V q u e u m p l a n o 
faz c o m o d o s xy. P o r m e i o d e s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s , c o m o n o n . ° 2 0 4 , 
o b t e r e m o s os â n g u l o s T e U, q u e o m e s m o p l ano faz c o m os xz , e yz. 
P o r c o n s e g u i n t e 

cos U = — -
l / l + A 2 + B 2 ' 

T B 
cos r = — - , 

t / l + A ^ + B * 

v 1 
cos V = — -. 

^ 1 + A 2 + B 

D e s t a s e q u a ç õ e s d e d u z e m - s e a s r e l a ç õ e s 

( 2 2 ) c o s 2 T + cos 2 U + c o s 3 V = I. 

( 2 3 ) cos O = cos T cos T ' + cos U cos U ' + V cos V ' . 

(21) 

A ú l t i m a d a - n o s o a n g u l o d o s dous p l a n o s em f u n c ç ã o dos â n g u l o s q u e 
c a d a u m d ' e l l e s faz r e s p e c t i v a m e n t e c o m o s t r e s p l anos c o o r d e n a d o s . 

2 . " Se os dous planos forem perpendiculares, s e r á cos 0 = 0 , e es ta 
c o n d i ç ã o s e r á e x p r e s s a por q u a l q u e r d a s d u a s r e l a ç õ e s s e g u i n t e s : 

( 2 4 ) 1 + A A ' + BB- = O 1 

( 2 5 ) cos T cos T ' + c o s U cos U ' + c o s V cos V ' = O . 
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2 0 6 . Achar o angulo TI de uma recta e de um plano. 

S e j a m 

s = Ax + By -f C, e x = az-\-<z,y = bz + $, 

as e q u a ç õ e s do p lano e da r e c t a . O angu lo ped ido é egua l ao q u e a r e c t a 
faz c o m a sua p r o j e c ç ã o s ô b r e o p lano (n.° 1 1 9 P . 11 . ) ; c o n s e g u i n t e m e n t e 
s e de um ponto da r e c t a a b a i x a r m o s u m a p e r p e n d i c u l a r s ô b r e o m e s m o 
p l a n o , o a n g u l o d ' e s t a s d u a s l inhas será c o m p l e m e n t o do a n g u l o -/). 

T i r e m o s pois pela o r i g e m u m a r e c t a q u a l q u e r x=za'z, y=zb'z; 
p a r a q u e ella seja p e r p e n d i c u l a r a o p l a n o , é necessá r io (n .° 2 0 0 ) , q u e 
se j a o ' = — A , 6 ' = — B. O coseno do angu lo q u e e l la f o r m a c o m a l i -
nha dada , s e n d o e g u a l a sen v i , t e r e m o s (n . ° 2 0 4 ) 

1 — Aa — Bfc ( 2 6 ) sen n = • 

l ) ' a q u i f a c i l m e n t e s e conc lue , c o m o no n . ° 2 0 5 , q u e os â n g u l o s q u e a 
r e c t a f o r m a c o m os p lanos c o o r d e n a d o s yz, xz, e xy, t e m por senos 
re spec t ivos 

a b 1 

^ 1 - f a 2 + 6 2 ' ^ í + a 2 + ò 2 ' V [ + a 2 + 6 2 ' 

o q u e conco rda c o m o q u e já v imos (n.° 2 0 4 , ^ . ° ) . 
2 0 7 . Se a recta for parallela ao plano, s e n d o e n t ã o sen »i = 0 , 

e s ta c o n d i ç ã o s e r á e x p r e s s a pe la r e l a ç ã o 

( 2 7 ) 1 _ A a — B 6 = 0. 



s u p e r f í c i e s e c u r v a s n o e s p a ç o . 369 

Transformação de coordenadas. 

2 0 8 . Passar de um systema de coordenadas para outro de coordena-
das parallelos ás primeiras com a origem num ponto differente (CL, (3, y ) . 

V e r e m o s por u m r a c i o c í n i o s i m i l h a n t e a o q u e e m p r e g á m o s n o n . ° 
2 3 2 , P . I I , q u e d e v e f a z e r - s e 

x = x'+ a, y = y1+S , z=zz'+ y. 

É n e c e s s á r i o a d v e r t i r a i n d a , q u e ás c o o r d e n a d a s da nova o r i g e m a , [3, y 
d e v e m d a r - s e os va lo re s e os s i g n a e s c o n v e n i e n t e s á sua pos ição . P o r 
e x e m p l o , se a o r i g e m e s t i v e r no p lano d o s xy, s e r á y = 0 ; se e s t i ve r no 
e i x o dos z n e g a t i v o s , a e 6 s e r ã o n u l l o s , e y s e r á n e g a t i v o . 

2 0 9 . Mudar a direcção dos eixos. I m a g i n e m - s e ( f ig . 3 8 ) t r e s n o -
vos e ixos Ax', A y ' , A z ' ; e s u p p o n h a m o s os e ixos p r i m i t i v o s r e c t a n g u l a r e s , 
e e s t e s novos e i x o s c o m u m a d i r e c ç 3 o d a d a a r b i t r a r i a m e n t e . T o m á - s e u m 
p o n t o q u a l q u e r e t i r e m - s e as suas c o o r d e n a d a s x1, y ' e s ' . Se d e p o i s p r o -
j e c t a r m o s s u c c e s s i v a m e n t e e s t a s c o o r d e n a d a s s ô b r e o s t r e s e i x o s p r i m i t i v o s 
dos x, dos y e dos z; c a d a u m a d a s c o o r d e n a d a s x, y, c z s e r á , á s i m i -
l h a n ç a d o q u e s e viu n o n.° 2 3 3 , d a P . I I . , a s o m m a d a s t r e s p r o j e c ç õ e s 
s ô b r e o e i x o r e s p e c t i v o . 

D e s i g n e - s e por (x x') o a n g u l o x'Ax f o r m a d o p e l o e i x o dos x' e 
dos x ; po r (y yl) o a n g u l o y\y' ; . . . . e t c : t e r e m o s 

Í
x =X1 cos ( x ' x ) - f - y' cos ( j / ' x ) - j - z ' cos ( z ' x), 

y = x' cos (tt!y) + y' cos (y'y) + z cos (z'y), 

z = x' cos (x'z) + y' cos (y'z) + z' cos (z 'z) . 

C o m o s u p p u z e m o s o s e i x o s p r i m i t i v o s r e c t a n g u l a r e s , o s ângu lo s p r e -
4 7 
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c e d e n t e s n3o s5o i n t e i r a m e n t e A r b i t r á r i o s , por isso q u e d e v e m sa t i s fazer 
(n . ° 2 0 4 , 3 . ° ) á s r e l a ç õ e s 

í cos 1 (x'x) + cos 2 (x'y)+ cos2 (x'z) = 1 , 

(B ) / c o s 2 (y'x) + cos 2 (y'y) + cos 1 ( j f s ) = 1 , 

f cos2 ( s ' x ) + cos 2 (z'y) + cos 2 (z'z) = f. 

F a z e n d o , p a r a s imp l i f i c a r , 

S = c o s ( « ' « ) cos (x/x) + cos (x y) cos (y'y) -f cos {xz) cos ( j ( z ) , 

T = cos (x'x) cos (z'x) + cos (x'y) cos (zy) + cos (x'z) cos (z'z), 

U= cos (l/x) cos (z'x) + cos (y'y) cos (z'y) + cos (yz) cos (z'z), 

t e r e m o s p a r a e x p r i m i r o s ângu los q u e os novos e i x o s f azem e n t r e s i (n.° 
2 0 4 , 5.°} a s e q u a ç õ e s 

(C ) cos (x'y') = S , C o s ( X V ) = = T , cos ( t / V ) = U. 

S e a s novas c o o r d e n a d a s f o r e m r e c t a n g u l a r e s , t e r e m o s 

( D ) S = O , T = O , U = O. 

A s e q u a ç õ e s ( A ) , ( B ) , ( C ) , ( D ) c o n t é m o s nove â n g u l o s q u e o s eixos 
x\ y\ z' f a z e m c o m os x, y, z. Se q u i z e r m o s s ó m e n t e m u d a r de um 
s y s t e m a d e c o o r d e n a d a s r e c t a n g u l a r e s p a r a o u t r o d e c o o r d e n a d a s d e d i r e c ç S o 
o b l i q u a , t e r e m o s a p e n a s se is â n g u l o s a r b i t r a r i o s , p o r q u e a s e q u a ç õ e s ( B ) 
d e t e r m i n a m t r e s . 
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E s e , a l é m d i s to , q u i z e r m o s , q u e o s e g u n d o s y s t e m a se j a t a m b é m 
r e c t a n g u l a r , a s e q u a ç õ e s ( D ) , q u e e x p r i m e m es t a c o n d i ç ã o , d e i x a r ã o u n i -
c a m e n t e t r e s ângu los a r b i t r a r i o s . 

C o m eITeito o e i x o dos x faz c o m os x, y, z t r e s â n g u l o s , d o u s dos 
q u a e s são a r b i t r a r i o s , e o t e r c e i r o v e m a s e r d e t e r m i n a d o pela 1 . " d a s 
e q u a ç õ e s ( B ) : o e i x o d o s y e s t a r i a no m e s m o caso se não fosse s u j e i t o a 
se r p e r p e n d i c u l a r aos x ; es ta c o n d i ç ã o p o r é m n ã o d e i x a r e a l m e n t e m a i s 
q u e u m a a r b i t r a r i a : e c o m o o e i x o dos z', p e r p e n d i c u l a r ao p lano x'y', 
vem a se r d e t e r m i n a d o c o m os d a d o s a n t e c e d e n t e s , são po r f im s ó m e n t e 
t r e s a s q u a n t i d a d e s a r b i t r a r i a s . 

Os va lo res de x', y', z', d e d u z i d o s de ( A ) s e r v i r i a m p a r a transfor-
mar um systema de coordenadas obliquas n' outro rectangular. E por meio 
d a s m e s m a s f ó r m u l a s ( A ) , passando d ' e s t e ú l t i m o s y s t e m a pa ra o u t r o o b l i -
quo, conseguiríamos transformar um systema obliquo n'outro lambem obliquo. 

N a r e s o l u ç ã o d ' e s t e p r o b l e m a s u p p u z e m o s q u e a o r i g e m das c o o r d e -
n a d a s s e conse rvou a m e s m a ; s e q u i z e r m o s p o r é m q u e es ta m u d e t a m b é m , 
p a s s a r e m o s , p r i m e i r o q u e t u d o , pe lo m o d o i n d i c a d o n o n . ° p r e c e d e n t e , 
p a r a ura s y s t e m a de e i x o s p a r a l l e l o s aos p r i m e i r o s e q u e pas se pe la nova 
o r i g e m . 

210. Para passar de um systema rectangular por outro syslem'a também 
rectangular, em vez de nos s e r v i r m o s d a s f ó r m u l a s p r e c e d e n t e s , q u e p a r a 
a r e s o l u ç ã o do p r o b l e m a nos c o n d u z e m a u m a e l i m i n a ç ã o as m a i s d a s vezes 
t r a b a l h o s a , p o d e m o s s e r v i r - n o s d a s fórmulas s e g u i n t e s , devidas a Euler, 
por m e i o d a s q u a e s s e e x p r i m e m i m m e d i a t a m e u t e a s nove c o n s t a n t e s e m 
f u n c ç ã o de o u t r a s t r e s e sco lh ida s da m a n e i r a s e g u i n t e : 

T o m e - s e um p l ano C A i / x ' ( f ig . 3 8 ) c o m a i nc l i nação G s ô b r e o p l ano 
xAy; e se ja AC a i n t e r s e c ç ã o d ' e s t e s p l a n o s , e C A x = <]> o a n g u l o , q u e 
AC faz c o m A x . No p lano C A y ' d e t e r m i n a d o p o r G e <}/ , t r a c e m o s dous 
e i x o s r e c t a n g u l a r e s Ax', Ay'; e s e j a C A x ' = <p o a n g u l o q u e o p r i m e i r o 
faz com o t r a ç o A C . P o r e s t e m e i o os novos e i x o s v e m a s e r d e t e r m i n a -
dos pelos ângu lo s 6 , e <p , q u e , d ã o a i nc l i nação do p lano x'y> s ô b r e 
o p lano xy , b e m c o m o a d i r e c ç ã o do t r a ç o A C , e a de A x 1 n ' e s t e p lano 
xy1 a s s im d e t e r m i n a d o . O e i x o y ' f ó r m a , n ' e s t e p l a n o , c o m A x ' o a n -
g u l o X1Ay' de 9 0 ° ; e o e i x o z f ica d e t e r m i n a d o pela c o n d i ç ã o de se r p e r -
p e n d i c u l a r a e s t e m e s m o p lano . 

T r a c t a - s e p o i s , a f i m d e t r a n s f o r m a r o s e i x o s , d e e x p r i m i r o s n o i e 
ângu lo s ( x ' x ) , (y'x) q u e e n t r a r a e m ( A ) , e m f u n c ç ã o d ' e s t a s 
t r e s c o n s t a n t e s G , ^ e ç. 
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As r e c t a s \x, kx' e AC f o r m a m um t r i e d r o , no qua l se c o n h e c e m 
a l é m dos dous ângulos planos 9 e o a n g u l o d i e d r o O c o m p r e h e n d i d o po r 
e l l es . A p p l i c a n d o a e s t e caso a f ó r m u l a ( 3 , p a g . 3 1 7 , ) da T r i g o n o m e t r i a 
e s p h e r i c a ; e f azendo 

c = (x'x) , C = O, a = t{/,& = 9, 
t e r e m o s 

cos ( x ' x ) s = cos cos 9 + sen ^ sen 9 cos 0. 

O p e r a n d o a n a l o g a m e n t e , a r e s p e i t o do a n g u l o xAy', s ô b r e o t r i e d r o f o r -
m a d o por AC e pelos e ixos xe y'; d e t e r m i n a r e m o s cos (yx'), a d v e r t i n d o 
q u e n ' e s t e caso os ângu los p lanos s3o (y'x) , CAY' = 90°+<p, CAíc = 41-
P a r a o b t e r cos (x'y) e m p r e g a r e m o s o t r i e d r o X1ACy, c o n s i d e r a n d o os â n -
gu los p lanos (x'y), CAí/ = 9 0 + i | / , e C A A ; ' = ? . F i n a l m e n t e para cos (j / '«/) , 
t o m a r e m o s o t r i e d r o y'ACy, e os ângu los planos (y'y), CAy' = 9 0 ° -f-
eCAy = 9 0 ° + 9 . 
E m r e s u l t a d o a c h a r e m o s 

cos (y'x) = — cos sen 9 + sen <}/ cos 9 cos 0 , 

cos (X1Ij) = —• seo 4" cos 9 + cos ^ sen 9 cos 9 , 

cos (yy) = sen <{/ sen 9 + cos 9 cos cos 0. 

C o n s i d e r e m o s a g o r a o t r i e d r o Z r A x C . O e i x o Az' faz c o m AC um a n g u l o 
r e c t o (n .° 1 1 3 , P . I I . ) , ass im c o m o c o m o p lano CAy'; e o angu lo f o r m a d o 
pe los planos xy e z ' A C é de 9 0 ° + 0, suppondo o p lano CAy' s i tuado p a r a 
a p a r t e s u p e r i o r do p lano xy. F a z e n d o pois na e q u a ç ã o ( 3 ) de pag . 3 1 7 

c = ( z ' j ? ) , C = 9 0 ° + Ô, a = 9 0 ° , b = 

t e r e m o s cos (z'x) = — sen <]> sen 6. 

Do m e s m o m o d o o t r i e d r o a ' A C y , pondo ty + 9 0 ° por <j>, dá 

cos (zy) = — cos sen O4 
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F i n a l m e n t e , s e n d o o a n g u l o ZAC t a m b é m r e c t o , e o a n g u l o d i e d r o 
Z A C Í C ' = 9 0 O — 6 , t e r e m o s no t r i e d r o zACa? ' 

cos ( x ' z ) = sen 9 s e n 0 , 

d ' o n d e cos (y'z) = cos 9 sen 0; 

e cos ( z ' z ) = c o s 0 . 

T e m o s a s s i m d e t e r m i n a d o em f u n c ç ã o de 0 , 9 e ^ 03 nove coe f f i c i en t e s 
d e ( A ) , o s q u a e s s u b s t i t u í d o s n a s m e s m a s f ó r m u l a s d ã o 

lx = x' (COS 0 sen <p sen ^ + cos 9 cos <{/) 

+ y' (cos 0 cos ç seo — sen 9 cos ò ) 

+ z ' s e n 0 s e m } / ; 

' y = x' (cos 0 sen <p cos 4« — cos 9 s e n <{/) 

+ y' (cos 9 cos 9 cos ^ + sen 9 sen <]/) 

+ z1 s en 0 cos A ; 

\z = — X1 s en 0 s e n 9 — y' sen]0 cos 9 '-J- z' cos 0. 

A s e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o ( B ) e ( D ) são t a m b é m s a t i s f e i t a s p e l o s va lo res 
p r e c e d e n t e s , c o m o f a c i l m e n t e s e p ô d e ve r i f i c a r . 

Coordenadas polares no espaço. 

2 1 1 . A p o s i ç ã o d e u m p o n t o n o e s p a ç o f i c a r á t a m b é m d e t e r m i -
n a d a , c o m o no n .° 2 3 7 da P . I I . , q u a n d o se c o n h e c e r o seu raio vector 
ou a sua d i s t a n c i a a u r a p o n t o f ixo, e os ângu lo s q u e e s t a r e c t a f ó r m a 
c o m o s e i x o s c o o r d e n a d o s . 
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S e j a m X 1 Y e Z e s t e s â n g u l o s , e se ja p o r a i o vec to r , ou a d i s t a n -
cia d a o r i g e m d a s c o o r d e n a d a s a o pon to ( x , y , z ) q u e s e q u e r d e t e r m i -
n a r . T e r e m o s ( p a g . 3 4 5 ( * ) ) 

( F ) x = p cos X , y = p cos Y , x = p cos Z , 

f ó r m u l a s por m e i o das q u a e s se p ô d e passar de um systema rectangular 
para outro polar , ou vice versa , a d v e r t i n d o q u e os â n g u l o s X, Y, Z, e s t ã o 
l i gados pela r e l a ç ã o j á o b t i d a , n . ° 2 0 4 ( 1 5 ) , 

cos 2 X - f cos 2 Y + COS 1 Z=I . 

E m vez dos â n g u l o s X , Y e Z e m p r e g a - s e m u i t a s vezes , c o m o j á d i s s e m o s 
no n.° 2 3 1 , o a n g u l o f o r m a d o pelo r a io vec to r c o m a sua p r o j e c ç ã o no 
p lano d o s xy ; e o a n g u l o 6 , q u e es t a p r o j e c ç ã o faz c o m o e i x o pos i t ivo 
dos x . P a r a e s t a t r a n s f o r m a ç ã o p o d e m o s s e r v i r - n o s d a s f ó r m u l a s ( 1 6 ) d o 
n . ° 2 0 4 a d v e r t i n d o q u e o a n g u l o Z , q u e e n t r a n ' e l l a s s o d e v e m u d a r e m 
9 0 ° — o A s s i m , s e n d o 

cos X = cos 9 cos 0 , cos Y = cos ç sen 0 , cos Z = sen <p, 

t e r e m o s , s u b s t i t u i n d o e m ( F ) , 

(G ) x = p cos <p cos 6 , y = p cos <p sen 8 , z = p sen ç 

Das intersecções planas. 

2 1 2 . Q u a n d o d a i n t e r s e c ç ã o d e d u a s s u p e r f í c i e s r e su l t a u m a curvo 
p lana , é m a i s c o m m o d o , p a r a a c h a r as suas p r o p r i e d a d e s , r e f e r i l - a a c o -
o r d e n a d a s t o m a d a s no p lano D O C (f ig . 3 9 ) da c u r v a t o q u a l é d e t e r m i -
n a d o pe lo a n g u l o 0 q u e f ó r m a c o m o p l ano xy , e pe lo a n g u l o <{; q u e a 
i n t e r s e c ç ã o O C d ' e s t e s planos faz com O x . T o m e m o s es ta l inha O C pa ra 
e i x o dos x ; e pa ra e i x o d e s y a p e r p e n d i c u l a r O A 1 a b a i x a d a s ô b r e O C , 
no p lano s e c a n t e D O C . 
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C o m o a q u e s t ã o se r e d u z a o b t e r em x ' e y ' a e q u a ç ã o da c u r v a , r e -
r e s u l t a n t e da i n t e r s e c ç ã o d a s s u p e r f í c i e s ; é c l a r o q u e , f e i t a a t r a n s f o r m a -
ç ã o ( A ) p a r a r e f e r i r u m a d ' e s t a s supe r f í c i e s aos e i x o s x ' , y', z', b a s t a r á 
d e p o i s fazer z ' = 0 , e t e r - s e - h a a sua i n t e r s e c ç ã o c o m o p l ano x'Otj'. P o -
r é m , ' n - e s t e caso t ã o s i m p l e s , s e rá m e l h o r fazer z ' = 0 nas e q u a ç õ e s 
( A ) , e p r o c u r a r d i r e c t a m e n t e o s va lores d e cos ( x ' x ) , cos ( y ' x ) 

A s s i m no t r i e d r o A O C B , em q u e são c o n h e c i d o s o s â n g u l o s p lanos 
a = i{/, 6 = 9 0 ° , e o a n g u l o d i e d r o C = S c o m p r e h e n d i d o por e s t e s l a d o s : 
t e m o s 

cos ( y ' x ) = sen cos 9 , cos ( y ' y ) = — cos v}/ cos 9. 

A l é m d i s to 
( x ' x ) = <J», ( x ' y ) = 9 0 o — ty , ( x ' z ) = 9 0 . ° 

F i n a l m e n t e o p l ano x'Oy', q u e s u p p o m o s e s t a r p a r a a p a r t e de c i m a do 
p l ano dos xy , faz c o m Oz o a n g u l o ( y ' z ) = 9 0 ° — 9 . D ã o pois as e q u a -
ç õ e s ( A ) 

l x = x' cos + y' sen t} cos 6 , 

( H ) / y = x ' s e n i — y ' c o s ^ cos 9 , 

l z = y' s en 

O b t e r í a m o s e s t e s m e s m o s r e s u l t a d o s s e r v i n d o - n o s das e q u a ç õ e s d o n . ° 2 1 0 . 
2 1 3 . A p p l i q u e m o s a s e q u a ç õ e s ( H ) a o cóne o b l i q u o d e b a s e c i r c u l a r . 

O p lano zkx ( f ig . 3G) p e r p e n d i c u l a r ao p l ano s e c a n t e A B , e q u e passa 
pe lo e ixo S C , se rá o dos ( x z ) : a s e c ç ã o AB d ' e s t e s d o u s p l a n o s , ou o 
eixo da curva, c o r t a es ta no v e r t i c e A , q u e t o m a r e m o s pa ra o r i g e m das 
c o o r d e n a d a s : o p lano x A y , pa r a l l e lo á b a s e c i r c u l a r do c ó n e , s e r á o dos 
xy; e da sua i n t e r s e c ç ã o c o m o c ó n e r e s u l t a r á um c i r c u l o A E , de r a i o r , 
q u e p o d e r e m o s c o n s i d e r a r c o m o a c u r v a directriz (n .° 1 9 4 ) . P o r es ta f ó r -
ma , t e n d o o cóne po r c o o r d e n a d a s do v e r t i c e ( a , O , c ) , o e ixo no p l ano 
x z , e a b a s e n o p lano x y , a sua e q u a ç ã o s e r á , c o m o n o n .° c i t a d o , 

c2 ( x 2 + y 2 ) + 2 c (r — a) xz - f a (a — zr) s 2 + z acrz — z c V x = 0. 
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E c o m o o p l a o o AB p e r p e n d i c u l a r aos xz co r t a o p l ano xy pe lo e ixo Ay , 
d e v e r e m o s p ô r ^ = 9 0 " nas equações ( H ) ; d ' o n d e r e s u l t a r á 

(1 ) íc = y ' c o s O , y = x', s = a ; ' s e u 9 

(2 ) y ' 2 [c2 c o s 2 0 + zc ( r — a) sen 9 cos 6+ ( a 2 — z a r ) s en 2 6] 

+ C2X12+ zcry' (a sen 9 — c cos 0) = 0. 

T a l é a e q u a ç ã o da c u r v a , q u e pôde r e p r e s e n t a r todas as secções do cóne 
o b l i q u o ( e x c e p t o as pa ra l l e l a s á base) fazendo var ia r a, c, r e 9; os x' 
são con tados s ô b r e Ay, os r / s ô b r e A B . A discuss3o d ' e s t a e q u a ç ã o n ã o 
involve d i f f i cu ldades (n .° 3 0 9 , P . I I ) , e a c h a m - s e c m r e s u l t a d o c u r v a s d a 
m e s m a e spec i e das secções do cóne r e c t o . 

Q u e r e n d o q u e a secçSo seja um c i r c u l o , é neces sá r io t o r n a r e g u a e s , 
os coe f f i c i en te s de x'2 e y'2 ( n . ° 3 0 4 , P . I I , ) ; logo 

'Z ( c a + 2 a r — a2) t a n g 2 9 =Icjtr — a) t a n g 9. 

T o m a n d o a p r i m e i r a ra iz t a n g 0 = 0 , r e c a i r e m o s na e q u a ç ã o da b a s e 
A E d o cóne . 

Q u e r e n d o i n t e r p r e t a r o outro- valor d e t a n g 6 , t e m o s 

t ang S A D = ~ = - , t a n g S A B = I a n ( S A D — 9 ) = C ' " a t a " " ° . 
° AD a ° K 1 a+-c t a n g o 

S u b s t i t u i n d o por t a n g 0 a s egunda ra iz , v e m , fe i tas as r e d u c ç õ e s , 

C A n - c 3 + a2c c _ S D 
tang b A U _ 2 a < y _ a " + zc2r— ac2 ~ Jrr^a " " DE ' 

ou t a n g S A B = — tang S E D = t a n g S E A . 
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? o r t a n t o a i n d a ' n e s t e c a so a secção será um circulo, q u a n d o os â n g u l o s 
S A B ' , S E A , f o r m a d o s c o m a s g e n e r a t r i z e s o p p o s t a s , f o r e m e g u a e s . 

O p lano s e c a n t e j / A B c o m p a r a d o c o m o c i r c u l o AE da b a s e , é ao 
q u e se c h a m a secção subcontraria. 

P a r a o b t e r as secções p l a n a s do cóne r e c t o , b a s t a f a z e r a = r na 
e q u a ç S o ( 2 ) , d o q u e r e s u l t a 

( 3 ) .. y'2 (c2 cos 1 8 — r2 s e n 2 6) + C2X11-J- Icry' (r sen 9 — c cos 8) = O ; 

e q u a ç ã o q u e s e r e d u z á d o n . ° 2 5 8 , P . I I . 
F i n a l m e n t e v ê - s e n a e q u a ç S o ( 3 ) , q u e d a e g u a l d a d e dos d o u s f a c t o -

r e s d e y ' 2 e x12 n ã o p ô d e r e s u l t a r m a i s d o q u e u m valor p a r a 0 , sen 9 = 0 ; 
e c o m e f f e i t o , ' n e s t e c a so , a s e c ç ã o s u b c o n t r a r i a c o i n c i d e c o m a b a s e . 

2 1 í . O c y l i n d r o o b l i q u o d e b a s e c i r c u l a r , s i t u a d a c o m o a d o c ó n e d e 
q u e a c a b á m o s d e t r a c t a r , e c u j o e i x o s e a c h a t a m b é m n o p lano dos xz, 
t e m p o r e q u a ç ã o ( n . ° 9 3 ) 

(4 ) y a + (x — az)1 = 2r(x—az). 

I n t r o d u z i n d o nel la os va lo r e s ( I ) , o q u e e q u i v a l a s u p p o r o p l ano s e c a n t e 
p e r p e n d i c u l a r aos xz, v e m 

( 5 ) . . . y12 ( c o s 2 9 + a2 s e n 2 ô — 2 a s e n 9 cos 9) +x'%=2ry' ( cos 9 — a s en 0 ) . 

A s ecção é u m a e l l i p s e , q u e se r e d u z ao c i r c u l o : cu q u a n d o sen 9 = 0» 
o q u e d á a b a s e d o c y l i n d r o ; o u q u a n d o ( a 2 — l ) t a n g 0 = 2 a , o u ( e q u a ç ã o 
L . n .° 2 0 5 , P . I I . ) 

t a n g 9 = — t a n g 2a , 

s e n d o a o a n g u l o q u e o e i x o do c y l i n d r o faz c o m e ixo dos z . L o g o e s t e 
2 . ° va lor de 9 é o s u p p l e m e n t o de 2 a . 

4 8 
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SuperJicies da segunda ordem. 

2 1 5 . A e q u a ç ã o m a i s g e r a l d o 2 . ° g r á o e n t r e t r e s v a r i a v e i s t e m a 
f ó r m a 

(1).... axa+ bi/-\- cs2+ Idxy + 2exz + 2fyz + gx + hy + iz = k, 

e as superfícies q u e r e p r e s e n t a , c h a m a m - s e de segunda ordem em v i r t u d e 
d o g r á o d a e q u a ç ã o . P a r a discutir e s t a , i s to é , p a r a d e t e r m i n a r a u a -
t u r e z a e pos ição das s u p e r f í c i e s q u e r e p r e s e n t a , c o n v é m s i m p l i f i c a i - a 
t r a n s f o r m a n d o a s c o o r d e n a d a s , d e m o d o q u e d e s a p p a r e ç a m o s l e r m o s e m 
xyt xz e yz. P a r a i s s o , p a s s a r e m o s p r i m e i r o dos e i x o s p r i m i t i v o s , 
q u e s e m p r e p o d e m o s s u p p o r r e c t a n g u l a r e s , p a r a o u t r o s o b l i q u o s po r m e i o 
d a s f ó r m u l a s (A) d a p a g . 3 6 9 , s u j e i t a n d o d e p o i s o s nove â n g u l o s q u e ne l l a s 
e n t r a m á s I r e s cond i ções ( B ) , d o n d e r e s u l t a r ã o por C m seis a r b i t r a r i a s , 
de q u e p o d e m o s d i spor á v o n t a d e . Se e g u a l a r m o s a ze ro o s t e r m o s em q u e 
e n t r a m XtIj', x'z' e y'z', r e d u z i r e m o s as seis a r b i t r a r i a s a t r e s . E se q u i -
z e r m o s a l é m d isso q u e a d i r e c ç ã o dos novos e ixos se ja l a m b e m r e c t a n g u -
l a r , c o n d i ç ã o q u e é e x p r e s s a pe las t r e s r e l a ç õ e s ( D ) , f icará o p r o b l e m a 
d e t e r m i n a d o , p o r q u e e s t a s r e l a ç õ e s d e t e r m i n a r ã o a s t r e s a r b i t r a r i a s q u e 
nos r e s t a v a m . 

E s t e c a l c u l o s i m p l i f i c a - s e pe lo p rocesso s e g u i n t e . S e j a m x=az, y=$z, 
a s e q u a ç õ e s d o e i x o d o s x'. F a z e u d o , p o r a b b r e v i a r , 

^ l + a 2 + g 2 ' 

a c h a r e m o s ( p a g . 3 6 4 ) 

cos (x'x) = la, cos (x'y) = IS, cos (x'z) = l: 

e f azendo h y p o t h e s e s a n a l o g a s p a r a as e q u a ç õ e s x = a'z, y=G'z, do e i x o 
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dos y', e p a r a a do e i x o d o s z': v i r á 
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cos (y'x) — l'x', cos (y'y) = Z 'g ' , co s (y'z) = I1; 

cos ( s ' x ) = / "«" , cos (z'y) = Vff'§ cos (*'*) = 1". 

A s e q u a ç õ e s ( A ) 1 p o r m e i o d a s q u a e s s e f a z a t r a n s f o r m a ç ã o , t o r n a m - s e e m 

A s s i m o s n o v e â n g u l o s d o p r o b l e m a s3o s u b s t i t u i d o s p e l a s s e i s i n c ó g n i t a s 
x , o.', a " , g , g ' , g " , p o r isso q u e a s e q u a ç õ e s ( B ) s e r e d u z e m p o r e s t e 
m o d o a u m a i d e n t i d a d e . 

S u b s t i t u a m o s p o i s e s t e s v a l o r e s Je x , y e z na e q u a ç S o g e r a l do 2 . ° 
g r á o , e e g u a l e m o s a z e r o os c o e f f i c i e n t e s de x'y', X1 z ' e x'z'. V i r á 

r [ a * + dg + e) a' + (da + i g > / ) g + fa + /"g + c = 0 

( 3 ) . . J (aa + dg + e)a ' + (da + £g + / ) g " + e a + / g + c = 0 x>z', 

U a a " + dg"+e) a' + (d*"+6g"+ / ) 6 '+«a"+fg"+ C=O . . . . y'z\ 

E m c o n s e q u ê n c i a d a s y m e t r i a d o c á l c u l o q u a l q u e r d ' e s t a s e q u a ç õ e s s e p ô d e 
o b t e r s e m s e r n e c e s s á r i o f a z e r a s s u b s t i t u i ç õ e s p o r i n t e i r o . E a c h a d a u m a , 
p o d e m d e d u z i r - s e d e l i a a s o u t r o s d u a s p o r s i m p l e s p e r m u t a ç õ e s . 

E l i m i n a n d o a' e g* e n t r e a 1 . " e as e q u a ç õ e s x = x'z , y = Ç'z , do 
e i x o d o s y', r e s u l t a a s e g u i n t e e q u a ç ã o , q u e é a de um plano, 

( i ) . . . . . (aa + dg + e) x + (da + fcg + /) y + (ex + fS +c) 3 = 0. 
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O r a a 1.® das e q u a ç õ e s ( 3 ) é a c o n d i ç ã o do d e s v a n e c i m e n t o do t e r m o 
c o m xiy'; e po r isso, em q u a n t o a l t e n d e r m o s só a e s t a c o n d i ç ã o , p o d e m o s 
d a r a a , a>, g , g \ o s va lores q u e q u i z e r m o s , c o m t a n t o q u e s a t i s f a ç a m 
â que l la e q u a ç ã o . A s s i m a e q u a ç ã o ( 4 ) , q u e de l i a r e s u l t o u pela s u b s t i t u i ç ã o 
d a s e x p r e s s õ e s de a ' e g ' t i r a d a s d a s e q u a ç õ e s do e i x o dos y', involve a i n d a 
a m e s m a c o n d i ç ã o ; e por c o n s e g u i n t e , se t r a ç a r m o s o e i x o dos y1 no 
p l a n o d e t e r m i n a d o pe la m e s m a e q u a ç ã o ( 4 ) , não e n t r a r á n a e q u a ç ã o ( 1 ) , 
d e p o i s de t r a n s f o r m a d a , o t e r m o em x'y'. 

P e l o m e s m o t h e o r , e l i m i n a n d o a " e g " d a 2 . " e q u a ç ã o p o r m e i o d a s 
e q u a ç õ e s x = oc"z, y=*''z, do e i x o dos z', d e t e r m i n a r e m o s um p lano t a l , 
q u e s e t o m a r m o s p a r a e i x o dos z ' q u a l q u e r r e c t a ne l i e t r a ç a d a , a p p a r e c e r á 
a t r a n s f o r m a d a s e m o t e r m o em x'z'. A t t e n t a p o r é m a f o r m a d a s d u a s l . " " 
e q u a ç õ e s , v ô - s e logo q u e e s t e s e g u n d o p lano é o m e s m o q u e o p r i m e i r o ; 
e p o r c o n s e g n i n t e , se t r a ç a r m o s ne l l e os e ixos dos z' e dos y' c o m o q u i -
z e r m o s , o plano résultanle será o dos y'z', e a t r a n s f o r m a d a n ã o t e r á t e r -
m o s em x'y' n e m em xz'. C o m o a d i r e c ç ã o d ' e s t e s e ixos no p lano é a r b i -
t r á r i a , p o d e m o s c o n s e g u i r e s t e f i m c o m u m a i n f i n i d a d e d e s y s t e m a s . E m 
t o d o s os casos p o r é m , r e s u l t a n d o na t r a n s f o r m a d a um valor de x ' da fó rma 

• — H g * + / ' 6 + Q ^ 

l ( a a 2 + 6 6 1 + C + 2 d « 3 + 2 e a + 2/"g) 

o valor 

l ( « a 2 + ò p 2 + c + 2da} + 2ex + 2f$) 

é e v i d e n t e m e n t e a e q u a ç ã o de um p l a n o , o q u a l c o r t a t o d a s as pa ra l l e l a s ao 
e i x o d o s x em d u a s p a r t e s e g u a e s , e q u e se c h a m a p o r isso diametral. 
D a n d o - I h e a f ó r m a s e g u i n t e 

(era + d , 3 + e)lux'+ (da + + f)l$x'+(ez+f$+c) lx'+'-(gct+h^+i}—0; 

e s u b s t i t u i n d o a ' e s t a e x p r e s s ã o po r hx', l$x't Ix', os s eus va lo r e s t i r ados 

f(y', *r 
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das e q u a ç õ e s ( 2 ) , v e m 
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0=(ax + d? + e) x + (dx + b?> +f)y + {ex + fê+ c) z + + + i) 

— W [(«* + d$ + e) x'+ ( d a + 6£ + f ) p ' + e» + / $ + c] 

— l"z' [ax + dg + e) a"+ (da+ 6,3 + f ) £"+ ca+ ft + c]; 

o u , e m v i r t u d e d a s d u a s p r i m e i r a s e q u a ç õ e s ( 3 ) , 

(5) .. O = (aa + dj3+e) íc+ (dx+b^+f) y+ ( f a + # + 0 5 + ~ 

D e b a i x o d ' e s t a nova f ó r m a , v ê - s e f a c i l m e n t e n .° 1 9 8 , q u e o p l ano d i a m e -
t r a l ó pa ra l l e lo ao p lano r e p r e s e n t a d o pela e q u a ç ã o ( 4 ) , i s to é , ao p lano 
dos (yz) q u e faz d e s a p p a r e c e r em ( I ) os t e r m o s em xy e xz. (*). 

F i n a l m e n t e , se q u i z e r m o s a inda q u e d e s a p p a r e ç a , o t e r m o em y'z 
é necessá r io d e t e r m i n a r x e [J' po r m e i o da 3 . " d a s e q u a ç õ e s ( 2 ) ; por 
onde s e vê q u e ha u m a in f in idade d ' e i x o s ob l íquos po r m e i o dos q u a e s p o -
d e m se r sa t i s fe i tas a s cond ições ped idas . 

2 1 6 . Q u a r e n d o p o r é m q u e os x \ y ' e z \ s e j a m r e c t a n g u l a r e s , d e -
verá o e ixo dos x ' s e r p e r p e n d i c u l a r ao p lano dos yz', cu j a e q u a ç ã o já 
a c h á m o s ; o ra s endo x = xz, y = [Izt as e q u a ç õ e s do e i x o dos x', a c o n -
d i ção d e p e r p e n d i c u l a r i d a d e a o p lano ( 4 ) s e r á e x p r e s s a (n.° 2 0 0 ) pe las 
equações 

(6 ) ax + d£ + e = (ca + # + c) a , 

(7) . • da + 6? + / • = (ea + / £ + c) [5. 

(*) Ve ja - se Anal. appl., de Leroy, (2.« edi l . ) n .° 1 0 5 ; e Compl. de Geomet. 
descript. de Sousa Pinto , n.° 3 9 . 
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E l i m i n a n d o « , e n t r e e s t a s e q u a ç õ e s a c h a r e m o s (*) 

( 8 ) . . [ ( a ~ 6 ) / è + ( / W ) d ] p ' 

+ [ ( a — 6) (c — b) e + ( 2 d 2 — f — é») e + ( 2 c — a — 6) / a ] p2 

+ [ ( c — a) (c — b) d + ( 2 e 2 — f — d a ) d + ( 2 6 — a — c ) / è ] (J 

+ {a — c ) f d + {f*—d*)e = 0. 

E s t a e q u a ç ã o d o 3 . ° g r á o d á p a r a [ 3 a o m e n o s u m a ra i z r e a l ; a e q u a ç ã o 
( 7 ) d á d e p o i s o u t r a pa ra a , 

(*) A equação ( 7 ) , e a d i ú s ã o de (6) por (7) , dão 

ffr+cê —bS—f a» + àS + e a 

" d — eZ, ' dz+iç + f ~~~ g 

das quaes se t i ra 

f g J + c g — f c g — f _ afe1+ace—aK—af+ d2ê + «Te — dt g 3 — g'g 
dê — ¢ 6 1 d f ^ + c d Ç — b e ^ — efê ' 

ou 

0 = 6 « (d /* — Ief + aef — de1) 

+ g1 ( c d f — e f l + edf—bce—bdf+b2e—afd + d2e + aee— ábe + d2e— e') 

+ G2 (e2d — cef—bcd + bef— df+bef — acd -4- abd — ds+ de1— aef+ de2) 

+ g (— cdf+ ef1+ adf— d2e). 

Dividindo esta ú l t ima equação por C, e r e d u z i n d o , vem faci lmente a equação 
do texto. 
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I V e s l e m o d o f ica o e ixo a o s x ' d e t e r m i n a d o de m a n e i r a q u e vera a 
s e r p e r p e n d i c u l a r ao p lano z'y'; e se d e s e m b a r a ç a a e q u a ç ã o d o s t e r m o s 
em x'z' e x'y'. Hes ta t r a ç a r n ' e s t e p lano y'z' e i x o s r e c t a n g u l a r e s t a e s , q u e 
f a ç a m d e s a p p a r e c e r o t e r m o y'z'é p o r é m e v i d e n t e q u e se p ô d e d e t e r m i n a r 
do m e s m o m o d o um p lano d o s a d a ' , ao q u a l se ja p e r p e n d i c u l a r o e i x o dos y 1 

e q u e faça d e s a p p a r e c e r os t e r m o s era q u e e n t r a m x'y' e z'y'. M a s c o m o 
as cond ições pe las q u a e s se e x p r i m e q u e o e i x o dos t f é p e r p e n d i c u l a r a 
e s t e p l a n o , são e x p r e s s a s t a m b é m pe la s e q u a ç õ e s ( 6 ) e ( 7 ) , d e v e r á a 
m e s m a e q u a ç ã o ( 8 ) d o 3 . ° g r á o d a r o u t r a r a i z [5', q u e sa t i s faça a e s t a s 
cond ições . O m e s m o s u c c e d e c o m o e i x o dos z ' . 

L o g o a s t r e s r a i zes d a e q u a ç ã o ( 8 ) são r e a e s , e são o s va lo res d e 
P , (3', [3". Os valores a , a ' , a " , vem depo i s a d e d u z i r - s e d a s e q u a ç õ e s ( 7 ) . 

Conseguintemente : em geral há sempre um systema único d'eixos re-
ctangulares , que desembaraça a equação (1) dos lermos x'y', x'z\ y'z'; e 
e s t e s y s t e m a d e l e r m i n a - s e pe lo p rocesso d e cá l cu lo q u e a c a b á m o s d e e x p o r . 

A e s t e s y s t e m a d a - s e o n o m e de Eixos principaes de figura. 
2 1 7 . A n a l y s e m o s o s casos p a r t i c u l a r e s q u e p o d e m a p p r e s e n t a r - s e 

n a r e s o l u ç ã o d a e q u a ç ã o ( 8 ) . 
I . 0 Se a e q u a ç ã o n ã o t i ve r o 1 . ° t e r m o , i s to é , se for 

(o — 6 ) fe + ip—e1) d = 0: 

s a b e m o s q u e n ' e s s e caso u m a d a s r a i z e s [3 é i n f i n i t a , b e m c o m o a , c o m o 
s e v é d a e q u a ç ã o ( 7 ) q u e s e r e d u z a c a + / £ = 0 . O s ângu los c o r r e s p o n -
d e n t e s são r e c t o s ; um d o s e i x o s , o dos x' por e x . ° , a c h a - s e no p l ano xy, 
e o b t e m - s e a sua e q u a ç ã o e l i m i n a n d o a e [3 p o r m e i o das e q u a ç õ e s 
x = y.z, ;1 = f iz , d o n d e r e s u l t a e x f y = 0 . As d i r e c ç õ e s dos y ' e z v e m 
a se r d a d a s pela e q u a ç ã o em [3 , r e d u z i d a ao 2 . ° g r á o . 

2 o S e , a l é m d o l . ° c o e f f i c i e n t e , t a m b é m o 2 . ° for n u l l o : t i r a n d o 
o va lor de b da p r i m e i r a d ' e s t a s d u a s e q u a ç õ e s de c o n d i ç ã o , e s u b s t i t u i n -
d o - o n a s e g u n d a , e s t a s e r e d u z i r á a o u l t i m o t e r m o d a e q u a ç ã o ( 8 ) 

(a — c)fd + (f2—dz)t = 0. 

E c o m o o coe f f i c i en te de (3 na e q u a ç ã o ( 8 ) se d e d u z do de (3a, m u d a n d o 
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b em c, e d em e, e o m e s m o a c o n t e c e a r e s p e i t o do l . ° e u l t i m o t e r m o 
da m e s m a e q u a ç ã o : s e g u e - s e q u e n ' e s t e caso a equaçSo ( 8 ) é u m a i d e n -
t i d a d e . Os s y s t e m a s d ' e i x o s q u e d e s e m b a r a ç a m a e q u a ç ã o dos t e r m o s em 
x, y e Z1 são e n t ã o em n u m e r o inf in i to . 

E l i m i n a n d o as q u a n t i d a d e s a e b das e q u a ç õ e s ( 6 ) e ( 7 ) por m e i o 
das d u a s e q u a ç õ e s de cond ição , a c h a - s e q u e el las são o p r o d u c t o de fa—d, 
e de fa—e(} pe lo f a c t o r c o m m u m eda + fdfi + fe. E s t e s f ac to res são por 
t a n t o nul los ; e e l i m i n a n d o a e p a c h a - s e 

fx = dz, ey = dz, cdx + fdy + fez = 0. 

As d u a s 1.** são as e q u a ç õ e s d ' u m dos e i x o s ; a 3.® 6 a de um p lano q u e 
l h e f ica p e r p e n d i c u l a r , e no qual e s tão t r a ç a d o s os o u t r o s dous e ixos com 
d i r e c ç õ e s a r b i t r a r i a s . Da i n t e r s e c ç ã o d ' e s t e plano com a super f i c i e r e su l t a 
u m a c u r v a , na qual todos os e ixos r e c t a n g u l a r e s são p r i n c i p a e s , e q u e 
p o r c o n s e g u i n t e é um c i r c u l o , única da s cu rvas do 2 . ° g r á o q u e goza 
d ' e s t a p r o p r i e d a d e . N e s s e caso a supe r f i c i e é de r evo lução em volta do 
e i x o , c u j a e q u a ç ã o a c a b á m o s de a c h a r ; e c o m o f a c i l m e n t e se r e c o n h e c e 
t r a n s p o r t a n d o a o r i g e m ao c e n t r o do c i rcu lo . (V . Annales de Math., t . I I ) 

2 1 8 . A e q u a ç ã o ( l ) , d e s e m b a r a ç a d a dos t r e s p roduc to s , t o m a a f ó r m a 

(9) kz2+nnj2+nx2+qx + q'y + q"z = h, 

Se n e n h u m dos coef f ic ien tes Ic t m e n for n u l l o , p ô d e e s t a e q u a ç ã o f icar 
a inda d e s e m b a r a ç a d a dos t e r m o s da 1." d i m e n s ã o , pelo processo do n . ° 
2 0 8 , q u e equiva l a u m a m u d a n ç a de o r i g e m d a s c o o r d e n a d a s e t o m a r a 
f ó r m a a inda m a i s s i m p l e s 

(10) kz2+my2+nx2 = h. 

i <A 
S e u m d e s t e s coeff ic ientes for n u l l o , n por e x e m p l o , p o d e m o s d e s e t a b a -
r a ç a r , pe lo m e s m o processo , a e q u a ç ã o (9) do t e r m o cons tan te h e das 1 . " 
po tenc ia s de , y e z; f icando ass im a e q u a ç ã o reduz ida á fó rma 

( 1 1 ) kzmy2 = hx. 
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F i n a l m e n t e se dous d o s m e s m o s coef f ic ien tes f o r e m n u l l o s , m e n po r e x . ° , 
a e q u a ç ã o ( 9 ) p o d e r á r e d u z i r - s e á f ó r m a 

(12) W+py + qx = h. 

M a s se n ' e s t e c a s o , a i n d a p e q f o r e m nul los , a e q u a ç í o ( 1 2 ) será e v i d e n -
t e m e n t e u m caso p a r t i c u l a r d a e q u a ç ã o ( 1 0 ) ; e s e o n ã o f o r e m , s e r á u m 
caso p a r t i c u l a r da e q u a ç ã o ( 1 1 ) . C o m e f fe i to f azendo * = 0 , a e q u a ç ã o 
( 1 2 ) , t o r n a - s e e m 

py + qx — h; 

por c o n s e g u i n t e a i n t e r s e c ç ã o da supe r f í c i e c o m o p lano dos xy é u m a r e -
c t a . S e t o m a r m o s es ta l inha para e i x o dos y , a e q u a ç ã o n ã o s o f r e r á a l t e -
r a ç ã o n o t e r m o kz2; m a s se rá forçoso q u e o s t e r m o s r e s t a n t e s — p y — q x + h 
se r e d u z a m a k'x, p o r q u e a h y p o t h e s e z — O deve d a r a; = 0. A e q u a ç ã o 
da supe r f í c i e r e d u z i r - s e - h a e n t ã o á f ó r m a kz2=k'x, q u e é e v i d e n t e m e n t e 
u m caso p a r t i c u l a r d e ( 1 1 ) . 

P o d e m o s pois conc lu i r q u e t o d a s a s supe r f í c i e s d a 2 . " o r d e m são i n -
c lu ídas na s duas e q u a ç õ e s . 

(10 ) kz2+my2+nxl=h, 

(11 ) kz2+my2 = hx. 

S e pela o r i g e m das c o o r d e n a d a s c o n d u z i r m o s u m a r e c t a q u a l q u e r 

x = az , y = a'z , 

e c o m b i n a r m o s a sua e q u a ç ã o coir . ( 1 0 ) , v e r - s e - h a q u e os pontos em q u e 
a r e c t a encon t r a a s u p e r f í c i e t e m as suas c o o r d e n a d a s r e s p e c t i v a m e n t e e g u a e s 
c de s ignaes c o n t r á r i o s : d o n d e se c o n c l u e , q u e a o r i g e m das m e s m a s c o o r -

4 9 
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d e n a d a s d i v i d e a o m e i o todas a s co rdas t i r a d a s por e s t e p o n t o ; o u , por 
ou t r a s p a l a v r a s , q u e esta origem é o centro das superfícies representadas 
pela equação (10). 

P r o c e d e n d o do m e s m o m o d o com a equaçSo (11) , vô - se q u e os va-
lores de z nSo s a e m e g u a e s , em v i r t u d e do t e r m o em q u e e n t r a a v a -
r iave l no l . ° g r á o ; e q u e por c o n s e g u i n t e as superfícies representadas por 
esta equação são destituídas de centro. 

Ass im p o d e m o s d iv id i r a s super f íc ies d e 2 . ° o r d e m e m dous g e n e r o s : 
I . 0 S u p e r f í c i e s do tadas d e c e n t r o , c o m p r e h e n d i d a s n a equação ( 1 0 ) ; 
2 . ° Super f í c i e s d e s t i t u í d a s d e c e n t r o , c o m p r e h e n d i d a s n a e q u a -

ç ã o ( U ) . 
A l é m d is to c u m p r e n o t a r , que a e q u a ç ã o (SO) mos t ra , pelo q u e se 

d isse no n . ° 2 1 5 , q u e os t r e s planos coo rdenados das super f íc ies , q u e r e p r e -
s e n t a , são diamelraes. O plano d i a m e t r a l q u e é p e r p e n d i c u l a r ás cordas 
d i z - s e plano diametral principal, ou s i m j d e s m e n t e plano principal. T r e s 
p lanos d i a m e t r a e s d i z e m - s e conjugados, q u a n d o as c o o r d e n a d a s , q u e c a d a 
um d iv ide ao m e i o , são pa ra l l e las á i n t e r secção c o m m u m dos o u t r o s dous 
p lanos . E m q u a n t o á e q u a ç ã o ( 1 1 ) , vô-se , q u e só os planos dos t /x e xz são 
d i a m e t r a e s . E s t e s dous planos c h a m a m - s e t a m b é m conjugados, po rque as 
c o r d a s , q u e cada u m de l les co r t a a o m e i o , são para l le las a o o u t r o . 

P o s t o is to , pa s semos a d i scu t i r e s p e c i a l m e n t e cada u m a das equações 
(10) e (11). 

Q E I E R O . 

S U P E R F Í C I E S C O M C E N T R O . 

2 1 9 . S e n a e q u a ç ã o ( 1 0 ) s u p p u z e r m o s n s e m p r e p o s i t i v o , a s c o m b i -
nações de s ignaes q u e a d m i t t e m os o u t r o s t r e s coef f ic ien tes k , m e h p o -
d e m r e d u z i r - s e á s t r e s s e g u i n t e s , q u e dão o r i g e m a t r e s e spec i e s d e s u -
pe r f í c i e s d o t a d a s d o c e n t r o : 

kz2+ my2+ n x 2 = h E L L I P S O I D E . 

—kz,1+ my1+ n x 2 = h H Y P E R B O L O I D E D E DM SÓ IIAMO. 

—kz2+ my2+ n x 2 = —h . . . . H Y P E R B O L O I D E D E DODS RAMOS. 
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N 8 o f igurámos os casos em q u e m é n e g a t i v o , po r isso q u e se r e d u -
z i r i a m aos dous ú l t i m o s d e c i m a por u m a s i m p l e s inve r são nos e i x o s . 

2 2 0 . E L L I P S O I D E . C o n s i d e r e m o s e m í . ° l o g a r a e q u a ç ã o , 

C o m o s u p p o m o s fc, m e n pos i t ivos , t a m b é m . h o se rá ; a l i á s a equação 
seria absurda e nada representaria. 

Se h for i i u l l o , a e q u a ç ã o p a r t i r - s e - h a nas t r e s # = 0 , y=O1 z=-O, 
e a s u p e r f í c i e r e d u z i r - s e - b a a um ponto. 

S e n d o h pos i t ivo , q u e é p r o p r i a m e n t e o caso , de q u e nos o c c u p à m o s , 
e fazendo s e p a r a d a m e n t e x, y ou z nu l los , v e r - s e - l i i a , q u e das i n t e r s e c ç õ e s 
dos t r e s p lanos c o o r d e n a d o s c o m a s u p e r f í c i e r e s u l t a m e l l ipses . 

D a secção fe i i a por q u a l q u e r p lano , p a r a i l e l o aos c o o r d e n a d o s , r e s u l -
t a m t a m b é m e l l i p s e s , c o m o s e ver ia f a c i l m e n t e , s u p p o n d o s e p a r a d a m e n t e 
c a d a u m a d a s c o o r d e n a d a s e g u a l a u m a c o n s t a n t e . 

O m e s m o s e r i a fác i l d e m o n s t r a r a r e s p e i t o de q u a l q u e r s ecção plana 

É po r t u d o is to q u e se d e u a e s t a s u p e r f í c i e o n o m e de Ellipsoide. 
Os c o m p r i m e n t o s A, B , C dos t r e s eixos prineipaes, o b t e m - s e b u s -

c a n d o as secções da supe r f í c i e pelos e ixos dos x, y e z , q u e d ã o 

W hz2+ my2+ nx2 = h. 

(n .° 2 Í 2 ) . 

A C 2 = Z i 1 mB2=h, nk2--=h. 

E l i m i n a n d o k, m e n da e q u a ç ã o ( a ) , v e m 

( 1 3 ) . . . . ~ + £ + Ç = 1 , ou A 2 B 2 Z 2 + A 2 C 2
y

2 + B 2 C 2 X 2 = A 2 B 2 C 2
1 

x 

o qual é a equação do ellipsoide referido ao centro e aos seus tres eixos 
prineipaes. E s t a s u p e r f i c i c p o d e i m a g i n a r - s e g e r a d a por u m a e l l ipse t r a -
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ç a d a no p l ano xy , a q u a l se m o v e p a r a l l e l a m e n t e a si m e s m a , e de m a -
n e i r a q u e os seus d o u s e i x o s vão v a r i a n d o de g r a n d e z a , s e n d o a c u r v a 
o b r i g a d a a i n d a a c o r r e r ao l o n g o de o u t r a e l l ipse t r a ç a d a no p lano xz. 

Se d u a s d a s q u a n t i d a d e s A, B , C 1 f o r e m e g u a e s , o ellipsoide s e r á do 
revolução. E se for A = B = C a supe r f í c i e t o r n a r - s e - h a n ' u m a esphera. 

2 2 1 . H Y P E R B O L O I D E D E U M S Ó R A M O . C o n s i d e r e m o s e m 
2 . ° I o g a r a e q u a ç ã o 

— kz2+ my2+ nx2 = h. 

Se h = O , a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e é a de cóne , q u e se rá a r e s p e i t o do 
h y p e r b o l o i d e , o m e s m o q u e são a s s y m p t o t a s r e l a t i v a m e n t e á h v p e r b o l e . 
( n . ° 2 7 6 , P . 1 I . ) 

Se h n ã o for n u l l o , f a z e n d o s e p a r a d a m e n t e x e y n u l l o , r e c o n h e c e - s e 
q u e d a s i n t e r s e c ç õ e s d o s p l anos dos yz e xz c o m a s u p e r f í c i e r a s u l t a m h y -
p e r b o l e s , n a s q u a e s o e i x o d o s z é o 2 . ° e i x o . 

S u p p o n d o z e g u a l a u m a c o n s t a n t e , v ê - s e q u e a s s e c ç õ e s p a r a l l e l a s 
a o p l ano dos x y são e l l i p se s r e a e s s i m i l h a n t e s , c u j a s d i m e n s õ e s a u g m e n -
t a m c o m o va lor n u m é r i c o da c o n s t a n t e . 

E po r isso se d e u a es ta s u p e r f i c i e o n o m e de Hyperboloide de um 
só ramo. 

O s C o m p r i m e n t o s A , B , C i / — 1 dos t r e s e ixos p r i n c i p a e s o b t e m - s e 
c o m o no n . ° p r e c e d e n t e , e a e q u a ç ã o do h y p e r b o l o i d e r e f e r i d o ao c e n t r o 
e aos s eus t r e s e i x o s p r i n c i p a e s t e r á a m e s m a f ó r m a q u e a e q u a ç ã o ( 1 3 ) , 
u n i c a m e n t e c o m a m u d a n ç a d e C 2 e m — C 2 . 

2 2 2 . H Y P E R B O L O I D E D E D O U S R A M O S . C o n s i d e r e m o s era 
3 . ° e ú l t i m o loga r a e q u a ç ã o 

(c) — kz2+ my*+ nx2= — h. 

S e h = 0, a e q u a ç ã o r e s u l t a n t e s e r á t a m b é m a d e u m cóne assymptolico 
d ' e s t e h y p e r b o l o i d e de 2.® e s p e c i e . 

Q u a n d o h não é n u l l o , r e c o n h e c e - s e c o m o no caso p r e c e d e n t e , q u e 



s d p e r f i c i e s e c d u v a s n o e s p a ç o . 3 S 9 

d a s i n t e r s e c ç õ e s dos p lanos dos yz e dos xz c o m a s u p e r f í c i e r e s u l t a m h y -
p e r b o l e s n a s q u a e s o e i x o d o s z é o p r i m e i r o e i x o . 

S u p p o n d o z e g u a l a u m a c o n s t a n t e , z = r t a e q u a ç ã o (c) t o r n a - s e 

m , n * 11
 * 

P + T * - T p - 1 5 

e m o s t r a q u e as s e c ç õ e s pa ra l l e l a» aos xy são e l l ipses s i m i l h a n t e s , q u e 
c r e s c e m i n d e f i n i d a m e n t e c o m a g r a n d e z a a b s o l u t a d e l ; p o r é m q u e s e t o r n a m 

i m a g i n a r i a s q u a n d o I 2 < D o n d e r e su l t a q u e e s t e h y p e r b o l o i d e t e m dous 
K 

ramos n ã o c o n t i g u o s , inde f in idos c a d a u m n o seu s e n t i d o , p o r é m s e p a r a -
dos por um i n t e r v a l l o em q u e não ha s u p e r f í c i e . E por isso se l h e d e u 
o nome de Hyperboloide de dous ramos. 

O s c o m p r i m e n t o s A , B V — I , C V — 1 dos t r e s e ixos p r i n e i p a e s 
d e t e r m i n a m - s e c o m o nos n . o s p r e c e d e n t e s , e a e q u a ç ã o do h y p e r b o l o i d e 
de dous r a m o s , r e f e r i d a ao c e n t r o e aos seus t r e s d i â m e t r o s , t e r á a m e s m a 
f ó r m a da e q u a ç ã o ( 1 3 ) , só c o m a m u d a n ç a de B 2 e C 2 em — B 2 e — C 2 

2 2 3 . A s e q u a ç õ e s ( a ) , ( b ) , ( c ) , q u e a c a b á m o s d e d i s c u t i r , p o d e m 
ofTerecer a inda o u t r a s v a r i e d a d e s d e s u p e r f í c i e s , s u p p o n d o nu l los u m o u 
a l g u n s d o s coef f i c ien tes k, m, n, h. R e p r e s e n t a r ã o cylindros de base elli-
ptica ou hyperbolica, q u a n d o f o r e m da f ó r r n a 

k2+ mif = h , ou kx2— my2 = h; 

e um sy9tema de dous planos q u e se c o r t a m , ou q u e são p a r a l l e l o s , 
q u a n d o se r e d u z i r e m a 

kx2— my"= O , ou kx2= h. 

C o m o e s t e s casos n ã o e x i g e m d i scussão e s p e c i a l . , c o n t e n t a r - n o s - h e m o s c o m 
i n d i c a l - o s . 
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9 . ° C í E W E R O . 

S U P E R F Í C I E S S E M C E N T R O . 

221. Se n a e q u a ç ã o ( l 1) fizermoscom que hx seja sempre positivo, 
conservando-se no 2.° m e m b r o , não poderão ser negativos ambos os t e r -
mos do 1.°, porque a equação seria então absurda . Assim esta apenas 
admi t te as duas combinações seguintes de signaes, que dão origem a duas 
espccics de superfícies destituídas de c e n t r o : 

I C Z 2 J
R I R I Y 2 = I I X P A N A B O L O I D E ELLIPTICO. 

— / » s 2 + my2=hx P A R A B O L O I D E H T P E R B O L I C O . 

Se em logar de , k suppuzessemos m negativo, t i rar íamos as mesmas con-
sequências , considerando invertido o eixo dos z no dos y. 

22o. P A R A B O L O I D E E L L I P T I C O . Consideremos pr imeiro a 
superficie comprebendida na equação 

(d) kz2+ my2 = hx. 

Fazendo separadamente z e y eguaes a z e r o , ver-se-ha que as secções 
feitas pelos planos xy e zx são parabolas. Se egualarmos estas mesmas 
coordenadas a quantidades constantes , concluir-se-ha que das secções pa-
rallelas áquelles planos resultam t ambém parabolas. 

Fazendo x = O, vô-se que a secção feita pelo plano zx determina a 
origem das coordenadas , porque a equação (d) par le-se então nas duas 
z = O, y = 0. Fazendo x egual a uma constante, vô-se que as secções 
parallelas a este ult imo plano são ellipses. 

É por isto que á superficie representada pela equação (d) se deu o 
nome de Paraboloidc elliptico. 

Como x negativo dá resultados imaginar ios , segue-se que a super -
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f ic ie fico toda do l ado dos x pos i t ivos . Se m for z e r o , e a e q u a ç ã o se r e -
d u z i r á 

kz2= hx, 

q u e , s e g u n d o v imos (n .° 2 1 8 ) , é u m a t r a n s f o r m a ç ã o d a e q u a ç ã o ( I I ) ; t e r e -
mos então uma superfície cylindrica de base parobolica. 

O s m a i s casos p a r t i c u l a r e s q u e o í í e r e c e a e q u a ç ã o ( d ) c o m p r e h e n -
d t m - s e n ' o u t i o s j á d i scu t idos . 

2 2 6 . P A R A B O L O I D F I I Y P E R E O L I C O . D i s c u t i n d o p e l o m e s m o 
t l ieor a e q u a ç ã o 

(e) — kz2+ my2= hx, 

v è - s e : q u e a s ecção fe i ta pe lo p l ano yx é u m a p a r a b o l a q u e fica p a r a o 
l ado dos x p o s i t i v o s : a do p lano xz é u m a p a r a b o l a q u e fica p a r a o l ado 
dos x n e g a t i v o s : e a secção do p lano yz r e p r e s e n t a d u a s r ec t a s . 

T o d a s a s secções p a r a l l e l a s ao p l ano xy são p a r a b o l a s e g u a e s á p r i n -
c ipa l , m a s co l locadas s u c e s s i v a m e n t e em d i f f e r e n t e s pos ições . O m e s m o 
d i r e m o s d a s secções p a r a l l e l a s ao p lano xz. F i n a l m e n t e as s ecções p a r a l l e -
las ao p lano zy p r o d u z e m h v p e r b o l c s . 

P o r isso a e s t a s supe r f í c i e s se d e u o n o m e de Paraboloide hyperbo-
lico. 

2 2 7 . Q u a n d o nos dous casos p r e c e d e n t e s é Zi = O, a e q u a ç ã o t e m 
a f ó r m a a2z2±b2y2= O, c o n f o r m e os s i g n a e s de k e m. N ' u m dos casos 
é z = 0 , y = 0 , e a s u p e r f í c i e r e d u z - s e ao e i x o dos x . No o u t r o , a e q u a ç ã o , 
á q u a l se p ô d e d a r a f ó r m a ( a z + by) ( a z — by) = O , ind ica q u e p o d e -
m o s t o r n a r nu l lo q u a l q u e r dos d o u s f a c t o r e s ; e a s u p e r f í c i e r e d u z - s e a um 
svs te raa de d o u s p lanos q u e se i n t e r c e p t a m s e g u n d o o e i x o dos x . 
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