ALGEBRA SUPERIOR.
iogo . zm—z* =21 —{.sen mC.
Substituindo, e supprimindo o factor commum 2/ — 1, resulta

] 3

b b b
B=-Esan C+-2?-sen EC-}-w gsen 3C+ ...

¢* = (a—bs) (a—bs'), por ser z3'= 1.

Tomando os log. vem
2 log. ¢=2 log. a—M[E(:-J;-;"}-!-—;a—,(z‘-{-z").. .:[;

¢ ¢como temos ™ 45 =2 cos mC,

e o angulo comprehendido C.
159. A equacdo (I) d4, tomando os log. neperianos,

=gl —1=I(cos 2=V1.5202):

subtrahindo estas duas equagdes uma da outra, vem

cosx 4+ —1senz (I+I/—I.tangx

23:"’—- = =
(=1 Ic«u.ﬂ:-—lf_—lm:na: {— —1.langx

293

A equaglio ¢* = a* — 2ab cos C+ b =a*—ab (3 + ') + b* reduz-se a

sera logcmlag a—M(Ecos C-}-E—Z-zcos 2 C+§%cos 3C.. )

Fstas duas series servem para resolver um triangulo, em que b & muilo
pequeno comparativamente com a, e sdo conhecidos os dous lados a e b,

)

————
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por ser sen x = cos x tang x. Porém pela férmula (E) p. 279 podemos

achar o desinvolvimento deste log. ; e supprimindo o factor commum
2V — 1, temos por expressio de arc. x, conhecida a tang.,

@=lang x — 7 lang’ o+ { tang’ 2 — ! tang' x ... (N)

0 arco «, cdja lang. & t, e o raio r, & (Geom. Anal. n.”168)

i ¢ 3
:G=f———— AR o RV — [N
: ‘*+5r‘ 'Ir'+

Esta formula serve para achar a relagio = da circumferencia_para o dia-
metro. Dous arcos x e @', cujas tang. sio LeZ, tem por tang. de sua som-
i

1
ma, tang. (2 4+ a')= 22

=113

=1; portanto esta somma & z 4 x'=1§5°.

Se na equagdo (N) fizermos tang. & =<, tang, x'=21%, e sommarmos, ob-
teremos o comprimento doarco de 45° que é o quarto de semicircumfes

rencia = do circulo cujo raio & I:

36) +5(6) - +5 =5 ) +33)

Segundo o processo de Machin obtem-se series mais convergentes,
Tome-se o arco & cuja tang. ¢ 3y serd Geom. Anal. (L. n.* 203)

2 tang x
lang 22 = o ——=—
Il—lhg*z 12

logo este arco ¥z differe muite pouco de $5°; e se chamemosv o excesso
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de dx sobre 45°, ou v =4 — &5°, sera

gy~ + taog bz 239

Conseguintemente se (izermos tang 2 =1, e repetirmos quatro vezes a
serie N, teremos o arco 4z ; do mesmo modo tang v =~ di o arco v;
¢ practicando a subtracgdo, oblem-se o arco de 45°, ou

1 _4[1 I(l)‘ i(i)*' ] 1 1(1 )*
=T F\e T \s/) st \ag)
Na Geometria 0. 95, demos o resultado destes calculos com 20

decimaes ;

log ==0,49714 98726 9%, | == 1,14472 98858 491}.

. 160. Se na equacdo (I) Gizermos z—k=, designando por %k um
mle_uro qualquer , teremos sen =0, c0s z = =~ | » conlorme k for par
Ou Impar, e por conseguinle

iy g N s (=)= = hml—1.

Multiplicando pelo modulo M, e ajunctando o valor numerico A de Log a;
Log(®=a)=A =Mz "— 1,

seado % um numero qualquer , par para log (4 a), e impar para log (—a).
Por conseguinte todo o numero tem infinitos logarithmos no mesmo syste-
ma; quando o numero ¢ negativo, estes log. sio todos imaginarios ; sendo
Positivo, sémenle um € real. ()

(f! De a? = (—a)?, deduz-sc 2 log a =2 log (—a), nio devemos porém
concluir d'aqui, como fez d’Alembert, que +a ¢ —a lem os mesmos log.; pot
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161. Tractemos agora de desinvolver senz e cos z em senos e co-
senos d'arcos multiples z, 2z, 3z, .... Supponhamos

cs 34+ VYV —lsenz=y, coss—F —fgenz—v;

serh yo=1, 2cos5=y+r

Designando por 1, U, A’, A”, .. .. os coefficientes da potencia u , seré,
para qualquer valor de u,

conts=y"+uy +Ayi4...... _
E como , pela equaglio (M), temos

yi=cosks+ —1 senksz,
serh

2“cos"s =cosus - u cos (u—2)z+ A'cos (u—4)s—.... (P)

= V'—1 [sen uz + usen (u—2) 5 +-A sen (u —4) 3 + .. ],

quanlo, sendo pares £ e [, é
loiga=A+kMzy—1, e= A+IMz/—1;

e sommando, 2 log a ==2A 4 (k+1) Mx/—1. Do mesmo modo sendok' e I! im-
pares, acha-se 2 log (—a) =2A + (M + ') Mg/—1. Ora é evidenle que esta
Giltima expressio s¢ comprehende na primeira, porque #/'+1' é um numero par,
porém nio se segue que seja emgeral 2 log (—a)=2 log a: porque, paraque a seja
real, é necessario quek==1=0; porém &' e I’ sendo impares, ninca a sna som-
ma péde ser=0; nem pbéde por tanto dar-se em numeros reaes log a=
log—a. O que d’Alembert unicamente devia concluir, era que entre os log.
imaginarios de+-a ¢ — a, exislem alguns que, sommados dous a dous, dio som- ]
mas egaaes, ,
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onde se pozr o signal duplo =, porque tanlo se péde eliminar y
como r.

Quando u & inteiro , cos®s ndo péde admittir mais do que um valor,
e como as duas expressdes devem por isso ter 0o mesmo valor, a serie
ficard reduzida 4 1.* lioha (P), porque segundo se collige do que vamos
dizer , os termos imaginarios se destroem dous a dous.

Porém se w for fraccivnario, nlio accontecerd o mesmo, porque o
expoente fraccionario, indicando a existencia de uma raiz de uma certa
ordem , mostra que esta péde em geral ter muitos valores.

Considerando aqui sémente o caso de ser u inteiro, que é o unico
de que se faz uso, advertiremos , que na equacio (P) o arco que entra
no termo que tem um numero # de termos antes de si, ¢ da forma
(u—2x)z; e que aquelle que tem  depois , tem u — a antes, e é por
1580 [u—2(u— &)] 2 =— (u— 22) 5. FEstes arcos terdo pois os
mesmos cosenos; e os seus coefficienles , pela propriedade de egualdade
dos cozflicientes dos termos equidistantes do binomio, serdo tambem eguaes.
Podemos pois,.em logar de cada um destes dous termos, substituir o
seu dobro; e dividindo depois a equagdo por 2, vira

2= cos* 5 = cos uz + u cos (u—2) s +A’ cos (u—4=4) 3+ .. .. (Q),

continuando com a serie, somente em quanto os arcos vierem positivos.
Cumpre tambem advertir, que sendo u par, é necessario tomar a ame-
tade do ultimo termo, que é o termo medio, o qual nesse caso se nio
somma com nenhum dos outros.

Mudando, n'esta equacdo (Q), z em iz — z, o 1.° membro tor-
nar-se-ha em 2“=' sen“z. Em quanto ao 2.° membro, como um arco da
ordem «, lem a f6rma (4 — 2x) 3, teremos , por ser z um inteiro po-
sitivo,

£o§ (H—E.‘!:}(E —z):cos[‘is——(u—ﬂa:} 5 - m':]=[__ 1 J'[m, E;_: —(u—-ﬁt)z]

38




208 ALGEBRA SUPERIOR,

Temos sgora a considerar dous casos :

1.° Se u for numere par, leremos :

a) para u= dén,

cos (u—2x) (% —_ s): (—17cos (2nm —(u —2x) z)= —(—1)" cos (u =~ 2::
b) para u=4n+42,

cos {u—-?x)(% --z):[— f)* cos ((2n+l }& —(u -—Ex)z)——- —(—1)"cos{u —21):

Logo:
= 2% se"s = cos uz — u cos (u—2)s 4 A' cos(u — )z + .. .. (R)

devendo parar-se no termo medio , e tomar a sua ametade ; usando do
signal 4 quando u for da férma 4n, e do signal —, quando for da f6rma
dn4 2.

2.°  Se u for numero impar , teremos :

a') para u=4n+41,

)% {1t —2a)a)(—1}" sen (=2’

N}|'-'-

o8 (u——i.r)(g— --;) (—1)* cae((?.n+
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b') para u=4n+3,

eos (u—2x) (a —_ ):

(—1)*cos [(2(n+i}-—-— %)1': —(u—ﬂx}:]: — (—1" sen (u—2z)s :

Eogo |
f
~+ 9u=1 gopw g = sen uz — sen (4 — 2) z4+-A'sen (u —H)z.. .. (S)

devendo parar-se no termo medio, sem lomar metade; usando do signal +
quendo u for da férma 4n+1, e do signal — , quando for da férma
4n 4+ 3.

D'estas equacdes facilmente se deduzem , como na pag. 196 da se- !
gunda parte, : ]

2 cos’z=cos 2:4-1,

4 cos’z=—cos 334 3 cos =,

8 cos’z=—rcos 434 & cos 2243,

16 cos's —cos 5z + 5 cos 3z 10cosz,

32 cos's==cos 6z 6 cos 4z 15 cos 23 4 10, etc.
— 2 sen’z = cos 25— 1 >
~— % sen’s = sen 3z — Jsen z,

8 sen'*s=cos 4z — 4 cos 2: 43,

16 sen’z==sen Bz —5sen 3z 4 10senz,

- 32 sen's == cos 6z — 6 cos 4z 4 15 cos 2z — 10, ‘elc.
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162. Podemos reciprocomente deseovolver os sen. e cos. d'arcos
multiplos, em ordem 4s potencias de senos e cosenos, Fazeado, para sim-
plificer,

sen s=35, C0$ s=¢,
0 2.° membro da equaclo (M) pag. 291, toroar-se-ha, fazendo 2 =z ,
(e+V—L1. sr;

0 qual, sendo desinvolvido pela formula do binomio, conduz a uma equacho
da [6rma

cos nz + ¥ —1 sen z=P+QV:L

E como os imagioarios se devem destruir uns com os outros, teremos as
duas equacdes separadas,

cosnz=P,sen nz=0,

conlendo a primeira todos os termos em que s/ —1 tem expoentes pares.
Serd pois, para n inteiro ou fraccionario, positivo ou negativo,

—1 n (n—1) (n—2) (—3)
M=y _2 n —
¢ 8§ 4 2. 3.4 [ 5“‘ ‘

n(n—1) (n—2)

=3 .3
2.3 e

$60 NZ==ne*™" §—




ALGEBRA SUPERIOR. 301

como nas. pag. 19% e 195 da segunda parte ,

o8 23 =¢*— 5, sen 2z = 2¢s,

cos 3z = ¢'— 3&s® sen 3z =3¢c"s — 5",

cos 4z =¢'— 6c"s4 5, sen bz = kc's — hes’,

cos 53z =c'— 10¢*s* 4 Bes', sen Bz = Bc¢'s — 10c%s"+ 5%,

cos 6z —c'— 15¢* s* + 15¢c%* —s*,  sen 63 =6c’s — 20c’s*+ Ges’,

elc. elc.

163. N’estas frmulas vem os senos misturados com cosenos, po-
demos porém achar outras em que estas funcgdes venham separadas. Como
08 Orcos 5, 23, 3%, e0 00 sio equidifferentes , 03 senos e cosenos
f6rmam uma serie recurrente (Geom, An. n,* 209), cujos factores slio 2 cos
e— 1. Do mesmo modo, se os arcos procedem de 2z em 2z, isto é, z,
3z, Bz,..., ou0.3, 2z, 43, ...., osfactores serfio 2 cos 23=2 (¢*—s7)
=2— 485, g —

Partindo pois de cos 0.z—1, sen 0.s=0,cosz=¢, sen c =35,
facilmente se podem formar (0.° 146) as series recurrentes seguintes, em
ordem ds polencias ascendentes de ¢, das quaes sdo conhecidos os dous
1. termos e a lei que seguem.

sen 2z =5 (2c), cos 2z =2"—1,

sen Jz=s5 (4" — 1), cos 3z =ke'— 3¢,

sen hz==s (8¢ —4c), cos §z=8¢'—8c'+ 1,

sen 5z =35 (16c'—12c°+ 1), cos Bz =16¢"— 20"+ 5e,

sen 6z =35 (32c’— 32"+ 6¢), cos 6z =32¢'—18¢c'+ 18— 1,

sen T3 ==5 (6%c'—80c"+ 24" —1), elc.
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A lei geral d'estas férmulas acha-se demonstrada por Lagrange (Caleul
des fonctions , XI lep.), e resume-se nas seguintes

sen nz =3 [ (20)"" — (n—2) (26)*~ + £ (n — 3) (n — &) (2

— =92 2 ey (rt) i gy g

2 cos nz=(2¢}"—n(2c)"~ + in(n—3) (20)*—¢ — ¢ n(n—48)(n—5) (25 .

Passando agofa ‘&s series em ordem ds potencias ascendentes de s |
acharemos pelo meio indicado :

sen 2z =¢(2s), sen 3z =35 —§s°,
E

sen &5 =c¢ (¥s— 85, sen 53 = 55— 205"+ 165°,

sen 6z =c (65— 32"+ 325*), sen 7s="Ts— 565"+ 1125* —6is’ ;

sen 5z =¢ (85— 805"+ 1925° — 128s7), ete.
c0s 2z =1-—2;°, cos 3z =¢ (1—4s,
cos 4z=1—85"+ 8s*, cos Sz =¢ (1 —12s*4 16s*),

€08 0z == 1—18s"4585'— 32, cos Tz —0¢ (1—245"+ 805* — 6%s'),

ele. / ele.
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1.° Sendo n par, podemos dar-lhe a f6rma seguinte:

sen Nz = e[m ~- n"n;?gl s' + nn;_.:l .“,:;l [ ) ]
2.° Sendo n impar,
cos nz=¢ [I ___n": : s"+ Nl: ; . n‘3—-— :t ¥ oisian (28)

Methodo inverso , ou reversdo das Series.

16%. Dada uma equagio y=x, sendo ox uma serie , tracta-se
de achar x==Fy, isto ¢, x expresso n'uma serie em ordem a Y.

1.° Se x=Fy tiver ji uma férma conhecida, como por ex.’,

z = Ay + By*+ Dy'4ete.covenn oonenns (1

reduz-se a questlio a achar os coeflicientes indeterminados A, B, C, ..
Para isso , substituiremos na proposta y=9=, 0s valores dez, z*, 2°,..

tirados de (1); e obteremos assim uma equaglo identica , 2 qual por meio
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da comparaclio dos termos, em que entram as mesmas potencias de y,
se separard n’outras, que dardo a conhecer A, B, C, ......

| 3 Ryt
Seja y_M(J—§m+§m~—Im ey I3

como ji sabemos (n.” 153), que z se péde desiavolver n'uma serie da
forma (1), porque & y o log. de 1 + 2, ou @”=1+ z: substituindo por
x a serie Ay + By*+...... » resultard

2=

= Ay + By*+ Cy'+ Dy*.... poraz
IA:‘A'Q- ABI (I B".l. \IC)'I ptisov: 2
— 3 AV —ABy—(gBHACYL. ., —ga

B ol 8 g :
-]—3—Ay+ A.By AP -4
'—'ﬁy sens '—i{l&';

i i
d'onde AH=I.B=§.‘\",C=AB—-&',D=....

3
i ’ A*« A' Al
=, b= =— C-.:—-—' —_—— o
- AN g CRgmy, Beaegts, W

4 v A? yt Aay: ."iyl
Finalmente, x=Ay+ 2——-+2.~3—+m...,

Do II;IE!m{I modo y=z2—2'+a'—z'...,
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dd pela reversio z=y+y+y +y....

2.° Porém se a firma de x = Fy for desconhecida, como acontece
as mais das vezes : indicando por @, B, ¥, .. .. as potencias desconhe-
cidas de y, poremos

dom Ay B G s

e leremos , a'ém dos coefficientes A, B, C,.... de determinar os expo-
entes a, 3, 1

Para isso, depois de substituidos os valores de x na proposta, for-
maremos o numero de equacdes necessarias para determinar as quantida-
des desconhecidas , pela consideracio de que deve cada um dos termos ser
destruido por oulros em que cn're y ra mesma polencia. Assim procede-
mos ji mo n.° 155.

N ¥ _1' 3 I 3 }. L]
a serie y_--ix-i-&-x-i-zx........,
em que a y=~0 corresponde z =10, poremos

z=AYP+ B+ O+ e,

sendo e, B, ¥s +ovess numeros crescenles.
Substituindo por = o seu valor, vé-se , que:
1.° Como os expoentes 2, 3,4, ...... de x, na proposta,

formam uma equidifferenca, tambem @, 3, y, ...... formam outra
como ¢ facil de ver.

2.° Tendo pois achado os dous primeiros expoentes « e 3, [acil-
mente se acharlio os seguintes y, §,....

3.° Como o lermo, em quey tem menor expoente no 2. membro,
¢ £ A%**, deverd reduzir-se com o 1.° membro y, o que da,
3
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2z=1,: A*=1; e por comseguinle a =1 A =2

4.° Como os termos, que depois tem menor expoente, sio ABy* s

1 A"y*%, deverdo reduzir-se a zero, e dardo

2
u+3=3a; ou 5=§

Pela equidifferenga teremos pois

e a serie lornar-se-ha em

LITE)

=V + By* + Cyr—i— elc. ;

o qual , eslando ji no caso precedente, daré pelo mesmo processo os coel-
fictenle B, C, D....: achando-se finalmente

= Vﬂ St —— LR

) | + xl m
B 5 T i e D 8 e T

se poderd reverter debaixo da [orma z = Ay -+ By'+Cy'.. .. e acha-sc
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feilas todas as operagdes,

1.y e 1.3y 1.3.8¢ 4_1.3.5.7_!,"
B SN RN L 3. 5.0.8.D

=+

Para x =ay+ " + ¢y’ + . ... oblem-se

z ba™ 2W—ac , Babe—ald—Bb
Yy—=——— -+ AT

3 3 |

a a a a

A serie z=ay+by+cy'+dy ......
da a

z  bx*  3—ae | Babe—a™d — 125" |

. e e v 1 & + 14 & "

a a a a
Fimalmente , g=1= :—-%xj-—-f:o:—--l’—‘:::—»-.l—.x‘.-
dé e=Ay>+By4+Cyo......;

e por conseguinte ==y t—y™ Lyt —y2 ...

Se a proposta fosse y=a + bz + cx* .., para commodidade do
calculo , seria melhor transpor a , e fazer

y—a
]

i nu‘_x_‘i_cm'l. d 3+ &
Z, j +bx ...... H

depois desenvolser-se-hiz x em =.
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Das equagbes de condigdo , e methodo dos menores quadrados

165. Quando a lei, querege am phenomeno physico, & conhecida,
e se acha traduzida analyticamente n'uma equaglo da [6rma

¢(z, y,a,b,¢....)=0,

succede muilas vezes serem desconhacidas as constantes a, b, c.... ,
sendo @, y, 5.. .. grandezas variaveis com aséircunstancias do plienomeno.
Para determinar estas constantes a, b, ¢, .... recorre-se enldo 4 expe-
riencia, achando por meio della os valores simultaneos de =, y, 5,...
e substituindo-os na equaglo g = 0. Repetindo depois as experiencias ,
n'oulras circunstancias, acham-se novos valores de Py Yy 8y «vus d'onde
resuliam novas equagies de condipio, podeado assim formar taotas, quan-
tas forem necessarias para determinar asconslantes, a, b, ¢, ..., por meio
da eliminacdo.

Porém, como os valores das constantes oblidas por esta maneira
estdo sujeitos aos erros da observagdo , por meio da qual se determinaram
nas differentes esperiencias as variaveis @, y, 5, ...., os resultados
a', ¥, ¢\, ... que por este modo vimos a obler, em vez dos numeros
exaclos @, b,'c, .. .. devem considerar-se sémente como approximados.
Designando por A, B, C, .. .. os erros respectivos em a', b', ¢', erros
que se devem considerar muito pequenos, quando as observagdes se live-
rem feito com o escrupulo exigido, poremos em ¢ =0,

a=a+A,b=V4B, c=c4C,....

e procuraremos delerminar as quantidades A, B, C, .... cujas polen=
cias superiores & primeira se poderio desprezar, e que por isso entrardo
em ¢ =0 s6 no 1.° grio, e, por ex.’, debaixo da f6rma

O0=z+Ay+Bs+C+........ (1)
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Para sappric entdo a imperfei¢io nos valores de z, y. z ... . empre-
ga-se um grande numero de observacdes. Repetindo muitas vezes asexpe=~
riencias, oblem-se oulras tantas equacdes (1) em que x,y, s ... . sdo
conhecidos ; comparam-se depois estas equacdes , e combinam-se muites
entre si, de maneira que se venha a obter uma equagdo media, em que
uma das constantes tenha o maior [actor possivel , tendo as oulras pelo
contrario faclores muito pequenos: por meio desles artificio o erro na
determinacio dos coefficientes vem a ser muito alteauado, Reduzindo estas
equacdes de condigho ao numero das incoguilas, obleremos por meio da
eliminacio mui facilmente os valores de A, B, C.. ..

Este methodo de grande usp na Astronomia, ¢ menos exaclo que o
dos menores quadrados, proposto por M. Legendre, o qual, pela exacti-
dio dos resullados, compensa bem 8 extensdo dos calealos. Suppenhamos
que os valores 2, y, .. .. dednzidos da observagdo sendo pouco exa-
clos , se subslituiram wa equacdo (1): entdo o 1.° membro nlo serd zero,
porém um numero ¢ muilo pequeno - e desconhecido. Repetindo as expe-
riencios obteremos outros erros ¢!, ¢' .. .. correspondentes aos velores
Z; &'y 85 §" » s »ucn saber

e =2+ Ay+ B, ¢ ="+ AY'+ Bs". . o ete.

Tomando a somma dos quadrados destas equagdes, e escrevendo sdmente
os termos em A, porque os oulrus sio da mesma [Grma, acharemos

Pt It L
=A"(P4 ... )+ 20 (zy+ 2y . ) +2AB(ys ... .) + 2AC ete

Este 2.° membro é da f6rma A*m +2An+-k; e terd o menor valor
possivel , como se ver& no Cileulo differencial quando se der a A um vo-
lor tal, que a derivada seja nulla.... Am+n=0 Considerando pois
s6 o factor constanle e desconhecido A, teremos

zy+a'y .. FAWHY . ) FBlys+yE . )+ C(we. Lete=..)0

e T sl

o — e — R AT 1

N

[—

e e e R e et




30 ALGEBRA SUPERIOR. '

Deve=se pois muliiplicor cada uma das equagdes de condigio (1) peln
factor y de A, ¢ egualar a somma a sero. Practicando o mesmo a respeito
de B, C.....oblem-se tantas equacies similbanles quanlas slio as
constantes incoznilas ; e como eslas equacdes sdo do 1.° grao , a eliminagio
nio offerece difficuldade,

Pur ex., sabe-se pela Mechanica que debaixo da latitedey, o com-
prioiviito = do pendulo simples de segundos sexagesimaes tem por expres-
gho x=A - B sen® y, sendo A & B numeros invariaveis , que se tracta
de determinar. Bastaria medir com cuidado os comprimentos x debaixo
de duas latitudes differentes y, para obter duas equacdes de condigho
proprias pora darem A e B.

Porém a precisdo se tornard maior, se, como fizeram MM. Mathicu
e Biot, se medir  debaixo de seis latitudes differentes , e se tractarem
pelo methodo precedente as seis equagdes de condiclio. As quantidades
A + B sen® y — x , avaliadas em metros, dio estes seis erros:

A+B.0,3903817—0 9929750, A + B.0,4932370 —0,99345750
A+B.0,5972122—0 9935620, A+ B.0,5136117 — 0,9935967

A+B.0,5667721—0,993878%, A 4+ B.0,6085628 —0,9950932,

Como o coefficiente de A ¢ 1, a equacdn, que lthe diz respeito, é lormada
da somma dos seis erros. Em quanto a B, maltiplicar-se-ha cada trino-
mio pelo factor que affecta B, € sommar-se-hio os productos : logo

6A+DB.3,0657375 — 5,961%793==0,

-

A.3.0657375 + B.1,593389% — 3,061977 = 0.

Eliminando teremos A e B; finalmente , achar-se-ha

x=10,9903733 + Bsen'y, Ing B=3,7238509, B—0.0052911816.
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Consulle-se Conn. des Temps de 1816, onde M. Mathicu discute por
e-te methodo a8 obsersagdes do pendulo feitas pelos Hespanhoes em diffe-
renles latitudes.

Consulte-se lambem Astronomie pratique e Géodésie de Francoeur,
onde esta materia vem lractada com a maior miudeza.







GEOMETRIA ANALYTICA
NO ESPACO,

I. TRIGONOMETRIA ESPHERICA.

Nogbes fundamentaes.

166. SE tres planos MON, NOP, MOP (fig. 25), passando
peo centro de uma esphera, determinarem um angulo triedro O, da sua
inlerseccio com a superficie da esphera resullardo circulos maximos, cujos
arcos CA, CB, AB formarBio sobre ella um triangulo espherico ABC. Os
angulos planos do triedre O terdo por medida respectiva os lados ou arcos
deste triangulo, isto é, NOP a AB, MON a AC, MOP a BC. O angulo
C do triengulo tem por medida o angulo que no ponto C (6rmam as duas
tangentes oos arcos contiguos AC e BC; e a inclinacdo d'estas tangentes,
situadas nos planos d’estes arcos, ¢ tambem a medida do angulo diedro
formado por estes mesmos planos, isto &, da inclinacdo da face NOM
sobre POM. Por conseguinle , os angulos planos do triedro O sdo medi-
dos pelos lados dotriangulo espherico ABC, e as inclinagdes das faces sao
os angulos do triangulo, i

Os problemas em que se pedem as partes desconhecidas de um tri-
angulo espherico por meio das que sdo dadas, s3o exactamente os mesmos
que se appresentam , quando, conhecidos alguns elementos de um triedro,
se pedem os outros. Nos triangulos esphericos ha seis elementos a considerar,
os tres angulos A, B, C, e os tres lados oppostes a, b, ¢ ; ou, por outras
palavras , os tres angulos planos a, b, ¢, e os tres angulos diedros oppostos
A, B, C, do triedro de que se (racta.
40

A




314 TRIGONOMETRIA ESPHERICA.

A Trigonometria espherica tem por objecto o conhecimento de todas
as seis partes de um triangulo espherico, sendo dadas as que bastam para
determinar as outras.

Posto isto, se de um ponto O dirigirmos raios visuaes para tres
pontos distantes M, N, P, situados no espago, para tres estrellas por ex.’,
estas linhas serdo as arestas de um triedro O, cujos elementos constitu-
intes serdo os mesmos do triangulo espherico ABC, formado pelos arcos
dos circulos maximos que unem os pontes em que estas arestas viio atra-
vessar a superficie de uma esphera de raio arbitrario, cujo centro O se
suppde o ponto de partida dos raivs visuaes.

D’estes principios deduzem-se os theoremas seguintes :

1. Como qualquer angulo plano de um triedro é sempre menor
que dous rectos, serd sempre cada um dos lados do triangulo espherico
<180.° Qualquer angulo serd tambem sempre menor que dous rectos.

Se no processo dos calculos encontrarmos um angulo, ou um lade
de um triangulo, que tenha por valor um arco> 180", devemos regeitar essa
solugdo, ou entdo substituir o supplemento do mesmo engulo ou arco: e
08 Cos., sen., lang., etc., munca poderlio perlencer a um arco maior que
8 semicircumferencia,

2. Como a somma dos angulos planos de qualquer angulo polyedro
ésempre <360.° (Geom. 0.° 127), serd a somma dos tres lados de um
triangulo espherico sempre <360°.

3.  Dous triangulos esphericos serdo equaes’ quando s (res angu-
los, ou os tres lados, ou dous lados ¢ o angulo comprehendido , ou dous
angulos e o lado adjacente, forem respectivamente equaes cada wm a cada
um. Tanto estes theoremas, como os dous seguintes , demonstram-se do
mesmo modo que os correspondentes nos triangulos reetilineos.

4.° O arco abaizado perpendicularmente do vertice de um trian-
gulo espherico isosceles sobre a sua base, divide ao meio esta base, 6 o
angulo do vertice ; os angulos eguaes ficam oppostos aos lados equaes , ¢
reciprocamente.

5.° Nos triangulos esphericos o maior angulo fica sempre opposio as
maior lado , o medio ao medio, ¢ 0 menor ao menor.

6.°  Qualquer lado é sempre menor que a somma dos outros dous ,
¢ maior que a sua differenca : porque a somma de dous angulos planos de um
triangulo triedro excede sempre o terceiro, e por conseguinte a<bic, e
b<a+tc, ou a>b—c. Conseguintemente , a semisomma dos tres lados de um
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triangulo excede sempre um lado qualquer : por que de b+ c>a lira-se

b+c+a>2a, ou 5+;+n

167. Se de um ponto O (fig. 26) tomado dentro do angulo triedro
S, abaizarmos as perpendiculares OP, 0Q, OR, sobre as faces ASB ,
ASC, BSC, estas perpendiculares delerminard» um novo angulo triedro ,
cujos angulos planos serito supplementos dos angulos diedros do angulo solido
S, e cujos angulos diedros serdo supplementos dosangulos planos do mesmo
angulo solido.

Com effeilo:

1.° Os angulos planos do novo angulo triedro POQ, POR, QOR,
formados pelas perpendicalares OP, 0Q. OR, slo supplementos dos
angulos diedros formados segnndo as rectas S\, SB, SG: por quanto
sendo a face POQ perpendicular 4s faces ASB, ASC do triedro S (Geom.
0.° 119), tambem o serd & intersecgiy dellas (Geom. n° 120), ou i
aresta SA ; e delerminird, pela sua intersec¢io com as duas laces, oangulo
rectilineoqae serve demedida aoangulo diedro formado segando AS (Geom,
n.° 118, 4.°). D'esta interseegho resulta um quadrilatero com dous anga-
los rectos em P e Q; e por conseguinte o angulo POQ serd supplemcato
do angulo diedro segundo AS. O mesmo se demonstra a respeito dos
outros angulos planos QOR, POR.

2.° Pela mesma razio, como ji fica demonstrado que as arestas
SA, SB, SC sio perpendiculares as faces do angulo solido O, concluire-
mos : que os angulos planos de S sdo supplementos dos angulos diedros de
O, ou, reciprocamente, que os angulos diedros de O sdo os supple-
mentos dos angulos plancs de S.

>a.

Por causa d'estas propriedades, os angulos triedros S e O dizem-se
supplementares.. Estes triedros determinam dous triangulos esphericos taes,
que os angulos de um sdo supplementos dos lados do outro, e reciproca-
mente., Logo: dado um triangulo espherico ABC com os angulos A, B, G,
e lados a, b, ¢, € sempre possivel construir outro A'B'C', cujos angu-
los A', B, C', e lados o', &', ¢/, lenham com os do primeiro as relagdes
seguintes :

a'=180°—A, ¥=180"—B, ¢=180"—C...... (1),

N=180—g, BBl b} ¢ Q1800 .\ (@)
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O triangulo assim construido chama-se polar ou supplementar do 1.°
Sommando as tres equagdes (1) temos

A+B+C=6 rectos — (a'4-b'+ ¢) ;

e como ji se viu que a' + ¥ +¢' < § rectos (n.° 166, 2.%), vé-se que
A+ B+ C> 2 rectos. Mas por outra parte, como qualquer dos angulos
esphericos é sempre <2 rectos, temos A--B4-C<6 rectos. Logo, a somma
dos angulos de qualquer triangulo espherico fica sempre comprehendida
entre dous e seis angulos rectos.

As equagdes (1) e (2) sto de muita utilidade, porque reduzem a
tres os seis problemas da trigonometrin espherica , que consistem em achar
tres dos seis elementos de um triangulo, conhecidos os ontros tres. Se,
por ex.’, soubermos achar os tres angulos A, B, C, por meio dos tres
lados conhecidos a, b, ¢, podemos reciprocamente, dados os tres angulos
A, B, C, achar um lado a, substituindo ao triangulo o seu supplemen=
tar A'B'C!, cujos lados sdo conhecidos pelas equagdes (1); e tendo achado
um dos angulos A’, a equagdo (2) dard o lado proposto a = 180"— A",
De maneira, que sabendo resolver um triongulo no caso de serem dados
0s tres lados, fica tambem resolvido para o caso de serem conhecidos os
tres angulos; e assim nos outros casos. Adiante se vers islo mais expli-
cilamente.

168. Se o triedro O (fig. 27) for cortado por um plano pmn per-
pendicalar a uma aresta OA , em um ponto m tal que seja Om = 1 , teremos

mn=tangc, On=sec ¢, mp=1tang b, Op =sec b.
Mas pela propriedade dos trisngulos reetilineos (Feom, anal. n.° 201) ¢
np* = mn*-+ pm*— 2mn . pm . cos A ,

np*=n0"+p0°*— 2,0. PO . cos a.

Subtrahindo a1.® da 2.%, temos, em virtude de serem os triangulos nm0,
pmO, rectangulos em m, e de ser Om — { 4
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0=1+41—2secc.sech.cosa+2tangc.tangd.cos A,
bstituind : ela sec., e — pela tang
e, substituindo — pela sec., e — p g o

cos a sen ¢.senb,cos A
cos ¢, co8 b cos ¢.cos b

0=1—

D'aqui se deduz a equagito fundamental
cos a=cos bcos ¢ctsenbsenccos A......... (3)

Para os angulos b e ¢ obteremos, pelo mesmo theor, [6rmulas similban-
tes, e reunindo-as lodas tres, leremos

cos a==cos b cos ¢ +sen b sen ¢ cos A,
cos b—=cos acos c{senasenccos B,>........ (D)

cos c==2¢cos a cos b+4sen a sen b cos C.

Estas equagdes , cada uma das quaes exprime uma relagio enlre os tres
lados e um angulo, encerram implicitamente toda a Trigonometria esphe-
rica, visto que por ellas, sendo dadastres das seis partes que entram no
triangulo espherico , se podem calcular as tres restantes. Como porém seja
convenienle , nos diversos casos, ler formulas que déem immediatamente
a incognita da questdo, por isso passimos a deduzir estas das fGrmulas
precedentes, combinando-as convenientemente. (Nota 5.%)
1.° Temos

cos a—cos b cos ¢

cos A=
sen b sen ¢
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logo

c0s @ = cos b cos ¢ \*
1-—cu=“A=aen‘A=1—( )
sen b sen ¢

reduzindo o 2.° membro ao mesmo denominador, e substituindo depois
sen® por § —cos® no numerador, vem

- f—ecos® h—rcos® c—em® g Lcosa.cosh.rose
sen” A= = - :
sen” 6 . sen”¢

Extrahindo a raiz quadrada., e dividindo ambos os membros por sen a, o
2.° membro torna-se n'uma expressio symetrica relalivamente s a, b, ¢,
isto ¢, n'uma expressdo tal, que permanece a mesma quando quaesquer
d’estas letres se mudam reciprocamente umas nas outras, Designando esta

en A
expressio por M, temos - =M. Mudando n'esta equagio A e a em
sen a .

Beb,e em Cec,como M persiste constante, deduz-se

sen A sen B sen G

oy e )

sen @ sen b senc

2.°  Applicando & equagdo (3) a propriedade do triangulo supple-
mentar (equacdes 1 e 2), isto é, mudando @ em 180° —.E\ e A em
180°—a , etc. teremos

cos A= —cosBeosC+senB senCeosa........ (%)

E reunindo esta com as duas que se oblém similhantemente, teremos

cos A = — cos B cos C + sen Bsen Ccosa,
cosB=-—cosAcosC+snAsenCecosd,)....... (I

c0s C==— cos A cos B - sen A sen B cos c.
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3> A fim de eliminar b da equagdo (3), substitua-se por cos b o
sen Bsena

alor (1 —————— por sen b; e vird
seu valor (1), e ey p i

sena.senc, sen BB .cos A

€08 @1 = €08 @ cos™ ¢ -~ sen a sen ¢ cos ¢ cos B4+
sen A

porém cos* ¢c==1—sen® ¢: logo, dividindo tudo por sen a sen ¢, serd
gen ¢ cota=cosccosBL+senBcotA . ........ (5).

Esta equagio dd uma relagio entre dous lados e dous angulos , sendo um
dos angulos comprehendido por esses lados , e o outro opposto a qualquer
delles. Fazendo todas as combinagdes possiveis , deduzem-se mais cinco equa-
cdes similhanles , que reunidas & antecedente, podem escrever-se

cos Beos¢e = —senBecol A -}-senc cota,

cos Acosh =—sen A cotC+senbeole,
cus C cosa = —sen Ccot B4 senacoth,
cos Bcosa= —sen Becot C 4 senacote, st
cos Acosc=——sen Acol B4-senceoth,

cosCeosbh=—senCcot A +senbcota,

Os quatro gropos de [6rmulas (1), (1), (111}, (IV), offerecem evi-
dentemente todas as combinacdes que ¢é possivel fazer com tres quantida-
des conhecidas e uma incognita , das seis que formam os elementos do tri-
angulo espherico; e bastard nas differentes questdes escolber d'entre as
quinze equacdes aquella que convém , e tornal-a depois propria para o
caleulo por logarithmos. Os tres primeiros tem os seguintes enunciados,
faceis de conservar na memoria :
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(1). Ocoseno de um lado qualquer de um triangulo espherico ¢ egual
d somma do producto dos cosenos dos outros dous lados , mais o producto
dos senos désses mesmos ladss multiplicado pelo coseno do angulo opposto
ao primeiro lado.

(I..) Nostriangulos esphericos os senos dos angulos sdo proporcionaes
aos senos dos lades eppostos.

(1) Ocoseno de um angulo éegual & somma algebrica do producto
dos cosenos dos outros dous angulos, mais o producto dos senos desses
mesmos angulos multiplicado pels coseno do lado opposto ao primeiro an-
gulo ; devenda dar-se o signal negativo ao producto em que entram sé an-
gulos. Este enunciado , prescindindo dos signaes, é o mesmo que o das fr-
mulas (I) mudando lado em angulo, e angulo em lado. A primeira con-
soanle n que entra na palavra anguly, e que é ao mesmo tempo a inicial
de negativo , servith para recordar que no 2.° membro se deve dar o si-
gnal negativo ao producto em que entram sé angulos.

Para reter na memoria o enunciado das formulas (IV), que expri-
mem , como ji dissemos, a relagio entre dous lados, o angulo compre-
hendido e um opposto, empregaremos o meio mnemonico lembrado por
Delambre, Astr. T. L cap. X., Trig. mnem, n.° 191 e seguintes, e que
consiste em coosiderar as quatro partes do triangulo todas contiguas , sendo
entdo duas d'ellas medias, e dwas extremas; as medias um lado e um
angu'o, e as extremas oulro lado e outro angulo. Rellectindo entio nas
seis [ormalas , vé-se que se podem traduzir pela maneira seguinte :

(iV). O producto dos cosenos das partes medias ¢ egual d somma dos
productos dos senos das mesmas partes multiplicados pelas contagentes das
extremas , lado com lads , e angulo com angulo: sendo o producto em
que entram [ados positivo, e o producto em que edtram angulos negativo.
Para nos recordarmos dos signucs fsremos a mesma observagdo que a
respeito das formulas (1I1) (a)

(a) Delambre, no logar citado, menciona tambem a seguinte transformacio
notavel das farmulas (iV), que lhe foi snggerida pela nosso Mestre o Sr. Manoel
Pedro de Mello, Lente nesta Universidade. Dividindo por sen B senc a 1.*
d’aquellas férmulas, acha-se

enla  cot A
col B ool ¢ = =—m — :
seu B sene

e assim das outras. Podem pois enunciar-se da maneira seguinte simples e
facil de decorar-se : O productv das cot. das partes medias ¢ cqual & somma das
col. das extremas divididas pelos senos dus medias, lado com angulo e angulo com
lado ; devendo dar-se o signal negutivo 4 cot. em que ealra angalo.
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Triangulos esphericos rectangulos.

169. Designemos o angulo recto por A, e a hypothenusa por a
r (Gig. 28); e pondo A =90° nas 1." equagdes de (I) e(Il), na 1. ¢ 2.
| de (IlI), oa 1." e 5." de (IV), teremos

cosa==008 hCosC.s «.uuus (m),

senb=senasen B....... (n),

cosa==cot BeotC...... (p),

cos B=senCecosbh...... (9),

! tang c=tangacosB...... (r),
' cotB=cotbsenc....... (s)-

Estas seis equacdes, accommodadas so [caleulo logarithmico , bastam para
resolver em qualquer triangulo rectangulo o problema seguinte: Dados
dous dos cinco elementos a, b, ¢, B e C, achar os outros tres. Assim a
questdo vem a depender de uma equacdio entre tres elementos , dos quaes
um 6 & a incognita. Designando sempre por A o angulo recto, buscare-
mos aquella das seis equagdes que comprehende os tres elementos da ques-
lio; serd necessario porém mudar algumas vezes o logar das letras B e
C na figura.

Assim entrando

o © dous angulos B, C, .. empregue-se a equaglo .. (p),
° opposto b . . . .. ... oo fn),
a hypothenusa eolado.... { M,-A_/L
a g T T SR Y | £
SO I Lt o x s s g v (m),
um lado b do angulo recto e os anguls B,C........ .+ (9],
dous lados &, ¢ do angulo recto e um sogulo B . . . . . . e oo (9),

i
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O celebre Tnventor dos Logarithmos, reflectindo sobre a organisaglo das
férmulas precedentes, conseguiu encerral-as em duas regras mui faceis de
decorar, e yem a ser: :
dos senos das partes Separadas
o coseno da parte Media = ao producto
: das cotang. das partes Conjunctas.
Para se applicarem estas regras deve adverlir-se :

1.° Que Neper niio considera no trispgulo rectangulo sendio cinco
partes, excluindo o angulo recto, que ndo entra exslicitamente na solugdo,
como vimos acima. Contando d'esta forma, e entrando em qualquer quese
tdo sempre tres parles, duas dadas, e uma pedida: ¢é facil de ver, que
oma da¥ tres serd equidistante das outras duas, ou media eotre ellas, fi-
cando-lhe s outras duas: ou contiguas, em cujo caso se chamam con-
junctas ; ou egualmente separadas por outras partes que ndo entram na
questdo, visto que , ao todo, ndo sio sendo cinco. E isto o que Neper
entende por partes medias, parles conjunclas, e parles separadas. A
primeira cousa que se deve fazer, ¢ distinguir na figura quaes ellas sdo, o
que ¢ facil.

2. Que em logar dos lades, que formam oangulo recto, se ha-de
tomar o sea complemento, isto ¢, tomar d’elles oseno, o coseno ou a tangen-
te, quando pelas regras se houvesse de tomar o coseno, 0 senooua colangenle.

Estas regras &m a vantagem de se tomarem facilmente de me-
moria pela symetria de linguagem , por assim dizer, com que se expri-
mem em portuguez , correspondendo senos s parles separadas e cotan-
gentes &s conjunctas.

170. A respeito das frmulas precedentes faremos ainda as seguine
tes observacdes.

1.° Da equagdo (m) conclue-se que o coseno da hypothenusa é equal
ao producto dos cosenos dos outros dous lados; e por conseguinte , que
um dos tres lados & <ou> 90°, conforme forem os outros dous lados da
mesma ou differente especie, isto é, conforme forem conjinctamente ou
<ou>90.°, ou conforme for um d'elles <e o outro> 90.°; porque os co-
senos dos arces> 90.° sdo negativos.

2.° A equaglo (p) faz ver que, se compararmos a hypothenusa com
0s dous angulos adjacentes B e C, um d’estes tres arcos é¥ ou'300°,
segundo forem os outros dous arcos da mesma on differente especie’

3.° As equagdes (¢ ou s) mostram que qualquer dos angulos B ¢'C
¢ sempre da mesma especie que o lado opposto.
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4.° Veé-se tambem pela equaclio (r) que a hypotheousa e um doas
.ados sdo da mesma especie, quando o angulo comprehendido &< 907,
e de differente especie quando este angulo é > 90°.

5.° Fioalmente se o lado b do angulo recto for=290°; serd
coshb =0, e (pelas equacdes (m) e(g))cosa=0, cosB=0: d'onde se
conclue que neste caso os lados CA, CB serfio cada um de 90.° e perpen=
diculares sobre AB; o triangulo serd isosceles birectangulo; e G toma
o nome de pdlo do arco AB (fig. 28), em consequencia de ficar & distan-
cia de 90° de todos os pontos d’este arco.

171. Posto que estas f6rmulas resolvem todos os casos dos trian-
gulos rectangulos, cumpre todavia notar que os valores das incognitas nlo
se obterdo com precisdo , quando 0s arces, sendo muito pequenos , vierem
expressos em cosenos; ou quando, sendo vizinhos de 90°, forem dados
por senos.

Para obviar a este inconveniente , recorremos aos artificios seguintes.

g { —cosx
1.* Temos (P.II, pog 162) tang® ;o = 1=

e por isso, se for pedida a hypothenusa a sendo conhecidos B e C, a equa-
¢do (p) torna-se em

1 —cotBeotC __senBsenC— cos BeosC

tang*la= =
g 2 14 cotBeotC senBsenC + cos BeosC '

24 =__6°5(B+C)
tang*a “_—_custﬂmﬁj ........... (6);

equaclio onde se v&, que a somma dos dous angulos B ¢ C é> 90°, por
que 0 2.° membro, que tem o signal — , deve ser positivo.

2. Do mesmo modo, se procurarmos um lado b do angulo recto
conhecidos os angulos B e C, temos pela equagdo (g) cos bt ~

e fa=

sen C

-

zendo 5=190°— B, que da cos B=sen Z,@ co8 B |
(pela equagdo citada e pelo n.° 206 P. IL.)

teremos
sen C’
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sen C —sen 3 =tmg—:{ﬂ—-:)
senC + sens  tangi(C+3z)’

tang’ 1 b =

tang ; b=V (tang (£ (B — C) 4 45°] tang [3(B+C)—457)... ()

3.” Conhecida a hypothenusa @ e um lado ¢, se quizermos achar o
lado adjacente B, teremos pela equaglio (r)

tane® L B l—tangccnta_cmaseua—nencmsa
g sh==

1 4 tangccota ‘coscsena + senccosa

lang}ﬂ:\/[m].. e TS e s TNy

sen (@ + ¢)

Para que esla expressho se ndio torne imaginaria, ¢ necessario que a——c
e a+ ¢ tenham o mesmo signal ; por conseguinte sendo a - ¢>180°, deve
ser a hypothenusa a<c. Logo se o triangulo Liver angulos obtusos, ndo sera

a hypothenusa o maior lado. E isto com effeito o que se torpa evidente na
figura 31. :

cos a
‘i‘.a A «ﬂ _———
equaclo (m) da cosec =

logo

5. Finalmente se for pedido um lado &, conhecidos o angulo op-

posto B ¢ a hypothenusa a, em vez de empregor a equaclo (n) quando b
for vizinho de 90°, tome-se

b=190"—2z, tang 2z =sen a sen B;
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o que reduz a equaglo (n) a cos 2z ==tlang z, ou

{ —tangz , .
e = " 55-— H
-y 1 +tanga tng- %)

e por conseguinte
tang ($5°— 2 b)=W"tang (48°—2).......... (10).

Calcula-se o arco z por meio da equaclio tang x ==sen a sen B, ¢
a tltima dara o valor de b. ' it

Appresentdmos na tabella seguinte os cinco elementos constituintes de
um triangulo espherico rectangulo, a fim de poder servir de exercicio para
a applicagho numerica das férmulas, tomando & escolba dous d’estes ele-
mentos , e calculando por meio d'elles os tres restantes.

Triangula rectangulo de prova.

T ——————————

ELEMENTOS. LOG. SEN. LOG. COSEN. LOG. TANG.

a =T1°24§'30"
b =140.52.40
e=114.15.64

19767235
L.8000134
19598303

L5035475 +
1.8897507—
1.6137969—

0.4731759 -+
1.9102626—
0.3460333 —

18728568 —
14370867 —

18232909
1.9831068

B=138.15.45

19504341 —
C=105.52.39

0.546020—

O signal — posto 4 direita de muitos d’estes logarithmos serve para
indicar que o factor correspondente & negativo; e ndo deve confun-
dir-se com o3 signaes — collocados & esquerda dos log., que, como & sa-
bido , indicam que devem ser subtrahidos, como accontece nas divisdes. Con-
forme for par ou impar o numero dos factores negativos de uma férmula ,
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assim o producto ters o signal 4-ou—", circunstancias que deve haver
cuidado em notar; porque, por ex.’, lang a di para a um arco <90°

quando esta tangeote ¢ positiva, e o supplemento d’este valor quando a
tangente é negativa,

Triangulos esphericos obliquangulos.

172.  Percorramos todos os casos que podem appresentar-se (fig- 28).
1.° Caso  Dados os tres lados a y b, ¢, achar o angulo A ?

A 1. das equacdes (I) da, substituindo vella { — sen*; A por
cos A:

cos a=cus{ﬁ-—-c]——25enbseucs&n‘§ s sreeen (11).

ou 2 sen b sen ¢ sen” L A = cos (b—¢)— cosa,

ou, P.II. pag. 164, (»)

EEH:EA___Sau;(G+5—c}sen§[a+¢_5}l
sen b sen ¢

Esta equaglio, accommodada ao caleulo logarithmico, d4 o valor do
angulo A. Péde torvar-se mais symetrica, fazendo

. Ep=ﬂ+5+c.
que daré

1

sen (p —b) . sen (p— c)
A=
sen b senc

sen

-

(i),

(+) Come o1.°membro & essencialmente posilivo,
(porque & e ¢ sio <180°), vé-se a necessidade de
e<b+a, e c> b—a, por isso que as relagdes contrarias
das ; o recabe-se assim no theorema 6.° do n.° 166,

bem como sen b ¢ sene
Ser ao mesmo tempo
§do visivelmente absur-
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Se na 1.* das equagdes (I) substituissemos 2 cos® ; A—1 em loger
de cos A, achariamos identicamente

EORMAIPe) e s Y (13)

cos” A=
= sen b senc

Finalmente, dividindo a 1." d'estes equacdes pela 2.%, temos

__sen (p— b) sen (p—¢) }

a1
o il i sen p . sen (p——a)

DIV 5. S0

Qualquer d'estas equacdes resolve a questio.
2.° Caso. Dados os tres angulos A, B, C, achar o lado a?

Da propriedade do triangulo supplementar (pag. 318.) applicada 4s
equagdes precedentes , pela substituiglo dos valores (1) e (2), e fazendo

2P=A+B+C,
i __cusPcos(P—-A) |
resulta N3 e senB senC '’

__cos (P — B)cos (P —C)
i ) sen B.sen C

T

cos*za

cos P cos (P — A)
cos (P—B) cos (P—C)

I.imgl id = —

3.° Caso. Dados dous lados a e b, e o angulo comprehendido C, :
achar o terceiro lado? !

Péde langar-se m¥o da dltima dos equacdes (I) debaixo da férma
seguinte

cos c==c08 @ cos b (1 4+ tang atan b cos C.) :
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Ou entdo, fazendo na mesma equaglo ,

csC=2cos"tC—1, cosc=1-—=2senZ¢,
vem '

1 —2sen’c=cos(a+b)+ 2senasenbeosiC
=1-—2sen”(a+b)+ 2senasen b cos*L C.

Tomando um arco v tal, que d¢ sen v=cos:C Ysenasenb, teremos
sen” ;¢ ==sen" L (a 4 b) —sen’v,
ou , Part. I, n.° 207, |
sen’zc=seni(a+ b+ 2v)sen ;(a+ b—2v),
equagio mais accommodada ao caleulo logarithmico , e da qual se dedozem

facilmente, por simples permutagdes, as correspondentes nos outros lados.

4.° Caso.  Dados dous angulos A e B, ¢ olado adjacente ¢, achar
o lerceiro angulo C?

A 3." das equacdes (III) da
cos C==cos A cos B (tang A tang Beos c — 1).

Podemos tambem subslituir os valores (1) e (2) nas férmulas preceden-
tes , e teremos

sen v=sen< ¢ Ysen Asen B,
cos* ; C=sen (A + B+ 2v)sen$ (A + B — 2v).

5.° Caso. Conhecidas tres das quatro partes, dous lados e 0s angu-
los oppostos, achar a quarta? =
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Deve empregar-se a regra dos quatro senos, equagdes (I1).

173. [Exceplo o caso de serem conhecidos os tres lados ou os Lres
angulos de um triangulo, todo o problema de trigonometria espherica com-
prehende no numero das partes dades um angulo e um lado adjacente,
além de um lerceiro elemenlo: no que vamos expor, designaremos sem-
pre este angulo por A, e o lado por b.

Abaixe-se de um dos angulos C(fig.29) um arco CD perpendicular
obro o lado ¢. Este lado ficars cortado em dous segmentos ¢ e ¢/, € 0
angulo C em dous angulos § e ¥/, isto &,

c=¢+¢, D=b40.

Cumpre porém advertir: que uma d'estas paries serd negativa nas diffe-
rentes equagdes , se o arco perpendicular cair fira do triangulo , 0 que se
dd quando um dos angulos A da base ¢ agudo e ooutro B ¢ obtuso : e que
serdo todas as partes posilivas, quando o arco cair dentro do triangulo,
isto ¢, quando os dous angulos dados forem da mesma especie.

* Com efeito, se nos dous triangulos ACD, BCD, tirarmos os valo-
res do arco perpendicular CD , por meio da equacdo (s), acharemos

tang CD = tang A sen p == tang Bsen ¢

Sendo A e B da mesma especie , as suas tangentes lerio o mesmo signal,
e por conseguinle sen ¢ e sen g’ estardo No mesmo caso. Se A eB fo-
rem porém de especie differente , sen p e sen ' devem ter signaes con-
trorios; entdo o arco perpendicular CD caird [6ra do triangulo, e sé-
mente um dos segmentos 9 e ¢' serd pegativo.

174, Vé-se na fig. 20 que o triangulo ABC se decomple em
dous ACD, BCD que podemos resolver separadamente, achando assim os
elementos desconhecidos por meio dos que sio dados. Este processo leva-
nos o equacdes simples , &s quaes facilmente se applica o calculo por loga=
rithmos , como passimos a mostrar.

Resolvem-se primeiro os triangulos ACD, BCD, para d'elles dedu-
zir uma das partes ¢ ou B, do ladoc ou do angule C, suppondo conhecidos
o angulo A ¢ o lado adjacente b. Applicando as equages (r e p), deduzem-se
as equacdes (a e a'). Applicendo depois em cada um d’estes triangulos
8s equacdes (m, ¢, 5, r) , e eliminando o arco perpendicular CD em cada
systema de duos analogas, oblem-se as equacdes (¢, dydy d).

42
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Tang p==tangbcosA ..., (a);

e Pt @lerve s (b)s
cosa  cosg' ©);
E—;—b——cns? ---------- (1 ]
tang A seng' (@

tang B = sen P

ESPHBRICA.

colh =cosblang A ....., (a')

cos A senf
cos B send """

langa cosl

........... (@)

tang b T cusu

sen A _senB_ﬁsanC
sena '_wnb " sene

Passdmos a ver os casos que podem appresentar-se, ¢ a maneira de os
resolver por meio d'estas equacdes,
Além das partes dadas A e b, ha mais um 3.° elemento.

1.° Se for conbecido ¢ (dous lados b e ¢, e o angulo comprehen-
dido A) a equagio (a) di ¢; (b) da &/, podendo estes arcos ter o signal
negativo; (c) da a; (d)da B; e finalmente (¢) da C, cuja especie se deter-
winard pelo que fica dito no n.° 173.

2. Se for conhecido C (dous angulos A e C ¢ o angulo adjacente b)
a equaclo (a') da 0; (') da ', ‘que péde ser negativo; (/) da B; (d')
di a; (¢) di ¢, cuja especie ¢ conhecida.

3.° Se for conhecido a (dous lados a e b, e o angulo opposto A)
a equaclo (a) da ¢; (c) dig'; (b) dé c; (d e ¢) daoB e C. Ou eatdo (a)
da b; (d') dé 8 ; (b') daC; (¢ ee) dioBeec.

N'este caso o problema offerece geralmente duas solugdes ; porque
se calcularmos o' ou 8’ por meio do coseno , o arco apparece com os dous
signaes == ; ¢ e C tem por conseguinte dous valores, excepto se livermos
de rejeitar algum, como negativo ou>180." As equagdes (c' e d) dao ¢' e o'
por meio dos seus senos, d’onde resultam dous valores para C e c.

4.°  Se for conhecido B (dous angulos A e B, e o lado opposto b)
a equaglo (a') dé §; (¢') da o5 (') da C; (d'e ¢) dio ae ¢ Ou eotlo
(a) da 9; (d) dig'; (b) da¢; (cee)dioacec.

—
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Tambem neste ¢aso ha duas solugdes, porque ¢ e &' sendo dados
em senos, oarco tem dous valores supplementares; e por tanlo ¢ na equa-
cdo (b), e a na equagdo (d'), spparecem com dous valores: o mesmo
acontece com a e G nas equacdes (c e b'); ete.

Os qualro casos que analysémos , resolvem-se, como acabdmos de ver,
por qualquer dos dous systemas das oito equagdes , um formado das equa-
cdes sem accento, e outro das acceotuadss. Sendo commum a ambos a
equaglo (e) (+)-

175. D'estas equacdes deduzem-se as seguintes consequencias im-
portantes (fig. 29).

1.° A equagio (c) da

cosh—cosa  cos g— cos ¢!
cosh 4+ cosa "cos?+ cos ¢ :

e em virtude das equacdes de pag. 165, Part.2.°, e por ser c=15 + ¢/,
temos .

tang: (¢'— g)==tang i (a +b) tang}(a —b)eot zc..... (15)

Conhecidos a tres lados a, b, ¢ de um triangulo , podemos por meio
d'esta equaclio conhecer a semidifferenga dos segmentos o e ', e conse-
guintemente os mesmos segmentos, por ser 1 € a Sua semisomma : e

(+) Querendo resolver umtriangulo espherico, conhecidos douslados e um
angulo, ou dous angulos e um lado, abaixa-se de um dos verlices um arco
perpendicular sobre o lado opposto, a fim de formar dous triangulos rect angu-
los, um dos quaes, além do angulo recto, tenha duas partes conhecidas® Esta
claro, que este arco ndo deve partir do angulo dado no 1.’ caso , nem cair no
lado conhecido no 2. Resolva-se este triangulo rectangulo, e calculem-se os
dous segmenlos da base g e o', ou os dos angulos do vertice o e 4'. As equa-
gdes (¢), (¢'), (d), (¢') podem enunciar-se da maneira seguinte.

1.° Os cos dos dous lados- do angalo, d’onde parte o arco perpendicular,
estio entre si como 0s cos dos segmentos respectivos da base; as cot. d'estes
lados estio como as col. respectivas dos segmentos do angulo no verlice.

2.° As cot. dos dous angulos na base estio como os senos respectivos dos
segmentos da base; os cos d'estes angulos estio como os semos dos segmen-
tos respeclivos do angulo no verlice,
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depois resolvendo os triangulos rectangulos ACD , BCD, obtem-se os an-
gulos A e B, pela férmula :

cos A —tangpcoth, cosB=tang ' cot.a

2. A equagdo (d) di do mesmo modo [vejarse Part.2." n.° 206 e
equacdo (b]:

tang A —tang B __sen ¢' —seng tangl(¢'—g)
tang A + tang B~ seny 4+ seng  tangi(p' + ¢)’

e LEH __sen (A—B) 1
g ?-'?)ﬂm -

Conhecidos dous angulos A e B, ¢ o lado adjacente c, por meio
d’esta equagho obteremos ¢ e ¢' e depois determinar-se-hio a e b por
meio das equagdes (16).

3.° A equaglo (¢') da, practicando da’ mesma maneira ,
tang & (6' — b) = tang £ (A + B) . tang L (A — B)tang £ C.... . (18)

Conhecidos os tres angulos A , B, C; obteremos por meio d'estas
equacdes 6 e 6'; e obteremos depois os lados @ e b, resolvendo os trian-
gulos ACD e BCD , que dio

cosb=—cotfcotA, cosa=cot’ cotB
4.° Finolmente pela equaglio (d') teremos lambem

senla—b)

lﬂﬂg % I:ﬁ'— H) = sm cot

-
z

Cenhecidos dous lados a, b, e o angulo comprehendido C, obtere-
mos 6 e 0, e depois A e B pelas equacdes (19).
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176. As equagdes que acabidmos de deduzir, servem tambem para
demonstrar os theoremas conhecidos pelo nome de analogias de Neper.
Egualando os valores (13) e (17) de tang} (¢'—¢) teremos , por ser
sen 2a — 2 sen « o8 &,

: sen > (A — B) cos ; A'—B =
tang * (a+b) tang 5 (a—b) = senll:{A-!— B;coal{{:\+ B}} tang*z¢..(21)

sena — sen b __sen A—senB
sena +-seab  sen A +senB’

Mas pels equaclio (¢) temos

tangd(a—b) tang3 (A —B)
tangi{a + b) tangi(A+B)°

logo (Part.2." n.° 206)

Multiplicando ambos o0s membros da equagdo (21) por esta dllima
equacio, todos os termos que ndo desapparecem pela divisdo, ficam no
quadrado; e extrahindo a raiz, vem

3 —
hngl(a—-—b:]zw Iﬂng__l-c, )

R | )
s=(A—B
tang £ (a + bF%ﬁ) “’"3‘5“("§

resultando a 2. d'estas equacdes da divisdo da equagdio (21) pela 1.
Egualando os valores (18 e 20) de tang (6'—6), e operando da
mesma maneira sobre a equacdo resullante; ou, o que val o mesmo,
maudando nas equagdes precedentes os angulos A e B nos supplementos dos
lados a e b, e reciprocamente, e depois tang = ¢ em cot C: obteremos

(+) Como tang?ec.cos’ (A —B) é uma quantidade positiva, ¢ necessario
que tang. (@+b) e cos : (A+ B) tesham o mesmo signal; donde se conclue
que a semisomma de dous angulos quaesquer ¢ sempre da mesma especie qué @ semi-
somma dos dous lados oppostos; ¢ reciprocamente.,
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__seni(a—bd)

tang : (A — B) i@ 5)

col i C,
craeee e (23)

cos & (a—b)

tang{(ﬁ-j—ﬂ)—cwq‘_{a o

cot ; C.

Si0 estas as chamadas analogias de Neper : e servem principalmente
para achar dous lados @ e b de um triangulo, conhecido o 3.° lado ¢, e
os angulos adjacentes A e B (equagdes 22); ou para achar dous angulos
A e B, conhecidos os dous lados oppostos @ e b, e o angulo comprehen-
dido C (equacdes 23). X

177.  Triangulos isosceles. Sejam C e B os dous angulos eguaes de
um triangulo isosceles (fig. 29 rep.); b e ¢ os dous lados eguaes; A o
angulo do vertice, e a a base. O arco perpendicular, tirado do vertice
para o meio da base, di dous triangulos symetricos rectangulos, os
quaes offerecem as seguintes relagdes formadas das combinagdes 3 a3 dos
qualtro unicos elementos A, B, a, b, do triangulo isosceles. Assim, por
meio d'estas relagdes, dados dous dos quatro elementos de um triangulo
espherico isosceles , o angulo A do vertice, a base a, um dos lados equaes
b, e um dos angulos eguaes B, podemos sempre achar os outros dous,

senza=seniAsenb............ (n)
cos b==cotBeotiA............ (»)
lang fa=tangbecosB............ (r)

cos ;A=coszasenB............. (q)

Problemas que offerecem duas solugdes.

178.  Continnaremos a considerar os triangulos esphericos como re-
sultando da seccdo de uma esphera por tres planos que passam pelo cen-
tro 0. A fig. 31 tem por base o circulo KMK', e representa um hemis-




TRIGONOMETRIA ESPHERICA. 335

pherio separado por um d'estes planos; os outros dous planos ddo as semi-
circumflerencias ACz, BCB"', qne na fig. se representam em prespectiva,
e tem por intersecglo o raio CO. Os planos das tres circumferencias deter-
minam o triangulo espherico ABC. Os arcos CA, Ca sdo supplementares ;
e o angulo A mede a inclinacdo do plono ACx sébre a base KK'.

Se pelo raio CO tirarmos o plano MCm, perpendicularmente a esta
base KK', e tomarmos depois MA'=MA, de uma e de outra parte d’este
plane MCm , obteremos um segundo plano A'Ca’ symetrico com ACa,
que dard

ma=mda, AC=A'C, Ca=Cd, A=A'=a—=¢«.

Fazendo girer o plano ACz em volta do raio CO, a im de tomar
todas as posicdes CK, CB, Cf... .., esle plano serd perpendicular &
base quando coincidir com MCm; e além disto, em qualquer das suas
posicdes formaré com @ base dous angulos supplementares , para um e para
outro lado do plano, Os arcos CB, CA, Cf...., crescem & medida que
se desviam do arco perpendicular CM =1 , que é o mais pequeno de to-
dos , alé ao arco perpendicular opposto Cm . que & o maior. Isto mesmo
se vé resolvendo qualquer dos triangulos, ACM por ex.”; porque fazendo
CA=10, temos

cos ACM =col btang{,

expressio na qual ¢ tang ¥ uma quantidade constante.

Quando o angulo ACM chega a 90°, como acontece com o arco CK,
cujo plano ¢ perpendicular a MCm, temos cot =0, e o arco CK=90." Se
o plano contintia depuis a girar para Ca', cos ACM lorna-se negativo, e
cresce com col b; de maneira que o arco Ca’ continiia a augmentar. Tudo
¢ symelrico dos dous lades do plano MCm , de maneira que os arcos e
as inclinagdes serlo eguaes, dous a dous para ossrcos eguaes MA=NMA’,
isto &, serd CA=CA', e o angulo A=A\".

Girando por esta f6rma, o plano secante comeca por tornar-se cada
vez mais obliquo sdbre a base KMK', toroando-se CB, CA, CK; porque
do triangulo rectangulo resulta ainda

seud =senbsen A, ........cvvinn . (2§)
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equacdo, cujo primeiro membro ¢é constante , e na qual sen b vai primeiras
mento crescendo , como acaba de dizer-se, e por conseguinte sen A de-
crescendo a0 mesmo tempo. Porém logoque o lado bchega a 90°, torna-se
entlo CB em CK—=90"=MK; e depois send diminuindo faz com
que sen A augmente, e com que o angulo A, agudo para a base,
tendo chegado ao seu menor valor no ponto K, comece a crescer.
Este ponto K ¢ o polo da semicircumferencia MCm, e o angulo K tem
por medida o arco CM=1{ =K ; ou, do outro lado do plano secante ,
0 arco Cm =180 — ¢.

Vé-se pois que todos os arcos que partem de C (fig. 31), e passam
por um ponlo qualquer da base do semicirculo KMK' sao <90°, entre
tanto que os outros que passam por KmK' s30>90°; e ¢ CK==CK'=90."
Além disto CM =14, e Cm =180~ {§, valores de ¢ resultantes da
equaglo (2%), sdo os limites da grindeza dos arcos CA. Quanto mais um
arco se approxima de CM, mais pequeno &; ¢ quanto mais se approxima
de Cm, pelo contrario tanto maior se torna,

A inclinagdo dos planos sobre a base, sendo de 90° em MCm, di-
minue quando toma as posicdes CB, CA, até CK, onde se torna K=1¢:
cresce depois alé m, tornando-se outra vez de 90° em Cm. O angulo ¢
agudo do lado de CM, e obtuso do lado de Cm , sendo estes ultimos an-
gulos supplementos respectivos dos primeiros. Todos estes angulos obtusos
sio <180°— .

Posto isto, com facilidade se reconliecerd , se n'um triangulo BCA
ou B'CA , ou arcoCM perpendicular sébre a base AB, cae dentro ou féra
d’este triangulo, e verificar-se-hdo os corollarios deduzidos no 0.° 169,
relativos & grandezo dos lados e dos angulos dos triangules rectangulos.

Os problemas que offerecem duas solugdes, sos quaes se costuma dar
o nome de casos duvidosos, slo aquelles, em que entram, nos dados,
um angulo e um lado opposto, o que acontece nos problemas 3.° e 4.
do n.° 174.

179. 1.° Caso. Sendo dadas dous lados a ¢ b ¢ o angulo opposto
A. Corte-se o hemispherio KMK' (fig. 31) por um plano ACa que passe
pelo centro O, ¢ que tenha com a hase uma inclinagho egual ao angulo
A; e tome-se depois AC=Db. Sera C o vertice do triangulo, o qual
deve ser fechado por um arco CB=a, de grandeza dado. Percorrdmnos
vs differentes casos.

1.°  Supponhamos que é o angulo A<90.° O lado a que fecha o
triangulo devera entdo coir no espago «\'MA ; por que, se assim ndo
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fosse , e caisse como Cf, Ca', = . . entdo os triangulos CAf, CAd!, ....
teriam , em vez do angulo agudo A, outro que seria o seu supplemento,
do outro lado do plano «CA. Os arcos, tass como CB e CB!, slo eguaes
dous a dous, e tem a mesma inclinacio sObre a base, quando passam
por pontos B e B’ equidistantes de M. Tomemos: MA'=MA, MB=MB,
os arcos serdo CB'==CA=b, CB'=CB =a.

a) Consideremos primeiro o caso em que € o lado b <907, por ex.’
b=CA.

Se ¢é o lado a<b, a cae no angulo A'CA, como CB e CB/, e temos
dous triangulos BCA e B'CA , em que entram os tres elementos A, b, a.
isto &, lemos ‘duas solugdes. N'este caso um dos angulos B da base é
ubtuso e o outro B’ ¢ agudo.

Se é o lado a=ou>b, o arco a coe como Cf', e o tnangnlo ACf
€ o unico que reune os tres elamcnl.ns dados , visto que o arco Cf syme-
trico com Cf', fica excluido, por estar para o outro lado do plano « CA.
Por tanlo ha sd uma mluwo O angulo B do triangulo ACf' ¢ agudo em
{'s bem como b.

b) Consideremos em segundo logar o caso em que é o lado b>90°,
por ex.” b=~Ca.
Se ¢ a somma dos lades a + h<180°, isto é, se o lado a cae no
espaco ACA', como CB ou CB/, ha duas solucies BCx e B'Cx, O angulo
B da base destes trian_gul!.-s ¢ agudo n’um , obtuso n’outro.

Se ¢ a somma dos lados a 4+ b = ou>180>, isto é, se o lado a cae
no espago A'Cz, como Cf’; ha 56 uma solugio ['Ca; f' e b sdo oblusos.

2.° Supponhamos sgora que € o angulo A>90.° N'este caso o lado
@ que fecha o triangulo, partindo de C, deve estar para outro lado do.
plano =CA, e cair como Cf, CB", ..

a') Consideremos tambem em pnmeiro logar o caso em que é o
lado b<90° por ex.” b=CA.

Se & a somma dos lados a -} b>180°, isto é, se o lado a cae no
espaco «'Ce, como CB" ou CB", ha duas solugdes, taes como ACB’ e ACB".
Um dos dous angulos da base, B" e B', é agudo, o oulro obtuso.

Se & a somma dos lados a +b= ou <180°, isto ¢, se o ldo a
cae no espago ACa', como CK , ha s6 uma sofu;ao AﬁK 0 angulo K da
base é agudo como b.

b') Cnnslderamos em segondo Iogar 0 caso em ¢ o lado b>90"

ﬁor ex." b= Ca.
&3
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Se € o lado a>b, a cae no espago aCa', como CB’ e CB”, ¢ ha
duas solugdes taes como «CB" e «CB". O angulo da base B & agudo ;
o angulo B" obtusoe.

Se é o lado a =ou<b, a cae, como CK, no espago «'CA, e ha si
uma solugdo possivel KCz. O angulo K da bas: é obtuso com b.

Na seguinte tabella appresentdmos em resumo os différentes caracte-
res, que indicam a existencia de duas ou de uma sé solugdo.

ga b suipd s, g duas solugdes

a bives veos uma soluclo

a4+ b<180°.. .. duas solucdes

o ;a +b : ? 180°. . uma solucdo

. a+b>180", .. duassolucdes
b <90° Qo+ {Tiw. b e

Se A>90°
ga s Pl et duas soluges

. uma solucio.

Viu-se pela analyse precedente, que, no caso de uma s6 soluclo ,
B e b sdo da mesma especie. Mas sabemos (n.> 173) que a perpendicu-
lar abaixada do vertice C sobre a base ¢, cae dentro ou l6ra do trian-
gulo (o que tambem se reconhece na fig. 31), conforme os angulos A e B
da base sdo de similhante ou differente especie ; por conseguinle nas equa-
goes c=g = of, C=0 =0, empregar-se-ha o signal + quando os arcos
A e b forem da mesma especie , ¢ — no caso contrario, o que indicard
qual das solugies , que dd o calculo n.° 174, 3.°, s¢ deve adoptar.

Campre notar que o valor do lado a estd entre 0s limites CM e Cm,
isto é, entre ¢ e 180°— ¢, como se deduz nio s6 da equagdo (2%),
mas tambem da impossibilidade de construir o triangulo, quando a estd fora
d'estes limites. Vé-se tambem na figura que no caso de A e @ nlio serem
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da mesma especie, e de ndo estar o lado a comprebendido entre os li-
mites b e 180°— b, nlo ha triangulo possivel.

180. 2.° Caso. Sendo dados dous angulos A e B, como um lado
opposio a.

Sem ser necessario discutir as differentes circunstancias na figura,
este caso se reduzird ao precedente pela consideragdio do triangulo sup-
plementar A'B'C’ (n.° 167), no qual sdo conhecidos os ladus a’=180°—A,
b —180 — B, ¢ o angulo A'= 180 — a. E podemos servir-nos da ta-
bella de cima, mudando os angulus mos lados oppostos, e reciproca-
menle.

Como neste caso B e b sio da mesma especie quando ha s6 uma
solucdo, vé-se, raciocinando como no caso precedente, que: nas equagdes
c=¢ = ¢!, C=0=0, se dece empregar o signal + , quando os arcos
B e a forem da mesma especie, e 0 signal — no oulro caso; o que indi-
card qual das duas solugdes , que dd o caleulo 0.° 174, 4.% se deve ado-
plar ou rejeilar.

O angulo A deve tambem neste caso ficar comprehendido entre os
valores supplementares de ¢ dados pela equaclo (2%).

Nio ha triangulo possivel, quando A e a ndo forem da mesma espe-
cie, e ndo esliver A eotre os limites B e 180—B.

181. Sendo o triangulo rectangulo , ¢ CM on Cm um dos lados,
se for dado um angulo e o lado vpposto, haverd duas solugdes, que em
certos casos poderlio reduzir-se a uma s6.

1.° Dada a hypothenusa a e um lado b, achar o angulo opposto
B? A equaciio (n) que resolve este caso, da b expresso em senos , os quae;
correspondém a dous arces supplementares,

Dada a hypothenusa a ¢ o angulo B, achar o lado opposto b? A
mesma equagdo (n) d4 dous arces supplementares para o Jado opposto b.

Com tudo, em ambos estes dous casos ndo ha sendo uma soluclo
possivel, porque os dousarcos CA ou CA!, que fecham o triangulo CMA ou
CMA', sho symetricos; e por isso devem B e b ser da mesma especie, o
que faz desapparecer a indecisdo,

2.° Se forem dados um lado b do angulo recto e o angulo opposto
B, a terceira parte pedida admittird dous valores. Porque, ou se pede
a hypothenusa a, e a equacio (n) dd sena; ou se pede o terceiro lado
¢, e a equaclo (s) dé sen ¢; ou finalmente se pede o angulo C adjacente
ao lado conhecido, e emprega-se a equaclo (¢) , que da sen C. Vé=ge pois

—

s
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que a incognila admitte dous valores supplementares para o arco corre-
spondente a cada um d'esles seuos.

182,  Passemos a fazer algumas applicagdes numericas.

I Sejim a= 133" 19", b=57°28', A = §5°23". O triangulo ¢
impossivel , porque @ ndo esta entre 57° 28', e o seu supplemento 122° 32/ ;
e porque alem disso nlo sdo A e a da mesma especie.

I.  Qutro tanto aconteceri se for B=120°, A=51°% a=101°;
porque tambem A ndo esta entre 120° e o seu supplemento 60°; e porque
A ¢ a nlo slio da mesma especie.

III. Se for b= 40" 0'10", a=50° 10' 30", A — 42° 1%’ 15",
haverd uma unica soluclio. porqne A<90°, 5<90° a>b. B ¢ <90°: e
porque A e b sio da mesma especie , devemos tomar c=0¢+¢. 0 cl-
culo das equagdes (a, ¢ e b) n.° 174 da .

tang 6....1.9238563 cosa.... 18064817 ¢=31"50'46'
cos A....1.8693330 cosg....1.9291471 ¢ = 44.44.50
tange . .. Lyg31893—cosh.... .8843363 ¢=16.35.36

cose’.... L85139a5

Pora achar o angulo C do vertice, as equacdes (a', d' e V') ddo

cos b....1.8842363 tang 5 ....1.9238563 = 55°9' 59"
tangA....1.9583058 cota....i.9211182 ¢'= 66.26.21
cot 0....L84254a21r cosy....17567851r C= 121.36,320

cos¢'.... LGo17596

Finalmente a regra dos quatro senos ([1) da B = 34° 15'3n,

IV. Se for A=42° 15 14", B=121°36'20", a = 50° 10' 30",
teremos duas solugdes, por ser a < 90°, B>90°, A+B<180; e por se-
rem B e a de differente especie , lomaremos nos valores de ¢ e C o si-
gnal—. As equagdes (d'; ¢', e C) conduzemenos &s seguintes operagdes.
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cosa.... 1.8064S17 cos A.. 1.8693330 sena.... 18853636
tangB.... 0.2108864 —sen ¢ .- 1.8406262 —sen B.... 19302745
cotb.... 0,00173681 — cos B..—1L.7193880—sen A ..— 1.8276379
b=—43'51'16" senq .... LggoS71a+sen b ... 1.98B8000a

0'==—~rn8.6.19 on.... 101°53'41" b= 76°35'36"
C= 3415.3 ouC= 581.2.25 oun= 103.24.34
QanNg @ ...oovn 0.0788818  cot A .... 0.0416956

cos B.......T.7193874—tang B . ... 0.2108873 —
ang @ sovse-s i.gganﬁga’—- sen o ..-. 1.7259905 —
g= — 328 50" sen ¢ .... L9785734 +

¢ = 72.9. © OB ....ccocue + 107°51'0"
o= 40,0,10 o0 ......0n ¢ = 75.42.10

Uma d'estas duas solugdes reproduz o triangulo precedente, e vem
a ser ['CA' (fig. 31); a outra fCA'.

Conhecendo os (res lados , achar um angulo?

a = 76°35'36" sen . ... 1.9880008 0s outros elementos do
b =50.10.30 sen ...1.8853636 triangulos sdo :
¢=4o0. 0. 10
ap = 166.46.16 —1.8733644 A =12136" 19"8
p=83.23.8 B= 42, 15.13,7
p—a= 6.47.32 sen....1,0728716 C=234.15. 2,8
p—b =33.12.38 sen....17385565 y=4o0.51. 30
sen®. . ..2,9380637 9y o'y 0, oy sBo dados
1C=17. 7.31,4sen .. .. 1,46903:8 acima ; o triangulo seri
C=34.15. 2,8 aqui 0 mesmo.

Concluiremos a trigonometria espherica, appresentando todos os ele-
mentos d'um triengulo espherico. Escolhendo 4 vontade tres d’esles ele-
mentos para servirem de dados, calcular-se-hBo para exercicio os outros
tres restantes (Nota 6.%).




352 TRIGONOMETRIA ESPHERICA.

|
ARcos, Log. sen. ‘ Log. cos. Log. tang.
A= 121"36'10"81 | 1.9302747 i.g':g?as';.i-—l 0.2108873—
1 B=  42.15.13,66 | 1.8296379 1.8693336 19583043
C= 3415, 2,76 | 1.7503664 Lg172860 l 1.8330804
a = 76.35.36,0 |1.9880008 i.3652279 | 06227729
b= Bo.do.do,o |1.8853636 | 18064817 |o0.07838:16
¢ = 4o. v,loo | 1LBo8oga6 18842463 1.9238564
g, = — 32. 8.50,0 | 7259905 — 19277212 1.7982693 —
g = 72 0. 0,0 | 1978574, 1.4864874 0.4921067
§ = —43.01.16,2 | 1.8§06263.— | 18599964 1.9826249—
W= 78 6190 |TLgge5;33 |L3i141076 | 0.6764656 l

l | .

A respeito do arco perpendicular serd

4051, 3,0 [ 1.8156388 | 19368,87 | 1.848760a

-
I

II. SUPERFICIES B CORVAS NO ESPACO,

Principios geraes.

183. PArn exprimir analylicamente a posicdo no espago de um
ponto M (fig. 32) | imaginem -se ires planos fixos sAx, Ay, 3Ay, laes que
se cortem todos no mesmo ponto A, e lenham dous a dous por intersecclo os
eizos Az, Ay, Az, que para mais facilidade supporemos por hora rectan-
gulares. Marque-se depois a distancia PM, ou s=¢, d'esle ponto & sua
projeccio P (P. 1L n.° 119, 3.%) sdbre um d'estes planos ; e tambem esta
projec¢io por meio das coordenadas AN, AS do ponto R, ou z=a, y=b.
As quantidades dadas, ou as coordenadas a, b, ¢, s30 as distancias MO,
MR, MP, do ponto M aos tres planvs , e sdo tambem as arestas que deter-
minam o parallepipedo ON. :
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Reflectindo que, além do angulo triedro sAxy , os oulros planos co-
ordenados formam mais sete triedros , reconhecer-se-ha que a posicio do
ponto M no espago ndo fica determinada pelas coordenadas @, b, ¢, em
quantondo introduzirmos as nogdes sdbre os signaes (P. 1L n.°20%). Para as
aplicar a este caso convencionou-se : que se considerassem negativos os 5 cor-
respondentes aos pontos que ficassem obaixo do plano zAy , produzido in=
definidamente: que se considerassem negativos os x correspondentes aos
pontos que ficassem por a esquerda do plano zdy, do lado 2': e final=
mente que se considerassem tambem negalivos os y correspondentes aos
pontos que ficassem por traz do plano zAz.

184, Succede muitas vezes que em uma questdo tudo é similhante a
respeito dos tres eixos z, y, z. Havendo enldo uma equagdo X=0, relativa
a0 eixo dos 2, haverd uma similhante Y==0 , correspondente ao eixo dos
y, @ uma terceira Z==0 relativa aoeixo dos z. Ora neste caso, as duas ulti-
mas equagdes Y=0 ¢ Z==0 podem deduzir-se de X=0 por simples mu-
danga de letras. As permulagdes devem fazer-se pela seguinte maneirs.

Poremos em X todas as quantidades relativas ao eixo dos z em lugar
dos quantidedes analogas correspondentes ao eixo dos y; depois estas em
logar das que correspondem ao eixo z; e finalmente estas ultimas quan-
tidades em logor. das primeiras que correspondiam ao eixo dos x. Por
esta permutacdo em gyro, deduziremos Z de X i por umo segunda per-
mutacio da mesma -natureza effectuada sobre Z, obteremos Y; e por
uma terceira analogn , effectuada sobre Y, recairemos em X.

Supponhamos que lemos as tres equagdes similhantes X=0, Y=0,
2 =0, relativas aos tres eixos e nas quaes além de x, y e s enlram os
tres angulos «, B, v, que correspondem respectivamente a estas lres coor-
denadoes.

Asseataremos em uma linha , mas separadamente , as tres coordena-
das e os tres angulos; depois por baixo n’outra linha, tambem separada-
mente, mas dispostas por ordem. differente , as mesmas seis quantidades ,
pela forma seguinte .

LylYs Sy ; s By
Gy Ly Yy Tuﬁiﬂ:

Feito isto substituiremos, na 1." equaglo X=0, cada uma das quentide-
des da linha superior pela quantidade correspondente da linha 1oferior ;
e com esta permutagdo obteremos a 3." equagdo Z =0. Poremos de novo
nesta ultima , as quantidedes da linha inferior em lugar das que lhe cor=-
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respondem na linha superior, e vird a 2.* equaglio Y==0; e operando similhan-
temente sobre essa equaglo, recairemos na 1.* X=0, d'onde partiramos.

E com effeito, cada ama d'estas operagdes equival a uma mudanga
nos eixos das coordenadas, pela qual se fazem primeiramente girar os
eixos dos @ e dos y no seu plano, por tal modo que o eixo dos z positi-
¥os vem cair sobre o eixodosy positivos, e este sobre o eixo dos z negativos.
Faz-se depois girar este eixo dos y positivos assim deslocado, e o eixo
dos z positivos , de maneira que o primeiro vem cair sobre o eixo dos z
positivos, e este altimo sobre o eixo primitivo dos @ positivos ; d’onde
results que a final cada um dos eixos das coordenadas positivas vem oc-
copar o logar de um dos outros eixos das coordenadas positivas. E
por isso que as equagdes relalivas aos tres eixos coordenados se deduzem
umas das outras por simples permutacdes de letras, sem ser necessario
bulir nos signaes; oque nao.aconteceria, se simultaneamente se ndo per=
mutassem pela maneira indicada as tres coordenadas, e as quantidades
que respectivamente lhes correspondem. .

185.  Se for dada uma equagdo entre as tres coordenadas, tal como
flz, v z) =0, esta equa¢do serh indeterminada. Se dermos a duas d'estas
variaveis quaesquer valores, z=a=AN, y = b=PN (fig. 32) , da equaclio
proposta resullaré para z, pelo menos, uma raiz z=c. Se esta for real,
levantaremos do ponto P sdbre o plano yAz a perpendicular PM =¢, o
d’este modo o ponto M do espago ficard determinado. Dando outres valo-
res &s arbitrarias z e y, isto &, tomando, como se quizer, dilferentes
poutos P sobre o plano zAy, deduziremos da equagio os valores corres-
pondentes de z, que determinarlio outros tantos pontos do espaco. Todos
estes pontos assim achados estardio sdbre uma superficie , que serh o logar
de todos elles, quando 0s imaginarmos unidos por lei de continuidade.
Esta superficie serd , por exemplo, um céne, um cylindro, uma esphera ;
e assim f(x, y, 5)=0 serd a equagio da superficie, porque distingue
os seus pontos de todos outros do espago.

Se z liver muitos valores reaes, a superficie terd muitos ramos (*);
e se for imaginario, a perpendiculor indifinida levantada em P sdbre o
plano xy ndo encontrard a superficie.

Se depois de havermos assignado um valor a y, tal como y—>b=—AS,
fizermos variar , a ordenada PM = z mover-se-ha na dirseao SP parallela
ao plano 23, e as variagdes correspondentes, por que passar, serdo determina=

{+) Nio havendo em portuguez palavra propria, que exprima o mesmo que
a palavra nappe adoptada pelos geomelras francezes , assenlimos que a express
sio ramos da superficie podia exprimir a idea de que se tracla , estando de mais
4 mais em analogia com outra ji adoptada de ramos de curva.
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das pela equagdo f(x, b, 5)=0, que seri por conseguinte a da inter-
seccdo da superficie pelo plano SM parallelo aos xz. Pela mesma razdo
fazendo x=a=AN, oa z=c= AT, teremos as interseccdes da su-
perficie pelos planos MN, ou OR, parallelos aos yz ou aos xy.

Fica assim evidente: que =10 ¢ a equacio do plano xy; 3=¢
s de um plano que lhe ¢ parallelo & distancia ¢; * =0 a equaglo do
plano ys; z==a a do plano parallelo 4 distancia a; etc.

Do triangulo rectangulo AMP resulta "+ AP*=AM®; ¢ como APN
di AP*=z"+ y°, serd, fazendo AM =R,

(1)eeee e 2+ 9"+ 3°=R%

Logo: 1.° adistancia de um ponto & origem das coordenadas & egual 4 raiz
da somma dos quadrados das tres coordenadas do mesmo ponto: 2.° se @
y e 5 forem variaveis, esta equacdo caracterisard todos os pontos do espaco,
cuja distancia R & origem & a mesma ; e serd por conseguinle a equacdo
da esphera, que tem o raio R, e o centro na origem das coordenadas.
Sejam (fig. 33) n @ m as projecgdes sdbre o plano ay dos dous pon-

tos N (z,y,3) e M («, y, z); mn serd a projeccdo da linha MN=LR,
e teremos (P. II, n." 222)

mn’= (z — 2'/*+ (y —¥)".
Além disso a linha MP parallela a mn, formando o triangulo MNP rectan-
gulo em P, da
MN*==MP*+ PN*=mn*4-PN*; e como PN=Nn—Mm=z —=', seri

(2):...(@— 2+ (y—y)’+ (s =—13")"=R"%

sendo R a distancia entre os pontos (z, y, z) e (&, v/, 2') (+). Se consi-

(«) Como mB, nC (fig. 33) parallelas a Ay, dio BC=2—az'=i projecgio
de MN sébre oeixo dos @ (P. 1. n." 119, 3°}, vé-se que o comprimento de uma li-
nha noespago é araiz da somma dos quadrados das suas projecpies sdbre os treseixos.

Temos tambem MP=MN cos NMP; logo a projeccio mn=—=DMN¢& o produ-
cio dalinha projeclada pelo cos. da inclinacio; e, reciprocamente, uma linha no
espaco é o quociente da sua projecciio sibre um plano, dividida pelo coseno do
avgulo que a linha faz com o mesmo plano. Estes theoremas extendem-se tambem
ds dreas planas situadas no espago, como veremos adiante,

54
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derarmos =, y, = como variaveis, esla equacio serd a de uma esphera de
raio R, cujo centro estd situsdo no pooto M (o', v/, 3').

186. Imaginemos a superficie de um cylindro recto (P. I.n.* 134),
tendo por base uma curva qualquer sdbre o plano xy, dada pela sua equacdo
flz,y)=0. A perpendicular indeflinida 2, levantada em qualquer ponto
d'esta curva sdbre o plono 2y, é uma generatriz d’este solido ; e por conse-
guinte qualquer valor que se dé a =, sempre a extremidade d'esta perpen-
dicular estaré sobre a superficie do cylindro.

Por conseguinle: a equagio da superficie de um cylindro recto ¢ a
da sua base, ou f(z, y)=0.

Quando a generalriz do cylindro recto for perpendicular ao plano
dos 3 , a equaglio d’esta superficie serd a da basetragada na quelle plano.

Por um raciocinio identico se prova, que a equaclo de um plano, per-
pendicular a um dos planos coordenados, é a mesma que a do seu trago
sdbre este plano , isto ¢, a da linha de interseccdo dos dous planos. As-
sim, se for AB=a (lig. 33 rep.) e a=1lang CBI, a equegio 2'=as+«,
que ¢ a da linha BC existente no plano zAz, serh lambem a do plano
FEBC, perpendicular a zAx, e que passa por BC.

187. Sejom M=0, N==0, as equacdes de duas quaesquer super-
ficies , e vejamos o que resulta da sua combinaglo.

Ficando neste caso arbitriria s6 uma das variaveis, = por ex.®, este
systema de equagdes representard a serie de pontos communs a ambas as
superficies , ou por outras palavras a curva resultante da sua intersecglo.

188.  Assim, recapitulando, vé-se: queum ponlo fica determinado por
{res equagdes enlre as suas (res coordenadas, X, y, e z; uma superficie por
uma §6 equagio enire as (res coordenadas variaceis dos seus differentes
pontos ; e uma curva por duas equagies, que vem a ser as das duas super-
ficies, que na sua inlersecgio delerminam esta linha.

Como por uma linha dada pedem passar infinitas superficies, ¢ claro
que uma curva no espago pdde ser dada por uma infinidade d'equagdes.

Eliminando = entre M=0 e N =0, obtem-se uma equacdo P=0
entre e y. Esla equaglo ¢ a de um cylindro recto, cuja intersecclio
com qualquer das duas seperficies é a curva de que se tracta: e tambem
¢ a equagdo da projecgdo da mesma curva sdbre xy. Se em vez de s,
elimiparmos y, vé-se do mesmo modo que a equagdo resultante Q =0,
¢ a de um cylindro recto, ou a da projecgdo da curva sdbre o plano zs.
Assim P=0, Q=0, slo as equacdes de dous cylindros, que podémos
substituir 4s superficies dodas; e sdo tambem as equacdes das projecgdes
da curva, ¢ as da mesma curva. D'onde se segue , que podemos tomar por
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equagdes de uma curva as equagdes das suas projecedes sdbre dous planos
coordenados.

189. Appliquemos estes principios & linha recta, Podemos tomar para
as duas equagdes as de dous planos quaesquer, que contepham a mesma
recta; convird porém preferir as que appresentam resultados mais simples.
Assim z=0, y=0, que sio as equagdes dos planos yz e xz, slo as equa=
coes do eixo dos z; =0, z=0, slo as do eixo dos y; e y=0,35=0,
s3o as do eixo dos x. Do mesmo modo se vé, que 2 =ua, y=106, 540 as
equagdes de uma recta PM (fig. 32) parallela aos 5, e cujo pé P, ou
interseccdo com o plano @y, tem por coordenadas »=a, y=26. E assim
a respeito dos oulros eixos.

Dada uma recta qualquer EF no espago (fig. 33 rep.), tiremos por
ella um plano FEBC perpendicular ao plano @s; BC seré a sua projecdo
sobre este plano. Do mesmo modo acharemos a projecgdo HG de EF sobre

o plano yz. As equacdes d’estas projecgdes, ou dos planos projectantes ,
ou

(B)eveescassesss, z=0s+ta, y=>bz+6,

stio as da recta EF,

E facil de ver, que « e & sho as coordenadas AB e AG do ponto E,
onde a recta EF encontra o plano @y;: e que a e b slo as tangentes dos
angulos formados pelas projec¢oes BC ¢ HG da mesma recta com o eixo
AZ. Eliminando =z, obtem-se a equagdo da projec¢do sdbre o plano xy,

(%) convcecsornsnees ay=bx + a€ — be.

190. Se arecta EF (fig. 33 rep.) passar por um ponto F (<, v/, 2/),
as projecgdes C e H d'este ponto estardo situndes sébre as da recta; logo
as equagdes da mesma recta serdo (P. IL.n° 219)

(83 dtm i s s—a=a(z—=75), y—y=b(z—3).

Se a recta passar por um segundo ponto («', y", s"), obteremos outras
: duas equagdes similhantes, por meio das quaes e das precedentes se

o . " !n 'l_ l
determigardo os valores de a e b, que sdo azfﬂ’ t: , b y =4
O

'
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Se a recta passar pela origem A, as equagdes serdo

(6) sovsecranccnscens =0z, y=>ba

¥

E facil mostrar, que as projecgdes de duas rectas parallelas sdbre um
mesmo plano, sdo parallelas (P. I1.0.° 115) ; logo as equacdes d’estas rectas
devem ter os mesmos coeflicientes a e b para z, e differir unicamente
nos valores das constantes « e £.

191.  Se forem dadas as equacdes de duas rectas
r=asta, y=b=.+ 6; x=azta, y="bz4+¢,
e eliminarmos entre ellas as coordenadas variaveis x, Y, :,-\'irﬂ uma equacio
) s cines (a—a) (b—V)=(6 —6€)(a—4d),

a qual, sendo independente das mesmas variaveis, & a condigﬁo.ﬂecesmrt:a
para que as mesmas rectas se encontrem, Se ella ndo for satisfeita, as li-
nhas niio se cortardo; e se o for, o ponto de intersecglio terd por coorde~
nadas

&« —a 6—¢ ___ﬂ’u—ﬂu'l Ve —bg
N s el et e i e

Se as rectas forem parallelas, serd entlo a=a’, b=1", e os valores das
coordenadas sairdo infinitos, o que indiea que as mesmas reclas se ndo
podem encontrar,

Equagies do Plano, do Cylindro, do Cone , etc.

192.  As condigdes pelas quaes se determina a natureza de qualque,
superficie, reduzem-se sempre, em Gltima analyse, 4 lei da sua geraglio, »

e



-
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qual consiste em que uma curva generatriz, de forma constante ou va-
riavel , se move de certa maneira ao longo de uma ou muitas linhas da-
das, que se chamam directrizes, e gera assim a superficie de que se
tracts. Para achar aequagho da superficie gerada emprega-se um racioci-
nio similhante a0 do n.° 325 da P. Il.; do que passimos a dar alguns
exemplos , comecando pelo plano.

Um plano DC (fig. 3%) pdde considerar-se gerado por umareeta EF,
que conservando-se sempre parallela a uma direcgdo determinada , € obri-
gada a mover-se sébre uma recta fixa. Supponhdmos pois, que a genera-
wriz EF, ficando sempre parallela & interseccio BC do plano DC com o
plano dos xz, éobrigada, em qualquer das suas posicdes, a encontrar sem-
pre a interseccdo BD do mesmo plano DC com o plano dos ys, a qual
& v'este caso a directriz. Para achar a equaglo do plano € necessario
exprimir analyticamente estas duas condigdes.

As duas seccdes BC e BD encontrando-se em B no eixo dos z, tem
por equagdes, fazendo AB=C,

BCiivasres y=0, s=Az4C,

Como a lisha EF , em qualquer das suas posigdes , deve ser sempre
parallela a BC, o plano projectante EHIF serd parallelo azz, e HI aAx.
A projecclio de EF sdbre o plano @ tambem serd parallcla a BC. Assim
as equacdes de EF serdo

ot S30bm 4 G bl o o (B):

Eliminando 2, y, = entre estas ultimas equocdes , e as equagdes (1)
da directiiz, obtem-se a equacdo

a qual, pelo que fica dicto (0.” 191); ¢ a equagao de condicdo para que
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@ generalriz lenha, em lodas as suas posigdes, um ponto commum com a
directriz fira.

Se dermos pois a « e € valores que satislacam 4 ullima equado
(3), e os substitairmos em (2), estas serlo as de generatriz n'uma das
suas posigdes. Se nas equagdes (2) substituirmos o valor (3) de &, estas
equagdes serdo as de uma generatriz qualqaer , cuja posico dependerd do
valor arbitrario que se der a . E finalmente, se entre o equacdes (2) e(3)
eliminarmos z e €, a equagdo resultante

==AE+B,+C,..--..........-. (‘i}

sendo independente d'aquellas quantidades , serd a do plano ; por isso que

entdo z, y, s representam as coordenadas de uma geoceralriz qualquer,
de que o plano é o logar geometrico.

Da analyse da equagdo do plano se vé: 1.° que C representa a coor-
denada z inicial, ou AB: 2.° que A e B represcntam os tangenle dos
angulos , que fazem com os eixos dos # ¢ dos z o3 tragos BC e BD do
plano sibre os dos zz e dos yz: 2.° que se fizermos variar C sémente,
o plano se movers parallelamente , por isso que os tragos successivos se
conservam parallelos,

Conclue-se tambem do que fica exposto:

1.° Que toda a equagdo do 1.° gréo a tres variaveis é a de um
plano, porque péde sempre reduzir-se & forma (4).
2.°  Que duas equagdes qnaesquer do 1.° gréo a tres variaveis , siio

as de uma linha recta, resultante da interseccdo dos planos representados
por aquellas equacies.

3.° Que, sendo dada a equaglo do plano, obteremos as equagdes
dos seus tragos com os planos dos zz, yz e xy, fazendo nella respectiva-
mente y=0, 2=0, 5=0, que sdo as equacies dos mesmos planos
Assim Az +By+C=0 ¢ a equacdo do trago do plave com o dos xy,

Podiamos ter considerado o plano gerado por uma recta qualquer
no espago obrigada a mover-se sébre outras duas, que poderiam ser os
tragos do mesmo plano com dous dos planos coordenados. Este calculo, um

pouco mais complicado, e que propomos para exercicio, conduziria aos
mesmos resultados.

193.  Por um raciocinio identico acharemos a equago do Cylindro,
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o qual (P.11. 0.° 1 3%) pdde considerar-se gerado por uma recia qualquer ; que
consercando-se parailela a si mesma, ¢ obrigada mo sew movimenlo a en-
contrar sempre uma curca dada no espaco.

Sejam

r=asta, Yy=bs48 .....c00aiu (a)

as equacdes d’uma recta parallela & generatriz, mas quaes a e b se
suppde conhecidas , e a e B dependentes da posicio da recta, Sejam tam-
bem M =0, N=0 as equacdes da directriz. A condi¢ho para que esta
curva seja encontrada sempre pela generatriz & expressa (n.° 191) pela equa-
cdo 2=Fa, resultante da eliminiciio de z, ¥, 3, entre as qualro equagdes
d’estas linhas.

Se nas equacdes (a) substituirmos Fa por 3, estas duas equagdes se-
t3io as de uma generatriz qualquer, cuja posicdo dependerd do valor de .

Se depois eliminarmos d’ellas a quantidade « , obleremos uma rela-
¢io enlre x, y e 5, que terd loger para qualquer generatriz, e que serd
por conseguinte a equaclo pedida.

Logo, para achar a equaglo de uma superficie eylindrica , devemos
eliminar z, y e s eolre as equagdes (a) e as duas M=0, N=0 da
curva directriz; depois na equacdo resultante £ = Fa, subslituir z — az
por @, e y — bz por & A equagdo do cylindro sera pois da forma

§=08 S F(x—8%): .0 csairanasscans )

dependendo a férma da funcgdo F da natureza da directriz.

Se por ex.% a base for um circulo de raio r, tragado no plano ay,
e collocado como na fig. 36, com o diametro AE sdbre o eixo dos z,
e a origem em A : as equagdes d'esta base, que se pode tomar por dire-
ctriz, serio

'+ 2'=22, 2=0;

enire as quaes' e as equagdes (a) se eliminarmos z, y, 3, vird a equaglo
de condiciio (+) B*+ o' == 2ra ().

(=) Isto ¢ evidente , rellectinde, que « e § sio as coordenadas do pé
da generalriz. A mesma consideragio se fard a respeito do cone.

Poder-se-hia achar a equacio do plane, considerande-o como um eylindro
cuja base é uma recta.
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Logo
{:y——bz}’-{- (,{c-—ﬂz}==2r {.’.IF— az) ....... ity {:5]

¢ a equagdo do cylindro obliquo de base circular. As quantidades a e b
serfio determinadas pela direccdo do eixo.

Se o eixo estiver no plano xz, serd b=0, ¢ a equacdio precedente
tornar-se-ha em

v+ (2 — as)’=2r (z — a3).

Finalmente , se o centro do circulo estiver na origem A, substitair-se-ha
por r* 0 2.° membro de (5).

19%. Sejum M=0;Nz=0....,. dals adve (8)

as equacdes da directriz de wma superficie conica, quelquer (P.II. n.°
136) cujo vertice S tem por coordenadas a, b, «.

A geoeratriz d'esla superficie ¢ obrigada a passar pelo vertice e a
encontrar sempre no seu movimento a directriz,

A 1.% condigdo ¢ expressa (n.° 190) pela equacdo
z—a=a(z—ec), y—b=06(z—¢c)e..vueu.nss (a”)

A 2. 6 expressa, (n." 191) pela equagho € = Fa, resultante da elimi-
nagdo de z, y, =, entre as equagdes (a') e (a").

Eliminando depois € e « por meio das equagdes (a'") vira a equagio
do cone

P J8 .(f‘*“) ......... it .. (6)

5 —

na qual a forma de F dependers tambem danatureza da directriz, e serd
determinada quando esta o for.

Se, por ex.” a base for o circulo AE (ig. 36), que podemos tomar
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por directriz . as suas equacdes («') , suppondo a origem na extremidada
A do dismetro, e esle coincidindo com o eixo dos @, serdo

s=0, "} z* =2rr;
s equacds € = Fe serd 'neste caso
(@ — )+ (b —Be) =2r (a — ac):
d'onde se deduz
(az — cx)*4 (bs — ¢y)* =2r (s —¢) . (a5 — ex),
a qual serh a equagdo do cone obliquo de base circular.

Se quizermos que o €ixo SC esteja no plano zz, como na fig. 36,
faremcs b =0, evird

¢ (2*+ y") + 2¢ (r — a) @3 + a (@ — 2r) *+2aers —2¢'rz =0.

Se 0 cone € recto, poremos a = r. Mas "neste caso é mais simples
tomar o eixo dos z para o eixo do céee, e acha-se entdo para equagio
d'esta superficie assim disposta,

(24 7Y =1 (5 — o)y ou @ Y= (5me)’y oo ()

designando por m a uugeute—:-dn angulo formado pelo eixo e pela gene-

ralriz.

Se o circulo da base nlo fosse tracado no plano zy, mas n’outro
inclinado sobre este, e perpendicular aos 3, seria necessario , designando
por A a langente do angulo que a base fizesse com o plono &y, subsli=
tir por (a') os equagdes

s=Az, 2+y+t=r.
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195.  As superficies de revolugdo podem considerar-se geradas
(P. IL 0.° 133) pelo movimento de um circulo BDC (fig. 37), o qual
sendo perpendicular a um eixo Az, conserva sempre o centro I sobre este
eixo, e cujo raio IC vai continuamente variando, de modo que o circulo
corta sempre uma dada directriz CAB.

Como o circulo genitor deve ficar constantemente parallelo ao plano
dos xy, as suas equagdes serdio as do seu plano e do seu cylindro proje-
ctante, ou, fazendo Al=3, ¢ 0 raio IC=2=,

Para que este circulo encontre sempre a directriz, cujas equagdes designa~
remos por

¢ necessario , segundo temos visto, que tenha logar a equagio de condi-
¢d0 F (a, €)=0, resultante da eliminacdo de =, y, z, entre (b) e (b').

Se depois eliminarmos « ¢ (3 entre esta equaglo e as equacdes (B),
obteremos 'a equagio pedida da superficie de revolugio, que serd de
forma

¢ oa qual a funccdo F dependerd ainda da natureza da curva dire-
clriz.

I. Se a directriz é um circulo existente no plano 2z e com o centro
na origem , as equagdes (') serdio neste caso

y=0, 24 z* =r*;

e a equacio de condiglio tornar-se-ha em & - &=r’, o que alits ¢
evidente. Substituindo "nella os valores de « e € deduzidos de (8), vira a
equagdo da esphera, jo achada (0.° 185)
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z1+y=+52=r"‘ ............. Sasmm v (g)

II. Se a directriz & uma parabola BAC existente no plano xz, e
situsda como na fig. 37, as equagdes da directriz serdo

y=0, z*=2ps,
d'onde se deduz o* =2p§; e por fim
R T S vhe), 19y

que ¢ a equagdo do paraboloide de revolugdo em volta do eixo dos =

II.  Se as directrizes forem ellipses ou hyperboles, acharemos pela
mesma maneira que as equagdes do ellipsoides e hyperboloides de reco-
Tugdo , cojos 1.°° eixos coincidem com os dos z, sdo

A (224" ) =B = A'BY, . oieinnnn (11)

sendo os signaes superiores relalivos ao ellipsoide , e os inferiores ao hy-
perboloide.

IV. Se a directriz é uma recta, as suas equagdes serio
z=as+A, y=0:+8,
dos quaes resulta a equaglio de condiglo
(af + AP+ (b3 + B)* =<’
Eliminando « € &, vird por fim a equacdio da superficie de revolucdo
&4 y'= (a®+ ") 5°+ 2 (Aa + Bb) s + A’ B”

Fazendo =0, acha-se (P. L. 0."310) que a intersecgo pelo plano ys € uma

e e T
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hyperbole, e como x e y entram sempre debaixo da férma z*+y*, 5 seri
funcclo de 2*4-y*, e por conseguinte a superficie ‘gerada é um hyper«
boloide de revolugao,

Com tudo se a recta directriz cortar o eixo dos z, as suas equacdes
serfio salisfeitas fazendo z =y=0, e s=c, donde resulta A =— g¢ ’
B = — bc. Teremos pois

(@ +8)(s—e)=2"+¢" ..ovrn-.. o (12)

a qual & a equagdo do cine recto (n.° 19%).

Querendo a equaglio de uma superficie de revolugdo em volta de um
eixo com uma direccio qualquer, seri necessario ou reeorrer a uma trans-
formagdo de coordenadas, ou tractar directamente o problema de uma ma-
neira analoga & que temos seguido,

Problemas sdbre o plano e a linka recta.

196. Cumpre advertir aqui, como na P. 1. n ° 224, que a respeito das
superficies se podem appresentar dous generos de problemas. Ou setracta de
determivar os pontos de uma dada superficie que gozam de certas proprieda-
des, ou enlio de assignar & superficie uma posigio ou dimensdes taes ,
que por meio d'ellas satisfaca a certas condigdes. No 1.° caso yyes
s80 as incognitas; no 2.° & necessario delerminar algumas das constantes
de modo que sejam satisfeitas as condigdes do problema. Estas condicdes
devem , em todos os casos , estabelecer fantas equacdes distinctas quantas
s30 a5 incoguitas , alids o problema seria indeterminado ou absurdo. Pas-
sémos a applicar ao plano estas consideragdes geraes,

197. Achar as projecedes da inlersecedio de dous planos.
Sejam as equagdes d'estes planos

3=Ar+By+C, s=A'z 4Bz +C.

Eliminando successivamente entre estas equacdes as variaveis 3, z, y,

o::laremos as equagdes seguintes das projeccdes da intersecgdo sobre os
planos
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308 2y..creie (A=A)24(B—B)y +C=C'=0
(1) < dos yseu.ue-. . (A'—A) 3 4+(AB'—A'B) y+-AC'—=A'C=0,
dos #z.v 44 +0ss (B'~—B) 3z +(A'B—AB') 24+-BC'—~B'C= 0.

198. Fazer passar um plano por um, dous ou lres pontos dados.

Seja a equacdo do plano z=Ax + By 4 C.

O plano ficaréd determinado, ou quande A, B, C forem conhecidas, ou
quando se poderem estabelecer entre estas quantidades tres equagdes, por
meio das quaes se delerminem os seu valores.

Se quizermos que o plano passe pelo ponto dado (2, v/, 3'), a sua
equacdo tornar-se-ha em z'= Az'4 By'+ C. Subtrahindo pois esta iiltima
equacdo da primeira, teremos a equacdo do plano que passa pelo ponto
dado ,

(B) % < % b pes oo 3—2'=A(z—2)+B(y—y)

Se quizermos , que passe por um segundo ponto (z", y', 5"), tere-
mos " = Az"4 By’4 C; e como nos falta ainda uma equagio para po-
dermos determinor as tres constantes arbitrarias , podemos sujeitar o plano
a passor ainda por um terceiro pouto, ou a satisflazer a oulra condigdo.

Mas se quizessemos por ex.’, que o plano além de passar pelo ponto |
(', o', 5',) fosse parallelo a um plano determinado s=A'z + B'y + C/, i
teriamos a equaglio (2), e as equagdes

3 A=A, B=PF.

199. Achar ascondigdes para que uma recta ¢ um plano coincidam
ou sejam parallelos.
Sejam as equagdes do plano e da recta

3=M+Bﬂ+€,

L Z=as+ «, y="bz + .
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Substituindo na 1., os valores de x e y, tirados das duas altimas, te-
remos

z(Aa+ Bb—1)+ Az+ BE+ C=0.

Se o recta e o plano tivessem um s6 ponto commum, o valor de =
tirado d'esta equagho seria o de uma das coordenadas d'este ponto.

Para que a recta porém coincida com o plane, & necessario que
esta tultima equagdo subsista qualquer que seja o valor dez; e por conse-
guinte as equagdes de condigdo de esincidencia serio

(3) .--cecc.ue Aa+Bb=1, A+ BE+C=0.

Para exprimir que arecta & sémente parallela ao plano , basta introduzir
a condiglo de que, se tran<portarmos parallelamente a si mesmo tanto a
recla como o plano até & origem , ahi bao-de concidir. Mas para que esle
transporte tenha logar & necessariv suppor nullos nas equacdes precedentes
@, e C; logo a condigdo de paralielismo reduz-se 4 equacdo

{i‘} CRsas nFaE T EasaE va .ﬁa-{-Bb—-l:ﬂ'.

200. Exprimir que uma recta ¢ perpendicular a um plano.

Se projectarmos a recta sdbre o plano dos xy, o plano projectante
sera_perpendicular ao plano dado e a0 dos ay; os dous dltimos terdo pois
por intersecgio uma perpendicular ao plano projectante, e por conseguinte
& projeccdo da recta sobre o plano dus ay. Logo, quando uma linka for
perpendicular @ um plano, os tragos deste plano e as projeccies da recia
sobre os planos coordenados fardo respectivamente angulos rectos.

Posto isto, servindo-nos das mesmas equagdes do plano e da linha

recta do n.’ p.recedaule, as equagdes dos tragos do plano sdbre osx: e yz,
serdo

3=Az+C, z=By+C

-

o0 e
BRIV AY » s

u:,n
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e as condicdes de perpendicularidade d'estes tragos com as projeccdes da
recta , dardio (P. IL 0.° 220, equacio 6)

BE . iteicvs oo A+a=0, B+b=0.

Estas equacdes determinam duas das constantes do plano, ou da recta que
lhe & perpendicular. As oulras constantes devem ser dadas, ou sujeitas a
outras condigdes.

201. Querendo tirar um plano perpendicular drecta dada, a equa-
¢lo do plano serd pelo n.° precedente,

Se designarmos por e & as coordenadas do ponto onde a recta encontra
o plano xy, uma esphera, cujo centro esteja "neste ponlo, terd por equa-
¢lo (0.° 185)

As equagdes (6) e (7) sao pois as de um circulo cujo plano ¢ perpendi-
cular d recta dada. O raio d’este circulo e a sua posigdo absoluta depen-
dem de r e deC.

Sejom M=0, N=0, as equagles de uma curva. Para que esta
encontre o circulo de que acabdmos de tractar, é necessario que possam
coexistir as quatro equagdes precedentes, Eliminando entre ellas as varia-
veis , y e z, vem uma equagho de condigio r=F (C), na qual re-
pondo por r e C os seus valores tirados de (7) e (6), vem a equaclio

s Vi{e—a)'+(y—6)+2 =F (s+azx + by),

que é a da superflicie gerada pela revolugio da curva dada em volta da
recla.

202. Se pelo contrario quizermos tirar uma recta que seja perpen-
dicular aum plano dado, € que passe por um dado ponto (x', y',2'), teremos

- =
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(0.° tQ*) para delerminal-a as seguintes equagdes

9) .... 2— '+ A(s—2)=0, yﬂry'-i-B{z-—;'):O.

Por meio d'estas duas equacdes ¢ facil achar a distancia do ponta ao pla-
no ; por quasto pondo

L=C— 7+ A2+Be';
dando & equagio do plano a forma
(@) corennnnn s—3=A(r—2)B(y—y)+L;

e eliminando depois as coordenadas 2,y e 5 do pé da perpendicular ,
entre as equagdes (9) e (a): resulta finalmente

Lo . —Ak L =Bl
Fry L L Rt T ey R R Sk oy 4

'
=5 =

A distancia entre o ponto (@', ', £') @ o pé da perpendicular (z, y, z),
ou por oulras palavres, a distancia do ponto ao plano, seré pois (n.° 185)

(+) Se o ponto pertencer a uma recla (2=az+a, y=>bs+€,) serd

_[Aa-e-'l‘lb-—l}:—r—.h-;-lis-u-c

é
Vicas o

Para que a recla seja parallela ao plano , & necessario que & seja constanle, ou

Aa—=DBb—1=0.
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903. Achar a distancia de wm ponto a uma recta. Servindo-nos
das mesmas equagdes da recta do n.° 199, o plano perpendicular , tirado
pelo ponto dado (&, ¥/, ), tem por equagio

(@) covveerenna(z—2)+b(y—y)+5—3=0.

Eliminando z , y e = entre a equaclo (a') e as duas da recla, obteremos
0s seguintes valores das coordenadas do pento de encontro da recta com o
plano perpendicular ,

aM M M

ot oy Sl bt i T
sendo

M —a (#— a) + b (y— B) + 5"

E por conseguinte concluiremos tambem (n.° 185), que a distancia
P entre o3 poutos (=, y's 3')4 (@, Y 2), ou por oulras palavras, que a
distancia P, do ponto & recta, é dada pela equagdo

i l__ 3 I__ &\ o
11):e.0iss. P=(2'=a)'+(2'— €)'+ = TP
20%. Achar o angulo A formado por duas rectas. Como péde acon~
tecer que os rectas dadas, sendo produzidas, se ndo encontrem, deve enlen-

der-se, que se pede o angulo comprehendido entre duas rectas tiradas por
um mesmo ponto parallelamente ds linhas dadas.

Sejam pois as equagdes das parallelas s rectas dadas, tiradas pela origem,

E para que coincida com elle, ¢ mnecessario, além dlsso,que seja ¢ =0, ou
Az+BE+C=0.

PariE;“ consideragio podiam tambem determinar-se as condi¢des pedidas no
n.”199.
46
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(0)eeersuz=03, 2=bz; (V)...... z=az,y=bs;

tractimos de achar A em funccio de a, b, a, b.

Para isso imagine-se primeiro uma esphera, cujo centro coincida com
a origem das coordenadas , e cujo raio seja a unidade. Obteremos as coorde-
vadas do ponlo em que ella corta a recta dada pelas equagdes (b) , substi-

tuindo o3 valores de = e y , tirados das mesmas equacdes, na equaglio da
esphera, que ¢ :

m:+y=+z!=i;

e acha-se (a"+ 5"+ 1) =1, da qual se dedoz z, e depois z e y por
meio das mesmas equagdes (b). Para obter depois as coordenadas s/, o/, e y
do ponto, em que a mesma esphera corta a recta dada pelas equagdes (b'),
basta evidentemente mudar nos valores precedentes a ¢ b em a' e b,

Teremos assim

1 a b
= —_— = B = -
Vitrb+a V14 (1’—|43":| Vit o+ b
1 a' v
.l— I,

= ;]:’: » (~—] .
vy +a*4+- b ; Vl—}- a4-b° y V'H_ a'°+-_b'-’

A distoncia D, entre os pontos determinados por estes dous systemas de
coordenadas , serd dada pela equaglio

D* = (@) (g (' — 5= 2 — 2 (a4 5#),

por ser
a+y'+t=1, 2% Y+ " =1.

Figurando agora no espago o triangulo isosceles, cujos tres lados sio
1,1eD, oangulo pedido A sera opposto ao lado D; e por conse-
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guinte a equagdo (D, n.° 201, P. II.) daré para este angulo
(12) .0 ceevencicsA=1—iD=aa'+ yy'+ 23/

£ 1+ aa'4- b
VIt e+ 80X Vifa +o°

D'esta Gltima equaglo deduz-se , pela relaglio conhecida sen =V"1— cos®,

V(a—a)'+ (b—b) '+ (ab— a'b)* _
Vita 48 x V14 a 40" g

(13)...... s0A=

e facilmente se obteria depois o valor de tang A.

1.° Para deduzir 0s angulos X, Y, Z, que uma recta faz com os eixos dos
@, y e 3, basta substituir nes equades precedentes, em logar de o’ ¢ ¥/,
os seus valores correspondentes a cada um d’estes eixos. Querendo achar ,
por ex.’, o angalo que uma recta faz com o eixo dos z, cuja posiglo &
determinada pelas equacdes =0, y =0, teremos em virtude das equa=

gdes (V) a'=0, V' =0. Introduzindo estes valores na formula (12) do
0.° precedente,, resulla

|

sl =—ouo-——.
Vi_i_an_[_bl

E notando que o systema das equagdes (5) do mesmon.” pode ser substi-
tuido pelo systema equivalente

b 1 a i

y=—ax, z=-a—-z, T==1, E=—1;

L b 1
acham-se pormilu permutacdes , mudando a e bem-;u-;- para =,

a
eaeh em 7 © g paray, os valores de cos X e de cosY.
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Por este modo acharemos que os angulos, que uma recta qualquer no espago
faz com os tres eixos coordenados, sdo delerminados pelas equagdes seguin=
les:

a

03 X = ——————
Virer o

cos Z=

VI—I- a*4 0 '

2.° As equagdes (15) sio tambem os valores dos senos dos angulos
que a recta faz com os planos dos yz, x5 e xy; pois que estes angulos
sio visivelmente complementos de X, Y e Z.

3.° Sommando os quadrados das equagdes (1%), vem a relagio
c0s® X - cos* Y 4 cos*Z=1.

As equagdes (14) e (15) fozem ver, que podemos sempre tirar no espaco
uma recta, que forme com dous dos eixos coordenados, 0s dos x e dos y
por ex.’, angulos arbitrarios X e Y; porém o terceiro Z fica entdo deter-
minado.

4.° Tomemos um comprimento qualquer MN (fig. 33) sdbre uma
recta no espago, que faz os angulos X, Y e Z com os eixos coordena=
dos, e projectemos o mesmo comprimento sobre os z e 03 y.
As projecgdes serdio

BC=MN.cos X, e MN cos Y.

Porém mn, ou MP, é a projecclio de MN sébre o planoay, e por con-
seguinte & mn=MN sen Z. Projectando de noyo mn sbbre os z e 0s ¥
as projeccdes serdo
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BC=mncos 6, e mn sen 0,

sendo 8 o angulo que mn faz com os . Substituindo depois 'nestas equa-
gbes por mn o seu valor precedente, vem

BC=MN senZ cos , e MN senZ sen 6.
Egualando finalmente os dous valores das mesmas projeccdes , resulta
(16) ...... cos X =sen Z cos O, cos Y =sen Z sen 0.

Assim, em vez de determinar a direccio de uma linha no espago por
meio dos tres angulos X, Y, Z, que ¢lla faz com os tres eixos: basta
que seja dado o angulo que ella faz com a sua projecglio sbre o plano
dos zy (que & o complemento do angulo Z); e o angulo § que esta pro-
jecglio faz com o eixo dos X ; e reciprocamente.

Sommando os quadrados das duas equacdes (16), vem
cos* Xt+cos®* Y=sen’ Z=1—cos* Z,

relagio que ji tinhamos obtido 3.°

5.° Sommando os valores dos productos cos X cos X', cos ¥ cos § g
cos Z cos Z', dados pelas formulas, e comparando a somma com a equagio
(12) acha-se a relaclio

(17).... cos A=rcos X cos X'4-cos Y cos Y'+ cos Zeos 7',

por meio da qual se exprime o valor do angulo, que 'fazem duas rectas no
espago , em funcglo do angulo que cada uma d’ellas faz com os tres eixos.

e s i I e
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6.° Se as duas rectas forem perpendiculares, sers cos A=0, e
esta condigdo serd expressa por qualquer das relagdes seguintes

(48) 5 sslisa sinpobeuimiatibaeiial Wamb,

) T c0s X 08 X'+ cos ¥ cos Y4 cos Z cos Z'= 0.
2056. Achar o angulo § de dous planos, dados pelas suas equagdes

3=Az+By+C, z=Az+By+C.

Se da origem abaixarmos perpendiculares sdbre os dous planos, o angulo
feito por estas linhas serd egual ao dos planos. Sendo pois

E=az, y=bz, z=as, y=V¥s,

as equagdes de duas rectas que passam pelaorigem ; para que estas rectas
sejam respeclivamente parallelas aos dous planos, & mecessario que sejam
(0. 200)

A+a=0, B+b=0; A4ad=0, B+¥V=0.
Logo as equagdes das perpendiculares serdo
2+Az=0,y+B:=0, 2+Az:=0,y4+Bs=0;

e o coseno do angulo d'estas rectas, que ¢ o dos dous planos, sers (0.’
204)

1 +AA'4- BB
VIT AL B VIFA™ 1 B

(20) e vovnvsnes co8l=
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1.° Se fizermos tomar ao 2.° plano a situagdo dos yz, a sua equa-
¢lo tornar-se-ha em z=0; ¢ necessario por tanto, que na equagldo (20)
se faca A'=B'=C'=0, a fim de oblermos o angulo V que um plano
faz com o dos @y. Por meio de simples permutagdes, como no n.” 204,
obteremos os angulos T ¢ U, que o mesmo plano faz com os 23, e ys.
Por conseguinte

A

¢0s | = —0 — ——
Vl*{-ﬁ.’-}-ﬂi L]

Destas equagdes deduzem-se as relagdes

(22) cenvvncnannns cos® T4 cos® U4 cos* V=1,
(28) .eveeenn.. cosh==cosT cosT'4 cos Ucos U'+ Veos V.

A dltima da-nos o angulo dos dous planes em funeclio dos angulos que
cada um d’elles faz respectivomente com os tres planos coordenados.

*2." Se os dous planos forem perpendiculares, seri cos § =0, e esta
condiglio seréi expressa por qualquer das duas relagdes seguintes:

T T S 1+ AN+ BB'=0,

(25) so v eevavnan e c08Tcos T'4cos Ucos U4 cos V cos V'=0.
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206. Achar o a.nga;fo n de uma recta ¢ de um plano.

Sejam
z=Ax+By+C, e z=azs+a, y="bs4p,

as equagdes do plano e da recta. O angulo pedido & egual ao que a recta
faz com a sua projeccio sdbre o plano (n.° 119 P.I1.); conseguintemente
se de um ponto da recta abaixarmos uma perpendicular sobre o mesmo
plano, o angulo d’estas duas livhas seri complemento do angulo #.

Tiremos pois pela origem uma recta qualquer x=a's, y=10s;
para que ella sejo perpendicular ao plano, & necessario (n.° 200), que
seja a'=—A, b'=—B. O coseno do angulo que ella forma com a li-
nha dada, sendo egual a sen u, teremos (n.* 204)

1—Aa—Bb
VIta + X VITAT B

(26).0eeiecren.. senn=

D'aqui facilmente se conclue, como no n.° 205, que os angulos que a
recla [orma com os planos coordenados yz, x5, e @y, tem por senos
respectivos

a b i
Vita+b* : V!+a’+b" Vl—]—a'—}—b" -

o que concorda com o que ji vimos (0.° 20%, 5.%).

207. Se a recta for parallela ao plano’, sendo entdo sen n==0,
esta condiglio serd expressa pela relagao
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Transformagdo de coordenadas.

208. Passar de um systema de coordenadas para outro de coordena~
das parallelas ds primeiras com a origem n'um ponto differente (a5 By 1)

Veremos por um raciocinio similhante ao que empregimos no n.’
232, P.II, que deve fazer-se

.:n=-x'-i~ar., y=y'+s, =347

E necessario advertir ainda, que s coordenadas da nova origem a, [3, ¥
devem dar-se os valores e os signaes convenienles & sua posigdo. Por
exemplo, se a origem estiver no plano dos zy, seri y=0; se estiver no
eixo dos = negalivos, « e & serBo nullos, e y serd negalivo.

909. Mudar a direcgiio dos eixos. Imaginem-se (fig. 38) tres no-
yos eixos Aa', Ay', As'; e supponhamos os eixos primitivos rectangulares,
e estes novos eixos com uma direcclio dada arbitrariamente. Tomé-se um
ponto qualquer e tirem-se as suas coordenadas o', y' e 2. Se depois pro-
jectarmos successivamente estas coordenadas sdbre os tres eixos primitivos
dos @, dos y e dos z; cada uma das coordenadas x, y, e = serd, & simi=
Ihanga do que se viu no n.® 233, da P. IL., a somma das tres projecgdes
sobre o eixo respectivo.

Desigoe-se_por (2 #) o angulo «'Ax formado pelo eixo dos o' e
dos z; por (v ') o angulo yAy'; .... etc: teremos

@ =a'cos (z'z)+ y' cos (y'x) +3'cos (z'z)
(Y svovas e o y=a' cos (@y) + y' cos (y'y) + 5 cos (s'y) ,

3=z cos (z's) + y cos (y'z) + ' cos (3s).

Como suppuzemos 0s eixos primilios rectanguleres, os aogulos pre-
47
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cedentes nlo sdo inteiramente arbitrarios, por isso que devem salisfazer
(n.* 20%, 3.°) s relagdes -

cos® (') -+ cos® (2'y)+- cos® (x'z) =1,
(B) «..uvs.. Loos® (') +-cos® (y'y) 4 cos® (i'z) = 1,
cos™ (3'x) 4- cos* (s'y) + cos” (3z) = 1.

Fazendo , para simplificar ,

§ = cos (') cos (y'z) + cos (o y) eos y'y) + cos («'z) cos (53).
T = cos (') cos (s'z) -+ cos (ay) cos (='y) + cos (#'s) cos (5's),

Us= 008 y'x) cos (=) +- cos (y'y) cos (<'y) + cos (y) cos (=)

teremos para exprimir os angulos que os novos eixos fazem entre si (n.°
204, 5.°) as equagdes

(C)eeuniis cos(zly) =S, cos(2's)=T, cos(ys)=".
Se as novas coordenadas forem rectangulares, teremos

| RPN .§=0, T=0, U=0.

As equacdes (A), (B), (C), (D) contém os nove angulos que os eixos

» ¥ &' fazem com os @, y, 5. Se quizermos sémente mudar de um
systema de coordenadas rectangulares para outro de coordenadas de direcclio
o{aliqua, teremos apenas seis angulos arbitrarios , porque as equagdes (B)
determinam tres.
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E se, além disto, quizermos, que o segunde syslema sejo tambem
rectangular, as equacdes (D), que exprimem esta condigdo, deixario uni-
camente tres angulos arbitrarios.

Com effeito o eixo dos 2’ faz com os z, y, = lres angulos, dous dos
quaes sdo arbitrarios, e o terceiro vem a ser determinado pela 1.* das
equacdes (B): o eixo dos ' estaria no mesmo coso se ndo fosse sujeito a
ser perpendicular aos &'; esta condigho porém nlio deixa realmente mais
que uma arbitraria: e como o eixo dos z', perpendicular ao plano z'y/,
vem a ser determinado com os dados antecedenles, sdo por fim somente
tres as quantidades arbitrarias.

Os valores de &/, y, 2/, deduzidos de (A) serviriom pora transfor-
mar um systema de coordenadas obliquas w' outro reclangular. E por meio
das mesmas formulas (A), passando d'este Gltimo systema pora outro obli-
quo, conseguiriamos (ransformar wm systema obliquon’oulro tambem obliquo.

Na resolugio d’este problema suppuzemos que a origem das coorde-
padas se conservou a mesma; se quizermos porém que esta mude tambem,
passaremos , primeiro que tudo, pelo modo indicado mo n.” precedente,
para um systema de eixos parallelos aos primeiros e que passe pela nova
origem.

210. Para passar de um systema rectangular por outro systenia tambem
rectangular , em vez de nos servirmos das formulas precedentes , que para
a resolugio do problema nos conduzem a uma eliminaglio as mais dus vezes
trabalhosa, podemos servir-nos das firmulas seguintes, devidas a Euler ,
por meio das quaes se exprimem immedialameute as nove constanles em
funcgdo de outras tres escolhidas da maneira seguinte :

Tome-se um placo CAy'z’ (fig. 38) com a inclinacdo & sdbre o plano
xAy; e seja AC a intersecclo d’estes planos, e CAz=1{ o angulo, que
AC fazcom Az. No plano CAy' determinado por § e ¢ , tracemos. dous
eixos rectangulares Az', Ay'; e seja CAz’ =¢ o angulo que o primeiro
faz com o lraco AC. Por esle meio os novos eixos vem a ser determina=
dos pelos angulos 0, § e ¢, que, ddo a inclinaglio do plano 2’y sdbre
o plano xy , bem como a direcgio do trago AC, e a de Az’ n'este plano
z'y' assim determinado. O eixo y' f6rma, n'este plano, com Az’ o an~-
gulo2'Ay’ de 90 ; e o eixo ' fica determinado pela condigdo de ser per=
pendicular a este mesmo plano,

Tracta-se pois, a fim de transformar os eixos, de exprimir os nove

angulos (z'z), (yx), .. ...., que entram em (A), em funcglo d'estas
tres constantes §, 4 e o.
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As rectas Az, Az’ e AC formam um triedro, no qual se conhecem
além dos dous angulos planos ¢ e ¢, o angulo diedro§ comprehendido por
elles. Applicando a este caso a formula (3, pag. 317.) da Trigonometria
espherica ; e fazendo

ni(a.;"s)‘ C:B, a-'_-—-.-,l; ’ ﬁ:?,

teremos
cos (a/x) == cos Y ¢os ¢ + sen Y sen ¢ cos 0.

Operando analogamente, a respeito do angulo Ay, sdbre o triedro for-
mado por AC e pelos eixosz ¢ y'; determinaremos cos (yz'), advertindo
que n'este caso os angulos planos sio (y'x), CAy' = 90°+ ¢, CAz={.
Para obter cos (2y) empregaremos o triedroa’ACy , considerando os an-
gulos planos (z'y), CAy =90+, e CAz'=9. Finalmente para cos (y'y),
tomaremos o triedro 4'ACy, e os angulos planos (y'y), CAy = 90° + ¢,
e CAy=90"+ 0.

Em resultado acharemos

©0s (@'y) = — sen  cos ¢ +- cos ¢ sen ¢ cos § ,

cos(yy)=  sen  sen p -+ cos o cos § cos .

Consideremos agora o triedro s'AzC. O eixo As' faz com A€ um angulo
recto (0.° 113, P.1IL), assim como com o plano CAy'; e o angulo formado
pelos planos xy e s'AC ¢ de 90°+ 0, suppondo o plano CAy' situado para
a parte superior do plano zy. Fozendo pois na equagdo (3) de pag. 317

¢=(a1z), C=90"+0, a=190", b=1,
teremos c0s (3'2) = == sen ¢ sen 0.
Do mesmo modo o triedro fACy, pondo ¢ 4+ 90° por ¢, di

€08 (5'y) ==~ cos § sen 0,
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Finalmente,, sendo o angulo zAC tambem recto, e o angulo diedro
sACz'=90°— 0, teremos no triedro sACz'

cos (2's) =sen 7 sen b,
d’onde cos (y'z) =rcos psent ;

e c0s (3/3) == cos 0.

Temos assim determinado em funcgdo de 6, ¢ e § os nove coefficientes
de (A), os quaes substituidos nas mesmas formulas dao

x == z' (cos § sen @ sen Y - cos ¢ cos §)
+ y'(cos ( cos p sen § — sen o cos )

43 senfsend;

(W) v vnvonenid y = &' (cos § sen @ cos § — cos ¢ sen )
+ ' (cos 6 cos  cos § -+ sen g sen §)
+2' sen G cos;

3= ' sen 0 sen ¢ — y' sen}f cos ¢ 4 27 cos 0.

As equagdes de condigdo (B) e (D) slo tambem satisfeitas pelos valores
precedentes, como facilmente se pode verificar.

Coordenadas polares no espago.

211. A posiclo de um ponto no espago ficars tambem determi-
nada, como no n.° 237 da P.II., quando se conhecer o seu raio vector
ou a sua distancia a um ponto fixo, e os angulos que esta recta férma
eom os eixos coordenados,
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Sejam X, Y e Z esles angulos , e sejap o raio vector, ou a distan-
cia da origem das coordenadas ao: ponto (x, y, z) que se quer determi-
nar. Teremos (pag. 345 (v))

(F) 250 v « x=pcoX, y=pcosY, z=pcosZ,

formulas por meio das quaes se pode passar de um systema rectangular
para oulro polar , ou vice versa, advertindo que os angulos X, Y, Z, estdo
ligados pela relaglio ja obtida, n.° 20% (15)

cos* X +cos®* Y+ cos* Z—=1.

Em vez dos angulos X, YeZ emprega-se muitas vezes, como j4 dissemos
oo n.° 231, o angulo formado pelo raio vector com a sua projecgdo no
plano dos ay ; e o angulo 0, que esta projeccdo foz com o eixo positivo
dos x. Para esla transformagio podemos servir-nos das férmulas (16) do
n.° 20% advertindo que o angulo Z, que entra n'ellas se deve mudar em
90°— ¢ Assim, sendo

cosX=cosycos, cosY—cospsen, cosZ—=seng,
teremos , substiluindo em (F),

(G).+... z=pcospcosl, y==pcospsend, z=pgseng.
Das intersecgbes planas.

212. Quando da interseeciio de duas superficies resulta uma curvo
plana , € mais commodo , para achar as suas propriedades , referil-a a co-
ordenadas tomadas no plano DOC (fig. 39) da curva, o qual & determi-
nado pelo angulo § que forma com o plano ay, e pelo angulo § que a
interseccio OC d'estes planos faz com Oz. Tomemos esta linha OC para
eixo dos &' ; e para eixo des 1/ a perpendicular OA., abaixada sdbre OC,
no plano secante DOC.
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Como a questdo se reduz a obter em Z e y' a equagdo da curva, re-
resultante da intersecclo das superficies; & claro que, feita a Lransforma-
¢do (A) para relerir uma d'estas superficies aos eixos Z, y, 5, bastaré
depois lazer =0, e ter-se-ha a sua intersecgio com 0 plano z'Oy. Po-
rém, 'n-este caso tdo simples, serh melhor fazer 2 = 0 nas equagdes
(A), e procurar directamente os valores de cos (2'z) , cos (y'@)......

Assim no triedro AOCB, em que sio conbecidos os angulos planos
a=1{, b=90° e o angulo diedro C=) comprehendido por estes lados:

temos
cos (y'z) =sen  cos§, cos (yy) = — cos ¢ cos 8.

Além disto
(2'x) =1, (@y) = 90°— ¢ , (2's)==90."

Finalmente o plano «/Oy', que suppomos estar para a parte de cima do
plano dos zy , faz com O3 o angulo (y'z) = 90°— 0. .Dio pois as equa-

¢oes (A)
z=2a'cosy+y'sendcosh,
(H) oo covevinans y=x'seny —y'cosycosh,

s=y sen".

Obteriamos estes mesmos resultados servindo-nos das equacdes do n.” 210.
213. Appliquemos as equagdes (H) ao cone obliquo de base circular.
O plano sAz (fig. 36) perpendicular a0 plano secante AB, e que passa
pelo eixo SC, serd o dos (x3): a secglo AB d'estes dous planos, ou o
eizo da curva , corta esta no vertice A, que tomaremos para origem das
coordenadas : o plano xAy, parallelo & base circulor do cone, serd o dos
xy; e da sua intersecclio com o céne resultard um circulo AE, de raio 7,
que poderemos considerar como a curva directriz (n.° 194). Por esta for-
ma, tendo o cone por coordenadas do vertice (a, 0, ¢), o eixo no plano
zz, e a base no plano xy, a sua equagdo serd, como 0o n.’ citado,

* (2*+ y*) +2¢ (r—a)zz + afa— ar) s*+ sacrs — sc're =0.
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E como o plano AB perpendicular aos @z corta o plano ay pelo eixo Ay,
deveremos por ¢==90" nas equagdes (H); d’onde resultara

cosd, y=a, s=ua'seud

2) cenenennne- W lc Cost 04 RE(F—~—u senﬁcnsﬁ-}- a*—zar) sen®l
y ) ]

+ ¢*2"+ zery’ (asen 6 — c cos 8) = 0.

Tal é a equaglo da curva, que péde representar todas as seccdes do cone
obliquo' (excepto as parallelas & base) fazendo variar a, ¢, re 0; os 2
-~ : stio contados s0bre Ay, os y sdbre AB. A discussio d’esta equagdo ndio
' involve difficuldades (n.° 309, P, 11), e acham-se cm resultado curvas da
mesma especie das secgdes do céne recto.
Querendo que a sec¢lio seja um circulo, é necessario tornar eguaes,
os coefficientes 3& z* e y* (n.° 304, P.1L,); logo

/( /2 (¢*+ 2ar — a”) tang™ @ =M.r —a) tang 0.

Tomando a primeira raiz tang 0 =0, recoiremos na equacio da base
AE do cone,
Querendo interpretar o outro. valor de tang 6, temos

. SD . ¢-—alang i
/s =————— 8 B= o e i
F tang SAD R e tang SAB=tan (SAD— ) a - ¢ lang v J

i Substituindo por tang§ a segunda raiz, vem, feitas as reduccdes,

7148 o'+ a’ 8200 pom i
fa tang SAB = Y T e =',£r ST o e!

]
ey

ou tang SAB = — tang SED = tang SEA. ' K
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"or lanto ainda 'neste caso a secgdo serd wm circulo, quando os angulos
SAB', SEA, formados com as generalrizes oppostas, forem eguaes.

O plano secante yAB comparado com o circulo AE da base, € ao
que se chama secedo subcontraria.

Para obler as secgdes planas do céne recto , basta fozer a==r na
equaglo (2), do que resulta

(3) .. y*(c" cos® 0 — r*sen® 6) 4 ¢*2"4 2ery (rsenl——ccosd)=0;

equagdio que se re.t_lu: & do n.° 258, P. IL
Finalmente vé-se na equacdo (3), que da egualdade dos dous facto-
res de y/* e ='* ndio péde resullar mais do que um velor para 0, sen6=0;
e com effeito, 'neste caso , a secclo subcontraria coincide com a base.
21%. O cylindro obliquo de base circular, situada como a docéne de

que acabimos de tractar, e cujo eixo se acha tambem no plano dos xz,
tem por equa¢lo (n.° 93)

AN & et ved ¥+ (2 —az)* =2r (2 —az).

Introduzindo nella os valores (1), o que equival a suppor o plano secante
perpendicular aos @z, vem

(8) 4.y (cos® 0 + a” sen® O —2a sen § ¢os b) -+2*=2ry’ (cos § —asen b).

A secgdo é uma ellipse, que se reduz ao circulo : ou quando sen 0 ==0,
o que di a base do cylindro ; ou quando (a*—1)tang =24 , ou (equaglo
L. n.° 205, P. IL)

tang § = — tang 2« ,

sendo « o angulo que o eixo do cylindro foz com eixo dos = Logo este
2. valor de 9 é o supplemento de 2a.
. i8
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Superficies da sequnda ordem.

215. A equaglo mais geral do2.° grio entre tres variaveis tem a
férma

(1)e+ oo az®+ by’ e 2day + exs 4 fys + go + hy + iz =k,

e as superficies que representa, chamemese de sequnda ordem em virtude
do grdo da equaglio. Para discutir esta, isto ¢, para delerminar a na-
tureza e posicdo das superficies que representa, convem simplifical-a
transformando as coordenadas, de modo que desapparegam os lermos em
@y, @z e ys. Para isso, passaremos primeiro dos eixos primitivos ,
que sempre podemos suppor rectangulares, para outros obliquos por meio
das formulas(A) da pag. 369, sujeilando depois os nove angulos que nellas
entram 4s tres condigdes (B), donde resultardio por im seis arbitrarias,
de que podemos dispor & vonlade. Se egualarmos a zero os termos em que
entram &'y, @'z’ e y's', reduziremos as seis arbitrarias a tres. E se qui=
zermos além disso que a direcglo dos novos eixos seja lambem rectangu-
lar, condiglio que é expressa pelas tres relagdes (D), ficars o problema
determinado, por que eslas relagdes delerminardo s tres arbitrarias que
nos resltavam.

Este calculo simplifica-se pelo prm‘:esso seguinte. Sejam 2=usz, y=37,
a8 equacdes do eixo dos «'. Fazendo, por abbreviar,

1

l e b - —— ———— —
Vita'te

nci:aremns (pag. 364)
cos (w/z)=1a, cos(a'y)=16, cos(a'z)==1:

¢ fazendo hypotheses analogas para as equagdes 2 = o'z, y=€'s, do eizo

TP

1
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dos y', e para a do eixo dos z': vird

cos (y'z)=Tlu!, cos(yy)=18, ecos(yz)=1I;
cos (z'z) =1"a", cos(s'y)=1"¢", cos(s's)=1".

As equacdes (A), por meio das quaes se {az a transformagdo, tornam-se em

& = lax’4 Valy'+ a3/,
4 P y =164 16y + 16",
=12 Uy + 1.

Assim os nove angulos do problema s3o substituides pelas seis incognitas
w,d, o, €, 6, 6", por isso que as equagdes (B) se reduzem por este
modo a uma identidade.

Substitoamos pois estes valores de =, y e = na equagdo geral do2.°
grio, e egualemos a zero os coefficientes de z'y', 2’2" e 22, Vird

(0x +d6+e)a+ (da+bE+[)6 4 cat-fE+c=0....2Y,
(8)...< (az + d€+¢)a’ + (da+ &+ [) 6"+ eatf6+c=0.... 23,
(a2 + d€"+e) o + (da"+ 16"+ ) € +ea"+[E"+ ¢=0.. .. y'z,

Em consequencia da symetria do célculo qualquer d’estas equagdes se péde
obter sem ser necessario fazer as substituigdes por inteiro. E achada uma,
podem deduzir-se della as outras duas por simples permutacdes.
Eliminando a' ¢ £ entre a 1." ¢ as equagdes =o'z, y=2§'s, do
eixo dos y/, resulta a seguinte equaglo , que ¢é a de um plano, '

.
(8) s oo (@@ +d6 + €)@ 4= (da + 16 + ) y + (ea + 6 +¢) 3=0,

LY
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Ora a 1.* das equagdes (3) é a condigho do desvanecimento do termo
com 'y ; e por isso, em quanto attendermos s6 a esta condiglio, podemos
dar a «, @', 6, 6', os valores que quizermos, com tanto que satisfacam
& quella equaglio. Assim a equagdio (%), que della resultou pela substituiglio
das expressdes dea' e €' tiradas das equagdes do eixo dosy’, involve ainda
a mesma condiclio; e por conseguinte, se lragarmos o eixo dos y' no
plano determinado pela mesma equagdo (¥), nlo entrard na equagdo th) .
depois de transformada , o termo em z'y'.

Pelo mesmo theor, eliminando «" e £" da 2.* equagldo por meio das
equagdes x = ''z, y—a'z, do eixo dos 3', determinaremos um plano tal,
que se tomarmos para eixo dos z' qualquer recta nelle tragaldo, apparecerd
a transformada sem o termo em #/z’. Allenta porém a forma das duas 1.*
equacdes , vé-se logo que este segundo plano é o mesmo que o primeiro;
e por consegninte,, se tracarmos nelle os eixos dos z' e dos ¢ como qui-
zermos , o plano résultante serd o dos Y7, e atransformada nlo terd ter-
mos em 2’y nem em z'z’. Como a direcclio d'estes eixos no plano & arbi-
triria , podemos conseguir este fim com vma infinidade de systemas. Em
todos os casos porém, resultando na transformada um valor de ' da (érma

§!ous — 1 (g4 hE + 1) e . v
x _I(q“a+5€‘+c+.2d¢3+2m+2f6] —-.r':'.'fs )

o valor

238 —:lga+ 13 +1i)
I (aa™+ bp™+ ¢ + 2da + 2ex -+ 2fB)

& 'evidentemente a equagdo de um plano, o qual corta todas as porallelas ao
eixo dos x em duas partes eguaes, e que se chama por isso diametral.

Dando-lhe a forma seguinte
(8 + 43+ ¢)laz'+ (da + B + )R+ (exH1340) la' 4+  (ga -3 +i)=0;

g
e substituindo n'esta expressdo por lz2’, I3a', 12, os seus valores tirados

P —
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das equacdes (2), vem

0= (ae+ d3 + ¢) @ + (da+ b3 + Ny + (ea + [3+ )5 + 3 (92 H I8 + 1)

— 1y [(az + dB + ¢) &'+ (da +-3 +[) B+ e2 + [ + €]

—1's'{aa + d6 + o) @+ (da+- B3 + [) B eat- 3 + o5

ou, em virtude das duas primeiras equagdes (3),

(8) - - 0= (ae + d3+¢) @+ (da+3+() y+- (eatf3+c)5 + 3 (gu+h3+i).

Debaixo d'esta nova f6rma, vé-se facilmente n.° 198, que o plano diame-
tral & parallelo ao plano representado pela equagio (4), isto &, a0 plano
dos (yz) que faz desopparecer em (1) os termos em zy e xz. (4).

Finalmente,, se quizermos ainda que desappareca, o termo em y's/,
6 necessario determinar « e B' por meio da 3." das equacdes (2); por
onde se ¢ que ha uma infinidade d’eixos obliquos por meio dos quaes po-
dem ser satisfeitas as condigdes pedidas.

216. Quarendo porém que os @', y' e 3!, sejam rectangulares, de-
veri o eixo dos x' ser perpendicular ao plano dos y'z!, cuja equagdo ja
achamos ; ora sendo 2 = a3, y= 33, as equagdes do eixo dos «', a con-
digdo de perpendicularidade a0 plano (¥) serd expressa (n.” 200) pelas
equagdes

(6) evse. b AEE S aa+d3 Fe=(ca+f3+¢)a,

(7) ccvonaninans Bt b3 4 f=(ea+ B+ ¢) -

(s) Veja-se Anal. appl., de Leroy, (2. edit.) n.° 105; e Compl. de G eomel.
descript. de Sousa Pinto, n.° 39.
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Eliminando « , entre estas equagdes acharemos (+)

(8).. [(a ~b) fe+ ("—¢) d]p?
+[(a=) (e 3 ot {ﬂd‘;-*f‘—-«"} e+ (20 —a — b) fd] 3*
+[(e—a) ¢ —b)d+ (26" = f'— &) d 4 (Rb—a — c) /o]
+(e—0) fi + (*— &*) e=0. |

Esta equacio do 3.° gréo da para B a0 menos uma raiz real ; a ejuaglio
(7) da depois outra para «.

(+) A equagio (7), e a divisio de (6) por (7), dio

“__.rel+r=_be—r o -+ dg +¢

d—e6. ' de+0+f

.
s *

das quaes se Lira

fe*ree—be—f afe’+ac—abb—af +d’C +-de —deg’—e%¢
de — e8* af6*+ cdf —be6* —efe 4

on
0 =€ (df* — bef -+ aef — de*)

+ € (edf — }f= + edf — boe—bif +b*e—afd + d%¢ + Y WOR TN )

+ € (68 — cef — bed + bef — df*+bef — acd + abd — A1+ der— aef + de*)
+ 6 (— cdf + of*+ adf — d%).

Dividindo esta Giltima equacio por €, e reduzindo, vem facilmentle & equacgio
do testo. ’
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D'este modo fica o eixo dos @’ delerminado de maneira que vem a
ser perpendicular a0 plano z'y'; e se desembaraca a equagio dos termos
em 2’z e a'yf. Resta tragar n'este plano y's' eixos reclangulares Laes, que
fagam desapparecer o termoy's'; ¢ porém evidente que se pode determinar
do mesmo modo um plano dos 2'z", ao qual seja perpendicular o eixo dos yr
e que faga desapparecer os termos em que ealram z'y' e z'y. Mas como
as condigdes pelas quaes se exprime que o eixo dos i & perpendicular a
este plano, sdo expressas tambem pelos equagdes (6) e (7), deverd a
mesma equaclo (8) do 3.° grio dar oulra raiz @', que satisfaca a estas
condicdes. O mesmo succede com o eixo dos 2’

Logo as tres raizes da equagio (8) sio reaes, e sio os valores de’
B, B, B Os valores a, a', ", vem depois o deduzir-se das equagdes (7).
Conseguintemente : em geral ha sempre um sysiema unico d'eizos re-
ctangulares , que desembaraga a equagdo (1) dos termos oy, &'s', yat; e
este systema delermina-se pelo processo de cileulo que acabdmos de expor.
A este systema da-se o nome de FEizos principaes de figura.

" 917. Analysemos os casos particulares que podem appresentar-se
na resolugio da equacdo (8).

1.° Se a equagdo ndo Liver o 1.° termo, isto &, se for
(a—1D) fe+(*—¢") d=0:

sabemos que n'esse coso uma das raizes B 4 infinita, bem como «, como
se vé da equagho (7) que se reduz a ea - f3 == 0. Os angulos correspon=
dentes sdo rectos; um dos eixos , o dos &' por ex.’, acha-se no plano ay,
¢ obtem-se a sua equagdo eliminondo = e @ por meio das equagdes
@=23, y= 23, donde resulta ex -t fy=0. As direccdes dos y' e =" vem
a ser dados pela equagio em B, reduzida ao 2.% grée.

2° Se, além do 1.° coefficiente , tambem o 2.° for nullo: tirande
o valor de b da primeire d’estassduas equacdes de condichio, e substituin=
do-0 na segunda , esta se reduzird a0 ullimo termo da equagdo (8)

(a —c¢) fd+(f*—d*)e=0.

E como o coefficiente de 3 na equagdo (8) se deduz do de 8% mudando
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bemc, e deme, e © mesmo aconlece a respeito do 1.° e ultimo termo
da mesma equaclo: segue-se que n’esle caso a equaglio (8) é uma iden-
tidade. Os systemas d’eixos que desembaracam a equaclo dos termos em
z'y y e 5’ sdo entdo em numero iofinito.

Eliminando as quantidades @ e & das equacdes (6) e (7) por meio
das duas equacdes de condiglo, acha-se que ellas s3o o producto de fa—d,

e de fa —e@ pelo factor commum eda -+ fd3 -+ fe. Estes factores sio por
taoto nullos ; e eliminando = & 3 acha-se

fx=ds, ey=dsz, edz + fily + fez = 0.

As duss 1.* s30 as equages d'um dos eixos; a 3. ¢ a de um plano que
Ihe fica perpendicular , e no qual esldo tragados o0s outros dous eixos com
direcdes arbitrarias. Da intersecclo d’este plano com a superficie resulta
uma curva, na qual todos os eixos rectangulares sdo principaes, e que
por conseguinte ¢ um circulo, unica das carvas do 2.° grio que goza
d'esta propriedade. Nesse caso a superficie & de revolugdo em volta do
eixo, caja equacdo acabimos de achar; e como facilmente se reconhece
transportando a origem @0 centro do circulo. (V. Annales de Math. , t. 1)

218. A equaglo(1), desembaracada dos tres productos, toma a férma
o I ks* - my*+ na’+ gz + gy + ¢"s =h.

Se nenhum dos coefficientes %, m e n for nullo, péde esta equaclio ficar
ainda desembaracada dos termos da 1.* dimensio, pelo processo do n.°
208, que equival a uma mudanga de origem das coordenadas e tomar
forma ainda mais simples

QA
Se um d'estes coefficientes for nullo, n por exemplo, podemos desemba-
ragar, pelo mesmo processo, a equagdo (9) do termo constante h e das 1.*
potencias de,y e s ; ficando assim a equaglio reduzida & f6rma

(1!) e e g gam e .....-_k:=+My1=ﬁ.r.
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Finalmente se dous dos mesmos coefficientes forem nullos, m € n por ex.’,
a equaglio (9) poders reduzir-se & férma

(18) ocvperss asisionsss ka*+ py + gz=h.

Mas se n'este caso, ainda p e ¢ forem nullos, a equaglio (12) serd eviden-
temente um caso particular da equagdo (10); e se o ndo forem, serd um
caso porticular da equago (11). Com effeito fazendo z=0, a equaglio
(12), torna-se em

py+gr=Ah;

por conseguinte a intersecgio da superficie com o plano dos zy ¢ uma re=
cta. Se tomarmos esta linha para eixo dos y, a equaclo ndo solrerd alte-
raglio no termo ks*; mas serd forgoso que os termos restantes —py—ga-+-h
se reduzam a K, porque a bypothese s =0 deve dor z=0. A equacdo
da superficie reduzir-se-ba entlo & férma kz*=k'z, que é evidentemente
um caso particular de (11),

Podemos pois concluir que todas as superficies da 2." ordem sdo in-
cluidas nas duas equagdes.

(10) cevuus v ve o hn ks*4 my*+4 nx*="h,

(11) covecacnsnssn o oo kz*4 my* = ho.

Se pela origem das coordenadas conduzirmos uma recta qualquer
z=as, y=4a's,

o combinarmos a sua equaglo corz (10), ver-se-ha que os pontos em que
a recta encontra a superficie tem as suas coordenedas respectivamente eguaes
e de signaes contrarios : donde se conclue, que aorigem das mesmas coor-
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denadas divide so meio todas as cordas tirados por este ponto; ou, por
outras palavras, que esta origem ¢ o centro das superficies representadas
pela equagio (10).

Procedendo do mesmo modo com a equacio [11), vé-se que os va-
lores de z ndo saem eguaes, em virtude do termo em que entra a va-
riavel no 1.° grio; e que por conseguinle as superficies representadas por
esta equagdo sdo destituidas de centro.

Assim podemos dividir as superficies de 2." ordem em dous generos :
1.°  Superficies dotadas de centro, comprehendidas na equaglo (10);

2.° Superficies destitvidas de centro, comprehendidas na equa-
glo (11).

Além disto cumpre notar, que a equagdo (10) mostra, pelo que se
disse no n.’ 215, que os tres planos coordenados das superficies, que repre-
senla, sdo diametraes. O plano diametral que é perpendicular 4s cordas
diz-se plano diametral principal , ou simplesmente plano pringipal. Tres
planos diametraes dizem-se conjugados, quando as coordenadas, que cada
um divide ao meio, slo parallelas & interseeclio commum dos outros dous
planos. Em quanto & equacha(11), v8-se, que s6 os planos dos yr e 2z sdo
diometraes. Estes dous planos chamam-se tambem conjugados, porque as
cordas , que cada um delles corta a0 meio, sdo parallelas ao outro.

Posto isto, passemos a discutir especislmente cada uma das equagdes
(10) e (11). -

1.’ GENERO.

SUPERFICIES COM CENTRO.

219, Se na equaclio (10) suppuzermos n sempre positivo, as combi-
nacdes de signaes que admiltem os outros tres coefficientes k, m e A po-
dem reduzir-se &s tres seguinles, que dio origem a lres especies de su-
perficies dotadas do centro:

kx4 my* 4 ne*=h...... ELriPsOIDE.
—kz*+mwy' 4 nz* =h.. ., .. HYPERBOLOIDE DE UM SO RAMO.

~kz*4- my*4- n@*= —h . ... HYPERBOLOIDE DE DOUS RAMOS.
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Nto figurdmos os cosos em que m & megativo, por isso que se redu-
zirism aos dous llimos de cima por uma simples inversdo nos eixos.

990, ELLIPSOIDE, Consideremos em 1.° logar a equaglo,
(@) savvanmreranasns ka4 my*+4nx® =h.

Como suppomos k, m e n_positivos, tambem_h o serd ; alids a equagdo
seria absurda e nada representaria.

Se h for nullo, a equacdo partir-se=ha nas Lres z==0, y=0, =0,
e a superficie reduzir-se-ha a um ponto.

Sendo h positive, que € proprismente o caso, de que nos occupdmos,
¢ fazendo separadamente x, y ou z nullos, ver-se-hia, que das inlersecqdes
dos tres plaves coordenados com a superficie resultam ellipses.

Da secgiio. feita por qualquer plano, parallelo acs coordenados, resul-
tam tambem ellipses, como se veria facilmenle , suppondo separadamente
cada uma das coordenadas egual a uma constante.

O mesmo setia facil demonstrar a respeito de qualquer seeglo plana
(0.° 212)
E por tudo isto que se deu a esla superlicie o nome de Ellipsoide.

Os comprimentos A, B, C dos tres eizos principaes, obtem-se bus-
cando o8 secqoes da superficie pelos eixos dos x, y e 3, que ddo

kC*=h, mB*=h, nA*=#h.

Eliminando k, m e n da equagdo (a), vem

- 2

{13] S E—; =k !{; 1 %: 1, ov A*B*4 AC* + B2C*2* = A*B*C?,

a qual é a equaglo do ellipsoide referido ao ceniro ¢ aos seus Ires et 0§
principacs. Esla superficic pode imaginar-se gerada por uma ellipse tra-
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¢ada no plano zy , a qual se move parsllelamente a si mesma, e de ma-
neira que os seus dous eixos vdo variando de grandeza, sendo a curva
obrigada ainda a correr ao longo de outra ellipse tragada no plano xs.

Se duss das quantidades A, B, C, forem eguaes, o ellipsoide serh de
revolugdo. E se for A=B==C a superficie tornar-se-ha n'uma esphera.

221. HYPERBOLOIDE DE UM SO RAMO. Consideremos em
2.% logar a equagdo

) R o e — kz*4 my*4 na®* =h.

Se h=0, a equaclo resultante ¢ a de cdne, que serd a respeilo do
hyperboloide, o mesmo que sio assymplotas relativamente & hyperbole.
(0.”276, P.1L.)

Se h niio for nullo, fazendo separadamente x e y nullo, reconhece-se

que das intersecgdes dos planos dos ys e xzcom a superficie rasultom hy-
perboles, nas quaes o eixo dos z & o 2. eixo.

Suppondo =z egual a uma constante, vé-se que as secdes parallelas
ao plano dos zy sdo ellipses reaes similhantes, cujas dimensdes augmen-
tam com o valor numerico da constante.

E por isso se deu a esta superficie o nome de Hyperbolmdc de um
8¢ ramo,

Os comprimentos A, B, C /—1 dos tres eixos principaes obtem-se
como no n.° precedente, e a equaglo do hyperboloide relerido ao centro
e 30s seus (res eixos principaes terd a mesma [6rma que a equagio (13),
unicamente com a mudan¢a de C* em — C*

922 HYPERBOLOIDE DE DOUS RAMOS. Consideremos em
3.% e tltimo logar a equaglo

(€) socrsansnesnss — kz* 4+ my*+ nz*= — h.

Se h=0, a equaglo resultante seri tambem a de um cine assymplotico
d’esle hjperbolmde de 2.* especie.

Quando h ndo & nullo, reconhece-se como no caso precedente, que
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das intersecdes dos planos dos yz e dos 2z com a superficie resultam hy-
perboles nas quaes o eixo dos z ¢ 0 primeiro €ixo.

Suppondo = egual a uma constante o s==ck1, a equagdo (¢) lorna-se

m ., n k
— — =1
- rE AL h

e mostra que as secgdes parallelas aos xy sio ellipses similhantes, que
crescem indefinidamente com a grandeza absoluta de I'; porém que se lornam

imaginarias quando I* < % Donde resulta que este hyperboloide tem dous

ramos nlo contiguos , indefinidos cada um no seu sentido , porém separa-
dos por um iotervallo em que ndio ha superficie. E por isso se lhe deu
o nome de Hyperboloide de dous ramos..

Os comprimentos A, D V—1, CV.—1 dos tres eixos principaes
delerminam-se como nos n.”" precedentes, e a equagdo do hyperboloide
de dous ramos, referida ao cenlro e gos seus tres diamelros, terd a mesma
forma da equagho (13), so com a mudanga de B* e C* em — B* e —C°

223, As equacdes (a) , (b), (), que dcabdmos de discutir, podem
offerecer ainda. ontras variedades de superficies, suppoudo pullos um oo
alguns dos coefficientes k, m, n, h. Representardo eylindros de base elli-
ptica ou_hyperbolica , quando forem da f6rma

Bymp=h, o ke*—my'=h;

e um systema de dous planos que se corlam, OU que slo parallelos,
quando se reduzirem a

kz*—my'=0, ou kz*=h.

Como estes casos ndo exigem discusslio especial,, contentar -nos-hemos com
indical-os.
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2. GENERO.
SUPERFICIES SEM CENTRO.

225 Se naequagdo (11) fizermos com que he seja sempre positivo,
conservando-se no 2.” membro, ndo poderdo ser negalivos ambos os ter-
mos do 1., porque a equagdo seria entlo absurda. Assim esta apenas
admitie os duas combinagdes seguintes de signaes, que ddo origem a duas
especies de superficies destituidas de centro:

k4 my'=hz..... . Paraporoipe ELLIPTICO.
~— k34 my*=hax........ PARABOLOIDE HYPERBOLICO.

Se em logar de, k suppuzessemos  negativo, tirariamos as mesmas con-
sequencias , considerando inverlido o eixo dos z no dos y.

225. PARABOLOIDE ELLIPTICO, Consideremos primeiro a
superficie comprehendida na equagdo

(d) - cioviaeesisuone suweeba’d-my® = ha,

Fazendo separadamente z e y eguaes a zero, ver-se-ha que as secgdes
feitas pelos planos ay e sz sdo parabolas, Se egualarmos estas mesmas
coordenadas a quantidades constantes , concluir-se-ha que das seecdes pa-
rallelas dquelles planos resultam tambem parabolas.

Fazendo z =0, vé-se que a secglo [eita pelo plano 3z determina a
origem das coordenadas, porque a equagdo (d) parle-se entdo nas duas
s=0, y=0. Fazendo  egual a uma constante, v8-se que as seccDes
parallelas a este ultimo plono sio ellipses.

E por isto que 4 superficie representada pela equaclio (d) se deu o
nome de Paraboloide elliptico.

Como x negativo da resultados imaginarios , segue-se que a super-
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ficie fica toda do lado dos a positivos. Se m for zero, e a equaclo se re-
duzir &

kz*=hx ’

que, segundo vimos (n.” 218), & uma transformagdo da equagio (11); tere-
mos entdo uma superficie cylindrica de base parobolica.

Os mais casos particulares que offerece a equacdo (d) comprehen-
dem-se n'outios ji discotidos.

996. PARABOLOIDE HYPEREOLICO. Discutindo pelo mesmo

theor a equaclo
(€)eecocencioens v eees — k3’4 my'=hax,

vé-se: que a secgho feita pelo plano yz & uma parabola que fica para o
lado dos = positivos: a do plano 2z é uma perabola que fica para o lado
dos a negativos: e a secglo do plano yz representa duas reclas.

Todas as secgdes parallelas ao planoay sio parabolas eguaes & prin=
cipal , mas collocadas sucessivamente em differentes posigdes. O mesmo
diremos das seccdes parallelas ao plano zz. Finalmente as secties paralle-
las ao plano zy produzem hyperboles.

Por isso a estas superficies se deu o nome de Paraboloide hyperbo-
lieo.

227. Quando nos dous casos precedentes é h==0, a equacio tem
a forma a*s*==b*=0, conforme os signaes de k e m. N'um dos casos
é z=0, y=0, e a superficie reduz-se a0 eixo dos 2. No outro, a equacdo,
4 qual se pode dar a forma (az -+ by) (az — by) =0, indica que pode-
mos tornar nullo qualquer dos dous factores; e a superficie reduz-se a um
systema de dous planos que se interceptom segundo o eixo dos z.







