
NOTAS. 

Nota 1.' (pag. 5). 

! M u l t i p l i c a n d o os dous t e r m o s do s e g u n d o m e m b r o de (c) por 1 . 2 . 3 . . . (m—p), 
e d e s i g n a n d o a d i f f e r e n ç a m — p por n: este s e g u n d o m e m b r o se to rna rá na ex -
pressão equ iva l en t e 

1 . 2 . 3 . . . m 

1 . 2 . 3 . . £ > X 1 . 2 . 3 . . . n ( C ) 

a q u a l vamos m o s t r a r , a priori, q u e é . i n t e i r a . P a r a isso ba s t a r á p r o v a r , como 
faz Mr- C i rodde , q u e no n u m e r a d o r de (C) se e n c o n t r a m todos os fac tores p r i -
m o s , em q u e o d e n o m i n a d o r se p ô d e d e c o m p o r , e levados a uma potencia pe lo 
m e n o s e g u a l , á q u e l l a a q u e se a c h a m e levados no m e s m o d e n o m i n a d o r . 

Se ja a um numero primo não maior q u e m; d i v i d a - s e m por a ; e c h a m e - s e 
m! o i n t e i ro do q u o c i e n t e , s endo ass im m'a e g u a l , q u a n d o m u i t o , a m. Todos os 
mú l t ip los a, 2a, 3a, . . . m'a, de a, se e n c o n t r a r ã o e n t r e os fac to res de 1 . 2 . 3 . . .m; 

e po r consegu in te será este p r o d u c t o d iv i s íve l por a. 2a. 3a. .. mia= 1 . 2 . 3 . .m'a * 
O n d e se v è , q u e a po tenc ia m a i s al ta de a , q u e d i v i d e 1 . 2 . 3 . . m , 6 o p r o d u -
cto de a m pela po tenc ia m a i s alta de a , q u e d iv ide o p roduc to 1 . 2 . 3 . . . m'i 

D e s i g n a n d o por m'1 o in t e i ro do q u o c i e n t e de a d iv id ido por m', v e r - s e -ha 
do m e s m o m o d o , q u e a potencia mais a l ia de a , q u e d i v i d e 1 . 2 . 3 . . . m ' , é o 

p r o d u c t o de a m pe la po tenc ia ma i s a l ia , q u e d iv ide 1 . 2 . 3 .m'1. 
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Designando por m'1' o in te i ro do quoc i en t e de a d iv id ido por m " , a po t en -
cia mais alta de a q u e d iv ide 1 . 2 . 3 . ..m", será s imi lhan te raen te o p roduc to 

de o '" pela potencia m a i s al ta de a , q u e d iv ide 1 . 2 . 3 . . . m1". E ass im por 
d i an te . 

M a s , por este t heo r , havemos de chega r por f im a um quoc ien t e < a . Sup-
pondo , pa ra fixar a s idèas , q u e este quoc ien te é m " , o p roduc to 1 . 2 . 3 . m r ' 
já não conterá o divisor a am n u m e r o in te i ro de v e z e s ; e por consegu in te a 

po tenc ia m a i s alta d e a , q u e d iv ide 1 . 2 . 3 . . . m , será a m _ t " n , ' + O T ' -+- '»" ' . 
Posto isto, e dando , r e spec t ivamente , a p', p", p111, . . . r e l a t i v a m e n t e a p, 

e a » ' , n ' ' , n " \ . . . r e l a t ivamente a n, as mesmas s ignif icações q u e demos a m', 
»»'', m ' ' ' , . . . r e l a t ivamen te a m: t e r e m o s , q u e as potencias mais altas de a q u e 

d i v i d e m respec t ivamen te 1 . 2 . 3 . . . .p, e 1 . 2 . 3 . . . n , são a ' ' ^ p " 

e o n A potencia m a i s alta d e a , cont ida n o producto 
1 . 2 . 3 . . . j p x 1 . 2 . 3 . . . n , se rá por tanto 

Mas por ser m = p -4- n , 

m p n 
temos — == 1 ; a a a 

e por conseguin te m ' = o u >p' + n ' , 

m" = ou>p" -hn,r, 

m ' » = o u > | > " ' - i - n " ' , 

logo m f - h m " - h m ' ' ' - b . . . . = o u > j} ' - t -p" -+-p" ' -+- . . .-t- n '+• n"-t- n ' " + . . . , 

is to é, o expoente da potencia mais alta do factor primo a no n u m e r a d o r de (C), 
egua l pe lo menos , ou ma io r , q u e a potencia mais elevada do m e s m o factor pri-
mo no denominado r d ' a q u e l l a m e s m a expressão . E como se pôde mos t r a r o 
m e s m o a respe i to de q u a l q u e r ou t ro factor primo m e n o r q u e m, f ica d e m o n s t r a -
da a propos ição . 
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9Í> s i í T s b o o p ob o t i s i a t o "stt IOff obf l f i f l^ i t s í i 
sise , i « „ C . S . 1 s b m b f tap a b s.tjfc êinay s b 

JS'Ota 2 . ' (pag. 2 3 ) . 

1. C u m p r e adver t i r q u e , s egundo os t heo remas I e I I I dos n.0» 1 4 1 e 1 4 3 , 
sómente serão convergen tes , e poderão ser a p p r o v e i t a d a s , as se r ies r e p r e s e n t a d a s 
por x e y no n.° 1 0 , pag . 2 0 , q u a n d o os valores de z ficarem c o m p r e h e n d i d o s 
en l r e +1 e — 1 . E t a m b é m só en t re es tes m e s m o s l imi t e s se rá conve rgen te a 
s e r i e r e su l t an t e da mul t ip l i cação d ' a q u e l l a s d u a s , r ep resen tada a l l i por xy. 
Para o fazer ve r , cons ide remos d u a s se r i e s o r d e n a d a s s egundo as po tenc ias as-
cenden tes d ' u m a va r i ave l z : 

t 

( 1 ) . . . . ! ! , + H 1 J + a2e2-h a 3 í 3 + . . . . 

( 2 ) . . . . 6 , + 6,2 + 6 ^ + 6 3 * 1 + . . . . 

Seja s t a somma dos t p r i m e i r o s t e rmos de ( 1 ) , e >'( a somma dos t p r ime i ros 

t e rmos de ( 2 ) ; ou 

s = a +0 s + a s 3 + , , . . + a I O I S I—1 

f ' = 6 + 6 2 + 6 s 3 + . . . . + 6 < 0 1 3 1—1 

e supponhamos q u e se m u l t i p l i c a r a m u m a pela ou t ra estas duas expressões . S o m -
m a n d o os t e rmos do p roduc to em q u e o expoente de 2 é menor q u e t , e d e s i -
gnando esta somma por Í" 4 : v i rá 

( 3 ) . . . . s ' ' = = a 6 + /a 6 +a 6 \ s + fa 6 +a b +a 6 \ » v ' I 0 0 \ i o o \ a o 1 1 0 3 / * 

+ . . . + fa, 6 + 0 , 6 + . . . 0 6 + a 6 V o t—3 1 1 («-a o t—iJ» • 

Oâ '.ermos q u e compõe a somma Sll
i podem cons ide ra r - s e como os t p r i m e i r o s 
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t e rmos d ' u m a se r i e , c u j o t e r m o ge ra l te rá por expressão 

(4) . . . . [ a b -ha. b -h . . . . a b. -ha b,~\ J ' ' L • o l— I 1 1 1—1 O i J i -

Pos to isto, passámos a demons t r a r o theorema seguin te : Se para um valor par-
ticular de z, as series (1) e (2), compostas de termos todos positivos, forem conver-
gentes, e tiverem ses' por sommas respectivas, a serie, cujo termo geral tiver por 
expressão (4 ) , será também convergente, e terá por somma s x s ' . Esta mesma pro-
priedade teiá ainda logar, quando não forem aquellas series compostas de termos 
todos positivos, se cada uma d'ellas se conservar ainda convergente, quando os ter-
mos negativos se mudarem para positivos. 

a) Se todos os termos das series (1) e (2) são positivos, vê-se logo q u e c 

»" < * S 1 . i i < 

M a s , se des igna rmos por q o in te i ro | ( í — t ) ou \ (< — 2 ) , conforme t for n u -
m e r o i m p a r , ou n u m e r o pa r : o p roduc to das d u a s sommas s , e Í ' , só pôde 

7T1 í + 1 

d a r t e rmos em q u e z en t re com um expoente menor q u e ( ; de mane i ra q u e todos 
estes t e rmos se acha rão comprehend idos na expressão de s' ! (; e portanto será 

Concebendo agora q u e t c resce i n d e f i n i d a m e n t e , t ambém q c rescerá do mesmo 
m o d o , c as sommas s f e s! ^ converg i rão ambas para o l imi te s, ao m e s m o tempo 

q u e as sommas s'( c s< converg i rão para o l i m i t e »'. D ' o n d e se s e g u e , q u e a 

somma s"t, q u e está c o m p r e b e n d i d a en t re os dous productos S f s'( e s^ S 1 ^ 1 , con-

v e r g i r á para o l imi te sxt'. 

b) Se todos, ou alguns dos termos das series (1) e (2) forem negativos, se-
guc - se , do q u e acabámos de d e m o n s t r a r , q u e a d i f f e r e n ç a ^ s ' — s " t converg i rá pa ra 

ze ro , q u a n d o t c r e sce r i n d e f i n i d a m e n t e , e todos os t e rmos das d u a s ser ies forem 
posi t ivos. Ora esta d i f fe rença compõe-se de todos os t e rmos do produc to s t s' t 
em q u e ent ra z com expoente maior q u e t — 1 ; de mane i r a q u e será 

I Il T * 7 l . 2 '—3 
l i — s = a b z -+-(a b -ha o \z -(-.... < I ( «—1 !—1 V I—1 <—2 «—2 I—l J 

'a b +a b -h . . . .-ha b -ha b > i , , i—i i «_s a a i—2 i i—i/ 
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L o g o , se , p a r a v a l o r e s c r e s c e n t e s d e t , a d i f f e r e n ç a ^ s 1
j — S 1 1

j C o n v e r g e pa ra 

z e r o , q u a n d o todos os t e r m o s q u e a c o m p õ e são pos i t i vos , o m e s m o a c o n t e c e r á , 
e c o m m a i s for te r a z ã o , s e t o d o s , o u a l g u n s d ' e l l e s , m u d a r e m de s i g n a l , c o n -
s e r v a n d o o s m e s m o s v a l o r e s n u m é r i c o s . D ' o n d e s e s e g u e q u e , a i n d a ' n e s t e caso , 
a s e r i e , c u j o t e r m o g e r a l é ( 4 ) , s e r á c o n v e r g e n t e , e t e rá por s o m m a Í X S ' . 

2 . Da a d r e r t e n c i a fe i ta no n.° p r e c e d e n t e d e v e m o s c o n c l u i r , q u e a 
d e m o n s t r a ç ã o d a d a no c i t a d o n.° 10 , pa ra d e m o n s t r a r q u e o d c s i n v o l v i m e n t o do 
b i n o m i o ( l + : ) " a i n d a t e m loga r , q u a n d o m e nega t i vo , f r a c c i o n a r i o , i r r a c i o n a l 
o u t r a n s c e n d e n t e , s ó t e m a p p l i c a ç ã o q u a n d o z f i c a c o m p r c h e n d i d o e n t r e + 1 e 
— 1 . 

3 . E posto q u e nos p a r e c e r i g o r o s o todo o r a c i o c í n i o e m p r e g a d o ' n a q u e l l a 
d e m o n s t r a ç ã o , e e s p e c i a l m e n t e na p a r t e cm q u e se q u e r f aze r v e r q u e a serie 
representada por xy ê composta com m + n da mesma maneira que as series x e y 
o são respectivamente com m e com n : c o m t u d o a q u i a p p r e s e n t . l m o s o u t r a d e -
m o n s t r a ç ã o , t a lvez m a i s c l a r a , a q u a l t i r á m o s da Á l g e b r a de M a y e r e C h o q u c t . 

M u l i p l i c a n d o a s e r i e x do n . ° 10 p e l a s e r i e y, o t e r m o g e r a l da s e r i e xy, 
se r á : 

m (m — 1) (m — t -4-1) m (m—i) (m — < + 2 ) « 

1 . 2 t + 1 . 2 . . . . ( t — i ) . 1 

n(n— 1) (n — í + 2 ) m n ( « — 1 ) (n — l+1) 
1 T T T T T T ( T = I ) T T ^ 1 2 . . . . t 

). r 
S u p p o n h a m o s a g o r a q u e m e n são i n t e i r o s p o s i t i v o s . As s e r i e s x e y são finitas, 

e t em por s o m m a s r e s p e c t i v a s ( 1 + 2 ) " * e ( 1 + * ) " ; o po r c o n s e g u i n t e t a m b é m a 
m I n 

s e r i e xy s e rá f ini ta , e t e r á po r s o m m a ( 1 + 5 ) • L o g o , p a r a todos os v a l o r e s 
i n t e i r o s e pos i t ivos de m e n, s e r á 

m (m—1) ( m — í + 1 } m (m—1) (m — t + 2) w 

T. T. t h T 2~. (í—i). i " 

Ti ( n — 1 ) (w — t + 2 ) m w ( n — 1) (n — t + 1) 

" h I . 2 . (t—i) " T + T T T t 

(m + n) (m+n —1) . . . . (m + n — í + 1 ) 
Í T T. { ' 
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O r a , c o m o esta e q u a ç ã o d e v e v e r i f i c a r - s e p a r a lodos os v a l o r e s i n t e i r o s e pos i t i -
v o s de m e n , é n e c e s s á r i o q u e os s e u s d o u s m e m b r o s s e j a m idên t i cos . Com 
e f f e i t o , s e n d o a m b o s f u n c ç õ e s i n t e i r a s de m e » , do g r á u t , se e f f e c t u a r m o s as 
o p e r a ç õ e s i n d i c a d a s , e o r d e n a r m o s c a d a u m d o s m e m b r o s e m o r d e m a n , v i r á 
u m a e q u a ç ã o d a f ó r m a 

A +A n-h A - + - . . . . = B -t- B n - t - B t»1 - f - . . . . 0 1 2 0 1 3 

na q u a l os coe f f i c i en te s A , A B , B são f u n c c õ e s i n t e i r a s de m, c 9 1 0 1 • 
a m a i o r po tenc ia de n é i n f e r i o r a í - t - 1 . 

Se d e r m o s a r b i t r a r i a m e n t e a m um d e t e r m i n a d o v a l o r , d e v e a e q u a ç ã o p r e -
c e d e n t e t e r logar pa ra lodos os v a l o r e s pos i t ivos de n , e d e v e se r f o r ç o s a m e n t e 
A 0 = = B Q 1 A J = B j , e t c . : p o r q u e , s e a s s i m n ã o f o s s e , p a s s a n d o todos o s t e r m o s 

p a r a u n m e m b r o , v i r ia u m a e q u a ç ã o do g r á o t com u m a só i n c ó g n i t a « , a q u a l 
n ã o a d m i t t i r i a m a i s de t r a i ze s p a r a n, o q u e é con t ra o s u p p o s t o . E como es ta 
c o n c l u s ã o deva s u b s i s t i r p a r a q u a l q u e r va lo r d e m , p o d e m o s a p p l i c a r á s e g u a l -
d a d e s A O = B Q . A J = = B j , e t c . u m r a c i o c í n i o s i m i l b a n t e , po r o n d e s e c o n c l u i r i a 
q u e e s t a s e q u a ç õ e s s e v e r i f i c a m p a r a q u a l q u e r va lo r d e tn . 

C a q u i s e d e d u z f a c i l m e n t e o t h e o r e m a i n d i c a d o ; e , s e r e p r e s e n t a r m o s a 
s o m m a da s e r i e x por < p ( t » ) , e a da s e r i e y p o r ç ( n ) , a s o m m a da s e r i e xy d e -
v e r á s e r r e p r e s e n t a d a po r ç ( m - i - t i ) ; e c o m o esta s o m m a é t a m b é m e g u a l a 
9 ( m ) x i f ( n ) , t e r e m o s 

ç ( » i ) X<(>(n) = 9 ( m - 4 - » i ) . 

P o n d o ' n e s t a e q u a ç ã o J i - H p por n , v e m 

ç (m) X ç ( n ) x ç ( p ) = o (m -hti •+ p ) . 

E cm g e r a l t e r e m o s 

9 (tn) X 9 ( n ) x t p ( p ) x ç (?) X . . = ç ( m + n - h p - h g - h 

4 . O nosso c e l e b r e M a t h e m a t i c o , o S r . D r . J o s é A n a s t a c i o da C u n h a , a c h a 
pela m a n e i r a s e g u i n t e o d e s i n v o l v i m e n t o da s e r i e do b i n o m i o : 
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Sabemos q u e em mui tos casos a expressão (1-+-«)" é suscept ível da fórma 
l + n x - f - A x ^ + B x ^ C x 1 + etc . Se este des involv imenlo for possivel em todos os 
casos, o q u e o calculo nos d i r á a final, t e r emos 

m a ío iamasf i «CD fíiu Ê5ÍO gonpr .asbif iEfcioitmi ««jo-iewqc 

(1-+-2* + x ' ) " = l + 2 nx + nx' 

+ 4 Á x * + 4 Ax* -I- A x 1 + etc. 

+ 8 B x ' + 1 2 B x 4 + c tc . 

+16C® 4 + e tc . ; 

subs t i tu indo em 1 + n * + A x 3 + B x 3 + e t c . , em logar de x , 2x + x ' , por isso q u e 

o x de ( 1 + * ) " se t o m o u em 2x + x*. 

Mas 

( l + 2 x + x ' f = [ ( 1 + » ) " ] ' = C H - n x + A x * + B x ' + c t c . ) ' 

= 1 + 2 n x + 2 A x a + 2 B x 3 + 2 C x ' + e tc . 

+ n ' x ' + 2 n A x ' + 2 n B x 4 + e tc . 

+ A V + e t c . ; 

Iugo 

2 A + n ' = » + 4 A , 2 B + 2 n A = 4 A + 8 B , 2 C + 2 n B + A * = A + 1 2 B + 1 6 C , e tc . 

K 

e por conseguin te 
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Nota 3.* (pag. 256). 

No Curto de Analyse de M r . Canchy vem d e m o n s t r a d a s as duas proposições 
segu in tes por m e i o das q u a e s se consegue m u i t a s vezes reso lver a ques tão da 
c o n v e r g ê n c i a , q u a n d o L = I . 

Quando na serie proposta cada um dos termos e menor que o seu antecedente, 
esta serie e a seguinte 

(1) . . . . u + 2 u + 4 u , + S i / + 16u ch-v ' 0 1 3 7 l5 

são conjunctamente ou convergentes, ou divergentes. , 

Supponhamos em p r i m e i r o logar q u e ja se r ie proposta é convergente , e d e i 
s ignemos a sua somma por s. T e r e m o s 

2 u =2« > i 

4 « 3 < 2 M a + 2 u 3 

8u < 2 w -t-2u+2t/,-H-2» 7 4 5 6 f 

e t c . ; 

e por consegu in te , a somma dos t e rmos da ser ie (1) , l evada até onde se q u i z e r . 
será i n fe r io r a 

u o + 2 u i + 2 u i + 2 « 3 + 2 « 4 - t - • • • .= 2 i — U o . 

Vè-sc pois q u e 'nes te caso a se r ie (1) será t a m b é m convergente 
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Se suppuze rmos agora q u e a se r ie proposta é d i v e r g e n t e , a somma dos t e r -
mos , tomados em g r a n d e n u m e r o , acaba rá s e m p r e por excede r q u a l q u e r l imi te 
a s s i g n a d o ; e coramo t e m o s en t ão 

U = U O O 

2u > u + u I i 1 a 

4 U 3 > W 3 + U 4 + V K ' 

8 « 7 > « 7 + " 8 + V . . . . + « M . 

e t c . ; 

conc lu i r emos , q u e a somma das q u a n t i d a d e s 

u , 2u , 4u,, 8u , e tc . 0 x 3 7 

t omadas em g r a n d e n u m e r o , acaba t a m b é m por se to rna r super io r a q u a l q u e r 
quan t i dade ass ignada . E 'nes te caso a ser ie (1) será t a m b é m d ivergen te , confor -
me o theorema enunc iado . 

Se pela ser ie proposta t omarmos a segu in te 

1 1 1 
( 2 ) . . . . 1 + - + - + - -

2* 3 4* 

des ignando por k uma q u a n t i d a d e q u a l q u e r , a se r ie (1) to rna r - se -ha em 

1 + 2 ^ + 4 ^ + 8 1 - 1 + e t c . 

Es ta u l t ima se r ie é u m a p rogressão geomet r i ca , conve rgen te q u a n d o k > 1, e 
d ive rgen te no caso con t r a r i o . Por consegu in te a se r ie (2) será t a m b é m conve r -

51 
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gen t e s e for X > 1 , e d i v e r g e n t e s e for 4 = 1 o u * < 1 . P o r exemplo das t r e s 
se r i e s 

( 3 ) . . . . , + l + l + l + e l c . r 
v / i 2* 3 a ~ 4 1 

;••»!» , A f = H iKi — ssa | a = D = H 

( 4 ) . . . . ! - ^ 1 + 1 + . . . . 

( 5 ) . . . . 1 + 1 + 1 + 1 + . . . . 
2 2 32 4¾ 

a p r ime i r a será c o n v e r g e n t e , e as ou t ras d u a s d i v e r g e n t e s . 

Nota 4." (pag. 279). 

O S r . J . A. da Cunha acha o des invo lv imento de Iog ( I - H y ) da s egu in t e 
m a n e i r a . 

Se em todos os casos p u d e r t e r logar o d e s i n v o l v i m e n t o de l ( l + y) d e -
ba ixo da fórma 

1(1+ y) = A y - + - By'+ C t / ' + D t / 4 + e t c . 

s e rá 1 ( 1 + 2 y + y ' ) = 2Ay + A y * + 4 B y ' + B y ^ + e t c . 

+ 4 B y * + 8 C y , + 1 2 C y < + e t c . 
. 0 « > >is8 ',II 

- t - 1 6 D y 4 + e t c . 

m a s 1 ( l f 2y + y') = 1 [ ( 1 + y ) ' ] = 2 1 ( 1 + »); 
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logo I k y -+- ( A - h 4 B ) ! / ' - H e t c . = 2 A Y - t - 2BY'-+- e l e . 

A - H 4 B = 2 B ; 4 B - h 8 C = 2 C ; B - t - l â C - t - 1 6 D = 2 D , e t c . , 

B = — £ A; C = J A; D = — \ A; E = J i 1 e t c . ; 

e por conseguinte 

1 ( I -H y) = A ( y - « - y'+1 y'— J y V f J / 5 - e tc . ) 

Como a quan t idade A apparece a r b i t r á r i a , segue-se q u e o n u m e r o de sys temas 
de logar i lhmos q u e podemos adoptar é t ambém a rb i t r á r io . Se fizermos 
l-HT/ = base a , se rá 

A const rucção empregada para demons t ra r o t h e o r e m a fundamenta l (3) [fig. 
40 ] deixa de ser a mesma q u a n d o não são m e n o f e s de 90° os lados b' e C1; po r -
q u e se um d ' e s t e s lados é > 9 0 ° , a secante respect iva não encontra a t a n g e n t e , 
mas s im o seu p ro longamento ; e se um dos mesmos lados é = 9 0 ° , a secante 
respect iva é paral le la á t angente . 

No en t re tan to , sem fazermos cons t rucção , pôde mos t ra r - se q u e , a inda nos 
casos mencionados , tem logar o t heo rema ( 3 ) . 

I . Se 6 ' < 9 0 ° ; a cons t rucção d á , como d i s semos , no t r i angu lo ABC a 
fo rmula (3) . 

I I . Se 6 ' < 9 0 , c ' > 90° ; p roduzam-se BA e BC até comple tar em B' o fuso 
espher ico B B ' . N o t r i a n g u l o B 'AC, se rão : 

A = 
log . a 

= M o d u l o = L o g . e. 
A—1—I(A—1)*-H I ( a—1)*—etc . 

Nota 5." (pag. 317). 

B ' A = 180°—c' , B1AC = 1 8 0 — a , B ' C = 1 8 0 - - a ' ; 
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c a fo rmula (3) q u e Iem logar pa ra o angulo B1AC d ' e s l e t r i angu lo , dá 

cos B C — cos AB' cos AC 
cos B ' A C = • , 

sen AB sen AC 

ou (3) . 

I I I . Se 6 ' > 90° , c ' > 90°; o t r i angu lo B 'AC. r e l a t ivamen te ao angu lo B 'AC, 
está no caso p r e c e d e n t e ( I I ) ; e por isso ainda t em logar a mesma demons t r ação . 

Ou t a m b é m ; p r o d u z i n d o os lados BA e AC até encon t r a r em em B' e C' 
o a r c o BC p r o d u z i d o , será no t r i angu lo C f AB' : 

B ' A C ' = a , A B ' = I 8 0 — c ' , A C ' = 1 8 0 — ò ' , C ' B ' = a ; 

e app l icando- lhe o t h e o r e m a , v i rá a fo rmula (3 ) . 

I V . S e 5 ' = 90° , c ' = 9 0 ° , a fo rmula (3) d á 

{ 
para o angulo a, c o s a = 

para os ângulos b ou c, cos 

a = c o s a ' , a = a ' 

6 = 0 , 6 = 90°; cos c = 0 , c = 90° J 

o q u e concorda com as p rop r i edades conhec idas dos poios. 

V. Se é sómente c ' = 9 0 ° : p r o d u z a - s e , ou cor te-se AC, até q u e seja 
AD = 90°. 

l . ° Se não é BD = 90° ; o theorema será appl icave l ao angulo D no t r i an -
gu lo C B D ; e da rá 

„ c o s a ' — c o s B c o s C D 
cos D = ' , 

sen BD sen CD 

q u e , por ser cos D = O1 se r e d u z a 

cos a ' = cos BD cos CD = Cosa sen l ' \ 

e como a fó rmula (3) app l icada ao angu lo a no t r i angu lo ABC dá t a m b é m 
c o s a ' , 

° 0 S a ~ sen b 1 ' ° U C 0 S a = c o s a s e n b > segue-se q u e aquel la formula é ainda 

v e r d a d e i r a ' n e s t e caso . 
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2.° Se é BD = 90°; coroo l ambem é A B = 9 0 ° , será B pólo de AC, e 
conseguiotemente a ' = 9 0 ; logo (IV) o theorema é ainda verdadei ro no caso de 
q u e se t rac ta . 

(Vejam-se os Apontamentos de Trigon. Esph., que se encontram lambem 
no vol. 3.° do jo rna l de Coimbra o Instituto) 

i . No t r iangulo ABC (Gg._41) produzam-sc os seus lados, até se encont rarem 
dous a dous , e fo rmarem os t res fusos esphericos A A' , B B f

i C C ' . O ci rculo 
ACA'C'A será a base do hemispher io ACBA1C'; e este compor-se-ha dos t r i ân-
gulos m, n, p, q. 

Chamando pois S = 2 ^ * a superfície do hemispher io , e observando que , 
por serem 

A B 1 = I 8 0 o — A B = A ' B , C B ' = 1 8 0 ° — C B = BC ' , B = B ' , 

são eguaes os t r iângulos AB 'C , A 'BC' : le remos 

E como os fusos esphericos são proporcionaes aos seus ângulos, isto é, 

Nota 6.* (pag. o41). 

S = m + «+ p + í = i B + r i + m + p + m + y — 2 m 

= A A ' + B B ' + C C ' - 2m. 

A A ' + B B ' + C C ' = 
a + 6 + c 

S , 
180° 

t e remos 

c conscgu in t emen te 

m = 
a + 6 + c — 1 8 0 ° 

360° 
. S . 
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Se q u i z e r m o s tomar por u n i d a d e de supe r f i c i e a super f i c ie do t r i angu l o t r i -
rec tang i i lo , q u e é a q m r t a pa r t e do h e m i s p h e r i o , e por u n i d a d e d ' a u g u l o o a n -
g u i o r ec to , a expressão de m tomará a fórma 

m = a - H 6 - H c — 2 . 

2 . A s t i p e r f i c i e d o t r i a n g u l o vem ass im expressa nos seus t r e s â n g u l o s : 
mas q u a n d o os ângu los não forem d a d o s , p o d e r e m o s expr imi l -os nas pa r tes q u e 
fo rem d a d a s , e s u b s t i t u i r depo i s essas expressões na da supe r f í c i e , ou d ' u m a 
funeção t r i gonomét r i ca d ' c l ! a . 

Por e x e m p l o , se fo rem dados os lados a1 e c' com o angulo c o m p r e h e n d i d o 
b : t omando o t r i angu lo t r i r e c t a n g u l o por u n i d a d e de super f íc ie , e o angu lo r e -
cto por u n i d a d e d ' a n g u l u , t e r emos 

\ / a - 4 - c b \ 
- cot ^ m J = - I a n g + - J 

a -H c b 
t a n g — H t a n g -

ei -H c b 
t a n g - g — t a n g - — 1 

ou, em v i r t u d e da p r i m e i r a ana log ia d e N e p e r , e fazendo tang — t a n g — = í , 
J» £ 

b a'—c b o'-H e' 
/ 1 n C ° l 

cot l S-)-
C O t - C O S - ^ - - H t a n g - c o s - Q 

o ' — C1 a'-+- d 
c o s c o s • 

2 2 

o ' C1 a' c1/ h 
cos - cos - -H sen - sen cos - — sen'-J 

01 Ci 6 b 
2 s e n —sen— X s e n - cos -

2 2 2 2 

a C1 
1 - H t a n g — t a n g - c o s o 

2 2 1 + Í C 0 S & 

t a n g - tang —sen b 
t sen b 
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1 
Desinvolvendo era f im-m em serie ordenada segundo as potencias de t , 

será 
— — 4 + i — «f 

1 1 - m = t sen 6 t' sen 26 2 2 ?.oiuw> í s i í «oa ÉM9HJI*" mi8te« m s i o l u s n e n J ob s h í h o q r i ê A 
®.rn aq^TC^^i-rn i- - iir 1 -j> ao!"*X'>"í tixt sohí-b cnsTol Obit I H-Iiri fífio 

ou, se desprezarmos as quan t idades da quar ta ordem relntivarociUe a a1 e c ' . 

Ui = -Ci1 C1 sen 6. 
2 

E porque é da segunda ordem a di f ferença entre os senos do angulo b do 
t r iangulo espher ico, e do angulo correspondente do t r iangulo rect i l íneo, que tem 
os mesmos lados que o espher ico , vê-se q u e , desprezando os termos da qua r t a 
o rdem, a superfície do t r iangulo espherico é egual á do rect i l íneo. 

3. Chamando r o raio da esphera , e expr imindo as linhas t r igonomét r icas 
do segundo membro da equação (3) nos comprimentos dos arcos respectivos, faci l -
mente se mostra (Tr igon. de Legendre , appendice §. V) que os ângulos a, 6, c, 
d ' u m t r iangulo espherico de lados mui to pequenos teem, desprezando os termos 
da quar ta o rdem, com os correspondentes a ; , bt, c ( , do t r iangulo rect i l íneo, 
cujos lados são t ambém a', b', c', as seguintes re lações 

I m I m 1 m 

sendo m a superfície do t r iangulo rec t i l íneo, q u e segundo o n .° p recedente é 
egual á do espher ico . 

O que reduz a resolução do t r iangulo espher ico proposto á do t r iangulo re -
ctilíneo, cujos lados são a', b', c', e cu jos ângulos são alt 6 ( , c, . 

m 
O numero de segundos — e o excesso espherico, que se repar te assim 

J - 1 S e n I " 
egualmente pelos t res ângulos do t r iangulo . 

4. Suppondo o raio (ia esphera infinito, e os comprimentos dos arcos fi-
nitos, ou suas graduações iufini tesimas, o t r iangulo espherico torna-se recti l íneo; 
e porisso podemos, fazendo aquel las hvpotheses , passar dos theoremas da t r igo-
nometr ia espherica para os correspondentes Ua t r igonometr ia rec t i l ínea . 

Quando nos theoremas da t r igonometr ia espherica entra mais de um lado , 
passando d 'el les para os t r iângulos rect i l íneos, podom apparcccr razões ent re as 
graduações dos l ados ; e porque estas razões podem ler um l imite de grandeza 
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f in i ta , q u a n d o se to rnam inf ini tes imas as g raduações en t r e as q u a e s e l las teem 
l o g a r , pôde a p p a r e e e r um theorema co r re sponden te da t r igonometr ia rec t i l ínea 
na qua l en t r em lados . Mas q u a n d o nos theoremas da t r igonomet r i a espher ica 
ent ra só um l ado , a hypothese de ser este inf ini tes imo neces sa r i amen te o faz 
de sappa rece r ; e o t heo rema r eduz - se para a t r igonomet r i a rec t i l ínea a uma re la -
ção en t r e ângu los . 

A s s i m , ' n e s t a s hypo theses , a fo rmula (3) 

cos a ' — c o s 6 ' c o s c ' —2 sen* j a ' - t - 2 s e n ' —2 s e n ' { e 1 — 4 s e n ' i t ' s e n 3 ± c ' cos a = — - . — — = ; — i —> 
sen o' sen c1 sen o' sen c' 

6 ' V c ' * - a " 
dá c o s a = _ . 

E p rosegu indo , pelo mesmo modo, achar íamos q u e os qua t ro t h e o r e m a s f u n d a -
mentaes de t r igonomet r i a e s p h e r i c a , e as q u a t r o analogias de N e p e r , co r r e spon -
d e m aos qua t ro theo remas p r inc ipaes da t r i gonome t r i a r ec t i l ínea . ( V e j a m - s e os 
já c i tados Appontamentos de Trigon. Esph.) 

FIM DO 3.° V O L U M E . 

t 
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ERRATAS. 

Pag- Lin. Erros 

1 6 1 8 ( 2 6 ' — 5 e 5 ) ' ( 2 6 ' — B c ' ) ' e t c . = 

2 5 1 8 T - - I = ( ^ - 1 ) = ( ^ + 1 ) , 

3 4 19 (fig. 1) 

3 8 2 3 + ad 

— 28 + bdd 

41 6 Tabn'cn" 

64 9 satisfaz ambas 

— 15 a t tendo 

— 17 dominador 

9 7 19 + \ h f " x 

9 9 3 x = f x 

1 0 1 1 6 \ h 3 f " x 

— 2 5 f x " 

113 14 J = 0 , 0 0 5 4 

1 2 0 3 são i 

129 8 3." Se houve r 

Emendas 

(2b'—õc'y . 

C1=(IS-I)XihU 1), • 
(f ig. 23) 

+bd 

-Hadd 

F a'lbn'cn" 

satisfaz a a m b a s 

a t t endendo . 

denominador 

+ ^hfnX 
t 

y = f x 

i V f x 
r * 
s = — 0 , 0 0 5 4 

são os i 

3." Se na se r ie B houver de m e -

nos uma var iação do q u e em A, 

haverá só u m a ra iz en t re a e b. 

4." Se houve r 
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Pag. Lin. Erros Emendas 

150 8 x + 1 m . 
X -Hl 

164 29 b e o b e c 
165 30 j / _ l 2 , 1 - 1 

1 6 7 3 m, Sm m. S 
M 

170 10 Vn + m . y + 1 
189 8 COS | tf COSfç 
2 5 6 5 -H Wj-H . . . -HWa-H , . . 
2 6 3 16 

19 
- I * ' 

M 
íx' 

r g 
321 2 1 a hypothenusa J 

a \ 

0 
•a es 
S S 

a hypothenusa J g, 
« ) S 

L I 
360 2 (n . ° 198) (n.° 200) 
— 3 y+y' y—y' 
— 8 = A ( X - O ; ' ) B ( y -y') =A(x — x')-hB(y 

3 6 8 18 (n . ° 2 0 4 , 3.°) (n.° 2 0 4 , 2.°) 
376 14 = (ctr — a ) 2 c (r—a) 

18 c — a tang 9 c — a t a n g s 18 
a — c tang 0 a -H c tangf l 

2 0 
C C 2 0 

ir — a 2 r — « 
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I - - s ,/-f s 6 • Oc 

ADDITAMENTO 

Á S E R R A T A S D O 2.« V O L U M E . 

Pag. Lin. Erros Emendas 

167 C < a r c o A B < a r c o AC 

c — b c — b , , 
175 16 cot i A — — - c o t i A . . 175 

c + b * c + 6 -1 

178 5 26c cos i A 2 / (6c) cos \ A 

196 4 — 4 cos 3a — 4 cos 2a 

239 10 -+-ax -4- O.X 

2 9 8 7 n.° o . 0 2 6 9 

3 0 2 19 cos* (ê — a) cos ' (S + a) 

Em logar das ullimas cinco Unhas d'esta pagina 3 0 2 , leia-sc o seguinte: 

As equações (9), (10), (11) , por serem symmetr icas re la t ivamente a a1 e b', 
não mudam quando se t rocam as denominações dos d iâmet ros , isto é, quando se 
chama a' o que faz com a o angulo g, e b' o que faz com o mesmo eixo o an -
gulo «, Por isso o p r ime i ro factor da equação final da pagina 3 0 2 , egualado a 
zero , e combinado com as equações (8), reproduz a equação ( 1 1 ) ; e o segundo 
factor , combinado com as equações 8) depois de muda r n 'e l las a' em 6' e b' 
cm a ' , reproduz a mesma equação (11) . 
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