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Os trabalkos expressamente publicados com o fim a que éste
se destina costumam ser precedidos de algumas palavrus rela-
tivas & escolha do assunto neles versado. Ndo nos dispensamos
também de seguir, meste ponto, os velhos trilhos.

Independentemente da sugestdo de profunda beleza que a
Teoria das fungdes inteiras exverce sobre os espiritos iniciados
no estudo da Andlise matemdtica, um factor importante, de-
cigivo, nos levou da escolha deste assunto.

Ao efectuar, com cuidadosa atengdo, a leitura das Legons
sur les fonctions entitres, do sr. Emmwe Borer, fomos
reunindo diversaz notas e observagdes pessoais, em nimero
relativamente avultado, e algumas delas de certo interesse.
Quis-nos parecer que alguma coisa lucrarvia o estudo dessas
SJuncdes com a publicacdo das nossas motas, motivo que nos
decidin a efectuar a sua coordenacdo e a apresenta-las neste
Livro, sem veleidades de atrevimento, nem preocupagoes de
timidés.

Entre 0s nossos trabalhos _peaaaa;'s, avultava a descoberta
das proposicdes que vam adeante com oz n.* 18 e 20. 8¢
tarde soubémos que a primeira fora publicada ha vinte & cinco
anos, num tomo da Comptes Rendus, pelo sr. CEsiro. O
sr. EmiLe Bomeu ndo lhe faz a menor referéncia, o que é




deveras extranhavel, visto tratar-se, sequndo HERMITE, de '
uma bela proposigio.

Tendo estudado cuidadosamente a Teoria das fungbes in-
ternas na melhor obra em que ésse assunto era versado, nio
nos sobejou tempo para consultas de trabalhos de segunda

ordem, como o livro do sr. VIVARTI, onde mais tarde tivemos
ocasido de encontrar o teorema do sr, CEsAro, De resto,
evidencia-se bem, no texto, a sugestdo do método de LAGUERRE,
Nao hi ld, pelo contrdario, o menor indicador da influtncia
dos trabalkos do sr. CESARO.

Apesar de nos animar o desejo de sér, quanto possivel,
completo, ndo nos foi permitido pela especial feigdo deste
Livro fazer o estudo de wm ponto assds iniportante da Teoria
das fungoes inteiras: o teorema do sr. PICARD.

Efectivamente, esta proposicdo, pelas suas sucessivas gene-
ralisagdes e pelos inumeros trabalhos que tem inspirado, exigia
wn estudo demasiado extenso para ser feito aqui, além de que
se tornava necessdrio preceder a sua exposicdo de delicadas
consideragdes da Teoria do crescimento (1).

(') Sob o ponfo de vista elementar, essa proposipdo jd vem estudada
nos modernoe (ratados de Andlise.




No plano do Livro, hd ainda que justificar a Introducdo.
Assentando a Teoria das fungbes inteiras sobre as proprie-
dades das séries e produtos infinitos, julgdmos vitil completar
o estudo que desses assuntos fazem os tratados de Andlise.

As demonstragdes apresentadas sam todas nossas. Em
especial, a proposiciio relativa & propriedade associativa nos
produtos infinitos ¢ aqui, pela primeira vez, obtida directa-
mente, sem recorrer & Teoria dos conjuntos, como faz o sr. TAX-
NERY, que foi quem primeiro @ demonstrou; o teorema respei-
tante & derivabilidade dos produtos infinitos também nos parece
de molde a prestar alguns servigos.

Nas duas Notas finais, encontrard o leitor alguns comple-
mentos tteis ao estudo de certas proposicdes anteriormente
consideradas.

Coimbra, 20 de Janeiro de 15921,







INTRODUGAO

Algumas proposi¢coes relativas as séries
e aos produtos infinitos

1

Sobre quatro teoremas simples

1. Em todos os modernos livros de Andlise vem regis-
tada uma proposi¢iio que estabelece a convergéncia da série

(1) (@480 + (aa+39) +... 4 (an+ b) ++..,

de termo geral (a,+4,), no caso de serem convergentes as
slries

@) o bl e s
Q
(3) bhi+bat...tbat...,

mas em nenhum déles se encontra qualquer referéncia &
série (1)

(4) '31+bl+ﬂi+---‘t'bn+an+l+”'1

(!} O sen termo geral, se 2k designar o maior niimero par contido
em n, &

1
rrll=uﬂ_uxaf_“+b;. “—1,




g = o e e

\
deduzida de (1) pela supressiio dos parénteses. No entanto,
achamos preferivel o estudo da série (4), nflo 86 porque da
sua convergéneia se infere a de (1), mas principalmente
porqae da convergéncia desta (ltima se nio deve concluir a
da primeira. Efectivamente, a sucessfio que decide da con-
verginecia de (1) é formada pelos elementos de indice par
daquela que determina a do (4), e nés sabemos que a pri-
meira destas convergfneias importa necessdriamente a se-
gunda, nfo sendo, em geral, verdadeira a proposigiio reeci-
proca. -

O estabelecimento da proposicllo a que nos temos referido
resulta imediatamente da férmula

S

I

m+ﬂ+%dﬁﬁﬂﬁﬁﬁ

onde S, representa a soma dos n primeiros termos de (4),
S; e S, somas andlogas relativas a (2) e (3) e 2k 6 o maior
nimero par contido em ». Ela mostra, efectivamente, que
existe o limite de S,, desde que existam os limites de S, e
S;, e estabelece a relagilo

 8=8'48"

existente entre @sses limites.
Considerando agora os trés produtos infinitos

P.-———-(1+a;_}(1~l—ag}...(1—{—a§]...,
Py=(14b)(1+85)...(1+by)...,
P = (1+a)(l+b)-..(L4+52) (1+aupa)-nn, (8

() O factor geral de P, conservando as notagdes anteriores, poderd
escrever-se

1w, =1tuy, = (L+b)" " “+ (1 +a,)"—1L




nés podemos afirmar, como no teorema anterior, que P
converge, desde que Py e P: gosem dessa propriedade, e
ficilmente se estabeleceria que o valor de P é igual ao pro-
duto dos valores de P; o Ps.

2. A proposi¢gllo de que nos vamos agora ocupar é de-
vida a CATALAN, que a enunciou do modo seguinte:

Numa série de termos positivos continuamente decrescen-
tes, o produto nu, tende para zero (').

Muitas tém sido as demonstragdes apresentadas para esta
proposiglio, que se encontra jd estabelecida no caso mais
geral de nilo ser continuo o decrescimento dos termos (?).
Naquela que vai lér-se, nilo se exige também tal continuidade,
Seja

at+azt...+a,+...

uma série, que supomos convergente, formada de termos
positivos nio crescentes; vamos demonstrar que, dado um
nimero positivo arbitrdrio 3, se pode sempre determinar
um inteiro Ny, tal que se tenha

na, <39,
n > Ni.

Com efeito, atendendo a que a@;>a;yy, a condigdo de con-
vergéneia permite-nos escrever

3
pa.+,<—2—;

n>mn
p>0

e, se designarmos por N um inteiro qualguer superior a

(!) Caravax, Compt. Rend., 1856,
(*) Vér: Tasseny, Introduction A la Théorie des Fonctions, Bonse,
Legons sur les séries A Termes Positife.




2n; 4 2, como é sempre possivel fazer
N ok n.‘ _I_ ﬂ’”]

com #' e n'" maiores que ny, teremos, por (a),
3 3
7 i gw < 3 0 gy < 5

donde se deduz, por adicfio,
N ay < Sr

na, <8,
n>Ny=2n-+2

o que demonstra a preposigiio cnuneiadd;
L
3. A dltima das proposi¢des que prometemos estabelecer
enuncia-se como segue:

So for lin g—:

duas séries de termos positivos divergentes, serd também

LY

= oo, onde a, e b, slio os termos gerais de

bt
ion et

representando por S, e 8', as somas dos n primeiros termos
das séries propostas. Para demonstrar esta proposicito, bas-
tard mostrar que, por maior que seja o positivo K previa-
mente dado, a desigualdade

S. -

¢ satisfeita, desde que scja n > ny.




L o :
Ora, como lim—" = oo, & sempre possivel escrever

Flm= G n
iy e 4
T >2K;
n>n'
e, determinando ny pela condigio

SFM >28' )
" vird, sapondo n>ny,

h} -
S, Sn’+au‘-}|+ ﬂ..,"i' 'i’“! .

; S g
A Gy g = e o 3 St 2

n'-1

como queriamos provar. A

Esta proposicdo, que julgamos nova, é susceptivel de ser
generalisada. Considerando, efectivamente, p séries nas
condigdes das precedentes

w0 i oot
W . A8+, (=1,2,..p-10)

se for
lim ﬂ:' 0,
P fi”
serd também
Sn

,.lf:: 8Oy rarh %

A demonstraciio ¢ imediata.
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A propriedade assoclativa nas sérles
e produtos Infinitos absolutamente convergentes

4. No seu excelente livro sobre a teoria das funcdes
eliticas, os srs. MoLK o TANNERY, depois de estabelecidas
algamas proposicdes relativas ds séries duplas absolutamente
convergentes, escrevem: « Au fond, on est parvenu & une
généralisation compldte du théordme sur la possibilité de
grouper arbitrairement les termes d'une serie absolument
convergente, la restriction que le nombre de termes contenus
dans chaque groupe est fini étant supprimée: il peut y avoir
un, plusieurs, une infinité de groupes qui soient eux-mémes
des series», Ora, entendendo, como é natural, que a teoria
das séries simples deve ser feita com inteira independéneia
do estudo das séries multiplas, ao qual, pelo contrério, ela
deve dar subsidios, tentamos demonstrar directamente essa
proposi¢iio e, se fosse possivel, estendé-la aos produtos in-
finitos. Poucas dificuldades oferecen o estudo desses teore-
mas, cujas demonstracdes vam em seguida, como as obtive-
mos numa primeira tentativa (1),

A generalisagio completa a que se referem os autores
citados obtem-se pela combinacio do teorema relativo A
propriedade comutativa de que gozam as séries absoluta-
mente convergentes com aquéle que vamos estabelecer,

(') Por indicagio de um professor muito estndioso, soubemos, pelo
que respeita s séries, que a proposiciio se encontra j4 estabelecida
pelo sr. Fourr, que a publica em um livro recente.

O sr. Taxxery, no seu livro sibre a teoria das fungdes, demonstra-a
igualmente ¢ indica a sua extensio aos produtos infinitos; mas a sua
demonstragio encontra-se bastante prejudicada por confusas considera-
¢bes sdbre a tcorin dos conjuntos. O leitor verificard ficilmente a
nenhuma influéucia que @sses autores exerceram sdbre as nossas de-
monstragdes,
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5. Comecar8mos por considerar o caso de uma série con-
vergente de nimeros positivos ou nulos

1) a+at...Fat...,

cuja soma designaremos por S; S,, agora como em todo
oste estudo, designaré a soma dos n primeiros termos de S.
Ao lado da série (1), consideremos tamb@m a série (*)

) S TR T i

onde, de um modo geral, por b, se representa a soma da
série convergente

==

2 a,,

e |

Supde-se, bem entendido, que o elemento &y de (1) figura
uma vez, mas uma 86, num fGnico & de (2).

Seja m um inteiro positive dado, mas absolutamente qual-
quer, e fagamos

Sim#bl+bi+---‘+b-==ﬂl.+fi+-u+cm"]‘-"l'i_ri'l'""F_ru:
pondo b, =e¢;+r;, onde ¢ é a soma dos termos de &; cujo
indice, em (1), nfio excede n. Nestas condigdes, poderemos
sempre escrever, qualquer que s¢ja n,

S[,NESE—E—M—]—...-}—J',“

e, fixado o nimero m, determinar n de modo que se¢ja

(') Supomos que (2) é realmente wma série, podendo, no entanto, al-
gum dos b reduzir-se a mwa simples soma. Esta restriglo nio tem,
porém, nenhuyma importdneia, gomo o leitor facilinente verd. O teorems
¢ verdadeiro em todos os casos.




S

3 B G :
s = onde § é um positivo arbitrdrio; concluimos, entilo,

S;,.,.{S,.*PE{S +E‘

oun
(a) 8= 8.
Por outro lado, determinando o inteiro ny pela condigo
8. >5—-8

e designando por p o maior dos indices dos & onde se en-
contre algum dos nimeros ay, aa, ...a,, vird

S, >8—3
on

(5) S = 8. '
Do confronto de (a) e (b), resulta, como desejavamos
provar,
Si=1im 8y, ,= 8.

M=

6. Estudando agora o caso mais geral do (2) representar
uma série absolutamente convergente qualquer, vamos ainda
mostrar, conservando as notagdes, que 6 S; = 8.

Introduzindo, como & necessdrio, algumas notagdes novas,
designaremos por S' a soma da série dos modulos de (1),
por 3y a strie (') dos modulos de (2) e, finalmente por C a
série que se dedoz de S’ como Sy se deduzin de S:

o

(!) SBempre que se demonstre que é licito atribuir um eerto valor a
um gimbolo matemitico qualquer, a letra que representava o simbolo
passard a representar também o sen valor,




Pelo teorema anterior, C & convergente e a sna soma é
§'; mas, sendo, como ¢ evidente, ¢,> |by|, a série §'y con-
verge, @, por conseguinte, (2) & absolutamente convergente.
Resta provar que S = S,.

Para consegui-lo, designaremos por m; om inteiro que
verifique as designaldades

o oo

8
|S—-SM||{-QHI 13;"’Slm,f<

@ daremos a n um valor suficientemente grande para que na
expressilo

Shn=b1 'Ib:l'l'- "I"bu

ge compreendam os nameros ay, as, ... @y, Nestas con-
digdes, a diferenga Sy,, — S, serd igoal & soma

Aij4Ast...+A,

dos termos de by, bs, ... b, eujos indices sam superiores a
my, @ poderemos escrever

|Sl|l_Sm..!‘_:l—'ii|+|ﬁ'l| l"---‘i—!ilﬂl.
Mas, sendo
ct=|m,., |4 iﬂ;-‘}+...+|all| F.nny

& claro que serd
{'A-:_:h Tie,m, 3 | ."\-.* | )

representando. por ., a soma dos termos de ¢ cujo
indice nfio excede my, o que nos da

|S!,H_Sm.1<ci — Tim, |"' "+rll_-cl,ll|m
AR AN ey el T 0

Logo, por sér

|S—St,niz|S—'SM.J‘i_!Sl.u_Sn.!:
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vird, para valores de n suficientemente grandes,
|8 —84n| <8
S =5,

7. Estabelecamos agora os teoremas correspondentes aos
anteriores na teoria dos produtos infinitos.
Seja
o

P=l‘1|:1+ﬂ..), 'I-SO-

Em primeiro logar, & convergente qualquer produto

14b= T (1+a)
==

.

deduzido de P. E, efectivamente, o que nos & assegurado

pela convergéncia da série 3 ay, .

Isto posto, vamos provar que o prodato
(1 +5)
L]

é convergente e que o seu valor Py é egual a P,

Fazem-se, naturalmonte, as restrigdes indicadas a prop6-
sito das séries. Cada factor 1@ do P figura, mas uma
86 vez, num fnico produto 14,

Representemos por Py, o produto

(L4 +583)...(1+b).

Fixado o nimero m, que 6, de resto, arbitrario, determi-
nemos um inteiro &, tal que os produtos

T Bt A )
1
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sajam inferiores a 1—}-%, x>0, o que é sempre possivel,

visto considerarmos um nimero finito de produtos conver-
géntes.
Py, escrever-se ha, entdo,

Ppu=— i-fI-'(l +ay) I-ﬁc(l +ay)... i.m]i!]_r1 (1+an) l.Tlﬂ (1+aw,)
foui ! ol =i
=n'

< (1+a,)><(1+%)'<1>e“,

fasi

onde n' 6, bem entendido, o maior dos niimeros ny_y, n=1,
B e

Esta desegualdade mostra-nos que Py, funcllo positiva e
crescente de m, nilo pode exceder P, pelo que serd

(a) Py = lim Py . ZP.

Por outro lado, dado o pesitivo 3, arbitridriamente pe-
queno, existem sempre dois inteiros my e my que verificam
as desogualdades

(b) P, >P—3, P, >Ps;

basta que my designe o maior dos fndices dos factores 1 b,,
onde haja elomentos a; que, em P, tenham indice inferior
am+1. Do confronto de (a) e () resulta

(e) P=Py

8. Passando ao caso mais geral em que P répresenta
um produto absolutamente convergente, mostraremos que
Py goza da mesma propriedade e que ¢ ainda P=Py,

Seja P’ o valor do produto

1:1(1+|u-|),




P4 o produto

(48]

e, finalmente, Q o produto

o

l{l ‘i' 9n}:

deduzido de P’, como P; se deduziu de P:

14 6= 1] (14]ax]).

=l

A convergénecia da série £|a,| mostra-nos que o prodato
1

T+

fumi

converge absolutamente. Seja 145, o seu valor. Aten-
dendo a que |&,|<c¢, e notando que, pelo teorema prece-
dente, Q é convergente ¢ igual a P!, fica estabelecida a con-
vergéncia abseluta de Py,

Para demonstrar a igualdade P =Py, comegaremos por
designar por my um inteiro que verifique as desegualdades

& B
P~Pul<y, |p—1 |<gp

e por my um numero tal que Py, contenha os factores
(14 a), ... (1+an,). Depois, supondo, como & sempre
possivel, que Py, tem os seus factores na ordem em que éles
se cncontram em P e que é »n> ny, escreveremos

lP—Pl,n l ol | [}_ PIH,!

£ Sp 5, o =
HPu | |2 —1I< g+ P (1 +a,) 1],
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onde 7 representa o menor indice superior a m; que figura
em Py, 0 a, é o termo geral déste produto. Mas a quan-
tidade ;

T (1 @) —1]

sk
& manifestamente inferior a

T (1 +]a)—1,
que é menor que s
T @+a))—1;
logo, seré el
|P—Pia] <3

nsny

11

Sobre a derivada dos produtos Infinitos

9. Um dos mais importantes teoremas da Andlise &
aquéle que nos permite, sob certas condigdes gerais, escre-
ver sob a forma de uma série a derivada de outra série.
Sabe-se, efectivamente, que a derivada da funglo

F@=fi@ i@+t fa@F e,

convergente em certo intervalo (a,b), é dada pela formula

f@=fi@+hE+. ..+ @+...,

desde que esta Gltima série convirja uniformemente no mesmo
intervalo (a, ). Dir-se hé, abreviadamente, designando por




14

8, (x) a soma dos n primeiros termos de f(z),
f' () =lim 8,/ (z).

I, como se sabe, um teorema fundamental. Nés vamos
estabelecer, em condigbes muito largas também, nfio uma
proposiclio que permita escrever sob a forma de um produto
infinito a derivada de outro produto, mas o teorema tradu-
zido na igualdade

f (E?] _ PB;.P:' {‘r]:

representando P, (x) o produto dos n primeiros factores da
funcfo

f@) = 1':1 (1 4wy (@))-

Para atingir @éste resultado, auporémos uniformemente
convergentes, em certo intervalo (a, b), as séries

1) L (@) |+ | ua (@) 42+ |t @) ]+ ove )
@) Lk () |+ | wa' @) |+ ..o+ ! (@) |+ o ..

e admitiremos, além disso, que, para @sses valores de «, a
soma da segunda série se mantem inferior a um certo ni-
mero A;. E o que necessiriamente acontece, quando u;' ()
6 uma func¢lo continua. A soma da série (1), em virtude
das hipéteses feitas, admite um méximo A.

Comecaremos por demonstrar que, para todos os valores
de n e qualquer que seja & em (a, b), existe um ntmero B
que verifica as desegualdades

|Pn|<B, |Pu'|[<B (")

(') Sempre que dai niio resulte inconveniente, suprimiremos a letra
gue designa a varidvel,
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Efectivamente, designando por P, o produto

P =TT (1 +u),

serd
|Pul<eltlte-tilbnl el

e, por outro lado, visto sér

Pa=) [u'.- Ta+u) T a+ u,)] :
I 1 i+1
vird

IP’-1<)::‘.[!u'.-ll:i(1+|u.i):|<:\l\m, /5:. |

representando por By o miéximo de funglio continua

M+ ).

3

O nimero B serd qualquer nimero superior a e* e i’\A;. [ §
Isto posto, por ser

el

| P —Plas | = [Pt [a] 4| Paci | || <B([wa ]| +[07]),
a série
@) =P/'+Pd—P)+...4+ (P —Pact)+ ...
converge uniformemente ¢ representa a derivada de
f@=Pi+FPs—P)+...+@—Pui)+...
Podemos, pois, dizer que, sob as condigdes indicadas, de

() f(i£) =lim P, ,




deduz-se

&) f(w)=uli=r:P..’.

Em particular, se nenhuma das fungdes 1+ u;(z) é nula
no ponto &, poderemos escrever

®) F@=@) T+ et ot o]

formula hd muito estabelecida em coudicﬁesfmuito restritas,
como sejam as de se supdr que as fungdes w; (x), ndo sendo
nunca nulas no ponto # que se considera, sdo susceptiveis de
ser desenvolvidas em séries de poténcias, absoluta e unifor-
memente convergentes no intervalo proposto ('), Apezar de
imensamente restritiva, esta Ultima hipotese nldlo permitiu,
até agora, estabelecer a formula (b), no caso em que algu-
mas das fungdes 1-+wu; se anulassem. Deixamo-la rigoro-
samente demonstrada. O que importa, porem, notar é que,
no seu estabelecimento, se fez uso de um minimo de hipoteses.

10. Vamos, agora, introduzindo algnmas hipéteses novas,
generalisar os resultados que acabamos de obter.
Suponhamos que a série

3) lus (@) |+ | ur (@) |4 .o+ | @] +...

converge uniformemente no intervalo (a, b) e que a suoa
soma nilo excede, nésse intervalo, um certo nimero As.

Comeegando pela determinagfio de um nimero superior ao
valor absoluto de P,, consideremos a expressio

P =3[ T a4 w T a4,

[ i+1

(") Tanwseny et Mok, Fonctions Elliptiques, tomo 1, pig. 60.
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que dd, por meio de um cdlenlo simples,

P o L) o Bl T+
{‘I\{A, +4)).
Substituindo, agora, na expressio
e Poy 42 0y Pyy + uu Py

de P:-—-P:,g, {7 P P:.,i @ P:_q pelos nimeros B e
T';{A:-{—Ah, obtemos um resultado da forma

|Pa— Py | <R (| wy]+] | +] ),
que demonstra a convergéncia uniforme da série
@) =Pi+ @ —P)+...+ @y —P)+...,

que, por isso, representa a segunda derivada de f(z). Logo,
sob as condi¢bes expressas, de

(a) f(a)=limP,,

deduzem-se as egualdades

®) , f! () =lim P,
(¢) f" (@) =lim P

11. Acabamos de vér que a hipotese de que as séries (1)

e (2) eram uniformemente convergentes e de que a soma da

@ltima so mantinha inferior e um certo nimero A nos per-

mitiu escrever sob a forma duma série uniformemente

convergente a derivada de f(x). Depois, supondo_ unifor-

memente convergentes as séries (1), (2) e (3) e admitinde
2
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que a soma da dltima era, para os valores de z que se con-
sideraram, inferior a uma certa quantidade, vimos também
que a segunda derivada de f(x) se exprimia por meio de
uma série de convergéneia uniforme. A existéncia da série
(3) substituia a condigfio relativa & existéneia do nimero su-
perior & soma da série (2).

Vamos agora obter o teorema geral, de que as duas iltimas
proposicdes sllo apenas casos particulares. Demonstraremos,
em condighes que vilo sér ulteriormente precisadas, a for-
mula geral

T Ko
fi,' Y — Jim P.:” c 4
=2

Como o teorema se encontra estabelecido nos casos cor-
respondentes a k=0 e k=1, supd-lo hemos verdadeiro até
& ordem %, ¢ vamos, admitindo a convergéncia uniforme da
série

(e+2) a4 a0 £ e 4

e a existéneia de nm nimero superior a todos os valores que éla
toma no intervalo (a, 8), vér que éle tem ainda logar no caso
de se considerar a derivada de ordem imediatamente superior.

Precisemos, antes de mais nada, o significado da hipétese
que acabamos de formular.

Supdr verdadeiro, até & ordem [, o teorema que se estuda
é admitir que todas as derivadas de f(x), cuja ordem & in-
ferior ou egual a @sse nimero, podem ser oxpressas por
meio de uma série uniformemente convergente da forma
seguinte .

PP+ @ —Py+...+ (PP —PI 4.,

desde que as séries

(1) Voo |m| e e,
@ |+ | ] o, :

(k+1) |+ |ud | £ oo
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sejam uniformemente convergentes e exista um nimero in-
ferior a0 qual se conserve a soma da dltima em todo o inter-
valo (a, b).

Uma primeira observaglio importante é aquela que mostra
eomo a existéneia da série (k+2) substitue a condiglio de
existéncia do ntmero adstrito & série (k+ 1). Efectivamente,
em virtude de existirem as derivadas que figuram em (k+ 2),
os termos de (k- 1) sdm agora fungdes continuas; e, visto
(k+1) convergir uniformemente, f 1 serd continua e, por-
tanto, limitada.

Para estabelecer a proposi¢llo que estudamos, é necessirio
provar a existéncia de um nameré B, que, para todos os
valores de n e qualquer que seja x, verifique as desegual-
dades

IP@|<B. (i=0,1,...k+1).

Para isso, notaremos que, em virtude da convergéncia uni-
forme de (k- 1), podemos escrever

| P —f <3,

n>n
on
|PY | <M+3,

n>ny
representando por M o méximo de | f® (z)|; conseguintemente,
se B, designa um nimero superior a M+ 3 ¢ ao maior dos
miximos das fun¢des
Bl of SRS e 8

teremos, quaisquer que sejam & e n,

| PY | < B,
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Do mesmo modo se obtinham os niimeros Bo, By, +.. Biy
relativos as derivadas anteriores, e assim esereveremos

(@) |PRI<B; . (i=0/1, ... B).

Pelo que respeita a inica desegualdade que nos falta es-
tabelecer, observaremos que a formula de LEmB~NITZ aplicada

ao produto
Fa=F3 ~+ Pn—!
da

(®) -}_:_1) P.(H-ﬂ 7 u{l' k0 Pog et uy P}:.T” )

o oste resultado mostra-nos a necessidade de fazer depender
a limitagiio de P da de PYY o esta da de PETY, ete.

Mudando, entio, na formula B), »n em n—1 n—1 em
n— 2, ete., depois de se terem grupado as pareelas extremas,
ohta,m s

POt — ol P (e )u P . AR 1) PR,

+ A 4u| =Py 2+ (e Lul Pt A+ 1 PO

-i-(l+u.,_,}[uf.ignl‘. 3+(-§+1)um Pl +(k+1)u..gPﬂ;

R b e T TR i
+ (1) uf? ”PH (k1) ”P; t.. +(f-+1)u,P‘.

m]

= ul P (ki Du®Pl it (R DU PO,
H g Py gk 1)l Pt A k1), P s[(l-!-ug}

Huf P A1) P) (e DD I 1+rr,.‘n_l+u,_l) (1+us)
+u*.‘+"l1+u,.)(1+u._0_..(1+u3} 14 ua).
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Logo, designando por A; um nimero superior & soma da
série (i — 1) e supondo, como & licito, B;> 1, vem, ateadendo
as desegualdades (x)

IPEH B, VB, ||+ (1B (| o (e 1 Be ]

=i

<B,[B,At; s+ (k+1)BiAusy .t (k+1)Bi As)=Bgpi,
o que nos permite englobar na formula
. [ PO<B,  (=0,1,... k+1)

na qual B é um nimero maior que B,, By, ... Bi_y, todas
as desegualdades até agora obtidas.

Entrando com éstes resultados na formula (§), obtem-se,
finalmente, a desegualdade

| PEHD _ PO | B | ulHY |+ k4 1) || - ] ]

&

que, estabelecendo a convergéncia uniforme da série
w(@) =P+ @ —Pf 4.+ @SP4,

permite escrever a formula geral que procuravamos obter:;

-

w (&) = 4 @)

ou

@ 59 (2) = BmPLHY.

n=x

Estes teoremas estendem-se, sem dificuldade, ds fungdes
de varidvel imagindria. Néste caso, as restricbos de que
atrds falamos nfio tém importineia alguma, visto saber-se
que a existéneia da primeira derivada importa, no dominio
da varidvel imagindria, a existéncia de derivadas de todas
as ordens.

=
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Em todo o caso, a existéneia destas derivadas nflo permi-
tin, como j4 tivemos ocasifio de dizer, demonstrar a formula
(), e isso porque -a formula (%), a que so chegava, era es-
tabelecida na hipétese de nio ser nulo nenhum dos factores
de f(x). Mas nbs nilo quizemos estabelecer a formula (%),
que apenas de passagem registAmos, mas, sim, as formulas
®) @), -+ O

Em particular, () poderia deduzir-se de (¥'); mas, para
iss0, era nilo 86 preciso que f(x) tivesse derivadas de todas
as ordens, como se exigia a existéneia dam minimo diferente
de zero para os mddulos dos factores de f(x), condicdes
estas que, no nosso estudo, nflo sam de modo algam neces-
sdrias.

Privado dos teoremas que acabamos de obter, o sr. EyiLe
BogeL, no seu belo livro sobre as fungdes inteiras, tem de
recorrer a calculos muito laboriosos para demonstrar que,
dados o produto infinito (1)

F(Z)=ﬁ (1 2 ;E;)ef £5 *L(_:;‘)E*""* Tl (;;)p

e a regido | z| <R, sam legitimas as correspondentos forma-
las (b) e (e). Bsto autor nio chega até a desenvolver os
calculos relativos a egualdade (¢). Ora, em vista do que
acabamos de expor, essa conclusiio é imediata. Bastaria,
efectivaments, estabelecer a convergénvia uniforme das cor-
respondentes séries (1), (2) e (3), o que & deveras simples,
como adeante mostraremos, ao voltar a éste assanto.

(*) A fangdo considerada pelo sr. Bonen & eQ(2) F (2), onde Q(z2) &
um polinémio de griu iaferior a p 4 1, O leitor verd, porem, que ésse
factor nilo ¢ estirvo digno de mengio.
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A integragdo dos produtos infinitos

12. A proposito da integragiio dos produtos infinitos,
estabelecem-se teoremas paralelos dquéles que acabam de
gor demonstrados para o caso da derivagdo.

Em primeiro logar, se o produto infinito

f@) = i:’ [+ ()]

for uniformemente convergente no intervalo (a, b) e se, nésse
mesmo intervalo, () e u;(z) forem funcdes integriveis (o
que necessariamente acontece, quando u;(x) é uma funglo
continua), serd, evidentemente,

f £ () dat = lim 11 dee,

visto que, néste caso, a série de funghes integriveis
P+ (Pg—-— Pl) + ... {_Pn— Paii) +...

converge uniformemente.
Atendendo a que a série

ff{.c) dar _—f[’. m+f{1‘,—1’.}far+...+j(15.; Pyy)de+...

¢ também uniformemente convergénte e os seus termos sam
fungdes continuas, teremos

fd:cff{a-)d.r =-fff.:: -El‘, dz+ ... -t-jﬂ'-i"j{[’ —P,—P,_)de + ...

Iy




e, de um modo geral,

fd.r_fd.r...ff(.r)d.r-——-
. =fd.zfd.n...f1’1dm+...+fdm:dm...f(l’,—P,-,)d.r+...

uhri[dmfdx fP{a:)d.c lun E—Z—P(jdz.

Ekl




CAPITULO 1

Os produtos infinitos de Weirstrass

Extensdo imediata de um teorema da Algebra

13. O problema da determinagiio de uma expressio
analitica cujos zeros se conhecem -ocupa hé mais de um
século o espirito de muitos geometras eminentes.

Comegou-se por descobrir, sob um mesmo enunciado
geral, a coexisténcia de dois problemas distintos, ao mesmo
tempo que se reconhecia a insuficiéncia do conhecimento dos
zeros para se proceder a nma determinaciio efectiva e tinica.
Esta iltima conclusflo resulta do facto de se anularem para
os mesmos valores da varidvel duas expressdes que apenas
diferem num factor da forma e ), desde que ¢ (z) satisfaca
a certas condi¢les gerais; a duplicidade do problema pro-
vem das duas hipbteses que se podem fazer sobre o niimero
dos zeros dados. Se 8sse nimero & finito, supondo, como
& sempre possivel(!), que a expressio a detsrminar se nio
annla com 2z, as consideracdes anteriores condvzem-nos ao
prodnto

evn(1-2) (1-2)...(1-2),

onde ay, a3, ...@, sim 08 zeros propostos.

(") Por meio de uma mudanga de varidvel,
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Nesta expressflo, hd, como se v&, am factor arbitririo.
Se nos cingirmos no dominio das expressdes algébricas, in-
teiras, o conhecimento desse factor ficard apenas dependente
do conheeimento do valor que toma a expressio procurada
num ponto qualguer,

Numa expressio analitica que admita uma infinidade de
zeros, haverd, também, em regra, um factor, independente
désses nimeros, cuja determinagfio sb serd possivel quando
se conhegam algumas propricdades caracteristicas da ex-
presslio que se pretende descobrir,

A determinagiio do minimo e natureza dessas proprieda-
des constitue a fase atual do estudo do problema proposto.

Noste capitulo, dada a sucesslio indefinida de nameros
guaisquer

{1} Ay A2y 56 Uiy o090y

limitar-nos hemos a construir uma expresslio analitica, re-
gular em todo o plano, de que 8sses nlimeros sejam os finicos
zeros. A condigho de regularidade exige que seja lim | ay, | = oo,

=
razllo por que ndés supomos os nimeros (1) eseritos segundo
a ordem crescente dos sens moduolos, sendo no entanto arbi-
triria a disposi¢iio daquéles que s6 diferem nos argumentos.

14. Suponhamos, em primeiro logar, a;==0. Nestas
condicdes, tendo em vista que, por maior que seja o inteiro
m, o produto

SN e e

representa sempre nma expressio analitica destituida de
singularidades a distincia finita, que apenas se anula nos m
primeiros pontos da sucessiio (1), ocorre, naturalmente, in-
vestigar as condigdes a que devem satisfazer os elementos
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dessa sucessllo para que o prodato infinito

o =2 =(=g) (-2)(=3)

nfio admita ountros zeros além dos nimeros que nela figuram
e conserve em qualquer regifio limitada do plano a regula-
ridade dos seus factores.

Para realizar o primeiro objectivo, suporemos absoluta-
mente convergente o produto (a), ou, o que tanto importa,
admitiremos a convergéneia da série

ty

porque, nesta hipGtese, qualquer que scja o valor de z que
s considere, a série

serd sempre absolutamente convergente, o mesmo se podendo
dizer do prodato considerado, que nflo poders, assim, ser
nulo, sem que algum dos seus factores o seja.

Da nossa hipétese, decorre tambdm a regularidade desse
produto, como facilmente se reconhece, notando que é aqui
intogralmonte aplicivel a doutrina do n.° 9, desde que nos
limitemos a considerar uma regifio limitada do plano.

Se a origem das coordenadas fosse um zero de ordem A
para a expressdo que sc pretende construir, constituiriamos
com os restantes zeros a sucessiio (1) e a expressiio analitica
procarada obter-se hia multiplicando pela poténcia & de z o
produto infinito correspondente a essa sucessio.




Factores primarios de género p.
Teorema de Weirstrass

15. Antes de nos abeirarmos do estudo do teorema de
WEeIRsTRASS, vamos dizer algumas palavras sobre as ex-
pressdes da forma

P =)ot

=
p

ds quais se dd o nome de factores primdrios de género p.
Demonstraremos, em primeiro logar, que P, (x) é suscé-
tivel de sér desenvolvido em série da forma

P(@=1+qart+qart?t+, .. tguert™4...,
com |g;|<1.

Suponhamos |x|< 1. Como a expressio

IF+! .;,-""*
—_—t ...

pt+l p+2

é sempre maior do que wim, quando @ é maior do que zero,
08 nameros positivos s, 81, ..., que figzuram no desenvolvi-
mento

] Fid
Ao
e! P =l4a+...Fartaartl +azrt2f, ..,

deverim ser inferiores aos coeficientes dos termos corres-
pondentes da expressilo

z =P |1P+| i
-l—+..,+r--|-hl+... lu-[.;'.—_E i}

P
e = 8 = =
11—z

=14+a+...+z2rtarti4, .,
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e, conseguintemente, os nimeros ¢, ¢s, ..., respectivamente
ignais a 1—a, 8 —s2,..., satisfuzem bem A desigualdade
indicada. Por outro lado, o teorema relativo & multiplicagiio
de séries mostra que o desenvolvimento obtido para P, (x)
subsiste, ainda que o médulo de x exceda a unidade. Eis
o que descjavamos provar.

Incidentemente, poderemos observar que, supondo |z|<1,
serd P
Py(z)—1 | < ll—x—l-|-:c| ,

resultado @ste que em breve utilisaremos.

16. Entrando no estudo da bela proposicio de WEIrs-
TRASS, vamos mostrar como se poderd fazer corresponder
a cada inteiro n um positivo k,, de modo a tornar conver-
génte a série

R |*
=k

@) Z

[
onde R & um positivo arbitrdrio e a, conserva o seu anterior
significado, com a restrigio |a;|>0. ¥ o quo se consegue
sempre, pondo, com WEIRSTRASS, k, =0, ou, como indicou
o sr. Borewr, k,=i(logn), isto é, k, igual ao maior inteiro
contido em logn. No primeiro caso, a raiz de indice n do

1
termo da mesma ordem tende, com — para zero; no se-

gundo, qualquer que seja o positivo k, serd sempre

R 1
i <.

logn
=N

log
By

desde que n seja soficientemente grande.
Nas aplicagdes, o caso mais importante é aquéle em que
0 nimero k, é fixo, independente de », como, por exemplo,

a4 BOTIO i (E)i ;

1 n
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néste caso, di-se o nomo de expoente de convergéncia da
sucessdo (1) ao limite inferior do conjunto de ntmeros « que
tornam convergente a sdrie

Adeante mostraremos o importante papel que éste nimero
desempenha na teoria das fungdes inteiras.

Demonstrada, porem, a possibilidade da determinagfio dos
ntimeros k,, tomemos arbitrdriamente um positivo R e con-
sideremos a regilo A definida pela desigualdade fz|<R.
Se o inteiro my satisfizer & condi¢io |a,|>R, o produto
infinito

fi(5)= II(I—-----)H b ()

ou, mais simplesmente,

IT (1 +uu),

convergird absoluta e uniformemente em A, porque, visto

ser |— | <1, n>my, uma observaglio anterior permite es-

crever a desigualdade

z |k
R‘I 3 o _." 1 -] R
VLR v L B 2 b 2
m, o) — [ Puaal i T
oy | [

que mostra que 0 mesmo se di com a série

(3) .‘Eiu“i"
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Logo, a expressiio

ro-TE(1- 2)ed -+t

proveniente da multiplicaglio de fj(z) por um certo nimero
(m1—1) de factores, gozari das mesmas propriedades na
regiflo considerada, onde, por conseguinte, nio poders ana-
lar-se, sem que o mesmo acontega a algum dos seus factores,
0 que nos permite afirmar, atendendo i arbitrariedade de R,
que f(z) nlo admite zeros extranhos i sacessio proposta.

Para terminar, mostraremos que f(z) é uma expressio
analitica inteira, para o que basta demonstrar a existéncia
de f'(z) em todos os poutes do A, Como se encontra jb
estabelecida a convergéneia uniforme da série (3), limitar-nos
hemos a demonstrar que a série

a0
E [ty |
1

satisfaz 4s condicBes do n.° 9.
Efectivamente, supondo R>1 e designando por m um
nimero definido pela condigio

R

iy,

1
<'h_a

as desigualdades evidentes

if“x’i-—-{:|—2l'—'s% +%(7=:],+ i *.l—l(ﬂi.')trl
n,

k

| - Vi
1 Rk _B_|+, .-f_|ii*r|"l N q
2 IR ks 4 |77 e | ISR M - =t
<w2|—| == R
E2fal < SERA e




mostram que essa série converge uniformemente e que a sua
soma nilo excede, na regido que se considera, um certo na-
mero, de calculo bastante simples.

Podemos, pois, escrever

J@)= 1im—II( + tn)

ou; se f(2) =0,

f&)= (z’JL +—!{.~; 3

Se a expressllo procurada se anular com z, a sua forma
mais geral serd

?(0) =01 (2),

como se explicon anteriormente.

Eis, com algumas modificagdes, os trabalhos de WEIRSTRASS
sobre o problema que nos propusemos estudar néste capi-
tulo. O eminente geometra publicou a sua descoberta nas
memorias da Academia de Berlim, em 1876.

Anteriormente, EULER obtivera jA alguns resultados va-
liosos, se bem que muito particalares; e o professor ENrico
BeTrri, em 1859, resolvera também éste problema, no caso
particular de ser diferente de zero o limite inferior das dis-
tincias mutuas dos zeros, que &le supunha simples,

Apesar da sublimidade do seu talento, WEIRSTRASS niio
conseguiu tornar o seu método apliedvel A resoluglio de pro-
blemas que intimamente se ligam a @ste, constituindo até
como que um scu prolongamento, como, por exemplo, o da
determina¢lio do factor ed®). Desta tarefa se tem encarre-
gado os maiores geometras do nosso tempo, como POINCARE
e os srs. Hapamarp, BoreL, LINpELOF, BLUMENTHAL, ete.
E guo dste factor desconheeido, correspondente & constante
indeterminada dos polinémios, é aqui de uma importincia
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exeecional, visto ser da mesma natureza da expressiio a de-
terminar, como judiciosamente observa o sr. BOREL, enquanto
a constante dos polindémios apenas influe no sinal dessa ex-
pressdio, quando se consideram valores suficientemente gran-
des do médulo da varidvel.

Adeante, quando falarmos das fungbes de género finito,
diremos mais algumas palavras sGbre éste importante assunto.

e







CAPITULO 11

Alguns teoremas sobre as funcgoes
de género finito

Os produtos canodnicos

17. Se, conservando as notagdes do capitulo anterior,
p+1 é o menor inteiro que, escrito no logar de «, torna
convergente a série

4 funcio

di-se 0 nome de produto canénico de género p. E, como se
vé, um produto infinito de factores primdrios de género p,
que converge absoluta e uniformemente.para todos os valores
de z. Multiplicando wm produto canénico de género p por

am factor da forma
,B'Ji,:],

onde Q () é um polinémio de grau g, obtem-se uma transcen-
dente inteira, a que se di o nome de funcdo de género k (1),
designando por esta letra o maior dos niimeros p e g. Final-

{!) A nogiio de género ¢ devida a Lacuerre,
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mente, se, no produto

] 2P gAY DL SR S R L
§(2)= EH“"I[ (1_%) > 2 (.n ) + +"r-l(u,.) ’
1

os nimeros K, crescem além de todo o limite, H (z) é uma
série on se verificam conjuntamente estas duas hipéteses,
$(z) toma o nome de fungdo inteira de género infinito.

Algumas das proposicdes que vamos expor, relativas as
funcdes de género finito, tém sido, mais ou menos laboriosa-
mente e com determinadas modificagdes, estendidas as funcdes
de género infinito. As duas teorias marcham, hoje, parale-
lamente, dando-se matuos e importantes subsidios. Aqui,
apenas nos referiremos 48 funcdes de género finito.

18. Comecaremos por demonstrar que a derivada de um
produto canénico de género p, cujos zeros sam riais, niflo
tem raizes imagindrias, para o que faremos vér que, repre-
sentando por fu(2) o produto dos m primeiros factores de
(1), nenhuma das fungdes f,'(z) tom zeros dessa natureza,
como necessiriamente aconteceria se fosse falsa a nossa pro-
posigiio. Efectivamente, tivemos jd ocasilo de mostrar (Y)
que, no caso sujeito, de

(2) f(&)=1im £ (2)

L 4

se deduzia
3) *f'(2) = lim £/ (2)

@ adiante mostraremos que é também

@) - I () :..lﬂ fu(@;

(1) Capitulo 1, pig. 81,




ora, considerando o integral

fiagks g

2n e'L_ Ju(2)

']

que se supde tomado ao longo de um cirenlo C tragcado
numa regiio onde apenas exista um tnico zero — o centro
—de f'(z) (1), e tendo em vista que; em virtade das formu-
las (3) e (4), tem logar a igualdade

Ml s d e ® sy

;s 2ni) f'(2)

vé-se qud cada uma das fungdes f)/(2), m>my, s6 admite
um zero interior a essa regifio circular, donde concluimos
que um zero de f'(z) & sempre um ponto limite do conjunto
de zeros das derivadas f;,/ (z). Logo, se provarmos que estas
funcbes s6 admitem zeros riais, teremos estabelecido a pro-
posi¢o enunciada,

Ora, escrevendo fy, () sob a forma

(®) Jn(2) = eI Py (2),

onde se pos

fu' (2) terd a expressiio

(6) Jo' (2) =2 [Qu/ Pu4-Pu]

(*) A partir de certa ordem, nenhuma das fungdes fi' (z) poderd
anular-se sobre esta linha.
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e, como Py, nflo tem, por hipotese, zeros imagindrios, a de-
rivada fu' (z4iy), y5=0, s6 poderd anular-se quando seja

] zP 4 C 2
Q.+ 2[ -—a..+r¢.., +—“-| *..4“-_] ?( )z_a_—o
ou, dividindo por z¢ e maltiplicando por x —a,—iy

01 z—a,—iy
23 e—artp*

Se p é par, o coeficiente de iy nas parcelas deste somatério
é negativo, e essa soma ndlo poderd, por isso, sér nala, com
y¥==0; se p é impar, a_conclusio é ainda subsistefte, como
ficilmente se reconhece, multiplicando por z+iy os dois
membros da ignaldade anterior. Logo, se forem riais os
zeros de wm produto candnico de género p, sam igualmente
riais os zeros da sua derivada (4).

19. A formula fundamental (6) sugere-nos ainda algamas
consideracies de certo interesse. Suponhamos, ¢ém primeiro
logar, que os zeros de f(z) se estendem indefinidamente ao
longo do eixo rial. Néste caso, as raizes de f'(z) =0 pro-
longam-se também em toda a extensio dessa reeta, por-
quanto em cada intervalo de dois zeros consecutivos de f(2)
duver"u existir, pelo menos, uma raiz de f'(z) =0.

» porém, fieil indicar com maior rigor a sitnaclio dos

-_— =

(') Esta proposiglo, que julgamos nova, ¢ mais eompleta do que a
de Lacuvenne, de que nos ocuparemos a seguir, se bem que menos geral
do que vla. O método que empregamos na sua obtengio é devido a ésse
sébio professor. Poderiamos, de resto, operar directamente sdbre a ex-
pressdo de f' (z), segnindo assim diverso caminho, alids bem mais breve.
Preferimos, no entanto, servir nos déste método, porgue, como o leitor
nilo. deixard de notar, éle permite-nos fazer algumas observagdes inte-
ressantes.
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zoros b, de f'(z), estadando, para isso, a distribuicdo dos
zeros das derivadas f, (2).

En primeiro logar, como todas estas funcdes contém o
factor #?, f' (z) admite a origem das coordenadas como zero
de ordem p. Por outro lado, ou éste zero existe num dos
intervalos formados pelos zeros consecutivos de f(z), ou lhes
6 extorior. No primeiro caso, se m & suficientemente grande,
dos m— 1 intervalos de f,.(2)(!) s06 um econterd a origem,
devendo, portanto, nos restantes, existir um minimo de m — 2
zeros de f,/(z); como esta funefio apenas admite m+4p—1
zeros, p dos quais coincidem na origem, segue-se que so
falta precisar a posiclio de um deles. Ora, se p é par, 8sse
zero deverd encontrar-se no intervalo da origem, porque,
pelo trorema de RouLg, f,'(z) deve ai mudar de sinal um
nimero impar de vezes; se p é impar, ainda pelo mesmo
teorema, deverd 8sse zero permanecer exterior aos intervalos
de fu(z). Logo, néste primeiro caso, se excetuarmos o inter-
valo da origem, podemos dizer que entre dois zeros consecuti-
vos de {(z) existe apenas wm zero da sua derivada ; no intervalo
excluido, além do zero de ordem p na origem, {'(z) adnite,
quando p seja par, wm outro zero simples.

Se, portm, os zeros de f(z) forem todos do mesmo sinal,
como p zeros de f,'(z) se encontram reunidos na origem e
os m—1 restantes distribuidos pelos m—1 intervalos de
Ja(2), (um em cada), nos podemos concluir, afirmando que
em cada intervalo de f(z) ha apenas wm zero da sua derivada
e que esta fungdo se anula na origem, onde tem wm zero de
ordem p.

Este resultado permite-nos afirmar que o produto infinito

ue figura na expressiio de f'(z) ¢ canémico e de género p,
E, efectivamente, o que se verifica, notando que a conver-

(1) Para abreviar, empregamcs, da uma maneira geral, a expressiio
« intervalos de g (z) » por « intervalos formados por zeros consecutivos
de (z) ». Com o mesmo intuito, supomos também que f'(z) 86 tem zeros
simples,




géncia da série

) i[llm

rlb"

é uma conseqli@necia imediata das dltimas conclusdes. Logo,
se S(z) representa uma funcfio destituida de singularidades
a distincia finita e g (z) designa o produto canénico corres-
pondente & série (7), a expressdo da derivada f'(2) terd a
féorma

2?8 g (2).

20. A derivada da fancdo rial de género p

F(2) = e f ()

podem estender-se alguns dos resultados anteriores, Assim,
s¢ ¢ ¢ uma constante positiva, F'(z) nfio tem raizes imagind-
rias; se ¢ ¢ menor do que zero e p & impar, a conclusiio &
ainda verdadeira. Efectivamente, a equaciio de condigio da
existéncia de raizes imagindrias é agora

pcz"*-i*E( ) =0

E—CI.,
on

a(z—ay) + 32 {3‘ 1
et —_ =
i ga’ [(@—at+y7] i Tl @ —a)+1]

e esta equagllo exige y =0, qualquer que seja o sinal de e,
se p & impar; se p ¢ par, escrevendo a equaciio de condiglio
gob a férma

pelr— 1_,*:! r—a,—iy
St ]

vé-se que ela ndlo pode sér satisfeita, se ¢ é positivo, por y==
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Niio serd talvez initil observar que F'(z) admite um zero
de ordem p-—1 na origem das coordenadas. Com respeito
aos restantes zeros, ficilmente se reconhece que, a nilo ser
no caso de excepclio a que vamos j& referir-nos, é aqui
integralmente aplicivel o que ficou anteriormente dito a
proposito dos produtos candénicos. O caso de excepeilo apre-
senta-se nos quando a origem se encontra num dos intervalos
de F(z) e p 6 um nimero par. Nio é possivel, néste caso,
precisar, de uma maneira geral, qual a posi¢ilo de dois zeros

de F' () ().

21. Com a proposigio geral de que nos temos ocupado
néste capitulo, ficam generalizadas aos produtos canénicos de
factores riais e género finito algumas propriedades estabele-
cidas para os polindmios de rafzes riais. Nifio é provdvel
que o futaro nos reserve, sob &ste ponto de vista, resultados
muito mais completos e gerais, porque sam, de facto, os
produtos canénicos.e niio as transeendentes de género finito
as fungdes que, pola sua constitaiglo intrinseca, mais se apro-
ximam dos polindmios. Tendo jé demonstrado que a reali-
dade dgg zeros-de um produto candnico importa a realidade
dos zeros da sua derivada e tendo verificado que, salvo um
caso de excepgllo, 8sses zeros se soparam mutuamente, poucas
seram as proposicdes da teoria dos polinémios que lograram
ainda str estendidas As fancdes inteiras, enquanto nos con-
servarmos no dominio arbitririo das transcendentes de género
finito.

Restringindo, porém, a determinados valores de p as nos-
sas investigacbes, & possivel alargar certos resultados.

Assim, ji tivemos ocasiflo de dizer que a derivada de uma
funcdo rial de género um (), desprovida de zeros imagindrios,
tem todas as suas raises riais; sObre a distribuiciio déstes
nameros, observaremos que, sem excepclio alguma, entre

(1) Para um estudo mais completo desta fungdo, veja-se a Nota 1,
no fim do livro.
) E um caso particular do exemplo tratado no niimero anterior.




dois zeros de T (z) ha apenas um da sua derivada e que esta
fungdo ndo se anula na origem.
A série

1
)

onde &, é o zero de ordem a de F'(z), &, niste caso, sem
restri¢des, convergente, de modo que o quociente de F'(z) por

(-5

é, necessdriamente, uma funcdo exponencial. Adiante mos-
traremos que ela ¢ da forma

e** T8k
onde « e § designam constantes riais,

Por conseguinte, como a derivada de uma funclio rial de
género um e zeros riais é ainda uma fungllo que gosa de
todas estas propriedades, podemos estender & derivada de
ordem n os resultados que acabamos de registar. LAGUERRE
obteve, tirando partido desta possibilidade, alguns resultados
muito interessantes, Um deles, correspondente da proposi-
¢lo algébrica relativa &s lacunas dos polindmios, ¢ deduzido

da formula
b Lk W < Wl W
v b b ¥

demonstrada na hipotese z-=a, (n=1, 2, ...). Ela per-
mite escrever, para ésses valores de z,

(8) F(z) F' () — F?(2) <0

e ¢ claro que esta desigualdade subsiste quando se conside-
ram os valores excluidos. Ora, substituindo, eomo é permi-
. : ) <% 1
tido, em (8), F (2) e as suas derivadas por Fi5 ", F} e F{'"




i o
e pondo depois z=0, vem, na hipitese
F(@)=A,+tAiz+...4+ A2 ...,
a designaldade
(n+1) Appr Ay —n A2 <0,
donde se deduz, fazendo A, =0, Y
Anti1 A1 <0.

Este resultado cerresponde rialmente A proposicio algé-
brica a que nos referimos, porque mostra que a existéncia
de wma lacuna no desenvolvimento em série de wma fungdo
rial de género wm 86 ¢ possivel entre dois termos de sinais
contririos.

Verificando-se fdcilmente que, sob as condigdes indicadas,
esta conclusfio & aplicivel &s fungdes de género zero (que
sam produtos candnicos), podemos entiio dizer:

Se houver wma lacuna entre dois termos do mesmo ginal no
desenvolvimento em série de uma funclo rial F (z) de género
zero ou um, a equagdo

F(z)=0
admite necessdriamente raizes imagindrias.

22. Para terminar éste breve estudo sdbre os produtos
candnicos, vamos mostrar que a essas fungdes, quer riais,
quer nflo, & aplicivel a doutrina do n.® 11, sempre que nos
limitemos a considerar uma regifio, onde o modulo da va-
ridvel nfio possa exceder um positivo R, de resto, arbitrdrio.

Para o provar, faremos vir que, representando por wu,(2) o
termo geral do produto candnico que se considera, as séries
dos médulos das derivadas wu, (2), u,'(2), ... uf,“ (z), onde k &
um inteiro fixo, mas ahsolutamente qualquer, convergem uni-
formemente, ndlo excedendo a soma da altima, para os valores
de z indicados, um determinado nfmero positivo,




Como a expressio de u} (z) & dada pela formvla simbolica

) (2)= g;+l (zF-|- e-‘n)“._n, Ay=—+ i,( - +--- ; %(: )?1

bastard mostrar que o mdédulo de gnalquer derivada de 22 e'n
niio excede um certo nimero M, desde que a sua ordem niio
exceda k, pois que isso nos permitird escrever

k

(1) | ul (2) | <MK},

visto 08 coeficientes do desenvolvimento de LEIBNITZ sérem
todos inferiores a k!

Ora, pelo que respeita a z?, & evidente que o médulo de
qualquer das suas derivadas ndo ultrapassa p! R?; quanto &
exponencial e*s, como da sua derivada de ordem i se deduz,
pela mudanca de a, em a;, a derivada da mesma ordem de
et , o modulo da primeira destas derivadas serd, para todos
os valores de z e gualquer que seja n, inferior ao resaltado

o oot z z
que se obtem substituindo, na uItmm,;I— por |- ‘; e, por ou-
1 ]

tro lado, como @ste resultudo representa a derivada de ordem
¢ da exponencial

mr-] H
}
]
4
+
'-l
f':_“‘u
-
Al
&
|I
|
o S

concluimos que, sapondo k fixo, se representarmos por H
nm nimero superior aos méiximos desta funcilo e das suas
k—1 primeiras derivadas, @sse nimero limitard também
superiormente o modulo de e’ e das suas k—1 primeiras
derivadas. Logo, desde que M exceda o maior dos niimeros
p!Rr e H, tem logar a formula (1), dela decorrendo ime-
diatamente niio 80 a existtneia de um nimero superior A
soma da nltima das séries consideradas, mas ainda a con-
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vergiéncia de todas essas séries, sendo-nos assim permitido
escrever

£ (2) = lim P (2),

L e

onde P, é o produto dos » primeiros factores do produto
capénico de género p representado por f(2).

As fung¢oes de género finlto

23. Depois da descoberta do teorema fundamental do
WemsTrASS, o professor Epmoxp LAGUERRE estabelecen
algumas proposi¢oes importantes relativas As funcdes inteiras,
procurando pér em evidéncia o parentesco existénte entre
estas fungdes e os polindmios. Conseguiu, rialmente, obter
resultados muito completos e valiosos, quando, de um modo
especial, se aplicou ao estudo das fungies de género inferior a
dois mas nflo logrou estender para além desse limite algumas
das mais importantes proposi¢des da teoria dos polinémios,

Deixou-nos, em todo o caso, uma proposiclio valiosissima,
relativa ao miximo do nimero de zeros imagindrios que
pode admitic a derivada de uma fungdo rial, sob certas
condigdes que abaixo indicaremos. Vamos terminar @ste
capitulo, demonstrando @sse importante teorema, em cujo
estabelecimento aproveitaremos alguns dos anteriores resul-
tados, afim de tornar mais breve e rigorosa a sua exposicio
@ evitar inteiramente os raciocinios obscuros de que se serve
o sr. EmiLe BOREL ao estudar o mesmo assunto no sen jé
citado livro.

Consideremos, para isso, a funclo

f(z)nemll(l_u_\eﬁ-*% a1
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onde Q(z) & um polinémio rial de granu nflo superior a p e
08 NUmMeros da,, com oxcepciio dos ¢ primeiros, que supomos
complexos conjugados, sam nimeros rinis nas condigdes an-
teriormente indicadas.

Designando por g,(2z) o produto

o (2) = el ) P,y (2),
onde se pos

2

a3 (@ Y]

m@=ﬂ@_9,

mw:qm+$

a funcilo rial
b (2) = e @ [Qu’ (2) Pu (2) + P’ ()]

nflo poderd tér mais do que p-q zeros, riais on imagini-
rios, &lém daqueles que sam estritamente necessdrios para a
separaclio das raizes de g, (z) =0, porque p+4-q é, precisa-
mente, o maior excesso possivel do grau do polinémio entre
colchetes sobre o namero m — ¢ — 1 dos intervalos dos zeros
riais de g, (z). Se considerarmos uma regifio limitada por
um contorno fechado, sobre o qual f"(z) se nio anule, esta
funciio e a derivada ¢,'(z) anular-se ham ai um mesmo né-
mero de vezes, visto os zeros de f'(z) sercm pontos limites
dos de @,/ (z), como ji tivemos ocasifio de dizer. Logo, se
tirarmos a cada intervalo de f(z) wma raiz da equagdo deri-
vada, esta equagio poderd ainda admitir, nésses intervalos ou
féra déles, o nimero mdximo de p+q raizes riais ou imagi-
ndrias.

Como éstes p -} g zeros nflo possuem nenhumas carateris-
ticas especiais, ndo sabemos qual seja a posi¢o do zero b
de ' (z); a nilo ser para valores particulares de J, necessiria-
mente em nimero limitado, quando se considerem tipos es-
peciais de fungdes.
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Contentemo-nos com o registar que, & excepglio de um
nimero limitado, os zeros de f'(z) se encontram nos inter-
valos a que nos temos referido, um em cada, porque desse
facto decorre a convergénein da série

|p

S

onde &, representa a raiz de indice n de f'(z) =0, depois de
excluidas as raizes nulas desta equacilo. I sobre esta con-
vergéneia que repousa o cileulo que vamos desenvolver,
para determinar o género de f'(z).

Para isso, mostraremos que o quociente

')
g(2)’
onde

y(z)=z'"fI (1 - 5:) ee_: +3 () (:,.)'

representando o o grau de multiplicidade do zero que f'(2)
tem na origem, é uma expressiio da férma

B, R(#=c 2?2+ ...+ Cpe

Para simplificar a demonstracilo, que ficard ainda bastante
longa, suporemos o =0, O leitor verd facilmente quais as
modificacdes que a hipotese contréria nos imporia.

Isto posto, designemos por

(1] E'.:,, ba', . -F.ila", cas
'.l L]

(2) Ba, Bay oo Bay
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os zeros positivos de g(z) e de

mip | ST
Toip—t (2) = II (I_W) rrﬂ' : (3:1..;

onde

-

(3) R -

sam os zeros de g,/ (z). Em (1), supdem-se os ntmeros
escritos pela ordem crescente dos seus vyalores; em (2), a
posiciio dos P ¢é definida pela igualdade
" {m)
lim g, = bﬂk *
M=
Consideremos a regifio |z|<R. Dado o positivo §, de-
signemos por ky um nimero tal que seja

B
b,
O <—"— B — <8

B |

o representemos por ks um inteiro definido pela eondigiio de
serem Tiais e se separarem mutuamente os zeros de f(z) e
f'(2), cujo indice seja superior a ks; k designa um nmimero
superior a ky e ka. Mostremos, em primeiro logar, que a
diferenga *

41, mp—l (8)— ¥, mip—1 (z) i
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que podemos escrever sob a forma

(g1, #(2)—11,4(2) Frt, mip—r (&) +
+ 112 2) (G4, mt p—t (2) — Yo 1, mip—1 (2))

tende para zero, quando m aumenta indefinidamente.

Consideremos a primeira pareela, cujo segundo factor é
evidentemente limitado por um certo niimero M. Atendendo
a que, na regillo que se considera, o médulo de z nio pode
exceder R e ao facto de cada um dos & factores de yi,, (2) ten-
der, quando m aumenta, para um dos factores de gy i (z), pode-
mos concluir que, para valores suficientemente grandes de
m, serd

| (g.l L (Z:] T T‘- k (2}) gt'i'lf mp—1 (2-') [ < 3"
Pelo que respeita & segunda, notemos, antes de mais nada,
que, pelas anteriores razdes, o mddulo do sew primeiro

factor é limitado; para obtermos um limite superior do se-
gundo, consideremos a expressiio

10g gut1, mip—1(2) —108 Yt 1, mip—1 (2),

que escrevercmos debaixo da forma

(108 Fis1, mip—1(2) — 108 Yis 1, myp—1 () ) +

+ (108 g1, mep—1(2) — 108 Yitt, ms =1 (2));

separando os factores correspondentes aos zeros positivos e
negativos.
A primeira parcela (relativa aos zeros positivos), desen-
volvendo os logaritmos que nela figuram, o que ¢ sempre
1

TN TR T
. \ -

=
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possivel visto ser |z|<|b|, conduz & desigualdade

!]‘ng’k t1, mtp—t (2) =108 Yk it, mip—1 (2) |
= z\rHt 1 e\t
~(2lrr() ) ]
: 1 g\l
~Elrmle) )
srHE=E 71\ 1\t
-z (@) ]
it -4 .1 : )p+=‘!J |
ST I

onde @4 e o sim o menor e o maior dos indices dos zeros
que figuram em g'tiy mpp—1(2). Mas o termo geral do pri-
meiro somatério do segundo membro, isto é; « expressio

f r+l 1 \rHt
7 . auﬁ-l) |
Pe |

6 igual a




b1

consoante seja b,igﬂz’ﬂ, e, conseguintemente, inferior a
]

1\t 1 A+
@) &)

onde a, © a,_, sim os dois zeros consecutivos de f({z)
entre os quais se encontra by, ; logo, serd

@) ) <2 G )]

1\rH | 1 P4
< (——) o ) e
ﬂ'lq. ir"};.l

108 &'x44,m 4 p—1(2) — 108 Vi, mip—1 (2)

donde se deduz

&

~ 1R by
<XFmisTTRE~
w=p+4 1 1— "b:l

Demonstrando, por meio de um calculo andlogo, a desi-
gualdade

108 G, i1 (2) — 108 Vet 1, mpp—1 ()| < B,
relativa aos zeros negativos, obtemos, qualquer que seja
iZ;C:l{,

|90, mt 51 (2) — 1, mip—1(2) | EMB+ N3 =¥

e, consequentemente,

g(2)—tmyp—1(2)| <

ou ainda

lim ¥y, mip—1(2) =g ().

==
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Terminados éstes cileulos auxiliares, & agora ficil demons-
trar a formula

f! () = M0 g ().

Efoctivamente, eserevendo 1y, w4p—1 (2) 80b a forma

mip—1 -
e I.[ (13+)
teremos
mr lim — E{ﬂ-fﬂ—— lim eumlu 1!,,,4:1'

qiz) m=x |1, m}p—1 (z-}m = z

e, como Qu(z) e R, (2) sdm polindmios de grau nllo superior
a p, concluimos que serd

lim eQmisi—Rylz) _ ec.:’+c,,:"'+. vty

=13

Logo, a derivada de uma fungdo rial de género p, que
apenas admita wn nimero finito de zeros imagindrios, é ainda
uma fungiio de género p; esta conclusdo é extensiva a deri-
vada de qualquer ordem de uma fungdo nas condigdes prece-
dentes. i

Fica assim completamente estabelecida a proposigio fun-
damental de Laguerre. Sendo, como ji dissemos, mais
geral do que aquela gque deiximos atraz demonstrada, nito
6, contudo, tam complota como ela. K, efectivamente, o que
se reconhece, quando se faz a sua aplieacllo aos produtos
canbnicos de género p destituidos de zeros imagindrios.
Pelo toorema de LaGuerre, ficariamos sabendo que a deri-
vada dessa fungfio nilo pode ter mais do que p raizes com-
ple}:as, enquanto a nossa pmp;,.si(;m. ensina jue todos Osses
nimeros sim riais. A mesma observaglio a proposito das
fungdes especiais, a que ja tivemos ocasifio de nos referir,




CAPITULO 111

O moédulo das fungoes de ordem ¢

O modulo maximo das fungdes de género finito

24. No Capitulo 1, quando se traton da exposiciio do
teorema de WEeIrsTRASS, dissemos que se dava o nome de
expoente de convergéncia da sucessdo

|ﬂ[|, |"351 -1 |“n|_1-n

dos médulos dos zeros de uma fungdo inteira ao limite supe-
rior p dos nimeros x que tornam divergente a série

) L <

ty

é a ésse mesmo nimero que se da também o nome de ordem da
fungdo de género p

-l (1 4,

@y /

Sa a série (1) for convergiénte para o= p, p serd a ordem
B I PP

por excesso; no caso contrério, &sse nimero tem o nome de

ordem por diferenca (1)._

() A nogdio de ordem foi introduzida pelo sr, Ewmive Bonr.




54

No primeiro caso, p, se & inteiro, coincide eom p+1.
— O ponto de partida dos trabalhos sobre as funcdes de
ordem p encontra-se em duas memoérias de PoOINCARE publi-
cadas em 1883 (*). Na primeira, aquéle ilustre geometra mos-
tra, representando por r o médulo de z, que se pode sempre
escrever

+i
(@ If@l<esr™,
r>nr
onde xz ¢ um positivo qualquer, préviamente dado.

Algum tempo depois, o sr. Emiie BoreL obteve uma
mais estreita desigualdade, mostrando gue se tinha

®) ()| < e

T} Tx
on
Lg!
() If@l<e™,
e

consoante p designasse a ordem por excesso ou por dife-
renca da funglio f(2); ¢ é um positivo qualquer. E, como
se vé, uma limitaclio mais satisfatoria, visto que, em regra,
p & inferior a p + 1.

Na segunda das referidas memorias, Porncar¥: demonstra
a igualdade
) N AT (f’f.i”_*.._l-) Y

m—c r+1

onde A, é o coeficiente de 2 no desenvolvimento de f(z) em
série, & represonta um positivo arbitrdrio e I' (a) é o conhe-
cido integral

-
I'(a)=| ev1e=dax,

o

(1) Ji em 1852 Powvcaré annncidra os seus resultados. Veja Comp,
Rend,




Ish)

Vamos fazer o estado metédico dessas trés proposicdes,
comegando por estabelecer uma importante desigualdade, a
que, por vezes, teremos de recorrer.

25. Dado um factor primdrio de género p e um himero
¢ definido pelas condigdes :

0<ce< 1,

6 sempre possivel determinar um nimero C,, tal que, para
todos os valores de z, seja

5 P | CerPte
B, () |=|1=0)eT T T |<e -,

Efectivamente, se |z|=r> 1, teremos, designando por K
a4 soma

2+‘%+'1¢-+'1_|
p

r.l 4
+T+"'+i L o o
<é

|Py(2)| <|1l—z]e" r

1 =4
se 5 <r<l1, serd

il‘,,fz)|<:e*<e"-"'”,

4+
onde k¢ é determinado pela condigiio &y (%)ln Sk se, final-

mente, r < 5, escreveremos
-

(—get T T

donde
P, (2)| et <ot

Conseguintemente, representando por C; 0 maior dos ni-
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meros 2, &y o'k, vird
@) | P,y ()] < e,

27. Isto posto, decompondo nas duas funcBes-

-—e"“u( ( )+ *“( )

nll-,;

peo-TI(-z)d s s 3 G

A4

o produto infinito f(2), facilmente estabeleceremos a primeira

das férmulas de Porvcart. Efectivamente, supondo % de-

finido pela condigio

| 1 o
y 3]

i'r-:-:‘.

"
1l
poderemos escrever, em virtude de (2),

10(2)| 440, | =2
Q=)+ ~

@) <e Rt

donde se deduz, visto o griu de Q (2) nfio exceder P

x P||

3) i) <e®
r>r

e, considerando o segundo factor,

w |1 |pfl
v ool lptl e B | : 8 o
C,|—! ke | Wy — gt
e " b A1 <e? p

@) @<

bl




b7

Combinando, agora, os resultados (3) e (4), obtemos, final-
mente, a referida formula

1@ <ert.
r>ry

Ela exprime que o mddalo de f(2) (e, em particalar, o
modulo méximo) 6, para valores de » suficientements gran-
des, inferior ao valor da funcglo ear?¥!. Designando, se-
gundo o uso corrente, por M (r) 0 mbédulo méximo de f(z)
para |z|=r, vird

(e) M(r)<e

r>r

ar P+’_

A funcdo positiva e crescente M (v) é menor ou menos cres-
cente que ear?'.

A designaldade (2) permite, sem novos célculos, obter os
resultados do sr. vie BoreL. Bastaria, para isso, subs-
titair, em (2), ¢ por p—p ou p+¢ —p('), consoante p
designe a ordem de f(z) por excesso on por diferenca, e
executar as conseqhéntes alteragdes nas formulas (3) e (4)
e na desigualdade determinante de k. A formula resultante

() M[r}{ewp'+ﬁ
exprime que M(r) é menos erescente que exr P+ ou tem uma
ordem de grandeza inferior & de exr"1%, por mais pequeno

que seja o positivo ¢ (%)

27. Uma vez estabelecidas as designaldades (a) e (7), é
natural investigar quais os resultados que delas se deduzem

(t) E evidente que bastard considerar os valores de ¢/ para os quais
b:ptedf—p<l.
(%) Como ¢ & arbitrdrio, suporemos sempre &= 1.

gt WL 1UrY

i



com respeito aos coeficientes do desenvolvimento de f(z)
em série.
A formula cléssica

A, l{’ﬂl’r}

transforma-se imediatamente em

earPH

| An| << S

se nos servirmos da desigualdade de PoiNcark, Este resul-
tado nio satisfez, porém, o eminente geometra, que, ser-
vindo-se de consideracies que seguidamente exporemos,
demonstrou a formula (d)

imar () o,

onde % & um positivo arbitrdrio e p o género de f(z).

Sejam &, « e § trés positives, o primeiro dos quais varid-
vel e o dltimo inferior & unidade. Comeeemos por demonstrar
que atribuindo a z um valor fixo, mas absolutamente qualquer,
¢ sempre possivel determinar z de maneira que o mdédulo -
da fun¢iio

flxz)=A,+Ajzz+...+ A a2+,

soja inferior a efe!t!,

Efectivamente, como o médulo da funcilo proposta & in-
ferior a e2xPtlizpp H, desde que »|z| exceda uma certa quan-
tidade, e como 2z é fixo, poderemos determinar « de modo
que o produto «|z|?*! seja inferior a B, o que nos permitird
escrever ”

| f(@2)| < b,

T>xy
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Isto posto, atendendo a que, para &stes valores
médulo da funglio de varidvel rial

r""’"_f{.r z);r,;"

¢ inferior a
et Hgh _ g—raPtlgh 150,

existird, qualquer que seja g, o integral

I(z)=(p+1)|e="Hf(x2) 2t de,

o

que representa uma fangdo inteira em z. Conseguintemente,
o coeficiente

B, =A, (p+1) s thd e = A, r(““‘“i‘i“)

de z* no desenvolvimento em série de I(z) deve satisfazer a
condigiio

®) lim B, = lim 4, r(“:ﬁ'l):n,

que traduz o segundo dos importantes resultados de POINCARE.
Na soa ji citada memdria, 8ste eminente geometra apre-
senta a desigualdade () sob uma forma altamente sugestiva.
Por meio de um calculo elementar que a seguir exporemos,
o sr. EmiLe BoreL consegniu obter &sse mesmo resultado.
Comeca o ilustre professor por estabelecer a desigualdade

(ma)l=1.2...a(a41)...ma<a*(2a)*...(ma),

onde a @ m sam inteiros positivos, donde deduz

1

[(ma)!] * <a™m!




60

e, supondo & >m+1,

i

[(ma)]® <anT (z+1).

Logo, se (m—1)a & o maior miltiplo de a contido em =,
teremos, com mais forte razio,

'
(n)* <a'T (24 1).

Findos 8stes calculos preliminares, tendo observado que,
por sér f(az) de género p, o produto

‘n+h+4+1

1 : i
deve tender, com ~» para zero e que, fazendo, em (6), a=p |1

e h=2p+1, se tem

> . |
a" A, F(” i =4 1)>a* AuT (2 + 1) > A, (!,

o autor conclue, eserevendo

1
lim A, (n!)FH =0

=

ou, supondo n>>ny,

n!

: 1
| Au | ;7=
¥
Esta formula importante pde bem em evidéncia a relacio
existente entre o género de uma fancilo inteira e a ordem de
grandeza dos seus coeficientes.
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11 r
O médulo minlmo das fungdes de género finito &

28. Na segunda parte déste Capitelo, vamos ver como
se poderd completar o estudo que acabamos de fazer sobre
o modalo das funcdes de género finito, determinando um
limite inferior do md6dulo minimo de um produto candnico {
f(z) de género p e ordem p. Como uma func¢lio desta na-

tureza admite zeros exteriores a qualquer circulo descrito X
da crigem como centro, ¢ ‘manifeste que, para obtér um i
limite positivo, 'se torna necessirio isolar os seus zeros e 4
considerar apenas a regilo do plano exterior a ésses domi- 3
nios de excd¢fio. Designando por ¢ um positivo que torne
convergente a série
1=
1 o
(1) Zi]
consideraremos a regifio do plano exterior aos circulos de
]
raio |— | , descritos de a, como centro (). Nestas condi- :
n

¢des, serd sempre

@ |z—a,|>

|7

Ay

O teorema de CaTALAN (*) permite tamb&m escrever

4 n
lim—— =0,
Ll

]

o que nos da

(') Buple-sea<p+ 1
{(*) Veja Introdugio, n.° 2.
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Suponhamos agora o moédulo » de z suficientemente para
que se tenha
2r>|a,,|

e seja m um inteiro definido pela condigfio

lam | <27 < |amis |5

é evidente que serd
i

3 2r> nt?.

Isto posto, decomponhamos nos dois prodatos

po=T1 o gy S G e ()

.

Ji(z)= fI (1 L ai') e":_.‘ +?(—:—)’+...+,i,(%.)p’

a funglo f(z) protosta e determinemos um limite inferior do
mdédulo do factor geral de fj (2):

Gx |
z—a ‘ 1
NE=A
a |2 L) eq2, . Ly %P
| " | |‘. 3 l‘i-f-—, P|¢u
e
|_%_|a N
1 ”:, “n! 1 l-i“--i
= [y T+ >(2rj:‘? !

E g
s

—_
visto que, em virtade da formula (2) do n.® 25, e
limita inferiormente o factor que contém a exponencial,




2 2

Logo, designando por ¢’ o produto de e pela soma da série
(1), vira, por (3),

g

n>g

1 —arg S'i a

i (3)|>('W

~m{g41) log 2.r—c'r

-—l['.l i) 7 Iogir—cr
>e

Para obter um limite inferior do médulo de fi(z), note-

. MOS que, por ser

i'(-;—, nSny, vird
(1___) wta(E) ()
y

S 6 e

E
_E I
i ay 3 £ |la
e | z i ey
Oy
> e >e

e, conseguintemente,

*
2 | L ]a
=g B e

i
|fa(z)|>e —t! ® g

Logo, combinando estes dois resultados, vird a desiguale
dade

I f(2) l <e r°[9 +1)2%logar4 figei']
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ou seja

g4

If@|<e” , r>R,

visto que, se r & suficientemente grande, serd, manifesta-
mente,

(e+1)2° log2r+¢ + ' <1,

por mais pequeno que seja o positivo e préviamente dado.
Como & é arbitririo e a série

| 1 |pte

| aa|

converge, qualquer que 'seja o positivo ¢ (1), podemos es-
crevér
Ate

If(&)|>e
r> Ry.

A exponencial Fi i limita, assim, inferiormente, o moé-
dulo de um produto de ordem p na regifio exterior a um
circulo de raio suficientemente grande, quando dela se ex-
cluem os dominios de excbglio correspondentes as desigual-
dades (2).

O sr. EMmme Boger, interpretando sugestivamente &ste
resultado, diz que, na regifio mencionada, o minimo da fun-
¢do ¢ da mesma ordem de grandeza que o inverso do seu
mdximo (*).

()  8e fosse p=p - 1, furiamos o =p.

(*) O resultado que acabamos de obter generalisa um pouco mmna
importante propesiglo devida ao sr. Havamamn. A proposigio des-
coberta por éste ilustre professor sé permite obter o limite inferior
indicado no texto, quando o ponto ¢ seja interior a certas cordas circula-
res de raios indefinidamente erescentes. Para demonstrd-la, o sr. Ha-
pamarp supde, primeiro, que a ordem p de f(z) € inferior & unidade;
depois, apoiando-se sibre uma prop: sigio de Lacvesas que adeante ex-
poremos, consegue entio o seu belo teorema geral.
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29. Supondo descritos, da origem como centro, pares de

&

| i L 1 lp-te ;
@ |ag| +|— maiores
| a

¢ W 1|e
circulos Cy e Cy' de raios |a f‘?,_}
|
do que R, essas linhas serim tangentes aos circulos de -
excéglio relativos aos pontos a; e intercétarim em X'0X
(eixo rial) segmentos cuja extensllo total nflo poderd exceder i
a soma da série !

® $3)
: |

designando por %y o menor inteiro que satisfaz & condiglio

]_.:}iEr 4
b ]

:ﬂ.;?‘i‘zl-ﬂ?‘e} Ry;
‘(I'j|

conseguintemente, como esta soma se pode tornar menor do
que qualquer quantidade dada, reconhece-se, sem dificul-
dade, a existéneia de uma infinidade de coroas circulares de
raios indefinidamente crescentes, nas quais tem logar a de-
sigualdade (4). Elas sam, inegavelmente, maiores do que
as do teorema do sr. Habpaaarp ().

Se houvessemos de considerar simultineamente s fungbes
nas condi¢des precedentes, do que fica exposto resulta tam-
bém a existéncia de coroas circulares de raios indefinida-
mente crescentes, nas quais as s desigualdades respectivas
seriam conjuntamente verdadeiras.

(1) Veja Lecons sur les fonctions entidres, Bongr. Convem nilo esque-
cer, no entanto, que estamos tirando uma conseqiéneia muito particular
da nossg proposigio.

b
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Ordem real e ordem aparente

30. Para terminar, vamos expor um teorema devido aos
srs. IlapaMarp e Erik Scnou, que permite determinar um
limite superior da ordem de uma funclio inteira, quando se
conheca um limite superior do seu médulo méximo. E,
como, se vé, a questdo reciproca da que foi estudada no
n.” 26 deste Capitulo.

A mésma proposigio di-nos nma ideia, embora pouco
rigorosa, da densidade dos zeros que a fun¢lio proposta
admite em qualquer regido ecircular.

31. Designemos por f(z) o produto de uma exponencial
¢¥®) por um produto candnico de género finito. Q(2) é vm
polinémio sem termo independente (1).

Representando por P (z) o produto

P(z)=(a1—2)(az—2) ... (ay—2),
o integral
1 [f(2)

s T OF
2%t E zP(z2)

tomado ao longo de um cireulo C de centro na origem e raio
r=(1+a)|a,|>2|a,|, serd igual a

£(0). 1
PO) @ .0p...a,

donde se conclue

1 1 M (7)

[aa]* ~[a1.as ... an] ~m(r)’

(1) E uma hipdtese que em nada aféta i generalidade da proposigio
que se estuda.
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onde M(r) e m(r) designam, respitivamente, os mbdulos

méaximo e minimo de f(z) e P(2). Ora, ecomo m (r) ¢, mani-
festamente, superior a

(r—|au|)* =" | au "
8¢ Suposermos
M (r) < 80,

limitando assim o médulo méximo de f(z), vird
ol { ei(r)
nlog a <N (r),

¢ esta desigualdade determina bem um limite superior do

niamero n de zeros que f(z) admite dentro do eirculo de raio
r
(1+a) . .
O sr. Schnou aplica, em seguida, éstes resultados a uma
fangdio f(2), cujo médulo méximo satisfaz & desigualdade

M(r)<e,

onde A é uma constante.
Neste caso, atendendo a que r=(1+«)|«a,|, obtém-se,

sem dificuldade,

nloga{;\{l-ka)ﬂu..ig,

donde se deduzem, sucessivamente, as designaldades

1
|an| > Agn®

1

pag{
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Esta dltima traduz um resultado particularmente impor-
tante. Ela mostra, com efeito, que a ordem do produto
candnico que figura em f(z) nilo pode exceder p, visto que
a série

S

¢ convergente, qualquer que seja e.
.

32. Introduzindo a nocdio de ordem aparente, devida ao
sr. BoreL, poderemos tirar proveitoso ensinamento dos re-
sultados anteriores.

Ordem aparente de wma funglo inteira, cujo médulo mé-
ximo para |z|=r se designa por M (r), é o limite inferior o'
do conjunto dos wimeros s, aos quais é possivel fazer corres-
ponder wm positivo R determinado pela condigio de, para
r >R, tér logar a desigualdade

M) < e,

Em virtude desta defini¢llo ('), serd sempre

(5) M) <e

por mais- pequeno que seja o positivo g, desde que r seja
suficiontomente grande. Se o' faz parte do mencionado con-
junto, tér-se hi até

h{ (3'J <er“.'l_r

para Gsses valores de r.
Decorre também dessa definiciio que a desigualdade

(6) M) > o™

(") Cf Bongw, Fouctions entitres, phg. T4
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¢ verificada por uma infinidade de valores de r indefinida-
mente crescentes. '

Como a formula (5) é verdadeira logo que seja r=>ry, 6
sempre possivel determinar uma constante A, de modo a
conseguir que a desigualdade

M(r) < et '

tenha logar para todos os valores de ». Conseguintementes,
s¢e F(z) é o produto de wma exponencial por wm produto
candnico, a ordem déste produto é igual ou inferior & ordem
aparente de F (z).

Como coroldrio, resulta que a ordem aparente do produto
de uma exponencial da forma

00, Q(2)=co?+ 1ot +otoy
por um produto candnico de ordém p e género p é ainda p.

33.. Sobre a ordem aparente das funcdes inteiras, demons-
traremos algumag proposi¢ies importantes.
Em primeiro logar, a ordem aparente da exponencial

e(z)

6 igual ao grin p do polinémio Q(z). Efectivamente, se r
6 suficientemente grande, o médulo méximo desta exponen-
cial nfio podera exceder

eer’
onde ¢ & uma constante positiva de ficil determinagio, de
modo que serd sempre

(7) : max | ¢=,l-“~"|‘.::e"lp'r

r>ry
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Por outro lado, atendendo a que, para r>rs, o médulo
miximo de
efuzp
excede a exponencial
i
e,

teremos, em virtade de (7),

et

: =55 Gt
er_n-—l +&

max | e2() | =—=max : p—1 B

gk

desde que » seja suficientemente grande. Logo, para ésses
valores de », serd

p-i | 5 pte
& ~<max || <,

o que demonstra a proposi¢do enunciada. A reciproca, quase
ovidente, nllo se demonstra, no entanto, com a mesma sim-
plicidade,

Suponhamos que, para valores de r superiores a certo
limite, tem logar a desigualdade

2 | o'
max | e"i..} | < er b | !I

onde H (z) 6 uma funglo inteira.

Pondo
g=re"

H(z)=H, (r,0)+ ¢ Hs(r, 0),
esta designaldade transforma-se em
max elldr0) {s’qqﬁ

que é equivalente a

max Hj (ry 8) < r7te,




Este resultado exprime que os valores positivos de I, (r 8)
sam inferiores a 77 7%
Vamos vér que, nestas condigdes, I1(z) se reduz a um
gimples polinémio,
Para isso, facamos
o
H(z) = Y. (a +ia) 2

1]

Tendo notado que, néste easo, Hy(r,8) é dada pela igual-
dade

Hi (r, 9 = 3 (a, cos n  —a," senn 9) ¥,
]

se integrarmos entre zero ¢ 27 a soma dos produtos de
H,(r,8) por cosnf e —isennf, obteremos a relagiio im-
portante

= iz ix
cos*nfOdb+ia r sen?nfdB,

fﬂl (ry0)e""dh=a, ry

i L1}

donde deduzimos, se n>0,

r"'::;'u1.|=[IH|(r,B)idB
]

e, s n=>0,
)

T
zmﬂf=fﬂ. (r,8)d 0.

0

Somando, membro a membro, estas duas expressdes, vem

am
r"rr,u,.i+ﬂﬂrm’<{E|EIl(r,ﬁ} +H (r, 9)) 4.




Logo, como a funclio a integrar é nula no caso em que
Hi (r,9) seja negativo, se designarmos por K (») 0 méximo
dos valores positivos desta fungiio ao longo do circulo |Z|=r,
poderemos escrever

rula, | +2na’ <4dwk(r)
o éste resultado, quando nele se introduza a hipétese
!
k(r)<r? 8
mostra imediatamente, por meio da desigualdade

_yTte 2ay
|ﬁ,||< oo g’

que sam nulos todos os nameros a,, n>¢', reduzindo-se
assim H(z) a um polinémio de griu nilc superior a o (¥).

34. A ordem aparente do produto de uma exponencial
da forma

D) Qz)=¢cpzPtegzrt+...+ €

por um produto canénico f(z) de género p e ordem p j4 foi

estudada no caso em que & ¢ <=p. Se for ¢ > p, serd tam-

bem ¢>p, e, se se dd a igualdade, a proposicio do n.° 32

mostra que a ordem aparente do produto coincide com os

nimeros ¢ e p. No caso em que seja g >p, essa ordem é q.
Efectivamente, pondo

F (2) = %) £ (2)

(') A segunda parte desta demonstragdo & devida ao sr, Hapamaro.
Alterando convenientemente a exposigdo, poderiamos ter demonstrado
também que — Hj (r, 0) toma valores positivos superiores a ro'+¢, qual-
quer que seja 3. O mesmo se diz com respeito a Hy (r, ),




e designando por M(r) o médulo méximo de F (2), terd logar
a desigualdade

M(r) < e o o +s,

que mostra que a ordem aparente de F (2) nfio pode exceder
q; mas, por outro lado, o teorema do sr. HADAMARD per-
mite escrever, para uma infinidade de valores de r indefini-
damente crescentss,

M(r)> e’ *xcer,
e dste resultado, junto ao precedente, mostra que F (2) &, de
facto, de ordem aparente ¢.

Logo, em todos os casos, a ordem aparente de F(2) é
igual ao maior dos niimeros ¢ e p. .

35. A ordem aparente de uma soma nio péde, como é
evidente, exceder a maior das ordens aparentes das parcelas,
mas o género de uma soma pode, em certos casos (), oxce-
der, em uma unidade, 0 género das parcelas.

A ordem aparente de um produto poéde ser inforior 4s
ordens aparentes dos factores, mas nilo poderd nunca exce-
der a maior destas.

Efectivamente, o exemplo

&%) f(z) < e~ f(2),

onde f(z) é um produto candnico de ordem inferior ao griu
g de Q(z), justifica a primeira afirmativa e a justeza da se-
gunda & posta em evidéneia pelas desigualdades

T ]

Fi@F@|2MO M () <er  xer

miax

(y O sr. P. Bourroux foi quem primeiro deu exemplos desta natu-
reza. As suas consideragies envolvem, porem, conceitos delicados da
teoria do erescimento, motivo por que nos abstemos de lhes fazer maior
referéneia.
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36. Consideremos agora o produto
F(z) = "% (2) f(2),

onde ¢ (2) 6 uma fungllo inteira sem factor exponencial e f(2)
é um prmlutd candnico de género p e ordem p.

Se p(z) se reduz a um polinémio, a ordem aparente de
F(z) serd, como vimos, igual ao maior dos nimeros p @ ¢,
designando por esta altima letra a griu de Q(2).

Suponhamos, porem, que (z) é uma produto candnico e
distingamos os dois casos seguintes:

1. o(z) e f(2) tbm a mesma ordem. Néste caso, o gé-
nero p' de z(z) poderd ser igual ao género p de f(z) ou
igual a p-+1(1). Na primeira hipotese, g (z) f(z) serd um
produto canénico de género p e ordem p'=p; na segunda,
tendo transformado a funclio f(2), sem alteragiio do seu
valor (?), numa funclio de género p'=p+1, o produto
% (2) f(2z) vird expresso numa fun¢lo de género p' e ordem p,
visto sér p'=p. Conseguintemente, so ¢ Zp, F(2) serd de
ordem aparente p'=p; se ¢>p, serd tambhém ¢>p+1leo
factor exponencial do produto transformado g(z) f(z) ird
combinar-se com €%, dando um factor de ordem aparente
q¢>p, donde se conclue que F(z) é de ordem aparente q.
Em qualquer dos casos, pois, a ordem aparente de F(z) &
igual ao maior dos trés nimeros g, p' e p

Suponhamos agora que sam diferentes as ordens de ¢ (2)
e f(z). Nesta hipotese, admitindo, como ¢é licito, que a
ordem p' de ¢ (z) é superior a p, consideremos separadamente
os dois casos: ¢>¢', g <

() E evidente que poderemos sempre supdr p' < p.
(*) Para uuo basta adicionar ao expoente de e no termo geral de
pi-d
f(z) a fracgdo —— -I-1 8) e acrescentar ao polindmio Q (2) o termo

—rsa)
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No primeiro caso, se p ¢ inferior a p', transforme-se f(z)
no produto de uma exponencial de ordem aparente p' por
am produto candnico do mesmo género. Tendo conseguido
gste resultado, a fangllo ¢ (2) f(2) serd de género p' e ordem
p' @ o factor exponencial proveniente da transformacfio de
f(z) ird combinar-se com ¢%9), dando logar a um factor de
ordem aparente g. O produto F (z), em virtude do teorema
do sr. HapaMaRrD, terd a ordem aparente g.

Se, porem, for ¢ < ¢/, transforme-se, como ficou dito, se
0 tornar necessdrio, f(z) numa funclo de género p': o pro-
duto ¢(2) f(z), que pdéde sér canbnico sem que seja p=p',
é uma fun¢fio de ordem p' e, como o griu do polinémio do
factor exponencial nflo poderd exceder p', concluimos que p'
¢ a ordem (on ordem apavente) de I (z).

Em resumo: a ordem aparonte de F(z) é sempre igunal ao
maior dos nimeros ¢, g’ @ p.

87. A derivada de uma funciio de ordem aparente o 6
ainda uma fan¢iio de ordém aparente-o'.

Para demonstrar esta proposiciio, designemos por M(r) e
M; (r) os m6dulos méximos, para |z|=r, das fungdes F(z)
e F'(z) e partamos da conhecida formula de CAucay

PN | ¥
If;{:.’,ﬂ:] _2_1117!.(3——;2), d-lﬂ.-

C 6 aqui um circulo de centro na origem e raio R=2re
nos supémos |x|=r,
Nestas condicdes, a formula anterior d4 imediatamente

M, (1) < {R_Lr}, M (r) <2 M(R),

donde, supondo

M(r)< et :

s@ tira

I“':I. (f} < erﬂl’ +84 s.r,
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o que prova que F'(z) & de ordem aparente igual ou infe-
rior a o',

Por outro lado, designundu por z' o ponto do circulo
|@|=r em que |F(z)|=M(r), da ignaldade

zF

f F' (z)dz =F () — F (0),

podemos concluir
rMy(r) 4| F(0) | = M(»)

e, conseguintemente, para uma infinidade de valores de »
indefinidamente crescentes,
; _J"II ry=— F ” q"_;_s'r
M) sHO=IF O oest
-
com 0 que se demonstra a proposiciio enunciada,

Em particular, se F(z) & de género p e de ordem aparente
nflo inteira, F'(2) serd também uma funcio de género p.

38. Determinemos, a titulo de exercicio, as expressdes
de senz e cosz.
Como os zeros desta iltima transcendente sam

2n—1

T’y iiay

oy D

P
1’2?&—1‘)1:) (In—d)x
e

'.'....(1-|- =

&) o
F-1-]




17

serd uma funcio da forma
del,:l1
de modo que vird
cos 2 = e o (z).

Por outro lado, como o mddulo méximo M(r) de cosz
satisfaz 4 condiciio

<M <e,

vé-se que a ordem aparente de ¢¥?) nllo poderi exceder &
unidade, pelo que Q(z) se reduz, quando muito, a um poli-
némio do primeiro griu. Mas, sendo cosz uma fungiio par,
o mesmo deverd acontecer a ¢%?), de modo que o polinémio
Q({z) & uma constante. Para detorminar o seu valor, nota-
remos que, por ser

coso=¢W) =1,

serd Q (z) =Q (0) = o, donde, finalmente, concluimos

-:~1[(- STy

Como a derivada de uma fungfio rial, de género p e zeros
riais, é ainda nma funciio de género p, serd

sen (z) = z e* II % H:.'.-:

sen 2
donde se deduz, atendendo a que i é par,

genz=z f]_ (1 - "::r!) :
i




NOTA I

Sobre a distribuigdo dos zeros da derivada
de uma funcao de género p

Prometemos estudar nesta Nota a distribuigio dos zeros da derivada
da fungio

¢(2)= o

=er f[(l 25 ei:_ *l‘;'(::“)’erJrTf (=)

onde ax e a constante ¢ sam nimeros riais. Supbmos, bem entendido,
que o produto candnico que figura em ¢ (z) & de facto, de género p, de

modo que & série

& divergente.
1.°) Suponhamos, em primeiro logar, p =2k, ¢>>0.
Tendo posto

1

Ay

p

Fm (3] - guﬁfn (z)i

verifica-se imediatamente por meio da igualdade

?_“r(z) _pe _1#‘4 pe(z—iy) | T—ay—iy
Do) 2 T Salean EE Tz“aﬂ[tw @)+

que nenhumsa das fangdes ¢'m (2), e portanto ¢/ (z), admite zeros ima-
gindrios. Pelo que respeita & distribuigiio dos zeros de ¢' (z) (1), dis-
tinguiremos trés casos:

1° an>>0. Nestas condigdes, dos m 4 p—1 zeros de ¢n'(z), m—1
existem, pelo teorema de Rovve, nos m — 1 primeiros intervalos de ¢ (z);

(1) Por comodidade, supomos diferentes os zeros de ¢ (2).
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e, observando que pw'(2) tem na origem um zero de ordem p— 1, vé-se
que apenas falta determinar a posigio de um deles. Ora, se & é um
pouco maior do que zero, a fungiio

pe m 1

(1) -z—+2
' |

ah(z—ay)

H 1
& positiva, por causa de 2e enguanto a parcela ——— lhe faz to-
2 ﬂ?(z—"ﬂl:l

mar valores negativos, se = ¢ um pouco menor que a;. Logo, entre a
origem e ay, essa fungdo, e portanto ¢’ (z), tem um zero positivo, fieando
assim determinada a posigdo de todos os zeros de ¢/ (z).

Representando #sses nimeros por by, by, ... by, ..., obteremos o se-
guinte quadro

E'-J—llj— p_.’ﬂ':} aF! 3 By fip.H,. res 6,.,:1._,,_,_;, sen

Um raciocinio semelhante, mostra que éste mesmo quadro subsiste,
. Be-ag < 0.

Se, porem, houver nimeros ay de diferentes sinais, o teorema de Rorie
apenas exige m — 2 zeros de gw/(z) para os intervalos de ¢ (2), cujos
extremos tenham o mesmo sinal, devendo, portanto, ser agora precisada
a situagdo de dois zeros dessa derivada.

Para consegui-lo, observaremos que & fungio

m
(2)

El‘ al (z-— dy)
toma valores de sinais contrdrios na origem e um pouco depois (no sen-
tido de — o para + o) do dltimo zero negativo de gm (z), 0 mesmo se
repetindo quando se considera a origem e um nimero um pouco mais
pequeno que o primeiro zero positivo desta fungiio. Logo, (2) admite,
no intervalo da origem, dois zeros separados por éste ponto, &, como esta
conclusfo & extensiva a ¢/ (2), fica também completa a determinag¢iio
dos zeros desta derivada: um em eada intervale de ¢ (z), cujos extremos
sejam do mesmo sinal, e p <41 no intervalo da crigem, p —1 dos quais
sam nulos e separam o8 outros dois.

Seja agora
i Pk, ¢ <O

Se a,> 0, um raciocinio em tudo semelhante aos precedentes mostra
que gw' (z) tem p — 1 zeros nulos e m— 1 nos m — 1 primeiros intervalos
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de p(z). Vamos, entdo, determinar a posiglo do iiltimo zero daquela
derivada. Isse zero é negativo. E, efectivamente, o que se reconheee,
analisando a fungdo

(8) CPmr (i}
zp_t?m(z;‘ E F(z—a,)

onde se deixou em evidéneia o sinal de e. Ela & negativa na origem,
@ positiva, se se consideram valores negativos de 2 de médulo suficien-
temente grande, porque, para 5= —m, o seu limite &

L]
—pet S
i "
¢ esta soma tende, com m, para |-,

Para determinar um limite inferior deste zero negativo, bastard obter
um nimero inferior a qualquer dos zeros negativos daa fungdes (3),
m ~>my, 0 que se consegue ficilmente, como vamos vér,

Seja my um inteiro definido pela condigdo

—pe+ 5 E

As desigualdades evidentes, onde ¢ &' =—z e e <0,

Wt LT | 2

ek ?‘u’(z—a,) _Pc—i_gai(z'—ka.)
1 LT 1 w4 g z-'
2 R A chebt gt 4, e
>—pe- z’+ﬂ-m,$‘aﬂ +,§,ai(z’+an)

wostram que, pondo 2’ = aw,, todas as fungdes (3}, m >m,, sam positi-
vas, isto &, de sinal contrdrio ao do seu valor na origem. Logo, —am,
¢ um ndmero inferior ao zero negativo de ' (z).
Quando a soma da sfrie.
o 1
=

a

-
as

excede o produto pe e & a;”>1, pode obter-se de outro modo o limite
inferior deste zero. Efectivamente, para que tenha logar a desigualdade

-

—pe = =0
Pet E Z o
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basta que seja, na hipitese a; > 1,

l'

' o 11

e esta condigiio é manifestamente atendida quando se tenha

I o

- _F"'
1
Be an <0, a distribui¢do dos zeros de ¢ (z) € andloga & piecedente,

HA um zero positive, cujo limite superior é o ndmero |am,|, definido
pela desigualdade

1Ml |2
“Pc‘f‘?; o

No caso em que, sendo o< 0, o(z) tenha zeros positives e negativos,
¢ (z) admite dois zeros imagindrios (conjugados).

Com efeito, & equaglio (3) ndlo admite raizes superiores ao maior dos
nlmeros @y, ds, ... Gm, porque o seu primeiro membro, que & positivo
para valores de = um pouco maiores do que ésse nimero, ¢ também po-
gitivo para z==-}x ¢ tem uma derivada de sinal constante para 8sses
valores de z; analogamente, nllo tem raizes inferiores ao menor dos nii-
meros citados. Para valores de z um pouco superiores i maior raiz
negativa de pm (z) = 0 e um pouco inferiores i menor raiz positiva desta
equagiio, ésse primeiro membro toma valores negativos, enquanto a sua
derivada ¢ constantemente positiva. Logo, a equagiio considerada e,
conseguintemente, ¢'m(z) =0 e ¢ (z) =0 admitem duas raizes imagi-
nirias eonjugadas (porque todas estas equagdes sam reais),

2.*) SBuponhamos agora p=21F -} L.
Néste easo, a equagilo

,uc-!—z

3 xfc—an)+y*
’(z— a,) = : af._(.c-—rr Vind

0

E a (- a)”uT

s pide sir satisfeita, quando seja y=0. ¢'(z) nio tem, pois, zeros
imagindrios.
3 .
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Para averignar a distribuigdo dos seus zeros, distinguiremos dife-
rentes casos ;

Le ¢>0,a,>0: 0 mesmo que na hipitese ¢> 0, an>>0, p =2k
2 ¢>0, an<l0: O mesmo que na hipitese ¢ <0, an <0, p=2kF,

dr e>0,ai <0, aj>>0: p zeros no intervalo da origem, um dos
quais positivo, e wmn outro em eada intervalo de g (g).

4° e<0,au>0: O mesmo que na hiptese c <70, an™>0, p=2E%

b2 e<{0, an<0: O mesmo que no easo ¢ >0, an< 0, p=2%.

62 e<0, ai <0, aj >0: Um zero entre a origem e A maior raiz
negativa de g(z) =10; vs réstantes obedecem & disposi¢iio nor-
mal.

Chamando easo (a) iquele em que os zeros de (z) sam todos do
mesmo sinal e existe um zero de 9'(z) entre a origem e ay; easo {(b)
iguele em que %/{z) tem um zero de sinal contririo ao dos zeros de
7 (z), poderemos resumir éstes resultados do modo seguinte:

: 0 A )

S Lol 1 S0 BAE 7P TR o
[+

an >0.... (a)

P—gk_hl an<0....(b

3 " au>0....{b}

AR Ia.{ﬂ....{b)

Mﬂ, >0....0)

P @n = e .
\p=2k-+41 R B

Be g (z) tem zeros positivos e negativos, 9’ (z) =0 terd, no intervalo
da origem, uma raiz com o sinal de ¢,se p é impar; se p & par, essa
equaglio admitird duas raizes imagindrias, no caso em que ¢ seja nega-
tivo e doas raizes de sinais contririos, no intervalo da origem, se ¢ &
positivo.




NOTA |1

So6bre uma proposi¢do de Laguerre

Vamos agora estudar o artificio que permitin ao sr. Hapamano esta-
belecer o teorema geral, a que se fez referéncia no n.° 28. E seu autor,
como se digse, o professor Lacuese,

Comegamos por demonstrar a seguinte proposi¢do da teoria das equa-
¢bes binémias :

«8e o griu n do p-o]miﬁmlo

P@)=pe*+pa*t+ ... +pesx+p.
& inferior ao grdu m da equagiio

wm—1=0

a soma

R(z)=P @) +P(wz)+ ... + P(w"!),

onde w & uma raiz primitiva desta dltima equagdo, é numéricamente
igual a m P (0) ().
Efectivamente, se designarmos por

ﬁ —|-¢w|12 v

o niimero w, o coeficiente de py—1 @* em R (z) serd

1+ o+ o¥+ ... + o™= =14(cos ¢ iseng)
+(cos2g L isen2y)+...+(cos(m—1)g +isen(m—1)g)

(1) Nio encontrimos a demonstragdio déste teorema em nenhum dos
livros de Algebra que consultimos: Sr. Dr. Sovro Roorroues, Tanseny,
Piscuerie, Nmwexcrowskr, ete.




onde se pis
2rk=

- el

m

Consegunintemente, em virtude das bens conhecidas férmulas trigno-
métricas, aplicAveis na hipitese ¢ == 21x, &sse coeficiente poderd es-
erever-se sob a forma

m—1)e
200 L—-"!_f
. MY 2

-+ i sen .

)

(m—1)=

e esta soma & nula sempre que seja 0<7k < m. Logo, o inico termo
© diferente de zero que se encontra em R(z) é aguéle que provem da
soma dos termos independentes de x nos polindmios P (wix), o qual é,
eomo ge queria provar, igual a m P (0).
Isto pdsto, seja, com o factor exponencial em evidencia,
7 (2) =¥ f(2)
uma fun¢do inteira de género finito p e

a"—1=0

uma equagio bindmia de grdu superior a p.
Em virtude do que acima dissemos, o produto

P2 =9(2)-9(w2).. ¢(u"12)

reduzir-se hi n

i 4 H

Ora, sendo
T ]_.J (e W)...l
serd tambim

Hl=wy)...(l—e"ty)=1—y"
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onde se fez
I = . H
- =t
| logo, vird
o ()= s"‘@l"‘II (1 i
ay

Pondo agora
m
=1, Gy =5 e =g,

teremos, finalmente,

o (2) = .«II(1 — )

¢ éste resultado mostra que @ (s) ¢ uma funpiio de género zero em u,
visto que a série de termo geral

L
by,

! —| 1
" l&l Sia
& manifestamente convergente, porque o ;‘:i nero de f(z) é igual ou in-
ferior a p.
Como m=p+ 1, serk m=p, representando por esta letra a ordem de

f(z), donde se conclue que a ordem de @ (z) & quando muito igual a
wm, porguanto

A ordem aparente de & (z) seri também, como & evidente, igual a

¢, portanto, nflo excederd a unidade.
n
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ERRATA

Erros Emendas
Ala : 4la
A Termes Positifs a termes positifa
0 oo
P, Py
A Ay
l:} a fungfio definida por esta série
R § s k) k
de (k41) da série (:PL- i n}_,)
K k
| R ) R )
1 ay 1 ajy

isto é; a isto &, a
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