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INTRODUCCAO

CAPITULO 1

THEORIA DOS NUMEROS IRRACIONAES, DS NUMEROS NEGATIVOS E DOS
NUMEROS IMAGINARIOS. REGRAS PARA O SEU CALCULO

Caracteres das operacdes da Arithmetica
e da Algebra

4. —0s numeros inleiros e os numeros fraccionarios cu-
jos numeradores e denominadores sio numeros inteiros, cons-
lituem a classe dos numeros racionaes, que podem ser posi-
livos ou megativos. O estado dos nameros racionaes positivos
€ 0 primeiro objecto da Arithmelica. Ahi sio definidos, assim
Como as operacdes a que se snjeitam, e ahi sio estadadas as
propriedades fundamentaes d’estas operacdes.

Em seguida, na Algebra, em logar de numeros conside-
ram-se lettras que os representam, e definem-se as operacdes
algebricas pelas leis fandamentaes das operagoes arithmeticas,
isto é, da maneira segninte :

1.—Addigio dos numeros representados pelas lettras @

e b é a combinagio d’estes numeros cujas leis fundamentaes
sd0 :

1) a+b=b+4a




b T T i o

?) (a+b)t+e=(@+e)+b
3) a+0=a;

20— Sublraccdo é a operagio inversa da addi¢do.
3.0 Hulliplicacdo é a combinagio dos nUMEros, repre-
sentados pelas letiras a e b, caracterisada pelas leis:

1) ab = bu

2) (ab) ¢ = (ac) b

3) (a4 b)c=ac+ be
k) a>X0=0 a>X1=ua.

§.° — Divisdo ¢ a operacio inversa da multiplicagdo.
5.° — Elevagdo a polencias ¢ a multiplicagdo de factores

ignaes. ; 2
6.0 — Extraccdo de raiz é a operagio nversa da elevagio

a polencias.

Reflectindo um pouco sobre o (ue se aprenden pa Arith-
metica, ¢ facil de vér que o calcalo arithmetico é principal-
mente fundado nas leis fundamentaes precedentes, e nas leis
fundamentaes da transformagio das igualdades e desigual-

dades:
1) Sefor a =D, serd b=a

2) Sefora=bea=c,serib=c

-

3) Sefora>beb >c, seria>¢

) Sefora=2>bec=d, sera a + ¢ = b + d,
ac = bd, elc.

5) Sefﬁra}bac}d,seraa+c>b+d,
a—d>b—c.

Duas das operacBes precedentes, isto é a sublrac¢io e a




éb N o atle telleelin am.&fzf“—
(beerealorio aslrosomico A /‘ -'ﬂu‘fd le o wess J"‘./#l.“f?im'g—./.f

E—

T sl et rrtmnbeet 5l illos e

/w i ,,741-7;‘4_. s sl _474,;.;.3;;.,. P L.
/Z’ML"' it i SRR LN
s AL e W T
,-;74‘.:;:3@! PRI et
M e “-ﬂ'f-—*r'?é_ }“.‘/m-?z; At o
ot emnlilys O ers oo 2lrters,
L foadgor. e oo oty deLufrremicare plsre
dassnl Zais o plins el }‘“_JL prworetyes e toc tarorste
2dunra.. Bk ,,,;;; éh_&m%_ Lo elnvne slow wsersisdras
nlesns F ravearimiires Lol lerearid B wtsekiniir
A i o il dy v I U et il o »

,A"—ru::-—r A P P ﬁ. ,&..‘.Mz:_ﬁ-;d-md'f*; :Zal}r

--(.g-r".l.m-—

A

"‘/“7/-{”4 i-,-l--‘/;’-r"-uﬂ-'l:-“-ﬂ— Ea/mq_,-'é presed mf“f;#
B L suwiilon ik T frr nesiine Md“"" o R

Ly Lo Lecprihe planee , Ao m.p....tﬂ-x .-A-_-/u Y e (::4-

lr we ey Farwbres Lo ol decoste. efaore ] m/(am-’-&_
d";m '/T"Z‘I;A-u’l- il wasay /i.uu“-—é(i Aoy #r gt -"“"‘_'/‘1-"'3

gz’_-!44¢,_;,., At %;r\hj,ﬁ o ﬁ/(/_,ga . Y




PR --—:rllw'--{ .!/;,m.,z"j/;u..éu ,/4-4.’.4:‘:-- A/é-c
J—d«-:-;t&-,a dc”ufﬁzﬁ«f“z-—m/zif - man‘ALrp 71{/17'#-

,'{(‘;" ' /‘:- gy ) 7 hy 'Z__ “__M.,‘L—t ‘M:.-,-?:.':-l"l-‘l uc!’/""r

i walecort Wd;ﬁ# M‘"‘“"’ ey v alocrs W"

/.,-uﬂ /.rrwbr'-'—ﬂ-ﬂ-’&;-'w” 5 ¢¢7M}/n— Jaf ..f_-"_,
-r-ﬂm"-rg_wl-f;ﬁ’-‘f

S

J}kh«ﬂmf /.:.ma&/&w?: /e LIR iy e
TaA ‘f.w-e' Lo rnmridirte, bie ol et ,..,_.4,‘
Liry ./‘wuw?m,.m e /_,Mmj’w ol
" vy A“*’*M;p‘ﬂdlifma-..—-‘—-%—} omady ,__,,.7,4,#-‘
BINIE g <im ge - 2
AT T W ol " iupe L “::a'—'bw%,
LT s Pondaeir A e s ol G g o AP

oo bbe MZ:_/(‘&"‘ jﬂ-aﬂ«r et
-e..-...'f/‘__.' d. (4—--*'&\—-“&. Ji‘-’ ozd-‘v'-" 64!4.,‘.!“—4!&— fe oy

?rr--.nq‘rt-( M“-.‘alﬁ-:-id-'l-d 4‘1-—@_\ ?“"’_H A__/V-l'--i —
i-h--tuu--t—.."'r"--l*- ﬁluh-r.‘p—ht d‘—&""/"'?"";m-{‘*“"‘:‘“"‘ﬂ;' k]
e,{J' o A oant /M-_lt-‘-‘m m.,..._.a.-a’,-_...af .!..,__M-.-.J-ﬂ-f)n--
%WTM¢ A-H—r}--n-n- .dfn.va-i ,.£4...||.. ,uqn—--m‘r'- [




/Jd’m-m ATl o’ i ol afpativ i X AL
MERPH T o ¥ s smpenmiesesnil]
£ it L
P asoplecy ' £ el bl ot st
AlEiniits ot Lo furlil enditre ar? Here ot LoD
Lo shffn Lnisicnin soiit dis G 6 fanit Froanesy dav
el cotandley tine WJAILM.“:*; Jred L LY. -
-p—.g:#cq:_ srait IR ik . o9 ”""'"‘}“'?""}i“'”
guns Ll sk gpuons vood s Lo F o
el s i B A A L i B Brvsn i i
il en e aninsl AW p/m,’;,xyu&l

S DR AR







extraccio de raiz, nio sio sempre possiveis, quando se usa
somente dos numeros racionaes posilivos. Para nio ter porém
de separar os casos em que estas operagOes sdo on ndo sio
possiveis, introduzem-se novas especies de numeros, e gene-
ralisam-se as definicdes das operacdes, tendo sempre em vista
que se conservem as propriedades fundamentaes que vimos de
indicar, e que as novas definicdes levem aos mesmos resal-
tados que as antigas, quando se applicam acs numeros para
0s quaes estas foram primeiramente estabelecidas. Foi o que
se vin na Arithmetica, onde appareceram os numeros irrda-
cionaes, e na Algebra, onde Appareceram 0s numeros nega-
livos e os numeros imaginarios. Aqui vamos recordar suc-
cintamente a ‘ieoria d’eslas tres especies de numeros.

Theoria dos numeros irracionaes )

2. — Consideremos um grupo composto de uma infinidade
de numeros racionaes, posilivos e erescentes

ﬂll 'ﬂ’. “owy ey n s

€ oulro grupo composto de uma infinidade de numeros ra—
clonaes, posilivos e decrescentes

TN IS A

@ supponhamos que os numeros do primeiro grupo sio todos
menores do que os pumeros do segundo, e que a differenca

() Para um estndo mais desenvolvido da theoria dos numeros irra-
cionaes veja-se:

Dedekind — Stetigh=it und irracionale Zahlen, (Brunswick, 1872).

Tannery — Introduction & la théorie des fonctions (Paris, 1836).




b. — a, pode tornar-se tio pequena (uanlio se queira, dando-
a n um valor sufficientemente grande.

Se existe um numero racional maior do que 0s pumeros
do primeiro grupo e menor do que 0s nuUmMeEros do segundo-
grupo, este numero ¢ completamente determinado pelos dous
grupos. Com effeilo, se existissem dois numeros A e B que
satisfizessem a esla condicio, esles numeros deveriam estar
comprehendidos entre b, e a,, e seria, por maior que fosse n,

H"—“1i<hn'_ﬂn

o que é absurdo, visto que a differenca b, — a. pide tornar-se-
130 pequena quanto se queira, dando a n um valor sufficien-
temente grande.

Se porém nio exisle numero algum racional maior do que:
os numeros do primeiro grupo e menor do que 0s DUMEros
do segundo, diz-se, por delinicio, que os dous grupos eslio-
separados por um pumero irracional, maior do que os nu-
meros do primeiro ¢ menor do que os do segundo. Como,
n’este caso, qualquer numero racional differente dos prece-
dentes & menor do que um valor de @, ou maior do que vm
valor de b, vé-se que cada numero irracional divide a tota-
lidade dos numeros racionaes em dous grupos laes que 0s
pumeros do primeiro grapo sio todos menores do que 0s nu=
meros do segundo grupo.

E’ evidente que a definicdo precedente comprehende os nu-
meros irracionaes a que se foi conduzido em Arithmelica pela
extraccio das raizes, Assim, por exemplo, /2 representa um
pumero irracional que separa 0 numeros racionaes cujos
quadrados sio menores do que 2 d’aquelles cujos quadrados
sio maiores do que 2,

Dous numeros irracionaes A e B dizem-se iguaes quando
todos os numeros racionaes menores do que A sio tambem
menores do que B, e 10dos 08 numeros racionaes maiores do
que 4 sio tambem maiores do que B.

Diz-se que A ¢ maior do que B, on que B é menor ido que

A. quando existe algum numero racional maior do que B e

menor do gne 4.

_ 8. — Definamos agora as operagdes sobre numeros irra-
cionaes.

1.°— Sejam dados dous numeros racionaes ou irracionaes-

A e B determinados pelos grupos
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a,+ a'y, a, + a'y, .., 0y + @y ...

€ o grupo de numeros decrescentes
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Como os numeros do primeiro d’estes grupos sio rwenores
do que os do segundo, e como a differenca entre b, 4 b
e (a. 4+ a’y) pode tornar-se tio pequena gnanto se queira,
dando a n um valor sufficientemente grande, estes grupos de-
terminam um numero racional ou irracional, a que se chama
somma dos numeros dados.

Para justificar esta definigio, notemos em primeiro logar
que, se os numeros dados 4 e B forem racionaes, os grupos
que vimos de formar determinam o nomero racional 4 + B,
visto que este namero os separa.

Notemos em seguida que a somma dos numeros 4 e B,
como vimos de a definir, goza das propriedades fundamen-
taes indicadas no n.° 1, como é facil de verificar.

2.° — Consideremos ainda os nnmeros 4 e B e sejad >B.
Demonstra-se, procedendo como no caso anlerior, que 08
grupos

al. _b,l, ag_ brrl .y g — bfu‘ .« "
ht_ﬂ"n bﬂ _ar!- sy ba T a’u' )

determinam nm numero racional on irracional. A este numero
chama-se differenca dos numeros dados, e representa-se por
A — B. E’ facil, com effeito, de vér que da sua somma com
o numero B resulta um numero igual a 4. Para isso, basta
nolar que esta somma é determinada pelos grupos
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by —a, 4+ by, ..., ba — @s + Va, ...,
e que, sendo a nm nnmero racional qualguer menor do que
esta somma, lemos (para um valor de n suflicientemente

grande)
a =gy — by + ds < a, < 4,
e que, sendo o maior do que a mesma somma, lemos
a=b, —au+ U >ba >4,
portanto, em virtude da defini¢io de igualdade, é
Ad—B)+ B=41.

3.°— Chama-se produclo dos numeros A e II ao numero
definido pelos grupos

O 0 8y e BB S
T NS T

e chama-se quocienle d'esles mesmos numeros ao numero
definido pelos grupos

-

a, i‘f [
b;l il U:’ ¥ TrEy br‘ e

b B ba

ﬂ."".-.‘ T g =8

(2N

Justificam-se estas definicbes de nm modo semilhante ao
que foi empregado no caso da addicio e da subtraccio.

§.°— Chama-se polencia do grio m do pumero irracional
A ao producto de m faclores ignaes a A.

5.~ Chama-se raiz de indice m do numero 4 ao numero
que elevado 4 potencia m di A. Adianle veremos que existe
sempre um numero posilivo que salisfaz a esla cendigdo.




4. —F facil de vér que as leis relativas & transformagio
das ignaldades e das desigualdades, indicadas o n.° 1, léem
logar no caso dos numeros irracionaes, quando se adoplam as
definicdes precedentes. As tres primeiras leis resullam imme-
diatamente das definicbes de ignallade e designaldade. A quar-
ta demonstra-se do modo seguinte.

Sejam a, b, ¢, d qualro numeros determinados pelos gra-

pos

N | u*,....,a'......‘

by B 5’ i vy N 5ias

B

I
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e seja @ = b, ¢ = d. A somma dos numeros a ¢ ¢ é

G, 4 € onoy Ou - Fay onn)
By B, B s )
e a somma dos nameros b e d &
@'y + € voor B+ Clay oo
by 4+ d'yy oovy Ve 4 dlay --.
Para mostrar que estas sommas sio iguaes, notemos que

das i%ualdades a = b, ¢ = d resulta, quaesquer que sejam
os valores que se attribuam a n e m,

Gy < U, G5 = Oy b =5 0, da 2> O,
€ pm'talllﬂ
Gn + Ca < b'w "Jl‘ Gy ba + dy >ﬂ"- -+ Cns

_Sendo pois @ um numero racional menor do que a + ¢,
existird um valor de n al que serd, qualquer que seja m,

= Oy + 6 < Va4 da




e portanto « << b + d; e sendo « maior do que a + ¢, exis-
tiri um valor de n tal que seri

22 ba + do > 0'a + Cu,

e portanto « > b +4 d. Logo, em virtude da definicio de
igualdade, temos a relacio

a-c=>b+4d,

que se pretendia demonstrar. :
Demonstra-se de nma maneira analoga as outras proprie-
dades fundamentaes das igualdades e desigualdades.

&. — ltepresenlacdo geomelrica dos numeros irracio-
naes. Sabe-se pelos Elementos de Geometria que todo o se-
gmento de recta pode ser representado por um numero racio-
nal ou irracional, tomando outro segmento de recta para uni-
dade. Vamos agora demonstrar que, reciprocamente, todo o
numero irracional 4 pode representar um segmento de recta.
Com effeito, representando sobre uma recta, a partir de um
ponto 0, todos os numeros racionaes, menores do que o nu-
mero irracional considerado, que entram na sua definicio,
obtem-se uma série de pontos, que representaremos por M,
My, ..., M,, ... Do mesmo modo os numeros maiores do
que A dario outra série de pontos, que representaremos por
n-p P‘.t! it | P‘Tll atw

”’ ""‘l. .I.“g K f’\.i f't' 1

Por ser ON, = OM,, qualquer que seja n, vé-se que as
duas séries de pontos estdo completamente separadas ; e por
poder tornar-se lio pequena, quanto se queira, a distancia
Mu Na, dando a n um valor sufficientemente grande, vé-se
que esta separacio ¢ feita por meio de um ponto unico K
(com effeito, se existissem dous pontos K e £, que salisfizes-
sem a esla condigdo, seria KK, << M, N,, por maior que fosse
n, 0 que é absurdo). Temos assim determinado o segmento OK
que o numero irracional considerado representa.




Numeros negativos e numeros imaginarios

6. — Numeros ﬂﬂga!fuos.—ﬂonsideremus a differenca
@ — b entre 0s dous numeros a e b. Se for b > a, a sub-
tracgdao precedente & impossivel, empregando os numeros até
aqui estudados. Considera-se porisso @ — b como definindo
ama nova especie de numeros, a que se chama numeros ne-
galivos.

Introduzida assim esta especie de numeros, resta definir
as operacbes a realisar com elles de modo que tenham logar
as propriedades fundamentaes indicadas no n.° 1.

f.e—Dous numeros a — b e ¢ — d dizem-se iguaes
quando é

a+d=>b-+ec.

Diz-se que a — b é maior do que ¢ — d, on que ¢ — d
& menor do que @ — b, quando é

a+d>b+e¢.

D’aqui resulta, pondo @ =0, ¢ =0, que 6 — b > —d
quando d > b, isto é, que uma quantidade negativa menor
do que outra tem maior valor absoluto.

.*— Chama-se addi¢ao de dous numeros a —bec —d
a operagio definida pela igualdade

@—b+@c—d=a+c— b+ d.

3.2 — Chama-se mulliplicacio de dous numeros a — b e
¢ — d a operagdo definida pela ignaldade

(a = b) (e — d)y=ac + bl — (be 4 ad).
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" — Chama-se subfraecdo e dirisdo as operacdes inver-
sas da addi¢io e da multiplicagio.

5.2 — Chama-se elera¢do a potencia a multiplicagio de fa-
clores ignaes.

E’ muito facil de vér qne as operacdes assim definidas go-
zam das propriedades fundamentaes enunciadas no n.° 1, que
coincidem com as operacbes arithmeticas no caso de sera > b
v cb‘_:a- d, e que dio origem is regras bem conhecidas da Al-
gebra.

7. — Numeros imaginarios.—A extrac¢io de raiz das
quantidades negativas é uma operagio impossivel, quando se
nsa dos numeros precedentemente e=tudados. D’ahi vem a ne-
cessidade de introduzir uma nova especie de numeros da forma
a + b v—1. a que se chama numeros imaginarios on nu-
meros complexos, e que comprehendem todos os precedentes
como caso particular.

Para introduzir estes numeros no calculo é necessario de-
finir as operaches que sobre elles se devem executar, de modo
que se sujeitem s leis fundamentaes expostas no n.° 1.

1.°— Dous nameros @ -~ b =] e ¢ + d /=1 dizem-se
tguaes quando é a = ¢, b = d.

Diz-se que a + b =1 é maior do que ¢ 4 d y=T1, ou
que ¢ + d /—1 é menor do que a + b =1, quando &
a* 4+ b > ¢ + di.

2°—(Chama-se addicdo dos dous numeros imaginarios
:jr, ;11;- by=1ec+ dy=1 i operagio definida pela igual-

ade

(@a+by=D)+(c+dy=1)=a-+c+ (b+d)y=T1.

3.°—Chama-se sublraccdo a operacio inversa da addicio,
§.°—Chama-se multiplicacdo dos numeros a 4+ b v=1
e ¢+ d y=1 a operagio definida pela igualdade

(@ + by =1) (c+d_1,/-_1)=ac—bf£—l—(ad+ be)y=1.

5.* — Chama-se divisdo do numero a 4 b y=1 pelo nu-
mero ¢ -+ d /=1 a operagio inversa da multuplicacdo, isto
é a operacio que lem por fim achar um numero @ 4 ¥ /=1
que multiplicado por ¢ + d y=1 dé a 4+ b y/—1.




Temos pois
at+by=1=@+yy=0)(+dy=-1,
ou
a+by=TI=cx—dy+ (e + cy) V=1,
d’onde se lira
a=cx — dy,

b =iz + cy.

Estas equacdes dio os valores de @ e y que entram no
quociente pedido, e vem

at+by—i __act+bd be—ad
c+dy—1 e L o T IR

E’ facil de vér que as operacbes que vimos de definir go-
zam das propriedades fundamentaes expostas no n.° 1, e que
coincidem no caso dos numeros reaes com as definicdes ante-
riormente estabelecidas; e portanto os resnltados a que se
chega, usando dos numeros imaginarios no caleulo, sio appli-
caveis ao caso particular dos numeros reaes.

8. —Todo o imaginario a -+ b =1 pide ser reduzido
4 forma trigonometrica

p (cos 6 4 /=1 sen 6)
pondo
a==2¢cos 6, b =p sen 6,

o que di
p=+v|u'+b'.senﬁ=%,ws&:%.

A primeira d’estas formulas determina p. As duas outras,
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consideradas simultaneamente, determinam 0. As quantidades
e O chamam-se respectivamente modulo e argumento do
imaginario. E’ facil de vér, pondo b = 0, que os modualos das
quantidades reaes coincidem com os seus valores absolutos.
Para commodidade represenla-se ordinariamente o imagi-
nario v—1 pela letra 1, e representa-se muitas vezes o mo-
dulo do numero z, quando & imaginario, ou o sea valor abso-
luto, quando é real, pelo signal | 7 |. Eslas nolacdes serio
adoptadas n’esta obra.
As regras para o caleulo dos imaginarios, quando se lhes
di a forma trigonomelrica, conduzem aos resultados seguintes:

X — A somma e a differenca dos imaginarios

z = p (cos 0 - i sen 6), 3’ = ¢ (cos 6' + 1 sen &)

{429

24 2/ = pcos 6 4 ¢ cos ' + i (psen 6 + ¢ sen 6')
ou
stz = i (cos @ 4 1 sen w),
pondo

peosOt ¢ cost = R cosw,psend +¢ sent = Rsenw,

o que da

R=vg 4 p*+ 2 cos (6 — 6).

Esta expressio de K mosira que & R* = (p 4 ¢, @
portanto lemos o theorema segninte :

0 mibdulo de uma somma algebrica de imaginarios ndo
pode ser maior do que a somma dos midulos das parcellas.

IX — O producto dos mesmos imaginarios é

23" = ¢¢' [cos 6 cos ' — sen Osen 6’ 4 i(cosOsen 6’ - senfcosd')]
==pp [cos (0 4+ 6") +isen (6 4+ 0')].




Maultiplicando este resultado por
3" = ¢ (cos & + i sen 6)
vem
225" = gfp” [cos (0 4 0’ + 07) - i sen (9 4 6’ 4 67)].
Em geral temos
22 ... 30— V=g . g =V[cos (846 + ... |- 0C—1)
+isen (046 4 ... 4+ 62—,

e portanto o modulo do producto de imaginarios ¢ igual
ao producto dos maodulos dos faclores, e 0 sew argumenlo
¢é igual a somma dos argumenlos dos factores.

Se for z = 3/ = ... = z*— 1, vem o resultado impor-
tante

3" = ¢* [cos nf - i sen nf|
conhecido pelo nome de formula de Moivre.
KKK — Dividindo por z o imaginario
U =r (cos o 4 isen w)
vem

(cos w - i sen ) (r0s 6 — 1 sen )
(cos 8 4 1 sen 0) (cos @ — 1 sen 6)

I‘—
- =

r
P
% [cos (@ — ) + i sen (& — O)],
e portanto o midulo do quociente de dous imaginarios ¢
igual ao quociente da dirisio do midulo do dividendo pelo
modulo do divisor, e o sew argumento ¢ igual d differenca
enire o arqumento do dividendo e o argumento do divisor.
Dividindo este resultado por 3. vem

%=%f[ws(“’—ﬁ—-9‘}-l-iseu(m—&_.af)]_
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Em geral, temos

u r

T T ST Lot R

PP' gin = 1) [!:[]S (M_B_ﬁr—...—ﬂfl—ljj

+isen(m —0 — ... — 60— W],

Fazendo r = {, 0 =0, st =3 = ... == z*—Y, ro-
sulta

5= == p—* [cos (— nB) 4 i sen (— nb)],

: 1
convencionando representar — por s~ *, como no caso das

quantidades reaes.
Vé-se pois que a formula de Moivre ainda tem logar
quando o expoente é um numero inteiro negativo.

BV — Passemos 4 extraccdo das raizes.
Vejamos se pode ser

n

Vo (03641 sen ) = r (cos » + 1 sen ®).

Para ter logar esla igualdade deve ser
¢ (cos 6 4 i sen 6) = r* (cos nw -+ 1 sen nw),
on

p c0os 6 = r* cos nw, p sen 0 = r* gen nw,
d’onde se deduz
L]
r= vy nw =0 4+ 2=,

representando por k um inteiro que pbde ter todos os valo-
res posilivos e negativos desde zero até ao infinito.
Yem pois




n n 9 3
VIce= V] [r.u:a (H -

. 4y : 2h=
= V§ [_ms—i -+ 1 sen -ﬂ } [rus — -+ 1 sen !: ] L

0 binomio

9."."!7 J Uer
08 — + 1 sen
n

s6 tem n valores differentes, correspondentes a k = 0, 1, 2,
ve., W — 1, pois é facil de vér que, quando a k se di valo-
res maiores ou menores do que estes, 0 seno e coseno, que
entram no binomio, retomam os valores correspondentes aos
valores precedentes de k.

Logo lodo o radical de indice n lem n valores differen-
tes, que a formula, que vimos de achar, delermina.

Das consequencias d’este theorema importante faremos no-
tar as seguintes:

1.°—As regras para o calealo dos radicaes foram demons-
tradas na Arithmetica para o valor unico de cada radical, que
ahi se considera. O theorema precedente permitte verificar se
estas regras se estendem ou ndo a lodos os n valores do ra-
dical. .

Assim, para verificar que é

ViE =V,
basta attender 4 igualdade
I«;F [rns (?—1 -+ qi—r) -+ 1 sen (:% -+ ?i‘)]
i + 2 el 2]

( b n
— V@ [cos (B—::_Gr 5 C—’_"ﬂ)

n

(a.i:ef_l_?u.-tk*}r]‘
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mn n
cujo primeiro membro representa y/z .z’ e cnjo segundo

membro representa v/zz'.
Do mesmo modo se verifica a relagio

VA

Da primeira d’estas igualdades sio, como se sabe, conse-
quencias as seguinles:

A igunaldade, verdadeira em Arithmetica,

Vi =

nio tem logar no caso em gue se consideram os radicaes com

toda a generalidade, visto que o primeiro membro tem np va-

lores e o segundo membro tem sdmente n valores.
2.»—Elevando ambos os membros da formula considera-

"
da & potencia m, e convencionando representar Vz» por z* ,
como no caso das quanlidades reaes, vem a formula

it LA - m G TR
Vit 3% =" [ms % (9 + 2k=) 4+ i sen o 64+ Eim)],

de que adiante faremos uso.

9. — ltepresenlacao geomelrica dos imaginarios.—0
imaginario @ + bi pode ser representado geometricamente
pelo ponto M cuja abscissa é a e cuja ordenada é b, visto qne
a cada valor do imaginario corresponde uma posicdo determi-
nada do ponto M, e reciprocamente a cada posi¢io do ponlo
corresponde um valor determinado do imaginario.
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Representando por ¢ a recta OM e por 6 o angulo MOP,
temos
@ + b = OP 4 iMP = p (cos 6 + i sen 6).

Logo a recta OM representa 0 modulo e o angulo MOP
representa o argumento do imaginario considerado.

] M

0 I T

As operacdes sobre imaginarios correspondem operacdes
geomelricas delerminadas. Assim a somma dos imaginarios
@+ ib e @' 4 W', cujos modulos sdo ¢ e ¢’ e cujos argumen-
tos sdo 6 e 6', & representada pelo ponto 3’ que se obtém tirando
primeiramente pela origem das coordenadas nma recta OM
cujo comprimento seja ¢ e cuja inclinacio sobre o eixo das
abscissas seja 6, e em seguida tirando pela extremidade M
d’esta recta outra MM' cujo comprimento seja ¢’ e cuja incli-
nagio sobre o eixo das abscissas seja 6'. Com effeito, as coor-
denadas do ponto M’ sio

pcos 0 4 ¢ cos 6, ¢ sen 6 4 p' sen ¢,
e portanto o imaginario que M’ representa é o seguinte:
pcos b 4 ¢ cos 0 + i (p sen 6 - ¢’ sen 0'),

que coincide effectivamente com a somma dos imaginarios con-
siderados.




v
Nog¢io de limite

40. — A nocio de limile apparecen ja na Arithmetica e
nos Elementos de Geometria, onde se disse que uma quanti-
dade constante A4 é o limite para que tende uma quantidade
variavel u se ns valores successivos da variavel se approximam
indefinidamente da constante de tal modo que o valor abso-
luto da differenga 4 — w possa tomar e conservar um valor
menor do que qualquer grandeza dada. por mais pequena que
seja.

Em termos mais precisos pode dizer-se que uma quanli-
dade constanle A ¢ o limile para que fende uma quantidade
variavel u. que passa por uma infini‘ade de valores succes-
5008 U,. Uy elc., quando a cada valor da quantidade po-
sitiva 3. por mais pequeno que seja, corresponde um valor
n, lal que a desigualdade

Q) |4 —ua | <3

seja satisfeita por lodos os valores de n superiores a ny.
D'esta definigio deduzem-se immediatamente as consequen-
cias seguintes :
1.°—4 variavel w ndo pade lender ao mesmo lempo
ﬂam dous limiles differentes. Com effeito. se u tendesse lam-
em para uma quantidade B, differente de A4, existiria um
numero ny tal que seria

| B —u | < 3
quando n > ny. Logo a desigualdade (n.° 8—1)

JA—B|=14—Un+ U — B|
Z A —ta| +|B— us | << 2

seria satisfeita pelos valores de n superiores a n, € ng: 0 (ue
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6 absurdo, visto que & é tio pequeno quanto se queira e A — B
¢ constante,

2.°— Se os valores successivos de uma variavel u estio
constantemente comprehendidos en're os valores correspon-
dentes de duas quantidades variaveis v e w que tendem
para o mesmo limite A, u tende tambem para 4. Com ef-
feito, como as designaldades

|4 — 0. | <8, |4 —w.| <8

sdo satisfeitas, por hypothese, a primeira pelos valores de n
superiores a um numero n, e a segunda pelos valores de n
superiores a ng, as doas desigualdades sio satisfeitas, a0 mes-
mo tempo, pelos valores de » superiores a0 maior dos nune-
Fes 7ty € ny. Porisso e porque 4 — w, esti comprehendido
eotre A — v, € 4 — w,, a designaldade

| A — ua | << 8

¢ satisfeita por estes mesmos valores de n, e portanto u tende
para A.

3.c— Se os valores successivos da variarel u sdo todos
inferiores a wm numero L, u ndo pade lender para um nu-
mero superior a L. Com effeito, temos, por hypothese,

.’1 —'-‘-H,;}.-! S L.

Logo, se fosse A > L, nio podia ter logar a designaldade
(1) quando a 8 se dessem valores inferiores a | — L.

b.°—Se os valores successivos da variavel uw sao lodos
superiores a um numero I, u ndo pade tender para wm nu-
mero inferior a L. Com effeito, temos

Uy — A > L — A

Logo, se fosse 4 < I, a designaldade (1) nio poderia ter
logar quando fosse 8 < I — 4.

14.—0 problema que consiste em procurar se uma
(quantidade variavel tende on nio para um limite, poide ser
substituido por oulro, em que se procura se uma cerla (uan-
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tidade tende ou ndo para zero, em virlude do seguinte theo-
rema importante, devido a Cauchy (127.

Sejam . g, ..., Un, ... 08 valores successivos que lo-
ma a variavel u. E' condicdo necessaria e sufficiente para
que w lenda para wm limiie, que a cada valor que se dé d
quantidade posiliva 8. por mais pequeno que seja, corres-
ponda um numero n, lal que a desigualdade

(2) | e pp — U | < @

seju salisfeila por lodos os valores de m superiores a ny,
combinados com lodos os valores de p.

Com effeito, se u tende para um limite 4, a cada valor da
quantidade positiva 3, por mais pequeno que seja, corresponde
um valor n, tal que as designaldades

1 1
|ﬂ.+,,—.'l|<§8,!u,—j|<§a

sio satisfeitas pelos valores de n superiores a n,. Logo tam-
bem é salisfeita pelos mesmos valores de n a designaldade
(2), visto que &

|u,.+,—-u.,.]2|u,.+,—.-i|+|.-1—u..l<ja.

Demonstremos agora que, reciprocamente, quando a des-
ignaldade (2) tem logar, u tende para um limite.

Dé-se a & um valor particular &, e representa-se por « 0
valor correspondente de n,. Por ser, por hypothese,

| Un g — U 41 | < §

quando n >>a, os valores correspondentes de 4, 4 , estdo com-
prehendidos entre as quantidades a4y — 8 € Uz 41 + &,
que representaremos por v, e ;. _
Dé-se em segnida a & o valor &,. menor do que &, e seja
B o valor correspondente de n,. Vé-se do mesmo modo que os
valores que toma . 4 », quando n > [, estio com yrehendi-
dos entre ug 41 — 9 € Ug 41 gq. Logo os valores que

toma . 4. quando a n se di valores que salisfazem ao

(1) Canchy — Cours d'Analyse.
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mesmo tempo és duas condigdes n >« e n > B, estio com-
prehendidos entre vy e w, e entre uy 4.1 — 3, @ Ug 4 1 + &,

e porlanto entre a maior das quantidades v, e Ug 41 — &,

que represenlaremos por vy e a menor das quantidades w, e
Ug 41 -+ 3; que representaremos por wy; e vé-se que ¢

Uy = Uy, Wy = Wy, Wy — Uy = 23,.

Continnando do mesmo modo, forma-se um grupo de nn-
meros crescenles

BB viniDai sk
e um grupo de numeros decrescentes
Wy Ws vas, Wi o wws
que satisfazem a condi¢do
Wy — U =< Wy ;
e Vé-se que U, 4 p esti comprehendido entre v, e w, quando
n ¢ maior do que as m quantidades =, B, etc.
Seja agora
- T SO S
um grapo de numeros crescentes e
0 B B
um grupo de numeros decrescentes, que se formam tomando
um numero racional entre cada par de numeros dos grupos

anteriores. Como @n € b. estio comprehendidos entre v, e
Wy, leremos

b — O S e — v = 23,.

D’esta desigualdade e da circumstancia de &, poder ser tio
peéqueno, quanto se queira, conclue-se que os dous gru[ms
precedentes determinam um numero racional ou irracional e,
comprehendido entre a, e b,,.

Por outra parte, como u, 4 , esti comprehendido entre
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41 @ Wn 41 quando n € superior s m 4 1 quantidades
. B, ele., % 4 p €sli tambem comprehendido entre dw € by.
Temos pois a desigualdade

|6 —thayp | < bu — 0 << 28,

que ¢é salisfeila pelos valores de n -+ p superior as m + 1
quantidades «, B, etc., e da qual se conclue que u lende para e.

CoroLLARIOS. — 1.°— Se a quanlidade variavel u cresce
constanlemente, sem lodavia Imr.’e.r exceder um valor deler-
minado L, u lende para wm limile.

Com elleito, se w nio tendesse para um limite determinado,
existiria, em virtude do theorema precedente, um valor de o e
um valor de p taes que, por maior que fosse o inteiro n,, a
desigualdade

Un4p— thy =8

seria satisfeita por um valor n = « superior a n,. Teriamos
pois

Uz 4 p = Uz + B.

Do mesmo modo, deveria existir um nomero B maior do
que o | p lal que

Ug 4p = Ug + 3,
e portanto teriamos
Ug4p > Uatp + & > Ua + 23,

Visto ser ug > ta 4 p.
Continuando do mesmo modo, achariamos a designaldade

Uo 4p > Uas + K3,

da qual resultaria o poder e 4+, tornar-se maior do que L
dando a k um valor sufficientemente grande, o que é contra
a hypothese.

2.°—Se a quantidade variavel u decresce conslantemenle
sem lodavia poder ser inferior a wm numero | determina-
do, w tende para wm limile.
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Demonstra-se este corollario de nm modo semilhante ao
empregado para demonstrar o anterior.

42, — Seja agora w uma quantidade variavel cujos valo-
res dependem dos valores de oulra quantidade variavel z, e
supponhamos que @ tende para o limite @. A delini¢io de li-
mite leva immediatamente & consequencia seguinte :

" condicdo necessarie e sufficienie para que u lenda
para o limite A, quando = tende para a, que, a cada valor
que se d¢ d quanlidade posilira &, por mais pequeno que
seja, corresponda um valor = tal que a desigualdade

(3) |4 —u| <3

seja_salisfeita por lodos os valores de x que verificam a
condicdo

(#) o —a]<s.

Com effeito, se w tende era 4, a cada valor de &, por
pequeno que seja, corresponde um valor ' tal que a desigual-
dade (3) e salisfeita pelos valores por que passa successiva-
mente & desde &' até a.
Comwo porém @ tende tambem, por h?/polhese, para @. a
fla(llia valor de =, corresponde um valor " tal que a desigual-
ade

e —a|<s

é satisfeita pelos valores por que passa desde 2" alé a.

Diminunindo ¢,, os valores de 2 approximam-se tanto quan-
lo se queira de a, e podemos porlanto dar a s, um valor ¢
tal que x, na sua passagem para a, encontre " depois de z'.
Temos achado pois nma quantidade = tal que todos os valores
de z que satisfazem a (4) satisfazem tambem a (3), que é o
que se pretendia demonstrar.

Reciprocamente, supponhamos gue existe um valor ¢ tal

ne a designaldade (3) é satisfeita pelos valores de x que sa-

tisfazem a (4). Se notarmos que a desigualdade (&) ¢ salis-
feita, por hypothese, pelos valores por que passa successiva-
mente & quando varia desde nm valor &' até até a, conclue-se
que (3) é satisfeita pelos mesmos valores de z, e portanto que
u tende para 1.
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Para designar que u tende para 4 quando x tende para a,
escreve-se

lim u = 4.

Muitas questdes importantes de Analyse levam a procurar
o limite para que tendem quantidades dadas. Os principios se-
guintes facilitam esta indagacio.

I.°—0 limite para que tende a somma de duas quan-
tidades variaveis, dependenles de z, que lendem para limi-
tes delerminados, quando x lende para a, existe e é igual
@ somma dos limiles para que tendem as parcellas.

Sejam u e v as duas quantidades variaveis, dependentes de
@, que tendem para os limites A e B quando z tende para a.

Ha, por hypothese, uma quantidade positiva ¢ tal que a
desigualdade

1
4 —u|< 53

é salisfeita pelos valores da variavel = que satisfazem & condi-
ghole —a|<c¢.

Do mesmo modo, ha nma quantidade positiva " tal que a
desigualdade

1
|3'—'bi<-3“'5

é satisfeita pelos valores da variavel « que satisfazem 4 con-
dicio | — a | < &".

Logo, chamando ¢ a menor das quantidades ¢ e ¢”, a
desigualdade (n.° 8 —1)

|ld —u+B—v|<8

¢ satisfeita pelos valores da variavel # que satisfazem 4 con-
dicio | # — a | <C =; e portanto a quantidade u 4 v tende
para o limite 4 4+ B.
2.°—0 limite para que lende o producto uv existe e é
igual ao producto dos limiles para que lendem os faclores.
Deduz-se este principio da identidade

AB —uv=A (B—0v) 4+ v (4 — w).
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Com effeito, por ser 4 o limite para que tende u, ha sem-
pre nm valor positivo ¢’ tal que a desigualdade

|4 —u|<?

é salisfeita pelos valores da variavel z que verificam a condi-
¢io | # — a | << ¢/. Chamando pois M um numero maior do
que os valores que toma | v | quando a # se da todos os va-
lores que satisfazem & condi¢do precedente, vem

HIA—“I<.H3"
e d forliori
[utd—u§<ﬂﬁ'=%6.

Esta desigualdade é pois satisfeita por todos os valores de
x que verificam a condicdo |z — a | < ¢,

Do mesmo modo se vé que ha sempre um valor =" tal que
a desigualdade

4IB —v|< 58

é salisfeita por todos os valores de @ que verificam a condi-
Gio |z —a | < ¢
Logo a designaldade

| AB — uv | < 8

¢ satisfeita por todos os valores de x que verificam a condi-
¢do | — a | <C =; e portanto uv tende para o limite 4R.
3.°—0 limite para que lende o quocienle % exisle e ¢

igual ao quocienle dos limiles para que lendem u e v, quan~
0 v ndo lende para zero.
Com effeito, pondo

u A
E—-{D,B—C,

a identidade
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sigpsinogh 5 5l = o)
i v'+ Bv

mostra, como no c¢aso anterior, que exisle sempre um valor
¢ tal que as desigualdades

uu-.-li 1 I.’l(.ff—'v)‘ 1
R ) bl i &
i v < 2z Y Bv % 2
sdo satisfeitas pelos valores de x que verificam a condi¢do

|z — a | < s.
Logo a designaldade

lw—C|<3
¢ satisfeita pelos mesmos valores de z; e portanto -:-f- tende

=
para — .

48. —Tudo o que se disse no numero precedente appli-
ca-se ao caso de w depender de muitas quantidades variaveis
&, ¥, z, ete. Assim, demonstra-se, procedendo como no caso
de uma variavel, o principio seguinte:

E’ condicio necessaria e sufficiente para que u tenda
para o limile A, quando z, y, elc. lendem respeclivamenle
para a, b, etc., que, a cada valor que se dé a quantidade
fﬂsi!ib‘a 8, por mais pequeno que seja, correspondam va-
ores s, ¢ elc. laes que a desigualdade

|4 —u| <38

seja satisfeila pelos valores de z, y, ele. que verificam as
condicies

[z —a|<e |[2—b]|< 4 ele.
_D’este principio deduzem-se, para o caso de muilas varia-
veis, consequencias semilhantes s que no numero anterior se
deduziram para o caso de nma sO variavel.

A 4. —Diz-se que uma quantidade variavel lende para «
quando esta quantidade augmenta indefinidamente de tal modo
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ue chega a ser e a conservar-se superior a todo o nnmero
(r'la-slﬂ, por maior que este seja; e diz-se que uma quantidade
tende para — % quando esta quantidade diminue indefinida-
mente de tal modo que o sen valor absolulo chega a ser e a
conservar-se superior a todo o numero dado, por maior que
esle seja.
Se nma quantidade variavel u depende de outra quanti-
dade variavel @, e aquella tende para um limile 4 quando z
tende para o infinito, escreve-se

lim =4

== W

quando @ tende para =, e

lim u=4

quando z tende para — oo,
Se notarmos que ‘; tende para 0, quando  tende para o

infinito, e que tende para o infinito, quando & tende para 0,
podemos dos theoremas anteriormente demonstrados para o
caso de « tender para um limite a deduzir ontros correspon-
dentes para o caso de z tender para o infinito. Assim, por
exemplo, podemos enunciar o theorema seguinte :

A somma, o produglo e o quocienle de duas funccies u
e v que lendem para os limiles A e B, quando x lende para

W . A
o infinilo, tendem respectivamente para A + B, AB e T
(quando B ¢ differente de zero).

: 1

Com effeito, u e v tendendo para 4 e B gquando - tende

para 0, u 4 v, uv, ete. tendem para A -+ B, AR, etc., quando

1 ; ; § L
- lende para 0, isto é quando z tende para o infinito.

45.—Consideremos agora a quantidade imaginaria w-}-1v,
que passa successivamente pelos valores uy + 1, Uy + 0y
ete. Diz-se que esta quantidade lende para o limite A 4 iB
quando w tende para A e v tende para B.

E’ consequencia immediata d’esta definigdo o principio se-
guinte :
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I—E condigio necessaria e sufficiente para que u -+ iv
tenda para o limite A -~ iB que o maidulo da differenca en-
tre a quantidade w + 1w e o limite tenda para zero.

Com effeito, se u e v tendem para 4 e B, a cada valor da
quantidade positiva 8, por mais pequeno que seja, corresponde
um valor ny tal que as designaldades

|4 —w | <8, |B—uva| <3

sdo satisfeitas pelos valores de n superiores a n,. Logo a des-
ignaldade

|A—un+i(fr—v.)|=v’cA—u.)’+(ﬂ—v.}’<we

é satisfeita pelos mesmos valores de n, e 0 modualo considerado
tende portanto para zero.
Reciprocamente, se é

Vid —uf + (B —vf <3y2
quando n > n,, é tambem
14—t | <82, | B—wa| < 3y2,
¢ portanto u tende para 4 e v tende para B.
XX — E’ condicio necessaria e sufficiente para que u - iv
tenda para um limite que, a cada valor que se dé d quan-

tidade 3, por mais pequeno que seja, corresponda um nu-
mero n, lal que a desigualdade

(5) [ Ungp — Un + @ (Uagp — va) | << @
seja satisfeila pelos valores de n superiores a n,, qualquer

que seja p.
Deduz-se facilmente este theorema da igualdade (n.° 8)

[Mn o p— tUn + & (Un 45 — va) |
=+ V(thtp — th)* + (Vn 4 » — V)%
Com efleito, se w -~ iv tende para um limite, a cada va-




lor da quantidade 3 corresponde um valor n, tal que as des-
igualdades (o.° 11)

) g
Iu‘+l’_u‘ﬂ]<v72|1rn+p—“ﬂnl<ré

sio satisfeitas pelos valores de m superiores a my. qualquer
que seja p. Logo tambem a desigualdade (5) é salisfeita pelos
mesmos valores de n e p, 0 que demonstra a primeira parte

do theorema.

Reciprocamente, se & represenla uma quantidade tio pe-
(quena quanto se queira, e é satisfeita a designaldade (3) quando
n > n,, qualquer que seja p, lemos

(s -5 — Wa)® + (Vn 45 — B < ¥
logo as designaldades
l“ﬂ+p'_“ﬂ|<a1lvn+p—l’n|<5

sdo satisfeitas pelos mesmos valores de n e p. As variaveis u
e v tendem pois (n.° 11) para limiles determinados, assim

como w 4+ iv.

Séries

16. — Depois de considerar expressdes analylicas compos-
tas de um numero finito de operagdes ¢ natural passar a con-
siderar expressbes analylicas compostas d’um numero infinito
de operacdes, isto &, as séries, os productos infinilos ¢ as
[raccoes conlinuas. Vamos poi- estudar eslas expressoes, li-
mitando-nos porém aos casos mais simples e mais usados.

A/ 49. — Séries de lermos reaes. — As séries sdo expressdes
da forma
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em que o namero das parcellas é infinito. O termo wu, é o

lermo geral por mein do qual se formam todos o0s outros
i dando a n os valores 1, 2, 3, ele. Empregando o signal £
’ para designar sommas, esta expressio pode ser escripta do
1 modo seguinte ;

HET

1

Se a somma s, dos n primeiros termwos da série, islo 6, a

) SO

Y S = Uy + Uy + ... + W,

: tende para um limite determinado quando n augmenta inde-
linidlamente, diz-se que a série é convergente. Este limile cha-
ma-se somma da série. :

As séries que nio sdo convergenles chamam-se diver-
genles.
Exexern 1.°— A progressio
l+z4+224+2 4 ... 204 ...

: & convergente quando o valor absoluto de z é menor do que

1 a unidade, pois que a somma dos seus n primeiros lermos,
isto é & .

T MOl ey # <) AT umt Qi-h.fluun.-uu"'!.al
; g (77 P RO t»u')mwt-; 1 ™
i ¥, L I e ———

Jl £ L L "_ _I- [ Jr' & '."l'.EL ? l — o 1 =

{ / r = /

| ¥

I 5 . . - . LY

. tende para o limile | — 7 luando n augmenta indefinida-

»

- mente, +

g Podemos pois escrever

|

- |

: = trt+of .

| | — x

Se o valor absolato de z é maior do que a unidade, a
somma s, angmenta indefinidamente e a série & divergente.
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Se é z = 1, a série é divergenle.
Seér=—1, vem

7 R BT R QRS

@ a série toma alternadamente os valores zero e um, ¢ por-
tanto & divergente.

ExempLo 2.°— A série importante
Mo ik 1 1
&) T.T?+'31+---+F+---

¢ convergente quando a >> 1, e & divergente quando a = 1.
Seja primeiramente @ > 1. Reunindo os termos em gru-

pos de 1, 2, &, ..., 2, elc. termos, a série considerada pode

ser escripta do modo seguinte:

1 1

1 |

w+E+E) rlErr

1 1 1 '
+ap+ wrr o tEEoT

Notando agora que a somma dos termos de cada grupo é
menor do que o producto do primeiro termo pelo seu nume-
ro de termos, temos

1 1
&tEeFyr t T

¢ portanto
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1 1 1 1
Tl ke g
1 1 |
+ 2”...1)“}" = + Pla=1 I ***

0 segundo membro d’esta desigualdade, por ser uma pro-
gressio geomelrica decrescente, tem um valor determinado:
rngn 0 primeiro membro, que augmenta com n sem poder
exceder este valor, tende para um limite determinado, e a sé-
rie proposta é convergente.

No caso de ser @ = 1, a série (2) tem o nome de série
harmonica e é divergente. Para o demonstrar basta dispor os
seus termos em grupos de 1, 2, &, ..., 2*, ete. termos do
modo seguinte :

1+ s +(3+)+ G+ + D)+

;(@l_l+?:_2+_,,+#)+,,.

Gom effeito, notando que a somma dos termos de cada
grapo €& maior do que o prodacto do ullimo termo do grupo
pelo numero de termos, lemos

Logo a somma ¢, dos n primeiros termos da série (2) pode
: m . :
tornar-se maior do que 5 » Por maior que seja o valor do

in_u;irq m, dando a n um valor sufficientemente grande; e a
serie ¢ portanto divergente.
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]

e éa<1, temos
SES S 1
o e T+2+"'+n'

Quando n tende para o infinito, o segundo membro d’esta
designaldade tende para o infinito; logo tambem tende para
0 inlinito o primeiro membro, e a série proposta é divergente,

=5~ 48, —Do theorema demonstrado no n.° 11 tira-se imme-
diatamente os dous principios seguintes, conhecidos pelo nome
de principios geraes de convergencia e divergencia :
1.°—58e a série (1) é convergente, a cada valor que se
dd d quantidade posiliva 8, por mais pequeno que seja, cor-
responde um valor n, tal que a desigualdade

I"'+F_x!l|=|un-]—l+ut+i+ ...+u.+,]<a

¢ salisfeita pelos valores de n superiores a ny, qualquer que
seja p.

2.° — Reciprocamente. se a cada valor que se dd d quan-
lidade posiliva &, por mais pequeno que seja, corresponde
um valor n, tal que a desiqualdade

| $agp — 8 | < 8

¢ salisfeila pelos valores de n superiores a n,, a série (1) ¢
convergente.

D’estes -principios tira-se, pondo p = 1, o corollario se-
guinte:

E’ condigdo necessaria para que a série (1) seja conver-
gente, que o valor dos seus termos tenda para zero, quando
a ordem d’elles augmenta indefinidamente.

" 4®.—Nio ha criterio geral para decidir se uma série
dada é convergente; ha apenas regras abrangendo maior ou
menor numero de casos. Aqui exporemos apenas as seguintes:

I — Sejam

Uy + Uy + R R R - SRR N S

tuas séries compostas de lermos posilivos, e seja P um nu-
4
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mero delerminado. Se. a partir do lermo de ordem p, ¢
sempre tn < U € @ sequnida série 6 convergenle, @ primet-
ra tambem ¢ converqen'e; se, pelo conirario, é Un > Vm €
a sequnda série é dircrgente a primeira tambem ¢ diver-
genle.

Com effeito, se é Uy < va quando m = p, lemos

h+ oo U1+ W+ . + s
Sty e F it e L

e portanto, chamando s, e s’y as sommas dos n primeiros
termos da primeira e da segunda série e ' o limite para que
tende s', quando n angmenta indefinidamente,

sl{"n‘l‘“;“i‘ i +ﬂ,—1<3’+“1+ ees FUp—1-

A somma s, angmenta pois indelinidamente cow 1t Sei
poder exceder um valor determinado ; logo (n.° 11) tende para
um limite determinado. )

Se, pelo contrario, é Uy > Um @ 2 segunda série ¢ diver-
gente, acha-se do mesmo modo a desigualdade

$n > ' — 0y F ..o + T

cujo segundo membro angmenta indefinidamente com n; logo
tambem o primeiro membro angmenta indefinidamente com
n, e portanto a primeira série é diverzente.

Por exemplo, a série

Voo T 1
1+§+§§+F+...+W+...

é convergente pois que cada termo, a partir do terceiro, é me-
nor do que o termo correspondente da progressa. geometrica
convergente

1 1
(e bttt

XX —- Toda a série composla de lermos posilivos e ne-
galiros de que deriva uma série convergenie pela mudanca
dos signaes dos lermos ncgalivos, ¢ convergenle.

Com effeito, a série
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A S K7 [ SO iy vy DR

sendo, por hypothese, convergente, a cada valor da quantidade
posiliva 8, por mais pequeno que seja, deve corresponder (18
— 1.°) um numero ny tal que seja

[t ga |+ [ tnga ]+ oo F gy | <3

quando n > n,, qualquer que seja p. D’aqui conclue-se que
a desigualdade (8 —1)

| e 1+ Unpst oo Fthyy| <8

tambem & satisfeita pelos mesmos valores de n, e portanto
fque a série (1) é convergente.

As séries que estio no caso indicado n’este theorema, isto
6 as séries formadas de termos cujos valores absolntos for-

mam uma série convergente, chamam-se absolutamente con-
vergenles.

XXX — Se, a partir de wum valor delerminado p de n, a
razio -]1’;%""-’! dos valores absolutos de dous termos con-

secutivos da série (1) é sempre menor do que uma guanti-
dade L inferior d unidade. a série é conver enle; se esta
razao ¢ maior do que a unidade, a série é dwergente (%).

Este criterio importante, devido a Cauchy, resulta da com-

paracio da série proposta com uma progressio geomelrica,
COmo vamos vér.

Temos, por hypothese,

[Up 42 | <Lthpl, | thpts| < L|UUpysl, ete.;

logo os termos da série

(3) Loy |+ |4 oo |+ ...

830, a partir do termo de ordem p, menores do que os ter-
mos correspondentes da série

(1 Fega«se nos tomos vii e viu do Jornal de Sciencias mathematicas
algumas observacies interessanles dos srs, Lerch, Cesiiro, Giitsmer e Fd,

Weyr a respeito d'este theorema e dos dous seguintes.
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[ty ] 4 | 4 < oo + |up — 1| 4 || (1 + L4+ 1.

que é convergente gquando L <1, por ser n'este caso con-
vergente a progressiu

ke F b tboR L,

~ Logo a série (3) é convergente (th. 1), assim como a sé-
rie (1) (th. 1II) g
Se &, pelo contrario,

|5;ﬂ>h

o valor absoluto dos termos da série (1), a partir do termo
de ordem p, cresce com n, e portanto a série € divergente
(n.® 18).
. | iy
COROLLARIO. — Se @ razdo i—# tende para wm limile
n

determinado quando n augmenla indefinidamenle, a série
é convergenle se este limi'e é menor do que a unidade, e ¢
divergente se este limile é maior do que a unilade.

Seja | este limite e L um valor comprehendido entre Le 1.

Se é | << 1, a desigualdade (0. ”S

it o

é satisfeita pelos valores de n superiores a um numero p, e
portanto temos iu"ﬁ'* “ < L < 1, quando n > p. A série ¢
n

pois convergente, em virtude do theorema precedente.
Se é [ > 1, a desigualdade

P,

i
Un

é satisfeita pelos valores de n superiores a um numero p. e

portanto temos ‘Jf"u‘l” ‘1 = [. > 1. Logo a série ¢ divergente.

Por exemplo, a série




-—

@& 2 at
I+3 +§_L_;!-_I_£.;i.-#+"°+2.3#..n+

¢ convergente, qualquer que seja o valor que se dé a x, pois
que a razae dos valores absolatos de dous termos consecu-
Livos

iu::-ll:‘niJ

tende para 0 quando n angmenta indefinidamente.
IV — Se, para todos os valores de n a partir de um

numero delerminado p, @ raiz V[ u, | ¢ menor do que uma

quantidade I inferior d unidade, a série (1) ¢ convergenle;

se esta raiz ¢ maior do que a unidade, a série é divergente.
Temos, por hypothese,

]WI<L’;IHP+.1| < I» T2, ele.;

logo os termos da série

o 0 S ARG e e

sdo, a partir do termo de ordem p; menores do que os ter-
mos eorrespondentes da série convergente

|l 4+ oo+l tpal+ L+ L4104 ...).
Logo aquella série é convergente, assim como a série (1).

— 86 6 V[ua | > 1, & tambem | u, | > 1 quando n > p,
e portanto a série (1) é divergente,

Do theorema, que vimos de demonstrar, deduz-se um co-
rollario analogo ao que se deduzin do theorema anterior.
- W —Se existir um numero a. maior do que a unidade.
tal que, para todos os valores de n a partir de um numero
delerminado p, o producto n® | u, | seja menor do que uma
quantidade determinada K, a série (1) é convergenle.

Com effeito, por ser

B il
O )

ele ,

K
|u,|<-p—;,|u,.+:|<
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os termos da série

o, |+ 1t 4. 1]+ ...,

a partir do termo de ordem p, sio menores do que os lermos
correspondentes da série convergente (n.° 17)

1 1
U=

Logo aquella série é convergente, e portanto é tambem
convergente (th. II) a série (1).

Se existir wum numero a, igual ou inferior d unidade,
tal que. para todos os valores de n, a partir de um numero
delerminado p, os termos da série (1) sejam posilivos e o
produclo n® u, seja maior do que K, a série (1) é diver-
genle.

Com effeito, temos

]+ e+l poa | 4 K +.0).

K K
W>F"Hr+:>m7):,ﬂlﬂ-.

e portanto, a partir da ordem p, os termos da série (1) sio
maiores do que os termos correspondentes da série divergente

H iy -|-u,,_1+x(;—, S TP“I!I'_”" g,

Logo a série (1) é divergente.
Assim, por exemplo, a série

t+g+5+otgoit:

é divergente por ser

n 1 1
i, o R B R

g 1
n
VI —Seja [ uma quantidade posiliva e

b

F R RSN R
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wm grupo composto de wum numero infinito de numeros po-
siliros. Se a desiguallade

| wa |

o e )
| U 41 +1=>

i

for satisfeita pelos valores de n superiores a p, a séric (1)
¢ convergenle.
Temos, por hypothese,

|
1%+1|<T[ar|“r|_ﬂp+1l“p+1”

1
|%+=|<T[ﬂr+1|ﬂp+1|— ap 43 | Up 4 3]

e portanto

ltp4a |+ --. +1tpsnl

<Al —Gsaltiall<2IEL,
por maior que seja m. Logo
TN P IR O PSRN PR T2

Quando n tende para @, o primeiro membro d’esta des-
igualdade augmenta sempre sem todavia poder exceder o va-
lor determinado do segundo membro, e portanto tende para
um limite. Logo a série

KN R 0 N R o BN I R

¢ convergenle, assim como (IT) a série (1).
D’este theorema, devido ao sr. Jensen (*), lira-se como co-

(1) Comptes rendus de UAcadémie des Sciences de Paris, 1858,

-




)22

40

rollario, pondo a,=n, a, ., = n + 1, ete., o theorema se-
guinte, devido a Raabe.
Se a desigualdade

n(%—-l)}i-}-f.

for satisfeila por lodos os valores de n superiores a um
numero p, a série (1) é convergente.
VI — Seja

" A

uma série cujos lermos sdo alternadamenle posilivos e ne-
galivos. Se u, decresce conslanlemenle e lende para zero
quando n cresce indefinidamente, esta série ¢ convergenie.

Com effeito, por ser cada termo da série considerada maior
do que o seguinte, a differenca

Sstp — Sa= 1% [u-u+:. — Uyt + Ungps — Unya + .

tem o signal do primeiro termo. Mas esta differenca pade ser
escripta do modo seguinte

F [Usts— (Ungs — Un 3) — (Un s —Un8) — 2]

e vé-se entio que o seu valor absoluto é menor do que us 41,
pois que esta expressio deve ter o signal do primeiro termo.
Temos pois

[ 8a 42— Su | < Unt1.

Por outra parte, a cada valor da quantidade positiva &
corresponde, por hypothese, um numero n, tal que é w, 4, <3
quando n > n,. -

Logo a designaldade

k3a+p_3n|<a

é satisfeita pelos valores de n superiores a n,, e a série con-
siderada é portanto (18 —2.°) convergente.
Por exemplo, a série




1 1 1
VY ~datesT - Tarw T

é convergente.

Nota. — Fazendo nas formulas precedentes tender p para
0 infinito e notando que s, 4 , tende para a somma s da série
considerada, é facil de vér que o erro que se commette, qnando
se toma para valor approximado de s a somma dos n pri-
meiros termos da série, ¢ menor do que o primeiro termo
desprezado.

R0. — Séries de termos imaginarios. — Consideremos
agora as séries compostas de termos imaginarios, isto é as
series da férma

@+ iy) + (@ + ) + .- + (@a + Tyw) + ...

on
(4) $ @t ivy= 2 u.
moes 1 el
Se as séries

(5) s SR

LE | me=1

sdo convergentes, a série (3) diz-se convergenle. N'este caso
a somma s, dos seus n primeiros termos, isto é a somma

$n = i (ﬂ-+iy-]= i 5-“"’" :‘:‘ Ym
me=1 me=1 L

tende para um limite determinado, que se chama somma da
série (4).

A respeito da convergencia das séries de termos imagina-
rios vamos demonstrar os theoremas seguintes :

Tueorema 1.°— E’ condicio necessaria e sufficiente para
que a série (§) seja convergente que a cada valor que se
dé d quantidade posiliva 2, Lpor mais pequeno que seja, cor=
responda um numero n, lal que a desigualdade
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n 4 n
Yo g 12 i“y.
1 n41

"+

< 8

| $ngp — 8a| =

seja salisfeila pelos valores de n superiores a n,, qualquer
que seja p.

Esta proposigio é uma consequencia immediata do theo-
rema Il do n.° 15,

THEOREMA 2.°— Para que a série () seja convergenle
basta que a série formada pelos modulos dos seus termos
0 seja.

Com effeito, das designaldades

|$HI<P$’H+31-¢|§-|<:V‘BI-+F’-

deduz-se (19 —1I) que, quando a série

(6) %m/m*' ot Vm

é convergente, tambem sio convergentes as séries

(7 £12nl, £yl

Logo as séries (5) sdo (19 —1II) convergentes, assim como
a série (%).

0 theorema reciproco do precedente nio é sempre verda-
deiro, isto é, pode ser convergente a série (4) e ndo o ser a
série correspondente dos modulos. Ha porém um caso muito
importante em que esta proposi¢io reciproca é verdadeira. que
é quando as séries (7) sio convergentes. Com effeito, n’este
caso temos

Ve + P < | Tal+|Yal
e portanto

%:vx‘s_.+y-":<§|m.|+$ly.|.

Quando n augmenta indefinidamente, o segundo membro
d’esta desigualdade tende, por hypothese, para um limite, e
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o primeiro membro augmenta constantemente sem poder ex-
ceder este limite. Logo tende tambem para um limite e a sé-
rie (6) & convergenle.

214. — Séries absolutamenle convergenles. —As séries
formadas de termos cujos modulos formam uma série con-
vergenle chamam-se séries absolulamenle convergenles. A
respeito d’estas séries vamos demonstrar o segainte theorema
importante, devido a Derichlet :

TugoreMa 3.°— A somma de uma série absolulamente
convergenle nao se allera quando se muda a ordem dos
seus lermos.

seja $, a somma dos n primeiros termos da série dada e
s'» a somma dos p primeiros lermos da nova série, que re-
sulta de mudar a ordem dos termos da primeira. Suppondo
que se di a p um valor sufficientemente grande para que s/,
contenha todos os termos de s,, @ chamando us, ug_etc. os

termos que aquella somma contém a mais, vem
Sy — Sn=1tha | Ug + ... + Up;
ou, attendendo ao theorema 1.° do n.° 8,

|8 — 8| < |t |+ g |+ ... + %]
Z|thgr | it + ...+ %

.

Por ser convergente a série Sl ttul, 0 segundo membro
1

d’esta desigualdade tende para zero quando n augmenta inde-
finidamente ; logo o médulo da differenca §', — s. tende para
o limite zero, e portanio §, tende para o mesmo limite que ..

CoROLLARIO. — N'uma série formada de termos reaes po-
de-se alterar a ordem das parcellas sem mudar o valor da
série se, dando a lodos os termos da série o signal -+, re-
sullar uma série convergenle.

Nota. — A respeito do theorema que precede faremos as
seguintes observagoes importantes :

X —Se a série proposta nio for absolutamente conver-
gente ndo se pode mudar sempre a ordem dos sens termos,
porque d’esta mudanga podem provir, como fez notar Rie-
mann, on novas séries convergentes com valores differentes
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da primeira ou séries divergentes. E' o que mostra claramente
o exemplo seguinte (%) :

! 2 R kendd 2 2
j= 2 — — = —— = — =
; 2 3 ¥ 5 8T @

Com effeito, dando outra disposi¢io aos termos d’esta sé-

o Ay A
i m‘_':(h_ﬂ)__g_ (Bo2) 0
A Q ) 2 § + 3 6 ] V14

L [
e et -2 4z—14..=1yp
K 2‘.) q_h'*‘) 3 § 2

K — Se a série dada ndo {or absolutamente convergente,
é sempre possivel reunir os seus termos em grupos de modo
a transformal-a n'uma série absolutamente convergente. Esta
observacdo importante é devida ao sr. £d. Weyr, que a de-
monstrou do modo seguinte (*): |

Seja & u. a série dada e £ b, uma série convergente ar- |
1

1
bitraria formada de termos Ensilims. Por ser convergente a
série dada, aos numeros b,, b,, etc. correspondem (20— 1.°)
numeros w', n', taes que e

b | P ny Ps

' E u.| o b, | f u.‘{ by, ete.
w1 ny + 1

quando n, = n', ny > n", ete., qualquer que seja o valor dos

numeros p,, ps, ete. Logo, se dermos a n, um valor maior

do que n, e n", a ny um valor maior do que n, e n'", elc.,
temos

< by, etc.,

[ ¥ U {b,.l ) Un
n 1

ny 41

e portanto os lermos da série

1) Longchamps: Algébre (Paris, 1889), pag. 166,
) Ed. Weyr—Deux remarques relatives aus séries (Jornal de Scien-
cins mathematicas e astronomicas, lomo vin),
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i b2

i LR

g

ng 41

‘?u.|+[ s Kol

ng 4+ 1

_I_

a0, a partir do segundo, menores do que os lermos corres-
pondentes da série convergente

B a4 0+ 0+ s

e portanto aquella série & convergente. A série formada por
grupos de termos da proposta

@o)+ (2, 0+ (T, W)+

e

@ pois absglutamente convergente.

22. — Operacioes sobre séries. — Passando agora is ope-
ragoes sobre séries, demonstraremos a este respeito os dous
theoremas seguintes, devidos a Cauchy :

Tueorema §.°— Se as séries

Uy 4 thy + oo e F o
o, + 9+ ... Fta+ ...

{;arcm convergenles e se as suas sommas forem s e s', tam-
em a série cujo lermo geral é u, + v, serd convergenlte,
e a sua somma serd igual a s 4 s'. :
Com effeito, 2 somma dos n primeiros termos da nova se-

n n
rie ¢ £ u, + X v, eesta somma tende para o limite s 4 .

1 1
TH*OREMA 5.°— Se as séries

U, + Uy + ... 4 s ...
v, +v,+ ... +0+ ...

forem absolutamente convergentes (') e as suas sommas [o-
rem s ¢ §', lambem a série

() Yeja-se no tomo 70 do Jornal de Grelle uma generalisacio d'esle
theorema devida ao sr. Merfens.
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F e Tl siasodt Badeo: s

cujo termo geral Tw é a somma de todos os valores de ua vy
correspondenltes ds solucdes inleiras positivas da equacdio
a4+ f=n <+ 1, é convergente, e a sua somma ¢ igual
a sy,

Com effeito, a somma S, dos p primeiros termos da nova
série contém todos os valores de us vg correspondentes is so-

luches inteiras posilivas das equacdes :

a+B=234 ...,p+ 1.

Par ontra parte o prodacto s, s’s dos n primeiros termos
das séries dadas contém como parcellas todos os valores de
uz rg correspondentes aos valores inleiros positivos de z e B
desde 1 até n, isto &, a todas as soluches inteiras po-ilivas
das equacdes

g B=8 0. M,

que nio excederem n em grandeza.
Logo, dando a p um valor maior do que 2n — 1, vem

Sp ~ SaSa=tho, + vt + ... 4+ th v,

onde cada parcella tem um dos indices saperior a n e infe-
rior a p 4+ 2, e o outro inferior a p 4 2,

Portanto, chamando g,. g, ele. 0s modulos de u,, ug, ete.,
¢';» ¢y, ete. os modulos de vy, vy, ete., M a somma dos pri-
meiros ¢ N a somma dos segundos, lemos (n.° 8 —1)

[ (S~ sns) | s e+ .. + ol

S el R ol SRV N GRS o N I e R R

+ @+t o ) ks F opegs oo + ppta)

<M Ent 1+ttt oo +8p4+0) + N4 14 3o +1)-
Como as séries p; + g3 + ..., ¢y + ¢s + ... sdo, por

hypothese, convergentes, o segundo membro da designaldade
precedente tende para o limite zero 4 medida que n augmen-
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ta; logo S, tende para o mesmo limite que s, §'s, isto é, para
o limite ss'.

23. — Séries cujos lermos depen em de wma variavel.
— Pas-ando agora a considerar e-pecialinenle as series cijos
termos dependem de uma quantidade variavel 3. principiemos
pelas séries ordenadas segundo as potencias e z, isto é pelas
series da forma

=
(8) 2 az™z=2+ 1,
me=1
¢ demonstremos o seguinte thecrema, devido a Abel :
THEOREMA 6.°—Se existe um numero posilivo a que, subs-
tituido em (8) no logar do modulo de z. lorna o0s modu-
los de todos os termos da série inferiores a uma quantidade
finita B, a série (8) ¢ absolulamente conver enle lodas as
vezes que se derem a 2 valores cujos modulos sejam infe-
riores a o.
Seja 7, um valor de z cujo médulo é menor do que =.
Por ser, por hypothese,

| e | & < B,

temos
: m
|c.[|zli'{ffl-g—:‘ ,
e portanto os termos da série
- N
1

«iio menores do que os termos correspondentes da progressio

$3 11"
% o2
Logo a série
? Ca %"

6 (n.° 19—1 e II) absolutamente convergente.




Nota.— O theorema que vimos de demonstrar mostra que
todos os valores de | z | podem ser divididos em dous gru-
pos, separados por um numero K, o primeiro compostos dos
valores de | z | para os quaes a série (8) é convergente, e o
segundo composto dos valores de | z | para os quaes esta sé-
rie é divergente. Os numeros do primeirc grupo sio menores
do que i, e os numeros do segundo grupo sio maiores do
que K. Como os valores de z cujo modulo é menor do que
i, sio representados (n.° 9) pelos pontos do interior de um
circulo de raio R com o centro na origem das coordenadas,
vé-se que a série (1) é convergente quando z representa um
ponto do interior d’este circulo e divergente quando z repre-
senta um ponto exterior. A este circulo, cuja consideracio é
devida a Cauchy, chama-se circulo de convergencia da si-
rie (8).

O theorema precedente nada diz relativamente i conver-
gencia ou divergencia da série (8), qnando z representa pon-
tos collocados sobre a circumferencia do circulo de conver-
gencia.

Deve-se observar que a série (8) pdde ser convergente so-
mente no ponto z = 0, e que n’este caso o raie do cireulo
de convergencia ¢ nullo; e que pide ser convergente qualquer
que seja o valor que se dé a z, e n'este caso diz-se que o raio
o circulo de convergencia ¢ infinito.

0 estudo das séries ordenadas segundo as potencias in-
Il.eiras e positivas de 7 — a, isto 8, o estudo das séries da
orma

g ('g 'l: =, ﬂ’)‘

1
reduz-se, pondo z — a = 1, a0 da série
2 tm ™,
1

que vimos de considerar. N'este caso existe ainda um circulo
de convergencia cujo centro é o ponto que representa a.

24.— Voltemos a considerar a série

? Un = ? (€ + iym)
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e supponhamos que os seus lermos dependem de nma varia-
vel 3 = @ + 1y, que loma os valores z/, 2, ete.

Se esla série é convergenle nos pontos z', 2", etc., a cada
valor da quantidade positiva & e a cada valor de z correspon-
de um valor de n, tal que é (20 — 1.9

!3n+p_3ﬂf=|u-+l+ ..‘—I—u..+,|<8

quando n > ny, qualquer que seja p.

Sejam a, b, ¢, elc. os valores de n, correspondentes aos
valores z', 7", ete. de 5. Se existe um numero [ maior do
que todos os numeros a, b, ¢, elc., a desigualdade precedente
¢ satisfeita pelos valores de n superiores a [, qualquer que
seja z. N'este caso diz-se que a série considerada é uniforme-
menle convergente nos ponlos z', 2", ele.

Se os valores de z considerados sio representados geome-
tricamente pelos pontos de uma linha on de uma irea dada,
diz-se que a série & uniformemente convergente na linha ou
na drea dada. Se é y = 0 e os valores @', 2", etc. repre-
senlam todos os valores de # desde nm numero A até um nu-
mero B, diz-se que a série & uniformemente convergenle no
intervallo de A a B.

Chamando s a somma da série considerada, s, a somma
dos n primeiros termos e K, a somma dos restantes, e fa-
zendo tender na designaldade precedente p para o infinito, te-
mos, quando a série é uniformemente convergente,

|$ —sal=|Ra| =2

quando n > [, qualquer que seja p e qualquer que seja z.
Tueorema 7.°—Toda a série ordenada segundo as po-
lencias de uma variavel real ow imaginaria, é uniforme-
menle convergenle em qualquer drea comprehendida dentro
do circulo de convergencia.
Seja

%c.z',z=a:+1iy

a série proposta, e seja i o maior valor do modulo de z na
area considerada.

Por ser esta série (23) absolutamente convergente nos pon-
]
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tos cujo modulo & R, a cada valor de 2, corresponde um nu-
mero n, tal que é
|Caga | B8+ Lo, | g | RoFP B

quando n > n,. \
Temos porém, qnalquer que seja z,

[Satp—m|=|Caga st 4+ ... + Cotp T2
Zleatil 121 F o | Gagep 18| F2
<|agr| R4 oo F | Cagp | BoF2

Logo a desigunaldade
|8agp—3a| <O
¢ satisfeita tambem quando n > n,, qualquer que seja z; e a

série é uniformemente convergente.
Por exemplo, a série

gl e st pr e e o el
é convergente, qualquer yue seja z, visto que a série

LA i

|z |? Tk
T R TR

é sempre convergenle. Logo o raio do circulo de convergen-
cia d’aquella série é infinito, e a série é uniformemente con-
vergenle n'uma drea qualquer.

Como segundo exemplo consideremos a série

ap, , a@+DBE+1),
s e

af@+1)...a4+n—1)BB41)...4n—1)
1.2...00(4+1)...(04+n—1) i

e supponhamos que 2, §, y sdo conslantes reaes.

+ + ..
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A série correspondente dos modulos é :

B, 1, 2@+ NBE+)
S B b e T

4 2lot )3t —OB@FN). B hn—0), o
L2.ny+0).. . G+n—T1) il AT

L2 8«

e a razio de dous termos conseculivos:

(sl _@tn—0@t+n—1)

| | tEgtra—1)
B S| 2
LR

tende para | z | quando n angmenta indefinidamente. Logo
esta série é convergente (19 — I1I) quando | z | < 1 e é di-
vergente quando | z | > 1.

Logo o raio do circulo de convergencia da série conside-
rada é igual 4 unidade, e a série ¢ uniformemente convergente
em qualquer area comprehendida dentro d’este circulo.

A série precedente, que tem sido chjecto de trabalhos im-
portantes, tem o nome ge série hypergeomelrica.
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Productos imfinitos

25. — Consideremos agora as expressbes da forma

(1) Uda)(+a)... U +0w)..,

em que o numero de factores é infinito, que, empregando o
signal II para representar productos, podemos escrever do
modo seguinte

iiim + aa).

A cada expressio da férma precedente chama-se um pro-
dueto infinito, e diz-se que este producto é convergente se o
producto

.?: {'1 + an)

dos n primeiros factores tende para um limite determinado
(quando n angmenta indefinidamente. Este limite é o valor do
producto infinito.

Antes de procurar as condigdes de convergencia do pro-
dncto (1) vamos demonstrar o segninte lemma, de que lere-
mos de [azer uso:

A média geomelrica dos numeros A, B, C, elc. ¢é sempre
menor do que a média arithmelica dos mesmos numeros.

Esta proposigio é devida a Cauchy e foi demonstrada por
este eminente geometra do modo que vamos expor (Y).

Seja n o numero das lettras 4, B, C, etc. Queremos pro-
var que é sempre

(1) Cauchy: Cours d'Analyse,
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Vibe —<itBtCt....

n

ou que é

Aﬂn“<1§+”tc+“f.

Ora, em primeiro logar, temos evidentemente, qnando é
n==2a

4 Bek (*‘i -;— H)’ 5 (.-1 - B)’ i (,1 j; B)!.

-

d’onde se conclue, tomando successivamente n = &, n = 8,
raey M) = @M

oo <(LE C40) < (i2a gy

ABCDEFGH< (_4 +Hi-ﬂ+n)c (E—I—PTG-{-H);

A4+B+CH+DI+E+F+GLH\®
<( : J.

etc.

ABCU.“::(Aﬁ_H+;F4‘“')?i

11

Em segundo logar, se n nao é um termo da progressio
geometrica

2, &, 8, 16, ete.,

designar-se-ha por 2® um termo d’esla progressio superior a
7, e far-se-ha

_ A4 B4 CH ...

K - H




- —

-

-

g e T S gt mag wm o

L —

depois, voltando & formula anterior e suppondo no primeiro
membro d’esta formula os 2» — n ultimos factores iguaes a
K, achar-se-ha

A+n+c+...+(2-—n;.x]9‘

Aﬂcn...xg'*"‘<[ =

ou, attendendo ao valor de K,

Ancu....(("‘"f’”‘*'nc*'“')",

que & o que se queria demonstrar.

2@. — Posto isto, vamos procurar as condicdes de con-
vergencia do producto (1), suppondo primeiramente que as
quantidades a,, @, as, elc. sdo reaes e positivas.

Vimos de vér que a média arithmetica de p quantidades
positivas ¢ maior do que a sua média geometrica; portanto,
sendo ¢ d’estas quantidades ignaes a A e as restanles iguaes
a B, temos

(‘?"l+(§'—'¥) B)’}, At Br— 1,

Pondo n'esta desigualdade

vem
o +ar>(1+e2),
ou, pondo f =1,

2r>(1+%)'.
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Temos pois, pondo y = ?‘;— > 1,

1
S t4 >+ 5y
Se for y << 1, a formula precedente da

PHT> 1+ (1 +7)

e portanto temos tambem n’este caso
v 1
Em virtude d’esta designaldade vird, pondo % ¥ = Gum,

I 4 g < 070
e portanto

» L 22&‘
(1 4+a)<a™™=2"
1 1

Se a série Za. ¢ convergente, a sua somma é inferior a
um numero racional «, e temos

I+ an) < 2;

n
portanto II (1 4 a,) tende para nm limite determinado quan-
1

do n angmenta (11 — 1.°) indefinidamente.

0 raciocinio que precede so tem logar quando lodas as
quantidades a,, a,, etc. sdo racionaes. A conclnsio porém a
gua se chegon tem ainda logar quando todas ou algnmas

‘estas quantidades sdo irracionaes. Com effeilo, representando
por b, b, etc. numeros racionaes respectivamente inferiores




a ay, Ay, ete. e tio proximos d'estes nomeros quanto se quei-
ra, lemos

%b.<$ﬂ-<d,

e portanto

2 2% by
H4b)<y ™ <¥
1

Quando by, by, ete. tendem para a,, a,, etc. e n angmenta
indefinidlamente, o primeiro membro d’esta desigualdade au-
gmenta constantemente ; logo tende (11—1.°) para um limite.

Reciprocamente, a desigualdade

Dbl B o >3

1

n
mostra que, se £ a, augmenta indefinidamente com n, tam-
1

bem o producto it (1 4+ @) augmenta indefinidamente com n.
1

Temos pois o theorema seguinte:
TagoremA. — A condicdo necessaria e sufficienle para que
0 producto (1) seja convergenle ¢ que a série Lan o seja.

29.—Podemos ligar com a doutrina precedente a das
potencias de grio infinito. A este respeilo vamos considerar

a expressio
.1 n
(+3)

que tem grande importancia no Caleulo Differencial, para
procurar o limite para que tende quando n tende para o infi-
nito. Supporemos que o namero n é inteiro e positivo, reser-
vando para mais tarde o caso de n representar um numero
qualquer.

A desigualdade
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a+pr>(+sl)

M+r>1+ 8

da, pondo B = : _T_ T A - ': : e elevando & potencia n,

(el (e i)

Logo a expressio (1 + %)' angmenta indefinidamente
com .

1
Por outra parte temos, pondo an = —-,

£ 2
"

L+ 1< 8w,

e portanto
(+2) <=

0 que mostra que a potencia considerada, que angmenta inde-
finidamente com n, tende para um limite menor do que 4,
quando n lende para o infinito.

Este limite designa-se habitualmente pela lettra e, e serve
de base a um systema de logarithmos, que sdo chamados ne-
perianos, por ser a base de que uson Neper, inventor dos lo-
garithmos.

0 valor de e pdode calcular-se com a approximacdo que
se quizer dando a m os valores 1, 2, 3, ..., o que da
e=2, 718281 ...

28. — Consideremos agora o producto

o+ u),

1
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onde u,, uy, etc. representam quantidades reaes ou imagina-
rias.

A formula conhecida relativa 4 multiplicagio de bino-
mios da

I:I(-I—l—u_}=1 +'§u..+...+ulu,...-m.,

& do mesmo modo

= Ha

('1 -+nﬂ-)ml +tiﬂ-+ .--+ﬂla'..+ﬂu1

chamando a,, as, etc. os modulos de u,, u,, etc.
Suppondo agora que o prodacto i (1 + a.) éconvergen-
1
te, a cada valor da quantidade positiva & corresponde um nu-

mero n, tal que é (n.° 11)

"f:f’(l +a.)-+-I:I{1+a.}=zfuﬂag...<a

quando n > n,, qualquer que seja p.
Mas temos

'i:i’(a +u..)--l;i(1 ) N e

e (n°8—1I)
| 2wyt o | <P ayon...

Logo é
nﬁp " .
T+ wa) — T 1+ w)| <2

quando n > n,, e o producto i (1 + ) & pois (n.° 46—
1

IT) convergente. g _
Podemos pois enunciar o priucipio seguinte:




Se o producto ﬂ (1 + aw) ¢ convergenie, lambem ¢ con-

vergente o produc!o ﬁ (1 4+ Unm).

Por exemplo, o pmductu

B + 355,

onde z = x - 1y, & convergente, visto ser convergente a sé-
rie (n.° 19 —111)

2 a.=11 ;.
1 1 b
Logo tambem é convergente o producto
[:i (l ; . L e m)
VII

Fracedies continuas

29. —As fracches continuas sdo conhecidas desde os Ele-
mentos de Algebra, onde se vin a grande importancia que ti-
nham em muitas questdes relativas aos numeros. 08 prinei-
paes resultados l& achados téem logar no caso da frac¢do con-
tinna :

o e LR . s . T8
SR T T i e e e

onde a,, a,, etc., by, by, etc. representam polynomios orde-
nados seguuado as potencias inteiras e positivas de uma va-
riavel z.
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X — Formando as convergentes successivas, como no caso
das fraccOes continuas elementares, acha-se os resultados:

- h'-—lbﬂ+hramla-
Du_q. bu+ﬂn—i“n i

KK — As tres convergentes consecutivas :

A‘n—l n’-—l _!E-_ ﬁ"_1b-+ﬁn—sﬂn
Dldn"ﬂl—l' L‘u'_ D'—lb.+Dﬂ—’u‘

dio, pela subtracgio,

G (Na—12 Do —3— Du— 1 Na—3)
Du—l Ui

Cl-—'.l'-"Cn:-

oo No—1Da—es — Dy—1 Nu—3
an!_cn—l"—— ﬂ'_lﬂi—' ]

e portanto o numerador da differenca C, — 1 — Cu é ignal ao
numerador da differenca C, — 3 — Cn — 1 multiplicado por — @a;
mas as primeiras convergentes dio

Cl_€‘= L ]
1

logo temos

&l a -olaﬂ
Com1— Comm ik JIG

e portanto
Now1Da— NoDygsy=F 0,.05.85... 0
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XEK — Este resultado permitte transformar a fracgdo con-
tinua n’uma série. Com effeito, temos evidentemente

w=0C—C,—C)—(Cy—Cy)— ...
d’onde se segue,

e YW LS
LT DR R,

0 valor que se obtém sommando n lermos d'esta série é
ignal a convergente de ordem n de fracio continna. Logo
para que a fracgio continua seja convergente basta que esla
série 0 seja, e reciprocamente.

IV — Das fraceDes continuas contidas na forma geral (1)
ha dous grupos importantes na Analyse. O primeiro corres-
ponde a by = by = by, = ... =1 (*). O segundo corres-
ponde a @, = @y = a3 = ... = 1.

A respeito das fracghes continnas do segundo grupo enun-
ciaremos 0s principios seguintes :

1.°— A fraccdo algebrica -'-}T ¢ irreductivel.

n
Esle principio é consequencia da formula

Na—1Dy — Ny Dy 1=+ 1.

2. — 0 denominador da convergenle da ordem n é um
polynomio ordenado sequndo as polencias inleiras e posi-
livas de x, cujo grdo ¢ igual d somma dos grdos de by, by,
ele.

Este principio é uma consequencia da lei da formacao dos
denominadores das convergentes,

3.° — Se u, tende para um limile quando x tende para
o infinito, a differenca enire o valor da fraccdo conlinua
complela e o da convergenle Co —1 ¢ da forma

@ U Coor = o (1 + ),

(1) Veja-se o nosso opusculo intilnlado — Desenvolvimento das func-
gies em fruegio continua — Colmbra, 1871,
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onde k igual d¢ somma dos grdos dos polynomios D, _, e
Du, A uma constante delerminada, e = uma quantidade que
tende para zero quando & tende para o infinito.

Antes de demonstrar esta proposi¢io, demonstremos o lem-
ma seguinte :

A fraccio

__ Az 4 B2* 4 ...
Y=+ ¥ + .

cujo numerador e denominador estio ordenados segundo as
potencias decrescentes de z, quando z tende para o infinito,

tende para zero se é a<Cl, tende para A se 8a=> etende

L
para o infinito se é a > I.
Com effeito, se é @ = [, temos

P o Bl s
lim y = lim. 7 FHe—cF.. I

se ¢ @ > [, temos

A4 Bpp—s 4 .,

W E R 0
se é a < [, temos
4 e b — i
limy=lim'mﬂ e +"'=u.

L+ Mov="F ...
Posto isto, a igualdade

ﬂrn—l P'.'n i
S e 2 W

i
== A Y N e

di, quando se muda b, em b, 4 u,,
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ﬂ.n—], —u=l+ "
Dy =1 T Dy—a(De=1 ba+ ﬂ'u_lua~|—1l ———H)
1

j: D.—:(Dn‘l‘”u—lﬂm}‘l.

Temos pois a ignaldade

xk
(=G W e T P )

da qual se deduz, dividindo os dous termos da frac¢io que
entra no segando membro por =¥, fazendo tender z para o in-

finito, e attendendo a que ﬂ'—;,—'-ql tende para um limite de-

terminado e B’;; * tende para zero, uma ignaldade da forma

lim z* (U — Ca =) = 4

da qual se tira o theorema enunciado.
b.co—Se g representar uma fracgao irreductivel, cujo

numerador e denominador sejam polynomios ordenados se-
gundo as polencias inleiras e posilivas de x e cujo deno-
minador seja do grdo a, e se exislir um numero m, maior
do que 20, tal que seja

(3) w—3 - (B+9),

B sendo uma quanlidade constanle e ¢ uma quanlidade
que lende para zero quando x lende para o infintlo, a frac-

o M g . :
¢do 4 ¢ igual d convergente Cy, — 1 da fracedo conlinua u,

no caso de u, tender para um limite quando z lende para
o infinilo.

Sejam o, _, e a, os grios dos denominadores D, — 1 @
D, de duas convergentes consecativas da fracgio conlinua con-
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siderada taes que o, — 1 = a, 2, > o, & ponha-se a + a, _,
= 5.

As ignaldades (2) e (3) dio
R e @ P i
w(3-n2)=Fu+o-Z@+0,

e portanto, fazer tender z para o infinito e nolando que &

T (ﬁl‘”n -1 == ”-\"n i 11'

lim yY

== (.

Temos pois
NDy_y — DN,_3 =0,

porque, se csta ignaldade ndo tivesse logar, o grio do nuame-

rador da fracgdo precedente seria igual ou superior ao grio

do denominador, e o limite da fracgdo nio podia ser ignal a

zero, em virtnde do lemma anteriormente demonstrado.
Logo

que é o que se queria demonstrar.

30. — A theoria das fracgdes continuas algebricas tem a
sua principal applicagio no problema que consiste em procu-
rar, sendo dada a série convergente

T Ca
U=€u+ET;, BL o s g

uma série de fraccoes irreductiveis

JL ﬂ_'g Nu—1
Ml Sl R e

taes que, sendo « o grio de D, ., seja




L

a;!‘:+ 4 (4 + 9),

n—1

representando por 4 uma constante e por ¢ uma variavel que
tende para zero, quando x lende para o infinito. Para resolver

esla questio, vamos primeiramente desenvolver u em fraccio
continna.

Pondo, para isso,

u.=co+l‘uic 1
243+

v

teremos, effectnando a divisio, um resultado da férma

V=0T + ¢ + Uy
onde

d, dy
T

u'l =

P
¢ + ; -+ ..
Temos depois
' t‘1+ +
ﬂl:E]..'ll:&_l____i_l_ '
T &
€ portanto
1?1=P,I+fh+u,,
onde
T+
-;r-;-{—...
ﬂ'= d’
dy+ -2 4 ...

T
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Continnando do mesmo modo obtem-se o desenvolvimento
de w em fracgio continna :

1
P24 g+ Uy

1
ul_Pt-’“'F 95 + Y

U =iy

1
T Pzt gt

uﬂ_1=}?u$+ffﬂ+ﬂn'

Como u, tende para zero quando x tende para o infinilo,
as convergentes d'esta frac¢do continua satisfazem (n.° 29—
3.°) 4 questio proposla, e sdo as unicas fraccbes (n.” 20—
£.°) que lhe sati-fazem.




CAPITULO 11

PRINCIFIOS GERAES DA THEORIA DAS FUNCEﬁES. FUNCGﬁEB ALGEBRICAS,
LOGARITHMICAS, ETC.

Principlios geraes

34. — Funccies de variaveis reaes. — Se dnas quanti-
dades reaes variaveis « e y estio ligadas de tal modo que os
valores da segunda dependem dos valores da primeira, diz-se
que y é funcedo de x. Assim, por exemplo, vz, sen @, @™,
etc. sio funcgdes de @. Para designar que y é funceio de 2
emprega-se qualquer das notagdes

y={[(@),y=F(x),y=r0), el.

Os valores que tomam as funcgdes [ (z), F (x), etc., quando
a variavel  se di o valor determinado a, representam-se por
[ (@), F (a), etc. ,

A’ variavel x chama-se variavel independente, e i varia-
vel y variavel dependente. A variavel independente pode re-
presentar qualquer numero da collecdo geral dos nomeros,
ou qualquer numero de uma collec¢io especial, por exemplo,
da collecgdo dos numeros racionaes, ou da collecgio dos nu-
meros comprehendidos entre 4 e B, etc. Os valores de y ficam
determinados quando « é dado.




Uma func¢do f(z) diz-se definida no inlervallo dexz = a
a z =>b quando a todo o valor que se di a z desde a até b,
corresponde nm valor unico da funcgio.

Uma funegdo diz-se definida na visinhanca do ponlo r=a
quando existe um numero { tal que a funcgio é definida no
intervallodex = a — Bazrz=a 4+ B.

Nas definicbes e enunciados dos theoremas geraes relati-
vos 4s funccoes supporemos sempre que a cada valor de
corresponde um so valor da fancgio. Para depois se applica-
rem esles principios is funcgbes que tomam muitos valores
para cada valor de x, é necessario primeiramente separar es-
tes valores de modo a formar novas funccdes taes que a cada
valor de @ corresponda um s valor da funcgido. As novas
funccdes assim formadas chama-se ramos da primeira.

Deve-se observar que esta separacio nio se faz de uma
maneira arbitraria; deve ser feita de tal modo que as novas
funccoes tenham as qualidades que iremos attribvindo s func-
¢Oes de que nos occuparmos.

82, —Principiaremos o estudo geral das funccdes demons-
trando o theorema seguinte, devido ao sr. Weiersirass:

Se os valores da funecdo f (x), correspondenltes aos va-
lores que loma x desde x = a alé =, estdo lodos com-
prehendidos entre dous numeros A e B, exisle sempre um
numero L lal que os valores de [ (x) nao podem ser supe-
riores a L e lal que, ou L represenia um valor de [ (z), ou
entre L e L — & existe sempre algum dos valores de [ (),

or mais pequeno que seja 8; e exisle sempre wm numero
?ta! que os valores de [ \x) ndao podem ser inferiores a I,
e tal que, ow | representa um valor de f (x), ou enire | e
1 L & eziste sempre algum dos valores de [ ().

Sejam a e b dous numeros racionaes entre os quaes A e
B estejam comprehendidos, e seja b > a. Dividamos o inter-
vallo entre a e b em dous intervallos iguaes, o que da os nu-
meros

b—a

ﬂ,ﬂ+ 5] Ib,

e seja a, o ultimo d’estes tres numeros que [ (z) pdde exce-
der, quando @ varia dos « até B, e b, o primeiro que [ (z)
nio pode exceder, de modo que
b—a

7

a,=a, by=b, by — a, =




Dividamos em segnida o intervallo entre a, e b, em dous
intervallos iguaes, o que Ja os nnmeros

b, —a
a]'!a']+ '2 l!bl'l

e seja ay o ultimo d’estes numeros que [ (z) pode exceder e
by o primeiro que [ (r) ndo pode exceder, de modo que

b, — @& b—a
ﬂigﬂ,,b,abnbs_a_’: 12 ;G 2'

Continnando do mesmo modo oblem-se um grupo de nu-
meros crescentes

Oy Wiy Oy, oo 7Oy s4o
que f () excede, e um grupo de numeros decrescentes
b) bl’ b" .y b‘. LR

que f (r) ndo pode exceder, taes que

b — -

n 1y o

0s numeros @, a,, @, etc. lendem para um numero racio-

nal ou irracional L; e como a differenca b, — a. tende para
zero 4 medida que n angmenta, segue-se que os numeros b

by, by, elc. tendem tambem para o limite L. Como por f(%
a

n pédﬁxuéﬂer os‘\pumeros b, b,, by, etc., esty fancgdo n

pode excéder b; e como, por outra parle, temos
L—f@) <L—aa<by— 0
on

b—a

L—[@ < 5

ou, dando a n um valor tio grande que seja > 3 - < &




L8
= o

ipd Casapiaibe

¥l

L—f(3}<3,

[ (z) excede L — &, por mais pequeno que seja 8, 0 que é a
primeira parte do theorema.

Do mesmo modo se demonstra a existencia do numero [
satisfazendo is condictes do theorema.

Aos numeros L e [ chama-se respectivamente limile su-
perior e limile inferior dos valores considerados da funccdo.

Nora.— E’ facil de vér que o theorema precedente tem lo-
gar, no caso mais geral de, em logar de uma funccao, se con-
siderar um grupo qualquer de numeros comprehendidos entre
4 e B.

38. — Seja [ (#) nma funccdo definida na visinhanca do
onto a. Diz-se que esta funccio & conlinua no ponto a se
F(a -+ h) tende para f (a) quando h tende para zero, e isto
qualquer que seja o modo como h tenda para zero. Se no
ponto a a funccao ndo & continua, diz-se que é disconlinua.
Da definicio de continnidade decorrem immediatamente as
seguinles proposicoes :
1.°— E’ condicao necessaria e sufficienie para que a
funcedo [ (z) seja conlinua no ponto a, que a cada valor
da quanlidade positiva 8, por mais pequeno que seja, cor-
responda um numero posilivo ¢ lal que a desigualdade

(1) [f@+h)—[()]<?

seja salisfeila por lodos os valores de h que salisfazem
d condigao | h | < e.

Com effeito, sendo hy, hy, hy. elc. uma série de valores
de h que tendem para zero, se a desigualdade (1) ¢ satisfeita
por todos os valores que tem h entre -+ ¢ e — &, ¢ salisfeita
por aquelles dos numeros h,, hy, hy, elc. que estio com-

rehendidos entre 4 s e — s. Logo os valores f(a + h,),
P{a + hy), ete. de [ (z) tendem para [ (a), e a funccio [ (z)
€ continua no ponto a.

Reciprocamente, se para qualquer grupo dos numeros h,,
hg, hy, etc., os valores correspondentes [ (a - h,), f(a < hy),
ete Je f (x) tendem para [ (@), a desigualdade (1) tem logar;
porque, se ndo tivesse logar, existiria um valor de & tal que,
por menor que lomassemos s, seria

[f@+h) —f@)l=?
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para algum valor h; de h inferior em valor absoluto a e
Pondo depois e = | h; | vé-se que exisliria um valor by de h,
inferior em valor absoluto a | h; |, tal que esta ullima des-
ignaldade seria satisfeila. Continuando do mesmo modo obler-
se-hia uma série de numeros hi, hj, hy, etc. taes que, quando
se fizesse passar h por elles, a funcgdo [ (a + h) ndo tende-
ria para [ (a), 0 que & contrario 4 hypothese.

2.°— 4 somma, o produclo e o quocienle (quando ¢ (a)
é differente de zero) de duas funccies ¢ (@) e ¢ (), conli-
nuas no ponlo a, sdo funccoes de T conlinuas no Mmesmo
ponlo.

Com effeito, sendo » (z) e ¢ () eslas funccDes e [ (z) a
sua somma, temos (n.° 12 —1.°)

Jim f(a+8) = lim p(a+ k) + lim ¢ @+ D

= ¢ (a) + ¢ (@) = [ (a).

Do mesmo modo se demonstram os theoremas relativos
ao producto e ao quociente de funcgdes, baseando-se nos theo-
remas 2.° ¢ 3.° do n.° 12,

3.°—Se y— o (z) represenla uma funccdo conlinua
de = no ponlo a, e z = ¢ (y) uma funccao conlinua de y
no ponlo b correspondenle a & = a, a funcedo de funccdo
z=1¢ [p (z)] = [ (x) ¢ conlinua no ponlo v = a.

Com effeito, quando @ tende para a, y tende para b, e z
tende para ¢ (b) = ¢ [¢ (a)] = [ ().

34.— 0s theoremas seguintes dio propriedades impor-
tantes das funccdes continuas :

THEOREMA 1.°— Se a funccdo [ (z) for continua em todos
os ponlos desde  — a até @ =1b, e se f(a) e f(b) liverem
signaes conlrarios, entre a ¢ b existe pelo menos uma raiz
da equacdo f () = 0 (Cauchy).

Supponhamos b > a e dividlamos o intervallo de z = @
ax = b em duas partes ignaes, o que di os numeros

n,a-}-h_ﬂ' . b.

Se o segundo numero annullar a funcgdo, estd o theorema
demonstrado. No caso contrario, chamemos a, e b, dous
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d’estes numeros que sejam conseculivos e déem a funcgio si-
gnaes contrarios; de modo que temos

b —a
Sk

a,=a,b<=b b —a =

Dividamos do mesmo modo o intervallo de z = a, a
& = b, em dous intervallos ignaes, o que di os numeros

b, —a
ay, a, + '2 !, by,

e chamemos a, e by 0s dous numeros conseculivos d’este gru-
po que dio a f(x) signaes contrarios; de modo que temos

b — b —
Oy 2y b, 2y, by — = A =

Continuando do mesmo modo, oblem-se um grupo
Gys Ogy o0y Ouy «
de numeros crescentes, e um grupo
O Bt 500 Dy os

de numeros decrescentes, maiores do que os numeros do
grupo anterior, e taes que

Os nameros do primeiro grupo tendem para um numero
racional ou irracional ¢; e, por ser a funcgio [ (x) continua
no intervallo de z = a a # = b, as funccdes [ (a,), [ (ay),
etc. devem tender para um limite [ (¢), que deve ser nullo ou
ter 0 mesmo signal que estas funcedes (n.® 10 — 3.°).

0s numeros b,, by, etc. tendendo tambem para ¢, as fane-
qﬁas[{'(b,}, f (by), etc. tendem tambem para um limite [ (¢),
que deve ser nullo on ter o mesmo signal que estas funcgdes.

Mas f(¢) ndo pide ter ao mesmo tempo o signal de f(a.)
e de f(b.), porque estes valores téem signaes contrarios;

logo é [ (¢) = 0.




TuvoreMa 2.°— Se a funcedo [ (x) é conlinua em lodos
os ponlos desde = a até x="0b e A e B sdo dous valores
de [ (x) correspondentes aos valores a e b de @, [ (x) passa
por todos os valores comprehendidos enlre A e B quando
x varia desde a alé b.

Com effeito, sendo € um valor comprehendido entre 4 e
B e portanto 4 > € > B, as quanlidades [ (a) — C e
f(b) — C téem signaes contrarios; logo existe um valor z,
de x, comprehendido entre @ e b (theorema 1.°), tal que e
f{l‘l:l —C=0.

TueoreMA 3.2 — Se a funecdo [ (=) [Oor conlinua no in-
tervallo de ¢ = a a @ = b, existe um limite superior ¢ um
limite inferior dos valores que ella tem n'este intervallo, e
esles limiles representam valores da funecdo (Weiersirass).

E’ evidente que, se [ (x) nio tivesse limile superior no in-
tervallo de # = a a z = b, tambem ndo leria limite superior
n'um pelo menos dos intervallos que resultam de dividir
aquelle em duas partes iguaes; e que, se a f (r) tiver limite
superior no intervallo considerado, este limite coincide com o
limite superior correspondente a um (a, a b,) dos intervallos
considerados. Continuando depois, como na demonstracio do
theorema 4.°, é facil de vér que, se nio existe limite supe-
rior, haveri dous grapos de numeros

ﬂ'“ G’. " e ny a', LR
bll' b,. ---,bgq = e ay

que tenderiio para o mesmo limite ¢, taes que ndo existira li-
mite saperior dos valores que toma [ () quando & varia desde
@, até b,; e que, se existir um limite superior L, este numero
seri tambem o limite superior dos valores que toma [ (z)
quando x varia desde a, até b,.

Mas, por ser a func¢io [ (z) continua no ponto ¢, a cada
valor de @ corresponde um valor positivo h, tal que a des-
igualdade

[ fe+h—[()]|<?

¢ satisfeita pelos valores de h comprehendidos entre — h, e
h,. Logo, dando a » um valor tio grande que a, e b, fiquem
comprehendidos entre ¢ — hy, e ¢ + h,, vé-se que é
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uando @ esti comprehendido entre a, e b,. e portanto que
?{:{:} esta comprehendido entre f {c) 4+ 8 e [ (¢) — &; isto é
ne existe um limite superior L (n.° 32) dos valores gue loma
?(m) quando z varia desde a até b. Para mostrar que esle
imite é um valor de [ (z), basta nolar que, por ser tambem
L o limite superior dos valores que toma [ (z) quando x va-
ria desde a, alé by, lemos, por definigio (n.° 32),

f@>L—¥

por mais pequeno que seja &, e portanto

f() +8>L—2,

0 que di, fazendo tender & e & para zero, [ (¢) = L, visto
que, por defini¢io, [ (e) nio pode ser maior do que L.

Por pm raciocimo semelhante se demonstra o theorema no
caso do limite inferior.

THEOREMA &.°— Se a [funccdo [ (x) for conlinua em lo-
dos os ponlos desde x = a até ¢ =0>, a cala valor da
quantidade posilica &, por mais pequeno que seja, corres-
ponde um valor hy tal que a desigualdade

1f@)— (@) <8

¢ satisfeila por lodns aquelles valores de x e &', perlencen-
les ao intervallo considerado, cuja differenca é menor do
que h, (*).

Com effeito, se o theorema nio livesse logar, tambem nio
teria logar n’am, pelo menos, dos intervallos que resultam
de dividir o intervallo de £ = a a * = b em duas partes
ignaes por meio dos numeros

a, a + !?_;_ﬂ’: b;

porque, se o theorema tivesse logar nos dous intervallos, te-
riamos para hy dous valores, correspondendo um a cada in-
tervallo, e as condigoes do theorema verificavam-se em todo

(1) Este theorema & devido a Cantor. Veja-se uma memoria de Heine
pablicada no tomo 74 do Jornal de Crelle,




o intervallo de z =a a z = b dando a h, o menor d'estes
valores.

Chamando a, e b, as extremidades d’aquelle dos inlerval-
los precedentes no qual o theorema néo leria logar, vé-se que
o theorema tambem nio deveria ter logar n’'um pelo menos
dos intervallos parciaes que resultam de dividir o intervallo
& =a, a ¢ = b, em duas parles iguaes por meio dos nu-
meros

by —a
"h "1'[' ! P 1: br

Continnando do mesmo modo, como na demonstracio do
theorema 1.°, é facil de vér que, se o theorema ndo fosse
verdadeiro, haveria dous grupes de numeros

a'1| ﬂ-’, “w ey d‘l., . E o
R e A

que tenderiam para o limite ¢, taes que o theorema nio se-
ria tambem verdadeiro no intervallo de ¢ = a, a £ = b,.

Mas, por ser a funcgio f (x) continua no ponto ¢, a cada
valor 8, por mais pequeno que seja, corresponde um valor hy
tal que é

|fle+h—[fE]<3

quando h esti comprehendido entre — h, e - h,. Logo dando
a n um valor tio grande que a, e b, fijuem comprehendidos
entre ¢ — h, e ¢ 4+ h,, a desigualdade

| f(@) —fl)[<8

é satisfeita por todos os valores de @ comprehendidos entre
@, € b,. Chamando pois 2’ um valor de z comprehendido en-
tre estes numeros, lemos

@) —fEl<é
D'esta desigualdade e da anterior tira-se a desigualdade

@) — @] <2
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que ¢ satisfeita por todos es valores de z e de &' comprehen-
didos entre a, ¢ b.. Logo o theorema tem logar para o inter-
vallo de # = a, a ¥ = b,, e portanto tambem tem logar
para o intervallo de s =aaaz = Db

38. — Se uma quantidade variavel u depende de outras
variaveis @, y, ete., diz-se que uw é funcgdo das variaveis o, y,
elc. e escreve-ze

u=[(z, 9 ..., u=F (2, 9, ...), ele.

A funcgdo f (=, y, ...), definida na visinhanca dos pontos
= a, y = b, elc., diz-se conlinua no ponto (a, b, ¢, ...)
se [(a + h, b+ k, ...) tende para f (a, b, ...) quando h,
k, etc. tendem para zero, e isto qualquer que seja o modo
como tendam para zero.

E’ facil de estender os theoremas que demonstrimos nos
numeros anteriores para as func¢des de uma variavel, ao caso
das func¢oes de mnitas variaveis. Assim temos :

1.°—E’ condigio necessaria e sufficienle para que a
funcedo f (z, y, ...) seja continua no ponto (a, b, ...),
que a cada valor da quanlidade posiltiva &, por mais pe-
queno que seja, correspondam numeros s,, sy, elc. laes que
a desiqualdade

| f(a+hb+ kK ..)—f(ab ...)| <8

seja salisfeita por todos os valores de h, k, elc. que salisfi-
zerem ds condigdes | h | < ey, | K | < &, ele.

2. — 4 somma, o produclo e o quociente (quando ¢ (a,
b, ...) é differente de zero) de duas funcedes ¢ (@, y, +..)
ey (z,y, ...) conlinuas no ponlo (a, b, ...), sio funccies
de x, y, elc. conlinuas no mesmo ponlo.

3@. — Funccies de variaveis imaginarias.— Se o0s
valores de uma variavel 4 = X - i¥ dependem dos va-
lores de outra variavel z = z + 1y, diz-se que u é fune-
¢do de z.

A funcgio f (@ 4 iy) diz-se continua no ponto a 4 ib se
a funcgio f[a + h + i (b + K)] tende para [ (a 4 ib)
quando h e k tendem para zero, e isto qualquer que seja o
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modo como h e k tendam para zero; ou, em ounlros lermos
(n.° 15), se X e ¥ sdo funcgbes continuas de z e y.
D’esta definigio decorre immedialamente que a somma, 0
producto e o quocienle (quando ¢ (a + b) é differente de
-0) de duas funccies ¢ (z) e § (z), conlinuas no ponto a + b,
é uma funceao de z conlinua no mesmo ponlo.
Com effeito, pondo

p(3) =X 4 1Y, ¢ (2) = X, + il,,
-temos as relagdes (n.° 7)
PR+ 4@ =X+ X +i(Y+ 1)
? (2) ¢ (2) = XX, — YV, + i (XT, + YX),
e (3) _ XX, + VY ¥X, — Xr

Y L A e

-das quaes se tira o theorema enunciado, visto que a parte in-
dependente de i e o coefficiente de i, que entram no segundo
membro de cada uma d’estas relagdes, sio (n.° 35—2.°) func-
¢oes continnas de x e y.

It

Funcgdes algebricas

89.—Diz-se que u é uma func¢io algebrica de z quando
estas variaveis estio ligadas por uma equacio irreductivel da
forma

() Gt +Gu-ru=— 4 ...+ a,u+ a,=0,

onde m é um numero inteiro posilivo e ay, @y, @y, elc. sio
polynomios ordenados segundo as potencias inteiras e posi-
tivas de z.
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Se a equacdo precedente é do primeiro grio relalivamente
a u, diz-se que u é fancgio racional de z; no caso contrario
diz-se que u & funcgdo irracional de z. Toda a expressio
analytica dada em que a variavel z é sOmente sujeila a som-
mas, mnlllphbdiﬂeb e divisdes, em numero finito, é uma fune=
¢do racional de

Se a equaqﬁn (1) é do primeiro grio relativamente a u e
a, & constante, diz-se que u é funcgdo infeira de z. Toda a
fanegio racional que nio contém z em denominador é pois
uma fanecdo inteira de z.

N'este logar occapar-nos-hemos sémente das funccoes ra=
cionaes, inteiras e fraccionarias, para recordarmos algumas
das sunas propriedades mais importantes.

~ 38.—Consideremos primeiramente a func¢do inteira,
isto &, a funcgio

U= f(D)=4y2* + 4,21 4 ... + da,
onde n é um numero inteiro positivo, e A,, 1,, etc. sio cons.

tantes reaes on imaginarias.
X —Mudando z em z 4 h, temos

fEG+hN=A4(z+h+4,GC+hr-14 ...
+ A(E@EF R4 oo Aa—1 (74 h) F 4

ou, desenvolvendo as potencias inteiras do binomio z 4 h e
ordenando o resultado segundo as potencias de h,

f(z4+h)=4,3"F+ 4,24 ... + Aac1 2+ 4da
+hdyz»—* 4+ — 1) 4,22+ ... + 4a—4]

+ g[w(ﬂ—i}dox“-’{-(n——lj(n —dgr—v 4. ..




pondo

mpr=nm—1)...(n—k-1), et.

Representande os coefficientes de h, —l— A, 2—’-3 ke, ete.
por 7 (2), " (2), [ (z), etc, vem a formula

[G+B)=fE+hf )+ = @ + ...

W i ,
+ l.ﬂ'l... kfm ) s +I—2u ™ &

que tem o nome de formula de Taylor.

As funccdes [ (z). " (3), ete. sio respectivamente do
griom — 1, n — 2, ele., e a sna lei de formacdo & dada
pela formula seguinte :

[FZ)=mhdgr*—* - (n—Apd,—*-11...

A estas funcgdes di-se respectivamente os nomes de deri-
vada de primeira ordem, de derivada de sequnda ordem,
ete. da funceio f (2).

Da comparacio das expressdes de [(z), [’ (2), [" (3), ete.,
on antes da comparagio da formula precedente com a corres-
pondente a k 4 1:

.fk‘i-l {:)= (-n-;iz+1.40 3""—"—1.__}_ (n—-f);+1:’1 zl—t-g_r_ o
= (b1 — B4y~ (D (ke 7

conclue-se a segninte regra para formar as derivadas succes-
sivas de [ (2):

Para passar de uma funccio para a sua derivada, ow
de uma derivada para a sequinle, multiplique-se em cada
lermo da primeira o expoenle de z pelo cocfficiente e dimi-
nua-se o expoente de uma unidade.

Por exemplo, no caso de

[(3) =2 —3z* 4+ k5 —7
vem
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() =053z — 1234 82
["(z) =203 — 3627 48
ele.

I — A fanegio inteira é composta de sommas, prodactos
e polencias de funcedes continnas, logo (n.° 33— 3.°) ¢ con-
linua qualquer que seja z.

XXX — Toda a funcgdo inteira & um producto de n facto-
res do primeiro grio:

f@E=4,3—a)*@—bf...(z— D,
onde a, b, ..., | sio as raizes da equacio [ (z) = 0. Esle
theorema é bem conhecido da theoria das eqnacdes, e mais

tarde o demonstraremos.

. 39. — Consideremos agora as funccdes racionaes [rac-
cionarias, isto é, as func¢des da forma:

PO it .. ks sl sl
Ll a-oz!’+a:z?—=+...+a,'

X — Suppondo n >> p, pide effectuar-se a divisio do nu-
merador pelo denominador e reduzir d’este modo u 4 férma

u="FG + 532,

onde F (z), % (2) e ¢ (3) sdo fanccbes inteiras, e o grio de
- (z) é menor de que o grio de ¢ (2).
Decompondo ¢ (z) em factores, o que déi

@ =@EF—a*@Ec—bf... @c—D,
¢ (2)

a fracgio N ¢ susceptivel da decomposigio seguinte :

Pl:z} 4 4 Aa
ql—mmz-—lﬂr“i-(z—.ﬁ}'—'_ ce —’——"—'“—

(z — a)*




_ B, By By
+z—b+(z—-5f+ +(z’—b}5
N e e

L I Ly
e +{z—£)’+"'+ (z =’

onde os numeradores sio quantidades constantes.
_Demonstra-se esta proposigio importante do modo se-
guinte :
Pondo

W@ =GE—0bP ... =0

e chamando g, (z) o quociente e R o resto da divisio de
% (z) — da §, (2) por 7 — a, temos

$(3) —da) B)=9 (3)(z—a)+ R
e, pondo z = a,
R = p (@) — Ax ¥, (a).

Determinando pois 4z de modo que It seja nullo, isto é
pondo

¥ (a)
4, (@)’

da =
vem
pl2)=da§ () + 9 () (s —a),
d’onde se tira, dividindo por ¢ (z),

¥ {2') - Aa ?g (Z:I
$ (2) (z — a) +(;—a}*—‘¢1(z}'

Do mesmo modo oblemos

#1 (2) A #s (2) »
@E—a*"*H() EF—a)-r EF—a*2()
T
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Continuando acha-se finilmente a igualdade

‘Pﬁ“:. Az | Aa—y iy ?f':_z)
$(2) (z—a)P (z—a)-? ok i T % (2)°

?a. (.‘:’)
% (2)
plicon a ;-%’, e continua-se do mesmo modo até chegar &
decomposi¢io enunciada. _

Pelo processo anterior determina-se as constantes A,, Ay,
ete., By, By, ete.; mas attendendo & importancia da guustﬁo,
vamos expOr um processo mais simples para esta elermi-
nagdo.

Pondo na igualdade precedente z = a + h, vem

Depois applica-se a 0 Mesmo processo que se ap-

ela4+h)  Aa | Az, Ay | Fa(a + h)
Foarn_ w Tt TR T aaEn:
ou
glat+h) a_qy hoa(adh)
'-P_—__liﬂ +h}—.|a+:i¢_1-'l+..-+.-1:l't —[— 1:-‘1 {ﬂ_—.—f-‘ o .

Este resultado mostra que, para achar Az, 4« —1, ..., 4y,
basta dividir ¢ (a -+ k) por ¢, (@ + h), tendo o cuidado de or-
denar primeiro estes polynomios segando as polencias crescen-
tes de h. Os coefficientes de h, h, ..., h*=* no quociente
sio as constantes pedidas.

Devemos observar que na formagio do numerador e do

denominador de Al Gl é escusado escrever 0s termos que
"4y (@4 h)
contéem potencias de h superiores a a — 1, pois que estes
termos nio influem no quociente.
Do mesmo modo se determina as onlras constantes By,

By, ... dividindo ¢ (b 4~ h) por wyj*-—hl , ele.
]

ExsmpLo. — Decomponhamos por este processo a fracgdo:

$* — 3245
(z—1f(z—2 3
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Pondo n'esta fracgio s =a + h =1 + h, vem

e 4 h) J—h4h* e~
G +h~ —1+8 i R o e e iy e el

logo teremos
."‘=_ 3. .‘Iaz ',A’=_'ig A|= Ia
Do mesmo modo, pondo.z = 2 4 h, vem

eR4+h _QCH+R—3C+Nh+5
(2 +h (I 4+ * Q2+ h) :

que, aproveitando 0 a parte independente Jde h no numera-
dor e 0 denominador, visto que 3 — 2 entra na [racgdo pro-

Sty - S vl
posta no primeiro grio, da 5 - Logo temos

3
By = .
Do mesmo modo se acha €, = — —:
Temos pois
L I S 1 § 3 1 3
G—N)G=9z z—1 (GE—1p " G—1p E—1F
§ i
z—-2" 3

Ha muitos outros methodos para fazer a decomposicio das
fracedes racionaes, e ha mesmo formulas que dio directa-
mente a expressio analytica das constantes 4,, 4,, ele. Pode
vér-se alguns methodos e formulas na nossa memoria intita-
lada — Sur la décomposition des fractions rationelles ().

( (Y) Jornal de Sciencias Mathematicas e Aslronomicas —lomos 1 & 1
Colibra).
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NoTa.— No caso de ser & = 1, @

_ %@
‘41 ¢l‘ (ﬂ,:l‘

Com effeito, da ignaldade
Pb(E)=(0E—a ()

tira-se, pondo z =a + h e [Ieaenvrmlvenlio os dons mem-
bros pela formula de Taylor, a identidade

$(@)+h¥ @+ ... =h($@+h¢ @+ ...]

que. devendo ter logar qualquer que seja o valor de h, da
¢ (@) = ¢, (a); e portanto lemos

PR o L g (a)
1 (e ¢ (o)

BN — Vejamos agora se a fancgdo considerada ¢ on nio
continna.

A primeira parte F (z) é conlinua por ser uma funegio

inteira. A oulra parte Ei‘;; ¢ a somma de fraccBes da forma

A
(z — a*’
em todos os pontos, excepto nos pontos z = @, | S
Concluiremos pois que toda a funcgdo racional frac-
cionaria ¢ continua em qualquer ponlo z que nao seja
raiz do denominador. N'esles ponlos a funccdo lorna-se

infinila.

onde k & inteiro; logo ¢ continua (n.° 33 —2.°)




Funcgdes exponencines, logarithmicas,
e circulares

40, —As exponenciaes, os logarithmos e as polencias
de expoente irracional sio fun:cdes transcendentes conheci-
das desde os Elementos de Algebral; as funcedes circulares
sio conhecidas desde a Trigonometria. Sdo as unicas trans-
cendentes estudadas nos Elementos, e o sea estudo é muito
importante por causa da frequencia com que apparecem nas
questoes a que se applica a Mathematica, e porque serve de
preparacio para o estudo das outras transcendentes de que
se ocenpa a Analyse mathematica. Vamos porisso aqui recor-
dar succintamente, e completar em cerlos ponlos o que a res-
peito d'estas funcgdes se ensina nos Elementos.

4. — Erponencial de base e expoenle real. — Vin-se
nos Elementos de Algebra qual é a significacio de a* quando
a representa um nnmero racional positivo e £ um numero ra-
cional positivo on negativo, Viu-se tambem que n’esle caso a
cada valor de z corresponde um valor positivo para a®, e lam-
bem um valor negativo quando o denominador de z é par.
Considerando sb os valores positivos, a® & uma func¢io de ©
que tem um unico valor para cada valor racional de x.

Vejamos agora como se define a* quando a e o sio irra-
cionaes,

Sejam @y, Gy, ..o, Qmy oo @ Ty, Tgy 000y Ty .00 08 Gro=-
pos de numeros respectivamente inferiores a a e a @, que en-
tram na definicio (n.® 2) 'esles numeros, e o & § dous nn-
meros racionaes maiores do que @ e x. Se é @ > 1, 0s va-

lores positivos de a, " crescem constantemente quando n e
m augmentam, sem todavia poderem exceder o numero aP;
logo tendem para um limite (n.° 11—1.%) que representa, por
definigio, o symbolo a®. Se é a > 1, 03 mesmos valores de-
crescem constanlemente quando n e m angmenlam, e vé-se
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do mesmo modo que tendem para um limite, que represenla
ainda, por defini¢io, o symbolo a~.

Para justificar esta definicio, é necessario demonstrar
que a* lem um unico valor, quaesquer que sejam 0s Di-
meros racionaes que entram pa definicio de a e de o. Se-
jam, com effeilo, y, e y, os valores de a* correspondentes a
douns systemas differentes de numeros racionaes que entrem
na definicio de a e de z, e seja y; um terceiro valor de a cor-
respondente ao systema de numeros composto de todos os
numeros que entram nos dons systemas anleriores, collocados
pela ordem crescente. Por hypothese, a cada valor de & cor-
respondem dous inteiros n, ¢ m, laes que a desigualdade

Ys — ﬂ-'f.

<3

¢ satisfeita pelos numeros a. e r, que entram nos dons sys-
temas considerados, correspondentes a n > n, € m > m,.
Por ser esla desigualdade salisfeita separadamente pelos va-
lores de 0. e x. que entram s0 no primeiro ou £6 no segundo
dos systemas considerados, os valores correspondentes de

@™ tendem tambem para y,, e lemos (0.° 10—1.°) ¥y = ¥y

Y5 = Yy € portanio y; = ¥,.

A’ Tunc¢io a® que vimos de definir chama-se exponencial.
Vamos vér algumas propriedades d'esta funegio.

X — O produclo de dous ralores da exponencial é dado
pela forinula

() ac.qf = a* Tt

Esta proposicdo foi demonstrada nos Elementos de Alge-
bra, quando a, & e y represenlam DUMEIOS TacionNaes,

No caso de @, T e y represenlarem DumMeros irracionaes,
temos, chamando y,. ¥, elc. 0s numeros racionaes que en-
tram na definicio de y,
ax.ay.: lim a-:::._ lim a_y,.= lim an "

m,n = m, o= "=

VP TY

XX — Quando x cresce conslantemenle desde — oo alé
@, a* cresce constantemente desde 0 alé o se é a > 1, €
decresece constantemente desde oo alé 0 se é a < 1.

Seja primeiramente a > 1.

Sabe-se desde a Arithmelica que as polencias de expoente
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inteiro e as raizes dos numeros maiores do que a unidade sio
tambem maiores do que a unidade; logo, se h representa um
numero racional positivo, é a* > 1. Se h representa um nu-
mero irracional positivo e hy, h,, etc. representam os nume-
ros, menores do que h, que entram na definigdo de h, temos

ainda a* > 1, por ser a* > an > 1.

Em virtude d’esta desigualdade, a formula (1) da a*+* > z=,
por onde se vé que a exponencial cresce quando o expoente
cresce, como se sabia ji, no caso dos numeros racionaes, pe-
los Elementos d’Algebra.

Para demonstrar que a® tende para o quando z tende
para «, basta notar que, chamando m o maior inteiro con-
tido em z, temos

a>a,a=014+a—1"=1+m@—1)+4 ...,

por onde se vé primeiramente que a™ tende para %, quando
m tende para =, e depois que a® tende para % quando 2
tende para .

Para demonstrar que a* tende para 0 quando x tende para
— o, basta notar que, quando  é negativo, o denominador

de u.é; = a* tende para .
Para considerar o caso de ser @ <Z 1, basta por a = —%-

e notar que, por ser b > 1, o denominador de %, == a* cresce

desde 0 até oo, quando z cresce desde — oo até .
NI — Quando x lende para zero, a* tende para a uni-
dade.
Seja primeiramente a > 1.

Se x ¢ positivo, temos, pondo r = l‘ e chamando m o
maior inteiro contido em ¢,
1 1

G AT BT -

Mas da desigunaldade

s i (AR 2

m




tira-se

Logo a* — 1 tende para zero quando z tende para zero,

visto ser a= > 1 e . = . tender para zero quando m tende

para o infinito.
Quando @ é negativo, ponha-se 2 = — y, o que di a
ignaldade

da qual se tira ainda o principio enunciado, visto que, quando
z tende para 0, a¥ tende para 1.
Para demonstrar o theorema no caso de ser @ > 1, basta

or @ = i e nolar que, por serb > 1,a = = tende para
P b p

b=
4 quando z tende para 0. :
AV — 4 funccao a= é conlinua qualquer que seja .
E’ 0 que resulta da igualdade

a*t* — a* = a* (a* — 1),

a qual, attendendo a que a* tende para 1 quando h tende para
0, mostra que a* +* tende para a*.

42, —Nota X— Baseados nas consideragdes que prece-
dem podemos completar a doutrina relativa as raizes das quan-
tidades irracionaes (3 —5.%. Seja w um numero irracional

m

dado e procuremos a raiz v/ u, que representaremos por v.
1

Ao problema salisfaz v = w™ pois que temos, em virtude da
formula (1)

lym L 1
- - mn
v"‘==(u ) =% .U ...=1U

Podemos accrescenlar que ndo existe outro numero real
positivo que satisfaca 4 questio. Com effeito, se i questio sa-
tisfizessem dois numeros v e v’ e fosse ©' > v, teriamos,
pondo v/ = v + h,
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=W+ h*=v" 4 mhe=—* 4 ...
ou o resultado absurdo
=u-+mhe—1*+ ...

43.—Nora IXN—Vio-se no n.° 27 que a expressio
1\ - :
(i + E) tende para um limite determinado, que se repre-

sentou pela lettra ¢, quando n tende para o infinito passando
por uma série de numeros inteiros posilivos. Podemos agora
mostrar que esla expressdo tende ainda para o mesmo nume-
ro e, quando n tende para o infinito passando por uma série
qualquer de numeros racionaes ou irracionaes, posilivos ou
negalivos.

Seja n positivo e sejam m e m - 1 dois numeros inteiros
entre os quaes n esta comprehendido. Teremos

GEE AR A AR
& depois

Urarisl e i 2rgli:

on

S
ST I
4o

0 primeiro e o ultimo membro d’esta designaldade tendem
para e, quando m tende para o infinito. Logo a expressio

(I -} _:a) tende tambem para e.
Se n é negalivo e igual a — m, temos ainda

b G B A et B L0 s
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im (1-45-) = lim (14 555) ™ (1)
=,I=T,('l+m—--l e +m— 1 +m—-l S

44, — Funcedo e*+%. —Seja ¢ o numero definido nos
n.” 27 e 43. A definicio de e* no caso de ser z =z 4 1y
deve ser tal que se recaia na exponencial de expoente real qgnan-
do é y = 0, e que tenha logar o principio fundamental (1).
A estas condicoes satisfaz e® +% quando se define pela ignal-
dade, devida a Ealer:

(2) e*+ 1 = ¢* (cos y -+ 1 sen ¥).
Com effeito temos, pondo z =z + 1y, ' =2’ + 1y,
e, e = e~ (cosy + iseny').e” (cosy' -+ iseny)
— =+ [cos (y + 9) +isen (y + ¥)) =+

Adiante definiremos a* no caso de a representar um nu-
mero positivo differente de e.

I — Da equacio de definicdo decorre logo uma propriedade
importante da exponencial de expoente imaginario, a saber:
a sua periodicidade. Com effeito, por ser

e + % — = [cos (y + 2kw) 4+ 1 sen (y '{"9'!‘“:']
== ¢* (cos ¥ - i sen y) = ¢,

quando k é inteiro, conclue-se que a exponencial toma o0 mes-
mo valor cada vez que z augmenta de 2iw.
Do mesmo modo se vé que a exponencial toma 0 mesmo
valor com signal contrario cada vez que z augmenta de iw.
XX — Do que precede resalta tambem que todo o imagina-
rio se pode exprimir debaixo da forma de exponencial. Com
effeito, temos

T + iy = p (cos & + 1 sen 6) — pe'.
Temos assim tres formas que se pode dar ao imaginario,
cada uma das quaes pode ser preferivel em sua questio.
XNX — Por ser

b+ #® = ¢ (cos k + 1 sen k)
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e por ¢*, cos k, sen k tenderem respectivamente para 1, 1, 0
quando h e k tendem para 0, como se viu no n.° 41 —IIl a
respeilo de €*, e na Trigonomelria a respeito de sen k e cos k,
vé-se que é

lim e*+ i =1,
hEt=0

Temos porém
erHA i+ E) = gt iy b+ &
Logo

Iim c:+l+i|’_y+ﬂ=' B.t-]—i'y"
A k=0

A funceao exponencial ¢* ¢ pois conlinua, qualquer que
seja z.

45.— Logarithmos reaes. Consideremos agora a funccio
inversa da exponencial ¢#, isto ¢ a funccdo y ligada com =
pela equacio

$=cﬂ,

e suppcnhamos que @ é uma variavel real posiliva e que y &
uma variavel real, posiliva on negativa,

A y chama-se, cono se sabe, logarithmo neperiano de x
(n.° 27), e serd representado pelo signal log .

B—A rvariavel y ¢ uma funccdo definida de x que, quan-
do & varia desde 0 alé o, varia desde — o alé .

Com effeito, por ser ¢¢ uma funcgdo continna de y, seax
dermos um valor positivo a, a y deve corresponder (n.° 34—
2.° um valor b, e s6 um, visto que a valores desiguaes de y
correspendem valores designaes de x. Além d'isso, a ¢ = 0
corresponde (0.° 41 —11) y = — o, a ¢ = oo corresponde
Y= o0, e ac>c corresponde y > y'. De tudo isto re-
sulta o theorema enunciado.

IX—Se « e &' represenlarem dous numeros posilivos,
lemos

log (x2') = log 4 log a'.
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Esta proposicio fandamental é bem conhecida desde os
Elementos d’Algebra.

1K —Se y & um numero racional e @ um numero real
positivo, temos, como se sabe,

log a¥ = y log a.

Se y é um namero irracional e ¥y, Yy ..., Y, elc. si0 0s
numeros racionaes, inferiores a y, que entram na sua defini-
¢io, lemos

W

log " = ¥ log a,

e portanto

1 i loga
alt = ot '%8 3

e, no limite,
av = pv g o
Logo
log a¥ = y log a.
AV — A funcedo log x é conlinua quando a variavel
¢ posiliva e differente de 0. No ponlo 0 a funccdo log z é

infinila. i ;
Esta proposigio resulla da ignaldade

10g(a=+h)—luga*=[ug(|-;—%):%lug(] +%):—,

cujo ultimo membro tende (0.° 27 e 43) para 0 quando h

tende para 0.
WV — Temos, pondo & = a* e representando por log. z o
logarithmo de # na base a,

logez =y, log ¢ =y log a,

e portanto
log
loga”

log.z =




93

Passa-se pois do logarithmo neperiano de x para o lo-
garithmo de x na base a diridindo o logarithmo neperiano
de x pelo logarithmo neperiano de a.

4@. — Consideremos agora a funcgio w determinada pela
equagio

Z =

_ onde z e u representam quantidades reaes ou imaginarias.
Suppondo

r=ux 4 iy = p (C0s » 4 i sen w), 4 =a 4 13
temos a equacio
p (c0s ® - § sén w) == ¢*+ P = ¢* (cos B + i sen B),

que di

p COS w == € cos B, p sen w = ¢* sen §,
d’onde se tira, por serem = e [ reaes,

e2* = ¢*, cos » = cos f, sen w = sen §,
ou

a = log p, p = o 4 2km=,

onde é w <~ 2=, e k ignal a zero on a um numero inteiro po-

silivo ou negativo qualquer.
Temos pois

(a) u = log ((2)) = log ¢ + i (o 4 2k=),

empregando, como Cauchy, o signal log ((N)) para designar
todos 0s logarithmos de N e o signal log N para designar o
logarithmo real.

IO valor de ¢ que entra n'esta igunaldade é dado pela for-
mula

P=+"/ﬁ.‘f"
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¢ o valor de » é dado por qualquer das formulas

v d y
m=arcsen—€,m=arccns?,m=-arr.lang =%

devendo porém ohservar-se que qualquer d’estas formulas di
dous valores para o, e que porisso se deve determinar primei-
ramente pelo signal de r e y qual o quadrante em que esth
comprehendido o angulo w.

B —Se z for um namero real positivo, é » = 0, e vé-se
pela formula precedente que o logarithmo de z tem um valor
real correspondente a B = 0, ¢ um numero infinito d'elles
imaginarios correspondentes aos oulros valores de k. Em to-
dos os outros casos o logarithmo de z tem nm namero infi-
pilo de valores imaginarios, e ndo tem valor real.

Cada uma das expressoes que se oblém para u dando a
k um valor determinado é um ramo da fanccio log ((2)).
Cada ramo é uma func¢do definida de z, excepto no ponto
z =10 onde se lorna infinita. Quando z é um numero real
positivo, a funcgio lem wn ramo real e um namero infinito
de ramos imaginarios; nos oulros casos sO lem ramos imagi-
narios.

EX — Nio ha valor algum de z para o qual dous ramos
de log ((z)) sejam iguaes, pois que viria

log ¢ + i (0 + 2%kw) = log p + i (» + 2Kk'z),

ou k=K.
NIK —A ignaldade fundamental

lag ((2)) + log ((2")) = log ((33"))

tem logar para todos os valores do logarithmo. Os loga-
rithmos que entram nos dous membros d'esta ignaldade po-
dem todavia corresponder a ramos dilferentes da funcgio.
IV — Cada wm dos ramos da funccao log ((z)) é uma
funccao conlinua de z.
Com effeito, temos, para cada ramo,

(@4 h)p 4 (y+ kP
z* +yt

3 R o NG 1]
-[—t[:n:'ula.ngw_]_.‘t arclang 3 R

log(z+h +ik}—log:=—l log




Quando h e k tendem para zero, temos

: e+r*+(y4 5
i o Ly goh

0,

e, dando a h e k valores tin peqnenos que z 4 h tenha o
signal de x e que y - k tenha o signal de y,

: y+k
R L e

— arc tang %]

= lim arclang b by 4
b E=0 w@+h)+yuyt+k

visto que os dous arcos que entram no primeiro membro d’esta
formula estio comprehendidos no mesmo quadrante.
Temos pois

0,

;Ilm log (z + h + ik) = log z,
k=10
d’onde se tira o theorema enunciado.

49.—Funcedo z*. E' conhecido desde o n.° 8 a signifi-
cagio de z* quando a representa um namero racional qual-
quer, e sabe-se que é

2 =1p"[cos a (9 + 2k=) + isen a (0 4+ 2k=)],

p e 6 representando o mddulo e o argumento de z. No caso
de a ser irracional toma-se esta igualdade para definicio de
2% A funcgdo z* gosa das propriedades seguintes :

R Wl ¢ m -
X —Se a é racional e ignal a il funcgio z° tem n ra-

mos (n.° 8 —1IV), que correspondem a k=0, 1, 2, ..., n — 1.
Se a é irracional, a fancgdo tem nm numero infinito de ra-
mos. Se z ¢ real e igual ao namero posilivo &, é 6 = 0 ¢
2* lem um unico ramo real positivo correspondente a & w= 0,
e, no caso de a ser uma frac¢io de denominador par, tem ain-

: n
da um ramo real negativo correspondente a k = <
RE —Por ser (n.° &4)
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ctlogs — pa loge 4+ (38 + 2k=) il
= ¢"[cos a (8 4+ 2k%) 4 i sen a (8 + 2k7)),

temos a relagio

=G°h’"

que pode servir depois de definigio a 3 quando a é imagi-
nario.

KNI — Seja z positivo e ignal a @, e consideremos o ramo
real positivo de 2. Da relagio

g = o lwx

deduzem-se as propriedades segnintes:
1.°— Quando = cresce desde 0 até o, z™ eresce desde

0 até .
Com effeito, quando z cresce desde 0 até =, log = cresce
desde — = alé oo, e portanto e* '°% = cresce desde 0 alé <.
2°— 0 producto de dous valores da funceio ¢é dado

pela formula
2.0 = (rz')s,
Temos, com effeito,

xnxla=cnh;=|gem=!=,c¢ﬂo¢w+h;ln

— o log (=) = (za)",

3.°— A funceio z* é conlinua em qualquer dos ponlos
considerados, excepluando o ponlo & = 0 quando a é ne-
gativo. N'esle ponlo a funccdo lorna-se infinila.

Viu-se, com effeito, no n.° 45 que, quando é z > 0, a
funceio log  tem um ramo real que é uma func¢io continua
de z: e portanto tambem n’este caso & conlinua a fancgio de
funccio e o8 =,

No ponto & = 0 a func¢io #* é infinita quando @ é nega-

tivo ; quando porém a é posilivo e :m - tende para 0 quan-
do z tende para 0, e a funcgio 2 & ainda conlinua.




AS8.—Funccies circulares.—As funecBes circulares foram
estudadas na Trigonometria, onde apparecem como auxiliares
para a resolugio dos triangulos.

A — As suas propriedades fundamentaes sio, no caso dos
arcos reaes, as seguintes:

1.* — Sendo @ e b dous arcos reaes, temos

sen (a -+ b) = sen a cos b + cos a sen b

cos (@ 4 b) = cos a cos b — sen a sen b,

E’ o theorema de addicedo.

2.* — As funcgdes circulares sio periodicas, isto é, tomam
0 ‘mesmo valor cada vez que o arco augmenta de 2=, e o
mesmo valor com signal contrario cada vez que o arco au-
gmenta de =.

K — As formulas do n.° §4:

e¥ = cos @ | i sen &
e~ =cosx —1senx
ddo as fanccBes circulares expressas por meio de funcedes ex-
ponenciaes :
gi'z + c-—i: eﬁ! T iz
ra e T T

€08 & = ———— |, S60 & = .
. 2 4 20

EEX —Estas relacbes permittem delinir os senos e co-
senos de arcos imaginarios. Representa-se, com effeilo, por
sen (r -+ iy) e cos (x + iy) as funcgdes que resultam de
substituir nas formulas precedentes & por @ -} iy, a saber:

‘ !-,l.:_l_r.—:'z {g’—y+ix+[~y—i.r
€08 7 == Cos ( + 1) = Sk S e B

y gt — p— = c—-y+i-¥_-t;!|""i"'
sen z = sen (x 4 1y) = 3 = % !

A primeira d’estas formulas da
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effi-'-l']_l_e—l'{l-'-l'] ci!eil?_i_e—jl rh’
2 " 2

(O ) (¢ 0= #) (e — o) (e — o)
b

cos(z 4+ 2)=

cos (z + z') = cos z cos 2’ — sen 7 sen 7.
Do mesmo modo a segunda da
sen (z 4 z') = sen z cos ' + cos z sen 7',

Vé-se pois que os senos e os cosenos de arcos imagina-
rios gozam da propriedade expressa pelo theorema de ad-
dicgdo.

IV — Pondo nas formulas precedentes # = 0, vem

cos (iy) = Ey—;r—ﬂ, sen (iy) = 'L_%T_s’

Estas funccdes sen (iy) e cos (iy) téem o nome de seno hy-
perbolico e de coseno hyperbolico de y. Temos aqui a ori-
gem da theoria das funccoes hyperbolicas, devida a Riccati,
que & objecto de tratados especiaes.

W—Por ser a exponencial uma funcgio continua, (ualquer
que seja z, @ por serem sen z e cos z sommas d’exponenciaes,
podemos enunciar o theorema seguninte :

As funccoes senz e cosz sdo conlinuas, qualquer que
seja s.

WH — A tangente de z, quer s seja real, quer seja imagi-
nario, ¢ definida pela relagio

sen z
tang 5 = -

cosz

Esta funcgio ¢ continua (n.° 36) qualquer que seja z, ex-
cepto nos pontos que satisfazem 4 equacio

0§z =¢* J e* =0,
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e~ ¥ (cosx 4 i senx) + ¢¥ (cosx — 1 seng) = 0,
on
cosx (6= ¥ 4 ¢¥) + isenz (e— ¥ — &¥) = 0.

Esta equagio, por ser a expressio e— ¥ -4 ¥ sempre po-
sitiva, di cosx = 0, e~ ¥ = ¢*, e portanto

Ty = Ty see

1
i}

Logo a tangenle é uma [uncedio continua, qualquer que

F 1 :
seja z, exceplo nos ponlos ([], ) 1:) (U, )

49, — Funccoes circulares inversas. — Suppondo que na
relagio
ﬂh + e in
Y

-

= COSU == 2
se conhece cosu, isto é z, podemos achar w isto é arccos z.
A equacdo precedente da, com effeito,

plin __ 9~ i,iu+ | =0:

logo serd
d'onde se dednz

Y == —: log ((z £ V¥ — 1)),

onde se deve substituir o logarithmo neperiano pela sua ex-
pressio achada no n.° §6.

Esta formula di todos os ramos do arc cos z.

Do mesmo se estudariam as outras funccbes circulares.







CALCULO DIFFERENCIAL

CAPITULO 1

NOCOES PRELEMINARES

Nociio de infinitamente pequeno e de derivada

50.—Chama-se quantidade infinilamente pequena loda
a quantidade variavel que lende para o limile zero.

Seja @ uma quantidade infinitamente pequena e @ uma
quantidade ligada com =« de tal modo que, quando = tende
para o limite zero, 3 tenda tambem para o limite zero. Diz-se
que @ ¢ infinitamenle pequena de ordem n relativamente a

o se f} lende para um limite determinado (*), differente de

zero, quando o lende para zero.
Chamando A este limite, podemos escrever n'este caso

‘E_"'A'I"E:

Diz-se que uma quantidade u, dependente de outra x, tende para
um limile determinado, quando # tende para @, se o limite para que lende
u ¢ sempré 0 mesmo qualquer que seja 0 modo como ¥ tende para @.
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onde a quantidade ¢ é infinitamente pequena ao mesmo lempo
que a.

D’esta definicio decorre immediatamente :

1.°— (ue, se duas quantidades infinilamenle pequenas
g e §' forem respectivamenie da ordem n em relalivamente
a a«, 0 seu producto sera da ordem n 4 m e 0 seu quociente
da ordem n — m.

Com effeito, das equacdes de delini¢io

f=0o"(d +¢), f=a"(B+ <)
deduz-se
Bg’

mn—i—m e AH'

lim

2.° — Que, se uma gquantidade infinitamenle pequena p'
for da ordem m relatiwvamente a B, ¢ esla da ordem n re-
lativamenle a =, a primeira serd da ordem n X m relativa-
menle a o.

Com effeito, das equacdes de defini¢io

F=2pA70,p=0 (B¢

deduoz-se

lim & — 4pm.
o

Exenpro 1.°— Quando um arco é infinitamente pequeno,
0 seu seno é um infinitamente pequeno da mesma ordem. Com

; ; . sen x >
effeito, sabe-se pela Trigonomelria que — tende para a uni-

dade quando z tende para o limite zero.
Exempro 2.°— No triangulo rectangule ABC a differenca
entre a hypothenusa BC e o catheto AC é infinilamenle peque-
na de segunda ordem relalivamente ao catheto.
Com efleito, chamando « o angulo BCA, temos

CB— AC=CB (1 — cos a) = 2CP sen® %- a,

€ portanto



1
. 208 sen® — a
lim 8 — 2% w8 i A 1 ne,
o
vislo que é
e
]‘ 2En —9— -4
im — = =1
? o

51.—Na Introduccdo deliniu-se a conlinuidade das
funccoes. A respeito da nogio de continuidade observaremos
aqui que, empregando a lingnagem infinitesimal, se pode di-
zer que [ (x) ¢ wma funccdo conlinua de x no ponlo a,
quando a differenca [ (a + h) — [ (a) é infinitamente pe-
quena ao mesmo lempo que h.

52. —Seja f(2) uma funcedo de x definida na visinhanca
de cada ponto. Se, quando h tende para zero, a fracgio

[+ h) —[(2)
h

(1)

tende para um limite determinado [’ (x) (isto é, para um li-
mile que é sempre o mesmo qnalquer que seja a lei dos va-
lores successivos pelos quaes passa h quando tende para zero),
a este limite di-se o nome de derivada da funcgio [ (z) no
ponlo x.”

Se em alguns pontos a fracgdo (1) tende para o infinito,
diz-se que a derivada ¢ infinila n'estes pontos e finila nos
outros.

Se em alguns pontos a mesma func¢do nio tende para num
limite determinado, a func¢io n’estes pontos ndo tem deriva-
da (*). No que segue, quando dissermos que uma funcgio tem
derivada, sem especificar os pontos em que isto tem logar,
deve-se entender que a funccio tem derivada em todos os
pontos em que é dada,

~ (1} Quando p'um ponto a fraccdo (1) tende para mais do que um li-
mite, diz-se algumas wvezes que n'este ponto a func¢do tem derivada, mas
que nido & determinada.
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E’ facil de vér que, no caso de [ (x) ser uma funcgio al-
gebrica inteira, a definicio de derivada que vimos de dar con-
corda com a definigio dada na Introducedo (n.® 38 —1).

Com effeito, a formula de Taylor di

[lz+ h}t—f(@ =" (z) _|___'_;I;f” (@ +...4+ i{t-;"_:t—nf{'] (@),

e portanto

in [EXR=T@ _ oy,

Da definicio de derivada deduz-se immediatamente o se-
guinte principio :

Toda a funcedo, que lem derivada, é conlinua nos pon-
los em que a derivada se ndo lorna infinita.

Com effeito, da igualdade

f(3+f‘;—“ﬂ’)=r:(m)

lim

deduz-se

(et N—1@ 1y,

representando por ¢« uma quantidade infinitamente pequena
com h.

Temos pois a igualdade

[@+ h) —[(@)=h{ @+ ),

a qual mostra que a differenca [ (# + h) — [ (=) ¢ infinita-
mente pequena ao mesmo tempo que h, quando a fune¢io
[’ (z) é finita.

Por muito tempo se julgou que toda a fanccde, continua
em todos os pontos d’'um intervallo dado, tinha nos pontos
d’este ml‘.ervaﬁu, exceptuando um numero limitado d'elles,
uma derivada finita. Hoje sabe-se que este principio é falso e
conhecem-se muitas funcgdes continuas que ndo admittem de-
rivada. Adiante veremos um exemplo notavel d’estas funccdes
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singnlares. As funccdes consideradas na Infroducedo téem to-
das derivada. Veremos isto adiante, assim como veremos ap-
parecer um numero infinito d'outras funccbes nas mesmas
circumslancias.

33. — Considerimos no paragrapho anterior a derivada
como limite da razio TF: (pondo f(x + h) — [ (z) = k) de

dous infinitamente pequenos. D’este modo sobre k e h nio
se podem executar as operacbes da Algebra. Introduzindo a
nogio de differencial pode exprimir-se a derivada pela razio
de dous infinitamente pequenos, como vamos vér.

Temos

[@+h) —f@=~h({ @+ e,

onde = representa nma quantidade infinitamente pequena com
h. A differenca [ (z + h) — [ () compde-se pois de duas
parcellas infinitamente pequenas, a primeira das quaes é pro-
porcional a ki, e, por tender menos rapidamente para zero do
que a segunda, é a parte prineipal da differenca quando h é
sufficientemente pequeno e [’ (x) é differente de zero. A esla
parcella di-se o nome de differencial da funccio f (z) e re-
presenta-se por df (x) on por dy (pondo y = [ (x)). Para con-
formidade de notagio representa-se o infinilamente pequeno
arbitrario h pela nolagio dz. Temos pois

dy =["(2) dz,

onde dz é 0 augmento arbilrario da variavel independente
x, dy é a parte proporcional a dz do augmento correspon-
dente da ﬁmcgdo [ (). 4 dericada [' (z) é 0 quociente de
dy por dx. i

Das duas igualdades precedentes lira-se a relagio

lim f(3+h-l—ffﬂl=|
S ily

entre 0 augmento da funegdo [ (x) e a sua differencial, de que
teremos de fazer uso.

54.—Em todo este livro empregaremos para represen-
tar as derivadas nmas vezes a nolagio y' ou [’ (z) (nolacio
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de Lagrange), outras vezes a notagio :-::g (notacgio de Leibnitz).

Esta ultima notagio é principalmente util quando y & func-
¢do de muitas variaveis independentes. Assim, se for y = [ (z,,
&y, Ty, . ..), a derivada de y relativamente a x,, quando as ou-
tras variaveis sdo consideradas como constantes, que se chama
derivada parcial de y relativamente a z,, seri representada

M . = :
pnri; do mesmo modo a derivada parcial de y relativa-

L
. b
mente a xy serd representada por ;a“’i ; ele. As differenciaes
1
d que entram n’estas derivadas parciaes sio differentes umas
das outras e é o denominador que indica o que cada uma re-
presenta. Portanto sobre as differenciaes que entram nas deri-
vadas parciaes, nio se podem executar operacdes que as sepa-
rem dos denominadores. E’' para nio esquecer esla circums-
tancia que em logar da caracteristica d se emprega a caracle-
ristica 2.

A funcgdo [’ (&) pode ter tambem uma derivada que se
representa por [ (@), etc. Estas derivadas [ (2), [" (x), etec.
téem respectivamente os nomes de derivadas de segunda or-
dem, de terceira ordem, et¢. Podem tambem ser representa-

dry  dy

elas notacdes —= , —= , etc. por molivos que adi
das pelas s R B p Jue adiante

VEremos.
No caso de muitas variaveis independentes representa-se
por
#rEle & )
AT,° W AT ..

a derivada de ordem n que se obtém derivando primeiro a ve-
zes a funcgio relativamente a x,, considerando as outras va-
riaveis como constanles; depois derivando o resultado obtido
b vezes relativamenle a @,, considerando as outras variaveis
como constantes ; e assim successivamenle.

83. — Foi por consideracbes geomelricas que se chegou
4 nogio importante de derivada. Vamos pois entrar por um
pouco no campo da Geomelria, para se poder vér a origem
d’esla nogido e apreciar assim a sua importancia.
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11

Methodo dos limites. Methodo infinitesimal,
Origem do Calculo infinitesimal

56. — Di-se, como se sabe, o nome de methodo dos li-
miles ao methodo de determinar quantidades considerando-as
como limites d'outras quantidades conhecidas. Viu-se ji na
Geometria Elementar a importancia consideravel d'este metho-
do para se resolverem cerlas questdes relativas ao circulo, ao
eylindro, ao cone e & esphera. Aqui vamos fazer ainda duas
applicacGes imporlantes para o nosso fim.

K — Consideremos uma recta MM' que corte uma curva
em dous pontos, e supponhamos que, quando o segundo
ponto M' tende para M (*), a recla tende para um limite de-
terminado, isto é, para um limite M7’ que é sempre 0 mesmo
qualquer que seja a série de pontos pelos quaes passa M’
quando se approxima de M. A esta recta MI' chama-se
langenle 4 curva no ponto M.

Se forem y = f(x) a equacdo da curva, (z,y) e (@-+-h,y-+ k)
as coordenadas dos pontos M e M', 0 e « as inclinacBes T'ML
e M'ML da tangente e da secanle sobre o eixo das abscissas,
a resolucio do triangulo rectangulo LMN' dari a igualdade

MLk f@+h —f(z)
TR T h :

tang o =

por meio da qual se determina a inclina¢io da secante sobre

[ (=4 h)—[(2)
h

0 eixo das abscissas, substituindo pelo sen

valor tirado da equagio da curva.

(1) Diz-se que uma recla fixa ¢ o limile para que tende uma recta va-
riavel se o angulo das duas reclas lende para zero; e que um ponlo varia-
vel tende para um ponto fixo se a distancia dos dous pontos lende para
Zero,
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Mas, quando o ponto M' tende para M, h tende para zero,
logo temos a igualdade

tang o = lim ::i =]imf(z+hﬁ—"f(5)’

por meio do qual se determina a direcgio 6 da tangente substi-

f(x+ h) —f(=

tuindo lim A pelo seu valor tirado da equa-

¢do da curva. Este methodo de tangentes é devido a Fermat.

No caso, por exemplo, de ser y — VA* — 2*, ou 2* 4 3
= K?, teremos, mudando r em z 4+ h e y em y + K,

2 4+ 2zh + W + »* + 2k - kK* = R,

ou
2hx 4+ h* 4+ 2ky + k* = 0,
que di
k . 2+ h
R 2+ k°
e porianlo
e r
tang 6 = lim o i

Temos assim o coefficiente angular da tangente i circum-
ferencia no ponto (z, y).
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KE— O segmento plano MM'QP, comprehendido entre uma
curva MM' cuja equagio & y = [ (@), o eixo das abscissas e
duas ordenadas MP e M'Q, correspondentes s abscissas X e
x,, pode ser decomposto n’outros por meio de rectas paral-
lelas ao eixo das ordenadas que passem por n — 1 ponlos
equidistantes, comprehendidos entre I' e (), cujas abscissas
representaremos por &, &, ..., &s—1. Tirando depois pa-

] P'l
B b
' Fiars - |
0 Q B R x

rallelas ao eixo das abscissas que passem pelos pontos I, a,
d, etc. forma-se uma série de rectangulos ru, rn—1, «..,
g, ry (AMPp, aBpq, elc.) cujas ireas sio iguaes a hf (X),
hf (@ — 1), ...y hf (xg), hf (z,), representando por h o com-
primento de cada uma das n partes em que foi dividido o in-
tervallo PQ. Posto isto, chama-se drea do segmento plano
considerado o limite para que tende a somma

W (@) + b @) + ... + hf (X)

quando h tende para zero, se este limite existe e lem um va-
lor unico qualquer que seja o modo como h tende para zero
(questio de que adiante nos occuparemos).

Por exemplo, se a linha MM’ é uma recla y = ar que
passa pela origem das coordenadas, e se queremos achar a
area comprehendida entre a origem e a ordenada correspon-
dente i abscissa X, teremos X = nh, e portanto

S=limaltfln4+Mm—1)+Mn—2)-+ ... +241]
i & (n —I—QH ah® _ i [E‘ aXh] aXx?

R hd 5

-
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Do mesmo modo no caso da parabola y = az* vem
S=limah®(1 + 22 4 32 + ... 4 n¥);

mas, em virtude de um theorema da Algebra (%), temos
. 2 g LK W
i+ PP W=t =2

e portanto, pondo n = % , vem o resultado, devido a Archi-

medes :
co AP kR ax®
s=tma(F+5 +5) =%

Se a equacio da curva fosse y = az™, sendo m inteiro e
positivo, achar-se-hia do mesmo modo

aX=+1

S—m+1’

resultado devido a Wallis.

5%7.— 0 methodo dos limites, quando se determinam as
nantidades considerando-as como limites de razées on limites
de sommas de quantidades infinitamente pequenas, toma o
nome de methodo infinitesimal. Os dons principios seguintes
facilitam a applicacido do methodo infinitesimal a muitas ques-
ioes :
-l."!— Se se quizer achar o limile para que lende a ra-

& o “ . s
zdo — de duas quanlidades infinitamente pequenas o' e =,
o

e se as quanltidades infinitamente pequenas B’ e B esliverem
ligadas com o' e o de modo que seja

!

umﬁ=uum%=u

al

(f) Este theorema seri adiante demonslrado.
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podemos substituir o' por B' e a por , e lemos :
ot i [
lim T-. = lim F .
Com effeito, temos por hypothese

o o

_Iar.=*|+e', p-=-|+3,

onde ¢' e = sio quantidades infinitamente pequenas a0 mesmo
tempo que «' e . Logo serd

af  f(14¢)
«a = BAF9’
e portanto
r '

¥ 4] i
lim — = lim — .
o ij

2.°—Se as quantidades a, o', ..., =™ [enderem para
zero quando n tende para o infinilo e se quizer achar o
limite para que tende n'esle caso a somma d’estas quanti-
dades, ¢ se as quantidades positivas B, §, ..., ™ estive-
rem ligadas com o, o', &', ele. de tal modo que seja

! )

. % . o . o
lim — =4, lim — =1, lim 5 =1 elc,,
== n=m P m=o

podemos substituir « por B, o' por §, elc., e lemos
lim(@+o' 4 ... -a)=Lm @+ 8 + ... + ™).

Com effeito, temos
o o R
— =1 4 e

B Tgr‘zl‘f'si

€ portanto




ad o 4 ... a®W=048+4 ... 4 B
4 B B . o B,

Mas suppondo que = é aquella das quantidades infinita-
mente pequenas s, ¢, ", etc. que tem maior valor absoluto,

teremos (0.° 8—1) a designaldade
[Be 4 p'¢' + .. + B | Z e B+ F + ...+ B"),

Hue.dquandu B+ B + ... tende para um limite determina-
o, da

lim (Bs + 8+ ...+ p{a} Etnl) = 0,
Logo é
im(a+ o'+ ..)=Ilim(B+p + -..)

SO mais tarde se poderi apreciar a importancia d'estes
dous principios. O primeiro tem applicacio nas questdes da
natureza da questio I do paragrapho precedente, em gue nma
quantidade é determinada pelo limite da razio de dous infini-
tamente pequenos. 0 segundo lem applicagio nas questdes da
natureza da questio Il do mesmo paragrapho, em que uma
quantidade ¢ determinada pelo limite de uma somma de infi-
pnitamente pequenos. Em virtnde d'estes principios podemos
substituir os infinitamente pequenos que entrem n'uma ques-
tio, por outros que a simplifiquem.

8. — Para applicar o methodo infinitesimal as questdes
da natureza da questio 1 do n.® 56 é necessario procurar,

@+ h) —[(@)
h i

Somos assim levados pela questio importante da determina-
¢io das langentes as curvas a resolucdo do problema de cal-
culo que tem por fim achar as derivadas das funccaes.
Este problema é o objecto do Calculo Differencial.
Em segundo logar, para applicar o methodo infinitesimal
is quesides da natureza da questio Il do n.° 56 & necessario
procurar, para as diversas funccdes, o limite da somma

S = (r) + hf (@) + ... + hf (X).

para as diversas funcgoes, o limite de
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Somos assim levados a outro problema da Analyse: defer-
minar a funccio que é o limite da somma precedente.

Adiante faremos vér que, se a funccdo [ (x) é continua, o
limite para que tende S, quando h tende para zero, ¢ uma
funccio de X. cnja derivada é igual a [ (X).

Somos pois levados assim a resolugdo do problema de
calculo que tem por fim achar as funccdes quando se co-
nhecem as suas respeclivas derivadas. Este problema é o
objecto do Caleulo Integral.

0 Caleulo Differencial e o Calculo Integral constituem
a Analyse infinilesimal, enja descoberta & devida a Newton e
a Leibnitz. A determinacdo das tangentes as curvas e a qua-
dratara das areas planas foram as duas questoes que princi-
palmente levaram estes dous celebres geometras a esta grande
descoberta.




CAPITULO 11

DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM DAS PUI‘\'CI:.I‘]EN

Theoremas geraes

59.—1—Seja y uma funccdo de o definida pela igual-
dade

ff=?1im)i?2('r)i.‘ '_i:an'f-T:h

e procuremos a derivada d’esta funecio relativamente a z,
suppondo que g (), 9, (r), etc. admillem derivadas finitas
no ponto r.

Mudando # em z -+ h, e chamando k, I, lg, ..., lx 08
augmentos correspondentes de y, g, (%), ¢, (&), ele., lere-
mos

d’onde se dednz, quando & tende para zero,

EL Ay e
lim Y e lim h =+ lim y: T

Y =¢ (@) ¢, @+ ...
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Logo a derwada de wma somma algebrica de funceoes
¢ iqual 4 somma algebrica das derivadas das parcellas.
XN —Procuremos a derivada do producto
Y =% (). % (@)
de duas funccdes dadas, que admittam derivadas finitas no

ponto .
Mudando z em @ 4 h e chamando k, 1, I, os augmentos

correspondentes de y, »,, (2), %, (z), vem
Y+ k=1 @+ h).p @+ h)=[p, (@) + L] [¢, (@) + L].
Teremos pois
k=ha@+Lo@+ L. L
e portanto, quando h tende para zero,

T 48 T e
|I[I]ﬁ--——q:2£:ﬂ}illl]ﬁ-+?1{$] hmI,

on
Y =¢1@) % @ + ¢ @ ¢ @.
Do mesmo modo se vé que a derivada do producto
Y =10 () 35 (2) ... 9a (2)
é dada pela formula
Y=¢@#%u@ ..o @+ 7@ ... ¢ (@
+ ...+ @e@... ¢a (2);
e portanto a derivada de um producto de [umrgﬁm ¢ igqual
a somma dos productos que se obléem multiplicando a de-
rwada de cada factor pelo producto de todos os oulros.

IRK — A derivada do quociente das mesmas funccdes :

_ % (@

¥

s (2)




16

oblem-se ignalando os limites para que tendem os dons mem-
bros da identidade

i[aEth s =___L__{?mﬁu+m—ﬁm]
Rley@+h) @@l @) e@+h L™ h

(4 h) — o (ﬂ-‘)]
h ¥

—p @
quando h tende para zero, o que di

yl L ‘Pri (x) ¢ (@) — % (x:' fF': (x) 4
(9, (@)F

Logo a derivada de uma fraccdo ¢ igual ao quociente
da differenca enlre os productos da derivada do numerador
pelo denominador e da derivada do denominador pelo nu-
merador dividida pelo quadrado do denominador.

KV —Seja y uma funccdo de funccdo de = determinada
pelas equagdes :

y =1, u=r9p(=),
e procuremos a derivadade y relativamente a @, suppondo que
% (x) admitte uma derivada finita no ponto z, e que f (u)
admitte uma derivada finita no ponto u correspondente. Cha-

mando | e k os augmentos de u e de y, correspondentes ao
angmento h de @, temos

b=+ b — =105+,
=g+ h—o@=h(% 47,

onde = e &' representam quantidades infinitamente pequenas
com h; e portanto

b=+ (@),

Logo




lim k ig_ du
bt N du dz’
ou
dy dy du
de du dx

Temos pois o theorema seguinte:

Se y ¢ funccdo de w e uw é funccio de x, a derivada de
y relaiwamente a @ ¢ igual ao producto da derivada de y
relativamente a u pela derivada de w relativamenle a .

v —Se resolvermos relativamente a @ a equagio y = [ (z),
vem uma equagio da forma @ = ¢ (y), e i funccdo g (y) cha-
ma-se funccdo inversa de [ ().

Supponhamos que as funccdes [ (x) e g (y) léem um unico
valor para cada valor de @ e de y; que a funcgio [ (z) é con-
tinua, e que a funcgdo ¢ (y) admitle uma derivada finila no
ponto y. Chamando k o augmenlo infinitamente pequeno de
y correspondente ao angmento infinitamente pequeno h de =,
lemos

h=¢@y+k —o@==Et[¢ @+ a,

onde & representa uma quantidade infinitamente pequena com
k, e portanto com h.
Temos pois

1 =%(’P'(y) + @),
e portanto

.o R 1 1
Fe=ing=ym = vyl

Logo a derivada de uma [uncedo é igual d unidade di-
vidida pela derivada da sua funcedo inversa.
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I

Derivadas das funceedes algebricas,
logarithmicas, circulares, etc.

@0. — Vamos agora procurar as derivadas das funccdes
explicitas consideradas na Algebra e na Trigonometria.

Todas estas funccdes sio constituidas por funcedes sim-
ples, chamando func¢des simples aquellas em que a variavel
entra affectada de um s6 dos signaes usados para indicar as
combinacbes analyticas. Por meio dos theoremas do n.° 59
pode-se formar a derivada de qualquer func¢do quando se co-
nhecem as derivadas das funecBes simples, e vamos porisso
procurar estas derivadas,

As funcgoes simples sio as seguintes :

a + x, bz, z~, ¢*, logx, senwx, cosz, tang , cotx,
sec, cOSecr, arcsenr, arccosr, arctangz,
arc cot &, arcsecz, arc cosec .

Nem todas estas funcgbes sio independentes, e bastaria
portanto procurar as derivadas das cinco funccbes

a + o, ax, o™, €%, senx,

de que as outras dependem. Em todo o caso serdo aqui todas
consideradas, para termos regras que permittam escrever im-
mediatamente as suas derivadas, visto a frequencia com que
apparecem na Analyse.

1) A derivada da funcgio y = a £ z é

y =*%1.
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2) A derivada dey = ba é
y = b.
Nota.— A derivada da funcgdo de funcgdo

y = a + bu,

onde u representa uma funecio de z, é (n.° 59—1V) i = bu/;
e vé-se portanto: 1.° que a derivada do produclo de uma
constanle por uma funcedo & igual ao produclo da cons-
tanle pela derivada da funcedo; 2.° que a derivada de uma
conslanle ¢ nulla.

3) A funcgio y = e%, onde e representa o numero defi-
nido no n.° 27, da

P BT g . =1
f = lim ——— e* lim
Y h — h

Mas, como ¢* tende para o limite 1 quando h tende para
zero, podemos por

1
3i=1+¥:

onde n representa uma quantidade que tende para o infinito
quando h tende para zero; o que da

h=lﬂg(| +_:1-)

representando por log os logarithmos neperianos.
Yird pois
1 g ¢
1)_ ! ( 1y
ning(l—i—? lim log \1 + =

Yy =e¢ lim

@ por consequencia (n.”™ 27 e &3)

Y ==e®,
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Nota. —Se for y = e* e u == g (z), teremos (n.° 59—1V)

y = et.
L
o que di a regra seguinte :
A derivada da exponencial de base e é igual ao produ-
clo da mesma ezponencial pela derivada do expoenle.
Se for y = a® teremos (n.° &5 —11I)

yow e
e portanto
¥y = a* v loga.
&) A funcgdo logarithmica y = log « di ¢ = ev, e por-
tanto (n.° 59 —Y)

1 1

y'=—e'-—=¥,

INt;n. —Se for y = logu e u = ¢ (z), teremos (n.° 59
P

u’
¥

Logo a derivada do logarithmo neperiano de uma func-
¢do é wgual d derivada da funccdo dwidida pela funcedo.
Se for @ a base dos logarithmos teremos (n.° 45 — V)

log u u'

=3 _ —— I —
y = log. u loga'y‘ uloga’

5) No caso da func¢io

temos
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o que di, quando z é positivo e m real,

yJ=guIngwE :_.Ey:mmn—l_
T w

Se  é negalivo e m é um numero racional, pondo r = — z,
temos
Y= (—mzm
e portanto
y-’ p— (_ .')-mzn—l z-' —_— m"—l*
cOmo no caso anterior.
Nota 1.* —Se [or y = u™, e 4 = ¢ (x), vem
yf = Mu™ — 1 uf'

Logo a derivada da polencia de grdo m de uma func-
¢io forma-se mulliplicando o expoenle pela polencia de
grio m — 1 da funcedo e pela derivada da funcedo.

A regra precedente abrange as raizes das funcgdes, visto
que se podem representar por polencias com expoentes frac-
clonarios.

Nota 2.*— Se [or y = u*, u e v representando funccdes
de z, temos y = ¢* '8 ® ¢ portanto

L 1 u'
Yy =u (v’ log u 4 va)'
6) A funcgdo y = sen « da

h h
2sen— cos|lx+ —
y,=“msau(:c+;:)—-senm=um 2 h( 2)

h
sen —-

= ¢0§ & lim 3

h
2

e portanto
Yy = cosx.
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™ .
7) Por ser cos & = sen (3 - .r) a derivada da func-
(o y = cOS T seri

y = — senz.

8) A derivada de y = tang @ oblem-se derivando a frac-
. sen®x -
—— , 0 que da
cos T

= secant® a.

cos?a

Do mesmo modo se acha as derivadas de cotz, de seca
e de cosecx:

1

¢ = ¢cole, y = — —— = — cosec*r,

9) v col @, ¥ e o C
sen x

0 = Sec& = —— = lang & sec&

0 n ¥ cos* @ B i

11) y = cosecx, y = — cola cosecz.

12) Passando 4s funcgBes circulares inversas, considere-
mos primeiramente a funegio

y = arcsenax,

que ¢ real no intervallo de z = — 1 a 2 =1, e tem um nu-
mero infinito de ramos.
Applicando o theorema V do n.° 59 ao ramo formado pe-
. ™ ™
los valores de y comprehendidos entre — ] e + 5 temos

L e 1
sy +yVi—o

Y

Do mesmo modo se acha a derivada dos outros ramos da
funcgio.

Do mesmo modo se acha as derivadas de arccosz, de
arc tang z, etc.:
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I
13) y = arccosw, §) = ———
o it T
1
=i, Y
14) y = arctangz, y — e
15) y = arceotz, y = 1
) = G CC = — i +._ pa
1
16) y = arcsecr, y' = S
¢ ﬁ : + x Vot —
- |
17) y = arccosecr, y' = -Tv’:;"i_:l ;

considerando 0s ramos de are cosz e arcsec unmprn_zhendh
dos entre 0 e =, e 0 ramo de arc cosecz comprehendido en-
ol d

2 T

11

Rela¢ies entre as funcedes e suas derivadas

. @4, —Tugorema 1.°—Se a funcgio [ () tiver uma de-
rwada finila e differente de zero no ponlo =, a funcedo
cresce com @, na visinhanca do ponlo =, se [' () ¢ posiliva,
e decresce se [' (o) ¢ negaliva.

E’ 0 que se deduz da igualdade

[GED =TR[] @)+ ]

Com effeito, por ser « infinitamente pequeno com h, pode
sempre dar-se ao numero hy um valor tio pequeno que a
somma [ (@) + ¢ tenha o signal de [ (2) quando | h | < h,.
Logo, se [’ («) é positivo, temos
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fla—h<f@<[E+Hh

quando | h | < hy; e portanto, quando @ cresce desde = — hy
até a - hy, a funcgdo [ (z) cresce.
Se porém [’ (#) é negativo, temos

fa—h)>f(@>[(+h,

e a fancgdo [ (z) decresce, na visinhanga do ponto =, quando
@ cresce.

@2. — TueoreyA 2.°— Se a funcedo f (x) tiver uma de-
rivada [' () finila em lodos os ponlos desde &, até £, e se
for f (ze) =0 e f(X) =0, existe sempre um valor de z,
comprehendiio entre o, e X, que annu la [! (@).

Esta proposicio, conhecida pelo nome de theorema de
Rolle, foi demonstrada por 0. Boonet do modo seguinte :

Por ser a funcedo [ (#) continua no intervallo de , a Xe
nalla nos extremos d’esteé intervallo, ou serad constantemente
nulla n’este intervallo, ou augmentara (em valor absoluto) até
um valor [ (z,) correspondente a um numero &y, comprehen-
dido entre z, e X, para depois diminuir. No primeiro caso
sera constantemente [’ (z) = 0; no segundo caso, na visi-
nhanca do ponto z,, a funcgdo ndo serd nem sempre crescente
nem sempre decrescente, logo a derivada [! (z,) nao serd nem

positiva nem negativa, e sera portanto nulla.

TrrOREMA 3.° — Se a funccdo [ (z) hwer uma derivada
' (@) finita em lodos os pontos desde @, alé X, serd
P
[(X)=1@)+ &= @)

x, represenlando um valor comprehendido entre z, e X (La-

grange).
Com effeito, applicando o theorema precedente 4 fancgio

¢ @ =@ — @ —F—3 & — @)

que se annulla quando se faz & = &, © quando se faz # = X,
temos

Ll e ! X)) — (=) _
¢ @) =1 @) — DG =2 =0,

que di a formula enunciada.
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Por estar x, comprehendido entre z, e X, pode-se por
x, = &y + 6h, sendo h= X — , e 9 uma quantidade po-
siliva comprehendida entre zero e a unidade; e temos

f (@ + b = (@) + hf’ (@ + Oh).

D’este theorema deduzem-se os dous corollarios seguintes:

1.°—Se a derivada de uma funceao [(z) ¢ nulla n'um
cerlo intervallo, a funccdo é constanle no mesmo intervallo.

Com effeito, sendo @, € , + h dous valores de = perten-
centes ao intervallo considerado, por estar &, 4 6h compre-
hendido no intervallo de x, a o, + h, serd [' (z, 4 6h) =0,
e portanto [ (zy + h) = [ (xy).

2.°— Se duas, funccoes [ (z) e F (x) liverem uma mesma
derivada finila em todos os pontos d’um cerlo intervallo, a
sua differenca serd constante no mesmo inlervallo.

Com effeito, por ser nulla a differenga ' () — F' (z) das
derivadas das duas funccoes no intervallo considerado, serd
(corollario precedente) a funcgdo correspondente [ (x) — F (x)
constante no mesmo intervallo.

THEOREMA &.°— Se as funccdes [ (z) e F (x) tiverem de-
rivadas [ (x) e F' (r) finitas em lodos os pontos desde x,
alé X, serd

[0 — [(xg) _ ["[xe+ 0 (X — zj]
F() —F (@) Fo+0(X—a)]’

se a funccdo F' (@) for differente de zero no intervallo com-
prehendido enire xy e X.

Demonstra-se este theorema, devido a Cauchy, applicando
o theorema de Rolle & func¢io

# @)=/ (@) —[@) —[F @ —F@)] }%;—:% '

que se annulla nos pontos z e X; o que da a igualdade

(P' @) =— 'rr (2,) + F (g %{% e
ou

[(X) — [l@) _[/@) - [ 12 +6(X—a)]
P —F@  Fie) ~ Fle,+0X—a)’
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Nota. — Deve-se observar que os theoremas 2.°, 3.° e
£.° ainda téem logar gquando as funccbes [ (z) e F (x) ndo
ttem derivadas finitas nos pontos x, e X, se lodavia eslas
funcgbes sdo continuas n’estes pontos. E’ o que resulla imme-
diatamente das demonstragdes que vimos de dar d’'estes theo-
remas.

v

Funceoes de muitas variaveis

63. — Passando agora is funecBes de muilas variaveis,
consideremos a funcgio

Z:fl:.’ﬂ, Y, "')'

das variaveis independentes z, y, etc.

Podemos derivar 7 relativawente a & considerando as ou-
tras variaveis como constantes, on relativamente a y conside-
rando as oultras variaveis como constantes, elec. Ja vimos que
a estas derivadas se dava respeclivamente os nomes de deri-
vada parcial de z relativamente a z, de derivada parcial
de z relativamente a y, ele. Ja vimos tambem que se repre-

»z

m ! :
senta por ou R, hs a derivada parcial de or-

o PO i PR
dem n que resulta de derivar = a vezes relativamente a z, de-
pois o resultado b vezes relativamente a y, ete.

: Pz »z
@4.—TueoreMA 1.°— Se as derivadas —- , —— fo-

oy Wy A
rem funccoes conlinuas de x e y, ¢

o Ay ¥

Pz Mz
T )




Com efleito (*), applicando o theorema 3.° do n.® 62 is
funccoes :

' 6
f(-r-,y—l—k,,..)_f(x,yl.”La,"(a:—k ;xh,y, )

considerando na primeira & como variavel independente e na
segunda y, vem

[@+hy+k,...)— @+ hy,..)—[f(@y+k..)—f@y,..)]
bing [af(.r-{—&lh,y—}—k, ) 46Ny, )]

T ap

—rih @460, hy+ 6k ...)
= i Yy )

onde 6; e 6, representam donas quantidades comprehendidas
entre 0 e 1.
Applicando 0 mesmo theorema 4s funcgdes
f (w,y+ 9k, ...)
%

f@+hy, ...) —[@y, ...)s

considerando a primeira como func¢do de y e a segnnda como
funccdo de @, vem do mesmo modo

[+ hy+k,..)—[(x,y+k,..)—[f(z+h,y,...)- f(z.y,..)]
- hk * (x4 6h, y+ 0k, ...)

2

¥

onde 9 ¢ & representam qunantidades comprehendidas entre
0ed.
Ignalando estes dous resultados, vem

Mx+0hy+0,k ...) (@4 0hy+ 0k, ...)
X Yy A y

() Esta demonstragio ¢ devida a 0. Bonnet,




e no limite,

P2z ¥z
iy

THEOREMA 2.° — Se as derivadas

mz ™z

w ...0wmd A ... A

forem funcgdes conlinuas de u e v, pode-se inverler a or-
dem das duas derivacies conseculivas relalivas a u e v, ¢
lemos

»z »z
— -
., MW ... ... ¥MwduN ..-

Com effeito, temos primeiramente, em virtude do theorema
anterior,

m — 1 m—3

pal ol el AP

™z W ...
... 0w W W

e portanto

™z ™z
X ...0uw w..dwwm’

Derivando em seguida ambos os membros d'esta identidade
relativamente a w, etc., obtem-se a ignaldade que se queria
demonstrar.

Se notarmos que qualquer mudanca na ordem em que se
effectuam as derivacdes relativas a @, y, ete. pode ser obtida
por mudancas successivas da ordem de duas derivacBes, po-
de-se por applicagoes successivas do theorema que vimos de
demonstrar inverter a ordem de qualquer numero de deriva-
¢bes. Em todas estas mudangas deve-se allender as condi-
¢oes relativas 4 continuidade das derivadas impostas pelo
theorema.
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@3. — Vamos agora estender o theorema 3.° do n.° 62
as funcedes de muitas variaveis independentes.

Applicando este theorema & funceio [ (z, y + K), consi-
derando-a como funcgio de z, vem

f@+hy+k)=f(y+k+h “ff*‘+ﬂ;£hqy+m‘

quando a funcgido considerada tem uma derivada pareial rela-
tiva a @ finita em todos os pontos do intervallo de @ a x - h.

Applicando o mesmo theorema & funce¢do f (z, y), consi-
derando-a como uma funcgio de y, vem

o (2,9 + 0 )

[(@,y+k)=[(2,y) + k w

’
quando a funcgio considerada tem uma derivada parcial re-
lativa a y finila em todos os pontos do intervallo de y a
y + k.

Temos pois

[@+hy+ B =@y +r [EEUNITD

Y (@, y +9,£]
+RT = .

Do mesmn modo se acha, no caso de muitas variaveis, a
formula segninte :

[@+hy+k .. .l+D= @y ...)

Lk o (@ + 6, h, y + v’f: bt
1 hx X =¥ o
) . i A y+ 0k ....t+ 1
%y
e e D e
al 3 ol ol B - 3
+ t"f (x. ¥, w.f’ 6, 1)

io




y’i-'m: s d £,

s ﬂ,f t

“J_- rj’ Oa Ay
e a8
Aax

F A

e 4
A
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D’este theorema deduzem-se dous corollarios importan-
les.

K —Se as derivadas parciaes de primeira ordem da func-
¢io f(x, y. ...) forem todas finitas, [ (@, y,‘...‘) & uma
funcciao continua de x, ¥, ete. Com elleito, o primeiro mem-
bro da formula (1) tende para [ (z, y, ...) auando h, k, ete.
tendem para zero.

of

g L
I — Se as derivadas parciaes aEf ' oy etc. forem fune-

¢oes conlinuas de z, y, ete., lemos

5{(z+h,y—|—k, ...)—f{x,y....)=h% - k:ye'r—i—

(2
( +ayh+okt ...,

onde o, ag, etc. representam quantidades que tendem para

zero quando todas as quantidades h, k, etc. tendem para zero.

: : TR 3

Com effeito, se as derivadas parciaes af—. 3}5 ele. sdo
funccdes continuas de @, y, elc., temos

of (@ + 6, h;my + k.. _ (. :i";':l boa

V(@ y+ k- ) A&y ..)

onde o, oy, ele. representam qnantidades que tendem para
zero quando h, k, ete. tendem para zero.

Substituinde estes valores na formula (1) vem a furmnla
(2) que se queria demonstrar.

66. — Derivadas das funccoes compostas. — A’ fancgio
[ (uy, g, ...), onde u,, u,y, ete. representam fanecdes de @,
di-se o nome de funccao composta de z por meio de u,, Uy,
ete. Da formula (2) deduz-se uma regra importante para de-
rivar eslas funcedes.

Dé se a ¢ o augmento infinitamente pequeno h e sejam
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l;y ly, etc. os augmentos correspondentes de u,, uy, elc. Se
a funccio f(u,, 4y, ...) admilte derivadas parciaes relativa-
mente a u,, U, elc., e eslas derivadas sdo funcedes continuas
de u,, uy, etc. nos pontos (u,, ty, ete.) correspondentes aos
valores dados a &, a formala (2) di

[(u, 41, ug—f—ﬁg....]—f(ul,u,....}=a’1¥+!s% + ...
| iy

‘4‘“1£1+mlii+
onde a,, a,, ete. representam quantidades que tendem para

zero quando I, L, elc. tendem para zero,
Temos pois, quando h tende para zero,

[+ 4w 4+ b, o) — [ (u,, Uy, -..)

lim G, h
o i k| W
- lim h’- + g lim - + ...

+ &, lim -i:— -+ a, lim —% e el R

¢ porlanlo

of of 2 of g of 2u,
R e O e

Esta formula importante di a derivada das funcedes compos-
tas quando sdo conheridas as derivadas das fancedes que en-
lram na sua composicio, e conlém como caso particnlar os
theoremas 1.°, 2.9, 3.2 ¢ £.° do n.° 59.

Applicacao. Diz-se que [ (z, y, ...) é uma funccio homo-
genea do grio n quando salisfaz a condigio seguinte

[z, ty, ...)=1f(2y, ...).

Derivando os dous membros d’esta identidade relativamente
a ¢ por mewo do theorema anterior, vém
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;‘,r l‘f. — N —
-‘WE)JE"'WH}-"'“" . =me=f(@y,...)

e, pondo t = 1,

Em+iy+_..=;nf(m.3;, s )

oL 2

Consiste n’esta formula o theorema de Euler relativo as
funccdes homogeneas.

@7.— A nocio de differencial pode ser estendida ao caso
JLuma funcgio de muitas variaveis independentes.

Se differenciarmos a funcgdo z = [ (, y, ...) relalivamente
a cada uma das variaveis, considerando as oulras como cons-
tantes, obtemos os resultados

Az 2z
& de, — dy, ...,

"~

a que se di o nome de differenciaes parciaes de z relativa-
mente a @, a y, ete. A’ somma d’estas differenciaes parciaes
di-se 0 nome de differencial total de z. Representando-a por
dz, temos pois a igualdade

2z
— d

W Y+ -.-

iz
¥ oy —
s == dz 4+

que define dz.

Comparando esta formula com a formula (2) conclue-se
que a differencial dz é a parte principal da differenca [ (= -+ dz,
y + dy, ...) — [ (@, y, ..-), quando dz, dy, elc. sdo snffi-
cienlemente pequenos.
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Derivadas das funcedes de variaveis
imaginarias

@8. —Seja 7 = x - iy uma variavel imaginaria e

fE=¢(@y +1d(@® Y

uma funcgio d’esta variavel. Mudemos n’esla funcgio « em
x -+ heyemy -+ ke sapponhamos que a razao

[+ h+ik)— [
h 4+ ik

tende para um limite determinado [’ (), quando h + ik ten-
de para zero, mesmo quando uma das quantidades h e Fk é
nalla. Este limite chama-se, como no caso das variaveis reaes,
derivada de [ (z).

Por ser o limite da razio precedenle sempre o mesmo,
quando [ (z) tem derivada, quer h e k sejam differentes de
zero, quer uma d’estas quantidades seja nulla, temos

lim 2@thy) i@ty —le@ )+ @Y _ o,
h

lim 2@+ R + @y + 8 —[p@y + i (@, )] =["(2),

=0 ik

e porlanlo
o I L SRR TR G, TP (RN
3J:+1'3I'_f ("}1:‘?,(+1-1\y‘_ 1lr [:"]1

d’onde se deduz




TR I ¢ O
el g
(1111
(1) L L S e — J_q".
Py x ' oy

Temos assim duas condigbes a que devem satisfazer as
funcgdes ¢ (z, y) e ¢ (x, y) para que ¢ (z, y) 4 i (=, ¥)
seja uma funu,au de z que tenha r]eu-.airi

A proposicio reciproca da precedente é verdadeira, no caso
de 3 (@, ¥) e ¢ (&, y) representarem [uncedes continuas de @
e . Para o demonstrar basta atlender is igualdades (n.° 65
—II)

p@+hy+ R =p@y)+hE k4 antah

bty + D=, +hE kB bk

onde a, a,, {, B, representam quantidades infinitamente pe-
quenas com h e 1 que dio, attendendo as formulas (1),

pl@+hy+ K+ @+ hy+ k) —[p @Y+ i @)
=@+ i)+ E+iD) bt @t b+ i)k

(?+1°‘I‘)m+zm+(a + 18y h + (= + 18y) k.

o
Temos pois

lim 2@y + k) + 9@+ by + k) —[p(2,y)+ib (2,9)]
h + ik

a? + 1 + lim (——'h_:_'ifj"_} . + lim i-—-—a’htig:} . :
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on, atlendendo a que «,, oy, B, e B; tendem para zero e a que
k oo T TR 3L M
sdo inferiores & unidade,

os modulos de - e
e TP T T W

f‘(:}=%§+i-§%.

Logo se a [uncgdo [ (z) salisfaz as condigoes (1), e ¢ (@, ¥)
e ¢ (z, y) sio funcgdes continuas de & e y, a fancgio [ (3)
tem derivada.

689. —E’ facil de vér que o que se disse no n.° 59 a res-
peito da derivacio das sommas, productos, quocientes, func-
¢Oes de funcgbes e funcges inversas tem ainda logar no caso
das funcgbes de variaveis imaginarias. Estamos pois reduzidos
a considerar as funcc¢bes simples.

1) E’ facil de vér que a derivada de a £z é 4 1, e que
a derivada de bz é b.

2) A derivada de e obtem-se facilmente. Com efleito, por
serem @ e y variaveis independentes, a funccio

U=¢=¢e+9=e(cosy -+ iseny)
darid (n.° 65 —11I)
ethtE__ps—px(cosy+iseny)h L e=(—seny +icosy) k
+ a, b+ oy k=¢* (cos y +iseny) (h + ik) + o, h + a, k.
Logo teremos

el+l+ik —p

lim w = ¢* (co0s y -+ 1 sen y) = ¢* .

Vé-se pois que se obtém a derivada da exponencial, no
caso das variaveis imaginarias, pela mesma regra que no caso
das variaveis reaes.

3) A derivada de cada ramo da funcgdo log z acha-se
como no caso das variaveis reaes (n.° 60 e é ignal a — .

&) A derivada de z™ acha-se tambem pondo, como no
n° 60, 2 = ¢~ * e éigual a mz™—1,

i et e R
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As ontras funecdes simples sio sommas, productos, quo-
cienles on funeedes das anteriores, e por isso acha-se facil-
mente as snas derivadas, e vé-se que as regras dadas, para as
formar no caso das variaveis reaes, subsislem no caso das
variaveis imaginarias.

Fuancg¢oes implicitas

7 0. — Consideremos agora as funcgdes implicilas, isto é,
procaremos a derivada relativamente a  de uma funcgio y
dada pela equacio

m F(z,y)=0.

Seja y = ¢ (z) um ramo d’esta funcgio, e supponhamos
que ¢ (z) admitte uma derivada finita e que F (2, y) é uma
funcedo continna de @ e y para os valores de x e y conside-
rados. N'este caso o theorema relativo & derivagio das fanc-
¢hes compostas (n.° 66) da

P 2
9 L g
2 Tt Y =a

e portanto temos a formula

oF
3
o
y

@) y = —

por meio da qual se obtém a derivada da funcgio ¢ (x) sem
resolver a equacio;proposta relativamente a y.
Por meio da formula precedente temos a derivada y' ex-
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pressa em funcgio de « e y. Se quizermos esta derivada s0
expressa em funcgio de uma variavel, eliminaremos a outra
por meio da equacdo proposta.

Derivando pela mesma regra a equagio (2), que ¢ da
forma

Fi (@, v, y)=40,

vém a equagio
o, Wy Ay g 2

que da y".

Continnando do meésmo modo obtem-se equagdes que dio
y"',s ¥, ete. :

As equagbes quae se obtém, derivando successivamente uma
equacio dada, sio do primeiro grio relativamente a y', 4", 9",
etc. Porém este grio pode elevar-se ja por se fazer desappa-
recer radicaes que 1a entrem, ji por se eliminar entre ellas al-
gumas quantidades.

ExempLo. — A equagio da ellipse

”2 ye Ly h'." J= — ”2 h‘f
da
ﬂzq:,'.ff +— BPr =10,
e portanto
f bix
¥ = mjy A

Se quizermos exprimir a derivada s6 em funccio de o te-
remos de eliminar y, o que di

bhax

F o o s
y ~avae — &

Se quizermos fazer desapparecer o radical, teremos de ele-
var ao quadrado, o que di

a® (@* — 2% y't = b® o,
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714.—Toda a relagio entre uma func¢io e snas deriva-
das, isto &, toda a equagio da forma

[@y ¥y, ... 9y =0
tem o nome de equacdo differencial d’'ordem n.

0 estudo d’estas equagoes sera feito no Caleulo Inlegral.
Aqui limitar-nos-hemos a observar que a equagio

'F (ﬁ! y! cp CI! awEy ['.I.:I —_ U!
que contém n constantes arbitrarias ¢, ¢;, etc., leva a uma

equacio differencial d’ordem n independente d'estas constan-

tes.
Com effeito, derivando n vezes esta equagdo, obteremos n

equacdes da forma

FI (z‘lyl yrr Gp C’, ---}=0
Fy (‘T'J Y, y'.! .Vﬁs Cyy Cay )=0

Fu (2, ¥, y’s &Jf, R 9{.}9 £y Cq. ves) =20,

entre as quaes e a proposta podemos eliminar as n constan-
tes arbitrarias. Chega-se assim a uma equagio da forma

[ (=, v, v ¥ oons y™) =0,
independente das arbitrarias. 3
Em Geometria esta equacio representa uma propriedade
commum a todas as curvas representadas pela equacio pro-

posla.
Exenpro. —A equagio do cirenlo 2* + §* = i* da

e+ yy =0,

on

1+ Ly o
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Como %' é o coefficiente angular da tangente 4 circamfe-

; 1 = L -
rencia no ponto (z, y) e T;' ¢ o coefliciente angular do raio
(que passa por este ponlo, esla equacdo exprime que a tan-

gente é perpendicular ao raio que passa pelo ponto de con-
lacto.

92.—As derivadas parciaes das funccdes implicitas de
muitas variaveis obtéem-se pelas regras dos numeros ante-
riores,

Assim, por exemplo, as derivadas parciaes da fancgio im-
plicita z dada pela equagdo :

Flz,y 2z)=0
obtéem-se por meio das iganaldades :

W ez WF F iz

_Em geral, se tivermos as n equacdes com m -+ n varia-
veis, das quaes n sejam dependentes e m independentes :

Fy @y @y, covy Tmy Zyy Byy cony Zn) =10
Fy (g, Ty, ooy Bmy 34y 25 200y Z) =0
Fo (B By oooy By gy Ty 000y Za) == 0,
podemos achar as derivadas das variaveis dependentes z,,

33, ..+, Zu relativamente ds variaveis independentes Xy By o,
Tw resolvendo as m . n equagdes do primeiro grio:

3F, vy o E_;_ e F ')
ar, i, A, ; Z. W,
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qne resultam de derivar as anteriores relativamente a @,, @,
ele.

Derivando estas equacoes relativamente a 2,, @, etc. ob-
téem-se oulras que dio as derivadas de segunda ordem de z,
e assim snccessivamente.

93. —Toda a relacio entre uma funcgdo e suas deriva-
das parciaes, isto é, toda a equagio da forma
f( Az ¥z ) 0

@, @ iy 5y == =

LA Ny ] b ) FI P
3, T, i, a:.:‘ ALy

tem o nome de equacdo ds derivadas parciaes. Se a deriva-
da da ordem mais elevada que entra n’esta equagio é d'or-
dem n, diz-se que a equacio ¢ d’ordem n. O estndo d’estas
equagoes sera feito no Caleulo Inlegral. Aqui limitar-nos-
hemos a observar que toda a equagdo:

Fle,y, 2,9 (u)] =0

onde p (u) representa uma funcgio arbitraria de w, e u re-
presenta uma fanegio determinada de z, y e z, leva a uma
equacio as derivadas parciaes de primeira ordem indepen-
dente de o.

Com effeito, derivando-a relativamente a « ¢ a ¥y, lemos
as equacoes :

B AR A W (m u az)
L o o RN,
s ta-mtept Wigtg 5l T

0,

W W F o, u a__«;)_
w T Sreerulg e

que, pela eliminagdo de v (u) e ¢' (u) entre ellas e a propos-

ta, dio uma equagio as derivadas parciaes de primeira ordem

independente da funcgdo arbitraria. :
Exenpro 1.° — A equagdo geral das superficies cylindricas

m—a;.—_-?{y—h:)

da
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-4 T
|—{IE=—ba£?r(y—bu}

-—u%=(t—-b—:;~)?r($‘—b33-

e portanto temos a equagio as derivadas parciaes das super-
ficies eylindricas

>4

az
HE' —]—bE:i’

que deve representar uma propriedade commam a todos os
cylindros, Adiante veremos qual é esta propriedade.
ExespLo 2.°—A equacdo geral das smperficies de revo-

lucdo
=19 @'+ ¢)
ll:'l.. do mesmo modo
3 az
-&-y—-@;r-=ﬂ.

ExespLo 3.° — A eqnagdo geral das superficies conicas

(=)

=]

t

dia do mesmo modo

LY
L

|
i

a7
(x — a) o + y — b et ol

.

-_

34.— Do mesmo modo uma equagio da forma:
V= F [z y 50 W) ¢ @] =0,

onde o (u,) e ¢ (uy) representam funccBes arbitrarias de u, e
Uy, € onde u, e ug representam fancgdes determinadas de z,
y e z, leva, em certos casos, a uma equacdo is derivadas par-
ciaes de segunda ordem independente de ¢ e 4.
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Com effeito, formando as derivadas de primeira e de se-
gunda ordem relativamente a & e a y d’esla equacio, obtéem-
se cinco eqnacBes onde entram as funcgdes arbitrarias g, ¢,
e 4 ¥, ¢

Se enlre estas equacdes e a proposta eliminarmos as fune-
¢oes arbitrarias ¢, ¢, ¢, ¥, ¢”, ¢/ chegaremos, nio sempre,
mas em casos parliculares importantes, a nma equacdo is
derivadas parciaes de segunda ordem independente d'estas
funccoes.

Por exemplo, a equacio

=19 (@+ ay) + ¢ (@ — ay)

da

S =¢@+a)+¢@—a

2

W~ W@+ ey — o (o — ay)

=@+ w)+ ¥ @ — ay

wm T b A Y y

g 2 4t |, &

R CY eyt ey @ — ey

logo vird a equagdo ds derivadas parciaes de segunda ordem

Az LMz
279-'_5 = g »

75. — Vin-se nos numeros anteriores o modo de achar
as derivadas das funcgBes implicitas quando se sabe d priori,
como aconteéce em muitos casos, que a funcgio que se con-
sidera admitte derivada. Passando agora ao estudo das con-
dicoes geraes para a existencia de derivada das funeeoes im-
plicitas, vamos demonstrar os theoremas séguintes :

TueoreMa 1.° —Se a equacdo

F (2, y)==0

for salisfeita pelos valores ¢, ¢ y, dados a x ¢ a vy, se a




143

sitly ; ; W F
funccdo F (z, y) admiltir derivadas parciaes = ¢ > con- il )
linuas na visinhanca do ponlo (z,, y,) € se n'esle ponlo a ** 6
: o . . .
derivada a_f‘ for differente de zero, y ¢ uma funccdo defim- ./, /4-

da de = na visinhanga do ponlo (zy, Yo), € esla funccao é
conlinua e admille uma dertvada ﬁnv‘u n'este ponlo.

Pondo # — &y, = h e y — y, = k, e representando por
dy, %y @ %y tres quantidades infinitamente pequenas com h e k,
temos (n.” 65— 1I)

o = (Lt o) o (PGt )

-

: i 2
e, em virtnde da continnidade da func¢io a{ no ponlo (ry, Yo,
M

?I!_“_{m_y) F (x4, Yp) e WA m
3}' W + a,. J{b { U f‘ o

Seja h, um numero de valor absoluto tio pequeno que,
para valores de | k|e| k| que nio sejam maiores do que
| hy |, as quantidades

W (g Yo) F (0, Yo)
TR + oy, T + o

W (2o ¥o)

Mo :
0 que é sempre possivel por ser esta quantidzde differente de
zero; e dé-se na primeira das formulas precedentes a k o va-
lor h e a h valores inferiores em valor absoluto a h?. Tere-
mos, pnndo K= 0L &onde 6 representa um numero po-
sitlivo menor do que a unidade)

sejam differentes de zero e tenham o signal de

Fle y)=+ [” (To. 1! 4+ a ]Uh +l” (%-9‘0)-_,[_%] hy

- [aF{xm %) | 4:] {02

2o




144

D'esta formula conclue-se que F (z, %) tem o signal de
oF (xy 1)
1 ay
que seja

: quando se di a | hy | nm valor lio pequeno

0F (., y,)

+ a
:ixo
- h I;
af (L .!fq.} _+_ i g <
I Ay .

e portanto que, para cada valor z, 4 h de # comprehendido
entre r, — h? e oy + b3 F (2, y) muda de signal quando
y varia desde y, — h, alé y, + h,.

A cada valor de @ comprehendido entre &, — h? e z, 4 h?
corresponde pois sempre um valor de y, comprehendido en-
tre o — h, e 9 + h,, que satisfaz (n.* 3+ —1) 4 equagdo
F (@, y) = 0; e ndo pode haver mais (n.° 62) do que num visto

. 8 F(x, 1 A : i
% VH’: Mo _efue a derivada [ay‘ ) nio é nalla n’este intervallo. Logo a

7 M " collecedo dos valores de y comprehendidos entre y, — h, @
i Yo -+ h, determinados pela equagio F (@, y) = 0, quando se
da a @ os valores comprehendidos entre 2, — h?® e 2, + by,
conslitne um ramo ¢ (x) da tuncgdo implicita dada por esta
equacio.

Como além d’isso, quando h, tende para zero, « tende
para @, e y tende para y,, vé-se que g & conlinua no pon-
to @,.

Finalmente a fanegdo y = ¢ (#) admitte uma derivada fi-
nita no ponto (@, #,). Com effeito, mudando na equacio pro-
posta z, em &, + h e y, em 3, + k. lemos

i, , T T
F @y =+ h, yo+ k)= F (0. Yo) +i:r;h P By; k+a h+4a k=0
on

I 0k .

‘%_!_’!I_a h‘f‘“;‘f‘”-sﬁ—u-

Temos pois




2,
2
Wo

0 gue concorda com o que se disse no n.° 70.
THEOREMA 2.°—Se a equagdo

F{‘Tn Tgy =y Tm, Y) =0

[or satisfeila pelos valores a,, ay, ..., Gn, Yo dados a x,,
Ty o xuy Dy ¥y 88 a[uncgdo F (@, . -ey Tm, y) admillir de-
rwadas parciaes relativas a o, Ty, ..., Tw, Y conlinuas
na visinhanca do ponto (ay. ay, ..., @, y,), € s¢ n'este

. af ;
ponlo a derivada <.~ [or differente de zero. y é uma func-

¢ao definida de ,, @, ..., T. na visinhanca do ponlo (a,
Ay, .«.y Gmy Yo), € esla funcedo é conlinua e admille uma
derivada finita n'este ponto.
A demonstragio d’este theorema é semelhante 4 demons-
tragio empregada para estabelecer o theorema anterior,
THEOREMA 3.°— Se as equacies

F,=0 F,=0, .., F, =0,

onde entram as variaveis independenles Ly, Tyy +- , Tm €
as variaveis dependenles z,, 35, ..., z*, forem sali<feilas
pelos valores a,, @y, ..., Gm, by, by ..., b, dados a =,,
Tyy <oy Tmy By, By ooy T $€ A8 funcedes Fy, Fy, ..., F, ad-
millirem derivadas parciaes relalivas a B, By vsss By My
Tge ey Tn que sejam funecdes conlinuas d’estas variavets
na visinhanca do ponto (ay, ..., Gm, by, .... by); € se
n’este ponlo o delerminante

o, W, oy
2z, Az, 3z,
L e s e
e W
R N T
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for differente de zero, z,, z4, ..., 3 $@0 funccdes de @,,
Ty o+ , Tm cORlinuas no ponlo (a,, G, .- 0w) € admil-
tem n'esie ponlo derivadas parciaes relalivamenle a z,. T,
Lgy +eny Tm:

Como este theorema vem de ser demonstrado no caso de
ser dada uma s6 equagdo, para o demonstrar complelamente
vamos provar que, sé é verdadeiro no caso de serem dadas
n — 1 equacbes, ainda ¢ verdadeiro quando sio dadas n
equacbes.

Por nio ser, por hypothese, nullo no ponto (a,, @y - -,
by, by, -...) 0 determinante J, tambem ndo podem ser nullos
weste ponto todos os determinantes menores que resultam de
supprimir a primeira colamna. Seja pois, por exemplo, diffe-
rents de zero o delerminante

(oF,
%, | My
A EXEEE
W 2
TR

As equagdes Fy =0, ..., F, = 0 determinam n’esle caso
Zg Zgr +++, Za €M fa0CeH0 de Ty, Ty ..., Tm, € substituindo
estes valores em F;, = 0, vem

F,(@, Bp ooy 5,y Bgyioos) == @ (g Bgy ¢+ 3 %) =0

Temos portanto

P = f‘ 4 W, 2z, £ 4 F, 23,
i |

2z, 3z, 23, ¥ 3
S e 2z =
Eliminando depois E’, &l, ele. entre esta equacio e
. 1 1
as seguintes:
WFy Fy 3, it & oF, 2, 0
¥, 5y 3z, SRR T
wF, oF, i oF. 2z
bt | n 4n
= + : ve = ==,

% 3, j . 22,
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. - ., .
Yé-se pois que % ¢ differente de zero no pouoto (a,, ag, ...);

e portanto que (th. ’2“} a equagdo ¢ = 0 delermina z, em
funccdo de z,, x,, etc., que este valor satisfaz 4 equacio
Fy = 0 conjunctamente com os valores anteriormente acha-
dos para z,, zy, elc., e que a funcgio z, admitte tambem de-
rivadas parciaes relativamente a x,, @,, elc. no ponto (a,, a, ...).

VIl

Derivadas dos determinantes. Determinantes
funceionaes
@6. — Procuremos agora a derivada do determinante

1 Uy

[ () =

v, U,
onde w,, u,, v,, vy sio funcedes de .

Mudando # em @ 4+ h e chamando k,, kg, I, I, 0s au-
gmentos correspondentes de wu,, u,, v,, v,, vem

u+ Ky uy + ky
v, + I, vy 4+ Iy |

ou, em virtade d’um theorema hem conhecido,

@+ h) =

u, ks |k,

-

[ (=4 fc_‘}=! e

ul Ug I 'u'g
B 4

r
gt 10y &

2 !Il s




Temos pois

Uy

u'y U,

W
o, ol

x4+ h)—[(® _
h

'y
[’ (£) = lim l—{—
10y Uy

0 raciocinio precedente applica se evidentemente a um de-
terminante com qualquer numero de columnas, e vé-se que a
derivada d'um delerminante ¢ igual @ somma dos delermi-
nanles que se obléem substituindo cada columna do deler-
minanle pro&osm por oulra formada das derivadas dos ter-
mos d’aquella.

9 7. — Consideremos as funcgbes

gyl = [, (@, T3 +- - Tn)

Yo =[ (4 Tpy .-, )

(1) \

’.-. ----- Woa e w e e s e m s

Yn= Irll (511 Lg, vy .‘r,.:}.

Com as derivadas d’estas funccdes forma-se o determi-
nante:

oy % |
B TR
(g) an e aen &
] L]
'_‘El' LI ﬁ

que se representa tambem por

2 foo Lo 2oea )

D (g Bys o-00 Tn)

e que se chama determinante funccional ou jacobiano. Este
determinante, estudado pela primeira vez por Jacobi, appare-
ce em muitas questdes e tem propriedades muito imporiantes,
para o estudo das quaes se pode recorrer 4 memoria intitn-




R R e i,

149

lada — De determinantibus funchionalibus (') do eminente
geometra. No theorema 3.° do n.® 75 vimos ji nma questio
em que intervem este determinante. Aqui vamos ainda de-
monstrar, a respeito d'elle os theoremas seguintes:

K — Sapponhamos que as funcedes ¥y, ¥g - - -» ¥a admil-
tem IjEI'i\"EI.lilS parciaes relativas a &, &4 - .., &s, € que eslas
derivadas sio funcgdes continuas d’estas variaveis, N'esle caso
temos o theorema seguinte:

1. —Se uma das funccoes Yy, Yy, + -+, Yny por exemplo
Yy, for uma funceao das oulras e admillir derivadas par- -
ciaes relalivamenie a yy, Ygy - -y Yo qUE sejam funceoes con-
tinuas d’eslas variaveis, o delerminante (2) é idenlicamenle

nullo.

2.°—8e o delerminante (2) for idenlicamente nullo, mas
ndio o for um dos seus menores de primeira ordem, uma das
quanidades y,, y,, elc. é funcedo das oulras, e esta func-
¢do ¢ continua e admitle derivadas parciaes finilas nos pon-
los em que o delerminante|é nullo.

3.°—Se forem identicamente nullos o delerminante (2)
e lodos os seus menores de primeira ordem e o ndo for um
} dos determinanles menores de sequnda ordem, duas das
uantidades y,, y,. elc. sio funccoes das oulras, e eslas
uncedes sao conlinuas e admiltem derivadas parciaes fini-
las nos ponlos em que o delerminanle de segunda ordem
ndo ¢é nullo.

£.°— Em geral, se forem idenlicamenle nullos o deter-
minanle (2) e os seus menores alé d ordem i e nio o for
um dos delerminantes menores da ordem i 4+ 1, 1 das quan-
tidades ¥,y y,, elc. sdo funegdes das restantes, e estas func-
coes s@o conlinuas e admillem derivadas parciaes finilas
nos ponlos em que o delerminanle de ordem 1 4 1 ndo ¢
nullo.

Para demonstrar esta proposigio consideremos somente
tres funccdes

() =1, (@ 2y, T5), Y3 = [3(2,, T3, 25), Yy = [ (2, Ty. 7).
E’ facil de vér que o raciocinio gue vamos empregar ¢ ap-

- plicavel a maior numero de funccdes.
Se for y, = ¢ (y,, yy), lemos

(1) Jacobi— Gesammelte Werke, tomo 1.
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W a % + ai a}f_s
T, Yy A, ¥y A,
a:ll = g e + E %Yy
My oy O, ' O, O,
" X %, s X A,
Ay Wy My A, Ay’

: e % :
e portanto, eliminando = e - entre estas equacBes,

Ws Wy

b Wik W
%, 1,

_?fi_ a{! ifl = 0,

P ]
(2 W, W, AW,
A My My
W, Wy

o que demonstra a primeira parte do theorema.

Para demostrar a proposi¢io reciproca, supponhamos que
o determinante (2) é identicamente nullo e que um dos deter-
minantes menores de segunda ordem nio é identicamente nullo,
por exemplo o determinante

A (far fs)

2 (x4, @)

Em virtude do theorema 3.° do n.° 75, as duas ultimas
equacdes (1') determinam x, e @, como funcgbes de z,, y, e
Ys, 4 NOS Rur}tus em que este delerminante nio é nullo, estas
funcedes admittem derivadas parciaes relativas a #,, ¥, U,
dadas pelas eqnagdes

Ny L ey e
a"1’1_1_}"':":3“"’1-l-g’-"'t.'-'i""'u i

Mo hom
aa:,""am, a:n1+a:T, Ml_u.




Substituindo estes valores de @, e zy na primeira das equa-
¢oes (1) vem

Yy = 9 (T3 Ya Ys)s

e, em virtade do theorema relativo & derivagio das funcedes
compostas, y, aldmitte derivadas parciaes relativamente a a,
¥y € Y. A derivada relativa a z, é dada pela equagio

i—.a£.+ alr.l-_ D‘?’_*_Elrl aﬁ'

w, i, Ay Ar, wy W,

.o My W :
onde se deve substituir E" e Mf pelos sens valores tirados

] 1 1
das equacbes anteriores, o que da

2 (fy [ [y)
2 (m, @ Ty
o, 2 (fy fa)

2 (mh I‘l.}

Como o segundo membro d’esta igualdade é, por hypo-
these, identicamente nullo, é idenlicamente nulla a derivada
de ¢ relalivamente a o,; portanto ¢ é independente de @, e
temos

Y =% (Us ¥s)

que é o que se queria demonstrar.

Se todos os determinantes menores de primeira ordem do
determinante (1’) forem identicamente nullos, recorre-se a0s
determinantes de segunda ordem, que no caso considerado
nio podem ser todos identicamente nullos sem que as fune-
¢des sejam todas constantes. Seja pois -;Tf_-‘i nm dos determi-
nantes de terceira ordem gne ndo & identicamente nullo. A ul-
tima das equacdes (1') determinari xy em funcedo de zy, x, ¢
Yy © as suas derivadas relativamente a x, e @, serdo dadas
pelas equagdes

Uy N % o W %N
ay ry A, T, 0y Axy
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Substitnindo o valor de @y na primeira das equagoes (1')
vem

Yy = % (2, Ty, Ya).

enjas derivadas relativamente a @, e @y sio dadas pelas equa-

coes

Bj r— %'rl + afl a£3
A, T, ry W,

o ML S
:)x’ B;,r, B_rs Arg N

S T, ar. v 5
on, eliminando E’ & E’ por meio das equagdes anteriores
=] ]

2 (Jr‘l" fa) ¢ ':.fl' _f;:’
W iz, 3) % __ (% 3
ary ofy, ' - AP F

Como, por hypothese, os segundos membros d’estas equa-
cBes sio identicamente nullos, a func¢do ¢ é independente de
I, & Ty, € lemos

Y =% (%)
Do mesmo modo a segunda das equacdes (1) di
Yo =% Uy
KK — Se nas funccoes fyy [y, . .-+ [o substituirmos as va-
riaveis &,, Ty, ..., Tu POr oulras by, Oy, ..., 6, ligadas com

as primeiras por equacdes dadas, o jacobiano das novas
funccoes estard ligado com o jacobiano (2) pela relacio :

) 2 (tyy ccorPu) (8, ..., 0) 3 (Yys ovs Yn) “
B[JII, onny Tu) _3(.‘1.'1, caey ) d 3(51. -..,B..) d

Para demonstrar este theorema basta substituir no deter-
minante (2) as derivadas que la entram pelos seus valores ti-
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rados das equacgbes que se formam dando a k e a @ os valo-
res 1, 2, ..., m na equacao

S M %
w, ‘a.rl+"'+aﬁ,.'a:::,’
e applicar depois o theorema da multiplicagio dos determi-

nantes.
Se tivermos uma funcgdo unica e uma variavel, a formula

(4) da
o O | B
x, %,  aw,'

isto ¢, o theorema 4.° do n.® 59. _
XX — Se no theorema precedente as equagdes que ligam
as novas variaveis s antigas sdo as equacBes lineares:
0 =aM2 4+ ... + a2z,

{5) ............. wan

vem
a(yl!--*-yn)__ 2 (Yys o ovy Yn)
@ T o N e
ponde
a, a, ™
Moam [s5050s jE e
™ a,™

98, — Se as funceoes [, ..., fo forem as derivadas par-

- 2 -} i
ciaes _&[ e }I': de uma fancgio y = [ (T, ..., Ta), O

1 .
determinante (2) reduz-se ao determinante :




2 B

o, ° s,
*f *f

Wrn 22 !

que se chama hesseano, do nome do eminente geometra 0.
Hesse que primeiro o consideron. ]

A respeito d’este determinante limitar-nos-hemos aqui a
procurar a relagio entre o hesseano da funcgio dada e o hes-
seano da funceio em que esta se transforma pela substitnigio
das variaveis ,, @,, etc. pelas variaveis 6, 6y, etc. ligadas com
as primeiras pela equacio (5).

Por ser y funcgio de @, ..., &, @ portanto de 6,, ..., O,
em virtude das formulas (5), temos

Substituindo estes valores no determinante

2 (Ygs - e Yn)

208, ..., %)
e altendendo ao theorema da multiplicacdo dos delerminan-
les, vem
Py My
BT T W%,
pll VORI g | SR T
d (By -+, O) y
Py >y
%, 6, ¥,

Logo a formula (6) da




Derivada de limites de sommas. Derivada
dos arcos de curva

¥9. — Seja [ (z) uma fancgio de = continua em todos os
pontos do intervallo de xo a X, e seja X > @,. Decomponha-se
o intervallo X — @, em n intervallos ignaes a h,, hy, ...,
h. de modo que seja

hy + by + ... + b = X — m,
e represente-se por Z;, I3, ..., %a —1 0S DUMeEros, compre-
hendidos entre «, e X, que separam estes intervallos, de modo
qne seja

5, =2+ hy Hy=2%+ hgy ..., X = Za—1 + ha.

Finalmente, represente-se por &, @3, ..., Tu 1uaesquer
a

nnmeros que perlen¢am respectivamente aos intervallos de z,
a 1, de z, a z;, de 35 a z,, etc. Posto isto, vamos demons-
trar o theorema seguinte :

A somma

S=hf @)+ haf@) + . + baf (@)

tende para wm limile quando lodas as quantidades h,,
hs, ..., ha lendem para zero, e esle limile é sempre o mes-
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mo qualquer que seja 0 modo como se escolham o0s nume-
ros z,, Z, €lc., € 05 numMeros x,, Ty, elc.

Supponhamos primeiramente que se escolhe x,, xy, ele.
de modo que [ (x)), [ (@), ete. representem os maiores valo-
res que toma [ (2) quando @ varia respectivamente de @, a z,,
de z, a z,, etc. Decompondo o intervallo ks em m intervallos
parciaes Eu. h";, ete. de modo que seja

h=h; 4+ 04+ ...,

e chamando #;, &', ete. os valores de & a que correspondem
os maiores valores que toma [ (2) quando @ varia desde 24,
até 3 - + W, de z; _1 + h's até 2 - I, - I, ete.,
vem

f(@') =< f(®), [(=") = [ (=), elc.,

e portanto

he f(x)=hif(x)+ %[ @+ ...
>N f(@d+ @)+ ...

0 primeiro membro d’esta designaldade representando nma
nalquer das parcellas de S e o segando membro a somma
3as que a substituem quando se divide h; em m partes, po-
demos concluir que a somma S diminue quando angmenta o
numero de partes em que se divide o intervallo h;. Por outra
parte, o sen valor conserva-se sempre maior do que

m(hy + hs + ... + ha) = m (X — &),

representando por m o menor valor que toma [ (x) quando
@ varia desde x, até X. Logo a somma S tende para um li-
mite quando as quantidades h,, kg, etc. tendem todas para
Zero.

Supponhamos agora que [ (z,), [ (zy), ete. nio represen-
tam os maiores valores que toma [ (#), quando @ varia res-
pectivamente de », a z,, de z; a z,, etc., e sejam M,, M;,
M,, elc. estes valores. Pondo

f(xl)=5H1+31ar{m|)'= My 4+ &, ...

temos
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Zh; [ (2) = Ehi Mi 4+ Ehu 55,
ou, chamando & a maior das quantidades | s, |, | & |, etc.,
| Zhi f (@) — Zhs Mi | = | Zhi & | < & Zhi.

Mas, por ser continua a func¢do [ (x) em todos os pon-
tos desde @, até X, a cada valor de &, por mais pequeno que
seja, corresponde (n.° 3% —4.) um numero 7 lal que a des-
igualdade | e | <C & & satisfeita quando a | hy |, hy |, ete. se
da valores inferiores a 7. Logo quando hy, hy, etc. tendem
para zero, ¢ tende para zero. Por isto_e por ser 2h; igual a
X — r,, conclue-se da desigualdade precedente que as duas
sommas Eh; f (z;) e Th; Mi tendem para um mesmo limite.

Resta demonstrar que este limite ¢ sempre o mesmo qual-
quer que seja 0 modo como se escolham os numeros z,, zs,
ete. Para isso, consideremos duas sommas S e S, correspon-
dentes a dous modos de divisio do intervallo X — z,, e seja
S, uma somma correspondente a um terceiro modo de divi-
sio, em que figurem todos os intervallos das duas divisoes
anteriores. O intervallo h; da primeira divisdo conteri um ou
mais intervallos h';, h";, ete. da terceira divisio, e & parcella
hi f (z) da somma S corresponderio as parcellas

w=Nf @)+ W @)+ ...
da somma S,. Pondo pois

f@)=[@")+ e [@)=[(")+ ¢ ..o,
lemos
Sy = Zu; = [ (x) (Mo 4 W% + ..) — E(ekl; 4 e % + ..2)

=Zf(@)h; — (s s+ &4 ...), |

d’onde se tira

|8 — S|=|2(a: i 4 b  ...) | < sZhy
chamando ¢ a maior das quantidades | s;], | gy «.0, | ¢

| e B R
Mas, por ser continua a funcgio [ (x), ¢ tende (n.° 34 —

]
ar
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§.°) para zero, quando n tende para o infinito; logo S e S,
tendem para o mesmo limite.

Demonstra-se do mesmo modo que S, e S, tendem tam-
bem para nm mesmo limite.

Logo S e S, tendem para um mesmo limite, que é o que
se queria demonstrar.

80.—0 limite para que tende a somma S, quando todas
as quantidades h,, hy, ete. tendem para zero, é uma fancgao
de X. Procuremos a derivada d’esta lunccio.

Se mudarmos em lim S a variavel X e X + b e se cha-
marmos k o augmenlo correspondente d’esta funcgio, temos

E=lim[hags [@ugr)+ oo hage [(@ag0),
onde é
by +hags+ .. +hagi=he
Representandn por [ (z") e [ (#) o menor @ o maior dos

valores que I‘.omac{' (z) quando @ varia desde X até X <+ h,
vé-se que o valor de k esti comprehendido entre

[@) (hagr+ oo Fhagd=f(@)h

ri.’fr}(hn+1+...+hn+ﬂ=r($‘"]h.
Logo, se h > 0, '
hf (@) < k < hf (&),

e portanto
[@ <% < @)
e, se h <0,
[@) < p <[

Fazendo agora tender h para zero, & e @' tendem para
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X e, por ser continua a funceio [ (@), [ (@) e [ (=) tendem
para [ (X); temos portanto

lim % = f (¥).

Logo a [uncgio lim S admitte derivada no ponlo X, e
esla derivada é iqual a f (X).

84.—Derivada dos arcos de curra.—X—Di-se 0 nome
de comprimento de um arco de curva ao limile para que
tende o perimetro d'um polygono inscripto n’este arco quando
todos os lados tendem para zero.

Para justificar esta definicio é necessario demonstrar que
este limite existe e que tem um valor unico qualquer que seja
a lei d’inscrip¢io dos polygonos.

Num arco da curva, cujas equagdes sio y = [ (7) e
z = F (x), comprehendido entre o ponto arbitrario (z,, ¥,, Zo)
e o ponto variavel (, y, z), inscrevamos um polygono qual-
quer e sejam (Y, ¥y, 3, (@3, ¥s» Zs), €lc. 0s seus vertices. O
perimetro P’ do polygono sera dado pela formula

P=Z2V@i4r— 2l + Wit — ¥ + G2 — )

onde a somma se refere a todos os lados do polygono ; ou

P =3k V1 +[f (@ + 06 WP + [F (@ + 9 k)
pondo #; 4 1 — @ = h; e attendendo as ignaldades (n.° 62)
Yivr—Yi=h[ @+ %h), zigr1—zi=h F (i + 0 h).

Ponha-se agora

VI 17 (& + 6 k)PP + [ (@ + 65 RP
=Vl + [ (@)} + [F (@)F + s

€ represente-se por = a maior das quantidades | s, |, | & |,
etc. Teremos

: P=3h VT [T @F + [F @) + 2ei hs,
.I‘:“ ”,_z = Y-‘ f‘f:ﬂé ;Qéfﬁ‘




d’onde se tira

| P —Zh; VI 4 [f' (x)* + |F I:J"::l]s'|=|.}:ﬂi hi| < g| Zh|.

Suppondo agora que as fanc¢des [* (z) e F' (z) sdo con-
tinuas em todos os pontos do arco considerado, a funcgio
VI 4+ [f' () &+ [+ ()] é tambem continua, e porlanto e
tende (n.° 3% — 4.%) para zere quando lodas as quantidades
hy, hg, ete. tendem para zero. Logo

lim P = lim Zh VT + [ @)F + [ (@)F-

Esta formula mostra, em virtade dos theoremas do nu-
mero precedente, que o limite de P existe; que é unico ¢ de-
terminado qualquer que seja 0 modo como as quantidades
h; tendam para zero; e finalmente que a derivada d'este li-
mite, que representaremos por &, & dada pela formula

w=V+ @) + ()

d’onde se deduz a differencial

ds = Vida¥ + dy* + dz*.

Se houver pontos em que alguma das funecdes [' () ou
F' (x) seja discontinua, decompor-se-ha o arco considerado
n‘outros cujos comprimentos se avaliam separalamente,

IX—Se a curva for plana, a equagio precedente dard

ds = Vdz* + dy*.

Se quizermos o valor de ds expresso em coordena las po-
lares, faremos a transformacio da formauala precedente por
meio das formulas

x = p c0s0, do = dp cos6 — ¢ sen 0 db
y=r¢send, dy=dpsend + p cos6 d0:
@ acharemos

ils = V(m




IX

Mudanga das variaveis

S82. — 0 problema que vamos resolver é o segninte :

Dada wma expressio analylica ow uma equacio, em
que enlrem variaveis independentes, variaveis dependenles
e derivadas d’estas, achar a sua transformada, quando se
substilue fodas ou algumas das variaveis por outras liga-
das com as primeiras por equacies dadas.

Esta transformacido tem muita importancia em Geomeltria

nando, tendo um resultado expresso em um systema de coor-

geuadas, se quer exprimil-o n’outro systema. Em Analyse tem
tambem uma importancia grande, como iremos vendo.

83. — Consideremos primeiro expressies em que entrem
duas variaveis, uma dependente e outra independente:

P ).

e resolvamos os dous problemas seguintes :

1.°— Substituir a variavel independente © por oulra 0
ligada com @ pela relagio ¢ (@, 6) = 0.

Chamando @', & etc., ', y", elc. as derivadas de z e de
y relativamente a 6, teremos (n.° 59 — [V)

) 9y
¥ _dxm'

_dy dy
V=" + "

__dy d*y dy
yfff_d-_‘azﬂ_i":}@xwﬂ_i_a&a:ﬂf

R R R o L R R O R o [ P e e




& portanto

dy o
de = o'

() st = z

onde se deve substituir as derivadas de z pelos seus valores
tirados da equagio ¢ (@, 6) = 0.
dy dyy

dz’ dz*’
na expressio proposta resolve-se o problema enunciado.
Exempro. — Substitnindo na expressio :

: ——————— Y
F (51 me‘ e bx + ¢ LTI) 3

Substituindo depois os valores resultantes de elc.

onde F representa uma fancedo racional de z, Va* + bx + ¢

d ; : X
e :{g, a variavel @ por outra 9 ligada com z pela equagio

Vit +be +c=ao— 6
que da

6B — ¢ ‘r,=9{ﬁ’—|—bﬁ+ﬂ)
b4 20" (b + 200 °

T =

vem uma expressio da forma :
dy)
| (6, b

< : i
onde [ representa uma funcgio racional de 0 e Tg Temos as-

sim um exemplo da transformacio d’'uma funcgdo irracional
n’outra racional.
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2.° — Subslituir as variaveis = e y por oulras ¢ e 0 [i-
gadas com x e y pelas equacies

?(3,3,9,9}-‘:30,'#(53,3‘, o, P)=0r

sendo 6 a nova variavel independente.

Para resolver este problema basta derivar as equagbes pre-
cedentes relativamente a 8, considerando @, y e g como func-
goes d'esta variavel, o que da

L %, W
ﬁﬁ'-f-gsc‘-l--ag-——

ge v+

ete.;

e em seguida substituir nas formulas (1) os valores de #/, ¥/,
2", y", ete. tirados das equacoes precedentes. Obtéem-se as-
2

) ; dy i
sim as derivadas Eg; . Egﬁ, etc. que se devem substituir na ex-
pressio que se quer transformar.

Exenpro. — Transformar a expressio

(| + @:)g
sl g g
dx?

T = p 08B, y = p senb

as equacbes que ligam as novas variaveis 4s antigas.
Temos

GO SRR
o - cosf — p senb

senf 4 ¢ cosd




o' = g;t cosh — 2 g—?— sen — ¢ cosO

y":-{%‘; sen 0 -|—2u3—g cos§ — p sen®.

Substituindo estas derivadas na formula

Wil o - yyt
W i

que resulta de substituir na expressio dada - d_ e g:{palosseus

valores tirados das formulas (1), vem

S4. — Consideremos agora a respeito da funcgdo de duas
variaveis independentes e y:

F (:1: z xou 2
’ yl ¥ 3:]7 ] asr ¥ ax ay 1
as dnas questdes segnintes:

1.°— Substiluir as variaveis independenles z ¢ y por
outras 0, e 0, ligadas com x ¢ y pelas equagies

? ("‘BI y. 91\ Bi) e 0! qJ {m! y’ al‘ Ei) — U'

Por z ser funceio de @ e ¥, e por = e y serem [ancgdes
de 6, e 0,, temos

2

+_.'_
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iz Az ( r )2 Aty w Pz
W, “+

P2 Bl woy W, w0, T g W3

¥z (! i Py
i ) 5

%
ete.
Substitnindo n’estas equacdes as derivadas o ' L . Y :
%, * %, ' M,
y Pz N
o etc. pelos seus valores tirados das equagdes que
H

resultam de derivar p = 0 e ¢ = 0 relativamente a 6, e 6,

M=

e resolvendo-as depois relativamente a e elc., te-
iz’ 2y’ aut’ :

mos as derivadas que se devem substitnir na expressio que
seé quer transformar.

2.°— Substituir as variaveis =, y e z por oulras 9,, 6,,
e p ligadas com as primeiras pelas equacaes :

P {:I_.. vz IB:|1| Bl: P) =0, ¢ (=, Yy, 5, B]l 62: F') =0,
w (xl Yy, %, Eu 921 P) M— 0'
Resolve-se este problema por meio das formulas anterio-
res substituindo n’ellas . . BN ete. pelos seus
%, %, "0 % P

valores tirados das equacﬁllas p=0,$=00=0.
ExempLo. — Transformar a funcgdo

g
?
F(:B,Vﬂ-l—ﬂ?,mTay).

suppondo as novas variaveis ligadas com as antigas pelas
equnacdes

&4 P =06, a+ z=0

Derivando estas equacbes relativamente a 9, e 9, vem




NS oy RO

o que da

i i . Fy
55—0,——992,———-

Temos pois

it 2 2 iz 2x Bg iz
3'51 == 2y " dy .53
1z
Py

e = 2z
Substitnindo na expressio proposta os valores de é e v

tirados d’estas equagdes, vem uma expressio da forma

/(o 5)

em que si entra nma derivada e em que niio entra radical.




CAPITULO 111

M’PI’..](‘:M-‘.EIHS GEOMETRICAS DOS PRINCIPIOS PRECEDENTES

—

I

Curvas planas

85. — Tangentes ¢ normaes. — X — Seja dada uma cur-
va cuja equagio em coordenadas rectangulares é

F(z, y) = 0.

A langenle a esta carva no ponto (z, ¥) sendo uma recta
que passa pelo ponto (@, ¥) e cujo coelliciente angular tang 0
é (n.° 56 —1I) igual a L—g , & sua equagdo serd (chamando X e
¥ as coordenadas correntes da recta)

(1) ¥—y=2 -2,

onde se deve substituir :‘:—z pelo sen valor tirado da equacio da

carva, o que di

oF
u

(X — @) +§§(Y—y)-0.

IX—A equagio da recta perpendicular a esla, isto é, a
equagio da normal d curva no ponto (z, y) é
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: dy
 Sep Tl St
ou
X —=x Y —y%
¥
w g7
A respeito da normal resolveremos aqui o problema se-
guinte:

Determinar o limile para que tende a inlerseccdo das
normaes d curva nos pontos (x, y) e (@ + h, y + k) quando
o sequndo ponlo tende para o primeiro.

As equagdes das duas normaes sio

X—a=—[" (@ (¥ —y)
X—ao—h=—[(&+h) ¥ —y—£§),

e a segunda di, attendendo & primeira e ao que se disse no
n.” b2,

— h=—hf" (@) (Y — ) + k' (@)
+ khf" @) — ch (Y — y — k).

Véem portanto, dividindo por h e depois fazendo tender h
para zero, as formulas

(2) }r_y-=="l-;uyui‘x_'x=_'.’f-11:;f’

que dio o ponto (X, ¥) pedido. :
XEN — Di-se respectivamente os nomes de sublangenle,

subnormal, tangente definida e normal definida aos com-
primentos () TP, PN, TM e NM determinados pela tangente
e pela normal. A resolugdo dos triangulos MTP e MNP di os
comprimentos d’estas linhas:

1) Serve a figura do n.° 56, tirando a normal MN que corta o eixo das
abscissas no ponto N.
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L L
subtangente = tang 0 y A
dy

subnormal = y tangf = y 25

tangente = V3 + TP =y VW:

normal = Vi + NP* =y \/1 - (g—i)l

86. — Concavidade e converidade. — & — Consideremos
um arco de carva e pelo ponto (z, y) d'este arco tiremos a
normal, que se estende indefinidamente em duas direccdes op-
postas. Se as normaes nos pontos do arco, visinhos de (z, ),
cortarem todas a primeira normal em pontos situados n’ama
mesma d’estas direccdes, diz-se que o arco considerado tem,
na visinhanca do ponto (z, y) a sua concavidade voltada no
sentido d’esta direccdo da normal e a convexridade voltada no
sentido opposto.

0 sentido da concavidade determina-se pois pela posicio

do ponto (X, ¥) dado pelas formulas (2), visto que estas for-
mulas ddo o ponto para que tende a intersec¢io da normal &
curva no ponto (z, ¥) com as normaes nos pontos infinita-
mente proximos de (z, ¥), quando estes pontos tendem para
(@, y).
XX —Diz-se que um arco tem, na visinhanca do ponto
(x, ), a sua concavidade voltada no sentido d’uma direcgdo
dada, quando esta direc¢do forma um angulo agudo com a
d_iEe?jQﬁo da normal no sentido da qual esta voltada a conca-
vidade.

Se a direccio dada é a das ordenadas positivas, para que
esta direcgio forme num angulo agudo com a direcgdo da nor-
mal que contém o pento (X, ¥), deve este ponto estar eviden-
temente acima de uma parallela ao eixo das abscissas tirada
pelo ponto (@, y). A primeira das formulas (2) mostra que
1sto tem logar todas as vezes que y” é positivo, pois que:

1.°—Se y ¢ positivo a formula da ¥ > y;

2.°_Se y ¢ negativo, a formula di para ¥ ou um valor
positivo, ou um valor negativo menor do que y em valor ab-

soluto,
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Demonstra-se do mesmo modo que a concavidade estari
voltada para os y negativos quando ¥" & negativo.

Podemos pois enunciar o theorema segminte :

A eurva volta a sua concavidade no sentido das orde-
nadas positivas ou das negalivas, na visinhanca d'um ponto
dado no qual as derivadas y' e y" sdo finitas, sequndo a
derivada y" ¢ positiva ou negaliva n'esle ponlo.

IEK —Se nos poatos visinhos do ponto (z, y), collocados
d’om dos lados d’este ponto, a concavidade esti voltada n’uam
sentido e nos pontos visinhos, collocados do ontro lado, esta
voltada no sentido opposto, diz-se que o ponto (z, y) ¢ um
ponto dinflexdo.

D’'esta definicio e do theorema anterior resulta immediata-
mente o theorema seguinte :

E’ condigio necessaria e sufficiente para que um ponlo
(x, y), no qual as derivadas y' e y" sdo finilas, seja ponlo
d'inflexao, que y" mude n’este ponlo de signal.

Funda-se n’este theorema a indagagio dos pontos d’infle-
Xdo, como adiante veremos.

87.— Asymptolas. — Uma recta diz-se asymplota de um
ramo infinito de curva se a distancia d’um ponto do ramo de
curva & recta tende para o limite zero, quando o ponto se af-
fasta indefinidamente sobre a curva.

Para achar as asymptomas nio parallelas ao eixo das or-
denadas dos ramos de curvas planas, basta determinar as
constantes a e b, que entram na equagio

Yy =ax -} b,

de modo que a differenca entre as ordenadas y e ¥ da recta
e da curva, correspondentes 4 mesma abscissa, tenda para
zero quandp @« tende para o infinito. Para isso ¢ necessario e
l;gsta que a equacdo do ramo de curva possa ser reduzida a
Orma

Y=M+b+F($1y):

representando por F (z, y) uma funcgio que tende para zero
quando z tende para o infinito.
Temos pois, pondo ¥ = zz e ¥ = ax 4+ u,

Iimz=!im£=a+£iml%M=a
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lim w = lim (¥ — az) = b 4 lim F (x, u) = h-
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e portanto
a? (im z — p* = 0,
on

B

a:hﬁmz=ﬂ::.

Pondo em seguida y = + -E— @ + u, vem a equagio

(2 xad)-— 2,

que, fazendo # = =, di lim u = 0; portanto b =
Logo as equagdes das asymptotas da hyperbole sio

g
y=:t?ﬂ3.
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Demonstra-se do mesmo modo que a concavidade estard
voltada para os u pegativos quando y" é negaltivo.
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897.— Asymplolas. — Uma recta diz-se asymplola de um
ramo infinito de curva se a distancia d’um ponto do ramo de
curva 4 recta tende para o limite zero, quando o ponto se al-
fasta indefinidamente sobre a curva.

Para achar as asymptomas nao parallelas ao eixo das or-
denadas dos ramos de curvas planas, basta determinar as
constantes @ e b, que entram na equagio

y = az + b,

de modo que a differenca entre as ordenadas y e ¥ da recta
e da curva, correspondentes 4 mesma abscissa, tenda para
zero quandp « tende para o infinito. Para isso é necessario e
][35151:1 gue a equacio do ramo de curva possa ser redunzida a
orma

Bokhsand T2, fingp I3

Y=uaz+ b+ F(z,Y),

representando por F (z, ) uma funcgio que tende para zero
quando z tende para o infinito.
Temos pois, pondo ¥V = zz e ¥ = ax 4 u,

I‘im:=lim£=u—|—ﬁm{#iy)-—_~a




