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Iim u = Iim (Y — ax) = 6 -)- Hm F (x, y) = b; 

e vê-se portanto que, para determinar a, basta substituir F por 
zx na equação proposta e procurar depois o limite para que 
tende z quando x tende para o infinito; e que, para determi-
nar b, basta substituir Y por ax -j- u na equação proposta 

U 
(ou z por a - j- — na primeira transformada) e procurar de-

pois o limite para que tende u quando x tende para o infi-

nito. 
A equação de qualquer asymptota parallela ao eixo das 

ordenadas é x = a, onde a representa evidentemente o limite 
para que tende a abscissa do ramo da curva considerado quan-
do y tende para o infinito. 

EXEMPLO. — Para determinar as asymptotas da hyperbole 

a» ys — pa X2 _ _ a8 pa 

ponhamos y = zx, o que dá 

afl S2 

a2 Z i - P2 = - -J- , 
Xi 

e portanto 

ou 

a2 (Um zf — p2 = O, 

a = Hmz = ± — . 

Pondo em seguida y = ± x + u, vem a equação 

\ X ~ CL / X 

que, fazendo x = oo, dá Iim u = O; portanto b = 0. 
Logo as equações das asymptotas da hyperbole são 

y = ± — x. 9 a 
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88. —Curvatura. —Chama-se curvatura média d'um 
arco de curva comprehendido entre os pontos (x, y) e (x + h, 
y k) a razão entre o angulo formado pelas tangentes ás 
extremidades do arco e o comprimento do arco. 

Chama-se curvatura da curva no ponto (x, y) o limite 
para que tende a razão precedente quando o arco tende para 
zero. 

Seja y = f (x) a equação da curva em coordenadas re-
ctangulares, 0 o angulo das tangentes nas extremidades do 
arco e l o comprimento do arco; a curvatura no ponto (x, y) 

Q 
será igual a lim -j , e vamos determinal-a em funcção das 

coordenadas do ponto. 
Por serem f (x) e f' (x -f h) os coefficientes angulares 

das tangentes, a applicação d'uma formula bem conhecida de 
Geometria Analytica dará 

tanff 6 - + r (* + v - r (z) t a n ^ 6 - ± 1 +r (-) • r (x + h)' 

d'onde se deduz (n.° 53) 

tang 0 _ f" (x) + s 

h _ t 1 + f ' (x) • /"' (x + h)m 

Por outra parte, por ser (n.° 53) lim = 1, temos (n.° 

81 —II) 

lim T = lim â = (1 + y'l) ~ l i m to^i= ]> 

. . 0 . . 0 . . tang 0 , . h 
lim — - Iim T • l i m — t • hm -r . 

I tang 0 h l 

Logo virá 

,• 6 , y" curvatura = lim — = ± — 3 

(1 + y '* f ' 

OU 
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( 3 ) curvatura = - , / ? = ± v y ' . 

oode se deve empregar aquelle dos signaes a que corresponde 
um valor positivo de R. 

I — Applicando a formula precedente á circumferencia 

Xi + y2 = r2 

vem /{ = r, e portanto a curvatura da circumferencia é cons-
tante e inversa do raio. 

Vê-se pois que, se pelo ponto (x , y) da curva dada fizer-
mos passar uma circumferencia cujo centro esteja sobre a nor-
mal à curva n'este ponto, do lado para onde ella volta a con-
cavidade, e cujo raio seja igual a R, esta circumferencia é tan-
gente á curva e tem em toda a sua extensão a mesma curva-
tura que a curva considerada tem no ponto (x, y). Ao circulo 
assim obtido dà-se o nome de circulo dc curvatura da curva 

no ponto (x, y). E' fácil obter as coordenadas (xlt yt) do cen-
tro d'este circulo, que se chama centro de curvatura. 

Com effeito, por ser R o raio d'este circulo, temos 

(.4) (x - ^1)
3 + (y - Vl? = R2 = { p,/ ; 

e por estar o seu centro sobre a normal á curva no ponto 
[x, y), temos 

(S) X 1 - x = — y' (U1 - y ) . 

Eliminando X1 e y1 entre estas equações obtêem-se as for-
mulas 

- , 1 + 2 / ' 3 , 1 + y'* 
X1 = X + y' - y r - ,yi = V± - y r -

que dão as coordenadas não só do centro de curvatura, col-
locado do lado da concavidade, mas também as do centro do 
circulo tangente igual, collocado do lado da convexidade. Para 
distinguir quaes dos signaes das formulas precedentes corres-
pondem ao centro de curvatura, basta comparal-as com as 
formulas (2) do n.° 85 que dão o ponto (V, F) collocado do 
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lado da concavidade. Yê-se assim que as coordenadas do cen-
tro de curvatura são dadas pelas formulas: 

/ 1 + y'3 , 1 + y'2 

(6) X1 = X-V' y„ ,Vi = V+ - J T - • 

D'esta comparação conclue-se também, attendendo ao que 
se disse no n.° 85 — 11, que o centro da curvatura de curva 
no ponto (x, y) ê o limite para que tende a intersecção da 
normal á curva no ponto considerado com a normal n'um 
ponto infinitamente proximo, quando o segundo ponto tende 
para o primeiro. 

I I - S e em logar da variavel independente x quizermos 
empregar outra variavel t ligada com x por uma relação dada, 
transformaremos as formulas (3) e (6) por meio das formulas 
(1) do n.° 83, e teremos 

r - r 4 - „ _ „ _ X ' ( X f + Vn) „ _ ( X + 
U1 x -f- , „ _ , ,,, — y , , , „, i f — , 

y' x" — x' y" 1 u y'x'' — x1 y'n y'x' — x'y" 

onde x' e y' representam agora as derivadas de x e y relati-
vamente a t. No exemplo do n.° 83 vem a expressão de Il em 
coordenadas polares. 

I I I —A cada ponto (x, y) da curva proposta corresponde 
um centro de curvatura. Quando o ponto (x , y) descreve a 
curva proposta, o centro de curvatura descreve uma curva 
cuja equação se acha eliminando x e y entre as equações (6) 
e a equação proposta. A esta curva dà-se o nome de evoluía 
da curva proposta (que se chama evolvente), e a respeito 
d'ella demonstraremos as duas proposições importantes se-
guintes : 

1.° — A normal a uma curva dada no ponto (x, y) é 
tangente á sua evoluía no ponto [X1, ^1) correspondente. 

Com effeito, differenciando as equações (6), considerando 
y, X1 e y{ como funeções de x, vem 

,Ix1 = dx - (1 + y") dx - y'd 

dy} =y'dx + d - ^ t - . 
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Multiplicando a segunda d'estas equações por y' e som-
mando o resultado com a primeira, obtem-se a equação 

(7) f ' ! + ' - » 

que, por ser y' o coefficiente angular da tangente á curva pro-

posta no ponto (x , y) e o coefficiente angular da tangente 

à evoluta no |>onto (x v ^1) correspondente, mostra que estas 
duas linhas são perpendiculares. 

2.° -A differença enlre os raios de curvatura corres-
pondentes a dous pontos de uma curva dada é igual ao 
comprimento do arco da evoluta comprehendido entre os 
seus respectivos centros de curvatura, quando entre os dous 
pontos o raio de curvatura cresce ou decresce sempre. 

Seja MP o arco da curva considerada, NQ o arco corres-
pondente da evoluta e O um ponto fixo a partir do qual se 

contam os comprimentos dos arcos da evoluta. Chamando S1 

o comprimento do arco OQ, teremos: 

(Zs1
2 ••= dx* + 

Differenciando a equação (4), considerando x como varia-
vel independente e y, X1 Qy1 como funcções de x, e attendendo 
á equação (5), vem 

(x — X1) d x t -f (y — I j i ) d,Ijl = — l(dl{. 
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A equação (7) dá também, attendendo a (5), 

(x — X1) dy1 — (y — y j dx1 = 0. 

Elevando ao quadrado os dous membros das equações pre-
cedentes e sommando, vem 

dx* + dy* = dll*. 

Temos pois 

dst d It 

dx — dx ' 

onde se deve empregar o signal -f- ou — segundo o raio Il 
cresce ou diminue com S1 no intervallo considerado (n.° 61). 

No primeiro caso (o da figura) temos (n.° 62 th. 3.°—2.°) 

S1 = n -F C, 

e do mesmo modo, chamando H0 o raio MN e s0 o compri-
mento do arco ON, 

St = H0 H- c -, 

e portanto 

St — S0 = R - R0. 

No segundo caso (o da figura quando se toma o ponto L 
para origem dos arcos) vem do mesmo modo 

S0 — S1 = R — R0. 

8 ® . — EXEMPLOS .—I—Consideremos primeiro a para-
bola cuja equação é 

?/ = 2px. 

1) A equação da tangente no ponto (a;, y) é 

Y - y = £ (X - x). 



1 7 7 

2) As expressões da subtangente, da subnormal e da 
normal são 

subi = 2x, subn = p, norm = N = *Jtpx + p2 . 

3) As formulas (3) e (6) dão as expressões do raio de cur-
vatura e das coordenadas do centro de curvatura: 

R = (y* + P8)1
 = (?PX + P8)1 _ A* 

pi pi pi > 

X1 = X+ p i ^ y t =3 X+ p, 

v _ _ (p8 + y8) v _ _ t Vi — y pi — Vi • 

4) Eliminando x e y entre as duas ultimas equações e a 
da parabola, vem a equação da evoluta: 

y I s s s 57p ~ p ) 3 ' 

que representa uma parabola cubica. 
II — Consideremos em segundo logar a ellipse 

a3 y2 + 6* a;2 = a2 ò 2 . 

Temos 

• , _ _ Vkc „ 
V — a ' y ' y ~ a2 ys 

e portanto: 

1) A equação da tangente é 

Y - y = - b[X (X - x). 

2) A expressão da normal definida é 

y - y / í _ . / a 4 + X2 

13 
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Do mesmo modo se acha a subtangente, subnormal, etc. 
3) A expressão que dá o raio de curvatura é 

R 

.2\3 
T 

A3 

6* ' 
, 2 

2p representando o parametro. 
Mudando 6 em ò vê-se que esta expressão de R tem 

também logar no caso da hyperbole. Comparando-a com a 
expressão do raio de curvatura da parabola, conclue-se que 
em todas as secções cónicas o raio de curvatura é igual ao 
cubo da normal dividido pelo quadrado do semiparametro. 

As coordenadas do centro de curvatura são dadas pelas 
formulas: 

Ci x3 c* ys 

— . Vx — — - g r . 

pondo Ci = a2 — ò2. 
4) A equação da evoluía acha-se eliminando x e y entre 

as ultimas equações e a da ellipse, o que dá 

m * + m -
i . 

Como esta equação não se altera pela mudança de X1 em 
— X1 e de y{ em — yv vê-se que a curva é composta de 
quatro ramos iguaes, symetricos relativamente aos eixos coor-
denados. Basta portanto para conhecer a sua fórma discutir o 
ramo correspondente ás coordenadas positivas, para o que se 
deve attender á equação da curva e ás igualdades: 

* — ( ¾ ) * . / . = - 1 ( 1 ) 1 ¾ ) - 5 O ^ p ) -

1.° — A curva corta o eixo das abscissas positivas no 

ponto - , O^ e n'este ponto é tangente a este eixo, visto 

que é y \ = 0. 
2.° — Quando X1 diminue, yx augmenta, e a curva alTasta-
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se do eixo das abscissas conservando sempre a concavidade 
voltada no sentido das ordenadas positivas, visto que y'\ é 
positivo. 

3.° —A curva corta o eixo das ordenadas positivas ao 

ponto (o , t^ e n'este ponto é tangente a este eixo, visto que 

é y\ = ao . 
c* 

4." — Quando o valor absoluto de X1 é maior de que —, y, 
Cb 

é imaginario. Logo a estes valores de Xi não correspondem 
pontos da curva. Do mesmo modo aos valores de yx maiores 

C3 

<Jo que r- não correspondem pontos da curva. 

H I - C h a m a - s e cycloide a curva gerada pelo ponto M 
•de uma circumferencia que róla sem escorregar sobre uma re-
cta dada. 

Seja M um ponto da curva, C a posição correspondente 
do centro do circulo gerador, r o raio d'este circulo, A o ponto 
de partida de M, que tomaremos para origem das coordenadas, 
AN a recta dada que tomaremos para eixo das abscissas, e 
MD uma parallela a esta recta. 

Para achar a equação da curva exprimamos as coordena-
das de um ponto qualquer M em funcção do angulo MCN, que 
chamaremos t. Para isso notemos que é por definição 

AN = MN = rt, 

e portanto teremos 
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x = A N — PN == r (t — sen l) 

y = CN — CD = r (I — cos /)• 

Estas duas equações dariam, pela eliminação de f, a equa-
ção da curva, mas vamos discutil-a sem fazer esta eliminação-, 

1) A equação da normal 

y' ( Y - y ) = ~ (X - x) 

dá, tomando t para variavel independente, 

— ( i - ^ J , 

onde é 

— = r (1 — cos í) = y, ^ = r sen t. 

Para achar a sua intersecção com o eixo das abscissas 
façamos Y = 0, o que dá 

— ry sen t = — (X — x) y 

e portanto 

A' = x + r sen l = A N. 

Logo a normal d cycloide n'um ponto dado passa pelo 
ponto onde o circulo gerador correspondente toca a recta 
sobre que gyra. 

2) O valor da normal definida é dada pela formula 

Ni = yi + PNi = y* + r2 sen2 l 

e vem portanto 

iV = r / 2 (1 — cos t) = 2r sen ^ . 

3) As formulas do n.° 88 — 11 dão, tomando t para va-
riavel independente, as expressões do raio de .curvatura e do 
centro de curvatura. Para isso basta substituir n'essas formu-
las x f , y', x", y" pelos valores seguintes: 
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x' = r (1 — cos /), x" = r sen í 

y' = i r sen t, y1' = r cos l, 

•« teremos a expressão do raio de curvatura 

li = 2r / 2 ( 1 - cos 0 = 2 /V, 

que mostra que o raio de curvatura é igual ao dobro da 
normal; e as coordenadas do centro de curvatura 

xi = r O + sen /), i/, = r (— 1 + cos t). 

Estas equações dão, pela eliminação de t, a equação da 
evoluta da cycloide. 

4) Como t é variavel, podemos n'estas equações mudar 
í em í + x sem alterar a natureza da curva que ellas repre-
sentam, e vem 

X1 == r (l + ir — sen l), yl = r (— \ — cos t). 

Mudando depois a origem das coordenadas para o ponto 
<irr, — 2r), isto é, mudando ar, em X1 + ttr e y1 em yt — 2r , 
vêem as equações: 

X1 = r (l — sen /), = r (1 — cos l), 

d'onde se conclue que a evoluía da cycloide ê outra cycloide 
igual d primeira, cujo verlice está no ponto (irr, — 2r) e 
cujo circulo gerador gyra sobre uma recta parallela áquella, 
sobre que gyra o circulo gerador da cycloide proposta. 
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II 

C u r v a » D O e s p a ç o 

B O . — Tangentes e normaes.—Consideremos a curva re-
presentada pelas equações 

(1) / > , y, z) = O, F (x, y, z) = 0. 

I — A tangente a esta curva no ponto (x, y, z) define-se, 
como no caso das curvas planas, como limite das posições da 
secante que passa pelo (x, y, z) e pelo ponto infinitamente 
proximo (x -f- h, y + k, z \ /). 

Como a secante é uma recta que passa pelos dous pontos 
(z, y, z) e (ar -f h, y + k. z -J- /) as suas equações são-
(chamando X, Y, Z as suas coordenadas correntes) 

Y - y = ~ ( X - x ) 

Z - z = j ( X - x ) ; 

e portanto as equações da tangente serão 

(2) 

As derivadas ^ e ^ devem ser tiradas das equações da 

curva. 
I I - O s cosenos dos ângulos a, (3, y formados pela tan-

gente à curva no ponto (x, y, z) com os eixos coordenados 

P - H = ^ u - ' ) 

t * - ' - B < * - • » • 
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rectangulares são, em virtude de formulas bem conhecidas da 
Geometria Analvtica, 

dx dx 
cos a = = = - r -

Vdir3 + dxf + dz2 «s 

dy dy 
(3) {cos 3 = y = ~ 
K ' J ^ dx* -+- + ' ^ 2 

R/Z Í/Z 
COS 7 = . - - -J- . 

V7 dx2 + dy2 4 - í/23 

I I I — Chama-se pZfl??o normal á curva no ponto (ar, y, z) 
o plano que passa por este ponto perpendicularmente á tan-
gente. 

Applicando as formulas conhecidas de Geometria Analy-
tica que dão a equação do plano perpendicular a uma recta 
dada, vem, suppondo as coordenadas rectangulares, 

(4) X - x + d £ ( Y - y ) + d / x ( Z - z ) = 0 

onde X1 Y e Z representam as coordenadas correntes do 
plano. 

Chama-se normal á curva no ponto (x, y, z) toda a re-
cta que passa por este ponto e existe no plano normal. 

IV — Chama-se plano langcnlc á curva no ponto (ar, y, 
z) todo o plano que passa pela tangente à curva n'este ponto. 
Entre estes planos vamos especialmente considerar aquelle 
para que tende o plano que passa por esta tangente e por 
uma parallela á tangente á curva no ponto [x -f- h, y -j- k, 
z -f l), infinitamente proximo do ponto (x, y, z), quando 
aquelle ponto tende para este. 

Por serem y e z funcções de ar, podemos pôr 

y = ? (x), Z = $ (ar). 

A equação geral do plano que passa pelo ponto (x, y, z) é 

X - x = A (V - y) + B (Z — z), 
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onde A e B são constantes arbitrarias. Vamos determinal-as 
pelas condições de o plano passar pela tangente 

Y - y = f' (x) (X - x ) , Z - Z = V (x) (X - x), 

e pela recta 

Y— y = <p' (x + h) (X — x), Z - Z = <!>'(« + h) ( X - X ) 1 

tirada pelo ponto (x, y, z) parallelamente á tangente no ponto 
(x + h, y^ + k, z + l) infinitamente proximo do primeiro. 
Estas condições são: 

A <j>' (x) -f B f (X) = 1 

A y' (x + h) + B f (x + h) = \, 

OU (n.° 52) 

A <p' (x) - f - B f (x) = 1 

A <p" (x) + B <[/' (ar) + A e + B S 1 = O, 

onde e e S1 representam quantidades infinitamente pequenas 
com h. 

Tirando d'ellas os valores de A e B, substituindo-os na 
equação do plano e fazendo tender h para zero, vem a equa-
ção 

f" (x) ( Z - z ) = [4-' (x) f (x) - (x) (x)] (X - x) 

+ (x) ( F - y), 

que representa o plano procurado. A este plano dá-se o nome 
de plano osculador da curva no ponto (x, y, z). 

A' equação (5) pôde dar-se uma fórma mais symetrica to-
mando para variavel independente uma nova variavel l ligada 
com x, y e z por uma equação dada. Chamando x', y' e z' as 
derivadas de x, y e z relativamente a í, as formulas do n.° 83 
dão as relações 

(") = f i , («) = , <*) = X ' y " ~ y ' X " , etc. 
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que transformam a equação (5) na seguinte: 

(6) (z' y" — y' z") (X - x) + (x' z" — z' x") (Y — y) 

+ (y' x" — x' y") (Z — z) = 0. 

B l . — Curvatura e lorsão. — Consideremos uma curva 
no espaço, e supponhamos que tomamos para variavel inde-
pendente uma variavel 1, de modo que as coordenadas da cur-
va se exprimam em funcção d'esta variavel por meio das 
equações: 

x = T (O, y = $ (O,2 = CO-

se pelo ponto (.z, y, z) fizermos passar uma recta n'uma 
direcção determinada, de modo que, chamando a, b e c os 
cosenos dos ângulos formados por ella com os eixos coorde-
nados, seja 

O = A (O, b = U (O, c = U (0; 

os cosenos a', b c ' dos ângulos formados com os mesmos 
eixos pela recta correspondente que passa pelo ponto infinita-
mente proximo (x + h, y 4- k, z -(- l) serão dados (n.° 53) 
pelas formulas: 

a' = A (í + dl) = /; (O + dl I f 1 (I) + sj 

b> = /i (I) + dl [/•', (O 4 - S2] 

c' = U (t) + di [f's (i) 4 - s3] 

onde S1, s2 e s3 são quantidades infinitamente pequenas com dl. 
Posto isto, procuremos o limite para que tende a razão do 

angulo formado pelas duas rectas para o comprimento do arco 
comprehendido entre os pontos (x, y. z) e (x -f- A, y 4- k, 
z 4- l), quando o segundo ponto tende para o primeiro. 

Chamando 0 o angulo formado pelas duas rectas, temos 

cos 0 = au' bb' -j- cr', 

d'onde se deduz 

sen 0 = f(c6' — bc'f -f- (ac1 — ca')4 + (pa' — ab')s\* . 



1 8 6 

Substituindo n'esta formula os valores de a', b', c' acha-
dos precedentemente, representando para brevidade f{ (t), 
/» (0 e fs (0 P o r /i> U e /»• e attendendo ao primeiro princi-
pio do n.° 57, vem 

9 ,. sen 9 
Iim — = Iim —;— 

d s ds 

_ m ih. - u vp + (fi rs - u / y 4- (/, t\ - a / v i ! 

dl 

I — Supponhamos que as linhas dadas são as tangentes á 
curva nos pontos (x , y, z) e (x -f h, y + k, z -f- 0> de 
modo que (n.° 90 — 11) 

« = fi (0 = 7!, b = A (0 = y^,,C = U(I) = j , 

representando por s', x', t/', z', x", y", etc. as derivadas de 
s, x, y, z relativamente a t. Teremos 

, _ x" S1-SrX' ,, _ y" s' - s" V1
 fl _ z" S1 — S1' z' 

I 1 git ' I t g / j ' i s git ' 

e (n.° 81) 

S1 = J/ X'3 + y'2 

Logo, chamando « o angulo formado pelas duas tangen-
tes infinitamente próximas, virá, 

« _ [(Z1 y" - y zy + Qr' z" - x"f 4- (yV - aV')»]* 
(/s 3 

[a;'8 + y* + z»f 

__ (/I8 - f Ka + C8)* 

pondo 

^ = 2 ' y" — y' z", li = x' Z'' - x'', C = y' x" — y". 
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Ao limite, dado por esta formula, para que tende a razão 
do angulo formado pelas tangentes á curva dada nos pontos 
(a?, y, z) e (x +h, y -f ft, z -f- l) para o comprimento do 
arco comprehendido entre estes pontos dá-se o nome de cur-
vatura da curva no ponto (x, y, z); a w dá-se o nome de 

angulo de contingência; e a Iim dá-se o nome de raio 

de curvatura. Esta formnla contém evidentemente a formula 
dada no n.° 88 para as curvas planas. 

II — Supponhamos agora que as linhas dadas são as per-
pendiculares ao plano osculador. 

A equação d'este plano é (n.° 90 — IV) 

A (X — x ) B (Y — y) + C (Z - z) = O 

e, em virtude de formulas bem conhecidas de Geometria Ana-
lytica, lemos 

a — fi (O = 

b = U (O = 

C = ft (I) = 

Vy A* + B2 + Ci 

B 

l / J 3 + B2 + C2 

C 

Estas formulas dão 

U V i - U i 1
i = C f i ' ~ f í C ' /Ia + Iit + C2 

f fi r jv A C CA1 

111 3 /8 I ! — A i _j_ _j_ C2 

U f i - U f i = f í A ' - A B ' Ai + Bi + Ci' 

Logo, chamando T o angulo formado pelas perpendicula-
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res aos planos osculadores infinitamente proximos, temos a 
formula 

__ [{Cif — BCf + (AC' — Ci')* + (BA' — A Il'f}* 
ds (1« + B2 -f C1) s> 

Pondo em logar de A, B, C e s' os seus valores e notando 
que é 

Cn1 — BC' = Dx', AC — CA' = Dy', BA' — AB' = Dz', 

onde 

D = Ax'" + By'" + Cz", 

vem emfim 

W lim
 Ts = ^ + ̂  + * 

Ao limite, dado pela formula precedente, para que tende 
a razão do angulo formado pelos planos osculadores nos pon-
tos (x, y, z) e (x + h, y + k, z + l) para o comprimento 
do arco comprehendido entre estes dous pontos dá-se o nome 
de torsão da curva no ponlo (x, y, z); ao angulo % dá-se o 

nome de angulo de torsão e ao lim — dá-se o nome de raio 

de lorsão. 
EXEMPLO. — Consideremos a helice, gerada por um ponto 

que se move sobre a superfície d'um cylindro recto de base 
circular, de modo que a sua distancia à base seja proporcio-
nal ao comprimento do arco da base comprehendido entre 
um ponto fixo e o pé da generatriz do cylindro que passa 
pelo ponto gerador. 

Tomando o centro da base para origem das coordenadas, 
o eixo do cylindro para eixo dos z, e chamando p o raio da 
base, as equações da curva são: 

x = p cos t, y = p sen l, z = al, 

que dão 
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x' = — p sen t, x" — — p cos l, x'" = p sen f, 

y' = p cos t, y" = — p sen t, yr' = — p cos t, 

Z1 = a, z" = 0, z'" = 0. 

Logo lemos as formulas 

, . w P ,. t a 
lim -j- = —+—õ , lim -T- == -õ—:—,, 

ds p* + a3 ds p + a2 

que dão a curvatura e a torsão da helice traçada na superfí-
cie do cylindro considerado. 

Vê-se por estas formulas que a curvatura e a torsão da 
helice traçada sobre um cylindro de base circular são cons-
tantes. 

III 

Superfícies 

» 8 . — Plano tangente. Normal — I —Seja z = f(x,y) 
a equação d'uma superfície dada, e pelo ponto (®, y, z) tra-
cemos uma curva qualquer sobre a superfície, cujas equações 
sejam a equação proposta e a equação <p (x , y, z) = 0. Em 
virtude do que se disse no n.° 90 — I acha-se as equações da 

,. , dy dz 
tangente a esta curva eliminando ~ e entre as equações 

= Z - Z = ^ ( X - X ) 

dz ^z . Zz dy z<p z<p dy Z(p dz ^ 
ax Zx ' Zy ' dx 1 Zx Zy ' Ux Zz ' dx ' 

o que leva a duas equações, uma das quaes é 

( 9) Z - Z = - I ( X - Z ) + ^ ( Y - Y ) . 
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Esta equação pertence a um plano, e é independente da 
equação rp (x, y, z) = 0; portanto todas as tangentes ás 
curvas traçadas n'uma super/icie, que passam pelo ponto 
(x, y, z), estão assentes sobre um plano. A este plano dà-se 
o nome de plano tangente á superfície no ponto (x , y, z). 

As derivadas ~ e obtêem-se derivando a equação da 

superfície proposta, que pôde ser explicita ou implícita. Se a 
equação da superfície é F (.r, y, z) = 0, temos 

NOTA 1.a — Se fôr 

3 2 i 7,2 , 
a b — = 1 Zx 1 Zy 

o plano tangente é parallelo á recta 

x = az + a, y = bz + p, 

em virtude d'um theorema bem conhecido da GeometriaAna-
lytica. 

Esta condição verifica-se em todos os pontos das superfí-
cies cylindricas (n.° 73). cujas generatrizes são parallelas á 
recta." 

NOTA 2.a — Se fòr 

= + Zy(y~b), 

o plano tangente passa pelo ponto (a, b, c). 
Esta condição verifica-se em todos os pontos das superfí-

cies cónicas (n.° 73), cujo vertice é (a, b, c). 
I I - O s cosenos dos ângulos a, (3, y que o plano tangente 

fórma com os planos coordenados xy, xz e yz são, em vir-
tude de formulas bem conhecidas de Geometria Analytica: 

d f z f z f 
cos a = K ——, cos 0 = K — , cos v = K — -

z z Zy ' ' ix 
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onde é 

IKI—Chama-se normal á superfície no ponto (x , y, z) 
a perpendicular n'este ponto ao plano tangente. As suas equa-
ções são, em virtude das condições de perpendicularidade de 
uma recta a um plano conhecidas da Geometria Analytica, 

(10) Z - X = - - G (Z - z), Y - y = - | (Z - z). 

Se a equação da curva é F (x, y, z) = 0, as equações 
da normal tomam a fórma symetrica 

Z — x _ Y — y _ Z — z 
7>F íF iF ' 
ix iy iz 

NOTA.—A condição para que a normal a uma superfície 
corte o eixo dos z obtem-se eliminando Z, F, Z entre as equa-
ções da normal e as equações A = O e F = O do eixo, o 
que dá 

Esta condição verifíca-se em todos os pontos das super-
fícies da revolução (n.° 73), cujo eixo coincide com o eixo 
dos z. 

A mesma eliminação dá 

ix 

ou, por ser z = <p (x3 -f- y3) a equação da superfície, 

7 . I _ j 1 _ 
= + 2<p; (x3 + y2) Z ' 2<f' (r) ' 
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chamando r o raio do parallelo; o que mostra que todas as 
normaes correspondentes aos pontos do mesmo parallelo en-
contram o eixo dos z no mesmo ponto. 

Temos pois o theorema seguinte: 
Todax as normaes a uma superfície de revolução nos 

pontos do mesmo parallelo encontram o eixo da superfície 
no mesmo ponto. 

»3. — Curvatura das secções planas das superfícies.— 
I — A curvatura da secção feita n'uma superfície por um plano 
qualquer obtém-se pela formula geral do n . °9 l —I . Aqui va-
mos procurar as relações que ha entre as secções feitas por 
planos que passam por um ponto dado da superfície, consi-
derando primeiro as secções feitas por planos que passam pela 
normal á superfície no ponto dado, e em seguida as secções 
obliquas. 

Seja z = f (x, y) a equação da superfície, ponhamos para 
brevidade 

_ 3Z _ 32 _ &Z _ J 3 ^ _ fz_ 

e representemos por p0, q0, r0 , s0, I0 os valores que tomam 
p, q, r, s, t no ponto dado. 

Para comparar a curvatura das secções feitas n'esta super-
fície por planos normaes que passam por um ponto dado, 
tomemos para eixo dos z a normal no ponto dado e para 
plano xy o plano tangente no mesmo ponto. N'este caso a 
equação do plano tangente será Z = 0, e portanto teremos 
(n.° 92) 

Po = 0, q0 = 0. 

Um plano qualquer que passe pela normal tem para equa-
ção y = Ax, onde A representa a tangente trigonométrica do 
angulo 0 formado por elle com o plano xz\ e portanto, to-
mando x para variavel independente e representando por y', 
z', y", z" as derivadas de y e z relativamente a x, tiradas 
d'esta equação e da equação da superfície, teremos 

y' = y" = 0,z' = p + Aq, 

= r + 2 /Is 4- AiI. 



1 9 3 

Logo a expressão da curvatura c„ da secção normal será 
(n.° 91—1) 

(11) r0 + 2,1 ,„ + A210 
{ ' " I + A2 

onde r0 , S0 e I0 são tiradas da equação da superfície, e A de-
pende da posição do plano normal considerado. 

Derivando c„ relativamente a A, vem 

c, _ _ 2 K A 2 - ( I 0 - V 0 ) A - s0] 
( \ - \ - A * ) 2 

OU 

c'„ 
2s0 (.4 — W1) (A — m2) 

(1 + A')2 

pondo 

m _ Co — * • „ ) + • ( / , - r0)
2 + W 

1 2*0 

m, = Co - ro) - Vfo - n ) 2 + 4*0« 
-"o 

Vê-se pois que c'„ muda de signal quando A passa pelos 
valores m{ e m„ e portanto a curvatura c„ passa (n.° 61) de 
crescente a decrescente e de decrescente a crescente, isto é, 
passa por um valor máximo e por um valor mínimo. 

De ser Wi1. m2 = — 1 conclue-se que as duas secções de 
curvatura maxima e minima são perpendiculares uma 
á outra. 

Tomando os planos d'estas duas secções para plano zx e 
zy teremos de fazer na formula (M)Q = O e Q = 90°, e por-
tanto A = 0 e A — oo , para obter as suas curvaturas que de-
signaremos por C1 e f s ; o que dá C1 = r0, e C2 = t0. Vem 
pois 

— 1 , 24 , A2 

Cn ~ 1 + Cl + 1 + A2 S° + 1 + A2 °r 

Por outra parte, devendo ser uma das quantidades m1 e 
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m3 igual a zero, as expressões que dão os valores d'estas 
quantidades mostram que deve ser Sd = 0. Logo 

4 A3 

c » — 1 + A * c i + r + r * 

OU 

(12) Cn = C1 cos8 9 4- c3 sen4 9. 

Temos pois o theorema seguinte devido a Euler: 
Entre as secções feitas n'uma superfície por planos que 

passam por uma mesma normal ha duas de curvaturas ma-
xima e minima, perpendiculares entre si; e a curvatura 
d'aquellas está ligada com a curvatura d'estas por meio da 
relação (12). 

As secções de curvatura maxima e minima dá-se o nome 
de secções príncipaes. 

D'este theorema deduzem-se os corollarios seguintes: 
1.° — Se uma secção cuja curvatura ê c'n fòr perpendi-

cular á secção cuja curvatura ê c„, leremos 

Cn Cr
n C1 ^2* 

Deduz-se este resultado sommando com a igualdade (12) 
a igualdade 

c'„ = C1 sen2 9 -f c3 cos8 9. 

2.°—Se fòr C1 == C3 será a curvatura cn constante, qual-
quer que seja o plano secante. Aos pontos que estão n'este 
caso dá-se o nome de pontos umbilícaes. 

II — Consideremos agora uma secção feita por um plano 
que passe pelo ponto ( x , y, z) mas não contenha a normal à 
superfície n'este ponto. 

Tomando para plano xy o plano tangente, para eixo dos 
xx a intersecção do plano considerado com o plano tangente, 
e para eixo dos zz a normal, a equação do plano considera-
do será 

y = z t angi = Bz, 

chamando i o angulo formado por este plano com o plano 
normal zx. Teremos pois, em virtude d'esta equação e da 
equação da superfície, tomando x para variavel independente, 
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y' = Bz', y" = Bz", Z1 = p -(- qy' 

z" = r + 2s y' + fr/'2 + 7?/", 

ou, pondo x = 0, 2/ = 0 , z = 0e notando que p0 e q0 são 
nullos, 

a/ = x" = 0,y' = 0, y" = Br0, z" = r0. 

Logo a curvatura C0 da secção obliqua será (91 — I ) dada 
pela fo rmu la : 

C0 = r 0 ( I + B ^ ~ 
COS l 

Por outra parte a formula (11) dá, pondo 0 = 0 ou A = 0, 
o valor r0 para a curvatura da secção cn feito na superfície 
pelo plano zx; logo teremos a formula seguinte, devida a 
Meusnier: 

cos l 

que liga a curvatura de qualquer secção obliqua com a da 
secção normal que passa pela mesma tangente. 

IV 

Curvas e Bnperfloies envolventes 

9 A . —Curvas envolventes.—I — Consideremos a familia 
de curvas cuja equação é 

0 ) f f a y . a ) = O , 

onde a representa um parametro arbitrario, e f representa 
uma funcção cujas derivadas relativamente a x, y e a são 
funeções continuas d'estas variaveis. 
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Se dermos a a os valores a0, a0 + h, a0 + 2h, etc-
obtem-se uma série de curvas representadas pelas equações 

(2) f 0x, 1/, a0) = O,/" (®, ?/, a0 + fc) = O, etc. 

Duas d'estas equações consecutivas tomadas simultanea-
mente representam os pontos d'intersecção das curvas corres-
pondentes. Estes pontos approximam-se indefinidamente á me-
dida que h diminue, e tendem a formar uma curva, que se 
chama envolvente da curva dada (envolvida), cuja equação 
vamos achar. 

Consideremos para isso duas curvas consecutivas da sé -
rie (2), isto é, as curvas cujas equações são 

(3¾ f (oo, y, a) = O, f (x, y, a + h) = 0. 

A segunda d'estas equações dá (n.° 62) 

e, , ,V e , v I 1 *f(x, y, a + Bh) 
f ( x , y, a + h) = f (x, y, a) + h = 0, 

e portanto pôde ser substituída pela equação 

j f ( x . y, a + Bh) = Q 

M 

Esta equação simultaneamente com a primeira das equa-
ções (3) representam os pontos d'intersecção de duas curvas 
consecutivas da série (2), correspondentes ao valor que se dá 
a a, e pela eliminação de a dão uma equação a que todas es-
tas intersecções devem satisfazer. Logo, fazendo tender h para 
zero, vêem as equações 

( i ) = = « 

que dão pela eliminação de a a equação da envolvente da curva 
proposta. 

II —THEOREMA. — A tangente d envolvente n'um ponto 
qualquer é lambem tangente n'este ponto á envolvida cor-
respondente. 

Com effeito, derivando a primeira das equações (4) consi-
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derando a como funcção de x e y determinada pela segunda, 
vem a equação 

Zx ^ zy " M \ Zx ^r Zy a J 

que dá o coefficiente angular y' da tangente á envolvente. Mas, 
zf 

por ser ^ = 0, esta equação reduz-se á equação 

Zx " Zy d ' 

que coincide com a que dá o coefficiente angular da tangente 
á envolvida. Logo as duas tangentes coincidem. 

EXEMPLO —Procuremos a envolvente das normaes á para-
bola cuja equação ê 

y3 = 2px. 

A equação da normal é 

V ( Y - y ) + y ( x - £ ) = 0 . 

Temos pois a procurar a envolvente das rectas represen-
tadas por esta equação, considerando X e Y como coordena-
das correntes e y como parametro arbitrario. 

Derivando esta equação relativamente a y e resolvendo a 
equação resultante relativamente a ya, vem 

y* = ^ (X - p). 

Eliminando y entre esta equação e a anterior, vem a eqna-
ção da envolvente pedida 

p - èp ^x ~ ^ 

resultado que concorda com o que se disse no n.° 89. 
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95. — Superfícies envolventes.—I — Do mesmo modo 
que no caso das curvas, chama-se superfície envolvente das 
superfícies representadas pela equação 

(1) f (x, y, z, a) = O 

o logar geometrico das intersecções successivas de cada uma 
das superfícies representadas por esta equação com a que cor-
responde a um valor infinitamente proximo do parametro a. 
Ás superfícies representadas pela equação (1) chama-se envol-
vidas, e ás intersecções das envolvidas successivas chama-se 
caracteris liças. 

Acha-se a equação da superfície envolvente eliminando a 
entre a equação (1) e a equação 

i f (x, y , z, q) = 
v ' ia 

I I — THEOREMA.— O plano tangente á superfície envol-
vente ríum ponto qualquer é lambem tangente n'esle ponto 
á superfície envolvida correspondente. 

Com effeito. derivando relativamente a x e y a primeira 
das equações (1) considerando a como funcção Ae x ey deter-
minada pela equação (2), temos as equações 

!LJ-K VL A..!Ll3I + 3A = o 
ix ' iz ' ix ' ia \ i x ' iz ' i x ) 

!L + IL IL J_ Il (3Ol J. 3A I i ^ = O 
iy ~r~ iz ' iy ia \ i y Jz ' i y ) 

que dão os coeffícientes " ^ " e Y 1 ( ' a equação (n.° 92) do pla-

cy 

no tangente a envolvente. Mas, por ser = O, estas equa-

ções reduzem-se ás equações 

+ H iZ 
ix + iz ' iX 

H + IL iz 
iy + iZ ' iy = O, 
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que são as mesmas que dão os coefficientes da equação do 
plano tangente á superfície envolvida. Logo os dous planos 
tangentes coincidem. 

H I - A ' linha envolvente das características dá-se o no-
me de aresta de reversão. Acha-se a sua equação procedendo 
como no caso das curvas planas. As equações d'uma caracte-
rística são 

e / \ A H O E ' ? /»
 a) A f (x, y, z, a) = O, Ia = o ; 

e as da seguinte são 

/>, y , M + ^ O . Í M A i i l ^ O , 

e podem ser substituídas pelas equações 

/ \ .. *f (x< y, z. a Qh) 
f (x, y, z, a) = O, 1 v

 } a — í = 0, 

f f (x, y, z, a + B1K) _ 
Zai — ' 

que no limite dão 

(3) f ( x , y, z, a) = 0, = 0, m ^ l l ^ = o. 

Estas equações dão portanto pela eliminação de a as equa-
ções da aresta de reversão. 

THEOREMA. — A tangente d aresta da reversão n'wn ponto 
qualquer é também tangente n'esle ponto d característica 
correspondente. 

Com effeito, derivando relativamente a x as duas primei-
ras equações (3) considerando a como funcção de x, y e z de-
terminada pela terceira, vêem as equações 

. Zf dy zf dz . zf /Za . Za dy Za dz\ 
Zx Zy ' ix íz * dx za \ zx Zy' dx ' zZ ' dx) 
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*f dy dz 

za zx ^ za zy ' dx ' za zz ' dx 

z í [ (Zol Zol d i za d z \ = f ) 

^ za3 \ z x Zy ' dx • zz ' d x ) 

que dão os coefficientes ~ e que entram nas equações da 
u.x ax 

d f d2/" 

tangente á envolvente (n.° 90). Mas por ser ^ = O e ~ = 0, 

estas equações reduzem-se a 

ií , H dy , <l£=0 

Zx ' Zy ' dx Zz ' dx 

V f J Y dy J Y dz = 0 I ^n SII * Y/Y. ^ ^ >,» !W * Ar* 1 za Zx za zy ' dx za az ' dx 

que são as mesmas que dão os coefficientes das equações da 
tangente á característica. Logo as duas tangentes coincidem. 

I V - S e a equação da superfície envolvida 

f (x, y, Z, C1, C2, . . . , Cn) = 0 

contiver n parametros C1, C2, . . . , cn, podemos pôr 

C2 = <p2 (C1), C3 = <?J (C1), . . . , Cn = (pn (C1), 

representando por <p2, etc. funcções arbitrarias; e procurar 
depois, pelo processo anterior, a envolvente das superfícies 

f [®, y, z, C1, <p2 (C1), . . . , çp„ (C1)] = 0. 

Chega-se assim a uma equação que contém também as 
funcções arbitrarias <p2, <p3, etc., e que representa porisso uma 
familia de superfícies envolventes. 

V — Applicações.— 1.a — Consideremos, como primeira 
applicação, as superfícies de revolução, que se podem conside-
rar como envolventes de uma esphera cujo centro se move so-
bre uma recta dada, e cujo raio varia de grandeza segundo 
uma lei dada. 
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Tomando a recta dada para eixo dos z, a equação da es-
phera é 

x2 + y* 4 - {z — c)2 = / fa , 

ou, pondo c = <p (/?), 

x* + y* + [z - <p (/i)]s = /<2. 

Derivando, vem 

— [s — © (W)I ?>' (« ) = fi-

Esta ultima equação mostra que H é funcção arbitraria de 
z, e a anterior mostra portanto que z é funcção arbitraria de 
x2 4- y2- Logo a equação pedida é 

z = <jj (x2 4- y2), 

onde 4» representa uma funcção arbitraria. Esta equação é a 
equação geral da familia das superfícies de revolução, cujas 
especies se distinguem pelas differentes formas da funcção t|>. 

2.a — Chama-se superfícies planificáveis as superfícies en-
volventes das posições que toma um plano que se move se-
gundo uma lei qualquer. Procuremos a equação geral d'esta 
familia de superfícies. 

1) Seja 

* = Ax + ? (A) y + <(> (A) 

a equação do plano gerador, onde <p e <j» representam funcções 
arbitrarias. 

Para achar a equação geral das superfícies planificáveis é 
necessário eliminar A entre esta equação e a sua derivada 

X + ?' (A) y 4 - -K (A) = 0. 

Como porém esta eliminação se não pôde effectuar sem 
especificar a fórma das funcções ? e 4», considera-se estas duas 
equações simultaneas como representando a familia das su-
perfícies planificáveis, e effectua-se somente a eliminação quan-
do é dada a especie da superfície planificavel, isto é, quando 
são dadas as funcções © e 

2) Podemos achar facilmente a equação às derivadas par-
ciaes das superfícies planificáveis. Com effeito, derivando a 
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primeira das equações precedentes relativamente a x e y e at-
tendendo á segunda, temos as equações 

* = ^ ^T = 

que dão 

i y r V t o / 

Derivando esta equação relativamente a x e a y, obtemos 
as equações 

i*Z , ZiZ _ , /3Z\ SiZ 

iy ix ^ \ i x l ' tá* ' iy8 ^ \ i x ) ' ix iy ' 

d'onde se deduz 

Í J j L Y _ a*z -L = o 
\ix i y ) ix* Hj* 

Esta equação, independente de funcções arbitrarias, é a 
equação às derivadas parciaes das superfícies planificáveis. 

3) As superfícies planificáveis gozam da seguinte proprie-
dade importante: 

Nas superfícies planificáveis o plano tangente n'um ponlo 
é também tangente em lodos os outros pontos da mesma 
característica. 

Resulta esta propriedade do theorema II. 
4) As superfícies cylindricas e cónicas estão comprehen-

didas na famiiia das superfícies planificáveis. As primeiras são 
as envolventes das posições que toma um plano que se move 
parallelamente a unia recta dada. As segundas são as envol-
ventes das posições que toma um plano que passa por um 
ponto dado. Para applicar a equação das superfícies planifi-
cáveis, vamos procurar a equação da famiiia das superfícies 
cónicas. 

Sendo (a, b, c) o ponto fixo por onde deve passar o pla-
no gerador, temos as equações de condição 

c = Aa + T (A) b + <|> (,1) 

a + ?> {A) b + if< (.!) = 0, 
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entre as quaes e as equações geraes das superfícies planificá-
veis se deve eliminar uma das funcções arbitrarias, <J» (4) e 

(4) por exemplo. Vem pois 

z - c = A (x — a) + <p (A) (y — b) 

x _ a + y' (A) (y - b) = 0. 

A primeira d'estas equações dá 

y — b 
e como a segunda mostra que A é funcção de ^ ^ , vem a 

equação geral das superfícies cónicas 

onde IT representa uma funcção arbitraria. 
3." — Procuremos a superfície envolvente dos planos os-

culadores de uma curva dada, cujas equações são 

y» (Z — z) = (z'y" - y'z") (X - x ) + z" (Y - y), 

e portanto a equação da superfície pedida resulta de eliminar 
o parametro arbitrario x entre esta equação e a sua derivada 
relativamente a x: 

y'" (Z — z) = (zhj1" — y'z'") (X — x) + z"' (Y - y). 

Esta eliminação não pôde ser effectuada sem se especificar 
primeiro as funcções <p e <|>. 

Para achar as equações da aresta de reversão, temos de 
empregar, além das equações precedentes, a equação que re-
sulta de derivar a segunda relativamente a x: 

y = <P (x)t z = <(x). 

A equação do plano osculador é (n.° 90 — IV) 
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2/W (Z — z) = (z"y'" + z' yW — y"z"' — y'z&) (X — ar) 

- f - z W ( Y - y ) , 

e de eliminar depois x entre as tres equações. Como a estas 
tres equações se satisfaz pondo 

X = x, Y = y, Z = z 

segue-se que a curva proposta é aresta de reversão da super-
fície considerada. 



CAPITULO IY 

D E R I V A D A S E D 1 F F E R E N C 1 A E S D ' O R D E M Q U A L Q U E R 

I 

Formação das derivadas d'ordem qualquer 

9 6 . — Por meio das regras dadas no capitulo II pode-se 
formar successivamente as derivadas y', y", etc. da funcção 
y = f (x). Ha porém questões em que é necessário conhecer 
a lei d'estas derivadas, isto é, a funcção de x e n que repre-
senta a derivada ; vamos pois agora achar esta funcção, 
considerando os mesmos casos que nos n.<" 59 e 60, por or-
dem diversa. 

97. — Derivadas d'algumas funcções simples.—1) For-
mando as derivadas successivas da funcção y = XLC, acha-se 

y' •= Rxk ~ 1J y" = k (k — 1) a;fc - e t c . ; 

e, em geral, 

y(«)= k (k — 1) . . . (k — n + 1) x*~n , 

2) À funcção y = ex dá 

y' = ex, y" = ex, y'" = cx, 
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e, em geral, 

y(n) = ex . 

NOTA. — Se fôr y = ekx, e k constante, teremos do mes-
mo modo t/<") = kn ekx. 

Esta formula, dando a n valores negativos ou fracciona-
rios, define as derivadas d'ordem negativa ou fraccionaria da 
funcção ekx. Esta noção estende-se depois a todas as funcções 
que forem susceptíveis de serem desenvolvidas em série con-
vergente da fórma: 

y = IAekx
1 

onde A e Zc são constantes, pondo 

y(n) = 2.4 k" e , 

se todavia esta série fôr também convergente. A respeito d'este 
assumpto, que aqui só podemos indicar, podem-se consultar 
varias memorias notáveis de Liouville (Journal de VÉcole Po-
lylechnique de Paris). 

3) A funcção y = Iog x dá y' = x-1, e portanto, deri-
vando n — I vezes y\ 

yW = ( - 1 )• - 1 (n — 1)! X-

representando por (« — 1)! o producto 1 . 2 . 3 . . . (n — 1). 
4) A funcção y = sen x dá 

yi = co&x = sen + f) > y" = sen (« + 2 , etc.; 

e, em geral, 

y(n)= sen (x + n ~ ) . 

5) A funcção y = cos x dá do mesmo modo 

t/W = cos (a; + n . 
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•8.— Theoremas geraes.—I-Seja 

V =
 ui +

 ui + • • • +um, 

onde U1, Ui, etc. representam fnncções de x. Teremos eviden-
temente 

yW = U1W -f- Ui^ + . . . + UmW . 

NOTA. — A. derivada de ordem n da somma 

fit 
y = s AicXh 

J = O 

é 

yW= £ Ank (k — 1) . . . (¾ - n 4-
fc = n 

Fazendo x = O e chamando y<>W o valor correspondente 
da derivada y(*\ vem o resultado 

2/o(n)= An n !. 

II — Procuremos a derivada de ordem n do producto 
y = U1Ui de duas funeções dadas. 

Temos 

y' = U1
1 Ui -f U1 U1

i 

y" = Un
1 Ui 4 - 2U 1

1 U1
i 4 - U1 U11

i 

y'" = Uw
1 Ui 4- Sun

1 Ur
i + 3U 1

1 u\ + U1 Uw
i 

Observa-se n'estas igualdades que os coeflicientes são os 
mesmos que os coeflicientes dos desenvolvimentos das poten-
cias 1.*, 2.*, 3." do binomio U1 4- Ui, e que os Índices su -
periores são os mesmos que os expoentes de U1 e Ui nos mes-
mos desenvolvimentos. Somos pois levados, por inducção, a 
escrever a formula: 
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y(n) = Ui(n) U 3 _j_ _ . . + ^ r^ J u(n - i + 1) u%(i - 1) 

+ ( i ) u ^ ~ ^ U*W + • * * ^ U l U*M 

OU 

(1) y W = £ ( n ) W1I" - M2W, 
i = o \ 1 / 

representando por 0 numero de combinações de n Iet-

tras tomadas a i a i. 
Para demonstrar esta formula basta provar que, se é ver-

dadeira para o índice n, também é verdadeira para o indice 
n + 1. Para isso derivemos outra vez, o que dá 

y(« + i) = Ml<» + i) u t + . . . + ( ^ ,) Vn " s + UiW 

+ ( " ) M1
1" _ 1 + l ) U»(i) + • • • + U1 Uj n + 1I 

OU 

n + 1 /« _L 1 \ 
y(. + 1) = £ . ) Ui(n - i 4- ') UiWt 

i = O \ t / 

por ser 

C - ^ O = CT')-
A formula (1), detida a Leibnitz, pôde ser escripta sym-

bolicamente do modo seguinte: 

y(n) = (U1 + U2Y, 

que significa que se deve desenvolver (M1 + w2)
n pela formula 

do binomio e substituir no resultado os expoentes por Índices 
de derivação. 

Do mesmo modo, no caso da funcção 

y = U1U2 . . . Um 
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temos symbolicamente 

,„, . , , , . „ n! M1(
fI) «2(

f») . . . uS1™1 
y W = ( M i _j_ M > + . . . + U n y = 2 j — ^ — 

1 2 • • • "Hl ' 

em que o sommatorio se refere a todas as soluções inteiras 
positivas da equação: 

iI + h + • • • + ú = n. 

Deduz se esta formula da anterior por um processo análo-
go ao que se emprega em Álgebra para passar da lei do des-
envolvimento do binómio para a lei do desenvolvimento dos 
polynomios. 

M 
I I I —Consideremos agora a funcção y = -J . Temos 

M 2 

M1 = IJU3 

= y ' « 2 4 - y d * 

U 1 M = yi") M2 4- . . . 4- ( n. ) y(* - ••> M2(0 4 - . . . 4 - y U2W. 

Por meio d'estas igualdades obtem-se successivamente as 
derivadas y', y ', y'", . . . , j/M da fracção proposta; ou dire-
ctamente a derivada expressa por um determinante. 

I V — S e j a y uma funcção de x determinada pelas equa-
ções : 

(A) y = f (ti), u = <p (x) 

e procuremos a derivada yW de y relativamente a x. 
Temos 

* ~ I l «• 

»•' = S «" + êr «" du2 au 

y'" = p- u * 4 - 3 P U' u" - f Uw 
J du3 ' du2 1 du 

13 
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Vê-se facilmente que a derivada de ordem n de y é uma 
somma da fórma : 

V™ = 2 A ^ (u'f ( u ' f . . . <uM)\ 

A, a, p, y, . . . , X, i sendo números inteiros que vamos de-
terminar. Para isso, appliquemos a formula precedente á func-
ção : 

y = un, u = a0 + o, x + a3 x* - f - . . . -f o „ « n , 

onde a0, a{, an representam constantes arbitrarias; o que 
dà 

= IAnin — 1) ... (N — i + 1) MN -1 [u'f (U"/ ... (U(">)\ 

e, pondo I = Oe notando que é (n.° 98 — 1) U0W = R l a k , 

y0(»)=2A n[n—1)...(n-i+1 )(2 !)p(3 . . .(n !^a^afa/...an\ 

Por outra parte, temos 

V — Oo + x + °2 + • • • + a» x")n 

, h0 Zi1 h. Iin Ii1 + 2h. + 3/i. + . . . + nhn ! O0
 0 O1

 1 0 2
 8 . . . o„ X l i 8 1 8 

h0 \ IilI IiiI ... hnl 

onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros po-
sitivos de h0, A1, etc. que satisfazem a equação 

K + K + Zi3 + ... -f hn = n, 

devendo substituir-se Ii0!, A1!, Zii!, etc. pela unidade quando 
é Ii0 = O, Ii1 = O, Iii = O, etc. 

Derivando esta igualdade e pondo x = O, vem (n.° 98—I) 

Ii0 Ii1 Iii n Iln 
" Q1

 1 q2
 2 . . . o 

Ii0! Ii1 IhiI . . . hnl 
y W = S ( n l ) ' g » a I i 
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onde o sommatorio se refere agora a lodos os valores inteiros 
positivos de h0, Ii1, /i2, etc. que satisfazem ás equações 

K + + /'2 + :. + h„ = n, Ii1+ 2^ + 3/88 + ...+/1/1,,=½. 

Os dous valores de y0W que vimos de achar, devem ser 
idênticos, quaesquer que sejam os valores de O0, av aa, etc.; 
portanto vem 

a = Zi1, p = /<8, . . . ,X = Ani h,=n — i=n — (a + p + . . . + X), 

, =
 iLJ 

a l Pl . . . X! ( 2 1 / (3 !)T . . . (»!)» 

Temos pois a formula (1) 

n I (•a'f (u"f . . . (u(*>)x 

(3) 2 / W = 2 " U 

a I p I y I . . . X ! ( 2 \ f (3 1)7 . . . (» l)x ' 

onde o sommatorio se refere a todos os valores de a, p, y, . . . , 
X que satisfazem á equação: 

a + 2p + 3y + . . . + nX = n , 

e onde é 
i = a + p + y + . . . + - X. 

Deve observar-se que na formula (3) deve substituir-se 
nos denominadores os factores que forem nullos pela unidade, 
como se faz na lei do desenvolvimento dos polynomios d'onde 
a formula é tirada. 

NOTA — A respeito dos coeflicientes numéricos 

A — M ' 
a I p ! . . . X I (2 1)P (3 !)T . . . (n !)x 

faremos algumas observações (2j. 

(1) Veja-se o nosso artigo Sar Ies dêrivées d'ordre quelconque publi-
cado no tomo xviii do Giornale di Mitemaliche de Nápoles, d'onde é tirada 
a demonstração precedente da formula (3) 

(2J Veja-se o nosso artigo— Ueber einen Salz der Zahlentheorie publi-
cado nos Archiu der Mathematik und Physik de Leipzig (1885) 



2 1 2 

1.° — Estes coeficientes são números inteiros. 
Esta propriedade resulta da demonstração precedente, e 

constitue um theorema interessante de Arithmetica a que s<e 
pôde também chegar por considerações relativas à theoria das 
com binações (1). 

2.°—Sendo y = uft, u = ex — 1, teremos 

fM _ Uuli - i — k i k - \ ) u"-2 - y - k ! 

m ~ kU ' 5J? ~ ( J » • • • " rftt» * 

^fc+1 y o a1 — ii" — = px • ^ + i — 0 M — U — . . . —e , 
e, pondo x = 0, 

( i a = ° ( S ) . - * ' - -

Uf
0 tí 'q • . . ' 'I • 

Substituindo em (3), vem a formula seguinte, de que adiante 
faremos uso : 

1 f'l* (c* - f ) * \ _ y,A 

Fi V J 0 - ' 

que dá a somma de todos os coefllcientes da formula (3) que 
correspondem ás soluções inteiras e positivas da equação 

« + P + ••• + >w = fc. 

3.° — Sendo y = eu, u = ex — 1, teremos 

'IX = c", u' = u " . . . = «*, 
du' ' 

e portanto 

(S) - < , « • = . = S 

(1) Comptes rendus de 1'Académie des Sciences de Paris-toiro xcm. 
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Logo, applicando (3), virá a formula 

V ^ — J 0 -

<jue dá a somma de todos os coefficientes da formula (3). 
2 I 

4.°—O quociente — tende para o limite zero quando rt 

augmenta indefinidamente (1). 
V — Seja 

y = / " ( u , , M 2 , . . . , M,), M1 = ft (<c), M2 == V i (®) , ...,Ui = <pi(x), 

e procuremos a derivada de y relativamente a ÍC. 
l'ara resolver esta questão seguiremos o mesmo caminho 

que no nosso artigo publicado no Giornalc di Matematiche 
(tomo xvm), que passamos a expôr. 

Temos 

y - $ w + 2 W1 „•, + . . . + 1 1 « » , + . . . 

Vê-se facilmente que a derivada de ordem n é uma somma 
ila fórrna: 

X ( u ' s ) * ' ( u " a / J ' . . . ( u a W ) V X . . . , 

•onde 

m = a-\-b-\-c-\- . . . , 

(1) Para a demonstração riVsla propriedade veja-se: Oliveira Ramos e 
C. J. de Faria—Sobre os coeficientes etc. (Jornal de Sciencias Mathema-
ticas e Astronómicas—tomo vii). 
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e onde A , o , b , . . a , p , . . . , a ' , p', . . . são números in -
teiros que vamos determinar. Para isso appliquemos esta for -
mula ás funeções: 

y = M1" U2" . . . Uin 

U1 = a0 + a, x + . . . an xn 

«a = &o -f ® + • • • + b„ xn 

onde a0, O1, . . . , b0, bv . . . representam constantes arb i t ra-
r i a s ; o que dá 

yW = 1An{n — \)...(n — a-{- \)x n(n—!)...(«—ò+l)x... 

X M1" - ' (Mf
1)* . . . X M2" ~ 6(«',)*' 

e, pondo a; = O, 

!

An(n—1)...(W—O+l)XW(N— I ) . . . ( Í I — ò - F - 1 ) x . . . 

x ( 2 l ) p + p ' + - ( 3 ! ) ^ ' ' + - . . . ( n ! ) X + X ' + -

X Oo n - a A 1 " a} . . . x b0
n-b bf bf . . . X . . . 

Por outra parte, applicando a formula de Leibnitz ao pro-
ducto considerado, vem = 2 A 1 1 M ' . . . ) , . ! < " • - ' " " 

onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros e po-
sitivos de Zi1, h3, etc. que satisfazem á equação 

Zi1 + Aa -}- . . . + /ii = n ; 

ou , substituindo as derivadas (m/)1***, (w2
n)tÍ3), etc. pelos seus-

valores, que se obtéem pela formula (3), e pondo x = O, 
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(ii) v n\n(n — 1) ...(n — a I ) n ( n —4)...(^-Ò4-1)... 

^ a ! p ! . . . X I a' ! P' 1 . . . XrTT. 

X fl0" ~ ° «." o ^ . . . X V ~ 6 h i ' • • • x 

onde o sommatorio se refere aos valores inteiros e positivos 
de a , p , . . . , a ' p', . . . que satisfazem ás equações 

« + 2p + . . . + A1 X — Alf 

+ 2 p ' + . . . + /i2 X' = Zi2. 

A(I -1) _J_ 2pa -1) + . . . + /IiXC - O = Tj1, 

isto é, à equação 

a + sp + . . . + n\ + a ' 4 - 2p' + . . . + n \ ' + . . . 

+ a« - 1I + 2p<£ - 1J -f- . . . + rúS1 ~ ») = n, 

e onde é 

a = a - f p 4- . . . 4 - X, b = a' 4 - P' 4 - . . . 4 - X', etc. 

Os dous valores de que vimos de ohter, devem ser 
idênticos qualquer que seja o valor das quantidades a0, aly ..., 
b0, b v . . . ; portanto os inteiros a , p , . . . , a ' , p', . . . devem 
ter os mesmos valores nas duas expressões de y0

in\ e deve ser 

a! p! ...XI X a'l P ' ! . . . X' I X . . . X ( 2 ! ) W ' - . . . (Tl l f +X' + - ' 

Estão pois determinadas as constantes que entram na for-
mula (6), e temos a formula seguinte, que resolve a questão 
p ropos t a : 

/ n j imf 

U! P ! . . . XI x a ' ! P' 1.. . X'! X . . . ' 5M1" Ju2
6 . . . 

(4) y(») = 2{ 
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onde o sommatorio se refere a todas as soluções inteiras e po-
sitivas da equação 

a + 2p - f . . . + «X -f- a ' -f- 2P' + . . . + ItX' 
/ 

+ « d - D 4 . g p a - d 4 - . . . 4 _ n x < ' - « = n , 

e onde é 

o = « 4 p 4 . . . 4 - X, b = a ' 4 - . . . + X ' , etc., 

m = a - ( - ò 4 - c 4 -

VI — Consideremos agora a funcção implícita y definida 
pela equação 

f V) = 0. 

Temos as equações 

Zx ~ zy
 J 

? ± 9 y' 4- ^L J r
 3L yll = O 

por meio das quaes se obtém successivamente y', y \ etc. 
A lei d'estas equações obtem-se applicando á funcção 

f (x , y) a formula (4), pondo «3 = x, U1 = y e considerando 
y como funcção de x, o que dá 

<5> 2 SDFCN • I J ^ Vf • • • W -«. 
onde o sommatorio se refere a todas as soluções inteiras e 
positivas da equação 

a ' 4 - a 4 - 2p 4 - . . . - f nX = n, 

e onde é 

7n = a ' - j - a - | - P 4 - • • • + 
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A formula que precede dá a derivada de ordem n em func-
ção das anteriores. A formula que dá directamente y^ é muito 
complicada e porisso não a exporemos aqui (1). 

II 

Applicaçõest 

B O . — Derivada da funcção arctang x.— I — A funcção 
y = are tang x dá y' = (I + x2)~ \ d'onde se deduz (n.° 98 
- I V ) 

yW = 2 ( - 1 y. 4-

onde a -f- gp = « — l , i = a + P ; e portanto 

yW = ( _ <)» — » — 1) ! S (— ( 
n — 1 — 

+ (2x)n — 1 — 2P ( | + a ; í ) P - » 

onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros po-
yi I 

sitivos de S desde 0 até ao maior inteiro contido em — - — . 
2 

A' expressão da derivada de ordem n da funcção conside-
rada pôde dar-se uma fórma dilTerente da precedente. Pondo 
x = cot ip, o que dá = — sen2 ç, vem 

\ 

y' = -:—; 5— = sen2 o, y" = — sen 2<p sen2 etc. 
'I + Cut2 ç 1 

(í) Vid. Duarte Leite — Sobre as derivadas etc. (Jornal de Sciencias 
.Vathemalieas e Aslronomicas — tomo iv). 
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Em geral 

y(") = (— - i (n — | ) ! sen" y sen n <p. 

Demonstra-se facilmente esta formula mostrando que, se 
é verdadeira para a derivada da ordem n, também é verda-
deira para a derivada da ordem n + I. 

II-A comparação das duas expressões de que vimos 
de achar, dá a igualdade importante: 

sen n<p = sen <p£ (— <l)p ~~ jj — ^J (2 cos ©)n - 1 ~ 

III — Se quizermos o valor de y0W poremos x = O na 
formula que dá . 

1.° — Se n é impar, todos os termos da formula se an-
nullam, excepto aquelle que corresponde a n — 1 — 2£ = 0; 
e teremos portanto 

n — 1 

y0M = ( - 1) 3 (n — i)!. 

2.° — Se n é par, o expoente n — \ — 2(5 não pôde ser 
nullo, e teremos y0W = 0. 

I O O 1 — A u m e r o s de Bernoulli. —I — Consideremos a 
funcção 

2/ = ( 1 + ex)~ \ 

e procuremos o valor que toma yW quando é x = 0. 
Pondo 

^ \ gX 

? ( x ) = y - - = 2 ( i + e * ) ' 

vem 

9 ( - *> = 2 ^ + ' D ' 
e portanto 

9 (x) = — f ( - x), 

e 

f' («) = çp' (— X), <p7 (x) = — f" (— ar), etc. 
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Estas igualdades mostram que as derivadas de ordem par 
de ç (®) se devem annullar quando se faz x = 0, porque, se 
assim não fosse, teriam dous valores differenles para x = 0, 
o que não pôde ter logar. 

As derivadas de y são iguaes ás derivadas de <p (x), e por-
tanto temos í/0

(n> = 0, quando n é par. 
As derivadas d'ordem impar acham-se pondo x = 0 na 

formula (n.° 98 — IV) 

^) = 2(-1)' n \ i l Cix (1 + ex)~ *_ 1 

a 1 p ! . . . X ! (2 1 ) ^ 3 1)T . . . (n l)x 

onde 

a + 20 + . . . - f WX = n, i = a + p + . . . + X ; 

o que dá 

y.W = 2 (— I)'' n l l l
 R r . 

0 V 2 ; + 1 a ! p I . . . X 1 (2 !)P (3 !)T . . . (» \)x 

Os números de Bernoulli Bn definem-se pela igualdade 

( a ) B n = ( - D * 2 n
n

+ t l < yo(n); 

de modo que são nullos quando n ê par, e quando n é im-
par podem ser calculados por meio da formula ( l): 

R _ / _ i \ 2 ( n J r 1 ) 1 V i IM — 

(í) Veja-se o nosso artipo Sur Ies vnwbres de Jiernnulli publicado no 
American Journal of Mathematics de Baltimore — t o m o vil. 
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onde o sommatorio se refere ás soluções inteiras e positivas 
da equação 

o 4 - - f . . . 4- «X = « 

e onde é 

í == a -J- p 4~ ••• 4- X. 

II — De ser 

n j 

a ! p ! . . . X! (2 l)P . . . [n !)* 

um numero inteiro (n.° 98 — IV) e de ser n 4~ 4 par resulta 
que os números de llernoulli não podem conter em denomi-
nador factores primos differcnles de 2 e dos factores primos 
de 2" + 1 — 1, e que 2 não pôde entrar em denominador 
com expoente superior a n. 

III — Da formula (6) vamos tirar outra mais própria para 
o calculo dos números de Bernoulli. 

Com effeito, aquella formula dá 

S ^ i 1 D - O 1 

x 2 ' ILi 1 
a ! p ! . . . X ! (2 lf . . . (n !JxJ ' 

onde o sommatorio 2' se refere a todas as soluções inteiras e 
positivas da equação 

a 4 - 2p + . . . 4 - nx = n 

que dão a i o mesmo valor; e portanto (n.®98 —IV — nota) 

fí _ / w + 1 v ( j v 1 ld% (ex — 1) { \ 
- (- *> ^TTZTi (- 0 2 ^ + 1 V d* Ztt ' 
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ou substituindo a derivada que entra no segundo membro pelo 
valor que se obtém desenvolvendo o binomio (cx — I)' e de-
rivando n vezes o resultado, 

•L+J 

(7) Pn = ( 1 ) 2 J - [ { . - < ( • - ! ) . 

+ ( 2 ) ^ - ^ - ( 3 ) ^ - ^ + - ^ ( ^ 1 ) 1 " ] -

Ou por meio d'esta formula, ou por meio da formula (6) 
obtem-se 

B 1 = \ , P 3 = 4 • " 5 = 4 • = I ' ^ 9 = Á ' -•• 

— Dçrivapçlon vezes a igualdade 

y (e* + 1) = * 

vem 

y(n) (Cx 1) Jr ex ~ + ( S ) ^f" ~ + • • • 

Pondo x = O e attendendo á formula (a), resulta 

( - '-^=P1«. + < - l)T» V - ' 

2 í n \ 2" ~ 1 — 1 

n — 8 
í n \ 2" — 2 — I 

+ (- ') C - 1) B i + ^ = O 
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que, pondo n = 2p — 1, dá 

9 2 * - 1 Rp - 1\ 2S ti» - D — | 
« i J 2 P - X - ^ I

2 J — ^ E A P - S + . . p \ 2 / p - l 

± ( S = J ) ^ * ' - * 
e, pondo « = 2p, dá 

Temos assim duas relações lineares recorrentes entre os 
números de Bernoulli, por meio de qualquer das quaes se pô-
de calcular successivãmente Bv B3, B6, etc. 

V—Os números de Bernoulli apparecem em muitas ques-
tões d'Analyse. Assim, por exemplo, os valores das derivadas 
da funcção 

ex — 4 

correspondentes ai = 0 exprimem-se em funcção d'estes nú-
meros. 

Com effeito, derivando n vezes a igualdade 

= F = I " - 1 R<&> 

vem (n.° 98 — 11) a equação 

d' 

- ^ h i z + ^ J - = f* O ) 

qne, pondo x = 0 e attendendo á formula (a), dá 
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^0W = • ( - 1) * 1Bn-L 

Vê-se por esta formula que as derivadas de ordem impar 
de y são nullas. 

A formula que precede não dá os valores de y0 e y'0. Para 
os achar, parte-se da equação 

(e* — \) y = x, 

que dá 

(e* — 1) y' -f- ex y = 1 

(ex — 1) y" + 2c* y' + ex y = 0 

\ 

e (pondo x = 0) y0 = 1, y'0 = — y . 

V I - D o mesmo modo a funcção 

= cx _ i = _ 2 

v ~ cx + I ex + 1 

dá para valor de y 

n - 1 
—T- 2" + 1 — 1 

Wn) = ( - D 2 w + i Bn, 

que é nullo quando n ê par, 
V I I — Consideremos finalmente uma questão d'Algebra 

em que entram os números de Bernoulli. 
Seja 

onx 1 
y = \ + C* + c2» . . . + ec - D - = _ , • 

— 1 X 

X • Cx — 1 ' 
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e portanto 

x 
x y = ( e - — i ) -

e* — I " 

X 
Derivando k - f -1 vezes esta igualdade e pondo z = 

e* — I ' 
vem 

xy(k +!) _j_ (k -f 1) t/W = + 1 e-1 z + (k -f J) nk enx z' 

+ (K Í 0 "1 EN*2"+• • •+C i
 ])NENX Z ^ 

+ (enx — I) zi* + 1), 

e, pondo x — 0, 

nfc +1 nfc , fcw* - 1 „ 
* w = y + r - T + - 5 - ^ 

— k (k — ]) (k — 2) nk - 3 -{- ... 

4 ' 

Por outra parte, derivando k vezes y, vem 

í/W = e" + 2* c2* — 1)ft e<" - *, 

e portanto 

2/0(*) = T* 2* + 3* + ... + (n — I)*. 

Temos pois a formula 
nk + i «,fc nk~1 

+ + . . . + + tf, 

— k (k— I) (/c — 2) - 3 ^ + . . . 

que dá o desenvolvimento, ordenado segundo as potencias de 
», da somma das potencias de gráo & dos n — 1 primeiros 
números inteiros. 
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JLOl. — Formula de Jacobi. —Procnremos a derivada de 
ordem n — 1 da funcção 

u = (i - <*)n T-

Applicando a formula (3), vem 

( n -D a a s s 2 ( / 1 - 1 ) 1 ^ - 1 ) . . . ^ - ^ + 1 ) ( - 2 ^ ( - 2 ) ^ ( 1 - X ^ " 1 " 
a I p ! (2 

onde a + 2p = n. — 1, i = a + p; ou 

«—1—3 n-1—26 64a. 

(w —1 — 2p)!p!2<3 

= 1.3...(2^-1) B 

' n l.3...(2p + 1)(n—1—2p)! 
que, por ser 

2̂  X 1 . 2 . 3 . . . p X 1 . 3 . . . (2P + 1) = (2p + 1)!, 

dá 

3,(.-1) = ( - l r - , t - 3 . . . ( 2 ^ - 1 ) 

n — 1 — 2 8 S J . 1 

v V /_ np (n - 2P)... nx (1 
K } (2p + 1)! 

onde S representa uma somma que se refere a todos os va-Jt I 
lores inteiros positivos de p desde O até —— . 

Pondo x = cos w, vem 
2,(--1) = (- !)• — 1 1 

n — 1—2? 2P + 1 
v / i\3 Kn — 2PJ • • • n cos

 M sen u 
* { > (2p -j- 1) ! 

13 
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ou, em virtude de uma formula bem conhecida de Trigonome-
tria, 

, ,, , „ , 1 . 2 . . . (2n — 1) 
y(« - D = ( _ i)» - » . £ >- . sen n are cos x, 

n 

resultado devido a Jacobi. 

1 0 ¾ . —Formula de Waring. — Seja (1) 
U = A0X

m + A1 xm~ 1 + . . . + Am _! x 4- Am =• O 

uma equação dada e X1, x2, . . x m as m raizes d'esta equa-
ção. 

Por ser 

Iog U = Iog ^ 0 + S Iog (X — 3¾), 

temos, derivando n vezes, 

2 1 _ (— ' O " " 1 d " l o S u 

(x — Xu)" (n — 1)1* dxn 

Substituindo no segundo membro d'esta igualdade U pelo 
seu valor, applicando a formula (3) e attendendo às igual-
dades t/c» + 1) = O, t/(m + 3> = O, etc., vem 

S 1 - ( - 1)« n S ( - 0 « ( í - 1 ) ! V-lVmV"* 

(.x — xj" a ! p! . . . \ ! ( 2 1 / . . . (m!)x 

e portanto, pondo x = O, 

S - L = n 2 ( - 1 ) { i ~ í ) l u Q ' ' 
XJ1 a ! p I . . . X! (2 !)p . . . (m !)x 

„ Y , . V I (i — 1)1 Am-1 Aa
m- ! ... A\ 

= H l 1 } a ! p! . . . X! • 

(i) Esta demonstração é tirada do artigo intitulado—Demonstration de 
la formule de Waring, que publicámos nos Souvelles Annales des mathé-
matiques (3.a série, tomo vn, pag. 382). 
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Applicando agora esta formula â equação 

AmXm -f- An _ lx
v- ~ 1 + . . . + A1X + A0 = O, 

cujas raizes são reciprocas das raizes da equação primeira-
mente considerada, temos a formula de Waring 

í x " = n S ( - i y « - * ) » Y a V ' , 
O = I t u a i p ! . . . X ! 

onde a, p, . . . , X são as soluções inteiras positivas da equação 

a + 2p - f . . . - f mX = n 

e onde é 

t = « + p + . . . + x . 

Esta formula dá a somma das potencias de gráo n das 
raizes da eqnação proposta. 

103. — Derivadas das funcções compostas de funcções 
lineares de a;.— Seja na formula'(4) 

U1 = A1 Iii x, U2 z= Ai + li2 x, . . M , = Ai + Bt x\ 

teremos 

y(n) = 2 — Ii * fí 

onde o sommatorio se refere ás soluções inteiras e positivas 
da equação 

« a ' -I- a " _j_ . . . a « - D = n_ 

A formula que precede pôde ser escripta symbolicamenle 
da maneira seguinte: 

y(«) = Í^L fí + ^L Bi + . . . 4 - fí)" , 
^ Vu1

 1 Zu2
 2 ^ r ZUi / 

devendo depois do desenvolvimento substituir-se (zf)n por znf. 
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III 

Diffcronciaes d'ordom superior 

104. — A diíTerencial dy d ey = /" (x), que está ligada 
com a derivada de y pela equação 

dy = y' dx, 

é uma funcção de x, cuja diíTerencial d (dy), que se repre-
senta por d*y, se obtém differenciando o producto y'dx, o 
que dá 

d*y = y" dx*, 

suppondo dx constante qualquer que seja x, o que é sempre-
possível, visto que x representa a variavel independente, e que-
portanto o seu augmento dx é arbitrario. 

Do mesmo modo se acha 

d3y = y'" dx3. d\y = y'V dxt, etc. 

As differenciaes dy, d*y, d3y, ele. lêem respectivamente os 
nomes de differcncines dc primeira ordem, de segunda or-
dem, etc. de y. 

Seja h um augmento dado a x e Ay = f (x + h) — f(x) 
o augmento correspondente de y. Teremos (n.° 62) 

Ay = Ii p (x + Q1 h) 

onde O1 representa uma quantidade; comprehendida entre 
O e 1. 

Chamando A*y o augmento A (Ay) da funcção Ay, corres-
pondente ao augmento h de x, vem do mesmo modo 

A*y = k* f" (x + 9,/1 + 0, h). 
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Continuando do mesmo modo obtem-se a formula geral 

A«y = h« f* (x H- 0, h + Q3 h + . . . + 0„ h) 

ou, pondo 0, + 02 + • • • + 0« = 0, 

Any = h" fn (x + Qh), 

0 representando uma quantidade comprehendida entre 0 e «, 
A hy, A2/y, A sy, etc. dá-se respectivamente os nomes de 

differença primeira, differença segunda, etc. da funcção 
/ » • 

Se a derivada fn (x) é continua, temos 

Any = hn [ f n (x) + e] = dny -f- sh", 

onde s representa uma quantidade infinitamente pequena com 
h; logo a differencial de ordem n é a parte proporcional a 
A" da differença de ordem n da funcção y, e é a parte prin-
cipal d'esta differença quando h é suficientemente pequeno. 

1©5. — Consideremos agora a funcção de duas variaveis 
independentes z = f (x, y), cuja differencial lolal é definida 
pela igualdade (n.° 67J 

iz iz 
dz = — dx -f — dy. 

ix ' iy 3 

Esta differencial dz é uma funcção de x e y que, sendo 
differenciada, dá a differencial lolal de segunda ordem: 

D*Z J8Z i3Z 
d*z = —2 dX3 + 2 — - dx dy -f —. dy*, 

Sx1 H iy iy 

ou symbolicamenle 

(dZ ir V 

i *> + 4 * ) • 

Continuando do mesmo modo aeha-se, por inducção, a 
formula symbolica 
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d - z = g + 1 , 

que se demonstra por meio de um calculo análogo ao do n.° 
98-11. 

Do mesmo modo, no caso da funcção de muitas variaveis 

z = f (xv Xi, Xi) 
se acha 

(InZ = IpLdx1+ . . . + ¥- (Ixl) . 
Xix1

 1 zxi / 

IV 

Relações entre as ftincçôes e suas 
derivadas 

106. — THEOREMA 1.° — Se as funcções f (x) e F (x) ti-
verem derivadas /' (x), f" (x), .. , /" (x). F' (x), F" (x), 
. . . , Fm (x) finitas em todos os pontos do intervallo de X0 a 
x, teremos a relação: 

f ( x ) - f { X o ) - ( X - X o ) f < ( X o ) - f " ( x 0 ) - . . . - f i { T o ) 

x — X0)
1 H 

(l + '*) 

k ! 

V + 1 ( * > + . . • + ( V - t " V f a - 1 M + 

(X-X0I
k + 1 ( x rn)

m 1 V r -VI»/ 
(fc I ) I ' ^ w + . . . + ( m _ J í ( w -

onde 
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K' . = ~ 9 | m K - f 9 (x - X0)], 

(0 representando uma quantidade positiva comprehendida 
entre zero e a unidade (1)), se o denominador do segundo 
membro se conservar dijferente de zero quando 0 varia en-
tre O e 1. 

Para demonstrar este theorema appliquemos à funcção 

<p(2) = f (X0) + ( X - X0) f (X0) + . . . + P (X0) 

- f ( z ) - ( x - z ) f > ( z ) - . . . - 1 f » - 1 (Z) 

- [f K ) + (« - F' (X0) + . . . + - ^ 0 - F i (®0) 

- F ( Z ) - ( X - Z ) F 1 ( Z ) - . . . - Fm ~ 1 (»)] 

/•(x) - /"(X0) - (x - x0) f (x0) - . . . - P (X0) 

F(X)-F(X0) - ( x - x0) F' (X0) - . . . - I k (X0) 

a formula conhecida (n.° 62 — 3.°) 

<P ( x ) = <p (x0) + (x — x0) <p' [x0 + 0 (x — X0)]; 

o que dá, suppondo n l + 1 e m k + 1, 

(X- -X 0 )^H ( X - X 0 ) " - 1 / •„_! / n 
(t + l ) | / W • • • ( » _ i ) ! I W 

[ ( g - y . ) * + V ^ - I Z 3 . N ( X - X 0 ) " - 1 1 
L ( J f c + i ) ! b {Xo) ••• ( T O - I ) ! f ^ J 

(i) Este theorema é ex t r ab ido do nosso artigo Sur une formule d'Ana-
Iyse publicado n o s Nouvelles Annales de Matémaliques de Paris ( tomo v 
da 3.» série). 
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f ( X ) - r ( x 0 ) - ( x - x 0 ) r ( X 0 ) - . . . - ( x
 t l

x « ) l r < * « ) 

F(X) - F (X0) - ( x - x0) F' ( X 0 ) - . . . - F* (xo) 

+ ( x - x0) ! ( n _ i ) i f K + ô (* - X0)] 

(rf r \m—1/1 A1Im-I f(X) ••• TT~~ fl(Xo) 

D'esta formula tira-se o theorema enunciado. 
Deve-se observar que o theorema que vimos de demonstrar 

ainda tem logar quando é l = O ou k = O, convencionan-
do substituir n'estes casos por f (x) e 1 ^x"•• por F(x0). 

T H E O R E M A 2 . ° — Se a funcção f (x) admitlir derivadas 
f' (x), f" (x), . . . , fn (x) finitas em todos os pontos do in-
tervallo de x9 a x, temos 

F W = R W + < * - 1 . ) R W + ' - X J ^ F - R W + • • • 

+ V- i ' ) " ' / - - W + "-
onde 

(x — X0 " ( 1 — 0 ) " - M , R . . . 

( n - l ) l m r [ * o + 0 ( * - * „ ) ] , 

0 representando uma quantidade positiva comprehendida 
entre zero e a unidade. 

A formula precedente, conhecida pelo nome de formula 
de Taylor, do nome do geometra que a descobriu (1), pôde 
ser deduzida do theorema anterior pondo 

(1) Taylor n ã o deu a e x p r e s s ã o de R n . Foi Lagrange o p r i m e i r o g e o -
m e t r a q u e deu u m a e x p r e s s ã o d 'es te r es to . 
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F (x) = (x — x0)
m, k = m — I, l = H — 1, 

e por consequência, 

F (X0) = 0, F' (X0) = 0, . . . F"-1 (x0) = 0, 

Fn
 (X0) = ml, Fm [X0 + 9 (x — x0)] = m!. 

A respeito (Testa formula faremos as seguintes observa-
ções : 

1.°—Pondo x — X0 = h, a formula de Taylor pôde ser 
escripta debaixo da fórma seguinte: 

f ( X o + h) = /-(X0) + h r (x0) + r (x0) + . . . 

h*-1 

(n — 1)! 

onde 

+ T^-ZT-JTt f" ~ 1 + Ur 

=
 k \ n - ^ m m f + » > • 

2.° — A Iin chama-se reslo da série de Taylor. Da ex-
pressão d^ste resto que vimos de achar, e que é devida a 
Schlõmilch (1), deduz-se, pondo m = n, a formula 

Un = (X ~'*)M P [X0 + 9 (X - X , ) ] =
 h~ p (X0 + Oh), 

devida a Lagrange; e, pondo m = 1, a formula 

«.=<X ~ Y I ' -">• ~1 f k+s <* - *.>] 

devida a Cauchy. 

(i) Journal de Liouville, 2.» série , t o m o nu 
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3.° — Se Hn tender para zero á medida que n tende para 
o infinito, a funcção f (x) pôde ser desenvolvida em série con-
vergente ordenada segundo as potencias de a; — X0 por meio 
da formula 

f(x) = f ( x 0 ) + ( x - x0) f< (x0) + ... + (X
 f" (X0) + . . . 

4.°—Se na formula de Taylor pozermos x0 == 0, vem a 
formula 

f ( x ) = f(0) + xf'(0) + . . . + f - - i (0) + «. 

onde 

_ x" ( I - 9)- - -
— (n — 1)! w 7 1 

conhecida pelo nome de formula de iíaclaurin. 
5.°—Se tiver logar o desenvolvimento em série 

f (x) = A0 + A1 (x - x0) -)- Ai (x — X 0 ) 8 + . . . 

+ Aa (X — X0)
a + . . . 

e as funeções f (x), f' (x), . . . , fa (x) forem continuas no 
ponto x0, será 

Aa 
fa (X0) 

a \ 

Para demonstrar este theorema, notemos primeiro que, 
pondo x = x0, vem A0 = f (x0). 

Notemos em segundo logar que, pondo x — X0 = h, te-
mos 

f(x0 + h ) - f (X0) = A1Ii+ A i 1i« + . . . , 

d'onde se deduz 

f< (x, + Qh) = A1 + Ai h + .... 
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e portanto 

A1 = r (x0). 

Para completar a demonstração do theorema, basta notar 
que, se é verdadeiro para o coefficiente ^ n , ainda é verda-
deiro para o coefficiente Aa + 1. Com effeito, temos 

f Or0 + h) = f (X0) + h f ' (X0) + . . . + £ f (X0) 

+ Aa + ih" + 1 + Aa + 2 ha + * + . . . , 

e portanto 

(0 + 1)1 f ' + l (*o + W ~ A> + * + A ' + * h + . . . 

d'onde se tira, fazendo tender h para zero, 

, _ f ' + 1 (X0) 
A" + 1 — (a + 1)! • 

6.° — Do theorema 1.° pode-se deduzir a formula de Tay-
lor com uma expressão dn resto devida ao sr. Peano (1), 
professor na Universidade de Turin, suppondo somente que a 
funcção f (x) admitte derivadas até á ordem n — 2 finitas em 
todos os pontos desde X0 até X0 + h, e que admitte uma de-
rivada de ordem n — 1 finita no ponto x0. 

Para isso, mudemos n'este theorema n e m em n — 2, e 
ponha-se depois x = h, X0 = O, l = n — 3, k = n — 3. 
Teremos 

f ( h ) - / " ( O ) - h / " ' ( O ) - . . . ~ ( ^ 3 ) , fn-°( 0 ) 

F (h)-F(O) - Z t F ( O ) - . . . - , F » - s (0) 

_ fn - a (Qh) 
~ F - - s (Qh) • 

' i ) Mathesis, tomo íx, pag. 182. 
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Appliqueinos agora esta igualdade ás funcções 

m ) = ? ( * „ + / o - ? o ) - h (X0) - . . . - r - 1 (x0) 

hn
 - 1 

F (h) = 
(» — 1) ! ' 

Como é 

/ - (O)==O, f' (O) = O, . . . , / • » - 8 (O) = O 

/ • « - 2 (Z1) = r - » {Xo + /t) _ cpn (®0) - /i r - 1 (x0) 

F (O) = O, F' (O) = O, . . . , F» - 3 (O) = O, Fn ~ 3 (h) = h, 

temos 

' v / l ) ~ ( n - < l ) l L T h 9 w J 

Mas, em virtude da definição de derivada, temos 

onde s representa uma quantidade infinitamente pequena ao 
mesmo tempo que h. 

Logo é 
/i<>-i I1H-I 

f K + / 0 - ? ( ^ 0 ) - % ' («0)—• • ^ z z í j i r _ I ( ® o ) = e > 

e portanto, mudando çp em f, 

f(x0 + h) = /-(X0) + hf ( x 0 ) + ... + f» -* (X0) + Rn 

onde 
„ _ ft"-' 

- - <1)1 s ' 

s representando uma quantidade que tende para 0 com h. 
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109. — Consideremos agora a funcção de duas variaveis 
independentes: 

z = f ( x . y), 
para estender a estas funcções a formula de Taylor. 

Pondo 

«o + ' — «•) = M, Vo + i (y — Vo) = v 

<P (O = f (M, v) — f [J0 + t (x - x9), y + t (y — y0] 

e applicaudo a formula de Maclaurin a esta funcção de t, vem 

T (') = f (O) + t f' (0) + ... + ^ a - r - 1 (0) + l(n 

(n — I ) 1 m T v ' 

Para calcular os coefficientes d'esta formula empregam-se 
as formulas 

1 ( í) = ^ ( x - x 0 ) + | ( y - y 0 ) 

t" (0 = S i x - X o ) i + 2 { x ~ X o ) ( y ~ y » ] 

+ w y»)2 

que, pondo t = 0, dão 

t ' ( 0 ) = ( X - X 0 ) + ¾ ^ iy - *) 

<?" (0) = ( . - J0)8 + 2 ^ ^ { x _ XQ)(y-y0) 

+ 3 ^ <*-*>• 
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Para achar o termo geral da expressão de y (í) pode-se 
recorrer á formula symbolica demonstrada no n.° 103, que dá 

(0 = (* - *o) + I (y - Vo)]. 

e portanto 

(0) = [ M _ + I ^ J l (y _ ; 

e para achar o resto /í„ pode-se recorrer à mesma formula, 
que dá 

r ( 9 I) = ( I _ + ' I i f c i i > ( , _ „ . , ] " 

onde é 

U1 = X0 + 9 (x — x0) l, V1 = y0 + 9 (y — yt) L 

Pondo agora nas formulas precedentes t = 1 vem a for-
mula 

que tem os mesmos usos que a formula de Taylor. 
Deve observar-se que, por ser baseada a doutrina prece-

dente nos theoremas dos n.03 66 e 106 deve impôr-se à func-
ção f (u, v) a condição de admittir derivadas parciaes relati-
vas a u e v, até à ordem n, continuas nos intervallos de u = X0 

a u = x e de v = y0 a v = y. 



CAPITULO V 

A P P L 1 C A Ç Õ E S A N A L Y T I C A S D A F O R M U L A D E T A Y L O R 

I 

Desenvolvimento em série do binomio e de 
algumas funcções algébricas 

l O S . — Consideremos em primeiro logar o binomio 

y = (1 + x)\ 

onde k representa uma quantidade real qualquer . 
Temos 

y = k (i + xy - 1 

y" = k (k — 1) (1 + x y - * 

yi") = k(k— 4) . . . {k—n + 1 ) ( 1 + x)k -

e por tanto 

2/0 = 1,2/0 = k, . . . . y , ("->> = Ar (ft — 1) . . . (k — n+ 2). 

Logo applicando a formula de Maclaurin com a expressão 
do resto de Cauchy, virá 
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(, + x y = i + I i x +
 k (fc ] O «P + . . . 

yín = + ^ (1 — 0)n ~ 1 (1 + te)— 

_ k ( k - \ ) . . . ( k - n + i) xn( 1 -
( r T T x ) " " 1 ^ + 9 ^ -(n — I ) ! M + 

1) Supponhamos primeiro que o valor absoluto de x é 
inferior á unidade. 

Por ser a razão dos dous termos consecutivos de ordem 
n — 1 g n — 2 da série 

1 k ( k - i) . . . j k - n + i) 
n t , ( n - l ) l 

igual a ^ k
 t — l) x, esta razão tende para o limite — x, 

cujo valor absoluto é inferior á unidade, quando n tende para 
0 infinito; e portanto a série é (n.° 19 — 111) convergente. 
Logo o termo geral 

k ( k - i ) ... ( f e - n + 1 ) _ 
(» — 1) ! ' 

tende para O, quando n tende para o infinito. Como, além 
/ 1 — 9 y - 1 

d'isso, o factor (1 -)- Oxf ~ 1 é finito e o factor ^ ÇjxJ 
é inferior á unidade, o resto /?„ tende para O, e a série 

1 + kx + k < * - ^ ^ + ... + ^ - ' ) - ^ - ° + 1 ) ^ + ... 
« . CL : 

converge para o limite (1 -f x)k. 
2) Se o valor absoluto de x fôr superior á unidade, a 

série precedente é divergente, visto que a razão de dous ter-
mos consecutivos: 
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k — a 4 - 1 4 - I A 1— x = I— 1) x 
a \ a / 

tende para um limite — x, cujo valor absoluto é superior á 
unidade, quando n tende para o infinito (n.° 19 — III). 

109.— Do desenvolvimento em série do binomio, que 
vimos de obter, pode-se tirar o desenvolvimento em série de 
muitas outras funcções. 

Assim, suppondo f(x) uma funcção racional d e z , da igual-
dade (n.° 39) 

tira-se o desenvolvimento em série 

f ( x ) = A0 4 - ^ i ^ + Ai - t + . . . 

onde é 

, ^ . = 2 ( - 1 ) ^ 

quando x é uma quantidade real cujo valor absoluto é infe-
rior ao menor dos valores absolutos das quantidades designa-
das por a. 

1 1 0 . — Desenvolvamos agora a funcção 

y = (1 — 2ua? 4- * 

em série ordenada segundo as potencias de u. 
Pondo esta funcção debaixo da fórma 

i i 
y = (u — M1)

 2 (u — Ui)
 7 

— < " . * > - • O - S ) - * 

onde M1 e Ui representam as raizes da equação 

M 2 — 2 ux 4- 1 = 0, 
17 
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vê-se que um dos casos em que ella é susceptível de ser des-
envolvida em série convergente ordenada segundo as potencias 
de u, é quando U1 e U2 são reaes e o valor absoluto de u é 
inferior ao de U1 e u2. 

Em todos os casos em que y é susceptível de ser desen-
volvida em série ordenada segundo as potencias de u, o des-
envolvimento é da fórma 

y = X0 + X1 u + X2 u* + . . . + Zi u* + ... 

onde Z0 , Z1 , etc. representam funeções de x que vamos de-
terminar. 

Por ser (n.° 98 —IV) 

= v fel ( - a x - 1 - •!).. • ( - j - 1 - H X - Ss + 2«)* 2 V i + 1 

J « ! p I 2'8 

^ a ! p ! 

onde 

a + 2P = k, i = a - f p, 

k teremos, representando por m o maior inteiro contido em — , 

Zfc = ^ = £ ( _ i ) P , 1 . 3 . 5 . . . ( 2 i - 1 ) ^ 
kl p = 0 a!p!2 p 

ou, eliminando a, 

X u = I ( - , / . ' - 3 . 5 . . . ( 2 / ^ - 1 ) ^ ^ 
P = O (ft — 2p)! P ! 2P 

Esta formula serve para calcular os polynomios Z i , co-
nhecidos pelo nome de polynomios de Legendre1 do nome do 
geometra celebre que primeiro os considerou. Vamos estudar 
algumas das suas propriedades mais elementares. 

I —Derivando k vezes a identidade 
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- i y = 2 ( - o ? ( ? ) « » -
R = O 

23 

3 = 0 

vem 

p = Í o ( } V p / " ( A - S p ) ! 

= £ , . ,p fc-(fe-P+1)x1.3...(2A-2p-1)x2.4...(2fe-2p)Jfc_i 

3 = 0 ' * p! (A — 20)! a ^ 

= 2 f - n P 1 1 ) 2 f c ~ P f e ! 
3 = , 0 ^ J ' p i (k — 2(3) 1 

Comparando esta igualdade com a expressão de .X* ante-
riormente achada deduz-se a formula notável 

1 d" (a;s — 1)* 
Ak = 

2*. k ! ' õõ* * 

I I —Derivando a funcção 

y = (1 _ V11X + M 8 ) - * 

relativamente a M, vem 

y' = (x — u) (1 — 2«® - f u2)~ * 

ou 

(1 — 2 ux + u2) = (x — u) y. 

Derivando agora k vezes esta equação, temos 

+ D (1 _ ^ux + u2) -f- kyW (— 2x + 2u) - f 2 ( * ) 3/* - »> 

= yW (x — u) — kyt" ~ ') 
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e portanto, pondo u = 0, 

y0(K +1) _ (2k + 1) XIJ W + k* y ^ - O = O. 

MnW 

Esta equação, pondo A* = J-j- , dá 

</c -f 1) Xk +! - (ik + O x Xk + k Xk _ ! = 0. 
Temos assim uma relação linear recorrente entre tres po-

lynomios consecutivos de Legeinlrel por meio da qual se pôde 
formar successivamente estes polvnomios a partir do terceiro. 

III —Como a equação (x2 — I)* = O tem k raizes iguae» 
li (X2 — .))* 

a -(- 1 e k raizes ignaes a — I, a equação = O^ 

terá k — I raizes iguaes a -)- I, k — I raizes iguaes a — \r 

e (em virtude do theorema de Holle) uma raiz real compre-
hendida entre + I e — I . 

Pela mesma razão a equação 

d* (x*— \ )k _ 

dx« — 

terá k — 2 raizes iguaes a + 4. k — 2 raizes iguaes a — 1 
e duas raizes desiguaes comprehendidas entre +1 e — 4. 

Continuando o mesmo raciocínio conclue-se emfim que a 
equaçáo Xk = O tem k raizes reaes e desiguaes, compre-
hendidas entre - J - I e — 1. 

IV —Pondo (x2 — -I)* = zt temos 

k Iog (x3 — I) = Iog z, 

e, derivando, 

(x3 — \) z' — 2k xz = 0. 

Derivando k + I vezes esta equação, vem 

(aa _ 1) + *> + 2 (lt + 1) xz<-k + o + k (k + 4) z<*> 

— 2k [xzC + o + (k + 4) zW] = 0, 

ou, pondo zm = 2* k! Xk e fazendo as reducções, 

(xs — 4) X"k + ?x X'k — k ( k + \ ) Xk = 0. 
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Os polynomios de Lcgendre são pois soluções de uma 
vquação differeneial linear de segunda ordem. 

V — Da relação entre ires polynomios de Legendre con-
secutivos (II) vamos tirar o limite para que tende a razão 

v—— = Aic quando k augmenta indefinidamente, suppondo 
-Afc + i 
I x | > *. 

Pondo primeiro n'esta relação k = h + h0 e dividindo 
por (h + h0) X4 + A0 + i, vem 

JT^J-I2 + Flbr0) + • 0-1 = 0. 

Consideremos em seguida a equação 

1 — 2x Bh + A0 + Ih + /,„ . Bh + H0 - 1 = 0 

-que determina uma série de funcções B0. Ii1, etc., dada uma 
d'eilas. que supporemos ser Bho e ser igual a .4A0. 

Chamando Z1 e z2 as raizes da equação 

\ — 2x z + 2a = 0, 

-e notando que é z, -)- = 2®, Z1 Z2 = 1, podemos escre-
ver a equação precedente debaixo da lórma 

Bh + h0 Iih + ho _ i — Iih + Ao (Z1 - f z2) + Z1 Z2 = 0, 

ou , multiplicando todos os termos por Zi — zv 

Vh + A 0 - I Bh + A0 Z2 — Iih + A0 Z2
2

 — Bh + A 0 - I Z1 Z2 Z1 Zi
2 

= Bh+ho— i Bh + h0z1 — Bh+h0 Z2 — /?a + j i0- i Z1 Zi -j- zJi Z2 

ou 

Bh + A0 — Z1 = Z1 Bh + A 0 — I — Z1 

Bh + A0 — Zi Z2 Bh + A 0 - I — Z2 

Mudando n'esta equação successivamente h em h — 1, 
h — 2, . . . , 2, l vem uma série de equações das quaes se 
deduz 

Bh+ H - ~i = (LiY '1K ~ Zi = (iiV ^o — Z1 

Bh + h0 — Zi Xzi' ' Bh0 — Z2 XziI AA0 — Zi' 
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Esta equação mostra que Ilh + Ao tende para o limite zt 

quando h augmenta indefinidamente, se o valor absoluto de 
Zs é maior do que o valor absoluto de Z1; e que Iih + A0 tende 
para o limite z2 se o valor absoluto de é menor do que o 
de Z1. 

Por outra parte, as igualdades 

mostram que .U 0 + 1, ^ a 0 + 2. etc. tendem para os limites 
Bh0 + í, Bjc0 + a, etc. quando Ii0 augmenta indefinidamente. 

Logo a razão .U de dous polynomios de Legendre con-
secutivos tenderá para aquella das quantidades x + s/x* —I 
e x — Vxi - I que tiver menor valor absoluto, quando k 
augmenta indefinidamente. 

111 .—Termina remos o que temos a dizer sobre as fune-
ções algébricas demonstrando um theorema notável, devido ao 
eminente geometra allemão Eisenstein: 
« A série 

(1) O0 + (I1 x + a2 Xi + ... + an x" -f . . . , 

onde a0, a{, a3, ..., representam fracções reduzidas á sua 
expressão mais simples, não pôde ser o desenvolvimento de 
uma funcção y, definida por uma equação algébrica com 
coefjicicnles inteiros 

t * 

e as igualdades 

, etc. 

(2) F (x, y) = O, 
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se augmentar indefinidamente o numero dos factores pri-
mos differenles contidos nos denominadores de <70, av a2, ... 

A demonstração que vamos dar d'esle theorema foi por 
nós publicada nos Annales de VÊcole Aormale supérieure de 
Paris (3.a série - tomo iu) (1). 

Notemos primeiro que, se a série (I) satisfaz á equação 
algébrica (2), também a série 

(I') y — «u xm + . . . +íi,x" f . . . 

satisfará a uma equação algébrica que resulta de mudar na 
precedente y em y 4- a0 -f- a, x -f- • • • + « « - i Xm-1. 
Podemos pois em logar da série (I) considerar a série (I'). 

Posto isto, escrevamos esta ultima equação debaixo da 
fórma 

(3) 2Aaib) xa yl = 0, 

onde Aa
9\ a, b representam números inteiros, e a e b são 

positivos; e derivemol-a n vezes (n.° 98 — II), o que dá 

SzIaW (XaP (t/6)(- - •> = 0, 

OU 

W>) ) a [a — 1) . . . (a — i + í) - 1 (y»)(» -0 = 0, 

onde se deve substituir (j1.^ a ,(a — I) . . . (a — i + 1) 

pela unidade quando é a = 0. 
Pondo agora x = 0, vem 

ZAaM n (n — 1) . . . (» — a + I) W - °> = 0 

ou (n.® 98 — II) 

lAj»n(n-i)...(n-a+ 1)5 (n~*\ ' f f * ' f ^ - 0 , 

(*) No nosso artigo — Ueber den Eisenstein'schen Satz, impresso nos 
Archiv der Mathematik de Leipzig (1886), publicámos u m a demons t ração do 
m e s m o theorema fundada na formula (5) do n.° 98. 
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onde a somma S se refere a Iodas as soluções inteiras posi-
tivas da equação 

a - f P 4" ••• + ^ = n — a, 

e onde o numero das quantidades a, (3, . . . , X é igual a ò. 
Separemos n'esta equação os termos que contéem a deri-

vada d'ordem mais elevada, para o que se deve dar a a o va-
lor zero, e a a, p, . . . , X os systemas de soluções 

a = n, P = 0, . . . , X = O 

a = 0, p = n, . . . , X = O 

a = 0, p = 0, . . . , X = n . 

Teremos 

^ j b s T i • T T - T i + W - C T - 0 ' 

ou, pondo 

y" V1" 
«i = y'0. «3» = 2 ° , «S = jf - etc., 

e notando que o coefficiente a0 da série (!') é nullo, 

^0O an = — ZAa^ Sax ap ... ax. 

Se é differente de zero, d'esta igualdade tira-se im-
mediatamente que an não pôde contêr em denominador facto-
res primos differentes dos que entram nos denominadores dos 
coefficientes anteriores aa, Op, etc., e d'aquelles que entram 
em .40

(1>. Logo o numero dos factores primos differentes que 
entram nos coefficientes da série (I) é limitado, como quería-
mos demonstrar. 

Se porém é /l0
(1) = 0, a ultima equação da pagina ante-

rior dá, separando os termos que contéem y£n ~ e notando 
que o coefficiente A1 da série ( r ) é nullo, 

A1M a„ „1 = — Saa ap . . . ax 
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d'onde se tira ainda, como no caso anterior, o theorema enun-
ciado, se é differente de zero. 

Se é = 0 recorre-se aos termos que contéem y0
{n~2), 

e assim successivamtmte. 
Em princípios análogos se funda o theorema seguinte (1): 
Se os denominadores dos cocffinenles an, a„ +1. ele. da 

série (1) conléem indefinidamente factores primos respecti-
vamente superiores a n, n + 1, etc., esla série não pôde 
ser o desenvolvimento de uma funcção definida por uma 
equação 

onde F representa uma funcção inteira de x, y, y\ .... y^ 
com coefficientes inteiros, sem annullar ao mesmo tempo 

Dosonvolvimento em sério tio algumas 
funcções -transcendentes 

1 1 8 . — Exponencial. — l — Principiemos pela funcção 
exponencial y = ex, que dá Jyw = ex, e portanto ^0W = |. 

Applicando a formula de Maclaurin, vem 

Suppondo x comprehendido entre os dois inteiros m e 
m -f- i, o resto Iin é o producto dos tres factores 

F (x, y,y\ . . * / » ) = o, 

Il 

= 1 + X + ^ , + . . . + T ^ Z - i V I + 7Í» 2 ! 

(i), Este theorema foi por nós publicado nos tomos li e ív dos Annales 
de i'École Normale Supérieure de Paris. Uni er ro de calculo Ievou-nos a 
enuncial-o de um modo inexacto que aqui cor reg imos . 
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Xn X X 

m \ ' m + \ ' m + 2 " ' n • ^ > 
OX 

dos quaes o primeiro e o terceiro são finitos, e o segundo, 

por ser menor do que —, tende para zero quando n tende 

para o infinito. Logo Un tende também para 0, quando n 
tende para o infinito, e temos o desenvolvimento erti série 

(!) e * = l + x + £ + . . . + ^ + . . . 

II — Se x fôr positivo e menor do que n -J- 1, temos 

g a» + * x» r a; g» I 

" Ult(ri + 1)1 ^ ^ n \ L ^n + K (w+l)^"íJ 
.1 

e portanto 

(n + 1) xn 

IL < 
n ! (n + I — x) 

Se x fôr negativo e inferior, em valor absoluto, a n + \, 
temos (n.° 10 — VII) ' 4 ' ' 

l t n < 
n 1 ' 

Por meio d'estas formulas calcula-se um limite superior 
do erro que se commette quando se toma para valor de cx a 
somma dos n primeiros termos do seu desenvolvimento. 

I I I —Applicando a esta série o theorema de JEisenstein 
conclue-se que a funcção exè transcendente, visto que os coef-
ficieutes contéem um numero illimitado de factores primos 
differentes. 

IV — Pondo na formula (I) x = 0, vem 

* = ' + > + f i + jn + - " + ®1! + -

Por esta série calcula-se o valor de e mais rapidamente do 
que pelo processo do n.° 27. •• ' ' ' 
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Este numero e é irracional. Com effeito, se e fosse igual 

a uma fracção ^ , teríamos 

! ! « l + u i j . + 1 4_ 
n ^ 21 + + n\ + 

e portanto 

™ _ o _ ± _ _ 1 =
 1 I L _ I 

n ~ 2 1 n I (n + 1)! (w + 2) I 

< 1 r 1 i 1 , i 
^ n \ In + I ^ (n + I)8 ^ J 

ou 

ou 

m i 1 ^ 1 

~~ " ~ ãi ~ • • • — r r < • íi 2 ! ' " » ! ^ n ! n ' 

(n — 1) ! w - 2 O ! ) - . . . - -1 < — ; 
Tt 

e portanto o numero inteiro positivo, que o primeiro membro 
d 'esta igualdade representa, seria menor do que uma fracção, 
o que é absurdo. 

Lambert demonstrou que todas as potencias inteiras de e 
são irracionaes, e modernamente o sr. Hermite demonstrou 
que este numero é transcendente, isto é, que não pôde ser 
raiz de uma equação algébrica com coefficientes racionaes (1). 

IV — Appliquemos agora a formula de Maclaurin á func-
ção 

y = = ex + e 

onde x > 0, considerada por Cauchy para mostrar a neces-
sidade da discussão do seu resto, ainda que a série a que se 
chegue, quando n augmenta indefinidamente, seja convergente. 

(1) Comptes rendus de í.icadémie des Sciences de Paris , t omo L X X V U . 

1 • . . l i - - ' ••"! v • Ct - - 1 « ' 



Vamos vêr, com effeito, que pôde esta série ser convergente e 
todavia o resto não tender para zero. 

Derivando n vezes a funcção y, vem (n.° 98 — IV) 

, „ n ( x - 2 * (— I x - 3 ^ . . . -
yW = cx + 2 — -s-1 r e 

a ! p ! . . . W (2 I)P . . . (n) x 

resultado da forma 

yM = c x _j_ 2 A 

1 

Xa 

onde A representa uma constante, e a ê um numero inteiro 
positivo. 

1 
Pondo depois — = z, vem 

X 

yM = e* + 2.4 ~ 

= e- + 2A 
X— + Z-"+1 + . . . + ^ j + ••• 

e, para x = 0 ou z == oo, y0w = \. 
Applicando pois a formula de Maclaurin, vem 

y = + ^ + + 

Qnando n augmenta indefinidamente, no segundo membro 
apparece uma série convergente cujo limite ex é differente de 
y; e portanto o limite do resto 7?« é differente de zero. 

113. — Logarilhmo de I + «.— Consideremos agora a 
funcção 

y = Iog (1 + x). 

Por ser 

y< = (1 + x)~ \ y(") = ( - 1)" - 1 (n - 1) I (I + x)- \ 
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a formula de Maclaurin dá 

log (I + x) = x — — -f- ^ . . . 

sr>n — 1 

+ ( - 1 ^ i i r — i + 

_ (1 —9)n-\j.n _ X / I —6 \ n _ 1 

/fn = ( - 1 ) " - 1 . ( | + 0 a . ) n = ( - 1 ) " ^ í ^ l i ^ j ' 

empregando a expressão do resto dada por Cauchy. 

1) Se x estiver comprehendido entre + 1 e — 1, a frac-
\ / | _ 0 \n - 1 _ 

ção - u é finita, a fracção ^ Q x J e menor d o que 

a unidade, e xn tende para zero quando n tende para o infi-
nito. Logo Rn tem por limite zero quando n augmenta indefi-
nidamente, e a funcção proposta pôde ser desenvolvida em 
série pela formula 

7-2 . 3 /WJ 

Iog + = F . . . 
% 

2) Se o valor absoluto de x fôr superior á unidade, esta 
série é divergente (n.° 19 —III ) , visto que a razão dos dous 

xn 1 Xn 

termos consecutivos e -— tende para o limite x, su-
n 4-1 n 

perior â unidade, quando n tende para oc. 
NOTA. — A formula precedente converge muito lentamente, 

e além d'isso por meio d'ella só podem ser calculados os Io-
garithmos dos números comprehendidos entre O e 2; é por-
tanto necessário obter uma formula mais própria para o cal-
culo numérico dos Iogarithmos e applicavel a todos os casos. 
Ponhamos para isso 

x 

o que dá 

L 
9 

= V - Q 
P + V 

1 4 - x 
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e portanto 

Iog p — Iog q = Iog (1 + x) — Iog (1 — x) 

« . 2 1 Í&JH5Y + . + 1 ( P z l ? Y + 1 
Lp + 7 ^ 3 \p + q) ^r r » V + ? / J ' 

onde n é impar. 
Esta série é tanto mais convergente quanto menor fôr 

p — q e maior fôr p + 7, e serve para calcular Iog p quando 
Iog q é conhecido. Pohdo q = I dá immediatamente Iog p. 

O erro que se commette parando no termo de grào n — 2 
d'esta série é inferior â somma da progressão 

a (p - ?y r 1 4 . (p - sY A . (p - V t 4
 J _ 1 

n Vp + q) L ^ Vp + q) ' Vp + 7/ "T" ' • • I ' 

isto é, a 
(p — 7)* 

2npq (p + q)n - s • 

1 1 1 . — Funeções circulares.—I—Consideremos a func-
ção y = sen x. Temos, applicando a formula de 31aclaurin, 

X^ X^ xn — * Xn i IT \ 
s e n * = + - . . . ± ^ j y l + sen (Ox + n ~ ) . 

Visto que sen (íte + n ) é finito e tende para ze-

ro quando n augmenta indefinidamente, a formula prece-

dente dá a série: 

Xi . , Xla + 1 _ 
sen X = X — . . . + — -4-

3 I ~ (2a + 1)1 + 

que tem logar qualquer que seja x. 
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II—Do mesmo modo se acha o desenvolvimento em sé-
rie de cos x : 

x* , Xi , Xia _ 
COSX = I + - - . . . ± ( — + . . . 

<• • , 1 1 - 1 

NOTA. — As funcções sen x e cos x appareceram pela pri-
meira vez na Trigonometria, e ahi foram deduzidas geometri-
camente as suas propriedades. Definindo estas funcções pelas 
séries precedentes, pode se constituir analyticamente toda a 
sua theoria (1). 

Ilt — Applicando a formula de Maclaurin á funcção 

y = are tang x 

vem (n.° 99), considerando o valor de y comprehendido entre 

Ii Tt 

~~ 2" e ~2 ' 
1 X3 . x 5 , x" - 1 . „ 

are tang x = x — ± — — - + Rn 

XN 

Rn = (— 1)" _ 1 — sen" Ip1 sen n ^1, 
Yl 

onde <p, é dado pela igualdade Qx = cot <pr Logo, quando 
| x | é igual ou inferior á unidade, Rn tende para zero quando 
n tende para o infinito, e temos a série 

, X» X5 , Xa _ 
are tang x = x = — — 3 . . . ± — -+. . . . 

3 o a 1 

Se é x 1 a série precedente é divergente. 

(1) Tannery : —Introduction a la théorie des fonctions, pag. 153. 
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III 

Intoirpolação 

1 1 5 . - 0 fim da interpolação é procurar uma funcção 
f ( x ) que, quando a a; se dá os valores xv Xi, X3, ..., xk, to-
ma valores ylt yk dados. 

Este problema é indeterminado, emquanto se não dá a 
fórma da funcção. Aqui supporemos que se quer que a func-
ç ío f (x) seja inteira e do gráo k — I, e n'este caso satisfaz 
evidentemente ao problema a formula seguinte, devida a La-
g r a n g e : 

f = (X — T2) (X - X3) . . . (X — Xk) 

' ( X 1 - Xi) (X1 — Xi) . . . (X1 — xk) 

(X — X1) (x — . . . ( x — Xk) 

(X 3 — X1) (X2 - X 3 ) . . . (X 3 — Xk)
 J í 

+ 

( X — X 1 ) (x — X2) . . . (x — Xk - í ) 

(xk — X 1 ) (Xk - X 3 ) . . . (Xfc — Xk _ i ) yk 

11©. — Consideremos agora o caso inais geral de serem 
dados os valores que toma a funcção f (x) e suas derivadas, 
quando á variavel x se dá valores particulares. 

Sejam X1, x3 , . . . , Xi, ..., xk os valores dados a x, e se-
jam os valores correspondentes da funcção e suas derivadas 
os seguintes: 

2/,, . . . , 2 / / * - 1 ) 

Vi, y'i, . . . , y^ - l ) 



F (x) = (x - X1Y . . . (x - Xjf5 . . . (x - xkf 

e (n.° 39 — 1) 

/ » l f • ^ , , tfP I 
F (x) i = 1 Lx - Xi ^ (x - Xi)

2 ^ (x - XO pJ ' 

onde Mv M3, ..., Mp são os coefficientes de /i^ ~ ~ h ? ~ 2, 

l 0 • , b P f i X i + h ) 
. . . . /t0 no quociente , , ' v—, ' 7 . 

/ ' (X1- - ½ ^ 

Por outra parte, chamand<^[ , Ai, ...,Ax; ...; B1, B3, 
. e t c . o s numeradores das fracções simples e m que s e 

decompõe a fracção ^ ^ , temos . 

I M = -U í w , : u f ( h , , -U f (*) 

F (X) X - X j ^jjp X j ) 2 ^ " " ' ( j . _ 

+ 

, "ir(x) n 2 f (x) , M > L 
X - X i ^ (X — X i )

2 "T" ' • • ( X _ 
+ 

+ pi / » . A / » , , /• (*) 
^r X — Xfc ^ (X — X f c)2 • " ^ {x _ • 

Pondo x = Xi + h, multiplicando por Ifi e ordenando se-
gundo as potencias de h, vem 

(i) A analyse que segue é t irada do nosso a r t i g o — S u r une formule 
d'interpolation publicado nas Memorias da Sociedade Real das Sciencias 
de Liège—[i.A série, tomo x) . 

18 
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+ r w + . . . ] 

+ c3 -2 f (Xi) + A? -1 r w + \ & r c ® , ) + . . . ] 

+ 

+ B^f(Xi) + hf> (Xi) + ... + ^f3-1 f* («O+-] 

+ M P , 

onde o termo RhP contém as potencias de h, iguaes e supe-
riores a p, que resultam dos outros t e r m o s : 

ri* + h) JFRf(xi + h) ^ETC 
Xi — X1 + h ' (Xi — X1 -(- /i)2' 

da funcção considerada. 
Temos pois 

M1 = B1 />,) + B2C(Xi) + . . . -f Bp f* ' 1 (Xi) 

M2=B8 /-(X1) + B i r (Xi) + . . . + B 3 fP ~ 2 (®i) 

Mp = B3 f (Xi); 

e portanto 

, h i . g p ~ L 
- ^ p J V l f (x) = F (x) I 

i = i —a-j (« — a;;)8 " ' (x-

r B 3 B3 1 
+ L ® - « , + ( X - X i ) * ^ • • ^ ( X - X i ) V - l V ' 
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+ 

+ \ 
. - A - y . t f - 1 ) ! . (P— 1)! ' x — x< 

Esta formula dá uma funcção inteira do gráo a -f- p + . . . 
+ X. — \ que resolve a questão proposta. Vê-se que, para a 
applicar, é necessário decompor em fracções simples a fracção 
\ 

F (x)' 
NOTA. — Tanto esta formula, como a de Lagrange, q u a n -

do algumas das quantidades k, a, p, . . . se tornam infinitas, 
dão séries, cuja convergência será estudada n 'outra parte 
d 'este Curso. 

IV 

Desenvolvimento em (sério das funcções 
implícitas 

± ± 7 . — A formula de Maclaurin applica-se tanto ás func-
ções explicitas, como ás funcções implícitas. Aqui vamos fa-
zer applicação d'ella â funcção implícita y definida pelas equa-
ções 

y = f(u), u = < + x V1 (u) -f x3 <pa (u) + . . . - I - x" <pk (u), 

que vamos desenvolver em série ordenada segundo as poten-
cias de x. 

Derivando a segunda equação relativamente a x e a Iy 

vem 

cIu 
— = ?1 (U) + 2x ft (u) -f- . . . + kx" ~ 1 fk (u) 

(111 
+ I* T1

1 («) + x2
 ?'a (u) + . . . + x* <j/ft (u)] -r-
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Sl = 1 + [ X f 7
1 ( U ) + . . . (u)] ; 

e portanto 

^ = -¾- t f , (w) + ,P2 (tí) + . . . + fc f l c (M)] 

OU 

dM . du 
dx ~dt ' 

pondo 

0I = rfi (u) + 2« % (M) H- . . . - f kx" ~ 1 <pk (m). 

Mas é 

dy dy du dy dy du 

dx du ' dx ' dl du ' dl ' 

logo teremos 

dM — a i 
dx 1 dl ' 

Derivando esta equação relativamente a x e a l e chaman-
do O2 a derivada de O1 relativamente a x, considerando u como 
constante, vem 

d*y ' d'y dy_\ M1 dul 

dx* ~ dx dt 1 dl L 2 ^ 1 du • dt J 

d f y q i f j y du. 
dx dl di2 dt ' du' dt ' 

e portanto 

d*y _ d*y 2 dy T dO, du] 

•Cr 



2 6 1 

ou 

dx2 n r dt 3 

dt 

Derivando esta equação relativamente a x obtem-se do 
mesmo modo 

dx» ~ dl2 + dl ^ dt 3' 

e assim successivamente. 
Em geral , podemos pôr 

íflv = 

Í/X" CZii -1 

sendo i, a, (3, etc. números inteiros que vamos determi-
nar . 

Para isso, appliquemos a formula precedente á funcção de -
finida pelas equações 

y = f (u), u = l + a + x2 + . . . + x f c , 

o que dá 

6 — 1 + 2 x 4 - - i - fce*-»—^ 0 — d ^ e — — P t f -

e teremos 

d xn 4 ^ i i V ix / V x 2 / W / ' 

Por outra parte, temos (n.° 98 —IV) 

dxn~ a | p i . . . x ! (2!)? . . . (k\)x ' ^ui ^dxJ ^a?/ 
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onde o sommatorio se refere ás soluções inteiras e positivas 
da equação 

a + 2p + . . . + fcX = n, 

e onde é 

i = a + p + . . . + X . 

Comparando as duas formulas precedentes obtem-se o va-
lor de A e os de a, p, . . . , e vem pois 

« ! - ' [ ^ . « e / . j ^ l 
dry^Z nl l dl J 
dxn a! p 1... X! (2 Ij^... (k\)* ' ^ i - 1 

Pondo agora x = 0 nas formulas 

eI •=?,(«)+ • • • + ka* ' 1 cp* (u) 

Oi = 2<p3 (u) + 2 . 3x <[3 (u) + ... + k (k — 1) xk~a (u) 

0* = k! <p* (w), 

vem 

0I = ?1 (M), e2 = 2 I ?2 («). . . 0* = Al (M), 

0¾ + i = 0¾ + a = . . . = 0 ; 

e portanto 

(d»y\ nl #-'[/-'(0(¾ (0)*(ft(0)p -(MO)xJ 
Vdxv0 a ! p ! . . . X l * d l ' - 1 

onde 

a + 2P + . . . + AX = n , i = a + p + . . . + X. 

Applicando às funcções propostas a formula de Maclaurin 
vem pois o desenvolvimento pedido: 
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. " ^ 1 X * - ( I i - l I f l ( I ) % (I)* • • • Tt(Ox] i D 

+ X n l 2 S i p i T O i ^ + 

D'esta formula, que publicámos no nosso artigo Sur Ie dé-
veloppement deu fonclions implicites (Journal de Malhéma-
tiques de Liouville—3.a série, tomo vn), tira-se, pondo k = 1, 
a formula notável 

„, , m , mv1 rf" ~1 rr (o ri m , » 
* = + . I i - K i dF^ + 

devida a Lagrange (1), que dá o desenvolvimento em série da 
funcção y definida pelas equações 

y = f (u), u = í + ^y1 (y). 

As condições de convergência das séries precedentes, que 
se não podem tirar da consideração do resto, por ser muito 
complicado, serão dadas n'outra parte d'este Curso. 

V 

Máximos e mínimos 

118. —Diz-se que a funcção y = f (x) é maxima ou 
tem um valor máximo no ponto x = X1 quando o valor / ' ( X 1 ) 

da funcção é maior do que os valores que ella tem nos pontos 
visinhos de X1; isto é, quando existe um valor Zi1 tal que a des-
igualdade 

/ - ( X 1 + h) - / - ( X 1 ) < O 

é satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre 
/i, e — A1. 

(1) Oeuvres, tomo m. 
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Do mesmo modo, diz-se que a funcção é mínima ou tem 
um valor minimo no ponto x = X1 se a desigualdade 

/ > , + h) - f (X1) > O 

é satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre 
Ji1 e — A1. 

Se a funcção dada tem uma derivada finita no ponto X1 a 
funcção cresce com x na visinhança do ponto X1 se o numero 
f (X1) é positivo e decresce se este numero é negativo (n.° 61). 
Logo, para que no ponto X1 a funcção tenha um valor máximo 
ou minimo, deve ser f (X1) = 0. 

Supponhamos pois que é f (X1) = Oe que a funcção f (x) 
tem no ponto X1 uma derivada de segunda ordem finita e dif-
ferente de zero. Temos (n.0s 62 e 53) 

f (X1 + h) - f (X1) = hf> (X1 - f Bh) = W [P' (X1) + S 1 ] , 

onde S1 representa uma quantidade infinitamente pequena com 
h, e 6 uma quantidade positiva menor do que a unidade; e 
esta formula (attendendo a que, por S1 tender para zero quan-
do h tende para zero, existe um numero positivo Zi1 tal que a 
desigualdade | S1 | < | f" (X1) | è satisfeita pelos valores de h 
comprehendidos entre A1 e — Zi1) mostra que é satisfeita pelos 
valores de h comprehendidos entre A1 e — Zi1 a desigualdade 

f (X1 + A) - f (X1) > O 

se o numero P1 (X1) é positivo, ou a desigualdade 

f (X1 + A) - f (X1) < O 

se o numero /"" (X1) é negativo. Logo a x = X1 corresponde 
um valor minimo de y quando p' (X1) é positivo, e um valor 
máximo quando /"" (X1) é negativo. 

Se fôr f" (X1) = O e a funcção f (x) tiver uma derivada 
de terceira ordem finita e differente de zero no ponto X1, te-
mos a igualdade 

f (X1 + h ) - f (X1) = | Zi2 P' (X1 - f Bh) 

= 1 B h 3 [ / • " ' (X1) - f S 3 ] , 
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onde ea representa uma quantidade infinitamente pequena com 
h\ e esta igualdade, attendendo a que existe um numero Ii1 

tal qual que a desigualdade | e2 | < | f" (X1) | é satisfeita pe-
los valores de h comprehendidos entre — Zi1 e Ii1, mostra que 
o signal da differença f (X1 + h) — f ( x j muda com o signal 
de h quando h varia desde — Ii1 até Ii1. Logo no ponto X1 a 
funcção f (x) não pôde ter valor máximo nem mínimo. 

Continuando do mesmo modo, chega-se á regra seguinte 
para achar os valores de x que toruam a funcção y maxima 
ou minima: 

Hcsolve-se a equação f (x) = O, e subslilue-se cada um 
dos valores obiidos para x na* derivadas seguintes f" (x), 
f"' (x), .... fn (x) até encontrar uma f" (x) que não se an-
nulle. Se esta derivada fòr d'ordem impar, ao valor de x 
considerado não corresponde nem máximo nem mínimo; 
se fôr de ordem par, ao valor de x considcrailo correspon-
de um máximo se este valor tornar fn (x) negativa, e um 
mínimo se tornar fn (x) positiva-

Substituindo depois estes valores de x na funcção pro-
posta obtêem-se os valores máximos e mínimos procurados. 

EXEMPLO 1.° — Para achar os valores de x que tornam ma-
xima ou minima a funcção 

2/ = 2 x3 — 9 x2 + \2 x — 4 

temos de resolver a equação 

y' = 6 X2 — 18 x + 42 = 0 

que dá x = I e i = 2. 
Substituindo o valor x = I na derivada 

y" = 12 x — 18 

vem um resultado negativo, e portanto a x = I corresponde 
um máximo y = I da funcção considerada. 

Substituindo o valor x = 2 na mesma derivada vem um 
resultado positivo e portanto a x = i corresponde um míni-
mo y = 0. 

EXEMPLO 2.° — Achar os pontos da cvcloide onde o raio de 
curvatura é máximo, e onde é mínimo. 

Para isso basta procurar os valores de t que tornam (n.° 
89 — 111) a funcção 
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f (i) = I — cos t 

maxima ou minima. 
Temos para isso, considerando uma arcada da cycloide, 

f> (i) = sen t = 0, o que dá I = 0, 2 x ; e portanto os 
pontos onde o raio de curvatura pôde ser máximo ou minimo 
são : 

x = 0) x = r.r) x = 'ir.r) 

2/ = 0 ) y ='ir) y = 0 ) 

A derivada f" (t) = cos í é alternadamente igual a + 1 
e a — I ; logo no primeiro ponto o raio de curvatura é mi-
nimo, no segundo é máximo e no terceiro é minimo. 

Substituindo os valores de t na expressão de It vê-se que 
o máximo valor do raio de curvatura é 4r e o minimo valor 
é zero, como já sabíamos. 

\ 

EXEMPLO 3.° — No caso da funcção y = cos — temos de 

resolver a equação 

1 I 
y' = -a. sen — = - 0 
" Xi x 

que dá, considerando só os valores positivos de x, x = ^ r , 

onde k = 1 , 2 , 3, . . . , <x>. 
A derivada segunda 

,, 2 1 1 I 
y" = 5- sen r cos — J Xi x Xi x 

dá y'1 = A;4 Ki cos kr:\ logo ai = . ^ = ^ » e t c - cor-

respondem alternadamente o minimo — 1 e o máximo -j- 1. 
Temos aqui o primeiro exemplo d'uma funcção que, quan-

do x se approxima indefinidamente de zero, oscilla entre -J- 1 
e — I ; de modo que, entre zero e um outro valor determi-
nado dado a x, tem um numero infinito de máximos e míni-
mos. No ponto x = 0a funcção é indeterminada. 
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EXEMPLO 4.° — Consideremos a funcção y = Xn, Xn repre-
sentando um polynomio de Legendre (n.° 110). 

Como as n raizes da equação Xn = 0 são reaes e des-
iguaes e estão comprehendidas entre + I e — I, a equação 
X1

n = 0 tem (n.° 62) n — 1 raizes reaes e desiguaes com-
prehendidas entre os mesmos limites, e nenhuma d'ellas an-
nulla X"n. Logo o polynomio Xn terá n — 1 máximos e mí-
nimos comprehendiílos no intervallo de x = + 1 a x = — 1. 
No caso, por exemplo, do polynomio 

X = ^r x3 % x 3 2 2 

/T /T 
a equação A's = O dá x == w -g- e x == — y/ -„- . A pri-

meira raiz torna X"s positiva e a segunda torna-a_negativa; 

logo à primeira corresponde um minimo — \ / l i 6 ^ S6~ 

gunda um máximo + y . 

119.— Pela regra precedente achamse os pontos em 
que a funcção f (x) é maxima ou minima e admitte uma de-
rivada finita. Para achar pois todos os pontos em que f (x) é 
maxima ou minima, é necessário considerar ainda os pontos 
em que esta funcção não admitte derivada, e os pontos em 
que a derivada é infinita. 

Seja x, um d'estes pontos. Para vêr se n'elle a funcção é 
maxima ou minima, basta vêr se a derivada f1 (x, + h) muda 
ou não de signal com h, quando h varia desde — Ii1 até + hv 

Com eíTeito, se f' (X1 + h) muda de signal com h e passa de 
negativa para positiva, a funcção f (x) passa de (n.° 61) de-
crescente para crescente, e portanto no ponto Xt é minima. 
Se f' (X1 -f- h) muda de signal como h, e passa de positiva 
para negativa, a funcção f (x) é maxima no ponto X1. Se 
f' (X1 + h) não muda de signal com h, a funcção f ( x ) não é 
maxima nem minima no ponto X1. 

Applica-se este mesmo methodo quando se procuram os 
máximos e minimos correspondentes aos pontos que satisfa-
zem à equação f (x) = 0. se à funcção f (x) não admitte no 
ponto X1 algumas das derivadas a que é necessário recorrer 
no methodo exposto no numero anterior, ou se alguma d'es-
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las derivadas é infinita n'este ponto, e ainda se o methodo 
anterior leva a cálculos complicados. 

EXEMPLO. — A f u n c ç ã o 

V = f (®) = b -f (x - d f 

dá 

2 i 
y' = ~(x — a) 

A derivada y' torna-se pois infinita quando é x = a, e 
pôde portanto a funcção ser maxima ou minima no ponto a. 

2 i 
Pondo x = a h em f (x) vem o resultado — h *, 

e portanto f (n -)- h) passa no ponto a de negativa para po-
sitiva. A x = a corresponde pois um valor minimo ò da func-
ção dada. 

I S O . — Se a funcção cujos máximos e minimos quere-
mos achar, fôr a funcção implícita y definida pela equação 
F (x, y) = 0, determinaremos, pela eliminação de x e y en-
tre esta equação e a equação 

iI 

y = - & = 

os valores de x que tornam y máximo ou minimo e os valo-
res de y correspondentes. Substituindo depois estes valores 
nas derivadas y", y'", etc., vê-se, pela ordem da primeira de-
rivada que não se annulla e pelo signal do resultado, quaes 
d'estes valores de y são máximos ou minimos. 

EXEMPLO. — Procuremos as ordenadas maxima e minima 
da hyperbole cuja equação é 

2x3
 + 3 xy — :V + 50 = 0. 

Eliminando x e y entre a equação precedente e a equação 

J i y - àx 
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ou 

4x + 3y = 0, 

vem x = Hb 3, y = + 4. 
Derivando y' e pondo no resultado x = 3 e y = — 4, 

vem para y" um valor negativo; logo á abscissa x = 3 cor-
responde uma ordenada maxima y = — 4, ou uma ordenada 
minima negativa cujo valor absoluto é igual a 4. Os valores 
X = — 3, y = 4 dão a y" um valor positivo; logo á abscissa 
x = — 3 corresponde uma ordenada minima y = 4. 

131.— Funeções de duas variaveis independentes.— 
Diz-se que a funcção de duas variaveis z = f (x, y) é maxima 
no ponto x = X1, y = yv se o valor f (xv yj da funcção é 
maior do que os valores que ella toma nos pontos visinhos 
de (X1, i/j); isto é, se existe um valor S tal que a desigualdade 
f (X1 + h, V1 -f- k) << f (X1, V1) seja satisfeita por todos os 
valores de h e k comprehendidos entre — S e -J- S. 

Do mesmo modo, diz se que a funepão ó minima no ponto 
(ajD Vi) se a desigualdade 

f (X1 + h, y, + &)>/" (X1 y j 

é satisfeita por todos os valores de Ii e k comprehendidos en-
tre — S e + S. 

^z Zz 
Supponhamos agora que — e ^ são funeções continuas de 

x e y, e procuremos os valores de x e y que podem tornar z 
máximo ou minimo. Para isso, podemos considerar a varia-
vel independente y como funcção arbitraria de x, e portanto 
será condição necessaria para que z seja máximo ou minimo 
que seja satisfeita a equação 

Z ^ Jr 
z ' = i + * y> = o, 

Zx Zy J ' 

que, por ser y' arbitraria, dá 

ZZ 
- = O, -
Zx ' Zy 

Estas equações determinam os valores de x e y que podem 
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dar a z um valor máximo nu minimo. Seja X11^1 um systema 
dos valores de x e y que satisfazem a estas equações. 

Derivando Z1 e attendendo á segunda das equações prece-
dentes, vem o trinomio 

U2 + ~ Zx Zyy Z i f y ' 

7?Z 
Zf y' + 

D iZX2 z h ZiZ / D i Z V - I 
Zx Zy \ , Dx3 ' Zyi \ix Zy) + 

(-Y 
\ Zll2 J 

que, para aos valores X1 e de x e y corresponder um valor 
máximo ou minimo de z, deve ser nullo ou ter sempre o 
mesmo signal, qualquer que seja o valor de y' (mesmo infi-
nito), quando se substitue x e y por X1 e yv Para isso é ne-
cessário evidentemente que uma das condições 

ZiZ 

Z^ 
Z2Z 

¥ Vx- zy) — 

seja satisfeita por estes valores de x e y; e o signal de z" 

será o mesmo que o signal que toma . 

A segunda d'estas condições é mesmo sufficiente para que 
no ponto (x v ?/,) a funcção z seja maxima ou minima, porque, 
quando ella tem logar, z" é differente de zero e tem sempre 
o mesmo signal, qualquer que seja y'. 

J2 z Z2X >> 

Se fôr = 0 e ^O no ponto (X^y1), a expressão 

zj? 
_L 2 y' 
n Zx Zy u 

mostra que o signal de z'1 mnda com o va loF de y\ e portanto 
a funcção z não é maxima nem minima no ponto (X1, y j . 

Se fòr no ponto (X1. yj 

ZiZ 

Zx2 Zy2 \Zx ZyJ ' Zy* < U' 
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z" é nullo quando a y' se dá o valor a que tem a fracção 

(;>2Z ^2Z \ 

— zx zy ' y j t ) 00 P o n t o considerado. Recorrendo n'este caso 
às derivadas seguintes, ponha-se x = X1, y = yv y' = a, 
y" = y'" = . . . = 0 nas expressões de z"', z<4>, etc., até en-
contrar uma que não seja nulla. Se esta derivada fôr d'ordem 
impar, a funcção z não pôde ser maxima nem minima no ponto 
( x v If1);

 se e s t a derivada fôr d'ordem par e o seu signal fôr Z2Z 
differente do signal de —- , também z não é maxima nem 

b 'Y 
minima no ponto considerado; finalmente se esta derivada fôr 

Pz 

d'ordem par e tiver o signal de —3-, a funcção será maxima 

ou minima no ponto (xv yj segundo este signal é — ou -J-. Z2Z 
Se os valores Xi e yl satisfizerem ás equações y - j = O, 

Pz Z2Z 
= O, sem que annullem , , o calculo anterior não é 

zx zy ' 1 zx2 

applicavel, mas pode-se em todo elIe trocar x por y e obtéem-se 
as formulas applicaveis a este caso. 

Z2Z Z2Z Z2Z 
Se fôr = O, = O, — = O no ponto (X1, V l) , 

z" é identicamente nulla, e é portanto necessário recorrer á 
derivada z"1 que deve ser nulla, qualquer que seja y', para 
que n'este ponto possa z ser maxima ou minima, e depois à 
derivada que deve ser nulla ou ter sempre o mesmo si-
gnal qualquer que seja y', etc. 

Podemos resumir a parte principal d'esta discussão na re-
gra seguinte: 

Para achar os valores máximos e minimos de z, re-
solva-se relativamente a x e a y as equações 

Zz Zz 
- = . o, - í = O 
Zx ' Zy 

e substilua-se cada syslema dos valores resultantes na ex-
pressão 

i _ ^z Ztz / ?az \ 
Zx1 ZiJ2 \ i x ZyJ ' 

Os systemas de valores que dão A > O tornam z ma-
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ximo se o valor correspondente de yy é negativo, e mini-

mo se este valor é positivo. 
Os systemas de valores que dão A < O não tornam z 

máximo nem minimo. 
I'ara estudar o que acontece nos pontos em que é A = O1 

é necessário recorrer ás derivadas de z de ordem superior 
á segunda. 

EXEMPLO. — Achar a mais curta distancia entre um ponto 
(«o» 1Jo- -o) ^ um plano 

Temos de achar os valores de x e y que tornam maxima 
ou miuima a funcção 

onde z é dado em funcção de x e y pela equação do plano. 
As equações que determinam x & y são pois 

— =2(x- ® 0 ) + 2 A ( r - z 0 ) = 0 , — = 2(y-yo)+2/i(z-zo)=0; 

e como estas equações são as de uma recta perpendicular ao 
plano, segue-se que o ponto pedido é o pé da perpendicular 
abaixada do ponto sobre o plano, como já se sabia. 

Tirando (Testas equações e da equação do plano os valo-
res de x, y e z e substituindo na expressão de D, vem a for-
mula 

que dá a minima distancia pedida. 
Podemos verificar que o precedente valor de I) é um mini-

mo. Com effeito, pondo na expressão 

z = Ax + Ry + C. 

D« = (a - X0Y + ( y - y0Y + (z - z0)2, 

I) = 
Ax0 + Ity9 + C-

(I + .42 -+ Ii2 f 
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vem o resultado 4 (I + A2 + ^3). fI u eJ P o r ser positivo as-
J2 /Ja 

sim como a derivada — s - , mostra que o valor precedente de 

D1 é um minimo. 

VI 

Indotoriniiiações 

1 8 3 . — S e a funcção f (x) ê indeterminada quando x = «, 
chama-se verdadeiro valor da funccào no ponto a o limite 
para que tende f (x) quando x tende para a. Vamos procurar 
este limite em alguns casos mais importantes. 

I - S e fôr 

f (X) = 1&) 

e as funcções f {x) e <|i (*>) se annullarem quando x = a, a 

funcção reduz-se a -jj- e vamos achar o seu verdadeiro valor. 

Por ser (n.° 62) 

f („ — 9 (a
 +

 h ) _ (a + ei fr) 
1 K ^ ' $ (a + h) ~ <|>' (a + Q1 /i)' 

quando as funcções ? (x) e <|i (x) são continuas no ponto a e 
admittem derivadas de primeira ordem finitas nos pontos vi-
sinhos de a, temos, n'este caso, 

f ( a ) — Hm f ( a + h)= Iim 
A = O h = o <|>(a + 0, h) 

Se fôr (a) = 0, <|/ (a) = 0, temos do mesmo modo 

H a ) = Iim ( a + 9- h ) - Iim ( a + 9» h ) 

' W A o <!>' (o - | - 0 , / i ) , T o (a T S2 h) ' 

19 
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Em geral, se forem nullas as funcções <p (a), <p' (a), .. 
fn ~ 1 (a) e <j> (o), <|/ (a), . . . , (J>n ~ 1 (a), teremos 

/• / X r tPn (a + 9 » 1 - <P" («) f (a) = hm i—7— . ,, = lim ' •' . 1 w
 A = o (a- + e„ /i) x = a <!>" (x) 

Por esta formula calcula-se o valor de f (a) quando se sabe 
achar o limite para que tende o seu segundo membro. 

Se as funcções (x) e <{in (x) forem continuas no ponto a, 
esta formula dá 

f (a) = t P l W 
I w ~ <!)» (a) • 

No caso de ser a = oo, podemos pôr x = e depois 

fazer tender t para 0. Temos d'este modo 

.. ? x) .. ' ( í ) .. P ? (í ) .. (x) 
Iim + - — = Iim — — T = Iim r r r = l i m I r H > 

i - o ^ ^ l j ' = 0 I 1 J j / ^ - - - ¢ ' ( ¾ ) 

e a regra anterior é ainda applicavel. 
EXEMPLO.—A funcção 

__ <p ( x ) _ cos X — I 

y ò (x) ~ ex — I — sen x 

é indeterminado quando x => O, assim como a funcção 

<p' (x) — sen a; 

<J/ (x) Ct — COS X 

A fracção 

ip" (a?) — cos a; <j/' e1 -f- sen x 
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é igual a — 1 quando é ® = 0 ; logo — 1 é o verdadeiro 
valor de y correspondente a x = 0. 

I I — Seja agora f (a) = = H e procuremos o ver-

dadeiro valor d'esta fracção, isto é, o limite para que tende 

quando x tende para a. 

Representando por x0 um numero tal que x esteja com-
prehendido entre X0 e a, e snppondo que as funcções <p (x) e 
<j> (x) admittem derivadas finitas no ponto x0 e nos pontos 
comprehendidos entre ^ e a e que <J/ (x) é differente de zero 
n'aquelles pontos, temos 

T(Í:) » W - T W I L < - M + ^ Í . - J ^ ) ' 
onde èh = x — x0. 

Suppondo agora que a fracção tende para um Ii-f' (x) 

<1>' (x) 
mite determinado A, quando x tende para a, também a fracção 

tf + e/[) t e n t ^ e P a r a 0 mesmo limite quando x0 tende para 
a, visto que X0 -f- Qh está comprehendido entre x0 e x e por-
tanto entre X0 e a. Podemos pois dar a X0 um valor tão pro-
ximo de a que esta fracção difíira tão pouco quanto se queira 
de A. 

Depois de escolher d'este modo por ser 

1 — 

1 

4» («o) 
1- 4> (x) Iim T ' \ = 1, 

? (Xp) 

? (*) 

podemos dar a s um valor tão pequeno que, para os valo-
res de x comprehendidos entre a — e e a + e, a fracção 
,, _ 4> (®o)_ 

A rx) 
^ (p ^ diífira da unidade tão pouco quanto se queira. 

? (*) 
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Podemos pois dar a X0 um valor tão proximo de a e a e 

um valor tão pequeno que, para todos os valores de x com-

prehendidos entre a — e e a -f s, a fracção ^ diffira tão 

pouco quanto se queira de A; e temos portanto (1) 

f (a) = lim lim 
' x = a 41 (®) « = « t W 

e, se çp' (x) e <J>' (x) são continuas no ponto a, 

'
 W _ f (a) * 

Logo acha-se o verdadeiro valor da fracção considerada 
pela mesma regra que no caso anterior. 

Se fôr A = oo, teremos 

.. <]> (x) .. <1/ (x) 
lim - ^ - 4 = lim - V r r = °> 

« = « ? ( Í ) * = « T (x) 

e portanto lim - ^ T T = 00 • O theorema é pois ainda ap-
x = a Y (X) 

plicavel. 
EXEMPLO. — A funcção 

y (x) Iog x 

4» (x) x~ " ' 

dá H quando é x = 0. Mas o quociente 

<p' (x) X Xn 

<!>' (x) — nx~" ~1 n 

é nullo quando x = 0; logo é também nulla a funcção con-
siderada. 

I l I — Se a funcção 

(1) A demons t ração precedente é t irada do Calcolo (h/fereníiale de G-v 
nocchi e Peano (Turin , 1884). 
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f(x) = f (x) . <!> («) 

se reduzir a O x » quando x = a, acha-se o seu verda-

deiro valor applicando a regra anterior à fracção , que 

se reduz a , ou a fracção ^ ^ , que se reduz a ff- . 

tP 
EXEMPLO. — A funcção 

y = n Cc" — l) 

dá 0 x oo quando Qn = oo. Para achar o seu verdadeiro 
valor, consideremos a fracção 

y = 
®" — \ 

n 

que se reduz a -jj- , e que dá, derivando o numerador e o de-

nominador relativamente a n, a fracção 

i 
1 T 

— tf x l o S x 

__L 
Wi 

que se reduz a Iog x quando é n = oo. Logo temos a for-
mula notável 

Iog x = lim n ( x " — 1 ) . 

I V - S e a funcção f (x) = y (x) — <j> («) se reduzir a 
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oo—oo quando é x = a, acha-se o seu verdadeiro valor 
applicando a regra anterior â fracção 

1 1 

Og) ? (x) 
\ 

9 («) <P (®) 

que se reduz a -jj- . 

V - S e a funcção y = <p (x)*^ se reduzir a O0, 1" , oo° 
quando é x = a, acha-se o seu verdadeiro valor applicando 
a regra anterior á funcção 

log y = <!> (z) log f (x) 

que se reduz a 0 x oo. 
EXEMPLO.—A funcção 

V = {<+-)"• 

quando n = x, dá 1°°. Para achar o seu verdadeiro valor, 
determinemos o verdadeiro valor da funcção 

Iog ( i + 
, i / , i x \ s V l W / 
Iogy = n log -f —) = ^ 

n 

que se reduz a —, o que dâ log y = x, e portanto y = e*. 

Temos pois a formula 

ex = Iim ( l + — ) . 
n - . v n / 



CAPITULO VI 

A P P L 1 C A Ç Õ E S G E O M E T R I C A S D A F O R M U L A D E T A Y L O R 

I 

Curvas planas 

133. — Contado das curvas planas. — Sejam 

y = f ( x ) , Y = F(X) 

as equações de duas curvas que passam por um ponto cujas 
coordenadas são X0 e y0. Se a differença F (x0 -\-h) — f (X0 + h) 
de duas ordeuadas das curvas, correspondentes á mesma abs-
cissa X0 + h, fòr infinitamente pequena de ordem n + 1 re-
lativamente a h, diz-se que as curvas téem no ponto (x0, y0) 
um contacto de ordem n. 

Se pelo ponto (x0, y0) passar uma terceira curva y = v(x) 
que tenha com a curva y = f (x) um contacto de ordem m 
e se fôr n > m, a segunda das curvas consideradas appro-
xima-se mais da curva y = f (x), na visinhança do ponto 
(Í0 , 2/o), do que a terceira curva y = çp (x). Com effeito, re-
presentando por p e a as differenças F (x0 h) — f (X0 + h) 
e ? (x0 + h) — f (x0 + h), é por definição 

P = h" (A + s), a = hn (B + s'), 

onde A e B representam quantidades finitas differentes de 
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zero, e s e s' quantidades infinitamente pequenas com h; e 
portanto temos a igualdade 

a — p = hm [B + e' — h" ~ m (A + «)], 

a qual faz vêr que se pôde dar a Ii1 um valor tão pequeno 
que a — p tenha o signal de Ir (li + e')» isto é o signal de 
a, quando I h | < hv Será pois, para todos os valores de h 
comprehendidos entre — Zt1 e + /I1, P <C a. 

131. — As condições analyticas para que as curvas con-
sideradas tenham um contacto de ordem n decorrem imme-
diatamente da formula de Taylor, que dá 

F O0 + h) - f ( x 0 + h) = F (X0) - f(x0) 

+ h [F> (X0) - f> (X0)] + . . . 4 - £ [F» (x0) - f" ( X 0 ) ] 

+ (n + l) | ^ + 1 (x° + - f n + 1(*o + M)]-

Com effeito, se as funcções f (x) e F (x) admittirem deri-
vadas até á ordem n -f- 1 continuas no ponto x0, para que a 
differença F (x0 + h) — f (x0 + h) seja infinitamente pe-
quena de ordem n + 1 relativamente a h, é necessário e suf-
ficiente que as differenças 

F (X0) - f (x0), F' (x0) - f (x0), . . . , Fn (X0) - p (x0) 

sejam nullas, e que a differença Fn + 1 (x0) — f" + 1 (x0) seja 
differente de zero, o que dá o seguinte: 

THEOREMA. — Se as funcções F (x) e f (x) admittirem de-
rivadas até d ordem n + \ continuas no ponto x0, as con-
dições necessarias e sufficienles para que as curvas consi-
deradas tenham no ponto (x0, y0) um contacto de ordem n 
são: 

f ( X 0 ) = F ( x 0 ) , f (x0) ~ F 1 ( x 0 ) , . . . , / • » (X0) = F- ( x 0 ) , 

e que fn +1 (x0) — Fn +1 (x0) seja differente de zero. 

195. — Seja y = f (®) a equação de uma curva dada e 
Y = F (X) uma equação com n -f- 1 parametros arbitrarios, 
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que representa uma família de curvas. A curva d'esta família 
que tem com a curva dada um contacto de ordem mais ele-
vada no ponto (x0, y0) diz-se osculadora da curva y• = f (x) 
no ponto (x0, y0). Para obter esta curva deve-se dispor dos 
n + \ parâmetros de modo que sejam satisfeitas as n + 1 
equações de condição precedentes, e o contacto das duas cur-
vas será de ordem n ou de ordem superior a n, segundo a 
differença fn +1 (x„) - F n + 1 (x0) é differente de zero ou 
igual a zero. 

126.—A doutrina precedente, devida a Lagrange (1), 
vae-nos apresentar, debaixo de um novo ponto de vista, al-
guns dos resultados obtidos no Capitulo III. 

I — Se quizermos achar a recta osculadora da curva 
y = f (x) no ponto (x0, y0), temos de determinar as constan-
tes A e B que entram na equação 

Y = AX+ B 

da recta, de modo que sejam satisfeitas as condições do con-
tacto de primeira ordem: 

Vo = Ax0 + B, f> (X0) = A. 

A equação da recta pedida é pois 

Y - y 0 = f (X0) (X - x0), 

e portanto é tangente á curva dada. 
Por ser Y" = Y'" = . . . = 0, a tangente tem com a 

curva proposta um contacto de segunda ordem nos pontos 

que satisfazem ás condições f" (x0) = 0, f" (x0) ^ 0; um 

contacto de terceira ordem nos pontos que satisfazem ás con-

dições P1 (X0) = 0, P" (X0) = 0, f- (x0) > 0; etc. 

II — Se quizermos achar o circulo osculador da curva 
y = f (x) no ponto (x0, y0), temos de determinar as constan-
tes arbitrarias a, b, U que entram na equação 

(X — a)« + (Y— b)a = tf, 

(1) L a g r a n g e : - Tkéorie des fonctions analytiques. 
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de modo que sejam satisfeitas as condições do contacto de se-
gunda ordem: 

[(X0) = F (X0), r (*o) = F' (X0), f" (X0) = F" (S o I > 

que, por serem as funcções F (x0), F' (x0) e F" (x0) dadas 
pelas equações: 

(x0 - a)* + [F (X0) - bf = R2 

x 0 - a + [F (X0) - 6] F> (T0) = 0 

1 + [f" (¾)]2 + [F (X0) - 6] F" (x0) = 0, 

se reduzem a [pondo y0, y'0, y"0 em logar de f (x0), f' (x0), 

(x0 - a)» + (y0 - by = R1 

X0 — a + (y0 — b) y'0 = 0 

1 + V'o2 + (2/o - b) y"0 = 0. 

D'estas equações tiram-se os valores das coordenadas a e 
b do centro e o valor do raio R do circulo osculador: 

3 

R-- .(i + m V ) ! a _ x _ v , i + V1Q2
 b _ v , i + y o „ ,a —X0 — y0 -T1 , o — y0-\ -J1— ..Il • VUV ..U ' . / U L ,, .11 

Jo y o Uo 

Da comparação d'estas formulas com as que dão as coor-
denadas do centro e o raio do circulo de curvatura (n.° 88 — 
I), conclue-se que o circulo de curvatura e o circulo oscu-
lador, correspondentes ao mesmo ponto de uma curva dada, 
coincidem. 

±29.— Pontos d'inflexão.— A determinação dos pontos 
d'inflexão da curva y = f (x) é fácil de conseguir por meio 
do theorema do n.° 86—III . Com effeito, se f" (x) é uma 
funcção continua no ponto x0, da igualdade 

f" (¾ + h) = f" (X0) + S1, 

onde S1 representa uma quantidade infinitamente pequena com 



2 8 3 

h, conclue-se que, para f" (x) mudar de signal no ponto x0, 
é necessário que seja f" (X0) = 0. N'este caso, suppondo a 
funcção f" (x) finita no ponto x0, a igualdade (n.° 52) 

f" (x0 + h) = h [/•'" (X0) + S2], 

onde s2 representa uma quantidade infinitamente pequena com 
h, mostra que f" (x0 -j- h) muda de signal com h, e portanto 
que (x0, y0) é um ponto d'inflexão, se f'" (x0) é differente 
de zero. 

No caso de ser f'" (x0) = 0 e de a funcção f* (x) ser fi-
nita no ponto x0, a igualdade (n.os 62 e 52) 

r (x0 + h)=Ifl r (x0 + oh) = ^3 ir (x0) + E3] 

mostra que, para f" (x) mudar de signal no ponto (x0, y0), é 
necessário que seja fl (x0) = 0. Logo, se esta igualdade não 
é satisfeita, (x0, y0) não é ponto d'inflexão. 

Continuando do mesmo modo, conclue-se a regra seguinte: 
Para achar os pontos de inflexão de uma curva cuja 

equação è dada, determinem-se x e y por meio da equação 
da curva e da equação y" = 0. 

Subslitua-se depois cada grupo (x0, y0) de valores resul-
tantes nas derivadas seguintes de y. Se a primeira derivada 
que não se annulla fòr de ordem impar, o ponto (x0, y0) é 
um ponto de inflexão, se fòr d'ordem par o ponto não ê de 
inflexão. 

EXEMPLO 1.° — Consideremos a curva cuja equação é 

y = A sen (ax + &)-(-/?. 
Teremos 

y' = Aa cos (ax -f- 6), y" = — Aa2 sen (ax ò); 

e como os valores de x que tornam y" nulla são dados pela 
relação ax -f- ò = /CTC, onde k representa um inteiro qual-
quer positivo, negativo ou nullo, e como estes valores de x 
não annullam a terceira derivada 

y'" = — Aas cos (ax + b), 

os pontos ^ — ^ ^ ff j s e r ã o o g p 0 n t 0 s d'inflexão da cur-

va considerada. 
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EXEMPLO 2.° —A funcção y = x (x — 1)1 dá 

y' = 1 + 7(® - 1)6, y" = 7 . 6 (x - 1)5, yW = 7 ! 

Como o valor a; = 1 annulla a derivada y", e como a pri-
meira das derivadas seguintes que este valor dé x não annulla 
é d'ordem impar, o ponto (1, 1) é um ponto d'inllexão. 

128.—No processo anterior para achar os pontos (!'in-
flexão parte-se da hvpothese que a derivada y" é continua. 
Logo pôde ainda haver outros pontos d'inflexão em que esta 
derivada não exista ou seja discontinua. Além d'isso, se y" é 
continua no ponto (x0, y0), mas alguma das derivadas y"\ y{i\ 
etc., a que é necessário recorrer, não existe ou é infinita n'este 
ponto, não se pôde distinguir pelo processo anterior se o 
ponto (#„, y0) é ou não d'intlexão. N'estes casos, para achar 
os pontos d'inílexão, recorre-se principalmente ao theorema 
do n.° 86 — 11. 

6 

EXEMPLO 1.° — A funcção y = b + (x — a d á 

5 2 J Q 1 

y' = -3 (« — «)*» y" = y- (» — ») * • 

Como x = a torna y" infinita, vamos vêr se o ponto (a, b) 
pôde ser d'inflexão. Para isso, notemos que y" é positiva 
quando é x > a e é negativa quando é i < a ; logo á di-
reita do ponto (a, b) estando a concavidade voltada no sentido 
das ordenadas positivas, e á esquerda d'este ponto estando a 
concavidade voltada no sentido contrario, o ponto é d'inflexão 
(n.° 86 — 11). 

7 

EXEMPLO 2.° —A funcção y = 6 + (x — af* dá 

y" = f (« - a f , y"> = P (X - aT1 • 

No ponto (a, ò) annulla-se y", mas y'" torna-se infinita, 
e o methodo anterior não è applicavel. Raciocinando porém 
como no exemplo anterior conclue-se que o ponto é de infle-
xão. 

129. — Pontos singulares das curvas planas. — Cha-
ma-se ponto ordinário de uma curva plana o ponto M onde 
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se reúnem dois arcos de curva cujas secantes MN e MN' ten-
dem para direcções oppostas da mesma tangente TT', quando 
NeN' tendem para M. 

Aos pontos que não estão n'estas condições, chama-se 
pontos singulares. Taes são os pontos seguintes: 

1° — 0 ponto de reversão de primeira especie, que é 
aquelle d'onde partem dois arcos de curva cujas secantes MN 
e MN' tendem para a mesma direcção MT da tangente, ficando 
uma de cada lado da tangente. 

2.° — O ponto de reversão de segunda especie, isto é, o 
ponto d'onde partem dois arcos de curva cujas secantes ten-
dem para a mesma direcção da tangente, Iicando ambas do 
mesmo lado da tangente. 

3.° — O ponto de suspensão, que é aquelle d'onde parte 
só um arco de curva. 

4.° —O ponto anguloso, queé aquelle d'onde partem dois 
arcos de curva cujas tangentes são diíTerentes. 

5.° — O ponto isolado, que é aq ielle que está completa-
mente separado do resto da curva. 
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6.° —O ponto em que se cortam dois ou mais arcos de 
curva. 

130. — Supponhamos que F (x, y) = O é a equação da 
curva dada, e que a funcção F (x, y) tem um único valor 
real correspondente a cada grupo de valores de x e y. Estão 
n'este caso as equações algébricas relativamente a x e y, visto 
que se podem sempre desembaraçar dos radicaes. Estão tam-
bém n'este caso, ou a elle se reduzem facilmente, muitas 
equações transcendentes. 

A indagação dos pontos singulares d'estas curvas baseia-se 
no theorema seguinte, que é uma simples traducçào geomé-
trica do theorema I . 0 do n.° 75: 

zF ZF 
Se a funcção F (x, y) e as derivadas — , — forem 

continuas, os pontos singulares da curva dada satisfazem 
ás equações 

ZF zF 
r— = O, = 0. 
Zx Zy 

Em virtude d'este theorema, para achar os pontos singu-
lares da curva olana dada, deve procurar-se os valores de x e 

zf zF 
y que tornam as derivadas — e — discontinuas ou nullas. 

zx Zy 
Seja ya) um systema d'estes valores. Para conhecer a 

especie do ponto singular (X0, y0), mude-se na equação da 
curva x0 em X0 -(- h e procure-se quantos valores reaes tem 
y na visinhança do ponto considerado, para saber quantos 
arcos de curva se encontram n'este ponto. Depois procure-se 
os valores que n'este ponto tem y\ para vêr se os arcos que 
se encontrara no ponto (x0, y0) téem, ou não, a mesma tan-
gente. Finalmente pelo signal de y"0 veja-se a direcção da con-
cavidade de cada arco (n.° 86). 

Varaos agora dar alguns exemplos de determinação de pon-
tos singulares, considerando somente equações que se podem 
resolver relativamente a y ou a x, enviando, para um estudo 
desenvolvido do methodo para achar estes pontos nos outros 
casos, para o Cours de Calcul différentiel de J. A. Serrei. 

EXKMPLO 1.° — A equação da lemniscata 

ya — x3 + x* = O 
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dá, para a determinação dos pontos singulares, as equações 

aF „ 
_ = — 2x + íx3 = 0, — = 2y = 0. 
ix 1 

Logo esta curva tem um único ponto singular (0, 0). 
Derivando a equação dada vem 

yy' — x + 2a;3 = 0, yy" -f- y'2 — 1 + Qx = 0, 

e portanto no ponto (0, 0) temos y' = + 1. 
Por outra parte a equação da curva, escripta debaixo da 

fórma 

y = ± x t/t 

mostra que do ponto (0, 0) partem quatro arcos da curva. 
Logo o ponto (0, 0) é um ponto singular onde se cortam 

dois arcos de curva, e as tangentes a estes arcos fazem ân-
gulos de 45° com o eixo das abscissas. 

EXRMPLO 2.° — A equação da cissoíde 

(a — x) y2 = x3 

dá 

if 3/,' 
_ = + y* = 0, — = 2 (X - a) y = 0, 

e portanto esta curva só pôde ter um ponto singular (0, 0). 
Por ser 

y 
X 

conclue-se que, na visinhança do ponto (0, 0), a cada valor 
negativo de x correspondem dois valores imaginarios de y, e 
a cada valor positivo de x correspondem dois valores reaes, 
iguaes e de signaes contrários de y. Como, por outra parte, 
se obtém para y'0 dois valores iguaes a zero, segue-se que 
no ponto (0, 0) se reúnem dois arcos de curva tangentes ao 
eixo das abscissas positivas. Logo o ponto (0, 0) é um ponto 
de reversão de primeira especie. 
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EXEMPLO 3.° —A curva 

y2 — 2o% -(- X1 + x5 = 0 

tem um ponto singular único, que é a origem das coordena-
das. Escrevendo esta equação debaixo da fórma 

y =Xi ± X2 ^ — x 

vê-se que na origem se reúnem dois arcos e que estão collo-
cados do lado das abscissas negativas. Derivando-a e pondo 
nas equações resultantes x = 0 e y — 0, obtem-se para y\ 
dois valores iguaes a zero, e para y"0 dois valores iguaes a 
+ 2, d'onde se conclue que ambos os arcos são tangentes ao 
eixo das abscissas e que téem a concavidade voltada no sen-
tido das ordenadas positivas. Logo o ponto (0, 0) é de rever-
são de segunda especie. 

EXEMPLO 4.° —A curva 

y2 — x3 -f- x2 = 0 

tem um ponto singular, que é a origem das coordenadas. De-
rivando duas vezes esta equação e pondo no resultado x = 0, 
y = 0, obtem-se para y'0 dois valores imaginarios e portanto 
a origem das coordenadas é um ponto solitário. 

131, — Ponlos múltiplos.—Consideremos ainda a curva 
cuja equação é F (x, y) = O e o ponto (x0, y0) d'esta curva, e 
supponhamos que a funcção F (a?, y) admitte derivadas par-
ciaes de primeira ordem relativamente a a? e a y continuas no 
ponto (X0, y0). Se uma d'estas derivadas, pelo menos, não é 
nulla no ponto (x0, y0), este ponto diz-se ponto simples. 

Supponhamos agora que F (x, y) admitte as derivadas 
I2F y-F . , N O » , 

Taf ' ixJy' c o n t i n u a s n0 P o n t o ( 'o. Vo). ^e uma d es-

tas derivadas, pelo menos, não é nulla no ponto (.r0, y0) e as 

derivadas de primeira ordem , são nullas n'este pon-

to, diz-se que o ponto (x0, y0) é um ponto duplo. 
Em geral, supponhamos que as derivadas parciaes da func-

ção F (x, y) até á ordem n são todas continuas no ponto 
(a7O) Po)- Se uma, pelo menos, das derivadas de ordem n não 
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é nulla no ponto Or0, y0) e se as derivadas de ordem inferior 
a n são todas nullas n'este ponto, diz-se que o ponto (x0, y0) 
é um ponto múltiplo cujo grão de multiplicidade é n. 

Supponhamos que a equação proposta é algébrica e do 
grão m, e que f (.x, y) = 0 é outra equação algébrica do 
gráo m' cujos coefficientes são constantes arbitrarias, excepto 
um que é determinado pela condição de a curva passar pelo 
ponto [x0>y0). Supponhamos também que se excluem dos va-

H 
lores dados a estas constantes aquelles que annullam . A 

equação f (x, y) = 0 determina y como funcção de x na vi-
sinhança do ponto X0, e esta funcção admitte derivada (n.° 
75). Temos pois, pondo x — X0 = h, representando por ® (x) 
esta funcção e attendendo á igualdade F (x0, y0) = 0, 

F [x0 + h, ? (x0 + h)] = + ~ (X0)] h 

1 Fz2F z2F z2F 1 
+ TT + 2 , - T - (®o) + , 4 W / i 2 + - = 0 . 2 l Zx0

2 ?x0 a?/o 3^o -J 

Esta equação leva á determinação dos pontos em que se 
cortam as duas curvas consideradas na visinhança do ponto 
(x0, y0), visto que determina h e depois as equações x = X0 + h, 
y = cp (x) determinam as coordenadas d'estes pontos. Um 
d'estes pontos é o ponto (x0, y0). 

Se o ponto (r0, y0) é um ponto simples, unia das quanli-
tF 3/'' 

dades -— , — é differente de zero, e portanto a equação an-

terior tem, em geral, uma única raiz igual a zero. Logo, em 
virtude de um theorema bem conhecido da theoria da elimina-
ção algébrica (1), as curvas cortam-se, em geral, em mm' — I 
pontos, reaes ou imaginarios, differentes do ponto (x0, y0). 

iF 
Se o ponto (x0, y0) é um ponto duplo, as derivadas — 

Zx0 
sF 

e — são nullas, e a equação precedente tem, em geral, duas 

raizes iguaes a zero. Logo as curvas consideradas cortam-se, 

(1) S e r r e t : — Algèbre, t o m o 1, pag. 165. 
Longchamps — Algèbre, Par is , 1889, pag. 434. 

2(i 
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em geral, em mm' — 2 pontos, reaes ou imaginarios, diffe-
rentes do ponto (x0 , y0). 

Continuando do mesmo modo, vê-se que se o ponto (x0, y0) 
é um ponto múltiplo cujo gráo de multiplicidade é n, as cur-
vas consideradas cortam-se, em geral, em mm' — n pontos, 
differentes do ponto (x0, y0). 

Vê-se pois que nas questões em que se procura o numero 
de pontos em que se cortam duas curvas, cada ponto duplo 
equivale a dois pontos simples, cada ponto triplo equivale a 
tres pontos simples, etc. Estas considerações téem uma im-
portância considerável no Calculo Integral. 

A doutrina que precede tem logar quando o ponto (xa, y0) 
é imaginario. Veremos, com effeito, n'outro logar que o theo-
rema 1.° do n.° 75, que lhe serve de base, tem logar no caso 
das variaveis imaginarias. 

II 

Curvas no espaço 

132, — Contacto de duas curvas no espaço. — Sejam 

y = f (x), z = U (s) 5 y = F (X)j Z = F1 (X) 

as equações.de duas curvas no espaço, que se cortam no 
ponto (x0, y0, z0). A distancia d de dois pontos d'estas curvas, 
correspondentes á mesma abscissa x0 + h, será dada pela 
formula 

d=\/[F (x9 + h ) - f ( x 0 + hf + [F1 (x0 + h) - U (x0 + h)f. 

Se d fôr infinitamente pequeno de ordem n + I relativa-
mente a h, diz-se que as curvas consideradas téem no ponto 
(x0, y0, z0) um contacto de ordem n. Vê-se, como no n.° 123, 
que u'este caso as curvas approximam-se na visinhança do 
ponto considerado mais uma da outra do que de qualquer ou-
tra curva com a qual tenham um contacto de ordem inferior. 
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Procuremos as condições analyticas para que as curvas 
consideradas tenham um contacto de ordem n no ponto con-
siderado. Para isso, notemos que é condição necessaria e suf-
liciente para que d seja infinitamente pequeno de ordem n + I 
relativamente a h que as differenças 

F (Z0 + h) - f (x0 + h) = «, F1 (x0 - f h) - fx (x0 + h) = p 

o sejam, ou que uma seja da ordem n -f- -I e a outra de or-
dem superior. Com effeito, suppondo que uma das differenças 
é da ordem n + I e que a outra é da ordem n + I -J- i, 
temos (n.° 50) 

p = /i" + 1 (/1 + s), a = hn +' + 1 (B + e'), 

onde A e B são quantidades finitas dilferentes de zero, e s e s' 
são quantidades infinitamente pequenas com h; e portanto 

d = hn + 1 • (A + s f + Ii'1 (B + e')8, 

d'onde se deduz que d é da ordem n I relativamente a h. 
Reciprocamente, se d fôr da ordem n + 1 relativamente 

a h, uma das quantidades a ou p será da ordem n. -J- I e a 
outra da mesma ordem ou de ordem superior; porque, se 
aquella das quantidades que é de menor ordem fosse de or-
dem m differente de n + 1, também d seria da ordem m, em 
virtude do que vimos de demonstrar. 

Para achar pois as condições analyticas do contacto de 
ordem n basta exprimir que uma das quantidades a ou p é 
infinitamente pequena da ordem n + I relativamente a li. e 
que a outra é da mesma ordem ou de ordem superior. Racio-
cinando para isso como no caso das curvas planas (n.° 124) 
acha-se as equações de condição 

/-(X0) = F (x0), f (x0) = F1 (X0), . . . , / ' " (x0) = Fn (x0) 

fi (*o) == F1 (x0), f ' , (X0) = F1
1 (X0)1 (x0) = F1" (x0). 

Se uma das curvas fôr completamente dada e as equações 
Y = F (X), Z = F1 (X) representarem uma famiiia de cur-
vas, a curva d'esta famiiia que tem com a curva dada um con-
tacto de ordem mais elevada diz-se osculadora da primeira. 
Para obter esta curva deve-se determinar os 2 (n + 1) para-
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metros arbitrarios que entram nas equações Y = F (X), 
Z = F1 (X) por meio das equações de condição precedentes. 

133. — Appliquemos estes princípios à linha recta, isto 
é, procuremos a re.rta que passa peio ponto (x0, y0) da curva 
y = f (.x), z — fj (x) e que tem um contacto de ordem a 
mais elevada possível com esta curva. 

As equações da recta são de forma Y=AX-f- li, Z = CA'+l>, 
e podemos portanto determinar as quatro constantes A, li, 
C, D de modo a satisfazer ás quatro equações necessarias para 
o contacto de primeira ordem: 

y0 = Ax0 Jr fí, Z0 = Cx0 + D, f (X0) = A, f \ (x0) = C. 

Logo as equações da recta pedida são 

y — í/o=2 f' (X0) (X - X0), Z - Z 6 = P1 (X0) (X - X0), 

e a recta é portanto tangente á curva no ponto (x0, y0) (n.° 90). 

131. — Procuremos em segundo logar o circulo oxcula-
dor da curva y = f (x), z = /i (x) no ponto (x0, y0.. 

Como toda a circumferencia pôde resultar da intersecção 
de uma espliera com um plano que passa pelo seu centro, as 
equações da circumferencia serão 

(X — a)2 + (Y — b)3 4- (Z — c)2 = Ri, Z = AX+ HY+ C. 

Westas equações ha sete constantes arbitrarias, que vamos 
determinar de modo a satisfazer ás seis equações necessarias 
para que a circumferencia e a curva dada tenham no ponto 
(^oi y0)

 um contacto de segunda ordem, e á condição de pas-
sar o plano pelo centro da esphera; isto é, ás sete equações 
seguintes: 

Í
z0 = Ax0 4 Iiy0 4 C, c = Aa -f Iib + C, 

z'0 = A 4 Jty1
0, z"0 = fíy\. W o - « 2 + (Ih ~ 4 - = X0 — a + (y0 — b) y'0 4- Iz0 — c) z\ = O, I + (y« - b) If0 4 y'o + (¾ - <•) z"o 4 -V = <>• 
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Eliminando A, BqC entre a primeira, terceira e quarta 
das equações precedentes e a equação do plano, vem a equação 

y"0 (Z - z0i = (z'0 y \ - y'0 z"0) (X - x0) + z \ (Y - y0), 

que pertence (n.° 90 — IV) ao plano osculador da curva no 
ponto (x0, y0). 

Logo o circulo osculador ríum ponto da curva está no 
plano osculador da curva, correspondente ao mesmo ponto. 

Eliminando agora A, B e C entre as quatro primeiras equa-
ções (b), o que dá 

y"o (z0 — c) = (z'0 y"0 — y'0 z\) (x0 — a) + z"0 [y0 — b), 

e em seguida, eliminando a, b e c entre esta equação e as 
duas ultimas equações (b), vêem as formulas 

C + y V + ^ ^ i / " , + :'.--".) 
0 y"o3 + -"o3 + (z'o y"o - y'o 

, , _ „ , d + y'<? + *'o2) [Jro + y'o O/V s"o - S t
0 y " o ) ] 

o - y» i- ^ v + ^ v + (2,o ^zo _ y,o 

p _ 7 , (I + ;'/'o2 + O [.'/"o + (^o ?/'o - !/'o *'',)] 
0 + y"o4 H- - 'o3 + (^'o y"o - 2/'o 2"0)

a 

que dão as coordenadas do centro do circulo osculador. 
Substituindo depois os valores de x0 — a, y0 — b e z0 — c 

na quinta das equações (ò) vem, depois de algumas reducções, 
a formula 

1 ; = d + ?/'o2 + " V ) f 

Wo' +!"o* + W 0 Z n
0 - W o r f ' 

que dá o raio do circulo osculador. Da comparação d'esta for-
mula com a que dá (n.° 91 —I) o raio de curvatura, tomando 
n'esta x para variavel independente (ponto x' = I e x " = 0), 
conclue-se que o raio do circulo osculador de uma curva 
rium ponto dado é igual ao raio de curvatura da curva 
no mesmo ponto. 
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III 

SuperfleIes 

135. — Contado de uma curva com uma superfície.— 
Sejam 

Z = F (X, V) 

y = <p (x), z = <[) (x)] 

as equações de uma superfície e de uma curva que se cortam 
no ponto (x0, y0, z0). Se pelo ponto (x0 + h, y0 + k, Z0 -f- l) 
da curva, infinitamente proximo do ponto (x0, y0, z0), tirarmos 
uma parallela ao eixo dos zz, que encontra a superfície n'um 
ponto cujas coordenadas são 

X0 + h, <f (x0 + h), F [x0 + h, f (x0 + /()], 

a differença entre as ordenadas correspondentes da curva e da 
superfície é 

F (x0 + h,f (x0 + h))-<b (x0 + h). 

Se esta differença fôr infinitamente pequena de ordem 
n 1 relativamente a h, diz-se que a curva e a superfície 
lêem no ponto {x0, y0) um contacto de ordem n. 

Raciocinando como no n.° 124 e pondo F [x0, ^ (X0
1)] 

= f (x0), acha-se que as condições para que a curva e a su-
perfície tenham um contacto de ordem n são 

f (*») = ^ ( « o ) , f' (x0) = f (X0), . . . , / • - (X 0 ) = 4.« (X 0 ) . 

Se a curva fôr completamente dada assim como a especie 
da superfície, a superfície da especie considerada, que tem 
com a curva um contacto de ordem mais elevada no ponto 
(xoi Vo)i diz-se osculadora da curva dada no ponto (x0, y0). 
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Para achar esta superfície basta determinar as constantes ar-
bitrarias, cujo numero supporemos igual a n -f- 1, que en-
tram na equação Z = F (.Y, Y), de modo que as n + 1 con-
dições precedentes sejam satisfeitas. 

I — Procuremos a equação do plano osculador da curva 
y = ç> (x), z = <•J» (x). Temos para isso de determinar as 
constantes A, B e C que entram na equação do plano 

Z = AX + BY -f C 

de modo que sejam satisfeitas as equações de condição: 

Z0 = A x0 -+ By0 + C, A + B f' (x0) = f (X0)1 B f (x0) = <|>" (x0), 

o que leva a uma equação que coincide com a equação (5) do 
n.° 90, justificando assim a designação que foi dada ao plano 
estudado n'esse numero. 

136. — Contacto de duas superfícies. — Sejam 

z = f ( x , y), Z = F (X, F) 

as equações de duas superfícies que se cortam no ponto (x0, 
y0, z0), e x0 -f- h, y0 -f- k, Z0 -f- l as coordenadas de um 
ponto infinitamente visinho de (x0, y0, Z0). 

Por serem yex variaveis independentes, ponhamos2/=<p(x), 
representando por <p uma funcção arbitraria. Se a differença 
de duas ordenadas das duas superfícies, correspondentes aos 
mesmos valores de X0 + h e ^0 -f- k de x e y, isto é a dif-
ferença 

F (x0 + h, y0 + k) — f (x0 -f h, y, + k) 

= F [x0 + h, f (x0 + h)] — f [x0 + h, <p (x0 + h)] 

fôr infinitamente pequena de ordem n + 1 relativamente a h, 
qualquer que seja <p, diz-se que as duas superfícies têem no 
ponto (x0, y0, z0) um contacto de ordem n. 

Vê-se como no n.° 124 que, para que a differença preceden-
te seja infinitamente pequena de ordem n + ' relativamente 
a h, é necessário e sufliciente que as funeções F [x0, <f (x0)] e 
f [x0, <p (¾)] e as suas n primeiras derivadas sejam respecti-
vamente iguaes, e que as derivadas de ordem n + 1 sejam 
desiguaes, o que dá 
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F (¾, lh) = 

iF , zF 
Zxn 

= f ( x 0 , IJ0) 

?' (®b) = 
}L 
Zx0 

3IJo 

Devendo estas equações ter logar qualquer que sejam as 
funcções <p' [x), <p" (x), etc., conclue-se que as condições para 
que as duas superfícies lenham um contado de primeira 
ordem no ponto (x0, y0) são : 

zF zf dF zf 
F (•''«. 1 J o ) — f (xO' ^ T = ^ ' J1J0 = D j 0 ' 

que as condições para que as duas superfícies tenham um 
contacto de segunda ordem no ponto (X0, y0) são, além das 
precedentes, as seguintes: 

z*F z2f z^F z2f Z2F _ zif 
ZX0

2 ~ ZX0
2 ' Zx0 Zy0 ~ Dx0 Zy0 ' Zyf* ~ Dy0

2 ' 

e assim successivamente. 

135. — Uma superfície de especie dada Z = F (X, Y) 
diz-se osculadora de unia superfície dada z = f (x, y) se a 
primeira tem com a segunda o contacto de ordem mais eleva-
da que as superfícies da especie considerada podem ter com 
a superfície dada. Se a superfície Z = F (X, Y) contém m 
constantes arbitrarias, podemos determinar estas constantes 
de modo que as superfícies tenham, em geral, um contacto 
de ordem n, se m fôr igual ao numero de equações necessa-
rias para haver contacto de ordem n. Se fôr menor, pode-se 
estabelecer só um contacto de ordem inferior a n, e a equa-
ção Iica ainda com algumas constantes arbitrarias. 

I - A equação do plano Z = AX + JiY + C contendo 
tres constantes arbitrarias, pôde esta superfície ter um conta-
cto de primeira ordem com a superfície z = f (x, y). Para 
achar o plano que satisfaz esta condição, determine-se as cons-
tantes arbitrarias por meio das tres equações de condição para 
haver contacto de primeira ordem, que dão 

Z0 = Ax0 + By0 + C, A = , B = • 
"xO i/o 
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portanto a equação do plano oaculador da superfície é 

( * - < * > + O r - *> . 

e coincide com a equação do plano tangente (n.° 92). 
II — Consideremos, em segundo logar, a esphera 

(X - aY + (F — b)2 + (Z — cY = /Ia. 

Podemos dispor de tres das constantes arbitrarias que con-
tém esta equação, de modo a satisfazer à< tres equações de 
condição necessarias para que esta superfície tenha um con-
tacto de primeira ordem com a superfície z = f (x, y). 

Para obter um contacto de segunda ordem é necessário 
que a equação da superfície osculadora contenha seis constan-
tes arbitrarias, e portanto a esphera não pôde ter um conta-
cto de segunda ordem com a superfície dada, excepto em al-
guns pontos particulares da superfície, como vamos vêr. 

Para haver contacto de segunda ordem, os valores de 

Z ' Tx ' Ty ' Txi' OfTf e i f 2 t i r a d o s d a e q u a Ç ã 0 da esphera e 

das equações 

Z _ a + (Z - c) | = O, Y - 6 + (Z - c) = O, 

devem ser iguaes respectivamente a f (x0, y0), , ~ , ^ f i , 

fif Pf o . o u 1— , —2 quando n'ellas se faz X = x0 e Y = y0, o que 

3Vo iVo 
dá as equações de condição: 

(x0 _ af + (y0 - by + (z0 - Cj2 = R1, 

- a + - c) í = O, Vo ~ b + (z0 - c) IJ- = O, 
°xo iVo 
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" + C Í J + - « > 3 = 1 + ( | ) A + ~ C ) I 
£ í + iz - A 

As quatro primeiras equações servem para determinar as 
constantes arbitrarias a, b, c e 11. As duas ultimas, eliminan-
do Z0 — c por meio da quarta, dão as equações 

[« + TSN 3 -
h H * r a \ , . K V l 

*B0 ' tyo ' ^o2 L ^ r W I Zx0 Zy0 ' 

a que deve satisfazer o ponto (x0, ^0, z0) da superfície z=f(x, y), 
para que n'elle a superfície possa ter uma espliera osculadora. 

Tomando o ponto (x0, y0, z0) para origem das coordena-
das, o plano tangente para plano dos xy e os planos das 
secções principaes para planos dos xz e yz, e chamando 
z = /i (x, y) a nova equação da superfície, as equações pre-
cedentes dão [representando por p0, q0, r0 , s0, t0 os valores 

, • 3/1 z f , i-í, Pft 
que tomam as derivadas — , T i , , r - , T-iS n 0 ponto 
^ ax ty ' Zx1 Zx zy Zy2 r 

(0, 0, 0)] r0 = t0, S0 = 0, visto ser (ii.° 93) p0 = 0, q0 = 0. 
Mas as curvaturas C1 e C2 das secções principaes que passam 
pelo ponto (x0, y0, z0) são (n.° 93) dadas pelas formulas 
C1 = r0, C2 = I0. Portanto teremos C1 = c2; o que prova que 
os po7itos em que a superfície Icm um contacto de segunda 
ordem com uma esphera, coincidem com os pontos umbi-
licaes (n.° 93). 

Para um estudo mais desenvolvido e profundo da theoria 
do contacto consulte-se o bello Cours d'Analyse do sr. Her-
mite. 



CAPITULO VII 

F U N C Ç Õ E S D E F I N I D A S P O R S E R I E S . S I N G U L A R I D A D E S D A S F U N C Ç Õ E S 

I 

Funcções definidas por series 

138.— Vamos n'este Capitulo estudar as funcções defi-
nidas por séries para estabelecer as condições da sua conti-
nuidade, e achar as suas derivadas. Em seguida, formaremos 
por meio d'estas funcções exemplos das singularidades mais 
importantes relativamente á continuidade e às derivadas, que 
as funcções apresentam. 

139. — Continuidade das funcções definidas por séries. 
— A este respeito vamos demonstrarão seguinte: 

THEOREMA. —Se a série 

(1) / » = f i (®) + U (s) + . . . + / » ( s ) + . . 

onde fi (x), f2 (x), ele. representam funcções continuas de x 
n'um intervallo comprehendido entre dois números dados, 
fôr uniformemente convergente n'este intervallo, a funcção 
f (x) è continua no mesmo intervallo. 

Seja a um numero pertencente ao intervallo considerado. 
Por ser uniformemente convergente a série anterior, a cada 
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valor da quantidade positiva 8, por mais pequeno que seja, 
deve corresponder (n.° 24) um numero m tal que será 

2 fn (a) 
n — m -[- 1 

_ s 
í f ' 

S fn (a + h) 
U = T J L - J - 1 3 " 

Mas por sor continua a somma (n.° 33 — 2.°) 

Pm (x) = U (®) + fi ( * ) + . . . + fn kx), 

pode-se sempre dar a e um valor tal que a desigualdade 

Pm (a + h) — Pm (a) 

seja satisfeita por todos os valores de h inferiores a s (n.° 33 
— 1.°). 

D'estas desigualdades e da igualdade 

f (x + h) - f (x) = Pm (x + h) - Pn (x) 

+ S fn(x + h)— S U (X) 
n = m -f- 1 n = ff»4-l 

conclue-se pois que, por mais pequeno que seja o valor que 
se attribua a 8, ha sempre um valor de e tal que a desigual-
dade 

f(a + h ) - f ( a ) \ < 4 + 4 4 - | 

é satisfeita por todos os valores de h inferiores a e. Logo a 
funcção ó continua n'um ponto qualquer a do intervallo con-
siderado. 

HO. — Derivadas das funcções definidas por séries.— 
Principiaremos o que temos a dizer sobre as derivadas das 
funcções definidas por séries, fazendo notar que as séries, cu-
jos termos são as derivadas dos termos de uma série conver-
gente, pôde ser divergente. E' o que mostra claramente a sé-

Xn 

rie 2 (— 1)" — , que é convergente quando é x = 1, em 
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quanto que a série 2 (— 1 ) n r - 1 , formada pelas derivadas 
dos seus termos, é divergente quando é x = i. 

Posto isto, vamos demonstrar o seguinte: 
THEOREMA. — Se a série (I) fôr convergente n'um inter-

vallo comprehendido entre dois números dados, e se tio 
mesmo intervallo fôr uniformemente convergente a série 
I f 1

n (x), formada com as derivadas dos lermos da prece-
dente, a funcção f (x) admitte derivada e é 

f1 (X) = f\ (X) 4-Ti(X)+ . . . + f ' n (x) + ... 

no intervallo considerado. 
Seja a um valor qualquer de x pertencente ao intervallo 

considerado, e ponhamos para brevidade 

R (x) = 2 fn (x), Il1 (X) = I f'n (x). 
Tn-I-P + 1 m + P "1" 1 

Teremos 

f ( a + h ) - f ( a ) ; , , fn(a+h)-fn(a) 
h 

2 = 

li (a + h) Ii (a) 
+ T1 h ~

 w 

= | [M* + h)-r.(a) _ f,n (a)-J [f,n {a + Qh)_ f,n {a)] 

Il {a + h) R (a) 
+ Ji r - U1 (a), 

onde 0 representa uma quantidade positiva menor do que a 
unidade. 

Por ser uniformemente convergente a série 2f'n (x) no in-
tervallo considerado, se dermos a S um valor tão pequeno 
quanto se queira, podemos determinar um valor correspon-
dente para m tal que as desigualdades 

"í + P 

^ / ' '«(a) 
m + 1 

Õ \m + P I § 

I O - U , W + " " ' I s s F o 
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sejam satisfeitas por qualquer valor de p. Logo no mesmo in-
tervallo, a desigualdade 

m + 1 
s [f'n (a + 0/1) - f'n (a)] 

m + 1 
< 

será também satisfeita. 
Por outra parte, por ser 

£ f n ( a ) = l i m l f" (a + hI ~ k W , 
i i h 

podemos concluir que ha um valor ZJ1 tal que a desigualdade 

(onde m tem um valor finito anteriormente determinado) será 
satisfeita por todos os valores de h inferiores a hy 

Finalmente, por serem convergentes as séries I f n (x) e 
^f1

n (x), a cada valor de h corresponderá um valor de p tal 
que será 

n (a + 
h 

Ii (a) 
< 4 - 1 Hi («) I < T -o o 

Das desigualdades precedentes conclue-se que, dando a § 
um valor tão pequeno quando se queira, ha sempre um valor 
correspondente Ii1 tal que a desigualdade 

I ga + h ) - f ( a ) J 8_ S S S S 
| ^ 2 / . ( a ) <y + "5 + 3- + -5 + 5-

serâ satisfeita pelos valores de h inferiores a Zi1; e portanto 
teremos 

. f (g+ h ) - f (a) 
Iim 2 /"'«(a), 

que é o que se queria demonstrar. 
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Il 

Singularidades d'algnnias funeções 

141. — Funeções descontinuas cm pontos isolados.— 
Uma funcção f (x), definida na visinhança do ponto a, é des-
continua no ponto x = a quando n'este ponto se torna infi-
nita ou passa de um valor a outro que difíere do primeiro 
d'uma quantidade finita. Da primeira especie de descontinui-
dade temos até aqui encontrado muitos exemplos nas fune-
ções racionaes, quando a é raiz do denominador, na funcção 

tanga; quando é x = ^ , etc. Para exemplo da se-
/U 

gunda especie de descontinuidade, da qual não offerecem exem-
plo as funeções que até aqui temos estudado, apresentarei a 
funcção definida pela série seguinte: 

1 —x ix (1 — x) Qxk-1 (I —x) 
1 - f -x + (I + a»; (I + x ) + • • • + (1 + ^ ) ( 1 - f - ® * - 1 ) + *' ' 

Com effeito, temos evidentemente 

I — xm , , 2 
1 -}- xm H — 

^ 1 + X' 

I Xm - 1 (I — x) + I + X' I -t- Xm - 1 ^ ( I + Xm) ( I + X m - 1 ) >m — 1 

I xm~2(\ —x) 
I + X' •m — 1 I - f Xm - 2 ^ (I + Xm - (1 -f- a;"1 - a) 

I + X2 I 4- x 4 

X ( I — x) 
(I + X2J Vl +X) 

I I 1 \ — X 
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A . - A •• é > O ' • •> y y ^ 

d'onde se tira 

I — xm_2(\ — x) 2x (i — x) 'íxm ~ 1 ('I — x) 

I + a ; m = = 2 ( l + + - f . r ) ( l + a;2) + "' + (1 +Xm"1)(1 + j » ) 

e 

1 - g = g I ^ - ' ( I - J ) 
• = . I + xn

 s = i ( I + xk - 1J ( I + xk) " 

D'esta igualdade conclue-se que a funcção considerada é 
igual a + I se o valôr absoluto de x é menor do que a uni-
dade, que é igual a — I se o valôr absoluto de x é maior do 
que a unidade, que é igual a zero se é x = I e que é igual 
ao infinito se é x = — l,\ A funcção é pois descontinua no 
ponto x = I, onde passa "do valôr -)- I ao valôr — I, e 
no ponto X = — 1 onde é infinita. 

113. — Condensação das singularidades. — As func-
ções que até aqui temos encontrado apresentam n'um inter-
vallo finito um numero finito de pontos em que são desconti-
nuas. Ha poiém funcções que, n'um intervallo finito, são des-
continuas em um numero infinito de pontos separados por 
outros em que são continuas, e lia funcções que 11'um inter-
vallo finito são descontinuas em todos os pontos. Para formar 
funcções d'esta natureza pode-se seguir um methodo devido a 
IIankeI (1) e por elle chamado methodo da condensação das 
singularidades, por meio do qual, parlindo de uma funcção 
com um numero limitado de singularidades, se fúrma uma 
funcção com infinitas singularidades. Vamos aqui expôr o 
principio fundamental d'este methodo, que se pôde estudar 
desenvolvidamente no excellente livro de Dini: Cundamcnli 
per la teórica dclle funzione di variabili reali. 

I—Represente-se por <p (y) uma funcção de y que no in-
tervallo entre y = — 1 e y •—• + 1, o ponto 0 sendo exce-
ptuado, seja continua e menor do que uma quantidade .1/, 
que no ponto y = 0 seja nulla e que, quando y tende para 
zero passando por valores positivos e negativos, tenda para 
um limite differente de zero, 011 para dois limites dos quaes 
um, pelo menos, seja differente de zero. 

(i) I Iankel : — Vntersuchuvgen iiber die unendlich oft oscillirenden 
und unsteligen Functionen — Tubingue, 1870. 

/ * " / , I--Iy y 

/ - y / V w 
r t v / 
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A funcção <p (sen pam), onde p é inteiro, será nulla e des-
m 

continua nos pontos onde x = — (m inteiro), e será conti-

nua nos outros pontos. 
N'estes últimos pontos, a funcção 

(!) f (x) = S An <p (sen nx-x) 

é também continua se A1, /la, etc. representarem quantidades 
OO 

positivas taes que seja convergente a série S An. Com effeito, 
i 

n'este caso, a cada valor de 8, por mais pequeno que seja, 
corresponderá um valor a. de a tal que a desigualdade 

« + p 

S MAn < S 
n — a -f- i 

será satisfeita quando a > ar Logo à forliori a desigual-
dade 

a + P 
S An <p (sen nxv:) 

n = a -f- 1 
< 5 

será satisfeita pelos mesmos valores de a. A série (1) é pois 
uniformemente convergente nos pontos considerados, e por-
tanto a funcção f (x) é continua (n.° 139) nos mesmos pontos. 

Consideremos agora os pontos em que a funcção <p (sen pizx) 
é descontinua; e seja primeiramente m um numero par. 

Pondo n = ap + b, onde b representa um numero in-
teiro menor do que p, teremos 

' ( F Í - . V * + ' * sen [ap + b) 
m 

onde S representa uma somma que se refere a todos os va-
o, 6 

lores inteiros e positivos de a e b, excluindo os termos cor-
respondentes a b = O, que são nullos. 

Do mesmo modo teremos 

-.tap + b <p sen (ap + b) + h) 

Sl 



ou, separando os termos correspondentes a b = 0, 

f ( j +h) = ZAap + h <P j^sen (ap + 6) + h) i c j 

x. t V S > t » , V 
+ S Aapf [sen (amtz -j- apktc)]. ' " 

a = 1 
M r ^ f » C - -

Logo será 

— <p J^sen (ap + b) ~ TCJ j -f 2 Attp <p (sen aph-n), 

e, por ser a funcção S AavJrb <p sen (ap + b) — w continua 
a, b v. |_ P J 

quando 6 é differente de zero, 

JLm. [Íj+IM?)] -Lm. Í , R (SEN 

Quer A tenda para zero passando por valores positivos, 
quer A tenda para zero passando por valores negativos, da 
uniformidade de convergência da série 

OO 
S Aap <p (sen aph-x) 

0 = 1 

na visinhança do ponlo A = O conclue-se que, por mais pe-
queno que seja o valor que se dê a 8, ha sempre um valor 
Ct1 tal que a desigualdade 

2 Aap f (sen aphTz) 
a •= a. i < 4 

é satisfeita pelos valores de a superiores a ar 

Por outra parte, por ser convergente a série S l o p , existe 
um numero a2 tal que a desigualdade 



y lim <p (sen apAir) 
A = O , 

ao 
< M 

00 
2 Aap 

a + 1 a = a -f- i 
< R 

X 

é satisfeita quando a >» a3 . j 
Logo as duas desigualdades precedentes são satisfeitas si- . % 

multaneamente pelos valores de m superiores a e a3 . 
Determinando assim a, ha s^&pre um valor A1 tal que a 

desigualdade (n.° 12, I.°), ^ t JL e L ^ 

gu L ^ i t r ' 
a a I g 

2 Aap <p (sen aphn) — lim <p (sen aph-x) 2 Aap\ < 
0 = 1 A = O1 o = 1 I U 

ê satisfeita quando | A | < A1. » 
IVestas tres desigualdades resulta v n - ) 

S Aap 'f (sen ap/nr) — lim <p (sen aphit) 2 AapI «< § 
O = I A = O 0 = 1 

quando | A | < A1; e portanto temos 

oo QO 

lim S Aap <f (sen aph~) = lim <p (sen apA-iO 2 Aap, 
A = O a = I A=O o = l 

d'onde 

, I M M t t + ~ = , i m c P ( s e n a P f t ^ • ^ /Iap-A = O [_ \ p / V P ' J A = O a = 1 

Como, por hypothese, um pelo menos dos dois valores 
lim cp (sen aph-) e lim <p (— sen apltr:), correspondentes 

A=O A=O 
um a valores positivos e outro a valores negativos de A, é dif-
ferente de zero, a funcção f (x) é descontinua nos pontos 

m 
X ~ ~p ' 

Por uma analyse semelhante se mostra que a funcção f (x) 
jfi 

é descontinua nos pontos x = —, quando m é impar. 

Logo a funcção f (x) é continua quando a a; se dá valores 
incommensuraveis, e é descontinua em todos os pontos em 
que x é commensuravel. 

Para applicar o methodo anterior é necessário formar uma 
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funcção <p (y) que satisfaça ás condições impostas anterior-
mente a esta funcção. Pôde servir para este fim a funcção 

c^ y (y - 1 
tp (y) = - 2 ^ S ^ [ { y + i ) t + i ] [ ( y + i)l-i+i] > 

que se deduz da série que considerámos no n.° 141 pondo 
x = y -f I • 

Com effeito, sendo aquella série igual a + I, 0, ou — 1 
segundo é x < 1, x = 1 ou x > 1, será esta igual a + 1, O, 
ou — 1 segundo é y < 0, y = 0 ou y >> 0. 

Temos pois a funcção 

x * y 2 sen Wtx (sen n%x + \ )* ~ 1 

n=i "*=i[(senroca + I) fc+T][(seumwc +1 ) t Z l + T ] 

que é continua quando a a; se dá valores incommensuraveis, 
e que é descontinua nos pontos onde x é commensuravel. 

II —Partindo da série que vimos de empregar podemos 
formar agora uma funcção totalmente descontinua n'um inter-
vallo finito. Com effeito, a série 

X „ = i n ! [<p (sen ntcx) Ji 

1 
é igual a E — = c — 1 quando x é incommensuravel e 

n — 1 Tl . 

é infinita quando x é commensuravel, porque no primeiro ca<o 
a funcção [? (sen nizx]2 é igual a -f- I, e no segundo caso é 

m nulla quando n = p e x = — . 

Logo a funcção 

/ » ^ 
2 
1 n ! (sen nizx)]* 

é igual a zero quando x é commensuravel, e é igual a + 1 
quando x é incommensuravel; e portanto é totalmente descon-
tinua II1Iim intervallo qualquer. 

143. — Exemplo de uma funcção continua que não Iem 
derivada. — Pelo methodo de Haukêl pode-se formar funcções 
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continuas com um numero infinito de pontos onde não téem 
derivada. Não entraremos porém aqui n'esta parte do methodo 
de condensação das singularidades, e limitar-nos-hemos a 
apresentar um exemplo (1) de uma funcção continua que não 
tem derivada em ponto algum, devido ao sr. Weierstrass, que 
tractaremos pela mesma anaiyse que o eminente geomelra 
(,Jornal de Crelle — tomo 79). Esta funcção é a seguinte: 

OO 
f ( x ) = 2 6" cos a"xi 

o 

onde a que representa um inteiro impar, e b que representa 

um numero positivo menor do que a unidade, devem ser esco-

lhidos de modo que seja aò > I -f- ~ n. 

A série que define f (x) é uniformemente convergente qual-
quer que seja o valor de x. Com eifeito, por ser convergente 
a progressão Ibn, a cada valor de 5, por mais pequeno que 
seja, corresponde um valor W1 tal que a desigualdade 

« + p 
2 b" < § 

n = m 1 

é satisfeita quando m > mA. Logo a desigualdade 

< 8 
i + p 
S bn cos anXT. 

n = m -f- 1 

é à forliori satisfeita pelos mesmos valores de m, qualquer 
que seja x, e a série é portanto uniformemente convergente. 

D'aqui e de ser cada termo da série uma funcção continua 
de x conclue-se (n.° 139) que a funcção f (x) é continua. 

Posto isto, vejamos como o sr. Weierstrass demonstra que 
esta funcção não tem derivada. 

Represente x0 um valor qualquer de x, m um numero in-
teiro positivo e a.m um numero inteiro tal que seja 

- Y <
 AM

 xo ~ ^ 4 • 

(1) Veja-se out ros exemplos na memoria impor tante de Darbnnx in t i -
tnlarla — Mtimoire sur Ies fonctions discontinues (Xnnales scientifiques de 
1'École Normale Supérieure de Paris, 1S75). 
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Representando esta differença por xm + i e pondo 

x' = 
am — 1 

, x" 
a-m + 1 

vem 

= - ±±J=±2, x" - X 0 = ] ~ X : + 1 ; 
o am 0 am 

d'onde se conclue que x0 está coinprehendido entre x' e x", e 
que se pôde dar a m um valor tão grande que x' e x" diffi-
ram de x0 tão pouco quanto se queira. 

Por outra parte, temos 

m 
X 
•')- f(x0) _ 2 (bn C"S UnX1-K — cos fl%x\ _ A . B 

C-X0 n = 0 V X1-X0 ) 

pondo 

j n ~ 1 / ^n cos anx'r. — cos 

o \ " an (x1 — x0) / 

B = 2 (bm + »' 
o \ 

cos am + B x'i: — c o s a m + " X 0 T C \ 

xf — xn / 

Por ser 

cos(a"x')TC—cos(a%)TC 
a" [x' — x0) 

•TC sen 
/ x'+x0 \ 

\ a 2 V 

( Xr-X1X 
a " — 2 / 

a n — - — - Tc 

sen 
/ x1 — x0\ 
I a 2 / * 

a" 
x' — Xn TC 

< 1, 

temos 

| A | < Tc nI 1 6» < (aò)». 
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Como é 

cos am + n x ' t : = cos a" (am — 1) n = — (— 1)am 

cos an+n X0-K = cos (a"am 4- anxm +1) TC=(— 1) cos a" a-m+iir, 

temos também 

8 = (— 1)am (ab)m l ' +™sa»Xm + 1* bn; 
n = 0 1 4~ + 1 

e, por serem positivos todos os termos da somma 

2 1 4 cos an xm +! iz &n 

o 1 4" Xm + 1 ' 

2 / 
e o primeiro termo não ser menor do que -y ^visto que xm +1 

1 1 \ 
está comprehendido entre — e -^-J , 

( - D a m B > 4 (aò)« 

Logo 

B = ( - 1)am| -T1 [ab)m, A = ( - 1)am . ^ t (a6)«, 

onde K] representa um numero positivo maior do que a uni-
dade, e s uma quantidade comprehendida entre -{-1 e — 1. 

Temos pois 

-<-«>- ( 4 + ' ã s h - ò -

Do mesmo modo se acha 
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3 
Dando pois a a e 6 valores taes que seja ab > I -f- — ir, 

ã 
ou 

I - > 3 ' A Ò — 1 ' 

conclue-se das igualdades precedentes que as razões 

f ( X > ) - f ( X o ) J ( X » ) - f (z0) 

3/' Xq OC' il/Q 

que entram nos seus primeiros membros, tendem para + °° 
e — oo quando m tende para o infinito, e portanto quando 
X1 e x" tendem para x0. Logo a funcção f («) não tem deri-
vada em ponto algum x0. 



CAPITULO YIII 

F U N C Ç Õ E S D E V A R I A V E I S I M A G I N A R I A S 

I 

Definições e principio» geraes 

144. — Tendo de tractar agora das funeções de variaveis 
imaginarias, recordemos primeiro que toda a variavel imagi-
naria z — x -(- iy pôde ser representada por um ponto cujas 
coordenadas cartesianas são x e y, e portanto que podemos 
fallar no ponto z, quando nos quizermos referir ao ponto 
(x, y), e reciprocamente que podemos fallar no imaginario 
representado pelo ponto (x, y) quando quizermos fallar no 
imaginario z. 

Toda a funcção da variavel imaginaria z = x + iy que 
tem uma derivada finita em todos os pontos x -f- iy do plano 
diz-se uma funcção monogenea ou funcção analylica da va-
riavel z em todo o plano. Assim, por exemplo, são funeções 
monogeneas em todo o plano as funeções racionaes inteiras, 
as funeções transcendentes e*, sen z, cos z, etc. 

Se entre cada grupo de dois pontos de uma região A do 
plano, onde estão representados os valores de z, se poder tra-
çar uma linha continua em todos os pontos da qual a funcção 
f (z) tenha uma derivada finita, diz-se que f (z) é uma func-
ção monogenea ou uma funcção analylica de z na área A. 

A funcção monogenea f (z) diz-se uniforme na área A 
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quando a cada ponto z da área corresponde um único valor 
da funcção. 

A respeito das definições precedentes faremos as observa-
ções seguintes: 

1.a —Suppondo que çp (x, y) e <l> (x, y) admittem deriva-
das parciaes de primeira ordem relativamente a x e y, e que 
estas derivadas são funeções continuas d'estas variaveis, para 
que uma expressão <p (x, y) + ity (x, y) seja funcção mono-
genea de uma variavel imaginaria z = x iy ê necessário 
e sufficiente que <p (x, y) e <|> (x , y) satisfaçam ás condições 
seguintes (n.° 68): 

2(p 3(J> 3^ 3([) 

iy ix' ix iy' 

2. a — U m a funcção de uma variavel imaginaria z pôde ser 
monogenea só em parte da área em que é determinada. Tem, 
por exemplo, esta propriedade a funcção (1) 

°° nn 

f ( z ) = 2 bn za 

n = O 

quando a, que representa um numero inteiro positivo impar, 
e b, que representa uma quantidade positiva menor do que a 

3 
unidade, satisfazem á condição ab > I -f- — ir. Com effeito, 

a série considerada é convergente quando é | z | < 1 e quan-
do é | z | = 1. Em todos os pontos que satisfazem à primei-
ra condição, a funcção tem uma derivada finita, como adian-
te veremos. Nos pontos que satisfazem à segunda condição, a 
funcção não tem derivada, visto que, substituindo a variavel 
z por cos ta -f- i sen w, vem 

OO 

f (z) == 2 b [cos (a"w) i sen (a"w)], 

o 
GC 

e a funcção 2 bn cos («"«) não tem derivada (n.° 143) relati-O 
vãmente a w. 

3 . a — U m a funcção monogenea n 'uma área A pôde ser 

(i) Weie r s t r a s s :—Zur Functionen-Lehre (ilonatsbericht der K. Aka-
demie zu Berlin, 1880). 



•315 

uma parte de outra funcção monogenea n 'uma área que con-
tenha a primeira. Assim, por exemplo, a funcção definida pela 
série 

1 + Z + Z 2 + Z3 + . . . 

1 
convergente quando é | z | < 1, faz parte da funcção ^ ^ 

monogenea em todo o plano, excepto no ponto z = 1. 
Do mesmo modo, a funcção detinida pela série (1) 

é igual a F (z) quando | z — a | >• 1, e é igual ao infinito 
quando | z — a | < I. Logo se F (z) representa uma func-
ção monogenea em todo o plano, f (z) representa uma parte 
d'essa funcção monogenea. 

4.® — Quando a região do plano em que uma expressão 
analytica f (z) é determinada se compõe de muitas áreas se-
paradas, f (z) pôde representar, n'estas differentes áreas, dif-
ferentes funcções monogeneas completamente independentes. 
Esta observação importante foi demonstrada pelo sr. Weiers-
trass da maneira seguinte: 

Seja <p (z) uma expressão igual a + 1 quando | z | < 1, 
e igual a — 1 quando | z | > 1. Pondo 

a expressão 

F0 (z) + F1 (z) f (z) 

é igual a fx (z) quando | z | < 1, e é,igual a f2 (z) quando 
| z | > 1. 

(1) Veja-se o nosso a r t igo : — Exemples de fonctions à espaces Ia-
cunaires publicado nos Nouvellcs Annales de Mathématiques, 3 . a série, 
t omo vi . 
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Ha varias expressões analytieas satisfazendo ás condições 
impostas a <p (2); aqui empregaremos a expressão (1) 

<p (z) = 2 l ^ - 1 M - , ) 
Tc = I ( I + Z * " 1 ) (1 + Zk) 

estudada no n.° 141, no caso das variaveis reaes, e que tem 
logar também no caso das variaveis imaginarias. Com effeito, 
por ser 

f i3) = l Í m ,. I ^ Vl = OO 1 -p 

conclue-se que <p (z) = 1 quando | z | < 1, e que <p (z) = — 1 
quando | z j >> 1. 

Ha muitos outros meios de formar expressões analytieas 
satisfazendo ás condições do theorema enunciado. Aqui expo-
remos ainda um, devido ao sr. Lerch, professor na Escola 
Polytechnica de Praga (2). 

Sejam M1 e U2 duas funeções monogeneas independentes, 
e consideremos a fracção continua 

f ( z ) = U1 + Mo ^ 
, u. U2 

U1 + U 2 - -
U1 + U3 — . . . 

cujas convergentes c„ +1 e c„ estão ligadas pela relação 

+ W1 U g 
U2 — , 

<'n 

OU 

Cn + 1 — U1 _ U3 Cn — U1 Cn 1 Wo Wj Cn Ilo 

d'onde resulta 

Cn U1 U3 Cn - 1 - U 1 Cn-X-U1 _ U3 Cn- a — U1 

Cll-U3-U1 ' Cn- 1 - U 3 ' C n - I - M 2 M 1 ' Cn-2 — W 2 ' ' ' 

(Í) Esta expressão é reciproca cToutra considerada pelos srs . Schrõder 
e Tannery . Veja-se um artigo que a este respeito publiquei no Bulletin des 
Sciences mathématiques ( tomo xxu) . 

(2) Bulletin des Sciences mathématiques, 2 . a série, tomo x. 
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e portanto 

c „ + i — M1 = ZM2V + 1 C0 — U1 = / « g y +a 

Cn + 1 — M2 VMi/ ' C0 — Ma NM1/ 

visto ser c0 = U1 + M2-
D 'esta igualdade conclue-se que Iim cn + x = M1, se|w2 | 

n = oo 

<< | M11, e que Iim cn + j. = Ma, se | M8 | >• | M11; isto é, 
n — ao 

que a expressão f (z) representa M1 na área onde é | M3 | 
•< | M1 | , e que representa M2 na área onde é | Ma | > | M1 |. 

II 

Kxtcnsào da formula do Taylor ás funcções 
de variaveis imaginarias 

145. — THEOREMA. — Se a funcção f (z) liver uma deri-
vada finita para lodos os valores que Ioma z, quando passa 
de z0 para Z descrevendo a recta que une estes dois pontos, 
será (1) 

(i) a z ) - f(z0)=m [(z - s0) f> ( Z 1 ) ] + j [(z - z0) r (¾)], 

Z1 e z2 representando dois valores de z comprehendidos no 
caminho seguido por z para ir de Z0 c Z. Será também (2) 

(V f{Z) - f(zo) = X / 2 eai (Z - z0) f1 [z0 4 HZ- z0 ], 

X e 6 representando quantidades reaes positivas comprehen-
didas entre 0 e 1. 

(i) Pelas notações H [.4] e ^ [ i ] representa-se a par te real e a parte 
imaginar ia de A. ' 

Esta formula impor tante é devida ao sr. Darboux (Jornal de Liou-
cille. 3 . a série, tomo 11). A demonst ração (Jite vamos dar d'ella é devida ao 
sr. Mansion (Bulle t ins de l'Académie de ISelgique, 3 . a série, tomo x). 
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Sejam AB a recta descripta pelo ponto z; A, M e B os 
pontos correspondentes aos imaginarios z0, z e Z; M O angulo 

z = CP + I t f P = 6 + p (cos w -f i sen «) = ft + p e íu, 

e do mesmo modo 

- o = & + Po ^ Z = b + p' 

Logo temos 

f ( z ) = f{b + ?e
i») = 9(?) + i$ ( p ) 

e, derivando relativamente a p, 

eio> f, { z ) = (p) + (p ) . 

Applicando agora ás funcções <p (p) e ty (p) o theorema 3.° 
do n.° 62, vem 

? ( t f = 1P (Po) + (P' - Po) ( P 1 ) , 4» ( P ' ) = (Po) + (? ' - Po) ( b ) , 

P1 e p2 representando dois valores de p correspondentes a dois 
valores Z1 e z3 de z, comprehendidos no intervallo AB. Temos 
pois a igualdade 

f (Z) = w (p') + ;<], (pO 

= T ( P o ) + ^ ( P o ) + (p' - Po) [ ? ' ( P 1 ) + W ( P 2 ) ] 

= /"(-o) + (P' - Po)Ii [e,M r (*i) + I /•' M i , 
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que, por ser 

(p' - Po) Ciu = Z - Z0. 

dâ a relação (1). 
Pondo na formula (1) 

Z - Z 0 = B eib, f (Z1) = C e", f (Z3) = Deid 

vem 

f ( Z ) - / " (Z 0 ) = BC c o s (b + c) + BDi s e n (b + d) = H e», 

onde H2 = B2 C2 cos8 (b + c) -f B2 B2 sen3 (& + d). 
Suppondo agora C ^ D, temos H2 ^ 2B2 C2 e portanto 

H = XBC V2, onde X representa um factor positivo igual ou 
inferior á unidade. 

Logo temos a formula 

f ( Z ) - /-(Z0) = X v/2 e< ( * - * - « > (Z - z0) f< (Z1) 

que dá a formula (2) pondo h — b — c = a e notando que 
das relações 

Z — z0 = (p' — p0) e ' \ Z 1 — Z0 = ( f l — p„) P1 — P0 < p' — P0 

se tira Pi — p0 = 0 (p' — Po), e portanto Z1- Z0 = Q (Z — z0), 
Q representando uma quantidade positiva menor do que a uni-
dade. 

Se fòr D >> C1 demonstra-se o theorema do mesmo modo, 
pondo H = XBD / 2 . 

14®.- Do theorema que vimos de demonstrar deduz-se, 
applicando-o â funcção 

, (Z) = f(Z) - \f(z)+L=* r (Z) + . • • + l - X f " ( z ) ] ' 

o theorema seguinte: 
Se as funcções f (z), f1 (z), ..., fn(z) forem finitas para 

todos os valores que toma z quando passa de z0 a Z des-
crevendo a recta que une estes dois pontos, será 
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m=n*o)+(z-z») v (zo)+. . . + ^ j f y r f"-1^+11-

Un = X v/2 C« ( Z ( f l ' , ) , ^ " /"" 1¾ + 9 ( ^ - Z0)]-

A formula precedente é, como se vê, a formula de Tay-
lor, que foi demonstrada primeiro no caso das variaveis reaes, 
e que foi estendida por Cauchy ao caso das variaveis imagina-
rias. A expressão que vimos de achar, do resto Itn é a expres-
são devida ao sr. Darboux (1), com a fórma que lhe deu o 
sr. Mansion (a). 

NOTA. —Baseando-se no theorema demonstrado no n.° 145, 
pode-se estender ao caso das variaveis imaginarias o theore-
ma I . 0 do n.° 106. Pondo depois no resultado l\z)=(z—S0)*+1 

acha-se o theorema que vimos de demonstrar. 

11}. — Desenvolvimento do binomio. — Applicando a 
formula de Taylor á funcção y = (1 + z)k, onde k é real, e 
considerando o ramo que dá y = 1 quando z = O, vem como 
no n.° 108, 

(1 + *)* = 1 + " I 1 ( J ) z - + * . , 
a = 1 \ a / 

f e ( f e - n . , , ( f c - n + 1 ) , / i - e y - 1 
l i n ~ ( » - 1 ) 1 " \ l + 02/ ^ + 9 - ' • 

I) Se o módulo p de z = p c1'" é menor do que a uni-
dade, a quantidade 

k(k— I) . . . (k - n + 1) 
(n — 1 ) 1 f" 

tende (n.° 108) para zero quando n tende para o infinito. 
Além d'isso é 

I - 6 
1 + 92 

, - o 

V/1 + E2 P2 + 20p cos w 1 — 0P 

(1) Loc. cit. 
(s) Loc. ci t . 
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Logo Itn tende para 0 quando n tende para o infinito, e 
o binomio considerado pôde ser desenvolvido em série orde-
nada segundo as potencias de z pela formula 

«+*>•='+.L (Í)*-
2) Se o módulo de z é maior do que a unidade, a série 

precedente é divergente. Com effeito, o módulo do quociente 
de dois termos consecutivos d'esta série tende para p, quan-
do a tende para o infinito. Logo ha um valor de a a par-
tir do qual os módulos dos termos da série crescem indefini-
damente. 

Para o estudo do caso em que o módulo de z é igual á 
unidade, assim como para o estudo do caso em que k é ima-
ginário, pode-se consultar uma excellente memoria do sr. Man-
sion publicada nos Annales de la Sociélê scientifique de Bru-
xelles (tomo íx). 

Appliquemos agora a formula que vimos de obter á de-
ducção d'algumas formulas de que teremos de fazer uso. 

I - A igualdade 

etz — e~iz 

s e n 2 = — ^ r - • 

dá 

( 2 i f senfcz = euu (1 — e~ 

Se k é um numero inteiro positivo, vem 

(2if sen s z = S (— 1)°. ( k ) e<-k ~ 2o> 
a = O \ a ' 

= Z (- \ ) " ( h ) [cos (k — 2a) Z + t sen (k — 2o) z l . 
a = O \ a J 

D'esta igualdade tira-se, se k é par, attendendo a que os 
temos dependente do seno se reduzem dois a dois, 

(2i)s sen* z= 2 (— l)a ( k ) cos (k — 2a) z, 
O = O V Ét / 



•322 

e, se k é impar, 

2* i" ~ 1 sen4 z 2 ( — 0 a ( / C ) sen (fc — 2a) 
= O \ ft / 

z . 

Estas formulas importantes dão os desenvolvimentos da po-
tencia k de sen z ordenados segundo os senos e os cosenos 
dos arcos múltiplos de z. O numero de termos d'estes desen-
volvimentos é finito e os termos equidistantes dos extremos 
são iguaes, comi é fácil de vêr. 

II —Por uma analyse semelhante á que vem de ser em-
pregada se acha, quando k é inteiro e positivo: 

I I I — Reciprocamente, das igualdades 

(cos z + i sen zf = (e")k = c<kz = cos kz -j- i sen kz 

(cos z — i sen z)1 = cos kz — i sen kz, 

onde k é inteiro e positivo, deduz-se, devolvendo a potencia 
dos binomios que entram no primeiro membro e depois som-
mando-as e subtraindo-as, 

sen kz = k cosfc ~ 1 z sen z — coss ~ 3 z sen3 z 

±4L8. — Desenvolvimento de ez, sen z, cos z. - A p p l i -
cando a formula de Taylor á funcção ez, vem 
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Z ln — 1 
Por _ | j tender para zero quando n tende para o in-

finito, esta formula mostra que e' é sempre susceptível de ser 
desenvolvida em série ordenada segundo as potencias de z 
pela formula 

C = 1 + S JL7 . 
a = l a\ 

Por uma analyse semelhante se vê que as séries achadas 
no n.° 114 para o seno e o coseno d'uma variavel real ainda 
téem logar no caso das variaveis imaginarias. 

119.— Desenvolvimento do log (1 + z). — Applicando 
a formula de Taylor a esta funcção, vem, como no caso das 
variaveis reaes, 

l 0 g ( 1 + Z ) = Z - Í - Z 2 + . . . + ( _ < ) — » i l Z l + R . 

7« / \ O \n — 1 
« . - ( - , ) - > X ^ e - . T T n . ( I t ^ ) , 

considerando somente aquelle ramo de log (1 + z) cujo va-
lor inicial é igual a zero. E' fácil de vèr que, se o módulo de 
z é menor do que a unidade, temos o desenvolvimento em 
série 

log(1 + 2 ) = S ( - 1 ) . - 1 J l - , 
o = i a 

e que, se o módulo de z é maior do que a unidade, esta sé-
rie é divergente. 

15©.—O processo anterior para achar o desenvolvimento 
das funcções em série é raras vezes applicavel por causa da 
complicação da expressão do resto Rn, que é necessário dis-
cutir, para saber se Rn tende para zero quando n tende para 
o infinito. Recorre-se porisso n'este caso a um theorema cé-
lebre de Cauchy, que será demonstrado no Calculo Integral, 
e ainda a um theorema importante, devido ao sr. Weierstrass, 
que aqui vamos demonstrar. 
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Demonstraremos porém primeiramente o seguinte: 
LEMMA — Se a série 

F (z) = 2 cn z", z = x + iy 
n = O 

fôr convergente n'um circulo de raio dado, e se, em lodos 
os pontos do interior d'este circulo que téem o mesmo mó-
dulo p, o módulo de F (z) fòr menor do que uma quanti-
dade positiva L, o módulo de cada termo da série será lam-
bem menor do que L. 

Com effeito, multiplicando a série proposta por z~ m, vem 

m — 1 » 
Z -

 m F (Z) = S Cn Zn - m + Cm -f- 2 Cn z" - m 

Ti=O Tl = m + 1 

= mS 1 Cn Zn - m + Cm + 2 C n z n - m + fí, 
n = 0 rt = m + 1 

fí representando uma quantidade cujo módulo tende para zero 
quando li tende para o infinito. 

Mas, como por hypothese é | z ~ m F ( z ) | < I p - m , e como, 
por mais pequeno que seja o valor que se attribua a uma 
quantidade positiva S, ha sempre um valor U1 tal que é j i i | < 8 , 
quando k >> kv teremos (n.° 8 — I) 

| z - m F (z) — /? | < I p - - + 8, 

ou 

m — 1 k 
2 c„ z" ~ m - f + 2 CnZ

n-
71 = 0 Tl = OT-J-I 

< £ p — + 8 . 

Dando agora n'esta desigualdade a z os valores 

z = p, peíe, Pe2íe ?e(ffl - »> 

e a k um valor maior do que os differentes valores de A1 cor-
respondentes a estes valores de z, temos as desigualdades 

m —1 k 
2 Cn p" ~ m + Cn + S Cn p" ~ 1 

N = 0 II = TII + 1 

< I p - m + S 
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m — 1 
S 

n = O 
S c „ e " - r a e ( n - M ) ' f l + c m + 2 c„ p n _ m e ( n — m ) ' 9 

N = »N -J- 1 

— m -L 

que dão, sommando e attendendo ao theorema I do n.° 8, 

" 1 1 ¾ , ^ - - ^ 4 - é("—*")6 4 . . . . _ | _ e i ( a - i ) ( » - » » ) e ) 
n = 0 \ ' ' 

+ S c n p " - m ( l + e f ( n - m ) e + . . . + e l ' ( a - 1 K « - » » ) 8 ) 
N = M 4 - 1 \ ' 

+ ac„ < a ( I p - - + 8), 

ou, pondo 

i pia(n — m) 0 
I . J _ e t ( « — m ) ® i i g t ( a — i ) ( n — » » ) 8 _ 1 « _ a 

e dando á quantidade 0 um valor que não seja raiz da equação 
1 — e*(n~m)6 = o, isto é, um valor tal que A seja finito, 

m — 1 fc 
2 cnAfn~m + acn-\- 2 CnAfn-

n = 0 n = m-j-1 
<a(Lf-"> + S) 

ou 

I i B 

Cm + T 
< I p - - + 8, 

representando por B a parte da desigualdade precedente inde-
pendente de cm. 

D'esta desigualdade tira-se 

(a) | Cm | I p - "• + 8; 

porque, se fosse 

| Cm | > I p - - 4 - 8, 

podia dar-se a o um valor tão grande que fosse 
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— > I p - m + « a r 

ou à fortiori 

I > B 

> L r - + s, 

visto ser (n.° 8 — I) 

[BI , I , Bl 

Da desigualdade (a) tira-se o theorema enunciado; porque, 
se fosse | cm | > Lp- m, podia dar-se a 5 um valor tão pe-
queno que fosse | Cm \ >» I p - m -f §. 

151. — THEOREMA. — Sc uma funcção f (z) fòr susceptí-
vel de ser desenvolvida na série uniformemente convergente 
dentro de um circulo de raio Il: 

(1) / " O O = P o W + P 1 O ) + • • • 4 - Pn(Z) + . . . , 

e se as funeções P0 (z), P1 (z), ele. forem suscepliveis de 
ser desenvolvidas nas séries ordenadas segundo as poten-
cias de z, convergentes dentro do mesmo circulo : 

(2) Pn (z) = A„W + A,<»> Z + 4,(») R2 + ... + Am« S"1 + .. 

a funcção f (z) será lambem susceptível de ser desenvolvida 
em série ordenada segundo as potencias de z: 

(3) f ( z ) = A0 + A1Z + Aaz* -F- . . . + Am zm + ..., 

e será 

(4) Am = AJ°> + /IJ1) + .. . + + • • • 

Este theorema foi demonstrado pelo sr. Weierstrass da ma-
neira seguinte (1): 

(1) Monatsberichte der Kon. Akademie de Wissenschaften zu Berlin— 
1880. 
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Seja p uma quantidade positiva menor do que R; por ser 
uniformemente convergente a série (I) na circumferencia do 
raio p, a cada valor da quantidade positiva 8, por mais pe-
queno que seja, corresponderá um valor M1 de n tal que a 
desigualdade 

| Pn + Í (z) + I'n + 2 (2) + . . . + Pr, + p (?) ! < § 

será satisfeita por todo o valor de a superior a n, e por to-
dos os valores de z que téem o módulo p, qualquer que 
seja p. 

iMas temos (n.° 22) 

Pn + ! (0) 4- . . . 4- Pn + „ (Z) = 2 2-(,1 J " + 1 ) + . . . + A J n + * ) . 
m=0 

Logo, em virtude do lemma precedente, temos a desigual-
dade 

| ^ " + 1 J - M J n + 2 ' - f - . . . 4 - i í J " + » > | < 8 r " 

d'onde se conclue a convergência da série (4). 
Considerando agora outro numero positivo px tal que 

seja R > p, > p, podemos dar a n um valor tal que seja 
também 

\Ajn + »> 4- Am* + a>4- ••• + ^ c " + p ) l < s p r m 

por maior que seja p; e portanto 

| Iim (AJn + 1I - f AJn + a) 4 - . . . 4 - AJn + »>) | ^ S p r m-p = » x ' 

Pondo para brevidade 

Iim (AJn + »> 4- AJn + *> 4 - . . . 4 - AJn + *>) = 4"mi 
P = OO ' 

o que dá 

Am = A1
m + A"m, | A"m | ^ Sp1-
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vem, para os valores de z cujo módulo p é inferior a P1, a 
desigualdade 

M ' » I + U V I + +IA"**" 1 + 

da qual se conclue que (n.° 20 — 2.°) a série: 

A11
0 + A11

1 z + . . . + A''m z-+ . . . 

é absolutamente convergente. 
Por outra parte, é também convergente (n.° 22) a série 

P 0 ( Z ) + P1 (z)+...+ Pn(z)= 2 z-OíJW + AJ1)+... + ^raW) 
m = O 

= A\ + A1
1 z + . . . + A'n Zm+ . . . 

Temos pois 

2 AmZm= l (.A'm + A"m)zn= l Pa(Z)+ 2 A11
m zm, 

m = O m = 0 a = 0 m = 0 

d'onde se tira 

S Pa(Z)- S Am zm = l Pa(z)— l A11
mZm 

O = O m = 0 a = n - ) - l m = 0 

e portanto (n.° 8 — 1 ) 

Pi S P a ( Z ) - 2 AmZm I < 8 + S 
. = 0 m = 0 | Pl — P 

Como a S se pôde dar um valor tão pequeno quanto se 
queira, tira-se d'esta desigualdade 

2 Pa(Z)= I AmZm, 
o = 0 m = O 

isto é, a igualdade (3), que se queria demonstrar. 
EXEMPLO 1.° — A funcção f (z) = sen (sen z) dá a série 
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. . . sen3 z . 
f (*) = sen 2 y - p + 

sen5 z 
o ' 

que é uniformemente convergente qualquer que seja z (n.° 
24). A funcção 

pôde ser desenvolvida (n.° 22) em série ordenada segundo as 
potencias de z, qualquer que seja z. Logo, em virtude do 
theorema precedente, também a fun ção sen (sen z) pôde ser 
desenvolvida em série ordenada segundo as potencias de z, 
qualquer que seja z. 

EXEMPLO 2.° — Vé-se do mesmo modo que a funcção 

pôde ser desenvolvida em série ordenada segundo as potencias 
de z quando o módulo de z é menor do que a unidade. 

158. — Applicando o theorema precedente às séries or-
denadas segundo as potencias de z — a, sendo z variavel e 
a constante, deduz-se, como vamos vèr, o seguinte: 

THEOREMA. — SE a série 

(1) /"(2) = C0 + C1 (z - «) + . . . + c„ (z - a)» + ... 

fòr convergente no interior d'um circulo de centro a e raio 
R, isto é quando \ z — a | < II, e se Z0 apresentar um 
ponto do interior d'este circulo, as derivadas f (z0), f" (z0), 
etc. existem e sao fitiitas e respectivamente iguaes as som-
mas das derivadas de primeira ordem, de segunda ordem, 
ele. dos lermos da série proposta, islo è: 

f" (z0) = S n(n — \) cn ( z 0 - ay~ \ etc. 
n = % 

Em segundo logar, se fôr | z0 — a \ + | z — z0 j < R, 
teremos 

f (z) = sen [log ( z + I)] 

f (¾) = £ ncn (z0 — a)' i» - 1 
n = 1 
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f ( z ) = f('o) + (* - Z0) f (Z0) + ... + f (Z0) + ... 

Com effeito, pondo na série proposta z = Z0 + h, tere-
mos 

f (z0 + h) = S cn ("o + ft - «)". 
n = o 

Esta série, considerada como funcção de h, é uniforme-
mente convergente quando é | Z0 + h — a | < li, ou à for-
liori (n.° 8 — 1) quando é | Z0 — a I \ h | < li. Desen-
volvendo puis os binomios que n'ella entram e ordenando o 
resultado segundo as potencias de li, teremos, em virtude do 
theorema precedente, 

f (z* - f h) = f (z0) + h U (z0) + /i2 A (Z0) + .. 

onde é 

QO 

AOo) = S TlCn(Z0-Ct)"-1, n = 1 

CO 

fs (Z0) = 2 n (n — 1) c„ (z0 — a)n ~ 2, etc. 
n = 2 

Pondo agora /i = z — z0, vem 

f ( z ) -f (Z0) + (Z-Z0) ^(Z0) + ... + (Z-Z0Yfn(Z0) + ..., 

com a condição | r0 — a |. + | z — Z0 | < /í. 
Para das formulas precedentes tirar o theorema enunciado, 

basta notar que a ultima dá (passando f (z0) para o primeiro 
membro, dividindo depois os dois membros por z — z0 e fa-
zendo finalmente tender z para z0) f (Z0) = f (z0), e que, 
como cada uma das funcções ft (z), f% (z0), f3 (z0), etc. se de-
duz da anterior como f1 (Z0) se deduz de f (z0), temos f2 (z0) 

= f" (¾). f3 (¾) = f" (¾), etc. 
C O R O L L A R I O . — Sc a série ( I ) fòr convergente no interior 

do circulo de raio R e centro a, a funcção ê continua den-
tro do mesmo circulo. 

Com effeito. em todos os pontos do interior d'este circulo 
f (.z) tem uma derivada finita. 
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153.— A respeito das derivadas das séries enunciaremos 
ainda o theorema seguinte, (pie se demonstra do mesmo modo 
que o theorema análogo relativo ás funcções de variaveis 
reaes (n.° 140): 

Se a série I f n (z) fôr convergente n'uma área dada, e 
se na mesma área fôr uniformemente convergente a série 
2f'n (z) forma,da com as derivadas dos termos da preceden-
te, é p (z) = I f n (z) na mesma área. 

III 

Funcções regulares n'uma região do plano 

151. — Definição.— Se a funcção f (z), na visinhança 
do ponto z0, fôr susceptível de ser desenvolvida em série or-
denada segundo as potencias de z — z0, de modo que haja 
um numero positivo l< tal que seja 

f ( z ) = c0+ C1(Z-Z0)+ ... + Cn (z— z0)»+ ... 

quando | z — z0 | < li, diz-se que a funcção f (z) é regular 
no ponto z0. 

E' fácil de vêr que (1 + z)fc, ez, Iog (1 + z), etc. são func-
ções regulares em todo o plano excepto em pontos isolados. 

1) O binomio (I + z)* dá 

( , + -.)« = Í1 + ;„)> [ l + f ^ J 

= <•+->** ( J ) ( T f t ) ' 

quando | z — Z0J < 11 + z0 |; e portanto é regular em todo 
o plano, exceptuando-se o ponto Z0 = — 1 quando k não é 
inteiro e positivo. 

2) Da série 
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r (z — z)n 1 
c' = C1-zO. e"o = Co Il + z — Z0 + ••• + n ; h •• • J 

conclue-se que a funcção ez é regular em todo o plano. 
3) Da igualdade 

Iog ( I + J L = I - I g O + z,) + Iog ( l + 

- Iog ( , + * „ > + ^ - 1 ( ¾ ) ' + . . . , 

que tem logar quando é | z — z0 \ < | I + z0 N conclue-se 
que Iog (I -f- z) é uma funcção regular em todo o plano ex-
cepto no [tonto Z0 = — I. 

4) Do mesmo modo se mostra que sen z e cos z são fune-
ções regulares em todo o plano. 

155.—THEOREMA I.0 — Se uma funcção uniforme, re-
gular em lodos ox pontoa de uma área /1, fòr constante em 
lodos os pontos de uma linha finita contida na área A, é 
constante em toda a área. 

Este theorema é devido a Neumann, e foi por elle demons-
trado do modo seguinte: 

Representando por a o valor de z correspondente a um 
ponto qualquer da linha dada, teremos, para todos os valores 
de z representados pelos pontos de um circulo de centro a e 
raio II, 

f (z) = C0+ C1Iz-a) + ... + cn (z — a)" + ... 

ou (n.° 152) 

f ( z ) = f (a) + (z — a) f1 {a) + ... + f»(a) + ... 

Mas por ser constante a funcção f (z) em todos os pontos 
da linha dada, temos f1 (a) = O, f" (a) = O, etc. Logo será 
f (z) = f (a) em todo o circulo considerado. 

Tomando em seguida um ponto b do circulo anterior e re-
petindo o raciocínio precedente demonstra-se do mesmo modo 
que f (z) = f (b) = f (a) em todos os pontos de um segundo 
circulo, que é em parte distincto do anterior. Tomando um 
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ponto c d'esle circulo acha-se do mesmo modo f (z) = f (c) 
= f (b) = f (a) em todos os pontos de um terceiro circulo. 
Continuando do mesmo modo até ao contôrno da área A de-
monstra-se completamente o theorema. 

THEOREMA 2.°—Se duas funcções uniformes, regulares em 
lodos os pontos de uma área /1, forem iguaes em todos os 
pontos de uma linha finita contida na área A, são iguaes 
em toda a área. 

Este theorema é consequência immediata do anterior, pois 
que a differença das duas funcções sendo nulla em todos os 
pontos da linha dada, será nulla em toda a área A. 

THEOREMA 3.° — Se uma funcção uniforme, regular no 
ponto a, se annulla assim como as suas derivadas até á or-
dem m — I, quando ê z = a, teremos 

f ( z ) = (z — a)m<p (z), 

onde <p (z) é uma funcção uniforme regular na visinhanca 
do ponto a. 

Com effeito, sendo por hypothese 

f (*) = c« + C1 (z — a) + ... 4- cm (z — a)m + ... 
e co = f (°), C1 = P (a), etc., temos 

f ( z ) = ( Z - ar LI, f™ («) + I ^ f f 1 /'"' + U a ) + . . . ] , 

d'onde se tira o theorema enunciado. 
THEOREMA 4.°— Os pontos em que uma funcção uniforme, 

regular n'uma área A, tem um mesmo valor, estão sepa-
rados por intervallos finitos, se a funcção não é constante. 

Com effeito, por não ser constante a funcção f (z) na área 
A, as derivadas f1 (a), f" (a), etc. não podem ser todas iguaes 
a zero. Chamando pois fm (a) a primeira derivada que não é 
nulla, teremos a differença 

m - m = < * • - «)m [ i f ( « ) + f m + i ( « ) + • • • ! 

onde é possível dar a | z — a \ um valor tão pequeno S, 

3ue o módulo do seu primeiro termo seja maior que o módulo 
a somma dos seguintes quando \ z — a | 8. Logo no cir-
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culo de centro a e raio S a differença f (z) — f (a) não pôde 
ser nulla era ponto differente de a. 

THEOREMA 5.°—A somma de duas expressões uniformes, 
regulares em todos os pontos da área A, é uma expressão 
regular nos mesmos pontos. 

Este theorema é uma consequência immediala do theorema 
4.° do n.° 22. Com effeito, chamando f (z) e F (z) as duas 
expressões dadas e a ura ponto da área A, teremos 

THEOREMA 6.°—O producto de duas expressões uniformes, 
regulares em todos os pontos da área A, ê uma expressão 
regular nos mesmos pontos. 

Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o ante-
rior, partindo do theorema o." do n.° 22. 

THEOREMA — 0 quociente de duas expressões <p (z) e 
(J) (z), uniformes e regulares na área A, é regular nos pon-
tos da mesma área em que o denominador <JJ (Z) se não an-
nulla. 

Com effeito, pondo 

4 (z) = c0 + Cj (r — a) + ... + cn (z - a)"+ ..., 

onde C0 é differente de zero, teremos 

f (z) = Icn (z — a)", F (z) = ICn (z — ay n 

e portanto 

f (z) + F (z) = S (cn + Cn) (z - a)». 

pondo 

(s — a) [Ci + C2 (z — a) + ...] 
C0 

= P (z — a). 

Dando a | z — a | um valor tão pequeno que seja | P (z — a) | 
< I, podemos desenvolver [ò ( ; ) ] - 1 em série ordenada se-
gundo as potencias de z — a, e teremos 
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Jç. = c 0 \ \ - P ( z - a ) + [P(z-a)]>-[r>(z-a)Y+...\. 

Esta série é uniformemente convergente na visinhança do 
ponto a assim como (n.° 22) as séries que resultam de 

P (z — a), [P (z — a)]», etc.; logo (n.° 151) a funcção - L - . 
Y \ Z ) 

é susceptível de ser desenvolvida em série ordenada segundo 
as potencias de z — a na visinhança do ponto a. Esta func-
ção é pois regular no ponto a, assim como, em virtude do 

theorema anterior, a funcção = 9 (z). 7-7-T. 
(J) (Z)

 T w <]> (z) 

IV 

Funcções regulares om todo o plano 

156.—A toda a funcção uniforme f (z) regular em to-
dos os pontos do plano chama-se funcção inteira ou holo-
morpha. Taes são, entre as funcções aígebricas, os polyno-
mios racionaes inteiros relativamente a z, e, entre as funcções 
transcendentes, as funcções ez, sen z, cos z e, em geral, as 
funcções que podem ser desenvolvid-as na série ordenada se-
gundo as potencias inteiras positivas de z: 

f CO = C0 + C 1 z + C2 z2 + . . . + cn z
n + ..., 

qualquer que seja z. Com effeito, estas funcções são regulares 
em todos os pontos do plano, pois que, desenvolvendo segun-
do as potencias de z — a os termos da série 

fiz) = C0 + C1 (z — a + a) + . . . + c„ (z — a + a)n + ..., 

obtem-se, em virtude dn theorema do n.° 151, o desenvolvi-
mento de f (z) com série ordenada segundo as potencias de 
z — a, qualquer que seja a. 
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A theoria das funcções transcendentes inteiras é a conti-
nuação natural da theoria das funcções racionaes inteiras, es-
tudada na Álgebra, e as suas propriedades são, em parte, 
análogas às propriedades d'estas. São também susceptíveis de 
se exprimir por um producto de factores que tornam explici-
tas as raizes da funcção. Este resultado importante, demons-
trado primeiro por Euler, Cauchy, (iauss, etc., em alguns 
casos particulares, foi completamente estabelecido pelo sr. 
Weierstrass (1). Antes porém de expôr o bello theorema de-
vido ao eminente geometra de Berlim, vamos considerar as 
duas funcções sen z e cos z cuja decomposição em factores, 
devida a Euler, se obtém por considerações particulares. 

15J.—Decomposição do seno e do coseno em factores. 
— Da expressão de sen kz dada no n.° I 47—III tira-se, quan-
do k é impar, pondo cos2 z = 1 — sen2 z, 

sen kz = f (sen z), 

onde f representa uma funcção inteira do gráo k. Os k valo-
res de sen z, que annullam esta funcção, devem corresponder 
aos valoros de z que satisfazem â equação sen kz = Oe que 
dão para sen z valores distinctos, isto é, aos valores de z se-
guintes : 

' — A; ' — /c 2 k • 

Logo temos 

s e n 2 z \ / . sen2z \ 
sen kz = A sen z( \ 

sen 
(FC — Q tc 

2 k ' 

onde A é uma constante que vamos determinar. Para isso, di-
vida-se os dois membros da igualdade precedente por kz e 
faça-se depois tendera para zero. 0 primeiro membro tenden-
do para a unidade e o segundo para ~ , teremos A = k. 

(1) Weiers t rass : — Zur Theorie der eindeutigen analylischen Funclio-
nen einer Veranderlichen IAbhandlungen der K. Akademie zu Berlin — 
1876). 
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Mudando na igualdade precedente : era ^ , temos 
It 

^ / s e n 2 ^ f \ / s e n 2 y \ 
sen TO = Zcsen I— .. . ( 1 — ). 4V - I / V SEALITWH/ 

Vamos agora procurar o limite para que tende o segundo 
membro d'esta igualdade quando k tende para o infinito. 

Por tender para a unidade a razão do seno para o arco 
quando o arco tende para zero, é fácil de vèr que, quando k 
tende para o infinito, teremos 

Por ser (em virtude do que se disse no n.° 148 e de ser 

^ (k — I) o maior valor que pôde ter n) 

onde 0„ representa uma quantidade inferior á unidade em va-
lor absoluto; e por ser 

onde s representa uma quantidade infinitamente pequena quan-
do k é infinitamente grande, teremos 

sen TO = TO 

0 - 7 ) 0 - 1 ) - ( 1 - ^ ) Jim .* 

sen2 j = ~ O + s)2, 

Í » ( I + E ) 2 

33 
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onde un representa uma quantidade cujo módulo não pôde ser 
infinito, qualquer que seja n. Logo 

sen TO 

Por outra parte, chamando L um numero maior do que as 
°° u 

quantidades M1, M2, etc., a série £ —é convergente, visto 
1 Ti 

que os seus termos são menores do que os termos correspon-
CO J 

dentes da série (n.° 17) 2 —2; e portanto é também conver-
i n 

gente o producto infinito II -J- , e temos 

V n í , , M 1 V ^ n* J lim n I 1
 + I T j = ^ T w u~\ = 

. . . m \ n ljm n J1 Un \ 
m = oo 1 \ M / 

Vem pois a formula d'Euler 

(a) sen TO = TO 11 ( l - ^2) . 

Do mesmo modo se decompõe cos TO em factores, o que dá 

= S ( , 
O V (2» + I)8/ 

C O S TO 

1 5 8 . — T H E O R E M A D E W E I E R S T R A S S . — S e n d o dada a série 
de quantidades O, ax, a ac, ..., eolloeadas segundo 
a ordem, crescente dos seus módulos e satisfazendo d con-
dição Iim | oc | = ao, pode-se construir uma funcção 

C = OO 

transcendente inteira, pela formula 

to { ( ! ) * , 

cujas raizes são O, alt o2, . . . , ac, c C M J O S respectivos 
gráos de multiplicidade são n0, nv . . . , n,, . . . 
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Reciprocamente, se ft (z) representar uma funcção in-
teira cujas raizes são O, av a2, . . . , ac, . . . e os respecti-
vos grãos de multiplicidade n0, nv ..., esta func-
ção pôde ser decomposta cm factores, que tornam explicitas 
estas raizes, por meio da formula 

(2) ft (z) = Ct ® ZnO n (1 - ±)n° en°S% 
c = i \ ac/ 

onde çp (z) representa uma funcção inteira. 
A demonstração que aqui vamos dar d'este importante 

theorema é devida ao sr. Mittag-Leííler, professor na Univer-
sidade de Stockholm (1). 

Da série (n.0 149) 

log ( i - = _ S ± ( J L ) \ 
& \ ae/ * = i k \ ae/ 

Z 
que tem logar quando é I — < 1, deduz-se 

(.4) (i - = e~ n° Se (1' oc^ 

pondo para brevidade 

= IT(I)* 
Logo temos 

^ z yic nc Sc (1, me) _ — ne Sc (me -)- \, oo) 

onde mc representa um numero inteiro ou zero, devendo n'este 

ultimo caso considerar-se e 1 ' ^ ^ ' r n ^ como representando a 
unidade. 

Considere-se agora uma série de quantidades positivas S1, 

(í) Acta Mathematica, tomo ív. 
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e2, . . . , sc, . . . taes que a somma 2 sc seja convergente, e 

dê-se a mc um valor tão grande que seja 

(C) ne | Sc (we + oo) | < sc 

ue seja o valor que se dê a z, que satisfaça á con-

< e < 1; o que é sempre possível por ser n 'este 
Oc 

caso uniformemente convergente a série S0 ( I , » ) . O produ-
cto II Ec, pondo 

qualquer c 

dição 

( l -
\ a c / 

Jic Sc ( I , mc) v 
e = j&c? 

representa uma funcção regular em todos os pontos do plano 
e que se annulla nos pontos av a2, ac, como va-
mos vêr. 

Consideremos um ponto qualquer Z0 do plano e os pon-
tos visinhos d'este, isto é, os pontos que satisfazem â condi-
ção | z — z0 I p, onde p é uma quantidade tão pequena 
quanto se queira. 

Por ser Iim a-c = <*>, é sempre possível dar a C1 um va-
C = OO 

Z I 
Ior tão grande que a desigualdade — j < s seja satisfeita p o r 

todos os valores de c maiores do que C1, e por todos os va-
lores de z que satisfaçam à condição | z — Z0 | ^ p. 

OO 

Por outra parte, por ser convergente a série 2 ec, é sem-

pre possível dar a C2 um valor tão grande que, dando a S um 

valor tão pequeno quanto se queira, a desigualdade 

C + p 

2 st < § 
< = C 

seja satisfeita por todos os valores de c superiores a c2, qua l -
quer que seja p. 

Logo as duas desigualdades precedentes são satisfeitas ao 
mesmo tempo pelos valores de c maiores do que a maior da s 
quantidades C1 e c4, na região do plano determinada pela con-
dição | z — Z0 | ^ p, 
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Das desigualdades precedentes e da desigualdade (C) con-
clue-se que a desigualdade 

(D) 8 S p L S , < f n , + 1 , o o ) j < 8 
t = C j I 

é satisfeita por todos os valores de c superiores a C1 e Ci, na 
região do plano determinada pela condição | z — Z0 | <í p. 

Por outra parte, a formula ( f í ) dá 

°ÍlP E t = T n ' S < ^ + 
t = C 

d'onde se tira 

C + p C + i> 
2 Iog Et = — 2 Wf St (mt + 1, oc), 

t — C t = C 

e, em virtude da desigualdade (D), 

u + p | 
I 2 Iog Et I < 8. 
|t = c \ 

OO 

Logo a série S Iog Et é uniformemente convergente na 
í = i 

região considerada do plano. 
Posto isto, supponhamos primeiramente que Z0 é differente 

de ac e que a p se dá um valor tão pequeno que sejaJ^r — Z01 
<[ | Z0 — ae |. O segundo membro da igualdade 

Iog E, — n , Iog ( l — Í - ) + »< , f , 1 ( * ) ' 

+ - I I E - ^ Y 
é susceptível de ser desenvolvido em série ordenada segundo 
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as potencias de z — z0, e temos (1) Iog Ec = P (z — z0); e 
portanto, applicando o theorema do n.° 151, 

2 Iog Ec = P1 (z - z0), 
C = 1 

d'onde se tira 

n Ee^ePi(Z-Zo). 
C = I 

D'esta formula tira-se depois 

n P 1 (Z-Z0) + ... + p ' n - + . . . 
C=I It 1 

ou (n.° 151) 

n Ec = Pa (z — 
C = I 

00 

o que prova que a funcção II Ec é regular no ponto z0, como 1 
se queria demonstrar. 

Supponhamos agora que z0 representa uma raiz cij da func-
ção que queremos foi mar. Dando n'este caso a p um valor 
tão pequeno_que na área plana determinada pela condição 
| z — Oj | < p não exista outra raiz da funcção considerada, 

teremos 
oo 

_ P3 (z ~ O j ) 

visto que o primeiro membro não tem a raiz o,-; e portanto 

L i f / a ( * - « ; ) , 
i fl; 

(1) E m p r e g a r e m o s , c o m o o s r . Weiers t rass , as notações P (s — 2 0 ) , 
Pi (* — z0), etc. pa ra r ep re sen t a r séries o rdenadas segundo as potencias 
i n t e i r a s e pos i t ivas de t — z 0 . 
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d'onde se concilie, como no caso anterior, que a funcção 
00 

II Ec é regular no ponto aj. 
1 

As raizes av a2, etc. da funcção que vimos de formar, 
são todas differentes de zero. Para que a funcção tenha tam-

QO 

bem a raiz O basta multiplicar II Ec por Com effeito, te-
i 

mos (n.° 22) 
OD 

z"° n Ec = (z0 + z — Z0) Pi (z — Z0I = l\ (z — Z 0 ) , 
1 

e portanto a nova funcção que se obtém é ainda regular em 
todo o plano. 

De tudo o que precede conclue-se a primeira parte do 
theorema de Weierstrass, isto é, que se pôde constituir pela 
formula (1) uma funcção que se comporta regularmente em 
todo o plano e que se annulla nos pontos O, O1, a2, etc. 

Para demonstrar a segunda parte d'este theorema, basta 
notar que o quociente da funcção f{ (z) dada pela funcção 
f (z), que vimos de formar, não pôde ser nullo nem infinito 
em ponto algum do plano. Logo este quociente representa 
(n.° 155 — 7.°) uma funcção F (z) regular em todo o plano, 
que não se annulla em ponto algum. 

Por ser, na visinhança do ponto z0, 

F (z) = ò0 + 6 , (z - z0) + 6, (z - z0)3 + . . . , 

onde b0 é differente de zero, teremos 

IOg f ( . ) = log 4 . + log [ . + ( ' - « . > ( " • + y - * o > + - > ] . 

Logo se a | z — z0 [ se der um valor tão pequeno que seja 

h — Zp l I fri + &a (s — z o) + • • • l , 

I b o l ^ ' 

teremos, em virtude do theorema do n.° 151, 

log F (z) = P (z - z0), 

e portanto a funcção log F (z) é inteira. Temos pois, repre-
sentando por ip (z) esta funcção, F (z) = ef e portanto 
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que é o que se queria demonstrar. 

f S 9 . — Determinação dos factores primários das func-
ções inteiras. — A cada um dos factores 

nc Sc 

que entram nas formulas (I) e (2), chama o sr. Weierstrass 
um factor primário das funcções consideradas f (z) e /i (z). 
Tanto para decompor uma funcção inteira dada em factores 
primários, como para achar uma funcção inteira que tenha 
raizes dadas, é necessário conhecer, para cada valor de c, um 
valor de mc que satisfaça á desigualdade (C), e para isso bas-
ta, como vamos vèr, dar a mc valores taes que seja conver-
gente a série 

(E) S 
C = I 

Ue Z 
mc + 1 

mc 4 - 1 

Com effeito, se esta série é convergente, podemos dar a 
ee o valor 

E E = X 
Ue Z 

m c 4 - 1 

mc + 1 

chamando X uma quantidade independente de z e de c. 
Mas, por ser 

n c 

k = mc+\ k 

k = me - j - 1 

1 ar \ 00 

< 2 
k = me 

rie 

+ 1 

Z 

ac 

I z 
Tc UeZm< + 1 1 

i õ7 ame+l 
1 — 

ac I 
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a desigualdade (C) pôde ser substituída pela seguinte: 

JmC+ 1 
'•nc z 

mc + I 
I 

1 
< 

1 
que é satisfeita, visto que se pôde dar a X o valor máximo ^ _ g 

I 
que toma quando é 

1 — 

< s < I. 

| Oc I 
Se houver pois um valor de mc, constante qualquer que 

seja c, tal que a série (E) seja convergente, emprega-se este 
valor em todos os termos das formulas (!) ou (2). No caso 
contrario, põe-se mc = c; com effeito, a série (E) transfor-

" I n zc + 1 

ma-se então na série 2 1 c
 c , t , que é convergente (n.° 

C = I | ®C 

19 — IV), visto que a raiz 7 I z 

\ / nc\ — 
V I ac 

Ic + 1 
tende para zero 

quando c tende para o infinito. 
E X E M P L O . — Procuremos a fórma geral das funcções intei-

ras cujas raizes são O, I, — 1 , 2 . — 2, . • •, c, — c, etc. 

Como a série S 
C=I 

= 2 J*l 
= 1 C' 

é convergente qual-
C = I 

quer que seja z (n.° 17), podemos pôr mc = 1, e temos 

f ( z ) = e?Wz I - ¾ , 

ou 

onde f (z) representa uma funcção inteira de z. 
Faz parte das funcções comprehendidas na fórma prece-

dente a funcção sen nz. íVeste caso é e* W = % (n.° 157). 

1BO.—Fundados no que precede pode-se achar um des-
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f (z) 
envolvimento em série da funcção — , em que se tornam 

/1 (z) 
explícitos os pontos onde esta funcção é infinita. 

Derivando os logaritlimos dos dois membros da formula 
(2) vem (n.° 153) 

I1(Z) f K Z ^cZi [z — * = Itt6 Vac/ J 

ou 

nc z 
Wc 

1 mc . . 
a c (z — oc) 

visto ser 

1 _ 
Z - O c ac L ac \ a j J 1 

mc 

ac (z—ac) 

Para completar a demonstração d'esta formula (F) vamos 
mostrar que a série que entra no seu segundo membro é uni-
formemente convergente, quando a série (E) é uniformemente 
convergente. Com effeito, por esta série ser uniformemente 
convergente e por | o( | tender para o infinito com I1 a cada 
valor de 8, por mais pequeno que seja. corresponderá um va-
lor Ii tal que as desigualdades (n.° 124) 

t + p 
X 2 

nc z 
mc 

mc -f- 1 < 8 , - < • a« 

serão satisfeitas quando í >> e | z | < p, p representando 
uma quantidade tão grande quanto se queira. Logo à forliori 
teremos 
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depois 

2 
= i mc + 1 < 8, z 

a 

e finalmente 

C = 
< 8 , 

d'onde se conclue que a série que entra no segundo membro 
de (/•') é uniformemente convergente em qualquer área, por 
maior que seja. 

161.—Caso em que mc è constante.—No caso de mc ser 
constante, a funcção (2) tem propriedades notáveis que foram 
estudadas por Laguerre, Cesaro, etc. Aqui limitar nos-hemos 
a demonstrar, no caso de <p (z) ser constante e n0 — O, o 
theorema seguinte: 

Se todas as raizes de ft (z) são reaes, lambem as raízes 
de P1 (z) o são. 

Este theorema foi demonstrado por F. Chio nos casos de 
ser « i t = 0 e m c = 1, e em seguida pelo sr. Cesaro no caso 
de mc representar uma constante qualquer (1). 

Seja Z1 = p (cos w -J- i sen w) uma qualquer das raizes 
da equação (\ (z) = 0. Substituindo este valor em logar de 
z na igualdade (F) e pondo mc = m, vem 

£ / p nc (cos ma -)- i sen rww) Q 

c = i \ a j ' p cos w — ac -J- ip sen &> 

Esta equação parte-se nas duas seguintes, das quaes uma 
determina p e a outra to: 

S jp cos (m — 1) w — ac cos wiwj = 0 

(4) Giornale di Mathematiche, tomo xxu . 



•348 

s -7- ) Ip sen (m — 1) w — ac sen m-J = O 
- e = i Ue \ ac / (f ) 

pondo dc = (p cos w — Oc)
2 + p2 sen2 m. 

Se m é impar, multiplicando a primeira d'estas igualda-
des por sen {tn — 1) w, a segunda por cos (m — 1)w e sub-
trahindo, vem 

ao 
V . n c A sen w 2 -. —; = O, 

, d a m — 1 
C = I 'Jc « c 

d'onde se tira « = 0. 
Se m é par, multiplicando a primeira equação por sen ?n«, 

a segunda por cos e subtrahindo, vem 

sen w 2 • = O, 
c = i dc ac

m 

d'onde se tira também w = 0. 
Logo, em qualquer dos casos, será Z1 = p. As raizes de 

/ ' j (z) = 0 são portanto reaes, como se queria demonstrar . 

V 

Funcções uniformes regulares 
em. todo o plano» excepto em pontos isolados 

1 6 3 . — D a s funcções uniformes não inteiras limitar-nos-
hemos a estudar as que são regulares em lodo o plano, ex-
cepto em pontos isolados O1, a2 , . . . , oc, . . . , taes que seja 
Iim | oc | = oo, e na visinhanç.a dos quaes tenhamos 

C = ao 

(1) f ( z ) = P ( z - a e ) + G . I r - ) 

onde 

(2) Ge (—— ) = 5 A, ( — — V . w Vz-Oc/ í = i Vz — aj 
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Estes pontos são os pontoa singulares fia funcção, e fo-
ram chamados pelo sr. Weierstrass pólos quando m é finito, 
pontos singulares essenciaes quando m é infinito. 

As funcções consideradas resultam naturalmente da gene-
ralisação das funcções racionaes. Na verdade, toda a funcção 
racional f (z) é susceptível da decomposição (n.° 39) 

se agora z0 representar um ponto differente de U1, a2, etc., 
temos 

e a funcção é portanto regular na visinhança de z0; se porém 
z0 representa um dos pontos at, a2, etc., a-x por exemplo, 
applicando a decomposição anterior só ás parcellas corres-
pondentes a a3. a3, ",Lc. vem um resultado da fórma 

e o ponto O1 é portanto um pólo. 
Pertencem também ao grupo de funcções que estamos con-

siderando as funcções /", (z) que são o quociente de duas func-
ções transcendentes inteiras C1 (z) e <p2 (z). Com eíTeito, sendo 
av a2, ..., ac, . . . as raizes do denominador e nv n2, ..., 
nc, . . . os seus respectivos grãos de multiplicidade, a funcção 
/i (z) será regular em qualquer ponto z0 do plano, diíferente 
dos pontos alf a2,, etc. (n.0 Ioo — 7.°); e, na visinhança.do 
ponto ac, teremos (n.° 1S8) 

= z T F + Õ J * + 1 ( T = T S S r + •••'> 

d'onde resulta (n.os 147 e 22) 

f ( z ) = P ( z - z 0 ) , 

fi (z) = 
P (Z — ac) _ n t-r - n\ 

= G< { y ^ T ) + ^ - *>• 
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Logo a funcção considerada é regular em todo o plano 
excepto nos pontos a2 ac, . . . , que são pólos. 

1.63. — Assim como acontece com as funeções racionaes, 
as funeções que estamos estudando são susceptíveis de uma 
decomposição que torna explícitos os pólos e os pontos sin-
gulares essenciaes da funcção. Esta propriedade importante, 
estabelecida pelo sr. Weierstrass no caso de ser finito o nu-
mero de pontos singulares da funcção, foi em seguida esten-
dida pelo sr. Mittag-Leffler ao caso de a funcção conter um 
numero infinito de pólos ou pontos singulares essenciaes. An-
tes porém de demonstrar o bello e importante theorema de-
vido ao sábio professor da Universidade de Stockholm, vamos 
considerar o caso da funcção cot 2, cuja decomposição se obtém 
de um modo muito simples e dá origem a algumas formulas 
importantes. 

A formula (a) do n.° 157 dá 

/ -a \ 
Iogsenz = Iogz + S logl l — J , 

C = 1 \ I TC / 

e, derivando relativamente a z, 

I cot S = _ L + 2 -c = l->' 

OU 

C O t z = - + S ( 1 - H i — ) . 
Z E = 1 VZ — CTC Z 4- CTC/ 

Esta formula dá a decomposição de cotz em fracções sim-
ples que tornam explícitos os pólos 0. CTC, — CTC da funcção. 

Do que precede tiram-se as seguintes consequências : 
I — Desenvolvendo o binomio que entra no segundo mem-

bro da penúltima formula, vem 

I 00 / I ^2 s 4 \ 
C O t z = T - 2z e J1 ( c 2 - 3 + ^ + c e~e + • • • ) 

quando é (n.° 1 4 7 ) | z | < i rJ e portanto, em virtude do theo-
rema do n.° 151, 

2z 
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Esta formula dá o desenvolvimento de cot z em série or-
denada segundo as potencias de z, quando é | z | < ir. 

I I — Por ser 

iz (2iz 4 - 1 ) . . 2iz 
Z COt Z = y - Tl- = IZ 4 " -57: i 

e8iz — 1 1 ei,z — 1 

temos (n.° 100 — V), representando z cot z por u, 

(£1 = 0.(¾ =<-<>'" 
Bn _i designando os números de Bernoulli; e portanto, ap-
plicando a formula de Maclaurin, 

2* B1 „ 2* B3 . 26 Bi . 
2 c o t 2 = 1 - T T 2 T T - - 6 T 2 ••• 

Igualando os coeficientes das potencias de gráo 2m — 1 
de z nos dois desenvolvimentos de cot z que vimos de obter, 
resulta a relação importante: 

28m ~ 1 TC3" Htm - 1 = £ 
(2m) ! 1 Caw ' 

I i a — Do desenvolvimento de cot z que vimos de obter, 
pôde tirar-se o desenvolvimento de tangz, de secz e de cosecz 
em série ordenada segundo as potencias de z, desenvolvendo 
os segundos membros das formulas conhecidas: 

1 
tang z = cot z — 2 cot 2z, cosec z = cot z 4" t a n E z> 

sec z = tang z cosec z; 

e vê-se que a primeira e a terceira funcção são susceptíveis 

d'este desenvolvimento quando é | z | < < , e a segunda quando 

é | z | < it. 

164.—THEOREMA DE MITTAG-LEFFLER.—Dadas as quan-
tidades alt a2, a3, ..., ac, ... collocadas segundo a or-



dem crescente dos seus módulos e satisfazendo á condição 
Iim | ac | = ao , e dadas as funcções 

C = 00 . 

r*i{r=r)>G> ( r = r 2 ) ' •••»
 RREIR=Te)' 

que são da fórma (2), é sempre possível formar uma func-
ção f (z) da fórma 

L I 6 - G - ^ + '•<*>] 
que seja regular cm todos os pontos do plano differentes de 
av a2. ..., ac, ..., e da qual estes pontos sejam pólos ou 
pontos singulares essenciaes. 

Reciprocamente, toda a funcção ft (?) regular em todo 
o plano excepto nos pontos av a?, ..., ac, que são pó-
los ou pontos singulares essenciaes, pôde ser reduzida á 
fórma 

F L O - Í O + J J F I ^ H , ( Z ) ] , 

omle <p (z) representa uma funcção inteira de z (1). 
Por ser uuiformemente convergente a série 

^ ( 7 ^ ) = - - ^ 7 ( 1 - ^ ) + i ( ' - í ) - • • • 

quando z é differente de ac, e por ser cada termo d'esta série 
susceptível de ser desenvolvido em série ordenada segundo as 

z I 
— ! <T E < I, teremos em virtude 
ac I 

potencias de z quando é 

do theorema do n.0 Iol 

quando é I — I <C s < I. 
l ac 

(i) Mittag-Leffler :—Sur la représentation analytique des fonclions mo-
noffènes uniformes, etc. (Acta Malheinatica — tomo ív). 
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Consideremos agora, como no n.° 158, uma série de quan-
40 

tidades positivas e., s2, . . . , ec, ... taes que a somma S sc seja 

convergente, e dê-se a mc um valor tão grande que seja 

B) 
k 

S AtcU 
TOc 4 - 1 (i)l< 

qualquer que seja o valor que se attribua a z que satisfaça á 
I Z 

condição I— < s < 1, o que é sempre possível por ser 
j aC 

uniformemente convergente a série (/1) na região do plano 

determinada pela condição I — j < 1. A somma 

2 F c (z), F c (z) = G c ( — ) - AliU U - ) 
r=l \Z Oc/ Il O \ Uc / 

satisfaz ás condições do theorema enunciado, isto é representa 
a funcção f (z), como vamos vêr. 

Seja Z0 um ponto do plano differente dos pontos av a£ , 
etc., e p uma quantidade positiva tão pequena quanto se quei-
ra. Por ser Iim | ac \ = ao, e por ser convergente a série 

C = OO 
00 

S et, é sempre possível dar a C1 um valor tão grande que as 
i 
desigualdades 

'V 

sejam satisfeitas ao mesmo tempo por todos os valores de c 
superiores a Cv na região do plano determinada pela condi-
ção | z — Z0 | ^ p, qualquer que seja p. 

D'estas desigualdades e da desigualdade (B) conclue-se que 
a desigualdade 

C + P 

2 2 AllW 
k = wtí -f- 1 

< 

ou (form. A) 
u 
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C2P I Ft (z) I < 8 
t = c 

será também satisfeita pelos valores de c superiores a C l i na 
região do plano determinada pela condição | z — z0 | < p. 

ao 

Logo a série S Fc (z) é uniformemente convergente na 
C = 1 

região definida pela condição | z — Z0 | <! p. 
Posto isto, como Z0 é dilTerente de ac, supponhamos que 

se dá a p um valor tão pequeno que se ja | z — Z 0 I < | Z0 — ac|. 
O segundo membro da igualdade 

^z — a j t = 1 Z0 — ac \ Z0 — ac! 

é susceptível (n.° 151) de ser desenvolvido em série ordenada 
segundo as potencias de z — J 0 na região do plano determi-
nada pela condição \z — z01 p; logo o mesmo acontece á 
funcção Fc (z) e temos (n.° 151) 

l Fc(Z) = P(Z-Z0). 
C=I 

QO 

A funcção 2 Fc (z) é pois regular no ponto z0. 
i 

Consideremos agora um ponto singular o,- de funcção que 
queremos formar. Dando n'este caso a p um valor tão jiequeno 
que na região determinada pela condição | z — aj | ^ p não 
exista outro ponto singular da funcção considerada, teremos 

S Fc (z) - Fi (z) = P1 (z - aj), 
C = 1 

visto que o primeiro membro não tem o ponto singular aj , e 
portanto 

S Fc (z) = Gj (—1!—) + P3 (z - aj), 
C = I x Z M j ' 

Logo aj é um pólo ou um ponto singular essencial de 
SFc (2). 

Os pontos singulares a , , a2 , etc. da funcção que vimos de 
formar são differentes de zero. Para que o ponto O seja um 
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ponto singular da funcção, de modo que na visinhança d'este 
ponto tenhamos 

f (z) = P i (z) + G 0 ( I ) , G 0 ( I ) = J 1 ( I ) ' . 

basta por 

f(z) = ^ l i F c ( Z ) + G 0 ( D -

Com effeito, a funcção 

é (n.° 151) regular na visinhança de qualquer pontojr0 diffe-

rente de 0; e na visinhança do ponto 0 a funcção 2 Fc (z) 
C = I 

é regular. OO 
De tudo o que precede conclue-se que a funcção S F0 (z) 

C = 1 

tem todas as propriedades enunciadas na primeira parle do 
theorema do sr. Mittag-Leffler, e representa portanto a func-
ção f (z) que queríamos formar. 

Para demonstrar a segunda parte basta notar que a diffe-
rença 

A W - * Fc(z) 
C = 1 

não tem pontos singulares, e portanto é igual a uma funcção 
inteira <p (z). 

165. — Quociente de duas funcções inteiras. — Vimos 
já (n,° 155 — 7.") que o quociente de duas funcções inteiras é 
regular em todo o plano excepto nos pontos que são raizes do 
denominador, os quaes são pólos (n.° 162). A estas funcções 
é applicavel pois o theorema de Mittag-Leffler, isto é, podem 
ser reduzidas á fórma 

r-w - - » « + ? [«• y^) + p- « 1 ' 
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Reciprocamente, toda a funcção /", (z) regular em todo o 
plano, excepto nos pontos at, a3, ..., ac, ... que são pólos, 
é o quociente de duas funeções inteiras. Com effeito, chamando 
n„ na etc. os expoentes dos factores (z — aj"», (z — a2)"», 
etc. pelos quaes é necessário multiplicar f{ (z) para fazer des-
apparecer os pólos, e construindo por meio do theorema de 
Weierstrass uma funcção inteira <p2 (z), cujas raizes sejam alt 

a 2 , etc. com os grãos de multiplicidade nv n2, etc., o pro-
ducto /i (z) f2 (z) é regular em todo o plano, e representa 
portanto uma funcção inteira 9, (z). Temos pois 

f ( z ) = ?ii£> 
U ( ) ft M " 
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