Ll

limu=lim (¥ —az)=b+ limF (=, y)=0b;

e vé-se portanto que, para determinar a, basta substitair ¥ por
zr na equacio proposta e procurar depois o limite para que
tende z quando « tende para o infinito; e que, para determi-
nar b, basta subslituir ¥ por az + w na equagio proposla

u P .
(on z por a 4 - Da primeira transformada) e procarar de-

pois o limite para que tende u quando x tende para o infi-
nito.

A equacio de qualquer asymptota parallela ao eixo das
ordenadas é ¢ = a, onde a representa evidentemente o limite
para que tende a abscissa do ramo da carva considerado quan-
do y tende para o infinito.

Exempro. — Para determinar as asymptotas da hyperbole

By —Pr=—a
ponhamos y = zx, o que da

1 p2
a'zl_asz_a_ﬂﬁ.*

e portanto
of (lim z — B2 =0,
on

B

a=limz==1 —.
a

Pondo em seguida y = + -E- @ 4+ u, vem a equacio

(Eaa)-- 2

que, fazendo # = =, di lim w = 0; portanto b = 0.
Logo as equagdes das asymptotas da hyperbole sio

&
y=-:|:j‘-m.
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S88. — Curvalura. —Chama-se curvatura média d’'um
arco de curva comprehendido entre os pontos (z, y) e (z + h,
y -+ k) a razio entre o angulo formado pelas tangentes is
extremidades do arco e o comprimento do arco.

Chama-se curvatura da curva no ponlo (z, y) o limite
para que tende a razio precedente quando o arco tende para
zero.

Seja y = [ (x) a equagio da curva em coordenadas re-
ctangulares, 9 o angulo das tangentes nas extremidades do
arco e [ o comprimento do arco; a carvatura no ponto (z, y)

ey g O .
serd ignal a lim — , e vamos determinal-a em fanc¢do das

t L
coordenadas do ponto.
Por serem [* (x) e [’ (@ -+ h) os coefficientes angulares
das tangentes, a applica¢gio d'uma formula bem conhecida de

Geometria Analytica dard

@+ B = @)
=L rrT@.re+h’

d’onde se deduz (n.° 53)
tang &—i "(x) + =
h T E T F @ @+ i

Por outra parte, por ser (n.* 53) lim :Tls = {, temos (n.°

81 —1II)

e & —3 . ]
llmT=hm£=(l+y”) ,]lmmml,

] . tang 0 I h

lim E—I‘m lim im —
el Rl T i et &

Logo vird

"

curvalura = lim i{ = 4 UEEL: iAHl

a+ 9’
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(4 4yt

(3) curvalura = - ,R==% e

onde se deve empregar aquelle dos signaes a que corresponde
um valor positivo de R.
X — Applicando a formula precedente i circumferencia

24 y=nr

vem It = r, e portanto a curvatura da circumferencia é cons-
tante e inversa do raio.

Vé-se pois que, se pelo ponto (z, y) da curva dada fizer-
mos passar uma circumferencia cujo centro esteja sobre a nor-
mal 4 curva n’este ponto, do lado para onde ella volta a con-
cavidade, e cujo raio seja igual a &, esta circumferencia é tan-
genle i curva e lem em toda a sua extensio a mesma curva-
tura que a curva considerada tem no ponto (z, y). Ao circulo
assim obtido di-se o nome de circulo de curvalura da curva
no ponto (@, y). E' facil obter as coordenadas (z,, ¥,) do cen-
tro d’este circnlo, que se chama centro de curvalura.

Com effeito, por ser R o raio d’este circulo, temos

) @—a)+@y-yp)=Hr= “;:“Tﬂ;

e por estar o seu centro sobre a normal & curva no poato
(z, y), temos

(5) 2 —z=—y @ — Y-

Eliminando z, e y, entre estas equagdes obléem-se as for-
mulas

i | 2
m.=m¢sﬂ'—‘§,—"—.y1=yi"—;':,—*’—

que dio as coordenadas nio so do centro de curvatura, col-
locado do lado da concavidade, mas tambem as do centro do
circnlo tangente igual, collocado do lado da convexidade. Para
distinguir quaes dos signaes das formulas precedentes corres-
pondem ao centro de curvatura, basta comparal-as com as
formulas (2) do n.° 85 que dio o ponto (X, ¥) collocado do
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lado da concavidade. Vé-se assim que as coordenadas do cen-
tro de curvatura sio dadas pelas formulas:

2
(6) $1=x‘yr%rﬂvyl=y+f—}‘£-

D’esta comparagio conclue-se tambem, atlendendo ao que
se disse no n.° 85 —11, que o cenlro da curvalura de curva
no ponto (x, y) ¢ o limile para que lende a inlerseccao da
normal i curva no ponto considerado com a normal n’um
ponto infinitamente proximo, quando o seqgundo ponlo lende
para o primeiro.

IX —Se em logar da variavel independente = quizermos
empregar outra variavel ¢ ligada com @ por nma relacio dada,
transformaremos as formulas (3) e (6) por meio das formulas
(1) do n.® 83, e teremos

_ Y @ Ly F@ 4y @y
BT o ey Y g "=y

onde z' e y' representam agora as derivadas de z e y relali-
vamente a [. No exemplo do n.* 83 vem a expressio de # em
coordenadas polares.

IEX — A cada ponto (2, y) da carva proposta corresponde
um centro de cuarvatura. Quando o ponto (z, y) descreve a
curva proposta, o centro de curvatura desereve uma curva
cuja equagdo se acha eliminando @ e y entre as equacBes (6)
1 € a equagio proposta. A esla curva di-se o nome de evolula
' da carva proposta (que se chama evolvenlte), e a respeito
d’ella demonsiraremos as duas proposi¢hes importantes se-
guintes :

12— A normal a uma curva dada no ponlo 51-', y) é
langenle d_sua evolula no ponto (x,, y,) correspondente.

Com effeito, differenciando as equacdes (6), considerando
¥, , ey, como funcebes de z, vem

de, =de — (1 + y*) dxr — o'd %ﬂ

]
dy, =y'de 4 d i';j:,?f_ .




Multiplicando a segunda d’estas equagdes por y' e som-
mando o resultado com a primeira, oblem-se a equacio

™ y L=

dr,

que, por ser y' o coefficiente angular da tangente i curva pro-
posta no ponlo (z, y) e :;—':';' o coefficiente angular da tangente
4 evoluta no ponto (z,, yl)l correspondente, mostra que eslas
duas linhas sio perpendiculares.

2.° - A differenca enlre os raios de curvalura corres-
pondenles a dous pontos de uma curva dada é igual an
comprimento do arco da evoluta comprehendido enire os
seus respeclivos cenlros de curvalura, quando entre os dous
ponlos o raio de curvalura cresce ow decresce sempre.

Seja MP o arco da curva considerada, N() o arco corres-
pondente da evoluta ¢ 0 um ponto fixo a partir do qual se

L

contam os comprimentos dos arcos da evolata. Chamando s,
o comprimento do arco 00, leremos :

. ds? = dz® + dy,’.

Differenciando a equagio (&), considerando @ como varia-
vel independente e y, z, e y, como funccdes de z, e attendendo
4 equacdo (5), vem

(@ — ) dz, + (y — ) dy, = — RdR.
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A equagdo (7) di tambem, attendendo a (5),
@ — a) dy, — (y — y,) dz, = 0.

Elevando ao quadrado os dous membros das equagdes pre-
cedentes e sommando, vem

dz® 4 dy? = dR®.
Temos pois

d_”*_.._-+ dn
de = do !

onde se deve empregar o signal + ou — segundo o raio R

cresce on diminue com s, no intervallo considerado (n.® 61).
No primeiro caso (o da figura) temos (n.® 62 th. 3.°—2.°)

$, = R 4+ C,

e do mesmo modo, chamando R, o raio MN e s, 0 compri-
mento do arco ON,

$o =Ry + C;
e portanto

5y — 5, = R — R,

No segundo caso (o da figura quando se toma o ponto L
para origem dos arcos) vem do mesmo modo

30 = s: = II _— Ifn-

89. — Exenrros. — X — Consideremos primeiro a para-
bola cuja equacdo é

1) A equagio da tangente no ponto (x, y) é

Y—y=fg—{X—.r).




2) As expressdes da subtangente, da subnormal e da
normal sio

subl = 2z, subn = p, norm = N = V2px + p*.

3) As formulas (3) e (6) dio as expressdes do raio de cur-
vatura e das coordenadas do centro de corvatura :

_fy‘-l-p’J%_(?pz“kp')%_ﬂ"
R = P' i P:i _-];i’
g =o+ L jjy'—sx+p,

2 3
W -;‘y')y__;t?

4) Eliminando z e y entre as duas ultimas equacbes e a
da parabola, vem a equagio da evoluta:

8
Yyt = ?P (#, — p)?*,
que representa nma parahbola cabica.
XX — Consideremos em segundo logar a ellipse
a' y* 4 bt o' = a' B
Temos
e bt
— y o e— —
a'y a®

y =

e portanto:
1) A equacio da tangente é

bz
Y —y= —-;!yq.l-x}.

2) A expressdo da normal definida é

: aty? + bt ?
;1} = T" =)

13
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Do mesmo modo se acha a sublangente, subnormal, ete.
3) A expressio que da o raio de curvatura é

(a‘ ot b‘x‘)%
at A3
= 0 - R
Et

2p representando o parametro.

Modando b em b v =1 vé-se que esta expressdo de R tem
tambem logar no caso da hyperbole. Comparando-a com a
expressio do raio de curvalura da parabola, conclue-se que
em todas as seccoes conicas o raio de curvatura é igual ao
cubo da normal dividido pelo quadrado do semiparametro.

As coordenadas do centro de carvatura sio dadas pelas

formulas :
gt ay

ﬂ;——?-!ﬁ— 5 = B

pondo ¢* = a* — b
&) A equagio da evoluta acha-se eliminando z e y entre

as ultimas equacdes e a da ellipse, o que da
b_y,)% ‘”l)% -
(%)t + ()=

Como esta equagdo ndo se altera pela mndanca de z; em
—z, e de y, em — y,, vé-se que a carva ¢ composta de
natro ramos iguaes, symetricos relativamente aos eixos coor-
enados. Basta portanto para conhecer a sua [orma discntir o
ramo correspondente 4s coordenadas positivas, para 0 que se
deve attender 4 equagdo da curva e as igualdades:

) TN 1) CEE

f B kst b g R S el LS 5 T 1:y 1

A (b":r—l 'Y 3\b/ \z z} g
1.°—A carva corta o eixo das abscissas positivas no

c’ * r . *
ponto |+ 3 0) e n’este ponto é tangente a esle eixo, Visto

que é i, = 0. _
2. — Quando #, diminue, y, angmenta, e a curva affasta-
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se do eixo das abscissas conservando sempre a concavidade
voltada no sentido das ordenaldas positivas, visto que y”, é
positivo.

3.2—A carva corta o eixo das ordenadas positivas no

c* ; . s
ponto (U . F) e n’este ponto 6 tangente a este eixo, visto que
ey, = o,
4. — Quando o valor absoluto de =, & maior de que OT:, Y,

¢ imaginario. Logo a estes valores de &, nio correspondem
pontos da carva. Do mesmo modo aos valores de y, maiores

do que g—’ nio correspondem pontos da carva.

EXK —Chama-se cycloide a curva gerada pelo ponto M
de uma circnmferencia que rola sem escorregar sobre uma re-
cla dada.

Seja M um ponto da curva, € a posigio correspondente
do centro do circulo gerador, r o raio d’este circulo, 4 o ponto
de partida de M, que tomaremos para origem das coordenadas,
AN a recta dada que tomaremos para eixo das abscissas, e
MD uma parallela a esta recta.

Para achar a equagio da curva exprimamos as coordena-
das de um ponto qualquer M em func¢io do angalo MCN, que
chamaremos (. Para isso nolemos que é por definigio

AN = MN =r!,

€ portanto teremos
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Z£=AN — PN=1r (Il —senl)
' y =CN— CD=r (1 — cosl).

Estas duas equacbes dariam, pela eliminacao de [, a equa-
¢do da curva, mas vamos discutil-a sem fazer esla eliminacao..
1) A equagdo da normal

y(¥—y=—X—2
da, tomando ¢ para variavel independente,
dy o et : dx
H‘E(l __y}"__('l_x}{“s
onde ¢

cim-.—_-—r(I —cust)-=-y.%"=rseut.

dl

Para achar a sua intersecgio com o eixo das abscissas-
! fagamos ¥ = 0, o0 que da

—rysenl=— (X—2a)y
e portanto
X=x + rsenl=AN.

Logo a normal d cycloide n'um ponlo dado passa pelo
ponto onde o circulo gerador correspondente loca a recla

sobre que gyra. :
9) 0 valor da normal definida é dada pela formula

Nt =yt + PN =3 + 1® sen® |

e vem portanto
—— l
Ne=rV 2l —cosl)=2rsen 5.

1 3) As formulas do n.° 88 —II dio, tomando ¢ para va-

riavel independente, as expressdes do raio de curvatara e do
centro de curvatura, Para isso basla substituir n’essas formu-
las o', o', @', y" pelos valores seguintes :
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g =r(1 —cosi),z'=rsent
y =rsentl, Yy’ =rcosl

€ teremos a expressio do raio de carvatura

R=2ry2(1l —cosl)=2H,

-que mostra que o raio de curvatura é igual ao dobro da
-normal ; e as coordenadas do centro de curvalura

g, =r(t+senl),y,=r(—1+4cos.

Estas equacdes dio, pela eliminagdo de ¢, a equacio da
-evoluta da cycloide.

%) Como [ é variavel, podemos n’estas equacdes mudar
{ em { 4+ = sem alterar a natureza da curva que ellas repre-
senlam, e vem

z1=r{t+«—sen!},y1==r{—l — costi).

Mudando depois a origem das coordenadas para o ponto
(=r, — 2r), isto é, mudando z, em z, 4 =r e y, em y, — 2r,
véem as equacgdes:

g, =r(l—senl), y,=r (1 — cos l),

d’onde se conclue que a evolula da cycloide é outra cycloide
tgual d primeira, cujo verlice esld no ponlo Tﬂ" — 2r)e
cu[;o cireulo gerador gyra sobre uma recta parallela dquella
sobre que gyra o circulo gerador da cyclowde proposla.
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Cuarvas no espaco

80. — Tangenles e normaes.— Consideremos a enrva re-
presentada pelas equacoes

(M f@® 9y 3=0 F(y z)=0.

X — 4 tangenle a esla curva no ponto (z, y, z) define-se,
como no caso das curvas planas, como limile das posicoes da
secante que passa pelo (r, y, z) e pelo ponto infinitamente
proximo (z + h, y + k, z -+ |).

Como a secanle é uma recla que passa pelos dous ponlos
@, 9y, 5)e(x + h, y + k. z 4 [) as suas equacdes sio-
(chamando X, ¥, Z as suas coordenadas correntes)

: | R

l
L —i=—+— (X —17a);
h
e portanto as equacgoes da langente serio

: dy ...

Sl Bl
(2) f

+ (1 1 .

Z—z=1o (\—a).

dy dz

As derivadas = e =

devem ser tiradas das equa(Oes da

curva.
XX — Os cosenos dos angulos a, B, 7 formados pela tan-
genle a curva no ponto (z, y, z) com 08 eixos coordenados
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reclangulares sio, em virtude de formulas bem conhecidas da
Geomelria Analylica,

e dr _dz

T Vde + dif  dt ds

- dy -l

(3) Sl r &
cos = "l.: ——— ﬂf

" =Vio ¥ dp + da» @8

1R — Chama-se plano normal ¢ eurva no ponto (z,y, 3)
o plano que passa por este ponto perpendicularmente & tan-
gente.

Applicando as formulas conhecidas de Geometria Analy-
tica que ddo a equacio do plano perpendicular a uma recta
dada, vem, suppoendo as coordenadas reclangulares,

/ ‘
M X—et+BF_p4+Ea—n=0

onde X, Y e Z represenlam as coordenadas correntes do
lano.

% Chama-se mormal d currva no ponlo (z, ¥, z) toda a re-
cla que passa por esle ponto e existe no plano normal.

IV — Chama-se plano tangenle d curva no ponto (z, y,
z) todo o plano que passa pela tangente a curva n’este ponto.
Entre estes planos vamos especialmente considerar aquelle
para que lende o plano que passa por esla langenle e por
uma parallela 4 tangente 4 curva no ponto (@ -+ h, y + k,
z <4 [), infinitamente proximo do ponto (x, ¥, z), quando
aquelle ponto tende para este.

Por serem y e z funccBes de x, podemos por

y=r¢ (@), zs=29(@@.
A equacdo geral do plano que passa pelo ponto (z, y, 2) é

X—z=AFY—y) +B(Z—2),
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onde 4 e B sio constantes arbitrarias. Vamos determinal-as
pelas condigoes de o plano passar pela tangente

Y—y=¢d@X—a), Z—z=¢ @) X—2),
e pela recla
Y—y=¢ @+ N X—2), Z—-z=4(@®+h(X—2),
tirada pelo ponto (&, ¥, z) parallelamente & tangente no ponto

(x 4+ h, vy + k, z + 1) infinitamente proximo do primeiro.
Estas condigOes sio:

A¢ @)+ BY (2)=1
AY@+h+BY @+ h=1,
ou (n.° 52)
A¢ @)+ B¢ () =1
A" @+ BY (H)+4s+Bey=0,
onde = e & representam quantidades infinitamente pequenas
mmTi’:'.andu d’ellas os valores de 4 e B, substituindo-0s na

equacio do plano e fazendo tender h para zero, vem a equa-
cio

9@ —2) = @) ¢ @) — ¢ @ @) X —a)
44 @ (¥ — 9,

gua representa o plano procurado. A este plano di-se 0o nome
e plano osculador da eurva no ponto (z, y, z). |

A’ equagdo (5) pOde dar-se uma [Grma mais symetrica to-
mando para variavel independente uma nova variavel ( ligada
com z, y e z por uma equacio dada. Chamando @/, 3’ e 2’ as
derivadas de z, y e z relativamente a [, as formulas do n.° 83
dio as relagoes

i !
ot St & y‘z',el

- .
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que transformam a equacio (3) na seguinte:
©® 'y —y(X—a)+ @ — ) (T —y)
+ (2 —ay)(Z — 2z =0

O4. — Curvalura e lorsdo. — Consideremos uma carva
no espaco, e supprnhamos que tomamos para variavel inde-
pendente uma variavel {, de modo que as coordenadas da cur-
va se exprimam em func¢io d’esta variavel por meio das
equacoes :

=9, y=2%0z=-x=()

Se pelo ponto (z, y. z) fizermos passar nma recla n’uma
direccio determinada, de modo que, chamando a, b e ¢ 08
cosenos dos angulos formados por ella com os eixos coorde-
nados, seja

a=f,b=Lf®" c=[0;

os cosenos a', b, ¢' dos angulos formados com os mesmos
eixos pela recta correspondente que passa pelo ponto infinita-
mente proximo (z + h, ¥y + k, z 4 [) serio dados (n.° 53)
pelas formnlas: ’

o =fit+d)=LfO+d[[, )+ &]
V=3 () + dt [["y () + ]
=[O+ d[[s() + 5l
onde e,, ¢, € ¢, sdo quantidades infinitamente pequenas com df.
Posto isto, procuremos o limite para que tende a razio do
angulo formado pelas duas rectas para o comprimento do arco
comprehendido entre os pontos (z, y. z) e (@ + h. y + k,
z + 1), quando o segundo ponto tende para o primeiro.
Chamando 8 o angulo formado pelas duas reclas, lemos
cos 6 = aa’ 4+ b + er,

d’'onde se dednz

sen 8 = [(cb! — bey + (ae' — ca’lt 4 (ba' — ab)? .
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Substituindo n’esta formula os valores de a', b', ¢ acha-
dos precedentemente, representando para brevidade f; (1),
fi O ef, ) porf, [se [ e attendendo ao primeiro princi-
pio do n.° 57, vem

.. B . sen b
lim — = lim
d s

AL = B L = AL+ G = s
ai

X — Supponhamos que as linhas dadas sio as tangentes &
curva nos pontos (z, 4, ) e (@ + h, y + k, z + 1), de
modo que (n.° 90 —1I)

-4

f !
- hzrl(f:l=g;‘llc=fa(f}=?l

a = “-:IZI.F’
representando por &', &', y', 3. 2", y", etec. as derivadas de
s, ¥, . z relalivamente a (. Teremos

? _m'rsl_st'mr ,_y"s’u-s”_?;’ y _z"s’—s”z'
fl__' P ,f,— PE] 'fa‘_ 5 L)

e (n.* 81)

§ = V 2 + y® + 3"

Logo, chamando » o angualo formado pelas duas tangen-
tes infinitamenle proximas, vird,

ﬂ = [{z’y" e y' zrr’s + l:!.b" ezl " }s + (y'.‘.!?" —q ylr):]‘!‘
s [ + y* + z"}%

lim

Y e C'}“"*’

5'3 4

pondo

—_— el g !
A=y —y2',
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Ao limite, dado por esta formula, para que tende a razio
do angulo formado pelas tangentes & curva dada nes pontos
(, y, z) e (@ 4+ h, y + k, z 4 1) para o comprimento do
arco comprehendido entre estes ponlos dé-se 0 nome de cur-
valura da curva no ponlo (r, ¥, 5); a w di-se o nome de

. . . iy .. .
angulo de contingencia; e a lim — di-se o nome de raio
L]

de curvalura. Esta formnla conlém evidentemente a formula
dada no n.° 88 para as curvas planas.

X — Supponhamos agora que as linhas dadas sdo as per-
pendiculares ao plano osculador.

A equacio d'este plano é (n.* 90 —1V)

AX—D+BY—y»+CZ—3=0

e, em virtude de formulas bem conhecidas de Geometria Ana-
Iytica, temos

A

a=[ ()= '_———A'"F.”’-l-t"

b I
=t'f’m=v,1'+ff’+tﬁ

C
VAT B+ O

Eslas formulas dao

CH' — BC'
.ra Fl _— .rs f’s=mi

: , AC — CA’
ﬁf:"ﬁf:=m

BA' — AP
ﬁf.‘l'_lrlf’l={43_;_ Hlffci—'

Logo, chamando = o angulo formado pelas perpendicula-




s e o
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res aos planos osculadores infinitamente proximos, lemos a
formula

= _ [CB — B + (4C' — C4'* + (BY' —Any

lim 25 A0y

Pondo em logar de A, B, C e s' os seus valores e nutando
que &

CB' — BC' = D&, AC' — CA' = Dy, BA' — AB' = D7,

onde
D=4 _r.'.'r _|_ Hyr'.' + [.‘ZI",
vem emfim
: - D
® iy ey e

Ao limite, dado pela formula precedente, para que lende
a razdo do angulo formado pelos planos oscnladores nos pon-
tos (@, y, 2) e (@ + h,y + k., z 4+ 1) para 0 comprimento
do arco comprehendido entre estes dous pontos da-se o nome
de torsio da curva no ponlo (z, ¥, 3); ao angulo t di-se o

- . a3 ., »
nome de angulo de torsdo e ao lim — da-se o nome de raio

de torsio.

ExgmprLo. — Consideremos a helice, gerada por um ponto
que se move sobre a superficie d’um eylindro recto de base
circular, de modo que a sua distancia & base seja proporeio-
nal ao comprimento do arco da base comprehendido entre
um ponto fixo e o pé da generatriz do cylindro que passa
pelo ponto gerador.

Tomando o centro da base para origem das coordenadas,
o eixo do eylindro para eixo dos z, e chamando ¢ o raio da
base, as equagdes da curva sio:

@=pcosl, y =¢psenl, = al,

que dio
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' = —psent, 2= — pcos i, 2" =psen
y =pcost,y' =—psenl, y' = — pcost
ge==a,"m=0, 3" =0.

Logo lemos as formulas

lim — lim

oo s TN
ds — ¢+ a*’

£ e i
ds &+ a*’

que dio a curvatura e a torsio da helice tracada na superfi-
cie do cylindro considerado.

Vé-se por estas formulas que a curvalura e a lorsdo da
helice tracada sobre um cylindro de base circular sao cons-
lanles.

111

Superficies

92, — Plano tangente. Normal.— X — Seja z = [(z, ¥)
a equacio d'uma superficie dada, e pelo ponto (z, ¥, z) tra-
cemos nma curva qualquer sobre a superficie, cujas equagoes
sejam a equagdo proposta e a equacio ¢ (z, y, z) = 0. Em
virtude do que se disse no n.” 90 —1 au}]a-se as equacoes da
tangente a esla curva eliminando % e -:?% entre as equacoes

2 dy ... . Sy
¥ < yum Xty d = iomamld o)

——

dax w Ty de’ x

dz 2z 2 dy ¥ » dy , % dz
a _]__ :'I e o = ()
Yy

o0 que leva a duas equagdes, uma das quaes é

2z T -
(9) Z—:=E(X~.r:)+¥(1—-y).
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Esta equagio pertence a um plano, e é independente da
equagio o (z, y, ) = 0; porlanto lodas as langenles ds
curvas Ilracadas n'uma superficie, ?ue passam pelo ponlo
(z, y, z), esldo assenles sobre um plano. A este plano di-se
o nome de plano tangente d superficie no ponto (z, y, ).

; iz g p .
As derivadas %z ¢ E obtéem-se derivando a equagdo da

superficie proposta, que pode ser explicita on implicita. Se a
equagdo da superficie é ¥ (z, y, z) = 0, temos

iIF T WF E
E(x—”a’)‘f'a—y' (= ) e (R — 5 == &
Nota 1.*—Se for
iz 14
o plano tangente é parallelo & recta

g=a3 4+ a, y=bz 4 B,

em virtade d'um theorema bem conhecido da Geometria Ana-
Iytica.

Esta condi¢do verifica-se em fodos os pontos das superfi-
cies cylindricas (n.® 73), cnjas generatrizes sio parallelas &
recta.

Nora 2.* — Se for

o plano tangente passa pelo ponto (a, b, ¢).

Esta condigio verifica-se em todos os pontos das superfi-
cies conicas (n.® 73), cujo vertice é (a, b, ¢).

KK — Os cosenos dos angulos =, B, 7 que o plano tangente
forma com os planos coordenados xy, @z e yz sio, em vir-
tude de formulas bem conhecidas de Geometria Analytica :

W W . oF
cnsazrg,cosﬁzﬂ'q, cosy = K =




onde &

A/ €2 4 0

KX —Chama-se normal d superfieie no ponto (v, y, z)
a perpendicular n'este [mnlu ao plano tangente. As suas equa-
¢es sio, em virtude das condicdes de perpendicnlaridade de
uma recta a um plano conhecidas da Geometria Analylica,

(10) X—z=_—:%(z—z},f—y=—%(2—z).

Se a equacio da curva é F (z, y, 2) = 0, as equacDes
da normal tomam a forma symetrica

X—=z Y—y Z—z
}F = a_f" = 3!"

2z y i

Nota. —A condigio para que a normal a nma superficie
corte o eixo dos z obtem-se eliminando X, ¥, Z entre as equa-
¢0es da normal e as equagbes X = 0 e ¥ = 0 do eixo, 0
que da

Esta condigio verifica-se em todos os pontos das super-
ficies da revolugio (n.® 73), cujo eixo coincide com o eixo
dos z.

A mesma eliminagio da

. T
£=z+;t

oz
ou, por ser £ = ¢ (2* 4 3?) a equacgio da superficie,

1 1
sttt wera Tt tye
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chamando r o raio do parallelo; o que mostra que todas as
normaes correspondentes aos pontos do mesmo parallelo en-
contram o vixo dos z no mesmo poolo.

Temos pois o theorema seguinte:

Todas as normaes a uma superficie de revolucio nos
pontos do mesmo parallelo encontram o eizo da superficie
no mesmo ponlo.

93. —Curralura das seccoes planas das superficies. —
K — A curvatura da secgio feita n’uma saperficie por um plano
qualquer obtém-se pela formula geral do n.” 91 —1. Aqui va-
mos procarar as relagdes que ha entre as sec¢des feitas por
planos que passam por um ponto dado da superficie, consi-
derando primeiro as sec¢des feitas por planos que passam pela
normal & superficie no ponto dado, e em seguida as secgdes
obliquas.

Seja z = [ («, y) a equacdo da superficie, ponhamos para
brevidade

T HRNNE: r__"a'z o / o’z
P='3.-5-‘?—-$- '—Es"‘_'aﬁs -

@ representemos por Py. fo. To. So. lp 08 valores que lomam
p, q. v, 5 L no ponto dado.

Para comparar a curvatura das seccDes feitas n’esla super-
ficie por planos normaes que passam por um ponto dado,
tomemos para eixo dos z a normal no ponto dado e para
plano zy o plano tangente no mesmo ponto. N'esle caso a
Eqnauiu do plano tangente seri Z = 0, e porlanto leremos
n.° 92)

Po =0, g = 0.

Um plano qualquer que passe pela normal tem para equa-
¢do y — Ax, onde A representa a tangente trigonometrica do
angulo 6 formado por elle com o plano #z; e portanto, to-
mando @ para variavel independente e representando por y',
7', y', =" as derivadas de y e z relalivamente a &, liradas
d’esta equacio e da equagio da superlicie, teremos

y=A,y" =0,3=p+ 4q,

=4 248 4+ AV
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Logo a expressio da curvatura ¢, da sec¢do normal serd
(n.° 91 —1)

— To + 243 + Aty
1 4+ 4% i
onde 1y, 8, € [, sio liradas da equagio da superficie, e 4 de-

pende da posi¢io do plano normal considerado.
Derivando ¢, relativamente a 4, vem

(1) Ca

B A=ty —r) A —3]
1+ 4% ?

CJ“ N

(4 —m) (4 —my
a+ Al)l ]

[:"n ==

e o Vilg — ro® + kst

) 0

(e — 7o) — Vil — 1rg) + &35t

u
=g

?}‘12 ==

Vé-se pois que ¢/, muda de signal quando 4 passa pelos
valores my e m,, e portanto a curvatura ¢, passa (n.° 61) de
crescenle a decrescente e de decrescente a crescente, isto é,
passa por um valor maxzimo e por nm valor minimo.

De ser m, . my = — 1 conclue-se que as duas seccies de
curvatura marima e minima sdao perpendiculares uma
d oulra.

Tomando os planos d’estas dnas seccdes para plano zz e
zy teremos de fazer na formula (1) 6 = 0 e § = 90°, e por-
tanto A = 0 e 4 = o, para obter as snas curvaturas que de-
signaremos por ¢, e ¢3; 0 que di ¢; = r,, & ¢, = f,. Vem
pois

1 24 A*
el v o LR T EER S

Por outra parle, devendo ser uma das quantidades m, e
14
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mg ignal a zero, as expressfes que dao os valores d’estas
quantidades mostram que deve ser s, = 0. Logo

I| a
°‘=’1+,l'c’+1+,1""

ou
(12) Ca = €, COs*0 + ¢y sen?l,

Temos pois 0 theorema seguinte devido a Euler :

Entre as seccoes feilas n'uma superficie por planos que
passam por uma mesma normal ha duas de curvaturas ma-
rima e minima, verpendiculares enire si; e a curvalura
d’aquellas estd ligada com a curvatura d’estas por meio da
relacio (12).

As seccdes de curvatura maxima e minima di-se o nome
de seccdes principaes.

D'este theorema dednzem-se os corollarios seguintes:

1.e—Se uma seccio cuja curvatura é ¢, for perpendi-
cular d seccio cuja curvalura é c,, leremos

e + ¢a = ¢, + G

_Deduz-se este resultado sommando com a igualdade (12)
a igualdade

¢'s = ¢, sen®*d + ¢, cos' 6.

2.°—Se for ¢, = ¢y serd a curvalura c, conslanle, qual-
quer que seja o plano secanle. Aos pontos que estio n'este
caso di-se o nome de ponlos umbilicaes.

XX — Consideremos agora uma secgdo feita por um plano
que passe pelo ponto (@, ¥, z) mas ndo contenha a normal &
superficie n’este ponto.

Tomando para plano zy o plano tangente, para eixo dos
oz a interseccio do plano considerado com o plano tangente,
ﬁ para eixo dos zz a normal, a equagio do plano considera-

0 sera

y = 5 tangi = Bz,
chamando i o angulo formado por este plano com o plano

normal zzr. Teremos pois, em virtade d’esta equagio e da
equacio da superficie, tomando @ para variavel independente,
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Y =28,y =B, 2 =p + qp
ZH p— _I_ 23 y: + tyr’ _J!__ ’?y",

ou, pondo z = 0, ¥y = 0, z — 0 e notando que Po © o 880
nullos,

¥=1a"=0,y =0,y" = Bro, 2! = r,

Logo a curvatura ¢, da seccio obliqua sera (91 —1I) dada
pela formula :
To

Co = 1y (1 +31}*=E—0§—£.

Por outra parte a formula (11) d4, pondo 6 = 0 ou 4 = 0,
0 valor r, para a carvatura da sec¢io c. feito na superficie
pelo plano zz; logo teremos a formula seguinte, devida a
Measnier :

que liga a curvatara de qualquer secgio obliqua com a da
secgdo normal que passa pela mesma tangente.

v

Curvas e superficies envolventes

94.— Curvas envolventes.— X — Consideremos a familia
de curvas cuja equacio é

$) [(z, 9 a) =0,

onde a representa um parametro arbitrario, e [ representa

uma fanc¢do cujas derivadas relativamente a z, y e a sio
funcees continuas d’estas variaveis.
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Se dermos a a os valores a,, @, + h, a, + 2h, ete.
obtem-se uma série de curvas representadas pelas equacdes

@ =y a)=0,f(zy 6+ h) =0, etc.

Duas d’estas equacdes consecutivas tomadas simultanea-
mente representam o0s pontos d'intersecgdo das curvas corres-
pondentes. Estes pontos approximam-se indefinidamente & me-
dida que h diminue, e tendem a formar uma carva, que se
chama envolvenle da curva dada (envolvida), cuja equa¢io
vamos achar.

Consideremos para isso duas curvas consecutivas da sé-
rie (2), isto &, as curvas cujas equacgdes sao

(3}_- f(ﬁy,ﬂ)“orf':@ry-ﬂ‘l‘h}=0—
A segunda d’estas equacDes da (n.° 62)

a + 8h)
= = 0

)
@30+ 0 =150+ hT0L
e portanto pode ser substituida pela equagdo

Ny, a+ 60 _ ,
a '

Esta equagio simultaneamente com a primeira das equa-
goes (3) representam os pontos d'intersecio de duas curvas
conseculivas da série (2), correspondentes ao valor que se da
a a, e pela eliminacio de a dio uma equagdo a que todas es-
tas interseccdes devem satisfazer. Logo, fazendo tender h para
zero, véem as equacoes

(%) [y a)=0 L&A _,

que dio pela eliminagdo de @ a equacdo da envolvente da curva
proposta.

XX — THEOREMA. — A langente d envolvente n'um ponlo
qualquer ¢ lambem tangente n'esle ponlo d envolvida cor-
respondente.

Com effeito, derivando a primeira das equacbes () consi-
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derando a como fanc¢do de = e y determinada pela ségunda,
vem a equacgdo

g e N
E—Fg!f'l'a—u'(-'l“_?f)—“-

2 By

que da o coefficiente angular y' da tangente 4 envolvente. Mas,

por ser :i; = (), esta equacio reduz-se & equacgio
LN e
2w -+ a_y' y =0,

que coincide com a que di o coefficiente angular da tangente
4 envolvida. Logo as duas tangentes coincidem.

ExempLo — Procuremos a envolvente das normaes & para-
bola cuja equagio ¢

¥y = pa.

A equacgio da normal é

p(r'—y)+y(x—;i;)=0-

Temos pois a procurar a envolvenle das rectas represen-
tadas por esta equacio, considerando X e ¥ como coordena-
das correnles e y como parametro arbitrario.

Derivando esta equacio relativamente a ¥ e resolvendo a
equagio resultante relalivamente a %2, vem

p ..
Y= 3 (X — p).

Eliminando y entre esta eqnacio e a anterior, vem a equa-
¢do da envolvente pedida

':_i — )

resultado que concorda com o que se disse no n,° 89.
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®5. — Superficies envolventes. —X—Do mesmo modo
que no caso das curvas, chama-se superficie envolvenle das
superficies representadas pela equacio

{'} f(:":! Y, % ﬂ‘) =0

o logar geometrico das intersecgdes successivas de cada uma
das superficies representadas por esta equacio com a que cor-
responde a um valor infinitamente proximo do parametro a.
As superficies representadas pela equagdo (1) chama-se envol-
vidas, e as interseccdes das envolvidas successivas chama-se
caraclerislicas.

Acha-se a equacdo da superficie envolvente eliminando a
entre a equacdo (1) e a equacio

@ &‘T":’w = 0.

NN —Turorema. — 0 plano langenle d superficie envol-
venle n'um ponlo qualquer é lambem langenle n'este ponlo
d superficie envolvida correspondente.

Com effeito, derivando relalivamente a x e ¥ a primeira
das equacdes (1) considerando a como funegio de = e y deter-
minada pela equacdo (2), lemos as equacdes

o az+a_f(;ra+aa_a:)=:u

aw ' iz ! wa\w ' &

f i_az+ﬂ.(a“+aﬂ E)mﬂ.

W oy a \3y u "y

- 3z (k4 .
que dio os coefficientes =4 < da equacio (n.° 92) do pla-

. a
no tangente 4 envolvente. Mas, por ser a{": = (), estas equa-

¢bes reduzem-se 4s equacDes

dr 2z r
2 ? ar

lr + _’r e 0 )
y Ty
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que sio as mesmas que dio os coeflicientes da equagido do
plano tangente a superficie envolvida. Logo os dous planos
tangentes coincidem.

NIK — A’ linha envolvente das caracteristicas di-se o no-
me de aresla de reversdo. Acha-se a sua equaciao procedendo
como no caso das curvas planas. As equacdes d’'uma caracte-
rislica sio

:'lr (ﬂ'-', Y, Z. fl) e
3

0;
a

f{I, Yy, Z, G:I Cr ur
e as da seguinte sio

f (@, y, 5,6+ h)
a S

f(z, ¥y, 2, a + h) =10, 0,

e podem ser substitnidas pelas equacDes

: f (r.y, 3.a -+ 6h)
L] a )

a ¥

[lz, 9y, 2, a) =

a’f {$| "f- z'l [ + Blh‘) == “
02 oy

k]

que no limite dio

z 2 (x, vy, =,
@) [@ 05 0=0 @000 _ HEn20_,

Estas equacdes dio portanto pela eliminacio de a as equa-
coes da aresta de reversio.

THaroREMA. — A langenle d aresta da reversao n'um ponlo
qualquer é tambem langente n'esle ponio d caraclerishea
correspondente. ‘

Com effeito, derivando relativamente a @ as duas primei-
ras equacdes (3) considerando a como funcgio de «, y e z de-
terminada pela terceira, véem as equacbes

of . of dy . o de  (a , W dy , e dz\
Ay Ay Vo YR B2 P o

z"do 7 a W de " 3z de
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2f 2f  dy A de
s T T de T 367" do

a2f (aa 2 dy a ds
T\ P e T Bl

ah ly dz &
que ddo os coefficientes —*- e —~z ue entram nas equacdes da

dx
k]
. B 0,

tangente 4 envolv .2 90). Mas 8 =
g a envolvente (n.° 90). Mas por ser i € ot

estas equagdes reduzem-se a

“’-'F_J.ﬂr dy o de

w U wycde T %z ds
af A dy M dz
aa.ax+:ra " dr +3u2-:';.’.-1:_0'

que sdo as mesmas que dio os coeflicientes das equacdes da
tangente & caracleristica. Logo as duas tangentes coincidem.
IV —Se a equagio da superficie envolvida

F( 02 6 Gy < osy Ca) =0
contiver n parametros ¢,, €y, ..., Cs, podemos por

=P (r:)n C3 = %5 {cl)r vray On = Pn f_"‘1:’r

representando por g, ®,. ete. funcedes arbitrarias; e procurar
depois, pelo processo anterior, a envolvente das superficies

[[®, 9. 2, € 3 (€)y ...y Pa(€)] = 0.

Chega-se assim a uma equagio que conlém tambem as
fonegoes arbitrarias g,, @,, elc., & que represenla porisso uma
familia de saperficies envolventes.

V — Applicagies. — 1.* — Consideremos, como primeira
applicagdo, as superficies de revolugdo, que se podem conside-
rar como envolventes de uma esphera cujo centro se move so-
bre uma recta dada, e enjo raio varia de grandeza segundo
uma lei dada.
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Tomando a recta dada para eixo dos z, a equacio da es-
phera é

@y (2 — =,
ou, pondo ¢ = ¢ (R),
2 4+ [ — g (WP = R
Derivando, vem
— [5 — ¢ ()] ¢' (B) = R.

Esta ultima equagio mostra que R é fancgio arbitraria de
Z, e a anterior mostra portanto que z é fancgdo arbitraria de
* 4 3°. Logo a equagio pedida é

r=¢ (@ + ),

onde ¢ representa uma funcgio arbitraria. Esta equacio é a
equacio geral da familia das superficies de revolugio, cujas
especies se distinguem pelas differentes formas da funcgdo .

— Chama-se superficies planificaveis as superficies en-
volventes das posi¢bes que toma um plano que se move se-
%undn uma lei qualquer. Procuremos a equacio geral d’esta

milia de superficies.
1) Seja

2= Az + 9 () y+ 4 ()

a equacdo do plano gerador, onde % e ¢ representam fancgdes
arbitrarias.

Para achar a equagdo geral das saperficies planificaveis é
necessario eliminar A entre esta equacio e a sna derivada

¢ )y + ¢ () =0.

Como porém esta eliminagio se nio pdde effectunar sem
especificar a forma das funccdes ¢ e ¢, considera-se estas dnas
equacdes simultaneas como representando a familia das su-
perficies planificaveis, e effectua-se shmente a eliminagio qnan-
do é dada a especie da :sll[)l‘l‘“ e planificavel, isto é, quando
sdo dadas as funccdes o e §.

2) Podemos achar facilmente a equaciao as derivadas par-
ciaes das saperficies plaoificaveis. Com effeito, derivando a
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primeira das equagoes precedentes relalivamente a z e y e al-
tendendo 4 segunda, temos as equacdes

iz iz

;E:’l! '@':‘?“)n

que dio
1 2z
y T (D_.f.c)

Derivando esta equagdo relalivamente a e a ¥y, oblemos
as equacdes

b.of] i ,(:z) Ar Pz i ,(az) Mz
T ERATIAE A A ATk
d’onde se deduz

(a’z )- 2z @z

2z %y a2t

= 0.

Esta equacio, independente de funcgdes arbitrarias, é a
equacio as derivadas parciaes das superficies planificaveis.

3) As saperficies planificaveis gozam da seguintle proprie-
dade importante:

Nas superficies planificaveis o plano langenle n'um ponlo
é tambem tangenie em lodos os oulros ponlos da mesma
caraclerislica.

Resulta esta propriedade do theorema IL.

4) As superficies cylindricas e conicas estdo comprehen-
didas na familia das superficies planificaveis. As primeiras sio
as envolventes das posigdes que tloma um plano que se move
parallelamente a uma recta dada. As segundas sio as envol-
ventes das posigoes que toma nm plano que passa por um
ponto dado. Para applicar a equagio das superficies planifi-
caveis, vamos procurar a equagdo da familia das superficies
conicas.

Sendo (a, b, ¢) o ponto fixo por onde deve passar o pla-
no gerador, temos as equagdes de condigao

c=Aa 4+ g (A) b+ ¢ )
a+ ¢ U)b+4 ¢ ()=0,
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entre as quaes e as equacdes geraes das superficies planifica-
veis se deve eliminar uma das funcgbes arbitrarias, ¢ (4) e

¢’ (4) por exemplo. Yem pois
z—c=A(x—a)+ ¢ (4) @y —D>)

x—a-4 ¢ (4)(y —b)=0.
A primeira d'estas equacdes da
b

E=wif y—
r—a g +?(‘4)w—u

e como a segunda mostra que 4 é funccio de g : 2 , Vem a
equagio geral das superficies conicas
=

T — a

onde W representa uma func¢do arbitraria.
3. —Procuremos a superficie envolvente dos planos os-
culadores de uma curva dada, cujas equagdes sio
y=19 @), =19 @)
A equacio do plano osculador é (n.® 90 — IV)
Y'Z =3 =Y —ys" (X —2)+ " (¥ —y),

e portanto a equacio da superficie pedida resulta de eliminar
0 parametro arbitrario = entre esta equacio e a sua derivada

relatlivamente a z:
yhl‘ (z g 3} p— (z.l'ym -y y:zm} (X et .'B:] + sz' l:Y B y‘).

Esta eliminacido nio poOde ser effectunada sem se especificar
primeiro as funccdes ¢ e §.

Para achar as equacbes da aresta de reversio, temos de
empregar, além das equacBes precedentes, a equagdo que re-
sulta de derivar a segunda relativamente a x:
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y{;} (z i :) S {;H_!,l'”r _}_ zf y["r} st y.i'-'zﬂl o y’:fﬂ) (X —_ .‘.’l’.‘)
+ 2z (¥ — g),

e de eliminar depois x entre as tres equacdes. Como a estas
tres equacbes se satisfaz pondo

A=, Y=y ==

segue-se que a curva proposta € aresta de reversiao da super-
ficie considerada.




CAPITULO IV

DERIVADAS E DIFFERENCIAES D'ORDEM QUALQUER

Formaciio das derivadas d’ordem gualguer

6. — Por meio das regras dadas no capitulo Il pode-se
formar successivamente as derivadas y', %", ete. da funcgio
y = [ (z). Ha porém queslDes em que ¢ necessario conhecer
a lei d’estas derivadas, isto é, a funcgio de x e n que repre-
senta a derivada y™; vamos pois agora achar esta funccdo,
considerando os mesmos casos que nos n.* 59 e 60, por or-
dem diversa.

99.— Derivadas d’algumas funceoes simples.—1) For-
mando as derivadas successivas da funcgio y = z*, acha-se

V== y'==k(k— 1)z ?, elc;
e, em geral,
yW=kk—1) ... k—n-41)a—",
2) A funcgio y = e=da

Y P=0 "=, ...;




e, em geral,
Yol =c.

Nota.— Se [or y = e*, e k conslanle, teremos do mes-
mo modo y™ = k» ™.

Esta formula, dando a n valores negativos on fracciona-
rios, define as derivadas d’ordem negativa ou fraccionaria da
fancgdo e®. Esla nogdo estende-se depois a todas as funcgdes
que forem susceptiveis de serem desenvolvidas em série con-
vergente da [orma:

y = 2-1, ﬂu,
onde A e k sio constantes, pondo
Yo = ZAks =,

se todavia esta série for tambem convergente. A respeito d'este
assumpto, que aqui s6 podemos indicar, podem-se consultar
varias memorias notaveis de Liouville (Journal de 'Ecole Po-
lytechnique de Paris).

3) A fancgio y = log x da y' = x —*, e portanto, deri-
vando n — | vezes y',

Y™ = (= )= (n — 1)! z—»,

representando por (n — 1)! o producto 1.2.3 ... (n — 1).
4) A funcgio y = sen ¢ da

y' = cos £ = sen (x - -;;) y" = sen (z-[-ﬁ%), ete.;
e, em geral,
y™ = sen (:s + n %) 3
5) A fancgdo y = cos r di do mesmo modo

y™ = cos (:B+ n%).
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®8.— Theoremas geraes.— X — Seja

Yy=1t + U+ ... + tUa,

onde u,, uy, ete. representam fnncgdes de x. Teremos eviden-
temente

Yo = uy® L ),

Nota. — A derivada de ordem n da somma

Yy = E .‘fxﬂ?‘

kw0

¥= % Ak —1)...k—n+ )"

Fazendo £ = 0 e chamando y,™ o valor correspondente
da derivada ), vem o resultado

Yo =danl,

IX —Procaremos a derivada de ordem n do producto
Yy = u, uy de duas funccdes dadas.
Temos

Yy = uy + u uy
y' = u'y uy + 20, vy + u, u'ly
y" = u" uy 4 3u", vy + 3y wy + u, u

Observa-se n'estas ignaldades que os coefficientes sio os
mesmos que os coefficientes dos desenvolvimentos das poten-
cias 1.*, 2 3.* do binomio u, + u;, e que os indices su-
periores sio 0s mesmos que 0s expoentes de u, @ u, nos mes-
mos desenvolvimentos. Somos pois levados, por inducgdo, a
escrever a formula:



| n
Y =u®u, + ... + (i— 1) uS =i+ y -9

+(?)u,(=—-ﬂu,m+ oty ug®
ou

1) yw= X (’:) un =0 g,

=0

n i
‘representando por ( -i) o numero de combinacBes de n let-

tras tomadas a 1 a 1.

Para demonstrar esta formula basta provar que, se é ver-
dadeira para o indice n, tambem ¢ verdadeira para o indice
n -+ 1. Para isso derivemos outra vez, o que da

n #
y{l+1)=u1fﬂ+1]u'+_“+(i‘_l) u:l'ﬂ i+l)u’m

n :
4 (1 ) uliﬂ—"l'“ uim + ... F U, “’("'f'li

on
g .
i.',c.+n=,‘§ (n__l)u{nn—-l'-{—ﬂu[ij
L - i 1 ]
-0

(20 +(3) 03

A formula (1), dervida a Leibnitz, pode ser escripta sym-
bolicamente do modo seguinte:

y™ = (u, + u.)",

:]ue significa que se deve desenvolver (u, <+ u,)" pela formula
0 binomio e substituir no resultado os expoentes por indices
de derivacio.

Do mesmo modo, no caso da funcgio

por ser

y=ulu2 Y um




temos symbolicamente .
(im)

n! ulio yle , u,
yl’ﬂ=(“1+u&+"'+uﬂ}.=2 I -s .
Gltgl oo, il

em que o sommatorio se refere a todas as solucdes inteiras
positivas da equacio:

Lt = n.

Deduz se esta formula da anterior por um processo anilo-
g0 a0 que se emprega em Algebra para passar da lei do des-
envolvimento do binomio para a lei do desenvolvimento dos
polynomios.

' . = u
IIN — Consideremos agora a funcgio y = 1}—‘ . Temos
2
U, = Yu,

Wy = y'u, + yu'y

U=y u, 4 .., 4 (?)y(*—ﬂ U+ . oy u®,

Por meio d’estas igualdades obtem-se successivamente as
derivadas y', y' ¥y, ..., y™ da fraceio proposta; ou dire-
clamente a derivada g™ expressa por um determinante.

BV —Seja y uma fancegio de z determinada pelas equa-
coes:

() Yy=1[(u), u=rp )

€ procuremos a derivada y™ de y relativamente a .
Temos

T
y¥=iu®
2 /
yﬂ S _:};fi ur] + % u,ﬂ
&y i
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vé-se facilmente que a derivada de ordem n /e y é uma
somma da forma :

i
y{l} P L A :%. {ur)l {“n]ﬂ' o {u(.))h'

A, a, B, ¥, +-«, A i sendo numeros inteiros que vamos de-
terminar. Para isso, appliquemos a formula precedente i func-

¢io:
y=u‘,umau—l—a,m+u,m'+... + a. =,

onde a,, a4, ..., @, TEpresentam constanies arbitrarias; o que
da

g =3Zann — 1) ... (R — i D) w— WP P .. ()
e, pondo & = 0 e notando que é (n.° 98 —1) u/® = k! as
%W=£4ﬂM—JL{n—L%ﬂﬁQHSUL{nh%f*mmfumﬂ,
Por outra parte, temos
y=(a+ 0,2+ 8,2 + ... + @ 2

o anh" f'uh' a,h’ o u’h,. Lt 2hy + 3hy + ... + nha
ho! hyl hy! ... ksl

- X

onde o sommatorio se refsre a todos os valores inteiros po-
sitivos de hg, hy, ete. que satisfazem a equacio

YO N YN R T MR

devendo substituir-se hy !, hy!, hyl, etc. pela unidade quando
é hy =0, hy = 0, hy = 0, ete.
Derivando esta igualdade e pondo @ = 0, vem (0.” 98—I)

_ (nhra,e ol ot s

) = %
b S URES i
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onde o sommatorio se refere agora a todos os valores inteiros
positivos de hy, Iy, hy. ete. que satisfazem is equagBes

ho+hy+hy+ ... 4 ha =mn, hy + 2hy 4 3h; + ... + nhy=n.

03 dous valores de y,( que vimos de achar, devem ser
identicos, guaesquer que sejam os valores de a,, a,, ay, elc.;
portanlo vem

u:hn ﬁ=h!| veng A= Ry, h.=n _i=ﬂ—(ﬂ-+ﬁ+ ...+1),

nl
al Bl... M @FEGBH ... mIp

—

Temos pois a formula (%)

nt 5%y P . ey

alBlyl..M1@BEYT ... (nI)}°’

@) yW=2

onde o sommatorio se refere a todos os valores de «, Bt wis
A que satisfazem & equagio:

@+ 2B+ 3+ ... + nh=n,

e onde &
t=a+t+p+7+ ... 4L

Deve observar-se que na formula (3) deve substituir-se
nos denominadores os factores que forem nullos pela unidade,
como se faz na lei do desenvolvimento dos polynomios d'onde
a formula é tirada.

Nota —A respeito dos coeflicientes numericos

" |
al Blo Al @DP @D ... (a1

;‘I —1

faremos algumas observacdes (*).

(1) Veja-se o nosso artigo Sur les dérivées d'ordre quelconque publi-
cado no tomo xvii do Giornale di Milematiche da Napoles, d'onde & tirada
a demonstracio precedente da formula (3)

(%) Veja-se o nosso arligo—~Ueber einen Salz der Zahlentheorie publi-
cado nos Archiv der Mathematil und Physik de Leipzig (18835)

-
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1.°— Esles coefficientes sdo numeros inleiros.

Esta propriedade resulta da demonstragio precedenle, e
constitue um theorema interessante de Arithmetica a que se
pode tambem chegar por consideracdes relativas a theona das
com binacoes (%).

2.°— Sendo y = u¥, u = e* — 1, teremos

& a1 ™ ket .., ek

du ¥ dut Wy .
fdk+1 "
ﬁk+¥ﬂﬂ,...,ﬂ=u”=...=c‘;

e, pondo = = 0,

iy (ﬂ""y
('E)nﬂ:ﬂﬁ,..., Tu-io kl,-..

(]
Wo =ulp=...=1.

Substituindo em (3), vem a formula seguinte, de que adiante
faremos uso:

1 (:1" (e — 1}*) 1
k! dz* ,, s

que da a somma de todos os coeflicientes da formula (3) que
correspondem s solucdes inteiras e posiuvas da equagio

a+B+ ... +r=k
3.e—Sendo y = ¢, u = ¢= — 1, teremos

i
Eif_j_e-l uf_-.-u" g __c:’
e portanto

ff‘.rf) i R 2
(dmn—-l,u—u_... I..

(1) Comples rendus de I'Académie des Sciences de Paris—lomo XCL
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Logo, applicando (3), vird a formula

(ri" (%75 1))‘, o Bl

dx

que di a somma de igztos os coellicientes da formula (3).
£.°—0 quociente i}_ll tende para o limite zero quando n
augmenta indefinidamente ().
¥ —Seja

#tf(uuﬂs. °-°:ﬂi)9u1=ﬁ(”}-“t=?s(x): s ooy W=mq(T),

€ procuremos a derivada ™ de % relativamente a .

I'ara resolver esla questio seguiremos o mesmo caminho
que no nosso artigo publicado no Giornale di Matematiche
(lomo XVI1), que passamos a expor,

Temos

2 2
-'__‘[ ! ,.-_ '
y _mlu,-lrau’u, 4+ ...

of 2
Y = (W' + 2 — w, Wy + oo + — U+ .

uy? uy My

LI I L B B I SR R I R R B RO BRI R R IR I

Vé-se facilmenle que a derivada de ordem n é uma somma
da forma:

{ i"‘f = 5 A
\y(n) = X4 W {u’l] (u"-"’)- S (ulfu}}
) " i

( ,c.l' " -It;l' l'-"'li,
X ()" (u"9)” ... (™) x ...,

m=a+bt+ec+ ...,

() Para a demonsiracio d'esla propriedade veja-se: Oliveira Ramos @
C. ). de Faria— Sobre os coefficientes etc. (Jornal de Sciencias Mathema-
licas e Astronomicas—tomo vuy),
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e onde 4, a, b, <.y @& B +.., &, B’y ... sd0 nUMeros in-
teiros que vamos determinar. Para isso appliquemos esta for-
mula 4s funcgoes :

y=ﬂ:"u".-. u;‘
U, =0,+ 86,2+ ... + G 2"

Uy =10+ b2+ ... + b2

onde @y, Gy, -+, by, by, - .. representam constantes arbitra~
rias; o que di

yW=3Zdn(n—1)...(n —a+1)X n(n—1)...(n—b+41)x%...
> usr—e(u)” (u”l}?' A "(u',}" ety
e, pondo x = 0,

An(n——i)...(n~a+-l)xn(n—l)...(n—b-}—i)x )

B8+ g !)"+7'+"‘...(n!)H""""' f

y™ = E{x (2))
b4 au"—“a," urs,-E S -!Ju"_!'blf bfr ohah R e

Por outra parte, applicando a formula de Leibnilz ao pre-
ducto considerado, vem

n! :
Bt ey e o M i

onde o sommatorio se refere a todos 0s valores inteiros e pe-
sitivos de h,, hy, etc. que satistazem & equagio

hy + hg + ... + i =n;

ou, substituindo as derivadas (u,")®, (u)*, etc. pelos seus
valores, que se obtéem pela formula (3), e pondo & = 0,




[53]
[+ 1]

Entn{n— N..m—a4 l}n(n—i}_...{n—h—;—l)...

&l Bl kel il V.

Yo' =

B

! '
AT t:\!,’L a, b,g it

oo X b =2 b, e

onde o sommalorio se refere ans valores inteiros e posilivos
de o, B, ..., & f', ... que satisfazem as equacdes

e O b b Ko
of 4 28' + oo+ by N = by,

at =1 4 96— 4 ... 4 kA =D =Ry,
isto é, 4 equagio
a+f+ ...+ 284 ... +0N 4+ ...
Fa=b 4 =D 4 L aa =Y =n,
e onde é
a=a-L B+ ...+ 7Nb=o 4§+ ... 4 Nel

0s dous valores de y,™ que vimos de obter, devem ser
identicos qualquer que seja o valor das quantidades a,, a,, ...,
by, by, ...; portanto os inteiros «, B, ..., o, §, ... devem
ter 0s mesmos valores nas duas expressoes de y,™, e deve ser

n!

A= )
3Bl M X @B N 1K @ )t

Estio pois determinadas as constantes que entram na for-
mula (b), e temos a formula seguinte, que resolve a questio
proposta:

2Bl A X 1B L. NI . 2w ou® ..

Ex llt:l.';'f‘(%’)ﬁ...(‘:l_("l})1 ) (E;_i%i)w :

g nl mf
®) yw=3




-
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onde o sommatorio se refere a todas as solugdes inteiras e po-
sitivas da equacio

a4+ P4 ...+ F '+ 2+ ... +a)
ot =N L[ —0 4, =D =n,
e onde é

a=a4+f+ ... +2 b=0d 4 ... 4 ¥V, elc.,

m=a-+bt+c+ ...

VI — Consideremos agora a funcgio implicita y definida
pela equacio

[ (@, y) = 0.

Temos as equacoes

of of

w Ty ¥="

*f s P o W s
2 +92,x—wy+;.yi?f +53?f' 0

...... LRI I R R B IR R R

por meio das quaes se obtem successivamente y', y”, ete.

A lei d'estas equacdes obtem-se applicando & funcgio
f (z, ) a formula (4), pondo u; ==z, u, = ¥ e considerando
y como funcgio de x, o que di

nl am

’ a .
1BLL..k1° z.:L_,Lraz'"-u--Q.LJ' (H)I{y”; ces (Y =0,

®) 272

onde o sommatorio se refere a todas as solu¢Bes inteiras e
positivas da equagio

o +at+ 28+ ... +nk=mn,

e onde @

m=ot+atp+... 4+
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A formula que precede di a derivada de ordem n em fanc-
¢do das anteriores. A formula que di directamente y* ¢ muito
complicada e porisso ndo a exporemos aqui (1).

11

Applica¢des

99.— Derivada da funcedo arctang 2.— X — A [unccio
y=are lang z di ' = (1 + 2%~ 1, d’onde se deduz (n.° 98
—1v)

m—1)1 4! (22)* (I 4 2%)—1—i

alp!

onde o 4 2B =mn — 1, i == a 4 f; e porlanto

Y™ = 3 (— 1)

Yo = (—AP—1(m — 1)1 Z(— 1) (n—; -‘*3)

+ @ —1=B 4 L ap—,

onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros po-
L —1

silivos de j desde 0 alé ao maior inteiro conlido em = — .

A’ expressio da derivada de ordem n da funcgio conside-
rada pode dar-se uma [Orma differente da precedente. Pondo

Iy

o
z = cot ¢, 0 que di = e sen® g, vem

1

=— _ = sen® o, ' = — sen 2% sen? lc.
1+ cul® g Y il B

yf

(1) Vid. Duarte Leite— Sobre as derivadas etc. (Jornal de Seiencias
Mathematicas e Asironomicas — lomo 1v).




218

Em geral
ym=(— 1)~ (n—1)! sen™ 7 sen n %.

Demonstra-se facilmente esta formula mostrando que, se
é verdadeira para a derivada da ordem n, tambem é verda-
deira para a derivada da ordem n + 1.

EE—A comparacio das duas expressoes de y™, que vimos
de achar, da a igualdade imporlante:

sen np = sen gX (— 1)P (n ; IE‘) (2 cos g)* — 1 — 9,
KIK — Se qnizermos o valor de »,™ poremos z = 0 na
formula que da y™ .
1.o—Se n & impar, todos os termos da formula se an-
nollam, exceplo aquelle que correspondea n — 1 — 25 =0;
@ leremos portanto

n—1

W =(—1 " (—1L

2°—8Se n é par, o expoente n — 1 — 28 ndo pode ser
nullo, e teremos ¥, = 0.

400. — Numeros de Bernoulli. — X — Consideremos a
funccao
y= >4 )"},
e procaremos o valor que toma ™ quando é z = 0.
Pondo

| — e

[

AR Tt (v
vem

= — 1
'F(—W)=-m'
e porlanto
¢ @=—2¢p (-2,

e

¢ (@) =¢ (— 2), ' (&) = — ¢ (— 2), etc.
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Estas ignaldades mostram que as derivadas de ordem par
de ¢ (=) se devem annullar quando se faz z = 0, porque, se
assim nao fosse, teriam dous valores differentes para ¢ = 0,
0 que nido pdde ter logar.

As derivadas de y sio ignaes as derivadas de ¢ (z), e por-
tanto temos y,™ = 0, quando n é par.

As derivades d’ordem impar acham-se pondo z = 0 na
formula (n.° 98 —1V)

nliles(l + e)—i—1
sl Bt N1 EREN... nh

¥ =3 (— 1)

onde
a4 ...+0=ni=at+B4 ... + X
o que da

nli!
ei+ialBl... Al @BEH ... @)

Y =3 (— 1)

0s numeros de Bernoulli B, definem-se pela igualdade

n 41 _i_
F] n 1
(a) By = (—1) % e Yo™3

de modo que sdo nullos quando n ¢ par, e quando n é im-
par podem ser calculados por meio da formula (*):

m 41
g o ] (e il
e Besi ) mL(_i}‘25+’uTE!...l!(?!}a...{m)"

(1) Veja-se 0 nossn arfigo Sur les nombres de Bernoulli publicado no
American Journal of Mathemalics de Ballimore—tomo vi.




onde 0 sommatorio se refere is solucbes inleiras e positivas
da equacio

o+ P4 ... Fnh=n
e onde é
i=at Bt .. 5
1K — De ser

nl
alB!...M(@DHP...(n1)

um numero inteiro (n.® 98 —1V) e de ser n -} 1 par resnlta
que os numeros de Bernoulli nio podem eonter em denomi-
nador factores primos differenles s?e 2 ¢ dos faclores primos
de 2+ — |, e que 2 nao pide entrar em denominador
com exrpoenle superior a n.

I — Da formula (6) vamos tirar oulra mais propria para
0 caleulo dos numeros de Bernoalli,

Com effeito, aquella formula da

n-1

] n-+1 » [
B=(-1)" s £ [ 0rgh,
g n!
s a!B!... A (21 ..*(nIP:I’

onde o sommatorio X' se refere a lodas as solacBes inleiras e
positivas da equagio

et B4 .. +Rmn

que dio a i o mesmo valor; e portanto (n.° 98 — IV —nola)

n41

~3 | - ; i* fow —{ )
Ba = (—1) E:I'*'-—-l:—-_isiul:—”lgi"-l(! (tf.r:“ ]),'
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ou substituindo a derivada que entra no segundo membro pelo
valor que se obtem desenvolvendo o binomio (e* — 1% e de-
rivando n vezes o resultado,

641
& n+1

o 1 : i
@) Bo=—0 " ML 3 g —iG—1r

) PRRSRRICA T |

Oun por meio d’esta formula, ou por meio da formula (6)
oblem-se

1 1 1 I 5
HIHF,H3=§|},H5—“E.B;EE,”9=ﬁ—6,n.
LV — Derivando n vezes a ignaldade

yl+ 1) =1
vem

g e+ ) e [nye =04 (5) ge-m

+(n.il)y’ -]—y]=

Pondo & = 0 e attendendo 4 formula (a), resulta

+ n
o+ T
(—") En-l-l Bﬂ—l_{_ I} 2 1Blﬂl—l
PO 13 e

ren” ()5

2% | |
+(_'}(‘uil)q 2 ﬂ,+—_§=0
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que, pondo n = 2p — 1, di

1

% _ = X lp=1)
2- p EP I‘)d_—_—‘_"'_-l'ﬂl’—s-[_n.-

p—1
£(3 )5 nwi—

e, pondo n = 2p, di '

P | ap\ M —1 — 4
2p Bﬂp—l_(;’)ﬁgﬂ’—l'{“o.u
2p | 2 —
i(?p—1) g B F =0

Temos assim doas relaches lineares recorrenles entre os
nuwmeros de Bernoulli, por meio de qualquer das quaes se po-
de calcular successivamente B, By, B, elc.

¥V —0s numeros de Bernoulli apparecem em muitas ques-
toes d’'Analyse. Assim, por exemplo, os valores das derivadas
da lunecio

.ff=ff$)=g¢m_{

correspondentes a # = 0 exprimem-se em funccdo d’estes nu-
meros. ;
Com effeito, derivando n vezes a igualdade

T ir

2z
T R~y i e s o)

vem (n.® 98 —1I) a equacio

i 1 ) i s 1
md(c‘+l —|—n{I (c’—|—|
dz™ dxs—1

=[* (@) — 2 [* ()

qne, pondo & = 0 e attendendo i formula (a), da
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e ) e

Vé-se por esta formula que as derivadas de ordem impar
de y sio nollas.

A formula que precede nio di os valores de y, e ¥,. Para
o0s achar, parte-se da equacio

(= — 1)y =u,

que da
e —Ny+ey=1
(=) y' 2y A P y=b
e (pondo 2 =10) yo =1,y = — '?

VI —Do mesmo modo a fanegio

da para valor de y,™

Yo == (— 1) "o

que é nullo quando n & par,

VI — Consideremos finalmente uma questio d’Algebra
em que entram os numeros de Bernoulli.

Seja

e — |
e —1

et I o ol g S ol ik




e porlanto

a'y=(c"‘—‘l)8=il.

Derivando k - 1 vezes esta ignaldade e pondo z =
vem

e — |

oy*+D Lk F Dy =nttte=z 4 (k4 1) nte=

+(h-;_l)n“"e“’:”+ +(Ri_ I)ns“:"ﬂ

+ (e — 1) 0+,
e, pondo x = 0,

E41 k E—1
7 nt +kn n,

—kk—=0Dk—2 "t_’:_i?'+

Por outra parte, derivando k vezes y, vem
.4.’.{1-} — ¢ _l_ E"' o= __I__ Ve _+_ (H- i ,i}k etn - 1} :'
e porlanto

U = 1 2 3 4

Temos pois a formula

e 4 (0 — 1)

+1 k—‘.l

Pttt o— =g — kY

— k=N (E—n-t 34

que di o desenvolvimento, ordenado segundo as potencias de
n, da somma das potencias de grio k dos n — 1 primeiros
numeros inteiros.
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101. — Formula de Jacobi. — Procaremos a derivada de
ordem n—1 da funcgio

y=(01 —a)* %
Applicando a formula (3), vem

it 3 (A= D —d)...(n— i1 —22)3(— 2 L
a1 Bl (2P

ondea + 28 =n—1,i=a-L B; oun

n—l— a=1—
yor—1=% {=14) : ﬂm‘—”!('l‘n—‘l}...(i’ﬁA—H}x !ﬂ{j _ml)m
(n—1—2p)1p12°
1.3...3n—

Ds—1p P i O L
n 1.3...(28+1)(n—1—28)'plaB’
que, por ser

—(—1r-.

P x1.2.3...8x1.3...284+4) =28+ N,
da

b %o e 1)

=1 = (— {)» -
Yo =P = (— -t .

: "ot B+1
a8 —20)...no (1 — a%
%Al CEIE ’

onde I representa uma somma que se refere a todos os va-

R i ; e— 1
lores inteiros positivos de § desde 0 até ol

Pondo & = cos », vem

1.3...(20—1)

(n=1) — (__ -1
Y =1 -

—1—2 |
x I (— 1)f (n—28)...n cos ® sen!'a+ ®

2+ 1!
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ou, em virtade de uma formula bem conhecida de Trigonome-
tria,

.t 08 —1)

~ . Sen N arc cos I,

Yo D= (=1

resultado devido a Jacobi.
102. — Formula de Waring. — Seja ()
UmAgz™ + 4, 2=+ oo. + dnr 2+ da=0

uma equagio dada e z,, z,, ..., Ta as m raizes d'esla equa-
¢ao.
Por ser

log U = log 4, + Z log (x — xw),
temos, derivando n vezes,

1 (= Ay—* arlgU
@ —za)* m—A)1" dzv °

' Substitnindo no segundo membro d'esta igualdade U7 pelo
sen valor, applicando a formula (3) e atiendendo ds igual-
dades U»+3 = (0, '™+ % = 0, etc., vem

G-I 0™ ..
al Bl...A! @B ... (mIP

o, A
| {:93—5."“)"

= (—1)" nZ (— 1)

e portanto, pondo z = 0,

[ — T—t & qrup
b . — ) (_ 1){ (1 1_“ Lﬂ !’0 ”D e %,
x," a!ﬁl...l!(g!)ﬁ_“(m!)l

| o b B R
- ]a!az...ul -

(1) Esta demonstragfio ¢ tirada do artigo intitulado—Demonstration de
la formule de Waring, que publicimos nos Nouvelles Annales des mathé-
matigues (3.* série, lomo v, pag. 382).
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Applicando agora esta formnla 4 equagio

Aut® 4 Au— 18t =2 f oo, 4 40 4y =0,

cujas raizes sio reciprocas das raizes da equagio primeira-
mente considerada, temos a formula de Waring

Ers A0 8 ot L A Bl 1 R T
uilz“’ Pl "3 LWL Y. ’

onde a, §, ..., A sdo as solucdes inteiras positivas da equagio

a4+ P+ ... +mh=n

e onde &
t=a-+p4 ... 4+ A

Esta formula di a somma das potencias de grio n das
raizes da equacio proposta.

. 103. — Derivadas das funccoes compostas de funceoes
lineares de x. — Seja na formula (§)
U =4, + B2, g=A4,+ Bz, ..., s =4A; + Biaz;
teremos

n! »f

: B:BY...
al...al—=1) 31#1“3113“" - 1 ] »

T
Y '_Ea.l

onde o sommatorio se refere is solugdes inteiras e positivas
da equacio

a4 a 4o 4 ... Fal=-V=np

A formula que precede pode ser escripta symbolicamente
da maneira seguinte :
2

ytnnﬁ(:g’: ”‘“'"a_ueﬂf'l' —[-—{ B;)',

devendo depois do desenvolvimento substitnir-se ()" por f.
*®
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I

Differenciaes d’ordem superior

104. —A differencial dy Je y = [ (r), que esta ligada
com a derivada de y pela equacio

dy =y d=,

é uma funccio de =, cuja differencial d (dy), que se repre-
senta por d%y, se obtem differenciando o producto y'dz, o
que da

dyy = y" dat,

suppondo da constante qualquer que seja @, 0 que é sempre
possivel, visto que @ representa a variavel independente, e que
portanto o seu angmento de é arbitrario.

Do mesmo modo se acha

Ay = y" dad, dy = y dzt, elc.

As differenciaes dy, «*y, 3y, elc. léem respectivamente 0s
nomes de differencines de primeira ordem, de segunda or-
dem, ele. de y.

Seja h um angmento dado a z e Ay = f(z 4 h) — [ (@)
o augmento correspondente de y. Teremos (n.° 62)

Ay=h[(®+ 9, h)

onde 6, representa uma quantidade comprehendida entre
Ded.

Chamando A%y o angmento A (Ay) da fancgio Ay, corres-
pondente ao angmento h de x, vem do mesmo modo

Aty = k2 [" (& + 6, h + 6 h).
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Continuando do mesmo modo obtem-se a formula geral
Ay=Mhfr (@46 h+06h+ ... +6h)
ou, pondo 6, 4+ 6, + ... + 6, =6,

Avy = h* f* (z 4 6h),

6 representando nma quantidade comprehendida entre 0 e n.

A Ay, A%, A%, ete. da-se respeclivamente os nomes de
differenca primeira, differenca sequnda, etc. da funcgdo
[ (@)

Se a derivada f* (z) é conlinna, lemos
Ary = h® [f* (2) -} ¢] = d*y -} sh®,

onde & representa nma quantidade infinitamente pequena com
h; logo a differencial de ordem n é a parte proporcional a
h* da differenca de ordem n da fancgio y, e é a parte prin-
cipal d’esta differen¢a quando h & sufficientemente pequeno.

405. — Consideremos agora a funcedo de duas variaveis
independentes z = [ (r, y), cuja differencial total é definida
pela igualdade (n.® 67)

oz b4
iz = = dr + - dy.

Esta differencial dz é uma funcedo de z e y que, sendo
differenciada, da a differencial total de sequnda ordem :

2z ¥z Pz
fpz:Ej !1'.1}" "I"' 9 '”,-—ay -‘fﬁ (fy + a?' dy’,
ou symbolicamente
2

d*z = (ai do + :—; dy)l .

Continuando do mesmo modo acha-se, por indacgio, a
formula symbolica
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B a.'E a_.;." 3
d“_(z.ndw"'_aydy) ;

que se demonstra por meio de um calculo anilogo ao do n.°
98 —1I.
Do mesmo modo, no caso da funccio de muilas variaveis

z = f(0,. B 0., W)
se acha
dz = (—ai de, + ... + b da:;)n.
ar 1 amy

v

Relagcies entre as funce¢ies ¢ suas
derivadas

406, — THEoREMA 1.°— Se as funccies [ () e F (x) li-
verem derivadas [' (2), [" (=), [t (@) F (@), F" (),
v v oy I (2) finitas em lodos os pumm do inlervallo de xy a
z, leremos a relacao:

—m.)? —r
(@) —f(@o)—(@—2o)[ " (T0)— M ["(Te)—.c— f-f'£ !-rn] [*(¥o)
R
Fo)—Fla)—e—2)Fr)—" 3 2 z)—..— 2t g
(x '_a’g:]l .‘Te}‘_l -—t
TEnr et + 5 f*=* @)+ Ra
S e
%”“ @)+ e+ T3 l) : TP+ e
onde
TP i A e el L PSS TR

n— 1!
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@—x) (1 — 0, —

ﬁm—';l! lﬁ‘.[mﬂ-i_a(m_:rn:l]‘

Rl =

(0 representando uma quantidade positiva comprehendida
entre zero e a unidade (1), se o denominador do sequndo
membro se conservar differente de zero quando 6 varia en-
ire 0 e 1.

Para demonstrar este theorema appliquemos & fancgio

? () =[(e) +@—20 [ @) + . + ET5 1 2y

...f(z)—(x—z)f-‘ {z)-—...—%—lr-—l(:}

T
i [F (@) + (=) F' (Tg) + ... + (ik_l‘ro)__ F* (z,)

— wm — 1
—F@)—(@-F @) —..— % Fm—1 (z}]

(o — xy)!

[(@)—f(@) —(@—a) [ (%) — ... — I [* (o)

> e T
F(x) — F(@y) — (@ — @) F' (%) — ++ - — {.’I_Lla?u) F* (x,)

a formula conhecida (n.® 62 —3.°%)
? @) =9 (@) + @ —z) ¢ [5+ 0 (z — )]
o que di, suppondon =l +1em=Fk + 1,

— @t t+1 )
0=_%ﬁ+1(¢,)-— ¥ _%%I_ f*=1(xy)
— k1 o, | oA
_[_(x{k:ui'}z p+1(¢u)_.,.—-%z—i“‘(&'ﬂ3]

(1) Este theorema & extrahido do nosso artigo Surune formule d’Ana-
i “3 pu:;llpa}da nos Nowvelles Annales de Matématiques de Paris (lomo v
a 3.8 série).




f(x}_f{%}*w—%‘.ﬁ(fu)—---_ﬁct_—]%}lp(ﬂ'ﬂ

b = \Ik
F@)—F @) —@—a) Flg) —...— E=00 pr g,

+(@—a,) g_ : _w":;__l{:;.l_ L [l + 0 (2 — 2]

f@)—...— 275 g
—r. )k e
- I3 ‘:-ﬂ} F¥(x,)

(@—a)mt(1 —6y

i (m—1)1

P xy+0(x—a,))
Fx)—...

D’esta formala tira-se o theorema enunciado.

Deve-se observar que o theorema que vimos de demonstrar
ainda tem logar quando é I = 0 ou k = 0, convencionan-
° (@) F* (=)

5 por f(@)e —o PorF(z,).

THEOREMA 2.°—Se a funccio [ (x) admittir derivadas
[" (@), [" (), ..., [*(@) finilas em lodos os ponlos do in-
tervallo de 4 a x, lemos

do substitnir n’estes casos

(z—

[@=F@) +@—2) [ @)+ ES5 1@y + ...

Ul = =& s
+ =1 f*=*(z,) + Ha
onde
RO o s s/ SR T O

(m—1)!I'm

0 representando uma quantidade positiva comprehendida
enlre zero ¢ a unidade.

A formula precedente, conhecida pelo nome de formula
de Taylor, do nome do geometra que a descobriu (%), pode
ser deduzida do theorema anterior pondo

(*) Taylor ndo deu a expressiio de R,. Foi Lagrange o primeiro geo-
melra que den uma expressio d'este reslo.




FE@=@—z)ke=m -1, l=n~—1,
€ por consequencia,
F)=0,F (z)=0, ... F~=1 (z,) = 0,
P (@) =ml, F* [z, + 0 (2 — z))] =m .
:;ﬁe! respeito d'esta formula faremos as seguintes observa-
S :

l.>—Pondo # — x, = h, a formula de Taylor pide ser
escripta debaixo da forma seguinte:

@+ B =@ +h[ @)+ 2 " @+ ...

+ oy 1 @) + s
onde
hﬂ(l _El]!—w d
R, = R 0TR [* (xy + ©h).

2.°—A R, chama-se resto da série de Taylor. Da ex-
pressio d’este resto que vimos de achar, e que & devida a
Schlomilch (), deduz-se, pondo m = n, a formula

(x

Re= L= a0 (@ —ag] =" o0, 4 00),

devida a Lagrange ; e, pondo m = 1, a formula

o ST P 00 )

=L =9 e (e + b,

devida a Cauchy.

() Journal de Liouviile, 2. série, tomo m.
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3.2 —Se R, tender para zero 4 medida que n tende para
o infinito, a funcgio [ (z) pode ser desenvolvida em série con-
vergente ordenada segundo as potencias de z — z, por meio
da formula

[(@) = (@) + @ — 8 [ @)+ -+ o [ + oo

§.°—S8e na formula de Taylor pozermos ry = 0, vem a
formula :

wn—l

f@=1O+a O+ - + 57 [*~* O + R

onde
_17" (1 — G -
R =T T Go),

conhecida pelo nome de formula de Maclaurin.
5.2—Se liver logar o desenvolvimento em série

[(@) =4+ 4, (@ —T) + 43 (& — 2,)* + ...
+ 4. ':*E_'tu}q"i" el

e as funccoes [ (), [' (@)y «.., [* (x) forem conlinuas no
ponlo x,, serd

[* ()
F L

Ao =

Para demonstrar este theorema, nolemos primeiro que,
pondo & = &, vem A, = [ (zy).

Notemos em segundo logar que, pondo & — x, = h, te-
mos

[(xo+h) —[(@) =4, h + 43 h* 4 ...,
d’onde se deduz

[ (xg +6h) =A, + A3 h+ ...,
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e portanlo

Ay = [' (x,).

Para completar a demonstragio do theorema, basta notar
que, se é verdadeiro para o coefliciente A,, ainda é verda-
deiro para o coefficiente 4, 4 ;. Com effeito, temos

[0+ 0 =[G+ hf @+ ... + o/ @

+.°ig+‘ h"+t+.4¢+i h"+'+ -

€ porlanlo ]
1
@F N1 fett(xy+6h) = Adaypr1+Adagash 4 ...
d’onde se tira, fazendo tender h para zero,
e [e+?* ()

det1 =G n1

6.°— Do theorema 1.° pode-se deduzir a formula de Tay-
lor com uma expressio do resto devida ao sr. Peano (Y),
professor na Universidade de Turin, suppondo sémente que a
funcgdo [ («) admitte derivadas até & ordem n — 2 finitas em
todos os pontos desde r, até z, + h, e que admitte uma de-
rivada de ordem n — 1 finita no ponto x,.

Para iss0, mndemos n’este theorema n em em n — 2, e
ponha-se depois # = h, r,=0,l=n — 3, k=n — 3.

Teremos
f(h}—'f(ﬂl—hf’{ﬂ)—..—ﬁf.‘___.s}t "n—x(o}
” hll—S L%
F(h)_F(U}—hF(n}—...—m-F 3(0)
BN deteed
I F*=1%(0h) °

) Mathesis, tomo 1x, pag. 182.
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Appliquemos agora esta igualdade &s funccbes

[(h) =@+ h) — 9 (@) —h¢' (X)) —... — h. 1)1?‘-‘(&.
hs-1
F(h)ﬁm.

Como é
FO)=0,f(0)=0, ..., [*=2(0) =0
[FrR)=9¢" "2+ h) —¢"—* (@) — h g~ (x,)
F0)=0,F (0)=0, ..., F*=3(0) =0, F*—* (k) =h,

lemos

}I—l TR | Gh —n — 1 ]
] [sv S gk, mqs"_!':-ra)]

Mas, em virtude da definigio de derivada, temos

n — 2 ] —_—n — 1
e =4 (2, + ;;3 i ($°}=rq="1{-‘b',}+i,

onde = representa nma quantidade infinitamente pequena ao
mesmo tempo que h.
Logo é

¢ (@y+-h)—p (x) —h¢' (@) —

n—1 hn—1

bt
=¥ @=gms

e portanto, mudando ¢ em f,

[(@o+ ) = [ (@) + hf' (@) +- .. +(n ].l"'"(:q,J-I—H

onde

hﬂ—l

Ry = -me,

& representando uma quantidade que tende para 0 com h.
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103. — Consideremos agora a funcgio de duas variaveis
independentes :

z=[(z. y),

para estender a estas funccdes a formula de Taylor.
Pondo

T+ (@ —@) =Y+ Ly — Y =0
) =/[(u,v) =[f[r, + L (x — ), ¥y + { (y — Y]

e applicando a formula de Maclaurin a esta fanecio de {, vem

PO=¢0) + 19 O)+ ... + 57 7 O) + ko

o — }-~-

e n—1)lm

" (60).

Para calcular os coefficientes d’esta formula empregam-se
as formulas

PO =t e—rg+Ly—w
2
¥ () = ok @ — 2P+ 2D @ — 2) ( — 0

+ ab': ¥ — w)
que, pondo { = 0, dio
o (0) = ?&M_-’h? (z — 29 + o (0 Yo ¥ — 4o

s
I [ (24, Ya) A (7. Yo
vil= e —a) W ~ %) (4 — W)

a’f (o, yu:'
+ . e

....................................................
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Para achar o termo geral da expressio de p (1) pode-se
recorrer & formala symbolica demonstrada no n.° 103, que da

¢ =[Lw—a)+Ly—w].

e portanto
¢ (0) = L@f(xo-yu} o —a) 4 f( 0 .')'o] O — Yo ]

e para achar o resto M, pode-se recorrer 4 mesma formaula,
que di

of (uy, vy)
aul

o (01) — e+ Lt g — gy

onde &

(x —

Uy ==0,+0(@—2) Lo,=1y,+ 9 (¥ — %) L

Pondo agora nas formulas precedentes { = 1 vem a for-
mula

n=1 | [3f (. Up) . A (T2 Yo) ¥
z=[(Zo. yo) + Tﬂ—, Tm—%}']'T‘y_yﬂ

+

s A n
(1—86) [f{’u S f(ul.v)w J;;J]
n—1)Im T8
que tem os mesmos nusos que a formula de Taylor.

Deve observar-se que, por ser baseada a doutrina prece-
dente nos theoremas dos n.* 66 e 106 deve impor-se & func-
¢io [ (u, v) a condigdo de admittir derivadas parciaes relati-
vas a u e v, até i ordem n, continuas nos intervallos de u = z,
au_medeﬂ—yoab—y




CAPITULO V

M‘PL]CL[I{-JES ANALYTICAS DA FORMULA DE TAYLOR

Desenvolvimento em série do binomio e de
algumas func¢des algebricas

408, — Consideremos em primeiro logar o binomio
y = + o),

onde k representa uma quantidade real qualquer.
Temos

y=k( +op-
¥ =k — 1) (1 + 2

N =kk—1) ... kE—n4+ 1) 2"
e portanto
Yo=A,¥o=k, ...,y*~V=k(k—1)...(k—n-+42).

Logo applicando a formula de Maclaurin com a expressio
do resto de Cauchy, viri
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Otopmt bt EEZD

e o -;(f)l— Rt -1 4 op,
Rn=k(k—-1gr;;-::;|—n+i)z.“_g)._;“_i,gm);_‘
_k(k— 1(;;.._.(?}?n+ U ([i _::r)" O oy -,

1) Supponhamos primeiro que o valor absoluto de = é
inferior 4 unidade.

Por ser a razio dos dous termos consecutivos de ordem
n—1en—2da série

g kk—1) ... (k—nt1)
noe=32 (ﬂ“—{)]

igual a (n - Taga l) , esta razio tende para o limite — z,

eujo valor absoluto & inferior & unidade, quando n tende para
o infinito; e portanto a série é (n.° 19 —III) convergente.
Logo o termo geral

k(k—1)...(h=nt1)
(ﬂ—*)'

tende para 0, quando n tende para o infinito. Como, além

1 —6 )'l X
k-
d’isso, o factor (1 4 6x)* =1 é finito e o factor (1 v

& inferior i unidade, o resto I, tende para 0, e a série

kik—=0...(k—a+1)
el

1+ kx + ( ”a:’-}- .+ Lk T

converge para o limite (1 4 x)%

2) Se o valor absoluto de & for superior 4 unidade, a
série precedente é divergente, visto que a razio de dous ter-
mos conseculivos :
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k—:—}—-imz(k—i-i_l)w

tende para um limite — z, cajo valor absoluto é superior &
unidade, quando n tende para o infinito (n.° 19 — III).

109, —Do desenvolvimento em série do binomio, que
vimos de obter, pode-se tirar o desenvolvimento em série de
muilas outras funcybes.

Assim, suppondo [ () uma funcgio racional de z, da igual-
dade (n.° 39)

A i "
f(rj=z(.r—a)‘=2(_ 1V a (’_E)

tira-se o desenvolvimento em série

fi.m)=Ao+,rl,—E +A,“ai:+
onde & ;
AP, + S ...,|.='~‘(_:)f-(:‘;) ks &

ar " ak?
quando @ é uma quantidade real cojo valor absoluto é infe-

rior a0 menor dos valores absolutos das quantidades designa-
das por a.

440, — Desenvolvamos agora a funccio

y=( — 2uz 4w, ¥

em série ordenada segundo as potencias de u.
Pondo esta funccio debaixo da forma

She iy 2l
y=@u—u) *(u—u) *

= — (u, uy) ¥ (I - :Ti)_;’ (I — :E)_ilf

onde u, e uy representam as raizes da equacio

w—2ur 4+ 1=0,
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vé-se que um dos casos em que ella é susceptivel de ser des-
envolvida em série convergente ordenada segundo as polencias
de u, é quando u, e uy sio reaes e o valor absoluto de u &
inferior ao de u, e u,.

Em todos o0s casos em que y é susceptivel de ser desen-
volvida em série ordenada segundo as potencias de u, o des-
envolvimento ¢ da (orma

y=X, + X uf X urt4 ... + Kt 4 ...

onde X,, X,, etc. representam funcgdes de = que vamos de-
terminar.
Por ser (n.” 98 —1IV)

s ME=D=3—1) .. (= §— i+ )2 2u)e Pyt

k) =
s a2l Bl 2

E'4.3.5...(3% — 1) (z — u)® ypi+1

W
=t m!ﬁlﬂa

onde

a4+ P==Fk i=ua-}p,

teremos, representando por m o maior inteiro contido em - ,

el &

. ™ - p 1.8.5...(3—1)
P 3=-.0( ’ alBl2P

ou, eliminando =,

n f 1:3.5...0k—9B—1) ; o
Tl (k—2p) 1 p1 2P

Esta formula serve para calcular os polynomios Xi, co-
nhecidos pelo nome de polynomios de Legendre, do nome do
geometra celebre que primeiro os considerou. Vamos estudar
algumas das snas propriedades mais elementares.

X — Derivando & vezes a identidade
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: k
Frgny 1 — 18 — 28
@—tp= % —np(F)a
vem
dh{zl__.”k_ " ,t‘ _98
=3 1}.9(13)(E‘k—-?ﬁ)...(k—iﬂ—l—l)xk
n kY (RE-80)) 5 o
X A / k -2
A ()
= E (e .”E- : kr..(k-—ﬁ+f'p<f.3...(":fk—?ﬁ—l}xﬂ.i.-.f?k—ﬁﬁ}ak_m
B=0 Bl (k— 2p)!
3 (—qp 1:3...Ck—B—0)* Pkl , o
2 =149 AT — )1 ok .

p=10
Comparando esta ignaldade com a expressio de Xi ante-

rimente achada deduz-se a formula notavel
d* (z* — 1)*
dx* 5

rio
. i
Az = oy O, I

KX — Derivando a funegio
y=( — 2ux + u?) *

relativamente a u, vem
Y=@—wl —2usfu)” ¥
ou
Y —2r +u)=(2—u)y.
Derivando agora k vezes esta equagio, temos
PR (1 — 2z 4 ) + kg (— 2 4 ) +3( K) yo -

=nyﬂ} (x_u]_.kyﬂ—ll
s




244

e portanto, pondo u = 0,

9‘0“ 1) (gk + ” g;yo(tl + k2 y.lk =1 = ).

i .
, i

: oo
Esta equacdo, pondo Xz = %1'

E+ ) Xps— @+ DX +EL1=0

Temos assim uma relacio linear recorrenle enlre tres po-
lynomios conseculivos de Legendre, por meio da qual se pode
formar successivamente estes polynomios a parlir do terceiro.

X1E — Como a equagio (22 — 1)¥ = 0 tem k raizes iguaes

b b  d(@ — 1)
a + 1 e k raizes ignaes a — 1, a equagdo ( _-— Vs ®
tera k — 1 raizes iguaes a + 1, k — 1 raizes ignaes a — 1,
e (em virtude do theorema de Rolle) nma raiz real compre-
hendida entre 4 1 ¢ — I.
Pela mesma razio a equacio

dr (z* — 1F

tl.rt =y

tera k — 2 raizes iguaes a 4 1. k — 2 raizes iguaes a — 4
e duas raizes designaes comprehendidas entre 4+ 1 e — 1.
Continnando o mesmo raciocinio conclue-se emfim que @
equacao Xy = 0 lem 'k raizes reaes e desiguaes, compre-
hendidas entre - 1 ¢ — 1.
IV — Pondo (2* — 1)* = z, lemos
klog (8 — 1) = log z,
e, derivando,
(@ —1) 5 —2k2z=0.
Derivando k 4 1 vezes esla equacio, vem
(@ — 1) s*+3 2 (k4 1) z3®+0 4 k(B + 1) z2®
— 2k [ex+ 1 4 (k4 1) 3¥] =0,
ou, pondo ¥ = sk |1 X, e fazendo as reducgoes,

(#* — 1) X" 4 22 Yo—kGE+1D)Xe=0.




25%

Os polynomios de Legendre sdo pois solucies de uma
equacdo differencial linear de sequnda ordem.

W —Da relacio entre tres polynomios de Legendre con-
secntivos (II) vamos tirar o limite para que tende a razio

Pondo primeiro n'esta relagio k = h + h, e dividindo
por (h 4+ he) Xi 4 a4 1, vem

| | |
'+M”(E+M)5'h+uu T Antrg - Angag—1=0.

Consideremos em seguida a equacio
| — 2z H1.+;n —+ H"+*o' J'Ih+jo_| == {

que determina nma série de funccdes B,. By, etc., dada uma
d’ellas, que supporemos ser Ry, e ser ignal a Ay,
Chamando z, e z, as raizes da equagio

i —22343=0,

€ notando que é z, + z, = 2, 3, 3, = 1, podemos escre-
ver a equagio precedente debaixo da (orma

Pogro Brgno—1—Brgn G+ 5)+ 5, 5=0,
ou, multiplicando todos os termos por z; — z,,

Brgno—1Brging — Mg’ —Bhgn-15 5+ 55
= Bagag—1 Pagag 3y — Bugng 37 — Bagag—1 5,25 + 5,0 5
ou

Py 0y — 34 T Bagag—1— 21.

- g | -
Iq Ty Bagrg—1—2

Mudando n’esta equagio snccessivamente h em h — 1,
h—2 ..., 2 1 vem uma série de equagbes das quaes se
deduz

Pryng — 2y (I_l)" B — 3 (ﬁ)" Arg — 34 !
Ix 40 — 33 Ba, — 34 3y An — 3

~3




Esta equacio mostra que [y 4 a, lende para o limite z,
quando h angmenta indefinidamente, se o valor absolnto de
Zg & maior do que o valor absoluto de z,; @ que By 4 a, tende
para o limite z, se o valor absolato de z, é menor do que o

de z,.
Por outra parte, as igualdades
I 1
1+ I+ 7—
il he + 1 v hy + 1
QR {5 e i B e
he + 1 . T hy + 1 i
|
B
h 2
Ang 43 = I o
(? + h:"—'m T r‘hﬂ.vq— 1
e as ignaldades
s : ele.

By 1= s Hhu' Bay 42 = T EA i e
mostram que A, 41, Aa,4 2. elc. tendem para os limites
Bay + 1, By, 4 5. €le. quando hy angments indelinidamente.

Logo a razao Ay de dous polynomios de Legendre con-
seculivos tenderd para aquella das quantidades x 4 V¥ — |
e x — Va* — | que liver menor valor absolulo, quando k
augmenla indefinidamenle.

A44.—Terminaremos o que temos a dizer sobre as func-
¢Oes algebricas demonstrando um theorema notavel, devido ao
eminente geomelra allemio Eisensiein:

A série

()] G+ a,z+ax*+ ... +a2 4 ...,

onde ay, ay, as, ..., represenlam fraccies reduzidas d sua
expressao mais simples, nao pode ser o desenvolvimento de
uma [unceao y, definida por uma equacgdo algebrica com
coefficienles inleiros

(2) F(z, y) =0,
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se augmentar indefinidamente o numero dos faclores pri-
mos differenies conlidos nos denominadores de a,, a,, a,, ...
A demonstracio que vamos dar J'este theorema foi por
nos publicada nos Annales de I'Ecole Normale supérieure de
Paris (3.* série - tomo m) ().
Notemos primeiro que, se a série (1) satisfaz i equagio
algebrica (2), tambem a série

(1) Y=Qua*+ ... 4 qa 2 + ...

salisfard a uma equagdo algebrica que resulta de mudar na
precedente y em y + @y + a, & + ... + ap_, -1,
Podemos pois em logar da série (1) considerar a série (1%).

Poslo ‘isto, escrevamos esta ullima equagio debaixo da
forma

(3 248 a* P = 0,
onde 4., a, b representam numeros inteiros, e a e b sio
positivos ; e derivemol-a n vezes (n.° 98 —1I1), o que da
n : :
4.0 ( ; ) (@%@ (g¥)m =) = 0,
on

}:A.w(’;)u(a—n v (@ — i )21 (-0 =0,

onde se deve substituir (I:) g fa—1)... a—1i4+1)
pela unidade quando é a = 0.
Pondo agora # = 0, vem

MPnm—1) ... n—a+41)@)r—2=0
ou (n.° 98 — II)

(n— a)!y,® y,® ..y, O
Y —

==,

4 Mnn—1)...n—a+1)8

(1) No nosso arligo — Ueber den Eisenstein’schen Satz, impresso nos
Archiv der Mathematik de Leipzig (1886), publicAmos uma demonstragdo do
mesmo lheorema fundada na formula (5) do n.* 98,
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onde a somma S se refere a lodas as solucBes inteiras posi-
tivas da equacdo

a8+ ... A =n—a,

e onde o numero das quantidades «, B, ..., & é igoal a b.

Separemos n'esla equagio os lermos que contéem a deri-
vada d'ordem mais elevada, para o que se deve dar a a o va-
lor zero, e a a, B, ..., h 0os systemas de solugdes

aemp, fe=l ..., k=0

a=, f=W o, k=0

Teremos
(2) 4 (B) () (n)
mog¥’ Y Y 4 pyd—1 Yo
E.‘in lq ai . i?.F aa e }"1 + Elu byo n! Dq-
ou, pondo
VA "

a, = ¥y, 0y, = 31 % =57 ete.,

e notando que o coefficiente a, da série (1) é nullo,

A" @y = — 24% Sa, ag ... @,

Se A, é differente de zero, d’esta igualdade tira-se im-
mediatamente que a, nio pode contér em denominador facto-
res primos differentes dos que entram nos denominadores dos
coefficientes anteriores a,, ag, etc., e d’aquelles que entram
em 4,". Logo o numero dos factores primos differentes que
entram nos coelflicientes da série (1) é limitado, como queria-
mos demonstrar.

Se porém & A,V = 0, a ultima equacdo da pagina ante-
rior di, separando os termos que contéem y, — ¥, e notando
que o coefficiente a, da série (1) é nullo,

A @y y=— 24" Sa, a3 ... a,




d’onde se tira ainda, como no easo anterior, o theorema enun-
ciado, se 4,M é differente de zero.

Se é A, = 0 recorre-se aos termos que contéem y,* ~ ¥,
e assim successivamente.

Em principios anilogns se funda o theorema seguinte (*):

Se os denominadores dos cocfficien’es a., @, 41, elc. da
séric (1) contéem inlefinidamen’e faclores primos respecti-
vamente superiores a n, n + 1, ele., esta série nao pode
ser o desenvolvimenlo de uma [unceio definida por uma
equacaio

F@yy, . .- 49 =0,

onde F representa uma funccdo inleira de o, y, o, ... Y9
com coefficientes inleiros, sem annullar ao mesmo tempo

G, -
Il

Desenvolvimento em série de algumaos
funcedes transcendentes

112, — Exponencial. — K — Principiemns pela funcedo
exponencial ¥ = e, que da y™ = e, e portanto Y™ = 1.
Applicando a formula de Maclaurin, vem

-

et it m’ B (,?I'_—u—! itk

Ry= = ¢,
n!

Suppondo z comprehendido entre os dois inteiros m e
m -+ 1, o resto R, é o producto dos tres [aclores

(1), Este theorama foi por nds publicado nos lomos 1 e 1v dos Annales
de U'Ecole Normale Supérieure de Parvis. U erro de caleulo levou-nos a
enuncial-o de um modo inexacto que aqoi corregimos.
L
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a™ @ T r

LFH
i . AT €
ml'm—+1"m-+ 2 e ae

dos quaes o primeiro e o terceiro sdo finitos, e o segundo,
- .
por ser menor do que =y tende para zero quando n tende

para o infinito. Logo R, tende tambem para 0, quando n
tende para o infinito, e temos o desenvolvimento em série

z*

a T

P |
(1) el Tl

KX —Se z [Or positivo ¢ menor do que n - 1, temos
et ™ z z* ]
H"_m +(n + 1)1 g & " [l & n -4 -i+(n+l)‘+"f
e portanto

m-4 1)z
"f'<n!(n—i—- | —2)°

Se x [or negalivo e inferior, em valor absolato, an 4 1,
temos (n.® 19 — VII) i o i Al :
| = |*
nl

Ry <

Por meio d’estas formulas calenla-se um limile superior
do erro que se commette quando se toma para valor de = a
somma dos n primeiros lermos do seu desenvolvimento.

REE—Applicando a esta série o theorema de Eisenstein
conclue-se que a funcgdo e* é transcendente, visto que os coel-
ficientes contéem um numero illimitado de factores primos
differentes,

IV — Pondo na formula (1) = 0, vem

1
B e A S L

Por esta série calcula-se o valor de e mais rapidamente do
que pelo processo do n.* 27. ‘ gt
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Este numero ¢ ¢ irracional. Com effeito, se e fosse igual
m F
a uma fraccio Fd teriamos

m 1 1
Pt e ol B SR O TR
e portlanto
m 1 1 1 |
% *oalr _"ifl=(n+1)l+{n—|-?)l+"'

< i[ 1 +(n-jl--1)’ i ]

oun

i i
ﬂ._<ﬂ!n

SO o i
- J

L]

ou
{n—l)!m-—i(n[)—...—l(—:l;

€ portanto o numero inteiro positivo, que o primeiro membro
d’esta igualdade representa, seria menor do que uma fracgio,
0 que é absurdo.

Lambert demonstrou que todas as potencias inteiras de e
8d0 irracionaes, e modernamente o sr. Hermile demonstron
que este numero ¢ transcendente, isto é, que ndo pide ser
raiz de uma equagio algebrica com coefficientes racionaes (%).

IV — Appliquemos agora a formula de Maclaurin 4 func-

1
=T
£ ot 2 BE
onde = > 0, considerada por Cauchy para mostrar a neces-

sidade da discussio do sen resto, ainda que a série a que se
chegue, quando n augmenta indefinidamente, seja convergente.

(1) Comptes rendus de I'Académie des Sciences de Paris, tomo LxxXVIL

L%




Vamos vér, com effeito, que pode esta série ser convergente e
todavia o resto ndo lender para zero.
Derivando n vezes a funccdo y, vem (n.° 98 —1V)

nl(z-% (— 220 ... e—-{e
al B! ... X\l @V ... ()

yo) = ¢* + 2

5

resultado da fhrma

1
E S

e
) — p=
9 e 4 X A

onde A representa uma conslante, e @ & um numero inleiro
positivo.

Pondo depois —:.- = z, vem

a
F4

Yy = e 4 EA
1

ef

=+ 34 o

r'+r‘+l+'”+;!+{d_-l—T)!+'”

e, para & = 0 ou z =0, y®™ = 1.
Applicando pois a formnla de Maclaarin, vem

m"_l

y1+m+%+-»-+m—_m+f‘--

Quando n augmenta indefinidamente, no segundo membro
apparece uma série convergente cujo limite e* ¢ differente de
y; e portanto o limite do resto R, é differente de zero.

413.— Logarithmo de | + x.— Consideremos agora a
funccio

y=log (1 + 2).

Por ser

Y=+ LyW=(—1r-a—-0)1{142)"
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a formula de Maclaurin da

Tt a*
log (1 ) wm & — v o gt s
no— xﬂ_l
= k=1 Slfn,v—'l--'“"|Il
e (1=t . i o
h= o S = e s )

empregando a expressio do resto dada por Cauchy.

1) Se z estiver comprehendido entﬂre + ll e — 1, a frac-
- 1 ! S Gl F ) Tl
¢io T ¢ finita, a fraccdo (l T ﬁz) & menor dn'que
a unidade, e z* lende para zero quando n tende para o infi-
nito. Logo R, tem por limite zero gnando n augmenta indefi-
nidamente, e a funcgio proposta pode ser desenvolvida em
série pela formula

i:
-

we|

_1’“_ o
s

log (1 4+ 2) = 2 — F .-

2) Se o valor absoluto de @ for superior 4 unidade, esta
série é divergente (n.° 19 — III), visto que a razio dos dous

n 41 n

&I 5§
¢ — tende para o limile x, su-
n+1 n

perior & unidade, quando n tende para = .

Nota. — A formula precedente converge muito lentamente,
e além d’isso por meio d’ella s6 podem ser calculados os lo-
garilhmos dos numeros comprehendidos entre 0 @ 2; é por-
tanto necessario obler uma formula mais propria para o cal-
culo numerico dos logarithmos e applicavel a todos os casos.
Ponhamos para isso

termos conseculivos




e portanto

log p —log g =log (1 + o) — log (1 — a)

=2(m+—§ +§+"‘+%ﬂ+'“)

g = S8 PR =2 |

onde n é impar,
Esta série € tanto mais convergente quanto menor for
— ¢ e maior for p + g, e serve para calcular log p quando
0g g & conhecido. Pondo g ='1 di immediatamente log p.
0 erro que se commette parando no termo de grio n — 2
d’esta série ¢ inferior 4 somma da progressio

L e e e R
isto é, a

(p—aq»
2npg (p + qr—*"

A 44.—Funccoes circulares.—X—Consideremos a func-
¢d0 y = sen x. Temos, applicando a formala de Maclaurin,

. gb ;=1

" ®
== — g — — +—— — e
senT=ua 31 T & "'_{n—l)l—l_n! sen (9£+n2).

Visto que sen (Bx + n %) é finito e ;'?: tende para ze-

ro quando n augmenta indefinidamente, a formula prece-
dente di a série:

o aha+1
Sen & = — E'T—{— e (aa—_*_—ijj F ...

que tem logar qualquer que seja .
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~ XE—Do mesmo modo se acha o desenvolvimento em sé-
rie de cos x:

2 gt gt _
c°5'3="—2_3+ﬁ_---i(§m+“'

Nota. — As funcgbes sen @ e cos @ appareceram pela pri-
meira vez na Trigonomelria, e ahi foram deduozidas geometri-
camente as suas propriedades. Definindo estas funcgdes pelas
séries precedentes, pode se constituir analylicamente toda a
sua theoria (*).

IRX — Applicando a formula de Maclaurin 4 funcgio

y = arc tang

vem (n.” 99), considerando o valor de y comprehendido entre
™ ™
g Ye
: T e =
== T R — .. i
arclangz =o — = + 5 . |

+ R

Bo=(— 11! % sen® ¢, senn g,

onde ¢, é dado pela igualdade 6z = cot ¢,. Logo, quando
| @ | ¢ 1gual ou inferior 4 unidade, R, tende para zero quando
n tende para o infinito, e temos a série

Fm

3 x® e
I i = ST e A, - 3 At
arc lang z 3 - 5 1 .

Se & x >> 1 a série precedente é divergente.

() Tannery:— Introduclion & la théorie des fonctions, pag. 153,




Interpola¢io

145.—0 fim da interpolagio é procurar uma funcgio
f () que, quando a « se di os valores z,, 5, s, ..., @3, l0-
ma valores y,, ¥s. ..., ¥ dados.

Este problema é indeterminado, emquanto se nio di a
forma da funegdo. Aqui supporemos que se quer que a func-

¢Zo f (x) seja inteira e do grio k — 1, e n'este caso salislaz
evidenlemenle ao problema a formula seguninte, devida a La-
grange:

(£ — o) (@ — a3) ... (x — @)
tx1 = :.E,) (&, — I]) vae (I — x“) s

[ (@) =

(@ —a) (@ — ) .. (@10
(g — @) (X3 — &y) ... (T3 — T) b

...............................

x
¥ (Er — &) (@ — 7, —
'k ) (T a) .o (@ Tr —
1 1@. — Consideremos agora o caso mais geral de serem
dados os valores que toma a func¢io [ (2) e suas derivadas,
quando 4 variavel x se da valores parliculares.
Sejam «,, T, ..., &i, ..., &x 0s valores dados a x, e se-
jam os valores correspondentes da funcgdo e suas derivadas
0s seguintes : g

------------------




.............

Ys, Yoy .-y O
Ponhames (Y
F@=(@—o) ... (x —x)F ... (x — o)

e (n.° 39—1)

f (x) L i} M, Mg

(@ — a)®
onde My, My, ..., Mg sio os coefficientes de hP — 1, p8 — 2
: WP f (xi 4 h)
] " i
.+-, h® no quociente F (@ :
Por outra parte, chamand - U .,é,; SRR iRy
»++y Bg; etc. os numeradores das fraccdes sfples em que se

decompde a fraccio e -, lemos

F (x)
[@ _ 4@, fofd |, L A (@
F (x) r — &, @'}—-‘F:}! g (z — z,)*
B, [ () B @ . Ba [ (x)
g5 .rl-— & + (@ —azy)* (z — a)P
R e g e X

Lh(@, Bf@ L P@

e—an W—ap T T o

Pondo = x; 4 h, multiplicando por h® e ordenando se-
gundo as potencias de h, vem

(1) A analyse que segue ¢ tirada do nosso artigo — Sur une formule
d'interpolation publicado nas Memorias da Sociedade Real das Sciencias
de Lidge—(2.% série, lomo x).

18
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»
Mrat+h _ [a ha ]
F (z: + h) i hif(m;)—i-h fl (@) + -

308, [hﬁ—ﬁ f@)+ =L (@ + ; hé " (m.-)—i----]

@)+ @+ et gy P P w+---]

- RKE,

onde o termo RA® contém as potencias de h, iguaes e supe-
riores a @, que resultam dos oulros termos :

A, [ (= + D) .f (zi 4+ ) o
wi_$1+hl(ﬂ?i—5l'1+hj’, :

da funccdo considerada.
Temos pois

M, =B, [ @)+ By '@ + ...+ (;f_‘_ﬁ By 17— (@)

-------------------------------------------------

Mz = By [ (®);




1 Hﬁ
B—D!"z — =

_[_ y‘(ﬂ' T ’} -

Esta formula di uma funccdo inteira do grioa -8 4 ...

<+ » — 1 que resolve a questio proposta. Vé-se que, para a

applicar, é necessario decompor em frac¢bes simples a fraccio
1

F (z)°

Nora.—Tanto esta formula, como a de Lagrange, quan-
do algunmas das quantidades k, «, B, ... se tornam infinitas,
dio séries, cuja convergencia seri estudada n’outra parte
d’este Curso.

v

Desenvolviments em séric das funccdes
implicitas

A19.—A formunla de Maclaurin applica-se tanto 4s func-
¢oes explicitas, como ds funcgdes implicitas. Aqui vamos fa-
zer applicagio d'ella & funcgdo implicita y definida pelas equa-
coes

y=[(),u=1+z9 (u)+ 29 W)+ ... + =* ¢ (u),

que vamos desenvolver em série ordenada segundo as poten-
cias de .

Derivando a segunda equagio relativamente a « e a |,
vem

g’=‘?: (W) + 22 ¢ (u) + ... + ka*—* g (w)

o gy (0) + @ 9 () + .. 2 e ()] T
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d i
g =1 tEeim+ . e W]
e portanto
g P +2 Fo bkt W)
7 o 1 ) T 2R () o el - ? (W]
on
du _ o du
d2 *at”
pondo

0, — o, (u) + 20 9 (W) + ... + ko* = g (1),
Mas é
dy _dy du dy _ dy du
r dudzx’ dt du * dl’
logo teremos
dy . dy

de ~ * di°

Derivando esta equagio relativamente a x e a ¢ e chaman-
do 6, a derivada de 6, relativamente a , considerando  como

constante vem

dy  d u'y [ df, du]
de2 = dx di e Nt u'u- dt
By _dy, , dy dy du
de di ™ di® % dt “du’ di’
e portanto
:f’y ff‘y . [ dﬁ duJ
dz? dF ¢ —I— b + %, 1 du dl




ou

dy
d*y d{-- 92 dy
E=4%J+H%

Derivando esta equagio relativamente a « obtem-se do
mesmo modo

o 2 a(l0s)
dy 8 il + 3 dt + n’_y
dz? de dt dt ¥

@ assim successivamente.
Em geral, podemos por

di—1 (:i_:’ Y0P ... 9,*)

T dii — 1 :

sendo 4, 4, a, B, elc. numeros inteiros que vamos determi-
nar. :

_Para isso, appliquemos a formula precedente 4 funceio de-
finida pelas equacdes

Y=, u=t+o+a + .. +2

0 que da

lu d*u d*u
6, = S i -
1 I+2-T+..-+kmk d.ﬂ:le’ dﬁ"as d:nleml

e leremos
01 32 (4 (35 .
dz= 77 dif \dz/ \dz*/ " \dz*/ °

Por outra parte, lemos (n.° 98 —1V)

7 n! diy (du\s (d*uys
dz"_za!ﬁ!...l]{?!}."...(kl)’"di-i" (Iz) ({E')
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onde o sommatorio se refere s solucBes inteiras e positivas
da equacio

a4+ 2B+ ... +kB=n,
e onde é
i=a4+B+ ... +A\

Comparando as duas formulas precedentes obtem-se o va-
lorde A e osdea,B, ..., e vem pois

i—1 if_!,f zg B A
dvy 2 o 7] |_"'” 9, 9,- ...91:]
dz” al Bl AL@UE... (KD dii—1 i

Pondo agora x == 0 nas formulas
Oy =, (W) + ... + ka*—* @ (u)
0 = 2, (W) + 2. 32 7y (W) + ... +h(k— 1)z~ o ()

---------------------------------------------------

0p = k! ?k(u),
yem
0, — o, (u), 8,=21¢ (u), ..., h=k! & (u),

Bg+1=31+’= A _'—'—-0;

e portanto
el g nl a0 (5 0 (5 0)° ... (5 )]
dz*), alBl..Al’ dif =1

onde

at+B+...+M=ni=atp4... +A

Applicando &s funcgBes propostas a formula de Maclaurin
vem pois o desenvolvimento pedido:

-
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m—1gn | di=a[f(0 gy (0% ... gx(O)
y=“”+.imz%m?"...;.f ! e o J+H’

D’esta formula, que publicimos no nosso artigo Sur le dé-
veloppemen! des fonctions impliciles (Journal de Mathéma-
tiques de Liouville—3.* série, tomo vur), lira-se, pondo k = 1,
a formula notavel

l—‘—] Iﬂ—l -*” I”-
y=fo+ 2 L LLORTN g,

devida a Lagrange (%), que d4 o desenvolvimento em série da
funcgio y definida pelas equacdes

y=1_[(u), u=1+ 29, (¥

As condicdes de convergencia das séries precedentes, que
se nio podem tirar da consideragio do resto, por ser muito
complicado, serio dadas n’outra parte d’esle Curso.

Maximos € minimos

A48, —Diz-se que a funccdo y = [ (x) é mazima ou
tem um valor mazimo no ponto x = z, quando o valor [ (z,)
da fune¢do é maior do que os valores que ella tem nos pontos
visinhos de @,; isto &, quando existe um valor h, tal que a des-
igualdade

[(@y +Rh) —[(x) <0

é satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre
h, e — h
"

(1) Oeuvres, tomo m1.
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Do mesmo modo, diz-se que a fancio é minima ou tem
um valor minimo no poato @ = r, se a desigualdade

@+ k) —[(x)>0

é satisl’e;!ta por todos os valores de h comprehendidos entre
e — h,.

"Sealf ncedo dada tem nma derivada finita no ponto #, a
funcgdo cresce com x na visinhanga do ponto z, se o numero
' (x,) é positivo e decresce se este numero é negativo (n.° 61).
Logo, para que no ponto x, a funcgdo tenha num valor maximo
ou minimo, deve ser f/ (z,) = 0.

Supponhamos pois que é [ (z,) = 0 e qne a fanccio [ (z)
tem no ponto x, uma derivada de segunda ordem finita e dif-
ferente de zero. Temos (n.” 62 e 53)

[ (@ + k) — [ (@) = hf' (@ + 6h) = Ok* [[" (x,) + &,

onde ¢, representa uma quantidade infinitamente pequena com
h, e 6 uma quantidade positiva menor do que a unidade; e
esta formala (atlendendo a que, por ¢, tender para zero quan-
do h tende para zero, existe um numero positivo h, tal que a
desigualdade | &, | < | f" (x,) | & satisleita pelos valores de h
comprehendidos entre h, @ — h,) mostra que é satisfeita pelos
valores de h comprehendidos entre h, e — h, a designaldade

[@+h)—[(2)>0
se o numero " () é positivo, on a desigoaldade
[ @+ B — (@) <0
se o numero [" (z,) é negalivo. Logo a z = x, corresponde
um valor minimo de ¥ quando [ (z,) é posilivo, e um valor
maximo gquando { " (x,) é negativo.
Se for f" 45$1 = 0 ¢ a funcgdo [ (x) tiver uma derivada

de terceira ordem finita e differente de zero no ponto z, te-
mos a igualdade

[+ ) —f ()= 5 I [" (& + oh)
O3 [ (z) + s,

1| =
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onde s, representa nma quantidade infinitamente pequena com
h; e esla igualclaule, altendendo a que existe um nomero h,
i (@) | & satisfeila pe-
los valores de h wmprehendldm entre — h, e h;, mostra que
o signal da differenca [ (z, 4+ h) — [(=,) nmda com o signal
de h quando h varia desde — h, até h,. Logo no ponto z, a
fancedo f (x) ndo pode ter valor maximo nem minimo.

Continunando do mesmo modo, chega-se & regra seguinte
para achar os valores de x que tornam a funegio y maxima
ou minima : .

Resolve-se a equacio [’ (x) =0, e substitue-se eada um
dos valores obtidos para x nas derivadas sequinles [" (@),
[" (), ... [* (z) alé enconlrar uma [* (z) que nao se an-
nulle. Se esta derivada for d’ordem impar, ao valor de @
considerado ndo eorresponde nem maxvmo nem minimo;
se for de ordem par, ao valor de x considerado correspon-
de um mazimo se este valor tornar [* (x) negativa, e um
minimo se tornar f* (x) posiliva.

Substituindo depois estes valores de x na funcedo pro-
posta obléem-se os valores maxrimos e minimos procurados.

Exemero 1.° — Para achar os valores de @ que tornam ma-
Xima ou minima a funccdo

y=2a— 924+ 122 — &
temos de resolver a equacio
Yy =62 — 182+ 12=0

quediz=1ezr=2
Sobstitnindo o valor # = | na derivada

y'=122 — 18

vem um resultado negativo, e porlanto a & = | corresponde
am maximo y = 1 da funcgio considerada.

Substituindo o valor £ = 2 na mesma derivada vem um
resnltado positivo e porlanto a @ == 2 corresponde um mini-
mo y = 0.

ExenpLo 2.°— Achar os pontos da cycloide onde o raio de
earvatura é maximo, e onde é minimo.

Para isso basta procarar os valores de [ que torpam (n.°
89 — III) a funcgio
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f() =1 — cost

maxima ou minima.

Temos para isso, considerando uma arcada da cycloide,
f' (1) =sent =0, 0 que di t = 0, =, 2=; e portanlo 0s
pontos onde o raio de curvatura pode ser maximo on minimo
8d0:

r=10 r = Tr r = 2=r

: | 1 e

y=10 Yy = 2r y=10

A derivada [ ({) = cos ¢ & allernadamente igual a - 1
e a — 1; logo no primeiro ponto o raio de carvatura é mi-
nimo, no segundo ¢ maximo e no lerceiro é minimo.

Substituindo os valores de ¢ na expressio de R vé-se que
o maximo valor do raio de curvatura é &r e 0 minimo valor
é zero, como ja sabiamos.

: = 1
ExexpLo 3.°—No caso da funcgdo y = cos s temos de

resolver a equagio

1 1
y = asen— = 0

: : , - I
que déi, considerando s6 os valores positivos de @, # = =
onde k=1,2 3, ..., =o.

A derivada segunda

po | 1
di y' = k* =* cos kw; logo a 2 = — @ =5, elc. cor-

respondem alternadamente o minimo — 1 e 0 maximo + 1.

Temos aqui o primeiro exemplo d’uma func¢do que, quan-
do x se approxima indefinidamente de zero, oscilla entre 4 1
e — 1; d¢ modo que, entre zero e um outro valor determi-
nado dado a #, tem um numero infinito de maximos e mini-
mos. No ponto £ = 0 a funcg¢do é indeterminada.
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ExempLo %.°— Consideremos a func¢do y = X,, X. repre-
sentando um polynomio de Legendre (n.° 110).

Como as n raizes da equnacio X, = 0 sio reaes e des-
ignaes e estio comprehendidas entre 4 1 e — 1, a equacio
X, = 0 tem (n.* 62) n — 1 raizes reaes e desigunaes com-
prehendidas entre os mesmos limites,  nenhuma d’ellas an-
nulla X”,. Logo o polynomio X, terd n — 1 maximos e mi-
nimos comprehendidos no intervallodez =41 az = — 1.
No caso, por exemplo, do polynomio

aequac:lu.!’,::-ﬂd:’;m:\/; Bx=—\/';-, . A pri-
)

meira raiz torna X', positiva e a segunda torna-a negativa;

N s e g i
logo & primeira corresponde um minimo — V e a4 se-
a2
- |
gunda um maximo - \/—a— .

A49. —Pela regra precedente acham-se os ponlos em
que a funccio [ (x) é maxima on minima e admille uma de-
rivada finita. Para achar pois todos os pontos em que [ (2) é
maxima ou minima, é necessario considerar ainda os pontos
em que esta funcgdo ndo admitte derivada, e os pontos em
que a derivada é infinita.

Seja &, um d’estes pontos. Para vér se n'elle a funecdo é
maxima ou minima, basta vér se a derivada f' (z, -+ h) muda
ou nio de signal com h, quando h varia desde — h, alé + hy.
Com efleito, se [* (z, + h) muda de signal com h e passa de
negaliva para positiva, a funccio [ (x) passa de (n.° 61) de-
crescenle para crescenle, e portanto no ponlo x, € minima.
Se [’ (#, + h) muda de signal como h e passa de positiva
para negativa, a func¢io f (r) ¢ maxima no ponto r,. Se
' (z, 4 h) ndo muda de signal com h, a func¢io [ (2) ndo &
maxima nem minima no ponlo z,.

Applica-se este mesmo methodo quando se procuram o0s
maximos e minimos correspondentes aos pontos que satisfa-
zem A equacio [7 (z) = 0, se & fancgdo f () ndo admitle no
ponto z, algumas das derivadas a que é necessario recorrer
no methodo exposto no numero anterior, ou se alguma d'es-
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tas derivadas é infinita n’este ponto, e ainda se o methodo
anterior leva a calenlos complicados.
ExemprLo. — A funceio

y=f@=b+@—a

9 .
y"'-:_:i-f.l'-—-—ﬂ,'l o

A derivada y' torna-se pois infinita quando é ¢ = a, e

pode portanto a funcgdo ser maxima on minima no ponlo a.
gRes .

Pondo & = a 4+ h em [’ (z) vem o resultado 3 ¥ P

e portanto [7 (a 4 h) passa no ponto a de negativa para po-
sitiva. A @ = a corresponde pois um valor minimo b da fune-
¢do dada.

420. —Se a funcgio cnjos maximos e minimos quere-
mos achar, for a funcedo implicita y definida pela equacdo
F (@, y) = 0, determinaremos, pela eliminagio de z e y en-
tre esla equagio e a equacgio

aF
s
f — — —
y o e 01
Wy

os valores de z que tornam ¥ maximo on minimo e os valo-
res de y correspondentes. Sabstitnindo depois estes valores
nas derivadas y", y'". etc., vé-se, pela ordem da primeira de-
rivada que nio se annulla e pelo signal do resultado, quaes
d’estes valores de y sio maximos on minimos.

ExespLo. — Procuremos as ordenadas maxima e minima
da hyperbole cuja equagio é

22 4 3zy — 2 4 50 = 0.
Eliminando z e y entre a equagio precedente e a equacio

,_i.r--5-5y_u
 dy—3z
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oun
dr 1+ 3y =0,
vem £ = + 3, y = F 4.
Derivando y' e pondo no resultado x = 3 e y = — §,

vem para " um valor negativo; logo a abscissa & = 3 cor-
responde uma ordenada maxima y == — &, ou uma ordenada
minima negativa cujo valor absoluto é ignal a §. Os valores
T=—23, y =4 dio a ¥ um valor positivo; logo & abscissa
& = — 3 corresponde uma ordenada minima y = .

124, — Funccoes de duas variaveis independenles. —
Diz-se que a funcgao de duas variaveis z = [ («, y) é mazima
no ponlo ¢ = r,, y = ¥,, se o valor [ (x,, y,) da funcgio é
maior do que os valores que ella toma nos pontos visinhos
de (z,, y,); isto &, se existe um valor & tal que a desigualdade
[ (=, + ;L. ¥, + k) < [ (2, y,) seja satisfeita por todos os
valores de h e k comprehendidos entre — & e 4 3.

Do mesmo modo, diz-se que a funcgdo é mintma no ponto
(yy y,) se a desigualdade

[@+ by + k) > [ (2 9)

¢ salisfeita por todos os valores de h e k comprehendidos en-
tre — e+ a.

- T W X
Supponhamos agora que 37 & 5 840 funecBes continnas de

w
Z ey, e procuremos os valores de ¢ e y que podem tornar z
maximo ou minimo, Para isso, podemos considerar a varia-
vel independente y como func¢do arbitraria de @, e portanto
seri condigio necessaria para que 7 seja maximo ou minimo
que seja satisfeita a equacdo

34 3z
= = ——
ar ay

el

y;=0:

que, por ser ¥' arbitraria, di

az iz
e 0 0.

I@'__'_

Estas equagoes determinam os valores de @ e y que podem
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dar a z um valor maximo ou minimo. Seja @,, ¥, um systema
dos valores de & e y que salisfazem a estas equagdes.

Derivando z' e attendendo i segunda das equaches prece-
denles, vem o trinomio

Pz ¥z Az
e e er G0 el
B ioy T R e ¥ +,y.y '
Az N\ Nz Pz ( Nz )’
o A i i
. o e ) ’
nyt oyt

que, para aos valores &, e y, de z e y corresponder um valor
maximo on minimo de z, deve ser nullo ou ler sempre o
mesmo signal, qualquer que seja o valor de y' (mesmo infi-
nito), quando se substitue x e y por z, e y,. Para isso é ne-
cessario evidentemente que uma das condicdes

2z Pz ( Mz )
w T ey =0
seja salisfeita por estes valores de = e y; e o signal de z"
3

: ' ¥z
seri 0 mesmo que o signal qne loma P

A segunda d’estas condi¢bes é mesmo sufficiente para que
no ponto (z,, ¥,) a fanc¢do z seja maxima ou minima, porque,
quando ella tem logar, z" é differente de zero e tem sempre
0 mesmo siEnaI, qualquer que seja y'.

\, O3 2 > v
Se for - i 0e g <(} no ponto (z,,y,), a expressio

7 2z
R RN s R
" ! ;.5 i Yy
mostra que o signal de =" mnda com o valor de y', e portanto
a funcgio = ndo é maxima nem minima no ponto (zy, ¥,).
Se for no ponto (z,. ¥,

Pz ?z (a’:)__ﬂ >,
Wy Vwy g <"




z" & nullo quando a y' se di o valor « que tem a fraccio
Az Py s o
(+— oy : 3—) no ponto considerado. Recorrendo n’este caso
is derivadas segnintes, ponha-se z = =, y = ¥,, ¥ = a,
y' = y'" = ... = 0 nas expressfes de 3", 2z, elc., ale en-
contrar uma que nio seja nulla. Se esta derivada for d’ordem
impar, a funcgdo z ndo pode ser maxima nem minima no ponto
(x,, ¥,); se esta derivada for d’ordem par e o seu signal for

2~

: : ¥z i |
differente do signal de — tambem z ndo & maxima nem
minima no ponto considerado; finalmente se esta derivada for

; - Az = ‘ .
d’ordem par e tiver o signal de S funcgio serd maxima
ou minima no ponto (x,, ¥,) segundo este signal & S ou -

; . - Wy
Se os valores z, e y, satisfizerem 4s equacoes -ay—'; = 0,
¥z
ax
applicavel, mas pode-se em todo elle trocar z por y e obtéem-se
as formulas applicaveis a esle caso.

., Pz a1z
Se for g = 0, -a;"?' = 0

Pz 2 e
= (), sem que annullem gt ? o calenlo anterior nio é

z
’ ﬁ == 0 no ponto (z,, ¥,),
z'" @& identicamente nulla, e é portanto necessario recorrer
derivada z"" que deve ser nulla, qualquer que seja y', para
ne n'este ponto possa z ser maxima on minima, e depois a
ﬂeri\rada z@®, que deve ser nulla ou ter sempre o mesmo si-
gnal qualquer que seja y', elec.

Podemos resumir a parte principal d’esta discassdo na re-
gra seguinle:

Para achar os valores maximos e minimos de z, re-
solva-se relativamenle a @ e a y as equacies

Z )4
0

E:I ,@=[]

¢ substitua-se cada systema dos valores resullantes na ex-
pressao

( 2z Mz a'z)
T T eyl

Os syslemas de valores que ddo A > 0 lornam z ma-




w
=
(3]

z : s
ximo se o valor correspondenle de —5 ¢ negalivo, e mim-
Ly

y’

mo se esle valor ¢ posilivo,

(s systemas de valores que ddo A < 0 ndo lornam z
marimo nem Mminimo.

P'ara estudar o que acontece nos pontos em que é A = 0,
é necessario recorrer ds deriradas de z de ordem superior
i sequnda.

ExempLo. — Achar a mais curla distancia entre um ponlo
(Zy, Yo Zo) # um plano

z = Az + By 4 C.

Temos de achar os valores de # e ¥ que tornam maxima
ou minima a fancgio

R=@—a)+y—y)+E— z),

onde z é dado em funcgio de z e y pela equagdo do plano.
As equagdes que delerminam x e y sio pois

@—QQE—II—J—QA('—"J-—'U a—,f--—-"’(: W)+ 28(z—354)=0;
e o)1 S—ol=l, W =2(y—7Yo)+2B(z—324)=0;

e como estas equacoes sio as de uma recla perpendicular ao
plano, segue-se que o ponto pedido ¢ o pé da perpendicular
abaixada do ponto sobre o plano, como ji se sabia.

Tirando d’estas equacdes e da equacio do plano os valo-
res de z, y e z e substituindo na expressio de D, vem a for-
mula

Axy + By, + € — z,

D = :
(1 4 4* 4 13)*?

que di a minima distancia pedida.
Podemos verilicar que o precedenle valor de D é um mini-
mo. Com effeito, pondo na expressio

22 (a'l H’)’

T Ny
AP ® e ) 2
5 — ), 5 == (B ), o5 = 4B
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vem o resultado & (1 4 4* 4 B*), que, por ser positivo as-
sim como a derivada T mostra que o valor precedente de
D* é um minimo.

VI

Indoterminacies

122.—Se a luncgio [ (x) & indeterminada quando z = a,
chama-se verdadeiro valor da funceao no ponto a o limite
para que tende [ (z) quando @ tende para a. Vamos procurar
este limile em alguns casos mais importantes.

K —Se for

()
r@ =@
e as funcgdes ¢ (z) e ¢ (z) se annullarem quando # = a, a
funccdo rednz-se a o © vamos achar o sen verdadeiro valor.
Por ser (n.° 62)
g(a4+h) o (a6 h
bY@+ R Y@tohn’

quando as funcides 7 (x) e ¢ (z) sio continuas no ponlo a e
admittem derivadas de primeira ordem finilas nos pontos vi-
sinhos de a, temos, n’esle caso,

[(a+ h) =

: g a0 R
f(a] = nll_l."u ,r{ﬂ- -}- J'I:I = hlI,EID Erm .

Se for ¢’ (a) = 0, ¢' (a) = 0, temos do mesmo modo

T lprfﬂ—.’—a, .Jl]_' . 9" (@ 4 64 h)
[ (a) hll_l'ﬂn T@Toh = lim TErah:
19




Em geral, se forem nullas as funcgbes ¢ (a), ¢' (@), ..+,
e —1(a)ed (a),d (a), ..., $» —* (a), leremos

+ 6. h) %" ()
Foh  am @

[ (@) = lim —g

Por esta formula calcula-se o valor de [ (a) quando se sabe
achar o limite para que tende o sen segundo membro.

Se as funcgdes ¢" (x) e ¢* (2) forem continuas no ponto a,
esta formula da

__ ¢ (a)
| (@)= g

: " 1 :
No caso de ser @ = oo, podemos por x = i depois
fazer tender ¢ para 0. Temos d’este modo

9B _ o(7) %f(})_ v

=%

Inlo=mamtsion - n, o’

i IE ?

e a regra anterior é ainda applicavel.
Exgxupro. — A funcgio

o (=) cosxr — 1
y_¢[m) e* — | — sena

¢ indeterminado quando x = 0, assim como a funcgio

(x) — SBN T
e" — ¢0S T

l.F l.]‘.'}

A fraccio

o' (@) | s
(@ & + sen @




6 ignal a — 1 qnando é # = 0; logo — 1 é o verdadeiro
valor de y correspondente a z = 0.

HX — Seja agora [ (a) = :%; = 2 e procuremos o ver-
dadeiro valor d’esta frac¢do, isto é, o limite para que tende
L) quando z tende para a.
¢ ()

Representando por @, um numero tal que esleja com-
prehendido entre x, e a, e suppondo que as funcgdes ¢ (z) e
% (¢) admittem derivadas finitas no ponto z, e nos pontos
comprehendidos entre o, e a e que ¢/ (z) é differente de zero
n’aquelles pontos, temos

[ () — ¢ (2] [1 _'ifﬂ‘ro}}] 7' (2o 6h) (| _'1*_!'@)

pr) = ¢ (@)
% (x) : Px)| ' ? (7))’
@ =) [1 2] ¢+ o (1 -2
onde é h = & — x,. r
Suppondo agora que a fracgio y tende para um li-

' (@)
mite determinado 4, quando « tende para a, tambem a fracgio
¥ (x + 6h)
¢ (x + Oh)
@, Visto que &, - Oh esti comprehendido entre @, e e por-
lanto entre &, e a. Podemos pois dar a , um valor tio pro-
::iimtn de a que esta fraccio diffira tio pouco quanto se queira

ed.

Depois de escolher d’este modo a,, por ser

tende para o mesmo limite quando z, tende para

i q‘, (mﬂ]
G (.
E == a l ey T‘ {-T.]

? (@)

1

podemos dar a ¢ um valor tio pequeno que, para os valo-

res de « comprehendidos entre a — c e a —+ &, a fraccio
awy 9 (‘fl}}_
SRR
TR (o)
? (@)

diffira da unidade tio pouco quanto se queira.
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Podemos pois dar a @, num valor tio proximo de a e a ¢
am valor tio pequeno que, para todos os valores de & com-
- h Z) o .
prehendidos entre @ — ¢ € @ s, a [racgdo -z—fi))— diffira tao
pouco quanto se queira de 4; e temos portanto (%)

— tm 2@ _ iy 7@
fifay == B il = I rre)

e, se ¢ (r) e ¢ (x) sdo conlinuas no ponto a,
_¢ (9
,f(a) T 'tla' I:CI'.) '

Logo acha-se o verdadeiro valor da fracgdo considerada
pela mesma regra que no caso anterior.
Se for 4 = oo, leremos

10 o @

lim = -
z=a tP(m') ﬁnd?(‘:)
o 9 (E) A
e portanto lim o . O theorema é pois ainda ap-
plicavel.
Exempro. — A funecdo
g(@)  logz
1@ &

da 32 quando é & = 0. Mas o0 quociente

1
¢ () z z
i (z P T el n
7

¢ nullo quando & = 0; logo & tambem pulla a fancgdo con-
siderada.
IIX —Se a [uncgio

(!) A demonstragio precedente & tirada do Caleolo differentinle d2 G-
nocchi @ Peano (Tarin, 1884).
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[(@) = ¢ (z).% (@)

se reduzir a 0 X = quando x = a, acha-se o seu verda-

deiro valor applicando a regra anterior a fracgio #ﬂ—j,que
3 ¢ (@)
se reduz a o roua fracgdo -&, que se reduza 22 .
? @)

Exgmpro. — A funcgdo

G SR

di 0 x o quando é n = . Para achar o seu verdadeiro
valor, consideremos a fracgio

2
n

r — 1

i 4
n

0 . :
que se reduz a -+, e que di, derivando o numerador e o de-

nominador relativamente a n, a fraccio

1

i =
— log =
'1 7

Tt

que se reduz a loge quando é n = . Logo temos a for-

mula notavel
1
logz = lim n(.-::' — 1).

XV —Se a fancgdo f (z) = ¢ () — & (#) se reduzir a
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@ — % quando é @ = a, acha-se o seu verdadeiro valor
applicando a regra anterior & frac¢io

|

i S
(@) (=)
T

z) % ()

=

0
que se reduz a 7

. ¢ (x) ;
¥ —Se a funcgio y = ¢ (x) se reduzir a 0°, 1%, o0
quando é £ — a, acha-se o sen verdadeiro valor applicando
a regra anterior a funcgio

logy = ¢ (2) log ¢ (%)

que se reduz a 0 X <.
Exempro. — A funcgio

g =1+ Z£),

ﬂuandu n = w, di 1°. Para achar o seu verdadeiro valor,
eterminemos o verdadeiro valor da func¢do

o1 +5)

logy=nlug(1+%)= :
-

que se reduz a %, o que di logy = =, e portanto y = e*.
Temos pois a formula

o= dim (1 4+ 2).




CAPITULO VI

AFPI.IE.H;I‘EES GEOMETRICAS DA FORMULA DE TAYLOR

Curvas planas

A23.—Conlacto das curvas planas. — Sejam
y=/[(@ ¥Y=F (X

as equacdes de duas curvas que passam por um ponto cujas
coordenadas sio a, e y,. Se a differenca F (2,4 h) — [ (2, + h)
de duas ordenadas das curvas, correspondentes 4 mesma abs-
cissa @, - h, for infinitamente pequena de ordem n + 1 re-
lativamente a h, diz-se que as carvas téem no ponto (z,, Ys)
um contacto de ordem n.

Se pelo ponto (zy, y,) passar uma terceira curva y = ¢ (x)
que tenha com a curva y = [ (2) um contacto de ordem m
e se for n > m, a segunda das curvas consideradas appro-
Xima-se mais da curva y = f (), na visinhan¢a do ponto
(s %), do que a terceira curva y — o (z). Com effeito, re-
presentando por B e a as differengas F (x, - h) — [ (z, + h)
e (@ 4+ h) — [ (=, 4 h), é por delinicio

B=h (A +¢), a=h" B+,

onde A e B representam quantidades finitas differentes de
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zero, ¢ = e ¢ quantidades infinitamente pequenas com h; e
portanto temos a igualdade

a—pB=~h"[B+ ¢ —h*"—=(4 + s,

a qual faz vér que se pide dar a h, um valor tio pequeno
que o — B tenha o signal de h™ (B + ¢'), isto é o signal de
a, quando | h | <C hy. Serd pois, para lodos os valores de h
comprehendidos entre — hy e + h,, B < a.

424, — As condicdes analylicas para que as curvas con-
sideradas tenham um contacto de ordem n decorrem imme-
diatamente da formula de Taylor, que da

F (zy + h) _f(rn+h}=F(-fo}'" f{-'-"n}
FRIF @) — [ @]+ e A [ @) — f* @)
L #m [P+ (@ 4 6k) — f*+1 (@, + OB)].

Com effeito, se as funcgbes f (z) e F («) admittirem deri-
vadas alé 4 ordem n 4+ 1 conlinuas no ponlo &, para quea
differenca F (z, + h) — [ (¥, + h) seja infinitamente pe-

nena de ordem n -+ 1 relativamente a h, é necessario e suf-
ficiente que as differencas

F(Sd—f(%),ﬁ{ﬁo}—-r(xu],...,F‘(Tr,)—f'(:.'ﬂoJ

seﬁ"im nullas, e que a differenca F» + 1 (z,) — f* +1 () seja

differente de zero, o que di o segninte:

THEOREMA. — Se as funccies F (=) e [ (z) admillirem de-
rivadas até d¢ ordem n 4 1 conlinuas no ponto x,, as con-
dicoes necessarias e sufficienles para que.as curvas consi-
deradas tenham no ponlo (z,, yo) um conlacto de ordem n

sdo:
[ (@) = F (aq), [' (@) = F' (@), -+o, [* (@) = F* (@),
e que [+ (z,) — P+ (z,) seja differente de zero.

125.—S¢eja y = [(z) a equagio de uma carva dada e
¥ = F (X) uma equagio com n - 1 parametros arbitrarios,
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que representa uma familia de curvas. A curva d’esta familia
que tem com a curva dada um contacto de ordem mais ele-
vada no ponto (x,. y,) diz-se osculadora da carva y = [ (@)
no pounto (x, y,). Para obler esta curva deve-se dispor dos
n -+ 1 parametros de modo que sejam satisfeitas as n 4 1
equacdes de condigdo precedentes, e o contacto das duas cur-
vas serd de ordem n ou de ordem superior a n, segundo a
differenga [+ (z,) — ™ +1 (z,) é differente de zero ou
igual a zero.

126. — A doutrina precedente, devida a Lagrange (),
vae-nos apresenlar, debaixo de um novo ponto de vista, al-
guns dos resultados obtidoz no Capitalo III.

N —Se quizermos achar a recta osculadora da curva
y = [ (x) no ponto (&4, y,), temos de delerminar as constan-
tes 4 e B que enlram na equacio

Yy =4X -+ B

da recta, de modo que sejam satisfeilas as condigdes do con-
tacto de primeira ordem :

Yo = A2y + B, [’ (z,) = A.
A equacdo da recta pedida é pois
g Yo = )ﬂ ':xn" X — -T'Q:It

e portanto é tangente i curva dada.
Por ser Y = ¥" = ... = 0, a tangente tem com a
curva proposta nm contacto de segunda ordem nos ponlos

que satisfazem as condigdes [ (&) = 0, " (x,) 2 0; um
contacto de terceira ordem nos pontos que satisfazem 4s con-
digdes [" (&) = 0, [™ (z9) = 0, [* (&) Z 0; ete.

XX —Se quizermos achar o eireulo osculador da curva
y = [ (x) no ponto (x,, ¥,), temos de determinar as constan-
tes arbitrarias a, b, R que entram na equagio

X—ap+ (¥Y—0b)=h,

(Y Lagrange:— Théorie des fonctions analytiques.
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de modo que sejam satisfeitas as condi¢des do contacto de se-
gunda ordem :

[ @) = F (@), [" (@) = F' (@), [" (xg) = F" ();

que, por serem as funcgdes F (z,), F' (z,) e F" (x,) dadas
pelas equacdes :

(#o — @) + [F (z) — b = R*
2o — a + [F (@) — b] F' (z) = 0
1+ [F @) + [F (z) — b] F (z)) = 0,

se reduzem a [pondo y,, ¥, ¥", em logar de [ (z,), [’ (x),

(2]
@ — 0 + (g0 — bf = I*
T — @+ (Yo — b) ¥y =10
U+ 98+ o — B g = 0.

D’estas equagDes tiram-se os valores das coordenadas a e
b do centro e o valor do raio # do cirenlo osculador :

3

1+y's)* oA+ 1+y

!fz(_}-_#.a:;ﬁ—yn '#E'{’:yo'f' -I—”yu :
A ¥y ¥

Da comparacdo d’estas formulas com as que dio as coor-
denadas do centro e o raio do circulo de curvatura (n.° 88 —
I), conclue-se que o circulo de curvalura e o circulo oscu-
lador, correspondentes ao mesmo ponto de uma curva dada,
coincidem.

42%5.— Ponlos d'inflexdo.— A delerminacio dos ponlos
d'inflexdo da curva y.= [ (z) é [acil de conseguir por meio
do theorema do n.® 86— I1I. Com effeito, se [” (x) é uma
funcgdo continua no ponto z,, da igualdade

" @+ B) = [" () + &y

onde ¢, representa uma quantidade infinitamente pequena com
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h, conclue-se que, para (" (#) mudar de signal no ponto =,
¢ necessario que seja [" (z,) = 0. N'este caso, suppondo a
fancgdo f™ (m[g finita no ponto xp, a igualdade (n.® 52)

[" (@ + k) = h [[" (®) + el

onde e, representa uma quantidade infinitamente pequena com
h, mostra que " (x, -~ h) muda de signal com h, e portanto
que (z,, ¥,) ¢ um ponto d’inflexio, se " (x,) é differente
de zero.

No caso de ser [ (x,) = 0 e de a funcgdo [* (¢) ser fi-
nita no ponto x,, a igualdade (n.* 62 e 52)

7 o ) = 15, 1% (@ + 0y = G [ 29 + )

mostra que, para f” (z) mudar de signal no ponto (zy, ¥,), é
necessario que seja [* (x,) = 0. Logo, se esla igualdade nio
¢ satisfeita, (z,, 9,) ndo e ponto d'inflexdo.

Continuando do mesmo modo, conclue-se a regra seguinte:

Para achar os pontos de inflexdo de uma curva cuja
equacao é dada, determinem-se x e y por meio da equacdo
da curva e da equacao y" = 0,

Substilua-se depois cada grupo (z,, y,) de valores resul-
lantes nas derivadas sequintes de y. Se a primeira derivada
que ndo se annulla [or de ordem impar, o ponlo (x,, y,) ¢
um ponlo de inflexdo, se for d'ordem par o ponto nao ¢ de
inflexdo.

Exempro 1.°—Consideremos a curva cuja equagio é

y = A sen (ax + b) 4+ B.
Teremos
Yy = Aa cos (aw + b), ' = — Aa® sen (azx + b);

e como 0s valores de # que tornam ¥" nulla sio dados pela
relagio ax + b = k=, onde & representa um inteiro qual-
quer positivo, negativo ou nullo, e como estes valores de @
nio annullam a terceira derivada

y" = — Aa® cos (ax + D),

0s pontos (:'—biiﬁlr > B) serio os pontos d’inflexio da cur-

(1]
va considerada.
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Exeyprro 2."—A fuancgdo y = o 4 (@ — 1)7 da
Y=14+T@— 185y =7.6@—1) ..., y"=T7I

Como o valor = 1 annulla a derivada y”, e como a pri-
meira das derivadas seguintes que este valor dé z nio annulla
¢ d’ordem impar, o ponto (1, 1) é um ponto d'inflexio,

1 28.—No processo anterior para achar os pontos d’'in-
flexdo parte-se da hypothese que a derivada y” é continua,
Logo pbde ainda haver outros pontos d’inflexio em que esta
derivada nio exista on seja discontinua. Além d'isso, se y" é
continua no ponto (z,, ¥,), mas alguma das derivadas y', y*,
elc., a que & necessario recorrer, nio existe ou é infinita n’este
ponto, ndo se pode distinguir pelo processo anterior se o
ponto (zy, yg) € ou nio d'inflexio. N'estes casos, para achar
os pontos d'inflexido, recorre-se principalmente ao theorema
do n.° 86 —IL

ExempLo 1,°—A funcgio y = b + (¢ — a)'g da

y'=% (x—aJ%,y"=%'ra=—ﬂ}_*-

Como # = a torna y" infinita, vamos vér se o ponto (a, b)
pode ser d’inflexdo. Para isso, nolemos que y" é positiva
quando é ¢ > a e & negativa quando é z << a; logo & di-
reita do ponto (a, b) estando a concavidade voltada no sentido
das ordenadas positivas, e 4 esquerda d’este ponto estando a
concavidade voltada no sentido contrario, o ponto é d'inflexio
(n.° 86 —II).

T
ExempLo 2.°—A funcgio y = b + (2 — a)” di

y=5e—oly=2e-o %

No ponto (a, b) annulla-se y”, mas y" torna-se infinita,
e o methodo anterior ndo é applicavel. Raciocinando porém
como no exemplo anterior conclue-se que o ponto é de infle-
xﬁﬂ.

429, — Pontos singulares das curvas planas.— Cha-
ma-se ponlo ordinario de uma curva plana o ponto M onde
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se reunem dois arcos de curva cujas secantes MN e MN’ ten-
dem para direccbes oppostas da mesma tangente T'T', quando
N e N tendem para M.

T e

e

Aos pontos que ndo estio n'estas condigdes, chama-se
ponlos singulares. Taes sio 0s ponlos seguintes: _

1.°—0 ponlo de reversdo de primeira especie, que ¢
aquelle d’onde partem dois arcos de curva cujas secantes MN
e MM’ tendem para a mesma direcgdo M T da tangente, ficando
uma de cada lado da tangenle.

¢ N c

2,2—0 ponlo de reversdo de sequnda especie, isto ¢, o
ponto d’onde partem dois arcos de curva cujas secantes len-
dem para a mesma direc¢io da tangente, ficando ambas do
mesmo lado da tangente.

3.°—0 ponlo de suspensio, que é aquelle d’onde parte
sO um arco de curva.

4.°—0 ponlo anguloso, que é aquelle d’unde partem dois
arcos de curva cujas tangentes sio differentes.

5.2 — 0 ponlo isolado, que é aqielle que esti completa-
mente separado do resto da curva.




6.°—0 ponto em que se cortam dois ou mais arcos de
cuarva.

130. —Supponhamos que /' (z, y) = 0 é a equacio da
curva dada, e que a fancgio F (x, ) tem um unico valor
real correspondente a cada grupo de valores de 7 e y. Estio
n'este caso as equacdes algebricas relativamente a z e y, visto
que se podem sempre desembaracar dos radicaes. Estio tam-
bem n'este caso, on a elle se reduzem facilmente, muitas
equacdes transcendentes.

A indagacio dos pontos singulares d’estas curvas baseia-se
no theorema seguinte, que é uma simples traducgio geome-
trica do theorema 1.° do n.® 75:

F oF

Se a funceio F (x,y) e as derivadas % 'y forem

continuas, os ponlos singulares da curva dada satisfazem
as equacoes

AP ?
¥ = () -P:urﬂ.

w

Em virtude d’este theorema, para achar os ponlos singu-
lares da carva plana dada, deve procurar-se os valores de x e

*

. aF aF .. :
¥ que tornam as derivadas % © T discontinuas ou nnllas.

Seja (@y, y,) um systema d’estes valores. Para conhecer a
especie do ponto singnlar (z,, y,), mude-se na equagio da
curva &, em I, + h e procure-se quantos valores reaes tem
y na visinhanca do ponto considerado, para saber quantos
arcos de curva se encontram n’este ponto. Depois procure-se
0s valores que n’este ponto tem ', para vér se os arcos que
se encontram no ponto (x, y,) téem, ou nio, a mesma lan-
gente. Finalmente pelo signal de y", veja-se a direcgio da con-
cavidade de cada arco (n.° 86).

Vamos agora dar algans exemplos de determinacio de pon-
tos singulares, considerando somente equagdes que se podem
resolver relalivamente a y on a z, enviando, para um estudo
desenvolvido do methodo para achar estes pontos nos outros
casos, para o Cours de Caleul différentiel de J. A. Serret.

Exespro 1.°—A equagio da lemniscala

P—a ot =0
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da, para a determinagio dos pontos singulares, as equagdes

af"._- a I“ 9
= S 2z 4+ 42 =0, y 2y = 0.

Logo esta curva tem um unico ponto singular (0, 0).
Derivando a equacdo dada vem

W —z+28=0,yy' +y* —1 4 bz =0,

e portanto no ponto (0, 0) temos y' = + 1.
Por outra parte a equacio da curva, escripta debaixo da
forma

y==x V1 — 2t

mostra que do ponto {0, 0) partem quoatro arcos da curva.
Logo o ponto (0, 0) é nm ponto singular onde se cortam
dois arcos de curva, e as langentes a estes arcos fazem an-
gulos de 452 com o eixo das abscissas.
ExenpLo 2.°— A equacgio da cissoide

(e —2)y* =2
da
T W
ool i el E=3($*U}H=U.
e pﬁrlanltn esta curva s0 pode ter um ponto singular (0, 0).
Por ser
a?
- T

conclue-se que, na visinhanga do ponto (0, 0), a cada valor
negalivo de @ correspondem dois valores imaginarios de y, e
a cada valor positivo de z correspondem dois valores reaes,
ignaes e de sigllaes contrarios de y. Como, por outra parte,
se oblem para ', dois valores ignaes a zero, segue-se que
no ponto (0, 0) se reanem dois arcos de curva tangentes ao
eixo das abscissas positivas. Logo o ponto (0, 0) é um ponto
de reversio de primeira especie.
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Exemrro 3.°—A carva

y—2 a2t 4+ 25 =0

tem um ponto singular unico, que é a origem das coordena-
das. Escrevendo esta equagio debaixo da forma

y=m‘im‘v’—--x

vé-se que na origem se reunem dois arcos e que estio collo-
cados do lado das abscissas negativas. Derivando-a e pondo
nas equagdes resultantes r = 0 e y = 0, oblem-se para ¥,
dois valores iguaes a zero, e para y", dois valores iguaes a
+ 2, d’onde se conclue que ambos os arcos sio tangentes ao
eixo das abscissas e que téem a concavidade voltada no sen-
lido das ordenadas positivas. Logo o ponto (0, 0) é de rever-
sdo de segunda especie.
ExemprLo 4.°— A curva

P —a 4 =0

tem um ponto singular, que ¢ a origem das coordenadas. De-
rivando duas vezes esta equacio e pondo no resultado x = 0,
y = 0, obtem-se para ¥, dois valores imaginarios e portanto
a origem das coordenadas é um ponto solitario.

A34.—Ponlos multiplos.—Consideremos ainda a carva
cuja equagio é F (x, y) =0 e o ponlo (z,, y,) d’esta curva, e
supponhamos que a fancgio F (z, y) admitte derivadas par-
ciaes de primeira ordem relativamenle a z e a y continuas no
ponto (Z,, ¥,)- Se nma d'estas derivadas, pelo menos, ndo é
nulla no ponto (4, y,). este ponto diz-se ponto simples.

p Sup;:unlla.lnus agora que F (z, y) admitle as derivadas
2 2

3; 3 }-;—By. % continuas no ponto (z,, y,). Se uma d’es-
tas derivadas, pelo menos, nio é nulla no ponto (r,, y,) e as
derivadas de primeira ordem 25- ; :L sdo nullas n’este pon-
to, diz-se que o ponto (x4, ¥,) é um ponlo duplo.

Em geral, supponhamos que as derivadas parciaes da fune-
gio F (x, y) até 4 ordem n sio todas conlinuas no ponto
(@gy ¥o). Se uma, pelo menos, das derivadas de ordem n nio
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é nulla no ponto (x,, y,) e se as derivadas de ordem inferior
a n sdo todas nullas n’este ponto, diz-se que o ponto (Z,. yo)
é um ponto multiplo cujo grao de multiplicidade é n.

Supponhamos que a equagdo proposta ¢ algebrica e do
grio m, e que [ (&, ) = 0 é outra equacdo algebrica do
grao m' cujos coefficientes sdo constantes arbitrarias, exceplo
um que é determinado pela condigio de a curva passar pelo
ponto (@, ¥). Supponhamos tambem que se exclunem dos va-
lores dados a estas constantes aquelles que annullam :_f A
equacio [ (z, y) = 0 determina y como funccio de x na vi-
sinhanga do ponto xy, e esta funcgdo admitte derivada (n.°
75). Temos pois, pondo @ — x, = h, representando por ¢ (z)
esta funccio e attendendo 4 igualdade F (24 3,) = 0.

Flny+ b9 @0+ W) =[5 + 57 # @]

2 2 2
+ 3 (s + 2y ¥ @ + o7 @) et =o
- : 1]

org’ Ty Ay

Esta equagdo leva 4 determinacio dos pontos em que se
corlam as duas carvas consideradas na visinhanca do ponlo
(2gs o), visto que determina h e depois as equagoes & = xy -+ h,
y = g (x) determinam as coordenadas d'estes pontos. Um
d’esles pontos & o ponto (o, ¥,)-

Se o [;m]l[) (T, 1,!0} um ponto slmplea, uma das :|u:nl|-

JF LYy '
dades Fe ¢ differente de zero, e portanlo a equacio an-
A 0 “Jo : 37l IR
terior tem, em geral, uma unica raiz ignal a zero. Logo, em
virtude de um theorema bem conhecido da theoria da elimina-
¢do algebrica (?), as curvas cortam-se, em geral, em mm' — 1

pontos, reaes ou imaginarios, differentes do ponto (z,, y,).
: ]

Se o ponlo (=z,, ¥, é um ponto duplo, as derivadas lMT

0

< A :
- T sio nullag, e a equacdo precedente tem, em geral, duas
- n . ®

raizes iguaes a zero. Logo as curvas consideradas corlam-se,

(*) Serret:— Algibre, tomo 1, pag. 165,
Longchamps — Algébre, Paris, 1880, pag. 434,




em geral, em mm' — 2 pontos, reaes ou imaginarios, diffe-
rentes do ponto (x,, ¥p)-

Continnando do mesmo modo, vé-se que se 0 ponto (x,, Y,
6 um ponto multiplo cujo grao de multiplicidade é n, as cur-
vas consideradas cortam-se, em geral, em mm' — n pontos,
differentes do ponto (z,, ¥,)-

Vé-se pois que nas quesloes em que se procura 0 NUMero
de pontos em que se corlam duas curvas, cada ponto duplo
equivale a dois pontos simples, cada ponlo triplo equivale a
tres pontos simples, ete. Estas consideracbes léem uma im-
portancia consideravel no Calculo Inlegral.

A doutrina que precede tem logar quando o ponto (Z,, ¥o)
é imaginario. Veremos, com effeito, n’outro logar que o theo-
rema 1.° do n.° 75, que lhe serve de base, tem logar no caso
das variaveis imaginarias.

11
Cuarvas no espaco

4132, — Contacto de duas curvas no espaco.— Sejam
y=f(@),z=f@; Y=F (X, Z=F (X

as equacDes.de dnas curvas no espago, que se cortam no
ponto (Zq, Yo, 3o)- A distancia d de dois pontos d’estas curvas,
correspondentes & mesma abscissa @, -+ h, serd dada pela
formula

d=V[F (2 + h) — [ @ + hPF + [F, @+ 1) — [, (@, + W)

Se d for infinitamente pequeno de ordem n 4 1 relaliva-
mente a h, diz-se que as enrvas consideradas téem no ponlo
(@4, Yoo o) UM contacto de ordem n. Vé se, como no n.° 124,
que D'esle €aso as curvas approximam-se na visinhanca do
ponto considerado mais uma da outra do que de qualquer ou-
{ra curva com a qual tenham nm contacto de ordem inferior.
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Procuremos as condicBes analyticas para que as curvas
consideradas tenham wm contacto de ordem n no ponto econ-
siderado. Para isso, notemos que é condi¢io necessaria e suf-
ficiente para que d seja infinitamente pequeno de ordem n +1
relativamente a h que as differengas

F(zg+h)—f(z, 4+ h) =a, Fi(rg-+h)—fix, - =28

0 sejam, ou que uma seja da ordem n -+ 1 e a outra de or-
dem superior. Com effeito, suppondo que uma das differencas
é da ordem n 4 1 e que a outra é da ordem n + 1 41,
temos (n.° 50)

B=ht'(d o), a=Rr+i+1(p L &)

onde A e B sio quantidades finitas differentes de zero, e & ¢ &'
sdo quantidades infinitamente pequenas com h: e portanto

d = h*+1 (A + eF F 15 (B F ¢,

d’onde se deduz que d é da ordem n - 1 relativamente a h.

Reciprocamente, se d for da ordem n 4 1 relativamente
a h, nma das quantidades z ou B seri da ordem n +1ea
outra da mesma ordem ou de ordem superior ; porque, se
aquella das quantidades que é de menor ordem fosse de or-
dem m differente de n -+ 1, tambem d seria da ordem m, em
virtude do que vimos de demonsirar.

Para achar pois as condigdes analyticas do contacto de
ordem n basta exprimir que uma das quantidades « ou pe
infinitamente pequena da ordem n <+ 1 relativamente a h. e
que a outra ¢ da mesma ordem on de ordem superior. Racio-
cinando para isso como no caso das curvas planas (n.° 124)
acha-se as equacdes de condigio

[(xy) = F (), [’ (x,) = F" (@) ooy ™ (2g) = F ()
f (@) = F, (z,), [, (xs) = Fly (@), <oy i* (@) = F}* ().

Se nma das curvas for completamente dada e as equacdes
Y = F (X), Z = F, (X) representarem uma familia de cur-
vas, a curva d’esta familia que tem com a curva dada um con-
tacto de ordem mais elevada diz-se osculadora da primeira.
Para obter esta curva deve-se determinar os 2 (n + 1) para-

*




metros arbitrarios que entram nas equacdes ¥ = F (X),
Z = F, (X) por meio das equacdes de condigio precedentes.

133. — Appliquemos estes principios & linha recla, isto
¢, procurémos a recta que passa pelo ponto (ry, y,) da curva
y = [ (x), £ = [; (x) e que lem um contacto de ordem a
mais elevada possivel com esla curva.

As equacdes da recta sio deforma Y =AX+ B, Z =CX+D,
e podemos portanto determinar as qualro constantes A4, I,
€, D de modo a satisfazer as quatro equagdes necessarias para
o contacto de primeira ordem:

Yo = ‘.ixﬂ + “1- :0 o r':rﬁ + “l f! (‘rﬂ‘] e~ A, flll (Tﬂ) —_— f‘
Logo as equagdes da recta pedida sio
Y —yo=1[" (@) (X — @), £ — sg= [y (@) (X — ,),

@ a recta é porlanto tangente & curva no ponto (,, Yo) (n.° 90).

434. — Procuremos em segundo logar o circulo oscula-
dor da curva y = [ (@), 2 = f; (®) no ponto (o, Yo'

Como toda a circamferencia pode resultar da intersecgdo
de uma esphera com um plano que passa pelo seu centro, as
equacdes da circumferencia serio

(X—ap+ (¥ —bP+(Z—cf=RZ=AX+BY+C.

N'estas equacoes ha sete constantes arbitrarias, que vamos
determinar de modo a satisfazer is seis equacDes necessarias
para que a circumferencia e a curva dada tenham no ponto
(Zas %) um contacto de segunda ordem, e 4 condigio de pas-
sar o plano pelo centro da esphera; isto é, as sele equacdes
seguintes :

zo == Ay + Byy + C, ¢ = 4G + Bb + C,

t A 4 By 8= Py,

by Yzg — at+ (yo— b2 + (5o — ¥ = I,
By — @ + (Y — ) Yo + (50— €) 3o =10,

0+ (5 — b) ¥ + ¥ + (5 — 1) 2 + 2l = 0.
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Eliminando 4, B e C entre a primeira, terceira e quarta
das equacbes precedentes e a eqnagdo do plano, vem a equagio

V' (Z — z) = (3 Yy — ¥ 3") (X — @) 4 "5 (¥ — 1),

que pertence (n.° 90—1IV) ao plano osculador da curva no

ponto (z,, Yo).
Logo o cireulo osculador n'um ponlto da curva estd no
plano osculador da curva, correspondente ao mesmo ponlo.
Eliminando agora 4, B e C enlre as qualro primeiras equa-
coes (b), o que da

Y (7 — ©) = (5 ¥"s — ¥ 5"0) (@0 — @) + 2", (yo — 1),
e em seguida, eliminando a, b e ¢ entre esta equagio e as
duas ultimas equacdes (b), véem as formulas
A4+ ¥ 4+ 3N Foy’s + 505"
Ve + 3"+ Gy — ¥ )

=, —

b gy (EY 4 2 [+ o (o 3" — 503")]
: Yo' + 3 + (e s — ¥o 51

(1 4 ¢e® + 2" Vo + 2l (Zo ¥'s — ¥'s 27)]
?}'”0‘ _+_ :IOS “1_' {zfn '!,'”0 = y[ﬂ Z'JQJ'

que dio as coordenadas do centro do circulo oscualador.

Substitnindo depois os valores de z, — a, y, —bez, — ¢
na guinta das equagdes (b) vem, depois de algumas reduccdes,
a formula

=23, +

"

a
(1 4 v + 2/d)*
1
[¥" + 2" + @ 2" — 2o y"%°

que di o raio do circulo oscnlador. Da comparacio d’esla for-
mula com a que di (n.° 91 —1I) o raio de carvatura, tamando
n’esta @ para variavel independente (ponto &' = 1 e 2" = 0),
conclue-se que o raio do circulo osculador de uma curva
n'um ponlo dado é igual ao raio de curvalura da curva
no mesmo ponto.

=
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Superficies

4835. — Conlacto de uma curva com uma superficie.—
Sejam

Z=F(X Y)
y=19p (@), z=19 (2),

as equacgoes de uma superficie e de uma curva que se cortam
no ponto (x,, Yo, o). Se pelo ponto (2, + hyyo + k, 3+ D
da carva, infinitamente proximo do ponto (@, Yo %), tirarmos
uma parallela ao eixo dos zz, que encontra a superficie n'um
ponto cujas coordenadas sio

@y + h, ¢ (@ + h), F [z, + h, ¢ (= + h)],

a differenca entre as ordenadas correspondentes da curva e da
superficie é

F (% + hy ¢ @ + W) — 4 @ + ).

Se esta differenca for infinitamente pequena de ordem
n -+ 1 relativamente a h, diz-se que a curva ¢ a superficie
téem no ponlo (x,, y,) wm conlacto de ordem n.

Raciocinando como no n.° 12% e pondo F [z, 9 (z,)]
= [ (&x,), acha-se que as condicDes para que a curva e a su-
perficie tenham um contacto de ordem n sio

[ (@) = ¢ (@), [" () = &/ (&), - ... [* (X)) = $* (@)

Se a curva [or completamente dada assim como a especie
da superficie, a superficie da especie considerada, que tem
com a curva nm contacto de ordem mais elevada no ponto
(Toy ¥o), diz-se osculadora da curva dada no ponto (%, Y-
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Para achar esta superficie basta determinar as constantes ar-
bitrarias, cujo numero supporemos igual a n 4 1, que en-
tram na equagio Z = F (X, ¥), de modo que as n + 1 con-
di¢des precedentes sejam satisfeitas,

X —Procuremos a equagdo do plano oseulador da curva
y =% (), 3 = ¢ (2). Temos para isso de delerminar as
constantes 4, B e € que entram na equagao do plano

Z = AX 4 BY +C
de modo que sejam satisfeitas as equacdes de condigio:
Sy =A@+ Byy+ C, A 4 B¢ (me) =14/ (zy), B ¢ (zy) = ¢ (@),

0 que leva a uma equacio que coincide com a equagio (5) do
n.° 90, justificando assim a designagio que foi dada ao plano
estudado n’esse numero.

13@. — Conlacto de duas superficies. — Sejam
s=[(xy,Z=F®X ¥

as equagdes de duas superficies que se cortam no ponlo (z,
Yo 35), € @y + h, ¥y + k, z, + | as coordenadas de um
ponto infinitamente visinho de (xy, ¥, ).

Por serem y ez variaveis indepcndentes, ponhamos y=t(z),
representando por ¢ uma funcedo arbitraria. Se a differenca
de duas ordenadas das duas superficies, correspondentes aos
mesmos valores de &y + h e y, + k de x e y, isto ¢ a dif-
ferenca

F @ 4+ hyyo+ B — [(@ =+ h, 40+ F)
=F[J7u+h,?(ﬂ',n+."t)]—'f[l-'u*{‘“h.ﬁ?(u‘ﬂg-l-h)]

for infinitamente pequena de ordem n - 1 relativamente a h,
qualqner que seja ¢, diz-se que as duas superficies (dem no
ponlo (x,, Yo, z,) um conlaclo de ordem n.

Vé-se como no n.° 124 que, para que a differenca preceden-
te seja infinitamente pequena de ordem n 4 1 relativamente
a h, é necessario e sufficiente que as funcgdes F [z, ¢ (¥,)] e
[ %, % (,)] e as snas n primeiras derivadas sejam respecti-
vamente iguaes, e que as derivadas de ordem n 4 1 sejam
desiguaes, o que da
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F (Zo, Yo) = [ (Zy. o)
R aF of 5 _aL

- — P
2, o ¥ (%) AT,

e s e daat s Eaalgansnd PR R R R A

Devendo estas equagdes ter logar qualquer que sejam as
funccdes ¢ (x), ¢ (@), etc., conclue-se que as condigoes para
que as duas superficies lenham um conlaclo de primewra
ordem no ponlo (@y, ¥,) $d0 :

E_a{ DF__I‘II"
:f_".'fo_

F (2o, Yo) = [ (@or Yo). 7.’ -

W, W’

que as condicies para que as duas superficies lenham um
conlaclo de sequnda ordem no ponlo (¥y, ¥o) sdo, além das
precedenles, as sequinles:

alF 2‘2,‘ A a!f' gf‘- s ﬂ

@ Aty y, My’ W' W

¢ assim successivamente.

433. — Uma superficie de especie dada Z = F (X, ¥)
diz-se osculadora de uma superficie dada z = [ (@, y) se a
primeira tem com a segunda o contacto de ordem mais eleva-
da que as superficies da especie considerada podem ler com
a superficie dada. Se a superficie Z = F (X, Y) contém m
constantes arbitrarias, podemos determinar estas constantes
de modo que as superficies tenham, em geral, um contaclo
de ordem m, se m for igual ao numero de equacdes necessa-
rias para haver contacto de ordem n. Se for menor, pode-se
estabelecer s6 um contacto de ordem inferior a n, e a equa-
¢io fica ainda com algumas constantes arbitrarias.

I —4A equacio do plano Z = AX+ BY + C contendo
tres constantes arbitrarias, pode esta superficie ter um conla-
cto de primeira ordem com a superficie z = [ (x, ). Para
achar o plano que salisfaz esta condigio, determine-se as cons-
tantes arbitrarias por meio das tres equacdes de condi¢ido para
haver contacto de primeira ordem, que dio

2 of

o= ATy + By + € d = o B=3




e coincide com a equagio do plano tangente (n.° 92).
I — Consideremos, em segundo logar, a esphera

(X —a) 4 (¥ — b + (2 — ¢ = RO

Podemos dispor de tres das constantes arbitrarias que con-
tém esta equacdo, de modo a satisfazer &: tres equacdes de
condigio necessarias para que esla superficie tenha um con-
tacto de primeira ordem com a superficie z = f (z, ¥).

Para obter nm contacto de segurda ordem é necessario
que a equacdo da superficie osculadora contenha seis constan-
tes arbitrarias, e portanto a esphera nio pode ter um conta-
cto de segunda ordem com a superficie dada, excepto em al-
guns pontos particalares da superficie, como vamos vér.

Para haver contacto de segunda ordem, os valores de
s % W ¥T PT PT . A I
Z, X3P iX oy i tirados da equagio da esphera e

das equacdes
3 LY/
X—u+w—q§=mr—h+a~m£ﬂm
"4 i bV A a7\? : o A
fiape (:1) —E" (J_‘ﬂ)ﬂs=us 1 + (BT') + (2 — C}BT'=U'
¥ . »z
of of #f

devem ser iguaes respectivamente a [ (z,, ¥,)

2f
iz, vy, by_’
daoasoequa;ﬁes de condigdo :

T — 8P + o — ) + (2 — ¢)* = R?,

P o VY Y @
Ay Wy 3T,

quando n’ellas se faz X = g5 e ¥ = y,, 0 que

mn—ﬂ+(30_c)%=u’ ?u_b‘Jf‘(zo_c)a';i;Fu-
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14 (L) + c—ogh =01+ (L) + G- aga=o,

]
Ay o

o g i0) i .

W, " Ay, w, W,

As quatro primeiras equacOes servem para determinar as
constantes arbitrarias a, b, ¢ e R. As duas ultimas, eliminan-
do z, — ¢ por meio da quarta, dio as equagoes

[+ @1H-D+6]

e ﬂ=[1 ik T{)’] i

aw, " W, uy ww, ¥y,

a que deve satisfazer 0 ponto (y, Yo, %o) da superficie z={‘(m, Y),
para que n’elle a superficie possa ter uma esphera oscu adora.

Tomando o ponto (&, ¥, 3,) para origem das coordena-
das, o plano langente para plano dos xy e os planos das
secches principaes para planos dos zz e yz, e chamando
z=[, (#, y) a nova equacio da saperficie, as equacdes pre-

cedentes ddo [representando por py, ,9.;.. Tor S I, 08 valores
g

: f, % 2 Y
que tomam as derivadas W’ D wy’ 22 1O ponto
(0, 0, 0)] ry==1,, §, =0, visto ser (0.* 93) p, = 0, g, = 0.
Mas as curvaluras ¢, e ¢ das secgDes principaes que passain
pelo ponto (2, Yo Z,) sio (n.° 93) dadas pelas formulas
¢y = 1y, C; = l,. Portanto leremos ¢, = ¢,; 0 que prova que
os ponlos em que a superficie tem um contacto de sequnda
ordem com uma esphera, coincidem com os ponlos umbi-
licaes (n.° 93).

Para um estudo mais desenvolvido e profundo da theoria
do contacto consulte-se o bello Cours d’Analyse do sr. Her-
mite.




CAPITULO VII

FUNCCOES DEFINIDAS POR SERIES. SINGULARIDADES DAS FUNCCOES

Funcgdes definidas por séries

ABS. — Vamos n’este Capitulo estudar as funcedes defi-
nidas por séries para estabelecer as condicdes da sua conti-
nuidade, e achar as snas derivadas. Em seguida, formaremos
por meio destas funegdes exemplos das singularidades mais
importantes relativamente 4 continuidade e is derivadas, que
as funcgdes apresentam.

A39. — Continuidade das funccoes definidas por séries.
—A esle respeito vamos demonstrar o seguinte :
THEOREMA. — Se a série

) T@O=L@O+hLi@+ ... +L@+...,

onde [, (z), f, (2), ete. representam funcedes continuas de @
n'um nlervallo comprehendido entre dois numeros dados,
for uniformemente convergente n’este intervallo, a funcedo
[ (@) ¢ continua no mesmo intervallo.

Seja @ um numero pertencente ao intervallo considerado.

Por ser uniformemente convergente a série anterior, a cada
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valor da quantidade positiva 8, por mais pequeno que seja,
deve corresponder (n.° 24) um numero m tal que serd

- g - 8
E n T ¥ n i
n-=rn—i—1.f (ﬂ-) E 3’L—E—i—lf [:ﬂ--l“h) = 3

Mas por ser continua a somma (n.° 33 —2.%)

P.(E‘)-_—'ﬂ(ﬂ?) +lrﬂ(‘r)+ e +r" {{L'),

pode-se sempre dar a = um valor tal que a designaldade
ir'.. (a 4+ h) — Pa (a}E < '_'?a

seja salisfeita por todos os valores de h inferiores a s (n.” 33
—1.%.

D’estas desigualdades e da ignaldade

f(@ 4+ h) — [ (z) = Pa (e + h) — Pa (@)

+ X fie+h— I (@

n=m+1 ne=m-41
conclue-se pois que, por mais pequeno que seja o valor que
se attribua a 8, ha sempre um valor de = tal que a desigual-

dade

f@+h—r@]<3+3+3

é satisfeita por todos os valores de h inferiores a e. Logo a
funcgio ¢ continua n'um ponto qualquer @ do intervallo con-

siderado.

140, — Derivadas das funccoes .-fe{inidax or séries.—
Principiaremos o que temos a dizer sobre as erivadas das
funccoes definidas por séries, fazendo notar que as séries, cu-
jos termos sdo as derivadas dos termos de uma série conver-
gente, pode ser divergente. E’ o que mostra claramente a 8-

rie £ (— 1)* % , que é convergente quando é z =1, em
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quanto que a série £ (— 1)* z* — 2, formada pelas derivadas
dos seus termos, é divergente quando ¢ & = 1.

Posto isto, vamos demonstrar o seguinte:

THEOREMA. — Se a série (1) [Or convergenle n'um inler-
vallo comprehendido -:mh're dois numeros dados, e se no
m-:wma intervallo for uniformemente convergenle a série
i, (x), formada com as derivadas dos lermos da prece-
u‘cn{e, a funcedo [ (x) admitte derivada e ¢

f@= @+ @+ ... +[%@+ .

no intervallo considerado. ‘
Seja @ um valor qualquer de z pertencente ao intervallo
considerado, e ponhamos para brevidade

R(@= 2 fi@ klh@= I [,().
m+p1 mtpt1

Teremos

[(a+ h)—f(a) " "'+? flad+-h)—fi(a)
TR e E fluig) - [T b ,.(r!-)]

It (a + h) It (a)
s I e

h — Ry (a)

1 L w1
Ra+h R(a
S s s B el ¥ 0

onde 6 representa uma quantidade positiva menor do que a
unidade.

Por ser uniformemente convergente a série 2f", () no in-
tervallo considerado, se dermos a & um valor tio pequeno
quanlo se queira, podemos determinar um valor correspon-
dente para m tal que as desigualdades

"$* 3 |m
[

|
' {u]] Iil" 2. ,"'n (@ + ﬁh}‘ = o
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sejam salisfeitas por qualquer valor de p. Logo no mesmo in-
tervallo, a designaldade

@t — i<

seria lambem satisfeita.
Por outra parte, por ser

£ /% (@) = lim i;ﬁ'(”"' ’}Z"r“ L3

podemos concluir que ha um valor h, tal que a desigualdade

El‘,“,, (a +_%§lm — [ (“)]

: G

8
<%

(onde m tem um valor finito anteriormente determinado) seri
satisfeita por todos os valorés de h inferiores a h,.

Finalmente, por serem convergenles as séries Zf, (z) e
2f's (x), a cada valor de h corresponderi um valor de p tal
que scra

8

It (a) 8
= = <‘;~| It (a) | < B

R(a-+4h
h

]
h 1‘<5'

Das desigualdades precedentes conclue-se que, dando a &
um valor tio pequeno quando se queira, ha sempre um valor
correspondente h, tal que a desigualdade

[la+h)—[f(a)
h

' s 8 g ] [/}

serd salisfeita pelos valores de h inferiores a h;; e portanto
teremos

lin 8+ j::i = L I [ (@),

que ¢ o que se queria demonstrar.
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Singularidades d’algumas funcg¢oes

144, — Funccies descontinuas em ponlos isolados. —
Uma funcgdo f (x), definida pa visinhanga do ponto a, & des-
continua no pontv @ = a quando n’este ponto se torna infi-
nita ou passa de um. valor a outro que differe do primeiro
d'uma quantidade finita. Da primeira especie de descontinui-
dade temos alé aqui encontrado muitos exemplos nas func-
goes racionaes, quando a é raiz do denominador, na funccio

@ ' —
lang # quando é ¢ = M%” , ete. Para exemplo da se-

gunda especie de descontinuidade, da qual nio offerecem exem-
plo as func¢des que até aqui lemos estudado, apresentarei a
funcgdo definida pela série seguinte:

LTI 94‘-‘('1—::5)___ Ppk—1 (| —:i"-')
l+ﬂ3+ (142 +a‘}+"'+[| F25H(I -;-:;;-’-‘—1_}—[_ .
Com effeito, temos evidentemente
s P
TR ae s ot e
| | + - -1 “ S _r)

T+ T+ T T tay(+a—7

1 < 1 z*— (| —zx)
TFe 2 TFe D T Fer 001 Fo= 9

cccccccc Baw s s ® BT PR . W & BB e . BEEE . BB E T e B

B e x (I — )
Ir+a 1+a (FD)0+2)
1 2500 _I_ 5 _I —

| + a 3 20 42?7




'f.- (R ri- -ﬁ;‘hl')'. /il.ﬂ f" e ALY

; /
A L e W g € :
=, @y vy e fat
d’onde se tira 558 6

{—az~ 2(1—12) 2z (1 — ) 9gm—1 (I — )
T+~ 20 +r)+(i + ) (1 -I-m’)+°"+(1+$"—‘)(l—i—.t")

e

| — p™ k= =
lim A Ll 2 g = g
= ® 1 + ™ I‘=l(’ +-Ek_1} |” +$k}

D'sta igualdade conclue-se que a fancgio considerada é
ignal a 4 1 se o valor absoluto de = é menor do que a uni-
dade, que ¢ ignal a — 1 se o valor absolato de @ & maior do
que a unidade. que é igual a zero se é @ = 1 e que ¢ igual
ao infinito se é 2 = — 1X A fanc¢do é pois desconlinua no
ponto @ = 1, onde passa do valor 4- 1 ao valor — 1, e
no ponto = — | onde & infinita.

b4 8

442, — Condensacio das singularidades.—As [unc-
¢des que até aqui temos encontrado apresentam n’um inter-
vallo finito um numero finito de pontos em que sio desconti-
nuas. Ha porém funccBes que, n’um intervallo finito, sio des-
continuas em um numerc infinito de ponlos separados por
outros em que sio conlinuas, e ha funccdes que n'um inter-
vallo finito sio descontinnas em todos os pontos. Para formar
funccoes d’esta natureza pode-se segnir um methodo devido a
Hankel (*) e por elle chamado methodo da condensagdo das
singularidades, por meio do qual, partindo de uma funcgio
com um numero limitado de singalaridades, se forma uma
funccio com infinitas singularidades. Vamos aqui expor o
principio fundamental d’este methodo, que se pide estudar
desenvolvidamente no excellente livro de Dini: Fundamenti
per la leorica delle funzione di variabili reali.

X — Represente-se por ¢ (y) uma funcgio de y que no in-
tervallo entre y = — 1 e y = -+ 1, o ponto 0 sendo exce-
ptuado, seja continna e menor do que ama quantidade M,
que no ponto y = 0 seja nulla e que, quando y tende para
zero passando por valores positivos e negativos, tenda para
um limite differente de zero, oun para dois limites dos quaes
um, pelo menos, seja differente de zero.

() Hankel: — Uniersuchungen iiber die unendtich aft oscillirenden
und unsteligen Funetionen — Tubingue, 1870,

/ M) pa= ;
T .I,- /_.- ?ﬁ" /‘_ v | 4:., ?'_‘_\ f_-h) f = »w
Lo m” =2 R GZT P51
| 1P S 3\ ) | .
f P = 0 ."-}p /(,; /
\ ] ¥/ i -
=, e )& /7Y £ o

2L

\ .I'. f L] -
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A funcgiio ¢ (sen pax), onde p é inteiro, serd nulla e des-
continua nos pontos onde z = % (m inteiro), e seri conti-

nua nos outros pontos.
N'estes ultimos pontos, a funegio

(N (@) = ‘; 4w @ (sen nar)

¢ tambem continua se 4,, 4,, etc. representarem quantidades
w

positivas taes que seja convergente a série ¥ A,. Com effcito,
1

n'este caso, a cada valor de 8, por mais pequeno que seja,

corresponderd um valor a, de « tal que a desigualdade

a4 B
% MA, < 3
n=—a-1

:leerél satisfeita quando a > =,. Logo & fortiori a desigual-
ade

3
E 4. p(sen n:m:}\ < 8
t=a-41

sera satisfeita pelos mesmos valores de «. A série (1) é pois
uniformemente convergente nos pontos considerados, e por-
tanto a fancgdo f(z) é continua (n.° 139) nos mesmos pontos.
. Consideremos agora os pontos em que a funccio ¢ (sen prx)
¢ descontinna; e s8ja primeiramente m um nomero par.

. Pondo n = ap 4 b, onde b representa um numero in-
leiro menor do que p, teremos

f(;nT) =..,En Aep 3 9 [sen (ap + b) ?;-i 'r.J

onde E representa uma somma que se refere a todos os va-
a, b

lores inteiros e positivos de a e b, excluindo os termos cor-
respondentes a b = 0, que sio nullos.
Do mesmo modo teremos

f(% - h) = Yo 4o ¥ [:t'll (ap + b) (—;E -+ h) —J

n
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ou, separando os termos correspondentes a b = 0,

f(‘? 1) =t 40 ?[seﬂ (ap + V) (%Jr h) r.]

g LY

4+ I Agp ¢ [sen (m)?%.-.: -+ aph=)).
a=1

Logo seri

f (—? + h) - r(%) =X ,4.,,+,.3p[sen (ap + b) (% % h){l

— 9 [sen (ap + 1) % r]t - y § 3 Aap % (sen aph=),

e, por ser a funcgdo X Aap 4 @ [seu (ap + b) -’;l z]wnlinua
a, b S

quando b é differente de zero,

lim [r(% +h)— f(ﬂ)] —lim 3 dop o (sen aph).

p B0 a=1

Quer h tenda para zero passando por valores positivos,
quer h tenda para zero passando por valores negalivos, da
uniformidade de convergencia da série

z ; Agp o (sen aph=)

na visinhanga do ponto h = 0 conclue-se que, por mais pe-
queno que seja o valor que se dé a &, ha sempre um valor
a, tal que a desigualdade

- 8
K gf 1 Aap p (sen aph=) | < 3

é satisfeila pelos valores de a superiores a a,.
Por ontra parte, por ser convergente a série Ziap, existe

um numero 2y tal que a desigualdade
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- < A
M\ )( |Iim g(senaphw) 2 .-1,,l e .H" 2 Aop| << 8 X
Vie (h=10 a=a-41 la=a+1
é satisfeita quando o > a,. i3 .0
Logo as dnas desigualdades precedentes sio satisfeitas si- e

multaneamente pelos valores de m superiores a a, e a,.
Determinando assim «, ha sépre um valor h, tal que @
desigualdade (n.° 12, 1.°), 22, Lot Lin i G abibden
de o LT / / :

5 Aqp p (sen aphw) — lim ¢ (sen aphr) 21.4,, <:g-
a==1 he=0 a =

6 satisfeita quando | k | < h,.
D’estas tres desigualdades resulta ; g4 40 .n.hqhu foy

‘ L Aq 7 (sen aphw) — lim ¢ (sen aph=) = _4“,,|<a
a=l h om0 am ]l

quando | h | << hy; e portanto temos

=

lim X A ¢ (senaphz) = hlimo p(sen aphw) 2 A,

h=0a=1 a=1

d’onde

m

lim [f(% +h) - ((F)] ~ lim  (sen aphe) . §1,,,

Como, por hypothese, um pelo menos dos dois valores
lim o (sen aphw) e lim @ (— sen aphw), correspondentes
h =0 h =0

um a valores positivos e ontro a valores negativos de h, é dif-
ferente de zero, a funcedo [ (z) é descontinua nos pontos

I == ? 5
Por uma analyse semelhante se mostra que a funcgio [ (z)
g m ks
& descontinua nos pontos ¢ = —, quando m ¢ impar.

Logo a funcgio f (z) é continna quando a x se da valores
incommensuraveis, e ¢ desconlinua em todos os pontos em
que x ¢ commensuravel.

Para applicar o-methodo anterior ¢ necessario formar uma

-
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funcgdo o (y) que satisfaca s condigdes impostas anterior-
mente a esta funcgdo. Pode servir para este fim a funcgdo

p)——2 % A 5k ) s
“amlg 4 AT A
que se deduz da série que considerimos no n.” 141 pondo

Com efleito, sendo aquella série ignal a 4 1, 0, on — 1
segundo é <1, @ =1 on & > 1, seri esla ignala 4+ 1, 0,
ou — 1 segnndo 6y <0,y =0 ony >0

Temos pois a funegio

-

(i B B e o A S )
i am1 rei((sennwz 4 1) 1][(sen nmz 4 1)1 1]

que ¢ continna quando a z se di valores incommensuaraveis,
e que é descontinua nos pontos onde @ é commensuravel.

X — Partindo da série que vimos de empregar podemos
formar agora uma funcgio 4otalmente descontinua n’um inter-
vallo finito. Com effeito, a série

-
v 1
s =1 1t ! [p(sen nxz)|?
-
g iguala X o o . bl quando # é incommensuravel e
n=1 =

infinita quando 2 é eommensarave!, porque no primeiro caso
funccdo [¢ (sen n=x é ignal a + 1, e no segundo caso &

m
nulla quando n =p ez = R

{-C i -1

Logo a funccio

@) == ﬂT'

1 nl [ (sen n=z)P

é ignal a zero quando @ é commensuravel, e é igual a 4 1
quando & é incommensuravel ; e portanto é totalmente descon-
tinua n’nm intervallo qualquer.

143.— Ezemplo de uma funcedo conlinua que nao lem
derivada. — Pelo methodo de Haukel pode-se formar funcgdes
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continuas com um numero infinito de pontos onde nio téem
derivada. Nio entraremos porém aqui n’esta parte do methodo
de condensacio das singularidades, e limitar-nos-hemos a
apresentar um exemplo (*) de nma funcgio continua que nio
tem derivada em ponto algum, devido ao sr. Weiersirass, que
tractaremos pela mesma analyse que o eminente geomelra
(Jornal de Crelle—tomo 79). Esla funcgdo é a seguinte:

-

b® cos a"zw,

f(z) =

abhdB

onde @ que represenla um inteiro impar, e b que representa
um numero posilivo menor do que a unidade, devem ser esco-

lhidos de modo que seja ab > 1 + % w.

A série que define [ (@) é uniformemente convergente qual-
quer que seja o valor de x. Com effeito, por ser convergente
a progressio Xb*, a cada valor de &, por mais pequeno que
séja, corresponde um valor m, tal que a desigualdade

"3 k<
no=m41

é satisfeita quando m > my. Logo a desigualdade

ui‘l-p

n=m<41

b* cos a".m:i < 8

é a forliori satisfeita pelos mesmos valores de m, qualquer
que seja @, e a série é portanto uniformemente convergenlte.
D’aqui e de ser cada termo da série nma funcgio continua
de z conclue-se (n.° 139) que a funcedo [ (@) é conlinua.
Posto isto, vejamos como o sr. Weierstrass demonstra que
esta funccdo ndo tem derivada.
Represente #, um valor qualquer de z, m um numero in-
leiro positivo e ., um numero inteiro tal que seja

1 i
—ir::a”'x.,—q,.?—ﬂ.

1) Veja-se outros exemplos na memoria importante de Darboux inti-
inlada — Mémoire sur les fonctions discontinues (Annales scientifiques de
U'Ecole Normale Supérieure de Paris, 1875),
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Representando esta differenca por Zm 4 1 € pondo

] a-n_l a;”::ﬂm—""i!
a=

o™
yem

1+I¢+1 ! I — Om 1,
ﬁ—-—ﬂn:——ﬂ“——'——,ﬂf —$n=-——*—a“——-—-,
d’onde se conclue que z, esti comprehendido entre 2’ ¢ o', e
que se pode dar a m um valor tio grande que ' e 2" diffi-
ram de z, tio pouco quanto se queira.

Por outra parte, lemos

f(x")— f(z,) . (u £0s a"z'z — o8 &":rn-::)= i+ B
:E'_In. aED b .’LJ—ED \ + -

pondo S

o modf ol P08 R == 08 a":cow)
A—E(ub. T = 1)

0

B

E(b_+nﬁﬂs a~+* 'z — cos ﬂ-""“‘&:d:r)'
. ¢ — x,

Por ser

cos(ars’)ym—cos(a"ry)m i

- Sen(a"m’ﬂm)n
(ﬂnm —:-m%) 2

a* (x' —ax,) mwl'_"T"ﬂ ’
2
n — &,
.5’—!‘5:" Seﬂ(ﬂ )'-F
!sen(a Tﬂ)l<1, L <1,
@
2
temos
‘El . o = by
111.](:17 P a <ﬂb——’l(a)
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Como &
m , d’*
cos a”+" 2w =c0s 0" (0w — 1) "= — (— 1)

€08 @™+ Ty = 008 (A"t + 0"Tm 4 1) 7=(—1) " cos A" Tui1 ™,

temos tambem

B=(— 1)™ (aby» X2

I + co8 a"Ta 41 7 -
=10 i—+—‘-’.ﬂm+;

r

e, por serem posilivos todos os termos da somma

=

24 + 008 @" Tw 417 4,
0 1 4+ Tm 41 :

== . 2.
e 0 primeiro lermo nao ser menor do que 3 (wsto que L 41

. : 1
estd comprehendido entre — —1,— e ca,) ;

b R % (ab)=.

Logo

Tew

ab — 1

B = (— )3 7 (ab)m 4 = (— D)™ (ab~

onde 7 representa um numero positivo maior do que a uni-
dade, e ¢ uma quantidade comprehendida entre + 1 e — 1.
Temos pois

() — [ -1)““(&5)-n(%+ = )

Do mesmo modo se acha

L@) —[@)__ ayaty 5 (5 + 4 —)-

I”—-'r-a ‘Iab'_’i




Dando pois a a e b valores laes que seja ab > | +- g ),

on
2 ™
e T b
conclue-se das igualdades precedentes que as razoes

[@) — (@ [@") — ()

T
a — x, ' — z,

que entram nos seus primeiros membros, tendem para 4 oo
e — o quando m tende para o infinito, e portanto quando
' e 2" tendem para x,. Logo a funcgdo [ () ndo tem deri-
vada em ponto algum =,




CAPITULO VIII

?UNCI;III‘}ES DE VARIAVEIS IMAGINARIAS

Defini¢oes e principios geraes

A144.—Tendo de tractar agora das funcgdes de variaveis
imaginarias, recordemos primeiro que toda a variavel imagi-
naria z = x - iy pode ser representada por um ponto cujas
coordenadas cartesianas sio @ e y; e portanto que podemos
fallar no ponto z, quando nos Eluizermns referir ao ponto
(x, y), e reciprocamente que podemos fallar no imaginario
representado pelo ponto (z, y) quando quizermos fallar no
imaginario z.

Toda a fancgio da variavel imaginaria z = z 4 iy que
tem uma derivada finita em todos os pontos z -+ iy do plano
diz-se uma funcedo monogenea ou funcgdo analylica da va-
riavel z em todo o plano. Assim, por exemplo, sio func¢des
monogeneas em todo o plano as funceBes racionaes inteiras,
as func¢bes transcendentes e*, sen z, cos z, elc.

Se entre cada grupo de dois pontos de uma regiio 4 do
plano, onde estio representados os valores de z, se poder tra-
car uma linha continua em todos os pontos da qual a fancgdo
[ (z) tenha uma derivada finita, diz-se que f (z) é uma func-
¢ao monogenea ou uma funccdo analytica de z na drea A.

A funccio monogenea [ (z) diz-se uniforme na area A
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ﬂuandu a cada ponto z da area corresponde um unico valor
a funccio.
A respeito das definicBes precedentes faremos as observa-
¢hes seguintes :
1.*—Suppondo que ¢ (z, y) e ¢ (z, ¥) admittem deriva-
das parciaes de primeira ordem relativamente a = e y, e que
estas derivadas sio funccbes continuas d’estas variaveis, para
que uma expressio ¢ (@, y) + i (z, y) seja [ancgdo mono-
genea de uma variavel imaginaria z = r -~ iy é necessario
e sufficiente que ¢ (r, y) e ¢ (z, y) satisfacam as condigdes
seguintes (n.° 68):
ot

—_

y o w'aw

2% —Uma fancgio de uma variavel imaginaria z pode ser
monogenea s6 em parte da drea em que é determinada. Tem,
por exemplo, esta propriedade a funcgio (*)

: -
-ﬂ“
,f'(z) = X bz
ne=0
quando a, que represénta um numero inteiro positivo impar,
e b, que represcnta uma quantidade positiva menor do que a

unidade, satisfazem & condigio ab > 1 +- —3 =. Com effeito,

a série considerada é convergente quando é | z | <1 e quan-
do é | z | = 1. Em todos os pontos que satisfazem & primei-
ra condicio, a fanccdo tem uma derivada finita, como adian-
te veremos. Nos ponlos que salisfazem 4 segunda condigdo, a
funccdo ndo tem derivada, visto que, substituindo a variavel
Z por cos » -+ i sen o, vem

f(3) =2 b [cos (@) + i sen (a*e)],
e a funcgdo 3 b* cos (a%) ndo tem derivada (n.° 143) relati-
0

vamente a o. :
3.*—Uma func¢io monogenea n’uma drea A pode ser

1) Weierstrass: — Zur Funclionen-Lehre (Monatsbericht der K. Aka-
demie su Berlin, 1880),
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uma parte de outra func¢do monogenea n'uma area que con-
tenha a primeira. Assim, por exemplo, a funcgdo definida pela
série

1 4+z42" 4204 ...

1

convergente quando é | z | <C 1, faz parte da funecio =

monogenea em todo o plano, excepto no ponto z =
Do mesmo modo, a funegdo definida pela série (%)

A T 1 |
[ =P =t G—o— )t

é ignal a F (z) quando | z — a | > 1, e é ignal ao infinito
quando | # — a | << 1. Logo se F (z) representa uma func-
¢io monogenea em todo o plano, f (z) representa uma parte
d’essa funcgdo monogenea.

£.* — Quando a regiio do plano em que uma expressdo
analytica f (z) ¢ determinada se compde de muitas ireas se-
paradas, { (z) pode representar, n’estas differentes ireas, dif-
ferentes funcgdes monogeneas completamente independentes.
Esta observacio importante foi demonstrada pelo sr. Weiers-
trass da maneira seguinte :

Seja o (z) uma expressio igual a 4+ 1 quando | z | < 1,
e igual a — 1 quando | z | > 1. Pondo

Fn(3)=w,Fl(z}=lL};_r_’_(ﬂ'

a expressiao

Fo (3) + F, (z) ¢ (3)

é igual a f; (2) quando | z | < 1, e é.igual a f; (2) quando
lz]| > 1.

;:;) Veja-se o nosso arligo: — Exemples de fonctions & espaces la-
tt:‘uﬂ res publicado nos Nouwwellcs Annales de Mathématiques, 3.* série,
omo Vi
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. Ha varias expressdes analylicas salisfazendo as condicbes
impostas a ¢ (z); aqui empregaremos a expressio (')

(it b ot 2l
§ “rm1 (1 =) (1 4 25

estudada no n.° 1§1, no caso das variaveis reaes, e que tem
logar tambem no caso das variaveis imaginarias. Com effeito,
por ser

ki i — z*
Pt i T
conclue-se que ¢ (z) =1 quando | z | <1, eque ¢ (z)= — 1
quando | z | > 1.

Ha muitos outros meios de formar expressdes analyticas
satisfazendo as condicdes do theorema enunciado. Aqui expo-
remos ainda um, devido ao sr. Lerch, professor na Escola
Polytechnica de Pm:tFa ™.

Sejam u, & u; duas func¢des monogeneas independentes,
e consideremos a fracgio continua

Uy Uy
U, Uy
ﬂ,—|—ﬂ,— L]

[(3) =, 4 uy —

u‘j—]_“i_

cujas convergenles ¢, 41 € ¢, estio ligadas pela relagio

u, u
ot =ty ty — T3,

f'n

on
Cag1 — Uy Uy Cu— U

Co 41— Us U, € — Ug

d’onde resulta

'-.n"""u'_l_ug cu—l-"ul f'-n—l.—ﬂ»;_ug ﬂn—ﬁ-_u} ole
e e T T | .y

Ca—Uy Uy Cam1—Up'Camr—Uy U Ca—_3—1s

(1) Esla expressio @ reciproca d'outra considerada pelos srs. Schrider
e Tannery. Veja-se um arligo que a este respeito publiquei no Bulletin des
Sciences mathémaligues (lomo Xxu),

(*) Bulletin des Sciences mathématigues, 2.* série, tomo X,
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e portanto
cu+1—t&,_(u3)“+’ r,—-u,_(u,)‘-i"’
Cn 41— Uy u, " ey — Ug u, .

visto ser ¢, = u, + u,. ;
D’esta ignaldade conclue-se que lim 6n 4 1 = uy, se|uy|

<|u |, eque lim c,4;=1uy se|uy|>|ul;istoé,
0 == a0

que a expressio [ (z) representa u, na area onde é | uy
< | u, |, e que representa u, na drea onde é | ug | > | u,

-

11

Extensiio da formula de Taylor fis funcgocs
de variaveils imaginarias

445, —Tueorema. — Se a funcgao [(z) liver uma deri-
vada finila para lodos os valores que loma z, quando passa
de z, para Z descrevendo a recla que une estes dows ponlos,
sera (V)

N @) —GE)=R[Z—z)[" )]+ J[(Z —32) [ (2],

3, ¢ 34 representando dois valores de z comprehendidos no
caminhn sequido por z para ir de 3, ¢ Z. Serd lambem (*)

@ [@)—[z)=2y2e"(Z—2z))[ [z, +0(Z— 3]

i e 0 representando quantidades reaes posilivas comprehen-
didas entre 0 e 1.

(1) Pelas notacdes i{ [4] e é [A] representa-se a parte real e a parte
imaginaria de A. ¥ )

(2) Esla formula importante & devida ao sr. Darboux (Jornael de Liou-
ville, 3.8 gérie, tomo n). A demonstragio que vamos dar d'ella ¢ devida ao
sr. Mansion (Bulletins de PAcadémie de Belgique, 3.* série, tomo X).
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Sejam AR a recta descripta pelo ponto z; A, M e B o0s
pontos correspondentes aos imaginarios z,, z € Z; » 0 angulo

Y

C

&I

BOx da recta com o eixo das abscissas; e g, ¢, ¢/, b as dis-
tancias 04, OM, OB, CO. Sera

2=CP 4+ iMP=Db + ¢ (coso 1+ isenw) =b + p ¢,
e do mesmo modo
Zo=b4p 6 Z=0b + ¢ .
Logo temos
[@=[(b+¢e) =96+ i@
e, derivando relativamente a
¢ [ (5) = ¢ () + ¥ @)

Applicando agora as funcces 2 (¢) e ¢ (¢) o theorema 3.°
do n.° 62, vem

P @) =9 (o) + &' — 2o #' &)y 2 () = (o) + (' — p0) ¥/ (7o),
¢, € g representando dois valores de ¢ correspondentes a dois
valores z, e z, de z, comprehendidos no intervallo AB. Temos
pois a igualdade
[(@) =72 @)+ 1 (&)
= ¢ (e) + % (o) + (¢ — po) [¥' () + W (e0)]
=[G+ (' — w8 [e" [" ) + I [ ' @)

T
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que, por ser
':P’ == Fﬂ) Gi“ =7 — I

di a relacdo (1).
Pondo na formula (1)

Z—z,=Be*, [ (z)=C¢e"[" (z5)=De"
vem
f(2) — f(z,) = BC cos (b + ¢) + BDi sen (b + d)=H ¢*,

onde H* — B? C? cos® (b 1+ ¢) + B® B® sen® (b + d).
Suppondo agora € = D, temos H* = 2B C* e portanto
H — ABC v2, onde X representa um factor positivo ignal on
inferior 4 unidade.
Logo temos a formula

f(2)— () =ry2et—2=9(Z—3) [ (3)

ue da a formula (2) pondo h — b — ¢ = a e notando que
das relacdes

Z—zy=(' —po) €, 3 — Zo=(py —P0) €5 2y — P < ¢ — {0

se lira p, — po =0 (¢' — go), @ portanto z, — z, =10 (Z — z,),
6 representando uma quantidade positiva menor do que a uni-

dade.
Se for D > C, demonstra-se o theorema do mesmo modo,

pondo H = ABD y2.

A4 46. — Do theorema que vimos de demonstrar deduz-se,
applicando-o & funcgdo

¥ ___ v 7 — =ya—1
o=@ —[fO+ 75 @4+ E=T2 )],

o theorema seguinte :

Se as funccies [ (3)y [' (3)s «.., [*(2) forem finitas para
todos os valores que loma z quando passa de zy a Z ies-
crevendo a recla que une esles dois ponlos, serd
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(Z e u'-u\"_l

[@ =) +HZ— 2" () o+ =2

[*=1(z)+ Ity

(Z—z)* (1 —op—1
ftu = 1 y/2 (‘jz_(,}f} [*15 + 6 (Z — 2,)].

A formula precedente é, como se vé, a formula de Tay-
lor, que foi demonstrada primeiro no caso das variaveis reaes,
e que for estendida por Cauchy ao caso das variaveis imagina-
rias. A expressio que vimos de achar, do resto K, é a expres-
sio devida ao sr. Darboux (%), com a forma que Ihe den o
sr. Mansion (*).

Nora.—Baseando-se no theorema demonstrado no n.° 145,
pode-se estender ao caso das variaveis imaginarias o theore-
ma 1.° do n.* 106, Pondo depois no resultado F(z)=(z—z,)*+
acha-se o theorema que vimos de demonsirar.

143.— Desenvolvimento do binomio.— Applicando a
formula de Taylor a funcgdo y = (1 4 z)% onde k é real, e
considerando o ramo que di y = 1 quando z = 0, vem como
no n.° 108,

4+ %=1 +"Ei(f‘;):ﬂ+n,,

a =]

bk~ ). (k= n-t1) _"(I—E-

n—1
n—1)1 A —j—ﬁ:) (405

Ry =
1) Se o mbdulo ¢ de z = g €™ é menor do que a uni-
dade, a quantidade

k(k—1)...(k —n+41) _
mn—11 d

tende (n.° 108) para zero quando n tende para o infinito.
Além d’isso é

|4 —0 — 8 — 11—
‘ — = — 1, — U{E.
V + 020 Vi @ ;26 cos0 11— 0

(2) Loe. cil.




Logo R, tende para 0 quando n tende para o infinito, e
0 binomio considerado pOde ser desenvolvido em série orde-
nada segundo as potencias de z pela formula

!+ 2k=1 —|—n§1(k);«.

a

2) Se o mddulo de z é maior do que a unidade, a série
precedente é divergente. Com effeito, o mddulo do quociente
de dois termos consecnlivos d’esta série tende para g, quan-
do a tende para o infinito. Logo ha um valor de a a par-
tir do qual os mddulos dos termos da série crescem indefini-
damente.

Para o estado do caso em que o mddulo de z é igual &
unidade, assim como para o estudo do caso em que k é ima-
ginario, pode-se consultar uma excellente memoria do sr. Man-
sion publicada nos Annales de la Société scientifique de Bru-
zelles (lomo 1x).

Appliqnemos agora a formula que vimos de obter i de-
ducgio d’algumas formulas de que leremos de fazer uso.

K — A igualdade

sen 3 = i, e
: Bl S
da
(20)* sen*z = ™ (1 — e~ M)k,

Se k é um numero inteiro positivo, vem

(El-)l sen*z = § S | ) (i) plk — 2a) i=

=.é°(— I)"(z) [cos (k — 2a) z + i sen (k — 2a) z].

D’esta igualdade tira-se, se k é par, attendendo a que os
temos dependente do seno se reduzem dois a dois,

(2i)* sen* z = -%o (— -ijﬂ(::) cos (k — 2a) z,

n




e, se k & impar,

R

gk gk —1 gen* z = (— 1) (k) sen (k — 2a) z.
0 i

Estas formulas importantes dio os desenvolvimentos da po-
tencia k de sen z ordenados segundo 0s senos € 08 COSeNOS
dos arcos multiplos de z. O numero de termos d’estes desen-
volvimentos @ finito e os termos equidistantes dos extremos
sio ignaes, com) é facil de vér.

IX — Por uma analyse semelhante 4 que vem de ser em-
pregada se acha, quando k é inteiro e positivo:

2* cos* 5 ==

&

b

=
a==

l(k)ﬁt}ﬁl:k-——fﬂ] - ¥

a
XXX — Reciprocamente, das ignaldades
(cos z -+ 1 sen z)f = (¢¥)* = e =cos kz 4 isen kz
(cos 7 — i sen 3)* = cos ks — i sen k3,

onde k é inteiro e positivo, deduz-se, devolvendo a potencia

dos binomios que entram no primeiro membro e depois som-
mando-as e subtraindo-as,

—
e
x)
=
)
-
I
L=
1
.
B
(=]
2]
-
.

v 1
cos kz = cos* z — (,_)) cost—? 7 sen? z

-

- (i) cos* — 4

148, — Desenvolvimento de e, sen z, cos z.— Appli-
cando a formula de Taylor & fancgio e, vem

(3}

gent 5 — ...

—-—1 { ___C,)u—l:n 0z

L o B S L RS R B R T
e s "'{n--—ljn—i_h"rLMI n—1!
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|:|u-1.

Por tender para zero quando n tende para o in-

n—4q!
finito, esta formula mostra que ¢* é sempre susceptivel de ser
desenvolvida em série ordenada segundo as potencias de z
pela formula

T
c‘|+¢iiﬂ-_l'

Por uma analyse semelhante se vé que as séries achadas
no n.” 11 para o seno e o coseno d’'uma variavel real ainda
téem logar no caso das variaveis imaginarias.

149, — Desenvolvimento do log (I 4 z).— Applicando
a formula de Taylor a esta funcgio, vem, como no caso das
variaveis reaes,

zn—1
n—I1

log(1+z)=::—~;~zg+...-[—(—1)“" + R.

=1t =N m=—1
ﬂnz(—nﬂ—llp‘uﬂ'.—”—.(—1—-.-9—) .
I 6z°\1 5 6z

considerando sbmente aquelle ramo de log (1 4 2) cujo va-
lor inicial é ignal a zero. E’ facil de vér que, se o modualo de
z & menor do que a unidade, temos o desenvolvimento em
série

o "'=§ —-“_1£
log (1 +5)= X (—1) p

a

e que, s¢ 0 modulo de z é maior do que a unidade, esta sé-
rie ¢ divergente.

150.—0 processo anterior para achar o desenvolvimento
das funccdes em série é raras vezes applicavel por causa da
complicacdo da expressio do resto R,, que é necessario dis-
cutir, para saber se R, tende para zero quando n tende para
o infinito. Recorre-se porisso n’este caso a um theorema cé-
lebre de Cauchy, que seri demonstrado no Caleulo Integral,
e ainda a um theorema importante, devido ao sr. Weierstrass,
que aqui vamos demonstrar.
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Demonstraremos porém primeiramente o seguinte :
LeMMa — Se a série

F(3)= £ ", z=2x+ 1
no=0

for convergente n'um circulo de raio dado, e se, em todos
0s lpmuos do interior d’este circulo que léem o mesmo mo-
dulo p, 0 modulo de F (z) [or menor do que uma quanli-
dade positiva L, o modulo de cada termo da série serd tam-
bem menor do que L.

Com effeito, multiplicando a série proposta por 3= *, vem

m—1 ®

=*F@) = X cuz*~"+Cat+ 2 Garmn
fo= 0 mn=m-1
m—1 k
= X ¢.z"— "+ ¢ta+ p G~ "+4+ R,
o0 ne=m41

R representando uma quantidade cujo modulo tende para zero
quando k tende para o infinito.

Mas, como por hypothese é|z— ™ F (z)|< Ly~ ™, e como,
por mais pequeno que seja o valor que se attribua a uma
quantidade positiva 3, ha sempre um valor &, tal que é| R | <8,
quando k > k,, teremos (0.° 8 —1I)

|s=*F@)—R|<Lr-™+38,

-Elc.zﬂ—'—i—r..—l— E 1c,z"-‘i<L9—"—}—a.

mo==0 n--+
Dando agora n'esta desigualdade a z os valores

3=, Peiﬂ’ pg‘lia, S IE".3(:1— 1) i

e a k um valor maior do que os differentes valores de k, cor-
respondentes a estes valores de z, temos as desigualdades

m—1 k
b 4 fn?-_““*'cn"i' ¥ c.Ell—ll<LE—--+a

|n=0 noemom el
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1 ; k .
¥ Catt— "™ e{ﬂ—!ﬂ)lﬂ + Ch+ b3 Ca Fn—- cl:l—ﬂ'l)lﬂ|
=10 l’=!+l

SR8

LI e L LA DL R IR R RN ] Ss e me " LR B

que dio, sommando e attendendo ao theorema [ do n.° 8,

.E‘c. ?n—n(] -+ din—m)e o 3 si(ﬂ—i){u—.m_jﬁ)

n=0

k

I e F"""'(’I 4+ ei{“—”‘}s—|—...-{—c"f“—ﬂ(ﬁ—mjﬂ)

nm=m41

+ aea < a (g =+ 2),

ou, pondo

: : __pia(n—m)a
§id B;{n_m}ﬁ e 3ll:ﬂ—-”{ﬁ—lﬂ)5 — ,:—_%-l‘:_ﬂ—m]ﬂ =

e dando & quantidade & um valor que ndo seja raiz da equacio
I — (=m0 _— 0 isto é um valor tal que 4 seja finito,
m—1 k

2 cadpr—"Facat+ 2 ﬂn‘-lp“’"']‘(ﬂ(ii’_"l'a}

|n=o no==m-]

on
| B 5

representando por B a parte da designaldade precedente inde-
pendente de ¢q.
D’esta designaldade tira-se

() | en | 2 L™ + 3
porque, se fosse
| e | > Lg—™ + §,

podia dar-se a @ um valor tio grande que fosse
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LIPLER

ou & fortiori

alw

!c..+ > =43,

|
visto ser (n.° 8—1)

|B] B
"y + !c... “ i ;\z

i
Cm|.

Da desigualdade (a) tira-se o theorema enunciado; porque,
se fosse | ¢m | > Lg— ™, podia dar-se a & um valor lio pe-
queno que fosse | ¢m | > Lg— ™ + 8.

A5 4. —TuroreMA. — Se uma funcedo [(z) for suscepli-

vel de ser desenvolvida na série uniformemenle convergente
dentro de um circulo de raio R :

M) fE=>pE+PE+...+Pfz)+ ...,
e se as funccies Py (2), P, (2), ele. forem suscepliveis de

ser desenvolvidas nas séries ordenadas sequndo as polen-
cias de z, convergenles denliro do mesmo circulo:

(2) Pa(2)=A M4 A,z 44,02 ... F 4™ ™4 ...,

a funcedo f(z) serd tambem susceplivel de ser desenvolvida
em série ordenada segundo as polencias de z:

B fE=4+ 42+ 482+ ... + 4uz"+ ...,

e serd

(8) . A s 0y 40T R

_ Este theorema foi demonstrado pelo sr. Weierstrass da ma-
neira seguinte (!):

IBED[’{I Monatsberichte der Kon. Akademie de Wissenschaften su Berlin—




Seja ¢ uma quantidade positiva menor do que R por ser
uniformemente convergente a série (1) na circumferencia de
raio ¢, a cada valor da quantidade positiva 8, por mais pe-
queno que seja, corresponderi um valor n, de n lal que a
desigualdade

| Pasii B Pags @) + con+ Pagp () | <8

seri salisfeita por todo o valor de n snperior a n, & por lo-
dos os valores de z que téem o moidalo p, qualquer que

seja p.
Mas temos (n.° 22)

Papr(@F oot Pagpld)= 3 z=(damtif..f-Aa).
m=0

Logo, em virtude do lemma precedente, temos a desigual-
dade

|dn®+ 0 4 A o+ L AL TR G,

d’onde se conclue a convergencia da série (§).

~ Considerando agora outro numero positivo ¢, tal que
seja B > p, > p, podemos dar a n um valor tal que seja
tambem

[Au® 4D A+ Lo A+ By

por maior que seja p; e portanto

| lim (Aae+ 04 420 +D L Al F0) | D8

p=w

Pondo para brevidade
A0 LB e o A = il
lim (4 +D 4 A0 +D 4 L. 4+ A0 +9) = A",

p==
o que di

da=m Al + A%, | A% | = B~ %
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vem, para os valores de z cujo modulo ¢ é inferior a ¢, a
designaldade

|4 4% z14+ oo + | A"a 3™+ ...

<a[-1 +§I+ ...+(i)“+...]<a

f1

F1
da qual se conclue que (n.° 20 —2.°) a série:

2 ¥

i1 P
" T

ATy + A"y 34+ oo + AVn 2™

¢ absolutamente convergente.

Por outra parle, é lambem convergente (n.° 22) a série
Po(3)+ Py @)+t Palz) = 2 3® (a0 + Au-oo. 40"

=4yt A 24 ... + 4"+ ...
Temos pois

- = n L
2 dprm= I UadA"Jz"= X P(3)+ Z A"az™,
m=0 m=0 a=0 =0

d’onde se tira

-
Adpim= I

0 a=mn-1
e portanto (n.” 8 —1I)

2 P.(3)—
a=0 m

| t48

" -
."l m o= i
L]

28

E .Pa:_ g .‘mzm a a-_P'.'l_-
o=l ®) m=0 I< ¥ i

Como a & se pode dar um valor tio pequeno quanto se
(ueira, tira-se d’esta designaldade

2 Po(g)em E A.7™,
4 = o= 0

isto é, a igualdade (3), que se queria demonstrar. ;
ExempLo 1.°—A funcgio [ (z) = sen (sen z) di a série
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sen® z sen® z
7) = sen 7 — —_—aas

que ¢ uniformemente convergente qualquer que seja z (n.°
24). A lanegio

z! :.': n
sen® z =(-a- F— 3"1 + 5"‘1 e ..-)

pOde ser desenvolvida (n.° 22) em série ordenada segundo as
potencias de z, qualquer que seja z. Logo, em virtude do
theorema precedente, tambem a fun-¢do sen (sen z) pdde ser
desenvolvida em série ordenada segundo as polencias de z,
qualquer que seja z.

ExempLo 2.°—Vé-se do mesmo modo que a funcgio

f (z) = sen [log (z + 1}]

pode ser desenvolvida em série ordenada segundo as polencias
de z qnando o modulo de z é menor do que a unidade.

45%2. — Applicando o theorema precedente is séries or-
denadas segundo as polencias de z — a, sendo z variavel e
a constante, deduz-se, como vamos vér, o seguinte:

THEOREMA. — Se a série

M) f@=t+6E—a)+...+lE—a+...

for convergente no inlerior d'um circulo de cenlro a e raio
R, isto ¢ quando | 2 — a | < I, e se 3, ripresenlar um
ponto do interior d’este circulo. as derivadas [' (), [" (Z),
elc. existem e sao finitas e respeclivamenle iquaes as som-
mas das derivadas de primeira ordem, de sequnda ordem,
elc. dos lermos da séric proposta, islo é:

[! (z) = ilnc. (zp —a)—1,

[" (24) = “E' nn—1)ca (3, — a1, elc.

Em sequndo logar, se for |z, —a|+ |z — 3,1 < R,
leremos




E—al oz + .

[(Z)=[(z) +(z—2z) [ (z) +... +

Com effeito, pondo na série proposta z = z, + h, tere-
mos

[ (2 + h) = Eon,, (zo + h — a)" .

Esta série, considerada como func¢do de h, é uniforme-
mente convergente quando & | z, + h — a | < K, ou a for-
tiori (n.° 8—1I) quando é |z, —a| 4+ | k| < R. Desen-
volvendo pois os binomios que n'ella entram e ordenando o
resnltado segundo as potencias de h, teremos, em virtude do
theorema precedente,

[G+ R =[(z)+hf G+ MfE)+ -

onde é

| 28

[y ()

Nex (5, — a)" — 4,
1

)= 2 n(n—1) ¢ (5, —a)—2 etc.

n == 3
Pondo agora h = 3 — z,, vem
'f(:} i r(.:o.] + (3 = 30) f: (30‘5 + . + {::_ :o:}" ;rn {30‘! + 2EE)

com a condigin | zp —a |+ |z — 35 | < R

Para das formulas precedentes tirar o theorema enunciado,
basta notar que a ultima da (passando [ (z,) para o |n|mewo
membro, dividindo depois os dois membros por z — z, e fa-
zendo finalmente tender z para z) [, z,) = [' (3,), @ que,
como cada nma das fanccdes f; (2), [z (z), [ (), elc. se de-
duz da anterior como [7 (z,) se deduz de [ (z,), temos f; (2,)
= [" (2). 3 (20) = [" (%), ele.

CoroLLARIO. — Se a série (1) [or convergente no inlerior
do circulo de raio R e cenlro a, a funccao é conlinua den-
tro do mesmo circulo.

Com effeito, em todos os ponlos do interior d’este circulo
[ (2) tem uma derivada finita.
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153. — A respeito das derivadas das séries enunciaremos
ainda o theorema seguinte, que se demonstra do mesmo modo
que o theorema analogo relativo as funccdes de variaveis
reaes (n.° 140):

Se a série Lf, (2) for convergenle n'uma drea dada, e
se ma mesma area [or uniformemenle convergenle a série
2", (2) formada com as derivadas dos lermos da preceden-
te, ¢ [! (2) = Z['s () na mesma drea.

111

Funccedes regulares n'uma regifio do plano

434.— Definigio. — Se a fonecdo [ (2), pa visinhanca
do ponto z,, for susceptivel de ser desenvolvida em série or-
denada segundo as potencias de z — 25, de modo que haja
um numero positivo I tal que seja

@ =co+t;z—2)+ ... +al(z—12)*+ ...

quando | z — z, | < R, dizse que a funcgdo f(2) é reqular
no ponlo z,.
E’ facil de vér que (1 4+ 2)% ¢, log (1 + 2), ete. sdo fune-
coes regulares em todo o plano excepto em ponlos isolados.
1) O binomio (1 + 2)* da

: L z— 2 |*
(1 4+2f = 4 2) [l +-| +%-]

= o+ (F) (G2)

quando |z — 2| < |1 + z, |: e portanto é regular em todo
o plano, exceptuando-se o ponto z, = — 1 quando k ndo é
inteiro e positivo.

2) Da série
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(z—2)n

c‘=-c'*'o.e'n=ﬂ‘ﬂ[l +z2—12+ '"+_n!_+ ]

conclue-se que a funccio e é regular em todo o plano.
3) Daigualdade

log (1 4 2) =log (1 4 zp) 1+ log (1 + T;i:)

—z — 2\,
=tog (1 + =)+ T2 — 3 () '+ .

que tem logar quando é |z — z, | << |1 + 2, |, conclue-se
que log (1 + 2) é uma fanc¢do regalar em todo o plano ex-
cepto no ponto z, = — 1.

4) Do mesmo modo se mostra que sen z e cos z sio fune-
coes regnlares em todo o plano.

155, —Tucorema 1."— Se uma funecdo uniforme, re-
gular em lodos os ponlos de uma drea A, for conslanle em
lodos os pontos de uma linha finita contida na drea A, é
conslante em loda a drea.

Este theorema é devido a Neumann, e foi por elle demons-
trado do modo seguinte:

Representando por @ o valor de z correspondente a um
ponto qualquer da linha dada, teremos, para todos os valores
de z representados pelos pontos de um circulo de centro a e
raio I,

f@A=c,+e¢,iz—aa)+ ... + tu(z—a) + ...

ou (n.° 152)

[G)=[(a)+ (z—a)[ (a)4 ... +(_—,“)"f-{a}+

n

Mas por ser constante a fanc¢do [ (z) em todos os pontos
da linha dada, temos [’ (@) = 0, [" (a) = 0, etc. Logo serd
[ (z) = [ (a) em todo o circulo considerado.

Tomando em segunida um ponto b do eirculo anterior e re-
petindo o raciocinio precedente demonstra-se do mesmo modo
que [ (z) = [ (b) = [ (a) em todos os pontos de nm segundo
circulo, que é em parte distineto do anterior. Tomando um
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nto ¢ d’este circulo acha-se do mesmo modo [ (3) = [ (¢)
= [ (b) = [ (a) em todos os pontos de nm lerceiro circulo.
Continuando do mesmo modo até ao contdrno da irea A de-
monstra-se¢ completamente o theorema.

TueoreMmA 2.°—Se duas funccoes uniformes, regulares em
todos os ponlos de uma area A, forem iquaes em lodos oS
pontos de uma linka finila contida na area A, sio iguaes
em loda a drea.

Este theorema é consequencia immediata do anterior, pois
que a differenca das duas func¢des sendo nulla em todos os
pontos da linha dada, sera nulla em toda a irea 4.

TuroreMA 3.°—Se uma [unc¢do uniforme, reqular no
ponto a, se annulla assim como as suas derivadas alé d or-
dem m — 1, quando ¢ z = a, teremos

[(2) = (z — @)"% (2),

onde v (z) ¢ uma funcedo uniforme regular na visinhanca
do ponlo a.
Com effeito, sendo por hypothese

f(D)=co+e,z—a)+ ... +ealz—a) + ...
e ¢, = [ (a), ¢, = [' (a), elc., temos

f)=(—ar | @+ ﬁ @,

d’onde se tira o theorema enunciado.

THEOREMA &.°— Os ponlos em que uma funccdo uniforme,
reqular n'uma drea A, lem wum mesmo valor, estao sepa-
rados por intervallos finitos, se a funcgdo ndo ¢ constanle.

Com effeito, por ndo ser constante a fancgio f(z) na drea
A, as derivadas L{" (a), ["" (a). etc. nio podem ser lodas ignaes
a zero. Chamando pois /™ (a) a primeira derivada que ndo é
nulla, teremos a differenga

FO— (@ = == [ @)+ o b @ |

onde é possivel dar a| z — @ | um valor tio pequeno 8,
ue o modulo do sen primeiro termo seja maior que o médulo
a somma dos seguintes quando | z — a | =< 8. Logo no cir-
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culo de centro a e raio & a differenga f (z) — [ (a) nio pide
ser nulla em ponto differente de a.

Tueonema 5.°—A somma de duas expressies uniformes,
requlares em lodos os ponlos da darea A, é uma expressdo
reqular nos mesmos ponlos.

Este theorema ¢ nma consequencia immediata do theorema
£.° do n.® 22, Com effeito, chamando [ (3) e F (z) as duas
expressdes dadas e a nm ponto da drea 4, teremos

f (z:l — ZI",‘ I:Z' —_— ﬂ}'f, r f:} = EC“ [z =S ﬂ.:l",
e portanto
[(z)+ F()=Z (ca + Cu) (z — a)™

Taeorema 6.°—0 produclo de duas expressies uniformes,
requlares em todos os ponlos da drea A, é uma expressdo
regular nos mesmos ponlos.

Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o0 ante-
rior, partindo do theorema 5.” do n.° 22.

THEOREMA 7.°— 0 quocienle de duas expressdes ¢ (2) e
¢ (2), uniformes e requlares na drea A, é reqular nos pon-
tos da mesma drea em que o denominador ¢ (z) se ndo an-
nulla.

Com effeito, pondo

b =cCFc¢,(z—a)+ ... +lz—a)r+ ...,
onde ¢, ¢ differente de zero, teremos

s =)+ et—a)+...)]
'u_"°['+ y ]

=6l +P@E—al?
pondo
(z —a) [¢;, + ¢ (z — a) +

Co

.“] =!P(Z— ﬂ::l-

Dando a|z — a|um valor tio pequeno que seja| P (z — a)|
< 1, podemos desenvolver [$ (z)]=? em série ordenada se-
gundo as potencias de z — a, e teremos
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75 =01 —Pe—a)+iPE—aP —[Pe—al+...|.

Esta série é uniformemente convergente na visinhanca do
ponto a assim como (n.° 22) as séries que resultam de
P (z — a), [P (z — @), ete.; logo (n.° 151) a func¢do b (2)
é susceptivel de ser desenvolvida em série ordenada segundo
as potencias de z — a na visinhanga do ponto a. Esta func-
¢io & pois regalar no ponto a, assim como, em virtude do

: = (z) 1
theorema anterior, a funccio L =0 (f).—.
T AT
v

Funcgdes regulares em todo o plano

456.—A toda a lunegio uniforme f (z) regular em to-
dos os pontos do plano chama-se funceao inteira ou holo-
morpha. Taes sdo, entre as funccdes algebricas, os polyno-
mios racionaes inteiros relativamente a z, e, entre as funcches
transcendentes, as fanccdes e, sen z, cos z e, em geral, as
funccbes que podem ser desenvolvidas na série ordenada se-
gundo as polencias inteiras positivas de z:

f['_:]a‘:t"u-—]—ctz—I—{',:g-{—...—[—i‘ni"‘l‘---s

qualquer que seja z. Com effeito, estas funcgbes sio regulares
em todos os pontos do plano, pois que, desenvolvendo segun-
do as polencias de z — a os termos da série

fQ)=c+eoc—ata)+ ...+ ai—atar+ ...,

obtem-se, em virtunde do theorema do n.° 151, o desenvolvi-
mento de [ (z) com série ordenada segundo as potencias de
z — a, qualguer que seja a.




A theoria das fanecdes transcendentes inteiras é a conli-
nuacio natural da theoria das funccBes racionaes inteiras, es-
tudada na Algebra, e as suas propriedades sdo, em parle,
anilogas 4s propriedades d’estas. 8io tambem susceptiveis de
se exprimir por um producto de factores que tornam explici-
tas as raizes da func¢do. Este resnltado importante, demons-
trado primeiro por Euler, Canchy, Gauss, elc., em alguns
casos particulares, foi completamente estabelecido pelo sr.
Weierstrass (*). Antes porém de expor o bello theorema de-
vido ao eminente geometra de Berlim, vamos considerar as
duas funcebes sen z e cos z cuja decomposi¢do em faclores,
devida a Eualer, se obtém por consideracdes particulares.

45 9.—Decomposicio do seno e do coseno em factores.
— Da expressio de sen kz dada no n.° 147—III tira-se, quan-
do k é impar, pondo cos® z = 1 — sen® z,

sen kz = [ (sen z),

onde [ representa nma funcgio inteira do grio k. 0s k valo-
res de sen z, que annullam esta fancgio, devem corresponder
aos valoros de z que satisfazem & equacdo sen kz = 0 e que
ddo para sen z ?allures distinctos, isto é, aos valores de z se-

guintes :
- I k—MN=
U'i-E.i—E»---,iT-
Logo temos
son? 2 1=
sen kz=4 senz I—-hﬂn" ...!’I——SE."—' )
seniz sen”u
k 2k

onde 4 ¢ uma constante que vamos determinar. Para isso, di-
vida-se os dois membros da igualdade precedente por k: e
faga-se depois tender z para zero. O primeiro membro tenden-

do para a unidade e o segundo para % , teremos 4 = k.

() Welerstrass: — Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funclio-
i‘sc':i;) einer Veranderlichen (Abhandlungen der K. Akademie su Berlin —




337

: (74
Madando na ignaldade precedente z em — , temos

— —
Te

L3

sen® — sen® —
2 k k
senmr=ksen —| 1 — oon | e ]
k sen‘-ln_ SEH’m
k 2k

Vamos agora procurar o limite para que tende o segundo
membro d’esta igualdade quando k tende para o infinito.

Por tender para a unidade a razio do seno para o arco
quando o arco lende para zero, é facil de vér que, quando &
tende para o infinito, teremos

SPN T2 = wz(l _%!I)(I — 3.?') (I _(mz—_’l?) lenl R

e 171

5 =D sen® —
Ra= 1l | —E
EE sen? o=

o ".: It

Por ser (em virtude do que se disse no n.° 148 e de ser

1 : :
3 (k — 1) o mator valor que pdde ter n)

=en

(r_i_: ¥

nw nw k . MT n= ( r:’)
= —_—— 08 = - — T

E =k 7 b o T bl

onde 6, represenla uma gquantidade inferior 4 unidade em va-
lor absoluto; e por ser

— 3 .2
[

"

sen? ;= _T“_ (1 + ),

onde & representa nma quantidade infinitamente pequena quan-
do k é infinitamente grande, teremos

sen? "=
' k I 22 (I 4 &) tn
e e, .
cent " Wl o B n
3 "%

13
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onde wu, representa uma quantidade cnjo modulo ndo pode ser
infinito, qualguer que seja n. Logo

m—1 :_t - ] T"5.“)
sen mz ==z 1l (I——?)_Ij(iﬂ-ﬁ h

Por outra parte, chamando L um numero maior do que as
: b : 2
quantidades u,, ug, elc., a serie }; —y convergenle, visto
que os seus lermos sao menores do que 0s lermos correspon-
o

yis o L ;
dentes da série (0. 17) 2 o e portanto é tambem conver-
1

gente o producto infinito 11 (l + :’:‘,‘—) , & lemos
1

: - U g
i (H—?)_ lim 'I_I’(H- ﬁ:)

Vem pois a formala d’Euler

- 2
(@) sen =z = 7z | (i - :.)_

1 nt

Do mesmo modo se decompde cos =z em factores, o que da

cos--:-—sizl(' _(-‘-’RJ—:“’—W)

458, — TueoReEMA DE WEIERSTRASS.— Sendo dada a série
de quantidades 0, a,, O3, ..., G, ..., collocadas segundo
a ordem crescente dos seus modulos e salisfazendo a con-
digio lim | ac| = =, pode-se construir uma funccdo

&= o

transcendenle inleira, pela formula
’ s 2\, NS me 2 \k
O fE=—m T (1—7)"" 5= el
e=1 ¢ kmal k (1

cujas raizes $ao 0, @y, g, .. .5 ey +ooy € cujos respeclivos
grdos de multiplicidade sdo g, Ny <oy Ney « .-
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Reciprocamenle, se [, (z) represenlar uma funccdo in-
leira cujas raizes sao 0, Ay, Ay, ..., Qe ... € 05 respecli-
vos grdos de mulliplicidade ny, nyy ..., fg, ..., esla func-
¢do pode ser decomposta em factores, que tornam explcitas
estas raizes, por meio da formula

(2) fi @) = RS 2% 1 (I 3k i)"s e Se

¢ =1 (13 g
onde ¢ (z) representa uma funccdo inleira.
A demonstracdo que aqui vamos dar d’este importante
theorema é devida ao sr. Mittag-Leffler, professor na Univer-
sidade de Stockholm (*).
Da série (n.® 149)

__z\n val O (z)k
log(i ﬂu) _nlxilk a3/’

que tem logar quando é ?z J < 1, deduz-se

(1) (| __z)"'e=g— n S, )

(e
pondo para brevidade
e & fxXk
swo= i 4@
Logo temos

(B) (, _ﬁg)n.c e Se(1,m) _ —neSeme 1, )

onde m, represenla um numero inteiro ou zero, devendo n’este

; : neS(,m
ultimo caso considerar-se e © (1, me)

unidade. _ _
Considere-se agora uma série de quantidades positivas s,,

como representando a

(1) Acta Mathematica, tomo 1v.




-
g, .-+ &, .-. laes que a somma Z e seja convergente, e
1

dé-se a m, um valor tio grande que seja
(©) ”slst{mc‘i'limll“:’s

qualquer que seja o valor que se dé a z, que satisfaga & con-
digio |ﬂil < & < 1; 0 que é sempre possivel por ser n’esle
e

caso uniformemente convergente a série S (1, = ). O produ-
cto II E,, pondo

(I i) i)n. sn,&(l.m¢}=F

Lay
@

represenla uma funcgio regular em todos os pontos do plano
e que se annulla nos pontos a,, @y, «.., @, ..., COMO Va-
mos vér.

Consideremos um ponto qualquer z, do plano e os pon-
tos visinhos d’este, isto é, os pontos que satisfazem & condi-
¢io | s — z,| = ¢, onde p ¢ uma quanlidade lio pequena
quanto se queira.

Por ser lim a, — o, é sempre possivel dar a ¢, um va-

o = g

lor tdo grande que a desigualdade !EZ i < = seja salisfeita por

todos os valores de ¢ maiores do que ¢,, e por todos os va-
lores de z que salisfagam & condigio | 2 — 5, | =< ¢.
-

Por outra parte, por ser convergente a série Z s, é sem-

1
pre possivel dar a ¢, um valor tio grande que, dando a 3 um
valor tio pequeno quanto se queira, a desigualdade

¢t p

2 E‘<a

seja satisfeita por todos os valores de ¢ superiores a ¢y, qual-
quer que seja p.

Logo as duas desigualdades precedentes sio salisfeitas ao
mesmo tempo pelos valores de ¢ maiores do que a maior das
ﬂuantidades ¢, & rg, Da regido do plano determinada pela con-

iclo [z — 53, | =< ¢
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Das desigualdades precedentes e da desigualdade (C) con-
clue-se que a designaldade

a-l:p
X

D) !m5=(m.—|—1,w)"<a

t=c¢

é satisfeita por todos os valores de ¢ superiores a ¢, e C;. Da
regiio do plano delerminada pela condigdo | z — 3, | =< ¢
Por outra parte, a formula (B) da

ek ‘Fac I

—_ 1 ! ]
i E, 5 ‘nem.,(mg-}— , )
-

d’onde se tira

GE? ]ﬂg By = — :EP e S Ema + 1, C!:],

e, em virtude da desigundldade (D),

ledp |
| £ log E,\ < 5,

1l=—¢

=
Logo a série ¥ log E; é uniformemente comvergente na
b= 1
regiio considerada do plano. -
Posto isto, supponhamos primeiramente que z, ¢ differente
de a. e que a ¢ se di um valor tio pequeno que seja|z — 5|
< | 7, — @.|. O segundo membro da igualdade

log E. = n, ]ug(: L ﬂi’)+ A ';c %(;‘);

o1

—_— -
-

= . log (' + ;; --i‘z)-{— n. log ( _E:)

nzl" __*'_ (3—'&+ i 30)*

e

+ n,

ksl

é susceptivel de ser desenvolvido em série ordenada segundo
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as potencias de z — z,, e temos (*) log E. = P (z — z,); e
portanto, applicando o theorema do n.° 151,

21 log E. = P, (z — z,),
d’onde se tira
ﬁ E= - epl{:'_'zn}l
cm ]

D’esta formula tira-se depois

I Bt Pl e ip L ET S

€=l

ou (n.° 154)

I E.= Py (z — 3,),

0 que prova que a funecio II E. é regular no ponto z,, como
1

se gueria demonstrar,

Supponhamos agora que z, representa uma raiz a; da func-
¢do que queremos formar. Dando n'este caso a p um valor
tio pequeno que na drea plana delerminada pela condicdo
| 2 — a; | = ¢ ndo exista outra raiz da funccio considerada,
teremos

visto que o primeiro membro ndo tem a raiz a;; e portanto

o R ] i
H E‘ — (_L- (z foe_y ﬂj}ﬂj EP' (z a.f)’
1 aj

(1) Empregaremos, como o sr. Weierstrass, as nolagies P (z — z,),
Py (3 — z,), elc, para representar séries ordenadas segundo as pnlencla.s.
inteiras e posilivas de £ — z,.
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d’onde se conclue, como no caso anterior, que a funcdo
-

Il E. é regular no ponto a;.

: |

As raizes a,, @y, elc. da funecio que vimos de formar,
sio todas differentes de zero. Para que a fancgio tenha tam-
-

bem a raiz 0 basta multiplicar I E. por z%. Com effeito, te-
1
mos (n.° 22)
L]
Pl By = o+ 3= %) Pale— ) = P — ),

e portanto a nova funcgio que se obtém é ainda regular em
todo o plano.

De tudo o que precede conclue-se a primeira parte do
theorema de Weierstrass, isto é, que se pode constituir pela
formula (1) uma funcgdo que se comporla regularmente em
todo o plano e que se annulla nos pontos 0, ay, ag, elc.

Para demonstrar a segunda parte d’este theorema, basta
notar que o guociente da funcgio fi (z) dada pela funccio
f (2), que vimos de formar, nio pode ser nullo nem infinito
em ponto algum do plano. Logo este quociente representa
(n.° 155 —7.°) uma funcgio F (2) regular em todo o plano,
que nio se annulla em ponlo algnm.

Por ser, na visinhan¢a do ponto z,,

F)=Dby+b(z—12)+b(z—2)+ -0
onde b, & differente de zero, leremos

lﬂg F (z)__—_ I(}g b¢-+ I(}g [1 _!__ (z—1zp) Ull -4 3;’:[2:— ZO:I -+ .,_)].

Logo se a|z — z,|se der um valor tio pequeno que seja

3_'30||51+h3'[3—30)+“-l<1
| by | i

teremos, em virtude do theorema do n.* 151,
log F (z) = P (z — %),

e portanto a funcgio log F (z) é inteira. Temos pois, repre-
sentando por ¢ (z) esta funcgio, F (z) = e* (%), e portanto




B19

i) =e6 1)
que € o que se queria demonstrar.

A59. — Delerminacdo dos faclores primarios das fune-
¢oes infeiras.— A cada um dos factores

z\ n S
| —— )& )
L

que entram nas formulas (1) e (2), chama o sr. Weierstrass
um factor primario das funcedes consideradas f (z) e f, (2).
Tanto para decompdr uma funcgio inteira dada em factores
primarios, como para achar uma funcgio inteira que tenha
raizes dadas, é necessario conhecer, para cada valor de ¢, um
valor de m. que satisfaga & designaldade (C), e para isso bas-
ta, como vamos vér, dar a m. valores taes que seja conver-
gente a série

1
A zm'+

=1 a_ﬂme"f"f §

(E)

Com effeito, se esta série é convergente, podemos dar a
& 0 valor

& zm,, -+ 1
M. 1
Figdes

By == ) :

chamando » uma quantidade independente de z e de ¢.
Mas, por ser

“e! E l(i)l E ﬂel_z"l
[k==m 44 BN/ | ™ g g |0
e
3 m’—:-k=.I"‘zm'+'| :
k=m 41 |G oM+ 1 | ,_lii’
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a designaldade (C) pbde ser substituida pela seguinte:

.[n‘,zm‘+ll 1

‘mmc—iﬂi ',_]l

1 < By

Z
a.

§ T e : ; - 1
que ¢ satisfeita, visto que se pode dar a i o valor maximo e

<Ls <.

1 b
que toma ———— quando é IEL-

§o J )
g |

Se houver ]Imis um- valor de m., conslante qualquer que
seja ¢, tal que a série (E) seja convergenle, emprega-se esle
valor em todos os lermos das formulas (1) on (2). No caso
contrario, pde-se m, = ¢; com efleito, a série (E) transfor-

: e el :
ma-se entdo na série £ |————|. que é convergente (n.°
ce= i a’ i
K s b s Jord
19 —1V), visto que a raiz n. | & ] tende para zero
é

quando ¢ tende para o infinito. 2l
Exenpro. — Procuremos a forma geral das fancgbes intei-

ras cujas raizes sio 0,1, — 1, 2. — 2, ..., ¢, — ¢, elc,
- -] 3
s z .
Como a série £ | —|= X J l é convergente qual-
e=1 |l c=1

quer que seja z (n.° 17), podemos por m, = 1, e lemos

f(z)=e“’)zj1|:(l - %)c: (1 + ;)8—5]1

on
ro=e®: i (1 -3),

onde ¢ (z) representa uma funegdo inteira de z.
Faz parte das funccdes comprehendidas na forma prece-

dente a funcedo sen wz. N'este caso 6 ¢? (¥) = = (n.° 157).

160.—Fundados no que precede pode-se achar um des-




(]
3 < : z
envolvimento em série da funcgio r—!-% , €m que se lornam

et 1 o .
explicitos os pontos onde esta funegio é infinita.

Derivando os logarithmos dos dois membros da formula
(2) vem (n.° 153)

I (2) y 1y = n. M p. (2 *"‘]
TI(_Z)=?(z)+?+c£1[z—u,+nfaa(5;)

on

f- (2) n = n ,mc
(F L0 s o (2 Yo e iaknic
) LF\Z] ?()+:+c-1ﬂam‘3—‘ﬂc}
visto ser
1 | z z \m,—1 2
:_a¢=_ﬂ_¢[l+Ec +”_+(ﬂc) ]+ﬂm‘{'—ﬂ ;'l

Para completar a demonstracio d'esta formula (F) vamos
mostrar que a série que entra no seu segundo membro é uni-
formemente convergente, quando a série (E) é uniformemente
convergente. Com effeito, por esta série ser uniformemente
convergente e por | a | tender para o infinito com (, a cada
valor de &, por mais pequeno que seja. corresponderd um va-
lor t, tal que as desigualdades (n.° 124)

}.‘EP ez <6|z<
— — &
¢ -1 amc"i-l ’lul

¢

serio satisfeitas quando ¢ => Iy e | z | < p, ¢ representando
uma quantidade tio grande quanto se queira. Logo & forliort
leremos

l ny 1

am‘+lil—

1 e

l-|2-p

¢ =1

zi<6'

a.
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depois
'+’\ n :m”' 1
Z £ — < §,
i ’acna;-i—ll l' s _;_i
¢ finalmente
m
"EP n,z ° \
SN G SE TN 3
T < 9,

m
a, (5 — a)

d’onde se conclue que a série que entra no segundo membro
de (F) € uniformemente convergente em qualquer drea, por
malor que seja.

1614.—Caso em que m, ¢ constanle.—No caso de m. ser
constante, a funccio (2) tem propriedades notaveis que foram
estudadas por Laguerre, Cesiro, ete. Aqui limitar-nos-hemos
a demonstrar, no caso de ¢ (z) ser conslante e ny = 0, 0
theorema seguinte:

Se todas as raizes de f, (z) sdo reaes, lambem as raizes
de [, () o sdo.

Este theorema foi demonstrado por F. Chio nos casos de
ser m.=0 e m.=1, e em seguida pelo sr. Cesaro no caso
de m, represenlar ama constante qualquer (*).

Seja z, = p (cos w + i sen ®) uma qualquer das raizes
da equacio f7, (z) = 0. Substituindo este valor em logar de
z pa igualdade (/) e pondo m, = m, vem

E (_g)*' n. (cos mw - i sen mw) -
e, o g COS w — @, + 1p Sen ® :

Esta equacio parte-se nas duas seguintes, das quaes uma
determina ¢ e a outra o:

c:.}‘:-: :: (EE). ;E cos (m — 1) ® — a. cos mmg=0

(1) Giornale di Mathematiche, lomo Xxil.
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)

c=1 dd’

Lot ("i:)- 39 sen (m — 1) @ — a. sen mm$= 0

pondo d. = (p cos @ — a.)* - ¢* sen? .

Se m é impar, multiplicando a primeira d’estas ignalda-
des por sen (m — 1)®, a segunda por cos (m — 1) » e sub-
trahindo, vem

=3

n
senw X ———— ==

- 1
;—I."-lfa i-lg" 1

d’onde se tira ® = 0. .
Se m é par, multiplicando a primeira equagio por sen mm,
a segunda por cos me e subtrahindo, vem

n;
sen w2
cm==1 “‘c ac‘

d’onde se tira tambem o = 0. :
Logo, em qualquer dos casos, seri z, = p. As raizes de
'y (z) = 0 sio portanto reaes, como se queria demonstrar.

Funcgdes uniformes regulares
em todo o plano, excepto em pontos isolados

4@2. —Das funcedes uniformes nio inteiras limilar-nos-
hemos a estudar as que sio regalares em todo o plano, ex-
cepto em pontos isolados a,, ag, ..., a. ..., laes que seja

lim | @, | = o, e na visinhanga dos quaes tenhamos

€ == o

0 f(&) =P —a)+ 6 (— )

i — 0

onde

) G. (z —1 u) s ,El A (.‘.’—;ﬂ-‘-)‘ 4




Estes pontos sio os ponles singulares da funccio, e fo-
ram chamados pelo sr. Weierstrass polos quando m é finito,
pontos singulares essenciaes quando m é infinito.

As funcgoes consideradas resultam naturalmente da gene-
ralisagio das funcces racionaes. Na verdade, toda a [uncgdo
racional [ () & susceptivel da decomposigio (n.* 39)

~=}: Hin E "& i
[ =% + 5t e

)"

se agora z, representar um ponto differente de a,, a,, ete.,
temos

£ (5) = z-Eafé;Eﬁ;-(|-+ ) R S

3y — 0y
d’onde resulta (n.* 147 e 22

[(@) =P (z—z)

e a funcedo & portanto regular na visinhanca de z;; se porém
3y r{?[lrr!sEIJta um dos '_;‘u_rnll:ls ,, ag, 'uh%.. a, por exemplo,
applicando a decomposigio anlerior so as parcellas corres-
pondentes a ay. ay, #te. vem um resultado da forma

,l'(zj:):.-{:%—uk P, (z — a,),

a,)°

e 0 ponto a, é portanto um polo.

Pertencem tambem ao grapo de fancedes que estamos con-
siderando as funcides f; () que sdo o quociente de duas fune-
¢Des transcendentes inteiras ¢, (z) e g, (2). Com effeilo, sendo
Gy Oy ooy Ogy oo a8 TAIZOS do denominador e n,, g ...,
f., ... 0s sens respectivos grios de multiplicidade, a funcgio
fy (=) serd regular em qualquer ponto z, do plano, differente
dos pontos a,, a,,, ete. (n.° 155—7.°); e, na visinhanca.do
ponto a., leremos (n.° 158)

ﬂ(z)# Pz — a) g Py (z — @)

o e
5 a-,-)n‘ cj 1 (2 — &)

=mQJ—)+ﬂu—my

z_"ﬂc




Logo a funegio considerada é regular em todo o plano
excepto nos pontos ay, dy. ..., @, ..., que sio polos.

A6 3. — Assim como acontece com as funcedes racionaes,
as func¢des que estamos estudando sido suscepliveis de uma
decomposigio que torna explicitos os polos e os pontos sin-
gulares essenciaes da fancgio. Esta propriedade importante,
estabelecida pelo sr. Weierstrass no caso de ser finito o no-
mero de pontos singulares da funcgio, foi em seguida esten-
dida pelo sr. Mittag-Leffler ao caso de a funcgdo conter nm
numero infinito de palos ou pontos singulares essenciaes. An-
tes porém de demonstrar o bello e importante theorema de-
vido ao sabio professor da Universidade de Stockholm, vamos
considerar o caso da funegdo cot z, cnja decomposigio se obtém
de um modo muito simples e di origem a algumas formulas
importantes.

A formula (@) do n.* 157 da

" =2
logsenz = logz + X ]ng(! ——"-,),

c==1 l':“n

e, derivando relativamente a z,

colz = + 2

sl

ou

cm*-—'!+3(' £ 1)
TP - =1 \Z — C® 7+ em/

Esta formula da a decomposi¢io de cotz em fraccdes sim-
ples que tornam explicitos os pblos 0, ew, — e da fanegdo.
Do que precede tiram-se as seguintes consequencias :

X — Desenvolvendo o binomio que entra no segundo mem-
bro da peoultima formula, vem

1 = 1 z* i
oir=—2 3 (fotantant vs)

quando é (n.° 147) |z| << =; e portanto, em virtude do theo-
rema do n.* 151,

(23]

~8
i

1
-

2z
1

= 8

al

3
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Esta formula di o desenvolvimento de cotz em série or-
denada segundo as potencias de z, quando é | z | < 7.
IX—Por ser

iz (3% 4 1) ; 2iz
z colz == —‘-3—2-;]?]'——-=13 + i _—-1

temos (n.° 100 —YV), representando z col z por u,

(). =0 (), = o' e B

0
B, _ 1 designando os numeros de Bernoulli; e portanto, ap-
plicando a formula de Maclaurin,

2' IH:l ] 9‘ n! 'y 95 n5 ]
LAl o o AL & !

* — =

Igualando os coefficientes das potencias de grio 2m — 1
de z nos dois desenvolvimentos de cot z que vimos de obter,
resulta a relagdo importante :

33--41.:5“ H!m-—l _: ]
P S~
(2m) | 1 (™

KNI — Do desenvolvimento de col z que vimos de obter,
pode tirar-se o desenvolvimento de tang z, de secz e de cosecz
em série ordenada segundo as potencias de z, desenvolvendo
os segnndos membros das formulas conhecidas :

: 1
tang z = col z — 2 cot 2z, cosecz — col z - tang — %,

sec z = lang z cosec =;

e vbi-se que a primeira e a terceira funcedo sio susceptiveis
2 F ™

d’este desenvolvimento quando é|z]|<C - , e a segunda quando

élz| <.

. 164, —THEOREMA DE MitTAG-LEFFLER. — Dadas as quan-
tidades a,, as, a,, ..., @, ... collocadas segundo a or-
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dem erescen’e dos seus modulos e satisfazendo d condigdo
lim | a. | = =, e dadas as funccoes

¢ =@ =

| | 1
G‘(:—u)’ n’(s——a;)‘ ""n‘(z—-a‘)’ e

1

que sdao da forma (2), é sempre possivel formar uma func-
¢ao [ (3) da forma

f(z) = 3 [r;c (:__'7“) + P, {z}]

¢ 1

que seja reqular em lodos os ponlos do plano differentes de
Ay, Gg. +vuy Oy «0oy € da qual estes pontos sejam polos ou
ponlos singulares essenciaes.

Reciproramenle, loda a funcedo f; (2) regular em lodo
o plano exceplo nos ponlos ay, gy ..., @y +.., GUC $40 PO-
los ou ponlos singulares essenciaes, pode ser reduzida d
forma

fo=2@+ 2 [6(2) +ro)],

€

onde  (3) represen’a uma funecdo inleira de 3 (7).
Por ser unifurmemente convergenle a serie

aifistodoseme (e Sl it £ s

-

quando z ¢ differente de a.. e por ser cada termo d’esta série
susceptivel de ser desenvolvido em série ordenada segundo as

. z | :
potencias de z quando é { = f < &< 1, teremos em virlude
do theorema do n.® 1351

J )_ T 4 (i)"
“) el—=)= 5, 40 (2

v

I<_'=<I. 3

g l -
quando é | —
| @

(1) Mittag-Lefller : — Sur la représentation analytique des fonelions mo-
nogénes uniformes, ete. (Aele Malhematica — lomo1y),




Consideremos agora, como no n.° 158, uma série de quan-
-
tidades positivas ¢,, ¢, ..., &, ... laés que a somma X e, seja
1
convergenle, e dé-se a m. um valor tio grande que seja
-

g +1 A (é)‘| s

B)

qualquer que seja o valor que se altribua a z que satisfaga i

condigio |I:‘—J < =<1, 0o que é sempre possivel por ser
€

uniformemente convergente a série (4) na regiio do plano

determinada pela condigio ]ai < 1. A somma

e

ER@ER@=6(2) - % a0 ()

s
- c k=0

satisfaz as condicdes do theorema enunciado, isto é representa
a funcgdo [ (z), como vamos vér.

Seja z, um ponto do plano differente dos pontos a,, g,
elc., € p uma quantidade positiva tio pequena quanto se guei-
ra. Por ser lim | a. | =%, e por ser convergente a série

=

-

L ¢, & sempre possivel dar a ¢, um valor t3o grande que as
1

desigualdades

<E,‘§PE;<5

£ o= ¢

A
a.

sejam satisfeitas a0 mesmo tempo por todos os valores de ¢
superiores a ¢,, na regiio do plano determinada pela condi-
¢io | z — z, | = ¢, qualquer que seja p. :

D’estas designaldades e da desigualdade (B) conclue-se que
a desigualdade

.:42-,:

==

MR

ou (form. 4)

M




T ine<e

seri tambem satisfeita pelos valores de ¢ saperiores a ¢,, na
regido do plano determinada pela condigio | 2 — 2 | = B

Logo a série £ F. (z) é uniformemente convergente na
1

P
regido definida pela condi¢io | 2 — z | =

Posto isto, eomo z, & differente de a., supponhamos que
se di a p um valor tio pequeno que seja|z — T, 1<| 5o —ac]|.
0 segundo membro da igualdade

ﬁc( 1 )5 S _;_!_;__(i_i_z—zo)-u

z — O t=1 5y — O I, —

é susceptivel (n.° 151) de ser desenvolvido em série ordenada
segundo as potencias de 3 — z, na regiio do plano determi-
nada pela condigio |z — 3, 2 ¢; logo o mesmo acontece i
funcgio F. (z) e temos (n.° 151)

A funccdo 2 F. (z) é pois regular no ponto Z,.
1

Consideremos agora um ponto singular a; de funcgio que
queremos formar. Dando n’este caso a p um valor tio pequeno
que na regiio determinada pela condigio | z — a; | = ¢ ndo
exista outro ponto singular da funcgio considerada, teremos

E'I. F. (Z} — Fj (Z:I = P:l (Z —_— I‘Ij).

¢ ==

visto que o primeiro membro ndo tem o ponto singular a;, @
portanto

L)+ P —a,

i —a

F: (3) = G; (

48

¢ 1

Logo a; é um polo ou um poanto singular essencial de
ZF. (2).

0s pontos singulares a,, a,, etc. da fanegio que vimos de
formar sio differentes de zero. Para que o ponto 0 seja um
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poato singular da fanccdo, de modo que na visinhanca d’'este
ponto tenhamos

1 | - B
[(z) = Py (z) +ﬂo(?)’ (rg (?) - & (?) '

c=1

¥.

basta por

| =

[r= 3 R+ 6o

Com effeito, a fanccio

60 () = G (:@T'—:——))

¢ (n.° 151) regular na visinhanca de qualquer ponto_z, diffe-

rente de 0; e na visinhanga do ponto 0 a funcgdo 2 F (2)

¢e=1

é regular.

L

De tudo o que precede conclue-se que a funcgdo £ F.(2)
1

tem todas as propriedades enunciadas na primeira parte do
theorema do sr. Mittag-Leffler, e representa porlanto a func-
¢do [ (2) que queriamos formar. y

Para demonstrar a segunda parte basta notar que a diffe-
renga

) — X R

nio tem pontos singulares, e portanto é ignal a uma funcgio
inteira g (z).

165, —Quociente de duas funccoes inleiras. —Vimos
ji (n,° 155 —7.") que o quociente de duas funccbes inteiras é
regular em todo o plano excepto nos pontos que sio raizes do
denominador, os quaes sio polos (n.° 162). A estas funcgoes
é applicavel pois o theorema de Mittag-Leffler, isto é, podem
ser reduzidas 4 forma

ho=28—@+3[6(2g) +Po).
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Reciprocamente, toda a fancgdo f; (2) regular em todo o
lano, exceplo nos pontos a,, @y, ..., dc, ... que sio polos,
é o0 quociente de duas funccBes inteiras. Com effeito, chamando
ny, Ny etc. os expoentes dos factores (z — a,))™, (z — ay)™,
etc. pelos quaes é necessario multiplicar f; (z) para fazer des-
apparecer os polos, e construindo por meio do theorema de
Weierstrass uma funcgdo inteira g, (3), enjas raizes sejam a,,
ag, etc. com os grios de multiplicidade n,, n,, elc., 0 pro-
ducto f; (z) ®, (5) é regular em todo o plano, e representa
portanto uma funcgio inteira g, (z). Temos pois

- 1
(9= s (2)°
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