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O importantíssimo problema da resolução algébrica das equa-
ções, l a rgamente t ra tado por LAGRANGE e A B E L , tomou u m a 
feição nova com as theorias e metliodos de EVAUISTO G A L O I S . 

Na sua Memoria Sur Ies conditíons de résolúbilité des équa-
tions par radicaux, publicada em 1846 110 Journal de mathéma-
tiques purés et appliquées de LIOUVILLE, quatorze annos depois 
da morte do auctor , prova GALOIS que a toda a equação algé-
brica corresponde um determinado grupo de substituições sobre as 
respectivas raizes, de cujas propriedades, int imamente ligadas com 
as da equação, se pôde concluir a possibilidade ou impossibilidade 
da sua resolução por meio de equações secundarias . 

O primitivo problema baseia-se, desde então, na theoria dos 
g rupos de substituições. 

Sam os elementos d 'essa theoria o objecto d este despre ten-
cioso trabalho que te rá como complemento o estudo da resolução 
algébrica das equações, segundo G A L O I S . 





I 

Elementos da theoria 
dos grupos de substituições de ordem finita 













P R E L I M I N A R E S 

1. A operação que t ransforma uma na outra duas permuta-
ções sobre os mesmos elementos chama-se uma substituição. 

Estabelecida uma correspondência ordenada ent re os ele-
mentos das duas permutações , a substituição t ransforma os 
elementos da primeira nos elementos correspondentes da segunda. 

Representamos uma substituição S pela seguinte notação 

quando a substituição S é tal qr.e t ransforma ordenadamente os 
elementos da segunda linha nos correspondentes da primeira. 
Consideramos idênticas duas substituições que t ransformam cada 
elemento num mesmo elemento; podemos, por tanto , suppor que 
as substituições se effectuain sempre a par t i r da mesma permu-
tação. 

Chama-se identidade á substituição que t rans forma cada ele-
mento em si mesmo; representa-se pelo symbulo 1. 

Á substituição que resulta de pra t icar successivamente duas 
substituições a e chama-se producto das duas substituições con-
s ideradas ; representa-se essa substituição pelo symbolo aj3, se a 
substituição a foi a pr imeira que se executou. 

Em part icular , representa-se por a" a substituição que re-
sulta de effectuar n vezes consecutivas a substituição a. 

O p r o d u c t o de substituições, que pôde ter Iogar pa ra qualquer 
numero de factores, gosa da propr iedade associativa, e não gosa , 
em geral, da propr iedade commutat iva . Se a,3 = ,3a as substitui-
ções a e dizem-se permutáveis. 

P a r a most rar que a propr iedade associativa se verifica pa ra 
1 
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o producto de substituições, bas ta verificá-la pa ra t res factores. 
Sejam a, P e y t res substituições sobre os mesmos e lementos ; 
supponhanfos que a substituição a t ransforma (¾ em «; ; a substi-
tuição ,3 t ransforma <// em am; e a substituição y t ransforma am 
em an. O producto (a,3) 7 t rans formará (¾ em a n ; mas como o 
producto py t ransforma a/ em a„ , a substituição a(|3"f) t ransfor-
m a r á também a k em a n . P o r t a n t o : 

Da propriedade associativa do producto de substituições con-
clue-se que 

Representando por a - 1 a substituição inversa de «, por 
a substituição ( a - 1 ) " e por a° a identidade, a relação (1) verificar-
se-ha para quaesquer expoentes inteiros. 

EfFectuando successivamente a substituição a, repetir-se-ham 
as substituições potencias, a part i r de um certo expoente, por 
ser finito o numero total de substituições sobre um numero n de 
objectos. A pr imeira substituição que se repete é a ident idade; 
com effeito, se for a n + m = a"!, será «»+*-» = a n ~ n ; ou a m = a°. 

O menor expoente m, pa ra o qual é a"1 = a0 = 1, é o período 
de a. As potencias de a de expoente inferior a m sam todas dis-
tinctas. 

2. Uma substituição diz-se cyclica quando os elementos que 
ella snbsti tue se podem ordenar de modo tal que a substituição 
effectúa sobre elles uma permutação circular . E cyclica, por 
exemplo, a substituição 

porque as let t ras que ella substitue, a2, «3, «i , postas pela ordem 
«2, «4, a3, sam permutadas circularmente pela substituição a. 

Uma substituição cyclica representa-se abreviadamente escre-
vendo entre parentheses a permutação dos elementos sobre que 
ella opera c i rcularmente . No exemplo é a = (a-> aj 03). 

THEOREMA. — Toda a substituição é um producto de substi-
tuições cyclicas sobre elementos diversos. 

Com effeito, representando por i'i um qualquer dos elementos 

( « ? ) T = « ( ? T ) -

(1) a" . a'" = o"+"1. 
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sobre que opera a substituição a, suponhamos que esta substi-
tuição troca if por i± por /3, etc. Esc revendo a successão 
ii ii . . . , ó visivel que o primeiro elemento repetido é i i ; pois 
que, sendo eguaes in e im, sê-lo-ham também in—i e im -\ • A 
substituição a contem, pois, o cyclo ai — (?'i .. . Í'A), sendo í* o 
elemento que a troca por ii. 

Se a substituição a não troca mais let tras, ella equivale ao 
cyclo ai. No caso contrario, a part i r de uma dessas let t ras è | , 
formaremos outro cyclo aj com let t ras diversas das que sam per-
mutadas c i rcularmente por ai ; e assim successivamente. Se rá 
a = «i cí-2 . . . a 

E manifesto que os factores de a sam permutáveis . 

3. Chama-se transposição á substituição cyclica sobre dois 
elementos. 

Uma substituição é sempre um producto de transposições, por-
que um cyclo de ordem k é um producto de k— 1 transposições, 
e toda a substituição é um producto de cyclos permutáveis . 

Qualquer que seja o modo como uma substituição se decompõe 
em producto de transposições, o numero d'estas guarda sempre a 
mesma paridade. 

Com effeito, o numero de transposições em que pôde de-
compôr-se um cyclo é sempre da mesma par idade ; e cada sub-
stituição é um producto de determinados cyclos. 

U m a substituição diz-se par ou impar segundo se decompõe 
num numero par ou impar de transposições. 

A substituição ai = P- 1 ap diz-se transformada de a por meio 
de p. Será 

a = Pai p - 1 = ( , 3 - ' ) - 1 ai p - » 

a t ransformada de ai por meio de p—l. 
Se fôr ai = a, será ap = ,3a e a e p serám permutáveis . 
Duas substituições t rans formadas uma da outra dizem-se se-

melhantes. Sam semelhantes os productos ap e ,3a: o segundo é 
t ransformado do primeiro por meio de a. 
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Grupos de ordem finita-
— Transitividade e primitividade 

4. Um systema de substituições «i, a-2 . . . a„ , sobre os mes-
mos elementos, fórma um grupo, quando o producto de duas 
substituições do systema é ainda uma substituição do systema. 

A denominação de grupo, applicada a um systema de substi-
tuições nas condições precedentes, é devida a G A L O I S . 

O conceito de grupo , originado na theoria das substituições, 
general isa-se a qualquer cathegoria de operações, gosando das 
seguintes p ropr iedades : 1." a applicação successiva de duas 
quaesquer operações d ' t s s a cathegoria é equivalente a uma ope-
ração de te rminada , a que chamamos producto das duas pri-
mei ras ; esse producto gosa da propr iedade associativa. 

Um grupo diz-se finito ou infinito, segundo é finito ou infi-
nito o numero de operações que o compõem. 

Os g rupos infinitos sam ainda discontinuos ou contínuos, se-
gundo é numerável ou não o conjuncto das operações do grupo . 

Occupar-nos hemos dos grupos finitos de substituições, aos 
quaes se reduz , por considerações adiante feitas, o estudo dos 
g rupos f ini tos quaesquer de operações. 

Chama-se ordem de um grupo finito de substituições ao nu-
mero de substituições do g r u p o . 

Todo o grupo contem a identidade, como resul ta da própria 
definição. 

Chama-se grupo total sobre n elementos, ao grupo formado 
por todas as n! substituições possíveis sobre as permutações 
d 'esses elementos. 

As substituições pares do grupo total formam manifes tamente 
um grupo , a que se dá o nome de grupo alterno. 

Chama-se cyclico o grupo formado por todas as potencias 
distinctas de uma mesma substituição. 

As substituiçães impares do grupo total não constituem grupo . 
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5. Se as substituições de um grupo Gi per tencem todas a 
um grupo G, diz-se que Gi é um subgrupo de G. 

THEOREMA.—A ordem, de um grupo é múltipla da ordem de 
qualquer dos seus sub grupos. 

Seja, com effeito, Gi 11111 sub g rupo de G, »u e n as respect i -
vas ordens. Se Gi não coincide com G (caso em qne seria n = n\} 

o que demonstrar ia o theorema), haverá uma substituição ga de 
G differente das substituições (1) ^r1 = I, gt . .. g„t de G i . As 
substituições 

(2) giga, giga, . . . gniga 

per tencentes a G, sam todas distinctas e nenhuma d 'es tas per-
tence a G i . Com effeito, se fosse g, ga = gk ga, seria gt = gk o 
que é impossível, suppondo que </; e g\ sam substituições de G i . 

Por outro lado, se giga per tencesse a Gi , seria g \ g a = gk\ 
d 'onde 

971 9i9«=ffTl9k'> 
ou 

9a=g7l9k-, 

e nesse caso grJ per tencer ia a G j . 
Se as substituições (1) e (2) sam todas as de G, é n = 2in. 

Se assim não succeder e g^ é uma substituição de G, diffe-
rente das substituições (1) e (2), seram também 

(3) glg$, gtg$ ••• ^ p 

distinctas entre si e differentes das substituições (1) e (2). 
A continuação do raciocínio mostra que as substituições do 

grupo G se podem ag rupa r 110 quadro seguinte: 

I Sr
1J 9% ••• 9«t 

U1Sr
a5 9-/Ja • • • 9»/Ja 

( 4 ) c M s r
1 9 z , 9Í9'Í 

\9i9,j 9Í9L • • • 9»t9\ 

o que demonst ra o theorema. 
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n 
O quociente — = k chama-se o índice do subgrupo Gi no 

grupo Gr. U l 

THEOREMA.— O grupo alterno é um subgrupo, de índice 2, 
do grupo total. 

Com effeito, multiplicando todas as substituições do grupo 
total por uma substituição impar, as substituições pares mudam-
se em impares e reciprocamente . 

H a , pois, tantas substituições pares como impares no grupo 
to ta l ; e o grupo al terno é de indice 2. 

6. Um grupo diz-se transitivo se, dados dois elementos 
quaesquer U i e ha sempre no grupo uma substituição que 
troca a/ por (¾. 

Basta , para isso, que ha ja no grupo substituições que tro-
quem um certo elemento ai por cada um dos outros. 

N u m grupo intransitivo de substituições sobre n elementos, 
um elemento ai só pôde ser trocado, pelas substituições do g rupo , 
nalguns elementos a-2, az . .. asendo Diz-se que os ele-
mentos ai, a-2 . . . «t formam um systema de transitividade pa ra 
as substituições do grupo. 

Os elementos, sobre que operam as substituições de um g rupo 
intransitivo, decompõem-se em systemas de transit ividade. Ne-
nhuma substituição do grupo pôde t rocar um elemento de um 
systema por um elemento de outro sys t ema ; ha sempre uma 
substituição do grupo que troca dois elementos quaesquer de um 
mesmo systema. 

Um grupo transitivo diz-se m vezes transitivo quando, esco-
lhidos dois systemas de m elementos cada um, entre aquelles 
sobre que opera o grupo, e ordenados de qualquer manei ra os 
elementos dos dois systemas, ha sempre uma substituição do 
grupo que troca os elementos do primeiro sys tema ordenada-
mente nos do segundo. 

7. Um grupo transitivo diz-se imprimitivo se os elementos 
sobre que opera o grupo se podem dividir em systemas de egual 
numero de elementos, de modo tal que cada substituição do g rupo 
troca todos os elementos de um systema pelos de outro sys tema, 
que pode coincidir com o primeiro. 

No caso contrario, um grupo transit ivo diz-se primitivo. 
Da definição resul ta que um grupo transit ivo sobre m ele-

mentos é primitivo, se for WÍ > 1. 
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THEOREMA. — É imprimiiivo todo o grupo transitivo, diffe-
rente do grupo total, que contem uma transposição. 

Seja (ai a;) essa transposição, e « i , a j . . . o„, os elementos 
sobre que opera o grupo Gr. 

Pode rám exist ir no grupo outras t ransposições: 

(1) J(o2Oi), (Ci3Oi) . . . (OiOi)I 

contendo O i; mas o seu numero k será menor que n, porque , 
se fosse k — n, o grupo coincidiria com o grupo total. 

Não ha no grupo G nenhuma transposição que t roque um 
dos elementos (2) o j , «2, . . . O i, O i por outro elemento Oj_|_| dif-
ferente de todos el les ; porque então o grupo G conteria a t rans-
posição (a ; + i« ; ) . Have rá , porém, uma substituição a que troca Oi 
por a ; + j, visto ser o g rupo transitivo. 

Se ja 
__ / « h I a i + 2 • • • o 2 i \ 

\cii ai . . . Oi Oj / 

No grupo G existirám as transposições 

(Oj + |O f + í ) , (0 j + 10j + 3 ) . . . (Oj4IO2i), 

que sam t ransformadas das transposições (1) por meio de a; e 
não haverá em G nenhuma transposição que t roque um dos ele-
mentos (3) 0(41, Oj_|_2 . . . o-2j por outro elemento a ^ i , porque 
a sua t rans formada por meio de a - 4 seria uma transposição, t ro-
cando um dos elementos (2) por outro elemento não per tencente 
a (2). 

Vê-se , pois, continuando o raciocínio, que os n elementos do 
grupo se decompõem em systemas de i elementos cada um, que 
sam sys temas de imprimit ividade. 



III 

Isomorphismo e composição dos grupos. 
— Theoremas de Jordan, Hõlder e Sylow. 

— Grupos resolúveis 

8. Dois grupos G e G ' dizem-se isomorphos quando en t re 
as substituições de um e de outro se pôde estabelecer uma corres-
pondência tal que ao producto g\g-i, de duas substituições quaes-
quer do primeiro, corresponde no segundo o producto g\ gi das 
duas substituições g\ e respect ivamente correspondentes a g 1 
e g±. 

Se G- e G' sam da mesma ordem e a correspondência ent re 
as respect ivas substituições ó biunivoca, o isomorphismo diz-se 
holoedrico. Se a cada substituição de G corresponde uma só sub-
stituição em G' , mas a cada substituição de G' corresponde mais 
de uma em G, o isomorphismo ó meriedrico. 

Da definição resul ta que, em dois grupos holoedricamente 
i somorphos: 

1.° As identidades sam substituições correspondentes. 
2.° Duas substituições correspondentes trem o mesmo período. 
3.° Se dois grupos G e G ' sam holoedricamente isomorphos, 

a cada sub grupo do primeiro corresponde um sub-grupo do se-
gundo que lhe é holoedricamente isomorpho. 

Em dois grupos meriedr icamente isomorphos, G e G' , se a 
ordem de G é maior que a de G ' , o periodo de qualquer substi-
tuição de G é múltiplo do periodo da substituição correspondente 
de G ' . 

TlIEORIiSiA. — Se G e G' sam meriedricamente isomorphos, as 
substituições de G, que correspondem d identidade em G ' , formam 
em G um subgrupo. 

Com effeito, se forem 

(1) yu Si ••• yh yk • • • yi 
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as substituições de G correspondentes á identidade era G' , ao 
producto g, gk corresponde em G' o producto 1 . 1 = 1 e, por tanto , 
gigk é uma substituição de (1). 

THEOREMA. — Se for k a ordem do subgrupo de G correspon-
dente á identidade em G ' , a cada substituição de G' correspondem 
k substituições em G. 

Com effeito, sendo g\, g% . . . g\- (1) as substituições de G 
correspondentes á identidade em G', e gH uma substituição de G 
não per tencente a (1), as substituições 

9»9h 9i9-2 . . . gngk 

de G, e só essas, sam correspondentes á substituição g',t de g1 

que corresponde a gn. 
O numero Jc chama-se o grão de meriedria. 

9. As t ransformadas das substituições de um grupo G, por 
meio de uma substituição qualquer a, formam um grupo que se 
diz transformado de G por meio de a, e que se represen ta por 
G 1 = « - 1 Ga . 

Se a é permutável com todas as substituições de G, ou per-
tence a G, a é permutável com G. 

Dois grupos dizem-se permutáveis en t re si, quando cada um 
d'elles é permutável com todas as substituições do outro. 

1 0 . Diz-se invariante de um grupo G todo o subgrupo per-
mutável com todas as substituições de G. Um invariante diz-se 
máximo, quando não ha nenhum subgrupo invariante de ordem 
superior que o contenha. 

Sam sempre invariantes de um grupo a identidade e o pro-
prio g rupo . Quando não ha outros invariantes, o g rupo diz-se 
simples. 

THEOREMA. — E m dois grupos isomorphos meriedricos G e G', 
é invariante em G o subgrupo GI correspondente á identidade em 
G ' . 

Com effeito, sendo g t uma substituição qualquer de G j , e grJ 

uma substituição qualquer de G, não per tencente a G j , á sub-
stituição g ^ l g , g a de G, corresponde em G' a substituição 

^ f 1 - W a - I . 
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sendo g'a a substituição correspondente a grj. Logo g a
l g ig r y . per-

tence a Gri. 

THEOREMA. — Sendo M e n as ordens de dois grupos permu-
táveis G e G ' , que admittem um subgrupo commum Gi de ordem 
k, as substituições que se obtêem multiplicando cada substituição 
de G por cada substituição de G ' , formam um grupo de ordem 
mn 

—-—f que tem G, G' c Gi como subgrupos invariantes, 
/c 

Com effeito, sendo g uma substituição de G e g' uma sub-
stituição de G ' , será 

{gg') (g'g)~l = gg' (gg')~l=Wsr1) g'~l; 

e também 

(gg')(g'g)-l=g(g'g-lg'-1)-, 

mas, como (g'g~lg'~l) per tence a G, e (gg'g~l) per tence a G ' , 
a substituição (gg1) ( g ' g ) ~ i per tence a G e a G' e, portanto a G i . 

Representando por ai , a-2 . . . a<- as substituições de G i , será 

(gg')(g'g)-l=«i, 
OU 

(1) gg'~Mg'g)-

Dos productos gg', em numero de mn, nem todos sam dis-
tinctos. Com effeito, de 

9a = «i gp, 9a = «<• g'y> 
resulta 

ga. g=«< g$ • «? g'y = 

= «< (g$ « f ) g'p = «i (¾ 9?,) 9y = («; «*) 9} = «/ 

Dando a Z todos os valores desde 1 até k, a [3 todos os va-
lores desde 1 até m! e a ,3' todos os valores desde 1 até n' , onde 
m' e n' representam os Índices de Gi respect ivamente em G 
e em G' , as substituições distinctas gg' sam em numero de 

Todas estas substituições sam effectivamente distinctas, por 
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que , ae fôr 

V f S ^ = W r ' ' 
se rá 

^ 7 T 1 = ( V p ) - W ?T'5 

e como estas substituições per tencem a Gr e a G' , ellas perten-
cerám a G i , e deverá ser P' = ?', P = T e l= ^-

As substituições gg' formam um grupo T, como mos t r a a 
re lação (1). 

Po r outro lado, sendo 

(99')-1 G (99') = 9''l9-1 %</ = 9'-' = O, 

e, de um modo analogo, 

(99')-1^'(99') 

vê-se que G e G ' sam subgrupos invariantes d e F ; portanto, 
sê-lo-ha também o seu subgrupo coramum G i . 

THEOKEMA. — Se G e G' sam dois subgrupos invariantes má-
ximos de um m esmo grupo H e Gi é um subgrupo commum a G 
e G ' , é Gi um invariante máximo de G e de G ' , cujo Índice em 
G' é egual ao Índice de G em H e cujo índice em G é egual ao 
índice de G' em H. 

Por serem G e G ' invariantes d e u m mesmo grupo , elles 
seráin permutáveis . Sejam, respect ivamente, m, n e Ic as ordens 
de G, G' e G j . Os productos distinctos gg' fo rmam, pelo theo-

mn 
rema anter ior , um grupo V de ordem —r—, do qual G e G ' sam 
invar iantes . * 

O grupo T é subgrupo invariante em H, pois que, sendo h 
qualquer substituição de I I , teremos 

(99') h = h~igh A-' g' h = ( h g h) g'h) = gt g\. 

Mas, come G e G ' sam invariantes máximos em H, o grupo P 
coincidirá com H. i 

O indice de G em H é —j—, egual ao indice de Gi em G' . 
m 

O indice de G' em H é egual a — - , indice de Gi era G. 

Basta provar que Gi é invariante, máximo em G e em G' . 
Com effeito, seja A um subgrupo invariante de G, contendo 
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Gi , e a uma substituição de A; será, pela relação (1) do theo-
rema anter ior , 

sendo g{l) uma substituição de G i . D 'onde , 

por ser gP uma substituição de A. 
Por tan to , A é permutável com G' , e, por ser permutáve l 

com G, será invariante em I I . 
Os grupos G' e A satisfazem á hypothese do theorema an-

ter ior . 
Se fôr Jct a ordem de A, os productos da forma ag' f o rmam 

Jct. n 
um grupo B de ordem ' =tn, que admitte G' e A como inva-

IC 

riantes. O grupo B é invariante em H, porque 

h~l (ag') h = (¾-1 ah) (A~1 g'h) = a, g\. 

Como G' é, por hypothese, invariante máximo em I I , B coin-
cidirá com II e A com G, o que mostra que Gi é invariante 
máximo ein G. Do mesmo modo se mostrava que Gi é inva-
riante máximo em G' . 

11. Um dado grupo G pode conter muitos invariantes má-
ximos ; seja Gi um d'elles. Seja egualmente G-> um invariante 
máximo de G i , G3 um invariante máximo de G2, etc. 

A successão G, G i , Ga . . . 1, cujo ultimo te rmo é sempre 
a identidade, chama-se uma serie de composição do g rupo G. 

Os Índices i i , 1-2 • • •, de cada grupo no precedente , sam os 
factores de composição da serie. Da definição resulta que um 
mesmo grupo pôde admitt ir diversas series de composição; todas 
ellas, porém, estam relacionadas pela proposição seguinte , devida 
a J O R D A N : 

THEOREMA. — Em duas series de composição do mesmo grupo, 
os factores de coviposição sam os mesmos (por uma ordem, em 
geral, differente). 

O theorema é verdadeiro , evidentemente , pa ra os grupos de 
ordem 2 e 3, que sam cyclicos, só admit tem por subgrupo a 
identidade e tcem, portanto, uma única serie de composição. 
Pôde verificar-se egualmente pa ra os grupos de ordem 4, quer 
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sejam ou não cyclicos. Se GU é cyclico, será Gi = (1 . a . a 2 , a3) e 
só admitte o subgrupo 0^ = (1, U i): tem ainda uma única serie 
de composição. 

Se G4 não é cyclico, e for Gi = ( l , ai, ai, 03), será 

ai ao = 03 = a-2 ai ; ai a3 — 03 ai = 02. 

Portanto, ai é permutável com a2 e a3 ; como, além disso, ai 
é de indice 2, o grupo G2 = (1, <*i) será invariante em G4; bem 
assim, serám invariantes (1, a2) e (1, a3). 

O grupo G4 admitte, pois, tres series de composição; mas 
em todas ellas os factores de composição sam 2, 2. 

Vejamos agora que, se o theorema subsiste para todos os 
grupos de ordem inferior a m, elle é ainda verdadeiro para os 
grupos de ordem m. 

Seja G ura grupo de ordem m e sejam 

(1) G, Gi , G 2 . . . 1 

(2) G, Gi , G 2 . . . 1 

duas series de composição do grupo G, com os factores de com-
posição 

ei, e2, e3 . . . 

ei, e2, e3 . . . 

Como Gi e Gi sam invariantes máximos em G, se fôr T o 
seu subgrupo commum, e 

r , r , , r , . . . 1 

uma serie de composição de P, serára 

(a) G, Gi , T, Pi . . . 1 

(P) G, Gi , P , Pi . . . 1 

duas series de composição de G. Os dois primeiros factores de 
composição das duas series sam, respectivamente 

ei, ei em (a) 

ei, ei em (P). 

Os factores de composição das series (a) e (p) sam, pois, os 
mesmos. 
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v Corao suppomos o theorema verdadeiro para qualquer ordem 
inferior a m, as series (a) e (1) têem os mesmos factores de com-
posição, porque a ordem de Gi é inferior a m; as series (,3) e (2) 
tcem também os mesmos factores de composição, porque a ordem 
de Gi é também inferior a m. 

Por tan to , (1) e (2) teem os mesmos factores de composição. 
Do theorema de J O R D A N resultam os seguintes corol lar ios: 
I.0 Em todas as series de composição do mesmo grupo, o nu-

mero de subgrupos é o mesmo. 
2." Dois grupos holoedricamente isomorphos lêem os mesmos 

factores de composição. 
3.° Se G e G' sam meriedricamente isomorphos, sendo Gi o 

subgrupo de G correspondente á identidade em G ' , os factores de 
composição de G sam todos os cle G' e todos os de G1 . 

12. Sendo G um grupo de ordem n e G1 um seu subgrupo 
de ordem H1, diz-se que duas substituições g e g' de G sam 
equivalentes em relação ao subgrupo G 1 , quando se verifica a 
relação 

f/ = !J?}íh 

onde g[t} é uma das substituições de G, . 
Duas substituições equivalentes a uma terceira (em relação 

ao mesmo subgrupo) sam equivalentes entre si. Com effeito, 
sendo 

g ' = g ^ g e g" = g?g, 
será também 

9 = <Mr' g" = <7ÍV-

Por tan to , as substituições do g rupo G dividem se, em relação 
a G1 , em um certo numero cie classes de equivalência: em cada 
classe todas as substituições sam equivalentes entre s i : 

Se ja k o numero de classes de equivalência, e (1) gu g.2 .. . gk 
um systema de k substituições, cada uma d'ellas per tencente a 
uma classe. Multipliquemos as substituições (1) por uma mesma 
substituição g de G. No systema 

(2) Í/.Í7, í/i//, • • • gkg 

não ha duas substituições equivalentes. Com effeito se fôsse g(g 
equivalente a gkg, seria, em vir tude da definição, equivalente 
a gk. Por tan to , as substituições (2) sam equivalentes, era gera l 
por outra ordem, ás substituições i l ) ; e a multiplicação por g 
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das substituições (1) corresponde a uma permutação dos Índices 
de (1) (sob o ponto de vista da equivalência). 

A cada multiplicador g corresponde, pois, uma substituição c, 
effectuada sobre os elementos (1); ao producto gg' corresponde 
o producto cc', e ao g rupo Gr corresponde um grupo C de sub-
stituições sobre os elementos (1), representantes das classes de 
equivalência. 

O grupo C é isomorpho com Gr; diz-se complementar á di-
rei ta , em relação ao subgrupo Gr1 e representa-se pelo symbolo 

Gr 
C = De um modo analogo se podia construir o g rupo com-

er, 
p lementar á e s q u e r d a : bas tava t e r multiplicado á esquerda os 
elementos (1) pa ra obter os elementos (2). 

Sendo k o Índice de Gr1 em G, e g uma substituição qual-
quer commum a todos os subgrupos 

Gf i j g7 l G 1 <7S, . . . gTl G1 gk, 

t ransformados de G1 por meio das substituições de G, será 

g=gr*gw g. 

pa ra todos os valores de i desde 1 até k. Por tanto , é gtg = gw g;, 
ou g,g equivalente a g(, pa ra os valores 1 , 2 . . . k dados a i. 
Ao multiplicador g corresponde, pois, a identidade em C. 

Á identidade no grupo complementar corresponde em G o sub-
grupo commum aos transformados de G1 por meio das substitui-
ções de G. 

Se G1 é invariante em G, os t ransformados coincidem, e á 
identidade no grupo complementar corresponde o subgrupo G1 de 
G . 

1 3 . Posto isto, podemos dar outra forma ao theorema de 
J O K D A N . 

Sendo 

G , G), Ga . . . 1 

uma serie de composição de G, os grupos complementares 

rt Gr „ G | 
C , = G P á = = ~ G T " ' 

tõem uma ordem egual ao respectivo factor de composição. 
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Chamando aos grupos C grupos factoriaes, o theorema de 
JOUDAM pôde enunciar-se dizendo que 

Em duas series de composição do mesmo grupo, as ordens dos 
grupos factoriaes sam as mesmas. Os grupos factoriaes sam gru-
pos simples, porque, se C1, por exemplo, admittisse um inva-
r iante , o subgrupo correspondente de G seria invariante e con-
ter ia G1 , que corresponde á identidade em C1. O r a isso é 
impossível, por ser G1 invariante máximo em G. 

THEOREMA DE I I Õ L D E R . — Se 

(1) C1 , C2, . . . 

(2) Ci, C i , . . . 

sam os grupos factoriaes de duas series de composição do mesmo 
grupo, cada um dos grupos (1) é isomorpho holoedrico com uni 
dos grupos (2). 

Seja G o grupo dado e 

(a) G , G1 , G2 , . . . 1 

(?) G , G',, Gs, . . . 1 

as duas series de composição a que correspondem respectiva-
mente os grupos factoriaes (1) e (2). 

Seja r o subgrupo cominum a G1 e G',. Se gt, </., .. . gk é 
um systema de representantes das classes de equivalência de G 1 , 
em relação a F, e 7,, y2, . . . sam as substituições de T, as 
substituições de G sam da forma ~\r,g\. Do mesmo modo, sendo 
gi, g'3 . . . g'k, um systema de representantes das classes de equi-
valência de G 1 , em relação a F, as substituições de G', sam da 
forma 7¾ (Ji- Mas as substituições de G sam da forma ~{rj gi g\; 
portanto , g.2, g3 . . . <7; é também um systema de representan tes 
das classes de equivalência de G em relação a G | . 

Do mesmo modo, g\, . . . g'k. é um systema de representantes 
das classes de equivalência de G em relação a G 1 . Isto é, os 

G G 
dois grupos complementares e sam holoedricamente iso-VJ1 1 
morphos , bem como os grupos - e r • 

VT1 1 
Sendo assim, demonstra-se, como no theorema de J O R D A N , 

que, se o principio subsiste pa ra os grupos de ordem inferior a m, 
elle é ainda verdadeiro pa ra os grupos de ordem m. P a r a os 

2 
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grupos de ordens 2, 3, 4, o theorema é facilmente just i f icável : 
é , por tanto , geral . 

Numa serie de composição 

Gr, G1 . . . 1, 

o grupo G j é invariante máximo em G j . , , , mas pôde não ser in-
var iante em G. Se todos os termos da serie sam invariantes 
em G, a serie diz-se principal, e os seus factores de composição 
dizem se factores principaes. 

1 4 . L0 TÍIEOUEMA DE S Y L O W . — Se a ordem m de um 
grupo G é divisível por p", sendo p um numero primo, o grupo G 
admitte um subgrupo de ordem pn . 

Como em todos os grupos figura a identidade, bas ta demons-
t r a r que, se um grupo , cuja ordem é um múltiplo de p"~\ 
admit te um subgrupo de ordem p"~\ um grupo, cu ja ordem é 
um múltiplo de padmitte também um subgrupo de ordem p". 

As substituições de G, que sam permutáveis com todas as 
substituições do grupo, fo rmam em G ura subgrupo, contendo, 
pelo menos, a identidade. Seja G1 esse g rupo , chamado commu-
tativo, e f„ y.2 . . . y k as suas substituições. 

I . 0 Supponhamos, em primeiro logar, que k é múltiplo de p. 
Nesse caso existe em G, uma substituição de periodo p. 

Com effeito, sendo 1,,.1¾ . . . ik os períodos das substituições 7 de 
G1 , se formarmos todos os productos da forma 

. J '/. 
U -T-I • • • ífc? 

onde a toma todos os valores desde 1 até i i , J3 todos os valores 
desde 1 até ?2, etc.; esses productos sam em numero de i i . i i . . . ik; 
sam as substituições do grupo comrautativo, cada uma repet ida 
o mesmo numero r de vezes. 

Por tanto 

ít. i-} . . . ik — rk 

e um, pelo menos, dos factores i será múltiplo de p. Se fôr i* Ih 
múltiplo de p, a substituição 7 = 7* P ó de periodo p, como se 
queria demons t ra r . 

Consideremos o grupo cyclico r sobre a substituição 7, o 
G 

qual é de ordem p, e o grupo complementar — = C. E s t e grupo 
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C é de ordem —, múltiplo de p" 1 e admitte, por hypothese , um 

subgrupo C1, de ordem p"~\ Mas como C é meriedricamente iso-
morpho com G, sendo p o gráo de meriedria , o subgrupo de G 
correspondente a C, é de ordem p", e o theorema íica demons-
t rado . 

2.° Supponhamos agora que Je não é múltiplo de p. 
Duas substituições g e g' de G dizem-se affins, quando ha 

uma substituição no grupo que t ransforma g em g'. Duas substi-
tuições affins de uma terceira sam affins entre si. Podemos, pois, 
distribuir as substituições de G em classes de affinidade, cada 
uma d'ellas formada por todas as substituições affins entre si 
duas a duas. 

Uma substituição do grupo commutativo f não é affim de 
nenhuma outra substituição de G. 

Seja 

Ti, V- h, Uh ( f i , ••• (Jt 

um systema completo de representantes das classes de affinidade. 
Supponhamos que ha em G ri substi tuições affins de gi, rt 

substituições affins de g-2, etc. 
Se rá 

m = Je -f- ri -f- r* -f- . . . -f- rt. 

As substituições de G, permutáveis com </,, formam em G 
' 111 

um subgrupo G1- de ordem nii. E fácil ver que —•-- = Com 

effeito, havendo m; substituições em G que t rans formam ¢/, em si 
Ilt 

mesma, haverá substituições que t ransformam numa sub-
mi m 

stituição differente; e esse numero — é, por definição, o nu-
mero de substituições affins de </;. m ' 

Se rá , pois, 

/ i m i r m ! I m 
m — Je-\ h • • • H h • • -H 

m i nii mi 

TTl 
Como Je não é múltiplo d e p , um, pelo menos, dos números — 

não será múltiplo d e p ; por tanto, «?,• é múltiplo de p". m> 

Vê-se, pois, que se G não contivesse um subgrupo de ordem 
pn, haveria , comtudo, em G um subgrupo G1, cu ja ordem m; é 
divisível por pn. G; não conteria também nenhum subgrupo de 
ordem pn e, comtudo, deveria existir em G, um subgrupo GJ 
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cuja ordem mi seria divisível por pn (como se via por um racio-
cínio analogo ao precedente) . 

Ter iamos assim uma successâo illimitada TO;, vi[ . . . de divi-
sores decrescentes de m, todos elles múltiplos de p", o que ó 
absurdo. Por tan to , G deverá conter um subgrupo de ordem p". 

D este theorema resul ta , como corollario, que, se p é um dos 
divisores primos da ordem m de um grupo G, ha sempre em G 
uma substituição de periodo p. 

1 5 . 2 . ° THEOREMA DE SYLOW. — Se pn é a mais elevada 
potencia de p contida na ordem m de um grupo G, todos os sub-
grupos de ordem p" contidos em G sam transformados uns dos 
outros por meio das substituições de G. O numero d'esses sub-
grupos é um múltiplo de p mais 1. 

Em G existirá, em vir tude do primeiro theorema, um sub-
grupo de ordem p". Se ja elle Gj e sejam 

(1) G j , G 2 . . . Gfc 

todos os seus k t ransformados por meio das substituições de G, 
os quaes sam de ordem p" e subgrupos de G. 

As substituições de G, que t ransformam Gi em si mesmo, 
formam um subgrupo K do qual Gi é invariante. Sendo m a 
ordem de G e TO' a ordem de K, será m = ap" e m' = fip"; os 

factores a e ,¾ não sam múltiplos de p e o quociente ~ = ~ é 
um numero inteiro. ' m 

Distribuindo as substituições de G em relação a K no quadro 

j k\, ki . . . kmi (K 

G ) kt g* k-2 g-2 . . . Icm, <72 

/>1 g m_ k-2 g . . . Jcm' g 
ih' m' m' 

se fôr 
,'/r1 G1 g, = G1, 

se rá 
gr1 Jer' G 1 Jel g, = gr' G1 g, = G i , 

IlX 
por ser Gi invariante em K; o que mostra que — r = k . Por-
tanto : m 

O numero de grupos transformados de Gi é egual ao índice 
de K em G . 
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Demons t remos agora que o inteiro k é um múltiplo de p 
mais 1. 

Dois g rupos G2 e G3, da mesma ordem, dizem-se affins em 
relação a um mesmo grupo G i , quando ha em Gj uma subst i -
tuição que t rans forma G2 em G3. Dois grupos affins de um ter-
ceiro sam affins en t re si. 

Distr ibuamos os grupos (1) em classes de grupos affins em 
relação a G i . Em nenhuma classe, a não ser naquel la a que 
per tence G j , f igura um único grupo . P a r a verificar que assim é, 
most remos, em primeiro logar, que nenhuma substituição de K, 
não per tencente a G i , pôde ter por periodo uma potencia de p. 

K 
Com eífeito, o grupo —. de ordem não pôde conter nenhuma 

^ r i ' K 
substituição de periodo potencia de p; mas como é isomorpho 

meriedrico de gráo p" com K, se uma substituição de K, não 
per tencente a G i , tivesse por periodo uma potencia de p, a sub-

stituição correspondente a em 77— não seria a identidade, e 
Ul 

teria por periodo uma potencia de p, o que é impossível. 
Posto isto, se na classe de affinidade a que per tence 

G i = 9~ l Gr1 </;, 

não existisse nenhum outro grupo , seria, pa ra qualquer substi-
tuição Y de G 0 

T 1 G i T = G ( , 
ou 

r ' gr' G 1 (Ji y = g r ' G l i T i , 
ou ainda 

(ih Y .yr ')" ' G1 Cy1 Y í/r1) = G 1 ; 

e í /J gr* seria uma substituição de K, per tencente a G i , por ter 
por periodo uma potencia de p. Por tan to , g t per tencer ia a K, o 
que não é exacto. 

Na classe a que per tence G1 ha, pois, mais de um grupo : 
vamos ver que o seu numero é uma potencia de p. 

Chamando Gj ao subgrupo de G1 formado por todas as sub-
stituições d 'este grupo que sam permutáveis com G,-, vê-se, como 
acima, que o indice de G', em G1 é egual ao numero de grupos 
per tencentes á classe de affinidade de G, ; e esse indice é uma 
potencia de p. 
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O numero total de grupos t ransformados de G1 é pois 

k = l+p* + pHp< + 

e, por tanto , egual a um múltiplo de p mais 1. 
Res ta finalmente demons t ra r que, além dos k subgrupos 

t ransformados de G1 , não ha em G mais nenhum subgrupo de 
ordem p". 

Seja C um subgrupo G de ordem p', com iSn. 
Distr ibuindo os grupos ^l) em classes de grupos affins em 

relação a C, como a ordem de C ô uma potencia de p, em cada 
classe have rá um numero de grupos egual a uma potencia d e p . 
Mas como k é egual a um múltiplo d e p mais 1, haverá uma classe 
com um único g r u p o : isto é, haverá entre os grupos (1), um 
grupo G1- permutável com todas as substituições de C. C será , 
como acima se viu, contido em G, como subgrupo. 

Fazendo i = n fica demonstrado o theorema. 

16. Um grupo diz-se resolúvel quando os seus factores de 
composição sam números primos. 

a) E resolúvel, (em virtude dos theoremas precedentes) , todo 
o grupo cuja ordem ê potencia de um numero primo p. 

Todos os seus factores de composição sam eguaes a p. 
Com effeito, esses factores de composição deveram ser poten-

cias de p, e, como sam ordens de grupos simples (os grupos 
factoriaes), não podem ser potencias de grão superior a 1. 

b) E resolúvel todo o grupo de ordem egual ao producto de 
dois números primos p e p' . 

Supponhamos p^>p'. 
No grupo G have rá um subgrupo G1 de ordem p e só um, 

porque o numero dos subgrupos t ransformados de G1 deve ser 
factor de p' e egual a um múltiplo de p mais 1. 

Por tan to , G1 é invariante máximo e 

G , G 1 , 1 

é a serie de composição de G, cujos factores sam p e p'. 
I i a ainda outros grupos que á pr imeira vista se conhece 

serem resolúveis. A importancia e o nome (Vestes grupos resulta 
do papel que desempenham na theoria das equações algébricas, 
como veremos. 
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Grupos abelianos 

17. Es tudaremos agora a lgumas cathegorias par t iculares de 
grupos de que teremos de fazer uso na exposição da theoria das 
equações algébricas, segundo G A L O I S . 

E n t r e essas cathegorias de grupos, a mais simples é a dos 
grupos abelianos que sam aquelles cujas substituições sam permu-
táveis duas a duas. 

As principaes propriedades d'estes grupos sam as seguintes : 
1.a O menor múltiplo commwn dos períodos das substituições 

de um producto é múltiplo do periodo do producto. 
Com effeito, por ser 

{99'f = 9k 9'k > 

se Jc fôr o menor múltiplo commum dos períodos de g e g', s e rá 

(99')" = h 

e k múltiplo do periodo de gg'. 
O theorema extende-se evidentemente a qualquer numero de 

factores. 

COROLLAliIO.—Se os períodos dos factores sam primos entre 
si dois a dois, o periodo do producto é o producto dos períodos 
dos factores. 

2. a Todo o subgrupo dum grupo abeliano é invariante. É uma 
consequência immediata da definição. 

3." Se fôr 

m=p'{> .pl* ••• Pn
k" 

a ordem de um grupo abeliano G, decomposta nos seus factores 
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primos, o grupo G é um producto de k grupos àbelianos 

G i , G j . . . G/Í 

respectivamente de ordens 

PnIi, P7 • • • Plk • 

Com effeito, G admitte um subgrupo Gj de ordem pJ1, que, 
por ser invariante, é único d'essa ordem. Bem assim, lia em G 
um único subgrupo Ga de ordem pH* etc. 

Fo rmando todos os productos possíveis da forma 

(1 ) 9 i - 9 f - 9 k , 

onde gv é uma substituição qualquer de Gi , g t uma substituição 
qualquer de G 2 , etc. , estes productos sam todos distinctos, por-
que, se fosse 

9i-9* - • • 9* = 9» • 9* • • • 9« 
ter íamos 

919'r' = (9i97l) • • • (glgr1); 

e como o periodo do primeiro membro é uma potencia de pn e 
o periodo do segundo membro é um producto de potencias de 
pi, P3 • • • Pk, deverá ser 

91 = 91; 9i = 9*--

Os productos 1) sam, pois, em numero de m e sam todas as 
substituições de G, o que demonstra o theorema. 

COROLLARIO l . ° — Um grupo abeliano tem subgrupos de todas 
as ordens que sam divisores da ordem do grupo. 

COROLLARIO 2." — Todo o grupo abeliano é resolúvel. 
4. a Os períodos de todas as substituições de um grupo abe-

liano sam factores do maior d'elles. 
Seja g a substituição de maior periodo ki e supponhamos 

que o periodo k-j de g' não era divisor de ki. Haver ia em k2 um 
factor primo p com expoente maior que em In ; seria 

ki = ap"i e It i — 
com «2 > ni. 
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j}"t S 
O periodo de g será a e o de g será pn*. 

Q 

Como a e jpUi sam pr imos, o producto gP .gteria por pe-
riodo ajp"-2>ti , o que é contra a hypothese . 

Chama-se periodo relativo de uma substituição g de um grupo 
abeliano G, em relação a um seu subgrupo G j , ao menor ex-
poente k a que é necessário elevar g pa ra que gk pe r tença a G i . 

O periodo relativo de uma substituição g é manifestamente 
egual ao periodo absoluto da sua correspondente no g rupo com-
plementar -q—• 

O periodo relativo é, por isso, factor do periodo absoluto. 
Duas substituições equivalentes em relação a Gi têem o mesmo 

periodo relativo. 

18. Diz-se que k substituições 

(1) 9h g-i-'-gc 

de um grupo abeliano G de ordem m sam independentes, quando 
nenhum producto de potencias das substituições (1) pôde ser a 
ident idade, sem que cada um dos factores o s e j a ; isto é, sem 
que os expoentes sejam múltiplos dos respectivos períodos. 

Sendo m, . . . nk os períodos das substituições (1), se no 
producto 

í/í-Ol--Oi
k 

dermos a cada expoente todos os valores inteiros desde 1 res-
pect ivamente até 

?U — 1, m — 1, . . . nk — 1, 

obtemos manifestamente um subgrupo Gi de G de ordem 

n\. • • • ^k-

Diz se que as substituições independentes </i g-2 • • • gk for-
mam uma base do g rupo abeliano. 

Vamos ver como se pôde sempre construir uma base de um 
grupo abeliano. 

Sendo <71 a substituição de máximo periodo ki e k-2 o maior 
dos períodos relativos das substituições de G, em relação ao 
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subgrupo cyclico sobre gi, se houver em G uma substituição de 
periodo absoluto ki, ella será independente de gi. 

E s s a substituição existe, porque, sendo g' uma substituição 
de periodo relativo k-2, tal que 

^ = - 7 1 ( ^ 4 , - 1 ) , 
teremos 

g% =gi A-2 = ] j 

por ser ki múltiplo de todos os períodos e, por tanto, g'ki = 1. 

Será , pois, -r— inteiro, e a substituição 
Iil 

i 

'Ji = !)'9 h 

tem por periodo absoluto fo, visto que 

Com a base J gi, g> j podemos construir um subgrupo Gi de 
G de ordem k\.k-i. Applicando a esse subgrupo um raciocínio 
analogo ao que empregámos com o grupo cyclico sobre gt, mos-
tra-se a existencia de uma substituição g$, independente de <71 e 
<72-

A base J g\, <72 . . . <7, j que assim se constroe, pa ra o g rupo 
abeliano G de ordem m, é tal que os períodos ki, . . . A1-
d 'es tas substituições sat isfazem á relação 

ki. k-2 ... ki = m, 

sendo cada um d'elles múltiplo de todos os seguintes, e sendo kh 
o maior periodo relativo das substituições de G, em relação ao 
subgrupo gerado pela base j gi, <72 . . . gr/t_i j. 

1 9 . Podem construir-se, por outros processos, bases diversas 
de um grupo abel iano; mesmo pelo processo indicado, podemos 
ser conduzidos a bases differentes. 

Pôde demonstrar-se , porém, (e essa é a principal importancia 
d 'este modo de geração das bases) que todas as bases geradas 
pelo processo indicado trem o mesmo numero de substituições com 
os mesmos períodos. 
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Aos períodos das substituições de qualquer base de um g rupo 
abeliano dá-se, por isso, o nome de invariantes do g rupo . 

Se 

I g t , g* ' • • 9" i e } Ti» T« — Tv í 

sam duas base s ; 

«i, Mj • • • n*: e v)} V5 . . . Vk, 

os períodos das respect ivas substituições, será n, = v, (o maior 
periodo das substituições de G) . 

Basta , pois, demonstrar que, se fôr 

Hl = V1, H 2 = V 2 . . . , Hn = V,_ i, 

será também H; = vj. 
Representando por a as substituições do grupo que sam po-

tencias H/ de outras substituições do grupo , essas substituições a 
formam una subgrupo. Se fôr a = gn', 
será 

a — gl*• g l \ • • • ^ n ' 
sendo 

áf • • • é 

a expressão de <7 nas substituições da pr imeira base . Mas, como 

será 
a ) - = 9 ^ - 9 ^ - - - 9 1 ; ^ -

As substituições a podemos ainda dar a fórma 

Ji», J-2 Ji-1H1 Ti • T2 • • • Ti_i > 

seguindo um raciocínio analogo. 
Como uma das substituições a o y"i, deverá ser y " ' = 1 , por 

ser Ti independente de f), fi .. • T f — P o r t a n t o , o periodo v, de 
T( divide n,. 

Como se provava de um modo idêntico, que n, divide v(, se rá 

H, = v, 

e o theorema Iica demonstrado. 
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THEOREMA. — Se M, N« . . . NK fôrem k números inteiros taes 
que cada um d'elles ê factor do precedente, podemos sempre cons-
truir um grupo abeliano que os tenha como invariantes. 

Com effeito, dadas as nj -f- «â -f • • • + nk l e t t r a s : 

« I , «2 • • • AH 1; PI, PÁ • • • P„ 2 ; • • • XI, X2 . . . K K ; 

as substituições 

gl=(ai.ai . . . «„,), g2 = (Pi . p2 . . . pBj), 

• • • 9K = (XI • XA . . . X„K) 

sam genera t r izes de um grupo abeliano de base j gi, gi •.> gk } 
que tem os números dados como invariantes . 
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Grupo metacyclico. — Grupo linear total. 
Grupo modular 

20. Seja G ura grupo resolúvel, transit ivo sobre m le t t ras , 
sendo m um numero primo, e 

( 1 ) G , G J . . . G J J - I , 1 

uma serie de composição de G. 
Todos os grupos de (1) sam transitivos sobre m lettras. Bas ta 

mos t ra r que Gt é transitivo se G/,_i o fôr . 
Supponhamos, com effeito, que Gt não é transit ivo e se ja 

(2) ou, a-2 . . . a, 

um dos seus systemas de t ransi t ividade. 
Por ser G t _ i transit ivo, have rá uma substituição Si em G f _ i 

que troca a; em sendo % uma let tra não per tencente ao sys-
tema (2). 

No systema S r 1 G i - S i constituem um systema de transitivi-
dade as let t ras que Si substitue pelas do systema (2). 

Mas S f 1 G i Si = G/. e, por tanto, o systema de transi t ividade 
a que per tence p; tem, pelo menos, i le t t ras . 

Essas let t ras sam i e não mais, porque o raciocínio subsiste 
t rocando a* por p;. Logo, todos os systemas de transi t ividade em 
Gk têem i let tras e i = 1, ou i = m, visto que m é primo. 

Por tan to , Gt ou é a identidade ou é transitivo sobre m let-
t ras . 

O subgrupo G j l - I , transit ivo sobre m let t ras , devendo ter 
uma ordem múltipla de m e que seja um numero primo, por ser 
um dos factores de composição, será formado pelas 111 potencias 
de uma substituição cyclica S; será o grupo cyclico sobre S. 
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Se G i l^i é invariante era G^-, também o será em G/,-_i. Com 
effeito, por ser a ordem de G i divisor de m /, essa ordem con-
tem m á primeira potencia e G i não contem nenhum outro sub-
grupo de ordem m além de G p _ j . (Theorema de S Y L O W ) . 

Por tan to , chamando S a uma substituição qualquer de G t - i , 
e sendo S - 1 G t S = G i , será 

S - 1 G í _ 1 S = G p _ i , 

e Gp_i será invariante era G 
Como G i - J é invariante em Gp_2, sê-lo-ha era todos os g ru -

pos de 1). 
O maior grupo M resolúvel, transitivo sobre m le t t ras , que 

contenha G i - J como invariante, terá , pois, como subgrupos t ran-
sitivos todos os grupos transitivos resolúveis sobre m let t ras . A 
esse g rupo M dá-se o nome de grupo metacyclico. 

21 . Vamos de terminar a ordem do grupo metacyclico sobre 
vi le t t ras . 

Seja 
G p _ ! = (1, a , a2 , . . . «»'-•) 

e 
a 0 , a i , a-2 . . . a m _ t 

as m le t t ras sobre as quaes operam as substituições do g rupo 
cyclico G i - J ; m é, por hypothese , um numero primo. 

Por ser G i - I invariante no grupo metacyclico, toda a substi-
tuição gk do grupo metacyclico t ransforma a numa sua potencia 

(1) 97' 'J-gk = «'• 
Sendo k e k1 dois inteiros positivos inferiores a m, ás duas 

substituições distinctas ak e ak do grupo cyclico G i - J corres-
pondem em (1) substituições diversas gk e gk, do grupo metacy-
clico. P a r a os vi— 1 valores de k teremos, pois, m—1 substi-
tuições gk. Mas, se a substituição g per tence ao grupo metacy-
clico, per tencerám ao mesmo grupo as m — 1 substituições 

ag, O2
g, .. . am~'g, 

todas distinctas, pelo que acima dissemos. Por tan to , a ordem do 
grupo metacyclico é m (m — 1). 

.ás m — 1 substituições gk formam um subgrupo em M. 
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Com effeito, distribuindo convenientemente os Índices dos 
elementos 

«o, ai . . . «m- l , 

sobre que actuam as substituições de M, a substituição cyclica a 
pode escrever-se 

a = (a0 ai a2 . . . a m _ i ) . 

Cada uma das substituições cyclicas ak pode também escre-
ver-se de modo que o respectivo cyclo comece por a{). Por tan to , as 
substituições gk, deixando fixo o elemento «0 , formam em M um 
subgrupo. 

O subgrupo formado pelas substituições gk contem as m — 1 
potencias distinctas de tuna mesma substituição cyclica sobre os 
m — 1 elementos 

a j , a-2 . . . a„,_i. 

22. Representemos por (ik) os Índices tomados em relação 
ao modulo (m). 

Se rá 
a =(a0.ai . . . a m _ j ) 

«fc = [«o aW "(¾) • • • a((m-l)k)]-

A substituição gk, que t ransforma a em ak, é a substituição 
cyclica 

P = (a i . a A a f t « . . . O f e -") , 

e o grupo das substituições gk é formado pelas potencias de p. 
Vemos, pois, que todas as substituições do grupo metacy-

clico, que sam da forma a'gk, se obtèem a part i r das duas sub-
stituições « e p, e sam da forma 

«>P< 

onde i toma todos os valores inteiros positivos desde O até m — 1, 
e l todos os valores inteiros positivos desde O até m — 2. 

Continuando a representar abreviadamente por l = (t) a con-
gruência l = i (mod. w«), em relação ao modulo m, vejamos qual 
é a modificação exercida sobre os Índices dos elementos «0 , aj 
. . . a m _ i pelas substituições do grupo metacyclico. 
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O effeito da substituição 

a' — [rtO • aW a(2i) • • • a((m-l) i)] 

é, coms vimos, augmenta r em (i) os Índices; o effeito da substi-
tuição 

P = (a i ak ak* . . . ay-i) 

sobre a é multiplicar os Índices por k. Por tanto , o effeito de 
será multiplicar todos os Índices por kl. 

Logo, por effeito da substituição «' do g rupo metacyclico, 
cada indice t se t r ans forma em 

t' = [(t-\-i) k'] = (tkl + ikl) 
ou 

f = (at + b), 

(pondo kl = a e ikl = b), 
onde 

a — (i, 2 , . . . m - 1 ) 

0 = ( 0 , 1 , 2 , . . m - 1 ) . 

Quando fôr a = U = 1, teremos as substituições do g rupo 
cyclico Gp_i, as quaes sam de periodo m. As outras substitui-
ções do grupo metacyclico têem um periodo divisor de m — 1 . 

2 3 . O grupo metacyclico é duplamente transitivo. 
Com effeito, se fôr 

a = a' — a'1 e b = a" , 

mos t ra a fórmula 

t' = [(a'-a")t + a"] 

que os Índices O e 1 se mudam respect ivamente em a1 e a". 
Representaremos o grupo metacyclico simplesmente pela no-

tação t' = (OtjTb), chamando a a o multiplicador da substi tuição. 
Como a substituição a ó par e p é impar , as substituições 

a' ,¾' do grupo metacyclico, em que l é par , sam substituições 
pa res . El ias formam um subgrupo, chamado semimetacyclico. 

Além d'este subgrupo, tem o g rupo metacyclico duas cate-
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gorias de subgrupos de part icular i inportancia na theor ia de 
GALOIS. Ve jamos quaes ellas sam. 

Se forem a; e ak os multiplicadores de duas substi tuições </, 
e gk do grupo metacyclico, é ¢1,¾ o multiplicador do producto 

gk. Com effeito, a pr imeira substituição muda o índice t em 

<' = («,* + ò ; ) , • 

e a segunda muda t' em 

t" = [ak (a, t + J i) + bk] = «i ak t + ak Ii + lk. 

Posto isto, seja Mi um subgrupo do grupo metacyclico M. 
Se forem 

(1) a 1, a-2 . . . ak 

todos os multiplicadores que f iguram nas substituições de Mi , 
os productos 

«i a;, a-2 a, . . . ak a,-, 

de todos esses multiplicadores por um d elles, sam, em vir tude 
da proposição anter ior , os mesmos números (1), em geral , por 
outra ordem. Por tanto , a cada multiplicador corresponde uma 
substituição sobre os elementos l i ) , e essas substituições formam 
um grupo de ordem k. 

2-4. O grupo dos multiplicadores é cyclico. 
Com effeito, seja 7 o periodo da substituição correspondente 

ao multiplicador a;. Se rá 

a) - 1 (mod. m). 

Como Y é factor de k, todos os multiplicadores ai, a-2 . . . ak 

de Mi sam as raizes da congruência binomia 

Xk = 1 (mod. wi). 

Todos elles sam, pois, potencias de um, o,-, e o g rupo das 
substituições correspondentes é cyclico. 

No subgrupo Mi considerado pôde haver uma ou mais sub-
stituições distinctas correspondentes a cada multiplicador. 

3 
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1.° Supponhamos que ha em Mi duas substituições com o 
multiplicador U i: 

t'=(ait + l j) e t' = (ait + bk). 

H a v e r á em Mi a substituição 

(1) t' = [t + (h-b,)] 

que resulta de multiplicar a inversa da primeira pela segunda ; 
e como Ik — bi < O, a substituição (1) per tence ao grupo cyclico 
G p _ i , que será um subgrupo de Mi. 

Ao grupo Mi per tenceram todas as substituições que resul-
tam das do g rupo cyclico- G^—i, por meio dos multiplicadores 
a\, ci-2 . . . havendo egual numero de substituições pa ra cada 
multiplicador. O grupo Mi será de ordem mk. 

2.° Se em Mi não houver mais de uma substituição de mul-
tiplicador o;, haverá , em vir tude do que fica exposto, uma sub-
stituição por cada multiplicador. O grupo Mi é de ordem k. 

O numero k é sempre factor de m — 1 . 
Os subgrupos da primeira categoria sam de ordem superior 

a m — 1. Sam todos os grupos transitivos resolúveis sobre m ele-
mentos, contendo como invariante o grupo cyclico; e sam todos 
elles invariantes do grupo metacyclico. 

Os números 

. . N m ( m — 1) m (m — 1) 
m(m— 1) , — -i — i - . . . m, v mi mi. m-2 

onde mi, m-2 . . . sam os divisores primos de m — l , sam ordens 
de grupos transitivos resolúveis, e os seus quocientes consecuti-
vos m\, mt . . . sam números primos. 

Os grupos que têem essas ordens formam, pela propriedade 
da invariancia que os caracterisa, uma serie de composição do 
grupo metacyclico. 

Por tan to , o grupo metacyclico ê resolúvel, e mi, ma . . . sam 
os seus factores de composição. 

Os subgrupos de ordem k, da segunda categoria, sam cy-
clicos, como holoedricamente isomorphos do grupo dos multipli-
cadores 

E fundamenta l a importancia do grupo metacyclico e dos 
seus subgrupos na resolução algébrica das equações. 

33« Supponhamos agora que sobre os Índices t de ?) i- j - l 
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elementos a x , cr0, a i . . . a m _ i , onde m é ainda um numero pr i -
mo, se effectuam substituições l ineares f raccionar ias da fórma 

( D t ^ W W ^ m o d - " ) • 

sendo p, p\ q, qnúmeros inteiros, positivos ou negativos, satis-
fazendo á relação 

2}q'—p'q<0 (mod. TO). 

O indice co representa as substituições pa ra as quaes 

p' = q' = 0. 

Sendo k um numero inteiro, que não seja múltiplo de TO, a 
substituição 

é idêntica a (1). 
Inve r samente , se as duas substituições 

' = (mod. TO) 

e 

t ' ^ ^ P l - (mod. TO) 

sam idênticas, ellas têem coefficientes proporcionaes (mod. TO). 
Vamos vêr que as substituições (1) formam grupo e deter-

minar a ordem d'esse grupo . 
Sendo 

é 

(*) 
onde 

(3) 

W W ^ 1 - W + ? ; / 

' W+qJ 

\p*=pp,+p'q,\ q* = q,q'+Pt9 

[Pi=PPi + . p ' í i ; 2 Í = p \ q + 2' . 
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Será (2) uma substituição do systema, porque, de 

resul ta 

ps 2Í-Pigr
s^(O). 

Por tan to , as substituições (1) formam um grupo . Chama-se 
o grupo linear total. 

2 6 . P a r a conhecer a ordem do grupo, é necessário a t tender 
a que, quando se multiplicam os coefficientes p, p', q, por um 
factor inteiro k, o determinante 

p p' 

1 4 

da substituição (1), vem multiplicado por k-. Se fôr 

p p 
q q> 

= 1 (mod. »(.), 

v P # isto é, se I , é resíduo quadratico em relação ao modulo m, | q q' | 
podemos fazer 

P P 

Se P P 
q q' 

q gr 

é não resíduo será 

= 1 (mod. m). 

p p' 
= S (mod. 7») , 

sendo S um determinado não resíduo. 
Por tan to , as substituições (1) obter-se-ham fazendo tomar a 

Vi p ' i ?> i' todos os valores que satisfaçam ás relações 

(a) pq'—p'q = l (mod. m) 

(|5) pq1 —p'q = S (mod. m). 

Yamos de terminar pr imeiramente o numero de substituições 
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cujos coefficientes sat isfazem á congruência 

(a) pq' — ? p ' = 1 (mod. wi). 

Fazendo p = 0 (mod. m) e dando a q' um valor a rb i t ra r io , o 
valor de p' que satisfaz a (a) dependerá do valor dado a q (que 
não pode ser zero). 

Combinando os m—• 1 valores possíveis de q com os m va-
lores distinctos que pode tomar p ' , temos (m — 1) (m — 1) substi-
tuições c o m p = 0 (mod. m). 

Accrescentando a este numero as m— 1 substituições que, 
na hypothese feita, dam origem ao indice oo (que sam as que 
correspondem a.p' = q' = 0) temos ao todo m (m — 1) substitui-
ções, com p = O (mod. m), satisfazendo a (a). 

Quando f ô r p > 0 (mod. »i), podemos dar valores quaesquer 
a q e a p', que o valor de q' fica determinado. 

H a , pois, vi- substituições por cada valor de p < 0 (mod. m). 
P a r a os (?)«— 1) valores de p < 0 (mod. m) have rá m2 (»i— I) 

substituições. 

Por tanto , o numero total de substituições satisfazendo a (a) é 

m (m — 1) -f- Mi2 (m — 1) = m (m2 — 1). 
H a v e r á egual numero de substituições satisfazendo a (¾. O 

numero total de substituições assim determinado é 2 m ( m 3 — 1 ) , 
mas estas substituições sam duas a duas eguaes , porque duas 
substituições oppostas dam o mesmo indice em (1). 

A ordem do grupo linear total é, pois, m (m- — 1). 

27. As substituições distinctas que satisfazem á congruência 
I i t / 7 % J m ( m 2 —1) pq — p q = 1 (mod. m), em numero de , formam um 

íà 

subgrupo invariante do grupo linear total. 
Com effeito, sendo 

pq'—p q = 1 (mod. m) e p, q'{ — q,p\ = 1 (mod. m), 

será 

quando fôr 
Vi —Pi = 1 (mod. m) 

( P i = P P i + ^ ' ? ! ; + 
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Por tan to , as substituições que satisfazem a (a) formam um sub-
grupo. 

Esse subgrupo é invariante , porque , sendo 

P = 1 (mod. m) e P a S ( m o d . m ) 

será 
p p 
2 2' x Pa Pa [ = g 

Ia 4a | ~~ 

2« 

(mod. m ) ; 

e se represen ta rmos , respect ivamente, por y a substituição 

p M - j 
y«+2' 

e por g a substituição 

/ ' — 
Pa t + 2a 

(mod. m) 

(mod. »»), 

será g~*'(g uma substituição cujos coefficientes satisfazem a (a). 

Ao subgrupo de ordem m ^m—— do grupo linear total, cujas 

substituições satisfazem a (a), dá-se o nome de grupo modular. 
O grupo linear total e o g rupo modular lêem part icular im-

portância na theoria da t ransformação das funcções ellipticas e 
das equações modulares . 

2 8 . Os períodos das substituições do g rupo linear total 
s a m : m, factores de m — 1, e factores de m-J -1 . 

Com effeito, se uma substituição do grupo linear total deixa 
fixo o indice ti} será 

ti = 
pti + q (mod. m), 
P%+q' 

(se fôrem p, p1, q, q' os coefficientes d :essa substituição), ou 

p' íj + (q' — p) ^ — q = O (mod. m ) ; 

ou ainda, suppondo p >0 (mod. m). 

(a) [2p'ti + q'-p],>=(q'-p)* + 4plq (mod. m). 
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1.° Se 

(q' — p ) 2 -f 4p'q<0 (mod. m) 

e é resíduo quadratico, a congruência (a) tem duas raízes dis-
tinctas ti, e ha dois índices que permanecem invariaveis pa ra a 
substituição 

t! = K X ^ r (mod. m). 

Representemos esta substituição por ye, sejam í, e th os dois 
Índices que permanecem invariaveis, e seja g uma substituição 
do grupo linear total que t ransforma os Índices e h em t0 e t x . 

A substituição g~l ^e g conserva os Índices ín e í M , é da mesma 
especie de -fe e deverá ter a forma t' = ct (mod. m), sendo c uma 
constante . O seu periodo será um divisor de m — 1 , porque esta 
substituição per tence ao grupo metacyclico, sem per tencer ao 
grupo cyclico. 

Como o periodo de g~l'{eg é o periodo de -fe, vê-se que : 
As substituições do grupo linear total, que deixam fixos dois 

índices, trem um periodo divisor de rn — 1. Sam chamadas substi-
tuições ellipticas. 

2." Se 

( ? ' — p ) " * 4 : p ' q < 0 (mod. m) 

e não é resíduo quadratico, a congruência (a) não tem raízes e 
as substituições, cujos coefficientes satisfazem á condição supra, 
não deixam fixo indice nenhum. 

Seja Y^ uma d estas substituições e sejam ai, a2 . . . as sub-
stituições cyclicas em que ella se decompõe. 

Supponhamos que a ordem Jc de ai e ra menor que a ordem 
de aj . . . . A substituição Y* não seria a identidade e deixaria fixas 
as Jc le t t ras sobre que opera o cyclo ai. Como uma substituição 
do grupo linear total só pôde deixar fixos, quando muito, dois 
índices, será Je — 2. O cyclo ai opera , pois, sobre dois elementos; 
YA se rá affim e do mesmo periodo de uma substituição que con-
tem o cyclo (O, ao), represen tada por 

gj 
(i) t' = — (mod. m), 

Z 

onde ci é uma constante. 
Como o periodo de (i) é 2, YA será de periodo 2, e os perío-

dos dos seus cyclos serám eguaes a 2, 
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Se toda a substituição satisfazendo á desegualdade da 
hypothese, se decompõe em cyclos do mesmo periodo e não deixa 
fixo nenhum dos m-1- l Índices, o seu periodo é um divisor de 
m -j-1 • 

Estas substituições do grupo linear chamam-se hyperbolicas. 
3.° Supponhamos finalmente que 

(q' — jo)2 + 4p'q = 0 (mod. m). 

A congruência (a) tem uma só raiz, e a substituição corres-
pondente deixa fixo um único índice. Seja í, o Índice que a sub-
stituição Yp conserva, e representemos por g uma substituição que 
t rans forma em í x . 

A substituição affim g~l'(pg conserva t x , é da mesma espe-
cie de y f e será da fó rma 

t' = (t + b). 

E uma substituição do grupo cyclico Gr;,_i, de periodo m. 
A estas substituições do grupo linear total dá-se o nome de 

parabólicas. 

2 9 . As propriedades fundamentaes do grupo modular sam 
as seguin tes : 

1.aO grupo modular pôde gerar-se por meio das duas substi-
tuições elementares * 

a) i = t + 1 (mod. m) 
e 

P)*' = - - j - (mod. m). 

Se ja , com effeito 

S)<' = = Ç - t i . (mod. m) 
p t -}- q 

t 

uma substituição qualquer do g rupo modular , cujos coefficientes 
satisfazem, portanto, á congruência 

(1) pq'—p'q= 1 (mod. m). 

a) Supponhamos, em pr imeiro logar, que é p = O (mod. m). 
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A relação (1) dá-nos 

pj = — — (mod. m), 

e a substituição S pôde escrever-se 

S)í ' = (mod. TO), 
. i i 

ou 

sendo 

- J t + *' 

S = UV, 

U) í ' = í — qq' (mod. to) 

V) t' = — ^ — (mod. to), 

2 t 

e U e V pertencentes ao grupo modular. 
E fácil ver agora que as substituições U e V se obtêem 

partir das substituições elementares a e p. 
Assim, a substituição U é a potencia —qq' de a. 
Formando a substituição 

será 

e como 

será 

a, = pa - í p) f = (mod. TO), 

« ? ) = J d I r l (mod. T O ) ; 

a"')t' = t + k' (mod. m), 

Tomando k de maneira a ser satisfeita a congruência 

kk' = — 1 (mod. TO), 
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se rá 

uk' a{) tf 

- w ' 
Multiplicando á direita por 

uk')t = t + k' (mod. TO), 
vem 

Jc' 
T = a*' a\ a*') t' = J (mod. TO), 

- Y t 

que, pa ra k' — q, ó a substituição V. 
b) Supponhamos agora que é ^ = O (mod. m). Uina substi-

tuição qualquer 

( m o d - w ) ' 

satisfazendo a esta condição, toma a fórma 

: Pt 

P11 + 

S)tf = — ( m o d . T O ) , 

P 

em virtude da relação fundamenta l (1). Podemos pôr S = UV 
com 

' pp't+1 ' 

P 
A substituição U = ^ 
A substituição V é o producto tomando & = —• 

c ) Supponhamos f ina lmente que é p < 0 (mod. m) e j > O 
(mod. m), sendo 

uma substituição do g rupo modular . 
O producto 

M ) 1 ' / - ¾ + ¾ + ¾ ¾ (mod. T O ) 
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será uma substituição do grupo modular , exprimivel em a e £S, 
se de terminarmos k pela condição 

q - J fkp = 0 (mod. MI), 

(em vir tude do caso b). Por tan to , a substituição S será também 
elementarmente exprimivel nas mesmas substituições « e 3. 

2. a O grupo modular é duplamente transitivo. 
A substituição 

> t + q' 

per tencerá , com effeito, ao grupo modular , se fôr q =pq — 1; 

e t r ans fo rmará os Índices co e 0 respect ivamente ein p e p ——, 

quaesquer que sejam p e q1, o que mostra ser o grupo modular 
duplamente transit ivo. 

3. a O grupo modular só contem substituições pares. 
Basta most rar que sam pares as substituições elementares a 

A substituição a) í ' = < + l (mod. m) é parabólica, e tem por 

periodo m: é, portanto par . A substituição ,3) í' = —— (mod. m) 

é elliptica ou hyperbolica, contendo, no primeiro caso, „ 
H -f 1 

cyclos de duas let tras, e, no segundo caso, - — cyclos de duas 
Li 

l e t t ras ; é , pois, também uma substituição pa r . 
4 . a Quando fôr m = 3, o grupo modular coincide com o grupo 

alterno sobre 4 elementos: 

a
x > aw «i) a i -

Com effeito, para m = 3, a ordem m ( m ^ (J0 g rupo mo-
dular é 1 2 ; elle é, pois, um subgrupo de Índice 2 do grupo 
total_ sobre os quatro elementos a x , a 0 , «i , a i . 

E formado por todas as substituições pares e coincide, por 
isso, cora o g rupo a l terno. 

5 . a Para valores de m maiores que 3, o grupo modular ê 
simples. 

Representemos por M0 o g rupo modular sobre os m -f 1 ele-
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mentos 

aoo > 0O' • • • am-l\ 

e supponhamos que M0 admittia um subgrupo invariante Mj,1'. 
Vamos vêr que M^' não pode conter substituições parabóli-

cas, nem substituições ellipticas. 
a) Sejag r

1 , com effeito, uma substituição de Mil'', que sup-
pomos parabólica, e seja a, o elemento que essa substituição 
conserva. Por ser transitivo o grupo modular M0 , haverá uma 
substituição g em M0 que troca a, por Ciao. A substituição g~lgig 
pertence a Mf l ' ', por ser Mó'' invariante em M0, e conserva o 
elemento a . Ella será da forma CO 

9~l9<9)t' = t + k (mod. TO), 
com 

& > 0 (mod. TO). 

Em MJ" existirá, pois, a substituição 

(9~l9i9)k~l] t'^t+1 (mod. TO) 

que é a substituição elementar a. 
Por ser P uma substituição de M0 , o subgrupo invariante M^ 

conterá também a substituição 

s = P-1 (<r19> 9) 1¾ t> - _ J + 1 (mod. TO), 

qualquer que seja o valor de (mod. TO). 
Fazendo 4 = 1 na substituição S, o g rupo Mó1' conterá a 

substituição 

aSa) t ' = — ( m o d . T O ) 

Por tan to , MJj", contendo « e p, coincide com o grupo modu-
lar M0. Um subgrupo invariante do grupo modular não poderá, 
pois, conter substituições parabólicas. 

b) Supponhamos que a substituição </; do subgrupo inva-
riante MJ'' é elliptica. Como o grupo modular é duplamente t ran-
sitivo, Mj," conterá uma substituição afíim de ;/,, que conserva 
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os índices 0 e oo. Essa substituição será da fórma 

kt 
(Ji) t1 = — (mod. m). 

Ex i s t i r á ainda em M1'," a substituição 

(«-«g\ a) gr1} t> ^t + (k~9- - 1) (mod. m). 

Como esta substituição é parabólica, recaímos no caso ante-
rior ; e, portanto, um subgrupo invariante do grupo modular não 
pode conter substituições ellipticas. 

c) Se houver algum subgrupo invariante do g rupo modular , 
só poderá , pois, conter substituições hyperbolicas. 

Continuemos a representar por MJ1
0 esse subgrupo invariante . 

A sua ordem deverá ser divisível por m-f-l. 
Com effeito, sendo o grupo modular duplamente transitivo e 

gi uma substituição de Mi", contendo o cyclo (ai ai . . . ) , haverá 
uma substituição g em M0 que t ransforma gi nou t ra substituição 
de Mó", contendo o cyclo (axl ak .. .), onde é um elemento 
qualquer. 

O grupo Mó" será pelo menos uma vez transit ivo, e a sua 
ordem um múltiplo do numero n i - f -1 dos elementos. 

A ordem de Mó", será , portanto, um numero par, havendo 
uma substituição <7; de periodo 2, e uma substituição aífim de g, 
onde figura o cyclo (O 00), da fórrna 

k 
g'i) t' = j — (mod. m). 

Per tence t ambém a Mó" a t r ans fo rmada 

J _ 

V - l O i W - - J f - (mod. m), 

e o producto 

S = 1 Oi P) gi] = — p — (mod. m) 
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que é uma substituição elliptica, excepto quando fôr 

&2==— (mod. m) ou A4 = I (mod. m), 

porque, nesse caso, é S = I. 
Se S fôr uma substituição elliptica, o subgrupo invariante M^ 

não existe, como vimos no caso b). 
S e n d o A i = I (mod. m), como, por outro lado, êm = 3 (mod. 4), 

(por ser g\ hyperbolica) será 

k = + 1 (mod. »J) 

e g} coincide com [3. Neste caso, sendo 

UW' = = ^ 4 ^ (mod. m) 

uma substituição qualquer de M0 , exist ir i em M&" a substituição 

U - i gl U = u-1 p U, 
representada por 

cujos coefficientes deverám satisfazer á congruência 

pq' —p'q = 1 (mod. m). 

Fazendo p' = q' = 1, deverá ser 

p — q = 1 (mod. m) ; 

determinando p e q de modo a ser também satisfeita a congru-
ência 

-J-^ == O (mod. m), 

será 
2p = — 2q—\, 
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e a substituição U - , f l U será r ep resen tada por 

J _ 
2 

i = _ ^ t- (mod. m). 

Como é k = 2, deverá ser satisfeita a congruência 

2 = + 1 (mod. m), 

e, por tanto, m = 3. 
O grupo modular só admitte subgrupo invariante, formado 

por substituições hyperbolicas, quando fôr m = 3. 

Adiante se ve rá que o grupo al terno é t ambém sempre um 
grupo simples, excepto quando opera sobre 4 elementos, coinci-
dindo com o grupo modular sobre 3 +1 elementos : 

aoo > ao> a») a 
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Composição do grupo total e do grupo alterno. 
— Ordens possíveis de grupos simples 

3 0 . Vimos que o grupo al terno ó um subgrupo de indice 2 
do g rupo total. Vamos vêr agora que elle é o único subgrupo 
d'esse indice contido no grupo total. 

Demons t remos , pa ra isso, o seguinte 

THEOREMA. — Se um grupo G de substituições sobre n ele-
mentos contem todos os cyclos possíveis de ordem k, o grupo G 
coincide com o grupo alterno ou com o grupo total. 

I . 0 Sya Ic = 2. Nessecaso o grupo G contem todas as t rans-
posições e, por consequência, todas as substituições possíveis 
sobre n e lementos : coincide com o grupo total. 

2.° Seja k = 3. O grupo G contem todas as substituições cy-
clicas sobre 3 elementos. Elle conterá todas as substituições 
pares . Com effeito, cada substituição par é um producto de um 
numero par de t ransposições; e o producto de duas transposi-
ções é um cyclo de 3 . a o rdem, se as duas transposições t iverem 
um elemento commum, e é um producto de dois cyclos de 3 . a 

ordem, se as duas transposições não t iverem elemento commum. 
Assim 

(ai a-2) (ai d ) = (ai ai ai); (ai as) (0,3 a4) = («j 03 04) (ai a-2 a3). 

Se o grupo G contem todas as substituições pares , coincide 
necessariamente com o grupo al terno, ou com o grupo total. 

3.° Seja A > 3 . Es t e caso reduz-se ao precedente , porque 
todo o cyclo de 3." ordem é exprimivel pelo producto de dois 
cyclos de ordem k > 3. 

4 
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3 1 . Sejcam ai , a-2 . . . «„.> as substituições de um subgrupo 
2 

G), de indice 2, do grupo total G,,/. 
Se fôr g uma substituição de G,,/ não per tencente a GJ, a 

substituição g2 per tence a G i . Com effeito, sendo 

íai, a-2 . . . an; 

1 2 

(a t g, «2 g . . . a^ g 
2 

todas as substituições de G,,/, se fôsse 

^9 = 91 

seria g = aik, o que é contra a hypothese . Todas as potencias 
pares de g per tencem a Gi , e, por tanto, o período de g é par, 
porque em G i , como em todos os grupos , figura a identidade. 

Como a substituição g é qualquer , não pertencente a G i , 
conciue-se que Gi contem todas as substituições de periodo impar. 

Como os cyclos de 3. a ordem sam de periodo impar , Gi con-
t<-m todos os cyclos de 3 . a ordem, e coincide, em vir tude do 
theorema anterior , com o g rupo al terno. 

O grupo total tem um único subgrupo de índice 2: o grupo 
alterno. 

# 
# * 

O grupo alterno é subgrupo invariante do grupo total. 

Porque , se fôr a, uma substituição do grupo alterno e g uma 
substituição impar , a substituição '«,<7 é par e per tence, por-
tanto , ao g rupo alterno. 

3 2 . THEOREMA. — Quando o numero de elementos é diffe-
rente de 4, o grupo alterno 6 o único invariante do grupo total. 

O theorema é manifestamente verdadeiro quando o numero 
de elementos é 2 ou 3. 

Seja n o numero de elementos sobre que opera o g rupo G,,/ 
e supponhamos que elle admit te um invariante GI, differente do 
g rupo alterno. 

Entre as substituições de GJ não figura nenhuma substituição 
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cycl ica; porque, se fosse g\ um cyclo de ordem /¢, per tencente 
a G i , todos os cyclos de ordem k ( t ransformados de gi por meio 
das substituições de G n / ) per tencer iam a G i , e este g rupo coin-
cidiria com o grupo alterno ou com o g rupo total. 

Cada substituição de G i , decomposta em factores cyclicos, 
conterá, pois, dois ou mais factores. Seja 

g i ==(ai U i . . . ) (a ; a i + 1 . . . ) . . . 

a substituição de Gi (differente de 1) que troca menor numero de 
elementos. 

A t ransformada de gi 

y i = («i a j . . . ) ( o , a i + 1 . . ) - ' . . . 

per tencerá a G i , bem como o producto 

gig'i = (aia-2 ...)"2. 

Mas este producto deverá ser a ident idade, porque de con-
t rar io trocaria menos elementos que gt. O primeiro cyclo de é, 
pois, uma transposição (ai a-2), e o mesmo se dirá de todos os 
outros. Se rá 

gi = (ai a-2) (a3 a 4) . . . 

As transposições de g t não podem ser mais de d u a s ; porque, 
se fossem t res , 

gi = (ai a-2) (a3 «;) (a : ; ao), 

por exemplo , per tencer ia a Gi a substituição 

g\ = (ai ai) (a-2 a\) ( 0 5 a&), 
e o producto 

g> g \ = (ai Oi) (a-2 a 3) 

que troca menos elementos que </;. Se rá , por tanto , 

gi = (ai a-2) (a3 a/.). 

O grupo Gi conterá os productos de duas transposições com 
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elementos d iversos ; conterá a substituição 

Cfk = (ai ff3) (a3 a*), 

se exist i rem pelo menos cinco elementos, e, portanto, o producto 

í/i SrJt = (ai ai flõ). 

Mas este producto t roca menos elementos que <7,-; logo, o 
g rupo G j , nas condições da hypothese, não pôde existir , quando 
o numero de elementos fôr maior que 4; o que demonstra o 
theorema. 

Se o numero de elementos fôr 4, o grupo Gi conterá , como 
vimos, as substituições seguin tes : 

I cji = (ai a-i) (a3 a4) 

] 'Ji = («i « 3 ) («2 a i ) 

j r/3 = (ai cu) (ai a3) 

U * = 1 

formadas por duas transposições com elementos diversos. 
E um grupo de 4 . a o rdem, subgrupo invariante de Índice 6 

do grupo total G-21. Es te grupo tem grande importancia na theo-
ria das equações algébricas de GALOIS, e foi designado por 
K L E I N com o nome de Vierergruppe. 

3 3 . THEOKEMA. — O grupo alterno é um grupo simples, 
quando é differente de 4 o numero de elementos sobre que operam 
as substituições do grupo. 

Seja G n / o grupo total sobre n elementos, G n / o grupo al-
T 

terno, e supponhamos que G„.r admittia um subgrupo invariante 
máximo Gi . "2 

O grupo Gi não é invar iante em G n / , porque este grupo 
admit te como único invariante o grupo alterno. Por tan to , se fôr g 
uma substituição impar do grupo total, o grupo t ransformado 
G a = J r - 1 G i g não coincidirá com G i ; mas como 

Grn/ = g~l G11/ g, 
2 2 
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por ser G,,/ invariante em G,,.-, será ainda G2 invariante máximo 
em G n / . 2" 

Se fôr k a ordem do subgrupo G3 commum a Gj e G 2 , e Ai 
a ordem de Gi e de G 2 , será, em vir tude de um theorema d e -
monst rado, 

n! k\ , k: 
-^r = -T' ou Je = —y 

2 k n! 
IT 

Mas Gi e G2 sam permutáve is e, por tanto, qualquer que seja a 
substituição f/ido grupo total, os grupos (1) gr' Glgi e (2)g^1 ^ g i 

coincidem com Gi e G 2 , ou com G2 e Gi respect ivamente. 
Como gflG3gi ó o subgrupo commum a (1) e (2), será 

^r—1Q3^I = G3 e, portanto, invariante em G t l / . 
A ordem k de G3 será , pois, a unidade, porque G1,/ só tem 

n ! 
como invariante o grupo al terno, e k\ = o que é absurdo (1). 

F ica assim demonstrado o theorema. 
Quando fôr 11 = 4, o Vierergruppej invariante do grupo total 

e só contendo substituições pares , é invariante do g rupo alterno. 
Do que fica dito resulta que, em geral , o grupo total admitte 

n! 
a única serie de composição: 2, e não é, portanto, um grupo 
resolúvel, quando fôr n > 4. 

Sendo n — 4, a serie única de composição do grupo total é 
2, 3, 2, 2 e o grupo é resolúvel. 

3 4 . Não ha um critério geral para verificar se um numero 
inteiro k pôde ser ordem de um grupo simples. Ha critérios par-
t iculares, baseados nas propriedades geraes dos grupos , e nas 
seguintes proposições fundamentaes : 

1.a Todo o grupo, cuja ordem é um numero primo, é um 
grupo simples. 

2. a Todo o grupo, cuja ordem é potencia inteira e positiva de 
um numero primo, é um grupo composto. 

3 . a Todo o grupo cuja ordem é producto de dois números pri-
mos, é um grupo composto. 

(') Coin effeito, os factores primos que figuram na decomposição do k\ 
n! 

têem todos expoente par, e na decomposição de não pode figurar com 
expoente superior a l o maior numero primo contido em w. 
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Com effeito, ura g rupo , cuja ordem satisfaz á hypothese de 
qua lquer das duas ultimas proposições, é resolúvel, com uma 
serie de composição formada por mais de dois termos. 

4 . a Se ja Gr um grupo simples de ordem k e mr a maior po-
tencia do numero primo wi contida em k. Em vir tude do 2.® 
theorema de S Y L O W ( ' ) , haverá em G mais de ura subgrupo de 
ordem m r \ sejam elles 

(a) Grj. Ga . . . G s . 

Os t ransformados de («), por meio de uma substituição qual-
quer de G, sam os mesmos grupos (a) por outra ordem. A cada 
substituição de G, podemos, pois, fazer corresponder uma sub-
stituição h sobre os elementos (a). 

As substituições h formam um grupo H, isomorpho de G, 
cuja ordem não pôde ser superior a k. 

O isomorphismo de G e II é necessariamente holoedrico, por-
que G é um grupo simples. 

O grupo isomorpho H só contem substituições pares, por ser 
um grupo simples. 

Applicando estes princípios, mostra-se que o único numero 
composto, menor que 100, que pode ser ordem de um grupo sim-
p l e s ^ 60. 

E a ordem do grupo alterno sobre 5 elementos e do grupo 
modular sobre 4 + 1 elementos. 

(') Porque o numero s d'esses subgrupos é o índice do maior subgrupo 
de G que os contem como invariantes. E esse índice ó maior que 1, por ser 
G um grupo simples. 
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Generalisação do conceito de isomorphismo. 
— Grupos de subtituições lineares de ordem finita 

3 5 . O conceito de isomorphismo, estabelecido para os gru-
pos de substituições, é susceptível de se genera l izar a grupos 
de operações quaesquer (para as quaes tenha sentido a definição 
dada de grupo). 

Se as operações que ent ram na constituição do g rupo A sam 
de categoria differente da categoria das operações que en t ram 
na constituição do grupo B , diz-se que os dois grupos A e B 
sam holoedricamente isomorphos, quando é possível estabelecer 
uma correspondência biunivoca entre as operações do grupo A 
e as do grupo B, tal que ao producto de duas operações quaes-
quer a e a1 de A corresponde o producto das operações b e b' 
de B, respect ivamente correspondentes a a e a'. 

Estabelece-se assim a noção de isomorphismo sob um ponto 
de vista meramente abstracto , que augmenta a sua importancia, 
pois permitte substituir um grupo finito de operações quaesquer 
por um grupo isomorpho de substituições. 

Com effeito, seja 

(1) A (a,, a->, . . . ak) 

um grupo de operações quaesquer, satisfazendo ás condições da 
definição. 

Se multiplicarmos todas as operações de A por qualquer 
d e l i a s ah, as operações 

( 2 ) a i ah, a-2 ah . . . ak ah 

figuram todas em (1 ) ; de resto, se as operações (1) sam todas 
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distinctas, as (2) sam também distinctas, porque, se fosse 

seria a, = a/. Por tan to , as operações (2) sam as mesmas opera-
ções (1) por outra ordem. 

A multiplicação das operações (1) por a/, equivale, pois, a 
effectuar sobre os elementos (1) a substituição 

A cada multiplicador ah corresponde uma substituição b . As 
substituições bk fo rmam um grupo, porque ao multiplicador CtjlCii 
corresponde manifestamente a substituição b^bi, se forem bh e bi 
as substituições respect ivamente correspondentes aos multiplica 
dores Cih e a/. 

A dois multiplicadores distinctos correspondem substituições 
também distinctas, e o grupo B das substituições bh é holoedrica-
mente isomorpho com A, e, portanto, da mesma ordem k. 

A operação de A, que corresponde á identidade em B, é a 
operação idêntica em A. 

Uniformisa-se assim o estudo dos grupos de operações de 
ordem finita (1). 

3 6 . Uma categoria importante de grupos de substituições, 
que de certo modo realisa uma transição para os grupos de 
t ransformações de LIE, é a dos grupos de substituições lineares 
sobre uma variavel. 

(') Entende-se sempre que as operações em questão satisfazem ás con-
dições fundam,entaes que figuram na definição de grupo, tal como tem sido 
apresentada. E a definição de grupo que convém áo substituições e que 
G A L O I S estabeleceu; é a que nos interessa, para o estabelecimento da theo-
ria das equações algébricas. 

O conceito de grupo generalizou-se, a noçào de grupo invadiu todo o 
campo da Analyse, deu logar a tlieorias mais vastas e complexas, como é 
a theoria dos grupos de transformações de S O P H U S LIE, mas o typo da theo-
ria primitiva conservou-se, orientando as novas investigações e fornecendo 
até a nomenclatura. 

A profunda analogia entre estas theorias, resultante do conceito fun-
damental de grupo que em todas ellas domina, justifica, dc resto, a atiini-
dade de exposição que todas ellas têem com a theoria dos grupos de sub-
stituições. 

Oiah= ai ah, 

,ai, a-2 

ai ah, Oi ah akah ) 
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Teera estes g rupos uma importaneia capital na theoria das 
equações algébricas de G A L O I S , e sam susceptíveis de uma no-
tável representação geometr ica , em que sobresáe com toda a 
nitidez a noção do g rupo . 

Seja z uma variavel complexa, e z' outra variavel ligada 
com z pela relação 

( D 3 ' = - ¾ , p'z -+- q 

onde p, q, p', q' sara constantes quaesquer que não annulam a 
differença pq'—p'q, (porque nesse caso z' seria independente 
de z). 

Se fôr z" uma nova variavel ligada com z' pela relação 

se rá 

onde 

/ON U piz-rqi - ' >A (2) z" = ^r• , , • , com ptqi—piqi<0, 

PiZ + ( 
J>2Z + ÇJ 

I Pi=PPi -\-p'qi; J2 = qpi + g^j 

Jj2 =pp\ +p'qi; íá == ^pi + ¢'¢1, 

e por tanto 
Pi q'i —pi qi < O 

Vemos, pois, que as operações (1) sam susceptíveis de se 
multiplicar, conduzinde a uma operação da mesma categoria . 
Gozam, pois, de todas as propr iedades das operações agrupá-
veis, visto que esses productos satisfazem evidentemente á lei 
associativa. 

Podemos considerar as operações (1) como verdadeiras sub-
stituições, operando sobre um numero infinito de elementos. Cada 
ponto z do plano é substituído pelo seu correspondente z'. O nu-
mero de elementos é, de res to , de secundaria importaneia no 
conceito de substituição. 

Vamos vêr que é possível distr ibuir todos os grupos finitos 
de substituições lineares por cinco categorias diíferentes, exa-
minando pa ra isso as propr iedades geraes d 'esses grupos. 

37 . Substi tuindo em 
pz + q 
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a var iavel z por outra t, ligada com ella por meio da relação 

<2> ' - W f j r -

onde r, s, r', s' sam constantes quaesquer que não annullam a 
differença rs' — r's; e substituindo a variavel z' por outra t' li-
gada com ella pela relação 

(3) " + S 

r'z! + s' 

cujos coefficientes sam os mesmos de (2), f icará t' ligada com t 
por uma relação linear que se diz transformada de (1). 

Se a substituição (1) fizer par te de um grupo Gr, as t rans-
formadas das substituições do grupo G por (2) e (3) formam um 
grupo G' , que se diz transformado de G pelos paramet ros r, s, 
r ' , s1. 

Consideramos pertencentes ao mesmo typo de G todos os seus 
transformados. 

Chamam-se pólos de uma substituição linear (1) os valores 
de z que a substituição conserva, e que sat isfazem, portanto, á 
equação 

pz + q 
z = — — , 

pz + 2 
ou 

(4) plz* + (q'-p)z-q= 0. 

Os pólos de uma substituição linear sam dois; quando fôr 

p' = 0, um d'elles será z = oo e o outro será z = — r - — • 
q ' - p 

Os pólos da t ransformada de uma substituição linear (1) sam 
os pontos t ransformados dos pólos da substituição primitiva (1). 

U m a substituição que tem por pólo o infinito ó da fórma 

s - h p L - h + v . 

Se o segundo pólo fôr também o infinito, será p ^ q' e a 
substituição será da fórma 

(5) Z1 = Z-Jrk1 
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Uma substituição linear da fórma (5) não pôde fazer parte de 
um grupo finito, porque o seu periodo é inf ini to: nenhuma po-
tencia de (5) reproduz a identidade. 

Não pôde, pois, fazer parte d'esse grupo finito nenhuma 
transformada de (5), isto é, nenhuma substituição com pólos 
eguaes. 

3 8 . THEOREMA. — Se k substituições lineares de um grupo 
finito G tiverem um pólo commum, ellas tèem também o segundo 
pólo commum e formam em G um subgrupo cyclico. 

Se jam 

m P&+qi • P&+J& • PkZ + gk (1) Zi =—; ; — , Zi= , ——7 , ••• Zjc = ; - , 

piz + qi PiZ + q2 pkz+ qk 

k substituições de um grupo G, tendo todas o polo a. Será 

pia + qi p>a + qi _Pk<* + qk 
a = 

pia -r q\ p->a + q.2 pka -f qk 

As substituições (1) formam um grupo , porque o producto 
das substituições Zi e zh será 

m ' PhZi +qK . {*) Zi h = ; : — , 
Ph Zi + qh 

fazendo z = a, vem 

e a substituição (2) per tence , por tanto , a (1). 
Effectuando uma t ransformação linear da variavel , de modo a 

t r anspor ta r para o infinito o pólo a, o g rupo t ransformado de (1) 
será 

(2) z', = z, z2=b2z + b2, . . . z'k=bkz-\- b'k, 

onde a pr imeira substituição representa a identidade, que neces-
sar iamente existe em todos os grupos , e que admitte por pólo a, 
como qualquer outro ponto do plano. 

O periodo de qualquer substituição de (2) é um factor da 
ordem k do grupo, e portanto, a potencia k de qualquer d'ellas 
será a ident idade; d 'onde 
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o que mos t ra que S2, S3 . . . S4 sam raizes de gráo k da uni-
dade. E s s a s raizes sam todas dis t inctas; porque , se fôsse 62 = 63, 
o producto da substituição z2 = S2z + S2 pela inversa 

Z3 — b3 

z = — 7 — de Z 3 = K 1 Z + è3, 
2 

seria uma substituição 

(c) z ' = 
O2 Oj 

3 

do grupo (2). Como as duas substituições z2 e z3 sam distinctas, 
não pôde ser também S 2 = S 3 ; a substituição (c) seria, pois, de 
periodo infinito e per tencer ia a um grupo finito, o que é absurdo. 

Sendo distinctas, S2 . . . bk sam todas as raizes de gráo k da 
unidade, e as substituições 

(B) z[ = z, z2 = S2z, . . . zk = bkz 

formam manifestamente um grupo cyclico de ordem k, tendo 
cada substituição os dois pólos O e cc. 

Mas o grupo (3) é transformado de (2). Com effeito, pela 
t ransformação linear 

O2 

as substituições 

z2 = S2Z Ki e Z3 = b3z -j- K3 

do grupo (2) convertem-se respect ivamente nas substituições 

Z 2 = b2z 
e 

(15) Z3 - 632 - ^ y i + S3 = b3z + d3 

do grupo t ransformado de (2) por meio de (a). A este mesmo 
grupo per tencerám as substituições 

23.2 = bt S3Z-f S2 d3 

22.3 = S3Z + D 3 . 
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Estas duas substituições, pelo que fica dicto, não poderám 
ser distinctas e deverá , por tanto , ser 6 3 ( ¾ = * ¾ ; como S-2<1, 
será (¾ = 0. A substituição (|3) per tence , pois, ao grupo (3), e o 
mesmo se mostrar ia de qualquer substituição do grupo t ransfor-
mado de (2) por meio de (a). 

O grupo (3) é egualmente t ransformado de (1) e este será 
um grupo cyclico, cujas substituições tcem todas o segundo pólo 
commum. 

3 0 . Seja Gi o subgrupo cyclico formado por todas as sub-
stituições do grupo G que teem a como pólo commum, e 

PeZ + ?e 
Pez + Ie 

uma substituição qualquer de G, não per tencente a G i . 
As substituições do subgrupo t ransformado de Gi por meio 

de g' admit tem, como pólo commum, 

pea + qe 

Ped + qe 

Os pólos a & a dizem-se equivalentes; cada um d'el les é com-
mum a um mesmo numero k de substituições de G, (incluindo a 
identidade). 

Se fôr n a ordem de G, o numero de pólos distinctos da 
n 

mesma classe de equivalência de a é manifes tamente —, e, como 

cada um d'elles é commum a k— 1 substituições (não contando Tl a identidade), será (k — 1 ) — o total de pólos d 'esta classe, con-
k 

tando cada um d'elles tantas vezes quantas as substituições a 
que per tence . 

Por outro lado, admitt indo cada substituição dois pólos dis-
tinctos, os pólos das substituições do grupo G de ordem n se rám 
em numero de 2 (n—1), não contando a identidade. Sendo s o 
numero de classes de equivalência dos pólos de G, t e rá logar a 
relação 

(1) S (Jci — 1) = 2 (n — 1) 

que permit te estabelecer , como nos propuzemos, a existencia de 
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cinco categorias possíveis de grupos finitos de substituições li-
neares . 

4 0 . O numero de classes de equivalência não pôde ser supe-
rior a 3, nem inferior a 2. 

Com effeito, escrevendo a relação (1) do paragrapho ante-
rior sob a fórma 

(1) 
^ l 

- M 
2 

S 1 -- M = 2 — — 
í=i V h } n 

vê-se que, se fôsse o primeiro membro seria maior ou 
egual a 2 (por ser Icl 2), sendo o segundo membro menor que 
2; se fôsse s = 1 , o primeiro membro seria menor que I e o 
segundo maior ou egual a 1. 

a) Para s = 2, a equação fundamental toma a fórma 

(2) f + f - -ki k-2 n 

Como ki e k-2, ordens de subgrupos de G, liam de ser divi-
sores de n, teremos necessar iamente ki = k-2 = n. 

Como ki é a ordem de um grupo cyclico, ha em G uma 
substituição de periodo k\ =n, e o grupo G é um grupo cyclico. 

Todas as suas substituições têem os mesmos dois pólos; ef-
fectuando uina t ransformação linear conveniente, esses dois pólos 
coincidiram, respect ivamente, com O e ÇQ e as substituições do 
grupo t ransformado (egualmente cyclico) serám da fórma 

z; = a ' z ( i = 0 , 1 . . . n — 1) 

onde a é uma raiz primitiva de gráo n da unidade. 
b) Para s = 3, a equação fundamenta l toma a fórma 

(3) * 1 + J L . 
' ki k-2 A3 n 

Os números ki, k-2, &3 não podem ser s imultaneamente maio-
res que 2, porque o l . ° membro de (o) seria menor ou egual a 
1. Supponhamos ki = 2; a equação (3) toma a forma 
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Os números A2 e A3 não podem ser ambos maiores que 3, 

porque o 1." membro seria então menor ou egual a — • 
Fazendo k-> = 2, a equação (4) toma a forma 

(5) J - = — ; d 'onde A 3 = ^ T 1 
w A3 n 2 

Fazendo A2 == 3, a equação (4) toma a forma 

- è - T + b d'onde * 3 < 6 -
Temos, pois, os seguintes casos possiveis, sat isfazendo a (3) 

V ) A1 = 2, A2 = : 

6" ) A1 = 2 , A2 = i 

6"') A1 = 2, A2 = í 

ò i v) Ai = 2, A2 = : 

E s t e s quatro typos de grupo formam com o ígpo cyclico as 
únicas cinco categorias possiveis de grupos finitos de substi tui-
ções lineares. Sam todas distinctas, como vamos vêr . 

4 1 . Seja 6 um grupo de ordem n, do typo (6'): 

ii 

Ai = A2 = 2, A3 = — • 

O grupo G é necessariamente de ordem par , admitt indo um 
71 subgrupo cyclico G i d e ordem A 3 = - • 

Se fôr g1 uma substituição de G, não per tencente a G i , e 

G1 = O, g, g\ g»-<), 

as substituições 

v \ 1 , 9 , ••-9"-1 

A3 = 
T 

A3 = 3 (» = 12 

A3 = 4 ( n = 24 

A3 = 5 (« = 60. 

(1) G ' 
9', 99', 9*9' • • • 9n~l 9' 

\ 
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sam todas distinctas, per tencentes a G, e em numero de w; sam 
todas as substituições do g rupo G. 

As substituições do subgrupo cyclico Gi já vimos que se 
pôde dar a fórma normal 

z ' = UiZ ( i = 0 , 1 , 2 , . . . - f - l ) , 

Il 
onde a ó uma raiz primitiva do g ráo — da unidade. 

Resta de terminar a fórma das substituições da 2 . a linha 
de (1). 

As substituições 

(</', 99', ••• 9"~l9') 

devem coincidir, por outra ordem, com as substituições 

(g', g'g, • • • g'gn~l), 

e, por tanto , deverá ser 

(2) 99' = g'9k ( k S n - l ) . 

Representando g' por z' = ^ a egualdade (2) toma a 
fórma - P 2 + ? 

P** + j = a,: Pz + ? ? 
p'az + q1 p'z + q' 

que só pôde ser satisfeita por 

p = q1 = 0, ou p' -- q = O, 

A ultima solução deve pôr-se de par te , porque dar ia a g' a 
fó rma 

todas as substituições de G teriam os mesmos dois poios com-
muns , e o g rupo G seria cyclico. 



A primeira solução dá a g' a forma 

p'az z 

Effectuando a t ransformação linear z' = — cz, as substituições 
do g rupo G podem pôr se sob a forma 

z ' = ^ z 

1, 2 . . . n — 1). 

Os grupos das duas categorias estudadas sam os únicos que 
podem admittir invariantes cyclicos. 

Com effeito, se um grupo G admitte um invariante cyclico 
Gi , que supporemos máximo, cujas substituições sam da fórma 
z' = a'z, só poderá haver em G substituições g da fórma 

/ > c 

z' = CZ OU Z = > 
Z 

para que a t ransformada g~lgig de qualquer substituição g\ de 
Gi seja ainda uma substituição de Gi e, por tanto, da fórma 

z' = GliZ. 

Se houvesse em G substituições da fórma z' = cz, além das 
de G i , Gi não seria um invariante máximo, como suppozemos, 
porque haveria em G um invariante cyclico contendo Gi . 

Se as substituições de G, não per tencentes a G i , fôrein da 
Q 

fórma z' = —, o producto de duas quaesquer d'ellas, 

será uma substituição z' = -^-z de G i . O grupo G será , pois, 

formado pelas substituições de G i , potencias de uma mesma sub-
stituição gi, e pelos productos das substituições de Gi por uma 

C ' 
mesma substituição z' = —. E um grupo da segunda categoria . 

Z 

5 
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4 2 . Seja 61-2 um grupo do typo 

l")n = 12 , ki = 2 , /í2 = 3 , À'3 = 3. 

P a r a determinar a fórma das substituições do grupo G12, 
vamos most rar que elle é holoedricamente isomorpho com um 
grupo alterno de substituições sobre quatro elementos. 

Em vir tude do 2." theorema de SYUAV, O numero h' de sub-
grupos de o.a ordem de Gu será 11111 divisor de 12, satisfazendo 
á congruência n'=\ (mod. 3), e teremos, por tanto , n ' = l , ou 
n' = 4 . 

Como n' é o Índice em Gj 2 do maior subgrupo que contem 
como invariante um d'aquelles subgrupos de terceira ordem, não 
poderá ser n1 = 1, porque então o grupo Gj 2 conteria invariantes 
cyclicos. 

Se rám, pois, 4 os subgrupos de 3 . a ordem de Gi2, que re-
presentaremos por 

(1) G3, G3 , Gji, G 3 , 

e que sam, ainda em vir tude do 2.° theorema de SYLOW, t rans-
formados uns dos outros por meio das substituições de G12. 

Sendo g uma substituição qualquer de Gi 2 , os grupos 

/ o \ - I r , ! - I r i a - I n 3 — I 
W 9 G3<7, 9 G3 g, g G 3 ^ , g G3 g 

serám, pois, os mesmos subgrupos (1), por outra ordem. A cada 
substituição linear g de G12 corresponde unia substituição sobre 
os elementos (1) e ao grupo G12 corresponde um grupo transit ivo 
A de substituições sobre os elementos (1) com o qual G12 é iso-
morpho. 

Chamando k ao gráo de meriedria d'esse isomorphismo, será 
12 = a ordem de A, que deve ser um múltiplo de 4. Por tan to , 
IC 

s<-rá Zc= 1, ou k = 3. A ultima solução é impossível, porque á 
identidade em A corresponderia em G j 2 um subgrupo cyclico 
invariante de 3. a ordem. Os dois grupos G<2 e A sam, pois, como 
se queria demons t ra r , holoedricamente isomorphos, e o grupo A, 
de ordem 12, é o grupo alterno sobre os quatro elementos 

Gl ri 3 
3, G b " 3 , <J3-

Todas as substituições de A se oblcem a part i r das t res ge-
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nera t r izès 

«i = (Gl G3
4) (OS 0 ¾ 

«2 = (G3 Gl) (G3
1 G j ) 

«3 =- (G3 G l G3
3). 

Representando por r/i, gt, r/3 as substituições de Gi 2 , res-
pectivamente correspondentes a «i, a», a3 , todas as substituições 
de Gi 2 se poderám egualmente obter a par t i r das genera t r izes 
9h !J-h 93-

As substituições ai e Ui sam de periodo 2; portanto, uma 
das substituições gi ou gt, (supponbamos ^1), será da fórma 

(depois de reduzida á fórma normal). 
A fórma de gt fica immediatamente de terminada , pois que , 

sendo Uji a, U1 = u„ será também g2' g, g± = g{, o que exige que 
g2 tenha qualquer das fórmas 

1 1 C 
X = CZ, OU X = ) 

onde c é uma constante. Por ser gi de periodo 2, ella coinci-
diria com gi (depois de reduzida á fórma normal) , se fôsse 
gi) z' = cz. _ c 

D e v e r á , pois, ser gt)z' = —, ou,, depois de reduzida á fórma 
1 z 

normal , gt) z! = —. 

P a r a achar a fórma de gz, basta a t t ende r a que, existindo 
entre ai , a2 , a3 as relações 

«r1 «3 «1 = «3 e a f ' a3 a, a± = a3, 

deverám existir egualmente en t re as suas correspondentes em 
G j 2 as relações 

</r' g3g, ={h (T) 
ST19s 9\ 9-i= 93 Clf')-

Suppondo gz da fórma geral 

\ 1 Pz + 9 
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as relações (?) e (•(') conduzem âs seguintes iden t idades : 

p+qz_pz + q ^ 
p' + q'z p'z + q' 

q-pz p'z + q' VU' 

d'onde 

p' = + ip, q' = + iq = + ip, q = + p. 

Podemos, pois, tomar para </3 uma das quat ro fórmas 

, , . 2 + 1 , i - 2 " - 1 /s>\ 
z ' = ± í — z ' = ± l — — T (o). 

Z — 1 2 I 1 

Dando a <73 a fórma 

, , . 2 + 1 
Z = + * 7 ' 2 — 1 

o producto fjt cj3, ( também per tencente a G(«), é da fórma 

. 2 + 1 
z = — i r ; 

z— 1 

e fácil é verificar que todas as substituições (3) per tencem a Gn-2, 
por serem combinações de qualquer d'ellas com ç/i e Podemos 
agora escrever todas as substituições de Gi?, que s a m : 

III 

, , , , 1 , , . Z + L , , . 2 — 1 
z' = + z, z' = + — , Z = ± 1 , z' = ± 1 —— 

~ ' — Z Z—l 2-)-1 

/ I Z-fTi / g — ' 
2' = ± 7 , Z = + —7 > 

2 — l Z-f-í 

sendo as quatro ultimas as inversas das quatro substituições (5). 

43. Se ja Gjj um grupo do (ypo 

(Vn) ki = 2, te = 3, 4-3 = 4 , n = 24. 
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U m a analyse analoga á precedente vae indicar-nos a fórma 
das substituições dos grupos d'este typo. Ass im: 

Todo o grupo d'esta categoria é holoedricamente isomorpho 
com o grupo total sobre 4 elementos. 

Com effeito, o numero n' de subgrupos de 3 . a ordem de G-24 
será um divisor de 24, sat isfazendo á congruência 

n' = 1 (mod. 3), 

e, por tanto, só poderá ser «' = 1, ou n ' = 4. A primeira liypo-
these não pôde verificar-se, porque G24 conteria invariantes cy-
clicos de 3. a ordem, e só os grupos dos dois primeiros typos po-
dem admitt ir , como vimos, invariantes cyclicos. Se rá , pois, n' = i. 

Sejam 

(1) GJ, G | , GJ1 GJ 

os quatro subgrupos possiveis de 3. a ordem, que sam transfor-
mados uns dos outros por meio das substituições de G-24. Exis-
t irá, analogamente ao que succedia no caso anter ior , um grupo 
transit ivo A de substituições sobre os elementos (1), isomorpho 
com G24. Seja k o gráo de meriedria d 'esse isomorphismo: a 
ordem 

do grupo A deve ser um múltiplo de 4, e portanto, 

A = I j Jc = 2, k = 3 ou k = 6. 

Se fosse k = 6, seria es ta a ordem do subgrupo Ge de G24 
correspondente á identidade em A; e como o único factor s de 6 
que satisfaz á congruência s = 1 (mod. 3) c a un ; dade, o grupo 
Gi; conteria, em vir tude do theorema de SYLOW, um único sub-
g rupo de 3 . a ordem, cyclico, que seria invariante em Gc e em 
G24, o que ó impossível. 

Se fôsse k = 2, ou k= 3, seria cyclico e invariante em G-21 
o subgrupo correspondente á identidade em A. Só pôde, pois, ser 
k = 1 ; o isomorphismo de G-24 e A é holoedrico, e A é o grupo 
total sobre os 4 elementos (1). 

O grupo G j 4 conterá um subgrupo invariante G12, holoedri-
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camente isomorpho do grupo a l terno sobre 4 elementos. Esse 
subgrupo, que não pôde ser cyclico, não pôde também ser do 
Ujpo ( I I ) . 

Com effeito, se Gi 2 fosse do typo (II) , conteria um único 
subgrupo cyclico de 6 . a ordem que seria invariante em G j 2 e 
em G24. 

O grupo GI-2 é, pois, necessar iamente do typo ( I I I ) . 
Como o indice de G^ em G24 ó 2, basta de terminar a fórma 

de uma substituição g de G24, não per tencente ao subgrupo G12, 
pa ra obter todas as substituições de G24, que sam as substitui-
ções I I I (n.° 42) e os seus productos por g. 

Seja g a substituição de G2 4 correspondente ao cyclo 

« 4 = (G3 G3 Ga G 3) 

do g rupo total, não per tencente ao grupo a l te rno : g não perten-
cerá a G(2. 

Conservando a ai , a2 , a3 , g 1, gt, gz o significado do n.° 42, 
verifica-se a relação 

a - 1 ai ai = a 4 ; (e) 
e, por tanto , 

OTltJcJi = 9- (O 
C 

A substituição g será da fórma z' = cz, ou z = —. Só a pri-
z c 

meira fórma convém, porque todas as substituições z' = — sam 
de periodo 2 e g, correspondente a a4 , é de periodo 4. z 

Rtduz ida á forma normal, effectuando uma t ransformação li-
near que não altera a fórma normal das substituições I I I (n.° 42), 
será 

g) z' = iz. 

Podemos agora escrever todas as substituições de G 2 4 : 
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4 4 . Seja, finalmente GttQ um grupo do typo (V) : 

n = 60, /.-! = 2, k-2 = 3, /C3 = 5 . 

O grupo Gfio é um grupo simjiles. 
Não pôde, com effeito, conter invariantes cyclicos, como ne-

nhum grupo dos typos ( I I I ) , (IV), (V). Não t e rá egualmente in-
variantes do typo (II) (pondo por emquanto de par te o caso 
d'esse invariante ser de ordem 4), porque um subgrupo Gi de 
GÔO, do typo ( I I ) e d e ordem n, differente de 4, conteria um único 

invariante de ordem cyclico, e que seria também invariante 

em GGJ. Por tanto , se Goo contiver algum subgrupo invariante, 
será necessar iamente de ordem 12, e do typo ( I I I ) [excepto, tal-
vez, no caso de ser do typo (II) e de ordem 4J. 

Mas esse subgrupo G1-2 de GGJ SÓ pôde conter um subgrupo 
de ordem 4 e do typo (II), em vir tude do segundo theorema de 
S Y L O W , O qual será também invariante em GGO- Fica assim in-
cluida no caso geral a excepção ha pouco feita. 

As substituições d 'esse subgrupo Gi do typo (II) , invariante 
em Gi-2 e em GCO, se rám 

(1) Z1 = ± z , z' = ± — • 
z 

Por ser kj --= 5, haverá em GGO uma substituição g de pe-
riodo 5, que deve ser permutável com o subgrupo G í . 

A substituição g, ou permuta entre si as substituições (1), o 
que é impossível porque não ha uma substituição de periodo 5 
sobre t res elementos ias t res substituições (1), não contando a 
identidade], ou é permutável com cada uma das substituições (1). 
Es te ultimo caso é egualmente impossível, porque , sendo g de 
periodo 5 e permutável com z' = — z, não poderia ser pe rmu-
tável com z' = , porque seria da fórma z' = az, onde « é raiz 

TJ 

quinta da unidade. 
Por tanto , o subgrupo GIA, invariante em GGO, não pôde exis-

t i r , e o g rupo Gfío é simples, como se queria provar . 
O grupo GGO ê holoedricamente isomorpho com o grupo alterno 

sobre 5 elementos. 
Basta most rar que este isomorphismo existe en t re o g rupo 

alterno sobre 5 elementos, e qualquer grupo simples de ordem 60. 
Com effeito, todo o grupo simples de ordem 6 0 = 2 2 ; < 3 x 5 
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contem subgrupos de ordem 5; o numero d 'estes subgrupos será 
um factor n' de (30, satisfazendo á congruência ri = 1 (mod. õ). 

Deve rá , pois, ser n = 6. Sejam 

(2) GJ, G Gl, Gi, Gi , G® 

esses subgrupos , t ransformados uns dos outros por meio das 
substituições de Gey. Trans formando os subgrupos (2) por meio 
de qualquer substituição de Geo, obteremos os mesmos elementos 
(2), em geral , por outra ordem. 

Podemos, assim, por um processo idêntico ao que varias vezes 
tem sido empregado, construir um grupo A de substituições sobre 
os elementos (2), isomorpho do grupo Goo- Esse isomorphismo é 
holoedrico, por ser Geo um grupo simples. 

O grupo Aoo, transitivo sobre os seis elementos (2), só con-
tem substituições pares , e é, por tanto, um subgrupo do g rupo 
alterno G 3 0 0 sobre 6 elementos. 

O grupo complementar 

B ^360 
~ A6O 

ó holoedricamente isomorpho com G36O, porque o gráo k de me-
riedria de B em relação a G3eo é egual á ordem do subgrupo 
commum a Aeo e a todos os seus t ransformados em Gseo j e e s s e 

subgrupo reduz-se á identidade, por ser G 3 0 0 um grupo simples. 

Se forem (3) gi, g-i . . . f/e os representantes das classes de 
equivalência de Gseo, em relação a A«o, será B36O o grupo al-
terno sobre os elementos (3). O subgrupo B' de B360, correspon-
dente a Aeo, será também de ordem 60, e as suas substituições 
conservam o elemento g 1, representante da classe de equivalên-
cia a que pertencem as substituições de Aeo. Por tanto , B' ó o 
grupo alterno sobre os 5 elementos g%, <73, . . . ga, e, sendo holo-
edr icamente isomorpho com Aeo, é-o também com Geo, como se 
queria demons t ra r . 

Podemos agora de terminar a fórma das substituições do grupo 
Geo • 

Todas as substituições do grupo al terno Bén, sobre os cinco 
elementos g-2, gj . . . gs, se podem obter a par t i r das substitui-
ções genera t r izes 

= (.<73 gò (g% g6) 

I t i = ( g , (J3 f / i g : , g6). 
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Com effeito, todo o g rupo formado com b\ e V3 conterá a 
substituição 

= ( ? 3 g«) (ih gò = V? 1>\ W b\ b\, 
e o subgrupo 

(4) 1, 61, V3, 

A sua ordem deverá ser múltipla de 5 (periodo de de 4 
(ordem do subgrupo 4) e de 3 [ordem de btV2 = (g2g3gb)]-, se rá , 
por tan to , 60. 

Representemos por g, g', g" as substituições de Geo respecti-
vamente correspondentes a b\, K1 e K3. 

Como a substituição V2 é cyclica, de periodo 5, a sua corres-
pondente g' em Geo é, depois de reduzida á fórma normal , 

g') = «2, 

onde a é raiz quinta da unidade. 
P a r a determinar a fórma de g" basta a t t ender a que, entre 

as substituições V2 e V3 de B^0, existe a relação 

(P) b3-' V2 V3 = Vi*. 

Exis t i r á , por tanto , en t r e as suas correspondentes no grupo 
holoedricamente isomorpho Geo, a relação 

(T) g"-lg'g" = g'1, ou g'g" = g"g«. 

Se represen ta rmos , de um modo ge ra l , g" por 

a relação (f) d a r á 

paz + q = g t p 2 + g_, 
v ' p'az + q1 p'z -{- q' 

Da relação (3) concluem-se as segu in tes : 

(e) PP1 = 0, qq' = 0, pq' = 0. 

Como, por outro lado, se deve verificar a relação funda-
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mental 

deverá ser , necessar iamente , 

P = O, q' = 0. 

A substituição g" será, por tanto , da fórma 

f ) tf = 4 , ou z' = -
p z Z 

onde c é uma constante. 
Effectuando uma t ransformação linear, que não a l tera a 

fórma de g1, podemos dar a g" a fórma normal 

g")z' = - - -
z 

Resta de te rminar a fórma de g. 
Como a substituição g é permutáve l com g", (por ser b\ per -

mutável com 63), verif icar-se-ha a relação 

(«) gg"=g"g-, 

ou ^representando g, de um modo geral , por 

(V) iiz-px_ i > j g + g ; # 

q\z—p\ PiZ + qt ' 

A identidade (0') equivale ás seguin tes : 

(fc) j » , ? , + * > ; ? ; - o , + y f = ? ? + ? ' ? . 

Cotno, por outro lado, a substituição g é de periodo 2, será 

r,i\ J _ í?* ± )z + ?« O" + ?<) 
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a ident idade; e, portanto, 

Pi = — Ii-

As identidades (k) equivalera, pois, ás seguintes 

(k') Pi=-tIi e Vi=cLi', 

e a substituição g é da fórma 

Pi* +q i g) z' = 
qiZ—Pi 

Podemos exprimir os coefficientes pi e q\ em a (raiz primi-
tiva do gráo 5 da unidade). 

Como entre b\, òj e b'3 se verifica a relação 

b3=v\b\ v\b\v\ 

dar-se-ha t ambém, entre as suas correspondentes 6in Gr̂ Oj a re-
lação 

(ri </ = <j-íj<Pv <j-(i-

Substituindo g, g' e g" pelas suas expressões, a identidade (|i) 
conver ter-se-ha na seguin te : 

GO 
Pi—qiZ_ (p\ «* + q]ai)z + (\. — cr) p, g{ _ 
Pi» + qt ('i-a!)p1q,z + {a3q1i+p',) ' 

ou ainda 

(v) P? ( l + a ' ) + ? * ( a
3 + « « ) = 0. 

Po r ser a raiz quinta da unidade, será 

a* -(• a 3 -f «5 -f a = — 1 ; 

e a egualdade (v) p o d e r i escrever-se 
p] = («<-«)* 

?? K - O i ' 
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Portanto, á substituição g podemos dar a fórma 

(a4— a) z + (a2 — a3) " 
g) (a2 — o?)z — (a4 — a) 

Conhecida a fórma das substituições g, g', g", ficam deter-
minadas todas as substituições do grupo Ggo, de que ellas sam 
generatrizes. 

Fazendo 
a4 — a = ít, a2 — a3 = v, 

as substituições de G6O serám 

I z' = z, z' = az, " z' = a2z, z' = a3z, z' = a4Z 

z - 2 , z , z - t z , t z , 

^ , . uarz 4- v 
z = a' — 

varz — 

uarz 
va rz-[-w 

- u / r = 0, 1, 2, 3, 4 \ 

— v Vi = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 / 



III 

Representação geometrica dos grupos finitos 
de substituições lineares: 

grupos dos polyedros regulares 

4 5 . Acabamos de vêr que ha cinco categorias possiveis de 
grupos finitos de substituições l ineares sobre uma var iavel . E 
possível fazer-lhes cor responder , por isomorphismo holoedrico, 
outros tantos typos de grupos de movimentos (rotações), ef-
fectuados sobre determinados polyedros. 

Obtem-se assim, por isomorphismo, uma representação geo-
metr ica dos grupos finitos de substituições l ineares, que ao mesmo 
tempo explica a nomenclatura , que usualmente os designa, de 
grupos dos polyedros regulares. 

4 0 . Se jam Cte e Oy os dois eixos do plano da variavel com-
plexa z = x-\-iy a que se acham referidos os valores d 'es ta va-
riavel. 

Consideremos um terceiro eixo Oí, orthogonal aos outros 
dois, e uma esphera de centro em O e de raio egual a 1. 

Projec tando s tereographicamente a esphera , a par t i r do pólo 

x = O, y= O, t = 1 , 

sobre o plano da variavel z, a cada ponto da esphera corresponde, 
por projecção, um ponto único sobre o plano. Ao pólo da pro-
jecção correspondem no plano os pontos no infinito. 

Estabelece-se assim u m a correspondência biunivoca en t re os 
pontos dos dois logares geometr icos. 

Supponharnos que a esphera gira sobre si mesma, em volta 
do seu cent ro . 
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Os movimentos da esphera sobre si mesma sam operações agru-
páveis. 

Com effeito, dois movimentos successivos podem compôr-se 
n u m movimento único, producto dos dois movimentos elementa-
res , verificando-se pa ra t res ou mais movimentos successivos a 
lei associativa. 

Qualquer movimento da esphera sobre si mesma é o producto 
de tres rotações elementares em torno dos tres eixos Ox, Oi/, Oz. 

Supponhamos que a esphera soffre um movimento M, sobre 
si mesma, que conduz o pólo (0,0,1) ao ponto (x, y, t), ou, em 
projecção, o ponto z = oc ao ponto z'. Podemos reconduzir nova-
mente o ponto z' ao pólo, por meio de duas rotações e lementares : 
uma , R c , em torno do eixo Ox, que conduz z' ao plano xz-, e 
out ra , Ri,, em torno de Oy, que conduz z ao pólo. 

Por tan to , o producto 

MR, R7 

deixa fixo o pólo z = cc e egualmente o pólo opposto z = 0; é 
uma rotação em torno de Ot: 

M R , Ry = R i . 

D'onde, M = R< Rj"1 R^r1, como se queria demonst rar . 

47 . Cada movimento M da esphera sobre si mesma corres-
ponde a uma substituição S sobre a variavel z. A substituição S 
será a representação analytica do movimento M. 

THEOREMA. — Qualquer que seja o movimento M da esphera 
sobre si mesma, a substituição correspondente S é linear da fórma 

(1) S)z ' = ^ t l . w ' - p z -)- q 

Demonst rado que qualquer movimento da esphera sobre si 
mesma é o producto de tres rotações em volta, respect ivamente , 
de cada um dos tres eixos coordenados, basta mos t ra r q u e : 

Uma rotação da esphera, em torno de qualquer dos eixos coor-
denados, corresponde a uma substituição linear sobre a variavel z. 

a) Se ja M uma rotação de amplitude 6, em torno do eixo O 1 , 
no sentido positivo. 

Representemos por (x, y, t) as coordenadas de um ponto qual-
quer P da esphera , antes da rotação, e por (x, y, 0) as coorde-



nadas da sua projecção s tereographica P ' , a par t i r do pólo ( 0 , 0 , 1), 
sobre o plano xy. Se jam, respect ivamente, (a/, y\ t ) e (x' , y ' , 0) 
as coordenadas de P e P ' , depois de effectuada a rotação. 

O movimento M equivale á substituição da variavel z= x + iy 
por z' = x' + t'y'. 

Vamos achar a expressão de z' em z. 
Como a recta P P ' passa pelo pólo, verif icar-se-ham as rela-

ções 

x V i • K-Yiy 

e egualmente 

,íy, , d , y' , . . . . ai'-[-iy' 

Substi tuindo, na expressão de z', aã coordenadas x', y', t' 
pelas suas expressões em x, y, t, dadas pelas equações 

(3) < y' = ycos 6 + t sen 0 

t1 = y sen 0 -J- t cos 0, 

vem 

(4) 
x — iy cos 0 + it sen 0 

1 — y sen 0 — t cos 0 

A part ir das equações (2) obtõem-se as expressões de x, y, t 
em x, y, que, substi tuídas na expressão de z' conduzem, depois 
de posta em evidencia a variavel z = x - f - i y , á relação 

(¾ 
z cos -j- i sen — 

U A 

iz sen — + cos — 

que é l inear, como se queria p rovar . 
b) Seja agora M uma rotação de ampli tude 0, no sentido 

positivo, em torno de Oy. 
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As equações de transformação das coordenadas sam agora : 

I ai1 = x cos 6 -f-1 sen 6 

(6 ) U ' = 2 / 

[ t' = — x sen 6 + 1 cos 6, 

e, portanto, em virtude da ultima equação (2'), 

l x cos 6 + iy + 1 sen 9 (?) 1 + x sen 0 — t cos I 

Substituindo x, y, í, pelos seus valores em x e y, dados por 
(2), e pondo z em evidencia, vem 

(8) 
z cos - g — sen -g-

z sen -g- -f- cos -g-

z' é expresso linearmente em z, como no 1.° caso. 
c) Supponhamos, finalmente, que o movimento M da esphera,, 

sobre si mesma, é uma rotação em torno de Oz, no sentido po-
sitivo e de amplitude 0. 

As equações de transformação sam a g o r a : 

Í
x1 = x cos 0 — y sen 0 

y' = x sen 0 -f- y cos 0 

t/=t 
e, portanto, 

x cos 0 — y sen 0 + i (x sen 0 + y cos 0) 
(10) 

= z (cos 6 + i sen 0). 

a) Os coefficientes das substituições lineares correspondentes 
a cada uma das rotações elementares, expressas por (5), (8) e 
(10), verificam a relação 

(11) pq'-p'q=í. 
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A esta mesma relação sat isfazem, portanto, os coefficientes 
da substituição linear correspondente a qualquer movimento da 
espliera sobre si mesma. 

j$) Nas mesmas substituições (5), (8) e (10), os coefficientes 
p e q sam con jugados ; bem assim jJ e — q . 

Toda a substituição linear (1), cujos coefficientes sat isfazem 
ás duas condições (a) e (]3), é chamada uma substituição cie CAY-
LEY. 

Todo o movimento da esphera sobre si mesma corresponde, 
pois, analyt icamente a uma substituição liuear de CAYLEY sobre 
a variavel z. 

Os dois pólos de uma tal substituição sam as ra izes da equa-
ção 

p'zí + (q' —p)z — q = 0; 

da condição (,3) resulta que, se uma d'ellas fôr z, a outra será 

— ——, onde Z| representa o conjugado de z. 
zK 

E fácil vêr que os pontos da esphera , projectados em z e 

— — , sam diametralmente oppostos; portanto, o movimento da Z l 
esphera sobre si mesma, analyt icamente representado por uma 
substituição de CAYLEY, é uma rotação em torno de um diâme-
tro. 

4 8 . Sendo operações agrupaveis os movimentos da esphera 
sobre si mesma, haverá também cinco typos de grupos finitos de 
rotações, holoedricamente isomorphos dos cinco typos possíveis 
de substituições lineares sobre uma variavel . 

Vamos construir d i rectamente esses grupos de rotações. 
Inscrevendo ou circunscrevendo á esphera um polyedro re-

gular , cts rotações que sobrepõem o polyedro a si mesmo formam 
um grupo. Essa sobreposição pôde effectuar-se, fazendo coincidir 
um vert ice com cada um dos outros, podendo obter-se a coinci-
dência dos vert ices a e b por duas rotações distinctas. 

A ordem n do g rupo de rotações relativo ao polyedro P, com 
v ângulos solidos e m ares tas em cada angulo solido, será , pois, 

n •= vm. 

Dois polyedros polares um do outro, o octaedro e o cubo, o 
dodecaedro e o icosaedro, não originam, manifes tamente , grupos 
distinctos. 

6 
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Dos cinco polyedros regulares , só t res , por tanto, conduzem 
a grupos finitos differentes de ro tações: o tetraedro, o octaedro 
e o icosaedro. 

Consideremos mais os dois polyedros seguintes : 
1.° U m a pyramide regular tendo por base um polygono de 

qualquer numero de lados, inscripto num circulo máximo qual-
quer da esphera e o vertice no pólo d'esse circulo; 

2.° Uma dupla pyramide , formada pela anter ior e pela syme-
trica em relação ao plano da base. 

Sam estes, como vamos vêr , os cinco polyedros que dam 
origem aos cinco grupos finitos de rotações, holoedricamente iso-
morphos dos grupos finitos de substituições lineares. 

1 0 Grupo da pyramide regular ou cyclico. — A pyramide 
regular sobrepõe-se a si mesma por um grupo de rotações em 
torno do seu eixo. Esse grupo é constituído pelas potencias de 

2 -
uma mesma rotação, de amplitude — - , se fôr n o numero de 

lados da base da pyramide : & um grupo cyclico, holoedricamente 
isomorpho de um grupo de substituições lineares do typo I. 

Se o plano da base da pyramide fôr o plano xy, e o vertice 
o pólo (0, 0, 1), as substituições do grupo isomorpho correspon-
dente têem a fórma normal rJ = a'z. 

Qualquer que seja a orientação da pyramide, podemos con-
duzi-la á orientação normal, por meio de uma rotação conve-
niente, o que equivale a uma transformação linear da variavel z. 

2.° Grupo da dupla pyramide ou diedral. — Sobrepõem a 
dupla pyramide a si mesma as rotações do grupo anterior e mais 
n rotações de amplitude z, em torno, respect ivamente, dos raios 
e apothemas da base. 

O grupo da pyramide regular é, portanto, um subgrupo de 
indice 2 do grupo diedral . Se fôr M uma rotação de amplitude 
e S uma rotação do grupo cyclico, será 

M - 1 S M = S, 

o que mostra que o subgrupo cyclico é invariante no grupo die-
dral . 

O grupo isomorpho de substituições lineares, correspondente 
ao grupo diedral pela fórmula de (JAYLI-.Y , é o grupo do typo I I . 

Se o plano da base da pyramide fôr o plano xy e um dos 
vert ices da base fôr o ponto z = i, as substituições do grupo iso-
morpho correspondente tèem a fórma normal I I . Aquella será , 
por tanto, a orientação normal da dupla pyramide . 
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3.° Grupo do tetraedro. — A ordem d'este grupo é 

n = vm = 4x3 = 12. 

Tem 8 rotações de periodo 3, em torno dos 4 eixos de symet r ia 
tornaria do tetraedro, e 3 rotações de periodo 2, em torno dos 3 
eixos de symetr ia binaria (passando cada um d'elles pelos meios 
de duas arestas oppostas). 

Os 8 pólos das rotações de periodo 3 dividem se por duas 
classes de equivalência: a dos 4 vert ices e a dos 4 pólos oppos-
tos. Os 6 pólos das rotações de periodo 2 per tencem todos á 
mesma classe. 

Admit te o grupo te t raedra l 4 subgrupos cyclicos de 3." or-
dem, cada um d'elles formado pelas rotações em torno de um 
mesmo eixo t e rná r io ; e 6 subgrupos de 2. a ordem, cada um 
d'elles formado pelas rotações em torno de cada eixo binário. 

Todas as rotações do grupo se podem obter a par t i r de t res 
rotações genera t r izes : duas de periodo 2, em torno, respect iva-
mente , de dois quaesquer dos eixos binários, e uma de periodo 3 
em torno de um dos eixos ternár ios . 

Por todas estas propriedades se verifica que o g rupo do te-
t raedro é holoedricamente isomorpho com o grupo de substitui-
ções lineares do typo I I I . 

Demos ao te traedro uma orientação tal que um dos eixos bi-
nários coincida com o eixo Oi e os planos determinados por esse 
eixo e por cada uma das arestas que elle encontra sejam os bis-
sectores dos diedros formados pelos planos xt e yt. 

As t res rotações elementares serám então representadas , por 
exemplo, por 

Aquella é, por tanto , a orientação normal do te t raedro . 
4." Grupo do octaedro. —A ordem deste g rupo de rotações 

é 

n = vm = 6 x 4 = 24. 

I I a no octaedro tres categorias de eixos de ro tação, respecti-
vamente de symetr ia quaternar ia , te rnar ia e b ina r ia ; o g rupo 
octaedral contem, por isso, rotações de períodos 4, 3 e 2. Cada 
uma das rotações do grupo octaedral corresponde a unia substi-
tuição sobre os 4 eixos de symetr ia ternar ia . Essas substituições 
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sam todas distinctas e o grupo octaedral é. por isso, holoedrica-
men te isomorpho com o g rupo total sobre 4 elementos. 

Ha 12 rotações no grupo octaedral , formando um subgrupo 
de indice 2, que sobrepõem a si mesmo cada um dos dois tetrae-
dros hemiedricos do oc taedro; as 12 res tantes permutam os dois 
t e t raedros . O grupo te t raedral é, por tanto , invariante no g rupo 
do octaedro. 

Todas estas propriedades do grupo octaedral verificam o seu 
isomorphismo holoedrico com o grupo de substituições lineares 
do typo I V . 

De te rminada a orientação normal do te t raedro (3.°), a do 
octaedro fica egualmente conhecida: os t res eixos de symetr ia 
qua ternar ia do octaedro deveram coincidir com os tres eixos 
coordenados. Das tres generat r izes do grupo octaedral , duas sam 
também genera t r izes do grupo do t e t r a e d r o ; a terceira é uma 
rotação cyclica de periodo 4, em torno de Oí, correspondente , 
pela fórmula de CAYLEY, á generatr iz 

9) z' = iz 

do grupo de substituições lineares do typo I V . 
5.° Grupo do icosaedro.—A ordem d'este grupo é 

n = vm= 1 2 x 5 = 60, 

visto que o icosaedro tem 12 ângulos solidos pentaedros . 
Sain eixos de rotação os 6 diâmetros do icosaedro, os 10 

eixos que passam pelos centros das faces oppostas, e os 15 eixos 
que unem os meios das ares tas oppostas. 

As rotações do g rupo relat ivas a estes eixos sam, respectiva-
mente , de periodos 5, 3 e 2. 

Podemos distribuir os 15 eixos de symetr ia binaria (passando 
pelos meios de duas arestas oppostas) em 5 systemas, cada um 
d e l l e s formado por 3 eixos orthogonaes ent re si. Se jam 

(1) ei, e-2, 63, ei, es 

esses sys temas . g 
U m a rotação R de a m p l i t u d e — x, em torno de um diame-

o 
tro do icosaedro, corresponde a uma substituição cyclica a sobre 
os elementos (1 ) : 

a = (ei e2 «3 «4 e5). 
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Uma rotação R' de ampli tude Tt, em torno de um eixo de 
symetr ia binaria , por exemplo, um eixo do systema ei, corres-
ponde á substituição 

a! = (e-2 e3) (eu es) 

sobre os elementos (1). 
Como todas as substituições do g rupo icosaedral se podem 

obter a par t i r das duas generatr izes R e R ' , este grupo será 
isomorpho do grupo de substituições que tem como generat r izes 
a e a', que é o grupo alterno sobre os 5 elementos (1). 

Is to basta para verificar o isomorphismo holoedrico do grupo 
do icosaedro com o grupo de substituições lineares do typo V, e 
com o grupo modular sobre 4 + 1 elementos. 

Os tres eixos binários do systema et sam os eixos de um 
octaedro regular inscripto no icosaedro. Se considerarmos uma 
rotação de amplitude em torno de cada um d'esses eixos, 
essas t res rotações formam com a identidade um subgrupo do 
typo I I , de ordem 4, do g rupo icosaedral : é um Vierergruppe, 
na nomenclatura de KLEIN. Sam 5, por tanto , os Vierergruppen 
subgrupos do g rupo do icosaedro. 

A orientação normal do icosaedro obtem-se, fazendo coincidir 
um dos diâmetros com Ot e levando uma das arestas que con-
cor rem no pólo (O, O, 1) a coincidir com o plano xt, do lado 
dos xx positivos. Com effeito, á rotação R corresponderá a sub-
stituição 

(2) z' = az, 

(onde a é raiz quinta da unidade). 
Seja agora z = k a projecção do vertice do icosaedro que 

existe no rplano xt, com coordenadas posi t ivas : será k real e 
positivo. A rotação R' de ampli tude em torno do eixo binário 
qfee une os meios das duas ares tas existentes no plano xt, cor-
responde, como facilmente se vê , a substituição 

(a1 q) z + (a2 g3) 
( J (a* — a>)z — (a 4 - « ) ' 

Sam (2) e (3) as formas normaes das substituições genera-
trizes do g rupo do typo V. 

4 9 . Os cinco typos de grupos finitos de rotações, repre-
sentando geometr icamente os grupos de substituições lineares, 
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não sam os g rupos mais geraes de transformações da esphera 
em si mesma. Além dos movimentos da esphera até aqui consi-
derados (rotações), cumpre a t tender áquelles em que a figura 
primitiva e a t ransformada sam inversamente eguaes: saiu os 
chamados movimentos de 2* especie. Se fôr zi o conjugado de z, 
a substituição z = zi corresponde geometr icamente a uma t rans-
formação da figura dada na sua symetr ica em relação ao plano 
ací. 

Combinando a substituição z = Zi com a substituição de 
C A Y L E Y 

p z-Y q 

(onde sam conjugados p e q', p' e — q), a qual representa o mo-
vimento mais geral de 1 .a especie (rotação), obtemos a represen-
tação analytica 

pzt+qi , , , , > 
P1Z1 + q' 

de um movimento qualquer de 2 . a especie. 
E possível considerar grupos finitos de movimentos de l . a e 

2. a especie da esphera em si m e s m a : esses grupos conterátn 
como invariantes de indice 2 os grupos dos polyedros regu la res . 
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