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O importantissimo problema da resoluglo algebrica das equa-
¢bes, largamente tratado por LAGRANGE e ABEL, tomou umna

feicho nova com as theorias ¢ methodos de Evaristo Gavois,

Na sua Memoria Sur les conditions de résolubilité des équa-
tions par radicaux, publicada em 1846 no Journal de mathéma-
tiques pures et appliquées de LiouviLLE, quatorze annos depois
da morte do auctor, prova GaALOIS que a toda a equaglo alge-
brica corresponde um determinado grupo de substituigbes sobrg as
respectivas raizes, de cujas propriedades, intimamente ligadas com
as da equaglio, se pide concluir a possibilidade ou impossibilidade
da sua resoluglio por meio de equagles secundarias.

O primitivo problema baseia-se, desde entlo, na theoria dos
grupos de substituigdes.

Sam os elementos d’essa theoria o objecto d'este despreten-
cioso trabalho que terd como complemento o estudo da resolugiio
algebrica das equagdes, segundo GavLois,
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PRELIMINARES

1. A operagiio que transforma uma na outra duas permuta-
¢les sobre os mesmos elementos chama-se uma substituicdo,
Estabelecida uma correspondencia ordenada entre os ele-
mentos das duas permutagdes, a substituigio transforma os
elementos da primeira nos elementos correspondentes da segunda.
Representamos uma substituigio S pela seguinte notagfio

a; i, ... @
S =( iy Fig a_)

Ay a2 ... 6y
quando a substituigho 3 é tal que transforma ordenadamente os
elementos da segunda linha nos correspondentes da primeira,
Consideramos identicas duas substitui¢des que transformam cada
elemento nuw mesmo elemento; podemos, portanto, suppor que
as _substituigdes se effectuam sempre a partir da mesma permu-
taciio.

Chama-se identidade i substituigho que transforma cada ele-
mento em si mesmo; representa-se pelo symbuolo 1.

A substituigio que resulta de praticar successivamente duas
substituigdes « ¢ 3 chama-se producto das duas substitnigdes con-
sideradas; representa-se essa substitui¢io pelo symbolo «3, se a
substitui¢flo « foi a primeira que se execatou.

Em particular, representa-se por «* a substituigio que re-
sulta de effectuar n vezes consecutivas a substituigho a.

O producto de substituigdes, que péde ter logar para qualquer
numero de factores, gosa da propriedade associativa, e nilo gosa,
em geral, da propriedade commutativa. Se 3 = fu as substitui-
gles « e § dizem-se permutaveis.

Para mostrar que a propriedade associativa se verifica para
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o producto de substitui¢des, basta verificd-la para tres factores.
Sejam a, B e 7 tres substituigies sobre os mesmos elementos;
gupponhantos que a substitui¢lio « transforma a; em a;; a substi-
tuigio 3 transforma a; em a,; e a substituiclo | transforma a,
em a,. O producto («f)y transformard a; em a,; mas como o
producto 7 transforma a; em a,, a substituiglo «(fy) transfor-
mard tambem a; em a,. Portanto:

(a3) v =« ().

Da propriedade associativa do producto de substitui¢des con-
clue-se que

(U al | a'“'=u“* "

Representando por a—! a substitui¢io inversa de «, por a=
a substitni¢lo (a—1)" e por «® a identidade, a relagfio (1) verificar-
se-ha para quaesquer expoentes inteiros.

Effectuando successivamente a substituigio «, repetir-se-ham
as substituicBes potencias, a partir de um certo expoente, por
ser finito 0 numero total de substituigdes sobre um numero n de
objectos. A primeira substituigio que se repete é a identidade;
com effeito, se for a"t™ = o%, serd a"t™"—"=g""; ou a™=a.

O menor expoente m, para o qual é6 ™ =a=1, é o periodo
de a. As potencias de « de expoente inferior a m sam todas dis-
tinctas.

2. Uma substituigho diz-se eyclica quando os elementos que
ella substitue se podem ordenar de modo tal que a substituigio
effectiia sobre elles uma permmutaglio circular, E cyeclica, por
exemplo, a substitui¢io

(m g o2 a3 ﬂ'ﬁ)

Q==

) agdy g a5

porque as lettras que ella substitue, as, as, aq, postas pela ordem

as, a;, a3, sam permutadas circularmente pela substituiglio a.
Uma substituiglio cyclica representa-se abreviadamente escre-

vendo entre parentheses a permutagiio dos elementos sobre que
ella opera circularmente, No exemplo é a = (az a; a3).

Turoresta. — Toda a substituigio ¢ um producto de substi-
tuigiies eyclicas sobre elementos diversos.
Com effeito, representando por i; um qualquer dos elementos




sobre que opera a substitui¢io «, suponhamos que esta substi-
tuiclio troca iy por @, iz por iy, ete, Escrevendo a successiio
ig92 .. .q 6 visivel que o primeiro elemento repetido & #;; pois
que, sendo eguaes i, e iy, sé-lo-ham tambem & _y e @y
substituicho a contem, pois, o eyelo @ = (i i3 ... @), sendo & o
elemento que a troca por i,

Se a substitui¢giio « nflo troca mais letiras, ella equivale ao
eyclo @;. No caso contrario, a partir de uma dessas lettras b,
formaremos outro eyclo @z com lettras diversas das que sam per-
mutadas circularmente por a;; e assim successivamente. Serd
!1={'1| as . . . iy,

E manifesto que os factores de « sam permutaveis.

8. Chama-se transposiglo 4 substitui¢io cyclica sobre dois
elementos.

Uma substituigiio ¢ sempre um producto de transposicies, por-
que nm cyelo de ordem k é um producto de k—1 transposigdes,
e toda a substituicho é wm producto de cyclos permutaveis,

Qualquer que seja 0 modo como uma substituigdo se decomple
em producto de transposigies, o numero d'estas guarda sempre a
mesma paridade,

Com effeito, o numero de transposicies em que pide de-
compdr-se um cyclo é sempre da mesma paridade ; e cada sub-
stituigio ¢ um producto de determinados cyclos.

Uma substituigio diz-se par ou impar segundo se decompde
num numero par ou impar de transposigdes.

A substituigiio @) =~ aj diz-se transformada de a por meio
de . Sera

@ = foy f=t =@~ 1)~ ey !

a transformada de a; por meio de B~
Se for uj=u, serd ¢ = fa ¢ « e J serdm permutaveis.
Duas substituigdes transformadas uma da outra dizem-se se-
melhantes. Sawn semelhantes os productos 3 e Bu: o segundo é
transformado do primeiro por meio de «.
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Grupos de ordem finita.
— Transitividade e primitividade

4. Um systema de substitui¢des «, a3 . . . a,, sobre os mes-
mos elementos, firma um grupo, quando o producto de duas
substituigdes do systema é ainda uma substitui¢io do systema.

A denominaglio de grupo, applicada a um systema de substi-
tuigdes nas condigdes precedentes, & devida a Gavos.

O conceito de grupo, originado na theoria das substituigies,
generalisa-se a qualquer cathegoria de operagdes, gosando das
seguintes propriedades: 1.* a applu,ag?to successiva de duas
quaesquer operagles d’'essa cathegoria é equivalente a uma ope-
ragho determinada, a que chamamos producto das duas pri-
meiras; 2.* esse producto gosa da propriedade associativa,

Um grupo diz-se finito ou infinite, segundo ¢ finito ou infi-
nito o numero de operagdes que o compdem,

Os grupos infinitos sam ainda discontinuos on continuos, se-
gundo ¢ numeravel ou nflo o conjuncto das operagdes do grupo,

Occupar-nos hemos dos grupos finitos de substituigdes, aos
quaes se reduz, por consideragles adiante feitas, o estudo dos
grupos finitos quaesquer de operagdes.

Chama-se ordem de um grupo finito de substitnigfes ao nu-
mero de substituigdes do grupo.

Todo o grupo contem a identidade, como resulta da propria

definigiio.
: Chama-se grupo total sobre n elementos, ao grupo formado
por todas as n! substitui¢des possiveis sobre as permutagdes
d’esses elementos.

As substituigdes pares do grupo total formam manifestamente
um grupo, a que se dd o nome de grupo alterno.

Chama-se cyelico o gruﬁo formado por todas as potencias
distinctas de uma mesma substituigio.

As substituighes impares do grupo total nfio constituem grupo.
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5. Se as substituigies de um grupo Gy pertencem todas a
um grupo G, diz-se que Gy é un subgrupo de G.

TREOREMA, — A ordem de um grupo é multipla da ordem de
qualquer dos seus sub-grupos.

Seja, com effeito, Gi um sub-grupo de G, ny e n as respecti-
vas ordens. Se Gy nilo coincide com G (caso em qne seria n=mn,
o que demonstraria o theorema), haverd uma substituigio g, de
G differente das substituigdes (1) g1=1, g2... gs, de Gy As
substituigdes

(2) Grgay G2ay - YmGa

pertencentes a G, sam todas distinctas e nenhuma d’estas per-
tence a Gy. Com effeito, se fisse g;q,=g19,, seria gi=g; o
que é impossivel, suppondo que g; e g, sam substituicies de Gy.

Por outro lado, se g, g, pertencesse a Gy, seria g;g,=g;
d’onde

9._’5' Sa—0 5’*1

9u=97"9,;

e nesse caso g, pertenceria a Gi.
Se as substituigdes (1) e (2) sam todas as de G, & n=2n;.

Se assim nllo succeder e gz é uma substituiglo de G, diffe-
rente das substitui¢les (1) e (2), seram tambem
(3) 995 993+ 99

distinctas entre si e differentes das substitnigdes (1) e (2).
A continuaglio do raciocinio mostra que as substituigdes do
grupo G se podem agrupar no quadro seguinte:

i /PO [P
D9 938y - I, Gu
(4) G908 995 - 9098

------------------

\FiTs G35 - Ga T #

o que demonstra o theorema.




O quociente M _k chama-se o indice do subgrupo Gy no
grupo (. i

TueorEMA. — O grupo alterno é um subgrupo, de indice 2,
do grupo total.

Com effeito, multiplicando todas as substituigdes do grupo
total por uma substituicio impar, as substituicdes pares mudam-
se em impares e reciprocamente.

Ha, pois, tantas substituigdes pares como impares no grupo
total; e o grupo alterno é de indice 2.

6. Um grupo diz-se fransitivo se, dados dois elementos
quaesquer a; e a;, ha sempre no grupo uma substitui¢io que
troca a; por a.

Basta, para isso, que haja no grupo substituigies que tro-
quem um certo elemento @ por cada um dos outros.

Num grupo intransitivo de substituigies sobre n elementos,
um elemento ay s6 pide ser trocado, pelas substituigdes do grupo,
nalguns elementos as, a3 ... a;, sendo k<n. Diz-se que os ele-
mentos aj, az ... a formam um systema de transitividade para
as substituigdes do grupo.

Os elementos, sobre que operam as substituigdes de um grupo
intransitivo, decompdem-se em systemas de transitividade. Ne-
nhuma substitnigio do grupo péde trocar um elemento de um
systema por um elemento de outro systema; ha sempre uma
substituigio do grupo que troca dois elementos quaesquer de um
mesmo systema.

Um grupo transitivo diz-se m vezes transitivo quando, esco-
lhidos dois systemas de m elementos cada um, entre aquelles
sobre que opera o grupo, e ordenados de qualquer maneira os
elementos dos dois systemas, ha sempre uma substituigio do
grupo que troca os elementos do primeiro systema ordenada-
mente nos do segundo,

7. Um grupo transitivo diz-se imprimitivo se os elementos
sobre que opera o grupo se podem dividir em systemas de egual
numero de elementos, de modo tal que cada substitui¢io do grupo
troca todos os elementos de um systema pelos de outro systema,
que péde coincidir com o primeiro.

No caso contrario, um grupo transitivo diz-se primitivo.

Da definiclio resulta que um grupo transitivo sobre m ele-
mentos ¢ primitivo, se for m > 1,




THEOREMA. — E imprimitive todo o grupo transitivo, diffe-
rente do grupo total, que contem wma transposigio.

Seja (a a;) essa transposiglo, e ay, as ... a,, o0s elementos
sobre que opera o grupo G.

Poderdm existir no grupo outras trdnsposigdes:

(1) (a2ar), (a3a) ... (aa)l

contendo a;; mas o seu numero k serd menor que n, porque,
se fosse k=mn, o grupo coincidiria com o grupo total.

Nio ha no grupo G nenhuma transposiglo que troque um
dos elementos (2) @y, a3, ... a, g por outro elemento a;,y dif-
ferente de todos elles; porque entllo o grupo G conteria a trans-
posigiio (a;q @;). Haverd, porém, uma substituigio « que troca ay
por a;;y, visto ser o grupo transitivo.

Seja
(ﬂi L PR ﬂ':f)
a= g
ai G ,..dp@;

No grupo G existirim as transposigies

(dipr@ips), (aiiraigs) ... (4 4ay),

que sam transformadas das transposigdes (1) por meio de a; e
ndo haverd em G nenhuma transposiclo que troque um dos ele-
mentos (3) aiyq, @43 ... ay por outro elemento a3y, porque
a sua transformada por meio de «~* seria uma transposiciio, tro-
cané]a um dos elementos (2) por outro elemento nfio pertencente
a (2).

Vé-se, pois, continnando o raciocinio, que os n elementos do
grupo se decompdem em systemas de i elementos cada um, que -
sam systemas de imprimitividade,
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Isomorphismo e composi¢io dos grupos.
— Theoremas de Jordan, Hélder e Sylow. .
— Grupos resoluveis

8. Dois grupos G e G’ dizem-se isomorphos quando entre
as substituigles de um e de outro se péde estabelecer uma corres-
pondencia tal que ao producto g4 g2, de duas substituigdes quaes-
quer do primeiro, corresponde no segundo o producto gj ga das
duas substitui¢des gy e ga, respectivamente correspondentes a gy
e qa.

gSe G e G’ sam da mesma ordem e a correspondencia entre
as respectivas substituicdes & biunivoca, o isomorphismo diz-se
holoedrico. Se a cada substituicio de G corresponde uma sd sub-
stituigio em (', mas a cada substitui¢io de G’ corresponde mais
de uma em G, o isomorphisuio & meriedrico.

Da definigho resulta que, em dois grupos holoedricamente
isomorphos:

1.° As identidades sam substituicles correspondentes.

2.9 Duas substitui¢des correspondentes ttem o mesmo periodo,

8.° Se dois grupos G ¢ G' sam holoedricamente isomorphos,
a cada sub-grupo do primeiro corrvesponde um sub-grupo do se-
gundo que lhe é holoedricamente isomorpho.

Em dois grupos meriedricamente isomorphos, G e G/, se a
ordem de (G é maior que a de G', o periodo de qualquer substi-
tuigio de G ¢ multiplo do periodo da substituicfio correspondente
de G/,

TuroreMA, — Se G e G’ sam meriedricamente isomorphos, as
substituicles de (i, que correspondem d identidade em G/, formam
em G um subgrupo.

Com effeito, se firem

(1) ﬂl)gﬂ e ..'_:"I-'I y*__.gl




10

as substituigdes de G correspondentes 4 identidade em G/, ao
producto g; g; corresponde em G’ o producto 1.1 =1 e, portanto,
gi gx é uma substituigiio de (1),

THEOREMA. — Se fir k a ordem do subgrupo de G correspon-
dente d identidade em G/, a cada substituiciio de G' correspondem
k substituigies em G.

Com effeito, sendo g1, g2 ... g (1) as substituigles de G
correspondentes 4 identidade em G', e g, wma substitui¢io de G
nio pertencente a (1), as substituigdes

ngty Guf2 ces Gufi

de G, e 86 essas, sam correspondentes 4 substituigho g, de ¢
que corresponde a g,.
O numero k& chama-se o grdo de meriedria.

9. As transformadas das substitnigdes de um grupe G, por
meio de uma substituiglo qualquer «, formam um grupo que se
diz transformado de G por meio de «, e que se representa por
Gy =a1Ga.

Se « é permutavel com todas as substitnigdes de G, ou per-
tence a (&, « & permutavel com G.

Dois grupos dizem-se permutaveis entre si, quando cada um
d’elles é permutavel com todas as substitui¢des do outro,

10. Diz-se invariante de um grupo G todo o subgrupo per-
mutavel com todas as substituigies de (. Um invariante diz-se
mazrimo, quando nfo ha nenhum subgrupo invariante de ordem
superior que o contenha,

Sam sempre invariantes de um grupo a identidade e o pro-
prio grupo. Quando niio ha outros invariantes, o grupo diz-se
simples,

THEOREMA. — Em dois grupos isomorphos meriedricos G e G,
é invariante em G o subgrupo Gy correspondente d identidade em
G'.

Com effeito, sendo g; uma substituigiio qualquer de Gy, e g,
uma substituigio qualquer de G, nflo pertencente a Gy, 4 sub-
stituigio g'gig, de G, corresponde em G' a substituigio

gzt 1.9, =1,
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sendo g, a substituiglo correspondente a g,. Logo g7'gig, per-
tence a G,

TREOREMA, — Sendo m ¢ n as ordens de dois grupos permu-
taveis G ¢ (', que admittem um subgrupo commum Gy de ordem
k, as substituighes que se obtPem multiplicando cada substitui¢do
de G por cada substituicdo de G', formam um grupo de ordem
mn

k ’

Com effeito, sendo g uma substituigio de G e ¢’ uma sub-

stituiclio de G/, serd

(99) (g9) =99 (99)"' = (997" 9~

que tem G, G' e Gy como subgrupos invariantes.

e tambem
(99) (g9 =997 ");

mas, como (g'g—'g'~!) pertence a G, e (gg'y") pertence a G/,
a substituigho (gg') (¢'g)~! pertence a G e a G’ e, portanto a Gy,
Representando por ay, a2 ... a as substituigdes de G, serd

(99) (g9) "= w,

ou

(1) g9’ = (g'9)-

Dos productos g¢', em numero de mn, nem todos sam dis-
tinctos. Bum effeito, de

Ju=%gs 9a= %95

resulta

% 9o Gol =% g3 % g3 =

= i (gg ar) gz = o (% gg) Jy = (% %) g3 93 = % 93 Iy~

Dando a I todos os valores desde | até k, a § todos os va-

lores desde 1 até m' e a ' todos os valores desde 1 até »', onde

m' @ n' representam os indices de Gy respectivamente em G
e em (, as substituigdes distinctas gg' sam em numero de

min
km'n' = i .

Todas estas substituiges sam effectivamente distinctas, por




ue, se for
]

959y =% Fi 9y
serdi
Iy 97 =@ 997", gy;5

e como estas substituigles pertencem a G e a G, ellas perten-
cerdm a Gy, e deverd ger J'=17, f=7el=0Ah.

As substituigies gg' formam um grupo I', como mostra a
relagio (1).

Por outro lado, sendo

(99)'G(g9)=9g""'9'Ggg =g Gy =G,

e, de um modo analogo,

(99 )71 G (g99) =G,

vé-se que G e G’ sam subgrupos invariantes de I'; portanto,
sé-lo-ha tambem o seu subgrupo commum Gy,

THEOREMA. — Se G ¢ G’ sam dois subgrupos invariantes ma-
ximos de um mesmo grupo H e Gy é um subgrupo commum a G
e 'y é Gy um invariante mazimo de G e de G', cujo indice em
G' é equal ao indice de G em H e eujo indice em G é equal ao
indice de G' em H.

Por serem G e G’ invariantes de um mesmo grupo, elles
serdm permutaveis. Sejam, re?ecti\'ameme, m, n e k as ordens
de G, G' e Gy. Os productos distinctos gg' formam, pelo theo-

rema anterior, um grupo I' de ordem —?;n—, do qual G e G’ sam
invariantes, "

O grupo I' é subgrupo invariante em H, pois que, sendo &
qualquer substituigio de I, teremos

=1 (gg)h=h='gh k=" g’ h = (=" g k) (h=* g'h) = g; g:.

Mas, come G e G’ sam invariantes maximos em H, o grupo I
coincidird com H. m'

O indice de G em H é ——, egual ao indice de Gy em G,
O indice de G’ em H é egual a iE, indice de Gy em G.

Basta provar que Gy é invariante. maximo em G e em @,
Com effeito, seja A um subgrupo invariante de G, contendo
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Gy, e a uma substituigho de A; serd, pela relaglio (1) do theo-
rema anterior,

ag' = g" (g'a),

sendo ¢ uma substituiglo de Gy. D’onde,

gtag =(g g g)a=gl"a=d,

por ser gi” uma substituiglo de A.

Portanto, A é permutavel com G', e, por ser permutavel
com G, serd invariante em H.

Os grupos G’ e A satisfazem 4 hypothese do theorema an-
terior.

Se for kt a ordem de A, os productos da férma ag' formam

kt. 3 . p

um grupo B de ordem --k?-':=tn, que admitte G' ¢ A como inva-
riantes. O grupo B é invariante em H, porque

h (ag') h= (k=" ak) (=" g'h) = @, ;.

Como G’ &, por hypothese, invariante maximo em H, B coin-
cidird com H e A com G, o que mostra que G; é invariante
maximo em G. Do mesmo modo se mostrava que Gy é inva-
riante maximo em G',

11. Um dado grupo G péde conter muitos invariantes ma-
ximos ; seja Gy um d'elles, Seja egualmente G2 um invariante
maximo de Gy, Gz um invariante maximo de Gg, ete.

A suceessio G, Gy, G2 ... 1, cujo ultimo termo & sempre
a identidade, chama-se uma serie de composigdo do grupo G.

Os indices #, iz ..., de cada gropo no precedente, sam os
factores de composicio da serie. Da definicllo resulta que um
mesmo grupo pide admittir diversas series de composi¢lio ; todas
ellas, porém, estam relacionadas pela proposigiio seguinte, devida
a JORDAN:

THEOREMA, — Em duas series de composigio do mesmo grupo,
os factores de composigdo sam os mesmos (por uma ordem, em
geral, differente),

O theorema é verdadeiro, evidentemente, para os grupos de
ordem 2 e 3, que sam cyclicos, s6 admittem por subgrupo a
identidade e tfem, portanto, wma unica serie de composigio.
Péde verificar-se egualmente para os grupos de ordem 4, quer
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sejam ou ndlo eyclicos. Se Gy é eyelico, serd Gy=(1.a.a.0%) o
86 admitte o subgrupo Ga=(1, «*): tem ainda uma unica serie
de composigho.

Se Gy nlo é cyclico, e for Gy =(1, @, a, ag), serd

o) fta==1o3 =0z 0) y Q) U3=03a =aa.

Portanto, @ é permutavel com a3 e a3 ; como, além disso, u;
é de indice 2, o grupo Ga=(1, «i) serd invariante em Gy ; bem
assim, serdm invariantes (1, a2) e (1, us).

O grupo G; admitte, pois, tres series de composigiio; mas
em todas ellas os factores de composigho sam 2, 2.

Vejamos agora que, se o theorema subsiste para todos os
grapos de ordem inferior a m, elle é ainda verdadeiro para os
grupos de ordem m.

Seja G um grupo de ordem m e sejam

(1) O e B oo d

(2 G Gy B v v 3
duas series de composiglio do grupo G, com os factores de com-
posigilo

€y, €2, €3 .

L L] L
€1y €3y €3 .0

Como Gy e (; sam invariantes maximos em &, se fir I' o
seu subgrupo commum, e

I TS o |
uma serie de composi¢lo de I', serdm

() &, G5 I T
® G, G, Iy ...

duas series de composiglo de G. Os dois primeiros factores de
composigiio das duas series sam, respectivamente

e, ¢ em ()

ey, 0 em  (f).

Os factores de composigio das series («) e (3) sam, pois, os
mesmos.
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Como suppomos o theorema verdadeiro para qualquer ordem
inferior a m, as series () e (1) tdem o0s mesmos factores de com-
posighio, porque a ordem de G é inferior a m; as series (3) e (2)
téem tambem os mesmos factores de composiciio, porque a ordem
de Gy é tambem inferior a m.

Portanto, (1) e (2) tfem o0s mesmos factores de composiciio,

Do theorema de JORDAN resultam os seguintes corollarios :

1.° Em todas as series de composi¢io do mesmo grupo, o nu-
mero de subgrupos é o mesmo.

2.° Dois grupos holoedricamente isomorphos fiem os mesmos
Jactores de composigio.

3. Se G e G' sam meriedvicamen’s isomorphos, sendo G o
subgrupo de G correspondente d identidade em G', os factores de
composicio de G sam todos os de G’ e todos os de G,

12, Sendo G um grupo de ordem n e G, um sen subgrupo
de ordem n,, diz-se que duas substitui¢des g e ¢ de G sam
equivalentes em relagho ao subgrupo G, quando se verifica a
relaciio

g =99
onde g{" é uma das substituigfes de G,.

Duas substituigies equivalentes a uma terceira (em relagilo
a0 mesmo subgrupo) sam equivalentes entre si. Com effeito,
sendo

g=g"g e g'=g"g,

serd tambem
g =g g ' =g g,

Portanto, as substituigdes do gropo G dividem se, em relagiio
a Gy, em um certo numero de classes de equivalencia: em cada
classe todas as substituiges sam equivalentes entre si:

Seja k o numero de classes de equivalencia, e (1) g,, 75 + «. g4
um systema de k substituigdes, cada uma d’ellas pertencente a
uma classe. Multipliquemos as substituigdes (1) por uma mesma
substitui¢llo ¢ de G. No systema

(2) Dy Gy - G

nlio ha duas substituigdes equivalentes. Com effeito se fosse gg
equivalente a g,9, seria, em virtude da defini¢fio, ¢, equivalente
a g,. Portanto, as substituigies (2) sam equivalentes, em geral
por outra ordem, ds substituigies (1); e a multiplicagio por g
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das substituigdes (1) corresponde a uma permutagiio dos indices
de (1) (sob o ponto de vista da equivalencia),

A cada multiplicador g corresponde, pois, uma substituigiio e,
effectuada sobre os elementos (1); ao producto g4 corresponde
o producto cc’y e ao grupo G corresponde um grupo C de sub-
stituighes sobre os elementos (1), representantes das classes de
equivalencia.

O grapo C é isomorpho com G; diz-se complementar 4 di-
reita, em relagilo ao subgrupo G, e representa-se pelo symbolo
C= (9% De um modo analogo se poedia construir o grupo com-
plementar & esquerda: bastava ter multiplicado 4 esquerda os
elementos (1) para obter os elementos (2).

Sendo k o indice de G, em (G, ¢ ¢ uma substituigho qual-
quer commum a todos os subgrupos

Gl; g7 Gy Goy oo G5 G, Wiy
transformados de G, por meio das substituigies de G, serd

9=97"'9"9

para todos os valores de @ desde 1 até k. Portanto, é g9 =g" g,
ou g,g equivalente a g;, para os valores 1, 2 ... k dados a i.
Ao multiplicador ¢ corresponde, pois, a identidade em C.

A identidade no grupo complementar corresponde em G o sub-
grupo commum aos transformados de G, por meio das substitui-
ches de G,

Se G, ¢é invariante em G, os transformados coincidem, e d
identidade no grupo complementar corresponde o subgrupo G, de
G.

13. Posto isto, podemos dar outra firma ao theorema de
JOorDAN,
Sendo

G, Gy, Gy ..ol
uma serie de composigio de G, os grupos complementares

G Gy

téem uma ordem egual ao respectivo factor de composigio,
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Chamando aos grupos C grupos faetoriaes, o theorema de
Jowpax pdde enunciar-se dizendo que

Em duas series de composigiio do mesmo grupo, as ordens dos
grupos factoriaes sam as mesmas. Os grupos factoriaes sam qru-
pos simples, porque, se C,, por exemplo, admittisse um inva-
riante, o subgrupo correspondente de G seria invariante e con-
teria ,, que corresponde d identidade em C,. Ora isso &
impossivel, por ser G, invariante maximo em G,

THEOREMA DE HGLDER, — Se

(1) e 0 o
(2) T )

sam o8 grupos factoriaes de duas series de composicio do mesmo
grupo, cada um dos grupoes (1) ¢ isomorpho holoedrico com wm
dos grupos (2).

Seja G o grupo dado e

(II) G: Gu (J‘", CRCI I
(5} {}1 UH {-;;: iy 1

as duas series de composi¢cio a que correspondem respectiva-
mente os grupos factoriaes (1) e (2),

Seja I' 0 subgrupo commum a G, e G,. Se gy, 95 ... g, &
um systema de representantes das classes de equivalencia de G,,
em relagho a I', e y,, 15, ... 1 sam as substituigdes de I, as

substituigies de G sam da férma 7, ¢, Do mesmo modo, sendo

2 95 +++ g, um systema de representantes das classes de equi-
valencia de G,, em relagio a I', as substituigdes de G, sam da
férma 7, gi. Mas as substituigies de G sam da forma 7, g gi3
portanto, g, ¢ ... g é tambem um systema de representantes
das classes de equivalencia de G em relaglo a G,.

Do mesmo modo, g4, ... g, é um systema de representantes
das classes de equivalencia de G em relagio a G,. Isto &, os

: G G . ~
dois grupos complementares G ¢ sam holoedricamente iso-
Ty
G
morphos, bem como os grupos o b e
1

Sendo assim, demonstra-se, como no theorema de Jorpax,
que, se o principio subsiste para os grupos de ordem inferior a m,
elle é ainda verdadeiro para os grupos de ordem m. Para os

2




grupos de ordens 2, 3, 4, o theorema ¢ facilmente justificavel :
¢, portanto, geral.
Numa serie de composiglio

IR T A

o grupo G; é invariante maximo em G,_,, mas p6éde nflo ser in-
variante em (. Se todos os termos da serie sam invariantes
em (i, a serie diz-se principal, e os seus factores de composigio
dizem se faclores principaes.

14. 1.° THeEOREMA DE SYLOW.—Se a ordem m de um
grupo G ¢ divisivel por p", sendo p um numere primo, o grupo G
admitte um subgrupo de ordem p°.

Como em todos os grupos figura a identidade, basta demons-
trar que, se um grupo, cuja ordem ¢ um multiplo de p*,
admitte um subgrupo de ordem p*', um grupo, cuja ordem é
um multiplo de p°, admitte tambem um subgrupo de ordem p*.

As substituigdes de G, que sam permutaveis com todas as
substituigles do grupo, formam em G um subgrupo, contendo,
pelo menos, a identidade. Seja G, esse grupo, chamado commu-
tativo, @ 7y, Ta +++ s a8 suas substituigdes,

1.° Supponhamos, em primeiro logar, que & é multiplo de p.

Nesse caso existe em G, uma substituigho de periodo p.
Com effeito, sendo 7,,,% ... 7, 08 periodos das substitui¢des 1 de
G,, se formarmos todos os productos da férma

e th

onde o toma todos os valores desde 1 até ¢y, § todos os valores
desde 1 até 73, etc.; esses productos sam em numero de 4y, 43 ... i;
sam as substitui¢des do grupo commutativo, cada uma repetida
o mesmo numero r de vezes.

Portanto

fi.fg . es i;,Z'J‘k
e um, pelo menos, dos factores ¢ serd multiplo de p. Se for ¢
in

multiplo de p, a substituiglio | = '.',—F é de periodo p, como se
queria demonstrar.
Consideremos o grupo cyclico ' sobre a substituigfio ¥, o

qual é de ordem p, e o grupo complementar %..—. C. Este grupo
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> m . :
C é de ordem —, multiplo de p"' e admitte, por hypothese, um

subgrupo C,, de ordem p™'. Mas como C é meriedricamente iso-
morpho com G, sendo p o grio de meriedria, o subgrupo de G
correspondente a C, é de ordem p", e o theorema fica demons-
trado.

2.° Supponhamos agora que k niio ¢ multiplo de p.

Duas substituigles g e ¢’ de G dizem-se affins, quando ha
uma substituigho no grupo que transforma ¢ em g¢'. Duas substi-
tuigdes affins de uma terceira sam affins entre si. Podemos, pois,
distribuir as substitui¢des de G em elasses de affinidade, cada
uma d’ellas formada por todas as substituigdes affins entre si
duas a duas.

Uma substituigio do grupo commutativo ' nfio é affim de
nenhuma outra substituigio de G.

Seja

Ty TE swe Ty Jly G +ss G

um systema completo de representantes das classes de affinidade.
Supponhamos que ha em G ry substitui¢les affins de g1, 3
substitui¢fes affins de ga, ete.
Seri

1]1:.’{—!:-1"1 "E-T! ‘E" wew +rl'

As substituigdes de G, permutaveis com ¢;, formam em G

fs . m
um subgrupo G; de ordem m;. K facil ver que = Com
iy

effeito, havendo m; substituigdes em G que transformam g; em si
. m ey
mesma, haverd —— substituigdes que transformam g; numa sub-
oy

i vy - - m o
stituigio differente; e esse numero — é, por definigio, o nu-
mero de substituigles affins de ¢, ™
Serd, pois,
m "

ekt Tt

m; "y

Como k niio é multiplo de p, um, pelo menos, dos numeros =
nko serd multiplo de p; portanto, m; é multiplo de p". i
Vé-se, pois, que se G nfio contivesse um subgrupo de ordem
p", haveria, comtudo, em G um subgrupo G, cuja ordem m; é
divisivel por p*. G nlio conteria tambem nenhum subgrupo de
ordem p" e, comtudo, deveria existir em G; um subgrupo G;
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cuja ordem m; seria divisivel por p* (como se via por um racio-
cinio analogo ao precedente).

Teriamos assim uma successdo illimitada m;, m; ... de divi-
sores decrescentes de m, todos elles multiplos de p*, o que é
absurdo. Portanto, G deverd conter um su{:grupo de ordem p".

D'este theorema resulta, como corollario, que, se p ¢ um dos
divisores primos da ordem m de um grupo &, ha sempre em G
uma substituigdo de periodo p.

13, 2.° THEOREMA DE SYLOW,— Se p" é a mais elevada
potencia de p contida na ordem m de um grupo G, tedos os sub-
grupos de ordem p° contidos em G+ sam fransformades uns dos
outros por meio das substituigdes de G, O numero d'esses sub-
grupos ¢ um multiplo de p mais 1.

Em G existird, em virtude do primeiro theorema, um sub-
grupo de ordem p". Seja elle Gy e sejam

(1) Gy, N s Gy

todos os seus k& transformados por meio das substituigies de G,
o8 quaes sam de ordem p" e subgrupos de G.

As substitui¢hes de G, que transformam Gy em si mesmo,
formam um subgrupo K do qual Gy é invariante. Sendo m a
ordem de G e m' a ordem de K, serd m=ap" e m'=fip"; o8

factores « e B nllo sam multiplos de p e o quociente £ - r? ¢

um numero inteiro, pow
Distribuindo as substitui¢des de G em relagio a K no quadro

[ .fq ’ kﬂ A l'ﬂ,,.' (K
G ki g2 kaga ... Kew g2

f HiR  hga s Kt § m 5
se for
97" Gy gi= G,
seri
4k Gk g =g G g =G,

por ser Gy invariante em K; o que mostra que L‘,=k. Por-
tanto : x

O numero de grupos transformados de Gy ¢ equal ao indice
de K em G.
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Demonstremos agora que o inteiro & é um multiplo de p
mais 1.

Dois grupos Gz e G3, da mesma ordem, dizem-se affins em
relagio a um mesmo grupo Gy, quando ha em Gy uma substi-
tuiglo que transforma Gz em Gj. Dois grupos affins de um ter-
ceiro sam affing entre si.

Distribuamos o0s grupos (1) em classes de grupos affins em
relagio a Gy. Em nenhuma classe, a nfio ser naquella a que
pertence Gy, figara um unico grupo. Para verificar que assim &,
mostremos, em primeiro logar, que nenhuma substituicio de K,
niio pertencente a Gy, péde ter por periodo uma potencia de p.
Com effeito, o grupo G

substituiglo de periodo potencia de p; mas como % é isomorpho
1

meriedrico de grio p" com K, se uma substituigio %; de K, nllo
pertencente a Gy, tivesse por periodo uma potencia de p, a sub-

—, de ordem 3, nfio péde conter nenhuma
|

stituigiio correspondente a k; em e nfio seria a identidade, e
Ty
teria por periodo uma potencia de p, o que ¢ impossivel.
Posto isto, se na classe de affinidade a que pertence

Gi=gr"G g,

nllo existisse nenhum outro grupo, seria, para qualquer substi-
tuigiio 1 de Gy,

7 Giy=G,
on
97 Ggir=g7" G g,
ou ainda
(797 )" Gilgr ) =G5

e 9,79 seria uma substituigho de K, pertencente a Gy, por ter
por periodo uma potencia de p. Portanto, g; pertenceria a K, o
que nio & exacto.

Na classe a que pertence G; ha, pois, mais de um grupo:
vamos ver que o seu numero ¢ uma potencia de p.

Chamando G, ao subgrupe de G, formado por todas as sub-
stituigdes d’este grupo que sam permutaveis com G, vé-se, como
acima, que o indice de G, em G, é egual ao numero de grupos
pertencentes & classe de affinidade de G;; e esse indice é uma
potencia de p.




O numero total de grupos transformados de G, é pois

k=14p*+pP4p' +...

e, portanto, egual a um multiplo de p mais 1.

Resta finalmente demonstrar que, além dos k& subgrupos
transformados de G, nfio ha em G mais nenhum subgrupo de
ordem p".

Seja C um subgrupo G de ordem p', com i <n.

Distribuinde os grupos (1) em classes de grupos affins em
relaglio a C, como a ordem de C & uma potencia de p, em cada
classe haverd um numero de grupos egual a uma potencia de p,
Mas como k é egual a um multiplo de p mais 1, haverd uma classe
com um unico grupo: isto é, haverd entre os grupos (1), um
grupo G; permutavel com todas as substituigdes de C, C serd,
como acima se viu, contido em G; eomo subgrupo.

Fazendo ¢ =n fica demonstrado o theorema.

18. Um grupo diz-se resoluvel quando os seus factores de
composﬁi'gﬁo B4 Numeros primos.

a) E resoluvel, (em virtude dos theoremas precedentes), todo
o grupo cuja ordem é potencia de um numero primo p.

Todos os seus factores de composigdo sam equaes a p.

Com effeito, esses factores de composi¢lio deverdm ser poten-
cias de p, e, como sam ordens de grupos simples (os grupos
factoriaes), nfio podem ser potencias de grdo superior a 1.

b) E resoluvel todo o grupo de ordem egual ao producto de
dois numerss primos p e p'.

Supponhamos p > p'.

No grupe G haverd um subgrupo G, de ordem p e s6 um,
¥nrqua o numero dos subgrupos transformados de G, deve ser
actor de p’ e egual a um multiplo de p mais 1.

Portanto, G, é invariante maximo e

G, G 1

¢ a serie de composi¢iio de G, cujos factores sam p e p'.

Ha ainda outros grupos que & primeira vista se conhece
serem resoluveis., A importancia e o nome d'estes grupos resulta
do papel que desempenham na theoria das equagfies algebricas,
COMO Veremos.
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Grupos abelianos

17. Estudaremos agora algumas cathegorias particulares de
grupos de que teremos de fazer uso na exposigio da theoria das
equages algebricas, segundo GaLo1s.

Entre essas cathegorias de grupos, a mais simples é a dos
grupos abelianos que sam aquelles cujas substituigBes sam permu-
taveis duas a duas.

As principaes propriedades d’estes grupos sam as seguintes:

1.* O menor multiplo commum dos periodos das substituigies
de um producto é multiplo do periodo do producto.

Com effeito, por ser

f.ﬁ'ﬂ'f‘—_-:‘fkyﬁs

se k for o menor multiplo commum dos periodos de g e g', serd

(.’L‘?,Ji =1,

e k multiplo do periodo de gg'.
O theorema extende-se evidentemente a qualquer numero de
factores,

COROLLARIO, — Se os periodos dos factores sam primos entre
si dois a dois, o periodo do producto é o producto dos periodos
dos factores. ;

2.* Todo o subgrupo dum grupo abeliano é invariante. E uma
consequencia immediata da definigio.

3.* Se for

m.=_p‘l'l .p;* Sy p:*

a ordem de um grupo abeliano G, decomposta nos seus factores
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primos, o grupo G é um producto de k grupos abelianos

Gy, G ... G

respectivamente de ordens

P:’F P;!,.‘ }:l'

Com effeito, (¢ admitte um subgrupo G, de ordem Py, que,
por ser invariante, ¢ unico d'essa ordem. Bem assim, ha em G
um unico subgrupo Gy de ordem pj* etc.

Formando todos os productos possiveis da férma

(1) G1:3 -+ Giy

onde g; é uma substituiglo qualquer de G,, g, uma substituiglio
qualquer de Gy, etc., estes productos sam todos distinctos, por-
que, se fosse

Gifare  h=Gi-Ga:+: G
teriamos

Qg =(gagm) . - (Gi9");

e como o periodo do primeiro membro é uma potencia de p,, e
o periodo do segundo membro é um producto de potencias de
P2 P3 - .. Piy deverd ser

h=9; =g

Os productos 1) sam, pois, em numero de m e sam todas as
substituigdes de G, o que demonstra o theorema.

COROLLARIO 1.° — U grupo abeliano tem subgrupos de todas
as ordens que sam divisores da ordem do grupo.

CoroLLARIO 2.° — Tudo o grupo abeliano ¢ vesoluvel.

4.* Os periodos de todas as substituigles de um gqrupo abe-
liano sam factores do maior d’elles.

Seja g a substituicio de maior periodo ky e supponhamos
que o periodo k2 de 4 nflo era divisor de k. Haveria em ks um
factor primo p com expoente maior que em k; ; seria

ky=apm o [ka=fpm
COm #2 == ny.
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n
O periodo de g” " serd a e o de 5;"5 serd pm.

Como « e p™ sam primos, o producto g?™. /% teria por pe-
riodo ap™ > ki, 0 que é contra a hypothese.

Chama-se periodo relativo de uma substitui¢gho g de um grupo
abeliano G, em relaglo a um seu subgrupo Gy, ao menor ex-
poente k a que & necessario elevar g para que g* pertenca a Gy.

O periodo relativo de uma substituigho ¢ é manifestamente
egual ao periodo absoluto da sua correspondente no grupo com-

1

plementar -G_" .
1
O periodo relativo é, por isso, factor do periodo absoluto.
Duas substituicdes equivalentes em relagdo a Gy téem o mesmo
periodo relativo,

18. Diz-se que L substituigies
(1) gy 92 .e G

de um grupo abeliano G de ordem m sam independentes, quando
nenhum producto de potencias das substituigdes (1) péde ser a
identidade, sem que cada um dos factores o seja; isto é, sem
que os expoentes sejam multiplos dos respectivos periodos.
Sendo miy, na ... ny os periodos das substituigdes (1), se no

producto
g';” -,{FE e gE

dermos a cada expoente todos os valores inteiros desde 1 res-
pectivamente até

m—1, ma—1, ... m—1,
obtemos manifestamente um subgrupo Gy de G de ordem
LTRS TI [T

Diz se que as substituigdes independentes gigs ... gi for-
mam uma base do grupo abeliano,

Vamos ver como se pode sempre construir uma base de um
grapo abeliano.

Sendo gy a substituigho de maximo periodo ky e k2 0 maior
dos periodos relativos das substituigles de G, em relagio ao
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subgrupo cyclico sobre gy, se houver em G uma substituigio de
periodo absoluto ks, ella serd independente de gy.

Essa substituigio existe, porque, sendo ¢ uma substituigio
de periodo relativo ks, tal que

gh=gi(iSk—1),
teremos

=g R=1,

por ser ky multiplo de todos os periodos e, portanto, g% = 1.
Serd, pois, k_: inteiro, e a substituigo

p=gg "

tem por periodo abeoluto ks, visto que
gp=9".97=gi-97'=

Com a base | g1, y:| podemos construir um subgrupo G de
G de ordem ky.k:. Applicando a esse subgrupo um raciocinio
analogo ao que empregdmos com o grupe cyclico sobre g, mos-
tra-se a existencia de uma substitui¢io ¢s, independente de gy e

2.

A base | g1, g2 ... g;i| que assim se constroe, para o grupo
abeliano G de ordem m, & tal que os periodos ki, k2 ... K
d’estas substituigles satisfazem 4 relaglio

kiks ... ki=m,

gendo cada um d'elles multiplo de todos os seguintes, ¢ sendo k&,
o maior periodo relativo das substitui¢gles de G, em relaglio ao
subgrupo gerado pela base | g, g2 -+ ga— |.

19, Podem construir-se, por outros processos, bases diversas
de um grupo abeliano; mesmo pelo processo indicado, podemos
ser conduzidos a bases differentes.

Péde demonstrar-se, porém, (e essa é a principal importancia
d’este modo de geraciio das bases) que fodas as bases geradas
pelo processo indicado tPem o mesmo numero de substituicdes com
08 mesmos periodos,
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Aos periodos das substituigies de qualquer base de um grupo
abeliano dd-se, por isso, 0 nome de invariantes do grupo.

1 dss-e Bl ¢ (10T ore Wl

gam duas bases;
Ny My oo M 8 Vg Vg sos Wy

os periodos das respectivas substituigdes, serd n,=v, (0 maior
periodo das substituigies de G).
Basta, pois, demonstrar que, se fir

fig=V|; M=V} ...y N Y=V|_4,

serd tambem ny=v.
Representando por a as substituiges do grupo que sam po-
tencias m; de outras substituigdes do grupo, essas substituiges «

formam um subgrupo. Se for a=g",

serd

thl.

a=g/ oy b ™

9‘, gkl [}
sendo

! f
.'r.’ql . .'rf; e HJE*

a expressio de ¢ nas substituigdes da primeira base. Mas, como

serd
(1) amgh™. g™, .. g™

As substituigdes « podemos ainda dar a forma

1y ",

Ty

S PR rarie®
seguindo um racioeinio analogo.

Como uma das substituigBes a & 1), deverd ser y/'=1, por
ser 7; independente de {4, 12 .. yi—1. Portanto, o periodo v de
71 divide ny.

Como se provava de um modo identico, que n; divide v, serd

=

& 0 theorema fica demonstrado,
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THEOREMA. — 8e ny, ns ... ny forem k numeros inteiros taes
que cada um d’elles é factor do precedente, podemos sempre cons-
truir um grupo abeliano que os tenha como invariantes,

Com effeito, dadas as ny +ns -+ ... + ny lettras:

[# = = - 3 y "
@1y O3 ... oy P, P B R .l'..:...;'..,,“

L
as substitni¢les

pr=(a.02...a), ga=(h.B2...Bs),
. m.-={:-‘n.|.lg s .h,,*)

sam generatrizes de um grupo abeliano de base } g4, g2 ...
que tem os numeros dados como invariantes,
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Grupo metacyclico. — Grupo linear total.
Grupo modular

20. BSeja G um grupo resoluvel, transitivo sobre m lettras,
sendo m um numero primo, e

(1) G, Gy ... Gpyy 1

uma serie de composigiio de G.

Todos os grupos de (1) sam transitivos sobre m lettras, Basta
mostrar que Gj & transitivo se Gi_y o for,

Supponhamos, com effeito, que Gy nilo & transitivo e seja

(2) g, 92 .0 @

um dos seus systemas de transitividade,

Por ser G_; transitivo, haverd uma substitui¢ciio S; em Gy_4
que troca «; em J;, sendo 3; uma lettra nfio pertencente ao sys-
tema (2).

No systema 8, G 8 constituem um systema de transitivi-
dade as lettras que S substitue pelas do systema (2).

Mas S{ Gy Si =G, e, portanto, o systema de transitividade
a que pertence [J; tem, pelo menos, i lettras.

Essas lettras sam ¢ e nflo mais, porque o raciocinio subsiste
trocando «; por §;. Logo, todos os systemas de transitividade em
Gy t8em ¢ lettras e =1, ou i =m, visto que m é primo.

Portanto, Gy ou é a identidade ou & transitivo sobre m let-
tras.

O subgrupo G,_;, transitivo sobre m lettras, devendo ter
uma ordem multipla de m e que seja um numero primo, por ser
um dos factores de composigiio, serd formado pelas m potencias
de uma substituigdo cyclica S; serd o grupo cyclico sobre S,
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Se G,y é invariante em Gy, tambem o serd em Gy_y. Com
effeito, por ser a ordem de Gy divisor de m /!, essa ordem con-
tem m & primeira potencia e G; nllo contem nenhum outro sub-
grupo de ordem m além de G,_;. (Theorema de Syrow).

Portanto, chamando S a uma substitui¢io qualquer de G;_,,
e sendo S-1Gy S = Gy, serd

51 Gp—i S= G?_i-_.

e G,y serd invariante em Gy_y.

Como Gj,_4 é invariante em G,_g, sé-lo-ha em todos os gru-
pos de 1).

O maior grupo M resoluvel, transitivo sobre m lettras, que
contenha G,_; como invariante, tera, pois, como subgrupos tran-
sitivos todos os grapos transitivos resoluveis sobre m lettras. A
esse grupo M dd-se o nome de grupo metacyclico,

21. Vamos determinar a ordem do grupo metacyclico sobre
m lettras.

Seja
Gpoi=(1, a, @, ... a™ 1)

aﬂ) Gy, 032 ... Gy

as m lettras sobre as quaes operam as substitui¢gdes do grupo
eyelico Gy _4; m é, por hypothese, um numero primo.

Por ser G,_, invariante no grupo metacyclico, toda a substi-
tuigho g, do grupo metacyclico transforma a numa sua potencia

(1) gi' ag,=d".

Sendo k e k' dois inteiros positivos inferiores a m, 4s duas
substituigies distinctas o' e «* do grupo cyclico G,_4 corres-
pondem em (1) substituigies diversas g, e g, do grupo metacy-
clico, Para os m —1 valores de k teremos, pois, m— 1 substi-
taigles g,. Mas, se a substituigio g pertence ao grupo metacy-
clico, pertencerdm ao mesmo grupo as m — 1 substitnigdes

ay, da'g, ... a=lg,

todas distinctas, pelo que acima dissemos. Portanto, a ordem do
grupo metacyelico ¢ m(m—1),

As m— 1 substituigbes gy formam um subgrupo em M,
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Com effeito, distribuindo convenientemente os indices dos
elementos

Gy Of - cse Gy,

sobre que actuam as substitui¢Bes de M, a substitui¢llo cyclica a
pode escraver-se

a=(aya1as ... au_1).

Cada wina das substituigles eyclicas « pdde tambem escre-
ver-se de modo que o respectivo cyclo comece por a,, Portanto, as
substitui¢les g,, deixando fixo o elemento a,, formam em M um
subgrupo.

O subgrupo formado pelas substituigdes gy contem as m-—1
potencias distinctas de uma mesma substituigio cyclica sobre os
m—1 elementos

ay, as son Oy o,

22. Representemos por (ik) os indices tomados em relagiio
ao modulo (m).
Serd

@ ={d. a4 v Ap-i)

a=[ay G By +++ Bim—t)k))-

A substituiglo g, que transforma « em a;, & a substituigio
cyelica

B= (ﬂ] A G e A1),

e o grupo das substituigles g; é formado pelas potencias de .

Vemos, pois, que todas as substituigdes do grupo metacy-
clico, que sam da férma a'gy, se obt@em a partir das duas sub-
stituigles « e [, ¢ sam da férma

a1
a' 3,

onde i toma todos os valores inteiros positivos desde O até m—1,
e I todos os valores inteiros positivos desde O até m — 2,

Continuando a representar abreviadamente por = (i) a con-
gruencia ! =1 (mod. m), em relagio ao modulo m, vejamos qual
¢ a modificaglo exercida sobre os indices dos elementos a;, ay
o Oyei pefas substituigles do grupo metacyelico.
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O effeito da substituigio
Q= [ﬂo.ﬂ,';i_ ﬂﬂ“ e -E-l'“m_[) .',.]

é, coms vimos, augmentar em (i) os indices; o effeito da substi-
tuigio

f=(agara® ... am-)

sobre a ¢ multiplicar os indices por k. Portanto, o effeito de B/
serd multiplicar todos os indices por &

Logo, por effeito da substituigho «' B! do grupo metacyclico,
cada indice ¢ se transforma em

t' = [(t -+ i) k'] = (k! + k')
o
¢ = (at + ),
(pondo k' =a e k! =b),
onde
Gl 1)
b=(0,1,2, ..m-—1)

Quando for a=/Kk'=1, teremos as substitnigies do grupo
eyelico G,_y, as quaes sam de periodo m. As outras substitui-
¢des do grupo metacyclico téem um periodo divisor de m— 1.

23. O grupo metacyclico é duplamente transitivo.
Com effeito, se for

a=a—a" o b=a"

mostra a formula

T
J

t'=[(a'—a")t+|a
que o8 indices 0 e 1 se mudam respectivamente em a' e a”,
Representaremos o grupo metacyclico simplesmente pela no-
tagllo t'=(at +b), chamando a a o multiplicador da substituigiio,
Como a substituigio « & par e § é impar, as substituigdes
« 3! do grupo metacyclico, em que ! & par, sam substitui¢Ses
pares. Ellas formam um subgrupo, chamado semimetacyclico.
Além d’este subgrupo, tem o grupo metacyclico duas cate-
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gorias de subgrupos de particular importancia na theoria de
Garors. Vejamos quaes ellas sam.

Se forem a; e a; os multiplicadores de duas substituigles ¢,
e g do grupo metacyclico, é a;a; o multiplicador do producto
9igi. Com effeito, a primeira substituiglo muda o indice ¢ em

t’m{ﬂ;!'{-bi},
e a segunda muda ¢ em

' =[ap(ait + b))+ be) = a; apt + ay b; + by,

Posto isto, seja My um subgrupo do grupo metacyclico M.
Se forem

(1) di, O vs« Ok

todos os multiplicadores que figuram nas substituigdes de My,
08 productos

aya;, dzd; ... apdag,

de todos esses multiplicadores por um d'elles, sam, em virtude
da proposigio anterior, os mesmos numeros (1), em geral, por
outra ordem. Portanto, a cada multiplicador corresponde uma
substituigho sobre os elementos (1), e éssas substituicdes formam
mm grupo de ordem £,

24. O grupo dos multiplicadores ¢ cyclico.
Com effeito, seja 1 o periodo da substituiglo correspondente
ao multiplicador a;. Serd

a;l =1 (mod. m).

Como 7 é factor de k, todos os multiplicadores ay, as ... a,
de M, sam as raizes da congruencia binomia

=1 (mod. m),

Todos elles sam, pois, potencias de um, a;, e o grapo das
substitui¢des correspondentes é eyelico.
No subgrupo M considerado péde haver uma ou mais sub-
stituigdes distinctas correspondentes a cada multiplicador,
3




1.° Supponhamos que ha em M; duas substituigdes com o
multiplicador a;:

i’=(dit—i—vbi} e t’={d;$+3}*:l.
Haverd em M; a substitui¢lo
(1) t'=[t+ (5 — )]

que resulta de multiplicar a inversa da primeira pela segunda ;
e como by— 820, a substituicho (1) pertence ao grupo cyclico
G,_1, que serd um subgrupo de M.

Ao grupo My pertencerdam todas as substituigdes que resul-
tam das do grupo cyclico G,—y, por meio dos multiplicadores
aj, @3 ... ag; havendo egual numero de substituigles para cada
multiplicador. O grupo My serd de ordem wik.

29 S¢ em M; niio houver mais de uma substituigiio de mul-
tiplicador a;, haverd, em virtude do que fica exposto, uma sub-
stituigio por cada multiplicador. O grupe My ¢ de ordem k.

O numero &k & sempre factor de m —1.

Os subgrupos da primeira categoria sam de ordem superior
a m— 1. Sam todos os grupos transitivos resoluveis sobre m ele-
mentos, contendo como invariante o grupo cyclico; e sam todos
elles invariantes do grupo metacyelico.

Os numeros

m(m—1) m(m—1)
—_—————y —,

m—1
o ) my my ., ma

i . '

onde my, mz ... sam os divisores primos de m — 1, sam ordens
de grupos transitivos resoluveis, e os seus quocientes consecuti-
YO8 My, M2 ... 84 NUMETOs pPrimos.

Os grupos que tfem essas ordens formam, pela propriedade
da invariancia que os caracterisa, uma serie de composiglo do
grupo metacyclico.

Portanto, o grupo metacyclico ¢é resoluvel, e my, ma ... sam
os seus factores de composi¢do.

Os subgrupos de ordem k, da segunda categoria, sam cy-
clicos, como holoedricamente isomorphos do grupe dos multipli-
cadores

fundamental a importancia do grupo metacyclico e dos
seus subgrupos na resoluglo algebrica das equagdes.

25. Supponhamos agora que sobre os indices ¢ de m—1
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elementos a_, ), @ ... a,_i, onde m é ainda um numero pri-
mo, se effectuam substitui¢des lineares fraccionarias da férma

oz Jtg.
(1) e

sendo p, p/, ¢, ¢ numeros inteiros, positivos ou negativos, satis-
fazendo 4 relaciio

(mod. m),

P¢—p'¢=0  (mod. m).
O indice o representa as substituigdes para as quaes
p=g=0.

Sendo k£ um numero inteiro, que ndlo seja multiplo de m, a
substituiciio
. kpt+kq
t :kp'lt +kg, {Il‘lﬂd. Hl)
6 identica a (1).
Inversamente, se as duas substituigBes

' = ;: f%g_’ (mod. m)
“
V= %:——i—;' (mod. m)

sam identicas, ellas tZem coefficientes proporcionaes (mod. m).
_ Vamos vér que as substituigdes (1) formam grupo e deter-
minar a ordem d’esse grupo.

Sendo
() - (et

é
& ; Pa t-+ ¢
d{‘u 4 (;p'q t4 q;)
onde
®) \Pa=pp+ P05 =09 +p1

[pi=ppi+p'g:; @=pq+¢q.




Serd (2) uma substituigio do systema, porque, de
pe—p72(0) e pig—piaz0),
resulta
Pr1—ps QI:-E ().

Portanto, as substituigdes (1) formam um grupo. Chama-se
o grupo linear total,

26. Para conhecer a ordem do grupo, é necessario attender
a que, quando se multiplicam os coefficientes p, p', ¢, ¢’ por um
factor inteiro k, o determinante

IIP P’,
lg ¢

da substituigio (1), vem multiplicado por k% Se for

lp P

=] mod. m
P Fl=1 (uod. ),

| Il
isto &, se r P | é residuo gquadratico em relagio ao modulo m,

podemos fazer
pp
r =1
7 7|

Se [;J P é ndo residuo serd

7

(mod. m).

r’w 2, |-=-S (mod. m),

sendo S um determinado ndo residuo.
Portanto, as substitui¢des (1) obter-se-ham fazendo tomar a
P, Py ¢, ¢ todos os valores que satisfagam ds relagdes

(=) P¢—pg=1 (mod. m)
() ¢ —p'e=5 (mod. m).

Vamos determinar primeiramente o numero de substituigles
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cujos coefficientes satisfazem 4 congruencia

(=) P¢—gp'=1 (mod. m).

Fazendo p=0 (mod. m) e dando a ¢’ um valor arbitrario, o
valor de p' que satisfaz a («) dependerd do valor dado a q (que
ndo pdde ser zero).

Combinando o0s m — 1 valores possiveis de ¢ com o0s m va-
lores distinctos que pide tomar p/, temos (m — 1) (m — 1) substi-
tuigdes com p =10 (mod. m). .

Accrescentando a este numzro as m—1 substituigies que,
na hypothese feita, dam origem ao indice oo (que sam as que
correspondem a p’' = ¢ =0) temos ao todo m (m — 1) substitui-
¢hes, com p =0 (mod. m), satisfazendo a (a).

Quando for p=0 (mod. m), podemos dar valores quaesquer
ageap, queo valor de ¢ fica determinado.

Ha, pois, m?* substituigdes por cada valor de p=0 (mod. m).

Para os (m— 1) valores de p=0 (mod. m) havers m? (m— 1)
substitnigdes.

Portanto, o numero total de substitui¢des satisfazendo a () é

m(m—1)+m?(m—1)=m(m?—1),

Haverd egaal numero de substituigles satisfazendo a (3). O
numero total de substitnigdes assim determinado é 2m (m?—1),
mas estas substituigies sam duas a duas eguaes, porque duas
substituigles oppostas dam o mesmo indice em (1).

A ordem do grupo linear total ¢, pois, m (m?—1).

27, As substituighes distinctas que satisfazem & congruencia
. 242
pq' —p'q =1 (mod. m), em numero de m(mﬂ__l], Sormam wm
subgrupo invariante do grupo linear total.
Com effeito, sendo

P79 —pg=1 (mod. m) e ma—@pi=1 (mod. m),

serd

Prgi—peqa=1 (mod. m)
quando for

\p:=ppt+9P; @=0d+pg
(P=pPitPg;  G=pia+d 4.
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Portanto, as substituigdes que satisfazem a (a) formam um sub-

grupo.
Esse subgrupo ¢ invariante, porque, sendo

. 1= (mod, m)

r ?|_ |Pa P
=1 (mod.
|ﬂ‘ g (m m) e 1% 1

sera
p ¥
7 q

e se representarmos, respectivamente, por | a substituigio

=

P“ P;‘JES mod.m-
% il ( )3

o pityg
pt+g
e por g a substituigio

. (mod, m)

Pa t ']‘ Ja

== mod. m

}"uf' + Ta { }’

serd g—!{y uma substituicio cujos coefficientes satisfazem a (a).

m(m*—1)

Ao subgrupo de ordem — 3

substituigBes satisfazem a (u), dd-se 0 nome de grupo modular,
O grupo linear total e o grupo modular téem particular im-

portancia na theoria da transformagio das fancgdes ellipticas e

das equagBes modulares.

do grupo linear total, cujas

28. s periodos das substituigdes do grupo linear total
sam: m, factores de m — 1, e factores de m 1.

Com effeito, se uma substituigio do grupo linear total deixa
fixo o indice ¢;, serd

Pt
b= P!ti']"?’_ (mod. m),

(se forem p, p/, ¢, ¢ os coefficientes d’essa substituigio), oun
P+ —pti—g=0 (mod. m);
ou ainda, suppondo p'S 0O (mod. m).

(@) 2pti+q—pt=(¢—p)+4p'¢ (mod. m)




39

1.° Se
(¢ —p)t+4p'g=0 (mod. m)

e ¢ residuo quadratico, a congruencia (a) tem duas raizes dis-
tinctas ¢;, e ha dois indices que permanecem invariaveis para a
substituiglio

¥ = .;’Ti;":_;r (mod. m).

Representemos esta substituiglo por y,, sejam ¢ e # os dois
indices que permanecem invariaveis, e seja g uma substituig@io
do grupo linear total que transforma os indices ¢, @ #; em t, e t,.

A substituigho g—!7, g conserva os indices ¢, e {_, ¢ da mesma
especie de 7, e deverd ter a forma t' = ¢t (mod. m), sendo ¢ uma
constante. O seu periodo serd um divisor de m — 1, porque esta
substituigio pertence ao grupo metacyclico, sem pertencer ao
grupo cyclico.

Como o periodo de g='y, ¢ é o periodo de y,, vé-se que:

As substituigdes do grupo linear total, que deizam fixos dois
indices, tbem um periodo divisor de m— 1. Sam chamadas substi-
tuighes ellipticas. %

2.° Be

(f—p2+4pg20 (mod. m)

e ndo é residuo guadratico, a congruencia (a) nfo tem raizes e
as substitnigdes, cujos coefficientes satisfazem 4 condigfio supra,
nfo deixam fixo indice nenhum.

Seja 74 uma d'estas substitui¢des e sejam @y, @2 ... as sub-
stituigdes cyclicas em que ella se decompde.

Supponhamos que a ordem k de «; era menor que a ordem
de az . ... A substituigiio 1} nflo seria a identidade e deixaria fixas
as k lettras sobre que opera o eyclo 4y, Como uma substituigio
do grupo linear total sé pdde deixar fixos, quando muito, dois
indices, serd k=2, O eyclo a; opera, pois, sobre dois elementos;
ix serd affim ¢ do mesmo periodo de uma substituigo que con-
tem o cyelo (0, o), representada por

(i) fu -'“';- (mod. m),
onde ¢; é uma constante.

Como o periodo de (i) & 2, 1, serd de periodo 2, e os perio-
dos dos seus cyclos serdm eguaes a 2,




Se toda a substituigio y,, satisfazendo & desegualdade da
hypothese, se decompde em cyclos do mesmo periodo e nilo deixa
fixo nenhum dos m-}- | indices, o seu periodo é um divisor de
m<41.

Estas substituigies do grupo linear chamam-se hyperbolicas.

3." Supponhamos finalmente que

(¢ —p)P+4'¢g=0 (mod. m),

A congruencia (a) tem uma s6 raiz, e a substituigho corres-
pondente deixa fixo um unico indice. Seja t; o indice que a sub-
stituigllo 7, conserva, e representemos por ¢ uma substituigio que
transforma #; em £_.

A substituiglio affim g—!y,¢ conserva t_, ¢ da mesma espe-
cie de 7, e serd da férma

¢ =(t+b).

E uma substitui¢cio do grapo eyelico Giy_q, de periodo m,
A estas substituigles do grupo linear total di-se o mome de
parabolicas.

29. As propriedades fundamentaes do grupo modular sam
as seguintes:

L.* O grupo modular pide gerar-se por meio das duas substi-
tuigdes elementares -

ajt'=t+1 (mod. m)

it =— —;— (mod. m).
Seja, com effeito

Y adusi | d,
s (mod. m)

uma substituigio qualquer do grupo modular, cujos coefiicientes
satisfazem, portanto, 4 congruencia

(1) ¢ —p'g=1 (mod. m).

a) Supponbamos, em primeiro logar, que ¢ p =0 (mod. m).




A relagiio (1) dd-nos

1

p=—— (mod. m),
q

e a substituigiio S pdde escrever-se

S)t' = - S (mod, m),

ou
5=0Y,
sendo

U)t'=t—gqq (mod. m)

Vith=— ql —  (mod. m),
i

q

e U e V pertencentes ao grupo modaular.

E facil ver agora que as substituigies U e V se obtZem a
partir das substitui¢les elementares « e j.

Assim, a substituigiio UJ & a potencia — ¢gg' de a.

Formando a substitnigiio

amte g (e o

Berd
Ky g = t i
a)t = M (mod. m);
& como
V¢ =t+%  (mod, m),
serd
ke t-!-k'
' )t = ) (mod. m).

Tomando k& de maneira a ser satisfeita a congruencia

kk'=—1 (mod. m),
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serd
t+ K

1

——t

k!’

a' o) ' =

Multiplicando 4 direita por

a)'=t+k (mod. m),
vem
T=d"gqd)t= ——J'l-— (mod. m)
_.;_G'. t

?

que, para k'=g, é a substituigio V.

b) Supponhamos agora que é ¢=0 (mod. m). Uma substi-
tuigilo qualquer

.
i —— el
S) 'If 1 '

(mod. m),

satisfazendo a esta condiglo, toma a firma

S) t’E—?t—l - (mod. m),
Ft_i__
. P

em virtude da relaglo fundamental (1). Podemos por 8 = UV
com
t pt
=y Fh g = L™
i e S B

F o
A substituigio U= o',

A substituigio V é o producto 3, tomando foor e

P
¢) Supponhamos finalmente que é pZ0 (mod. m) e ¢SO
(mod, m), sendo

8)¢ = ;ﬁ; (mod. m)

uma substituigho do grupo modular,
O producto

o Pt (g+kp)
Mb)w:;‘-l-{g’—!——kﬂ (mod. m)
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serd uma substituigiio do grupo modular, exprimivel em « e §,
se determinarmos k pela condigiio

: g+kp=0 (mod. m),

(em virtude do caso b). Portanto, a substituigio S serd tambem
elementarmente exprimivel nas mesmas substituigbes « e §.
2,2 O grupo modular ¢ duplamente transitivo.

A substituiglio

. ¢+
S} trEP";' ?l L]
f—;—q
pertencerd, com effeito, a0 grupo modular, se for g=pq —1;

e transformard os indices oo e 0 respectivamente em p e p ——,

quacsquer que sejam p ¢ ¢/, 0 que mostra ser o grupo modular
duplamente tramsitivo.

3.2 O grupo modular sé contem substituigles pares.

Basta mostrar que sam pares as substituigies elementares «
e b
A substituiglo )¢ =t 1 (mod. m) é parabolica, e tem por

periodo m: é, portanto par. A substituiglo ) ¢/ =— i~ (mod. m)

& elliptica ou hyperbolica, contend Saair e
a 'lFI ¢ea ou lyPEI Jolica, contendo, no Fr]mellﬂ Casd; —g—

2
1
cyelos de duas lettras, e, no segundo caso, --n-’;_ cyelos de duas
lettras; &, pois, tambem uma substituigio par.
4.* Quando for m =3, o grupo modular coincide com o grupo
alterno sobre 4 elementos :

a

¥

Ay, G4y az.

i (

Com effeito, para m =3, a ordem mé—-‘l] do grupo mo-

dular 6 12; elle &, pois, um subgrupo de indice 2 do grupo
total sobre os gquatro elementos a_, a,, i, aa.
formado por todas as substituigdes pares e coincide, por
isso, com o grupo alterno.
5.* Para valores de m maiores que 3, o grupo modular é
simples.
Representemos por M, o grupo modular sobre os m+ 1 ele-
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mentos

SR SRR IR S

e supponhamos que M, admittia um subgrupo invariante M".

Vamos vér que M{' nflo pdde conter substituigles paraboli-
cas, nem substituigdes ellipticas.

a) Seja g;, com effeito, uma substituigho de M{”, que sup-
pomos parabolica, e seja @; o elemento que essa substituiglio
conserva. Por ser transitivo o grapo modular M, haverd uma
substituigio ¢ em M, que troca a; por a_. A substituigho g—'g;g
pertence a M{", por ser M{" invariante em M,, e conserva o
elemento a_. Ella serd da férma

g lgigt =t+k (mod. m),
com

kSO (mod. m).
Em M{" existird, pois, a substituigio
(g 'gig)k ' t'=¢t+1 (mod. m)

que & a substituiglio elementar «,
Por ser § uma substituigiio de M, o subgrupo invariante M}"
conterd tambem a substituigiio

” ] ¢
S=p"4g1g:9)Blt = gy g (mod. m),

qualquer que seja o valor de k20 (mod. m).
Fazendo k=1 na substituigio S, o grupo M{' conterd a
substituiglo

uSa) t' = ~_—}-r (mod. m)

Portanto, M{"", contendo « e §, coincide com o grupo modu-
lar M,. Um subgrupo invariante do grupo modular ndo poderd,
pois, conter substituigles parabolicas,

b) Supponhamos que a substituigho ¢; do subgrupo inva-
riante M{" & elliptica. Como o grupo modular é duplamente tran-
sitivo, M{" conterd uma substituigio affim de g, que conserva
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0s indices 0 e co. Essa substituigio serd da férma

gi)t' = itl— (mod. m).

k
Existird ainda em M{" a substitui¢iio
(atgi)git]t =t+(k*—1) (mod. m).

Como esta substitui¢lio & parabolica, recaimos no caso ante-
rior ; e, portanto, um subgrupe invariante do grupo modular nio
pdde conler substituigies ellipticas,

¢) Se houver algum subgrupo invariante do grupo modular,
86 poderd, pois, conter substituigdes hyperbolicas,

Continuemos a representar por M{" esse subgrupo invariante.
A sua ordem deverd ser divisivel por m + 1.

Com effeito, sendo o grupo modular duplamente transitivo e
gi uma substituiglo de M;", contendo o eyclo (a;a; . ..), haverd
uma substituiglo g em M; que transforma g; noutra substituigio
de M{", contendo o cyclo (a_, @ ...), onde ay é um elemento
qualquer,

O grupo M{’ serd pelo menos uma vez transitivo, e a sua
ordem um multiplo do numero m -+ 1 dos elementos.

A ordem de M;", serd, portanto, um numero par, havendo
uma substituiglo g; de periodo 2, e uma substituiglo affim de ¢
onde figura o cyclo (0 »), da férma

g) O —— ;‘?1. —  (mod. m).

_kg

Pertence tambem a MV a transformada

1
e A =L
prlgiplt =—7—  (mod.m),
e o producto
+ 2
S=f~gif)gilt =—75— (mod. m)

k2
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que & uma substituiglo elliptica, excepto quando for

kiE';—i (mod. m) ou k*=1 (mod. m),

porque, nesse caso, ¢ S=1.
e S for uma substituiglio elliptica, o subgrupo invariante M’
nilo existe, como vimos no caso b).
Sendo k*=1 (mod. m), como, por outro lado, é m=3 (mod. 4),
(por ser g; hyperbolica) serd

k =+ 1(mod. m)

e g; coincide com [. Neste caso, sendo

Ut =5i1% (mod. m)
uma substituigo qualquer de M, existird em M{’ a substituigiio
U-1 i U=T-1T,
representada por

—(pp +99)t+ (#*+ )
St ;:3)}: - tga’ Te « L %

g!

I

cujos coefficientes deverdm satisfazer 4 congruencia
pd—pg=1 (mod. m).
Fazendo p' = ¢' =1, deverd ser
p—g=1 (mod. m);
determinando p e ¢ de modo a ser tambem satisfeita a congru-

encia
p+g=0 (mod, m),

BETH
p=—2¢=1,
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e a substituighc U~ U serd representada por

= (mod. m).

—2¢

Como é k=2, deverd ser satisfeita a congruencia

2=+4+1 (mod, m),

e, portanto, m=3.
O grupo modular sé admilte subgrupo invariante, formado
por substituigbes hyperbolicas, quando for m = 3.

Adiante se verd que o grupo alterno é tambem sempre um

grupo simples, exeepto quando opera sobre 4 elementos, coinci-
dindo com o grupo modular sobre 3|1 elementos :

Gyy Opy G4y G2
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Composi¢ao do grupo total e do grupo alterno.
— Ordens possiveis de grupos simples

30. Vimos que o grupo alterno é um subgrupo de indice 2
do grupo total. Vamos vér agora que elle é o unico subgrupo
d’esse indice contido no grupo total.

Demonstremos, para isso, o seguinte

TaeoreMA. — Se um grupo G de substituigdes sobre n ele-
mentos contem todos os cyclos possiveis de ordem k, o grupo G
coincide com o grupo alterno ou com o grupo total.

1.° S¢ja k=2. Nesse caso o grupo G contem todas as trans-
posigles e, por consequencia, todas as substituigies possiveis
sobre n elementos : coincide com o grupo total,

2.° Seja k=3. O grupo G contem todas as substituigdes ey-
clicas sobre 3 elementos. Elle conterd todas as substituigdes
pares. Com effeito, cada substituigho par é um producto de um
numero par de transposigles; e o producto de duas transposi-
¢Oes é um cyclo de 3.* ordem, se as duas transposigdes tiverem
um elemento commam, e é um producto de dois cyclos de 3.*

ordem, se as duas transposigdes nflo tiverem elemento commum.
Assim

(@ az) (a @3) = (@1 a2 az); (a1 az) (a3 as) = (a3 a3 ay) (ay a2 a3),

Se o grupo G contem todas as substituigdes pares, coincide
necessariamente com 0 grupo alterno, ou com o grupo total.
3.° Sgja k> 3. Este caso reduz-se ao precedente, porque
tedo o cyelo de 3.* ordem é exprimivel pelo producto de dois
eyclos de ordem % > 3.
i
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1. Sejam ay, w2 ... @, as substituigles de um subgrupo
.
Gy, de indice 2, do grupo total ;.
Se for g uma substituigiio de G, nilo pertencente a Gy, a
substituigio g* pertence a Gy, Com effeito, sendo

Uiy @3 s . Oyt
[

(i, 20 .. r;,_'!;g
2

todas as substituighes de G, se fosse

ag =g’

seria ¢ —a, 0 que ¢ contra a hypothese. Todas as potencias
pares de g pertencem a Gy, e, portanto, o periodo de g ¢ par,
porque em Gy, como em todos os grupos, fignra a identidade.

Como a substituigho ¢ é qualquer, nllo pertencente a Gi,
conclue-se que Gy contem todas as substituicles de periodo impar,

Como os cyclos de 3.* ordem sam de periodo impar, Gy con-
tem todos os eyclos de 3.* ordem, e coincide, em virtude do
theorema anterior, com o grupo alterno.

O grupo totul tem um unico subgrupo de indice 2: o grupo
alterno,

O grupo alterno ¢é subgrupo invariante do grupo total.

Porque, se for o; uma substituigho do grupo alterno e g uma
substituiglio impar, a substitui¢gho g—'«; g é par e pertence, por-
tanto, ao grupo alterno,

32. THEOREMA. — Quando o numero de elementos ¢ diffe-
rente de 4, o grupo alterno é o unico invariante do grupo total,

O theorema & manifestamente verdadeiro quando o numero
de elementos ¢ 2 ou 3.

Seja n o numero de elementos sobre que opera o grupo G
e supponhamos que elle admitte um invariante G, differente do
grupo alterno.

Entre as substituigdes de Gy nilo figura nenhuma substituigio
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eycliea; porque, se fisse gy um cyclo de ordem k, pertencente
a Gy, todos os cyclos de ordem k (transformados de gy por meio
das substituigies de G,,) pertenceriam a G, e este grupo coin-
cidiria eom o grupo alterno on com o grupo total,

Cada substituigio de Gy, decomposta em factores eyclicos,
conterd, pois, dois ou mais factores. Seja

gi=(ajas .. Jl@ag i) e
a substituigiio de Gy (differente de 1) que troca menor numero de

elementos.
A transformada de g

gr={a as ...)(@aq « J ...

pertencerd a Gy, bem como o producto
gigi=(aiaz ...)%.

Mas este producto deverd ser a identidade, porque de con-
trario trocaria menos elementos que g;. O primeiro eyclo de g; é,
pois, uma transposiclo (ayas), e o mesmo se dird de todos os
outros, Serd

gi= (a1 az)(azas) ...

As transposigdes de g; nflo podem ser mais de duas; porque,
se fOssem tres,

gi = (ay az) (a3 as) (as as),
por exemplo, pertenceria a Gy a substitui¢io

gi = (i a3) (az ay) (a5 as),
e o producto

g1 9i =(ay a;) (a2 a3)
que troca menos elementos que g;. Serd, portanto,
gi=(ay aa) (03 ai).

O grupo Gy conterd os productos de duas transposi¢ies com
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elementos diversos; conterd a substituigio
gk = (w1 @) (as av),
ge existirem pelo menos cinco elementos, e, portanto, o producto
gi gx = (ay az as).

Mas este producto troca menos elementos que g;; logo, o
grupo Gy, nas condigdes da hypothese, niio péde existir, quando
o numero de elementos for maior que 4; o que demonstra o
theorema,

Se o numero de elementos for 4, o grupo Gy conterd, como
vimos, as substituigles seguintes:

1 = (ay az) (a3 az)

s.‘fﬂ = (ay a3) (a3 i)

g3 = (a1 as) (a2 a3)

\gs=1

formadas por duas transposigBes com elementos diversos.

E um grupo de 4.* ordem, subgrupo invariante de indice 6
do gropo total Ga. Este grupo tem grande importancia na theo-
ria das equagles algebricas de Gavrows, e foi designado por
KLEeIN com o nome de Vierergruppe,

33. TuroreMa. — O grupo alterno é wm grupo simples,
quando ¢ differente de 4 o numero de elementos sobre que operam
as substituigles do grupo.

Seja G, o grupo total sobre n elementos, G.; 0 grupo al-

3
terno, e supponhamos que G,; admittia um subgrupo invariante
maximo Gy, ]

O grupo Gy nio é invariante em (,,, porque este grupo
admitte como unico invariante o grupo alterno. Portanto, se for g
uma substituigho impar do grupo total, o grupo transformado
Ga=g-1Gy g nllo coincidird com Gy ; mas como

Guy=g"'Gu g,
E) 2
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por ser G,; invariante em G, seri ainda G invariante maximo
em G,r 7

B

Se for & a ordem do subgrupo G3 commum a Gy e Ga, e
a ordem de Gy e de Gs, serd, em virtude de um theorema de-
monstrado,

n! K i3
G YT e e ST
5

Mas Gy e G2 sam permutaveis e, portanto, qualquer que seja a
substituigio g; do grupo total, os grupes (1) g7 G, g, e (2) g1 Gay,
coincidem com Gy e Gz, ou com Gz e Gy respectivamente.
Como g7'G,g, é o subgrupo commum a (1) e (2), serd
97! Gy 9,= G, e, portanto, invariante em G,,.
A ordem k de Gy serd, pois, a unidade, porque G,; s6 tem
!

eomo invariante o grupo alterno, e k}=’;—', o que é absurdo (1),

Fica assim demonstrado o theorema.
Quando fir n =4, o Vierergruppe, invariante do grupo total
e 86 contendo substituigies pares, é invariante do grupo alterno.
Do que fica dito resulta que, em geral, o grupo total admitte
r

a unica serie de composigio: 2, % ¢ ndo é, portanto, um grupo
resoluvel, quando fior n> 4.

Sendo n =4, a serie unica de composigiio do grupo total &
2,3,2, 2 e o grupo & resoluvel.

34. Nio ha um eriterio geral para verificar se um numero
inteiro k& péde ser ordem de um grupo simples. Ha criterios par-
ticulares, baseados nas propriedades geraes dos grupos, e nas
seguintes proposi¢des fundamentaes :

1.* Todo o grupo, cuja ordem ¢ um numero primo, é um
grupo simples,

2.* Todo o grupo, cuja ordem é potencia inteiva ¢ positiva de
um numero primo, é um grupo composto.

3.* Todo o grupo cuja ordem ¢ producto de doeis numeros pri-
mos, € um grupo composto,

(') Com effeito, os factores primos que figuram na decomposigio de i3
i
téem todos expoente par, ¢ na decomposigiio de 12'— nio péde figurar com
expoente superior a 1 o maior numero primo contido em #.
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Com effeito, um grupo, cuja ordem satisfaz & hypothese de
qualquer das duas ultimas proposigles, é resoluvel, com uma
gerie de composi¢io formada por mais de dois termeos.

4.* Seja G um grupo simples de ordem k& e m" a maior po-
tencia do numero primo m contida em k. Em virtude do 2.°
theorema de SyLow (*), haverd em G mais de um subgrupo de

ordem m"; sejam elles
(u) Gi: Gs ... Gy

Os transformados de (), por meio de uma substituigio qual-
quer de G, sam os mesmos grupos(a) por outra ordem. A cada
substituigio de G, podemos, pois, fazer corresponder uma sub-
stituiclio & sobre os elementos (a).

As substituigdes A formam um grupo H, isomorpho de G,
cuja ordem nio pdde ser supevior a k.

O isomorphismo de G ¢ H é necessariamente holvedrico, por-
que G é um grupo simples.

O grupo isomorpho H sé contem substituicles pares, por ser
um grupo simples.

Applicando estes principios, mostra-se que o unico numero
composto, menor que 100, que pdde ser ordem de um grupo sim-
ples & 60,

E a ordem do grupo alterno sobre D elementos e do grupo
modular sobre 441 elementos.

(1) Porque o numero s d'esses subgrupos ¢ o indice do maior subgrupo
de G que 08 contem como invariantes, E esse indiee é maior que 1, por ser
G um grupo simples,
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Generalisacio do conceito de isomorphismo.
— Grupos de subtitui¢ées lineares de ordem finita

35. O conceito de isomorphismo, estabelecido para os gru-
pos de substituigdes, ¢ susceptivel de se generalizar a grupos
de operagbes quaesquer (para as quaes tenha sentido a definigiio
dada de grupo).

Se as operagdes que entram na constituigio do grupo A sam
de categoria differente da categoria das operagdes que entram
na constitnicio do grupo B, diz-se que os dois grupos A e B
sam holoedricamente isomorphos, quando é possivel estabelecer
uma correspondencia biunivoca entre as operagdes do grupo A
e as do grapo B, tal que ao producto de duas operagles quaes-
quer a e @ de A corresponde o producto das operagdes b et
de B, res]mtrtivameuta corres]mndentea aaeada.

Estabelece-se assim a no¢iio de isomorphismo sob um ponto
de vista meramente abstracto, que augmenta a sua importancia,
pois permitte substituir um grupo finito de operagdes quaesquer
por um grupo isomorpho de substituigBes.

Com effeito, seja

2, »ew ﬂ;‘-:]

(].) A{;n‘.’lt, a2
um grupo de operagdes quaesquer, satisfazendo s condigles da
defini¢io.

Se multiplicarmos todas as operagbes de A por qualquer
d'ellas a;, as operagdes

(2) ayay, Gaa5 «.. O dy

figuram todas em (1); de resto, se as operagbes (1) sam todas
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distinctas, as (2) sam tambem distinctas, porque, se fosse
@ @y = a4y ay,

seria a;=ay, Portanto, as operagBes (2) sam as mesmas opera-
gles (1) por outra ordem,

A multiplicagio das operagBes (1) por a; equivale, pois, a
effectuar sobre os elementos (1) a substituicio

@y y @2y, <. dpdy
by =
al| a2 w e .

A cada multiplicador a, corresponde uma substituigio b,. As
substituigdes &, formam uwm grupo, porque ao multiplicador a; a;
corresponde manifestamente a substituigho bk, se forem b, o b,
as substituigdes respectivamente correspondentes aos multiplica
dores a; e a;.

A dois multiplicadores distinctos correspondem substitnictes
tambem distinctas, e o grupo B das substituigies by ¢ holoedrica-
mente isomorpho com A, e, portanto, da mesma ordem k.

A operagio de A, que corresponde 4 identidade em B, éa
operagiio identica em A.

Uniformisa-se assim o estudo dos grupos de operagbes de
ordem finita (%).

36. Uma categoria importante de grupos de substituigdes,
que de certo modo realisa uma transigiio para os grupos de
transformagdes de Lik, é a dos grupos de substituicles lineares
sobre uma variavel,

(') Entende-se sempre que as operagdes em questio satisfazem &s con-
digdes fuudamlgntaes que figuram na definigio de grupo, tal como tem sido
apresentada. E a defini¢llo de grupo que convem 4s substituigies e que
Gavors estabelecen; ¢é a que nos interessa, para o estabelecimento da theo-
ria das equagdes algebricas,

O conceito de grupo generalizon-se, a nogio de grupo invadiu todo o
campo da Analyse, deu logar a theorias mais vastas e complexas, eomo &
a theoria dos grupos de transformagdes de Sornus Lix, mas o typo da theo-
ria primitiva conservou-se, orientando as novas investigagdes & fornecendo
até a nomenclatura,

A profunda analogia entre estas theorias, resultante do coneeito fun-
damental de grupo que em todas ellas domina, justifica, de resto, a affini-
dade de exposigio que todas ellas téem com a theoria dos grupos de sub-
stituigdes,
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T@em estes grupos uma importancia capital na theoria das
equagdes algebricas de GALOIS, e sam susceptiveis de uma no-
tavel representaglio geometrica, em que sobresie com toda a
nitidez a nog¢llo do grupo.

Seja z uma variavel complexa, e z' outra variavel ligada
com z pela relaglio

2

M N n

rz+q

onde p, ¢, p/, ¢ sam constantes quaesquer que niio annulam a
differenga pg' —p'q, (porque nesse caso 2z seria independente
de z).

Se for z' uma nova variavel ligada com 2 pela relaglio

: 7+ o o
(2) - LA _ii:.z' +g_: - 4 com Pi—pi g] 2 O,
serd
E R itk I8
> PeE+qa

ondaa

p=ppitp'p; @=intdq

ri=pp+p'0;  a=qpr+9q,
e portanto

prga—paqa 2 0.

Vemos, pois, que as eperagles (1) sam susceptiveis de se
multiplicar, conduzinde a uma operagio da mesma categoria,
Gozam, pois, de todas as propriedades das operagles agrupa-
veis, visto que esses productos satisfazem evidentemente 4 lei
associativa.

Podemos considerar as operagdes (1) como verdadeiras sub-
stitui¢des, operando sobre um numero infinito de elementos. Cada
ponto z do plano é substituido pelo seu correspondente 2/, O nu-
mero de elementos &, de resto, de secundaria importancia no
conceito de substituicfio, .

Vamos vér que é possivel distribuir todos os grupos finitos
de substituigdes lineares por cinco categoriae differentes, exa-
minando para isso as propriedades geraes d’esses grupos.

37. Substituindo em

T
M) ¥ et




b8

a variavel 'z por outra ¢, ligada com ella por meio da relaciio

; ra--s
(2) i v

onde », s, v, &' sam constantes quaesquer que nXo annullam a
differenga »s' —r's; e substituindo a variavel 2 por outra ¢ li-
gada com ella pela relagiio

rz 48
g pag . FEIEEE!
(3) ! r'e ¢

eujos coefficientes sam os mesmos de (2), ficard ¢ ligada com ¢
por uma relagfio linear que se diz transformada de (1).

Se a substituiglio (1) fizer parte de um grupo G, as trans-
formadas das substituigdes do grupo G por (2) e (3) formam um
grupo G', que se diz transformado de G pelos parametros r, s,
o

Consideramos pertencentes ao mesmo typo de G todos os seus
transformados,

Chamam-se pdlos de nma substituigho linear (1) os valores
de z que a substituigio conserva, e que satisfazem, portanto, 4
equagio

g == ‘;ti—z—i_— g, 1
yety
ou

(4) Pe+(¢ —p)z—g=0.

Os pdlos de uma substitui¢iio linear sam dois; quande fir
p'=0, um d’elles serd z= o ¢ o outro serd z= —-;—c—l— .

Os pélos da transformada de uma substitnigfo linear (1) sam
os pontos transformados dos pdlos da substituigio primitiva (1),
Uma substituigho que tem por pélo o infinito é da férma

2 = fz—g,'i = kz+ k.

Se o segundo pélo for tambem o infinito, serd p=¢ e a
substitui¢iio serd da forma

(5) g=z+k
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Uma substituigio linear da férma (D) ndo pdde fazer parte de
um grupo finito, porque o seu periodo é infinito : nenhuma po-
tencia de (D) reproduz a identidade,

Nao péde, pois, fazer parte d'esse grupo finito nenhuma
transformada de (D), isto &, nenhuma substituigio com pélos
equacs,

38. ToeorEMA, — Se k substituigles lineares de um grupo
finito G tiverem um pélo commum, ellas them tambem o segundo
polo commum e formam em G um subgrupo cyclico.

Sejam

. petaq . petq@ . pEtT @
(1) z1=--— == T TR MR I et R e
P2t q2 Prz+ Gk

k substitnigdes de um grupo G, tendo todas o polo a. Serd

Gt e opmta. o e
pia-+q  patqa Pt + Qi

As substituigdes (1) formam um grupo, porque o producto
das substituigles z; e z; serd

2 s L bk
@ s PETO
fazendo 2z =a, vem

2Zi,a=a,

e a substitui¢io (2) pertence, portanto, a (1).

Effectuando uma transformaclio linear da variavel, de modo a
transportar para o infinito o pélo a, o grupo transformado de (1)
serd

(2) zi=2, n=0bz+b, ...z5=bz+b,
onde a primeira substituiglo representa a identidade, que neces-
sariamente existe em todos os grupos, e que admitte por péle a,
como qualquer outro ponto do plano.

O periodo de qualquer substituiglo de (2) é um factor da
ordem k do grupo, e portanto, a potencia k de qualquer d’ellas
serd a identidade; d’onde

B, bl

3
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o que mostra que bs, by ... b sam raizes de grdo k& da uni-
dade. Essas raizes sam todas distinctas ; porque, se fosse by = b3,
o producto da substitui¢io 2, =5,z + b, pela inversa

2n—b;

ki de z=2bz+0b,

seria uma substituiciio

© ='=E‘_ff§=f5"=z+,?’.a.;’ﬁ

do grupo (2). Como as duas substitui¢ies z, e z, sam distinctas,
nilo pdde ser tambem b, = b,; a substituigo (c) seria, pois, de
periodo infinito e pertenceria a um grupo finito, o que é absurdo.

Sendo distinctas, b, ... b, sam todas as raizes de grdo k da
unidade, e as substituigdes

(3) = n=bkE ...5=02

formam manifestamente um grupo cyelico de ordem k, tendo
cada substituicio os dois pdlos 0 e oo,

Mas o grupo (3) é transformado de (2). Com effeito, pela
transformacilo linear
by

{E!) g=z— b; 1

as substituieles

a=bztb, e r=bztb
do grupo (2) convertem-se respectivamente nas substituigdes

2y =1DUy2

@) P PR LS . P ]

do grupo transformado de (2) por meio de (x). A este mesmo
grupo pertencerdm as substituigdes

23,9=>bibsz+ bady
2"3_3 = b3 byz + ds.
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Estas duas substituigdes, pelo que fica dicto, nfio poderdm
ser distinctas e deverd, portanto, ser byds=ds; como b3Z1,
serd dy =0. A substitui¢io (B) pertence, pois, ao grupo (3), e o
mesmo se mostraria de qualquer substituigio do grupo transfor-
mado de (2) por meio de (a).

O grupo (3) é egunalmente transformado de (1) e este serd
um grupo cyclico, cujas substituicles tfem todas o segundo pilo
commum,

39. Seja Gy o subgrupo cyclico formado por todas as sub-
stituigles do grupe G que t€em a como pdlo commum, e

Pez+ qe
P+ e

g)d =

uma substitui¢io qualquer de G, nflo pertencente a Gy.
As substituigdes do subgrupo transformado de Gy por meio
de ¢’ admittem, como pélo commum,

& =P¢“‘ + ge d
pet + qe

Os polos a e a' dizem-se equivalentes; cada um d’elles é com-
mum a um mesmo numero k de substituigdes de G, (incluindo a
identidade).

Se for n a ordem de G, o numero de pélos distinctos da

h 4 ; ; : n
mesma classe de equivalencia de a é manifestamente 7 © como
cada um d’'elles é commum a k—1 substituigdes (nlo contando
i n * .
a identidade), serd (k—1) % ° total de pélos d'esta classe, con-
tando cada um d’elles tantas vezes quantas as substituigles a
que pertence.

Por outro lado, admittindo cada substituigio dois pélos dis-
tinctos, os pélos das substituigdes do grupo G de ordem » serdm
em numero de 2(n— 1), niio contando a identidade. Sendo s o
numero de classes de equivalencia dos pélos de G, terd logar a
relagiio

() £ 2 (l—1)=2(n—1)

que permitte estabelecer, como nos propuzemos, a existencia de




ecinco categorias possiveis de grupos finitos de substituigies li-
neares.

40. O numero de classes de equivalencia nio pdde ser supe-
rior a 3, nem inferior a 2.

Com effeito, escrevendo a relagiio (1) do paragrapho ante-
rior sob a férma

(1) b (1_;__i)=2_1

i={ n

vé-se que, se fisse s=4, o primeiro membro seria maior ou
egual a 2 (por ser k; = 2), sendo o segundo membro menor que
2; se fosse s =1, o primeiro membro seria menor que 1 e o
segundo maior ou egual a 1.

a) Para s =2, a equagio fundamental toma a férma

g AR M S
(3 “-"L‘-l + 3

3 n

Como %y e ks, ordens de subgrupos de G, ham de ser divi-
sores de n, teremos necessariamente ky = ks =n,

Como &y é a ordem de um grupe cyclico, ha em G uma
substituiclio de periodo ki =n, e o grupe G ¢ um grupo cyclico.

Todas as suas substituigies t@em os mesmos dois pélos; ef-
fectuando wmna transformagiio linear conveniente, esses dois polos
coincidirdm, respectivamente, com 0 e @ e as substitnigles do
grupo transformado (egualmente cyclico) serdm da férma

;E:a"z(i-.:.ﬂ., | ﬂ-——l}

onde « é uma raiz primitiva de grdo n da unidade.
b) Para s =3, a equaglo fundamental toma a férma

1

Lo
< kb

1

Os numeros ki, ks, ks nilo podem ser simultaneamente maio-
res que 2, porque o 1. membro de (3) seria menor ou egual a
1. Supponhamos ky=2; a equagio (3) toma a forma

: 1 153 R
4) ;'Tg—i_'.‘_;;_ki;.‘—} ]
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Os numeros k2 e k3 nlio podem ser ambos maiores que 3,

b | -

porque o 1.° membro seria entio menor ou egu: 1l a —
Fazendo ks =2, a equaglio (4) toma a férma

5]
(3) %.—,%; donde ks =
3

0|2

Fazendo ks =3, a equagiio (4) toma a férma

s e . Ao
(6) I.-I- —_ (—; i ? 3 (I. I:Il'lile ,‘I.:" < b

Temos, pois, 0s segnintes casos possiveis, satisfazendo a (3)

Y ) k=2, k=2, k==

¥ N e R G L R T
B B ki3 hy=4 a4
lﬂl“-_] ky == ..II ky = :;, ks=5 E:H = 60,

Estes quatro typos de grupo formam com o typo cyclico as
unicas cinco categorias possiveis de grupos finitos de substitui-
¢oes lineares. Sam todas distinctas, como vamos vér,

4L, Seja G um grupo de ordem n, do typo (¥):
ky=ka=2, ky=—-

O grupo G é necessarinmente de ordem par, admittindo um
n

subgrupo cyclico Gy de ordem Ay — i

Se for g' uma substituiglo de G, nlo pertencente a Gy, e
Gi=(1, ¢, 9% o)
as substituigles
1 i r'! R ﬁ.lldﬂ1
(1) el Far iy
g 9 9'9. 08
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sam todas distinctas, pertencentes a G, e em numero de n; sam
todas as substituigbes do grupo G.

s substituigdes do subgrupo cyclico Gy j& vimos que se
pode dar a forma normal

£=a‘z(£=0, 1,29 %-_1),

onde « é uma raiz primitiva do grdo 12—‘ da unidade.

Resta determinar a férma das substituigdes da 2.* linha
de (1).
As substitui¢Bes
¢, 99> ---9"'9)

devem coincidir, por outra ordem, com as substituigdes

@, g9, -o. g,

e, portanto, deverd ser

@) 97/ =g¢* (ESn—1).
Representando ¢' por 2/ = fu q, a egualdade (2) toma a
forma Pe+¢’

}mz-l-g _}_Jz-E-g
puatqd prig

que s pide ser satisfeita por

p=g¢g=0, ou p=¢g=0,

A ultima soluglio deve pir-se de parte, porque daria a ¢’ a
férma

z =

e

todas as substituigdes de G teriam os mesmos dois polos com-
muns, e o grupo G seria cyclico.




(15}

A primeira solnglio di a ¢' a forma

q c

—] -}?'&; = “ .
Effectuando a transformaglio linear z' = — cz, as substitui¢des

do grupo G podem pir-se sob a forma
[ 2/ = iz
I[ i I.!jl [£=0, 1,2 “ae ﬂ-—-]).
==

-
-

Os grupos das duas categorias esiudadas sam os unicos que
podem admittir invariantes eyclicos, :

Com effeito, se um grupo G admitte um invariante eyelico
Gy, que supporemos maximo, cujas substituigies sam da forma
z'=a'z, 86 poderd haver em G substituigdes g da forma

f=ez ou g=—;
b4

para que a transformada g—'gi g de qualquer substituiglio g, de
Gy seja ainda uma substituigho de Gy e, portanto, da férma
g'=alz.

Se houvesse em G substituiges da forma 2/ = ez, além das
de Gy, Gy nlo seria um invariante maximo, como suppozemos,
porque haveria em G um invariante cyclico contendo Gy.

Se as substituigdes de G, nflo pertencentes a Gy, forem da

c :
forma 2= —, o producto de duas quaesquer d’ellas,
z

gerd uma substituiglio z’=%z de Gy. O grupo G serd, pois,

formado pelas substitui¢des de (G4, potencias de uma mesma sub-
stituigho g(, e pelos productos das substitui¢d=s de G, por uma

mesma substituigiio z'=%. E um grupo da segunda categoria.

b




42, St-ja Gya um grupo do typo
:!u""} n=12, k=2, ka= 3, k=4.

Para determinar a forma das substituigdes do grupo G,
vamos mostrar que elle é holoedricamente isomorpho com um
grupo alterno de substituighes sobre quatro elementos.

Em virtude do 2.” theorema de SyLow, o numero n' de sub-
grupos de 3." ordem de (G4 serit umn divisor de 12, satisfazendo
4 congruencia n'=1 (mod. 3), e teremos, portanto, ' =1, on
n'=4.

Como #' & o indice em G,3 do maior subgrupo que contem
como invariante um d'aquelles subgrupos de terceira ordem, niio
poderd ser n'= 1, porque entlio o grupo Gya conteria invariantes
eyelicos.

Serdm, pois, 4 os subgrupos de 3.* ordem de Gya, que re-
presentaremos por

(1) G;, G;, Gi, G

e que sam, ainda em virtude do 2.° theorema de SyLow, trans-
formados uns dos outros por meio das substitui¢ies de Ga.
Sendo g uma substitui¢iio qualqner de Gy, 08 grupos

(2) ¢'Gig, ¢'Gig, g 'Gig, g 'Gig

serdm, pois, os mesmos subgrupos (1), por outra ordem. A cada
substituicio linear g de G2 corresponde wina substitui¢hio sobre
os elementos (1) e ao grupo (Gya uurl'usimnliu um grupo transitivo
A de substitui¢des sobre os elementos (1) com o qual Gz & iso-
morpho.

Chamando k ao grdo de meriedria d'esse isomorphismo, serd

JL-’=—I-_- a ordem de A, que deve ser um multiplo de 4. Portanto,
L]

serd k=1, ou k=3, A uliima solugio ¢ impossivel, porque 4
identidade em A corresponderia em Gz um subgrupo cyclico
invariante de 3.° ordem. Os dois grupos Gyz e A sam, pois, como
se queria demonstrar, holordricamente isomorphos, e o grupo A,
dé ordem 12, é o grupo alterno sobre os quatro elementos

G3, G3, G3 Gs.

Todas as substituigles de A se obifem a partir das tres ge-




neratrizes
@ = (G3 Gy) (G G3)
a = (G3 G3) (G3 GS)

a3 = (G G3 Gi),

Representando por gy, g2, @3 as substituigdes de Gys, res-
pectivamente correspondentes a a;, az, a3, todas as substituigies
de Gy2 se poderdm egualmente obter a partir das generatrizes
1y, 924 fa.

As substituigies , e «; sam de perioduv 2; portanto, uma
das substituigles g1 ou ga, (supponhamos 1), serd da férma

Z=—z,

(depois de reduzida 4 férma normal).

A férma de g3 fica immediatamente determinada, pois que,
sendo o' o, 4y = a,, serd tambem g;' g, 4, =g, 0 que exige que
gs tenha qualquer das férmas

onde ¢ é uma constante. Por ser g3 de periodo 2, ella coinci-
diria com gy (depois de reduzida & forma normal), se fosse
)8 = cz. >
- \ ] - . ¥ 4
Deverd, pois, ser g3) 2’ = —, ou, depois de reduzida & forma
z
. 1
normal, gi1)z' =—,
2
Para achar a férma de g3, basta attender a que, existindo
entre oy, 3, a3 as relagdes

Glogty=ay € o ayqa=0a,

deverdm existic egualmente entre as suas correspondentes em
Gz as relagles

' B =g ()

97 69 9:=9 (7).

Suppondo g3 da férma geral

rityq
rz! |’

NnE= 5
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as relagles (1) e () conduzem ds seguintes identidades :

S5 e A e L
ptgz pzt+q
g —"Pz P.lz _!__ fj'll \ 2
d’onde

p==ip, ¢=tig=TFip, ¢=xp.
Podemos, pois, tomar para g3 uma das quatro férmas

z+1 z2—1
B g=+i (3).

£ =L —z4+1

Dando a g3 a forma

e facil & verificar que todas as substitui¢des (3) pertencem a Gya,
por serem combinagdes de qualquer d'ellas com g1 e ga. Podemos
agora escrever todas as substituigdes de Gz, que sam:

z’=jﬂiz_l
z+1

g—1i

SiigrE)
— Bt

2 =

sendo as quatro ultimas as inversas das quatro substituigdes (7).

43. Seja Ge um grupo do typo

{br'r) kl = F 21 ks = 3’ ,'.';2-;1 n=24.




G9

Uma analyse analoga 4 precedente vae indicar-nos a forma
das substituicdes dos grupos d'este typo. Assim:

Todo o grupo d’esta categoria é holoedricamente isomorpho
com o grupo total sobre 4 elementos.

Com effeito, o numero »n' de subgrupos de 3.* ordem de Gas
serd um divisor de 24, satisfazendo 4 congruencia

n=1 (mod. 3),

e, portanto, s6 poderd ser n' =1, ou n'=4. A primesira hypo-

these nfio péde verificar- ‘88, porque G4 conteria invariantes cy-

clicos de 3.* ordem, e 86 0s grupos dos dois primeiros typos po-

dem admittir, como vimos, invariantes eyelicos, Serd, pois, n'=4,
Sejam

(1) Gs, Gi G Gi

os quatro subgrupos possiveis de 3.* ordem, que sam transfor-
mados uns dos outros por meio das substitui¢bes de G, Exis-
tird, analogamente ao que succedia no caso anterior, um grupo
transitivo A de substitui¢des sobre os elementos (1), isomorpho
com Ga. Seja k o grdo de meriedria d’esse isomorphismo: a
ordem

do grupo A deve ser um multiplo de 4, e portanto,
k=1, k=2, k=3 ouk=6,

Se fosse k=6, seria esta a ordem do subgrupo Gy de Gy
correspondente 4 identidade em A; e como o unico factor s de 6
que satisfaz & congruencia s =1 (mod. 3) é a un'dade, o grupo
(¢ conteria, em virtude do theorema de SyLow, um unico sub.
grupo de 3.* ordem, cyclico, que seria invariante em Gg e em
(G2, 0 que & impossivel,

Se fosse k=2, ou k=3, seria eyclico e invariante em Ga
o subgrupo correspondente 4 identidade em A. Sé péde, pois, ser
k=1; o isomorphismo de Gy e A ¢é holoedrico, & A é o grupo
total sobre os 4 elementos (1).

O grupo G4 conterd um subgrupo invariante Gz, holoedri-
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camente isomorpho do grupo alterno sobre 4 elementos. Esse
subgrupo, que ndo pdde ser cyclico, ndo pide tambem ser do
typo (11).

Com effeito, se Gy fosse do typo (II), conteria um unico
subgrupo cyclico de 6.* ordem que seria invariante em Gyz e
em G.

O grupo Gz é, pois, necessariamente do typo (1II).

Como o indice de Gz em Ga; é 2, basta determinar a forma
de uma substituiglo g de G, nilo pertencente ao subgrupo G,
para obter todas as substituigles de G, que sam as substitui-
gles 111 (n.° 42) e os seus productos por g.

Seja g a substituigio de Gay correspondente ao eyelo

a = (G3 G3 G G3)

do grupo total, nfio pertencente ao grupo alterno: g nilo perten-
cerd a Ga.

Conservando a ay, a3, a3, g1, g2, g3 o significado do n.° 42,
verifica-se a relaglio

at gy =d; (=)
e, portanto,
999 =9 ()

A substituigio g serd da forma 2/ =e¢z, ou 2= : S6 a pri-
meira férma convém, porque todas as substituigles 2’ == 2. sam
de periodo 2 e g, correspondente a u;, é de periodo 4. #

Reduzida 4 forma normal, effectuando uma transformagfo li-

near que niio altera a férma normal das substituigdes III (n.° 42),
serd

g) 2 =iz.

Podemos agora escrever todas as substituigies de Ga;:

1 P
gtz d=14—, z“:iiz_l_l
z z—1
; .2—1 24 : z2—1
z=‘t£z'l' izl S veny o A = g+
IV ¢ ]
B
gt &= : . '—+z--—'--E-
z—1
=g : PR
d= = P A ISP
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44. Seja, finalmente Gg um grupe do typo (V):
?i=ﬁ‘0, ﬂ'l=2, kg=3, ka=5.

O grupo Gay é um grupo simples.

Nio péde, com effeito, conter invariantes eyclicos, como ne-
nhum grupo dos typos (I1I), (IV), (V). Nfo terd egnalmente in-
variantes do typo (1I) (pondo por emquanto de parte o caso
d'esse invariante ser de ordem 4), porque um subgrupo Gy de
(g, do typo (1I)ede ordn.-m n, differente de 4, conteria um unico
invariante de ordem ~3, cyclico, e que seria tambem invariante
em Ggg. Portanto, se Ggy contiver algam subgrupo invarante,
serd necessariamente de ordem 12, e do typo (I1I) [excepto, tal-
vez, no caso de ser do typo (1I) e de ordem 4].

Mds esse subgrupo Ga de Gg, sé péde conter um subgrupo
de ordem 4 e do typo (Il), em virtude do segundo theorema de
SYLow, o qual serd tambem invariante em Ggy. Fica assim in-
eluida no caso geral a excepgfio ha pouco feita.

As substituiges d'esse subgrupo Gy do typo (II), invariante
em Gia e em Ggg, serdm

(1) g=1teg i%

Por ser ky ==b, haverd em Gg uma substituiglo ¢ de pe-
riodo D, que deve ser permutavel com o subgrupo Gy.

A substituiglio g, on permuta entre si as substitui¢des (1), o
que é impossivel porque nlo ha uma substituigio de periodo H
sobre tres elementos [as tres substituigdes (1), nfio contando a
identidade|, ou é permutavel com cada uma das substituigdes (1).
Este ultimo caso é egualmente impossivel, porque, sendo ¢ de
periodo D e permutavel com z'=—z, niio poderia ser permu-

1 - ' .
tavel com z'= —» porque seria da forma 2’ =az, onde a é raiz

quinta da unidade,

Portanto, o subgrupo Gz, invariante em Gg,, nfo péde exis-
tir, @ o grupo Ggy ¢ simples, como se queria provar.

O grupo Gy é holoedricamente isomorpho com o grupo alterno
sobre & elementos,

Basta mostrar que este isomorphismo existe entre o grupo
alterno sobre D elementos, e qualguer grupo simples de ordem 60,

Com effeito, todo o grupo simples de ordem 60=2% <3 =5




contem subgrupos de ordem 5; o numero d'estes subgrupos serd
um factor n' de 60, satisfazendo 4 congruencia #' =1 (mod. 5).
Deverd, pois, ser n = 6. Sejam

(2) G‘:l G:a G’:; G:r G':'r Gg

esses subgrupos, transformados uns dos outros por meio das
substituigdes de Gg. Transformando os subgrupos (2) por meio
de qualquer substituiglo de Gy, obteremos os mesmos elementos
(2), em geral, por outra ordem,

Podemos, assim, por um processo identico ao que varias vezes
tem sido empregado, construir um grupo A de substitui¢des sobre
os elementos (2), isomorpho do grupo Gg. Esse isomorphismo é
holoedrico, por ser Gg um grupoe simples.

O grupo Ag, transitivo sobre os seis elementos (2), s6 con-
tem substituigdes pares, e é, portanto, um subgrupo do grupe
alterno Ggg sobre 6 elementos,

O grapo complementar

é holoedricamente isomorpho com Gyg, porque o grdo k de me-
riedria de B em relagio a Gy ¢ egual 4 ordem do subgrupo
commum a Ag e a todos os seus transformados em Ggyg; € esse
subgrupo reduz-se & identidade, por ser Gag um grupo simples.

Se forem (3) g1, g2 ... gs 08 representantes das classes de
equivalencia de G, em relagiio a Ag, serd Byg o grupo al-
ternu sobre os elementos (3). O subgrupo B' de Byg, correspon-
dente a Ag, serd tambem de ordem 60, e as suas substituicdes
conservam o elemento gy, representante da classe de equivalen-
cia a que pertencem as substituigles de Ag. Portanto, B’ é o
grupo alterno sobre os 5 elementos ga, g3, ... gs, e, sendo holo-
edricamente isomorpho com Ag, é-0 tambem com Gg, como se
queria demonstrar.

Podemos agora determinar a férma das substituiges do grupo
Gigo.

Todas as substituigdes do grupo alterno By, sobre os cinco
elementos ga, g3 ... gs, se podem obter a partir das substitui-
gles generatrizes

by=(g: g (9.9
b, = (92 95 94 g :fs)-
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Com effeito, todo o grupo formado com J, e b, conterd a
substituigio

by=(gs9:) (9> 9) = b3 B, b5 B, b7’ by,
e o subgrupo

(4) 1, b, b, bb.

A sua ordem deverd ser multipla de b (periodo de by), de 4
(ordem do subgrupo 4) e de 3 [ordem de b,b,=(g:9,9.)]; serd,
portanto, 60.

Representemos por g, ¢, 4" as substituigdes de Gy respecti-
vamente correspondentes a b, b, e b;.

Como a substituigho &, é cyclica, de periodo b, a sua corres-
pondente g' em Geg €, depois de reduzida 4 férma normal,

g) % =z,
onde « é raiz quinta da unidade.

Para determinar a forma de ¢” basta attender a que, entre
as substituigdes b, e b, de By, existe a relagio

® by by by =1y

Existird, portanto, entre as suas correspondentes no grupo
holoedricamente isomorpho Geo, a relagio

I

(1) gg g =g% ou gg'=4g"g"

Se representarmos, de um modo geral, g” por

, prtq
z 1],z+g,?

a relaglo (1) dard
; paz+q pitg
3 il o SN 8 o 5 B
(.} P-'az_i_.?f xpz_i_qr
Da relagiio (2) concluem-se as seguintes:
() =0, 9¢=0, pg=0.

Como, por outro lado, se deve verificar a relagho funda-




mental
Ko I {,ﬂ
Pr—qr =Y,
deverd ser, necessariamente,
p== 01 ?F = 0.
A substituiglo g" serd, portanto, da férma

c
g e = L ou 2=—

Piz'l -

E]

onde ¢ é uma constante,
Effectuando uma transformaglo linear, que nlo altera a
forma de ¢', podemos dar a g a forma normal

2

y.li)zi_____i_ I

Resta determinar a férma de g.
Como a substituigho g é permutavel com g', (por ser b, per-
mutavel com &;), verificar-se-ha a relagiio

() 99" =g9"g;

ou (represantando 4, de um modo geral, por

) PiEt qf)
E o= -
9) pzt+q/’
) ¥ h o Pisha

@E—pr  patgq
A identidade (#') equivale 4s seguintes:
(k) Patpg=0, pi+pi=g+qi

Como, por outro lado, a substituigiio g é de periodo 2, serd

o (Pitap)zta(ptq)
pi(pta)e+tpi+ ap

g% =




a identidade; e, portanto,

Pr=—"t
As identidades (k) equivalem, pois, ds seguintes
(&) p=—q & P=q;
e a substituigiio g ¢ da forma

i_ P2t

i
g)a P

Podemos exprimir os coefficientes py e ¢ em « (raiz primi-
tiva do grdo D da nnidade).
' Como entre &), b, e b, se verifica a relaglio

by= 030,030,834,

dar-se-ha tambem, entre as suas correspondentes em Gy, a re-
laglio

(1) 9"=g% 9% 9%

Subetitaindo g, ¢’ e g" pelas suas expressdes, a identidade (1)
converter-se-ha na seguinte:

P—¢z ( },‘: u’_—;_ t,'f a')z 4 ” —aY) Pl_ a0

(LI - T . = Bt

¥ prta T (—dpgrt@ate) |
ou ainda

() pi(1 4+ o) +qi(*+a)=0.

Por ser « raiz quinta da unidade, serd

el ta=—1;

e a egualdade (v) poderd escrever-se

_p';' [‘r‘x.h — Ev‘..l-{

i ()
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Portanto, 4 substitui¢gio g podemos dar a férma

: (’a‘—u)z—}—(a’— a’)

N

Conhecida a forma das substitui¢des g, g, g", ficam deter-
minadas todas as substituigdes do grupo Gg, de que ellas sam
generatrizes.

Fazendo

et —a=u, a'—ad=y,

as substitui¢Bes de Gy serdm

(g =2, d=az, Z=a¥ Z=a%, Z=d%

1 a a? od ab
zr=—?.’. z'=——z", z'l=———} 2’:——-—, =’=_“—n1
z z
{
v ua'z 4w

vz —u (-r=0, 1,2, 3,:)
ug'z—w fe=d) 1 B, i

vaz+u

£ o




VII

Representagio geometrica dos grupos finitos
de substitui¢oes lineares:
grupos dos polyedros regulares

45, Acabamos de vér que ha cinco categorias possiveis de
grupos finitos de substituigdes lineares sobre uma variavel. E
possivel fazer-lhes corresponder, por isomorphismo holoedrico,
outros tantos typos de grupos de movimentos (rotagdes), ef-
fectuados sobre determinados polyedros.

Obtem-se assim, por isomorphismo, uma representagiio geo-
metrica dos grupos finitos de substituiges lineares, que ao mesmo
tempo explica a nomenclatura, que usualmente os designa, de
grupos dos polyedros regulares.

46. Secjam Oz e Oy os dois eixos do plano da variavel com-
plexa z=a 4 iy a que se acham referidos os valores d’esta va-
riavel.

Consideremos um terceiro eixo Ot, orthogonal aos outros
dois, e uma esphera de centro em O e de raio egual a 1.

Projectando stereographicamente a esphera, a partir do pélo

x=0, y=0, t=1,

sobre o plano da variavel z, a cada ponto da esphera corresponde,
por projecglio, um ponto unico sobre o plano. Ao pélo da pro-
jecglio correspondem no plano vs pontos no infinito.
Estabelece-se assim uma correspondencia biunivoca entre os
pontos dos dois logares geometricos.
Supponhamos que a esphera gira sobre si mesma, em volta
do seu centro.




Os movimentos da esphera sobre si mesma'sam operagdes agru-
paveis,

Com effeito, dois movimentos successivos podem compir-se
num movimento unico, producto dos dois mevimentos elementa-
res, verificando-se para tres ou mais movimentos successivos a
lei associativa.

Qualguer movimento da esphera sobre si mesma é o producto
de tres rotagles elementares em torno dos tres eizos Oz, Oy, Oz.

Supponhamos que a esphera soffre um movimento M, sobre
si mesma, que conduz o pdlo (0,0,1) ao ponto (x, y, t), ou, em
prujecedio, o ponto z=w ao ponto z’, Podemos reconduzir nova-
mente o ponto 2’ ao pdlo, por meio de duas rotacdes elementares:
uma, R., em torno do eixo Oz, que conduz 2z ao plano az; e
outra, R,, em torno de Oy, que conduz 2’ ao pdlo.

Portanto, o producto

MR.R,

deixa fixo o pblo z= o e egualmente o pilo opposto z=0; é
uma rotaglio em torno de Ot:

MR.R, =R,
Donde, M = R, R;' R, como se queria demonstrar.

47. Cuda movimento M da esphera sobre si mesma corres-
ponde a uma substituigdo S sobre a variavel z. A substituigio S
serid a representagiio analytica do movimento M.

THEOREMA. — Qualquer que seja o movimento M da esphera
sobre si mesma, a substituigdo correspondente S é linear da firma

(e5) §)¢ = P24

Pi+4q

Demonstrado que qualquer movimento da esphera sobre si
mesma é o producto de tres rotagles em volta, respectivamente,
de cada um dos tres eixos coordenados, basta mostrar que:

Uma rotagio da esphera, em torno de qualguer dos eizos coor-
denados, corresponde a uma subsiituiciio linear sobre a variavel z,

a) Seja M uma rotaglio de amplitude 6, em torno do eixo Oy,
no sentido positivo,

Representemos por (z, y, ¢) as coordenadas de um ponto qual-
quer P da esphera, antes da rotagfio, e por (x, y, 0) as coorde-
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nadas da sua projecgilo stereographica P', a partir do pélo (0,0, 1),
sobre o plano y. Sejam, respectivamente, (&, v/, t) e (x/, ¥/, 0)
as coordenadas de P e P/, depois de effectuada a rotagio.

O movimento M equivale 4 substitui¢lio da variavel z=x + iy
por # =x'-4-iy'.

Vamos achar a expressio de 2’ em z.

Como a recta PP’ passa pelo pélo, verificar-se-ham as rela-
gles

9 2 i L __L. g _L'|-=£+i.?f_
(...)x — Y pik o X -ty —-]_‘,
e egualmente
51 ] w' I} V, ' ] - ..'I:'l—}-lf'r_"r
= M i St & = 8 —_———tt
(d,'x 1_!’;1 }' 1—_#,« 3 Z X _I.}Tr 1-“f

Snbstituindo, na expressio de z', as coordenadas ', ¥, ¢/
pelas suas expressdes em i, y, ¢, dadas pelas equagdes

=z
@) Y =ycosbh+tsnb
t' = ysen b4 tcos,
vem
(4) o S ~@—iycosfLitsen

1—ysenb—tcosh '

A partir das equagdes (2) obt@em-se as expressdes de @, y, ¢
em X, y, que, substituidas na expressiio de 2’ conduzem, depois
de posta em evidencia a variavel z =x iy, 4 relagio

zeos 7 sen 2
v g
6)] = — _; y

: LINEhE
iz sen - -+ cos

que é linear, como se queria provar.

b) Seja agora M uma rotago de amplitude 6, no sentido
positivo, em torno de Oy,




—

As equagdes de transformaglo das coordenadas sam agora:

# =wecosl--tsenf

(6) y =y

t/=—uwxsenfli4tcosb,
e, portanto, em virtnde da ultima equagfio (2'),

ircosﬁ—l—i'_r;-i—t‘senﬁ :
14aeenfi —tcosf

(T) 7 =

Substituindo @, y, f, pelos seus valores em x e y, dados por
(2), e pondo z em evidencia, vem

(8) g =

2’ é expresso linearmente em 2, como no 1.° caso.

¢) Supponhamos, finalmente, que o movimento M da esphera,
sobre si mesma, é uma rotaglio em torno de Oz, no sentido po-
sitivo e de amplitude 6.

As equagles de transformagiio sam agora:

gx'=:ncoaﬁ—ysenﬂ
(9 y=xsenlb 4 ycosb
‘ =t
e, portanto,

@ cos i — ysen i (wsen 6+ ycosb)
1—¢

= z(cos il 4-isenf),

(10) 2=

a) Os coefficientes das substituigdes lineares correspondentes
a cada uma das rotagdes elementares, expressas por (D), (8) e
(10), verificam a relagiio

(11 r¢ —p'g=1.




A esta mesma relaglo satisfazem, portanto, os coefficientes
da substituigiio linear correspondente a qualquer movimento da
esphera sobre si mesma.

p) Nas mesmas substituigdes (b), (8) e (10), os coefficientes
P B’F sam conjugados ; bem assim p' e —gq.

oda a substitui¢io linear (1), cujos coefficientes satisfazem
4s duas condigdes («) e (3), é chamada uma substituigio de Cax-
LEY.

Todo o movimento da esphera sobre si mesma corresponde,
pois, analyticamente a uma substituiglo linear de CAYLEY sobre
a variavel z.

Os dois pélos de uma tal substitui¢iio sam as raizes da equa-

peit+{d—p)e—g=0;
da condiglio (f) resulta que, se uma d’ellag for z, a outra serd

By onde z; representa o conjugado de z,

E facil vér que os pontos da esphera, projectados em z e

1 ; !
——, sam diametralmente oppostos; portanto, o movimento da
=

hera sobre si mesma, analyticamente representado por uma

es
substituigio de CAYLEY, é uma rotagio em torno de um diame-
“oc

48. Sendo operagles agrupaveis os movimentos da esphera
sobre si mesma, haverd tambem cinco typos de grupos finitos de
rotagBes, holoedricamente isomorphos dos cinco typos possiveis
de substituigles lineares sobre uma variavel.

Vamos construir directamente esses grupos de rotagdes.

Inscrevendo ou circunserevendo 4 esphera um polyedro re-
gular, as rotagles que sobreplem o polyedro a si mesmo formam
um grupo. Essa sobreposigho péde effectuar-se, fazendo coincidir
um vertice com cada um dos outros, podendo obter-se a coinei-
dencia dos vertices a e b por duas rotagles distinctas.

A ordem n do grupo de rotagdes relativo ao polyedro P, com
v angulos solidos e m arestas em cada angulo solido, serd, pois,

n=vrm.

Dois polyedros polares um do outro, o octaedro e o cubo, o
dodecaedro e o icosaedro, ndo originam, manifestamente, grupos
distinctos.

6
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Dos eineo polyedros regulares, sé tres, portanto, conduzem
a grupos finitos differentes de rotagles: o tetraedro, o octaedro
e o icosaedro,

Consideremos mais os dois polyedros seguintes:

1. Uma pyramide regular tendo por base um polygono de
qualquer numero de lados, inscripto num circulo maximo qual-
quer da esphera e o vertice no pdlo d'esse circulo;

2. Uma dupla pyramide, formada pela anterior e pela syme-
trica em relaglo ao plano da base.

Sam estes, como vamos vér, os cinco polyedros que dam
origem aos cineo grupos finitos de rotagdes, holoedricamente iso-
morphos dos grupos finitos de substituigdes lineares.

1° Grupo da pyramide regular ou cyclico. — A pyramide
regular sobrepBe-se a si mesma por um grupo de rotagles em
torno do seu eixo. Esse grupo é constituido pelas potencias de

. L
uma mesma rotagio, de amplitude — ; se for n o numero de
n

lados da base da pyramide: & um grupo cyelico, holoedricamente
isomorpho de um grupo de substituigdes lineares do typo L.

Se o plano da base da pyramide for o plano xy, e o vertice
o pdlo (0, O, 1), as aubstilui-:;?:-ea do grupo isomorpho correspon-
dente t8em a forma normal &' = o'z,

Qualquer que seja a orientagio da pyramide, podemos con-
duzi-la 4 orientacfio normal, por meio de uma rotagiio conve-
niente, o que equivale a uma transformaciio linear da variavel z.

2.° Grupo da dupla pyramide ou diedral, — Sobrepiem a
dupla pyramide a si mesma as rotagles do grupo anterior e mais
n rotagies de amplitude =, em torno, respectivamente, dos raios
e apothemas da base.

O grupo da pyramide regular &, portanto, um subgrupo de
indice 2 do grupo diedral. Se for M uma rotaglio de amplitude =,
e 8 uma rotaglio do grupo cyclico, serd

M—1SM =8,

o que mostra que o subgrupo eyclico é invariante no grupo die-
dral.

O grupo isomorpho de substituigies lineares, correspondente
ao grapo diedral pela formula de CayLry, é o grupoe do typo IL

Se o plano da base da pyramide for o plano @y e um dos
vertices da base for o ponto z= i, as substituigdes do grupo iso-
morpho correspondente tfem a forma normal II. Aquella serd,
portanto, a erientagdo normal da dupla pyramide.
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3.° Grupo do tetraedro, — A ordem d’este grupo é
n=vm=43=12.

Tem 8 rotagdes de periodo 3, em torno dos 4 eixos de symetria
ternaria do tetraedro, e 3 rotagdes de periodo 2, em torno dos 3
eixos de symetria binaria (passando cada um d’elles pelos meios
de duas arestas oppostas),

Os 8 pélos das rotagdes de periodo 3 dividem se por duas
classes de equivalencia: a dos 4 vertices e a dos 4 pélos oppos-
tos. Os 6 polos das rotagies de periodo 2 pertencem todos &
mesma classe,

Admitte o grupo tetraedral 4 subgrupos eyelicos de 3.* or-
dem, cada um d'elles formado pelas rotagBes em torno de um
mesmo eixo ternario; e 6 subgrupos de 2.* ordem, cada um
d'elles formado pelas rotagdes em torno de cada eixo binario.

Todas as rotagdes do grupo se podem obter a partir de tres
rotagBes generatrizes: duas de periodo 2, em torno, respectiva-
mente, de dois quaesquer dos eixos binarios, e uma de periodo 3
em torno de um dos eixos ternarios.

Por todas estas propriedades se verifica que o grupo do te-
traedro é holoedricamente isomorpho com o grupo de substitui-
¢es lineares do typo IIL

Demos ao tetraedro uma orientagio tal que um dos eixos bi-
narios coincida com o eixo Ot e os planos determinados por esse
eixo e por cada uma das arestas que elle encontra sejam os bis-
sectores dos diedros formados pelos planos at e yt.

As tres rotagdes elementares serdm entflo representadas, por
exemplo, por

- 7 1 p 241
2 =—z, g2 = a & =1 =
z z—1

Aquella é, portanto, a orientagdo normal do tetraedro.
4.° Grupo do octaedro. — A ordem deste grupo de rotagies
é

n=vm=0<4=24,

Ha no octaedro tres categorias de eixos de rotaglo, respecti-
vamente de symetria quaternaria, ternaria e binaria; o grupo
octaedral contem, por isso, rotagdes de periodos 4, 3 e 2, Cada
uma das rotagdes do grupo octaedral corresponde a uma substi-
tuigho sobre os 4 eixos de symetria ternaria. Essas substituigles
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sam todas distinctas e o grupo octaedral é, por isso, holoedrica-
mente isomorpho com o grupo total sobre 4 elementos.

Ha 12 rotagdes no grupo octaedral, formando um subgrupo
de indice 2, que sobrepdem a si mesmo cada um dos dois tetrae-
dros hemiedricos do octaedro; as 12 restantes permutam os dois
tetraedros. O grupo tetraedral é, portanto, invariante no grupo
do octaedro.

Todas estas propriedades do grupo octaedral verificam o seu
isomorphismo holoedrico com o grupo de substituigdes lineares
do typo IV,

Determinada a orientagdo normal do tetraedro (3.¢), a do
octaedro fica egualmente conhecida: os tres eixos de symetria
quaternaria do octaedro deverdm coincidir com os tres eixos
coordenados, Das tres generatrizes do grupo octaedral, duas sam
tambem generatrizes do grupo do tetraedro; a terceira é uma
rotagiio cyclica de periodo 4, em torno de O¢, correspondente,
pela formula de CAYLEY, 4 generatriz

g) 2 =iz

do grupo de substituigdes lineares do typo IV,
5.° Grupo do icosaedro. — A ordem d’este grupo é

n=pm=12 % b =60,

visto que o-icosaedro tem 12 angulos solidos pentaedros.

Sam eixos de rotaglo os 6 diametros do icosaedro, os 10
eixos que passam pelos centros das faces oppostas, e os 15 eixos
que unem os meios das arestas oppostas,

As rotagdes do grupo relativas a estes eixos sam, respectiva-
mente, de periodos 5, 3 e 2.

Podemos distribuir os 15 eixos de symetria binaria (passando
pelos meios de duas arestas oppostas) em 5 systemas, cada um
d’elles formado por 3 eixos orthogonaes entre si. Sejam

(1) e1, €3, €3, €&, €3

esses systemas, 9

Uma rotaglo R de amplitude % ™ em torno de um diame-
tro do icosaedro, corresponde a uma substituigio eyclica « sobre
o8 elementos (1):

a = (e €3 €3 €4 &),
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Uma rotagio R' de amplitude =, em torno de um eixo de
symetria binaria, por exemplo, um eixo do systema ey, corres-
ponde & substituiglio

a' = (1 e3) (es €3)

sobre os elementos (1).

Como todas as substituigdes do grupo icosaedral se podem
obter a partir das duas generatrizes R e R/, este grupo serd
isomorpho do grupo de substituigles que tem como generatrizes
a e o, que é o grupo alterno sobre os 5 elementos (1).

Isto basta para verificar o isomorphismo holoedrico do grupo
do icosaedro com o grupo de substituigdes lineares do typo V, e
com o grupo modular sobre 44 1 elementos.

Os tres eixos binarios do systema e; sam o0s eixos de um
octaedro regular inseripto no icosaedro, Se considerarmos uma
rotagio de amplitude =, em ftorno de cada um d’esses eixos,
essas tres rotagdes formam com a identidade um subgrupo do
typo II, de ordem 4, do grupo icosaedral: é um Vierergruppe,
na nomenclatura de KLEIN. Sam 5, portanto, os Vierergruppen
subgrupos do grupo do icosaedro.

A orientagiio normal do icosaedro obtem-se, fazendo coincidir
um dos diametros com Of e levando uma das arestas que con-
correm no pélo (0, 0, 1) a coincidir com o plano x¢, do lado
dos xx positivos. Com effeito, 4 rotaglo R corresponderd a sub-
stituigiio

(2} g = az,

(onde « & raiz quinta da unidade).
Seja agora z=4k a projecglio do vertice do icosaedro que
existe no plano af, com coordenadas positivas: serd k real e
ositivo. A rotagio R’ de amplitude =, em torno do eixo binario
&e une o8 meios das duas arestas existentes no plano =, cor-
responde, como facilmente se vé, a substituigio

(a* —a)z+ (a? — a¥)
T (@ =)z —(a*—a)

(C)) Z

Sam (2) e (3) as formas normaes das substitnigdes genera-
trizes do grupo do typo V.,

49. Os cinco typos de grupos finitos de rotagles, repre-
sentando geometricamente os grupos de substituigies lineares,
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nfio sam os grupos mais geraes de transformagles da esphera
em si mesma. Além dos movimentos da esphera até aqui consi-
derados (rotagdes), cumpre attender dquelles em que a figura
primitiva e a transformada sam inversamente eguaes: sam 08
chamados movimentos de 2.* especie. Se for z; o conjugado de z,
a substituigho z =z corresponde geometricamente a uma trans-
formagfio da figura dada na sua symetrica em relagiio ao plano
xt.
Combinando a substituicho z=2; com a substitui¢io de
CaYLEY
pEtq

re+qg

(pg —p'g=1)

(onde sam conjugados p e ¢, p’ e —g), a qual representa o mo-
vimento mais geral de 1. especie (rotaglo), obtemos a represen-
tacfio analytica

ra+q ! /
2 -t —pg=1

T (pg —pe=1)
de um movimento qualquer de 2.* especie.

E possivel considerar grupos finitos de movimentos de 1.% e
2.* especie da esphera em si mesma: esses grupos conterdm
como invariantes de indice 2 os grupos dos polyedros regulares.
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