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INTRODUCCAO

SUMMARIO: — Meios homogeneos: isotropos, anisotropos. Nogdes dcerca
do ether. Expressio analytica da forga clastica desenvolvida pelo deslo-
camento d'uma molecula n'um meio homogeneo. Principio da sobrepo-
si¢io das elasticidades. Superficie das elasticidades de Fresnel. Ellipsoi-

de inverso das elasticidades. Theorema das direcgdes singulares.

Se, designando por L o comprimento d'uma recta que
liga n moleculas n'um meio phisico qualquer,ﬂi ficar constante
para todas as posi¢des parallelas da mesma recta, podendo alias
variar com os deslocamentos angulares, teremos um meio ho-
”ngL’HBI'}.

A constancia ou variacio de n, para as differentes direc-
¢oes, divide a classe dos meios homogeneos em duas — m
tsotropos e meios amsofropos. Os segundos comprehendem

evidentemente os primeiros como caso particular.

Na generalidade das questdes de phisica, e mormente nas
de optica mathematica, somos obrigados a formular frequentes

hypotheses, que se confirmam pela harmonia entre a experien-
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cia e as consequencias d’ellas deduzidas. Esta necessidade ma-
nifesta-se sempre que a limitacio dos sentidos impede que pre-
senciemos factos de cuja observacdo e medida devem depen-
der as bases da theoria, que pretendemos estabelecer.

Aquella confirmacdo, comtudo, niie deve tomar-se como
prova infaliivel da realidade das hypotheses que adoptamos:
podem apparecer factos novos niio previstos que as contradi-
gam; pode a mesma ordem de phenomenos sugeitar-se a ex-
plicacdes diversas; podem emfim essas hypotheses ter perdido
o caracter hypothetico por serem consequencias d’'uma outra
superior e mais geral, transformando-se assim em elos da ca-
deia logica que a liga aos factos.

Com tal criterio, considera-se a luz um movimento vibra-
torio, extremamente rapido, d’um fluido composto de mole-
culas tenuissimas, eminentemente elastico, de densidade muito
pequena, envolvendo todos os corpos, preenchendo os espacos
interplanetarios e penetrando até nos intersticios intermolecu-
lares. Este fluido ¢ o ether. J

Resulta da extrema pequenez das suas moleculas ¢ da fa-
cilidade com que se devem effectuar os deslocamentos, que o
estado do ether intermolecular deve necessariamente depender
da massa e posicio das moleculas materiaes, assim como das
forcas que actuarem sobre ellas.

Esta dependencia faz prever homogeneidade nas proprie-
dades opticas d'um corpo, quando a houver nas outras pro-
priedades ligadas 4 sua constituigdo phisica. Em virtude porem
das ideias expendidas dcerca da constituicio do ether, parece

que as suas moleculas devem estar tanto mais condensadas em




volta d’uma molecula material, quanto mais proximas estiverem
della; e assim a homogeneidade do ether differe da homo-
geneidade do corpo, tal como a definimos no principio.

Podemos comtudo, sem ir longe da verdade, admittir que,
n'uma. dada direccdo, as distancias das moleculas d'ether sdo
eguaes, limitando-se a influencia das moleculas materiaes a mo-
dificar a extensio d’essas distancias.

D’este modo a homogeneidade do ether comprehende-se

na definicio que demos de meio homogeneo em geral.

Postas estas ideias succintas dcerca do modo como os phi-
sicos consideram a distribuicdo das moleculas d’ether nos meios
homogeneos, apresentemos alguns principios geraes da theoria
da elasticidade, de que teremos de fazer constante applicacio
no decurso d’este trabalho.

Sejam, n'um meio homogeneo qualquer, (a!

Fig. 12

¥y Y Zy

@ - doy, ¥ -+ Sy,

L]

(a) Material ou ethereo. Suppomos analogo o modo d'acgio das forgas
intimas do ether e das {or¢as moleculares,




as coordenadas rectangulares das moleculas M, M,, M,,.........

em relacio ao systema deixos OX, OY, OZ.

A acclo reciproca de duas moleculas a4 distancia
L= Vaa? | 8yt - iat

exprime-se por
F=m?f(A),

sendo m a massa de cada molecula.

Na impossibilidade de determinar a priori a forma da
funccio f, admittimos, com verosimilhanca, que f varia conti-
nuamente para variaces continuas de A\, e que, crescendo
2\, f diminue rapidamente, sendo porisso muito limitada a es-
phera d’actividade de cada molecula.

Para as moleculas M e M, as componentes, segundo os

eixos, da forca F serio

31=m1f {‘&l} E—i'—' yl-:mgf(&:} g:ﬂ By 'm"'f(ﬂ;,\-' "?ET
1

Para as moleculas M e M,, M eM,.... teremos analogamente

xg=m?f (Lq) z': » Yp=m2f (D) ‘Z%’ zg=m?f (D) j.rfz;e

3

L o b TR B
wg=m? f (Lsy) _‘,:_\;'1 2 Ya=m2f(Dy) _g:: » gg=mdf(L\y) -im’—{-.
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Portanto as componentes, segundo os eixos, da accio total

do meio sobre a molecula M serio
e=miZ f (D) —EE—, y=m?X f (L) ji;’ g=m!Zf(A) Z :

e as condicdes do seu equilibrio

D

8 2

SF) 5 =0 f (D) Z=02F (D)

= 0..... (1)

>

Estas equacbes servir-nos-do para simplificar as que es-
tabelecermos no caso do movimento.

Supponhamos agora que a molecula M experimenta um
deslocamento muito pequeno n'uma dada direccio, e que as
projeccoes d'esse deslocamento sobre os eixos sdo, depois do
tempo ¢, &, u I (a)

Designando por Ay + pn L3 - payeeeses. as distancias
actuaes de cada uma das moleculas d molecula M, as compo-
nentes, segundo os eixos, da forca elastica desenvolvida pelo

deslocamento da molecula M serdo, no instante ¢,

z=m?X (L 4 p) E;Es

y=mEf (L+¢) ag—:_-z, y

z (a) Tio somente consideramos deslocamentos faes, que a forga elastica
desenvolvida seja proporcional & primeira potencia do desvio.
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s=m3f Aty 22

ou, identificando com as expresses que se deduzem da for-
ma da trajectoria no mesmo instante,

. 2 &+J
dﬂg =mZf( F’ +

e EF VR

Estas equagGes tomam uma forma mais commoda desen-
volvendo f (A 4 p) pela formula de Taylor e fazendo os
desprezos permittidos pela natureza dos deslocamentos. Tere-
mos assim para a primeira

[ —dx

sl :m:[ﬂmﬂf“{&}](l"—ﬁ—) A

D’onde, attendendo ds equacdes (1) e exprimindo ¢ em
funccio de £, «, &, pela formula

B + vy 1 U
& ’

p=—

vem, ordenando em ordem a £, 4, £,




L Rdcung A : (&) ] s
o (R o1
fozalr - L]

: " da 8
In[ g0y — L)) b2
E symetricamente para as duas ultimas
—izm [0 18 ta y

s M[f & — L8] g

»—m[f (L) — ff}]@az

d?y D)7 b 3z
i - L]

iy m{f (A) ¥ [f’ ) ({_\)J 322

Os nove polynomios, que nas expressoes precedentes sio

factores dos coefficientes £, m, §, ndo contem variaveis ; sdo pa-

rametros que caracterisam a constituigdo geral do meio.

D’esses nove s6 ha seis distinctos como immediatamente

se conclue do exame das formulas. Egualando-os por simplici-

dade ds seis primeiras letras do alphabeto na ordem seguinte::




__f (AN J 8y Bz,
i Fat

)5

_f) Nz dy
ol 7L

_'—'_AE—LAFT],J"ELI

- =FE -|— I."'r, Jr— Dtg

e

o —EE& |+ Dn- CE;

%:&Bmu + Focosp |+ Eoecosy

%_ZFHWQ-: - Bocosk -} Dbcosy

d¥% 1
g = E dcosx ~+Docos § 4 Chocosy
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sendo § o deslocamento real e «, 8, v os angulos que forma com
os eixos coordenados.
Para um deslocamento parallelo ao eixo dos @, egual a §,

temos

1::.‘0’ ﬁ:.:'.--_":}':;l ?:9{]“;
e as componentes da forca elastica reduzem-se a

X —=ALY=FLZ=Et......c.... 3
4 3 4

Para um deslocamento parallelo ao eixo dos y, egual a »,

temos
a=90°% =10, y = 90%
€ as componentes da forga elastica reduzem-se a

X,—Fn Y, =By, Z,—Dn...c.ouvun. 3)

Finalmente para um deslocamento parallelo ao eixo do z,

egual a 7, temos
a=90% p=90", y==0;

e as componentes da forca elastica reduzem-se a

X:Z 1zg Y'z: z, zzzc"llllr-rll!l!l(3”)
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Sommando membro a membro cada uma das equacdes (3)
com as correspondentes em (3') e (3"), achamos

que exprimem o principio chamado da sobreposi¢cdo das- elas-
ticidades. Pode enuncidr-se assim :

ed componente, segundo cada um dos eixos coordenados,
da forca elastica desenvolvida por um deslocamento qualguer
V B v -1 pode considerar-se a somma das tres componen-
tes, segundo esse mesmo cixo, das forcas elasticas desenvolvidas
por tres deslocamentos successivos, parallelos aos eixos e tendo
por valores vespectivos as projeccoes %, =, ¢ do deslocamento

real.

Retomemos as expressoes (2). Referidas a um deslocamento

egual 4 unidade, sio

d% ! :

—a =—A cosa |-Feosg | Ecosy,
d? :

-(_W':L F cosx ! llcusfi-f-l)uos-;,

-E cosa -Deosf - Ceosy,




que podem tomar a forma

2
%:A cosz—+ Foeos i+ Ecosy—=Kecosu,
d"ii_F L B | T
:‘:f-,i-_ CO8 o —— (ﬂiﬂp = CO8 y — cos v,
o -
-m—zzEcosa:--L- DecosB -+ Ceosy—=Kcosw,

sendo K a resultante, e u, v, w os angulos que ella forma com

as componentes.
Projectemos agora a resultante K sobre a direccdo do des-

locamento. A projecciio terd por valor
b= K(oos 2 Co8 u -1 cosficos v - ¢os-:cﬂsw): Acos?a-| Beos?p

+ Ceos?y - 2D cosxcosf | 2 Ecosfeosy - 2 F cos zcos +.

Se construirmos uma superficie cujos raios vectores, for-
mando com os eixos coordenados os angulos =, §, v, forem pro-

porcionaes a v/ ¢, a equacio d'essa superficie sera
r?=Acoslx |- Beos? -1 Ccos?y |- 2Dcosxcosf

—+ 2 Ecosfecosy -2 Fcoszcosy,

ou, em coordenadas rectangulares,

(‘”W ¥yt ”')* = Aa? |- By* | C2*+ 2 Dys -+ 2 Eaz - 2 Fay




— equacdo da superficie de elasticidade de Fresnel.
Se, em vez de raios vectores directamente proporcionaes
a vz, se tomarem inversamente proporcionaes, a superficie

construida terd por equacio

—Acosta - Beos?h |- Ceos?y|-2Dcosacosf

r!

-+ 2EcosBcosy+ 2 Fcosacos -,
ou, em coordenadas rectangulares,
1— Ax?* |- Byt |- Cz2 | 2 Dyz |- 2Exz - 2Fay

— equacdo do ellipsoide inverso das elasticidades.

Uma superficie do 2.° grau pode sempre referir-se aos eixos

- #

principaes, reduzindo-se a sua equacdo 4 forma

kat - ma? - ny? = 1.

Se, os tomarmos no ellipsoide inverso para eixos coorde-
nados, os coeffecientes D, E, F seriio identicamente nullos e as

componentes, segundo os eixos, reduzir-se-io a

Kecosu=Lkeosa,
Keosv=mmecosj, .

Keosw—mncosy.




Examinémos estas formulas:

Para

para

E=m,
u=90°, v=20, w=90°,
3 =900, =0, =90
finalmente para
e L
K=—mu

u=90% v=90% w=0,
L 900’!5290”, 1 —'—-—U-

Logo: nw'um meio elastico homogeneo existem tres direc-
¢oes, e sd [res taes, que um deslocamento effectuado parallela-
mente a uma d'ellas desenvolve uma reacgdo elastica parallela
ao deslocamento produzido. Estas direccdes, chamadas eixos de

elasticidade, sdo os eixos principaes do ellipsoide inverso.
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Tomando-as para eixos coordenados simplificam-se as for-
mulas sem nada prejudicar a sua generalidade.

Podemos ainda dar 4 equacdo do ellipsoide inverso outra
forma, muitas vezes mais conveniente, substituindo 4 conside-
racdo da forca elastica a da velocidade de propagacio, que ¢é
proporcional 4 sua raiz quadrada. Assim, designando por a, b, ¢
as velocidades de propagacdo dos deslocamentos parallelos aos
eixos de clasticidade, teremos para as componentes da forca
elastica desenvolvida por um deslocamento, cujos angulos for-

mados com os cixos coordenados siio 4, §, v, as expressoes

dee
dii---_-a*cosat, _di; = b¥cosf, -aj—:g-:cicusﬁ

d’onde se deduz para a equagio do ellipsoide inverso

ala? -0yt -t = 1. (a)

* Quando dois dos seus eixos forem eguaes, o ellipsoide se-
rd de revolucdo, e qualquer deslocamento effectuado no plano
diametral, normal ao eixo de revolugdo, produzird uma reaccio
elastica parallela ao deslocamento. E’ 0 que se dd nos crystaes
uniaxiaes.

Quando os tres eixos forem eguaes, o ellipsoide reduzir-sesd

{a) Por consideragoes analogas se pode reduzir a superficie de elasti-
cidade de Fresnel & forma

[:f.cg - ..'_. yz - .i. z‘jt:‘_ai ;1:1 _I._ 61 ys .+_. c‘z z!.




a uma esphera, e entio, qualquer que seja a direccdo do deslo-
camento, a reaccilo elastica por elle desenvolvida ser-lhe-d sem-
pre parallela. E’ 0 que se dd nos crystaes do systema regular e

em geral em todos os meios isotropos.

E’ ainda pela consideracio do ellipsoide inverso das elas-
tictdades que podemos demonstrar um theorema, chamado—das
direcgoes singulares—, de alta importancia na theoria da elasti-
cidade e de que teremos de fazer applicagdo. Pode enunciar-se
assim :

Um deslocamento parallelo a gqualquer dos eixos d'uma
seccdo diametral, feita no ellipsoide inverso, desenvolve uma re-
acgdo elastica, contida no plano normal d sec¢do que passa pela
direcgdo do deslocamento.

Se demonstrarmos que um deslocamento segundo um dos
eixos da seccdo diametral desenvolve uma forc¢a elastica, cuja
componente perpendicular a esse deslocamento ¢ ao mesmo
tempo normal ao plano da seccio diametral, teremos, por lhe
ser equivalente, demonstrado o principio anterior.

Seja com effeito
z =By} Cz

a equacdo d’um plano diametral do ellipsoide inverso, ¢

1
F.=- a® cosa —I— bt cuaiﬁ —L- ¢t cosy

equacio d’este ellipsoide em coordenadas polares.
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Para um raio vector qualquer u (X, Y, Z) da interseccio do
plano diametral e do ellipsoide inverso temos as equacdes de

condicdo

cosX=DBeosY -|-Ceos Z........(4),

1
—g=a*cos?X |- b%cos? Y |- c?cos? Z ;
u

ds quaes podemos ainda juntar a relacdo conhecida
o B A EE N 4)

Para que » seja maximo ou minimo, isto ¢, para que o
raio vector em questdo seja um dos eixos da seccio diametral

elliptica, ¢ necessario que se realize a condicio

atsen X cos X |- b‘luachosY e —}—c’ senZcosZ :’}Z{ . (47

o dZ -
Elimiando € —+— entre as equacoes

L
X ° X

dZ

senXouaX—l—uenchaY ) & —{—aen ZesZ —— =y o 0,

—senX +BaenY T2 { CsenZ o =0,
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obtidas pela derivacdo de (4) e (4) em ordem a X, vem

dY senX (cos Z -|- C cos X)

dX senY (BeosZ--CeosY)

dZ _ —senX(cos Y -|-B cos X)
dX " senY (BoosZ—Ccos Y)'

que substituidos em (4") dilo

atcos X (Beos Z — Ceos Y) |- 42 cos Y (cos Z - C cos X)

—c®cos Z (eos Y -}- Beos X) =0......(H).

Esta equaciio determina a direccio dos eixos na secciio
diametral.

Imaginemos agora um plano tirado por um dos eixos da
seccdo diametral que passe pela direccio da forca elastica de-
senvolvida por um deslocamento parallelo a esse eixo; e de-
componhamos n’este plano a forca elastica em duas componen-
tes, uma parallela outra perpendicular ao deslocamento.

Se o plano auxiliar for normal ao plano da seccio diame-
tral, tambem o serd a componente perpendicular ao desloca-
mento — o que se pretende demonstrar.

Para o verificar procuremos a equacdo que exprime a per-
pendicularidade dos dois planos em questio. Se ella concordar

com a equacdo (3), tornar-se-d evidente que as duas direccdes dos
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eixos da secciio diametral gozam da propriedade acima enun-
ciada.

Seja

=By 4 Cz

a equaciio do plano auxiliar.

Os cosenos dos angulos que forma com os eixos coordenados

a forca elastica desenvolvida pelo deslocamentou (X, Y, Z) sio

aeos? X Hleos?Y efeostZ

e SN F

Para que o plano auxiliar contenha o ‘deslocamento e a
direccio da forca elastica por elle desenvolvida, sdo necessarias

as duas equacdes de condicio
cos X =DB'cos Y -+ C' cos Z,
atcos X = B'beos Y -- C'etros Z;
d’onde immediatamente se deduz

(@ — ¢t eos X (a® — B?) cos X

Ly T —cheos Y’ (BP—cYcosZ

Substituindo estes valores em

BB/ - CC' + 1==0,
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que exprime a condicio de perpendicularidade do plano auxi-

liar e da seccio diametral, vem
ateos X (BeosZ— CeosY) | 2cos Y (cos Z 4-Ceos X)
— c*cosZ (cos Y -+ Beos X) =0,
cuja identidade com (5) ¢ manifesta.
Este theorema pode ter outras demonstracbes e algumas

talvez mais simples ; preferimos comtudo esta por sobresair pela

clegancia. Deve-se ao engenho do illustre Fresnel.







CAPITULO 1

SUMMARIO : — Theoria de Fresnel, Theoria de Cauchy. Concordancia
aproximada das duas theorias. Processos para a construcgdo das ondas
planas. Expressio analytica da lei de variagio das velocidades de pro-

pagagio.

Fresnel, fazendo applicacio dos principios geraes da theo-
ria da elasticidade (que dedusimos) mediante algumas hypothe-
ses, umas plausiveis mas ndo evidentes, outras absolutamente
erroneas, estabeleceu a theoria mechanica da propagacio da luz
nos meios homogeneos. Esta theoria ndo so teve constantemen-
te a confirmacio experimental das suas leis e consequencias;
mas até provocou a previsdo de novos phenomenos, que d'ou-
tra sorte talvez passassem sempre desapercebidos aos olhos dos
phisicos.

Isto deve 4 primeira vista surprehender.

Desapparecerd porém a surpresa, se attendermos a que
Fresnel, nos seus primeiros trabalhos sobre a propagacio da luz
nos meios homogeneos, longe de seguir o methodo deductivo

no descobrimento das leis, ao contrario, guiado sempre pela
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observacdo, generalisou, induzindo. Uma vez de posse das leis
pelo methodo perfeitamente natural, quando quiz "dar conta
d’ellas por uma theoria mechanica, nio admira que a conduzisse
intencionalmente para o ponto a que mirava, € que na escolha
das hypotheses se determinasse mais pela facilidade com que
ellas concordavam com os resultados obtidos d’ante-mio, do
que pela sua probabilidade intrinseca. E o que immediatamente
se conclue da leitura pela ordem chronologica das memorias
de Fresnel sobre esta materia.

Depois que Fresnel apresentou a sua theoria muitos phi-
sicos e mathematicos tentaram corrigir-lhe os defeitos, devendo
mencicnar-se em especial Cauchy, que em 1829 publicou uma
theoria perfeitamente indepepdente das hypotheses de Fresnel,
deduzindo as leis da propagacio da luz da simples considera-
¢do do movimento vibratorio das moleculas d'ether nos meios
homogeneos.

Esta theoria, cuja identidade com a de Fresnel nio se pode
estabelecer rigorosamente, mostra comtudo que, no caso do po-
der birefringente dos meios ser pouco inergico, (o que se dd
em todos os conhecidos até hoje) se podem sem erro sensivel
tomar por verdadeiros os resultados a que Fresnel chegou (a),
o que ¢, como veremos, de vantagem attendendo 4 sua grande

simplicidade. Assim as duas theorias, tendo a principio pro-

(@) Ainda assim ¢ necessario admittir entre os coefficientes, de que de-
pende a constituigdo do meio, relagdes cuja significacio phisica é actual-
mente desconhecida,
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cedido por caminhos diversos, tocam-se n’um ponto a partir
do qual proseguem d’accordo na deduccdo das consequencias.

Eis tracado o nosso plano: — Apresentaremos em resumo
as bases da theoria de Fresnel no que ella tem de particular,
sem nos demorarmos com a justificacio e analyse das hypo-
theses de que lanca mio. Isso levar-nos-ia muito longe ; alem
de que, depois dos trabalhos de Cauchy, teem mais um valor
historico do que actualmente scientifico,

Em seguida exporemos a theoria de Cauchy, estabelecendo
no ponto conveniente a ligagio com a de Fresnel para depois
ndo haver mais do que um caminho a seguir.

THEORIA DE FRESNEL.

Supponhamos n’'um meio homogeneo uma molecuia d’ether
vibrando simultaneamente em todas as direccdes ; a propagacio
d'estas vibragOes attingird, passado um certo tempo, uma serie
de pontos que se acham distribuidos n'uma superficie — a su-
perficie d'onda.

Esta superficie, evidentemente espherica nos meios isotro-
pos, mas d’outra forma nos meios anisotropos, vae-se dilatando
com o tempo, ficando comtudo semelhante na forma e seme-
lhantemente collocada em relacdo a qualquer das suas posicoes
anteriores,

A determinacdo da forma e posicio d’esta superficie, as-
sim como da direcqﬁo das vibracoes em cada um dos seus
pontos, resumindo as leis da propagacio da luz, constitue o

principal problema que temos a resolver.




Fresnel simplifica-o extremamente, substituindo a coaside-

raciio da superficie d'onda pela dos seus planos tangentes.

Fig. 2.%

Com effeito; suppo-
nhamos que n'um meio
homogeneo uma infinida-
de d'ondas planas A B,
A'B’, A"B"...., passan-
do pelo ponto O e pro-
pagando-se parallelamen-
te a si mesmas, partem
n'um dado momento em todas as direccies.

Decorrido o tempo ¢, estas ondas estardo (no caso geral) a
differentes distancias do ponto de partida commum conforme
a direccao da sua propagacio, e cada uma d’ellas pode consi-
derar-se, em virtude do principio de Huyghens combinado com
o das interferencias, como a envolvente da infinidade d'ondas
elementares, produzidas pelas vibracdes de cada um dos pontos
d’essas ondas consideradas nas suas posicdes primitivas.

Se as ondas planas nas diversas posicoes ab, a'd/, a"d".. ..

se propagassem em sentido inverso, crusar-se-iam, passado o

mesmo tempo, no ponto O.

Do que fica dito resulta que todas essas ondas planas serdo
tangentes a onda elementar commum produzida pelo ponto O ;
e por esse facto a sua superficie pode considerar-se como a en-
volvente d’'uma infinidade d'ondas planas, que, partindo si-
multaneamente do centro em todas as direccGes, se propagam

parallelamente a si mesmas com as suas velocidades respectivas.
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A determinacio da su;'&erﬁcie d’onda acha-se por este ar-
tificio reduzida ao calculo das velocidades de propagacio nor-
mal das ondas planas.

Vejamos como Fresnel se conduziu na determinacdo de
taes velocidades.

Alem da hypothese, hoje acceite por todos os phisicos, da
transversalidade das vibraces luminosas, hypothese a que Fres-
nel foi induzido pela impossibilidade de harmonizar a nio-in-
terferencia dos raios polarisados em angulo recto com a direccio
longitudinal das vibracoes, a sua theoria assenta, como jd indi-
camos, n'outras hypotheses que podem resumir-se nas se-
guintes :

1.* —cds wibracoes da lug polarisada sdo perpendiculares
ao plano de polarisagdo.

2. —ods forcas elasticas desenvolvidas pela propagacdo

“d'um systema d'ondas planas de vibragées rectilineas e trans-
versaes differem das forcas elasticas desenvolvidas pelo deslo-
camento d'uma sé molecula em wm factor constante, indepen-
dente da direcgdo do plano d'onda e dependente simplesmente
da direcgdo das vibragoes.

3.* — cAs componentes das forcas elasticas perpendiculares
ao plawo d'onda nao produgem effeito optico.

4.2 —cA velocidade de propagacdo d'uma onda plana n'um
meio homogeneo é proporcional d raig quairada da componente
efficag desenvolvida pelas vibracies da onda.

Foram as leis experimentaes da dupla refraccio que leva-
ram Fresnel a estabelecer estas hypotheses, necessarias para
explicar e correlacionar certos phenomenos ; ndo admira por-
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tanto que a theoria mechanica, tomando por base taes hypothe-
ses, chegue ds mesmas leis que foram incentivo para o esta-
belecimento d'ellas.

~ Pondo de parte, pelas razies que ha pouco demos, a expo-
sicio das provas por via das quaes Fresnel pretendia justificar
em particular cada uma das suas hypotheses, diremos apenas
que ndo podem resistir a uma critica séria e minuciosa.

Fresnel, propondo-se explicar os phenomenos luminosos
pela consideragio do ether homogeneo, cuja constitui¢io as-
senta e define, devia prescindir de qualquer hypothese acces-
soria sobre as suas propriedades ; porque, ou essas propriedades
hypotheticas erain incompativeis com a sua constituicio, ou entio
seriam uma consequencia de que a theoria devia dar conta.

Tal ¢ a hypothese em que Fresnel considera a incompres-
sibilidade do ether como causa da nullidade optica da compo-
nente longitudinal das forcas clasticas, ndo lhe sendo embarago
a conciliagio d’esta propriedade com a fluidez e elasticidade
que se attribuem ao ether. A accio reciproca das moleculas deve
dar s6 por si conta tanto da incompressibilidade do ether, se for
real, como das leis da propagacdo das ondas.

QOutro tanto acontece com a hypothese, que consiste em ad-
mittir, que a forca elastica, desenvolvida pela propagacio d'um
systhema d'ondas planas de vibracbes rectilineas e parallelas,
differe da forca elastica, desenvolvida pelo deslocamento pa-
rallelo d’'uma s6 molecula, em um factor constante indepen-
dente da direccdo particular do plano d’onda.

Cauchy demonstrou a falsidade d’esta independencia, e por

este facto veriamos, se tivessemos estudado as razoes que indu-
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ziram Fresnel a estabelecer as duas primeiras hypotheses, que
os phenomenos da dupla refraccdo deixam indecisa a direccio
das vibracGes com relacido ao plano de polarisacio, tornando-se
egualmente legitimo suppdr que ellas se executam n’esse plano,

ou n'um plano perpendicular.

Feita esta 'Iigeira apreciacio das hypotheses de Fresnel, ve-
jamos como d'ellas se deduzem as leis da propagaciio das ondas
planas.

Para que uma onda plana se possa propagar sem alteragio
n'um meio homogeneo, isto ¢, conservando a sua direcciio e
polarisagio, ¢ evidentemente necessario que as forcas elasticas
desenvolvidas sejam parallelas aos deslocamentos. Mas, como
pela terceira hypothese Fresnel s6 considera efficaz a compo-
nente parallela ao plano d'onda, basta que as projeccdes das
forcas elasticas sobre esse plano satisfacam aquella condicdo.

Por outro lado, a segunda hypothese de Fresnel permitte
suppor as forcas elasticas desenvolvidas pela propagacio d’'uma
onda plana proporcionaes 4 forca elastica desenvolvida pelo
deslocamento parallelo d’'uma molecula unica.

Portanto, attendendo ainda a quarta hypothese, e d cons-
trucciio do ellipsoide inverso das elasticidades, podemos concluir,
que uma onda plana se propagard sem alteracdo, quando as vi-
bracoes d'essa onda forem parallelas a um dos eixos da secciio
elliptica, feita no ellipsoide inverso por um plano parallelo ao
plano d'onda; e sua velocidade de propagacdo normal serd o

valor reciproco do semi-eixo parallelo d direccio das vibra-
coes,
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Quando as vibracdes na-onda plana tiverem uma direccio
qualquer, ainda poderemos applicar o theorema das direccoes
singulares. Com effeito, o principio da sobreposicio das elastici-
dades permitte-nos a decomposicio de cada vibracdo em trez:
duas existentes no plano d’onda e parallelas ds direccoes singula-
res, e uma normal ao plano d’onda, cujo effeito optico ¢ nullo.
D’esta decomposicdo resultam duas ondas planas de vibracbes
respectivamente parallelas ds duas direccoes singulares, ¢ propa-
gando-se cada uma com a sua velocidade propria.

Podemos portanto enunciar o seguinte theorema funda-
mental da theoria de Fresnel:

Em geral, uma onda plana polarisada, propagando sen’um
meio homogeneo, parte-se em duas, polarisadas em angulo recto,
para as quaes as direcgoes das vibragies e velocidades de pro-
pagacdo se determinam pcla.é direccoes e pelos ralores recipro-
cos dos semi-eixos da seccdao diametral, feita no ellipsoide in-
verso por um plano parallelo ao plano d'onda.

A expressio algebrica da velocidade de propagacio ¢ facil
de determinar,

Com effeito, designando por =, 8, y os angulos que uma
das direccoes singulares correspondentes a um plano dado for-
ma com os eixos da elasticicade, as componentes, segundo os
eixos, da forca elastica, desenvolvida por um deslocamento pa-
rallelo dquella direccdo, sdo

X =—=a%cosn, Y =0%c0sp, Z—co0s 1.

Conseguintemente, em presenca da quarta hypothese de




Fresnel, temos

¥ = V q?cos?a -} b cosp - ccos 7.

Quando a onda plana for parallela a um dos eixos de elas-
ticidade, os valores das velocidades de propagacio das duas

ondas, em que se duplica a onda primitiva, serdo

Yy =@, Y=V }2 cos® i — c?sen?

ou

vy =0b, vy = Vgicos?x — *sen’a

ou

V=€, V3=V g cos’x — {¥ gen’ x ,

conforme a onda for parallela ao eixo dos =, dos ¥ ou dos z.

Quando, finalmente, o plano d’onda for parallelo a uma das
seccoes circulares do ellipsoide inverso, a onda ndo soffrerd du-
plicatura, e propagar-se-d sem alteracio com uma velocidade
constante e independente da direccio das vibracGes no plano
d’onda.

THEORIA DE CAUCHY.

Como Cauchy tracta de estabelecer a sua theoria indepen-
dentemente de qualquer hypothese que relacione as forcas elas-
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ticas desenvolvidas pela propagacio das ondas planas com a
forca elastica produzida pelo deslocamento d’uma molecula uni-
ca, tem necessidade de considerar o caso geral, em que todas
as moleculas d'um meio homogeneo soffrem deslocamentos
muito pequenos, e calcular as forcas elasticas resultantes.

Sejam fig. (1.9
&y Yy £,
@ - 8y, y -+ By, 2+ 83,

@+ Sy, § + Sy £ - By

CRCRCRE R LR R R B I RO

as coordenadas rectangulares das moleculas M, M, Mj,......
referidas aos eixos OX, 0Y, OZ.
As componentes, segundo os eixos, da acgio total do meio

ethereo sobre a molecula M sdo, como sabemos,

X=m2f (D) - 2 Y —mzf ) ” , Z=mIf (D) —

-

e as condiges do seu equilibrio exprimem-se por
F(8) 5 =0, If(8) £ =0,3f(8) & =0..(

Durante o movimento as moleculas experimentam deslo-
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camentos muito pequenos; as projeccoes d'esses deslocamentos
sobre os eixos coordenados sio funccdes do tempo e das coor-
denadas das differentes moleculas.

Designando-as, no instante ¢, por

Ea Ty 4
E+ 'ﬁn L + 5"'-” c"l‘ﬂn

E-—f—EE,, "1“‘,'3’1:1 :+3{21

as coordenadas respectivas serio, no mesmo instante,
@ & Y+, s
@ + Sy |- % + & y -+ 2, -+ 0 - &n,, 248 - T4 &y

@t 8yt S0y +lyy -0 Bngy 2 By L X,

e as distancias de cada uma das moleculas M, Myooiiinicd
molecula M

&1+F".&‘+P,,- ------ EEEE)

Em consequencia da pequenez dos deslocamentos, as poten-
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cias superiores 4 primeira das quantidades &, &, , &, € ¢,
podem desprezar-se nos calculos seguintes em presenca das
quantidades sz, 3., 8z, e Ao, .

Comparando as coordenadas relativas ao estado actual do
ether com as primitivas, vé-se immediatamente, que para obter
as componentes, segundo os eixos, da forca elastica, que solicita

a molecula M no instante ¢, basta substituir por A, &, 8.,
%z, os valores A, ¢, 32, + &, ¥y, + oy, 22, -+ &, nas
expresses correspondentes ao estado de repouso. Acharemos
assim

d% s
g =nif b+ )&+F

d? Sy - én
=" fﬂ+)g\._:-p’

&
S-=mIf (At ZI

Desenvolvendo f (A -+ ¢) pela formula de Taylor, e fazen-
do os desprezos que permitte a pequenez dos deslocamentos,

reduzem-se a

Bo—mz{r o) 2 [ar -1 5

=m0 ZEN [ ar ) — 1]
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e +[are —re) &)

Attendendo finalmente ds equacdes (G), e exprimindo p em

funcgdo de &, n, { pela formula

83 - 8ydn - 8%,
i iy

obteremos

¢ A

($;SE+ 33:33;2 n 3$Ez )

x &f’(&) —f ()

=m0 pm

x 8 8z
(g‘i &+ aﬂf L Ey&z&)
da%, & & s D (D) —f(D)
F"—_"m—‘f(&}‘r +mX iy
(.&’ Ml aza: 3E a""a" 511) /

A integracdo geral d’estas equages daria as leis, que re-
gem todos os movimentos das moleculas d’ether, compativeis
com a constituicdo que lhe attribuimos. Basta-nos porém es-
tabelecer, que o movimento em ondas planas de vibracGes re-
ctilineas e parallelas, produzidas por deslocamentos muito pe-
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quenos das moleculas d'cther, é compativel com os movimentos
possiveis do ether homogeneo; e das condigSes que exprimirem
essa compatibilidade deduzir as leis d’aquelle movimento.

Sejam pois I, m, n os angulos que a normal a uma onda
plana qualquer forma com os eixos coordenados ; a equagdo do
plano d'onda serd

@ cos I -}y cos m -+ 2z cos n=E.

Para um deslocamento qualquer d'essa onda a lei das dis-
tancias da molecula em vibracdo d posicdo de equilibrio, ponto

que tomamos para origem do tempo, exprimir-se-d por

D==asen2==—‘-;§—:

sendo @ uma tunc¢io da amplitude, v a velocidade de propa-
gacdo e : o comprimento d’onda.

Tiremos pela origem das coordenadas um plano parallelo
ds ondas ; uma perpendicular a esse plano encontrard uma serie

de moleculas, cujas posicoes sdo dadas pela equagio
2n
D=a!ﬂn T(ut_E)-illilllltt-(s),

sendo E a distancia de cada molecvla ao plano auxiliar. E, como
E ¢é constante para todos os pontos d'um plano parallelo ao




plano auxiliar, esta equacdo applicar-se-d a todos os pontos
d'uma onda.

Posto isto designemos por «, §, y os angulos que faz a di-
rec¢io das vibragdes com os eixos coordenados ; as projeccGes
%y §, sobre os eixos, do deslocamento d’uma molecula serdo

dadas pelas equagées

2
;=—-asen—: (vﬂ—-E) cos y

Estes valores, substituidos nas equacbes differenciaes (7),
devem satisfazer-lhes, se o movimento das on las expresso por
(8) for compativel com a constit icdo attribuida ao ether.

Para esta substituicio necessitamos calcular &, &, 8, e

d¥ d¥% d%
it di ) d@

Desenvolvendo sen —2;-(1:; — E) na primeira das equa-

coes (9), teremos

';'=amsu:en%—“- vtcos% E—acnsueus—g}‘f- vt sen I")T"‘E
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Variando e isolando ¢E, chegamos a

Q:naan?—;BE(—a o8 o aan?;ﬂﬂ wn%EE — @008 X uo;-iint casTE)

- (i — 0052—116]3) (a cosxsen ?‘03 eoﬁ—fE-——ﬂ cos ﬁcos-?ﬂl BW%EE);

d’onde

dn 2= =
i = e
35 26 " 3 3E — 24sen? — E,

A di 2x w
) s B — 1 X R,

= 92 dE sen —- E —2%sen T iE
Por outro lado da primeira das equagfes (g) deduz-se

& . o= 2n :
—E—GTUCOE—T(Ut'——E)mH,

d’onde




E symetricamente

£ (2 Yous

Substituindo estes valores nas equagoes (7), vem

— gen —2-- $E—2%gen? — BE)

_.D(-—ﬂ-v)i{:m'.aua—mﬂ'f'ﬂl (2‘ B

B TAN VAN i FANY B S 2= dr?
~+mx f A S (2“ dEa n—HaE—E aan’—ﬁE) /3

BA D) —=F(DYy w d
+mZ f“& J {2':_— :;EE s 3E 2'rsen’ g )ﬁ

Sﬁf{f_\.} —flAA)f 2 dc n Sodz
Fa\ ( ZrdE " “E"% 'SE) Lt

ou, ordenando em ordem ds projeccoes dos deslocamentos e

aos seus coefficientes differenciaes,

TC RN | (A RLIS L0 e ] Ly B

BT X,

[ ODf(LA)—f(D)]éx Ey TR
1

~+4.2n X
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+%2m 5.'.[5 Lf ('&j&f(&nmmaeu‘ —;:— :E

o ol e m-[ff i oaf‘{&i;ﬂﬂ]m:; en.?:—EE

_dn 0 BASN By %
T dE 2= X 1

__‘_;g-:_ 27‘-“ [Eﬂf' (L) E{fﬁ‘l ] 8 8z e, _22 3E, oto.

Estas formulas simplificam-se extremamente se attender-
mos a que, em consequencia da constituicio que attribuimos ao
ether, os termos em que entram os coeflicientes differenciaes

tﬁdﬁ!
dE’ dE’ dE

Com effeito, podemos suppor toda a massa d’ether divi-

sao nullos.

dida em conjugados de duas moleculas a egual distancia, d’um
e d'outro lado, do plano auxiliar, e de tal sorte situadas que
a linha, que as une, passe pela origem das coordenadas.

Para cada uma das moleculas d’'um conjugado

m-ﬁ@ =& BA f (D) — f (L)) e ,

BAS (L) —f D)oy
Fa%

BAF (D) —f(D)] iz s
&3
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teem o mesmo valor e o mesmo signal ; mas, como as distancias

E das duas moleculas ao plano auxiliar sdo eguaes e de signal
: 2 : 3
contrario, sen —— 3K tem o mesmo valor, e differente signal.

Restam-nos as moleculas existentes no plano auxiliar. Para

b 2=
essas E ¢é evidentemente nullo, o que annulla sen ——2E.

A
Posto isto, ¢ evidente que os factores que multiplicam
i dn df
a5 TE I sendo cada um a somma de duas ordens de

termos, uns nullos outros que se annullam dois a dois, sdo

nullos,

Ficam pois as equacoes differenciaes reduzidas a

. ( _2110 )gcm Aot %ﬁ; % BAS [&Ef(&)]&i } sen’—:*aE

A fI(A) —fF(A)] =y

sen? — &
X en? — E

4. 2mXE

+-62m3 A S (L) Zﬂf{ﬁ)] sx bz sen?:;‘:aE,

2mXE LS (&}Esf{&]]amﬁ"‘ sen? -;-EE

"
=
e

A

D(E‘L v)tcosﬁ

tagme{LOL | BOSO) -JONY } sent 2 aE

+-L2m3

[54_"_\. fil ('ﬂ\) Esf{&)] Ey 8z sen? % :E,
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)'¢°=:-=z.2m: BAS (mgsﬂmlamaz Y

S P (A (L) — f(A)] 8y &z iy X

P
X en? — sE

+eamsf L)L BASA) S BN s = o,

Os nove coefficientes de &, 4, {, dos quaes apenas seis sdo
distinctos, dependem simplesmente da posicio da onda e da
natureza especifica do ether, que se pde em movimento. Egua-
lando, para abreviar, estes coefficientes ds letras L, M, N, P,

Q, R, reduzimos as equacdes precedentes d forma

2: _\?
D(‘;‘ 1:) Gni=LE L Re QL

2: \* g |
D(Tu)cosp=R:+Mn+ Pg,

L ]

%
D (-21—1;) cosy=Q3: 4+ Pn-} Ng,
2n

2
= v) cos x— Licosx - Reosp | Qcosvy,

2= \3
(T v) cos =R cos x |- M cos p -} P cosy,
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9. 2
(—;—v) cosy=Q cosx - Pcos 8 |- Neosy.

Estas equacdes de condicio determinam as relacdes ne-
cessarias entre as quantidades que n’ellas entram, para que
seja possivel, no ether homogeneo o movimento vibratorio em
ondas planas, como o enunciamos. Se estas equacdes nilo forem
contraditorias, por si nos indicario as condicdes do movi-
mento.

D’ellas se deduz

Leosa - Reosp |- Qeosy

Cos o«

__ Recosa |- Mcosp- et 8, (10}
X cos f i

_ Qeosx - Pcosp |- Neosy

cosy

que, juntas a relagdo conhecida

cos? « - cos?p -} coay =1,

bastam para determinar cos a, cos?, cos:.
Pode evitar-se esta eliminacdo, que daria para cosa, cosf,

cosy tres grupos de valores, attendendo ds consideracoes se-

guintes.
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Sabe-se pela geometria analytica que os valores s dos semi-

ei xos do ellipsoide, definido pela equacio
AL By Cz2|-2Dyz 2Eaz - 2Fay =1,
se exprimem por

Acos! | Feosm --Ecosn

cos |

1
:i—=

_ Feosl 4~ Beosm - Dcosn
P cos m

__ Fcosl | Decosm— Ceosn
=¥ cosn :

sendo I, m, n os angulos, que cada eixo forma com os cixos
coordenados.

Comparando estas expressbes com (10), vé-se immediata-
mente que =, 5, y podem considerar-se como os angulos, que

formaria com os eixos coordenados cada eixo do ellipsoide
# Lot My?-| N22|2Pyz|2Qaz }-2Ray=1...(11).
D’aqui se conclue que o movimento vibratorio em ondas

planas se propagard sem alteracio no ether homogeneo, quando

a direcciio das vibraces for parallela a um dos eixos do elli-

psoide (11).
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No caso de ser qualquer a direccio das vibracdes, decom-
por-se-d cada uma em tres, respectivamente parallelas aos eixos
do ellipsoide (11), resolvendo-se assim cada onda plana em tres,
parallelas e polarisadas segundo os eixos do ellipsoide.

M. Cauchy chamou a este ellipsoide — ellipsoide de pola-
risagao.

Pode, alem de determinar a direccio das vibracges para
um dado plano d’onda e para um dado valor de %, fornecer
os valores da velocidade de propagacdo na direccio dos seus
eixos.

Com effeito, designando por & um dos semi-eixos do elli-

psoide de polarisacio, temos evidentemente

Em resumo pois: Uma onda plana de vibragies rectili-

neas e parallelas, propagando-se no ether homogeneo, dd ori-

gem a tres ondas planas parallelas, cujas direccies das vibra-

goes se determinam respectivamente pelas direccées dos eixos

do ellipsoide de polarisagdo. As velocidades de propagacdo de

cada uma destas ondas obtem-se multiplicando os valores reci-

. S =
procos de cada semi-eizo por g
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Vejamos agora como se pode simplificar a equacio do
ellipsoide de polarisagio.

Em consequencia das hypotheses que estabelecemos dcerca
da natureza das forcas intimas do ether, serd de raio muito
pequeno a esphera de moleculas, a cuja acgdo estd sugeita uma
molecula qualquer ; por conseguinte podemos nio entrar em li-
nha Je conta com as moleculas, para as quaes os valores de
2,5 Y,y 32, £, sGo muito grandes, e bem assim desprezar

nas formulas, que estabelecemos, os quocientes da forma

2 ayb 2 c’{r,rb 8z°
e BRI

quando for respectivamente

a4 b+o—151, a4 b o—8>1.

. . T
Desenvolvendo pois em serie sen — 2E pela formula

o 1
gen=a ——— &

LT T
2.3 ' 2340 ey Nz Ely o
attendzndo a que ¢

3E = &z cosl -} 3y cosm -} 8z cosn

e elfectuando os desprezos acima indicados, obtemos para os

coefficientes do ellipsoide de polarisacdo os valores
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L=2m 53 {LD 4 inr)— 0] 25
(ooa‘i'&r‘—}—cm‘may‘—]— ........... ),
M—2m 5 [Lf'l + [mf(&)-—f{&) ] %—]

s

(mn’!&:v’—f—ma*mﬁy"—|— ........... ),

N=‘«’m§![ff} + [pare) —ro)] =)
(uos‘!é‘:c* 4 oomtmiyr 4 ciaiiiiiinn ),

P=2m 13 [m.f(.gj f&.)J - b

(uus’ 132 - cos?mdy? 4 vovonnnans ),
Q=2m 3 3[oar @) — 0] %
(ﬁoa‘l 82t L-cos?my 4 ...iiaen. ),

R—2m 53 [ar0)— f(r’-\}] >

( cos®lix? | costméyt - ....0i.ain )
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Posto isto, tomemos para eixos coordenados os eixos de
elasticidade do meio.

Em vista da constituicio que attribuimos ao ether homo-
geneo, a cada molecula situada’d'um lado de qualquer dos
planos coordenados corresponderd outra, da mesma massa,
situada do lado opposto e @ mesma distancia. Sendo assim, nos
sommatorios designados por X, desapparecerdo todos os ter-
mos que contiverem qualquer das quantidades 2z, 3y, 3z, ele-
vada a uma potencia impar; por quanto esses termos serdo
eguaes dois a dois e de signaes contrarios.

Em consequencia d'isto, reduzem-se os coefficientes do elli-

psoide de polarisacio a
()
—am Sz {L0) 4 ENIISER 0N [ )

(ms*l 8x? - cos?m 3y? -|- cos*n Ezg),

a2 (L0 4 o= 0] 4o}

(cus‘{ tx? -} cos?m 3y |- cosin 355),

Ne—2mlpx (8D | [iar@)—r0)] 2%

2

(casil 3x? |- cos? m3y? |- cos?n r:z‘)-,




Ei,r

€03 1 o8 N,

P—4m —: z [aﬁf{ﬁﬁ —'f”—')]

6:1':3 .B;-g

a? T 2
Q=4mﬁzlaaf(&)—-f[&}] X cos [ cos n,

R= 4m-— |3[_\.f‘{&|—f{ﬂ|] — = _coslcosm;

oun a

=2 [/, 3 _
L= = £t y.-) cos? [} (g'i !—tg) cosm - (}'ﬂ L s*)cns* nl»

M__4"'i 2 | ¢2)eostl g | 2n L (2L y2)cos?
=y _(e - % Jeos* ¢ | g% %) cos®m —( Ai* % |cos*n|

i (ﬂe _|_.se)¢uszg_||_ (ys._

Ky
P= T r? cos m €08 9,

srﬂ)-:',ﬁnc;‘2 m |- (.’a."- + wi) cos?n l ’

P
-——11—3 CO03 ¢ CO3 91‘

'l
1% cos I cos m,

8x
R= 3

fazendo, para abreviar,

AL, m
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52 ar o —se)] 2E

e USSR 7N] Bt

m

I N TSI N

i i
>z inr o) —s0)] &

I.

S VI S

¢ I» [ a :
lu't_—:%-:- [Q&f(é-) _ﬁ\&)] é’

Substituindo estes valores na equagio do ellipsoide de polari-
sacio, teremos

xt [{e" -+ 1?) cos? [ | (gt - £2) cos? m |- (A -} &?) ooa‘ n

+y“[(e‘-+ %) cos? I |- (g% -} ) cos? m - (h? -}~ r¥) cos? 0

+ 2 (¢ - 6% cost L - (g - 1) costm - (B -+ o) costn

32

~+4rtyzcosmecos n -4 s>z cos Ecoaﬂ—f—tit*a:ymsﬂemmzqﬁ-
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gty Py
Dividindo o termo constante por e obtemos um novo

ellipsoide

-

2 [(ei b %) cos I - (g - ) costm |- A® - o) cos n

+9t [@ ) cost 1 - (2 + ) oot m - (82 -+ ) cost n]

e [(ei - #%) cos®l - (g* 4 %) cos® m - (A2 w?) cos n
+4riyzcosmeosn-}-dstxzcoslecosnt- 4 ey coslcosm=1

A. Beer chamou-lhe segundo ellipsoide de polarisacao.

Resume, como o primeiro, as leis da propagagio das on-
das planas, tendo sobre elle a vantagem de dar immediata-
mente, pelos valores reciprocos dos semi-eixos, as velocidades
de propagacio.

Expostas no que tem de essencial as theorias de Fresnel
e de Cauchy, procuremos, se é possivel estabelecer entre ellas
uvma concordancia, pelo menos aproximada, mediante algumas
relagoes de condiccdo entre os coefficientes de que depende a
constituicio do meio.

Como nada sabemos de positivo dcerca da natureza da
funccdo f, vejamos até que ponto nos pode auxiliar a expe-

riencia.
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Tomemos com Rudberg tres prismas de topazio, talha-
dos no crystal de maneira que as tres arestas de refrangencia
sejam parallelas aos eixos de elasticidade, e fagamos incidir so-
bre uma das faces de cada um d’estes prismas um raio lumi-
noso perpendicular 4 aresta de refrangencia e polarisado n’'um
plano normal @ mesma aresta. Este raio refractar-se-d decom-
pondo-se nos seus elementos, como aconteceria n’um meio qual-
quer isotropo.

Determinado o indice de refraccdo de cada um d’estes pris-
mas, achamos tres valores differentes; o que prova que a luz
se propaga n'elles com desegual velocidade. Rudberg achou
para a risca F' do espectro os valores 1,61701, 1,62652, 1,61914.
Estes numeros sio constantes, qualqaer que seja a posiciio
das faces lateraes do prisma em relacio aos eixos d’elasticidade
do crystal, uma vez que se conservem parallelas a um d’elles.
Muda apenas, com a variacio de posicilo nas faces lateraes, a
direccio do raio, percorrendo diversos azimuths n’'um plano
perpendicular d aresta. Este mesmo facto se pode verificar di-
rectamente em muitos outros corpos.

Se admittirmos, como Fresnel, que o plano de polari-
sacdo ¢ perpendicular ao plano de vibragio, podemos concluir
d’estas experiencias que— n'um meio homogeneo a velocidade
das ondas planas, parallelas a um dos eixos de elasticidade e
cujas vibragoes se propagam conservando-se parallelns ao mes-
mo eixo, ¢é constante para qualquer posicdo das ondas.

A expressio analytica d'esta lei vae simplificar-nos extre-
mamente a equacio do segundo ellipsoide de polarisacao.

Consideremos em primeiro logar uma onda plana paral-




lela ao eixo dos @ : serdo para este caso os angulos que a normal

forma com os eixos
! = 90°, m -+ n = 90%

e a equacdo do segundo ellipsoide de polarisaciio, correspon-

dente a esta onda, tomard a forma

- ot Iﬁ.t Iy coﬁin(}i'l_]l_ai__g‘:_t‘!)]

g [ﬂz 4 v2 - cos? n( B2 — g _.,2)-|

-+ 22 [g* t r? - cos? n(h? L w? — gt — 1-’)]
4 r? yz cos m cosn = 1,

Por conseguinte o valor da velocidade de propagacio das

vibragdes parallelas ao eixo dos x serd

1 o nasa(1B)

1
\/geT:e Todla @Il —g—5

O plano d’onda, sendo parallelo ao eixo dos @, ¢ prependi-

cular ao plano dos yz ¢ forma com o ¢ixo dos y o angulo n.
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Ora a experiencia assigna 4 velocidade um valor constante,
qualquer que seja a inclinacdio da onda em relagio aos eixos
dos y e dos z, isto ¢, qualquer que seja o valor de cosn; por-
tanto, para que haja accordo entre a experiencia e a theoria, ¢
necessario que em (12) seja nullo o coefficiente de cos? n, d'onde

resulta

Bit=gto

Fazendo em seguida consideracGes analogas para ondas

planas parallelas aos eixos dos y e dos z, chegariamos ds equa-
¢oes de condicido

et |- 12 = At - o2,
et - st=g |
Estas equacGes, conjunctamente com a relagio
cos?l - cos®m 4 costn =1,
reduzem a equacdo do segundo ellipsoide de polarisacio a

at [(""-i—fl’ o tl)mlj iy K ,a,:]

43 [(g‘ 4t —?— t’)ms’ m -} e 4 f’]
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-+ 22 [(k‘“ + w? —e? — s‘)coa‘ n--et | s’]

- 4riyzcosmeosn--4stwzcosleosn |42 wycoslcosm =13

ou, para abreviar, a

'4:2( Ieos?l -} u") - g*( Acos? m |- ('J"-) — z*( I cos?a -+ ct )

+4ryzcosmeosn |- 4stazcosleosn |- 4aycosleosm = 1,

sendo, como sabemos, a, b, ¢ as velocidades de propagacio
das vibracoes parallelas aos eixos de elasticidade.

Esta equaciio mostra que, em geral, nenhuma das tres di-
reccbes das vibracoes, que correspondem a uma onda plana,
assenta rigorosamente sobre o plano d’onda; porem a experiencia
demonstra-nos que isso tem proximamente logar em todos os
meios birefrangentes conhecidos, isto é, que das tres direccoes,
que devem ter as vibracdes d’'uma onda plana, duas sio quasi-
transversaes e a terceira guasi-longitudinal. Sendo assim, po-
demos substituir, sem erro sensivel, os dois eixos do ellipsoide
de polarisacdo, que ddo as direccdes das vibracdes quasi-trans-
versaes, pelos eixos da seccio diametral, feita no mesmo ellipsoide
parallelamente ao plano d’'onda. Estes eixos determinam entio
aproximadamente a direcciio e a velocidade de propagacdo das
vibraches quasi-transversaes, as unicas que impressionam a re-

tina.
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Resulta pois do que temos dito, que, se a seccio diametral,
feita no ellipsoide de polarisaciio pelo plano d’onda, coincidir
com a seccio diametral, feita pelo mesmo plano no ellipsoide
inverso das elastici dades, os resultados da theoria de Cauchy
serdo proximamente identicos aos da de Fresnel.

Resta-nos portanto vér quaes as relacdes que é necessario
estabelecer entre os coefficientes do ellipsoide de polarisaciio,
para que tenha logar a coincidencia das duas seccoes diametraes
para qualquer direccio da onda plana,

Seja

xeosl |- ycosm -|-zcosn =10
a equacio do plano d’onda.
A equagio da projeccio, sobre o plano dos yz, da secciio

diametral, feita pelo plano d’onda no ellipsoide de polarisacio,

serd

yt [(I LA — 2#)::035! cos?m |- a? cos®m }- b2 cos? E]

-+ 22 [(l + 1 — 23)(:03” cos? n - a*cos? n - c?cos? i’]

+2§z[(l‘+r §— t)cos’f I—u‘lJcoa? meoatn=1.........(13).

O plano d’esta mesma secciio corta o ellipsoide inverso
P : p
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ata? - By efat— 1

segundo uma ellipse, cuja projeccio sobre o plano dos yz é repre-
sentada por

12 a® cos2m - H2cos?l 2 a® cos®n - c2eost ]
=l

+ 2ayzcoameosn=1........(14).

Para que as duas seccoes ellipticas coincidam, ¢ necessario
que se tornem identicas as equacdes (13) e (14).

Exprimindo analyticamente essa condicdo, para o que é
necessario identificar os seus coefficientes homologos, obteremos

as equacoes
'bA—2t=0,
r<+m—2s=0,
'd4+r—s—t=0.

A realidade da coincidencia prova-se em particular, quan-
do o plano d'onda for parallelo a um dos planos coordenados,
pela identidade natural das equacdes consignadas.

Vemos pois, em conclusdo, que pelo processo que acaba-
mos de expdr, devido ao engenho de A. Beer, se pode estabe-

lecer uma concordancia aproximada entre as theorias de Cau-
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chy e de Fresnel, mediante um grupo de relagdes entre os
coefficientes de que depende a constituicio do meio; relacoes
que admittimos para se poderem explicar as suas propriedades
opticas, apezar de desconhecida a sua significagdo phisica.

Devemos comiudo notar que, se supposessemos as vibracoes
parallelas ao plano de polarisacdo, hypothese contraria dquella
de que partimos, chegariamos a outras equagbes de condigdo.
Tem ambas egual fundamento. Os factos da dupla refraccao
sio insufficientes n’esta conjunctura.

D'aqui em diante podemos dispensar na construcciio das
ondas planas o ellipsoide de polarisacio, cujas relages com o
plano d'onda siio bastante complicadas, substituindo-lhe a cons-
truccio de Fresnel pelo ellipsoide inverso das elasticidades,
cuja posicio e dimensbes sdo independentes d’aquelle plano.

Nio ¢ este, comtudo, o unico processo que se pode ado-

ptar para a construciio das ondas planas. Ha mais.

Construegiio das ondas planas pela superficie de
elasticidade de Fresnel.— A equacio da superficie de elas-

ticidade de Fresnel em coordenadas rectangulares ¢

(@2 -y | 29 =atad - B2yt |- 22t

Esta superficie tem com o ellipsoide inverso das elastici-
dades uma relacdo tal, que cada um dos seus raios vectores &
reciproco do raio vector do ellipsoide na mesma direccdo.

D’aqui resulta immediatamente que os eixos das sec¢Oes

diametraes, feitas por um plano tirado pelo centro commum




das duas superficies, confundindo-se em direccdo, teem valores

reciprocos.

Podemos pois concluir que —a qualquer direcgao de pro-
pagagdo normal correspondem dois systemas d'ondas paralle-
las, cuja polarisacdo e velocidade de propagagdo sao dadas
pelas direcgies e grandezas dos semi-eixos da secgdo diameiral,
feita por um plano normal d direccdo da propagacdo na su-
perficie de elasticidade de Fresnel.

Esta construccdo ¢ chronologicamente anterior 4 constru-
cciio das ondas planas por via do ellipsoide inverso.

A superficie de elasticidade de Fresnel estd estreitamente

relacionada com o ellipsoide

LI | o 22
AR g e o

reciproco do ellipsoide inverso, por um theorema notavel de-
monstrado por Magnus, que pode enunciar-se assim: se do cen-
tro do ellipsoide reciproco se baixarem perpendiculares sobre os
seus planos tangentes, o logar geomelrico dos pés das perpen-
diculares é a superficie de elasticidade de Fresnel.

Baixemos do centro do ellipsoide

St h e

uma perpendicular ao plano tangente

X:rl_i_ yi+ Zz, i
I




a 7

: a 2
Xy = 2y, Yy=—212

&y |

P o2

Para obter o logar geometrico dos pés de todas as nor-
maes, baixadas do centro sobre os planos tangentes, basta eli-
minar @, ¥;, 2 entre as equacdes da normal, do plano tangente
e do ellipsoide reciproco, depois do que, recahimos na equacio |

- y? | - 232 —=ql2? .| ]2 Rl Sl

Construccio das ondas planas por meio do elli-

2 2 2

psoide -:2— - —;i_,— 4 ——=1. Methodo de Pliicker.—Por !
- SR c*

um ponto qualquer M (fig. 3.7) do ellipsoide reciproco tiremos um

plano tangente TT. Baixe-

Fig. 3.2

mos do cenuro o raio ve-
ctor OM e a perpendicu-
lar OP ao plano tangen-
te. Em consequencia do
theorema precedente, OF
serd um ponto da superfi-

cie de elasticidade de Fres-

nel, cujo centro coincidird
com o ponto O.

Se pelo raio OM tirarmos um plano perpendicular ao pla-
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no do triangulo MOP, este plano cortard no ellipsoide reciproco
uma ellipse S8, de que OM serd necessariamente um dos eixos.

Estendendo a construc¢do do ponto P a todos os pontos’
d'essa ellipse, a sequencia dos pontos assim obtidos, analogos
a P, constituiriam uma secciio diametral, feita na superficie de
elasticidade de Fresnel por um plano tirado segundo OP, per-
pendicularmente ao plano MOP. Esta seccio ¢ evidentemente
normal ao eixo da superficie cylindrica, formada pelo conjuncto
dos planos tangentes a todos os pontos da eHipse SS.

O raio vector OP d’aquella secciio ¢ necessariamente um
dos seus eixos, visto que o plano MOP ¢ uma secciio principal
do cylindro elliptico, e que tudo ¢ symetrico em relacio a elle.

Por conseguinte, attendendo 4 construccio de Fresnel por
via da superficie de elasticidade, podemos concluir que —tirando
w'um ponto do ellipsoide reciproco um plano tangente e bai-
xando do centro uma normal sobre esse plano, o seu compri-
mento representard a velocidade de propagacdo, e o plano que

contem o ponto de tangencia, o pé da normal e o centro do elli-

psoide representard o plano de vibracdo d'uma das duas ondas,

que correspondem ao plano tirado pela normal, perpendicular-
mente ao plano dos tres pontos precedentes.

Determinadas assim, por qualquer dos processos anterior-
mente indicados, a polarisagio e a velocidade de propagacio
dos dois systemas d’ondas planas, que n'uma dada direccdo
se podem propagar n'um meio homogeneo, a construccio da
superficie d’onda € uma questido puramente geometrica.

A determinacdo da sua equaciio completar-nos-d o conhe-
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cimento das leis da propagacdo da luz, e a sua discussio nos
indicard a variacio dos phenomenos em cada caso particular.

Antes porém de apresentarmos os diversos processos de
que os phisicos se teem servido para calcular a equacio da
superficie d’onda, deduzamos pela analyse a lei de variagfio,
para as differentes direccdes, das velocidades dos dois systemas
d'ondas planas parallelas, que podem propagar-se n’'um meio
homogeneo ; e conjunctamente apresentemos um processo de
construccdo para a determinacdo da sua polarisacdo, absoluta-

mente independente de qualquer das construccbes que ha pouco

estudamos.

Tomemos para isso de novo o ellipsoide inverso

ata? |5yttt 2t =1.
Suppondo
a<b<e,

a € ¢ representardo os valores extremos entre os quaes podem
oscillar as velocidades de propagacio, sendo & o valor medio.
As seccoes diametraes d’este ellipsoide ddo-nos, como sa-
bemos, a polarisacdo e a velocidade dos dois systemas d’ondas
parallelas, que podem propagar-se n'uma dada direcgdo.

Se considerarmos porém uma onda parallela a qualquer
das duas seccdes circulares do ellipsoide, a seccdo diametral
parallela & onda, por ser um circulo, deixa indeterminada a di-
reccio das vibracdes ; ea velocidade de propagacio ¢ constante,

qualquer que seja a sua polarisagdo.
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As normaes s seccoes circulares sdo pois direccSes singula-
res de propagacio, caracterisadas por esta propriedade especial.

As duas seccoes circulares cortam-se segundo o €ixo me-
dio do ellipsoide, e estio egualmente inclinadas sobre as seccoes
principaes xy e yz, sendo 0s seus planos perpendiculares d
seccdo principal xz.

Os angulos que formam com 0s €ix0s dos 2 e dos z sdo

dados por

cos Xy ==

co8 Xg=——
T

‘al — ¢?

S : w7 . :
€, COMO —- € 0 ralo das seccBes circulares, serd b a velocidade
das ondas planas que lhes forem parallelas, qualquer que seja

a sua polarisag@o.
Posto isto, seja O (fig. 4.%) o centro da seccio diametral S8,

feita no ellipsoide in- Fig. 4.*

verso por um plano

perpendicular 4 normal

a umaonda plana qual-

quer, e ON essa normal.

Designemos além

dlisso por LI, e Ll,

as intersecgoes do pla-

no diametral com as
seccoes circulares, e por OE; e OE, as suas normacs.
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Sendo Ok ¢ Ok’ os eixos da seccdo diametral, os planos
NOk e NOK' representario os planos de vibracio das duas
ondas que podem propagar-se perpendicularmente a ON,

Mas LI, e L1, por ser

2
I.'II.I. — I’Ig = —b—'i

sdo diametros eguaes da ellipse 8S e portanto estio egualmente

inclinados sobre cada um dos seus eixos.

Logo os planos de vibragio, que sio bissectores dos dois
angulos diedros oppostos pela aresta, formados por dois pla-
nos que passam por ON e por LI, e LI,, tambem dividem em
duas partes eguaes os angulos formados por dois planos que,
passando por ON, siio perpendiculares a ONI, e ONI,. Estes pla-
nos passam evidentemente por OE, e OE,, que sdo perpendi-
culares a LT, e LI,.

Conseguintemente. podemos concluir que — firando pela
normal a um plano dois, que passem pelas normaes ds sec¢oes
circulares, os planos bissectores dos angulos diedros assim for-
mados sdo os planos de vibracdo das duas ondas que podem
propagar-se parallelamente ao primeiro,

Ainda a consideracio das normaes ds seccdes circulares
nos vae servir d'auxilio na determinacio pela analyse da lei de
variacllo das velocidades de propagacio.

Cortemos no ellipsoide inverso uma secclio diametral, e
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levantemos do centro a

PR

sua normal e as nor-
maes ds seccoes circu-
lares.

Sejam N, E,, E,
(fig. 5.% as intersec-
coes das tres normaes
com uma esphera de

raio = 1, descripta do

ponto O como centro.
Tirando dois circulos maximos pela normal ON e pelas
| normaes das seccoes circulares, os circulos maximos bissectores

dos angulos diedros, formados por aquelles, sdo os planos de

vibracio das duas ondas, que podem propagar-se parallela-
mente a seccdo diametral proposta.

Os eixos Ok e Ok' da seccio diametral coincidirdo em di-
reccdo com os diametros perpendiculares a ON dos circulos
maximos que representam os planos de vibracdo.

Isto posto, tomemos a equagdo polar do ellipsoide inverso

1
atcosta - bicos?f - cleosty =—
P

ou
2 [(uf s f,ﬂ) costa - (&8 — Eﬂ)cos" -;_biJ: ... (14).

Tractemos de exprimir g, 8, ¥ em funcgiio dos angulos ¢, e

23, que a normal forma com as normaes ds seccoes circulares,




4 = E,0k, 4y =E,Ok,

— E,0K, Ty — E,01,

E,ONE,; = 6,

E,ONk — E,ONK = 180" — 0.

Para Ok, raio vector do ellipsoide inverso, teremos

cos §, = cosacos X - cosycos Z,

08 Yy = — cos 2 cos X - cos y cos Z;

cos-p; — €08 Y, cos ¥, - cos

S g el *

o
. 2co8 Z

Substituindo estes valores na equacio (14), vem

r'l [‘;Zﬂ:sbxl(cos N cﬂﬁ'ﬂ) + 1 uus’% (cosnp ~t-cos q.-g) +g.2]

ou, pondo em vez de cosX e cosZ os seus valores,

1 =] (c“ — a‘)coa'hma'h ..... sxve (10)0

: ]
rt
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Por outro lado os triangulos esphericos N Egk e NEsk diio

1 1
cos}, = — cos - 0sengy, 008 g = — €08 5~ 0 56N 3y;

e o triangulo espherico E,NE,; dd

cos 2 Z. — cos %, cosg,

cosfl =
BEN ¥, SeN ¥y

 D'esta uluma deduz-se

Vieos2Z — cos (2 - %)
VESBH ¥y Bel ¥y ;

u:

que reduz as primeiras a

Veos2Z — cos (%, 1 )
V 2sen 7y sen %y

o8 §, = — Ben %y,

chaﬂZ—coa(?,—I—?ﬂ :
CO8 gg — — sen 3q.
" V 2sen s, sen % 2

Substituindo finalmente estes valores em (15), vem

_é. == b °';'“g [eos‘a’Z—leoa(?‘—}-?,)];




Ou, por ser

2 — gt — ¢
al — ot

g2 =—1—2sen?Z—=

1 a! + ﬂi a‘ — c%
ey = 3 - 5 cos (g{ —+ :p,) ......

Se em (15) tivessemos substituidos por cos ¥, e cos ¥, os

valores de cosy, e cosy,, correspondentes ao raio vector Ok,
achariamos, por processo analogo,

1 at - ¢t ot b (
e c03

¥ = :‘3 X ) ?1—-?;)..... {17). _

As equacoes (16) e (17) representam evidentemente os

quadrados das velocidades dos dois systemas d’ondas, que po-
dem propagar-se perpendicularmente 4 normal ON.

Estas formulas, apresentadas por Fresnel, ddo-nos as velo-
cidades de propagacio em funccio das constantes do meio, a,
b, ¢ e dos angulos que a normal 4 onda plana forma com as
normaes ds seccoes circulares.

Subtraindo-as vem

1
P g =v; — o= (¢ — a?) sen g, sen gy,

A=

que resume a lei conhecida por — lei de Biot ¢ de Brewster.

Foi primeiro formulada e verificada por Biot; mais




tarde elle proprio reconheceu que se continha implicitamente

em formulas mais complicadas, que Brewster tinha deduzido
das suas observacoes.

A discussio das formulas de Fresnel conduz a resultados
interessantes € permitte, como vamos vér, um agrupamento ele-
gante dos phenomenos.

A uma direcciio qualquer definida pelos angulos 3, € 3y cor-
respondem duas ondas, que se propagam com as velocidades
v, e v;. Podemos portanto dividir todas as ondas em duas
seccoes : ondas correspondentes a v, ou de primeira especie;
ondas correspondentes a v’ ou segunda especie.

Tractemos das primeiras (fig. 6.%).

9, - 3¢ attinge o valor minimo, quando a normal cahe no
angulo das normaes ds seccoes circulares, que o eixo dos Z di-
vide ao meio. Entdo ¢

Fig. 6.2

1]

valor reciproco do eixo
medio do ellipsoide in-

VErso.
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#; -+ ¢, attinge o valor maximo quando a normal coincide

com o plano dos ay.Entao é

2+ 9 = 180°

valor reciproco do eixo menor do ellipsoide inverso.

A velocidade das ondas de primeira especie varia pois
entre ¢ e b.

Esta seccio pode subdividir-se n'uma infinidade de grupos
secundarios, caracterisados pela constancia do valor 3, -3, As
normaes das ondas do mesmo grupo constituem as generatri-
zes d'um cone do segundo grau, cujas linhas focaes sdo as nor-
maes ds secgoes circulares e ¢ujo eixo principal coincide com o
eixo dos z.

Estes cones teem por limites, por um lado, o plano dos
xy e, pelo outro, o angulo E,OE,.

Tractemos agora das ondas de segunda especie (fig, 6.%).

Tyl = ;_ 2 Co8 (?; L ?1)1

pode substituir-se por




desde que seja

¥y =%, 7q=180°— g,

N'esta ultima forma de v,/ a normal ON acha-se referida
a E, 0 e F,0.

', -+ ¢y attinge o valor minimo, quando a normal cahe no
angulo das normaes ds seccdes circulares, que ¢ dividido ao meio

pelo eixo dos @. Entdo ¢

¢+ 7 =2X

- b

5

valor reciproco do eixe medio do ellipsoide inverso,

7y - ¢/y attinge o valor maximo quando a normal coin-

gdle com o plano dos yz. Entio ¢

¢1 1 p2 = 180°

'L‘k' =da,

valor reciproco do eixo maior do ellipsoide inverso.
A velocidade das ondas de segunda especie varia pois en-

tre b e a,




Analogamente ao que vimos para as ondas de primeira

especie, a secciio das ondas de segunda especie pode subdivi-

dir-se n'uma infinidade de grupos secundarios, caracterisados
pela constancia do valor g, — ;. As normaes das ondas do
mesmo grupo constituem um cone do segundo grau, cujas li- -
nhas focaes sio ainda as normaes ds seccbes circulares, mas
cujo eixo principal coincide eom o eixo dos .

Como limites d’estes cones temos, por um lado, o plano
dos yz e, por outro, o angulo E,OF,.

O limite inferior das velocidades das ondas de primeira
especie ¢ o limite superior das velocidades das ondas de se-
gunda especie. Por isto chamamos ds primeiras — rapidas; as
segundas — lentas.




CAPITULO II

SUMMARIO ;: — Superficie d'onda. Processos para a determinagio da sua
equagio. Polarisagiio das vibragbes em cada um dos seus pontos. Dis-
cussiio.

Os eixos de elasticidade, para ondas planas parallelas aos
planos de clasticidade, € as direccdes singulares, para ondas
planas quaesquer, permittem a decomposicdo do movimento lu-
minoso n’um systema binario de movimentos taes, que, separan-
do-se espontaneamente, s¢ propagam sem alteracio na mesma
direcciio com diversa velocidade e polarisados em angulo recto.

A associacio de todos os systemas binarios simultanea-
mente originados, desenvolvidos pela propagacio d'uma infini-
dade d’ondas planas que, crusando-se no mesmo ponto, partem
a0 mesmo tempo em todas as direcgoes, é-nos fornecida pela
sua superficie envolvente, a qual, como ja dissemos, constitue
a — superficie d'onda. '

Esta resume as por¢des das ondas planas que niio sio des-
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truidas pela interferencia, ¢ representa o logar geometrico das
particulas depositarias do movimento.
Vejamos como por differentes methodos podemos chegar

a determinar a sua equacdo.

Methodo de Senarmont. — Para 4 determinaciio da
equacio da superficie d'onda Senarmont serve-se, como au-
xiliar, da — superficie das velocidades normaes. Esta obtem-se
elevando n’um ponto qualquer d'um plano uma perpendicu-
lar e marcando sobre ella, a partir do plano, dois comprimen-
tos eguaes aos valores reciprocos dos semi-eixos da seccio ellip-
tica, feita no ellipsoide inverso parallelamente ao plano dado:
os dois pontos assim determinados pertencem 4 superficie das
velocidades normaes,

Repetindo a mesma construc¢do para todos os planos
que podem passar pelo mesmo ponto, obtemos uma infini-
dade de pontos, cujo logar geometrico € a superficie preten-
dida.

Tirando por cada ponto d'esta superficie planos perpen-
diculares ds extremidades dos raios vectores, e determinando a

envolvente d'esses planos, teremos construida a superficie

d’onda.

Procuremos pois em primeiro logar a equacio da super-
ficie das velocidades normaes,

Sejam:

Iy my m — 0s angulos que forma com os eixos coordenados

a normal a uma onda plana ;




81

#, B, ¥ — os angulos que forma com os eixos coordenados
um dos eixos da seccdo elliptica, feita no elli-
psoide inverso por um plano parallelo 4 onda;

%y 75 ¥ — 0s angulos que forma com os eixos coordenados
a direccdo da forca elastica, desenvolvida por um
deslocamento parallelo 4 direccdo (x, B, ¥).

Uma recta auxiliar (u, v, w), perpendicular ao plano for-

mado pelas direccoes do deslocamento e da forca elastica, es-
tard sobre o plano d'onda, e seri por conseguinte perpendicular
4 sua normal, sendo esta ultima tambem perpendicular ao des-
locamento.

Exprimindo estas relacbes entre as differentes rectas (I, m, n),

(# By 1)y (35 725 ¥)y (w, v, w), obtemos as equagdes

cosacos ] -} cosfcosm | cosyeosn=0....... (1),

cosucosl 4 cosveosm | cosweosn=0.......(2),

o8t cos % -} cosv cos B - cosweosy =0.......(3),

08 u cos § - cos v cos - cosweosy = 0.

D’estas a ultima pode reduzir-se a

atcosu cos u - b2 cos B cos v - ¢t cos yeosw =0.... (4),




por ser

a¥cos z bieosf cteos y

€08 § = R » COB Y = R s CO8 Y =

]

sendo R a resultante da forca elastica.
Emfim a expressdo que nos dd a velocidade de propaga-
¢do das vibracoes parallelas a (=, 8, v) é

r? = alcos®x |- b2 cos® B }- ctcosly..... oess (B)s

As equacdes (1), (2), (3), (4), (B) a dez variaveis «, B, ¥, I,

m, n, u, v, w, r dio pela eliminacio das seis quantidades
a B, ¥, u, v, w uma relagio entre [, m, n, r que é a equagio
da superficie das velocidades normaes.

Esta eliminagdo effectua-se com facilidade pelo methodo
dos coeflicientes indeterminados.

Com effeito, multiplicando as equacdes (2), (3), (4) respe-
ctivamente por 1, A, B e sommando-as, vem 1

cos u[ (A 1= Ba‘)mu z -}~ cos .!] - cos u[(A --B b’) cos f-}-cos m] |

-l cos w[ (A -+ B c’)cns'r + cos u]= 0.

Determinando A e B pelas condicoes de serem nullos os

cofficientes de cos u, cos v, cosw, temos as equacdes
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(A-;-Ba%)cou 4 cosl=0

.. (6),

(A--I—Bb*)cosﬁ + cosm =0 pereceee’

(A—l— Bc’)cusf +cosn =0 ,

que sommadas, depois de se multiplicarem respectivamente por

cos «, cos B, cosy, ddo, attendendo a (1) e (6),

A= — Bri.

Tendo em vista esta expressio, deduzem-se de (6) os va-

lores

e cos |
co8 g = —'——_"'B‘ (T‘ . ﬂgj’

08 m

cosfp = m:

co8 i
cosy = —_____B‘ (T: — c‘]'

que substituidos em (1) ddo

ma‘ll cos?m cosn
Sl T A

r‘_ a‘




equacio polar da superficie das velocidades normaes.

Determinada esta, deduzamos agora a equagdo da super-
ficie d’onda.

Sejam ¢ (A, u, v) as coordenadas correntes da onda plana,

normal d extremidade do raio vector » ({, m, n) da superficie
das velocidades normaes.

Designando por ¢ o angulo variavel que formam os raios

vectores da onda plana com a direccio fixa r (, my n), temos

-
CO08 € ﬁ? == cosl cosh -~ cosm cosp ~ coen cosv........ (7)
€ conjunctamente

cos*l - cos*m -}~ cosn = 1

. 5 : casysne s asill)
cos cos cos n
ol ot * P 1} + P e 0

A equagiio da envolvente de todos os planos, definidos pelas
equacoes (7) e (8), determina-se derivando-as em ordem aos
parametros variaveis, e depois eliminando entre as propostas
e as equacdes derivadas as quantidades que particularisam a
posicio do plano d’onda.

Derivando pois em ordem a cosl e cosm, que suppomos

serem os parametros variaveis independentes, obtemos os dois
systemas de equacoes :




deosn
cos [ | co8 B — - = Q.9

r.-,oit cosn deosn  vdz noa“_!__ cosm cosn
ri—a? 7ic? deosl  doosl| (rP-a¥)? " (r2-0%)° (1-'3-|:3)"-] f

a deosn s S \
O deosm ¢ doosm -

deosn

Cosm —[- COoBn —m =

cosm  cosn deosn  rdr [ cos?l cosm m‘n] 0'

-0 pictdoosm deosm| (ri-a?)? ' (r?-0%)? (r‘ c?)?

Em presenca da regra que enunciamos, temos de elimi-

nar entre as propostas (7} e (8) e os systemas (9) e (10}, as quan-
deosn deosn deosr deosr
dcosl ~ deosm  dcosl  deosm

tidades I, m, n, 7,
Procedamos por partes.

Eliminemos primeiro os coefficientes differenciaes pelo me-

thodo dos coeflicientes indeterminados.
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Multiplicando as equagdes (9) respectivamente por 1, A, B
e sommando, vem

deosn

cosn
s i | P
dcml(eu? -Acosn-|} B )

dr cos? !l cos*m | cosin 1
~ o | B" Li—a T pmm i -

~

F

—f-cos).—[-AcuaI-{-B?;}ﬂ- =0,

—at

Determinando A e B pela condi¢io de serem nullos os

: deosn dr b
coefficientes de e , obtemos as equacGes
dcosl deosl !

Ccosn

o8 v —[—-Acoan—f—B;g_—c,

Br[ cos?] cosm? cosin ] gy

(,'.z__ﬂzji (r2—33%)2 (r—e?2| T,

E escusado repetir o mesmo calculo para as equacoes (10),
pois que, pela sua inspeccio, se vé immediatamente que che-
gariamos a duas equacdes identicas a (11).

A determinacio de A e B por (11) reduz as sommas de

(9) e (10) a duas equacdes, que reunidas a (11), constituem o
systema ;
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otk - A cosl B 20— |
cosy - A cosm - B T-:%*:“ -=0
v (12).
cosv - A cosn |- B _,-fo__i:a" =10
cos?l coslm cosln 1
Br [(,.i_as): s - b e {,.z_ci}:] + B 0

A somma das tres primeiras d'estas equacbes respectiva-

mente multiplicadas por cosl, cos m, cos n determinam A pela
formula

e a somma dos quadrados das mesmas determinam B, por A

se achar determinado, pela formula

B —_— —E- (‘?‘2 —_— Pt)'

Os valores de A e B substituidos em (12) reduzem-nas a
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cosh — — cosl = p?t— ot S \
¢ ¢?

-
cosp — e CO8 7 = (pi

.. (13).

oy o

’
COBY — — COSN = (9" - -r‘i) ——
p et 2k

s ![ cos? ] P cosim cosiﬂ]
(r—a?)t (,.t_bs;,: T(,e_,:ij:

cos? i cos?y

23, .
P E’![ c(.)i,ejs = = F @ _ctjz] :

Resta-nos eliminar I, m, a, ».

A somma das tres primeiras d’estas equagbes, previamente

multiplicadas por cos’}, cos ., cosv, ¢

cos?h cos?y cos?y

1
TP a AR

que, por ser independente dos parametros variaveis, representa
a equacdo da superficie d’onda,
Subtraindo-a da identidade

—_—— e —— ——— ——
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toma a forma

a“cos’l bleosty cleoa? v

F—t e Bk i

2

de que se faz mais frequente uso.

Pelas formulas conhecidas

@==pCOBA Yy=FCO8 [ 2=0CO03v,

p=altyti o
reduz-se a

(ad-ytofoet) (@lat Bty -ot2) —ad (B-f-ot)at
—1¥a? Byt —c?(ad - b2t atrer=0,

que ¢ a equagiio da superficie donda em coordenadas rectan-
gulares.
;\ Ainda podemos, com Hamilton, dar-lhe a forma mais sy-

metrica
al :r:’—}—b*yf+ gl — q?

b2 gt
5 ata? |0yt |- ctet — B

almi_:_{,!yi_l_cizi_c‘l e
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Lancando mdo da equagdo polar da superficie d’onda, de-
monstra-se com facilidade um theorema, por meio do qual po-
demos em geral determinar a direccio das vibracGes n'um
ponto qualquer da superficie d’onda, sem a consideracio dos
eixos da seccdo diametral do ellipsoide inverso.

Com effeito, seja M (fig. 7.*) um ponto qualquer da super-
ficie d'onda; por esse ponto tiremos o raio vector OM e o
plano tangente PP,

O problema actual resume-se em determinar o valor do
angulo que o raio vector OM faz com a direccio das vibraces
no plano PP,

Sendo =, £, y 0s angu-

Fig. 7.0

los que a direccdo das vi-
bracoes faz com os eixos
coordenados, € p (A, p, v) as
coordenadas polares do
raio vector OM, deduz-se
facilmente das equacdes

(13), attendendo 4 ultima

das equacoes (12),

cos A o8 & COos ¢os f Ccos v o8 y
—3 B

F—at PV 22 ;1:312:.\/;%___;1;_*—@ '":-vpa_,.t'

Substituindo estes valores em

cos®l  cos?p cos? y 1
_F.t — ag. | 1;: b1 F! T Ci 3 F'I




2
eosucosl—l—co;!ﬁuosg+cm*:cnsv=\/1__"_‘.=cus£,
¢

ou

52
uoﬁ"A—F%-:l,

sendo A o angulo que se pretendia determinar.

Por ser

1-230813,
13

A e B siio complementares ; por conseguinte a direccdo das vi-
bracoes ha-de ser tal, que forme com ON um angulo recto em
N. Sera pois NM.

Logo: a direc¢do das vibracoes nw'um ponto qualquer da
superficie donda é dada pela projeccdo do raio vector, lira-
do para esse ponto, sobre o plano tangente d superficie donda
no mesmo ponlo.

Para os pontos em que o raio vector ¢ normal 4 super-
ficie d’onda, a sua projeccdo sobre o plano tangente ¢ nulla ;
e a direccdo das vibracoes fica por determinar. N’este caso
temos de recorrer ds seccoes diametraes do ellipsoide inverso,
ou a qualquer dos outros processos que estuddmos.

O plano ONM € o plano de vibracio.

O plano de polarisacio serd, adoptando a hypothese de
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Fresnel, perpendicular s vibragoes ; mas, como em geral estas
sdio obliquas ao raio vector, o plano de polarisacdo nio passard
por este raio. Comtudo,attendendo d quasi-transversalidade das
vibracbes em todos os meios birefrangentes actualmente conhe-
cidos, podemos tomar, sem erro sensivel, por plano de pola-
risaciio o plano que, passando pelo raio vector, ¢ perpendicular

ao plano de vibracio.

Equacio da superficie d'onda em coordenadas pa-
rametricas dos seus planos tangentes, — Como uma su-
perficie é sempre a envolvente dos seus planos tangentes, pode
representar-se por uma equagdo entre as coordenadas parame-
tricas d’esses planos e quantidades constantes ou parametros.

Deve entender-se por coordenadas parametricas d'um plano
os valores reciprocos dos segmentos que elle intercepta nos
tres eixos coordenados. Por este meio um plano fica completa-
mente determinado.

As equacoes

a? - ¢ .

T

permittem-nos achar muito facilmente a equagio da superficie
d’onda, expressa nas coordenadas de que acabamos de {allar,

Facamos, para abreviar,




al et
o

as expressoes de v, e v, reduzir-se-o a

g )

vy =p ¢ cm(-r, 43)

Tiremos pela origem uma recta n'uma direcciio qualquer,
definida por ¢, € 74 0s dois pares de planos, perpendiculares a

essa recta e ds distancias da origem
= o} = + g cos(5y + 1)y

p=oit=p-g W-‘"(?q = ?:.-)-.

sdo, ¢ 50 elles, planos tangentes d superficie d’onda.

Conseguintemente

(i@ edie

que resume aquellas duas condisdes, ¢ a equacdo da superficie
d’onda.

Resta-nos exprimir , ¢, 73 em funccio das coordenadas
parametricas,
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Designando por u, v, w as coordenadas parametricas do

plano tangente, definido por p (#;, g3), OS segmentos, que esse
g : P e |

plano intercepta nos eixos coordenados, serio = i
w

sua equacio em coordenadas ordinarias sera

v oy twz=1.

Ora, sendo I, m, » os angulos que a normal & onda plana

forma com os eixos coordenados, teremos evidentemente

cosl —ug, COBM=—1UV} COST=—1wp;

logo
1
7 QI

: ]

Finalmente para exprimir ¢, € g3 em u, v, w temos as for-

mulas
©08 3, = c08 X cos ! -} cos Z cos n =3 (ucos X -} w cos Z)

008 99 = — 08 X co8 | -} cos Z cos n=1p (wcos Z — u cos X).

Obtidos assim todos os elementos para a substitui¢io em-
prehendamol-a.

A equacio

(=) (#—w) =0




pode transformar-se em

- () 4o

Mas

v v3=2p}2 ¢ cos ¢, cos a=2p —!—99".3"(“-‘E cos?Z —u? ¢°5“3'1):

ou, attendendo a que é

1

Phim bty
ul | o? - w?

vs e vy =p*—¢* ¢ (cusa?l —}—cos*:p.!) ~+ 2pqcosz cosgy;
e

vy vf = pt — ¥} 242 ,:‘3(“* cos? X - w? cos? Z)

+2pq ;‘-’(w‘* cos® Z — u? cos? X),

ou, attendendo a que ¢

1
ut ot - wt

P =

vy oy = {““ [P“ —q*+ 2 (& = P)] cos? X - v’(ﬁ* = ?‘)

4wt [P’ — gt -} 'sz(P L Q)J cos? 7 }
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Pondo os valores de v% %/ e v¥ - v%/ em (14), depois
de n’elles haver substituido os valores de p, ¢, cos X, cos Z,
obtemos a equacio

( ulf-i} w’) (u*&ici—{—uga*ui —|—w"a‘5’)

[ 5+ - A{ o) (o) 1=

Fina'mente, attendendo ainda 4 relaciio

chegamos com facilidade a

(=) (=)ol =) o 9

a que podemos dar a forma mais simples

u? w2 w?
2 q? ’F (24t + P

=0,

cuja identidade com a equaciio da superficie d'onda que deter-
mindmos pelo methodo de Senarmont ¢ facil d’obter.
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Construerio da superficie d'onda pelo ellipsoide

at Vet - !
reciproco o e e 4 — L. — Cortemos este el-
lipsoide por um plano diametral qualquer, e marquemos sobre

a normal ao centro da seccio diamelral dois comprimentos

directamente proporcionaes aos eixos da seccio elliptica assim

determinada. Repetindo a mesma construcgdo para todas as
seccoes diametraes do ellipsoide reciproco, obteremos uma su-
perficie, cuja equacfio passamos a determinar.

Attendendo ds relacoes dos ellipsoides

9.9

atat - Byt | otgt —

o2 ¥, 2
@t ETa=

c?

e designando por ¢ (4, 1, v) as coordenadas polares da superfi-
cie, cuja equagio pretendemos, vé -se immediatamente que para
a obter basta substituic na equacdo da superficie das veloci-
dades normaes, determinada’ por Senarmont, as quantidades

 SETE |
2 g B ot e A T
i al, 13, %, I, m, n por T g’ g A gy V.

Feita. a substituigio obtemos a equacio




E'H

que ¢, como sabemos, a equacio da superficie d'onda.

A reciprocidade dos ellipsoides

atat -yt el=1

permitte que deduzamos do segundo, sem o auxilio de calculo
directo, mas por simples permutagdes, theoremas sobre a veloci-
7 i . k)
dade e polarisacio das ondas, analogos dquelles que d:duzimos
: ) B 1 1
do primeiro.
Antes porem OCCupemo-nos das suas propriedades.

Baixemos Jo centro O do ellipsoide

g & |
a® " =

byt et =1

uma pcrpendiwlarmbrc oplano tangente no ponto P, ¥,2)

Sea partir de O (fig. 8.%)

Fig. 8.2

tomarmos sobre ella um

comprimento tal, que
Op X 0k =1,

serd p um ponto do elli-

psoide

o
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Com effeito, a equacio do plano tangente no ponto

P (@, ¥, 7) &
o X -y Yt Z=1;
e, por ser P um ponto do primeiro ellipsoide, teremos

At byt L tet=1.........(15).

As equacdes da normal ao plano tangente sio

a By
3 Zalilond Sl —_ v _ 7
Yl c?' o .!:.“ Yl 4:,‘1 ZJ 11

-

¢ as coordenadas do ponto k, pé da normal,

a? o
atx® - Pyt b2 :

X/, =

by

Y= av 2T LByt o B

¢t 2

ab @ LBy e

2=

portanto

i
av Tt byt b 1

Ot=X'? LY+ Zt=

Designando por”, 3", 2" as coordenadas do ponto p, temos




1 Fay # L3
-{_-).Eg_ = gt x" —}- bl'y'i -+— G‘Z ™

Além d'isto, por estarem na mesma recta tirada da ori-
gem, os pontos p e k dio

gz UP _

e
Z,

'

e
b: r & -

0 que prova que o ponto p (@, y', "), construido pelo pro-

cesso geometrico que apresentdmos, ¢ um ponto do cllipsoide

2 r ] : |
L. 4 Aot agl
as 3 L Cl

Prevé-se que, tomando para ponto de partida o ponto p
do segundo ellipsoide, obteriamos pelo processo indicado um
ponto correspondente no primeiro; demonstremos porem que
o ponto assim determinado ¢ exactamente aquelle de que par-
timos para obter p.

Com effeito, para calcular as suas coordenadas basta em
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ata’, B3y, o2a"
substituir por

3 2 it TR |
at, b, ety 2, 3, 2

respectivamente
1
2’ il'z'" —:i y atal, By, e
o que dd
1 ] ] 1 ] ) 1 @ F ]
(a:}=?- a’z =a:._.{y}=—m—- By =y, (= 5 Cr=49

Logo o ponto achado coincide com P.

Passemos agora ao enunciado dos theoremas que, como
acima dissemos, a reciprocidade dos dois ellipsoides permitte
deduzir do segundo:

7.9

Os planos bissectores dos angulos diedros, formados por
dois planos que passam por uma direccdo dada e pelas nor-
maes ds seegies circulares do segundo ellipsoide, sdo os pla-
nos de vibracdo dos dois raios que podem propagar-se ' aquella
direccdo. A direccdo das vibragoes ¢ determinada pelo plano
d'onda que é em geral obliguo d direccdo de propagagcdo.

.

2.0

1 X
AP .
T:E"=_2— -4 - o e (ﬂi—l—(lg)....(lbj,




2

R co3 (01 — 01)....(17,1;

sendo v; e vy as velocidades de propagacio dos dois raios cor-
respondontes a uma dada direccio e 9, e 0, angulos que ella
forma com as normaes ds seccoes circulares do segundo clli-

psoide.

Estas normaes representam com relacio ao segundo elli-

psoide papel analogo ao das normaes ds seccoes circulares do

primeiro. Os seus angulos com os eixos dos @ e dos z sio
dados por
1
1 1 1 1 |
| peSE T 7 e
7] 4 " c
oos X'y == —_—— omZ=
s \, 1 1 5, 1 L
at P p Py
1 1 f 1
7 at® Bt : T TR
cos X'g—— [ [ ¢os 'y = =g i
¥, i I
3.0
1 1 1 1
— — —5 = |—5 — —5-Jsenf  senb,.
v? v e : e
k
cd differenca dos quadrados dos valores reciprocos das
velocidades dos dois raios, correspondentes d mesma direccdo
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de propagagao, é proporcional ao producto dos senos dos an-
gulos, que a direccdo dada forma com as normaes ds seccoes
circulares do segundo ellipsoide.

As expressoes (16) e (17) podiam sugeitar-se a uma discus-

sio analoga 4 que fizemos nas expressdes (16) e (17) da pag. 74.

Discutamos agora parallelamente as equacdes da super-
ficie d’onda

(u? 4 v? + w?) (i |- vialc? |- wia?l?)
(o0 + o) o¥at - )fetiat 3]+ 1=0,

(@ - 3 -} 2 (a2 - 822 4 )

— [a%?(0t 4 o) - Byat - o) + e¥a? 4 1)) A et =0;

a primeira expressa em coordenadas parametricas dos seus

planos tangentes e a segunda em coordenadas rectangulares.

Interseecdes da superficie d'onda com o= (res
ecixos coordenados

COORDENADAS PARAMETRIGAS COORDENADAS RECTANGULARES

Para Para

v=0, w=0, y=10,z=0,

obtemos a equacdo biquadrada | obtemos a equaciio biquadrada

ubbic? — w20t o) -} 1=0, |2t — a®(2? | ) 12 et =0,
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que se resolve em

O

1
u,:iTa A
D’onde
oy==¢, 2g=+35,

Teremos analogamente :

para
=0, w=0,
h==%a gy==Fc;
para
=0, v=0,

3y E'Siﬂ-, zg_—-_ib.

que se resolve em

'.?;":i('., 233':i6.

Teremos analogamente :

para
2=0,2=0,
w==xa yp==c;
para
2=0,y=0,

zl=iﬂ, Zzzi!}.

Seecies principaes

COORDENADAS PARAMETRICAS

Para obter as equocdes das
seccbes principaes da superfi-
cie d'onda basta fazer na sua
equacio successivamente u = (),

v=0, w=0,

COORDENADAS RECTANGULARES

Para obter as equacGes das
seccOes principaes da superficie
d'onda basta na sua equacio
fazer successivamente @ = 0,

y"-*‘-U',Z:O-
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Assim:

fazendo

w=0,

obtemos para a seccio princi-
pal @y

(ut-v?)el—1)(ubilv2i—1)=0
[\. # ;]

que se resolve em

(u? 4 v¥)c? =1, ulbt |- via? =1,

— a primeira representa um cir-
culo de raio ¢, a segunda uma
ellipse, cujos semi-eixos sio a
eb.

Teremos analogamente:

para a seccdo principal xz

(ud - w?)bi=l, ule?-| wial=l,

— a primeira ¢ um circulo de

Assim

fazendo

t
I
6

obtemos para a seccilo princi-

pal xy

(@2 y?—c?) (a2a-b2%2_a?) 0,

que se resolve em

— a primeira representa um cir-
culo de raio ¢, a segunda uma
ellipse, cujos semi-eixos sido a
e b

Teremos analogamente :

para a seccdo principal 2z

@ L2t 2 a%? L o%? =l

— a primeira ¢ um circulo de




raio b, a segunda uma ellipse,
cujos semi-eixos siio @ € ¢

para a seccdo principal yz
|:11?" + 11'3:|a3f1 N vic? - ‘H.’EE!E:I'
— a primeira € um circulo de

raio a, a segenda uma ellipse,

cujos semi-eixos sdo b e e.
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raio b, a segunda uma ellipse,
cujos semi-eixos sio ae ¢;
|para a seccilo principal yz
2

| =

Y-} z22=ad, 6‘33,12'?- ezt = bicl,

— a primeira ¢ um circulo de

\raio a, a segunda uma ellipse,

cujos semi-eixos sdo b e e.

Por serem homocentricas, as tres secgbes principaes podem

representar-se nas suas naturaes relacbes pela fig. 9."

Em consequencia das relacies de grandeza entre a, b, ¢,

vé-se immediatamente que, na seccio principal

@z, o circulo e

a ellipse se cortam nos quatro pontos A, A', B, B'. (fig. 10.

Podemos tirar a estas duas curvas quatro tangentes communss




paralielas duas a duas, e
symetricas com relagiio
aos eixos dos = e dos =.

As rectas tiradas pelo
centro perpendicularmen-
te ds tangenltes communs,
e os diametros que ligam
os quatro pontos A, B,

A', B' merecem particular

mencio,
Designando por a o coefficiente de inclinacio da recta TT,

a sua equacdo serd, por ser tangente ao circulo,

z=mnaxtT byl - af,

e, por ser tangente a ellipse,

z=net Veln- :_ a® ;

d’onde

P T
n==_1 . i S
-

As rectas MM’ e¢ NN/, normaes ds tangentes, lerdo por

equacao

g = — 1- e \/.&3:":2_ @,
1 e al — )t
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que representa, como ¢ facil verificar, a equagdo das normaes
ds secgoes circulares do ellipsoide inverso

ata? -yt Lottt

Logo, em virtude das propriedades que reconhecemos a este
cllipsoide, uma onda plana normal ds rectas MM' ou NN’,
isto ¢, parallela aos planos que se podem tirar pelas tangentes
communs perpendicularmente ao plano x z, propaga-se sem al-
teragdo, qualquer que seja a direccio das vibracdes; e a sua
velocidade ¢ constante e independente d'essa direcgio.

As rectas AA’ e BB offerecem-nos propriedades analogas

com relaciio ao ellipsoide

@  p z?
e e =l

Com effeito, a sua equacio ¢, attendendo ds equacdes do

circulo ¢ da ellipse,

[i ] T
=1 b O
[+ al — bt

que representa, como ¢ facil verificar, a equagdo das normaes

ds seccdes circulares do ellipsoide reciproco
al % 22
e sSETI N N RELS
ol e o

Logo, em virtude das propriedades que reconhecemos a

este ellipsoide, um raio parallelo a qualquer das direccges AA' ou




BB' propaga-se sem desdobramento, e com uma velocidade
propag

constante, qualquer que seja a sua polarisacio.

-

Pontos singulares e planos tangenties singulares,

A inspeccdo da seccdo principal @z faz prever singularida-
des nos pontos de interseccio da ellipse e do circulo. N'esses
pontos a superficie d’onda tem evidentemente mais d'um plano
tangente, e os planos tirados pelas quatro tangentes COMMmUuns
ao circulo e 4 ellipse, perpendicularmente ao plano 2z, ser-lhes-
do tangentes em mais d’'um ponto. Taes pontos € tacs planos
sdo por conseguinte — singulares.

Vejamos como por meio das equacoes da superficie d'on-
da em coordenadas parametricas e rectangulares podemos es-
tudar as suas propriedades.

Para isso tomemos em conta as consideragdes seguintes.
Seja

fleyy,2) =0

a equacio d’uma superficie em coordenadas rectangulares,

A equacilo do plano tangente no ponto (@, ¥, 2') serd
af f df : df A
a7 (”“—“)+—d? (3’ _3’)+“az' (- ")—‘0*

e as coordenadas parametricas d’este plano
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; dax'
n = . ]
) df . af LAf
* o + ey’ dz
af
Ta"
uf ‘ly 3
i U d
b~ _iy' . dz'
df ‘
- dz’
e df df
P ] ;_ =
" TV gyt gy
Inversamente :

Seja

F (u, v, w) =0

a equagdo da mesma superficie em coordenadas parametricas
dos seus planos tangentes.

O ponto de contacto (w), v/, w') do plano tangente com a
superficie representar-se-4 por

dF : dF : iF .
> (u — u) - . (v -—v)—f- —‘;—r (w— w):O;

w

€ as coordenadas rectangulares d’esse ponto por




du'
dF . dF
du' il o

”r

dF
v
dF , dF
du' T do’ T

dF

dw'
T L BTESS
K e P

dF
dw'

Representando a superficie em coordenadas rectangulares,

os pontos, para os quaes se annullam os coeflicientes differen-
ciaes da equacilo

L =)+ G-+ o

sdo pontos singulares. Em cada um d'estes a superficie tem
uma infinidade de planos tangentes, e a envolvente d’esses
planos serd uma superficie conica, cujo vertice coincidird com
o ponto singular. Por isso se lhe chama cone tangente.

A sua equagio ¢

(e =)+ ok =)+ 5 (=2

a4 (a:—-'-':“) (y—if’) ‘f‘?dm*iif




;_2% (r=v) (s —#)=0........a8.

Se pelo contrario representarmos a superficie em coorde-
nadas parametricas, a nullidade dos coefficientes differenciaes

da equacio

dF ,) , dif ( A dF (F JErs
du (u.—-u T e’ ﬂ—ﬂ)—l—-d—w-,— ii'-ti)—o

significa que o plano representado por esta equacio toca a su-
perficie n'uma infinidade de pontos.

A serie d'cstes pontos constitue a curva de contacto da
superficie e do plano tangente singular. A equaciio d'esta curva

representada no espago serd
d'F d*F A\, dF A%
-z (2= o)+ o =)+ G (v—)
d*F d*F
[ T S ! i ! f.) S oo SE F e J
w2 du'dv’ (u. u) (1: ﬂ) +2 dwdw " u) (w w)

_ @&F i ;
49—, v—-v) (w—w);().......(lﬂj.

Facamos applicaciio do que deixamos dito ds equacdes da

superficie d'onda.
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COORDENADAS PARAMETRICAS.

Para os planos tangentes sin-
gulares temos as equagdes de

condicio

Zu[ubic? |- viatet |- wia?

b2 (ud-vtfw?)— (B3-c?)]
=ZuH=0,

Qu[ubic?-}- viale?-|- wiab?
tated(ut-pot-fant)— (o))
=2vH'=0,

2w[udbict-}via?c? | wiah?
| a2b¥(u?-}ut-wt) — (a2 -5%)
=2wH"=0.

_ Estas tres equacbes vio de-
terminar-nos as coordenadas
parametricas dos planos tan-
gentes singulares.

Podem ser satisfeitas conjun-
ctamente por uma de quatro
maneiras diversas:

1.* — Sendo

Co0RDENADAS RECTANGULARES.

Para os pontos singulares
temos as equaces de condi-

¢do

af af

df .
=03y ="

dx -~ 01

ou

2x[adut--bh3-|-c2?

+-a¥(z? - b2— ¢ |=20K=0,

152 (rt—a?—c¥)]=2yK'=0,

2z[atx--bYyP-ca?
+4et(r? - a?—b¥)]=2:K"=0"

Estas tres equaces vio de-
terminar-nos as coordenadas
rectangulares dos pontos sin-
gulares.

Podem ser satisfeitas conjun-
ctamente por uma de quatro
maneiras diversas:

1.* — Sendo




Absurdo. Um plano nio pode

ser simultaneamente parallelo
aos tres eixos coordenados,

2.*—Sendo

H=0, H=0, H" —0.

Absurdo. Cahe-se nas rela-

¢Oes antagonicas

1
u'—f—vi-{—w*:—ﬁ-.

3.* — Sendo nullas duas das
coordenadas u, v, w, e uma das
quantidades H, H', H", aquella
que ¢ factor da coordenada que

nio se annulla, Ex:

=0, v=0, H' = 0.

Absurdo. Acha-se paraw o

valor

Absurdo. Os pontos singu-
lares ndo podem coincidir com
o centro da superficie d'onda.

2."—Sendo

K=0, K'=0, K" —0.

Absurdo. Cahe-se nas rela-

¢Oes antagonicas
=gt gt iy,
=gl gl =l

3.*—Sendo nullas duas das
coordenadas @, y, 2z, e uma das
quantidades K, K', K", aquel-
la que ¢ factor da coordenada

que ndo se annulla. Ex:
=0, y=<0, K" =0,

Absurdo. Acha-se para z o

valor
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contradictorio com o que ha
pouco deduzimos directamente
da equacdo da superficie d'on la.

4.*—Sendo nullas duas das
quantidades H, H', H", e uma
das coordenadas u, v,w, aquella

que for factor da terceira. Ex:
H=0, H =0, w=0.

Por exclusido adoptamos esta.

Teremos entio para deter-

contradictorio com o que ha

bouco deduzimos directamente

I

dacquacdo da superficie d’onda.
4.*—Sendo nullas duas das
vantidades K, K', K" e uma

p | k] ]
das coordenadas =, y, z, aquella

que for factor da terceira. Ex:
K=0,K'=0,z=0,

Por exclusio adoptamos esta.

Teremos entdo para determi-

minar as coordenadas dos pla- | nar as coordenadas dos pontos

nos tangentes singulares um dos

tres grupos:

1.° - 3.°
H=0 H=0|, H=0
H=0; H'=0) H'=0
w=20 v=0! u=0

Tomemos o segundo,

Sido-lhe equivalentes

v=>0,

singulares um dos tres gru-

pos :

1.° 2.0 3.0
KE=0, K=0, K'=0
K'=0), K'=0) EK'=0
g=10 y=0 =0

Tomemos o segundo.

Sdo-lhe equivalentes

y=0,




ubic? | wla?- |62 ud-fw?)
v (b‘»f—cﬂ}zﬂ,

ubic?-Lwiad a2 (ut-ul)

— (a‘—!- '52;"'"'"0-
Subtraindo as duas ultimas
equaches membro a membro,
antes e depois de multiplicada
a primeira por a® e a segunda

por €%, podemos substituir-lhes
v=_0,
b (u?-|w?)—1=0,
ute? L wiat—1—0

Estas equacoes mostrao-nos:

1.°—que os planos tangentes
singulares sdo parallelos ao eixo
dos y;

2.°—que sdo tangentes ao
circulo e 4 ellipse da seccdo prin-
cipal xz.

As svas coordenadas sfio:

at‘g! L c!zgﬂl_u!i:.r! —“bi'_ﬁ%l|= -
/

atrt el Lot (ri—al— %) =0.

Subtraindo as duas ultimas
equacdes membro a membro,
antes e depois de dividir a

primeira por a® e a segunda

por ¢2, podemos substituir-lhes

at 4 2t = B9,
atx? - c¥2d =alel,

Estas equacbes mostrio-nos:

1. — que os pontos singu-
lares estio na seccio princi-
pal @z ;

2.°— que coincidem com as
interseccoes do circulo e da elli-
pse n'essa seccao.

As svas coordenadas siio:




_\/,{,t_a.
— af
w':i-l (_.ie_*g,sl

b d gt

Se em vez de partirmos do |

primeiro  grupo,” lancassemos | primeiro grupo,

mio de qualquer dos outros
dois, procedendo analogamente,

determinariamos para planos

tangentes singulares, os que, |

sendo perpendiculares as se-
ccoes principaes xy ou yz, fos-
sem tangentes simultaneamente
ao circulo e 4 ellipse d'uma ou
d'outra d'essas seccoes.

Mas como nas seccoes princi-
paes ay e yz o circulo e a ellipse
ndo se encontram, os planos tan-
gentes determinados pelos gru-
pos 1.° e 3.° sdo imaginarios.

Os unicos planos tangentes
singulares da superficie d’onda
sio pois os determinados pelo
2.% grupo.

Construamos agora a equa-

Se em vez de partirmos do
lancassemos
mdo de qualquer dos outros

dois, procedendo analogamente,

determinariamos para pontos

singulares, os que, estando si-
tuados na seccdo principal xy
ou yz, coincidissem com as in-
terseccoes do circulo e da elli-
pse d’'uma ou d'outra d'essas
seccoes.

Mas como nas secgoes princi-
paes ay eyz o circulo e a ellipse
nido se encontram, Os pontos
singulares determinados pelos
grupos 1.”e 3.° sioimaginarios.

Os unicos pontos singulares
da superficie d'onda sio pois

os determinados pelo 2.° gru-

po.

Construamos agora a equa=



e

— ¥

¢io (19) da curva de contacto.
Calculando para isso as dif-
d*F 4
du® ¥
e substituindo por w, v/, w' os

ferentes derivadas

seus valores, achamos

1 L T -
PF o ot —a?)

du't gt
diF Disgisg (c? — b2 {b’-—a‘ 5
o™ JE
-"I!F‘ = a“llll"! — E’a}
“dw? :*_:I-_.
dF 0
n’r.l‘rrf_v_r- s
iR 12
_AE L @4
o' de cl—q?

4 -fl‘_"-— HY) (5t — a¥)s

a1 &
dv'dw'

A equacio da curva de con-

1N

¢io (18) do cone tangente.

Caleulando para isso as dif-

rontss derivedas T 8F
. | ferentes derivadas ey dy"l'

e substituindo por x, ¥, 3’ os

seus valores, achamos

dif bt — nt
e e £ i g_—_—‘
Tt Sale 7 g
d’j"
LB A R e
Fy (6 —a¥) (e =),
. fﬁ{_ 8 at o et — 2 :
z'? e — g2

dtf
| da'dy’

d2f

de'dz’

\/[:!J" - a’l{c* — 5
¢ —al il

ff'ff e

H’J ff“

= + 4 ae (a2 -L ¢?)

A equacio do cone tangente

tacto serd pois

serd pois




4863202 —a?) (u—u')?

— (2= (B —a?)(c? —a?)(v—v')?
A 10—
4@ L) v @)

(u—u') (w—w')=0,

Indaguemos a natureza d'esta
curva.

Para isso projectemol-a sobre
o plano dos zy (fig. 11.");a equa-
¢io da projeccio n'esse plano

serd

4b%c2 (B2 — a?)(u—u')?

— (b2 —ad)(c?—a?)(2—0%) (u—u')?|

-4b%a(c?— 't
—-lbf.'_u"-—!—cg}‘/{?,':;_a_'ifc_i:bii '

+ (w—uju'=0....(20),

LY

que representa evidentemente|

daed(b*—a?) (x—a')?

(c2—a?) (b2 —a?) (c2—b% (y—y)?

HateX A (7!

~+ dac(a®-|- <) v (B2 —a?)(c2— LY

(x— &) (z—2)=0.

Indaguemos as particularida-
des d’este cone.

A sua equaciio representa um
cone do segundo grdu de que
uma das seccoes principaes coin-
cide com o plano dos @z.

A folha externa d’este cone
toca pela sua convexidade a
superficie d'onda no ponto sin-
gular, alargando-se para o ex-
terior como o pavilhio d’'um
porta voz; a outra, ao contra-
rio, ¢ tangente 4 superficie d’on-
da pela sua concavidade, en-
volvendo por assim dizer a

parte interna d'esta superficie.

A seccio do plano #z na su-

a equacio d'uma ellipse, cujo|perficie d'onda e nos quatro




eixo an, coincide com o eixo | cones tangentes acha-se repre-

dc):-. i,

| sentada na fig. 13.2
Fig. 112 |

A curva de contacto serd pois Um plano qualquer tirado
i s ellipse por um ponto singular corta a
L8 ¢ 1 fe . X

J . . superficie d'onda ser i
Ein das seus eixos, AA,, coin- | Superficie d'onda segundo uma

s : curva na qual esse ponto ¢ tam-
cide com a tangente commum | 2
. St [bem singular.
ao creulo e a ellipse na seccio | ' 2
T A natureza da singularidade
principal #z, ¢ forma com aa,

| depende da posicio do plano
o angulo

seccante com relacdo ao cone de

r = ac i ¥ Ti]-

o =Z,. contacto. Assim o ponto singu

|lar serd duplo, de reversio ou

O outro, BB,, ¢ egual 4 sua |isolado, conforme o plano sec-
projec¢do bb,, em consequencia I cante fOr interior, tangente ou

da perpendicularidade do plano | exterior ao cone de contacto.

da curva de contacto sobre nl A reciproca ¢ verdadeira.

plano dos wz. A consideracio do segundo
. }

Podemos portanto estabele- | d'estes cazos levou Pliicker 4

cer entre os eixos da curva de | determinacio por um processo




contacto e as suas projeccoes as

relacoes

BBI'— by,

AA

que nos permittem conhecer

AA, e BB, em funccio de aa,
¢ bb,.

Determina-se aa; fazendo v=0
em (20) e tomando a differenca
dos valores reciprocos das rai-
zes u, ¢ uy da equacdo resul-
tante, visto que essas raizes sio
os valores reciprocos das dis-
tancias Oa e Oa, dos vertices
da ellipse d origem. Effectuando
as operacoes indicadas, e subs-
tituindo por o', v', w' os seus

valores, acha-se facilmente

1 1
ad,=— — — —
ty Ug

indirecto da equacio do cone

tangente,

Com efleito, seja

A(@—a)+Bly—y)1-Cz—2)=0

a equacio d'um plano tirado

H { ! N
pelo ponto singular (&', ¥, )3
a interseccio d'este plano com
a superficie d’onda projecta-se
no plano axy segundo uma cur-
va, cuja equacio se pode repre-

sentar por

-0

f(w?y’,-\;::_;_ By- A(;:'—By'--ﬁ:."

Se o ponto singular for de
reversdo, a sua projeccdo serd
um ponto da mesma natureza,
e por conseguinte teremos, n°es-

se caso, a equacdo de condiciio

Y=

dif \?

(H{ﬂf' )

dif  dif 0

B " At




Para determinar 6, basta,
por ser parallelo ao eixo dos
¥, fazer u =0 em (20), resol-
ver a equacio resultante em
ordem a v, e tomar o dobro do
valor reciproco d'uma das rai-
zes, que n’este caso sio eguaes.
Feito isto e substituindo por

', v', w' os seus valores, ob-

tem-se
bb,— : ; \ / (bi—tes)(;! s,;)_

Introduzindo estes valores em

(21), vem

1

AA=

d'onde
AA,= BB,

LO;,;D : As curvas de conlacto

sdo circulos, cujo raio é egual

Vo)
e /)

d’onda baixarmos perpendicu-

=

Mas, para que isto se dé, ¢
| necessario que o plano seccante
|seja tangente ao cone de con-
' tacto.
| Portanto, se considerarmos
A, B, C como variaveis, esta
ultima equacio representard a
lenvolvente de todos os planos
tangentes no ponto sing.lar.

Effectuando pois as deriva-
coes necessarias, e substituindo

ok
-

0s seus valores,

por «, ¥,
lachamos para a equacdo do

cone de contacto

(c—8% At (c2—a®) B2 (b2—at)C?

(4

T —ah [T AC—0.

ale

ac
Se do centro da superficie
lares sobre as generatrizes dos
cones de contacto, construire-

mos dois cones Hllptt.'l'l'lﬂl'l'ml'ﬂ.‘i

dos primeiros, que se cruzam

ino vertice commum.




a melade da por¢ao AA; da
tangente commum na sec¢do
principal wxz, comprehendida
entre os pontos de conlaclo.

Em resumo, pois, podemos
concluir, que a um plano tan-
gente singular da superficie
d’onda corresponde uma in-
finidade de raios tirados do
centro para cada um dos pon-|

tos da curva de contacto.

Estes raios constituem um

cone do segundo grau de base

circular. Uma das suas genera- |

trizes, a que coincide com a nor.
mal 4 seccdo circular do elli”
psoide inverso parallela a cur-
va de contacto, ¢ perpendicular
d base do cone.

Para determinarmos a pola-

risacio de cada um dos raios
que constituem este cone, te-
mos, segundo a regra estabele-
cida, de os projectar sobre o
superficie

plano tangente 4

d'onda, isto ¢, sobre o plano

A sua equacio deduz-se im-
mediatamente da precedente,
substituindo por A e Bas rela-

-
coes

em que ®, ¥, z representam as
coordenadas correntes do novo
cone.

Obteriamos assim

(b2—a?)z? (2 —a?)y? |- (c2—b¥)at

ac \/(,{,2__31} (b @z =0.

A polarisaciio das ondas pla-
nas normaes ds generatrizes dos
cones suplementares, isto ¢, tan-
gentes aos cones de contacto,

determina-se, como sabemos,

da curva de contacto.

projectando sobre cada uma

T —— et - ey, B

|
i
I
{
I




Assim se designarmos (fig.
12.*) por A o ponto em que a

Fig. 122

gf_'ﬂtl"leiZ normal encontra a

curva de contacto, as direccoes
das vibracoes nas generatrizes
Oa, Ob, Oc. ... serio parallelas
as cordas Aa, Ab, Ac,.... ti-
radas do ponto A para os diffe-

rentes pontos da circumferencia,

i d’ellas o raio vector, tirado para
lo ponto singular.

Mas por uma demonstracio
| simples, de que prescindimos,
se provaria que a curva de in-

| terseccilo de qualquer dos cones

| suplementares com o cone de
| contacto respectivo € um circu-
|lo, cujo plano, perpendicular &
| secciio principal @z, a corta se-
|gundo a tangente 4 ellipse no
ponto singular,

Por conseguinte, se n'esse cir-
culo tirarmos cordas do pon-
to singular para cada um dos
pontos da circumferencia, ellas
representario as direccoes das
vibracoes das ondas planas tan-

1
!"CHEL‘S ao cone do contacto.

e

O estudo da refracciio simples, dupla e conica seria uma

importante applicaciio do trabalho que deixamos feito.
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ERRATAS

Erros
Se,
birefringente
indicamos
e sua
trez
propagando se
da elasticicade
fig. (1.*)
B - 8

Por outro lado
enunciamos

I+ 8*)

tem

condicgio

ou sezunda

coslty — 95
ja

rilz

deosl
enunciamos

correspondontes

..
%

Emendas
Se
birefrangente
indicimos
¢ a sua
tres
propagando-se
de elasticidade
.’[h],i_:\ l,a“'.
gy + &

FAN
“ K

o

4

Por outro lado,
enunciimos
(h* 4 4%}
tcem
condigao
ou de segunda
ol = 48

1

riy
deosl
cnun<idmos
enrrespondentes

'}
r



















1y w._"L...:.._..p

)7L 4dSSIA

Odiddyvy




	[Encadernação]
	[Anterrosto]
	[Rosto]
	INTRODUCÇÃO
	CAPITULO I. — Theoria de Fresnel. Theoria de Cauchy. Concordância aproximada das duas theorias. Processos para a construcção das ondas planas. Expressão analytica da lei de variação das velocidades de propagação
	CAPITULO II. — Superfície d'onda. Processos para a determinação da sua equação. Polarisação das vibrações em cada um dos seus pontos. Discussão
	ÍNDICE
	ERRATAS
	[Encadernação]

