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I N T R O D U C Ç Ã O 

SUMMARIO: — Meios homogeneos: isotropos, anisotropos. Noções ácerca 

do ether. Expressão analytica da força elastica desenvolvida pelo deslo-

camento d'uma molécula n'um meio homogeneo. Principio da sobrepo-

sição das elasticidades. Superfície das elasticidades de Fresnel. Ellipsoi-

de inverso das elasticidades. Theorema das direcções singulares. 

Se, designando por L o comprimento d ^ m a recta que 

liga n moléculas n1um meio phisico qualquer, ficar constante 

para todas as posições parallelas da mesma recta, podendo alias 

variar com os deslocamentos angulares, teremos um meio ho-

mogeneo. 

A constancia ou variação de n, para as differentes direc-

ções, divide a classe dos meios homogeneos em duas — wu 

isotropos e meios anisotropos. Os segundos comprehendem 

evidentemente os primeiros como caso particular. 

Na generalidade das questões de phisica, e mormente nas 

de óptica mathematica, somos obrigados a formular frequentes 

hypotheses, que se confirmam pela harmonia entre a experien-
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cia e as consequências d'ellas deduzidas. Esta necessidade ma-

nifesta-se sempre que a limitação dos sentidos impede que pre-

senciemos factos de cuja observação e medida devem depen-

der as bases da theoria, que pretendemos estabelecer. 

Aquella confirmação, comtudo, não deve tomar-se como 

prova infallivel da realidade das hypotheses que adoptamos : 

podem apparecer factos novos não previstos que as contradi-

g a m ; pode a mesma ordem de phenomenos sugeitar-se a ex-

plicações diversas; podem emfim essas hypotheses ter perdido 

o caracter hypothetico por serem consequências d 'uma outra 

superior e mais geral, transformando-se assim em elos da ca-

deia lógica que a liga aos factos. 

Com tal critério, considera-se a luz um movimento vibra-

tório, extremamente rápido, d \ u n íiuido composto de molé-

culas tenuíssimas, eminentemente elástico, de densidade muito 

pequena, envolvendo todos os corpos, preenchendo os espaços 

interplanetarios e penetrando até nos interstícios intermolecu-

lares. Este fluido é o ether. 

Resulta da extrema pequenez das suas moléculas e da fa-

cilidade com que se devem eífectuar os deslocamentos, que o 

estado do ether intermolecular deve necessariamente depender 

da massa e posição das moléculas materiaes, assim como das 

forças que actuarem sobre ellas. 

Esta dependencia faz prever homogeneidade nas proprie-

dades ópticas d'um corpo, quando a houver nas outras pro-

priedades ligadas á sua constituição phisica. Em virtude porem 

das ideias expendidas ácerca da constituição do ether, parece 

que as suas moléculas devem estar tanto mais condensadas em 
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volta d1uma molécula material, quanto mais próximas estiverem 

d'ella; e assim a homogeneidade do ether dilíere da homo-

geneidade do corpo, tal como a definimos no principio. 

Podemos comtudo, sem ir longe da verdade, admittir que, 

n \ ima dada direcção, as distancias das moléculas d'ether são 

eguaes, limitando-se a influencia das moléculas materiaes a mo-

dificar a extensão d'essas distancias. 

D^ste modo a homogeneidade do ether comprehende-se 

na definição que demos de meio homogéneo em geral. 

Postas estas ideias succintas ácerca do modo como os phi-

sicos consideram a distribuição das moléculas d'ether nos meios 

homogéneos, apresentemos alguns princípios geraes da theoria 

da elasticidade, de que teremos de fazer constante applicacão 

no decurso d'este trabalho. 

Sejam, n'um meio homogéneo qualquer, (a) 

x, y, z, 

x -)- òx2, y-\- òy2, z-f-áz2, 

(a) Material ou ethereo. Suppomos analogo o modo d'acção das forças 

intimas do ether e das íorças moleculares. 
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as coordenadas rectangulares das moléculas M, Mj, M2, 

em relação ao systema d^ixos OX, OY, OZ. 

A acção reciproca de duas moléculas á distancia 

A = y/ Sa;2 -f- -[- Sz2 

exprime-se por 

F = » » V ( A ) , 

sendo m a massa de cada molécula. 

Na impossibilidade de determinar a priori a forma da 

funcção /, admittimos, com verosimilhança, que / varia conti-

nuamente para variações continuas de A, e que, crescendo 

A, / diminue rapidamente, sendo porisso muito limitada a es-

pliera d'actividade de cada molécula. 

Para as moléculas M e M, as componentes, segundo os 

eixos, da força F serão 

« , - » « / ( A i ) y 1 = « 2 / ( A 1 ) « , = « « / ( A J 

Pa ra as moléculas M e M2, M eM3 . . . . teremos analogamente 

« , = « « / ( A 2 ) - g - , y , = « V ( A 2 ) 2 2 = « Í ' 2 / ( A 2 ) 

«, = m V ( A 3 ) y3 = ' » 2 / ( A 3 ) - ^ 3 > *, = ® s / ( A 3 ) 
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Portanto as componentes, segundo os eixos, da acção total 

do meio sobre a molécula M serão 

* = t»»«Z/CA) - ^ - > y = m s 2 / ( A ) - g - , g = « « v / ( . A ) 

e as condições do seu equilíbrio 

2 / (A) = o, s / (A) = 0, 2 / (A) = o (1) 

Estas equações servir-nos-áo para simplificar as que es-

tabelecermos no caso do movimento. 

Supponhamos agora que a molécula M experimenta um 

deslocamento muito pequeno n'uma dada direcção, e que as 

projecções d1esse deslocamento sobre os eixos são, depois do 

tempo í, l, n, K- (a) 

Designando por A, -(- p4, A2 p2, as distancias 

actuaes de cada uma das moléculas á molécula M, as compo-

nentes, segundo os eixos, da força elastica desenvolvida pelo 

deslocamento da molécula M serão, no instante t, 

Zr e 
« = m« 2 / ( A + p) A - + y 

(a) T ã o somente consideramos deslocamentos taes, que a força elastica 

desenvolvida seja proporcional á primeira potencia do desvio. 
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« = « « s / ( A + p) J - p L ; 

ou, identificando com as expressões que se deduzem da for-

ma da trajectória no mesmo instante, 

d% _ , , A . , ias — 5 
- p - = « i 2 / ( A - f p ) 2 - j - , 

d2*) v , , A , . Sy — vi 

' y i \ S z — ^ 

Estas equações tomam uma forma mais commoda desen-

volvendo / (A -(- p) pela formula de Taylor e fazendo os 

desprezos permittidos pela natureza dos deslocamentos. Tere-

mos assim para a primeira 

D'onde, attendendo ás equações (1) e exprimindo p em 

funcção de r„ Ç, pela formula 

ISx - f % - f 

P - Ã ' 

vem, ordenando em ordem a v\, S, 
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E symetricamente para as duas ultimas 

+ [ / ' ( A ) -

- t z . [ , - . , * ) 

+ , ! « [ / - (A) 

Os nove polynomios, que nas expressões precedentes são 

factores dos coefficientes r„ Ç, não contem variaveis; são pa-

râmetros que caracterisam a constituição geral do meio. 

D'esses nove só ha seis distinctos como immediatamente 

se conclue do exame das formulas. Egualando-os por simplici-

dade ás seis primeiras letras do alphabeto na ordem seguinte: 
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« " H f + I / ^ f ] ! ! ' 

F = i m | _ / ( A ) - j - S 5 - ! 

reduzem-se as expressões das componentes da força elastica a 

dV 
dt2 

dh| 

A» + + 

A K E Ç - f D i + CC; 

ou a 

c/<2 

= A 6 cos a -f- F 0 cos p ~f- E 0 cos y 

dt2 = F9 cos a + BO cos p + D 0 cos r j (2), 

: E 0 COS a -)-D 0 COS p -f- C 0 COS Y 
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sendo 0 o deslocamento real e p, y os ângulos que forma com 

os eixos coordenados. 

Pa ra um deslocamento parallelo ao eixo dos x, egual a Ç, 

temos 

« = 0, 8 = 90", y = 90°; 

e as componentes da força elastica reduzem-se a 

X = A 5 , Y = F 5 , Z = E 5 (3) 
i £ E 

Para um deslocamento parallelo ao eixo dos y, egual a rn 

temos 

a = 90°, p = 0, y = 90°; 

e as componentes da força elastica reduzem-se a 

^ = F VI, Y R = BN, Z ^ = D VI (3') 

Finalmente para um deslocamento parallelo ao eixo do z, 

egual a Ç, temos 

a = 90°, p — 90°, Y = 0 ; 

e as componentes da força elastica reduzem-se a 

X s = E i : , Y = D C , Z = C Ç (3") 



i8 

Sommando membro a membro cada uma das equações (3) 

com as correspondentes em (3') e (3''), achamos 

Xç + X^ + X ^ A Ç + F ^ + E ç 

Y, + Y _|_Y = F 5 + B i + DÇ 
« '1 ç 

z -I- Z + Z y = E ? + Dr) + Cç 
« I s 

que exprimem o principio chamado da sobreposição das• elas-

ticidades. Pode enunciar-se assim : 

QÁ componente, segundo cada um dos eixos coordenados, 

da força elastica desenvolvida por um deslocamento qualquer 

^ -f-í2 pode considerar-se a somma das tres componen-

tes, segundo esse mesmo eixo, das forças elasticas desenvolvidas 

por tres deslocamentos successivos, parallelos aos eixos e tendo 

por valores respectivos as projecções ri, '( do deslocamento 

real. 

Retomemos as expressões (2). Referidas a um deslocamento 

egual a unidade, são 

~ dl"- ' 

dS 
~ de-' 

dK 

(PI 
— — A cos a -J-̂  F cos 6 -j- E cos y , 

F cos <* -j- B cos S -f- D cos y , 

, „ - E cos a - I) cos ,6 ;- C cos v , 
dtf- 11 ' ' 

dí2 
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que podem tomar a forma 

cl* 
dt2 

d-r2 

dt2 

A cos a F cos p -)-• E c o s y = K cos , 

F cos a -)- B COS p D COS F = K COS 17 , 

dK 
2 = E cos a -(- D cos p -(- C cos y — K cos w , 

sendo K a resultante, e «, tu os ângulos que ella forma com 

as componentes. 

Projectemos agora a resultante K sobre a direcção do des-

locamento. A projecção terá por valor 

P = K^cos * cos u -f- cos p cos v -}- cos y cos wj= A cos 2 a --)-B cos 2 p 

-j- Ccos 2 y -(- 2 D cos * cos p 2 E cos p cos y -f- 2 F cos a cos y. 
% 

Se construirmos uma superfície cujos raios vectores, for-

mando com os eixos coordenados os ângulos a, p, y, forem pro-

porcionaes a V p, a equação d'essa superfície será 

r2 = A cos2 a B cos2 p C cos2 Y -f- 2 D cos a cos p 

2 E cos p cos y 2 F cos a cos y, 

ou, em coordenadas rectangulares, 

Lt yi + z2)2 = A.x-9- Bi/2 -f Cz2 -f 2 Dí/2 -f 2 Exz -f 2 F x y 
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— equação da supevjicie de elasticidade de Fresnel. 

Se, em vez de raios vectores directamente proporcionaes 

a \/ p, se tomarem inversamente proporcionaes, a superfície 

construída terá por equação 

A cos2 a -f- B cos2 p -)- C cos2 y 2 D cos a cos p 

-)- 2 E cos p cos y -f- 2 F cos a cos - , 

ou, em coordenadas rectangulares, 

1 = A®2 -F- B?/1 + Cz 2 -f 2 DÍ/Z f 2 EÍCZ - f - 2 F x y 

— equação do ellipsoide inverso das elasticidades. 

Uma superfície do grau pode sempre referir-se aos eixos 

principaes, reduzindo-se a sua equação á forma 

FCCC2 -J- WIÍC2 - j - ny'1 — 1. 

Se, os tomarmos no ellipsoide inverso para eixos coorde-

nados, os coeffecientes D, E, F serão identicamente nullos e as 

componentes, segundo os eixos, reduzir-se-ão a 

K cos u = k cos a , 

K cos v = tn cos p , 

K cos 10 = n cos Y . 
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Examinemos estas formulas: 

Para 

K = k, 

u = 0, v = 90°, w = 90°, 

« = 0, S = 90°, y = 9 0 ° ; 

para 

K — »í, 

U = 90°, V = 0, w = 90°, 

3 = 90°, P = 0 , y = 90°; 

finalmente para 

K — n, 

w = 90°, v = 90°, w = 0, 

a = 90°, [Í = 90°, y = 0. 

Logo : n\im meio elástico homogeneo existem tres direc-

ções, e só tres taes, que um deslocamento effectuado parallela-

mente a uma d'ellas desenvolve uma reacção elastica parallela 

ao deslocamento produzido. Estas direcções, chamadas eixos de 

elasticidade, são os eixos principaes do ellipsoide inverso. 
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Tomando-as para eixos coordenados simplificam-se as for-

mulas sem nada prejudicar a sua generalidade. 

Podemos ainda dar á equação do ellipsoide inverso outra 

forma, muitas vezes mais conveniente, substituindo á conside-

ração da força elastica a da velocidade de propagação, que é 

proporcional á sua raiz quadrada. Assim, designando por a, 6, c 

as velocidades de propagação dos deslocamentos parallelos aos 

eixos de elasticidade, teremos para as componentes da força 

elastica desenvolvida por um deslocamento, cujos ângulos for-

mados com os eixos coordenados são a, p, y, as expressões 

, d\ dK 
cosa , _ =62OOBP , _ - = c - c o s r ; 

d 'onde se deduz para a equação do ellipsoide inverso 

a1 X1 _J_ yl c 2 Z1 = , 1. («) 

Quando dois dos seus eixos forem eguaes, o ellipsoide se-

rá de revolução, e qualquer deslocamento effectuado no plano 

diametral, normal ao eixo de revolução, produzirá uma reacção 

elastica parallela ao deslocamento. E' o que se dá nos crystaes 

uniaxiaes. 

Quando os tres eixos forem eguaes, o ellipsoide reduzir-se^á 

(a) Por considerações analogas se pode reduzir a superficie de elasti-

cidade de Fresnel á forma 

(cc2 - f if - f z 2) 2 = a 2 íc2 - j - ò2 y"- - j - c2 s 2 . 



a uma esphera, e então, qualquer que seja a direcção do deslo-

camento, a reacção elastica por elle desenvolvida ser-lhe-á sem-

pre parallela. E1 o que se dá nos crystaes do systema regular e 

em geral em todos os meios isotropos. 

E1 ainda pela consideração do ellipsoide inverso das elas-

ticidades que podemos demonstrar um theorema, chamado—das 

direcções singulares—, de alta importância na theoria da elasti-

cidade e de que teremos de fazer applicação. Pode enunciar-se 

assim : 

Um deslocamento parallelo a qualquer dos eixos d'uma 

secção diametral, feita no ellipsoide inverso, desenvolve uma re-

acção elastica, contida no plano normal d secção que passa pela 

direcção do deslocamento. 

Se demonstrarmos que um deslocamento segundo um dos 

eixos da secção diametral desenvolve uma força elastica, cuja 

componente perpendicular a esse deslocamento é ao mesmo 

tempo normal ao plano da secção diametral, teremos, por lhe 

ser equivalente, demonstrado o principio anterior. 

Seja com effeito 

x = V>y -f- Cz 

a equação d ^ m plano diametral do ellipsoide inverso, e 

= d2 cos2 «. -L cos2 p -4- c2 cos y 

a equação d'este ellipsoide em coordenadas polares. 
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Para um raio vector qualquer u (X, Y, Z) da intersecção do 

plano diametral e do ellipsoide inverso temos as equações de 

condição 

cosX = B cos Y -f- C cos Z (4), 

-L = cos2 X 4- ó2 cos2 Y + c2 cos2 Z ; 
u1 ' 

ás quaes podemos ainda juntar a relação conhecida 

X 2 -(- Y2 - f Z2 = 1 (4') 

Para que u seja máximo ou minimo, isto é, para que o 

raio vector em questão seja um dos eixos da secção diametral 

elliptica, é necessário que se realize a condição 

a2 sen X cos X 4- ô2 sen Y cos Y - J- + c2 sen Z c o s z 4 $ - = 0 . . . . (4") 
( IA CíX 

„.. . , dY dZ 
Llimrnando e entre as equações 

sen X cos X -f- sen Y cos Y —[- sen Z cos Z = 0, 
c(X dX 

— s e n X + B s e n Y ~ 4 - C s e n Z ~ = 0, 
a X ' «X 



obtidas pela derivação de (4) e (4') em ordem a X, vem 

dY __ sen X (cos Z + C cos X) 
clX sen Y (B cos Z -)- C cos Y)' 

d7j — sen X (cos Y -j- B c o s X) 
r Z X ^ s e n Y (B cos Z — C cos Y)' 

que substituídos em (4") dão 

a*- cos X (B cos Z — C cos Y) - f ò2 cos Y (cos Z - f 0 cos X) 

— c2 cos Z (cos Y -f Bcos X) = 0 (5). 

Esta equação determina a direcção dos eixos na secção 

diametral. 

Imaginemos agora um plano tirado por um dos eixos da 

secção diametral que passe pela direcção da força elastica de-

senvolvida por um deslocamento parallelo a esse eixo; e de-

componhamos n'este plano a força elastica em duas componen-

tes, uma parallela outra perpendicular ao deslocamento. 

Se o plano auxiliar for normal ao plano da secção diame-

tral, também o será a componente perpendicular ao desloca-

mento— o que se pretende demonstrar. 

Para o verificar procuremos a equação que exprime a per-

pendicularidade dos dois planos em questão. Se ella concordar 

com a equação (5), tornar-se-á evidente que as duas direcções dos 
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eixos da secção diametral gozam da propriedade acima enun-

ciada. 

Seja 

cc = B .'y + C'z 

a equação do plano auxiliar. 

Os cosenos dos ângulos que forma com os eixos coordenados 

a força elastica desenvolvida pelo deslocamento u (X, Y, Z) são 

a2 cos2 X 52 cos2 Y c2 cos* Z 

\ 

F ' F ' F 

Para que o plano auxiliar contenha o deslocamento e a 

direcção da força elastica por elle desenvolvida, são necessarias 

as duas equações de condição 

cos X = B' cos Y - f C cos Z, 

a2 cos X = B' £2 cos Y - f C' c2 cos Z ; 

d'onde immediatamente se deduz 

(a2 — c2) cos X (a2 — 62) cos X 
(è2 — c2) cos Y ' — (è2 — c2) cos Z 

Substituindo estes valores em 

BB' - f CC' + 1 = 0, 
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que exprime a condição de perpendicularidade do plano auxi-

liar e da secção diametral, vem 

a2 cos X (B cos Z — C cos Y) - f b"- cos Y (cos Z -f- C cos X) 

— c2 cos Z (cos Y -f- B cos X) = 0, 

cuja identidade com (5) é manifesta. 

Este theorema pode ter outras demonstrações e algumas 

talvez mais simples; preferimos comtudo esta por sobresair pela 

elegancia. Deve-se ao engenho do illustre Fresnel. 





C A P I T U L O I 

SUMMARIO: — Theoria tlc Fresnel. Theoria de Cauchy. Concordância 

aproximada das duas theorias. Processos para a construcçáo das ondas 

planas. Expressão analytica da lei de variação das velocidades de pro-

pagação. 

Fresnel, fazendo applicação dos princípios geraes da theo-

ria da elasticidade (que dedusimosj mediante algumas hypothe-

ses, umas plausíveis mas não evidentes, outras absolutamente 

erróneas, estabeleceu a theoria mechanica da propagação da luz 

nos meios homogeneos. Esta theoria não só teve constantemen-

te a confirmação experimental das suas leis e consequências ; 

mas até provocou a previsão de novos phenomenos, que d 'ou-

tra sorte talvez passassem sempre desapercebidos aos olhos dos 

phisicos. 

Isto deve á primeira vista surprehender. 

Desapparecerá porem a surpresa, se attendermos a que 

Fresnel, nos seus primeiros trabalhos sobre a propagação da luz 

nos meios homogeneos, longe de seguir o inethodo deductivo 

no descobrimento das leis, ao contrario, guiado sempre pela 
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observação, generalisou, induzindo. Uma vez de posse das leis 

pelo methodo perfeitamente natural, quando q u i z ' d a r conta 

d'ellas por uma theoria mechanica, não admira que a conduzisse 

intencionalmente para o ponto a que mirava, e que na escolha 

das hypotheses se determinasse mais pela facilidade com que 

ellas concordavam com os resultados obtidos d^n te -mão , do 

que pela sua probabilidade intrinseca. E o que immediatamente 

se conclue da leitura pela ordem chronologica das memorias 

de Fresnel sobre esta matéria. 

Depois que Fresnel apresentou a sua theoria muitos phi-

sicos e mathematicos tentaram corrigir-lhe os defeitos, devendo 

mencionar-se em especial Cauchy, que em 1829 publicou uma 

theoria perfeitamente independente das hvpotheses de Fresnel, 

deduzindo as leis da propagação da luz da simples considera-

ção do movimento vibratorio das moléculas d'ether nos meios 

homogeneos. 

Esta theoria, cuja identidade com a de Fresnel não se pode 

estabelecer rigorosamente, mostra comtudo que, no caso do po-

der birefringente dos meios ser pouco inergico, (o que se dá 

em todos os conhecidos até hoje) se podem sem erro sensível 

tomar por verdadeiros os resultados a que Fresnel chegou (a), 

o que é, como veremos, de vantagem attendendo á sua grande 

simplicidade. Assim as duas theorias, tendo a principio pro-

(à) Ainda assim é necessário admittir entre os coefficientes, de que de-

pende a constituição do meio, relações cuja significação phisica é actual-

mente desconhecida. 
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cedido por caminhos diversos, tocam-se n'um ponto a partir 

do qual proseguem d'accordo na deducção das consequências. 

Eis t raçado o nosso p lano: — Apresentaremos em resumo 

as bases da theoria de Fresnel no que ella tem de particular, 

sem nos demorarmos com a justificação e analyse das hypo-

theses de que lança mão. Isso levar-nos-ia muito longe ; alem 

de que, depois dos trabalhos de Cauchy, teem mais um valor 

historico do que actualmente scientifico. 

Em seguida exporemos a theoria de Cauchy, estabelecendo 

no ponto conveniente a ligação com a de Fresnel para depois 

não haver mais do que um caminho a seguir. 

T H E O R I A D E F R E S N E L . 

Supponhamos n'um meio homogeneo uma molecuia dVther 

vibrando simultaneamente em todas as direcções; a propagação 

d'estas vibrações attingirá, passado um certo tempo, uma serie 

de pontos que se acham distribuidos n'uma superfície — a su-

perfície d'onda. 

Esta superfície, evidentemente espherica nos meios isotro-

pos, mas d'outra forma nos meios anisotropos, vae-se dilatando 

com o tempo, ficando comtudo semelhante na forma e seme-

lhantemente collocada em relação a qualquer das suas posições 

anteriores. 

A determinação da forma e posição d^s ta superfície, as-

sim como da direcção das vibrações em cada um dos seus 

pontos, resumindo as leis da propagação da luz, constitue o 

principal problema que temos a resolver. 



Fresnel simpliíica-o extremamente, substituindo a conside-

ração da superfície d"onda pela dos seus planos tangentes. 

Fig. 2.a 

Com efleito; suppo-

nhamos que irum meio 

homogéneo uma infinida-

de d o n d a s planas A B, 

A'B' , A"B". . . ., passan-

do pelo ponto O e pro-

paga ndo -se paralielamen-

te a si mesmas, partem 

n'um dado momento em todas as direcções. 

Decorrido o tempo /, estas ondas estarão (no caso geral) a 

dillerentes distancias do ponto de partida commum conforme 

a direcção da sua propagação, e cada uma d'ellas pode consi-

derar-se, em virtude do principio de Huyghens combinado com 

o das interferencias, como a envolvente da infinidade d'ondas 

elementares, produzidas pelas vibrações de cada um dos pontos 

d'essas ondas consideradas nas suas posições primitivas. 

Se as ondas planas nas diversas posições aò, a'b\ a'b".. .. 

se propagassem em sentido inverso, crusar-se iam, passado o 

mesmo tempo, no ponto O. 

Do que fica dito resulta que todas essas ondas planas serão 

tangentes á onda elementar commum produzida pelo ponto O ; 

e por esse facto a sua superfície pode considerar-se como a en-

volvente d 'uma infinidade dondas planas, que, partindo si-

multaneamente do centro em todas as direcções, se propagam 

parallelamente a si mesmas com eis su as velocidades respectivas. 



A determinação da superfície d'onda acha-se por este ar-

tificio reduzida ao calculo das velocidades de propagação nor-

mal das ondas planas. 

Vejamos como Fresnel se conduziu na determinação de 

taes velocidades. 

Alem da hypothese, hoje acceite por todos os phisicos, da 

transversalidade das vibrações luminosas, hypothese a que Fres -

nel foi induzido pela impossibilidade de harmonizar a não-in-

terferencia dos raios polarisados em angulo recto com a direcção 

longitudinal das vibrações, a sua theoria assenta, como já indi-

camos, dou t ras hypotheses que podem resumir-se nas se-

guintes : 

/.a — oAs vibrações da lu{ polarisada são perpendiculares 

ao plano de polarisação. 

2.a — cyls forças elasticas desenvolvidas pela propagação 

d'um systema d'ondas planas de vibrações rectilíneas e trans-

versaes differem das forças elasticas desenvolvidas pelo deslo-

camento d'uma só molécula em um factor constante, indepen-

dente da direcção do plano d'onda e dependente simplesmente 

da direcção das vibrações. 

3 * •—qás componentes das forças elasticas perpendiculares 

ao plano d'onda não produzem ejfeito optico. 

4.a — qA velocidade de propagação d'uma onda plana ri um 

meio homogeneo éproporcional d rai% quadrada da componente 

effica\ desenvolvida pelas vibrações da onda. 

Foram as leis experimentaes da dupla refracção que leva-

ram Fresnel a estabelecer eslas hypotheses, necessarias para 

explicar e correlacionar certos phenomenos; não admira por -



34 

tanto que a theoria mechanica, tomando por base taes hypothe-

ses, chegue ás mesmas leis que foram incentivo para o esta-

belecimento d'ellas. 

Pondo de parte, pelas razões que ha pouco demos, a expo-

sição das provas por via das quaes Fresnel pretendia justificar 

em particular cada uma das suas hypotheses, diremos apenas 

que não podem resistir a uma critica séria e minuciosa. 

Fresnel, propondo-se explicar os phenomenos luminosos 

pela consideração do ether homogeneo, cuja constituição as-

senta e define, devia prescindir de qualquer hypothese acces-

soria sobre as suas propriedades; porque, ou essas propriedades 

hypotheticas eram incompatíveis com a sua constituição, ou então 

seriam uma consequência de que a theoria devia dar conta. 

Tal é a hypothese em que Fresnel considera a incompres-

sibilidade do ether como causa da nullidade óptica da compo-

nente longitudinal das forças elasticas, não lhe sendo embaraço 

a conciliação d^s ta propriedade com a fluidez e elasticidade 

que se attribuem ao ether. A acção reciproca das moléculas deve 

dar só por si conta tanto da incompressibilidade do ether, se for 

real, como das leis da propagação das ondas. 

Outro tanto acontece com a hypothese, que consiste em ad-

mittir, que a força elastica, desenvolvida pela propagação d'um 

systhema d'ondas planas de vibrações rectilíneas e parallelas, 

differe da força elastica, desenvolvida pelo deslocamento pa-

rallelo d 'uma só molécula, em um factor constante indepen-

dente da direcção particular do plano d'onda. 

Cauchy demonstrou a falsidade d^s ta independencia, e por 

este facto veríamos, se tivessemos estudado as razões que indu-



ziram Fresnel a estabelecer as duas primeiras hypotheses, que 

os phenomenos da dupla refracção deixam indecisa a direcção 

das vibrações com relação ao plano de polarisação, tornando-se 

egualmente legitimo suppôr que ellas se executam n^sse plano, 

ou n'um plano perpendicular. 

Feita esta ligeira apreciação das hypotheses de Fresnel, ve-

jamos como d'ellas se deduzem as leis da propagação das ondas 

planas. 

Para que uma onda plana se possa propagar sem alteração 

r fum meio homogeneo, isto é, conservando a sua direcção e 

polarisação, é evidentemente necessário que as forças elasticas 

desenvolvidas sejam parallelas aos deslocamentos. Mas, como 

pela terceira hypothese Fresnel só considera efficaz a compo-

nente parallela ao plano d ^ n d a , basta que as projecções das 

forças elasticas sobre esse plano satisfaçam aquella condição. 

Por outro lado, a segunda hypothese de Fresnel permitte 

suppôr as forças elasticas desenvolvidas pela propagação d 'uma 

onda plana proporcionaes á força elastica desenvolvida pelo 

deslocamento parallelo d"uma molécula única. 

Portanto, attendendo ainda á quarta hypothese, e á cons-

trucção do ellipsoide inverso das elasticidades, podemos concluir, 

que uma onda plana se propagará sem alteração, quando as vi-

brações d'essa onda forem parallelas a um dos eixos da secção 

elliptica, feita no ellipsoide inverso por um plano parallelo ao 

plano d 'onda ; e sua velocidade de propagação normal será o 

valor reciproco do semi-eixo parallelo á direcção das vibra-
ções. 
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Quando as vibrações na onda plana tiverem uma direcção 

qualquer, ainda poderemos applicar o theorema das direcções 

singulares. Com effeito, o principio da sobreposição das elastici-

dades permitte-nos a decomposição de cada vibração em trez: 

duas existentes no plano d "onda e parallelas ás direcções singula-

res, e uma normal ao plano d^onda, cujo effeito optico é nullo. 

D'esta decomposição resultam duas ondas planas de vibrações 

respectivamente parallelas ás duas direcções singulares, e propa-

gando-se cada uma com a sua velocidade própria. 

Podemos portanto enunciar o seguinte theorema funda-

mental da theoria de Fresnel : 

Em geral, uma onda plana polarisada, propagando sen'um 

meio homogéneo, parte se em duas, polarisadas em angulo recto, 

para as quaes as direcções das vibrações e velocidades de pro-

pagação se determinam pelas direcções e pelos valores recípro -

cos dos semi-eixos da secção diametral, feita no ellipsoide in-

verso por um plano parallelo ao plano d^onda. 

A expressão algébrica da velocidade de propagação c fácil 

de determinar. 

Com effeito, designando por a, B, y os ângulos que uma 

das direcções singulares correspondentes a um plano dado for-

ma com os eixos da elasticicade, as componentes, segundo os 

eixos, da força elastica, desenvolvida por um deslocamento pa-

rallelo áquella direcção, são 

X = a- cos ot, Y = J'2 cos p, Z == c2 cos y. 

Conseguintemente, em presença da quarta hypothese de 
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Fresnel, temos 

» = Va'2 cos2 a -j- U- cos*í» + c- cos2 y. 

Quando a onda plana for parallela a um dos eixos de elas-

ticidade, os valores das velocidades de propagação das duas 

ondas, em que se duplica a onda primitiva, serão 

vi = a, v 2 = V tf- cos2 ? — c2 sen2,8 

ou 

Vi = b , V 2 = \ / a Í co s2 a _ f2 s e n 2 „ 

OU 

v{ = C, = y/a2 c o s2 a — Jjl g e n2 a ? 

conforme a onda fôr parallela ao eixo dos x, dos y ou dos z. 

Quando, finalmente, o plano d'onda fôr parallelo a uma das 

secções circulares do ellipsoide inverso, a onda não soflrerá du-

plicatura, e propagar-se-á sem alteração com uma velocidade 

constante e independente da direcção das vibrações no plano 

d'onda. 

T H E O R I A D E C A U C H Y . 

Como Cauchy tracta de estabelecer a sua theoria indepen-

dentemente de qualquer hypothese que relacione as forças elas-
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ticas desenvolvidas pela propagação das ondas planas com a 

força elastica produzida pelo deslocamento d \ ima molécula úni-

ca, tem necessidade de considerar o caso geral, em que todas 

as moléculas d \ im meio homogéneo sofírem deslocamentos 

muito pequenos, e calcular as forças elasticas resultantes. 

Sejam fig. (i.a) 

y•> 

x + y + hJn2 +Sz! 

x - f Sx2, y -j- Sy v z -f- Sz2 

as coordenadas rectangulares das moléculas M, M„ M2, 

referidas aos eixos OX, OY, OZ. 

As componentes, segundo os eixos, da acção total do meio 

ethereo sobre a molécula M são, como sabemos, 

X=m*2f(A) - g - , Y = = m 2 - / ( A ) Z = m » 2 / ( A ) 

e as condições do seu equilíbrio exprimem-se por 

I / ( A ) - g - — 0 , S / ( A ) - g - = 0 , Z / ( A ) - g - —0.. . (6) 

Durante o movimento as moléculas experimentam deslo-
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camentos muito pequenos; as projecções d'esses deslocamentos 

sobre os eixos coordenados são funcções do tempo e das coor-

denadas das differentes moléculas. 

Designando-as, no instante por 

^ 

Ç + TI + H , * + 

? + r j + s ^ , C -f-

as coordenadas respectivas serão, no mesmo instante, 
x + y +i> 2 + C, 

a, _]_ tx t \ S;„ y -f fy -j- v, fy, z + tzt + Ç + s^ 

x + S*2 + 5 + a 2,2/ + + 1 + z + Sz2 + Ç + ^2-

e as distancias de cada uma das moléculas M„ M2, á 

molécula M 

A , - f p„ A , + P l , 

Em consequência da pequenez dos deslocamentos, as poten-
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cias superiores á primeira das quantidades 8 ^ , Si]w, Sín e pn 

podem desprezar-se nos cálculos seguintes em presença das 

quantidades 8a?n, 8y n , Szn 

Comparando as coordenadas relativas ao estado actual do 

ether com as primitivas, vê-se immediatamente, que para obter 

as componentes, segundo os eixos, da força elastica, que solicita 

a molécula M no instante í, basta substituir por A n , 

òzn os valores An + P n , Sxn + 8£n, 8yn + \ -f nas 

expressões correspondentes ao estado de repouso. Acharemos 

Desenvolvendo / (A + p) pela formula de Taylor , e fazen-

do os desprezos que permitte a pequenez dos deslocamentos, 

reduzem-se a 

* — 1 { / ( A ) - ^ L + [ A / ( A ) - / ( A ) ] f 1 - j , 

assim 

dfl 
X X , A I s + m 2 / ( A + P) 

dt2 
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dK 
dt« 

= w v { f ( A ) + * + | - A / ( A ) _ / ( A ) ] J * L J . 

Attendendo finalmente ás equações (6), e exprimindo p em 

funcção de 5, i, í pela formula 

SxSl + íyh 
e = " Ã ' 

obteremos 

/ ( A ) " + . S A / - ( A ) - / ( A ) 
' v ; A 

(V + 

A 

- x ) 

A / ' (A) — • / ( A ) 
A 

ty Sz \ 

A 2 4 ) 

A / ' ( A ) ~ • / ( A ) 

•(7) 

V A 2 n Ã 2 

á'2? SÇ , v ^J w 

A integração geral destas equações daria as leis, que re-

gem todos os movimentos das moléculas d^ther , compatíveis 

com a constituição que lhe attribuimos. Basta-nos porém es-

tabelecer, que o movimento em ondas planas de vibrações re-

ctilíneas e parallelas, produzidas por deslocamentos muito pe-



quenos das moléculas d'ether, é compatível com os movimentos 

possíveis do etlier homogeneo; e das condições que exprimirem 

essa compatibilidade deduzir as leis d'aquelle movimento. 

Sejam pois l, m, n os ângulos que a normal a uma onda 

plana qualquer forma com os eixos coordenados; a equação do 

plano d'onda será 

Para um deslocamento qualquer d'essa onda a lei das dis-

tancias da molécula em vibração á posição de equilíbrio, ponto 

que tomamos para origem do tempo, exprimir-se-á por 

sendo a uma íuncção da amplitude, v a velocidade de propa-

gação e X o comprimento d'onda. 

Tiremos pela origem das coordenadas um plano parallelo 

ás ondas ; uma perpendicular a esse plano encontrará uma serie 

de moléculas, cujas posições são dadas pela equação 

x cos l -J- y cos m - j- z cos n — E . 

D = a sen 2 « - r - > 

sendo E a distancia de cada molécula ao plano auxiliar. E, como 

E é constante para todos os pontos d'um plano parallelo ao 
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plano auxiliar, esta equação applicar-se-a a todos os pontos 

d'uma onda. 

Posto isto designemos por a, |3, y os ângulos que faz á di-

recção das vibrações com os eixos coordenados; as projecções 

i, Ç, sobre os eixos, do deslocamento d ^ m a molécula serão 

dadas pelas equações 

2it 
; = a sen -y- ( vt — ±L<) cos a - (vt — E^ 

(vt — E) 

( '\ 
X, = a sen — I •vt — E l cos y 

2* v) = a sen — (vt — JD ) cos (9) 

Estes valores, substituídos nas equações differenciaes (7), 

devem satisfazer-lhes, se o movimento das on.ías expresso por 

(8) fôr compatível com a constit ição attribuida ao ether. 

Para esta substituição necessitamos calcular 8Ç, Sri, 8Ç, e 

d*; d^n dK 
dt* ' dí2 ' df- ' 

2TT / \ 

Desenvolvendo s e n - y - í vt — E J na primeira das equa-

ções (9), teremos 
2ir 2tc „ 2* 2ir „ 

= a cos a sen —— vt cos — E — a cos a cos — vt sen — E. 
A A A X 
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Variando e isolando SE, chegamos a 

S|;=sen—SE I—a cos a sen—ví s e n — E — a cos a cos-y-uí cos—iii 

/ 2 i c „ „ \ / 2i , 2* 2« \ 
—- ( 1—cos -y-SE J (a cos a sen —'v t cos—E—a cos a cos-y vt sen — E 1 

d'onde 

E symetricamente 

Sv) = _ J l sen ~ SE - 2^sen 2 -f SE, 
2ir dE X X 

Por outro lado da primeira das equações (9) deduz-se 

A 
dt 

2tt 2* / . 
= a — v cos — I uc — -hl I cos «; 

d b n d e 

— - D i —7— V ) 2 COS a . 
dt2 \ X / 
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E symctricamente 

cos?, 

dK n / 2* \« 
—,-„ = 1) I — v ) cos . 
dt1 \ X / 

Substituindo estes valores nas equações (7), vem 

- ^ T f — ^ l - ^ - T * ) 

S A / C A ) - / ( A ) / X dl 2n * \ 0V2 

+ T O - A ( a r 7 ® s e n — 8 E - 2 ' s e n 2 r 5 E ) A * 

. v SA / ' ( A ) — / ( A Y X rir, 2~ * \Sa% 
( 2. dE 8 6 1 1 ~X~ — 71 s T ) A* 

. _ S A / ' ( A ) - / ( A ) / X dX, 2ir oy ,71 XÍÍCSZ 4 

ou, ordenando em ordem ás projecções dos deslocamentos e 

aos seus coefficientes diíferenciaes, 

^ 2 w j . [ a A / ( A ) - / ( A ) ] t o a , g e n 2 . S E 

£ \ J X 
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A 3 X 

d\ X rf( A) P A / ( A ) - / ( A ) ] te» I 2* 

• 3 r i r m 2 r 5 - + Ã 5 ) s e n ~ r S E 

i _ M 2 P A / ( A ) - / ( A ) ] M y g e n 

Í/E A 3 * 

X m S [ a A / ( A ) - - / ( A ) ] t e a 2 s e n _ 2 . S E ? e t c > 

Í/E 2TT A 3 A 

Estas formulas simplificam-se extremamente se attender-

mos a que, em consequência da constituição que attribuimos ao 

ether, os termos em que entram os coefficientes differenciaes 

dl di\ _ ,, 
«TE' dE ' dE s a o n u l l o s -

Com effeito, podemos suppor toda a massa d'ether divi-

dida em conjugados de duas moléculas a egual distancia, d 'um 

e d'outro lado, do plano auxiliar, e de tal sorte situadas que 

a linha, que as une, passe pela origem das coordenadas. 

Pa ra cada uma das moléculas d'um conjugado 

/ (A) [ 8 A / ( A ) - / ( A ) ] t e « 
m "i Ã 3 

[ 8 A / ( A ) - / ( A ) ] 8 a % 

A 3 

[8 A/ (A) — / ( A ) ] Zx 8; 

A 3 
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teem o mesmo valor e o mesmo signal; mas, como as distancias 

E das duas moléculas ao plano auxiliar são eguaes e de signal 

contrario, sen SE tem o mesmo valor, e differente signal. 

Restam-nos as moléculas existentes no plano auxiliar. Pa ra 

essas E é evidentemente nullo, o que annulla sen ——SE. 
A 

Posto isto, é evidente que os factores que multiplicam 

-rlr> -T-1-' sendo cada um a somma de duas ordens de 
clE cif] eflE 

termos, uns nullos outros que se annullam dois a dois, são 

nullos. 

Ficam pois as equações differenciaes reduzidas a 

TJ V 'O x , ( / (A) , [ S A / ' ( A ) — f ( A ) ] S x 2 ) Dí — v) co3a = ; . 2 m 2 K - ^ - f - L - — — — — - — ] sen2—SE 

, „ „ f s A / ' (A) — / ( A ) ] ' x h j , « _ 
+ '1. 2 m 2 — —' £ v—^ — sen2 — cE 

, 2 m , [òA f (A) — f ( A ) ] Sx Sz s e n 2 ^ 
A J A 

^ / 2z \2
 a ro _ [ S A / ' ( A ) — / (A) lSxSy , TT 

D( I cosp = ; . 2 f f i 2 - -—' A / v—^ sen2 — S E 
\ A / A J

 A 

( / ( A ) , [ S A / ' ( A ) - / ( A ) ] S / -
- i - a r n s U ^ - f . ^ ty" 1 sen2 — SE 

v A A J ) X 

s e n 2 * SE, 
/ V A 
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D( *L » y c o s y = Ç.2m2 [ * A / ( A ) - / ( A ) ] ^ ^ ^ 

+ jsen2 - f SE. 

Os nove coefficientes de rj, Ç, dos quaes apenas seis são 

•distinctos, dependem simplesmente da posição da onda e da 

natureza especifica do ether, que se põe em movimento. Egua-

lando, para abreviar, estes coefficientes ás letras L, M, N, P, 

Q, R, reduzimos as equações precedentes á forma 

D - v )2cos a = LS -f Rr, + QÇ, 

D ^ - t > ) \ í o s p = RÇ + M»i + PÇ, 
« 

D ^llvyC08Y = Q; +Pr, + Nç, 

ou 

V ) C 0 S a = c o s a ^ 0 0 8 P Q C 0 3 

V ) C03 P = R COS « -F- M COS P P C O S YL 
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(ZTt 

—— v j cos y = Q cos -(- P C03 3 -)- N cos y. 

Estas equações de condição determinam as relações ne-

cessárias entre as quantidades que n'ellas entram, para que 

seja possível, no ether homogeneo o movimento vibratorio em 

ondas planas, como o enunciamos. Se estas equações não forem 

contraditórias, por si nos indicarão as condições do movi-

mento. 

D'ellas se deduz 

L cos a K cos p —f— Q, cos y > 
cosa 

R cos a -1- M cos p -j- P cos y 
cos p 

Q cos a -J- P cos p -f- N cos y 

cos y 

- ) (10), 

que, juntas á relação conhecida 

cos2 A -F- COS2P COS2Y — 1, 

bastam para determinar cosa, cosp, cosy. 

Pode evitar-se esta eliminação, que daria para cosa, cosp, 

COSY tres grupos de valores, attendendo ás considerações se-

guintes. 



DO 

Sabe-se pela geometria analytica que os valores s dos semi-

ei xos do ellipsoide, definido pela equação 

A X* - F B y*- + C s* - f 2 D yz + 2 E ÍCZ -J- 2 F xij = 1 , 

se exprimem por 

1 A cos / -f- F cos m -j- E cos n 
s2 cos l 

F cos l -F- B cos WÍ —|— D cos n 
cos 111 

E cos l -f- D cos in -f- C cos n 
• ? 

COS 11 

sendo Z, wi, n os ângulos, que cada eixo forma com os eixos 

coordenados. 

Comparando estas expressões com (io), vê-se immediata-

mente que p, y podem considerar-se como os ângulos, que 

formaria com os eixos coordenados cada eixo do ellipsoide 

• L a £ + M y » + Na» + 2 P y * + 2 Q a » + 2 R a y = = l . . . ( l l ) . 

D'aqui se conclue que o movimento vibratorio em ondas 

planas se propagará sem alteração no ether homogeneo, quando 

a direcção das vibrações fôr parallela a um dos eixos do elli-

psoide (i i). 
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No caso de ser qualquer a direcção das vibrações, decom-

por-se-á cada uma em tres, respectivamente parallelas aos eixos 

do ellipsoide (i i), resolvendo-se assim cada onda plana em tres, 

parallelas e polarisadas segundo os eixos do ellipsoide. 

M. Cauchy chamou a este ellipsoide — ellipsoide depola-

risacão. 

Pode, alem de determinar a direcção das vibrações para 

um dado plano d'onda e para um dado valor de \ fornecer 

os valores da velocidade de propagação na direcção dos seus 

eixos. 

Com effeito, designando por k um dos semi-eixos do elli-

psoide de polarisação, temos evidentemente 

Em resumo pois: Uma onda plana de vibrações rectilí-

neas e parallelas, propagando-se no ether homogéneo, dá ori-

gem a tres ondas planas parallelas, cujas direcções das vibra-

ções se determinam respectivamente pelas direcções dos eixos 

do ellipsoide de polarisação. As velocidades de propagação de 

cada uma destas ondas obtem-se multiplicando os valores recí-

procos de cada semi-eixo por — 

C o n d e 

1 X 



Vejamos agora como se pode simplificar a equação do 

ellipsoide de polarisação. 

Em consequência das hypotheses que estabelecemos ácerca 

da natureza das forças intimas do ether, será de raio muito 

pequeno a esphera de moléculas, a cuja acção está sugeita uma 

molécula qualquer; por conseguinte podemos não entrar em li-

nha de conta com as moléculas, para as quaes os valores de 

c£eft, Zy , czn, An são muito grandes, e bem assim desprezar 

nas formulas, que estabelecemos, os quocientes da forma 

Eaf1 r j / ' 'ZC 

A 

* a b * c 
òx Sy Sz 

— 

quando fôr respectivamente 

a + b + c — 1>1, a - f 6 - f c — 3 > 1 . 

Desenvolvendo pois em serie sen ~ SE pela formula 

sen x — x 

attend^ndo a que é 

SE = Sx cos l - j - Sy cos m -)- Sz cos n 

e eílectuando os desprezos acima indicados, obtemos para os 

coeficientes do ellipsoide de polarisação os valores 
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ĈOS2ZSÍC2 -F- cos2 m ST/2 -J- .. 

^cos21 Sx2 -f- cos2 m Sy2 -f-

^cos21 Sx2 -j- cos2 m Sy2 -f-

P = [ S A / ( A ) - / ( A ) J - & 

^cos21 Sas2 -f- cos2 m Sy2 -f-

q = 2 m ~ s [ s A / ( A ) - / ( A ) ] 

^cos2 £ Sx2 -f- cos2 mSy2 J, 

R = 2 m - J 2 [ s A / ( A ) - / ( A ) ] ^ f 

^cos21 lx2 -f- cos2 m òy2 -{-

SxSz 
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Posto isto, tomemos para eixos coordenados os eixos de 

elasticidade do meio. 

Em vista da constituição que attribuimos ao ether homo-

geneo, a cada molécula situada d'um lado de qualquer dos 

planos coordenados corresponderá outra, da mesma massa, 

situada do lado opposto e á mesma distancia. Sendo assim, nos 

sommatorios designados por desapparecerão todos os ter-

mos que contiverem qualquer das quantidades 8x, «/, Sz, ele-

vada a uma potencia impar ; por quanto esses termos serão 

eguaes dois a dois e de signaes contrários. 

Em consequência d'isto, reduzem se os coefficientes do elli-

psoide de polarisação a 

L = 2 m 
« , / ( A ) 

A + 3 A / ' ( A ) - / ( A ) 
" A » " 

^cos2ZSíc2 -)- cos2m òy'1 -f- cos2?» Sz2^, 

S A / ' ( A ) - / ( A ) ] - g -

^cos21 £xa- -(- cos2 m 8if- -j- cos2« 5z2j, 

Sz2 ) 

A 3 ' 

cos21 SÍC2 cos2 m Sy*2 -(- cos2 n ÍZ 2^, 
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P = 4m ^ 2 | SA / ' (A) - / ( A ) | cos m cos n, 

Q = 4 W Í — 2 | « A / ( A ) - / ( A ) ] ^ - cosZoos», 

R = 4 m - ^ - 2 [ s A / ' ( A ) — / ( A ) ] g ^ c o s Z c o s m ; 

ou a 

L = — [(e2 f ^ cos2 Z 4 ^ 2 + < 2 ) cos2 m -f (h* -f- s^cos 2 n | 

M — j íe2 í2) cos2 Z -f (g* -f v2) cos2 m 4- (h? 4 r 2 j co s2 n] 

N-
Xã 

>4- s 2 jcos 2 Z4- cos' m ují cos111 

p 2 
r = —^r- rL cos m cos n, 

kl 

81c® , 
Q — - S Z COS Í COS «,-

A* 

R = 
8tc! 

T 2 " 
Í2 COS Z COS 7??, 

fazendo, para abreviar, 

m v / ( A ) foc2
 9 m v / (A)8,y2 w v f'A)Sz* 

2 A 2 A 2 "* A 
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^ = f 2 [ 8 A / ( A ) - / ( A ) ] 

= [ « A / ' ( A ) - / ( A ) ] - g - , 

Substituindo estes valores na equação do ellipsoide de polari-

sação, teremos 

£c2 £(e2 -f ix.2) cos2 / + (ff2 + <2) cos2 m -f (A2 -f s2) cos2 nj 

+ ^ 2 [ ( e 2 -f <2) cos2 Z -f- (<?2 -u v2) cos2 m -f- (A2 -f r2) cos2 nj 

-f- z2£(e2 -f s2) cos2 i -f (g* - f - r 2 ) cos2wi (A2 -f- ofi) cos2«J 

4 r2 yz cos m cos n -}- 4 s2 xz cos l cos n -f- 4 í2 xy cos l cos m — . 2 
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Dividindo o termo constante por obtemos um novo 

ellipsoide 

[V + lJ-~) cos21 -f (g- + <2) cos2 m -f A2 + s2) cos2 nj 

+ |~(e2 -f <2) cos2 Z + (<f- -f- v2) cos2 m -f (7i2 - j- r2) cos2 «J 

-f 22 £(e2 -f s2) cos2/ + (3
2 -f r2) cos2 m -f- (A2 -j- w2) cos2 raj 

-f- 4 r2 yz cos m cos ra-J- 4 s2 xz cos l cos ra-f- 4 í2cc y cos £ cos m—l 

A. Beer chamou-lhe segundo ellipsoide de polarisação. 

Resume, como o primeiro, as leis da propagação das on-

das planas, tendo sobre elle a vantagem de dar immediata-

mente, pelos valores recíprocos dos semi-eixos, as velocidades 

de propagação. 

Expostas no que tem de essencial as theorias de Fresnel 

e de Cauchy, procuremos, se é possível estabelecer entre ellas 

uma concordância, pelo menos aproximada, mediante algumas 

relações de condicção entre os coefficientes de que depende a 

constituição do meio. 

Como nada sabemos de positivo ácerca da natureza da 

funcçao /, vejamos até que ponto nos pode auxiliar a expe-

riência. 



Tomemos com Rudberg três prismas de topázio, talha-

dos no crystal de maneira que as tres arestas de refrangencia 

sejam parallelas aos eixos de elasticidade, e façamos incidir so-

bre uma das faces de cada um d'estes prismas um raio lumi-

noso perpendicular á aresta de refrangencia e polarisado n'um 

plano normal á mesma aresta. Este raio refractar-se-á decom-

pondo-se nos seus elementos, como aconteceria n \ im meio qual-

quer isotropo. 

Determinado o indice de refracção de cada um d'estes pris-

mas, 'achamos tres valores differentes ; o que prova que a luz 

se propaga n^lles com desegual velocidade. Rudberg achou 

para a risca F do espectro os valores 1,61701, 1,62652, 1,61914. 

Estes números são constantes, qualquer que seja a posição 

das faces lateraes do prisma em relação aos eixos d^lasticidade 

do crystal, uma vez que se conservem parallelas a um d'elles. 

Muda apenas, com a variação de posição nas faces lateraes, a 

direcção do raio, percorrendo diversos azímuths n1um plano 

perpendicular á aresta. Este mesmo facto se pode verificar di-

rectamente em muitos outros corpos. 

Se admittirmos, como Fresnel, que o plano de polari-

sação é perpendicular ao plano de vibração, podemos concluir 

d'estas experiencias q u e — n ' u m meio homogéneo a velocidade 

das ondas planas, parallelas a um dos eixos de elasticidade e 

cujas vibrações se propagam conservando-se parallelas ao mes-

mo eixo, é constante para qualquer posição das ondas. 

A expressão analytica d'esta lei vae simplificar-nos extre-

mamente a equação do segundo ellipsoide de polarisação. 

Consideremos em primeiro logar uma onda plana parai-
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leia ao eixo dos x : serão para este caso os ângulos que a normal 

forma com os eixos 

/ = 90°, m - f . n = 90°; 

e a equação do segundo ellipsoide de polarisação, correspon-

dente a esta onda, tomará a forma 

Por conseguinte o valor da velocidade de propagação das 

vibrações parallelas ao eixo dos x será 

1 (ia; 

-f í2 - j- cos2 n (A2 -f s2 — g- — í2) 
1 

O plano d'onda, sendo parallelo ao eixo dos x, é prependi-

cular ao plano dos yz e forma com o eixo dos y o angulo n. 
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Ora a experiencia assigna á velocidade um valor constante, 

qualquer que seja a inclinação da onda em relação aos eixos 

dos y e dos z, isto é, qualquer que seja o valor de cos n; por-

tanto, para que haja accordo entre a experiencia e a theoria, é 

necessário que em (12) seja nullo o coeficiente de cos2 n, d ^ n d e 

resulta 

A2 + s2 = g* + fi. 

Fazendo em seguida considerações analogas para ondas 

planas parallelas aos eixos dos y e dos z, chegaríamos ás equa-

ções de condição 

e2 - f <2 = A2 -f- r2 , 

e2 - f s2 == g* - f r2 . 

Estas equações, conjunctamente com a relação 

cos21 -(- cos2 m 4 cos2 n — 1, 

reduzem a equação do segundo ellipsoide de polarisação a 

«2 ^ e 2 -f- [x2 —gn- — t^j cos2 / -f 4- i 2 j 

+ y2 I 4- v2 — e2 — í2)cos2 m -f- e2 4 <21 
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cosJ n el -

-1- 4 r2 yz cos m cos n 4 s'2 xz cos l cos n -)- 4 í'2 xy cos l co3 m = 1 ; 

ou, para abreviar, a 

x"-( I cos2Z -f- «2) ^ y ^ Voos* m -f b°-z2( II cos2 n -f c2 ) 

-(- 4 /'2 yz cos m cos n -]- 4 s2 xz cos Z cos n -)- 4 í2 xy cos l cos m = 1, 

sendo, como sabemos, a, c as velocidades de propagação 

das vibrações parallelas aos eixos de elasticidade. 

Esta equação mostra que, em geral, nenhuma das tres di-

recções das vibrações, que correspondem a uma onda plana, 

assenta rigorosamente sobre o plano d ^ n d a ; porem a experiencia 

demonstra-nos que isso tem proximamente logar em todos os 

meios birefrangentes conhecidos, isto é, que das tres direcções, 

que devem ter as vibrações d 'uma onda plana, duas são quasi-

transversaes e a terceira quasi-longitudinal. Sendo assim, po-

demos substituir, sem erro sensível, os dois eixos do ellipsoide 

de polarisação, que dão as direcções das vibrações quasi-trans-

versaes, pelos eixos da secção diametral, feita no mesmo ellipsoide 

parallelamente ao plano d'onda. Estes eixos determinam então 

aproximadamente a direcção e a velocidade de propagação das 

vibrações quasi-transversaes, as únicas que impressionam a re-

tina. 
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Resulta pois do que temos dito, que, se a secção diametral, 

feita no ellipsoide de polarisação pelo plano <Tonda, coincidir 

com a secção diametral, feita pelo mesmo plano no ellipsoide 

inverso das elastici Jades, os resultados da theoria de Cauchy 

serão proximamente idênticos aos da de Fresnel. 

Resta-nos portanto vêr quaes as relações que é necessário 

estabelecer entre os coefficientes do ellipsoide de polarisação, 

para que tenha logar a coincidência das duas secções diametraes 

para qualquer direcção da onda plana. 

Seja 

x cos l -j- y cos m -f- 2 cos n — 0 

a equação do plano d'onda. 

A equação da projecção, sobre o plano dos ?/z, da secção 

diametral, feita pelo plano d'onda no ellipsoide de polarisação, 

será 

y* 
[ ( ' " + A — 2í^os 2 1 cos2 m -f «2 cos2 m -)- ò2 cos2 íj 

+ 22 [ ( ' ' + n — 2s)cos21 cos2 n -f a2cos2 n -f c2cos2 /j 

2ijz H" r — s — ^ j cos2/ -j- a 2 j cos2
 m cos211 = 1, . ( 13 ) . 

O plano d'esta mesma secção corta o ellipsoide inverso 
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a2 te2 - f ò21/ - f c2 z2 = 1 

segundo uma ellipse, cuja projecção sobre o piano dos yz é repre-

sentada por 

if(a* cos2 m 4- h- cos2 -f z2(a2 co.,2 n -f c2 cos2 

-)- 2 a2yz cos »H cos m = 1 (14). 

Para que as duas secções ellipticas coincidam, é necessário 

que se tornem idênticas as equações (13) e (14). 

Exprimindo analyticamente essa condição, para o que é 

necessário identificar os seus coefficientes homologos, obteremos 

as equações 

r + A _ 21. = o , 

r - f n — 2 s = 0 , 

r r _ s _ Í = o . 

A realidade da coincidência prova-se em particular, quan -

do o plano d'onda fôr parallelo a um dos planos coordenados, 

pela identidade natural das equações consignadas. 

Vemos pois, em conclusão, que pelo processo que acaba-

mos de expôr. devido ao engenho de A. Beer, se pode estabe-

lecer uma concordância aproximada entre as theorias de Cau-
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cliy e de Fresnel, mediante um grupo de relações entre os 

coeficientes de que depende a constituição do meio; relações 

que admittimos para se poderem explicar as suas propriedades 

ópticas, apezar de desconhecida a sua significação phisica. 

Devemos comtudo notar que, se supposessemos as vibrações 

parallelas ao plano de polarisação, hypothese contraria áquella 

de que partimos, chegaríamos a outras equações de condição. 

Tem ambas egual fundamento. Os factos da dupla refracção 

são insuficientes n^sta conjunctura. 

D'aqui em diante podemos dispensar na construcção das 

ondas planas o ellipsoide de polarisação, cujas relações com o 

plano t fonda são bastante complicadas, substituindo-lhe a cons-

trucção de Fresnel pelo ellipsoide inverso das elasticidades, 

cuja posição e dimensões são independentes d^quelle plano. 

Não é este, comtudo, o único processo que se pode ado-

ptar para a construcção das ondas planas. Ha mais. 

Construcção «las o ml us planas pela superfície de 

elasticidade «le Fresnel. — A equação da superfície de elas-

ticidade de Fresnel em coordenadas rectangulares é 

(Xo- -f- if -j- z2)2 = a2 £C2 -f- W-y2 - f c2 z2. 

Esta superfície tem com o ellipsoide inverso das elastici-

dades uma relação tal, que cada um dos seus raios vectores é 

reciproco do raio vector do ellipsoide na mesma direcção. 

D^qu i resulta immediatamente que os eixos das secções 

diametraes, feitas por um plano tirado pelo centro commurn 
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das duas superfícies, eonfundindo-se em direcção, teem valores 

recíprocos. 

Podemos pois concluir q u e — a qualquer direcção de pro-

pagação normal correspondem dois sy st emas dondas paralle-

las, cuja polarisação e velocidade de propagação são dadas 

pelas direcções e grandezas dos semi.-eixos da secção diametral, 

feita por um plano normal d direcção da propagação na su-

perjicie de elasticidade de Fresnel. 

Esta construcção é chronologicamente anterior á constru-

cção das ondas planas por via do ellipsoide inverso. 

A superfície de elasticidade de Fresnel está estreitamente 

relacionada com o ellipsoide 

— 4 - S— 4 - — =» 1 
a1 ' &S ^ C" ' 

reciproco do ellipsoide inverso, por um theorema notável de-

monstrado por Magnus, que pode enunciar-se assim: se do cen-

tro do ellipsoide reciproco se baixarem perpendiculares sobre os 

seus planos tangentes, o lagar geometrico dos pés das perpen-

diculares é a superjicie de elasticidade de Fresnel. 

Baixemos do centro do ellipsoide 

o* e2 

uma perpendicular ao plano tangente 
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no ponto (a?i, ?/,, zt); as suas equações serão 

X 1 = = — Z„ Y4 3 

C" 

Para obter o logar geometrico dos pés de todas as nor-

maes, baixadas do centro sobre os planos tangentes, basta eli-

minar £c4,7/,, 2, entre as equações da normal, do plano tangente 

e do ellipsoide reciproco, depois do que, recahimos na equação 

( a* - f + z 2 ) 2 = « 2 a 2 • f ò 2 t /2 • f c 2 z 2 . 

CoiiMtrucção «Ias ondas planas por meio «lo elli-

X 2 ?/2 z 2 

psoide 1 j — = 1 . Metl»o«lo de PluíUer. — P o r 
a 1 b 2 c 2 

um ponto qualquer M (fig. 3.a) do ellipsoide reciproco tiremos um 

plano tangente TT. Baixe-

mos do centro o raio ve-

ctor OM e a perpendicu-

lar OP ao plano tangen-

te. Em consequência do 

theorema precedente, OP 

será um ponto da superfí-

cie de elasticidade de Fres-

nel, cujo centro coincidirá 

com o ponto O. 

Se pelo raio OM tirarmos um plano perpendicular ao pla-

U\ 
h*-

Z,. 



no do triangulo MOP, este plano cortará no ellipsoide reciproco 

uma ellipse SS, de que OM será necessariamente um dos eixos. 

Estendendo a construcção do ponto P a todos os pontos 

d'essa ellipse, a sequencia dos pontos assim obtidos, analogos 

a P, constituiriam uma secção diametral, feita na superfície de 

elasticidade de Fresnel por um plano tirado segundo OP, per-

pendicularmente ao plano MOP. Esta secção é evidentemente 

normal ao eixo da superfície cylindrica, formada pelo conjuncto 

dos planos tangentes a todos os pontos da ellipse SS. 

O raio vector OP d^quella secção é necessariamente um 

dos seus eixos, visto que o plano MOP é uma secção principal 

do cylindro elliptico, e que tudo é symetrico em relação a elle. 

Por conseguinte, attendendo á construcção de Fresnel por 

via da superfície de elasticidade, podemos concluir que —tirando 

ti'um ponto do ellipsoide reciproco um plano tangente e bai-

xando do centro uma normal sobre esse plano, o seu compri-

mento representará a velocidade de propagação, e o plano que 

contem o ponto de tangencia, o pé da normal e o centro do elli-

psoide representara o plano de vibração d'uma das duas ondas, 

que correspondem ao plano tirado pela normal, perpendicular-

mente ao plano dos tres pontos precedentes. 

Determinadas assim, por qualquer dos processos anterior-

mente indicados, a polarisação e a velocidade de propagação 

dos dois systemas d'ondas planas, que n 'uma dada direcção 

se podem propagar n'um meio homogeneo, a construcção da 

superfície d^onda é uma questão puramente geometrica. 

A determinação da sua equação completar-nos-á o conhe-



68 

cimento das leis da propagação da luz, e a sua discussão nos 

indicará a variação dos phenomenos em cada caso particular. 

Antes porém de apresentarmos os diversos processos de 

que os phisicos se teem servido para calcular a equação da 

superfície d ^ n d a , deduzamos pela analyse a lei de variação, 

para as differentes direcções, das velocidades dos dois systemas 

d'ondas planas parallelas, que podem propagar-se n'um meio 

homogeneo; e conjunctamente apresentemos um processo de 

construcção para a determinação da sua polarisação, absoluta-

mente independente de qualquer das construcções que lia pouco 

estudámos. 

Tomemos para isso de novo o ellipsoide inverso 

a 1 x i yl _|_C2 Z2 = l . 

Suppondo 

a < b < c, 

a e c representarão os valores extremos entre os quaes podem 

oscillar as velocidades de propagação, sendo b o valor médio. 

As secções diametraes d^ste ellipsoide dão-nos, como sa-

bemos, a polarisação e a velocidade dos dois systemas d'ondas 

parallelas, que podem propagar-se n 'uma dada direcção. 

Se considerarmos porém uma onda parallela a qualquer 

das duas secções circulares do ellipsoide, a secção diametral 

parallela á onda, por ser um circulo, deixa indeterminada a di-

recção das vibrações; ea velocidade de propagação é constante, 

qualquer que seja a sua polarisação. 
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As normaes ás secções circulares são pois direcções singula-

res de propagação, caracterisadas por esta propriedade especial. 

As duas secções circulares cortam-se segundo o eixo mé-

dio do ellipsoide, e estão egualmente inclinadas sobre as secções 

principaes xy e yz, sendo os seus planos perpendiculares á 

secção principal xz. 

Os ângulos que formam com os eixos dos x e dos z são 

dados por 

/ a- — tf „ Á / tf — c2 

COS = i / , cos / , = : i / , 
V a 2 — C 2 V «'2 — c2 

/ a2 — tf ,, t / tf — c2 

cos \ q = — i / , cos /., = 1 / ; V a 2 — c 2 " V «2 — c 2 

e, como J é o raio das seccões circulares, será b a velocidade 
b 

das ondas planas que lhes forem parallelas, qualquer que seja 

a sua polarisação. 

Posto isto, seja O (fig. 4.a) o centro da secção diametral 

feita no ellipsoide in-

verso por um plano 

perpendicular á normal 

a uma onda plana qual-

quer, e ON essa normal. 

Designemos além 

d'isso por I j l j e I2I2 

as intersecções do pla-

no diametral com as 

secções circulares, e por OE, e OE2 as suas normaes. 

Fig. 4/' 
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Sendo O/Í e Ok' os eixos da secção diametral, os planos 

NOk e NOk' representarão os plano; de vibração das duas 

ondas que podem propagar-se perpendicularmente a ON. 

Mas I j l j e I2Ta, por ser 

= ij» 

são diâmetros eguaes da ellipse SS e portanto estão egualmente 

inclinados sobre cada um dos seus eixos. 

Logo os planos de vibração, que são bissectores dos dois 

ângulos diedros oppostos pela aresta, formados por dois pla-

nos que passam por ON e por I j l j e I2I2 , também dividem em 

duas partes eguaes os ângulos formados por dois planos que, 

passando porON, são perpendiculares a ONIj e ONI2. Estes pla-

nos passam evidentemente por OE, e OE.,, que são perpendi-

culares a IjT, e I2I2. 

Conseguintemente podemos concluir que — tirando pela 

normal a um plano dois, que passem pelas normaes ás secções 

circulares, os planos bissectores dos ângulos diedros assim for-

mados são os planos de vibração das duas ondas que podem 

propagar-se parallelamenle ao primeiro. 

Ainda a consideração das normaes ás secções circulares 

nos vae servir d'auxilio na determinação pela analyse da lei de 

variação das velocidades de propagação. 

Cortemos no ellipsoide inverso uma secção diametral, e 



levantemos do centro a 

sua normal e as nor-

maes ás secções circu-

lares. 

Sejam N , E r E 2 

(lig. 5.,v) as intersec-

ções das tres normaes 

com uma esphera de 

raio I, descripta do 

ponto O como centro. 

Tirando dois circulos máximos pela normal ON e pelas 

normaes ás secções circulares, os circulos máximos bissectores 

dos ângulos diedros, formados por aquelles, são os planos de 

vibração das duas ondas, que podem propagar-se parallela-

mente á secção diametral proposta. 

Os eixos Ok e Ok' da secção diametral coincidirão em di-

recção com os diâmetros perpendiculares a ON dos circulos 

máximos que representam os planos de vibração. 

Isto posto, tomemos a equação polar do ellipsoide inverso 

a1 cos- a 4 - U'- cos- <í L c* CO,2 y = i r . 

— cos'2* 4 ^ — i^cos* y f / / 2 ] = 1.... (14). 

Tractemos de exprimir a, y em funeção dos ângulos e 

que a normal forma com as normaes ás secções circulares. 
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S e j a m : 

«h = EjOfc, ^ = E2Ofc, 

X, = EjOfc', = E2Ofc', 

EjONEg = e, 

EjONfc = EjONfc' = 180° — - i - 0 . 

Pa ra Ofc, raio vector do ellipsoide inverso, teremos 

cos = cos « cos X -j- cos y cos Z, 

cos = — cos a cos X -f- cos y cos Z ; 

d 'onde 

cos-A. — cos ta cos ']>, -I- cos <l/9 
cos a == ^ v » C0SY — ' ~ r/

 f 2 

2 cos A 2 cos Z 

Substituindo estes valores na equação (14), vem 

f a1 _ / \ 2 c2 _ / \ 2 -1 

w x ( c 0 8 ^ - c 0 s ^ ) + + i 2 J 

ou, pondo em vez de cosX e cosZ os seus valores, 

~T = 62 + (c2 — a 2 ) cos 'fjCos 4-2 
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Por outro lado os triângulos esphericos N E4fc e NEtk dão 

cos "{"i = — cos 0 sen cos <J/S — — cos 0 sen ip2; 

e o triangulo espherico E t N E 2 dá 

cosO 
cos 2 Z — cos t{ costp2 

D'esta ultima deduz-se 

1 . V cos 2 Z — cos (t. 4 - <p.) 
COS - j j - ; — - — 7 

* V 2sen <p, sen <pt 

que reduz as primeiras a 

v' cos 2 Z — cos (<p, -1 - ç«) 1 1 sen <pt, 
V 2 sen Çj sen <?2 

V cos 2 Z — cos (?. 4 - <f2) 
cos tp» — -1—1—— sen <p2. 

v 2 sen tpj sen <?2 

Substituindo finalmente estes valores em (15), vem 

= b i + [ c o s 2 Z - 0 0 8 + **) ] ; 



ou, por ser 

o y , 0 2 tf — a* — c2 
cos 2 Z = 1 — 2 sen2 Z = 5 , 

— c2 

1 a2 + c2 «2 - c2 / . \ . l f i . 
TjT = 2 — ~ ' 2 C0S V 1 + 9 V ( 

Se em (15) tivessemos substituídos por cos •{'j e cos os 

valores de cos yA e cos fo, correspondentes ao raio vector O/c', 

acharíamos, por processo analogo, 

1 a2 -4- c2 , a2 — c2 / \ 

~rf = 2 + 2 0 0 3 V* ~ ? 2 ) • 

As equações (16) e (17) representam evidentemente os 

quadrados das velocidades dos dois systemas d ^ n d a s , que po-

dem propagar-se perpendicularmente á normal ON. 

Estas formulas, apresentadas por Fresnel, dão-nos as velo-

cidades de propagação em funcção das constantes do meio, a, 

b, c e dos ângulos que a normal á onda plana forma com as 

normaes ás secções circulares. 

Subtraindo-as vem 

4 ~R =VL — VL> — (C* - SEN «PISEN 
. V rk h 

que resume a lei conhecida por — lei de cfíiot e de Ureivster. 

Foi primeiro formulada e verificada por Biot ; mais 
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tarde elle proprio reconheceu que se continha implicitamente 

em formulas mais complicadas, que Brewster tinha deduzido 

das suas observações. 

A discussão das formulas de Fresnel conduz a resultados 

interessantes e permitte, como vamos ver, um agrupamento ele-

gante dos phenomenos. 

A uma direcção qualquer definida pelos ângulos e cp2 cor-

respondem duas ondas, que se propagam com as velocidades 

vk e t y . Podemos portanto dividir todas as ondas em duas 

secções: ondas correspondentes a vk ou de primeira especie; 

ondas correspondentes a vk' ou segunda especie. 

Tractemos das primeiras (fig. 6.a). 

a- 4 - c2 , d1 — o- / . \ 

\ = — 2 1 2 " 0 0 3 \ ? I + 

cp, 4- fi attinge o valor minimo, quando a normal cahe no 

angulo das normaes ás secções circulares, que o eixo dos Z di-

vide ao meio. Então é 

?1 T'2 1 : ^ Z 

e 

v = ò, k ' 

valor reciproco do eixo 

médio do ellipsoide in-

verso. 

Fig. ò.» 
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-J- cp2 attinge o valor máximo quando a normal coincide 

com o plano dos xy. Então é 

? 1 - f = 180° 

e 

vk = c, 

valor reciproco do eixo menor do ellipsoide inverso. 

A velocidade das ondas de primeira especie varia pois 

entre c e 5 , 

Esta secção pôde subdividir-se n'uma infinidade de grupos 

secundários, caracterisados pela constancia do valor -j- ?2. As 

normaes das ondas do mesmo grupo constituem as generatri-

zes d'um cone do segundo grau, cujas linhas focaes são as nor-

maes ás secções circulares e dujo eixo principal coincide com o 

eixo dos z. 

Estes cones teem por limites, por um lado, o plano dos 

xy e, pelo outro, o angulo EIOE 2 . 

Tractemos agora das ondas de segunda especie (fig, 6.a). 

a2 -I- c2 . a? — c2 

<Y = —-k 1 õ cos — ?2), 

pode substituir-se por 
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desde que seja 

*'l=r=?H ?'2 = 180° - 92. 

N'esta ultima forma de v^ a normal ON acha-se referida 

a EjO e F , 0 . 

ç.', 4- <if\ attinge o valor minimo, quando a normal cabe no 

angulo das normaes ás secções circulares, que é dividido ao meio 

pelo eixo dos x. Então é 

+ = 2 X 

e 

vk=t>, 

valor reciproco do eixo médio do ellipsoide inverso. 

t " i " ?'2 attinge o valor máximo quando a normal coin-

(j^ie com o plano dos yz. Então é 

-f- ç'2 = 180°, 

«V = «, 

valor reciproco do eixo maior do ellipsoide inverso. 

A velocidade das ondas de segunda especie varia pois en-

tre b e a. 



Analogamente ao que vimos para as ondas de primeira 

especie, a secção das ondas de segunda especie pode subdivi-

dir-se n 'uma infinidade de grupos secundários, caracterisados 

pela constancia do valor cpx — <p2. As normaes das ondas do 

mesmo grupo constituem um cone do segundo grau, cujas li-

nhas focaes são ainda as normaes ás secções circulares, mas 

cujo eixo principal coincide com o eixo dos x. 

Como limites d'estes cones temos, por um lado, o plano 

dos yz e, por outro, o angulo E,OF 2 . 

O limite inferior das velocidades das ondas de primeira 

especie é o limite superior das velocidades das ondas de se-

gunda especie. Por isto chamamos ás primeiras — rapidas; ás 

segundas — lentas. 



CAPITULO II 

SUMMARIO : — Superfície d'onda. Processos para a determinação da sua 

equação. Polarisação das vibrações em cada um dos seus pontos. Dis-

cussão. 

Os eixos de elasticidade, para ondas planas parallelas aos 

planos de elasticidade, e as direcções singulares, para ondas 

planas quaesquer, permiitem a decomposição do movimento lu-

minoso n'um systema binário de movimentos taes, que, separan-

do-se espontaneamente, se propagam sem alteração na mesma 

direcção com diversa velocidade e polarisados em angulo recto. 

A associação de todos os systemas binários simultanea-

mente originados, desenvolvidos pela propagação d'uma infini-

dade d'ondas planas que, crusando-se no mesmo ponto, partem 

ao mesmo tempo em todas as direcções, é-nos fornecida pela 

sua superfície envolvente, a qual, como ja dissemos, constitue 

a — superfície d'onda. 

Esta resume as porções das ondas planas que não são des-
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truidas pela interferencia, e representa o logar geometrico das 

partículas depositarias do movimento. 

Vejamos como por differentes methodos podemos chegar 

a determinar a sua equação. 

IVIetliodo de Senarmont. — Para a determinação da 

equação da superfície d ^ n d a Senarmont serve-se, como au-

xiliar, da — superfície das velocidades normaes. Esta obtem-se 

elevando n'um ponto qualquer d'um plano uma perpendicu-

lar e marcando sobre cila, a partir do plano, dois comprimen-

tos eguaes aos valores recíprocos dos semi-eixos da secção ellip-

tica, feita no ellipsoide inverso parallelamente ao plano dado: 

os dois pontos assim determinados pertencem á superfície das 

velocidades normaes. 

Repetindo a mesma construcção para todos os planos 

que podem passar pelo mesmo ponto, obtemos uma infini-

dade de pontos, cujo logar geometrico é a superfície preten-

dida. 

Tirando por cada ponto d'esta superfície pianos perpen-

diculares ás extremidades dos raios vectores, e determinando a 

envolvente d'esses planos, teremos construída a superfície 

d 'onda. 

Procuremos pois em primeiro logar a equação da super-

fície das velocidades normaes. 

Se jam: 

l, m, n — os ângulos que forma com os eixos coordenados 

a normal a uma onda plana ; 
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a, p, Y — os ângulos que forma com os eixos coordenados 

um dos eixos da secção elliptica, feita no elli-

psoide inverso por um plano parallelo á onda ; 

<p, x, t — os ângulos que forma com os eixos coordenados 

a direcção da força elastica, desenvolvida por um 

deslocamento parallelo á direcção (a, p, y). 

Uma recta auxiliar («, v, w), perpendicular ao plano for-

mado pelas direcções do deslocamento e da força elastica, es-

tará sobre o plano d'onda, e será por conseguinte perpendicular 

á sua normal, sendo esta ultima também perpendicular ao des-

locamento. 

Exprimindo estas relações entre as differentes rectas (l, m, n), 

(a, p, Y), Op, /., 'li), (u, v, w), obtemos as equações 

cos a cos l - j - c o s p cos m - ) - COSY c o s n — 0 (1 ) , 

c o s u c o s l —|— c o s v c o s m - f - c o s w c o s ÍÍ = • 0 ( 2 ) , 

c o s u c o s a - j - c o s v c o s p - ) - c o s w c o s Y = 0 ( 8 ) , 

c o s U COS <p - ) - COS V COS X - f - c o s to COS = 0 . 

D'estas a ultima pode reduzir-se a 

a2 cos « cos u -f- b2 cos p cos v c2 co3 Y cos w — 0 . . . . (4), 
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COS Cp 
a2 cos a 

R 
-> cos / 

tf cos 
ÈT 

cos 
c2 cos y 

R 

sendo R a resultante da força elastica. 

Emfim a expressão que nos dá a velocidade de propaga-

ção das vibrações parallelas a (a, p, 7) é 

r"- = cos2« -f- tf cos2 p + c2 cos2 y (5) 

As equações (1), (2), (3), (4), (5) a dez variaveis a, p, y, 

m, n, u, v, w, r dão pela eliminação das seis quantidades 

a, p, y, «, v, w uma relação entre l, m, n, r que é a equação 

da superfície das velocidades normaes. 

Esta eliminação effectua-se com facilidade pelo methodo 

dos coefficientes indeterminados. 

Com efleito, multiplicando as equações (2), (3), (4) respe-

ctivamente por 1, A, B e sommando-as, vem 

cos u | ^ A -f- Bancos * -f" c o s - f " c o s v j^A- -j-B tf^j cos P-j-cos wi"J 

-f- cos ^A -j- B c2^cosy-f- cos « j = 0. 

Determinando A e B pelas condições de serem nullos os 

cofficiçntes de cos«, cos v, cos w, temos as equações 
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^A -f- B a2Jcos a cos l — 0 j 

^A - f B cos ,3 -(- cos m — 0 

^A -(- B c2^ cos y -f- cos » = 0 ) 

• (6 ) , 

que sommadas, depois de se multiplicarem respectivamente por 

cosa, cosp, COSY, dão, attendendo a (1) e (5), 

A = — Br 2 . 

Tendo em vista esta expressão, deduzem-se de (6) os va-

lores 

cos l 
COS a = 7 o »r> 

B2 (r2 — a2) 

cos m 

C0S 'ft = B2 (r2 — b2)' 

cos n 
0 0 8 T = B

2 ( r 2 - c 2 ) ' 

que substituídos em (1) dão 

cos2í cos2m cos ln 
r2 — a2 + ^ r-2 — c2 — ' 
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equação polar da superfície das velocidades normaes. 

Determinada esta, deduzamos agora a equação da super-

fície d 'onda. 

Sejam p (X, a, v) as coordenadas correntes da onda plana, 

normal á extremidade do raio vector r (l, w, ri) da superfície 

das velocidades normaes. 

Designando por s o angulo variavel que formam os raios 

vectores da onda plana com a direcção fixa r (l, m, «), temos 

v 
cos £ =i — cos/ cosX -f- cosm cosf* cosn cosv (7) 

e conjunctamente 

A equação da envolvente de todos os planos, definidos pelas 

equações (7) e (8), determina-se derivando-as em ordem aos 

parametros variaveis, e depois eliminando entre as propostas 

e as equações derivadas as quantidades que particularisam a 

posição do plano d ^ n d a . 

Derivando pois em ordem a cosl e cosm, que suppomos 

serem os parametros variaveis independentes, obtemos os dois 

systemas de equações : 
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. . d c o s n 1 dr \ 
COS A 4 - c o s V — - — — — — = U 1 c/cos/ p rfcosí 

, , d c o s n x 
COS / -4 - COS 11 —J j- = O ....(9) 

' dcosl 

cos/ cosn dcosn rdz [" cos2/ cos2m cos2?i 1 
r » - a 2 + « " ^ c 2 (/cos/ ~ c/cos/1>2-"2)2 (r2-i2)2 ' (r»-c»)*J

 =
 i 

. dcosn 1 dr _ 
COSu. 4 - cosv — ; — = U I r dcosm p c/cos»» 1 

. dcosn _. 
cosm -4- cosre —: = D > •••fio; 

d cosm I 

cosm cosn dcosn rdr r cosH , coshn 

r2—62 ^V2—c2 dcosm dcosm, |_(r Í
cos2/ cos2»i | cos2» 1 j 

(r2-a2)2 ( r 2 - i 2 ) 2 ( r 2 - c ' 2 ) 2 J ' 

Em presença da regra que enunciamos, temos de elimi-

nar entre as propostas (7) e (8) e os systemas (9) e (10), as quan-

dcosn dcosn dcosr dcosr 
tidades l, m. n, r, — 5 — — = > —; p-, —7- -• 

c/cos/ dcosm dcos/ dcosm 

Procedamos por partes. 

Eliminemos primeiro os coeficientes differenciaes pelo me-

thodo dos coefficientes indeterminados. 
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Multiplicando as equações (9) respectivamente por 1, A, B 

e sommando, vem 

dcosn ( , . . „ cosn \ 

dr í „ T eos21 . cos2 m t cos2 n . 1 ) 

IcõãT { L(Í'2—-iõ2)2 + (r2—ò2)2 ( r 2 ^c 2 ) 2 J ~ f i 

-4- cos X -4- A cos l 4- B „C0S ^ - = 0. 
rl

 — a1 

Determinando A e B pela condição de serem nullos os 

ÍZCOSÍÍ dv 
coefficientes d e — — j — e — ; — , obtemos a s equações 

acosí rfcosí n 

, . . „ cosrc 
cos v 4 - - A cos n 4 - B ^ 

( - . ( l i ) . 

r COS2Z COSWt2 COS2» "1 1 
B r L(r2—a2)2 + ( r M ' ) « + ( r 2 ^ 2 )" 2 J + "7 = 

É escusado repetir o mesmo calculo para as equações (10), 

pois que, pela sua inspecção, se vê immediatamente que che-

garíamos a duas equações idênticas a (11). 

A determinação de A e B por (11) reduz as sommas de 

(9) e (10) a duas equações, que reunidas a (11), constituem o 

systema : 
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cosX 4- A cos14- B „C°S ^. — 0 1 
' ' r 1 — a1 

0 

>...(12). 

0 

R COS2/ C0S2WÍ COS2» 1 . 1 
a r L(r2—a2)2 + (r2—&2)2 + (r«—c«)*J + 7 

. . . „ cosm 
cosu. -f- A cosm -j- li — 

ò2 

. . , „ cosm 
cosv A cosn -)- B —^ . 

A somma das tres primeiras des tas equações respectiva-

mente multiplicadas por cos l, cos m, cos n determinam A pela 

formula 

v 
A + - = 0; 

e a somma dos quadrados das mesmas determinam B, por A 

se achar determinado, pela formula 

B - J l ^ - p » ) . 

Os valores de A e B substituídos em (12) reduzem-nas a 
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cosX — COS/ = (A2 R 2] „ U 0 S ^ „ \ p y / p2 — a2 , 

r „ „ . „ , _ / „ » -A c o s ^ cosji cos m — I p p v r ) p 2 - & 2 ) F 2 -

cosv — COSJÍ=(P2 — r 2 ) „C03V ) . . . (13). 
p \ / p- — c1 I 

P2-

cos21 cos2 m | COS2JL 

(,.!_a2)2 (r2—b2)2 1 (R2—C2)2J 

P2' [COS2 X COS2 (A COS2 V 

Í P 2 - A 2 ) 2 + (P 2—J2)2 + ( P 2 ^ 2 ) 2 J 

Resta-nos eliminar »n, n, r. 

A somma das tres primeiras d'estas equações, previamente 

multiplicadas por c o s \ cos;-*, cosv, é 

1 COS2X COS2(i . cos2v 
p2" = p2— a2 p2 — b2 p2 — c2 ' 

que, por ser independente dos parametros variaveis, representa 

a equação da superfície d\)nda. 

Subtraindo-a da identidade 

cos2X COSZ(J. coŝ v 
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toma a forma 

a2cos2X . 5'2COS2[A , c2cos2 v „ 
P2 _ A I + PI _ TF ' F2 — C2 = ' 

de que se faz mais frequente uso. 

Pelas formulas conhecidas 

x = p cos X, y = p cos [A, z = p cos v, 

P2 = X 2 - ) - y 2 - j - z2 

reduz-se a 

— {íe®-fy2~fz2)(a2x2-)-%2~)-c2z2)—a2(62+c2)a;2 

—ò2(a2-J-c*)!/2—c2(a2-p2)z2-fa2ô2c2=0, 

que é a equação da superfície d 'onda em coordenadas rectan 

guiares. 

Ainda podemos, com Hamil ton, dar-lhe a forma mais sy 

métrica 
a 2 a 2 

ai X2 - f ò2 y2 + c* z2 — a 2 

+ a 2 se2 4 ?/2 - f c2 z2 — è2 

_J = 0. 
a2 ÍT'2 + i 2 y* + c2 z2 — c2 
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Lançando mão da equação polar da superfície d 'onda, de-

monstra-se com facilidade um theorema, por meio do qual po-

demos em geral determinar a direcção das vibrações n'um 

ponto qualquer da superfície d'onda, sem a consideração dos 

eixos da secção diametral do ellipsoide inverso. 

Com eífeito, seja M (fig. 7.a) um ponto qualquer da super-

fície d 'onda ; por esse ponto tiremos o raio vector OM e o 

plano tangente PP. 

O problema actual resume-se em determinar o valor do 

angulo que o raio vector OM faz com a direcção das vibrações 

no plano PP. 

Sendo <*, p, y os ângu-

los que a direcção das vi-

brações faz com os eixos 

coordenados, e p (X, v) as 

coordenadas polares do 

raio vector OM, deduz-se 

facilmente das equações 

(13), attendendo á ultima 

das equações (12), 

COS X COS a COS |jt cos p cos v cos y 

p2 — a2 ~~ P \ / p2 — »-2 ' P2 Z r ^ 2 ~ P\/p2 —r'2 ' P2 — c2 _ P p 2 ^ 2 * 

Substituindo estes valores em 

cos1 X cos2 [J. cos2 v 1 
ps — a2 p2 — 62 p2 — c2 = "p2"' 

Fig. 7.» 
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vem 

COS oc COS X - ) - COS ,8 COS IA - j - COS Y COS v => y / 1 _ = cos A, 

ou 

cos2 A -j- ~~ = 1, 

sendo A o angulo que se pretendia determinar. 

Por ser 

v 
— = cos B, 

P 

A e B são complementares; por conseguinte a direcção das vi-

brações ha-de ser tal, que forme com ON um angulo recto em 

N. Será pois NM. 

Logo : a direcção das vibrações ri um ponto qualquer da 

superfície d1 onda é dada pela projecção do raio vector, tira-

do para esse ponto, sobre o plano tangente d superfície d'onda 

no mesmo ponto. 

Para os pontos em que o raio vector é normal á super-

fície d'onda, a sua projecção sobre o plano tangente é nulla ; 

e a direcção das vibrações fica por determinar. N ^ s t e caso 

temos de recorrer ás secções diametraes do ellipsoide inverso, 

ou a qualquer dos outros processos que estudámos. 

O plano ONM é o plano de vibração. 

O plano de polarisação será, adoptando a hypothese de 
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Fresnel, perpendicular ás vibrações; mas, como em geral estas 

são obliquas ao raio vector, o plano de polarisação não passará 

por este raio. Comtudo,attendendo á quasi-transversalidade das 

vibrações em todos os meios birefrangentes actualmente conhe-

cidos, podemos tomar, sem erro sensível, por plano de pola-

risação o plano que, passando pelo raio vector, é perpendicular 

ao plano de vibração. 

Equação «Ia superfície d'on«la em coordenadas pa-

ramétricas «los seus planos tangentes. — C o m o u m a s u -

perfície é sempre a envolvente dos seus planos tangentes, pode 

representar-se por uma equação entre as coordenadas paramé-

tricas d'esses planos e quantidades constantes ou parametros . 

Deve entender-se por coordenadas paramétricas d'um plano 

os valores recíprocos dos segmentos que elle intercepta nos 

tres eixos coordenados. Por este meio um plano fica completa-

mente determinado. 

As equações 

a2 C2 a2 _ C2 . v 
v l = J 1 2 COS + <?2J> 

„ «2 _L_ c2 a2 _ c2 , \ 
w --- - 2 2 C°S V 1 ~~ ? V 

permittem-nos achar muito facilmente a equação da superfície 

d'onda, expressa nas coordenadas de que acabamos de fallar. 

Façamos, para abreviar, 
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«2 4 - c' 2 

P I O : 25 2 " 2 

as expressões de vk e reduzir-se-ão a 

v \ + c o s (?i + -2), 

«V + 2 — 

Tiremos pela origem uma recta r fuma direcção qualquer, 

definida por <pt e ?S; OS dois pares de planos, perpendiculares a 

essa recta e ás distancias da origem 

P4 = vl =p + q E O S ^ j + <P2), 

p2 = V2, = F q — <f,j, 

são, e só elles, planos tangentes á superfície d 'onda. 

Conseguintemente 

( p 4 - - f ) ( p 4 - ^ ) = o , 

que resume aquellas duas condições, é a equação da superfície 

d'onda. 

Resta-nos exprimir p, tp1? <p2 em funeção das coordenadas 

paramétricas. 
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Designando por M, v, w as coordenadas paramétricas do 

plano tangente, definido por p (<?j, <p2), os segmentos, que esse 

plano intercepta nos eixos coordenados, serão —> — > ^ ea r r u v 10 

sua equação em coordenadas ordinarias será 

ux vy 10 z = 1. 

Ora , sendo Z, m, n os ângulos que a normal á onda plana 

forma com os eixos coordenados, teremos evidentemente 

cos l = u p, cos m = v p, cos n — iv p ; 

logo 

1 — 
' ít2 - j - v i 4 w 2 

Finalmente para exprimir cpt e <p2 em u, v, to temos as for-

mulas 

cos tf; = cos X cos l -j- cos Z cos n — p (tt cos X -(-• io cos Z) 

COS <p2 — — cos X cos l ' COS Z COS íl = P (w cos Z — u cos X). 

Obtidos assim todos os elementos para a substituição em-

prehcndamol-a. 

A equação 

(e2 - (p2 - - 0 
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pode transformar-se em 

p 4 - ( « ; + * $ ) + « 2 = o 

Mas 

v2
k -)- vl,—2p-\-2 q cos cos <f-2=2p - 4 - ^ 2 c o s 2 Z —w2 cos2X 

ou, attendendo a que é 

P2 

M2 + V* + ?t>2 

V2 - j- ViI = p"- — 2' (r ( cos2 'íl H- COS2cp2 ] - j - 2p q cos 'íj cos : 

*>í Vl = f- — + 2 ?2 f 2 ( " 2 cos2 X + w2 cos2 z) 

-F 2P q P2ÍÍO2 cos2 Z — u"- cos2 x ) , 

ou, attendendo a que é 

P
2 = 1 , 

r
 m2 _ j _ VS 

|«2 j^ í — £2 -f 2q ^ — p ) J COS2 X -f — $ 

+ w i [p 2 — r + 2 i i (p + í) j cos2 Z ] 

vl vl< = r2 
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Pondo os valores de i>\. v2
k' e v\ -f- v\i em (14), depois 

de n1elles haver substituído os valores de p, q, co3 X, cos Z, 

obtemos a equação 

^ tl2_|_ t.2_j_ ^ ^u2 J2c2-f-u V c í - f - t o V i ^ 

— ̂ «2 ^62 f(2_J_ C 2 ^ w 2 ^ „ 2 i 2 ) J - f 1 = 0. 

Finalmente, attendendo ainda á relação 

u2 w2 f -,2 I «2 _L ,„2 ' 

chegamos com facilidade a 

„2 _ ^p2 _ _ ft2j ^2 _ cí 

-f W^p» — í l 2^p 2 — Ò2^—0, 

a que podemos dar a forma mais simples 

u 2 d2 w2 __ 
P 2—-íi 2 f 2 - 6 2 + 7 2 1 ^ 2 - — U ' 

cuja identidade com a equação da superfície d 'onda que deter-

minámos pelo methodo de Senurmont é fácil d 'obter. 
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Construcção «Ia superfície il'ouiln pelo ellipsoide 

reciproco —-- -f - _j = 1. _ Cortemos este el-
ai O1 ' c1 

lipsoide por um plano diametral qualquer, e marquemos sobre 

a normal ao centro da secção diametral dois comprimentos 

directamente proporcionaes aos eixos da secção elliptica assim 

determinada. Repetindo a mesma construcção para todas as 

secções diametraes do ellipsoide reciproco, obteremos uma su-

perfície, cuja equação passamos a determinar. 

Attendendo ás relações dos ellipsoides 

a 2 a ; 2 - f i V 4 - c 4 * » = : l , 

a* , L J 3 -, 
a2 "r" ò2 c2 ~ ' 

e designando por p (X, u, v) as coordenadas polares da superfí-

cie, cuja equação pretendemos, vê-se immediatamente que para 

a obter basta substituir na equação da superfície das veloci-

dades normaes, determinada por Senarmont, as quantidades 

r2 , a2, tf, c2, l, m, n p o r — , ^ , \ f,., v. 

Feita a substituição obtemos a equação 

COS2 X COS2 [A 

J _ i_ + T 3 I 1 j _ 

P2 á2 P2 tf P2 

C O S 2 V 

+ i r ^ 0 ' 

ou 

COS2 X , COS2 IX . COS2 V 
I ,1 7,2 I 72 ~ ' c2—a2 — tf 1 p2—c2 
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que é, como sabemos, a equação da superfície d'onda. 

A reciprocidade dos ellipsoides 

a2 X1 tf yi c2 = 1 

a i U1 r c2 

permitte que deduzamos do segundo, sem o auxilio de calculo 

directo, mas por simples permutações, theoremas sobre a veloci-

dade e polarisação das ondas, analogos áquelles que d.-duzimos 

do primeiro. 

Antes porem occupemo-nos das suas propriedades. 

Baixemos do centro O do ellipsoide 

a2 x2 + b- f - f c2 z2 = 1 

uma perpendicular sobre o plano tangente no ponto P (a?', y\ z'). 

Se a partir de O (fig. 8.a) 

tomarmos sobre cila um 

comprimento tal, que 

O p X O f c = 1 , 

será p um ponto do elli-

psoide 
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Com effeito, a equação do plano tangente no ponto 

p (x\ y , z') é 

à2 x' X - f Wy' Y -f- c2 z' Z = 1 ; 

e, por ser P um ponto do primeiro ellipsoide, teremos 

«2 x'i 52 y'i c2 2'2 1 (15). 

As equações da normal ao plano tangente são 

e as coordenadas do ponto k, pé da normal, 

x , a 1 

•1 qK _I_ y'1 çit zjt 

1)2 y< 
Y l = " «4 ÍC'2 + ò1 y'2 cl z ' 2 ' 

c2 z' 
1 a* a; '2-f y'2 + c4 z'2 ' 

portanto 

Ofc2 = X'1
2 + Y'1

2 + Z'1
2

:
 1 

a4 ÍC'2 - j - y'2 + c* z'2 

Designando p o r » " , y , z"as coordenadas do ponto p, temos 
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0f2 = x"2 y"*- -f z]n- = ~ = a1 -f -f 

Além dis to , por estarem na mesma recta tirada da ori-

gem, os pontos p e k dão 

d'onde 

X', Y', 
Op • 

— O k ' 

/V)11 I ^ I 
x = - . - > ?/ 

a 2 J c -

Substituindo finalmente estes valores em (15), temos 

x"i z"2 _ 

a'2 + ^ + c 2 ~ ~ ' 

o que prova que o ponto p (x", ij\ z"), construído pelo pro-

cesso geometrico que apresentámos, é um ponto do ellipsoide 

+ I A = 1 
a 2 r 6 2 ^ c 2 

Prevê-se que, tomando para ponto de partida o ponto p 

do segundo ellipsoide, obteríamos pelo processo indicado um 

ponto correspondente no primeiro; demonstremos porem que 

o ponto assim determinado é exactamente aquelle de que par-

timos para obter p. 

Com effeito, para calcular as suas coordenadas basta em 
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a"-x\ £2 y\ c V 

substituir por 

a2 , ò2, c2, x", y", z" 

respectivamente 

a v - g r 74 ' 

o que dá 

Logo o ponto achado coincide com P. 

Passemos agora ao enunciado dos theoremas que, como 

acima dissemos, a reciprocidade dos dois ellipsoides permitte 

deduzir do segundo: 

i.° 

Os planos bissectores dos ângulos diedros, formados por 

dois planos que passam por uma direcção dada e pelas nor-

maes ds secções circulares do segundo ellipsoide, são os pla-

nos de vibração dos dois raios que podem propagar-se riaquella 

direcção. A direcção das vibrações é determinada pelo plano 

d'onda que é em geral obliquo d direcção de propagação. 

2.0 

1 1 _1 1_ 
1 ~r c-i a2 c2 / \ 

— 2 1 2 C0S V1 + 
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1 1 _1 1 
1 d: ' . «2 c*' / \ /17. 

= 2 H g — 0 0 3 ( 0 l — °«) • • • • 

sendo e v,:' as velocidades de propagação dos dois raios cor-

respondontes a uma dada direcção e e 0., ângulos que cila 

forma com as normaes ás secções circulares do segundo elli-

psoide. 

Estas normaes representam com relação ao segundo elli-

psoide papel analogo ao das normaes ás secções circulares do 

primeiro. Os seus ângulos com os eixos dos x e dos z são 

dados por 

cyl differença dos quadrados dos valores recíprocos das 

velocidades dos dois raios, correspondentes d mesma direcção 
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de propagação, é proporcional ao producto dos senos dos ân-

gulos, que a direcção dada forma com as normaes ás secções 

circulares do segundo ellipsoide. 

As expressões (16) e (17) podiam sugeitar-se a uma discus-

são analoga á que fizemos nas expressões (16) e (17) da pag. 74. 

Discutamos agora parallelamente as equações da super-

fície d'onda 

(un- -f -f w-)(uV/-ci -f «Vc4 -f- vf-aW) 

— [u2(J2 - f c 2 ) 4 «»(o» 4- c 2 ) 4 ic«(a« - f V-)] + 1 = 0 , -

ix"- -f- f -f z2)(aV2 4 ò2/2 + c V 2 ) 

— [a2£c2(ò2 -f c2) 4 hy-ia'- 4- c2) 4 c2z2(a2 4- i !)] 4- aW-c2 = 0; 

a primeira expressa em coordenadas paramétricas dos seus 

planos tangentes e a segunda em coordenadas rectangulares. 

Intersecções «la superfície d'onda com os tres 

eixos coordenados 

COORDENADAS PARAMÉTRICAS COORDENADAS RECTANGULARES 

Para Para 

v = 0, w = 0, y = 0, z = 0, 

obtemos a equação biquadrada obtemos a equação biquadrada 

«W — u2(&2 4- c2) 4 1 = 0, sc* — r,j2 (62 f C2) 4- 62 C2 = o, 
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que se resolve em 

-4- 1 4 - 1 
11. ----- ±—> u, = ± , 

c í o 

LTonde 

= ± c, a?2 = + b. 

Teremos analogamente: 

para 

u — O, v) — O, 

V\ — ± ai Ihi — i c ; 

para 

u = O, v = O, 

que se resolve em 

!!,=+«, £C2 = + b. 

Teremos analogamente: O 

para 

x = O, z = O, 

.Vi = ± y» = ± c ; 

para 

a; = O, y = O, 

Zj — + a, z2 = + 6. 

Secções principaes 

COORDENADAS PARAMÉTRICAS COORDENADAS RECTANGULARES 

Para obter as equações das 

secções principaes da superfí-

cie d'onda basta fazer na sua 

equação successivamente u — O, 

i» = O, w — 0. 

Para obter as equações das 

secções principaes da superfície 

d o n d a basta na sua equação 

fazer successivamente x = O, 

y = O, s s = 0 . 
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Assim: 

fazendo 

to = 0, 

obtemos para a secção princi-

pal xy 

[(u2+u2)c2-l](u4&2+v2«2-l)==0, 

que se resolve em 

(w2 -f- t;2)c2 = 1 , uW -f v2a2 = 1 , 

— a primeira representa um cir-

culo de raio c, a segunda uma 

ellipse, cujos semi-eixos são a 

e J . 

Teremos analogamente: 

para a secção principal xz 

(it2 w2)ò2=1, n2c2 -)- tc-a-= 1, 

— a primeira é um circulo de 

Assim : 

fazendo 

* = 0, 

obtemos para a secção princi-

pal xy 

Ixi+if-c*) {aW+bY-aW,^0, 

que se resolve em 

x 2 - f y i = c2, «V - f j y = » a2ò2, 

— a primeira representa um cir-

culo de raio c, a segunda uma 

ellipse, cujos semi-eixos são a 

e b. 

Teremos analogamente: 

para a secção principal xz 

x2 -j- z2 = b\ aV -f c2z2 = a2c2, 

a primeira é um circulo de 
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raio b, a segunda uma ellipse, 

cujos semi-eixos são a e c ; 

para a secção principal yz 

(„2 W S ) a » : = l , - f t c « & « = l , 

— a primeira é um circulo de 

raio a, a segunda uma ellipse, 

raio b, a segunda uma ellipse, 

cujos semi eixos são a e c ; 

para a secção principal yz 

— a primeira é um circulo de 

raio a, a segunda uma ellipse, 

cujos semi-eixos são b e c. | cujos semi-eixos são b c c. 

Por serem homocentricas, as tres secções principaes podem 

representar-se nas suas naturaes relações pela fig. 9.''1 

Fig. 9.» 

z 

,4a 7 0 ,4a 
k. 

Em consequência das relações de grandeza entre «, b, c, 

ve-se immediatamente que, na secção principal xz, o circulo e 

a ellipse se cortam nos quatro pontos A, A', B, B'. (fig. 10. 

Podemos tirar a estas duas curv v; quatro tangentes communs» 



107 

paralielas duas a duas, c Fig. 10 

symctricas com relação 

aos eixos dos x e dos z. 

As rectas tiradas pelo 

centro perpendicularmen-

te ás tangentes communs, 

e os diâmetros que ligam 

os quatro pontos A, R, 

A', IV merecem particular 

menção. 

Designando por n o coefficiente de inclinação da recta TT, 

a sua equação será, por ser tangente ao circulo, 

z = nx±b j/l n
27~ 

c, por ser tangente á ellipse, 

2 = n x ± s/tf. n"- -j- ; 

d'onde 

V V' — c2 

T 

T / / / \ \ 

mm m 

As rectas MM' e NN', normaes ás tangentes, terão por 

equação 
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que representa, como é fácil verificar, a equação das normaes 

ás secções circulares do ellipsoide inverso 

Logo, em virtude das propriedades que reconhecemos a este 

ellipsoide, uma onda plana normal ás rectas MM' ou NN', 

isto é, parallela aos planos que se podem tirar pelas tangentes 

communs perpendicularmente ao plano scz, propaga-se sem al-

teração, qualquer que seja a direcção das vibrações ; e a sua 

velocidade é constante e independente d'essa direcção. 

As rectas A A ' e B B ' offerecem-nos propriedades analogas 

com relação ao ellipsoide 

Com effeito, a sua equação é, attendendo ás equações do 

circulo e da ellipse, 

que representa, como é fácil verificar, a equação das normaes 

ás secções circulares do ellipsoide reciproco 

Logo, em virtude das propriedades que reconhecemos a 

este ellipsoide, um raio parallelo a qualquer das direcções AA' ou 
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BB' propaga-se sem desdobramento, e com uma velocidade 

constante, qualquer que seja a sua polarisação. 

Pontos singulares e planos tangentes singulares. 

A inspecção da secção principal xz faz prever singularida-

des nos pontos de intersecção da ellipse e do circulo. ITesses 

pontos a superfície d 'onda tem evidentemente mais d'um plano 

tangente, e os planos tirados petas quatro tangentes communs 

ao circulo e á ellipse, perpendicularmente ao plano x3, ser-lhes-

ão tangentes em mais d'um ponto. Taes pontos e taes planos 

são por conseguinte — singulares. 

Vejamos como por meio das equações da superfície d'on-

da em coordenadas paramétricas e rectangulares podemos es-

tudar as suas propriedades. 

Para isso tomemos em conta as considerações seguintes. 

Seja 

f ( x , ?/, *,) = 0 

a equação d 'uma superfície em coordenadas rectangulares. 

A equação do plano tangente no ponto (x\ y\ z') será 

e as coordenadas paramétricas d'este plano 
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<lf 
, dx1 

U = x' d- f W d f - L ^ l ' 
* 7lxr +" dy' ' Z U 

w 

<Jl 

C tte' + y dy' + * d*' 

AL 
cM • 

x>V + y ' A L + z . AL 
dx 1 J dy' 1 dz 

Inversamente: 

Seja 

F (u, v, w) = O 

a equação da mesma superfície em coordenadas paramétricas 

dos seus planos tangentes. 

O ponto de contacto («', w') do plano tangente com a 

superfície representar-se-á por 

e as coordenadas rectangulares d'esse ponto por 
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d F 
du' 

: , dF ; , dF , TdF"' 

_dF_ 
<y , dF , , dF . 7dF ' 

d F 
dw' 

, dF . , dF , , dF 

Representando a superfície em coordenadas rectangulares, 

os pontos, para os quaes se annullam os coefficientes differen-

ciaes da equação 

são pontos singulares. Em cada um d'estes a superfície tem 

uma infinidade de planos tangentes, e a envolvente desses 

planos será uma superfície cónica, cujo vertice coincidirá com 

o ponto singular. Por isso se lhe chama cone tangente. 

A sua equação é 

) ! + M ' 

+ 2 W ( * - ' ) ( " - » ' ) + 2 W ( • - ' ) ( A - ' ) 
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Se pelo contrario representarmos a superfície em coorde-

nadas paramétricas, a nullidade dos coeficientes diílerenciaes 

da equação 

- £ - ( • - * ) + - £ ( — • ) + £ ( — ' H 

significa que o plano representado por esta equação toca a su-

perfície n'uma infinidade de pontos. 

A serie d'estes pontos constitue a curva de contacto da 

superfície e do plano tangente singular. A equação d'esta curva 

representada no espaço será 

d2F / A2 d2F / A2 , d2F / A2 

+ 2 • -" ' ) (• - v ' ) + 2
 S w ( u - ( w

 -
 w ) 

+ ( • - • ' ) ( " - " ' H 0 

Façamos applicação do que deixamos dito ás equações da 

superfície d'onda. 
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COORDENADAS PARAMÉTRICAS. COORDENADAS RECTANGULARES. 

Para os planos tangentes sin-

gulares temos as equações de 

condição 

á F - 0 ^ = 0 - ^ = 0 
du' ' dv' ' div' ' 

ou 

2u[u2ò2c2 -)- v2a2c2-f- w'kiVj-

— 2 u H = 0 , 

2 v [ u W - f u2a2c2-|- ?«2a2/j'2 

= 2 v H ' = 0 , 

2í<;[M262c2-f-f2a2c2-)- w2a262 

- fa 2 6 2 (w 2 +v 2 +w 2 )—(« 2 - f i 2 ) ] 

=2wH"==0. 

Estas tres equações vão de-

terminar-nos as coordenadas 

paramétricas dos planos tan-

gentes singulares. 

Podem ser satisfeitas conjun-

ctamente por uma de quatro 

maneiras diversas: 

i.» — Sendo 

Para os pontos singulares 

temos as equações de condi-

cão 

d f - o J/1-0 
-u> J.J —u' dzl — u' dx1 

ou 

dy' 

2oc[a2a:2-|-6V-f-c2z2 

—(—a2(z2 - i 2 — c 2 ) ]=2a ;K=0 , 

2y[«2x2+62y2+c2z2 

( r 2—a 2 —c 2 ) ]=2yK'=0 , 

2z[a%24-èV-)-c2z2 

—|—c2(t*2 a2 — 62)]=2zK"=OC 

Estas tres equações vão de-

terminar-nos as coordenadas 

rectangulares dos pontos sin-

gulares. 

Podem ser satisfeitas conjun-

ctamente por uma de quatro 

maneiras diversas: 

i .a — Sendo 
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u = O, v — O, iv = 0. 

Absurdo. Um plano não pode 

ser simultaneamente parallelo 

aos tres eixos coordenados. 

2."—Sendo 

H = 0, H' = 0, H" = 0. 

Absurdo. Cahe-se nas rela-

ções antagónicas 

u í v2 _(_ W i = _L., 

M2 + W1 = J _ . 

3.a — Sendo nullas duas das 

coordenadas u, v, w, e uma das 

quantidades H, H', H", aquella 

que é factor da coordenada que 

não se annulla. Ex: 

u — 0, « = 0 , H" = 0. 

Absurdo. Acha-se para w o 

valor 

aj = 0, y = 0, z = 0 

Absurdo. Os pontos singu-

lares não podem coincidir com 

o centro da superfície d'onda. 

2. a—Sendo 

K = 0, K ' = 0 , K" = 0. 

Absurdo. Cahe-se nas rela-

ções antagónicas 

r 2 = £ C 2 - f ? / 2 - f Z2 = 5 2 , 

r 2 = a : 2 - f z 2 = c 2 . 

3.a—Sendo nullas duas das 

coordenadas x, y, a, e uma das 

quantidades K, K', K", aquel-

la que é factor da coordenada 

que não se annulla. E x : 

<r = 0, y = 0, K" = 0. 

Absurdo. Acha-se para z o 

valor 

«2 4 - ò2 

c.a 
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contradictorio com o que ha 

pouco deduzimos directamente 

da equação da superfície d'on la. 

4. a—Sendo nullas duas das 

quantidades H, H', R", e uma 

das coordenadas u, aquella 

que for factor da terceira. Ex: 

H = 0, H' = 0 ,w = 0. 

Por exclusão adoptamos esta. 

Teremos então para deter-

minar as coordenadas dos pla-

nos tangentes singulares um dos 

tres grupos: 

1.° 2.° 3.° 

H = 0 i H = 0 \ H' = 0 

H ' = = 0 > H" = 0 / H " = 0/ 

w = 01 v —01 u = 01 

Tomemos o segundo. 

São-lhe equivalentes 

contradictorio com o que ha 

pouco deduzimos directamente 

da equação da superfície d'onda. 

• 4-a—-Sendo nullas duas das 

quantidades K, K', K", e uma 

das coordenadas x, y, z, aquella 

que fôr factor da terceira. Ex : 

K = 0, K' = 0, 2 = 0. 

Por exclusão adoptamos esta. 

Teremos então para determi-

nar as coordenadas dos pontos 

singulares um dos tres gru-

pos : 

1.° 2.» 3.° 

K — 0 \ K = 0 . K' — 0 ' 

K' — 0 \ K" —0> K" = 0\ 

3=0/ y = 0l x--=01 

Tomemos o segundo. 

São-lhe equivalentes 

i> = 0, y = = o , 
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U 2 6 2 C 2 f W 2 « 2 £ 2 - f ò 2C 2 ( l t 2-j-W 2) 

_ ( 6 2 + c 2 ) = 0 , 

u2ò2c2-fw2a2ô2-f-a2è2(w2-fi«2) 

— (a2-j-&2
y=0. 

Subtraindo as duas ultimas 

equações membro a membro, 

antes e depois de multiplicada 

a primeira por a2 e a segunda 

por c2, podemos substituir-lhes 

« = 0, 

62(u2-j-w2)—1=0, 

u 2 c 2 +w«a 2 —1=0. 

Estas equações mostrão-nos: 

1.°—que os planos tangentes 

singulares são parallelos ao eixo 

dos y ; 

2.°—que são tangentes ao 

circulo e á ellipse da secção prin-

cipal xz. 

As suas coordenadas são : 

a2x2 Lc2z2-f «2(r2 — W—c2)=0, 

a2£c2-f c2z2 f c2(r2—a2—ò2)=0. 

Subtraindo as duas ultimas 

equações membro a membro, 

antes e depois de dividir a 

primeira por a1 e a segunda 

porc2 , podemos substituir-lhes 

y = o, 

X2 + z2 = ò2, 

a2 x° -j- c2 z2 = a2 c2. 

Estas equações mostrão-nos: 

1.° — que os pontos singu-

lares estão na secção princi-

pal xz; 

2.°— que coincidem com as 

intersecções do circulo e da elli-

pse n'essa secção. 

As suas coordenadas são : 



Se em vez de partirmos do 

primeiro grupo, ' lançassemos 

mão de qualquer dos outros 

dois, procedendo analogamente, 

determinaríamos para planos 

tangentes singulares, os que, 

sendo perpendiculares ás se-

cções principaes xy ou yz, fos-

sem tangentes simultaneamente 

ao circulo e á ellipse d'uma ou 

d^outra d'essas secções. 

Mas como nas secções princi-

paes xy e yz o circulo e a ellipse 

não se encontram, os planos tan-

gentes determinados pelos gru-

pos i e 3." são imaginados. 

Os únicos planos tangentes 

singulares da superfície donda 

são pois os determinados pelo 

2.° grupo. 

Construamos agora a equa-

Se em vez de partirmos do 

primeiro grupo, lançassemos 

mão de qualquer dos outros 

dois, procedendo analogamente, 

determinaríamos para pontos 

singulares, os que, estando si-

tuados na secção principal xy 

ou yz, coincidissem com as in-

tersecções do circulo e da elli-

pse d'uma ou doutra d'essas 

secções. 

Mas como nas secções princi-

paes xy <iyz o circulo e a ellipse 

não se encontram, os pontos 

singulares determinados pelos 

grupos i e 3.° são imaginados. 

Os únicos pontos singulares 

da superfície d'onda são pois 

os determinados pelo 2.° gru-

po. 

Construamos agora a equa-
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cão (19) da curva de contacto. 

Calculando para isso as dif-

</2F d 2 F 
fcrcntes derivadas-p-^, 

tlii1 dv 1 

c substituindo por w', v', io' os 

seus valores, achamos 

dW 
du'i 

g c\tf - a2) 
2 _ „ 2 

d i F J i 2 - ^ 2 - " 2 ) 
dv'2 tf 

d*F a2(c2 — tf) 
'•a » & " 

</2F 
r = 0 , du'dv 

dW ( a ' + c ' ) 
</«'</»«' — ± c2—«2 

V(c«— 62) (62— a2), 

dv'dw' 
0. 

cão (18) do cone tangente. 

Calculando para isso as dif-

ferentes derivadas -—-r-, — 
dx2 dy1 

e substituindo por x\ y\ z1 os 

seus valores, achamos 

d?f tf — a» 
— • L = 8 «2 C2 . 
dx' 2 

c/y'2" 

,•2 _ «2 

— 2 (tf - «2) (c2 — 62), 

í/2'2 c 2 - « 2 

dxdy' 

d%f 

~dx'd7 
= ± 4 ac («2 - f c2) 

(62 — a2)(c2 — 62) 

0. 

A equação da curva de con-

tacto será pois 

A equação do cone tangente 

será pois 
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4i«c«(A«-tt»)(u—uO» 

_ (c2_&2) (fli_a2) (C2 - a2) _ 2 

-f-4«2&2(c2—Ó2) {te - w')2 

-f462(a2-)-C2) V/(C2_Í2)(Ô2__a2) 

(«—u') (W — w ' ) = 0 . 

Indaguemos a natureza d'esta 

curva. 

Para isso projectemol-a sobre 

o plano dos xy (fig. 11 .a); a equa-

ção da projecção n'esse plano 

será 

WcW- al)(u—M')2 

— (ò2—a2) ( c2_ a2) (c2—62) („ _ u ' ) 2 

4_462a2/c2_/J2í?<-'2 

— 462(a2-fc2)V/^2_a2j(c2_J2j 

• (u—it')w —- 0 . . . .(20), 

que representa evidentemente 

a equação d'uma ellipse, cujo! 

4 « V ( è 2 - « 2 , ( a : — x ' ) * -

--(c2—a2) (ò2—a2) (C2-Ò2; (y —Í/')2 

- | - 4 a V , 2 ( c 2 — 6 3 ) ( z — z ' ) 2 

+ 4 « c ( « 2 1 - c 2 ) v .;62 i 2 ) 

{x—x') (z—z')=0. 

Indaguemos as particularida-

des d^ste cone. 

A sua equação representa um 

cone do segundo gráu de que 

uma das secções principaes coin-

cide com o plano dos xz. 

A folha externa d'este cone 

toca pela sua convexidade a 

superfície d'onda no ponto sin-

gular, alargando-se para o ex-

terior como o pavilhão d'um 

porta voz; a outra, ao contra-

rio, é tangente á superfície d ^ n -

da pela sua concavidade, en-

volvendo por assim dizer a 

parte interna d'esta superfície. 

A secção do plano xz na su-

perfície d'onda e nos quatro 
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contacto c as suas projecções as 

relações 

B B ^ M , , 

AA a ° l 
1 cosZj 

aa. V —(21) 

/&«—c 

V «2—C 

indirecto da equação do cone 

tangente. 

Com effeito, seja 

que nos permíttem conhecer 

AAj e BBj em funcção de aai 

e bb{. 

Determina-se ctal faxendo v—0 

cm (20) e tomando a differença 

dos valores recíprocos das raí-

zes uj e tt2 da equação resul-

tante, visto que essas raízes são 

os valores recíprocos das dis-

tancias Oa e 0 « j dos vertices 

da ellipse á origem. Effectuando 

as operações indicadas, e subs-

tituindo por «•', v', iv' os seus 

valores, acha-se facilmente 

A (x'-«')-|-Bí?/-?y')+C(3—z')=0 

a equação d'um plano tirado 

pelo ponto singular (x\ y\ z'); 

a intersecção d'este plano com 

a superfície d'onda projecta-se 

no plano xy segundo uma cur-

va, cuja equação se pode repre-

sentar por 

J Ax4-By-Áx'-By'~Gz' \ 
f[ ———c r 

Se o ponto singular for de 

reversão, a sua projecção será 

um ponto da mesma natureza, 

e por conseguinte teremos, roes-

se caso, a equação de condição 

/ d\f _ dy d\f 

Xd^di/j _ ÍTE"2 %' 2 o. 
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Para determinar bbl basta, 

por ser parallelo ao eixo dos 

y, fazer n = 0 em (20), resol-

ver a equação resultante em 

ordem a v, e tomar o dobro do 

valor reciproco d'uma das rai-

zes, que n'este caso são eguaes. 

Feito isto e substituindo por 

u\ v', w1 os seus valores, ob-

tém-se 

2 1 

Introduzindo estes valores em 

(21), vem 

d'onde 

A A, = BB,. 

Logo : As curvas de contacto 

Mas, para que isto se dê, é 

necessário que o plano seccante 

seja tangente ao cone de con-

tacto. 

Portanto, se considerarmos 

A, B, C como variaveis, esta 

ultima equação representará a 

envolvente de todos os planos 

tangentes no ponto singular. 

Effectuando pois as deriva-

ções necessarias, e substituindo 

por x\ y\ z' os seus valores, 

achamos para a equação do 

cone de contacto 

(c2—i2) A 2 + (c2—a2)B'2_]_(64—a2) C"2 

1 1 - / (ô 2 —a 2 ) (c 2 -6 2 ) A C = 0 . 

Se do centro da superfície 

d1onda baixarmos perpendicu-

lares sobre as generatrizes dos 

cones de contacto, construire-

mos dois cones suplementares 

dos primeiros, que se cruzam 

são círculos, cujo raio é egitalI no vertice commum. 



a metade da porção AA4 da 

tangente commum na seccão 
> 

principal ccz, comprehendida 

entre os pontos de contacto. 

Em resumo, pois, podemos 

concluir, que a um plano tan-

gente singular da superfície 

cfonda corresponde uma in-

finidade de raios tirados do 

centro para cada um dos pon-

tos da curva de contacto. 

Estes raios constituem um 

cone do segundo grau de base 

circular. Uma das suas genera-

trizes, a que coincide com a nor_ 

mal á secção circular do elli" 

psoidc inverso parallela d cur-

va de contacto, é perpendicular 

á base do cone. 

Para determinarmos a pola-

risação de cada um dos raios 

que constituem este cone, te-

mos, segundo a regra estabele-

cida, de os projectar sobre o 

plano tangente á superfície 

d'onda, isto é, sobre o plano 

da curva de contacto. 

A sua equação deduz-se im-

mediatamente da precedente, 

substituindo por A e B as rela-

ções 

- z 

em que x, ?/, 2 representam as 

coordenadas correntes do novo 

cone. 

Obteríamos assim 

/ 1 — ^ y (b*--a*)(c*-b*)xz=0. 

A polarisação das ondas pla-

nas normaes ás generatrizes dos 

cones suplementares, isto é, tan-

gentes aos cones de contacto, 

determina-se, como sabemos^ 

projectando sobre cada uma 
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Assim se designarmos (íig. 

i2.a) por A o ponto em que a 

F i g . 12.» 

generatriz normal encontra a 

curva de contacto, as direcções 

das vibrações nas generatrizes 

O a, 06, 0 c . . . . serão parallelas 

ás cordas A a, A6, A c , . . . . ti-

radas do ponto A para os diHe-

rentes pontos da circumferencia. 

delias o raio vector, tirado para 

o ponto singular. 

Mas por uma demonstração 

simples, de que prescindimos, 

se provaria que a curva de in-

tersecção de qualquer dos cones 

suplementares com o cone de 

contacto respectivo é um circu-

lo, cujo plano, perpendicular á 

secção principal tez, a corta se-

gundo a tangente á ellipse no 

ponto singular. 

Por conseguinte, se n'esse cir-

culo tirarmos cordas do pon-

to singular para cada um dos 

pontos da circumferencia, cilas 

representarão as direcções das 

vibrações das ondas planas tan-

gentes ao cone do contacto. 

O estudo da refracção simples, dupla e cónica seria uma 

importante applicação do trabalho que deixamos feito. 

c 
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Errou 
Se, 
birefringente 
indicamos 
e sua 
trez 
propagando se 
da elasticicade 
fig. (..») 
Sx -f - Sr; 

A 
Sa; + sç 

A 
Por outro lado 
enunciamos 
h* -f s!) 
tem 
condicção 
ou segunda 
cos(<fi — <ps), 
ja 
rdz 

ãcosl 
enunciamos 
correspondontes 
z" 

Emendas 

Se 
birefrangente 
indicámos 
e a sua 
tres 
propagando-se 
dc elasticidade 
(fig 1.») 
Sy 4 - Svi 

A 
& + 3C 

A 
Por outro lado, 
enunciámos 
(A* + 6 * ) 
tcem 
condição 
ou de segunda 

• ¥2) cos(<fi 
já 
rdr 

(Zcosí 
enunciámos 
corresnondentes 
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