
105 

equações (1) que dá máximo para o limite da probabilidade 
de que o êrro, que a afecta, pertença ao intervalo arbi-
trário (— s, +s). Ver-se há que tal combinação é inde-
pendente de e. Esta solução aproxima-se da solução ideal 
impossível tanto mais quanto maior fôr n. 

Uma combinação linear qualquer das equações (1) é da 
forma 

(2) aq^q ia i +q ia t + . . . + q„an, 

com 

q>= j "l> I —, i « = l , 2, n; 

1 mi -f m± -)-... -j- mn ' 

os <?j estão pois ligados pela equação 

(3) qi+qi+...+ q„=l. 

0 êrro possível da equação (2) é a variável aleatória 

qi x{ + qi Xjt +... + q„ xH. Façamos 2 L esp Xi = Oi; 
teremos 

esp (qi XI) = 0, esp (ç, a;,)2 = q* Bi, 

esp (qi Xi -f qn x* +...+ q„ xn) = 0. 

A equação (2) não tem pois êrro constante. 
Seja (— £, -J-s) um intervalo arbitràriamente dado, e 

consideremos a equação 

s = t\J 2(qÍ
ibi + qlb1 + ...+qlb„) 

com as variáveis t, qi, qt, . . . , ç„. Vejamos que sistema 
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de valores destas variáveis torna máximo o integral 

•hf' -t 

-M 
e~z' dz, 

considerado por ora como simples valor aproximado da 
probabilidade da desigualdade 

(5) \qixi-\-qtxi + .. .jTqnXn I < s . 

É claro que o integral é máximo para t máximo, e que t é 
máximo quando a soma 

(6) qlh + qtb-2 + ... + qlbn 

fôr mínima. As condições de mínimo desta função, em 
virtude de (3), obtêm-se igualando a zero as derivadas 
parciais de 

f=q\bi + ...+qlbn-2 ,i(gt + . . . + qn- 1), 

considerando |i como constante; são portanto 

qibt — |i = 0, i = l , 2, ..., n, 

ou, pondo 
1 r r 9 i 

e atendendo a (3), 

(7) q - 9 i 
' gi + gz+.. .+gn 

Há realmente um mínimo de (6) para estes valores dos q,, 
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por ser 
Qif i2bi>0 se j = i, 

s ? í 9 ? j ( 0 s e j ^ i . 

Para os valores (7) dos qi} que tornam máximo o inte-
gral (4), a desigualdade (5) pode escrever-se, como é fácil 
de ver, 

(8) IgiXi + gzXi + .. .+gnx„\<t\/2(gl + gi + .. . + gn). 

Por ser 
e s p (gt Xi) = 0, e s p (g> xtf = gi

ibi = g(, 

a expressão gt + <72 + .. . jT gn é a soma das esperanças dos 
quadrados das variáveis aleatórias </, Xi. 

No § precedente demos o enunciado do teorema de 
Liapunoff. Mencionaremos aqui um corolário deste teo-
rema que nos vai ser útil. 

Gom as notações daquele §, suponhamos que as variá-
veis aleatórias independentes Xi- a, são limitadas supe-
riormente em valor absoluto por um mesmo número M, e 
suponhamos além disso que a soma bi -j- b*, + . .. + 6n cresce 
infinitamente com n. Será 

j f = esp | X i — a,-18+8 < il/8 bi, i= 1 ,2 , . . . 

e também 

e ™ + . . . + ^ ^ 

para n -* oc. As condições de Liapunoff são verificadas. 
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Êste corolário permite afirmar, voltando à questão que 
nos ocupa, que a probabilidade da desigualdade (8) tem 
por limite o integral (4) para w -> oo, se fôr 

Iy1-SCj| <M, i= 1, 2, . . . , n, .. 
e 

gi+gi +.. .g„-+cc . 

Ora estas condições verificam-se desde que seja 

| XI | < N, 

0 <l<gi<L1 

i= 1, 2 , . . . , N , . . . , 

i. é, desde que os valores absolutos dos êrros possíveis 
não possam exceder um certo número e que os números 
gi, proporcionais aos pesos das observações, não possam 
tornar-se inferiores a certo limite positivo nem superiores 
a outro. É o que se dá efectivamente com as boas obser-
vações. 

Resulta daqui que, para os valores (7) dos O inte-
gral (4) não só é um valor aproximado da probabilidade 
da desigualdade (5), mas é também o limite para que 
tende esta probabilidade quando o número de observações 
cresce infinitamente; e portanto a combinação linear (2) 
correspondente a êsses valores dos ç; ó a combinação mais 
conveniente que procurávamos. 

Observando que se tem 

esp(£ia;j+...+ qnxnf=es])(qlxi+...Jt-qlxl-\-2qi qtxi sc2+--.)= 

— qi bi + ... -f ql 6n 

por serem independentes sei, x*, .. ., x„ e ser couseqiien-
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temente 
esp X1) = esp a?j. esp Xj = 0, i , 

conelui-se que a combinação linear mais conveniente das 
observações dadas é a que torna mínima a esperança do 
quadrado do êrro possível da incógnita. É o princípio 
que Gauss postulou na sua segunda teoria da combinação 
das observações (1) e que conduz, como é sabido, ao mé-
todo dos menores quadrados. 

A combinação mais conveniente é independente de E, 
como tínhamos afirmado. Além disso, por ser 

q\ bi + ... + ql bn = 1 , gi-\-...+gn 
pondo 

gi + g2 + . . .+gn = 2hi 

tem-se a igualdade t = hz, 

e portanto a probabilidade da desigualdade (5), quando ii 
é suficientemente grande, é pràticamente igual a 

+»s 
~ fe~*' d z . 
' TZJ 

-hz 

Fazendo a substituição 

vê-se que a probabilidade de que o êrro possível da in-

(') Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae: 
Pars prior, 1821; Pars posterior, 1823; Supplemeuhm, 1826. In- Werke, 
Bd. iv, 1873. 
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cógnita, na combinação mais conveniente dum grande nú-
mero de observações, seja um número do intervalo (— e, -f-e) 
é dada pràticamente pelo integral 

e satisfaz por conseguinte à lei exponencial que Gauss, na 
sua primeira teoria do método dos menores quadrados, 
pretendia impôr ao êrro de cada observação. 

56. Consideremos agora o caso das observações indi-
rectas. Para simplificar a escrita, suporemos o número 
de incógnitas igual a três. Mas o método é geral. 

Como no n.° anterior, admitimos que as observações 
são independentes e desprovidas de êrros constantes. 

Suponhamos que n observações nos forneceram as 
equações aproximadas 

onde §2, . . . , § „ são os resultados directos das obser-
vações, a, p, f as incógnitas, Hi, Ki, Li, (i— 1, 2, .. ., n) 
números conhecidos e n > 3 . Para obter a combinação 
mais conveniente das n observações, procuraremos três 
sistemas de factores 

— S 

(1) 

S i a + JTíp f X i T ^ í i , 
S a + i f rp + Z i T ^ f c , 

Hn a + Kn^Ln f ^= S1 

hi, hi, . . ., hn 

li, l i , . . . , In 



I i l 

pelos quais se devam multiplicar sucessivamente as equa-
ções (1) afim de que as três equações resultantes da adição 
dos produtos das equações dadas pelos factores de cada 
sistema dêem para as incógnitas valores aproximados tais, 
que seja máximo o limite para n—co da probabilidade de 
que o vector aleatório, cujas componentes são os êrros 
possíveis dêstes valores aproximados, tenha a extremidade 
dentro dum certo elipsóide de volume arbitrário e, con-
cêntrico à origem do vector. Yer-se há que os sistemas 
de factores encontrados são independentes de e. 

Sejam 

X{, XI, . . . , xH 

os êrros possíveis das equações (1). Tem-se 

esp Xi = O1 i= 1, 2, . . . , n, 

por não existirem êrros constantes. 
As três equações formadas como indicámos a partir 

de (1) dão para «, |3, f valores aproximados da forma 

^ a ^ r g t ã i + . . .+5,8» , 

(2) < P ^ r i í | + . . . + r , í B | 

( Y =?= S1 S1 + . . . + Sn 8, , 
com 

D\ D'! D!' 
qi=lT' ri = ~iT' Si = ~D~' 

t = l, 2, . . n , 

onde D representa o determinante, suposto diferente de 
zero, 

SAiJi- 2 A1 Ki VhiLi 

HkiIIi HkiKi HkiLi 

H Ii IIi Hli Ki H Ii L 
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e D'., Dtl
i, D'." são os determinantes que se obtêm substi-

tuindo em D, respectivamente, a primeira, a segunda, a 
terceira colunas por uma coluna formada pelos números 
foi, ki, h-

Entre os coeficientes g,, r;, S1 existem as relações evi-
dentes 

/Sg j jS1 = I, Sg1Zf = O, S 3 l Z i = O, 
(3) Sr1ZZ1=O, Sr1Z1 = I, Sr1L1 = O, 

(SsiTZ1 = O, Ss1Z1 = O, Ss1L i = I. 

Os êrros possíveis das equações aproximadas (2) são 
respectivamente 

Igi xi + . . . -f g„ xn, 

ri xi -f . . . + r„ xn, 

Sl OJ1 + • . • + s n xa . 
Façamos 

Ji = OspaJii, i = 1, 2, . . ., n, 

e consideremos os n vectores independentes 

(51 xi, ri xi, S1SE1), . . ., (gn xn, rnxn, 8nxn)-, 

teremos 

esp (g( Xi) = 0, . . . , esp (g, a?,)2 = g,2 b„ . . ., 

esp (qi X1 + . . . -f- g„ «„) = 0, . . . 

Sabe-se (1) que a probabilidade de que a soma dêstes 
vectores, aplicada à origem das coordenadas cartesianas 
ortogonais t, t1, t", tenha a extremidade dentro dum vo-

(') Cf. p. ex. MarkofiF1 op. cit., Kap. v, § 33. Markoff só considera 
vectores de duas componentes. 
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lume V, é aproximadamente igual a 

R (t, (', í") 

(5) (1/2¾ ̂WIFFFT 
e 2A dt dt' dt', 

onde R(t, t\ t") ó a forma quadrática definida positiva 

J / í 2 + M' í'2 4- M"' f1 + 2 Nt' í" -f 2 N t" t + 2 N7' 1t', 

cujos coeficientes são os complementos algébricos dos ele-
mentos A, A', A", B, B', B" do determinante 

A = A B11B1 

B" A1 B 
B1 B A" 

com 

A = q\bi-\ + q\bn, B = n S1 J1 + . . . + r„ snbn, 

A' =Vfbl + ... + rlbn, B1 = Siqibi + ...+8Hq„bn, 

A" = s\bi + .. .+slbn, B"=q{ n bi + ... + qnrnbn. 

A equação 

(6) 
R(t, f , t") 

2A 

onde u é um parâmetro variável nulo ou positivo, repre-
senta uma família de elipsóides reais com o centro na 
origem das coordenadas; o volume dum dêstes elipsóides 
é, como se sabe, expresso por 

8 

4 xt A 2 Aw)3 

IT V 1̂ 
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òiide A| é o determinante adjunto de A: 

A1= M N" N' 
N" M N 
N1 N M" 

A relação conhecida 
A| = A2 

dá à expressão do volume do elipsóide a forma 

(7) 
o 1 

V/2A«i. 
o 

8 

Suponhamos que o volume V é a camada compreendida 
entre as superfícies infinitamente vizinhas dos dois eli-
psóides correspondentes aos valores u o u-j-du do parâ-
metro. Atendendo a que a função integranda da expressão 
(5) é igual a 

nesta camada infinitesimal, e a que o volume da mesma 
camada é 

como se reconhece diferenciando (7), vê-se fàcilmente que 
a probabilidade de que o vector êrro das equações (2), 
cujas componentes são as somas (4), tenha a extremidade 
na camada considerada é dada aproximadadamente pela 
expressão 

Portanto, a probabilidade de que a extremidade do vector 

4* /2 A Vudu, 

e~ 8 \íu du. 
Vx 
2 
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êrro esteja dentro do elipsóide correspondente ao valor u 
do parâmetro tem por valor aproximado 

U 2 c -
(8) y^J e~u \/udu. 

o 

Seja e um número positivo arbitrariamente dado e con-
sideremos a equação 

Q 1 

* / 2 Am2 = £, o 

com as variáveis u, qi, Ti, Si (£ = 1, 2, . . . , n). A expres-
são (8) dá a probabilidade aproximada de que o vector 
êrro tenha a extremidade dentro do elipsóide da família (6) 
de volume £. Esta probabilidade é evidentemente máxima 
quando u fôr máximo; mas u será máximo quando A fôr 
mínimo, e portanto a combinação linear das equações (1) 
que dá máximo à probabilidade aproximada (8) é aquela 
em que os g,-, r i ; Si tornam mínimo o determinante 

A B11B1 

B" A! B 
B1 B A" 

Ora, não é difícil mostrar que a combinação, que torna 
mínimo êste determinante, torna também mínimas as fun-
ções A, A', A". 

As condições de mínimo de A obtêm-se com efeito, por 
virtude de (3), igualando a zero as derivadas parciais da 



116 

função 

A — 2 X (E ̂ i 7¼ — 1) — 2 X' £ Ji Zi — 2 X" 2 Li 

- 2 (i S Ti 2¾ - 2 ji' (S r, iT,—1)-2 ji" S r, Li 

- 2 v S í i f l r
{ - 2 v ' S í i Z i - 2 v " ( S í j i f - 1), . 

ODde X, X', X", (i, n', (i", v, v', v" devem considerar-se como 
constantes, o que dá as equações 

3A • 2 X /Zi — 2 X' Z1 — 2 X" Li = O, d q{ 

IA . _ 2 J1 # _ 2 n' Z i - 2 |i" Li = O, 
o r, 
8A 
Ssi 

-2 v 5 1 - 2 v ' Z i - 2 v " Zi = O, 

í = 1, 2, . . . , w. 

Encontra-se sem dificuldade que as derivadas - f l H a?i' Sr i ' eSi 
valem respectivamente 

2 6 , ( 2 / ?1 + A-"r, + A7' S i ) , 

2bi(N'lqi + M'ri + N si), 
Zbi (N1 Qi+ N rt+M"st), 

e assim as condições de mínimo encontradas podem escre-
ver-se, pondo -j- = gi, Oi 

M q, + N" r, + N1 Si = g, (X Hi + I1Ki + X" Li), 
N" q{ + M' Ti + N Si = g, (|i Ui + ,i' Z14 n" Xi), 

iV' ¢, + N n + M" Si = <?, (v /7, + v' Z i + v" Li), 
i = 1, 2, . . . , . 
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Destas equações resultam imediatamente as equações equi-
valentes 

'¢--g-ÍCJaj+c^+C' L1), 

(9) Ir1 = ^irl II1+T1'Ki+ Ti" Li), 

Hi +V Ki + *" Li), 

onde Ç, rj, 6 se obtêm substituindo respectivamente em Ai 
a primeira, a segunda, a terceira colunas por uma coluna 
formada pelos elementos X, |i, v; e Z', rj', 0', Z", rj", 6" têm 
expressões semelhantes com as letras X, |i, v acentuadas 
uma e duas vezes. 

Em virtude das três primeiras equações (3), a pri-
meira (9) fornece as três seguintes 

' A 2 giHf + ^ S ^ Z . + ^Esr,-TZiZi = 1 , 

(10) I^XgiHi K i + ^ X g i Kl + ^fXgiKiLi = 0, 

JV 2 gi H i L i +^ S 9 i K i L i + ^ HgiLj = 0 , 

que dão os valores que as fracções 

J L J l . ^L 
A2 ' A2 ' A2 

possuem na combinação que torna A mínimo, os quais, 
substituídos na primeira (9), fornecem o valor procurado 
de qi; verifica-se fàcilmente, com efeito, que o determi-
nante do sistema (10) é positivo. 
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Procuremos agora as condições de mínimo de A. De-
vemos igualar a zero as derivadas parciais da função 

.á — 2 p (2 <7, -Si — 1) — 2 p' 2 Z i — 2 p" 2 Q, L i, 

considerando p, p', p" como constantes, o que dá as equa-
ções 

2 A 
— 2 p .Sj — 2 p' Z i — 2 p" Li = 0. 

3 QT 
ou 

(11) q i - g ( [?Hi + PiZi + ?" Li), 

i= 1, 2, . . . , n. 

Verifica-se como no número anterior que estas equações 
dão efectivamente um mínimo para A. Quanto ao mínimo 
de A, é evidente que êle existe em virtude das considera-
ções com que o introduzimos. 

Das equações (11) resultam, pelas três primeiras equa-
ções (3), as seguintes 

p2«7i#f + p'2<7ifliZi + p»2</i ZiLi = I, 

p 2 ffi Hi Zj + p' 2 <7,- Z< + p'' 2 gi KiLi = O, 

p 2 9I HI LI + p' 2 9I KI L i + p" 2 g i Lf = O, 

que, confrontadas com (10), provam que, para A mínimo, 
os valores de 

Z_ Z' 
A2' A2' A2 

são iguais a p, p', p'' respectivamente; e portanto, pelo 
confronto de (11) com a primeira (9), que os valores dos 
QI relativos ao mínimo de A tornam mínimo A. 
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Procedendo do mesmo modo com A! e A" chegaríamos 
a resultado análogo. A combinação das equações (1) que 
torna máxima a probabilidade aproximada (8) é portanto 
a que torna, mínimos A, A', A", como tínhamos afirmado; 
verifica-se que ela é independente de s. 

Ora A, A', A" são as esperanças dos quadrados dos 
êrros (4). Por outro lado, Oastelnuovo demonstrou recen-
temente (4) que, sob certas condições análogas às do coro-
lário de Liapunoffe que podem admitir-se como realizadas 
nas boas observações, o integral (5), e portanto o inte-
gral (8) que resulta de (5) rigorosamente, não só ó um 
valor aproximado da probabilidade mas é mesmo o limite 
para que tende a probabilidade quando n cresce infinita-
mente. Conclui-se que a combinação que acabamos de 
encontrar é a combinação mais conveniente que procurá-
vamos, e que ela torna mínimas as esperanças dos qua-
drados dos êrros possíveis das incógnitas. E o princípio 
de Grauss, do qual êste geómetra deduziu o método dos 
menores quadrados. 

Como observámos no começo deste número, a análise 
precedente é geral. Partindo do integral 

limite da probabilidade de que a soma de n vectores inde-
pendentes de m componentes, com esperanças nulas, tenha 
a extremidade dentro dum supervolume V do espaço eu-

(1) Calcolo Aelle Probabilità, yol. n, 2." ed., Bolonha, 1928; Apen-
dice, art. iv, pág. 218. O autor considera vectores de duas componen-
tes, mas o seu método generaliza-se sem dificuldade. 
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clidiano wi-dimensional, e utilizando a expressão 

m 
( I M ) T RI1 + ! ) ^ 

do volume do hiperelipsóide 

2 2 au -f-... + amm ím + 2ai2 U <2 + ... + Zam-I1 mtm-i tm = u, 

na qual | ai;-1 é o discriminante da forma quadrática defi-
nida positiva do primeiro membro desta equação e T re-
presenta a função euleriana de segunda espécie, acba-se 
como precedentemente que o limite da probabilidade, de 
que o vector êrro duma combinação linear de n equações 
com m incógnitas (w>m) tenha a extremidade dentro do 
hiperelipsóide 

R{U, tj, ..., tm) 
2 A 

é igual ao integral 

• u, 

U 

m r* 

o 

(12) 7 r- i e dz. 
*r(i + í \ 

Fazendo o volume dêste hiperelipsóide igual a um número 
positivo arbitrário e, i. é, pondo 

(13) 
1̂ + ¾ 

conclui-se que o limite da probabilidade de que a extre-
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midade do vector êrro esteja dentro do hiperelipsóide de 
volume e é máxima quando u fôr máximo, e isto dá-se 
quando A fôr mínimo. Sem dificuldade se prova depois 
que os sistemas de factores, que tornam mínimo o deter-
minante A e que dão portanto a combinação mais conve-
niente, tornam também mínimos os elementos da sua 
diagonal principal, i. é, as esperanças dos quadrados dos 
êrros possíveis das incógnitas, o que é o princípio de 
Gauss. 

A fórmula (12) permite calcular aproximadamente a 
probabilidade de que o vector êrro da combinação mais 
conveniente tenba a extremidade dentro do hiperelipsóide 
considerado de volume e, quando o número de observa-
ções é muito grande. Se, em (13), fazemos igual a -=- o 

m & 
coeficiente de u 3, obtemos 

u = (k e) m 

para limite superior do integral (12); fazendo ainda neste 
integral a substituição 

m 
z 51 = k t f , 

encontra-se para valor aproximado da probabilidade con-
siderada o integral 

S 
k r* -"//.'?* 

O 

que contém para m = 1 a fórmula análoga do número pre-
cedente, como é fácil de ver. 

9 





CORRECÇÕES MAIS IMPORTANTES 

Pág. 4, nota (1): 1820 em vez de 1920. 
» 34, linha 12: E em vez de E 

i 
u 48, u 20: conjunto mensurável em vez de: consurável. 
» 65, » 11: A1B em vez de: A' B'. 
» 67, » última: B1 em vez de: B. 
s 77, » 13: numerável em vez de: finito, numerável, 
o 77, » 19: ser em vez de: ser finito ou. 
»108, • 6: em vez de\ g,. 
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