


G.ih. 
F , t . , , 
T;ib., 
N. 

- J J - J 1 " " 







19. JiOV 1970 

CURSO COMPLETO 

DE 

MATHEMATICAS PURAS 
POR 

I L 0 - I B o IFIRAS5<3(0>fflUyiE 





CALCULO DIFFERENCIAL 
E 

CALCULO INTEGRAL 
POR 

L.— B. FRANCOEUR 

NOVAMENTE TRADUZIDOS, CORRECTOS E AUGMENTADOS 

PELOS 

LESTES JUBILADOS DA FACULDADE DE MATHEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA 

Francisco de Castro Freire 
B 

Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto 

N . » d . R . ! . . _ i a £ _ t L C O I M B R A 

IMPRENSA DA UNIVERSIDADE 

1 8 7 8 





A D V E R T E N C I A 

Nesta nova edição, approvada pelo Conselho da Faculdade de 

Mathematica, a cujo juizo a sujeitámos, fizeram-se numerosos e 

consideráveis accrescentamentos e modificações, com o fim de a 

enriquecer e melhor accommodar ao ensino. 

Para o conseguir foi-nos muito util a coadjuvação que fez a 

fineza de offerecer-nos o nosso collega Lente de Prima da Facul-

dade de Mathematica o sr. dr. Raymundo Venâncio Rodrigues, 

a quem devemos indicações judiciosas sobre a utilidade d'alguns 

d'aquelles melhoramentos, suggeridas pela sua longa practica na 

regencia da cadeira respectiva, e a revisão d'uma das provas de 

quasi todas as folhas. 

Folgámos de agradecer aqui esta cooperação, que foi para nós 

um obsequio valioso e para a Universidade um serviço impor-

tante. 



i 

/ ! > / I T i l J / í ! / 

af> • . ! . - , . f>ío :»^i ç b o j í t a a n o D o í a< : « f j u r i v i q q R ,op.firb '* « v o a íúmVI 

'> SiM-TiaaiOif •}>. , e o r r i i 1 I f i j o a « o s i r / ^ o j i i o «• ,K i r t f i a r a i i . i : ] I 

a aí> m i l o m o o ,«af i^Bíxf t iboíTi 3 a o í n e n i R i a a ò e a i o o n e i a v A i a b i e a o a 

.OHI»019 0 « I A b o m H j o o a a - i o r f l o m A T j o a i i p n » 3 

A : - : t OiJl i.>2'0') Vfi j ' : / li JiWI ; ; t . i : !0l «0/s-Í<. | ' l i j f ^ i t sOO- ' O M A t I 

- f í j j i f eb (Jini i t I yf> 9.1» vi (Vg )Sfo;) ogscwt o s o / i - i a t m a l t o a í ) i j -xooi t 

,HtivX' í b o i i o i o ú w w Y o í > í i o a r / i ; j í . t b .-m o A a i i A f n a i i t B M a b a b f . b 

s f o i í í f u b 3Í>«I)fl i íJJ r . a i d o « a f i g o h i i í i u ^ í s à Õ ^ f t a i b m s o m a / a b o i a u p j ; 

ait A a r l O A K j A^nosf a o s A t a q &Abi t a ^ g o e , a o l n & m s t o d b i i i . a s í f e i r p c ' ! ) 

a b r ã 7 o i q s u b »--»ou'b oS t s iva ' ! c a . A v j l a a q à a " ! A- i iab i ia AÍ) A i a n a ^ a t 

.SKtI lo l Hii KAboi Ife ) 

KÍm i r i A i j J o ) a ú p , O e ^ í r i a c j o o a »»1«9 t / ; p B w a á b w j í a b M o i ^ l o ? 

-ECHji!'"- c j i v t a » t a u S t h u b m v v i a ! ? o j m q 3 o a u i l n v >ii; p e a d o i .uu 

. S i n o l 



TABOA DAS MATÉRIAS 

CALCULO DIFFERENCIÂL 

I 

Regras geraes de differenciação 
Pag. 

Noções preliminares 1 
Theorema de Taylor 4 
Outra demontração do thcorema de Taylor ti 
Regras de diferenciação das funcções algébricas 8 
FuncçÕes de funcções 15 
Funcções exponenciaes e Iogarithmicas 19 
Oulra demonstração das regras para differenciar as potencias, os logarithmos 

e as exponenciaes 24 
Funcções circulares 28 
Derivadas das equações 31 
Eliminação das constantes e das funcções arbitrarias 38 
Mudança da variavei independente 41 
Fórmula de Maclaurin 47 
Casos de insufficiencia do theorema de Taylor 50 
Limites da serie de Taylor. Fórma dos restos nas series de Taylor 

e de Maclaurin 58 
Fórmula de Lagrange 65 

!

Fórmulas do desenvolvimento em serie das funcções de muitas 
variaveis: 

I Extensão da fórmula de Taylor 68 
H Extensão da fórmula de Maclaurio 70 
III Fórmula de Lsplace 71 



VIII TABOA DAS MATÉRIAS 

I l 

Applicações do calculo differencial 
P a g . 

Desenvolvimento em serie das funcções d'uma variavel 77 

Resolução das equações 84 

Expressões —, O x <x>, , 0°, ao c© — oo 87 

Í Máximos e minimos: 

Funcções d'uma variavel 93 
Funcções de duas variaveis 
Funcções de muitas variaveis 104 

Methodo das tangentes 105 
Rectificações e quadraturas H l 

!

Osculações 1 1 5 

Tangente H 6 

Circuloosculador 1 1 7 
Curvatura. Angulo de contingência 119 
Evoluta 120 

Asymptotas 126 
Concavidade, convexidade e pontos singulares 131 

Superfícies e curvas no espaço 1 4 3 

!

Contactos de primeira ordem 144 

Applicação és equações d'alguns generos de superfícies 148 
Contactos de segunda ordem 151 
Ângulos de flexão e de torsão 155 
Esphera osculatriz 1 5 7 
Curvatura das secções 158 
Secções principaes 1 6 0 
Theorema de Euler 1 6 1 

^Theorema de Meusnier 1 6 3 
Limites das superfícies 1 6 4 Rectificações, áreas e volumes 1®® [ Do methodo infinitesimal 170 j Applicações: 1 Funcções elementares 1 7 2 [ Arcos. 173 



TABOA DAS MATÉRIAS IX 

Pag. 

í Áreas e volumes 1 7 4 
j Raios de curvatura das curvas planas 1 7 5 
i Normaes ás superfícies 176 
(Superfícies envolventes 178 
Linhas de curvatura das superfícies 1 8 2 

NOTA 

Í Minima distancia entre duas rectas 1 8 7 
Applicações: 
Ás tangentes consecutivas 189 
Ás perpendiculares aos planos osculadores consecutivos levantados 

pelos centros de curvatura 1 9 0 
Ás normaes tiradas pelos pontos consecutivos das linhas de curvatura 191 

CALCULO INTEGRAL 

I 

"Integração das funcções d'uma só variavel 

Noções preliminares 195 

!

Regras fundamentaes da integração 1 9 7 

Integração por partes 2 0 0 
Fórmula de Bernoulli 2 0 1 

Fracções racionaes 2 0 3 
Funcções irracionaes 2 0 8 
l Differenciaes binomias 2 1 3 
/ Reducção d'um integral a outro 2 1 5 
Funcções exponenciaes 2 2 4 



VIII TABOA DAS MATÉRIAS 

P a g . 

Funcções Iogarithmicas 2 2 8 
Funcções circulares 2 3 0 
Radicaes quadrados de polynomios racionaes do 3.° e 4.° gráu . .. 2 3 6 
t Funcções ellipticas 2 4 4 
I Theorema de Landen 2 5 1 
í Integraç5o por series 2 5 3 
\ Theorema sobre convergência 2 5 6 

IConstantes arbitrarias. Integraes definidos 2 6 0 

Mudança de limites 2 6 1 
Resto da serie de Taylor 2 6 5 

!

Variações dos integraes definidos 2 6 7 

Determinação d'alguns integraes definidos 2 7 1 
Integraes EuIerianos 2 8 1 
Quadraturas e rectificações 2 8 6 

I Regra de Simpson 2 9 0 
Áreas e volumes 3 0 2 I I 

Integração cias equações differenciaes de primeira 
ordem entre duas variaves 

í Separação das variaveis. Equações homogeneas 3 1 0 
' E q u a ç ã o linear 3 1 4 
( Equação de Riccatti 3 1 7 
[ Do factor que torna integrável uma equação differencial de primeira 
| o rdem: 
I Condição de integrabilidade 3 1 9 
( Reducção á condição de integrabilidade 3 2 1 
Equações de primeira ordem nas quaes as differenciaes passam do 

do l . ° gráu 3 2 8 
Soluções singulares das equações differenciaes da primeira o r d e m . . 3 3 2 
Constantes arbi t rar ias ; e integração das equações differenciaes de 

qualquer ordem pelas series 3 4 5 
Construcção das equações differenciaes 3 5 4 
Das equações d'ordens superiores; e especialmente da segunda ordem 3 5 6 



TABOA DAS MATÉRIAS XI 

P a g . 

E quações lineares de todas as ordens entre duas variaveis 3 7 3 
I Eliminação entre as equações differenciaes simultaneas 3 8 3 

Primeira ordem 3 8 4 
Segunda ordem 3 9 5 

Alguns problemas de Geometria 3 9 9 

III 

Integração das equações differenciaes 
que contêm tres variaveis 

í Equações differencias totaes : 
< Equações lineares em ordem ás differenciaes 4 0 4 
( Equações não lineares em ordem ás differenciaes 4 1 2 
[ Equações differenciaes parciaes da primeira ordem 4 1 3 
< Equações lineares 4 1 6 
i ApplicaçSo a muitas variaveis 4 1 9 
[ Equações não lineares 4 3 0 
Reflexões sobre a integração das equações differenciaes parc iaes . . 4 3 7 
I Equações differenciaes parciaes da segunda ordem 4 4 0 

Equações lineares de segunda ordem 4 i 3 
Extensão a uma equação notável não linear 4 4 4 

l Integração das equações differenciaes parciaes pelas series 4 5 4 
I Integração das equações differenciaes parciaes por integraes definidos 4 5 8 
Soluções singulares das equações differenciaes parciaes da primeira 

ordem 4 5 9 
Das funcções arbitrarias 4 6 0 

IV 

Calculo das variações 

( Noções preliminares 4 6 3 
j Calculo das variações. Máximos e minimos 4 6 6 
( Exemplos 4 7 7 



VIII TABOA DAS MATÉRIAS 

V 

Differenças e series 
P a g . 

I Differenças 
| Interpolação 5 0 3 
j Integração das differenças 5 1 2 
( Somma das series 5 2 1 

NOTAS 

Theorema de Taylor . 5 2 7 
Regra de Simpson 5 3 0 



CALCULO D1FFERENCIAL 

i 

R E G R A S G E R A E S I > E D I F F E R E N C I A Ç A O 

Noções preliminares 

1. Seja y = f% 

uma equação entre duas variaveis x, y. 
Por dois pontos M (x, y) e M' (x + h, y + k) da curva BMM' (Fig. 1), 

que suppomds ser o Iogar geoinetrico d'esta equação, tire-se a secante 
SMM'. Teremos: 

y — f x = MP, y + k --.= f ( x + h) = M ' P ' , k = f {x + h) — f x = M ' Q ; 

e o triangulo rectângulo MIVPQ dará : 

A 
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Mas, se tirarmos a tangente MH no ponto M, e chamarmos 0, i, os ân-
gulos IIMQ, HMM', será : 

for A tor í fantt 1 
t g W M Q = t g ( O - i ) = — = t g e w n ^ - , — ^ = I g 9 + « • b fcV ' 1 -f tg 0 tg i ° C0s 2 Ô(l+tg6 tg í ) e 

f ( x + h ) — f x . 
A expressão de — tem pois a lorma 

' - ^ d ! = ^ . ( I ) i 

sendo y' •= tangQ independente de h, e a uma expressão que a hypothese 
h — O fará desapparecer. E assim deve ser, por isso que a direcção da 
tangente em M não depende da posição do ponto M'. 

Este raciocínio deixaria de ter logar quando não houvesse tangente no 
ponto M ( x , y); o que só poderia acontecer em casos especiaes, em que se 
apresentam com effeito resultados que também precisam d'uma interpre-
tação especial; mas, em quanto não descermos da generalidade, e consi-
derarmos x qualquer, podemos dar como estabelecida a verdade da equa-
ção (1) . 

55. Fica portanto demonstrado que f ( x + li) pode, em geral, tomar, 
por cálculos convenientes, a forma 

f [ x + h) = f x + y'h + zh. 

O coeíBciente y', nova funcção de x dependente da primitiva y, e inde-
pendente de li, charca-se derivada da funcção y, e tambein se designa 
por f x . E porque esta funcção suppôe a existencia d'uma curva, que é o 
seu logar geometrico, e cuja tangente ella determina, vé-se que é própria 
para exprimir a continuidade de y. 

Veremos que a funcção a se pode egualmente desenvolver em uma serie 
de termos ordenados segundo as potencias ascendentes de h ; e que os coef-
ficientes d'esses termos dependem de y', sendo por isso também próprios 
para exprimir, ainda mais, a continuidade de y. 

Por exemplo, sendo X um poljnomio racional em x do gráu n, e desi-
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gnando respectivamente X', X", X ", XM as funcções derivadas de X, X ' , 
X " , . . . X(»-D , vimos (Alg. Sup. n.° 3 2 * ) que 6 

f ( x + h) = X + AX' ^ h*X" + - - - h*X"> 4 • • • 

3. O Calculo differencial é um ramo da analyse transcendente, no 
qual se procuram as derivadas das funcções, se investigam as suas pro-
priedades, e se empregam essas derivadas na resolução dos problemas em 
que figura a continuidade das funcções. 

Como o segundo membro da equação (1) se approxima tanto mais de 
y1 quanto 6 menor h, a differença f (x f li) — f x pode approximar-se in-
definidamente de y'h; e por isso se chama differencial esta parle da diffe-
rença total, quando h é a differencial de x, Leibniíz, inventor do calculo 
infinitesimal, designou pela característica d o augmento infinitamente pe-
queno attribuido a uma variavel: de maneira que dy e dx correspondem 
ás quantidades que designamos por Ic e h, consideradas no seu ultimo 
estado de grandeza; e a differencial de y é dy — y'dx. l)'onde provém 
ainda o nome de coefficiente differencial á derivada y', e o de Calculo dif-
ferencial ao calculo que acabamos de definir. 

f ( x + h) — f x 

J. As definições de y' como limite da razão correspon-

dente a h — 0; como coefficiente da primeira potencia de h no desenvol-
v . . . dy 

vimento de f ( x + h); e como coefficiente differencial —-: são as bases 
dx 

respectivas de tres differentes modos de exposição dos princípios do Calculo 
differencial. Mas na investigação da derivada, correspondente a cada funeção, 

f(x4-h) f x 
procuraremos o limite da razão — -- -—, ou os dois primeiros termos 

fx f y'h do desenvolvimento de f l x + h), segundo a facilidade que a es-
pecie da funeção offerecer para um ou outro d'estes processos. 

5. A variavel x, h qual se attribue um augmento dx, chama-se va-
riavel independente ou principal; e a variavel y, cujo augmento dy resulta 
do augmento dx attribuido a x, em virtude da equação y = fx que liga y 
com x, chama-se variavel dependente. 
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A derivada y1 da funcção y chama-se derivada da primeira ordem; a 
derivada y" de y' chama-se derivada da segunda ordem de y; e assim 
por diante. 

Similhantemente ns coeflicientes differenciaes de primeira ordem, se-

gunda ordem. . ., de y designam-se por ~ — y', — y", dx dx 
E no caso de se tomar constante o augmento infinitesimo dx da variavel 

independente, como supporemos quando não advertirmos o contrario, de-

dy d*y 
signam-se por £ , - ^ . . . . 

Theorema de Taylor 

S. No n.° 2 achamos os primeiros termos y + hy' do desenvolvimento 
de f[x-{-h) em ordem ás potencias ascendentes de h: os seguintes estão 
comprehendidos em ah. Procuremos todo o desenvolvimento. 

Representando y'-\~ a por P, a equação (1) toma a fórma 

f [ x + h ) = f x + V h (2). 

Mudemos x em x + i, ehemh — t. Como, por esta mudança, x + h — z 
não varia, só variará x em P — li) posto debaixo da fórma F(;r, z —x); 
e a equação (2) tornar-se-ha em/" ( í c - f / í )= í /+ j / ' í+^ í+ (P - f -P ' i+y i ) ( f r— i ) ; 
ou, attendendo á mesma equação, e ordenando segundo as potencias as-
cendentes de i, 

0 = ( 2 , ' - P+ P'/i)» + . . . 

Depois, egualando a zero separadamente os coeflicientes das potencias 
de i, e substituindo em (2), teremos 

V = y' + V'h, e f ( x + h ) = f x + y'h ±V'h9- (3). 

Similhantemente, mudando x em x + í e h em h —» na primeira das 
equações (3), egualando a zero os coeflicientes das potencias de i, e sub-
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stituindo em f [ x h ) , teremos 

2P' - y" + P"h, 

5 

e f [ x + h) = fx+y'h + ± y"K» ! 1 ?"h\ 

Em geral, suppondo 

( „ _ 1)P(n-3) = ^ n - I ) + 

se operarmos nestas como fizemos para obter (3), resultarão 

n P(»—i) — j/(n) + PW h, 

y"h* yM/t» PWfcM-* 

Portanto a lei é geral. 
A ultima equação 

f { x * h) f x + h f x + 1 + ... h" f®x 4 . . . . (A) 
a J. • O. • • 11 

é conhecida pelas denominações de Theorema de Taylor ou Fórmula de 
Taylor, do nome do geometra celebre a quem se attribue a sua descoheita. 

E vô-se que esta fórmula será definida, se puder determinar-se o factor 
PW do termo que a completa, como adiante \eremos. 

\ 
5. Fica assim demonstrado que, attribuindo a x um augmento h em 

f x , a funeção variada f { x 4 h) se desenvolve em uma serie (A) de t e r -
mos, que só contém potencias inteiras e positivas de li, ao menos em 
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quanto x conservar um valor indeterminado. A serie (A) fará conhecer 
este desenvolvimento, quando soubermos tirar de fx as derivadas succes-
sivas f x , f x , . . . . , ou y', y",. . . . 

Seja, por exemplo, y = x'n. Como a desenvoluçSo de (x + h)m dá 
mxm~x para coefficiente da primeira potencia de h, teremos y' — mxm— 
e do mesmo modo y" = m [m — l)xm—depois, substituindo em (A) , 
virá a serie de Newton. Para achar os outros termos da serie, qualquer 
que seja o expoente m, basta pois saber que o segundo termo 6 mhxm~1, 

(x -f- h)m xm 

ou que se reduz a ma?"'—1 quando li se anniquila. 

Já desenvolvemos na Álgebra diversas funcções em serie. Mas, como 
este desenvolvimento é uma applicaçâo muito simples do calculo das d e r i - . 
vaçôes, deduzil-a-hemos da fórmula de Taylor, seguindo as regras d'este 
calculo; e não faremos uso das series, sem que de novo as tenhamos de-
monstrado por esse meio. 

Outra demonstração do theorema de Taylor 

8 . S e n a funcção J / = mudarmos success ivamente a r e m ; r â sendo 4 « 
constante , m u d a r - s e - h ã o 

a: em ar -H Aar ar •+• SAar ar-)-3a® 

e y e m y + A y yf Ay-f A(y +Ay) y + A y 4 A(y f Ay) + AÍy+Ay + A(y-f Ay)) 

ou y + Ay y+2\y-\-\hj y-|-3Ay + 3A2y + A sy 

a que se pode dar a fórma 

, „ , 2 . ( 2 - 1 ) . 3 . ( 3 — 1 ) 3 . ( 3 - 1 ) - ( 3 - 2 ) 
y + M, y • 2Ay+——-A^y, y t 3Ay r i ^ A2y +— 

Segu indo a analogia, s u p p o n h a m o s que é 

(n — l ) ( n —2) , , 
f'w + (n— l)Aar) = y + ( « - 1) A y + v — g A 2 » + . . . 

(» — 1) (n — 2)...(n — k) k . (« — I H n ~ 2)..(w —(¾ H- <)) ^ t j - I i i 

1 . 2 . . . * ' 1 . 2 . . . jfc-H 
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Mudando x em x -F AX, resultará ainda 

7 

f(x+riAx)= y + 1 
+ n - 1 

AJ/ + . 
( n - l ) ( n - 2 ) . . . ( n - t ) 

1 • 2 . . . k 

( « - ! ) ( » - 2 ) . . { « - * ) ( » - ( * + ! ) ) 
k 1 

k + 1 
A tf+. 

. n n—l)(n—2. .. (n—k) k + 1 
: y + n a y - i . . . . - — - — , , . A y + 

l . 2 A + l 

D o n d e se conc lue que a lei (1) , já verificada para x + \x, x ( 2 A®, X + 3AX, 
é geral . 

Posto isto, para desenvolver f ( x + h) em serie, hasta fazer n\x<=h na fórmula 
(1) , o que dará 

^ x 1 • 2 ( * • ) » ! . 2 . . . . ¾ + ! (A*)* + ' 
+ - ( 2 ) . 

Mas, por ser o a u g m e n t o h independente de AX, não pode Ax entrar no d e s e n -
vo lv imento (2) senão a p p a r e n t e m e n t e : se f izermos pois Ax = 0, ainda este d e s -

í - i dy d1y envolv imento sera o m e s m o ; e chamando então —, , . . . aqui l lo , em que nesta 
dx dx2 

A!/ 
hypothese se tornam —, -. . . . , a serie (2) t rans formar-se -ha na fórmula de 

AX (AX.,2 

Taylor . 
Cumpre advertir que este raciocínio Iem somente logar quando Ax se pode tomar 

arbitrario e indef inidamente pequeno , isto ó, quando nas w partes, de que se compõe 
h, a curva , cuja equação e tf=/x, não tem pontos conjugados , de sorte que a I iy-

Ay a 2 y 
pothese A x = • 0 não torna imaginaria nenhuma das expressões — , — . . . 

AX AX2 

E também, que fa»cr Ax — 0 em 2) corresponde a desprezar AX e as suas p o -
tencias, cm comparação de h e das outras quantidades que não são arbitrarias e 
indef inidas . Por onde se vè quanto esta demonstração do theorema fundamental do 
ca lculo differencial é própria para dar idèas claras do m e s m o ca lcu lo , e para j u s -
tificar os desprezos das quantidades indefinidamente pequenas, que nel le se fazem 
(Cale. de Bezout , n . ° 8 2 , ív, Cale. d i f f . de Garnier , cap . 2; e Cale. de Navier , n.° 8 0 ) . 

A2J/ 
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Regras da differenciação das funcções algébricas 

f>. A composição da derivada y' em x depende da fórma da funcção 
primitiva y. É por isso necessário formar esta derivada para cada funcção 
proposta; o que se obtém por qualquer dos processos referidos no n . °4 . 

Rias, para não repetir os mesmos raciocínios em todos os exemplos, 
daremos as regras pelas quaes se formam as derivadas das diversas especies 
de funcções; ficando assim reduzido o trabalho a practicar em cada caso 
estas operações por processos sabidos, do mesmo modo que na multipli-
cação, na extracção de raizes, e em outros calcules algébricos. 

I O . Seja y = fx = A + B*< — Ci 4- 5 

designando A, 13, C , . . . constantes, e u, t,. . . funcções de x. 
Mudando a; em h, não mudará A, tornar-se Bu em B(m + u'h f a), 

Ci em C ( t + t ' h + $ h ) e fx em f(x-yh)=fx+(fíu'-Ct')h+{Bx—C^)h...-, 

logo y' — Bw' — Ci ' ; 

i s t o é : Para ler a derivada d'um polynomio, sommem-se algebricamente 
as derivadas dos seus lermos, conservados os mesmos coeflicientes e signaes. 

A derivada d'um termo constante é nulla. 

Por exemplo : y = a2 + mx, y — 1—5a;, 

dão, respectivamente, y' — -\-m, y' — — 5. 

Sejam u e t funcções de x, e y — ul. 

Será f[x-\ h) = (u + u'h + zh)(t + t'h, + li)=fx-\- (u'l + ul')h+...; 

e portanto </' — u't + ut'. 
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Seja y = utv. 

Pondo z = lv, e por conseguinte y = uz, serão 

z' — í't> + Iv', y' = uz + uz' = uHv + í'uv f v'lu. 

E procedendo do mesmo modo para qualquer numero de factores, t e -
remos a regra seguin te : 

Para formar a derivada do produclo de muitos factores, considere-se 
successivamenle cada um d'elles como o único variavel, e somtnem-se as 
derivadas assim obtidas; 

Por exemplo: 

y={aJ[ x)(a—x) dá y' = (a — x).I (a + «).(—1) = —2x; 

y = ( a + 6 í c ) ( c — d x ) x dá y'=b'Kc—dx)x—<i(a-f ò x ) ( c — d x ) . 

u 
1 8 . Para y= — teremos u = yl, u' = y't-f i'y, 

, /N u ' — í'y , u't — t'u que dSo (*) y' = — - — , ou y ' = — — . 

Logo : Para ter a derivada d'uma fracção, tire-se da derivada do nu-
merador o produclo da mesma fracção pela derivada do denominador, 
e divida-se a differença pelo denominador. 

Ou também : Mulliplique-se o denominador pela derivada do nume-
rador e o numerador pela derivada do denominador; subtráia-se o se-
gundo produclo do primeiro; e divida-se a differença pelo quadrado 
do denominador. 

(«) Se operássemos immediatamente sobre a fracção proposta, teríamos 

u-hu'h ->-&h u tu1 — ut' . . tu'—ut' 
fíx+h)— •== 1 h+. . . , que também daria y'— —. n ' t+fh+fih t í2 ^ H * í2 

It 
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Por exemplo: 

Oi1-Xi (a+x)(a~x) , , (a-a).(—&c)-(«2—x%(— 1) , 
y=- = - dá y = r= = 1; 

a — x a — x [a — xJs 

f i — \ a \—x] 
y=rX dá y'= - x. 

x (1—a;)+a; 1 x(2—#) 
a (1 —x)* = " ( I — x)* 

1 3 . No caso de ser u constante, é u'= O, e y = 5-. 

Por tanto : A derivada d'uma funeção de numerador constante é egual 
a menos o producto do numerador pela derivada do denominador, divi-
dido este producto pelo quadrado do denominador. 

„ * 4 , , 8x 
Por exemplo: y = - » = r- — dá w = + — —. 1 * I - X i (|+íc)(1— x) " {l—x*)* 

1 4 . Passemos ás derivadas das potencias. 

I . 0 Se m é inteiro e positivo, temos y = xm = x . x . x . . . , 

que dá (n.° 11) y'=\ .xm~í + 1 .xm~x+ = mxm-x. 

E mais geralmente, para y = zm, sendo z = f x , é 

y ' = IWzm - 1 . a ' . 

2.° Se m é inteiro e negativo, m = — n, temos 

1 nzn—1 z' 
y=zm = z~n= — , e (13) y'= — = — nz-n~h'=mzm-Kz'. 

Z Z" 
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P 3.° Se m é fraccionario, m — —, temos 

v P 
- p - —1 

y—iZmZ=Zq, yi—zP, qyl-t.y—ptP—K z, y'= — z1 z'—mzm—'l.z'. 

4.° Finalmente, se m é irracional ou imaginario, ainda se lhe applica 
a mesma fórmula (vid. Alg. Sup. n.° I I , 3.° e 4.°}. Logo, qualquer que 
seja o expoente m : 

Para ler a derivada d uma potencia, mulliplique-se o expoente da 
potencia pela raiz elevada a esse expoente menos uma unidade, e pela 
derivada da raiz. 

Por exemplo: y = x2 (a + è a ; - 2 ) , fazendo a + bx—^ — z, dá 

o l JL Q J . - I q l 1 _ 1 
2 . M ÍC 9 * ' = % 2 (a + bx-*) - 2 b x 2 = ?-ax 2 — ~bx 2 . 

À JL 2 2 

- i - 1 
1 5 . Para y = ^ z = z'n é y ' = - z m .z'= . 

m 1 

N o c a s o d e m = 2, é w — • E assim : y 2 Vz 

A derivada da raiz quadrada d'uma quantidade é egual á derivada 
da quantidade, dividida pelo dobro da raiz. 

Por exemplo: y—v{a + bx*)1' 
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J 4 + 8 ^ 

ÍC _ _ a; (a; + v^ a 2 + ^ 2 ) 

Z a 2 + ^ 2 a 2 -a; + V a H ^ 

a2 2íc a2 + 2íc2 

dá y' = . = 
(a2 + 2 a 2 — 2 a ; V ^ 2 + * 2 ) V ^ 2 + *2 ° a 2 v / a 2 + a;2 

I O . Obtida a derivada y' de y, podem depois formar-se as derivadas 
successivas y", y"1.. . 

Por exemplo: y=xm , y y = Vx, 

dão respectivamente: 

y' = tnxm-\ y" = m(m—1) a;m—2.. j/í")= m ( m — 1 ) . . ( m — ( n — 1 ) ) x m ~ n ; 

i „ 2 2 . 3 . . . « 

' y = + * * ^ = - - 5 = + 1 - . ' 

1 1 , , 1 . 3 . . . (2n — 3) „' — — M — -+- i ' 
y ~ 2 l x W V x i 2 »1'®«»-! 

I1J. Sabendo derivar todas as funcções algébricas, facilmente se applica 
a serie de Taylor [(A) do n.° 6] ao desenvolvimento d'estas funcções em 
series ordenadas segundo as potencias ascendentes de h, quando se muda 
a; em x + h. 

I. Seja y = ar - 1 . Com as derivadas y\ y'',. . . que acabamos de formar, 
a fórmula (A) dará a progressão arithmetica 

1 1 h ^ Iin 

x -\-h x Xi ~ a"+1' 
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II. Seja y = — - - = x — - . Serão y'=l + ~v y»=— 

III. Seja t/ = f/íc. Com as derivadas y', y",. . . que achamos, teremos 

, , h I f i 1 . 3 . . . ( 2 n — 3 ) / i" 
+ k ) =VX + _ - } + . . . ± ^^ . r i X 7 f l . 

IV. Seja y = xm , e m qualquer. Teremos: 

. m ( m — l ) . . ( m — ( n — 1 ) ) , 
[x + h)m=ícm + mhxm~1 +... — — hnxm~n. v 1 . 2 n 

Mas cumpre advertir que uma serie só representa a funeção desenvol-
vida, quando é convergente para o valor da mesma funcçâo. 

Outra demonstração da regra de derivação das potencias, 
para qualquer expoente 

1 8 . Mudando x em x-t- h, a funeção y = xm torna-se em 

(.x + h)m = xm + y'h-h 

ou, dividindo por xm , e pondo h = zx, 

h\m m , y z 
l + _ = 1 + * = 1 + 

V X XM~X 
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Como se pode variar A de modo que z fique constante, deve (1 + z)m ser inde-

y' 
pendente de x; o que da constante. 

x 

É pois y' = xm~1 fm ; 

representando fm uma funeção unicamente de m, sem x. 
Para determinar m, temos assim 

(x + h)m = xm hxm~l fm + 

e similhantemente 

(.x + A ) " = xn+ hxn~1 f n + . . , (x + A ) " 1 + ' 1 = x'n+n+ A a r w + " - 1 f(m+n) + . . . 

Mas a multiplicação de (x + h)m por (x + A)n dá 

(x +- A j m + " = x" 1+"+ Aarm+" - 1 (/m +fn) + . . 

logo f(m + n) — f m + f n , que é conhecida com o nome de equação da definição 
das funcções exponenciaes : da qual, considerando n como augmento de m, ou 
f(m + n) = f m + nfm +. . . , resulta fn — nf'm. 

Esta equação mostra que, por ser n independente de m, devem ser fm uma 
constante a independente de m, e f m , f m , . . . nullos. 

Será por tanto fn = an, e do mesmo modo fm = am: o que dá 

(x + h)m = xm + WiaAxm-1 + . . . 

Para determinar a constante a, façamos m — 1 nesta equação. 
Ficará x + h — x + ah o q u e d á a = l , e por conseguinte 

' Wl-1 

y —mx" . 

Para y — zm , sendo z funeção de x, temos 

f(x -+ A) = [z + hz + . . .)m = z'n M- m A m _ V + . . . . que dá 

y1 = mzm 1 z1. 
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Funcções de funcções 

I O . Em alguns dos exemplos precedentes, a expressão, que se pre-
tendia derivar, não era funcção immediata da variavel principal, mas sim 
d'outra variavel também dependente da principal. Foi d'este modo que, 
suppondo z funcção de x, e y — zm , achamos y' = mzm~^z'. 

Considerar assim a relação entre duas variaveis como expressa por in-
termédio de relações entre essas e outras variaveis, não só generaliza a 
investigação das derivadas, mas permitte muitas vezes simplifical-a, egua-
lando a novas variaveis algumas das partes de funcções complicadas, á si-
milhança do que se praticou no exemplo do n.° 14. 

Tractemos pois d'esta classe de funcções, que se chamam funcções de 
funcções. 

S O . Supponliamos que, em vez da funcção 

da eliminação de z entre as quaes resultaria (1). Tracta-se de achar a de-
rivada de (1), sem fazer essa eliminação. 

Antes d'isso observaremos que, por haver, em (1) e na 1." de (2), duas 
variaveis principaes x e z, não se pode usar da mesma notação y' para 
exprimir a derivada de y em ordem a cada uma d'e!las; mas, como a de-
rivada equivale ao coefficiente diílerencial (n.° 3), podemos designar por 

d u dy 
— e -j- as derivadas de y relativas a x e s: advertindo que, adoptada esta 
dx uz 

notação, não se devem executar operações analyticas sobre as differenciaes 
dx e dz; porque estas, escriptas como denominadores, não só indicam di-
visões, mas também mostram em ordem a qual das variaveis se fez a de-
rivação designada pelo respectivo coefficiente diílerencial: nem tão pouco 
se devem suppor os dy eguaes, porque são differentes os relativos a cada 
uma das duas variaveis x, e z. 

y = f x 

se dá o systema equivalente das duas 

y = yz, Z=Fx (2), 
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Bem entendido isto, se mudarmos x em x + h, mudar-se-hão z e y em 

z + k = F (x + h), f ( x + h) = <?(z+ A), 
que d3o: 

, dz , , ,, , dy 
k = h — + . . . , f ( x + h)=y + k-f + . 

Mas é (eq. 1) /"(a? + A) = /¾ + h -f-+ . 

logo 
dy dy dz 

(3). 
dx dz dx 

Por tan to : Quando y é funeção de l, e i funeção de x, a derivada de 
y em ordem a x é egual ao produclo das derivadas de y em ordem a z 
e de z em ordem a x, deduzidas de (2), nas quaes z e x são as respe-
ctivas variaveis principaes. 

S f l . Supponhamos que a equação (1) resulta das tres 

Mudando x em x + h, mudam-se z, u, y cm 

z+k = ¥ [x + h), u + »== <]/ (x + h), f (x + h) = < p (z + k, u -f i ) . 

As duas primeiras dão 

z==Fíc, u — {\x, = u). 

Em quanto á ultima, podemos mudar primeiro z em z - f k, e depois 
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mudar no resultado u em u + i, o que dará successivamente 

dy d(p do 
<p(z+A,u)=<p(z, u ) + A — +. . . ,<p(z+A, u + t ) = < j > ( z , u ) + i — Í + A — + . . . 

az au az 

Substituindo depois na segunda d'estas as expressões de í e A, será emfim: 

e comparando com 

f ( x + h ) = f x + h ^ + 

dy dy du dy dz 
teremos — = 1 — - . — . . . . 

dx du dx dz dx 

Em geral, se, em vez de (1), tivermos o systema equivalente: 

Z1 = Ip1 (x), z2 = <p2(a;),. • y = H z u z2>- • •) 

mudando » era x | h , resultarão 

« i+Ai =<pi(a ;+f t ) , z 2 + A 2 = < p 2 ( a ; + A ) , . . . ; f[x+h) = ^ z 1 + A 1 , z 2 +A 2 , . . . ) , 

que dão 

A1 = h ^p- + . . . ; h = h d J i + . . .; f(x+h)=fx+k +A2 ** ' 
dx dx dzy dz% 
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dy dy dz{ dy dz$ 
e por conseguinte - f - = — . — - + — . — + (8). 

dx dz\ dx dz% dx 

Portanto : A derivada d'uma funeção y composta de qualquer modo 
de muitas funcções z j , z g , . . . é egual á somma das derivadas respectivas, 
que se obtêm considerando só como variavel cada uma das componentes, 
isto é, applicando a equação (3) a cada uma. 

As derivações dos produclos e dos quocientes são casos particulares 
d'este theorema. 

Seja, por exemplo, y— ^ jr —• 

Pondo z = 1 — x 9 - , W=Zx — 2a; 2 , 1 = 4 — 8 a ; , 

Z2 — u 
e por conseguinte y — , serão: 

— = 3 \ x , - = - 5 ; d y = — , d l = - i , ^ = 
dx ' dx ' dx 1 dz t ' du t ' dl í2 

4 za ; 3 — 4 a : 5 (z2 — u) _ I6a;3 — 15a;4 — 7 

~t í + Ti (4 — 5 0 ) * ' 

8 ® . Quando as expressões das variaveis z, « , . . . . não viessem a ser 
complicadas, seria melhor não fazer a transformação precedente, e operar 
como se ella estivesse feita, suppondo-a tacitamente. 
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Por exemplo: y = (a — 2 # - f z3)3 ( a — x) 

dará j/' = 3 ( a — 2 « + í c 3 ) 2 ( — 2 + 3 x * ) (a — x) — {a — Vx + x*)\ 

ou y' = (a, — 2 x + a;3)2 ( — 7 a + 8 x + 9 ax% — 10 x 3 ) , 

Funcções exponenciaes e Iogarithmicas 

2 3 . F U N C Ç Õ E S EXPONENCIAES. S e j a y = ax. 

Mudando x em x + h, e depois dividindo por a*, resultam successiva-
mente 

flx + A) = a * + - * = ax + y'h + ..., ah = 1 + —/1 + 
n x 

E como, por ser independente de a? o primeiro membro da ultima equa-
ção, também o deve ser o segundo, teremos 

y' = Aa 

representando k uma constante, que vamos determinar. 
Substituindo na serie de Taylor as derivadas suecessivas 

y' = kax, y" = Ifiax, yW = knax, 

vem ax+h a* + kaxh + ~ AVfc2 + PaxIi3 + : 

que, para x = 0, dá a h 1 + hk + 1A 2 A 2 + A3A3 + ; 
s 2 i o 
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e, para x = 0, h — 1, dá a = 1 + k + ^k* + +.. 
Z A I O 

da qual se tira, pelo methodo inverso das series, 

2 4 . As duas equações 

estabelecem a relação entre a base a dos logarithmos definidos pela equação 
y = ax e a constante k; de sorte que, dada uma d'estas quantidades, se 
obtém logo a outra. 

Assim, fazendo k = 1, a expressão de a reduz-se á base dos logarithmos 
naturaes, ou neperianos, 

^ 2 + ¥ + 2 ^ " + 2 7 3 7 4 4 " ' • * • ^ 2 ' 7 , * 2 8 , 8 2 8 . . . . 

E, fazendo kh— 1, a expressão de ah dá 

a = e, ou k = - = la 
Log e Iog 6 

A primeira d'estas expressões de k tem logar em um systema de qual-
quer base, a segunda no systema de base e, e a terceira no de base a; 
systemas que se distinguem pelas tres notações Log., /, Iog., segundo a 
convençSo adoptada (Alg . Sup., n.0 IBi-). 
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2 5 . Sendo z funcção de x, e y = az, 

2 1 

teremos y' = kazz' = azz' la. 

Por tan to : Âcha-se a derivada d'uma funcção exponencial, multipli-
cando a mesma funcção pela derivada do expoente e pelo logarithmo 
natural da base. 

Por exemplo: y = emz, y — a 3 1 + 1 , y = a ^ 2 * + 1 , 

/ la 
dão, respectivamente: y'—memzz', y'=3a?>x-rHa, y'— C T 2 x + 1 . — . 

yj 2x+1 

2 6 . FUNCÇÕES LOGARITHMICAS. Seja y = L o g i c . 

x -f- h 
Será Log [x + h) = Log x + y'h +. . . , ou Log —-— = yh + . . . , 

x 

ou, pondo h — zx, Log (1 + z) = y'xz + . . . . 

Como, variando x, se pode tomar h tal que z fique constante, deve yx 

M 

ser uma constante M independente de x, e por conseguinte y' — De-

terminemos M. 

Substituindo na serie de Taylor as derivadas successivas 



2 2 CALCULO DiFFEllIiNCIAL 

(h Zi2 Ki hn \ 
vem Log (* + k) = Log * H M ( - - . . . . _ ) 

1 1 1 
ou L o g ( 1 + 2) — M (z — — Z2 + — z3 Z i Z - Z n ) . 

Z 1.1 fl 

E se, chamando a a base dos logarithmos, fizermos 1 -f z = a nesta 
serie, resultará 

, = M [ ( « - 1 ) _ i ( a - l ) 2 + I ( a - 1 ) 3 . . . r p 1 ( a - 1 )»] , 

isto é, 
M 

Iog e' 

Logo (*) M = Iog e = -^-. 
I a 

M Z1 z' 
A funeção y — Iog z dá y' — = —. 

2 ZlCl 

L o g o : Acha-se a derivada do logariihmo d'uma funeção dividindo a 
derivada d'essa funeção pela mesma funeção, e multiplicando pelo mo-
dulo. 

Não deve esquecer que nos logarithmos naturaes ou neperianos o mo-
dulo é egual á unidade. 

(«) Como 1/ = a °8 y— e 'J dá Iog y= Iy Iog e = M Iy, vê-se que M é o factor c o n -
stante, chamado modulo, pelo qual se devem multiplicar os logarithmos naturaes para 
ter os d'oulro systema de base a (Alg. Sup., n . ° 151) . 
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Exemplos : 

U . tu' — Ul1
 , , nz'. 

y = l—, y' = —; y = log«», y = — M; 
l Ut Z 

x M 
y = Iog , . y = , av; 

i / , / 7 — 5 » ! M / / , í 
y==log(®+ V r Í f * 2 ) , 2 / ' = - = I j Z = Z i / - v ^ Z = — = s 

V 1 + x 2 V V v/ 1 + x 2 - a? ^ V' 1 + 

V t + x + V l — « , 1 
y = l = , y — — 

V i + x — V i — # # 1 — ^ 2 

dy 
3 8 . Chamando differencial loyariihmica de y a expressão —, podem 

tomar-se facilmente de cór as regras fundamentaes da diferenciação das 
funcções algébricas, dizendo que : A differencial logarilhmica d'um pro-
ducto é o somma das differenciaes logarithmicas dos seus factores; a do 
quociente é a differ eriça das do dividendo e divisor; e a da potencia, é 
o producto do expoente pela da raiz. 

3 ¾ . Também o uso dos Iogarithmicos facilita o calculo das derivadas. 
Assim: 

V1 z' z! 
I. 1/ = 2' dá Iy —-11 z, — = t — + il z, y —y [t — + t' lz); 

e por isso a derivada de y = z* é y'= z*z'(l +Iz), 

II. y dá ly = b* la, y' ~ yb*z' lalb~a(b*)b* Z1Ialb. 
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III. y = « ( ' " ) dá Iy = Iu Izf y' = z(tU) A-+(U--^U1It)Iz]. 

Outra demonstração das regras para differenciar as potencias, 
os logaritlimos e as exponenciaes 

3 0 . Demonstraremos agora estas regras considerando as derivadas como o limite 

, f(x •+• h) — fx , , 
de — correspondente a A = 0. 

h 

Ix + h)m — xm 

I. Sendo y = x m , é y' = Iim. , 

/4 J 
ou, pondo h=>a.x, y = hm. x" ' 

Para % iníinitesimo é (1 + a ) m — I = P infinitesimo, quando em logar de m se 
põem os dois inteiros que o comprehendem, e portanto também para m qualquer. 

E como de (1 + * ) m — I = P se tira 

i_ 

l0g (i -H P) P l0g(l + P)E TJi r 

Iog ( 1 + a ) a 1 

Iog ( 1 - h a ) " 

1 1 
ou, pondo a = = — , f j * = — , 

t J 

Iog 

: 111 

Iog | 

gera y' = m x ' " - 1 lim. . 
i o g ( . + 7 y - _ 
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L o g (<r+ A ) — L o g x 
II. Sendo y =*Logx, e y = I i m . - , 

I. .* ( . + ! ) ' 
ou, pondo x—ih, y' = lim. . 

ax+k— a* a'' — í 
III. Sendo y — ax, é y' = l im. = ax l im. , 

. h . , 1 í , . a l o g o 
ou, pondo a" = 1 -1 , «' = lim. , ,v . » / I N i ' l o g O i T j 

. . , , n* Iog a 
isto e, y = — 

lim. I o g ^ I + - Í - J 

Para concluir a formação de y' nestas tres especies de funcções, resta portanto 

achar o limite da funeção + t I u a n ^ o t tende para o infinito. O que faremos, 

seguindo o raciocinio empregado no Iogar respectivo do Cale. d i f f . de Serret. 
I . 0 Se i é sempre inteiro e positivo, a fórmula do binomio de Newton dá 

1 , H i - i ) 1 , i ( i - 1) •••(< —(«-!)) 1 
1 + t > T + TTV ' I2 í . 2 « " ^ + 

i (i 1) .. (t — w-t-l)j i — n (»' — w)(t — w — 1) 

" ~ 1 . 2 n ~ ( ( M 7 ^ í » + 1 >•<•(»•-H 2)< + - J 

ou 

h m & I & É & Í ^ 
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sendo R, 
' ( - T H - W - T . O - T X - ^ ) , 1 
1 . . 2 n L » + l ( m l ) (n + 2) J 

A somma dos termos do segundo factor de R é evidentemente menor que a dos 
termos da progressão geometrica ' 

1 1 
n - f 1 ( n + J)2 

. . . „ , ' ( - 4 X - I ) - Q - ^ ) . 
e por conseguinte e H„ < — . — 

" 1 . 2 3 w n 

Mas esta desegualdade mostra que Rn tende para zero, quando n tende para o in -

finito; logo, tendendo i para o infinito, é 

( i Y l i i 
h m ^ l + — J = 1 + y + j — 2 + [ 7 2 7 3 + • • • • = * • 

2." Se o numero positivo t não é sempre inteiro, sejam j* e ^ - f -1 dois inteiros 

que o comprthendem, e que tendem com elle para o infinito. Será 

/ i \(* / i v + i 
comprehcndido entre 1/ 6 \ ^ / ' 

í » + — Y + 1 
\ IX-+1J ( l Nja / 1 \ 

isto c, entre • ^ f — e í 1 —J (l + — )• 

' P i 1 

« 0 4 ) ' 
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f 1 \" + í ( 1 Y 
Ora, segundo acabamos d e ver ( l . ° ) , o s Iimiles d e ^ l -)- ^ J e — J 

l i / i V 
são c; c os de I f - e 1-| são 1: portanto o limite de I 1 + — J também e e. 

u. ! 1 H \ » / 

3.° Se i é um numero negativo, inteiro ou fraccionario, t = — p, será 

que tem ainda por limite e. 

É pois, em lodos os casos, lim. ^l -+• = e í 

o que substituído lias Ires expressões de y' dá : 

m m—1 Iogc m — I 
1. Para; / — x y = mx — mx 

Iog t 

„ „ , L o g e M 
II. Para y — Log x y — = —. 

x x 

x , x Iog a x 
III. Para y — a y =a = a l a . 

I o g e 
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Funcções circulares 

3 1 . LINHAS TRIGONOMÉTRICAS. Se ja y = senx; 

e supponhamos que o raio do circulo é a unidade. 
Mudando x em x 4- h e em x — h, resultam 

sen [x -J- h) = sen x + y' h ! . . . , sen [x — h) — sen x — y'h + . . ., 

cuja differença 2 sen h cos x = 2 y'h - f . . . , dá 

sen h y1 

cosx 
+ ; 

sen h 
e porque o limite de —-— é 1, será 

h 

y' 
=r= 1, ou y =Cosx. 

cos x 

Para y ~ cos x podemos discorrer similhantemente; ou notar que, por 

í 1 
ser c o s a ; = sen —TC — x ;, é 

2 I 

d (4- TT 
í i \ ^ 2 ' C i \ M y = cos it — x j . - = — cos n — Xj = — sen x. (*). 

(*) Ás derivadas successivas pode dar-se a fórma : 

, ( íi , , (n) { w A 

De y = sen x, y' = sen I x • — J, y' = sen (a; -i- * ) . . . , y = sen I ,x -+- — J, 

De y = cosx, y' — cos ^x + y" = cos (x * ) . . . , j/ '= cos (^x -I-
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Para 

Sen iC i , cosa;.cosa; 4 sena;sena; 1 4 
y— tanga; = é y ' = = —— =sec*a ; . 

Para 

cos a; " cos2 x cos2 x 

y — cot x ~ tang it — ocj ó y' — — s c c 2 • — ir — a:) = — cosec2a; . 

Teremos assim geralmente, sendo z = f x : 

íZsenz dcosz , 
— - — = cos2 . z, — - — = — sen z . z, 

dx dx 

d tang z d cot z 
= sec s z . z , = — cosec 2 z . z . 

da; da; 

Portanto s3o eguaes : 
A derivada do seno á do arco multiplicado pelo coseno; a derivada do 

coseno a menos a do arco multiplicada pelo seno; a derivada da tan-
gente á do arco multiplicada pelo quadrado da secante; a derivada da 
cotangente a menos a do arco multiplicada pelo quadrado da cosecante. 

Exemplos : 

sen I x 
y — cos í x, y — ; y = sec x, y = tang x sec x ; 

1 2 
V = l sen x, y = cot x; y = / tanc x, y = —„ = ——-; y 9 9 b * cos2 a; tanga; sen2a; 

sen x , , , sen x I , se(l2a;\ 
u = cos x , ou hi = sci)Xi cosa;, y —cosa; I cosa j / cosa ;— - J i 3 y J \ cos x l 
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3 ¾ . ARCOS. Seja y um arco cujo seno é x, o que se escreve assim: 

y —are (sen = x), ou x = *eny; 

ondi1 são x a variavel principal, e y funeção de x. 
Mudando a: em x + h, vem x + h — sen y -f hy' cos y H - . . .; e por 

conseguinte 1 — t/ 'cosj/ , ou y' =— . E do mesmo modo se pro-
v I - X 2 

cederá a respeito dos arcos expressos nas outras linhas trigonométricas. 
Assim, sendo z e y funcções de x, t e remos: 

y = are (sen = z), y' — 
V I 

y z=z. are (cos = z), y' = 

V l - ^ 2 

y = are (tang = z),y' y = are (cot = z), y1 
i 

1 H- ~2 ' 

L o g o : 
A derivada d um arco é egual á do seno repartida pelo coseno; ou a 

menos a do coseno repartida pelo seno; ou á da tangente multiplicada 
pelo quadrado do coseno; ou a menos a da colangente multiplicada pelo 
quadrado do seno. 

Se o raio fosse r, e nSo a unidade, bastaria restabelecer a homogenei-
dade nas fórmulas (Geom. Anal., n.° 7 ) . 

Assim: y — are (sen — s) , y — are (tang = z), i/ = t a n g z , 

r s 1 , r* z , r V 
dar iam: y - - = — 5 . y ' = , 

J r 2 — - 2 r + s COS 
V ' -

2 í-

As funcções s e n x , cos x,. . . chamam-se inversas de are (sen =x), 
are (cos = x ) , . . .; e reciprocamente. 

Em geral, resolvendo em ordem a x a equação y = f x , a funeção re -
sultante x — yy è inversa de f, e f é inversa de <p. 
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Derivadas das equações 

3 3 . Seja z uma funcção z — f [ x , y) 

de duas variaveis independentes x, y, isto é, de duas variaveis, cada uma 
das quaes pode variar, sem que a sua variação inllua na outra. Discor-
rendo como no n.° 20 , mudaremos x em x + h, e depois no resultado y 
em y + k; o que dará : 

f ( x + h, y) = f { x , y) 4 h — + . . ., 

e depois f [ x 4- h, y 4- k) = f ( x , y) 4- k ^ + h ^ + . . . , 
dy dx 

d z d z 
ou f ( x 4- h, y + Ic) — f [ x , y) = i = k 4- h — 4 - . . 

Quando h e k forem os augmentos infinitesimos, ou differenciaes, de x 
e y, será i o correspondente de z; e a equação precedente dará : 

dz , dz , 
dz = 7xdx + Ty

dy (O-

Os coelíicientes — e ~ são os coeficientes differenciaes -parciaes de z 
(X2C (X Il 

. dz dz . 
em ordem a x e a y; -j-dx e — «( /são as differenciaes parciaes de z 
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em ordem ax e a « ; e v^ + — dy è a differencial completa ou total, 
dx dy 

dz, de z, que se compõem das duas parciaes (*). 

3 4 . Similhantemente, quando for z funeção de qualquer numero de 
variaveis x\, x$. .. 

dz dz dz 
teremos » — « 1 - : 1-"2 3— í «3 

dx \ dx% dx% 

ou, segundo a notação de Leibnitz, passando ás differenciaes, 

dz dz dz , 
dz = -— dx\ + -— dxt -| dx3 -f . . ., 

dx \ dx.} dx 3 

dz dz dz . . . . , 
onde são —, —, — — , . . . o s coefficientes differenciaes parciaes de z em 

dx\ dXi dx-) 

ordem a x j , X2, X 3 , . . . 

(») Alguns geómetras designam por ( — \ o coefficiente differencial parcial de z 
\dx) 

az 
em ordem a t ; e por — o coefficinte differencial, quando 2 e funccao so de x : 011-

dx 
z 

tros designam o primeiro por d —. Segundo estas notações : 
dx 

* ti 1 d z 
em dz = zdx e v = — 

dx' 

em 
, dz\ x f d z \ z 

dz = Tpdx -+• qdy é P = I — I o u = d — , q = I —- j ou = d —. 
\ d x j dx V1V J dy 
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3 3 . Se na equação proposta livessemos feito variar uma só variavel, 
acharíamos immediatamente o coefficiente differencial parcial respectivo. 

dz f{x-\ h,y) — f(x,y) dz f[oo,y + k)—f(x,y) 
Assim — = lim. , , — = Iim. : • 

dx h dy K 

E esta operação é permittida, por serem independentes as variaves x, y. 

Por exemplo: 5 = are ( t ang = —) 
y / 

dz y dz x 
daria separadamente 

dx Xi + y2 d y Xi + y 4 ' 

dz 
3 í f . Se fizermos variar x ou y em —, acharemos os coeflicientes dif-

d dx ^2 

ferenciaes de — em ordem a x ou a y, os quaes se designam por — — , 
d ' z -n * j , d*z d*z , . ^ 1 -——. h do mesmo modo obteremos ., ——5-, pelas variações de 

dxdy dydx dy2 

dz 
— em ordem a x ou a y. 
dy y 

Assim, mudando y em y + Zr, em ^; e i e m a c + i , em ~ resultam 
dx dy 

f ( x + h,y + k) — f ( x , y + k) f { x + h,y)—f(x,y) 

— — Iim 
dxdy 

d*z 

dydx 
E 

: liin. 

h h 
k ] 

f{x + h,y + k)—f{x + h,y) />.</ + k) y) 
k k 
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., . d*z <Pz 
e, porque os segundos membros são idênticos, teremos -—— = -——. r 1 dxdy dydx 

. , vn-- . d3z d3z dsz 
SimiIbantemente acharemos que é , a , = -——— = ; , u; 

dx*dy dxdydx dydx1 

e, em geral, que é indifferente a ordem das differenciações. 
Em conformidade com isto, e com o que se disse no n.° 5, ser5o (•) 

d z J d z
 J J 9 ®z , , Q dfiz J 1 d*z 

d i = TxdX + Tydy' d " Z = d ^ d X ^ d l u T y d x d y ^ ~ d f d y ' 

,'OT a. m — a d Z 
e, em geral d z =• VA dx dy 

dx*dym~a 

designando Aa coefficientes numéricos Ao, A li • • • "m • 

f d m + n z \ dm+n+Xz d"1+"+1Z 
(•) Por ser tí( J = rr d x H r ? dy< 

\dxmâyn> dxm+Xdy" dxmdyn+i 

dm+nz d z d z 
que pode considerar-se como o producto de por — dx H dy, mudando 

dxmd yn dx *y 
depois nos numeradores os expoentes em Índices: vè-se que, fazendo a mesma m u -
dança, podemos escrever as equações symbolicas: 

r dz dz f á z dz 
: = dx H <" dz = — dx + — dy , d2z = — dxh — dy 

[ dx dy J l dx dy 

m rdz , dz -
,...d * = — d x - h — dy 

Idx dy y. 

E são assim A os coefficientes da fórmula do binomio de Newton . & 

À 
Com effeito, se for d{ z = ^ A ^ dx* dy " " 

a dx* dyx~* 
lambem será 

dz dz, 
— dx-h—dy 
dx dy 

d<+h = ^ A a fe- dyi~«\ ^-dx+^dy p y ) ' + 1 • 
« i dx dy J L dx dy J 
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3 9 . Seja agora F ( x , y) = 0 

u,ma equação implícita entre as variaveis x, y. 
Poderemos, sem a resolver em ordem a y, o que ciaria, y = f x , achar as 

derivadas y', y",. .., considerando F [x, y) como egual a outra variavel z, 
e formando os coeficientes differenciaes de z pelas regras precedentes. 

dz 

, d z d z , d x 
Assim z zz=— -f —« =O dá y = —. 

dx dy * dz 

dy 

Por exemplo, de j/2 + Xi = r 2 , ou x2 + j/2 — r2 = 0, tiram-se 

d z ^ d z x 
— =2x, — = 2y, j/' = . 
dx dy y y 

3 8 . D'cste modo vem y' expresso em x e y; e não em x sómente, 
como aconteceria se tivéssemos resolvido a proposta em ordem a y. Que-
rendo pois ter y1 expresso unicamente em x, resta eliminar y entre a pro-
posta e a sua derivada. 

Eliminando, por exemplo, y entre a;2 H-3/2 = r2 e a sua derivada 
xi 

2x1 2yy' = 0, virá y'2 = - r T X 

e portanto, sendo a Iei verdadeira para dz, também o é para d'lz, d 3 * , . . z, 
ou geral. 

Similhantemente, por ser 

Zdm -KfH--" . r fm+l-t-n+fH- -x / ' + " + P + l + - ^ 
dl W — dx-i dy-1 ——dv+.., 

W m d j / W . J dxm+*dyndJ.. dxmdyn+*dv?.. dxmdyndv'^1.. 

que pode tomar-se como o producto symbolico de por 
dx dy ldvP 

dz dz dz 
— dx -+- — dy H dv-¥-..., vê - se que . sendo x, y, v,... variaveis independentes, e 
dx dy dv 

t = f(x, y, t>,...), 

rd: dt dz "]»» 
pode escrever a equação tymbolica d"> z = j — dx -f — dy j- — dv+... j . se 
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Cumpre advertir que a eliminação eleva em geral y' ao gráu que tem y 
na proposta; porque, se esta é do gráu n, y tem n valores; e como o 
calculo da derivação conserva em y' os radicaes que tem y, vê-se que y' 
tem egualmente n valores, ou que a equação em y' deve ser do gráu n. 
Se y' entra linearmente na derivada de F (x, y) = 0, é porque y também 
alli se acha, e envolve os mesmos radicaes, que a eliminação e a resolução 
devem reproduzir explicitamente. 

Se derivarmos a derivada z' da primeira ordem, teremos 

„ d*z 2d2z , d*z „ dz , n 
Z = d x * + d y d x y + ~ ¥ y l ^ y = 0 ' 

a qual dará y" em funeção de x, y, y'. 
Querendo y'1 em funeção de x e y sómente, eliminaremos y' entre as 

derivadas z'= 0, z" — 0. E queiendo y" em funeção de x unicamente, 
eliminaremos y e y1 entre a primitiva e as duas derivadas, z = 0, z'= 0, 
z" = 0. Mas estas eliminações elevarão o gráu de y. 

Por exemplo : z = xl + 2ax*y — ay'A = 0 

dá z1 = (2ax* — 3ay*) y' + kx* + 4 a x y == 0 

e z"= (2ax* — 3ay*) y"+ 8 a x y ' — Gayy'* -j- 1 - t 4aj/ = 0, 

entre as quaes e a proposta se deverão eliminar y' e y, para ter uma 
equação entre y'' e x. 

4 0 . Seja F [x, y, z) = 0 

uma equação implícita entre as tres variaveis, x, y, z. 

d F d F dF 
Teremos — d x + dy -f —dz = 0. 

dx dy dz 



CALCCLO DIFFERENCIAL 

Se entre as mesmas variaveis houver outra relação 

3 7 

Z = (p (aí, y) : 

tirando d'ella dz= — dx + -r-dy, e substituindo na primeira, resultará 
dx dy 

IdF dF dz\ IdF dF c/z\ 

\dx dz dx) \dy d z d y j 

d F d F dz 

, , . dw dx dz dx 
a qual dá a derivada — , 1 dx dl dl ' dz 

dy dz dy 

sem que seja necessário eliminar z de F(a?, y, z) = 0. 

Se não houver a relação z = <j>(x, y), podemos suppril-a considerando 

dy 
® como arbitraria ; e como então é arbitraria —, a equação differencial 

dx 

parte-se nas duas parciaes: 

d F d F d z _ Q d F dF dz 

dx dz dx dy dz dy 

É inútil insistir na doutrina analoga relativamente ás ordens superiores: 
sendo claro que se poderá diíferenciar cada uma das equações differenciaes 
de primeira ordem relativamente a x e relativamente a y; o que dará 
Ires equações distinctas: e assim por diante. 
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Eliminação das constantes e das funcções arbitrarias 

4 1 . EQUAÇÕES ENTRE DUAS VARIAVEIS. A s d e r i v a d a s s u c c e s s i v a s d a 

proposta podem também servir para eliminar algumas constantes, ou por-
que o processo da derivação as faz immediatamente desnpparecer, ou pela 
eliminação d'ellas entre as equações derivadas e a proposta. Mas cumpre 
advertir que não podem, de qualquer modo, eliminar-se ao todo, entre 
derivadas, parametros e variaveis, senão tantas quantas são as derivações 
successivas da proposta; e por isso, se a derivação faz desapparecer um 
parametro, e tentamos eliminar outro entre a equação primitiva e a deri-
vada, reapparece por essa eliminação o que desapparecera. 

É evidente que as equações, que se obtêm desembaraçadas d'alguns pa-
rametros, devem exprimir propriedades da proposta, ou da curva que ella 
representa, independentes dos mesmos parametros. 

Assim a derivada x + yy1 = 0 da equação do circulo, x2 + j/9 = r 2 , 
por não conter r, exprime uma propriedade commum a todos os círculos 
cujo centro é a origem das coordenadas. Do mesmo moçjo y = ax-{- b 
dá y' = a, que exprime uma propriedade commum a todafc as rectas pa-
rallelas á proposta ; mas, se entre estas equações eliminarmos a, resultará 
y = xy' + b, na qual reapparece b. 

1 3 . Também se pode eliminar uma constante c, resolvendo a proposta 
em ordem a ella, c = y{x, y), e tomando a derivada d'esta equação. E 
como este processo, e o da eliminação da constante entre a proposta 
F (x, y) = O e a sua derivada, devem conduzir a resultados equivalentes, 
é claro que pelo segundo se deve chegar a uma equação em y', que não 
será linear quando em <p [x, y) houver radicaes provenientes do gráu de c 
na proposta. 

Po rexemplo yl — 2cy -[ Xi = c2, (y — c)y'-x = 0, 

dão, eliminando c, [Zy1 — Xi) j/'2 + bxyy' f x2 = 0. 
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E a proposta, resolvida em ordem a c, e sendo derivada, daria 

/ , 2 w y ' + x 
C = — 2 / — J 2 i f r * 2 , Q = - , 

V 7 V + 

que, desembaraçada do radical, é idêntica com a precedente. 

4 3 . Do que fica exposto se vê que, diferenciando n vezes uma equação 
F (x, y) = 0, não pode y(n) entrar na ultima derivada da ordem n se-
não no primeiro gráu. E por isso, quando apparece uma equação da ordem 
n, na qual j/(") não entra linearmente, é porque esta equação não proveio 
immediatamente da differenciaçâo successiva, mas sim de se combinarem 
entre si e com a proposta as equações derivadas, para eliminar algumas 
das constantes, das variaveis, ou das derivadas de y de ordem inferior. 

4 4 . EQUAÇÕES ENTRE THES VARIÁVEIS. N e s t a s e q u a ç õ e s a p r e s e n t a m - s e 
resultados mais extensos, podendo as derivadas servir para a eliminação 
de funcções arbitrarias. 

Seja z = f ( t ) 

uma funeção arbitraria de l; e £ uma funeção dada, l = F (x, y), das va-
riaveis independentes x, y. 

Derivando separadamente em ordem a x e em ordem a y, e dividindo 
uma das derivadas pela outra, vem 

dz dl dz dl dz dl dz dl _ 

dx dx' dy dy' dx dy dy dx' 

desapparecendo a funeção arbitraria d'esta relação, que exprime o condição 
de ser z funeção de í. 

Seja, por exemplo, z = f [ x * + yi) ; 
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onde f (x2 + y2) representa uma funcção arbitraria de x2 -f y2, como 

x 2 + y2 

Iog (x2 + y2) , V x2 + y2 , r - , etc. Teremos 
sen ( x 2 + y2) 

^ = / > = 2 x f ( x 2 + y2), ~ = q = %yf (x 2 + y 2 ) ; 

e , eliminando f1 (x 2 f y2), virá py — q x = 0 , 

que é fommum a todas as funrçôcs de x2 J y2 . 

Seja y — bz = f[x— az). 

DifIereni iando em ordem a x e z, e em ordem a y e z, vem 

— bp = [\—ap).f, l—bq = — aq.f; 

e eliminando f, resulta ap -f bq= |, 

qualquer que seja a fórma de f. 

o- ->i V — b I - I x — a \ Simnhantemente - = /{ 1 
Z C \Z CI 

dá z — c = p ( x — a) + q{y — 6). 

Opportunamente faremos sentir a importancia d'esta theoria. Por agora 
limitamo-nos a dizer que as tres equações da segunda ordem poderiam servir 
para eliminar duas funcções arbitrarias que exibissem na primitiva, etc. 
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Mudança da variavel independente 

4 5 . Quando se differencía uma variavel y considerando-a como funeção 
d'outra x, dá-se a x u m augmento differencial arbitrario, e procura-se o 
correspondente de y; depois, querendo differenciar a primeira derivada, 
dá-se ainda a i um augmento differencial arbitrario, e procura-se o cor-
respondente d 'el la: e assim successivamente. Mas, tanto por simplicidade, 
como para tornar mais facilmente comparaveis entre si os augmentos da 
variavel y e das suas derivadas, costuma tomar-se o mesmo augmento 
para x nas differenciações successivas. E assim, considerando x como va-
riavel independente em y = f x , e tomando dx constante, os coefficientes 
differenciaes ou derivadas successivos são (n.° 5) 

, dy_ „_<Py ,„ _ d'3y 
V = d x ' y ~dx* V ~dx3"" 

4C». Qualquer questão tractada pelo calculo differencial conduz a ex-
pressões em x, y, y', y ' , . . . , taes como 

Haj' y> y'> y"> • • •)» 

para fazer uso das quaes é necessário que da relação y = F x , que liga y 
com x, se tirem y', y'1,..., e se substituam na mesma expressão. 

Supponhamos porém que, ou por commodidade do calculo, ou pela na-
tureza da questão, a variavel independente é e que por isso x e y se 
consideram como funcções de t. Devem então substituir-se em logar de y', 
y",, . ., nas quaes se toma x como variavel independente, as t ransfor-
madas d'ellas, que resultam de considerar y como funeção de x, e x como 
funeção da variavel t, agora independente. 

m » t ti c\i\\ dy .dx dy' .,dx dy" „,dx 
0 8 a i s , m ( » • 2 0 > f r * é v i - ' * - i = y * 

F 
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que dão 

obtendo (n.° 12), 

dy 

dy dt 

dt 

dy 
dt 
dx' S f " -

dy_ df_ 
dt dt 
dx dx 

l i dt dt 

. . . as expressões de y', y", 

dfiy 
dx 

dl 

dfiy dy d2x 
dfi dt dfi 

( t e 2 t dx\3 

dx2 d:ty dx dy d']x dx d-y d*x , dy Id^xX 2 

, l r _ d : t y _ I f i ~dfi~~T'dt ' W ~~ Tl dfi Tfi + ò T l [ d f i ) 
V Tdãy " " 

[dT) 

mm, . , dx dfix dsx , dy dfiy d3y 
4 9 . A s expressões d e e d e - , que 

entram nas fórmulas precedentes, tiram-se das relações que ligam x e y 
com t. 

Assim, se forem x = yt, y = f t , 

dx , cfíx ,, dv _ dfiu 
s s - ^ a i - t " . 

Se x e y forem funcções implícitas de t, ou se as relações entre ellas 

dx dv 
e t forem dadas por duas equações em x, u, í, tiraremos —, —, das duas 

dl dl 
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equações differenciaes de primeira o rdem; depois , das de se-

gunda ordem : e assim successivamente. 

4 8 . As fórmulas dos n.cs 46 e 47 são geraes ; e por isso se deduzem 
d elias as relativas aos casos particulares de se considerar x ou y como 
variavel independente. 

No caso de ser x a variavel independente, é í = x; e aquellas fórmulas 

dx , d*x „ dy dy <fiy d*y 
dão f , , =O f = — § - = = — § , 

dt dl* dt dx dl2 dx* 

No caso de ser y a variavel independente, é t = y; e as mesmas fórmulas 

,3 ihJ . d*y n o d y 1 

d a o dt = 1 ' * * = 0 eTx=IZ 
dy 

d*x ^/d*x\* dx d3x 

dry dy* d3y ^dy*) dy dy3 

dx* / dx 3' dx3 dx Xi3 

I y ) \~dy) 

4» Supponhamos, por exemplo, que a expressão de $ do n.° 46 dá 
em coordenadas rectangulares a solução d'um problema relativo ás curvas 
planas; e que se quer applicar esta solução a uma curva cuja equação, 
r = f t , é dada em coordenadas polares r, t. Temos neste caso dois modos 
de applicar a expressão, de que se tracta : ou transformar a equação r = ft 
em coordenadas rectangulares; ou transformar a expressão <{/ em coorde-
nadas polares pelo processo ensinado nos números precedentes, o que é 
quasi sempre mais commodo. 

Referindo as coordenadas rectangulares á mesma origem e ao mesmo 
eixo dos x que as polares, a relação entre umas e outras é 

x = r cos t, y = r sen t. 
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Se considerarmos pois í como variavel independente, e r, x, y, como va-
riáveis que dependem de t pelas equações 

r = ft, x —r cos t, y — r sen í, 

dx dr dy dr 
t e r e m o s : — = — c o s i — r s e n í , —- = — sen í + r cos i , 

dt dt dl dt 

<Px <Pr d r d 2 y d?r ndr 
—— = —^ c o s / — 2 — sen t — r c o s í , — « — - r * s e n í f 2 — c o s i — r s e n í , 
d l 2 d t 2 dt dl2 d í 2 dt 

por meio das quaes se formarão as expressões de y', y ", do n.° 4 6 , que 
ent ram em <J<. 

, . xy1 — v , . 
Assim a expressão J / — ——.—- (a 

v T yy' + x 
dy 
dl 

x v / 
dx r sen í + r cos l 
— r c o s í - ; r s e n í 
dt r cos í — r sen l r , M 

dá ^ = - J = 7 = - a ' . 
dy r s e n í + r c o s í r 
— r s e n í . - ; — 1- r c o s í 
dt r c o s í — r s e n í 

ydi + X 

dt 

(1 + v'2) 2 

D o mesmo modo A — ^ — (b) 
y 

dâ 
3 

f r ' sen í + r c o s í \ 2 ) 2 t r sen t - | - r c o s r v 
Vr ' cos t — r sen ( / 

S< 

(r ' cos t — r sen í)"' 

t ^ f r ' c o s i — rsen t)(r" sen <- | -2 r ' cos / —r ' sen t) — (W sen f - j - r c o s t)(r J / cosf 2 r ' senf — rcos<) ' 



CALCCLO DIFFER ENCIAL 45 

, ( + r " ) 2 

^ = ^ 2 7 ^ ' ( 6 ) -

E, para applicar ^ a uma curva, cuja equação r = fl seja dada, resíará 
substituir, em logar de r' e r", as suas expressões 

dt " ~ dt* ' 

5 0 . Com as derivadas da equação y = f x è fácil, pelo que se disse 
no n.° 48 , achar as da equação inversa x = sem resolver a primeira 
em ordem a x; porque as equações d'aquelle numero relativas ao caso de 

. . , dx dfix dy dfiy 
ser u — í, dão as derivadas —, — - , . . . . expressas em —, ~— a , . . . 

" dy dy2 dx dx2 

Por exemplo, para y = ax, 

com as derivadas ^ = kax, 4 » = A V , . . . , acharemos 
dx dx 

d x _ 1 _ 1 d*x_ A V _ ! 1 

T y ~ h è ~ V y dy*~~~Wé~x~ ~ k j a x f 

como acharíamos pela resolução da pçoposta em ordem a x, 

i , l y i y q u e d a x = — = — . 
I a k 

Similhantemente 

, dy dx 1 t 
w = sen a; dá — = cos x ; J r i dx dy cos x V I — y* 

, du dx 1 I 
y = tang a: dá - = Scc iX; - — = — — = — — . 

dx dy sec- x I f y i 
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5 1 . Nas derivadas da primeira ordem, por ser o quociente de 

dx 
dividida por —, qualquer que seja t (n.° 46) , podemos empregar a no-

ili 

dy 
taçào dy = — dx, sendo dy e dx referidas a qualquer variavel indepen-

ClJC 

dente. Por exemplo, sendo z e y qualquer variaveis, dependentes ou in-
dependentes, a equação y = sen z dá 

, . , dy dy 
dy = c o s s d z , dz= — 

COS Z 
V l - ! / 2 

5 ¾ . Se na expressão de ^ entra mais d'uma variavel independente, 
pode ainda applicar-se o mesmo methodo. Assim, entrando nella as va-
riaveis x, y, z, ligadas pela equação z = F (x, y), e querendo transformar 
as derivadas de z, relativas a x e y, em outras relativas a novas variaveis 
s, t, de que são funcções as primeiras, consideraremos z como funeção 
de x e y, e x e y como funcções d e s e l ; e teremos 

dz dz dx dz dy dz dz dx dz dy 

ds dx ds dy ds' dt dx dt dy dt' 

que, eliminando, darão — e 
dx 

dz 
dy 

expressos 
dz dz dx 

cm — , — , — , 
ds dt ds 

dx 

Tr 

dz dy dz dz dx dz dx 
dz ds dt Iu ds dz dt ds ds dl 
dx dx dy dx dy_' dy dx dy dx cll 

ds ' dt dl ' ds ds dt dl ds 

Depois teremos similhantemente as derivadas de — e ~ relativas a 
dx dy 



CALCDLO DJPFERENCIAL 4 7 

x e y, expressas nas suas derivadas relativas a s e i . Por exemplo, deri-

dz 
vando —, vem 

dx 

d ('-nI d ( — ) 

dx) d 2z dx dfiz dy dxJ dfiz dx d 2 z dy 

ds dx2 ds ^ dxdy ds ' dt dx2 dl dxdy dt ' 

f dz ! dz \ 
d — d 

as quaes, depois de substituir nellas por — — — e — — — as derivadas, 

dz 
em ordem a s e t, da fracção que achamos para valor de —, darão, eli-

t i X 
. , J2Z d*z 

minando, —-x e . 
dx1 dxdy 

Fórmula de Maclaurin 

5 3 . Fazendo x — O na serie de Taylor, e designando f , f , f , . . . o s 
valores correspondentes d e f x , f x , f x , . . . , resulta 

f h = f + h f + ~ h r + ^ h r ' + . . . 

Mudando h em x , o que não altera as funcções f x , f x , f x , que são 
independentes de h , nem por conseguinte f , f , / " ' . . . : f i c a 

fx = f + xf + ± x r + ~ 2 x T + (B). 

Esta fórmula é a de Maclaurin ou de Stirling, a qual se deduz assim 
da de Taylor. 
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. Mas também da serie de Maclaurin se pode deduzir a de Taylor. 
Com effeito, suppondo fx = <p (x + h) em (B), vem 

? ( x i h ) = f h + x f ' h + I x i V H ^ A + . . 

na qual, chamando x eh o que se chamou h e x, vem a serie (A). 
Vê-se pois que as duas fórmulas têm a mesma generalidade; e que a 

vantagem da de Taylor, para desenvolver em serie segundo as potencias 
de h as funcções da fórma f ( x + h), consiste em se poder fazer nestas 
A = O antes da differenciaçSo. 

Mas a fórmula de Maclaurin é d'uma applicaçào muito extensa; e o seu 
uso preferível frequentes vezes ao das outras na desenvolução em serie. 

5 ã . A duas fórmulas de Maclaurin e de Taylor demonstram-se tam-
bém facilmente pelo methodo dos coefficientes indeterminados. 

FÓRMULA DE MACLAURIN. S e j a 

fx== A + Bx + Cx 4 + Dx 3 + 

Formando as derivadas successivas, teremos 

fx = B + 2 C x + 3 D x 2 + . . . , /wX = 2C + 2 . 3 Dx f"x = 2 . 3 D + . . . ; 

depois, fazendo x = 0, acharemos 

f == f = B, f = 2 C , / " ' = 2 . 3 1 ) 

e por conseguinte (B). 

FÓRMULA DE TAYLOR. S e j a 

f [ x + h) = A + B/i + Ch* + DA3 + . . . . 
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Formando as derivadas em ordem a h, e attendendo a que é (n.° 20) 

teremos 

f (x + h) =B + 2C/t + 3 D A 2 + .. 

/*' (x + A) = 2C + 2 . 3 D A + . . . 

f"'(x + h) = 2 . 3 . D + . . . 

depois, fazendo A = 0, acharemos 

fx== A, /vX = B, f"x = 2C, f"'x = 2 . 3 D , . . . 

e por conseguinte (A). 
Esta demonstração do theorema fundamental do calculo diílerencial é 

sem duvida simplicíssima; mas, além do emprego anticipado da fórma da 
serie, o qual é commum a outras demonstrações, suppõe conhecida a 
derivada das potencias. 

Nem quizemos por isso omittil-a, nem podiamos collocal-a em primeiro 
logar. 
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Dos casos cm qnc a serie de Taylor é insuflicicntc 

S f i . A serie (AJ do n.° 6 pode ser defeituosa e inapplicavel ao desen-
volvimento da funeção f ( x + h), quando se dá a x um valor determinado 
a; porque, no caso de haver potencias negativas, ou radicaes, 11a funeção 
f x , pode acontecer que, mudando x em x -f h, as constantes, que entram 
com a + Ii nos denominadores ou debaixo dos radicaes, destruam a, e 
fique alli sómente h; havendo assim potencias negativas ou fraccionarias 
de h em f(a + h), contra a hypothese em que se funda a serie (A). 

Por exemplo, mudando x em x-\-h, e fazendo depois x = a, nas ex-
pressões 

3 1 
y = V x - t v {x — a)4 , y — + Vx, 

[x — a)M 

teriamos, respectivamente, 

h t Zi2 h A2 

Y = V a + — — + h í — — Y = h-™+Va 
2 Va ^ 8Va*'"' 2Va 8 Va9"" 

SimiIhantemente y — cot x, y — Iog x, 

dão, para x = O, Y = cot h, Y==Iogfc , 

que devem conter nos seus desenvolvimentos potencias negativas de h, 
por isso que Ii = O as deve tornar infinitas. 

Vê-se pois que, se as regras dadas subsistem em quanto não se a t t r i -
buem a x valores determinados, nem sempre succede o mesmo quando x 
toma valores particulares; porque se pode então cair em uma excepção 
do theorema de Taylor. Convém por isso ter caracteres, que denunciem 
esta c i rcunstancia ; e saber como, dando-se ella, se poderá achar o ver-
dadeiro desenvolvimento de f[a ] li). 
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5 9 . Supporihamos que x = a faz desapparecer um termo P de f x . 
Então P tem a fórma P = Q (x — a)m . 

I . 0 Se tn é inteiro e positivo, a derivada da ordem w contém um termo 
sem x — a; e por isso o factor Q, que a hypothese x = a faz desappa-
recer das m — 1 primeiras derivadas, torna a apparecer nas da ordem m 
e seguintes. Neste caso o theorema de Taylor não é insufficiente. 

Por exemplo, de y = {x — a ) 2 (x — b) — ax2 

tiram-se y1 = [x — a ) 2 + 2 (x — a)[x— b) — 2 ax, 

y" = 4 (x— a) +2 [x — 6) — 2 a , y '" = 6 , 

que, para x — a, se reduzem a 

y = — a\ «/' = — 2 a 2 , y" = — 2b, j/"' = 6 ; 

e a serie de Taylor dá Y = - — a3 —2 orh — bh- + A3. 

2.° Se m é uma fracção comprehendida entre os limites Z e Z-f 1, a 
hypothese íc = a anniquila todas as l primeiras derivadas de P; mas na 
seguinte, da ordem / + 1 , entra o factor [x — a ) " 1 - 1 1 , que tem o ex-
poente negativo, e que x = a torna infinito: e o mesmo acontece d'ahi 
por diante; de sorte que a serie de Taylor é insufficiente a partir d'esse 
termo. E assim devia acontecer; porque o radical de (x — a)m , desap-
parecendo da serie, mas conservanro-se em f{a -f li), faria que os dois 
membros não tivessem egual numeio de valores, se no segundo não en-
trasse Ii alíecto do mesmo radical. 

Por exemplo, em y = Xi+^ — b) (x — a ) 2 , 

quando se faz x==a, tornam-se infinitas as derivadas da terceira ordem 
e das seguintes; sendo por isso a serie de Taylor insufficiente desde o 
quarto termo. E com efíeito, mudando x em a + li, esta funcção torna-se 

— JL 
em Y = a3 + 3a2/i + 3ak- -f- (a — b) Ii 2 + h*+ h - . 

O mesmo acontece no primeiro exemplo do numero precedente, desde 
o terceiro termo. 
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3.° Se m é negativo, x — a entra no denominador de P e de suas de-
rivadas, as quaes a hypothese x = a torna infinitas; sendo assim a serie 
de Taylor inapplicavel desde o primeiro termo ao desenvolvimento, no qual 
h tem potencias negativas. 

_ 
Por exemplo y=(x* — ax) 2 

D Â , = Y = ± ( I ) - T _ ' ( ± ) T + » ( » ) T . . . . 
a \ a ' 2a V a / 8 a a / 

O mesmo tem logar no segundo exemplo do numero precedente. 

5 8 . Para ver mais claramente a correspondência que ha entre o ap-
parecimento d'um termo com potencia fraccionaria ou negativa de h e o 
facto de se tornarem infinitas as derivadas a partir d'esse termo, suppo-
nhamos que, ordenado o desenvolvimento em relação a h, a menor potencia 
fraccionaria de li seja m, comprehendido entre os inteiros Z e Z f 1, sendo 
l < O no caso de m negativo. Teremos 

f[a + h) = A -f BZi + C Ifi + . . . Lh1 + Wim + . . . 

Tomando as derivadas successivas d'esta equação em ordem a h, vem: 

f ( a + h)<= B + 2Ch + 3D/i2 f . . . ILk1-1+ mM/i" 1 " 1 + . . ., 

f"(a + /i) = 2C + 3 . 2 U / i . . . + / ( Z - I ) I J k ' - * + m(m — 1) M/i™"5+ . . ., 

f l f í [ a + h ) = l [ l — 1 ) ( Z — 2 ) . . . l L + m ( > ; ! — l ) ( w — 2 ) . . . ( m — / + l)M/im—' f . . . , 

/•C+1) (a + Zi) = m[m — i ) (m - 2 ) . . . (tn - l) M/i™-'-1 + 



Se fizermos h = 
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0, as l primeiras darilo 

5 3 

B = r « . C = 4 r ' a , d = r > a . . . . L - ^ ^ ; 

e a serie 

f{a + h)=fa + hfa + ^h*f"a + . . . y ^ " ! h l f®a + Wim + . .. 

coincidirá com a de Taylor até o termo em hl; mas a coincidência aca-
bará nesse termo, porque h — 0 torna infinitas /"('+1Ja e as derivadas se-
guintes. Por t an to : 

I.0 Em quanto Tt = a não torna infinitas alguma das funcções y, y', 
y " , . o desenvolvimento que dá a serie de Taylor não é defeituoso. 

2.° Se x= a torna infinita alguma das funcções y, y', y " , . . . , as 
seguintes o serão egualmente; o theorema de Taylor é defeituoso desde 
o termo que tem a primeira derivada infinita; e o expoente de h nesse 
termo deve ser negativo, ou fraccionario, e menor que o inteiro egual á 
ordem d'aquella derivada. 

Assim, se x = a tornar y infinito, também y', y",. . . seráo infinitos, 
e li terá potencias negativas. 

É necessário advertir que, no caso de ser fx a somma de muitas fun-
cções, podem as derivadas da mesma ordem das funcções componentes ser 
umas infinitas e outras finitas; e por isso deve discorrer-se a respeito 
de cada uma d'ellas separadamente. Assim é que no primeiro exemplo 
do n.° 56 o termo I ^ x não dá derivada infinita para x = a, e o termo 

v / ( x — a) 4 dá y", y"' infinitas; e por isso deve sommar-se 

h Iii 

V (a + h) = Va + —— ., + . . ., que só tem potencias inteiras e 
Ji y d O ; Cl 4 

positivas de h, com y' (a -f h — a)1 = h 3 . 

Como a derivada da ordem n de y = xm tem a fórma j/(") = Axm~n, 
nenhum valor de x difTerente de zero a torna infinita ; e por isso a fór-
mula do binomio (x + h)m tem logar para todos os valores de x differentes 
de zero. O mesmo se pode dizer das series do Iog (x-f A), que, pondo x=\, 
dá a de Iog (1 + h); e das de sen (x -f h) e cos (x + h), que, pondo x = O, 
dSo as de sen h e cos h. 
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5 9 . Para obter o desenvolvimento que, a partir do termo defeituso 
da serie de Taylor, deve substituir esta serie, mudaremos x em a + A na 
funeção proposta, e, por meio das series conhecidas, desenvolveremos 
/ " ( a + A), ou / " ( a + A) menos a parte achada. 

Por exemplo y = c + (x — b) \/ x — a 

3x — 2a — 6 
dá y = 

2 vy x — a 

e como x = a torna infinitas y' e as derivadas seguintes, deve h ter um 
expoente fraccionario entre O e 1. Com efleito, mudando x em a + h, re-
sulta 

-L JL 

Y = c + (a — b) A 2 + A 2 , 

que se compõem de c e da parte que não iiá a serie de Taylor. 

Do mesmo modo y = c + x + (x — b) (x — a) 2 

dá 

- 3 - - S - L 
l + ^ - a ) 2

 t -(x-b)[x-a)*, y"=-3{x-a)* + -b){x-a) 2 ; 

e como x — a torna infinitas y'' e as derivadas seguintes, o desenvolvi-
mento de f{a i h) tem uma potencia fraccionaria de h entre 1 e 2. Com 
eífeito, substituindo a + A em Iogar de x na proposta, resulta 

JL A 
y = c + a + A + (a — 6) A 2 + hJ, 

que se compõem de c + a -f- A e da parte que não dá a serie de Taylor. 

C ® . Para desenvolver em serie f(a + A) menos a parte achada pela 
fórmula de Taylor, podemos empregar o processo seguinte: 

Seja A a parte achada pela fórmula de Taylor. Se dividirmos f(a+h)—A, 
depois de convenientemente reduzida, pela maior potencia Am de A que 

í 
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for factor d'este resto, isto é, por uma potencia de h tal que A = O não 
torne o quociente nullo nem infinito, teremos 

f[a + k ) - A 

Am 

Seja B a parte de M independente de h, isto é, o valor de M correspon-
dente a / i = 0 . Se dividirmos M — B pela maior potencia A" de Ii que 
for factor d'este resto, teremos 

A» 

E assim por diante. D'onde resulta, por substituições successivas, 

f (a + A) = A + Bhm + CAm+" + DAm+"+? + 

© 1 . Supponhamos que x — a faz desapparecer de y um radical que 
subsiste em y\ isto é, que a primeira potencia de a? a multiplica este 
radical. Então y' tem, para x = a, mais valores do que tem y; porque, 
subsistindo em y1 o radical que desapparecera de y, o numero dos valores 
de y' é, em geral, egual ao dos valores de y, multiplicado pelo gráu do 
mesmo radical. 

Se, pela elevação ás potencias convenientes, fizermos desapparecer o 
radical da proposta, e diferenciarmos a equação resultante, z = f [ x , y ) = 0, 

dz dz 
teremos - — h - V = 0. Mas, segundo o que fica dito, para x = a, 

J 

devem corresponder a cada valor b de y dois, pelo menos, a e ^ de y': 

logo, chamando A e B os valores de e relativos ao systema de 
dx dy 

valores a e b que se considera, terão logar simultaneamente as equações 
A + B a = O, A j - B ^ = O, que dão B (a — (¾) = 0 ; ou B = O, A = O, 

, o 
y T 

Assim a equação da primeira ordem reduz-se a uma identidade, e não 
determina y'. 
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Como x = a anniquila o primeiro termo da derivada de segunda ordem 

dz „ d*z l9 a d*z , d?z n 

r y
y +^y 

d*z (IiZ JtiZ 
e como em — x , ———, — n ã o ha radicaes, esta equação derivada, do 

dy1 dxdy dx1 

segundo gráu em y', dará dois valores a e js de y1 correspondentes a cada 
um dos de y. 

Se a cada valor de y = fa corresponderem tres valores de y', anni-
quilar-se-hão também os tres coefficientes diíTerenciaes de segunda ordem; 
e, para ter y'=fa, será necessário recurrer á derivada de terceira ordem, 
na qual se anniquilarâo os coefficientes de y" e y'", e que dará tres valores 
de y' para cada valor de y. 

Era geral, para ter y' por meio da equação desembaraçada do radical 
que x = a faz desapparecer de y, será necessário recorrer á derivada da 
ordem d'esse radical. 

Por exemplo, x=a reduz a y = a e y'= 1+ a— b respectivamente 

x — a 
a equação y=x-\ (x-a) \ x—b e a sua derivada y'—l + \ x—b-, 

2\/ x—b 
correspondendo assim dois valores de y' a x = a, y = a. Mas, se desem-
baraçarmos a proposla do radical, e tomarmos as duas primeiras derivadas, 
teremos 

(y—x)*=(x—a)*(x — b), 2(y — x ) ( y ' — 1 ) = ( x — a ) ( 3 x — a — 2b)f 

{y - x) y" + ( y ' - i ) * = 3 x - 2a — b, 

que, para x = a, se reduzem respectivamente a 

y = a, 0 = 0, (y' — l ) 4 = a — b ; 

e da ultima d'estas tiram-se os valores de y', y' = 1 ± ^Ja — b, idênticos 
com os já achados. 

Similhantemente a derivada dey = [x — a)(x — 6) reduz-se, para 
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X = a, a y' = as, fazendo desapparecer o radical, e tomando 
as tres primeiras derivadas, teremos 

t/3 = (x — a) 3 (x — b), 3 Í / V = (x — a ) 2 ( 4 x — 3 6 — a ) , 

yY+2yy^=2(x-a)(2x-a-b),yY!+6yyY+2y'3=2(lx-Za-b), 

que X = O reduz respectivamente a y = 0, 0 = 0, 0 = 0, y d— a — b; 
e a ultima dá y' — ^ (a b), como do primeiro modo. 

Se (x — a)2 multiplica o radical de y, este radical desapparecerá de y 
e y' pela hypothese x = a, mas reapparecerá em y"; e por isso a cada 
systema de valores de y e y' corresponderá mais d'um valor de y". Desem-
baraçando pois do radical a proposta y = f x , e procurando y" por meio 
da derivada de segunda ordem da equação implícita resultante 2 — 0, esta 
equação deverá ser satisfeita independentemente dos valores de y", e dar 

y"=-—. De sorte que será necessário passar ás derivadas das ordens se-

guintes para obter y". 
Do mesmo modo discorreremos, quando ( x — a) 3 for o multiplicador 

do radical de y; e assim por diante. 
Por exemplo x=a reduz a y — a, y ' = \ , y" = 2Va, a equação 

y = x + ( x — a)* Vx e as suas primeira e segunda derivadas. Mas, se des-
embaraçarmos a proposta do radical, e tomarmos as quatro primeiras de-
rivadas, teremos 

(y — x ) 2 = ( x — a)lx, 2(y— x)(y'— 1) = (x — a) 3 (5x — a), 

{y1— l ) 2 + (y — x) y" = 2(x — a) 2 (5x — 2a), 

3 ( y ' - 1 ) y" +(y—x) y'" = 6 ( x — a ) ( 5 x — 3a), 

3 t r + 4(y' — 1) y'" +{y — x) y" = 12(5x — 4a), 

que a hypothese x — a reduz respectivamente a 

y = a, 0 = 0 , y ' = i , 0 = 0, y" = 2 V a , 

em conformidade com o que achamos pelo primeiro methodo. 
U 
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Limites da serie de Taylor. Fórma do resto nas series de Taylor 
e de DIaclauriii 

I 

GSi . Se considerarmos um termo AZia da serie ascendente de f[a-f h), 
a somma d'elle com os seguintes terá a fórma /ia(A -I B/i^); sendo (¾ po-
sitivo, assim como todos os expoentes de Zi que entram em B. K como, 
fazendo Zi indefinidamente pequeno, BZifi pode approximar-se contínua e 
indefinidamente de zero, poderá Ii tomar-se tão pequeno que seja A > BZJP. 

Por tanto: sempre será possível dar a h valores tão pequenos, que qual-
quer termo da serie de f (a + h) seja maior que a somma de todos os se-
guintes. 

© 3 . Quando fa e fa são finitos, pode pois tomar-se Ii tão pequeno na 
serie f(a + h) — fa -f hfa + . . ., que seja Iifa maior que a somma dos 
termos seguintes, c que por isso o signa! da differença f(a 4 Z i ) — f a de-
penda do signal de f a ; sendo assim fa crescente ou decrescente, segundo 
for fa positivo ou negativo. Por exemplo, como fa - s e n a e fa = cosa 
dão respectivamente fa — cosa e fa — s e n a , vê-se que no primeiro 
quadrante o seno cresce com o arco, e o coseno decresce. 

Assim : se fx se conservar positiva desde x = a até x = a + h, sem que 
nesse intervallo se torne infinita, fx crescerá em lodo elle. 

Posto isto, fazendo crescer Ii desde 0 até b na funeção f[a + h), 
sejam Aj o valor de h que dá o mínimo resultado f[a + Zij) = f'p, e o 
que dá o máximo resultado f(a-\ lii)=fq-

Sef izermos f(a + /t) = fa + MZi (1), 

e chamarmos P, Q, dois limites entre os quaes M esteja comprehendido, 
teremos 

f[a !- h) — fa — PIi > O, —f(a + h) + fa + QZi > O : 

quantidades que são nullas para Z i - 0; e que, pelo que acabámos de vêr, 
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crescerão desde A = O até Ii = b, ficando ambas maiores que zero, se, 
entre estes limites, as suas derivadas em ordem a h forem positivas, isto 
é, se forem 

f(a + h) — P > 0 , — f(a + A) -f Q > 0. 

E porque é evidente que estas condições se verificarão se tomarmos por 
P o minimo valor de f{a -f h) e por Q o máximo, teremos (1), ficando M 
comprehendido entre f p e f q . 

Sejam f"(a + Zi1) = f"p e f ( a -i hv) — fq o minimo e o máximo valor 
de f ( a + h), desde h = 0 até Ii= b. 

Se fizermos f(a + A) = fa 4 hfa i MA2 (2), 

e chamarmos P, Q, dois limites entre os quaes M esteja comprehendido, 
isto é, dois números taes que sejam 

f[a + h) — fa — hfa — P/t2 > 0, — f[a + A) + fa + hfa + QA2 > 0 , 

satisfaremos, pelo que acabamos de vér, a estas condições, entre os dois 
valores 0 e b de li, se, entre elles, forem as derivadas 

f(a 4 h) — fa — 2Ph > 0, — f ( a 4 h) + fa + 2Qh> 0; 

e estas serão egualmente satisfeitas, entre os mesmos limites de h, se, 
entre elles, forem as suas derivadas 

f ( a 4 A) — 2 P > 0 , — f ( a j h) }- 2Q > 0 . 

E porq ie é evidente que estas desigualdades se verificarão, entre os 
mesmos valores de h, tomando por 2P e 2Q o minimo e o máximo valor 

de f (a -1 li), teremos (2), sendo M comprehendido entre fp e — f q . 
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Seguindo o mesmo discurso: se chamarmos fin)(a + h\) = /Wp e 
/W(a + Ag) = /Wqi o minimo e o máximo valor de fin){a + A), entre os 
limites 0 e 6 de A; e se, fazendo 

1 A n - I 
f(a + A) = / a + hfa + - V f ' * + - f ^ H f ) ^ a + Mfc" ''•' (3)' 

procurarmos dois números P e Q que comprehendam M, ou para os quaes 
sejam 

f[a + A) — f a — hfa...— PAn > 0 , — f{a + A) +fa + hfa... + Qhn > 0 : 

facilmente se vê que chegaremos ás condições 

fW(a + k) — 1 . 2 . . . n P > 0 , — /W(a + A) + 1 . 2 . . . n Q > 0 , 

ás quaes evidentemente satisfazem 

1 . 2 . . . n P = / W p , 1 . 2 . . . n Q = fWq. 

Mp /Wn 
Teremos pois (3) , sendo M comprehendido entre —— e 

1 . 2 . . . n 1 . 2 . . . n 

0 5 . Como 1 . 2 . . . n . M está comprehendido entre o minimo /Wp e o 
máximo fn)q dos valores que toma / W x desde x = a até x = a + A, se-
gue-se que o seu valor será um d'entre estes, correspondente a x = a + 6A, 
representando d um numero positivo e menor que a unidade. Logo, se, 
desde x até x 4 A, nenhuma das derivadas das M primeiras ordens for 
infinita, será, com a fórma dada por Lagrange, 

hn~' An 

f ( x | h ) = f x + h f x + ...i 2 + 

D e s t e modo podeiemos apreciar o limite do erro que se commette 
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quando se pára em um termo da serie de Taylor, até a ordem do qual 
as derivadas são finitas. 

G G . Também se pode exprimir do modo seguinte o resto da fórmula 
de Taylor. 

Sejam x, z, variaveis independentes; 

e fz — fx - {z - x) f x . . . - f[n~i)x = x ) - { a Y 

Diferenciando em ordem a x, e reduzindo, vem 

( * - * ) - 1 / W t a ^ u ) (b). 
1 . 2 . . . ( n — i ) ' d x 

Segundo o que vimos no numero precedente, é 

t (*, „ _ , c * , + . - „ - , „ + 

que, fazendo x = z, e attendendo a ser ç ( z , x ) = 0 em virtude de (o), 

s e reduz a 0 = < p 'z . „ ) + ( , - y ) J ^ J I ^ J , 

ou pondo x em logar de y, a 

, . . . d <p (z, «) + 0i (z — x)l 
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Mudando x em x + 0i (z — x) na expressão (b) de y X , c substi 
dx 

tuindo o resultado nesta de rç> (z, x), vem 

iz — x)n( 1 — ô iV ' - 1 

* X ) = 1 . 2 . . . . . ( n — 1) ^ + 9 1 — 

Finalmente, substituindo esta em (a), e pondo z = x + h, resulta a 
fórma dada por Cauchy, 

A"—1 IlnI I — '1 

ft»k)-rxihrx+.. f fit-i^jLiiftm(a;+61/t),.(A"). 

Sendo assim (1 — 0])" f(n+V(x 4 liih) o factor que no n.° 6 chamamos 
PC»). ' 

G J . Como já notámos (n.° 53) , a serie de Taylor converte-se na de 
Maclaurin, fazendo X = O, e mudando depois h em x. 

Operando pois esta mudança em (A') e (A"), obteremos as fórmas ana-
logas da serie completa de Maclaurin: 

• / " + d r r » ^ m . 

Tn— 1 I i f),\n—1 rn 

G 8 . Para que uma serie represente a funcção desenvolvida, é neces-
sário, como dissemos no fim do n.° 17, que seja couvergeute para a funcção, 
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isto é, que o resto convirja para zero. O que poderá verificar-se recor-
rendo a alguma das fórmas que tem o resto nas fórmulas (A') e (A' '), ^B') 
e (B") (*). 

Exemplos : 

I. A expressão y = ax dá y1 = kax, y''= Ifiax,.. .y(") =Iin a*. 

Como estas derivadas são finitas para os valores finitos de x, a serie 

^ n - 1 IcKhn ar-f bh 
a*+h = ax + Iilia*+ .. .+ — _ a « + —- a 

1 . 2 . . . (n — 1) 1 . 2 . . . n 

será convergente, por tender para zero a razão — de dois termos conse-
cutivos. 1 

E o resto convergirá para zero ; porque, tomando í > hli, e escrevendo o 

„ . x »h , , . , hk hl; hk hk hk hlc 
coemciente de a debaixo da Iorma —. —. . . x — . - . . . — , 

I 2 t — 1 i i + 1 n 
vé-se que, para n infinito, o segundo factor é infinitesimo. Portanto a serie 
representa a2"+' ' , qualquer que seja o valor finito de x. 

II. Tomando as derivadas de Log x, acha-se 

_ , .. . h A—i 1 h«( 1 - 0 , ) - 1 
Log ar+ /í = L o g a r + —.. . + 7 ± - —1 —. M ' ; * ^x (n — l ) a r n _ 1 ( n — I ) (ar + 6,/i)« 

, , . i h I A 1 
Como a razão de dois termos consecutivos, . — = . —, tende 

t + 1 x . I a ? 
1 + — < 

(•) A serie de Taylor pode transformar-se em fracção continua. (Veja-se o opús-
culo do sr. Francisco Gomes Teixeira, intitulado: Desenvolvimento das funcções em 
fracção contínua, Coimbra, 1 8 7 1 ) . 
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.. . h , h A 
para o limite —, a serie ó convergente, nos casos de ser — < 1, ou — 

x x x 

h . 
negativo e < 1. E em ambos estes casos, o limite do resto, 

x 

i — o, y - i 

i - i 6 , I i - M 1 A , 
X X 

h 
é zero. Portanto a serie representa L o g ( x - f A), quando — está compre-
hendido entre — I e + I. x 

111. Seja a serie do binomio de Newton 

/ ,v m.ltn— l)..(m—(n— 1)), ,, , 
(x \ A J m =X 8 M mAx"»-1+..—-½ — S— I-O1V1--I ar+A&i)m-n . 

1 . 2 (n — I) 

_ m — ( t — I ) A . . , 
Como a razSo . — de dois termos consecutivos tende para 

i x 
,. . h h 

o limite —, a serie é convergente nos casos de ser — positivo e < 1 ou 
x xr 

h 
positivo e < 1. 

CC 

Sendo m — i < », m < »'< m + 1» e escrevendo o resto debaixo da fórma 

, m— I m — t + 1 m — i m + 1 — t " 
de producto dos factores dz m. —-— ..—: —, —:—.. — , 

1 t — I t t ' — 1 

»'— m n — 1 — m ( A N m " 1 / A \» / 1 - O 1 \ « - i 

— • • — — • ( ' + - ( T ) ( T T T ) ' 
V i + » , - / 

xm ; onde 

o primeiro factor é finito, o segundo é o produclo de fracções próprias, 
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o terceiro é o producto de fracções que tendem para o limite superior 1, 
e o quarto tende para zero: vê-se >|ue, em ambos os casos, o limite 
d'esse producto é zero. Portanto a serie representa (x + h)m , ou quando 

h 
m é inteiro e positivo, ou quando — está comprehendido entre — 1 e f 1. 

Fórmula de Lagrange 

Bf> . Sejam as equações 

U = fy, y = <\i(t + x f y ) (1). 

Tracta-se de desenvolver u em ordem ás potencias de x, sem eliminar y 
entre as propostas (1). 

Derivando a primeira separadamente em ordem a x e a í, e depois eli-
minando f y , teremos 

du dy du dy du dy du dy 
~dx Ix ' ' y' ~dí = ~di ' ' h UT ' IT = IT ' ~dí ; 

ou, multiplicando por <?'y, 

du dyy du dyy 
dt ' dx dx dt 

Similhantemente, derivando a segunda das mesmas equações ( I ) , e eli-
minando <j/, acharemos 

<l\i í/I/ 

dx - dl 
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. • .- i ri du du 
ou, multiplicando por f y , — = — 91/. 

CLCC QTL 

Derivando esta equação em ordem a x, e attendendo a (2), vem 

d( —— 91/) 
d2u du d<fy d2u du d^y dfiu \dx / 
dxi = ~dt 1dx + Jxdl ^y = dx dt + dxdt™= dT ; 

ou, em virtude de (3) , 
M

 d 
d s u 

dí 

Em geral, se for ^ — , b díc—1 d t " - 9 

a derivação, attendendo a (2) e a (3), dará 

i»M \dtdxKY!" ^ [ ' dt dX Kf9i ) d» 

dxn dt"-2 

dí— 2 

( w ) - ' ) " - ( ^ w ) 
dí—1 dí—1 

Portanto a lei é verdadeira para qualquer valor de n. 
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9 0 . Posto isto, fazendo x = 0, ficam 

6 7 

e a fórmula de Maclaurin dá 

(C), 

^ d tr (+<) .* ' ! . 
d< 

+ . • • 
1 . 2 . .r» 1 . 2 . . . n d t " — 1 

Da fórmula (C) resulta immediatamente 8 que achou Lagrange para 
u = f y , y = t + x<fy (*'), que é 

« B = / » + a f 4 . 9 l + ¥ + (C1). 

Quando for u = y, deverá na fórmula (C) fazer-se /¾ = ^!, e = I; 
e na fórmula (Ci) fazer-se ft — t, e / ' t = l . 

(•) E também a fórmula (C) resulta de (C1)p substituindo nesta f{bt) em logar de 
f t , e ç í^í) em logar de ç í . 

Com effeito, fazendo t + Xyy = x nas equações (1 ) , e por conseguinte y = <Ji», 
estas equações equivalem a u = f[tyx), x — t+ x f (I|I t ) , ás quaes, applicando a fór-
mula (C1), vem (C). (Bertrand, Cale. d i f f . , n.' 312.) 
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DeseiiYolviniciito em serie das IunccOes de muitas variaveis 
, - • * T r V ' . 

S 8 . I . EXTENSÃO DA FÓKMULA DE TAYLOR. S e j a z = f ( x , y ) 
uma funcçâo de duas variaveis independentes, x, y. 

Para desenvolver Z = f ( x + h, y + k) 

em serie ordenada segundo as potencias e productos de h e k, podemos 
mudar primeiramente x em x-\- h, e depois y em y 4 k no resultado; ou 
mudar primeiramente y em y ' k, e depois x em x 4- h. 

Mudando x em x h, virá 

e depois, mudando y em y 4- k, os termos d'esta tornar-se-h&o em 

- 4- /• ÚL Jr ^ f + I1 ( ( lz
 + k d*Z 4- ) —{ d*Z + ) 

dy 2 dy2 "" dx dxdy "' J' 2 dx2 '" 

e assim por d iante ; e portanto será 

Z — - / •— h í i t ( l* z Ii-Jl
 d * z , i 2 d ^ z 

dy dx 2 dy2 dxdy 2 dx2 

hm /. " d m +"z 
cujo termo geral é . ; 

1 . 2 . . . m x 1 . 2 . . . « dxmdy" 

excepto para m = 0 ou para n = 0, aos quaes corresponderão os termos 

kn dnz h'" dm z 
respectivos , 

1.2...« dyn 1.2...m dxm 



CALCULO DIFFEitGNCIAL 

Se mudássemos y em y -f k e depois a; em a; -f li, leríamos 

6 9 

h dz k dz A2 dfiz ^ d?z_ Ifi dfiz 

dx dy 2 dx* dydx 2 dy2 

knhm dn+mz 
cujo termo geral ó 

1 .2. . . n x 1 . 2 . . . m dyndxm 

9 3 . Comparando termo a termo estes resultados, que devem ser idênticos, 
d'n+n z dn+m'é 

acha-se que é — = •. D onde resulta, em confoimidade 1 dxm dyn dyn dx'" 

com o que já vimos no n.° 3 6 , q u e : para tomar as derivadas successivas 
d'uma funcção relativamente a duas variaveis, é indifferente a ordem 
pela qual se faz a differenciação. 

XI . 
Por exemplo, d e z = tiram-se : 

r 

•dz _ 3 a : 2 dz _ 2xs dfiz dfiz Gx* 

dx y2 ' dy y ; ! ' dydx dxdy ys ' 

dfiz %x dfiz Gx3 dh d*z d*z 12a; 

dx2 j/2 ' dy2 yi ' dxfidy dydx2 dxdydx y:! 

d'Jz _ d'h _ dh 18a;2 

dy^dx dydxdy dxdy2 y4 

9 3 . Discorrendo d'um modo similhante áquelle pelo qual chegámos ás 
fórmulas dos n.°* 6o e 6 6 ; ou, antes, fazendo h = ah'f le=<xk', e desen-
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volvendo z em ordem a a pela fórmula de Maclaurin: vê-se que, depois 
d'um termo da ordem n— I, o resto da serie é (*) 

h* k"-idnf(x + f)h,y + blc) 

2 . . . » x 1 . 2 . . . (n — ^dxi dyn~ 

ou R11 = W ( J - O 1 ) w - I ^ 
A^kn *dnf(x + + 

1.2...1 x 1.2. . . (n — i) dxí dyn~ 

7S. Para desenvolver as funcções de tres, quatro, ou mais variaveis 
Z = f[x\ + h\, x\ + Ag, + hs,...), seguiremos um processo similhante: 
mudando x\ em xj + Aj, e desenvolvendo f[x\ -f A1, x%„ x%,. . . ) ; de-
pois «íudando, nos termos d«s te desenvolvimento, x% em ÍCO + o que 
dará f{x\ + A,, h^, x^,. . .); e assim por diante. 

3 5 . I I . EXTENSÃO D A FÓRMULA D E MACLAURIN. S e j a 

y xu . . x n _ t ) (a). 

Ponhamos y = f + 2 [qx, xu x2r.. .X xP . XiP' . . . . ) . . . (b). 

(*) Se usarmos da notação symboliea empregada na pag. 3 4 , isto é, se tomarmos 

du ,{ r du 1
n-< ' j d ^ u . . u 

— x — como representando —: :, este resto exprimir-se-na pelas 
í dx\ L r fv l dx1 dy'1 1 

fórmulas symbol icas: 

R11 

I du du i\i 
( h — -Yk — } 

\ dx dy ) 
, ou K11 

n—\f if<í« l r r f t An 
t 1 - ^ V V + / ' \ r f v ) 

1 . 2 n ' 1 . 2 {n — l) 

sendo M= f(x -+- e h, y-f- 6 k), ¢= f (x + J1A1 y + S1A"). 
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Differenciando p vezes em ordem a x, depois vezes em ordem a X1, 
depois vezes em ordem a x 2 , e assim por diante; e fazendo por fim 
nullos x, Xj, X 2 , . . . : vê-se que é 

y 
qx,XitXir... i ,2 . . .pctePx 1.2...P1 X i.2...PzdxiPt x . . . ' " ^ ' 

onde se devem fazer nullos x, X1, X 2 , . . . depois da differenciação. 
Assim a proposta (a) desenvolve-se em serie ordenada segundo as po-

tencias e productos de x, Xj, x 2 , . . . , pela fórmula (6), na qual f e 
qx, X1, x2, são os valores (a) de y e (c) de 

d y 
1 . 2 . . .pdxP x 1 . 2 . . .PxdxxVi x 1 . 2 . . .p2(ix2í>a x... ' 

depois de nelles ter feito x, Xj, x 2 , . . . nullos. 
Parando no termo da ordem + pi + . . .— l = n — 1, vê-se, como 

no n.° 73 , que o resto é 

_ XP-X1"' . x / ' . . . x / + p ' ^ + - 7 ( , i ) ( e x , Ox1, O x 2 , . . . ) 
Kn = V 

1 . 2 . . .pdxP x 1 . 2 . . .pidxP^ x 1 .2. . .p^dxPi x .. . ' 

ou 

" U * 1 . 2 . . . pdxP x 1 . 2 . . . PidxP1 x 1 . 2 . . . pzdxP* x. . . 

9 6 . I I I . FÓRMULA DE LAPLACE. S e j a m as equações 

^b= fia i.y«. •••».). j 

y, = J z 1 (/! + X1 Z1), t/2 = <h (<2 + X2 z a) , . . .y„ = <|;„ (ín + x „ z „ ) , j . . . ( 1 ) ; 

2i=91 (yi. ya.--y»). 32-92(2/1-y8.-y»).-«»=9n(yi,y8....y«),' 
onde X1, X2 , . • • X11 e t[, f2 , . . . tu entram como variaveis independentes. 
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Scrâo - . = ( I . + ^ 2 - . . H = ( m 2 - . - j . + 1 S 

e, eliminando <]/j e reduzindo, virá 

dyi dyi ^ n dzi Zdy1 dy, dy^ dyr^ 
dhc\ Zí dl\ ^1

2 dyi ^dt1 ' d«i dx/díiV 

Mas, se entre as n— 1 ultimas equações da segunda linha de (1) elimi-
nássemos todas as n — t variaveis y2 , y z , m e n o s uma d'eÍIas y,-, 
ficaria uma equação entre y\ e y ; , que, resolvida em ordem a yi, daria 

yi = F ( y i , X3 <2. <3.- • • )', 

depois, derivando em ordem a x1 e em ordem a J1, e por fim eliminando 
F' entre as duas derivadas, viria 

dyi dyL dyi dy, _ Q 

dx i dti dt\ dx i 

» ds t / dy, dy j dy{ dy j \ 
e por conseguinte V -— I -— — — . -— 1 = 0 . 

^ 2 dyi Ndx1 dl i dti d x j / 

Portanto é — z 1 ^1 — O; 
d(c i d f j 

e do mesmo modo —— z* =O (3). 
dxt dli 
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Attendendo a (3) e (2), teremos pois 

7 3 

du n du dyi du_ " / du_ % du dy^ 

I x i ~ S 1 dy~i ' da^ — Z l dí, S 2 V i dyi dl\ dyi ' dxi' 

d u I n d u ídyi_ dy± dy, dyA _ _ d u 

dí t d y 7 ^ 2 d y ^ d x i ' dt, dt, 'd®, / 1 dt, 

dt . 

du du . . . 
Similhanlemente —— = Z j -dxi dti 

v i J , d z i d z i 
que, apphcada a u = Zj da =• z» . . . ; 

e, eliminando z< entre esta e (4), vem 

du dz; du dzi 

da;» ' díi dti ' dxi 
.(5)-

1J1J. Differenciando (4), e attendendo a (5) e a (4), acha-se 

du\ . / 2 du\ / au\ , / 2 au\ 

d4u dz; du ^ d2u dz; 
~dxi'dTi+Zldlidxi~ dti'dxi ^dtidxi dti dti 

i 
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Em geral, se for 

,\y\> ub -,y 

será 

(IP-iU 

dxiP-'1' 

dP-«-1 

dtiP-z 

UA 

d ? - 2 . 
«í» ^Pm -v 

—7 ——" 
da: 

.dz; du . d*u 

j/ dti dti dxi 

diiV-'* 

5.- P - 1 d 2 » 

dxi dti 
du P-* RrifimiS 

ou 
d Pu 

dxv 

. / *du\ , . / vdu \ 

dtiP-1 d í i P - 1 
. (6 ) . 

Portanto esta fórmula tem logar para qualquer valor de p. 

dPu 
9 8 . Como, em virtude de (6) , a expressão de correspondente a 

dx. X 
Xi = O é a mesma, quer se supponha Xi nullo antes da differenciação, 

. ( pdu\ 
quer depois; e como, em virtude de (4), ^ z. —-) pode formar-se achando 

du 
o coefficiente differencial , mudando nelle Zj em ZjP, e fazendo depois 

dxi r 

M-Mhc ,(*! H \ ,£} b nhiifHJH-íiJs i ( I ) otMiBir>fwt!i(l .CC 
Xi nullo: teremos, seguindo este processo, 

• d P - 1 
;\dTu V 1 dti) 

du 

dxi 

dx' dí,P—1 duP~ i 
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e por conseguinte 
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dp+p'u 
dl' 

I IP1 [ I 
Idxi] j 

moo Biunnol Btea/ 
. (cx l) \f\ — »t uo 

oSJuo * 

dxvP' 
d P - I 

dxvP' 

dxi 

HxiPdxiIP' dnP-i . r S i i P - I - I 5 * 
A l i , ' " :'-¾ M ) l . xb ' , > x + * ) b ' \ j b Xb 

Mas, suppondo Xj /==0 , será também, com a mesma interpretação, 

bum »>hi'j(j . Hip 

logo 

,ÍWI ' ' » b 
dP'u 

Illl Bll lo 
d P ' - 1 

du 

dxi-

IlI Iil r-

dxiiP' 
i»b \ 

dí j /P '-1 » 

S a . ~ )»--

dP+P'n 
dP+P'-=Sf d h l J "1 

| dXi dxii J 

dxi P dxvP' dti P—!díj/P'—1 ' 

. >) Iiurnol (i i iilii i11 

comtanto que se mudem Zi em ZjP e Zy em Zj/P', e se façam Xi e jy nullos 

! d2w 
depois da differenciaçâo, em 

dxi dx;i 

Progredindo do mesmo modo, vê-se que se pode escrever a fórmula 
(b) assim : 

^U + y^XiPi.X^Pt..XnPn t -

d p , + p , . . . - » 
| dx\.dx<i. . .dx„ J (D). 

! . S i - P 1 I i f i P - ^ 1 . 2 . . ^ ^ 2 - 1 . ^ ! ^ . . P n d i n P " - 1 " v ' ' 

entendendo-se que em 
dnu 

se devem mudar respectiva-
dx\. dx a. . . dxn 

mente z\, . . . zn em z jP ' , Z2Pi, . . . znPn , e fazer x\, . . ÍC„ nullos. 
Tal è a fórmula de Laplace (Mec. Cel., liv. 2.°, n.° 21 ) . 
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8 0 . Nesta fórmula comprehende-se a de Lagrange, quando é n = I, 
ou u = f y e y = <J> (í + xz). 

Com effeito teremos ent8o 

du du dy ( dz\ du ( dz\ 
— = —. —.ia; jc —) —. \z-\-x— 1, 
dx dy d(t + xz) \ dx' d (t + xz)\ dx/ 

que, pelas mudanças indicadas, se torna em — zP, e por conseguinte (D) em 

• A r r " ) „ xP \ dt 

idêntica á fórmula (C). 
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I I 

A P P L I C A Ç O E S D O C A L C U L O D I F F E R E N C I A L 

Desenvolvimento em serie das funcções d uma variavel 

Faremos applicaçâo das fórmulas que ficam demonstradas. 

8 1 . I . DA FÓHMULA DE TAYLOR. Se j a 

y = Iog sen (x + h). 

Chamando M o modulo, teremos 

, ,, „ M ... 2 M coso; 
t / = M c o t a ; , y ' 5 - , y1" = ^ — . 

sensa; senda; 

cot x 
e Iog sen (x + h) = Iog seu x+ Mh cot x — M Iii — . 

sen 2 x 

A differença Iog sen (x-y h) — Iog sen x = \ será 

í . h V \ M M / 2 3 \ A = MA cot a; ( 1 + ^ — — 1 — - sen2 x .. .; 
\ sen2a; 3 seif ixl I s e n 4 a; \ 3 / 

1 
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e similhantemente 

Ai = Iog cos (x + A) — Iog cos x, A2 = Iog tang (x + h) — Iog tang x, 

serão 

í . h h>i \ MA4 / 2 , \ A1 = — MA t a n g x 1 4 — - — — — -- , I1 - c o s 2 x . . . , 
M s e n 2 x 3 COs2X/ 4eos 4 x \ 3 V 

A 2 M A / t 2 x\ 4M/i 4 cos2x/ \ 
a 2 = — — 1—Acot2x+—A 2 ( l ' 2 c o t 8 2 x ) ) + s 1 

sen2aA 3 v 1J s e n 4 2 x \ 

4M/ i 4 cos2x / . sen 22x\ 

6 ) ' 

onde h representa o augmento do arco rectificado (Vid. Alg. Sup., n.° 158) . 
Tendo, por exemplo, Iog sen 27° 30 ' , e querendo Iog sen 27° 33 ' , po-

remos A = are de 3 ' = 3 sen t ' , e faremos o calculo do modo seguinte: 

6 . 9 4 0 8 5 6 . 9 4 0 8 5 termo 0 , 0 0 0 7 2 8 0 3 
9 . 6 3 7 7 8 6 . 8 6 2 1 5 2.° 7 8 
0 . 2 8 3 5 2 c. sen 2 x 0 . 0 8 6 6 4 3." 0 

6 . 8 6 2 1 5 3 . 8 8 9 6 4 A 0 , 0 0 0 7 2 7 3 
Iog sen 27° 30 ' 9 . 6 6 4 4 0 5 6 
Iog sen 27 33 ' 9 . 6 6 5 1 3 2 9 . IlrlL' 

Este methodo é principalmente util quando se querem calcular os Io-
garithmos dos senos com grande approximação (Vej. o Conn. des Temps 
para 1817 ) . 

8 ¾ . DA FÓRMULA I>U MACLAURIN. Seja y = are (tang = x ) . Serão 

y' =COS2I / , y" =s~ sen 2 y. y'= — sen2i/cos2 i / , y"' = — 2 cos3»/ cos 3 y; 
•7. • • Í-.Í» ! L 

e, em geral, se for í / í2 n _ 1) = A 2 ^ 1 cos (2n — 1) i/cos(2n—1Ij/, teremos 

j/(2") = A2n sen 2 ny cos i n y , t/(2"+i) = A2n-)-! cos (2 n 1) cos2n+1i/, 
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— (2 n — 1) A 2 n - I . A jn+i « 2Asn: 

7 9 

logo, [fórm. (B)], are (tang = x) = x r - a ; 3 - f — a;r! ; 

fórmula que dá a expressão notável t c = 1 — -—-(- — — . . . 

Similhantemente se acharão as series de sen a;, cosa;, ax, Iog ( 1 + a : ) ; 
e, em geral, as de todas as funcções de x, cujo desenvolvimento proceder 
segundo as potencias inteiras e positivas d'esta variavel. 

8 3 . Para desenvolver y em ordem ás potencias descendentes de x, 
1 

hasta mudar na sua expressão x em —, desenvolver y em ordem ás 

potencias ascendentes de l, e depois restituir — em Iogar de t. 

Por exemplo y = • / x 2 — a2 — x V 1 — —j = « \/1 — ía 

J A f i 1
 5

 1 4 \ a 4 
dá y =x ( 1 — - (2 — t —... )=x y ^ 2 8 1 2x 8a;3 

8 4 . Também pode servir o theorema de Maclaurin para resolver as 
equações entre duas variaveis em ordem a uma d'ellas. e para desenvolver 
as funcções implícitas; como se vê nos exemplos seguintes: 

I . 0 De t í i t / 3 — y x m , 
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derivando e fazendo x 
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= 0, t i ram-se 

f - i . r - É . r = o , r -3 m " " 2 7 m 3 " 

a? a;3 

e [fórm. (B)], , + _ _ _ , + . . . 

2 . ° De sen y = x sen (P + y) 

t i ram-se 

sen (P 4- y) _ s e n 2 ( P + y) 
y cos y — x cos (P + y) sen P ' 

s e n 2 ( P + y) , ,„ 2 y '2 cos 2 (P y) f y" sen 2 (P + y) 

* sen P y , y sen P 

2 sen (P + y) sen 3 (P + y) 

Sen 2 P 

depois f= 0 , f = s e n P , f " = s e n 2 P , f " = 2 s e n 3 P , . . 

e , [fórm. (B)], y s e n 1" = ^ x s e n P + ^ - a ; 2 s e n 2 P + — a ; 3 s e n 3 P + . . . 
2t O 

3 . ° De c o s m — cos [m + y) — x sen m 

t i ram-se 

f s e n m / ( sen2)?) c o s ( m + y ) sen 3 m (1 + 2 c o s 2 (rn + y)) 

^ sen(m + y) ' ^ sen3 (m + y) , y sen3 ( m + y ) 
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depois f = 0 , / " ' = = ! , f" = — c o t m , f"' = i + 3 c o t 2 m , . . 

c [fórra. (B)] j /sen l" = x a;2 cot m + ^ - x 3 (1 + 3 c o t 2 m ) + . . . 

4 . 0 De c o s ( z - f j / ) = — a ; s e n z c o s A + c o s z - y 1 — a ; 2 = B a ; + c o 8 z ^ 1— 

querendo y em serie ordenada segundo as potencias de x, t i r a m - s e : 

coszsen(z | y) ( x cos z o
v \ a c 0 8 ( z + y ) 

x cosz 

dy y/l—x9- d*y (l—x*-) 
~ V ' 1 - x 2 ^ s e n ( ^ + í / ) 

dx sen {z + y) ' dx2 sen2 (s -f y) 

depois /' = O, f = cos A, /'" = C o t z s e n 2 A , . . . , 

e , [fórm. (B)] , j /sen 1" = x c o s A + ~ a 2 c o t z s e n 2 A + . . . 

8 5 . S e alguma das funcções f , f , f ' , . . . é infinita, não s e pode ap-
plicar a fórmula de Maclaurin, porque a serie não procede segundo as 
potencias inteiras e positivas da variavel. E então é necessário recorrer ao 
processo indicado no n.° 6 0 , ou antes t ransformar a funeção de modo que 
naquella, que depois houver de ser desenvolvida, não se dê o mesmo in-
conveniente. 

Para isso muitas vezes aproveita a hypothese y=xkz, determinando a 
constante k de modo que x = O não torne infinita nenhuma das funcções 
z, z , z , . . . 

Por exemplo, o desenvolvimento de y = cota; não pode proceder se-
K 



r 
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gundo as potencias positivas de x, por ser cot 0 == o©. Mas, fazendo 

z . xcosx 
y = s — , nSo ha o mesmo inconveniente em z = x c o t ® = , na 
j X sen x 

qual, desenvolvendo o numerador e o denominador, e simplificando, vem 

. 1 9 1 I 
"2" STsTi 

z = = í ~ 1 ; 

depois f = 1 , f = 0, f — — Y , / " ' = O , . . . , 

X* X1 

o que d& z = i . . . . , 

i x X3 

e finalmente y — 
x 3 3 4 . 5 

§6. III. D A FÓRMULA DE LAGRANGE . Exemplos: 

! . 0 P a r a u = ym, y = t + xyn 

s9o /"f = P, ft = Intm-1, <ut = tn, 

r, v-, , m(m + 2 n — 1 ) a , . . 
e [form. (C t)] ym = Im + maP+"-1 4 -i—• ^ aA"+8»-* + • •. 

Jt 

2.* Para resolver a equaçSo « + £y + "yy4 + Sy3 + . . 0 , 
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a YM2 + 5y 3 + . . . 
faríamos t = —, ÍC = t, ?y = ./!/ = !/• 

p P 

E para resolver <* + Py + YJ/" — 0» 

faríamos í = , x= <py = t/ft, / V = J / -
p p 

3.° Na equação transcendente y = f - J -e sen t/, 

que pertence ao problema de Kepler, quando e è a rasSo da excentrici-
dade da eilipse para o semieixo maior, f a anomalia media, e y a anomalia 
do excentrico, temos x=e, <p t /=seny , fy = y; e (forni. Cj) 

e2 d(sen2 í ) e3 d(sen3 í ) 
y = í + e sen f + — A ^ + - L j ^ + . . . , 

g3 
ou y = í + esen t -f — sen 2 í + — ( s e n 3 í — sení) +, 

2 o 

4.° Para u = ym, t/ = C03 ( í+ x l o g y ) , 

teríamos 

• dnu \ d n — 1 — m cos"»-^ sefit (Ig cos <)"] 
(u) = COSro f , ( ? ) = I o g cosi, ( ^ ) = 

e (fórm. C) 

u = cos"» í — x.m c o s m _ ' í sen f Iog cos f 

d t " - 1 

x'2 

+ — m Iog cos f (m — 1) sen2 f cos"»-2 í Iog cos t I 
2 [— cosm t Iog cos t + 2 M sen21 cosm~2 tj 

+ 
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Resolução das equações 

8 3 . Pelos princípios expostos podem vcrificar-se, a respeito das equa-
ções, muitos theoremas que por outro modo já demonstráramos. 

designando P o producto dos factores lineares deseguaes. 
A derivação dá 

fx = (x — a)m-i(x — b)n-K.. [ m P ( « — 6 ) . . . + nP (x — a)... + ...]: 

por onde se vê que (x — a)m'~1 [x— b)n—1 é o maior divisor communi 
de fx = O e da sua derivada fx — 0; theorema conhecido a respeito das 
raizes eguaes (Alg . Sup., n.° 49 ) . 

II. A funcçáo fx = Iog (cosa; ± yj — 1 s e n x ) 

I. Seja f x = (x — a)m (x — b)n.. .x P ; 

dá 
— sen x ±-y — 1 cos x t y / — _ < * ( W - 1 ) , 

dx 

sem ajuntar constante A, porque x = O mostraria que é A — 0 . 
D o n d e se conclue o theorema conhecido (Alg. Sup., n.° 159) , do qual 
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seria fácil deduzir as fórmulas (K), (L) e (M), e por conseguinte os fa-
ctores de xm ± a"' (A/g. Sup., n.os 102 e 103) . 

III. Supponhamos fx = xm + pxm~1 + . . . . + u decomposta nos seus 
factores lineares x — a, x — b,.. . Seré, identicamente, 

Iog f x = Iog (x — a) -f- Iog (x — b) + . . . 

Tomando as derivadas, recairemos na equação (1) do n.° 117 da Alg. 
Sup.; e por conseguinte no theorema de Newton sobre as sommas das 
potencias das raizes. as quaes formam uma serie recurrente cuja escala 
de relação é — p , — q,. . . — u. 

IV. Seja k o valor opproximado d'uma das raizes da equação 

fx = xm + PXfa-1 +...u = 0, 

e y o erro. Teremos 

x k + y, O = f(k + y) = f k + y f k + I y*f"k + -j- j f f " k + . . ., 

fk 1 y*f'k 1 yY'k / v ou x = k JT-y, y = L ^LL iLL—. . M 
y J f k 2 f k 6 f k u 

Usando de duas approximaçòes successivas de y, isto ó, substituindo 

fk 1 ( f k f i f k , , 
— I 7 7 ) JjT em logar d e y no segundo membro, c desprezando 

J TC J, Y K' I K 

(•) Para a transformação em fracção contínua pode vêr-se o n.° 10 do já citado 
Uetenvolvimento das funcções em fracções continuas. 
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o s termos d e ordem i — , acharemos (LkY 
f k ) ' 

u - - f I - I ( N ^ j . ! (Hl"I3(Ci q ( O Í \ * \ 
y ~ f'k 2 f'k! 6 \ f k ) \ f h V f f t / / ' 

O mesmo se acharia applicando a fórmula (Ci) l como se fez no n.° 8 6 , 2 . ' 

com a = f k , £ = f fc , y = i . / " f t , S = - I f f t ; a qual daria 

1 f l f » k + jt*f"'k+... t f k + . . . I t Y k + . . . 

y = = t + f k x + . . . . 

Por exemplo, da equação = a;3 — 2x — 5 = O tira-se k=2, 1 para 
valor approximado d'uma das raizes (Alg . Sup., n.° 7 0 1 ; e por conse-
guinte : fk = 0 , 0 6 1 ; fk = 1 1 , 2 3 ; fk = i 2 , 6 ; f"k = 6. O que dá 

fk 61 f k 1260 f"k _ 600 
~ f k ~ U 2 3 ' f k 1 1 2 3 ; 

e portanto 

x = 2 , 1 — 0 , 0 0 5 4 3 1 8 8 — 0 , 0 0 0 0 1 6 5 5 — 0 , 0 0 0 0 0 0 0 9 = 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 . 
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Das expressões 

o „ 
o*, O x oo, 

OO 
OO •, 0 ° , q o 0 , 00 — 0 0 . 

8 8 . F ó h m a ^ - .Vimos (Alg. Sup., n . ° 2 9 , 2 . ° ) que, se x = a reduz a-JJ-

f x 
uma fracçSo =—, è x — a factor commum dos seus termos; e que, para ter 

r co 

nesse caso o valor da fracção, é necessário desembaraçar os termos da 
potencia mais elevada de a; — a que divide ambos. 

Mudando x em x + h, vem 

f l p + D 

F ( * + * ) F í + à T a H - i - W ® + . . . ' 

depois, fazendo x = a, o que torna fx e Fa; nullos, e simplificando, fica 

+ F a + U r a + . . 2 

fa f a 
e finalmente, pondo h = 0, acha-se — - = = — . r Fa F'a 
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No caso de ser também fa = O, ou F 'a = 0, a fracçSo será nulla, ou 
infinita. 

Se, além de fa = O e Fa = O, forem fa = O e F ' a = O, a fracção 

í r r - ^ — j l , simplificando e fazendo h= O, será - = L r r - E em geral, 
F (a -j h) r a Jt1 a 

se forem nullos fa, f a , . . . fnh e Fa , F ' a , . . . F(")a, a fracção 

F + Fa + V . + . . . I X — W F I - W 

fa /"(«+% 
simplificando e fazendo Ii = O, reduzir-se-ha a —- = . 

Fa HH-iJa 

L o g o : Para ler o valor d'uma fracção que a hypolhese x = O reduz 

á fórma -jj-, derivaremos simultaneamente os seus dois termos tantas 

vezes quantas forem necessários para que aquella hypothese não anniquile 
a derivada de um d'elles. 

E necessariamente alguma das derivadas ha de deixar de anniquilar-se; 
porque, se assim não acontecesse, seriam f(a + h) e F (a í h) nullos para 
todos os valores de h, isto é, seriam fx e Fa: nullos para todos os valores 
de x. 

8 9 . Exemplos : 

xn—í 
I. A expressão que equivale a 2 ( 1 + x . . . . xn~toma 

^ CC ' 1 

a fórma — para x = l . A differenciação dos dois termos dá, para essa 

na ; " - 1 
hypothese, o seu valor — - — — n ; como deve dar. 

a x l)X O 
II. A hypothese x = O dá a a fórma —. Derivando, acha-se o 

CC U 
a s/a — bxlb f a \ 

seu valor =I [ — ) . 
1 \ o ' 
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1 s g i l CC - j - c o s ÍE 0 
III. A hypothese x • = 90° reduz — - á fórma —. A de -

sen x + cos x — 1 0 

, — cos x — sen x 
rivação dá o seu valor —— = 1. 

cos x — sen x 

Do mesmo modo se vê q u e : 

\ / 2 a 3 x — x \ — a \ O1X 16a 
para x — a, é 

a — yj (ax3) ® 

x 3 — a x 2 — a 2 x + a 3 

para x = a, é à 5 0. 
X 2 — a 2 

IV. A hypothese x = c reduz ô fórma — a fracção 

f x a x 2 + ac2 — 2 acx f x ax — ac 

T x ^ b x * - 2 6 c * + 6 c 2 ' e t a Fx 1 = 3 6x — 6c ' 

mas, recorrendo a nova derivação, acha-se —. 

_ . „ 1 — x + /x . XX — x 
P a r a x = I são — = — 1 , — - = — 2 . 

1 — V 2 x — x 2 1 — X + Íx 

9 0 . O methodo exposto, por se fundar no theorema de Taylor, deixa 
de ser applicavel quando este theorema o não fôr até a ordem do primeiro 
termo que não se anniquila. O que facilmente se reconhece, por se tornar 
então infinita alguma das derivadas a que chegarmos. 

Neste caso: desenvolveremos o numerador e o denominador em serie 
das potencias de h (n.° 6 0 ) ; faremos x = a; supprimiremos nos dois termos 
a potencia mais elevada de h, que os dividir ambos; e faremos h—O. 

L 
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f x (x — c) Vlx — b) + V(x— c) 
Seia, por exemplo, a fracção — = — — r — — r, 

* 1 r Fa; Vlc—V[x + c) + V(x—c) 

que x = c reduz a . Como esta hypothese torna infinita a derivada de 

V[x — c), não podemos applicar o theorema de Taylor senão ao desen-
volvimento dos primeiros te rmos; e para V(x—c + A) servir-nos-hemos 
da fórmula do binomio. 

f{e + h) Zi2 +hy/c — b + . . . 
l e r e m o s assim r r ; r v = — ; > 

2 \ / 2 c 

fc 
que, dividindo por A2 e fazendo A = O, se reduz a — = 1. 

FÓBMA 0 x oo. Supponharaos que a hypothese x = a, tornando fx 
fa O 

nulla e Fa: infinita, dá a fx x Fa; a fórma O x oo . Por ser então — = ~Q» 

Fa 

seré f a x F a = J^— =-• — x (Fa) 2 . / * \ i p ' a 

Por exemplo a expressão (1 — x) tang -i ira;, que x= 1 reduz a O X oo, 

é, nesta hypothese, pelas fórmulas precedentes, 

- 1 2 — 1 1 2 
— 7 - = - , o u x t a n g 2 - T : = -

1 
"7T K If 2 2 

í 1 e 1 
sen1 — TI cos2 — 

2 2 
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98. FÓRMA — . Se a hypothese x = a reduz a — , tornando fx 
oo y Fa; <» 

t , . . . fa F a O 
e Fa; infinitas, será - — = - — = — , e por conseguinte 

F a 1 O 

(-Y 
f a _ _ V F a / _ F ' a / / a \ 2 

F f a X Wa/ 5 

• f a f a  

ou também, simplificando >*), —- — ——. r w Pa Ka 

( Ê ) 
Assim, para x = a, é - = , , 

X t / 1 \ TC 

4 « 

a ( x 2 — a 2 ) \ fa 

93. Reduz-se a estes casos o de ter Fa;/* a fórma indeterminada, por 
ser fa = O e F a — oo , ou fa = oo e F a = 1, ou fa = O e Fa = 0 . 

fx IFx 

Porque é F x f x = e í x l í x ; e nestas hypotheses f x l Y x = — = - y - toma 

a uma das fórmas O X oo, -jj-, Sg.. l V x fx 

fa • , fa „ fa + CFa /'a-+-CF'a fa „ 
( . ) S e — for nulla, não o será - + C = — - = ' r = ' ; r + C ; w Fa Fa Fa F'a F'a 

fa f a „ fa„ . , Fa F'a 
e portanto ainda teremos — — —p . Se — for infinita, sera nulla — = —, e p o r -

' . Fa F a Fa fa f a 
• fa f a , 

tanto inf in i ta— = --7-. Assim, para x=> oo , sendo a positivo, e 
t a F'a 

a® f Iog a 
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Ix 
Assim, por ser xlx = — =0 para x = 0, é O0 = e° = 1. E, por , V 

xl — = — j — = 0 para a; = 0, é oo 0 = e° = 1. 
x 1 

ser 

x 

9 4 . FÓRMA OO— oo. Finalmente, se x=a reduz fx—Fa;aoo— oo, 
tornando fx e Fa; infinitas, é 

i _ _ _ L ( J 1 / 
Fa fa 0 V Fa fa ' Fa fa 0 VFa fa 

fa — Fa=— — 
1 0 [ — V V Fa x fa ) F a x fa ^ F a x fa 

Por exemplo, para a? = ~ - i t , é 
Jd 

2 cos a; cot X 2 1 
IT X TZ a; sen x 
2 COSiX 2 

cotx 
%x sen x ItX 

cotx 

iz .. 
x tang x — sec x = — r— = — — — 1. 

2 — 

9 5 . O methodo exposto, fundado no que se disse no n.° 88 , suppôe 
que são determinadas as derivadas de fx e Fa;, para x=a; mas ha casos em 

, . . , „ . fx x+ cosx . fx 1—sena ; 
que não tem isso logar. Por exemplo, — dá , 

Fx x f sen x F x 1 4- cosa; 

onde são fx qF'x indeterminadas para x = cc , em quanto que na mesma 
hypothese é 

cosa; 
r 

= — = I 
Fa; , sen a; 1+ 

x 
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Dos máximos e minimos 

O G , FCNCÇÕES D'CMA VARIAVEL. S e j a y — f x . 

Se, dando a x valores consecutivos, a funcção f x , sempre crescente ou 
sempre decrescente para os valores de x comprehendidos entre x — e e a, 
se tornar sempre decrescente ou sempre crescente para os comprehendidos 
entre a e a + s, sendo s tão pequeno quanto se quizer: o valor de y, 
correspondente no de x = a, que separa os incrementos das diminuições, 
cbama-se máximo no primeiro caso, e minimo no segundo. 

Assim, sendo h uma quantidade muito pequena comprehen' ida entre 
O e £, teremos respectivamente: 

* 

| maxima ) fa > f (a ± h)) 
Para fa\ [ . . . . |. 

( minima ! fa < f(a ± h)l 

E como na serie f (adzh) — fa = ± hfa + — h*f'a ±. . . . se pode 

sempre tomar h tão pequena que o signal do segundo membro seja o do 
seu primeiro termo, vê-se que, em quanto subsistir este termo, não pode 
haver máximo nem minimo. 

Portanto, a condição de ser fa maxima ou minima exige que seja fa ~ 0. 

Satisfeita esta condição, a serie precedente torna-se cm 

f ( a ± h ) = f a + ^ h * f " a ± . . . , 
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a qual mostra que fa será maxima quando fa for negativa, e será minima 
quando f"a for positiva (*). 

© 8 . Se for também fa== 0, a serie 

f(a ± h ) = f a ± ^gfc8/"'* + ^ l f " 

feitos raciocínios similhantes, mostra que a condição, tanto do máximo 
como do minimo, exige que seja fa = 0; e que, satisfeita ella, será fa 
maxima ou minima, segundo for f1Y a negativa ou positiva. 

Do mesmo modo proseguiremos quando se desvanecerem mais derivadas. 
E teremos a regra geral seguinte: 

Achadas as raizes reaes da equação Px = O, substitua-se cada uma 
d'ellas por x em f x , P x , . . ., até apparecer uma derivada que não seja 
nulla. Se esta derivada for de ordem par e positiva, a raiz correspon-
derá a uma funeção minima; se for de ordem par e negativa, a raiz 
corresponderá a uma funeção maxima; e se for de ordem impar, não 
haverá máximo nem minimo. 

f > 9 . Exemplos: 

I. y = v; 2 p x dá y1 = - -— ; e porque nenhum valor finito de x an-
V 2 p x 

niquila y', a funeção y não tem máximo, nem minimo. 
II. y=b — (x — a) 9 dá y' = - 2 (x — a) , y" = — 2 ; 

logo x = a corresponde a um máximo y = b; o que por outra parte é 
manifesto. 

Pelo contrario y — b + (x — a) 2 dá um minimo. 

(») Pondo a h = at e a + h = a', teremos 

fa = fai -f- Iifal ( . . . , fa = fa - hfa •+•. . . 

Logo, para que fa seja maxima, devem ser Pal positiva, e f'a negativa; e o c o n -
trario para que seja minima. 

Poderemos pois também reconhecer se fa é maxima ou minina, examinando se 
f x muda d e signal, passando, e m x = a , d e positiva a negativa, o u inversamente. 
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Em geral y'=X(x—a)» dá y(M+i) = n(n — 1 ) . . . 2 .1 X + K ( x — a ) : 
por conseguinte, se n for impar, a raiz x=a corresponderá a y máximo 
ou minimo, segundo fizer X negativo ou positivo. 

III. De y = —— a tiram-se 
" 1 + x* 

i 1 — ^ 2 // ^ x a i 

' = W + * ? y y y ; 

logo corresponde ao máximo —; e x ——1 corresponde ao mi-
2i 

mmo — —, ou ao máximo negativo. 
Jt 

IV. Dividir o numero a em duas partes taes que o producto da potencia 
do gráu m d'uma pela potencia do gráu n da outra seja o máximo. 

Chamando x uma das partes, o producto proposto e as suas primeira e 
segunda derivadas são: 

y = xm (a — x)n, y' = xm-'l{a — x)"—'1Jma — ®(m + n)], 

y" = xm~*(a — x)n~*[(m + n — 1) (m -f n) Xi — . . . ]: 

logo y' = 0 dá: a; = 0, para m não menor que 1; X=a, para n não me-

ro a 
nor que 1 ; e x--

m + n 

( a Xm+" 
A ultima d'estas raizes corresponde ao máximo rnmnM ) ; 

\ »n + n / 
as outras correspondem ao minimo, quando OT e n são respectivamente 
pares. 

O mesmo se vê mais facilmente applicando a y' o que se disse na nota 
ao n.° 97 . 
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Para dividir a em duas partes cujo producto seja o máximo, basta fazer 

m = M = = I nesta solução; o que dá a: = ^ j -a , e o máximo 

V. Achar o numero x, cuja raiz do gráu x é maxima. 
| I x 

Temos y = \ / x , y1 = y ^—5 e por conseguinte y' = 0 dá Ix= 1, 
XI 

ou x = e = 2 , 7 1 8 2 8 . . ., base dos logarithmos de Neper . 
VI . Achar o numero x, que tem o maior excesso sobre a sua potencia 

do gráu m. m - \ 
Temos y = x — x m , y ' = 0 = 1 — mxm—x,x = \J—. 

* m 
VII. Determinar as cordas supplementares da ellipse, que fazem entre 

si o maior angulo. 
Chamando a, b, os semieixos, a a tangente do angulo que uma das 

cordas supplementares faz com o eixo maior, e 6 o angulo d'essas cordas, 
a V - i - ò 4 

deve ser maxima (Geom. Anal., n.° 80) a funeção tang 6 = - 7 - 5 — t ^ t , 
a ( c r — o s ) 

b2 

ou, omittindo o factor constante do denominador, a funeção y = a 2 a -[ , 
a 

ò2 26 2 

que dá j/' = a2 51 y'' — 4 — s - * L ° g ° 0 máximo, positivo ou negativo, 
ot a 

corresponde a a = ± —, e as cordas pedidas concorrem em uma das 

extremidades do eixo menor. Por onde se vê que fazem entre si o maior 
angulo os diâmetros conjugados eguaes (Geom. Anal., n.os 80 , 4.° e 9 4 , 3.°). 

VIII . D'entre os triângulos de egual perimetro 2p ou isoperimetros, e 
da mesma base a, achar o que tem a maior superfície y. 

Designando ÍC e 2p — a — x os dois lados desconhecidos, a area 

y = \ / p [ p — a)[p — x)(a->rx — p), 
dá 

2 y ' _ 1 + 1 2(yy"-y'*) / f 1 
y p—x a \ x —p y1 (a+x—p)*] 

Fazendo pois y' = 0, será x=p a, e y" negativa; e o máximo 
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y = — aVp(p— a): e por ser o outro lado 2p — x— a = p —a, 
2 2 

o triangulo pedido é isosceles. 
Para achar a base a do triangulo cuja área é a maior das de todos os 

triângulos isosceles isoperimetros, isto é, para achar o valor de a corre-
spondente ao máximo de z = a2(p— a), teremos 

z'= I a p - 3a2 = 0, z" = 2/5 — 6 a , 

que dão a = — p , Zr = - I p . 

Portanto, d'entre todos os triângulos isoperimetros, o equilátero é o de 
maior área. 

E, em geral, o polyçono equilátero é o de maior área d'entre todos os 
isoperimetros. Com effeito seja ABCDE (Fig. 2) o polygono máximo. Se 
AB não é egual a BC, construa-se o triangulo isosceles AIC tal, que seja 
A I + IC = A B + BC: será a área do triangulo AIC maior que a de ABC, 
e por conseguinte AICDE > ABCDlí, o que é contra a hypothese. 

IX. Achar o minimo de todos os triângulos construidos sobre uma base 
de grandeza dada BC = a (Fig. 3) , e circumscriptos ao circulo OF . 

Sejam: o raio OF = r, BF = BD = x, o perímetro = 2 p , e conse-
guintemente CF = CE = a — x, AE = AD = p — a. Serão a, p—x, 

p — a + x os tres lados; e y = y px (p — a) (a — x) a área do triangulo, 

V 

ou, por ser P = — » r2?/ ~ x(y — ar)(a — x ) , 

que dá 

ar (x 2 — ax) y' 2 x — a 
' r 2 — a x + x 2 ' ar3 (r2 — ax + x 2 ) 2 ' 
y" _ I (2x — a ) 2 

2ar3 ( r 2 — a x + x 2 ) 2 (r2 — ax + x 2 ) 3 ' 

1 a3r 
Como y' = O àh x= —• a e y = -5 7-5, este valor de x satisfaz ao 

2 a a — 4f" 
H 
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problema para — a > r; o ponto F é o meio de BC; e os outros dois 
2 a3 1 

lados são eguaes entre si e (*) a — a. 

X. Tomemos sobre os lados d'um quadrado ABGD (Fig. i) as partes 
eguaes Aa, B6, Ce, DCI: a figura abcd será um quadrado. Com effeito: 
L.° por serem eguaes os quatro triângulos d.\a, aB6, bCc, CDÍZ, que têm 
eguaes dois a dois os lados que comprehendem os ângulos rectos A, B, 
C, D, é abcd equilátero; 2.° por serem complementares os ângulos Aad 
e Baò, é recto o angulo dab, assim como os outros 6, c, d. 

Posto isto, procuremos o menor de todos os quadrados y2 assim inscri-
ptos no quadrado dado. 

Sendo AB = m, Aa = x, será aB = m — x ' , e do triangulo Aad t i -
1 

ra-se y i = 2xi— 2mx + m 2 , que, para y'= 0, d à x = — m , e y" 
positiva. Portanto o ponto a está no meio de AB. 

XI. D'entre os parallelipipedos rectângulos, eguaes em volume a um 
cubo dado a3, e construídos sobre a mesma base b, achar o de menor 
superfície. 

Chamando x e z as outras duas arestas, serão: bxz = a3 o volume; e 
CL3 A3 

bx, bz = —, xz = ——, as áreas d'estas faces. Pretende-se achar o mi-
x b 

nimo da área total, que é o dobro da somma daquellas tres, 

2 a 3 2 a 3 

y = T + _ + 2 bx: 

2 a 3 a 3 

o que dá y'= 2b — ^- = 0, ¢ = ^ / - = 2, e y" positiva. 

(*) Pondo OA T= í, a figura (3) daria 

AC 2 = f2 + r2 -+- 2rí -+- — a 2 , AC = — a + iZti-T"1, 
4 2 

entre as quaes, eliminando AC, resolvendo a resultante cm ordem a t, usando do valor 

a3 1 
positivo e substituindo-o em AC, viria o mesmo valor — —— — a, que da a r a1 — i r 1 2 
substituição de í = — a em p — x\ como devia ser. 
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/ a 3 

Se o lado 6 não é dado: chamando « c a d a um dos outros eguaes, X= yj —, 

2 a 3 

a condição de ser minima a área total —— + 4a Vab dá b = a. 
b 

Logo, de todos os parallelipipedos rectângulos de egual volume, é o 
cubo o de minima superfície. 

I O O . Se a equação é de fórma implícita, f ( x , y ) = 0 : derivando duas 
vezes, virão 

*L + y> K _ o , *L + 2v' *L + y" — + «'2 — = O, 
dx dy ' dx2 ' dxdy ' dy dy2 

que a condição do minimo ou máximo, y'=O, reduz a 

V l K s s s 0 , * ! . J l V ^ 0 m 

dx dy ' dx2 dy 

A primeira d'estas e a proposta darão os valores de x e y; e depois a 
segunda mostrará, pelo signa! de y", se esses valores correspondem ao 
máximo de y, se ao minimo. 

Assim, se a proposta é a equação d'uma curva (Fig. 5 ) : para x = \p, 
serão y'1 negativa, e a ordenaria y = pO maxima; para x=Ap", serão y" 
positiva, e a ordenada y = p"O" minima. Mas, se, em vez d'uma equação 
entre x e y, forem m as equações entre ellas e mais m — 1 variaveis, a 
eliminação das derivadas d'estas variavbis entre as differenciaes das m 

dy . . 
equações em ordem a x dará —, e depois as diflerencias de segunda ordem 

CLX 

a a
 d y 

darão — 
dx1 

E se a condição do máximo ou minimo se referir , não a uma variavel y, 
mas a uma funeção, u = F (x, y, z,...), de m variaveis ligadas entre si por 



1 0 0 CAI.CULO DIFFERENCIAL 

n j — 1 equações, accrescentaremos a estas a equação u—F(a?, y,z,.. .)=0; 
e acharemos, como fica dito, o máximo ou o minimo da variavel u. 

Exemplos : 

I . D e y 2 — 2 m í c y + a : 2 = a 2 tiram-se y ' = m y ~ ~ X , — - — 
y — mx y — mx 

e eliminando entre y1 = 0, ou my — ¢ = 0, e a proposta, acha-se 

± ma ± a .. 
x=— . y=—-——-. y'-

V 1 — m 2 1 — m 2 a v 1 — m 2 

Ha pois um máximo e um minimo. 

II. A equação do folium de Descartes, x 3 — 3 axy + ys = 0, dá 

CLU —— ÍC^ 
— - 0, (y2 — ax) y" + 2x = 0; e combinando ay — x* = 0 com 
y1 — ax 

O Q 
a proposta, resultam os pontos (x — a 2, y = a ( x = 0 , y = 0) . 

2 

Para o primeiro d'estes pontos, é y" = ; por conseguinte a orde-

nada será maxima ou minima, segundo for a positiva ou negativa. 

Para o segundo, apparece y' debaixo da fórma ; mas as derivadas se-2 
gunda e terceira da proposta darão y' = 0, y" = — ; sendo por conse-

o a 

guinte a ordenada minima ou maxima, segundo for a positiva ou negativa. 

I O l . Qando o desenvolvimento de f(a ± h) pelo theorema de Taylor 
for defeituoso nos termos a que é necessário recorrer para achar os má-
ximos e minimos, procuraremos o verdadeiro desenvolvimento (n.° 00) , 
e examinaremos se com effeito f(a + h) e f(a — h) são ambos maiores 
ou ambos menores que fa. 
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E x e m p l o s : 

- 5 A i o _ J L 
I. y = b + {x — a ) 3 dá y1 = — (x — a ) 3 , J / " = -g — a) 3; e 

como de y' = O resulta x = a, que torna y" infinita, a fórmula de Taylor 
5 

é deficiente. Mas, pondo x = a± h, vem f(a±.h) = b ± h 3 ; por onde 
se vê que não ha máximo nem minimo. 

4 

II. De y = b + (x — ! a ) 3 t i ra-se f(a ± A) = ò + A 3 ; por conseguinte 
x = a corresponde a um minimo. 

4 

III . Pa ra y = b — (x — a ) 3 achar-se-hia um máximo. 

. I O S FUNCÇÕES D E DUAS VARIAVEIS. S e j a z = ( ( x , y). 

Mudando x e y e m x ± h c y ± k , e desenvolvendo, resuUa 

. ( d z k dz\ I10AJ2* a k d*z A 2 d*z\ 

Para que, en t re limites muito pequenos de A e ft, seja sempre Z > z, 
ou sempre Z < z, ó necessário que o segundo te rmo seja nul lo; e porque 

-7- é arbi t rar ia , esta condição exige as duas 
A 

dz „ dz 
"• ^ = 0 <''• 

Quando as condições (1) se verificarem, a funeção correspondente z será 
maxima se for negativo o terceiro te rmo, e minima se for positivo. Mas, 
quando não se verificarem, não haverá máximo nem minimo. 

Eliminando pois x e y en t re as equações (1), cujas raizes são as qne 
podem convir ao máximo ou ao minimo, é necessário que, substituindo 

ti4z (J2z d 2 z 
estas raizes no polvnomio A2 — - f 2Aft 1- ft2 -—5, o resultado da 

dx2 dxdy dy1 
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substituição tenha sempre o mesmo signal, quaesquer que sejam os valores 

k 
e signaes que se attribuam a —. Ora a quantidade 

k2 

AA2 + 2 B M + a 2 = — 
A 

(A A + B)2 + AC — B 2 ] 

k 
não conservará, para — qualquer, o mesmo signal, que será o de A, senão 

li 

quando forem A e C ambos positivos ou ambos negativos, e AC—B 2 > 0 . 
Portanto, se as tres derivadas da segunda ordem satisfizerem á condição 

f z <Pz ( d*z ^ 

díc2 ' dy2 dxdy1 ' 

dfiz (Pz 
haverá máximo ou minimo, segundo forem —^ e —- ambos negativos ou 
ambos positivos. 

No caso de ser B2 = AC, ainda o trinomio AA2 -f 2íihk + C/;2 será em 
geral positivo ou negativo, segundo o for A. Nesse caso o trinomio anni-

h B • , h • ; quilar-se-ha para — = ; mas, se então este valor de — anniquilar 
k A k 

também os termos da terceira ordem, e der aos da quarta o signal de A, 

subsistirá a mesma regra, qualquer que seja o valor de —. 
k 

Quando as raizes das equações (1) tornarem também nullos os tres coef-
ficientes differenciaes da segunda ordem, será necessário, para haver má-
ximo ou minimo, que os da terceira ordem sejam egualmente nullos, e 
que os da quarta ordein dêem sempre o mesmo signal. E assim por diante. 

I © 3 . Exemplo : Achar a recta demais curta distancia entre duas re -
ctas dadas. 
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Tomando uma das rectas dadas para eixo dos x, as equações da outra 
serão 

z = ax + a, y = bx + $. 

E chamando R a distancia de qualquer ponto da segunda a qualquer 
ponto da primeira correspondente á abscissa x', será 

112 __ (x—x')* + y2 + s2 = (x—x')* -1- (bx + |3)2 + (ax + a)2 = l; 

da qual se tiram 

— = 2 \x — x' + b Ibx + 3) + a (ax + a)], -^5 = — 2 (x — x1), 
dx dx 

dl dt aa + èp 
que, egualando— e —, a zero, dão ' = 5 — - Q . 1 D dx dx a4 + bl 

Por ser x = x', a recta procurada é perpendicular ao eixo dos x; e 
como se podia tomar a outra recta dada para eixo dos x, a procurada 
também é perpendicular a ella, como já sabíamos (*). 

(») Pode também mostrar-se, sem recorrer á mudança d'eixos, que a minima d i s -
tancia é perpendicular á segunda recta. Com effeito, ás equações d'esta recta pode 

1 b 
dar-se a fórma x — mx+p, jj = nx +q, sendo m = — , n — — ; e a s equações da 

a a 

minima distancia, que passa pelos pontos ( ^ x 1 — — ^ » V l c = O . = 

e L" - _ y" = + P = x" - - '-^P), 
\ a2 -p Z>2 a2 -+- o2 a2 + 62 / 

x"-x' , y''—y' a 
têm a fórma x=m'x+p', y=ríx-\-q', sendo m = — : = 0 , n =— , 

z ' — x ' x"—x b 

por tanto é nn' -f 1 = 0 , condição de perpendicularidade das projecções sobre o plano 
dos yz; e por ser também m = 0 , a fórmula (Geom. An. n.° 1 7 8 , eq . 1 2 ) 

1 -i- mm' -+- nn' 
cos A — — 

1/(1 + « ! + n2)( 1 + m'2-+- n'2) 
dá cos A «=» 0. 
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Como a substituição d'estes valores de x e x' dá 

^ = 2 ( 1 + a 2 + *2) - Í L - í - ^ = - 2 
dx* + + b } ' dx'* ' dxdx' A 

dos quaes os primeiros são positivos, e que satisfazem á equação (2) por 

ser 4 (a* + b*)> 0, é minima a distancia correspondente, R= • 
y/a* + b* 

1 0 4 . FUNCÇÕES DE MUITAS VARIAVEIS. D i s c o r r e n d o d u m m o d o s imi -
Ihante no caso de haver tres variaveis independentes, acha-se que devem 
ser nullos os tres coefficientes diííerenciaes da primeira ordem, e conservar 
sempre o mesmo signal a somma dos termos da segunda ordem, quaesquer 
que sejam as grandezas e os signaes das relações entre os augmentos das 
tres variaveis. E assim por diante (Vid. o Cale. de Navier, n.° 150) . 

A expressão, que deve conservar o mesmo signal, é 

d*z aL , d*z a , , d*z * d*z 
h T T + 2 A l k ^ J - T - + 2 2¾ h j — + "TT< dx* dxdyi dyidyy dy,* 

na qual os sommatorios 2 se referem ás variaveis independentes j/i,j/2, . . . 
e aos augmentos respectivos Ai, /;¾,. .. 

Dando a esta expressão a fórma AA 2 +2AB + C, vê-se, como non.° 102, 
que deve verificar-se a condição 

A C — B 8 > 0 . 

A funcçSo AC—B2 é homogenea do segundo gráu, como era AA 2 +2BA+C, 
relativamente aos augmentos; mas tem de menos a variavel A. Poderemos 
pois estabelecer a condição de ser ella positiva, como fizemos a respeito 

2 

da primeira, dando-lhe a fórma Ai k\ + 2Ai Bi + Ci ; o que nos conduzirá a 
outra funeção homogenea com menos o augmento k\. E assim por diante 
(Cale. de Serret , n.° 153) . 
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Nethodo das tangentes 

1 © 5 . Chamando : X, Y, as coordenadas correntes da tangente á curva 
plana BMIVI' (Fig. 1) no ponto M; x, y, as coordenadas d'este ponto ; e a 
o angulo que faz a mesma recta com o eixo das abscissas: a equação da 
tangente 6 

Y — y = tang a. (X — x). 

I. Sendo y = f x a equação da curva, a sua derivada é y'=fx=tanga; 
principio em que se fundou a existencia das derivadas de todas as funcções 
d'uma variavel x, e todo o calculo diílerencial. 

A equação da tangente é pois Y — y = y' (X — x). 

II. E a equação da normal (Y — y)y' + X — X = O, 

por ser a normal perpendicular á tangente (Geom. Anal. n.° 3 1 , 2.°). 
I I I . Fazendo Y = O nas equações da tangente e da normal, resultam 

as abscissas AT e AN das intersecções d'aquellas rectas com o eixo dos x, 
isto é, as abscissas dos pés da tangente e da normal ; por onde teremos 
os x — X e X — x correspondentes, 

Subt. T P = ^ 7 , subnorm. P N = yy ' . 

Quando estes valores sairem negativos, as linhas respectivas terão po-
sições contrarias ás que suppõe a figura da qual agora se deduziram; mas 
bastará examinar se o signal — provém de y, ou se provém de y', para 
conhecer facilmente a situação d'ellas. 

n 
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IV. Os triângulos PMT e PMN dão 

tang. M T = 1 + y'\ norm. MN = y yj 1 + j/'2. 

V. Applicando o raciocinio já empregado (Geom . Anal., n.° 73 ) ao 
caso de ser qualquer o angulo G das coordenadas, ver-se-ha que ficam as 
mesmas a equação da tangente e a expressão da subtangente. 

Mas, por ser (Geom. Anal. n.° 31 , not. eq. 7) 

, 1 + a cos O 1 + y1 cos 6 

o + cos 9 y' + cos O 

1 + y ' c o s Ô 
a equação da normal é Y — y r- (X — x), 1 j/' + cos 0 

ou t / ' [Y — 2 / + (X — x) c o s O ] + (Y — í/)cos0 + X — x = 0. 

VI. Se a equação da curva for implicita, f ( x , y) = 0, o que dá 

ÉL 
, dx . 

y'= — —, a equação da tangente será 

dy 

(V-V) 

106. Exemplos : 

I. Na parahola são y2 = 2 p x , yy1 =p, ^7 = 2 x , MN = \/ 2 p x + Pi. 
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II . Na ellipse e na hyperbole, pondo n o r m . = N e c2 = a 2 : p 6 2 , sSo 

9 19 9 ^ «,d ; ^x b s/ ±(ai—C2X8) . 
I2W2 ± 6 ¾ 2 = ± a*b2, u= dt -TT-, N = — - - s (*). OtH n 

„ , . , V 
III. A equação ym — am-nxn dá = . 

y « 

Por ser a parabola um caso particular d'estas curvas, a equação d'ellas 
se diz a geral das parabolas, quando m e n são positivos. A equação da 
primeira parabola cubica é j/2 — a 2 x ; a da segunda parabola cubica é 

— ax 2 

A equação xn ym = am+n, que se chama a geral das hyperboles, dá a 
mesma expressão da subtangente que a das parabolas, mas com signal con-

y mx 
t r ano , -7 = . 

y n 
IV. A equação do folium, xs — axy + y3 = 0, 

V 3 — a x u 
dá subt. = - etc. 

ay — Xi 

V. A equação da logarithmica, y = ax, dá a subtangente —f = — = 
modulo (Alg. Sup., n.° 154) . V la 

(«) Chamando: á1, í' os raios vectores d'um ponto M da el l ipse; í o angulo que a 
tangente faz com um d'elles; e p a perpendicular abaixada do respectivo foco sobre 
el la: é (Geom. Anal., n . o s 8 3 , 51) 

cy 
c o t l = —, sen< 

h"~' " ' V b i + c2»/2 J a 2 — a 2 V » / 
v a 2 — c 2 + c 2 ; — T a* 

p = $ sen í = 6 V/ , N = - ^ J Z V - ¢ 2 ^ = A v W . 
V S' a1 a 
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VI. Sendo (Fig. 6) AP = a:, PM = y, MQ = Z= y/2ry — y\ e to-
mando o are (sen = z) no circulo gerador MGD, cujo raio é r, a equação 
da cycloide AMF é 

x = are (sen = z) — z, 

contando o arco desde D. 
Derivando as expressões de x e z, o que dá 

' —- 2 « Z 
V r 2 - Z 2 y/^ry — y* 

e eliminando z e z' , resulta a derivada da cycloide 

yy V2ry—y2, ou y' = y' 
/ / 2 r — y1 

y 

O valor da subnormal, yy'=\/2ry — J/2 = z = M Q = TD, mostra 
que a recta MD, tirada do ponto M para o ponto D de contacto do cir-
culo gerador com o eixo AE, é a normal, e que a corda MD é a sua 
grandeza. E com effeito, da equação derivada tira-se o valor da normal 

y \/1 + y '2 = V2ry = corda MD. 
A corda supplementar MG é a tangente. Portanto, se pelo ponto M ti-

rarmos MN parallela ao eixo AE, depois a corda KF, e finalmente MG 
parallela a KF , será esta a direcção da tangente. 

Se mudarmos a origem das coordenadas de A para o ponto mais alto F, 
fazendo FS = m = itr — x, MS = í = 2r — y, a equação da cycloide r e -
ferida a estes novos eixos, e a sua derivada, serão 

M = are (sen = z ) + z , ( ' = ^ - J - J , 

contando o arco desde G. 
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£ 0 ? . As mesmas fórmulas podem servir para resolver muitos problemas 
relativos ás tangentes, taes eomo os de tiral-as por um ponto exter ior , 
parallelamente a uma recta dada, etc. (Vej. Geom. Anal., n.°3 78 e 84) . 

Para determinar, por exemplo, o angulo i que faz a tangente WT (Fig. 7) 
com o raio vector AM tirado da origem para o ponto de contacto M ( x , y): 
chamando 9 e a os ângulos do raio vector e da tangente com o eixo dos 
x, temos 

tang 9 = 1, tang * = , / ' , tang (9 - « ) = t a n g £ = 

Assim a equação do circulo x 2 - | - i/2 = r2 dá tang [3 = ao ; como devia 
dar. 

1 0 8 . Quando a curva BM (Fig. 7) está referida a coordenadas po-
lares AM = r, MAP = O, as fórmulas precedentes não podem applicar-se 
immediatamente á sua equação, r = f6. É pois mis ter : ou transformar 
esta equação em x e y, por meio das relações a; = rcosO, t/ = r sen 9, 
a;2 + j/2 = r 2 ; ou, inversamente, transformar em r e Q as expressões pre-
cedentes da tangente, da normal, etc., e applical-as depois á equação da 
curva. 

Assim, tomando 0 para variavel principal em logar de x, a transfor-
mação, que já se fez (n.° 49) , dá 

tang (i = j-, 
r 

I O W . Nas coordenadas polares chama-se subtangente a parte AT que 
a tangente á curva intercepta na perpendicular ao raio vector AM. Nesta 
accepçào, por dar AT = r tang [3 o triangulo TAM, é 

r 2 

Subt. A T = = t — ; 
r 

adoptando aquelle dos signaes ± que fizer a expressão positiva. 
Exemplos. I. Na spiral d'Archimedes (Fig. 8) é (Geom. Anal. n.° 137) 

aO r 2 r 
r = = 2 7 ' 7 r = Ô r ' ~ = t a n S ( « - < > ) = tang [ S = 9 . 
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Por onde se vê que nesta curva a subtangente é egual em grandeza ao 
arco de circulo, descripto com o raio vector A M = r, que subtende o an-
gulo MA# = 6 . 0 angulo [3 cresce com o arco 0 ; e como 2nrc + 0 só-
mente se torna infinito depois de infinitas revoluções, vê-se que o angulo 
recto é o limite de [3. 

II . Na spiral hyperbolica (Fig. 106 da Geotn. Anal.) é 

a t 
—, subt. = a, — - j = tang (0 — a) = tang <3 = 0. 

Assim 0, (3 e CD — MN (Geom. Anal., n.° 137) tendem indefinida-
mente para zero quando r tende para o infinito; e por isso a direcção da 
tangente tende indefinidamente para coincidir com a de ED1 e o ponto de 
contacto para estar em ED. 

A subtangente é pois constante; a asymptota é o limite de todas as tan-
gentes; e o angulo do raio vector com a tangente é agudo, e cresce á me-
dida que 0 augmenta, tendo por limite o angulo recto na origem em que 
é 2Jrn -f- 0 infinito. 

III. Na spiral logarithmica (Geom. Anal., n.° 137) temos 

o 1 r 
r E= a , tang (¾ — 0) = tang p = —, subt. = —. 

Portanto, a curva corta todos os seus raios vectores debaixo do mesmo 
angulo p, que é de 45° quando a é a base dos logarithmos neperianos. 
A subtangente cresce proporcionalmente ao raio vector. 

Nas equações d'estas tres curvas, quando 0 passar de 2« , deverá substi-
tuir-se por elle 2nrc -f O, como fizemos. 
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RectiiícaçOcs c quadraturas 

f l O . RECTIFICAÇÕES. Se ja y = f x ( 0 

a equação d'uma curva BMM' (Fig. 1 ) ; e BM = s um arco delia compre-
hendido entre os dois pontos B e M (x, y). 

Supposto fixo o ponto B, a grandeza de s variará com a posição do 
ponto M, e será uma funeção S = Fa; da sua abscissa. 

Dando a a; um augmento P P ' = ¾, tal que o arco MM' volte sempre a 
concavidade para o mesmo lado, os augmentos M Q = k de y, e MM' = l 
de s serão 

k=f(x+h)—fx--=y'h+ l=V(x+h)—Fx=s'h+ ~s"h2+.. 
1 

corda MM' = V h2 + /c2 = h y' 1 + j/'2 + y'y"h + . . . . 

E como são Q I l = y ' A , M H = A v 7 1 + y'2 , M H = Q H - A = - . 
1 

teremos 
corda MM' _ V 1 + y'« + y'y"h + 

MH + M'l l 

Porque o segundo membro d'esta equação se opproxima indefinidamente 
da unidade ao passo que A decresce, o seu limite é /. E porque o arco 



112 CAI.CULO DIFFERENCIAL 

MM' fica sempre comprehendido entre a corda MM e a linha quebrada 
MH + M'H, também é 1 o limite da razão entre a corda e o arco, 

i—Iim
 cordaMM'_Ijm ^1 + +y'y"h+• •• _Vi+y'i 

' arco MM' ' j s' 
Vs'+ -s"h+ 

Assim é »' = y 1 + j/'2, ou ds — y da? + dy2 ( 2 ) ; 

ou, traduzindo em coordenadas polares, 

ds= s/dr^ + rW (2) ' . 

Estas fórmulas servem para rectificar os arcos de curvas planas. Substi-
tuindo em (2) em logar de y' o seu valor fx tirado de (1) , forma-se a 
derivada do arco, s ' = F x ; ed ' e s l a se reverterá para a sua primitiva, S = F x , 
pelas regras que hão de ensinar-se no Calculo integral. 

Por exemplo, da equação do circulo, x2 + j/2 = r 2 , tiram-se 

yy'+ x = O, s' =• \ \ + ^ r = ±: — = zt , r 

y y V r 2 - X .2 

derivada »' do arco de circulo s expressa no seu seno ou no seu coseno. 

I A f l . Por meio da expressão de s', as expressões de cosa , sen a, e as 
fórmulas do n.° 105 podem tomar as fórmas mais simples, 

, dy 1 dx y' dy 
t a n S a = * c o s a = = - = - d 7 ' s e n a = 7 - = 1 7 ' 

ys' ds , , ds 
tangente —• —- = y ——, normal = ys' = y —. 

y dy dx 
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1 1 ¾ . QUADRATURAS. Seja í = <pa;a área BCPM comprehendida entre 
as ordenadas dos pontos B e M, o eixo das abscissas e a curva. Mudando 
x em íc -f- h, os augmentos correspondentes, Ic de y e i de f, serão 

E como a razão — d o s rectângulos MPP'Q = yh, D P P M ' = (y + le)h, 

, • .V + ! , • , MPP fQ y 
tem por limite í, é í o limite da razão = —7 ; 

isto é, í' = y, ou dt = ydx (3). 

Portanto, para ter a érea t, substituir-se-ha em logar de y o seu valor 
tirado de (1), e reverter-se-ha da equação derivada t ' = f x ou dy = fxdx, 
para a sua primitiva. 

Se o angulo das coordenadas for a, será í' = y sen a. 

1 1 3 . A érea MAK = T (Fig. 7 ) , comprehendida entre o raio vector 
fixo AK e o variavel AM, é 

c = ABMK — (ABMP — AMP) = ABMK — t + l - x y . 

Se, para tomar a derivada de c, fizermos variar o ponto M, ficará ABMK 
constante, por não mudarem os pontos B e K j e teremos 

i • xy'+y xy'—y nn , xdy—ydx 
„ ' = — t H — = ou da= , 

ou, em coordenadas polares, 

d = ^ A f O (4) ' 
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1 1 1 . As fórmula (2)' e (4)', também se podem achar directamente. 
Chamando A6 o augmento de 9, e AS e Ar os correspondentes de s e r, é 

corda MM' ^ r 2 + ( r + A r ) 2 — 2r (r H-Ar) cos A6 VAr2-F-r (r-T-Ar) AÔ2 

arco MM' , 1 ,. , , I „ , , 
J Ai H—— i' Ai + S Aí + — í"A6 2 + . 

A 2 

IZrIl rz 
ou, passando ao limite, 1 = -r . 

A superfície está comprehendida entre os sectores de circulo — r2A6 e -j-(r-t-Ar)2A6 
2 2 

cuja razão ( 1 H ) tem 1 por limite. Portanto, é também 1 o limite de 

, a 'Afl+4-®' 'A9 2+. . . , 
superf. 2 . . . . » 

-, isto é, 1 = 
sect. circ. í „ 1 „ 

^ r 2 A i -r* 

(R. G. Osorio, Inttituto de Coimbra, t. 3.°, pag. 323.) 

) 
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Das osculaçòcs 

1 1 5 . Sejam y = f x , Y = F x , 

as equações de duas curvas planas. 
Para seguir o curso d'estas curvas, mudemos x em x + li nas expressões 

de y e Y: as ordenadas correspondentes serão 

y\y'h + ~ y"h* + . . . , Y + Yh + - i - Y11Ki + . . . . 

Se as curvas se cortam no ponto correspondente á abscissa X, 6 y = Y 
para x = X; e a distancia dos pontos d'e!las correspondentes á abscissa 
X-r-h ó 

Z = ( y ' - Y ')h + ±-(y«-Y»)h* + . . . 
Ju 

Por conseguinte o gráu de approximação das duas curvas depende da 
pequenez de S em uma curta e determinada extensão de h. 

Se para x = X não é sómente y = Y, mas ainda y = Y ' , a distancia 
dos pontos das duas curvas correspondentes á abscissa X -f li é 

* = Y (y" - Y " ) h 2 + y (2/" - Y " ' ) h 3 + • • • • 

Então as curvas, nas visinhanças do ponto commum, approximam-se 
mais uma da outra do que se approximaria uma terceira curva, que pas-
sasse pelo mesmo ponto, mas que não satisfizesse á condição de serem 
eguaes as derivadas da primeira ordem. Com efieito a distancia entre os 
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pontos d'esta terceira curva, cuja equação seja y = <px, e da primeira, 
correspondentes á mesma abscissa X + h, será 

na qual poderá tomar-se h tão pequeno, que seja A > S (n.° 62) , tendo 
esta desegualdade logar não só para esse valor senão também para os outros 
menores que e l le : por conseguinte, em toda a extensão de h, d'uma e 
d'outra parte do ponto commum, a curva, cuja equação é Y = Fx , ap-
proxima-se mais de y = fx do que a terceira y = <px. 

Se, além de j/ = Y e y' = Y ' , for também y" =-= Y", ver-se-ha que as 
duas curvas se approximam uma da outra, nos pontos visinhos da sua in-
tersecção, mais do que qualquer outra que não satisfaça ás mesmas condi-
ções. E assim por diante. 

H O . Quando duas linhas satisfazem sómente ás condições y = Y, 
y' Z= Y', para a mesma abscissa x = X, diz-se que entre ellas ha um con-
tacto de primeira ordem, ou que são tangentes uma á outra. Quando sa-
tisfazem ás condições y = Y, y' - Y', y" = Y", ha um contacto de se-
gunda ordem; e assim por diante. E fica demonstrado que, se duas curvas 
têm um contacto de certa ordem, approximam-se uma da outra, nas visi-
nhanças do ponto commum, mais do que se approximaria qualquer outra 
que só tivesse com ellas um contacto de ordem inferior. 

D'onde resulta que, se as equações de duas curvas, y = f x , Y = F x , 
tiverem ? i + 1 constantes arbitrarias, poderemos dispôr d'estas constantes 
para tornar eguaes as ordenadas correspondentes a um dado ponto e as 
suas n primeiras derivadas; ficando assim determinadas a situação e as di-
mensões das curvas de modo que ellas tenham, no ponto de que se tracta, 
um contacto da ordem n. 

1 1 ® . TANGENTE. Appliquemos estes princípios á linha recta. 

Seja a equação d'uma curva y = f x . 

Para determinar uma recta, Y = « X + b, que tenha com ella um con-
tacto da primeira ordem no ponto cuja abscissa ó x \ , formaremos as equa-
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ções yx=ax\ + b, y' = a, por meio das quaes, eliminando os parametros, 
resulta a equação do n.° 105 da recta procurada, 

yx — Y = y' (x\ — X) . 

Como os parametros se determinaram todos pelas condições propostas, 
este contacto é o mais intimo que se pode estabelecer entre a curva e uma 
recta. Por onde se vê que a tangente tem a propriedade de não passar, 
pelo ponto de contacto, entre ella e a curva nenhuma outra recta. 

1 1 8 . CIRCCLO OSCCLADOR. Raciocinemos d'um modo similhante a 
respeito do circulo osculador. 

Das equações da curva proposta e d'este circulo, 

y = f x , ( X - 6 ) S + ( X - a ) * = R2, 

na segunda das quaes a e b designam as coordenadas do centro e R o raio, 
tiram-se as derivadas 

y!=f'x, y " = f ' x , ( Y - ò ) Y ' + ( X - A ) = 0 , ( Y - 6 ) Y " + Y ' * + 1 = 0 . 

Imprimindo pois nestas as tres condições y -- Y, j/' = Y', j/" = Y" , 
resultam 

( j , _ 6 ) H ( « - - a ) 4 = - R 2 , (y-b)y'+x-a=O, (y-b)y"+y'*+1=0...(1). 

As duas primeiras das equações (1) pertencem ao contacto de primeira 
ordem, sendo a segunda a equação da normal, entre as coordenadas cor-
rentes a e b: por conseguinte ha uma infinidade de círculos, que tocam a 
curva, e cujos centros estão todos na normal. Mas um d'esses circulos 
tem com a curva o contacto mais int imo: é o que satisfaz também á t e r -
ceira equação (1). 

Vê-se com effeito que, d 'entre os circulos descriptos com diíferentes 
raios, tomados sobre a normal a partir do ponto M d'uma curva, uns são 
exteriores, outros interiores, á curva, e que na passagem de interiores para 
exteriores deve haver um mais proximo d'ella que os outros. 
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As equações (1) dão as coordenadas do centro do circulo osculador e 
o ra io : 

a = x-
y ' ( l + y'2) 

y" 

y i ' í ' 2 

I l = ± ( t + y ' 2 ) 

i+y1' s"* 

(2). 

Para que R seja sempre positivo, como deve ser, toma-se o signal ± 
segundo é y'1 positivo ou negativo, isto é, segundo volta a curva a conve-
xidade ou a concavidade para o eixo dos x. Em quanto a a e b, é fácil 
ver, pela combinação dos signaes de y' e y", e pelos signaes das differenças 
correspondentes x — a e y — 6, que o centro está sempre coilocado da 
parte da concavidade. 

1 1 9 . Para mudar de variavel independente nas expressões de a, b e R, 
generalisaremos esta variavel conforme o que se disse nos n.05 46 e 4 7 , o 
que dará 

-X- y'ix'l±Él 
x'y" — y'x' ' 

-X- « V 
I " I Fln 

xy —yx' 

_ x' (x2 -H í/'2) _ s'V 
V + x'y" — y'x" ~~ y + v 2 ) ' ; 

Il = ± 
(* '2 + y 

3_ 
'2-,2" 

yx x'y" • y'x" 

e depois tomaremos como independente a variavel que quizerraos. 
Querendo, por exemplo, tomar o arco s por variavel principal, ou fazer 

x>* + y '2 = s'2 = 1, acharemos 
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1 3 © . Se as coordenadas são polares, AM = r, MAP = O1 (Fig. 7 ) , 
exprimiremos x e y em funcção d 'el las; e depois substituiremos estas ex-
pressões, e as suas derivadas, nas de a, b, R. 

Assim, tomando 0 por variavel principal, teremos (n.° 49) 

(r sen 6 -f- r cos iJ) (r 2 + r 2 ) \ 
a = r cos â — „ ,. ,, 

r 2 + 2 r 2 — r r " 

f r ' cos 0 — r sen 8) (r '2 + r2) 
ò = r senÔ + - ' 

r 2 2 r ' 2 — r r " ' (2) '" . 

3 

^ (r''2 -f r 2 ) 2
 = Í'3 

r 2 + 2 r ' 2 — r r " r 2 + 2 r ' 2 — r r " 

4 S T . CURVATURA; ANGULO I»E CONTINGÊNCIA. S e j a m a , a ' , o s â n -
gulos que fazem com o eixo das abscissas as tangentes nos pontos (x, y), 
(x + Ax, y + Ay), e a' — a = Aa. 

Quanto mais forvariando a direcção da tangente a partir do ponto M(x, y), 
tanto maior será a curvatura neste ponto. O limite para o qual tende a 

relação — quando Sx tende para zero, e que vamos procurar, é proprio 

para avaliar esta curvatura. 

De tang « = j / ' , tang «' = y' + y"Ax + -i J/"'AX2 + 

y" Ax + -1 j/'" Ax2 + • 
tira-se tang Aa = -

l + !/'2 + y'y"Ax + . 

e portanto 
V H V A ® + . 

tang Aã 9 2 y 

corda 
(i + y2 + y'y"Ax +...) V1 + j/'2 + y'y"Ax + 
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Aa Aa corda tang Aac 
Mas é lim. — = lim. x lim. x lim. - — ; 

As tang AA AÍ corda 

cujos dois primeiros factores tém por limite a unidade: logo a medida da 
curvatura é 

doe y" 1_ 

~ds~ A R' 

inversamente proporcional ao raio de curvatura. 
Por isso também se chama raio de curvatura o raio R do circulo os-

cular ; e centro de curvatura o centro d 'este circulo. 

Chama-se angulo de contingência o angulo da = -— (3) . 
R 

- m » 

1 3 ¾ . EVOLDTA. Para cada ponto (x , y) ha um centro de curvatura 
(a, b); e a reunião de todos estes centros fórma a curva que se chama 
evoluía. 

A equação, b = <pa, da evoluta, a respeito da qual a proposta é a evol-
vente, obter-se-ia eliminando x e y en t re a s duas primeiras equações (1) 
e a equação da evolvente, y = f x ; isto é, substituindo naquellas as e x -
pressões de y, y ' , y" , t iradas d'esta em funeção de x, e eliminando d e -
pois x. 

Differenciando tota lmente a segunda das equações (1 ) , vem 

{y-b)y" + y'* — a'+ 1 = 0, 

que a terceira reduz a b'y' + aí = 0; 

e como a tangente tr igonométrica do angulo que a tangente á evoluta faz 
com o eixo dos x, seria <a'a! = ^ r = , vê-se que é y'<p'a +1 = 0, isto 

a da 

é, que a tangente á evoluta é normal á evolvente, ou o raio de curvatura 
tangente ã evoluta. 
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1 3 3 . Derivando totalmente a primeira das equações (1), e attendendo 
á segunda, vem 

— {y — b)b' — (x — a) X1 = RR' . 

Depois, substituindo nesta equação, em logar de x — a e y — 6, os seus 

a' 
valores tirados das duas primeiras equações (1), e — 7 7 e m l ° 8 a r de y1, 
vem 

a '2R H - &'2R 

V a 2 + 6'2 
-RR' , ou R ' = V a ' 2 + 6'2 . 

Se tomarmos a por variavel principal, será R ' = v 1 + 6'2 a derivada 
do raio de curvatura em ordem a a ; e como a derivada do arco s da evo-
luía em ordem a a é / = V l + ò'2» será R ' = s ' ; equação, á qual satisfaz 
evidentemente a primitiva R = s 4- A, sendo A uma constante arbitraria. 
Para outro arco S1 da evoluta, cuja origem seja a mesma que a do pri-
meiro, será também R1 = Sj + A; e por conseguinte teremos 

s — Sj = R — R j , ou R = Ri + s — S1. 

D'onde resulta que, se O e D (Fig. 9) são os centros de curvatura dos 
pontos R e M, o arco OD da evoluía é egual â dilíerença dos raios de cur-
vatura BO e MD da evolvente. Portanto se, depois de curvar um fio sobre 
a evoluta IOD, o formos desenvolvendo de sobre ella, a sua extremidade B 
descreverá a evolvente BM : propriedade esta, que deu origem á deno-
minação d'aquellas curvas. E como o valor inicial Al = A de R é arbi-
trário, vê-se que a cada evoluta IOD correspondem infinitas evolventes, 
que seriam descriptas pelos pontos do fio AI. 

JL3-I . Exemplos : I. A equação da parabola y * = : 2 p x , 

chamando N a grandeza da normal (n.° 105, IV), dá 

J ~ y J ~ yr V V 2 x J ' p 2 - f p 
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L o g o : o raio de curvatura da parabola ê egual ao cubo da normal, 
dividido pelo quadrado do semipararneiro. 

No vertice A (Fig. 9 ) , onde x = O, é K = p; isto é, a distancia AI do 
vertice ao centro de curvatura correspondente é dupla da distancia focal. 
Depois, quanto mais x cresce, mais diminue a curvatura, e indefinidamente. 

Eliminando x e y en t re a equação da curva e as expressões de a e b, 

j/9 = 2 p x , a = 3x p, b=> f e f a z e n ( ] 0 a — p = a', vem a equa-
ção da evoluta P 

ò2 = — ( a — p ) 3 = — a ' 3 , 
2 7 p V } 27/> ' 

que é a equação da segunda parabola cubica referida ô origem I (p, 0 ) . 

I I . A equação da ellipse m2»/2 -f n2a;2 = m 2 » 9 , 

chamando c a distancia y ' m 2 — «2 do foco ao centro, dá 

n 2 x „ n 4 n 9 m 4 — e 2 x 2 

y = r , y — 5-0. 1 + J / ' 2 = - , . « — ; mry mlys m4 y2 

C9X3 , C2W3 „ (m4 — C9X9) 9 

e portanto a =—T-,O = - , K = . 
m 4 n 4 m 4 n 

Comparando o valor de R com os da normal N e do parametro 2 p , 
acha-se 

m 2 N 3 N 3 
K = 

n 4 p 9 

theorema idêntico com o que tem logar na parabola (•). 

(*) Sejam í, , os raios vectores d'um ponto. Por ser (n.° 106 *) N —- — V'W, o 
valor de It pode tomar a fórma m 

3 

mn 
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A expressão de R mostra que nas extremidades dos eixos (Fig. 36) 6 
R máximo ou minimo, e por isso a curvatura minima ou maxima. Assim: 

nos vertices O, O' são curv. max. , a = ± — , 6 = 0, R = ; 
m m 

nos vertices D, D' são curv. min., a = 0, b = ± , R = . 
n n 

Os pontos h, h', i, i' assim determinados são os centros de curvatura 
das extremidades dos eixos. 

Substituindo na equação da ellipse os valores de x e y tirados das ex-

c2 . ca 

pressões de ae b,e chamando q e p os valores de a e b, Ch = — e Ci = — , 
m n 

correspondentes ás extremidades dos eixos, teremos a equação da evoluta: 

3 A W 1
 3 / / a 2 m 2 \ 3 / / 6 \ 2 3 / / a \ 2 , 

V H - J + V ( — ) = • 1 ' 0 , 1 V ( J ) + V ( 7 ) = 

Adiante veremos que a curva tem quatro pontos de reversão h, k', i, i'; 
e que se compõem de quatro arcos que voltam as convexidades para os 
eixos, a respeito dos quaes ella é symetrica. Estes quatro arcos são mar -
cados com pontos na figura 36 . 

Já vimos que um arco de evoluta é egual á differença dos raios de cur-
vatura du evolvente que partem das extremidades do mesmo arco; e como 
na parabola e na ellipse estes raios são funcções algébricas das abscissas, 
o arco é rectificavel. O mesmo acontece a respeito de todas as curvas al-
gébricas. 

III. Para a hyperbole basta mudar n em n V — 1 nos resultados que 
se acharam para a ellipse. 

IV. A cycloide (Fig. 6) dá (pag. 108) 

j , y" = ^ = R = 2 K ry = 2N. 
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Sendo pois o raio de curvatura o dobro da norma!, se produzirmos MI) 
e tomarmos D M ' = MD, acharemos um centro de curvatura M' da cycloide 
proposta, ou um ponto M' da sua evoluta. 

Para ter a equação da evoluta, tiraremos das expressões de a e b, que 

são a = x -f 2 sj 2ry — y* e b = — y, os valores de x e y, e substituil-os-
hemos na equação da cycloide, ou antes na sua derivada, por ser transcen-
dente aquella equação; isto é, eliminaremos y e y1 entre as tres equações 

V \ « ) y 

0 I u e d á 7 = - v f e ) ~ - v W Ã )• 

E, se mudarmos a em r.r — aj e b em b\ — 2 r , para transportar a 
origem a L ( i t r — 2 r ) , teremos 

• a ' - y \ b \ r 

equação d'uma cycloide egual. Por onde se vé que a evoluta LA da cy-
cloide é outra cycloide egual a ella; sendo o arco LA idêntico a FA', e A 
o vertice. 9 

V. Na spiral logarithmica (Fig. 8) é r = a; 

— — — y, 
o que dá R= y 1 + /2a = rsec-/) = ; 

COS 7] 

sendo r, o angulo do raio vector com a normal (pag. 110) 

AMN = ATM = ang. (tang = la). 

Como a projecção do raio de curvatura MN sobre o raio vector é 
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Il cos vj =. r, a perpendicular AN, levantada no pólo A sobre o raio vector, 
encontra a normal no centro de curvatura. 

Portanto AM é a subtangente da evoluta, AN é o seu raio vector, e AM 
faz com a tangente da curva MI o mesmo angulo 3 que AN faz com a 
da evoluta; sendo assim a evoluta a mesma evolvente collocada em sentido 
inverso. 

Do que fica exposto facilmente se vê como se applicaria a theoria das 
osculaçòes a curvas de ordem mais elevada (Vej. Fonct. anal., pag. 117) . 

1 2 5 . A differença entre as ordenadas de duas curvas, correspondentes 
á mesma abscissa x-j- li, tem a fórma S = Mhm + N A m + 1 + . . . . E como 
se pode tomar h tão pequeno que o signal d'esta expressão seja o do pri-
meiro termo Mkm, a curva fica acima ou abaixo da sua osculatriz, junto 
do ponto de contacto, segundo é MIim positivo ou negativo. 

Quando m é impar, o signal de Mhm muda com o de h; e então a os-
culatriz corta a curva no ponto commum a ambas. Por onde se vê q u e : 
uma curva é sempre cortada pelo seu circulo osculador, e só tocada pela 
tangente. 



126 CALCULO DIFFERIiNCIAL 

Das asymptotas 

1 > 6 . Quando f ( x -f h) não pode desenvolver-se pela fórmula de Tay-
lor, a curva y = fx sómente é osculatriz de y = Vx quando o desenvol-
vimento de F (a; + h) procede segundo a mesma lei que o de f ( x + h ) , 
pelo menos nos primeiros termos que se devem egualar entre si para esta-
belecer a osculação (Vej. Fonct. anal., n.° 120) . 

Supponhainos que, desenvolvendo as funcções propostas 

y = f x , y = Fx, 

segundo as potencias descendentes de a; (n.° 83) , se obtém expressões da 
fórma 

Aa;8 + Ba;"-0 +. . . Ma; - m + Na ; - " 1 "" + 

Se, antes de um termo Ma; - ' " de expoente negativo, forem todos os ex-
poentes d'estes desenvolvimentos em uma das series os mesmos que na 
outra, e podérmos dispor d'um numero sufficiente de constantes para as 
sujeitar ás condições de egualdade dos coefficientes respectivos, a differença 
M a ; - + Nar~ m ~ n + . . . . , que ficará subsistindo entre duas quaesquer 
ordenadas correspondentes d'estas curvas, approximar-se-ha indefinidamente 
de zero ao passo que x for crescendo, sem nunca se anniquilar. Logo as 
curvas também se approximarão indefinidamente uma da outra, sem che-
garem a tocar-se; e haverá um termo, passado o qual outra curva, que não 
satisfaça ás mesmas condições, não poderá approximar-se de nenhuma 
d'ellas tanto quanto ellas se approximam entre si. .^s duas curvas serão pois 
asymptotas uma da outra. 

Por onde se vê que, se uma curva se extende indefinidamente, pode ter 
uma infinidade de asymptotas; as quaes se acharão desenvolvendo y = fx 
em serie descendente das potencias de x, e tomando para ordenada da linha 
pedida a somma dos primeiros termos do desenvolvimento que precedam 
um em que x tenha expoente negativo; ou, mais geralmente, compondo 
uma funeção de modo que o seu desenvolvimento comece por esses pri-
meiros termos. 
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1 3 5 . Sejam y = f x , y = F [x, y', x'), 

as equações da curva proposta e d'uma osculatriz d'ella de certa ordem no 
ponto (x, y'). Se, substituindo na equação da osculatri/. a expressão de y' 
em x' ou de x' em y' tirada da proposta, e depois fazendo a;' = se ou 
y' = 00 , resultar uma equação y = <px, será esta equação a das asym-
ptotas d'aquel!a ordem. 

Querendo, por exemplo, as asymptotas rectilineas, substituiremos na 
, dy' , i, , , , dy' , equação da tangente, y — y' = —— [x—x), os valores ue y e ——, em x , 

QX ClX 
tirados de y1 = f x ' , e faremos x = oo , o que dará as asymptotas não pa-

dx' rallelas ao eixo dos y; e substituiremos os valores de x' e tirados da 
dy 

mesma proposta, e faremos y' = oo , o que dará as asymptotas não paral-
lelas ao eixo dos x, 

1 3 8 . Mas, se houver difficuldade em resolver a equação da curva em 
ordem a uma das coordenadas, poderemos achar as asymptotas rectilineas 
empregando o methodo indicado na nota ao n.° 87 da Geom. Anal. 

Demos á proposta a fórma 

\\ 

Fazendo — = c\ e x = ae , virá F(cj) = 0. Depois, substituindo c\X + h 
x 

em logar de y, e attendendo a F (C1) = O, teremos 

^ - ! [ Z 1 F ( C 1 ) + f(cr)] + 1 h¥"(cx) + Zif(C1) + 9 ( c i ) ] + . . . = O; 

que, para x — oo , dá ?iF'(ci) + f(c{) = 0; ou, no caso de sairem FYc1) 
1 2 

e f (ci) nullos, — Z1FP7(CI) + l\f{c\) + <p(C1) = O; e assim por diante. 

Portanto determinam os parametros C1 e Z1 das asymptotas não parallelas 
aos y as equações: 

F ( C 1 ) = O, Z iF (C 1 ) + f ( c i ) = 0; 
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ou, no caso de sairem F ' ( c i ) e /"(ci) nullos, as equações: 

F (C1) = 0 , 1 / V ( C I ) + h f f a ) + 9 («0 - 0 ; 

e assim por diante. 
Similhantemente se discorrerá a respeito das asymptotas ni5o parallelas 

aos x, dando á proposta a fórma 

Y N F ( Y ) + y m ~ v { j ) + R - 2 ? ( Y ) + • • . = 0. 

Exemplos : I. A equaç5o y = 
V a 9 - ^ 2 

pertence a uma curva que se compõe de quatro ramos symetricos em re -
laçáo ao eixo dos x, e cuja figura é fácil conhecer. 

I . 0 PROCESSO. Desenvolvendo em ordem ás potencias de x, ou em ordem 
âs de y, vem 

logo as rectas, que tòm por equações y = 0. X = a, s3o asymptotas. A 
hyperbole que tem por asymptotas os eixos dos x e dos y, e cuja potencia 
é k, também é asvmptota da curva proposta, e mais próxima del ia do que 
as rectilíneas. 

2.° PROCESSO. Substituindo em y — y' = - -7 (x — x') as expressões, 
tiradas da proposta, 

y = Zra5-I + x = a + — y ~ 2 . • • • 9 

kx' 
3 » 

e fazendo x1 = <x>, achariamos y — 0. 
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dx1 

Substituindo cm x — x = — ( y — y ' ) as expressões, tiradas da proposta, 

/ J T J * J x ' x' = Va-+ —y, -J1- = — 
U dy 

J 3 

e fazendo y ' o o , achariamos x = a. 
Tudo como achamos pelo primeiro processo. 

II Seja (Fig. 10) a equação do folium de Descartes y'3—3axy + x3=0. 

I . 0 PROCESSO. Pondo y = zx, x = — , e desenvolvendo n.° 84-, vem 

y = — x — a + -4" asx~2 — alx~9. 
O U 

Portanto a recta, y = — x — a, é uma asymptota, que se construe 
tomando AB = AG = a, e tirando BC. 

3.° PROCESSO. Dando Á proposta a fórma 
f 

[ ± ) \ , ) - 3 ^ ( 1 ) = 0 . 

temos F (C1) = cj + 1, Fr(C1) = 3c2 , f(e{) =— 3 a C l ; 

f \ 
por conseguinte são C1 = — 1 , Z 1 = — - = — a, 

t (C1) 

e a equação da asymptota é y=—x — a. 

III. F inalmentese ja yl — 2x^y*— xí + 2axy* — 5 a x 3 = 0. 
Q 
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Pondo p = \/1 ± V2, vem 

a(±3V2 — 4) . . 
y = ±px±-± — '- + Ax"1 + 

Usando pois dos valores reaes de p, e construindo as rectas GF e GH 
(Fig. 11), que têm por equações 

a(3V2—4) y = ± p x ± , 

acharemos as asymptotas rectilineas da curva proposta. 
O 3.° processo daria, mais facilmente, 

4 2 5a — 2aCj 
C1 — 2cj — 1 = 0, Z i = - , 

4 c — 4ci 

/ a ( ± 3V2 — 4) 
isto é , c i = ± Vl ± V 2 = ± p , I 1 = ± ^ 

Sp 

ou, para o valor real de p, 

8 p 

Bastam estes exemplos para mostrar como devem applicar-se os pro-
cessos 1.°, 2.°, 3.°, indicados respectivamente nos n.0 ' 126 , 127 e no pre-
sente 128. 
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Concavidade, convexidade e pontos singulares 

CONCAVIDADE E CONVEXIDADE. M u d e m o s ( F i g . 1 ) x e m x + h 
na equação d'uma curva y = fx; e comparemos as ordenadas P ' M ' = f(x+h) 
e P 'H' , d'ella e da tangente em M(®, y), correspondentes á mesma abscissa 
x + h. Serão 

p ' M ' = y + v + 4 - h V + • • • ' P H ' = y + y ' h -
a • 

Tomando h tão pequeno que o signal de — ^ V ' seja o de — h h j " + . . . , 
Ji Ji 

será P 'M' > ou < P ' II ' , c por conseguinte voltará a curva a convexidade 
ou a concavidade para o eixo dos x, segundo for y" positiva ou negativa. 
Assim: a curta volla para o eixo dos x a convexidade ou a concavi-
dade, segundo sào v e y' ; do mesmo signal ou de signaes contrários. 

Nos pontos de inflexão M (Fig. I S e 19), onde a curva passa de con-
cava a convexa, ou inversamente, deve pois y" mudar de signal, e conse-
guintemente ser nulla ou infinita neste ponto: exceptuando o caso de mudar 
y de signal com y"; porque então o ponto, de que se tracta, está no eixo 
dos x. 

I S O . PONTOS SINGULARES. Além das particularidades que offerecem 
os pontos limites e da maxima e minima ordenada, de que antes tractamos, 
e os de inflexão, de que acabamos de tractnr, ha outras, provenientes da 
concorrência de muitos ramos da curva em um ponto; particularidades que 
dão a estes pontos o nome de pontos singulares. 

Se no ponto singular se cortam muitos ramos, extendendo-se para um 
e outro lado, este ponto chama-se múltiplo (A, Fig. 10). 

Se na visinhança, d'um e d'outro lado, não ha curva, o ponto chama-se 
solitário ou conjugado (Fig. 13). 

Se dois ramos se tocam, extendendo-se só para um dos lados, o ponto 
é de reversão. E chama-se: ceratoide, ou de reversão da primeira especie 
(Fig. 24 e 25) , quando os dois ramos ficam para diíTerentes lados da tan-
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gente ; ramphoide, ou de reversão da segunda especie, quando ambos os 
ramos ficam para o mesmo lado (Fig. 23). 

Nas curvas, cuja equação 6 transcendente, ha ainda os pontos de sus-
pensão (d'arrcl), onde um ramo da curva pára (Fig. 2 8 ) ; e os pontos 
salientes ou angulosos, onde concorrem deis ramos, sem tangente commum, 
extendendo-se só para um lado (Fig. 29 ) . 

£ 3 S . Todos os casos, que ficam indicados, podem caracterizar-se figu-
rando um circulo descripto em volta do ponto, com um raio extremamente 
pequeno. Este circulo: cortará a curva de ambos os lados em muitos pontos, 
cujos raios farão entre si ângulos finitos, se o ponto for múltiplo; cor-
taí-a-ha d'um só lado em dois pontos, cujos raios farão entre si um angulo 
infinitesimo, se o ponto for de reversão, ou farão um angulo finito, se o 
ponto for anguloso; cortal-a-ha d'um só lado, em um ponto, se o ponto 
for de suspensão; e não a cortará, se o ponto for solitário. 

1 3 2 . Tractemos de reconhecer a cxistencia d'estes diversos pontos 
em uma curva cuja equação ó dada. 

I . 0 EQUAÇÕES EXPLICITAS. Seja a equação explicita y = f x . 

Se esta equação tem radicaes pares, e desapparece um d'el!es para x = a , 
a ordenada</"(a + /i), correspondente a um pequeno augmento h de x, terá 
mais valores do que tem fa. Por conseguinte [a, fa) é um ponto múltiplo; 
e a multiplicidade dependerá do gráu do radical eliminado. 

Como a? = a pode expellir o radical, ou anniquilando-o, ou anniquilando 
um factor que o multiplique; e como no primeiro caso os coefficientes 
diíTerenciaes successivos passarão de nullos a infinitos, e no segundo de 
infinitos a nullos: vê-se que o apparecimento de coefficientes diíTerenciaes 
nullos ató certa ordem, ou infinitos desde certa ordem, pode indicar a pos-
sibilidade da cxistencia de pontos múltiplos; mas não é signal certo d'ella, 
por ser commum a outros pontos. 

Se o radical desapparecer por se anniquilar o seu multiplicador, o ex-
poente d'este mostrará se ha uma simples intersecção, se uma osculação. 

1 3 3 . Quando as ordenadas f(a±h), d'um e d'outro lado do ponto 
que devia ser multiplo, são imaginarias, este ponto ó solitário. Rias, se 
f ( a ± h ) tem valores reaes e valores imaginarios, consideram-se como 
coexistentes nelle um ponto simples ou multiplo, e um conjugado invisível. 

Concebe-se que a mudança d'a!guns parametros pode tornar imaginarios 
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valores que eram reaes, e transformar assim pontos múltiplos em conjugados; 
como acontece na equação y'2 = aa;2 4- bx3, segundo é a positivo ou nega-
tivo (Fig. 12 e 13). O que explica a ligação d'eslas duas especies de pontos. 

1 3 J I . Sejam a ordenada correspondente á abscissa a + /(, e as duas 
derivadas, 

f(a + h)=b + Ah + B/t' + . . . , f[a + h) = A J i + B ? / / " * + . . . , 

f{a + h) = A« (« — 1) / t a _ 2 + B3 (,3 — 1) / / - 2 + . . . . 

WL 
1. Se « 6 uma fracção — < 1 , são infinitas as derivadas fa e seguintes, 

n 
e a tangente em (a, b) é perpendicular ao eixo dos x. 

I . 0 Supponhamos que nos expoentes da serie não ha fracções de deno-
minador par. Se m e n são impares, e se toma h suficientemente pequeno 
para que as differenças reaes f (a + h) — b, f(a — h) — b, tenham signaes 
contrários, assim como f(a±:h), ha uma inflexão em (a, b) (Fig. 16 ou 
17). Se IH 6 par, tôm os mesmos signaes, para h suficientemente pequeno, 
f (a + h) — b e f [a — h) — b , assim como f'(a ± li) ; e o ponto (a, b) é 
um ceratoide (Fig. 2i ou 2 5 ) . 

2.° Supponhamos que nos expoentes da serie lia fracções de denomi-
nador par. Se é n este denominador, f(a + h) e f[a — li) são uma real, 
outra imaginaria; (a, b) é um limite da curva no sentido dos x\ e o signal 
duplo do radical mostra que as ordenadas reaes são uma maior, outra menor 
que b, e que as suas derivadas de segunda ordem tôm signaes contrários, 
ou que um dos ramos volta a convexidade e outro a concavidade para o 
eixo dos x (Fig. 21) . Se o denominador par não é n, são ainda f[a±li) 
uma real, outra imaginaria; mas as ordenadas reaes são ambas maiores ou 
menores que b, e as suas derivadas de segunda ordem do mesmo signal: 
pelo que 6 (a, b) um ramplioide (Fig. 2 2 ) , a curva termina, e os seus 
ramos vollam ambos a convexidade ou a concavidade para o eixo dos x. 

II. Se 6 a = l e p fraccionario, será fa nullo ou infinito, segundo for 
j3 > ou < 2; porque teremos 

f ( a + h) = b + Ah + B / / + ...,f'{a-{ h) = A + B j i / / " 1 + . . ., 
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1.° Supponhamos que nos expoentes da serie não ha fracções de deno-
minador par. Se [J é par, ou uma fracção de numerador par, a curva não 
apresenta particularidade alguma no ponto (a, b); e o signal da differença 

p 
B/i +. . . . entre a sua ordenada /"(a + /1) e a da tangente b + A/Í, e de 
f (a -f h), é o mesmo que o de B; mas, se é A = O, ha máximo ou mi-
nimo. Se p é impar, ou uma fracção de numerador impar, f" (a + h) e 
f (a — /1) têm signaes contrários; e ha em (a, b) uma inflexão, cuja dis-
posição depende da tangente e do signal de B. 

2 . 0 Supponhamos que nos expoentes da serie ha fracções de denomi-
nador par. Se [3 é fracção de denominador par, f (a + /1) e f(a— /1) são 
uma real e outra imaginaria; e, para o valor real, cada par de signaes 
conjugados =b dá dois ramos, entre os quaes passa a tangente, havendo 
assim um ceratoide (Fig. 27 ) . Se essa fracção não é |3, ainda ha muitos 
ramos que se reúnem em (a, b) ; mas a tangente passará acima ou abaixo 
de todos elles, segundo o signal de B, sendo então o ponto um ramphoide 
(Fig. 23 ) . 

£ 3 5 . Exemplos : 

I . Na equação y = (l—x) v 2 — x perde y , para x = l , o radicai, 
3 x 5 

que não desapparece de j/' = Assim (Fig. l i ) : o ponto C ( l , 0) , 
2 V 2 — x 

/ 5 2 \ 
onde é y' = ± 1, é duplo; nos pontos D e 1)' ( —, =t )» o n ^ e y ' — 

^ O Ol O 
é a ordenada maxima; e o ponto A (2, 0) , onde y' = <x> , limita a curva. 

II. Em Ij = fx = (2 — x) v 1 — x perde y o radical, para x = 2, e 

• • • , 3a : — 4 / 1 \ 
são imaginarios y = e /1 2 ± — I. 

2 V 1 - * 
Portanto é (2, 0) um ponto solitário. 

III. Em y = x \ ' x — b a origem é um ponto solitário. 

IV. Sendo a > b, a equação y = [x — a ) 2 \ / x — 6 + c 

pertence á curva E D G F formada (Fig. 15) de dois ramos que têm no ponto 
D a tangente commum ED. Se x — a estivesse elevado ao cubo, os dois 
ramos teriam um circulo osculador, etc. 
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V. Descripto um circulo sobre AI = 2r como diâmetro (Fig. 14) , 
façamos gyrar em volta de A uma recta AF , em quanto P N , perpendicular 
a AI, se move parallelamente a si mesma, de modo que o ponto N fica 
sempre no meio do arco AF, isto é, de modo que sào perpendiculares 
entre si as rectas AF e CN, e por conseguinte similhantes os triângulos 
AMP, CNP. Procuremos a curva AJJC gerada pela intersecção contínua 
das rectas AF, NP. 

Pondo a origem em C, as equações das duas rectas, e a similhança dos 
triângulos, dão 

r — a V r 2 - * 2 1 

i r — x 
das quaes, pela eliminação dos parametros a. e (J, resulta y = x ^J —^ 

e por conseguinte y' 
r 2 — x2 — rx 

máximo 

(r + x) V r 2 — Xi 

Estas equações mostram : que a origem C é um ponto duplo, no qual é 
y'= ± 1, ou 45° a inclinação da tangente sobre A I ; e que a folha AC tem um 

em D (I r <y5 - 1), I r (V 5 - 1 ) y / ^ ), e por limite 

o vertice A(r , 0) . Para cada posição da recta AF, os meios N, N' dos arcos 
ANF, AN'F dão dois pontos M, M' da curva; ha dois ramos infinitos CO, 
C O ' ; e a tangente ao circulo no ponto I (— r, 0) é asymptota. 

3 

VI. Em y = b±(x — a)h 6 a tangente perpendicular aos x em 
M(a, 6), e ha inflexão (Fig. 16 e 17). 

Em y = x ± Ix — a)3, ou y = x ± (x — a)3 , ha uma inflexão (Fig. 
1 8 e 19). 

Em y = — x + (x — a) 3 ha uma inflexão (Fig. 20) . 
a JL 

VII. Em y = b ± (x — a)i e y = b±(a — x) 4 ha um limite 
(Fig. 21). 
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J_ -L 
VIII. Emy=b+k(x—o)3 + l[x—a) 4 ha um ramphoicle ( F i g . 2 2 ) . 

Em y = 3 + x ± ax2 4- b VxP ha um ramphoide (Fig. 23 ) . 
2 

IX. Em y = b± (x—a)3 éa tangente perpendicular aos x, e ha um 
y 

ceratoide (Fig. 24 e 2 S ) ; assim como em 2 y = — 1 — ÍC + 2 (a; — l ) 2 , e 
3 

2/ = & + a ; + ( a ; — a ) 2 (Fig. 26 e 27) . 

X Na equação transcendente y = ex diminue y desde ( + —, oo ) até 
/ 1 \ \ oo / 

( + 0 0 , 1) ; e cresce desde I , 0) até ( — o o , 1 ) ; sendo y" nullo 
1 \ 0 0 

para X = — —. Portanto a curva (Fig. 28) compõem-se de dois ramos 
JL 

discontinuos, de um dos quaes WN são asymptotas os eixos, e do outro 
AN' é asymptota a parallela, y = i, ao eixo dos x; e neste ramo a origem 

A é um ponto de suspensão, e ( , ) um ponto de inflexão. 
V 2 e / 

x 
XI. Na equação transcendente y= — 

1 +e~ 

a curva passa pela origem A (Fig. 29) , e extende-se indefinidamente para 
os x positivos e negativos. Mas a tangente em A faz com o eixo dos x 

y 
ângulos cujas tangentes trigonométricas, ou os limites de — correspon-

1 x 

dentes ao limite O de x, são ^ ^ , isto é, O para os x positivos e 1 
l + e - 0 0 

para os negativos; por conseguinte o ponto A é anguloso. 

1 3 6 . EQUAÇÕES IMPLÍCITAS. S e j a m V = O, My' + N = O, 

a equação implícita, desembaraçada dos radicaes, e a sua derivada. 
I . 0 Se os ramos da curva se cortam em um ponto, ha nelle muitas tan-

gentes, e por isso muitos valores de y'. Já vimos (n.° 61) que esta con-
dição anniquila M e N . 
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2.° Se dois ramos se tocam, e o contacto é da ordem n— 1 (n.° 116) , 
cada uma das derivadas j/\ y",... j/tn~~') tem um só valor, et/W deve ter muitos 
valores. Mas a equação derivada da ordem n tem a fórma Mj/(") + . . . = O, 
sendo o coefficiente M o mesmo que os de y, y",... í / t"-1) nas derivadas 
successivas, 1.", 2 . " , . . . . ( n — 1 ) ' ; e é linear em ordem a y(n): logo a 
condição de ter j/M muitos valores exige que seja M = O, e por isso t am-
bém N = O; como no caso precedente. 

Differem porérn as condições analyticas d estes dois pontos múltiplos, 
por intersecção e por contacto, em ter y' no segundo um só valor, e no 
primeiro muitos valores. 

Por tan to : Para achar os pontos múltiplos de uma curva algébrica cuja 
equação V = 0 está desembaraçada de radicaes, egualaremos a zero a 
derivada N d'esta equação relativa a x, e a M relativa a y ; « depois eli-
minaremos x e y entre duas das Ires equações 

M = O, N = O, V = O (1). 

Os valores de x e y, que satisfizerem também á terceira, serão os únicos 
que podem pertencer a pontos múltiplos. 

Como a resultante <pa; = 0 da eliminação de y entre as duas uliimas 
equações (1) proviria de substituir na terceira a expressão de y = fx 
tirada da segunda, será 

ç'aj = ^ -+ ^ f x = M + N A r ; 
dx dy 

por onde se vê que não poderá haver pontos singulares quando aquella 
resultante não tiver raizes eguaes. 

1 3 5 . Substituindo na derivada da segunda ordem, 

M j / " + P 2 / ' 2 + Q y ' + R = 0 , (2) , 

um dos systemas (x, y) que satisfazem ás tres equações (1) , desapparecerá 
j/"; e y' será dada por uma equação do segundo gráu. 

Se as raizes d'esta equação são reaes, o ponto ( x , y) é duplo. 
R 
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4 1 8 . Se as raizes da equação do segunuo gráu forem imaginarias, o 
ponto será conjugado ou solitário (*). 

Para ver que nestes pontos se devem com efíeito verificar as equações 
(1 ) , supponhamos que a resolução da proposta V = O em ordem a y dá 
y=zf(oc). Sendo a a abscissa do ponto conjugado, devem f[a±.h) ser 
imaginarias para h muito pequeno ; por conseguinte alguns dos coefficientes 
diíTerenciaes de f(a) também devem ser imaginarios. Mas qualquer derivada, 
Mi/!") + .. . = 0 de V = O não pode dar yin) debaixo de fórma imaginaria, 
por isso que nem contém radicaes, nem os pode nella introduzir a elimi-
nação de? / ' , y" i / ín — ' ) , feita por meio das derivadas precedentes : 
logo deve ser M = O , e por conseguinte N = O. 

Por tan to os pontos conjugados satisfazem ás equações ( I ) ; mas distin-
guem—se dos outros, para os quaes se verificam as mesmas condições, em 
serem nelies imaginarias algumas das derivadas de y. 

1 & 9 . Se as raizes das equações (1) anniquilassem também os termos da 
derivada da segunda ordem, seria necessário recorrer á terceira ordem, na 
qual desappareceriam y" e y"!, e ficaria y' no terceiro gráu . Haveria pois 
um ponto triplo, se as tres raizes fossem reaes ; e um ponto simples, ou 
antes um ponto simples e um conjugado invisível, se uma só das raizes 
fosse real. 

Se as raizes de ( í ) anniquilassem também os termos da derivada da 

(•) Mas cumpre notar q u e nem sempre y' é imaginario nestes pontos, com quanto 

Ay . . . 
o seja —. Pode com eileito acontecer que y' se conserve real tornando-se imaginarias 

àx 
as derivadas das outras ordens, quando, pela mudança do valor de um parametro , o 
ponto multiplo, onde se reuniam por contacto alguns ramos da curva, se t ransforme 
em conjugado . P a r a explicar geometricamente este facto, basta notar que 110 contacto 
são communs ás curvas, que se tocam, dois ou mais pontos consecutivos infinitamente 
visinhos, isto é, um ou mais elementos de curva consecutivos: por conseguinte, ainda 
que as ordenadas se tornem imaginarias fóra do elemento que produzido dá a tangente, 
esta pode continuar a exis t i r . 

Seja , por exemplo, a equação y2 — ax4 — Ixb = 0. 

Derivando, teremos 2 y y ' — 4 a x 3 — S b x 4 = O; e as equações M = = O , N = O, 
darão o ponto (0, 0 ) , cujas coordenadas satisfazem á proposta. Tornando a derivar, 
virá 2yy ' n -Zyr-— IZax* —-IObxt—0, que no ponto (0, OJ dá j = r 0 , isto é, 
dois ramos que se reúnem por contacto e cuja tangente commum é parallela aos x. 

tílias novas derivações darão, no mesmo ponto, j/'1 = 2 \'a. l ) 'onde resulta que, 
segundo for a positivo ou negativo, assim o ponto (0, 0) será multiplo por contacto 
ou c o n j u g a d o ; licando porém y = 0 em ambos os casos. 
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terceira ordem, recorreriamos á da quar ta ; e teríamos um ponto quádruplo, 
ou um duplo com um conjugado invisível, ou um solitário, segundo fossem 
as quatro raizes reaes, ou duas reaes e duas imaginarias, ou todas ima-
ginarias. K assim por diante. 

1 4 0 . Verificando-se as equações ( I ) , as coordenadas do ponto da curva 
infinitamente visinho (o -f /», b + I;) substituídas em V = O darão 

f(a+h,b + k) = ^ (P/c2 + 2 Qhh + Rft2) + 2? Ai + AiR3 = O; 
Ji 

Ji J' 
ou, chamando Z1 e <2 as raízes — da equação do 2.° gráu P r , + 2Q — -f R = O , 

/1 li- h 

f[a \ h, b \ / . • )= P t i ) ( j ~tt)+h9 +¾ 2 R 3 ] A 2 = O . . . ( 3 ) . 

Se as raizes l\ e <2 são reaes e deseguaes, podemos tomar tão visinho 

de t\ ou de que o primeiro termo de (3) seja positivo ou negativo, e 
que a somma d'elle com os seguintes se reduza a zero; tanto para h po-
sitivo como para h negativo. Teremos pois um ponto (a, b) duplo, como 
já havíamos dilo, no qual tj e 12 são as direcções das tangentes. 

Se são imaginarias, teremos um ponto solitário. 
Se são reaes e eguaes, to, o primeiro termo terá sempre o signal de P: 

por conseguinte só haverá curva para o lado dos li positivos, ou dos h nega-
tivos, segundo forem <p(fo) e P de differente signal 011 do mesmo signal; 
e o ponto duplo será um ceratoide, por ser 

dando <0 a direcção da tangente commum 
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1411.. Supponhamos que é <p(f0) = 0. 

Pondo = (Q + Ih + • • •» teremos 

para substituir em 

E chamando Xj, Xa, as raizes de — Px2 + X9'(<0) + = 0 , a equação 
precedente toma a fórma 

Se Xi e Xa s ^o reaes e deseguaes, discorrendo como no numero pre-
cedente, podemos achar dois valores de X. um muito proximo de Xj e outro 
de X2, que satisfaçam a ( 4 ) ; tanto para Ii positivo como para h negativo: 
e teremos um ponto em que se tocam dois ramos. 

Se são imaginarios, o ponto é solilarip. 
Se são reaes e eguaes, X0, só haverá X real para os h positivos ou para os 

4 / 2 K / i e . I c , , T 4 / 2 K 
h negativos, X = x 0 ± y — .Se rá pois — = / 0 + x 0 ' » ± A \ — p" + — ; 

e o ponto duplo um ramphoide, por dar Xoh o signal á série desde o se-
gundo termo. 

Mas no caso particular de X0 = O o ponto é um ceratoide. 

1 1 3 . E x e m p l o s : I. Seja y2— x3 -f (a— b)xi + abx = 0. 

EguaIando a zero as derivadas em ordem a x e em ordem a y, vem 
t/ = 0, 3íc2 + 2 ( 6 — a) x — ab = 0, as quaes só concordam com a pro-
posta e accusam a possibilidade da existencia d'um ponto multiplo ou con-
jugado nos casos de ser nullo a ou b (Fig. 3 0 ) (Geom. Anal. n.° 136) . 

- P ( X - X i ) (X — X 2 ) + ZtK = O 
1 

(4) . 
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1.° Se a = 0, o ponto (0, 0) pode ser múltiplo, e a equação de segunda 
ordem dá então y' = ±V6. Ha pois dois ramos, cujas tangentes ficam 
symmetricamente collocadas acima e abaixo do eixo das abscissas; e a ex-
pressão y = ± x \/b 1 x mostra que a curva se extende para a esquerda 
do ponto duplo, desde x = 0 até x = — b, e para a direita até o infinito. 

2.° 6 = 0 dá y' = ±V—a. O ponto A é solitário; e a expressão 

y = ± x V x — a mostra que não ha curva á esquerda d'elle, nem á di-
reita até x = a. 

II. A equação x l — I a y 3 - 3a V — 2 a 2 x 2 + a4 = 0 

pertence a uma curva (Fig. 31) symmetrica em relação ao eixo dos y, e 
para a qual M = O, N = O , são (y + a) y = 0, x (x2 — a2) = 0. 

A estas e á proposta satisfazem 1) e D' (± a, 0) e E ( 0 , — a ) ; e a 
segunda derivada — 6a (2y + a) y'~ + 12a:2 — 4a 2 = 0 mostra que estes 

2 , 4 
pontos são duplos: sendo em E, y'=± V —; e em D e D', y' = db V —. 

o o 

É ? / ' = 0 , ou a tangente parallela a o s » , e m F ^ O , - i - a ^ e e m H e O ^ ± a , — — a j . 

Em E ( 0 , — a), D e D ' ( ± a , 0) , vem ij' = ~; e por isso se recorreu á 

derivada de segunda ordem, a<harido-se estes pontos duplos. Finalmente 
nos pontos 1 e G ( ± a l ' 2 , — a) a tangente é parallela aos y, por ser 
y' = <x>. 

III. Á equação í/4 — a:5 + a : 4 - f 3a:2i/2 = 0, e a M = 0, N = O , 

satisfaz a origem (0, 0) ; e como estas coordenadas anniquilam as derivadas 
da segunda e da terceira ordem, e a da quarta se reduz a j/'4 + 3y'~ -|- 1 = 0, 
cujas raizes são imaginarias, aquelle ponto é solitário. 

I V A X1 + 2aa;2y — ay3, e a M = O, N = O, 

satisfaz (Fig. 32) a origem ; a derivada da segunda ordem anniquila-se; 
e a da terceira ordem dá y' =. 0, y' --• ±! 2; portanto o ponto A é triplo. 

/ 4 8 \ 
E m H e O ( ± a , — a ) , e e m F e G ( ± - a l 6 , -a) a s tangentes 

9 / 
são respectivamente parallelas aos x e aos IJ. 
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V. Na equação (Fig. 33) yl— axy* + Xi = 0, 

recorrendo á terceira derivada, acha-se que a origem é um ponto triplo, 
no qual são y' = 0, e y' = oo, ou os eixos tangentes á curva. 

VI. Na equação (Fig, 34) yl + Xi — 3ay : í + 2bx*y = 0 

a origem é um ponto triplo. 

VII. Na equação (n.° 128) yl — 2x*y* — x1 + 2axy* — 5 a x 3 = 0 

1B 
é triplo o ponto (0, 0), no qual são y' = oo , e y1 = ± \J—. 

O espaço comprehendido entre as ordenadas dos pontos 

separa as duas partes da curva; e nestes pontos, assim como em ( — 5 a , 0) , 
é y1= oo . 

VIII. Á equação (2y+ 1 + a?)2 — 4(® - l ) 3 = 0 e a M = 0 , N = O, 

satisfaz o ponto ( 1 , — 1 ) ; a segunda derivada dá as raizes eguaes 

y' = ta = — e esta raiz n&o anniquiln a funeção 
2 

d3V „ , o d ' J y » o d ^ / d 3 V 

I F R + = 

portanto o ponto M (Fig. 26) é um ceratoide (n.° 140) . 

IX. Á equação (y —£ — x—ax*)*—ò2x5 = 0 e a M = O , N = O , 

que pertence a MBN ou M'BN' (Fig. 23) , satisfaz o ponto (0, (3); a segunda 
derivada dá as raizes eguaes t / ' = í f t = l; e esta raiz anniquila <pt: o ponto 
é um ramphoide (n.° 141) . 
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Supcrficics e curvas no espaço 

f l . f i S e j a m z = f ( x , y ) , Z - F ( X , Y ) (1) 

as equações de duas superfícies. Para que estas superfícies tenham um ponto 
commum, é necessário que a x = X, ?/ = Y, corresponda s = Z. 

Tomemos sobre cada uma das superfícies outro ponto correspondente a 
x + h, y+k; e chamemos p, q,... e P Q , . . . as derivadas parciaes das 

k 

differentes ordens de (1). Designando — por m-, serão (n.° 71) 

f[x+h,y + k) = z + h(p + mq) + ^ h9- (r2 + 2sm + <m2) +. . ., 

F (x + h, y + k) =z + h (P--F-NIQ) + -i A2(R2 + 2Sm + Tm2) + . . . ; 
e a distancia entre os dois pontos será A = h [(P — p ) + m (Q — q) +...]• 

1 4 4 1 . Se no ponto commum as differenças parciaes da primeira ordem 
são respectivamente eguaes, P = p e Q = ç , os raciocínios do n.° 115 
mostrarão que uma terceira superfície não poderia approximar-se das duas 
propostas tanto como ellas se approximam uma da outra, se não satisfizesse 
a seu respeito ás mesmas condições; havendo assim entre as propostas um 
contacto de primeira ordem. 

Para haver um contacto de segunda ordem de duas superfícies, é neces-
sário que sejam também eguaes entre si as differenças parciaes da segunda 
ordem, R = r, S = s, T = í. 

Para ter as osculações d'uma curva com uma superfície, mudaremos x 
e r a i + li nas equações da curva, o que dará os y -f- k e z + l correspon-
dentes; depois mudaremos x e m x - f - Ã e j / e m y + /; na equação da super-
fície, o que dará o z + I1 correspondente; e finalmente egualaremos l a l' 
até a ordem da osculação. 
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Para ter as osculaçôes de duas curvas, mudaremos x em x + h nas suas 
equações, o que dará y Jk e z + l para uma, y -f k' e z 4 I1 para a outra ; 
depois egualaremos k a k! e / a l', até a ordem da osculação. 

1 4 5 . CONTACTOS D E PRIMEIRA ORDEM. 
Como as tres constantes da equação do plano, 

Z = AX + B Y + C, 
4 

fixam a sua posição, podemos determirial-as de modo que haja um con-
tacto de primeira ordem. 

Chamando x, y, z, as coordenadas do ponto commum, as condições 
d'este contacto serão 

z = Ax + By 4- C, p — A, <? = B ; 

onde p, q, representando os coefficientes diíTerenciaes parciaes da primeira 
ordem tirados da equação da superfície z = f ( x , y). 

E a eliminação de A, B, C, por meio d'aquella"s condições dará a equação 
do plano tangente á superfície no ponto (x, y, z), 

Z - z = p ( X - x ) + q ( Y - y ) (A). 

Se a equação da superfície for implicita, F (x , y, z) =. O, substituiremos 
em (A) as expressões de p e q tiradas das duas differenciBes parciaes d'ella, 

dJ m d I o d F d¥—0 

dx^ ^ dz dy ' dz 

o que dará a (A) a fórma 

< * — > £ + < * - » > £ + < » — ( A L . 

1 1 6 . Achada a equação do plano tangente, será fácil deduzir d'ella 
tudo o que respeita á sua posição. 
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Por exemplo, os cosenos dos ângulos que elle faz com os dos xy, xz, 
e yz, são (Geom. Anal., n.° 179, l . ° ) : 

i dz 
_ _ — — — » 

y/l +/ + ¢2 J f d F f / d F 2 / d F \ 2 

? 

d F 

dy 

V 1 + P 2 + í 2 JidF f / d F \ 2 / d F \ 2 / 

P 

d F 

dx 

V 1 + Pi + 9 2 J i d F f / d F \ 2 / d F \ 2 

V U + W 4 U | 

4 4 9 . Como a normal em um ponto (x, y, z) deve ser perpendicular 
ao plano tangente, as equações d'esta recta (Geom. Anal., n.° 174) são: 

X — x + p (Z— z) = 0 , Y — y + q (Z — z) = 0 (C), 

. d F dF d F dF 
o u ( X - x ) - = ( Z - z ) - , ( y - y ) - = ( Z - z ) - ( C ) . 

E os cosenos dos ângulos que ella faz com os eixos dos z, dos y e dos x, 
(Geom. Anal., n.° 178, 1.°), são respectivamente os mesmos que os a, j3, y 
do numero precedente, mudando p e q em —p e — q . 

s 
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1 4 8 . Podemos sempre considerar uma curva como intersecção de dois 
cylindros perpendiculares a dois dos planos coordenados. 

Como o plano tangente a qualquer d'estes cylindros, em um ponto 
da curva, contém a tangente á curva, a aresta e a tangente ao traço do 
mesmo cylindro no plano coordenado respectivo, traço que é a projecção 
da curva nesse plano; vô-se que a tangente á projecção da curva é a pro-
jecção da tangente á curva. 

Sejam pois z = /x , Z = Fj/, 

as equações dos dois cylindros projectantes sobre os planos dos zx, zy. 
Como estas equações são as da curva, isto é, as das suas projecções sobre 
os planos zx, zy; as da tangente serão 

ou 

Z — 3 - = ( X — x ) / ' , Z —z = ( Y — ? / ) F ' ; ) 

. (D) . 

Se entre as quatro equações da curva e da tangente no ponto (x, y, z) 
eliminarmos x, y, z, a resultante cm X, Y, Z, será a das tangentes a 
todos os pontos da curva, isto é, a da superfície gerada pelo movimento 
continuo d'uma recta que fica sempre tangente á curva. E, segundo for 
esta superfície um plano, ou não o for, assim a curva será plana ou de dupla 
curvatura. 

Os cosenos dos ângulos, que a tangente faz com os eixos coordenados, 
s ão : 

,. Ax ,. Ax As dx 
cos a = lim. - — lim. . — = — 

corda As corda ds 

dy dz 
, cos p = - ^ - , cos V = — 

ds ds ' 

que dão ds* = dx* + dy* + dz* 

Fm cada ponto da curva ha uma infinidade de normaes, todas situadas 
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no plano normal, cuja equação facilmente se vê (Geom. An., n.° 174) que é 

Z _ , + Í ^ F + Y - » _ O ( E ) . 

Se as equações da curva forem z = f x , y = i\x, 

será f = F' x ; e as equações da tangente e do plano normal serão (»): 

Z - z = ( X - x ) r , Z — z = (Y — y)-Cr (D% 
Y 

( Z - « ) r + ( Y - y ) + ' + X - X = O (E'). 

134®. Se a curva se considerar como intersecção de duas superfícies, 
cujas equações são 

9 (x, y, z) = 0, y ix' y> z) = 0, 

a derivação d'estas equações dará 

d I 4 . d I L 4 - d I - L = O dI4-l^i L4-dI- J L - O -
dz + dx' f + dy ' F ' ' dz^ dx' f dy' F ' 

e a substituição de f e F' tiradas de (I)), dará ás equações da tangente 
a fó rma: 

( Z - * ) § + ( V - S ) | + ( X - s ) Í = 0 ( IV) ; 

sendo portanto esta recta a intersecção dos planos tangentes ás duas su-
perfícies. 

(*) No caso de ser a curva p lana , tomando por xy o p lano d 'e l la , será fx = 0; e 
a equação (E ' ) se r eduz i rá a X — x + ( Y — t / ) t ) / = Õ . P o r conseguin te o p lano 
normal é pe rpend icu la r ao da curva , e a seu t raço é a n o r m a l . 
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1 5 0 . Nos exemplos seguintes veremos o uso que se pode fazer das 
equações (A) e (C). 

I. SUPERFÍCIES CYLINDRICAS. A propriedade característica dos cylindros 
é que a linha de contacto da sua superfície com qualquer plano tangente é 
uma recta generatr iz , parallela a outra cujas equações, X = az, y = bz, 
são- dadas. Traduzindo pois analvticamente esta propriedade (Geom. Anal., 
n.° 173 ) , te remos a equação geral dos cylindros 

applicando o que se disse no n.° 4 4 . 

II. SCPEKFICIES CÓNICAS. Se na equação (A) substituirmos, em logar 
de X, Y, Z, as coordenadas a, b, c, d 'um ponto fixo, teremos a equação 
dos cones, de que este ponto é vertice, 

O mesmo se obteria applicando o que se disse no n.° 44 ô equação 
finita (Geom. Anal., n.° 168 ) 

III. SUPERFÍCIES CONOIDES. Se uma recta se move, encontrando sempre 
uma curva e um eixo dados, e conservando-se parallela a um plano director 
dado, a superfície gerada por ella chama-se um conoide. Expr imamos ana-
lyticamente a propriedade, que caracteriza estas superfícies, de ser uma sua 
intersecção com o plano tangente sempre parallela ao plano director . 

Tomando para origem a intersecção do eixo com o plano director , t e -
remos as equações : 

do eixo X=-az, Y = bz; 

da intersecção com o plano tangente Z = z, (X — a ; ) p - f ( Y — 2 / ) ^ = 0. 

ap + bq = 1. 

O mesmo daria a equação finita (Geom. Anal., n.° 167) 

y — 6 = F (x — az), 

z — c = p(x—a) + q( y — b). 
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E exprimindo a condição de se cortarem estas rectas, virá a equação 
dos conoides 

(x — az) p -f (y — bz) q = 0. 

Se traduzíssemos analyticamente a geração do conoide por uma paral-
lela ao plano director, que se movesse encontrando sempre o eixo e uma 
directriz (Compl. de Geom. Descr., n.° 8) , teriamos as equações: 

da generatriz 2 = |3, y = mx+n; 

das directrizes x = az, y=bz; f= O , ç = 0 . 

Por dever a generatriz encontrar a primeira directriz 110 ponto (aj3, bi, 3) , 
as suas equações tornar-se-iam em 2 = 3 , y—b?> = m (x — a,3); e depois 
a segunda condição, de encontrar a outra directiz, daria £ = F (» i ) . Por-

(y — bz\ 
tanto a equação finita da superfície 6 2 = FI - J ; e pelo n.° 44 
acharíamos a equação dilíerencial precedente. x az 

No caso do conoide recto, isto é, de a = O, 6 = 0, estas equações 
reduzem-se a 

. z=F ( — ), e px + qy = 0. 
\ CC / 

IV. SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO. Como todas as normaes de qualquer 
superfície de revolução encontram o eixo, vô-se que, se eliminarmos X, 
Y, Z, entre as equações (C) da normal e as do eixo, a resultante será 
a equação d'estas superfícies. Assim, se o eixo de revolução é o dos z, a 
eliminação entre as suas equações X = O, Y = O e (C) dá 

py — qx = 0. 

Obter-se-ia também esta equação applicando o que se disse no n.° 44 
á finita (Geom. Anal., n.° 169) 2 = F (x* + y°). 

V. SUPERFÍCIES PLANIFICÁVEIS. Nestas superfícies a recta generatriz 
deve mover-se de modo que o plano tangente seja o mesmo em todos os 
pontos d'ella. 

Sejam as equações da generatriz x = az-\- a, 1/ = 62 + ,3. 
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Como p, q, z — px — qy, não devem variar ao longo d'esta recta : sup-
pondo substituídas nellas as expressões de x c y, egualaremos a zero as 
suas derivadas; o que dará 

ra + sb = 0, sa 4- Ib = 0, 1 — ap — Iqj= 0. 

Eliminando — entre as duas primeiras, vem a equação das superfícies 
planificáveis a 

rt— S 2 = = O . 

A terceira mostra (Geom. Anal., n.° 173) que a generatriz é parallela 
ao plano tangente; e que está no mesmo plano, por ser, além disso, o ponto 
de contacto commum a ella e ao plano. Com eíTeito a condição (Geom. 
Anal., n.° 173) <xp+:q+z—p(az + o) — q (bz + [3) = 0, de cortarem 
ambos o eixo dos z no mesmo ponto, reduz-se também a 1 — a p — b q = 0. 

Se considerássemos a superfície como gerada pelo movimento d'uma re -
cta sempre tangente á aresta de reversão, x-=<fz, y = tyz, a sua equação 
finita resultaria de eliminar a arbitraria a entre as equações da generatriz 
assim definida, x — <p (a) = (z — a) ç/a, y — + (a) = ( z — a ) + ' a ; sendo 
(a, 9a, +a) o ponto variavel de contacto (Compl. de Geom. descr., n.° 12). 

Mas a derivação d'estas equações da generatriz em ordem a x e a y daria 

quatro, entre as quaes, se se eliminassem «, —, —, resultaria uma da 
dx dy 

fórma p = Y (q); e portanto a eliminação de F 'q entre as duas derivadas 
d'esta daria a equação que achamos. 

VI. SUPERFÍCIES REGRADAS. Nestas superfícies, das quaes são um caso 
particular as planificáveis, o plano tangente contém a generatriz, 

x = az + a, y =bz 

condição que se exprime, como no caso precedente, por 

ap -f bq = 1. 

Suppondo pois substituídas nestçi equação as expressões de x e y, e de-
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rivando duas vezes, resultam, para eliminar a e b, as equações 

a2r + 2abs + ò2í = 0, aòu + 3cPbm -f 3atfn + bh = 0; 

onde u, m, n, v representam as derivadas da terceira ordem 

d:iz d3z d3z d3z 

dxs ' dx^dy dxdy2' dy'A 

E eliminando —, como se fez nos Compl. de Geom. descr., pag. 100 , 
a 

resulta a equação das superfícies regradas 

A 2 r — 2ABs + B2< = 0 ; 

sendo A = 3 rn í — 2rsv — í 2 u, B = 3 rmí — 2stu — r2t>. 

Se considerássemos a superfície como gerada pelo movimento d'uma 
recta que encontra sempre tres directrizes, a eliminação de três para-
metros pelas tres condições dos encontros deixaria um só parametro arbi-
trário nas duas equações da generatriz, o systema das quaes equivaleria á 
equação finita da superfície. Depois a eliminação entre as equações prove-
nientes de derivar aquellas equações tres vezes consecutivas, considerando 
esse parametro e uma das variaveis como funcções das outras duas, daria 
a mesma equação differencial que acabamos de achar. Advertindo que da 
escolha das duas variaveis independentes pode depender em parte a facili-
dade do calculo (Compl . de Geom. descr., n.° 14 e pag. 1 0 0 ; Cale. d i f f . 
de Cournot, n." 2 4 4 ; Cale. d i f f . de Serret , n.° 3 5 8 ) . 

1 . 5 1 . CONTACTOS DE SEGUNDA ORDEM. A p p l i q u e m o s a t h e o r i a d o s c o n -
tactos d'esta ordem ás curvas de dupla curvatura (V. Fonct. Anal., n.° 141, 
e An. appl. de Monge). 

I . 0 P l a n o o s c u l a d o r . Sejnm as equações d'uma curva, e a do plano 
osculador em um ponto (x, y, z) d 'e l la : 

Z = f x , y = Z — z = A (X — x) + B (Y — y). 

Para determinar A e B de modo que se dó o contacto de segunda ordem, 
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devemos (n.° 144) mudar nas equações da curva x em x + h, o que dará 
y + k e 2 + l; depois substituir na equação do plano X por x + h e Y 
por y k, o que dará z f V; e finalmente egualar os termos em Zi e os 
termos em Zi2 de l aos respectivos de Z'. Teremos assim: 

na curva A = Zif + I = hf + ~ h*f" + . . 
2 Ii 

no p l a n o l'= Ah + B / Í = (A + B F ) h+ L B / I 2 + " + . . . : ' 
a 

e depois A + Bf = f, B f ' = f", 

por meio das quaes, eliminando A e B, a equação do plano osculador fica (*) 

i" ( z - s ) = ( r r - m • - » ) + r • (* - y) (f); 

á que satisfazem as (D') da tangente, como devem satisfazer. 

2.° C i r c u l o o s c u l a d o r . Considerando este circulo como intersecção 
d'uma esphera do mesmo raio com um plano central, e chamando a, b, c, 
as coordenadas do centro e p o raio da esphera, as equações do circulo serão: 

Z — c = A ( X — a ) - + B ( Y — 6 ) , ( X — a ) 2 + ( Y - ò ) 2 + ( Z - c ) 2 = p 2 . . . ( l ) . 

Devemos (n.° 144) mudar a? em x + h nas equações da curva, e X em 
x -J- h nas do circulo, o que dará y + k e z + Z nas primeiras, y+k'ez + l' 
nas segundas; e depois egualar k a k' e Z a Z', independentemente dos va-
lores de h; isto é, pôr k e Z por k1 e /', eliminar k e Z, e egualar a zero, 
em cada uma das resultantes, os termos em h e os termos em A2. 

Teremos assim, até / i2 : 

nas equações (1) l^Ah+Bk^x-tfh+h* | 2(t/—6)/c+/i2+2(^—c)Z f Z2=O; 

nas equações da curva k = Zif + Zi2+" - J - . . . , l = hf -J- — - J - . . . 

(•) Se a curva fosse plana, e tomássemos o seu plano por x>i, seriam f e f nullos; 
e esta equação, reduzindo-se a Z = i, mostraria, como devia mostrar, que nas curvas 
planas o plano osculador é o plano d'ellas. 



CALCULO DIFFERENCIAL 1 5 3 

Depois substituindo nas duas primeiras as expressões de k e l dadas pelas 
duas ult imas; e finalmente egualando separadamente a zero os termos em 
h e os termos em A2, v i rão: 

A + B f = / ' , B V = f , | 

x-a+(y-b)y+(z-c)f'=0, 1+(,,-&) f ' + ( 2 _ c ) f ' + f * + f i = o \ 

As duas primeiras mostram (1.°) que o plano do circulo é o plano 
osculador. 

Eliminando A, B, a, b, c, p entre (2) e (1), resultarão as coordenadas 
do centro e o raio do circulo osculador : 

. ( i + w + n w v + r n b = ( i + ^ + n w + n r v - n ' ) ] 
~ x y n + p i + w — f y ) * y + f 2 + / 1 " 2 + ( / ' j " / " f ) 2 ' 

(i+v*+r*)[r+vwr~m] ( i + f * + n =2-i — TZ-rr. TTT^—, p= 
<j,"s + f n + ( f y — ' r 

[ n + r H i r r - r m * 

. . ( 3 ) 

Generalisando a variavel independente (n.° 4 6 ) , isto é, substituindo 

, dy dxd-y — dyd*x dz dxcftz — d ZdiX 

* ^ d ã ' V = Jxi ,f===~dbc'r== dx* ' 

d í 2 = ' d x 2 + d;/2 + dz 2 , 

e pondo X = d y d 2 z — dzdly, Y= d z d 2 x — d x d * z , Z = dxdry—dydPx, 

as equações (3) tomam a f ó r m a : 

ds 2 (Ydz — Zdy) ds*(Zdx — Xdz) 
a ~ ' x + X 2 + Y 2 + Z 2 ' 6 = ^ + T 2 + Y 2 + Z 2 ' j 

d.s2(Xdy — Yda:) ds 3 

C — * + YS , V i , 7 Í ' P = 

.(4). 

X 2 + Y 2 + Z 2 ' * JL 
( X 2 + Y 2 + Z2) 2 
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Emfim, porque, em virtude de dsd2s = dxd-x + dyd*y -f dzdr-z, 

s5o 

X2 + Y2 + Z2 = ds 2[(d 2z) 2 + (d2t/)2 + (d2®)2 — (d2*)2], 

Y d z - Z d i / = d s 3 d ( ^ ), Zdx-Xdz=dM ^ j, Xdy-Ydx=ds*d[ ^ ), 

(d 2 z) 2 +(d 2 »/) 2 + ( ^ ) 2 - ( d 2 s ) 2 - d s 2 [ ( d ( ^ j j V ( d ( ^ ) ) 8 + ( d ( ^ ) ) 2 J . 

as formulas (4) transformam-se e m : 

dí 

6 = 2/ + 
( ! ) 

ds 

« » 

ds 
(8) 

dsd 
c = z + 

fdz_ 

I d s 

W 2 / . / d z \ \ * ' 

ds 
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o u : 

a = x + p9 

ds 
b = y +^ 

ds 

ds ' 

1 5 3 . ASGCLOS DE FLEXÃO, E DE TORSÃO. S e j a m c , e', c", os 
cosenos dos ângulos que a tangente a uma eurva plana faz com os eixos coor -
denados ; e c 4 Sc, c' + Sc', c" + Se", os dos ângulos que faz com os mesmos 
eixos a tangente consecutiva. Designando a o angulo de contingência, e a t -
tendendo a c2 + c'2 + e"2 = 1, (c + Sc)2 + (c' + Sc')2 + (c" + Sc' ')2 = 1, é 

2 cos a = 2 e ( c + S c ) + 2e ' ( e '+Sc ' ) + 2 e " ( c " + S c " ) = 2 — ( S e 2 + S e ' 2 + S c " 2 ) ; 
| 

ou 2 sen — a = a = \ / ^ 2 + + Sc" 2 ; isto é, (n.° 121) 

<7'-

Imaginemos agora que, em cada ponto da curva de dupla curvatura, se 
coristrue um elemento, no plano osculador do antecedente , e fazendo com 
este o mesmo angulo de contingência, o qual mede a flexão; e que se faz 
g y r a r o elemento, assim construído, em volta do mesmo ponto, até que coin-
cida com o elemento da curva. É evidente que o angulo Õ, chamado de íorsão, 
que por este movimento ficam fazendo entre si os dois planos osculadores 
consecutivos, e o angulo de flexão de terminam a posição de cada e le -
mento da curva. 

Chamando C1, cj, c/1, e cj + dcr cj + dc / , C1" + de / ' , os cosenos dos ân -
gulos que fazem com os eixos coordenados as perpendiculares aos dois 
planos o»culadores consecutivos, teremos, como ha pouco, 

O = V Sc/2 + Sc / 2 + S c / ' 2 -



1 5 6 CALCULO DIFFERIiNCIAL 

Mas, generalisando a variavel independente, como no n.° 1 5 1 , e usando 
das notações do mesmo numero, a equação (F) do plano osculador t rans-
forma-se em 

X ( ^ - S 1 ) - H Y ( y - y i ) + Z ( Z - Z 1 ) = O ; 

por conseguinte as equações da perpendicular a este plano são 

«1 — * = Y ( - 1 — * ) . y i — (*i — 

e os cosenos c/t cj, C1", (Geom. Anal., n.° 179 , l . ° ) s3o 

X , Y „ Z 
c / = 3 7 = • c / " 

v / X * + Y 2 + Z 4 ' ' \ / x 2 + Y 2 + Z2 ' ' V X 2 -j- Y 2 + Z 2 ' 

, Y ( X d Y — Y d X ) + Z ( X d Z — Z d X ) . .„ 
que dSo Sel = ^ -; e similhantemente 

Zc>, Sc/'. ( X 2 + Y 2 + Y 2 ) 1 " 

Substituindo pois na expressão de 6, e pondo 

A = X d Y - Y d X , B = X d Z - Z d X , C = Y d Z - Z d Y , 
vem 

A 2 ( Y 2 + X * ) + B 2 ( Z 2 + X 2 ) h Ç*(Z2 ! Y 2 ) — 2 A C X Z + 2 B C X Y + 2 A B Z Y 

— ( x 2 + Y 2 + Z 2 ) 3 ' 

que, at tendendo a serem 

A s Z 2 = A Z ( B Y - C X ) , B 2 Y 2 = B Y ( C X + A Z ) , C 2 X 2 = C X ( B Y - A Z ) , 

se transforma em 0 — ; 
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e finalmente, por serem 

Ady + Bds = 0, Adx -Cdz = O, Bdx + Cdy = O, 

. . , _ Adx Ady 
isto é C = - v - , B= , 

dz dz 

a expressão do angulo de torsão 0 toma a fórma : 

Ads A p® 
sendo dz (X 2 -f- Y2 + Z2) ' ds<> • (8)> 

-^-=dz{d*xd3y—d*yd3x)+dy{dhd3x—dVz)+dx{d*yd3z—d'izd3y). 

1 5 3 . ESPHERA OSCULATRIZ. Como a equação da esphera, 

( X 1 - a ) 2 + (yi — &)2 + (^i — c)2 = p2. 

tem quatro parametros, pode sujeitar-se a um simples contacto com a su-
perfície cm um ponto (x, y, s ) ; o que dará as condições: 

•(9). 

( x - a ) 2 + ( y - 6 ) 2 + ( S - c ) 2 = p2, j 

x — a + p(z — c) = 0, y — b + q[z — c ) = 0 ) 

sendo p e q os valores de — e — tirados da equação da superfície 
z = f ( x , y). d x d V 

Para qualquer raio p, estas equações darão as coordenadas a, b, c, do 
do cent ro ; e ter-se-hão assim tantas espheras que tocam a superfície no 
ponto dado, quantos forem os valores que se attribuirem a p. 

_ 

Pondo, por abreviar, (1 + />2 + ç 2 ) 2 = < p , a eliminação d a r á : 

c =• z ± p < p , b = y^zçqy, a = x z f . ç>pf (10)* 

Por se lerem supposto os P e Q tirados d* equação da esphera eguaes 
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respectivamente aos p e q tirados da equação da superfície proposta, é 
commum o plano tangente ; e por serem então as duas ultimas equações 
(9) as da normal, o centro (a, b, c) está sobre esta recta. 

1 5 4 . Restando só a arbitraria p, nem sempre se pode satisfazer ás 
condições de osculação de segunda ordem, isto é, de serem também lí, S, T, 
tiradas da equação da espbera eguaes respectivamente ar s, t, tiradas 
da equação da superfície proposta; e por isso, geralmente fallando, nem 
sempre ha esphera osculatriz para as superfícies, como ha circulo osculador 
para as curvas; isto é, nem sempre ha uma esphera que tenha um con-
tacto de segunda ordem com a superfície, em todas as direcções á roda 
do ponto (,x, y, z). 

1 5 5 . Vejamos porém se, em uma direcção, se pode estabelecer a oscu-
lação de segunda ordem no ponto dado. 

dy k 
beja m = —— = hm. — = tang t 

dx Ii 

a tangente trigonométrica do angulo i que faz com o eixo dos x a pro-
jecção sobre o plano xy d'uma das tangentes â superfície no ponto (x, y, z). 

Para que nessa direcção haja uma osculação de segunda ordem, basta 
que sejam eguaes as sommas dos termos de segunda ordem (n.° 151) 

r + 2 sm + Imli = R + 2Sm + T»»2. 

Ora as derivadas da segunda ordem da equação da esphera relativas a 
x e j/, attendendo ás condições do contacto de primeira ordem, são 

(z — c ) R + 1 + p 2 = 0 , {z — c)S + pq = 0, (z — c ) T + l + g
2 = 0 : 

tirando pois d'estas tres equações os valores de R, S, T, e substituindo-os 
na precedente, resulta 

(z — c)(r + 2ms + fm2) + 1 + p2 + 2pqm + (1 g*)ma = 0 . . . ( 1 1 ) . 

Esta equação dá z — c em funcção de x, y, m; depois as equações (10) 
darão p, a, b, c, isto é, o raio de curvatura da secção feita na superfície 
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por um plano tirado pela normal e pela tangente de que se tracta, e as 
coordenadas do cent ro : 

_ ± [ i + p * + 2pqm + (1 + g 2 ) m 2 ] . V1 + p2 7"¾2 J 
f r + 2sm + tm2 ' . . . (E ) f 

a = x ± p cos a, 6 = y ± p cosj i , c = z ± p cos y, ) 

chamando a, 3, y, os ângulos feitos pela normal com os eixos dos x, dos 
y, e dos 5 (n.° 147) . 

Como p deve ser positivo, e o multiplicador do radical no numerador 
de (E) sempre o é, deverão empregar-se em p, a, b, c os signaes se-
gundo for positivo ou negativo o denominador de p: ou também empregar 

sempre o signal superior, tomando o radical . 1 + /> 2 +ç 2 de p, cos*, cos cosy 
com o signal do denominador de (E); ou sempre o signal inferior, tomando 
o radical com o signal contrario ao do denominador de (E). 

D'este modo acharemos as curvaturas da superfície em todas as direcções 
das secções normaes d'elías. 

13 G. DiiTerenciando dz=pdx ! qdy, para a superfície e para o plano 
tangente, vem, para aquella e para este, respectivamente: 

d*z = pd*x + qd-y + dx2 (r + 2ms + »i2í), (cf-z) = pd*x + qd*y. 

Portanto será d*z < ou > (d-z ) , e o plano tangente, na direcção dada 
por m, ficará acima ou abaixo do consecutivo, conforme for negativa ou 
positiva a expressão r + 2»is + m-t, que é denominador de ( E ) ; isto é, 
será a curva concava ou convexa para o plano xy, segundo for negativo 
ou positivo o denominador de (E). 

1 
E como o signal de r + 2sm + <m2 = — [(mf + s)2 — (s2 — r í ) ] 

1 

muda na passagem de m p o r — ( — s ± y s - — r í ) , quando s2 — rl > 0; 

é invariavel quando s2 — rt < 0; e também invariavei quando s- — rí = O, 

mas tornaudo-se a expressão nulla para m = : distinguern-se assim 

os casos em que a curvatura muda de sentido na passagem da tangente 
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por duas d i recções: em que se conserva no mesmo sentido para todas as 
direcções, e em que é nulla numa direcção. 

1 5 5 . Para ter as secções nas quaes a curvatura é maxima, faremos 
d p 
— = 0. Assim a derivada de (11) em ordem a m, attendendo a que, em 

virtude da primeira dasequações (10) , a condição - p - = 0 equivale a — = 0 , 
dm 1 dm 

dà 
(z — c)(s + Im) +pq + (1 -f ç2) m = 0 (12) , 

entre a qual e (11) se deve eliminar m. 
Podemos, para effectuar esta eliminação, abater (11) ao primeiro gráu, 

multiplicando (12) por m e subtrahindo de ( I I ) , o que conduz a 

(z — c) sm + pqm + {z — c) r + 1 + p 2 = 0 ( 1 3 ) ; 

depois, pondo A = Ir — s 2 , B = r (1 + ç 2) + t (1 + p 2 ) — 2 p q s , 

a eliminação dá A (z — c)2 + B (z — c) + <p~2 = 0 ( 1 4 ) . 

Com os dois valores de z — c, que se tiram de (14) , a primeira das 
equações (10) dará os raios p de maxima e minima curvatura da superfície 
no ponto (x, y, 2), e depois uma das equações (12) ou (13) dará m, que 
determina a direcção das duas curvaturas. 

Concebamos estas duas linhas de maxima e minima curvatura traçadas 
na superfície proposta. Por serem cilas independentes do systema de eixos 
a que se refere a superfície, podemos tomar o ponto dado para origem 
das coordenadas, e o plano tangente para plano dos xy; o que, tornando 
X, y, z, p, q, nullos, reduzirá as equações (12) e (13) a 

c(s + tm) = m, c (sm -f r) = 1 (15) , 

e por conseguinte .sm2 + (r — t)m — S = 0 (16). 

Por ser — 1 o producto das raizes d'esta equação, as duas secções cor-
tam-se perpendicularmente. E portanto, exceptuando casos particulares nos 
quaes a equação (14) se reduzisse a uma identidade, podemos concluir q u e : 
Em qualquer ponto d'uma superfície ha duas secções normaes, perpendicu-
lares uma á outra, na direcção das quaes a curvatura é maxima ou minima. 

Estas secções chamam-se principaes. 



CALCULO DIFFERENCIAL 161 

1 5 8 . No mesmo systema de coordenadas a expressão do raio de cur-

vatura de qualquer secção normal é (n.° 155) p = -f <m2' 

Se tomarmos por eixos dos x e dos y as duas tangentes ás secções 
principaes, será em uma d'ellas m = 0 e na outra m = oo ; e uma das 
equações (15) mostra que será s = 0. Chamando pois p' um dos raios e 
p" o outro, serão 

J - L 0 , ' - ! . 
P — » C — T ' r t 

cos2 i sen2 t 
e por conseguinte - = — = - _ + _ _ . . . ( 1 6 ) , 

1 m2 

que é o theorema de Euler . 
Para outra secção perpendicular a esta, será 

1 sen2 i cos2 i 

?, e' p" 

í i i i 
d'onde resulta \ = - r H — j . (17) . 

P P/ P P 

Os pontos onde é p' = p", e por conseguinte (eq. 16) p = p' para qual-
quer secção normal, chamam-se umbilicaes ou de curvatura espherica. 

1 5 9 . Se tivessemos também feito no n.° 153 o mesmo que fizemos 
no n.° 155, egualando entre si a totalidade dos termos de primeira ordem, 
satisfaríamos ás condições do contacto de segunda o rdem; e ficaria ainda 
uma indeterminada, da qual poderíamos dispôr para achar a curvatura em 
todas as direcções em que m fosse o mesmo. Por onde se vê que é possível 
estabelecer o contacto de segunda ordem na direcção dequaesquer secções 
differentes da normal : o que vamos fazer. 

Se j am: p, a, [J, y, o raio de curvatura da secção normal que passa por 
uma tangente á superfície, e os ângulos que elle faz com os eixos dos 
x, y, z; p', a ' , £ ' , y' , o raio de curvatura e os ângulos analogos de outra 
secção, que passa pela mesma tangente, e cujo piano faz com o da pri-
meira o angulo w. 

V 
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É (n.° 151 , (6)) 

o! cc \ f - um 
COS a' = :— = p' — ^ — , cos 3' = p' r——, cos v' = p' — 

p' ds r ds 1 r ds 

e (n.° Í4-7) 

P ? 1 

c o s a = , c o s [ 3 = , cosy = 

V I + P 2 + 9 2 \ / L - t - p 2 + ? 2 \ / I + P 2 + ? 2 

Portanto cos w = cos a cos a' + cos £ cos [3' + cos y cos y' 

c t e \ 

d t ) q p 
. ds ds ds 

= P' - ( * ) ; 

V I + P 2 + P 2 

i i i \ i dz dx dy 
a qual, attendendo a que a proposta z = [ [ x , y ) dá - J - = P 1 - ? j » 

ds ds ds 

o * O - ( t ) 
G — —• —— í) — -J- Q — -j- i i — I —p Í̂ O i m — j —j- f, i 

ds ds ds \ ds / \ ds A ds/ \ ds 

se transforma em 
dx 

cos w = p 
T j M m h - m -

, v ds 
OU COS (<> = p' 

y / i + P 9 + ? 2 

~ j ( r -f 2sm + ím2) 

V L + P 2 + ? 2 

(») Como esta expressão dá p' = A cos w, sendo A independente de « : se fizermos 
a — O, a q u e cor responde p' = p, teremos p = A, e por conseguinte será p ' = p c o s u ; 
f icando assim mui to abreviada a demonst ração do theorema de Meusnier (Ve j . Cournot , 
Cale. d i f f . , n.° 275). 
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Mas as equações 
% 

dz .dx /dx\2 /<ty\2 / d z \ 2 . dy dx 

dão 
/ < M 2 1 

j 7 y U s / 1 4 p2 4 2pgm + (1 4 q2) m2' 

logo 

, [1 4 P2 4 2 p 9 m 4 ( 1 - 1 í 2 ) m 2 ] V 1 4 p2 4 
p' = i - — ^ — — — ^ - cos W = P cos to... (F). r r 4- 2sm 4 tm2 r v ' 

Esta equação comprehende o theorema de Meusnier, segundo o qual o 
raio de curvatura de qualquer das secções, que passam por uma tangente 
á superíicie, é egual ao da secção normal, que passa pela mesma tangente, 
multiplicado pelo coseno do angulo que fazem entre si as duas secções; isto 
é, o raio de curvatura da secção proposta é egual ao da secção normal 
projectado sobre o plano da primeira. 

Podem consultar-se sobre esta matér ia : a Theoria dos contactos das 
superfícies e curvas no espaço, Coimbra, 4869, do sr. Luiz da Costa e 
Almeida; e o Addilamento ás notas do Calculo di/ferencial e integral de 
Francocur, Coimbra, 1845, pag. U alé 21. 
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Limites das superfícies 

1 6 0 . Para achar o máximo e o minimo z d'uma superfície curva, cuja 
equaçSo é z = f ( x , y), ou F (x, y, z) = 0, devemos (n.° 102) pôr p = 0 e 

dF d F 

qzz=0, ou (n.° 40) — = O e — = 0, que são as condições do paralle-

lismo do plano tangente ao dos xy; e eliminar x, y, z entre as tres equações: 
d F d F 

z — f ( x , y), P = O1 5 = 0 ; ou F (x, y, z) = 0 , ^ = ^ = ° -

E depois a condição (2) do n.° 102 mostrará se nos pontos assim deter-
minados ha máximo ou ha minimo. 

S 6 1 . A condição de ser o plano tangente perpendicular ao dos zy 
d F 

exige (n.° 146) que s e j a p = 0, ou = 0. Portanto, para que o plano 
dx 

tangente em um ponto seja perpendicular ao dos zy, é necessário que as 
coordenadas d'este ponto satisfaçam As equações: 

d F 
z = f ( x , y), P = 0 ; ou F(®, y, z) — 0 , — = 0 . 

Todos os pontos, que satisfizerem a estas duas equações, estarão sobre 
uma curva limite da superfície no sentido dos yz; e, eliminando x, achar-
se-ha a projecção d'esta curva, e da superfície, sobre o plano dos yz. 

Do mesmo modo se obterá a projecção da superfície sobre o piano 
dos zx, eliminando y entre as equações z = f ( x , y), q = 0; ou entre 

x „ dF 
¥(x, y, z) = 0 , - = 0. 

d y dF 
Assim na esphera, ( x — a ) 2 + ( j / — 6 ) 2 + ( z — c ) 2 — r 2 = o, é — = z — c ; 

dF dz 
e a eliminação entre - = O e a proposta dá, como devia dar, a equação 

d'um circulo, projecção sobre o plano dos xy, 

(tt — a ) 2 + ^ — 6)2 = r 2 . 
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Rectificações, àrcas e volumes 

1 0 3 . I. Projectado sobre o plano dos xy um arco de curva no espaço, 
planifiquemos o cylindro recto, cuja base é projecção do a rco ; e sejam s 
o arco, A a sua projecção, t a área da porção do cylindro comprehendida 
entre a curva e a projecção. Como \ fica desenvolvido em linha recta, po-
demos referir o arco s ás coordenadas orthogonaes z e l , e teremos então 

dt = zd\, ds* = d\* + dz*; 

que, por ser, no plano da base, d\* = dx2 + dy*, 

se transformam em 

dt = z ^ d x 2 + dy*, ds* = dx* + dy* + dz*. 

Se das equações da curva, M = 0, N = 0, que são as de duas superfícies 
de cuja intersecção ella resulta, tirarmos z, y, dz e dy em funeção de x 
e dx, e os substituirmos nas expressões precedentes de dt e ds, a inte-
gração, isto é, a reversão das expressões diíTerenciaes ás primitivas, dará 
a área t da porção do cylindro, e o comprimento do arco s. 

1 0 3 . II . Dada a equação d'uma curva plana, j/ — f x , procuremos o 
volume v = Fx e a superfície u = <px do solido gerado pela revolução em 
volta de Ax do trapézio curvilineo CBMP (Fig. 1), comprehendido entre 
um arco d'ella, o eixo dos x, e as ordenadas extremas. 

Mudando x em x - f P P ' — x + h, os augmentos k, i, l, de y, v, u, 
serão 

k == y'h + . . . , t = v'h + . . . , l = u'h +. ..; 

representando i, l, o volume e a área do solido gerado pela revolução do 
trapézio curvilineo PMM'P'. 
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Mas o volume do solido gerado pela revolução d 'este trapézio está com-
prehendido entre os volumes dos cylindros gerados pela revolução dos r e -
ctângulos P M Q P ' , PLM'P ' ; e a área do mesmo solido está comprehendida 
en t re as áreas dos troncos de cone descriptos pelos trapézios rectilíneos 
PMM'P, P M H P ' ; portanto os limites para os quaes tendem a razão dos 
volumes dos dois solidos, e a das áreas dos dois troncos de cone, serão os 
mesmos para que tendem a razão entre o volume d'um d'aquelles cylindros 
e i, e a razão entre a área d 'um d'aquelles cones troncados e !; e como 
aquelles limites são 

" m - j ^ r = ' ' • • " • • = t a - " m - s r - ' 

- , r r ' + I r t + -
serão lambem I = I i m . — = = lim. —= = = — - , 

TtyiIi r .y1 Tzyi 

l . + 
I = I i m . — , , , = Iim. 

w(2y+A).MM' V' \+y^2y',/h+.. 2~.y sj 1 

que dão 

u'=2%y V 1 + y ' 8 = 2 i t t / . s ' ; 

cu dv^T.y^dx, du=2ity \/ dx* j-dy*. 

Substituindo pois nestas equações fx em logar de y e fxdx em logar 
de dy, e integrando, te r -se-hâo v e u. 

1 <®JL. III. Sobre o plano ABC (Fig. 35) tracemos um trapézio C D E F , 
cujos lados parallelos CD, E F , sejam perpendiculares á intersecção AB do 
plano com outro que faz com o primeiro um angulo a; e seja cdef a pro-
jecção d 'este trapézio sobre o segundo plano. Será a área 

cdef = - (ed + e f ) . GII = -I (CD cos« + F-F cos«) . GII = C D E F cos«. 
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Esta razão entre os trapézios e as suas projecções tem egualmente logar 
para os triângulos; porque (Fig. 36) , tirando CD e LF perpendiculares a 
Aí}, e CE parallela a DF, forma-se o parallelogrammo CDLF, cuja área 
é dupla da do triangulo DIF, e cuja projecção é dupla da projecção do 
triangulo. 

Como as figuras rectilíneas se podem decompor em triângulos, a mesma 
relação subsiste para qualquer polygono plano; e pode ainda extender-se, 
pelo methodo dos limites, a qualquer área plana. Por t an to : 

A projecção P de qualquer área plana A sobre um plano é egual ao 
producto A cos a d'esta area pelo coseno do angulo a dos dois planos. 

Assim, chamando a, «', a" os ângulos que faz uma área plana A com 
os tres planos coordenados; e P, i", P", as suas projecções sobre os mesmos 
planos: teremos 

P = A c o s a , P ' = A cos a ' , P7 = A c o s a ' ' , 

que dão P 2 + P'* + P"2 = A 2 . 

Logo: O quadrado d'uma área plana é egual á somma dos quadrados 
das suas projecções sobre tres planos que se cortem rectangularmente. 

Estes theoremas servem paru avaliar as areas planas, situadas no espaço, 
por meio d'outras situadas nos planos rectangulares coordenados, isto é, 
por meio d'outras expressas cada uma em funeção de duas variaveis. 

J L 6 5 . IV. Seja a equação d'uma superfície, z<=>f[x, y); 

e M (Fig. 37) -um ponto (x, y, z) de l i a . 
Tirando quatro planos: dois parallelos aos xz, e correspondentes a y, 

y-\-k; dois parallelos aos yz, e correspondentes a x, x + h: chamemos v 
o volume do tronco mixtilineo, que é terminado pelo plano dos xy, pela 
superfície e por aquelles quatro planos, e cuja base no piano dos xy é o 
rectângulo comprehendido por h e k; e M a área da porção da superfície, 
que termina este trouco. E chamemos V = F (x, y) o tronco comprehendido 
entre os seguintes limites: plano dos xy; planos parallelos a xz, um á di-
stancia y, outro a uma distancia dada b do mesmo plano; planos paral-
lelos a yz, um á distancia x, outro a uma distancia dada a do mesmo plano. 

Procurando o augmento de V no sentido dos y, ou o tronco cuja base 
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é o rectângulo xk; e depois o augmento d'este tronco no sentido dos x, 
ou o tronco v cuja base é o rectângulo hk: teremos 

v = F{x + h,y + k)—F[x + h, y) — [F[x, y + k)—F(x, y)]. 

E similhantemente a respeito da área u. 
Emfim, desenvolvendo estas funcções pelo theorema de Taylor, e redu-

zindo, virá: ,, d2v „ d9u 
v = hk —— -+-..., u = hk -—— + . . . ; 

dxdy dxdy 

suppondo h e k sufficientemente pequenos para que a curvatura da porção 
de superfície u seja no mesmo sentido em todos os seus pontos. Posto isto: 

I . 0 Os prismas cuja base commum é a base do tronco v, e cujas alturas 
são a minima z -+-« e a maxima z H - | 3 das quatro ordenadas f ( x , y), 
f ( x + h, y), f [ x , y + Ic), f ( x + h, y + k), comprehendem aquelle t ronco; 

. hk (z + a) . . . . , 
e como a razão d estes prismas —; -, tem por limite a unidade, será 

hk (z + '^) 

também esta o limite da razão de qualquer d'elles para o tronco; isto é, 

d2V d 2 V 

lim 
hk (z + a) 

1 = lim. . . . " , = lim. d x d y " ' = ¾ 

2.° Como a unidade é o limite da razão entre cada um dos arcos de 
curva, traçados por M na superfície u, e a tangente respectiva; e como 
estas tangentes existem no plano tangente : concebe-se que é também 1 o 
limite da razão entre « e a porção do piano tangente intercepta pelo tronco 
v, produzido indefinidamente. Mas, chamando V o angulo que faz esta su-
perfície plana com o plano dos xy, e attendendo a que a projecção d'ella 
neste plano é hk, temos (n.° 164) 

hk 
superf. tang. plana = = hk V 1 + Pi + <f'2; 
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por conseguinte (*) 
d 2 U d 2 U 

u ,. dxdy dxdy 
1 = I i m . = I i m . J - " 

hkyji+p* + q* V l - f p H s 2 Vl+P2 + g2 

1 6 6 . Por tanto , para ter V e U substi tuir-se-hão nas diíTerenciaes 

d 2 V = zdxdy, d 2 U = dxdy \ / 1 + p2 + í 2 , 

por z, p, q, as suas expressões em xey, tiradas da equação da superfície 
z — f [ x , «/) e das suas derivadas em ordem a x e em ordem a y; e depois 
in tegrar-se-ha duas vezes, uma relativamente a y desde b até y, outra r e -
lativamente a x desde a até x. 

(*) O mesmo se acha par t indo (Fonc t . anal., n.° 79) do principio de estar u c o m -
prehendido en t re a maxima e a minima das secções feitas no tronco pelos qua t ro planos 
tangentes á superfície t irados pelas ex t remidades das quat ro ordenadas f ( x , y), 
f[x-jrh,y),f(x,y-{-k),f{x-]-h,y-\rkj.PDrqumlo, sendo 1 o limite da razão 
d ' aquel las duas secções, 

hk 
CQS8, _ ^! + ( P - H a J i - K g +p,,)» 

Vi + Ip + «i)* ! T?+HY-' hk 
cos 0, 

também deve ser 1 o limite da razão d 'uma d'ellas para w; isto é, deve ser 

I = I i m . = lim 

D2 U 

dxdy + ... D2U 

dxdy 

M ^ I + ( Í > - K ) 2 + ( ? + p / + ( p + « / j 2 + ( m ) 2 + p 2 + ? 2 ' 
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Do melhodo iufiuitesimal 

I G f . Quando se applica o melhodo dos limites a uma equação entre 
constantes e variaveis indefinidamente pequenas, está demonstrado que a 
equação subsiste separadamente entre a totalidade dos termos constantes 
e enlre a dos variaveis; e que, por isso, se pretendermos tão somente obter 
uma relação entre as constantes, poderemos desprezar no decurso do cal-
culo os termos compostos das variaveis, sem que esta omissão torne in-
exactos os resultados; seguros de não deverem iulluir as quantidades des-
prezadas. O mesmo dissemos por occasião de expor o methodo das tan-
gentes (Geom. Anal., n.° 7 3 ) . 

Poderemos pois, em questões a'esta natureza, omitlir os termos inde-
finidamente pequenos, que os geómetras têm chamado, com Leibnitz, i n -
/iiulamenle pequenos, ou hijinilesiinos; omissão que abreviará os cálculos, 
sem os tornar inexactos: apreseutando-se a lheoria com todo o rigor, 
quando se provar que as quantidades omittidas são da ordem d'aquellas, 
que por Iim devem desapparecer dos resultados. 

Importa muito que não nos privemos do auxilio d'este methodo; porque 
é elle precioso para gravar na memoria os resultados e para lacilitar as 
investigações analyticas complicadas, sem lhe laltar na realidade o rigor 
de que parece carecer. 

1 G S . Appliquemos estas noções ao calculo diílerencial. 
Sejam y, z, t , . . . funcções dadas de x. Suppondo a x um augmento Ax, 

os correspondentes de y, z, t , . . . , tirados das equações que ligam estas 
variaveis cora x, terão a fórma 

Ay = AAx + B (Ax)2 + . . . , Az = A1Ax + B' (A#)2 + . . . 

Para fazer cálculos sobre estas expressões, temos de combinar entre si 
as quantidades Ay, Az,..., formando equações M = O em que ellas en-
trem. Mas a substituição das expressões de Ay, A s , . . . dará resultados 
que, ordenando relativamente ás potencias de Ax, se comporão de termos, 
d entre os quaes ficarão elevados a menor expoente os que provierem de 
AAx, A l A x , . .. Portanto, se dividirmos a equação pela potencia de Ax que 
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for factor commum, só ficarão desembaraçados d'esta quantidade os coefli-
cientes A, A ' , . . e se ella é tal, que pode diminuir indefinidamente, sem 
que por isso variem x, y, z,. . ., deverá subsistir a equação M = O entre 
os termos não multiplicados por B, B ' , . . . Por onde se vê que poderemos, 
no principio do calculo, supprimir os termos d'esta especie, e escrever 
dy = \dx, dz = \'dx,... dizendo, para evitar circumlocuções, que se 
desprezam os outros termos como infinitamente pequenos d'ordem superior. 

Neste modo de tractar o calculo differenciul concebem-se as grandezas 
como formadas de partes elementares, a que se dá o nome de differenciaes, 
e que se designam pela característica d, como já dissemos (n.° 3) . Estas 
differenciaes não são os elementos realizaveis, mas differem d'elles em quan-
tidades que se podem desprezar, e que o calculo faria desapparecer se as 
tivessemos conservado. E assim, não influindo no resultado os erros prove-
nientes de taes desprezos, somos conduzidos pela introducção d'essas quanti-
dades auxiliares a cálculos e considerações que abreviam muito os processos. 

Tal é a ideia que devemos fazer dns quantidades auxiliares dx, dy, dz,... 
introduzidas no calculo como elementos das quantidades x, y, z,. . ., em 
logar dos elementos realisaveis dos quaes ellas podem differir tão pouco 
quanto se qu ize r ; sendo portanto inútil considerar essas differenças, as 
quaes pelo decurso do calculo deveriam desapparecer , sem ficar d'ellas 
vestígio nas relações procuradas entre x, y, z,. .. . 

1<&9. Para fazer pois a substituição dos valores auxiliares, é necessaria, 
primeiro que tudo, a certeza de que os difíerenças ent re elles e as verda-
deiras variações viriam a destruir-se no resultado. Ii assim, para que o 
methodo se possa empregar com segurança, é necessário satisfazer á con-
dição indispensável da egualdade dos limites ou das ultimas razões, que 
consiste em comparar as grandezes verdadeiras com as que se lhes substi-
tuem, e fazel-as variar simultaneamente, para ver se, em sua diminuição 
progressiva, a razão entre ellas tende sempre e indefinidamente para a 
unidade, como seii limite. 

Por exemplo, suppondo que o arco BM (Fig. 1) recebe o augmento in-
finitesimo MM', poderemos tomar pelo arco 31M' a corda MM' ; a qual 
será differencial do arco BM, porque, á medida que M se approxirnar de 
M', o arco e a corda diminuirão, e a sua razão tenderá constantemente para 
0 limite 1 (n.° 110 ) . Rlas não podemos tomar MQ por diflerencial de BM, 
ainda que MM' e MQ se tornem conjunctamenle nullos, por isso que não é 

MM' F í 
1 o limite da razão — = sec M M P = y 1 + \ fx f -h("{x-\-hb) 
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O mesmo succede com ax2 e bx; porque, a pezar de se anniquilarem 
simultaneamente quando x=0, comtudo o limite da sua razão é 0 e não 1. 

Quando não se consideram só estes limites, o calculo apresenta-se como 
um meio de approximação; mas, logo que se applica á investigação das 
ultimas razões, que são as mesmas para as differenças auxiliares e para 
as verdadeiras, adquire todo o rigor algébrico, e a sua linguagem e notação 
são exac tas ; porque nas palavras infinitamente pequenas e differenciaes 
vae subentendida a condição de usar d'estas quantidades para obter resul-
tados relativos, não a ellas taes como se introduziram no calculo, mas ôs 
suas ultimas razões. 

A differencial é assim uma parte da differença, cuja razão com ella 
tem a unidade por limite. 

I S ® . Ha também neste genero de considerações um principio que não 
se deve perder de vista: é o da homogeneidade, o qual consiste em deverem 
as differenciaes ser da mesma especie que as respectivas grandezas de que 
se consideram como elementos, e da mesma ordem entre si. Não se deve 
pois tomar senão um solido por differencial d 'outro solido, uma superfície 
por differencial d 'outra superf ície , . , .; o que corresponde a dizer que não 
é permitlido considerar uma linha como um aggregado de pontos, uma 
superfície como um aggregado de l i n h a s , . . . : e, além d'isso, não deve uma 
fórmula differencial conter senão termos que sejam expressões differenciaes 
da mesma ordem de grandeza. 

APPLICAÇÕES 

1 ® 1 . FONCÇÕES ELEMENTARES. Representando z e í funcções de x, 

seja y = zt. 

Se mudarmos x em x + h, e desprezarmos o producto dzdt da segunda 
ordem, que só pode conter dx2, dx3,. . . , t e r e m o s : 

dy = (s + dz) (í + dt) — zt = Idz + zdt. 

Desprezando do mesmo modo dz2, d í 2 , dzdt a expressão y = zm dá 

dy = (z + dz)m - Z m = mzm~idz. 
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= 1 + kh - f . . . . , a expressão y = a* dô 

1 7 3 

dy = az (a!1* — 1) = kazdz. 

A expressão y = Iogz dá 

f dz 
dy = Iog (z + dz) — Iogz = I o g ^ l +-J-)* 

e por conseguinte 

j á , , dz , 1 dz „ dz 
UtlV= 1 + kdy + . . . = 1 + —, ou dy = - = M —. 

z k z z 

E a expressão y = sen z dá (Alg. Sup., n.° 156) 

dy = sen (z -f dz) — sen z = sen z (cos dz — 1) + cos z sen dz = cos zdz 

L 1 ? ® . A r c o s . Seja BM = S (Fig. 1 ) um arco de curva plana terminado 
no ponto M (x, y), e y = f x a equação da curva. Considere-se a tangente MT 
como prolongamento do elemento infinitesimo MM', ou da corda MM', que, 

podendo approximar-se indefinidamente de MH, faz que = tang MM'Q 

se approxime também indefinidamente de tang HMQ, não difíerindo d'ella 
senão em uma quantidade infinitesima. O triangulo MM'Q, cujos lados são 

cordo 
dx, dy, ds, attendendo a ser lim. ——— = If dá 

ds 

diJ „„DT dx „„ T dV tang T = - ^ , cos T = —, sen T = - ^ f ds = y/ dx* + dy2 . 
dx ds ds 

Do mesmo modo, sendo t a área CBMP, e tomando por dl o rectângulo 
infinitesimo MPP'Q, acha-se dt = ydx. 
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1 5 3 . C o o r d e n a d a s p o l a r e s . Appliquemos este processo ás coorde-
nadas polares. Do pólo A como centro (Fig. 8), e a partir de M ( r , G), de-
screva-se o arco MQ = rd6; e depois prolongue-se o elemento MM' = dí 
até encontrar em T a perpendicular AT a AM. Será M'T a tangente ; e os 
triângulos similhantes MM'Q, MTA, darão 

rd'J AT r2dO 
— = —, ou subt. A I = — — . 
dr r dr 

O triangulo MM'Q dará também 

2 2 2 
M M ' = MQ + M'Q, ou ds* = r2d&2 4- d r 2 . 

Finalmente a área ABM = T, comprehendida entre dois raios vectores, 
tem por difícrencial AMM', que se pode tomar por AMQ; e como é 

AMQ = ^ A M - M Q , resulta 

d T . = i r 2 d f ) . 

1 5 4 . Á r e a s e v o l u m e s d e s o l i d o s . I. Sejam E o volume e U a su-
perfície do solido que a área CBMP (Fig. 1) gera na sua revolução em 
volta de Ax. A diílerencial de u é a superfície do tronco descripto pela 

1 
revolução do arco MM', que tem por expressão —MM' (circumf. PM-

Ji 

circumf. P 'M' ) ; ou MM' . circumf. PM, desprezada a differença P M ' — P M : 
e a differencial de o é o volume gerado pela revolução da área MPP'M', 
o qual se pode considerar como o cvlindro descripto por MPP'Q, que tem 
por expressão PP' . circumf. PM. 

Logo du = 2 i ryds , dv = ity^dx. 

II. Seja BD (Fig. 37) uma superfície, cuja equação é z = F (x, y). 
Quando se attribuir a x o augmento dx, o do volume V = EFMN será 
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dV 
MBFR = — dx; e se depois neste resultado dermos a y o augmento dy, 

dx 
d 2 V 

o do volume MBFR será MCSP = —— dxdy. O augmento de MN = U 

d 2 U y 

será similhantemente M C = - — — d x d y . 
dxdy 

Mas: l . ° o plano Mrsg (Fig. 33) , parallelo ao xy, fórma o parallelipi-
pedo MPSs, que se pode suppor egual a MPCS, e cujo volume é sdxdy; 
2.° o plano MrVg' pode suppor-se confundido com a superfície na extensão 
de M C ; e como (n.° 164) , designando 6 a inclinação d'este plano sobre 
o dos xy, a base PS ou dxdy é MC cos 0, teremos 

dxdy 
MC = = dxdy V 1 + p2 + o2 . 

cos Ô 

Logo d 2 V = zdxdy, d 2 U = dxdy 1 + p2 + g 2 . 

1 3 3 . I U i o s d e c u r v a t u r a d a s c u r v a s p l a n a s . Sejam (Fig. 39) M]M 
e MM' dois elementos consecutivos d'uma curva plana. As perpendiculares 
levantadas no meio das cordas d'estes elementos determinam o centro O, 
e o raio da curvatura MO = o. 

O angulo de contingência w é o das tangentes consecutivas MTi , M'T, 
isto é, o dos raios OM, OM', perpendiculares a ellas. E como, chamando 

1 

1 2 ° 
c a corda MM', é sen — to = , se passarmos para os arcos, que difíerem 

. . p . ds 
das cordas em infinitesimos da terceira ordem, será w = —. 

P 
Designando a o angulo da tangente com o eixo dos x, serão 

d (tang a) y"dx 
t anga = y , w = d a — — a = ~ b 1 + tang2 a 1 + J/'2 

J 1 

» , . d s ' Portanto p = — = r. . r w y" Ô"1 

; 

W 
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0 angulo i w é o feito pela corda com a tangente; e a perpendicular 
2 

M'P' 6 tangente é 
1 ds2 

M'P' = csen — w = . 
2 2 p 

1 9 6 . N o r m a e s Ás s d p e r f i c i e s . Sejam O o angulo que a normal O J N 
(Fig. 40) a uma superfície, no ponto Oi infinitamente proximo de O, faz 
com a sua projecção O iP sobre o plano da tangente OOia;' e da normal Oz 
no ponto O; e td o angulo OiPO que esta projecção faz com Oz. Os ân-
gulos 6 e w determinam a posição de OiN, quando é conhecida a de Oz. 

Tomando o plano tangente em O para plano dos xy, como no n.° 157, 
são p e q nullos; e portanto, na passagem para o ponto Oi , tornam-se 
p e q em dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy; ou, chamando a o angulo 
que OOi ^az c o m e S o elemento OOi, 

dp = S (r cos a + s sen a), dq = S (s cos a + í sen a); 

e as equações da normal serão (n.° 147) 

X — x+(Z — z)dp = 0, Y — y + ( Z — z) dq = 0. 

Se passarmos para o systema de eixos Ox' e Oy', situados no mesmo 
plano tangente, teremos 

x = x' cos a, — y' sen a, y = x' sen a -J- y' cos a ; 

e as equações da normal transformar-se-hâo em 

(X' — x') cos a — (Y' — y') sen a + (Z — z) dp = O, 

(X' — x') sen a + ( Y ' — y') cos a (Z — z) dq = O, 

que, eliminando alternadamente Y' — y' e X' — x', e pondo 

dp cos a -f dq sen a = dp', dq cos a — dp sen a =• dq', 
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tomam a fórma 

X ' — x' + ( Z — z ) dp' = 0 , Y' — y' + (Z — s) dq' = 0 . 

SerSo portanto (n.° 14-7): 

— dq' 
cosNOi?/i ' = — senô 

e cos OiPZ cos 6= — cos w cos 6 

que dá sen w 

y/\ + dp'*+dq* 

1 

y/l +dp*+dq* 

dp' 

y/i + dp'* 

ou, por serem dp' e dq' infinitesimos, 

sen 6 =dq' = f$.[s (cos2 « — sen2 «) + (< — r) sen a cos a] , 

sen <a = dp' = S-[r cos2 a + 2s sen a cos a -f t sen2 a ) . 

Tomando para eixos dos x' e y' as tangentes ás secções principaes, 

serão (n.° 158) s = O, t — r = ^7 ^r; 
P' P 

e o theorema de Euler dará 

1 _ _ L 
7 P" 7 — ~ a» n = — ! eAnS r- ' cos a. = -z s e n z a 

p' p" p' p" 

o que, substituido na expressão de sen 2 0, a transformará em 

— ' - ( { - Í X ? - } ) -
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Portanto será 9 = 0, quando for o = p'', ou p = p', isto é, quando OOi 
for uma secção principal. 

O conhecimento dos ângulos 0 e w 6 importante para o estudo das su-
perfícies á roda de cada normal. (Vej. Cale. d i f f . de Bertrand, n.0 ' 6 5 0 e 
seguintes). 

FLS®. S u p e r f í c i e s e n v o l v e n t e s . Seja M = O 

a equação d'uma superfície; designando M uma funcção de x, y, z, e d'uma 
constante arbitraria «. Esta equação será a d'uma familia de superfícies, 
cuja fórma geral dependerá da fórma de M, mas que se distinguirão umas 
das outras em virtude dos valores que se derem á arbitraria «. 

Considerando a em dois estados consecutivos infinitamente proximos, 
teremos as equações 

M = O, M + da = 0 ; ou M = O, ^ I = O (1). 
dx da. 

Estas equações caracterizam, para cada valor de x, a curva de contacto 
das duas superfícies consecutivas, curva que tem o nome de característica. 
E é claro que, se entre ellas eliminarmos «, a resultante em x, y, z, 
pertencerá a uma superfície, logar de todas as caracteristicas, a qual se 
chama envolvente das superfícies envolutas, de que M = O é a equação. 

1 1 8 . Para verificar que a envolvente toca as envolutas em todos os 
pontos das caracteristicas, notaremos que, suppondo resolvida em ordem a 
a a segunda equação (1), e substituída essa expressão de a em M, resul-
tará a equação da envolvente <p(aj, y, z) = 0, que dá 

d? dM dM da dç dM dM da d<p d M d M da. 

dx dx da.'dx' dy dy da. dy' dz dz da.'dz' 

ou, em virtude da mesma equação (1) , 

d<p dM d<p dM d? dM 

dx dx' dy dy' dz dz' 
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Por onde se vô que são communs ás duas superfícies os planos tangentes 

d M , 

T x { x ~ 
,. i M , 

"O + ç O f - V)=o, 

ou /x d© 
-2/) + - ( --«0 = 6 ; 

tendo logar o contacto ao longo das caracteristicas, que são as linhas com-
muns a ambas as superfícies. 

1 . 7 9 . Fazendo variar a em ( I ) , vem as tres equações 

„ A dM A d m „ 
« - « • - s r - 0 - * ? - 0 

„ A d M n , dM A dm 
As equações M = O, - - = 0, tornando-se em —— = 0, - r - r = 0, 

da da. da* 
dão outra característica infinitamente visinha da pr imeira; e os pontos 
communs a ambas satisfarão ás equações (2). 

Portanto, fazendo passar a por valores infinitamente proximos succes-
sivos, achar-se-hão os pontos de contacto das caracteristicas consecutivas, 
que são pontos communs a tres superfícies consecutivas. E se eliminarmos 
a entre estas equações, as duas resultantes em x, y, z, por serem inde-
pendentes de a> representarão a curva, logar de lodos os pontos communs 
ás caracteristicas consecutivas, á qual se dá o nome de aresta de reversão: 
sendo fácil mostrar que a aresta de reversão toca todas as caracteristicas, 
como a envolvente toca todas as envolutas. 

1 8 ® . Finalmente, eliminando a entre 

_ _ dM „ d'2M „ d3M A 
M — O, - T - = O, — = 0, - T g - = O , 

da daí daó 

acha-se, em geral, um ponto singular da aresta do reversão. 
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1 8 1 . Se for M funeção de x, y, s, e de duas variaveis, a, [5, pode-
remos considerar a e [5 como sujeitas a satisfazer a uma relação arbitraria 
[3 — <pa. Então, eliminando [3 de M, para uma fórma de <p, ficará só « a r -
bi t rar ia ; e attribuindo a a valores consecutivos, ou eliminando entre (1) 
e (2) , teremos as respectivas evolutas, envolvente, características e aresta 
de reversão. Depois, fazendo variar a fórma de <p, teremos outros systemas 
consecutivos das mesmas linhas. Por onde se vê que a equação proposta 
Rl = O representa uma serie infinita, ou genero de familias de envolutas, 
envolventes, características e aresta de reversão de cada familia; <p = 0 a 
familia; a o individuo. 

1 8 3 . Se a superfície movei, M = O, for um plano, as características 
serão linhas rectas, por serem lineares as suas equações, 

M = Ax + By + Cz + D = 0 , 

dM dA d B ^ ^ d C ^ — — O-
da da. X da. ^ da da 

e a envolvente, compondo-se assim de elementos infinitesimos separados 
por linhas rectas, será planificavel, isto é, poderá desdobrar-se sobre um 
plano, sem duplicatura nem ruptura, fazendo gyrar cada elemento em torno 
da recta característica que o separa do elemento consecutivo, até ficar no 
plano d'elle. 

As superfícies planificáveis podem assim considerar-se como compostas 
de elementos planos de comprimento indefinido. Taes são o cone e o 
cylindro. 

1 8 3 . Procuremos a equação geral d'estas superfícies, qualquer que 
seja a natureza do movimento que toma o plano movei. 

Como o plano tangente coincide com um elemento plano da superfície, é 
claro que x, y, z, podem variar, sem que por isso varie este plano tangente. 

Differenciemtfs pois em ordem a x, y, z, a equação do plano tangente 

Z=pX + qY + z —px — qy; 

e exprimamos que p, q, z—px — qy não variam. 
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O calculo mostra que uma d'estas condições está comprehendida nas 
outras, e ha só duas distinctas 

dp = 0, dq = 0, 

ou r + sy' = 0 , s -f Iyt = O. 

Finalmente, eliminando y', que depende da direcção segundo a qual 
varia o ponto de contacto, vem a equação geral de todas as superfícies 
planificáveis (n,° 150 , V), qualquer que seja o modo particular de geração 
de cada uma, 

ri — s2 = 0 . 

Para a expressão analytica das propriedades que caracterizam as diversas 
famílias de superfícies, e para outras applicações da doutrina infinitesimal, 
relativas a ellas, consultem-se: o Calcul différentiel de Cournot e o de 
Serret , os Complementos da Geom. descr. de Fourcy, e principalmente a 
Analyse appliquée à la géométrie de Monge. 



182 CALCULO DIFFERI iNCIAL 

Liulias de curvatura das superfícies 

1 8 4 . Chamam-se linhas de curvatura d'uma superfície as curvas for-
madas pelos pés das normaes á superfície que estão duas a duas no mesmo 
plano, isto é, que pertencem a uma superfície planificavel. 

Sejam (n.° 147) as equações da normal nos pontos consecutivos (x, y, z), 
(x + dx, y + dy, z + dz), 

X - x + p ( Z - z ) = 0, Y—y + q(Z — z) = 0 (1), 

X — x + p(Z— z) — dx—pdz + ( Z — z ) dp = 0A 
(8) . 

Y — y + q (Z — z) — dy — qdz + (Z — z) dq = 0 ) 

Eliminando X — x , Y— y, Z — z entre estas equações, teremos a con-
dição de estarem as duas rectas no mesmo plano, 

(dx + pdz) dq — (dy + qdz) dp = 0 (3), 

a qual equação e a da superfície são as das linhas de curvatura. 

1 8 5 . Se quizermos a equação do plano das duas normaes, exprimi-
remos as condições de satisfazerem identicamente ambos os systemas ( I ) 
e (2) a 

Z — z = A ( X — x) + B ( Z — z), ( 4 ) , . 

substituindo nesta as expressões de X — x, Y— y, tiradas d'elles. 
Teremos assim 

I + A p + I t y = O , A[cta + pdz—(Z—z) dp] + B [ d y + qdz—(Z—z)dq]=0, 



CALCULO DIFFERENCIAL 1 8 3 

a segunda das quaes, para ser idêntica, se decompõe nas duas 

A (cIx + pdz) + B (dy + qds) = O, A d p + Bdq = 0 . 

A eliminação de y entre estas reproduziria a ( 3 ) ; e a combinação de 
A 

qualquer d'ellas com a primeira, 1 + A p + Bg = O, dá os parametros 
que determinam a posição do plano, 

qdp — pdq qdp — pdq 

É por conseguinte 

[X — x + p(Z — 2)] dq — [Y — y + q(Z — 2)] dp = 0 (5) 

a equação d'estes planos, tangentes á superfície planificavel formada pelas 
normaes consecutivas da superfície proposta que estão duas a duas em cada 
um d'elles. 

dx + pdz dy + adz . . . 
1 8 6 . Se na equação (3), ou = = M, substituirmos 

dp dq 

por dz, dp, dq, as expressões de definição, dz=pdx+qdy, dp=rdx [ sdy, 

dy dq = sdx + tdy, acharemos a equação do 2.° gráu em —-, CLJD 

(I + p2) dx + pqdy (1 + g2) dy + pqdx 

rdx + sdy sdx + tdy ' 

que é a equação diííerencial das projecções das linhas de curvatura sobre 
o plano dos xy. 

E se, como no n.° 157, tomarmos o plano tangente para plano dos xy, 
isto é, se fizermos p = 0, g = 0, esta equação será 

/ dy N2 r — t dy ^ 

\ dx / s dx ' 



1 8 4 CALCULO DIFFERIiNCIAL 

por onde se vê q u e : as duas linhas de curvatura se cortam perpendicu-
larmente. 

Esta mesma equação, comparada com a ultima d'aquelie numero, mostra 

dy . que é m = —, isto é, q u e : as linhas de curvatura são tangentes ás 
dX 

secções principaes. 

1 8 ? . As equações das caracteristicas da superfície planificavel são a 
(5) e a sua differencial, que, attendendo a (3) , é 

[ X - x + p ( Z - z ) ] d ? q - [ Y - y + q(Z-z)]d*p = 0 (6); 

equações a que satisfazem as da normal nos pontos da linha de curvatura, 
como deve ser. 

E, para ter a aresta de reversão, será necessaria também a differencial 
seguinte, a qual, a t tendendo ás (5) e (6) ou ás da normal, é 

(Z —z — M ) ( d p d 2 g — d ? d 2 / > ) = 0, ou (Z — *) — M = O . . . (7 ) . 

As equações (5) (6) e (7), ou a (7) e as da normal, dão as coordenadas 

X = x — Mp, Y = y — M q , Z = M, 

dos pontos de contacto das caracteristicas da superfície planificavel com 
a aresta de reversão; e a serie d'estes pontos, correspondentes ás cara-
cteristicas consecutivas, é a mesma aresta. 

1 8 8 . Como a distancia R d'estes pontos de contacto aos respectivos 
da superfície proposta é 

\ / ( X — x ) 2 + (Y — j / ) 2 + (Z — z) 2 = M \ / 1 + / > 2 + ç 9 , 

será, a t tendendo ás equações de definição, 

R = L t i l l m V I T T T Í = p j ± Í L ± ^ h V T Í 7 T 7 2 , 
r + ms r 1 s 4- ml v r * 
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ou, tomando o plano tangente para plano dos xy, 

1 8 5 

r + ms i + mt s 
— + t 
m 

E como, tomando para eixos coordenados os eixos principaes de curva-
tura, os valores de m são m' = 0, m" = oo , os correspondentes de R 
serão (n.° 158) 

R ' = — = p', R'' = — = p" ; 
r t 

isto é, os pontos de contacto são os centros de curvatura das secções prin-
cipaes da superfície proposta. 

Por tanto : a aresta de reversão da superfície planificavel, formada pelas 
normaes da superfície proposta nos pontos d uma linha de curvatura, i 
a serie do$ centros de curvatura das secções principaes tangentes á mesma 
linha de curvatura. 

Vej. o Calculo d i f f . de Serret, n.0' 3 2 2 e 3 2 3 . 

* 
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Sobre a minima distancia entre duas reotas (n.° 103); 
e applicações 

I . 1 8 9 . Sem particularizar as posições dos eixos coordenados, sejam 
as equações das duas rec tas : 

x = mz-{-or, y = nz + [}; x = m'z + a', y = n'jz + [3'. 

A distancia d'um ponto (x, y, z) da primeira a um ponto (a/, y', z') 
da segunda é 

R = V ( m V — m z + «' — a)2 + ( « V — nz + £)2 + [z' — z)«. 

E as condições do minimo dSo as derivadas: 

( m V — mz + a' — « ) m ' + ( n V — n z + p ' — £ ) n ' + z' — z = 0, 

(mV — mz + a! — a) m + (n'z'— nz+ — n + z' — Z = 0. 

JtitiUp firrtu b ffiobíiaqob ».!301 bí r m o i -m esGj^otj ^c . 3 « ! 
Tirando pois des tas os valores de z' e z, substituindo na expressão de 

R, e pondo 

m ' = m + A m , n ' = n + A n , a ' = a + Aa, J3' = (5 + A!*» 
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será a minima distancia entre as duas rectas 

AmA3 — An . Aa 
K = — — 

V (Am)2 + (An)2 + (mAn — »Am)2 

E, se as rectas forem infinitamente visinhas, 

_ dmd|3 — dndct 
K = -

\/ (dm)8 + (dn)« + (mdn — ndm) 4 

As duas condições do minimo, ou, dividindo por z' — z, 

- j m' + - j n + 1 = 0 , — m + n + 1 = O, 
z' Z z ' Z z ' Z Z' Z 

mostram que a minima distancia é perpendicular às duas rectas. 

190. No caso particular de serem as rectas parallelas, são nullos Aw 
e An, tomando a expressão de R a fórma indeterminada. 

Neste caso as duas equações do minimo reduzem-se a uma só, que dá 
Z1 — z = k, sendo Zc = <p (m, n, a ' — a, (¾' —13), e ficando z1 ou z inde-
terminada. 

Depois, substituindo na expressão geral de R, vem 

R = sJ ( m k + a' — a)2 + (nk + [3 ' - (¾) 2 + Ã2. 

D'onde resulta que, para qualquer ponto (x , y, z) de uma das rectas 
parallelas, o valor de R é o mesmo; como deve ser. 

1 9 1 . Se as posições successivas da recta dependem d'uma quantidade \ 
que varia por lei de continuidade, por exemplo, das posições consecutivas 
dos pontos d'uma curva, são : 

W = F ^ a = /-?, H - F 1 ? , [ i = ^ ; 



r 
n o t a 1 8 9 

e por conseguinte: 

Am = AF'? + I A 2 F " ; + ! / ^ ' " ; + 
2 6 

An = A F1
iS + j h * F1"? + i A3F1'"; + . . . . , 

j W 5 + j W 5 + 

Das quaes, pondo 

/íA /I2A 

se deduz 

A m . A? — An . Aa = AA2 + - i BA3 + - ^ CA4 + 
£t l ã 

No caso de ser identicamente A = O, também é B = O. E por tanto: 
sc, na passagem da posição d'uma recla para outra infinitamente vi-
sinha, é identicamente d m d p — d n d a = 0 , a minima distancia das duas 
posições, ou é nulla, o que concorda com a condição do encontro, 
0 = ( m ' — m ) ( 3 ' — (3) — (n' — n) ( a ' — a) = A m A p — A n A a , ou i infi-
tesima ao menos da terceira ordem relativamente ás variações dos parâ-
metros. 

II. 1 9 3 . Applicandoestadoutrina ás equações (D) da tangente (n.° 148) , 

dx dy dx du 
t e m o s m = — - , n = - + - , a = x — z — , 3 = u — z — , 

dz dz dz dz 

o que dá 

^ _ _ 
dz* dz*\dz dz "dz*) dz*\dz d 

dmd^—dndcn d*x ídy dy d*y\ d*y Idx dx d*x\ 

" Z 7 ~ ~ d £ \ d i ~ d z ~ Z d ? ) ' 
. 0 . 
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Assim a distancia entre duas tangentes infinitamente visinhas a uma 
curva de dupla curvatura é infinitesima ao menos da terceira ordem (Cale. 
d i f f , d e Duhamel, n.° 2 7 1 ) . 

III. 1 9 3 . Para applicar a mesma doutrina ás equações da perpendicular 
ao plano osculador levantada pelo centro de curvatura (n.os 152 e 153) , 

x — a = (z — c), z — b = ^-(z — c), 

X Y 
temos m = -—,n = —,a = a — me, (3 = 0 — nc; 

i-t íu 

dmdfi — dndx = dm (db — ndc) — dn (da — mdc). 

Mas, attendendo ás expressões de B e C do n.° 152, é 

, B Ady , Adx 
d m = - V ^ + W d - * ' d n = - z M z ; 

e, se chamarmos I) o denominador das expressões (5) de a, b, c do n.° 151, 
teremos, tomando s para variavel independente, isto é, pondo d-s = 0, 

da-

dc 

D2 

Wdy + Vdhj — d*ydD 

D2 i 

DMz + IhPz -- d*zdD 

D 2 

que dão 

dmd$ — dnda = (dxda + dydb — — ^ ^ ^ ^ dej ; 

ou, em virtude das expressões de X, Y, Z (n.° 151), 
A 

dmd$ — dnda. = —— (dxda + dydb + dzdc)\ 
JL Q/Z 
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ou, finalmente, attendendo a que é dxdPx + dyd2y + dzdlz = 0, 

dmdp — dnda = ^^ (Ods2 + dxd*x + dyd3y + dzdh) 

= Z S i
i W = 0 ' 

Portanto a minima distancia entre as perpendiculares infinitamente visi-
nlias a dois planos osculadores consecutivos d'uma curva, levantadas pelos 
centros de curvatura, é infinitesima ao menos da terceira ordem. 

IV. Querendo applicar a mesma doutrina ás equações (C) (n.° 147) 
das normaes a uma superíicie infinitamente visinhas, 

x — x' = — p(z — z'), y — y' = — q(z — z'), 

temos m =—p, n = — q, Ct = X1 + pz', §=y' Jr qz'. 

E a condição dmd£— dnda= 0, 

é dq [dx' + pdz') — dp (dy' + qdz1) = 0 , 

idêntica com a do n.° 186, que, em virtude das equações de definição 

dz' = pdx' + qdy', dp = rdx' + sdy', dq = sdx' + tdy', 

toma a fórma 

[ » ( l + ? 2 ) - M < ] d t / ' 2 + [ r ( l + g
2 H ( l +p*)]dy'dx'+[pqr-s(i+p*)]dx>*=0. . (a ) . 

Por onde se vê que, d 'entre os systemas de normaes consecutivas a uma 
superfície F [x1, y', z') = 0, somente satisfazem á condição de ser a mi -
nima distancia nulla ou infinitesima ao menos da terceira ordem os das nor -
maes tiradas pelos pontos consecutivos das linhas de curvatura, cujas equa-
ções são F = O e (a). (Cale. d i f f . de Duhamel, n.° 2 7 2 ) . 

FIM. 
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CALCULO INTEGRAL 

i 

I N T E G R A Ç Ã O D A S F U N C Ç Õ E S D ' U M A S Ó V A R I A V E L 

Noções preliminares 

1 9 5 . O objecto do C a l c u l o i n t e g r a l é reverter das funcções diffe-
renciaes ás suas primitivas. 

Para designar o integral d'uma funcção differeneial, escreve-se antes 
d'ella o signal f. Por exemplo: o integral de dy = ixsdx indica-se por 
y —fbnPdx. . dy , 

Assim, quando se dá a derivada — = X d'uma funcção y de x, ou a 
(IOC 

sua differeneial dy — Xdx, o problema, que se resolve nesta primeira 
parte do Calculo integral, consiste em achar a funcção primitiva y — f X d x . 

1 9 6 . Este signal f corresponde a somma. 
Com effeito, considerando (Fig. 41) o espaço PP ' dividido em partes 

eguaes A®, a somma dos rectângulos f x . \ x tenderá para ser egual á somma 
dos espaços mpp'm', que é MPP 'M\ ao passo que A® tender para zero; e 
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por isso, chamando x%, os valores de x correspondentes ás ordenadas 
extremas, será 

f Xi fxdx = mpp'm' = Iim ^ * 2 fxAx = MPP M'. 
J Xy X\ X\ 

1 9 9 . Examinemos a relação que deve existir entre as funcçôes primi-
tivas f x , Fa:, da mesma derivada y' — f (x). 

O theorema de Taylor dá 

f ( x + h ) = f ( x ) + hf{x) + 1 h* f ' ( x + 6¾), 

F ( x + h) —F(x) + h9[x) + i A1V(x + 6h) ; 

das quaes se tira f [ x + h) — F ( x + h) = f (x) — F(x) = C; 

sendo C uma quantidade que n8o varia, como se vê, pela mudança de x 
em x + h, isto é, uma constante. 

O mesmo se representa na figura. Por quanto, sendo mm' elemento da 
curva Y = ç (x ) , os integraes MPP'M' e M iP jP fM' só differem entre si na 
constante M fP jPM, a qual depende de se contarem as duas áreas, uma a 
partir de MP, outra a partir de M i P . 

Diííerindo pois só no termo constante as funcçôes primitivas que têm a 
mesma derivada: daremos a um integral a fórma mais geral, que pode 
ter, ajunctando-lhe uma constante. 
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Regras fundamentaes da integração 

1 9 8 . Estas regras derivam-se das correspondentes do Calculo diffe-
reneial. Assim: 

I. O integral d'um polynomio é a somma dos integraes de lodos os 
seus termos, conservando a cada um o seu signal e o seu coefficiente 
(n.° 10) . 

II. Integra-se Zmdz ajunctando uma unidade ao expoente de i, e di-
vidindo por dz e pelo expoente assim augmentado (n.° l i , 4.°) . 

Assim: 

f . , A z n + 1 ~ Azndz C= R + C, 
J n + 1 

íAdz C1 , A z - » + i „ A 
= / A z ~ n d z = 4 C = —7 . + C . 

J zn J —n +1 (n — 1) zn 

Estas regras s3o applicaveis ás expressões que, por transformações con-
venientes, se podem reduzir á fórma A z " d z . 

dz 
Por exemplo, fazendo b + cxn = z, o que dà Xn-IdX-—, teremos 

nc 

C l' a as"1+1 

I axn~xdx (b + cxn)m = — zmdz= — f- C, 
J J nc [m + 1J nc 

r « , ,, \ a (6 + c x n ) m + i „ 
ou I axn~*dx (b + cxn)m = -i + C. 

J v (m + l ) « c 

Na practica, sem fazer explicitamente esta transformação, basta operar 
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como se ella estivesse feita. Por exemplo: 

g 

f 6 \ /4a« + 3 .xdx \/\x*+3.d (4x« + 3) = ^ (Ix* + 3) 1 "+ C. 

III. Quando m = — 1 , a regra precedente torna-se defeituosa; e pa-
rece diir o integral infinito. 

Neste caso o integral pertence a outra especie de funcçôes; e é (n.°27) (*) 

( z-l dz = f — = Iz+ C. 

(*) Pcla regra precedente k f x ^dz = oo + C; e na origem é 0 = oc C, que 
dá C = — oo . 

Por conseguinte J ' z dz = oo — oo . 

Para determinar esta quantidade, notemos que, devendo o integral 

/ A . - k i + c 

ser nullo na origem, a qual corresponderá a um certo valor a de x, temos 

o"1+1 r m a m 

O = 
a • r c a í m.i - + C 1 C = , z dz = 
wi + 1 m + 1 • m -J- 1 

que, no caso de m = — 1, toma a forma —. Applicando pois a doutrina do n.° 88 , 
Xm^lX-a^la ° 

acharemos , que, para m = — 1, dá Ix — la, ou It + C. 

O mesmo se acharia (n.° 94) pela derivação dos termos de 

m -j- 1 m + 1 

ou 
(™ + 1)2 (m + 1 ) ^ ) - ( " 1 + 1 ) • 
(az)"*+' 
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{ f doe 
Do mesmo modo / (a + x)~idx = / = l (a + x) -j- C. 

J J a + x 

Portanto: O integral d'uma fracção, cujo numerador é differeneial 
do denominador, é egual ao logarithmo Iiyperbolico do denominador. 

Nestes integraes convém dar á constante arbitraria a íórma Ic, para com-
modidade dos cálculos. Por exemplo: 

, ' Sxi
lIx 5 riixMx 5 „, 

IY. lntegra-se a2 dz dividindo a exponencial az pelo logarithmo hyper-
bolico da base (n.° 2 5 ) . 

Assim í A a z d z = - ^ — + C. 
J la 

V. O integral d'uma fracção, cujo denominador é um radical qua-
drado e cujo numerador i differeneial da quantidade affecta do radical, 
é o dobro do mesmo radical (n.° 15) . 

Por exemplo / = Z k V z + C . 
J V Z 

YI. O integral da differeneial do seno repartida pelo coseno; ou de 
menos a differeneial do coseno repartida pelo seno; ou da differeneial da 
tangente repartida pelo quadrado da secante; ou de menos a differeneial da 
cotangente repartida pelo quadrado da cosecante: é egual ao arco (n.° 31 ) . 

Ass im: 

/

dz , ^ .•> dz . _ 

— = are (sen = z) + C, l _... = are (cos = z) L, 

y/i—Z^ J y / l - z * 

f J ^ 2 = are (tang = z) + C, J — = are (cot = z) + C. 
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Se o raio se suppozesse egual a r, os segundos membros seriam os r e -
spectivos valores de 

r rdz f rdz r r*dz r r*dz 
I -> I 

I yVa _ 2a J y/r* — z* J r 2 + z 2 ' J 1 r* + z 2 

Por exemplo, pondo z ^ J — = í , teremos 

/

mdz m ,> dz m . a r dt m / .1 \ 

1 H — Z i 

a 

r mdz m / / b \ 
Do mesmo modo / — = ^ n = —77- are (sen = z <J — ) + C. 

J y/a-bz* V h ^ a ' 

1 9 9 . Uma das regras mais importantes, por suas muitas applicações, 
é a da integração por partes. 

De d(ut) = tdu + udt 

resulta fudt = ut — /tdu. 

Por tan to : decomponha-se a expressão differencial proposta em dois fa-
ctores, um dos quaes se saiba integrar pelas regras dadas; integre-se o 
producto, considerando o outro factor como constante; differencie-se de-
pois o resultado em ordem a este factor, que se tomara como constante; 
e emfim subtráia-se o seu integral do primeiro. 

Exemplos: 

f l x . d x = xlx— J x . d (Ix) = xlx — f d x = xlx — x + C; 

f x . cos xdx — x sen x — / s e n xdx = x sen x + cos x -f C. 

Esta regra tem a vantagem de fazer depender um integral d 'ou t ro ; 
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mas, para applical-a utilmente, deve decompor-se a funcção proposta em 
dois factores taes que o segundo integral, de que se faz depender o pri-
meiro, seja conhecido ou mais simples que este. 

Se, por exemplo, decompozessomos x cos xdx em c o s í c e xdx, teriamos 

/ ¾ 2 1 f 

cosx.xdx = —— cos x -f- — j x2 sen xdx, reduzindo assim o integral 

proposto a outro ainda mais complicado. 

S O O . F o r m u l a d e B e r n o e l l i . 

Applicando successivamente a regra de integração por partes, acha-se 

Judt = ul — Jtdu 

Jtdu=Jtdt.u' = L f l u I - L j f l d u ' , 

Jfldu' =Jfldt.u" = | < V - JJt'sdu", 

In-IduCn--) = i tn-1(íí.«("—1I = — |mm("—1) / tndu!n~x 

J n n' 

D o n d e resulta 

C , I 0 , 1 Off InUin-'') 1 f , , « . . . 
J Udt=Ut - ¥ t V + _ = p J J ^ j D . . . ( A ) ; 

du , du< „ dut"-1) , , 
sendo —— =u', = —-— = MiiiJ; 

dt dt dt 

ou 
c " - 1 u Wí»+1 i c 

j < * - s . < - <>< h m t m ) " " T ^ / 

a a 
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sendo uí°) = u. 

Se t é a variavel independente, a formula (A) torna-se mais simples, 

r , 1 adu 1 9dhi 1 d"~1U 1 c dnu 
J t * * * + - - f i - + — , . - . . i — , . — ^ ^ , . - - ; 

/" , ' i , . < i + 1 d 'm . . . i r d n u 

d°u 
sendo — = «. d<° 

A formula (A) de Bernoulli é para o calculo integral o mesmo que é 
para o differencial a de Taylor, da qual também se deduz, como veremos 
quando tractarmos da integração por series. 

S O I . Com as regras da differenciação das funcções elementares e das 
funcções de funcções ficámos habilitados para differenciar quaesquer func-
ções propostas. 

Não succede porém o mesmo em quanto á integração, porque só a sa-
bemos fazer exactamente em alguns casos; sendo necessário nos outros 
recorrer a processos de approximação. 
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Das fraccõcs rac ionacs 
d 

S O S . Na Álgebra Superior (n.° 138) ensinamos o processo geral para 
decompor uma fracção racional N<íx em outras cuja forma seja alguma 
das seguintes: 

Adx Adx ( A x - I - B ) ( A x + B ) á x 

x—a' (x — a ) n ' x 2 + px + q' (x2 + px + q)n' 

sendo A, B, p, ç, n constantes, e x2 + px + q os factores reaes do segundo 
gráu, compostos de factores imaginarios do primeiro. 

Tracta-se pois de reverter d'estas fracções componentes ás primitivas 
de que cilas são differenciaes. 

Para mais facilidade notaremos que, expellindo do denominador das duas 

ultimas o segundo termo, pela hypothese x = z — p (Alg. Sup. n.° 34) , 

e pondo a quantidade positiva q— — p2 = 3 2 , estas fracções se reduzirão 
simplesmente a 

{Az + B') dz (Az + W)dz 

/
Adx 

- - - = A lc(x — a). 
Por exemplo : 

J a 2 _ ¢2 2a L v ; J 2a \ a — x / 

r(2— \x)dx_ i' 2dx r 2dx / c \ 
J x 2 — x — 2 ~ J x — 2 J x+ 1 ^ x 2 — x - 2 ) V ' 

I 
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/
AHt A 

T———T-= J — + C. (ar — a)n (n — 1) (x — a )» - 1 

Por exemplo: 

£ i_ B 

r{x3 + x* + 2) dx ; Y 2 d x dx 4 2 4 \ 

J íc5 — 2 x 3 + a ; J ^ x + ( x — 1 ) 2 ~ ~ x — 1 ( » + I ) » - " » + U 

smuj^s Bfrnoi r[ir) RB-iJuo rno (« l«b r i oIpMiit nqiii loqnwmb 

30 Caso é f(** + B)d* f Azdz f Bdz 
1 __ j . . £ j . rr í r , .. 

ou (n.° 198, III e VI) 

Seja, por exemplo, 
„ 1 1 

r x d x = f j d x C h x 

J x 3 - I j X— 1 X2 4 
Iinil'; 

-VX+ 1 

O primeiro integral do segundo membro é — 1). Para achar o 
1 3 

segundo, fazendo x = z — —, teremos 
JL 

J d z 1 

, 3 j 9 3 

Z*+J S + 4 

KS
84) + i l / 3 a r c ( t g = ^ ) + C 

= - I / ^ ( x 2 + « + 1 ) + I í / 3 are (tang = ) + C. 
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E portanto: 

= 1 ) - ^ ( x 2 + x + l ) + K 3 a r c ( t g = ^ ) ] + C . 

Para outro exemplo, teremos: 

r ( x 2 — x + \ ) d x _ iVl3 dx 1 ( ¢ + l ) d x > 

J (x + 1) (x 2 + 1) J x + 1 _ ¥ x 2 + 1 / 

voraaioanriiw fwp 7/t"." \ " r ' i l ' "11i1iJ l i ! i. *• in ?:í.\.ic> 
, c V ( x + 1 ) 3 1 , „ 

.Qflno*) r.j oiip , - , - V i -ittU->.l-v WfJ .MflBib K>q miwr. s ; BTtsaioi c moo 

Ji o r F í ( A z + B ) d z
= z A f Bdz 

, . U t . r v V í x ^ - tV x b / 8 + + 
1 

ou —- A / ( s 2 + - £ 2 ) em logar do primeiro termo, no caso de n = 1. 
Ji 

Para facilitar a integração do segundo termo, fazendo-a depender d'oulra 
na qual seja menor o expoente do denominador, temos (n.° 199) 

f d Z = ^ I O f n N R ^ z 
I (s2 + S 2 )» -1 (s 2 + B 2 )«- l + 1 ' ! fa í + RV 

ou, por ser 

( z 2 + P 2 ) » - ! ( S 2 + n V ' ' (*« + 

Zi d z dz í*dz 
( Z 2 + 1¾2)" ( s 2 + - | i Y - 1 ( s 2 - f (32)"' 

az / z - dz 

J (z2 + |à2)»-i~ (^+-(â2)»=»+ ^n~~ ') (Z2T^-2PT 
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da qual se tira 

/ d z z 2 n — 3 Ç dz 
(s2 + = 2 ( n — 1 ) i 2 ( z 2 + [32)"-1 + 2 ( n — i ) i V («2 + [ J s )« _ 1 " 

Querendo pois integrar uma serie de fracções 

r- Adz .» Bdz - Cdz 
J ( I 2 T p y + J ( ^ T i 1 F i V ( ^ l T 2 P 2 + - • • " 

reduziremos a integração da primeira a J ^ g ^ i f a j w - I ' ^ue sommaremos 

, , . , (A' + B ) d z /• A " d z 
com a segunda; depois / -½ — r a j —^ ^ — x , que sommaremos 

7 ( z 2 + | S 2 ) » - l J ( z 2 + 1¾2)"-2 ^ 
r K d z 

com a te rce i ra ; e assim por diante, até chegar a / - , que já conhe-
cemos (n.° 198 , VI). ' 5 +P 

Seja, por exemplo : 

( x 4 + z 3 - f 3 x 2 4 - 3 ) d x / ' ( 1 — 2 x ) d x f ( 2 x + 1 ) d x / ' d x í (a?« + gJ + 3 J 2 4- 3 ) d x _ _ i•( 1 — 2 x ) d x í(2x+\)dx , 
J ( x 2 + l ) 3 + J ( x 2 + j j T + I x 2 + 1' 

A parte, cm que entra x nos numeradores, dá 

r —2 xdx 2 xdx 1 1 
J (^2 + 1)3 +J ( X 2 I l ) 2 = 2 ( x 2 + l ) 2 ~~~ X 2 T l ' 

As outras partes dão, reduzindo (a) e sommando successivamente, 

dx x 3 r dx n ax x ô n dx 
J ( ^ 2 T l p ~ 4 ( x 2 4 - 1 ) * + T J ( x 2 + l ) 2 ' 

r dx dx x 7 / dx 
J (x2+ I)3 +J (Í2TT)2==4(X2+1)2 + TJ (X2+ l)2' 

/ dx • d x • dx x 7 x 1 5 ( dx 
) (̂ TT)3 + J W + í f / X 2 T i ^ r T p + i ? + 8"x«TI+ "8j X2TT' 
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Integrando pois o ultimo termo e sommando todas as partes, será 

f x l 4 2a:3 4 3x 2 f 3 X 4 2 7a; — 8 15 

J — w + w — = 4 (x2 4 i)2 + S(^TT)+ T a r c (tg==*} + c -

Pelo mesmo processo se integrará 

dx 

( 1 í í c ) Í C 2 ( Í C s + 2 ) ( X H l ) 2 ' 

Decomposta esta fracção (Alg. Sup., pag. 2 2 6 ) , os únicos termos, cuja 
integração pode offerecer alguma difficuldade, são 

/ " I ( x — l ) d x f j _ ( x - i ) d x 

J 2 (a;2 4 l ) 2 T a;2 + 1 5 

e estes, sendo tractados pelo methodo precedente, dão 

~ 4 F T T ) + ^ + !) - arc ( t n g = *) + C. 

Sirvam ainda para exercício os dois exemplos seguintes: 

(x — a) x* — ax 4 a 2 f 2x —a 
P _ _ _ _ _ _ _ K 3 a r c Uang-= — 

C tfdx _ b3 J [x 4 a) V7 a* + M l a i a V 

' a?6 — a° 
2a; 4 a\ 

K 3 are ( tang = - ^ - ) 4 C 

(a;3 — 6&2 4 4a; — i ) dx _ _ Ix — 2)(x 4 1) 1 J « 4 — 3a;3 — 3a;2 •+• I x +6 ~ x — 3 + x 4 1 + 
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Funccoes irracionaes 
- / 

ic Jg1Iitii i 1 'ífiXMíj tiiii-.Offi uí')M 
S O S . Do que fica dicto segue-se que sabemos integrar todas as fun-

cções algébricas racionaes. 
Das que são irracionaes nem sempre é possivel obter integraes de fórma 

finita; mas, quando é possivel, o processo ordinariamente empregado con-
siste em tornal-as racionaes, pela substituição da variavel em funcção de 
outra, ligada com ella por uma relação própria para esse fim. 
" t * . 1 ' ' 11 * v 1 i \ ' ' ' 7 ' ' . - i 

S O S . Comecemos pelos radicaes monomios, aos quaes se reduzem 
também os polynomios lineares. 

„ . „ í \ x + x ^ x + a?) dx 
Seja a expressão 

1 r x \ Vx 

Por ser G múltiplo de 2. e 3, é claro que a hypothese x — z6 fará des-
apparecer a irracionalidade; e a expressão transformar-se-ha em 

=» + 1 _ 2 5 + 1 1 

cujo integral é 

± + 3 . * - 2 Ic -2 K3 are ( tang = . 
2 z+ 1 \ c V 3 ' 

t 

A expressão — ' - — - , fazendo x = z2, dará 
x— 1 

CVx.dx r 2z*dz a ,z—1 „ , , V x - I 
/ T= -» t = = 2 z+ Ic - = 2 V x + l c -J x — 1 Zi — 1 Z +X Vx+ X 
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2 G 5 . R a d i c a e s d o s e g u n d o g r á u . Consideremos agora as funcçôes 

em que entra o radical Va + bx ± Xi. 
Tractaremos separadamente dos dois casos de ser a;2 alTecto do signal 

+ ou do signal —. 

1 . ° C a s o . Pondo \Ja+ bíc+ Xi = Z ± x, 

quadrando e resolvendo, teremos 

— a _ 2 [bz + (a2 + a)l dz 
X ~ r + 2 z , ( i X ~ ( 6 = p 2 z ) 2 " ' 

b ^ Iz 

ficando assim racional tudo o que compõe a funcç5o proposta. 
Exemplo. Usando dos signaes inferiores, é: 

dx 

*J a-\-bx-\-x2 

doe 
Do mesmo modo f —=lc [x + ± a 2 ) . 

J Vi X2 ± am-

para dy = dx \J a2 + x 2 , 

podemos também fazer s/ ap x^ = z — x , 

e abreviar depois do modo seguinte: 

dx = ~—H dy = zdx — xdx, y= — 1 a;2 H- Czdx; 
2 2 z 2 J 

d b 
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e portanto 

y = ~ ^xli+ jz*+LaZicz=lai/a* + ~aHc {x+ y / t f + l f i j ; 

1 
dando á constante a fórma — a2 /c . 

Para dy = — — . ou dy \J—1 = 
y / l — X 2 J x i - V 

é y y / — 1 = = / ( x + y/x9-— 1) + C. 

Mas, suppondo x = l quando y = 0, a mesma equação também dá 

cos y = x , V x 2 — X = tJ — I s e n j / , e é C — 0 : *logo a formula pre-
cedente reduz-se á da Álgebra Superior (n.° 159 , 1), 

— y 4 J — 1 — l (cos y ±. V — 1 sen y). 

2.° C a s o . Quando o radical proposto, que suppomos real, é \Ja + bx—a;2, 

seria necessário, para seguir o processo antecedente, igualal-o a z±x \/—It 

introduzindo imaginarios. Podemos porém, no caso de ser a positivo, fazer 

Ja-t-bx — xi = zx±i/a, sem o mesmo inconveniente. 
Em todos os casos, chamando a e ^ as raizes de x 2 — bx~a = 0, 

que devem ser reaes para que o radical o possa ser, se fizermos 

-Ja -+- bx — x- = s V [x — a)(|3 — x) = (x — a) z, 

e depois quadrarmos e supprimirmos o factor commum x — a, acharemos 

X ~ i + Z 4 ' ( 1 + Z 2 ) 2 ' V a + 6 X l + 3 2 ' 

que são racionaes. 
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Exemplos: 

Pondo \ / a + bx — X2 = \/ (x — a) ([3 — x) = (x — a) z, 

C d x =: C — 2 are ( t ang = V / - . 
J V a + ò x - x 2 V V X ~ J 

Pondo \J \.—x2 = ( l — x)z, 

dx r 2dz „ ^ 
= / - 5 — 7 = C + 2 are (tang = z; 

V l - X 0 - J z ' + i 

e portanto, se corresponder x = 0 á origem do integral, será 

1 ( ] 1 x\ 
(sen — x) = — - - i : + 2 are ( t ang = V/ ), 

2i » * 1 " X * 
are 1 

Pondo a2 — x 2 j = (a — x) z, 

r% — — — — — QoftiZ ($*Z 
é J \ a2 — x* dx = — + + — + a2 are (tang = z) + C, 

ou J \J a2 — x2 dx = ~x V a2 — x2 + a2 are ( tang = + 

Pode também applicar-se este processo ao primeiro caso, quando as 
raizes de a H- bx -J- x2 = 0 são reaes. 

306. O habito de calcular muitas vezes indica transformações mais 
convenientes. 

Assim, reduzindo o radical ás fórmas z2 ± a2 ou >Ja 2 ± z 2 , pela 
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expulsão do segundo termo, a integração de —- ^ d x —. sendo X 
Ja + bx Thxi 

zm dz 
um polvnomio racional, reduzir-se-ha á de termos da fórma — . 

z"dz / ± ^ 
ou — : e estes tornar-se-hãoracionaes, pondo y as — z 2 = a — uz, 

V" a 2 ± z 2 

o que dá 

» a ( u 2 ± 1 ) , „ , M2 ± 1 

ou também y z 2 — a 2 = ( z — a ) x . 

Assim, pondo x = 6— z, 

acha-se 

r dx r> — dz ( z \ ( b—x\ 
/— = /— = C-+ are I cos = — = C + a r c cos = —— . 

Do mesmo modo, pondo x = z— a, acha-se 

d t adx r — adz r zr. aax /» a a z / — 
J / = I — • = / — = a/c ( r -j- a ± y 2 a x + x 2 ) , 

V 2 a x + x 2 J J z i - a 2 

que é a equação da catenaria (Duh . Mec. t. I . 0 , n.° 159, eq. 5) . 

S O ? . Adiante tractaremos dos radicaes do segundo gráu, nos quaes o 
polynomio debaixo do radical é do terceiro ou do quarto gráu. 
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DiiTcrenciacs b inomias 

3 © § . Proponhamo'-nos agora in tegrar as expressões diíTerenciaes bi -
nomias da fórma 

Xflfx = Kxm dx (a +bxn)P; 

sendo m, n, p, números inteiros ou fraccionarios, positivos ou negativos. 
O caso do ser p fraccionario ó o mais impor tan te ; porque o de ser in -

teiro é o da integração d 'uma serie de monomios ou d 'uma fracção racional. 

Pondo z = a + bxn, 

resolvendo esta equação em ordem a x, elevando á potencia m - j - 1, dif-
ferenciando, e substituindo, teremos 

-L "H-i x 

x = j_ > xm dx = "- dz, 

bn nb n 

m+1 t 

__ , , , . Tr(z—a) n zvdz 
K x m dx (a -h bxn)P = K . 

nb n 

S e — é inteiro, a integração reduz-se , pela desenvolução d e 

' "+ 1 . j — 1 . . m + i 
(s — a) " , á d 'uma serie de monomios, quando 1 é posi-

m + 1 n 

t ivo; á de zPdz, quando 1 6 egual a ze ro ; e á d 'uma fracção 

• , . '» + 1 " 
racional, quando 1 é negativo. 
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E appiicando isto à mesma expressão posta debaixo da fórrna 

Kx"11-nPdx (ax~n + b)v, 

. . tn -+ np + 1 
vô-se que também a sabemos integrar no caso de ser inteiro : 

reduzindo-se, do mesmo modo, a integração á d'um polynomio, d'um mo-

nomio, ou d'uma fracção racional; segundo for — ^ — - * - J - p + I^ po-
sitivo, nullo, ou negativo. n 

Portanto, sabemos integrar a expressão proposta: l . ° Quando o ex-
poente de x fóra do binomio, sendo augmenlado d'uma unidade e depois 
dividido pelo expoente de x dentro do binomio, der um quociente inteiro: 

2.° Quando este quociente for fraccionario, mas for inteira a somma 
algébrica d'elle com, o expoente do binomio. 

h 
No caso de ser p um numero fraccionario —, facilita-se o cal-

culo, pondo a + bxn = zk. 
Seja, por exemplo, 

í) o 

Xdx = x-^dx (a + x3) 3 = xr-"1 (ax~3 -+-1) 3 dx, 

que é integrável, por satisfazer á condição - í ~ ' r ) t e ' r o > o u 

7 + 1 o d 
= inteiro. Pondo ax~3 + 1 = z 3 , o que dá 

— 3 
1 

x = 

virá 

± = i ) 3 , ^ J i = I f . — Bx-Iix= ^ Í Í Í Z l i l d , , 
a l \ a 1 a1 

f Xdx= j • 
(1 - z - 3 ) d z 2 * 3x3 + 2a 

ã r^rzr L ~— a ' 
2<ftcV (x3 + a ) 2 

Similhantemente se achará 

adx ax 
C. 
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Reduccão d'um integral a outro 

S l O . Quando a differencial binomia proposta não satisfaz ás condições 
de integralidade (n.° 208) , faz-se depender o seu integral d'outro que 
mais facilmente se possa obter ; usando para isso do methodo de integrar 
por partes. 

Assim, considerando primeiro a -J- bxn como constante, a integração 
por partes dá 

Tih j) ^ 

xm Ctxl(I-Vbxn)P= , (a+bxn)p í xm+ndx(a+bxn)P~'l...(t): 
m+1 m+ IJ ' 

e, por ser xm (a + bxn)P = axm (a + bxn)i'~A + bxm+n (a + bxn)P~'1, 

também temos 

fxm dx(a + bxn)P=a Ixm dx(a + bxn)P~l + b jxm+ndx (a+bx")'-K..(2). 

Depois, eliminando f x m dx (a -f- bxn)P entre (1) e (2), vem 

r , / , \ , xm+Ha+bx)p a (m + 1) 

ou, mudando m em m — n e p em p - f - 1, 

. , Xm-V1-nI a+bxn)P+1 Ofm+!-??.),1' 
fx« dx(a+bx»)P= — >- 1 xm—ndx(a + bn)P..(A. 
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Se entre (1) e (2) eliminarmos fxmJrndx(a-\-bxn)v-i[, virá 

fxmdx(a + bxn)P=Xm 1 ^ 6 x - 4 ~ — fxmdx(a+bxn)P-1... (B). J v ' m + l-+-np m+i+npJ v ' w 

Finalmente, se resolvermos a equação (A) em ordem a fxm~ndx(a+bxn)P, 
e mudarmos m em m - f - n ; e se resolvermos a equação (B) em ordem a 
Jxm dx (a + bxn)P—e mudarmos p etn p - j - 1: teremos 

J v ' (m + 1) a ( m 4 - l ) a J 

f x m dx(a+bxn\P= — ~ — 4- —. T, /X1» dx a 4 Jx11 P+1.. D . J v na (p 1) K a ( p 4 - l ) J 

2 M . Vejamos o uso d'estas formulas: 
l . ° A formula (A) faz depender o integral fxmdx(a + bxn)P d o u t r o 

/xm~ndx (a-\-bxn)P, no qual o expoente de x fora do binomio tem de 
menos n unidades; podendo assim abater-se successivamente n, 2 n , . . .in 
unidades ao expoente de x 1'óra do binomio, até que o integral proposto 
dependa de Jxm-indx[a+-bxn)P. 

2.0 A formula (B) faz depender o integral / x m dx (a 4- bxn)P de outro 
Jxm dx [a -4- bxn)P—no qual o expoente do binomio tem de menos uma 
unidade; podendo assim abater-se 1, 2 , . . . . t unidades a este expoente, 
até que o integral proposto dependa de f x m d x (a -4- bxn) P~\ 

3.° As formulas (C) e (D) servem, inversamente, para reduzir um in-
tegral binomio a outro no qual se augmentam in unidades ao expoente de 
x fóra do binomio, ou i unidades ao expoente do biuomio. 

2 S S . Pouca attenção basta para ver que, se mudarmos m em m — n, 
m — s 

m — 2 » , . . . .m — (í — l )n , e fizermos m — m = s, isto é, i = —, 
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a formula (A) dará, por substituições successivas, 

231 

/ xm dx(a + bxn)P=l(a + fcc^P+V+1^ 1 Act 

( + R/xsdx (a + bxn)P 
(A)'. 

E similhantemente a applicaçào successiva da formula (B) dará 

« 1 3 . Para reduzir / x m d x (a + bxn)P &fxsdx[a + bxn)l, sendo p — q 
inteiro, podem empregar-se successivamente as formulas (A)' e ( B ) . 

Mas é mais expedito: desenvolver em serie (a + bxn)P—i, o que dá 

J xm dx (a 4- bxn)P = f d x (a + 6x n )«(Ax m 4- B x m + " - + - . . . Qxm+(P-?)«); 

applicar a formula (A)' a cada um dos termos, pondo respectivamente por 
m os números m, m 4 - 1 » , . . . m -t- (p — q) n; e sommar. 

Teremos assim: 

/ A x m d x ( a - h & x n ) « = ( a + è x ^ - H x H - 1 ^ 1 A^ x " * + R 0 / V dx[a + bxn) ?, 

/ B x m + - " d x ( a + 6 x « ) ? = ( a f 6 x f l ) í + V + l 2 j B
a ^ n + R l / d x ( a + bxn)i, 

/ Q x « K P - 5 ) « d x ( a + f t x » ) ? = í(a + Ò x ^ í + V + 1 2 ^ ^ ^ 0 ^ " 1 

(B)'. 

^ o v 

- 4 - R p - í y x s d x (a + i»xn)9; 
C C 
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cuja somma é: 

(E), 

sendo 
m — s 

n 

(Veja-se o Calculo de Bezout, n.os 128 até 132) . 

2 1 4 . Para fazer uso da formula (E), e por conseguinte das (A)' e (B)', 
que se comprehendem nella quando se suppõe respectivamente p=q ou m=s, 
podemos determinar o s i - f p — q + 1 coeficientes A0, Ai^-Aí—i-^—g, R, 
diferenciando, simplificando pela divisão por xsdx (a 4- bxn)v, e appli-
cando o methodo dos coefíicientes indeterminados. 

Com effeito, diferenciando e simplificando por aquella divisão, acha-se 

Ora, o exame des ta equação mostra que todos os expoentes de x são 
múltiplos de n; e que no primeiro membro entram todas as potencias de 
xn desde o gráu t até i-+-p — q, e no segundo membro todas as poten-
cias de xn desde o gráu 0 até i - J - p — q: portanto o methodo dos coef-
íicientes indeterminados dá as » 4- p — q - J - 1 equações necessarias para 
determinar A 0 , A i , . . . A i + J 3 _ g _ i , R. 

2 1 5 . Exemplos: 

'o 

X 

I. Reduzir 
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5 | 
Por ser —-—- = 2 = í, a reducçSo é possível; e a formula (A)' dá 

C x°dx ,. a „ .. í xdx 
I = (1 — x2) 2 (Ax 9 H-Ba; 1 ) + Rj . 

J l — x 2 J 1 — X 2 

Differenciando pois, dividindo por x ( l — x 2 ) 2 dx, e applicando o 
methodo dos coefficientes indeterminados, teremos: 

xi = ( l — x 2 ) (2A + 4Bx 2 ) — (Ax2 -+- Bx4) + R; 

depois 1 = — 4B — B, — 2 A —A + 4B = 0, 2A + R = 0, 

1 4 8 
q u e d â o B = - - , A = - - , R = - ; 

e finalmente, pela substituição d'estes, 

x5dx ,, = .4 - /4 Q 1 A 8 C xdx 

• J t - * 5 ' 1 5 V i - * * 

A reducçSo de 

r r - ± xkdx I x 2 dx I dx I x - dx 
a 

J \/1¾ ® — Xi V 3 — x J V [i x — X 2 V [5 — x 

é possível, por ser =k = i , 
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Faremos portanto 

l 

= [ ? > — A 1 X 2 -4- B / — = ; 
v ? — ® J V p - ® 

depois, diíferenciando e dividindo por — •, teremos 

Vp-* « 
» 

/ 1 \ a * ^ 1 a-i-1 
*' ; = P 2 o U - + « ) A í b — I 0 ( I - H a ) A a X + R , • 2 

a qual, pelo methodo dos coeflicientes indeterminados, dará 
» 

- A 0 3 + R = O,.. . ( | + «) ÉJA a + 1 — (t + a ) A a = 0 , . . . l + /cAf t_i = 0; 

e d'esta emfim deduziremos successivamente, a partir da ultima, A f t _ i , 
A f t _ 2 , . . . R ; f icando assim conhecido o integral 

/

X'' Vix , I r i w
i « „ r dx 

= V ^ X - X 2 2 .0 A aX + - R j — í c 4 ^ V — 

„ n , . /» dz p dz 
I I . Para reduzir / —= - r — - -. a / — 3 — - ^ r -

; (ZiH-P2)"-1 J (^2 + [i2)« 

reducção possivel, por s e r p — g = — n+ l +n = l , a formula (B)' dá 

S j F T f ç z i - C + ^ * . + " / ^ . 



221 CALCULO INTEGRAL 

dz 
depois, diferenciando, dividindo por —s s—, e applirando o methodo 

( z a H - 6 2 ) n 

dos coefficientes indeterminados, teremos 

1= — 2 A (n — 1) + A, 2 8 = AjJ2 + R, 

j I 
que d5o A = - - r , R = 2 3 2 

2n — 3 ' 2 n — 3 ' 

e por tanto 

dz z 2{n — i)»*r dz r az z z ̂ n — í j f * /• 
J ( I 2 T F F " 1 ^ (2« — 3) ( Z 2 T F F i H 2rT— 3 J ( Z 2 T p 2 P ' 

Esta equação, resolvida em ordem ao integral do segundo membro, dá 
dá a equação (a) da pag. 2 0 6 . 

III . Para reduzir f X 2 J a r ( S i - X i ) " 2 a f d x ( x 2 — p 2 ) T , 

TH —— S 
como é possível, por serem — = 1, p — q— I9 a formula (E) dá 

r L ± r 1 
J x 2 d x ( £ 2 — x 2 ) 2 = ( £ * — x 2 ) 2 (Ax + Bx 3 ) H- RJ d x ( ? 2 — x 2 ) 2 ; 

depois diferenciando, dividindo por dx (ji2 — x 2 ) 2 , e applicando o me-
thodo dòs coefficientes indeterminados, acharemos as condições 

— 1 = — 3B — 3B, p2 = — 3 A — A + 3[32B, A ? 8 +R = 0, 

quedao B = i , A = - i | í « , R = - i p « ; 

e finalmente 

/ x 2 < / x ( £ 2 - x 2 ) ^ = ( ? 2 - X2)"^" ( - ^ + y ) + ^ f d x i P -
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3 1 6 . Quorendo reduzir fxs dx (a + bx")í a xm dx (a + bxn)P, pode-
mos usar do mesmo modo da formula (E)1 resolvendo-a em ordem ao in-
tegral que entra no segundo membro. 

8 1 1 . Quando R sahe nullo, como acontece na reducção de 

r dx r dx j - _ = a j , 

I i V i i — ^ 2 V a 2 — x 2 

isto é , d e j x-^dx ( a 2 x ~ 2 — 1 T a jx~Hx ( a 2 x - 2 — 1 

a proposta integra-se immediatamente pelo processo exposto. 
Quando fxm dx (a +- bx")P se pode reduzir a JoP—xdx{a + bxn)P, a 

funcção é integrável; e, para acabar de integral-a, basta accrescentar 
_ (a + 6 x n ) / + i . 
R -1-—; — á parte integrada. Esta reducção tem logar no caso de 

nb(p+ 1) 

ser inteiro — — — — ; o que é com effeito a condição de integrabili-

dade considerada no n.° 2 0 8 . 

3 1 8 . Vimos no n.° 2 0 6 que a integração das funcções algébricas, af-

fectas, no denominador, do radical %/ A+ Bx 4 - C x 2 , se pode reduzir, 
zn dz 

expellindo o segundo termo, á de expressões da fórma —— —. 
V ± ( a 2 ± z 2 ) 

Segundo o que fica dicto, a integração d'estas novas expressões pode 
zdz d z 

reduzir-se á de — —. no caso de ser n impar; e á d e — -, 
V ± ( a 2 ± : z 2 ) V ± ( a 2 ± z 2 ) 

no caso de ser n par. 
E como as ultimas expressões se integram, a primeira algebricamente, 

e a segunda por arcos de circulo, vé-se que as funcções propostas se podem 
integrar. v 

3 1 9 . As integrações fazem-se muitas vezes mais promptamente cora 
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o auxilio das seguintes formulas, que não são mais do que a applicaçSo das 
( A ) , ( C ) , ( B ) . 

C xndx £ c » - i y / 1 — x2 n—i i' xn~*dx 

f ± 1 n — i r x n ^ d x _ 

r dx _ V l - X 2 n —2 I 

( n - I V - I + ^ N / 
dx 

Xn^ 1 — x 2 ( « - l ) ^ - 1 ^ - V l - X 2 

f 
x m dx X m " 1 ^2 ax — x 2 2m — 1 / 1 X m - 1 J X 

•a aJ 
J 2ax — x2 m m y/ 2ax—x4 

/
úG^dflC " """ ... — - .li--

- ^ ^ « — x ^ - V a 2 — x 2 + (n—1) / x«-2dx.V«s— 

/ 
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Das funcções exponenc iaes 

8 « O . Por ser (n.° 198, IV) f a * d x = ^ - , 

podemos já integrar as funcções exponenciaes em dois casos: 

! . 0 S e f o r z=f(ax)=fu, 

e soubermos integrar fudu, será 

I z a x d x = I 1 T r -

n , /» axdx 1 f du 
Por exemplo I — = —- i — . 

J V l +a™ l a J \ / l + « n 

2. 4 De d (zex) = ^dx (z + z') 

t ira-se / e x d x (a + z') = zex + C; 

o que ensina a integrar qualquer funcção que seja producto de exdx pela 
somma de duas parles uma derivada da outra. 

Exemplos: 

f 'e*dx{3*a+a>3—1) =f exdx _ i + =ex{x*— 1) + C, 

r exxdx r / l 1 \ ex 
J J V T x f - J e ViT^"~(i + = í + í + c * 
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2 2 1 . Nos outros casos recorre-se á integração por partes. 
Por exemplo, xnaxdx, considerando em primeiro logar xn como con-

stante, dá 

/ xnaxdx 
xna* U í 

la IaJ 

depois, mudando n e m n — 1, n — 2 , . . . , e substituindo successivamente, 
acha-se por fim 

C , ( X n na;" -1 n(n — I V " 2 1 . 2 . n \ „ 
xna*dx=ax[- =- + — . ..±-TTT-) +C, 

\la Pa IiU in+W 

r , Vxn V n / , , , . « i n — 1 ) . . . ( n — i + H x n - i X " ] „ 
ou x»a*dx=a*\_— + I i ( J - I ) 1 - ^ li+\a j J + C -

O mesmo calculo se applica a zaxdx, onde z é uma funcção algébrica 
e inteira de x; o que dá 

. , zax faxz'dx 
fzaxdx = — J — , 

mudando depois z em z\ z'1,..., e substituindo, successivamente. 

2 2 2 . No caso de ser negativo o expoente n, vê-se, reflectindo no 
espirito do methodo precedente, que convém augmenlar o expoente de x. 

Para isso, integraremos, suppondo primeiro ax constante; ou resolve-
remos a primeira equação do numero precedente em ordem ao integral 
que entra no segundo membro, escrevendo — n -f- 1 em Iogar de n: o 
que dará 

z axdx ax la r axdx 
J xn ~~(n — Ijxn-1 + n—l) xn 1' 

Depois, mudando n em n — 1, n — 2 , . 2 , e substituindo successiva-
d o 
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mente, obtem-se 

Çaxdx _ ^ y n - 1 / Ji-1CI \ Zn-1 a 
J i \ ( » - l ) . . ( n - i ) í B ^ j + (n — l ) ( n — 2)...1 J x 

Ficamos pois reduzidos a procurar o integral / - — - , que tem sido 

objecto de repetidos trabalhos dos analystas, e que é forçoso considerar 
como funcção transcendente d'uma especie particular, a qual não depende 
d'arcos de circulo nem de logarithmos. 

Na falta de methodo rigoroso para obter este integral, empregam-se 
as series. 

ax 1 , í2a Pa a 
Assim, por ser —= — + la + —~x + 7 - 7 , - 5 * 2 + ••.. 

X X 1 • ú 1 . A. o 

faxdx , , XiPa xWa 

33 3. No caso de ser N fraccionario, um dos processos precedentes 
reduziria o integral a outro, no qual o expoente de x ficasse comprehen-
dido entre Ie — 1; e depois o desenvolvimento em serie serviria para 
achar por approximação este ultimo integral. 

Tudo isto se pode egualmente applicar a zaxdx, quando z é uma funcção 
algébrica de x. 

3 3 4 1 . Mais geralmente, sendo z uma funcção transcendente de x, e 
pondo 

fzmdx = Z, JZdx = Zi, fZ\dx = X%,...., 

6 / P s « d x = P Z — V1Z1 + P"Z 2 - . . . . 

3 3 5 . Se P d x se sabe integrar, pode também considerar-se em pri-
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meiro Iogar zm como constante. E assim, pondo 

i 

* ' /Pdx = Pl , s ' / P , d í c = > P 2 . . . , 

será 

f P z m d x = z m J P d x + 2 " ( — | ) i . m(m — 1 ) . . .(m — i + í ) z " > - l J P i d x . 

No caso de ser negativo o expoente de z: pondo 

P = Z1ZQidxt Qi = ZrJQidx,... 

I Pdx / P dz P 1 í Qidx 
J J z''~z™ (m — i)Zm-1 Z1 + m —J 2 m = í ~ ' 

será 

e portanto 

^Qm-CPdX _Qí 1 /< 
^ = - ^ 0 (m—l)(m—21..(m—i—l)3m—<—1a' ( r o - l ) ( m - 2 ) . . l / ~ 'o ( m - l ) ( m - 2 ) . . ( m - i - l ) s m - < - i ; í ' ( m - l ) ( m - 2 ) . . l / z 

sendo Q0 = P. 
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Das funcções logari thmicas 

3 2 6 . Se w é inteiro e positivo: a primeira formula do n.° 2 2 5 , pondo 
z=lx, dará 

/Vlmxdx = lmxf Vdx-Tnlm-Ixf Vxdx + m(m — iJZm-VP4Ar... 

Por exemplo, sendo P = x n , o que dá 

» 

= = Z f P i d X = J ^ - = V i 

teremos 

r , , , , / l m x mlm~ix rn ( m — 1 ) Zm-2X \ _ 
/ XnImXdX = Xn+1 ( - ( h L^ . . . . U C , 

J \ n + l ( n + 1 ) 2 ( n + 1 ) 3 ) 

3 3 7 . Se m é inteiro negativo: a segunda formula do n.° 225 , pondo 
S = Zx, dará 

/PtZx Px Q , x 1 fQm-idx 

J ¥ l c ~ ( rn - l )Z m - lx (m— I) (m—2) Zm - 2X " ( t o - 1 ) ( t o - 2 ) . . 1 / Zx ' 

Por exemplo, sendo P = x n , o que dá 

P \ , / Q r 
(v) <&) 

Q 1 = - ^ - = ( n + l ) x » , Q 2 = - i - = ( n + l)*x» 
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teremos 

íxndx / X n + 1 r l n + 1 ( n _ | _ l ) m - 2 - | 

J ~m — 1 Lim-1OJ+(rn — 2 ) l">^ 4 "' (m—2)(m—3)..1 Ixj 

(n+l)1"-1 ,*xndx 
( m — l ) (m — 2) . .1 J 

S e f i z e r m o s ¢ " + 1 = ¾ , I s = u , t e r e m o s J — — = j — q u e s e 

pode integrar pelas series, como no n.° 2 2 2 . 

2 2 8 . Se m é fraccionario, quer positivo, quer negativo: uma das 
formulas precedentes faz depender JVlmxdx d 'outro integral da mesma 
fórma, no qual m fica entre 1 e — 1. E para obter este ultimo, recor-
rer-se-ha ao desenvolvivento em serie. 
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Das funcçôes c irculares 

2 2 0 . Quando numa expressão differeneial entram arcos de circulo, 
vê-se, por ser a differeneial d'estes arcos funcção algébrica das linhas tri-
gonométricas, que, se integrarmos por partes, considerando em primeiro 
logar os arcos como constantes, a funcção, que fica por integrar, deve 
apparecer desembaraçada delles. Por exemplo: 

I zdx are (sen = x) = are (sen = x) I zdx— f ——-—f zdx, 
J J J Vl-¢2' 

J zdx are (tang = x) = are (tg = x)j zdx — J zdx' 

2 3 0 . Mas, quando as funcçôes contêem linhas trigonométricas, ha 
muitos modos de as integrar, cada um dos quaes poderá ser mais ou menos 
vantajoso segundo a fórma da differeneial proposta. Exponhamos os prin-
cipaes: 

2 3 1 . P b i i u e i r o m e t h o d o . A hypothese Senx = Z ou cos x = z reduz 

as funcçSes a differenciaes binomias, porque s e n x = z dá c o s x = y 1 — z 2 

dz 
e dx = — . 

V l — s 2 

w-l 

Assim senm x cosnxdx = zm dz (1—z2) 2 . 

E então: o expoente de 1 — z2 é inteiro, quando n é impar; a expressão 

satisfaz á primeira condição d e integrabilidade, — — = inteiro, quando 
Jd 

. n» + 1 n — 1 m + n 
m é impar; e á segunda, — 1 — = — - — = inteiro, quando 
m e n são pares, 
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Exemplos: 

r 1 1 
j Sen4XCOS ' iXdX=J zldz( 1 — a 2 ) = — s e n 5 x — y s e n 7 x - + C , 

/ o , r z^dz 1 
sená xdx = / — - = — (3 — cos-x) cos x + C, 

J v/i — a2 d 

z l d z ( s e n 3 x + | s e n x ) c o s x ^ 

J s e n x d x = J - ^ T r r — + 2 ^ - + c -

^ çog 1 sen 
3 3 ¾ . S e g u n d o m e t h o d o . Como são Idx kx = ± — kx+C, 

J sen « cos 
e já sabemos desenvolver as potencias de s e n x e cos® em series de senos 
e cosenos de arcos múltiplos de x, só teremos que applicar estas formulas 
a cada um dos termos do desenvolvimento respectivo. 

Por exemplo (Alg. Sup., n.° 162) 

J cos5xtix = sen Sx H- sen 3x -J- 4* sen x H- C. 
8 0 4 8 8 

Este methodo emprega-se mais vezes do que o precedente, por ser mais 
fácil obter as soluções numéricas quando se preferem ás potencias dos 
senos e dos cosenos os senos e cosenos de arcos múltiplos. 

3 3 3 . T e r c e i r o m e t h o d o . Transformam-se os senos e os cosenos, e 
suas potencias, em exponenciaes, pelas formulas ((K), n.° 159 da Alg. 
Sup.); o que reduz a integração á d'estas ultimas funcções. 

3 3 4 . Q u a r t o m e t h o d o . Integra-se por partes, começando por con-
siderar s e n x ou c o s x como constante. 

Assim: 
n . f f COSn^-1X \ 

J sen"1 x c o s n x d x = j s e n m _ 1 X c o s n X s e n X d X = I senm — 1Xdf H - T / 

Senw-1XCosn^1X m — 1 /• , a 0 , 
= 1 / cos"+-x s e n m _ 2 x d x. 

n-f- 1 n-V IJ 
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Depois, substituindo nesta expressão c o s n x ( l — s e n 2 x ) em vez d e c o s n + 2 x , 
e resolvendo em ordem a / s e n m x c o s n x d x , ou fazendo um calculo simi-
lhante a respeito de sen x, acharemos 

s en m — ' ¢¢08"+½ m — t J" . seir- - í ccos" • w — í c 

SenmXCOSnXaa;= 1 /1 
m + ti m + nj 

sen m — 2 xcos"xdx, 

Senm+1^ cos n _ 1 X n — 1 
l - P ) ; 

, SCll itUUS" "ÍC 71 1 / 
/ sen®1 x cos n xdx = 1- -—-— / 

J m H-n m + nj 
senm x cos n~-xdx 

por meio das quaes se abaterão successivamente os expoentes de s e n x ou 
cos x . 

A segunda d'estas equações deduz-se immediatamente da primeira, 
mudando reciprocamente m em n, e x em 90° — x. E o mesmo terá logar 
nas equações (K) e (L) . 

Por exemplo : 

/

S6n̂ «2/ 008¾; 2 

sen3x cos 2xdx h — / sen x cos 2 xdx 
5 SJ sen 2 x Cos3X 2 sen 2x cos x 2 cos x 

+- C. 
15 15 

2 3 5 . Quando o expoente de c o s x ou de s e n x é negativo, a primeira 
e a segunda das formulas (I), mudando n era —n ou m em — m , dão, 
respectivamente, 

Tsenm x d x s e n m _ 1 X m — 1 / senm — 9X , 
/ = — r H dx , 

J c o s n x (m — n)cos n — 1X m — n> cosnx 

/
cosn xdx cosn—1X n—1 T c o s n - 2 X ^ 

s e n m x (m — n)sen m — 1 X m — nJ s e n m x 

. ( K ) . 

Finalmente, mudando n e m — n na segunda das formulas (!) ou m em 
— m na primeira, resolvendo em ordem ao integral do segundo membro, 
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e depois, mudando respectivamente n em n — 2 ou m em m 

2 3 3 

— 2 : vem 

' S e n m x d x 

f 

COS71X 

cos nxdx 

sen"1+1^ m -+- 2 — n /" senm x I / í r 
( n — 1 ) c o s n - 1 x n — í ^ c o s k - 2 X 

COSiH-1X n + 2 — m í cos"x 

s e n m x ( m — l ) s e n m — 1 X m — 1 senm—2x 
dx 

, (L). 

3 3 6 . Se nas equações (I) e (L) fizermos n ou m nullo, teremos 

I senm xdx •• 
S e n m - 1 X c o s x to — 1 / ' 

m m 
• j s e n m - 2 x d x , 

J c o s n x dx-
cos"— ;x sen x n — IT 

I coin—-xdx, 
n J 

r dx __ 
J s e n m x 

cos x to — 2 C dx ^ * 
(to — í ) Sen m - 1 X ^ m — 1 J senm—2x' 

f 
dx sen x 

cos nx (n — 1) cosn" 

n — 2 Ç dx 
"1X n — 1 ' c o s " - 2 

3 3 9 . Quando os expoentes de s e n x e c o s x são ambos negativos: 
multiplicando o numerador por sen2 x - f - cos2 x, resulta 

/

dx d x n dx 

s e n m x c o s n x J Senm - 2XcoS nX J s e n m x c o s " — 2 x ' 

Iormula por meio da qual, sendo TOen inteiros, se chega a fracções sem 
s e n x ou sem c o s x no denominador . 

EB 
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E no caso de m = n, é 

r d x _ _ an—1 r a ^ x ) . 
/ sen"a;cosna; " j s e n n 2 x ' 

J c dx rurax 
que, para «= 1 , se reduz a / = / - — -

J sen x c os x / sen 2 

• d(2x) 
x 

8 3 8 . Por meio das formulas dos n.°' 2 3 i a 2 3 7 o integral de 
senm x cos n xdx, sendo m e n números inteiros, positivos ou negativos ou 
nullos, ficará dependente de alguns dos seguintes: 

/ d x , f dx cos x ou fdx sen x , / d x sen x cos x , 

f dx f dx f dx f dx cos x í dx sen x 
/ ou / , / , / ou I — . 
' s e n x J c o s x J s e n x c o s x ' s e n x J co sx 

Ora estes integraes s ã o : 

1.° / dx = x + C ; 

2 ." / d x c o s x = s e n x - h C , o u f d x s e n x = — c o s x - f - C ; 

3.° / d x sen x cos x = ^ - S e n s X H - C ; 
£ 

4 . ° 
C dx C d (cosx) i ! 1 — c o s x \ / 1 \ 

= / r - = « i =J c tang — x ; 
s e n x J 1—COSliX 2 \ i + c o s x / v 2 / 

/ c o s X L 
c cot 45° ' — í ® ) ] = ^ ® t a n S l ^ + ã » 

5.° 
, ' dx rd (2x) _ 

J sen x cos x J se cosx J s e n 2 x 
l (c tang x ) ; 
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rdxcosx ,, . f d x senx , / c \ 
6.° = Ucsenx), ou = Il )i 

J senx J cosx \ c o s a y 

H 
sabemos pois integrar a funcção proposta. 

S 3 9 . A integração por partes dâ ainda os integraes seguintes, que se 
encontram muitas vezes: 

C , , a cos 6a? b sen bx 
e™ cos bxdx = s Cax H- C, 

J ar H - Ot 

f , , a sen bx—6 cos 6a; 
I Cax sen bxdx = 5 -5 eax H- C, 

J a? H- o8 

Cn , x"r f w(w—1) , \ (n n(n—l)(n—2) \i „ 
/ x c o s a x d x = — \ senaa-l i—-—-—--+... J+cosaaM 1 — ... + G , 

J a L \ aW 1 ) 1 \ax a3x3 Jj 1 ' 

r*. , xnr ( n(n—1) \ fn n(n— l)(n—2) 
x s e n a x d x = cosoan 1 — k . 1—senoarl — k. } N-C. 

J o L \ O1Xi J \ax aW T V J t 
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Radicaes quadrados de polynomios rac ionaes 
do t erce i ro e quarto gráu 

9up ,«siniíiase íseia^l t i i fibiiiii ftí» «ojtsq ioq o»7Bi29Jn' L1 

3 - f l O . Sejam f ( x , X)dx funcçôes nas quaes entra o radical 

X = v a + bx + Cxi -+- ex3 -+- gx4, 

representando f uma funcção racional de x e X. 
Para simplificar esta expressão, desembaraçando-a das potencias impares 

da variavel, façamos 

r + st 
xTTTJ (a); 

onde r e s são duas indeterminadas, das quaes disporemos para aquelle 
fim, e t a nova variavel. 

Decompondo X nos seus factores lineares, poderemos escrever 

Xi = g ( x - a ) ( x - £ ) ( x —y)(« —i). 
% 

E a hypothese (a) d a r á : 

(1 - H t ) 2 

( i + 0 2 

As potencias impares de l debaixo do radical desapparecerão, pondo 

( r - « ) ( , - p ) + ( , _ p ) ( , - . ) = 0 , ( r - Y ) ( « - ^ + ( r - S ) ( s - Y ) = 0 ' 
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isto é, 

2 r s - ( a + ^ ) ( r + j ) + 2a£ = 0 , 2 r s — ( y + - ( r + s ) + - 2 y $ = 0 , 

que dão 

« + ,3 — ( y + í ) ' « + £ — (y + a) 

E como r e s são raizes da equação do segundo gráu, da qual o segundo 
termo tem — (r •+ s) por coefficiente, e o ultimo termo é rs , serão essas 
raizes reaes, se for 

( r - L s)i > 4 r í i s t o é ( — 0 
' ' [ « + ? - ( y + $ ) ] 2 

Se a, y, são reaes, e se suppôem escriptas na ordem descendente, 
esta condição verifica-se, como é manifesto. 

Se duas são imaginarias, a = u + - v V—1, — v | / — I , 

a substituição também satisfaz; porque dá 

[Q*-t)8+^[fr-*)8 + ^. 0 

^ - ( y + S ) ^ 

E se todas são imaginarias, . 

Y=Ut.'+V'V—i, 8=U.'— 1, 

a substituição ainda satisfaz; porque dá 

[(!'• - + ( v - v Q 8 ] [ ( ^ - - nO* + (v + vQ 2 ] , ft 

% - V ) 2 

No caso particular de ser a + ji = y + as expressões de r • + $ e rs 
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tornar-se-iam infinitas; mas então é I 

X 2 = g [.T2 — (a | p ) s + .;¾] [x 2 - (* + (S) x + yí)] , 

de cujos factores, por ser nelles o mesmo o termo em x, se expelle este 
termo, pondo 

« H - p 
a? = M - . 

E no caso de ser a = y, 3 = £, é racional a funcção 

X = |> 2 — ( , + ^ x + a p j í / g , 

da qual se expelle do mesmo modo o termo em x. 
Portanto sempre é possível reduzir a expressão proposta f ( x , X) dx a 

outra 9 (l, T) dl racional em t e T, na qual.-T2 seja um polynomio racional 
do quarto gráu em t, sem potencias impares d'esta variavel. 

2 4 1 1 . Se o polynomio X2 é do terceiro gráu, a hypothese (a) dará 

, * —r y V e [ r - q + ( s -q ) t [ f - p + [ r - y + ( * - y ) < ] [ ! + < ] 
d x = { Í ^ T ) * d t ' x = ( T T õ 2 ' 

Sem fazer novo calculo, vê-se que basta substituir a unidade em logar 
d e r — — £ na segunda das equações de-condição 

(r — a)(« — p ) + ( r — < J ) ( s — a ) = 0 , ( r — Y ) ( » — í ) + ( r — 

as quaes ficarão sendo 

r + « = 2 y , rs — (a + p) y + ap = O; 

e a condição (r + s)2 — 4rs > O tornar-sé-ha em 

y2 ~ (a H- P) y + «3 > O, ou (y — a)(y - p) > O, 
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que se verifica, chamando y a menor ou a maior das tres quantidades 
a, y. 

Por conseguinte a expressão proposta ainda se reduz, péla hypothese 
(a), á forma <p (t, T) dt, na qual T2 representa um polynomio racional par 
do quarto gráu em í, quando X2 é um polynomio racional do terceiro 
gráu em x. 

M | KT 
2 4 2 . A funcção racional 9 (í, T) pode ter em geral a fórma p q ^ > 

onde M, N1 P, Q, representam funcçôes racionaes de t. E porque, multi-
plicando ambos os termos por P — QT, se pode dar a esta expressão a fórma 

M P - T 2 N Q ( M Q - N P ) T 2 

pi f í Q 2 p2 X i Q 2 ' ' " T r ' 

cujo primeiro termo, assim como o coeficiente de no segundo, são 

racionaes em t, vê-se que o integral J\p (í, T) dl depende de outro da fórma 

J t * 

G + Hi 
2 4 3 . A funcção racional Ai pode ter em geral a fórma —, sendo 

I-+- Li 
G, H, I, L, funcçôes de í 2 . 

Ora, procedendo como acabamos de proceder, é 

G + IIf HI — H L f 2 (GL — HI)< 

1 -H Li ~~ I 2 — L 2 i 2 I 4 - P i 4 J 

e por conseguinte 

T + i T G I - H L i 4 C G L - H I 
J T ~ J T(I2^-L2T)dt ~ J Z W z - LsÍ2) ( < h 

da qual o segundo termo, por ser da fórma funcção (í2, T) d(f 2) e ser T2 

do segundo gráu em relação a f 4 , pertence ao caso de que se tractou no 
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dt 
n.° 205 , e no coefficiente de -^ r - do primeiro só entram potencias pares 

ri/ (t) riz (Ís) 
de t: portanto o integral J -~-dt depende de J — - — d l . 

2 1 1 . Decompondo T2 nos seus factores do segundo,gráu, pode dar-
se-lhe a fórma 

T2 = (m ± ní2) ( =fc m' ± n'<2), ou T2 = rm'(p« ± í2) ( ± g2 ± t2), 

m m 1 Pi , 
suppondo —• < —7, ou —5- < 1. r r .n n q2 

Os signaes dos factores de T dão as seguintes combinações: 

I . ° V ( P 2 — < 2 ) ( ? 2 — < 2 ) ; 2 . ° V ( P 2 — Í 2 ) ( — Ç 2 + ' 2 ) ; 

3.0 V ( p 2 — < 2 ) ( Í 2 - h < 2 ) ; 4.° V ( P 2 — < 2 ) ( - 9 2 — < 2 ) ; 

5.0 V ( P 2 - H i i ) ( í 2 + í 2 ) ; 6.° V b 2 - M 2 H 9 2 — < 2 ) ; 

7.» V ( p 2 + < 2 ) (— g2 + <2); 8.0 V (p 2 -H< 2 ) ( — 3 2 — í 2 ) ; 

A ultima reduz-se á quinta, multiplicando pela V — 1 os termos da 

r „ c ç 8 o I i Q . 

Em quanto ás outras : attendendo ás condições necessarias para que o 
radical seja real, vê-se que satisfazem a estas condições, dando x<í, k< 1 e 
dt Adx 
— = — • ' • , a s hypotheses seguintes: 

1 V ( 1 —tf 2 ) (1 —kW) 

V x = ou « = = 1 , e ^ = 
t 
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2." x ' = 4 = 4 , e S L j í - * , g2 — p 2 9-

« 2 — .2 „2 3 . » e 

P 2 p 2 + g 2 

4.» X i = t I - J L , e — 9 ^ = * 2 ; 
t 2 P 2 + g 5 

e 

ç2 t2 g 2 
6.° X2 S f e a " ã — > ¢2 _)_ ç -

/2 02 c 2 
7.» ^ = - L - L , e * - J ^ - j j = *». 

t P 2 + g 2 

/
TC (f2) 

— d t toma a fórma 

F (x 2 ) dx 

J ( l _ x 2 ) ( 1 - / , ¾ 2 ) / 
8 4 5 . A funcção F (x 2 ) pode compor-se de termos inteiros da fórma 

B ' 
A ( X i i

t ou de fracções racionaes (n.° 2 0 2 ) —5 -7. 

l . ° Pondo R = \J(1 — ® 2 ) ( 1 — A 2 X 2 ) = V 1 — ( 1 + IPx1, 
FF 
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dx x ' R 

= i . [ ( 2 i _ 3 ) x 2 i - 4 - 2 ( . - 1 ) ( 1 + A V i " 2 + ( 2 Í - 1 ) * W ] ; 

e conseguintemente 

rx*-\dx_ R j ^ - S 2 ( t - l ) ( l + fe 2 ) rx*~*dx 2 i —3 f x ^ d x 
J R (2»—l)/c2 + ~(2i — 1 ) A 2 > R ( 2 T f j W R ' 

Por esta formula dependerá ^ e e " I f - ' 

2.° É 

/ R x \ 

l ( x 2 + a ) ' - t j _ [ t - 2 ( l+fc 2)x 2+3Ã 2x 4] (x2+a)—2(«*—1)[1—(1 +fc2)x2+fc2x4 jx2 

dx (x 2 + - a)* R 

e como o coefficiente de - J - se pode reduzir a 
R 

c e 
+ 

(x 2 + a){ (x2 -+ a ) i — 1 (x2 + - a ) 4 " 2 (x2 + - a ) { - 3 ' 

será 

d x d x R x c 

R(x 2 + a)* 6 ( x 2 + a ) í — 1 6 

e Ç dx 
b j R ( x 2 + a)*-

R(x 2 + a ) ' - * 

. , , , , . ^ dx p dx rdx / - ( x 2 + a ) d x 
formula, pela qual d e p e n d e r á j — _ f d e J ^ ^ . J - , j — — ; 
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r dx í dx ÇxHx 
, s t o é d e J R & ~ + à j ' J * ' J - R " ' 

, , 1 f dx r dx fX* dx 
ou, mudando a em de 

2 4 6 . Fica pois demonstrado que o integral proposto (n.° 240) se 
faz depender, pelas transformações indicadas, dos t r es : 

f dx H I • 
J V (1 — ®2) ( 1 — A2®2) 

/ x ^ d x 
; 

%/(! — a:2((l - ¾ ¾ 2 ) 

dx 
W = f (1 + nx2) v ' ( 1 - ^ ) ( 1 - / ¾ 2 ) 

2 4 9 . Para exemplo de integraes binomios, que se podem reduzir a 
estes, tomemos 

dx 

JL' 
(1 — X3) 3 

Pondo v 1 — x 3 = (1 — x ) t , 

isto é , ( 1 - ^ , 3 = ^ * + * * = 3 " + * ' 8 + " - " ' , 
4 

1— X 1 /3 dx I - X j 
o que dá = — — e 5- = - dt, 

i + X V 4 í 3 1 o-T- i + X 
V 4 ' 1 (1 — ÍC3) 

ficará 
r. \dx dlV3 

J 
( 1 — x 3 ) 3 V a s — í 

o qual, segundo o que fica dito, se reduz a alguns dos integraes u, to. 
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Funcçôes e l l ipt icas 

8 4 8 . No caso de ser k —•• O, os integraes u, w, são: 

« -+ - C = are (sen = x); 

(n.° 219) ® + C = — ~x v ' l _ a ; « - H - i M ; 
JL 

io + C'7 = — * are (tang = t J1 + n) 
V l + '1 

1 ( v / l + n 
•are l tang = x 

V l + « \ / l — « 2 

x t dl 
pondo I = — . que dá X = — . dx = s-. 

V i — V n - < 2 ( i + Í 2 ) t 

P a r a n = —1 o uitimo integral toma a fórma mas (n.° 88) , 

derivando os dois termos em ordem a n, ou, mais facilmente, cm ordem a ••• 

V I + » , acha-se logo w - \ - C= — . 
J X - X i 

2 4 9 . No caso de Z c 2 = I , os integraes s3o 

r dx 1 1 -4- X 1 - 4 - x 
( , • 2 0 2 ) u + C _ _ / _ , 
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T x 2 - I f d x 

I r r ndx r dx -1 1 „ , . , 

Mas, se o coefficiente de x2 é negativo, — n, o terceiro integral é 

1 r í—ndx f dx 1 1 

- í = n L J T T ^ + J Í Z ^ J = JZn 

1 + x , , _ l + ® J / » f | 
^ r ^ n i v 1 í — I -1 - x 1—xJ/nJ 

0 
Para » = = 1 esta express3o reduz-se a —; derivando porém em ordem 

a n, acha-se 

4,1 4 - x x 

8 5 ® . Nos outros casos não se podem obter os integraes, a n5o ser 
pelas series. 

Fazendo x = s e n ç , as expressões integraes tomam a fórma 

T d® U=J 
V 1 — A2 sen2 <p 

r 8 
v = — 

J V i 

sen29<Z<p 

w 

/1 

A2 sen2 f 

dtp 

E, por ser 

(1 + n sen2 <p) V 1 — ^2 sen2 <p 

sen2 <p í vl — /i2 sen2 <p 

\/ í - /i2 sen2 <p ft2 V 1 — A2 sen2 <p 
A2 
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vem elles emfim a depender dos tres seguintes: 

F (k, «) = f ^ d I (I), 
J v 1 — A2 sen2 9 

E (k, < f ) = Ç í — A 2 sen2 9 d f (II), 

TT (k, n, ç) = f d? — (III); 
J (I + n sen2 <p) v 7 1 —/>"2sen2 <p 

segundo a notação de Legendre. 
Os integraes (I), (II), (III), que não se podem exprimir em funcções 

algébricas, exponenciaes, logarithmicas, ou circulares de <p, formam uma 
nova classe de transcendentes, ás quaes se deu o nome de funcções elli-
plicas de 1 . ' , 2." e 3." especie, pela razão que veremos quando tractarmos 
da rectificação das secções cónicas. 

O angulo <p chama-se a amplitude, a constante k o modulo, e a con-
stante n o parametro. 

Dois modulos k, k', ligados entre si pela relação /c2 + / / 2 = 1, dizem-se 
complementares. 

8 5 f l . Os trabalhos de geómetras abalisados, especialmente os de Le-
gendre e depois os de Jacobi e Abel, têm dado grande importancia a estas 
funcções, e feito conhecer muitas propriedades notáveis d elias. 

Aqui limitar-nos-hemos a algumas fundamentaes e mais elementares. 

« 5 8 . De F (k,~iç + ^ = f ( ? ) + C 

tira-se, pela mudança de ç em — <p que só muda o signal da differencial, 

FÍk,±v — 9) = - / • ( < ? ) + C'; 
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por conseguinte 

F ( k , j - + <p) +F ( k , i ir - <p) = C + C' = const. 

E como, pondo ç = 0, resulta 2 F (k, ic j = const. 

teremos F [k, x + <p) = 2 F [k, — F {k, it — <p) . 

Se nesta equação mudarmos ç em it + <p, virá 

F (k, I x + ç ) = 2 F ( * , I r ) + F (k, I , + 

e teremos successivamente, assim como mudando depois ç em <p -1 
2 

F (k, ? i ± i + ç) = (2Í + 2) F (* , ± «) - F (¾, i X - 9 ) , 

F (k, ( « + 1) * + = (2i + 2) F (k, - i * ) + F (ft, 

. . ( 1 ) . 

Obter-se-ha por estas equações o integral respectivo a qualquer ampli-

1 

tude maior que — quando forem dados os correspondentes a ampli-

tudes não maiores que — r. 



V CALCCLO INTEGRAI. 248 

9 5 3 . Se tomarmos uma nova amplitude e um novo modulo Aj, 
taes quaes sejam 

2 Vk 
sen (2«pt — ç) = A sen 9, A1 = -— (a), 

Ii l 

será cos (291 — 9) = V 1 — A2 sen2ip, 

e por conseguinte 

cos 291 = cos ((291 — 9 ) -f 9) = cos 9 v / l — A2sen29 — Asen29, 

. 1 — c o s 9 V l — A 2 s e n 2 ® + A s e n 2 9 
sen2 91 = 1 , 

A cos 9+ cos (891 — 9) k cos 9 +V l — A 2 s e n 2 9 
ao 1 = (19 = - -— ; 

2 cos (2çpi 9) 2 V I - A 2 sen2 9 

valores que, substituídos em 

dão 

V 1—Aj 2 Sen 2 9j 

d<fi 1 + A d(f 

Vl — Ai2 sen29t ^ V 1 — A2 sen29 

Portanto as equações 

Vk x 1 + A 
sen ( 2 ? 1 — 9 ) = A sen 9 , A1 = - ^ - p F (A1, <h) = — F (A, 9 ) , 

farão depender F (A, 9) de F (A1, 9 1 ) . 
E como, por serem 

. , 2Vk — k — A2
 4 , ( I - K A ) 2 

A1 A = ' 1 - k I = - ^ J T 
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é maior que k, e vai approximando-se successivamente da unidade, a 
equação 

1 + k . , i + A . 0 | 4 h 

F(Ai, = — 2 — • — 2 — • • • . i f = F ( * f 9 ) (2), 

2Vk , 2KAi ; 2KAí_i 
sendo «i = -7——., = 7 — 7 - . . . . « « = , 

1 + A Í + 1 + At_i 

e sen (2<pi — 9) = A sen 9 , . . . sen (29. — 9 . ^ ) = A { _ t sen 9 f _ 1 , 

fará depender F ( A , o) d 'outra F ( A j , < p i ) , na qual se possa considerar o 
modulo Aj como proximamente egual á unidade, isto é, de (n.* 2 3 8 ) 

f _ j » = [ J l L - = I tang (45» + I ? i V 

2 5 4 . Se quizermos prolongar a serie para a esquerda de A e 9, 
teremos 

2 V k 
A = 1 + \ sen (29 — 9 _ t ) = k _ t sen ; 

sendo A menor que A, e approximando-se successiva-
» + V l - A 4 

mente de zero. 
E continuando assim, chegaremos a um modulo k_. muito proximo de 

zero, para o qual se poderá suppor 

r d?i 
J V l - A l i S e n ^ . _ < " 

GG 
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P o r t a n t o : 

l + k i+/c l+k . 
F (*. ?) = —ã- 1 • 2 • • • • - T 1 - F (*_,, . . . . (3). 

j • 

Esta formula, applicada a F (k, — ^, dá a expressão notável 

v ( t 1 \ 1 + /£-i l + k - z l + k - i 1 

sendo o coefficiente de — ir o limite para o qual tende o producto respe-

ctivo quando i tende para o infinito; expressão exacta, se é k =0. 

2 5 5 . Das duas formulas (2) e (3) deve escolher-se a que mais de-
pressa conduzir no integral procurado. j 

E, calculada assim F(/c, 9) para o valor de 9 desde 0 até —TC, as for-

£ 

mulas ( i ) darão depois o mesmo integral para as amplitudes maiores que 

1 

2 5 6 . Emquanto ás funcções E [k, 9), a substituição das expressões 
de ÍÍ91, k\ e sen8 91 do n.° 2 5 3 dá 

W: n ( & C O S 9 + \ / f — ^ s e n 2 9 ) 2 

1 — k\-sen* 9j = - ' — t /9; 

2 (I f k)\/l — A-2Sen2
i 

ou, desenvolvendo o numerador, attendendo á transformação 

Vl — /í2 sen2 9 Vl — ^2 sen9 9 
sen- 9, 
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e simplificando: 

d<pV 

Por conseguinte 

J £2 
(1 + A) E ( A t , 9L) = — F (A, 9) + E ( A , 9) + A s e n <P... (4). 

E como são E (1, <p.) = sen<p., E (0, 9 { ) = <p., 

vê-se que pela equação (4 ) , applicada successivamente, se fará depender, 
com approximação indefinida, a funcção elliptica de segunda especie E ( A , ç) 
de funcçôes F da primeira especie, e de E ( l , 9 ; ) ou E (0, 9 i ) , que se 
sabem integrar . 

THEOREMA DE LANDES. Façamos x = s e n 9 na equação da ellipse da 
qual são 1 o eixo maior e k a excentricidade. Será y — 6cos<p, e o arco 

de ellipse, pondo y 1 — A s S e n 2
9 = A, 

Na hyperbole da qual são 1 a excentricidade, k o semieixo transverso, 

e b — v 1—A' 2 o semieixo conjugado, se fizermos x = k J \ fc2tg2
9, 

ou y — 62 tg <p, o arco serô 

que, attendendo a A 2 C o s 2
9 = A 2 — A 2 S e n 2

9 = A 2 — 1 - f A2 = A2 — &a, 

e por ser 

d (Ug 9 ) 
A d 9 A 2 d < p sen2

 9 ô 2 d<p A 2 cos2 <p d 9 

cos2
 9 a A cos2

 9 A 



V 
CALCCLO INTEGRAI. 252 

se transforma em 

Sfc = A tang 9 — Ic1 P 0 g 8 ' p ^ 9 = A tang 9 — E (Ar, <p) + 69 F (/¢, 9) . 
' A 

Finalmente, eliminando F (A, 9) entre esta expressão de Sfc e (4) , virá 

Sfc = A t a n g 9 + 2 A - s e n 9 + S e - 2 ( 1 + k) Slc ( 5 ) , 

que é o theorema de Landen. 
Este theorema mostra que a expressão d'um arco de hyperbole se 

compõe d'uma parte algébrica, e de mais dois termos dependentes dos 
arcos Se e Sj e de ellipses, cujas amplitudes e modulos são ligados entre 
si pelas equações (a) do n,° 2 5 3 . 
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Integração por s e r i e s 

2 ã 9 . Se a funcção proposta não pode integrar-se exactamente, é 
necessário recorrer ás approximaçôes. 

Assim, para ter f y d x , desenvolveremos y em serie ordenada segundo as 
potencias de x, e depois integraremos o producto de cada um dos lermos 
por dx. 

Exemplos: 
r dx 

l . ° Seja J — — 2 = are ( t a n g = ® ) . 

Desenvolvendo -—-—5, o que dá 
1 + x 2 n 

1 = 1 — X 2 + X * — . . . . = £ " ( _ 
1 H-X 2 

e integrando o segundo membro, vem 

„ ¢21+1 
e portanto are (tang = x ) = m t + - 2 0 ( — O t ^ — f 

» UiJL 
2.° Seja I— : = are (sen = x ) . 

J V i — ® 2 

Teremos, seguindo o mesmo processo, 

_ J - 1 . . . ( 2 , + 1 ) 
, ' 7 — , + i O 2 . . . ( 2 i - f - 2 ) * ' V l — ® ' 
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r d x , ! . . . ( « + 1 ) ^ a i + 3 , r . 
J J U T * 9 2...(2,- + 2)-27T3 + C ' 

t 

are (sen = 05) = mt 4- x + V ) -. . ^ > T T ^o 2 . . . ( 2 í + 2 ) 2 i +3 

f *' / 

Já nos servimos em outro logar da primeira d'estas formulas para achar 
a raz3o do diâmetro para a circumferencia. 

A segunda pode servir para o mesmo fim, pondo n = 0, e 

, / 1 \ 1 
are (sen = Xj = a r c ^sen = —J = — u; 

o que dá 

1 1 =O l . . . ( 2 i + 1) 1 
- " = 0 + 2-0 0 6 2 0 2 . . . (2t + 2) ' (2i + 3) 22i+3' 

! 3 5 8 . Também se pode algumas vezes integrar a funcção proposta, 
decompondo-a em dois factores, desenvolvendo um d'elles em serie, e in-
tegrando depois os productos dos termos d'este desenvolvimento pelo outro 
factor. j 

Por exemplo, desenvolvendo — = = e m serie, virá 
\ / l —bx 

1 . 1 . , ! . . . ( S i - I ) l . . 

e por conseguinte 
OC 1 ^ . . ( 2 , - + 1 ) 

f d * / 2 . . . (2i* + 2) ^ 

J y/(ax — x 2 ) ( l — bx) J Vax — x9-
xPdx 

Temos assim de integrar uma serie de termos da fórma 

V ax — x •2 
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o que faremos (n.0> 2 1 5 , I e 206) reduzindo 

2 5 5 

-L -L 
P 2 „ 2 

/

,xPdx rx 1 dx , x 1 dx f dx ( a—2x\ 
— = I —-- a i — : = — = are I c o s = J . 
V ax—Xt J <J a — x V a —x ^ V ax-x2 a 

ii i 

2 5 9 . Mas, como é necessário que a serie seja convergente, convém 
escolher, entre os processos que se podérem seguir nestas integrações, o 
que melhor satisfizer ãquella condição. 

Façamos x = — h, na serie de Taylor. Então será f ( x + h) uma con-
stante f (0)=c; 

e c=y — xy'+~ x*y ' — x3y'"-+-

Mudando pois nesta expressão y em f ydx, e por conseguinte y', y", 
em y, y',..., teremos 

\ydx = c + x y + ( - l y — ^ - ^ + R 1 , 

Vimos no n.° 2 0 0 que esta serie é a de Bernoulli, e que o resto Rw é 

Por exemplo, em J ydx = j —^— = l(a-j-x) 

1 1 . . . . . . . 1 . . . » 
é c = a, y = ~ — , y — . . . . . .yW = (— 1 ) * — • — ^ x i ; 

a + x (a + ®)* (a+®)*+1 

I 
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e conseguintemente 

, / . \ i W i * / x \ H - I P íc"+1da; 
^ ^ ' ® t -(— 1 \a xJ J (a + 

,1 —*íO ) I 4"; "" i ——• !TTfTT ..'. s ,J V ^ * -

S O O . A formula de Maclaurin 

1 Xn 

fx = f + x f + ~ xY + . . - I X ^ w * ) 

dá 

J fxdx = C+ Xf+LxY + . . . t * Jxnfn{0 x) dx. 

Sejam P e Q o maior e o menor dos valores de ft")(Qx), correspon-
dentes aos de x desde O até x. Ficará f x n f n (Ox)dx comprehendido entre 

x x 

P x " . ^ ^ ^ e Qxn ^ j J Y ' P o r o n c^ e s e v^ f I u e ' s e a s e r ' e P e ' a 

da Maclaurin for convergente, também a serie integral d'aquella o será. 

Por exemplo, para Jfxdx = /exdx = ex, são f= If /7= J1..., 

P Xi Xn 

e e*dx=c + x + — +.. — + ...; 
J 2 1 . 2 . . . n 

oe X1 

conseguintemente ex= 20 j—p— 

261. O theorema de ser convergente o integral d'uma serie, quando 
esta o é, mostra-se, qualquer que seja o processo empregado no desenvol-
vimento. 
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A A' A " A ' " A W AW . 
Sejam as f racções: e —, — a m.n.raa e a 

\ 

maxima d'ellas. 

, , , AW AW AW AW 
As desegualdades _ > ^ j ; < 

A . , uib« 'jr « w p m i l ÍB fjiJtio sup -!IrtiiZir.!) t-j i „ , x . • t ( jx W-I.- • ;u 
Aim) AW 

ou AW - BW . — - + BW . «, AW = BW . — — BW . p , 
JJ(OT) ^ JJ(») F" 

A!m) At") 
d a o 2 A W > — 2 B C ) , 2 A W < . _ 2 B W , 

2 AW ^ A W 2 AW' AW^ 
0 U SBW > B W ' 2BW < BW 5 

/ 

, . . . . -i Vi\ i- i » -t (,v) 

isto é, a fracção cujos termos são a somma dos numeradores e a somma 
dos denominadores das propostas, está comprehendida en t re a maxima e 
a minima d'ellas. 

Dividamos a diíferença xn — x0 nas partes x\ — X ^ — x \ , —x-2,... 
xn — Xn—J. 

A somma fxQ. (xy—x0) + f x t . (x%—. . ./X„_I. (xn — ÍC„_I) 

terá por limite o integral f f x d x tomado en t re x=x0 e x = xn(n.° 1 9 6 ) , 
com tanto que fx seja contínua e não se torne infinita nesse intervallo. 

Se tomarmos outra funcção <p(a:), que tenha o mesmo signal desde OC OCq 
até x — xn, a somma dos numeradores e dos denominadores das fracções 

fxQ.(xi—xQ) fx\.(xj—S1) fxn-\.(xn — Xn-1) 

<pa:o-(tfl—^o)' ®i ) ' t . ( a ? n — X n - 1 ) ' 

BQ 
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dará , pelo que fica dicto, 

\ ~ l f a . ( x i + i — xi) f l 

T1-1 T ~ ~ < p C ' 
2O l F i -

suppondo x0, X\,.. .xn, tSo próximas que entre as funcçôes se acha 
uma egual ao primeiro membro. VX i 

Finalmente, tomando < j x = l , e passando ao limite de 2, será 

j J x d x = (X, . ( X n - X 0 ) . 

( 

Por isto, seja Fx uma funcção que se pode desenvolver em serie con-
vergente 

F x = U0 H - Ui «a + . . . . -+- f x , 

tendo o resto fx zero por limite. 

Será J^ F x d x =Ju^dx + fu^dx . . . . +Jq fxdx, 

rn 
ou / F x d x = 2fui dx -+- fÇ . (x„ — x 0 ) . 

E como fÇ.(xn — x 0 ) tende para zero, quando i tende para o infinito, 

segue-se que a serie, que dá o integral J Fxdx , será convergente, quando 

o for a serie na qual se desenvolveu Fx (Vej. Cale. int. de Cournot, 
2.* ed. , n.os 3 1 6 e 3 1 7 ) . 

2 6 3 . Em quanto ás integrações de segunda, t e r c e i r a . . . ordens das 
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funcções d 'uma variavel, nada diremos, porque, para as effectuar , basta o' 
que temos exposto. Sómente advertimos que a expressão finita, resul tante 
d'essas integrações, deve ter 2, 3 , . . . n constantes arbi t rar ias , quando a 
ordem do integral é 2 , 3 , . . . n . 

Cfia1 — a? a)dx s 

Querendo, por exemplo, in tegrar JJ ^ j ^ , decomporemos a 

2 a* 

d a r á " " ^ ( a 2 + " ' » 2 ) 2 ^ + a 
fracção proposta nas duas - — — — a primeira integração 

/
2 cfidx r dx x /> dx r- dx 

e fazendo a segunda integração d 'este integral multiplicado por dx, acha-
remos emfim 

+ CdxsJ = l ^x'i -J- a* -+- CX + C1 

para integral duplo da expressão proposta. 
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>. .RlHIIt <><><.,Hj/-, D -tiip í»mITIOVBA rtnnòg . Q l i o q u «omjl *up 

Constantes arb i trar ias . Integraes def inidos 

2 G 3 . Seja P o integral de uma expressão differeneial f x d x , e c a 
constante, que se ajuncta a este integral para ser tomado na maior gene-
ralidade (n.° 1 9 7 ) ; isto é, seja 

J f x d x = V 4 - c . 

Quando se applica o integral a uma'questão determinada, desapparece 
a arbitrariedade da constante c, que deve então satisfazer ás condições 
da mesma questão. 

Pedindo-se, por exemplo, a área BCMP (Fig. 1) comprebendida entre 
as ordenadas BC e MP, correspondentes ás abscissas a e b. será nullo o 
integral correspondente á abscissa BC; de soite que, chamando A o valor 
de P correspondente á abscissa x — a, e B o correspondente a x = b, 
teremos 

O = A + c, í = B - h c , 

ou f = B — A. 

O integral chama-se indefinido, quando a sua origem não está f ixada; 
e nesse caso sómente é completo quando involve uma constante arbitraria. 

Quando porém os limites a e b .*ão dados, e são A e B os valores de 
P que lhes correspondem, o valor numérico í = B — A é o integral de-
finido, comprehendido entre aquelk-s limites. Logo : 

Para ler o integral definido entre os limites x = a e x = b, basta 
substituir successivamente estes valores no integral indefinido P, e sub-
trabir um resultado do outro. 

Para designar commodamente os integraes definidos, applicam-se ao 
signal de integração J dois Índices, um inferior relativo ao primeiro limite 
do integral, outro superior relativo ao segundo limite, como temos feito; 
notação imaginada por Fourier. 
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Assim, para designar o integral de F x d x , comprehendido entre os li-
mites correspondentes a x = a e x = ô, isto é, tomado desde x = a até 

"b 
x — b , escreve-se / F x d x . P J a 

Blllini 

Por exemplo j * sen xdx = — ^cos it — cos — i t ) = + 1. 

Cx . . . . 
Quando se escreve I Fxdx, indica-se um só l imite; isto é, indica-se 

J a 
que o integral começa em x = a e se extende a um valor indefinido da 
variavel x. 

36 3. MUDANÇA DE LIMITES. Podem trocar-se os limites, mudando o 
signal do integral, porque s«io 

f b f x d x = fb — /a = B — A, / ° f x d x = A - B , 
J a Jb 

ou j x f d x = — I 1 f x d x . 
Ja Jb 

E também se podem mudar os limites: 
C QCfy 

Se no integral definido I " f x d x fizermos x = <p/, e tomarmos t\ e í^ 
' X 1 

taes, que satisfaçam ás condições x1 = ^f 1 , xv = <\>tz, o integral proposto 
I t<9 

transformar-se-ha em I " f [<p(<)]. f'(t) dt. J 11 

Sendo, por exemplo, xa = x1 + h, e <p(í) = x 1 - i - Z i — t, o que dá 

<p'(í) = _ 1, Z1 = A, (2 = 0, 

Ix 1 + k ^xdx = = ~ih + ,l ~ 0 dL teremos 
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« « & . Seja / b fxdx = fb—fa. 
J a 

Como a formula de Taylor dá 

fb — fa = f{a + b - a ) - f a = f ' a . ( b — a ) + jf'a.{b—a)*.+ . . . , 

Cb | 
será I fxdx=fa.(b—a) + — f'a.(b — a ) 2 + 1 d 2» 

Mas cumpre advertir que esta formula só pode applicar-se quando a 
serie de Taylor não é insufficiente. 

2 6 G . No caso de ser applicavel a serie de Taylor, para os valores de 
x comprehendidos entre a e b, podemos fazel-a convergir tanto quanto 
quizermos. 

Para isso bastará repartir o intervallo b — a em um grande numero de 
partes n, cada uma egual a i; isto é, suppôr b — a = ni. Então, substi-
tuindo a - f - i em logar de b na serie, depois a -H 2i e a + i, a •+• 3i e 
a - + - 2 » \ . . . a -+- ni e a - h ( n — i ) i , em logar de b e a, e chamando 
A a , A ' a , A " a , . . . os coeflicientes differenciaes da formula de Taylor cor-
respondentes a f ( a + ai) , teremos 

» 

/"(« + « W « = V H- I A0'.-2 + A 0"i 3 + . . . , 

f (a + 2 f) - f ( a - t - i ) = A1.- + 1 A 1 ' . 2 + ^g Ai"»'3 + • • • 

f{a + ni) - f[a + ( n - 1 ) i ] = A + i A ' B _, i* + ^ L A"„_ i» 3 + . . . ; 
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e a somma é 

f(a + n i ) - f a = i l n - \ + ± ^ " V + A a " + . . . . 

que, se tomarmos i tão pequeno, que possam desprezar-se os termos em 
»2, » 3 . . f i c a r á reduzida a 

O segundo membro é a somma dos valores que toma a funcção f x d x , 
quando nella se fazem x= a, x = a + i , . . .x = a + (n — 1)», e dx=i. 

E d'ahi vem que no methodo infinitesimal se considera o integral como 
somma d 'um numero infinito de elementos, os quaes são os valores con-
secutivos que toma a funcção differeneial proposta, quando nella se faz 
passar a variavel por todos os valores intermedios ent re os seus l imites; 
o que é conforme com o que dissemos no n." 197 (*) . 

Sobre as approximaçòes dos integraes definidos podem consultar-se uma 
memoria de Poisson (Ac. das Sc. de 1 8 2 6 ) , a sua theoria do calor, os 
escriptos de Caucby sobre o mesmo objecto, e a theoria do calor de Four ie r . 

2 G 9 . Se acontecer que, entre os limites a e 6, haja alguns valores 
x\, Xi d e x , para os quaes fx se torne infinita, poderá ainda a somma 
dos elementos representar -se por 

í X l ~ £ f x d x + f X i ~ H f x d x - Í - . . . Í 6 f x d x , 
Ja J x i + ri J X Í + %Í 

somma dos limites, para os quaes tendem os integraes que a compõem, 
quando ej, £3,. . . e T1, r ^ , . . . tendem para o limite zero. 

(•) Esta demonstração só prova que o integral é a somma dos valores da differen-
eial infinitamente proximos, quando, entre os limites de que se tracta, a funcção fx 
não se torna infinita. No entretanto, quando apparecem valores de fx infinitos entre 
os correspondentes aos valores reaes de x desde a até b, ainda é possível fazer passar 
x, desde a até b, por valores imaginarios, para os quaes não seja fx infinita; e então 
ainda tem logar o theorema de que se tracta ( J o u r n . de l'Êcol. Polyt., cahier 18 , 
pagf. 3 2 0 ) . 
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Assim a somma, desde x =— a alé x = a, dos elementos —, dos 
xn 

quaes é infinito o correspondente a x — 0, pode representar-se por 

r—e dx .adx 1 r, ., , . . . . 

/ - « ) ^ - - - ( - ) * - + - ^ 

a qual, para n comprehendido entre O e l e l — n de numerador par, é 
ai—n — a1—n 

; e, para n > 1 e n — 1 impar ou fraccionario de termos 
1 — n 

impares, é infinita (Cale. int . de Serret , n.os 4 7 6 e 477. ) 

2 6 â . Para calcular a formula do numero precedente, 

F a i l - F a = ; / " " V * + ~ V ' x + i r > / n _ V ' x + . . .(1), 

é melhor exprimir l f x , s " " - l f ' x , . . . em fan — fa, f'an—fa,.., por 

meio d'esta formula applicada a fan— fa, f a n — f a , . . . , que dá, para 
a = 1, 2 , . . .a , 

: . , . . . II. ; , - ,. i, ,;.¾ , ;"!. 

f ^ a n - f M a = Í 2 a ; - ] Y ' + 1 W I ' ^ + ^ + l i a ^ - V ^ + •• 
,xLJ. \ 1 . . - ( - x li a; \ t \ í 

Assim, querendo desprezar em fan — fa as potencias de i superiores 
ao quadrado, teremos 

i * \ - X f " x = i \ f ' a n - r a ) , i^a
a

n'Xf'x=i(f'an-['a)- ~ f l (f"an-f'a); 

o que, substituído em fan — f a = f b — fa, dá 

f b - f a = i f x + l i ( f b - f a ) - 1 i*-(fb - f a ) . . . . . (2) . 
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2 6 9 . Quancto a fórma da funcção fx for dada, poderemos calcular 
immediatamente pelas formulas do numero precedente o integral definido 
/ b 

/ fxdx; e lambem o poderemos fazer, se na formula (2) desprezarmos 
J a ' 
os termos inferiores á primeira ordem de i, quando não conhecermos essa 
fórma, mas se derem os n — 1 valores numéricos de fx desde fa até fb. 

Este segundo caso equivale á somma de fa com a dos trapézios cuja 
base é i e cujos lados perpendiculares á base, em fan — fa=fb—fa, são 
fa, fa\, fa2,.../"a„_i, fb. 

Estas formulas serão tanto mais exactas, quanto menor for a diflerença 
b — a 

» = , e quanto menos rapidamente variarem os valores de fx entre 

a e b (Mec. de Poisson, n.° 15.) 

2 ? 0 . Os integraes definidos servem para determinar o resto da serie 
de Taylor. 

Com effeito é F (x t + h) — Fa i = í X l + h F 'xdx, 
J 

o u (n.° 264) F(xt+h)-FX1=-J V t í j + l - í J á í ^ V ^ + M d í , 

Mas é (n.° 200) 

fF\xi+h-t)di=tF'(xi+h-t)+± Wixi+h-t)+..+ f ^ + ^ i + M dlf J 2i I A A • U • • • Il 

que, entre os limites O e h dá 

U 
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Temos pois 

FC*, + A ) = F * , H - A F ' * , + i A 4 F " * , + . . . . / ; ' ' p l ^ y t ' 0 ' ' -

Fazendo X\ = 0, e depois mudando h em x\, teremos similhantemente 
o theorema de Maclaurin 

F * , - F(O) + *,F-(O) + i * , S F " ( 0 ) + . . . / ; > = ¾ ^ 

rh i»F{"+i)(«i + h — t) dt rtC1 !"FM-Wa, — 0dt 
As expressões / -— e / 1 5 -— 

r J o 1 . 2 . . . n yo 1 . 2 n 

dos restos das series de Taylor e Maelaurin equivalem ás dos n.0 ' 65 a 6 7 , 
mas assignam os valores definidos d'elles, em quanto que as outras só 
assignavam limites que os comprehendiam. 

/ 
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Variações dos integraes def inidos 

3 5 1 . Tanto para demonstrar alguns theoremas de analyse, como para 
determinar alguns integraes definidos, convém achar a variaçSo d'um in-
tegral definido, resultante da mudança de elementos variaveis que entrem 
na funcção ou nos limites. 

Cb 
Seja u = / f(x, a) dx 

um integral definido, no qual f(x, a) n5o se torna infinita entre os limites 
a e 6 de x. 

Supponhamos que n varia e que a e b s3o funcçôes de a. 
Pondo f f [ x , a) dx = Y(x, a) e por conseguinte 

\ j ( x , a) dx = F (6, a) — F (a, a) , 

a variaçSo do integral definido será 

du d [ F ( 6 , a) — F(a , a)] db_ d F ( a , a) da d F ( a , «)_ 

da da dx db da ' da ' 

. . , v . , . . * d F ( x , a) 
Mas a expressão de J f [ x , a) dx dá f ( x , a) = —~ ; 

dx 

e, por serem x e a independentes, é 

b 
Uf [x, a) d f j { x , * ) d x 

da J « da 
dx. 
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Ficará pois 

du fb d f ( x , «) , db . . . . da 
s . — * f + s - n » . * ) - - £ « . — ) (A) i 

equação que, no caso de serem aeb constantes, se reduz, como deve ser, a 

*b 
f[x,a)dx r b A f { r 

dx. 
d fa f(x,«)dx f b 

da. J o da 

272. A equação (A) também se pode deduzir de considerações geo-
métricas. 

Ch 
Com effeito, pondo y = f [ x , a) , o integral / ydx é a área compre-

J a 
hendida entre a curva, o eixo das abscissas, e as duas ordenadas corres-
pondentes a x = a e x = b. 

Se « variar em y, não variando porém os limites, o integral proposto 

f (y H- ~ do^j dx será a área comprehendida entre a nova curva, o eixo 

das abscissas e as duas ordenadas correspondentes ás mesmas abscissas. 

Mas, se os limites receberem os augmentos ~ d a e da, a área re -
da. da 

da ceberá: em virtude do primeiro, a diminuição f(a, a ) — d a ; e, em virtude 

db d* 
do segundo, o augmento f (6, a) — da. 

da 

A área, variada por estas tres causas, será pois 

I b 

subtrahindo da qual a primitiva I ydx, acharemos 
J a 

du fb dy , . db da 
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3 9 3 . THEOREMA SOBRE A INTEGRAÇÃO DOS INTEGRAES DEFINIDOS. 

,.<* .x 
Seja o integral duplo u= da j f ( x , a ) dx, 

J <* o J xO 

onde se suppõem independentes as variaveis x, a, e os limites X0, «0; 

x 
ou, pondo - / f ( x , a) dx = F (x, a), 

J x o 

r<t 
U=I F (x, a) da . 

JctO 

Differenciando em ordem a x, t e remos 

du r* dF(®. «) , r* 
• j - = 3 da = I f(x,a)d*; 
dx J aQ dx 1 a0 

• j» 
e, revertendo para o integral em ordem ô mesma variavel, 

r x r " 

U=I dx I f(x, a ) d a . 
Jxo 'aO 

Por onde se vê que, para obter o integral proposto, se pode in tegrar 
em qualquer ordem, isto é , primeiro em ordem a i e depois em ordem a • 
a, ou inversamente. 

S 1 S - I . Por esta occasiâo advert iremos que nas integrações se devem 
tomar os integraes na maxima general idade, para evitar contradicçôes appa-
rentes que algumas vezes se offerecem. 

Seja , por exemplo (Cale. int. de Cournot , 2 . a ediç. n.° 3 5 6 ) , 

+ 1 + 1 y í — S* LL 
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Segundo se integrar primeiramente em ordem a x ou em ordem a y, 
• n , • ^ +1 dy n r+i dx 

assim hcará para integrar 2 J J + l o u J — j 2 ' c I u e P a r e c e m 

dar respectivamente ^e — ir, concluindo-se que neste caso não é indiffe-
rente a ordem das integrações. 

Notemos porém que os valores mais geraes de f - ^ • para y = + l e 
i , 1 J 1 + r 

para y = — 1 são rnt + —• r. e n'it i r ; o que d á : 4 4 

r+1 dy 1 

7 _ i 1 + 1 / 2 LV ' 2 J 

2 / _ T ~ T T P = 2 K n ' " - " f fJ * " 4 . [ K - « " - 1 ) « • + j * } -

Portanto as duas expressões do integral concordam, e são ambas 

2 (ir/ + — i r ) ; dando i = 0 o valor particular ir, e i = — 1 o valor pa r -
Jt 

ticular — i r . 
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Determinação de alguns integraes definidos 

3 3 ã . Alguns integraes definidos podem obter-se sem que se conheçam 
os integraes geraes; e outros gozam de propriedades, que só a elles per-
tencem e não aos geraes. 

Sem tractar de todos os integraes definidos interessantes cujos valores 
os geómetras tôm assignado, limitar-nos-hemos a alguns, que por suas ap-
plicaçòes se tornaram mais importantes, e dos quaes se derivam muitos 
outros, ou pela transformação das coordenadas e dos limites, ou pela dif-
lerenciação e pela iutegração debaixo do signal J, feitas segundo as regras 
até aqui expostas, ou iiualmente pela passagem das expressões reaes para 
as imaginarias. 

/

. OO X i 

e dx. o 

JW . —M if/——t~'(J~ ] 

I e dxdy, o J o 

• » - ( » 4 + y s ) 
C 

' O ^ Q 
teremos 

/.«o .,os (â / 2 +t / 2 ) /'«o - X i /100-¾¾ / /.ao — X ^ N S 
J J e dxdy=j e dxx J e * d y = (^j e d x y 

- L ifv-- - I - i V 7 1 - V 01 "'t 

Mas, pondo y = tx, formando dy sem variar x, por serem y e x inde-
pendentes, e integrando successivamente em ordem a x e e m ordem a í, 
o primeiro membro transforma-se em 

/ • - — x s ( l + < 2 ) 
e J J JqJO 

logo 

,, r x d t 1 
xdxdl = / — = — ir; 

J o 2 ( 1 + '") * 

/,oo — X i 1 . . 
J e dx = - V « (1). 
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* 

E como, pondo —y = x, o que muda o signal dos limites, é 

/.O r>o —W2 r —t/2 1 
j _ J d x = J (—e y d y ) = j ^ e ydy = j V i : , 

r>v> X2 

resulta / e dx = V* (2). 
J —OO 

Substituirtdo em (1) e (2) x K m em logar de x, vem 

« — BlX2 1 / * Ix WlX2 , TC 
/ e dx= - V —. / e dx= s/— (3). 

J o 2 m J — x m 

E substituindo nestas Vx em logar de x, vem 

rce—mx dx /Tt —mx dx ,«v 
/ e — = V - , / e - = 2 ( ^ - ( 4 . 

Jo Vx m j _ o o K x m 

2 9 9 . Mudando em (3) m e m + m V— i , e sommando ou diminuindo, 
teremos 

i 

^oo / +mx 4 1/— 1 — »nx2 i /—1\ , / i c / i 1 \ 
f ( « V ± e K J d x = V — ( ± - — = ) . 

Mas pondo \ / + y/— * — V — / — 1 = z , vem ± : 2 = 3S , que d â 

Z = V 2 , * = J / 2 . J / — i . 

Substituindo pois na expressão precedente, serã 

/••<*> í + K i i i K — 1 — m x 2 K — 1 \ , /« j ^ e - h e J d x = K 2 V 

j " ^ + ™ * e — ^ - 1 ) d x = K 2 K - W 
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isto é, 

/

00 f* OC i fÇ 

cos ( m x ^ d x = / sen ( m x ^ d x = y — (5) . 
-00 1—ao ^rn 

E, se fizermos m = ^-TC , será 

J °° 008 * X*) = J 8en ("i" * ^x ~ * (6)-

H 
2 5 8 . Se na formula (3) mudarmos x em xVm ± — — — , o que não 

tn V m 

mudará os limites da integração, a semisomma dos resultados correspon-
dentes aos dois signaes será 

I e á x = em> 7 . 
<J —QC Z m 

E se nesta mudarmos n em n V— 1, virá 

r°° — t n 2 x 2 . - K V K 
/ e c o s 2 n x = e mi — (8). J— oo m v ' 

3 5 9 . Mudando na formula (3) Vm em m (1 + nV— 1), virá 

/ : 

' — m 2 ( l — n 2 + 2 » I / — l ) x * V z 

J m(i+nV—1) m( 1 + n2) ' 

ou 

„00 _ m
s ( i_„ 2 ) J/ T t n ( / i r f / - l 

/ e d x r c o s ( 2 m 2 f t x 2 ) - l / - l s e n ( 2 m 2 n x 2 ) ] = — — — 5-. 
J - 0 0 L v ' v / J m ( l + n 2 ) m ( l + n 2 ) 

JJ 
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I 
E, por conseguinte, separando os termos reaes dos imaginarios, 

r 
' OO 

00 —»«2(1 
e 

2 8 © . Mas cumpre advertir que a substituição de quantidades reaes 
por imaginarias só se justifica claramente quando os dois membros podem 
desenvolver-se em series convergentes ordenadas segundo as potencias in-
teiras das mesmas quantidades; porque, sendo então idênticos os coefli-
cientes nessas series, ellas subsistem, quaesquer que sejam os valores ou 
symbolos que se substituam em logar das quantidades. 

No numero antecedente verifica-se esta condição quando é n < 1. (Cale. 
Int. de Serre t , n.° 4 9 9 ) . 

- n 2 ) , , 
cos (l 

sen (2m2n«2)<£r 

Vis 

m ( l + n 2 ) ' ! 

n V-R 

~ m (1 + n2) 

(9). 

2 8 1 . Integrando successivamente por partes, acha-se 

r°° , n (n — ! ) . . . ( « — k4-1) / ao 
/ xne~mxdx= — , / xn~ke~mxdx.. . (u). 

J O Btfc Jo 

Se n é inteiro, e fizermos & = n, será 

Jo m"+1 

2 í — | 
Se n é da fórma n = — - — , fazendo k = i, será 

f / 0 

2i—1 

X e~mxdx = 
( 2 t — 1 ) ( 2 / - 3 ) . . . 1 

ZiIni 

-.00 -
2 e~mxdx, 
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ou, (4), 

2t—1 

y - . - T - r H ^ - f - ' " " - " - ' ^ ( . 0 ) . 

2 

8 8 8 . Empregando as formulas de reducçâo (n.° 2 3 6 ) , teremos 

f . 
IL f— 
2 , m—i I 2 

senm xdx = / sen m — 2 xt»x; 
o m J o 

e por conseguinte 

2 sen 2 ' a r fa = 1 I 3 ' ' 2 ' ^ , / 2 sen 2 '+ 1 , rdx = ^ ' ' 2 V , . . ( 1 1 ) . 
o 2 . 4 . . . 2 . 2 J 0 3 . 5 . . ( 2 . + 1 ) v ' 

/

2 . / 2 . 

CosilXdX, I Cos 9 ^ 1 Xt iX , têm evidentemente os 
o ^ o 

mesmos valores que estes. I 2 Como, crescendo m, decresce s e n m x , e I Setimxdx é a somma de 
J o 

elementos differenciaes, também este integral decresce. 
Ser3o pois 

1 . 3 . . . ( 2 . - 1 ) 2 . 4 . . . 2 i 1 . 3 . . . ( 2 1 + 1 ) * 

2 . 4 . . . 2 i ' T y 1 . 3 . . . ( 2 » + 1 ) > 2 . 4 . . . ( 2 . - + 2 ) ' 2 ~ ' 

isto é, ~ comprehendido entre 

( 2 . 4 . . .2» X2 _ 1 / 2 . 4 . . .2» \ 2 1 2Í + 2 

v 1 7 3 7 . . ( 2 . - - 1 ) / 2 » H - 1 6 M . 3 . . . ( 2 . - 1 ) / " 2 7 + 1 ' ¾ ^ + ! ' 
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2. H- 2 

E como a razão ^ ^ d'estes dois limites tende para a unidade quando 

i tende para o infinito, será 

Tt ( 2 . 4 . . . 2 » \ s 1 / 2 . 4 . . . 2 Í , 

2 = v r 3 ^ 7 2 7 = l ) - I T T T o u l i T ã T ^ m ) - ( 2 , ' + 2 ) ' 

tanto mais exactamente, quanto maior for í. 
Tal é a formula de Wallis . 
Sobre esta formula veja-se o Instituto de Coimbra, vol. v, n.° 18, 

pag. 2 1 5 . 

3 8 3 . Se differenciarmos a formula (3) i vezes em ordem ao para-
metro m, teremos 

r - ^ 2
j 1 . 3 . . . ( 2 . - - 1 ) 

J e x^dx = A ^ m 2 . , , . ( 1 2 ) ; 

que, para m = 1, será 

r —® 2 o - , 1 . 3 . . . ( 2 . - U 
I e x2» dx = '- Vv. 

J OC 

8 8 4 . Mudando x em — x, os dois primeiros integraes do n.° 2 3 9 , que 
que se tornam em 

, , a cos bx — b sen bx 
e~ax cos bxdx = 5 ¢ - °* -+ C, 

a 2 H- 62 

C , . a sen bx H- 6 cos bx 
e~ux sen bxdx = 5 - — - r h C, 

J ar H- Oi 
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tomados entre os limites 0 e oo , são 

/ . o o a r*> , b 
e~ax cos bxdx = - 5 — T i , I sen bxdx = 

0 a 4 -f ò4 J o « S + 6 2 

Se multiplicarmos estes integraes por da, e integrarmos em ordem a a, 
teremos 

/»00/ ¢-1tixCOSbx , \ , 
. j dx H - C J = Iog V a 2 - H í> + C' 

/.oo/ ¢-o® sen bx , \ / a \ , 
X ( — ^ + c ) = are ( t ang = - ) + € ' . 

Tomando, na segunda d'estas formulas, o integral em ordem a a entre 
os limites O e oo , será 

T 0 o S e n f t x , « / J Q N 
L dx=-zr J O x 2 

E, se na formula (13) mudarmos 4 em a + 6, depois em a — b, sup-
pondo a — b> O, o que dará 

/"06 sen (a + b) x , w f ° ° s e n ( a — b)x , ir 
—dx = —, I -—dx=—, J o J5 2 ^ 0 x 2 

e formarmos a somma e a differença d'estas, virá 

sen ax cos bx . - K f e e sen bx cos ax C sen ax cos bx * ( 
Jo x dx =—, Jo ^ 

dx = 0 . 

_ , . , C 0 0 sen ax cos bx it 
Por onde se vê que o integral J^ dx será — ou O, se-

gundo for a > b ou 6 > a. 
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No caso de a = b, subsistiria só a primeira equação 

00 sen (a + b) xdx Tt 

o X ' 

. . Ç06 sen 2 ax , Tt 
q u e d a r i a / dx = —, 
^ Jo x 2 

em conformidade com (13 ) . 

«i i • .• cos bdb . . f ® , , 6 
» 8 5 . Multipliquemos p o r — - — o integral f Q e— 1^senoxaa; 

e integremos em ordem a b entre os limites 0 e oo , isto é 

,oo ^ s e n b x c o s b d b S _ cosbdb 

j o v e r a d x J 0 6 ; - j 0 S T j T i ' 

Se decompozermos o primeiro membro na somma dos dois integraes, 
um entre os limites as = 0 e ¢ = 1 , outro entre os limites x= 1 e x= ao, 
será no primeiro b > bx e no segundo b < bx; e por conseguinte (n.° 2 8 i ) 

„ rx sen bxcosb ,, Tt 
naquelle I ao será O, e neste —. Teremos pois 

J o ® 2 

^ T, I ^ i m 3 c . t t- ^ -f i») n«w ' í 
/*00 , r00 sen bx cos 6 „ Tt / 1 ° 0 , T t« - a 

I e-^dx . db = — e~axdx = ——. 
Jo J i b 2 J 0 2 a 

a cos 6 d6 Tt e—a 

Assim Ja c 
o P J 2 -t- 6 2 2 ' 

ou, fazendo b=»ax, o que não muda os limites, 

Ç00 cos ax dx it e~a 

J0 1+x* 
(14). 
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f06 ximdx 1 Ç00 ximdx 
8 8 6 . Seja o integral definido I — = — / a - , 1 b Jo | -j- x i n 2 ' —« 1 -f x i n 

<< 

onde são n e m inteiros, e 2n > 2m -+- í. 
Como as raizes da equação 1 + X i n = 0, que são 

[2k— 1 ) * „ á (2k — 1)TC 
x = cos - — - — ± V — 1 sen i - — — , 

2 n 2 n 

dão os n factores do segundo gráu 

' (2k — 1) 7i\2
 0 ( 2 & — 1)TC 

x — cos - — -+- sen2 - —, 
^ 2 « / 2 n 

x-mdx 
a fracção racional — transformada e integrada dá 

I OC" 

2 n L 2 n J 

i 

/ _ M n i l ^ x 
1 » (2m 4 • ! ) « ( M - I ) / . ® C 0 S 2 n \ 

H — y . sen are I tg = — 
N ^ L 2 N V 2/C — I TC . / 

s e n - — - — — ' 
2 n 

Para ter o valor d'este integral entre os limites — oo e oo , podemos 
tomal-o entre os limites —h e h, e depois fazer h = oo . 

Operando assim, acha-se 

x-mdx Tt f (2ib+1)TC 3(2m+l)TC ( 2 n - l ) ( 2 m + l ) i ç - | 

J ^ l + x * » - « L s e n ^ T + S e " 2 n 4 "" S e n 2 « J ' 
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que por ser 

sen a + sen 3a 4- . . . s e n ( 2 n — 1) a 

(2n—l)a/—1 2a/—1 a, — 1 —(2n—l)a,—1 — 2av — 1 -O v Z-I 

2 1 / - 1 ( e 2 a v _ 1 — 1 ) 2 K — 1 ( e ~ 2 a v - 1 — 1 ) 

2 na v — 1 i . — 2 na v — 1 i ( a e — 1 -h e — 1 1 — cos 2 na 

~ ~ ~ 2 s e n a 

se transforma em 

ximdx TC 1 — cos (2m -h i) Tc Tc 

— oo 14" X2n 2n 2 m + l 2m + l 
sen TC n sen n 

2 n 2 n 

r™ X2mUx 
Por conseguinte é / . 

«•' o • + X :*» a (2m + 1) tc' 
2 r» sen - — - — — 

2 n 

(CaZc. i n í . de Bertrand, n.° 140) . 
Assim, para qualquer valor de p comprehendido entre O e 1, tomando 

2m + 1 
dois números m e n que satisfaçam a — = «, será 

2n 

x-mdx TC r^ Ximd 

J o 1 + x-o 1 + Xin 2nsenpTC' 

ou, pondo x"ln em logar de x, „2n 
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8 8 5 . I n t e g r a e s b c l e r i a n o s . O s dous integraes definidos 

í x P - 1 . ^ — x j í - M x e f e-W-^dx, 
SO 

sendo p, q, n, números positivos quaesquer, chamam-se respectivamente 
integraes eulerianos de primeira e segunda especie, por ser Euler o pri-
meiro que d'elles se occupou. O primeiro destes integraes costuma desi-
gnar-se pelo signal [p\q), e o segundo pelo signal r n . 

8 8 8 . Comecemos pelo integral euleriano de segunda especie, 

ao qual, pondo x = y2 , também se pode dar a fórma 

Fazendo m = l era (a), e mudando l i e m n — 1 , resulta 

r (») = (» — l ) ( n — 2 ) . . . ( n — k)T[n — k) ( 1 6 ) ; 

e, se for n inteiro, 

r ( n ) = ( n — l ) ( n — 2 ) . . . 2 . 1 . 

8 8 9 . Fazendo m = l em (10) , resulta 

r 1 . 3 . . . ( 2 T — 3 ) ( 2 T — 1 ) 
Vti ( 1 7 ) . 

Este mesmo resultado se obteria differenciando i vezes consecutivas 
k k 
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em ordem a m os dous membros da primeira das equações (3) e fazendo 
depois W i = 1, o que daria 

J 0 2<+i y i c ' 

porque, fazendo x2 = y, é 

Pcc i í °° i— — 1 / 1\ 

l 0 e - * W d x = - l o e - y y U y = - T [ i + ~ ) . 

E para i = 0 , é, em virtude da equação (1) 

(18) . 

S O O . Pondo 2t em vez de n na formula (16) e tomando k = i, vem 

/o-N /o- i v a - o^ • /^ ( 2 i - l ) ( 2 i - 2 ) . . . í x ( t - l ) ( i - 2 ) . . . 2 . 1 . . 
r (2 i )= (2 i—l) (2 i—2) . . . 1 r (í) = ^ 1 ) ( , - 8 ) . . : ^ 1 r « 

— ( 2 i — l ) ( 2 i - 3 ) . . 3 . t x2(t—1 ) .2(t—2)^2 r 1) (2í—2) ̂ . 1 x2»—^(i ) , 

i 

( i - l ) ( i - 2 ) . . . . 2 

dividindo a qual por (17), vem 

/ i x 2 2 i _ 1 

r ( 2 i ) = r ( < + - ) r ( i ) . — (19). 

Logo veremos que esla formula é geral para todos os valores de i inteiros 
ou fraccionarios. 

S O I . Pela formula (16) podem caleular-se successivamente as funcçôes 
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r c ( m o intervallo f, partindo de r (1) = 1; e pela formula (17 ) , pa r -

tindo de r = V tc. 

2 9 2 . Passemos ao integral euleriano de primeira especie 
• V ' 1 I ' , ' ' ' ' ' 1 

(f»|g) = F1 HÍP-\ 1 —x)I-^dx. 

Integrando successivamente e m ordem a y e a n expressão 
S <!i''i nii >mini •»>' »onnr->!ir> • '' >' ' , ; f : ''«"• 

P = f f "«-(•*+»*) t I i P - i X ^ - M y d X , 

acha-se 

P = Í o e ~ r y - p ~ l d y X f 0 e - ^ x ^ d x = J T { p ) x r (q). 

Para obter debaixo d 'outra fórma este integral , façamos y = xti os 
limites serão os meamos, e teremos 

P = / " ° Y " e - t 1 + ' 2 ) ^ ^ + ? ) - ! f i P - l d t d x . 
Jo Jo 

Depois façamos (1 f <2)x2 = r 2 : os limites são ainda os mesmos, e fica 

• ® Ç OO #2p—1 
P = e - r V 2 ( p + ? ) - i 5 — drdt, 

OIO (T +(2)ÍH-Í 

que, integrada em ordem a r, dá 

| /•» oo t «p-1 
P = 1 T r ( P + 9 ) x / 'o (1 + Í2)P+? 
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Finalmente, fazendo Q = 1 — Z , os limites 0 e oo mudar-se-hão em 
1 -4- t 2 

0 e 1, e ficará 

p= J r (P + g) x f 0
! ZP-T ( i - z ) I - * d z = j r (p + ?) x ( P i 9 ) . 

^ = E I C T ( 2 0 ) ! 

formula que faz depender os integraes eulerianos de primeira especie dos 
de segunda especie. 

2 9 3 . Para q = 1 — p , sendo p < 1, a formula (20) dá 

P K 1 — P ) = RP • R (L — P ) , 

tJ C ocv—^doo 
ou, porque x = transforma p | q em Jq — 

r p . T ( I - P ) = J 0 

isto é (form. 15) 

rp . r ( l — p ) = '* (21). 
' sen p TC v ' 

2 9 5 . Fazendo p = g = ~- . e X = Xji, a formula (20) dá 

- ( 

( L i U 2 / 1 

2 2 / / o v n ^ i " r ( i ) ' 

isto 6 = 
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E como, fazendo x = y s , é 

recahimos na formula (1). 

2 9 5 * Tomando q = p na equaçSo de definiçSo de p | q, será 

p | p (» — oc-)P-ldx, 

ou, pondo x = y -+- —, 

P I K - / T ( T - V ' ) V = • f J ( { - V i ) V 

2 

ou em fim, pondo y — ^r K s , 

P l P = ^ r J o 

que, substituindo em logar de p | p e i - j p as respectivas expressões (20) , 

e attendendo a (18) , se transforma na equaçSo (19) para qualquer valor 
de p, inteiro ou fraccionario. 
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Quadraturas e rect i f icações 

( I - J h l n r n i . i l i s n i > r 
2 9 ® . A expressão da área comprehendida entre o eixo das abscissas 

d'uma curva plana, a curva, e duas ordenadas correspondentes ás abscissas 

D'onde vem o nome de methodo das quadraturas, que se dá aos pro-
cessos pelos quaes se obtém os integraes das funcçôes d'uma só variavel; mas 
este nome mais especialmente se consagra á integração d'aquellas funcçôes 
feita pelos methodos d'approximação. 

Exemplos: I. A equação da parabola cónica (Fig. 42) é y*=2px; 

Se a área se contar do vertice A, teremos x\ = 0, e ( = -^-2¾/¾. Logo: 
o 

A área do segmento da parabola i egual a duas terças partes do re-
ctângulo circumscripto M ' i Y N \ l . 

Para as parabolas de todos os gráus, cuja equação é ym = axn, 

xít Xi, é (n.° 112) 

/ 

temos 

Assim estas curvas são quadraveis. 
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II. Para a hyperbole equilatera MN (Fig. 4 3 ) , entre as asymptotas Ax, 
Ay, temos Xy = Tni (Geom. Anal. n.° 8 9 ) ; logo 

A área não se pode contar desde o eixo A y , porque x = 0 daria t = 0, 
c= — MiIO = (X) . Mas, contando-a a partir da ordenada BC, que passa 
pelo vertice C, temos, por ser AB = m, 

Por onde se vê, que, para m = 1, é t = lx, isto é, que então as áreas 
contadas desde BC são os logarithmos naturaes das abscissas. 

Se o angulo das asymptotas é «, temos a área 

por conseguinte, quando m = i, vem t = I o g x , sendo este logarithmo 
tomado no systema cujo modulo é M = ^ s e n a.. Mas, se o angulo a é recto, 
M = I , recuhiremos no primeiro caso, e teremos os logarithmos de Neper . 
Fazendo pois variar o angulo das asymptotas, podemos obter todos os sys-
temas para os quaes é M < 1. Por exemplo, sendo M = 0 , 4 3 4 2 9 4 4 8 1 9 
para a base 10 , teremos a = 2 5 ° . 4 4 ' . 2 5 ' , 4 7 : de sorte que em uma hy-
perbole, cuja potencia é 1 e cujas asymptotas fazem entre si este angulo, 
as áreas são logarithmos tabulares das abscissas respectivas. 

Por onde se vê com quanta impropriedade se dá o nome de logarithmos 
hyperbolicos aos de Neper , sendo que a todos os systemas de logarithmos, 
para os quaes é M < 1 , correspondem hyperboles cujas áreas os r ep re -
sentam. 

III. Para o circulo, cuja equação referida ao centro é y4 = as — X8, 
temos [n.° 2 1 0 , form. (B)] 

j 
(= f ydx = m - = TniIx + c. 

c = — m^lm, t = m2/ —. 
m 

x 
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mas a formula ds2 = d x 2 - | - d j / 2 applicada ao circulo dá 

adx adx 
d$= =— ; 

V V o 2 - X s 

logo, tomando o arco s entre os mesmos limites que o integral proposto, 
é finalmente 

1 1 
J=-Xj/ + - as + c. 

Ponhamos CA = 6, AB (Fig. 3 6 ) . Se tomarmos o integral en t re 

os limites x = b, x = a, e dobrarmos, teremos a área ^ are BOB' — bk 
di 

do segmento B ' O B ; e se a esta área a juntarmos o t r iangulo CBB', 

acharemos o sector BCOB' = - 1 C O . are BOB' . 

Para ter a área do circulo desenvolveremos o radical, e in tegraremos ; o 
que dá 

Ç\ /-,; : í\ Ia x2 i.8.»« \ 
t= dx V ar — X 2 = a I dx ( 1 — — 3 — — — — : — . . ; 

Jo J o \ 2 a 2 2 . 4 . a 4 2 . 4 . 6 a 6 J 

X3 X5 1 . 3 x 7 
/ I J J — _ _ _ _ _ _ _ M H I . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ | • 

2 . 3 a 2 . 4 . B a 8 2 . 4 . 6 . 7 a 5 

depois faremos x = a, e multiplicaremos por 4. Virá assim 
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D'onde resulta a razão do diâmetro para a circumferencia, 

J 1 1 . 3 _ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n — 3 ) \ 

2 7 3 ~ ~ 2 7 4 7 5 ~ ~ 2 . 4 . 6 . 7 ~ ~ ' " 2 . 4 . 6 . 8 . 2 n x ( 2 n + l ) ' ' ' Y 

IV. Para a ellipse (Fig. 44) temos y= — y/ a 2 — ^ 2 , 

t = — f d x \Ja2 — x1= — .z; 
a ' a 

chamando z a área da parte do circulo circumscripto comprehendida entre 
as ordenadas limites. j 

Como as áreas l e z têm entre si a razão constante —: a área do 
a 

circulo é para a da ellipse, ou a área d'um segmento do circulo para a do 
segmento da ellipse inscripta terminado pelas mesmas ordenadas, como o 

eixo maior para o menor. Assim a área da ellipse = ira2 . — = irab. 

V. Na cycloide FMA (Fig. 6), pondo a origem em F, e chamando 
FS = x , SM = y, são 

Por ser este integral a área da porção F K N do circulo gerador, temos 

FyAM = F K E N = 4 - i r r 2 ; 

e, por ser AE = icr, é o rectângulo yE = 2 i r r 2 : 
l l 
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logo A F E = t,E — FyAM = - ^ i r r 2 , AFA 'E = 37rr2. 

Assim: a área da cycloide AFA' é tripla da do teu circulo gerador. 

2 9 9 . Quando a equação da curva proposta não for dada, ou quando 
for tal que não se possa deduzir convenientemente a expressão de fydx, 
podemos recorrer á regra de Simpson. 

A pequena área BCMPB (Fig. 45 ) compõe-se do trapézio CBPMC e 
do segmento CEMC, 

área CBPMC = seg. CEMC + trap. CBPMC. 

Procuremos separadamente cada uma destas partes. 
O arco CM pode considerar-se approximadamente como pertencente 

á parabola osculatriz cujo vertice L corresponde ao meio I da corda; e 
então toma-se como expressão do segmento a seguinte 

seg. CEMC = — C M . L I , 
o 

CH 
que, por os triângulos LEI e MCH darem LI — EI cos a, CM = , 

cos a 

2 
se transforma em seg. CEMC = — EI . CIL 

U 

Mas, chamando y\ y", y'" as tres ordenadas equidistantes CB, EK, MP, 
e h a sua distancia BK, são 

EI = EK - IK = (j,' H- j/"') = I ( 2 j , " - y > - y ' " ) ; 

2 
conseguintemente seg. CEMC = — h (2j/r — j/' — y"'). 

\ 
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Em quanto ao trapézio, é trap. CBPMC=Zi ( y ' + y " ) — ~ (3t/ '-f-3j/ '"); 
O 

e portanto área CRPMC = ^ h (y' -+- iy" + y'"). 

Supponhamos agora : que a área plana BACD (Fig. 46 ) , que se pre-
tende medir, é determinada pela curva AC, pela recta BD, e pelas orde-
nadas extremas AB = J/', CD = j/f2"+1); que se divide a base BD em um 
numero par 2/i de partes eguaes, cada uma das quaes tem o comprimento 
h; e que pelos pontos de divisão se levantam as perpendiculares y', y ' t 

y">. . . j/(2"+l); ficando assim a área partida em 2n partes. As superfícies 
compostas de duas d'estas partes consecutivas serão proximamente, como 
acabamos de mostrar, 

jHy'+ly"+y"'), -^%'"+4r+yv) { A(j^-i)+4y(2») + j,(2»+i)); 

e por conseguinte a superficie total é 

^ h {y1 + 4y" + 2y"' + h/v r %v- • • + V n ~ 1 ] + V 2 f l ) + V12a+1'). 

ou 

~ h[(y' + y". .. + j/t2"+1)) + (y« + j/.v + . . . yt») _ 1 (y> + j/(2»+D)]. 

O segundo modo de escrever corresponde ao enunciado seguinte : 
Havendo traçado um numero impar de ordenadas equidistantes, som-

mal-as-hemos todas; ajuntaremos á somma a das ordenadas de ordem 
par, e subtrahiremos a semisomma das ordenadas extremte finalmente 

2 
multiplicaremos o resultado por — da distancia h entre as ordenadas con-
secutivas. 
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A mesma regra se applica evidentemente ao caso em que a área é t e r -
minada, como ACFE, por duas curvas planas, chamando então y', y",. . . 
as grandezas totaes de cada parallela. 

Quanto menor é h, mais o resultado se approxima da área pedida. Este 
theorema pode applicar-se a qualquer figura i r regular ; por quanto sempre 
a podemos decompor em outras, que avaliaremos pela mesma regra, e 
que ajuntaremos ou subtrahiremos, conforme for necessário, para compor 
a área pedida. 

Quando a curva corta a base, ainda tem logar a mesma regra suppondo 
nulla a ordenada do ponto de secção. 

2 9 8 « No methodo infinitesimal podemos considerar a área l como a 
somma de pequenos rectângulos m = dxcty (Fig. 4 7 ) ; e então será í o 
integral duplo, tomado entre os limites convenientes, 

1 -=Jfdxdy. 

Quando a área, de que se tracta, ficar entre duas curvas CM e DE 
cujas equações Y = Fx e y = fx são dadas, integraremos relativamente 
a y, desde PE até PM, e depois relativamente a x, isto é, integraremos 
relativamente a x a expressão ( Y — y ) d x , que representa o elemento ME 
comprehendido entre duas ordenadas infinitamente visinhas; e este integral 
será tomado desde o menor valor de x até o maior. 

Se a área fica comprehendida entre quatro ramos de curvas BM, BI, 
IK, KM, é fácil dividil-a por parallelas aos eixos em porções que se avaliam 
separadamente, conforme os princípios precedentes. 

Por exemplo, procuremos a porção da área F A F CF (Fig. 48) compre-
hendida entre as parabolas eguaes e oppostas AF, AF' , e a parallela FF' 
aos x . Sendo j / 2 = 2 / } x , t/2 =— 2 p x a s equações das duas curvas, inte-

W2 

graremos dxdy relativamente a x desde M até M' isto é, desde x =— — 
2 p 

até x = + | - , o que dará a área da secção M M ' , — (— —^ = \ 
2p 2p \ 2p / p 

• • y^dy w3 2 
e depois in tegra remos-—- desde y== O até y , o que dará ~= — xy. 

Achar-se-ia o mesmo subtrahindo a somma das áreas comprehendidas 
pelo eixo dos x, pelas duas parabolas, e pelas ordenadas de F e F ' , do 
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rectângulo comprehendido por F F ' e pelas ordenadas, o que daria 

2 2 2 
2xy — j x y — ~xy = j x y . 

A ordenada y da curva não se deve tornar infinita en t re os limites da 
área . 

Se a curva corta o eixo dos x entre os limites da área , é necessário 
calcular cada uma das partes que ficam d'um e outro lado d 'este eixo, 
e a jun ta l -as ; porque uma sae positiva e outra negativa, e a somma deve 
achar-se reunindo os valores absolutos, sem a t tender ao signal. 

Seja , por exemplo a curva K A C D (Fig. 4 9 ) , cuja equação é y =x — a;3; 
sendo KA = A I = 1, e a origem em A. 

1 O 1 I A área é t = — Xt - x4-+- c. 
2 4 

/ 1 5 
Se a f i ze rmos começar no ponto B , onde A B = \ —-, teremos C = — — , 

1 1 5 " ' " 
e por conseguinte 1= — Xi xl — —; e se E D , correspondente a 

2 4 o b 
A E = y / — t for o segundo limite, acharemos í = 0: o que indica sómente 3 
que as áreas BCI e I E D são eguaes e de signaes contrários. Com effeito 

l i ô 
en t re x = — e x — l acha-se B C I = —, e ent re x= 1 e X= >J-5-

3 I 9 2 à 

acha-se ( — D I E ) = — —; por conseguinte a área A B C E D = —-. 
9 J 

Do mesmo modo desde K até I acha-se ( — K A O ) = e ACI = -^-, 
^ 4 4 

isto é , KOIC = —. 

2 9 9 . Para achar a área comprehendida ent re dous raios vectores, 
servindo-nos das coordenadas polares, podemos considerar como elemento o 
trapézio infinitesimal comprehendido pelos lados parallelos r<?6 e (r+<Zr)d8, 
e pelos obliquos dr; o que, por se dever desprezar di*dQ, dá o elemento 

rdddr. 
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Por exemplo no circulo (Fig. 50 ) , sendo C o centro, e querendo a ôrea 
de um aunei circular comprehendido ent re os raios r' e r, teremos, in te-
grando relativamente a 0 desde O = O até 0 = 277, 2 n r d r , 

e depois relat ivamente a r desde r' até r, rcr2— irr ' 2 , 
i 

que, fazendo r ; = 0, dará a área do circulo. 

d ( 1 C 
Para a ellipse ( F i g . 4 4 ) , cuja equação é r = — -, in te -

i + ecos 0 

« ( « — « 2 ) graremos pr imeiramente em ordem a r , desde r = 0 até r = — • , 
1 e cos ô 

1 / V ( l — e 2 ) 2 d o 
o que dá í = — / - — - ; 

4 2 J 1 + e c o s Ô 2 

e depois integraremos esta expressão desde O = O até Ô = 2T;, para ter 
a área da ellipse. 

Se quizermos a área d 'um segmento de circulo AOB (Fig. 5 Í ) , podemos 
referir as coordenadas á perpendicular AE ao diâmetro A D = 2 a , que 
passa por uma das extremidades A, e ao pólo A. En tão , integrando re la-
t ivamente a r, desde r = 0 até r = 2 a s e n 0 , teremos 2 a 2 sen2 6 dó, que 

se deve integrar relativamente a 0 desde O = O até 0 = are (sen = J- ). 
X 2 a / 

Mas é mais simples converter esta integração relativa a 0 em,ou t ra re la -
tiva a r, substituindo em logar de sen 2 ô e dô as suas expressões em r, 

sen20 = — - , dO 
d r dr dr 

4 a 2 2 a sen 2a y j 1 — s e n 2 Ô — r 2 ' 

o que dá 

r C 1 r^dr 
t = I 2 a 2 sen2 0 dô) — | -

' 2 v ' 4 a 2 — r2 
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- [ r i d r I i 1 3 r 4 1 - 3 . 5 . 1 - 6 \ 
/ 4 a V 2 . 2 « . a 2 + 2 . 4 . 2 W 2 . 4 . 6 . 2 « . a 6 + ' • ' ) 

1 / r 3 1 . 
+ 4a \ 3~ + 2 . 2 2 . 5 a 2 + 

1 . 3 r 7 1 . 3 . 5 . * - 9 

. 2 4 . 7 a 4 + 2 r 4 . 6 . 2 6 . 9 . a 6 + ' " ^ 5 

e tomar este integral desde o limite inferior r = 0, o que dá a constante 
C = O. j 

Fazendo r = 2 a , resulta a área do semicirculo — rca2, e por conseguinte 

TU = 4 

1 1 . 3 1 . 3 . 5 1 . 3 . 5 . 7 

¥ + 2 7 5 + 2 . 4 . 7 + 2 . 4 . 6 . 9 ^ 2 . 4 . 6 . 8 . 1 1 + 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 n — 1 ) 

2 . 4 . 6 . . . 2 » x (2n + 3 ) 

3 0 0 . Podemos t ambém achar a área comprehendida entre dous raios 
vectores, quando a curva está referida a coordenadas rectilineas, usando 
da formula (n.° 1 1 3 ) , 

1 — 4 / ^y'—y)dx-

Seja por exemplo (Fig . 44) a equaç3o da ellipse 

a y + f c 2 x 2 a2fc2. 

I f i x 
Teremos — 5 

a y 

e a área , comprehendida ent re o eixo dos x e o raio correspondente á 
,abscissa x, será 

1 /1Vfc2X2 \ I p f c 2
j 1 f * abdx I 1 / X > 

~ 7 T l - s - +V ) dx = — —| —dx — j — — — abare 1 cos = — 
2 M a V y / 2 / f l V V ^ 2 - X 2 2 V a / 
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Se chamarmos T a área do sector do circulo descripto sobre o eixo maior 
como diâmetro, comprehendido entre o eixo dos x e o raio cuja ex t re -
midade tem a abscissa x, teremos 

1 / • a\lx I 0 / x \ 
x = — — I Z = - O i are I cos = — 1; 

V a 2 — x 2 2 V a J 

b 
por conseguinte t = — T : 

, 1 1 
e como, chamando s o arco de circulo, é - = — as, será t = — bs. 

6 £à 

Assim sect. MCOM = 1 C D . are. OB, sect. BCOB = -i C O . are. OB, 
a Á 

sect. MCOM = - sect. BCOB. 
a 

Para a hyperbulu MN (Fig. 4 3 ) , referida ás asymplotas, temos 

xy = m2; 

logo !/' = - — , < = — / ydx, 
OC * 

o que mostra que é 

sect. hyperb. CAMC = área CBPMC. 

301. Demos alguns exemplos da formula (n.° 110) das rectificações, 

* = f y / d x * + dy*. 
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I. Para a parabola, yi = 2px, 

2 9 7 

temos y d y = p d x , s = í — v / y 2 H - p 2 , 
J p 

cujo integral é (n.° 2 0 5 ) 

s = c -h JL y/ p 2 H - y2 H- i pi (y -J- V7P2 H- J/4) • 

Se o arco « começa em A (Fig. 22 ) , y —0 dá » = 0: d o n d e se tira 

1 , 
C =— — p/p, e por conseguinte 

A 

A C M = ' ^ ± + i p l ( y ± 

'Ip 2 * \ P 1 

II . Paia a segunda parabola cubica, y3 = ajr 2 , 

temos s = J d y \ ! 1 + = \ / ( l + ^ H - c . 

Em geral, para y = axn, 

que representa todas as parabolas ou todas as hyperboles, conforme n é 
uma fracção positiva ou negativa, 

ternos* S = J d x \ 1 + n2a2x2n—2. 

1 1 1 
Por onde se vê que, todas as vezes q u e — —, ou — — + —, for 

2 ( n — 1 ) 2 ( n — 1 ) 2 

numero inteiro, o arco s se achará debaixo de fórma finita (n.° 2 0 8 ) . 
MU 
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III. Para o circulo temos 

yi — r2 — xi.^ ou yi — ^rx — Xi, 

segundo for origem o centro ou a extremidade do diâmetro. 
Em ambos os casos acharemos 

frdx ! " J t ! 

onde, substituindo em logar de y o seu valor, se vê que a integração só 
se pode fazer por series (n.° 2 5 7 ) , ou por arcos de circulo, o que traz 
a questão á mesma dificuldade que se pretendia vencer. 

IV. Para a ellipse, 0 ¾ 9 + 6 ¾ 2 = a 2 ó 2 , 

fazendo ae= V a 2 — ^2 , onde e designa a razão da excentricidade para 
o semieixo maior, temos 

s 
_ f d x / / « 4 - X i (a2 - _ f K ( a 2 — e 2 . r 2 ) 
— / 7 V V a* - X2 J — l d X - K ( a 2 - a=2) ' 

Não se pode integrar esta expressão se não por series; mas é necessário 
dispôr o calculo de maneira que a serie seja convergente. 

Para isso poderemos desenvolver \ «2 — A c 2 . 
Ou também, chamando O o arco OB (Fig. 44 ) do circulo circumscripto, 

o que dá 

dx 
CA -X = a cos 6, — = — db, 

\ / a 2 — X2 

será s = — a T tíô y I — e2 cos2 9. 
J — TI 
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Teremos assim de integrar uma serie de termos da fórma A c o s 2 m Ô d 9 ; 
pelo que o arco OM dependeró, por uma serie, do arco correspondente 
OB do circumscripto. 

Assim, desenvolvendo \J 1 —e 2 cos 2 9 em serie, e applicando o processo 
indicado 110 n.° 2 3 6 , teremos 

s = / " a (—1+ 4* "2COS2S + ~ e4cos40 + - I ^ s c6cos60 + . \ dô + C, 
/ 1 \ 2 2 . 4 2 . 4 . b J «y — TT » » 

sendo j I 
f — d ) = — G, /cos2Ô(fO = — sen OcosO + - O, 

2 2 

1 1 . 3 1 . 3 
f Cos4OdO = — sen 0 cos30 + sen 0 cos 0 -f 0. 

Tomando este integral entre os limites 9 = 1 TC e 0 = 0, acharemos 
o comprimento do quarto da ellipse 

J / 1 . 3 . . .2« 
_ 2 n — 1 \ 2 . 4 . . . 

2 * a 
1 / 1 . 3 . . . 2 n — 1 N2 

en 1 
2 n 

sendo n o numero dos termos precedentes. 
Similhantemente, fazendo x ~a secO, e attendendo a que é a 2 + 6 2 = a 2 e 2 , 

acharemos para a hyperbole 

( ' O e d H f t 1 1 1 . 3 f f t \ 
« — a / — S - I I — —-Z- cos2 0 — — — : cos4ô — — - — ; cos6 9 — . . . , 

o c o s 2 0 \ 2 c 2 2 . 4 c 4 2 . 4 . 6 c 6 / 

que integraremos como para a ellipse. 
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Tomando a differença r — s entre s e o comprimento r da parte 
da asymptota cuja extremidade tem a mesma abscissa x, a qual é 

j j . — — — — — 

r = — . v a 2 + 6 2 = ae sec 0 ; e depois fazendo x = o o , ou 9 = —: 
a 2 

acharemos 

1 / 1 \ * 1 / 1 .3 \* 1 / 1 . 3 . . ( 2 n — 1 ) \ 2 1 
hrn ( r *) = 4- L i + Y y + 3 2ÃeV + - n T T 1 ^ . . ( 2 ^ ) J ' 

V. Na cycloide (Fig. 6), sendo a origem em F, teremos (n.° 106, VI) 

y ' = V 7 - ^ - , S = / \ / - . d y = 2 l 2ry, 
2 r —»/ j/ 

não se ajunctando constante, por começar cm F o arco s. 
Por ser K 2 r y = K F , 6 FM = 2 x corda R F . 

3 0 2 . Na pagina 231 vimos que a expressão E (A-t <p) do n.° 2 5 0 re -
presenta um arco de ellipse; d'onde veio o nome de funcções ellipticas a 
esta funcção, e ás outras duas que d'ella dependem. E na pagina 2 5 2 
mostramos que a fórmula (5) d'ella dá um arco da hyperbole, cujo semi-
eixo transverso, tomando a excentricidade por unidade, é k, pela somma de 
duas funcções algébricas com dois arcos de ellipses, cujo semieixo maior é 
1, e cujas excentricidades k, k\ e amplitudes <p, 91, estão ligados entre si 
pelas relações (a) da pagina 2 4 8 : sendo nessa formula sen<p = x e 

A = V 1 — k * sen 2 ç . 

3 0 3 . Se as coordenadas são polares, temos 

ds= V r 2 d 9 2 - | - d r 2 . 

Por exemplo, a spiral de Archimedes, cuja equação ó 2izr = a'\ 
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Comparando esta expressão com a do arco de parabola, vê-se que as 
grandezas dos arcos d'estas curvas s3o eguaes, quando é r a ordenada da 

parabola e — o seu parametro. 
IT 

Na spiral logarilhmica, cuja equação é 9 = Ir, 

acha-se s = f d r | / 2 = r V2 + c . 

Se o arco começa no pólo, temos c = 0 e s = rV2. Assim, ainda que 
sómente depois d'um numero infinito de revoluções a curva chegaria ao 
pólo, no entretanto o arco s, contado d'este ponto, é finito, e egual á 
diagonal do quadrado construído sobre o raio vector que o termina. 

A respeito das curvas de dupla curvatura, veja-se o que se disse n.° 162. 
Seja, por exemplo, o helice traçado sobre um cylindro recto, cujas orde-

nadas s5o proporcionaes aos arcos da base. As equações d'esta curva, 

x = R cos 6, y = Rsen f i , z=>kRO, 

d3o 

S = dx 4 + dy4 + í / s 4 = /6 R y/1 + /.4 de = F y/1 + Zc4 (0 - O0). 
/ A / A„ 
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Áreas e volumes dos corpos 

3 0 4 . CORPOS DE REVOLUÇÃO. O volume o e a área u d 'um solido de 
revolução em volta do eixo dos x acham-se pelos integraes (n.° 163) 

v = f ny-dx, u — J Q-yds = f 2ut/ y j d x 2 -+- dt/2. 

Façamos algumas applicações d'estas formulas. 
I. Para a ellipse, recorrendo ao valor de ds (n.° 301 , IV), temos 

B = 1^ | (a 5 — a;2) dx, u = ^^ f\J(-^- — x*\ dx. 

O integral da primeira dá v = t:b- x — - f - c ); onde c = — — a, 

no caso de ser o vertice um dos limites. Chamando pois z a altura do 
6 2 r 2 

segmento de ellipsoide, ou x=a — z, o seu volume é = — -s (3a — z), 

que para o ellipsoide inteiro, isto é, para z = 2 a , se tornará em — irô2a. 
4 . 

D'onde resulta que : 1." o volume da esphera é —- rca3; 2.° o ellipsoide 
o 

de revolução é para a esphera circumscripta :: ò2 : a 2 ; 3.® cada um d'estes 
2 cornos é — do cvlindro circumscripto; 4.° em fim o segmento espherico 

O integral, que entra no valor de u, 6 evidentemente a área de uma 
porção de circulo concêntrico á ellipse, comprehendida entre os mesmos 

limites que o arco gerador, e de raio —. Chamando z esta área, que 
, ., , 2KÔez e 

facilmente se obtém, teremos u = . 

3a 2 v
 4 

õ -3 > 

a 
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Sc se Iracta da esphera, temos (n.° 3 0 1 , III) 

3 0 3 

ds = ; logo u= 2TC frdx. 
y 

I)'oiide resultará Iacilmente 2 i t r z para a expressão da superfície da callote 
espherica, ou da zona, cuja altura é z ; e 47t»2 para a área de toda a 
esphera. 

II . Para a parabola, y9 = 2ajr , acham-se 

v =/2Kaxdx - f - c, 

U=J ~ ydyy/y9 - f - a9 = [ y/ (j,9 4- a 9 ) 3 + C j . 

Se a origem 6 no vertice, temos c = 0 e C = — a 3 . Taes são o volume 
e a área d'um segmento de paraboloide de revolução. 

III. Seja a equação ym = axn, 

que pertence a todas as parabolas, ou a todas as hyperboles, conforme n 
é positivo ou negativo. Teremos 

v = f * m
y a 9 . V ^ • 

> m H - 2n m H- 2>» 

Se quizermos o volume ou a área descripta pela figura plana compre-
hendida entre duas ordenadas e os arcos de duas curvas, ou de duas partes 
da mesma curva, que ellas interceptam, usaremos das formulas 

• = / ( y ' 2 - yl) d ^ « - J ^ ( W ' + S - ^ n - ) . 

sendo y, y1, as ordenadas dos dois arcos, e tomando os integraes entre as 
abscissas correspondentes ás duas ordenadas que terminam a figura. 
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3 0 5 . CORPOS QCAESQUER. 0 volume V e a área U d'um corpo qual-
quer são dados pela integração das formulas (n.° 166) 

V =JJzdxiy, U =JJdxdy 1 + p* + «?2; 

integraes, que se devem entender do modo seguinte. Tirados das equações 
da superfície proposta os valores de z, p e q, em funcção de x e y, inte-
graremos as expressões precedentes, primeiro em ordem a uma das varia-
veis, x ou y, conforme a facilidade dos cálculos, e depois em ordem á 
outra variavel; e nestes integraes attenderemos aos limites que a questão 
assigna. 

Supponhamos, por exemplo, que a área U deve ficar comprehendida 
entre dois planos parallelos aos xz (y = a e y = b), e que a integração 
se faz primeiro em ordem a y: então 6 necessário tomar o integral entre 
os limites a e b, considerando x como constante. C o n d e resultará a 
área RlB (Fi g. 37) d uma secção de solido, de espessura dx infinitamente 
pequena, terminada nos dous planos MF e SB de que se tracta. In te-
grando depois este primeiro integral, que é da fórma <px .dx , e tomando 
o novo integral desde o menor valor de x até o maior, teremos a área 
pedida, considerada como somma d'uma serie infinita de secções simi-
lhantes. 

Se o corpo é terminado lateralmente por superfícies curvas, devemos 
introduzir no primeiro integral funcçôes de x por limites de y, procedendo 
d um modo analogo ao do n.° 2 9 8 . O que tudo melhor se perceberá á vista 
dos seguintes exemplos: 

Na esphera IiFig. 52) , x1 - f - j/2 + a2 = r 2 , 

x y / 7~, 2 r 
temos p = , q = , V ' + P'-h T = —» 

Z Z Z 

que, substituidos em U e V, os transformam em 

U = f f r d x d I . , v = f f dxdy v / r 2 - * 2 - ; , 2 . 
j ^ V 2 - X 2 - J / 2 

Integremos primeiro em ordem a x, suppondo y constante. 
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A integração dá, em D, rdy are ^sen = j , sendo A= ^ r * — y 2 . 

Ora a intersecção do plano xy com a esphera é um circulo Cy, que tem 
por equação a;2 n - y 2 = r 2 , e no qual a abscissa A F = ±A é o raio do 
do circulo formado pelo plano secante D r n C : se tomarmos pois este 

x x 
integral desde X= — A até x = + A isto é, desde — = — 1 até — = 1, 

A A 
teremos a área D m C = itrdy, de espessura infinitesima, d'uma secção 
parallela aos xz traçada no hemispherio superior. 

Integrando agora itrdy, teremos o segundo integral Ttry, que tomado 
entre os limites — r e H- r, isto é, entre o minimo e o máximo valor de y, 
dá 2rcr2 para área do hemispherio superior, ou 4-Tzri para área da esphera. 

Façamos o mesmo a respeito do volume V: teremos (n.° 2 1 0 , (B)) 

IV A2 — Xi . dx = 4 - x y/ A2 — Xi H - 4" A2 are (sen = 
J 2 2 \ A 

Tomando este integral entre os mesmos limites — A e H - A que tomá-
mos para a superfície, o primeiro termo desapparece, e o segundo reduz-se 

a ^ - r c A 2 . Assim temos de integrar de novo — y 2 ) Jy , que repre-

senta o volume da secção D m C D ; o que dá ~ TU {r^y — y^j ; e tomando 

este resultado entre os limites — r, + r, vem finalmente o volume do 
hemispherio 

2 4 
V — — Ttr3, ou o da esphera = — Trr3 

3 3 

S O O . Se o volume V é comprehendido entre duas superfícies no sentido 
dos z, integra-se o seu elemento dxdydz, primeiro em ordem a z, desde 
o z correspondente á superfície inferior, que limita o corpo, até o z da 
superfície superior; sendo estes valores de z funcções de x e y tiradas 
das equações das duas superfícies, iutegra-se depois em ordem a x, para 

NN 
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formar a somma de todos os prismas que compõe uma secção de espes-
sura dy, comprehendida entre dous planos parallelos aos xz, sendo os 
limites d'este integral dados pelas expressões de x tiradas da equação da 
projecção da superfície sobre o plano xy. Supponhamos que o volume V 
está inscripto em um cylindro JMNy (Fig. 37 ) , levantado sobre uma base 
dada mng. Os limitesdo integral resultam d uma secção qualquer Pmn feita 
no corpo por um plano perpendicular aos y: assim, deveremos tomar o 
integral desde a? = Pm até x = Pn, sendo Pm e Pn valores dados em 
funcçôes de y pela equação da curva m/ng, base do cylindro. Sejam x = /'y, 
x = Fy , estes valores: substitumdo-os successivamente em Iogar de x no 
integral, e subtrahindo um resultado do outro, teremos por fim de integrar 
uma funcção de y, desde o menor valor AB de y até o maior AC; valores 
estes que também se tiram da equação da base fng. 

Procuremos, por exemplo, o volume d'uni cone recto. Se tomarmos 
para eixo dos y o eixo d'este cone, e para origem das coordenadas o seu 
verlice, teremos [Geom. Anal., n.u 168) a equação l-y2 = a2 + x 2 , onde l é 
a tangente do angulo formado peias generatrizes com o eixo. Tomando pois 

z d x d y desde z = — V f y i — ^ a a t ^ z = + V f y * — » teremos 

2 y' Z2y2 — x- . dxdy. O integral d'esta expressão em ordem a x é 

Para achar os limites, entre os quaes se deve tomar este integral, t ira-
remos x = ± l y da equação da projecção do cone sobre o plano dos x y ; 
e tomando-o entre X = — Iy e x = -\- Iy o que dá T t f y t , será it Ii y2 Uy 
o volume d'uin tronco de cone, de altura intinitesima dy, comprehendido 
entre dous planos parallelos aos xz. Finalmente, integrando esta expressão 
desde o vertice (y = 0) até a base ^y = Zij, acharemos o volume do cone 

recto 1 IrZiZi3; o que é o theorema conhecido, por ser I x h o raio da base. o 
Do mesmo modo, para achar o volume V do ellipsoide cujos semieixos 

são a, b, c, temos 

X 2 y 2 Z2 

h — H 
O^ b i C2 1 Ut b* 

i 
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rb / V 1 / ã 2 

- V 1 - S r 

VS 
= 2 H - f i f W I - M - * 2 ' 

ou, fazendo — fi2 — y2 = A, 

isto é V = — i r a 6 c . 

Similhantemente, se os limites da área são determinados por uma curva 
FiYING, traçada sobre a superfície de que se tracta, procuraremos a sua 
projecção fg sobre o plano xy [Geom. Anal., n.° 162) , que determinará 
um cylindro recto, e para este raciocinaremos do mesmo modo. Teremos 

assim de integrar dxdy /1 - f - / > 2 4 - 7 2 entre os limites acima designados: 
como se vê no exemplo seguinte. 

Tracemos no plano xy as duas parabolas eguaes e oppostas F A E , 
F 'AE' (Fig. 35 ) , cujas equações são y~-— -1- nx, y2 =—nx; e depois a 
parallela F F ' ao eixo dos x, correspondente á ordenada AC = fi. De mais 
concebamos um cone recto de base circular, que tivesse por vertice a origem 

A, e por eixo o dos z, de maneira que a sua equação fosse z=k sjx* -f y 2 . 
Pede-se a área do cone comprehendida no cylindro recto elevado sobre 



3 0 8 CALCUI.0 INTfiGRAL 

AMFF'M'. A equação do cone dá 

k x i , ? = — = = = = • » 1 + p 8 + 9 8 = 1 + ¾ 4 : 
•JXl H- j/2 + J/S 

portanto o elemento da área do cone é /l H-Zc2 . dxdy; e a sua pro-

jecção é em m. O integral em ordem a x é /l H- A:2 . xdy, que tomado 

U 2 U 2 

desde M' até M, isto é , desde x = — — até a ; = + —, dá a área da 
n n 

2u 2 / 
secção, de espessura infinitesima, projectada em MM', —V 1 H- Zc2 • dy. 

Depois integrando esta expressão em ordem a y, vem V 1 H- &2, 

que se deve tomar desde A até C, isto é, desde y = 0 até y = b. 

2Z>3 

A área pedida será pois J1 4- &2. 
3 n 

Estes principios são especialmente applicaveis na Mechanica á investigação 
dos centros de gravidade e dos momentos de inércia. 

3 0 3 . Supponhamos que a equação da superfície é dada em coorde-
nadas polares, 

r = f(9, 

Se o plano projectante MAP (Fig. 53) gyra em volta de AZ, o arco de-
scripto por M, perpendicularmente áquelle plano, é o mesmo que o descripto 
por P, isto é, 

r sen ô d 

No mesmo plano projectante, o raio AM, gyrando em volta de A, de-
screve o arco rdf) perpendicular a AM. 
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Portanto os tres elementos perpendiculares em M são r sen 9d<j/, rd8, 
d r , lados do parallelipipido elementar, cujo volume é assim r8drd<Jid9 sen 9; 
e temos 

V = f f f r sdrd^d!) sen 6 = fh dty f'1 dO sen 6 f*1 r*dr; 
J t y 0 J i 0 / rO 

sendo r\ e ro os dois limites, entre os quaes está coraprehendido r, para 
cada systema de <}>, G; e Ô], 6o, ^ i , lItO* 08 Iinaites de 9 e <{/. 

Assim, para o volume da esphera, cuja equação polar é r = a, temos 

f a 1 1 / ' * 2 
J 0 r*dr=—a3, — azJQ d 9 s e n 9 = g - a 3 ; 

por conseguinte 

2 r 2 * 4 u a 3 
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I I 

I N T E G R A Ç Ã O D A S E Q U A Ç Õ E S D A P R I M E I R A O R D E M 

E N T R E D U A S V A R I A V E I S 

Separação das Yariaveis . Equações homogeneas 

3 0 8 . Urna equação differeneial Mdy + N d x = O (1) 

nem sempre resulta immediatamente d'outra primitiva /"(x, y) = 0; por 
que muitas vezes provirá de combinações da primitiva com a sua derivada, 
ou, mais geralmente, de multiplicações por factores. Pode pois a proposta 
não ser uma differeneial exacta, e comtudo ser susceptível de tornar-se 
tal por operações convenientes. 

3 0 9 . Supponhamos que a equação proposta é de primeira ordem entre 
duas variaveis x, y. 

Se as variaveis estão nella separadas, isto é, se M só contém y e N só 
contém x, o integral procurado é a somma dos integraes dos dois termos, 
os quaes se obtém pelas regras precedentes, 

/ M d y + / N d x = O . 

3FTO. O mesmo diremos de qualquer equação, na qual se possam separar 
as variaveis, multiplicando-as por factores convenientes; como nos rasos 
seguintes: 
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I . 0 Se M é funcção de x e N de y, a proposta, sendo multiplicada por 

JL to scparada, 
&1N r 

dy dx 
— H = 0 . 
N M 

P o r e x e m p l o dx ^ 1 + y4— xdy = 0 

dx dy 
dá 

e por conseguinte 
* VH- J/2 

Z(cx) = Z ( t / 4 - V71 + y2) , cx = y + V 1 - f - y 2 . 

2.° Se M e N são productos de funcções de x por funcções de y, 

M =s XY, N = X i Y i , a multiplicação por —— dá a equação separada 
XYi 

Y J XI , 

3.° Se a proposta é homogenea do gráu m, isto é, M = 2 A y ' J x h , 
N 2 B Zi 

N = 2 Bu i xk, g 4- h =» + k = m: fazendo u = zx, será — = 
* " M 2 AaS 

uma funcção Z de z; e a multiplicação pelo factor * 
M y + N x (Ma + N ) x 

transformal-a-ha na separada 
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Exemplos 

I. Seja (ax + by) dy + ( f x + gy) dx = 0. 

Dividindo por (ax + by)y + ( f x + gy) x, e pondo y = zx, vem 

(a + bz) dz dx 
v ' H = 0 , 

6z4 + (a + g) z + f x 

equação separada, que facilmente se integra 

Assim a equaçSo ydy + (« -+- 2y) dx = 0, 
i 

que se deduz da precedente pondo a = 0 , 6 = 1 , f= 1 , g = 2 , 

, zdz dx dz dz dx 
da — -7 H = 0 = t - T i H , 

(1-1-z)4 x 1 +-z (l+*)s x 
t 

cujo integral é l ( i + - * ) + - - 7 — | - i ( c x ) = 0, 
1 -+- z 

ou Ic (x -+ xz) +-- z=lc(x + y)-+- = 0. 
1 + z ' x+-y 

II. Seja aymdy+-(xm+-bym)dx = 0. 

Dividindo por ay"1+1 + (xm + bym)x, e pondo y=*xz, resulta a separada 

dx az"1 dz 
1 _ ( ) . 

x az"1+1 H- 6sm -H t 
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xdy — ydx = dx ^xi + y2. 

3 1 3 

Dividindo por xy — (y -+ ^xi + y*)x, e fazendo y = xz, resulta a separada, 

dx dz 

cujo integral é x = c (z -+- V71 + z"2), ou Xi — c (y •+• Vx14- JZi) — 0. 
Este integral, desembaraçado do radical pela transposição e elevação ao 
quadrado, dá 

X i = Zcy H- c2 . 

IV. Qual é a curva cuja área BCMP (Fig. 42) è egual ao cubo da 
ordenada, que a termina, dividido pela abscissa; e isto para cada um dos 
pontos, a partir d'uma ordenada fixa BC? 

Differenciando a equação correspondente a este enunciado 

Jydx-. 
r_ 
x 

resulta a equação homogenea 0*¾ + J/3) dx = 3xyidy, 

dx 3zdz 
que, pela regra exposta, se reduz a 

X 1 — 2 2 2 ' 

e integrada dá xl (1 — 2z 2 ) 3 = c, ou (x2 — 2y 2 ) 3 = Cxi. 

3 1 1 . Do que fica dicto resulta, que será integrável qualquer equação 
que por transformações convenientes se poder tornar homogenea. 

oo 
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Seja por exemplo a equação 

(ax -i Ly + c)dy -+- (u;x + ny -J p) dx — 0. 

Pondo ax -\ ly H c = z,mx-i ny-\p = t, 

, , mdz— adi , Iit — ndz 
que dão dy=-—-— , dx = — 

mo — n a mo — n a 

e substituindo na proposta, resulta a equação liomogenea 

(»ÍIz — »>F) dz + (bt — az) dl — 0. 

No caso de ser m b — n a = 0 não tem logar este calculo; mas, como 
na 

ciitao cm = —, a proposta loriia-se cm 

• . 

» 
bedy + bpdx -f- (ax + by) (bdy + ndx) = 0, 

na qual é fácil separar as variaveis, pondo ax -\-hy = x>, substituindo, e 
dividindo depois pelo coeííiciente de dx, o que dá 

C - H T> 
dv + dx = 0. 

bp — ac - H (n — a) v 

312. EQCAÇÃO LINEAR. Seja a equação linear, ou do primeiro gráu 
em y, 

dy -H Vydx = Qdx, 

na qual P e Q representam funcçôes de x . 
Fazendo y = zt, o que deixa ai bilraiio um dos factores z, I, podemos 

partir por isso a transformada tdz -H (dt -H P<dx)s = Qdx nas duas 

dt + Vtdx = 0, tdz = Qdx, 
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a primeira das quaes dará — It = JPdx= u, ou t= e~u, 

. -fctvT; • v . ' -s 

e depoÍ9 a outra z = /Qeudx-i- c, 

ou y = e~u(JQbudx H-c ) . 

3 1 3 . Reduz se a esta a integração de 

dy -+• Tydx = Qyn dx, 

y\—n 
fazendo = z, que a transforma em 

1 — n 

yndz H- Pydx = Qy"dx, ou dz f- (1 — n) Pzdx = Qdx. 

O integral é portanto 

1 — n /« \ —(t — n)j PJx , rr. ( 1 — n ) f P d t , . \ y =(1—n)e v ,J [JQe dx t-c). 

Exemplos 

I. Em dy - f - ydx = ax^dx, 

\ 

temos P= l, Q = ax*-, u=JPdx = x-, 

por conseguinte 

ye" = a Jx3eudx H- c = aeu {.x3 — 3a;2 H- 6a; — 6) H- c. 

II. Ero (t -f- a3) dy xy dx =^ adoo 
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temos 

T) x a f xdx r r 
P = — — — , Q = T - - J , U = - — — = = — L Y / I H - X 2 ; 

1 H- X i 1 + x 2 > 1 H- x 2 
'? B >10 ! 

logo eu = (1 H- x 2 ) 2 , y = e~u ( j Q e u d x + c) = ax -+ c y/ 1 H- x 2 . 

2 a 
III. Em dy — [ / .ydx— — Cosxdx = O 

2 g 

temos P = — [I, Q = — cos x, / P d x = — ux = M ; 

e / Q e " d x = * — J e ~ ~ v X cos x d x : 

ou, porque de ^ c o s x d x 
_ x r _ x = e ^x sen x H- jjJ e "'^sen xdx 

—U.X —u.X a I —U.X 
= e ' s e n x — jj.e • co sx — ^ J e cos xdx 

/ — u.x E — I ^ S E N X — a e i a ^ C O S X 
se tira J e ' cos x d x = 5 -, 

1 H - a " 

r 2y —(A» — 
/ Qeudx = —- (e s e n x — a e co sx ) . 

J a (1 + a 2) 1 ' 

fi» 2y 
Portanto y = Ce -J 5 - ( s e n x — u. cosx) . 

* a (1 -H ^ r ' 

(.Mec. de Poisson n.° 188) . 
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3 1 4 . EQDAÇÃO D E RICCATTI . T r a c t e r a o s f i n a l m e n t e d a e q u a ç ã o d e 

Riccatti , primeiro geometra que se occupou d 'el la: 

V.',,"-,';; | >,\ 
dy + by-dx = axm dx. 

i i'. -)í . i. ; i . r t : . h: ; rj • , r.Jl f .vdcq •>''.!» 
1." Se m = O, temos (Alg. Sap. pag. 2 2 4 ) 

d x _ dy = 1 ( dV . dxJ \ 
a — by2 2 Va 1 Va -hyVb Va — y Vb!' 

que dá 

2 K a ò (x + c) = l(yVb -+- Va) — l (y V b - V a ) , 

' ' f ' ( '>' It- (• ' ' f _í ,U ~ 
a , 2 ( « + «) , '«» H - 1 ) 

ou V = \ / ; y v b e 2 (« + e) v' a6 _ j ' 

k v- ) . "" C t j " o f" * ^ 
e, no caso de terem a e 6 signaes diííerentes, ± a e + ò, 

y = \ / ( - h y ) cot [(® + c) V + aô] . 
u ,:)rjS uo r:)ii0'i o; t;:.-;: t,h >u " ívíL i ,— — ' — = s w in l 

» t j . 

2.° Se m nSo é nullo, ponhamos y = b—1X-1 + zx~{2I 

(i vF;;iX%->)ni is SUP I«ÍÍ:Í« • i :&PFC.:•.>•; fcori JWIIBD o n í t t m i o 

teremos + — a - z " 1 + 1 ^ , 

t ransformada, que é homogenea no caso de m = — 2, e que se integra 
por separação das variaveis no caso de m = — 4. 

3 .° Nos outros casos façamos Z = I-1, xm+3 = u, 

i m + 4 a . e depois n = 6 = , a -
m + 3 ' i/i + 3 ' m -f 3 * 
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resultará a equação similhante á proposta 

dt -H b't-du = a'undu, 

que se poderá tractar como a precedente, e integrar nos casos de n =• — 2 
e H = — 4 . 

Mas se n não 6 —2 nem — 4 , poderemos ainda fazer uma transfor-
mação analoga á precedente; e se continuarmos assim suecessivumente 
pelo mesmo processo, seremos conduzidos á integração d'equaçõcs da 
mesina fórma que a proposta, tendo successivamente por expoente da 
variavel no segundo membro os números 

m -H 4 , n -H 4 „ n' -H 4 
,»< n — , n — — —- ,. . . 

m H 3 n H - 3 n' - H 3 

isto é, os números 

m + i 3m 4- 8 5 m + 12 7m + 16 _ (2k— l ) m 4 Ik 

~~ m~+3' ~ 2 m - f o ' 3m + 7 ' 4 «i + 9 ' " km + i7c -f i ' 

Quando uma d'estas fracções for nulla, ou —2 ou i, isto é, quando 
4» 

for m = — — , t designaudo qualquer numero positivo, ou zero, o 

integral se acliará facilmente. 
Setivessenios começado por fazer y = l~x, xm^=z, na proposta, 

0 mesmo calculo nos conduziria a achar que a integração é potsivel 

quando m = — 
1 2 Í + 1 

Sabe-se pois integrar a equação de liiccati nos casos em que 6 
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Da fac lor que torna integrável uma equação d i f ferene ia l 
da primeira ordem 

3 C 5. I. CONDIÇÃO DE INTEGSABILIDADE. Se o p r ime i ro m e m b r o da 

equação M J y - H N J x = O, ( I ) , 

é uma differeneial exacta Ju = Mdy -H N J x , 

serão PtI e N os coefíicientes diííerenoiaes parciaes — e ; econseguin-
tf 

d-u J*M J M J N 
temente a relação — — — = - — — , será - — = — — (2) . 

drdy dydx dx dy 

du 
Á primeira condição - ^ - = M satisfaz-se pondo u = / * [ M d y ] + X, isto 

é, integrando na supposição de x constante e ajuntando uma funcção de x; 

, du / T d M , 1 dX , du 
e desta, que dá — = / j —— dy | -f , resulta, por ser —— = N em 

dx J I- dx J dx dx 

virtude d a segunda condição, X = ^ d x Í N — ) + C -

Portanto a = J [Mdy] + J d x { $ — f + c, 

o u U =J [Mdy] - H J d x ( N <* [ / M d y l 1 

dx 1 
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Este calculo será possivel, e obter-se-ha assim o integral procurado, 

quando a expressão N — J J — dy \ que entra debaixo do integral em 
dx 

X, for uma funcção de x sómeute, isto é, quando for nulla a sua derivada 
em ordem a y, 

dN _ dM _ Q 

dy dx 
£' ; OKÍ I Í .WI o i i o m i i q O O8 .Mimimi.. :•:usi . 1 . 3 S 2 

Logo: a equação Mdv-H-Ndx será differencial exacla quando se ve-
rificar a condição (2); e só então o será. 

Se tivessemos começado por integrar Ndx em ordem a x, chegaríamos 
do mesmo modo ás expressões 

,Xijil -J- yi 1)1,1 sãs»}) ' cfasxa I s n t n v '],:, u, 

u= f [Nd*] +f dy (M - f [ ~ dxj) + c, 

Preferir-se-ha, dos dois processos, o que mais facilitar o calculo. 

Exemplos ; x ob oi'i>\>!i! 

MB - . . Ziv r Mfc WFC • . 

I. Em a [xdx + y'hl) + y d x - * d y + Zbfdy 

.i -j- : - r - ! \ — Z xi> \ Á ,oCjibno') obnuaoi? oí> abuj i i? 

temos M = °y + 3 by\ 

. : < < ' • VV> —- 1 — Zj *fc \ + FuV1K1 : = '(Jar1JhoiI 
ax y N = -I ã~~ ãt 

+ í /2 x + y 

e a condição (2) verifica-se. 
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Estas expressões dão 

logo (form. (2') u = a V + y2 + are ^tg = — ^ + by9 + c. 

2/ 

No caso de serem nullos a e b, este integral reduz-se ao conhecido 

í ydx — xdy ( x \ Jbr/=arcItS=V)+c-
II . Do mesmo modo se achará 

[dx(x+ V Xi + y*) + ydy / " T T - S x 
/ —i = 1. c (x + v & + y )• 

J ( a + v W y 1 ) V ^ + y 2 

3 I O . I I . REDCCÇÃO Á CONDIÇXO D E INTEGRABILIDADE. N o c a s o d e 

não satisfazer a proposta á condição de integrabilidade, vejamos se é pos-
sível, multiplicando-a por uma funcção conveniente de x e y, reduzil-a a 
satisfazer a essa condição. 

A equação Mdy -+• N d x = O 

deve coincidir com a que resulta de eliminar uma constante c entre a pri-
mitiva e a sua differeneial immediata. 

Supponbamos que a primitiva, resolvida em ordem a c, toma a fórma 

C = f («, y), 

Da differeneial immediata d'esta, 

d<p = Pdy + Qdx==O 
PP 
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do ., Q 
t ira-se — = dy -4- — dx = 0, 

a qual, por não entrar nella a constante c, deve ser idêntica com 

• . J N ^ d9 íslo e, deve ser dij -+- — dx = -~, 
M P 

P 
ou duf = — (Mdy + N d x ) : 

.¾¾¾ -f I V -t Xj <.\> . 
e porque o primeiro membro é uma differeneial exacta, também o segundo 
o deve ser. L o g o : 

Se a proposta de primeira ordem Mdy -f- Ndx = O tem uma primitiva, 

sempre ha um factor, = = z, proprio para tornar integrável a 

funcção differeneial i (Mdy -J- Ndx). 
Para obter este factor, a condição de integrabilidade de Mzdy •+ Nzdx , 

d (Mz) d (Nz) 
que é 

dx dy ' 

J t ( d M dN \ dz „ dz 
dá = O'®' 

a qual deve determinar z. 

3 1 3 . Esta equação ás differenciaes parciaes poucas vezes pode servir 
para isso, por causa da difficuldade dos cálculos; mas deduzem-se d'ella 
algumas propriedades notáveis. 
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1.° Se o integral u de z (Mdy -b Ndx) fosse conhecido, facilmente se 

acharia o factor z, porque seriam — = Mz, — = Nz , 
dy dx 

e portanto 

du du 
dy dx 

i r = ~ N " 

2.® Multiplicando a equação idêntica du = z (Mdy + Ndx) por qual-
quer funcção <p?i de u, vem 

<pudu = z ç u (Mdy - f - Ndx) . 

E como o primeiro membro 6 uma differeneial exacta, também o deve 
ser o segundo: por conseguinte ha uma infinidade de factores z<pw proprios 
para tornar integrável a equação proposta, e o conhecimento de um d'elies z 
basta para achar os outros. 

3.° Se z é funcção sómente d'uma das variaveis, x ou y, serô fácil de-
terminal-o. 

Com effeito, se z 6 funcção unicamente de x, a equação (3) reduz-se a 

dz _ dx / dN dM \ 

T - I T \~dy dx ) ^ 

e z obter-se-ha integrando esta equação (4), cujo segundo membro deve, 
segundo a hypothese, ser uma funcção de x. 

Similhantemente dará z a integração de 

d z ^ d y / d M _ d N \ 

z N ^dx dy J ^1' 

quando o segundo membro, e por conseguinte z, for uma funcção de y. 
Cumpre observar que em (4) e (5) a parte comprehendida entre paren-

thesis se torna nulla, como deve ser, quando Mdy + Ndx é diíTerencial 
exacta. 
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4.0 Se M é funcção de x e N de y, a expressão a = r e d u z (3) a 

uma identidade; e se M e N são produclos XY e X j Y i de funcções de x 

por funcções de y, a expressão z = —~ lambem reduz (3) a uma iden-
X Y j 

t idade: o que concorda com o que se disse no n.° 3 1 0 . 
5." Seja F (x, y,.. .) uma funcção homogenea, do gráu m, de muitas 

variaveis. Se multiplicarmos estas variaveis por 1 + h, isto é, se mudarmos 
x, y,. .. em x-\-hx, y-\-hy,. . . , a funcção F tornar-se-ha em 

F ' = ( t + A ) » F = ( l + mh + m — h 2 + •.. • F , 

e também em 

F ' = F + hx,y+ hy,...) 

^ d F l d ¥ u d 2 F d«F d 2 F 

~ dx dy 2dã£ ^ + 2 d ? * V + dxdy hh* ' 

d'onde resulta, pela comparação das duas expressões de F ' , 

T, d F d F , d 2 F 0 d 2 F „ a d 2 F 
m F = d X * + T y y : m { r n - Í ) l = = ^ X + d f - y + * dxdy Xy' 

que é o theorema das funcções homogéneas. 
Posto isto, quando forem M, N, funcções homogenea» do gráu p, veja-

mos se ha um factor homogeneo z do gráu n, que torne differencial exacta 
o primeiro membro de (1). 

Porque Nz é uma funcção homogenea do gráu p + n, será ( I . " eq. (a)) 

d (Nz) d (Nz) 

. , , . . . . . . . , d(Mz) d(Nz) , 
a qual, em virtude da condição de integrabilidade, —= • ^ - , de 
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Mzdy H- Nzdx, se toma em 

n dx dx dx 

d[z(My+fix)] 
ou ( p + n H - 1) N s = f 

HX 

E como a esta equação satisfaz a hypothese z = ——^"j^T' ou 

z (My + Nx) = I, reduzindo-a a 0 = 0, por ser então zero o gráu « + p + i 
de z (My + Nx) , fica assim satisfeita por aquella hypothese a condição de 
integrabilidade. 

»i i r 

Exemplos 

I. Seja dx + (adx H- Ibydy) \J 1 H- x2 = 0. 

A condição (2) de integrabilidade não tem logar, por isso que é 

dN dM 2 bxy 

(hJ d x V 1 + x 2 

mas, como o quociente d'esta quantidade dividida por M = 2by \ 1 + x2 

— x 
é uma funcção a de x, segue-se que a equação se tornará integra-

1 "f" X" 

vel por meio d 'um factor funcção de x, e que este, em virtude da equação 
(4 ) , a qual dá 

í* nrn (Y) \ / 
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é z = •••. Introduzindo pois o factor z, a proposta torna-se em 

V l + * 8 

dx 
+ adx + Zbydy = 0, 

V l + « ' 

í uS / 

que dá ax + Ic (x + v 1 + x 4 ) + by* = 0 . 

II. Na equação dy -j- Vydx = Qdx, 

d o n.° 3 1 2 , são M = I l N = P y - Q , 

dN dM n 
e por isso - = P. 

dy dx 

p 
Como — 6 uma funcção de x, a equação (4) dá 

dz S Pdx 
— = Pdx, Iz=JVdx, z = e =e«; 
z 

e pela introducção d e s t e factor, a proposta torna-se em 

eudy + «u (Py — Q) dx = 0, 

para cuja integração seguiremos o processo indicado no n.° 3 1 5 . Assim, 
integrando eudy em ordem a y, acha-se euy + X, cuja differeneial em 
ordem a x, comparada com eu(Vy — Q) dx, dá dX = — c"Qdx; por con-
seguinte X = — J e v Q d x , e o integral procurado é 

evy = J Qcudx + c, 
como já sabiamos. 

III. Do mesmo modo x 3 dy + (bx^y * ^ x Vi-*8 / dx = 0 
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dá Iz = Ix. Multiplicando pois a proposta pelo factor x, afim de a tornar 

integrável, e integrando, acharemos x*y + 

IV. Para integrar xdy — dx (y -f Xi + j/s) = 0, 

na qual os coeflicientes de dy e dx são funcções homogeneas de x e y, temos 
1 <iy o lactor z = : o que torna o primeiro termo em — . 

x V Xi + j/2 V Xi + y2 

Integrando este termo em ordem a y, vem l (y + ^xi + J/4); depois a jun-
ctando X a este integral, differenciando em ordem a x, e comparando com 

y+^/xi + yi , 
dx, acha-se 

x V Xi -f y2 

« — - ( » + ^ + J g £ = ) i . 
V + y2 K ( * 2 + y2) [y + V / ® 2 +y 2 ) ' 

®4 + y4 + y V^x2 + y2 \ 
— ) a ao; 

x ^ i y 4 ( y + v V - + y2) 

_ Zdx 
x 

logo X = Ie — Ixi', 

e o integral procurado é cy + c ^xi + y2 = ®2. 

i 
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Maiol « ot> aiils .¾ IOl-J4J 0Í9<J e^oqoiq t c.b<j ôbuM^JlUf i . x \ « t \ 

Das equações da primeira ordem nas quaes as di l foreuciaes 
passam do gráu 

3 1 8 . Seja F ^ r , y, y>,.. .y"») = 0 

uma equação da primeira ordem do gráu m, cujo integral f ( x , y, c) = 0 
se pretende conhecer. 

Este integral deve ter uma constante c; e deve ser do gráu tn em ordem 
a ella, para que, eliminando-a entre o mesmo integra! e a sua differeneial 
immediata, resulte a proposta. Com effeito, para cada valor de c tirado 

/lf Af 
d e f ( x , y , ¢ ) = 0 e substituido n a derivada y ' = O , esta dará 

um de y'; e como y' deve ter m valores, outros tantos deverá ter c, isto 
é, deverá f ( x , y, c) =O ser do gráu m em c. 

Chamando X 1 , X 2 . . . . X m , as m raizes da proposta resolvida em ordem 
B y\ demos a esta a fórma 

(y'-X,)(y'-Xa). . , .(y'_xm)=0. 

Os Íntegrae9 P1 = O, P2 = O, Pm = O, 

das m equações y' — Xj = O, y' — X2 = O , . . . . y' — Xm = O, 

satisfazem a esta; e também lhe satisfaz o seu producto, porque, em virtude 
de P ' a = 0, e por conseguinte da proposta, é 

( P i . P 8 . . . 

Suppondo pois a constante a mesma em todos os integraes particulares 
P 1 = O , . . . P m = = O , o producto P 1 .P 2 . . . P m = O , que satisfaz á proposta, 
e no qual é m o gráu mais elevado de c, será o integral completo que se 
procura. 

Por exemplo y y ' 8 1 2xy' = y 
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JA I — x ± vV + *4 _ yy' + x dá y' = , ou 1 + — = U . 

y V7J/4 + x4 

cujo integral, por ser o segundo termo evidentemente a derivada de 
=F v y2 + X i , é 

x =p V y2 + Xi -f c = 0 . 

O integral completo é pois 

(x — Vy4 + X1 + e)(x + Vy2 + Xi + c) = O, 

ou y s = 2 cx -f e s . 

3 1 9 . Quando a equação, for d'uma das fórmas, 

F(x, y') = O, F (y, y') = 0 : 

I . 0 Se puder resolver-se em ordem a y', teremos immediatamente: 

no primeiro caso y ' = f x , y = J f x d x ; 

e no segundo y ' = f y , a ; = J 
ày_ 

f y 

2.° Se for da primeira fórma, e puder resolver-se em ordem a x, 
dando x = f y ' , teremos 

y — Jy'dx = y ' x - J x d y = y'fy' - J f y ' d y ' ; 

e, feita a integração do segundo termo, eliminaremos y' entre esta equação 
e a proposta. 

QQ 
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Por exemplo, ( t + y ' 2 ) x = l , d á 

v - i T P - n f e ~ 8 r c I * - * + i + y ' 2 ' i + y ' 2 ^ 1 + 2 / ' 2 l + y " 

e, eliminando y', vem o integral procurado 

y = V® — ^2 — are (^tang = \J —j -f- c. 

3.° Se for da segunda fórma e puder resolver-se em ordem a y, y = fy' 

e a eliminação de y' dará o integral pedido. 

3 2 0 . II . Quando a proposta tiver a fórma y = F [x, y'), 

será ' — — d F d y l -
^ dx dy1' dx' 

e, se soubermos integrar esta equação, a eliminação de y' entre o seu in-
tegral e a proposta dará o integral procurado. 

Assim y = x^y' tyy' 

dará y'dx = 9 y'. dx + Xf'y'. dy' + tyy'. dy', 

d x + - J M L 1 V - O , 

de que se tractou no n.° 3 1 2 . 
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3 3 1 . No caso de ser 9 (y') = y', neste exemplo, isto é, de ser a pro-
posta y — xy' -}-<jí (t/'), a equação differencial reduz-se a 

[x+v ( j f l W - o . 

Egualando a zero cada um dos factores, teremos 

J / ' = c, < r+ <]/(2/') = 0; 

e restará eliminar y' entre qualquer d'estas equações e a proposta. 
A segunda não dará se não uma solução das chamadas singulares, de 

que logo tractaremos. Mas a primeira conduzirá ao integral completo; 
porque a eliminação de c entre ella e a sua primitiva, y = cx-\- G, satisfaz 
á proposta, suppondo C = ^ c , e é por conseguinte y=cx + tyc este 
integral. 

Por exemplo ydx — xdy = a V cia;2 + d?/2, 

ou y = y'x + aiJ i +y'*, 

dá y' = c, x+ - °y - == 0. 

\ / l + 2 / ' 2 

A primeira fornece o integral geral y = cx + a \/1 + c2. 

A segunda dá a solução singular j/2 + Xi == a 2 , 

quando se tira d'ella o valor de y' para o substituir na proposta. 
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Das so luções s ingu lares das equações differenciaes 
da pr imeira ordem 

3 2 3 . Se jam: uma equação differencial proposta da primeira ordem, 
e o seu integral completo, com a constante arbitraria c: 

f ( x , y, y') = 0 ( 1 ) ; F (x, y, e) = 0 . . . . . . (2) . 

A proposta (1) deve resultar da eliminação de c entre a primitiva (2) 

d F d F 
e a sua differencial immediata — — l - «'—— = 0 (3). 

dx dy w 

Se differenciassemos porém (2), fazendo também variar c, teriamos 

dF , dF d F / d c , de\ A 

d ^ - ^ U + ^ j = 0 

dc dc 
a qual concorda com (3) nos casos de serem e nullos, ou de 

dx dy 
d F , d F d F . * 

ser -—— nullo, ou de serem —— e —— ínhmtos. 
dc dx dy 

No primeiro d'estes casos é c = const, como suppôe (2). No segundo 

d F 
a eliminação de c entre —— = Oe (2) dará uma equação 9 (x, y) = O, 

UC 

a qual será um integral particular ou será uma solução singular, segundo 
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estiver ou nSo estiver comprehendida na primitiva (2). No terceiro a 

d F d F 
eliminação de c entre —— = co , — = 00, e (2) dará duas equações 

dx dy 
que, se concordarem entre si, serão a solução <p (x, y) — 0. 

3 2 3 . i . ° D'onde resultam dois processos differentes para obter a 
solução procurada, no caso de se conhecer o integral completo: um cor-

d F r t d F d F 
respondente a — = O, outro a — = 00 e —- = o e ; o segundo dos 

dc dx dy 

quaes poderá ser util, quando a primitiva não estiver desembaraçada de 
radicaes. 

Exemplos 

I. Sejam (a 2 — 2y2) j/'2 — \xyy' — x2 = O, j / 2 — 2cj/ + a2 = c2 , 

a equação differeneial proposta e a sua primitiva. 
Derivando a primitiva em ordem a c, e eliminando c entre ella e a 

derivada, c -f y = 0, vem 

2 y 2 + X i = O, 

a qual é uma solução singular, por isso que satisfaz á proposta sem estar 
comprehendida na primitiva geral. 

II . A primitiva (a:2 + j/2 — b) (y2 — 2cy) 4 (X2 — b) C2 = O 

dá ^ = 0 = - y (x* + j/2 - b) + fx* - b) c-, 

e, eliminando c entre estas equações, resulta 

y*{y*+X* — b ) = 0 , 
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a qual é um integral particular, por isso que a ella se reduz a primitiva 
dada quando se toma c = 0. 

III. A primitiva c2 — (a; + j / + l ) c - f a ; + y = 0 

que reduz a mesma primitiva, escripta sob a fórma ( e — l ) ( c — x — y ) = 0, 
a (x + y — 112 = 0; e esta é um integral particular, proveniente de se 
fazer c = 1 depois de ter dividido por c— 1. 

IV. A primitiva y = x + (c—l)2(c — a;)2 

O valor c = l dá o integral particular y = x; c = x dá o mesmo, e 
x+ I 

não uma solução singular, apesar de ser c variavel; emfim c = -—-— 

dá a solução singular. 
dF 

V. A primitiva yi-\-xi = Zcx dá -— = 2* = O, 
(XC 

que se pode considerar como um caso particular do integral completo, 
correspondente a c = oo . 

dá 
dF 

dc 

dá ^ - = 2 (c — x)(c — 1 )(2c — x— 1) = 0 . 
dc 

VI. A derivada (a2 — b) t/'2 — Zxyy' — x9- = O 

tem por integral completo Xi — Zcy — b + c2, 
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, d F . ,. . , 
que dá —— = c + y = 0, e conseguintemente, eliminando c, a solução 

dc 
singular Xi -f y2 = b. 

O outro processo, depois de posta a primitiva debaixo da fórma 

V x*-\-y- — 6 — y —c = 0, 

d F x d F U 
d á -—- = - = Q 0 , - — - = - - * - I = Q P , 

a x y / ^ + y* — *> y \/x* + y9' — b 

a ambas as quaes satisfaz Xi -f y2 = b. 

Neste exemplo, como a primitiva está resolvida em ordem a 

c = V a 2 H - J / 2 - b — y = <|*(ar, y), 

, . dc db dc dJ/ 
sendo por conseguinte — = ——, — = 

dx dx dy dy 

as equações precedentes equivalem a = oo , ~ = oo , que dão com 

effeito o mesmo. 

3 2 4 . 2.° Se não conhecermos a primitiva da proposta, mas soubermos 
determinar o factor que torna esta integrável, esse factor servirá para 
obter as soluções singulares. 

Seja y' -+- k — O 

uma equação, e z o factor que a torna derivada exacta, 

z(y'-+-k)=<t' (x, y) — 0. 

Como na primitiva 9 (x , y) = c d'esta não deve ser comprehendida a 
solução singular S = O, a expressão y = ^ x , tirada da mesma solução, 



336 CALCUI.0 INTfiGRAL 

não deve reduzir ç (x, y) a uma constante, nem por conseguinte annular 
a derivada (ar, y). 

Portanto, devendo y = annular y'-\-h, mas não annular z(y' -\-k), 
é necessário que torne z infinito. 

Por onde se vê que as soluções singulares fazem infinitos os factores 
proprios para tornar integráveis as equações differenciaes. Mostra-se até 
que as soluções singulares d'uma equação são factores algébricos que por 
uma transformação conveniente se podem pôr em evidencia, e separar 
inteiramente d'ella (Ca/c. infinit. de Cournot n.os 4 7 8 , 4 8 0 ) . Consulte-se 
no n.° 13.° do Journal de I'Ecole Polytechntque uma memoria de Poisson, 
na qual se mostra que sempre se pode desembaraçar qualquer equação 
de primeira ordem da sua solução singular, ou introduzir-Ihe uma. 

Seja por exemplo a equação 

y2 — a2 = Zxyy1 -H t,'2 (a2 — a;2), 

ou, resolvendo em ordem a y\ 

(a2 — a 2 ) y' + xy = a \ a 2 H- y2 — a 2 . 

Como, multiplicando pelo factor z = — — esta 

equação satisfaz â condição de integrabilidade, será j / 2 - f -a ; 2 — a2 = O uma 
solução singular; o que logo se verá confirmado por outro processo (n.° 3 2 6 
exemplo III) . 

3 2 ã . Se a solução singular fosse dada, a;2 + ?/2 — a 2 = 0, e quizes-
semos obter o integral geral, poderíamos, visto que a;2 — a2 = 0 satisfaz 
á proposta, examinar se o factor z, que a faz integrável e se torna infinito 
para a solução singular, t e m a fórma (a;2 — a 2 ) - m (y2 + a ; 2 — a 2 ) - n , sendo 
m e n indeterminados. Assim, multiplicada a proposta por esta funcção, 
estabelecendo a condição de integrabilidade (n.° 3 1 5 ) , acharíamos que 

aquella condição é satisfeita por m = l , rc=—; e integrariamos a pro-
Jd 

i 
posta, depois de a multiplicar por 

( X i - a 2 ) (y 2 + í c 2 — o « ) T 
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É um exemplo de taes artifícios de calculo tirado da Memoria de Trem-
bley (Mem. da Academ. das Scienc. de Turin, 1 7 9 0 — 1 7 9 1 ) . 

3 2 G . Quando não se conhecer a primitiva da equação proposta, nem 
o factor pelo qual seria necessário multiplical-a para a tornar differeneial 
immediata, poderemos deduzir da mesma proposta meios para reconhecer 
as soluções singulares d elia. 

Antes de expor este processo, procuremos a interpretação geometrica 
das soluções singulares. 

Por ser c arbitraria, podemos considerar o integral geral f (x, y, c) = 0 
como equação d'uma infinidade ue curvas, que só diíferem entre si em 
virtude dos diíferentes valores attribuidos ao parametro c. 

Suppondo pois que se dão successivamente a c todos os valores possíveis, 
separados por differenças infinitamente pequenas, as linhas correspondentes 
consecutivas, que são integraes particulares, encontrar-se-lião duas a duas 
em uma serie de pontos, cujo systema formará uma envolvente, tangente 
a todas ellas; como se pode vêr discorrendo d'um modo analogo ao do 
n.° 178. 

Assim, para cada uma das curvas representadas pela equação f (x, y, ¢)==--0, 
o parametro c é constante, mas, na passagem d'uma d eitas para outra, 
ou na passagem d'um ponto para outro da envolvente que as toca, c é 
uma funcção variavel das coordeuadas d'esse ponto. 

Por onáe se vô que: para cada valor de c, será f ( x , y, c ) = 0 um 
integral part icular; mas a equação resultante da eliminação de c entre 

f =Si 0 e — = 0, que é a da envolvente, será, em geral, difíerente das 
dc 

equações das envolutas, e por isso uma solução singular. 
Ha pois, em geral, duas ou mais tangentes diversas na intersecção de 

duas linhas que são integraes particulares da equação proposta; mas, quando 
essa intersecção é um ponto da curva de contacto, duas ao menos d'aque!las 
tangentes devem confundir-se. D onde resulta que nos pontos pertencentes 
é curva de contacto deve a proposta (1), resolvida em ordem a «/', ter 
raizes eguaes; e conseguintemente deve nestes pontos verificar-se (n.u 73) 
a equação 

dy' 
Exemplos: 

I. A equação Y = (x- — %jl) y- — Ixyy1 — Xi = 0 
k r 
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dá 
dy 

e, eliminando y' entre estas equações, vem a solução singular 

X i H- 2y 2 = s 0. 

II. A equação xdx H- ydy = dy V y* + — a 4 , * 

ou Xi + Zxyy1 + y '2 (a2 — ®2 j = O, 

dV 
dô => 2asy 2y' (a2 — x2) = O; 

dy' ' 

e, eliminando y', vem x 2 - ( - y 2 = = a 2 . 

III. A equação ydx — xdy = ads == a V ^8 + ^y 2 , 

ou y 2 — a 2 = = 2 a : y y , H - y ' 2 ( a 2 — x 2 ) , 

dV 

dá , = Zxy + 2y (a2 — x2) = O, 

e, pela eliminação de y' , a solução singular x2 -f y2 = a 2 , 

achada por outro processo no n.° 3 2 4 . 
IV. Para y = xy' H- Y i , ' 
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onde Yj representa uma funcção de y', temos 

3 3 9 

e a solução singular resultará da eliminação de y' entre estas duas equaçSes. 

3 2 8 . 4.° Este methodo suppõem a equação desembaraçada de radicaes 
relativamente a y'. Suppondo-a porém resolvida em ordem a y', pode ainda 
servir o que fica exposto para obter a solução singular. Com efleito, se 
derivarmos a equação (1) em ordem a y, e em ordem a ar, considerando y' 
como funcção d'estas variaveis, teremos 

d V d V d £ 

dy dy' ' dy 
O, 

dV dV d j / 

dx dy1 ' dx 
= 0 , 

que dão 
dy 

dV 

dy dy' 

dV ' dx 

dy' 

dV 

dx 

dw : 

dy' 

e como na curva de contacto é —- = 0, devem ser 
dy' 

dJL = oo d ^ 
dy ' dx 

— oo . 

Seja ainda, por exemplo, a equação 

y = xy' + a y/y'' + 1 

que é a do n.° 3 2 4 e do n.° 3 2 7 . ex. III. 
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Teremos j t y = 

dy ay 
x-h 

V y 2 + ! 

dy' 
Depois, eliminando y' entre a proposta e —— = oo , isto é, entre as 

equações f 

y = xy' - H a v V s - H 1, x \ / y ' 2 + 1 -H ay1 — 0, 

ou xy + cFy' = x-y1, ac2 (y'2 -H-1) = 

acharemos a2 + J/2 = a2 . 
i 

Nesta solução singular confirma-se a interpretação geometrica que 
temos dado a taes soluções. 

Com eííeito a primitiva geral da equação proposta é 

y — cx -H a <J c2 - H 1 . 

E como (Geom. Anal., n.° 39 , 3.°) esta equação pertence a uma recta 
tangente ao circulo de raio a, cujo centro está na origem das coordenadas, 
vê-se que a solução singular a;2 + Í/2 = a2 é a equação do circulo tangente 

a todas as rectas comprehendidas no integral gera! y = cx-\- a v /c 2 + 1, 
conformemente com o que tínhamos dito. 

Os diíTerentes processos, que ficam expostos, fundam-se em pro-
priedades pertencentes ás soluções singulares: mas não examinámos ainda 
se algum d'elles depende de propriedades exclusivas e caracteristicas d'estas 
soluções. É o que vamos fazer. 

Supponhamos que ?/ = X satisfaz a uma equação proposta y' = F(x, y), 
sendo X uma funcção dada de x, sem constante arb i t rar ia ; de maneira 
que tenhamos 

X ' = F X) (5). 
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Procuremos conhecer se y = X i uma solução singular, ou se é um in-
tegral particular da proposta: 

Seja y = ty a) o integral completo de y' = F (x, y), designando a a 
constante arbitraria. Se y=X é um caso particular do integral y=ty (x, a) , 
isto é, se <{i (x , a) se torna em X quando se at tr ibue a a um certo valor b, 
deve <J< (x, a) — X ser zero quando a = b, e por conseguinte ser divisível 
por a — b. 

Portanto ij» (x, a) — X = (a — b)m x, 

sendo m a mais alta potencia de a — b, e z uma funcção de x e a, que 
não se torna nulla nem infinita quando a = b. 

Representemos (a — 6)m por c: o integral completo de ?/' — F (a?, y) 
será assim 

y = X + cz. 

Substituindo este valor de y em y'=F (x, y), resultará a relação idêntica 

X ' H - c z ' = F (a r , X + cz). 

Ora, por uma parte, como c = 0 não torna z infinito nem nullo, o desen-
volvimento de z em ordem a c tem a fórma (n.° 60) 

z = K + Aca+ Hcr'+ 

sendo «, j j , . . . expoentes crescentes e positivos, e K, A, B , . . . funcçôes 
de x; o*que dá 

X' + cz'= X ' + K c + A'c* + 1 + . . . . 

Por outra parte o desenvolvimento de F (®, X + cz) deve egualmente ser 

F (x, X + cz) = F (x, X) + NcnZ" + Mcm zm + . . . , 

sendo n, m , . . . . expoentes crescentes e positivos, e M, N , . . . funcçôes 
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de x . Eé fácil determinar, tanto os expoentes m, n , . . . d'esta serie, 
como os coeflicientes M, N , . . . . 

Substituindo pois estes desenvolvimentos de z e F em 

X ' + m ' = F(J>, X + CZ), 

teremos, atteridendo á equação (5), 

K'c + A'c* + 1 + .. . = Nc" (K + Actt + .. . ) n 

+ MC
m (K + Ac* + . . . ) m 

4 - e t c . 

Tracta-se agora de saber se é possivel determinar os coeflicientes 
A, B , . . . . e os expoente a, [3 de modo oue tornem esta equação 
idêntica: porque, se isso não for possivel, y = X será uma solução sin-
gular ; mas se o for, teremos então um integral particular. 

Offerecem-se tres casos: 
I . 0 Se n> 1, não ha termo similhante que se possa reduzir com K'c. 

Faremos pois K' = O, ou K = Const.; poremos «4- 1 =n, A' = NK", 
o que determinará a= n — I e A =fNK"dx; e assim dos outros termos. 
Portanto a identidade é sempre possivel neste caso, e J / = X é um integral 
particular. 

2.° Se n = 1 , o mesmo tem logar. Porque, pondo I i ' = NK, teremos 
IK—jNdx. Será pois fácil ordenar os dois membros; e, comparando 
entre si os expoentes e coeflicientes respectivos dos termos da mesma 
ordem, determinaremos os expoentes a, [ 3 , . . . e os coeflicientes K, A, B , . . . 

3.° Em fim, se n < l , não haverá termo similhante que se reduza 
com Nc n K n , por não haver no primeiro membro expoente de c que seja 
< 1 : logo, como K não pode ser nullo, será impossível satisfazer á iden-
t idade; e conseguintemente y = X será uma solução singular. 

3 3 0 . Como acabamos de ver que J/ = X é uma solução singular, 
quando n < 1, segue-se que então, pondo X -f cz em logar de y, o desen-
volvimento de F (.r, »/), eflectuado pelo theorema de Taylor, deve ser de-
feituoso entre o l . ° e 2.° t e rmo; portanto a derivada de F.(x, y) em 
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ordem a y deve ser infinita (n.° 58 , 2.°). Reciprocamente, um valor 
dF 

y = X, que satisfizer a y' = F (x, y) e tornar —p- infinito, será uma so-

lução singular; porque dará ao desenvolvimento de F (x, X+ cz) a fórma 

X ' + N c n K n . n sendo < 1 . 

Logo a condição - ^ - = 00 , ou ^-- = 00 , exprime o verdadeiro cara-
dy dy 

cter das soluções singulares; e vô-se que, para que ella se verifique, deve 
a funcção F, se for algébrica, conter um radical; que a hypothese y = X 
fará desapparecer (u.° 57 , 2.°). 

Poderemos pois obler as soluções singulares, sem conhecer o inUgral 

dy' 
completo, tirando — da equação differeneial, e egualando ao infinito, 

ay 

o • dy1 U 
S e j a H a I ' 

Faremos T = O, ou U = 00 ; e, d 'entre os factores de s t a s equações, os 
resultados, que satisfazem também a y' = F ( x , y), serão as soluções sin-
gulares. 

Exemplos 

I. No exemplo Vl do n.° 3 2 3 é 

= x ( y ± > / x 2 + y 2 — b) dy^ = x / ^ y \ 
y x*—b ' d y x í — A . / z r r ~ ; — 

V a 4 H - y 4 — b 

e esta ultima fracção torna-se infinita em virtude da solução singular 
j/4 = b — x2. 

II. Em y'z=a(y — n) k a condição ak(y— n ^ - 1 = 00 exige que 
seja k < 1 e y = n. E como y = n só satisfaz á proposta quando k é posi-
tivo, segue-se que esta não é susceptível de solução singular senão quando 
k está entre O e 1; sendo nesse caso y = n aquella solução. 

O integral completo é - - — — — = a x - ( - c , 
1 --- K 
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3 3 8 . Para applicar o theorema, que fica demonstrado, não é ne-
cessário resolver a proposta em ordem a y', porque, segundo o que vimos 
no n.° 3 2 8 , temos 

d V 

dy' dy _ 

dy d V 

e por isso, se for — = o e , ou — = 0, verificar-se-ha a condição cara-
dy dy' 

cteristica das soluções singulares. 

dV dV 

dy dy1 

remos, pelo processo ensinado no calculo differencial, o valor da fracção 

Mas, se forem — e —: nullos ou infinitos ao mesmo tempo, procura-

dV 

dy 
•; e, segundo sahir este valor infinito ou finito, assim haverá ou 

dV 

dy' 
não haverá soluções singulares. 
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Constantes a r b i t r a r i a s ; e in tegração das e q u a ç õ e s d i f ferenc iaes 
de qua lquer ordem pelas ser ie s 

2 3 3 . Seja F (x, y, y ' , . . .yW) = O (1) 

a equação differencial proposta da ordem n. 
Se de F = 0 e das suas differenciaes successivas tirarmos as expressões 

de y(n), yt"+1^,. . e fizermos nellas x = 0, teremos y0W, yo^"+1 ' , . . . . 
expressas em y0 , y'q, . . . y 0 ' n - 1 ' 5 e> substituindo-as na formula de Maclaurin 

xn—* Xn 

2/ = 2/0 + xy'o + • •. O ^ T T ) y»[n-i] + TTITTTn yOtnl + • • • 

será este o integral da proposta, o qual conterá as ti constantes arbitrarias 

2/0' 2 / V - - 2 / o ( n _ 1 ) -

3 3 3 . Este modo de integração não se pode empregar quando a hy-
these x = O torna infinitas algumas das funcções y 0 , y ' 0 , . . por-
que é então insufficiente a formula de Maclaurin. 

Nesse caso tomemos por a na serie de Taylor, 

f{a + h)=fa + hf'a+^K*f"a + ...f 

uma quantidade tal que a hypothese a = O não torne infinita nenhuma 
das expressões fa, f'a,.. . . Depois, pondo h = x — a, teremos 

. , (x — n)'1-1 (n-i) (x— a)" (») 

» - » . + < — ) » ' . + • - r 5 > í r i ) » . + í X T T n " . + " - 1 3 ) ' 
Sã 
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r* • J J * (») t"+1) 

O mesmo processo acima empregado dará y , y , . . . expressos 

em jIa' Il'a" • -Ha » e (3) será o integral da proposta (1), com as n 

constantes arbitrarias j/^, y ' . . .y^ 
D'onde podemos concluir que: 
1.° Sempre ha uma serie que é integral de qualquer equação diffe-

reneial proposta entre duas variaveis; e sabemos o modo de achar esta 
serie, não tendo que vencer senão as difficuldades que o calculo apresentar. 

2.° O integral contém sempre um numero de constantes arbitrarias 
egual á ordem da derivada. 

Esta consequençja, posto que fundada na theoria das series, tem no 
entretanto todo o rigor que se pode desejar; por quanto, se uma serie é 
o desenvolvimento d'uma expressão finita y = f x , deve essa expressão 
conter tantas constantes arbitrarias quantas contém a serie. 

3.° De qualquer modo que se houver chegado a uma equação integral, 
que tenha o numero de constantes arbitrarias exigido pela ordem da dif-
fereneial, esta equação integral será a primitiva da proposta, e nella se 
conterá outro qualquer integral, que lambem lhe satisfizer e tiver o mesmo 
numero de constantes arbitrarias. 

3 3 4 . Fazendo h = — x nas equações 

f(x + h)=y + hy' + ± h y + . . . 

f[*-V(x + h) = j/t»-1) + hyW + 1AV"+D + . . . , 

teremos: 

f ( 0 ) = y - x y ' + ~ x Y - . . . . 

/ M ( O ) = y(«-i) — «y(») + - <cy«+i) —. , . , 
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E, substituindo nestas n equações as expressões de t/M, t / ( n + 1 ) . . . tiradas 
de (1) e de suas derivadas, a eliminação de y\ y",.. .t/(n—1J entre ellas 
dará uma resultante em x e y, com as n constantes arbitrarias /"(0), 
f ( o ) / I - 1 J ( O ) . 

Logo : uma equação di/ferencial da ordem n tem n integraes da ordem 
n — 1. 

Se estes n integraes forem conhecidos, a eliminação das n — 1 pri-
meiras derivadas entre elles dará o integral finito. 

Se forem conhecidos só n — i integraes da ordem n — 1, a eliminação 
das r» — i — 1 derivadas t/(n—1J, t / ( n — J ) , . . . t/f'+1) entre elles reduzirá a 
resolução do problema a integrar a resultante da ordem (i). 

Exemplos 

I. Da equação y' + y + x3 = 0 

tiram-se 

y1 = — y — x 3 , y" = — y' — 3a;2, y'" = — y" — 6a;, 

J,,v = _ yw _ 6 , . . . yd+«) = (_ 1 y yd); 

e por conseguinte 

2/o' = ~ 2/0' Vo" = y». 2/o"' = — 2/0' - - - 2/o{4+i) = (— 1)•' (2/0 — 6) 5 

o que substituindo na formula (2) dá 

II. A equação xy' + y + X1 = 0, 
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da qunl se tiram 

X Xi X , 3 X 3 Xt X 

não se pode applicar a serie (2), porque x = 0 torna y' infinita. 
Mas, para x = a, t i ram-se d'estas expressões 

y — „ u' y —^r» y — ^——»•••» 

O d a Or a a* a 

que substituídas em (3) darão o integra! pedido. N / I 

III. Seja a equação xy" -f- y == 0. 

Como d'ella se tiram 

y 1— „ » y — — i 5 > y —— > ? , õ-, . • •» 
X X Xi X Xx X6 

que x = 0 torna, em geral, infinitas, poremos nestas x — a , e substitui-
remos em (3) para obter o integral. 

Mas, no caso particular de ser yn=,0, as derivadas da proposta, não 
resolvida, xy'"+y"+y'= 0, xy,T -f 2y ' " - f j / " = 0, x y v + 3 y , v + y'" = 0 , . . . 

dariam y" = ~ y1, y"1 = ~ y \ y™ = — ~ y \ . . . , 
0 0 0 ^ O O Z-O 0 

de cuja substituição em (2) resultaria o integral 

> • 

/ X4 X3 X^ \ 

Este integral é um integral particular, por não conter duas constantes; 
mas pode completar-se do modo seguinte, 
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É claro que podemos em y -=• C j Y i considerar Cj como variavel, com-
tanto que a substituição na equação differencial dô o mesmo que se C1 

fosse constante. 

Applicando isto á equação proposta, que é linear da segunda ordem, 

teremos XC1Y;' 4 C i Y 1 + x ( 2 C ; y ; 4 C;'Y,) = 0, 

a qual coincidirá com a relativa a Ci constante, pondo 2C|Y' 1 4 C^ Yj = 0. 
E como, multiplicando por ^ T y ' 0 ^ n t e S r a ' P r i m e ' r o d esta equação, ou 

2 D Y I dC\ 1 1 C 1 D C I 
de 4 - ^cl- = 0 , é Iog C 1 Y 1

2 = Iog C1 , ou C 1 = — r = — , 

n l dX , 
será C1 = C1 j 4- cç>; 

por conseguinte ! / - Y 1 fq j — -+- c.2 ), 

com as duas constantes C1, 
O methodo de que acabamos de servir-nos, e que se chama methodo da 

variação das constantes arbitrarias, ou da variação dos parametros, é 
muitas vezes empregado na integração das equações differenciaes. 

3 3 5 . A theoria que acabamos de expôr , ainda que demonstrada com-
pletamente, nem sempre é própria para fazer conhecer o integral appro-
ximado, a não se recorrer a transformações que reduzam a funcção ao 
estado necessário para se lhe poderem applicar os princípios precedentes. 

O methodo dos coeflicientes indeterminados é ordinariamente mais util, 
principalmente se o integral deve proceder segundo as potencias fraccio-
narias ou negativas de x. 

Façamos y = A x a + B x i + Cxc 4- (4) , 

sendo a, b, c. expoentes , que t ractaremos de determinar , assim como os 
coeflicientes A , B , C , , , . 
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Para isso tiraremos de (4) as expressões de y', y",... e substituil-as-
hemos na derivada proposta, que por esta substituição se deverá tornar 
idêntica; depois, ordenando relativamente a x, e comparando termo a 
termo as potencias da mesma ordem, e seus coeflicientes, do mesmo modo 
que na pag. 2 8 0 da Alg. Sup., determinaremos A, a, B, b,... 

Exemplos 

I . Para (1-f « i ')y = i , 

teremos 

( ! + Aaa;"- 1 + B f t x 6 - 1 + . . . ) (Ax f l + B x 6 + . . . ) = 1 ; 

o que dá 

A 9OX 2 a - 1 + A B a x a + 6 - 1 + A C a x a + - 1 + . . . ' 

'+ A B f t x a + 6 - 1 + B 2 6x 2 6 ~ 1 + . . . | 

+ A C x a + c _ 1 + . . . I 

= O; 

/ 
— 1 + A x a + B x 6 + . . . 

por conseguinte 

2 a — 1 = 0 , a - + - 6 — 1 = a , a-\-c— I = 6==26— 1 , . 

1 ; / 3 
ou a = —, 6 = 1 , c = — . . . ; 

e depois A 2 a = l , AB ( a + 6 ) + A = O, 

ou A = J / 2 , B = — C = -^ | / 2 . . . 
O l o 

Finalmente, substituindo na serie, teremos o integral 

1 2 3 

1 , = ^ 1 / 2 - 1 ^ + 1 ^ ( / 2 . , . 
d l o 
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„ . , . , 1 2 3 
Se tivessemos presumido que a lei dos expoentes fosse —, —, 

a 2t 
poderiamos logo empregal-a na serie (4), o que simplificaria os cálculos; 
e também poderiamos applicar a serie de Maclaurin, fazendo X = Z i . 

Pelo mesmo processo se pode ver que a equação 

dy -J- ydx = axm dx 
dá 

y x"1+1 xm i -

T ^ w T + 1 ~~ ( m - h l ) ( m + 2 ) ( m - f - 1) . . . (m + 3 ) ~ ' ' ' 

3 3 6 . O integral assim obtido não é geral, porque lhe falta a constante 
arbi t rar ia ; mas, se na equação differeneial proposta mudarmos x em 
z + aey em t + b, e desenvolvermos t em z, de modo que a z = 0 cor-
responda t = 0, acharemos o integral pedido substituindo neste desen-
volvimento x — a em logar de z e y — b em logar de l. Das constantes 
a, b, só uma será arbitraria, porque a condição de ser í = 0 quando é 
2 = 0, em í = F ( a , 6, z) , dá uma relação entre a e b. 

Nas ordens superiores completam-se também os integraes particulares 
do modo que adiante exporemos. 

II . Seja a equação y" = kxny. 

A substituição de y = Aixc t l -b A2Xs* + . .= 2Aj x a < 

d á 2 A I ( A I — 1 ) A í x " < ~ 2 = S A A i x a i + n , 

á qual se satisfaz, pondo 

«l («l — 1 ) = = 0 , ai = « i _ i + n + 2, «i (<*£ — 1) Ai = M i _ i ; 

ou, por formarem assim a j , a2 «i uma progressão arithmetica cuja 
razão é n + 2, 

«1 («1 '— 1) = 0 , Vi = Iti + i ( n + 2) , ai (ai — l)Ai = AAi - 1 . . . ( a ) . 
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As duas primeiras condições (a) darão «Í; a terceira fará depender Aj de 
Ai , que ficará sendo a constante arbitraria. 

Aos valores Ot1 = O, 04 = 1, corresponderão as duas series 
t 

i/==CiXi, y = CaX2. 

Ora é evidente que, se as substituições de y = CiXi , t / = C2Xg,. . . em 
uma equação linear relativamente a y e suas derivadas, a reduzem a uma 
identidade, o mesmo deve acontecer á substituição de ( / = C 1 X ^ C 2 X 2 + . . . ; 
por isso que, sendo Mj , M 2 , . . . os resultados d'aquel!as substituições, o 
d'esta é Mi + M 2 4 - . . . . O integral completo será pois 

JZ = CiXi + C 2 X 2 . 

V III . As equações y " - | - x y = 0, h = 0, 
x 

são casos particulares da precedente; para o primeiro dos quaes é Ic =— 1 
e n = 1 ; e para o segundo è Ie = — 1 e » = — 1. 

Mas os integraes particulares da segunda correspondentes a ai = O tor-
nam-se infinitos em virtude de n = — 1 ; subsistindo por isso só os in-
tegraes particulares correspondentes a Ci1 = I. 

3 3 ? . Também se podem achar os integraes approximados por meio 
das fracções continuas. 

Supponhamos y = Axa, B x 6 , C x c , . . . , 

A x 0 Bx 6 Cxc 

isto é , y = — — , z = — — , U = 
i + z 1 + - a i - t - r 

Como A, a, B, 6 , . . . devem ficar os mesmos quando x se suppõem infi-
nitesimo, substituiremos A x a em logar de y, e a comparação dará A e o ; 

Axa 

depois faremos y = substituindo Bx6 em logar de z, e a comparação 
1 + z 

Bx 6 

dará B, 6; depois na equação em z faremos z= , e em logar de w 
1 + u 
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substituiremos Cxe; e. assim por diante, levando a approximação até onde 
quizermos. 

Seja por exemplo my H- (1 -J - x) y1 = 0. 

Fazendo y = kxa, resultará (m H--a) . \xa H- a . A ® a _ 1 = o 5 

logo a = 0, e A fica indeterminado. 
A 

Fazendo depois y = , teremos M (1 + z) = (1 H-ÍC) Z', 
l - J - s 

que, pondo s = Bxb, se torna em m- f -Ba : 6 (m — 6) = òBo;ò—1J 
logo 6 = 1, B = m. 

_ mx . . 
Fazendo depois s = , . . . e continuando successivamente do mesmo 

' 1 H - í 

modo, acharemos o integral em fracção contínua, 

j/ = A, mx, — ( m — l ) x , -1 (m H- l ) x , — ~ (m — 2) x , . . . 

Como por outra parte a integração da proposta dá também % m Iog (1 H- x) H-Iog y = Iog A, ou y = A (1 H- x ) - m , 

teremos assim o desenvolvimento d'esta funcção em fracção contínua, que 
poderemos reduzir á fórma de serie. (Alg . Sup., pag. 2 0 2 , nota) . 

Pelo mesmo processo acharemos para integral da equação 

d x = (1 H - Xi) dy, 

Xi (2x)« (3x)* (.1®)« 
y = are (ta ng = a?) = x , — , — , — 

Para maior desenvolvimento d'esta matéria pode consultar-se o tomo 
2.° n.° 5 9 8 do Calculo Inlegral de Lacroix. 

t t 
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Da cons lrucção d;is equações di f ferenciaes 

S 3 § . Quando a equação differencial proposta pertence a uma curva, 
pode ser conveniente construir essa curva, sem integrar a equação; para 
o que se operará do modo seguinte: 

Suppouhamos primeiramente que a equação é da primeira ordem 

F [cc, y, y') = 0; 

e concebamos que a constante é determinada pela condição de ser y = b, 
quando x = a. Tomando AB = a, BC = 6 (Fig. 54) , marcaremos o ponto 
C sobre a curva procurada. Substituindo depois x = a, j/ = 6 em F = O, 
tiraremos d esta equação o valor de y', que lixará a direcção da tangente 
KC no ponto C. Tomemos sobre ella um ponto D tão visinho de C, que 
sem erro considerável se possa suppòr a recta CD confundida com o arco 
da curva; A F = d, FD = 6', serão as coordenadas d'urn segundo ponto 
D da curva: e fazendo x = u', y = bJ, na equação, teremos o valor cor-
respondente de y', que dará a direcção da tangente IE, um pouco afastada 
da primeira. Continuaremos a operar do mesmo modo para um terceiro 
ponto, e assim por diante, de maneira que a curva ficará substituída por 
um polygono CDEZ que se approximará tanto mais d'ella quanto mais 
vizinhos se tomarem os pontos B, D, E , . . . 

Também se poderia discorrer do modo seguinte. Tirando da equação 
F = O e sua derivada as expressões de y1 e y", e substituindo nelias a e 
u em logar de x e y, acharíamos a direcção da tangente e o raio R de 
curvatura no ponto C (n.05 105 e l l 8 j . Traçando depois a tangente KC, 
levantando-lhe a perpendicular CN = 1 1 , e descrevendo do ponto N como 
centro, e com este raio, um pequeno arco de circulo CD, consideraríamos 
o ponto D, cujas coordenadas a' e b1 differem muito pouco de a e 6, como 
um ponto da curva. Neste ponto tiraríamos a tangente 1D, e o raio de 
curvatura DO, etc. Substituiríamos assim á curva um systema de arcos de 
circulo contíguos. E claro que nesta construcçâo o erro seria menor do 
que usando das tangentes, de sorte que, para obter o mesmo gráu de 
approximação não seria necessário tomar os pontos C, D, E , . . . tão vizi-
nhos uns dos outros ; o que tornaria as constiucçôes menos trabalhosas. 

A cada ponto aibi t runo de partida (a, b) corresponderá uma curva; e 
por isso a primitiva, cuja derivada deve representar todas estas curvas, 
terá uma constante arbitraria. 
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3 3 9 . Se a equação differeneial proposta é da segunda ordem 

F (x, y',y") = 0, 

escolheremos um ponto arbitrario C para um dos da curva, e também uma 
recta arbitraria KC para tangente ; condições estas, que determinarão as 
duas constantes. Depois tiraremos da equação o valor de y"; com ty' e yn 

acharemos o raio de curvatura, e descreveremos o pequeno arco CD, do 
mesmo modo que precedentemente: e suppondo então que o ponto D d'este 
arco pertence á curva, tiraremos n'elle a normal conduzindo a recta DN 
do primeiro centro N para D. Teremos assim no segundo ponto as duas 
coordenadas a' , b1, e o valor de ydado pela direcção da tangente I D : 
com estes dados calcularemos y" e o raio R ' ; e tomando O D = = R ' , de-
screveremos o arco D E : o que determinará um terceiro ponto F, no qual 
se conhecerá a direcção da normal, e as coordenadas. E assim por diante. 

Por meio d'um raciocínio similhante poderiamos substituir á curva uma 
serie de parabolas osculatrizes, 

y — b = A(x — a) H - B [ x — a ) 2 , 

pondo em logar de A o valor de y' que se tomou arbitrariamente, e 

em logar de B o valor de xj" tirado da equação da curva. 

A cada ponto arbitrario de partida (a, b) corresponderá um systema de 
curvas que diffirirão entre si em virtude dos valores arbitrarios da derivada 
6 ' ; e por isso a primitiva, cuja derivada deve representar todos estes syste-
mas de curvas, terá duas constantes arbitrarias. 

Também se poderiam applicar estes princípios ás equações difTerenriaes 
da terceira ordem; mas então, além d'um ponto C e da tangente KC, 
tornar-se-ia também arbitrariamente o raio CN do circulo osculador neste 
primeiro ponto, o que determinaria as tres constantes arbitrarias. Depois 
não se poderia substituir á curva senão uma serie de parabolas, cujo con-
tacto fosse da terceira ordem. O mesmo se dirá das ordens superiores. 

Do que fica dicto podemos concluir que : uma equação differeneial 
entre duas variaveis se pode construir por meio d'uma curva, que tem 
tantos parametros variaveis, quantas são as unidades da ordem da equa-
ção. O que concorda com o n.° 3 3 3 , onde se provou que esta equação 
tem sempre um integral. 
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Das e q u a ç õ e s das ordens super iores ; c espec ia lmente 
da segunda ordem 

3 4 0 . Comecemos pelas equações da segunda ordem 

F (y", y', y, x) = Oi 
, v \ 

e entre ellas pelos casos par t iculares : 

F (y", x) = 0, F (y", y') = O, F (y", y) = O, 

F ( y " , y', x) = 0, F (y", y', y) = O, 

nos quaes entram só uma ou duas das quantidades y ' , y, x. 

3 4 1 . I . Seja F (y", x) = 0. 

Resolvendo em ordem a y" , e at tendendo a que s5o y" = ——, y' = 
dx 

acham-se 

y"=fx, y' =Jfxdx + C1, y =Jdxffxdx -+-CiX +¢5, 

sendo C1 e c2 duas constantes arbi t rar ias . 

E, em geral , F (yW, x) 
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resolvida em ordem a t/M, dará 

t / W = f x , t / í " - 1 ) = j f x d x -{-cu...y=j fxdx -+- J * e
n_i+f '' 

indicando JW que devem fazer-se n integrações successivas. 

Exemplo 

y" = axn 

axn+1 a x n + 2 

d à y ~ ^ T l + C i < y = ( ^ + l ) ( n + 2 ) + C i a ! + * 

.¾. , .,.>' \j ,-k eo'<i>«»03iia kfiai^aJHí *ob eaJiicJcnor) n ec BIO-) iwilim 

E nos casos particulares de n = — 1 , n =— 2 : 

n = — 1 , y' = alx+ C, y = a(xlx — x)+Cx = axlx+cix+ci; 

N 

n = — 2 , u' = H c 1 , y ==— a/o; + C1X + c2. 
x 

II. Seja F (y", y1) = - 0 . 

dy' 
Substituindo -j- ero logar de y", e resolvendo em ordem a dx, leremos 

UX 

dx = fy'dy', dy = j f d x = y'fy'dy', 

entre cujos integraes 
x =Sfy1W + ci» y = f y ' f y ' d y ' + c2, 
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eliminando y', virá a primitiva, com as constantes C1 e c2 . 

E m g e r a l F (t/í"), y(«-i)) = O 

(fy'n-1; 
substituindo em logar de «("), dará 

dx 

dx = fy("-l)dy(n-V, x = f f y ( n - i ) d y ( n - i ) -+- c; 

depois successivamente desde n — 2 até O, isto é, desde j/(n_2) até y, teremos 

y(i) =fyW)dx=fy(i+'l)fy{n-Vdy(n-í); 

e finalmente, eliminando y("—V entre as expressões de y e x, virá a pri-
mitiva com as n constantes dos integraes successivos x, j/(n—1J,. . .y. 

Exemplo 

ay" + (1 - H I / ' 2 ) 2 = O 

d á , ^ = 0^dy = ^ t 

( 1 + j / ' 2 ) 2 ( l + < / ' 2 ) 2 

ay' a 
entre cujos integraes, x = c\ — t y = c2 + 

Vt +J/'2 V l + y' 

eliminando y', resulta a primitiva 

¢ ) 2 + (c2 — t/)2 = a 2 . 
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Como se suppoz a constante, vê-se que o circulo, e só elle, tem a pro-
priedade de ser constante o seu raio de c u n a t u r a . 

III. Seja F ( y " , y) = 0. 

Resolvendo em ordem a y", e substituindo em ydy' = y"dy, que se 
tira de dy' = y"dx e dy = y'dx, resultam : 

y" = /y» y'dy' = fydy, y' = v 2 f fydy, x= Ç y , 
J y / i f f y d y 

com as constantes arbitrarias das duas integrações. 

Em geral, F (yW, yt"-1)) = 0 , 

resolvendo em ordem a yW, e substituindo em y(B_1)dy!fl—1) = y W á y ( n — 2 ) , 

que se tira de dy i^-rI = y'"idx e dy'n~-i = y.n~ridx, dá 

y W = / y ( » - 2 ) , y > - l ) = V Z j f y n - ^ d y n - i I , OU Ç ( y y ! « - 2 ] ) = 0 , 

que está no caso (II). 
Também se pode eliminar yW entre a proposta e d2y(n—2) = y Wdas4, 

que se tira de dy ' 1 ^ = y>-i)dx e d y » - 2 ) = d y i ^ d x = yWrfx s , r e -
duzindo assim a proposta a 

K ^ U - H i 

dy(n—2 ' 
e esta dá as = | — - ou <p (y n — 2), x) = 0, 

' V 2jfyn~-><iyn~-i 

que está uo caso I. 



3 6 0 CALCUI.0 INTfiGRAL 

Exemplos 

a y + 2 , = 0 

dá 

Z f f y d y = c ^ * 
a a J V7C2-J,8 C / 

; 
X X 

que equivale a W = C1Sen | - c 2 c o s — . 1 a a 

2 . ' y " K a y — 1 = 0 

a i r - h - ± 
J 2 y / V y + C 1 

que, pondo Ky + C1 = é 

4 / / 2 ,, „ \ 2 4 a r = y/a z3 — 2cxzj + C8 = V « sjcx +Vy (Vy-Zcx) + C2. 

IV. Seja F ( y " , y' , ar) = 0 . 

dy' 
Substituindo em logar de y" , reduz-se a proposta a uma equação 

(XX 

differencial de primeira ordem em y' e x, cujo integral será o pedido. 

Em geral F (yW, y i " - 1 ) , ar) = 0, 
dy.n—l) 

substituindo ——— em logar de yW1 reduz-se a uma equação differencial 
QX 
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de primeira ordem em y ' n ~ e « ; e , eliminando x en t re o integral d 'esta 
e a proposta, ob tem-se uma resul tante <p (t/W, y(«—1J) = O, que está no 
caso II . 

Exemplos 

2s(H-t/'V = a V 

a2dw' . . I 0
 a W 

reduz-se a 2 x d x = g-, cujo integral é X t + C\ — 

( I H - S l V v t ^ " 

r* (X* | dx 
e depois acha-se y = f y'dx= j — -

J V̂  a 4 — (ÍC2 + C I ) 2 

3 
( i + y ' 2 ) " 2 " 

Assim a fórma da linha na qual os raios de curvatura , T. , são 
a 2 y 

——, inversamente proporcionaes ás abscissas, é a que dá uma lamtna 
JiX 
tlastica quando se curva. 

± 
(1 + y ' í ) 2 

A equação mais geral —— = fx 
y 

daria, pelo mesmo processo, 

y' rdx ,- Vdx y rax v 

y / Y + Y 2 J f x J v / T — V 2 

TaI é a solução do problema inverso dos raios de curvatura. 

2.° (1 + y ' 3 ) + x y Y = a y " y / 1 + y * 
CO 
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reduz-se a d x ( t + y '1) -H xy'dy' = ady' y/ 1 -+-y a, 

que é linear e, dividindo por y/ 1 + y ' á , dá o integral 

ay1 -J-C1 
x-

y / t + J/'2 

e depois y = f y ' d x = y'x—fxdy' = y'x— f 

Vi+y'2 

^ ^ - a V T T ? — C1Iy'+ 
C2 

V l + 2 / ' 2 C2 

Finalmente , eliminando y' en t re as expressões de x e y, e pondo 

Z = y/ ar + C1
2 — Xi, 

acha-se z = yj a2 + C1
2 — as2, y = z — c\l 

x-{- a 
— ZY C2 ( C 1 - s) 

3.° A equação 2 ( a 2 y ' 2 + ÍC2) y" = xy\ 

v -Y — | V ' ' -A! + 1 V 

, - d l J l 

substituindo —— em logar de y" , é uma differeneial homogenea, que, 
clqg 

dii^ zdz 
pondo x = y'z, se transforma na separada - ^ r = - — — ~ > > e integrando 

y 2 a -J- z-

/ 
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sucecssivnmente, vem 

I y ' = IclS/'2a- + Zi, X = C1S s/z a2 

y = f y ' d x = | C1
2S ( 3 a 2 + s 2 ) 4- c 2 . 

O systema das expressões de x e y. ou antes a resul tante da eliminação 
de z entre ellas, será o integral procurado. 

V . Seja F ( y " , y \ y ) = 0 . 

y 'dy' 
Substituindo y" = -——, a equação reduz-se a uma differencial da 

dy d 

primeira ordem ent re y e y'; depois substituindo y' = — no integral 
(XX 

d'esta, e integrando, obter -se-ha o integral finito: 
Ou também, resolvendo o primeiro integral em ordem a y, differen-

f Éí 
) y> 

expressões de x e y dará o integral pedido. 

Em geral F (yM, y!» - 1 ) , y'n~-)) = O, 

ciando, e substituindo em x — I —, a eliminaçSo de y' en t re as duas 
J y 

l l j u í " - 1 ) 
substituindo r - ™ - — em logar de t/M, reduz-se a uma differencial 

dyi"—-) 
de primeira ordem en t re y(n—1) e t / í " - 2 ) ; e eliminando y("~') ou y(ft—2I 
entre o integral d'ella e a proposta, fica-se no caso III ou no caso II. 

Exemplos 

1. y" 4-«) = »'( i + y% 
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t / W 
substituindo = e integrando (n.° 3 1 3 , II) , dá 

y = ay' -+- C1 V 1 + Y ' 2 , 

e depois 

* = J V = J V * + f - = = = a í c 2 y ' + C1I (y> + V i + y ' 2 ) ; 
v l + t/'2 

restando finalmente eliminar y ' en t re estas expressões. 
No caso de ser C1 — O, a eliminação dá 

X X 

x = a l — , ou y = — e " = C e a . 
a C2 

2.° aby1'= \ / y 2 + a 2 y ' 2 

reduz-se do mesmo modo a uma differeneial homogénea, que a hypothese 
v y' = — transforma em J z 

abzdy — abydz — z*dy V ^2 + a 2 . 

Depois, separando e pondo V f l 2 + 22 = 

dy — btdt 
vem a nova transformada 

y òí2 — at — b' 

Integrando esta, derivando a expressão de y que ella dá, e substituindo 
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X= I —, teremos y e x em funcção dc l; e depois a eliminação 
J y 

de t dará o integral pedido. 

3.» '̂-HAy-HB = O1 

representando A e B constantes, reduz-se á differencial homogenea 

y'dy' -H hy'dy-\-Yiydy = 0, 

na qual pondo y' = yu, e chamando a e b as raizes de M2 -f AM + B = 0, 

dy dy du du 

y' yu M 2 + A M + B (U — A ) ( U — 6 ) ' 

e por conseguinte 

dy , dy dy du dy , , du 
— — adx = — — a-A-= ., — — bdx = — 

y y' u — b y u — a 

cujos integraes são y (u — b) = c\eax, y(u — a) = Ctfbx; 

e, eliminando M, vem 

y(b — a) = Ctfbx — c\tax, ou y = C1CCRA + Cae6*. 

No caso de serem a e b imaginarios, da fórma a = k-rhV—1, 
b = k — hV—1, a substituição no integral dá 

y = ek x (C1 +- C2 e - f t V - 1 ) , 



3 6 6 C A t C C l O INTEGlJAt 

ou, exprimindo «W—'1 e e - W - i em funcçôes circulares (Alg. Sup. n.° 
1 5 9 , eq. (L)) 

y = C 1 ekx cos (hx - H C 2). 

F ina lmente , no caso de serem as raizes eguaes, as equações 

dy udu , du 
5. dx — 

y (u — a)9-' (u a ) 2 ' 

— 1 
darão y (M — a) = c\ eu~a, x + Co = , 

M — « 

entre as quaes eliminando u — a, virá 

y = Ci (x - H c2) ea ^ + c^ = C e"T (x - H c2) . 

3 4 3 . A integração de ?/" -f Py' -f Qy = O, 

representando P e Q funcçôes de x , faz-se depender da de uma da pri-

meira ordem entre duas variaveis, pondo y — e'udx. 

Com eífeito esta hypothese dá y=e^udx, y'=ueJudx, y" = e^udx(u'-fw2), 

que t ransformam a proposta, dividida por eJudx, em 

ií' + « 2 + P « -H Q = O, 

da primeira ordem em u e x. 

Exemplos 

Appliquemos ao exemplo ultimo do numero precedente, isto 6, suppo-
nhamos P e Q constantes. 



CALCDLO INTEGRAL 3 6 7 

Ê evidente que cada uma das raizes u = a e u = ò d e u 2 + Pw + Q = O 
satisfaz á transformada, o que dá os integraes particulares da proposta 

Judx ax-t-m ax bx+n bx 
y = e = e =c\e , y = e =C^e ; 

e a somma d'estes valores y = Cieax + c^ ebx, 

por satisfazer (n . °336 , II) á proposta, que é linear, e conter duas constantes 
arbitrarias c\, é o integral completo d'ella. 

Quando a e b são imaginarias, este integral, toma, como vimos, a fórma 

y = Cl Cto cos (hx •+• C i ) . 

Quando são eguaes, é necessário integrar a equação 

du -+- (u — a)-dx = 0, 

o que dá u — a = — r , fudx — l (x + k) + ax + D, 
X ni 

fudx r* QX/ i\ 
e por conseguinte y = e =Le [x -f- k): 

tudo como tinhamos achado no numero precedente. 
' Ya'' 

3 4 3 . A integração de y'1 + ?y' + Qy — R, 

representando P, Q, R, funcções de x, reduz-se á do numero precedente, 
pondo (como no n.u 312) y = tz; o que dá 

y' = hf + zt', y" = tz" + 2<V + zt". 
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Gom effeito, substituindo estas expressões, e at tendendo a ser arbitraria 
uma das variaveis z, í, podemos part ir a proposta nas duas 

( Í ) 3 " + P * ' + O * - o , ( 2 ) . . . . . .t" + e ( P + 

Supponhamos (1) integrada pelo numero precedente, e resolvida depois 

dt1 

em ordem a z: substituindo i' = ——, ficará (2) uma differeneial linear da 
dx 

primeira ordem eut re í' e x, e integrar-se-ha facilmente pelo n.° 3 1 2 , 

2 z R 
mudando no integral alli achado y em I1, P em P H , Q em —. T e r e -
mos assim z z 

Ci 2 z'\ r S Vdx — tt r R « 
U=J IvP+ y J dx = J Vdx+ Iz*= K f e ),t' = e J —e dx-, 

, r dx f /Pdx 
e depois y = tz = zj —-dx/^ze d x . . . (3) . 

a V x 

Como os integraes, que envolve (3 ) , contêm duas constantes arbi trar ias , 
podemos suppor nullas as constantes que contêm (1) e (2), ou dar-lhes os 
valores que forem convenientes para simplificar o calculo. 

Exemplos 
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z' Z 
Assim (1) torna-se em z" A S- = O; w X X2 

, I u d x , / , M 1 N 
ou, pondo z = e , du + l us H -5-) a«e = 0. 

\ «C 00"/ 

Pondo « = r — 1 J para fazer esta equação homogenea, e separando-a por 
meio da hypothese x = vs (n.° 3 1 0 , 3 .°) , acharemos 

dv s2 + s — 1 J j l 1 / í + t 

T = - T F ^ T y d s ' q u e d 4 - T ^ = T 

sem ajuntar constante . 
E repondo u — 1 e ux em logar de v e s, leremos 

X i + 1 C , , x 2 — 1 Judx X 2 - I 
u = - — 5 , I udx = l ——, z=e = , 

X[X" — 1) ^ X X 

f JVdx r 
I Rze dx = I a d x = a x + c i ; 

o que substituído em (3) dá ( A l g . Sup., n.® 138) 

x 2 — 1 /"(ax + ci) x d x I + 
J f x 2 — X J ( X 2 - I ) 12 

X 2 — I f f a — C1 a a + cI a \ 
= i r J \ ( x + i ) 2 ~ x + 1 + - ( x — i ) 2 + x — 1 / ^ 

a x + ci a ( x 2 — 1) / x — 1 \ 

~ ~ ã x - " 1 4 Í " V 2 X - H l / " 
VV 
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0 „ „ ,. O1 — 1 m 
2 ' E m » ' — 5 T » - P v h 

a equação (1) é _ ÍÍLzJÍ! = 0 ; 

sendo por conseguinte nella 

„ _ a 2 — 1 m 
P==O, Q = - . - , R = 

4 x 2 ' K x 0 + 1 ' 

/ u da; a® — | 
Poremospois z = e , u' + U2 = 0 . 

_ , d« (4s2 — a 2 + 1)ds 
razendo na segunda U = V - 1 , X=DS, acharemos — = — ^— , 

w . ( „ a 2 — 1 \ 
4s s — s 2 + • , 

j V 4 
ou. pondo s = y - + - — , 

do (4j/2 + 4y — a 2 + 2 ) d y 4dj/_ 7 d y 

cujo integral, repondo y = s — — , d á 
JL 

f ( a — 1 \ \ 1 a + 1 a — 1 
C l ^ S + - õ — ] \ a S i c\— c I 

CI = X = I ; I , S = 
2 ' 2 

a + 1 / ' X a - C 1 ' 
S 2 

s ( a + l ) x a + (a—Ilc 1 1 — a a x 3 " 1 

« = - = C - , - . 1 -x 2 x ( x a — C 1 ) 2x xa — C1 

1—a 
Y u d x = /CJX 2 (XA — C1), 
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1—a 
I \ e portanto z = c%x - ( x a — cj) . 

Quando se fazem Cj = 0, C2 = 1, vem o integral particular z = K x a + 1 , 
de que usaremos. 

Emfim 
C fVdx C 

Rz é dx= I mdx = mx + Ci, 

Cimx + Ci) dx 1 /_ „ Ci mx \ 9 = - / - H S T T l - = j ^ i - v-5=i> 
3 4 4 . Quando, contados x, y, dx, dy, d-y por factores lineares, isto 

è, x e y por factores lineares, y1 por factor da ordem 0, e y" da ordem 
— 1, for homogenea a proposta F (x, y, y1, y') = 0: 

z 
fazendo nella y = ux, y" = —, 

OD 

e dividindo pela potencia mais elevada de x, poderemos reduzil-a a 

»)•• (*)• 

Com effeito, sendo a + 6— d = n a ordem de xayb y'cy',d, o gráu de x 
na expressão transformada x a . ub xb. y'c. zílx~d é a + 6— d = n; con-
seguintemente x desapparece pela divisão por xn. 

Ora temos dy = y]dx = udx + xdu, xdy = zdx, 

, . dx du du dy' . 
das quaes se tiram — = — , — = — (5). 

x y — u y — u z 

Substituindo pois (1) na segunda (o) , (içará unia equação da primeira 
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ordem ent re y' e M, que se in tegra rá ; depois a substituição de y\ t irado 
d 'este integral, na primeira (5), e a integração dará Ix= tu; e final-

mente a sub>tituição de u= — nesta dará o integral da proposta, com 
OC 

as constantes que provierem das duas integrações. Ou também o dará a 
substituição de u, t irado do primeiro integral, na primeira de ( 5 ) ; a inte-
gração d ' e s ta ; a eliminação de y' entre os dois in tegraes , e a substituição 

de M = — na resul tante. 
x 

Exemplo 

A equação xy" — y' = 0 dá s = y'; 

e a segunda (5) é = . ou y'dy' = y'du + udy', 
y y, ^ 

cujo integral , ? / ' 2 = 2 y ' u c reduz a primeira (5) a — = ^ j - , que 
dá X = Citj'. x V 

Eliminando pois y' entre estes dois integraes, e substituindo — era 
x 

logar de u, resulta emfim o integral xl — 2c^j = c\. 

3 4 5 . Quando a proposta for homogenea do gráu n, contando só 
y, y', y" como factores, a hypothese y = eu dará 

y' = U^ew
t y" = (M'2 + u") eu; 

depois a substituição d 'estas expressões, e a divisão por en", fará desappa-
recer Cu da proposta, que tomará a fórma 

f (x, U1, u") = 0, 

ficando ussim no caso IV do n.° 3 4 1 . 
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Equações l ineares de M a s as ordens entre duas variaveis 

3 4 1 6 . Cliamam-se equações lineares aquellas cujos termos sSo lineares 
em ordem á variavel dependente e ás suas derivadas; tendo assim a fórma 

onde K, A, A j , . . . . A n representam funcçôes de x ou constantes. 
Eram d'esta classe as equações de segunda ordem de que tractamos no 

ultimo exemplo do n.° 3 1 7 e nos n.08 3 1 2 e 3 4 3 . 

3 4 9 . Quando falta o termo K, é propriedade de taes equações que, se 
a ellas satisfizerem as finitas 

também lhes satisfará a sua somma ^Y i = O, 

Foi esta propriedade a de que já nos servimos no n.° 3 3 6 , II. 
Com eífeito a somma das equações 

K + Ay + Ai? / ' + . . . . AnI/!") = 0 ( 0 . 

Y = O, Y 1 = O . . 

AY + A 1 Y' + A 2 Y " + . . . . AnYW = 0 , 

AY1 + A 1 Y i
1 + A 2 Y 1 " + . . .A n Y 1 W = 0, 

é A z Y i + A t f V i + A n Z Y i W = O1 
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que, por serem Y, Yi funcções lineares de y, e por conseguinte 

2 Y ( ' = (XY1)', 2 Y i " = (2Y,-)7 

se reduz a 

A X Y i + A i ( S Y i ) ' + A a ( X Y i ) " . . . . + A f l(XY i)W = O. 

3 4 8 . I . S u p p o n h a m o s o c a s o m a i s s i m p l e s d e serem A , Ai , A 2 , . . . A n 

constantes e K nullo. 
Fazendo y = Cehx, e substituindo na proposta, vem 

A + A,A + A 2Zi*+ . . . . Anft» = 0 (M). 

Se tomarmos pois por h as n raizes h\, h%,....hn da equaçSo (M), 
satisfarão respectivamente á proposta as equações 

- _ , . , M ,,-MhZx - h - x 
y~ cie ,IJ = Ctf- y = cne n ; 

e como a somma 

hl X , hnX , h X .... T Z = Cie1 + C t f z + C n C n (N) 

também lhe satisfaz, segundo acabamos de mostrar , e contém as n con-
stantes c i , c 2 , . . . . c n , será (N) o integral completo. v 

3 4 9 . No caso de haver raizes imaginar ias : como estas raizes h3o de 
ser em numero par , e duas a duas da fórma a ± bV — 1, a somma dos 
dois termos de (N), correspondentes a cada par , terá a fórma 

eax (c. ebx^—l cr. 

que (Alg. Sup., pag. 2 6 9 , eq . (L)) se reduz a 

eax(m cos bx + n sen bx) = Ceax cos (bx + l), 

sendo G e l constantes arbi t rar ias . 
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3 5 0 . No caso de ter a equação (M) raizes eguaes, parece que é (N) 
um integral particular, e não o integral completo, porque os seus termos 
respectivos às raizes eguaes se fundem em um só, cujo coefficiente é a 
somma dos coefficientes d'elles; reduzindo-se assim a n —r + 1 o numero 
das constantes arbitrarias, se for r o das raizes eguaes. 

Removeu d'Alembert este inconveniente, como se segue : 
Se é /11 = /12: comecemos por suppor = + w; e, depois das re -

ducções convenientes, façamos u = 0. 
A somma dos termos correspondentes é assim 

Se houver mais uma raiz egual, Ji3 = Zi1: fazendo Zi3 = Ai + to, os tres 
termos da ultima expressão de y serão 

que, pondo C A W = C 2 , C I + C2 = C j , se reduz, para W = 0 , a « M ( C I + C 2 A ; ) . 

E portanto o integral completo tem a fórma 

hi x / r , , r< \ , hiX . H1X , h~x y = e (Ci + C 2 x) + c3e 3 + c4e 4 + c„e » . 

H1X 1 1 
e (Ci + C 2 S + C3 + C3WX + — C3WV + — ¢3(0½3 + . . . ) • . . h 

que, pondo — c3w2 = D 3 , C2 + c3o> = D 2 , Ci + c3 = D i , 

se reduz, para <0 = O, a e A l í r (Di + D 2 X + D 3 X 2 ) ; 

tomando por isso o integral completo a fórma 

y = e
A ' * (D , h D 2 X + D 3 X 2 ) + CiJx^ + . . . cneh»x. 
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E assim por diante, no caso de haver maior numero de raizes eguaes. 
Para satisfazer ás equações 

C 2 W = C 2 , C I - H C 2 = C I , 

de modo que C1 e C2 possam ser finitas, é necessário suppôr c i , c2 , infi-
nitas, e ci de signal contrario a c 2 ; o que dará a C2 e a Ci as fórmas inde-
terminadas co x 0 e oe — oo . 

Para satisfazer a 

^ - C 3 W S = D 3 , C2 -f C3W — (c 2 + c 3 ) to = D 2 , CI + C3 = CI + C2 + C3 = D I , 

» 
de modo que DI, D2 e D3 possam ser finitas, é necessário suppôr C2 e C3 

infinitos de segunda ordem e de signaes contrários. 
E assim por diante. 

35 3. Como a introducção de infinitos e de desenvolvimentos em serie 
tornam esta demonstração menos clara e subjeita a difficuldades, justifi-
quemos directamente as fórmas do integral a que ella conduziu. 

No caso de duas raizes eguaes, substituamos y = ehlX (Ci + C2x) 
na proposta (1) . Esta substituição dará facilmente 

C 1 + Ca») M + C , . * 1 * . ^ = O ; 

e como, por serem A1 raiz de (M) e outra das raizes egual a Jt1, são 

(M) = Oe j = 0, vê-se que a expressão substituída satisfaz á pro-

posta. 

Se forem tres as raizes eguaes, a substituição de eh l í r(C1-f-C2®+C3a;2) 
em (1) dará tres grupos de termos, dos quaes serão respectivamente fa-

, d (M) d 2 (M) 
ctores os primeiros membros de (M)1 - „ e —; e como estes 

dh dhr 

factores são nullos por serem h\ raiz de (M) e outras duas das raizes 
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eguaes a h \ , a expressSo substituida satisfaz á proposta. E assim por 
diante (*•). 

(*) Suppondo y = ehíX ( C 1 -(- c2x + cnxn~{) = P e f t I * ( a ) , 

teremos y ' = ^ A 1 P + P') , y" = A1
2P + 2 A t P ' + 2 ( 2 ~ p > ' Y 

E, se for 

9 11 T 1 . 2 . . . a 1 1 .2 . . . ( a -f-1) + J' 

a derivação d'esta dará ainda 

• e W A / + 1 P r . . . V + W - V + i - A \ h i H l - ( « F l ) p («+ l ) 
V 1 T 1 ) 1 

Portanto a lei é geral. 
A hypothese (a), substituida na equação proposta (1) , dará pois 

A e ^ p i V 1 * 4 P '2Aj tA 1 * - * + . . . . , M ^ ^ - H - ^ l l ^ 
1 A 

OU 

L dh d h % 1 . 2 . . . « J 

equação satisfeita, porque, sendo A1 raiz da equação (M), e sendo ?j o numero das 

d (M) dn\M) 
raizes eguaes A1, serão nullos (M), 

XX 

dhl ' dhn 
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Portanto, se (M) tiver i raizes eguaes A1, será o integral completo 

i 

y = ehiX (ci -J- cix +... CiiCi-1) + Ci-|_ieAí+lX + .. .cnehnX. 

Entendendo-se que, se entre as raizes, hi+\,.. .hn, houver alguns pares 
imaginarios, por exemplo, Ai-^p = a-J - j J f /— 1, Ai_|_g = « — J 3 J / — I, substi-
tuiremos, em logar da somma dos termos respectivos, c^e '+í^-J-Ci-^e «+í®, 
a expressão Xea^ cos fax + y), sendo À e y constantes arbitrarias. 

pç 
3 5 3 . II. Se K não for nullo, bastará fazer y = z para que 

a transformada de (1) em z esteja no caso I. 

3 5 3 . III. Se K é uma funcção K = — X de a:, multipliquemos a 
proposta 

A y + Aij/ ' Any(n) = X 

por um factor e~hx que torne integrável o primeiro membro ; o que dará 
um resultado da fórma 

e~la [ay + a\y' + a„_\ y M ) =Jc-hxXdx= P -J- c . . . (O). 

Para determinar os coefficientes a, ai,. .. .an—l» diffeienciemos (O), e 
comparemos com a proposta. Teremos 

A = —ah, Ai = a — aiA, A 2 = a i — a 2A,. , . . An = a n _ i . 

A formação d'estas equações mostra que são 

A+-Aih= — ai/»2, A - J - A 1 A - J - A2/i2 = — a 2 A 3 , . . . » 

e finalmente A + A tA -J- A2A2 + . . . + AnAn = 0 (M). 
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As raizes de (M) farão conhecer os respectivos systemas de coefficientes, 

A A j - a A2-Oi 
a = = — — , a 1 = — , a 2 = — , . . . a n _ 2 = 

A„—i—a„—3 

h h 

e estes systemas, substituídos em (O), darão outros tantos integraes da 
ordem n — 1 da fórma (O), sobre qualquer dos quaes operaremos suc-
cessivamente do mesmo modo, até chegar ao integral finito. 

Mas, se conhecermos as n raizes de (M), poderemos obter o integral 
finito, eliminando y1, y",. . . .t/(n _1) entre os n integraes (O) da ordem 
n — I . E, se apenas conhecermos » — »> 1 d'essas raizes, poderemos 
eliminar y(1'+2),. . .y ( n _ 1 ) , entre os n —» integraes (O) correspon-
dentes; e depois applicar o methodo exposto ô equação resultante da 
ordem i. (Cale. Int. de Euler, t. II, pag. 4 0 2 ) . 

3 5 4 . IV. Se são K nullo e A, A i , . . . funcçôes de x. a propriedade 
referida no n.° 35-7 faz depender o integral geral dos n integraes particu-
lares; mas nem sempre se sabe achar estes. 

Supponhamos que se conhecem alguns; e seja y\ = fx um d'elles. 
Pondo y = y\f zdx, substituindo na proposta, e attendendo a cila, 

acha-se um resultado da fórma 

Se forem conhecidos alguns dos integraes particulares d'esta, a substi-
tuição em y = y\ f zdx dará outros tantos da proposta. 

E também, se for conhecido outro integral da proposta, y» = f\x, e 
chamarmos si o correspondente de z, a equação y2 = y \ f z \ d x dará 

Obtido um valor zi de z, a hypothese z*=z\f udx reduzirá similhan-
temente a equação em z a 

Bz -H B1Z' -H B , , - ^ » - 1 ) = 0. 

1 dx 

Cu -H Ciu' -H »• • • C = O; 



3 8 0 CALCUI.0 INTEGKA L 

depois a integração d'esta, ou a formula «i = , abaterá a ordem 
dx 

a n — 3 pela hypothese u= u\ftdx. E assim por diante (Courn. Cale. 
Jnt., n.° 4 6 2 ) . 

3 5 5 . V. Finalmente, se K, A, A j , . . . . são funcções de x , não tem 
logar o theorema do n.° 3 4 7 . 

Supponhamos porém que se conhecem n integraes particulares y\, j/2 , . . . 
i/n da proposta privada do termo K. 

Ponhamos y = X^yl -f X2t/2 +. . . Xnyn = IXi yi, 

sendo X i , X 2 , . . . X n , funcções indeterminadas de x. 
Differenciando, vem 

dx 1 dx dx ' 

, . dXj 
que, lazendo - — = 0 , 

dx 

se reduz a - = ^ X i dx dx 

Supponhamos que, egualando sempre a zero as derivadas nas quaes Xj se 

da—1 i«—1 
y d yi considerava variavel, chegavamos a — = 2 Xi 

dx* — dx' 
A derivada seguinte seria 
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r , , , d * " 1 j/Í dXi 
que, Tazendo do mesmo modo 2 — . — = 0 , 

( / X a " 1 d x 

A d%y VY d^i 
se reduz a = 2 A Í . 

dx* dx* 

Substituindo pois na proposta esta expressão geral, excepto a da 
, . , dny _ dHn d " - 1 j / i </X* , r * 

ultima derivada —^ = 2 Xi - r ^ — H 2 — : — r • n a t I u a l s e f a r á 

dxn dx'1 dx"-1 dx 
d n _ 1 V i d X i K 

2 . . = —, teremos 
dxn~1 dx An 

2 X i (Aj/i+A1j/'< + . . . . A n y t W ) = 0 ; 

e, como, em virtude da definição de y i , o segundo factor de cada parte de 
2 é nullo, esta equação fica satisfeita. 

Por tan to será y = Xi y\ -+• X2 yz + . .. Xn yn 

o integral completo, com tanto que X i , X 2 , . . . . X n se determinem pelas 
n equações: 

d X i d X 2 d X n 

yi~dx~^~yi~di h ^ " d ^ = 0 ' 

dx dx d x dx dx dx 

i?yt d X 1 d("-')y2 d X 2 d("~1)y„ d X n J ^ _ 0 

dx dx dx dx ' ' ' dx dx An 
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Ora estas equações são lineares em ordem ás derivadas — - ¾ . . . 
dx dx dx 

Consegnintemente a eliminação, e depois a integração de 

d X i , d X 2 d X n , 
—- =r 9 —— = 9 ' a ® , . . . . —j— = 9'„®, 

darão os valores de Xi = ^ja; -f cj , X2 = 9a® + c2- • - X n = ^ , X x + c„; 

sendo assim o integral pedido 

1 i . *' •i •» 

y — (ci + 91®) yi + (ca + 9*») ya f («»+ 9»®) yn-

(Navier, Cale. Int., n.° 4 4 2 ) . 
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Eliminação entre as equações differenciaes s imul tancas 

3 5 6 . Se for dado um numero » de equações differenciaes entre a 
variavel principal t e as t dependentes x\, . .Xi\ e se estas equações 
forem: a primeira das ordens m i , m 2 , . . . relativamente a x\, . .; 
a segunda das ordens n i , n 2 . . . relativamente ás mesmas variaveis; e assim 
por diante: poderemos reduzir as equações propostas a um systema de 
outras J entre duas variaveis, a principal e cada uma das dependentes. 

Com effeito, se differenciarmos a primeira equação n 1 vezes e a segunda 
mi vezes, estas duas equações com as suas differenciaes farão o numero 
mi + «l + 2 de equações, entre as quaes eliminando x\ e os seus mi + ni 
coefficientes differenciaes das ordens mi + n i , mi + ni — 1 , . . . 1 , ficará 
uma resultante sem x\. 

Do mesmo modo differenciando respectivamente pi vezes e mi vezes a 
primeira e a terceira equação, e eliminando x\ e os seus mi -f p\ coeffi-
cientes differenciaes entre as m i - f - / > i + 2 equações, obteremos outra 
equação sem x\. E continuando assim a combinar a primeira equação com 
cada uma das outras, formaremos t— i equações sem x\. 

Depois, operando similhantemente sobre estas, obteremos i — 2 equações 
sem X2 ; e assim por diante, até chegar a uma só equação entre XJ e (. 

Pelo mesmo theor chegaremos a uma equação entre X j _ i e (, a outra 
entre X Í _ 2 e t, e assim por diante. E formando d'este modo o systema 
de t equações entre x\ e t, entre X2 e í , . . . entre COi ® ^f ficaremos redu-
zidos ao problema já tractado da integração de equações differenciaes entre 
duas variaveis; devendo notar-se que estas equações serão lineares, se as 
propostas o forem. 

3 5 9 . Assim, differenciando uma vez as equações lineares 

M1Z + N i i / - + " p I J l + 0 l I i R l ' 
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obteríamos duas, também lineares, 

_ _ _ dx _ dy „ cPx „ d2u 
A + Bx+ Cy +D — + E - f - t - P + Q -I = O1 

dt dt dt2 d f 2 

Depois estas quatro dariam, pela eliminação d e ÍC, — , — e pela elimi-
dy d*y , dt dl 

nação de y, ——, —5, as duas 
dt dt-

_/ dy d2w\ „ J dx d2x> 

3 5 8 . No caso de serem as propostas lineares, como neste exemplo, 
a eliminação entre ellas e a integração das equações finaes podem fazer-se 
commodamente do modo que vamos expôr. 

Se eliminarmos dy, e dividirmos o resultado pelo coefficiente de dx, e 
se fizermos o mesmo a respeito de dx e do coefficiente de dy, o systema 
proposto tomará a fórma mais simples 

(ax + by) d í + d x = T d f 

(a'x + b'y) dt •+• dy = Sdi 
(Os 

representando a, b, a1, b', S, T, funcções de t, ou constantes. 
Multiplicando a segunda equação (1) por uma funcção indeterminada k 

de t, e sommando com a primeira, teremos 

(a + a'k) ( x + b + bk.y) dt + dx + kdy = (T + Sk) dt. 
* a + a k / 
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Pondo x + ky = u, que dá x = u — lcy, dx - f - kdy = du — ydk, 

substituindo, e egualando a zero o coefiiciente de y, resultam 

Co integral da primeira d'estas equações, que é da primeira ordem entre 
k e í, t irar-se-ba k em funcção de l; depois a substituição do valor de k em 
(3) reduzirá esta equação a uma da primeira ordem entre u e í, a qual 
integrada dará u em funcção de i; e finalmente as funcçôes k e u de t, substi-
tuídas na equação x + ky = u, reduzil-a-hâo a uma finita entre x, y, í. 
Tirando pois t d'esta ultima equação, substituiremos em qualquer das 
propostas (1), que ficará reduzida a uma da piimeira ordem entre x e y 
e pela integração dará a procurada. Ou, se a integração de (2) der mais 
d'uma solução para k, a substituição de duas d'estas soluções successiva-
mente em (3), e depois a d'essas e das correspondentes de (3) em 
u = x-\-ky, dará duas equações, das quaes, pela eliminação í, resultará 
a procurada. 

3 5 9 . Sendo k', k", as raizes de (a + a k) h — 6 — b'k== O . . . (4) , 

a equação (2) tomar a fórma a\k — k'){k — k") dt + dk = O . . . (2) ' . 

Se a, b, a', b', forem constantes, os valores constantes k', k", de k 
satisfarão á equação (2 ) ' ; mas, além d'esses, satisfarão também os outros 
que der o integral d'esta equação. 

Em quanto á equação (3), o seu integral é (n.° 3 1 2 ) 

[b H - Vk — (a + a'k) A-] dt — dk = O 

[ ( a . + a'k)« — T — Sk] dt-hdu=0 (3) . 

u = e - / ( a + a'k) dt ^ t + g ^ e / ( a + ak) dt 
( s ) ; 

ficando envolvida a constante arbitraria no factor que tem de integrar-se, 
YY 
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3 6 0 . I. No caso de serem as raizes constantes de (4) reaes e des-
eguaes, o integral (5) reduz-se a dois da fórma 

« = r [ a + a ' k ) 7 (T + S/c) e[a + a'k]l dl (5) ' , 

entre os quaes se eliminará t. 
II. No caso de serem as raizes de (4) imaginarias, Zt = a ± — I, 

as duas equações (5)' ser3o 

8 \ / + I 
ITl I L 
1+ ' I 

-lf> 1 )—1 

| I ] | f 
I l 

X 

[ / [ T + S ( « ± ? V— i)]e{a+a'a)tdt ( c o s a ' ± V-—1 sena 'p í )J 

-|- m + n V— i ) 

isto é 

•? \ I e~[a + a ' a ) , (cos o' í I t - V— 1 sen a' p t) 
S + 

TJO 
^ H ( f[T + S ( a + [ 3 V—t)]e[aJra'°-]tdi ( c o s a ^ t + V — 1 s e n t ) 1 

I X 
t n - n V - i 

+ 

1 
T l 

e - ( a + a ' « ) ^ c o g a / 3 ( + ( g ( j n a , p ^ 

' = { ( / [ T + S ( a — ^ - 1 ) ] « ( a W a ) < d t ( c o s a ' ^ — V — 1 s e n a ^ O ) 

m + nV— i 

x 
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cujas somma e diííerença dão 

Ícos o'{J t. /C — S l tg a' ? t) e{a ' a'*]tdl cos a1 3 í 

f / T N - S * , u 
+ «en a'$t.J\ + S^ cot a'$t)e[a+a x) dt sen a' 3 t m cos a' 3 t— n sen a' [3 t 

((T+ Sz \ 
} a ' í i t j \ + Sp cot a'3 t)e{a+a 1ldtsenl cos< 

— s e n a ' B < J \ — S3 tg o ' 31 )e[a" a x)t, ' p l. ) \ — S [3 tg a' 3 l)e[a a XJt dt cos a' 3 í 

n cos a' £ t — m sen a ' [3 <. 

III. Finalmente, no caso de serem eguaes as raizes de ( 4 ) : tiraremos 
do integral tt = fl = x + ky os valores de í e dt em funcção de x e y e 
suas differenciaes; substituiremos estes valores em uma das propostas ( í ) , 
e integral-a-hemos. 

3 6 1 . Na mesma hypothese de a, a', b, b1, constantes, podemos tam-
bém proceder do modo seguinte, em conformidade com o que fica preve-
nido no n.° 3 5 9 . 

O integral de (2)' 6 Z j E ^ n + «'< + Ic = O, 

k — k' a ' í . A ' - f t ' ' ) . 
OU C — e = 1 

Ic — k1' 

Tomando pois por C dois valores, os correspondentes de k, substituídos 
em (5), darão dois de x + ky. entre os quaes se deve eliminar t. 

I. Por exemplo C — O e C = tc darão k = k'' e k = k', como no 
n,° 359 . 
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II. Se forem k' = a + [3 Vr— 1, Zr' = a — (3 V— 1, e por conseguinte 
(Zt — k') (k — k") = (k — a ) 2 + [32, a equação (2) ' será 

a '[(A — c t ) s + [32]<ií + <tó = 0, 

1 / k — a . \ , 
cujo integral é — are ^tang = — - — J -J- a í = c, 

ou k — a = 3 tang (c — a't) (3: 

tomando pois nesta dois valores por c, e procedendo como fica dito, acha-
remos a equação procurada. 

Por exemplo, tomando successivamente J3c — w, j3c = — it, e substituindo 
2 

em (8) os valores correspondentes, k = a — | 3 tanga'(3í, k = x 4 [3 cot a '3f, 
acharemos duas expressões u ' , u", de u = x -f ky, por meio das quaes se 
obterão as duas 

u" — u' 
x -f Iy — u' + 3w t g a ' 3 í = u" — Sw cot o'3 í, Sw = -

* * 0 * K t^ cot a'[3 í -H tang a'J3 í 

que, attendendo a serem 

J (a + a' a — a' 3 tg a' l í) dt = (a + a ' a) t + Iog cos a' [3 í, 

/ ( a + fl'í + « ' 3 cot a '£ í ) <if = (a + a! a) t + Iog sen a! 3 t, 

coincidem com as do n.* 3 6 0 . 
I I I . Se forem k' e k" eguaes, ou (k — k')[k — A-") = (k — /c')2, a 

equação (2)' dará 

com a qual, tomando dois valores de c, procederemos como nos outros casos. 
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Por exemplo c = oo , c = 0, dão k = k', k = k' + -Lt q U e se devem 

substituir em u = x + ky e depois em (5). 

3 6 3 . Se tivermos agora tres equações da primeira ordem entre as 
quatro variaveis x, y, z, t, reduzil-as-hemos em primeiro logar, como no 
caso precedente, á fórma 

(ax + by + c z)dt + dx = T dt, 

(a'x + b'y + c'z )dt + dy = Sdt, 

(a"x + b"y + c"z) dt + dz = Rdí . 

Suppondo que os coefficientes são funcçôes de t ou constantes, e que 
T, S, R, são funcçôes de t, multipliquemos a segunda e a terceira por 
indeterminadas k, l, em geral funcçôes de t; e sommemos. Virá 

„ / b + b'k + b"l c + c'k+ c'i \ , , , 
a + a'Ic + a / (x + —- y +• ---77-7/1 *)dt + dxi kdy + Idz, 

^ ' \ a + a'k+ a'I a + a'k+ a"l / 

= (T + Sk + Ri) dt. 

Fazendo nesta equação x + ky +-Iz = u; 

substituindo em logar de x e dx+-kdy+-Idz as suas expressões tiradas 
d'aquella hypothese, 

— ky — Iz, dx + kdy Idz =:du — ydlc — zdl; 

e egualando depois a zero os coefficientes de y e z: teremos as tres trans-
formadas 

[b + b'k + b"l - ( a + - a'k + a" l) k] dt — dk = O (7) , 

[c + c k +- c"l — (a + a'k +- a"l) l]dt —dl = O (8), 

[a + a'k H- a"l) udt — (T — Sk — RZ) dt + du=O (9), 
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Se os coeflicientes a, a', a", b, b', b", c, c, c", forem constantes, é claro 
que satisfaremos a (7) e (8) tomando por k e Z números constantes dados 
pelas equações 

b - h Vk + b"l — k (a + a'k + - a"l) = 0 , 

c-hc'k + c"l -l{a-ba'k-h a"l) = 0. 

Como a resultante d'estas equações é do terceiro gráu , se chamarmos 
( A l > l \ ) , Z2), ( A 3 , / 3 ) , t res systemas de valores que satisfaçam a ellas, 
e os substituirmos successivamente em (9) , teremos os tres integraes 

. 1 . 1 - ( i i + A + « " l i ) t ( rr ,01 . m \ (a+a'Jil-TanI.^J ) 
x+kxy + lxz=e l T " \J ( r + S A i + R í i X 11 1 dt}cl>, 

,7 ií —{a+a'k2-*-a"l2)t( . {a+a'k2+a"l2)t ,á , ) 
x + hy + Uz= e \ / ( T + S / í 2 + R ' 2 ) e dt+ctl>, 

f f \ 
i í 1 7 ~ ( a + a ' f c 3 + a ' % ) í l Lrricr , ni \ (a La /c3+a"l3)í, ] 

x + k3y + hz=e \J ( T k + S A 3 + R / 3 ) e dt 1 c j , 

entre os quaes se devem eliminar t e z. 
E evidente que um processo analogo se pode appllcar a mais equações, 

e que estas se integram sempre quando os coeflicientes de x, y, z são 
constantes. 

Exemplos da integração das equações simultaneas de primeira 
o rdem: 

C - B , A — C , 
I. dx H nydt =0, dy H — nxdt = 0. 

A j y B 

Comparando com as equações (1), temos 

« = 0 , 6 = ( C ~ B ) n , a ' = ( A ~ C ) " , b' — 0 , T = 0 , S = O 1 
A li 
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e as equações (4) e (3) s3o O1Ici — b, a'kudt + du = 0. 

A primeira dá k = =íz \J —f» 

depois a segunda dá, para cada um dos valores de k, 

e finalmente, substituindo em x + ky = u, acha-se 

x — y y/^- = x y ^Jl. = M1
e-Va' b. 

d o n d e resultam os integraes procurados 

M
 £ / n , h

 M ' , / a l h /*> M' . . .. M X =— etV*'b _i ¢- ív/a'6 w i e—t\/a'b et\Za'b 

2 2 3 V a ' 2 2 

Se para dar a estas expressões uma fórma simples, puzermos 
hemV—1 he—miZ—l 

ficarão 

la! 
x=h sen(tVa'b.V— 1 + m ) , j / K — 1 = A y ^ — cos ( t f ' V f t . K — 1 + t n ) , 
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ou, fazendo 

, , * I> 

x = A sen (íf - J - m), y = A' cos (/< - J - m) . 

i 

I I . dx - J - nydt = — A sen (It - J - m) dt, 

dy — nxdt = A' cos (/< - J - m) d í ; 

designando n, A, Z, m, as mesmas quantidades que no exemplo precedente. 
Comparando com as equações (1) , temos 

o = 0 , 6 = n, o' = — n, b' = O, 

T = — A sen (Zí - J - m) , S = A' cos (Zí - f m ) ; 

e as (4) e (3) são — n A 2 = n, — n k u d t - f - d u = ( T - J - A S ) dt. 

A primeira d'estas dô k = ± V— 1; e depois a segunda torna-se, 
para os dous valores de k, respectivamente em 

— nudty—1 - j - d u = — Asen ( l l + m)dt+A'cos (U+m) V— í dt=*Qdt, 

+ nudty—i + du — — Asen (lt -J- to)dt —A' cos (li+m)V— 1 dt = Q'dt, 
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cujos integraes (n.° 312 ) são 

u' = e n V - l ( Z e - i V - I Qdt + c), u" = e~nW-\ftnW-\ Qdt + c\) 

Substituindo em logar de Q e Q' as suas expressões ; t ransformando 
sen (Zí -f- m) e cos (Zí -+- m) em exponenciaes ; in tegrando, e fazendo 

e!«+m)v/-l = 2 , e - ( i í + m ) i / — 1 = z ' : 

ficam 

z \ ! / Z \ 
, 2 ( / - « ) + i T T T T õ ) + f t \ 2 ( / - n ) " " 1 ( 1 + ¾ ) + c e n < / _ 1 ' 

( 2 ( ¾ + 2 ( Í — N ) ) - * ( ^ ) " ^ 7 ) ) + ^ V - 1 ' 

E como a equação u = x + ky se torna nas duas 

U1=X + yí/—1, u" = x — yV — 1, 

que dão x — 
2 ' 9 2 K 1 ' 

2 -f z ' 3 z' 
attendendo a — - — = cos (Z/ + m), — = sen (Zí + m) , 

M — 1 

e fazendo c = / e ? V - l , e ' = f e - 9 \ f - \ 

+ nh' 
teremos x=— - cos (Zí + m) + f cos (ní + g), 

L ~~~~ H"-

n , í ; W x , , 
f = j m ^ s s e n + + fscn ( n í + ?)» 

ZZ 
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nas quaes, em virtude das relações entre / e n, e entre h e h1, do exemplo 
precedente, que dão 

/ . , B - G J,' , A ~ C « * „C (A + B — CJ 
Ih = nh1 —T—, Ik = nh —-—, P — n* = — Ui — , 

A D A D 

Ih + nh' B/i' n/i + IW Ah 
serão / * _ „ 8 C n t P — n* Cn 

3 6 4 . Como applicação do processo indicado no n.° 3 5 6 , integremos 
também por elle as equações do exemplo I do numero precedente, ou, 

B - C A — C 
pondo — - — n = a , — - — n = ó , as equações dx—aydt—0, dy-\-bxdl=*0 

A lí 

Differenciando, virá 

<Px — adydt = 0, d*y •+• bdxdt = 0; 

depois, eliminando dy entre a segunda e a terceira, e dx entre a primeira 
e a quarta, achar-se-hão 

d?x -+- abxdfi = 0, dty -t- Obydli = 0; 

e finalmente integrando (n.° 3 4 1 , III), teremos 

r dx i r dx i r / * \ 1 
t= • , • = » — = Ju 5 = —^= are (sen = —) — m , 

Jy/-ZabJxdx y/ab'h*-x* y/abL V hJ J 

ou x «=» h sen (t y/ ab -+- m), y = h' sen (t y/ab + m'). 

Por se haverem diíferenciado as propostas, apparecem a mais duas 
constantes, as quaes determinaremos de modo que os integraes satisfaçam 
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ás mesmas propostas. E teremos assim as condições 

h yj ab cos (í y/ ab -H m) — ah' sen (t^ab-h m') = 0, 

h'y/ab cos (í \ / a b -H m') -H bh sen (t \ / a b -H m) = 0, 

ás quaes evidentemente satisfazem m' = 9 0 ° - h t n , h'=*h\J—. 

Emfim, substituindo estes valores, e pondo / = f a ò , recahiremos nos 
integraes achados no numero precedente. 

3 6 5 . Passemos ás equações de segunda ordem. Se tivermos as equações 

d9y + ( a d y -H bdx) dt + (cy-+-gx) dt1 = Tdti, 

d 9 x -H (a'dy -H &'dx) dt -H (c'j/ -H s 'x) d í s = Sd<2, 

e fizermos dy — pd í , dx = gdí, 

teremos, em logar das duas equações de segunda ordem entre x, y, t, as 
quatro de primeira ordem entre x, y, z, p, q, t, 

dp-{-(ap + bq + cy + gx)dl = T dt, 

dq -H [a'p + b'q + c'y -H g'x) dt = S d t , 

dy=pdt, dx = qdt, 

as quaes tractaremos pelo modo indicado para esta especie de equações. 
Reflectindo peste processo, vO-sc que elle é applicavel a qualquer numero 

de equações do primeiro gráu e de qualquer ordem. 

3 6 6 . Algumas vezes a simples inspecção das equações mostra a fórma 
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dos seus integraes. Por exemplo, em logar das equações, importantes na 
Mecbanica, 

. , <Px , d2w . d 2 z 

nas quaes A, A ' . . . são coefficientes constantes, poderiam substituir-se as 
seis de primeira ordem 

dx . dy , dz 
- T = X1

1 - f - = »/, = 
dt dt J dl 

que se integrariam pelo methodo exposto. Mas é evidente que, reproduzin-
do-se os senos e cosenos nas suas derivadas de ordem par, as expressões 

x = H sen (mt -F ti), y = H / Í sen (ml + n) , z — H/c ' sen (mf + n) 

substituídas nas equações propostas devem ter sen (mi + n) por factor 
commum, e reduzir-se a simples equações de condição entre as constantes. 



CALCDLO INTEGRAL 3 9 7 

Com effeito a substituição dá, fazendo m2 = p, 

p (A' + D'A + E'A') + A + DA + Ek' = 0, 

p (D' + B'A + FrA') + D + B/i + FA' = 0 , 

P (E' + FA + Ck') + E + FA + CA' = 0 , 

que determinarão p, A, k', de modo que as expressões precedentes de x, y, 
z, satisfaçam ás propostas. 

Chamando pois pi, p2, P3, os tres valores de p que dá a equação final 
do terceiro gráu, e designando pelos mesmos Índices inferiores os valores 
de A e A' correspondentes, teremos os integraes completos da proposta 

a; = H sen (í V f i + n) + H ' sen (tV p2 + n') + H " sen (í K p 3 + n") , 

y = HA1 sen( íK?i + n) + H'A2 sen (/ Kp 2 + n') + H"A3 sen (í K p 3 + n"), 

2 = HAi
1 sen(f Kp i + n) + H'A'2 sen (t [ /p 2 + n') + H"A'3 sen (í Kp 3 + n"), 

sendo H, FI', H", n, n' n ' ' , as seis constantes arbitrarias. 

i 
3 6 9 . A eliminação entre as equações lineares, cujos coeflicientes são 

os mesmos em todas, offerece um theorema elegante e util. 
Sejam 

. (JiXd) 4 d^xW . ... n 
Ai ~dT + -Jji=T + •••• + ^oaj = 0, 

, AxW d»—1^t2) 
A í ~dT 4 A < - ' "dF^ + • • • • + o -
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n equações d e s t a s da ordem », ou 

_J . dmÍCÍ1) „ * . dmxW „ i , dmxM n 

, d°x 
sendo = x, notação conforme com dm~1 X=Jdmx. 

Se multiplicarmos n — k d 'estas equações respectivamente por 
(1) (2) [n—k) , 

a ,a a , e sommarmos os productos, teremos evidentemente 
p p P r 

a resultante 

S
i . / (I) dm xW (2) dm xW (n—k) dm x'n iMx ^ 

A m ( a — 1 - a — — + . . . + o — = 0 (6 ) ; 
o \ P dlm P dtm P dlm J w 

a qual se tornará n'aquella das equações (a) , que é ' r e l a t iva á variavel 
x(n~k+P), pondo 

J - H , ) = a ( l ] ^ D a m J » _ _ a ( n - f c , Jn-V 

P P P 

Logo a equação (c) satisfaz ás propostas. 
Fazendo variar o indice p desde 1 até k, teremos assim k equações 

da fórma (c), que satisfazem ás propostas, e contém (n — k)k arbi trarias 
aí1), a ( 2 ) , . . . ; e ficarão para integrar n — k das equações (a) , que deverão 
dar i (n — k) arbi trar ias . 

Mas, para que as k equações (c) sejam integraes completos das pro-
postas ( a ) , é necessário que, além de satisfazerem a estas equações, in-
volvam um numero de arbitrarias que juncto ás »(n — k) perfaça o total 
m. Teremos pois a condição 

(n — k) k + i (n — k) = ni, 

que dá as raizes A = = O , e k = n — i. D 'onde resulta que n — i é o 
maior numero de integraes da fórma (c), que satisfazem ás equações dif-
ferenciaes (a ) . 
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Alguus problemas de geometr ia 

3 6 8 . Quando na equação d'uma curva F (x, y, c) = 0 se attribuem 
successivamente á constante c todos os valores possiveis, resulta um systema 
infinito de linhas. Chamam-se Trajectórias as curvas que têm a proprie-
dade de cortar estas linhas sempre debaixo do mesmo angulo, isto é, de 
fazerem as suas tangentes com as d'ellas um angulo constante, para todos 
os pontos onde se encontram. A trajectória é orlhogonal quando as tan-
gentes tiradas a esta curva e á curva variavel, na sua intersecção, fazem 
uma com a outra um angulo recto. 

Procuremos a equação das trajectórias, f ( x , j/) = 0; sendo conhecida 
a equação da curva variavel, e o angulo constante das suas tangentes com 
as d'aquellas. 

Seja F (X, Y, c) = 0 

a equação da curva que varia com o parametro c. Para um dado valor 
de c esta curva toma uma posição determinada AM (Fig. 4 7 ) ; e chamando 
Y ' , y', os valores das derivadas das ordenadas Y, y, da curva AM e da 
trajectória na sua intersecção M, a tangente trigonométrica do angulo T M T 1 

que fazem entre si as tangentes MT' e MT, será 

_ y' — Y' 
a~~l+y'Y>' 

ou (i + y'Y') a + Y' — J/' == 0 (1); 

onde devemos substituir x e y em logar de X e Y, por ser o ponto M com-
mum ás duas curvas, e tomar por a a constante ou funcção dada para valor 
da tangente trigonométrica do angulo das tangentes ás duas curvas. 

Raciocinando como na pag. 154 da Geom. Anal,, vê-se que, se elimi-
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narmos c en t re F ( x , j / , c ) = 0e (1), depois de nesta substituir y em 
logar de Y, a resultante será a equação differencial da t ra jectór ia , que 
deveremos in tegrar . 

Se a t ra jectór ia é orthogonal , o u a = », a equação (1) reduz-se a 

H - Y Y = O (2) . 

Procuremos, por exemplo, a curva que corta rectangularmente uma 
recta, que gira em torno da origem. Como a equação da recta é Y = cX, 

uml-./z i'.A) S1ÍD291 <»Mlhv 1] Mttolttf »» Kohoi » OhlisJ-IIO:. St 'JhJiimr./!!?-; W t ' 
teremos Y' = c, o que reduz (2) a 1 + cy' = 0. 

Eliminando pois c entre esta e y — cx, a equação differencial da t rajectória 

será xdx -f- ydy = 0 

cuja integração dá X i + y2 = A 2 . 

Por onde se vê, que neste caso a trajectória é um circulo de raio a rb i -
t r a d o e que tem a origem por centro. 

Mas, se a t rajectória deve cortar a recta debaixo d o u t r o angulo dado 
cuja tangente é a, o mesmo calculo, applicado á equação ( I ) , dá a diffe-
rencial homogenea 

jI + ax = y' (x — ay), 

cujo integral é al (C \/ x2 + y 2) = are ( t a n g = — j. 
» X i 

Logo a trajectória é uma spiral logarithmica (Geom. Anal., n.° 1 3 7 ) , 
como facilmente se vê transformando esta equação em coordenadas polares 
(Geom. Anal., n.° 4 9 ) . 

O mesmo calculo applicado á equação X m Y n = C , 

que pertence ás parabolos e hyperboles de todas as ordens, dá a equação 
homogenea 

(nx amy) y' = anx — my. 
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Se a trajectória deve ser orthogonal, esta equação torna-se em myy1 — nx, 
cujo integral ó my2 — nx2 = A. Conseguintemente a curva será então uma 
hyperbole do segundo gráu, ou uma ellipse, conforme for positivo ou ne-
gativo o expoente n. 

A trajectória do circulo, que tem por equação j/2 = 2 c a ? — a ; 2 , é 
( x \ 

-J- Xi — A ! y — — J ; e, se deve ser orthogonal, isto é, se a = oo , tor-
na-se em outro circulo, y2 + a;2 — ky. Construiremos este circulo tomando 
para centro um ponto qualquer do eixo dos y, e para raio a distancia 
d'esse ponto á origem. 

3 6 ® . Quando se tracta de achar uma curva cuja subtangente, ou cuja 
tangente, deve ser uma funcção dada 9 de x e y, é necessário integrar a 

equação respectiva y = y' 9, ou y V 1 + y'i=y'f- D'onde veio o nome de 
melhodo inverso das tangentes ao ramo de calculo que tem por objecto a 
integração das equações differenciaes de primeira ordem entre x e y. 

Exemplos 

390. Âehar a curva, na qual, em cada um de seus pontos, ha uma 
relação dada n = Ft entre a grandeza n da normal e a da abscissa t 
do pé da mesma normal. 

Por serem t = x + yy', 11 = y \J 1 + y'2, 

o problema proposto reduz-se a integrar a equação 

y Vl +Jfii = F^ + yy'). 

Supponhamos, por exemplo, que n = Fi deve ser a equação M2 = 2pt 
d'uma parabola, cujo parametro é 2p. Substituindo na equação precedente, 

vem 
AAA 

y* (i + y!*) = 2p (x + yy>). 
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Para integrar esta equação, resolvamol-a em ordem a yy', e dividamos 
depois tudo pelo radical; o que dá 

Como o primeiro termo é evidentemente a derivada do seu denomi-
nador, teremos y/p^ + Spx— j/2 = a— x, ou, quadrando e substituindo 
c em logar da constante arbitraria a -f p, 

Logo a curva procurada é um circulo, que tem o centro em qualquer 
ponto do eixo dos x, e cujo raio é a meia proporcional entre 2p e a di-
stancia c d'este ponto á or igem: o que por outra parte é visivel. 

Mas, além d'esta infinidade de círculos que satisfazem ao problema, 
acha-se também, para uma das soluções, a parabola. Com eíleito, remon-
tando-nos aos processos dos n.03 3 2 3 e 3 3 0 , acharemos a solução singular 
j/2 = 2 p x + p*, que é a equação d'uma parabola; e será fácil verificar 
(como se viu no n.° 3 2 6 ) que esta parabola resulta da intersecção con-
tínua de todos os círculos successivos que se comprehendem na solução 
geral. 

3 * 1 . Achar uma curva tal que as perpendiculares abaixadas de 
dois pontos fixos sobre todas as suas tangentes formem um rectângulo 
constante = k. 

Tomemos para eixo dos x a linha, que passa pelos dois pontos dados; 
e fixando a origem n u m del les , chamemos 2a a sua distancia. A equação 
de qualquer tangente é 

e as distancias dos dois pontos a esta linha são (Geom. Anal., n.° 34 ) 

p—yy + - 1 = 0 . 

2/2 + xi _ 2cx + C2 — 2pc = 0. 

Y — 2/ = j/' (X — r), 

2 ay' + y — y'x y — y'x 

\ / l + 2/'2 ' V l + J/'2 
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(2ay' + y — y'x) (y - y'x) = k (1 + y'2) 

4 0 3 

(a). 

Para integrar esta equação, differenciemol-a primeiro, o que dá 

y" {y — y'x) (2a — x) — y"x (Zay' + y — y'x) = Zky1y". 

Como y" é factor commum, teremos y" = 0, e 

(y — y'x) (Za — x) - (Zay' + y - y'x) = Zky1 (6). 

A primeira dá y' = c, o que muda a proposta em 

(Zac + y —cx) (y — cx) = Ar(1 + c 2 ) ; 

equação que se decompõe nas de duas rectas : e com effeito é fácil veri-
ficar que estas satisfazem ao problema. Demais, o numero dos systemas 
de duas rectas, que se comprehendem na equação, é infinito. 

Em quanto á equação (6) : se d'ella tirarmos o valor de y', e o substi-
tuirmos em (a), mudando x em x + a para transportar a origem ao meio 
da recta, teremos 

j/2 (a2 + A) -)- X2 = A (a2 + k); 

equação d'uma ellipse, cujos fócos são os pontos fixos dados, e cujos semi-

eixos são e Vk. Esta curva é uma solução singular do pro-
blema, e resulta da intersecção successiva das rectas comprehendidas no 
integral completo. 

Poderão também servir de exercicio nesta especie de problemas as 
questões seguintes: 

^lcfcar uma curva tal que todas as perpendiculares abaixadas d'um 
ponto dado sobre as suas tangentes sejam eguaes. 

Achar uma curva tal que as linhas tiradas de qualquer dos seus pontos 
para os dois pontos fixos sejam egualmente inclinadas sobre a tangente. 
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I I I 

I N T E G R A Ç Ã O D A S E Q U A Ç Õ E S D I F F E R E N C I A E S 
Q U E C O N T Ê M T R E S V A R I A V E I S 

• { V - V. • • s — v.)' 

ma «Jaoqoiq . sBbnm iup o ,•) \i ã!» mismnq 

Equações di f ferenciaes to lacs 
i L t*\--r !-.n yt1 f-n - \v ^ f y 

3 ? 8 . EQUAÇÕES LINEARES E M ORDEM Á s DIFFERENCIAES. C o m o a 
differeneial exacta d'uma equação z = f ( x , y ) é dz=pdx + qdy, as 
funcçôes p e q de x e y devem satisfazer á condição de integrabilidade 
(n.° 3 1 5 ) 

dP=!1! m 

dy dx 

Quando uma d'estas equações satisfizer á condição (1), integrar-se-ha 
a differeneial exacta pdx + qdy pelo processo exposto no n.° 3 1 5 , e o 
resultado será a expressão f [x, y) de z. 

3 9 3 . Se a equação differeneial proposta é implícita 
.ri-:1 í."'>•> I tISOjiii 

Vdx+ Qdy+ Rdz = O (1)', 

designando P, Q, R funcçôes de x, y, s, podemos dar-Ihe a fórma 
dz — pdx -t- qdy, pondo 

P Q 
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Neste caso terá ainda logar a equaçSo (1) quando a proposta for in te-
grável. Corno porém então p e q não só contém o s a e y explícitos, mas 
também os implícitos em z, é necessário, para formar os dois membros 
de (1) , differenciar em ordem a cada variavel x ou y explicita, e em ordem 
a z considerada como funcção d 'e l la ; o que dá, em vez de (1) , a seguinte 
• \ o ! ) - m ••> . . , 1 

dp dp dq dq 
- i - a — = — - f - P — , 
dy dz dx dz 

- o q / d « n i > : ' > i r í j í i o l i - I , 0 - - i - . . V » - - - •»!> -
ou, pondo as expressões de p e q em P, Q, R, 
crr>' ín i. (-.'i.-i • -1I ' - •»."»;,' • ! .():-• If ,. >' .j>!•«-TI ' • .-•.•;!> 

dy dy dx dx dz dz 

condição necessaria para que z seja funcção de duas variaveis independentes, 
ligada com ellas por uma só equação (*). 

(«) Também se mostra do modo seguinte que a equação (2) é necessaria para ser 
(I ) ' integrável: 

Se ( I ) ' é integrável, seja u. o factor que torna differencial exacto o seu primeiro 
membro ; isto é, que torna ( » P i i + p Q d y + a R á * = du. Serão : 

du du du 
— = C-Pi — — IÍQI — 
dx dy dz 

i R ; 

e por conseguinte (n.° 36) 

d ( H . P ) _ d ( , t Q ) d ^ P ) d(tf. R ) d jy .Q) d j ^ K ) 

dy dx ' d t dx dz dy 

Multiplicando estas equações respectivamente por R1 Q1 P, e sommandò, resulta a 
equação (2); porque a somma dos terir.os multiplicados por d p , para formar a qual 
bastaria que na dos outros se mudassem p, d l ' , d Q 1 rfR, respectivamente em d p , P, 
Q, R, é nulla. _ 

Quando pois ( I ) ' tem um integral u = = 0 , deve verificar-se a condição (2). 
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3 9 4 . Para in tegrar P d x -I- Qdy + Rdz = O, consideraremos pr imei -
ramente uma das variaveis, por exemplo z , como constante; e integraremos 
P d x + Qdy = 0: o que dará F (x , y, z, Z ) = 0 ; representando Z uma 
constante arbi t rar ia , ou uma funcção <p (z) de z. Depois, differenciando esta 
equação completamente, e comparando com a proposta, deverá resultar 
para dZ uma expressão, que F = O reduzirá a funcção unicamente de Z e 
z, se a proposta é integrável ; e a integração d'ella fará conhecer a e x -
pressão Z, que torna F (x , y, z, Z) o integral da mesma proposta. 

Com effeito, se differenciassemos o integral M = O de (1) ' , suppondo z 

, ( I M 1 dM , A , . 
constante, a integração de —— dx - J — — dy = 0, feita na mesma hypo-

d x d y 

these , reproduziria M = 0. Ora a differeneial deve ser então a mesma 
que P d x + Qdy = 0; portanto deve o integral M = O ser idêntico com 
F ( x , y, z, Z) — 0, determinando Z convenientemente. 

Seja por exemplo, 

(i/s + 1IZ + z*)dx + (x 2 + XZ + z*)dy + (x 2 + xy + y*)dz = 0, 

ou 
dx dy (x2 + xy + y2) dz 

Fazendo dz nullo, o integral é 

ou, por ser por ser are (tg = m) + are ( tg = n) = are ( t g = -

art 
[x+-y + z)zVZ 

) = VZ. z f z = are (tg = Z K 3 ) , 
U £i Z2 — zx — zy — 2 xy 

e portanto 
{x-\-y+-z)z [x + y + z)z 

z 2 — zx — zy — 2xy D 
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Differenciando em ordem a z, e egualando ao termo em dz da proposta, vem 

2 (x2z + Zxyz + J/9Z -f Z2X + z9y + x*y + y*x) dz + D 2 dz = 0, 

ou, pondo por D a sua expressão e supprimindo o factor commum x - f t/ + z, 

2 ( x y + yz+xz) ZHz + (x + y + z) z 2 dZ = 0. 

"z^Tu ——• ẑ 1
 i 

Depois, substituindo xz + yz = ^ í » f I u e se t ' r a ^e («)> e 
Z + 1 

dividindo pelo factor commum 2Z (z2 — xy), fica 

Z (Z — 1) dz + zdz — 0 , 

que dá z = ° — e por conseguinte Z = 
Z — 1 ' r ° z — c 

Finalmente substituindo em (a), temos o integral pedido, a que se pode 
dar a fórma 

xy + x z -(- yz = c (x 4 - y -+- z). 

3 9 5 . Posto isto, seja [x o factor que torna integrável a somma dos 
dois primeiros termos da equação ( I ) ' , supposto z constante, e u o inte-
gral respectivo. 

Para completar o integral da proposta, ajunctaremos uma funcção Z = fz 
de z. E, comparando a differeneial de u + ipj com a proposta, será 

du du du 
— dx+-—dy + — dz-f- <p'(z) dz = P (/.dx + Q ^dy -+- R ^dz; 
ax ay az 

ou, por serem os dois primeiros termos do primeiro membro idênticos 

com os dois primeiros do segundo membro, — + <p'(z) — R U i 
dz 1 

Satisfará pois á proposta o systema das duas equações 

du 
, , + 9 ( , ) : = 0 , _ + ) = R | A (3 ) . 
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396. i.° Se, at tendendo á primeira equação (3 ) , a segunda dá a e x -
pressão de 9(2) em z, sem x nem y: substituindo esta expressão na pri-
meira das mesmas equações, virá o integral 

F (ar, y, « ) = 0 , 

da proposta, o qual representa superfícies distinctas umas das outras pelo 
parametro c proveniente d'aquella integração. 

3 5 5 . Acontece isto, quando a proposta ( I ) ' satisfaz á condição (2 ) ; 
como vamos mostrar . 

Com effeito, se a primeira das equações (3) é o integral de (1) ' , deve a sua 
differencial, na hvpothese de z constante, coincidir com P j.dx + Qj-dy = 0; 

P 
o que dá então dy = — — dx. E para que a segunda das mesmas equações 

dê a expressão de <p (z ) em z, é necessário e basta que, at tendendo á pr i -
du 

meira , RJA — — se reduza a uma funcção de z, isto é, que, na mesma 
dz 

hypothese de z constante, a sua differencial se anniquille; sendo assim 

dx dy 

'a ,6j«oqo;m e nu 

dx H - dy = 0, 

dx dy Q 

isto é, 
i l / 1 ' j l l l O l i l l I l 

/ dR d 8 « \ p Z r f f t | dR < P » \ Q /a> 

\ dx dx dxdz) V dy ^ dy dydz' 

Mas, por ser u integral de (a P d x + p. Qdy, e por conseguinte 
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d 2 u du. d P d2?, ^ d u . dQ ... 
são = F T T = Q T - + J a - T - 6 ? dxdz dz dz dydz dz dz 

e a condição respectiva de integrabilidade (n.° 3 1 5 ) dá 

d Q) djy. P) _ 7 d Q da ^ dP p d p _ 

d x dy d x d x 1 dy dy 

Deve pois a t tender-se ás equações (6) e (c) ; e, porque ellas reduzem 
(a) a (2) , segue-se que é (2) a condição necessaria e sufficiente para que 
a segunda das equações (3) dê a expressão de <p(z) em z, e portanto a 
condição de integrabilidade da equação (1) ' . 

3 ® 8 . 2.° Mas, se a proposta ( I ) ' não satisfizer á condição de in tegra -

du 
bilidade, isto é, se u. R não for reduzivel a uma funcção de z, t o -

dz 1 

maremos <pz a rb i t r a r i amente ; e o systema (3) representará curvas que 
satisfazem á proposta, distinctas umas das outras pela funcção <pz. 

3 5 » . Por tanto o systema de equações (3), que satisfaz á proposta (1) ' , 
representa linhas, que se distinguem umas das outras pela funcção <pz; 
mas, no caso de, em virtude da primeira, se reduzir a segunda a uma 
differeneial entre ?z e z, o que tem logar quando ( I ) ' satisfaz á condição 
de integrabilidade (2) , as linhas estão todas sobre uma superfície, cuja 
equação resulta de eliminar <p z en t re a primeira das mesmas (3) e o in-
tegral da segunda. 

Noutro tempo chamavam-se absurdas os equações que não satisfaziam 
á condição (2) de integrabi l idade; estabelecendo-se como principio que 
taes equações nada significavam, e que um problema susceptivel de solução 
nunca podia conduzir a esta especie de relações, as quaes se suppunham 
equivalentes aos imaginarios. Monge, apresentando a theoria precedente , 
provou que similhante opinião é falsa. 

BBB 
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3 8 0 . Notaremos que as relações que ligam p e q com P, Q, R, 

sBo duas equações differenciaes parciaes da primeira ordem. 
Assim o problema, que fica resolvido, equivale a achar uma funcção 

M = O tal que, tirando d'ella as expressões de p e q, estas satisfaçam a 
(d), e por conseguinte ( M ) = 0 a da = pdz-\- qdy. (Cale. de Serret , 
n.° 7 8 4 ) . 

3 8 1 . Exemplos: 

I. Para (y + z) dx -f (x + z) dy + (x + y) dz = 0, 

(n.° 373 ) , 

P 
P = - I P ? = 

Q 

ou Rp -+- P = 0 , R g + Q = 0 

que satisfaz á condição (2), o factor u. é — •, e é R = X + «. 

Temos pois u = / (y + z) (x + z); 

e as equações (3) são 

A segunda d'estas reduz-se, em viilude da primeira, a 

2 s efzdz + d f ( z ) = 0; 

e eliminando <p(z) entre o seu integral, z 2 — e~ ' v ^ + c = 0 e a pri 
meira, vem o integral procurado 

xy + xi + yz = c. 
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II . Para zdx H- xrfy + ydz = 0, 

que n3o satisfaz á condição (2) , sSo 

Y- = X-I, R = J/, 

o que dá u = y - f - zlx. 

Por conseguinte o systema de equações, que satifaz á proposta, é 

y + zlx + <p ( z ) = O, Ix + 9' ( a ) = ! / ® - 1 . 

III. Para [x(x — a) + y{y— b)]dz = (z — c)[xdx+ydy), 

que sómente satisfaz á condiçáo (2) no caso de serem « e l i nullos, é 
1 

R =B x (x — a) 4 y (y — b); e, se fizermos u = , acharemos 
Z C 

u = 2 (^ 2 + 2 / 4 ) ' 

Por conseguinte o systema das equações (3) será 

Z — C 

No caso de serem a e 6 nullos, a segunda d'estas equações, at tendendo 
á primeira, dá <p(z) = A ( z — c ) 2 ; e substituindo na primeira, ob tem-se 
o integral da proposta 

X 2 - H y 2 + 2A (s — c)2 — 0 . 
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3 8 3 . EQUAÇÕES NÃO L I N E A R E S E M ORDEM Á S DIFFERENCIAES. Q u a l -

quer que seja o integral nestas equações, é claro que, differenciando, ha 
de o resultado poder reduzir-se á fórma P d x + Qdy + Wdz ; conseguinte-
mente a proposta deve também ser reductivel a ella. Por onde se vê que, 
se resolvermos a proposta em ordem a dz, os dx e dy não deverão ficar 
affectos de radical, e que ella não será integrável quando não podér de-
compor-se em factores lineares. 

Assim a equação 

Adxi + Bdy* + Cdz* + Ddxdy -f Edxdz + Fdydz = 0, 

resolvida em ordem a dz, dá o radical 

y/ (E2 — 4 AC) dx* + 2 (EF — 2 DC) dxdy + (P 2 — 4 BC) dy2, 

que a condição 

( E F — 2 DC)2 — (E2 — 4 AG) (F2 — 4 BC) = 0 (4) . 

reduzirá a dx -JE2 — 4AC + dy V F 2 — 4BC. 

Portanto, se a equação ( i ) for satisfeita, teremos de integrar duas equa-
ções da forma 

Vdx + Qdy + Rdz = O, 

das quaes a proposta é o producto. 
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Equações dif ferenciaes parc iacs da pr imeira ordem 

3 8 3 . Temos tractado de reverter d'uma equação dz = pdx H- qdy, 
na qual p e q são os coefficientes differenciaes dados de z em ordem a x e y, 
ao seu integral z = f ( x , y). Agora vamos procurar o integral z = f ( x , y), 
quando é conhecido sómente um dos coefficientes p, q, ou uma relação 
entre elles. 

3 8 4 . Comecemos pelo caso em que não entra q na relação proposta, 
isto é, em que essa relação tem a fórma 

F(®, y, z, p) = 0. 

Por serem independentes as variaveis x, y, e não entrar q na proposta, 
esta equação suppóem que sómente x e z variaram, isto é, que, para 
passar do integral z = f[x,y) à proposta, o deveríamos differenciar par-
cialmente em ordem a x. ^z 

Basta pois, quando se quer achar o integral, fazer na proposta 

e integrar a equação em x e z, suppondo y constante. Então a constante, 
que se ajuncta ao integral, deve ser uma funcção arbitraria de y, que 
representaremos por <p y. 

Assim: para integrar F (x, y, z, p ) t = 0 , devemos eliminar p por meio 
de dz = pdx; integrar, suppondo y constante; e ajunctar ao integral a 
funcção arbitraria y. 

Por um processo similhante se integrará F ( x , y, z, q) = 0; e teremos 
a mesma regra, mudando respectivamente nella x, y, p em y, x, q. 

Exemplos 

I. A equação x = p y/x* + y* 
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ocdõc / 
dá — —-- dz, z = y a ; i + y 8 + i p y . 

V x 2 + y2 

II . A equação p / a 2 — y 2 — x 2 = a 

dá dz = — — T z = a are (sen = — - X \ -+- <py. 

V a 2 - » / 2 - ^ 2 V V a 2 — jz2 ; 

III. gxy -J- az = 0 

i . x d z ady dá j = 0 , par. 
z JZ * r 

f 

IV. Eiu Bm a equação p (a;2 -*- jz2) ^ jz2 -»- z2 

dá a homogenea ( a 2 + jz2) dz — (y2 + z2) dx = 0, 
e depois 

are ( tang = - f - ) — are ^tang = = are (tang = Y), 

w ( z — x ) ou 1 — Y. 
J Z 4 + z x 

Jl 8 S . Em geral o integral f ( x , y, z, <pp) — O d'uma equação diffe-
rencial parcial da primeira ordem entre tres variaveis deve conter uma só 
funcção arbitraria. Com cffeito, derivando este integral em ordem ás duas 
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variaveis independentes, as duas equações resultantes 

df df df , / dp d? \ _ 

dy ^ 1 dz d ( ç p ) dy dz J 

e f(x, y, z, <pp) - O, 

formarão um systema de tres equações, entre as quaes eliminando <po e 
ç'a resultará a equação differeneial parcial sem funcção arbitraria, 

3 8 6 . Para interpretar geometricamente a introducção da funcção ar-
bitraria, lembremo-nos de que o plano tangente em qualquer ponto d 'uma 
superfície fica determinado quando se conhecem as tangentes nesse ponto 
a duas curvas, que por elle passam, traçadas na superfície. Assim, tirando 
por um ponto da superfície dois planos respectivamente parallelos aos dos 
xz e dos yz, as tangentes nelle ás curvas de intersecção, que serão dadas 

pelos coefficientes differenciaes — = » e - = = 0 , determinarão o plano 
d x r d y 

tangente á superfície no mesmo ponto. 

Posto isto, como a equação F (x, y, z, p, q) = O 

deixa arbitrario um dos coeficientes p, q: se, traçando um plano paral-
Ielo aos xz, e descrevendo nelle uma curva arbitraria, tirarmos depois o 
valor de p da equação d'essa curva, e o substituirmos na proposta, esta 
dará q; por conseguinte os valores de p e q assim obtidos em toda a ex -
tensão da curva determinarão os respectivos planos tangentes, isto é, o 
cylindro circumscripto á superfície ao longo d'essa curva. Depois, se cor-
tarmos este cylindro por um plano parallelo aos xz, e tão proximo do 
precedente que a superfície do cylindro, comprehendida entre ambos, se 
possa considerar como elemento da superfície curva, poderemos fazer, a 
partir da nova curva, uma construcção similhante, com a qual obteremos 
outra porção de superfície; e assim por diante. 

Por onde se vê que, traçando arbitrariamente a curva inicial, podemos 
construir a superfície curva que representa a equação proposta. Conseguin-
temente a equação finita d'esta superfície f ( x , y, z, ç) = 0 deve conter 
a funcção arbitraria <p correspondente á mesma curva inicial. (Cale. de 
Navier, n.° 4 7 0 ) . 
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3 8 9 . EQUAÇÕES LINEARES. Passemos á equação linear da primeira 
ordem 

Pp+ Qq = V (1), 

sendo P, Q, V, funcções de x, y, z. 
Eliminando p por meio da equação de definição dz=pdx -f qdy, resulta 

Pdz —• Vdx = q (Pdy — Qdx) ( 2 ) : 

equação, á qual se deve satisfazer da maneira mais geral, independente-
mente do valor de q; porque, segundo a equação proposta, este coeffi-
ciente fica indeterminado. 

3 8 8 . Quando as variaveis x, y, z estão separadas nos dois membros, 
entrando só duas em cada um d'elies, podem ambos, prescindindo de q, 
tornar-se integráveis multiplicando-os por factores convenientes. 

Sejam n e p os integraes de \jJ IvPdz— Vdx) e {a (Pdy — Qdx), isto ó, 

sejam \j! (Pdz — Vdx) = d-, JA (Pdy — Qdx) = dp. 

A equação (2) será JA du = q [j.'d ?. 

u/q 
E, como q é arbitrario, podemos toma!-o tal que -— seja uma funcção 

(A 

qualquer <p'p de p ; de sorte que o integral d'esta equação será o pedido 

is = 9 p; 

representando 9 uma funcção arbitraria. 

3 8 9 . Supponhamos porém que x, y , z estão misturados em P d z — V d x 
e Pdy—Qdx. Se for possivel substituir o systema das equações P d z - V d x = O , 
Pdy — Qdx = O, pelo d'outras da fórma dit = 0, dp = 0, resultantes da 
sua combinação, esta combinação exprimir-se-ha do modo mais geral, 
como é sabido, multiplicando por factores convenientes, e sommando. 

Sejam pois A, B, À', B', factores convenientes, que tornem 

A (Pdz — Vdx) - + B (Pdy — Qdx) = d - , 

A' (P dz—Vdx) + B'(Pdy — Qdx) = dp. 
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— BJp ^ AJp — A'Jtc 
Teremos P J z - V J x = A B , _ A , B

? , My - Qdx = 

que, substituindo em (2), dão B'JTC— BJp = q ( A J p — A'Jtc), 

Xq-+B •• ! , l i u ' ' ' 
ou J u = — — Jp. 

X q 4- B' 

.(% — \s Cj ç x " i - h ^ t sX V -A- - - M 

Assim, tomando q tal qne seja ^ + ^ uma funcção qualquer <p'p de 
A G H - B BYFTORAACT! 

p, ser«.TC = <p? o integral da proposta.!'-1 ú nu Im !-; r./. i-
Por exemplo, na equação 

,S- - If <!'.ll;ia'iJlli r.n oup oili ') à (i(V;.. I tUiitiii liliíilíilij ; J . IWI' . 
li»VliWP I I-Ill ' *-- ' !» . 

1 

s ã o : 

P 

p — \ / a ; 2 + j / + z ) = — — x + v ^ 2 + y + z , 
2 - W - •• , 0 / , !.i - - v' . . 0 -

Mi ¢ = - ( . 1 - » x - s/x* í y + z ! , V= i — x+y/x*+y+z; 
\2 / 2 

DL J f t f t i f n o I MDIIH»IS\IÍ> *i> uvntvi OÍS)UMÇS i> M > m u ^ : O J J O J 

m y i \ H t w —i — w tnAin DttixS . ( I ) m»bio 

P J 3 - V J x = J 3 - J x ( i - x + s / x ^ + y + l ) , 

-niBi Komabgq «(Ij.cib la ta >Jiii,â f i \ P,?,/ — Cl,br- —- ihi I rir — U-. -r i/.tUiiXí 1. •m i . k , , I / - T - Itir-T \ P J y - Q J x = J y 4 d x { - X — V x H y + s ) • . ; . . 

-s l l ib ,'jup oiiBe«a)9ii ò , ( I l c 1.71 I<IJBIÍ (c .;» I e i ^ t u i o oup bii»'J 

Multiplicando por A e B , A' e B', sommando, e pondo x2 + y -f z = M2, 
o que dá dz = 2udu — 2xdx — dy, teremos 

A' [ d z — dx ( a + « ) + B' [dj/ + dx + x — « ) J = dp. 

A j 2 M J u - 2 x J x - J y - J x ( ^ — x + u j j + B £ d y - f d x ( l - + x — u ^ ) j = J i t , 
,0 • C vjlT - - / i \., V ' • ' • :u 'b 1" ii''» 

CCC 
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que, tomando A ' =— B ' = l , A = B = - J - , s e reduzem a 
2 « 

dz — dx — dy = d f , du — dx = dn. 

Portanto o integral 7r = <pp é 

u — ¢ = x* + y+-z — x = <p (z— y — x). 

3 S O . Se eliminássemos q de (1), o que daria Wdy-Qdz=^p(Vdy-Qdx), 
operaríamos semelhantemente a respeito de Y d y — Qdz e Pdy — Q d x . 

3 9 1 . Em qualquer d'estes casos é claro que os integraes ir = a, 
p = |3, do systema das equações 

Pdz — Wdx = 0 , Pdy — Qdx = 0 , Qdz — Vdy = 0 (3) , 

cada uma das quaes resulta das outras duas, são integraes particulares da 
proposta, porque p = const. dá n = <pp = c o n s t . 

L o g o : para integrar a equação linear ás differenciaes parciais da 
primeira ordem (1), basta achar funcçôes ti = a, p = {3, que satisfaçam 
ás equações (3), e pôr depois it = <p (p), sendo <p (p) uma funcção arbi-
traria de p. 

3 9 3 . Para mostrar que TC = <p (p) é integral de (1) , podemos tam-
bém proceder do modo seguinte. 

Para que o integral 7t = ç (p) satisfaça a (1), é necessário que, diffe-
renciando-o debaixo da fórma dz=pdx-f qdy, os valores de p e q assim 
achados reduzam (1) a uma identidade. É o que vamos verificar. 

Sendo as differenciaes de TC = a, p = [ 3 , 

d s = Adx -f Bdy + Cdz, dp = adx -f- bdy + cdz, 

as de ir — <p (p) = 0, serão: 

em ordem a z e x (C — c<p'p) p + A — a<p'p = 0, 
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em ordem a z e y (C — cç'p) q + B — 6<p'p = 0. 

Tirando d'estas equações as expressões de p e q para as substituir em 
(1), resulta a transformada 

AP + BQ + CV = (aP + 6Q + cV) ? ' P . 

Mas, substituindo nas expressões de d« = 0, dp = 0, os valores de duas 
das differenciaes dx, dy, dz, tirados das equações (3 ) , âs quaes satisfazem 
K = ct, p = ,3, resul tam 

que reduzem a uma identidade a mesma t rans formada : logo é ir = <pp o 
integral pedido. 

4 9 3 . Raciocinando d 'um modo analogo, podemos integrar uma equa-
ção differeneial parcial linear da primeira ordem en t re qualquer numero 
de variaveis. 

a equação linear de primeira ordem en t re n variaveis independentes; na 
qual x\, . . . .Xn designam estas variaveis, e P j , P a , . . . . P m os coeffi-
cientes, que podem ser funcçôes d'ellas e de z. 

Formando n equações da fórma 

A P + B Q + C V = O , aP + 6Q + cV = 0, 

ou 

Seja 

[1] 

Pkdxi- -Vidxli = 0 

Pfc dz - Ydxk = 0 
[2], 
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e procurando n equações finitas yt '» ? H ímlno im 

m j TMf! A < ' ) = c C ) , At2) = p ( 2 ) . . . . A H = cl") . . . . . . . v . [ 3 ] 

lib» rrnolífir.it n «Jhjiívi /1 
que satisfaçam a [2], o integral da proposta [1] será 

. ^ ( V a + Qà + lD) 7 3 | Ofl f I A 
At1I = Ip(Aí2), A O , . . . . A W ) [4], 

?niili 'it. /"JKifii/ se .0 = qt\ .d jt\i 'iti «!OÔeBaiqIM >Rii obtiiii)iÍ8du« ,«fiff-

designando 9 uma funcção arbitraria. É o que passámos a mostrar, racioòi-
nando de um modo analogo ao do numero precedente. 

Se differenciarmos a equação [4] separadamente em ordem ás n varia-
veis independentes Xif x^,^ . X n ^ teremos n equações, nas quaes entram 

d o d<n d<p 
o s n — 1 coefficientes differenciaes — — , . . . . - — f - ; e eliminando 

<iA1'-J dAW dAi-nI 

entre ellas estes coefficientes, resultará uma equação de primeira ordem, 
sem funcção arbitraria, que se deve comparar com a proposta para deter-
minar a fórma das funcçôes A O , At2),. . . .At"), de modo qne estas duas 
equações sejam idênticas, isto é, de modo que a equação [4] seja integral 
da proposta. 

Sejam 

dA ( i ) 
:i> 

: amdxi + a'1' dx* + . . . Ja^ dxn + o1'' dz 
1 2 n 

L J 1 ) 

(21 (2) (ilI (21 (21 
dA = a\ dxx + a d.r2 + a dxn + a d: 1 2 n [£]. 

dA1"1 = a ( n ) dxx -f a ("' dx* + a'n]dxn f a'"1 dz 1 2 n •my> ?.) <1 y\ . 
x -As 'I n\W 

DifTerenciando [4] em ordem a .ri, resulta 

rtiBiTtyeit) „®. . . . ,y*1 l t x IiiiiJ 
ó?'mui rn-iboq 9np ,e»Jn»i; 

d A ( i ) _ W d<p dAW 
, [6] ; 
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onde escrevemos S para designar sommas relativas ás funcçôes Aí1), A ! 2 ) , . . . 
m q s m o modo que 2 designa sommas relativas às variavteis ®i, 

CC^9« • • • CCJi• 
à , Em virttidè das equações [6] , que dão 

8llu> n ,Sri 

dAW (») (í) dz 
•a. + a 

; r T J 
, dx! 1 dx\ 

dA!2) (2) {2) dz 
= a. + a 

«?íl*itM [1. Miip Biitq ,iHatyti' ' ! ' .1 " • b líknfvn rr/ob 9« o»i|» ofijBupo 
. j I tiJsoqoiq n ' nqm tK 

j'6] i")í)?Biip9 »r oiip í<'íb1 moiol ,."-A. . . , t K , ' I *n "•- ,BiO 

4- i n ' 

,!Sl '»|i Rhuii"'>n iil) ohmil . - • " . ixto :<\> ofioiu: bdu? e J S ' it mB?sl«iJM 
dA/*) M (,) dz 

— a . - h a . 
- m m íol ifil o obniffiiiqqugdi*fsb ,(M==WAi) . d X i t y = - r A b ,0 = 1 Ak me 

, r A 1 d ) > ) </? / ' d 3 L f ) - l o " 
reduz-se [6] a - S - . a , + — « - S - O , 

. o = + " V . . . o - v f f i o - A j f e J h = v ' 1 , 

dz 1 ~ ( 2 ) d A W d i 
da qual se tira —— ^= -. , 

• f
d x í „ ( 1 ) <4("] d ? „(<) 

- io iob oí A. . .. - A ., T A ,(ífco.TTiflwbnrmp»dmo N . T j mosub 
-o)ni o [4 èw , -S i n oiR?i;1«itn>' T."' 890?Rup9 aop "bom oh jirjiGiiim 

. nfcoqoiq r»b ifiii; 
obfl9T9i389 : M-Ifttiliasl sboq j£ |< | W 1- gW q^flf tmol B Biiiriiq »Vl 

. >.,;„-. 9b BItIiX .«9B^dAWib Rmu ,«ednil e«ub >r 
e similhantemente — — = , 

d x 2 (í) (») dcp (i) 
a — S,,, - — ~ . a 

-A v\- , I2IdAW 

: Y . , i I :<l 

a(i) gW d<p ^a(X) 

,nBnmulo-» oh ir.q iJ.t. ^g ^ " (-)dAÍ':) ' " n ohosoi iqi j fun 
«iob '<>1; Bjnaioftib B c d j ^ í T - o l ii£Í(g}$9 « ««1« fenbeoídmoa 

a í2)(/\í») a ' ' «" tn iboi . 
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Substituindo estas expressões de 
dz dz dz 

dxi' dx2 dxn 
na proposta [1], 

e attendendo a que, era virtude da independencia dos symbolos 2 e S, é 
2S = S2, resulta 

equação que se deve reduzir a uma identidade, para que [4] satisfaça 
sempre á proposta [1]. 

Ora, se as funcções A' '), At2),. . .AW, forem taes que as equações [3] 

dz 

satisfaçam a [2], a substituição de dxk = P^ —, tirado da segunda de [2], 

em dAÍ') = 0, dA!2) = 0 , . . .dA(n) = 0, dará, supprimindo o factor com-

que reduzem [7] a uma identidade. Logo, se Af1), A í 2 ) , . . .AM, se de ter -
minarem de modo que as equações [3] satisfaçam a [2], será 4] o inte-
gral da proposta ( I ) . 

Na pratica a formação das equações [2] pode facilitar-se: escrevendo 
as duas linhas, uma de differenciaes, outra de coeflicientes, 

2 » . + « ( * « ! > * + « > [ 7 ] ; 

dz 
mum —, as equações 

dx\ dx<i dx 3 . . . . dxn dz n 

P i P 2 P 3 . . . . P n V ; 

multiplicando em cruz as quatro quantidades de cada par de columnas, 
combinadas estas duas a duas; e egualando a zero a differença dos dois 
productos respectivos, 
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Exemplo 

Seja a equação 
'du' du' du' 

onde x, y, z, x', y', z', designara as seis variaveis independentes, e u' a 
dependente. 

Escrevendo, como fica dito, as duas linhas, 

dx dy ds dx' dy' dz' du' 

O Q O x y z 0 , 

e multiplicando em cruz, formaremos as equações da fórma [2], que todas 
se reduzirão ás sete 

du' = 0, dx = 0, dy =0, dz = 0, 

xdy' — ydx' = 0, xdz' — zdx' = 0, ydz' — zdy' = 0. 

Escolhendo as seis primeiras d'estas, que dão 

u'= c, x = ci, y = C^, z — c3> ciJ/' — c<íx' = cí, C1Z1 — c%x' = c*j, 

o integral da proposta será 

u! = <p [xy' — yx1, xz' — zx', x, y, z). 

Se com a primeira nos tivessernos servido de outras cinco, nas quaes 
entrasse uma dilíerente d'aquellas de que acabamos de servir-nos, o inte-
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gral , posto que parecesse differente, não o seria na real idade; porque ha 
uma relaç3o entre as seis funcções x, y, z, xy'—yx', xz' — zx', yz1—zy', 
que reduz a cinco o numero das distinctas. 

Com eífeito, sejam xy' — yx = a, xz' — zx' = b. 
i M í •.— x - • 0 i>6j(iup C U--Iti. 

s Vv \ib xV> ' i t 
. az by 

Eliminando x, vem zy — yz' = . 
x x 

M , ,(-,Mjii1Jhiiyqi)liiii SUUVISIICY p.B« ?.6 misiijjieob , - , \J , ' x ,s ,¾ ,x abuo 
Ulfl i ". 

Por tanto , dando ao integral (.Mec. Cel., Iiv. 2.° n.° 18) a fórma 

u' = <f (zy1 — yz', xy1 — yx', xz' — zx', x, z, y), 
'•A Í. Vi x\s -Vi v î xii 

deve entender-se que esta fórma só é mais geral apparentemente , e que 
debaixo de <p não ha senão cinco combinações distinctas. 

A mesma observação deve fazer-se em outros casos, em que apparen-
temente figura como menos geral o integral .que resulta do processo 
exposto. Se apparece debaixo da funcção arbi traria maior numero de 
funcções que o das variaveis independentes menos uma, é por ser alguma 
d'essas quantidades funcção das outras. Ncm outra cousa podia acontecer ; 
porque, se taes combinações fossem distinctas, as equações resultantes da 
diílerenciação do integra! em ordem a todas as variaveis independentes 
não dariam, como devem dar , pela eliminação dos coeficientes differen-
ciaes, uma equação final independente d'esles coeflicientes. 

S 9 4 L Vejamos agora o que acontece em diversos casos. 
I . 0 Se V é nullo, uma das equações (3) torna-se em dz = 0, e dá 

z = a = T:', o que substituído na outra , a reduzirá a uma equação entre as 
duas variaveis x e y, cujo integral p = |i se achará pelos inethodos acima 
expostos. Assim s = cpp será o integral da proposta. 

nifjfe, fiJíiuqoiq cb Iingttfiii o 
Exemplos 

íl T (IT 
L — =z A sendo z = fx (.Mec. Cel., n.° 2 1 ) . 

d a dt ' ' 
gasup <i.n , loií i i e n J u o ob obiviog iomowti! son eiioíiniq k moo sC. 

As duas primeiras equações (3) dão d a ? = 0 , dt + zd% = 0: o integral 
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/,'JtHlIiU >MIÍ> <.r,(i')» m->l'i j > IiSu (8) ,-MlJtiuptf «nb íBiib obnuuQ .£ 

n . E m PV = QX, 

V t .1 

I CALCULO INTEGRAL 4 2 5 

da primeira é x = c; e o da segunda, depois de feita a substituição de 
x = c, é t a f e = e'; 

logo x = c, l -+- as S= c', 

e o integral da proposta é x = 9 (< + az ) . 

py = qx, 

temos P = j/, Q =— x, V = O; 

o que reduz as duas primeiras equações (3) a 

dz = O, ydy + xdx = O; 

logo Tt = Ct = Z, P = P = X 2 - H y 4 , 

e o integral é z = 9 (as 2-I-J / 2) , 

equação finita das superfícies de revolução em volta do eixo dos z (Gtom. 
Anal., n.° 1 6 9 , e Cale. Di/f. n.° 1 5 0 , IV) . 

>ÍM«JÍ1«/ Jiilb -ib 'OUBI o IiIDtj BltI JlOtflii Olril'!) OS1}!; lliíHOmtfb HTitJO BOUItfI 

I I I . E m px + qy = O, 

temos xdy — ydx = O, 

que dá Iy = Ux, y = otx, ~ = a = o; 

•WT 

logo z = ? 

que é a equação dos conoides (n.° 1 5 0 , I I I ) . 
DDD 

!ms*j)iii o 0 
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IV. Do mesmo modo 1 ~ P P > 
onde P não contém z, dá 

P — / F (dx-+-Vdy), z = <pp, 

designando por F o factor, que torna integrável dx •+• P d y . 
2 .° Quando duas das equações (3) não contêm senão duas variaveis e 

suas differenciaes, a integração dá facilmente it e f. 

I. Seja, por exemplo, px + qy = nz. 

As equações (3) dão xdz = nzdx, xdy = ydx, 

das quaes resulta z = axn, y = $x. 

Tirando d'estas os valores de a e [}, e substituindo em a — 9 ([}), será 

portanto o integral a = xny ( ~ 

Vê-se que 9 é uma funcção arbitraria homogenea; e como a proposta 
é o enunciado do theorema das funcçôes homogeneaes (n.° 3 1 7 , 5.°), aqui 
temos outra demonstração d'este theorema para o caso de duas variaveis. 

II . Para px2 + qy2 = a 2 , 

temos x*dz = z*dx, x^dy =Sy^dx; 

logo z—1 — x~1 = Tc, y~1 — x—1 = o; 

I i / 1 1 \ e o integral é = ( p l 1, 
z x \ v x / 

x — a x — v 
ou = 9 * 

xz ^ xy 
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<7 — p X + V, 

4 2 7 

onde X e V designam funcçôes de x , temos 

Xdz + Vdaj = 0, Xdy+ dx = 0; 

I Ydx ( í d x \ 
Iog0

 z = = - J ^ x " + n » + J Y > 

3.° Quando uma das equações (3) contém só duas variaveis, a sua in-
tegração dará « = a: eliminando depois por meio d 'este integral uma das 
variaveis de qualquer das outras duas equações (3), e integrando, teremos 
p = [3: finalmente repondo k em logar de a na express3o p, será o 
integral TC = çp, ou p = <p it. 

I. Seja, por exemplo, qxy—px2 = y 2 . 

Teremos x 2 d z y*dx = 0, x*dy + xydx = 0. 

A segunda dá xy = J3 = p; 

, . . , 3 . . . , ^dx 
e substituindo y — — na primeira, virá dz = O, 

OC OC 

1 3 2 

que dá Z = — - J + a; 
u OC 

i «« 
depois, pondo xy em logar de (J, z — — — = a = TC; 3 x 

sendo portanto o integral pedido 

3zx = j/2 + 3^9 (xy). 
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II. Para 

CALCDLO INTHGRAL 

px qy = n [Zxi -+- y2, 

temos xdz = ndx Vxi + xdy = ydx. 

A segunda dá y = $x; e eliminando y da primeira, fica 

dz = n\/1 -+- p2 . dx, 

que dá z — nx / I -+- = a ; 

logo l = p = p , í - M v / t + í l ) = S i = Icl x \ x / 

e z = n \/ y*+ Xi + (p f ^ 

3 9 5 . Mas, quando x, y e z entram ao mesmo tempo em todas as 
equações (3), não é possivel integrar cada uma d'estas equações em par-
t icular; porque y não se pode suppôr constante na primeira, nem z na 
segunda, etc. 

Neste caso é forçoso recorrer a artifícios particulares de analyse. Assim 
nas equações seguintes (que resultam da integração- por partes, applicada 
a dz=pdx-\-qdy), 

z = px + J (qdy — xdp) (4) , 

z = py + f(pdx — ydq) (5), 

z=px + qy —/ (xdp -H ydq) (6), 

substituindo, em logar de p ou q, o seu valor tirado da proposta, muitas 
vezes se consegue integral-a. 

Seja, por exemplo, p uma funcção dada de q, 

P=Q-
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A relação (6) dá z — Qx + qy — f x (Q1 + y)dq: 

4 2 9 

logo o factor de dq não deve conter x, nem y; e teremos 

+ y = z — Qx + qy — yq, 

sendo 9 uma funcção arbitraria. Eliminando depois q entre estas duas 
equações, para cada fórma da funcção 9, resultará o integral pedido. 

3 9 ® . Quando a equação Pp -+- Qg = V for homogenea em x, y e z, 
faremos x = Iz, y = uz: P, Q, V mudar-se-hão em Pi zn, Qj zn, Vi zn; 
e as equações (3) darão 

Como esta ultima equação contém sómente as variaveis t e u, podemos 
achar o seu integral, e servir-nos d'e!le para eliminar t ou u d 'uma das 
duas precedentes, que então se saberá também in tegrar : em fim, elimi-
nando u e t dos dois integraes assim achados por meio de x = tz e y = uz, 
acharemos as soluções « e p das equações ( 3 ) , e por conseguinte o integral 
* = 9p. 

Seja, por exemplo, a equação pxz -j- qyz = x*. 

(Pi — IV1) dz = zV id t , (Q i — uVi) dz = s V j d u , 

ou, eliminando dz, 

(Pi — f V i ) du = (Q1 — U V 1 ) dt. 

Teremos (1 — l2) dz = ztdt, u (1 — t2) dz = zfidu; 

logo udt = tdu, t = a.u, z Jl— = 

ou, eliminando t e u por meio de x = Iz e y = uz, 

X = OilJ, V S2 — x* = $, 

e 
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3 3 9 . EQDAÇÔES NÃO LINEARES. A integração das equações differenciaes 
parciaes não lineares da primeira ordem pode reduzir-se á d'aquellas, de 
que acabamos de tractar , pelo processo seguinte : 

Seja F (x, y, z, p, q) = 0, 

uma equação não linear da primeira ordem. 
Resolvendo-a em relação a um dos coefficientes differenciaes, por exemplo 

a q, virá 

q = f { x , y, z, p) (1). 

Por serem p e q funcções de x, y, z, e z funcção de x, y, è 

d x \ d x j \ d z / p ' d x d y \dy/ ^ d z J 9 ' 

d'onde resulta, differenciando (1) em ordem a x, 

Esta ultima equação ficará linear da primeira ordem, quando nella se 
substituir a expressão (1) de q, e se considerar p como funcção das va-
riaveis principaes x, y, z; e o seu integral será, como fica ensinado, 

A = ç ( B , C ) ( 3 ) . 

3 9 8 . Como poiém as variaveis x, y, z, estão ligadas pela relação 

dz = pdx + qdy ( 4 ) , 
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à qual deverão satisfazer para que z seja funcção de x e y, será neces-
sário sujeitar (3) a esta equação de condição, de modo que a torne inte-
grável. 

Por serem A, B, C, funcçôes de x, y, z, p, poderão exprimir-se por 
meio d'eilas tres d'estas ultimas variaveis em funcção da quarta e de A, 
B, C. Exprimindo pois assim x, y, z, e substituindo em (4) , resultará 

GtiA + IIdB + KdC + L d p = 0 (S). 

Mas, porque no integral da proposta não pode encontrar-se senão uma 
funcção distincta debaixo da funcção arbitraria (n.° 385) , na equação (5) 
simplificada devem entrar sómente A, B, C (*), isto é, deve (o) redu-
zir-se a 

GdA -+- IIdB +- KdC = 0 (5)'. 

3 9 9 . Para integrar esta equação pelo processo do n.° 375 , conside-
remos A como constante; e chamando JÍ. o factor que torna ^ I l d B + aKdC 
integrável, seja M o seu integral. Satisfará a (5) o systema das equações 

R H - 9 A - O , 1J^ -4- <p' (A) = 0 (6). 

Exemplos 

I. Seja P s - + - 3 — 3/ = 0, ou q = y— p*. 

Formando a equação (2), e integrando, acham-se: 

xs 

A = p , B = — 2 p y + x, C = — 2 pz+- p-x -+-xy -—. 
4 p 

(•) Para a demonstração directa d'esta proposição podem cônsultar-se o Cale. Int. 
de Cournot, n.° 5 3 3 , e os Estudos sobre o n.° 2 3 / do Calculo Integral de Francoeur, 
pag. 12 , 13 e 14, do sr. Luiz da Costa e Almeida. 
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Exprimindo p, x, z em funcção de A, B, C, y, e substituindo em (4), 
acha-se a correspondente (5) ' entre Â, B, C, como tinhamos dicto, 

(2AC + 2A 3 B + B2) dA — (2A4 + AB) áB — 2A 2 dC = 0; 

depois, dividindo por 4A 3 , e integrando na hypothese de A constante, vem 

1 B2 C 1 
M= _ _ A B - —s - — - <p(A) = z + A(Ay-X)- - y*~<pA = 0. 

Por conseguinte o systema das equações (6) é 

z + A (Ai/ — x) — — ?/2 — ipA = 0, I k y - X - ^ A = O , 
Jt 

que, para cada fórma de <p, dará o integral pedido, eliminando A entre ellas. 

II . Seja z — Pi — 0. 

Formando a equação (2), e integrando, acham-se: 

Z Z 
A = y — p , C = - T , B = X . 

p p 

Exprimindo x, y, z em funcção de A, B, C, p, e substituindo em (4), 

vem AB + CdA = 0 , 

cujo integral, na hypothese de A constante, é 

z 
M = B — <oA = x r — ç A. 

y — A 

O systema pedido (6) é pois 
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4 0 0 . Pode usar-se d u m processo similhante, sem conhecer todos os 
integraes A, B, C. 

Seja f\ (x, y, z, p, q, A) =0 

um dos integraes particulares que satisfazem á equação (2). 
Achando os valores de p e q pela eliminação entre f\ = 0 e a pro-

posta F (x, y, z, p, q) = 0, e substituindo-os na equação de definição 
dz = pdx -+- qdy, o integral d'esta será 

f i (as, y, z, A, a) = 0 , 

representando a a constante arbitraria. 
Mas, se derivássemos fa = 0 na hypothese, em que se integrou, de 

serem A e a constantes, a eliminação entre ella e as derivadas 

d f i | dfa dz df.2 | dfa dz ^ Q 

dx dz dx ' dy dz dy 

reproduziria a proposta. 
E se, considerando a como uma funcção arbitraria <p(A) de A, derivás-

semos suppondo A variavel, as derivadas 

d f j d f j d z Z d f i d f j , \ ZdA dk_ dz \ 

dx dz dx V d A d ? A 9 A dx dz dx J 

d f i 
dy 

d f i dz ( d f i Z d A dA i 
dz 

I 
dy VdA \ d y 1 1 dz - d r ) = 0 ' 

seriam ainda as mesmas que as precedentes, comtanto que se estabele-

d f i d f i 
cesse a condição —— + ——— <p'A = 0; e por conseguinte a eliminação 

dA d<f A 

entre ellas e fi = 0 ainda reproduziria a proposta. 
E E B 
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Portanto o systema das equações 

hlx, y , z , A, ©A) = 0, ^ + J Í ^ A - O (7), 

por satisfazer á proposta e conter a funcçSo arbitraria 9, dará todos os 
integraes procurados, eliminando A entre ellas, para cada fórma que se 
attribuir a 9. 

MW Sie^b o *t* . b<i •• 
S 

Exemplos 

I. Assim no primeiro exemplo 9 = 2/ — Pi 

do numero precedente achou-se p = A, e por conseguinte q = y — A 2 , o 
que, substituindo em dz = pdx-\-qdy, e integrando, dá 

z = \x - H y2 — A2y -I- 9 A ; 

e por conseguinte as equações (7) são 

z - H (Ay — a) A — y 2 —<pA = 0, 2 A y — x — ? ' A = 0, 

idênticas com as que se obtiveram naquelle numero. 

II. No segundo exemplo do mesmo numero Z = P1 

' W - . 
acnou-se p = y — A, e por conseguinte q = o que, substituindo 

y — A 
em dz = pdx-\-qdy, dividindo por y — A, e integrando, dá 

X = — + 9 A ; 
y — A T 
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sendo portanto as equações (7) 

idênticas com as obtidas pelo processo empregado naquelle numero. 

4LQA. O methodo da variação das constantes arbitrarias, que aca-
bamos de empregar, e que é muito útil na integração das equações de 
ordens superiores, pode applicar-se, qualquer que seja o modo de obter o 
integral particular F2 (ar, y, z, A, <pÁ) = 0. 

Se, suppondo p ou q, ou qualquer funcção em que entre um des tes 
coefficientes, uma constante A, e substituindo em dz = pdx -+- qdy, depois 
de tirar da proposta a expressão do outro, soubermos achar o integral 
particular F2 (x, y, z, A, a) = 0 = F2 (x, y, z, A, <pA), procederemos 
em seguida como fica dicto, comparando as derivadas d'este integral, obtidas 
na hypothese de ser A constante, com as obtidas na hypothese de ser A va-
riavel, e escrevendo a condição necessaria para que fiquem idênticos os 
dois resultados. 

É assim que no segundo exemplo proposto z=pq, 

pondo p = j / — A ou q = x— A, e procedendo como fica dicto, achamos 
o systema integral debaixo de qualquer das fórmas: 

x Z— — <pA = 0, . Z + < p ' A = 0, 
y — A T ( j /—A) 2 

•<pA = 0, * -f-<p'A = 0. 
* x—A T ' ( X - A j i 

A symmetria da proposta a respeito de p e q fazia logo prever que, dada 
uma d'estas fórmas, também existia a outra. 

4 0 2 . D'este modo facilita-se muitas vezes a integração introduzindo 
uma indeterminada A, com o fim de partir em duas a equação proposta. 

Se j ae s t a f (pt x) = F (q, y). 
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Se fizermos f ( p , x) = A, teremos ¥(q, y) = A; e resolvendo estas 
equações em ordem a p e g, resul tará 

p = ty(x, A) , g = A)« dz = ifdx + ydy. 

Ora , se considerarmos A como constante, ^ e y serão respectivamente 
funcçôes das variaveis x e y; logo, integrando nesta hypothese, teremos 

z - H 9 A = / <\idx - H / -/dy. 

Em fim, derivando em ordem a A, e eliminando A en t re a primitiva e a 
derivada, depois de haver determinado a funcção <p, acharemos o integral 
pedido. 

Por exemplo, em a 2 pg = íc2i/2 

an t/2 

temos —r = — = A; 
X1 aq 

logo p = - - . = ^ q = - = x . 

y' u" 
e por conseguinte 3 a z f çA =X3A + q/A = .*:3 —, 

A A 

cujo systema satisfará A proposta, e dará o integral d'ella, quando se houver 
determinado $ e eliminado A. 
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Reflexões sobre a integração das equações di f ferenciaes parc iaes 

£ 0 3 . Para que o integral primitivo seja geral, é necessário não só que 
satisfaça á proposta, mas também que, tomando d'uma parte as suas de-
rivadas ató uma ordem não inferior á da mesma equação, e da outra parte 
as derivadas des t a equação até áquella ordem, os resultados das duas deri-
vações coincidam. 

Se o integral satisfizer sómente à primeira das duas condições, será 
particular ou singular, segundo se contiver ou não contiver 110 geral. 

I O i . Seja, por exemplo, a proposta 

z = px + qy (a). 

É claro que satisfaz a esta equação a primitiva 

Z = AxH-B i / (1). 

Agora, se integrarmos (o) applicando o processo do n.° 3 9 ! para as equa-
ções lineares, ou os processos do n.° 401 para todas, acharemos: 

o integral z = ^ (2), 

ou o systema z = ax + y 9 a = O, x + y <p'a = O (3) . 

Mas qualquer das fórmas do integral, (2) e (3) , derivada ató a segunda 
ordem, e feitas as convenientes eliminações, conduz ás derivadas de (a) 

xr + ys — O, xs + yt = O, 
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e é por conseguinte geral; em quanto que (1 ) , derivada até a mesma 
ordem, conduz a 

r = 0 , s = 0 , t = 0, 

que não são idênticas com aquellas derivadas. 

Não é pois (1) o integral geral . E como para *}»( — ) = A + B — e 
^xJ x 

para 9a — B -H- k [a — A), se reduzem respectivamente (2) e (3) a (1 ) , 
este integral é particular. 

J K Í 5 . Por tanto o integral primitivo d 'uma equação differencial parcial 
da ordem m deve, para que possa ser o integral geral, conter um numero 
tal de arbi trar ias , que, derivando-o até a ordem m -+- i, e derivando t a m -
bém a equação differencial proposta até a mesma ordem, a eliminação das 
arbi trar ias reduza o numero de equações do primeiro systema ao das equa-
ções do segundo. 

O r a , nas equações de duas variaveis independentes , por serem 
dk F 

— = 0 as derivadas d 'uma ordem k de F = O, tomado a desde 
dx"'dy1 a 

0 até k, e ser conseguintemente fc H- 1 o numero de derivadas d'esta 
ordem, o numero total das equações do primeiro svstema é a somma 
(m + i + i ) ( m + i + 2 ) " 

— da progressão geometnca natural que começa por 
a 

1 e acaba por m + i -f 1; e do mesmo modo, por ser no segundo systema 
k -f 1 o numero de equações da ordem m + k, o numero total das equações, 

desde a ordem m a té a ordem m + i, é a somma <ja p r o _ 

gressão geometrica natural que começa por 1 e acaba por « + 1 . 
O numero das arbi trar ias , extranhas á equação proposta, não deve pois 

ser menor que 

( m + i + l ) ( m + , - + 2 ) ( » ' + i ) ( t + 2 ) 1 
A = - — = (m + » + l)«n — — m[m—1). 

E assim deverá o integral, para ser geral, compor-se de modo que o 
numero das arbi trar ias cresça com as derivações successivas, satisfazendo 
sempre á condição dc não ser inferior a h, 
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406. O modo mais ordinário de conseguir este fim é introduzir no 
integral, implícita ou explicitamente, funcçôes arbitrarias das variaveis; 
porque a derivação d'estas funcçôes augmenta o numero das arbitrarias. 

Assim nas equações da primeira ordem, isto é, para m = 1, se to-
marmos 1 = 0, será h = 2. E portanto basta fazer entrar no integral uma 
funcção arbitraria f, para que esse integral, formando com as suas duas 
derivadas parciaes um systema de tres equações com duas arbitrarias es-
tranhas <p e <p', da eliminação das quaes resultaria uma equação idêntica 
com a proposta, seja por conseguinte o integral geral. 

4 0 9 . Limitamos-nos aqui a estas noções fundamentaes, que serviram 
de ponto de partida a Ampere, a Imschenetsky e ao sr. Gomes Teixeira 
nos seus importantes trabalhos sobre a integração das equações differen-
ciaes parciaes, especialmente sobre a das equações da segunda ordem 
(Memorias d'Ampere nos tomos x e xi do Jornal da Eschola Polytechniea 
de Paris; Eludes sur l'inlégralion des équations, etc. , de V. G. Imsche-
netsky; Integração das equações ás derivadas parciaes de segunda ordem, 
por F. G. Teixeira). 

4 0 8 . Só accrescentaremos que o sr. Gomes Teixeira generalisou a 
expressão do numero total das equações derivadas, desde a ordem 0 até 
a m + i, extendendo-a a qualquer numero n de variaveis independentes, 
pela fórmula [ ( m - f - i -H n) Cn] do numero de combinações de m -H i -I- n 
letras n a n ( A l g . Sup., pag. 4 0 ) . 

Assim, no caso de duas variaveis independentes, esta expressão é 

[(m + t- + 2 ) C 2 ] = ^ + ' + 2 f + ' + 1 ^ . 
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Equações di f lerenciaes parc iaes da segunda ordem 

4 0 9 . Uma equação diferencial parcial da segunda ordem pode conter, 
além dos coefficientes p e q da primeira ordem, os da segunda, 

d?z cPz d^z (Pz 

dx1 ' dxdy dydx ' dy2 

As equações de definição são pois 

dz = pdx + qdy, dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy, 1 

d-z = dpdx + dqdy = rdx2 -f- 2 sdxdy + tdy2 ) 
. (A) . 

4 I O . Comecemos por alguns casos, nos quaes só entra um dos coef-
ficientes differenciaes da segunda o rdem: 

Seja r = P p - b Q , 

representando P e Q funcçôes de x , y , z . 
Nesta equação, por não entrarem as derivadas q, s e t relativas a y, 

deve considerar-se y como constante. E temos assim de integrar uma 
equação differeneial de segunda ordem entre x e z; ajunctando porém, 
em vez da constante, uma funcção arbitraria <pt/ de y, 

dp 
Se P e Q não contém z, a proposta —- = P p + Q é linear entre p 

Qju 

e x, e tem por integral (n.° 312) 

dz fPdx — P fdx 
P ~ Jx = 6 Qdx + W -
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Depois, integrando esta, e ajunctando outra funcçSo arbitraria <J>y, vem o 
integral, com duas funcções arbitrarias, 

Pda — JVdx 
z = Je dx [Je Qdx H - <py) H - <|/y; 

que, no caso de P = O, se reduz a 

z = f d x (Qdx H- <py) H-^y-

Por exempLo, o integral da equação 

xyr= (n—1 )py-»-a, 

, _ _ n— l a 
n a qual P e Q representam respectivamente — - — e — , 

ax xn , 
(n — i)y n 

S i m i l h a n t e m e n t e T = Q J H - P , 

V T ' v V' , U 
não entrando s em P e Q, dá 

- SQdy , . , - / Q d y 
z =Je dy [Je rdy H- yx) + yx; 
"t" 9 M H M i ' '1 '' V" 

que, no caso de Q = O, se reduz a 

2 = 1 J d y ( / P d y H- <?x) H- \x. 

Por exemplo o integral da equação aí = xy, 

na qual Q e P representam respectivamente 0 e —, é 
a 

6az=JiX yt x-+-tyx. 
FFF 
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d*z 
2.0 O in t eg ra Ide <==-,—. = M , 

dxdy 

que se encontra na theoria das curvaturas, é 

z = Jdx JMdy -+• 9« + tyy. 

Por exemplo s = ax •+ by 

dá z = ^-xy(ax + by) + <px-+-tyy. 

dp 
3.° A equação s = —- = Mp -h N, 

tf 

, - ; , , / 
integrada como linear entre p e y, no caso de M e N não conterem z, dá 

dz JMdy —fUdy 
P = -^ = « ( / « N d y + 9'«), 

e depois 

mdy S ^ d y JMdy 
z=*fe dxje Ndy -+- /e yxdx + <|/y. 

\ • • > 1 ? - ' f 1» - 'J 'W t 

Por exemplo sxy = bpx + ay 

e depois z = y ^ » + 
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4 1 1 . EQUAÇÃO LINEAR D E SEGDNDA ORDEM. 

Passemos á equação linear 

R r + ZSs 4 - Ti + V = O, (1), 
/ 

na qual R, S, T, V, representam funcções dadas de x, y, z, p, q. 
Eliminando í por meio da terceira das equações de definição (A), resulta 

R r + ( 2 S - T s + V -+- T = 0 , 
\ ay / dy 

« • 
ou 

Esta equação (2) , com a primeira de definição (A), está no caso das 
lineares da primeira ordem, nas quaes são p a variavel dependente, e x 
e y as principaes. Applicando-Ihe pois o que se disse na integração das 
equações d'aquella ordem, teremos 

Rdy — (zS — T - | ^ ) d x = 0, Rdp -+- (v -+- T dy = O, 
j U 

ou Rdy 2 + T d x 2 — ZSdydx = O, Rdpdy + Jdqdx + Vdydx = 0 . . . ( 3 ) ; 

cujos integraes c = A, c' = B, dão o da primeira ordem da proposta 

A = ? ( B ) . 

A applicação da regra, que serve para integrar as equações da primeira 
ordem, á transformada (2) suppõem que R, S, T, V, p, e q são funcções 
de x e y, ou que z é funcção das mesmas variaveis. Esta condição é ex-
pressa pela primeira equação de definição (A), a qual por isso se deve 
ajunctar ás equações (3), quando se tracta de obter os seus integraes. 

Procedendo como no n.° 392 , podíamos verificar que A = <p (B) satisfaz 
com cfleito à proposta (1) (Ca/c. El. de Lacroix, n.° 349) , 
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4 L 1 2 . A solução, a que acabamos de chegar, é applicavcl á proposta 
mais geral 

R r 4 - 2Ss + Ti + V + N (rí — s2) = O (4), 

objecto especial do estudo de Monge e dos outros Geómetras que depois 
d'elle se tem occupado da integração das equações differenciaes parciaes 
da segunda ordem. 

Com effeito a expressão rt — s2 = — —s^qdy ^ 
dxdy 

que se tira da segunda e terceira das equações (A), sendo substituída cm 
(4), transforma-a em 

R r + [ 2 S - N ( | L + ^ ) ] i + T i + V + N ^ ? = 0 ; 
dxdy 

para reduzir á qual a fórma (1), basta mudar nesta 2S em 2S—N ( — + — ^ 
dpdq t/y dx 1 

e V e m V - f N • Por conseguinte, fazendo aquellas mudanças nas 
J 

equações (3), resultarão as correspondentes ao problema actual: 

Rdy 2 — 2 S d x d y + N ( d p d x + dqdy) + T d x 2 = O,] 

Rdpdy + Tdqdx + Wdydx + N d p d q = O, J 

as quaes se tornam em (3) , como deve ser, quando é N = O. 

( 5 ) , 

Substituindo na primeira (5), por dpdx + dqdy, a expressão que dá a 
dy 

ultima das equações de definição (A), e resolvendo em ordem a —, acha-se, 
dx 

depois de posta por (rt — i ) 2 a sua expressão tirada de (4), 

d y _ S — N s ± y / S * — R T + V S S - N s ± V G 

I x Í T + N í ~ I l + N i ' 
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isto é, R d y -f- N (tdy +• sdx) — (S =fc K G) dx = 0, 

ou, em virtude da 3." equação (A), 

Rdy + Ndq — (S ± Í /G) dx=0. 

Depois, eliminando T entre as duas equações (5), e substituindo na 
resultante a expressão de Ndq tirada da equação precedente, vem 

As equações pois, que dão as funcções A e B de A = ç (B), são : 

S 9 - R H - V N = G , j 

e R d y + J M g — ( S d = J / G ) < t e = 0. Rdp +Vdx + (S + VG)dq = 0 , 1 . ( 6 ) . 

Dos dois signaes, superior ou inferior, de VG escolher-se-ha aquelle que 
mais convier pnra fazer as integrações. 

Em vez da segunda ou da terceira, pode usar-se de 

que resulta da eliminação de dq entre ellas. 

4 8 3 . Como as equações (5) e a de definição dz = pdx + pdy con-
tém as cinco variaveis x, y, z, p e q. a eliminação de duas d'estas varia-
riaveis, para effectuar a qual se indicaram os processos no capitulo relativo 
á integração das equações simultaneas, dará uma resultante que conterá 
tres das mesmas variaveis. Por conseguinte, segundo Satisfizer ou não sa-
tisfizer esta resultante á condição (2) de integrabilidade do n.° 3 7 3 , 
assim haverá ou não haverá uma equação que seja o integral d'ella, isto é, 
assim a proposta terá ou não terá um integral intermédio da primeira 
ordem: sem que d'ahi no entretanto se possa concluir que á falta do in-
tegral intermedio corresponde a do pi imitido. 

Rdp + Vdx +(S + K G) dq = 0. 

dz = pdx - f - qdy. 

N d p — (S zp K G ) dy -+- Tdx = 0, 
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Não acontece porém o mesmo na integração das equações differenciaes 
parciaes da primeira ordem (n.° 3 9 1 ) ; porque nessas as duas equações 
differenciaes totaes, que devem dar n — a, p = S, contêm as tres variaveis 
x, y, z, e portanto, eliminando uma d'estas, fica a equação resultante 
entre duas variaveis, a qual por isso tem sempre um integral. 

Assim, para ar = q, que se encontra na theoria mathematica do calor 
(Cale. de Navier, n.° 4 8 9 ) , as equações (6) reduzem-se a 

dy<= 0, dp—qdx=0, 

das quaes a segunda entre as tres variaveis p, q e x não tem um integral 
(n.° 3 7 3 ) . Não ha pois uma equação única integral da proposta. E com 

tudo, pondo z = Ceax ^ 

e substituindo na proposta, vem aofi— [ 3 = 0 . 

Por onde se vê que, tomando por a quaesquer números a ; , satisfarão á 
proposta as primitivas 

e conseguintemente a sua somma 

Z=ICie^x+ aai2y. 

4 1 4 . O processo, que acabamos de empregar, applica-se á equação 
differeneial parcial linear de qualquer ordem n, de coefficientes constantes; 

porque da substituição de z = e*x + ^y, e da suppressão do factor e "^" 1 "^ , 
resulta f (a, fâ) = 0: e por isso o integral é 

z = l C i e * i x + t i y , 

dando valores arbitrarios a uma das quantidades a ; , (3j, e tomando por 
valores correspondentes da outra os tirados da equação f ( a i , [3() = 0. 
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4 J L 5 . Se, applicando Ã segunda ordem, isto é, a ro = 2, o que se disse 
no n.° 4 0 6 , tomarmos t = 0, será h= 5. 

Assim o integral geral d 'uma equação da segunda ordem deverá c o m -
por-se de tal modo que o numero de arbitrarias da sua derivada de segunda 
ordem não seja inferior a cinco. O que pode conseguir-se, fazendo ent rar 
nelle duas funcções arbi trar ias 9 e <J> das variaveis; porque as duas der i -
vações successivas introduzirão a s quatro funcções 9 ' , i |/, 9 " , i|i"; sendo 
assim seis o numero total das arbi t rar ias ext ranhas á equação proposta. 

No modo de integração exposto no n.° 4 1 1 en t ram com effeito no in-
tegral primitivo aquellas duas funcções. 

Exemplos 

I. Seja a equação q 2 r — 2pqs + ph = 0. 

Comparando com (1) , temos 

R = q*, S = —pq, T = p 2 , V = O. 

Por tanto as equações (6) são 

G = O, 

q*-Vpqdx = O1 q^dp—pqdq = 0, 

no 

das quaes a pr imeira , equivalente a dz — 0, dá z = B, e a segunda dá 
,Urrr- / ,UtKI "T ' ^k- A 'i~'V " Vi ^ . ~ 11 *' -V**̂  F • iliUIí Illl 

P • P — = A; sendo assim o integral intermedio — = 9 ( 4 ) 
1 9 

Para in tegrar de novo, o processo do n.° 3 9 1 dará 

dz = 0, dy = — 9 (z)dx; 

depois z = 0L, y + x ç («) = ^; 

e finalmente y -+- x 9 (z) = t{< (z). 
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II. Do mesmo modo rx* + 2xys + j/2/ = O, 
' .0 • !, !• ') - - \ I f n 1 I;.ÍÍJ 

na qual são R = = X i , S = Xyt T — y2 , V = O, 
t;..- f)i) ! U<i !'JlJ itili i.t) r iil ii: ilíH Ip iíi '.vTOIliljir O iIIilI OwOIfl'! 

dará G = O, e portanto (eq. 6) successivamente: 

primeiro x*dy — xydx = O, x*dp -+- xydq = O, 

o uío ) iíi / V \ 

y<=Bx,p + Bq = A,px + qy = xy J; 

depois xdy — ydx = 0, dz — <p ^ dx = O, 

y = ax, Z = X Ç (a) + £ =®<p ( ~ ) + P» 

III . Seja r (1 + g2 + pg) + í (g2 — p 2 ) — t ( l + p2 + pg) = O, 

ou, pondo p = (m + n) , q = -1 (m — n), 

r ( l +mq) + sm {q—p) — t (1 +mp) = 0, 

na qual R = 1 + mg, S = -i m (g — p) , T = — (1 + mp), V = O. 

' 3 ) A = - OI1>?JI:II I'J<ui !I' I^OJMÍI O tanttv. 00113« : A = 

P o r s e r G= j (g — p) 2 m2 + (1 + mg)( l + mp), 

_ (q-t-p)2 m2 4- 4 (1 + mg) [1 + mq + m ( g — p ) ] 

ou 

G = K i - P ^ 2 ( 1 + ^ ^ l 4 w g t S + K G = ~ ( Í + W p ) , 
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as equações (6) dão 

d y — dx== O, (1 -f mq) dp— (1 + mp) dq = 0, 

ou dy — dx = O, mndm — (2 + m2) dn = O; 

e depois y — ac = a, (¾ y 2 -H m2 = n, 

N == \ / 2 -+- M 2 <p' (y — ÍC). 

Para in tegrar esta equação da primeira ordem, substi tuamos em 
dz = pdx-\-qdy os valores 

i {)?* , - - J?*''", > r" v * ' í * > ) 'Jt -'!(l(1£'{ J 

P = - ^ i m + N / 2 + m 2 . í
, ( y — a r ) ] , q = ^ [m — ^2 + m 2 . < p ' ( y - a ; ) ] , 

o que dô 2 d z = m (dx + dy) + y/2 + m 2 . 9 ' (y — a;) (dy — da;). 

E, applicando o processo do n.° 3 7 5 , supposta m constante, o integral 
será representado pelo systema das duas equações : 

2 z + (J) (m) = m (x + y) -+• V 2 -H m 2 . <p (y — as), 

m 
f (m) = x + y + — = = . 9 (y — x ) . 

V 2 - + - m 2 

IV. Seja y2< -f r + yq = 0. 

Temos R = I, T = y 2 , S = O, V = y j , 
GGG 
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o que dá 

G = — y 2 , S — VG =— yV— 1, S -\~Vy = -hyV— 1, 

e portanto as equações (6) 

dy — y V — I d x = O , dp — y V~— 1 dg + yqdx = 0. 

Integrando estas equações, virá 

y e — 2 V - 1 = B1 p — Ilq V—. 1 _ A, 

p—yq Y— 1 = [ye-*s-i). 

Depois, integrando as equações do n.° 3 9 1 , 

dy + yV— 1 dx = 0, dz —9*1 ( y e - * ^ - 1 ) dx = 0, 

teremos y e * v / - i = a , z — 9 ( a e - 2 * V — i) = z — 9 ( y « 1 / — i ) = 

e finalmente z = <f(ye~xV-i) —|— (ye®v/— 1), 

ou (^ /y . Su/>., n.° 159) 

z = 9 [y (cos® — V— 1 senx)] + <J> [y ( c o s x - J - V — 1 senx) ] . 

É a equação da altracçSo dos cylindros (.Mec. Cel., liv. 2.°, n.° 13). 

V. Seja r = 62 / , 

isto é, R = I, S = O, T = — 6 2 , V = O; 

e portanto G = ò2 . 
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As equações (6) dão 

dy — adx = 0, dp — adq = 0, 

p — aq = (y — ax); 

e depois teremos 

dy + adx = 0, dz — (y — ax) dx = 0, 

z = <p (y — ax) 4 - <|> (y + ax) . 

A equação proposta é a das cordas vibrantes (Cal. de Navier, n.° 4 9 3 ) . 

VI. Seja r< = s2 , 

isto é, I l = = O , S = 0, T = 0, V = 0, G = 0, N = 1. 

As equações do n.° 4 1 2 , 

Rdy + Ndg — (S ±VG)dx= 0, N d p - ( S q= K G ) d y +-Tdx = O, 

dão dq = 0, dp = 0 , 
A b V l O f i J f l 9 ObiiBdM . a A i ^ t y f â ™ ^ * * " í j ^ L 

-V. i ' , j •:; 11 í)f.-iinJÍ!'<!ii» , , 9 tA,Y r u ' / A •{ .:; 
Substituindo depois em dz = pdx 4- qdy, integrando na hypothese de 

p constante, e continuando a proceder como se disse no n.° 3 9 1 , achare-
mos o systema 

z = px + y<?(p) + ty(p), 0 = x + y<f'(p) + V ( p ) . 

A proposta é a equação das superfícies planificáveis (n.0 ' 150, V, e 183) . 
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116. A complicação d'estes cálculos torna-os muitas vezes de execução 
difficilima. Por isso exporemos desenvolvidamente o modo como deve p ro -
ceder-se quando os coefficierites R, S, T, são constantes, N nullo e V uma 
funcção de x e y; caso que tem muitas applicações. 

S - h f / G S — V G 
En tão , pondo = m e = n, 

R R 

as equações (6) dão 

y — mx = B, Rp -+ nRq -+-/Xdx = A, 

Rp 4- « R j -+- JXdx = çj (y — mx). 

Para integrar esta equação, eliminaremos p entre ella e dz = pdx-f qdy, 
o que dará 

Rdz -+- dx JYdx — dx (y — mx) — Rg (dy — ndx); 
» 

e teremos (n.° 3 9 1 ) 

y — nx = $, Rz -+-JdxJYdx— Jdxf 1 (y — mx) = <x, 

Rz-+-JdxJYdx = 9 [y — mx) H- <L (y — nx). 

Para effectuar este calculo, convém fazer as seguintes observações: 
1.° Em V deve substi tuir-se m a ; + B por y, e, achando então JYdx, 

rest i tuir depois y — mx em logar de B. 
2 .° Em dxjYdx e dxy\ (y — ma;) devem substituir-se nx + [5 por y, 

e, achados então JdxJYdx e Jdxy\(y — mx), resti tuir depois y — nx 
em logar de |3. 

k 
Exemplo . Seja r — * — 21 = 0, 

isto é , R = | , S = - I , T = — 2 , V = - Z i / - 1 ; 
Z 



CALCL1I-O INTEGRAL 4 5 3 

e portanto G = 2 —, n =— 2, m = 1. 

/
dx 

— = — kl (x + B) = — kly, 
x + B e (n.° 199) 

JdxJWdx=-Jkdxl (— 2x + ?) = ^ k[(í—2x)l(:i—2x) - (£— 2x)\ 

= 2k(yly — y); 

Jdxtf1 (y — mx) =Jdxy1 [(» — m) x -f = <p {y — mx)-, 

e portanto 3 + ^ k {yly — y) = <p [y — x) + <j/ [y + 2x). 

<11®. Integra-se algumas vezes segundo o processo do n.° 4 0 2 , que 
consiste em partir em duas a proposta, introduzindo uma indeterminada Ô. 

Por exemplo a equação rt — S 2 ==O, 

de que tractámos no exemplo VI do numero precedente, dá 

s t 

das quaes se tiram r = s6 , s = <0, e por conseguinte 

rdx -f sdy = G ( s d x -f ídy), ou dp = Q dq. 

Esta equação só é integrável no caso de ser 0 funcção de q; e o seu 
integral èp = y(q). Depois continuando como naquelle numero, achare-
mos o integral procurado. 
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Integração das equações di f ferenciaes parc iaes 
por meio das ser ies 

• £ 1 8 . Muitas vezes convém, ou torna-se necessário pela deficiencia 
dos methodos geraes, procurar por approximação os integraes das equações 
differenciaes parciaes. 

Supponhamos dada uma equação da primeira ordem entre p, q, x, y, z. 
Para desenvolver o seu integral n u m a serie ordenada relativamente a uma 
das variaveis x, temos a formula de Maclaurin 

z = f + x f + 4 - a r + 4 - x ' T + . . . . , 
52 O 

sendo as funcçôes f, f de y aquillo cm que se torna o integral 
z = f (x, y), e suas derivadas em ordem a x, quando nellas se faz x —- 0. 

E no caso de a: = O tornar infinitas algumas das funcçôes f , f . . . r e -
cor rer -se-ha ao que fita dicto no n.° 3 3 3 . 

< 1 1 9 . Para determinar as funcçôes, f , f ' . . . supponhamos a proposta 

resolvida em ordem a p, P—F(q, x, y, z). 

Fazendo x = 0, teremos f = ~p(~, (x = 0) , y, f^j. 
if 

Por tan to f , e as suas derivadas successivas f", f " , . . . . dependerão 
da funcção f , que f ica arbi t rar ia . 

Do mesmo modo, resolvendo em ordem a r a equação da segunda ordem, 

r = F ( p , s, /, x, y, z), 

df d*f 
e fazendo X= O, teremos /"" = F ( f , — - , (x = Q), y, f ) , 

dy dy1 

a qual faz depender / ' ' , / " ' de f k f , que f icam arbi trar ias . 
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Para a terceira ordem mostrariamos por um raciocinio similhante que 
a serie precedente é o integral, com as tres funcções arbitrarias f , f , f". 

Em geral : qualquer equação differencial parcial da ordem n tem um 
integral com n funcções arbitrarias. 

dx dx 
4 2 0 . Seia, por exemplo, a equação — — z — ~ , 

da. dl 

de que tractámos no n.° 3 9 4 , sendo z uma funcção de x. 
Se partirmos da proposta, e mais geralmente de 

dnx \ dt' 
dst" d t » - 1 

acharemos, attendendo á mesma proposta e á independencia de a e í, 

. f d2x , dz dxi 
-1 Z n h IlZn-1 

L dtxdt di dt J 
, 1, ^ x 

fln—1 I zn _ _ 
d"+1X L dctdt ' "" da dt 
d a " + 1 = d t " - 1 

,1 , . d?x dz (dx 2 

d " (z»+l — ) 
dl 1 

dtn~i dtn 

Chamando pois <pí aquillo a que se reduz x quando se faz a = O, temos 

r . + w r - ' - ! * ® . 

E substituindo na formula de Maclaurin, vem 
• 

X _„ + ..y, + _ * - U J + -.«a -L i Li + 

que é [p. 67 , f. (C1)] o desenvolvimento de a? = ç (í -f az), 
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- 3 2 1 . Lagrange propoz também a approximação dos integraes por 
meio dos coefficientes indeterminados. 

Faz-se z = 9 [y) + x\ (y) + x\ (y) + xs n (y) + . ..; 

depois, tomando as differenciaes necessarias, substituem-se na proposta, e 
comparam-se os termos em que x tem o mesmo expoente. D'onde resultam 
diversas equações, por meio das quaes se determinam as funcçôes de y 
que não devem ficar arbitrarias. 

Seja por exemplo a equação ar = q, 

de que se tractou no n.° 4 1 3 . 
Para ella a serie precedente dá 

d*z dz 
j = r = 2^ + 6x75 + . . . , — = q = 9' + x } ' + ; dx4 dy 

depois, substituindo na proposta e comparando, acham-se 

" " T a * ' 

por conseguinte z = 9 -f xty + — x 2 f ' -f- — X3A' +. 
2a 6a 

/ 1 • 

Do mesmo modo, integrando a equação 

d 2 z d 2 z d 2 z 
H — — 6 . dx2 dy* dt2 

acharemos 

z = 9 -f- X<|i 
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4 3 2 . No raciocínio, que empregámos no n.° 4 1 8 para mostrar que 
a equação da ordem n tem n funcçôes arbitrarias, suppozemos em geral a 
equação completa. Mas é possivel que a serie obtida em casos particulares 
não dê o numero completo de funcçôes arbitrarias: como acontecerá se a 
ordem mais elevada dos coefficientes differenciaes não for a mesma para todas 
as variaveis independentes; por isso que a derivação de ordem mais ele-
vada, relativamente á variavel segundo as potencias da qual se faz o desen-
volvimento, deixa arbitrario um numero de funcçôes egual a essa ordem. 

Assim, no primeiro exemplo do numero precedente, se em vez de or -
denar o desenvolvimento relativamente ás potencias de x, o ordenarmos 
relativamente ás potencias de y, acharemos outra serie 

= » (®) + ayn" (x) + — a9-y*o>,v (as) + 

com uma só funcção arbitraria w (x). 
E fazendo, como Poisson, na primeira 

depois substituindo nella estas expressões, e finalmente pondo 

A -f k'x + 
Bx* B'x3 

f . . . . = W 

aquelle integral coincidirá com o ultimo. 
Cumpre porém não esquecer que no uso d'estas series, como no de todas 

as outras, é necessário verificar a sua convergência, sem a qual o emprego 
d'ellas daria resultados illusorios. 

Ii li o 
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Integração das equações differenciaes parc iaes 
por in tegraes definidos 

4 2 3 . Para exemplo d'esta integração tomemos a equação do n.° 4 1 3 

ar = q, 

cujo integral é z = ! ^ * » ® + 0 * ^ -

Pondo to — a Vay em vez de w na equação (2) do n.° 27 f i , 

r00 2 
/ «.-"(/o, = Vr., 
I — » 

v 

f i c a f X
 e - - í + W « » - « . l » < Í M = a ^ i e t 

J-OO 

f 
ajy 1 / " » —6.2-+-2Wa2/. 

que dá e ==• — / e da». 
VtsJ- oc 

Substi tuindo pois na expressão de s, vem 

1 r °° Zi (®+2«/ay) - o , 2 , 
z = r r l 2 Cfe e r ico; —o. 

ou, pondo <p(íc + 2 w l / a y ) e m logar d e 2 C1-e*i(x + W » 

1 />00 

2 = — / <p (x + 2 to Vay) e 
V ItJ —oo 

Mas, para que esta formula seja applicavel, é necessário dar a o uma 
fórma tal que o integral definido conserve um valor finito, quaesquer que 
sejam x e y. 
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Soluções s ingulares das equações di f ferenciaes parc iaes 
da pr imeira ordem 

4 2 4 . Sejam F = - O , V = O, 

uma equação differeneial parcial entre as derivadas independentes x\, x%,... 
xn, e o seu integrai completo, com n arbitrarias a\, a*,. .. an. 

O integral V = O ainda satisfará a F = O1 suppondo variaveis as arbi-
trarias, com tanto que seja nulla a sua differeneial em relação a ellas, isto é, 
com tanto que seja 

^ , dV J V j . . . . 
- — dai + —— das • • • + ~r~ «°n = O (A)« 
da\ dai dan 

Agora : 
I . 0 Se em (A) tomarmos da i = 0, daç> = 0 , . . . . da„ = 0, o integral 

V = O será completo. 
2.0 Se entre duas, ai e ak, das arbitrarias estabelecermos uma relação 

arbitraria a; = <p (a*), o que dará da* = ç' (a^) da/ ;, substituirmos em (A), 
egualarmos depois a zero os n — l coefficientes das restantes, e elimi-
narmos entre estas e V = O aquelles coeflicieuves, resultará o integral geral. 

3.° Se entre V = O e os n coefficientes de (A) egualados a zero se 
eliminarem as n arbitrarias, resultará um integral particular ou uma so-
lução singular. 

Applicando isto á equação s = px + qy + f (p, q), 

á qual satisfaz o integral z = ax + by + f (a, b), 
teremos: 

I . 0 O integral completo z = ax +- by + f(a, b). 

2.0 O systema integral geral df df 

a = o a j+ y? (a) +•f{a,ya), 0 = x + y <p'(a) + — -h ^^ <p'a. 

3.° O systema integral particular, ou a solução singular 

z=?ax + by + f(a, b), x+ ^ = 0, = 

{Cale. de Serret , n.03 8 0 5 e 8 0 6 ) . 
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Das funccões arbi trar ias 
o 

4 % Ã . 0 que dissemos (n.° 2 6 3 ) a respeito das constantes introduzidas 
nas integrações ordinarias, tem applicação á s funcções arbitrarias 9 , <J>,. . . 
das equações differenciaes parciaes. Em quanto só pretendemos integrar, 
isto é, achar uma expressão que por meio das regras do calculo dif-
ferencial reproduza a proposta, são 9 , ( J > , realmente arbi trar ias: 
mas, logo que tivermos de applicar os resultados a questões de Geometria, 
Mechanica, etc. , estas funcções poderão tomar fórmas determinadas, e 
deixar de ser arbitrarias. Melhor se entenderá isto por meio de alguns 
exemplos. 

I. A equação das superfícies cylindricas é (n.° 44 , e Geom. Anal. n.° 167) 

y — hz = 9 (x — az), ou ap -+- bq = I. 

A primeira d'estas equações é integral da segunda; e 9 é uma funcção 
arbitraria, cuja fórma depende da curva directriz. Se a base do cylindro 
está situada no plano dos xy, e é dada por sua equação y = f x , deverá 9 
ser tal que essa base seja comprehendida entre os pontos do espaço desi-
gnados pela equação y — bz = 9 — az), isto é, que satisfaça a esta 
equação. Fazendo pois 2 = 0, as equações y — yx c y = fx deverão ser 
idênticas, tendo por conseguinte 9 e f a mesma fórma; e a equação do cy-
lindro particular, de que se tracta, será 

y — bz = f ( x — az). 

Em geral, sejam M = O, N = 0, as equações da directiz. Fazendo 
x — az = «, podemos, pela eliminação, achar x, y, z, e portanto y — bz 
em funcção de u; o que dá a fórma da funcção 9, e por conseguinte a 
equação y — bz = <f(x — az) da superfície cylindrica particular, de que 
se tracta. 

II. Similhantemente as superfícies de revolução em torno do eixo dos z 
têm por equação py = qx, cujo integral é x2 + j/a = 9z (n.° 44 , e Geom. 
Anal. n.° 169) . Em quanto a generatriz fica indeterminada, a funcção 9 ó 
arbi t rar ia : mas se esta curva é dada por suas equações M = O , N = O , então, 
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pondo z = w, eliminando x, y e z por meio d'estas tres equações, e sub-
stituindo em ®2 + 1 / 2 = <pu, ficará determinada a fórma da funcção <p; 
de sorte que a equação x2 + t/2 = <pz será exclusivamente a da superfície 
proposta, cuja generatriz é M = O, N = O. 

Supponhamos que o corpo é gerado pela revolução d'uma superfície 
movei, invariavelmente ligada com o eixo dos z, e dada pela equação 
M = O. Considerando esta superfície n u m a das suas posições, poderemos 
tirar da equação M = O as expressões de p e q em x, y e z; e substi-
tuindo-as em py — qx = 0, teremos a outra equação N = 0 da curva de 
contacto da superfície generatriz com o corpo gerado, por isso que os planos 
tangentes são communs a ambos. Assim, as equações M = 0, N = O são 
as d'uma curva, que se pode considerar como generatr iz ; o que faz recair 
no caso precedente. 

III. O conoide tem por equação px -+- qy = 0, cujo integral é y = x<pz 
(n.0! 150 , III , e 3 9 4 , I I I ) . Fazendo z = u, e exprimindo x, y e z em u 
por meio das equações M = O , N = O , da curva directriz, determinaremos a 

fórma de <fu= —; e por conseguinte a equação particular y = xyz do 
X 

conoide proposto. 

Quando a directriz é um circulo descripto num plano parallelo aos yz, 

cujas equações são x = a, J/2 -+- z* — 62 , 

acha-se a2»/2 H- z 2 x 2 = 62a;2. 

IV- O integral da equação dos cónes (n.° 4 i , e Geom. Anal, n.u 168) 

Para que a base do cóne seja um circulo descripto no plano dos xy, e 
com o centro na origem, devemos ter 

c = p (x — a) + q [y — b), 

é 

s = O1 x* - b j / 2 = r s , e x — a = m ( z — c), 

o que dá s = 0 , x = a — cu, y — V7 r 4 — (a — CM) 2 . 
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Substituindo estes valores em y — b = (z — c)<pu, resultará a fórma 

4LQH. Estes exemplos bastam para mostrar como devem determinar-se 
as funcções arbitrarias, quando se tracta de applicar os cálculos geraes aos 
casos particulares. Seja em peral K = * 9 (L) um integral, com a funcção 
arbitraria 9 , representando K e L funcções dadas de x , y e z ; e suppo-
nbamos que a equação deve reduzir-se a F ( a \ y, z)—0, quando se suppõe 
f[x, y, s ) = 0 . Esta condição corresponde em Geometria a pedir que a su-
perfície procurada, cuja equação é K - 9 L, passe pela curva dada, que 
tem por equações F = O, [ = 0 . Para Ilie satisfazer, faremos L = u, e 
eliminando x, y, z entre esta equação e as duas precedentes, substituiremos 
em K=<p(u ) as suas expressões em u, assim achadas; o que determinará 
a fórma da funcção 9 e o integral procurado. 

Se tivessemos de determinar duas funcções arbitrarias, seria necessário 
que se dessem duas condições; e um calculo similhante ao precedente faria 
conhecer a fórma d'essas funcções. 

4L29 . Masse a natureza da questão não permitte determinar as f u n -
cções arbitrarias (o que acontece em muitos problemas de Phvsica e Geo-
metria transcendente), ellas ficam indeterminadas, e as propriedades, que 
se acham sem particularisar estas funcções, têm logar em geral. 

Para explicar este caso geometricamente, supponhamos que nas expres-
sões, de que se tracta, entra um termo da fórma ç>x. Se descrevessemos 
no plano xy a linha que tem por equação y = <px, as suas ordenadas y 
seriam os valores da funcção 9: e , sendo 9 arbitraria, esta curva poderia, 
não só ter uma fórma qualquer, mas até ser traçada á mão por um movi-
mento livre e irregular; e ainda ser discontinua, isto é, formada dé ramos 
differentes unidos pelas extremidades; ou disconligua, isto é, formada de 
partes isoladas e separadas umas das outras. Foi Euler quem pôz estes 
principies fóra de toda a dúvida, até contra a opinião de Alembert, que 
se pode considerar como o inventor do calculo ás differenças parciaes; 
calculo cujos recursos são immensos, cujas applicações são d'uma utilidade 
illimitada, e que serve, como acabamos de ver, para submetter as funcções 
irregulares á analyse malhematica. 

d e 9 ; e substituindo n a proposta, 
do cóne, de que se tracta, 

(1zy — 6z)2 + (az — cx)2 = r 2 (s — c)2. 
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C A L C U L O D A S V A R I A Ç Õ E S 

4 2 8 . Antes da descoberta do Calculo das variações muitos geómetras 
já se tinham occupado dos problemas dos isoperimetros; mas, como para re-
solver cada um d'el!es empregavam um methodo particular e artifícios de 
analyse ás vezes muito complicados, os processos, de que se serviam, não 
formavam um corpo de doutrina. 

Estava reservado para Lagrange reduzir todas as questões a um methodo 
uniforme que vamos expor. 

Posta uma funcção Z = F (x, y, y', y",. . . ) , na qual y', y",. . . desi-
gnam as derivadas de y considerada como funcção y = ox de x, pode exi-
gir-se que Z tenha certas propriedades, por exemplo, de ser maxima ou 
minima, quer assignando ás variaveis x, y, valores que satisfaçam a essa 
condição, quer estabelecendo relações entre as variaveis, e ligando-as por 
equações. 

4 2 9 . Quando a equação y = yx é dada, tiram-se d'ella y', y",. . .. 
em funcção de x, e substituem-se na proposta, que se torna em Z = f x . 
Nesse caso as regras conhecidas do Calculo differeneial ensinam a achar os 
valores de x que tornam fx maxima ou minima; o que corresponde a de-
terminar, d 'entre os pontos de uma curva dada, aquelles para os quaes a 
funcção proposta é maior ou menor do que para os outros pontos da mesma 
curva visinhos dos primeiros. 

Mas quando a equação y = ^x não é dada, então, attribuindo succes-
sivamente a <f differentes fórmas, também Z = /x tomará differentes ex -
pressões em x. E, se quizermos assignar a <px uma fórma tal que o Z 
correspondente a cada valor de x seja maior ou menor do que para qual-
quer outra fórma de ox infinitamente visinha, o problema pertencerá ao 
Calculo das variações. 

4 3 0 . Este calculo não se limita unicamente à theoria dos máximos e 
minimos; mas contentar-nos-hemos com a exposição d'e!la, por ter appli-
cação em questões muito importantes, e por bastar para a intelligencia 
das regras do mesmo calculo. 

Cumpre advertir que, em tudo o que vamos dizer, as variaveis x e y 
não são independentes; mas a equação y = ox, que as liga, é desconhe-
cida, e a fórma de <?x pode variar independentemente de x. 
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4 3 1 . Substituindo y + k em logar de y, y' + k' em logar de y1 

onde k, k't... . representam uma funcção arbitraria de x e as suas deri-
vadas, tornar-se-ba Z = F ( x , y, y', y'', .. .) em 

Z1 = F (a , j/ + /¢, y'+k', y" + k",...); 

e como o theorema de Taylor tem logar, quer sejam dependentes, quer 
independentes, as quantidades y, y', . . . e os seus augmentos k, k',... será 

dl dl , dl 
Z i = Z + k—+k' — H - A " - H -

dy dy dy' 

com tanto que, para achar este desenvolvimento, operemos como se x, y, 
y \ . . . . fossem variaveis independentes. 

Posto isto, tracta-se de determinar a fórma de <px de modo que, para 
o mesmo valor de x, se tenha sempre Z1 < Z ou sempre Z1 > Z, suppondo 
k, k' muito pequenos; e, discorrendo como na theoria dos máximos 
e minimos ordinários, vê-se que esta propriedade não pode verificar-se sem 
que os termos da primeira ordem sejam nullos, isto é, sem que seja 

, d l ,,dl , , d l 
k l~ k - j - j H - k —- -J- . . . . ~ 0 . 

dy dy' dy" 

Como k é arbitraria, para cada valor de x, e pode variar o seu valor 
ou a sua fórma independentemente de x, também k', k ' \ . . . . são a rb i -
trarias. 

Portanto a equação precedente parte-se, em virtude da independencia, nas 

d l _ Q Ml d_l q 

dy ' dy' ' dy" 

respectivas ao máximo ou minimo em ordem a cada uma das quantidades 
y, y', y", 

Para que haja máximo ou minimo, é necessário que estas equações 
subsistam simultaneamente, qualquer que seja o valor d e x ; e, havendo-o, 
a equação y — yxf que resultar d'ellas, será a procurada, isto é, a que tem 
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a propriedade de tornar Z maior ou menor, para cada valor de x, do que 
o correspondente a outra fórma muito visinha. 

Para distinguir o máximo do minimo, attenderemos aos termos da se-
gunda ordem de Z, conforme a theoria ordinaria. 

Mas, se estas equações não derem todas a mesma relação entre x e y, 
o problema será impossível, ao menos no estado de generalidade em que 
foi proposto. Então, se algumas d'ellas concordarem, a funcção Z terá 
máximos ou mínimos relativos a algumas das quantidades y, y', y" 
sem que os tenha absolutos e communs a todas estas quantidades; e as 
equações, que concordam, darão os máximos e minimos relativos. Se qui-
zermos porém fazer Z máximo ou minimo sómente em ordem a uma das 
quantidades y, y', y",.. ., o problema será sempre possível, por não ser 
necessário nesse caso satisfazer a mais d'uma condição. 

Se na mudança de fórma da curva y = yx quizessemos consi-
. dl 

derar as variações de x e y, accrescenlariamos à expressão de Zi , e 
dZ d x 

— = 0 ás equações respectivas ao máximo e ao minimo (Cal. Int. de 
dx 

Garnier, pag. 5 6 3 ) . 

4 3 3 . Appliquemos estas noções geraes a alguns exemplos. 
I. Sobre o eixo dos x tomemos duas abscissas m c n d 'uma curva plana, 

e nas suas extremidades levantemos parallelas indefinidas ao eixo dos y, 
existindo estes eixos no plano da curva. Suppondo que por qualquer ponto 
da curva se tira a tangente, e chamando li, l, as ordenadas dos pontos 
onde ella corta as duas parallelas, temos 

h = y + y'(m —x), l = y + y' (n — x). 

Se é dada a equação y = <px da curva, conhecem-se a fórma de ç e 
por conseguinte as expressões de Ii e l. Mas, se não é dada, e se per -
gunta qual é a curva que goza da propriedade ser o producto Ih das o r -
denadas menor, em cada um dos pontos de tangencia, do que para qual-
quer outra curva, isto é, de ser Z = Ih = minimo, tracta-se de dar a <p 
uma fórma tal que se verifique esta propriedade. 

Ora, segundo o enunciado do problema, as curvas que passam pelo 
mesmo ponto (x, y) têm tangentes de direcções diversas; e, d 'entre ellas, 
a que se procura deve ter uma tangente de tal modo dirigida que se veri-

IiI 
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fique a condição do minimo. Devem portanto considerar-se x e y como 
constantes, e y1 como variavel, em 

dl = 0 = d [y - f - (m — x) y'][y + (n — x) y']; 

o que dá 

dZ ^ r = 0 = [y + (m — x) y1] [n — x) + [y + (n — as) y'] {m — x), 

2w' 2x — m — n i 1 
ou — — 

y (x — m)(a: — n j x — m x — n 

e, integrando, y2 = C — m) (x — n), 

A curva será uma ellipse ou uma hyperbole, conforme for C negativo 
ou positivo; e os vertices serão determinados por x=m, x=n. No pri-
meiro caso o producto Z = Ih é um máximo, por ter y" o signal —; no 
segundo é um minimo, ou antes um máximo negativo. De mais o producto 

Ih é constante e = - C ( m — n) 2 = quadrado do segundo semieixo; 

como se pode verificar substituindo em Z os valores de y e y'. 
II. Achar a curva plana para a qual o quadrado da somma da subnormal 

com a abscissa é um minimo. 
A condição proposta, Z = (yy' -+- x)* = minimo, dá 

õi-HL d Z 
— = 2(yy'-\-x)y' = 0, ^ = + x)y = 0; 

e a estas satisfaz yy' + x = 0, cujo integral é x2 + y2 = r 2 . Logo todos 
os círculos descriptos da origem como centro, e só elles, resolvem o pro-
blema. 

4 3 4 . Ainda que a theoria exposta não tenha applicaçôes muito ex-
tensas, serve com tudo de esclarecimento para facilitar a intelligeucia de 
outro problema mais vasto, o qual consiste em applicar os raciocínios pre-
cedentes a uma funcção da fórma f Z . Neste caso a funcção Z é differeneial; 
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e tracta-se de fazer máximo ou minimo o seu integral, tomado entre li-
mites, Aias sem effectuar a integração indicada, que em geral não pode 
executar-se. 

4 3 5 . Supponhamos um fio flexível, ao qual se podem dar difierentes 
fórmas e posições. 

A mudança de coordenadas dos seus pontos pode provir: da passagem 
de um ponto para outro, quando se conserva invariavel a fórma e a posição 
do fio; ou da mudança d'estas. 

Assim, quando sobre a mesma curva MN (Fig. 55) consideramos o 
ponto M e o consecutivo M', se chamamos x, y, as coordenadas do primeiro, 
são x + dx, y-\-dy, as do segundo. Mas, quando o fio se deforma e se 
move de sorte que o ponto M passa para a posição consecutiva M i

1 , adopta-sc 
a notação S, anteposto ás coordenadas, para designar esta variação, isto é, 
são x+ Sx, y + fry, as coordenadas de MV 

Por onde se vê: que, tanto os dx e dy, como os Sx e Sy, são funcções 
das coordenadas; mas que os primeiros se referem a passagens d'uns pontos 
para outros consecutivos na mesma curva, e os segundos a mudanças de 
posição dos mesmos pontos em virtude de deformação ou transporte da curva. 

Similhantemente se torna dx em d (x 4 Sx), de sorte que o seu augmenlo 
é dSx; o de d2x é r; e assim por diante. 

4 3 6 . Cumpre observar que as variações indicadas pelo signal S são 
independentes das que designa a característica d; e por isso, sendo egual-
mente independentes as operações a que se referem estes signaes, não deve 
inlluir no resultado a ordem em que ellas se executam; de sorte que são 
teremos 

S.dy = d.Sy; d9-Sy = Sd*y JS\] = SJV. 

Com elfeito, suppondo (Fig. 55) P P ' = = tte, MMi = áy, é claro que 

M i
1P' = M P ' + M7

1M' = y + dy + J (y + dy), 

M ' , F = M1P + M7
1P' - M 1P = y + Sy + d (y + Sy) : 

o que dá Sdy=dSy; e por conseguinte também diSy=ddSy=dSdy=-8d'iy, 
e assim por diante. 

E, escrevendo U = Jf U, vera 

S\J = Sdf U = dsf U, /SU = SfU. 
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4 3 ? . Tem isto logar ainda que se considere Sy como M ' i P ' — M P re -
sultante da variação de x e da mudança da curva; porque então (Fig. 55) 

Sy = M i
1P' — MP t dy = M'P' — MP, 

dão dSy = M 1
w P " - M ^ P ' — (M'P' — MP), 

Wy = Mi"P" — M'P' — (M i
1P' — MP), 

e por consegunte dSy = Sdy. 

4 3 8 . Tracta-se agora de estabelecer entre x, y, z relações taes que 
fZ seja um máximo ou um minimo, entre limites designados. Para fazer 
os cálculos symmetricos, não supporemos constante nenhuma das diffe-
renciaes; e só consideraremos o caso de tres variaveis, porque, além de ser 
isso bastante para a inteliigencia da theoria, facilmente se poderão gene-
ralisar os resultados para maior numero d'ellas. 

Posto isto, seja 

Z = F (x, dx, d?x,.. . y, dy, d 2 y , . .. z, dz, d 2 z , . . .), 
t 

a funcção cujo integral deve ser um máximo ou um minimo. Teremos 

S f Z = 0 , ou fSZ = 0 . 

Seja 

/ SZ = mSx + n&dx+pSd*x + 

(A) + M S y + N S d y + PSd 2
y 

[ + + v $ d z + TtSd2Z + . . . . , 

onde m,n,p,..., M, N, P, (/., v, z,. .. representam os coefficientes 

d Z d Z d Z dZ dZ dZ dZ dZ dZ 
differenciaes - , - , 

\ 
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Em virtude dos theoremas precedentes, a primeira linha de (A) t ransfor-
ma-se em 

e do mesmo modo as outras . 
Tracta-se de integrar S Z ; e o processo do calculo fará ver que se devem 

desembaraçar , quanto é possivel, os termos que contêm differenciaes das 
variações das coordenadas. 

Para isso, empregando o processo da integração por partes, teremos 

e similhantemente para as outras variaveis y, z. 

4 3 9 . Reunindo estes resultados, e egualando separadamente a zero a 
par te integrada e a não integrada, o integral de (A) dá 

/ (n — d p + . . ) S x + ( N — d P + . . . ) f y + (v— dn + ...)Sz\ 

( C ) . . + (p — dg +...) dSx + ( P — d Q + .. .)dSy+ (TT—d*+.. . ) d j * [ = 0 

(+ [q — dr + . , . ) d 2 ^ + ( Q - d R + . . . ) d 2 , f y + ( x - d P + . . . ) d * $ s ) 

sendo K a constante. 
Part imos a equação em duas por que, não se podendo integrar os termos 

mSx +- ndSx + pd*Sx + .. 

/ ndSx = nSx — / drtSx, 

fpdrSx = pdSx— dpSx +- / drpSx, 

J qdtiSX = q(P$X — dqdSx -+ d-qSx — /d3qSx, 
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que ficam debaixo do signal f (a não se darem a ^a;, Sy, Sz, valores par-
ticulares, o que é contra a hypothese), as duas partes são irreductiveis, e 
por isso não pode fSZ tornar-se nulla se não aniquilando-se separada-
mente cada uma d'elías. 

Logo, para achar as relações entre x, y, z que fazem fZ máximo ou 
minimo, devemos differenciar a funcção dada Z em ordem á característica S, 
considerando x, y, z, dx, dy, dz, d-x, d^y, d^z. . . como variaveis inde-
pendentes. Comparando depois o resultado d'esta variação com a equação 
(A), teremos as expressões de m, M, (a,. . . n , N, v , . . .p, P, r , . . ., em 
x, y, z e suas differenciaes. Finalmente, substituindo estas expressões nas 
equações (B) e (C), das quaes a segunda é relativa aos limites que devem 
comprehender o máximo, obteremos as relações procuradas. 

4 4 0 . Se forem independentes as variações Sx, Sy, Sz, a equação (B) 
partir-se-ha nas tres 

m—dn 'rd-p—...=0, M — d N + d 2 P — . . . = 0 , d v + d 2 * — . . . = 0 . . . ( 1 ) ) . 

Se não o forem, as equações, que as ligarem entre si, servirão para eli-
minar de (B) outras tantas d'ellas; e egualar-se-hão a zero os coefficientes 
de cada uma das restantes: de sorte que, em todo o caso, será tres o 
numero das equações que se formam. 

Estas tres equações, que são differenciaes em x, y, z, não podem ex-
primir tres condições distinctas, porque, se as exprimissem, dariam valores 
numéricos para as variaveis. No caso de pertencer a proposta a um pro-
blema de geometria, devem ellas reduzir-se a uma da superfície ou a duas 
da curva que tem a propriedade exigida. 

4 4 1 . Como o integral eflectuado (C) se deve tomar entre os limites 
assignados, X\, xj\, z\ e yi, a equação 

L 2 - L 1 = O, 

na qual L2 e Li representam os termos de (C) que precedem K, appli-
cando-lhes os respectivos Índices 2 e 1, será relativa a estes limites. 

Geometricamente, podem as extremidades do fio, que acima figuramos, 
conservar-se fixas, e dependerem as variações só da deformação d 'el le; 
pode conservar-se uma das extremidades fixa, e dependerem as variações 
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do movimento da outra e da deformação do f io; e podem finalmente ter 
logar tanto o movimento das duas extremidades como a deformação do fio, 
dependendo então as variações de ambas estas causas. 

•AÃ®. Consideremos os diílerentes casos. 
I . 0 Se é fixo tudo o que pertence aos limites, isto é, se os valores de 
yu s l > X Z < J/2» s 2 > e das derivadas das variaveis dependentes são con-

stantes nos limites, as variações respectivas são nullas; por conseguinte 
todos os termos de Lj e L2 aniquilam-se, e a equação L2 — Lj = O re -
duz-se a uma identidade. 

Neste caso, para determinar as constantes que a integração introduz 
nas equações (D), devem substituir-se nos seus integraes, e nas differen-
ciaes até a ordem d'ellas, os valores de x, y, z, e dos coeflicientes dif-
ferenciaes das variaveis dependentes, relativos a cada um dos dois limites. 

2.° Se os limites são arbitrarios e independentes, cada um dos coefli-
cientes de Sart, Sar2,. . . na equação (C) é nullo separadamente. 

3.° Se ha condições relativas aos limites, isto é, se a natureza da questão 
estabelece equações entre algumas das quantidades x\, y\, z\, ar2, y2 , z 2 , 
como acontece, por exemplo, se a questão proposta se refere a uma porção 
de curva, a qual deve terminar em pontos, que não são lixos, mas estão sobre 
duas curvas ou duas superfícies dadas: differenciaremos essas equações, para 
tirar d'ellas tantas variações Sari, 8y\, Szi, S#2> Sy2, Sz2, quantas poder-
mos, em funcção das outras, o que substituído em L 2 — L i =0 reduzirá as 
variações ao menor numero possivel; e como as variações, que ficam, são 
independentes, a equação partir-se-iia em tantas quantas cilas são, egua-
lando separadamente a zero os seus coeflicientes. 

Podemos também neste caso usar do processo seguinte, que é mais ele-
gante. 

Sejam n = 0, tr = 0 , . . . as equações de condição dadas. Multiplicando 
as suas variações por indeterminadas /., A ',. . . , e ajunctando os productos 
ao primeiro membro de L2 — Li = O, teremos 

L 2 - L i H - U w - I - V S u - + - . . . = 0 ( E ) . 

Então, tractando como independentes todas as variações S^i , S x 2 , . . ., 
Sj/1, S y 2 , . . . . , egualaremos a zero os seus coefficientes, e eliminaremos 
depois entre as equações assim obtidas os coefficientes 1, X'. . . 

Convém observar que de satisfazerem os valores das variaveis nos limites 
a qualquer das equações u = 0, c = 0 não se segue que também 
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as differenciaes d'estas coordenadas, dadas pelas derivadas dos integraes 
das equações (D), satisfaçam á respectiva das equações differenciaes d u = 0 , 
dv = 0,. . . . Por exemplo, em Geometria, para que tenha isso logar, é 
necessário que haja um contacto de certa ordem entre a curva procurada 
e a superfície cuja equação é u = 0, ou v = 0,. . .. E, no caso de co-
existirem estas condições, entrarão respectivamente na equação (E), além 
dos termos ISu, \'Sv,... os termos \"Sdu, l'"Sdv,.... 

4.° Nada diremos do caso em que deve um dos limites ser fixo, e o 
outro estar sujeito a certas condições ou ser inteiramente arbi t rar io: como 
acontece em Geometria, quando uma das extremidades da curva procurada 
deve passar por um ponto fixo, e a outra ser qualquer e existir sobre uma 
curva ou superfície dada, porque este caso está comprehendido nos tres 
precedentes. 

E necessário advertir que, se a funcção Z contém algumas coordenadas 
dos limites, ou coefficientes differenciaes d'eilas, deve na variação a t ten-
der-se aos termos que provém d'essas quantidades, e incluil-os na equa-
ção (C). Por exemplo, se Z contém deve ao primeiro membro de (C) 

4 4 8 . As mais das vezes é Z dada debaixo da fórma Vdx, sendo V 
dy cfty 

uma funcção de x e y e seus coefficientes differenciaes —-—, - 7 - 3 , . . .. ** stnr st nnu 

Designemos pela característica Si as variações relativas a y e não a x; 
em quanto que a característica S se applica ás variações completas, nas 
quaes se fazem variar x e y. 

Representando V ordenadas da curva (Fig. 55) , são evidentemente 

accrescentar-se o termo Saj1 = 

M' iN' iQ 'P ' = M i N 1 QP 4- NjN i
1 Q i Q — M1M i

1P iP, 

S i f W d x = M 1N 1QP — MNQP, 

S fVdx = M i
1 N i

1 Q i P' — M N Q P ; 

e por conseguinte 

XfVdx = SifYdx + M i
1N i

1Q iP i — M t N i Q P 

= S\fYdx + N1N i
1Q iQ — M 1 M i

1 P i P, 
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ou, desprezando as quantidades de segunda ordem, 

4 7 3 

SfWdx = SifWdx + V 2 Sx 2 — V 1 Sx 1 ) 

(a). 
= / dxSiW + V 2Sx 2 — V1Sx1) 

Mas a variação de y = < p ( x ) , proveniente da mudança de fórma de <p e 
da variação de x, é 

Sy = ^ y + y'Sx, 

que dá (*) Siy = Sy — y ' S x : 

similhantemente S 1 - = S - — S x (b); 
dx dx dx2 

e assim por diante. 
Portanto as equações (6) darão as variações S1 das coordenadas e dos 

coeflicientes differenciaes de y, relativas a y, por meio das variações S, r e -
lativas a x e y; e as equações (a) darão as variações S do integral pro-
posto por meio das variações S1 do mesmo integral. 

(.) Com effeilo é (Fig. 55) 

M1
1P' = MP -+- Í M P = M 1 P -t- (M7

1P' — M 1 P) , 

d(y + *iy) isto e y H- Sy =. y + Stf -f 
dx 

dSty 
ou, por ser Sx da segunda ordem, y -t- íy =y -+- S,y + y'Sx. 

dx 

Pode considerar-se lambem a variação de fórma como devida á variação d'um p a -
rametro (Costa e Almeida, Cale. das variações, pag. 6, *»); o que dá do mesmo modo 

Sy-=Sfyx, a) ^ 
du dy 

•• í a -+- ~ Sx — SLy -»- y Sx. 
d x dx 

JJJ 
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4 4 4 . Posto isto, seja 

S V = N S y + P S - | - h Q S ^ + (A)' 

Attendendo a (a), a condição do máximo ou do minimo será 

O = J ( n S I J , -+- PSi + . . . ) dx -+- V2Sx2 — V i S x 1 ; 

a, procedendo como no n.° 438 , chegaremos a 

+ ( Q a _ d l L 2 ) $ ^ 2 _ ( 0 l _ ^ 1 M Ã 
V dx J dx \ dx J' dx 

r * i , / dP d 5 Q V x 

: nde, por Siyi e devemos substituir respectivamente S y i — — Sx, 
dx1 d x 

d*yi d y ^ + l , , . 
•> —j—r— - S x 1 ; e o mesmo a respeito do segundo limite. 

(XtX) QfíX/ 

O termo debaixo do signal y*egualado a zero dá a equação correspon-
dente (B) 

dP d 2 Q 
+ (B)'. 

Os lermos fóra do integral dão os correspondentes de (C)1 com a ad-
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i 

diçSo dos lermos V2Sxa — V 1 S x j : 

L 2 - L 1 = O (C) ' ; 

sendo L 1 = V 1 S x 1 + ^ P 1 - ~ + - • + 

L2 = V2Sx2 + í P2 — + . . . ) SiJ/2 + • . . 
\ Jx J 

4 4 5 . Se V é uma funcção de x e de duas variaveis y e z dependentes 
de x, como acontece nas questões relativas a curvas de dupla curvatura, 
deve acerescentar-se ao segundo membro de (A)' outra linha similhante 

Jz JiZ 
^ « + P i ^ + tf^ + . . . . ; 

e as equações da curva procurada e dos limites serão 

- + V 2 S ^ - V 1 S x 1 

devendo substituir-se, em logar das variações Si de y e z e dos coeficientes 

dy dz d 2 

differenciaes — - , — , — 
d x d x Ja 

respondentes variações S> 

, . „ • Jy J z d 2 y d 2 z differenciaes —, — as suas expressões (o) nas cor-
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4 4 6 . Nos casos particulares é muitas vezes preferível executar sobre 
a funcção dada debaixo do signal f todos os cálculos que conduziram ás 
equações (B) e (C), em vez de comparar cada caso particular com as fór-
mulas geraes. 

4 4 S . Se a natureza da questão sujeitasse as variações Sx, Sy, Sz, a 
certas condições s = 0, 8 = 0, e isto independentemente dos limites; como, 
por exemplo, se a curva procurada devesse estar sobre uma superfície dada: 
procederiamos como no n.° 4 4 2 ; servindo aquellas equações de condição 
para eliminar algumas variações da primeira das equações do n.° 4 3 9 , que 
se formou egualando a zero a expressão que ficava debaixo do signal f. 

4 4 8 . En t r e essas condições cumpre notar a de ser a curva procurada 

tal que um certo integral definido j Vdx conserve um valor determinado. 
l X i 

Devem então verificar-se as equações 

E como estas equações se podem combinar multiplicando uma d'ellas 
por uma constante arbitraria 1 e sommando, fica reduzida a questão a 
tornar minima a expressão 

(V + \ U ) dx, 
J x x 

e portanto, a satisfazer á condição do máximo ou minimo 

A funcçSo assim obtida é a que se chama um máximo ou minimo rela-
tiva. 

A esta classe de condições pertencem as dos isoperimelros. 
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• 1 4 9 . 0 que fica exposto mostra que, tanto no caso do máximo como 
no do minimo, deve ser S/ Z ou S f S d x = 0. Agora, para distinguir o 
máximo do minimo, no caso de duas variaveis, citaremos a regra de L e -
gendre. 

Esta regra consiste em differenciar duas vezes a funcção V, conside-
rando como variavel independente o coefficiente differeneial d'ordem mais 
elevada que entra n'esta funcção, e ver qual é o signal do resultado. Se 
este signal for positivo, haverá minimo; e se for negativo, haverá máximo. 

/ tfu d*v dm v \ 
Assim, s e a funcção proposta é V = F l a ; , y , — , — — , diffe-

^ 3 dx dx2 dxm ' 
dmu 

renciaremos esta expressão duas vezes consecutivas em ordem a —- =M ; 

U • • . d ^ , , dV , dT 
e substituindo em os valores de y, -j—,. . . que resultam da ; equa-
ções (B) ou (D), o signa! ±: d'este coefficiente mostrará se ha minimo, 
ou se ha máximo. (Mem. da Ac. das Scienc. de Paris, 1786) . Veja-se tam-
bém uma these de Mr. Delaunay no Jornal de Malhemaiica de Mr. Liou-
ville, de junho de 1841 . 

Taes são os princípios do Calculo das Variações. Appliquemol-os a al-
guns exemplos. 

E X E M P L O S 

4 5 0 . L Achar a curva plana CMK (Fig. 7) cujo comprimento MK, 
comprehmdido entre os dois raios vectores AM e AK, é um minimo. 

!> Ai 
Temos (n.° 110) s = j y ' r W + (Zr2 = / Z ; 

e queremos achar a relação r = <p (0) que torna fZ um minimo. 

A • , , 7. rdÚ9-Sr + r*dt)SdÚ + drSdr A variação de Z é SZ = , 
ds 

a qual comparada com (A), suppondo x = 9 e y = r, dá 

r 2d9 „ rdG2 dr 
. = <) ,» = — , M = — , N = - , O = P = P . . . ; 
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e portanto as equações (D) são: 

r2d9 rd£ 2 / d r \ 
c, 

ds ds ^ds / - i a -

Como estas equações concordam entre si (*), basta integrar a primeira 

\ r / 
d'ellas, ou d9 =— : o que dá a equação polar da linha recta 

c = r cos (9 -+- a). 

4 5 9 . Se quizessemos usar da equação (A'), acharíamos 

V = Z r 2 -4- r ' 2 , SV = r Sr H — Sr' , 
/ r 2 + r ' 2 V^r2-H r ' 2 

r r ' dP 
que dá N= . P = ----- Portanto a equação (A'), N = 0 , 

/ r 2 + r ' 2 v / r 2 + r ' 2 , 
seria r 2 - f - 2 r ' 2 — r r " = O, a qual, pondo r = —, daria z + s " = 0 , e 
os integraes successivos z 

z 2 -f- z ' 2 = cz = sen (9 + c'), ou c = r cos (9 + o). 

(*) Eliminando de2 entre a segunda e d í 2 = r2d62 + dr 2 , resulta ds 

rdr / r d r \ r 2 dr 2 

rdr = —— d l -— I , cujo integral r2 = 4- c2 e idêntico com o resultado da e l i -
d i \ ds / „ ds2 

r2dô 
minarão de dt entre a outra = = c e á s 2 = r 2 d'r + drz. 

ds 
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4 5 2 . Ainda que do enunciado do problema facilmente se conclua que 
a funcção proposta não é susceptível se não de minimo, mostremos isto 
mesmo pela analyse, empregando o processo ensinado 110 n.° 4 4 9 . 

j r 
Pondo — = p , temos s = f d b / r 2 - + - p 2 ; 

e differenciando V = K r 2 - H p 2 duas vezes em ordem a p, virá 

d\ v d 2 V r 2 

dp ^ r 2 + p 2 ' d P i JL' 
( r 2 + p2) 2 

Por ser esta expressão positiva, a funcção proposta S=JXdb é com 
effeito um minimo. 

4 5 3 . II. Achar a linha mais curta entre dois pontos dados, ou entre 
duas curvas dadas. 

Tracta-se de fazer minima a expressão do comprimento d'uma linha, 

s = / Z = ^dxi -I- dy2 - f - dz2. 

. . dx dv dz 
A variação SZ = -- Sdx -+- - f - Sdy + -— Sdz 

ds ds ds 

comparada com a fórmula (A) dã 

_ , , „ dx ^t dy dz 
m = 0 , M = O, (t = O, « = — , N = - j - , v = — , 

ds ds ds 

e nullos os outros coeflicientes p, P, í c , . . . . 
As equações (D) são pois neste caso 
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Estas equações dão 

dx = ads, dy = bds, dz = cds, 

das quaes, quadrando e sommarido, resulta a condição aa + b* -+- c9 = 1, 
a que devem satisfazer as constantes a, b, c, para que as tres equações 
possam existir. 

b c 
Eliminando ds, resulta dy = — dx, dz = — dx; 

a a 

e, integrando, vem ay = bx + a1, az = cx-\- b', 

Por onde se vê, que as projecções da linha procurada sobre dous planos 
coordenados são linhas rectas; e conseguintemente esta linha também é uma 
recta. Para fixar a sua posição é necessário determinar as cinco constantes 
a, b, c, a1, b'. 

1.° Se a linha pedida deve ser a mais curta entre dous pontos fixos, A, 
C (Fig. 56) , cujas coordenadas são X1, y\ e x 2 , y2, a equação (C) tornar -
se-ha idêntica, por serem nullos Sx1 , . . Substituindo nas duas equa-
ções das rectas os dous systemas (X1, y\, S1), e (x2, y2 , z 2) , resultam 
quatro equações de condição, as quaes com a1 - f -b ' 1 + c1 = l, perfazem 
o numero de cinco, necessário para determinar as cinco constantes. 

2.° Se os limites estão sobre duas curvas, dadas pelas equações 

i/i. « i ) = 0 , f(xi, y u — 0; <p(a2, j/2, 3 2 ) = 0 , <]/(x2, y2 , z2) = 0 : 

substituindo em logar de Syu ^ 3 I i e Sj/2» a s s u a s expressões 

Syi = AiiLc1, Sz1 = B1Sx1 , e Sy2 = A 2Sx 2 , S z 2 = B 2 S x 2 , 

tiradas d'estas equações, vê-se que a equação (C) 
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se decompõe nas duas 

/dx s . dy, /dzy „ 

\dx/\ S#i \dx i òx\ 

\ dx Ji' $Xi \ dx Ji ' 8x<i 

Por conseguinte em cada um dos pontos (x\, y\, Z1), (0¾, z 2 ) , se ambos 
estiverem sujeitos u existir em curvas dadas, ou só naquelle que o estiver, 
a linha mais curta é perpendicular á respectiva curva limite. Se os !imites 
fossem superfícies curvas, tirar-se-hia uma conclusão similhante a respeito 
da perpendicularidade da linha mais curta ás superfícies limites. 

4 5 4 . Supponhamos agora, que a linha mais curta pedida deve ser 
traçada sobre uma superfície curva cuja equação é 

É necessário combinara equação (B) com Su = O; para o que a c r e s c e n -
taremos a (B) o termo XSu, e depois, egualando a zero os coeficientes de 
8x, St/i Sz, acharemos as relações 

, ( d x \ Su „ , / d u \ Su ^ J dz \ Su 

KKK 
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entre as quaes eliminando X, resultam as duas equações da curva procurada 

A condição de perpendicularidade do plano osculador da curva (n.° 151) 

d*y / dz d-y dy d 2 z \ d*z 
^ * 2 v l te dx* ~ d ^ J^v x + J x r i y + A 

ao plano tangente á superfície (n.° 145) 

du du du 
z — - + - y — + « — - + B = = O 

dz dy dx 

é (Geom. Anal., n.° 179) 

dz d*y dy d-z du du 

dx dx4 dx dx2 dx dx2 dy 

d*y du d*y ' du 

dx2 dz dx4 dz 

du du 

Substituindo nesta equação, em logar de —— e —, as suas expressões 
tiradas das equações da curva, _ 

dz dz 
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resulta uma identidade; por conseguinte o plano osculador da curva mais 
curta traçada sobre a superfície é sempre perpendicular a esta superfície. 

Tomemos para exemplo a maus curta distancia A'C' entre dous pontos 
d'uma esphera cujo centro é a or igem: teremos 

U = X i -H y2 -H z 2 — r 2 = 0 , ^ - = 2 x , ^ - = 2y , ^ - = 2 z . 
d x d y d z 

Substituindo nas duas equações precedentes, tomado ds constante, vem 

ZdiX = XdiZ, zd^y =ydiz, 

das quaes resulta ycíix = xd-y; 
e integrando, 

zdx — xdz = ads, zdy — ydz = bds, ydx — xdy = cds. 

Multiplicando a primeira d'estas equações por — y , a segunda por x, a 
terceira por z, e sommando, resulta ay = bx-+-cz: ora esta equação é a 
d'um plano, que passa pela origem das coordenadas; logo a curva procu-
rada é o circulo máximo A'C' (Fig. 56 ) , cujas equações são 

x 2 + y2 - f - Z2 — r 2 = 0 , bx -H cz — ay = 0 , 

e que, passando pelos dous pontos A' e C', é normal ás duas curvas A'B e 
C'D que servem de limite e são dadas sobre a superfície espherica. 

4 5 5 . III. Quando um corpo se move num fluido, experimenta da parte 
d'este uma resistencia que, pondo de parte as outras circumstancias, de-
pende da sua fórma: e se o corpo é de revolução, e se move no sentido 
do eixo, prova-se em Mechanica que a resistencia é minima quando a 
equação da curva generatriz satisfaz á condição 

/ ' V J y 3 • • ' — mínimo. 
dx2-H d y 2 

Determinemos esta curva generatriz do solido da menor resistencia. 
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Temos Z = ^ d x • 
i+y>* 

e tomando a variaçSo, para comparar com a equação (A), achamos 

n „ — 2ydysdx — %'3 

m = U, n = = — — - , / J = U , . . . , 
( d y í + tf)8 (1 -+- y ' 2) 2 

M = ^ y 3 _ y ' 3 ^ N . . y y ^ + y'8) 
d * 2 4 - dy 2 1 - h y ' 2 ' ( 1 - H J/'2)2 

1 
A primeira equação (D), m — dn = 0, dá immediatamente 

A segunda daria 

y*dx ( y y ' 2 ( 3 - H y ' * ) \ _ f 2yy>* \ / _ ^ \ 

I - H y ' 2 V ( H - y '2)2 / Hl + y ' 2 ) 2 ' ^ - H y r i ' ' 

i 
,, / 2yy ' 2 \ 2yw'2 , , / 2 y y ' 3 \ 

por onde se vê que as duas equações concordam entre si. 
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Temos pois 

a , , , ,* 

( I - H y ' 2 ) 

2yy'3 (1 - H y ' 2 ) 2 a - H y ' 2 ) 2 * , ' 
o u C f T i T = a ' x = a Sy7i J 

Feita a integração, e eliminando depois y' entre as duas equações, resul-
tará a equação da curva procurada, com duas constantes arbitrarias que 
se determinarão pelas condições dadas, 

4 5 6 . IV. Qual é a curva ABM (Fig. 9) na qual a área BODM, com-
prehendida entre o arco BM, os raios de curvatura BO e MD das suas 
extremidades, e o arco OD da evoluta, é minima? 

Esta área é o integral do producto do elemento do arco AM pelo raio 

de curvatura MD. Ora o elemento de AM é ds = d x ^ i + y '2 , e o raio 

( | _(_ y/2\ 2 
de curvatura MD (n.° 118) é : deve pois tornar-se minimo o 
integral 2/ 

í l l + y** / Z = J 
y" 

dx. 

Empregando o processo exposto no u.° 4 4 4 , e a notação alli adoptada, 
temos 

N - o n - w e + y " ) o -IX _ u, Y _ — ,KJ — )/2 - , 

e l i , . . . nullos: por conseguinte a equação d'aquelle numero, correspon-
dente a (B), é 
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Ora , at tendendo a esta equaç5o, é 

ou 

d ( ( i = P d y ' + Qdy" = Udy' + Qdj/" , 

= àady' -h d (Qy") = 4ady ' - d ( ( > , 

M ( ( ! + / ¢ 2 ) . 4 ^ , 

logo 2 ^ t = 4ay ' + 46 , 

y 2(ay' + b) dx' (1-hy'2)8 ' 

Finalmente , integrando, vem 

by' — a 
x = c+ Y+~y<* + b a r c ( t a n S ~ y 'r 

-som") 

Para achar y, temos 

y=fy'dx=y'x—fxdy'=y'x-cy'— f dy'—fbdy' arc ( t a n g = y ' ) ; 

e como este ultimo te rmo se integra por partes, resulta em fim 

y = y'x — cy' — (by' — a) arc ( tang = y') + f. 
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Eliminando are ( tang = J / ' ) entre estas duas expressões de x c y, vem 

( W _ a) 4 

b y = a ( x - c ) + K y
i + J + b f , 

, (6«' — a) dx bdy — adx 
Vby — ax-+- g = ——-—-—, ds= * ; 

ds Vby— 

e finalmente, in tegrando, s = 2Vby— ax-\- g -\-h. 

Esta equação comparada com a do n.° 3 0 1 , V, mostra que a curva 
procurada é uma cycloide. As quatro constantes determinar-se-hão por um 
numero egual de condições dadas. 

» 

4 5 7 . V. Achar a curva, para a qual a funcção 

/ H 
ds ( \Uxi -+- dy* + dz2 

— / 

V Z Z1 Wz Z1 

é minima. Este problema corresponde em Mecbanica a achar a curva AC' 
(Fig. 5 7 ) , que deve descrever um corpo sollicitado pela gravidade para 
chegar de C' a A no menor tempo possivel ( E l e m . de Mech., n.° 7 8 ) . 
Formando JZ, e comparando com A, acham-se 

ds dx „ dy dz 
— r, n = . N r - " 

2 V(z Z1)3 ds VZ—Z1 ds Vz Zj dsV Z Z1 

e m = P = 0 . 

Logo as equações (D) dão 

d ^ = ) - 0 . * ( - 4 = ) - O ( . ) . 
;—zí' sdsVz—Zy ds Vz—Zy ^ds Vz—Z1 
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Omitt imos a terceira equação, porque se pode demonstrar que ella está 
comprehendida nas o u t r a s ; condição sem a qual o problema seria ab-
surdo (*) . 

4 S S . In tegrando (1)«, e dividindo os resultados um pelo out ro , vem 
dy = adx; o que prova que a projecção da curva sobre o plano dos yx 
é uma recta , e por conseguinte que a curva está toda em um plano per -
pendicular aos xy. 

Suppondo este plano um dos coordenados, por exemplo o dos xz, a p r i -
meira das equações (1) será sufficiente; e integrando-a, virá 

Fazendo k 2 — Z - J - Z 1 = U, reconhece-se que esta equação é a d 'uma cy-
cloide vertical, sendo /.2 o diâmetro do circulo gerador (n.° 106 , VI) . 

1.° Se os limites sào dous pontos fixos A e C', não ha outras condições 
a satisfazer senão as de passar a cycloide por estes dous pontos, o que 
determina as constantes k e z\. 

2.° Se o primeiro limite é um ponto fixo ( z l t X1), e o segundo uma 
curva AB, situados ambos no plano vertical dos xz, temos Sx 1 = O, 
Sz1 = O, e SiC2 = ASz 2 , sendo esta expressão de Sx 2 tirada da equação 

(*) Com effeito, substituindo na terceira equação, 

kdx = ds Jz—Z1 — Jdxi + dz 2 . Jz—Z1, 

ou 
dz Jz—Z1 

dx== 
Jki-Z-^-Zl 

o valor de ds dado petas duas primeiras, 

ds 
ds — 

V/l l C^(X-X1) 
resulta uma identidade. 
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x = fz de AB. São pois 

dx 2 dz 2 
L 1 = 0 , L 2 = Sx 2 H S z 2 ; 

ds<i / a 2 — Z1 ds 4 Z z 2 — X1 

e a equaç5o dos limites L2 — L1 = O é d x 2 S x 2 - f - dz 2 Sz 2 = 0, 
ou, eliminando Sx 2 , 

d z 2 - + - A d x 2 = O. 

Por onde se vê, que a cycloide deve cor tar perpendicularmente a curva 
dada AB no segundo limite (z 2 , x 2 ) . A constante k de terminar-se-ha com-
parando a equação da cycloide com a precedente neste ponto commum ás 
duas curvas. 

3.° Se o primeiro limite t ambém é uma curva, estamos no caso indi-
cado no fim do n.° 4 4 2 ; e por isso 6 necessário accrescentar ao primeiro 

/
ÔsÍá 

- — . Assim as equações (D) da curva ficam 
as mesmas 

d x dy dz r ds . , > 
— = = c, _ L — = c', - f . / ( 2 ) ; 
ds Vz-Zt ds Vz—Z1 ds Vz—Z1 / 2 / ( Z - Z 1 ) 3 

porém deve accrescentar-se á equação dos limites o termo 

^ çdZ ^ . ds 
1 J d z 1

- 1 J 2 / ( Z - Z 1 ) 3 ' 

o que 

dxSx + dySy + + K = O . . . . (3) . 

ds Js-Z1
 J 2 / ( Z - Z 1 ) 3 

Eotre os dois limites, de que se tracta, a ultima equação (2) e a equação 
LLL 
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(3) , eliminando entre ellas I , e fazendo 
Z\ 2 /(Z-S1)3 

dz dz . dz 
-1 = C —— = C ——, 

dsVz-zi d x dy 

dão cSx2 + C1Sy^ + h^i — CriX1 — c'Sy\ — H Sz1 + Sz1 (J1 — í2) = 0, 

ou cSx2 -+- c'Syi -H — CSx1 — c'Sy i — ^Sz1 = 0 (4). 

4.° Se os dous limites estiverem sobre duas curvas situadas no plano da 
cycloide, que supporemos o dos xz , e forem nelles 

Sx1 = ASz1 , Sx2 = BSz2 , 

as equações differenciaes d'estas curvas: a equação (4) , que se tornará, em 

virtude d'ellas, em (Be + f2) Sz2 — (Ac + í2) Sz1 = 0, 
dará as duas 

B ^ 2 - M = O , A ^ 2 - M = O . 
a z 2 azg 

Estas equações mostram (Geom. Anal., n.° 31) que a tangente da cycloide 
é perpendicular á da curva no segundo l imite; e que uma parallela a esta 

tangente (para as quaes í - = é perpendicular á da curva no pr i -
OZ1 a z 2 / 

meiro limite. Portanto as duas curvas limites são parallelas nestes pontos. 
5.° Se os limites estiverem sobre duas curvas não situadas no mesmo 

plano, e forem nelles 

Sx1 = ASzi. Sy\ — aSzx, Sx 2 = BSz2, Sj/2 = ^ ¾ , 

as equações differenciaes des t a s curvas: a equação (4), que se tomará , em 
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virtude del ias , em 

(Be H- bc' H - ti) Sz2 — (Ac H- ac' + h) Sz1 = 0 , 

4 9 1 

dará B p- H- 6 £ + 1 = 0 , A ** + f l ^ + 1 = 0. 
a z 2 OZ2 OZ2 oz 2 

Estas equações mostram (Geom. Anal., n.° 178, 6.°) , como no caso p re -
cedente, que a tangente á cycloide no segundo limite e uma parallela a 
ella no primeiro limite são perpendiculares ás duas curvas sobre as quaes 
devem estar estes limites. 

6.° Finalmente, se os limites estiverem sobre duas superfícies curvas, 
e forem nelles 

Szi = ASxi H- aiyti S^2 = BSx2 H- b&yit 

as equações differenciaes d'estas superfícies: a equação (4), que se tornará, 
em virtude d'ellas, em 

(c + Bi2) Sx2 + (c' + bli) Sj/2 — (e + At2) Sx1 — (c + a<2) Sy1 = O, 

dará - ^ H - B = O , ^ + b = ^ H - A = O , ^ H - a = 0 . 
dz% UZ2 uz 2 dz 2 

Ora estas equações, comparadas com as differenciaes das superfícies, satis-
fazem (Geom. Anal., n.° 174) á condição de perpendicularidade entre os 
planos tangentes e a tangente da cycloide no segundo limite, e entre os 
mesmos planos e uma parallela a esta tangente no primeiro limite; por isso 
que os traços dos planos, dz = ASx, Sz = a!$y, Sz = BSx, Sz = ^S2/. são 
perpendiculares, em virtude das equações precedentes, ás projecções da 
tangente e da sua parallela: logo as duas superfícies são parallelas entre si 
nos dous limites, e perpendiculares á tangente da cycloide no segundo 
limite e á sua parallela tirada pelo primeiro limite. Pode também consul-
tar-se sobre esta matéria a Mec. de Poisson, 1 . ' edição, desde n.° 2 8 9 
até 2 0 3 . 
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4 5 ® . Quando a curva deve ser traçada sobre uma superfície dada por 
sua equação M = 0, a equação (B) não se parte em tres, senão depois de 
lhe haver ajunctado o termo Assim, em logar das tres equações (1), 
teremos outras, entre as quaes eliminando X resultarão as da curva pro-
curada. 

Se os limites forem dons pontos fixos, as constantes se determinarão 
pela condição de passar a curva por esses dous pontos. 

Quando os limites deverem estar sobre duas curvas, a pedida cortal-as-ha 
debaixo d'um angulo recto, como no primeiro caso. 

Portanto, o resto do problema 6 o mesmo em ambos os casos (*) . 

4 ® 0 . VI. Qual è a curva BM (Fig. 58) , de comprimento dado, que 
passa pelos pontos B « M, e que intercepta entre as ordenadas BC, PM, 
e o eixo Ax , a área maxima? 

Como deve ser maxima a área f y d x , e constante o arco /, é necessário 

combinar a variação de / Z = J y d x com a de f j d x * + dy* = const., 
como se viu no n.° 4 4 8 , a fim de poder partir em duas a equação (B). 

A variação completa é 

XdxSdx + dy%dy\ 
ySdx + dxSy + ——--J = O; 

d'onde resulta m = O, n = y - f - X , M = dx, N = X - ; 
ds ds 

e as duas equações, em que se parte a equação (B), são 

dx dy 
y-\- X —— = c, x — X —— = e'. 

ds ds 

(*) Para verificar que a funcção é susceptível de minimo e não de máximo, appli-

• l + To-
quemos o processo do n.° 4 4 9 . Temos V= . d'onde se tira 

Sfx-Zi 

dV 1 v <PV 1 1 
dP Jx-Zl + P2 dP2 JT^T1 -1 

( 1 + P 2 ) 2 

quantidade positiva: logo a funcção proposta é um minimo, como se suppoz no texto. 
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Estas equações são idênticas, porque a integração d'uma conduz ao mesmo 
resultado que a da ou t r a : não se deve pois eliminar X entre ellas. 

Substituindo na primeira Vdx2 -f dy2 em logar de ds, vem 

d y = / x * - ( y - c ) 2 

dx y — c 

o que dá (x — c ' )2 -+- (y — c)2 = X2. 

O mesmo resultaria da combinação das duas equações; porque tirando d'ellas 

a somma daria (x — c')2 + (y — c)2 = x 2 . 

Logo a curva procurada é um circulo. Para determinar as constantes 
c, c' e X, recorreremos ás condições de passar o circulo pelos pontos B 
e M, e de ter o arco BM o comprimento exigido. Tal é o mais simples 
dos problemas dos isoperimetros. 

4 ! © 1 . Esta e outras questões do minimo relativo, reduzem-se ás do 
minimo absoluto, ajunctando debaixo do integral a funcção constante. Assim, 
quando y = f x f izer f(ydx-+-lds) um minimo absoluto, também fará Jydx 
um minimo relativamente ás curvas para as quaes fds for o mesmo. 

Para applicar agora a regra da distincção entre o máximo e o minimo, 
é necessário combinar a segunda condição de ser Jds constante com a do 
máximo ou minimo. Ora , a equação 

dx 

dá 
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logo, substituindo em f(ydx-+\ds), temos 

fdx\y+- (c — i/)(i-h/>*)]; 

d2V 
e a regra de Legendre dá -^ = 2 (c— y). 

Como c é a ordenada do centro, a qual para a parte convexa é > y, e para 
d 2 V * . . 

a concava < y, segue-se que — - será positivo ou negativo, e a funcção 
dp2 

proposta um minimo ou um máximo, conforme o arco de circulo voltar a 
convexidade ou a concavidade para o eixo Ax. O mesmo faremos nos pro-
blemas seguintes. 

4 4 » ® . VII. Qual é a curva BM, que, para a área dada BCPM (Fig. 
58) , Iem o menor arco possível? Temos de combinar as duas condições 

f Vox 2 + dy* = minimo, / j / d x = const . ; o que dá, imitando os raciocí-
nios precedentes, 

dy dy , 
— -+Iy = C, \ x — - r = C. 
ds ds 

Estas equações sSo visivelmente as mesmas achadas no problema prece-
den te : logo o circulo é a curva procurada. 

4 6 3 - VIII. Qual é a curva, de comprimento dado entre dous pontos 
fixos, para a qual / y d s é um minimo ? 

Temos 8 f (yds + d s ) = 0. 

A primeira das equações (D) dá 

. dx 
( J Z - H X ) - = C5 

logo a curva pedida é uma catenaria, que tem o eixo horizontal. 
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A segunda daria ds = d £(y H- X) - ^ - J , 

(y + >) dy = (y + X ) ^ d | (y + X) ^ ] , 

dy2 
cujo integral (y H- X)8 = (y H- X)2 H- c 2 , 

( H - X ) 2 d z 2 , 

ds 2 ™ 

é idêntico com a primeira. 

4 6 4 . Para examinar se ha máximo, se minimo, temos a funcção 
proposta 

/ ( y d s H - X d s ) , 

dx 
e a equação achada (y H- X) — = c, 

que exprime a condição commum a ambas as propriedades. 
Tirando d'esta equação o valor de x» e substituindo-o na funcção, esta será 

^cds2 

J ou / c d x (1 + p 4 ) . 

d 2 V 
A regra do n.° 4 4 9 dá —- = 2c . 

d p 2 

—
 c^y Ora , comparando a equação achada dx--— 

V x I y H - x ) 2 - o 2 

com a da catenaria d®== (Elem . de Mcc. n.° 7 5 ) , 
- y ) « - 6 2 
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onde >. = — a e 6 = ± c, vê-se que y -+- X, e por conseguinte também c 
é negat ivo: logo a funcção proposta é um minimo. 

Com effei to a equação da[catenaria dx— ^ 
l / ( a _ y ) 2 _ 6 2 

suppõe que o eixo dos x é horizontal e corta a curva num ponto onde a 
tensão é a. En tão a curva volta a concavidade para o eixo das abscissas, 
a constante a é > y, e tem logar o que acaba de dizer-se, para que a 
equação achada se possa comparar immedialamente com a da catenaria. 

± cdy 
Mas, no caso de ser X = O a equação achada, que então é dx= . 

Vyi-Ci 

não se pode comparar com a da catenaria sem mudar nesta a — y era y, 
isto é, sem t ransportar o eixo dos x parallelamente a si mesmo, e collo-
cal-o abaixo do ponto infimo da curva, a qual voltará a convexidade para 

/-V dx dx 
este novo eixo. Ora a equação y — = c, em que se torna (y + XJ — = c, 

dá c positivo: logo temos neste caso um minimo, como deve ser , isto é, 
um' máximo a respeito do primeiro eixo. Similhantemente raciocinaríamos 
quando X fosse positivo, ou negativo e < y. 



CALCCI-O INTEGRAL 4 9 7 

DIFFERENÇAS E SERIES 

Methodo directo das dif ferencas. Interpolação O A t » 

I 6 á . Sendo dada uma serie a, 6, c, d , subtrahamos cada um 
dos seus termos d'aquelle, que se lhe s e g u e ; teremos a serie das primeiras 
di/ferenças 

a' = b— a, b' = c — b, c' = d — c,.... 

Do mesmo modo as differenças dos termos consecutivos d e s t a serie 
darão a serie das segundas differenças, 

a"=b' — a', b" = c' — b' 

e assim por diante . 
Costumam designar-se as differenças pela característica A affecta d 'um 

expoente , que designa a ordem d 'e l ias : assim An é um te rmo da serie das 
differenças da ordem n. Toma-se cada differença com o signal respect ivo: 
H - , se é tirada d 'uma serie c rescente ; —, se é tirada d 'uma serie d e -
crescente. 

Por exemplo, se na funcção y = cc3 — 9 x 4 - 6 fizermos successivamente 
x = 0, 1, 2, 3 leremos uma serie de números, cujo t e rmo geral 
é y, da qual se t iram as differenças successivas do modo s e g u i n t e : 

Raizes x = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , . 

Funcçôes y = 6 , — 2 , — 4 , 6 , 3 4 , 8 6 , . 

1 . " diff. Ay = — 8 , — 2 , 1 0 , 2 8 , 5 2 , . . 

2 . " diff. A 2 y = 6 , 12 , 18 , 24 

3 . " diff. A 3 y = 6 , 6 , 6 

4 . " diff. A4y = O , O 
MMM 
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4 6 6 . Vê-se que neste exemplo as differenças 4."s são nullas, a s 3 . " 
constantes, e as 2 . " equidifferentes. Em geral , tomando para x números 
equidifferentes, sempre chegaremos a differenças nullas, uma vez que y seja 
funcção racional e inteira de x; como vamos most rar . 

Seja y = kxm -+- pxm~l -+- pxm—% = f [ x ) 

o polynomio proposto, e m o maior expoente de x. 
Subst i tuindo por x os números equidistantes a, a -+- h, a. + 2¾ 

isto é, mudando successivamente a em a -+- h, teremos 

UOC 

isto é, A1 = Z i - — ( - . . . . = Zi1 —— - + - . . . . 
da. dar 

E do mesmo modo 

3 ,d A* A 3 = A - - + . . . . =Hs-S-V 
dai da.6 

Am = A 
d Am"1 

da 
•hm 

dmf 

dã™' 

isto é, Am= i . 2 khm. 
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L o p o : em qualquer polynomio racional e inteiro do gráu m, a diffe-
rença da ordem m é constante, e a du ordem m + 1 nulla, quando se 
substituem por x números equidifferentes. 

4 6 9 . Por onde se vê que, se houvermos de substituir números equidif-
ferentes, como acontece na resolução das equações numéricas ( A l g . S u p . , 
n.° 7 3 ) , bastará procurar os primeiros m -h 1 resultados, e formar as suas 
differenças 1 . " , 2 . " , . . . . até a da ordem m, a qual será constante e 
= 1 . 2 . 3 . . .mlihm. Depois a serie d'estas ultimas differenças constantes, 
que se podem escrever indefinidamente, dará , pela addição ás da ordem 
precedente, a continuação da serie da ordem m— 1 ; esta dará , pela a d -
dição, a continuação da serie da ordem m — 2; e assim successivamente 
até chegar á serie dos resultados da substituição na equação, que se con-
tinuará pela addição das primeiras differenças. 

Seja, por exemplo, a funcção 

Como 

x = 0 , 1 , 2 , 3 

dá j/ = l , — 1 , 1 , 13 

A = — 2 , 2 , 12 

A 4 = 4 , 10 

A 3 = 6 , 

i/ = x 3 2 x + 1 : 

temos 

A 3 = 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 . . 

A 4 = 4 , 1 0 , 1 6 , 2 2 , 2 8 , 3 4 . . 

A = — 2 , 2 , 1 2 , 2 8 , 5 0 , 7 8 . . 

j / = 1 , - 1 , 1 , 1 3 , 4 1 , 9 1 . . 

para x = O , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 . . 

Estas series deduzem-se da serie das differenças constantes 6, 6 , 6 , . . 
e dos termos iniciaes já achados para cada u m a ; de maneira q u e : qualquer 
termo d uma das series se acha ajunctando o que na mesma serie lhe fica 
á esquerda com o que na precedente fica acima d'este ultimo. Também se 
podem continuar as series em sentido contrario, para achar os resultados 
correspondentes a x = — 1 , — 2 , —3 : subtrahindo do numero, 
que fica á direita do termo desconhecido, aquelle que fica acima do 
mesmo termo. 

Quando taes series se formam com o fim de resolver uma equação, 
não é necessário prolongar a serie dos resultados além do te rmo, passado 
o qual estes devem ter sempre o mesmo s ignal ; o que acontece, logo que 
são todos positivos os termos d 'uma columna qualquer , situada á esquerda 
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dos que falta calcular, ou de signal alternado os da columna situada 6 di-
reita. Com effeito as addições e subtracções successivas, que servem para 
prolongar as series, conservam constantemente os mesmos signaes nos re-
sultados. Por este modo se obtém os limites das raizes, tanto positivas, 
como negativas. 

4 6 8 . Designaremos por yr a funcção de x, que é o termo geral da 
serie proposta ; termo que gera todos os outros, fazendo a ? = O , 1, 2, 3 , . . . 
Assim yy, denotará o termo, que se obtém fazendo ar = 5 no geral; isto 
é, aqueile que tem 5 antes de si (como é o numero 91 no exemplo pre-
cedente). 

Conforme esta notação, teremos 

y l — ! Z o = z A y o . JZa — 

A »Zi — A j / 0 = A9
2Z0 , A j/2 — 

A 9 J Z i - A 9 J z 0 = A 3 y 0 ' A*J/2 — 

JZl = AJZi, JZ3— JZ2 = A JZ2> • • • 

A JZi = A 9 J Z i , A J/3 — A J/2 = A 9 J /2 , - . -

A9JZi = A3J/!, A 9 J z 3 — A9J/2 = A3JZ2- • • • 

Emgeral yx — yx_x = kyx_x, 

Ay x — A y x - x = 

A9J/® — A9JZir-I = A3j/X_i, etc. 

4 6 9 . Formemos as differenças d'uma serie qualquer 

y . . . a , b , c , d , e , ... b = a + a ' , c = 6 - I - 6 ' , d = c + ¢ ' , . . . 
A . . . a ' , ò ' , c \ d ' , e \ . . . 6 ' = a ' + a ' ' , c ' = 6 ' + 6 " , d ' = c ' + c " , . . . 
A 9 . . . a " , b", c", d " , e " , . . . b" =a' -+-a»', c" = 6 " - f - b ' " , d " = c " H - c ' " , . . . 
A 3 . . . a " ' , &"', c '" , d ' " , « " ' , . . . 6 ' " = a " ' - h a , v , < : " ' = & ' " + & " , d ' " = c " ' - | - c " , . . . 

Eliminando 6, 6', c, c ' , . . . das equações da primeira linha, reduziremos 
os segundos membros a não conter senão a, a' , a " , . . . Também se podem 
obter valores de a', a", a'",... que não contenham nenhuma letra accen-
tuada. 
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Teremos assim: 

ò==a + a', c = a + 2a' + a", d = a + 3a' + 3a" + a"', 

e=a + 4 a ' + 6 a " + 4 a ' " + a 1 1 ' , f = a + 5a ' + 1 0 a " etc. 

a'=b — a, a" = c — 26 + a , a ' " = d — 3c + 3b — a . . . 

Ora, como os iniciaes a ' , a", a ' " , . . . . s?io Ay0 ' A*J/o' ^3Vo e a> 
b, c, d , . . . . são y0 , !/li J/2,. . . .: as equações precedentes dâo 

2 / 1 = 2 / 0 + ¾ -

2 / 2 = y o + 2 A y o + A 2 y 0 , 

2/3=2/o-t"3 A í / o + 3 A s y f t + A 3 j / 0 , 

y t = y 0 + 4 A y 0 + 6 A 2 V 0 + 4A 3 2 / o + A 4 y 0 . 

etc. 

Em geral 

A 2 / o = ! / i !/o» 

a 9 2 / o = !/2 2 J / i + J / 0 , 

A3yo=!/3— ;3J/2 + 3J/!— y 0 , 

A 4 j / o ~ ! / 4 — 4 j / 3 + 6 j / í — 4 y i + j / 0 

etc. 

/p —— J J5 .. | — 2 
y x = 2/o H- ajAJZo + « - ¾ - A2JZo + * - S - • — õ — A3Jz0 + . . . . (A), 

» — 1 n — 1 n — 2 
An 2Zo = J/n — «2/n-i H- « —— y n - 2 — n 2 jp 2 /n -3H- . . . (B) ; 

ou 
a: (ÍC — 1 ) . . . (x — t + 1) . 

y ® = y o •+• 2 j — — - — — — . -A 1 yo 

, . . . n ( n — 1 ) . . . ( n — » + l ) 
a " y 0 = y* + 2 ( — 1 ) ' a ' t- y^ - í -

4 7 0 . A primeira d'estas equações dà o termo de qualquer ordem x, 
isto é, o te rmo geral, quando se conhecem os iniciaes de todas as ordens 

A 
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de differenças: a segunda dá o termo inicial da serie das differenças de 
qualquer ordem n, quando se conhecem os termos da serie y0, y\, 

Para applicar a primeira serie (A) ao exemplo do n.° 4 6 5 , faremos 

j / o = l , At/o = — 2, A2J/O = 4, A3(/O = 6 , A4JZ0 = O , . . . 

o que dá 

y x = | _ 2 x + 2 a ; ( a ; — í ) + Í C ( Í C — 1 ) (a; — 2 ) = a ; 3 — ÍC2 — 2 a + I . 

491. As equações (A) e (B) facilmente se gravam na memoria, no-
tando que os coefficientes das differenças A1, A2 em (A), e os dos 
termos j/n, ytv—\ em (B), sâo os mesmos que os coefficientes dos 
desenvolvimentos de (1 + AJ/0 )® e (y — 1 )n pela fórmula do binomio: de 
maneira que podemos escrever 

j/̂  = (H-AJZ0)", a"jzo = (y — 1)"; 

com tanto que nos desenvolvimentos d'estas expressões se substituam em 
logar das potencias de Ajzo os expoentes de A que marcam a ordem das 
differenças, e em logar das potencias de y os Índices; pondo além d'isso jz0 

em logar do primeiro termo 1. 

49®. Qualquer que seja a serie proposta a, b, c, d. .. ., podemos 
sempre concebel-a tirada d'outra, na qual se tivessem omittido periodica-
mente certos termos, isto é, da qual a, b, c, d. . . . fossem os termos to-
mados de 2 em 2, ou de 3 em 3, ou de 4 em 4 , . . . . Supponhamos pois 
que, dada a primeira serie a, b, c, d. . . . ou antes o seu termo geral yx 

(eq. A), nos propomos achar a serie primitiva, que designaremos por 

a.a'.a". . . a ( ' l - 1 ) . ó . ò ' . ò " . . .6C i-D.c.c ' .c" . . .Ci f t-1L . .e tc (C). 

Suppõ-se que d'esta serie resulta a primeira supprimindo h— 1 termos 
entre a e b, h — 1 entre 6 e c, h — t entre c e d , . . .; termos sujeitos 
á mesma lei de geração que a serie a, b, c, d a qual faz parte da 
primitiva. 
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A inserção d 'um numero designado de termos entre os de uma serie 
proposta, sujeitando-os á mesma lei, chama-se interpolação; de maneira 
que interpolar consiste em achar estes termos intermedios, ou antes o 

z 
te rmo geral da serie (C). Para isto hasta evidentemente fazer x = — na 

equação (A), que representa o te rmo geral da serie a, b, c,. . .; z desi-
gnando a ordem d 'um termo da nova serie (C). Com effeito fazendo 

z = 0, 1, 2, 3. . . h, h+ 1, h-h2.. .2h. . . e tc . , 

1 2 3 1 2 
temos x = 0 , — , — , — . . . 1 , 1 + - , 1 + — . . . 2 . . 

h h h n h 

na qual se acha para x a serie 0, 1, 2 , . . . . com h — 1 termos in te rca-
lados entre 0 e 1, outros tantos ent re 1 e 2, e t c . ; e por conseguinte para 
a serie (A) os termos dados a, 6, c, d. . . . com os h— 1 interpolados 

z 
entre cada dous consecutivos. Substi tuindo pois x = — n a serie (A), t e -
remos a fórmula de interpolação 

„ - M i l • • z (z h)(z 2/t) . 3 

h 2 " 2 . 3 - 1 3 + " - W -

Esta equação dará os termos interpolados; e reproduzirá também os 
primitivos a , 6 , c , d , . . . , suppondo z=>hx=h.(0, 1 , 2 , . . . ) . As diffe-
renças de todas as ordens, (cujos termos iniciaes representam A 1 , A 2 , . . . ) 
t i ram-se da serie proposta a, b, c, d,. . . . 

Mas é necessário chegar a differenças constantes, para que a serie se 
componha d'um numero finito de t e rmos ; ou ao menos a differenças A1 , 
A2 , A 3 . . . . decrescentes, que tornem convergente a serie (D). En tão a 
fórmula (D) dará a grandeza approximada d 'um te rmo correspondente a 
qualquer valor de z: bem entendido que não se deve tomar z tal que os 
factores das differenças destruam a convergência da serie, o que restr inge 
S dentro de cer tos limites. 
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Por exemplo, acha-se na Geometria que, sendo 1000 ,0 a corda do 
arco de 60°, correspondem 

aos arcos x as cordas y; 

« = 60° t/ = 1000 ,0 i pyi /« 
65° 1074,6 A - Z J 1 J A* = — 2 , 0 
70° 1147 ,2 — 2 , 3 . 
75° 1217 ,5 

Como as differenças 2 . " são quasi constantes, ao menos no intervallo 
de 60° a 75°, podemos, entre estes limites, empregar a equação (D), fa-
zendo A = 5; o que dá 

1 2 
= 1000 ,0 + — . 7 4 , 6 . z — — z ( z — 5 ) = 1 0 0 0 , 0 + 1 5 , 1 2 . z — 0 ,04z 2 . 

5 5 U 

Assim, tomando z = 1, 2, 3 , . . a c h a r e m o s por esta fórmula as cordas 
de 61", 62°, 63° , . . .; e tomando para z valores fraccionarios, acharemos 
as cordas de quaesquer outros arcos intermedios entre 60° e 75°. Mas 
não se deve estender o uso das differenças assim obtidas além dos limites 
d'onde ellas foram tiradas. 

Mais um exemplo: 

Temos l o g 3 1 0 0 = t / m = 4 9 1 3 6 1 7 . i q Q a _ 
Iog 3 1 1 0 = 4 9 2 7 6 0 4 * ""J JJJZ A 2 = - 4 5 
Iog 3 1 2 0 = 4 9 4 1 5 4 6 ^ — 4 5 ; 
Iog 3 1 3 0 = 4 9 5 5 4 4 3 l d 8 y 7 

considerando a parte decimal do logarithmo como se fosse inteira. 
Fazendo h= 10, vem 

y z = Iog 3 1 0 0 -+- 1 4 0 0 , 9 5 . z — 0 , 2 2 5 . z s ; 

onde basta fazer Z = = I 1 2, 3 para achar os Iogarithmos de 3 1 0 1 , 
3 1 0 2 , 3 1 0 3 . . . . : e se quizermos o logarithmo de 3107,58» faremos 
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z = 7 , 5 8 , o que dará 

Iog 3 1 0 7 , 5 8 = Iog 31OO + 0 , 0 0 1 0 6 0 6 = 3 , 4 9 2 4 2 2 3 . 

Veja-se a Astron. Prat., n.° 7 7 , e a Giod., n.° 3 7 8 . 

4 L 9 3 . Estes processos empregam-se com vantagem para abreviar os cál-
culos das taboas dos Iogarithmos dos senos, das cordas, etc. Para as formar, 
procuram-se sómente os resultados de espaço a espaço, e enchem-se os 
intervallos pela interpolação. 

As mais das vezes a serie proposta a , b . c , d , , ou a taboa de nú-
meros, que se quer interpolar, corresponde ás ordens 1, 2, 3 , . . . . Temos 
então / » = 1 : e a fórmula (D), que se reduz a 

serve para achar qualquer termo intermedio entre yo e y\ correspondente 
á ordem z. 

I . 0 Quando A2 é nuila, ou muito pequena, a serie reduz-se a y + z\l; 
d'onde resulta que a differença yn—Í/O cresce então proporcionalmente 
a z, isto é, que, para ter y „ , basta accrescentar a yo a parte de Ai 
proporcional a z. 

2.° Quando A2 é constante, ou A3 muito pequena, como as mais das 
vezes acontece, fica 

D'onde resulta a regra seguin te : 

Forme-se — - ( z — I) A2, e ajuncte-se com o seu signal á differença A 1 ; 
£t 

depois com esta differença assim correcta faça-se o resto do calculo como 
no caso precedente (l.°). 

NNN 
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Por exemplo 

y 
l o g 3 I O = 2 , 4 9 1 3 6 1 7 
Iog 3 1 1 = 2 7 6 0 4 
Iog 3 1 2 = 4 1 5 Í 6 
Iog 3 1 3 = 5 5 4 4 3 

A* 

1 3 9 8 7 
1 3 9 4 2 
1 3 8 9 7 

4 5 
4 5 

Como os A2 são constantes: se quizermos Iog 3 1 0 , 7 5 8 , faremos z = 0 , 7 5 8 ; 

calcularemos — ( z — 1 ) A2 = O,121 . 4 5 = 5 , 4 4 5 , que ajunctaremos a 
Ji 

A j ; depois multiplicaremos a somma 1 3 9 9 2 , 4 4 5 por z, o que dará 
1 0 6 0 6 , 2 7 ; e em fim ajunctando o resultado 0 , 0 0 1 0 6 0 6 a Iog 3 1 0 , 
teremos Iog 3 1 0 , 7 5 8 = 2 , 4 9 2 4 2 2 3 . 

3.° Quando A3 é constante, ou A1 muito pequena, a serie (E) tem só 
quatro termos. En tão é necessário corrigir A2 de (z — 2) A 3 ; e operar 

o 
com o A2 assim correcto como no caso precedente (2.°) . 

Acham-se applicaçòes d'esta theoria a pag. 101 das taboas dos Iogari-
thmos de Callet, onde se calculam os logarithmos com 20 decimaes. 

4.° Reciprocamente, se os termos yz e yo são dados, e se pede a ordem 
z do l . ° , sendo constante a differença 2 . 8 ; temos 

V z - y o 

A l 4 - I ( Z - I ) A 2 

, (F) . 

Para calcular esta expressão, despreza-se primeiramente o segundo te rmo 
«lo denominador, o que dá um valor approximado de z; depois substi tue-se 
este valor de z no segundo membro da fórmula (F) , sem nada omiltir d'ella. 

Assim, se no exemplo precedente se conhece o resultado yz do cal-
culo: subtrahe-se d'elle yo = I o g 3 1 0 , e f ica 1 0 6 0 6 , 2 7 , que dividido por 
A * = 1 3 9 8 7 dá uma primeira approximação z = 0 , 7 5 8 : depois substituindo 

este valor n o segundo membro d e (F) , resulta z = ' = 0 , 7 5 8 . 
i o " y JL 

O problema inverso se resolverá do mesmo modo, quando A3 for con-
stante, e le . 
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4 9 4 . Quando A4 é constante, e se querem interpolar n números suc-
cessivos entre yo e y\, pode fazer-se o calculo muito commodamente, do 
modo seguinte. Mudando z em z -4- 1 na fórmula (D), e subtrahindo um 
resultado do outro, virá o valor geral da differença primeira para a nova 
serie interpolada; depois, fazendo o mesmo nesta, virá a differença se-
gunda. D'este modo acharemos 

diff. | . \ + diff. 2.», = 

Supponhamos que se querem inserir ri termos entre yo e y\. E neces-
sário tomar nas fórmulas precedentes h = n 4- 1; e depois fazer Z = O, 
para ter o termo inicial das differenças 

A 4 A 1 1 
S2 = 7 Tr4, S1 = j — a 2 -

( » + 1 ) 2 n + 1 2 

Por estas fórmulas calcular-se-ha !}-, e depois S 1 ; o termo inicial S1 , 
com a differença constante à 2 , servirá para compor as differenças pri-
meiras da serie interpolada; e estas differenças, com J/0, darSo a serie 
pedida, por addições successivas. 

Por exemplo, para calcular (pag. 5 0 4 ) os logarithmos de 3 1 0 1 , 3 1 0 2 , 
3 1 0 3 , . . . basta interpolar 9 números entre os dados Iog 3 1 0 0 e Iog 3 1 1 0 . 
Para isso temos n = 9; o que dá S i = — 0 , 4 5 , e S1 = 1 4 0 0 , 7 2 5 . Com 
este S1 inicial, e com a differença constante S2 , forma-se a serie das dif-
ferenças primeiras 

1 4 0 0 , 7 2 5 , 1 4 0 0 , 2 7 5 , 1 3 9 9 , 8 2 5 , 1 3 9 9 , 3 7 5 , 1 3 9 8 , 9 2 5 

Em fim, esta serie, com o termo inicial Iog 3 1 0 0 , dará os logarithmos 
consecutivos que se procuram. 

Supponhamos que de 12'' em 12h se observou um phenomeno physico, 
e que os resultados medidos foram 

horas y A 1 A 2 

Oh 7 8 _ 
12 3 0 0 t l ' 144 
2 4 6 0 6 1 4 4 

3 6 1176 a i U 
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Para achar os resultados correspondentes a 4h e 8 \ . . . . é necessário 
interpolar 2 termos. Temos então n = 2, â2 = 16, ^ = 5 8 : com o pri-
meiro termo 58, e com a razão 16, comporemos as equidifferenças que 
formam a serie das differenças primeiras; depois, com esta serie e com o 
termo 7 8 , formaremos a serie pedida: 

Diff. 1.8S S 1 . . . 5 8 . 7 4 . 9 0 . 1 0 6 . 1 2 2 . 1 3 8 

Serie 78 . 1 3 6 . 2 1 0 . 3 0 0 . 4 0 6 . 528 . 6 6 6 . . . 

0 ' , 4 \ 8", 1 2 \ 16 h , 2 0 b , 2 4 h . . . 

A supposição das differenças segundas constantes convém a quasi todos 
os casos, quando se podem escolher intervallos convenientes. Usa-se f re-
quentes vezes d'este methodo em Astionomia; e até, quando a observação 
ou o calculo dá resultados cujas differenças segundas offerecem um anda-
mento pouco regular, imputa-se este defeito a erros, que se corrigem re -
stabelecendo um andamento uniforme. 

4J-S5. As taboas astronómicas, geodesicas, etc., são formadas segundo 
estes principios. Calculam-se directamente alguns termos, tão proximos 
uns dos outros que as differenças primeiras ou segundas sejam constantes; 
depois interpola-se para obter os números intermédios. (Vej. Asir. prat., 
n.° 78) . 

Assim, quando uma serie convergente dá o valor de y, por meio d'uma 
variavel x: em vez de calcular y para cada valor de x, (o que se tornaria 
muito laborioso, sendo frequente o uso da fórmula), determinam-se os re-
sultados y para grandezas de x gradualmente crescentes, de maneira que 
estes resultados sejam pouco differentes; e fórma-se utna taboa, na qual 
se inscreve cada valor de y ao lado do correspondente de x, que se chama 
Argumento da taboa. Então, querendo achar os valores de y correspon-
dentes aos x intermedios, obtem-se immediatamente os resultados procu-
rados por meio de partes proporcionaes. 

Quando y depende de duas variaveis ou argumentos, x e z, dispõe-se 
os valores de y em taboas de duas entradas, como a de Pythagoras; de 
maneira que, tomando x e z como coordenadas, o resultado acha-se na 
casa, que elles determinam. Assim, para 2 = 1 , escrevem-se na primeira 
linha os resultados correspondentes a x= 1, 2, 3 , . . . ; para 2 = 2, escre-
vem-se na segunda linha os resultados correspondentes aos mesmos valores 
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de as; com z = 3 fórma-se a terceira linha, etc. EntSo, querendo achar, 
por exemplo, o resultado correspondente a x = 3 e z= 5, basta procurar 
a terceira columna, e nella a quinta casa, que dará o resultado pedido. 
Os valores intermedios obter-se-háo d'uma maneira analoga ao que fica 
dicto. 

4 9 6 . Temos até aqui supposto que os x crescem por equidifferenças. 
Não acontecendo assim, e conhecendo os resultados y = a, b, c, d . . . . 
correspondentes a hypotheses quaesquer x = a., (J, y podemos r e -
correr á theoria, que se expoz (Geom. Anal., pag. 171), quando se tra-
ctava de fazer passar uma curva parabólica por uma serie de pontos dados. 
Também se pode proceder do modo seguinte: 

Com os valores correspondentes conhecidos a, a, b, [ 3 , . . . . formam-se 
as fracções consecutivas: 

A - - a " " A d ~ c A e ~ ~ d 
A = - , A 1 = — , A2 , A3 = — 

S — y e — ò 

A 3 - A 2 
B = 

C = 

D: 

b — a 
A. 

C — b 

P — 
» 

a 
14 J 

r - í * ' 

A 1 - A 
B1 

A2 - A 1 

y — 
» B1 

è 

B 1 - B 
C1 

B2 - B 1 

S -
» a C1 t -- P 

C 1 - C 

. . . , 
£ — y 

• — a 

Eliminando entre estas equações, acha-se successivamente 

6 = a + A ( [ 5 — a ) , 

c = a + A ( y - a ) + B ( y — a)(y — 

d = a -+- A (4 — a) + B (è — *){*•— ?>) + C (S — £)(*• — y), 
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e em geral 

yx = a + A (x — a) + B (x — a) (x — p) + C [x — a) (x — £) (x — y ) + . . . 

Para calcular esta fórmula, tomam-se as differenças primeiras entre os 
resultados a, b, c, d , . . . . . e dividindo-as pelas differenças das hypotheses 
respectivas a , |J, y , S , . . . obtem-se A, A j , A 2 : tractando depois A, A i , . . . 
d 'um modo analogo, deduzem-se B, Bi , B 2 , . . depois, por meio d'estes, 
acham-se C, Ci , C 2 , . . . ; e assim por d ian te : em fim, substituindo na fór-
mula, acha-se o termo geral pedido yx. 

Executando as multiplicações, a expressão precedente toma a fórma 
a 4- a ' x - H a " x 2 - H . . . . d 'um polynomio racional e inteiro; o que provém 
de se terem desprezado as differenças d'ordens superiores (n.° 4 6 6 ) . 

Por exemplo de resultam 

Corda de 60° 1 0 0 0 
6 2 . 2 0 ' = 1 0 3 5 
6 5 . 10 = 1 0 7 7 
6 9 . 0 = 1 1 3 3 

3 5 
4 2 
56 

A = , B rt t s 
A 1 = 1 4 , 8 2 
A 2 = 1 4 , 6 1 

B = 
Bi= 

— 0 , 0 3 5 
— 0 , 0 3 1 ; 

e são a = 0 , [3 = 2 - , y = 5 l , S = 9 : 

por conseguinte, desprezando as terceiras differenças, teremos 

yx = 1 0 0 0 H- 1 5 , 0 8 2 . x — 0 , 0 3 5 . x 2 . 

4 9 9 . Considerando qualquer funcção yx de x como termo geral da 
serie dos resultados correspondentes a x = m, m -H h, m + 2 h , . . . . , 
o termo geral das differenças entre estes resultados será a differença pri-
meira da funcção proposta yx, que se representa por àyx. Para ter esta 
differença basta mudar x em x -H h na funcção proposta yx, e subtrahir yx 

do resul tado: o resto gerará a serie das differenças primeiras, fazendo 
x = m, m -H h, «i + 2A 
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Por exemplo: yx — • 
a + x 

Ix + A)2 Xi 

dá Ayx = -a-\-x + h a-t-x' 

expressão, que se terá de reduzir, ou de desenvolver em ordem és poten-
cias de h.... 

Em geral, o theorema de Taylor dá 

Para ter a differença segunda, faríamos a respeito de Ayx o mesmo que 
fizemos a respeito de yx; e semelhantemente para as differenças terceiras, 
quartas, etc. 
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Integração das differenças. Somma das s er i e s 

4 9 8 . INTEGRAÇÃO DAS DIFFERENÇAS. Esta integração consiste em r e -
verter d 'uma differença, dada em x, á funcção que a produziu; isto é, em 
achar o termo yx d 'uma serie ym, yro+A» 2/m+2ft quando se conhece 
o da serie das suas differenças de qualquer ordem. Esta operação indica-se 
pelo signal 2. 

Sejn, por exemplo, 2 (3a;2 -h x — 2 ) , suppondo Ii = 1 = Ax. Esta e x -
pressão indica que uma certa funcção desconhecida yx dá, para x = 0, 1, 
2 uma serie de termos taes que o termo geral das suas differenças 
primeiras — 2 , 2 , 12 , 2 8 , . . . é 3 a ; 2 - + a ? — 2 . Assim, t racta-se de achar 
uma funcção fx de x tal que seja 

f(x+~ 1) —fx = 3a:2 -+- 2a; — 2 . 

Ora facilmente se vê q u e : 
1.° os signaes A e 2 se compensam; do mesmo modo que f e d: assim 

I A f x = f x . 
2.° A(ay) = aAy, por conseguinte 2 a y = aly. 
3. 0 A (At—BU) = AAÍ — BAw; logo 2 ( A í — B u ) = A 2 < — B 2 M , sendo 

l e u funcçôes d e x . 

4 9 9 . O problema, que consiste em achar yx por meio da sua primeira 
differença, não contém os dados necessários para se resolver completamente. 
Com effeito, supponhamos que — 2 , 2, 12, 2 8 , . . . . é a serie das pr i -
meiras differenças: para recompôr a serie primitiva bastará tomar o pr i -
meiro te rmo yo = a, e junclar successivamente as differenças, o que dará 
a, a — 2, a + 2, a - f - 12 ; mas a ficará arbi t rar io . 

Qualquer integral pode sempre julgar-se comprehendido na equação (A) 
do n . ° 4 6 9 : porque, tomando a ; = O, 1 , 2 , 3 , . . . na differença primeira dada 
em x, formar-se-ha a serie das differenças pr imeiras ; as differenças suc-
cessivas d'estas darão a serie das segundas; as d'estas as terceiras, e tc . Os 
termos iniciaes d'eslas series serão A^yo, A2t/0, A3(/o>- • .5 e estes valores 
substituídos em (A) darão yx. Assim, no exemplo precedente (que é o do 
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n.° 4 6 7 , quando a = 1) temos (n.° 4 7 0 ) 

A1JZo = - 2, A4JZo = 4, A3JZo = 6, A4JZo = 0 »• • • > 

logo yx = J/o — 2 x — x 2 - f - X 3 . 

Em geral , o primeiro termo j/o da equação (A) é uma constante arb i -
t rar ia , que se deve ajunctar ao integral . 

Se a funcção dada 6 uma differença segunda, será necessário por uma 
primeira integração reverter á differença primeira, e d'esta a yx ; o que 
introduzirá duas constantes arbi t rar ias . Com effeito a equação (A) faz 
ainda conhecer yx, achando A2, A 3 , . . .; mas ficam arbi trar ios j/o e A1JZo-
Semelhantemente discorreremos a respeito das ordens superiores. 

4 8 0 . Proponhamo-nos, por exemplo, achar 2 x m , sendo m um e x -
poente inteiro e positivo. Representem os este desenvolvimento por 

sendo p, q, r,. . . coef ic ientes , e a, 6, c , . .. expoentes decrescentes, que 
se tracta de de terminar . 

Para tomar a differença, temos de supprimir o signa! 2 no primeiro 
membro , e mudar no segundo x em x -h h, e de sub t r ah i r ; o que dá, pa-
rando nos segundos termos, 

ora , para que os dous membros d'esta equação sejam idênticos, é neces-
sário que tenhamos, em quanto aos expoentes , 

a — 1 = m, a — 2 = 6— 1, ou a = m - f - i , 6 = m; 

e, em quanto aos coef ic ientes , 

Sxfll=Pxa + qxb -I- rscfi + • • • • j 

OOO 
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Em quanto aos outros termos, é visivel que os expoentes são todos 
inteiros e positivos; e até se pode reconhecer que devem faltar de dous 
em dous; o que também resulta do calculo seguinte. Ponhamos 

2 x ! n = ^ x m + 1 — xm 4- axm~x 4- J J x m - 3 Hh yxm—3 4 - . 
Ji 

Para determinar «, (¾, y , . . . . tomemos a differença primeira, pondo 

x 4- A em logar de x, e subtrahindo. Passando px" 1 + 1 — xm para o pri-
JL 

meiro membro, e observando que p A ( m 4 - l ) = l , este membro redu-
zir-se-ha a 

. W « . , , » » — 3 3A i , â m —5 5A6 

A _ x - 2 4 - A" — x - 4 + A „ _ _ _ _ ^ 6 + . . . . 

onde omittimos, por abreviar, os termos do desenvolvimento de dous em 
dous, os quaes o calculo provaria que se destruem, e designamos por 1, m, 
A, A " , . . . os coeficientes do binomio. 

Fazendo o mesmo calculo sobre o segundo membro a x m — 1 + P x m - 3 + . . . , 
teremos 

, l • (m — l ) ( t n — 2 ) ( m — 3 ) , , 
(m — 1) aAxm — 2 4- ——-z ~z «A3 

2 

(m — 3) pA 

x' •m—l. 

Comparando termo a termo estes dous membros, acharemos 

tnh __ — A"A3 __ A»A8 
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e será assim finalmente, 

X m + 1 Xfn 

Ixm = — — + mahx"1-! + A "bh3xm-s 

(m+l)h 2 (D). 

+ A" ChPxm-S + A ^ d h 1 X m - 1 + 

Os coefficientes d'este desenvolvimento s3o os do binomio, de dous em 
dous termos, multiplicados por certos factores numéricos a, b, c,. . ., que 
se chamaram Números Bernoullianos, por ser Jacques Bernoulli o primeiro 
que os determinou. 

Como estes factores têm muito uso na theoria das series, ensinaremos 
(n.° 482) um meio fácil de os calcular: mas desde já damos os seus valores: 

= _ 1 = _ i L = J L 
° 1 2 ' 1 2 0 ' C 2 5 2 ' 2 4 0 ' 1 3 2 ' 

6 9 1 3 6 1 7 . _ 4 3 8 6 7 

3276Õ' 9 ~ V 2 ' 4 8 l 6 Õ ' ' 1 4 3 6 4 
• • • • 

4 8 1 . Por onde se vê que para achar Iym, quando m é um numero 
inteiro e positivo, é necessário, além dos dous primeiros termos 

a:"1+1 x m . . . 
- — —, tomar o desenvolvimento de (x-\-h)m, supprimindo os 
(m + l ) n 2 
termos d'ordem impar I . 0 , 3.°, 5 . 0 , . . . , e multiplicar os termos, que se 
aproveitam, respectivamente por a, b, c,... . Nestes termos x e h não 
tém senão expoentes pares, quando m é impar, e reciprocamente, e por 
isso deve rejeitar-se também o ultimo k m , quando elle é da ordem 

dos que não servem. O numero dos termos é m - | - 2 , quando m é p a r ; 
1 . . 

e — (m -I- 3) , quando m é impar ; de maneira que este numero de termos 
2 

vem a ser o mesmo para um inteiro par e para o impar consecutivo. 
Por exemplo, para »w = 10, desenvolveremos (a ; - f - / t ) 1 0 , e conservando 

os termos 2.°, 4.°, 6.° d'este desenvolvimento, teremos de ajunctar 



8 1 6 CAI.CCLO INTEGRAL 

1 Ox9ah+1 ZOxlbh9 + . . .a — 4 « 1 0 ; o que dá 
1IA 2 

10+1 x9h __ x7A3 + xs/t8 _ L x3h1 + JL 
1 Ift 2 6 2 66 

i 
Por este modo se obtém os seguintes integraes: 

/¥» /v»2 /v» 
. li/ - %âj %AJ 

T ' 2 2Ã—¥' 

2x< 

2x' 

X 3 x s Ax 
T + T ' ~ ~ 3A 

x s Ax 
T + T ' 

i ^ 4 X3 Jix2 
I . 

-

4fc 2 4 

XLI x 4 Ax3 

T + - S -

fc3x 

^ s B fc"" 

x 4 Ax3 

T + - S -~ 3 0 ' 

X 6 x 5 Sfcx4 

T h 12 
A3X2 

= 6fc ~ ~ 

x 5 Sfcx4 

T h 12 12 ' 

X7 X 6 Ax!i 
I A3X3 AsX j 

I h 2 ' 2 6 H 42 * 

X 8 x 7 f c x 6 
I 7A3x4 fcsx2 

I 
~ 8fc ~~ 2 12 2 4 1 1 2 ' 

x8 2 fcx7 
• 7fc3x5 2 fc5x3 

I A7x 

9fc 2 3 15 4 9 30 ' 

x " x9 3fcx8 
4 -

7fc3x6 A S X 4 

• 
3A7x2 

— I M - 2 4 10 + 2 2 0 ' 

r i t 
o _ f 

I U 
-lxio + 1 

2 6 
x9A — X7A3 + X3As - - I x 3 A 7 5 

6 6 ; 



CALCCI-O INTEGRAL 517 

4 8 9 . Podemos achar facilmente os números bernoullianos, a, b, c, 
d , . . . por meio da equação (D) . Para isso façamos x = h=> 1 nesta equa-
ç ã o : como 2 x m 6 o t e rmo geral da serie, que tem xm por differença pr i -
meira , este te rmo será 2 1 , e a serie será a dos números 0, 1, 2, 3 , . . . . 
Tomando zero para primeiro membro , e t ranspondo os dous primeiros 
termos, t e remos 

j 1 tn 1 
• = am - f - 6 A" + cAIV -+- dAVI . .. + km. 

m + 1 2 2 ( m + J ) 

Ora , se fizermos nesta equação m = 2, o segundo membro reduzir-se-ha 

a am, e te remos a = ^; se fizermos m = 4, o segundo membro será 

3 1 
am + 6A", e teremos — = 4a 46, que dá 6 = — ; do mesmo modo 

m = 6 dará o segundo membro a m - f 6A" + 6c e por conseguinte c = — — 
SaX^ Sá 

e continuando assim a proceder segundo as potencias pares, m = 2 , 4 , 6 . . . , 
ob teremos equações que irão tendo successivamente um termo de mais, 
2 a , 46, 6c mk, e que servirão por isso para determinar os números 
a, 6, c , . . . .k. 

4 8 3 . Tomemos a differença d o producto 

yx = — h)x(x + h) (x +- 2 f t ) . . . (# + th). 

Substituindo x -I- h em logar de x, e subtrahindo, vem 

Ayx = x(x + h)(x + 2h).. .(x + ih) x (i-+- 2) h. 

Dividindo esta segunda equação pelo factor constante (i -+- 2) h, inte-
grando, e substituindo a expressão yx dada pela pr imeira , te remos 

2x(x + h)(x+2h)...(x + ih)==-^-^.x(x + h)(x + 2 h)... (x + ih); 

equação, que dá o integral do producto de factores que formam uma 
equidifferença. 
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4 8 4 . Tomando a differença do segundo membro, verifica-se a equação 

1 — 1 
V = S .. 

x(x + h)(x + 2h).. .(x + ih) ihx (x + h)...[«-+-(»— 1) h] 

4 8 5 . Para yt = a® , temos Ayx = a* (aA — 1), 

que dá yx = 2ax(ah—1) = 035 , 
ax 

e por conseguinte 2a* = ^- -+- const. 

4 8 6 . É 

A c o s x = cos (x + h) — cos® = — 2 sen (x + hj sen h; 

d'onde, integrando e mudando x + -i- h em z, 

C0SV~ 2 . 
resulta 2 s e n z = h const. 

2 sen — h 

Semelhantemente se acharia 

2 cos a = j h const. 

2 sen — h 
j. 

Para integrar as potencias de senos, basta transformal-as em senos e 
cosenos d'arcos múltiplos (Alg. Sup., n.° 1 6 2 ) ; e integrar os termos 
resultantes da fórma A sen qx ou A cos qx por meio das equações prece-
dentes, pondo qx = z. 
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4 8 1 ? . Para achar 2 u z , sendo « e z funcções conhecidas de x, r ep re -
sentemos este integral por 

onde í representa uma funcção de x, que se t racta de de terminar . Se m u -
darmos x em x - f - h, mudar-se-hão u, z e í em 

M H- A«, * H- A Í , e t + Aí, 

e « 2 z H- í em « 2 z H - « z H - Au2 (z H- Az) 4 - í H- Aí. 

Subtrahindo d 'este resultado o precedente u 2 z + t, te remos a differença 
de 2 u z , 

uz = uz H- A « 2 (z H - Az) H- A í ; 

d 'onde se t ira í = — 2 [AM2 (z H- A z ) ] ; 

e por tanto 2 u z = u 2 z — 2 [A«. 2 (z -h Az)], 

fórmula, que corresponde á integração por partes das funcções differenciaes. 

• 4 8 8 . Ha só um pequeno numero de funcções, das quaes se conheça 
o integral finito; e por isso, quando se não sabe in tegrar exactamente , 
recorre-se ás series. 

A serie de Taylor Ay i == y'h H-1 y"/ia H-... 
JU 

dá yx = hlyi H- j h*2y" H- j h*ly'» H- . . . , 

onde j/', y", y1" são as derivadas successivas de y®. 
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Se considerarmos y' como uma funcção dada a de x, teremos 

y' = Zf y" = z', y1" = z " , , . . , e yx =Jy'dx =Jzdx: 

logo / z d x = Klz + 4 - A 2 S s ' + 4 - ¾ ¾ " . . . . 
2 O 

e 2z = A - V zdx — hlz' KiIz" 

AL -+ l •+• {zL -i s) ZaL -+ ss> •+ s £ » o 1 1 I •:£>» '> 

equação, que dá 2 a , quando se conhecem 2 z ' , 2 z " 
Tomemos a sua der ivada: virá 

2z' = h-*z — i - A . 2 2 » . . . , 

isto é, Iz' expresso em 2 z"„ 2 z ' " , Tomando a derivada d 'es te 
resultado, acharíamos 2z" expresso em 2z ' " , 2 s l v . . . ; e assim por diante . 
Mas, sem fazer estes cálculos, facilmente se vê que o resultado das substi-
tuições successivas será da fórma 

2z = h-ijzdx + Aa + BAz' + CA2Z7 + . . . , 

onde resta determinar os coefficientes A, B , C , . . . . 
Para isso seja z = xm: t irando d'esta equação Jzdx, z', a " , . . . e substi-

tuindo, acha-se uma serie, que, por isso que deve ser idêntica com (D), 
não pode conter as potencias m — 2, m — 4 , . . . . de A. 

Assim . . • -J1',1 v 

^ - Í - T ^ Í X I ^ + e í m ^ - ' 

sendo a, b, c , . . , os números bernoullianos. 
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= ZJS e h — 1, temos 

5 2 1 

f z d x = f l x . d x = xlx— x, z' = x—zw = . . . \ 

e portanto 2 I x = C + xlx — x — —- Ix + ax-1 + for-3 + cx~5.... 

4 8 ® . SOMMA DAS SERIES. Sendo a, b, c, d,. .. uma serie, que tem 
a', b', e1,. . . . por differenças primeiras, são 

b=a + a1, c = b + b', d = c + c',.. .l = k + k'; 

equações, cuja somma é l = a + a' + 6' + c' + . . . .k'. 

Se a', b', c',.... são números conhecidos, podemos sempre conside-
ral-os como differenças primeiras d 'uma serie a, b, c, d , . . . . que facil-
mente se comporia por meio do primeiro te rmo a e das differenças dadas : 
e como por definição (n.° 4 7 9 ) sabemos que um termo qualquer l ' da serie 
a', b',... é Al, por isso que l' = m — l, segue-se que , integrando V = A/, 
teremos 2l' = l, ou 

2<' = o' + 6' + c' + . . . . f t ' , 

incluindo o t e rmo inicial a na constante da característica 2. L o g o : o in-
tegral de qualquer termo d'uma serie é egual á somma de todos os ler-
mos, que o precedem, 

2t/® = yo + J/i + J/2 + yx-i-

Mas, se na somma quizermos comprehender o t e rmo geral yx, será 
necessário ajunctal-o ao integral , ou mudar neste ® em ¢ + I, ou final-
mente mudar x em x + 1 na expressão de yx antes de in tegrar . Para 
determinar a constante, basta fazer a somma =yo, quando x = l . 

4 9 0 . Pelo que fica dicto, saben.os achar o termo sommatorio de 
qualquer serie, cujo termo geral se conhece em funcção racional e inteira 

PPP 
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de x. Assim, o termo sommatorio da serie que tem por termo geral 
yx = Axm — Bx n + C, sendo m e n positivos, até yx exclusivamente, é 
A 2 i ' n — B2*c" + C ^ x 0 . Antes ou depois de haver determinado este integral 
por meio da equação (D), mudar-se-ha i e m i + 1 , para comprehender 
yx na somma, e determinar-se-ha convenientemente a constante. 

I . Seja, por exemplo, yx=x(2x— 1). Mudando x em x i , e in-
tegrando o resultado, teremos 

4as 3 + 3 x 2 — x x + t 4« — 1 
2 2 x 2 + 3 2 * + 2*0 = — = a 5 . 

sem ajunctar constante, porque as = 0 deve reduzir a somma a zero. 
II. A somma da serie das potencias l m , 2 m , 3 m , . . . dos números na-

turaes acha-se integrando xm íeq. D ) ; mas é necessário accrescentar ao in-
tegral o termo da ordem x, que é xm, isto é, mudar o segundo termo 

1 1 
xm da eq. (D) em —xm. E para determinar depois a constante, é 

2 ~ 
necessário attender ao te rmo pelo qual a somma deve começar. 

Por exemplo, para a somma dos quadrados, temos de tomar 2®2 (p ag-
5 1 6 ) , mudando o signa! do segundo termo, o que dá 

1 , 1 , 1 2 x + l a s + 1 

"3 "2 "6 x = = x ' 2 ' ~3 ' 

não ajunctando constante, por ser a somma nulla quando as = 0. 
Mas, se quizermos que a somma comece por r 2 , extendendo-se de n2 

a as2, então deve ella ser nulla, quando x = n — 1, o que dá 

n — 1 2 n — 1 
a constante = — n — — — . — - — , 

III. Esta theoria applica-se á somma dos números figurados. Por exemplo, 
querendo sommar os as primeiros números pyramidaes 1, 4, 10, 2 0 , . . .. 
(Alg. Sup., n.03 17 e 19), devemos primeiramente integrar o termo geral 

1 1 
y ® ( a s + 2 ) ( * + i ) , o que dá (n.° 4 8 3 ) — (as — i)x (x + ! ) (« + 2 ) ; 
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e depois, mudando x era 1+ I1 acharemos a somma pedida 

_ x ( x + l ) ( x + 2)(x + 3 ) . 

A constante é nulla. 

4 9 1 . Os números figurados inversos são fracções, que têm por nu-
merador a unidade e por denominador uma serie figurada. O termo x m 0 

da ordem p ( A l g . Sup., pog. 31 ) é 

1 . 2 . 3 . . . ( p — 1 ) 

que tem por integral C 

x ( x + 1 ) . . . ( x + p — 2) ' 

1 . 2 . 3 . . .p — 1 

(p — 2 ) x ( x + 1 ) . . . ( x + p — 3) 
(n.* 4 8 4 ) . 

Mudando pois x em x + 1, e determinando depois a constante de modo 
P— 1 

que a somma seja nulla quando X = O, teremos C = , e a somma 
dos x primeiros termos será P 

p - 1 1 . 2 . 3 . . . p — 1 

p — 2 (p — 2 ) ( * + ! ) ( * + 2 ) . . . ( x + p — 2) 

Se fizermos sucessivamente p = 3, 4, 5 , . . . , acharemos 

1.2 2 2 1 1 1 
3 6 

1 

7 õ 

i í i 
1 1 h 

' 4 10 2 0 

1 I 1 

" " h I f + T 5 + 3 5 ' 

f 1 1 
I 1 . 

6 21 56 

X ( x + 1) 1 x + 1 

1 . 2 . 3 3 3 

x (x + l ) ( x + 2) 2 ( x + l ) ( x + 2) ' 

1 . 2 . 3 . 4 4 2 . 4 

x ( x + 3) 3 ( x + l ) . . . ( x + 3 ) ' 

1 . 2 . 3 . 1 . 5 5 2 . 3 . 5 

4 ( x + l ) . . . ( x + 4 ) ' 
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e assim por diante. Para ter a somma total des tas series, é necessário 
p—1 

pôr x = oo ; o que dá o limite do qual ellas se approximam indefi-

nidamente ao passo que x cresce. Para a serie sen a, sen (a + 2A) temos o integral (n.° 4 8 6 ) 

cos (a + hx— — h\ 
2 sen (a + hx) = C , 

2 sen — h 
jS 

no qual, mudando x em x - f - 1, e determinando a constante C pela con-
dição de ser nulla a somma quando x = — 1, acharemos o termo som-
matorio 

cos ( a — hj — cos (a + hx + ^-h) 
_ , 

2 sen — h 
2 

sen ^ a + i Iucj sen h (x + i ) J 

ou 
1 , 

sen — h 
2 

Do mesmo modo se achará que o termo sommatorio da serie cos a, 
cos [a -j- h), cos (a -f 2 h ) , . . . . é 

a + — hx) seu h (x + l)] cos _ , 
2 

sen — h 
A 
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499. Fazendo a — 0, temos 

„ cos I f c x s e n f l - A a ; + I f c o 2 >> 2 2 
V cos Ax = 

1 , 
sen — A 

2 

sen Ax cos 1 A + (1 + cos Ax) sen 1 A 

2 sen 1 A 

sen fx + l)A 
V 2 / I 1-

0
 T T 2 * 

2 sen — A 
2 

x + — ) f c 
_ » . sen ^ 2 / I 
y cos Ax = * , 2 sen — A 

FIM. 
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Pag. 5. Theorema de Taylor 

Demonstração de Lagrange 

Se em qualquer fuucção fx de x mudarmos x em x -+- A, o desenvol-
vimento de f(x-+ A), ordenado relativamente ás potencias ascendentes 
de A, te rá a fórma 

(1) f(x-hh)=fx-t-Ah-hBh* + Ch»+..., 

começando por f x , e não contendo termos com expoente negativo, nem 
fraccionario, de A. Com effeito, se este desenvolvimento podesse conter um 
te rmo da fórma Mfc -"1 , a hypothese A = O tornaria infinito o desenvolvi-
mento da funcção f(x-\-h), ao mesmo tempo que esta funcção não des-
envolvida se reduziria, naquella hypothese, a f x ; o que é cont rad ic tor io : 

n 

e se podesse conter um termo da fórma M A m , os m valores d 'este radical 
combinados com os de fx dariam a f [ x + h) mais valores do que a f x ; 
o que é absurdo ( * ) . Demais , o desenvolvimento de f(x-+-h) deve ser 

(*) Se no desenvolvimento entrassem radicaes, poderiam estes combinar-se uns 
com os outros de modo que o numero dos valores distinctos de f ( x + A) fosse egual 
ao dos valores de fx ? E se entrassem potencias negativas, poderiam estas combinar-se 
de fórma que, para /t = 0, dessem resultados indeterminados, taes como ao — »? 
Para evitar a primeira difliculdade, segue Poisson o mesmo processo de demonstração 
que Lagrange, com a modificação de suppor ao desenvolvimento de f ( x -f- h) a fórma 

f { x +h)=fx + PAa + Qhb +Shc+ 

onde a, 6, e , . . . designam números crescentes indeterminados. Depois, mudando 
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tal que a hypothese A = Oo reduza a fx; por conseguinte fx deve ser o 
te rmo d'elle independente de A. 

Assim, a equaçSo (1) tem logar em geral . Resta só determinar os roef -
ficientes A, B, C que sâo funcções de x desconhecidas. 

Mudemos i e m a ! + i na equação ( 1 ) : virá 

f { x -+- i + h) = f ( x + i) + A i A - H B1Z1S + C1A3 + . . . . ; 

A 1 , B1 , C 1 , . . . . designando as funcções em que se tornam A, B, C , . . . , 
quando nestas se muda x em x-j-i. Ora , se applicarmos a estas funcções 
a fórmula (1) , teremos 

f(x-h«) = f x + A t H - B i i H - . . . 

A 1 = A H- A' í H -

A 1 = B + B' i H-

C 1 = C H - C i H -

A', B', C ' , . . . sendo funcções, que se derivam respectivamente de A, B, 
C , . . . pelo mesmo modo que A se deriva de f x . Substituindo pois estes 
valores no desenvolvimento de f ( x - \ - i H-A) , e não at tendendo ás potencias 
de i superiores á primeira, teremos 

(2) f(x H- i H - h) = fx H - Ai 

H - AA H- A'Ai 

H - B A « H - B ' A s i 
V 

H- CA3 H - . . . 

separadamente h em 2ft e x em x -+- h, e comparando entre si os dous desenvolvi-
mentos que d'ahi resultam a f { x 4 - 2 h ) , determina o expoente a. Finalmente, m u -
dando A cm h -f- t, depois x em x -f- í. e comparando simultaneamente os coefficientes 
e expoentes dos dous desenvolvimentos de f (x + h H~*). determina b, e,. .. e P, Q» 
R1 . . . (Vej. Cale. d i f f . de Garnier, nota 1.*). No entretanto fora talvez mais seguro 
dizer, como o sr. J. Anastacio da Cunha, em casos similhantes, que os cálculos u l te-
riores, pelos quaes se determinam A, B, C, . . . justificam a fórma do desenvolvi-
mento ( I ) . 
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Mas, se na equação (1) mudarmos h em I i i , e não attendermos ás 
potencias superiores de i, teremos 

(3) f {x + Ii + i) = fx + Ah + B/i2 + CA3 + . . . 

+ Ai + 2B/it + 3CA2t : 

logo, comparando os segundos membros das equações (2) e (3), que devem 
ser idênticos, acharemos 

A' = 2B, B' = 3C, C' = 4 D , . . . 

o u B = I A ' , C = ^ B ' , D = I C ' . . . 

Ora, como A é a derivada de fx (n.° 4), designando-a por f x , e as 
derivadas successivas d'esta por f x , f " x , . . . . , teremos, em virtude das 
equações precedentes, 

B ~ 4 r * . c = i . i r * , D = - I f i f " * 

e assim por diante. Substituindo pois estes valores em (1), resultará final-
mente a fórmula de Taylor 

f(x + h) = fx + hrx + ~ hY'x + I3 hY'x + . . . . 

OQQ 
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Ao n.° 297. Regra de Simpson 

Dividamos, por exemplo, o intervallo b — a em um numero par 2n de 
partes eguaes, e supponhamos que os arcos de curva interceptados por 
t res ordenadas consecutivas tiradas pelos pontos de divisão, a contar da 
primeira f a , se podem considerar como arcos de parabola. Temos nesse 

caso, para qualquer d'estes arcos, y = A + Bx + C x 4 : 

e como a fórmula de interpolação (eq. D do n.° 4 7 2 ) dá, para o primeiro 
arco comprehendido entre fa e /"(a + 2 í ) , 

f{a+x) = f a + j [ f ( a + i ) - f a ] + X~^^ [f(a + 2i ) -2 f(a + i ) + fa], 

comparando com a precedente, acharemos 

/~(a + 2 f ) 2/~(a + i) + fa 
G = = 

Do mesmo modo, para o segundo arco de curva comprehendido entre 
f[a + 2») e f (a + 4 i ) , acharemos 

f(a + 4 í ) - 2 / - ( 0 + 3») + f(a + 2 i) 

< 2Í2 5 

e assim por diante. 
Ora a equação y = A + Bx + C x 2 , 

dá y ' = B + 2 C x ; 

(«) Citamos a formula (D) sómente para poupar o trabalho de eliminar A, B, C, 
en t re as tres equações correspondentes a x = a, x = a t- i, x — a 2 i . 
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d'onde resulta f (a + 2 i ) — f a = 4 C i : 

semelhantemente f (a + 4 i ) — f (a -f- 2 i ) = 4C ( i , 

e assim por d iante : logo 

/ ' (a + 2i) — f a = í [/ '(a + 2t) - Z f (a + i) + / a ] , 

f (a + 4i) - / • ( « + 2 O = y [/"(« + 4 O — 2/- (« + 3 0 + /" (a + 2»)], 

f ( a + 6i) — f (a + 4t) = , (a f 6i) — 2/"(« + 5t) + /- (a + 4i)], 

f 6 — f [ a + ( 2 n — 2 ) i ] = j [fb - 2 f { a + ( 2 n - l ) » ) + / > + ( 2 n - 2 ) « ) ] . 

Sommando estas equações, e chamando I a somma das ordenadas im-
pares, isto é, da l . \ 3." até a ultima fb inclusivamente, e P a 
somma das pares, isto é, da 2.% 4 . a , . . . até a penúltima f(a -f ( 2 n — 1 ) i] 
inclusivamente, teremos 

fb — f a = - (21 — fa — fb — 2 P ) . 
i 

Substituindo este valor no segundo membro da equação (2) do n . ° 2 6 8 , 
te remos 

F6 — Fa = t [ I + P — f b + ^ f b — i / b — ~ ( 2 1 - f a — fb — 2 P ) ] 

— | . * L i + p + p — i ( T « + /» ) ] . 

que é a regra de Simpson. 
Esta demonstração tem a vantagem de se ver nella a ordem das quan-

tidades que se desprezam. 



A o n . ° 3 4 ? 

Para maior clareza, damos aqui á doutrina d'este numero a fórma se-
guinte : 

Quando falta o termo K, é propriedade de taes equações que, se lhes 
satisfizerem y = X 1 , y = X 2 , . . . y = X j , . . . , 

também lhes satisfará y = 2 X j . 

Com effeito a somma das equações 

A X i - I - A 1 X ' ! + + A b X W 1 = O 

A X 2 + A 1 X i
2 + + A n XW 2 = O 

é A 2 Xj + A1 2 X'j + A „ 2 X i W = O , 

ou A 2 Xi + A 1 2 (X i)' + + A n 2 ( X i ) W = O. 
1 

O integral completo t/ = 2 Xi deve conter n constantes arbitrarias. E o 
que tem logar, por exemplo, sendo X i da fórma C i X i e n o maior dos 
índices t. 

A o i i . ° 3 9 9 

Aqui chama-se dM a differencial completa de M, em ordem a A, B, C, 

d u 

No n.° 3 7 5 chamou-se •— a derivada de u em ordem a z. 
d z 

Esta advertencia torna manifesta a identidade das equações corre-
spondentes. FIM. 
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Ao nosso já mencionado collega o sr. Dr. R. V. Rodrigues devemos 

ainda o obsequio, que egualmente agradecemos, da indicação da maior 

parte das erratas seguintes, colligida durante a regencia da cadeira respe-

ctiva no anno lectivo de 1 8 7 8 para 1 8 7 9 : 

Pag. Linh. Erros 

2 sub m A m - V 

6 n.» 20 

Emendas 

14 

31 

34 1 sub A dx* dy1" 

61 

64 

67 

1 sub 

3 sub i" 

3 

rifo (g, x) + 6i [z — a;)] 
ri [z, x -H A1 (z — a:)] 

du 

mzn-hz' 
n.° 21 

Aa dx"- d y * - • • 
dxz 

dx« dy* a 

riif [z, 9 -4- 6j (z — x)] 
ri [<r -H 0, — ar)] 

i ' 

« o = 

» 6 1 . 2 . . . « 1 . 2 . . . n d < " _ 1 1 . 2 . . . w d í " - 1 

» 10 /"(*<)=*« 
7 0 4 e 5 « n R n - 1 

7 8 11 7 8 — 7 8 

79 2 2 A 2 n 2«A 2 n 

8 0 1 sub !/"=" y " = -
» » sen3 m ( l 2cos 2 (m •(- y)) s e n 3 m ( l + 2 c o s 2 ( m + y) 

sen3 (m y) sen s (m-Hy) 



Pag. Linh. Erros 

d s e n 3 í 
83 9 

dt3 

• 10 (sen3< — sen t) 

93 5 x — t 
94 6sub a-\-h=al 

96 17 a = + 

107 12 x3 —axy-iy3 

111 3 sub y ' 1 +y'2 — — y"h —,. 

113 6 DPP'M' 

115 16 » 

117 12 (X — 6)2 

x'y' y'2 

118 2 sub a = x + - % - = ~ x — ^77 

y" x" 

1 2 0 14 as duas primeiras 

» 19 — o' -h 1 

123 15 na fig. 36 

» 6 sub o arco é reclificavel 

128 8 S j a 1 - X i 

» 20 dy' 

131 5 , 7 , 9 P ' H ' 

132 26 infinitos a nullos 

136 10 desde os eixos, leia-se: 

14 origem A 

y, y", • - • 137 5 

138 ult. y = 0 

155 I s u b d ^ + d c V - t - d c " ! 2 

A „2 

1 3 7 6 — .J-
ds dsi 

» 2 sub ± , 

Emendas 

d 2 s e n 3 í 

dt2 

(3 sen 31 — sení) 

a — i 
a — h=al 

« = + 
X3 — 3axy -+ y3 

1 

LPP'M' 

( Y - 6 ) 2 

a=x— 
x'y' J/'2 

as duas ultimas 

— b'y'—a'+i 
na fig. 44 

os arcos das suas evoluías são re-

ctificáveis 

\/x2 — a2 

dy 
dx' 
P ' H 

nullos a finitos 

o e i io dos y e a parallela y — 1 
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