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CALCULO DIFFERENCIAL

REGRAS GERAES DE DIFFERENCIACAO

Nog¢oes preliminares

1. Seja y=fo

uma equagiio entre duas variaveis z, y.

Por dois pontos M (z, y) e M' (x + h, y + k) da curva BMM' (Fig. 1),
que suppomds ser o logar geometrico d’esta equaglio, lire-se a secante
SMM'. Teremos :

y=[e=MP,y+k=fle+h)=MNP, k=f(x+h) —fe=MNQ;
e o triangulo rectangulo MM'Q dara :

MO k : hy —[:
tang MMQ — =T=f____(*“+h3' i o
L




2 CALCULO DIFFERENCIAL

Mas, se tirarmos a tangenie MH no ponto M, e chamarmos 0, i, os an-
gulos HMQ, HMM', serd:

tgh—tgi tang i

;I :t G— _—-— gy — j— %

g MMQ=1g (0 —i) =4 o =8 — i gaigs) B "
A expressio de @-—%— L. tem pois a forma

Hlator o b0 L SRR

h

sendo y' = tang § independente de h, e = uma expressdo que a hypothese
h= 0 faré desapparecer. E assim deve ser, por isso que a direcelo da
tangente em M ndo depende da posigio do ponto M'.

Este raciocinio deixaria de ter logar quando ndo houvesse tangente no
ponto M (z, y) ; o que 6 poderia aconlecer em casos especiaes, em que se
apresentam com effeito resultados que tambem precisam d'uma interpre-
taclio especial ; mas, em quanto nio descermos da generalidade, e consi-
derarmos  qualquer, podemos dar como estabelecida a verdade da equa-

glo (1).

2. Fica portanto demonstrado que f(« -+ h) pode, em geral, tomar,
por calculos convenientes, a [6rma

[(@+h)=[z+yh+ah.

O coefficiente y', nova funcglio de dependente da primitiva y, e inde-
pendente de h, chama-se derivada da funcglo y, e tambem se designa
por f'z. E porque esta funcglio suppde a existencia d’uma curva, que € o
seu logar geometrico, e cuja tangente ella determina, vé-se que ¢ propria
para exprimir a continuidade de y.

Veremos que a funcgdo « se pode egualmente desenvolver em uma serie
de termos ordenados segundo as potencias ascendentes de h ; e que os coel-
ficientes d'esses termos dependem de 4, sendo por isso tambem proprios
para exprimir, ainda mais, a continuidade de y.

Por exemplo, seado X um polynomio racional em x do gréu n, e desi-
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gnando respectivamente X/, X", X", X{0 as func¢des derivadas de X, X',
X’ .. X1 yimos (A4lg. Sup. v.® 32+) que é

| i 1
' f g . ayn XM, .. n'X(n) |
[(z+h) =X+ hX' 2!;.\ +2l3h‘i 4 2.3.“”& X

8. O Caleulo diffevencial é um ramo da analyse transcendente, no
qual se procuram as derivadas das funccdes, se investigam as suas pro-
priedades, e se empregam essas derivadas na resolugio dos problemas em
que figura a continuidade das funegdes.

Como o segundo membro da equacio (1) se approxima tanto mais de
y' quanto é menor h, a differenca [ (x + h) — fa pode approximar-se in-
definidamente de y'h; e por isso se chama differencial esta parte da diffe-
renga total, quando h é a differencial de &, Leibnitz, inventor do calculo
infinitesimal, designou pela caracteristica d o augmento infinitamente pe-
queno attribuido a uma variavel: de maneira que dy e dx correspondem
As quantidades que designamos por k e h, consideradas no seu ultimo
estado de grandeza; e a differencial de y é dy = y'dx. D'onde provém
ainda o nome de coefficiente differencial & derivada y’, e o de Calculo dif-
ferencial ao calculo que acabamos de definir.

[l@+h)—[z
h

4. As definigdes de y' como limite da razio ~— correspon-

dente a h=0; como coefficiente da primeira potencia de h no desenvol-
vimento de [ (x4 h); e como coefficiente diflerencial %z sdio as bases

respectivas de tres differentes modos de exposigdo dos principios do Caleulo
differencial. Mas na investigaglio da derivada, correspondente a cada funegdo,

fl@+h)—fa

E—— 10808 dois primeiros termos

[z -+ y'h do desenvolvimento de [ (2 + k), segundo a facilidade que a es-
pecie da funcgio offerecer para um ou outro d’estes processos.

procuraremos o limite da razdo

#. A variavel z, & qual se attribue um augmento dz, chama-se va-
riavel independente ou principal; e a variavel y, cujo augmento dy resulta
do augmento dx atiribuido a x, em virtude da equagho y=fx que liga y
com x, chama-se variavel dependente.
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A derivada y' da funcghio y chama-se derivada da primeira ordem; a
derivada y" de y' chama-se derivada da segunda ordem de y; e assim

por diante.
Similhantemente ns coefficientes differenciaes de primeira ordem, se-
3 dy dy’
da ordem..., dey d - eyl Sy .
gunda orde e y designam-se por —= —y', - =y

E no caso de se tomar constante o augmento infinitesimo dz da variavel
independente, como supporemos quando ndo adyertirmos o contrario, de-

dy dy

signam-se por el = LARE

Theorema de Taylor

@. No n.’ 2 achamos os primeiros termos y + hy' do desenvolvimento
de f(x + h) em ordem &s potencias ascendentes de h: os seguintes estdo
comprehendidos em ah. Procuremos todo o desenvolvimento.

Representando y'+ « por P, a equagdo (1) toma a férma

flo+B)y=fotPh.........c... IR | A

Mudemos 2 em x4 i, e h em h—i. Como, por esta mudanga, x4-h=3
ndio varia, s6 variard z em P = F(z, h) posto debaixo da forma F(z, s —x);
e a equagdo (2) tornar-se-ha em f (x4 h)=y-+y'i+3i4- (P4 Plityi) (h—i);
ou, attendendo 4 mesma equagdo, e ordenando segundo as potencias as-
cendentes de 1,

0=(y—P +PhYi+...

Depois, egualando a zero separadamente os coefficientes das potencias
de i, e substitvindo em (2), teremos

P=y' +Ph e flz+h)=fr+yh+Ph........(3).

Similhantemente, mudando z em # 4+ i e h em h— i na primeira das
equagdes (3), egualando a zero os coefficientes das potencias de i, e sub-
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stituindo em f(x + h), teremos

2P = y' 4 P'h,
v Sy 1
e [(24h)=[2+y'h+5y"R 1 = P,
Em geral, suppondo

(ﬂ —1 ) P:n...ﬂ} - yrﬂ—ﬂ + Pin_“h'

"R y!:n—i'. hn—1 [!fn—l}hu
( fl. == : L e e T— 1
P T e e xaliudi A e ok e )

se operarmos nestas como fizemos para obter (3), resultario
n P:'Jl—'l:l — y';i + Pin) h'

y”h‘! y'sr‘ hn Pin) fnt4
ahdow o ik TS o S
. Flad Mmook gy gt o S 5Ty

Portanto a lei é geral,
A ultima equagio

1
[(zA4h) = fx+ hfz+ %h*ﬁ'x-{- v EF o h fz 4 ... (A)

6 conhecida pelas denominagdes de Theorema de Taylor ou Férmula de
Taylor, do nome do geometra celehre a quem se attribue a sua descoberta.

E vé-se que esta formula sera definida, se puder determinar-se o factor
P do termo que a completa, como adiante veremos.

\

9. Fica assim demonstrado que, attribvindo a 2 um augmento h em
fa, a funcclio variada f (2 4 h) se desenvolve em uma serie (A) de ter-
mos, que s6 contém petencias inteiras e positivas de h, ao menos em
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quanto x conservar um valor indeterminado. A serie (A) fard conhecer
este desenvolvimento, quando soubermos tirar de fx as derivadas succes-
sivas [z, ["x,...., ou ', "y, ...

Seja, por exemplo, y=—=a". Como a desenvolugdo de (@ + k)™ da
ma™—1 para coefficiente da primeira potencia de h, teremos y = man1,
e do mesmo modo y" = m (m — 1)a"—2,...; depois, substituindo em (A),
vird a serie de Newton. Para achar os outros termos da serie, qualquer
que seja o expoente m, basta pois saber que o segundo termo & mha"—!,

| —
ou que {f--l#—-m— se reduz a ma®—1 quando h se anniquila,

Ji desenvolvemos na Algebra diversas funccdes em serie. Mas, como
este desenvolvimento & uma applicagio muito simples do calculo das deri- .
vacdes, deduzil-o-hemos da formula de Taylor, seguindo as regras d'este
caleulo; e ndo faremos uso das series, sem que de novo as tenhamos de-
monstrado por esse meio.

Outra demonstragio do theorema de Taylor

8. Sena funcgio y = fr mudarmos successivamente z em x + A x, sendo Az
constante, mudar-se-hio

rem & AT x + ax T gt 7], A
eyem y+ay y+aytalyday)  y+av+alytay)talytay ta(yday)
ou y+ay y+2ay4aty Y1 3ay 3824 A%  ..h sumrenees

a que se pode dar a forma

3.(3— 3—1).(3—4
3.(3 111“z +3__§ )_5 2]53

1.2 i.2 .3

2.(2—1 ;
y+ay, y! ﬂﬂy+—-"—--ﬂ---}n’y- v i 3ay+

Seguindo a analogia, supponhamos que &

(n—1)(n—2) ,

['2+(n—1)sz)=y-+(n —1)ay+ s B ke

(r—1)(n—2)..0n — &) kx  (n—=1(n—2)..n—(k 1) kii
R T R RSP R NN R T
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Mudando # em & + Az, resultard ainda

—1in—2)...n—k k41
ﬁx+nn=)=yin_:| i!.g..'+---+[”1 )_(' 3 J '(". k ) A t y-k...
(n—1)(n— 2)..(n—F&)(n—(k+1))

+ o ardlbe s R ok

nn—1)n—2. .. (n—k) k+1

&ty+ldy4....-t-l.2 ..... k-i—l& I P (1).

Donde se conclue que a lei (1), ji verificada para 2 + Az, = + 2az, ¢+ Jaz,
¢ geral,

Posto isto, para desenvolver /(@ | h) em serie, basta fazer naz—h na férmula
(1), o que dard

h(h—az) aty hih—az)..(h—kaz) ak+1y

: (@),
e ) T T R {az}k"’+ (

Ay
[(@+h)=fz-+h g +

Mas, por ser o augmento h independente de Az, niio pode Az entrar no desen-
volvimento (2) senio apparentemente: se fizermos pois sz =0, ainda este des-

A . Oy & "
envolvimento serd o mesmo; e chamando entio ;y_. a—-!;. .« » aquillo, em que nesta
z dx
Ay a? i ,
hypothese se lornam _!, —yz. +++ s @ serie (2) transformar-se-ha na férmula de
Ax (ax,

Taylor,

Cumpre advertir que este raciocinio tem sémente logar quando Az se pode tomar
arbitrario e indefinidamente pequeno, isto ¢, quando nas n partes, de que se compoe
h, a curva, cuja equagiio é y=fr, nio tem pontos conjugados, de sorte que a hy-

" SN TR = Ay A%y
pothese Az = 0 nio torna imaginaria nenhuma das expressdes 7 = bl
A

E tambem, que farer Az —0 em 2) corresponde a desprezar Az e as suas po-
lencias, em comparagio de h e das outras quantidades que nio sio arbiliarias e
indefinidas. Por onde se vé quanlo esta demonstragio do theorema fundamental do
caleulo differencial é propria para dar idéas claras do mesmo caleulo, e para jus-
lificar os desprezos das quantidades indefinidamente pequenas, que nelle se fazem
(Cale. de Bezoul, n,°82, v, Cale. diff. de Garnier, cap. 2; e Cale. de Navier, n.” 80).
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Regras da dilferenciacio das funccdes algebricas

®. A compasigho da derivada y' em 2 depende da f6rma da funcgio
primitiva y. E por isso necessario formar esta derivada para cada funcclio
proposta; o que se obtem por qualquer dos processos referidos no n.° &.

Mas, para ndo repetir os mesmos raciocinios em todos os exemplos,
daremos as regras pelas quaes se formam as derivadas das diversas especies
de funcedes; ficando assim reduzido o trabalho a practicar em cada caso
estas operagdes por processos sabidos, do mesmo modo que na multipli-
cacho, na extracgdo de raizes, e em outros caleules algebricos.

10. Seja y=fr=A+Bu—Cri..... S e ;

designando A, B, C,. .. constantes, e u, (, ... funccdes de .
Mudando z em z + h, nio mudard A, tornar-se Bu em B{u + v'h + a),
Ct em C(t-+1'h+3h),..., e fo em flw+h)=[x+ (Bu'—Ct")h+ (B2 —C2)h...;

logo y'=Bu'—Cr';

isto 6: Para ter a derivada d'um polynomio, sommem-se algebricamente
as derivadas dos seus termos, conservados s mesmos eoefficientes e signaes.
A derivada d’'um termo constante ¢ nulla.

Por exemplo: y=—a?+mz, y=1—"bz,
dio, reslpe:li\'nmcntc, y=+4m, y=—0>0.
f2. Sejam u e ¢ funcgdes de z, e y —ul.
Sera [(x4 h)=(u+wh+ah)(t+th+ h)=[z+ (u't + wh 4.5

e portanto y'=u't + ut'.
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Seja y == ulv.
Pondo z==1v, e por conseguinte y = us, serlio
s={lv 4 1v', Y =u's 4 us' =u'tv 4 'uv 4 v'tu.

E procedendo do mesmo modo para qualquer numero de factores, te-
remos a regra seguinte :

Para formar a derivada do produclo de muitos factores, considere-se
suceessivamente cada um d'elles como o unico variavel, e sommem-se as

derivadas assim obtidas;
Por exemplo :

y—(a} x)(a—z) dé y'—(a—2).1 { (a4 2).(—1)=—22;
y=(a+bx)(c—dz)x di y'=—=ble—dx)o—d(a+bx)z+(a} bx)(c—dz).
12, Paray— t!i teremos u=—yl, u'=—y't + 'y,

w—1 u't—it'u
diio (« f— : e o
que ddo (+) y » ou y 2

Logo: Para ter a derivada d'uma fraccio, lire-se da derivada do nu-
merador o producto da mesma [racgao pela derivada do denominador,
e divida-se a differenca pelo denominador.

Ou tembem : Multiplique-se o denominador pela derivada do nume-
rador ¢ o numerador pela derivada do denominador; subirdia-se o se-
gundo producto do primeiro; e divida-se a differenca pelo quadrado
do denominador.

M M

- e

(») Se operassemos immediatamente sobre a fracciio proposta, leriamos

] ] ' ]
u-+uh-+ah TR . - fu' —ul
S A A T .+ ., que lambem daria y'=
t-+t'h-+ ph f [ W ¢ nefin ¥

fle—+h)=

Ll
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Por exemplo :

. a*—a? (a+z)(a—x) da y'_—:li_ :r\..{:i‘i’m} —(a?—2%).(—1) s | 3

G—x @ — (a — x)?

i x e e @ (1—z) 42 I z(2—=z)
) e S e

\ m"

{ 3. No caso de ser u constante, ¢ u'=0, e y' = — o

Por tanto: 4 derivada d'uma funcgio de numerador constante ¢ egual
i a menos o producto do numerador pela derivada do denominador, divi-
' dido este producto pelo quadrado do denominador.

Por exemplo: y=— S =

A4, Passemos &s derivadas das potencias.
1.° Se m é inteiro e positivo, temos B g e 2
que dd (n.° 11)  ¢'=1.2% L. a1 .., = ma™l,
E mais geralmente, para y =—3", sendo z =z, é
g =maz™1, 2,
2.° Se m ¢ inleiro e negativo, m =——n, lemos

nz—1.3'
— —— e L . A -—A—1a! T —
s it (13) y=— - 2'=ma"—1.5,
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3.° Se m & [raccionario, m:ﬁ, temos
q

P
y:;lﬂ:zq. y{i:zp' qu“—jlylzpzp._l. 5'} yl__:% z:mzm'-—l.;f'

4.° Finalmente, se m & irracional ou imaginario, ainda se lhe applica
a mesma [6rmula (vid. Alg. Sup. n.° 11, 3.° e 4.°). Logo, qualquer que
seja o expoente m :

Para ter a derivada d'uma potencia, multiplique-se o expoente da
potencia pela rais elevada a esse expoente menos uma unidade, e pela
derivada da raiz.

3
Por exemplo : y:x?(a-{-bz—i), fazendo a 4 br—2=3z, di
1
g L X e B 3 .
y’=§x3.:Lwi:'_——2~ z?(a4bz—2)—2Wzx *— _az?——bs ?
,.1_ I 1 [}
15. Para y=ys=3" & y=—s5" gl
m m’:;(zm—l
3/ :
No caso de m==2, ¢ '=m. E assim :

A derivada da raiz quadrada d'uma quar-udade ¢ equal a derivada
da quantidade, dividida pelo dobro da rais.

Por exemplo : y= ‘f/{ﬂ_i_bIg-J;-,




e

o
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Bla+ bl 260 5 4
da D, ol Bl X0 el VO PR
e TN Tkt
. i x _a(z+ v a? +a?)
—z+Vata® at
2 2
da y’-—r- . _E_.f_zhi_-a_—k?af_

(a + 222 — 2z v’"‘ + a?) v’;!+ a? a* a® v/ o + 22

46, Obtida a derivada y' de y, podem depois formar-se as derivadas

successivas y", y"'. ..

Por exemplo : y=2zm, y=uz"1, y=Vau,

diio respectivamente :

y' =mam—1, y' —=m(m—1) a"—2.. y"=m(m—1)..(m —(n—1))z™—";

2 . 2:3...n

== | pr ot i | e Y
y———;‘i‘ y——+m:v..-t-.-ny ]'—-—.+... mﬂ}i ]

1 1 1.3...(2n—3)
P | R M LN e N N —
y Ve Y= L T bl anp gpin—1 '

1%, Sabendo derivar todas as funcgdes algebricas, facilmente se applica
a serie de Taylor [(A) do n.” 6] ao desenvolvimento d’estas funcgdes em
series ordenadas segundo as potencias ascendentes de h, quando se muda
x em x+ h.

I. Seja y=a—"1. Com as derivadas y/, y",. . . que acabamos de formar,
a formula (A) dard a progressio arithmetica
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: a? —a? a? : e 2 2a?
II. Seja y== :.-x—;. Serio y'=—1+ et y'=—sm
v - | a? a®
¢ flz+h)= ~ +(I+Ei)h—;§h*......

III. Seja y =V . Com as derivadas y', y’,. .. que achamos, teremos

) h? L 1.3...2n—3) a
l/(:r: 4 h)—-l x4 m""m;-i‘ $r T T omp e : 1.2.3...11'

IV. Seja y=a™, e m qualquer. Teremos :

m (m—1).. (m— (n—1)

W gk
N TR i el adalc

(@4 h)m =a™ + mha™—1 +. .

Mas cumpre adverlir que uma serie s6 representa a funcgio desenvol-
vida, quando é convergente para o valor da mesma [uncgdo.

Outra demonstragiio da regra de derivagio das potencias,
para qualquer expoente

A8, Mudando £ em & -+ A, a funccio y = a™ lorna-se em
(@+h)"=a™+yh+....,

ou, dividindo por ™, e pondo A =z,

Ak m y's
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Como se pode variar b de modo que s fique constante, deve (1 + )™ ser inde-

pendente de &; o que di _:_t = conslante.

E pois y=a™"fm;

representando fim uma funccio unicamente de m, sem .
Para determinar m, temos assim

(E+h)" =™ he™ V.. ..,

e similhantemente
(#+B)'=2"+ha"— 1 fn+.., (2+ K" "= g5 pa™ 1 fansn) + ...
Mas a multiplicagdo de (z + &)™ por (z + k)" d4
(@ + B gty pamtn—1 (g, ey L I

logo f(m 4 n) = fm + fn, que & conhecida com o nome de equacio da definicio
das funccies exponenciaes: da qual, considerando n como augmento de m, ou

flman)=fmitnfm-..., resulta fn=nf'm. |
Esta equacio mostra que, por ser n independente de m, devem ser f'm uma
constante a independente de m, e f/'m, ["'m, . . . nullos.

Serd por lanto fn = an, e do mesmo modo fm = am: o que dd

(2 +h)™ =2™ + maha™ 14 .,

Para determinar a constante a, fagamos m = 1 nesla equacio.
Ficard @ 4+ h ==& + ah ; 0 que dd a= 1, e por conseguinte

y = mg™—1,

Para y=13™ , sendo = funcciio de &, lemos

fl@+RA)=(s+hs'+ ... )" =2"4+mh™ ' & ..., que d4

¥ =mzm1 g,
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Funcgies de funecoes

19. Em olguns dos exemplos precedentes, a expressdo, que se pre-
tendia derivar, ndio era funcgiio immediata da variavel principal, mas sim
d’outra variavel tambem dependente da principal. Foi deste modo que,
suppondo z funcclo de z, e y = 2™, achamos y' = mz"—13/,

Considerar assim a relagdo entre duas variaveis como expressa por in-
termedio de relugdes entre essas e outras variaveis, ndo s6 generaliza a
investigagio das derivadas, mas permitte muilas vezes simplifical-a, egua-
lando a novas variaveis algumes das partes de funccdes complicadas, 4 si-
milhan¢a do que se praticou no exemplo do n.* 14.

Tractemos pois d'esta clasce de funccdes, que se chamam funegdes de

[funegdes.
20. Supponhamos que, em vez da [uncglo

y=fx......,.... ...... ....(I),

se da o systema equivalente das duas

yu= b¥ BeePe., sup osudeoqiant, i (2),

da eliminaglio de z entre as quaes resultaria (1). Tracta-se de achar a de-
rivada de (1), sem fazer essa eliminaglo.

Antes d'isso observaremos que, por haver, em (1) e na 1.* de (2), duas
variaveis principaes & e 3, nlo se pode usar da mesma notagio y' para
exprimir a derivada de y em ordem a cada uma d’ellas; mas, como a de-
rivada equivale ao coefliciente diflerencial (n.° 3), podemos designar por
dy dy : ; .

75" derivadas de y relativas a e s: advertindo que, adoptada esla
notaglo, ndo se devem execular operacdes analyticas sobre as differenciaes
dx e dz; porque estas, escriptas como denominadores, ndo s6 indicam di-
visdes, mas tambem mostram em ordem a qual das variaveis se fez a de-
rivagio designada pelo respectivo coefficiente differencial: nem tao pouco

se devem suppor os dy eguaes, porque sho differentes os relativos a cada
uma das duas variaveis x, e 3.
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Bem entendido isto, se mudarmos « em & + h, mudar-se-hiio z e y em

s+k=F(x+h), [(x+h)=9(z4+ k),

que dio
aup oids i dy b 1 dy ds
Il-__hd—&:-!-...,f(x+ﬁ)_y+ka+...—fa:+hgz- 'd;s+'“ :
dy
Mas é (eq. 1) f(x+ﬁ)=fm+ha+....:
dy dy ds
lﬂno dx_ a‘z' ¥ .(I_‘.'r' ................... (3).

Portanto : Quando y € funcgio de z, e 2 funcgao de x, a derivada de
y em ordem a x € egual ao producto das derivadas de y em ordem a z
e de 2 em ordem a x, deduzidas de (2), nas quaes 1 ¢ x sdo as respe-
ctivas variaveis principaes.

21. Supponhamos que a equacio (1) resulta das tres
z=Fz, u={z, y=9(3, u).
Mudando z em z 4 h, mudam-se z, u, y em
s+k=F(z+h), uti={(x+h), f(e+h)=¢(z4+k uti).

As duas primeiras dao

dsz 0
L—E‘;hﬁl‘..., t=&5hm....

Em quaoto & ultima, podemos mudar primeiro s em z+4 k, e depois
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mudar no resultado u em w7, o que dard successivamente

R L Wl ;de 38
¢(z+k, u)=9(z, u)+k d:+....cp(z—!—f;. uti)=e(s, u}-}lﬁ-[-k d‘-{-...

Substituindo depois na segunda d'estas as expressdes de i e k, serd emfim :

d d'u do ds
2 de )+ by

o +h(du d.,i:: dz " da

e comparando com

f(x+h):fx+h;‘g+....,

dy dy du dy ds
feremos o .t
g dz  dw dz @ dk dr

Em geral, se, em vez de (1), tivermos o systema equivalente :

mudando x em z -+ h, resultardo

z14+ky=gq1(z+h), zat+ka=3%a(z+h),...; flz+h) ={(314+k1, 23+ ka,...),

que dao

dy . dy

d
2 i flath—fetb ol +ha gt

dys
PO S SISOy PO 4
dx i

c




e e
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ou f(z+h}=fa:+h(ﬂ.£g—l+ﬂ-.iz—i+...),

d dy dz dy d
o s sk S ol S8 o e,

e int = o — : ok
por consegum e d.‘iﬂ d51 e (152 d.r

Portanto: A derivada d'uma funcgio y composia de qualquer modo
de muitas funcgdes 24, 23,. . . € equal G somma das derivadas respectivas,
que se oblém considerando so como variavel cada uma das componentes,
tsto €, applicando a equagdo (3) a cada uma.

As derivagdes dos produclos e dos quocientes sio casos particulares
d’este theorema.

(1 —a%)?— (3 —2x)x

Seja, por exemplo, y=

4—ba2
Pondo s=1—a% u=32x—22% t—=4—82,
: L -

e por conseguinte y= =, serfio :
dz du di dy 2z dy 1 dy 2i—u
i i, e el = o B D e T ey
dx E‘r’d.’c ® o dz (' 'du t'di 2
¢ ,__fiza:_iil—fiw+E(zi—u)___iﬁ:cs—lﬁx‘—'?

i t @ (4—Ba2)T

22, Quando as expressdes das variaveis 2z, u,.... nlio viessem a ser
complicadas, seria melhor niio fazer a transformagio precedente, e operar
como se ella estivesse [eita, suppondo-a tacitamente.
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Por exemplo : y=(a—2z+ z*)} (a —2)
dardi y'=8(a—2a+ a7} (—2+ 34?) (a—a) —(a—2z+ 2%)3,

ou y=(@—2z2+2%2(—T7a+82+9ax*—104%),

Funegdes exponenciaes e logarithmicas

28. Funcgdes EXPONENCIAES. Seja y==a®

Mudando z em x 4 h, e depois dividindo por a*, resultam successiva-
mente

f(x+h)=atH=a* +yh+ ..., at =1 +-E;h+....

E como, por ser independente de & o primeiro membro da ultima equa-
¢lo, tambem o deve ser o segundo, teremos

¥ =ha"s

representando k uma constante, que vamos determinar.
Substituindo na serie de Taylor as derivadas successivas

y =ka®, y' —k%*,..... yi = k"a®,
| 1
b *hi4+ —ka=h® 4+ —FKk%"h® +....:
vem a a* + ka*h 4 5?'Ju:lh +2'3 a*h? +

1

que, para a =0, da ah =14 hk<4 5

1
2.2 B3 . .
h*k +2-3hk +iiai
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1 e
e,para z =0, h=1, da a._-t+k-'r-é—ﬁ"-+-ﬂ-k*‘+...,

da qual se tira, pelo methodo inverso das series,

kr(a—ljwé(a-—-l)’ !-Jé(a-—nu....

24. As duas equacdes

i 1 |
a=1 +k+ EL*-I— g—aka-}'---, k:-[ﬂ—'l)— -E (G—IJ!J,- -—;-(tl—' :]3+....,

estabelecem a relaglio entre a base a dos logarithmos definidos pela equagio
y =a" e a constante k; de sorte que, dada uma d'estas quantidades, se
obtem logo a outra.

Assim, fazendo k==1, a expressio de a reduz-se 4 base dos logarithmos
naturaes, ou neperianos,

A primeira d'estas expressdes de k tem logar em um systema de qual-
quer base, a segunda no systema de hase e, e a terceira no de base a;
systemas que se distinguem pelas tres nolagdes Log., I, log., segundo a
convengiio adoptada (Alg. Sup., n.® 15§).
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25. Sendo z funcgio de z, e y=a?,
teremos y =ka*s' = a*z' la.

Portanto: Acha-se a derivada d'uma funcpdo exponencial, multipli-
cando a mesma funcgiio pela derivada do expoente ¢ pelo logarithmo
natural da base.

Por exemplo : y=em, y=ga¥tl, y= aViH,

. ' — la
dao, respectivamente: y'=me:s', y'=3a¥a, y'= aV ¥, ——.,

V241
26. FuncgdES LOGARITHMICAS. Seja y = Log .

a;-t-a'l.

]

Sera  Log{z+ h)=Logz+yh+..., ou Log =yh+...,

I

ou, pondo h = zx, Log (1 4+ z)=yzz+....

Como, variando z, se pode tomar h tal que = fique constante, deve y'z
2 g M
ser uma constante M independente de @, e por conseguinte y' — —. De-
T
terminemos M,

Substituindo na serie de Taylor as derivadas successivas

M M, 2M 2.3.(n—1)M

N

ikl TR R, —_—— L s oy = i, e
y e N y’ _-]'_'g. y .’,BR " y + L]
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h h2 3 kn
vm Lo+ W) =Loge M (3 — got g o)
ou Log(14+3)=M(s .-t.;i.F._Ill LI
g - T - 2 3 z IIIIIIII .+;~ )‘

E se, chamando a a base dos logarithmos, fizermos 1 4 z==a nesta
serie, resultard

i 1 1
’*_MJI_(“"“’)—E(“*1F+§(ﬂ—i}“---x-'—‘-(a—t)"],

isto &, '1=MI¢~_———M A
log e
Logo () M=log e= '
g r— E\ "'—Iat

ael ol

29. A luncgio y = log = dé y':M—_'_—_.i‘.

Logo: Acha-se a derivada do logarithmo d'uma funepdo dividindo a
derivada d'essa funccio pela mesma funcgio, e multiplicando pelo mo-
dulo.

Niio deve esquecer que nos logarithmos naturaes ou neperianos o mo-
dulo é egual 4 unidade.

i s e e e e T T P ——

{+) Como y = quE S LY log y==1y log e==M ly, vé-se que M é o factor con-
stante, chamado modulo, pelo qual se devem mulliplicar os logarithmos naturaes para
ler os d'oulro syslema de base a (Alg. Sup., n.® 154).
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Exemplos :

]u"—L st e
s Jiza - 2+’

[(d15atezy 1

y=log(z+ v ?4—&:';'-).5:':-

— y=l;
\,

f
wi+.t* ) Vitat z v 1ot

\/i+m+v‘l—a: : 1

e

y Y . .
\,fl+a:—-1,/l—x x y1—a2

-1

28. Chamando differencial logarithmica de y a expressdo %‘. podem
tomar-se facilmente de cor as regras fundamentaes da differenciagdo das
funccdes algebricas, dizendo que: A differencial logarithmica d’um pro-
ducto ¢ a somma das differenciaes logarithmicas dos seus factores; a do
quociente € a diﬁ'erenpa das do dividendo e divisor; ¢ a da potencia €
o producto do expoente pela da raiz.

29. Tambem o uso dos logarithmicos facilita o caleulo das derivadas.
Assim :

T L g = i ' — i I'lz);
L y=3'daly Hz,y_.rz+l£z,y-_..y{tz+ )3
e por isso a derivada de y==z* é y' =3z%3'(1 +13),

IL y=ad\ (%) da ly=="btla, y yf:‘z'!ni‘b-—:u{":]b‘s'lai’b.
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i/ I
m. y=3s") ds ly= I3, y'=;(=“)zu[%+(u:—4. wli)ls).

Outra demonstragio das regras para differenciar as potencias,
os logarithmos e as exponenciaes

80. Demonstraremos agora eslas regras considerando as derivadas como o limite

= A —
de [(= +! st .. correspondente a k= 0.
(]
- k m T m
1. Sendo y=a", & y =lim. fI——er—-m—.
' 1 " —
ou, pendo h=a , y' = lim. -{+—“J—1z"'_1.

Para & infinitesimo é (1 + a)™ — 1 =@ infinilesimo, quando em logar de m se
poem os dois inteiros que o comprehendem, e portanto tambem para m qualguer.

E como de (1 + )" — 1 = se lira

__log(1+8) 8 log(1+8)
A loglfl n;_] @

s-t-m{-

log (1 +,:}

Bl o
1 1 B 05( )

ou, pondo unT,p.:i', ?E (

log{ 1 -+ -,-)

1yi
lﬂg(l-i‘T

1\,
logl | 4 —
2 i

y =ma"™ ! lim.




—————W
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Log(z+h) —Logz

Il. Sendo y==Logz, & y =lim.

h L]
Iﬂs i+ -—)
ou, pondo &=1ih, y' == lim. —T___
gth__ o 59
1. Sendo y=a*, & y =lim. a a i a 'l'

" 7

ou, pondo a® =1 +%‘ L a logcl; £

1

]
1
isto &, y = a” log a I

lim. ]ng(l + iT)l

Para concluir a formacio de y' nestas tres especies de funcgbes, resta portanto
e s 1Yi gkt
achar o limite da funcgio (i + T)I. quando i tende para o infinito. O que faremos,

seguindo o raciocinio empregado no logar respectivo do Cale, diff. de Serrel.
1.° Se i é sempre inleiro e positivo, a férmula do binomio de Newton dd

(H- )_H_‘ 1_ 1[l—-£.T'I-_I_mi[i-—‘lj...(i-—fn—ln_i+nm

i 2 * B e n .1

_i(i—1).. fi—n1)] i—n (f—n)(i—n—1) T
sendo Rn_‘ﬂ ...... n.i‘ I{ﬂ+1}i+(‘+l} 0 {“}'2)11' Jo
oun
1 n—!
CHE 2 ( ‘ X) Ry |

1]
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A (). ]

sendo Ry =

(n+1) (n+2)

A somma dos termos do segundo [actor de R & evidenlemente menor que a dos
lermos da progressio geomelrica

e por conseguinte & R, <

Mas esta desegualdade mostra que R, tende para zero, quando n tende para o in-
finito; logo, lendendo i para o infinito, é

i
lim (1 -4 J—)_
i

2.° Se o numero positivo i nio ¢é sempre inleiro, sejam p e w41 dois inteiros

A}
que o comprehendem, e que lendem com elle para o infinito. Serd (I +—_)
1

i 1 \» 1\#t1
comprehendido entre 1+ —-—) e (H‘ _) ’
pt+1 e

isto é, entre —-—;—l S (H-.':)F(l+%).
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g i 1\
Ora, segundo acabamos de ver (1.%), os limiles de (I + --) e (1 } —)
p+1 E

X 1 1 o AL,
sio ¢; e 05 de 1 4+ —— e 14 — sio 1: porlanto o limite de (1 + _-) lambem ¢ e.
B’ 1 i L]
3.° Sed é um numero negativo, inteiro ou fraccionario, i = — p, serd

(D=0 = (G () 2D TS

que tem ainda por limite e.

1 ]
| O pois, em lodos os casos, lim. (1 -+ -') =g;

o que substiluido nas tres expressoes de y' di :

m m—1 log e m—1
L. Para y=uza y' = mx = MT A
log ¢
Loge M
—_— ! L —
Il. Para y = Log x i = =
[ I [ |Ds a =
= = === - I
M. Paray=a Y a e a la




——————
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Funecdes circulares

31, LiNuAS TRIGONOMETRICAS. Seja y=senx;

e supponhamos que o raio do circulo é a unidade.
Mudando z em = | h e em & — h, resultam

sen(z + h)=senz+y'h | ..., sen(x—h)=senxz—yh+...,

cuja differenca 2senhcosz =2y'h ..., da

= sen h
e porque o limite de g é 1, serh

y

==1, ou ¢y =cosa.
cos x

Para y = cos # podemos discorrer similhantemente; ou wnotar que, por

Ser cosx — sen Ew—m). é

i(g=— _

L B B e P s o

(+) As derivadas successivas pode dar-se a forma :

DE y=senﬂ, y’ﬂien(x g %).yr‘=ﬁ’ﬂ{1+:}...-y{u}=!-l‘.'l! (E"'%)o

De y=cos &, y =cos (z—+- %) YWe=cos(z+x)..., ytnlgcus(x+%‘).
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Para
. enz . COST.cosxT | senxseny i ki
= Lan T — — || —— -
y B8 otz y ros® @ costx
Para
1 ; (M ) .
y = cola = lang 3 r—zx)é y = —sec? \3 ® — a:} == — C0%eC * Z.

Teremos assim geralmente, sendo z = [x:

dsens , dcosz A :
=C08Z.Z% = —gensz .3
dz ' dx 4
dtang z , deotz . ;
— = —pgeciz, 2, ——cosec?z .z,
dx dx

Portanto sfio eguaes :

4 derivada do seno d do arco multiplicado pelo coseno; a derivada do
coseno a menos a do arco multiplicada pelo seno; a derivada da lan-
gente d do arco multiplicada pelo quadrado da secante; a derivada da
colangente a menos a do arco multiplicada pelo quadrado da cosecante.

Exemplos :

senlx

y=coslz, y =— ; y==secx, y' = tang xsecx ;

1 2
=1 s Y =cotx; y=1I1 y Y= —————= i
y senx, y ot x; y angx, y costzlangz  sen2x

sen o : sen o sentz
y=cosx , ouly=senxicosx, y =cosx cosxleose — — |,
cos T
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32. Arcos. Seja y um arco cujo seno é z, 0 que se escreve assim:
y = arc(sen =), ou x =seny;

ond: sdo z a variavel principal, e y lunc¢do de .
Mudando 2 em « 4 h, vem & 4 h — sen y 4 hy' cos y+...; e por !
conseguinte 1 =y’ cosy, ou y = —17 E do mesmo modo se pro-
Vi—a?
cedera a respeito dos arcos expressos nas outras linhas trigonometricas.
Assim, sendo z e y fanccdes de z, teremos :

)

y = arc (sen = z), y' = -

; y=arc (cos =z), y' = — .
vi—z2 vV i1—s?

;

r
! o
-~

y = arc (tang =3z),y' = 1148

=
14 22 ; y=arc(cot=3), y = —

Logo :

A derivada d’um arco € egual ¢ do seno repartida pelo coseno; ou a
menos a do coseno repartida pelo seno; ou d da tangente multiplicada
pelo quadrade do coseno; ou a menos e da colangente multiplicada pelo
quadrado do seno.

Se o raio fosse r, e ndo a unidade, bastaria restabelecer a homogenei-
dade nas [ormulas (Geom. Anal., n.° 7).

Assim : y == arc (sen = z), y— arc(tang—z), y—tangz,
z1 rdz riz/

dariam : Y= — — y= : '= .

y Vi—a y r2y z2 y costz

As luncgdes senx, cosa,. .. chamam-se inversas de arc (sen =z},
arc (o8 =z),. . .; e reciprocamente.

Em geral, resolvendo em ordem a z a equacio y = [z, a lunceiio re-
sultante x — gy ¢ inversa de [, e [ é inversa de P
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Derivadas das equacdes

38. Seja z uma [uncclo 3={f(x,y)
de duas variaveis independentes x, y, isto &, de duas variaveis, cada uma
das quaes pode variar, sem que a sua variagdo infllua na outra. Discor-
rendo como no n.* 20, mudaremos x em x + h, e depois no resultado y
em y -+ k; o que daré:

Flethy) =flmg)+he ...,

dsz -
e depois f(.r—[—h.y-{-—k}::f(.-r,y:]+I;a+fl::x+....

g dsz dz
[(@+hy +ff}*f(-r-y)—==f»dy+h5+...

Quando h e & forem os augmentos infinitesimos, ou differenciaes, de z
e y, serd ¢ o correspondente de z; e a equaglio precedente dard :

. dz dsz ; : : .
Os coeflicientes Al sho os coefficientes differenciaes parciaes de z
' Yy

dz

em ordem a x e a 'd;d e
A e dy

dy sio as differenciaes parciaes de s
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em ordem az e ay;e ;Ed:c o+ :;E dy ¢ a differencial completa ou total,
y
dz, de z, que se compdem das duas parciaes (»).

34, Similhantemente, quando for z func¢io de qualquer numero de
variaveis &y, &3, £3. ..+

; d d d
teremos |=h1a-‘:—1+ﬁia—é } ﬁnﬁ'-{‘....
3

ou, segundo a notagdo de Leibnitz, passando 4s differenciaes,

dz dz dz
dﬂ—d—x'dﬂ?] +Ea:;d$g+ d—ﬂd&l‘g-!—. .uy
onde siio -di s ﬁ. .+ . 08 coefficientes differenciaes parciaes de z em

dx; : E‘ dxg

ordem a zy, @3, *3... .

P P P P PP PP

dr H . R
() Alguns geomelras designam por ( It) o coefficiente dilferencial parcial de =
em ordem a 2 ; e por = coefficinte differencial, gnando = é funccio s6 de z: ou-

. o 5 "
tros designam o primeiro por d = Segundo estas notacoes :
T

dz

em dr=r'de ¢ e=—;
dx

d £ dx
= d d é = s =g —, = —_— = —,
em dr=pdz -+ gqdy P (d:) ou dae q (y)uu dd
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B83. Se na equagho proposta livessemos feito variar uma 6 variavel,
achariamos immediatamente o coefficiente differencial parcial respectivo.

— (=, 4 k) — [z,
Assim E=Iir|"|, [($.+-Ef£ﬂ' d_z:"m.f(m y+ ) f{.’.l? !J}.
dx h dy k

E esta operagiio ¢ permittida, por serem independentes as variaves z, y.

Por exemplo: Z==arc (Iang: %)

daria separadamente

RS, —

. ds ¢ -
36, Se fizermos variar & ou y em —, acharemos os coefficientes dif-

dz
y dz : diz
ferenciaes de — em ordem a z ou a y, 0s quaes se designam por ’
dx dx*
d?z d¥s 4% ;
—— E do mesmo modo obteremos —— , —, pelas variagdes de
dxdy dydz'’ dy?

Z em ord
7y em a x ou a y.
Assim, mudando y em y + k, em j—; ;exemax+h, em ?: resultam

[lathy+h)—(l@y+k) fl+hy)—flay)

diz ke h h

dzdy k ;
o fthy+ ) —flz+hy)  [lzy+k)—[(2y)

d?z dL k k J

dyd.z__ T h y
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e ue o8 segundos membros sdo identicos, teremos i = %
& g : dady  dydz
d3z d3z d3s

Similhantemente acharemos que & datdy o dzdydz =dyda:"=

e, em geral, que é indifferente a ordem das differenciacdes.
Em ‘conformidade com 'isto, e com o'que se disse no n.° 5, serdio (s)

m— g dmz

e, em geral d"z= p- . O d:.t:ldy o, .
dﬁtdym-_ a

designando A, coefficientes numericos Ag, Aq,... Ag.

8 1 i P L e A

- dm—F_ "y d“H_H_' f - d vt g
{+) Por ser a‘(d ) = dx + 7 4Y
=" ay" de™tH1 dy" dz™ dyH_
e d d
2 por g dzr + = dy, mudando

que pode considerar-se como o producto de

depois nos numeradores os expoentes em indices: vé-se que, fazendo a mesma miu-
danca, podemos escrever as equagles symbolicas:

de T2 ‘m dz dz i
ds = l :I:-q—d d'y] d’:-—l—ds+--—dyj .8 :=[d—’dx-+-&;dy}.
E sdo assim 1‘: os coefficientes da formula do binomio de Newlon.

? . § o=z d's dr dx, i

Com effeito, se for d'z — WA dz™ d . it 3 ]
E o a dz® dy'i—: J-da-: dz-'-dy‘y ]

tambem serd
ds |H—i

: . Ids ds [ ds
ity — ZAndc’-dy' “Ede-{-Ed ‘|=-I—d.t —d v |
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89. Seja agora F(z, y)==0

uma equacdo implicita entre as variaveis z, y.

Poderemos, sem a resolver em, ordem a y, o que daria y = fa, achar as
derivadas v, y',. .., considerando F (z, y) como egual a outra variavel s,
e formaodo os coefficientes differenciaes de z pelas regras precedentes.

ds
4 L I T » dz
Assim z~}+diy_0 da o B 1
dy
Por exemplo, de y? 4 a?=r%, ou a? + y? — ri=0, tiram-se
dz dz x
—_—— 4 -—22 E '=——-—,
s 2z o Y. y -

88, D'este modo vem y' expresso em z e y; e nijo em x somente,
como aconteceria se tivessemos resolvido a proposta em ordem a y. Que-
rendo pois ter y' expresso unicamente em &, resta eliminar y entre a pro-
posta e a sua derivada,

Eliminando, por exemplo, y entre a®—+y*=—r? e a sua derivada

2
&
' :
2z | 2yy' =0, virh y'*:,li_"_'};l'
e portanlo, sendo a lei verdadeira para ds, tambem o é para d'z, d's,..dm s,
ou geral.
Similhantemente, por ser

dm+!|+p—|—...’ dm-{—i—g—n—i—p—l— “ dm-{—n—}—i—ﬂ-—{-—": dm-l--n-!—p—I—!—i—..z
d(d m o fia P e m41, n of oot m, n1 P 9y L np—_l—l
2" dy"dof../ da™ T 'dy"def.. da"dy ' dv'..  dgdydv ' ..

dm+n+p-|—....’
que pode tomar-se como o producto symbolico de por

dv-+..,

dz +— dy i dt‘.l == sy 'lé-lﬂ q " d [l y. fal‘ii\'Eis i d Pe d L s, @
T £ El #a ue, sendo x LT independentes.,

1={(a,y, v,.)s

rds dr dz m
se pode escrever a equagdo symbolica:  dm :=| = dr 4 d_ydy 7 = dv+...] g
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Cumpre advertir que a eliminaglio eleva em geral y' ao grau que tem y
na proposta; porque, se esta ¢ do griu n, y tem n valores; e como o
calculo da derivaglio conserva em y' os radicaes que tem y, vé-se que y/
tem egualmente n valores, ou que a equacio em y' deve ser do grau n.
Se y' entra linearmente na derivada de F (2, y) =0, ¢ porque y tambem
alli se acha, e envolve os mesmos radicaes, que a eliminaciio e a resoluclio
devem reproduzir explicitamente.

39, Se derivarmos a derivada 3’ da primeira ordem, teremos

”_ﬁ:_]_ﬂdaz Sk i i de®
T da® dydmy-l-?@*_y 3 dyy oh 5

a qual dard y" em funcgdo de , y, y.

Querendo y" em [unc¢do de @ e y sémente, eliminaremos y' entre as
derivadas 3’ =0, z” = 0. E querendo y"' em funcglo de z unicamente,
eliminaremos y e y' entre a primitiva e as duas derivadas, =0, s'=0,
5" =10. Mas eslas eliminacdes elevardio o grau de y.

Por exemplo : s=uzt 4 22ty —ay? =10
da ' = (2a2® — 3ay?) y' + ka® + dawy =10
e 2= (2a2? — 3ay?)y"+ 8axy' — Gayy® 4 1222 4 bay=0,

enlre as quaes e a proposta se deverdo eliminar y' e y, para ler uma
equaclio entre y" e 2.

40. Sejo F(z, y, 3)=0
uma equago implicila entre as tres variaveis, , y, s.

dF dF dF
Teremos &;_d'.r + & dy + d—;d'z-: 0.
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Se entre as mesmas variaveis houver outra relaglo

s=¢(z, ¥):

tirando d'ella dz— g—:-d.r + T;dy, e substituindo na primeira, resultard
oy

dF AP ds\, | (dE dFds) o
izt dy ' ds dy BTt

dF dF d=
dy H_.E-I-EEI::
dz  dF dF ds'
ay " ax dy

a qual da a derivada

sem que seja necessario eliminar 3 de F(z, y, 3)=0.
Se ndo houver a relagio z=—¢ (2, y), podemos suppril-a cousiderando
Fll N : .
¢ como arbitraria; e como entdo ¢ arbitraria d—g a equagho differencial
x

parte-se nas duas parciaes :

dF dF dz dF  dF dz
_— + — S—— TS 0' — —l——- — .
dz dz dx dy dz dy

K inutil insistir na doutrina analoga relativamente s ordens superiores :
sendo claro que se poderéd differenciar cada uma das equagdes differenciaes
de primeira ordem relalivamente a o e relativamente a y; o que darh
tres equagdes distinctes: e assim por diante.
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Eliminacio das conslantes ¢ das funccdes arbitrarias

‘414, EQuACcOEs ENTRE DUAS VARIAVEIS. As derivadas successivas da
proposta podem tambem servir para eliminar algumas constantes, ou por-
que o processo da derivaglo as faz immediatamente desspparecer, ou pela
eliminagio d’ellas entre as equacdes derivadas e a proposta. Mas cumpre
advertir que ndo podem, de qualquer modo, eliminar-se ao todo, entre
derivadas, parametros e variaveis, sendo tantas quantas sdo as derivacdes
successivas da proposta; e por isso, se a derivaclio faz desapparecer um
parametro, e tentamos eliminar outro entre a equac¢do primitiva e a deri-
vada, reapparece por essa eliminagio o que desapparecera.

E evidente que as equacdes, que se obtém desembaragadas d’alguns pa-
rametros, devem exprimir propriedades da proposta, ou da curva que ella
representa, independentes dos mesmos parametres.

Assim a derivada 2 4 yy'=0 da equaclio do circulo, a? + y2=r2,
por niio conter r, exprime uma propriedade commum a todos os circulos
cujo centro é a origem das coordenadas. Do mesmo modo y=ax + b
di y' = a, que exprime uma propriedade commum a todas as rectas pa-
rallelas & proposta ; mas, se entre estas equagdes eliminarmos a, resultaré
y==xy + b, na qual reapparece b.

42. Tambem se pode eliminar uma constante ¢, resolvendo a proposta
em ordem a ella, e=¢ (=, y), e tomando a derivada d'esta equagdo. E
como este processo, e o da eliminagio da comsltante entre a proposta
F (@, y) =0 e a sua derivada, devem conduzir a resultados equivalentes,
é claro que pelo segundo se deve chegar a uma equagio em y', que nao
seré linear quando em ¢ (2, y) houver radicaes provenientes do griu de ¢
na proposta,

Por exemplo y*—2¢y | a2=¢?, (y—c)y' + 2=0,

dno, eliminando ¢, (29 —a?) y"t 4 Sayy' + 22=0.
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E a proposta, resolvida em ordem a ¢, ¢ sendo derivada, daria

TR PO | Ml

—_— =y =+ Dyt
c===y=x /2¢ Sy
YVay*"+ &

que, desembaracada do radical, ¢ identica com a precedente.

43. Do que fica exposto se v¢ que, differenciando n vezes uma equacio
F (z, y)==0, nio pode y entrar na ultima derivada da ordem n se-
ndio no primeiro grau. E por isso, quando apparece uma equagdo da ordem
n, na qual 4 nio entra linearmente, é porque esta equagio ndo proveio
immediatamente da differenciagio successiva, mas sim de se combinarem
entre si e com a proposta us equagdes derivadas, para eliminar ‘algumas
das constantes, das variaveis, ou das derivadas de y de ordem inferior.

44. Equacdrs ENTRE THES VARIAVEIS. Nestas equacdes apresentam-se
resultados mais extensos, podendo as derivadas servir para a eliminagiio
de funcgdes arbilrarias.

Seja s=[()

uma funcgio arbitraria de ¢; e ¢ uma funcgio dada, t =F (2, y), das va-
riaveis independentes z, y.

Derivando separadamente em ordem a z e em ordem a y, e dividindo
uma das derivadas pela outra, vem

ds iy dt ds dz dt  ds dt
de ' da’ dy i dy de dy dy dz’

desapparecendo a funcglio arbitraria d'esta relagdo, que exprime a condigio
de ser z funccio de 1.

Seja, por exemplo,

=[(a*+4");
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onde [ (x2+ y?) representa uma funcclo arbitraria de 2* 4 y?, como

3 2

Ll o

!y—!, ete. Teremos
sen (& + y*)

log (2 + y*), v 2+ ¥},

dz dsz
—_— g "2 o —g= 2 2) .
R A kA yf (2* + ¥7)

e, eliminando [ (a* + y?), vird py—qa=0,
que é commum a todas as funccdes de % 1+ o2,
Seja y—bz=[(z— az).
Differenciando em ordem a # e =, e em ordem a y e z, vem
—bp=(1—ap).[, 1—bg=—aq.[;
e eliminando [, resulta ap + bg=1,

qualquer que seja a forma de f.

Similhantemente e —f (""’ ' “)
el z—¢
dé z—c=p{:x_ﬂ]+q(y__b).

Opportunamente faremos sentir a importancia d’esta theoria. Por agora
limitamo-nos a dizer que as tres equagdes da segunda ordem poderiam servir
pera eliminar duas funcgdes arbitrarias que existissem na primitiva, etc.
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Mudanca da variavel independente

4 5. Quando se differencia uma variavel y considerando-a como funcglio
d'outra z, dd-se a z um augmento differencial arbitrario, e procura-se o
correspondente de y; depois, querendo differenciar a primeira derivada,
dé-se ainda a £ um augmento differencial arbitrario, e procura-se o cor-
respondente d'ella: e assim successivamente. Mas, tanto por simplicidade,
como para tornar mais facilmente comparaveis entre si os augmentos da
variavel y e das suas derivadas, costuma tomar-se 0 mesmo augmento
para x nas differenciagdes successivas. E assim, considerando & como va-
riavel independente em y=fxz, e tomando dx constante, os coefficientes
differenciaes ou derivadas successivos sio (n.° 5)

, "y _dYy

I

ddy
= —— = e I =4 s s
V=% YT y dz?’

46. Qualquer questdo tractada pelo calculo differencial conduz a ex-
pressdes em &, ¥, ¥, y's- . ., taes como

Y@y ¥y

para fazer uso das quaes ¢ necessario que da relagio y=Fz, que liga y
com z, se tirem ¢/, ¥, ..., e se substituam na mesma expressdo.

Supponhamos porém que, ou por commodidade do calculo, ou pela na-
tureza da questdo, a variavel independente é ¢, e que por isso & e y se
consideram como funcgdes de . Devem entdio substituir-se em logar de y/,
y',. .., nas quaes se toma z como variavel independente, as transfor-
madas d’ellas, que resultam de considerar y como funcglo de @, e & como
funcgdo da variavel ¢, agora independente.

Vi ooy d da dy'
Temos assim (0.° 20) d—izy e _y;_—_-y

F
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que dao
dy dyr dy.ﬂ
n " - ;
Y el siogpaet sl
dt dt dt
ou, substituindo em y", ;. .. as expressdes de v, y',. .. que se forem
obtendo (n.° 12),
dy de dy  dy diz
RNy gy O . ST
~ dz ?{}" T dat (’ dx )“ ;i
dt ‘e
da® d“y dz dy d'z dx d¥y d*z ddy dix\?
oy ad  dddld U d@ d@ T di\ aed
i dz\® i
(%)
8 d d°
49, As expressies de do £ WS de — dy vy y que

e’ dt’ ad

di' d®' d' "

entram nas férmulas precedentes, tiram-se das relagdes que ligam x e y

com |,

Assim, se forem

diz

serdo - 't
TR T

_?‘ptttr &

r=pl, y=f'!

f‘t. ¥l _,(‘c. o

Se z e y forem funcgdes implicitas de ¢, ou se as relagdes entre ellas

. dx d
e ¢ forem dadas por duas equacdes em a, y, ¢, tiraremos ?'-T, -d%r. das duas
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: g 5 e . d*x dYy
equagdes differenciaes de primeira ordem; depois P T AT das de se-

gunda ordem : e assim successivamente.

A8, As [6rmulas dos n.” 46 e 47 sdo geraes; e por isso se deduzem
d'ellas as relativas aos casos particulares de se considerar x ou y como
variavel independente.

No caso de ser z a variavel independente, é t = & ; e aquellas férmulas

dz d*z dy dy d%y d¥
{I —_— =0, —_—— e T —— L .,
. dt L, di? ST dt da’ d T de?’

No caso de ser y a variavel independente, é t=1; e as meuﬁas f6rmulas

dy d%y dy 1
dio g LT Sadey B T
dy
d2x (d’i t drdx
vy o oy lap) ma
FE LT CY ~ taiy  d
\y =4

49. Supponhamos, por exemplo, que a expressio de ¢ do n. 46 da
em coordenadas rectangulares a solugio d’'um problema relativo s curvas
planas; e que se quer applicar esta solugio a uma curva cuja equagdo,
r = ft, é dada em coordenadas polares r, t. Temos neste caso dois modos
de applicar a expressio, de que se tracta : ou transformar a equagio r = ft
em coordenadas rectangulares ; ou transformar a expressio { em coorde-
nadas polares pelo processo ensinado nos numeros precedentes, o que é
quasi sempre mais commodo.

Referindo as coordenadas rectangulares & mesma origem e ao mesmo
eixo des  que as polares, a relagho entre umas e outras &

T=rcobl; y=rsenl.
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Se considerarmos pois { como variavel independente, e r, z, y, como va-
riaveis que dependem de ¢ pelas equacdes

r=ft, x =rcost, y=rsent,

teremos : d'm_dr cost rsenl dy ol seni -4 rcosi

: dl_dt s{—rsenl, I“d 8 4 rcost,
dz d% 2c:ii' dy d¥ g
'd?:?lim“_ asent—rmsl,Eﬁ=-ﬁsem+ﬂa—trm£—rsent.

L L L B B L I R A O R O I I I O O O RN N

por meio das quaes se formardo as expressdes de y', y', do n.° 46, que
entram em .

!

Assim a expressiio =IyJ_y .................. a
p ¥ e (a)
dy
dt

x—_—-
dz r'sent 4 rcost
& (STl ) D
B i : —— ... (d)
—y rsent !Ef_rﬂ+rcos_t+ rcost :
ydr » "r' cost—rsent
— 4z
d.
di
3
19\ 2
Do mesmo modo np—“—-lr'?:-—)~ ........ (b)
Y
da
3
{ s gentd-reost\2 )2
{ l+l\r’cosf_—_mi') (

I {r/ cost— rsen {)(r" sen {42/ cos{ — r'sen [) — [/ sen (-7 cos £)(r cosl - 2/ senl —rcost)’

{r! cos t — r gen 1)’
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3
# 1 (r!+r'i}‘! ;
0“ ¢-—-;§-—I-‘2—’JG;"J-...0 ------ R {b)a

E, para applicar § a uma curva, cuja equaclio r= ft seja dada, restard
substituir, em logar de r’ e r", as suas expressdes

dr dr
fat B i —
r_d!_fl,rh-dt! f'l

50. Com as derivadas da equaclio y= far é facil, pelo que se disse
no n.° 48, achar as da equacdo inversa = gy, sem resolver a primeira
em ordem a x; porque as equagdes daquelle numero relativas ao caso de

z d*z dy d%

e EXPressas em ——, —=g - .

ser y = ¢, ddo as derivadas

Por exemplo, para y = a%,

com as derivadas :i = ka?®, ;3 = k%, . .., acharemos

dx 1

— e — T e . — e T TR »

1
dy kﬂf I‘._y' dy! _Laaﬂi— k[:ﬂ:)! ky!' e

]

dix k2a® 1 1

como achariamos pela resolugio da proposta em ordem a ,

ly ly
dé === -,
T e
Similhantemente
e gh 0 eb 1 gh i
y=—=senx da d-—x_cusz. dy_-me i_ i.
g |
dy dr 1 1
=1 da — —seciy; —= = X
Yy ang x Fr seclx dy  sectz 11 y?
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&14. Nas derivadas da primeira ordem, por ser :—i 0 quociente de i—f

dividida por ;—df, qualquer que seja ¢ (0.° 46), podemos empregar a no-

d
tagio dy:ﬁ dx, sendo dy e dx releridas a qualquer variavel indepen-

dente. Por exemplo, sendo z e y qualquer variaveis, dependentes ou in-
dependentes, a equaglio y=senz da

dy  dy
COBZ /.,

¢ by

dy=cos 3dsz, dz=

&2, Se na expressio de ¢ entra mais d'uma variavel independente,
pode ainda applicar-se o mesmo methodo. Assim, entrando nella as va-
riaveis &, y, %, ligadas pela equaglio 3=F (x, y), e querendo transformar
as derivadas de z, relativas a & e y, em outras relativas a novas variaveis
s, t, de que sdo funccdes as primeiras, consideraremos z como funcglo
de x ey, ex ey como [uncgdes de s e t; e teremos

ds  dsz d.'.r:+dz dy dz: di dr ds dy
&, dmgs - dyde e e Ay dE®

3 dz ds do dr dy dy
€ — exXpressos em —, —, —, —, —— s —y

ue1 el. . d 'd_ ?I' » » ] L]
q iminando, darfio - dy ds’ di’ ds' dt’ ds' di

dz dy dz dy ds do dz d»

di ds'dt  dt "ds dz di ds  ds di
dr dx dy dx dy’ dy=d.z dy dx dy’

— —— e

ds " dt di ds ds dt  dt ds

Depois teremos similhantemente as derivadas de :—; e :—: relativas a
4 y
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x e y, expressas nas suas derivadas relativas a s e t. Por exemplo, deri-

z
vando —, vem

dx

tdz dz

bR
dl‘da:) diz de - d¥:z dy ci:n)__dﬁz iz__l_ d*s dy
D da® ds Tdmdy ds' Tt 4R di  dwdy dt’

ds \ dz \
d(d_) i iy,
; i x iz / .
as quaes, depois de substituir nellas por z e == as derivadas,

d
em ordem a s e ¢, da frac¢do que achamos para valor de d—z, dar@io, eli-
d¥z  d%

inando, — & —.
minando dx‘ e d:[.‘dy

Formula de Maclaurin

53. Fazendo z = 0 na serie de Taylor, e designando f, [, [',.

.4 08
valores correspondentes de fz, fz, ['x,. .., resulta

fh=(+h+ 3 h‘f+ TR+

Mudando h em z, o que ndo altera as funccdes fx, [z, 'z, que sio
independentes de h, nem por conseguinte f, [, [’.. .: fica

fe={+af + 32"+ 550" +

Esta formula é a de Maclaurin ou de Stirling, a qual se deduz assim
da de Taylor.
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54. Mas tambem da serie de Maclaurin se pode deduzir a de Taylor.
Com effeito, suppondo [z = ¢ (@ + h) em (B), vem

= 1
| e ki [} . i — o'k ceoi
¢ (o1 h)=oph+ayhicote'ht 9"+

na qual, chamando z e h o que se chamou h e z, vem a serie (A).

Vé-se pois que as duas [6rmulas tém a mesma generalidade; e que a
vantagem da de Taylor, para desenvolver em serie segundo as potencias
de h us funcgbes da f6rma f(z + k), counsiste em se poder fazer nestas
h =0 antes da differenciagiio.

Mas a formula de Maclaurin ¢ d'uma applicagdo muito extensa; e o seu
uso preferivel [requentes vezes ao das outras na desenvolugdo em serie.

83. A duas formulas de Maclaurin e de Taylor demonstram-se tam-
bem facilmente pelo methodo dos coefficientes indeterminados.

Formura pg macLavmin. Seja
fe=A4+Bx4+Cx?+Dz+.....
Formando as derivadas successivas, teremos
fr=B42Cz + 3Da*+..., f'z=2C+42.3Dz +..., {2 =2.3D +...;
depois, fazendo x = 0, acharemos
f=A =B, f=%C, f"=12.3D,....

e por conseguinte (B).

FérmuLa pE TAYLOR. Seja

[(®+h) =A+4+Bh+4+Ch24+Dhr +, ..,
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Formando as derivadas em ordem a h, e attendendo a que ¢ (0.” 20)

teremos

dfa+h) dlz+h)
Tﬁf(x+h)-T——ﬂx+ﬁ}.

[ (@ +h) =B+ 2Ch + 3DRE4 .. .,
['(x+h)=2C+2.3Dh +...

[z +h)=2.3.D +...

depois, fazendo h = 0, acharemos

fr=A, fx=B, ['z=2C, ["z=2.3D,...

e por conseguinte (A).

Esta demonstracdo do theorema fundamental do calculo differencial é
sem duvida simplicissima; mas, além do emprego anticipado da forma da
serie, 0 qual é commum a outras demonstra¢des, suppde conbecida a
derivada das potencias.

Nem quizemos por isso omittil-a, nem podiamos collocal-a em primeiro

logar.
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Dos casos em que a serie de Taylor é insufficiente

6. A serie (A) do n.° 6 pode ser defeituosa e inapplicavel ao desen-
volvimento da funccdo /(2 + h), quando se dd a 2 um valor determinado
a; porque, no caso de haver polencias negalivas, ou radicaes, na func ¢lio
fx. pode aconlecer que, mudando x em = + K, as constantes, que entram
com a+h nos denominadores ou debaixo dos radicaes, destruam a, e
fique alli sémente h; havendo assim potencias negativas ou [raccionarias
de h em f(a+ h), contra a hypothese em que se funda a serie (A).

Por exemplo, mudando # em & - h, ¢ fazendo depois # = a, nas ex-
pressies

3 i .
y=Vaz4 v"(x-—-)‘,y = — +Vz,

e—a)
teriamos, respectivamente,
ki oo 8 h e
Ymkahesedd ! ~ g Y=h""+1 ay VR 17
Similhantemente =cotz, y=loge,
diio, para x =0, Y=col h, Y=logh,

que devem conter nos seus desenvolvimentns potencias negativas de h,
por isso que h =0 as deve tornar infinitas,

Vé-se pois que, se as regras dadas subsistem em quanto ndo se attri-
buem a z valores determinados, nem sempre succede o mesmo quando x
toma valores particalares; porque se pode entdo cair em uma excepgio
do theorema de Taylor. Convém por isso ter caracteres, que denunciem
esta circumstancia; e saber como, dando-se ella, se podera achar o ver-
dadeiro desenvolvimento de [ (a | h).
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57. Supponhamos que z=—a faz desapparecer um termo P de fz.
Entao P tem a forma P=0Q (z—a)™.

1.° Se m é inteiro e positivo, a derivada da ordem m contém um termo
sem x—a; e por isso o factor Q, que a hypothese & = a faz desappa-
recer das m — 1 primeiras derivadas, torna a apparecer nas da ordem m
e seguintes. Neste caso o theorema de Taylor niio é insufficiente.

Por exemplo, de y = (& —a)? (@ —b) —ax?
tiram-se y=(z—a)?+2(x—a)(r—10b) —2axz,
YV'=4(x—a)+2(z—b)—2aq, y" =6,
que, para z == a, se reduzem a
y=—a? y=—2a% y'=—24%, y'=6;
e a serie de Taylor da = — a% —2 a2h—bh2 + A3,

2. Se m & uma fracgdo comprehendida entre os limites le I4-1, a
hypothese & =a anniquila todas as ! primeiras derivadas de P; mas na
seguinte, da ordem [+ 1, entra o factor (# — a)™——1, que tem o ex-
poente negativo, e que x==a torna infinito: e o mesmo acontece d'ahi
por diante; de sorte que a serie de Taylor é insufficiente a partir d’esse
termo. E assim devia acontecer; porque o radical de (z—a)™, desap-
purecendo da serie, mas conservando-se em f(a + h), faria que os dois
membros ndo tivessem egual numero de valores, se no seguudo ndo en-
trasse h aflecto do mesmo radical.

5

Por exemplo, em y=z*+ (x—0b) (.z—u}T,

quando se faz @ ==a, tornam-se infinitas as derivadas da terceira ordem
e das seguintes; sendo por isso a scrie de Taylor insufficiente desde o
quarto termo. E com effeito, mudando z em a + h, esta funcclio torna-se

5 7
em Y =a® + 3a®h + 3ah® 4 (a — ) h2ghd + K2,

0 mesmo acontece no primeiro exemplo do numero precedente, desde
o terceiro lermo.
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3.° Se m é negativo, x — a entra no denominador de P e de suas de-
rivadas, as quaes a hypothese x =a torna infinitas; sendo assim a serie
de Taylor inapplicavel desde o primeiro termo ao desenvolvimento, no qual
h tem potencias negativas,

Por exemplo y=(a'—azx) *
1 1 3
§ R 1fh s 3/h\5
PR S | w AT LA PELTLY
P goma a ) 2a\ a +8a a |

O mesmo tem logar no segundo exemplo do numero precedente.

58. Para ver mais claramente a correspondencia que ha entre o ap-
parecimento d'um termo com polencia fraccionaria ou negaliva de h e o
facto de se tornarem infinitas as derivadas a parlir d'esse termo, suppo-
nhamos que, ordenado o desenvolvimento em relagdo a h, a menor potencia
freccionaria de h seja m, comprehendido entre os inteiros I e [ + 1, sendo
1 <0 no caso de m negativo. Teremos

flat hh=A 4+ Bh 4+ Ch®+... LA + Mhm 4 _ .

Tomando as derivadas successivas d’esta equagio em ordem a h, vem:
{(a+h)=B+2Ch+3Dh2 ... ILK—14mMim—14. . .,
f'(a+h)=2C +8.2Dh. . . 4 Il— 1)LK=2 4 m(m — 1) Mhn—24. . .,
[0 (a4 R)==1{1—1)(I—2)...\L4-m (1 —1) (m—2)...(m—I4+ 1 )MAm—T - .|

[ (@ + h) = m{m —1)(m —2)...(m— [)Mam—1=1 4 |
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Se fizermos h = 0, as I primeiras dardo

1 | 1
= _ — J ] n = ——— [!} -
B=fa, C=g o Rmigogfaabipgnfn

e a serie

f(a+fl)=fa+ﬁf'n+%h’f'a+... ki fla 4 MA™ 4, ..

1.2.3...1

coincidird com a de Taylor alé o termo em h'; mas a coincidencia aca-
bara nesse termo, porque h = 0 torna infivitas f("+1la e as derivadas se-
guintes. Portanto:

1.° Em quanto x = a ndo lorna infinitas alguma das funcgdes Y, Y
Yinssss 0 desenvolvimento que dd a serie de Taylor ndo € defeituoso.

2.° S¢e x=—a torna infinita alguma das funcgdes y, Y, y'y..., a3
sequintes o serdo egualmente; o theorema de Taylor ¢ defeituoso desde
0 termo gue tem a primeira derivada infinita; e o expoente de h nesse
termo deve ser megativo, ou [raccionario, ¢ menor que o inteiro egual &
ordem d’aquella derivada.

Assim, se z=a tornar y iofinito, tambem ¥/, y’,. .. serfio infinitos,
e h terd potencias negativas.

E necessario advertir que, no caso de ser fz a somma de muitas fun-
cgdes, podem as derivadas da mesma ordem das funcgdes componentes ser
umas infinitas e outras finitas; e por isso deve discorrer-se a respeito
de cada uma d’ellas separadamente. Assim & que no primeiro exemplo
do n.° 56 o termol” "z nio da derivada infinita para x=a, e o lermo

E/{.r——a}‘ da ', y"........iofinitas; e por isso deve sommar-se
WCoks h he o
v(a+h)=Va+ et W+' .+, que 86 tem potencias inteiras e
[}
positivas de h, com ?,’(u +h—a)i=h "

Como a derivada da ordem n de y=2™ tem a férma y/*) = Az™—*,
nenhum valor de z differente de zero a torna infinita; e por isso a for-
mula do binomio (& + k)™ tem logar para todos os valores de x differentes
de zero. O mesmo se pode dizer das series do log (z+h), que, pondo z=1,
dé a de log (1 + h); e das de sen (x + h) e cos (@ + h), que, pondo & =0,
dio as de senh e cosh.
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5. Para obter o desenvolvimento que, a partir do termo defeituso
da serie de Taylor, deve substituir esta serie, mudaremos x em a4 h na
funcgdo proposta, e, por meio das series conhecidas, desenvolveremos
f(a+h), ou f(a+h) menos a parte achada.

Por exemplo y=c+ (2—b)Va—a
dﬁ y,: 3m~—.2a_-——b:
2Vx—a

e como x==a torna infinitas y' e as derivadas seguintes, deve h ter um

expoente [raccionario entre 0 e 1. Com effeito, mudando x em a + &, re-
sulta

1 3
Y=c4(a—bh*+h?,

que se compdem de ¢ e da parte que nfio Ja a serie de Taylor.

3

_r Do mesmo modo  y=e 4w+ (z— b)(x — a)—
dé
1

(—b)(2—a)?, y'~B(z—a)’

+ 3(@-b)(e—a) ¥;

|

!

y= 1 -[- (&—*ﬂ) |

| e
18] -
=]

€ tomo x = a torna infinitas y" e as derivadas seguintes, o desenvolvi-
mento de f(a | h) tem uma potencia fraccionaria de h entre 1 e 2, Com
effeito, substituindo a4+ h em logar de  na proposta, resulla

3 5
f y=c+a+h+(a—b)h? hE,

que se compdem de ¢+ a - h e da parte que ndio da a serie de Taylor.

€®. Para desenvolver em serie f(a 4 h) menos a parte achada pela
f6rmula de Taylor, podemos empregar o processo seguinte :
! Seja A a parte achada pela [6rmula de Taylor. Se dividirmos flad-h)—A,
, depois de convenientemente reduzida, pela maior polencia A" de h que
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for factor d'este resto, isto é, por uma potencia de h tal que h = 0 niio
torne o quociente nullo nem infinito, teremos

[la+h)—A
- M.

Seja B a parte de M independente de h, isto é, o valor de M correspon-
dente a h= (). Se dividirmos M — B pela maior potencia k* de h que
for factor d'este resto, teremos

M—B
e e N.

E assim por diante. D'onde resulta, por substituicdes successivas,

[(a+h)=A 4 Bh" 4 Chntn 4 Dhmtnte 4, |,

@1. Supponhamos que # = a faz desapparecer de y um radical que
subsiste em y/, isto €, que a primeira potencia de - a multiplica este
radical. Entdo y' tem, para z = a, mais valores do que tem y; porque,
subsistindo em y' o radical que desapparecera de Yy, 0 numero dos valores
de y' é, em geral, egual ao dos valores de y, multiplicado pelo griu do
mesmo radical.

Se, pela elevagio &s potencias convenientes, fizermos desapparecer o
radical da proposta, e differenciarmos a equaglio resultante, z =[(x,y)=0,

teremos £+§: y =0. Mas, segundo o que fica dito, para z =a,

devem corresponder a cada valor b de y dois, pelo menos, a e (& de y':
% 0
logo, chamando A e B os valores de g{; e é relativos ao systema de
valores g e b que se considera, terdo logar simultaneamente as equagdes
A+Ba=0,A +B2=0, que dio B(« —2)=0; ou B=0, A =0,
ot
y T 0 i

Assim a equaglio da primeira ordem reduz-se a uma identidade, e ndo
determina y'.
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Como & = a anniquila o primeiro termo da derivada de segunda ordem

de wvdlhe o d*s dis
diz d®z d:

e COmo em ~ =, niio ha radicaes, esta equacdo derivada, do

dy?’ dxdy’ dz?
segundo griu em y', dara dois valores « e 3 de y' correspondentes a cada
um dos de y.

Se a cada valor de y==fa corresponderem tres valores de y/, anni-
quilar-se-hdo tambem os tres coefficientes differenciaes de segunda ordem;
e, para ter y'=["a, serh necessario recurrer 4 derivada de terceira ordem,
pa qual se anniquilardo os coefficientes de y" e y"', e que dara tres valores
de y' para cada valor de y.

Em geral, para ter y' por meio da equagio desembaragada do radical
que & = a faz desapparecer de y, serd necessario recorrer & derivada da
ordem d’esse radical.

Por exemplo, x—a reduz a y=a e y'= 1+ a—Db respectivamente

a equaglo y=—z - (z—a) y/ x—b e a sua derivada y'=—1+ ¢m—b+x—_i,

24/ 2—b
correspondendo assim dois valores de y' a @ = a, y=a. Mas, se desem-
baragarmos a proposta do radical, ¢ tomarmos as duas primeiras derivadas,
leremos

(y—2)t=(z—a)?(z—b), 2(y—2)(y'—1) = (x—a)(3z—a—2b),
(y—a)y"+ (y —1) =3z —2a—b,
que, para x==a, se reduzem respectivamente a

y=a, 0=0, (5"—1),':&—5;

e da ultima d’estas tiram-se os valores de y', ¥ =1 = 1/a—b, identicos

com os ja achados. 1

Similhantemente a derivada de y = (z — a)(x —b)7 reduz-se, para
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x==a, a y' = y/(a—b). Mas, fazendo desapparecer o radical, e tomando
as tres primeiras derivadas, teremos '

P=(z—a)a—0b), 34ty = (r—aP(lz—3b—a),
vty +2yy =2 (x—a) (22—a—b), yly"'+6yy'y"+ 2y I=2(4z— 3a—b),

que 2 = o reduz respectivsmente a y=0, 0=10, 0=0, y?=a —b;
e a ultima di y' = y/(a - b), como do primeiro modo.

Se (@— a)¥ multiplica o radical de y, este radical desappareceré de y
e y' pela hypothese x = a, mas reappareceri em y"; e por isso a cada
systema de valores de y e y' corresponderd mais d'um valor de y". Desem-
baragande pois do radical a proposta y = fx, e procurando y" por meio
da derivada de segunda ordem da equagdio implicila resultante z = 0, esla
equagdo deverd ser satisfeita independentemente dos valores de y', e dar

= +g- De sorte que serh necessario passar 4s derivadas das ordens se-
guintes para obter y".

Do mesmo modo discorreremos, quando (z—a)?® for o multiplicador
do radical de y; e assim por diante.

Por exemplo 2 =a reduz a y=a, y'=1, y"'=2!7a, a equacdo
y = & + (2 —a)21 'z e as suas primeira e segunda derivadas. Mas, se des-

embaragarmos a proposta do radical, e lomarmos as qualro primeiras de-
rivadas, leremos

(y—2) = (z—a)'a, 2y—a)y —1) = (z—a)}(Bz—a),
(y— 1) + [y — ) y* = 2z —a)*{Ba— 2a),
30— 1)y + (y—2) y" = 6(c — a) (8= — 3a),
3y + &y —1)y" + (y—2) y" = 12(8z — da),
que a hypothese = a reduz respectivamente 2
y=a,0=0y=1,0=0,y"=2Va,

em conformidade com o que achamos pelo primeiro methodo.
i
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Limites da serie de Taylor. Férma do reslo nas series de Faylor
¢ de Maclaurin

62. Se considerarmos um termo Ah* da serie ascendente de f(a+ &),

a somma d'elle com os seguintes terd a [6rma h* (A 4 Bh®); sendo 3 po-
sitivo, assim como todos os expoentes de h que entram em B. E como,
fazendo h indefinidamente pequeno, BA® pod: approximar-se continua e
indefinidamente de zero, poderd h tomar-se 130 pequeno que seja A > BhB,

Portanto: sempre serd possivel dar a h valores tao pequenos, que qual-
quer termo da serie de [(a 4 h) seja maior que @ somma de tudos os se-
guinles.

62. Quando fa e fa sdo finitos, pode pois tomar-se h Ldo pequeno na
serie fla 4+ h) = fa 4 hf'e +..., que seja hf'a maior que a somma dos
termos seguintes, ¢ que por isso o signal da differenca f(a + h) — fa de-
penda do signal de f'a; sendo assim fa crescente ou decrescente, segundo
for f'a posilivo ou negativo. Por exemplo, como fa =sena ¢ fa==cosa
dao respectivamente ['a = cosa e f'a  —sena, vé-se que no primeiro
quadrante o seno eresce com o arco, e o coseno decresce.

Assim : se ['x se conservar posiliva desde x = a até x = a 4 h, sem que
nesse intervallo se torne infinita, [x crescerd em todo elle.

64. Posto isto, fazendo crescer h desde 0 até b na luncglo [(a + h),
sejam hy o valor de h que dé o minimo resultado f"(a + hy) =[p, e hy o
que da o maximo resultado ['(a 4 ha) =['g.

Se fizermos fla+h)y=fa+Mh.............. ke sall)s

e chamarmos P, Q, dois limiles entre os quaes M esleja comprehendido,
leremos

fla - h)—fa—Ph>0, —fla+h)+fa4Qh>0:

quantidades que sio nullas para h=0; e que, pelo que scabimos de vér,
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crescerio desde h = 0 até h==»0, ficando ambas maiores que zero, se,

entre estes limites, as suas derivadas em ordem a h forem positivas, isto
¢, se forem

fla4h)—P>0, —[f(a+4h)+Q>0.

E porque é evidente que estas condigdes se verificarfio se tomarmos por
P o minimo valor de (a4 h) e por Q o maximo, teremos (1), ficando M
comprehendido entre fp e fq.

Sejam ["(a+ hy) = ["pe ['(a+ ha) = ['q o minimo e o maximo valor
de f'(a+ k), desde h = 0 até h=0b.

Se fizermos fla+h)=fa+hfa+ MR, ....cocvucens (2),

e chamarmos P, Q, dois limites entre os quaes M esteja comprehendido,
isto &, dois numeros taes que sejam

fla+h)—fa—hfa—Pht>0, —[fla+h)+ fa+ hfa+ Qh2> 0,

satislaremos, pelo que acabamos de vér, a estas condigdes, entre os dois
valores 0 e b de h, se, entre elles, forem as derivadas

a4+ h)—fa—2Ph>0, —fla i h)+ fa+2Qh> 0;

e estas serdo egualmente satisfeitas, entre os mesmos limites de h, se,
enlre elles, forem as suas derivadas

[(a+th)—2P>0, —["(aih)}i2Q>0.

E porque é evidenle que estas desegualdades se verificordo, entre os
mesmos valores de h, tomando por 2P e 2Q o minimo e 0 maximo valor

1 i
de ['(a + h), teremos (2), sendo M comprehendido entre 3 ['p e 3 [q.
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Seguindo o mesmo discurso: se chamarmos fi{a + hy) =["p e
f"(a + hg) = f"q o minimo e o maximo valor de [™(a + h), entre os
limites 0 e b de h; e se, fazendo

fla+h)=fa+hfa+ %h’f’a + . '—.;:—%_ﬂ fo—la + Mk ... (3),

procurarmos dois numeros P ¢ Q que comprehendam M, ou para os quaes
sejam

f(a+ h) — fa—hfa..—Ph* > 0, — f(a + k) + fa + hf'a...+ Qh" > 0:

facilmente se v& que chegaremos &s condigdes
f™(a+h)—1.2...0P>0, —f(a+h)+1.2...nQ0>0,

és quaes evidentemente satisfazem

1.2...aP=fI"p, 1.2...nQ=flg.

oy fMq

Teremos pois (3), sendo M comprehendido entre R R T Y

@5. Como 1.2...1n.M esté comprehendido enlre o minimo fip e o
maximo ["g dos valores que toma [z desde x=a alé z=a + h, se-
gue-se que o seu valor serd um d’entre estes, correspondente a z==a -+ bh,
representando § um numero positivo e menor que a unidade. Logo, se,
desde x até z { h, nenhuma das derivadas das n primeiras ordens for
infinita, serd, com a [6rma dada por Lagrange,

: hr—1 n
ﬂ’ | h} =f$+ hf.‘.\"'.- - ...mn___ijﬂ“ _1}31{-‘ .

; .2"'ﬂﬂﬂJ(.z+ﬂh]...(A‘).

D'este modo poderemos apreciar o limite do erro que se commetle
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quando se pira em um termo da serie de Taylor, alé a ordem do qual |
as derivadas sdo finitas. |

6. Tambem se pode exprimir do modo seguinte o resto da férmula

de Taylor.
Sejam z, 3, variaveis independentes ;

e f[i—fz—(3—a)[z..— %%f:“';“?:?(" 2)...(a)-

Differenciando em ordem a z, e reduzindo, vem

Segundo o que vimos no numero precedente, ¢

do(@,y +61(s—y))]

oo )=v(= y+ s —9)=y(o )+ —0) =)

que, fazendo x =3z, e attendendo a ser ¢ (3, ) =0 em virtude de (a),

se reduz a 0=—¢'z, y)+ (s Hy:ld :E;.I-;:Ez(':—;;];'}]’
L

ou pondo  em logar de y, a

45 (3, 2) by (s —a)

¢ (3 2)=— (s — )

d'z, 48 (3—2z)) a
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Mudando & em & + 8; (s — #) na expressao () de d{p—ff}ﬂ, e substi-

tuindo o resultado nesta de ¢ (3, z), vem

Finalmente, substituindo ests em (a), e pondo z=z 4+ h, resulta a
forma dada por Cauchy,

[(Z+h)=fzhfz+.. } T.%(;i__ﬁ‘ﬁ'_l}x-l- ?—Ez--!i—“ﬁ—l_)“—;;ﬂﬂl[m+ﬂlh]..(ﬁ").

Sendo assim (1 — 6,)» f*+1)(z 1 0;h) o factor que no n." 6 chamamos
Pir), K 4

63. Como ji notémos (n.” 53), a serie de Taylor converte-se na de
Maclaurin, fazendo 2 =0, e mudando depois h em .

Operando pois esta mudanga em (A’) e (A"), obteremos as f6rmas ana-
logas da serie completa de Maclaurin :

an—1 an

BT i ey ok AT ) sene B
g an—1 b “_.:ﬂ_l}n—l " " .
A=l et =" e Gt P

68. Para que uma serie represente a funcgdo desenvolvida, é neces-
sario, como dissemos no fim do n.° 17, que seja convergenle para a funcgo,
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isto &, que o resto convirja para zero. O que poderd verificar-se recor-
rendo a alguma das férmas que tem o resto nas formulas (A') e (A"), (B)

e {Br") [:-j

Exemplos :
I. A expressio y=—a" dé y'=ka*, y'=Ik%>,. ..yl =" q°,
Como estas derivadas sio finitas para os valores finitos de x, a serie

fen—1 fyu—1 A k*hn z-wsh

b ot BB 5 S Y | i b e e

hk :

serd convergente, por tender para zero a razdo —- de dois lermos conse-
cutivos. »

E o resto convergira para zero; porque, tomando i > hk, e escrevendo o

: : hk  hk hk hk hk  hk

coefficiente de a® debaixo da forma —. —. . .- K —. v s
] 9 i—1 & i4+1 n
vié-se que, para n infinito, o segundo factor é infinitesimo. Portanto a serie
representa a®th, qualquer que seja o valor finito de x.

Il. Tomando as derivadas de Log @, acha-se

i g hr—1 i hn(1—9y)n—t
Log(z + I:)—_Lugx-i—-m-... = i -pone f)::“—' =+ o (x+§ih)ﬂ ;
Como a razlio de dois termos conseculivos, - - : i = ; .i, tende
i4+1 = i-i-l x
i

o e o e el 8 8 o e e e i o P

(») A serie de Taylor pode lransformar-se em fracciio continua. (Veja-se o opus-
culo do sr. Francisco Gomes Teixeira, intitulado: Desenvolvimento das funcgies em
fracgdo continua, Coimbra, 1871).
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h

e : h
para o limite —, a serie & convergente, nos casos de ser — < 1, ou —
x x @

. h e
negativo i i 1. E em ambos estes casos, o limile do resto,

=)

¢ zero. Portanto a serie representa Log (z + h), quando -4 csth compre-
herdido entre — 1 e 41, »
I1I. Seja a serie do binomio de Newton

(@ 1 h)m=am § mha™—14-.. ). ..(f__})l}m(t —0y)"=1 (24 hog ),

—(i—1) h
"l_(' ).r de dois termos conseculivos tende para
i z

Como a razio
ik . hoipsn
o limite —, a serie & convergente nos casos de ser — positivo e < 1 ou
z
w— = positivo e < {.
x

Sendom —i < i, m < i'<m+ 1, e escrevendo o resto debaixo da f6rma

— —' —. —.‘l.F
de producto dos factores im.ml 1..m‘. 'Tt-. mi 1”m;|-l "
—_—— '—

i—m n—1—m A1/ h\*/1—0; \*1
—_— g I+51-) (—~) ) ™ : onde
i n—1 x x h

o primeiro faclor ¢é finito, o segundo é o producto de fraccdes proprias,
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o terceiro ¢ o producto de fracedes que tendem para o limite superior 1,
e o quarto tende para zero: wé-se que, em ambos os casos, o limite

d'esse producto é zero. Portanto a serie representa (2 + h)™ , ou quando

, 4 Y. h J
m ¢ inteiro e positivo, ou quando — estd comprehendido entre — 1 e 1.
&

Férmula de Lagrange
69, Sejam as equagdes

u=fy, y=0(+29).c.ci0eriein.., (1).

Tracta-se de desenvolver u em ordem s potencias de z, sem eliminar y
entre as propostas (1).

Derivando a primeira separadamente em ordem a z e a ¢, e depois eli-
minando [y, teremos

du dy du du dy du dy
H'E'r”’z . g e e &

ou, multiplicando por o'y,

du d;,y du doy

S—— |_-¢¢-»n¢|1-¢-|¢r-q(2)u
dt “dz . dz = dt

Similhantemente, derivando a segunda das mesmns equacdes (1), e eli-
minaudo ¢, acharemos

J.Ir.i’i iy

de ™ dt’ Ly
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du  du

ou, multiplicando por [y, prtantral UIERRE R PP PRPPRPPR

Derivando esta equagdo em ordem a z, e attendendo a (2), vem

d du
d*u  dudgy dw  dudgy d% (Ew)

PR TR P T PR e A TR
du
o G o)
¢ irtude de (3), — =
ou, em virtude de (3) i q
du
; ] ; el ‘_‘(E (w}n—t)
im geral, se for T e L

a derivagio, attendendo a (2) e a (3), daré

diu du d?y
—2 ——— —1 —_— — Y n—2
du * (dtdm o9+ o —1) G 3 (" )
e dirr—2

dmd:

dm—!(m(w)n—l_l_{ ]d“ e )

dy—2

d““(—— (w]"") dn—1 (d“ (¢9) )

T d;l—l = din—1

Portanto & lei & verdadeira para qualquer valor de n,
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70. Posto isto, fazendo z==0, ficam
w=r @0, w=slbi. () =70 . s
e a formula de Maclauria dé

00+ 0.9y )+ 5 S G 9b o]

+ gt A=) (e (B0
TR a 1.2...nd"—1 -

Da férmula (C) resulta immediatamente a que achou Lagrange para
u=fy, y="t-+agy (), que ¢

2 drft. (o) sdv—1[1t. (o 1)"]
w4 aft.qi+ 5 _U_‘ﬁl'_) T ’U'Léf"_], (Cy).

Quando for u=y, deveré na [6rmula (C) fazer-se fi==141, e [(§t)=1;
e na formula (Cy) fazer-se ft=1, e [t=1.

i i i e P P B 01 R B L

(+) E tambem a férmula (C) resulta de (C,), substituindo nesta f{4t) em logar de
ft. e ¢(§t) em logar de gi.

Com effeito, fazendo ¢ + &y = = nas cquagdes (1), e por conseguinte y = ¢s,
estas equacies equivalem a w = f{{z), £ =1 +x ¢ (¢ z), ds quaes, applicando a for-
mula (C;), vem (C). (Bertrand, Cale. diff., n.® 312.)

L
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Desenvolvimento em serie das funcedes de muitas variaveis

#8. 1. Extensio va Formura pe Tavior. Seja  s={f(z,y)
uma funcgdo de duas variaveis independentes, x, y.

Para desenvolyer L=f(x+h, y-+ k)

em serie ordenada segundo as potencias e productos de h e k, podemos
mudar primeiramente 2 em x4 h, e depois y em y + k no resultado; ou
mudar primeiramente y em y | k, e depois 2 em z + h.

Mudando & em x 4 h, vird

dz A2 d¥
f{x-l—h, y):s-ﬁ-)‘l ;s e —E*EI'-I-—.. i

e depois, mudando y em y + k, os termos d'esta tornar-se-hao em

dz k2 diz i d?z he o dis '
Ry AT i’ I et (i B
ooh dy . 2 dy!+ ¥, dz * da:dy+ ] 2\dAT .'}

e assim por dignte; e portanto serd

, ds . dz+kﬂ %z diz he nl!zqL
T e T Tyt amt

: hm j» dmtg
cujo termo geral ¢ - — - o ——
1.2...m> 1.2, . .n  dam dy

excepto para m==0 ou para n=1, aos quaes corresponderdo os termos
ke d's hm d»z

respeclves ———— —_ . ;
1.2...n dy* " 1.2...m dam
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Se mudassemos y em y - k e depois z em x - h, leriamos

7 i3 hd: L dsz 2 h? d?z diz = 2 d2z
=i Ty T aE ML e

lnhm dntmz

l'llj(l termo g['.ral l:.' ' "2'.': -"; :< 1-2' T . HW-

72. Comparando termo a termo estes resultados, que devem ser identicos,
h et Yoot b formidad
acha-se que é ———— = ————, l)onde resulta, em conlorimdade
W aamdy — ayt dan ’
com o que ji vimos no n.° 36, que: para tomar as derivadas suceessivas
d’'uma funcgdo relativamente a duas variaveis, ¢ indifferente a ordem
pela qual se faz a differenciagio.

L
Por exemplo, de 3= — tiram-se :
Yy

ds _3;1':’ dz__ 2z%  diz d%z ) 6t
W ay

diz i 6x d¥ 62 d% »ar dz == d%z 2z
de® ' dy? ' daddy  dyda®  dxdyds d

s &  dh.r488
dgtiif.i:  dydady T dxdy? ot yi_'

73. Discorrendo d'um modo similhante dquelle pelo qual chegimos s
[ormulas dos n.”™ 65 ¢ 66 ; ou, antes, lazendo h=ah', k==ak', e desen-
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volvendo = em ordem a « pela f6rmula de Maclaurin: vé-se que, depois
d’'um termo da ordem n— 1, o resto da serie é (+)

hi',\‘gn-—r'dnf(x,i_ﬂh'y_‘_&k} -
1.2...ix1.2.. (n—i)da' dy—"

R,=)

h kn—id f(x + 6;h,y + 0,k)
= N S T e

4. Para desenvolver as funcdes de tres, quatro, ou mais variaveis
L= {2y 4 hy. &1 + ha, @3 + hy,...), seguiremos um processo similhante:
mudando &, em @y 4+ hy, e desenvolvendo [l@y + by, x3,, x3,.. .); de~
pois mudando, nos termos d'este desenvolvimento, zs em &3 + hg, o que
dard f{zy 4 hy, @+ hy, @3,...); e assim por diante.

75. II. Extensio pa Formura e MacrAomis. Seja

Y= f(m, Lyy Xy, s -J".ﬂ—I) ............... S (ﬂ:].

Ponhamos  y==[+3 (4o, 2, 2y.... < TP . 1P . @aPa .. .)... ().

(+) Se usarmos da nolagio symholica empregada na pag. 34, islo &, se lomarmos
du’  rau ™ gty

| == > | == como representando —, esle reslo exprimir-se-ha pelas
| da I dy | '

dz' dy"
formulas symbolicas :

du du \n A do || [de \n
B Y B . oo, Y e
g (h= < d > . (1 =) (h[da: 17 Lay.)
ool BT PPN e aicadiy 1 st et T §

sendo u==[f(c+0h, y4ok), o= [(z+oh, y-+nk).
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Differenciando p vezes em ordem a 2, depois py vezes em ordem a 2y,
depois ps vezes em ordem a xy, @ assim por diante; e fazendo por fim
nullos z, 1, 23,...: vé-se que é

dl“;‘?f‘f‘?f[‘-----
J wo(€);
1.2...pdx? x 1.2...py x dayP1 < 1.2...padxsPs X...

9z, &y, 2y,....=

onde se devem [azer nullos &, @y, @,. . . depois da differenciagdo.

Assim a proposta (a) desenvolve-se em serie ordenada segundo as po-
tencias e pruductm de &, xy, ®3,..., pela férmula (b), na qual [ e
gz, z,, 23,.... S0 08 valores (a) de y e (¢) de

St

1.2...pd2? < 1.2, ..pydzsP x 1.2...pgdxsPs ...

depois de nelles ter feito x, xy, g, .. . nullos.
Parando no termo da ordem p 4py +...— 1 =n—1, vé=se, como
no n.° 73, que o resto é

ozt gt xd T fl:“j(

- T3 bz, 42y, Oxy,...)

=3
Ba=2 1.2...pdzP x 1.2, .pyda?, x 1.2.. . padar:

ou

1 i +
e 12::: gt o d TP g b b))
1.2, .pda? x | 2 prdxPy x 1 2 padafs <, ,.

Ro=

96. lll. Férmura pe LapLace. Sejam as equagdes
w=1 (Y1 y2:- - -Ya)s

y1="41 (l+21 %), ya=1a (fa + D2 53)se.Yn ==t (ta + @p 50), - - . (1);

H=% {!‘h- ya----yn}- Z3 — ?i(yli yi----yn)----zn=%(y:. ya----yu),-'

onde @y, &3,... &, € ly, ly,... Ly enlram como variaveis independentes,
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1 d L [}
Serdo —--Hu+ 2‘”' ‘fff] - t=(nrazg d”')q-u

e, eliminando 'y e reduzindo, vira

i [N T gl ¥ TR TR N
daxy dh di 3 dy., dity ‘dﬂfj dﬂ?!*dh (&

Mas, se entre as n — 1 ultimas equagdes da segunda linha de (1) elimi-
nassemos lodas as n— 1 variaveis y3, y3,..., menos uma d'ellas y;,
ficaria uma equacio entre y; e y;, que, resolvida em ordem a y;, daria

yi=lF[y1, Tey &Tgseasy I3y 13s . « .)',

depois, derivando em ordem a | e em ordem a ¢y, e por fim eliminando
F' entre as duas derivadas, viria

dyi  dyy  dy; dyy
— = =0 v oo (B);
dxy tﬂt diy d'ml I:' )

ke "dzy (dyi dyy  dy; dyt)
¢ por conseguinte E dyi I;_l E_E e

Portanto & = —z — =03

e do mesmo modo
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Attendendo a (3) e (2), teremos pois

dw. Mol L “( du dy; du dyi‘j

Ioy~ Sy dy Aoy @y 2 \Vdy dy  dy " day

du 1 _"du (dy, dy; dyy dy;) Lo du

MUy T Gy g dy e Ay dm) T dy
diy
. L du du
Similhantemente -J-E—z‘ P R R (4),
: dz; dz;
que, applicada a u=13; dé = By g essd

----------------

99. Differenciando (4), e attendendo a (5) e a (%), acha-se

du  dsz; du d*u  dz du d*u d(,i':i) d( ’: :T‘:)

s Tmd Nandm i dm ' dhdm dh dy;
f

J
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du

T} B el

oty * (z' dti)

Em geral, se for = —
g d da; 71 di; P2 d

7
serd
{
oI dz;  du d®u
) dr—2 - ‘.p—E_i. — o g1 ]
. dru _Jay L(P --)z Lday dy i di; da;
da:f | e b
|
- dz; du d2u -
p—2 — ‘.’:,'F_!.-—.—— ; Zyp—1
_d [(p ' & dw T dayd I
i o, di;—2 .
Tu du
dr—1 (122 p—1 (z?—)
dPu e ﬂ'f!‘:') _d b 6
ou dxp__.. = e = cassss { ).

Portanto esta [6rmula tem logar para qualquer valor de p.

: dru
98. Como, em virtude de (6), a expressio de —— correspondente a
dmf
;==0 é a mesma, quer se supponha @; nullo antes da differenciagdo,
du

3\
% ) pode formar-se achando

i { E u 4
o coelliciente differencial = mudando nelle z; em z; 7, e [azendo depois
. Ty

quer depois ; e como, em virluﬂe de (%), (sf

; nullo : teremos, seguindo este processo,

du

/ du
: dr—1( f — d.v-—l‘_
dhy {-- % df.‘) b e
dz; . hyF d;p—1

’




CALOULO DIFFPRENCIAL 7s

© por conseguinte /
du Jila rgm@ ; F’Ml.‘r: [1 noJ
( t‘pil\_ f dl — T
t] 1 d.’.CI.' | dP—ilﬁ I d.:r.p!’ ’ )
drtv'u d.’.\‘:pi" £ dx; ;
da; P day? dy; 1 — Qv

Mas, suppondo ay =0, serd tambem, com & mesma interprelagio,

dPu

i
1

. du
=1 —
d | 7

dax;? =y

drtr'a

- dgi,p‘-—1 ;

- A% -
drp=? o N |
- ‘dx;dxy J

logo

da; P dacy? L

di; P""izfl'i'?’_‘l s

comtanto que se mudem z; em z;? e zy em 3y, e se facam x; e xy nullos

depois da differenciacio, em |

d?u 1

d&?i d.r,-;

39. Progredindo do mesmo modo, vé-se que se pode escrever a formula

(b) assim :

|

d"u
dxy.dxy. . .dx, ]

du=u+ > xili.xafs.. 2, M
i

entendendo-se que em

mente 34, 39, .

Tal & a [ormula de Laplace

1.2, pydt? 1 x 1.2, padighs1.. 1. 2..padtypr"

d™u

dzy.dxy. . .dxy

s B em 51}'1' :Epl

(D);

| se devem mudar respectiva-

, oo« SaPn , e fazer 2y, @g,. . . T, Nullos,
(Mec. Cel., liv. 2.° n,° 21).
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80. Nesta férmula comprehende-se a de Lagrange, quando é n =1,
ou u=fyey="4 (t+ a3).
Com effeito teremos entdo

du _ du dy (z m‘i’.} du ( d’z)
dz  dy'd(t+4zs)’ TR d (t + x3) S dol

24 du ‘
que, pelas mudangas indicadas, se torna em i » © por conseguinte (D) em

d?“l(t-i-f.zﬁ‘)
v iy xP dt
| b aiis. ) diet

identica 4 formula (C).

R
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APPLICACOES DO CALCULO DIFFERENCIAL

Desenvolvimento em serie das funecdes d'uma variavel

Faremos applicagdo das [érmulas que ficam demonstradas.
S4. . Da Fénmura pe Tavior. Seja
y = log sen (x + h).

Chamando M o modulo, teremos

J_Mcolﬂ' | = M i 2Mcosx
y T d y L se“’,m‘ y Bl Eensx LR |
col &
en (@ -+ h) = log M h cot 2 — M At
e log sen (z + h) == log sen = + cobad—M A oL
A differenca log sen (x - h) —log senz = A stk

h h? MAat 2
A= Mhcot (lg__. IR BNV, . o8 ff L™ ).
e sellﬂa:+ 3sentz’/ fzeniz (! 3 iy
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e similhantemente

Aq = log cos ( + h) — log cos z, Ay — log tang (z + h) — log tang ,

serfio |
1
/ h h? Mhi 2
By MADEATT o _)_ (1 —Zeosz)...,
1 WA teog & e sen2x 3!.‘psi §cosiz '-1 3 hiser m.
2Mh 2 \ EMhicos2a sen?2zp
e — -— —_ 2 1 . ’ -— —_— = -
3 senﬂm(\t heol 224 3 h3(1 1 2cot 2:1*).]-{— 7 ( 6 ) ;

onde h representa o augmento do arco rectificado (Vid. 4lg. Sup., n.° 158).
Tendo, por exemplo, log sen 27°30', e querendo log sen 27° 33, po-
remos h=arcde 3'=23sen 1’, e faremos o calculo do modo seguinte :

log h.....6.95085 6.94085 | 1.° termo 0,00072803
logM..... 9.63778 6.86215 | 2.° 78
log cot &. . .0,28352 c.sen22 0.08664 | 3.° 0
6.86215 388965 | A 0,0007273
log sen 27° 30’ 9.6644056

e i o

log sen 27 33’ 9.6651329.

Este methodo & principalmente util quando se querem calcular os lo-
garithmos dos senos com grande approximaghio (Vej. o Conn. des Temps
para 1817).

82. Da Fornmura pe Macravnin. Seja y — are (tang =), Serdo ,

y'=costy, y' =~ sen2y.y'=—sen2ycosty, y" =—2cosdy cos 3y;
e, em geral, se for y**—1=—Ay, , cos (2n — 1) y cos(2—1)y, teremos

y ) = Ag, sen 2ny costhy, ylint) = Aappqcos(2n | 1) cosily,
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sendo Agﬂ:-— (':'.’.n — f) Ah—-h r\g.H..[ == EA!“ :

| 1
arc (tang =x) = m—-—-—ga'.3+ Tz"‘. o

logo, [f6rm. (B)],

formula que da a expressio notavel

Similhantemente se achardio as series de senz, cosa, a7, log (1 + )3
e, em geral, as de lodas as funcgdes de #, cujo desenvolvimento proceder
segundo as potencias inteiras e positivas d’esta variavel,
S§3. Para desenvolver y em ordem &s potencias descendentes de z,

1
basta mudar na sua expressio z em - desenvolver y em ordem #&s

potencias ascendentes de ¢, e depois restituir — em logar de t.
- :

_ - at Sagiessts
Por exemplo y=+vat—at=a\ 1 ——=a yi—a
i i \ a? al
= — 2 i SR By Lt Dl :
da y a:(l El 8‘ ) x 5

S4. Tambem pode servir o theorema de Maclaurin para resolver as
equagdes entre duas variaveis em ordem a uma d’ellas, e para desenvolver
as funcgdes implicitas; como se v¢ nos exemplos seguintes:

1. De my? —yz —m,
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derivando e fazendo z = 0, tiram-se

2

o _i et | e
f_ilf“_smlf—u!f'—' E—T—man..,

z o
e [form. (B)], y-:l.;.a_m._w.'._,
2.° De seny=gzsen (P 4y) |
tiram-se
o sen (P 4 y) __{sen‘(l’+£}

— cosy—acos (P +y) senP '’

p__sen2(P+y) . 2y%cos2(P+y) Ly"sen2(P+y)
¥ = P £ sen P

2:en(P+y)sen3(P+y)y!_
sen? P g

----------------------------------------------

depois [=0, f=senP, ["=3sen2P, ["=2sen3P,...;
e, [form. (B)], yseni” =xsenP 4 —é—z‘senﬁ[’-{- !3—:&35&“31’4-...

3.° De cos m — cos (m + y) == zsenm

tiram-se

" senm ,__sen?mcos(m +y) L.I=sen3m (142cos* (m 1 y))

Y isen{m+y)' y =__§J‘-ﬁn +v) : sen? (m +y)
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depois [=0, =1, f’:-—-—wtm,f‘”=l+3cnl"m....,

1 |
e [form. (B)] ysen I”=:c—-§-:s‘cutm+ Ez“(l +3cottm) 4. ..

5.° De cos(z-{-y]:——:cﬁenscosA+coszv’I—z‘=B3+cos:\/i—-x‘,

querendo y em serie ordenada segundo as potencias de z, tiram-se :

cosssen(s | y) ( 2083 B“cos(z+y)
arootma, g ‘g' o L ) sen(s+y)
dy v 1—a? @y (1—a?) :
doz seu(s+y) "dz® sen? (34 y) 0
depois [=0, [ =cosA, ["=colzsentA,...,
e, [form, (B)], ysen1"=uxcos A + —;-:ci'- cot zsen?A 4, .,

85. Se alguma das funcgdes f, AN AT
plicar a férmula de Maclaurin, porque a serie ndo procede segundo as
potencias inteiras e positivas da variavel. E entlio é necessario recorrer 8o
processo indicado no n.° 60, ou antes transformar a funcgdo de modo que
naquella, que depois houver de ser desenvolvida, ndo se dé& o mesmo in-
conveniente.

Para isso muitas vezes aproveita a hypothese y = 2%z, determinando a
constante k de modo que x = 0 nao torne infinita nenhuma das funcgdes
I A

Por exemplo, o desenvolvimento de y = cota nao pode proceder se-
K

-+ € infinita, nlo se pode ap-
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gundo as potencias positivas de x, por ser cotQ==e0. Mas, fazendo
Z COS T
sen z

z : ;
y==—, nio ha o mesmo inconveniente em z=xcolxr= , Da
x

qual, desenvolvendo o numerador e o denominador, e simplificando, vem

1 1
s_“i“’*m“‘"“_
- : ! :
-t
. 2
depois f=l,f=0,f'ﬂ—-§. [=0,...
o que da s:l—-—a;:—-a%-....,
e finalment —-i__i,_ ?
almente y=—— =g "

8@, III. Da Férmura pe Lacrance. Exemplos:

1.° Para ﬁi?’,!:‘-}.&yﬂ
sho fi=m, ft=mm1, ot=1",
e [form. (C)] y™=1m + maumto—1 | ’EL“LJ;:_“:ﬂ ity

2.° Para resolver a equagio a4 Py -+ yyt 4 3P+ .. =0,
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Ll T S
'ry____; Y=y

fariamos g:._%, =1, gy=—

E para resolver atBy+yyt=0,

" (- §
fariamos l::---{ﬁ-, PP (28 oy=y" fy=y.

B
3.° Na equaglo transcendente  y=t+ eseny,

ue pertence ao prnb!er;m de Kepler, quando ¢ é a razdio da excentrici-
zade da ellipse para o semieixo maior, ¢ a anomalia media, e y a anomalia
do excentrico, temos z==e¢, gy==seny, fy==y; e (form. Gy)

=1+ esent i‘d(m“"]_’_ ed  d(sen®t)
i T3 Ta 1.2.3  di°

et e
y=l+esenl+—§m:2£+ -i-(sen3l-—-lnn1] Fons

A.° Para u=y", y=cos (t+ zlogy),

teriamos

ar dr—1/—m cos™—tsent (g cos ()"
(u)==cos™t, (¢)==log cost, (d—;)__—»., e (Ig cost) ]’

e (f6rm, C)

%= cos™{ — x.m cos™ 1t sen ¢ log cos {

a2
+g™ log cos ¢ [(m — 1) sen?t cos™ 2t log cos ¢
— cos™ ¢ log cos ¢ 4- 2 M sen® ¢ cos™2¢
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Resolucdo das equagies

8%. Pelos principios expostos podem verificar-se, a respeito das equa-
gOcs, muitos theoremas que por outro modo j& demonstraramos.

I. Seja fx=(z—a)" (z—b)". .. P;

designando P ‘o producto dos factores lineares deseguaes.
A derivaglo da

[e=(z—a)"Yz—b)"\...[mP(x—b)... + nP(zx—a)...+...]:

por onde se vé que (z — a)™—1 (x—8)"1 & o maior divisor commiim
de fz=0 e da sua derivada 'z — 0; theorema conhecido a respeito das
raizes eguaes (Alg. Sup., n.° 49).

1I. A funcgio [z =log (cosz = x/—_iscrt z)

—_—

B fon MRy ol d{ey—9)

===

3

cosx == 4/ — {1 sen dz

logo log (cos & = s/:l-sen:o]r:i.: e,

sem ajuntar constante A, porque x — 0 mostraria que é A — ().
D'onde se conclue o theorema conhecido (Alg. Sup., n.° 159), do qual
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seria facil deduzir as férmulas (K), (L) e (M), e por conseguinte os fa-
clores de z™ = a™ (Alg. Sup., 0. 102 e 103).

IIl. Supponhamos fr=—a™ 4 px™—1 4. ...+ u decomposta nos seus
factores lineares  —a, #—1,. . . Ser#, identicamente,

log fx=log (z—a) + log (z—b) +. ..

Tomando as derivadas, recsiremos na equagio (1) do n.° 117 da Alg.
Sup.; e por conscguinte no theorema de Newton sobre as sommas das
potencias das raizes, as quoes formam uma serie recurrente cuja cscala

de relagiio ¢ — p, — s =l
IV. Seja I o valor approximado d'uma das raizes da equaglio

rx:'_mm+P.fn_l+. . .“=0|

e y o erro. Teremos

i Loiat
;r--k—}—y,ﬂ—-f[::'.*~}-y_‘,——fk+yf'.-":+Ey!f’kqﬂ-{i—y"f”k1'-...,

Uk gk
3k 6 fk e

Usando de duas approximagdes successivas de i, isto é, substituindo

[k

1 (k2 [k
(f ) %E em logar de y no segundo membro, e desprezando

k2

e e e L P PP ——

) Para a transformacio em fraccio continua pode vér-se o n.° 10 do ji citado
Desenvolvimenio das funcgdes em [racpdes conlinuas,
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os lermos de ordem 1 ) , acharemos

[k

=—fh~z(@ mre® GG

O mesmo se acharia applicando a [6rmula (Cy), como se fez no n.° 86,2.°,

com a=fk, b =k y= ?;.f”k, 3=%f""k; a qual daria

1 ' 13# f llr
El‘rk+ﬁifk+"' tfik+... 2:Fk+...

y={— 7k + i X — i e

Por exemplo, da equaclo fz =2% — 22 —5=0 I.ira-se k=2, 1 para
valor approximado d'uma das raizes (Alg. Sup., n." 70); e por conse-

guinte : fk=10,061; [k =11,23; f'k_.I26 ["k=6. O que da

fk 61 fk 1260 'k _ 600
k= T1230' pk 1128 [k 1123

e portnntu

z = 2,1—0,00543188—0,00001655—0,00000009 — 2,09455148.




CALCULO DIFFERENCIAL 87

Das expressies
Ev 0 x oo, %- 00, w’, wo—ao.

88, Fonma % Vimos (Alg. Sup., n.° 29, 2.°) que, se z==a reduz a %

3 &
uma frac¢lo :‘:_:u' & 2 — a factor commum dos seus termos; e que, para ter

nesse caso o valor da fracglo, & necessario desembaracar os termos da
potencia mais elevada de & —a que divide ambos.
Mudando # em z 4 h, vem

l ]
f(m+h)‘~fz+hf;u_+§h’fz+...

FEEA., oy hF'x+%h’F*':r;+. b,

3

depois, fazendo z=a, o que torna fz ¢ Fa nullos, e simplificando, fica

1 ()
f(a+m_r“+§hf“+'”

Flu+h}.—_

-
¥

Fla + %hF”ﬂ + v

e finalmente, pondo h=0, acha-se L—= —.
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No caso de ser tambem fla=10, ou F'a==0, a frac¢io serd nulla, ou
infinita.
Se, além de fa=—0 e Fa=0, forem fa=0 e Fla=0, a fracglo

fla+h) . 76 fa _['a
Flaih) simplificando e fazendo h = 0, serd Fa —Fia" E em geral,
se forem nullos fa, fa,...["a e Fa, F'a,...Fia, a fraccio
1
h vow s i fln)
T Eakaal o v s il
Fla+h) 1 g :
N i BN ke, a1 F(a-H)
SHEES: T kP
o " x fa  [itlg
simplificando e fazendo h = 0, reduzir-se-ha a Fa = Forig:

Logo: Para ter o valor d'uma [racgio que a hypothese x — 0 redusz

d [drma g—. derivaremos simultaneamente os seus dois lermos lantas
vezes quantas forem necessarias para que aquella hypothese nio anniquile
a derivada de um d’elles,

E necessariamente alguma das derivadas ha de deixar de anniquilar-se ;
porque, se assim ndio acontecesse, seriam [ (a4 h) e F(a | h) nullos para
todos os valores de h, isto ¢, seriam f e F nullos para todos os valores
de z.

S9. Exemplos:

| S
I. A expressio

—— ¢ que equivale a 3(1 +z +.... z1), toma

a forma g Pore z==1. A differenciacdo dos dois termos d4, para essa
nzh—1

hypothese, o seu valor ==n; como deve dar.

II. A hypothese e =0 da a 4
a”!a—b‘f{ff _r(a }
I e

0 .
a f6rma —. Derivando, acha-se o
x 0

seu valor
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L. A hypothese x — 90° reduz i =engderes & féorma % A de-

senx + cos & — 1

A —cosx —senx
rivacio dé o seu valor ————— =1,

COsS r—senr
Do mesmo modo se vé que:

—————. B —
V22 —aok—ay a*z  16a

a—':/[aa:a} 9’

para x — a, ¢

ara r=—a, &
P e

=0.

IV. A hypothese x = ¢ reduz & férma % a [racglio

[z ax?+act—2acx Y Ei azx —ac

Fz  ba*—2bcz+ b* Fz  bz—be’

R a
mas, recorrendo a nova derivaclio, acha-se —.

b

 [—R ) x*—zx

Para 2 =1 sio . e e

—92.

90. O methodo exposto, por se fundar no theorema de Taylor, deixa
de ser applicavel quando este theorema o ndio [dr até a ordem do primeiro
termo que n2o se anniquila. O que facilmente se reconhece, por se tornar
entdo infinita alguma das derivadas a que chegarmos.

Neste caso: desenvolveremos o numerador e o denominador em serie
das potencias de h (n.” 60); faremos £==a; supprimiremos nos dois termos
a potencia mais elevada de h, que os dividir ambos; e faremos h—= 0.

L
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fz  (o—c)(z—b)+ V (z—re)
Fz 12—V (a+c)+V(@e—c)

Seja, por exemplo, a [racclio

que @ = ¢ reduz a % Como esta hypothese torna infinita a derivada de

V/ (@ — c), nlio podemos applicar o theorema de Taylor senfo ao desen-
volvimento dos primeiros termos; e para J(z— ¢ + h) servir-nos-hemos
da férmula do binomio.

1 s
fle+h) _ he +hye—b+...

Teremos assim

Flc+h 1 ?
CAM el
ﬂ\fﬂc
1 fe
que, dividindo por h* e fazendo h= 0, se reduz a = 1.

®14. Forma 0 x oo. Supponhamos que a hypothese 2 = a, tornando fz
fa

nulla e Fz infinita, d a fz x Fz a f6rma 0 x oo . Por ser entdo l—=—g—,

Fa

serh fa x Fa= (’:‘I)F e _E,:_: % (Fa)%
Fa

Por exemplo a expressio (1 — ) tnng-;- xx, que =1 reduz a 0 < oo,

é, nesta hypothese, pelas formulas precedentes, r
oo satbopaeg s e
SR Sty 8 gt g =
et E w
b o e — o dm
sen? 4 cos? 37
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92. Forma :% Se a hypothese z =a reduz i a f—.:}i tornando [z

1 ¥z
e Fz infinitas, sera %=I-Ta: %. e por conseguinte

x
(—E—) Fo

—f;"(fa)

E’ln

ou tambem, simplificando {»), fa .E.

welz ) (5)__ s

Assim, para x==a, ¢ T:( 1 ):—:
a@—d) \fa

©3. Reduz-se a estes casos o de ter Fz/® a (6rma indeterminada, por
ser fa=0 e Fa=o, ou fa==c e Fa=1, ou fa=0 e Fa = 0.

Porque & Faft=ef“!Fs; e nestas hypotheses [zl F;n-—--‘rTx =I% toma

a uma das férmas 0 X o, — IFz [z

L A A

fa 4 CFa fa+c1?’ 'a e
Fa ~ ¥a l-‘a+

fa _[a Fa V¥a

e porlanto ainda teremos — == T Se far infinita, serd nulla —--:n?- & por-

(») Se i’;g for nulla, nio o serd E +C=

g o
tanto mliml.a':__—a-s o Assim, para & == oo , sendo a posilivo, é
i*

as r ar log a
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Assim, por ser xlax= %-*——-0 para =0, é 0° = ¢ =, E, por
1) @
1 ‘(;

ser &l — = =0 para =0, é 00 =¢0 =1,
z i

T

94. Forma oo — o. Finalmente, se 2=—a reduz fr—Fz a .0 — oo,
tornando fz e Fz infinitas, é

| | (1 f--f
Fa fa 0 \Fa fa/
fa—Fa——i——-ﬁ-— ( i ),.
Fa x fa Fa < fa
i
Por exemplo, para :::E =, &
2cosx cotx 2 1
ta - ™ i el = €I LW = _-_3!81'1.‘17_ l
0 2 I cos®tz 2 S
e —— mix
=T sen & =T

5. O methodo exposto, fundado no que se disse no n.° 88, suppde
que so determinadas as derivadas de iz e Fa, para &= a; mas ha casos em

que ndo tem isso logar. Por exemplo, é’_xzx it fo ] —wne

z xz+senz Fz 1+ cosz’
onde so 'z e F indeterminadas para x— oo, em quanto que na mesma

hypothese é
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Dos maximos e minimos

96, FunceOES D'UMA VARIAVEL. Seja y = fa.

Se, dando a x valores consecutivos, a funccho [z, sempre crescente ou
sempre decrescente para os valores de x comprehendidos entre x — ¢ e a,
se tornar sempre decrescente ou sempre crescente para os comprehendidos
entre a e a4 ¢, sendo ¢ 3o pequeno quanio se quizer: o valor de y,
correspondente 10 de x==a, que separa os incrementos das diminui¢des,
chbama-se mazximo no primeiro caso, e minimo no segundo.

Assim, sendo h uma quantidade muito pequena comprehenlida entre
0 e ¢, leremos respectivamente:

( maxima a fa>f(a=h)
Para fa S 3
TR ey G AR

: 1
E como na serie [(a==h) — fa== =+ hf'a+ T h¥f'a=+.... se pode
sempre tomar h 3o pequena que o signal do segundo membro seja o do
seu primeiro termo, vé-se que, em quanto subsistir este termo, nlo pode
haver maximo nem minimo.
Portanto, a condi¢do de ser fa maxima ou minima exige que seja f'a — 0.

93. Satisfeita esta condiglo, a serie precedente torna-se em

f{ath]mfa-}-%h*f’ai...,
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a qual mostra que fa serd maxima quando ['a for negativa, e serd minima
quando ["a for positiva (+).

98. Se for tambem f'a=0, a serie

f{aih}=fai-1—h3 "a +

i
3.3 " ekt

feitos raciocinios similhantes, mostra que a condigdo, tanto do maximo
como do minimo, exige que seja ['a=0; e que, satisfeita ella, serd fa
maxima ou minima, segundo for /¥ a negativa ou positiva.

Do mesmo modo proseguiremos quando se desvanecerem mais derivadas.
E teremos a regra geral seguinte:

Achadas as raizes reaes da equagio {'x==0, substitua-se cada uma
d'ellas por x em ['x, ''x,. . ., até apparecer uma derivada que ndo seja
nulla. Se esta derivada for de ordem par e posiliva, @ raiz correspon-
derd a uma funcgdo mnima; se for de ordem par e negativa, @ raiz
corresponderd a uma [unccio maxima; e se for de ordem impar, nao
haverd mazimo nem minimo.

9. Exemplos:

L y=v 2z diy = —IP—;; e porque nenhum valor finito de x an-
v 2pa
niquila ¢, a funcgdo y nlio tem maximo, nem mimmo,
Il y=b—(o—a)? di y=—2(@—a),y'=—2;
logo 2==a corresponde a um maximo y==>b; o que por outra parte ¢
manifesto,
Pelo contrario y — b + (¢ — a)® d4 um minimo.

(+) Pondoa - h=a, e a4+ h==a’, teremos
fa==fa,+hfa, t ..., fa=fa'— hffa’+...
Logo, para que fa seja maxima, devem ser ['a, positiva, e f'a’ negativa; e o con-
{rario para gue seja minima,

Poderemos pois lambem reconhecer se fa ¢ maxima ou minina, examinando se
f'z muda de signal, passando, em & ==a, de posiliva a negaliva, ou inversamente.




CALCULO DIFFERENCIAL 95

Em geral y'=X (z—a)* da yi=+) =n(n—1)...2.1 X+ K(z—a):
por conseguinte, se n for impar, a raiz x=a corresponderd a y maximo
ou minimo, segundo fizer X megativo ou pesitivo.

I, De y— ﬁ‘”_'-x, tiram-se

g Bl e SO ey
R (T A . i
PTG .
logo @ = 1 corresponde ao maximo 3e z=—1 corresponde ao mi-

. 1 . :
nimo —2 8,9 a0 maximo negativo.

IV. Dividir o numero a em duas partes taes que o producto da potencia
do griu m d’'uma pela potencia do griu n da outra sejo o maximo.

Chamando # uma das partes, o producto proposto e as suas primeira e
segunda derivadas sdo:

y=an (a—a), ' —an—t{a—z)"[ma—a (m+ n)},
' —an(a —a)—(m + n— 1)(m + n) &t —...]:

logo y' =0 d4: £==0, para m ndo menor que i; &=a, para n niio me-
ma
min

nor que 1; e 2=

& » . L a M_H
A ultima d’estas raizes corresponde ao maximo m™ n"( —-—-) ;
m+n
as outras correspondem ao minimo, quando m e n slio respectivamente
pares.
0 mesmo se vé& mais facilmente applicando a y' o que se disse na nota
ao n.” 97.
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Para dividir a em duas partes cujo producto seja o0 maximo, basta fazer

! 1
m==n==1 nesta soluglio; o que di z== 3 @ ¢ 0 maximo -Iai.

V. Achar o numero z, cuja raiz do gréu x é maxima.
| —Iz
P

ou x=—e=2,71828. . ., base dos logarithmos de Neper.
VI. Achar o numero x, que tem o maior excesso sobre a sua potencia
do griu m.

Temos y— ¢/, Y=y ; e por conseguinte y' =0 da lx=1,

m—1/ {
T =z—a", y=0=1—mz"), g = \/—.
emos y =g — g™, y 1 — ma z \/m

VII. Determinar as cordas supplementares da ellipse, que fazem entre
si 0 maior angulo.

Chamando a, b, os semieixos, « a tangente do angulo que uma das
cordas supplementares faz com o eixo maior, e § o angulo d'essas cordas,

2.2 4 %
deve ser maxima (Geom. Anal., n.° 80) a funcglo tang 6 = —:(:!'._:?.

ou, omittindo o factor constante do denominador, a func¢io y=a%a  —,
o

r i bg I 2b! - .. -
que di y'=a?— = % L Logo o maximo, positivo ou negativo,

b :
corresponde a @ = == —» @ as cordas pedidas concorrem em uma das

extremidades do eixo menor. Por onde se v& que fazem entre si o maior
angulo os diametros conjugados eguaes (Geom. Anal., n.” 80, §.°¢ 94, 3.°).
VIIL. D'entre os triangulos de egual perimetro 2p ou isoperimetros, e
da mesma base a, achar o que tem a maior superficie y.
Designando e 2p — a—« os dois Jados desconhecidos, a area

y=vVp(p—a)(p—a)a+ax—p),

da

2y’ 1 i 2yy'—y? | 1

. SO + _ 2y o= L___( o __!)
y p—x at+z—p y (p—a)* * (a+2—p)

v ] 1 Il ' .
Fazendo pois y' = 0, seri Bup i o-u ey negativa; e 0 maximo
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=-I_ al p(p—a): e por ser o outro lado 2p—-a:—a=p—%a,

0 lrlangulo pedido é isosceles.

Para achar a base a do triangulo cuja érea é a maior das de todos os
triangulos isosceles lsopenmelrns. isto é, para achar o valor de a corre-
spondente a0 maximo de s ==a*(p —a), teremos

z' = 2ap — 3a® =0, s"=2p—6a,

que diio a=—§—p, 3= —2p.

Portanto, d’entre todos os triangulos isoperimetros, o equilatero é o de
maior Area.

E, em geral, o polyzono equilatero ¢ o de maior érea d'entre todos os
isoperimetros. Com effeito seja ABCDE (Fig. 2) o polygono maximo. Se
AB ndo é egual a BC, construa-se o triangulo isosceles AIC tal, que seja
Al +IC=AB 4 BC: seri a érea do tnunwuln AIC maior que a de ABC,
e por conseguinte AICDE > ABCDE, o que é contra a hypothese.

IX. Achar o minimo de todos os triangulos construidos sobre uma base
de grandeza dada BC==a (Fig. 3), e circumscriptos ao circulo OF.

Sejam: o raio OF =r, BF = BD=a, o perimetro = 2p, e conse-~
guintemente CF = CE=a — z, AE=AD =p-—a. Serio a, p —u,

p — a+ os tres lados; e y=+/ pa(p — a)(a—x) a érea do triangulo,

ou, por ser p=-—§-, rty=2x(y —ar)(a—a),

que dé

yH & ' ak _(Em Ly a:]g
28 (PR axta2?)? (P —az +2%)F

3
Como y' =0 d& z= % aey= ¢p—utﬁ.§' este valor de z salisfaz ao
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problema para T;'“—‘*‘ r; o ponto F éﬂo meio de BC; e os outros dois
X a i

lados sdo eguaes entre si e (+) a T Sanle” v

X. Tomemos sobre os lados d'um quadrado ABCD (Fig. %) as partes
eguaes Aa, Bb, Ce, Dd: a figura abed serd um quadrado. Com effeito:
' 1.° por serem eguaes os quatro triangulos dAa, aBb, bCe, ¢Dd, que 1ém
eguaes dois a dois os lados que comprehendem os angulos rectos A, B,
C D, & abed equilatero; 2.° por serem cumpiemenlares os angulos Aad
e Bab, é recto o angulo dab, assim como os outros b, ¢, d.

Posto isto, procuremos o menor de todos os quadrados y? assim inscri-
ptos no quadrado dado.

Sendo AB=m, Aa=ua, serh aB=m — x; e do triangulo Aad ti-

ra-se y®=— 22 —2mz 4+ m?, que, para y' =0, di r= %m. ey"
positiva. Portanto o ponto a estd no meio de AB.

XI. D'entre os parallelipipedos rectangulos, eguaes em volume a um
cubo dado a® e construidos sobre a mesma base b, achar o de menor
superficie.

Chamando x e z as outras duas arestas, serfio: bxz=a® o volume; e
3 3
a a ¥
bz, bz ——, xz=— - dreas d'estas faces. Pretende-se achar o mi-
T

nimo da érea total, que é o dobro da somma d'aquellas tres,

oquedd y _25————0 .1:-—1/# =z, ey’ positiva.

(+) Pondo OA—t, afigura (3) daria
1 s
AC =1 4 r? 5 2rt + %a’. AC=—ﬂ-a+VI’—r=,

entre as quaes, eliminando AC, resolvendo a resultante em ordem a ¢, usando do valor

3
a
positivo e substituindo-o em AC, viria o mesmo valor
a

1
__—_’nirz_ia' que dd a

substitui¢io de £ = % a em p — &; como devia ser.




