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CALCULO D1FFERENCIAL 

i 

R E G R A S G E R A E S I > E D I F F E R E N C I A Ç A O 

Noções preliminares 

1. Seja y = f% 

uma equação entre duas variaveis x, y. 
Por dois pontos M (x, y) e M' (x + h, y + k) da curva BMM' (Fig. 1), 

que suppomds ser o Iogar geoinetrico d'esta equação, tire-se a secante 
SMM'. Teremos: 

y — f x = MP, y + k --.= f ( x + h) = M ' P ' , k = f {x + h) — f x = M ' Q ; 

e o triangulo rectângulo MIVPQ dará : 

A 
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Mas, se tirarmos a tangente MH no ponto M, e chamarmos 0, i, os ân-
gulos IIMQ, HMM', será : 

for A tor í fantt 1 
t g W M Q = t g ( O - i ) = — = t g e w n ^ - , — ^ = I g 9 + « • b fcV ' 1 -f tg 0 tg i ° C0s 2 Ô(l+tg6 tg í ) e 

f ( x + h ) — f x . 
A expressão de — tem pois a lorma 

' - ^ d ! = ^ . ( I ) i 

sendo y' •= tangQ independente de h, e a uma expressão que a hypothese 
h — O fará desapparecer. E assim deve ser, por isso que a direcção da 
tangente em M não depende da posição do ponto M'. 

Este raciocínio deixaria de ter logar quando não houvesse tangente no 
ponto M ( x , y); o que só poderia acontecer em casos especiaes, em que se 
apresentam com effeito resultados que também precisam d'uma interpre-
tação especial; mas, em quanto não descermos da generalidade, e consi-
derarmos x qualquer, podemos dar como estabelecida a verdade da equa-
ção (1) . 

55. Fica portanto demonstrado que f ( x + li) pode, em geral, tomar, 
por cálculos convenientes, a forma 

f [ x + h) = f x + y'h + zh. 

O coeíBciente y', nova funcção de x dependente da primitiva y, e inde-
pendente de li, charca-se derivada da funcção y, e tambein se designa 
por f x . E porque esta funcção suppôe a existencia d'uma curva, que é o 
seu logar geometrico, e cuja tangente ella determina, vé-se que é própria 
para exprimir a continuidade de y. 

Veremos que a funcção a se pode egualmente desenvolver em uma serie 
de termos ordenados segundo as potencias ascendentes de h ; e que os coef-
ficientes d'esses termos dependem de y', sendo por isso também próprios 
para exprimir, ainda mais, a continuidade de y. 

Por exemplo, sendo X um poljnomio racional em x do gráu n, e desi-
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gnando respectivamente X', X", X ", XM as funcções derivadas de X, X ' , 
X " , . . . X(»-D , vimos (Alg. Sup. n.° 3 2 * ) que 6 

f ( x + h) = X + AX' ^ h*X" + - - - h*X"> 4 • • • 

3. O Calculo differencial é um ramo da analyse transcendente, no 
qual se procuram as derivadas das funcções, se investigam as suas pro-
priedades, e se empregam essas derivadas na resolução dos problemas em 
que figura a continuidade das funcções. 

Como o segundo membro da equação (1) se approxima tanto mais de 
y1 quanto 6 menor h, a differença f (x f li) — f x pode approximar-se in-
definidamente de y'h; e por isso se chama differencial esta parle da diffe-
rença total, quando h é a differencial de x, Leibniíz, inventor do calculo 
infinitesimal, designou pela característica d o augmento infinitamente pe-
queno attribuido a uma variavel: de maneira que dy e dx correspondem 
ás quantidades que designamos por Ic e h, consideradas no seu ultimo 
estado de grandeza; e a differencial de y é dy — y'dx. l)'onde provém 
ainda o nome de coefficiente differencial á derivada y', e o de Calculo dif-
ferencial ao calculo que acabamos de definir. 

f ( x + h) — f x 

J. As definições de y' como limite da razão correspon-

dente a h — 0; como coefficiente da primeira potencia de h no desenvol-
v . . . dy 

vimento de f ( x + h); e como coefficiente differencial —-: são as bases 
dx 

respectivas de tres differentes modos de exposição dos princípios do Calculo 
differencial. Mas na investigação da derivada, correspondente a cada funeção, 

f(x4-h) f x 
procuraremos o limite da razão — -- -—, ou os dois primeiros termos 

fx f y'h do desenvolvimento de f l x + h), segundo a facilidade que a es-
pecie da funeção offerecer para um ou outro d'estes processos. 

5. A variavel x, h qual se attribue um augmento dx, chama-se va-
riavel independente ou principal; e a variavel y, cujo augmento dy resulta 
do augmento dx attribuido a x, em virtude da equação y = fx que liga y 
com x, chama-se variavel dependente. 



4 CALCULO DIFFERRNCIA.L 

A derivada y1 da funcção y chama-se derivada da primeira ordem; a 
derivada y" de y' chama-se derivada da segunda ordem de y; e assim 
por diante. 

Similhantemente ns coeflicientes differenciaes de primeira ordem, se-

gunda ordem. . ., de y designam-se por ~ — y', — y", dx dx 
E no caso de se tomar constante o augmento infinitesimo dx da variavel 

independente, como supporemos quando não advertirmos o contrario, de-

dy d*y 
signam-se por £ , - ^ . . . . 

Theorema de Taylor 

S. No n.° 2 achamos os primeiros termos y + hy' do desenvolvimento 
de f[x-{-h) em ordem ás potencias ascendentes de h: os seguintes estão 
comprehendidos em ah. Procuremos todo o desenvolvimento. 

Representando y'-\~ a por P, a equação (1) toma a fórma 

f [ x + h ) = f x + V h (2). 

Mudemos x em x + i, ehemh — t. Como, por esta mudança, x + h — z 
não varia, só variará x em P — li) posto debaixo da fórma F(;r, z —x); 
e a equação (2) tornar-se-ha em/" ( í c - f / í )= í /+ j / ' í+^ í+ (P - f -P ' i+y i ) ( f r— i ) ; 
ou, attendendo á mesma equação, e ordenando segundo as potencias as-
cendentes de i, 

0 = ( 2 , ' - P+ P'/i)» + . . . 

Depois, egualando a zero separadamente os coeflicientes das potencias 
de i, e substituindo em (2), teremos 

V = y' + V'h, e f ( x + h ) = f x + y'h ±V'h9- (3). 

Similhantemente, mudando x em x + í e h em h —» na primeira das 
equações (3), egualando a zero os coeflicientes das potencias de i, e sub-
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stituindo em f [ x h ) , teremos 

2P' - y" + P"h, 

5 

e f [ x + h) = fx+y'h + ± y"K» ! 1 ?"h\ 

Em geral, suppondo 

( „ _ 1)P(n-3) = ^ n - I ) + 

se operarmos nestas como fizemos para obter (3), resultarão 

n P(»—i) — j/(n) + PW h, 

y"h* yM/t» PWfcM-* 

Portanto a lei é geral. 
A ultima equação 

f { x * h) f x + h f x + 1 + ... h" f®x 4 . . . . (A) 
a J. • O. • • 11 

é conhecida pelas denominações de Theorema de Taylor ou Fórmula de 
Taylor, do nome do geometra celebre a quem se attribue a sua descoheita. 

E vô-se que esta fórmula será definida, se puder determinar-se o factor 
PW do termo que a completa, como adiante \eremos. 

\ 
5. Fica assim demonstrado que, attribuindo a x um augmento h em 

f x , a funeção variada f { x 4 h) se desenvolve em uma serie (A) de t e r -
mos, que só contém potencias inteiras e positivas de li, ao menos em 



r 

6 CALCULO DiFFEllIiNCIAL 

quanto x conservar um valor indeterminado. A serie (A) fará conhecer 
este desenvolvimento, quando soubermos tirar de fx as derivadas succes-
sivas f x , f x , . . . . , ou y', y",. . . . 

Seja, por exemplo, y = x'n. Como a desenvoluçSo de (x + h)m dá 
mxm~x para coefficiente da primeira potencia de h, teremos y' — mxm— 
e do mesmo modo y" = m [m — l)xm—depois, substituindo em (A) , 
virá a serie de Newton. Para achar os outros termos da serie, qualquer 
que seja o expoente m, basta pois saber que o segundo termo 6 mhxm~1, 

(x -f- h)m xm 

ou que se reduz a ma?"'—1 quando li se anniquila. 

Já desenvolvemos na Álgebra diversas funcções em serie. Mas, como 
este desenvolvimento é uma applicaçâo muito simples do calculo das d e r i - . 
vaçôes, deduzil-a-hemos da fórmula de Taylor, seguindo as regras d'este 
calculo; e não faremos uso das series, sem que de novo as tenhamos de-
monstrado por esse meio. 

Outra demonstração do theorema de Taylor 

8 . S e n a funcção J / = mudarmos success ivamente a r e m ; r â sendo 4 « 
constante , m u d a r - s e - h ã o 

a: em ar -H Aar ar •+• SAar ar-)-3a® 

e y e m y + A y yf Ay-f A(y +Ay) y + A y 4 A(y f Ay) + AÍy+Ay + A(y-f Ay)) 

ou y + Ay y+2\y-\-\hj y-|-3Ay + 3A2y + A sy 

a que se pode dar a fórma 

, „ , 2 . ( 2 - 1 ) . 3 . ( 3 — 1 ) 3 . ( 3 - 1 ) - ( 3 - 2 ) 
y + M, y • 2Ay+——-A^y, y t 3Ay r i ^ A2y +— 

Segu indo a analogia, s u p p o n h a m o s que é 

(n — l ) ( n —2) , , 
f'w + (n— l)Aar) = y + ( « - 1) A y + v — g A 2 » + . . . 

(» — 1) (n — 2)...(n — k) k . (« — I H n ~ 2)..(w —(¾ H- <)) ^ t j - I i i 

1 . 2 . . . * ' 1 . 2 . . . jfc-H 
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Mudando x em x -F AX, resultará ainda 

7 

f(x+riAx)= y + 1 
+ n - 1 

AJ/ + . 
( n - l ) ( n - 2 ) . . . ( n - t ) 

1 • 2 . . . k 

( « - ! ) ( » - 2 ) . . { « - * ) ( » - ( * + ! ) ) 
k 1 

k + 1 
A tf+. 

. n n—l)(n—2. .. (n—k) k + 1 
: y + n a y - i . . . . - — - — , , . A y + 

l . 2 A + l 

D o n d e se conc lue que a lei (1) , já verificada para x + \x, x ( 2 A®, X + 3AX, 
é geral . 

Posto isto, para desenvolver f ( x + h) em serie, hasta fazer n\x<=h na fórmula 
(1) , o que dará 

^ x 1 • 2 ( * • ) » ! . 2 . . . . ¾ + ! (A*)* + ' 
+ - ( 2 ) . 

Mas, por ser o a u g m e n t o h independente de AX, não pode Ax entrar no d e s e n -
vo lv imento (2) senão a p p a r e n t e m e n t e : se f izermos pois Ax = 0, ainda este d e s -

í - i dy d1y envolv imento sera o m e s m o ; e chamando então —, , . . . aqui l lo , em que nesta 
dx dx2 

A!/ 
hypothese se tornam —, -. . . . , a serie (2) t rans formar-se -ha na fórmula de 

AX (AX.,2 

Taylor . 
Cumpre advertir que este raciocínio Iem somente logar quando Ax se pode tomar 

arbitrario e indef inidamente pequeno , isto ó, quando nas w partes, de que se compõe 
h, a curva , cuja equação e tf=/x, não tem pontos conjugados , de sorte que a I iy-

Ay a 2 y 
pothese A x = • 0 não torna imaginaria nenhuma das expressões — , — . . . 

AX AX2 

E também, que fa»cr Ax — 0 em 2) corresponde a desprezar AX e as suas p o -
tencias, cm comparação de h e das outras quantidades que não são arbitrarias e 
indef inidas . Por onde se vè quanto esta demonstração do theorema fundamental do 
ca lculo differencial é própria para dar idèas claras do m e s m o ca lcu lo , e para j u s -
tificar os desprezos das quantidades indefinidamente pequenas, que nel le se fazem 
(Cale. de Bezout , n . ° 8 2 , ív, Cale. d i f f . de Garnier , cap . 2; e Cale. de Navier , n.° 8 0 ) . 

A2J/ 
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Regras da differenciação das funcções algébricas 

f>. A composição da derivada y' em x depende da fórma da funcção 
primitiva y. É por isso necessário formar esta derivada para cada funcção 
proposta; o que se obtém por qualquer dos processos referidos no n . °4 . 

Rias, para não repetir os mesmos raciocínios em todos os exemplos, 
daremos as regras pelas quaes se formam as derivadas das diversas especies 
de funcções; ficando assim reduzido o trabalho a practicar em cada caso 
estas operações por processos sabidos, do mesmo modo que na multipli-
cação, na extracção de raizes, e em outros calcules algébricos. 

I O . Seja y = fx = A + B*< — Ci 4- 5 

designando A, 13, C , . . . constantes, e u, t,. . . funcções de x. 
Mudando a; em h, não mudará A, tornar-se Bu em B(m + u'h f a), 

Ci em C ( t + t ' h + $ h ) e fx em f(x-yh)=fx+(fíu'-Ct')h+{Bx—C^)h...-, 

logo y' — Bw' — Ci ' ; 

i s t o é : Para ler a derivada d'um polynomio, sommem-se algebricamente 
as derivadas dos seus lermos, conservados os mesmos coeflicientes e signaes. 

A derivada d'um termo constante é nulla. 

Por exemplo : y = a2 + mx, y — 1—5a;, 

dão, respectivamente, y' — -\-m, y' — — 5. 

Sejam u e t funcções de x, e y — ul. 

Será f[x-\ h) = (u + u'h + zh)(t + t'h, + li)=fx-\- (u'l + ul')h+...; 

e portanto </' — u't + ut'. 
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Seja y = utv. 

Pondo z = lv, e por conseguinte y = uz, serão 

z' — í't> + Iv', y' = uz + uz' = uHv + í'uv f v'lu. 

E procedendo do mesmo modo para qualquer numero de factores, t e -
remos a regra seguin te : 

Para formar a derivada do produclo de muitos factores, considere-se 
successivamenle cada um d'elles como o único variavel, e somtnem-se as 
derivadas assim obtidas; 

Por exemplo: 

y={aJ[ x)(a—x) dá y' = (a — x).I (a + «).(—1) = —2x; 

y = ( a + 6 í c ) ( c — d x ) x dá y'=b'Kc—dx)x—<i(a-f ò x ) ( c — d x ) . 

u 
1 8 . Para y= — teremos u = yl, u' = y't-f i'y, 

, /N u ' — í'y , u't — t'u que dSo (*) y' = — - — , ou y ' = — — . 

Logo : Para ter a derivada d'uma fracção, tire-se da derivada do nu-
merador o produclo da mesma fracção pela derivada do denominador, 
e divida-se a differença pelo denominador. 

Ou também : Mulliplique-se o denominador pela derivada do nume-
rador e o numerador pela derivada do denominador; subtráia-se o se-
gundo produclo do primeiro; e divida-se a differença pelo quadrado 
do denominador. 

(«) Se operássemos immediatamente sobre a fracção proposta, teríamos 

u-hu'h ->-&h u tu1 — ut' . . tu'—ut' 
fíx+h)— •== 1 h+. . . , que também daria y'— —. n ' t+fh+fih t í2 ^ H * í2 

It 
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Por exemplo: 

Oi1-Xi (a+x)(a~x) , , (a-a).(—&c)-(«2—x%(— 1) , 
y=- = - dá y = r= = 1; 

a — x a — x [a — xJs 

f i — \ a \—x] 
y=rX dá y'= - x. 

x (1—a;)+a; 1 x(2—#) 
a (1 —x)* = " ( I — x)* 

1 3 . No caso de ser u constante, é u'= O, e y = 5-. 

Por tanto : A derivada d'uma funeção de numerador constante é egual 
a menos o producto do numerador pela derivada do denominador, divi-
dido este producto pelo quadrado do denominador. 

„ * 4 , , 8x 
Por exemplo: y = - » = r- — dá w = + — —. 1 * I - X i (|+íc)(1— x) " {l—x*)* 

1 4 . Passemos ás derivadas das potencias. 

I . 0 Se m é inteiro e positivo, temos y = xm = x . x . x . . . , 

que dá (n.° 11) y'=\ .xm~í + 1 .xm~x+ = mxm-x. 

E mais geralmente, para y = zm, sendo z = f x , é 

y ' = IWzm - 1 . a ' . 

2.° Se m é inteiro e negativo, m = — n, temos 

1 nzn—1 z' 
y=zm = z~n= — , e (13) y'= — = — nz-n~h'=mzm-Kz'. 

Z Z" 
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P 3.° Se m é fraccionario, m — —, temos 

v P 
- p - —1 

y—iZmZ=Zq, yi—zP, qyl-t.y—ptP—K z, y'= — z1 z'—mzm—'l.z'. 

4.° Finalmente, se m é irracional ou imaginario, ainda se lhe applica 
a mesma fórmula (vid. Alg. Sup. n.° I I , 3.° e 4.°}. Logo, qualquer que 
seja o expoente m : 

Para ler a derivada d uma potencia, mulliplique-se o expoente da 
potencia pela raiz elevada a esse expoente menos uma unidade, e pela 
derivada da raiz. 

Por exemplo: y = x2 (a + è a ; - 2 ) , fazendo a + bx—^ — z, dá 

o l JL Q J . - I q l 1 _ 1 
2 . M ÍC 9 * ' = % 2 (a + bx-*) - 2 b x 2 = ?-ax 2 — ~bx 2 . 

À JL 2 2 

- i - 1 
1 5 . Para y = ^ z = z'n é y ' = - z m .z'= . 

m 1 

N o c a s o d e m = 2, é w — • E assim : y 2 Vz 

A derivada da raiz quadrada d'uma quantidade é egual á derivada 
da quantidade, dividida pelo dobro da raiz. 

Por exemplo: y—v{a + bx*)1' 
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J 4 + 8 ^ 

ÍC _ _ a; (a; + v^ a 2 + ^ 2 ) 

Z a 2 + ^ 2 a 2 -a; + V a H ^ 

a2 2íc a2 + 2íc2 

dá y' = . = 
(a2 + 2 a 2 — 2 a ; V ^ 2 + * 2 ) V ^ 2 + *2 ° a 2 v / a 2 + a;2 

I O . Obtida a derivada y' de y, podem depois formar-se as derivadas 
successivas y", y"1.. . 

Por exemplo: y=xm , y y = Vx, 

dão respectivamente: 

y' = tnxm-\ y" = m(m—1) a;m—2.. j/í")= m ( m — 1 ) . . ( m — ( n — 1 ) ) x m ~ n ; 

i „ 2 2 . 3 . . . « 

' y = + * * ^ = - - 5 = + 1 - . ' 

1 1 , , 1 . 3 . . . (2n — 3) „' — — M — -+- i ' 
y ~ 2 l x W V x i 2 »1'®«»-! 

I1J. Sabendo derivar todas as funcções algébricas, facilmente se applica 
a serie de Taylor [(A) do n.° 6] ao desenvolvimento d'estas funcções em 
series ordenadas segundo as potencias ascendentes de h, quando se muda 
a; em x + h. 

I. Seja y = ar - 1 . Com as derivadas y\ y'',. . . que acabamos de formar, 
a fórmula (A) dará a progressão arithmetica 

1 1 h ^ Iin 

x -\-h x Xi ~ a"+1' 
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II. Seja y = — - - = x — - . Serão y'=l + ~v y»=— 

III. Seja t/ = f/íc. Com as derivadas y', y",. . . que achamos, teremos 

, , h I f i 1 . 3 . . . ( 2 n — 3 ) / i" 
+ k ) =VX + _ - } + . . . ± ^^ . r i X 7 f l . 

IV. Seja y = xm , e m qualquer. Teremos: 

. m ( m — l ) . . ( m — ( n — 1 ) ) , 
[x + h)m=ícm + mhxm~1 +... — — hnxm~n. v 1 . 2 n 

Mas cumpre advertir que uma serie só representa a funeção desenvol-
vida, quando é convergente para o valor da mesma funcçâo. 

Outra demonstração da regra de derivação das potencias, 
para qualquer expoente 

1 8 . Mudando x em x-t- h, a funeção y = xm torna-se em 

(.x + h)m = xm + y'h-h 

ou, dividindo por xm , e pondo h = zx, 

h\m m , y z 
l + _ = 1 + * = 1 + 

V X XM~X 



1 4 CALCULO DiFFEllIiNCIAL 

Como se pode variar A de modo que z fique constante, deve (1 + z)m ser inde-

y' 
pendente de x; o que da constante. 

x 

É pois y' = xm~1 fm ; 

representando fm uma funeção unicamente de m, sem x. 
Para determinar m, temos assim 

(x + h)m = xm hxm~l fm + 

e similhantemente 

(.x + A ) " = xn+ hxn~1 f n + . . , (x + A ) " 1 + ' 1 = x'n+n+ A a r w + " - 1 f(m+n) + . . . 

Mas a multiplicação de (x + h)m por (x + A)n dá 

(x +- A j m + " = x" 1+"+ Aarm+" - 1 (/m +fn) + . . 

logo f(m + n) — f m + f n , que é conhecida com o nome de equação da definição 
das funcções exponenciaes : da qual, considerando n como augmento de m, ou 
f(m + n) = f m + nfm +. . . , resulta fn — nf'm. 

Esta equação mostra que, por ser n independente de m, devem ser fm uma 
constante a independente de m, e f m , f m , . . . nullos. 

Será por tanto fn = an, e do mesmo modo fm = am: o que dá 

(x + h)m = xm + WiaAxm-1 + . . . 

Para determinar a constante a, façamos m — 1 nesta equação. 
Ficará x + h — x + ah o q u e d á a = l , e por conseguinte 

' Wl-1 

y —mx" . 

Para y — zm , sendo z funeção de x, temos 

f(x -+ A) = [z + hz + . . .)m = z'n M- m A m _ V + . . . . que dá 

y1 = mzm 1 z1. 
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Funcções de funcções 

I O . Em alguns dos exemplos precedentes, a expressão, que se pre-
tendia derivar, não era funcção immediata da variavel principal, mas sim 
d'outra variavel também dependente da principal. Foi d'este modo que, 
suppondo z funcção de x, e y — zm , achamos y' = mzm~^z'. 

Considerar assim a relação entre duas variaveis como expressa por in-
termédio de relações entre essas e outras variaveis, não só generaliza a 
investigação das derivadas, mas permitte muitas vezes simplifical-a, egua-
lando a novas variaveis algumas das partes de funcções complicadas, á si-
milhança do que se praticou no exemplo do n.° 14. 

Tractemos pois d'esta classe de funcções, que se chamam funcções de 
funcções. 

S O . Supponliamos que, em vez da funcção 

da eliminação de z entre as quaes resultaria (1). Tracta-se de achar a de-
rivada de (1), sem fazer essa eliminação. 

Antes d'isso observaremos que, por haver, em (1) e na 1." de (2), duas 
variaveis principaes x e z, não se pode usar da mesma notação y' para 
exprimir a derivada de y em ordem a cada uma d'e!las; mas, como a de-
rivada equivale ao coefficiente diílerencial (n.° 3), podemos designar por 

d u dy 
— e -j- as derivadas de y relativas a x e s: advertindo que, adoptada esta 
dx uz 

notação, não se devem executar operações analyticas sobre as differenciaes 
dx e dz; porque estas, escriptas como denominadores, não só indicam di-
visões, mas também mostram em ordem a qual das variaveis se fez a de-
rivação designada pelo respectivo coefficiente diílerencial: nem tão pouco 
se devem suppor os dy eguaes, porque são differentes os relativos a cada 
uma das duas variaveis x, e z. 

y = f x 

se dá o systema equivalente das duas 

y = yz, Z=Fx (2), 
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Bem entendido isto, se mudarmos x em x + h, mudar-se-hão z e y em 

z + k = F (x + h), f ( x + h) = <?(z+ A), 
que d3o: 

, dz , , ,, , dy 
k = h — + . . . , f ( x + h)=y + k-f + . 

Mas é (eq. 1) /"(a? + A) = /¾ + h -f-+ . 

logo 
dy dy dz 

(3). 
dx dz dx 

Por tan to : Quando y é funeção de l, e i funeção de x, a derivada de 
y em ordem a x é egual ao produclo das derivadas de y em ordem a z 
e de z em ordem a x, deduzidas de (2), nas quaes z e x são as respe-
ctivas variaveis principaes. 

S f l . Supponhamos que a equação (1) resulta das tres 

Mudando x em x + h, mudam-se z, u, y cm 

z+k = ¥ [x + h), u + »== <]/ (x + h), f (x + h) = < p (z + k, u -f i ) . 

As duas primeiras dão 

z==Fíc, u — {\x, = u). 

Em quanto á ultima, podemos mudar primeiro z em z - f k, e depois 
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mudar no resultado u em u + i, o que dará successivamente 

dy d(p do 
<p(z+A,u)=<p(z, u ) + A — +. . . ,<p(z+A, u + t ) = < j > ( z , u ) + i — Í + A — + . . . 

az au az 

Substituindo depois na segunda d'estas as expressões de í e A, será emfim: 

e comparando com 

f ( x + h ) = f x + h ^ + 

dy dy du dy dz 
teremos — = 1 — - . — . . . . 

dx du dx dz dx 

Em geral, se, em vez de (1), tivermos o systema equivalente: 

Z1 = Ip1 (x), z2 = <p2(a;),. • y = H z u z2>- • •) 

mudando » era x | h , resultarão 

« i+Ai =<pi(a ;+f t ) , z 2 + A 2 = < p 2 ( a ; + A ) , . . . ; f[x+h) = ^ z 1 + A 1 , z 2 +A 2 , . . . ) , 

que dão 

A1 = h ^p- + . . . ; h = h d J i + . . .; f(x+h)=fx+k +A2 ** ' 
dx dx dzy dz% 
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dy dy dz{ dy dz$ 
e por conseguinte - f - = — . — - + — . — + (8). 

dx dz\ dx dz% dx 

Portanto : A derivada d'uma funeção y composta de qualquer modo 
de muitas funcções z j , z g , . . . é egual á somma das derivadas respectivas, 
que se obtêm considerando só como variavel cada uma das componentes, 
isto é, applicando a equação (3) a cada uma. 

As derivações dos produclos e dos quocientes são casos particulares 
d'este theorema. 

Seja, por exemplo, y— ^ jr —• 

Pondo z = 1 — x 9 - , W=Zx — 2a; 2 , 1 = 4 — 8 a ; , 

Z2 — u 
e por conseguinte y — , serão: 

— = 3 \ x , - = - 5 ; d y = — , d l = - i , ^ = 
dx ' dx ' dx 1 dz t ' du t ' dl í2 

4 za ; 3 — 4 a : 5 (z2 — u) _ I6a;3 — 15a;4 — 7 

~t í + Ti (4 — 5 0 ) * ' 

8 ® . Quando as expressões das variaveis z, « , . . . . não viessem a ser 
complicadas, seria melhor não fazer a transformação precedente, e operar 
como se ella estivesse feita, suppondo-a tacitamente. 
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Por exemplo: y = (a — 2 # - f z3)3 ( a — x) 

dará j/' = 3 ( a — 2 « + í c 3 ) 2 ( — 2 + 3 x * ) (a — x) — {a — Vx + x*)\ 

ou y' = (a, — 2 x + a;3)2 ( — 7 a + 8 x + 9 ax% — 10 x 3 ) , 

Funcções exponenciaes e Iogarithmicas 

2 3 . F U N C Ç Õ E S EXPONENCIAES. S e j a y = ax. 

Mudando x em x + h, e depois dividindo por a*, resultam successiva-
mente 

flx + A) = a * + - * = ax + y'h + ..., ah = 1 + —/1 + 
n x 

E como, por ser independente de a? o primeiro membro da ultima equa-
ção, também o deve ser o segundo, teremos 

y' = Aa 

representando k uma constante, que vamos determinar. 
Substituindo na serie de Taylor as derivadas suecessivas 

y' = kax, y" = Ifiax, yW = knax, 

vem ax+h a* + kaxh + ~ AVfc2 + PaxIi3 + : 

que, para x = 0, dá a h 1 + hk + 1A 2 A 2 + A3A3 + ; 
s 2 i o 
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e, para x = 0, h — 1, dá a = 1 + k + ^k* + +.. 
Z A I O 

da qual se tira, pelo methodo inverso das series, 

2 4 . As duas equações 

estabelecem a relação entre a base a dos logarithmos definidos pela equação 
y = ax e a constante k; de sorte que, dada uma d'estas quantidades, se 
obtém logo a outra. 

Assim, fazendo k = 1, a expressão de a reduz-se á base dos logarithmos 
naturaes, ou neperianos, 

^ 2 + ¥ + 2 ^ " + 2 7 3 7 4 4 " ' • * • ^ 2 ' 7 , * 2 8 , 8 2 8 . . . . 

E, fazendo kh— 1, a expressão de ah dá 

a = e, ou k = - = la 
Log e Iog 6 

A primeira d'estas expressões de k tem logar em um systema de qual-
quer base, a segunda no systema de base e, e a terceira no de base a; 
systemas que se distinguem pelas tres notações Log., /, Iog., segundo a 
convençSo adoptada (Alg . Sup., n.0 IBi-). 
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2 5 . Sendo z funcção de x, e y = az, 

2 1 

teremos y' = kazz' = azz' la. 

Por tan to : Âcha-se a derivada d'uma funcção exponencial, multipli-
cando a mesma funcção pela derivada do expoente e pelo logarithmo 
natural da base. 

Por exemplo: y = emz, y — a 3 1 + 1 , y = a ^ 2 * + 1 , 

/ la 
dão, respectivamente: y'—memzz', y'=3a?>x-rHa, y'— C T 2 x + 1 . — . 

yj 2x+1 

2 6 . FUNCÇÕES LOGARITHMICAS. Seja y = L o g i c . 

x -f- h 
Será Log [x + h) = Log x + y'h +. . . , ou Log —-— = yh + . . . , 

x 

ou, pondo h — zx, Log (1 + z) = y'xz + . . . . 

Como, variando x, se pode tomar h tal que z fique constante, deve yx 

M 

ser uma constante M independente de x, e por conseguinte y' — De-

terminemos M. 

Substituindo na serie de Taylor as derivadas successivas 
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(h Zi2 Ki hn \ 
vem Log (* + k) = Log * H M ( - - . . . . _ ) 

1 1 1 
ou L o g ( 1 + 2) — M (z — — Z2 + — z3 Z i Z - Z n ) . 

Z 1.1 fl 

E se, chamando a a base dos logarithmos, fizermos 1 -f z = a nesta 
serie, resultará 

, = M [ ( « - 1 ) _ i ( a - l ) 2 + I ( a - 1 ) 3 . . . r p 1 ( a - 1 )»] , 

isto é, 
M 

Iog e' 

Logo (*) M = Iog e = -^-. 
I a 

M Z1 z' 
A funeção y — Iog z dá y' — = —. 

2 ZlCl 

L o g o : Acha-se a derivada do logariihmo d'uma funeção dividindo a 
derivada d'essa funeção pela mesma funeção, e multiplicando pelo mo-
dulo. 

Não deve esquecer que nos logarithmos naturaes ou neperianos o mo-
dulo é egual á unidade. 

(«) Como 1/ = a °8 y— e 'J dá Iog y= Iy Iog e = M Iy, vê-se que M é o factor c o n -
stante, chamado modulo, pelo qual se devem multiplicar os logarithmos naturaes para 
ter os d'oulro systema de base a (Alg. Sup., n . ° 151) . 
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Exemplos : 

U . tu' — Ul1
 , , nz'. 

y = l—, y' = —; y = log«», y = — M; 
l Ut Z 

x M 
y = Iog , . y = , av; 

i / , / 7 — 5 » ! M / / , í 
y==log(®+ V r Í f * 2 ) , 2 / ' = - = I j Z = Z i / - v ^ Z = — = s 

V 1 + x 2 V V v/ 1 + x 2 - a? ^ V' 1 + 

V t + x + V l — « , 1 
y = l = , y — — 

V i + x — V i — # # 1 — ^ 2 

dy 
3 8 . Chamando differencial loyariihmica de y a expressão —, podem 

tomar-se facilmente de cór as regras fundamentaes da diferenciação das 
funcções algébricas, dizendo que : A differencial logarilhmica d'um pro-
ducto é o somma das differenciaes logarithmicas dos seus factores; a do 
quociente é a differ eriça das do dividendo e divisor; e a da potencia, é 
o producto do expoente pela da raiz. 

3 ¾ . Também o uso dos Iogarithmicos facilita o calculo das derivadas. 
Assim: 

V1 z' z! 
I. 1/ = 2' dá Iy —-11 z, — = t — + il z, y —y [t — + t' lz); 

e por isso a derivada de y = z* é y'= z*z'(l +Iz), 

II. y dá ly = b* la, y' ~ yb*z' lalb~a(b*)b* Z1Ialb. 



2 4 CALCULO DiFFEllIiNCIAL 

III. y = « ( ' " ) dá Iy = Iu Izf y' = z(tU) A-+(U--^U1It)Iz]. 

Outra demonstração das regras para differenciar as potencias, 
os logaritlimos e as exponenciaes 

3 0 . Demonstraremos agora estas regras considerando as derivadas como o limite 

, f(x •+• h) — fx , , 
de — correspondente a A = 0. 

h 

Ix + h)m — xm 

I. Sendo y = x m , é y' = Iim. , 

/4 J 
ou, pondo h=>a.x, y = hm. x" ' 

Para % iníinitesimo é (1 + a ) m — I = P infinitesimo, quando em logar de m se 
põem os dois inteiros que o comprehendem, e portanto também para m qualquer. 

E como de (1 + * ) m — I = P se tira 

i_ 

l0g (i -H P) P l0g(l + P)E TJi r 

Iog ( 1 + a ) a 1 

Iog ( 1 - h a ) " 

1 1 
ou, pondo a = = — , f j * = — , 

t J 

Iog 

: 111 

Iog | 

gera y' = m x ' " - 1 lim. . 
i o g ( . + 7 y - _ 



CALCDtO DIFFERENCIAL 

L o g (<r+ A ) — L o g x 
II. Sendo y =*Logx, e y = I i m . - , 

I. .* ( . + ! ) ' 
ou, pondo x—ih, y' = lim. . 

ax+k— a* a'' — í 
III. Sendo y — ax, é y' = l im. = ax l im. , 

. h . , 1 í , . a l o g o 
ou, pondo a" = 1 -1 , «' = lim. , ,v . » / I N i ' l o g O i T j 

. . , , n* Iog a 
isto e, y = — 

lim. I o g ^ I + - Í - J 

Para concluir a formação de y' nestas tres especies de funcções, resta portanto 

achar o limite da funeção + t I u a n ^ o t tende para o infinito. O que faremos, 

seguindo o raciocinio empregado no Iogar respectivo do Cale. d i f f . de Serret. 
I . 0 Se i é sempre inteiro e positivo, a fórmula do binomio de Newton dá 

1 , H i - i ) 1 , i ( i - 1) •••(< —(«-!)) 1 
1 + t > T + TTV ' I2 í . 2 « " ^ + 

i (i 1) .. (t — w-t-l)j i — n (»' — w)(t — w — 1) 

" ~ 1 . 2 n ~ ( ( M 7 ^ í » + 1 >•<•(»•-H 2)< + - J 

ou 

h m & I & É & Í ^ 
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sendo R, 
' ( - T H - W - T . O - T X - ^ ) , 1 
1 . . 2 n L » + l ( m l ) (n + 2) J 

A somma dos termos do segundo factor de R é evidentemente menor que a dos 
termos da progressão geometrica ' 

1 1 
n - f 1 ( n + J)2 

. . . „ , ' ( - 4 X - I ) - Q - ^ ) . 
e por conseguinte e H„ < — . — 

" 1 . 2 3 w n 

Mas esta desegualdade mostra que Rn tende para zero, quando n tende para o in -

finito; logo, tendendo i para o infinito, é 

( i Y l i i 
h m ^ l + — J = 1 + y + j — 2 + [ 7 2 7 3 + • • • • = * • 

2." Se o numero positivo t não é sempre inteiro, sejam j* e ^ - f -1 dois inteiros 

que o comprthendem, e que tendem com elle para o infinito. Será 

/ i \(* / i v + i 
comprehcndido entre 1/ 6 \ ^ / ' 

í » + — Y + 1 
\ IX-+1J ( l Nja / 1 \ 

isto c, entre • ^ f — e í 1 —J (l + — )• 

' P i 1 

« 0 4 ) ' 
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f 1 \" + í ( 1 Y 
Ora, segundo acabamos d e ver ( l . ° ) , o s Iimiles d e ^ l -)- ^ J e — J 

l i / i V 
são c; c os de I f - e 1-| são 1: portanto o limite de I 1 + — J também e e. 

u. ! 1 H \ » / 

3.° Se i é um numero negativo, inteiro ou fraccionario, t = — p, será 

que tem ainda por limite e. 

É pois, em lodos os casos, lim. ^l -+• = e í 

o que substituído lias Ires expressões de y' dá : 

m m—1 Iogc m — I 
1. Para; / — x y = mx — mx 

Iog t 

„ „ , L o g e M 
II. Para y — Log x y — = —. 

x x 

x , x Iog a x 
III. Para y — a y =a = a l a . 

I o g e 
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Funcções circulares 

3 1 . LINHAS TRIGONOMÉTRICAS. Se ja y = senx; 

e supponhamos que o raio do circulo é a unidade. 
Mudando x em x 4- h e em x — h, resultam 

sen [x -J- h) = sen x + y' h ! . . . , sen [x — h) — sen x — y'h + . . ., 

cuja differença 2 sen h cos x = 2 y'h - f . . . , dá 

sen h y1 

cosx 
+ ; 

sen h 
e porque o limite de —-— é 1, será 

h 

y' 
=r= 1, ou y =Cosx. 

cos x 

Para y ~ cos x podemos discorrer similhantemente; ou notar que, por 

í 1 
ser c o s a ; = sen —TC — x ;, é 

2 I 

d (4- TT 
í i \ ^ 2 ' C i \ M y = cos it — x j . - = — cos n — Xj = — sen x. (*). 

(*) Ás derivadas successivas pode dar-se a fórma : 

, ( íi , , (n) { w A 

De y = sen x, y' = sen I x • — J, y' = sen (a; -i- * ) . . . , y = sen I ,x -+- — J, 

De y = cosx, y' — cos ^x + y" = cos (x * ) . . . , j/ '= cos (^x -I-
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Para 

Sen iC i , cosa;.cosa; 4 sena;sena; 1 4 
y— tanga; = é y ' = = —— =sec*a ; . 

Para 

cos a; " cos2 x cos2 x 

y — cot x ~ tang it — ocj ó y' — — s c c 2 • — ir — a:) = — cosec2a; . 

Teremos assim geralmente, sendo z = f x : 

íZsenz dcosz , 
— - — = cos2 . z, — - — = — sen z . z, 

dx dx 

d tang z d cot z 
= sec s z . z , = — cosec 2 z . z . 

da; da; 

Portanto s3o eguaes : 
A derivada do seno á do arco multiplicado pelo coseno; a derivada do 

coseno a menos a do arco multiplicada pelo seno; a derivada da tan-
gente á do arco multiplicada pelo quadrado da secante; a derivada da 
cotangente a menos a do arco multiplicada pelo quadrado da cosecante. 

Exemplos : 

sen I x 
y — cos í x, y — ; y = sec x, y = tang x sec x ; 

1 2 
V = l sen x, y = cot x; y = / tanc x, y = —„ = ——-; y 9 9 b * cos2 a; tanga; sen2a; 

sen x , , , sen x I , se(l2a;\ 
u = cos x , ou hi = sci)Xi cosa;, y —cosa; I cosa j / cosa ;— - J i 3 y J \ cos x l 
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3 ¾ . ARCOS. Seja y um arco cujo seno é x, o que se escreve assim: 

y —are (sen = x), ou x = *eny; 

ondi1 são x a variavel principal, e y funeção de x. 
Mudando a: em x + h, vem x + h — sen y -f hy' cos y H - . . .; e por 

conseguinte 1 — t/ 'cosj/ , ou y' =— . E do mesmo modo se pro-
v I - X 2 

cederá a respeito dos arcos expressos nas outras linhas trigonométricas. 
Assim, sendo z e y funcções de x, t e remos: 

y = are (sen = z), y' — 
V I 

y z=z. are (cos = z), y' = 

V l - ^ 2 

y = are (tang = z),y' y = are (cot = z), y1 
i 

1 H- ~2 ' 

L o g o : 
A derivada d um arco é egual á do seno repartida pelo coseno; ou a 

menos a do coseno repartida pelo seno; ou á da tangente multiplicada 
pelo quadrado do coseno; ou a menos a da colangente multiplicada pelo 
quadrado do seno. 

Se o raio fosse r, e nSo a unidade, bastaria restabelecer a homogenei-
dade nas fórmulas (Geom. Anal., n.° 7 ) . 

Assim: y — are (sen — s) , y — are (tang = z), i/ = t a n g z , 

r s 1 , r* z , r V 
dar iam: y - - = — 5 . y ' = , 

J r 2 — - 2 r + s COS 
V ' -

2 í-

As funcções s e n x , cos x,. . . chamam-se inversas de are (sen =x), 
are (cos = x ) , . . .; e reciprocamente. 

Em geral, resolvendo em ordem a x a equação y = f x , a funeção re -
sultante x — yy è inversa de f, e f é inversa de <p. 
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Derivadas das equações 

3 3 . Seja z uma funcção z — f [ x , y) 

de duas variaveis independentes x, y, isto é, de duas variaveis, cada uma 
das quaes pode variar, sem que a sua variação inllua na outra. Discor-
rendo como no n.° 20 , mudaremos x em x + h, e depois no resultado y 
em y + k; o que dará : 

f ( x + h, y) = f { x , y) 4 h — + . . ., 

e depois f [ x 4- h, y 4- k) = f ( x , y) 4- k ^ + h ^ + . . . , 
dy dx 

d z d z 
ou f ( x 4- h, y + Ic) — f [ x , y) = i = k 4- h — 4 - . . 

Quando h e k forem os augmentos infinitesimos, ou differenciaes, de x 
e y, será i o correspondente de z; e a equação precedente dará : 

dz , dz , 
dz = 7xdx + Ty

dy (O-

Os coelíicientes — e ~ são os coeficientes differenciaes -parciaes de z 
(X2C (X Il 

. dz dz . 
em ordem a x e a y; -j-dx e — «( /são as differenciaes parciaes de z 
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em ordem ax e a « ; e v^ + — dy è a differencial completa ou total, 
dx dy 

dz, de z, que se compõem das duas parciaes (*). 

3 4 . Similhantemente, quando for z funeção de qualquer numero de 
variaveis x\, x$. .. 

dz dz dz 
teremos » — « 1 - : 1-"2 3— í «3 

dx \ dx% dx% 

ou, segundo a notação de Leibnitz, passando ás differenciaes, 

dz dz dz , 
dz = -— dx\ + -— dxt -| dx3 -f . . ., 

dx \ dx.} dx 3 

dz dz dz . . . . , 
onde são —, —, — — , . . . o s coefficientes differenciaes parciaes de z em 

dx\ dXi dx-) 

ordem a x j , X2, X 3 , . . . 

(») Alguns geómetras designam por ( — \ o coefficiente differencial parcial de z 
\dx) 

az 
em ordem a t ; e por — o coefficinte differencial, quando 2 e funccao so de x : 011-

dx 
z 

tros designam o primeiro por d —. Segundo estas notações : 
dx 

* ti 1 d z 
em dz = zdx e v = — 

dx' 

em 
, dz\ x f d z \ z 

dz = Tpdx -+• qdy é P = I — I o u = d — , q = I —- j ou = d —. 
\ d x j dx V1V J dy 



CALCCLO DIFFER ENCIAL 3 3 

3 3 . Se na equação proposta livessemos feito variar uma só variavel, 
acharíamos immediatamente o coefficiente differencial parcial respectivo. 

dz f{x-\ h,y) — f(x,y) dz f[oo,y + k)—f(x,y) 
Assim — = lim. , , — = Iim. : • 

dx h dy K 

E esta operação é permittida, por serem independentes as variaves x, y. 

Por exemplo: 5 = are ( t ang = —) 
y / 

dz y dz x 
daria separadamente 

dx Xi + y2 d y Xi + y 4 ' 

dz 
3 í f . Se fizermos variar x ou y em —, acharemos os coeflicientes dif-

d dx ^2 

ferenciaes de — em ordem a x ou a y, os quaes se designam por — — , 
d ' z -n * j , d*z d*z , . ^ 1 -——. h do mesmo modo obteremos ., ——5-, pelas variações de 

dxdy dydx dy2 

dz 
— em ordem a x ou a y. 
dy y 

Assim, mudando y em y + Zr, em ^; e i e m a c + i , em ~ resultam 
dx dy 

f ( x + h,y + k) — f ( x , y + k) f { x + h,y)—f(x,y) 

— — Iim 
dxdy 

d*z 

dydx 
E 

: liin. 

h h 
k ] 

f{x + h,y + k)—f{x + h,y) />.</ + k) y) 
k k 
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., . d*z <Pz 
e, porque os segundos membros são idênticos, teremos -—— = -——. r 1 dxdy dydx 

. , vn-- . d3z d3z dsz 
SimiIbantemente acharemos que é , a , = -——— = ; , u; 

dx*dy dxdydx dydx1 

e, em geral, que é indifferente a ordem das differenciações. 
Em conformidade com isto, e com o que se disse no n.° 5, ser5o (•) 

d z J d z
 J J 9 ®z , , Q dfiz J 1 d*z 

d i = TxdX + Tydy' d " Z = d ^ d X ^ d l u T y d x d y ^ ~ d f d y ' 

,'OT a. m — a d Z 
e, em geral d z =• VA dx dy 

dx*dym~a 

designando Aa coefficientes numéricos Ao, A li • • • "m • 

f d m + n z \ dm+n+Xz d"1+"+1Z 
(•) Por ser tí( J = rr d x H r ? dy< 

\dxmâyn> dxm+Xdy" dxmdyn+i 

dm+nz d z d z 
que pode considerar-se como o producto de por — dx H dy, mudando 

dxmd yn dx *y 
depois nos numeradores os expoentes em Índices: vè-se que, fazendo a mesma m u -
dança, podemos escrever as equações symbolicas: 

r dz dz f á z dz 
: = dx H <" dz = — dx + — dy , d2z = — dxh — dy 

[ dx dy J l dx dy 

m rdz , dz -
,...d * = — d x - h — dy 

Idx dy y. 

E são assim A os coefficientes da fórmula do binomio de Newton . & 

À 
Com effeito, se for d{ z = ^ A ^ dx* dy " " 

a dx* dyx~* 
lambem será 

dz dz, 
— dx-h—dy 
dx dy 

d<+h = ^ A a fe- dyi~«\ ^-dx+^dy p y ) ' + 1 • 
« i dx dy J L dx dy J 
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3 9 . Seja agora F ( x , y) = 0 

u,ma equação implícita entre as variaveis x, y. 
Poderemos, sem a resolver em ordem a y, o que ciaria, y = f x , achar as 

derivadas y', y",. .., considerando F [x, y) como egual a outra variavel z, 
e formando os coeficientes differenciaes de z pelas regras precedentes. 

dz 

, d z d z , d x 
Assim z zz=— -f —« =O dá y = —. 

dx dy * dz 

dy 

Por exemplo, de j/2 + Xi = r 2 , ou x2 + j/2 — r2 = 0, tiram-se 

d z ^ d z x 
— =2x, — = 2y, j/' = . 
dx dy y y 

3 8 . D'cste modo vem y' expresso em x e y; e não em x sómente, 
como aconteceria se tivéssemos resolvido a proposta em ordem a y. Que-
rendo pois ter y1 expresso unicamente em x, resta eliminar y entre a pro-
posta e a sua derivada. 

Eliminando, por exemplo, y entre a;2 H-3/2 = r2 e a sua derivada 
xi 

2x1 2yy' = 0, virá y'2 = - r T X 

e portanto, sendo a Iei verdadeira para dz, também o é para d'lz, d 3 * , . . z, 
ou geral. 

Similhantemente, por ser 

Zdm -KfH--" . r fm+l-t-n+fH- -x / ' + " + P + l + - ^ 
dl W — dx-i dy-1 ——dv+.., 

W m d j / W . J dxm+*dyndJ.. dxmdyn+*dv?.. dxmdyndv'^1.. 

que pode tomar-se como o producto symbolico de por 
dx dy ldvP 

dz dz dz 
— dx -+- — dy H dv-¥-..., vê - se que . sendo x, y, v,... variaveis independentes, e 
dx dy dv 

t = f(x, y, t>,...), 

rd: dt dz "]»» 
pode escrever a equação tymbolica d"> z = j — dx -f — dy j- — dv+... j . se 
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Cumpre advertir que a eliminação eleva em geral y' ao gráu que tem y 
na proposta; porque, se esta é do gráu n, y tem n valores; e como o 
calculo da derivação conserva em y' os radicaes que tem y, vê-se que y' 
tem egualmente n valores, ou que a equação em y' deve ser do gráu n. 
Se y' entra linearmente na derivada de F (x, y) = 0, é porque y também 
alli se acha, e envolve os mesmos radicaes, que a eliminação e a resolução 
devem reproduzir explicitamente. 

Se derivarmos a derivada z' da primeira ordem, teremos 

„ d*z 2d2z , d*z „ dz , n 
Z = d x * + d y d x y + ~ ¥ y l ^ y = 0 ' 

a qual dará y" em funeção de x, y, y'. 
Querendo y'1 em funeção de x e y sómente, eliminaremos y' entre as 

derivadas z'= 0, z" — 0. E queiendo y" em funeção de x unicamente, 
eliminaremos y e y1 entre a primitiva e as duas derivadas, z = 0, z'= 0, 
z" = 0. Mas estas eliminações elevarão o gráu de y. 

Por exemplo : z = xl + 2ax*y — ay'A = 0 

dá z1 = (2ax* — 3ay*) y' + kx* + 4 a x y == 0 

e z"= (2ax* — 3ay*) y"+ 8 a x y ' — Gayy'* -j- 1 - t 4aj/ = 0, 

entre as quaes e a proposta se deverão eliminar y' e y, para ter uma 
equação entre y'' e x. 

4 0 . Seja F [x, y, z) = 0 

uma equação implícita entre as tres variaveis, x, y, z. 

d F d F dF 
Teremos — d x + dy -f —dz = 0. 

dx dy dz 
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Se entre as mesmas variaveis houver outra relação 

3 7 

Z = (p (aí, y) : 

tirando d'ella dz= — dx + -r-dy, e substituindo na primeira, resultará 
dx dy 

IdF dF dz\ IdF dF c/z\ 

\dx dz dx) \dy d z d y j 

d F d F dz 

, , . dw dx dz dx 
a qual dá a derivada — , 1 dx dl dl ' dz 

dy dz dy 

sem que seja necessário eliminar z de F(a?, y, z) = 0. 

Se não houver a relação z = <j>(x, y), podemos suppril-a considerando 

dy 
® como arbitraria ; e como então é arbitraria —, a equação differencial 

dx 

parte-se nas duas parciaes: 

d F d F d z _ Q d F dF dz 

dx dz dx dy dz dy 

É inútil insistir na doutrina analoga relativamente ás ordens superiores: 
sendo claro que se poderá diíferenciar cada uma das equações differenciaes 
de primeira ordem relativamente a x e relativamente a y; o que dará 
Ires equações distinctas: e assim por diante. 
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Eliminação das constantes e das funcções arbitrarias 

4 1 . EQUAÇÕES ENTRE DUAS VARIAVEIS. A s d e r i v a d a s s u c c e s s i v a s d a 

proposta podem também servir para eliminar algumas constantes, ou por-
que o processo da derivação as faz immediatamente desnpparecer, ou pela 
eliminação d'ellas entre as equações derivadas e a proposta. Mas cumpre 
advertir que não podem, de qualquer modo, eliminar-se ao todo, entre 
derivadas, parametros e variaveis, senão tantas quantas são as derivações 
successivas da proposta; e por isso, se a derivação faz desapparecer um 
parametro, e tentamos eliminar outro entre a equação primitiva e a deri-
vada, reapparece por essa eliminação o que desapparecera. 

É evidente que as equações, que se obtêm desembaraçadas d'alguns pa-
rametros, devem exprimir propriedades da proposta, ou da curva que ella 
representa, independentes dos mesmos parametros. 

Assim a derivada x + yy1 = 0 da equação do circulo, x2 + j/9 = r 2 , 
por não conter r, exprime uma propriedade commum a todos os círculos 
cujo centro é a origem das coordenadas. Do mesmo moçjo y = ax-{- b 
dá y' = a, que exprime uma propriedade commum a todafc as rectas pa-
rallelas á proposta ; mas, se entre estas equações eliminarmos a, resultará 
y = xy' + b, na qual reapparece b. 

1 3 . Também se pode eliminar uma constante c, resolvendo a proposta 
em ordem a ella, c = y{x, y), e tomando a derivada d'esta equação. E 
como este processo, e o da eliminação da constante entre a proposta 
F (x, y) = O e a sua derivada, devem conduzir a resultados equivalentes, 
é claro que pelo segundo se deve chegar a uma equação em y', que não 
será linear quando em <p [x, y) houver radicaes provenientes do gráu de c 
na proposta. 

Po rexemplo yl — 2cy -[ Xi = c2, (y — c)y'-x = 0, 

dão, eliminando c, [Zy1 — Xi) j/'2 + bxyy' f x2 = 0. 
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E a proposta, resolvida em ordem a c, e sendo derivada, daria 

/ , 2 w y ' + x 
C = — 2 / — J 2 i f r * 2 , Q = - , 

V 7 V + 

que, desembaraçada do radical, é idêntica com a precedente. 

4 3 . Do que fica exposto se vê que, diferenciando n vezes uma equação 
F (x, y) = 0, não pode y(n) entrar na ultima derivada da ordem n se-
não no primeiro gráu. E por isso, quando apparece uma equação da ordem 
n, na qual j/(") não entra linearmente, é porque esta equação não proveio 
immediatamente da differenciaçâo successiva, mas sim de se combinarem 
entre si e com a proposta as equações derivadas, para eliminar algumas 
das constantes, das variaveis, ou das derivadas de y de ordem inferior. 

4 4 . EQUAÇÕES ENTRE THES VARIÁVEIS. N e s t a s e q u a ç õ e s a p r e s e n t a m - s e 
resultados mais extensos, podendo as derivadas servir para a eliminação 
de funcções arbitrarias. 

Seja z = f ( t ) 

uma funeção arbitraria de l; e £ uma funeção dada, l = F (x, y), das va-
riaveis independentes x, y. 

Derivando separadamente em ordem a x e em ordem a y, e dividindo 
uma das derivadas pela outra, vem 

dz dl dz dl dz dl dz dl _ 

dx dx' dy dy' dx dy dy dx' 

desapparecendo a funeção arbitraria d'esta relação, que exprime o condição 
de ser z funeção de í. 

Seja, por exemplo, z = f [ x * + yi) ; 
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onde f (x2 + y2) representa uma funcção arbitraria de x2 -f y2, como 

x 2 + y2 

Iog (x2 + y2) , V x2 + y2 , r - , etc. Teremos 
sen ( x 2 + y2) 

^ = / > = 2 x f ( x 2 + y2), ~ = q = %yf (x 2 + y 2 ) ; 

e , eliminando f1 (x 2 f y2), virá py — q x = 0 , 

que é fommum a todas as funrçôcs de x2 J y2 . 

Seja y — bz = f[x— az). 

DifIereni iando em ordem a x e z, e em ordem a y e z, vem 

— bp = [\—ap).f, l—bq = — aq.f; 

e eliminando f, resulta ap -f bq= |, 

qualquer que seja a fórma de f. 

o- ->i V — b I - I x — a \ Simnhantemente - = /{ 1 
Z C \Z CI 

dá z — c = p ( x — a) + q{y — 6). 

Opportunamente faremos sentir a importancia d'esta theoria. Por agora 
limitamo-nos a dizer que as tres equações da segunda ordem poderiam servir 
para eliminar duas funcções arbitrarias que exibissem na primitiva, etc. 
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Mudança da variavel independente 

4 5 . Quando se differencía uma variavel y considerando-a como funeção 
d'outra x, dá-se a x u m augmento differencial arbitrario, e procura-se o 
correspondente de y; depois, querendo differenciar a primeira derivada, 
dá-se ainda a i um augmento differencial arbitrario, e procura-se o cor-
respondente d 'el la: e assim successivamente. Mas, tanto por simplicidade, 
como para tornar mais facilmente comparaveis entre si os augmentos da 
variavel y e das suas derivadas, costuma tomar-se o mesmo augmento 
para x nas differenciações successivas. E assim, considerando x como va-
riavel independente em y = f x , e tomando dx constante, os coefficientes 
differenciaes ou derivadas successivos são (n.° 5) 

, dy_ „_<Py ,„ _ d'3y 
V = d x ' y ~dx* V ~dx3"" 

4C». Qualquer questão tractada pelo calculo differencial conduz a ex-
pressões em x, y, y', y ' , . . . , taes como 

Haj' y> y'> y"> • • •)» 

para fazer uso das quaes é necessário que da relação y = F x , que liga y 
com x, se tirem y', y'1,..., e se substituam na mesma expressão. 

Supponhamos porém que, ou por commodidade do calculo, ou pela na-
tureza da questão, a variavel independente é e que por isso x e y se 
consideram como funcções de t. Devem então substituir-se em logar de y', 
y",, . ., nas quaes se toma x como variavel independente, as t ransfor-
madas d'ellas, que resultam de considerar y como funeção de x, e x como 
funeção da variavel t, agora independente. 

m » t ti c\i\\ dy .dx dy' .,dx dy" „,dx 
0 8 a i s , m ( » • 2 0 > f r * é v i - ' * - i = y * 

F 
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que dão 

obtendo (n.° 12), 

dy 

dy dt 

dt 

dy 
dt 
dx' S f " -

dy_ df_ 
dt dt 
dx dx 

l i dt dt 

. . . as expressões de y', y", 

dfiy 
dx 

dl 

dfiy dy d2x 
dfi dt dfi 

( t e 2 t dx\3 

dx2 d:ty dx dy d']x dx d-y d*x , dy Id^xX 2 

, l r _ d : t y _ I f i ~dfi~~T'dt ' W ~~ Tl dfi Tfi + ò T l [ d f i ) 
V Tdãy " " 

[dT) 

mm, . , dx dfix dsx , dy dfiy d3y 
4 9 . A s expressões d e e d e - , que 

entram nas fórmulas precedentes, tiram-se das relações que ligam x e y 
com t. 

Assim, se forem x = yt, y = f t , 

dx , cfíx ,, dv _ dfiu 
s s - ^ a i - t " . 

Se x e y forem funcções implícitas de t, ou se as relações entre ellas 

dx dv 
e t forem dadas por duas equações em x, u, í, tiraremos —, —, das duas 

dl dl 
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equações differenciaes de primeira o rdem; depois , das de se-

gunda ordem : e assim successivamente. 

4 8 . As fórmulas dos n.cs 46 e 47 são geraes ; e por isso se deduzem 
d elias as relativas aos casos particulares de se considerar x ou y como 
variavel independente. 

No caso de ser x a variavel independente, é í = x; e aquellas fórmulas 

dx , d*x „ dy dy <fiy d*y 
dão f , , =O f = — § - = = — § , 

dt dl* dt dx dl2 dx* 

No caso de ser y a variavel independente, é t = y; e as mesmas fórmulas 

,3 ihJ . d*y n o d y 1 

d a o dt = 1 ' * * = 0 eTx=IZ 
dy 

d*x ^/d*x\* dx d3x 

dry dy* d3y ^dy*) dy dy3 

dx* / dx 3' dx3 dx Xi3 

I y ) \~dy) 

4» Supponhamos, por exemplo, que a expressão de $ do n.° 46 dá 
em coordenadas rectangulares a solução d'um problema relativo ás curvas 
planas; e que se quer applicar esta solução a uma curva cuja equação, 
r = f t , é dada em coordenadas polares r, t. Temos neste caso dois modos 
de applicar a expressão, de que se tracta : ou transformar a equação r = ft 
em coordenadas rectangulares; ou transformar a expressão <{/ em coorde-
nadas polares pelo processo ensinado nos números precedentes, o que é 
quasi sempre mais commodo. 

Referindo as coordenadas rectangulares á mesma origem e ao mesmo 
eixo dos x que as polares, a relação entre umas e outras é 

x = r cos t, y = r sen t. 
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Se considerarmos pois í como variavel independente, e r, x, y, como va-
riáveis que dependem de t pelas equações 

r = ft, x —r cos t, y — r sen í, 

dx dr dy dr 
t e r e m o s : — = — c o s i — r s e n í , —- = — sen í + r cos i , 

dt dt dl dt 

<Px <Pr d r d 2 y d?r ndr 
—— = —^ c o s / — 2 — sen t — r c o s í , — « — - r * s e n í f 2 — c o s i — r s e n í , 
d l 2 d t 2 dt dl2 d í 2 dt 

por meio das quaes se formarão as expressões de y', y ", do n.° 4 6 , que 
ent ram em <J<. 

, . xy1 — v , . 
Assim a expressão J / — ——.—- (a 

v T yy' + x 
dy 
dl 

x v / 
dx r sen í + r cos l 
— r c o s í - ; r s e n í 
dt r cos í — r sen l r , M 

dá ^ = - J = 7 = - a ' . 
dy r s e n í + r c o s í r 
— r s e n í . - ; — 1- r c o s í 
dt r c o s í — r s e n í 

ydi + X 

dt 

(1 + v'2) 2 

D o mesmo modo A — ^ — (b) 
y 

dâ 
3 

f r ' sen í + r c o s í \ 2 ) 2 t r sen t - | - r c o s r v 
Vr ' cos t — r sen ( / 

S< 

(r ' cos t — r sen í)"' 

t ^ f r ' c o s i — rsen t)(r" sen <- | -2 r ' cos / —r ' sen t) — (W sen f - j - r c o s t)(r J / cosf 2 r ' senf — rcos<) ' 
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, ( + r " ) 2 

^ = ^ 2 7 ^ ' ( 6 ) -

E, para applicar ^ a uma curva, cuja equação r = fl seja dada, resíará 
substituir, em logar de r' e r", as suas expressões 

dt " ~ dt* ' 

5 0 . Com as derivadas da equação y = f x è fácil, pelo que se disse 
no n.° 48 , achar as da equação inversa x = sem resolver a primeira 
em ordem a x; porque as equações d'aquelle numero relativas ao caso de 

. . , dx dfix dy dfiy 
ser u — í, dão as derivadas —, — - , . . . . expressas em —, ~— a , . . . 

" dy dy2 dx dx2 

Por exemplo, para y = ax, 

com as derivadas ^ = kax, 4 » = A V , . . . , acharemos 
dx dx 

d x _ 1 _ 1 d*x_ A V _ ! 1 

T y ~ h è ~ V y dy*~~~Wé~x~ ~ k j a x f 

como acharíamos pela resolução da pçoposta em ordem a x, 

i , l y i y q u e d a x = — = — . 
I a k 

Similhantemente 

, dy dx 1 t 
w = sen a; dá — = cos x ; J r i dx dy cos x V I — y* 

, du dx 1 I 
y = tang a: dá - = Scc iX; - — = — — = — — . 

dx dy sec- x I f y i 
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5 1 . Nas derivadas da primeira ordem, por ser o quociente de 

dx 
dividida por —, qualquer que seja t (n.° 46) , podemos empregar a no-

ili 

dy 
taçào dy = — dx, sendo dy e dx referidas a qualquer variavel indepen-

ClJC 

dente. Por exemplo, sendo z e y qualquer variaveis, dependentes ou in-
dependentes, a equação y = sen z dá 

, . , dy dy 
dy = c o s s d z , dz= — 

COS Z 
V l - ! / 2 

5 ¾ . Se na expressão de ^ entra mais d'uma variavel independente, 
pode ainda applicar-se o mesmo methodo. Assim, entrando nella as va-
riaveis x, y, z, ligadas pela equação z = F (x, y), e querendo transformar 
as derivadas de z, relativas a x e y, em outras relativas a novas variaveis 
s, t, de que são funcções as primeiras, consideraremos z como funeção 
de x e y, e x e y como funcções d e s e l ; e teremos 

dz dz dx dz dy dz dz dx dz dy 

ds dx ds dy ds' dt dx dt dy dt' 

que, eliminando, darão — e 
dx 

dz 
dy 

expressos 
dz dz dx 

cm — , — , — , 
ds dt ds 

dx 

Tr 

dz dy dz dz dx dz dx 
dz ds dt Iu ds dz dt ds ds dl 
dx dx dy dx dy_' dy dx dy dx cll 

ds ' dt dl ' ds ds dt dl ds 

Depois teremos similhantemente as derivadas de — e ~ relativas a 
dx dy 
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x e y, expressas nas suas derivadas relativas a s e i . Por exemplo, deri-

dz 
vando —, vem 

dx 

d ('-nI d ( — ) 

dx) d 2z dx dfiz dy dxJ dfiz dx d 2 z dy 

ds dx2 ds ^ dxdy ds ' dt dx2 dl dxdy dt ' 

f dz ! dz \ 
d — d 

as quaes, depois de substituir nellas por — — — e — — — as derivadas, 

dz 
em ordem a s e t, da fracção que achamos para valor de —, darão, eli-

t i X 
. , J2Z d*z 

minando, —-x e . 
dx1 dxdy 

Fórmula de Maclaurin 

5 3 . Fazendo x — O na serie de Taylor, e designando f , f , f , . . . o s 
valores correspondentes d e f x , f x , f x , . . . , resulta 

f h = f + h f + ~ h r + ^ h r ' + . . . 

Mudando h em x , o que não altera as funcções f x , f x , f x , que são 
independentes de h , nem por conseguinte f , f , / " ' . . . : f i c a 

fx = f + xf + ± x r + ~ 2 x T + (B). 

Esta fórmula é a de Maclaurin ou de Stirling, a qual se deduz assim 
da de Taylor. 
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. Mas também da serie de Maclaurin se pode deduzir a de Taylor. 
Com effeito, suppondo fx = <p (x + h) em (B), vem 

? ( x i h ) = f h + x f ' h + I x i V H ^ A + . . 

na qual, chamando x eh o que se chamou h e x, vem a serie (A). 
Vê-se pois que as duas fórmulas têm a mesma generalidade; e que a 

vantagem da de Taylor, para desenvolver em serie segundo as potencias 
de h as funcções da fórma f ( x + h), consiste em se poder fazer nestas 
A = O antes da differenciaçSo. 

Mas a fórmula de Maclaurin é d'uma applicaçào muito extensa; e o seu 
uso preferível frequentes vezes ao das outras na desenvolução em serie. 

5 ã . A duas fórmulas de Maclaurin e de Taylor demonstram-se tam-
bém facilmente pelo methodo dos coefficientes indeterminados. 

FÓRMULA DE MACLAURIN. S e j a 

fx== A + Bx + Cx 4 + Dx 3 + 

Formando as derivadas successivas, teremos 

fx = B + 2 C x + 3 D x 2 + . . . , /wX = 2C + 2 . 3 Dx f"x = 2 . 3 D + . . . ; 

depois, fazendo x = 0, acharemos 

f == f = B, f = 2 C , / " ' = 2 . 3 1 ) 

e por conseguinte (B). 

FÓRMULA DE TAYLOR. S e j a 

f [ x + h) = A + B/i + Ch* + DA3 + . . . . 



CALCtJLO D1FFERENC1AL 4 9 

Formando as derivadas em ordem a h, e attendendo a que é (n.° 20) 

teremos 

f (x + h) =B + 2C/t + 3 D A 2 + .. 

/*' (x + A) = 2C + 2 . 3 D A + . . . 

f"'(x + h) = 2 . 3 . D + . . . 

depois, fazendo A = 0, acharemos 

fx== A, /vX = B, f"x = 2C, f"'x = 2 . 3 D , . . . 

e por conseguinte (A). 
Esta demonstração do theorema fundamental do calculo diílerencial é 

sem duvida simplicíssima; mas, além do emprego anticipado da fórma da 
serie, o qual é commum a outras demonstrações, suppõe conhecida a 
derivada das potencias. 

Nem quizemos por isso omittil-a, nem podiamos collocal-a em primeiro 
logar. 
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Dos casos cm qnc a serie de Taylor é insuflicicntc 

S f i . A serie (AJ do n.° 6 pode ser defeituosa e inapplicavel ao desen-
volvimento da funeção f ( x + h), quando se dá a x um valor determinado 
a; porque, no caso de haver potencias negativas, ou radicaes, 11a funeção 
f x , pode acontecer que, mudando x em x -f h, as constantes, que entram 
com a + Ii nos denominadores ou debaixo dos radicaes, destruam a, e 
fique alli sómente h; havendo assim potencias negativas ou fraccionarias 
de h em f(a + h), contra a hypothese em que se funda a serie (A). 

Por exemplo, mudando x em x-\-h, e fazendo depois x = a, nas ex-
pressões 

3 1 
y = V x - t v {x — a)4 , y — + Vx, 

[x — a)M 

teriamos, respectivamente, 

h t Zi2 h A2 

Y = V a + — — + h í — — Y = h-™+Va 
2 Va ^ 8Va*'"' 2Va 8 Va9"" 

SimiIhantemente y — cot x, y — Iog x, 

dão, para x = O, Y = cot h, Y==Iogfc , 

que devem conter nos seus desenvolvimentos potencias negativas de h, 
por isso que Ii = O as deve tornar infinitas. 

Vê-se pois que, se as regras dadas subsistem em quanto não se a t t r i -
buem a x valores determinados, nem sempre succede o mesmo quando x 
toma valores particulares; porque se pode então cair em uma excepção 
do theorema de Taylor. Convém por isso ter caracteres, que denunciem 
esta c i rcunstancia ; e saber como, dando-se ella, se poderá achar o ver-
dadeiro desenvolvimento de f[a ] li). 
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5 9 . Supporihamos que x = a faz desapparecer um termo P de f x . 
Então P tem a fórma P = Q (x — a)m . 

I . 0 Se tn é inteiro e positivo, a derivada da ordem w contém um termo 
sem x — a; e por isso o factor Q, que a hypothese x = a faz desappa-
recer das m — 1 primeiras derivadas, torna a apparecer nas da ordem m 
e seguintes. Neste caso o theorema de Taylor não é insufficiente. 

Por exemplo, de y = {x — a ) 2 (x — b) — ax2 

tiram-se y1 = [x — a ) 2 + 2 (x — a)[x— b) — 2 ax, 

y" = 4 (x— a) +2 [x — 6) — 2 a , y '" = 6 , 

que, para x — a, se reduzem a 

y = — a\ «/' = — 2 a 2 , y" = — 2b, j/"' = 6 ; 

e a serie de Taylor dá Y = - — a3 —2 orh — bh- + A3. 

2.° Se m é uma fracção comprehendida entre os limites Z e Z-f 1, a 
hypothese íc = a anniquila todas as l primeiras derivadas de P; mas na 
seguinte, da ordem / + 1 , entra o factor [x — a ) " 1 - 1 1 , que tem o ex-
poente negativo, e que x = a torna infinito: e o mesmo acontece d'ahi 
por diante; de sorte que a serie de Taylor é insufficiente a partir d'esse 
termo. E assim devia acontecer; porque o radical de (x — a)m , desap-
parecendo da serie, mas conservanro-se em f{a -f li), faria que os dois 
membros não tivessem egual numeio de valores, se no segundo não en-
trasse Ii alíecto do mesmo radical. 

Por exemplo, em y = Xi+^ — b) (x — a ) 2 , 

quando se faz x==a, tornam-se infinitas as derivadas da terceira ordem 
e das seguintes; sendo por isso a serie de Taylor insufficiente desde o 
quarto termo. E com efíeito, mudando x em a + li, esta funcção torna-se 

— JL 
em Y = a3 + 3a2/i + 3ak- -f- (a — b) Ii 2 + h*+ h - . 

O mesmo acontece no primeiro exemplo do numero precedente, desde 
o terceiro termo. 
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3.° Se m é negativo, x — a entra no denominador de P e de suas de-
rivadas, as quaes a hypothese x = a torna infinitas; sendo assim a serie 
de Taylor inapplicavel desde o primeiro termo ao desenvolvimento, no qual 
h tem potencias negativas. 

_ 
Por exemplo y=(x* — ax) 2 

D Â , = Y = ± ( I ) - T _ ' ( ± ) T + » ( » ) T . . . . 
a \ a ' 2a V a / 8 a a / 

O mesmo tem logar no segundo exemplo do numero precedente. 

5 8 . Para ver mais claramente a correspondência que ha entre o ap-
parecimento d'um termo com potencia fraccionaria ou negativa de h e o 
facto de se tornarem infinitas as derivadas a partir d'esse termo, suppo-
nhamos que, ordenado o desenvolvimento em relação a h, a menor potencia 
fraccionaria de li seja m, comprehendido entre os inteiros Z e Z f 1, sendo 
l < O no caso de m negativo. Teremos 

f[a + h) = A -f BZi + C Ifi + . . . Lh1 + Wim + . . . 

Tomando as derivadas successivas d'esta equação em ordem a h, vem: 

f ( a + h)<= B + 2Ch + 3D/i2 f . . . ILk1-1+ mM/i" 1 " 1 + . . ., 

f"(a + /i) = 2C + 3 . 2 U / i . . . + / ( Z - I ) I J k ' - * + m(m — 1) M/i™"5+ . . ., 

f l f í [ a + h ) = l [ l — 1 ) ( Z — 2 ) . . . l L + m ( > ; ! — l ) ( w — 2 ) . . . ( m — / + l)M/im—' f . . . , 

/•C+1) (a + Zi) = m[m — i ) (m - 2 ) . . . (tn - l) M/i™-'-1 + 



Se fizermos h = 
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0, as l primeiras darilo 

5 3 

B = r « . C = 4 r ' a , d = r > a . . . . L - ^ ^ ; 

e a serie 

f{a + h)=fa + hfa + ^h*f"a + . . . y ^ " ! h l f®a + Wim + . .. 

coincidirá com a de Taylor até o termo em hl; mas a coincidência aca-
bará nesse termo, porque h — 0 torna infinitas /"('+1Ja e as derivadas se-
guintes. Por t an to : 

I.0 Em quanto Tt = a não torna infinitas alguma das funcções y, y', 
y " , . o desenvolvimento que dá a serie de Taylor não é defeituoso. 

2.° Se x= a torna infinita alguma das funcções y, y', y " , . . . , as 
seguintes o serão egualmente; o theorema de Taylor é defeituoso desde 
o termo que tem a primeira derivada infinita; e o expoente de h nesse 
termo deve ser negativo, ou fraccionario, e menor que o inteiro egual á 
ordem d'aquella derivada. 

Assim, se x = a tornar y infinito, também y', y",. . . seráo infinitos, 
e li terá potencias negativas. 

É necessário advertir que, no caso de ser fx a somma de muitas fun-
cções, podem as derivadas da mesma ordem das funcções componentes ser 
umas infinitas e outras finitas; e por isso deve discorrer-se a respeito 
de cada uma d'ellas separadamente. Assim é que no primeiro exemplo 
do n.° 56 o termo I ^ x não dá derivada infinita para x = a, e o termo 

v / ( x — a) 4 dá y", y"' infinitas; e por isso deve sommar-se 

h Iii 

V (a + h) = Va + —— ., + . . ., que só tem potencias inteiras e 
Ji y d O ; Cl 4 

positivas de h, com y' (a -f h — a)1 = h 3 . 

Como a derivada da ordem n de y = xm tem a fórma j/(") = Axm~n, 
nenhum valor de x difTerente de zero a torna infinita ; e por isso a fór-
mula do binomio (x + h)m tem logar para todos os valores de x differentes 
de zero. O mesmo se pode dizer das series do Iog (x-f A), que, pondo x=\, 
dá a de Iog (1 + h); e das de sen (x -f h) e cos (x + h), que, pondo x = O, 
dSo as de sen h e cos h. 
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5 9 . Para obter o desenvolvimento que, a partir do termo defeituso 
da serie de Taylor, deve substituir esta serie, mudaremos x em a + A na 
funeção proposta, e, por meio das series conhecidas, desenvolveremos 
/ " ( a + A), ou / " ( a + A) menos a parte achada. 

Por exemplo y = c + (x — b) \/ x — a 

3x — 2a — 6 
dá y = 

2 vy x — a 

e como x = a torna infinitas y' e as derivadas seguintes, deve h ter um 
expoente fraccionario entre O e 1. Com efleito, mudando x em a + h, re-
sulta 

-L JL 

Y = c + (a — b) A 2 + A 2 , 

que se compõem de c e da parte que não iiá a serie de Taylor. 

Do mesmo modo y = c + x + (x — b) (x — a) 2 

dá 

- 3 - - S - L 
l + ^ - a ) 2

 t -(x-b)[x-a)*, y"=-3{x-a)* + -b){x-a) 2 ; 

e como x — a torna infinitas y'' e as derivadas seguintes, o desenvolvi-
mento de f{a i h) tem uma potencia fraccionaria de h entre 1 e 2. Com 
eífeito, substituindo a + A em Iogar de x na proposta, resulta 

JL A 
y = c + a + A + (a — 6) A 2 + hJ, 

que se compõem de c + a -f- A e da parte que não dá a serie de Taylor. 

C ® . Para desenvolver em serie f(a + A) menos a parte achada pela 
fórmula de Taylor, podemos empregar o processo seguinte: 

Seja A a parte achada pela fórmula de Taylor. Se dividirmos f(a+h)—A, 
depois de convenientemente reduzida, pela maior potencia Am de A que 

í 
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for factor d'este resto, isto é, por uma potencia de h tal que A = O não 
torne o quociente nullo nem infinito, teremos 

f[a + k ) - A 

Am 

Seja B a parte de M independente de h, isto é, o valor de M correspon-
dente a / i = 0 . Se dividirmos M — B pela maior potencia A" de Ii que 
for factor d'este resto, teremos 

A» 

E assim por diante. D'onde resulta, por substituições successivas, 

f (a + A) = A + Bhm + CAm+" + DAm+"+? + 

© 1 . Supponhamos que x — a faz desapparecer de y um radical que 
subsiste em y\ isto é, que a primeira potencia de a? a multiplica este 
radical. Então y' tem, para x = a, mais valores do que tem y; porque, 
subsistindo em y1 o radical que desapparecera de y, o numero dos valores 
de y' é, em geral, egual ao dos valores de y, multiplicado pelo gráu do 
mesmo radical. 

Se, pela elevação ás potencias convenientes, fizermos desapparecer o 
radical da proposta, e diferenciarmos a equação resultante, z = f [ x , y ) = 0, 

dz dz 
teremos - — h - V = 0. Mas, segundo o que fica dito, para x = a, 

J 

devem corresponder a cada valor b de y dois, pelo menos, a e ^ de y': 

logo, chamando A e B os valores de e relativos ao systema de 
dx dy 

valores a e b que se considera, terão logar simultaneamente as equações 
A + B a = O, A j - B ^ = O, que dão B (a — (¾) = 0 ; ou B = O, A = O, 

, o 
y T 

Assim a equação da primeira ordem reduz-se a uma identidade, e não 
determina y'. 



56 CAI.CULO DIFFERENCIAL 

Como x = a anniquila o primeiro termo da derivada de segunda ordem 

dz „ d*z l9 a d*z , d?z n 

r y
y +^y 

d*z (IiZ JtiZ 
e como em — x , ———, — n ã o ha radicaes, esta equação derivada, do 

dy1 dxdy dx1 

segundo gráu em y', dará dois valores a e js de y1 correspondentes a cada 
um dos de y. 

Se a cada valor de y = fa corresponderem tres valores de y', anni-
quilar-se-hão também os tres coefficientes diíTerenciaes de segunda ordem; 
e, para ter y'=fa, será necessário recurrer á derivada de terceira ordem, 
na qual se anniquilarâo os coefficientes de y" e y'", e que dará tres valores 
de y' para cada valor de y. 

Era geral, para ter y' por meio da equação desembaraçada do radical 
que x = a faz desapparecer de y, será necessário recorrer á derivada da 
ordem d'esse radical. 

Por exemplo, x=a reduz a y = a e y'= 1+ a— b respectivamente 

x — a 
a equação y=x-\ (x-a) \ x—b e a sua derivada y'—l + \ x—b-, 

2\/ x—b 
correspondendo assim dois valores de y' a x = a, y = a. Mas, se desem-
baraçarmos a proposla do radical, e tomarmos as duas primeiras derivadas, 
teremos 

(y—x)*=(x—a)*(x — b), 2(y — x ) ( y ' — 1 ) = ( x — a ) ( 3 x — a — 2b)f 

{y - x) y" + ( y ' - i ) * = 3 x - 2a — b, 

que, para x = a, se reduzem respectivamente a 

y = a, 0 = 0, (y' — l ) 4 = a — b ; 

e da ultima d'estas tiram-se os valores de y', y' = 1 ± ^Ja — b, idênticos 
com os já achados. 

Similhantemente a derivada dey = [x — a)(x — 6) reduz-se, para 
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X = a, a y' = as, fazendo desapparecer o radical, e tomando 
as tres primeiras derivadas, teremos 

t/3 = (x — a) 3 (x — b), 3 Í / V = (x — a ) 2 ( 4 x — 3 6 — a ) , 

yY+2yy^=2(x-a)(2x-a-b),yY!+6yyY+2y'3=2(lx-Za-b), 

que X = O reduz respectivamente a y = 0, 0 = 0, 0 = 0, y d— a — b; 
e a ultima dá y' — ^ (a b), como do primeiro modo. 

Se (x — a)2 multiplica o radical de y, este radical desapparecerá de y 
e y' pela hypothese x = a, mas reapparecerá em y"; e por isso a cada 
systema de valores de y e y' corresponderá mais d'um valor de y". Desem-
baraçando pois do radical a proposta y = f x , e procurando y" por meio 
da derivada de segunda ordem da equação implícita resultante 2 — 0, esta 
equação deverá ser satisfeita independentemente dos valores de y", e dar 

y"=-—. De sorte que será necessário passar ás derivadas das ordens se-

guintes para obter y". 
Do mesmo modo discorreremos, quando ( x — a) 3 for o multiplicador 

do radical de y; e assim por diante. 
Por exemplo x=a reduz a y — a, y ' = \ , y" = 2Va, a equação 

y = x + ( x — a)* Vx e as suas primeira e segunda derivadas. Mas, se des-
embaraçarmos a proposta do radical, e tomarmos as quatro primeiras de-
rivadas, teremos 

(y — x ) 2 = ( x — a)lx, 2(y— x)(y'— 1) = (x — a) 3 (5x — a), 

{y1— l ) 2 + (y — x) y" = 2(x — a) 2 (5x — 2a), 

3 ( y ' - 1 ) y" +(y—x) y'" = 6 ( x — a ) ( 5 x — 3a), 

3 t r + 4(y' — 1) y'" +{y — x) y" = 12(5x — 4a), 

que a hypothese x — a reduz respectivamente a 

y = a, 0 = 0 , y ' = i , 0 = 0, y" = 2 V a , 

em conformidade com o que achamos pelo primeiro methodo. 
U 
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Limites da serie de Taylor. Fórma do resto nas series de Taylor 
e de DIaclauriii 

I 

GSi . Se considerarmos um termo AZia da serie ascendente de f[a-f h), 
a somma d'elle com os seguintes terá a fórma /ia(A -I B/i^); sendo (¾ po-
sitivo, assim como todos os expoentes de Zi que entram em B. K como, 
fazendo Zi indefinidamente pequeno, BZifi pode approximar-se contínua e 
indefinidamente de zero, poderá Ii tomar-se tão pequeno que seja A > BZJP. 

Por tanto: sempre será possível dar a h valores tão pequenos, que qual-
quer termo da serie de f (a + h) seja maior que a somma de todos os se-
guintes. 

© 3 . Quando fa e fa são finitos, pode pois tomar-se Ii tão pequeno na 
serie f(a + h) — fa -f hfa + . . ., que seja Iifa maior que a somma dos 
termos seguintes, c que por isso o signa! da differença f(a 4 Z i ) — f a de-
penda do signal de f a ; sendo assim fa crescente ou decrescente, segundo 
for fa positivo ou negativo. Por exemplo, como fa - s e n a e fa = cosa 
dão respectivamente fa — cosa e fa — s e n a , vê-se que no primeiro 
quadrante o seno cresce com o arco, e o coseno decresce. 

Assim : se fx se conservar positiva desde x = a até x = a + h, sem que 
nesse intervallo se torne infinita, fx crescerá em lodo elle. 

Posto isto, fazendo crescer Ii desde 0 até b na funeção f[a + h), 
sejam Aj o valor de h que dá o mínimo resultado f[a + Zij) = f'p, e o 
que dá o máximo resultado f(a-\ lii)=fq-

Sef izermos f(a + /t) = fa + MZi (1), 

e chamarmos P, Q, dois limites entre os quaes M esteja comprehendido, 
teremos 

f[a !- h) — fa — PIi > O, —f(a + h) + fa + QZi > O : 

quantidades que são nullas para Z i - 0; e que, pelo que acabámos de vêr, 
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crescerão desde A = O até Ii = b, ficando ambas maiores que zero, se, 
entre estes limites, as suas derivadas em ordem a h forem positivas, isto 
é, se forem 

f(a + h) — P > 0 , — f(a + A) -f Q > 0. 

E porque é evidente que estas condições se verificarão se tomarmos por 
P o minimo valor de f{a -f h) e por Q o máximo, teremos (1), ficando M 
comprehendido entre f p e f q . 

Sejam f"(a + Zi1) = f"p e f ( a -i hv) — fq o minimo e o máximo valor 
de f ( a + h), desde h = 0 até Ii= b. 

Se fizermos f(a + A) = fa 4 hfa i MA2 (2), 

e chamarmos P, Q, dois limites entre os quaes M esteja comprehendido, 
isto é, dois números taes que sejam 

f[a + h) — fa — hfa — P/t2 > 0, — f[a + A) + fa + hfa + QA2 > 0 , 

satisfaremos, pelo que acabamos de vér, a estas condições, entre os dois 
valores 0 e b de li, se, entre elles, forem as derivadas 

f(a 4 h) — fa — 2Ph > 0, — f ( a 4 h) + fa + 2Qh> 0; 

e estas serão egualmente satisfeitas, entre os mesmos limites de h, se, 
entre elles, forem as suas derivadas 

f ( a 4 A) — 2 P > 0 , — f ( a j h) }- 2Q > 0 . 

E porq ie é evidente que estas desigualdades se verificarão, entre os 
mesmos valores de h, tomando por 2P e 2Q o minimo e o máximo valor 

de f (a -1 li), teremos (2), sendo M comprehendido entre fp e — f q . 
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Seguindo o mesmo discurso: se chamarmos fin)(a + h\) = /Wp e 
/W(a + Ag) = /Wqi o minimo e o máximo valor de fin){a + A), entre os 
limites 0 e 6 de A; e se, fazendo 

1 A n - I 
f(a + A) = / a + hfa + - V f ' * + - f ^ H f ) ^ a + Mfc" ''•' (3)' 

procurarmos dois números P e Q que comprehendam M, ou para os quaes 
sejam 

f[a + A) — f a — hfa...— PAn > 0 , — f{a + A) +fa + hfa... + Qhn > 0 : 

facilmente se vê que chegaremos ás condições 

fW(a + k) — 1 . 2 . . . n P > 0 , — /W(a + A) + 1 . 2 . . . n Q > 0 , 

ás quaes evidentemente satisfazem 

1 . 2 . . . n P = / W p , 1 . 2 . . . n Q = fWq. 

Mp /Wn 
Teremos pois (3) , sendo M comprehendido entre —— e 

1 . 2 . . . n 1 . 2 . . . n 

0 5 . Como 1 . 2 . . . n . M está comprehendido entre o minimo /Wp e o 
máximo fn)q dos valores que toma / W x desde x = a até x = a + A, se-
gue-se que o seu valor será um d'entre estes, correspondente a x = a + 6A, 
representando d um numero positivo e menor que a unidade. Logo, se, 
desde x até x 4 A, nenhuma das derivadas das M primeiras ordens for 
infinita, será, com a fórma dada por Lagrange, 

hn~' An 

f ( x | h ) = f x + h f x + ...i 2 + 

D e s t e modo podeiemos apreciar o limite do erro que se commette 
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quando se pára em um termo da serie de Taylor, até a ordem do qual 
as derivadas são finitas. 

G G . Também se pode exprimir do modo seguinte o resto da fórmula 
de Taylor. 

Sejam x, z, variaveis independentes; 

e fz — fx - {z - x) f x . . . - f[n~i)x = x ) - { a Y 

Diferenciando em ordem a x, e reduzindo, vem 

( * - * ) - 1 / W t a ^ u ) (b). 
1 . 2 . . . ( n — i ) ' d x 

Segundo o que vimos no numero precedente, é 

t (*, „ _ , c * , + . - „ - , „ + 

que, fazendo x = z, e attendendo a ser ç ( z , x ) = 0 em virtude de (o), 

s e reduz a 0 = < p 'z . „ ) + ( , - y ) J ^ J I ^ J , 

ou pondo x em logar de y, a 

, . . . d <p (z, «) + 0i (z — x)l 
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Mudando x em x + 0i (z — x) na expressão (b) de y X , c substi 
dx 

tuindo o resultado nesta de rç> (z, x), vem 

iz — x)n( 1 — ô iV ' - 1 

* X ) = 1 . 2 . . . . . ( n — 1) ^ + 9 1 — 

Finalmente, substituindo esta em (a), e pondo z = x + h, resulta a 
fórma dada por Cauchy, 

A"—1 IlnI I — '1 

ft»k)-rxihrx+.. f fit-i^jLiiftm(a;+61/t),.(A"). 

Sendo assim (1 — 0])" f(n+V(x 4 liih) o factor que no n.° 6 chamamos 
PC»). ' 

G J . Como já notámos (n.° 53) , a serie de Taylor converte-se na de 
Maclaurin, fazendo X = O, e mudando depois h em x. 

Operando pois esta mudança em (A') e (A"), obteremos as fórmas ana-
logas da serie completa de Maclaurin: 

• / " + d r r » ^ m . 

Tn— 1 I i f),\n—1 rn 

G 8 . Para que uma serie represente a funcção desenvolvida, é neces-
sário, como dissemos no fim do n.° 17, que seja couvergeute para a funcção, 
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isto é, que o resto convirja para zero. O que poderá verificar-se recor-
rendo a alguma das fórmas que tem o resto nas fórmulas (A') e (A' '), ^B') 
e (B") (*). 

Exemplos : 

I. A expressão y = ax dá y1 = kax, y''= Ifiax,.. .y(") =Iin a*. 

Como estas derivadas são finitas para os valores finitos de x, a serie 

^ n - 1 IcKhn ar-f bh 
a*+h = ax + Iilia*+ .. .+ — _ a « + —- a 

1 . 2 . . . (n — 1) 1 . 2 . . . n 

será convergente, por tender para zero a razão — de dois termos conse-
cutivos. 1 

E o resto convergirá para zero ; porque, tomando í > hli, e escrevendo o 

„ . x »h , , . , hk hl; hk hk hk hlc 
coemciente de a debaixo da Iorma —. —. . . x — . - . . . — , 

I 2 t — 1 i i + 1 n 
vé-se que, para n infinito, o segundo factor é infinitesimo. Portanto a serie 
representa a2"+' ' , qualquer que seja o valor finito de x. 

II. Tomando as derivadas de Log x, acha-se 

_ , .. . h A—i 1 h«( 1 - 0 , ) - 1 
Log ar+ /í = L o g a r + —.. . + 7 ± - —1 —. M ' ; * ^x (n — l ) a r n _ 1 ( n — I ) (ar + 6,/i)« 

, , . i h I A 1 
Como a razão de dois termos consecutivos, . — = . —, tende 

t + 1 x . I a ? 
1 + — < 

(•) A serie de Taylor pode transformar-se em fracção continua. (Veja-se o opús-
culo do sr. Francisco Gomes Teixeira, intitulado: Desenvolvimento das funcções em 
fracção contínua, Coimbra, 1 8 7 1 ) . 
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.. . h , h A 
para o limite —, a serie ó convergente, nos casos de ser — < 1, ou — 

x x x 

h . 
negativo e < 1. E em ambos estes casos, o limite do resto, 

x 

i — o, y - i 

i - i 6 , I i - M 1 A , 
X X 

h 
é zero. Portanto a serie representa L o g ( x - f A), quando — está compre-
hendido entre — I e + I. x 

111. Seja a serie do binomio de Newton 

/ ,v m.ltn— l)..(m—(n— 1)), ,, , 
(x \ A J m =X 8 M mAx"»-1+..—-½ — S— I-O1V1--I ar+A&i)m-n . 

1 . 2 (n — I) 

_ m — ( t — I ) A . . , 
Como a razSo . — de dois termos consecutivos tende para 

i x 
,. . h h 

o limite —, a serie é convergente nos casos de ser — positivo e < 1 ou 
x xr 

h 
positivo e < 1. 

CC 

Sendo m — i < », m < »'< m + 1» e escrevendo o resto debaixo da fórma 

, m— I m — t + 1 m — i m + 1 — t " 
de producto dos factores dz m. —-— ..—: —, —:—.. — , 

1 t — I t t ' — 1 

»'— m n — 1 — m ( A N m " 1 / A \» / 1 - O 1 \ « - i 

— • • — — • ( ' + - ( T ) ( T T T ) ' 
V i + » , - / 

xm ; onde 

o primeiro factor é finito, o segundo é o produclo de fracções próprias, 
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o terceiro é o producto de fracções que tendem para o limite superior 1, 
e o quarto tende para zero: vê-se >|ue, em ambos os casos, o limite 
d'esse producto é zero. Portanto a serie representa (x + h)m , ou quando 

h 
m é inteiro e positivo, ou quando — está comprehendido entre — 1 e f 1. 

Fórmula de Lagrange 

Bf> . Sejam as equações 

U = fy, y = <\i(t + x f y ) (1). 

Tracta-se de desenvolver u em ordem ás potencias de x, sem eliminar y 
entre as propostas (1). 

Derivando a primeira separadamente em ordem a x e a í, e depois eli-
minando f y , teremos 

du dy du dy du dy du dy 
~dx Ix ' ' y' ~dí = ~di ' ' h UT ' IT = IT ' ~dí ; 

ou, multiplicando por <?'y, 

du dyy du dyy 
dt ' dx dx dt 

Similhantemente, derivando a segunda das mesmas equações ( I ) , e eli-
minando <j/, acharemos 

<l\i í/I/ 

dx - dl 



6 6 CALCULO DtVFERBNClAL 

. • .- i ri du du 
ou, multiplicando por f y , — = — 91/. 

CLCC QTL 

Derivando esta equação em ordem a x, e attendendo a (2), vem 

d( —— 91/) 
d2u du d<fy d2u du d^y dfiu \dx / 
dxi = ~dt 1dx + Jxdl ^y = dx dt + dxdt™= dT ; 

ou, em virtude de (3) , 
M

 d 
d s u 

dí 

Em geral, se for ^ — , b díc—1 d t " - 9 

a derivação, attendendo a (2) e a (3), dará 

i»M \dtdxKY!" ^ [ ' dt dX Kf9i ) d» 

dxn dt"-2 

dí— 2 

( w ) - ' ) " - ( ^ w ) 
dí—1 dí—1 

Portanto a lei é verdadeira para qualquer valor de n. 
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9 0 . Posto isto, fazendo x = 0, ficam 

6 7 

e a fórmula de Maclaurin dá 

(C), 

^ d tr (+<) .* ' ! . 
d< 

+ . • • 
1 . 2 . .r» 1 . 2 . . . n d t " — 1 

Da fórmula (C) resulta immediatamente 8 que achou Lagrange para 
u = f y , y = t + x<fy (*'), que é 

« B = / » + a f 4 . 9 l + ¥ + (C1). 

Quando for u = y, deverá na fórmula (C) fazer-se /¾ = ^!, e = I; 
e na fórmula (Ci) fazer-se ft — t, e / ' t = l . 

(•) E também a fórmula (C) resulta de (C1)p substituindo nesta f{bt) em logar de 
f t , e ç í^í) em logar de ç í . 

Com effeito, fazendo t + Xyy = x nas equações (1 ) , e por conseguinte y = <Ji», 
estas equações equivalem a u = f[tyx), x — t+ x f (I|I t ) , ás quaes, applicando a fór-
mula (C1), vem (C). (Bertrand, Cale. d i f f . , n.' 312.) 
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DeseiiYolviniciito em serie das IunccOes de muitas variaveis 
, - • * T r V ' . 

S 8 . I . EXTENSÃO DA FÓKMULA DE TAYLOR. S e j a z = f ( x , y ) 
uma funcçâo de duas variaveis independentes, x, y. 

Para desenvolver Z = f ( x + h, y + k) 

em serie ordenada segundo as potencias e productos de h e k, podemos 
mudar primeiramente x em x-\- h, e depois y em y 4 k no resultado; ou 
mudar primeiramente y em y ' k, e depois x em x 4- h. 

Mudando x em x h, virá 

e depois, mudando y em y 4- k, os termos d'esta tornar-se-h&o em 

- 4- /• ÚL Jr ^ f + I1 ( ( lz
 + k d*Z 4- ) —{ d*Z + ) 

dy 2 dy2 "" dx dxdy "' J' 2 dx2 '" 

e assim por d iante ; e portanto será 

Z — - / •— h í i t ( l* z Ii-Jl
 d * z , i 2 d ^ z 

dy dx 2 dy2 dxdy 2 dx2 

hm /. " d m +"z 
cujo termo geral é . ; 

1 . 2 . . . m x 1 . 2 . . . « dxmdy" 

excepto para m = 0 ou para n = 0, aos quaes corresponderão os termos 

kn dnz h'" dm z 
respectivos , 

1.2...« dyn 1.2...m dxm 
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Se mudássemos y em y -f k e depois a; em a; -f li, leríamos 

6 9 

h dz k dz A2 dfiz ^ d?z_ Ifi dfiz 

dx dy 2 dx* dydx 2 dy2 

knhm dn+mz 
cujo termo geral ó 

1 .2. . . n x 1 . 2 . . . m dyndxm 

9 3 . Comparando termo a termo estes resultados, que devem ser idênticos, 
d'n+n z dn+m'é 

acha-se que é — = •. D onde resulta, em confoimidade 1 dxm dyn dyn dx'" 

com o que já vimos no n.° 3 6 , q u e : para tomar as derivadas successivas 
d'uma funcção relativamente a duas variaveis, é indifferente a ordem 
pela qual se faz a differenciação. 

XI . 
Por exemplo, d e z = tiram-se : 

r 

•dz _ 3 a : 2 dz _ 2xs dfiz dfiz Gx* 

dx y2 ' dy y ; ! ' dydx dxdy ys ' 

dfiz %x dfiz Gx3 dh d*z d*z 12a; 

dx2 j/2 ' dy2 yi ' dxfidy dydx2 dxdydx y:! 

d'Jz _ d'h _ dh 18a;2 

dy^dx dydxdy dxdy2 y4 

9 3 . Discorrendo d'um modo similhante áquelle pelo qual chegámos ás 
fórmulas dos n.°* 6o e 6 6 ; ou, antes, fazendo h = ah'f le=<xk', e desen-
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volvendo z em ordem a a pela fórmula de Maclaurin: vê-se que, depois 
d'um termo da ordem n— I, o resto da serie é (*) 

h* k"-idnf(x + f)h,y + blc) 

2 . . . » x 1 . 2 . . . (n — ^dxi dyn~ 

ou R11 = W ( J - O 1 ) w - I ^ 
A^kn *dnf(x + + 

1.2...1 x 1.2. . . (n — i) dxí dyn~ 

7S. Para desenvolver as funcções de tres, quatro, ou mais variaveis 
Z = f[x\ + h\, x\ + Ag, + hs,...), seguiremos um processo similhante: 
mudando x\ em xj + Aj, e desenvolvendo f[x\ -f A1, x%„ x%,. . . ) ; de-
pois «íudando, nos termos d«s te desenvolvimento, x% em ÍCO + o que 
dará f{x\ + A,, h^, x^,. . .); e assim por diante. 

3 5 . I I . EXTENSÃO D A FÓRMULA D E MACLAURIN. S e j a 

y xu . . x n _ t ) (a). 

Ponhamos y = f + 2 [qx, xu x2r.. .X xP . XiP' . . . . ) . . . (b). 

(*) Se usarmos da notação symboliea empregada na pag. 3 4 , isto é, se tomarmos 

du ,{ r du 1
n-< ' j d ^ u . . u 

— x — como representando —: :, este resto exprimir-se-na pelas 
í dx\ L r fv l dx1 dy'1 1 

fórmulas symbol icas: 

R11 

I du du i\i 
( h — -Yk — } 

\ dx dy ) 
, ou K11 

n—\f if<í« l r r f t An 
t 1 - ^ V V + / ' \ r f v ) 

1 . 2 n ' 1 . 2 {n — l) 

sendo M= f(x -+- e h, y-f- 6 k), ¢= f (x + J1A1 y + S1A"). 
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Differenciando p vezes em ordem a x, depois vezes em ordem a X1, 
depois vezes em ordem a x 2 , e assim por diante; e fazendo por fim 
nullos x, Xj, X 2 , . . . : vê-se que é 

y 
qx,XitXir... i ,2 . . .pctePx 1.2...P1 X i.2...PzdxiPt x . . . ' " ^ ' 

onde se devem fazer nullos x, X1, X 2 , . . . depois da differenciação. 
Assim a proposta (a) desenvolve-se em serie ordenada segundo as po-

tencias e productos de x, Xj, x 2 , . . . , pela fórmula (6), na qual f e 
qx, X1, x2, são os valores (a) de y e (c) de 

d y 
1 . 2 . . .pdxP x 1 . 2 . . .PxdxxVi x 1 . 2 . . .p2(ix2í>a x... ' 

depois de nelles ter feito x, Xj, x 2 , . . . nullos. 
Parando no termo da ordem + pi + . . .— l = n — 1, vê-se, como 

no n.° 73 , que o resto é 

_ XP-X1"' . x / ' . . . x / + p ' ^ + - 7 ( , i ) ( e x , Ox1, O x 2 , . . . ) 
Kn = V 

1 . 2 . . .pdxP x 1 . 2 . . .pidxP^ x 1 .2. . .p^dxPi x .. . ' 

ou 

" U * 1 . 2 . . . pdxP x 1 . 2 . . . PidxP1 x 1 . 2 . . . pzdxP* x. . . 

9 6 . I I I . FÓRMULA DE LAPLACE. S e j a m as equações 

^b= fia i.y«. •••».). j 

y, = J z 1 (/! + X1 Z1), t/2 = <h (<2 + X2 z a) , . . .y„ = <|;„ (ín + x „ z „ ) , j . . . ( 1 ) ; 

2i=91 (yi. ya.--y»). 32-92(2/1-y8.-y»).-«»=9n(yi,y8....y«),' 
onde X1, X2 , . • • X11 e t[, f2 , . . . tu entram como variaveis independentes. 
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Scrâo - . = ( I . + ^ 2 - . . H = ( m 2 - . - j . + 1 S 

e, eliminando <]/j e reduzindo, virá 

dyi dyi ^ n dzi Zdy1 dy, dy^ dyr^ 
dhc\ Zí dl\ ^1

2 dyi ^dt1 ' d«i dx/díiV 

Mas, se entre as n— 1 ultimas equações da segunda linha de (1) elimi-
nássemos todas as n — t variaveis y2 , y z , m e n o s uma d'eÍIas y,-, 
ficaria uma equação entre y\ e y ; , que, resolvida em ordem a yi, daria 

yi = F ( y i , X3 <2. <3.- • • )', 

depois, derivando em ordem a x1 e em ordem a J1, e por fim eliminando 
F' entre as duas derivadas, viria 

dyi dyL dyi dy, _ Q 

dx i dti dt\ dx i 

» ds t / dy, dy j dy{ dy j \ 
e por conseguinte V -— I -— — — . -— 1 = 0 . 

^ 2 dyi Ndx1 dl i dti d x j / 

Portanto é — z 1 ^1 — O; 
d(c i d f j 

e do mesmo modo —— z* =O (3). 
dxt dli 
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Attendendo a (3) e (2), teremos pois 

7 3 

du n du dyi du_ " / du_ % du dy^ 

I x i ~ S 1 dy~i ' da^ — Z l dí, S 2 V i dyi dl\ dyi ' dxi' 

d u I n d u ídyi_ dy± dy, dyA _ _ d u 

dí t d y 7 ^ 2 d y ^ d x i ' dt, dt, 'd®, / 1 dt, 

dt . 

du du . . . 
Similhanlemente —— = Z j -dxi dti 

v i J , d z i d z i 
que, apphcada a u = Zj da =• z» . . . ; 

e, eliminando z< entre esta e (4), vem 

du dz; du dzi 

da;» ' díi dti ' dxi 
.(5)-

1J1J. Differenciando (4), e attendendo a (5) e a (4), acha-se 

du\ . / 2 du\ / au\ , / 2 au\ 

d4u dz; du ^ d2u dz; 
~dxi'dTi+Zldlidxi~ dti'dxi ^dtidxi dti dti 

i 
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Em geral, se for 

,\y\> ub -,y 

será 

(IP-iU 

dxiP-'1' 

dP-«-1 

dtiP-z 

UA 

d ? - 2 . 
«í» ^Pm -v 

—7 ——" 
da: 

.dz; du . d*u 

j/ dti dti dxi 

diiV-'* 

5.- P - 1 d 2 » 

dxi dti 
du P-* RrifimiS 

ou 
d Pu 

dxv 

. / *du\ , . / vdu \ 

dtiP-1 d í i P - 1 
. (6 ) . 

Portanto esta fórmula tem logar para qualquer valor de p. 

dPu 
9 8 . Como, em virtude de (6) , a expressão de correspondente a 

dx. X 
Xi = O é a mesma, quer se supponha Xi nullo antes da differenciação, 

. ( pdu\ 
quer depois; e como, em virtude de (4), ^ z. —-) pode formar-se achando 

du 
o coefficiente differencial , mudando nelle Zj em ZjP, e fazendo depois 

dxi r 

M-Mhc ,(*! H \ ,£} b nhiifHJH-íiJs i ( I ) otMiBir>fwt!i(l .CC 
Xi nullo: teremos, seguindo este processo, 

• d P - 1 
;\dTu V 1 dti) 

du 

dxi 

dx' dí,P—1 duP~ i 
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e por conseguinte 

7 5 

dp+p'u 
dl' 

I IP1 [ I 
Idxi] j 

moo Biunnol Btea/ 
. (cx l) \f\ — »t uo 

oSJuo * 

dxvP' 
d P - I 

dxvP' 

dxi 

HxiPdxiIP' dnP-i . r S i i P - I - I 5 * 
A l i , ' " :'-¾ M ) l . xb ' , > x + * ) b ' \ j b Xb 

Mas, suppondo Xj /==0 , será também, com a mesma interpretação, 

bum »>hi'j(j . Hip 

logo 

,ÍWI ' ' » b 
dP'u 

Illl Bll lo 
d P ' - 1 

du 

dxi-

IlI Iil r-

dxiiP' 
i»b \ 

dí j /P '-1 » 

S a . ~ )»--

dP+P'n 
dP+P'-=Sf d h l J "1 

| dXi dxii J 

dxi P dxvP' dti P—!díj/P'—1 ' 

. >) Iiurnol (i i iilii i11 

comtanto que se mudem Zi em ZjP e Zy em Zj/P', e se façam Xi e jy nullos 

! d2w 
depois da differenciaçâo, em 

dxi dx;i 

Progredindo do mesmo modo, vê-se que se pode escrever a fórmula 
(b) assim : 

^U + y^XiPi.X^Pt..XnPn t -

d p , + p , . . . - » 
| dx\.dx<i. . .dx„ J (D). 

! . S i - P 1 I i f i P - ^ 1 . 2 . . ^ ^ 2 - 1 . ^ ! ^ . . P n d i n P " - 1 " v ' ' 

entendendo-se que em 
dnu 

se devem mudar respectiva-
dx\. dx a. . . dxn 

mente z\, . . . zn em z jP ' , Z2Pi, . . . znPn , e fazer x\, . . ÍC„ nullos. 
Tal è a fórmula de Laplace (Mec. Cel., liv. 2.°, n.° 21 ) . 
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8 0 . Nesta fórmula comprehende-se a de Lagrange, quando é n = I, 
ou u = f y e y = <J> (í + xz). 

Com effeito teremos ent8o 

du du dy ( dz\ du ( dz\ 
— = —. —.ia; jc —) —. \z-\-x— 1, 
dx dy d(t + xz) \ dx' d (t + xz)\ dx/ 

que, pelas mudanças indicadas, se torna em — zP, e por conseguinte (D) em 

• A r r " ) „ xP \ dt 

idêntica á fórmula (C). 
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I I 

A P P L I C A Ç O E S D O C A L C U L O D I F F E R E N C I A L 

Desenvolvimento em serie das funcções d uma variavel 

Faremos applicaçâo das fórmulas que ficam demonstradas. 

8 1 . I . DA FÓHMULA DE TAYLOR. Se j a 

y = Iog sen (x + h). 

Chamando M o modulo, teremos 

, ,, „ M ... 2 M coso; 
t / = M c o t a ; , y ' 5 - , y1" = ^ — . 

sensa; senda; 

cot x 
e Iog sen (x + h) = Iog seu x+ Mh cot x — M Iii — . 

sen 2 x 

A differença Iog sen (x-y h) — Iog sen x = \ será 

í . h V \ M M / 2 3 \ A = MA cot a; ( 1 + ^ — — 1 — - sen2 x .. .; 
\ sen2a; 3 seif ixl I s e n 4 a; \ 3 / 

1 
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e similhantemente 

Ai = Iog cos (x + A) — Iog cos x, A2 = Iog tang (x + h) — Iog tang x, 

serão 

í . h h>i \ MA4 / 2 , \ A1 = — MA t a n g x 1 4 — - — — — -- , I1 - c o s 2 x . . . , 
M s e n 2 x 3 COs2X/ 4eos 4 x \ 3 V 

A 2 M A / t 2 x\ 4M/i 4 cos2x/ \ 
a 2 = — — 1—Acot2x+—A 2 ( l ' 2 c o t 8 2 x ) ) + s 1 

sen2aA 3 v 1J s e n 4 2 x \ 

4M/ i 4 cos2x / . sen 22x\ 

6 ) ' 

onde h representa o augmento do arco rectificado (Vid. Alg. Sup., n.° 158) . 
Tendo, por exemplo, Iog sen 27° 30 ' , e querendo Iog sen 27° 33 ' , po-

remos A = are de 3 ' = 3 sen t ' , e faremos o calculo do modo seguinte: 

6 . 9 4 0 8 5 6 . 9 4 0 8 5 termo 0 , 0 0 0 7 2 8 0 3 
9 . 6 3 7 7 8 6 . 8 6 2 1 5 2.° 7 8 
0 . 2 8 3 5 2 c. sen 2 x 0 . 0 8 6 6 4 3." 0 

6 . 8 6 2 1 5 3 . 8 8 9 6 4 A 0 , 0 0 0 7 2 7 3 
Iog sen 27° 30 ' 9 . 6 6 4 4 0 5 6 
Iog sen 27 33 ' 9 . 6 6 5 1 3 2 9 . IlrlL' 

Este methodo é principalmente util quando se querem calcular os Io-
garithmos dos senos com grande approximação (Vej. o Conn. des Temps 
para 1817 ) . 

8 ¾ . DA FÓRMULA I>U MACLAURIN. Seja y = are (tang = x ) . Serão 

y' =COS2I / , y" =s~ sen 2 y. y'= — sen2i/cos2 i / , y"' = — 2 cos3»/ cos 3 y; 
•7. • • Í-.Í» ! L 

e, em geral, se for í / í2 n _ 1) = A 2 ^ 1 cos (2n — 1) i/cos(2n—1Ij/, teremos 

j/(2") = A2n sen 2 ny cos i n y , t/(2"+i) = A2n-)-! cos (2 n 1) cos2n+1i/, 
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— (2 n — 1) A 2 n - I . A jn+i « 2Asn: 

7 9 

logo, [fórm. (B)], are (tang = x) = x r - a ; 3 - f — a;r! ; 

fórmula que dá a expressão notável t c = 1 — -—-(- — — . . . 

Similhantemente se acharão as series de sen a;, cosa;, ax, Iog ( 1 + a : ) ; 
e, em geral, as de todas as funcções de x, cujo desenvolvimento proceder 
segundo as potencias inteiras e positivas d'esta variavel. 

8 3 . Para desenvolver y em ordem ás potencias descendentes de x, 
1 

hasta mudar na sua expressão x em —, desenvolver y em ordem ás 

potencias ascendentes de l, e depois restituir — em Iogar de t. 

Por exemplo y = • / x 2 — a2 — x V 1 — —j = « \/1 — ía 

J A f i 1
 5

 1 4 \ a 4 
dá y =x ( 1 — - (2 — t —... )=x y ^ 2 8 1 2x 8a;3 

8 4 . Também pode servir o theorema de Maclaurin para resolver as 
equações entre duas variaveis em ordem a uma d'ellas. e para desenvolver 
as funcções implícitas; como se vê nos exemplos seguintes: 

I . 0 De t í i t / 3 — y x m , 
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derivando e fazendo x 
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= 0, t i ram-se 

f - i . r - É . r = o , r -3 m " " 2 7 m 3 " 

a? a;3 

e [fórm. (B)], , + _ _ _ , + . . . 

2 . ° De sen y = x sen (P + y) 

t i ram-se 

sen (P 4- y) _ s e n 2 ( P + y) 
y cos y — x cos (P + y) sen P ' 

s e n 2 ( P + y) , ,„ 2 y '2 cos 2 (P y) f y" sen 2 (P + y) 

* sen P y , y sen P 

2 sen (P + y) sen 3 (P + y) 

Sen 2 P 

depois f= 0 , f = s e n P , f " = s e n 2 P , f " = 2 s e n 3 P , . . 

e , [fórm. (B)], y s e n 1" = ^ x s e n P + ^ - a ; 2 s e n 2 P + — a ; 3 s e n 3 P + . . . 
2t O 

3 . ° De c o s m — cos [m + y) — x sen m 

t i ram-se 

f s e n m / ( sen2)?) c o s ( m + y ) sen 3 m (1 + 2 c o s 2 (rn + y)) 

^ sen(m + y) ' ^ sen3 (m + y) , y sen3 ( m + y ) 
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depois f = 0 , / " ' = = ! , f" = — c o t m , f"' = i + 3 c o t 2 m , . . 

c [fórra. (B)] j /sen l" = x a;2 cot m + ^ - x 3 (1 + 3 c o t 2 m ) + . . . 

4 . 0 De c o s ( z - f j / ) = — a ; s e n z c o s A + c o s z - y 1 — a ; 2 = B a ; + c o 8 z ^ 1— 

querendo y em serie ordenada segundo as potencias de x, t i r a m - s e : 

coszsen(z | y) ( x cos z o
v \ a c 0 8 ( z + y ) 

x cosz 

dy y/l—x9- d*y (l—x*-) 
~ V ' 1 - x 2 ^ s e n ( ^ + í / ) 

dx sen {z + y) ' dx2 sen2 (s -f y) 

depois /' = O, f = cos A, /'" = C o t z s e n 2 A , . . . , 

e , [fórm. (B)] , j /sen 1" = x c o s A + ~ a 2 c o t z s e n 2 A + . . . 

8 5 . S e alguma das funcções f , f , f ' , . . . é infinita, não s e pode ap-
plicar a fórmula de Maclaurin, porque a serie não procede segundo as 
potencias inteiras e positivas da variavel. E então é necessário recorrer ao 
processo indicado no n.° 6 0 , ou antes t ransformar a funeção de modo que 
naquella, que depois houver de ser desenvolvida, não se dê o mesmo in-
conveniente. 

Para isso muitas vezes aproveita a hypothese y=xkz, determinando a 
constante k de modo que x = O não torne infinita nenhuma das funcções 
z, z , z , . . . 

Por exemplo, o desenvolvimento de y = cota; não pode proceder se-
K 



r 
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gundo as potencias positivas de x, por ser cot 0 == o©. Mas, fazendo 

z . xcosx 
y = s — , nSo ha o mesmo inconveniente em z = x c o t ® = , na 
j X sen x 

qual, desenvolvendo o numerador e o denominador, e simplificando, vem 

. 1 9 1 I 
"2" STsTi 

z = = í ~ 1 ; 

depois f = 1 , f = 0, f — — Y , / " ' = O , . . . , 

X* X1 

o que d& z = i . . . . , 

i x X3 

e finalmente y — 
x 3 3 4 . 5 

§6. III. D A FÓRMULA DE LAGRANGE . Exemplos: 

! . 0 P a r a u = ym, y = t + xyn 

s9o /"f = P, ft = Intm-1, <ut = tn, 

r, v-, , m(m + 2 n — 1 ) a , . . 
e [form. (C t)] ym = Im + maP+"-1 4 -i—• ^ aA"+8»-* + • •. 

Jt 

2.* Para resolver a equaçSo « + £y + "yy4 + Sy3 + . . 0 , 
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a YM2 + 5y 3 + . . . 
faríamos t = —, ÍC = t, ?y = ./!/ = !/• 

p P 

E para resolver <* + Py + YJ/" — 0» 

faríamos í = , x= <py = t/ft, / V = J / -
p p 

3.° Na equação transcendente y = f - J -e sen t/, 

que pertence ao problema de Kepler, quando e è a rasSo da excentrici-
dade da eilipse para o semieixo maior, f a anomalia media, e y a anomalia 
do excentrico, temos x=e, <p t /=seny , fy = y; e (forni. Cj) 

e2 d(sen2 í ) e3 d(sen3 í ) 
y = í + e sen f + — A ^ + - L j ^ + . . . , 

g3 
ou y = í + esen t -f — sen 2 í + — ( s e n 3 í — sení) +, 

2 o 

4.° Para u = ym, t/ = C03 ( í+ x l o g y ) , 

teríamos 

• dnu \ d n — 1 — m cos"»-^ sefit (Ig cos <)"] 
(u) = COSro f , ( ? ) = I o g cosi, ( ^ ) = 

e (fórm. C) 

u = cos"» í — x.m c o s m _ ' í sen f Iog cos f 

d t " - 1 

x'2 

+ — m Iog cos f (m — 1) sen2 f cos"»-2 í Iog cos t I 
2 [— cosm t Iog cos t + 2 M sen21 cosm~2 tj 

+ 
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Resolução das equações 

8 3 . Pelos princípios expostos podem vcrificar-se, a respeito das equa-
ções, muitos theoremas que por outro modo já demonstráramos. 

designando P o producto dos factores lineares deseguaes. 
A derivação dá 

fx = (x — a)m-i(x — b)n-K.. [ m P ( « — 6 ) . . . + nP (x — a)... + ...]: 

por onde se vê que (x — a)m'~1 [x— b)n—1 é o maior divisor communi 
de fx = O e da sua derivada fx — 0; theorema conhecido a respeito das 
raizes eguaes (Alg . Sup., n.° 49 ) . 

II. A funcçáo fx = Iog (cosa; ± yj — 1 s e n x ) 

I. Seja f x = (x — a)m (x — b)n.. .x P ; 

dá 
— sen x ±-y — 1 cos x t y / — _ < * ( W - 1 ) , 

dx 

sem ajuntar constante A, porque x = O mostraria que é A — 0 . 
D o n d e se conclue o theorema conhecido (Alg. Sup., n.° 159) , do qual 
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seria fácil deduzir as fórmulas (K), (L) e (M), e por conseguinte os fa-
ctores de xm ± a"' (A/g. Sup., n.os 102 e 103) . 

III. Supponhamos fx = xm + pxm~1 + . . . . + u decomposta nos seus 
factores lineares x — a, x — b,.. . Seré, identicamente, 

Iog f x = Iog (x — a) -f- Iog (x — b) + . . . 

Tomando as derivadas, recairemos na equação (1) do n.° 117 da Alg. 
Sup.; e por conseguinte no theorema de Newton sobre as sommas das 
potencias das raizes. as quaes formam uma serie recurrente cuja escala 
de relação é — p , — q,. . . — u. 

IV. Seja k o valor opproximado d'uma das raizes da equação 

fx = xm + PXfa-1 +...u = 0, 

e y o erro. Teremos 

x k + y, O = f(k + y) = f k + y f k + I y*f"k + -j- j f f " k + . . ., 

fk 1 y*f'k 1 yY'k / v ou x = k JT-y, y = L ^LL iLL—. . M 
y J f k 2 f k 6 f k u 

Usando de duas approximaçòes successivas de y, isto ó, substituindo 

fk 1 ( f k f i f k , , 
— I 7 7 ) JjT em logar d e y no segundo membro, c desprezando 

J TC J, Y K' I K 

(•) Para a transformação em fracção contínua pode vêr-se o n.° 10 do já citado 
Uetenvolvimento das funcções em fracções continuas. 
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o s termos d e ordem i — , acharemos (LkY 
f k ) ' 

u - - f I - I ( N ^ j . ! (Hl"I3(Ci q ( O Í \ * \ 
y ~ f'k 2 f'k! 6 \ f k ) \ f h V f f t / / ' 

O mesmo se acharia applicando a fórmula (Ci) l como se fez no n.° 8 6 , 2 . ' 

com a = f k , £ = f fc , y = i . / " f t , S = - I f f t ; a qual daria 

1 f l f » k + jt*f"'k+... t f k + . . . I t Y k + . . . 

y = = t + f k x + . . . . 

Por exemplo, da equação = a;3 — 2x — 5 = O tira-se k=2, 1 para 
valor approximado d'uma das raizes (Alg . Sup., n.° 7 0 1 ; e por conse-
guinte : fk = 0 , 0 6 1 ; fk = 1 1 , 2 3 ; fk = i 2 , 6 ; f"k = 6. O que dá 

fk 61 f k 1260 f"k _ 600 
~ f k ~ U 2 3 ' f k 1 1 2 3 ; 

e portanto 

x = 2 , 1 — 0 , 0 0 5 4 3 1 8 8 — 0 , 0 0 0 0 1 6 5 5 — 0 , 0 0 0 0 0 0 0 9 = 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 . 
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Das expressões 

o „ 
o*, O x oo, 

OO 
OO •, 0 ° , q o 0 , 00 — 0 0 . 

8 8 . F ó h m a ^ - .Vimos (Alg. Sup., n . ° 2 9 , 2 . ° ) que, se x = a reduz a-JJ-

f x 
uma fracçSo =—, è x — a factor commum dos seus termos; e que, para ter 

r co 

nesse caso o valor da fracção, é necessário desembaraçar os termos da 
potencia mais elevada de a; — a que divide ambos. 

Mudando x em x + h, vem 

f l p + D 

F ( * + * ) F í + à T a H - i - W ® + . . . ' 

depois, fazendo x = a, o que torna fx e Fa; nullos, e simplificando, fica 

+ F a + U r a + . . 2 

fa f a 
e finalmente, pondo h = 0, acha-se — - = = — . r Fa F'a 
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No caso de ser também fa = O, ou F 'a = 0, a fracçSo será nulla, ou 
infinita. 

Se, além de fa = O e Fa = O, forem fa = O e F ' a = O, a fracção 

í r r - ^ — j l , simplificando e fazendo h= O, será - = L r r - E em geral, 
F (a -j h) r a Jt1 a 

se forem nullos fa, f a , . . . fnh e Fa , F ' a , . . . F(")a, a fracção 

F + Fa + V . + . . . I X — W F I - W 

fa /"(«+% 
simplificando e fazendo Ii = O, reduzir-se-ha a —- = . 

Fa HH-iJa 

L o g o : Para ler o valor d'uma fracção que a hypolhese x = O reduz 

á fórma -jj-, derivaremos simultaneamente os seus dois termos tantas 

vezes quantas forem necessários para que aquella hypothese não anniquile 
a derivada de um d'elles. 

E necessariamente alguma das derivadas ha de deixar de anniquilar-se; 
porque, se assim não acontecesse, seriam f(a + h) e F (a í h) nullos para 
todos os valores de h, isto é, seriam fx e Fa: nullos para todos os valores 
de x. 

8 9 . Exemplos : 

xn—í 
I. A expressão que equivale a 2 ( 1 + x . . . . xn~toma 

^ CC ' 1 

a fórma — para x = l . A differenciação dos dois termos dá, para essa 

na ; " - 1 
hypothese, o seu valor — - — — n ; como deve dar. 

a x l)X O 
II. A hypothese x = O dá a a fórma —. Derivando, acha-se o 

CC U 
a s/a — bxlb f a \ 

seu valor =I [ — ) . 
1 \ o ' 
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1 s g i l CC - j - c o s ÍE 0 
III. A hypothese x • = 90° reduz — - á fórma —. A de -

sen x + cos x — 1 0 

, — cos x — sen x 
rivação dá o seu valor —— = 1. 

cos x — sen x 

Do mesmo modo se vê q u e : 

\ / 2 a 3 x — x \ — a \ O1X 16a 
para x — a, é 

a — yj (ax3) ® 

x 3 — a x 2 — a 2 x + a 3 

para x = a, é à 5 0. 
X 2 — a 2 

IV. A hypothese x = c reduz ô fórma — a fracção 

f x a x 2 + ac2 — 2 acx f x ax — ac 

T x ^ b x * - 2 6 c * + 6 c 2 ' e t a Fx 1 = 3 6x — 6c ' 

mas, recorrendo a nova derivação, acha-se —. 

_ . „ 1 — x + /x . XX — x 
P a r a x = I são — = — 1 , — - = — 2 . 

1 — V 2 x — x 2 1 — X + Íx 

9 0 . O methodo exposto, por se fundar no theorema de Taylor, deixa 
de ser applicavel quando este theorema o não fôr até a ordem do primeiro 
termo que não se anniquila. O que facilmente se reconhece, por se tornar 
então infinita alguma das derivadas a que chegarmos. 

Neste caso: desenvolveremos o numerador e o denominador em serie 
das potencias de h (n.° 6 0 ) ; faremos x = a; supprimiremos nos dois termos 
a potencia mais elevada de h, que os dividir ambos; e faremos h—O. 

L 
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f x (x — c) Vlx — b) + V(x— c) 
Seia, por exemplo, a fracção — = — — r — — r, 

* 1 r Fa; Vlc—V[x + c) + V(x—c) 

que x = c reduz a . Como esta hypothese torna infinita a derivada de 

V[x — c), não podemos applicar o theorema de Taylor senão ao desen-
volvimento dos primeiros te rmos; e para V(x—c + A) servir-nos-hemos 
da fórmula do binomio. 

f{e + h) Zi2 +hy/c — b + . . . 
l e r e m o s assim r r ; r v = — ; > 

2 \ / 2 c 

fc 
que, dividindo por A2 e fazendo A = O, se reduz a — = 1. 

FÓBMA 0 x oo. Supponharaos que a hypothese x = a, tornando fx 
fa O 

nulla e Fa: infinita, dá a fx x Fa; a fórma O x oo . Por ser então — = ~Q» 

Fa 

seré f a x F a = J^— =-• — x (Fa) 2 . / * \ i p ' a 

Por exemplo a expressão (1 — x) tang -i ira;, que x= 1 reduz a O X oo, 

é, nesta hypothese, pelas fórmulas precedentes, 

- 1 2 — 1 1 2 
— 7 - = - , o u x t a n g 2 - T : = -

1 
"7T K If 2 2 

í 1 e 1 
sen1 — TI cos2 — 

2 2 
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98. FÓRMA — . Se a hypothese x = a reduz a — , tornando fx 
oo y Fa; <» 

t , . . . fa F a O 
e Fa; infinitas, será - — = - — = — , e por conseguinte 

F a 1 O 

(-Y 
f a _ _ V F a / _ F ' a / / a \ 2 

F f a X Wa/ 5 

• f a f a  

ou também, simplificando >*), —- — ——. r w Pa Ka 

( Ê ) 
Assim, para x = a, é - = , , 

X t / 1 \ TC 

4 « 

a ( x 2 — a 2 ) \ fa 

93. Reduz-se a estes casos o de ter Fa;/* a fórma indeterminada, por 
ser fa = O e F a — oo , ou fa = oo e F a = 1, ou fa = O e Fa = 0 . 

fx IFx 

Porque é F x f x = e í x l í x ; e nestas hypotheses f x l Y x = — = - y - toma 

a uma das fórmas O X oo, -jj-, Sg.. l V x fx 

fa • , fa „ fa + CFa /'a-+-CF'a fa „ 
( . ) S e — for nulla, não o será - + C = — - = ' r = ' ; r + C ; w Fa Fa Fa F'a F'a 

fa f a „ fa„ . , Fa F'a 
e portanto ainda teremos — — —p . Se — for infinita, sera nulla — = —, e p o r -

' . Fa F a Fa fa f a 
• fa f a , 

tanto inf in i ta— = --7-. Assim, para x=> oo , sendo a positivo, e 
t a F'a 

a® f Iog a 
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Ix 
Assim, por ser xlx = — =0 para x = 0, é O0 = e° = 1. E, por , V 

xl — = — j — = 0 para a; = 0, é oo 0 = e° = 1. 
x 1 

ser 

x 

9 4 . FÓRMA OO— oo. Finalmente, se x=a reduz fx—Fa;aoo— oo, 
tornando fx e Fa; infinitas, é 

i _ _ _ L ( J 1 / 
Fa fa 0 V Fa fa ' Fa fa 0 VFa fa 

fa — Fa=— — 
1 0 [ — V V Fa x fa ) F a x fa ^ F a x fa 

Por exemplo, para a? = ~ - i t , é 
Jd 

2 cos a; cot X 2 1 
IT X TZ a; sen x 
2 COSiX 2 

cotx 
%x sen x ItX 

cotx 

iz .. 
x tang x — sec x = — r— = — — — 1. 

2 — 

9 5 . O methodo exposto, fundado no que se disse no n.° 88 , suppôe 
que são determinadas as derivadas de fx e Fa;, para x=a; mas ha casos em 

, . . , „ . fx x+ cosx . fx 1—sena ; 
que não tem isso logar. Por exemplo, — dá , 

Fx x f sen x F x 1 4- cosa; 

onde são fx qF'x indeterminadas para x = cc , em quanto que na mesma 
hypothese é 

cosa; 
r 

= — = I 
Fa; , sen a; 1+ 

x 
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Dos máximos e minimos 

O G , FCNCÇÕES D'CMA VARIAVEL. S e j a y — f x . 

Se, dando a x valores consecutivos, a funcção f x , sempre crescente ou 
sempre decrescente para os valores de x comprehendidos entre x — e e a, 
se tornar sempre decrescente ou sempre crescente para os comprehendidos 
entre a e a + s, sendo s tão pequeno quanto se quizer: o valor de y, 
correspondente no de x = a, que separa os incrementos das diminuições, 
cbama-se máximo no primeiro caso, e minimo no segundo. 

Assim, sendo h uma quantidade muito pequena comprehen' ida entre 
O e £, teremos respectivamente: 

* 

| maxima ) fa > f (a ± h)) 
Para fa\ [ . . . . |. 

( minima ! fa < f(a ± h)l 

E como na serie f (adzh) — fa = ± hfa + — h*f'a ±. . . . se pode 

sempre tomar h tão pequena que o signal do segundo membro seja o do 
seu primeiro termo, vê-se que, em quanto subsistir este termo, não pode 
haver máximo nem minimo. 

Portanto, a condição de ser fa maxima ou minima exige que seja fa ~ 0. 

Satisfeita esta condição, a serie precedente torna-se cm 

f ( a ± h ) = f a + ^ h * f " a ± . . . , 
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a qual mostra que fa será maxima quando fa for negativa, e será minima 
quando f"a for positiva (*). 

© 8 . Se for também fa== 0, a serie 

f(a ± h ) = f a ± ^gfc8/"'* + ^ l f " 

feitos raciocínios similhantes, mostra que a condição, tanto do máximo 
como do minimo, exige que seja fa = 0; e que, satisfeita ella, será fa 
maxima ou minima, segundo for f1Y a negativa ou positiva. 

Do mesmo modo proseguiremos quando se desvanecerem mais derivadas. 
E teremos a regra geral seguinte: 

Achadas as raizes reaes da equação Px = O, substitua-se cada uma 
d'ellas por x em f x , P x , . . ., até apparecer uma derivada que não seja 
nulla. Se esta derivada for de ordem par e positiva, a raiz correspon-
derá a uma funeção minima; se for de ordem par e negativa, a raiz 
corresponderá a uma funeção maxima; e se for de ordem impar, não 
haverá máximo nem minimo. 

f > 9 . Exemplos: 

I. y = v; 2 p x dá y1 = - -— ; e porque nenhum valor finito de x an-
V 2 p x 

niquila y', a funeção y não tem máximo, nem minimo. 
II. y=b — (x — a) 9 dá y' = - 2 (x — a) , y" = — 2 ; 

logo x = a corresponde a um máximo y = b; o que por outra parte é 
manifesto. 

Pelo contrario y — b + (x — a) 2 dá um minimo. 

(») Pondo a h = at e a + h = a', teremos 

fa = fai -f- Iifal ( . . . , fa = fa - hfa •+•. . . 

Logo, para que fa seja maxima, devem ser Pal positiva, e f'a negativa; e o c o n -
trario para que seja minima. 

Poderemos pois também reconhecer se fa é maxima ou minina, examinando se 
f x muda d e signal, passando, e m x = a , d e positiva a negativa, o u inversamente. 
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Em geral y'=X(x—a)» dá y(M+i) = n(n — 1 ) . . . 2 .1 X + K ( x — a ) : 
por conseguinte, se n for impar, a raiz x=a corresponderá a y máximo 
ou minimo, segundo fizer X negativo ou positivo. 

III. De y = —— a tiram-se 
" 1 + x* 

i 1 — ^ 2 // ^ x a i 

' = W + * ? y y y ; 

logo corresponde ao máximo —; e x ——1 corresponde ao mi-
2i 

mmo — —, ou ao máximo negativo. 
Jt 

IV. Dividir o numero a em duas partes taes que o producto da potencia 
do gráu m d'uma pela potencia do gráu n da outra seja o máximo. 

Chamando x uma das partes, o producto proposto e as suas primeira e 
segunda derivadas são: 

y = xm (a — x)n, y' = xm-'l{a — x)"—'1Jma — ®(m + n)], 

y" = xm~*(a — x)n~*[(m + n — 1) (m -f n) Xi — . . . ]: 

logo y' = 0 dá: a; = 0, para m não menor que 1; X=a, para n não me-

ro a 
nor que 1 ; e x--

m + n 

( a Xm+" 
A ultima d'estas raizes corresponde ao máximo rnmnM ) ; 

\ »n + n / 
as outras correspondem ao minimo, quando OT e n são respectivamente 
pares. 

O mesmo se vê mais facilmente applicando a y' o que se disse na nota 
ao n.° 97 . 
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Para dividir a em duas partes cujo producto seja o máximo, basta fazer 

m = M = = I nesta solução; o que dá a: = ^ j -a , e o máximo 

V. Achar o numero x, cuja raiz do gráu x é maxima. 
| I x 

Temos y = \ / x , y1 = y ^—5 e por conseguinte y' = 0 dá Ix= 1, 
XI 

ou x = e = 2 , 7 1 8 2 8 . . ., base dos logarithmos de Neper . 
VI . Achar o numero x, que tem o maior excesso sobre a sua potencia 

do gráu m. m - \ 
Temos y = x — x m , y ' = 0 = 1 — mxm—x,x = \J—. 

* m 
VII. Determinar as cordas supplementares da ellipse, que fazem entre 

si o maior angulo. 
Chamando a, b, os semieixos, a a tangente do angulo que uma das 

cordas supplementares faz com o eixo maior, e 6 o angulo d'essas cordas, 
a V - i - ò 4 

deve ser maxima (Geom. Anal., n.° 80) a funeção tang 6 = - 7 - 5 — t ^ t , 
a ( c r — o s ) 

b2 

ou, omittindo o factor constante do denominador, a funeção y = a 2 a -[ , 
a 

ò2 26 2 

que dá j/' = a2 51 y'' — 4 — s - * L ° g ° 0 máximo, positivo ou negativo, 
ot a 

corresponde a a = ± —, e as cordas pedidas concorrem em uma das 

extremidades do eixo menor. Por onde se vê que fazem entre si o maior 
angulo os diâmetros conjugados eguaes (Geom. Anal., n.os 80 , 4.° e 9 4 , 3.°). 

VIII . D'entre os triângulos de egual perimetro 2p ou isoperimetros, e 
da mesma base a, achar o que tem a maior superfície y. 

Designando ÍC e 2p — a — x os dois lados desconhecidos, a area 

y = \ / p [ p — a)[p — x)(a->rx — p), 
dá 

2 y ' _ 1 + 1 2(yy"-y'*) / f 1 
y p—x a \ x —p y1 (a+x—p)*] 

Fazendo pois y' = 0, será x=p a, e y" negativa; e o máximo 
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y = — aVp(p— a): e por ser o outro lado 2p — x— a = p —a, 
2 2 

o triangulo pedido é isosceles. 
Para achar a base a do triangulo cuja área é a maior das de todos os 

triângulos isosceles isoperimetros, isto é, para achar o valor de a corre-
spondente ao máximo de z = a2(p— a), teremos 

z'= I a p - 3a2 = 0, z" = 2/5 — 6 a , 

que dão a = — p , Zr = - I p . 

Portanto, d'entre todos os triângulos isoperimetros, o equilátero é o de 
maior área. 

E, em geral, o polyçono equilátero é o de maior área d'entre todos os 
isoperimetros. Com effeito seja ABCDE (Fig. 2) o polygono máximo. Se 
AB não é egual a BC, construa-se o triangulo isosceles AIC tal, que seja 
A I + IC = A B + BC: será a área do triangulo AIC maior que a de ABC, 
e por conseguinte AICDE > ABCDlí, o que é contra a hypothese. 

IX. Achar o minimo de todos os triângulos construidos sobre uma base 
de grandeza dada BC = a (Fig. 3) , e circumscriptos ao circulo OF . 

Sejam: o raio OF = r, BF = BD = x, o perímetro = 2 p , e conse-
guintemente CF = CE = a — x, AE = AD = p — a. Serão a, p—x, 

p — a + x os tres lados; e y = y px (p — a) (a — x) a área do triangulo, 

V 

ou, por ser P = — » r2?/ ~ x(y — ar)(a — x ) , 

que dá 

ar (x 2 — ax) y' 2 x — a 
' r 2 — a x + x 2 ' ar3 (r2 — ax + x 2 ) 2 ' 
y" _ I (2x — a ) 2 

2ar3 ( r 2 — a x + x 2 ) 2 (r2 — ax + x 2 ) 3 ' 

1 a3r 
Como y' = O àh x= —• a e y = -5 7-5, este valor de x satisfaz ao 

2 a a — 4f" 
H 
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problema para — a > r; o ponto F é o meio de BC; e os outros dois 
2 a3 1 

lados são eguaes entre si e (*) a — a. 

X. Tomemos sobre os lados d'um quadrado ABGD (Fig. i) as partes 
eguaes Aa, B6, Ce, DCI: a figura abcd será um quadrado. Com effeito: 
L.° por serem eguaes os quatro triângulos d.\a, aB6, bCc, CDÍZ, que têm 
eguaes dois a dois os lados que comprehendem os ângulos rectos A, B, 
C, D, é abcd equilátero; 2.° por serem complementares os ângulos Aad 
e Baò, é recto o angulo dab, assim como os outros 6, c, d. 

Posto isto, procuremos o menor de todos os quadrados y2 assim inscri-
ptos no quadrado dado. 

Sendo AB = m, Aa = x, será aB = m — x ' , e do triangulo Aad t i -
1 

ra-se y i = 2xi— 2mx + m 2 , que, para y'= 0, d à x = — m , e y" 
positiva. Portanto o ponto a está no meio de AB. 

XI. D'entre os parallelipipedos rectângulos, eguaes em volume a um 
cubo dado a3, e construídos sobre a mesma base b, achar o de menor 
superfície. 

Chamando x e z as outras duas arestas, serão: bxz = a3 o volume; e 
CL3 A3 

bx, bz = —, xz = ——, as áreas d'estas faces. Pretende-se achar o mi-
x b 

nimo da área total, que é o dobro da somma daquellas tres, 

2 a 3 2 a 3 

y = T + _ + 2 bx: 

2 a 3 a 3 

o que dá y'= 2b — ^- = 0, ¢ = ^ / - = 2, e y" positiva. 

(*) Pondo OA T= í, a figura (3) daria 

AC 2 = f2 + r2 -+- 2rí -+- — a 2 , AC = — a + iZti-T"1, 
4 2 

entre as quaes, eliminando AC, resolvendo a resultante cm ordem a t, usando do valor 

a3 1 
positivo e substituindo-o em AC, viria o mesmo valor — —— — a, que da a r a1 — i r 1 2 
substituição de í = — a em p — x\ como devia ser. 


