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8
Se o lado b nio é dado: chamando x cada um dos outros eguaes, = y’%,

3
a condigdo de ser minima a érea total -2% +4al’ab db b=a.

Logo, de todos os parallelipipedos rectangulos de egual volume, ¢ o
cubo o de minima superficie.

100. Se a equagio é de forma implicita, f (2, y) =0: derivando duas
vezes, virdo

o = 38 - aif ﬂ_ p df ,id"f
E;E-I-y@_ﬂ' dx‘+2y'ffxdy+y dy+y dy‘=0'

que a condiglio do minimo ou maximo, y'=0, reduz a

df df L T
E.dy-—-o,m-{y dy=0.

A primeira d’estas e a proposta darlio os valores de z e y; e depois a
segunda mostrard, pelo signal de y’, se esses valores correspondem ao
maximo de y, se a0 minimo.

Assim, se a proposta é a equacio d'uma curva (Fig. 5): para 2=Ap,
serdio y" negativa, e a ordenada y = p0 maxima; para 2=Ap", serdo y'
positiva, e a ordenada y==p"0" minima. Mas, se, em vez d'uma equagio
entre z e y, forem m as equacdes entre ellas e mais m—1 variaveis, a
eliminacio das derivadas d'estas variavkis entre as differenciaes das m

equagdes em ordem a & daréd :—i. ¢ depois as differencias de segunda ordem

dariio %.

E se a condigio do maximo ou minimo se referir, nfio a uma variavel y,
mas a uma funcgdo, u=F (@, y, 3,...), de m variaveis ligadas entre si por

"

e cada el R TR
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m—{ equagdes, accrescentaremos a estas a equagdo u—F(a, y, ,...)= 0;
e acharemos, como fica dito, 0 maximo ou o minimo da variavel u.
Exemplos :

et ER gttt Y =8 .ra=2m5l'r_yl!'_l.
. De y*—2may+ 2=a? tiram. sey—y_m_r, y—

e eliminando entre y' = 0, ou my— @ =0, e a proposta, acha-se

=+ ma +a o =1
= » = — =y —_—_—
Vi—mt V1 —mt ay 1—m?

Ha pois um maximo e um minimo.

IL. A equagio do folium de Descartes, 2% —3azxy+ y%=0, dé
ay — a?

- =0, (y* — ax) y" 4 20=10; e combinando ay — 22 =0 com

a proposta, resultam os pontos (z = a 3’2, y=a .?/4), (2=0, y=0).
L] . » I 2 .
Para o primeiro d’estes pontos, é " — — E= por conseguinte a orde-
nada serf maxima ou minima, segundo for a positiva ou negativa.
. 0 :
Para o segundo, apparece y' debaixo da férma g § mas as derivadas se-

gunda e terceira da proposta darlo y'=0, y'= ; sendo por conse-

3a
guinte a ordenada minima ou maximn, segundo for a positiva ou negativa.

101. Qando o desenvolvimento de f(a = h) pelo theorema de Taylor
for deleituoso nos termos a que é necessario recorrer para achar os ma-
ximos e minimos, procuraremos o verdadeiro desenvolvimento (n.° 60),
e examinaremos se com effeito f(a + k) e f(a—h) sho ambos maiores
ou ambos menores que fa.
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Exemplos :
5 2 P

1

5.4 0 k>
Ly=b+(z—a)® dby= —{I—ﬂ) 3 y"=%(¢'——ﬂ) e
como de y' =0 resulta & =a, que torna y" infinita, a [6rmula de Taylor

1]

é deficiente. Mas, pondo 2=—a = h, vem f(a = h)=b = h%; por onde
se vé que ndo ha maximo nem minimo.
i i

IL. Dey=0>b+ (.1:——‘.:1}-E tira-se f(a = h) = b+h?¥; por conseguinte

& ==a corresponde a um minimo.
i

IIl. Para y=>50— (a—a)T achar-se-hia um maximo.
402 FuncgdES DE DUAS VARIAVEIS. Seja s={(x,y).

Mudando x e y em & == h e y =k, e desenvolvendo, resulta

dz k dz diz k 4= &k d‘z)
z—”"(—ﬁﬂ*a (E+og dody W agp) T

Para que, entre limites muito pequenos de h e k, seja sempre Z > 3,
ou sempre Z < 5, é necessario que o segundo termo seja nullo; e porque

k nidar . .
T é arbitraria, esta condiglo exige as duas

ds dz ]
H_D -tE-n:O ...... R

Quando as condigdes (1) se verificarem, a funcclo correspondente s serd
maxima se for negativo o terceiro termo, e minima se for positivo. Mas,
quando nilo se verificarem, ndo haverd maximo nem minimo.

Eliminando pois 2 e y enlre as equagdes (1), cujas roizes sdo as que
podem convir ao maximo ou ao minimo, é necessario que, substituindo

2
s -|-9M: k*d!

estas raizes no polynomio h?* — =

, o resultado da

dady dy dy*
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substituiclio tenha sempre o mesmo signal, quaesquer que sejam os valores

k .
e signaes que se attribvam a T Ora a quantidade

2 4+ Chkt—— — EPEL — Bt '

k ;
nlio conservard, para — qualquer, o mesmo signal, que serd o de A, senlo

h

quando forem A e C ambos positivos ou ambos negativos, e AC—B2 >0.
Portanto, se as tres derivadas da segunda ordem salisfizerem & condigio

d*s dz A\
oy R o =] 2Weasas s sestneanas 2,
daz®" dy? ‘da:dy*} i (@)

haver4d maximo ou minimo, segundo forem dii e Et; ambos negativos ou
ambos positivos. dz®  dy

No caso de ser B2=AC, ainda o trinomio Ah? -+ 2Bhk + Ck2 serd em
geral positivo ou negativo, segundo o for A. Nesse caso o trinomio anni-

: B
quilar-se-ha para 3 = 1 i /mas, se entdio este valor de . 3 anniquilar
v

tambem os termos da terceira ordem, e der aos da quarta o signal de A,

b . g
subsistird a mesma regra, qualquer que seja o valor de -

Quando as raizes das equagdes (1) tornarem tambem nullos os tres coel-
ficientes differenciaes da segunda ordem, serd necessario, para haver ma-
Ximo ou minimo, que os da terceira ordem sejam egualmente nullos, e
que os da quarta ordem déem sempre o mesmo signal. E assim por diante.

103. Exemplo: Achar a recta de mais curta distancia entre duas re-
ctas dadas,
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Tomando uma das rectas dadas para eixo dos x, as equagdes da outra
serao

s=—ax+a, y=bxr+p.

E chamando R a distancia de qualquer ponto da segunda a qualquer
ponto da primeira correspondente & abscissa ', seré

R ()t 4 4 A= (a— )+ (b4 B (o s

da qual se tiram

dt : ; dt
:{;=2[:t:——.r + b (bx + B) + a(az 4+ a)], E;=—2{$r—a:’),
que, egunlm:dng e g a zero, ddo m=x’—-_—_%{i§’_

Por ser 2=, a recta procurada é perpendicular ao eixo dos z; e
como se podia tomar a outra ‘recta dada para eixo dos z, a procurada
tambem ¢ perpendicular a ella, como ji sabiamos (+).

i .

(:) Pode tambem mostrar-se, sem recorrer 4 mudanca deixos, que a minima dis-
tancia ¢ perpendicular 4 segunda recta. Com effeito, as equacies d'esla recla pode

1 b
dar-se a f6rma & —mz + p, y=nz + ¢, sendo s nm:;aas equagoes da

i " . .'=,_,_G"-'-bB — lem )

minima distancia, que passa pelos pontos (a: ey y'=0, 5'=0
r,g_a"-'i'bﬂ' P =ﬂ[33—bu} "=_b{ﬂ$ = h’-:’)

) (ﬂ a*-t—b*'yj e o at 40t /)

z'—a . pi; a
tém a forma @=m's+p’, y=n'st¢', sendo m'==;,—'—_—l;—0, n =!1Hi e s

por tanto & an' 4 1 =0, condigio de perpendicularidade das projeccoes sobre o plano
dos yz; e por ser tambem m' =0, a férmula (Geom. An. n.° 178, eq. 12)

1 +mm'+ nn'

cos A=

V(1 + m? 4 n?)(1 + m 24 n'2)

dd cos A == 0.
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Como a substituigio d'estes valores de z e 2’ dé

d¥
dz?

d¥ d

=2(l +ﬂ!+b!‘). Fmﬁ;_-;g, M=—

2,

dos quaes os primeiros sdo positivos, e que satisfazem & equagio (2) por

g —b
ser 4 (a + %)> 0, é minima a distancia correspondgnte, R = uar%—_u__

.\/ﬂ 4 b‘

104. Fuxcgoes pE MUITAS VARIAVELS. Discorrendo d'um modo simi-
Ihante no caso de haver tres variaveis independentes, acha-se que devem
ser nullos os tres coefficientes differenciaes da primeira ordem, e conservar
sempre o mesmo signal a somma dos termos da segunda ordem, quaesquer
que sejam as grandezas e os signaes das relacdes entre os augmentos das
tres variaveis. E assim por diante (Vid. o Cale. de Navier, n.° 150)

A expressio, que deve conservar o mesmo signal, é

dz diz d%z LI L
2 123 by = b 3 —
W 25 +2h 3k 5 dy‘_+22£. ‘Tt 2k iy ?

na qual os sommatorios X se referem 4s variaveis independentes Y1+ Y2sses
€ aos augmenlos respectivos ky, ks,. ..

Dando a esta expressio a f6rma Ah? + 2hB + C, vé-se, como no n.° 102,
que deve verificar-se a condigiio

AC—BE> 0.

A funcclio AC—B2¢ homogenea do segundo grau, como era Ah2+2Bh+-C,
relativamente aos augmentos ; mas tem de menos a variavel k. Poderemos
pois estabelecer a condigdo de ser ella positiva, como fizemos a respeito

da primeira, dando-lhe a f6rma Ay ky + 2k, B, + Cy; o que nos conduzirs a

outra funcgdo homogenea com menos o augmento kq. E assim por diante
(Cale. de Serret, n.° 153).
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Methodo das tangentes

105. Chamando: X, Y, as coordenadas correntes da tangente & curva
plana BMM' (Fig. 1) no ponto M; =, y, as coordenadas d'este ponto; e «
o angulo que faz a mesma recta com o eixo das abscissas: a equacio da
tangente ¢

Y—y=tong a. (X—uz).

I. Sendo y=fx a equaclio da curva, a sua derivada é y = f'z—tang a;
principio em que se fundou a existencia das derivadas de todas as funcgdes
d'uma variavel x, e todo o calculo differencial.

A equaclio da tangente é pois Y—y=y (X—a)
II. E a equagio da normal Y—y)y+X—a=0,

por ser a normal perpendicular & tangente (Geom. Anal. n.° 31, 2.°).

IIl. Fazendo Y =0 nas equacdes da tangente e da normal, resultam
as abscissas AT e AN das intersec¢des d’aquellas rectas com o eixo dos ,
isto &, as abscissas dos pés da tangente e da normal; por onde teremos
0s £ — X e X—z correspondentes,

Subt. TP = f_ subnorm. PN = yy'.

Quando estes valores sairem negativos, as linhas respectivas terdo po-
sighes contrarias s que suppde a figura da qual agora se deduziram ; mas
bastard examinar se o signal — provém de y, ou se provém de y', para
conhecer facilmente a situagiio d’ellas,

N
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IV. Os triangulos PMT e PMN dio

tang. MT = 5% Vi1 +y*%, norm. MN=y V1+n

V. Applicande o raciocinio ja empregado (Geom. Anal., n.° 73) a0
caso de ser qualquer o angulo § das coordenadas, ver-se-ha que ficam as
mesmas a equaglo da tangente e a expressdo da subtangente.

Mas, por ser (Geom. Anal. n.° 31, not. eq. 7)

SR 14+acosh 14 y'cosh
a+cos  y 4cosh’
4y cosb
a equaglio da normal é Y-—y—--m(x-x),

ou y[Y—y+ (X—a)cosh]+ (Y—y)cosh+X—a=0.

VL. Se a equagio da curva for implicita, f(2, y)==0, o que di

df
y gl e i equagio da tangente seré
dar’
dy
df df
M e 8 Y R
(Lry) g+ #)mse=l
106. Exemplos:

I. Na parabola siio y* =2pz, yy' =p, %miﬂ’ MN = Q/i’.pm +pt
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II. Na ellipse e na hyperbole, pondo norm.=N e ¢*=a® - b%, slio
, Vi by = (a'—ca?)
ady? = b3x? — - g%, y = & s N= 3 (+).
IL A equaglo y™ — a™"ah db % ="
TN
- Por ser a parabola um caso particular d’estas curvas, a equagdo d'ellas

se diz a geral das parabolas, quando m e n slio positivos. A equagdo da
primeira parabola cubica ¢ y* = a*z; a da segunda parabola cubica é
y?—aal,
A equaglio 2" y"= @™ 1", que se chama a geral das hyperboles, dé a
mesma expressio da subtangente que a das parabolas, mas com signal con-
mx

trario, 1, = ——,
Yy n

IV. A equago do folium, &*—azy+y?=0,

-
dé subt. =-¥—m?—, etc.
ay—x

V. A equacio da logarithmica, y==a®, dé a subtangente ¥ =—i.—_.-
modulo (Alg. Sup., n.° 15%). y la

e it & PR

e

(+) Chamando: &, &' os raios vectores d'um ponto M da ellipse; ¢ o angulo que a
tangente faz com um d'elles; e p a perpendicular abaixada do respeclivo foco sobre
ella: é (Geom. Anal., n.” 83, 1)

b b

Vb4 ety \/a;—_ez_l_cza’-—zl:l/ﬁ'
ﬂ!

culia-iy_ nf

o

3 by, — b .
p-=heut-==b\/F, N=E§Vﬂ*—clw‘=;—v’”-
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VI. Seundo (Fig. 6) AP =2, PM =y, MQ =3z=1/2ry — %, ¢ to-
mando o arc (sen==3) no circulo gerador MGD, cujo raio ¢ r, a equaglio
da cycloide AMF ¢é

@ =arc (sen = 3) — z,

contando o arco desde D.
Derivando as expressdes de z e 3, o que da

! i ]
i=-—L__'——S:, z'=(r_.y}_y.
Vary—y

e eliminando 2z e 2/, resulta a derivada da cycloide

y‘y‘l: v’ﬂry_y’. ou y': v’f(?-r__._y. -
¥

O valor da subnormal, yy'= v/ 2ry — y® =z =MQ = TD, mostra
que a recta MD, tirada do ponto M para o ponto D de contacto do cir-
culo gerador com o eixo AE, é a normal, e que a corda MD ¢ a sua
grandeza, E com effeito, da equagdo derivada tira-se o valor da normal

y V1 +y®=1"2ry = corda MD,

A corda supplementar MG ¢é a tangente. Portanto, se pelo ponto M ti-
rarmos MN parallela ao eixo AE, depois a corda KF, e finalmente MG
parallela a KF, sera esta a direccio da tangente.

Se mudarmos a origem das coordenadas de A para o ponto mais alto F,
fazendo FS—=u = nr —a&, MS = t=2r — y, a equacio da cycloide re-
ferida a estes novos eixos, e a sua derivada, serdio

u==arc (sen = z) + z, l'=\/( - ).

Ar —1

contando o arco desde G.
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2073, As mesmas formulas podem servir para resolver muitos problemas
relativos s tangentes, taes como os de tiral-as por um pouto exterior,
parallelamente a uma recta dada, ete. (Vej. Geom, Anal., n.”* 78 e 8%).

Para determinar, por exemplo, o angulo : que faz a tangente MT (Fig. 7)
com o raio vector AM tirado da origem para o ponto de contacto M (z, y):
chamando § e « os angulos do raio vector e da tangente com o eixo dos
x, temos

=¥ =y —a)=tangp =1 Y7
tang 0 o+ langa =y', tang (0 —a)==tang B =R

Assim a equaclio do circulo 2 4 y =12 dé tangf =0 ; como devia
dar.

20S. Quando a curva BM (Fig. 7) esta referida a coordenadas po-
lares AM =r, MAP = 0, as formulas precedentes ndo podem applicar-se
immediatamente 4 sua equagdo, r = fo0. E pois mister: ou transformar
esta equaglio em x e y, por meio das relagdes z==rcosl, y =rsend,
@ + y*=r?; ou, inversamente, transformar em r e g as expressdes pre-
cedentes da tangente, da normal, etc., e applical-as depois & equacdo da
curva.

Assim, tomando 6 para variavel principal em logar de », a transfor-
maclio, que j& se fez (n.° 49), dé

tang p =— ik

A0, Nas coordenadas polares chama-se subtangente a parte AT que
a tangente & curva inlercepta na perpendicular ao raio vector AM. Nesta
accepgiio, por dar AT = r tang 2 o triangulo TAM, é

: |
Subt. AT== r—,';
r

adoptando aquelle dos signaes = que fizer a expressdo positiva.
Exemplos. 1. Na spiral d’Archimedes (Fig. 8) é (Geom. Anal. v.° 137)

ald o2 r
s =, ?-':ﬂr. ?=lang(m—ﬁ}=tangﬂ=!}.
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Por onde se v& que nesta curva a subtangente ¢ egual em grandeza ao
arco de circulo, descripto com o raio vector AM = r, que subtende o an-
gulo MAz = 6. O angulo B cresce com o arco §; e como 2nx 4 0 s6-
mente se torna infinito depois de infinilas revolugdes, vé-se que o angulo
recto é o limite de 3.
II. Na spiral hyperbolica (Fig. 106 da Geom. Anal.) é {

r=%, subt. =a, — -E;-: tang (6 — ) —tang p =40.

Assim 6, B e CD—MN (Geom. Anal., n.° 137) tendem indefinida-
mente para zero quando r tende para o infinito; e por isso a direcgdo da
tangente tende indefinidamente para coincidir com a de ED, e o poanto de
contacto para estar em ED.

A subtangente ¢ pois constante ; a asymptota € o limite de todas as tan-
gentes; e o angulo do raio vector com a tangente é agudo, e cresce & me-
dida que 6 augmenta, tendo por limite o angulo recto na origem em que
& 2zn + 0 infinito.

L. Na spiral logarithmica (Geom. Anal., n.° 137) temos

= ao, tang [:z = H) —lang p= Ti_' subt, = ﬁ

Portanto, a corva corta todos os seus raios vectores debaixo do mesmo
angulo 8, que ¢ de 45° quando a & a base dos logarithmos neperianos.
A subtangente cresce proporcionalmente ao raio vector.

Nas equagdes d'estas tres curvas, quando 0 passar de 2%, deverh substi-
tuir-se por elle 2ax + 0, como fizemos.
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Rectilicacdes e quadraturas

140. RecriFicacdes. Seja

a equaglo d’'uma curva BMM' (Fig. 1); e BM =3 um arco d'ella compre-
hendido entre os dois pontos B e M (z, y).

Supposto fixo o ponto B, a grandeza de s variarh com a posigio do
ponto M, e serd uma funcclio s=Fz da sua abscissa.

Dando a  um augmento PP’ ==h, tal que o arco MM’ volte sempre a
concavidade para o mesmo lado, os augmentos M'Q =k de y, e MM' =1
de s serdo

i
k= fla+h)—fx=yh+ -;— y'h%+ ..., I=F(z+h)—Faz=sh+ r §'R2+...,

corda MM' = v A2+ I2 =h V1 + 42 +y'y'h +....

E como stio QH—y'h, MH=hV/ 1 + y'2, M'H—=QH—k= — %y“h‘—...,

corda MM’ v 1+ y24+yy"h+

teremos M + M ——

ik RS T

Porque o segundo membro d’esta equaclio se approxima indefinidamente
da unidade ao passo que h decresce, o seu limite é /. E porque o arco
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MM’ fica sempre comprehendido entre a corda MM e a linha quebrada
MH 4 M'H, tambem ¢ { o limile da raziio entre a corda e o arco,

corda MM’ i $/I+y"“—|—3."3,r”'|h+...__\/l+y"l |
arcoMM:=lm-\/ 1 B o T i
$i+ ES”’I--]- ...... |

1 =lim.

Assim é o= 41 + 9%, ou ds = \/dm‘+dy’ ......... (2);
ou, traduzindo em coordenadas polares,

do==drd4r¥di®, ........000000an (2)".

Estas formulas servem para rectificar os arcos de curvas planas. Substi-
tuindo em (2) em logar de y' o seu valor f'x tirado de (1), forma-se a
derivada do arco, s' ="Fz; e d'esta se reverterd para a sua primitiva, s = Fz,
pelas regras que hio de ensinar-se no Caleulo integral.

Por exemplo, da equagdo do circulo, 2?4 y* = r2, tiram-se

/ 2
yy'-}n*.t::[).s’:--'\f'i+:r = N %

r
{ U Y Vri— xa'

derivada &' do arco de circulo s expressa no seu seno ou no seu coseno.

| A44. Por meio da expressio de ¢, as expressdes de cosa, sena, e as
| férmulas do n.° 105 podem tomar as f6rmas mais simples,

tang o = f = Cusg——L—-—"dx wna—y_r_ dy
e bary ' K i G ket S 3
'
tangente = -"’5;— =y:—;, normal = ys' =y %
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#42. Quapraturas. Seja ¢=¢z a drea BCPM comprehendida entre

as ordenadas dos pontos B e M, o eixo das abscissas e a curva. Mudando
x em z -+ h, 08 augmentos correspondentes, de y e i de t, serlio

k=y’h+—;4y”h=+..., i::’h-ﬁ--fi:”hl-q-...

E como a razdo z j:_ T dos rectangulos MPP'Q = yh, DPP'M' = (y + k}h,

MPP
tem por limite 1, € { o limite da razfio -—,P-_—Q-T — —“’-'. :
g GURNEE S
! + —t"h4...
2
isto &, =y, ou diemyd®.cc.conveesinnsss (3).

Portanto, para ter a érea ¢, substituir-se-ha em logar de y o seu valor
tirado de (1), e reverter-se-ha da equago derivada (' = f ou dy = fxdx,
para a sua primiliva.

Se o angulo das coordenadas for «, sera '=ysena.

143. A srea MAK = s (Fig. 7), comprehendida entre o raio vector
fixo AK e o variavel AM, é

o — ABMK — (ABMP — AMP) — ABMK — ¢ + -;— xy.

Se, para tomar a derivada de -, fizermos variar o ponto M, ficard ABMK
constante, por ndo mudarem os pontos B e K; e teremos

PR W, ot R e

- -

__ady —ydx
3 5+ de= ) »

ou, em coordenadas polares,

-------------------




114 CALCULO DIFFERENCIAL

A44. As férmula (2)' e (), tambem se podem achar directamente.
Chamando as 0 augmento de 9, e as e Ar os correspondentes de s e r, &

corda MM' Ve (r 4 ar)* — 2r (r 4+ Ar) cos Ab af. V,ﬂ.r2 +rir+ :s._r-'j'LM" —as

arco MM’ 1 ; 1
:’M+E P P giv 2 Wapt.......
it Vit g2
ou, passando ao limite, 1= -

1 1
A superficie estd comprehendida entre os sectores de cireulo 3 r¥ag e —(r+ar] b,

cuja razio (l = ‘—~) tem 1 por limite. Portanto, é tambem 1 o limite de

' ¥
r ey ! LR
supeHt, oAb+ 3 o A+ : (L

— t el
sect, circ, 1 PP .
g

r#

bo] -

(R. G. Osorio, Instituto de Coimbra, t. 3.°, pag. 323.)
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Das osculacoes

145, Sejam y=fa, Y=Fz,

as equacdes de duas curvas planas,

Para seguir o curso d’estas curvas, mudemos z em 2 4 h nas expressoes
de y e Y: as ordenadas correspondentes serdo

v+ yh+ %y’“h’--;—.... Y+ Vh+ -%ﬁY"h*+....

Se as curvas se corlam no ponto correspondente 4 abscissa X, éy =Y
para z==X; e a distancia dos pontos d’ellas correspondentes 4 abscissa

X+4heé

i
d=(y'—Y)h+ — (' —Y"\R2 ...

Por conseguinte o grau de approximagiio das duas curvas depende da
pequenez de § em uma curta e determinada extensio de h.

Se para 2 =X nfio é sémente y=Y, mas ainda y =Y/, a dislancia
dos pontos das duas curvas correspondentes 4 abscissa X + h &

3= ‘i— (y'—Y")ht 4 :T et i Lk SRR

Eotdo as curvas, nas visinhancas do ponto commum, approximam-se
mais uma da outra do que se approximaria uma terceira curva, que pas-
sasse pelo mesmo ponto, mas que ndo satisfizesse 4 condicio de serem
eguaes a3 derivadas da primeira ordem. Com effeito a distancia entre os

LA
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pontos d'esta terceira curva, cuja equaglo seja y =gz, e da primeira,
correspondentes & mesma abscissa X 4 b, serd

1
ﬁ=-(-y'—-y'}h-}-E(T"——y")h‘-]-. "t

na quel poderd tomar-se h tdo pequeno, que seja A > 3 (n.° 62), tendo
esta desegualdade logar nfio s6 para esse valor sendio tambem para os outros
menores que elle: por conseguinte, em toda a extenslo de h, d'uma e
d’outra parte do ponto commum, a curva, cuja equagdo & Y =F=, ap-
proxima-se mais de y = fz do que a terceira y = g

Se, além de y=Y e y =Y, for tambem y" = Y", ver-se-ha que as
duas curvas se approximam uma da outra, nos pontos visinhos da sua in-
terseccdo, mais do que qualquer outra que nlio satisfaga 4s mesmas condi-
coes. E assim por diante.

#46. Quando duas linhas satisfazem sémente &s condicdes y=Y,
y'=Y', para a mesma abscissa # =X, diz-se que entre ellas ha um con-
tacto de primeira ordem, ou que sdo tangentes uma & outra. Quando sa-
tisfazem 4s condicdes y=Y, y' =Y, y"' = Y”, ha um contacto de se=
gunda ordem; e assim por diante. E fica demonstrado que, se duas curvas
tém um contacto de certa ordem, approximam-se uma da outra, nas visi-
nhancas do ponto commum, mais do que se approximaria qualquer outra
que s6 tivesse com ellas um contacto de ordem inferior.

D'onde resulta que, se as equacdes de duas curvas, y = fx, Y =Fu,
tiverem n+ 1 constantes arbitrarias, poderemos dispdr d’estas constantes
para tornar eguaes as ordenadas correspondentes a um dado ponto e as
suas n primeiras derivadas; ficando assim determinadas a situaglio e as di-
mensdes das curvas de modo que ellas tenham, no ponto de que se tracta,
um contacto da ordem n.

413. Tancevte. Appliquemos estes principios 4 linha recta.
Seja a equaglio d’'uma curva y=[z.

Para determinar uma recta, Y = a X 4 b, que tenha com ella um con-
tacto da primeira ordem no ponto cuja abscissa é @y, formaremos as equa-
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gdes yy==axy + b, y' = a, por meio das quaes, eliminando os parametros,
resulta a equacdo do n.° 105 da recta procurada,

y1— Y=y (21 —X).

Como os parametros se determinaram todos pelas condides propostas,
este contacto é o mais intimo que se pode estabelecer entre a curva e uma
recta. Por onde se v& que a tangente tem a propriedade de ndio passar,
pelo ponto de contacto, entre ella e a curva nenhuma outra recta.

428, Cincuro oscoLapor. Raciocinemos d’'um modo similhante a
respeito do eirculo osculador,
Das equagdes da curva proposta e d'este circulo,

y=/z, (X —b)+(X—a)?=R,

na segunda das quaes a e b designam as coordenadas do centro e R o raio,
tiram-se as derivadas

y'=lzy' =[5, (¥ — )Y+ (X —a)=0, (Y —b) Y+ Y4 1=0.

Imprimindo pois nestas as tres condigies y — Y, y'=Y, y'=VY",
resultam

(y—0)t4 (- ajt= RY, (y—b)y'+a—a=0, (y—b)y"+y™+1=0...(1)

J®

As duas primeiras das equacdes (1) pertencem ao contacto de primeira
ordem, sendo a segunda a equacio da normal, entre as coordenadas cor-
rentes a e b: por conseguinte ha uma infinidade de circulos, que tocam a
curva, e cujos centros estdo todos na nmormal. Mas um d'esses circulos
tem com a curva o contacto mais intimo: é o que satisfaz tambem 4 ter-
ceira equagdo (1).

Vé-se com effeito que, d’entre os circulos descriptos com differentes
raios, tomados sobre a normal a partir do ponto M d’'uma curva, uns sdo
exteriores, outros interiores, & curva, e que na passagem de interiores pary
exteriores deve haver um mais proximo d'ella que os outros.
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As equacdes (1) dio as coordenadas do centro do circulo osculador e
0 raio:

y(1+y% y's® 1492 s
G I . i 810 S R T B
N af¥):
"y 2 "
y y

Para que R seja sempre positivo, como deve ser, toma-se o signal ==
segundo & y"" positivo ou negativo, isto ¢, segundo volta a curva a conve-
xidade ou a concavidade para o eixo dos #. Em quanto a a e b, ¢ lacil
ver, pela combinaclio dos signaes de y' e y”, e pelos signaes das differengas
correspondentes z—a e y — b, que o centro esti sempre collocado da
parte da concavidade.

149, Para mudar de variavel independente nas expressdes de a, b e R,
generalisaremos esta variavel conforme o que se disse nos n.”* 46 ¢ 47, o
que dara

P g oR e
PRI U e o e TR R N
.'.r:y”—ya:’ .‘I-'y —yﬂ'"
x' (22 +y? sy
b= — e e »
y+ zy —ya’ y+m'y"—y"a:’ Pt bin] s 1 -
1
9 gy 2 }
R= -+ u},_z -+ 83
2y —y'z’ _Tryrf =n yrr-i

e depois tomaremos como independente a variavel que quizermos.
Querendo, por exemplo, tomar o arco s por variavel principal, ou fazer
2?4 y?=4s"=—1, acharemos

z'y 2 x'* x'y
vy A S
Y

f z! )

=

) r
ap 0l
| T
3" ]

Il=t—'t,
y
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220. Se as coordenadas sdo polares, AM=r, MAP =4, (Fig. 7),
exprimiremos z e y em funcclo d’ellas; e depois substituiremos estas ex-
pressdes, e as suas derivadas, nas de a, b, R.

Assim, tomando § por variavel principal, teremos (n.° 49)

(r'senf 4 rcost) (r'2 4 2) |

G=TC05‘3—- r!+2f‘r=—!ﬂ'” '
(r'cosb—rsenp) (r24r?)
b=rsend 4 P e 4 I T (ﬂ)m.
i
O o 1 LB,

LI T e PR Y

1 24. CurVATURA ; ANGULO DE CONTINGENCIA. Sejam a«, «/, 0s an-
gulos que fazem com o eixo das abscissas as tangentes nos pontes (z, y),
(4 Az, y+ Ay), e &/ —a=— Aa.

Quanto mais lor variando a direcgaio da tangente a partir do ponto M(z, y),
tanto maior seréd a curvatura neste ponto. O limite para o qual tende a

A
relagio ,5_“ quando 'z tende para zero, e que vamos procurar, é proprio
L

para avaliar esta curvatura.

|
De tang « =y', tang a =yr +4 y”ﬂ,z + E. y'”dm! gk

1
y'Ax + I yiast 4. ...,

tira-se tang Az = :
B Ax l+y"+y"y”diﬂ+-----

y"-{—-l— Az 4
m“gau Ey L

corda

e portanto = e
“ +y"’+y’y”ﬂm+...) \/1 +y"‘+y’y"&z A
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5 & ! . corda .. tang A=z
Mas é lim. — = lim, % lim. % lim. g :
As tang Az As corda

cujos dois primeiros factores tém por limite a unidade: logo a medida da
curvatura &

da y" 1
— __-_3=T{-'

(1+y9*

inversamente proporcional ao raio de curvatura.
Por isso tambem se chama raio de curvatura o raio R do circulo os-
cular; e centro de curvatura o centro d’este circulo.

Chama-se angulo de contingencia o angulo dz= %!— .eovold)e

L

822, Evorura. Para cada ponto (z, y) ha um centro de curvatura
(a, b); e a reunilio de todos esles centros [orma a curva que se chama
evolula.

A equaglo, b = ga, da evoluta, a respeito da qual a proposta é a evol-
vente, obter-se-ia eliminando e y entre as duas primeiras equagdes (1)
e a equagdo da evolvente, y=[z; isto ¢, substituindo paquellas as ex-
pressdes de y, y', y", tiradas d'esta em funcglo de z, e eliminando de-

POIS &,
Differenciando totalmente a segunda das equacdes (1), vem

(y—0)y"+y*—a'+1=0,
que aterceira reduz a Wy +a=0;
e como a tangente trigonometrica do angulo que a tangente & evoluta faz
com o eixo dos x, seria 9’a’=-g:—=%, vé-se que ¢ y'g'a+ 1 =0, isto

¢, que a tangenle d evolula ¢ normal d evolvente, ou o raio de curvatura
tangente & evoluta.
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£23. Derivando totalmente a primeira das equagdes (1), e attendendo
4 segunda, vem

_.(y_b}b'__.(x—-a)m’zﬂlv.

Depois, substituindo nesta equaglo, em logar de x—a e y — b, os seus
oo a

valores lirados das duas primeiras equacdes (1), e —5 . logar de y/,

vem
" 9 Faltl e
a®R —+ b2R ;
—————=—RR/, ou R'= v a?+2,

vatib?

Se tomarmos a por variavel principal, serd R'= v/ 1 4 b2 a derivada
do raio de curvatura em_ordem a a; e como a derivada do arco s da evo-

luta em ordem a a é s’ = +/ 1 + b3, serd R'==y4'; equaglo, & qual satisfaz
evidentemente a primitiva R =s + A, sendo A uma constante arbitraria.
Para outro arco s; da evoluta, cuja origem seja a mesma que a do pri-
meiro, serd tambem Ry==s; + A ; e por conseguinte teremos

s—s=R—Ry, ou R=Ri4s—s.

D’onde resulta que, se O e D (Fig. 9) sdo os centros de curvatura dos
pontos B e M, o arco OD da evoluta é egual 4 differenga dos raios de cur-
vatura BO e MD da evolvente. Portanto se, depois de curvar um fio sobre
a evoluta 10D, o formos desenvolvendo de sobre ella, a sua extremidade B
descreverd a evolvente BM: propriedade esta, que deu origem & deno-
minaciio d'aquellas curvas, E como o valor inicial Al=A de R é arbi-
trario, vé-se que a cada evoluta 10D correspondem infinitas evolventes,
que seriam descriptas pelos pontos do fio Al

4248, Exemplos: I. A equacio da parabola  y*=2pz,

chamando N a grandeza da normal (n.° 105, IV). da

&

2 | /9 \ { o Y Ve
L.—' =/ i__.r_;u ). R _ (@pz+ i o l.
y \ 2r Pt i
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Logo: o raio de curvatura da parabola ¢ egual ao cubo da normal,
dividido pelo quadrado do semiparametro.

No vertice A (Fig. 9), onde £ =0, ¢ R==p; isto ¢, a distancia AI do
vertice ao centro de curvatura correspondente é dupla da distancia focal.
Depois, quanto mais  cresce, mais diminue a curvatura, e indefinidamente.

Eliminando z e y entre a equa¢lio da curva e as expressdes de a e b,

V2=2px, a=23z + p, b =_ﬂ_xy_. e fazendo a — p=a/, vem a equa-
giio da evoluta P

que é a equaclio da segunda parabola cubica referida & origem I(p, 0).

IL. A equagiio da ellipse my? | nizl=—mind,

chamando ¢ a distancia y"-mimn’ do foco ao centro, dé

: o nt 4y n?  mt—ciz?
L Pl o, Ty _ —,  ——
3
2,8 2,8 e W
iz ety (mt — c%a?)
e portanto a=?, g i 7 B_—_'—ﬁlﬂ__‘

Comparando o valor de R com os da normal N e do parametro 2p,
acha-se
m2N3 N3

—_——

theorema identico com o que tem logar na parabola (»).

A e

(+) Sejam &, 3", os raios vectores d'um ponto, Por ser (n." 106 +) N LE vad, o
valor de R pode tomar a férma i
3

_ant
mn

R
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A expressio de R mostra que nas extremidades dos eixos (Fig. 36) é
R maximo ou minimo, e por isso a curvalura minima ou maxima. Assim:

3 ' ct n?
pos vertices O, (' sfio cury. max,, g—=*= —, b=0, R=—;
m m

; c* m?
nos vertices D, D' sio curv, min.,, a=0, b == ey R= s

Os pontos h, k', i, ' assim determinados siio os centros de curvatura
das extremidades dos eixos.

Substituindo na equacdo da ellipse os valores de x e y tirados das ex-
pressdes de a e b, e chamando g e p os valoresde ae b, Ch = i Ci= g

correspondentes s extremidades dos eixos, teremos a equacio da evolata:

) ) s (T Y =

q

Adiante veremos que a curva tem quatro pontos de reversio h, ¥, i, ';
e que se compdem de quatro arcos que voltam as convexidades para os
eixos, a respeito dos quaes ella & symetrica. Estes quatro arcos slio mar-
cados com pontos na figura 36.

Ji vimos que um arco de evoluta é egual & differenca dos raios de cur-
vatura da evolvente que partem das extremidades do mesmo arco; e como
na parabola e na ellipse estes raios sio funcgdes algebricas das abscissas,
o arco é reclificavel. O mesmo acontece a respeito de todas as curvas al-
gebricas.

IIl. Para a hyperbole basta mudar n em nl”"—1 nos resultados que
se acharam para a ellipse.

IV. A cycloide (Fig. 6) da (pag. 108)

2 — 2
e \/(I__”) ylm—L s*—-yi R =2} ry=2N.
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Sendo pois o raio de curvatura o dobro da normal, se prodummm MD
e tomarmos DM’ == MD, acharemos um centro de curvatura M’ da cycloide
proposta, ou um ponto M’ da sua evoluta.

Para ter a equacno da evoluta, tiraremos das expressdes de a e b, que

si0 a=2+2 v/ 2ry — y2 e b=—1y, os valores de z e y, € substituil-os-
hemos na equacdo da cycloide, ou antes na sua derivada, por ser transcen-
dente aquella equagio; isto é, eliminaremos y e y' enlre as tres equagdes

0 que da —-—-—\/( r__y)——-\/(w 2 ).

E, se mudarmos a em =r—ay e b em by — 2r, para Lransportar a
origem a L(xr — 2r), teremos

b’j 5 4 (21"—5[ g
"8y 0 by )?

equacio d'uma cycloide egual. Por onde se v& que a evoluta LA da cy-
cloide é outra cycloide egual a ella; sendo 0 arco LA identico a FA', e A
o vertice. 8

V. Na spiral logarithmica (Fig. 8) ¢ r=a3

0 que da B=v‘f1+!’a=rsccn=--—r—;
€08 7

sendo » o angulo do raio vector com a normal (pag. 110)
AMN =ATM = ang, (lang = la).

Como a projeccio do raio de curvatura MN sobre o raio vector é
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R cos 7 = r, a perpendicular AN, levantada no pélo A sobre o raio vector,
encontra a normal no centro de curvalura,

Portanto AM ¢ a subtanzente da evoluta, AN & o seu raio vector, e AM
faz com a tangente da curva MI o mesmo angulo 3 que AN faz com a
da evoluta; sendo assim a evoluta a mesma evolvente collocada em sentido
inverso,

Do que fica exposto facilmente se v& como se applicaria a theoria das
osculagdes a curvas de ordem mais elevada (Vej. Fonet. anal., pag. 117).

125. A differenca entre as ordenadas de duas curvas, correspondentes
4 mesma abscissa z + h, tem a forma § =MAh™ + NA" 14, ... E como
se pode tomar h tio pequeno que o signal d’esta expressdo seja o do pri-
meiro termo MA™, a curva fica acima ou abaixo da sua osculatriz, junto
do ponto de contacto, segundo é MA™ posilivo ou negativo.

Quando m ¢ impar, o signal de MA™ muda com o de h; e enldo a os-
culatriz corla a curva no ponto commum a ambas. Por onde se vé que:
uma curva € sempre cortada pelo seu circulo osculador, e s6 tocada pela
tangente.
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Das asymplotas

12@. Quando f(z | k) ndo pode desenvolver-se pela [6rmula de Tay-
lor, a curva y==fx sémente ¢ osculatriz de y=—Fz quando o desenvol-
vimento de F (z 4 h) procede segundo a mesma lei que o de f(z+ h),
pelo menos nos primeiros termos que se devem egualar entre si para esta-
belecer a osculagdo (Vej. Fonet. anal., n.° 120),

Supponhamos que, desenvolvendo as funcgdes propostas

y=fx, y="Fz,

segundo as potencias descendentes de & (n.* 83), se obtem expressdes da
férma

Az® 4+ Bztt4,, .Mz—™ 4 Ng—m—n 4+, ,,,

Se, antes de um termo Mz—" de expoente negativo, forem todos os ex-
poentes d’estes desenvolvimentos em uma das series os mesmos que na
outra, e podérmos dispor d'um numero sufficiente de constantes para as
sujeitar &s condigdes de egualdade dos coefficientes respectivos, a differenca
Mz—"+ Nz—™-"4...., que ficard subsistindo entre duas quaesquer
ordenadas correspondentes d’estas curvas, approximar-se-ha indefinidamente
de zero ao passo que z for crescendo, sem nunca se anniquilar. Logo as
curvas tambem se approximardio indefinidamente uma da outra, sem che-
garem a tocar-se; e haverd um termo, passado o qual outra curva, que nio
satislaga 4s mesmas condigles, ndo poderd approximar-se de nenhuma
d’ellas tanto quanto ellas se approximam entre si. As duas curvas serdo pois
asymptotas uma da outra.

Por onde se vé que, se uma curva se extende indefinidamente, pode ter
uma infinidade de asymptotas; as quaes se achar@io desenvolvendo y = fx
em serie descendente das potencias de z, e tomando para ordenada da linha
pedida a somma dos primeiros termos do desenvolvimento que precedam
um em que z tenha expoente negalivo; ou, mais geralmente, compondo
uma [uncgdo de modo que o seu desenvolvimento comece por esses pri-
meiros termos,
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127, Sejam y=[z, y=F(a, 9, &),

as equagdes da curva proposta e d'uma osculatriz d’ella de certa ordem no
ponto (&', y'). Se, substituindo pa equagio da esculatriz a expressio de y'
em 2’ ou de 2’ em y' tirada da proposta, e depois fazendo z'=co ou
y'=co, resultsr uma equaclio y— gz, serd esta equagio a das asym-
ptotas d'aquella ordem.

Querendo, por exemplo, as asymplotas rectilineas, suhstituire-rmns na
equaclio da tangente, y—y':% (®—2'), os valores dey' e %, em 2/,
tirados de y'= f«', e faremos &' = o0, 0 que daré as asymptotas ndo pa-

rallelas ao eixo dos y; e substituiremos os valores de =’ e % g tirados da

mesma proposta, e faremos y'= o0 , 0 que daré as asymptotas ndo paral-
lelas ao eixo dos .

128, Mas, se houver difficuldade em resolver a equaglo da curva em
ordem a uma das coordenadas, poderemos achar as asymptotas rectilineas
empregando o methodo indicado na nota ao n.° 87 da Geom. Anal.

Demos & proposta a forma z™ F(%) 1 :c'“"f(%) +:r:“_“q>(%) +0e=0.

Fazendo % =¢y e z=ua0, viri F(e;) = 0. Depois, substituindo ¢,z + 14

em logar de y, e attendendo a F (¢;) =0, teremos

a—AgF () + (o] + 2 5 W er) + 1 (e) 5 er) | 0003

que, para = o, da [jF'(¢;) + f(e1) =03 ou, no caso de sairem F'(e)
2
e f(¢y) nullos, %Iﬁ‘"'(cl} + U (e1) + ¢(cy) =0; e assim por diante.

Portanto delerminam os parametros ¢; e [y das asymptotas ndo parallelas
a0s y as equagdes :

F (r.']] =0, hFr(q] -+ f[€|) =0;
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ou, no caso de sairem F'(eq) e f(¢q) nullos, as equagdes :

F(e) =0, o+ LF(e) + () + 9 ) = 0

e assim por diante. :
Similhantemente se discorrerd a respeito das asymptotas ndio parallelas
aos z, dando & proposta a [6rma

x 23 x
‘“F(—)Jr = =)+y2|—)+...=0.
VE\G AT f(y) y 9(y)

k
Exemplos: I. A equaglo Yy = ——
-

pertence a uma curva que se compde de quatro ramos symetricos em re-
lagdo ao eixo dos &, e cuja figura é facil conhecer.

1.° Processo. Desenvolvendo em ordem és potencias de @, ou em ordem
4s de y, vem

12
= k1 iy Rl
y=kr-14...., z=a4+—y"

logo as rectas, que tém por equagdes y=—0, x==a, slio asymplolas. A
hyperbole que tem por asymptotas os eixos dos z e dos y, e cuja polencia
& k, tambem é asymptota da curva proposta, e mais proxima d'ella do que

as rectilineas, dy
2.° Processo. Substituindo em y—y' = i (@ — ') as expressdes,
tiradas da proposta, *
\
; k ; k'
- — %W, dy' =— E!
(xr!___a!:]T (2'* —a?)?

e fazendo o' = oo , achariamos y==0.
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Frof , da' : 55
Substituindo em 2—z'= d_.::: (y—y') as expressdes, tiradas da proposta,
¥
[y B dd i

=V a+ : 3 e —“—“‘":__"' —=3

Y= tl'y / fi’-

EAVA i

yUy a*+—5

e fazendo y' = oo, achariamos x—a.
Tudo como achamos pelo primeiro processo.
Il Seja (Fig. 10) a equag@o do folium de Descartes y3—3axy + 23 =0.

|
1.° Processo. Pondo y =z, ey ¢ desenvolvendo n.° 8%, vem

| i
y=—x-—a+-§u3m—ﬁ—-§-u‘x—3. '

Portanto a recta, y—-—az—a, & uma_asymplola, que se construe
tomando AB = AC == a, e tirando BC.

3.° Processo. Dando & proposta a férma

TN 9 .'f)__
mi(\\?/ﬁ s 1;—3{:&: (; =0, E
temos F (er) =€+ 1, Fller) =3¢, f(er) =— Baey;
; f (1)
guinte si =—, lj=— S
por conseguinte sio ¢ " - Fley) a,
e a equagdo da asymptola & y=—a—0a.

Il Finalmente sejo  yt — 2uiy? — 24 4 2aaxy® — Baz® =0.
Q
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130
Pondo p = V1412, vem

a(=312—4)
8p

y==pxr=

FAr—14....

Usando pois dos valores reaes de p, e construindo as rectas GF e GH
(Fig. 11), que tém por equagdes

i a(3r2—4§)
F*—‘:Px*—'—w}———-.

acharemos as asymplotas rectilineas da curva proposta.
0 3.° processo daria, mais facilmente,

2
i 2 ba — 2ac,
C1—2C1—1=0’ fl=—:-!—--——-—-
o tircl — 4y

;
i‘ +=31ra—4§
a iﬁlﬂé. Clmi‘V’liVE:ip,ll_—_ia[ sp );
{
! ou, para.o valor real de p,

a(81'2—4)

o=tV 14V2=%p, == 85

Bastam estes exemplos para mostrar como devem applicar-se os pro-
cessos 1.°, 2.% 3.° indicados respectivamente nos n.** 126, 127 e no pre=
sente 128.
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Goneavidade, convexidade e pontos singulares

429. Coxcavipape E Coxvexinape. Mudemos (Fig. 1) z em 2+ h
na equagdo d'uma curva y = fz; e comparemos as ordenadas P'M'= f(z+h)
e P'H’, d'ella e da tangente em M(z, y), correspondentes & mesma abscissa
x + h. Serio

i
PW =y+hy+ 5 hy'+...; PH=y+yh

Tomando h tdo pequeno que o signal de %h‘y” seja o de %h‘y”-{-...,

serh P'M’ > ou < P'H/, e por conseguinte voltard a curva a convexidade
ou a concavidade para o eixo dos x, segundo for y” positiva ou negativa.
Assim: a curva volla para o eixo dos x a convexidade ou a concavi-
dade, sequndo sido y e Y’ do mesmo signal ou de signaes contrarios.

Nos pontos de inflexdo M (Fig. 18 e 19), onde a curva passa de eon-
cava a convexa, ou inversamente, deve pois y” mudar de signal, e conse-
guintemente ser nulla ou infinita neste ponto: exceptuando o caso de mudar
y de signal com y"; porque entlio o ponto, de que se tracta, estd no eixo
dos .

130. Pontos sincurAnes. Além das particularidades que offerecem
os pontos limites e da maxima e minima ordenada, de que antes tractamos,
e os de inflexdo, de que acabamos de tractar, ha outras, provenientes da
. concorrencia de muitos ramos da curva em um ponto; particularidades que
ddio a estes pontos o nome de pontos singulares.

Se no ponto singular se cortam muitos ramos, extendendo-se para um
e outro lado, este ponto chama-se multiplo (A, Fig. 10).

Se na visinhanga, d'um e d’outro lado, niio ha curva, o ponto chama-se
solitario ou conjugado (Fig. 13).

Se dois ramos se tocam, extendendo-se s6 para um dos lados, o pento
é de reversdo. E chama-se: ceratoide, ou de reverslio da primeira especie
(Fig. 24 e 25), quando os dois ramos ficam para differentes lados da tan-
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gente; ramphoide, ou de reversio da segunda especie, quando ambos os
ramos ficam para o mesmo lado (Fig. 23).

Nas curvas, cuja equagdo ¢ transcendente, ha ainda os pontos de sus-
pensio (d’arrét), onde um ramo da curva phra (Fig. 28); e os ponlos
salientes ou angulosos, onde concorrem deis ramos, sem fangente commum,
extendendo-se s6 para um lado (Fig. 29).

131, Todos os casos, que ficam indicados, podem caracterizar-se figu-
rando um circulo descripto em volta do ponto, com um raio extremamente
pequeno. Este circulo: cortaré a curva de ambos os lados em muitos pontos,
cujos raios fardo entre si angulos finitos, se o ponto for multiplo; cor-
tal-a-ha d’'um s6 lado em dois pontes, cujos raios farfio entre si um angulo
infinitesimo, se o ponto for de reversao, ou fardo um angulo finito, se o
ponto for anguloso; cortal-a-ha d’'um s6 lado, em um ponto, se o ponto
for de suspensdo; e nlio a cortard, se o ponto for solitario.

1 32. Tractemos de reconhecer a existencia d'estes diversos ponlos
em uma curva cuja equagdo é dada.

1.° EQuacdes EXPLICITAS. Seja a equacdo explicita  y=fa.

Se esta equaglo tem radicaes pares, e desapparece um d’elles para z=a,
a ordenada«f (a -+ h), correspondente a um pequeno augmento h de z, teré
mais valores do que tem fa. Por conseguinte (a, ,"al) & um ponto multiplo;
e a multiplicidade dependeré do grau do radical eliminado.

Como 2 = a pode expellir o radical, ou anniquilando-o, ou anniquilando
um factor que o multiplique; e como no primeiro caso os coeflicientes
differenciaes successivos passarlio de nullos a infinitos, e no segundo de
infinitos a nullos: vé-se que o apparecimento de coefficientes differenciaes
nullos até certa ordem, ou infinitos desde certa ordem, pode indicar a pos-
sibilidade da existencia de pontos multiplos; mas ndo é signal certo d'ella,

r ser commum a outros pontos,

Se o radical desapparecer por se anniquilar o seu multiplicador, o ex-
poente d’este mostrara se ha uma simples interseccllo, se uma osculaglio.

483. Quando as ordenadas f(a == h), d’um e d’ontro lado do ponto
ne devia ser multiplo, sdo imaginarias, este ponto & solitario, Mas, se
f(a==h) tem valores reacs e valores imaginarios, consideram-se como
coexistentes nelle um ponto simples ou multiplo, e um conjugado invisivel.
Concebe-se que a mudanca d’alguns parametros pode tornar imaginarios
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valores que eram reaes, e transformar assim pontos multiplos em conjugados;
como acontece na equagdo y?=ax® + bz?, segundo é a positivo ou nega-
tivo (Fig. 12 13). O que explica a ligagio d’eslas duas especies de pontos.

f34. Scjam a ordenada correspondente & abscissa a4 h, e as duas
derivadas,

« a—1 —1
P = B 5 Pla s W ek BN L,

a—32 p—2
fllat+h) =Aa(fa—1)h +B3E—1)k +....

m s : 4
1. Se « é uma [rac¢lio - < 1, slo infinitas as derivadas f'a e seguintes,

e a tangente em (a, b) é perpendicular ao eixo dos z.

1.° Supponhamos que nos expoentes da serie ndo ha frac¢des de deno-
minador par. Se m e n slo impares, e se toma h sufficientemente pequeno
para que as differengas reaes f (a -+ h) —b, f(a — h)— b, tenham signaes
contrarios, assim como ["(a == h), ha uma inflexdo em (a, b) (Fig. 16 ou
17). Se m & par, t&m os mesmos signaes, para h sufficientemente pequeno,
[(a+h)—Db e f(a— h)—b, assim como ["(a == h); e o ponto (a, b) &
um ceratoide (Fig. 2§ ou 25).

2.° Suppovhamos que nos expoenles da serie ha [raccdes de denomi-
nador par. Se ¢ n est¢ denominador, f(a -+ h) e f(a—h) sdo uma real,
oulra imaginaria; (a, b) é um limite da curva no sentido dos @ ; e o signal
duplo do radical mostra que as ordenadas reaes sho uma maior, outra menor
que b, e que as suas derivadas de segunda ordem tém signaes contrarios,
ou que um dos ramos volla a convexidade e outro a concavidade para o
eixo dos z (Fig. 21). Se o denominador par nde & n, sdo ainda f(a = h)
uma real, outra imaginaria; mas as ordenadas reaes sio ambas maiores ou
menores que b, e as suas derivadas de segunda ordem do mesmo signal :
pelo que é (a, b) um ramphoide (Fig. 22), a curva termina, e 0s seus
ramos vollam ambos a convexidade ou a concavidade para o eixo dos a.

1. Se é a==1 e 2 [raccionario, serd f"a nullo ou infinito, segundo for
@ > ou < 2; porque teremos

B —1
Flath)=b-+Ah+Bh % .0 flath)=A+BEN ...,

Pla+h) =B =1k 4....
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1.° Supponhamos que nos expoentes da serie ndio ha fraccdes de deno-
minador par. Se 3 é par, ou uma [racclo de numerador par, a curva nlio
apresenta particularidade alguma no ponto (a, b); e o signal da differenca

Bhﬁ-]-. ... entre a sua ordenada f(a + h) e a da taogente b+ Ah, e de
f'(a+h), & o mesmo que o de B; mas, se &6 A=10, ha maximo ou mi-
nimo. Se B & impar, ou uma fracgdo de wumerador impar, [ (a 4+ h) e
["(a —h) 1m signaes contrarios ; e ha em (a, b) uma inflexdo, cuja dis=
posiciio depende da tangente e do signal de B.

2." Supponhamos que nos expoentes da serie ha fracdes de denomi-
nador par. Se 3 é fraccio de denominador par, f(a+h) e f(a—h) sdo
uma real e outra imaginaria; e, para o valor real, cada par de signaes
conjugados = dé dois ramos, entre os quaes passa a tangente, havendo
assim um ceratoide (Fig. 27). Se essa frac¢do ndo é 2, ainda ha muitos
ramos que se reunem em (a, b) ; mas a tangente passard acima ou abaixo

de todos elles, segundo o signal de B, sendo entio o ponto um ramphoide
(Fig. 23).

135, Exemplos:
I. Na equaglo y— (1 —a) v/2— & perde y, para 2=1, o radical,

que ndo desapparece de y' = . " __:;5-— Assim (Fig. 14): o ponte C(1,0),
2v2—=x

onde é y'= =1, é duplo; nos pontos D e IV (i. - —2-'—) , onde y'=0,

: 3 33

¢ a ordenada maxima; e o ponto A (2, 0), onde y' =oo , limita a curva. -

Il. Em y=fr=(2 —z) /1 — z perde y o radical, para x=2, e
: gl
sio imaginarios y':-i——i e f(? S -l—-)
2y l—=z R
Portanto é (2, 0) um ponto solitario.

I Emy=zayz—ba origem & um ponto solitario.

IV. Sendo a > b, a equagio y = (x-—-a}is/.r-—b +¢

pertence & curva EDGF formada (Fig. 15) de dois ramos que tém no ponto
D a tangente commum ED. Se x — a estivesse elevado ao cubo, os dois
ramos teriam um circulo osculador, ete.
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V. Descripto um circulo sobre AT=2r como diametro (Fig. 14),
facamos gyrar em volta de A uma recta AF, em quanto PN, perpendicular
a Al, se move parallelamente a si mesma, de modo que o ponto N fica
sempre no meio do arco AF, isto ¢, de modo que siio perpendiculares
entre si as rectas AF e CN, e por conseguinte similhantes os triangulos
AMP, CNP. Procuremos a curva AMC gerada pela intersecgio contlinua
das rectas AF, NP.

Pondo a origem em C, as equagdes das duas rectas, e a similhanga dos
triangulos, dao

el - r—o \/r‘—z’ i
T=ua, y=|r|-[:$—f), B(ﬁ_r}_—-—_u =—-—-{?’
£vs r—z
das quaes, pela eliminagdo dos parametros z e B, resulta y:x\/ g
r-z

. ; r—a2?—r2
e por conseguinle Y=

() Vr—a

Estas equagdes mostram : que a origem C é um ponto duplo, no qual é
y'=:=1, ou 45° a inclinaglio da tangente sobre Al; e que a folha AC tem um

, i i 3—1's
D(— Vs—1), =r(iV¥5—1 \/( ), imi

maximo em D { = r( ) 3 r( ) VT limite
o vertice A(r, 0). Para cada posiglio da recta AF, os meios N, N’ dos arcos

ANF, ANF dao dois pontos M, M’ da curva; ha dois ramos infinitos CO,
CO'; e a tangente ao circulo no ponto I (—r, 0) é asymptota.
3

VI. Em y=bi(:¢—a]T ¢ a langente perpendicular aos & em
M(a, b), e ha inflexdo (Fig. 16 e 17).
i
Emy=z=x(z—a)® ouy=z=+(c—a ¥ ha uma inflexdo (Fig.
18 e 19). ) (Fie

7
Emy=—z+4(z—a)® lma uma inflexao (Fig. 20).
3
VII. Em y=0b+(2—a)® e y=b=(a—a)' ha um limite
(Fig. 21). ; ( )
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1
VIl Emy=b+k(z—a)® +1(x—a)

1
i

ha um ramphoide (Fig. 22).
Em y=>3 + @ == axz? 4+ b1 2% ha um ramphoide (Fig. 23).
2

IX. Em y==b= (@—a)? & a tangente perpendicular aos z, ¢ ha um
5

ceratoide (Fig. 2% e 253); assim como em 2y = —1—z +2 (a:—-l}T, e
y=b+ax+(x—a)? (Fig. 26 e 2'?])

X Na equaglio transcendente y = e® diminue y desde ( - %—. ao) até
(+, 1); e eresce desde (——, 0) até (— oo, 1); sendo y" nullo
para & =— 2. Portanto a curva (Fig. 28) compdem-se de dois ramos

discontinuos, de um dos quaes MN sio asymptotas os eixos, e do outro
AN’ ¢ asymptota a parallela, y = 1, ao eixo dos z; e neste ramo a origem

2

A ¢ um ponto de suspensdo, e (— —i, —1—) um ponto de inflexdo.
2 e

X
1

1+e”

XI. Na equaglo (ranscendente y=

a curva passa pela origem A (Fig. 29), e extende-se indefinidamente para
08 x posilivos e megativos. Mas a langente em A faz com o eixo dos

angulos cujas tangentes trigonometricas, ou os limites de 2 L correspon=
x

dentes ao limite 0 de z, sdo

ol isto é, 0 para os @ positivos e |
f+e—

para os negativos; por conseguinte o ponto A é anguloso.

1386. Equagdes mpriciTAs. Sejam V=0, My’ 4+ N=0,

a equaglo implicita, desembaragada dos radicaes, e a sua derivada.

1.° Se os ramos da curva se cortam em um ponto, ha nelle muitas tan-
gentes, e por isso muitos valores de y'. J& vimos (n.° 61) que esta con-
diglio anniquila M e N.
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2.” Se dois ramos se tocam, e o contacto é da ordem n—1 (n.° 116),
cada uma das derivadas y', y”,... y"—1) tem um 6 valor, e y(* deve ter muitos
valores. Mas a equacho derivada da ordem n tem a férma My™ 4 .., = 0,
sendo o coefficiente M o mesmo que os de y, y,... y—1 nas derivadas
successivas, 1.%, 2.%....(n—1)"; e ¢ linear em ordem a y(*: logo a
condigio de ter y™ muitos valores exige que seja M==0, e por isso tam-
bem N==0; como no caso precedente.

Differem porém as condi¢des analyticas d'estes dois pontos multiplos,
por interseccio e per contacto, em ter y' no segundo um sé valor, e no
primeiro muitos valores.

Portanto: Para achar os pontos multiplos de uma curva algebrica cuja
equagio V=0 estd desembaragada de radicaes, egualaremos a zero a
derivada N d'esta equagio relativa a x, e a M relativa a y; e depois eli-
minaremos X e y entre duas das tres equagdes

M=0, N=0, V=0.....(1).

Os valores de x e y, que satisfizerem tambem d lerceira, serdio os unicos
que podem pertencer a pontos multiplos.

Como a resultante gz =10 da eliminagio de y entre as duas ultimas
equagdes (1) proviria de substiluir na terceira a expressdo de y=fr
tirada da segunda, seré

ol AW
?.‘B-—-—-Fz—}'d—yr&'—m-l-er,

por onde se v& que ndo poderd haver ponlos singulares quando aquella
resultante niio tiver raizes eguaes,

137%. Substituindo na derivada da segunda ordem,

My'+Py?4+Qy + R=0,......(2),

um dos systemas (z, y) que satisfazem és tres equagdes (1), desapparecerd
y"; e y' serd dada por uma equaglo do segundo gréu.
Se as raizes d'esta equaglio sdo reaes, o ponto (z, y) é duplo,
R
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438, Se as raizes da equagio do segundo grau forem imaginarias, o
ponto sera conjugado ou solitario (+).

Para ver que nestes pontos se devem com efleito verificar as equagdes
(1), supponhamos que a resolugio da proposta V==0 em ordem a y da
y==[(z). Sendo a a abscissa do ponto conjugado, devem f(a = h) ser
imaginarias para h muito pequeno; por conseguinte alguns dos coefficientes
differenciaes de [(a) tembem devem ser imaginarios. Mas qualquer derivada,
My +...=0 de V=0 niio pode dar y® debaixo de f6rma imaginaria,
por isso que nem contém radicaes, nem os pode nella introduzir a elimi-
naglo de y', y".....y"1, feita por meio das derivadas precedentes:
logo deve ser M =0, e por conseguinte N = 0.

Portanto os pontos conjugados satisfazem as equagdes (1); mas distin-
guem-se dos outros, para us quaes se verificam as mesmas condigdes, em |
serem nelles imaginarias algumas das derivadas de y.

A39. Se as raizes das equagdes (1) anniquilassem tambem os termos da
derivada da segunda ordem, seria necessario recorrer & terceira ordem, na
qual desappareceriam y” e y'”, e ficaria y' no terceiro grau. Haveria pois
um ponto triplo, se as tres raizes lossem reaes; e um ponto simples, ou
antes um ponto simples e um conjugado invisivel, se uma s6 das raizes
fosse real.

Se as raizes de (1) auniquilassem tambem os termos da derivada da

o

i

(+) Mas cumpre notar que nem sempre y' é imaginario nestes pontos, com quanto

. Ay . p Al LT
0 seja o Pode com effeito acontecer que y' se conserve real fornando-se imaginarias
z

as derivadas das outfras ordens, quando, pela mudanga do valor de um paramelro, o
ponto multiplo, onde se reuniam por contaclo alguns ramos da curva, se transforme
em conjugado. Para explicar geomelricamente este faclo, basta notar que no contacto
§d0 communs 4s curvas, que se locam, dois ou mais pontos conseculivos infinitamente
visinhos, isto é, um ou mais elementos de curva conseculivos: por conseguinte, ainda
que as ordenadas se tornem imaginarias fora do elemento que produzido dd a langente,
esta pode conlinuar a existir,

Seja, por exemplo, a equagio y*: —azt — bab=0.

Derivando, teremos 2yy' — §az® — Bbat=0; e as equagoes M=0, N=0,
dardo o ponto (0, 0), cujas coordenadas satisfazem & proposta. Tornando a derivar,
vird 2yy'! -+ 2y* — 12a2* — 20ba’ =0, que no ponto (0, 0) di y' =40, islo &,
dois ramos que se reunem por conlaclo e cuja tangente commum ¢ parallela aos .

Duas novas derivagies dardo, no mesmo ponto, y'' =2 ya. D'onde resulta que,
segundo for @ positivo ou negalivo, assim o ponto (0, 0) serd multiplo por contaclo
ou conjugado ; ficando porém y =0 em ambos 08 casos.
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terceira ordem, recorreriamos 4 da quarta; e teriamos um ponto quadruplo,
ou um duplo com um conjugado invisivel, ou um solitario, segundo fossem
as quatro raizes reaes, ou duas reaes e duas imaginarias, ou todas ima=
ginarias. E assim por dianle.

140. Verificando-se as equacdes (1), as coordenadas do ponto da curva
infinitamente visinho (a + h, b+ k) substituidas em V=0 dardo

1
fla+h b+k) = T (Pk2 + 20Qhk + RA?) + 2; Ai R l3=i 4+ hiR3=0;
k i
ou, chamando 1y e (3 as r‘llres— da equagio do 2,° griu P' =4 '20 +R 0,

flathbi k=] 2R (E—n)(X —) 4 ho () +4tRy | i1=0...(3)

. k -
Se as raizes {4 e (3 sho reaes e deseguaes, podemos tomar e tdo visinho

de t; ou deé tg que o primeiro termo de (3) seja positivo ou negativo, e
que a somma d’elle com os seguintes se reduza a :wro tanto para h po-
sitivo como para h negativo. Teremos pois um ponto (a, &) duplo, como
ja haviamos dito, no qual t; e tg sdo as direcgdes das tangentes.

Se sio imaginarias, teremos um ponto solitario.

Se slio reaes e eguaes, fy, o primeiro termo terd sempre o signal de P:
por consezuinte s6 haverd curva para o lado dos h pesitivos, ou dos h nega-
tivos, segundo forem ¢(tg) e P de differente signal ou do mesmo signal ;
¢ o ponto duplo serk um ceratoide, por ser

£ ey
'H - tn /

dando t, a direcclo da tangente commum.

L
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A44. Supponhamos que é ¢(t,) =0.
Pondo (%) =1ty+r3h+ ..., teremos

?(%)':1"9"':‘0] + 5 u}(%):wnn A
para substituir em

SP(5 =) + o)+ a2y (£) 5 aom - o

o que dé h? [Jﬁ P22+ ag/(e,) + $(to) + hK] =0.

E chamando %y, g, as raizes de * P2 4+ 29/(6,) + $(;) =0, a equagdo
precedente toma a férma 2

%Pf}—lﬂ A—3e) +hMK=0............ (4).

Se 1 € )g sBo reaes e deseguaes, discorrendo como no numero pre-
cedente, podemos achar dois valores de 3, um muito proximo de 3; e outro
de %9, que satisfagam a (§); tanto para h posilivo como para h negativo:
e teremos um ponto em que se tocam dois ramos,

Se sfio imaginarios, o ponto ¢ solitarip.

Se slio reaes e eguaes, ), s6 havera ) real para os h positivos ou para os

f h . il f
h negativos, ). =), == \/ -—E—I;-— Seré pois ;;— =ty +rh=h? v —Epl{ s

e o ponto duplo um ramphoide, por dar 3¢h o signal 4 série desde o se-
gundo termo.

Mas no caso particulor de %;==0 o ponto & um ceratoide.
142, Exemplos: I. Seja  y*—2% 4 (a—b)a? 4 abz=0.

Egualando o zero as derivadas em ordem a 2 e em ordem a y, vem
y=0, 32 + 2(b—a) z—ab =10, as quaes s6 concordam com a pro-
posta e accusam a possibilidade da existencia d'um pouto multiplo ou con-
jugado nos casos de ser nullo @ ou b (Fig. 30) (Geom. Anal. n.° 136).
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1.° Se a==0, o ponto (0, 0) pode ser multiplo, e a equaclio de sezunda
ordem dé entdo y' = ==17b. Ha pois dois ramos, cujas tangentes ficam
symmetricamente collocadas acima e abaixo do eixo das abscissas; e a ex-

pressiioy—*t x \/!;T; mostra que a curva se extende para a esquerda
do ponto duplo, desde =0 até = — b, e para a direita até o infinito.
2° b=0 di y==1"—a. O ponto A é solitario; e a expressio

y==a v 2—a mostra que ndo ha curva 4 esquerda d'elle, nem 4 di-
reita até x=a.

IL A equagio &% — 2ay® — 3a%2 —2a%2 4 at=0

pertence a uma curva (Fig. 31) symmetrica em relaclio ao eixo dos y, e
para a qual M=0, N=0, sdo (y+a)y =0, z(2?—a? = 0.

A estas e & proposta satisfazem D e D' (=a, 0) e E(ﬂ.-—a}; ea
segunda derivada — 6a (2y + a) y'® + 122 — ko = 0 mostra que esles

2 .
pontos sdo duplos: sendo em E, y'= =+ ¥ gieem DeD,y==V 3
3
E y'==0, ouatangente parallela aos 2, em F(O,% a)e emHeO ( +aq,— 2——0) 5

Em E(0,—a), De D'(+a, 0), vem ¢ = o eper isso se recorreu &

derivada de segunda ordem, arhando-se estes pontos duplos. Finalmente

nos pontos | e G(==al’2, —a) a tangente é parallela aos y, por ser
!
y = a0,

I A equagio y'—ad+ a2l 32%2=0, ea M=0, N=0,

satisfaz a origem (0, 0) ; e como estas coordenadas anniquilam as derivadas
da segunda e da terceira ordem, e a da quarta se reduz a y'% + 3y'2+ 1 =0,
cujas raizes slio imaginarias, aquelle ponto é solitario.

IV A ot 4 2a2%y—ay®, e a M= 0, N =0,

satisfaz (Fig. 32) a origem; a derivada da segunda ordem anniquila-se;
e a da terceira ordem d4 y' = 0, y' = = 1"2: porlantv o ponto A é triplo.

EmHeO(*+a, —a),eemFe G(:’: % al ﬁ,—gﬂ) as tangentes

sio respectivamente parallelas aos z e aos v.
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V. Na equacio (Fig. 33) yYl—axy? 4 21 =0,

recorrendo & terceira derivada, acha-se que a origem é um ponto triplo,
no qual sio y'=—0, e y'==ce, on os eixos langentes & curva.

VL. Na equacio (Fig, 3%) yt+ ot — Jay® + 2baty =0
a origem é um ponto triplo.

VIL. Na equacdo (n.° 128)  y'—2a%2 — 2l 4 20092 — Bax® =0

é triplo o ponto (0, 0), no qual shoy' =0, e y/ = t\/%ﬁ

O espaco comprehendido entre as ordenadas dos pontos

(—30 5av'3), (—a, = a3)

separa as duas partes da curva; e nestes pontos, assim como em (— 5a, 0),
é y=mw,

VIL A equagto (2y+1+2)2—A4(z —1)5=0eaM =0, N=0,

satisfaz o ponto (1, —1); a segunda derivada da as raizes eguaes

yf ey = =g ¢ esta raiz ndio anniquila a funcglio

dsv 943 dsv 3 o T A 0
dy? J E{I:r:y o &yd.riy P TV
portanto o ponto M (Fig. 26) é um ceratoide (n.° 150).
IX. A equagio (y—p —o—az?)?—22—=0ea M=0, N=0,
que pertence a MBN ou M'BN' (Fig. 23), satisflaz o ponto {0, 8); a segunda

derivada dé s raizes eguaes y'=t,==1; e esta raiz anniquila g¢: o ponto
¢ um ramphoide (n.° 141).
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Superlicics ¢ eurvas no espaco

142, Sejam se=f(n9), E=F K X}...i -

as equagdes de duas superficies. Para que estas superficies tenham um ponto

commum, & necessario que a =X, y =Y, corresponda z =Z.
Tomemos sobre cada uma das superficies outro ponto correspondente a

x+h, y+k; e chamemos p, ¢,...e P Q,... as derivadas parciaes das

differentes ordens de (1). Designando + por m, serdio (n.° 71)
1
[+ h, y+k=z+h(p+mqg)+ Eh‘(r‘+2;m+lm‘]+.. i

Flz+h y +k)=s+ﬁ(P+mQ)+-;— hYR24+25m + Tm?) +. . .;

e a distancia entre os dois pontos serd A=—=h[(P —p) +m (Q — ¢) +...].

444, Se no ponto commum as differencas parciaes da primeira ordem
sdo respectivamente eguaes, P=p e Q = ¢, os raciocinios do n.° 115
mostrardio que uma terceira superficie nlio poderia approximar-se das duas
propostas tanto como ellas se approximam uma da outra, se nlo satisfizesse
a seu respeito 4s mesmas condi¢des; havendo assim entre as propostas um
contacto de primeira ordem,

Para haver um contacto de segunda ordem de duas superficies, é neces-
sario que sejam tambem eguaes entre si as differengas parciaes da segunda
ordem, R=r, S=3s, T=1L.

Para ter as osculagdes d'uma curva com uma superficie, mudaremos x
em x4+ h nas equacdes da curva, o que dard os y 4+ k e 5+ I correspon-
dentes; depois mudaremos z em z+h e y emy + & na equaglio da super-

ficie, o que daré 0 5 + I' correspondente; e finalmente egualaremos / a v
até a ordem da osculaglo,




144 CALCULO DIFFERENCIAL

'

Para ter as osculagdes de duas curvas, mudaremos x em z 4+ h nas suas
equagdes, oque dardy - k ez + 1 para uma, y 4 ezl para a outra;
depois egualaremos k a k" e I a I', até a ordem da osculaglo.

145. CoNTACTOS DE PRIMEIRA ORDEM.
Como as tres constantes da equagdo do plano,

fixam a sua posicho, podemos delerminal-as de modo que haja um con-
tacto de primeira ordem,

Chamando @, y, =, as coordenadas do ponto commum, as condigdes
d’este conlacto seriio

s=Ax+By+C, p=A, q=B;

onde p, ¢, representando os coefficientes differenciaes parciaes da primeira
ordem tirados da equaglo da superficie z = f (z, y).
E a eliminagdo de A, B, C, por meio d’aquellas condigdes daré a equaglio

do plano tangente & superficie no ponto (z, y, 3),

L—s=p(X—2)+q(Y—y)corvrcee..(A).

Se a equaciio da superficie for implicita, F (2, y, ) = 0, substituiremos
em (A) as expressdes de p e g tiradas das duas differencives parciaes d'ella,

ﬂl_“_i_ dF 0 dF dF"‘ﬂ
sz ' d—y+q&—z— )

o que daré a (A) a férma

dF dF dF
(Z—z)E—[-{Y—y}E- + (K—::c)E =0, .. i (AR

146. Achada a equagio do plano tangente, serd facil deduzir della
tudo o que respeita & sua posigo,
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Por exemplo, os cosenos dos angulm que elle faz com os dos @y, 3,
e ysz, sio (Geom. Anal., n.° 179, 1.°):

dF \
1 dz
e [T (N (a}
14+p°44 e ik
V (dzJ (dyj +(d:.v) ”
_ dF
cos ﬂ=\/___q = dj = !- ...... (B:)
l+p"+q VI r) o}
{\dz \ +(d.::)
dF
p by dz

cos y== - = N e

/ (dF 2 (dF) * dF
vi+pi+g? \/ C (f )

4473. Como a normal em um ponto (z, y, z) deve ser perpendicuhr
ao plano tangente, as equagdes d’esta recta ((Geom. Anal., n.° 17%) sdo:

X—24p(Z—2=0, Y—y+q(Z—3)=0.0..0... (C),
dF dF dF dF
|r e —n= — -'r _ — .1—‘ MR }.
o (X—a) = (Z—8) 3 (V—y) Z;=(E—3) - -+ 2(0)

E os cosenos dns angulos que ella faz com os eixos dos z, dos y e dos z,
(Geom. Anal., n." 178, 1.%), sio respectivamente 0s Mesmos que 08 7, 5, Y
do numero precedente, mudando p ¢ g em —p ¢ —q.

8
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448, Podemos sempre considerar uma curva como intersecglio de dois
cylindros perpendiculares a dois dos planos coordenados.

Como o plano tangente a qualquer d’estes cylindros, em um ponto
da curva, contém a tangente & eurva, a aresta e a tangente ao trago do
mesmo cylindro no plano coordenado respectivo, trago que é a projecciio
da curva nesse plano; vé-se que a tangente d projecgio da curva € a pro-
Jeecdo da tangente d curva.

Sejam pois s=[z, s=Fy,

as equacdes dos dois cylindros projectantes sobre os planos dos zz, zy.
Como estas equacdes sdo as da curva, isto ¢, as das suas projecgdes sobre
os planos zz, zy; as da tangente serdo

Z—s=(X—a)/, Z—s=(Y—y) F-';E

db dulss s roes (D).
ou X-—:c=(Z—z}T':, Y—y—{.’d—z)d—z

Se entre as quatro equagdes da curva e da tangente no ponto (z, y, 3)
eliminarmos 2, y, 2, a resultante em X, Y, Z, serd a das tangentes a
todos os pontos da curva, isto &, a da superficie gerada pelo movimento
continuo d’uma recta que fica sempre tangente & curva. E, segundo for
esta superficie um plano, ou nlio o for, assim a curva seri plana ou de dupla
curvatura.

Os cosenos dos angulos, que a tangente [az com os eixos coordenados,
slio :

cos o = lim i o lim i o AT 83 = dy COSy = S
“corda  As ‘corda ds' e . o’ L o T3
que dio ds* =dz? 4 dy? + dsd,

Em ecada ponto da curva ha uma infinidade de normaes, todas situadas
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no plano normal, cuja equagfio facilmente se vé (Geom. An., n.° 175) que é

X—a Y-—
L—z} —+ i

[ PR
Se as equagdes da curva forem 3z = [z, y=1ux,

serd [=F x {'; e as equagdes da tangente e do plano normal serdo (+):

Z—z:(ﬁ——x}f.l—z=w—y]% ........ (D),
(Z—2)f+(Y—y)¥+X—2=0........ oo (B

149. Se a curva se considerar como intersecglio de duas superficies,
cujas equagdes sdo

¢ (= y, 3)=0, (2, ¥y, 3)=0,

a derivaclo d’estas equagdes daré

do.de 1. 8N S odeitideT . dy

— — .

P el MR b B i

e a substituicio de [’ e F' tiradas de (D), dard fs equagdes da tangente
a [érma: .

; dp .
(Z—2) ==+ (Y—y) = (X—a) o~ ==0,
: dy ' dy dy
b g —= . — e — =U.sces . I}" H
@—0) Pt (V—y) b (X—a) =0 )

sendo portanto esta recta a intersecgdo dos planos tangentes és duas su-
perficies.

T e S U e o o T e e o o e S e S A o e o

(+) No caso de ser a curva plana, tomando por @y o plano d'ella, serd fe=0; ¢
a equacio (E') se reduzird a X —a + (Y —y) ¢ = 0. Por conseguinte o plano
normal é perpendicular ao da curva, e o sen lrago ¢ a normal,
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150. Nos exemplos seguintes veremos o uso que se pode fazer das
equagdes (A) e (C).

I. SuperFICIES CYLINDRICAS. A propriedade caracteristica dos cylindros
é que a linha de contacto da sua superficic com qualquer plano tangente &
uma recta generatriz, parallela a outra cujas equagdes, z=asz, y = b3,
sio dadas. Traduzindo pois analyticamente esta propriedade (Geom. Anal.,
n.’ 173), teremos a equaclio geral dos cylindros

ap+ bg = 1.
O mesmo daria a equaglio finita (Geom. Anal., n.° 167)
y—b=F(z—as),
applicando o que se disse no n.” 4.

II. SupenFiciEs coNicAs. Se na equaglio (A) substituirmos, em logar
de X, Y, Z, as coordenadas a, b, ¢, d'um ponto fixo, teremos a equaclio
dos cones, de que este ponto & vertice,

s—o=p(a—a)+qly—D).

O mesmo se obteria applicando o que se disse no n.° &4 & equaclo
finita (Geom. Anal., n.° 168)

y-—-b_. r—a
z—c_ Z“*—C‘

IIl. SveerFiciES coNoIDES. Se uma recta se move, encontrando sempre
uma curva e um eixo dados, e conservando-se parallela a um plano director
dado, a superficie gerada por ella chama-se um conoide. Exprimamos ana-
Iyticamente a propriedade, que caracteriza estas superficies, de ser uma sua
intersecgiio com o plano tangente sempre parallela ao plano director.

Tomando para origem a intersecglo do eixo com o plano director, te-
remos as equagdes:

do eixo X=az Y=0bz;

da intersecgdo com o plano tangente Z=z, (X—z)p 4+ (Y—y)g=0.
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E exprimindo a condigdo de se cortarem estas rectas, vird a equaglio
dos conoides
(2 —az)p + (y—bz)g=0.

Se traduzissemos analyticamente a geragdo do conoide por uma paral-
lela ao plano director, que se movesse encontrando sempre o eixo e uma
directriz (Compl. de Geom. Deser., n.° 8), teriamos as equagdes :

da generatriz =03, y=mzx+n;

das directrizes z=asz, y="bs; f[=0, p=0.

Por dever a generatriz euconirar a primeira directriz no ponto (a8, b2, 3),

as suas equagdes tornar-sc-ism em z="58, y— b3 =m (z —ap); e depois
a segunda condiglio, de encontrar a oulra directiz, daria 3 == F (m). Por-

y — bz

J; e pelo n.° 4%

tanto a equagdo finita da superficie é z=F (,;:
—as/

achariamos a equagdio differencial precedente.
No caso do conmoide recto, isto é, de a=10, b=0, estas equagdes
reduzem-se a

=F(—i-']. e pz+qy==0.

!

IV. SuperFiciEs pE REVoLUGio. Como (todas as normaes de qualquer
superficie de revolucio encontram o eixo, vé-se que, se eliminarmos X,
Y, Z, entre as equacdes (C) da normal e as do eixo, a resultante serd
a equaclo d’estas superficies. Assim, se o eixo de revolugio & o dos 3, a
eliminagdo entre as suas equagdes X =0, Y=0 e (C) da

py—gzo=0.

Obter-se-ia tambem esta equagdo applicando o que se disse no n’ 4%
& finita (Geom. Anal., n.° 169) z=F (@ + y¥).

V. SuPERFICIES PLANIFICAVES. Nestas superficies a recta generatriz
deve mover-se de modo que o plano tangente seja o mesmo em todos os
pontos d’ella.

Sejam as equagdes da generatriz =~ *=4a3 + &, y=bs +B:
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Como p, q. 5 — px —qy, nio devem variar ao longo d’esta recta : sup-
pondo substituidas nellas as expressdes de z e v, egualaremos a zero as
suas derivadas; o que dara

ra-+sh=0, sat- b= 0, | —ap—bqg=0.

o b 8 i
Eliminando — entre as duas primeiras, vem a equagdo das superficies
planificaveis ¢

rit—st=10.

A terceira mostra (Geom. Anal., n.°173) que a gencratriz & parallela
ao plano tangente; e que esti no mesmo plano, por ser, além disso, o ponto
de contacto commum a ella e ao plano. Com effeito a condiglo (Geom.
Anal., 0.° 173) ap + “q+ z—p (az 4 a) — ¢ (bs + B)==0, de cortarem
ambos o eixo dos z no mesmo ponto, reduz-se tambem a 1 —ap —bg=0.

Se considerassemos a superficie como gerada pelo movimento d’uma re-
cta sempre tangente & aresta de reversio, @ — g3, y =1{z, a sua equaciio
finita resultaria de eliminar a arbitraria 2 entre as equagdes da generatriz
assim definida, 2 — o («) = (x—a) ¢z, y— Y (2) = (5—a) Y'z; sendo
(2, 32, $a) o ponto variavel de contacto (Compl. de Geom. descr., n.° 12).

Mas a derivaglio d'estas equagdes da generatriz em ordem a 2 e a y daria

4. dz da :
quatro, entre as quaes, se se eliminassem a, iz To’ resultaria uma da
S x y

férma p=TF (q); e portanto a eliminagio de F'q entre as duas derivadas
d’esta daria a equaglo que achamos,

VI. Surerricies REGRADAs. Nestas superficies, das quaes sio um caso
particular as planificaveis, o plano tangente contém a generatriz,

x=as+a, y=>0bs45;
“ condigio que se exprime, como no caso precedente, por
ap + bg=1.

Suppondo pois substituidas nesta equagdo as expressdes de z e y, e de-
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rivando duas vezes, resultam, para eliminar a e b, as equacdes
a®r 4 2abs + 0% = 0, a’u + 3a%bm | 3ab®n + bPv=10;

onde u, m, n, v representam as derivadas da terceira ordem

dz d¥ d¥ d%
dz* ’ daidy’ dady® dy®

E eliminando %. como se fez nos Compl. de Geom. descr., pag. 100,
resulta a equaclio das superficies regradas

A%r—2ABs 4+ B%=0;
sendo A =3rnt — 2rsv — (*u, B=3rmt — 2stu — riv.

Se considerassemos a superficie como gerada pelo movimento d'uma
recta que encontra sempre tres directrizes, a eliminagdo de tres para-
melros pelas tres condigdes dos encontros deixaria um s6 parametro arbi-
trario nas duas equacdes da generalriz, o systema das quaes equivaleria &
equaghio finita da superficie. Depois a eliminagdo entre as equagdes prove-
nientes de derivar aquellas equagdes tres vezes consecutivas, considerando
esse parametro e uma das variaveis como func¢des das outras duas, daria
a mesma equagdo differencial que acabamos de achar. Advertindo que da
escolha das duas variaveis independentes pode depender em parte a lacili-
dade do calculo (Compl. de Geom. deser., n.° {4 e pag. 100; Cale. diff.
de Cournot, n.” 24%; Cale, diff. de Serret, n.° 358).

154. ContacTos DE SEGUNDA ORDEM. Appliquemos a theoria dos con-
taclos d'esta ordem és curvas de dupla curvatura (V. Fonct. Anal., n.° 141,

e An. appl. de Monge).

1.° Plano osculador. Scjom as equagdes d'uma curva, e a do plano
osculador em um ponto (z, y, ) d'ella:

s=fo,y=d2; L—z=A(X—2)4+B(Y—y).

Para determinar A e B de modo que se dé o contacto de segunda ordem,
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devemos (n.° 145) mudar nas equacdes da curva z em 2+ h, o que dari
y+k € 54 1; depois substituir na equagdo do plano X por z + heY
por y + k, o que dard 5 + I'; e finalmente egualar 0s termos em h e os
termos em h® de I aos respectivos de I'. Teremos assim :

]
2

na curva - k=h{' 4

h2Y 4. .. I=hf+%hiff+...;

no plano l’:AhiBk:(A-E-Bu}u‘)h+%Bh’¢”+...:‘
e depois A+BYy=f, By'=/,
por meio das quaes, eliminando A e B, a equaciio do plano osculador fica (+)
Vi @=8)= (Y =) (X—a)+ . (V=)o (F);
4 que satisfazem as (D) da tangente, como devem satisfazer.
9.° Oireulo osculador. Considerando este circulo como intersecclio

d’'uma esphera do mesmo raio com um plano central, e chamando a, b, ¢,
as coordenadas do centro e p o raio da esphera, as equacQes do eirculo serfio:

Z—e=A(X—a)+ B(Y—0), (X—a)*4 (Y—b)2+ (Z—e)*=¢%..(1).

Devemos (n.® 1%4%) mudar @ em @ 4 h nas equacdes da curva, e X em
z + h nas do cireulo, o que dar y 4+ ke z + I nas primeiras, y + k' e s 41
nas segundas; e depois egualar k a k' e L a [, independentemente dos va-
lores de h; isto é, por k e I por K e I', eliminar k e [, e egualar a zero,
em cada uma das resultantes; os termos em h e os termos em A%
Teremos assim, até h?:

nas equagdes (1) l=Ah-+Bk, 2(z—a)h+h? i 2(y—b)k+43+2(s—c}l | B=0;

nas equacdes da curva  k=h{}' + —;—ﬁ!‘}‘”-l-. cor §=bf + {ih"f“-}-...

A A B I A I PP A A Pl 8 1 0 B U

{+) Sea curva fosse plana, e tomassemos o seu plano por Ty, seriam { e’ nullos;
e esla equacio, reduzindo-se a Z ==g, moslraria, como devia mosirar, que nas curvas
planas o plano osculador & o plano d'ellas.
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Depois substituindo nas duas primeiras as expressdes de k e I dadas pelas
duas ultimas; e finalmente egualando separadamente a zero os termos em
h e os termos em h?, virdio:

A+By'=F, BY'=f" l @
ot (=)' + (=) =0, 1+{y—b)Y"+(— ) +{+*=0) |

As duas primeiras mostram (1.°) que o plano do circulo é o plano
osculador,

Eliminando A, B, a, b, ¢, p entre (2) e (1), resultardio as coordenadas
do centro e o raio do circulo osculador :

B (2 i L e L

4 i g LYY —9)]
V(=T

+rrl 4 f'" + (' — f"ir;}‘ %

A3 )..(8
N o o e ) WO (£ e 2
¥4 AL =L 1
[P+ —ryn*
Generalisando a variavel independente (n.° 46), isto é, substituindo

. dzdy — dyd’z R dz /" dad?s — dzdx
RN ~ 5 PR Il TR

] dy ]
* o dz ’ "I"
ds? ='dz? | dy? + ds?,
epondo X =dyd?® — dzdy, Y =dsd*s—dads, Z = dad’y—dyd*z,

as equacdes (3) tomam a [érma:

ds®(Ydz — Zdy) ds*(Zdz — Xds)

w Bebind  FD K3 ifdead sl 7Y FY
...... §).
ds®(Xdy — Ydz) ds® ®)
t=3%+ x!-E—Y!+Z’-' p= l
(X242 423
T .

#
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Emfim, porque, em virtude de  dsd® = dzd®» 4 dyd®y + dzd®s,

sfio

X4 Y24 20 Aot (@) 4 (@) — (%)),

de—Zdy—ds‘*dL\—) Zdzx—Xdz=ds’d| dy ) ldy—Ydmmdssd'rj:),

(@ @ @a—@p-an{(a(F))+(4G) + (0 (F)) )

v \ds

as formulas (4) transformam-se em :
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di (ds )
() )
y =3+ P& di. "

TN e T

152. AxGuLos DE FLEXA0, E DE TORSA0. Sejam ¢, ¢, ¢’, os
cosenos dos angulos que a tangente a uma curva plana faz com os eixos coor-
denados; e ¢ + 8¢, ¢’ + 3¢/, ¢' + 3¢”, vs dos angulos que faz com os mesmos
eixos a tangente consecutiva. Designando « o angulo de contingencia, e at-
tendendoae® 4 24 =1, (c+3¢)2+ (¢ +8¢)2+ (" + 3c/")2 =1, &

2 08 a=2 ¢+ 3¢) + 2¢/(¢+ 5¢) + 2/ (¢"+ 8¢")=2— (324 §¢'1+ §¢'2) ;

2 sen % o —a==4/3c® + 3c2 + 3¢'?; isto 6, (n.° 121)

=V (a(z

i

))2-!-(11 (%—’])‘+ (d%—’-)!=—9-.....[7}.

Imaginemos agora que, em cada ponto da curva de dupla curvatura, se
construe um elemento, ne plano osculador do antecedente, e fazendo com
este 0 mesmo angulo de contingencia, o qlm] mede a ﬂea:.'ﬂe; e que se faz
gyrar o elemento, assim construido, em volta do mesmo ponto, até que coin=
cida com o elemento da curva. E evidente que o angulo 6, chamado de tersdo,
que por este movimento ficam fazendo entre si os dois planos osculadores
consecutivos, e o angulo de flexdo determinam a posicio de cada ele-
mento da curva.

Chamando ¢,, ¢/, ¢/, e ¢/ + de,, ¢/ + de/, ¢ + de,, 0s cosenos dos an-
gulos que fazem com os eixos coordenados as perpendiculares aos dois
planos osculadores consecutivos, teremos, como ha pouco,

0=4/8¢248¢/2 4 5,
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Mas, generalisando a variavel independente, como no n.® 161, e usando
das notagdes do mesmo numero, a equagdo (F) do plano osculador trans-
forma-se em

X(z—a)+Y(y—w)+Z(s—3)=0;

por conseguinte as equagdes da perpendicular a este plano slo
X Y
o1 — @ o (51— )y g1 —y= o (51— 5);

e 08 cosenos ¢, ¢/, ¢/, (Geom. Anal., n.° 179, 1.°) sio

X 3 v L
VIV Y1V 2 X Ve

Y (XdY — YdX) + Z (XdZ — ZdX)
3

3¢/, 3¢/ (X24+ Y24 YY) E

; e similhantemente

que dio §¢,— —

Substituindo pois na expressio de 6, e pondo

A=XdY — YdX, B=XdZ — ZdX, C=YdZ — ZdY,
yem

AY(V+X%) BY(Z24X% 1 C3(7*  Y%)—9ACXZ+ 2BCXY 4 2ABZY

-
- X4 Y? 4 228

que, attendendo a serem

A%Z2 = AZ(BY —CX), B®Y2—=BY(CX + AZ), C2X*—CX(BY —AZ),

Jm+m+m‘

se transforma em = m,
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e finalmente, por serem
Ady + Bds=0, Adz — Cdz=0, Bdz 4+ Cdy =0,

{ Adx Ady
isto é (,:_?;’B——_F;’

a expressdo do angulo de torsdo § toma a férma :

Ads RS
e d 5“ds{x!+w+zi}'_7ﬂ§‘w ........... (8), %

diz. —=dz(d¥xd%—d¥yd®z)+dy(d*sd’z — d%d®z) + dz(dyd®s—d?zdYy).

1583. Espuera oscoratriz. Como a equagdo da esphera,
(#1—a)® + (y1— )2 + (51— )P =%
tem quatro parametros, pode sujeitar-se a um simples contacto com a su-
perficie em um ponto (z, y, z); o que dard as condicdes:
@—a)t+ (— O+ (s — =,
g—a+p(s—e)=0,y—b+q(z—e)=0

ds  dz :
sendo p e g os valores de — e — tirados da equagdo da superficie
s=/(z, y). I E
Para qualquer raio p, estas equagdes darlio as coordenadas a, b, ¢, do
do centro; e ter-se-hio assim tantas espheras que tocam a superficie no
ponto dado, quantos forem os valores que se attribuirem a p.
1

Pondo, por abrevigr, (1 4 p% 4+ ¢%) LR ¢, a eliminaclo daré:

c=8kpp, D=y 009, G=—T FpPP.c+++s:+ (10).

Por se terem supposto os P e () tirados d2 equacho da esphera eguaes
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respectivamente aos p e ¢ tirados da equagdo da superficie proposta, é
commum o plano tangente; e por serem entdo as duassultimas equagdes
(9) as da normal, o centro (a, b, c) esta sobre'esta recta.

454. Restando s6 a arbitraria ¢, nem sempre se pode satisfazer #s
condi¢des de osculaclio de segunda ordem, isto &, de serem tambem R, ST,
tiradas da equagio da esphera eguaes respectivamente a r s, 1, tiradas
da equaglio da superficie proposta; e por isso, geralmente fallando, nem
sempre ha esphera osculatriz para as superficies, como ha circulo osculador
para as curvas; isto &, nem sempre ha uma esphera que tenha um con-
tacto de segunda ordem com a superficie, em todas as direcgdes & roda
do ponto (2, y, ).

A55. Vejamos porém se, em uma direcclo, se pode estabelecer a oscu-
lagio de segunda ordem no ponto dado,

Seja m=

o, g QR :
iz Im ' tang i

a langente trigonometrica do angulo i que faz com o eixo dos z a pro-

jecgdo sobre o plano 2y d'uma das tangentes 4 superficie no ponto (z, y, z).
Para que nessa direccio haja uma osculagho de segunda ordem, basta

que sejam eguaes as sommas dos termos de segunda ordem (n. 151)

r+ 2sm -+ im*=R + 28m 4 Tm?.

Ora as derivadas da segunda ordem da equacio da esphera relativas a
& ey, attendendo és condigdes do contacto de primeira ordem, sdo

(z—e¢)R 4+ 14 p2=0, (3—e¢)S + pg=0, (s3—e)T+1+¢2=0:

tirando pois d'estas tres equacdes os valores de R, S, T, e substituindo-os
na precedente, resulta

(5 —c)(r+2ms+4 tm2) 4 4 + p2 4 2pgm + (1 4 ¢Am2=0...(11).

Esta equaglio dd 5 — ¢ em funcedo de 2, y, m; depois as equacdes (10)
dardo ¢, a, b, ¢, isto &, o raio de curvatura da secgio feita na superficie
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por um plano tirado pela normal e pela tangente de que se tracta, e as
coordenadas do centro: '

[ p 4 2pgm 4+ (1 Bm2]. /1 £ p? s g
e r 4+ 2sm + im? B o (E),

a=xpgcosy, b=y pcosB, c=zF=pcosy,

chamando «, 3, y, 0s angulos feitos pela normal com os eixos dos z, dos
y, e dos z (n.” 147).

Como ¢ deve ser positivo, e o multiplicador do radical no numerador
de (E) sempre o é, deverdio empregar-se em p, a, b, ¢ os signaes ==, se-
gundo for positivo ou negativo o denominador de p: ou tambem empregar

sempre osignal superior, tomando o radical \/ 1+ p24qdep, cosz, cos, cosy
com o signal do denominador de (E); ou sempre o signal inferior, tomando
o radical com o signal contrario ao do denominador de (E).

D’este modo acharemos as curvaturas da superficie em todas as direcgdes
das sec¢des normaes d'elias.

45@. Differenciando dz=pdx | qdy, para a superficie e para o plano
tangente, vem, para aquella e para este, respectivamente :

d*z = pd¥r + qd% + da® (r + 2ms + m¥), (d%) = pd + qd%.

Portanto seré d®s < ou > (d®z), e o plano tangente, na direcgio dada
por m, ficara acima ou abaixo do consecutivo, conforme for negativa ou
positiva a expressio r + 2ms + m, que é denominador de (E); isto &,
seréi a curva concava ou convexa para o plano zy, segundo for negativo
ou positivo o denominador de (E).

E como o signal de r+ 2sm + rm*=-:- ((mt + 5)2 — (s2—ri)]

|
muda pa passagem de m por T{—si v 8*—nt), quando s —rt > 0;
¢ invariavel quando s —rt < 0; e tambem invariavel quando §* —r¢ =0,
5 : B Srial :
mas tornando-se a expressio nulla para m ==-— — : distinguem-se assim
t

08 casos em que a curvatura muda de sentido na passagem da tangente
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por duas direccdes: em que se conserva no mesmo sentido para todas as
direccdes, e em_que é nulla numa direcgio.

2 459, Para ter as secdes nas quaes a curvatura é maxima, faremos
:%20' Assim a derivada de (11) em ordem a m, attendendo a que, em

virtude da primeira dasequacdes (10), a condigio 3& =0 equivale a ?:ﬂ,
m m
da
(53—e) (54 tm) + pg+ (1 + ¢ m=0......... (12),

entre a qual e (11) se deve eliminar m,
Podemos, para effectuar esta eliminaglio, abater (1 1) a0 primeiro gréu,
multiplicando (12) por m e subtrahindo de (11), o que conduz a

(s—c)om + pgm + (s —e)r+14p2=0....... (13);
depois, pondo  A==tr—s?, B==r (1 + %) + ¢ (1 + p?) — 2pgs,

a eliminagio dé ~ A(s—¢)2+ B(s—¢) 4 g=2=0......... (18).

Com os dois valores de s —¢, que se tiram de (14), a primeira das
equacdes (10) darh os raics ¢ de maxima e minima curvatura da superficie
no ponto (z, y, z), e depois uma das equagdes (12) ou (13) daré m, que
determina a direc¢lo das duas curvaturas.

Concebamos estas duas linhas de maxima e minima curvatura tragadas
na superficic proposta. Por serem ellas independentes do systema de eixos
a que se refere a superficie, podemos tomar o ponto dado para origem
das cpordenadas, e o plano tangente para plano dos zy; o que, tornando
&, Y, %, p, q, vullos, reduziré as equagdes (12) e (13) a

c(s+tm)=m,c(m+r)=1............ (18),

e por conseguinte s+ (f —)m=—s=0...0.0000000.. (16).

Por ser — 1 o produclo das raizes d’esta equaglio, as duas secgdes cor-
tam-se perpendicularmente. E portanto, exceptuando casos particulares nos
quaes a equaghio (14) se reduzisse a uma identidade, podemos concluir que :
Em qualquer ponto d’'uma super ficie ha duas secgdes normaes, perpendicu-
lares uma d outra, ma direegio das quaes a curvatura é mazima ou minima.
Estas secgdes chamam-se principaes.
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158, No mesmo systema de coordenadas a expressio do raLo de cur-
1 +m
r+2sm + (m?

Se tomarmos por eixos dos z e dos y as duas tangentes &s secgdes
principaes, serd em uma d'ellas m==0 e na outra m =20 ; e uma das
equagoes (15) mostra que seré s=0. Chamando pois ¢ um dos raios e
¢" o outro, serdo

vatura de qualquer secglio normal é (n. 165) p=

i

r"—-—-l. ?H_._._-
o ] e ]
o t

i 1 A cos?i sens
e por conse —_— —
x 3 g FIEMA SIEERRE oy ¢
m!
que é o theorema de Euler.
Para outra secciio perpendicular a esta, serd

...(16),

1  sen?i cosi
P e -+ T i
Pi P 4

d'onde resulta -+ - +F—. o obwhinses ol

Os pontos onde é ' =;", e por conseguinte (eq. 16) g =’ para qual-
quer secgdo normal, chamam-se umbilicaes ou de curvatura espherica.

459. Se tivessemos tambem feito no n.° 153 o mesmo que fizemos
no n.’ 158, egualando entre si a lotalidade dos termos de primeira ordem,
satisfariamos s condigdes do contacto de segunda ordem; e ficaria ainda
uma indeterminada, da qual poderiamos dispdr para achar a curvatura em
todas as direcgdes em que m fosse o mesmo, Por onde se vé que é possivel
estabelecer o contacto de segunda ordem na direcgdo de quaesquer secgdes
differentes da normal: o que vamos [azer.

Sejam: ¢, «, 3, 7, 0 raio de curvatura da secglio normal que passa por
uma langente & superficie, e os angulos que elle faz com os eixos dos
z, y, 5; ¢/, a4 B’y ¥, 0 raio de curvatura e os angulos analogos de outra
secglio, que passa pela mesma tangenle, e cujo plano faz com o da pri-
meira o angulo w.

U
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da:) [ dy (d:)
g a(%) i

y CO8 ?" o g F‘J ‘__d.,—"" cos ‘r' - F’

P ds s’
e (n.° 147)
i
i
Wﬂlz—-“'—!"_:_.cdsﬁ':—- _._L_aL'DST“-'——'—."_"__-
Vitptiq? Vitpitgd Vigptyg
Portanto  cosw==cosa cosa’ + cos  cos 3’ + cosy cosy’
ds dy (dm)
(%) qd(?ﬁ) AL
G, | s v ol
= e ()3
Vit
dsz dz dy
a qual, attendendo a que a proposta = (=, y) d4 7
dz dx (n‘y
d(Ei) d(ﬁ)l Es) (dz-.i (d.g'-l-dy NED,
det T e g A )+ 4\ %)

se transforma em

(@) +2(Z) @) +(2)

€08 o ==1p' — ,
Vitptigt
: 2
(g) (r + 2sm + im?)
ou cos ==’ -
Vitpitg?

-

e b e b s s T ——

(+) Como esta expressio dd p' = A cos w, sendo A independente de o : se fizermos
w= 10, a que corresponde p' =, teremos p —A, e por conseguinte serd P'=p COS w3
ficando assim muito abreviada a demonstragdo do theorema de Meusnier (Vej. Cournot,
Cale, diff., n.° 275).
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Mas as equagdes

Ll

timtos s (5)' ()4 (=0 5= n

ddo (

d:.!:)"_ i 1
ds! 14 p*42pgm+ (1 + ¢%) m?’

logo

4+ pgm (14 Y m?] V14 p2+g?
r 4 2sm + tm?

cosw==pcosw...(F).

Esta equaciio comprehende o theorema de Meusnier, segundo o qual o
raio de curvatura de qualquer das secqdes, que passam por uma tangente
& superficie, ¢ egual ao da secgio normal, que passa pela mesma tangente,
mulliplicado pelo coseno do angulo que fazem entre si as duas seccdes; isto
¢, o raio de curvatura da secglio proposta é egual ao da secglio normal
projectado sobre o plano da primeira,

Podem consultar-se sobre esta maleria: a Theoria dos contactos das
superficies ¢ curvas no espago, Coimbra, 1869, do sr. Luiz da Costa e
Almeida; ¢ o Additamento ds notas do Caleulo differencial e integral de
Francoeur, Coimbra, 1845, pag. 11 aié 21.
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Limites das superficies

160. Para achar o maximo e 0 minimo z d'uma superficie curva, cuja
equagio é 3 —[(, y), ou F (2, y, 3) =0, devemos (n.* 102) pbr p=0e
qg=0, ou (n.° 40) ﬁmﬂ e d_-y=0’ que sdio as condigdes do paralle-
lismo do plano tangente ao dos xy; e eliminar z, y, = entre as Lres equagdes:

\ dF dF
s=[( y) p=0, g=0; ou Fs, g, 5)=0, ==0, Z-=0.

E depois a condiglio (2) do n.° 102 mostrara se nos pontos assim deter-
minados ha maximo ou ha minimo.

1@64. A condigio de ser o plano tangente perpendicular ao dos zy

exige (n.° 146) que seja p =0, on ;i 0. Portanto, para que o plano

tangente em um ponto seja perpendicular ao dos zy, é necessario que as
coordenadas d’este ponto satisflagam ds equagdes :

s=[(z, y), p=0; ou F(z, y, 3)==0, ggzﬂ.

Todos os pontos, que satisfizerem a estas duas equacdes, estardo sobre
uma curva limite da superficie no sentido dos yz; e, eliminando @, achar-
se-ha a projecclio d'esta curva, e da superficie, sobre o plano dos ya.

Do mesmo modo se obterd a projeccio da superficie sobre o plano
dos zz, eliminando y entre as equagdes z = f(x, y), g==0; ou entre

dF
F » Y = —_=1.
(2, ¥, 3) -

Assim na esphera, (z—a)4(y—b)2+ (3—¢)2—r2=o0, ¢ g—z-F.=z—c;
e a eliminagiio entre i =10 e a proposta di, como devia dar, a equaglo

d'um circulo, projec¢lio sobre o plano dos zy,

(@—alt 4 (y — b =,
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Rectificacdes, arcas e volumes

162. 1. Projectado sobre o plano dos zy um arco de curva no espago,
planifiguemos o cylindro recto, cuja base & projecclio do arco; e sejam s
o arco, » a sua projecglio, ¢ a érea da porgdo do cylindro comprehendida
entre a curva e a projec¢io. Como 3, fica desenvolvido em linha recta, po-
demos referir o arco s &s coordenadas orthogonaes z e 3, e teremos entdo

dt = zdy, ds®=d\? + dz?;

que, por ser, no plano da base, d\=da?+ dy?,

se transformam em

di—z 4/ dz® + dy?, dst=da? + dy? + ds%.

Se das equacdes da curva, M = 0, N =0, que sio as de duas superficies
de cuja intersecgdio ella resulta, tirarmos z, y, dz e dy em funcglo de @
e dx, e os substituirmos nas expressdes precedentes de di e ds, a inte-
gragdo, isto &, a reversio das expressdes differenciaes és primitivas, daré
a érea ¢ da porglio do eylindro, e o comprimento do arco s.

163. 1I. Dada a equaclio d’'uma curva plana, y = [z, procuremos o
volume v=="Fz e a superficie u = ¢z do solido gerado pela revolucio em
volta de Az do trapezio curvilineo CBMP (Fig. 1), comprehendido entre
um arco d’ella, o eixo dos &, e as ordenadas extremas.

Mudando & em « + PP’ =z + h, os augmentos k, 4, [, de y, v, u,
serfio

k=yh+...,i=vh+...,l=vh4...

representando i, I, o volume e a éirea do solido gerado pela revolugio do
trapezio curvilineo PMM'P/,
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Mas o volume do solido gerado pela revolugio d’este trapezio estd com-
prehendido entre os volumes dos cylindros gerados pela revolugiio dos re-
ctangulos PMQP/, PLM'P'; e a frea do mesmo solido esta comprehendida
entre as éreas dos troncos de cone descriptos pelos trapezios rectilineos
PMM'P, PMHP'; portanto os limiles para os quaes tendem a razio dos
volumes dos dois solidos, e a das éreas dos dois troncos de cone, serfio os
mesmos para que tendem a razlio entre o volume d’um d’aquelles cylindros
e i, e arazio entre a drea d'um d’aquelles cones troncados e [; & como
aquelles limites sdo

. w(y+k%h =(2y+y'h).MH . =(2y+y'h) MH
lim. i T I!m'mn{2y+k).-.‘rll'rl'_hm' =29+ F) lim. 71 T 1,
i
: v+ —v'h+... :
20 tambem 1 = lim, —— = lim. —2—-—-—- _—
ser Ty - e

TS 1 u'B +...
! ; 2
I=lim.———  _ —lim. - e

=(2y+k). MM w(2y+k) v l+y"+‘2ﬂ{';:&+_.. 2ryy 1 4y2

w

que ddo

v==y?, W'=2myy 1 4y2=2ny.5;

ou dv=ry¥dz, du=2my v dz®+dy?.

Substituindo pois nestas equagdes [z em logar de y e flzdz em logar
de dy, e integrando, ter-se-hdo v e u.

464. 1lI. Sobre o plano ABC (Fig. 35) tracemos um trapezio CDEF,
cujos lados parallelos CD, EF, sejam perpendiculares & intersecgdio AB do
plano com outro que faz com o primeiro um angulo a; e seja cdef a pro-
Jecgdo d'este trapezio sobre o segundo plano. Seré a frea

cdef = é (ed +¢f) . GH= % (CD cosa+ EF cos «) . GH==CDEF cos «.
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Esta raziio entre os trapezios e as suas projecdes tem egualmente logar
para os triangulos; porque (Fig. 36), tirando CD e LF perpendiculares a
AB, e CE parallela a DF, forma-se o parallelogrammo CDLF, cuja rea
¢ dupla da do triangulo DIF, e cuja projecgio é dupla da projecgio do
triangulo.

Como as liguras rectilineas se podem decompor em triangulos, a mesma
relagdo subsiste para qualquer polygono plano; e pode ainda extender-se,
pelo methodo dos limites, a qualquer drea plana. Portanto :

A projecedo P de qualquer drea plana A sobre um plano € egual ao
producto A cos a d'esta area pelo coseno do angulo « dos dois planos.

Assim, chamando %, «, a os angulos que faz uma érea plana A com

0s tres planos coordenados; e P, I, P”, as suas projecgdes sobre os mesmos
planos : teremos

P=Acosu; P'=Acosa, P'=Acosa",
que do P2 P2 Pra— A%

Logo: O quadrado d’uma drea plana € egual d somma dos quadrados
das suas projecgdes sobre tres planos que se cortem rectangularmente.

Estes theoremas servem para avalar as areas planas, situadas no espago,
por meio d'outras situadas nos planos rectangulares coordenados, isto é,
por meio d'outras expressas cada uma em funcgdo de duas variaveis.

265. 1V. Seja a equagdo d'uma superficie, 3= f(=, y);

e M (Fig. 37) .um ponto (z, y, z) d'ella.

Tirando quatro planos: dois parallelos aos 3, e correspondentes a y,
Y+ k; dois parallelos aos yz, e correspondentes a #, z + h: chamemos v
o volume do tronco mixtilineo, que € terminado pelo plano dos xy, pela
superficie e por aquelles quatro planos, e cuja base no plano dos zy é o
rectangulo comprehendido por h e k; e u a drea da porgio da superficie,
que termina este trouco. K chamemos Y==F(z, y) o tronco comprehendido
entre os seguintes limites : plano dos xy; plauos parallelos a zz, um 4 di-
stancia y, outro a uma distancia dada b do mesmo plano; planos paral-
lelos a y3, um & distancia 2, outro a uma distancia dada @ do mesmo plano,

Procurando o augmento de V no sentido dos Y, ou o tronco cuja bhase
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& o rectangulo xk; e depois o augmento d’este tronco no sentido dos z,
ou o tronco v cuja hase & o rectangulo hk: teremos

v=F(z4h y+k —F(@+h y)—[F(z, y+ k) —F (=, y)].

E similhantemente a respeito da érea u.
Emfim, desenvolvendo estas funcgdes pelo theorema de Taylor, e redu-
zindo, vird:
d*v d*U

=hk — sew = e “uwy
IR~ IR - T T

suppondo h e k sufficientemente pequenos para que a curvatura da porgio
de superficie u seja no mesmo sentido em todos os seus pontos. Posto isto:

1.° Os prismas cuja base commum & a base do tronco v, e cujas alturas
sio a minima 3+ « e a maxima z--2 das quatro ordenadas [ (z, y),

f(@+h y) f(2 y+Ek), f(x+ hy y+ k), comprehendem aquelle tronco;
bk (z + a)
R (z +3)’
tnn_lbem esta o limite da razio de qualquer d’elles para o tronco; isto é,

e como a raziio d’estes prismas tem por limite a unidade, serd

v
R SRl - Rt
l—--llm.h-——k(z+’)—-hm. i

2.° Como a unidade é o limite da razdo entre cada um dos arcos de
curva, tragados por M na superficie u, e a tangente respecliva; e como
estas tangentes existem no plano tangente : concebe-se que é tambem { o
limite da raziio entre u e o porgdo do plano tangente intercepta pelo tronco
v, produzido indefinidamente. Mas, chamando 9 o angulo que faz esta su-
perficie plana com o plano dos xy, e attendendo a que a projecgio d'ella
neste plano ¢ Ak, temos (n.° 164%)

hk e
i e — ‘ ! "
superl, tang. plana = = &--Ms v i+pit+ghs
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por conseguinte (+)

U 20
R oo IGINE G WO O ey
hk v/ 1 +p2+g? Viipt4gd Atipiig

166. Portanto, para ter V e U substituir-se-hio nas differenciaes
a2V = zdady, d*U = dzdy v/ 1 +p®+ ¢%,

por z, p, q, as suas expressdes em x e y, liradas da equagdo da superficie
z = f(z, y) e das suas derivadas em ordem a x ¢ em ordem a y; ¢ depois
integrar-se-ha duas vezes, uma relativamente a y desde b até y, outra re-
lativamenle a 2 desde a até z.

B

(+) O mesmo se acha partindo (Fonet. anal., n.® 79) do principio de estar u com-
prehendido ‘entre a maxima e a minima das secgoes feitas no tronco pelos guatro planos
tangentes d superficie tirados pelas extremidades das quatro ordenadas f(x, y),
fle+h,y), flz, y+k&), f(e+h, y+ k). Por quanto, sendo 1 o limile da razao
d'aquellas duas seccies,

hk

coss, F1+(p+ea )tig+5,)

M Vit talt@thr
cos ﬂ“ i

tambem deve ser 1 o limite da razio d'uma d'ellas para u; isto &, deve ser

d*u d*
u dxdy dr1ss dzdy

{ =lim.

~ = lim. = J
bk VA p+ta, ) (g 18, )2 Vit(pt e +igte) Vitpi+g

P
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Do methodo infinitesimal

463. Quando se applica o methodo dos limites a uma equaglo entre
conslantes e variaveis definidamente pequenas, esth demonsirado que a
equagio subsiste separadamente entre a totalidade dos termos constantes
e entre a dos variaveis; e que, por isso, se pretendermos tdo sémente obler
uma relagio eutre as constantes, poderemos desprezar no decurso do cal-
culo o0s termos compostos das variaveis, sem que esla omissdo torne in-
exaclos 0s resullados; seguros de ndo deverem influir as quantidades des-
prezadas. O mesmo dissemos por occasiio de expdr o methodo das tan-
gentes (Geom, Anal., 0. 73).

Poderemos pois, em questoes d’esta natureza, omitlir os termos inde-
finidamente pequenos, que os geometras (ém chamado, com Leibnitz, in-
finttamente pequenos, ou infinalesimos ; omissio que abreviard os calculos,
sem o8 lornar inexaclos: apresenlando-se a Lheoria com todo o rigor,
quando se provar que as quantidades omittidas sio da ordem d'aquellas,
que por fim devem desapparecer dus resuilados. \

Importa muito que nao uos privemos do auxilio d’este methodo; porque
¢ elle precioso para gravar na memoria 08 resultados e para facilitar as
wvestigagdes analyticas complicadas, sem lbe [altar na realidade o rigor
de que parece carecer.

468, Appliquemos estas nogdes ao caleulo differencial.

Sejam y, 3, {, ... luncgdes dadas de . Suppondo a z um augmento Az,
o0s correspondentes de y, 2, ...y tirados das equagdes que ligam estas
yariaveis com &, terlio a forma

Ay=Adz + B (Az)®+..., Az=AAz + B/ (Az)*+. ..

Para fazer calculos sobre estas expressdes, temos de combinar entre si
as quantidades Ay, 43,..., formando equagdes M=10 em que ellas en-
trem, Mas a substituicdo das expressdes de Ay, Az,... dard resultados
que, ordenando relalivamente as pul'.eucias de az, se compordo de termos,
d'entre os quaes licardo elevados a menor expoenle 0s que provierem de
AAz, A'Ax,. « . Portanto, se dividirmos a equagdo pela potencia de Az que
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for factor commum, s6 ficarfio desembaragados d’esta quantidade os coeffi-
cientes A, A/,...; e se ella é tal, que pode diminuir indefinidamente, sem
que por isso variem &, Y, 3,..., deverd subsistir a equagio M =0 entre
os termos ndio multiplicados por B, B',. .. Por onde se vé que poderemos,
no principio do calculo, supprimir os termos d'esta especie, e escrever
dy=—Adz, ds=A'dz,. .. dizendo, para evitar circumlocu¢des, que se
desprezam os outros termos como infinitamente pequenos d’ordem superior.

Neste modo de tractar o calculo differencial concebem-se as grandezas
como formadas de partes elementares, a que se di o nome de differenciaes,
e que se designam pela caracteristica d, como j4 dissemos (n.° 3). Estas
differenciaes ndo sio os elementos realizaveis, mas differem d’elles em quan-
tidades que se podem desprezar, e que o calculo faria desapparecer se as
tivessemos conservado. E assim, ndo influindo no resultado os erros prove-
nientes de taes desprezos, somos conduzidos pela introducgio d'essas quanti-
dades auxiliares a calculos e considera¢des que abreviam muito os processos.

Tal é a ideia que devemos fazer das quantidades auxiliares dz, dy, dz,...
introduzidas no caleulo como elementos das quantidades z, y, 5,..., em
logar dos elementos realisaveis dos quaes ellas podem differir tao pouco
quanto se quizer; sendo portanto inutil considerar essas differencas, as
quaes pelo decurso do calculo deveriam desapparecer, sem ficar d'ellas
vestigio nas relagdes procuradas entre z, y, 5,....

169. Para fazer pois a substitui¢lio dos valores auxiliares, é necessaria,
primeiro que tudo, a certeza de que as differenas entre elles e as verda-
deiras variagdes viriam a destruir-se no resultado. E assim, para que o
methodo se possa empregar com seguranca, é necessario satisfazer & con-
digho indispensavel da egualdade dos limites ou das ultimas razdes, que
consiste em comparar as grandezes verdadeiras com as que se lhes substi-
tuem, e fazel-as variar simultancamente, para ver se, em sua diminuigio
progressiva, a razio entre ellas tende sempre e indefinidamente - para a
unidade, como sed limite.

Por exemplo, suppondo que o arco BM (Fig. 1) recebe o augmento in-
finitesimo MM’, poderemos tomar pelo arco MM’ a corda MM'; a qual
serh differencial do arco BM, porque, 4 medida que M se approximar de
M, o arco e a corda diminuirdio, e a sua razéio fenderd constantemente para
o limite 1 (n.° 110). Mas ndo pedemos tomar MQ por differencial de BM,
ainda que MM’ e MQ se tornem conjunctamente nullos, por isso que ndo é

MM

c s , Y5 £z 2
{ o limite da razdo 0 =sec MMP=\/1 4+ I_f';:: ¥ -—2—.';!' (x+ M)J 4
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O mesmo succede com ax® e bx; porque, a pezor de se anniquilarem
simultaneamente quando #==0, comtudo o limite da sva razio ¢ 0 e ndo 1.

Quando nlo se consideram s6 estes limites, o calculo apresenta-se como
um meio de approximacio ; mas, logo que se applica & investigaglio das
ultimas razdes, que sfio as mesmas para as differengas auxiliares e para
as verdadeiras, adquire todo o rigor algebrico, e a sua linguagem e notaglio
sllo exactas; porque nas palavras infinitamente pequenas e differenciaes
vae subentendida a condigho de usar d’estas quantidades para obter resul-
tados relativos, ndo a ellas taes como se introduziram no calculo, mas és
suas ultimas razdes.

A differencial ¢ assim uma parte da differenga, cuja razdo com ella
tem a unidade por limite.

430, Ha tambem neste genero de consideragdes um principio que nlio
se deve perder de vista: é o da homogeneidade, o qual consiste em deverem
as differenciaes ser da mesma especie que as respectivas grandezas de que
se consideram como elementos, ¢ da mesma ordem entre si. Ndio se deve
pois tomar sendo um solido por differencial d’outro solido, uma superficie
por differencial d’outra superficie,. . .; o que corresponde a dizer que nio
¢ permittido considerar uma linha como um aggregado de pontos, uma
superficie como um aggregado de linhas, . . .: e, além d’isso, ndo deve uma
formula diflerencial conter sendo termos que sejam expressdes differenciaes
da mesma ordem de grandeza.

APPLICAGOES

A94. Funcgdes ELEMENTARES. Representando z e ¢ [uncgdes de =,
seja y=zl.

Se mudarmos  em & + h, e desprezarmos o producto dzdt da segunda
ordem, que s6 pode conter dz?, dz?,..., teremos:

dy = (5 + dsz) (t 4+ dt) — st =1dz + zdl.
Desprezando do mesmo modo ds?, di?, dzdt,. . ., a expressio y = z™ d4

dy = (3 + dz)™ — z™ = ms"=dz.
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Por ser a* =14 kh +...., a expressio y=a* di

dy=as(a% —1) = ka‘ds.

A expressio y=logz da

sy 05 ) g g (1 ),

e por conseguinte

nf’!f-——l+kdy+...=l+$, ou dymlk £=Md_z

3 z
E a expressio y—sen s di (4lg. Sup., n.° 156)
dy==sen (3 + dz) —sen z =sen 5 (cos ds — 1) + cos 5 sen dz == cos zds

132, Anrcos. Seja BM=13 (Fig. 1) um arco de curva plana terminado
no ponto M (z, y), € y =[x a equagdo da curva. Considere-se a tangente MT
como prolongamento do elemento infinitesimo MM/, ou da corda MM/, que,

!
podendo approximar-se indefinidamente de MH, faz que s ==tang MM'Q

MQ
se approxime tambem indefinidamente de tang HMQ, nao differindo d’ella
sendio em uma quantidade infinitesima. O triangulo MM'Q, cujos lados sio

dx, dy, ds, attendendo a ser lim. E%:Ia =1, di

d
dy. cosT-—_——?-

tannga =

, sen T= %ii—, ds = v/d.r‘-l-dy‘.

Do mesmo modo, sendo ¢ a drea CBMP, e tomando por dt o rectangulo
infinitesimo MPP'Q, acha-se dt=yda.
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133. CoorpENADAS POLARES, Appliquemos este processo és coorde-
nadas polares. Do pélo A como centro (Fig. 8), e a partir de M (r, 6), de-
screva-se o arco MQ==rdi; e depois prolongue-se o elemento MM’ =ds
até encontrar em T a perpendicular AT a AM. Serd M'T a tangente; e os
triangulos similhantes MM'Q, MTA, dardo

2
EE=£-[, ou subt. AT=r—d&-
dr r dr

O triangulo MM'Q daré tambem

=4 | =2 —2
MM = MQ + M'Q, ou ds®— rids® + drt.

Finalmente a drea ABM = 7, comprehendida entre dois raios vectores,
tem por differencial AMM', que se pode tomar por AMQ; e como &

AMQ = % AM.MQ, resulta

dt= % r2di.

274. Aneas B voLUMES DE soLipos. 1. Sejam v o volume e u a su-
perficie do solido que a rea CBMP (Fig. 1) gera na sua revoluglio em
volta de Az. A differencial de u ¢ a superficie do tronco descripto pela

revoluglio do arco MM', que tem por expressdo -;—W (circumf. PM <~
circumf. PM'); ou MM . circumf. PM, desprezada a differenca P'M'—PM:

e a differencial de v é o volume gerado pela revoluglio da area MPP'M',
o qual se pode considerar como o cylindro descripto por MPP'Q, que tem

por expressdo PP . circumf. PM.
Logo du = 2nyds, dv==y*dz.

1. Seja BD (Fig. 37) uma superficie, cuja equacio é z=F (a, y).
Quando se attribuir a z 0 augmento da, o do volume V= EFMN serd
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MBFR =gd¢; e se depois neste resultado dermos a y o augmento dy,

o do volume MBFR serd MCSP — d%dzdy. O augmento de MN = U
i d*Uu

serd similhantemente MC = ik dady.

Mas: 1.° o plano Mrsq (Fig. 33), parallelo ao zy, [6rma o parallelipi-
pedo MPSs, que se pode suppor egual a MPCS, e cujo volume é zdxdy;
2,° o plano Mr's'q’ pode suppor-se confundido com a superficie na extensdo
de MC; e como (n.° 16%), designando b a inclinagdo d’este plano sobre
o dos xy, a base PS ou dzdy & MC cosf, teremos

dxdy .
MC = — = dard Lol et
e F\/l i el

Logo d2V = zdady, d®U = dzdy Visptegd

235. RA10s DE CURVATURA DAS CURVAS PLANAS. Sejam (Fig. 39) MM

e MM’ dois elementos consecutivos d'uma curva plana. As perpendiculares

levantadas no meio das cordas d’estes elementos determinam o centro O,
e o raio da curvatura MO=y.

0 angulo de contingencia w & o das tangentes consecutivas MT;, M'T,

isto &, o dos raios OM, OM’, perpendiculares a ellas, E como, chamando
1

-

) |
¢ a corda MM/, & e’ 0= "—, se passarmos para os arcos, que differem
P

das cordas em infinitesimos da terceira ordem, seré w=——.
Designando « o angulo da tangente com o eixo dos z, serdo
d(langz)  y'dx

I‘.lng_a =y'. w=—do= -——"—2-

1+ tnug‘aﬂi

e
Portanto p=—= (_j'g;)_ :
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O angulo -%u & o leito pela corda com a tangente; e a perpendicular
M'P’ & tangente &
ds?

M'P'=¢sen i":'-ﬂ?

236. Normaes As supERFICIES. Sejam § o angulo que a normal O;N
(Fig. 40) a uma superficie, no ponto Oy infinitamente proximo de O, faz
com a sua projeccdo O(P sobre o plano da tangente 00,2’ e da normal Oz
no ponto O; e w o angulo 04PO que esta projecglio faz com Oz. Os an-
gulos § e w determinam a posicdo de O4N, quando é conhecida a de Os.

Tomando o plano tangente em O para plano dos xy, como no n.° 157,
s30 p e g nullos; e portanto, na passagem para o ponto Oy, tornam-se
p e g em dp=rdx+sdy, dg==sdw+tdy; ou, chamando « o angulo
que 00y faz com Oz, e § o elemento 00,

dp=3§ (rcosa-ssenx), dg =3 (scos « 4 sens);
e as equagdes da normal serdo (n.° 147)
X—2+4(Z—s)dp=0, Y—y+4 (Z—3)dg=0.

Se passarmos para o systema de eixos Oz’ e Oy, situados no mesmo
plano tangente, teremos -

z=a'cosa—y'seng, y=—=2a'sena + y cosa;
e as equagdes da normal transformar-se-hdo em
(X —a')cosa — (Y —y') sena + (Z—3)dp=0,
(X' — &) sen a4 (V'—y/) co8s + (Z—3) dg = 0,
que, eliminando alternadamente Y' —y' e X' — &', e pondo

dpcosa+tdgsena=dp', dgcosa—dpsens = dq',
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tomam a férma
N4 (Z—3)dp'=0, Y —y' + (Z—3z)d¢' =0.

Serdo portanto (n.° 147):

_dq’ ;
V1 4 dp? + dg?

cos NOyyy' = —sen ) =

08 O4PZ c0s 0 = — cosw cos § — ._._f_,.___.
Visdpirag:

que di Senm=i—-:
v 1+ dp?
ou, por serem dp’ e d¢' infinitesimos,
sen 0 =dq'=§.[s (cos* x —sena) + (t—r) sen « cos ],
senw=dp'=3.(rcos*a 4 2ssena cosa 4 tsena).

Tomando para eixos dos 2’ e y' as tangentes &s secgdes principaes,

1
serdo (n.” 158) =0, t—r = 3
e o theorema de Euler daré
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Portanto serd & — 0, quando for 2 = ", ou p = ¢/, isto &, quando 00,
for uma secciio principal.

O conhecimento dos angulos 8 e « ¢ importante para o estudo das su-
perficies & roda de cada normal. (Vej. Cale. diff. de Bertrand, n.” 650 e
seguintes).

499. SUPERFICIES ENVOLVENTES. Seja M=0

a equagdo d'uma superficie ; designando M uma funcgdo de @, y, 5, e d'uma
constante arbitraria . Esta equagio serd a d’'uma familia de superficies,
cuja forma geral dependerd da forma de M, mas que se distinguirdo umas
das outras em virtude dos valores que se derem & arbitraria a.

Considerando « em dois estados consecutivos infinitamente proximos,
teremos as equagdes

M 1
M=U‘,M+—d de=0; ou M=0, -—d“-—-—ﬁ......[i].
dx da

Estas equacdes caracterizam, para cada valor de x, a curva de contacto
das duas superficies consecutivas, curva que tem o nome de caracteristica.
E & claro que, se entre ellas eliminarmos «, a resultante em z, y, 3,
pertencerd a uma superficie, logar de todas as caracteristicas, a qual se
chama envolvente das superficies envolutas, de que M=10 é a equacio.

138, Para verificar que a envolvente toca as envolutas em todos os
pontos das caracteristicas, nolaremos que, suppondo resolvida em ordem a
« a segunda equagdo (1), e substituida essa expressio de « em M, resul-
tard a equacdio da envolvente ¢ (2, y, z)=0, que da

dp dM dM da dp dM dM da dp dM  dM da

—

iz~ dz ' da'dz' Ay Ay dxdy’ ds ds @ dadi
ou, em virtude da mesma equagdio (1),

dp M dp M dy M
doe  da' dy dy’ dz ds
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Por onde se v& que sio communs 4s duas superficies os planos tangentes

dM dM ~ . GM udi
= (“’—f}'l'@(y—y)'f' o T f

do i dy ' dy sladhs
w o e )+ =) =0;

tendo logar o contacto ao longo das caracteristicas, que sdo as linhas com-
muns a ambas as superficies.

1%9. Fuazendo variar « em (1), vem as tres equacdes

dM d*M _
M=0l ¥=OIE=0ItIIIIIIII.. (2)|
dM dM |
As equagdes M =0, 7 s 0, tornando-se em S 0, =y = 0,

ddo outra caracleristica infinitamente visinha da primeira; e os pontos
communs a ambas satisfardio 4s equacdes (2).

Portanto, fazendo passar z por valores infinitamente proximos succes-
sivos, achar-se-hlio os pontos de contacto das caracteristicas conseculivas,
que slo pontos communs a tres superficies conseculivas. E se eliminarmos
« entre estas equacdes, as duas resultantes em «, y, z, por serem inde-
pendentes de «, representarfio a curva, logar de todos os pontos communs
&is caracteristicas consecutivas, & qual se dd o nome de aresta de reversao:
sendo facil mostrar que a aresta de reversiio toca lodas as caracteristicas,
como a envolvente loca todas as envolutas.

4890, Finalmente, eliminando « entre

M M
M=0,ﬂﬂﬂ d‘ O.d‘—q=0'
dad

da '-d:.i=

acha-se, em geral, um ponto singular da aresta de reversdo.
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A84. Se for M funccio de @, y, 3, e de duas variaveis, «, B, pode- _
remos considerar x e 3 como sujeitas a satisfazer a uma relagdo arbitraria
g = ga. Entdo, eliminando  de M, para uma f6rma de ¢, ficars s6 « ar-
bitraria; e attribuindo a a valores consecutivos, ou eliminando entre (1)
e (2), teremos as respectivas evolutas, envolvente, caracteristicas e aresta
de reversdo. Depois, fazendo variar a forma de ¢, teremos outros systemas
consecutivos das mesmas linhas. Por onde se v& que a equagio proposta
M =0 representa uma serie infinita, ou genero de familias de envolutas,
envolventes, caracteristicas e aresta de reversio de cada familia; p=0a
familia; 2 o individuo.

182. Se asuperficie movel, M=0, for um plano, as caracteristicas
serdio linhas rectas, por serem lineares as suas equagdes,

M _dA  dB  dC_ aD _
i y;d=~+dm ]

TR R 4

e a envolvente, compondo-se assim de elementos infinitesimos separados
por linhas rectas, serd planificavel, isto é, podera desdobrar-se aoﬂre um
Elnno,_ sem duplicatura nem ruptura, fazendo gyrar cada elemento em torno
a recta caracteristica que o separa do elemento consecutivo, até ficar no
plano d’elle.
As superficies planificaveis podem assim considerar-se como compostas
de elementos planos de comprimento indefinido. Taes sdo o cone e o
cylindro.

283. Procuremos a equaglio geral d'estas superficies, qualquer que
seja a natureza do movimento que toma o plano movel,

Como o plano tangente coincide com um elemento plano da superficie, &
claro que 2, y, z, podem variar, sem que por isso varie este plano tangente.

Differenciemds pois em ordem a @, y, 3, a equaglio do plano tangente

L=pX +q¥+z—pa—qy;

€ exprimamos que p, ¢, s — px— gy nlo variam.
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O calculo mostra que uma d'estas condigdes esté comprehendida nas
outras, e ha s6 duas distinctas

dp=0, dg=0,

r+sy'=0, s+ ty'=0.

Finalmente, eliminando y', que depende da direcclo segundo a qual
varia o ponto dﬁ contacto, vem a equagdo geral de todas as superficies
planificaveis (n.® 180, V), qualquer que seja o modo particular de geragio
de cada uma,

rt—s’=0.

Para a expressiio analytica das propriedades que caracterizam as diversas
familias de superficies, e para outras applicagies da doutrina infinitesimal,
relativas a ellas, consultem-se: o Calcul différentiel de Cournot e o de
Serret, os Complementos da Geom. descr. de Fourcy, e principalmente a
Analyse appliquée a la géoméirie de Monge.
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Linhas de eurvalura das superficies

A84. Chamam-se linhas de eurvatura d’'uma superficie as curvas for-
madas pelos pés das normaes & superficie que estdo duas a duas no mesmo
plano, isto &, que pertencem a uma superficie planificavel.

Sejam (n.° 147) as equagdes da normal nos pontos consecutivos (z, y, z),
(x + da, y + dy, 5+ dz),

X—24p(Z—25)=0,Y—y+q(Z—z)=0...... (1),

X—2+4p(Z—sz)—de—pds+(Z—z) dp=0,
Y—y+q(Z—z)—dy—qds+(Z—z)dg=0

Eliminando X— &, Y — y, Z — z entre estas equagdes, teremos a con-
digho de estarem as duas rectas no mesmo plano,

(dz+ pdz) dg— (dy + qdz)dp=0........... (3),

a qual equaglio e a da superficie siio as das linhas de curvatura,

185, Se quizermos a equaclo do plano das duas normaes, exprimi-

] remos as condi¢des de satisfazerem identicamente ambos os systemas (1)
| e(2) a

Z—z=AX—2)+B(Z—3)siceiereuss.

substituindo nesta as expressdes de X — 2, Y —y, tiradas d’elles.
Teremos assim

1 +Ap+Bq=0, A[dz + pds—(Z—z)dp]+B[dy + qds—(Z—z)dq]=0,
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a segunda das quaes, para ser identica, se decompde nas duas

A (dz + pdz) + B (dy + gdz) =0, Adp + Bdg=0.

A eliminagio de -f; entre estas reproduziria a (3); e a combinaglio de

qualquer d’ellas com a primeira, 1 + Ap+ Bg=0, da os parametros
que determinam a posiglio do plano,

[~ 9%+ g 7] 9 —
qdp— pdg’ qdp — pdg
E por conseguinte
X—a+p(Z—2)]dg—[Y—y+q(Z—3)]dp=0....(5)

a equacdo d’estes planos, tangentes & superficie planificavel formada pelas
normaes consecutivas da superficie proposta que estdo duas a duas em cada
um d’elles.

do+pds  dy + qds
dp " dg
por dz, dp, dg, as expressdes de definigho, ds=—=pdx+qdy, dp=rdz | sdy,

48@. Senaequagio (3), ou

=M, substituirmos

dg==sdx + tdy, acharemos a equagio do 2.° griu em :—i.

(1 + 9% dz + pgdy (1 + ¢°) dy + pyd=
rdz -+ sdy i sdx + tdy

»

que ¢ a equacdo diflerencial das projecgoes das liuhas de curyatura sobre
o plano dos ay.

E se, como no n,° 167, tomarmos o plano tangente para plano dos ay,
isto é, se fizermos p=0, ¢=0, esta equagdo serh

(j__i')‘_'_r—-l dy
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por onde se vé que: as duas linhas de curvatura se cortam perpendicu-
larmente.
Esta mesma equaglo, comparada com a ultima d’aquelle numero, mostra
dy . 2
que é m=£. isto & que: as linhas de curvatura sao langentes ds

secpdes principaes.

187. As equacdes das caracteristicas da superficie planificavel slio a
(8) e a sua differencial, que, attendendo a (3), &

X—z4+p(Z—=z)]dq—[Y—y+gq(Z—23)]dp=0..... (6);

equagdes a que satisfazem as da normal nos pontos da linha de curvatura,
como deve ser.

E, para ter a aresta de reversdo, seri necessaria tambem a differencial
seguinte, a qual, attendendo &s (5) e (6) ou &s da normal, é

(Z— 3z —N) (dpd®q — dqd®) =0, ou (Z—3z) —M=0... (7).

As equagdes (5) (6) e (7), ou a (7) e as da normal, dao as coordenadas
X—=z—Mp, Y=y—Mgq, Z=M,
dos pontos de contacto das caracteristicas da superficie planificavel com

a aresta de reversdo; e a serie d’esles pontos, correspondentes és cara-
cteristicas consecultivas, ¢ a mesma aresta.

488, Como a distancia R d’estes pontos de contacto aos respectivos
da superficie proposta é

VX =zt (Ymyt =P =MV14pt+ ¢,

serd, attendendo &s equagdes de definigdo,

e "
R r -+ ms 5§+ mi ‘/H—P i £
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ou, tomando o plano tangente para plano dos zy,

1 m |

r+ma=:+mt= s
w e

R=

.

E como, tomando para eixos coordenados os eixos principaes de curva-

tura, os valores de m sio m' =0, m"==o00, os correspondentes de R
serlio (n.’ 158)

R—=—=¢/, Ri=—=)";

isto é, s ponlos de contacto slio os centros de curvatura das secgdes prin-
cipaes da superficie proposta.

Portanto: a aresta de reversao da superficie planificavel, formada pelas
normaes da superficie proposta nos pontos d'uma linka de curvatura, ¢
a serie dos centros de curvalura das secpdes principaes tangentes ¢ mesma
linka de curvatura.

Vej. o Caleulo diff. de Serret, n.* 322 e 323.







NOTA

Sobre a minima distancia entre duas rectas (n.° 103);
e applicagdes

I. A89. Sem particularizar as posicdes dos eixos ¢oordenados, sejam
as equacdes das duas rectas:
Zz=mz+a, y=n3+3; e=ms+o, y==n'z 4§

A distancia d’'um ponto (z, y, ) da primeira a um ponto (<, ¥, 5/ 1
da segunda &

R=¢/ (m's'—mzs+4o —a)t+ (n's'—nz 4 p'—3)2 4 {zf — 7%,
E as condicdes do minimo ddio as derivadas:

(m'z' —msz 4 o' —a) m' + (n's' —nz 4 B/ —B)n' o 5’ —35=0,
(m's' —mz + o« —a)m + (W3’ —n34+p'—B)n + 5’ =—3=0.

Tirando pois d'estas os valores de 2’ e z, substituindo na expressio de
R, e pondo

m e=m+ Am, W' =n 4 An, a'=a 4 Aa, B'=PR + A3,
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serf a minima distancia entre as duas rectas

AmAS — An . Aa

R= "
v (3m)? 4 (an)2 + (mAn — nam)?

E, se as rectas forem infinitamente v'isinhas.

e dmd3 — dnde :
© V/(dm) 4 (dn)*+ (mdn — ndm)?

As duas condigdes do minimo, ou, dividindo por 3' —z,

!
IRy
5 —3

¥ —z y — 1
m+z,__z','+ {=0,

Z—z

_-yn’+i==0,
—-

z!

mostram que a minima distancia é perpendicular #s duas rectas.

190. No caso particular de serem as rectas parallelas, sio nullos Am
e An, lomando a expressio de R & f6rma indeterminada,

Neste caso as duas equagdes do minimo reduzem-se a uma s6, que da
3 —z=k, sendo k=g (m, n, o' —a, 3'—3), e ficando z' ou z inde-
termipada.

Depois, substituindo pa expressio geral de R, vem

Re= v{[mk + &' —a)d 4 (nk 4 B'—B) 4 AL,

D'onde resulta que, para qualquer ponto (=, y, z) de uma das rectas
parallelas, o valor de R é o mesmo; como deve ser.

A94. Se as posigdes successivas da recta dependem d’'uma quantidade :

que varia por lei de continuidade, por exemplo, das posigdes conseculivas
dos pontos d'uma curva, sio:

“=FE~ “‘=rEl n=Fy¢, E5=r'lE;




@ por conseguinte :

Am=hF’E+-;—FF”E-}-%HF'”E+.....

An=hF, + :;—h' FiE + %HF{"E_ . Adgre

a==hra+%mm+%harﬂa+....,

B3=RE+ 5 W5 SES

Das quaes, pondo

A=FFE'G;E—F1'E}":, B=ﬂ, C=2d’:_A+F[”Er!E—FHErIHEg
% dE d;g §
se deduz
1
Am . AB—An . au=Ah'i+—2-Bhﬂ+ %Chw .....

No caso de ser identicamente A=0, tambem é B=0. E portanto:
se, na passagem da posicio d'uma recla para outra infinitamente vi-
sinha, ¢ identicamente dmd3 — dnda==0, a minima distancia das duas
posigdes, ou € nulla, o que concorda com a condigio do encontro,
0=(m'—m) (2" —B)— (v — n) (&/ — a) = AmAB — AnAx, ou ¢ infi-
tesima ao menos da terceira ordem relativamente ds variagdes dos para-
metros.

1. #92. Applicando esta doutrina 4s equagdes (D) da tangente (n.° 148),

dx dy
X——:B=d— (Z—3z), Y—y-—-?;(z-m-z],

I

d. d
temos M= m,n=-—£,u=w—-z£¢—,3= dy

7 dz ds ' y—z?;.
o que di

ds™ ds d?l " dt\dz ds

dmdﬂ-dndz_d‘.-c(dy dy d’y) d¥y (dz d=x d‘x) 0
di?  dat ( ds®/ =
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Assim a distancia entre duas tangentes infinitamente visinhas a uma
curva de dupla curvatura é infinitesima ao menos da terceira ordem (Calc.
diff., de Duhamel, n.® 271).

III. 493. Para applicar a mesma doutrina és equagdes da perpendicular
ao plano osculador levantada pelo centro de curvatura (n.” 152 e 153),

:ﬂ—a=7(z—-—c). z—-—b=-—§-{z-—c).

X Y .
temos m=-f, n=-f,a=a-—-mc,§=b—nc:

dmdg — dndz = dm (db — ndc) — dn (da — mdc).
Mas, attendendo s expressdes de B e C do n.° 152, ¢

B — -Ady Adx
MRt T T A

e, se chamarmos D) o denominador das expressdes (8) de a, b, ¢don,® 151,
teremos, tomando s para variavel independente, isto ¢, pondo d* =0,

Dz D% — d¥zdD

da Bt ;

ib Dy 4 Dd%y — dydD
= T_)! '

D3z 4 Dd¥s — d2zdD

de = — :

Dt
que dao
A/ Xdz + Yd
dmdp — dnda = 7, {_\dzda + dydb —— o + 2 dc) -

ou, em virtude das expressdes de X, Y, Z (n.° 151),

dmd} —dnda = 7-:1—

v (dzda + dydb + dzde);




NOTA 191

ou, finalmente, attendendo a que é dxd®s 4 dyd®y + dzd*s =0,

A
dmd3 — dnda = 7D (0ds? 4 dad®z 4 dyddy + dzd)
A
= ADis d (dsd®) =

Portanto a minima distancia entre as perpendmularea infinitamente visi=
nhas a dois planos osculadores consecutivos d'uma curva, levantadas pelos
centros de curvatura, ¢ infinitesima ao menos da terceira ordem.

1V. 494. Querendo applicar a mesma doutrina as equagdes (C) (n.° 147)
das normaes a uma superficie infinitamente visinhas,

#—a&=—p(s—13), y—y=—q(s—%),
temos ~ m=—p, n=—¢, a=a'+p3, p=y'+¢5"
E a condiglio dmd?i — dnda=0,
é dq (dz' + pds') —dp (dy' + qd3') =0,
identica com a do n.° 186, que, em virtude das equacdes de definiglio
ds' = pda’ + qdy', dp ==rdz’ + sdy, dg=sda’ + tdy/,
toma a férma
[s(14+¢%)—patldy™+[r(1+¢%) (1 +7%)[dy'd='+ pgr—s(1 +p?)]d="=0..(a).
Por onde se vé que, d'entre os systemas de normaes consecutivas a uma
superficie F (¢, v, 5') =0, somente satisfazem & condigio de ser a mi-
nima distancia nulla ou infinitesima ao menos da terceira ordem os das nor-

maes tiradas pelos pontos consecutivos das linhas de curvatura, cujas equa-

¢bes sio F=0 e (a). (Cale. diff. de Dubamel, n.” 272).

FIM.
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S L B P

INTEGRACAO DAS FUNCGOES D’UMA SO VARIAVEL

Nogdes preliminares

195. O objecto do Carcuro inTeGRAL é reverter das funcgdes diffe-
renciaes 4s suas primitivas.

Para designar o integral d'uma funcgho differencial, escreve-se antes
d'ella o signal /. Por exemplo: o integral de dy=— 4a%dx indica-se por
y=‘fti-.1:5d£. dy

Assim, quando se dé a derivada E{;=K d'uma funcglio y de x, ou a

sua differencial dy==Xdz, o problema, que se resolve nesta primeira
parte do Calculo integral, consiste em achar a funcglio primitiva y=/"Xdx.

198. Este signal / corresponde a somma.
Com effeito, considerando (Fig. 41) o espaco PP’ dividido em partes
eguaes Az, a somma dos rectangulos fz . Az tenderd para ser egual & somma
dos espagos mpp'm', que & MPP'N, ao passo que Az tender para zero; e
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por isso, chamando 4, g, os valores de & correspondentes 4s ordenadas
extremas, serd

’»:c, frdz = 22' mpp'm' = lim Exi fxAr=MPP'M'.
/T Ty &1

197, Examinemos a relagio que deve existir entre as funcdes primi-
tivas fz, Fz, da mesma derivada y'= ¢ (2).
O theorema de Taylor d&

fle+ W)=/ (&) + hy(a) + 5 Bg/(x + 0h),
F(z + k) =F(z) + ho(z) + %h'?’(z+ 6k);

das quaes se tira  f(z+h)—F(z + h) =f(z) — F(z)=C;

sendo C uma quantidade que ndo varfa, como se vé, pela mudanga de =
em & + h, isto é, uma constante. _

O mesmo se representa na figura. Por quanto, sendo mm' elemento da
curva Y ==g¢(x), os integraes MPP'M’ e M,P P'M' s6 differem entre si na
constante M P PM, a qual depende de se contarem as duas 4reas, uma a
partir de MP, outra a partir de M,P.

Differindo pois s6 no termo constante as funcgdes primitivas que tém a
mesma derivada: daremos a um integral a férma mais geral, que pode
ter, ajunctando-lhe uma constante.
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Regras fundamentaes da integracio

198, Fstas regras derivam-se das correspondentes do Caleulo diffe-
rencial. Assim:

I. O integral d’'um polynomio € a somma dos integraes de lodos os
seus termos, conservando a cada um o seu signal e o seu coefficiente
n.° 10).
( IL. }uteyra-u 2™ dz ajunctando uma unidade ao expoente de 1, e di-
vidindo por dz e pelo expoente assim augmentado (n.° 1%, 4.°).

Assim:

i n4-1
J Asrds = ‘:‘.‘+ G
"Adz W Az—1 A
S5 =) A== S G ey = B

Estas regras sdio applicaveis 4s expressdes que, por transformacdes con-
venientes, se podem reduzir & férma Az"ds.

dsz
Por exemplo, fazendo b+ cx" = z, o que da z"—ldr= —, teremos
| ne

> ‘a
J HI“_!dI (b + C‘xn:‘m =‘"_,' -’;' mdz=— m -

t G,

a(b+ c:.r.’.‘). '“+_1

ou faa:“"dm(b + ea")m = ad I)'m:

Na praclica, sem fazer explicitamente esta transformacdo, basta operar
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como se ella estivesse feita. Por exemplo:

AL 5.
J6v/aa 1 Barito=[3 VAt 1 8.0 (a0 4 8) = L (4t 4+ 8T .

II. Quando m=——1, a regra precedente torna-se defeituosa; e pa-
rece dar o integral infinito.

Nesle caso o integral pertence a outra especie de funcedes; e é (0.°27) (4)

f s—1dz =f“~i:— =z 4 C.

L Ll P, . s P I R P P PP,

=af

(¥) Pcla regra precedente éfx ds=o0 -} C; e na origem é 0 =oc 4 C, que
= — g0,

-
Por conseguinte fr di=ow —w,
Para determinar esla quantidade, notemos que, devendo o integral

m

48 == ——
f m + 1 + .
ser nullo na origem, a qual corresponderd a um certo valor a de z, temos

H -1 m1__

a m £
S "B : dy = !
e m+1-/ic . =t
; 0 . : 7
que, no caso de m=— 1, toma a firma —. Applicando pois a doulrina do n.° 88,
M um—j—l 0
acharemos — = » que, param= — 1, dd Ix —[a, ou Is 4 C.

0 mesmo se acharia (n.® 94) pela derivacio dos termos de

m+1 m41
o m—H gl _ —[m-|—!]
. ot

e+ 1p (et 1)as

(a3) T |
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Do mesmo modo J{a+x)-1d:f:=J ‘%:I(a + ) 4 C.

Portanto: O integral d'uma fraccdo, cujo numerador € differencial
do denominador, é egual ao logarithmo hyperbolico do denominador.

Nestes integraes convem dar & constante arbitraria a forma [c, para com-
modidade dos calculos. Por exemplo:

* baldx 5 r2z%dx b
—_———= | ————— = i .
i BT e+ 7]

IV. Integra-se a*dz dividindo a exponencial a* pelo logarithmo hyper-
bolico da base (n.° 25).

Aa®
la

Assim f Aasdz = + C.

V. O integral d'uma fracgdo, cujo denominador ¢ um radical qua-
drado e cujo numerador ¢ differencial da quantidade affecta do radical,
¢ o dobro do mesmo radical (n." 15).

Ads
Por exemplo = 2AVs+C.

VI. O integral da differencial do seno repartida pelo coseno; ou de
menos a differencial do coseno repartida pelo seno ; ou da differencial da
tangente repartida pelo quadrado da secante; ou de menos a differencial da
cotangente repartida pelo quadrado da cosecante : ¢ egual ao arco (v.° 31).

Assim :

: =arc (cos=23) 4+ G,
V1—3zt

f\/fz_ﬁ_‘:nm (sen==1z) + C,J'._..

ds * . ds
fl +x,‘=arc (tang=13) + C, J—1+zi=arc(wl=-g)+c_
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Se o raio se suppozesse egual a r, o0s segundos membros seriam os re-
spectivos valores de

v rds n rds ~r¥dz . s
J¢r!_;!.1_ \,"T___z!'.} l:!-l-z%"}_ri..*.lz!’

b
Por exemplo, pondo z,/ = =t teremos

mds m,» ds m ,a dt m b
Jomw—a Vs it (e==v3) +¢
|-|--a-z‘

mdz

; m b
Do mesmo modo J § =775 are (sen———z ‘/E) + C.

a — bsz?

#99. Uma das regras mais importantes, por suas muitas applicagdes,
¢ a da integragdo por partes.

De d(ut) =tdu + udt
resulta Judt =ut— [tdu.

Portanto: decomponha-se a expressio differencial proposta em dois fa-
clores, um dos quaes se saiba integrar pelas regras dadas; integre-se o
producto, considerando o outro factor como constante differencie-se de-
pois o resultado em ordem a esle factor, que se tomdra como constante ;
¢ emfim subirdia-se o seu integral do primeiro,

Exemplos :

Sz .de =zlx — [z.d(lx) = 2lz — fdz=zlz —z 4 C;
J@.cosxdr=axsen x — [sen xdz ==z sen z + cos z + C.

Esta regra tem a vantagem de fazer depender um integral d’outro;
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mas, para applical-a utilmente, deve decompor-se a [uncglio proposta em
dois factores taes que o segundo integral, de que se faz depender o pri-
meiro, seja ‘conhecido ou mais simples que este.

Se, por exemplo, decompozessemos z cos zdx em cos x e xdz, teriamos

2 B . X !
fcos:o.a:dz=i2—-cns 243 l z* sen @dx, reduzindo assim o integral
proposto a outro ainda mais complicado.

200. Formura' v Berxovrrrn
Applicando successivamente a regra de integragdo por partes, acha-se

fudl = ul -—ftd'u
frdu mfldl.ﬂ': %t’u-’-— *_;-_j 2dv',
f Bdu' = f;‘!d:.u”=% Gl — -;— }'r“du”.

f:"—idufﬂ—iiz ,.t"—'-:ft.u{"—‘} Ay S 1[ ("du'*—1),

D’onde resulta

~

{ { . tul-1) g .
mow 3, nduln—1),..(A);
J“d' iy T S T T 1.2...nJ' o (4)

du du’ dul—1) .
gt SRS | S — q(n)
sendo a =l 5 u', = =t
; n—1 wli) 1 e
ey TN R el i S n (n—1),
ou fudt s =1 N (—1)~. /;ndu
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sendo l0) =u.

Se t & a variavel independente, a formula (A) torna-se mais simples,

% i du 1 d BV i W d"u
—_— !— ————— s—'_'-it " - " :‘
it e e T e

A g i+ diu i d™u
=is i_'_____‘__ — e ;
w Ju=3, (1) (e tpged fags,

d%

send —_—
endo a0

A formula (A) de Bernoulli é para o calculo integral o mesmo que é
para o differencial a de Taylor, da qual tambem se deduz, como veremos
quando tractarmos da integraglo por series.

2014. Com as regras da differenciaglio das func¢des elementares e das
funcgdes de funcgdes ficdmos habilitados para differenciar quaesquer func-
¢Oes propostas.

Nio succede porém o mesmo em quanto 4 integraglo, porque s6 a sa-
bemos fazer exactamente em alguns casos; sendo necessario nos outros
recorrer a processos de approximagdo.
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Das [raccoes racionaes

202. Na Algebra Superior (n.° 138) ensinamos o processo geral para
decompor uma [racgdio racional Ndz em outras cuja forma seja alguma
das seguinles:

Adz Adx (Az+B)dz (Az+B)dz
z—a (x—a)” o' + pr+ ¢ (& +pz+g)*

sendo A, B, p, ¢, n constantes, e 2* 4+ px 4+ q 0s factores reaes do segundo
griu, compostos de factores imaginarios do primeiro.

Tracta-se pois de reverter d'estas fracdes componentes &s primitivas
de que cllas sio differenciaes.

Para mais facilidade notaremos que, expellindo do denominador das duas

ultimas o segundo termo, pela hypothese £ —z — ;- P Tdfg. Sup. n.° 3%),

w | .
e pondo a quantidade positiva g — — p*==13*%, estas fracgdes se reduzirlio
simplesmente a 4

(Az+B)dz (Az+ B)ds

St e
12 Caso. B (u2 198, 1) [ 20— Alefe —a).

Por exemplo :

‘e(a + .':.-])

fag—i%=;—a[f[a+x)—l(a-—s)}+lc::s;—al( - e

22—z —2

f&ﬂ_—-!x)d.-n._“" dax d__{ Qdx / ¢ )

Ja—q Jmakt \(2? —2 — 2)?
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A
P—TN—apit Y

2.° Caso. i (n.° 198, ) f@"‘%ﬁz_

Por exemplo :

3 1 b
f(:o3 + 2 4 2) dz I"(ﬂd:n 5 ps T g
2 —23 + 2 R

& = 78 3 )
x ] zg—1 (24 l]%—_a: +1

8
i3+ )+C

Azds "

Bd
o ?—ﬁ/ =

T

o
== (3% +B?) + E—arc(lang: _r )+C.

Seja, por exemplo,

1 1
i _[‘gdx 3(@—1)ds
Val—1 J g—

/

A TS

O primeiro integral do segundo membro & 3 l(z—1). Para achar o
segundo, fazendo :rmz—l, teremos

|
E zdz

3\ 1
— + — = . Ak s ¥y P !
iy 3 4 3) + g am(e=pg) o
—=— Sl (@ e )4 ( |

W "__Qx-l-l
i Jare | tang = 3 )-LC
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E portanto:

o xdz I[ s , n___i'm+i
J:c_'J-rTl-::E (e—1)— 11 (22424 1) +!/3an,(l,,—- 3 )]-{-G.

Para outro exemplo, teremos:

f{z!—£+l)n‘m_j'(3 dz i (z+ 1) da
@+ )@ +1) J\2 241 2 241 )

3
EJCTM:E:L_IL_H % arc (tgﬂm)«l-ﬁ. )
¥ @1y

y . [(As+B)ds A ", Bdz
k., 'CH.S'U- E j'(;! + .3"1:]!: _ﬁ_-é{-lr-—_ij (;‘.‘,_i_ ll’::!:]r:——] +)' t;ﬂ _I 5%}n=

o 5 Al (z* 4-3?) em logar do primeiro termo, no caso de n— {.

Para facilitar a integrag@io do segundo termo, fazendo-a depender d’outra
na qual seja menor o expoente do denominador, temos (n.° 199)

r dz - z " ¥z
—— e — L A T |II I
, [:i+i32}n—1 (=1+ If:i)u—i—'_g(" ')-’ (zi-{-ﬁ.ﬂ}“'
e z%dz ) dz 2z
» por {z! o Bﬂ}n -_'l:?l__!___l:!]:l-—‘l b (32 + 13'!} n'
ds z

dz
FERT

[aramm—

eyt
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da qual se tira

2n—3 /" dz

f(:!.;_[g!)u 2(n—1)5 (,lJrﬁi)n—:'*' (n—i) ] (;i+gl)n—l"'(ﬂj'

Querendo pois integrar uma serie de fracdes

" &dz + Bdz Cds
Jwwem ) mre t mree
; . i ~ Alds
reduziremos a integracio da primeira a T que sommaremos
(A4 B)ds Ad

com a segunda; depois j ( que sommaremos

_zi+ ﬂ!}n—l ’ {.—i_{ sﬂ)n '

ds
com a terceira; e assim por diante, até chegar a] Ty que j& conhe-
cemos (n. 198, VI), +B

Seja, por exemplo :

j[zi .3+3.1:5+3)d.:c "{[—Em)dz (22 + 1)d=x ] dz
(4 1)8 @+ ) T @ T Ery

A parle, em que entra 2 nos numeradores, da

—2xdx » Oxdy i |

(22 + 1)3""] 221 1)t 2(:1:’-!—]] ﬂ-'"i"-i.

As outras partes dao, reduzindo (a) e sommando successivamente,

e z 3 dx
Jerr— i@t mre
dz -~ dz x ( §
R e ) e A Y A

dx + dx .. ML 1.2 18/ do
@it @t e T it vy s aa
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Integrando pois o uitimo termo ¢ sommando todas as partes, serh

ah 42281 3224 3 x4+ 2 Ta:—B IE ]
j (« 4 1)3 =-i[x!+t]t+ I) urc(g=m} i

Pelo mesmo processo se integraré

dx
(1 + x) 2 (2* + 2) (2 + 1)2

Decomposta esta fracgdo (Alg. Sup., pag. 226), os unicos termos, cuja
integraglio pode offerecer alguma difficuldade, sio

1 (@—1)dz (1 (z2—1)d=z
2 (B VT Bt

e estes, sendo tractados pelo methodo precedente, dio

z'+1

_m !{a:‘ i)-—-%arc (tang=1x) + C.

Sirvam ainda para exercicio os dois exemplos seguintes:

i) Y 2 S
l(s Syve uz{da——V'&arc(lnngﬁh-EE)
bdz b ) (@ + )y 2+ az + o Efd |
—ab 3@ T
z
— 13 arc (tang-—-—[/?) +C
(a:3—6::‘+4a:—‘l)d.:: 2y (z—2)(=z+1) 1 . C

z¢—354—3$’+7x+6 z—3 z+1
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Funccoes irracionaes

203. Do que fica dicto segue-se que sabemos integrar todas as fun-
c¢des algebricas racionaes.

Das que sdo irracionaes nem sempre é possivel obter integraes de férma
finita; mas, quando ¢ possivel, ‘o processo ordinariamente empregado con-
siste em tornal-as racionaes, pela substituicio da variavel em funcglio de
outra, ligada com ella por uma relaglio propria para esse fim.

@04, Comecemos pelos radicaes monomios, aos quaes se reduzem
tambem os polynomios lineares.

8 3
Seja a expressio (1' .. .2:_\/.:: hellde
z+ V2 :

Por ser G multiplo de 2 e 3, ¢ claro que a hypothese & = 2% farh des-
apparecer a irracionalidade; e a expressio transformar-se-ha em

6ty sy 204z . Gzdz
53+ i 1 ds - ﬁ.dz—-zm.
cujo integral &
1 1,/:‘— 41 2z —1
imsel e NGt P Qe £ 1Y
3 +3:2 -2/ yreg 2!’3arc(lang 3 )
A expressio gﬁilm. fazendo &= 2%, daré
Vadz [ 2%z z—1 Vae—1
| =9z = ., —— e |
x—1 .l:?—-{ +!cz+t ms-’-kl’m-fi
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2635, Ravicaes po secusno Griv, Consideremos agora as funcgdes

em que entra o radical Vait bz ot
Tractaremos separadamente dos dois casos de ser &* affecto do signal
+ ou do signal —.

1.° Caso. Pondo yfa-l- bt at=3z+t g,

quadrando e resolvendo, teremos

_z“—:il d _2[&31(22-{-&'}]&:
=ixes T pxm:p
Ty z - ]
1/’:&+E*-1:—|-a:5‘——-!J A +ﬂ-

ficando assim racional tudo o que compde a funegdo proposta.
Exzemplo. Usando dos signaes inferiores, é:

dz i 2dsz
v \/ﬂ-{-b.’t‘-{—mﬂ 2:+0

=] —;::(2; Fb)=le (% b4 a4+ v}a_-kb.:—l-z‘ )

dz

Do mesmo modo j —=lc(z 4 Vot = ad).
v 2 + g2
Para dy=dx Va4 22,

s
podemos tambem fazer ¢/ a? + 2=z — &,
e chreviar depois do modo seguinte:

dz  a%:z 1 f'
e Rarirc = 2l — y Y= —— L :d.l'."
dx 3 + Ezﬂ’dy dic — xdz, y g & H

BB
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e portanto
| | 1 | wr gy et | o Ty
e e 2 S 08 SR ROERS 8 . W SR 2 0.
y 25+4z+2a1cz ﬂx\/a b +2afc(m+5/u+xj.
i
dando & constante a forma -ﬂ—aifc.

Para dy:—:-ix—, ou dy \/-:i=—dx—

i vVi—a vzt —1

6 yV—1=1(z+ v2"—1)+C.

Mas, suppondo =1 quando y==0, a mesma equacdo tambem da

cos y=—ux, \/a:‘—-— 1= 1,/—1 seny, ¢ 6 C=0: logo a formula pre-
cedente reduz-se & da Algebra Superior (n.° 159, 1),

*y \/:‘iml(cosy x \/—1 sen y).

2.° Caso. Quando o radical proposto, que suppomos real, é Va -+ bz — 22,
seria necessario, para seguir o processo antecedente, igualal-o a s+g feat,
introduziedo imaginarios. Podemos porém, no caso de ser a positivo, t'azer

V@ 4 bo — x® == zz = 1a, sem o mesmo inconveniente.
Em todos os casos, chamando « e 2 as raizes de 2 — bx—a=0,
que devem ser reaes para que o radical o possa ser, se fizermos

v’a+bz—§= v‘(z —a)—a)=(z—a)z,

e depois quadrarmos e supprimirmos o factor commum x —«, acharemos

__Bteas?  2(a—p)sds i (f—a)s
o= o= Varte—a = E,

que sdo racionaes.
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Exemplos :

Pondo \fa+bm-—-m5=v’(m-—u](3—w}-——(w—-rx)z,

& I'_ji—_=(!—--2nrc(tang=\/?‘_x).

7 o a4 bz —a* o $
Pondo ¢T:;3=(t—x) z,
dx 2dz
é ~x|“:2=fz*+l=G+2“c(ta"g==);

e portanto, se corresponder #==0 & origem do integral, seré

B TR S, ( 1+z)
arc (sen = z)=— 2—n+2arc tang=\/7——)
Pondo v a®— = (a—z)z,
p g— 2a%z a¥z
Jq/a 2t de (I+s*]*+1+zi+a arc (tang = 3) + C,

Ll — 1 e —
ou J\/ﬂ“—-.ﬂdg:—é—a: \z"a‘—m‘+a‘arc(lnng=\/e—j——z)+C.

a—

Pode tambem applicar-se este processo ao primeiro caso, quando as
raizes de a + bz + a® =0 siio reaes.

206. O habito de calcular muitas vezes indica transformacdes mais
convenientes.

- . . !
Assim, reduzindo o radical &s férmas \;’ 32 = q? ou /a2 =32, pel
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. Xdx
expulsio do segundo termo, a integragio de ———, sendo X
\/a + bx = x®
m g

| um polynomio racional, reduzir-se-ha 4 de termos da férma — — —,
| m ds — yz%a?

ou —————: e estes tornar-se-hdo racionaes, pondo / @® = z2—a —us,

 a® = 32

o que di
2au —evibit a (u® =+ 1) u? 1
| - = = ds——2adu——;
| w1’ Vat=s u? 1 u[u‘— 1)2
l L]
[ ou tambem Vat—at=(3—a)z.
! Assim, pondo z=0b—3,
1_
’ acha-se j
I

—ds

: f dz — —C+are (cos-:%}:(l-i-nrc (cos:t).
| Veba—at Y y/pr—zt 2

Do mesmo modo, pondo =z — a, acha-se

=+ ad » *+ads _—
y=j am__=’ s =ﬂ!c(r+ai-\/2ax+:c‘l).
V2ztat Y 42— q?

que & a equagdo da catenaria (Duh. Mec. t. 1.°, n.° 159, eq. 8).

2073. Adiante tractaremos dos radicaes do segundo griu, nos quaes o
polynomio debaixo do radical ¢ do terceiro ou do quarto grau,




