CALCULO INTEGRAL

Differenciaes binomias

208, Proponhamo’-nos agora integrar as expressdes differenciaes bi-
nomias da forma

Xdz=Ka™ dx (a + bx")P;

sendo m, n, p, numeros inteiros ou [raccionarios, positives ou negativos.
O caso de ser p [raccionario é o mais importante; porque o de ser in-
teiro ¢ o da integragdo d'uma serie de monomios ou d’'uma [racglio racional.

Pondo z=a -+ bz",

resolvendo esta equagio em ordem a z, elevando & potencia m -1, dil-
ferenciando, e substituindo, teremos

dz,

X 1 5
= -—-—(z ~—-la) ; et dr= (s — uj'_;_l
b nb *

m+1—1
(3—a) " zrds
m--1 4

e

nb "

Ka™dz (a + ba")r =K

m 1 = Y
Se—t._. & inteiro, a integracio reduz-se, pela desenvoluclo de
3 _

m4-1
ekl R | 1 .
(3—a) * , & d'uma serie de monomios, quando s posi=
n

: m 41 :
tivo; & de sPdz, quando —1 ¢ egual a zero; e 4 d'uma [racclo
L]

3 m 41 .
racional, quando j — 1 & negativo.




214 CALCULO INTEGRAL
E applicando isto &4 mesma expressio posta debaixo da férma

Kam brde (az— + b)P,
m+np+1

—
reduzindo-se, do mesmo modo, a integraglio & d'um polynomio, d'um mo-

vé-se que tambem a sabemos integrar no caso de ser inteiro

nomio, ou d'uma fracglio racional; segundo for —(T—-_I;I-'+p - 1) po-
sitivo, nullo, ou negativo. by
Portanto, sabemos integrar a expressio proposta: 1.° Quando o ex-
poente de x fdra do binomio, sendo augmentado d’uma unidade e depois
dividido pelo expoente de x dentro do binomio, der um guﬁ(‘fmlu inleiro:
2.° Quando este quociente for fraccionario, mas for inteira a somma
algebrica d'elle com o expoente do binomio.

il o 1) s
209. No caso de ser p um numere fraccionario %’ facilita-se o cal-
culo, pondo a 4 bz" = zF.
Seja, por exemplo,
5
=z Naz—3 4 1}# Ydz,

=.;|F =]

Xdr = 2%z (a + a::’)‘

: L. —24-1 B = ey
que & integravel, por satisfazer & condi¢gio ———— — — = inteiro, ou

3 3
—T7+1
=t inteiro. Pondo az—% 41 =13, o que da

—3
e
(53—1y 3 (z“ —1\2 62%(z%— 1)

—— G‘= = ) T _— — z
.'::—-( > ) , T 2 ), G6x—Tdx o dz,
virh

A Lt 5—'—55_2 &Iﬂ 9
gy gty I v
¥ » - 222/ (z% 4 a)?
Similhantemente se acharé
e O ) T 6

Epomgy =
J (1 = T BN
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Reducedo d’'um integral a oulro
n a

210. Quando a differencial binomia proposta nlio satisfaz 4s condi¢des
de integralidade (n.® 208), faz-se depender o seu integral d’outro que
mais facilmente se possa obter; usando para isso do methodo de integrar
por partes.

Assim, considerando primeiro @ + bz" como constante, a integraglio
por partes déa

-1 »
f an do(a+bat) = . (a4-ba")P— Eﬂipi [famtrdala+bar)rt...(1):

m+
e, por ser  a™ (a 4 ba")P—az™ (a + ba")?—1 4 ba™ 1 (a + ba™)P-1,

tambem temos

ﬁ:’“ dz(a | bx")l’=afz*“ dz{a+ bx")P—1 + b}.:rm‘l"'d.r{a +bz*)r—1...(2).

Depois, eliminando /2™ dzx (a + bz")? entre (1) e (2), vem

ztl(a+bz)? a(m+1)

e Frdz(at beh\r—1— s T
J.’.E dz(a+-bxt)r b(m+1+np) b(m+1+np)

f}."‘ dz(a+ ban)r—1;

ou, mudando m em m—n e p em p41,

e b ) S+t (s 0

m . b\ p— et ==y
'fx x(a+ g ) b(m-1 +ﬂp} bim+14np))
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Se entre (1) e (2) eliminarmos fz™"dz (a - ba")P—1, viré

-

- ;
a™H(a+ba)? nap am dz(a+ba")p1...(B).
m+41-np  m41inp '

Jam da(a 4 ban)p=—

Finalmente, se resolvermos a equagfio (A) em ordem a fz™—"dx(a+bz")?,
¢ mudarmos m em m—-n; e se resolvermos a equaglio (B) em ordem a
Ja™ dz (a + bz")P—1, e mudarmos p em p —-1: teremos

an H(atba")pt!  b(minpiatl) 0o .
Jam e b= i f wtndz(aba)?..(C),
m+1 nip+l
fx"‘dz{a-i—bx“}?:-m (dhdbepe] gl 0 a™ dx(a + ba™)PH1, (D).

na(p+1) na(p+1)

21414, Vejamos o uso d’estas formulas:

1.° A formula (A) faz depender o integral fa™dxz (a + bx")? d'outro
Sz (a 4 ba™)P, no qual o expoente “de z f6ra do binomio tem de
menos n unidades; podendo assim abater-se successivamente n, 2n,...in
unidades ao expoente de féra do binomio, até que o integral proposto
dcpe:lda de fx™—i*dx (a+ ba")P.

2.° A formula (B) faz tlepender o integral /2™ dx (a + bz")P de outro
J&™dz (a -+ ba*)P—1, no qual o expoente do binomio tem de menos uma
unidade; podendo assim abater-se 1, 2,....¢ unidades a este expoente,
até que o integral proposto dependa de fa:‘“ dz (a + bax")r—i,

3.° As formulas (C) e (D) servem, inversamente, para reduzir um in-
tegral binomio a outro no qual se augmentam in unidades ao expoente de
x fora do binomio, ou i unidades ao expoente do binomio.

21 2. Pouca attenglo basta para ver que, se mudarmos m em m —n,

m—s$
m—2n,....m —(i—1)n, ¢ fizermos m —in=3, isto ¢, t=—y
n
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a formula (A) dara, por substituicdes successivas,

/2™ dz(a + bar)p = }[u + b Hp ST A ot

..... (A).
+ R/z'dz (a 4 bzx")?
E similhantemente a applicacdo successiva da formula (B) daré
J 2™ d (a + ba")p = (2 H(a + bar)eH1 BT HIL (g p pon)e
5o (B).
-+ R/a™ dx (a 4- ba")1

243, Parareduzir /2™ dz (a + ba")? a /&' dx (a + ba")?, sendo p —
inteiro, podem empregar-se successivamente as formulas (A)' e (B).
Mas é mais expedito: desenvolver em serie (@ + bz")P—1, o que da

J@™ dx (8 +-ba*)? = [dz (a + bz")I(Ax™ + Ba™» ... Quntip—ain) ;

applicar a formula (A)’ a cada um dos termos, pondo respectivamente por

m 08 NUMeros m, m—=n,...m 4 (p—gq)n; e sommar.
Teremos assim :

SAzn dafa+ba%)i=(a+ b )iHoH A 2"y R, [t da(a + bav)s,

SBzmtrde(abat)i== (a+bz" )t H S B a4 Ry f 2 dz (a + bav)e,

.......................................................

fQﬁn HP—‘?:”‘J;B (a + bxu}q i [:l.'l + bz n}q-i-!zs-} IE;—'-HJ—?Ql .’.t:“l

+ Rp—g /2 dz (a + bz")e;
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cuja somma é:

Ja™dz(a + ba")P = ((a + ba")1H! x.+12;—1+1ﬂ—? A 2™

bl TRl
+ R/a' dz (a + ba")1

., Mm—gp
sendo ==

n
(Veja-se o Calculo de Bezout, n.”* 128 até 132).

214, Para lazer uso da formula (E), e por conseguinte das (A)' e (B),
que se comprehendem nella quando se suppde respectivamente p—g ou m=s,
podemos determinar os i+ p—gq + 1 coefficientes Apr AgyeeAiotyp—g R,
differenciando, simplificando pela divisao por #*dx (a—+ba")4, e appli-
cando o methodo dos coeflicientes indeterminados.

Com efleito, differenciando e simplificando por aquella divisdo, acha-se

#(a+bam)P = (g} (g 4 1) THPTA g™
+ (a4 bav)(s 1) 37HFIA g
+nla+ bz")E;qHHa A z™4R.

Ora, o exame d'esta equaglio mostra que todos os expoentes de = sho
multiplos de n; e que no primeiro membro entram todas as potencias de
a* desde o gréu ¢ até i +p — g, e no segundo membro todas as poten-
cias de z* desde o gréu 0 até i 4-p — q: portaato o methodo dos coel-
ficientes indeterminados da as i + p — g1 equagdes necessarias para
determinar A, Ay,...Ap g, R

215. Exemplos:

I. Reduzir f s = [ #d8.
Vi—at [ \1—g
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Por ser

;_ =2 =1, a reducglio ¢ possivel; e a formula (A)' d&
xdx = xdx
f——— =(1— w’) (Az? 4 Bz!') 4 l{f—-——.
Vi1—zt V1—at
1

Differenciando pois, dividindo por z(1 —.m‘}_T dz, e applicando o
methodo dos coeflicientes indeterminados, teremos:

ah = (1 —2?) (2A + 4Ba?) — (A2 + Bak) +R;

depois = —4B—B, —2A — A+ iB=0, 2A +R=0,
1 & o]
dﬁ ——— T e— i —
que ddo B 5,:\ 15.3 L

e finalmente, pela substituigio d’estes,

* 1
Iﬂ—=_(1_m!)?(%ﬁ+lx')+£ xdx

Y Y1—a " I yi—a

A reducglio de
P 3

f ztdx f "dx fz 2 dz
Vpz— 2t \/3—:1': v 8z—at VE—=z

¢ possivel, por ser -——1—=k=i.
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Faremos portanto

1
fotn
!d !
L/z. x=(,ﬁ—z}%zo A:I:' d.'l:

Vi—o E:—m

2
depois, differenciando e dividindo por o dz‘ teremos

Vi—z

1]

k—1 - k—1 it
at =8 (— )As‘"—}-ﬂ (142 A,z +R,

a qual, pelo methodo dos coefficientes indeterminados, dard
]

{
3 A¥ +R=0,... (—3— + a) BA g —(1 +2)A, =0,...1 + kAj_1=0;

e d'esta emfim deduziremos successivamente, a partir da ultima, Az,
Ai—3,...R; ficando assim conhecido o integral

dsz rds

II. Para reduzir j [;_i:é‘ija—t ﬂj '{zg + )

reducgdo possivel, por ser p — g=-—n-1 4-n=1, a formula (B)’ da

ds dsz
2 4 a2\—nti Laal e L
J{:*—|—,:. — = (s ) rHAs + Rf(s’+;:‘}“'
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depois, differenciando, dividindo por , ¢ applicando o methodo

dz
(SI"-I* B!}n
dos coefficientes indeterminados, teremos

f==""9A (n—1) +A, (2=AB'+R,

1 n—1
que ddo A———-ﬁ-—-_—é R=2:3%2 a3

e por fanto

dsz i 5 2(n—1)¢
JErE e m et ﬂn—a f EEe

Esta equacdo, resolvida em ordem ao integral do segundo membro, da
di a equaglo (a) da pag. 206.

1
IIl. Para reduzir f.:‘d:t( — a?) ‘ nfdx 2 __p9) ¥

como & possivel, por serem ’—“-“_—‘= 1, p—q=1, a formula (E) d4

[T

1
(Am+Bm3)+Rfdz 2 ¥
1

depois differenciando, dividindo por dx (3* — &%) T e applicando o me-
thodo dos coefficientes indeterminados, acharemos as condi¢des

3
1

—{=—3B—3B, 8'=—3A —A 432, A+ R=0,

que ddo
e finalmente

X > ¥ L
fz‘dx[jl’-—z!) 2 =(.'—'!—'-'!=’) ] (__r‘___ )

-+ E;-) + %'-fdz(,@"—z'_)
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216. Quorendo reduzir /' dz (a 4 b2")? a 2™ dz (a + bz, pode-
mos usar do mesmo modo da formula (E), resolvendo-a em ordem ao in-
tegral que entra no segundo membro,

2173. Quando R sahe nullo, como acontece na reducgdo de

[~ foe

slyat—a2 et —a?

1

i -
isto é, de fz—-"da: (a%z—2—1) * &f.:u—ida: (a®z—2—1) 2,

a proposta integra-se immediatamente pelo processo exposto.
Quando /2™ dz (a+ bz")? se pode reduzir a [z 1dz (a 4 bz")?, a
funcgio é integravel; e, para acabar de integral-a, basta accrescentar
(@ + ba*)p1
nb(p+1)

s Lo M= 1 - : . '
ser inteiro m—%———]; o que é com effeito a condigio de integrabili-

& parte integrada. Esta reducgio tem logar no caso de

dade considerada no n.° 208.

248. Vimos no n.° 206 que a integracdo das funcgdes algebricas, af-

fectas, no denominador, do radical v/ A + Bz -+ Ca?, se pode reduzir,
n
expellindo o segundo termo, & de expressdes da [6rma b ’
V= (ad = z%)
Segundo o que fica dicto, a integracio d'estas novas expressdes pode

” zdz b ds
reduzir-se & de —— , ho caso de ser n impar; e & de s

v = (a?=5?) v =+ (a%st)

no caso de ser n par.
E como as ultimas expressdes se integram, a primeira algebricamente,
e a segunda por arcos de circulo, vé-se que as funcgdes propostas se podem
integrar. -

219. As integracdes fazem-se muitas vezes mais promplamente com




CALCULO INTEGRAL 223

o auxilio das seguintes formulas, que ndio sio mais do que a applicagio das

(), (C), (B).

f adx g1yl —2t n—1 [ 2o
s St
Vi—a? * Vi—at

A -z
z"dx zh—1 w’f.zi 4 e do

7 R AL T E Ty
dx e ik v 'i_h_qz* n— 2}" dz ‘
N () e L e gy
andzx _z"*'\/ﬂaz—m‘+2m—lﬂj" a"—1dz )
v 20z — a2 " ) Vea—at

z"dz . TSN
f\/ = i==—ﬂ?"‘1\/ﬂ‘-—-z‘+(n—l}'j 2"—de. v/ at— a2,
at—z
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Das fanccies exponenciaes

220. Por ser (n.° 198, 1V) fﬂ’ dw=-%§-:

podemos ji integrar as funcgdes exponenciaes em dois casos:
1.° Se for z = f(a*) = fu,

e soubermos integrar fudu, sera

J"’“I‘i“":j‘fudu'

£

a*dz 1 » du
V14ae I“J ¢I+u“

Por exemplo j‘

2.° De d (z¢%) = e%dz (3 + %)
tira-se JSe¥dz (34 3') =3¢ + C;

-0 que ensina a integrar qualquer funcglio que seja producto de e*dx pela
somma de duas parles uma derivada da outra.
Exemplos:

f e*dz(32t 428 —1) = [c‘dr (a:ﬂ— 1+ ﬂﬂ’_};ﬂ) =¢"(2°—1)+C,

fﬁi:'ji=.je:dx(l —:w_(l -:zj‘)=le:m+ b
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2214. Nos outros casos recorre-se & integraciio por partes.

Por exemplo, z"a*dz, considerando em primeiro logar z* como con-
stante, da

aras n
o e — —1 -
f xa*dr e e J a—lgfdx;

depois, mudando nem n — 1, n—2, .. ., e substituindo successivamente,
acha-se por fim

R 4 z"  nz"—1  n(n—1)an-2 I.2.n)
|2 a'da:=a=(-1:— et ) +6,

ou fa:“a”d.v:a* [g-l—}..:((—l]i ﬂ(ﬂ—'].-;E:;H-”x"—I) e

O mesmo calculo se applica a za®dz, onde z é uma funcglio algebrica
e inteira de z; o que da

za® a®z'dx

T O, s i :
[za%dx a

la

mudando depois = em 3/, 5,.. ., e substituindo, successivamente.

222. No caso de ser negativo o expoente n, vé-se, reflectindo no
espirito do methodo precedente, que convém augmentar o expoente de .
Para isso, integraremos, suppondo primeiro a® constante; ou resolve-
remos a primeira equagdo do numero precedente em ordem ao integral

que entra no segundo membro, escrevendo —n +- 1 em logar de n: o
que daré

-a*dz a® e la ,a%dz
Jz" T (n—=t)z~1 " a—t) 1"

Depois, mudando n em n—1, n—2,..., 2, e substituindo successiva~
DD
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mente, obtem-se

f u;ix ——eZ ({n—l)f(_ltif-i}x*—‘) s T ui:_j 2)...1 fﬂ ’:x

a*dz

X
objecto de repetidos trabalhos dos analystas, e que € forgoso considerar
como funeglio transcendente d'uma especie particular, a qual ndo depende
d’arcos de circulo nem de logarithmos.

Na falta de methodo rigoroso para obler este integral, empregam-se
as series.

Ficamos pois reduzidos a procurar o integra'lj , que tem sido

a® 1 {ga inﬂ
| — T e 1 8 a2 ‘ 1
Assim, por ser T x+h+__l.2m+i.2.3m Fey

z2a z1%a

atdz
e f s=letalat oS +i33s

+....4C

223, No caso de ser n [raccionario, um dos processos precedentes
reduziria o integral a outro, no qual o expoente de x ficasse comprehen-
dido entre 1 e — 1; e depois o desenvolvimento em serie serviria para
achar por approximagio este ultimo integral.

Tudo isto se pode egualmente applicar a za%dx, quando 3 é uma funcglo
algebrica de z.

224. Mais geralmente, sendo z uma func¢lio transcendente de z, e
pondo

Jmde=1, Sldz=1,, [1{dz=13,....,

é SPsmdz=—PZ—PZi4+Pl—....

225. Se Pdx se sabe integrar, pode tambem considerar-se em pri-
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meiro logar z™ como constante. E assim, pondo

3{)‘.?‘5““?1! ff?[dl=P!. ey

serd

227

[psmdo—sm [Pz + 25 (— 1) . m(m—1)...(m —i-+ 1)am=ifPida.

No caso de ser negativo o expoente de z: pondo

P=:/[Qdz, Q=3 Qedx,...

, o fPdmler R ds o P i e o
ser i b e e (m— 1):’“"5'+m—-l gm—1 *
e portanto
Pdz m—3 Qi 1 Qn—1d2
e s 2 (m—1)(m—2)..(m—i—1)zm—i—1z/ 5 -[m‘lj[m—ﬂ)--ij z

sendo Qy=P.
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Das Tunccoes logarithmicas

226. Se m ¢ inteiro e positivo: a primeira formula do n.° 228, pondo
s==|z, dard

SPIm xdzy — l‘"'sz&a: —mi"12/Pidz + m(m — 1)I"—2[ Pydz. .

Por exemplo, sendo P==2", 0 que dé

n
szl’d:c:f—‘% =Py, [Pdz= =Pgsuie

(10

teremos

: 52 Mz mi"—lz  mm— 1)
fx I’"mdm_mi+l(n+!_(n+l}‘ e ..)+c.

2273. Se m ¢ inteiro negativo: a segunda formula do n.° 228, pondo
5=z, darh

Pdzx i, Px Qyx 5% 1 / Qn_1dz
Pz )Pz (m-)m-2z " ) m2).1 Iz

Por exemplo, sendo P=2z", o que da
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teremos
f:"dm v i n41 (n+ 1)m—2
g | m—1 [I"‘—’.r+ (m —2)Im—2z """ (m—2)(m—3)..1 Ix]

(n4 1)m-1 wahdzx
(m—1)(m—2)..1) Iz’

zhdx "gidl
Se fizermos 2" =3, lz=u, teremos ST oy !'__Il' que se
u

pode integrar pelas series, como no n.° 222,

228. Se m & fraccionario, quer positivo, quer negativo: uma das
formulas precedentes faz depender [Pi™xdxz d'outro integral da mesma
forma, no qual m fica entre 1 ¢ — 1. E para obter este ultimo, recor-
rer-se-ha ao desenvolvivento em serie.




Das funcedes circulares

229. Quando numa expressio differencial entram arcos de circulo,
vé-se, por ser a differencial d’estes arcos funcgio algebrica das linhas tri-
gonometricas, que, se integrarmos por partes, considerando em primeiro
logar os arcos como constantes, a funcglo, que fica por integrar, deve
apparecer desembaragada d’elles. Por exemplo:

.de:.r: arc {sen=x) =arc (aen:x}}',d@ “fﬁfm,

‘fzda: arc (tang = ) = arc (lg = :ﬂ)fzdzv-—f'—i%/'zdx.

230. Mas, quando as funccdes contéem linhas trigonometricas, ha
muitos modos de as integrar, cada um dos quaes podera ser mais ou menos
vantajoso segundo a forma da differencial proposta. Exponhamos os prin-
cipaes:

234. PriveiRo meTHODO. A hypothese sen z =z ou cos & =z reduz

as funcgdes a differenciaes binomias, porque senz =73 dé cosz— 1—z2

d
eda:=-—z—-.

Vi1—zt

n—1

Assim sen™ g cos™ede == s dz (1 —28) * .

E entlio: o expoente de 1 — 22 & inteiro, quando n ¢ impar; a expressio

satisfaz & primeira condigdo de integrabilidade, m-;- == inteiro, quando

m & impar; e & segunda, 1‘71-—1—5-“_’ B

m e n sio pares,

== inteiro, quando

2 2




Exemplos :

. . i 1
J seniz cosedr — j shds(1 — 3% i senSz — T sen’z + C,

fsenaad.‘n =J”_ﬂ.=i (3 — cos*z) cosz + C,
v 3

: 3
8
* Nk (sen B senz) cosx (.32
fsen adzx —[ 4 + C.

232. SecuNpo mETHODO. Como snnfd.z :::kx__ 1 “nkz+ €

e ja sabemos desenvolver as polencias de senz e cosz em series da senos
e cosenos de arcos multiplos de &, sé teremos que applicar estas formulas
a cada um dos termos do desenvolvimento respectivo.

Por exemplo (4lg. Sup., n.° 162)

fcosﬁxdz_s—hsen 5.'c+ > sen 3z + %seuz+ﬂ

Este methodo emprega-se mais vezes do que o precedente, por ser mais
facil obter as solugdes numericas quando se preferem &s potencias dos
senos e dos cosenos os senos e cosenos de arcos multiplos.

233. Tercero mernopo. Translormam-se 0s senos e os cosenos, e
suas potencias, em exponenciaes, pelas formulas ((K), n.* 159 da Alg.
Sup.); o que reduz a integragdo & d’estas ultimas funcgdes.

234. Quarro meTHODO. Integra-se por partes, comegando por con-
siderar senx ou cos & como constante.
Assim :

f sen™ g cos"zdr = fsen"—i:n cos"x sen xdar — f sen™—1zd (—

cos"Hz
n-1 )

sen™—lzcoshtlz m—1
= + cos" 2z sen"—2zd z,
n—+41 n+ 1
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Depois, substituindo nesta expressiio cos"z (1 —sen%z) em vez de cos"+2z,

e resolvendo em ordem a [sen™z cos"zdz, ou fazendo um calculo simi-
Ihante a respeito de sen 2, acharemos

= m—1 n+1 -
J sen™ zeostrdy = — o o T i + . f sen™2xcos"zdx,
m-n m-n
«e(I);
- w1 cogn—1 e
J se0™ & cosMzdz == s R Nl sen™ z cos"2xdx
m-n m+4n

por meio das quaes se abaterlio successivamente os expoentes de senz ou
€08 .

A segunda d'estas equagdes deduz-se immediatamente da primeira,
mudando reciprocamente m em n, e  em 90° — z. E o mesmo teré logar
nas equagdes (K) e (L).

Por exemplo:

sen®z cos®z

»
J sen’z costrdey = — =

2
Pl 9
- Blwnmcm xdx

sen®zcos’s senzcosz 2cosx
= — e — =+ C.

5 15 15

235. Quando o expoente de cosx ou de senx é negalivo, a primeira
e a segunda das formulas (I), mudando n em — n ou m em —m, dao,
respectivamente,

fsen"‘ xdz sen"—1z m—1 [sen™3z

cos"z (m—n)cos" 1z  m—n/ cos"x (&
fcos"md:c cos"lg n—1 [cos" 2z s

sen™x (m —n)sen™1z m— sen™ z

Finalmente, mudando n em — n na segunda das formulas (I) ou m em
~m na primeira, resolvendo em ordem ao integral do segundo membro,
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e depois, mudando respectivamente n em n — 2 ou m em m— 21 vem

fsen"' zdx sen™ gy m—=2—=n ] sen™ p
== [ g T o
cos™z (n —1) cos" 'z - cos"—2g
J' coszdx - post g n+2—m, [ cos'z d
— o — T
sen™ x (m—1)sen™~1z " m—1 / sen" 2z

236, Se nas equagdes (I) e (L) fizermos n ou m nullo, teremos

sen™lzcose m—1 [
fsen"zd.—n=_. - J sen™—2ndz,
m m
1\
r cos"'zseng . n—1
J cos"rdr=— ————— | cos"2udx,
n n
dx CO8 T +m—2 " dz
sen”z  (m—1)ses" 'z = m— 1/ sen" 2z’
f'd.:r sen o '+n-2f‘ dzx
csz  (n—1) cosrlx " n—1/ cos"p

23%. Quando os expoentes de senz e cosx sio ambos negativos:
multiplicando o numerador por sen® z 4 cos z, resulta

dz v dx " dz
T + == |
sen™x cos"z | |/ sen™%x cos"z sen™ x cosh 4z

lormula por meio da qual, sendo m e n inteires, se chega a [rac¢des sem
sen& ou sem cos & no denominador,
EE
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E no ceso de m==n, é

d(22)
[sen":rcos"x Jleu"‘:a: .

dz d(2x)
-f

ue, para n=1, se reduz a A
gl : faena: oS T sen 22

2388. Por meio das formulas dos n.** 23% a 237 o integral de
sen™ x cos"zdz, sendo m e n numeros inteiros, posilivos ou negalivos ou
nullos, ficaré dependente de alguns dos seguintes:

Sfdz, [dxcosz ou [dzsenz, [dxsenzcosz,

dz ~ dz f dz ‘dzcoszx ‘dx sen x
ou . ,} pisines ou ialy
sen & cosx v sengcosx sen & cos T

Ora estes inlegraes so:
i [fde=a+4C;

2°* [fdzcosz=senz+C, ou [dzsenz=——cosz+ C;

3. fd:csanzcnua:=—;—uen'x+c;

'“_i“_:,f__M Ik :?E)—l(ctaugéﬁ):

sen 1—cos®z cos

22 —if e ot (38— 5 2) | =1 crang (1504 5 0) |

c ds . rd(R2) . 35 o0y
J sen x cos © _fsvuii‘_”c teng )
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6.° ——==I(¢senz), ou
sen x cos T

~dx cosx da:senz_i( c )

cos x

1

sabemos pois integrar a funcglo proposta.

239. A integragio por partes da ainda os integraes seguintes, que se
encontram muitas vezes:

o acos bz -+ bsen bx
I e cos badzr = ey e*® 4= C,

asen bz —b cos bz

Jﬂc“-' sen bxdr —

n =" —1 —1)(n—2
fa: cosu.rd,rnr%[ sen a:(i—%aT? —|—-...)-|—i‘{.‘|5 n.-r(aim-—ﬂ—m—-“——]n. ]-}-E,

adr?

fa?sen dez—l%"[CGS (i—-i—‘%;ﬂ-l- ) (i "(“_::.}%Ti-[-u)]-[-ﬂ.
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Radicaes quadrados de polynomios racionaes
do (erceiro e quarlo griu

240. Sejam [(z, X)dz func¢des nas quaes entra o radical

X =V a+ bz + cx 4 exd 4 gat,

representando f uma funecdio racional de o e X.
Para simplificar esta expressio, desembaragando-a das potencias impares
da variavel, [acamos

onde r e s sio duas indeterminadas, das quaes, disporemos para aquelle
fim, e t a nova variavel.
Decompondo X nos seus factores lineares, poderemos escrever

X2=g (2 —a)(@—B)(@—1)(z—3).
E a hypothese (a) dard:
(s—1)

= V';Q‘[f-—u+{s—a}f];!' — B {s—B))[r—y+(s—y))[r—8+(s— 6‘)1].

A (14102

As potencias impares de ¢ debaixo do radical desapparecerdo, pondo

(r—a)(s—&) + (r—@)(s—a) =0, (r—7)(s—3)+ (r— &)(s —7)=0’
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isto &,

2rs — (@ 4=B) (r+8) + 203 =0, 2rs — (y 4+ 3) (r + ) -+ 273 =0,

que ddio

r+ 6= 2{,‘5 i ~ r::um e 3) -—-13(¢+E}_
ap—(y+38) a+3—(r+3)
E como r e s slo raizes da equagfio do segundo gréu, da qual o segundo

termo tem — (r -+ §) por coefficiente, e o ultimo termo & rs, serdio essas
raizes reaes, se for

(a—1)(a—38)(3 —7)(B—1)

r 4 5)2 > &rs, isto &,
s mt =G P

> 0.

Se a, By 7y 3, sho reaes, e se suppdem escriptas na ordem descendente,
esta condigio verifica-se, como & manilesto.

Se duas sdo imoginarias, a==p v} —1, f=p—vP—1,

a substiluigio tambem satisfaz; porque dé

(T e O
2p—(r+3)7 ;

E se todas slio imaginarias, .
um}]_-l-u V—‘. I_?,.=I_.|.—-1I'!-/—1, Tﬂlu.;-i-\" V_ 1' 3:51‘_.“"/_ I..
a substituigdo ainda satisfaz; porque dé

[ — )2+ (=) (e — N2+ (0 + V)Y
Afp—p)? 7 b

No caso particular de ser a + 3 ==y 8, as expressdes der—+sers
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tornar-se-iam infinitas; mas entdo é
Xd=go?— (&  B)otad] (s — (2 + L)z + 1))

de cujos factores, por ser nelles o mesmo o termo em z, se expelle este
termo, pondo
afB

z=t+——

E no caso de ser a =1y, 3=73, ¢ racional a funccho

X=[a— (24 8) a+aR]1 g,

da qual se expelle do mesmo modo o termo em .

Portanto sempre é possivel reduzir a expressio proposta f(z, X) dz a
outra ¢ (t, T) dt racional em ¢ e T, na qual/T? seja um polynomio racional
do quarto gréu em ¢, sem potencias impares d'esta variavel.

241, Se o polynomio X2 & do terceiro gréu, a hypothese (a) daré

v e[r—a+ (s—a)t|[r—B+(s—B )t [r—y+(s—y) (][ 1+
(t+ o '

§—r
=-—-——d,x=
dx lf+l)’ [}

Sem fazer novo calculo, vé-se que-basla substituir a unidade em logar
de r—§ e s — J na segunda das equacdes de-condighio

(r —&)(s—B) +(r —B)(s—a)=0, (r—7)(s—8)+ (r—38)(s—1)=0,

as quaes ficario sendo
r4+s=2y, rs—(a+f)y+a=0;
e a condigho (r + s)* — 4rs > 0 tornar-sé-ha em

P (a+B)y+a3>0, ou (y—a)(y—=8) >0,
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que se verifica, chamando y a menor ou a maior das tres quantidades
oy s: '

Por conseguinte .a expressio proposta ainda se reduz, péla hypothese
(a), & forma ¢ (¢, T)dt, na qual T2 representa um polynomio racional par
do quarto gréu em ¢, quando X* é um polynomio racional do terceiro

griu em z.
M+ NT

P+QT’
onde M, N, P, Q, representam func¢des racionaes de t. E porque, multi-
plicando ambos os termos por P — QT, se pode dar a esta expressto a [6rma

242. A Tuncglo racional 4 (t, T) pode ter em geral a forma

MP—TINQ (MQ-—-NPT® 1
—T(? i 4 P T " T

cujo primeiro termo, assim como o coefficiente de - o segundo, sdo

racionaes em (, vé-se que o integral /g (t, T) dt depende de outro da f6rma

¢i
T ¢

H
®43. A fluncgdo racional ¢ pode ter em geral a [6rma = :

+
I+ Lt
G, H, I, L, luncgdes de ¢2.
Ora, procedendv como acabamos de proceder, é

. sendo

G+ H_ HI—HL® (GL—HI)t
1+Lt  1BE—L% E—L '

€ por conseguinte

i ~ Gl — HL® A GEA
f i T(R— L!:!]‘“ f oT(1IT — L*:!J “*:

da qual o segundo termo, por ser da [6rma funceao (2, T)d(2) e ser T*
do segundo gréu em relaglo a (¥, pertence ao caso de que se tractou no
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dt : i
n.° 205, e no coefficiente de T do primeiro s6 entram potencias pares

(
de ¢: portanto o mtegrnlf—~—dr depende def )

244, Decompondo T? nos seus [actores do segundo gréu, pode dar-
se-lhe a forma

T=(m = n?) (= m' = n'd), ou TP=nn'(p2 = 2)( =g £a),
suppondo L =y l) o5 1.

Os signaes dos factores de T dio as seguintes combinagdes :

L0 V(= (@) 20 V(- (—g+a);

30 V(-0 (@+a); &7 V(P —)(—g—a);

52 V(P ) (@40 60 V(A ( ¢—a);

70 V(e (—g+8); 80 V(P4 (—g—0);

A ultima reduz-se & quinta, multiplicando pela 17 — 1 os termos da

= (12)

fraccho T

Em quanto-és outras: altendendo és condi¢des necessarias para que o
radical seja real, vé-se que satislazem a estas condigdes, dando <1, k<1 e
dt Adz
i ———, as hypotheses seguintes:

v (=2 (1 — k)

t 2
1 x=—, ou x—-_—%-’ e .E!___—._k!li




CALCULO INTEGRAL

¢t — p? :
T=k&_

o (12
E por tanto o in!egm[J f—%—} dt toma a [6rma

f F(x“
v (1 —a¥)(1 —s'.’:c‘)

245. A funcgio F (z) pode compor-se de termos inteiros da [rma

A;z%, ou de fracgdes racionaes (n.° 202) T

12 Pondo R==y (1 —a?)(1 —k%?)= v/ 1 — (1 + k%) + k%,
FF
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d (Rz¥-3)
dz

2_912.8
A+k _g’.‘iza 2

==(2i — 3) Rai—i —

1
R*

(20 — 8)a—1—2(i — 1)(1 + k)22 4 (20— 1)k%%];

e conseguintemente

a¥dy  Ra¥3 PR 2(i—1)(14k2) j iy 9—8 [(a¥—idr
R @i—1)d " &= T -/ TR

2i ) ;
Por esta formula dependera fx Rdz dm:JaiE:E e —dﬁ{-

2°E

d R.‘B 3
((a:_‘-{-_a_)_":?) __ [1-2(1-4% 0%+ 3k%0%) (a%+a) -2 (i—1) 1 —(1-+5)at +h¥at 2

dz (z* 4+ a)'R '
: i .
e como o coefficiente de i pode reduzir a

b ; ¢ g
(=2 + a)f & (a2 ~+-a)—1 * («® + a]‘*—2+ {xi_|_a)t—:l'

seré
f R@*+a)  |b(a%+a)—1 b ) R(e® + o)1
Yo if dz gf‘ | dx
b) R(z*a)— " b) R(2*ta)—’

. d x # dz (2+a)d
formula, pela qual dependeri‘}ﬂ(x:-aj‘ de !H(-’#:;a}" Fx’j (2 +Rﬂ) f;
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e f f“!""
iy 50 R+ a) '

1 » ~dx
ou, medando a em T de ’ R(1i nz‘) j i J R :

246. Fica pois demonstrado que o integral proposto (n.° 240) se
faz depender, pelas transformagdes indicadas, dos tres:

dx
=) Vi

x¥dx
ﬂuf\f{:—.ﬂ l—k‘-'.r‘)
dz
ey

24%. Para exemplo de integraes binomios, que se podem reduzir a

ES!BE, lomemos
i dzx
‘j -!_l
(1 —ah)?

Pondo Y1 —ad— (1 —2)t,
2 — )}
isto ¢, (1_3)2,=l=|+$+3:=3(1+¢);r(i o
0 que da :;i_—" !3 e dz !m:_::d"
/58 — ¥.3
Vad—1 (1—a%7
e J —f dey’3
e i
(1_@3],‘] J4l l

o qual, segundo o que fica dito, se reduz a alguns dos integraes u, v, w.
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Funccies ellipticas

248. No caso de ser k = 0, os integraes u, v, w, so:

u+C =arc(sen=2z);

i
(n.° 219) v+C;=—‘—].r-‘: I-—:c*-f—%u:

i
4 O = ——— are (tang =1 \/I ~+ n)

Vi+n
| ( V1 +n)
== arc\lang =g ’
w/l-}—n v 1—zt
pondo l=;—i—. que da x=—t—, dm=—d' =
1 — f 2 -
x Vi1 (14 )?

Para n=w=1 o uilimo integral toma a [6rma %; mas (n.° 88),

derivando os dois termos em ordem a n, ou, mais facilmente, em ordem a
T

1 + n, acha-se logo w4 C'=

/
5/ | — 2

249, No caso de k2==1, os integraes siio

1+w:”/l+:r;

1—=x {—=x

. L ol T
(n.° 202) utCo=f =gl
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Cad—1 dx
AN | Al s iy .
v+ C= i 3!dx+.. o5 e T+ u;
i ~ ndz - |
| e e Fa LA & 3
w—+C - +n[,’ l+n:.:*+“ 1_3!_[-_—“_“[1 narc(tg=x!"n)+u).

Mas, se o coefficiente de z® & negativo, — n, 0 terceiro integral &

i [[—nd:z:  dx ] 1 I' 14z 4 l+.r1/n]
e iy SRR ) W 7o o s I I ;
s 31 Vo 1—u.c*+.x!1-x! e 2 e

0
Para n==1 esta expressio reduz-se a —; derivando porém em ordem
a n, acha-se 0

Ll 4 &
v

4 O £ \
Hink: i—z " 2(1—2Y

250. Nos oulros casos ndo se podem obler os inlegraes, a nlo ser
pelas series.
Fazendo z==sen ¢, as expressdes integraes tomam a férma

" Eeﬂi g d ?

‘J=J pr——t
w

v 1 —ksenq

de
(1+nsentq) v 1 — 2 sen® ¢

w=)

o

en? { [Y o et
spsbl s fal L Y 1 AR
\/ {— Ib! sen® L] k% v 11— k2 se"_! ©
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vem elles emfim a depender dos tres seguintes :

F{k,?)=f-ﬁ_ﬁ—-:........ ...... R

— k¥senty

E(rs,qg):fv":—knenT?a;................(ll), \

w9 = d‘*‘ b g 1

I + nsen?g) y/ 1 —l%senty
P

segundo a notagio de Legendre.

Os integraes (I), (II), (III), que ndio se podem exprimir em funcgdes
algebricas, exponenciaes, logarithmicas, ou circulares de g, formam uma
nova classe de transcendentes, &s quaes se deu o nome de funccies elli-
pticas de 1.%, 2." e 3." especie, pela razlo que veremos quando tractarmos
da rectificagio das secgdes conicas.

O angulo ¢ chama-se a amplitude, a constante k o modulo, ¢ a con-
stanle n o parametro.

Dois modulos k, ¥, ligados entre si pela relacdo k2 4 k2 =1, dizem-se
complementares.

251. Os trabalhos de geometras abalisados, especialmente os de Le-
gendre e depois os de Jacobi e Abel, tém dado grande importancia a estas
funcgdes, e feito conhecer muitas propriedades notaveis d’ellas.

Aqui limitar-nos-hemos a algumas [undamentaes e mais elementares.

25%2. De Ff._k.%n+?)=f(?::+c
tira-se, pela mudanca de ¢ em — ¢ que s6 muda o signal da differencial,

Flifk.«;_n—m)=——f(v)+ﬁ’;
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por conseguinte
F(k J—r+q>)—|—F(k -1—1-: —p):ﬂ-}-ﬂ’:consl.
» 2 - L] 2
1
E como, pondo =0, resulta 2 F(k.—ﬂ- 1:) == const.

ey o ( 1
teremos F(I~.~2-—=+?)==2Fl_.ﬁ.gw>—-—l: k,En-—cp).

Se nesta equaglio mudarmos ¢ em = + g, vird

3 1 Fo X
F(k,—2—1:+qi)=2F(k,-§ﬂ) + F-,._kng'&"f?)

. . 1
e teremos successivamente, assim como mudando depois ¢ em o + 3™

F(k.ﬂi;lu+?)_—_(2i+2)F(ﬁr.%w)—Flik.%ﬂﬁ?)'l

«+(1)-
Fk(i4+1)n+¢)=(2i+2 F(k,%::)+F{k, %)

Obter-se-ha por estas equagdes o integral respectivo a qualquer ampli-
1 .
tude maior que 3" quando forem dados os correspondentes a ampli-

g 1
tudes n3o maiores que 3™




248 CALCULO INTEGRAL

253. Se tomarmos uma nova amplitude 9; e um novo modulo &y,
taes quaes sejam

217k
sen (201 —¢) =kseng, kf=——y. .00 000ss. (a),
k41
serh cos (291 — 9) == y/ 1 — k¥ senly,

e por conseguinte

c0s 2¢ ==c0s ((29; — ¢) + 9)==cosg v 1 — k*senp — k sen?y,

1 — cosg y 1—it sen? -+ sentp
2 L

sen? gy =

keosp+cos (291 —¢) , _ keoso+ \flf-i_.-_!_s;ni;d?.
2 cos (291 — ) 9 \/'-_—__i—k’sen!?

d‘?j ==

doy
v 1 — k2 sen? g

valores que, substituidos em

[ dao S . A4k dg

Vi—k? sen?gy 2 v1i—kit sen‘q&

Portanto as equagdes

7k 1+ k
sen (29) —¢) =k sen g, k1=%. 4 .2

fardo depender F (k, ¢) de F (ky, 41).
E como, por serem

SN | — k)2
TR 17 o ol S (T2

14k k+1
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& ki maior que k, e vai approximando-se successivamente da unidade, a
equaglio

1'”‘:—1 I'H‘;_s 14k

F (ki p)=—g— - cerimgFll g)eeee (@),
21k 217k ___2‘/5'{_.1
!enﬂo I&]=qu ag——m-i. 8 ..:n‘—i;-—k"_‘.

e sen(2py—g)=kseng,...sen (29, —@,_ )=k  seng .,

fard depender F (k, ¢) d’outra F(k;, ¢;), na qual se possa considerar o
module k;como proximamente egual 4 unidade, isto é, de (n.* 238)

de; dogi 1
= == [ tang &5"-}-«-?,-).
f‘\f‘l —sen? g; jcosq'; ( 2

254, Se quizermos prolongar a serie para a esquerda de k e ¢,
teremos

2Vk

el =1 LS 2
k _rk_? sen(2p—g_,)=k_, seng_,;

a1t
14 \/| —t
mente de zero.

E continuando assim, chegaremos a um modulo k_, muito proximo de
zero, para o qual se podera suppor

sendo k_, mernior que k, e approximando-se successiva-

dy; il
=

GG
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Portanto:

14k, 14k 1 +k_
F(k §) =— = 5 e g Flk_pe_)....(9

Esta formula, applicada a F (k. % 1:). dé a expressdio notavel

e rens — T,

1 )_l-{-k_l l+k_! i4+k , 1
ST RN e 2 =

sendo o coefficiente de % % o limite para o qual tende o producto respe-

ctivo quando i tende para o infinito; expresslo exacta, se & k =0.
—— a0

258. Das duas formulas (2) e (3) deve escolher-se a que mais de-
pressa conduzir no integral procurado. i
E, calculada assim F (k, ¢) para o valor de ¢ desde 0 ltéiﬂ' as for-

mulas (1) dardo depois o mesmo integral para as amplitudes maiores que
i
— T

256. Emquanto és funccdes E (k, ¢), a substituigio das expressdes
de dgy, ky e sen®q do n.° 253 da

(kcos o + \/l—*k‘sen*tp)*d
2 (1 + k) vt — Ksentq

doy ¥ 11— ki? sen? oy =

ou, desenvolvendo o numerador, attendendo & transformagdo

(8 senl ¢ TR
klsen'yo _!7___\“_‘@5“!?'

¥ 1 —k2senty v 1 —F%senty
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e simplificando :

k2—1)d doy/ 1—k¥sen?s kcosod
do1 v/ 1-k*sentyy = Colh w’1+ch : 1-:;'
2(1+k) v/ 1—k2sentp

Por conseguinte

(14 B E (b 90) = — "= F (ks ¢) + E(k, 9) + kseng. ..(3),

E como slio E(i,q;‘]=se,nqe‘., E (0, q.r‘.]=9‘_,

vé-se que pela equagiio (%), applicada successivamente, se farh depender,
com approximaglio indefinida, a funcglo elliptica de segunda especie E (L, )
de funcgdes F da primeira especie, e de E(1, ¢;) ou E (0, ¢;), que se
sabem integrar.

Tueorema pE Lanpry. Fagamos x=—sen ¢ na equagdo da ellipse da
qual sdo 1 o eixo maior e k a excentricidade. Serd y = bcosg, e o arco

de ellipse, pondo 4/ 1 — k¥sen2y =A,

Sg=fx/dm‘+dy3-——.fad?=E(k, 9).

Na hyperbole da qual sio 1 a excentricidade, & o semieixo transverso,

e b= v/ 1—/i? o semieixo conjugado, se fizermos z=Fk /1 + t2tgly,
ou y = b2tg g, o arco serd

ﬁ!dtp
Sa fﬁ costq
que, attendendo a /2 costo=/t— A¥senlp =)t —1 4 AT=AT—}8,

e por ser

Ady  k¥opsen? bd Reostod
e Sl S ¢ ds

cosio A " Acoste A
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se transforma em
3
S)==Atang g —i* f@:ﬁ tang 9 — E(k, ¢) + B2 F (&, ¢).

Finalmente, eliminando F (k, ¢) entre esta expressio de Sj e (%), viré
Sp==Atangg+2kseng + S —2(14+K)S ........ (8),

que é o theorema de Landen.

Este theorema mostra que a expressio d'um arco de hyperbole se
compde d’'uma parte algebrica, e de mais dois termos dependentes dos
arcos S, e Sy, de ellipses, cujas amplitudes e modulos sdo ligados entre
si pelas equacdes (a) do n.” 253.




Integracdo por series

25%7. Se a funcgio proposta ndo pode integrar-se exactamente, é
necessario recorrer 4s approximagdes.

Assim, para ter [ydz, desenvolveremos y em serie ordenada segundo as
potencias de x, e depois integraremos o producto de cada um dos termos
por dz.

Exemplos:

1.° Seja ] == arc (tang =z).

f 4+ 22

i
Desenvolvendo ruete 0 que d4

|
i '
o l—at4- 2

e integrando o segundo membro, vem

& { i 2B+
Sk By — el —_ 5 — 1 :
a3t P rC=3, (1) 2+1'*'C

e portanto are ( 2' g ¢

2. Seja ==arc (sen=2z).

J\J't—m!

Teremos, seguindo 0 mesmo processo,

1 Rt 1) o

‘\v"i—x‘ Eﬂﬂ (2"'"2)&




CALCULO INTEGRAL

ds .. (24+1) oA
f‘/{__z,“”20?..{2i+2)'2i+3+c'

wl...(2+1) 2%

are(sen—=2z)=nz 42+ 3 2...(20+2)2i4+ 3

Ji nos servimos em outro logar da primeira d'estas formulas para achar
a razdo do diametro para a circumferencia,

A segunda pode servir para o mesmo fim, pondo n=20, e

arc (sen=g) = (s i) S .
=) ==arc lm=2 _E»w,

} I PR 5 (B T 1
=3t 3, (2 +2) " @i+ 3) 2y

258. Tambem se pode algumas vezes integrar a funcgdo proposta,
decompondo-a em dois factores, desenvolvendo um d'elles em serie, e in-

tegrando depois os productos dos termos d’este desenvolvimento pelo outro
factor.

Por exemplo, desenvolvendo

| N
—————— I 8erie, vird

1 1 1.3 f...(8—1)

 Tegalidt 7 ik St R S

€ por conseguinte
- h..(ﬂi—H)bi

J_. da_ =fl + 3 TACTS | P
v (az — 2% (1 — ba)

v ax — x?

Temos assim de integrar uma serie de termos da forma
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0 que faremos (n.” 215, I e 206) reduzindo

1 1

f xbdz = Tda:a il’_dx=r dx
W pmare g [ o 5 i {5

( a—Ea:)
=xare | cos= {

259. Mas, como ¢ necessario que a serie seja convergente, convém
escolher, entre os processos que se podérem seguir mestas integracdes, o

que melhor satisfizer dquella condiglio.
Fagamos 2= — h na serie de Taylor. Entdo seré f(z + h) uma con-"

stante [(0) =c¢;

1 i
c=yv—w’+ —2- #’y""—' E—3_

Mudando pois nesta expressio y em fydz, e por conseguinte y/, v,
em y, ¥, . .y leremos

f a1yl
—— - ‘_.__—
fyd:r.-—c+¢y+2|{ ) 1.2...{i+l]+Rm

Vimos no n.” 200 que esta serie é a de Bernoulli, e que o resto R, é

ot .
R“=?TTT(_RT|:—1)_ o-1d (y{ ]].

‘ dz
Por exemplo, em J ydz — a_-l-_z=”a + x)

l 1 : e
] =_—— Y = o) -l i ‘_""_;
Soratm o e Yo L o e H T
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e conseguintemente

r 2 Hdx
(a+x)=h+20|+i(a+z) J(a+m}"+1

260. A formula de Maclaurin

fo=l+af 45 8 4. f03)

da

| 1
ffzda:=c + aof + 3 2} 4. . .m%hfz“ﬁ‘(&:)d;.

Sejam P e Q o maior e o menor dos valores de f")(x), correspon-
dentes aos de x desde 0 alé «. Ficard jz" [ (0z)dz comprehendido entre

n
ok n+! * Qe l
da Maclaurin for mnvergente, tambem a serie integral d'aquella o sera.

; por onde se vé que, se a serie dada pela formula

Por exemplo, para  [fodz = [e"de=¢*, sio f=1, f=1,...,

xh

.3 .4

~ 2
e je‘dz=c+a:+%+... o

xt

conseguintemente o= 2: TP—{E?-T)

261. O theorema de ser convergente o integral d'uma serie, quando
esta o &, mostra-se, qualquer que seja o processo empregado no desenvol-
vimento.
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A' A" AW Alm) Al
iy B nmmlma e a
B'B BB

Sejam as fracgdes: — Bm)' Bin

maxima d’ellas.

Al AE"" Al Al

As desegualdades BT > @’ B0 B’

A Lo ) 1
3 -ﬁﬁ + B . Uy All=1Y%, E’E‘ — B'] P B!

A FAO A
B0~ B®' yBi ~BW°’

isto ¢, a fracclio cujos termos sdo a somma dos numeradores e a somma
dos denominadores das propostas, estd comprehendida entre a maxima e
a minima d’ellas.

Dividamos a differenca &, — &y nas partes zy — @y, Ty— Ty, Ty —T2yeee
Ty —Tn—1-

A somma  fz,. (2 —ay) + [21. (@3 — )+ o [Tt (T — Tu—1)

terd por limite o integral /fzdz tomado entre =1, e z = z, (0.’ 196),

com tanto que [z seja conlinua e ndo se torne infimta nesse intervalio.
Se tomarmos oulra (upeglo §(z), que (enba o mesmo signal desde z=uz,

alé & = x,, a somma dos numeradores e dos deuuminmjnres das fracgdes

[z (21 —a) [21.(29—21) 'f:r-—1-(==n—a=u_1}
oo (21 —ay) 21 (T3—21) T 9@t (@0 —Fnmt)’
HH
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dara, pelo que fica dicto,

Eﬂn_lf-ﬁi o (@i — ;) E’
3 9 (B1—a) &

[

suppondo &, &y,...2,, tAo proximas que entre as funcdes %% se acha
uma egual ao primeiro membro. e
Finalmente, tomando gz =1, e passando ao limite de 3, sera

[, fadz =17 . (@ —a,).

"Por isto, seja Fz uma funcglo que se pode desenvolver em serie con-
vergente

Fo=u;—+u +ug +....4 [z,

tendo o resto fx zero por limite.

Serd ﬁandx=fuodx + fugde 4 ... .+j;“fzda:,

ou j:F.::dx_—".)Ifu.-dm + L. (@n — z,).

E como 7. (z, — ;) tende para zero, quando i tende para o infinito,
segue-se que a serie, que da o inlegrnlﬁ"F.:cdx, serd convergente, quando
o for a serie na qual se desenvolveu Fz (Vej. Cale. int. de Cournot,
2.% ed., n.* 316 e 317).

262. Em quanto és integragoes de segunda, terceira. ., ordens das
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fancodes d’'uma variavel, nada diremos, porque, para as effectuar, basta o’
que temos exposto. Somente advertimos que a expressdo finita, resultante
d’essas integragdes, deve ter 2, 3,...n constantes arbitrarias, quando a
ordem do integral é 2, 3,...n.

* % e 22 dx?
Querendo, por exemplo, integrar )‘ J %!—_SJT;:—, decomporemos a
2 1
Lrnc:no- proposta nas duas (z‘ifa‘}*— P e A primeira integracio
ar

2aidx dx LA dx dx .
f($:+us)s [wa+a!=x-z+as j x2+aa_fxi+n&+"

e fazendo a segunda integragio d’este integral multiplicado por dz, acha-
remos emfim

j( nee +cdw)=f\/m+m=+e’

2 4-a?

para integral duplo da expressdo proposta.
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Constantes arbilrarias. Infegraes definidos

263, Seja P o integral de uma expressio. differencial f'zdz, e ¢ n
constante, que se ajuncta a este iniegral para ser tomado na maior geneé-
ralidade (n.° 197); isto &, seja

Slzxdz =P 4.

Quando se applica o integral a umatquestdo determinada, desapparece
a arbitrariedade da constante e, que deve entdo satisfazer 4s condi¢des
da mesma questiio.

Pedindo-se, por exemplo, a 4rea BCMP (Fig. 1) comprehendida entre
as ordenadas BC e MP, correspondentes s abscissas @ e b, serd nullo o
integral correspondente & abscissa BC; de sorte que, chamando A o valor
de P correspondente & abscissa z=—=a, e B o correspondente a x—2,
teremos

0=A+t‘-. !=B+c,
ou t=B—A.

O integral chama-se indefinido, quando a sua origem nlio estd fixada;
e nesse caso sémente ¢ completo quando involve uma constante arbitraria.

Quando porém os limiles a e b sdo dados, e siio A ¢ B os valores de
P que lhes correspondem, o valor numerico t ==B—A ¢ o integral de-
finido, comprehendido entre aquelles limites. Logo:

Para ter o integral definido entre os limites x==a ¢ x=Dh, basta
substituir successivamente estes valores no integral indefinido P, e sub-
trahir um resultado do outro.

Para designar-commodamente os integraes definidos, applicam-se ao
signol de integragdo [ dois indices, um inferior relativo ao primeiro limite
do integral, outro superior relativo ao segundo limite, como temos feito;
notagdo imaginada por Fourier.
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Assim, para designar o integral de Fzdz, comprehendido entre os li-
mites correspondentes' & z=a ¢ z==D, isto ¢, lomado desde z==a até

b
z=2>, mscrew:—avmftl Fxde.

Por exemplo J :'- sen xde = — (cns ® — CO8 3 1:) =4 1.

— T
2

a

Quando se escreve l':dez. indica-se um 86 limite; isto &, indica-se

que o integral comeca em x = a e se extende a um valor indefinido da
variavel z.

264, Mupanca pe Limres. Podem trocar-se os limites, mudando o
signal do integral, porque sho

v

b, ‘a
Ja [zde—fb—fa=B—A, |, fzdz—=A—B,

*

ou _j:.:,"'d;::-—-tlrfxdw.

E tambem se podem mudar os limites:

Se no integral definido j::’ [zdz fizermos #=¢l, e tomarmos {; e l3
taes, que satisfagam as condigdes xy == gty, Za==¢ls, 0 integral proposto
transformar-se-ha em / r:e [ [¢{0)].9'(t) de.

Sendo, por exemplo, wa==ay - h, ¢ ¢(t) = a1+ h—t, o que dé
¢)=—1, h=h, =0,

j"”‘*” 0

! rdr =—=—
eremos 2t [xdx ’,h

f(z1+h~—r}dt.
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265. Seja _{;fﬁ;:::fb—-fa.

Como a formula de Taylor da

fo—fa=f(a+b—a)—fa=[a.(b—a) -]r%f"a.(b—a)‘.-l— s dley

serf ‘f:fzdz=fu.(b—ﬂ]+~%f"ﬂ.(ﬁ—ﬂ]'+....

Mas cumpre advertir que esta formula s6 pode applicar-se quando a
serie de Taylor ndo ¢ insufficiente.

266. No caso de ser applicavel a serie de Taylor, para os valores de
@ comprehendidos entre a e b, podemos fazel-a convergir tanto quanto
quizermos.

Para isso bastard repartir o intervallo 8 — a em um grande numero de
partes n, cada uma egual a 1; isto é, suppdr b — a==ni. Entdo, substi-
tuindo @+ em logar de b na serie, depois a~2i e a—i, a+ 3i e
a-+2i,...a+ni e a<(n—1)i, em logar de b e a, e chamando
A, A, A”,,... os coefficientes differenciaes da formula de Taylor cor-
respondentes a f(a + «f), teremos

b ibap J
f(ﬂ-}-l-)—fﬂ =A“l+'~§d‘|0’l1+2-—~'3ﬂu'!ls+. T

[ (8 +20) —f(at) =Agi + éa,ww%a,ww...

............................................

[(a+ni) —fla+ (n—1)i]=A,—i + %-A’,._gﬂ-yﬂiﬂ Aly 34 ..
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e a somma é

L3 S A e b AR
fla+ni) —fa=ix~'A + 5 #YTA + =B TA L,

que, se tomarmos & tdo pequeno, que possam desprezar-se os termos em
i, i3, .., ficaré reduzida a

b -
L fzdz=i zrlﬁl.

O segundo membro ¢ a somma dos valores que toma a funcgdo f'zdz,
quando nella se lazem z=a, z=—a+1,...x=a+ (n —1)i, e dv=1.

E d’ahi vem que no methodo infinitesimal se considera o integral como
somma d’um numero infinito de elementos, os quaes siio os valores con-
secutivos que toma a funcgdo differencial proposta, quando nella se faz
passar a variavel por todos os valores intermedios entre os seus limites;
o que & conforme com o que dissemos no n.” 197 (#).

Sobre as approximagdes dos integraes definidos podem consultar-se uma I
memoria de Poisson (Ac. das Sc. de 1826), a sua theoria do calor, os
escriptos de Cauchy sobre o mesmo objecto, e a theoria do calor de Fourier.

2679. Se aconlecer que, entre os limites a e b, haja alguns valores
Zy, 3, ; de z, para os quaes [z se torne infinita, podera ainda a somma
dos elementos representar-se por

Tl —t "Ty—E3 ] f
d d B dﬁ.
jﬂ i .9:+J$I+Mf'za:—| fm%—m’z

somma dos limites, para os quaes tendem os inlegraes que a compdem,
quando ¢y, 3,... € 74, 7g,... tendem para o limite zero.

e B B A P P PP P Pt P Pl

{+) Esta demonstragio s6 prova que o integral ¢ a somma dos valores da differen-
cial infinitamente proximos, quando, entre os limites de que se tracta, a funcgio f'z
nio ge torna infinita. No entretanto, quando apparecem valores de f'z infinitos entre
0s correspondentes aos valores reaes de z desde a até b, ainda é possivel fazer passar
&, desde a até b, por valores imaginarios, para os quaes nio seja f'# infinila; e entio
ainda tem logar o theorema de que se tracta (Journ. de I'Ecol. Polyt., cahier 18,
pag. 320).
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: dx
Assim a somma, desde x=—ga alé z==a, dos elementos —, dos
x

quaes ¢ infinito o correspondente a x =0, pode representar-se por

—edr cadzx 1

—_——

o e g — e s

a qual, para n comprehendido entre 0 ¢ t e {—n de numerador par, &
a]—!‘l = u'-—ll.

: ; e, paran>1 en—1 impar ou [raccionario de termos
—n

impares, & infinita (Cale. int. de Serret, n.* 576 e 477.)

268. Pura calcular a formula do numero precedente,

Fa,—Fa=i Ef"_lF’m A —; it 2:"*1["”:: + —E— i’ Efn_iF"".ﬂ— 2+ 31 TTe

& melhor exprimir 2:'_1}%. E:"_If”x,... em fa, — fa, f'an—f'a..., por

meio d’esta formula applicada a fa, — fa, fa, —[a,..., que d, para
e=1, 2,\..«,

a

[y amiz™ 't 1), +%i‘z:"" flat2), +% Syttt

Assim, querendo desprezar em fa,— fa as potencias de i superiores
ao quadrado, teremos

- n— i i
B, e[ 0= "), #3" ' fan—['a)~ 5 *(['as—{"a);
0 que, substituido em fa, — fa=fb— fa, d&

fo—fa=i3) otk Si(fbmfa) = SR — ). (2)
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269. Quando a [6rma da funcglio f'z for dada, poderemos calcular
immediatamente pelas formulas do numero precedente o integral definido

j bf’zd.-i:; e tambem o poderemos fazer, se na formula (2) desprezarmos
a

os termos inferiores & primeira ordem de i, quando ndo conhecermos essa
forma, mas se derem os n — 1 valores numericos de f'x desde fla até ['b.
Este segundo caso equivale & somma de fa com a dos trapezios cuja
base é i e cujos lados perpendiculares 4 base, em [a, — fa==fb— fa, sdo
[a, (a4, ['as,. .. [a—1, [b.
Estas formulas serlio tanto mais exactas, quanto menor for a differenga
b—a

j==

, & quanto menos rapidamente variarem os valores de ['z entre

a e b (Mec. de Poisson, n.° 15.) 1

2730. Os integraes definidos servem para determinar o resto da serie
de Taylor.

Com effeito 6  F(xy +h) —Fzy = f:’*"'rfm.

-0 h
ou [n." 255} F {x1+h} —Fwﬂ: _Jf; F’(zi-{-h—l]tﬂ:j:] FI($|+II-—!J€“.
Mas é (n.° 200)

FiH (r|+h—s)

f F [x1+h—:)dt—tF'(x1+h—1)+—:*F"(x.+h~r)+ i i 3

dt,

que, entre os limites 0 e h dé

. - i ch nFinH) (2 4-h—t)dt
LF(x1+h—a)dc=hFx1 . é”‘EF”"“"’“""Ju 2

1

ﬂ
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Temos pois

| b ("FinH1) (4 + h—t) dt
F{.‘Bt'l"h}:Fmi-l-hF{ﬁ'-f-Eh! "rlﬂ-l-....j; i 2(;”:1! ' n) .

Fazendo zy =0, e depois mudando k em xq, teremos similhantemente
o theorema de Maclaurin

1 ‘g PFA) (g — 1) d
Fzy=F(0) + z,F'(0) + T z*F"(0) +.. J s (@1 —t)di

0 1.2...n
b eF ) 2y 4 h—de gy FH) (g — 1) d
A% etpromies Jﬂ 1.2...n t’:j'll 1.2..:.0

dos restos das series de Taylor e Maclaurin equivalem 4s dos n.” 65 a 67,
mas assignam os valores definidos d'elles, em quanto que as outras s
assignavam limites que os comprehendiam,
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Variacoes dos integraes definidos

271. Tanto para demonstrar alguns theoremas de analyse, como para
determinar alguns integraes definidos, convém achar a variacdio d’'um in-
tegral definido, resultante da mudanga de elementos variaveis que entrem
na funcgdio ou nos limites.,

Seja u =J:‘f(z, ) dz

um integral definido, no qual f(x, a) nio se torna infinita entre os limites
aebdes

Supponhamos que « varia e que a e b sio funccdes de a.

Pondo [f(z, a) de=F (@, ) e por conseguinte

Jff(:r. a) dz=F (b, a) —F (g, «),

a variaglio do integra-l definido seré

du __d[F(b, a) —F(a,«)) _db dF(a,a) da dF(a,s)
da da -{Hﬁ—db__a da '
dF(, o)

Mas a expressiio de [f(x, a)dz dd  [(a, « T

e, por serem z e z independentes, ¢

df:f(a:.u}d:: varlh
o =-Jﬂ ri }dx.
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Ficara pois

b df (z, o
=J —f;“——ldx-l-j—i-f{b- u]—%f{ﬂ, )5 a e e (A);

equagio que, no caso de serem a e b constantes, se reduz, como deve ser, a

b
dﬁ f(z, ) d:u_[a df(z, “)da:
da e da
272. A equaglo (A) tambem se pode deduzir de consideragdes geo-

melricas.

Com effeito, pondo y=f(z, =), o integral [ ydx é a drea compre-

hendida entre a curva, o eixo das abscissas, e as duas ordenadas corres-
pondentes a x=a e x =,
Se a variar em y, ndo variando porém os limites, o integral proposto

b d
{ (y-!— dy da) dz seré a érea comprehendida entre a nova curva, o eixo

das abscissas e as duas ordenadas correspondentes &s mesmas abscissas.

Mas, se os limites receberem os augmentos j—:du e ?—du, a érea re-
ceberéi: em virtude do primeiro, a diminuigdo £ (a, a]-d—- dz; e, em virtude
do segundo, o augmento f (b, )gg- da.

A frea, variada por estas tres causas, serd pois

f (y+-—a‘a\'d.z+f[b :]dbdz—f(a, a]-—da,

'{J’
subtrahindo da qual a primitiva ’ ydz, acharemos
< @

du
dx -5\

et [0, 2) S — () 2
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273. THEOREMA SOBRE A INTEGRAGAO DOS INTEGRAES DEFINIDOS.

-

;%,r(x. a) da,

- ‘g (
Seja o integral duplo “=_fu_3 da_}
onde se suppdem independentes as variaveis @, «, e os limites 2y, a,;

ou, pondo - f:f (2, «) dz=F (2, a),
0

U= J';: F (2, «) da.

Differenciando em-ordem a z, teremos

du ¥y o dF{IB. ar) 2ol - M
E.;_]n:u dx du—j%f(mu iy

e, revertendo para o integral em ordem & mesma variavel,

2 o
u =J%d.'ﬂ ]cuf(a:, a) da.

Por onde se v& que, para obter o integral proposto, se pode integrar

em qualquer ordem, isto &, primeiro em ordem a z e depois em ordem a-
, ou inversamente,

234, Por esta occasido advertiremos que nas integracdes se devem
tomar os integraes na maxima generalidade, para evitar contradiccdes appa~
rentes que algumas vezes se offerecem.

Seja, por exemplo (Cale. int. de Cournot, 2.* edi¢. n.° 356),

R T P
_'_-_"_'-dxd "
& @yp
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Segundo se integrar primeiramente em ordem a z ou em ordem a y,

i Beardipers inlogiae 8 { b g . 0o

assim ficard para iulegrar ou — .
; . J’—l 1492 J—l 1422

dar respectivamente = e — =, concluindo-se que neste caso ndo & indiffe-
rente a ordem das integracdes.

que parecem

Notemos porém que os valores mais geraes de rl iy shara y=--1e
. y
para y =—1 sio n= 4 i n’w—Ew; o que da:

+ dx g ; A
2.[—1 —ﬁ—;%=ﬂ[(n"'—n”]n~ 37 =2(n/ "—n”-—ljf:+§ x].
Portanto as duas expressdes do integral concordam, e sio ambas

1
2(mi+ -52-1:} » dando i =0 o valor particular =, e i =—1 o valor par-

ticular — =.
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Determinacio de alguns inlegraes definidos

2335. Alguns integraes definidos podem obter-se sem que se conhegam
08 integraes geraes; e outros gozam de propriedades, que 86 a elles per-
tencem e ndo aos geraes.

Sem tractar de todos os integraes definidos interessantes cujos valores
0s geomelras L&m assignado, limitar-nos-hemos a alguns, que por suas ap-
plicagdes se tornaram mais importantes, e dos quaes se derivam muitos
outros, ou pela translormaglio das coordenadas e dos limites, ou pela dif-
lerenciago ¢ pela integragio debaixo do signal J; feitas segundo as regras
alé aqui expostas, ou tinalmente pela passagem das expressdes reaes para
as imaginarias.

: . |
236. Seja b integral definido f s Sl ™

/

- i i
Se integrarmos successivamente o integral duplo j J € (=4 )da:dy,
00

teremos

® o —(athyl) e Lo — o gl
f;‘juc ’ m”"_f.,' mda:xju c-ydy=-an xdz)'.

Mas, pondo y =z, formando dy sem variar z, por serem y e z inde~
pendentes, e integrando successivamente em ordem a & e em ordem a ¢,
0 primeiro membro transforma-se em

xdxdi= =—r;
.fu.}o‘ Jq 2(1+¢%) 8"

- - ._-_x!

Ju LR LT 6 TR SO | ) §
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E como, pondo —y=uz, l.:» que muda o signal dos limites, &

J :]- eﬂz‘dz = j:: (— c-y!dy) = f :e_y‘dy = -é—l/w.

o

resulta j # v R IR b s s eteda (2).

Substiteindo em' (1) e (2) z/”"'m em logar de z, vem

Ve, J_“:“'""’u: e wat o (3).

2
= —mr
e dx=
0

O R

E substituindo nestas |z em logar de z, vem

-—-=2V—.......(l-).

ncw——ma:dz =« = —mdm
-ﬁl J — Vx

293, Mudando em (3) m em == m§”— 1, e sommando ou diminuindo,
teremos

= /-1 —maty-1)\ uL s
[—w(ﬁm iy )M_JE(V—V—i_VW—i).

Mas pondo J+ V—1=x J—p":‘fzz, vem == 2==17% que da
=2, s=1"2,V—1.
Substituindo pois na expressdo precedente, seré

.q.( +mzi =1  —maty—

J'"W e ¢ )dx=l/ﬂ \/‘a-.

( +mail —{ e--mm'V—l)

L

de =12V —1y =
m
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illﬂ é.

f_“;cos (ma?)dz = fjwsen (ma?)dz = ‘/ET—; ....... (5).

1
E, se fizermos m_—.-é--rz. serf

f:cos (% wz‘)dx:f_:sen (—é::‘) de==1...... (6).

298, Se na formula (3) mudarmos z em z} 'm =% et que ndo
ml” m

mudaré os limites da integra¢do, a semisomma dos resultados correspon-
dentes aos dois signaes serd

®  _ig? oter y g—tus » e
f-mﬂ ) dx = em* T ......... (7].

E se nesta mudarmos n em n}'—1, vird

® _mig? -8
f_ws T cos 2z = """-:T“ ........... (8).

299. Mudando na formula (3) 'm em m (1 +nl/"—1), viré

f“ —m‘(l—n‘+2nl-’—i]:u‘d V= o Ve (1-n/-1)
e m=m(1+nlf—l)— m(1+n?) °
f_:._“ 07" dafoos(@mtnat)—/1 sen(Em‘m‘)]=m(‘::ni]—:zwr;;.

1
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E, por conseguinte, separando os termos reaes dos imaginarios,

fm i (—nt) (2m®na?)de = E(_:/'-:—n_‘)
,,,,, (9).
f _“‘ i (2m*nat)des = ;'?1%;_*}

280. Mas cumpre advertir que a substituicio de quantidades reaes
por imaginarias s6 se justifica claramente quando os dois membros podem
desenvolver-se em series convergentes ordenadas segundo as potencias in-
teiras das mesmas quantidades; porque, sendo entlio identicos os coeffi-
cientes nessas series, ellas subsistem, quaesquer que sejam os valores ou
symbolos que se substituam em logar das quantidades.

No numero antecedente verifica-se esta condiglio quando & n < 1. (Cale.
Int. de Serret, n.° §99).

284. Integrando successivamente por partes, acha-se

j;m::“e—""dx= e 44 ;n.::n— > I)j:z""'*a—“d.'c. . . (a).

Se n & inteiro, e fizermos k=mn, serh

n(n—1)...2.1
mr+1 E

f mm‘a“""‘dm=
0

Se n é da [érma n=2‘_l

y fazendo k=1, sers

: . 1
(2.—11{22‘_;:— 3).. -’ﬁ“’x‘ﬂ—mdx.

o -t
fa:’r'“da:=
0
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ou, (4),
-1

[ux—ias_md:'::{ﬂi-—- 1)(2i—3)...1
0

P |
Qim 2

282, Empregando as formulas de reducglio (n.* 236), teremos

= =
2 st i@
f sen™ zdg = o~ sen™2xdzx ;
0 m 0

e por conseguinte

= t
3 1.3.(2i—1) = f"ﬁ 2.5..2i
TS i e i Y Bl LRI gy
/o PRI 1), ™ et anY

® - =
é ) T :
Os integraes f cos¥ zdz, f cos®H zdx, tém evidentemente os
0 0

mesmos valores que estes. il
2
Como, crescendo m, decresce sen™z, ef sen™gdx é a somma de
0

elementos differenciaes, tambem este integral decresce.
Serfio pois

1.8...(2—1) = =~ 2.4...2% 1.3...@i+1) =
0 S R TR T T Tl T PR TR

isto &, ;— comprehendido entre

(4.3 8ot e( 2.4...9i )i 1 242
-!.3...{2i—1})'2i+l e =y Sl S+1
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2
E como a razio 2'_ x
241

¢ tende para o infinito, serd

d’estes dois limites tende para a unidade quando

(842 \% 1 2.8...9 \*
2 _“-1.3...2.'_1) S rarer (1—3'—'2771-) . (2014 2),

tanto mais exactamente, quanto maior for 1,

Tal é a formula de Wallis.

Sobre esta formula veja-se o Instituto de Coimbra, vol. ¥,.n* 18,
pag. 215.

283. Se differenciarmos a formula (3) ¢ vezes em ordem ao para-
metro m, teremos

* —mat 3...(@i—1) —=H
f P o 7 V. 2('2‘ )m ' VE....(12);

que, para m =1, serd

:-—‘ aWF s & ._
f § mx?‘dz=13 2&21 ”Vr.

284. Mudando x em — 2, 0s dois primeiros integraes do n.° 239, que
que se fornam em

a cos bz — bsen bz

fe—“’ cosbrder —= — T

4G,

asenbx 4 beos bx
a* - %

j‘e—“-f sen bxdr = —

L8
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tomados entre os limites 0 e oo, slio d

b

- -] - ,ﬂ =
O R, az —_——,
j; e cos baedx g j; e~ gen brdx T

Se multiplicarmos estes integraes por da, e integrarmos em ordem a a,
teremos

-y ar - —
: f k—ﬂ+mEme:f:.i:+I£])=l':agi./ﬂ“+b‘-{--IIf
0

j:n( _’_“_:;_mdm+ C) =arc (tang = f;_) +C.

Tomando, na segunda d’estas formulas, o integral em ordem a @ entre
08 limites 0 e oo , seré

E, se na formula (13) mudarmos b em a + b, depois em a—b, sup-
pondo a — b > 0, o que daré

"“gen(a+b)x ® f‘”seu(a—b]s ®
JB — 74 d.::—E. 0 -'—_x"—d.ﬁ—?i

e formarmos a somma e a differenca d'estas, vird

™ * sen ax cos bx = * sen bx cos ax
Jﬂ T dx:?'-.[ﬂ pire.

x

: " * sen azx cos bx
Por onde se v& que o mtegraljﬂ —
z

=
d h — 0, se-
@ serb — ou 8

gundo for a> b ou b> a.
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No caso de a==05, subsistiria s6 a primeira equaclio

f’sen{u-{-b]xdx =
0 x )

A * sen 2ax £
que daria ﬁ' - d£=—2*a

em conformidade com (13).

b
at+ b?’

- ]
o integral (ﬂ e—genbrdr—

e integremos em ordem a b entre os limites 0 e o, isto é

285. Multipliquemos por o

=)

]‘ i "”senbzcmbdb)___ * cosbhdb
0 Ju b it s 0 ﬂ‘-'—b"

Se decompozermos o primeiro membro na somma dos dois integraes,
um entre o8 limites z=0 e =1, outro entre os limites z =1 e 2= o,
serd no I]I'ImEIl'D b > bx e no segundo b < bz; e por conseguinte (n.” 28%)

naquel]e:fv iffi:-—ma’b serd 0, e neste %. Teremos pois
0

* sen bz cosh me—1
—az —_—dh=— — 08y — —,

‘“acosbdb_nr“.
Ju a® 02 2 '

Assim

ou, fazendo b==az, o que niio muda os limites,

f“'cosmda:___nr“
o 142 2
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o _9m *  pimdy
286. Seja o integral definido |, “IEF:%':'EI' it

onde sdo n e m inteires, e 2n > 2m 4 1.
Como as raizes da equaglo 1 + #* =0, que slio

Hi;/_i,enw’

== C08
2n 2n

dio os n [actores do segundo gréu

(m — cos Eﬂ—;'m)i-b sen? @'

andx

a fracgdio racional 1o transformada e integrada da

b i %‘E: c05{2m+i}2:{'2k_ ”I[I ——Qxcosiﬂkg;n”f—i—z‘]

. m’{ik-—-i)m

1 (@m4d)=(2%—1) f op 2n
+—nEIsen = arc| tg= @—n= /'
sen —————

2n

Para ter o valor d’este integral entre os limites — o0 e a0, podemos
tomal-o entre os limites — h e h, e depois fazer h==o0 .
Operando assim, acha-se

e

—el4a® n

f“ aindy & [aan (2m+1)= Henﬂ(ﬂlm-?-l]r_i_ lsen[ﬂn—i}(ﬂ_ﬂﬁ!):_‘l_

2n 2n g 2n :
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que por ser

sena+senda—+...sen(2n—1)a

a(ﬁn—-l Jay—1 ; eﬂa;’-t — ™ —1 ‘—-{Qn-lja,'—l . c—!!a"—i_e —ay—1
— _—

oy =1 (M) =1 (o)

CEM v—1 -—-glﬂl,r"—'l*’

—1 4
oL — { {eur—i_s—ﬂ‘f— I} 2sena

{f —cos2na

—=

se transforma em

f"' de w1 —cos(@m+-1)= ©
—wlta? 2 2m + 1 2m +1
sen * n sen =
2n
Por conseguinte & [‘ g s = -
. pones Jo t4a®» (2m+ 1) =

(Cale. Int. de Bertrand, n.° 140).
Assim, para qualquer valor de p comprehendido eatre 0 e 1, tomando

i
dois numeros m e n que satisfacam a =p, serh

® g™y ©
j; 1+2™ 2nsenps’
1
ou, pondo 2™ em logar de ,

® p—1
f RN i) e " (15).
0 I+a  senps
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287%. InTecrAEs BULERIANOS. Os dous integraes definidos

1
j 21, (1 —z)i—ldz ef e—z*—1da,
0 0

sendo p, g, n, numeros positivos quaesquer, chamam-se respectivamente
integraes eulerianos de primeira e segunda especie, por ser Euler o pri-
meiro que d’elles se occupou. O primeiro destes integraes costuma desi-
gnar-se pelo signal (plg), e o segundo pelo signal rn.

288, Comecemos pelo integral euleriano de segunda especie,

e gl —Z 1dy -
I' (n) JG e—fa"—dz;
ao qual, pondo #==y?, lambem se pode dar a [6rma
I‘(n):::i_j; ey 214y,
Fazendo m =1 em (a), ¢ mudando » em n-— 1, resulta

rp)=Mm—1)n—2)...n—k)r(n—=%)......(16);
e, se for n inteiro,
rn)=@m—1)(n—2)...2.1.

289, Fazendo m =1 em (10), resulta

p(isg )=t '(2£;3){2;‘"’] Vo IV

Este mesmo resultado se obteria differenciando ¢ vezes consecutivas
KK
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em ordem a m os dous membros da primeira das equagdes (3) e fazendo
depois m==1, o que daria

3.8...(2i—3) (@i —1)

| Vx;

ﬁ“e—“:v”dx ML

porque, fazendo 22—y, &

—

/;me—"a:"d:v= —% /0“‘_],;— 1

E para i=0, ¢, em virtude da equagao (1)

t

290. Pondo 2/ em vez de n na formula (16) e tomando k=1, vem

I (R6)=(2i—1)(2i~2) i (1) = = '{)‘(f:_,?:.fé'_”('; ?}"‘2" r(i)

2i—1)(2i-3)..3.1 < 2(i—1).2(i—2)..
= 2 i )83 121

dividindo a qual por (17), vem

92i—1

r(a.)=p(-‘+é)r(i}.—V?............m).

Logo veremos que esta formula & geral para todos os valores de i inteiros
ou fraccionarios,

294, Pela formula (16) podem calcular-se successivamente as funcgdes
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rcom o intervallo {, partindo, de r(1)==1; e pela formula (17), par-
. 1 :
tindo de r(§>=1' T

292, Passemos ao integral euleriano de primeira especie
1
(plg) = {“ ar—1(1 — z)i—dz.
Integrando successivamente em ordem a y e a # a expressiio

P;__--{o f; We—15’4‘ﬂ"'- y2r—1 2% 1dydz,
acha-se

> 3 5 2 l
I'={; ey y"P_ldny; - xii—‘d:=1-r[p)xr(q}.

Para obter debaixo d’'outra férma este integral, fagamos y=at: os
limites' seriio 08 me:mos, e teremos

Pk f [ e~ (141 2222(p-+9)—1 2p—dydas,
oJo "

Depois facamos (1 + (2)@*==r?: os limiles sdio ainda os mesmos, e fica

P [ rrtra—t 2T geg
o A e reprq (—IWH ral,
que, integrada em ordem a r, dé
= = ( 3 —_——— il
2 rkP‘Fﬁ]"" r‘ (|+I!}P‘|‘¢
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Finalmente, fazendo
Oed, e ficard

i =1 —z, os limites 0 e o« mudar-se-hdo em
142

1 1 |
P T(p+a)x [, #-100 —sr-tds= 11 (p+ ) x (2lg).

r(p)xri(q)

Logo (plg) = r(p+rg

formula que faz depender os integraes eulerianos de primeira especie dos
de segunda especie.

293. Para g==1—p, sendo p < 1, a formula (20) dé

pl(t—p)=rp.r(1—p),

ou, porque & = -’ transfo mJ O
, porq _T+y nsforma p|q e n Wﬂ'
"E ar =iz
rp.r(l—p)=/, e
isto é (form. 15)
%
rp.r{l—p)=mnp' .............. (21).
295, Fazendo p=¢q= —;-, e x=y*, a formula (20) da
. 1.2
(_'.l\=g" dy __251
2(2/ Jo ‘/1.,_5,! iyt

: 1
isto & T (’"2') =V'=.
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E como, fazendo z=1y?, ¢

(L) retsaaf ey

recahimos na formula (1).

295. Tomando g = p na equacio de defini¢ho de p| g, serh
plp =fl: (& — 2?)p—1dz,

i
ou, pondo z=y~ 3

plp—] (——y )Z;ﬂi g (l—y‘)p—ldy.

—_——

1

ou em fim, pondo y= 3 Vs,

T ~3 F¥ ey
plp:“g!p—i _[ﬂ (l—z}?—iz !ds=—22ﬂ_1 (iwp):

i
que, substituindo em logar de p|p e CX Lo respectivas expressdes (20),

e attendendo a (18), se transforma na equagdo (19) para qualquer valor
de p, inteiro ou fraccionario.
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Quadraturas e rectificaces

898. A expressio da area comprehendida entre o eixo das abscissas

d’'uma curva plana, a curva, e duas ordenadas correspondentes &s abscissas
@y, 23, € (0.° 112)

[ &y
t =J$1 ydzx,

D’onde vém o nome de methodo das quadraturas, que se da aos pro-
cessos pelos quaes se obtem os integraes das funcgbes d'uma s6 variavel; mas
 este nome mais especialmente se consagra 4 integracio d’aquellas funccdes
feita pelos methodos d’approximaciio!

Ezemplos: 1. A equaglio da parabola cenica (Fig. 42) 6 y2=—=2px;

1 3
- -+ 2
logo fyd:zr_-fVEp.z*d.z-:-;-Vﬂp.x’-+c=§—:ry+c,

2
= g(-’ﬂi Ya— 1 yy).

: 2
Se a 4rea se contar do vertice A, teremos 21=0, el= 7 Tk Logo:

A drea do segmento da parabola ¢ egual d dias tergas partes do re-
clangulo circumseripto M'N'NM,

Para as parabolas de todos os graus, cuja equagldo é y™ == az",

temos = i (@ )
_m+n 2 Y2 —x1Y1)-

Assim estas curvas sio quadraveis,
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II. Para a hyperbole equilatera MN (Fig. £3), entre as asymplotas Az,
Ay, temos ay=m* (Geom. Anal. v.” 8§9); logo

t=fgdw=m‘fi:- =mz + c.

A Grea nlio se pode contar desde o eixo Ay, porque 2 =10 daria t =0,
¢=— m¥0 =oo . Mas, contando-a a partir da ordenada BC, que passa
pelo vertice C, temos, por ser AB=m,

z
¢ =—mim, ltnﬂ:.

Por onde se v&, que, param=1, é ==z, isto &, que entdo as dreas
contadas desde BC sio os logarithmos naturaes das abscissas.
Se o angulo das asymptotas € «, lemos a drea

t=[ydz . lenn=m'J‘di£ﬂE:

por conseguinte, quando m=1, vem t=/log #, sendo este logarithmo
tomado no systema cujo modulo é M ==jsen . Mas, se o angulo « é recto,
M =1, recahiremos no primeiro caso, e teremos os logarithmos de Neper.
Fazendo pois variar o angulo das asymptotas, podemos obter todos os sys-
temas para os quaes ¢ M < 1. Por exemplo, sendo M=0,4342944819
para a_base 10, teremos «==25".44'.25/,47: de sorte que em uma hy-
perbole, cuja potencia é 1 e cujas asymptotas fazem entre si este angulo,
as dreas sio logarithmos tabulares das abscissas respeclivas.

Por onde se vé com quanta impropriedade se da o nome de logarithmos
hyperbolicos aos de Neper, sendo que & todos os systemas de logarithmos,
para os quaes é M < 1, correspondem hyperboles cujas éreas os repre-
sentam.

lll. Para o circulo, cuja equagio referida ao centro é y*=a®—at,
temos [n.° 210, form. (B)]

r— | i . ads
¢ f\/a_ mdaf——*'ﬂﬂﬂ+2.JVJai__£g
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mas a formula ds* = da? 4~ dy? applicada ao circulo déa

adzx

ds == = ;

y Va—at

logo, tomando o arco s entre os mesmos limites que o integral proposto,
¢ finalmente

i 1
‘=imy+ §-¢H+ c.

Ponhamos CA=b, AB =1 (Fig. 36). Se tomarmos o integral entre
o0s limites £ =10, £ =a, e dobrarmos, teremos a drea ?; arc BOB' — bk
do segmento B'OB; e se a esta érea ajuntarmos o triangulo’ CBB',
acharemos o sector BCOB' = %CO . arc BOB'.

Para ter a érea do circulo desenvolveremos o radical, e integraremos; o

que da

x T
: = s ? z! 1.3.25
"_'ju - “E_“"=“ju dx(i_gﬁ_ﬁ.l.ai-ﬂ.i.ﬁa‘—");

ad x8 .37 3
2.3a 2.4.50% 2.4.6.7a% "

=qr —

depois faremos £ ==a, e multiplicaremos por 4. Vira assim

i i 1.3 .).

. R, iy O | il — —_— . o
sup. circ, =rna*==4q (l $.35 288 2.4.6.7
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D'onde resulta a raziio do diametro para a circumferencia,

——i(l—_l__.__i__ 1.3 1.3.5...(2n—3) )
r=d\l —3 3 045 2.5.6.7 '246.83nx(nH1) "/

IV. Para a ellipse (Fig. 44) temos y=-%\/ﬂ’~— at,

e :mifdx \/a‘—:z:‘=i.:;
a a

chamando z a éirea da parte do circulo circumscripto comprehendida entre
as ordenadas limites, b
Como as 4reas { e z tém entre si a razdo constante —: a drea do
a

circulo é para a da ellipse, ou a drea d'um segmento do circulo para a do
segmento da ellipse inscripia terminado pelas mesmas ordenadas, como 0

: ; : ; b
eizo maior para o menor. Assim a érea da ellipse = na® . = = =ab.

V. Na cycloide FMA (Fig. 6), pondo a origem em F, e chamando
FS=:¢, SM=y' sfio

W_ (L), 1=f yia=[Vory—s*
da:ﬁ\/(aﬂr—y)'!_ ydx f\/Ery yr.dy.

Por ser este integral a drea da porgio FKN do circulo gerador, temos

FyAM = FKEN = —;* =re;

e, por ser AE=s=r, é 0 rectangulo yE = 2=r?:
LL
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logo AFE=yE —FyAM = —g—nr". AFA'E = 3=rt.

Assim: a drea da cycloide AFA/ € tripla da do seu circulo gerador.

2979. Quando a equagdb da curva proposta niio for dada, ou quando
for tal que ndo se possa deduzir convenientemente a expressio de [yde,
‘podemos recorrer & regra de Simpson.

A pequena drea BCMPB (Fig. 45) compde-se do trapezio CBPMC e
do segmento CEMC,

rea CBPMC = seg. CEMC + trap. CBPMC.

Procuremos separadamente cada uma destas partes.

O arco CM pode considerar-se approximadamente como pertencente
i parabola osculatriz cujo vertice L corresponde ao meio I da corda; e
entdo toma-se como expressdo do segmento a seguinte

seg. CEMC = % CM.LI,

CH

que, por os triangulos LEI ¢ MCH darem LI = EI cos a, CM = 2
cos &

2
se transforma em seg. CEMC:E El . CH.

Mas, chamando y', y", y"' as tres ordepadas equidistantes CB, EK, MP,
e h a sua distancia BK, sfio

1
FI=EK —IK=y'— 5 (y+y") = .;_{gyw e

conseguintemente seg. CEMC= — h (2¢y' —y' —y").

cs| o
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h
Em quanto ao trapezio, ¢ trap. CBPMC=h (y'+y") = 3 (3y'+3y"");
e portanto rea CBPMC = % hy + 4y" +y").

Supponhamos agora: que a 4rea plana BACD (Fig. 46), que se pre-
tende medir, é determinada pela curva AC, pela recta BD, e pelas orde-
nadas extremas AB =1, CD = y®*H1); que se divide a base BD em um
numero par 2n de partes eguaes, cada uma das quaes tem o comprimento
h; e que pelos pontos de divisio se levantam as perpendiculares y', y',
y" ...y, ficando assim a area partida em 2n partes. As superficies
compostas de duas d’estas partes consecutivas serio proximamente, como
acabamos de mostrar,

i ' ¥ [ ", 1 i ; i 0 2n)
3 MY +8y"+y"), Yoy Y 3 Byl Byl )
L]

e por conseguinte a superficie total é

;_'3_ h (y,r + 4er + Ey"" + -iy"‘ ; gy.,.. S 23} In—1) m _iy_‘!llj + y[in I—'I::.’

ou

2 , i) \
FHO +Y ) (" + gty W) — 5 (' )]

0 segundo modo de escrever corresponde ao enunciado seguinte :
Havendo tragado um numero impar de ordenadas equidistantes, som-

mal-as-hemos todas; ajuntaremos d somma a das ordenadas de ordem

par, e sublrahiremos a semisomma das ordenadas extremgg; e finalmente

oL 2 . !
multiplicaremos o resultado por ] da distancia h enire as ordenadas con-
seculivas.
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A mesma regra se applica evidentemente ao caso em que a drea é ter-
minada, como ACFE, por duas curvas planas, chamando entdo ¢/, y',. . .
as grandezas totaes de cada parallela.

Quanto menor é h, mais o resultado se approxima da érea pedida. Este
theorema pode applicar-se a qualquer figura irregular ; por quanto sempre
a podemos decompor em outras, que avaliaremos pela mesma regra, e
que ajuntaremos ou subtrahiremos, conforme for necessario, para compor
a drea pedida.

Quando a curva corta a base, ainda tem logar a mesma regra suppondo
nulla a ordenada do ponto de secgho.

298. No methodo infinitesimal podemos considerar a érea ¢ como a
somma de pequenos rectangulos m =dxdy (Fig. 47); e entiio serb t o
integral duplo, tomado entre os limites convenientes,

tszdzdy.

Quando a 4res, de que se tracta, ficar entre duas curvas @M e DE
cujas equacdes Y =—Fx e y=—fx sdo dadas, integraremos relativamente
a y, desde PE até PM, e depois relativamente a z, isto &, integraremos
relativamente a x a expressdo (Y —y)dz, que representa o elemento ME
comprehendido entre duas ordenadas infinitamente visinhas; e este integral
seré tomado desde o menor valor de & até o maior.

Se a frea fica comprehendida entre quatro ramos de curvas BM, BI,
IK, KM, & facil dividil-a por parallelas aos eixos em porgdes que se avaliam
separadamente, conforme os principios precedentes.

Por exemplo, procuremos a por¢ho da drea FAF'CF (Fig. 48) compre-
hendida entre as parabolas eguaes e oppostas AF, AF', e a parallela FF'
aos 2. Sendo y?= 2pa, y?= — 2pz as equagdes das duas curvas, inte-

2

graremos dxdy relativamente a z desde M até M’ isto &, desde &= — :—
y? 2 2

até a:==+ » 0 que darh a drea da secgdo MM/, y dy ( !'—'-ﬁ) =y_dy;
2p 2p 2p P

¥
e depois lutegraremosyl:y desde y==0 até y, o que darh ;p 3

Achar-se-ia 0 mesmo subtrahindo a somma das dreas comprehendidas
pelo eixo dos x, pelas duas parabolas, e pelas ordenadas de F e F/, do
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rectangulo comprehendido por FF' e pelas ordenadas, o que daria

2 2 2
ﬂ.ry—:—in::y—-:—i-xy=-§xy.

A ordenada y da curva ndo se deve tornar infinita entre os limites da
drea.

Se a curva corta o eixo dos & entre os limites da érea, é necessario
calcular cada uma das partes que ficam d’um e outro lado d’este eixo,
e ajuntal-as; porque uma sae positiva e outra negativa, e a somma deve
achar-se reunindo os valores absolutos, sem attender ao signal.

Seja, por exemplo a curva KACD (Fig. 49), cuja equaglo é y =2 — %
sendo KA = Al= 1, e a origem em A.

| |
R, - J—— e
A frea é =g i ai+e
i 5
Se a fizermos comegar no ponte B, onde AB= 1/—3—. teremos '=_-375'
i 1
1 —_— g__ y i s

e por conseguinte (== 3 & i 3% e se ED, correspondente a

B :
AE= \f—i, for o segundo limite, acharemos t==0: o que indica sémente

que as dreas BCI e IED slo eguaes e de signaes contrarios, Com effeito

enlre ¢ = \/’E e # — 1 acha-se BCl= g’ e entre x=1 ¢ z= \/%
acha-se (—DIE)=— %; por conseguinte a area ABCED=%.

Do mesmo modo desde K até'l acha-se (— Kﬁlj] =—% e hCl———-%;
isto &, KOEC=%.

299. Para achar a érea comprebendida entre dous raios vectores,
servindo-nos das coordenadas polares, podemos considerar como elemento o
trapezio infinitesimal comprehendido pelos lados parallelos rd0 e (r+dr)ds,
e pelos obliquos dr; o que, por se dever desprezar dr2dh, di o elemento

rdOdr, i
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Por exemplo no cireulo (Fig. 50), sendo C o centro, e querendo a frea
de um annel circular comprehendido entre os raios #' e r, teremos, inte-
grando relativamente a  desde 6 =0 até § =2x, 2xrdr,

e depois relativamente a r desde ' até r, wr® —xrd,

que, fazendo +' =0, dar4 a drea do circulo.

Para a ellipse’ (Fig. 44), cuja equacho & r — a{f ¢ nte-
: ; g 1 +ecost’
a(t —e?)

graremos primeiramente em ordem a r, desde r =10 até r— '
14-ecosh

1 [a®(1—et)2dt
f-=§j

0 que da m.

e depois integraremos esta expressio desde § =0 até 0 — 2, para ter
a firea da ellipse.

Se quizermos a drea d'um segmento de circulo AOB (Fig. 51), podemos
referir as coordenadas & perpendicular AE ao diametro AD— 2a, que
passa por uma das extremidades A, e ao pilo A. Entdo, integrando rela-
tivamente a r, desde r =0 até » =2asen 0, teremos 2a%sent b do, que

se deve integrar relativamente a 0 desde 6 — 0 até f = arc (se“=2_:_: )

Mas ¢ mais simples converter esta integraglo relativa a § em outra rela-
tiva a r, substituindo em logar de send e df as suas expressdes em r,

sen’-fj—-—-f— - dr dr dr

3 « — p — = p——
-i-ﬂ 2“ sen § 2“ ‘)-"l ’ = s(‘“iﬁ J‘ia‘ L r‘

o que da
X iy,
t== | 20a%sent0do) — | —

ridr
v 2 Y ot — :*_'i
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il 0 r‘dr(l 1.r2 1.3rk 1.3.5.r8 )
) ka 2.9% 42 i+ 9. 4.2t Bt 2.5.6.26, ab it
C+ 1 (r"’ b 1.3r7 _I_35r" )
=C+a\7 Y aoisat 552070 T 2.4.625.9.08

e tomar este integral desde o limite inferior r =0, 0 que dé a constante
C=0. 1
Fazendo r = 2a, resulta a drea do semicirculo 3 =a?, e por conseguinte

{ i % 1.3_ 1.3.5 1.3.5.7 ‘
3728 ' %94.7"72.4.6.9'9.46841 7
¥ —
% ~1.3.5...2n—1)
"""2.4.6...2nx (2n+3)

800. Podemos tambem achar a rea comprehendida entre dous raios
vectores, quando a curva estd referida a coordenadas rectilineas, usando

da formula (n.” 113),

(= | (ay —y)da.

1O -

Seja por exemplo (Fig. 44) a equaglio da ellipse

Teremos y =

e a drea, comprehendida entre o eixo dos @ e o raio correspondente &
abscissa @, serh :

i [2fb%? "8 b* * abdz | x
( x:_._J ==— qgbarc cos=;).

t‘fl a!_z!
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Se chamarmos 7 a érea do sector do circulo descripto sobre o eixo maior
como diametro, comprehendido entre o eixo dos z e o raio cuja extre-
midade tem a abscissa x, teremos

i /¢ alx
Y I = ug ﬂl‘C(

i \

por conseguinte

! 1 i
e como, chamando s o arco de circulo, é = E-aa, serd { = Eb"

Assim sect. MCOM — % CD.arc. OB, sect. BCOB =% CO.arc. OB,

b
sect. MCOM = 2 sect. BCOB.
Para a hyperbole MN (Fig. 43), referida 4s asymptotas, temos
ay = m?;

o i l=—f
logo y i ydz,
0 que mostra que ¢

sect. hyperb. CAMC = érea CBPMC.

304, Demos alguns exemplos da formula (n.° 110) das rectificagdes,

‘=J¢dx’+dy‘.
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I. Para a parabola, y¥=2pz,

temos ydy =pdz, s =j %’i \/.‘J"'F‘Pi'
cujo integral & (n.” 205)

e AL e
l=c+%v’rﬂ‘+ v+ gelly+ Vo).

Se o arco s come¢a em A (Fig. 22), y=0 da s=0: d'onde se tira
£=— -;— plp, e por conseguinte

yvpe+yt 1 (y+\fp‘+y"
KM e T W™ b il 2y
s 2p % ‘2“ p )

II. Para a segunda parabola cubica, y* = ax?,

[ 8
lemos s=fdy\f|+%=ﬁa\/(l+iy) P

Em geral, para y =az",

que representa todas as parabolas ou todas as hyperboles, conlorme n é
uma frac¢lio positiva ou negativa,

temos” s=[dx Vv 1 + nfada®—2,
Por ond v tod es qu : ou . , for
onde se vé que, Lodas as vezes eE(n-—-I)' 2[ _1)

numero inteiro, o arco s se achard debaixo de forma finita (n.° !08}
MM
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III. Para o circulo temos

P=r2—az? ou y2=2rz — 22,

segundo for origem o centro ou a extremidade do diametro.
Em ambos os casos acharemos

rdz

= |— 3§

y

onde, substituindo em logar de y o seu valor, se v& que a integraglio sé
se pode fazer por series (n.” 257), ou por arcos de circulo, o que traz
a questdo & mesma difficuldade que se pretendia vencer,

1V. Para a ellipse, a?y? + b2zt =a??,

fazendo ae = v a®— b2, onde e designa a razao da excentricidade para
o0 semieixo maior, temos

i_[ d.’r\/( _zifl: b!\) gl "(h \ %!;—;e:;';_].

Nio se pode integrar esta expressiio se nfio por series; mas é necessario
dispdr o calculo de maneira que a serie seja convergente.

Para isso poderemos desenvolver 4/ a® — ¢2a2.

Ou tambem, chamando § o arco OB (Fig. %) do circulo circumscripto,
o que da

CA=x=acosl, u'—:c____ db,

' —_—— e ——
l=—af1 db ' 1 — e? cos? b,
—%

]
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Teremos assim de integrar uma serie de termos da forma A cos*™0d6;
pelo que o arco OM dependerd, por uma serie, do arco correspondente
OB do circumscripto.

Assim, desenvolvendo 4/ 1 — e%cos? em serie, e applicando o processo
indicado no n.° 236, teremos

2.4.6

| |
a (—1-}- 3 e2cosh | =73 elcosty 4 eBcos® 4 . ) dé + C,

4:=I1

=T
i

sendu 1 1
J—d)=—0, [eos*idh = sen&msﬂ-}m‘z- 9,

: sen 0 cos®) + -3 sen f cos i +4 oo b,

noalldt = =
S 2.4 2.4

: | S o 1
Tomando este integral entre os limites s e ) =0, acharemos
o comprimento do quarto da ellipse

P

) 3°/ "3\a3
— ®a .
¢ i (1.3...2::-1 ..)"

g T LY WA A

sendo n o numero dos termos precedentes.
_Similhantemente, fazendo z = asecd, ¢ attendendo a que é a?4-b=ae?,
acharemos para a hyperbole

8 !d'i( i + {3 )
— o v l-—— l_\% R g .l‘_i e ,5 kT
g g o cost) P2 cos*f .._,___hu,' 1840 24.6351‘0! f :

que integraremos como para a ellipse.

.
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Tomando a differenga r—s entre s e o comprimento r da parte
da asymptota cuja extremidade tem a mesma abscissa z, a qual é
r=% . /a4 b = gesech; e depois fazendo o= o, ou ﬂ=-;—:

acharemos
1.3 { /1.3.(20—1)
Sl o ) 3 s (350 ]
o I.' ) 3\ ( 2.4 ) T AN .i..[?n.e")
V. Na cycloide (Fig. 6), sendo a origem em F, teremos (n.” 106, VI)

y=Val

ndo se ajunctando constante, por comecar em F o arco s.
Por ser 1V'2ry =KF, ¢ FM=2 x corda KF.

21' ;
.d =2! 2f 1]
2r—y y y y

302. Na pagina 251 vimos que a expressdo E (k, ¢) do n.” 250 re-
presenta um arco de ellipse; d’onde veio o nome de funcdes ellipticas a
esta funcgdo, e &s outras duas que d’ella dependem. E na pagina 252
mostramos que a formula (5) d’ella dd um arco da hyperbole, cujo semi-
eixo transverso, tomando a excentricidade por unidade, é k, pela somma de
duas funccdes algebricas com dois arces de ellipses, cujo semieixo maior é
1, e cujas excentricidades k, k; e amplitudes g, ¢y, estdo ligados entre si
pelas relagdes {a) da pagina 248: sendo nessa formula seng=zx e

A=y 1—¥sents.
303. Se as coordenadas slo polares, temos
ds= v/ rtd 2 - drt.

Por exemplo, a spiral de Archimedes, cuja equaglo é 2xr—a",

da 5=
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Comparando esta expressio com a do arco de parabola, vé-se que as
grandezas dos arcos d’estas curvas sdo eguaes, quando é r a ordenada da

a
parabola e — o seu parametro.
T

Na spiral logarithmica, cuja equaclo & t=lr,
acha-se s==fdr12=r1"2 +c.

Se o arco comega no pélo, temos ¢c=0 e s=r1"2. Assim, ainda que
sémente depois d’'um numero infinito de revolugdes a curva chegaria ao
polo, no entretanto o arco s, contado d’este ponto, & finito, e egual &
diagonal do quadrado construido sobre o raio vector que o termina.
A respeito das curvas de dupla curvatura, veja-se o que se disse n.° 162.
Seja, por exemplo, o helice tragado sobre um cylindro recto, cujas orde-
nadas sio proporcionaes aos arcos da base. As equagdes d’esta curva,

z=Rcosh, y=Rsenb, z=LRH,
dio

s=[* Vidat+ dyt + det= 'R V14 i2d =R V140 —0p).

o Mg
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Areas ¢ volumes dos corpos

304. Corros pE rEVOLUGAO0. O volume v e a drea u d'um solido de
revolugio em volta do eixo dos z acham-se pelos integraes (n.° 163)

v=[ry*dz, u=/2zyds=[2ny N dy®.

Fagamos algumas applicacdes d'estas formulas.
L. Para a ellipse, recorrendo ao valor de ds (n.° 301, IV), temos

b : " 2
1:_—_-.1:—-| (a®—2?) dg, u=h—be[\/{:—t—-$i)dx.

ﬂg- a3
: . : I ' :C:i Y 2
O integral da primeira da v =1=xb%| x — a3 +¢ |; onde e=— = a,
\ da / 3
no caso de ser o vertice um dos limites. Chamando pois z a altura do
' 5 O3
segmento de ellipsoide, ou x==a — z, o seu volume é = =1 (3a — 3),
a

que para o ellipsoide inteiro, isto ¢, para z=2g, se tornard em — =b%a.
5 S

D’onde resulta que: 1.° o volume da esphera ¢ 3 =a®; 2.° o ellipsoide

de revolugdo é para a esphera circumscripta :: 52 : a2; 3.° cadn um d'estes

corpos & 3 do evlindro circumseripto; 4.° em fim o segmento espherico

%

éﬂzi(a—%zd].

O integral, que entra no valor de u, ¢ evidentemente a érea de uma
por¢iio de circulo concentrico 4 ellipse, comprehendida entre os mesmos

o .- i
limites que o arco gerador, ¢ de raio —. Chamando z esta érea, que
: 2rbesz
facilmente se obtem, leremos v =~ —,
a
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Se se tracta da esphera, temos (0.° 301, 11I)

d
" PR e logo u=2x frdz.
y

D'onde resultara facilmente 2mrz para a expressio da superficie da callote

espherica, ou da zona, cuja altura ¢ z; e 4mr? para a drea de toda a
esphera.

II. Para a parabola, y®=2az, acham-se

v=/2sazdr = nax? 4 ¢,

9= —_— [ e ]
"=j_f ';"J'f.'fvfy!+a"u-..%|j1f(y‘+n""}'* +C :

Se a origem ¢é no vertice, temos ¢==0 ¢ C=— a%. Taes sdo o volume
e a drea d'um segmento de parabolside de revolugao.

HI Seja a equagiio ym = aa",

que pertence a todas as parabolas, ou a todas as hyperboles, conforme n
& positivo ou negativo. Teremos

fawm g Wy L N e e
vh._)fn-\ﬂ f‘/mn'dx_m—i—ﬂn v (az“} =

i 8
m —}—‘2#1.

Se quizermos o volume ou a frea descripta pela figura plana compre-
hendida entre duas ordenadas e os arcos de duas curvas, ou de duas partes
da mesma curva, que ellas interceptam, usaremos das formulas

; f i ot o d‘!!;& 2/ d a
u-—-'J % (Y2—1y?) dz, u —-}' ﬂmlx(y v i +-@—y V 1-1—%),

sendo y, y', as ordenadas dos dois arcos, e tomando os integraes entre as
abscissas correspondentes &s duas ordenadas que terminam a figura,
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205. Corros QUAEsQUER. O volume V ¢ a drea U d’um corpo qual-
quer s@o dados pela integragio das formulas (n." 166)

V= ([ sdady, U = [ dzdy ' 1 -+ p? + %

integraes, que se devem entender do modo seguinte. Tirados das equagdes
da superficie proposta os valores de z, p e g, em funcglo de = e y, inte-
graremos as expressdes precedentes, primeiro em ordem a uma das varia-
veis, z ou y, conforme a facilidade dos calculos, e depois em ordem &
outra variavel; e nestes integraes attenderemos aos limites que a questdo
assigna. :

Supponhamos, por exemplo, que a drea U deve ficar comprehendida
entre dois planos parallelos aos 2z (y==a e y==>0), e que a integragdo
se faz primeiro em ordem a y: entdio ¢é necessario tomar o integral entre
os limites @ e b, considerando z como constante. D'onde resultard a
grea MB (Fig. 37) d’'uma secclio de solido, de espessura dx infinitamente
pequena, terminade nos dous planos MF e SB de que se tracta. Inte-
grando depois este primeiro integral, que é da férma ¢z.dz, e tomando
o novo integral desde o menor valor de z alé o maior, teremos a drea
pedida, considerada como somma d’uma serie infinita de secgdes simi-
lhantes.

Se o corpo & terminado lateralmente por superficies curvas, devemos
introduzir no primeiro integral funccdes de & por limites de y, procedendo
d’um modo analogo ao do n.° 208. O que tudo melhor se perceberd 4 vista

dos seguintes exemplos:

Na esphera (Fig. 562), 24yt 2t =

temos p=— ;_ qz#_z., Vi+pt4gt=—,

que, substituidos em U e V, os transformam em

]

Integremos primeiro em ordem » @, suppondo y constante.
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A integraclio di, em U, rdy arc (seru:%), sendo A = \/r‘—y“.

Ora a interseccdo do plano zy com a esphera & um circulo Cy, que tem
por equacio z* + y*=1r2, e no qual a abscissa AF===A ¢ o raio do
do circulo formado pelo plano secante DmC: se tomarmos pois este

integral desde 2= —A até z =+ A islo é, desde T::-—_-- 1 até %= i,

teremos a &rea D mC=m=rdy, de espessura infinitesima, d’'uma secgdio
parallela aos zz tragada no hemispherio superior.

Integrando agora =rdy, teremos o segundo integral mry, que tomado
entre os limites — r e 4 r, isto &, entre o minimo e 0 maximo valor de y,
dé 2xr? para irea do hemispherio superior, ou 4xr? para drea da esphera.

Fagamos o mesmo a respeito do volume V: teremos (n.* 210, (B))

T 1 e 1 \ z
f\/A‘——z’ . dz=im \/A‘—m‘+-2-A'arc(sen=I).

Tomando este integral entre os mesmos limites — A e + A que tomé-
mos para a superficie, o primeiro termo desapparece, e o segundo reduz-se

a %wh‘. Assim temos de integrar de novo %w (r* — y*)dy, que repre-

senta o volume da sec¢lio DmCD; o que di ; = (r"y - ;—y’*) ; & tomando

este resultado entre os limites — r, 4+ r, vem finalmente o volume do
hemispherio

V=§ =r%, ou o da esphera = % xrs,

306. Se o volume V é comprehendido entre duas superficies no sentido
dos sz, integra-se o seu elemento dzdyds, primeiro em ordem a sz, desde
0 z correspondente a superficie inferior, que limita o corpo, até o z da
superficie superior; sendo estes valores de z func¢des de e y tiradas
das equagdes das duas superficies. iutegra-se depois em ordem a x, para

NN
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formar a somma de todos os prismas que compde uma secgio de espes-
sura dy, comprehendida entre dous planos parallelos aos xz, sendo os
limites d'este tegral dados pelas expressoes de z tiradas da equagdo da
projecgdo da superlicie sobre o plano 2y. Supponhamos que o volume V
esti inscripto em um cylindro MNg (Fig. 37), levantado sobre uma base
dada mng. Os limites do integral resultam d'uma secgdo qualquer Pmn [eita
0o corpo por um plano perpendicular aos y: assim, deveremos tomar o
integral desde #="Pm até z=Pn, sendo Pm e Pn valores dados em
funcgdes de y pela equago da curva mfng, base do cylindro. Sejam & = [y,
@ ==Ky, estes valores: substiluindo-os successivamente em logar de & no
integral, e subtrahindo um resultado do outro, teremos por fim de integrar
uma [uncgdo de y, desde o menor valor AB de y aié o maior AC; valores
estes que tambem se tiram da equagdo da base fng.

Procuremos, por exemplo, o volume d'um cone recto. Se tomarmos
para eixo dos y o eixo d'este coue, e para origem das coordenadas o seu
verlice, teremos (Geom. Anal., n.” 168) a equagio I*y® = 3z + 22, onde [ é
a taugente do angulo formado pelas geueratnizes com o eixo. Tomando pois

sdzdy desde 5= — /Iy —a? até 3= 4 /Iy — 2%, teremos
2 y/ I*y* — a* . dwdy. O integral d'esta expressio em ordem a z &

@y Byt —at 4 By? urc(un=-‘3—)+c.

Para achar os limites, entre os quaes se deve tomar este integral, tira-
remos @ == == ly da equagdo da projecgio do cone sobre o plano dos ay;
¢ tomando-0 entre x=—ly e =1 ly o que di =l*y%, serbh =itytuy
0 volume d'um tronco de cone, de altura infinitesima dy, comprehendido
eotre dous planos parallelos aos x3. Finalmente, integrando esta expressio
desde o veruice (y==0) alé a base (y==h), acharemos o volume do cone

recto %nl*ﬁ’; 0 que é o theorema conhecido, por ser I x h o raio da base.

Do mesmo modo, para achar o volume V do ellipsoide cujos semieixos
sdo a, b, ¢, temos

L —

2 oyt 5 V g
g ST i bt oy g
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1-%
_a\/.nf“ i

2
—_—2; [ dy v d-’ﬂ\/-:? (6% — y*)— a2,
P S o
—\/ &
ou, fazendo —:-\/‘b‘_— yi=A,
b b
e =A? y‘)
V=2— __bdy g =r:acf_b(i — dy,
isto & V=%1mbc.

Similhantemente, se os limites da érea sdo determinados por uma curva
FMNG, tragada sobre a superficie de que se tracta, procuraremos a sua
projeccdo [g sobre o plano zy (Geom. Anal., 0n.° 162), que determioard
um cylindro recto, e para este raciocinaremos do mesmo modo. Teremos

assim de integrar dady V1 -+ p® ¢ cotre os limites acima designados:
como se vé& no exemplo seguinte,

Tracemos vo plano zy as duas pnrubolas eguaes e oppostas FAE,
F'AE' (Fig. 35), cujas equagdes sdo y? = - nz, y* ==—nx; e depois a
parallela FF' ao eixo dos @, correspondente & ordenada AC==b. De mais
concebamos um cone recto de base circular, que tivesse por vertice a origem

A, e por eixo o dos z, de meneira que a sua equagdo fosse z=k \f,;‘l + vt
Pede-se a drea do cone comprehendida no eylindro recto elevado sobre
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AMFF'M'. A equaclio do cone dé

k
P = g= ky v 1+t gl=1 i

_.Jx!+ye' _\/xe_l_yi

portanto o elemento da érea do cone é V1 + k* . dzdy; e a sua pro-
jeegio é em m. O integral em ordem a « & V1 + & . zdy, que tomado

2 2
desde M’ até M, isto ¢, desde :c=—y;nté T=4 y?, di a érea da

L ] —
secglio, de espessura infinitesima, projectada em MM, -2%-»/1 + i . dy.

o 2y3
Depois integrando esta expressio em ordem a y, vem —3¥—J 1+ 12,
n

que se deve tomar desde A até C, isto é, desde y=—10 até y="b.

8
A érea pedida sera pois Ea—b\/l + K2,
n

Estes principios sdo especialmente applicaveis na Mechanica & investigaglio
dos centros de gravidade e dos momentos de inercia.

307. Supponhamos que a equaglo da superficie é dada em coorde-

nadas polares,
r=[(9, §.

Se o plano projectante MAP (Fig. 53) gyra em volta de AZ, o arco de-
seripto per M, perpendicnlarmente aquelle plano, é o mesmo que o deseripto
por P, isto é,

rsenfdd.

No mesmo plano projectante, o raio AM, gyrando em volta de A, de-
screve o arco rdb perpendicular a AM.
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Portanto os tres elementos perpendiculares em M sdo rsen 6dy, rdf, L
dr, lados do parallelipipido elementar, cujo volume & assim r¥drd{dé sen;
e temos
L L ~h
V=/( rdrd{disenti=| d dosend | ridr:
S redrdy of,, 4, dosentf 1

sendo ry @ ro os dois limites, entre os quaes esté comprehendido r, para
cada systema de ¢, 0; e 0y, g, $1, o, 0s limites de 0 e ¢.
Assim, para o volume da esphera, cuja equacdo polar é r=a, lemos

- @

,l ; » B
Ju r‘dr:ia’. —;"13.]0 dﬂsentlz;:- a’;

por conseguinte
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INTEGRACAO DAS EQUAQOES DA PRIMEIRA ORDEM
ENTRE DUAS VARIAVEIS

Separaciio das variaveis. Equacdes homogeneas

308. Uma equagdo differeacial Mdy + Ndz=0.......(1)

nem sempre resulta immediatamente d’outra primitiva f (=, y) ==0; por
que muitas vezes provird de combinagdes da primitiva com a sua derivada,
ou, mais geralmente, de multiplicagdes por factores. Pode pois a proposta
ndo ser uma differencial exacta, e comtudo ser susceptivel de tornar-se
tal por operagdes convenientes.

209. Supponhamos que a equagio proposta é de primeira ordem entre
duas variaveis z, y.

Se as variaveis estdo nella separadas, isto 6, se M s6 contém y e N s
contém &, o integral procurado ¢ a somma dos integraes dos dois termos,
08 quaes se obtem pelas regras precedentes,

S Mdy + /Ndz=0.

310. O mesmo diremos de qualquer equaglio, na qual se possam separar :
as variaveis, multiplicando-as por factores convenientes; como nos casos
seguintes:
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1.° Se M é funcgio de z e Nde y, a proposta, sendo multiplicada por

L fica separada,

MN'
dy dz
;e g
Por exemplo dz /1 + yr—ady=—0
d
di = e
RV e

e por conseguinle

lex) =1(y+ 1/;+y‘), cx=y + v 1+ y%

2. Se M e N sdo productos de funcgdes de x por funcgdes de y,
M = XY, N=X;Yy, a multiplicagio por % dé a equagho separada
Y X,

—dy—+

Y, Th=0.

3.” Se a proposta é homogenea do griu m, isto &, M=3Ayizh,

N IBsf
< ipk 1 =m: —_— s —_———
N =2By'z¥, g+ h=i+ k=m: fazendo y=12 ieréM 34
1

funccio Z d multiplicacdio pelo factor I =
: "3 . e
uma g ez ea plicagdo pelo fac MyTNa N)

transformal-a-ha na separada

Mzxdsz + (M:+N)d2‘:_ ds +E
(Mz 4 N)z T/ &

=0,
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Ezemplos

I. Seja (az + by) dy + (fz + gy) dz=0.

Dividindo por (azx + by)y + (fz + gy) , e pondo y =zz, vem

(a+ bz)ds dzx
e e ),
bz 4 (u+g}z+f+ x

equacio separada, que facilmente se integra

Assim a equaglio  ydy + (z 4+ 2y) dz =0,

que se deduz da precedente pondo a==0, b=1, f=1, g=2,

d zds +d:c_0__ ds dz +E
(143" & =~ 143 (143 o

cujo integral é (1 42)+ i_-’;-l- l(cx) =0,

=0,

i
le(z 4+ xz — =z 4 =
ou @+ 22) + @+9)+ 1

1+3

II. Seja ay™ dy + (2™ +-by" ) de=0.
Dividindo por ay™+1 4 (2™ + by" )a, e pondo § == @z, resulta a separada

dz az" ds

—

& % az" 1 = hgm 4 | "

0.
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III.  Seja zdy — ydzr — dz V2 + 4t

Dividindo por 2y — (y + Va? + y*)z, e fazendo y = =z, resulta a separada,

' dx_ dz
. V1422

cujo integral ¢ @==c(s~ V14 3%, on at — ¢y Va4 y?) 2=0.
Este integral, desembaragado do radical pela transposi¢do e elevacio ao
quadrado, dé

z%=2ey + .

IV. Qual é a curva cuja drea BCMP (Fig. §2) é egual ao cubo da
ordenada, que a termina, dividido pela abscissa; e isto para cada um dos
pontos, a partir d’'uma ordenada fixa BC?

Differenciando a equagdo correspondente a este enunciado

b W
Sydz = ==

resulta a equaglo homogeneg (aty + y%) do = 3xy*dy,

la regra expost d dx“"ﬂ
que, peargra KF sta, se reduz a > “_1_251"

e integrada di 2% (1 —2s%3=¢, ou (2% — 2y?)3 = cal.

344. Do que fica dicto resulta, que serd inlegravel qualquer equagio
que por transformacdes convenientes se poder tornar homogenea.
00
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Seja por exemplo & equagdo

(ax + by + ¢} dy + (mz +ny 4 p)dx = 0.

Pondo ar--ly 4 c=3, mx 4 vy 4 p=1|,
mdz — adi bdt — ndz
d& t" — —_— p — 2
il y mb — na - mb—na

¢ substiluinde na proposta, resulta a equagio homogenea
(mz—nif)ds 4 (bt — az) dt = 0.
No caso de ser mb — na =0 ndo lem loger este calculo; mas, como
culdo ¢ m= -’-}:i, a proposla torpa-se cm
L]
bedy + bpdz + (azx + by) (bdy + ndz) =0,

na qual é facil scparar as variaveis, pondo azx ~- by ==v, substituindo, e
dividindo depois pelo coefliciente de dz, o que dé

c4v
bp—ac+ (n—a)v

dv 4+ dz=0.

312, Eouagio LinNEaRr. Seju a equagdo linear, ou do primeiro gréu
em y,

dy + Pydz — Qda,

na qual P e Q representam func¢des de 2. .
Fazendo y = st, o que deixa arbitrario um dos Tactores s, 1, podemos
partir por isso a transformada tdz 4+ (dt 4+ Pide)s = Qdx nas duas

dt 4+ Pldz == 0, tdz = Qdz,
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a primeira das quacs dard — lt==[Pder=u, ou t==e¢"",
e depois a outra z==[Qe"dx + ¢,
ou y=e % [Qe¥dx + ¢).

313, Reduz se a esla a inlegraglo de

dy +- Fydx = Qy" dx,

l—n
fuzendo i =z, que a transforma em

y"dz 4+ Pydz = Qy"de, ou dz (1 — n) Pzde ==Qdxr.

O integral é portanto

yl —n=“ —n) ‘—'(l—ﬂ}_f [’J,rune(l-—n}f['u'sﬂ,x o).

Exemplos
I. Em dy -+ ydxr = arddr,
temos P=1, Q=az}y u=fPdz = x;

por conseguinte
ye' =a [ ae'dw 4 ¢ = ae* (¥ — J2? 4= 6z — 6) 4.

Il Em (1 = 2?) dy = ayde = ada
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temos

el
{ 4+ 2 O

el

xdxz

{+a* "=“]l+x*="rw+xi;

1
=(1+a% % y=e(/Qedz+c)=ax+cy 14 2%

dy — pydr — %E cos xdr =10

2
temos P—_——p.,0=?gcosz,‘/‘Pdm=——::x=u;
JQe'dz = E J“e_—ﬁ cos xdx:
a

ou, porque de f e “Tcos zdz

M senz - PL/ e "sen wdx

A <
=e¢ | senz—pe cos:r—y.*!e B cos zds

—-FI —!;I
: —ua e Sen &—pe cosT
se tira ] e cos zdx = e

I—i—u.

3 2q —pE Rl st
f(?e dz = t‘;[-l+—u_} (e . cos x).

2
Portanto ye= cet” FONGE. P (sen & — . cos ).

a(l +ph)"
(Mec. de Poisson n." 188).
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344. Equagio pe Riccarri. Tractemos finalmente da equacio de
Riceatti, primeiro geometra que se occupou d'ella

dy + bydx— az™ dz.

1.° Se m=0, temos (Alg. Sup. pag. 224)

dy 1 dy dy
dm_a—by‘mﬂlf'a Va-+yl 'b+lf’a-—yt"'b\"

que da
2Vab(z+c¢)=I(yV b+ Va)—I({yV'b—V'a),

oy MR
= y_*/T 2letdvab__ '

e, no caso de terem a e b signaes differentes, ==a e == b,

y_\f( cot (.::+c]~./+ab]

2.° Se m nlo é nullo, ponhamos y=b-1z-1 4 322
teremos x*ds + bsldz = az™tHida,
transformada, que ¢ homogenea no caso de m=— 2, e que se integra
por separacio das variaveis no caso de m = — §,

3.” Nos outros casos fagamos z=¢(—1, z" 3=y,

e {]r_pois 1 T i i [ , @ =

—

|
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resultars a equagdo similhante & proposta
dt + b't*du = a'u™du,

que se poderé tractar como a precedente, e integrar nos casos de n = — 2
e n=—=%.

Mas se n vdo &6 — 2 nem — %, poderemos ainda fazer uma transfor-
maglo analoga 4 precedente; e se coutinuarmos assim successivamenle
pelo meswo processo, seremos conduzidos & integraglo d'equagdes da
mesma [6rma que a proposts, tendo suecessivamente por expoente da
variavel no segundo membro os numeros

m-+44§ n4 % o n'+ 4

oy ok o ords Bollgp i

LR

islo é, 08 numeros

m+i Im48 Sm+12  Tm4 16 (2k—1)m+ 8k

m+ 3 SWmEs'  SmprT | Bm49 M2k 3

Quando uma d'estas fracgtes for nulla, oo —2 ou — ¥, isto é, quando
B
2i— 1

inlegral se achard facilmente.
Se livessemos comegado por fazer y=¢—1, 2™ tl==2z, na proposta,
o mesmo calculo nos conduziria a achar que a integragdo € possivel
— 4

for m=— » & designaudo qualquer numcro posilivo, ou zcro, o

4+ 1




e o e e e R i |

CALCULO INTEGHAL 319

Do factor que torna integravel mma equacdo differencial
da primeira ordem

225, 1. Connpiglo pE INTEGAABILIDADE. Se o primeiro membro da

equaglo Mdy 4+ Ndx=0,..... R AP ¢ vdl)

¢ uma diflerencial exacta  du==Mdy + Ndz,

du d
serdo M e N os coeflicientes dilferenciaes parcises = d—”. ¢ conseguin-
Yy I

temente a relagdo e = i serh e = i 2
e relag drffy_dyd.r' - B e s (2).

y A primeira condigdo j—:¢ M satisfaz-se pﬁndu u==[Mdy] +X, isto

&, integrando na supposi¢io de z constante e ajuntando uma funcclo de @3

du “dM dX du

e desta, que da — --:j i._d; y] 3 resulta, por ser a—»:N em
X

virtude da segunda condiglo, X:s[da: {N —f[ﬂ dy:l +

Portanto u—‘j [Mdy] +fd:n ( —f[ﬂ dy]) + e,

ou u=J‘ | Mdy] +fdx(N—-£f;£d—”])+c.
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Este calculo seré possivel, e obter-se-ha assim o integral procurado,

aM .
quandn a expressio N —J s ffy I que entra debaixo do integral em
X, for uma lunccdo de z somente, isto é, quando for nulla a sua derivada

em ordem a y,

dN L

_—

dy dz

Logo: a equagao Mdy 4 Ndx serd differencial exacta quando se ve-
rificar a condigio (2); e s6 entdo o serd.

Se tivessemos comecado por integrar Ndz em ordem a z, chegariamos
do mesmo modo &s expressoes

u=j hda,-].;- | (.u -—-f]-—_dx]hc,

w— [ (Naz) 4| dy (M= [d[”_‘;;ﬂ) i

Preferir-se-ha, dos dois processos, o que mais facilitar o caleulo.
Ezemplos

a(zdz + ydy). . ydz-— zdy
E: L _|_ 3 3
at 4y

e + 3by3dy
vVetty

e a condigdo (2) verifica-se,
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Estas expressdes dio

dem——"ﬂvft’+y'+arc(tg=i),duNd“)= oo 1:: v
y dy Vatygt T HY

logo (form. (2) u=a v 2% 4 y® 4 arc (Ig = %) + by e

No caso de serem nullos a e b, este integral reduz-se ao conhecido

ydz —axdy ( x
J____m*-l—y‘ =gre\tg= y)-l-c.

IL. Do mesmo modo se acharé

dz (z + Vat+ y?) +ydy=l
(@+va+y?) Vat+y?

el@+ vat+yd).

316, II. Repucgio 4 CONDIGRO DE INTEGRABILIDADE. No caso de
nllo satisfazer a proposta & condiglo de integrabilidade, vejamos se & pos-
sivel, multiplicando-a por uma funcgdo conveniente de z e y, reduzil-a a
satisfazer a essa condigdo.

A equagdo Mdy + Ndz =0

deve coincidir com a que resulta de eliminar uma constante ¢ entre a pri-
mitiva e a sua differencial immediata.
Supponhamos que a primitiva, resolvida em ordem a ¢, toma a [6rma

e=g (x, y)-
Da differencial immediata d'esta,

dy=="Pdy + Qdz =0
PP
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tira-se fpi=dy 4—-g—d.r=0,

a qual, por nlio entrar nella a constante ¢, deve ser identica com

dy—]—%dx-:ﬂ.

N d
isto &, deve ser dy 4+ ﬁ-dz=_§,
P
ou do o (Mdy + Ndz):

e porque o primeiro membro é uma differencisl exacta, tambem o segundo
o deve ser. Logo:

Se a proposta de primeira ordem Mdy + Ndx==0 tem uma primitiva,
i
sempre ha um factor, et Ty proprio para lornar inlegravel a
funcgio differencial z (Mdy -+ Ndx),
Para obter este [actor, a condigdo de integrabilidade de Mzdy + Nzdz,

d(Ms) d(Ns)
que & % F
dM dN dz ds
di (E-‘_JF)=N@_ME'01ll!!ltlll{&]l

a qual deve determinar z.

389, Esta equaco 4s differenciaes parciaes poucas vezes pode servir
para isso, por causa da difliculdade dos caleulos; mas deduzem-se d'ella
algumas propriedades nutaveis.
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1.° Se o integral u de z (Mdy + Ndz) fosse conhecido, facilmente se

acharia o factor z, porque seriam é =Ms3, '-;% =Nz,
o du
d

e portanto = ; == c;: .

2.° Multiplicando a equaglio identica du==z (Mdy <+ Ndz) por qual-
quer func¢lio pu de u, vem

oudu = zqu (Mdy + Ndz).

E como o primeiro membro ¢ uma diflerencial exacta, tambem o deve
ser o segundo: por conseguinte ha uma infinidade de factores zqu proprios
para tornar integravel a équaglo proposta, e o conhecimento de um d'elles =
basta para achar os outros.

3.° Se z & luncclo somente d’uma das variaveis, z ou y, sera facil de-
terminal-o. :

Com effeito, se z ¢ funcclo unicamente de z, a equagdo (3) reduz-se a

.

%=ii_’”(%}_.g) ......... (B3

e z obter-se-ha integrando esta equagio (%), cujo segundo membro deve,
segundo a hypothese, ser uma funcelo de z.
Similhantemente darh z a integracio de

ds _dy(dM  dN ;
LR S ngf)" ...... il ot/ 1

z

quando o segundo membro, e por conseguinte z, for uma funcgio de y.
Cumpre observar que em (4) e (5) a parte comprehendida entre paren-

thesis se torna nulla, como deve ser, quando Mdy -+ Ndz é differencial

exacta. :

L)
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4.° Se M é [uncclo de z e N de y, a expressio s=-h% reduz (3) a
uma identidade; e se M e N séio productos XY e XYy de funcgdes de =

por func¢des de y, a expressdo S=3Iv. tambem reduz (3) a uma iden-
1

tidade: o que concorda com o que se disse no n.” 310.

5.° Seja F (, y....) uma funcgdo homogenea, do griu m, de muitas
variaveis. Se multiplicarmos estas variaveis por 1 + h, isto é, se mudarmos
Z, Y,... em &+ hx, y4hy,. .., a funcglo F tornar-se-ha em

F=(1 +h)mF=(l PPN il i .)F,

e tambem em
F'=F(z+he,y+ hy,...)

dF,  d*F &°F dF
B g T sin N Sy’ W
8+ 3y WAl + gyt gy Ky d

dF

Ry
+dx

d’onde resulta, pela comparagdo das duas expressdes de F',

dF dF d*'F d*F d*F
= — — Y3 —_ = — a4 - 2 - I,
IV it~ b i chenn i ™ Lt~

que & o theorema das funcgdes homogeneas.

Posto isto, quando forem M, N, funcgdes homogeneas do gréu p, veja-
mos se ha um factor homogeneo z do grau n, que torne differencial exacta
o primeiro membro de (1).

Porque Nz é uma funcglo homogenea do grau p + n, sera (1.* eq. (a))

dNz) | d(Ns)

R R e Yonle

d(Mz) __d(Nz)

o
dx dy 4

a qual, em virtude da condigdo de integrabilidade,
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M:zdy + Nzdz, se torna em

d(Ns)  d(Myz) _d(Nsz + Myz)

il b e e W
ou (p+n+l)Nz=nﬂszﬂ.
. ] s
E como a esta equagdo satisfaz a hypothese z—m. ou

z(My 4+ Nz)=1, reduzindo-a a 0==0, por ser entdo zero o griu n+p+1
de z(My + Nz), fica assim satisfeita por aquella hypothese a condigio de
integrabilidade.

Exemplos

1. Seja dz + (adw +2bydy) v 1+ 2= 0.

A condiglio (2) de integrabilidade nlio tem logar, por isso que é

mas, como o quociente d’esta quantidadé dividida por M= 2by v 1+ 2

— 1
é uma luncglio - de x, segue-se que a equaglo se tornard integra-

1 4 a2

vel por meio d'um [actor func¢lio de z, e que este, em virtude da equagdo
(%), a qual da

Is= _”d‘=_-;-z(:+m!]=—:\/1 +at,

e izl i e e b i s e
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¢ 5= - . Introduzindo pois o factor 3, a proposta torna-se em

V1+a?
dz
+ adz + ydy =0,
V14at

que di am+fc(zr+-\/i+z‘)+by‘=0.

II. Na equaglo dy + Pydz = Qdz,
do n.® 312, sdo M=1{, N=Py—Q,
e por isso i ﬂ—P

; &y  dz

Como % ¢ uma funcglo de z, a equacdo (4) da

d SPd
Pz, li =Pz, =6 ey
z

e pela introducglo d'este factor, a proposta lorna-se em
e'dy + ¢*(Py — Q) dz =0,

para cuja integraglo seguiremos o processo indicado no n.® 315. Assim,
integrando ¢*dy em ordem a y, acha-se ey 4 X, cuja diflerencial em
ordem a z, comparada com ¢'(Py — Q) dz, d& dX = — ¢"Qdx; por con-
seguinte X = — f¢*Qdz, e o integral procurado é

ey = [ Qevdz + ¢,
como ji sabiamos.

L. Do mesmo modo %y + (hay -
Vi—at

)dz=0




