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DiiTcrenciacs b inomias 

3 © § . Proponhamo'-nos agora in tegrar as expressões diíTerenciaes bi -
nomias da fórma 

Xflfx = Kxm dx (a +bxn)P; 

sendo m, n, p, números inteiros ou fraccionarios, positivos ou negativos. 
O caso do ser p fraccionario ó o mais impor tan te ; porque o de ser in -

teiro é o da integração d 'uma serie de monomios ou d 'uma fracção racional. 

Pondo z = a + bxn, 

resolvendo esta equação em ordem a x, elevando á potencia m - j - 1, dif-
ferenciando, e substituindo, teremos 

-L "H-i x 

x = j_ > xm dx = "- dz, 

bn nb n 

m+1 t 

__ , , , . Tr(z—a) n zvdz 
K x m dx (a -h bxn)P = K . 

nb n 

S e — é inteiro, a integração reduz-se , pela desenvolução d e 

' "+ 1 . j — 1 . . m + i 
(s — a) " , á d 'uma serie de monomios, quando 1 é posi-

m + 1 n 

t ivo; á de zPdz, quando 1 6 egual a ze ro ; e á d 'uma fracção 

• , . '» + 1 " 
racional, quando 1 é negativo. 
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E appiicando isto à mesma expressão posta debaixo da fórrna 

Kx"11-nPdx (ax~n + b)v, 

. . tn -+ np + 1 
vô-se que também a sabemos integrar no caso de ser inteiro : 

reduzindo-se, do mesmo modo, a integração á d'um polynomio, d'um mo-

nomio, ou d'uma fracção racional; segundo for — ^ — - * - J - p + I^ po-
sitivo, nullo, ou negativo. n 

Portanto, sabemos integrar a expressão proposta: l . ° Quando o ex-
poente de x fóra do binomio, sendo augmenlado d'uma unidade e depois 
dividido pelo expoente de x dentro do binomio, der um quociente inteiro: 

2.° Quando este quociente for fraccionario, mas for inteira a somma 
algébrica d'elle com, o expoente do binomio. 

h 
No caso de ser p um numero fraccionario —, facilita-se o cal-

culo, pondo a + bxn = zk. 
Seja, por exemplo, 

í) o 

Xdx = x-^dx (a + x3) 3 = xr-"1 (ax~3 -+-1) 3 dx, 

que é integrável, por satisfazer á condição - í ~ ' r ) t e ' r o > o u 

7 + 1 o d 
= inteiro. Pondo ax~3 + 1 = z 3 , o que dá 

— 3 
1 

x = 

virá 

± = i ) 3 , ^ J i = I f . — Bx-Iix= ^ Í Í Í Z l i l d , , 
a l \ a 1 a1 

f Xdx= j • 
(1 - z - 3 ) d z 2 * 3x3 + 2a 

ã r^rzr L ~— a ' 
2<ftcV (x3 + a ) 2 

Similhantemente se achará 

adx ax 
C. 



* 
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Reduccão d'um integral a outro 

S l O . Quando a differencial binomia proposta não satisfaz ás condições 
de integralidade (n.° 208) , faz-se depender o seu integral d'outro que 
mais facilmente se possa obter ; usando para isso do methodo de integrar 
por partes. 

Assim, considerando primeiro a -J- bxn como constante, a integração 
por partes dá 

Tih j) ^ 

xm Ctxl(I-Vbxn)P= , (a+bxn)p í xm+ndx(a+bxn)P~'l...(t): 
m+1 m+ IJ ' 

e, por ser xm (a + bxn)P = axm (a + bxn)i'~A + bxm+n (a + bxn)P~'1, 

também temos 

fxm dx(a + bxn)P=a Ixm dx(a + bxn)P~l + b jxm+ndx (a+bx")'-K..(2). 

Depois, eliminando f x m dx (a -f- bxn)P entre (1) e (2), vem 

r , / , \ , xm+Ha+bx)p a (m + 1) 

ou, mudando m em m — n e p em p - f - 1, 

. , Xm-V1-nI a+bxn)P+1 Ofm+!-??.),1' 
fx« dx(a+bx»)P= — >- 1 xm—ndx(a + bn)P..(A. 
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Se entre (1) e (2) eliminarmos fxmJrndx(a-\-bxn)v-i[, virá 

fxmdx(a + bxn)P=Xm 1 ^ 6 x - 4 ~ — fxmdx(a+bxn)P-1... (B). J v ' m + l-+-np m+i+npJ v ' w 

Finalmente, se resolvermos a equação (A) em ordem a fxm~ndx(a+bxn)P, 
e mudarmos m em m - f - n ; e se resolvermos a equação (B) em ordem a 
Jxm dx (a + bxn)P—e mudarmos p etn p - j - 1: teremos 

J v ' (m + 1) a ( m 4 - l ) a J 

f x m dx(a+bxn\P= — ~ — 4- —. T, /X1» dx a 4 Jx11 P+1.. D . J v na (p 1) K a ( p 4 - l ) J 

2 M . Vejamos o uso d'estas formulas: 
l . ° A formula (A) faz depender o integral fxmdx(a + bxn)P d o u t r o 

/xm~ndx (a-\-bxn)P, no qual o expoente de x fora do binomio tem de 
menos n unidades; podendo assim abater-se successivamente n, 2 n , . . .in 
unidades ao expoente de x 1'óra do binomio, até que o integral proposto 
dependa de Jxm-indx[a+-bxn)P. 

2.0 A formula (B) faz depender o integral / x m dx (a 4- bxn)P de outro 
Jxm dx [a -4- bxn)P—no qual o expoente do binomio tem de menos uma 
unidade; podendo assim abater-se 1, 2 , . . . . t unidades a este expoente, 
até que o integral proposto dependa de f x m d x (a -4- bxn) P~\ 

3.° As formulas (C) e (D) servem, inversamente, para reduzir um in-
tegral binomio a outro no qual se augmentam in unidades ao expoente de 
x fóra do binomio, ou i unidades ao expoente do biuomio. 

2 S S . Pouca attenção basta para ver que, se mudarmos m em m — n, 
m — s 

m — 2 » , . . . .m — (í — l )n , e fizermos m — m = s, isto é, i = —, 
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a formula (A) dará, por substituições successivas, 

231 

/ xm dx(a + bxn)P=l(a + fcc^P+V+1^ 1 Act 

( + R/xsdx (a + bxn)P 
(A)'. 

E similhantemente a applicaçào successiva da formula (B) dará 

« 1 3 . Para reduzir / x m d x (a + bxn)P &fxsdx[a + bxn)l, sendo p — q 
inteiro, podem empregar-se successivamente as formulas (A)' e ( B ) . 

Mas é mais expedito: desenvolver em serie (a + bxn)P—i, o que dá 

J xm dx (a 4- bxn)P = f d x (a + 6x n )«(Ax m 4- B x m + " - + - . . . Qxm+(P-?)«); 

applicar a formula (A)' a cada um dos termos, pondo respectivamente por 
m os números m, m 4 - 1 » , . . . m -t- (p — q) n; e sommar. 

Teremos assim: 

/ A x m d x ( a - h & x n ) « = ( a + è x ^ - H x H - 1 ^ 1 A^ x " * + R 0 / V dx[a + bxn) ?, 

/ B x m + - " d x ( a + 6 x « ) ? = ( a f 6 x f l ) í + V + l 2 j B
a ^ n + R l / d x ( a + bxn)i, 

/ Q x « K P - 5 ) « d x ( a + f t x » ) ? = í(a + Ò x ^ í + V + 1 2 ^ ^ ^ 0 ^ " 1 

(B)'. 

^ o v 

- 4 - R p - í y x s d x (a + i»xn)9; 
C C 
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cuja somma é: 

(E), 

sendo 
m — s 

n 

(Veja-se o Calculo de Bezout, n.os 128 até 132) . 

2 1 4 . Para fazer uso da formula (E), e por conseguinte das (A)' e (B)', 
que se comprehendem nella quando se suppõe respectivamente p=q ou m=s, 
podemos determinar o s i - f p — q + 1 coeficientes A0, Ai^-Aí—i-^—g, R, 
diferenciando, simplificando pela divisão por xsdx (a 4- bxn)v, e appli-
cando o methodo dos coefíicientes indeterminados. 

Com effeito, diferenciando e simplificando por aquella divisão, acha-se 

Ora, o exame des ta equação mostra que todos os expoentes de x são 
múltiplos de n; e que no primeiro membro entram todas as potencias de 
xn desde o gráu t até i-+-p — q, e no segundo membro todas as poten-
cias de xn desde o gráu 0 até i - J - p — q: portanto o methodo dos coef-
íicientes indeterminados dá as » 4- p — q - J - 1 equações necessarias para 
determinar A 0 , A i , . . . A i + J 3 _ g _ i , R. 

2 1 5 . Exemplos: 

'o 

X 

I. Reduzir 
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5 | 
Por ser —-—- = 2 = í, a reducçSo é possível; e a formula (A)' dá 

C x°dx ,. a „ .. í xdx 
I = (1 — x2) 2 (Ax 9 H-Ba; 1 ) + Rj . 

J l — x 2 J 1 — X 2 

Differenciando pois, dividindo por x ( l — x 2 ) 2 dx, e applicando o 
methodo dos coefficientes indeterminados, teremos: 

xi = ( l — x 2 ) (2A + 4Bx 2 ) — (Ax2 -+- Bx4) + R; 

depois 1 = — 4B — B, — 2 A —A + 4B = 0, 2A + R = 0, 

1 4 8 
q u e d â o B = - - , A = - - , R = - ; 

e finalmente, pela substituição d'estes, 

x5dx ,, = .4 - /4 Q 1 A 8 C xdx 

• J t - * 5 ' 1 5 V i - * * 

A reducçSo de 

r r - ± xkdx I x 2 dx I dx I x - dx 
a 

J \/1¾ ® — Xi V 3 — x J V [i x — X 2 V [5 — x 

é possível, por ser =k = i , 



2 2 0 CALCULO INTEGttAL 

Faremos portanto 

l 

= [ ? > — A 1 X 2 -4- B / — = ; 
v ? — ® J V p - ® 

depois, diíferenciando e dividindo por — •, teremos 

Vp-* « 
» 

/ 1 \ a * ^ 1 a-i-1 
*' ; = P 2 o U - + « ) A í b — I 0 ( I - H a ) A a X + R , • 2 

a qual, pelo methodo dos coeflicientes indeterminados, dará 
» 

- A 0 3 + R = O,.. . ( | + «) ÉJA a + 1 — (t + a ) A a = 0 , . . . l + /cAf t_i = 0; 

e d'esta emfim deduziremos successivamente, a partir da ultima, A f t _ i , 
A f t _ 2 , . . . R ; f icando assim conhecido o integral 

/

X'' Vix , I r i w
i « „ r dx 

= V ^ X - X 2 2 .0 A aX + - R j — í c 4 ^ V — 

„ n , . /» dz p dz 
I I . Para reduzir / —= - r — - -. a / — 3 — - ^ r -

; (ZiH-P2)"-1 J (^2 + [i2)« 

reducção possivel, por s e r p — g = — n+ l +n = l , a formula (B)' dá 

S j F T f ç z i - C + ^ * . + " / ^ . 
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dz 
depois, diferenciando, dividindo por —s s—, e applirando o methodo 

( z a H - 6 2 ) n 

dos coefficientes indeterminados, teremos 

1= — 2 A (n — 1) + A, 2 8 = AjJ2 + R, 

j I 
que d5o A = - - r , R = 2 3 2 

2n — 3 ' 2 n — 3 ' 

e por tanto 

dz z 2{n — i)»*r dz r az z z ̂ n — í j f * /• 
J ( I 2 T F F " 1 ^ (2« — 3) ( Z 2 T F F i H 2rT— 3 J ( Z 2 T p 2 P ' 

Esta equação, resolvida em ordem ao integral do segundo membro, dá 
dá a equação (a) da pag. 2 0 6 . 

III . Para reduzir f X 2 J a r ( S i - X i ) " 2 a f d x ( x 2 — p 2 ) T , 

TH —— S 
como é possível, por serem — = 1, p — q— I9 a formula (E) dá 

r L ± r 1 
J x 2 d x ( £ 2 — x 2 ) 2 = ( £ * — x 2 ) 2 (Ax + Bx 3 ) H- RJ d x ( ? 2 — x 2 ) 2 ; 

depois diferenciando, dividindo por dx (ji2 — x 2 ) 2 , e applicando o me-
thodo dòs coefficientes indeterminados, acharemos as condições 

— 1 = — 3B — 3B, p2 = — 3 A — A + 3[32B, A ? 8 +R = 0, 

quedao B = i , A = - i | í « , R = - i p « ; 

e finalmente 

/ x 2 < / x ( £ 2 - x 2 ) ^ = ( ? 2 - X2)"^" ( - ^ + y ) + ^ f d x i P -
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3 1 6 . Quorendo reduzir fxs dx (a + bx")í a xm dx (a + bxn)P, pode-
mos usar do mesmo modo da formula (E)1 resolvendo-a em ordem ao in-
tegral que entra no segundo membro. 

8 1 1 . Quando R sahe nullo, como acontece na reducção de 

r dx r dx j - _ = a j , 

I i V i i — ^ 2 V a 2 — x 2 

isto é , d e j x-^dx ( a 2 x ~ 2 — 1 T a jx~Hx ( a 2 x - 2 — 1 

a proposta integra-se immediatamente pelo processo exposto. 
Quando fxm dx (a +- bx")P se pode reduzir a JoP—xdx{a + bxn)P, a 

funcção é integrável; e, para acabar de integral-a, basta accrescentar 
_ (a + 6 x n ) / + i . 
R -1-—; — á parte integrada. Esta reducção tem logar no caso de 

nb(p+ 1) 

ser inteiro — — — — ; o que é com effeito a condição de integrabili-

dade considerada no n.° 2 0 8 . 

3 1 8 . Vimos no n.° 2 0 6 que a integração das funcções algébricas, af-

fectas, no denominador, do radical %/ A+ Bx 4 - C x 2 , se pode reduzir, 
zn dz 

expellindo o segundo termo, á de expressões da fórma —— —. 
V ± ( a 2 ± z 2 ) 

Segundo o que fica dicto, a integração d'estas novas expressões pode 
zdz d z 

reduzir-se á de — —. no caso de ser n impar; e á d e — -, 
V ± ( a 2 ± : z 2 ) V ± ( a 2 ± z 2 ) 

no caso de ser n par. 
E como as ultimas expressões se integram, a primeira algebricamente, 

e a segunda por arcos de circulo, vé-se que as funcções propostas se podem 
integrar. v 

3 1 9 . As integrações fazem-se muitas vezes mais promptamente cora 
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o auxilio das seguintes formulas, que não são mais do que a applicaçSo das 
( A ) , ( C ) , ( B ) . 

C xndx £ c » - i y / 1 — x2 n—i i' xn~*dx 

f ± 1 n — i r x n ^ d x _ 

r dx _ V l - X 2 n —2 I 

( n - I V - I + ^ N / 
dx 

Xn^ 1 — x 2 ( « - l ) ^ - 1 ^ - V l - X 2 

f 
x m dx X m " 1 ^2 ax — x 2 2m — 1 / 1 X m - 1 J X 

•a aJ 
J 2ax — x2 m m y/ 2ax—x4 

/
úG^dflC " """ ... — - .li--

- ^ ^ « — x ^ - V a 2 — x 2 + (n—1) / x«-2dx.V«s— 

/ 
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Das funcções exponenc iaes 

8 « O . Por ser (n.° 198, IV) f a * d x = ^ - , 

podemos já integrar as funcções exponenciaes em dois casos: 

! . 0 S e f o r z=f(ax)=fu, 

e soubermos integrar fudu, será 

I z a x d x = I 1 T r -

n , /» axdx 1 f du 
Por exemplo I — = —- i — . 

J V l +a™ l a J \ / l + « n 

2. 4 De d (zex) = ^dx (z + z') 

t ira-se / e x d x (a + z') = zex + C; 

o que ensina a integrar qualquer funcção que seja producto de exdx pela 
somma de duas parles uma derivada da outra. 

Exemplos: 

f 'e*dx{3*a+a>3—1) =f exdx _ i + =ex{x*— 1) + C, 

r exxdx r / l 1 \ ex 
J J V T x f - J e ViT^"~(i + = í + í + c * 
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2 2 1 . Nos outros casos recorre-se á integração por partes. 
Por exemplo, xnaxdx, considerando em primeiro logar xn como con-

stante, dá 

/ xnaxdx 
xna* U í 

la IaJ 

depois, mudando n e m n — 1, n — 2 , . . . , e substituindo successivamente, 
acha-se por fim 

C , ( X n na;" -1 n(n — I V " 2 1 . 2 . n \ „ 
xna*dx=ax[- =- + — . ..±-TTT-) +C, 

\la Pa IiU in+W 

r , Vxn V n / , , , . « i n — 1 ) . . . ( n — i + H x n - i X " ] „ 
ou x»a*dx=a*\_— + I i ( J - I ) 1 - ^ li+\a j J + C -

O mesmo calculo se applica a zaxdx, onde z é uma funcção algébrica 
e inteira de x; o que dá 

. , zax faxz'dx 
fzaxdx = — J — , 

mudando depois z em z\ z'1,..., e substituindo, successivamente. 

2 2 2 . No caso de ser negativo o expoente n, vê-se, reflectindo no 
espirito do methodo precedente, que convém augmenlar o expoente de x. 

Para isso, integraremos, suppondo primeiro ax constante; ou resolve-
remos a primeira equação do numero precedente em ordem ao integral 
que entra no segundo membro, escrevendo — n -f- 1 em Iogar de n: o 
que dará 

z axdx ax la r axdx 
J xn ~~(n — Ijxn-1 + n—l) xn 1' 

Depois, mudando n em n — 1, n — 2 , . 2 , e substituindo successiva-
d o 
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mente, obtem-se 

Çaxdx _ ^ y n - 1 / Ji-1CI \ Zn-1 a 
J i \ ( » - l ) . . ( n - i ) í B ^ j + (n — l ) ( n — 2)...1 J x 

Ficamos pois reduzidos a procurar o integral / - — - , que tem sido 

objecto de repetidos trabalhos dos analystas, e que é forçoso considerar 
como funcção transcendente d'uma especie particular, a qual não depende 
d'arcos de circulo nem de logarithmos. 

Na falta de methodo rigoroso para obter este integral, empregam-se 
as series. 

ax 1 , í2a Pa a 
Assim, por ser —= — + la + —~x + 7 - 7 , - 5 * 2 + ••.. 

X X 1 • ú 1 . A. o 

faxdx , , XiPa xWa 

33 3. No caso de ser N fraccionario, um dos processos precedentes 
reduziria o integral a outro, no qual o expoente de x ficasse comprehen-
dido entre Ie — 1; e depois o desenvolvimento em serie serviria para 
achar por approximação este ultimo integral. 

Tudo isto se pode egualmente applicar a zaxdx, quando z é uma funcção 
algébrica de x. 

3 3 4 1 . Mais geralmente, sendo z uma funcção transcendente de x, e 
pondo 

fzmdx = Z, JZdx = Zi, fZ\dx = X%,...., 

6 / P s « d x = P Z — V1Z1 + P"Z 2 - . . . . 

3 3 5 . Se P d x se sabe integrar, pode também considerar-se em pri-
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meiro Iogar zm como constante. E assim, pondo 

i 

* ' /Pdx = Pl , s ' / P , d í c = > P 2 . . . , 

será 

f P z m d x = z m J P d x + 2 " ( — | ) i . m(m — 1 ) . . .(m — i + í ) z " > - l J P i d x . 

No caso de ser negativo o expoente de z: pondo 

P = Z1ZQidxt Qi = ZrJQidx,... 

I Pdx / P dz P 1 í Qidx 
J J z''~z™ (m — i)Zm-1 Z1 + m —J 2 m = í ~ ' 

será 

e portanto 

^Qm-CPdX _Qí 1 /< 
^ = - ^ 0 (m—l)(m—21..(m—i—l)3m—<—1a' ( r o - l ) ( m - 2 ) . . l / ~ 'o ( m - l ) ( m - 2 ) . . ( m - i - l ) s m - < - i ; í ' ( m - l ) ( m - 2 ) . . l / z 

sendo Q0 = P. 
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Das funcções logari thmicas 

3 2 6 . Se w é inteiro e positivo: a primeira formula do n.° 2 2 5 , pondo 
z=lx, dará 

/Vlmxdx = lmxf Vdx-Tnlm-Ixf Vxdx + m(m — iJZm-VP4Ar... 

Por exemplo, sendo P = x n , o que dá 

» 

= = Z f P i d X = J ^ - = V i 

teremos 

r , , , , / l m x mlm~ix rn ( m — 1 ) Zm-2X \ _ 
/ XnImXdX = Xn+1 ( - ( h L^ . . . . U C , 

J \ n + l ( n + 1 ) 2 ( n + 1 ) 3 ) 

3 3 7 . Se m é inteiro negativo: a segunda formula do n.° 225 , pondo 
S = Zx, dará 

/PtZx Px Q , x 1 fQm-idx 

J ¥ l c ~ ( rn - l )Z m - lx (m— I) (m—2) Zm - 2X " ( t o - 1 ) ( t o - 2 ) . . 1 / Zx ' 

Por exemplo, sendo P = x n , o que dá 

P \ , / Q r 
(v) <&) 

Q 1 = - ^ - = ( n + l ) x » , Q 2 = - i - = ( n + l)*x» 
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teremos 

íxndx / X n + 1 r l n + 1 ( n _ | _ l ) m - 2 - | 

J ~m — 1 Lim-1OJ+(rn — 2 ) l">^ 4 "' (m—2)(m—3)..1 Ixj 

(n+l)1"-1 ,*xndx 
( m — l ) (m — 2) . .1 J 

S e f i z e r m o s ¢ " + 1 = ¾ , I s = u , t e r e m o s J — — = j — q u e s e 

pode integrar pelas series, como no n.° 2 2 2 . 

2 2 8 . Se m é fraccionario, quer positivo, quer negativo: uma das 
formulas precedentes faz depender JVlmxdx d 'outro integral da mesma 
fórma, no qual m fica entre 1 e — 1. E para obter este ultimo, recor-
rer-se-ha ao desenvolvivento em serie. 
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Das funcçôes c irculares 

2 2 0 . Quando numa expressão differeneial entram arcos de circulo, 
vê-se, por ser a differeneial d'estes arcos funcção algébrica das linhas tri-
gonométricas, que, se integrarmos por partes, considerando em primeiro 
logar os arcos como constantes, a funcção, que fica por integrar, deve 
apparecer desembaraçada delles. Por exemplo: 

I zdx are (sen = x) = are (sen = x) I zdx— f ——-—f zdx, 
J J J Vl-¢2' 

J zdx are (tang = x) = are (tg = x)j zdx — J zdx' 

2 3 0 . Mas, quando as funcçôes contêem linhas trigonométricas, ha 
muitos modos de as integrar, cada um dos quaes poderá ser mais ou menos 
vantajoso segundo a fórma da differeneial proposta. Exponhamos os prin-
cipaes: 

2 3 1 . P b i i u e i r o m e t h o d o . A hypothese Senx = Z ou cos x = z reduz 

as funcçSes a differenciaes binomias, porque s e n x = z dá c o s x = y 1 — z 2 

dz 
e dx = — . 

V l — s 2 

w-l 

Assim senm x cosnxdx = zm dz (1—z2) 2 . 

E então: o expoente de 1 — z2 é inteiro, quando n é impar; a expressão 

satisfaz á primeira condição d e integrabilidade, — — = inteiro, quando 
Jd 

. n» + 1 n — 1 m + n 
m é impar; e á segunda, — 1 — = — - — = inteiro, quando 
m e n são pares, 
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Exemplos: 

r 1 1 
j Sen4XCOS ' iXdX=J zldz( 1 — a 2 ) = — s e n 5 x — y s e n 7 x - + C , 

/ o , r z^dz 1 
sená xdx = / — - = — (3 — cos-x) cos x + C, 

J v/i — a2 d 

z l d z ( s e n 3 x + | s e n x ) c o s x ^ 

J s e n x d x = J - ^ T r r — + 2 ^ - + c -

^ çog 1 sen 
3 3 ¾ . S e g u n d o m e t h o d o . Como são Idx kx = ± — kx+C, 

J sen « cos 
e já sabemos desenvolver as potencias de s e n x e cos® em series de senos 
e cosenos de arcos múltiplos de x, só teremos que applicar estas formulas 
a cada um dos termos do desenvolvimento respectivo. 

Por exemplo (Alg. Sup., n.° 162) 

J cos5xtix = sen Sx H- sen 3x -J- 4* sen x H- C. 
8 0 4 8 8 

Este methodo emprega-se mais vezes do que o precedente, por ser mais 
fácil obter as soluções numéricas quando se preferem ás potencias dos 
senos e dos cosenos os senos e cosenos de arcos múltiplos. 

3 3 3 . T e r c e i r o m e t h o d o . Transformam-se os senos e os cosenos, e 
suas potencias, em exponenciaes, pelas formulas ((K), n.° 159 da Alg. 
Sup.); o que reduz a integração á d'estas ultimas funcções. 

3 3 4 . Q u a r t o m e t h o d o . Integra-se por partes, começando por con-
siderar s e n x ou c o s x como constante. 

Assim: 
n . f f COSn^-1X \ 

J sen"1 x c o s n x d x = j s e n m _ 1 X c o s n X s e n X d X = I senm — 1Xdf H - T / 

Senw-1XCosn^1X m — 1 /• , a 0 , 
= 1 / cos"+-x s e n m _ 2 x d x. 

n-f- 1 n-V IJ 
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Depois, substituindo nesta expressão c o s n x ( l — s e n 2 x ) em vez d e c o s n + 2 x , 
e resolvendo em ordem a / s e n m x c o s n x d x , ou fazendo um calculo simi-
lhante a respeito de sen x, acharemos 

s en m — ' ¢¢08"+½ m — t J" . seir- - í ccos" • w — í c 

SenmXCOSnXaa;= 1 /1 
m + ti m + nj 

sen m — 2 xcos"xdx, 

Senm+1^ cos n _ 1 X n — 1 
l - P ) ; 

, SCll itUUS" "ÍC 71 1 / 
/ sen®1 x cos n xdx = 1- -—-— / 

J m H-n m + nj 
senm x cos n~-xdx 

por meio das quaes se abaterão successivamente os expoentes de s e n x ou 
cos x . 

A segunda d'estas equações deduz-se immediatamente da primeira, 
mudando reciprocamente m em n, e x em 90° — x. E o mesmo terá logar 
nas equações (K) e (L) . 

Por exemplo : 

/

S6n̂ «2/ 008¾; 2 

sen3x cos 2xdx h — / sen x cos 2 xdx 
5 SJ sen 2 x Cos3X 2 sen 2x cos x 2 cos x 

+- C. 
15 15 

2 3 5 . Quando o expoente de c o s x ou de s e n x é negativo, a primeira 
e a segunda das formulas (I), mudando n era —n ou m em — m , dão, 
respectivamente, 

Tsenm x d x s e n m _ 1 X m — 1 / senm — 9X , 
/ = — r H dx , 

J c o s n x (m — n)cos n — 1X m — n> cosnx 

/
cosn xdx cosn—1X n—1 T c o s n - 2 X ^ 

s e n m x (m — n)sen m — 1 X m — nJ s e n m x 

. ( K ) . 

Finalmente, mudando n e m — n na segunda das formulas (!) ou m em 
— m na primeira, resolvendo em ordem ao integral do segundo membro, 
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e depois, mudando respectivamente n em n — 2 ou m em m 

2 3 3 

— 2 : vem 

' S e n m x d x 

f 

COS71X 

cos nxdx 

sen"1+1^ m -+- 2 — n /" senm x I / í r 
( n — 1 ) c o s n - 1 x n — í ^ c o s k - 2 X 

COSiH-1X n + 2 — m í cos"x 

s e n m x ( m — l ) s e n m — 1 X m — 1 senm—2x 
dx 

, (L). 

3 3 6 . Se nas equações (I) e (L) fizermos n ou m nullo, teremos 

I senm xdx •• 
S e n m - 1 X c o s x to — 1 / ' 

m m 
• j s e n m - 2 x d x , 

J c o s n x dx-
cos"— ;x sen x n — IT 

I coin—-xdx, 
n J 

r dx __ 
J s e n m x 

cos x to — 2 C dx ^ * 
(to — í ) Sen m - 1 X ^ m — 1 J senm—2x' 

f 
dx sen x 

cos nx (n — 1) cosn" 

n — 2 Ç dx 
"1X n — 1 ' c o s " - 2 

3 3 9 . Quando os expoentes de s e n x e c o s x são ambos negativos: 
multiplicando o numerador por sen2 x - f - cos2 x, resulta 

/

dx d x n dx 

s e n m x c o s n x J Senm - 2XcoS nX J s e n m x c o s " — 2 x ' 

Iormula por meio da qual, sendo TOen inteiros, se chega a fracções sem 
s e n x ou sem c o s x no denominador . 

EB 
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E no caso de m = n, é 

r d x _ _ an—1 r a ^ x ) . 
/ sen"a;cosna; " j s e n n 2 x ' 

J c dx rurax 
que, para «= 1 , se reduz a / = / - — -

J sen x c os x / sen 2 

• d(2x) 
x 

8 3 8 . Por meio das formulas dos n.°' 2 3 i a 2 3 7 o integral de 
senm x cos n xdx, sendo m e n números inteiros, positivos ou negativos ou 
nullos, ficará dependente de alguns dos seguintes: 

/ d x , f dx cos x ou fdx sen x , / d x sen x cos x , 

f dx f dx f dx f dx cos x í dx sen x 
/ ou / , / , / ou I — . 
' s e n x J c o s x J s e n x c o s x ' s e n x J co sx 

Ora estes integraes s ã o : 

1.° / dx = x + C ; 

2 ." / d x c o s x = s e n x - h C , o u f d x s e n x = — c o s x - f - C ; 

3.° / d x sen x cos x = ^ - S e n s X H - C ; 
£ 

4 . ° 
C dx C d (cosx) i ! 1 — c o s x \ / 1 \ 

= / r - = « i =J c tang — x ; 
s e n x J 1—COSliX 2 \ i + c o s x / v 2 / 

/ c o s X L 
c cot 45° ' — í ® ) ] = ^ ® t a n S l ^ + ã » 

5.° 
, ' dx rd (2x) _ 

J sen x cos x J se cosx J s e n 2 x 
l (c tang x ) ; 
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rdxcosx ,, . f d x senx , / c \ 
6.° = Ucsenx), ou = Il )i 

J senx J cosx \ c o s a y 

H 
sabemos pois integrar a funcção proposta. 

S 3 9 . A integração por partes dâ ainda os integraes seguintes, que se 
encontram muitas vezes: 

C , , a cos 6a? b sen bx 
e™ cos bxdx = s Cax H- C, 

J ar H - Ot 

f , , a sen bx—6 cos 6a; 
I Cax sen bxdx = 5 -5 eax H- C, 

J a? H- o8 

Cn , x"r f w(w—1) , \ (n n(n—l)(n—2) \i „ 
/ x c o s a x d x = — \ senaa-l i—-—-—--+... J+cosaaM 1 — ... + G , 

J a L \ aW 1 ) 1 \ax a3x3 Jj 1 ' 

r*. , xnr ( n(n—1) \ fn n(n— l)(n—2) 
x s e n a x d x = cosoan 1 — k . 1—senoarl — k. } N-C. 

J o L \ O1Xi J \ax aW T V J t 
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Radicaes quadrados de polynomios rac ionaes 
do t erce i ro e quarto gráu 

9up ,«siniíiase íseia^l t i i fibiiiii ftí» «ojtsq ioq o»7Bi29Jn' L1 

3 - f l O . Sejam f ( x , X)dx funcçôes nas quaes entra o radical 

X = v a + bx + Cxi -+- ex3 -+- gx4, 

representando f uma funcção racional de x e X. 
Para simplificar esta expressão, desembaraçando-a das potencias impares 

da variavel, façamos 

r + st 
xTTTJ (a); 

onde r e s são duas indeterminadas, das quaes disporemos para aquelle 
fim, e t a nova variavel. 

Decompondo X nos seus factores lineares, poderemos escrever 

Xi = g ( x - a ) ( x - £ ) ( x —y)(« —i). 
% 

E a hypothese (a) d a r á : 

(1 - H t ) 2 

( i + 0 2 

As potencias impares de l debaixo do radical desapparecerão, pondo 

( r - « ) ( , - p ) + ( , _ p ) ( , - . ) = 0 , ( r - Y ) ( « - ^ + ( r - S ) ( s - Y ) = 0 ' 
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isto é, 

2 r s - ( a + ^ ) ( r + j ) + 2a£ = 0 , 2 r s — ( y + - ( r + s ) + - 2 y $ = 0 , 

que dão 

« + ,3 — ( y + í ) ' « + £ — (y + a) 

E como r e s são raizes da equação do segundo gráu, da qual o segundo 
termo tem — (r •+ s) por coefficiente, e o ultimo termo é rs , serão essas 
raizes reaes, se for 

( r - L s)i > 4 r í i s t o é ( — 0 
' ' [ « + ? - ( y + $ ) ] 2 

Se a, y, são reaes, e se suppôem escriptas na ordem descendente, 
esta condição verifica-se, como é manifesto. 

Se duas são imaginarias, a = u + - v V—1, — v | / — I , 

a substituição também satisfaz; porque dá 

[Q*-t)8+^[fr-*)8 + ^. 0 

^ - ( y + S ) ^ 

E se todas são imaginarias, . 

Y=Ut.'+V'V—i, 8=U.'— 1, 

a substituição ainda satisfaz; porque dá 

[(!'• - + ( v - v Q 8 ] [ ( ^ - - nO* + (v + vQ 2 ] , ft 

% - V ) 2 

No caso particular de ser a + ji = y + as expressões de r • + $ e rs 
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tornar-se-iam infinitas; mas então é I 

X 2 = g [.T2 — (a | p ) s + .;¾] [x 2 - (* + (S) x + yí)] , 

de cujos factores, por ser nelles o mesmo o termo em x, se expelle este 
termo, pondo 

« H - p 
a? = M - . 

E no caso de ser a = y, 3 = £, é racional a funcção 

X = |> 2 — ( , + ^ x + a p j í / g , 

da qual se expelle do mesmo modo o termo em x. 
Portanto sempre é possível reduzir a expressão proposta f ( x , X) dx a 

outra 9 (l, T) dl racional em t e T, na qual.-T2 seja um polynomio racional 
do quarto gráu em t, sem potencias impares d'esta variavel. 

2 4 1 1 . Se o polynomio X2 é do terceiro gráu, a hypothese (a) dará 

, * —r y V e [ r - q + ( s -q ) t [ f - p + [ r - y + ( * - y ) < ] [ ! + < ] 
d x = { Í ^ T ) * d t ' x = ( T T õ 2 ' 

Sem fazer novo calculo, vê-se que basta substituir a unidade em logar 
d e r — — £ na segunda das equações de-condição 

(r — a)(« — p ) + ( r — < J ) ( s — a ) = 0 , ( r — Y ) ( » — í ) + ( r — 

as quaes ficarão sendo 

r + « = 2 y , rs — (a + p) y + ap = O; 

e a condição (r + s)2 — 4rs > O tornar-sé-ha em 

y2 ~ (a H- P) y + «3 > O, ou (y — a)(y - p) > O, 
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que se verifica, chamando y a menor ou a maior das tres quantidades 
a, y. 

Por conseguinte a expressão proposta ainda se reduz, péla hypothese 
(a), á forma <p (t, T) dt, na qual T2 representa um polynomio racional par 
do quarto gráu em í, quando X2 é um polynomio racional do terceiro 
gráu em x. 

M | KT 
2 4 2 . A funcção racional 9 (í, T) pode ter em geral a fórma p q ^ > 

onde M, N1 P, Q, representam funcçôes racionaes de t. E porque, multi-
plicando ambos os termos por P — QT, se pode dar a esta expressão a fórma 

M P - T 2 N Q ( M Q - N P ) T 2 

pi f í Q 2 p2 X i Q 2 ' ' " T r ' 

cujo primeiro termo, assim como o coeficiente de no segundo, são 

racionaes em t, vê-se que o integral J\p (í, T) dl depende de outro da fórma 

J t * 

G + Hi 
2 4 3 . A funcção racional Ai pode ter em geral a fórma —, sendo 

I-+- Li 
G, H, I, L, funcçôes de í 2 . 

Ora, procedendo como acabamos de proceder, é 

G + IIf HI — H L f 2 (GL — HI)< 

1 -H Li ~~ I 2 — L 2 i 2 I 4 - P i 4 J 

e por conseguinte 

T + i T G I - H L i 4 C G L - H I 
J T ~ J T(I2^-L2T)dt ~ J Z W z - LsÍ2) ( < h 

da qual o segundo termo, por ser da fórma funcção (í2, T) d(f 2) e ser T2 

do segundo gráu em relação a f 4 , pertence ao caso de que se tractou no 
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dt 
n.° 205 , e no coefficiente de -^ r - do primeiro só entram potencias pares 

ri/ (t) riz (Ís) 
de t: portanto o integral J -~-dt depende de J — - — d l . 

2 1 1 . Decompondo T2 nos seus factores do segundo,gráu, pode dar-
se-lhe a fórma 

T2 = (m ± ní2) ( =fc m' ± n'<2), ou T2 = rm'(p« ± í2) ( ± g2 ± t2), 

m m 1 Pi , 
suppondo —• < —7, ou —5- < 1. r r .n n q2 

Os signaes dos factores de T dão as seguintes combinações: 

I . ° V ( P 2 — < 2 ) ( ? 2 — < 2 ) ; 2 . ° V ( P 2 — Í 2 ) ( — Ç 2 + ' 2 ) ; 

3.0 V ( p 2 — < 2 ) ( Í 2 - h < 2 ) ; 4.° V ( P 2 — < 2 ) ( - 9 2 — < 2 ) ; 

5.0 V ( P 2 - H i i ) ( í 2 + í 2 ) ; 6.° V b 2 - M 2 H 9 2 — < 2 ) ; 

7.» V ( p 2 + < 2 ) (— g2 + <2); 8.0 V (p 2 -H< 2 ) ( — 3 2 — í 2 ) ; 

A ultima reduz-se á quinta, multiplicando pela V — 1 os termos da 

r „ c ç 8 o I i Q . 

Em quanto ás outras : attendendo ás condições necessarias para que o 
radical seja real, vê-se que satisfazem a estas condições, dando x<í, k< 1 e 
dt Adx 
— = — • ' • , a s hypotheses seguintes: 

1 V ( 1 —tf 2 ) (1 —kW) 

V x = ou « = = 1 , e ^ = 
t 
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2." x ' = 4 = 4 , e S L j í - * , g2 — p 2 9-

« 2 — .2 „2 3 . » e 

P 2 p 2 + g 2 

4.» X i = t I - J L , e — 9 ^ = * 2 ; 
t 2 P 2 + g 5 

e 

ç2 t2 g 2 
6.° X2 S f e a " ã — > ¢2 _)_ ç -

/2 02 c 2 
7.» ^ = - L - L , e * - J ^ - j j = *». 

t P 2 + g 2 

/
TC (f2) 

— d t toma a fórma 

F (x 2 ) dx 

J ( l _ x 2 ) ( 1 - / , ¾ 2 ) / 
8 4 5 . A funcção F (x 2 ) pode compor-se de termos inteiros da fórma 

B ' 
A ( X i i

t ou de fracções racionaes (n.° 2 0 2 ) —5 -7. 

l . ° Pondo R = \J(1 — ® 2 ) ( 1 — A 2 X 2 ) = V 1 — ( 1 + IPx1, 
FF 
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dx x ' R 

= i . [ ( 2 i _ 3 ) x 2 i - 4 - 2 ( . - 1 ) ( 1 + A V i " 2 + ( 2 Í - 1 ) * W ] ; 

e conseguintemente 

rx*-\dx_ R j ^ - S 2 ( t - l ) ( l + fe 2 ) rx*~*dx 2 i —3 f x ^ d x 
J R (2»—l)/c2 + ~(2i — 1 ) A 2 > R ( 2 T f j W R ' 

Por esta formula dependerá ^ e e " I f - ' 

2.° É 

/ R x \ 

l ( x 2 + a ) ' - t j _ [ t - 2 ( l+fc 2)x 2+3Ã 2x 4] (x2+a)—2(«*—1)[1—(1 +fc2)x2+fc2x4 jx2 

dx (x 2 + - a)* R 

e como o coefficiente de - J - se pode reduzir a 
R 

c e 
+ 

(x 2 + a){ (x2 -+ a ) i — 1 (x2 + - a ) 4 " 2 (x2 + - a ) { - 3 ' 

será 

d x d x R x c 

R(x 2 + a)* 6 ( x 2 + a ) í — 1 6 

e Ç dx 
b j R ( x 2 + a)*-

R(x 2 + a ) ' - * 

. , , , , . ^ dx p dx rdx / - ( x 2 + a ) d x 
formula, pela qual d e p e n d e r á j — _ f d e J ^ ^ . J - , j — — ; 
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r dx í dx ÇxHx 
, s t o é d e J R & ~ + à j ' J * ' J - R " ' 

, , 1 f dx r dx fX* dx 
ou, mudando a em de 

2 4 6 . Fica pois demonstrado que o integral proposto (n.° 240) se 
faz depender, pelas transformações indicadas, dos t r es : 

f dx H I • 
J V (1 — ®2) ( 1 — A2®2) 

/ x ^ d x 
; 

%/(! — a:2((l - ¾ ¾ 2 ) 

dx 
W = f (1 + nx2) v ' ( 1 - ^ ) ( 1 - / ¾ 2 ) 

2 4 9 . Para exemplo de integraes binomios, que se podem reduzir a 
estes, tomemos 

dx 

JL' 
(1 — X3) 3 

Pondo v 1 — x 3 = (1 — x ) t , 

isto é , ( 1 - ^ , 3 = ^ * + * * = 3 " + * ' 8 + " - " ' , 
4 

1— X 1 /3 dx I - X j 
o que dá = — — e 5- = - dt, 

i + X V 4 í 3 1 o-T- i + X 
V 4 ' 1 (1 — ÍC3) 

ficará 
r. \dx dlV3 

J 
( 1 — x 3 ) 3 V a s — í 

o qual, segundo o que fica dito, se reduz a alguns dos integraes u, to. 
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Funcçôes e l l ipt icas 

8 4 8 . No caso de ser k —•• O, os integraes u, w, são: 

« -+ - C = are (sen = x); 

(n.° 219) ® + C = — ~x v ' l _ a ; « - H - i M ; 
JL 

io + C'7 = — * are (tang = t J1 + n) 
V l + '1 

1 ( v / l + n 
•are l tang = x 

V l + « \ / l — « 2 

x t dl 
pondo I = — . que dá X = — . dx = s-. 

V i — V n - < 2 ( i + Í 2 ) t 

P a r a n = —1 o uitimo integral toma a fórma mas (n.° 88) , 

derivando os dois termos em ordem a n, ou, mais facilmente, cm ordem a ••• 

V I + » , acha-se logo w - \ - C= — . 
J X - X i 

2 4 9 . No caso de Z c 2 = I , os integraes s3o 

r dx 1 1 -4- X 1 - 4 - x 
( , • 2 0 2 ) u + C _ _ / _ , 
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T x 2 - I f d x 

I r r ndx r dx -1 1 „ , . , 

Mas, se o coefficiente de x2 é negativo, — n, o terceiro integral é 

1 r í—ndx f dx 1 1 

- í = n L J T T ^ + J Í Z ^ J = JZn 

1 + x , , _ l + ® J / » f | 
^ r ^ n i v 1 í — I -1 - x 1—xJ/nJ 

0 
Para » = = 1 esta express3o reduz-se a —; derivando porém em ordem 

a n, acha-se 

4,1 4 - x x 

8 5 ® . Nos outros casos não se podem obter os integraes, a n5o ser 
pelas series. 

Fazendo x = s e n ç , as expressões integraes tomam a fórma 

T d® U=J 
V 1 — A2 sen2 <p 

r 8 
v = — 

J V i 

sen29<Z<p 

w 

/1 

A2 sen2 f 

dtp 

E, por ser 

(1 + n sen2 <p) V 1 — ^2 sen2 <p 

sen2 <p í vl — /i2 sen2 <p 

\/ í - /i2 sen2 <p ft2 V 1 — A2 sen2 <p 
A2 
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vem elles emfim a depender dos tres seguintes: 

F (k, «) = f ^ d I (I), 
J v 1 — A2 sen2 9 

E (k, < f ) = Ç í — A 2 sen2 9 d f (II), 

TT (k, n, ç) = f d? — (III); 
J (I + n sen2 <p) v 7 1 —/>"2sen2 <p 

segundo a notação de Legendre. 
Os integraes (I), (II), (III), que não se podem exprimir em funcções 

algébricas, exponenciaes, logarithmicas, ou circulares de <p, formam uma 
nova classe de transcendentes, ás quaes se deu o nome de funcções elli-
plicas de 1 . ' , 2." e 3." especie, pela razão que veremos quando tractarmos 
da rectificação das secções cónicas. 

O angulo <p chama-se a amplitude, a constante k o modulo, e a con-
stante n o parametro. 

Dois modulos k, k', ligados entre si pela relação /c2 + / / 2 = 1, dizem-se 
complementares. 

8 5 f l . Os trabalhos de geómetras abalisados, especialmente os de Le-
gendre e depois os de Jacobi e Abel, têm dado grande importancia a estas 
funcções, e feito conhecer muitas propriedades notáveis d elias. 

Aqui limitar-nos-hemos a algumas fundamentaes e mais elementares. 

« 5 8 . De F (k,~iç + ^ = f ( ? ) + C 

tira-se, pela mudança de ç em — <p que só muda o signal da differencial, 

FÍk,±v — 9) = - / • ( < ? ) + C'; 
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por conseguinte 

F ( k , j - + <p) +F ( k , i ir - <p) = C + C' = const. 

E como, pondo ç = 0, resulta 2 F (k, ic j = const. 

teremos F [k, x + <p) = 2 F [k, — F {k, it — <p) . 

Se nesta equação mudarmos ç em it + <p, virá 

F (k, I x + ç ) = 2 F ( * , I r ) + F (k, I , + 

e teremos successivamente, assim como mudando depois ç em <p -1 
2 

F (k, ? i ± i + ç) = (2Í + 2) F (* , ± «) - F (¾, i X - 9 ) , 

F (k, ( « + 1) * + = (2i + 2) F (k, - i * ) + F (ft, 

. . ( 1 ) . 

Obter-se-ha por estas equações o integral respectivo a qualquer ampli-

1 

tude maior que — quando forem dados os correspondentes a ampli-

tudes não maiores que — r. 
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9 5 3 . Se tomarmos uma nova amplitude e um novo modulo Aj, 
taes quaes sejam 

2 Vk 
sen (2«pt — ç) = A sen 9, A1 = -— (a), 

Ii l 

será cos (291 — 9) = V 1 — A2 sen2ip, 

e por conseguinte 

cos 291 = cos ((291 — 9 ) -f 9) = cos 9 v / l — A2sen29 — Asen29, 

. 1 — c o s 9 V l — A 2 s e n 2 ® + A s e n 2 9 
sen2 91 = 1 , 

A cos 9+ cos (891 — 9) k cos 9 +V l — A 2 s e n 2 9 
ao 1 = (19 = - -— ; 

2 cos (2çpi 9) 2 V I - A 2 sen2 9 

valores que, substituídos em 

dão 

V 1—Aj 2 Sen 2 9j 

d<fi 1 + A d(f 

Vl — Ai2 sen29t ^ V 1 — A2 sen29 

Portanto as equações 

Vk x 1 + A 
sen ( 2 ? 1 — 9 ) = A sen 9 , A1 = - ^ - p F (A1, <h) = — F (A, 9 ) , 

farão depender F (A, 9) de F (A1, 9 1 ) . 
E como, por serem 

. , 2Vk — k — A2
 4 , ( I - K A ) 2 

A1 A = ' 1 - k I = - ^ J T 
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é maior que k, e vai approximando-se successivamente da unidade, a 
equação 

1 + k . , i + A . 0 | 4 h 

F(Ai, = — 2 — • — 2 — • • • . i f = F ( * f 9 ) (2), 

2Vk , 2KAi ; 2KAí_i 
sendo «i = -7——., = 7 — 7 - . . . . « « = , 

1 + A Í + 1 + At_i 

e sen (2<pi — 9) = A sen 9 , . . . sen (29. — 9 . ^ ) = A { _ t sen 9 f _ 1 , 

fará depender F ( A , o) d 'outra F ( A j , < p i ) , na qual se possa considerar o 
modulo Aj como proximamente egual á unidade, isto é, de (n.* 2 3 8 ) 

f _ j » = [ J l L - = I tang (45» + I ? i V 

2 5 4 . Se quizermos prolongar a serie para a esquerda de A e 9, 
teremos 

2 V k 
A = 1 + \ sen (29 — 9 _ t ) = k _ t sen ; 

sendo A menor que A, e approximando-se successiva-
» + V l - A 4 

mente de zero. 
E continuando assim, chegaremos a um modulo k_. muito proximo de 

zero, para o qual se poderá suppor 

r d?i 
J V l - A l i S e n ^ . _ < " 

GG 
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P o r t a n t o : 

l + k i+/c l+k . 
F (*. ?) = —ã- 1 • 2 • • • • - T 1 - F (*_,, . . . . (3). 

j • 

Esta formula, applicada a F (k, — ^, dá a expressão notável 

v ( t 1 \ 1 + /£-i l + k - z l + k - i 1 

sendo o coefficiente de — ir o limite para o qual tende o producto respe-

ctivo quando i tende para o infinito; expressão exacta, se é k =0. 

2 5 5 . Das duas formulas (2) e (3) deve escolher-se a que mais de-
pressa conduzir no integral procurado. j 

E, calculada assim F(/c, 9) para o valor de 9 desde 0 até —TC, as for-

£ 

mulas ( i ) darão depois o mesmo integral para as amplitudes maiores que 

1 

2 5 6 . Emquanto ás funcções E [k, 9), a substituição das expressões 
de ÍÍ91, k\ e sen8 91 do n.° 2 5 3 dá 

W: n ( & C O S 9 + \ / f — ^ s e n 2 9 ) 2 

1 — k\-sen* 9j = - ' — t /9; 

2 (I f k)\/l — A-2Sen2
i 

ou, desenvolvendo o numerador, attendendo á transformação 

Vl — /í2 sen2 9 Vl — ^2 sen9 9 
sen- 9, 
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e simplificando: 

d<pV 

Por conseguinte 

J £2 
(1 + A) E ( A t , 9L) = — F (A, 9) + E ( A , 9) + A s e n <P... (4). 

E como são E (1, <p.) = sen<p., E (0, 9 { ) = <p., 

vê-se que pela equação (4 ) , applicada successivamente, se fará depender, 
com approximação indefinida, a funcção elliptica de segunda especie E ( A , ç) 
de funcçôes F da primeira especie, e de E ( l , 9 ; ) ou E (0, 9 i ) , que se 
sabem integrar . 

THEOREMA DE LANDES. Façamos x = s e n 9 na equação da ellipse da 
qual são 1 o eixo maior e k a excentricidade. Será y — 6cos<p, e o arco 

de ellipse, pondo y 1 — A s S e n 2
9 = A, 

Na hyperbole da qual são 1 a excentricidade, k o semieixo transverso, 

e b — v 1—A' 2 o semieixo conjugado, se fizermos x = k J \ fc2tg2
9, 

ou y — 62 tg <p, o arco serô 

que, attendendo a A 2 C o s 2
9 = A 2 — A 2 S e n 2

9 = A 2 — 1 - f A2 = A2 — &a, 

e por ser 

d (Ug 9 ) 
A d 9 A 2 d < p sen2

 9 ô 2 d<p A 2 cos2 <p d 9 

cos2
 9 a A cos2

 9 A 
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se transforma em 

Sfc = A tang 9 — Ic1 P 0 g 8 ' p ^ 9 = A tang 9 — E (Ar, <p) + 69 F (/¢, 9) . 
' A 

Finalmente, eliminando F (A, 9) entre esta expressão de Sfc e (4) , virá 

Sfc = A t a n g 9 + 2 A - s e n 9 + S e - 2 ( 1 + k) Slc ( 5 ) , 

que é o theorema de Landen. 
Este theorema mostra que a expressão d'um arco de hyperbole se 

compõe d'uma parte algébrica, e de mais dois termos dependentes dos 
arcos Se e Sj e de ellipses, cujas amplitudes e modulos são ligados entre 
si pelas equações (a) do n,° 2 5 3 . 
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Integração por s e r i e s 

2 ã 9 . Se a funcção proposta não pode integrar-se exactamente, é 
necessário recorrer ás approximaçôes. 

Assim, para ter f y d x , desenvolveremos y em serie ordenada segundo as 
potencias de x, e depois integraremos o producto de cada um dos lermos 
por dx. 

Exemplos: 
r dx 

l . ° Seja J — — 2 = are ( t a n g = ® ) . 

Desenvolvendo -—-—5, o que dá 
1 + x 2 n 

1 = 1 — X 2 + X * — . . . . = £ " ( _ 
1 H-X 2 

e integrando o segundo membro, vem 

„ ¢21+1 
e portanto are (tang = x ) = m t + - 2 0 ( — O t ^ — f 

» UiJL 
2.° Seja I— : = are (sen = x ) . 

J V i — ® 2 

Teremos, seguindo o mesmo processo, 

_ J - 1 . . . ( 2 , + 1 ) 
, ' 7 — , + i O 2 . . . ( 2 i - f - 2 ) * ' V l — ® ' 
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r d x , ! . . . ( « + 1 ) ^ a i + 3 , r . 
J J U T * 9 2...(2,- + 2)-27T3 + C ' 

t 

are (sen = 05) = mt 4- x + V ) -. . ^ > T T ^o 2 . . . ( 2 í + 2 ) 2 i +3 

f *' / 

Já nos servimos em outro logar da primeira d'estas formulas para achar 
a raz3o do diâmetro para a circumferencia. 

A segunda pode servir para o mesmo fim, pondo n = 0, e 

, / 1 \ 1 
are (sen = Xj = a r c ^sen = —J = — u; 

o que dá 

1 1 =O l . . . ( 2 i + 1) 1 
- " = 0 + 2-0 0 6 2 0 2 . . . (2t + 2) ' (2i + 3) 22i+3' 

! 3 5 8 . Também se pode algumas vezes integrar a funcção proposta, 
decompondo-a em dois factores, desenvolvendo um d'elles em serie, e in-
tegrando depois os productos dos termos d'este desenvolvimento pelo outro 
factor. j 

Por exemplo, desenvolvendo — = = e m serie, virá 
\ / l —bx 

1 . 1 . , ! . . . ( S i - I ) l . . 

e por conseguinte 
OC 1 ^ . . ( 2 , - + 1 ) 

f d * / 2 . . . (2i* + 2) ^ 

J y/(ax — x 2 ) ( l — bx) J Vax — x9-
xPdx 

Temos assim de integrar uma serie de termos da fórma 

V ax — x •2 
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o que faremos (n.0> 2 1 5 , I e 206) reduzindo 

2 5 5 

-L -L 
P 2 „ 2 

/

,xPdx rx 1 dx , x 1 dx f dx ( a—2x\ 
— = I —-- a i — : = — = are I c o s = J . 
V ax—Xt J <J a — x V a —x ^ V ax-x2 a 

ii i 

2 5 9 . Mas, como é necessário que a serie seja convergente, convém 
escolher, entre os processos que se podérem seguir nestas integrações, o 
que melhor satisfizer ãquella condição. 

Façamos x = — h, na serie de Taylor. Então será f ( x + h) uma con-
stante f (0)=c; 

e c=y — xy'+~ x*y ' — x3y'"-+-

Mudando pois nesta expressão y em f ydx, e por conseguinte y', y", 
em y, y',..., teremos 

\ydx = c + x y + ( - l y — ^ - ^ + R 1 , 

Vimos no n.° 2 0 0 que esta serie é a de Bernoulli, e que o resto Rw é 

Por exemplo, em J ydx = j —^— = l(a-j-x) 

1 1 . . . . . . . 1 . . . » 
é c = a, y = ~ — , y — . . . . . .yW = (— 1 ) * — • — ^ x i ; 

a + x (a + ®)* (a+®)*+1 

I 
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e conseguintemente 

, / . \ i W i * / x \ H - I P íc"+1da; 
^ ^ ' ® t -(— 1 \a xJ J (a + 

,1 —*íO ) I 4"; "" i ——• !TTfTT ..'. s ,J V ^ * -

S O O . A formula de Maclaurin 

1 Xn 

fx = f + x f + ~ xY + . . - I X ^ w * ) 

dá 

J fxdx = C+ Xf+LxY + . . . t * Jxnfn{0 x) dx. 

Sejam P e Q o maior e o menor dos valores de ft")(Qx), correspon-
dentes aos de x desde O até x. Ficará f x n f n (Ox)dx comprehendido entre 

x x 

P x " . ^ ^ ^ e Qxn ^ j J Y ' P o r o n c^ e s e v^ f I u e ' s e a s e r ' e P e ' a 

da Maclaurin for convergente, também a serie integral d'aquella o será. 

Por exemplo, para Jfxdx = /exdx = ex, são f= If /7= J1..., 

P Xi Xn 

e e*dx=c + x + — +.. — + ...; 
J 2 1 . 2 . . . n 

oe X1 

conseguintemente ex= 20 j—p— 

261. O theorema de ser convergente o integral d'uma serie, quando 
esta o é, mostra-se, qualquer que seja o processo empregado no desenvol-
vimento. 
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A A' A " A ' " A W AW . 
Sejam as f racções: e —, — a m.n.raa e a 

\ 

maxima d'ellas. 

, , , AW AW AW AW 
As desegualdades _ > ^ j ; < 

A . , uib« 'jr « w p m i l ÍB fjiJtio sup -!IrtiiZir.!) t-j i „ , x . • t ( jx W-I.- • ;u 
Aim) AW 

ou AW - BW . — - + BW . «, AW = BW . — — BW . p , 
JJ(OT) ^ JJ(») F" 

A!m) At") 
d a o 2 A W > — 2 B C ) , 2 A W < . _ 2 B W , 

2 AW ^ A W 2 AW' AW^ 
0 U SBW > B W ' 2BW < BW 5 

/ 

, . . . . -i Vi\ i- i » -t (,v) 

isto é, a fracção cujos termos são a somma dos numeradores e a somma 
dos denominadores das propostas, está comprehendida en t re a maxima e 
a minima d'ellas. 

Dividamos a diíferença xn — x0 nas partes x\ — X ^ — x \ , —x-2,... 
xn — Xn—J. 

A somma fxQ. (xy—x0) + f x t . (x%—. . ./X„_I. (xn — ÍC„_I) 

terá por limite o integral f f x d x tomado en t re x=x0 e x = xn(n.° 1 9 6 ) , 
com tanto que fx seja contínua e não se torne infinita nesse intervallo. 

Se tomarmos outra funcção <p(a:), que tenha o mesmo signal desde OC OCq 
até x — xn, a somma dos numeradores e dos denominadores das fracções 

fxQ.(xi—xQ) fx\.(xj—S1) fxn-\.(xn — Xn-1) 

<pa:o-(tfl—^o)' ®i ) ' t . ( a ? n — X n - 1 ) ' 

BQ 



2 6 8 CALCULO INTEGUAL 

dará , pelo que fica dicto, 

\ ~ l f a . ( x i + i — xi) f l 

T1-1 T ~ ~ < p C ' 
2O l F i -

suppondo x0, X\,.. .xn, tSo próximas que entre as funcçôes se acha 
uma egual ao primeiro membro. VX i 

Finalmente, tomando < j x = l , e passando ao limite de 2, será 

j J x d x = (X, . ( X n - X 0 ) . 

( 

Por isto, seja Fx uma funcção que se pode desenvolver em serie con-
vergente 

F x = U0 H - Ui «a + . . . . -+- f x , 

tendo o resto fx zero por limite. 

Será J^ F x d x =Ju^dx + fu^dx . . . . +Jq fxdx, 

rn 
ou / F x d x = 2fui dx -+- fÇ . (x„ — x 0 ) . 

E como fÇ.(xn — x 0 ) tende para zero, quando i tende para o infinito, 

segue-se que a serie, que dá o integral J Fxdx , será convergente, quando 

o for a serie na qual se desenvolveu Fx (Vej. Cale. int. de Cournot, 
2.* ed. , n.os 3 1 6 e 3 1 7 ) . 

2 6 3 . Em quanto ás integrações de segunda, t e r c e i r a . . . ordens das 
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funcções d 'uma variavel, nada diremos, porque, para as effectuar , basta o' 
que temos exposto. Sómente advertimos que a expressão finita, resul tante 
d'essas integrações, deve ter 2, 3 , . . . n constantes arbi t rar ias , quando a 
ordem do integral é 2 , 3 , . . . n . 

Cfia1 — a? a)dx s 

Querendo, por exemplo, in tegrar JJ ^ j ^ , decomporemos a 

2 a* 

d a r á " " ^ ( a 2 + " ' » 2 ) 2 ^ + a 
fracção proposta nas duas - — — — a primeira integração 

/
2 cfidx r dx x /> dx r- dx 

e fazendo a segunda integração d 'este integral multiplicado por dx, acha-
remos emfim 

+ CdxsJ = l ^x'i -J- a* -+- CX + C1 

para integral duplo da expressão proposta. 
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>. .RlHIIt <><><.,Hj/-, D -tiip í»mITIOVBA rtnnòg . Q l i o q u «omjl *up 

Constantes arb i trar ias . Integraes def inidos 

2 G 3 . Seja P o integral de uma expressão differeneial f x d x , e c a 
constante, que se ajuncta a este integral para ser tomado na maior gene-
ralidade (n.° 1 9 7 ) ; isto é, seja 

J f x d x = V 4 - c . 

Quando se applica o integral a uma'questão determinada, desapparece 
a arbitrariedade da constante c, que deve então satisfazer ás condições 
da mesma questão. 

Pedindo-se, por exemplo, a área BCMP (Fig. 1) comprebendida entre 
as ordenadas BC e MP, correspondentes ás abscissas a e b. será nullo o 
integral correspondente á abscissa BC; de soite que, chamando A o valor 
de P correspondente á abscissa x — a, e B o correspondente a x = b, 
teremos 

O = A + c, í = B - h c , 

ou f = B — A. 

O integral chama-se indefinido, quando a sua origem não está f ixada; 
e nesse caso sómente é completo quando involve uma constante arbitraria. 

Quando porém os limites a e b .*ão dados, e são A e B os valores de 
P que lhes correspondem, o valor numérico í = B — A é o integral de-
finido, comprehendido entre aquelk-s limites. Logo : 

Para ler o integral definido entre os limites x = a e x = b, basta 
substituir successivamente estes valores no integral indefinido P, e sub-
trabir um resultado do outro. 

Para designar commodamente os integraes definidos, applicam-se ao 
signal de integração J dois Índices, um inferior relativo ao primeiro limite 
do integral, outro superior relativo ao segundo limite, como temos feito; 
notação imaginada por Fourier. 
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Assim, para designar o integral de F x d x , comprehendido entre os li-
mites correspondentes a x = a e x = ô, isto é, tomado desde x = a até 

"b 
x — b , escreve-se / F x d x . P J a 

Blllini 

Por exemplo j * sen xdx = — ^cos it — cos — i t ) = + 1. 

Cx . . . . 
Quando se escreve I Fxdx, indica-se um só l imite; isto é, indica-se 

J a 
que o integral começa em x = a e se extende a um valor indefinido da 
variavel x. 

36 3. MUDANÇA DE LIMITES. Podem trocar-se os limites, mudando o 
signal do integral, porque s«io 

f b f x d x = fb — /a = B — A, / ° f x d x = A - B , 
J a Jb 

ou j x f d x = — I 1 f x d x . 
Ja Jb 

E também se podem mudar os limites: 
C QCfy 

Se no integral definido I " f x d x fizermos x = <p/, e tomarmos t\ e í^ 
' X 1 

taes, que satisfaçam ás condições x1 = ^f 1 , xv = <\>tz, o integral proposto 
I t<9 

transformar-se-ha em I " f [<p(<)]. f'(t) dt. J 11 

Sendo, por exemplo, xa = x1 + h, e <p(í) = x 1 - i - Z i — t, o que dá 

<p'(í) = _ 1, Z1 = A, (2 = 0, 

Ix 1 + k ^xdx = = ~ih + ,l ~ 0 dL teremos 
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« « & . Seja / b fxdx = fb—fa. 
J a 

Como a formula de Taylor dá 

fb — fa = f{a + b - a ) - f a = f ' a . ( b — a ) + jf'a.{b—a)*.+ . . . , 

Cb | 
será I fxdx=fa.(b—a) + — f'a.(b — a ) 2 + 1 d 2» 

Mas cumpre advertir que esta formula só pode applicar-se quando a 
serie de Taylor não é insufficiente. 

2 6 G . No caso de ser applicavel a serie de Taylor, para os valores de 
x comprehendidos entre a e b, podemos fazel-a convergir tanto quanto 
quizermos. 

Para isso bastará repartir o intervallo b — a em um grande numero de 
partes n, cada uma egual a i; isto é, suppôr b — a = ni. Então, substi-
tuindo a - f - i em logar de b na serie, depois a -H 2i e a + i, a •+• 3i e 
a - + - 2 » \ . . . a -+- ni e a - h ( n — i ) i , em logar de b e a, e chamando 
A a , A ' a , A " a , . . . os coeflicientes differenciaes da formula de Taylor cor-
respondentes a f ( a + ai) , teremos 

» 

/"(« + « W « = V H- I A0'.-2 + A 0"i 3 + . . . , 

f (a + 2 f) - f ( a - t - i ) = A1.- + 1 A 1 ' . 2 + ^g Ai"»'3 + • • • 

f{a + ni) - f[a + ( n - 1 ) i ] = A + i A ' B _, i* + ^ L A"„_ i» 3 + . . . ; 
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e a somma é 

f(a + n i ) - f a = i l n - \ + ± ^ " V + A a " + . . . . 

que, se tomarmos i tão pequeno, que possam desprezar-se os termos em 
»2, » 3 . . f i c a r á reduzida a 

O segundo membro é a somma dos valores que toma a funcção f x d x , 
quando nella se fazem x= a, x = a + i , . . .x = a + (n — 1)», e dx=i. 

E d'ahi vem que no methodo infinitesimal se considera o integral como 
somma d 'um numero infinito de elementos, os quaes são os valores con-
secutivos que toma a funcção differeneial proposta, quando nella se faz 
passar a variavel por todos os valores intermedios ent re os seus l imites; 
o que é conforme com o que dissemos no n." 197 (*) . 

Sobre as approximaçòes dos integraes definidos podem consultar-se uma 
memoria de Poisson (Ac. das Sc. de 1 8 2 6 ) , a sua theoria do calor, os 
escriptos de Caucby sobre o mesmo objecto, e a theoria do calor de Four ie r . 

2 G 9 . Se acontecer que, entre os limites a e 6, haja alguns valores 
x\, Xi d e x , para os quaes fx se torne infinita, poderá ainda a somma 
dos elementos representar -se por 

í X l ~ £ f x d x + f X i ~ H f x d x - Í - . . . Í 6 f x d x , 
Ja J x i + ri J X Í + %Í 

somma dos limites, para os quaes tendem os integraes que a compõem, 
quando ej, £3,. . . e T1, r ^ , . . . tendem para o limite zero. 

(•) Esta demonstração só prova que o integral é a somma dos valores da differen-
eial infinitamente proximos, quando, entre os limites de que se tracta, a funcção fx 
não se torna infinita. No entretanto, quando apparecem valores de fx infinitos entre 
os correspondentes aos valores reaes de x desde a até b, ainda é possível fazer passar 
x, desde a até b, por valores imaginarios, para os quaes não seja fx infinita; e então 
ainda tem logar o theorema de que se tracta ( J o u r n . de l'Êcol. Polyt., cahier 18 , 
pagf. 3 2 0 ) . 
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Assim a somma, desde x =— a alé x = a, dos elementos —, dos 
xn 

quaes é infinito o correspondente a x — 0, pode representar-se por 

r—e dx .adx 1 r, ., , . . . . 

/ - « ) ^ - - - ( - ) * - + - ^ 

a qual, para n comprehendido entre O e l e l — n de numerador par, é 
ai—n — a1—n 

; e, para n > 1 e n — 1 impar ou fraccionario de termos 
1 — n 

impares, é infinita (Cale. int . de Serret , n.os 4 7 6 e 477. ) 

2 6 â . Para calcular a formula do numero precedente, 

F a i l - F a = ; / " " V * + ~ V ' x + i r > / n _ V ' x + . . .(1), 

é melhor exprimir l f x , s " " - l f ' x , . . . em fan — fa, f'an—fa,.., por 

meio d'esta formula applicada a fan— fa, f a n — f a , . . . , que dá, para 
a = 1, 2 , . . .a , 

: . , . . . II. ; , - ,. i, ,;.¾ , ;"!. 

f ^ a n - f M a = Í 2 a ; - ] Y ' + 1 W I ' ^ + ^ + l i a ^ - V ^ + •• 
,xLJ. \ 1 . . - ( - x li a; \ t \ í 

Assim, querendo desprezar em fan — fa as potencias de i superiores 
ao quadrado, teremos 

i * \ - X f " x = i \ f ' a n - r a ) , i^a
a

n'Xf'x=i(f'an-['a)- ~ f l (f"an-f'a); 

o que, substituído em fan — f a = f b — fa, dá 

f b - f a = i f x + l i ( f b - f a ) - 1 i*-(fb - f a ) . . . . . (2) . 
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2 6 9 . Quancto a fórma da funcção fx for dada, poderemos calcular 
immediatamente pelas formulas do numero precedente o integral definido 
/ b 

/ fxdx; e lambem o poderemos fazer, se na formula (2) desprezarmos 
J a ' 
os termos inferiores á primeira ordem de i, quando não conhecermos essa 
fórma, mas se derem os n — 1 valores numéricos de fx desde fa até fb. 

Este segundo caso equivale á somma de fa com a dos trapézios cuja 
base é i e cujos lados perpendiculares á base, em fan — fa=fb—fa, são 
fa, fa\, fa2,.../"a„_i, fb. 

Estas formulas serão tanto mais exactas, quanto menor for a diflerença 
b — a 

» = , e quanto menos rapidamente variarem os valores de fx entre 

a e b (Mec. de Poisson, n.° 15.) 

2 ? 0 . Os integraes definidos servem para determinar o resto da serie 
de Taylor. 

Com effeito é F (x t + h) — Fa i = í X l + h F 'xdx, 
J 

o u (n.° 264) F(xt+h)-FX1=-J V t í j + l - í J á í ^ V ^ + M d í , 

Mas é (n.° 200) 

fF\xi+h-t)di=tF'(xi+h-t)+± Wixi+h-t)+..+ f ^ + ^ i + M dlf J 2i I A A • U • • • Il 

que, entre os limites O e h dá 

U 
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Temos pois 

FC*, + A ) = F * , H - A F ' * , + i A 4 F " * , + . . . . / ; ' ' p l ^ y t ' 0 ' ' -

Fazendo X\ = 0, e depois mudando h em x\, teremos similhantemente 
o theorema de Maclaurin 

F * , - F(O) + *,F-(O) + i * , S F " ( 0 ) + . . . / ; > = ¾ ^ 

rh i»F{"+i)(«i + h — t) dt rtC1 !"FM-Wa, — 0dt 
As expressões / -— e / 1 5 -— 

r J o 1 . 2 . . . n yo 1 . 2 n 

dos restos das series de Taylor e Maelaurin equivalem ás dos n.0 ' 65 a 6 7 , 
mas assignam os valores definidos d'elles, em quanto que as outras só 
assignavam limites que os comprehendiam. 

/ 
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Variações dos integraes def inidos 

3 5 1 . Tanto para demonstrar alguns theoremas de analyse, como para 
determinar alguns integraes definidos, convém achar a variaçSo d'um in-
tegral definido, resultante da mudança de elementos variaveis que entrem 
na funcção ou nos limites. 

Cb 
Seja u = / f(x, a) dx 

um integral definido, no qual f(x, a) n5o se torna infinita entre os limites 
a e 6 de x. 

Supponhamos que n varia e que a e b s3o funcçôes de a. 
Pondo f f [ x , a) dx = Y(x, a) e por conseguinte 

\ j ( x , a) dx = F (6, a) — F (a, a) , 

a variaçSo do integral definido será 

du d [ F ( 6 , a) — F(a , a)] db_ d F ( a , a) da d F ( a , «)_ 

da da dx db da ' da ' 

. . , v . , . . * d F ( x , a) 
Mas a expressão de J f [ x , a) dx dá f ( x , a) = —~ ; 

dx 

e, por serem x e a independentes, é 

b 
Uf [x, a) d f j { x , * ) d x 

da J « da 
dx. 
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Ficará pois 

du fb d f ( x , «) , db . . . . da 
s . — * f + s - n » . * ) - - £ « . — ) (A) i 

equação que, no caso de serem aeb constantes, se reduz, como deve ser, a 

*b 
f[x,a)dx r b A f { r 

dx. 
d fa f(x,«)dx f b 

da. J o da 

272. A equação (A) também se pode deduzir de considerações geo-
métricas. 

Ch 
Com effeito, pondo y = f [ x , a) , o integral / ydx é a área compre-

J a 
hendida entre a curva, o eixo das abscissas, e as duas ordenadas corres-
pondentes a x = a e x = b. 

Se « variar em y, não variando porém os limites, o integral proposto 

f (y H- ~ do^j dx será a área comprehendida entre a nova curva, o eixo 

das abscissas e as duas ordenadas correspondentes ás mesmas abscissas. 

Mas, se os limites receberem os augmentos ~ d a e da, a área re -
da. da 

da ceberá: em virtude do primeiro, a diminuição f(a, a ) — d a ; e, em virtude 

db d* 
do segundo, o augmento f (6, a) — da. 

da 

A área, variada por estas tres causas, será pois 

I b 

subtrahindo da qual a primitiva I ydx, acharemos 
J a 

du fb dy , . db da 



V CALCCLO INTEGRAI. 2 6 9 

3 9 3 . THEOREMA SOBRE A INTEGRAÇÃO DOS INTEGRAES DEFINIDOS. 

,.<* .x 
Seja o integral duplo u= da j f ( x , a ) dx, 

J <* o J xO 

onde se suppõem independentes as variaveis x, a, e os limites X0, «0; 

x 
ou, pondo - / f ( x , a) dx = F (x, a), 

J x o 

r<t 
U=I F (x, a) da . 

JctO 

Differenciando em ordem a x, t e remos 

du r* dF(®. «) , r* 
• j - = 3 da = I f(x,a)d*; 
dx J aQ dx 1 a0 

• j» 
e, revertendo para o integral em ordem ô mesma variavel, 

r x r " 

U=I dx I f(x, a ) d a . 
Jxo 'aO 

Por onde se vê que, para obter o integral proposto, se pode in tegrar 
em qualquer ordem, isto é , primeiro em ordem a i e depois em ordem a • 
a, ou inversamente. 

S 1 S - I . Por esta occasiâo advert iremos que nas integrações se devem 
tomar os integraes na maxima general idade, para evitar contradicçôes appa-
rentes que algumas vezes se offerecem. 

Seja , por exemplo (Cale. int. de Cournot , 2 . a ediç. n.° 3 5 6 ) , 

+ 1 + 1 y í — S* LL 
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Segundo se integrar primeiramente em ordem a x ou em ordem a y, 
• n , • ^ +1 dy n r+i dx 

assim hcará para integrar 2 J J + l o u J — j 2 ' c I u e P a r e c e m 

dar respectivamente ^e — ir, concluindo-se que neste caso não é indiffe-
rente a ordem das integrações. 

Notemos porém que os valores mais geraes de f - ^ • para y = + l e 
i , 1 J 1 + r 

para y = — 1 são rnt + —• r. e n'it i r ; o que d á : 4 4 

r+1 dy 1 

7 _ i 1 + 1 / 2 LV ' 2 J 

2 / _ T ~ T T P = 2 K n ' " - " f fJ * " 4 . [ K - « " - 1 ) « • + j * } -

Portanto as duas expressões do integral concordam, e são ambas 

2 (ir/ + — i r ) ; dando i = 0 o valor particular ir, e i = — 1 o valor pa r -
Jt 

ticular — i r . 
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Determinação de alguns integraes definidos 

3 3 ã . Alguns integraes definidos podem obter-se sem que se conheçam 
os integraes geraes; e outros gozam de propriedades, que só a elles per-
tencem e não aos geraes. 

Sem tractar de todos os integraes definidos interessantes cujos valores 
os geómetras tôm assignado, limitar-nos-hemos a alguns, que por suas ap-
plicaçòes se tornaram mais importantes, e dos quaes se derivam muitos 
outros, ou pela transformação das coordenadas e dos limites, ou pela dif-
lerenciação e pela iutegração debaixo do signal J, feitas segundo as regras 
até aqui expostas, ou iiualmente pela passagem das expressões reaes para 
as imaginarias. 

/

. OO X i 

e dx. o 

JW . —M if/——t~'(J~ ] 

I e dxdy, o J o 

• » - ( » 4 + y s ) 
C 

' O ^ Q 
teremos 

/.«o .,os (â / 2 +t / 2 ) /'«o - X i /100-¾¾ / /.ao — X ^ N S 
J J e dxdy=j e dxx J e * d y = (^j e d x y 

- L ifv-- - I - i V 7 1 - V 01 "'t 

Mas, pondo y = tx, formando dy sem variar x, por serem y e x inde-
pendentes, e integrando successivamente em ordem a x e e m ordem a í, 
o primeiro membro transforma-se em 

/ • - — x s ( l + < 2 ) 
e J J JqJO 

logo 

,, r x d t 1 
xdxdl = / — = — ir; 

J o 2 ( 1 + '") * 

/,oo — X i 1 . . 
J e dx = - V « (1). 
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* 

E como, pondo —y = x, o que muda o signal dos limites, é 

/.O r>o —W2 r —t/2 1 
j _ J d x = J (—e y d y ) = j ^ e ydy = j V i : , 

r>v> X2 

resulta / e dx = V* (2). 
J —OO 

Substituirtdo em (1) e (2) x K m em logar de x, vem 

« — BlX2 1 / * Ix WlX2 , TC 
/ e dx= - V —. / e dx= s/— (3). 

J o 2 m J — x m 

E substituindo nestas Vx em logar de x, vem 

rce—mx dx /Tt —mx dx ,«v 
/ e — = V - , / e - = 2 ( ^ - ( 4 . 

Jo Vx m j _ o o K x m 

2 9 9 . Mudando em (3) m e m + m V— i , e sommando ou diminuindo, 
teremos 

i 

^oo / +mx 4 1/— 1 — »nx2 i /—1\ , / i c / i 1 \ 
f ( « V ± e K J d x = V — ( ± - — = ) . 

Mas pondo \ / + y/— * — V — / — 1 = z , vem ± : 2 = 3S , que d â 

Z = V 2 , * = J / 2 . J / — i . 

Substituindo pois na expressão precedente, serã 

/••<*> í + K i i i K — 1 — m x 2 K — 1 \ , /« j ^ e - h e J d x = K 2 V 

j " ^ + ™ * e — ^ - 1 ) d x = K 2 K - W 
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isto é, 

/

00 f* OC i fÇ 

cos ( m x ^ d x = / sen ( m x ^ d x = y — (5) . 
-00 1—ao ^rn 

E, se fizermos m = ^-TC , será 

J °° 008 * X*) = J 8en ("i" * ^x ~ * (6)-

H 
2 5 8 . Se na formula (3) mudarmos x em xVm ± — — — , o que não 

tn V m 

mudará os limites da integração, a semisomma dos resultados correspon-
dentes aos dois signaes será 

I e á x = em> 7 . 
<J —QC Z m 

E se nesta mudarmos n em n V— 1, virá 

r°° — t n 2 x 2 . - K V K 
/ e c o s 2 n x = e mi — (8). J— oo m v ' 

3 5 9 . Mudando na formula (3) Vm em m (1 + nV— 1), virá 

/ : 

' — m 2 ( l — n 2 + 2 » I / — l ) x * V z 

J m(i+nV—1) m( 1 + n2) ' 

ou 

„00 _ m
s ( i_„ 2 ) J/ T t n ( / i r f / - l 

/ e d x r c o s ( 2 m 2 f t x 2 ) - l / - l s e n ( 2 m 2 n x 2 ) ] = — — — 5-. 
J - 0 0 L v ' v / J m ( l + n 2 ) m ( l + n 2 ) 

JJ 
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I 
E, por conseguinte, separando os termos reaes dos imaginarios, 

r 
' OO 

00 —»«2(1 
e 

2 8 © . Mas cumpre advertir que a substituição de quantidades reaes 
por imaginarias só se justifica claramente quando os dois membros podem 
desenvolver-se em series convergentes ordenadas segundo as potencias in-
teiras das mesmas quantidades; porque, sendo então idênticos os coefli-
cientes nessas series, ellas subsistem, quaesquer que sejam os valores ou 
symbolos que se substituam em logar das quantidades. 

No numero antecedente verifica-se esta condição quando é n < 1. (Cale. 
Int. de Serre t , n.° 4 9 9 ) . 

- n 2 ) , , 
cos (l 

sen (2m2n«2)<£r 

Vis 

m ( l + n 2 ) ' ! 

n V-R 

~ m (1 + n2) 

(9). 

2 8 1 . Integrando successivamente por partes, acha-se 

r°° , n (n — ! ) . . . ( « — k4-1) / ao 
/ xne~mxdx= — , / xn~ke~mxdx.. . (u). 

J O Btfc Jo 

Se n é inteiro, e fizermos & = n, será 

Jo m"+1 

2 í — | 
Se n é da fórma n = — - — , fazendo k = i, será 

f / 0 

2i—1 

X e~mxdx = 
( 2 t — 1 ) ( 2 / - 3 ) . . . 1 

ZiIni 

-.00 -
2 e~mxdx, 
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ou, (4), 

2t—1 

y - . - T - r H ^ - f - ' " " - " - ' ^ ( . 0 ) . 

2 

8 8 8 . Empregando as formulas de reducçâo (n.° 2 3 6 ) , teremos 

f . 
IL f— 
2 , m—i I 2 

senm xdx = / sen m — 2 xt»x; 
o m J o 

e por conseguinte 

2 sen 2 ' a r fa = 1 I 3 ' ' 2 ' ^ , / 2 sen 2 '+ 1 , rdx = ^ ' ' 2 V , . . ( 1 1 ) . 
o 2 . 4 . . . 2 . 2 J 0 3 . 5 . . ( 2 . + 1 ) v ' 

/

2 . / 2 . 

CosilXdX, I Cos 9 ^ 1 Xt iX , têm evidentemente os 
o ^ o 

mesmos valores que estes. I 2 Como, crescendo m, decresce s e n m x , e I Setimxdx é a somma de 
J o 

elementos differenciaes, também este integral decresce. 
Ser3o pois 

1 . 3 . . . ( 2 . - 1 ) 2 . 4 . . . 2 i 1 . 3 . . . ( 2 1 + 1 ) * 

2 . 4 . . . 2 i ' T y 1 . 3 . . . ( 2 » + 1 ) > 2 . 4 . . . ( 2 . - + 2 ) ' 2 ~ ' 

isto é, ~ comprehendido entre 

( 2 . 4 . . .2» X2 _ 1 / 2 . 4 . . .2» \ 2 1 2Í + 2 

v 1 7 3 7 . . ( 2 . - - 1 ) / 2 » H - 1 6 M . 3 . . . ( 2 . - 1 ) / " 2 7 + 1 ' ¾ ^ + ! ' 
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2. H- 2 

E como a razão ^ ^ d'estes dois limites tende para a unidade quando 

i tende para o infinito, será 

Tt ( 2 . 4 . . . 2 » \ s 1 / 2 . 4 . . . 2 Í , 

2 = v r 3 ^ 7 2 7 = l ) - I T T T o u l i T ã T ^ m ) - ( 2 , ' + 2 ) ' 

tanto mais exactamente, quanto maior for í. 
Tal é a formula de Wallis . 
Sobre esta formula veja-se o Instituto de Coimbra, vol. v, n.° 18, 

pag. 2 1 5 . 

3 8 3 . Se differenciarmos a formula (3) i vezes em ordem ao para-
metro m, teremos 

r - ^ 2
j 1 . 3 . . . ( 2 . - - 1 ) 

J e x^dx = A ^ m 2 . , , . ( 1 2 ) ; 

que, para m = 1, será 

r —® 2 o - , 1 . 3 . . . ( 2 . - U 
I e x2» dx = '- Vv. 

J OC 

8 8 4 . Mudando x em — x, os dois primeiros integraes do n.° 2 3 9 , que 
que se tornam em 

, , a cos bx — b sen bx 
e~ax cos bxdx = 5 ¢ - °* -+ C, 

a 2 H- 62 

C , . a sen bx H- 6 cos bx 
e~ux sen bxdx = 5 - — - r h C, 

J ar H- Oi 
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tomados entre os limites 0 e oo , são 

/ . o o a r*> , b 
e~ax cos bxdx = - 5 — T i , I sen bxdx = 

0 a 4 -f ò4 J o « S + 6 2 

Se multiplicarmos estes integraes por da, e integrarmos em ordem a a, 
teremos 

/»00/ ¢-1tixCOSbx , \ , 
. j dx H - C J = Iog V a 2 - H í> + C' 

/.oo/ ¢-o® sen bx , \ / a \ , 
X ( — ^ + c ) = are ( t ang = - ) + € ' . 

Tomando, na segunda d'estas formulas, o integral em ordem a a entre 
os limites O e oo , será 

T 0 o S e n f t x , « / J Q N 
L dx=-zr J O x 2 

E, se na formula (13) mudarmos 4 em a + 6, depois em a — b, sup-
pondo a — b> O, o que dará 

/"06 sen (a + b) x , w f ° ° s e n ( a — b)x , ir 
—dx = —, I -—dx=—, J o J5 2 ^ 0 x 2 

e formarmos a somma e a differença d'estas, virá 

sen ax cos bx . - K f e e sen bx cos ax C sen ax cos bx * ( 
Jo x dx =—, Jo ^ 

dx = 0 . 

_ , . , C 0 0 sen ax cos bx it 
Por onde se vê que o integral J^ dx será — ou O, se-

gundo for a > b ou 6 > a. 
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No caso de a = b, subsistiria só a primeira equação 

00 sen (a + b) xdx Tt 

o X ' 

. . Ç06 sen 2 ax , Tt 
q u e d a r i a / dx = —, 
^ Jo x 2 

em conformidade com (13 ) . 

«i i • .• cos bdb . . f ® , , 6 
» 8 5 . Multipliquemos p o r — - — o integral f Q e— 1^senoxaa; 

e integremos em ordem a b entre os limites 0 e oo , isto é 

,oo ^ s e n b x c o s b d b S _ cosbdb 

j o v e r a d x J 0 6 ; - j 0 S T j T i ' 

Se decompozermos o primeiro membro na somma dos dois integraes, 
um entre os limites as = 0 e ¢ = 1 , outro entre os limites x= 1 e x= ao, 
será no primeiro b > bx e no segundo b < bx; e por conseguinte (n.° 2 8 i ) 

„ rx sen bxcosb ,, Tt 
naquelle I ao será O, e neste —. Teremos pois 

J o ® 2 

^ T, I ^ i m 3 c . t t- ^ -f i») n«w ' í 
/*00 , r00 sen bx cos 6 „ Tt / 1 ° 0 , T t« - a 

I e-^dx . db = — e~axdx = ——. 
Jo J i b 2 J 0 2 a 

a cos 6 d6 Tt e—a 

Assim Ja c 
o P J 2 -t- 6 2 2 ' 

ou, fazendo b=»ax, o que não muda os limites, 

Ç00 cos ax dx it e~a 

J0 1+x* 
(14). 
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f06 ximdx 1 Ç00 ximdx 
8 8 6 . Seja o integral definido I — = — / a - , 1 b Jo | -j- x i n 2 ' —« 1 -f x i n 

<< 

onde são n e m inteiros, e 2n > 2m -+- í. 
Como as raizes da equação 1 + X i n = 0, que são 

[2k— 1 ) * „ á (2k — 1)TC 
x = cos - — - — ± V — 1 sen i - — — , 

2 n 2 n 

dão os n factores do segundo gráu 

' (2k — 1) 7i\2
 0 ( 2 & — 1)TC 

x — cos - — -+- sen2 - —, 
^ 2 « / 2 n 

x-mdx 
a fracção racional — transformada e integrada dá 

I OC" 

2 n L 2 n J 

i 

/ _ M n i l ^ x 
1 » (2m 4 • ! ) « ( M - I ) / . ® C 0 S 2 n \ 

H — y . sen are I tg = — 
N ^ L 2 N V 2/C — I TC . / 

s e n - — - — — ' 
2 n 

Para ter o valor d'este integral entre os limites — oo e oo , podemos 
tomal-o entre os limites —h e h, e depois fazer h = oo . 

Operando assim, acha-se 

x-mdx Tt f (2ib+1)TC 3(2m+l)TC ( 2 n - l ) ( 2 m + l ) i ç - | 

J ^ l + x * » - « L s e n ^ T + S e " 2 n 4 "" S e n 2 « J ' 
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que por ser 

sen a + sen 3a 4- . . . s e n ( 2 n — 1) a 

(2n—l)a/—1 2a/—1 a, — 1 —(2n—l)a,—1 — 2av — 1 -O v Z-I 

2 1 / - 1 ( e 2 a v _ 1 — 1 ) 2 K — 1 ( e ~ 2 a v - 1 — 1 ) 

2 na v — 1 i . — 2 na v — 1 i ( a e — 1 -h e — 1 1 — cos 2 na 

~ ~ ~ 2 s e n a 

se transforma em 

ximdx TC 1 — cos (2m -h i) Tc Tc 

— oo 14" X2n 2n 2 m + l 2m + l 
sen TC n sen n 

2 n 2 n 

r™ X2mUx 
Por conseguinte é / . 

«•' o • + X :*» a (2m + 1) tc' 
2 r» sen - — - — — 

2 n 

(CaZc. i n í . de Bertrand, n.° 140) . 
Assim, para qualquer valor de p comprehendido entre O e 1, tomando 

2m + 1 
dois números m e n que satisfaçam a — = «, será 

2n 

x-mdx TC r^ Ximd 

J o 1 + x-o 1 + Xin 2nsenpTC' 

ou, pondo x"ln em logar de x, „2n 
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8 8 5 . I n t e g r a e s b c l e r i a n o s . O s dous integraes definidos 

í x P - 1 . ^ — x j í - M x e f e-W-^dx, 
SO 

sendo p, q, n, números positivos quaesquer, chamam-se respectivamente 
integraes eulerianos de primeira e segunda especie, por ser Euler o pri-
meiro que d'elles se occupou. O primeiro destes integraes costuma desi-
gnar-se pelo signal [p\q), e o segundo pelo signal r n . 

8 8 8 . Comecemos pelo integral euleriano de segunda especie, 

ao qual, pondo x = y2 , também se pode dar a fórma 

Fazendo m = l era (a), e mudando l i e m n — 1 , resulta 

r (») = (» — l ) ( n — 2 ) . . . ( n — k)T[n — k) ( 1 6 ) ; 

e, se for n inteiro, 

r ( n ) = ( n — l ) ( n — 2 ) . . . 2 . 1 . 

8 8 9 . Fazendo m = l em (10) , resulta 

r 1 . 3 . . . ( 2 T — 3 ) ( 2 T — 1 ) 
Vti ( 1 7 ) . 

Este mesmo resultado se obteria differenciando i vezes consecutivas 
k k 
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em ordem a m os dous membros da primeira das equações (3) e fazendo 
depois W i = 1, o que daria 

J 0 2<+i y i c ' 

porque, fazendo x2 = y, é 

Pcc i í °° i— — 1 / 1\ 

l 0 e - * W d x = - l o e - y y U y = - T [ i + ~ ) . 

E para i = 0 , é, em virtude da equação (1) 

(18) . 

S O O . Pondo 2t em vez de n na formula (16) e tomando k = i, vem 

/o-N /o- i v a - o^ • /^ ( 2 i - l ) ( 2 i - 2 ) . . . í x ( t - l ) ( i - 2 ) . . . 2 . 1 . . 
r (2 i )= (2 i—l) (2 i—2) . . . 1 r (í) = ^ 1 ) ( , - 8 ) . . : ^ 1 r « 

— ( 2 i — l ) ( 2 i - 3 ) . . 3 . t x2(t—1 ) .2(t—2)^2 r 1) (2í—2) ̂ . 1 x2»—^(i ) , 

i 

( i - l ) ( i - 2 ) . . . . 2 

dividindo a qual por (17), vem 

/ i x 2 2 i _ 1 

r ( 2 i ) = r ( < + - ) r ( i ) . — (19). 

Logo veremos que esla formula é geral para todos os valores de i inteiros 
ou fraccionarios. 

S O I . Pela formula (16) podem caleular-se successivamente as funcçôes 
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r c ( m o intervallo f, partindo de r (1) = 1; e pela formula (17 ) , pa r -

tindo de r = V tc. 

2 9 2 . Passemos ao integral euleriano de primeira especie 
• V ' 1 I ' , ' ' ' ' ' 1 

(f»|g) = F1 HÍP-\ 1 —x)I-^dx. 

Integrando successivamente e m ordem a y e a n expressão 
S <!i''i nii >mini •»>' »onnr->!ir> • '' >' ' , ; f : ''«"• 

P = f f "«-(•*+»*) t I i P - i X ^ - M y d X , 

acha-se 

P = Í o e ~ r y - p ~ l d y X f 0 e - ^ x ^ d x = J T { p ) x r (q). 

Para obter debaixo d 'outra fórma este integral , façamos y = xti os 
limites serão os meamos, e teremos 

P = / " ° Y " e - t 1 + ' 2 ) ^ ^ + ? ) - ! f i P - l d t d x . 
Jo Jo 

Depois façamos (1 f <2)x2 = r 2 : os limites são ainda os mesmos, e fica 

• ® Ç OO #2p—1 
P = e - r V 2 ( p + ? ) - i 5 — drdt, 

OIO (T +(2)ÍH-Í 

que, integrada em ordem a r, dá 

| /•» oo t «p-1 
P = 1 T r ( P + 9 ) x / 'o (1 + Í2)P+? 
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Finalmente, fazendo Q = 1 — Z , os limites 0 e oo mudar-se-hão em 
1 -4- t 2 

0 e 1, e ficará 

p= J r (P + g) x f 0
! ZP-T ( i - z ) I - * d z = j r (p + ?) x ( P i 9 ) . 

^ = E I C T ( 2 0 ) ! 

formula que faz depender os integraes eulerianos de primeira especie dos 
de segunda especie. 

2 9 3 . Para q = 1 — p , sendo p < 1, a formula (20) dá 

P K 1 — P ) = RP • R (L — P ) , 

tJ C ocv—^doo 
ou, porque x = transforma p | q em Jq — 

r p . T ( I - P ) = J 0 

isto é (form. 15) 

rp . r ( l — p ) = '* (21). 
' sen p TC v ' 

2 9 5 . Fazendo p = g = ~- . e X = Xji, a formula (20) dá 

- ( 

( L i U 2 / 1 

2 2 / / o v n ^ i " r ( i ) ' 

isto 6 = 
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E como, fazendo x = y s , é 

recahimos na formula (1). 

2 9 5 * Tomando q = p na equaçSo de definiçSo de p | q, será 

p | p (» — oc-)P-ldx, 

ou, pondo x = y -+- —, 

P I K - / T ( T - V ' ) V = • f J ( { - V i ) V 

2 

ou em fim, pondo y — ^r K s , 

P l P = ^ r J o 

que, substituindo em logar de p | p e i - j p as respectivas expressões (20) , 

e attendendo a (18) , se transforma na equaçSo (19) para qualquer valor 
de p, inteiro ou fraccionario. 
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Quadraturas e rect i f icações 

( I - J h l n r n i . i l i s n i > r 
2 9 ® . A expressão da área comprehendida entre o eixo das abscissas 

d'uma curva plana, a curva, e duas ordenadas correspondentes ás abscissas 

D'onde vem o nome de methodo das quadraturas, que se dá aos pro-
cessos pelos quaes se obtém os integraes das funcçôes d'uma só variavel; mas 
este nome mais especialmente se consagra á integração d'aquellas funcçôes 
feita pelos methodos d'approximação. 

Exemplos: I. A equação da parabola cónica (Fig. 42) é y*=2px; 

Se a área se contar do vertice A, teremos x\ = 0, e ( = -^-2¾/¾. Logo: 
o 

A área do segmento da parabola i egual a duas terças partes do re-
ctângulo circumscripto M ' i Y N \ l . 

Para as parabolas de todos os gráus, cuja equação é ym = axn, 

xít Xi, é (n.° 112) 

/ 

temos 

Assim estas curvas são quadraveis. 
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II. Para a hyperbole equilatera MN (Fig. 4 3 ) , entre as asymptotas Ax, 
Ay, temos Xy = Tni (Geom. Anal. n.° 8 9 ) ; logo 

A área não se pode contar desde o eixo A y , porque x = 0 daria t = 0, 
c= — MiIO = (X) . Mas, contando-a a partir da ordenada BC, que passa 
pelo vertice C, temos, por ser AB = m, 

Por onde se vê, que, para m = 1, é t = lx, isto é, que então as áreas 
contadas desde BC são os logarithmos naturaes das abscissas. 

Se o angulo das asymptotas é «, temos a área 

por conseguinte, quando m = i, vem t = I o g x , sendo este logarithmo 
tomado no systema cujo modulo é M = ^ s e n a.. Mas, se o angulo a é recto, 
M = I , recuhiremos no primeiro caso, e teremos os logarithmos de Neper . 
Fazendo pois variar o angulo das asymptotas, podemos obter todos os sys-
temas para os quaes é M < 1. Por exemplo, sendo M = 0 , 4 3 4 2 9 4 4 8 1 9 
para a base 10 , teremos a = 2 5 ° . 4 4 ' . 2 5 ' , 4 7 : de sorte que em uma hy-
perbole, cuja potencia é 1 e cujas asymptotas fazem entre si este angulo, 
as áreas são logarithmos tabulares das abscissas respectivas. 

Por onde se vê com quanta impropriedade se dá o nome de logarithmos 
hyperbolicos aos de Neper , sendo que a todos os systemas de logarithmos, 
para os quaes é M < 1 , correspondem hyperboles cujas áreas os r ep re -
sentam. 

III. Para o circulo, cuja equação referida ao centro é y4 = as — X8, 
temos [n.° 2 1 0 , form. (B)] 

j 
(= f ydx = m - = TniIx + c. 

c = — m^lm, t = m2/ —. 
m 

x 
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mas a formula ds2 = d x 2 - | - d j / 2 applicada ao circulo dá 

adx adx 
d$= =— ; 

V V o 2 - X s 

logo, tomando o arco s entre os mesmos limites que o integral proposto, 
é finalmente 

1 1 
J=-Xj/ + - as + c. 

Ponhamos CA = 6, AB (Fig. 3 6 ) . Se tomarmos o integral en t re 

os limites x = b, x = a, e dobrarmos, teremos a área ^ are BOB' — bk 
di 

do segmento B ' O B ; e se a esta área a juntarmos o t r iangulo CBB', 

acharemos o sector BCOB' = - 1 C O . are BOB' . 

Para ter a área do circulo desenvolveremos o radical, e in tegraremos ; o 
que dá 

Ç\ /-,; : í\ Ia x2 i.8.»« \ 
t= dx V ar — X 2 = a I dx ( 1 — — 3 — — — — : — . . ; 

Jo J o \ 2 a 2 2 . 4 . a 4 2 . 4 . 6 a 6 J 

X3 X5 1 . 3 x 7 
/ I J J — _ _ _ _ _ _ _ M H I . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ | • 

2 . 3 a 2 . 4 . B a 8 2 . 4 . 6 . 7 a 5 

depois faremos x = a, e multiplicaremos por 4. Virá assim 
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D'onde resulta a razão do diâmetro para a circumferencia, 

J 1 1 . 3 _ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n — 3 ) \ 

2 7 3 ~ ~ 2 7 4 7 5 ~ ~ 2 . 4 . 6 . 7 ~ ~ ' " 2 . 4 . 6 . 8 . 2 n x ( 2 n + l ) ' ' ' Y 

IV. Para a ellipse (Fig. 44) temos y= — y/ a 2 — ^ 2 , 

t = — f d x \Ja2 — x1= — .z; 
a ' a 

chamando z a área da parte do circulo circumscripto comprehendida entre 
as ordenadas limites. j 

Como as áreas l e z têm entre si a razão constante —: a área do 
a 

circulo é para a da ellipse, ou a área d'um segmento do circulo para a do 
segmento da ellipse inscripta terminado pelas mesmas ordenadas, como o 

eixo maior para o menor. Assim a área da ellipse = ira2 . — = irab. 

V. Na cycloide FMA (Fig. 6), pondo a origem em F, e chamando 
FS = x , SM = y, são 

Por ser este integral a área da porção F K N do circulo gerador, temos 

FyAM = F K E N = 4 - i r r 2 ; 

e, por ser AE = icr, é o rectângulo yE = 2 i r r 2 : 
l l 
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logo A F E = t,E — FyAM = - ^ i r r 2 , AFA 'E = 37rr2. 

Assim: a área da cycloide AFA' é tripla da do teu circulo gerador. 

2 9 9 . Quando a equação da curva proposta não for dada, ou quando 
for tal que não se possa deduzir convenientemente a expressão de fydx, 
podemos recorrer á regra de Simpson. 

A pequena área BCMPB (Fig. 45 ) compõe-se do trapézio CBPMC e 
do segmento CEMC, 

área CBPMC = seg. CEMC + trap. CBPMC. 

Procuremos separadamente cada uma destas partes. 
O arco CM pode considerar-se approximadamente como pertencente 

á parabola osculatriz cujo vertice L corresponde ao meio I da corda; e 
então toma-se como expressão do segmento a seguinte 

seg. CEMC = — C M . L I , 
o 

CH 
que, por os triângulos LEI e MCH darem LI — EI cos a, CM = , 

cos a 

2 
se transforma em seg. CEMC = — EI . CIL 

U 

Mas, chamando y\ y", y'" as tres ordenadas equidistantes CB, EK, MP, 
e h a sua distancia BK, são 

EI = EK - IK = (j,' H- j/"') = I ( 2 j , " - y > - y ' " ) ; 

2 
conseguintemente seg. CEMC = — h (2j/r — j/' — y"'). 

\ 
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Em quanto ao trapézio, é trap. CBPMC=Zi ( y ' + y " ) — ~ (3t/ '-f-3j/ '"); 
O 

e portanto área CRPMC = ^ h (y' -+- iy" + y'"). 

Supponhamos agora : que a área plana BACD (Fig. 46 ) , que se pre-
tende medir, é determinada pela curva AC, pela recta BD, e pelas orde-
nadas extremas AB = J/', CD = j/f2"+1); que se divide a base BD em um 
numero par 2/i de partes eguaes, cada uma das quaes tem o comprimento 
h; e que pelos pontos de divisão se levantam as perpendiculares y', y ' t 

y">. . . j/(2"+l); ficando assim a área partida em 2n partes. As superfícies 
compostas de duas d'estas partes consecutivas serão proximamente, como 
acabamos de mostrar, 

jHy'+ly"+y"'), -^%'"+4r+yv) { A(j^-i)+4y(2») + j,(2»+i)); 

e por conseguinte a superficie total é 

^ h {y1 + 4y" + 2y"' + h/v r %v- • • + V n ~ 1 ] + V 2 f l ) + V12a+1'). 

ou 

~ h[(y' + y". .. + j/t2"+1)) + (y« + j/.v + . . . yt») _ 1 (y> + j/(2»+D)]. 

O segundo modo de escrever corresponde ao enunciado seguinte : 
Havendo traçado um numero impar de ordenadas equidistantes, som-

mal-as-hemos todas; ajuntaremos á somma a das ordenadas de ordem 
par, e subtrahiremos a semisomma das ordenadas extremte finalmente 

2 
multiplicaremos o resultado por — da distancia h entre as ordenadas con-
secutivas. 
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A mesma regra se applica evidentemente ao caso em que a área é t e r -
minada, como ACFE, por duas curvas planas, chamando então y', y",. . . 
as grandezas totaes de cada parallela. 

Quanto menor é h, mais o resultado se approxima da área pedida. Este 
theorema pode applicar-se a qualquer figura i r regular ; por quanto sempre 
a podemos decompor em outras, que avaliaremos pela mesma regra, e 
que ajuntaremos ou subtrahiremos, conforme for necessário, para compor 
a área pedida. 

Quando a curva corta a base, ainda tem logar a mesma regra suppondo 
nulla a ordenada do ponto de secção. 

2 9 8 « No methodo infinitesimal podemos considerar a área l como a 
somma de pequenos rectângulos m = dxcty (Fig. 4 7 ) ; e então será í o 
integral duplo, tomado entre os limites convenientes, 

1 -=Jfdxdy. 

Quando a área, de que se tracta, ficar entre duas curvas CM e DE 
cujas equações Y = Fx e y = fx são dadas, integraremos relativamente 
a y, desde PE até PM, e depois relativamente a x, isto é, integraremos 
relativamente a x a expressão ( Y — y ) d x , que representa o elemento ME 
comprehendido entre duas ordenadas infinitamente visinhas; e este integral 
será tomado desde o menor valor de x até o maior. 

Se a área fica comprehendida entre quatro ramos de curvas BM, BI, 
IK, KM, é fácil dividil-a por parallelas aos eixos em porções que se avaliam 
separadamente, conforme os princípios precedentes. 

Por exemplo, procuremos a porção da área F A F CF (Fig. 48) compre-
hendida entre as parabolas eguaes e oppostas AF, AF' , e a parallela FF' 
aos x . Sendo j / 2 = 2 / } x , t/2 =— 2 p x a s equações das duas curvas, inte-

W2 

graremos dxdy relativamente a x desde M até M' isto é, desde x =— — 
2 p 

até x = + | - , o que dará a área da secção M M ' , — (— —^ = \ 
2p 2p \ 2p / p 

• • y^dy w3 2 
e depois in tegra remos-—- desde y== O até y , o que dará ~= — xy. 

Achar-se-ia o mesmo subtrahindo a somma das áreas comprehendidas 
pelo eixo dos x, pelas duas parabolas, e pelas ordenadas de F e F ' , do 
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rectângulo comprehendido por F F ' e pelas ordenadas, o que daria 

2 2 2 
2xy — j x y — ~xy = j x y . 

A ordenada y da curva não se deve tornar infinita en t re os limites da 
área . 

Se a curva corta o eixo dos x entre os limites da área , é necessário 
calcular cada uma das partes que ficam d'um e outro lado d 'este eixo, 
e a jun ta l -as ; porque uma sae positiva e outra negativa, e a somma deve 
achar-se reunindo os valores absolutos, sem a t tender ao signal. 

Seja , por exemplo a curva K A C D (Fig. 4 9 ) , cuja equação é y =x — a;3; 
sendo KA = A I = 1, e a origem em A. 

1 O 1 I A área é t = — Xt - x4-+- c. 
2 4 

/ 1 5 
Se a f i ze rmos começar no ponto B , onde A B = \ —-, teremos C = — — , 

1 1 5 " ' " 
e por conseguinte 1= — Xi xl — —; e se E D , correspondente a 

2 4 o b 
A E = y / — t for o segundo limite, acharemos í = 0: o que indica sómente 3 
que as áreas BCI e I E D são eguaes e de signaes contrários. Com effeito 

l i ô 
en t re x = — e x — l acha-se B C I = —, e ent re x= 1 e X= >J-5-

3 I 9 2 à 

acha-se ( — D I E ) = — —; por conseguinte a área A B C E D = —-. 
9 J 

Do mesmo modo desde K até I acha-se ( — K A O ) = e ACI = -^-, 
^ 4 4 

isto é , KOIC = —. 

2 9 9 . Para achar a área comprehendida ent re dous raios vectores, 
servindo-nos das coordenadas polares, podemos considerar como elemento o 
trapézio infinitesimal comprehendido pelos lados parallelos r<?6 e (r+<Zr)d8, 
e pelos obliquos dr; o que, por se dever desprezar di*dQ, dá o elemento 

rdddr. 
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Por exemplo no circulo (Fig. 50 ) , sendo C o centro, e querendo a ôrea 
de um aunei circular comprehendido ent re os raios r' e r, teremos, in te-
grando relativamente a 0 desde O = O até 0 = 277, 2 n r d r , 

e depois relat ivamente a r desde r' até r, rcr2— irr ' 2 , 
i 

que, fazendo r ; = 0, dará a área do circulo. 

d ( 1 C 
Para a ellipse ( F i g . 4 4 ) , cuja equação é r = — -, in te -

i + ecos 0 

« ( « — « 2 ) graremos pr imeiramente em ordem a r , desde r = 0 até r = — • , 
1 e cos ô 

1 / V ( l — e 2 ) 2 d o 
o que dá í = — / - — - ; 

4 2 J 1 + e c o s Ô 2 

e depois integraremos esta expressão desde O = O até Ô = 2T;, para ter 
a área da ellipse. 

Se quizermos a área d 'um segmento de circulo AOB (Fig. 5 Í ) , podemos 
referir as coordenadas á perpendicular AE ao diâmetro A D = 2 a , que 
passa por uma das extremidades A, e ao pólo A. En tão , integrando re la-
t ivamente a r, desde r = 0 até r = 2 a s e n 0 , teremos 2 a 2 sen2 6 dó, que 

se deve integrar relativamente a 0 desde O = O até 0 = are (sen = J- ). 
X 2 a / 

Mas é mais simples converter esta integração relativa a 0 em,ou t ra re la -
tiva a r, substituindo em logar de sen 2 ô e dô as suas expressões em r, 

sen20 = — - , dO 
d r dr dr 

4 a 2 2 a sen 2a y j 1 — s e n 2 Ô — r 2 ' 

o que dá 

r C 1 r^dr 
t = I 2 a 2 sen2 0 dô) — | -

' 2 v ' 4 a 2 — r2 



c a l c c l o i n t e g r a l 2 9 5 

- [ r i d r I i 1 3 r 4 1 - 3 . 5 . 1 - 6 \ 
/ 4 a V 2 . 2 « . a 2 + 2 . 4 . 2 W 2 . 4 . 6 . 2 « . a 6 + ' • ' ) 

1 / r 3 1 . 
+ 4a \ 3~ + 2 . 2 2 . 5 a 2 + 

1 . 3 r 7 1 . 3 . 5 . * - 9 

. 2 4 . 7 a 4 + 2 r 4 . 6 . 2 6 . 9 . a 6 + ' " ^ 5 

e tomar este integral desde o limite inferior r = 0, o que dá a constante 
C = O. j 

Fazendo r = 2 a , resulta a área do semicirculo — rca2, e por conseguinte 

TU = 4 

1 1 . 3 1 . 3 . 5 1 . 3 . 5 . 7 

¥ + 2 7 5 + 2 . 4 . 7 + 2 . 4 . 6 . 9 ^ 2 . 4 . 6 . 8 . 1 1 + 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 n — 1 ) 

2 . 4 . 6 . . . 2 » x (2n + 3 ) 

3 0 0 . Podemos t ambém achar a área comprehendida entre dous raios 
vectores, quando a curva está referida a coordenadas rectilineas, usando 
da formula (n.° 1 1 3 ) , 

1 — 4 / ^y'—y)dx-

Seja por exemplo (Fig . 44) a equaç3o da ellipse 

a y + f c 2 x 2 a2fc2. 

I f i x 
Teremos — 5 

a y 

e a área , comprehendida ent re o eixo dos x e o raio correspondente á 
,abscissa x, será 

1 /1Vfc2X2 \ I p f c 2
j 1 f * abdx I 1 / X > 

~ 7 T l - s - +V ) dx = — —| —dx — j — — — abare 1 cos = — 
2 M a V y / 2 / f l V V ^ 2 - X 2 2 V a / 
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Se chamarmos T a área do sector do circulo descripto sobre o eixo maior 
como diâmetro, comprehendido entre o eixo dos x e o raio cuja ex t re -
midade tem a abscissa x, teremos 

1 / • a\lx I 0 / x \ 
x = — — I Z = - O i are I cos = — 1; 

V a 2 — x 2 2 V a J 

b 
por conseguinte t = — T : 

, 1 1 
e como, chamando s o arco de circulo, é - = — as, será t = — bs. 

6 £à 

Assim sect. MCOM = 1 C D . are. OB, sect. BCOB = -i C O . are. OB, 
a Á 

sect. MCOM = - sect. BCOB. 
a 

Para a hyperbulu MN (Fig. 4 3 ) , referida ás asymplotas, temos 

xy = m2; 

logo !/' = - — , < = — / ydx, 
OC * 

o que mostra que é 

sect. hyperb. CAMC = área CBPMC. 

301. Demos alguns exemplos da formula (n.° 110) das rectificações, 

* = f y / d x * + dy*. 
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I. Para a parabola, yi = 2px, 

2 9 7 

temos y d y = p d x , s = í — v / y 2 H - p 2 , 
J p 

cujo integral é (n.° 2 0 5 ) 

s = c -h JL y/ p 2 H - y2 H- i pi (y -J- V7P2 H- J/4) • 

Se o arco « começa em A (Fig. 22 ) , y —0 dá » = 0: d o n d e se tira 

1 , 
C =— — p/p, e por conseguinte 

A 

A C M = ' ^ ± + i p l ( y ± 

'Ip 2 * \ P 1 

II . Paia a segunda parabola cubica, y3 = ajr 2 , 

temos s = J d y \ ! 1 + = \ / ( l + ^ H - c . 

Em geral, para y = axn, 

que representa todas as parabolas ou todas as hyperboles, conforme n é 
uma fracção positiva ou negativa, 

ternos* S = J d x \ 1 + n2a2x2n—2. 

1 1 1 
Por onde se vê que, todas as vezes q u e — —, ou — — + —, for 

2 ( n — 1 ) 2 ( n — 1 ) 2 

numero inteiro, o arco s se achará debaixo de fórma finita (n.° 2 0 8 ) . 
MU 
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III. Para o circulo temos 

yi — r2 — xi.^ ou yi — ^rx — Xi, 

segundo for origem o centro ou a extremidade do diâmetro. 
Em ambos os casos acharemos 

frdx ! " J t ! 

onde, substituindo em logar de y o seu valor, se vê que a integração só 
se pode fazer por series (n.° 2 5 7 ) , ou por arcos de circulo, o que traz 
a questão á mesma dificuldade que se pretendia vencer. 

IV. Para a ellipse, 0 ¾ 9 + 6 ¾ 2 = a 2 ó 2 , 

fazendo ae= V a 2 — ^2 , onde e designa a razão da excentricidade para 
o semieixo maior, temos 

s 
_ f d x / / « 4 - X i (a2 - _ f K ( a 2 — e 2 . r 2 ) 
— / 7 V V a* - X2 J — l d X - K ( a 2 - a=2) ' 

Não se pode integrar esta expressão se não por series; mas é necessário 
dispôr o calculo de maneira que a serie seja convergente. 

Para isso poderemos desenvolver \ «2 — A c 2 . 
Ou também, chamando O o arco OB (Fig. 44 ) do circulo circumscripto, 

o que dá 

dx 
CA -X = a cos 6, — = — db, 

\ / a 2 — X2 

será s = — a T tíô y I — e2 cos2 9. 
J — TI 
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Teremos assim de integrar uma serie de termos da fórma A c o s 2 m Ô d 9 ; 
pelo que o arco OM dependeró, por uma serie, do arco correspondente 
OB do circumscripto. 

Assim, desenvolvendo \J 1 —e 2 cos 2 9 em serie, e applicando o processo 
indicado 110 n.° 2 3 6 , teremos 

s = / " a (—1+ 4* "2COS2S + ~ e4cos40 + - I ^ s c6cos60 + . \ dô + C, 
/ 1 \ 2 2 . 4 2 . 4 . b J «y — TT » » 

sendo j I 
f — d ) = — G, /cos2Ô(fO = — sen OcosO + - O, 

2 2 

1 1 . 3 1 . 3 
f Cos4OdO = — sen 0 cos30 + sen 0 cos 0 -f 0. 

Tomando este integral entre os limites 9 = 1 TC e 0 = 0, acharemos 
o comprimento do quarto da ellipse 

J / 1 . 3 . . .2« 
_ 2 n — 1 \ 2 . 4 . . . 

2 * a 
1 / 1 . 3 . . . 2 n — 1 N2 

en 1 
2 n 

sendo n o numero dos termos precedentes. 
Similhantemente, fazendo x ~a secO, e attendendo a que é a 2 + 6 2 = a 2 e 2 , 

acharemos para a hyperbole 

( ' O e d H f t 1 1 1 . 3 f f t \ 
« — a / — S - I I — —-Z- cos2 0 — — — : cos4ô — — - — ; cos6 9 — . . . , 

o c o s 2 0 \ 2 c 2 2 . 4 c 4 2 . 4 . 6 c 6 / 

que integraremos como para a ellipse. 
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Tomando a differença r — s entre s e o comprimento r da parte 
da asymptota cuja extremidade tem a mesma abscissa x, a qual é 

j j . — — — — — 

r = — . v a 2 + 6 2 = ae sec 0 ; e depois fazendo x = o o , ou 9 = —: 
a 2 

acharemos 

1 / 1 \ * 1 / 1 .3 \* 1 / 1 . 3 . . ( 2 n — 1 ) \ 2 1 
hrn ( r *) = 4- L i + Y y + 3 2ÃeV + - n T T 1 ^ . . ( 2 ^ ) J ' 

V. Na cycloide (Fig. 6), sendo a origem em F, teremos (n.° 106, VI) 

y ' = V 7 - ^ - , S = / \ / - . d y = 2 l 2ry, 
2 r —»/ j/ 

não se ajunctando constante, por começar cm F o arco s. 
Por ser K 2 r y = K F , 6 FM = 2 x corda R F . 

3 0 2 . Na pagina 231 vimos que a expressão E (A-t <p) do n.° 2 5 0 re -
presenta um arco de ellipse; d'onde veio o nome de funcções ellipticas a 
esta funcção, e ás outras duas que d'ella dependem. E na pagina 2 5 2 
mostramos que a fórmula (5) d'ella dá um arco da hyperbole, cujo semi-
eixo transverso, tomando a excentricidade por unidade, é k, pela somma de 
duas funcções algébricas com dois arcos de ellipses, cujo semieixo maior é 
1, e cujas excentricidades k, k\ e amplitudes <p, 91, estão ligados entre si 
pelas relações (a) da pagina 2 4 8 : sendo nessa formula sen<p = x e 

A = V 1 — k * sen 2 ç . 

3 0 3 . Se as coordenadas são polares, temos 

ds= V r 2 d 9 2 - | - d r 2 . 

Por exemplo, a spiral de Archimedes, cuja equação ó 2izr = a'\ 
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Comparando esta expressão com a do arco de parabola, vê-se que as 
grandezas dos arcos d'estas curvas s3o eguaes, quando é r a ordenada da 

parabola e — o seu parametro. 
IT 

Na spiral logarilhmica, cuja equação é 9 = Ir, 

acha-se s = f d r | / 2 = r V2 + c . 

Se o arco começa no pólo, temos c = 0 e s = rV2. Assim, ainda que 
sómente depois d'um numero infinito de revoluções a curva chegaria ao 
pólo, no entretanto o arco s, contado d'este ponto, é finito, e egual á 
diagonal do quadrado construído sobre o raio vector que o termina. 

A respeito das curvas de dupla curvatura, veja-se o que se disse n.° 162. 
Seja, por exemplo, o helice traçado sobre um cylindro recto, cujas orde-

nadas s5o proporcionaes aos arcos da base. As equações d'esta curva, 

x = R cos 6, y = Rsen f i , z=>kRO, 

d3o 

S = dx 4 + dy4 + í / s 4 = /6 R y/1 + /.4 de = F y/1 + Zc4 (0 - O0). 
/ A / A„ 
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Áreas e volumes dos corpos 

3 0 4 . CORPOS DE REVOLUÇÃO. O volume o e a área u d 'um solido de 
revolução em volta do eixo dos x acham-se pelos integraes (n.° 163) 

v = f ny-dx, u — J Q-yds = f 2ut/ y j d x 2 -+- dt/2. 

Façamos algumas applicações d'estas formulas. 
I. Para a ellipse, recorrendo ao valor de ds (n.° 301 , IV), temos 

B = 1^ | (a 5 — a;2) dx, u = ^^ f\J(-^- — x*\ dx. 

O integral da primeira dá v = t:b- x — - f - c ); onde c = — — a, 

no caso de ser o vertice um dos limites. Chamando pois z a altura do 
6 2 r 2 

segmento de ellipsoide, ou x=a — z, o seu volume é = — -s (3a — z), 

que para o ellipsoide inteiro, isto é, para z = 2 a , se tornará em — irô2a. 
4 . 

D'onde resulta que : 1." o volume da esphera é —- rca3; 2.° o ellipsoide 
o 

de revolução é para a esphera circumscripta :: ò2 : a 2 ; 3.® cada um d'estes 
2 cornos é — do cvlindro circumscripto; 4.° em fim o segmento espherico 

O integral, que entra no valor de u, 6 evidentemente a área de uma 
porção de circulo concêntrico á ellipse, comprehendida entre os mesmos 

limites que o arco gerador, e de raio —. Chamando z esta área, que 
, ., , 2KÔez e 

facilmente se obtém, teremos u = . 

3a 2 v
 4 

õ -3 > 

a 
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Sc se Iracta da esphera, temos (n.° 3 0 1 , III) 

3 0 3 

ds = ; logo u= 2TC frdx. 
y 

I)'oiide resultará Iacilmente 2 i t r z para a expressão da superfície da callote 
espherica, ou da zona, cuja altura é z ; e 47t»2 para a área de toda a 
esphera. 

II . Para a parabola, y9 = 2ajr , acham-se 

v =/2Kaxdx - f - c, 

U=J ~ ydyy/y9 - f - a9 = [ y/ (j,9 4- a 9 ) 3 + C j . 

Se a origem 6 no vertice, temos c = 0 e C = — a 3 . Taes são o volume 
e a área d'um segmento de paraboloide de revolução. 

III. Seja a equação ym = axn, 

que pertence a todas as parabolas, ou a todas as hyperboles, conforme n 
é positivo ou negativo. Teremos 

v = f * m
y a 9 . V ^ • 

> m H - 2n m H- 2>» 

Se quizermos o volume ou a área descripta pela figura plana compre-
hendida entre duas ordenadas e os arcos de duas curvas, ou de duas partes 
da mesma curva, que ellas interceptam, usaremos das formulas 

• = / ( y ' 2 - yl) d ^ « - J ^ ( W ' + S - ^ n - ) . 

sendo y, y1, as ordenadas dos dois arcos, e tomando os integraes entre as 
abscissas correspondentes ás duas ordenadas que terminam a figura. 
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3 0 5 . CORPOS QCAESQUER. 0 volume V e a área U d'um corpo qual-
quer são dados pela integração das formulas (n.° 166) 

V =JJzdxiy, U =JJdxdy 1 + p* + «?2; 

integraes, que se devem entender do modo seguinte. Tirados das equações 
da superfície proposta os valores de z, p e q, em funcção de x e y, inte-
graremos as expressões precedentes, primeiro em ordem a uma das varia-
veis, x ou y, conforme a facilidade dos cálculos, e depois em ordem á 
outra variavel; e nestes integraes attenderemos aos limites que a questão 
assigna. 

Supponhamos, por exemplo, que a área U deve ficar comprehendida 
entre dois planos parallelos aos xz (y = a e y = b), e que a integração 
se faz primeiro em ordem a y: então 6 necessário tomar o integral entre 
os limites a e b, considerando x como constante. C o n d e resultará a 
área RlB (Fi g. 37) d uma secção de solido, de espessura dx infinitamente 
pequena, terminada nos dous planos MF e SB de que se tracta. In te-
grando depois este primeiro integral, que é da fórma <px .dx , e tomando 
o novo integral desde o menor valor de x até o maior, teremos a área 
pedida, considerada como somma d'uma serie infinita de secções simi-
lhantes. 

Se o corpo é terminado lateralmente por superfícies curvas, devemos 
introduzir no primeiro integral funcçôes de x por limites de y, procedendo 
d um modo analogo ao do n.° 2 9 8 . O que tudo melhor se perceberá á vista 
dos seguintes exemplos: 

Na esphera IiFig. 52) , x1 - f - j/2 + a2 = r 2 , 

x y / 7~, 2 r 
temos p = , q = , V ' + P'-h T = —» 

Z Z Z 

que, substituidos em U e V, os transformam em 

U = f f r d x d I . , v = f f dxdy v / r 2 - * 2 - ; , 2 . 
j ^ V 2 - X 2 - J / 2 

Integremos primeiro em ordem a x, suppondo y constante. 
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A integração dá, em D, rdy are ^sen = j , sendo A= ^ r * — y 2 . 

Ora a intersecção do plano xy com a esphera é um circulo Cy, que tem 
por equação a;2 n - y 2 = r 2 , e no qual a abscissa A F = ±A é o raio do 
do circulo formado pelo plano secante D r n C : se tomarmos pois este 

x x 
integral desde X= — A até x = + A isto é, desde — = — 1 até — = 1, 

A A 
teremos a área D m C = itrdy, de espessura infinitesima, d'uma secção 
parallela aos xz traçada no hemispherio superior. 

Integrando agora itrdy, teremos o segundo integral Ttry, que tomado 
entre os limites — r e H- r, isto é, entre o minimo e o máximo valor de y, 
dá 2rcr2 para área do hemispherio superior, ou 4-Tzri para área da esphera. 

Façamos o mesmo a respeito do volume V: teremos (n.° 2 1 0 , (B)) 

IV A2 — Xi . dx = 4 - x y/ A2 — Xi H - 4" A2 are (sen = 
J 2 2 \ A 

Tomando este integral entre os mesmos limites — A e H - A que tomá-
mos para a superfície, o primeiro termo desapparece, e o segundo reduz-se 

a ^ - r c A 2 . Assim temos de integrar de novo — y 2 ) Jy , que repre-

senta o volume da secção D m C D ; o que dá ~ TU {r^y — y^j ; e tomando 

este resultado entre os limites — r, + r, vem finalmente o volume do 
hemispherio 

2 4 
V — — Ttr3, ou o da esphera = — Trr3 

3 3 

S O O . Se o volume V é comprehendido entre duas superfícies no sentido 
dos z, integra-se o seu elemento dxdydz, primeiro em ordem a z, desde 
o z correspondente á superfície inferior, que limita o corpo, até o z da 
superfície superior; sendo estes valores de z funcções de x e y tiradas 
das equações das duas superfícies, iutegra-se depois em ordem a x, para 

NN 
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formar a somma de todos os prismas que compõe uma secção de espes-
sura dy, comprehendida entre dous planos parallelos aos xz, sendo os 
limites d'este integral dados pelas expressões de x tiradas da equação da 
projecção da superfície sobre o plano xy. Supponhamos que o volume V 
está inscripto em um cylindro JMNy (Fig. 37 ) , levantado sobre uma base 
dada mng. Os limitesdo integral resultam d uma secção qualquer Pmn feita 
no corpo por um plano perpendicular aos y: assim, deveremos tomar o 
integral desde a? = Pm até x = Pn, sendo Pm e Pn valores dados em 
funcçôes de y pela equação da curva m/ng, base do cylindro. Sejam x = /'y, 
x = Fy , estes valores: substitumdo-os successivamente em Iogar de x no 
integral, e subtrahindo um resultado do outro, teremos por fim de integrar 
uma funcção de y, desde o menor valor AB de y até o maior AC; valores 
estes que também se tiram da equação da base fng. 

Procuremos, por exemplo, o volume d'uni cone recto. Se tomarmos 
para eixo dos y o eixo d'este cone, e para origem das coordenadas o seu 
verlice, teremos [Geom. Anal., n.u 168) a equação l-y2 = a2 + x 2 , onde l é 
a tangente do angulo formado peias generatrizes com o eixo. Tomando pois 

z d x d y desde z = — V f y i — ^ a a t ^ z = + V f y * — » teremos 

2 y' Z2y2 — x- . dxdy. O integral d'esta expressão em ordem a x é 

Para achar os limites, entre os quaes se deve tomar este integral, t ira-
remos x = ± l y da equação da projecção do cone sobre o plano dos x y ; 
e tomando-o entre X = — Iy e x = -\- Iy o que dá T t f y t , será it Ii y2 Uy 
o volume d'uin tronco de cone, de altura intinitesima dy, comprehendido 
entre dous planos parallelos aos xz. Finalmente, integrando esta expressão 
desde o vertice (y = 0) até a base ^y = Zij, acharemos o volume do cone 

recto 1 IrZiZi3; o que é o theorema conhecido, por ser I x h o raio da base. o 
Do mesmo modo, para achar o volume V do ellipsoide cujos semieixos 

são a, b, c, temos 

X 2 y 2 Z2 

h — H 
O^ b i C2 1 Ut b* 

i 



c a l c p l o i n t e g r a l 3 0 7 

rb / V 1 / ã 2 

- V 1 - S r 

VS 
= 2 H - f i f W I - M - * 2 ' 

ou, fazendo — fi2 — y2 = A, 

isto é V = — i r a 6 c . 

Similhantemente, se os limites da área são determinados por uma curva 
FiYING, traçada sobre a superfície de que se tracta, procuraremos a sua 
projecção fg sobre o plano xy [Geom. Anal., n.° 162) , que determinará 
um cylindro recto, e para este raciocinaremos do mesmo modo. Teremos 

assim de integrar dxdy /1 - f - / > 2 4 - 7 2 entre os limites acima designados: 
como se vê no exemplo seguinte. 

Tracemos no plano xy as duas parabolas eguaes e oppostas F A E , 
F 'AE' (Fig. 35 ) , cujas equações são y~-— -1- nx, y2 =—nx; e depois a 
parallela F F ' ao eixo dos x, correspondente á ordenada AC = fi. De mais 
concebamos um cone recto de base circular, que tivesse por vertice a origem 

A, e por eixo o dos z, de maneira que a sua equação fosse z=k sjx* -f y 2 . 
Pede-se a área do cone comprehendida no cylindro recto elevado sobre 
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AMFF'M'. A equação do cone dá 

k x i , ? = — = = = = • » 1 + p 8 + 9 8 = 1 + ¾ 4 : 
•JXl H- j/2 + J/S 

portanto o elemento da área do cone é /l H-Zc2 . dxdy; e a sua pro-

jecção é em m. O integral em ordem a x é /l H- A:2 . xdy, que tomado 

U 2 U 2 

desde M' até M, isto é , desde x = — — até a ; = + —, dá a área da 
n n 

2u 2 / 
secção, de espessura infinitesima, projectada em MM', —V 1 H- Zc2 • dy. 

Depois integrando esta expressão em ordem a y, vem V 1 H- &2, 

que se deve tomar desde A até C, isto é, desde y = 0 até y = b. 

2Z>3 

A área pedida será pois J1 4- &2. 
3 n 

Estes principios são especialmente applicaveis na Mechanica á investigação 
dos centros de gravidade e dos momentos de inércia. 

3 0 3 . Supponhamos que a equação da superfície é dada em coorde-
nadas polares, 

r = f(9, 

Se o plano projectante MAP (Fig. 53) gyra em volta de AZ, o arco de-
scripto por M, perpendicularmente áquelle plano, é o mesmo que o descripto 
por P, isto é, 

r sen ô d 

No mesmo plano projectante, o raio AM, gyrando em volta de A, de-
screve o arco rdf) perpendicular a AM. 
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Portanto os tres elementos perpendiculares em M são r sen 9d<j/, rd8, 
d r , lados do parallelipipido elementar, cujo volume é assim r8drd<Jid9 sen 9; 
e temos 

V = f f f r sdrd^d!) sen 6 = fh dty f'1 dO sen 6 f*1 r*dr; 
J t y 0 J i 0 / rO 

sendo r\ e ro os dois limites, entre os quaes está coraprehendido r, para 
cada systema de <}>, G; e Ô], 6o, ^ i , lItO* 08 Iinaites de 9 e <{/. 

Assim, para o volume da esphera, cuja equação polar é r = a, temos 

f a 1 1 / ' * 2 
J 0 r*dr=—a3, — azJQ d 9 s e n 9 = g - a 3 ; 

por conseguinte 

2 r 2 * 4 u a 3 
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I I 

I N T E G R A Ç Ã O D A S E Q U A Ç Õ E S D A P R I M E I R A O R D E M 

E N T R E D U A S V A R I A V E I S 

Separação das Yariaveis . Equações homogeneas 

3 0 8 . Urna equação differeneial Mdy + N d x = O (1) 

nem sempre resulta immediatamente d'outra primitiva /"(x, y) = 0; por 
que muitas vezes provirá de combinações da primitiva com a sua derivada, 
ou, mais geralmente, de multiplicações por factores. Pode pois a proposta 
não ser uma differeneial exacta, e comtudo ser susceptível de tornar-se 
tal por operações convenientes. 

3 0 9 . Supponhamos que a equação proposta é de primeira ordem entre 
duas variaveis x, y. 

Se as variaveis estão nella separadas, isto é, se M só contém y e N só 
contém x, o integral procurado é a somma dos integraes dos dois termos, 
os quaes se obtém pelas regras precedentes, 

/ M d y + / N d x = O . 

3FTO. O mesmo diremos de qualquer equação, na qual se possam separar 
as variaveis, multiplicando-as por factores convenientes; como nos rasos 
seguintes: 
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I . 0 Se M é funcção de x e N de y, a proposta, sendo multiplicada por 

JL to scparada, 
&1N r 

dy dx 
— H = 0 . 
N M 

P o r e x e m p l o dx ^ 1 + y4— xdy = 0 

dx dy 
dá 

e por conseguinte 
* VH- J/2 

Z(cx) = Z ( t / 4 - V71 + y2) , cx = y + V 1 - f - y 2 . 

2.° Se M e N são productos de funcções de x por funcções de y, 

M =s XY, N = X i Y i , a multiplicação por —— dá a equação separada 
XYi 

Y J XI , 

3.° Se a proposta é homogenea do gráu m, isto é, M = 2 A y ' J x h , 
N 2 B Zi 

N = 2 Bu i xk, g 4- h =» + k = m: fazendo u = zx, será — = 
* " M 2 AaS 

uma funcção Z de z; e a multiplicação pelo factor * 
M y + N x (Ma + N ) x 

transformal-a-ha na separada 
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Exemplos 

I. Seja (ax + by) dy + ( f x + gy) dx = 0. 

Dividindo por (ax + by)y + ( f x + gy) x, e pondo y = zx, vem 

(a + bz) dz dx 
v ' H = 0 , 

6z4 + (a + g) z + f x 

equação separada, que facilmente se integra 

Assim a equaçSo ydy + (« -+- 2y) dx = 0, 
i 

que se deduz da precedente pondo a = 0 , 6 = 1 , f= 1 , g = 2 , 

, zdz dx dz dz dx 
da — -7 H = 0 = t - T i H , 

(1-1-z)4 x 1 +-z (l+*)s x 
t 

cujo integral é l ( i + - * ) + - - 7 — | - i ( c x ) = 0, 
1 -+- z 

ou Ic (x -+ xz) +-- z=lc(x + y)-+- = 0. 
1 + z ' x+-y 

II. Seja aymdy+-(xm+-bym)dx = 0. 

Dividindo por ay"1+1 + (xm + bym)x, e pondo y=*xz, resulta a separada 

dx az"1 dz 
1 _ ( ) . 

x az"1+1 H- 6sm -H t 
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xdy — ydx = dx ^xi + y2. 

3 1 3 

Dividindo por xy — (y -+ ^xi + y*)x, e fazendo y = xz, resulta a separada, 

dx dz 

cujo integral é x = c (z -+- V71 + z"2), ou Xi — c (y •+• Vx14- JZi) — 0. 
Este integral, desembaraçado do radical pela transposição e elevação ao 
quadrado, dá 

X i = Zcy H- c2 . 

IV. Qual é a curva cuja área BCMP (Fig. 42) è egual ao cubo da 
ordenada, que a termina, dividido pela abscissa; e isto para cada um dos 
pontos, a partir d'uma ordenada fixa BC? 

Differenciando a equação correspondente a este enunciado 

Jydx-. 
r_ 
x 

resulta a equação homogenea 0*¾ + J/3) dx = 3xyidy, 

dx 3zdz 
que, pela regra exposta, se reduz a 

X 1 — 2 2 2 ' 

e integrada dá xl (1 — 2z 2 ) 3 = c, ou (x2 — 2y 2 ) 3 = Cxi. 

3 1 1 . Do que fica dicto resulta, que será integrável qualquer equação 
que por transformações convenientes se poder tornar homogenea. 

oo 
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Seja por exemplo a equação 

(ax -i Ly + c)dy -+- (u;x + ny -J p) dx — 0. 

Pondo ax -\ ly H c = z,mx-i ny-\p = t, 

, , mdz— adi , Iit — ndz 
que dão dy=-—-— , dx = — 

mo — n a mo — n a 

e substituindo na proposta, resulta a equação liomogenea 

(»ÍIz — »>F) dz + (bt — az) dl — 0. 

No caso de ser m b — n a = 0 não tem logar este calculo; mas, como 
na 

ciitao cm = —, a proposta loriia-se cm 

• . 

» 
bedy + bpdx -f- (ax + by) (bdy + ndx) = 0, 

na qual é fácil separar as variaveis, pondo ax -\-hy = x>, substituindo, e 
dividindo depois pelo coeííiciente de dx, o que dá 

C - H T> 
dv + dx = 0. 

bp — ac - H (n — a) v 

312. EQCAÇÃO LINEAR. Seja a equação linear, ou do primeiro gráu 
em y, 

dy -H Vydx = Qdx, 

na qual P e Q representam funcçôes de x . 
Fazendo y = zt, o que deixa ai bilraiio um dos factores z, I, podemos 

partir por isso a transformada tdz -H (dt -H P<dx)s = Qdx nas duas 

dt + Vtdx = 0, tdz = Qdx, 
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a primeira das quaes dará — It = JPdx= u, ou t= e~u, 

. -fctvT; • v . ' -s 

e depoÍ9 a outra z = /Qeudx-i- c, 

ou y = e~u(JQbudx H-c ) . 

3 1 3 . Reduz se a esta a integração de 

dy -+• Tydx = Qyn dx, 

y\—n 
fazendo = z, que a transforma em 

1 — n 

yndz H- Pydx = Qy"dx, ou dz f- (1 — n) Pzdx = Qdx. 

O integral é portanto 

1 — n /« \ —(t — n)j PJx , rr. ( 1 — n ) f P d t , . \ y =(1—n)e v ,J [JQe dx t-c). 

Exemplos 

I. Em dy - f - ydx = ax^dx, 

\ 

temos P= l, Q = ax*-, u=JPdx = x-, 

por conseguinte 

ye" = a Jx3eudx H- c = aeu {.x3 — 3a;2 H- 6a; — 6) H- c. 

II. Ero (t -f- a3) dy xy dx =^ adoo 
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temos 

T) x a f xdx r r 
P = — — — , Q = T - - J , U = - — — = = — L Y / I H - X 2 ; 

1 H- X i 1 + x 2 > 1 H- x 2 
'? B >10 ! 

logo eu = (1 H- x 2 ) 2 , y = e~u ( j Q e u d x + c) = ax -+ c y/ 1 H- x 2 . 

2 a 
III. Em dy — [ / .ydx— — Cosxdx = O 

2 g 

temos P = — [I, Q = — cos x, / P d x = — ux = M ; 

e / Q e " d x = * — J e ~ ~ v X cos x d x : 

ou, porque de ^ c o s x d x 
_ x r _ x = e ^x sen x H- jjJ e "'^sen xdx 

—U.X —u.X a I —U.X 
= e ' s e n x — jj.e • co sx — ^ J e cos xdx 

/ — u.x E — I ^ S E N X — a e i a ^ C O S X 
se tira J e ' cos x d x = 5 -, 

1 H - a " 

r 2y —(A» — 
/ Qeudx = —- (e s e n x — a e co sx ) . 

J a (1 + a 2) 1 ' 

fi» 2y 
Portanto y = Ce -J 5 - ( s e n x — u. cosx) . 

* a (1 -H ^ r ' 

(.Mec. de Poisson n.° 188) . 
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3 1 4 . EQDAÇÃO D E RICCATTI . T r a c t e r a o s f i n a l m e n t e d a e q u a ç ã o d e 

Riccatti , primeiro geometra que se occupou d 'el la: 

V.',,"-,';; | >,\ 
dy + by-dx = axm dx. 

i i'. -)í . i. ; i . r t : . h: ; rj • , r.Jl f .vdcq •>''.!» 
1." Se m = O, temos (Alg. Sap. pag. 2 2 4 ) 

d x _ dy = 1 ( dV . dxJ \ 
a — by2 2 Va 1 Va -hyVb Va — y Vb!' 

que dá 

2 K a ò (x + c) = l(yVb -+- Va) — l (y V b - V a ) , 

' ' f ' ( '>' It- (• ' ' f _í ,U ~ 
a , 2 ( « + «) , '«» H - 1 ) 

ou V = \ / ; y v b e 2 (« + e) v' a6 _ j ' 

k v- ) . "" C t j " o f" * ^ 
e, no caso de terem a e 6 signaes diííerentes, ± a e + ò, 

y = \ / ( - h y ) cot [(® + c) V + aô] . 
u ,:)rjS uo r:)ii0'i o; t;:.-;: t,h >u " ívíL i ,— — ' — = s w in l 

» t j . 

2.° Se m nSo é nullo, ponhamos y = b—1X-1 + zx~{2I 

(i vF;;iX%->)ni is SUP I«ÍÍ:Í« • i :&PFC.:•.>•; fcori JWIIBD o n í t t m i o 

teremos + — a - z " 1 + 1 ^ , 

t ransformada, que é homogenea no caso de m = — 2, e que se integra 
por separação das variaveis no caso de m = — 4. 

3 .° Nos outros casos façamos Z = I-1, xm+3 = u, 

i m + 4 a . e depois n = 6 = , a -
m + 3 ' i/i + 3 ' m -f 3 * 
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resultará a equação similhante á proposta 

dt -H b't-du = a'undu, 

que se poderá tractar como a precedente, e integrar nos casos de n =• — 2 
e H = — 4 . 

Mas se n não 6 —2 nem — 4 , poderemos ainda fazer uma transfor-
mação analoga á precedente; e se continuarmos assim suecessivumente 
pelo mesmo processo, seremos conduzidos á integração d'equaçõcs da 
mesina fórma que a proposta, tendo successivamente por expoente da 
variavel no segundo membro os números 

m -H 4 , n -H 4 „ n' -H 4 
,»< n — , n — — —- ,. . . 

m H 3 n H - 3 n' - H 3 

isto é, os números 

m + i 3m 4- 8 5 m + 12 7m + 16 _ (2k— l ) m 4 Ik 

~~ m~+3' ~ 2 m - f o ' 3m + 7 ' 4 «i + 9 ' " km + i7c -f i ' 

Quando uma d'estas fracções for nulla, ou —2 ou i, isto é, quando 
4» 

for m = — — , t designaudo qualquer numero positivo, ou zero, o 

integral se acliará facilmente. 
Setivessenios começado por fazer y = l~x, xm^=z, na proposta, 

0 mesmo calculo nos conduziria a achar que a integração é potsivel 

quando m = — 
1 2 Í + 1 

Sabe-se pois integrar a equação de liiccati nos casos em que 6 
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Da fac lor que torna integrável uma equação d i f ferene ia l 
da primeira ordem 

3 C 5. I. CONDIÇÃO DE INTEGSABILIDADE. Se o p r ime i ro m e m b r o da 

equação M J y - H N J x = O, ( I ) , 

é uma differeneial exacta Ju = Mdy -H N J x , 

serão PtI e N os coefíicientes diííerenoiaes parciaes — e ; econseguin-
tf 

d-u J*M J M J N 
temente a relação — — — = - — — , será - — = — — (2) . 

drdy dydx dx dy 

du 
Á primeira condição - ^ - = M satisfaz-se pondo u = / * [ M d y ] + X, isto 

é, integrando na supposição de x constante e ajuntando uma funcção de x; 

, du / T d M , 1 dX , du 
e desta, que dá — = / j —— dy | -f , resulta, por ser —— = N em 

dx J I- dx J dx dx 

virtude d a segunda condição, X = ^ d x Í N — ) + C -

Portanto a = J [Mdy] + J d x { $ — f + c, 

o u U =J [Mdy] - H J d x ( N <* [ / M d y l 1 

dx 1 
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Este calculo será possivel, e obter-se-ha assim o integral procurado, 

quando a expressão N — J J — dy \ que entra debaixo do integral em 
dx 

X, for uma funcção de x sómeute, isto é, quando for nulla a sua derivada 
em ordem a y, 

dN _ dM _ Q 

dy dx 
£' ; OKÍ I Í .WI o i i o m i i q O O8 .Mimimi.. :•:usi . 1 . 3 S 2 

Logo: a equação Mdv-H-Ndx será differencial exacla quando se ve-
rificar a condição (2); e só então o será. 

Se tivessemos começado por integrar Ndx em ordem a x, chegaríamos 
do mesmo modo ás expressões 

,Xijil -J- yi 1)1,1 sãs»}) ' cfasxa I s n t n v '],:, u, 

u= f [Nd*] +f dy (M - f [ ~ dxj) + c, 

Preferir-se-ha, dos dois processos, o que mais facilitar o calculo. 

Exemplos ; x ob oi'i>\>!i! 

MB - . . Ziv r Mfc WFC • . 

I. Em a [xdx + y'hl) + y d x - * d y + Zbfdy 

.i -j- : - r - ! \ — Z xi> \ Á ,oCjibno') obnuaoi? oí> abuj i i? 

temos M = °y + 3 by\ 

. : < < ' • VV> —- 1 — Zj *fc \ + FuV1K1 : = '(Jar1JhoiI 
ax y N = -I ã~~ ãt 

+ í /2 x + y 

e a condição (2) verifica-se. 
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Estas expressões dão 

logo (form. (2') u = a V + y2 + are ^tg = — ^ + by9 + c. 

2/ 

No caso de serem nullos a e b, este integral reduz-se ao conhecido 

í ydx — xdy ( x \ Jbr/=arcItS=V)+c-
II . Do mesmo modo se achará 

[dx(x+ V Xi + y*) + ydy / " T T - S x 
/ —i = 1. c (x + v & + y )• 

J ( a + v W y 1 ) V ^ + y 2 

3 I O . I I . REDCCÇÃO Á CONDIÇXO D E INTEGRABILIDADE. N o c a s o d e 

não satisfazer a proposta á condição de integrabilidade, vejamos se é pos-
sível, multiplicando-a por uma funcção conveniente de x e y, reduzil-a a 
satisfazer a essa condição. 

A equação Mdy -+• N d x = O 

deve coincidir com a que resulta de eliminar uma constante c entre a pri-
mitiva e a sua differeneial immediata. 

Supponbamos que a primitiva, resolvida em ordem a c, toma a fórma 

C = f («, y), 

Da differeneial immediata d'esta, 

d<p = Pdy + Qdx==O 
PP 
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do ., Q 
t ira-se — = dy -4- — dx = 0, 

a qual, por não entrar nella a constante c, deve ser idêntica com 

• . J N ^ d9 íslo e, deve ser dij -+- — dx = -~, 
M P 

P 
ou duf = — (Mdy + N d x ) : 

.¾¾¾ -f I V -t Xj <.\> . 
e porque o primeiro membro é uma differeneial exacta, também o segundo 
o deve ser. L o g o : 

Se a proposta de primeira ordem Mdy -f- Ndx = O tem uma primitiva, 

sempre ha um factor, = = z, proprio para tornar integrável a 

funcção differeneial i (Mdy -J- Ndx). 
Para obter este factor, a condição de integrabilidade de Mzdy •+ Nzdx , 

d (Mz) d (Nz) 
que é 

dx dy ' 

J t ( d M dN \ dz „ dz 
dá = O'®' 

a qual deve determinar z. 

3 1 3 . Esta equação ás differenciaes parciaes poucas vezes pode servir 
para isso, por causa da difficuldade dos cálculos; mas deduzem-se d'ella 
algumas propriedades notáveis. 
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1.° Se o integral u de z (Mdy -b Ndx) fosse conhecido, facilmente se 

acharia o factor z, porque seriam — = Mz, — = Nz , 
dy dx 

e portanto 

du du 
dy dx 

i r = ~ N " 

2.® Multiplicando a equação idêntica du = z (Mdy + Ndx) por qual-
quer funcção <p?i de u, vem 

<pudu = z ç u (Mdy - f - Ndx) . 

E como o primeiro membro 6 uma differeneial exacta, também o deve 
ser o segundo: por conseguinte ha uma infinidade de factores z<pw proprios 
para tornar integrável a equação proposta, e o conhecimento de um d'elies z 
basta para achar os outros. 

3.° Se z é funcção sómente d'uma das variaveis, x ou y, serô fácil de-
terminal-o. 

Com effeito, se z 6 funcção unicamente de x, a equação (3) reduz-se a 

dz _ dx / dN dM \ 

T - I T \~dy dx ) ^ 

e z obter-se-ha integrando esta equação (4), cujo segundo membro deve, 
segundo a hypothese, ser uma funcção de x. 

Similhantemente dará z a integração de 

d z ^ d y / d M _ d N \ 

z N ^dx dy J ^1' 

quando o segundo membro, e por conseguinte z, for uma funcção de y. 
Cumpre observar que em (4) e (5) a parte comprehendida entre paren-

thesis se torna nulla, como deve ser, quando Mdy + Ndx é diíTerencial 
exacta. 
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4.0 Se M é funcção de x e N de y, a expressão a = r e d u z (3) a 

uma identidade; e se M e N são produclos XY e X j Y i de funcções de x 

por funcções de y, a expressão z = —~ lambem reduz (3) a uma iden-
X Y j 

t idade: o que concorda com o que se disse no n.° 3 1 0 . 
5." Seja F (x, y,.. .) uma funcção homogenea, do gráu m, de muitas 

variaveis. Se multiplicarmos estas variaveis por 1 + h, isto é, se mudarmos 
x, y,. .. em x-\-hx, y-\-hy,. . . , a funcção F tornar-se-ha em 

F ' = ( t + A ) » F = ( l + mh + m — h 2 + •.. • F , 

e também em 

F ' = F + hx,y+ hy,...) 

^ d F l d ¥ u d 2 F d«F d 2 F 

~ dx dy 2dã£ ^ + 2 d ? * V + dxdy hh* ' 

d'onde resulta, pela comparação das duas expressões de F ' , 

T, d F d F , d 2 F 0 d 2 F „ a d 2 F 
m F = d X * + T y y : m { r n - Í ) l = = ^ X + d f - y + * dxdy Xy' 

que é o theorema das funcções homogéneas. 
Posto isto, quando forem M, N, funcções homogenea» do gráu p, veja-

mos se ha um factor homogeneo z do gráu n, que torne differencial exacta 
o primeiro membro de (1). 

Porque Nz é uma funcção homogenea do gráu p + n, será ( I . " eq. (a)) 

d (Nz) d (Nz) 

. , , . . . . . . . , d(Mz) d(Nz) , 
a qual, em virtude da condição de integrabilidade, —= • ^ - , de 
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Mzdy H- Nzdx, se toma em 

n dx dx dx 

d[z(My+fix)] 
ou ( p + n H - 1) N s = f 

HX 

E como a esta equação satisfaz a hypothese z = ——^"j^T' ou 

z (My + Nx) = I, reduzindo-a a 0 = 0, por ser então zero o gráu « + p + i 
de z (My + Nx) , fica assim satisfeita por aquella hypothese a condição de 
integrabilidade. 

»i i r 

Exemplos 

I. Seja dx + (adx H- Ibydy) \J 1 H- x2 = 0. 

A condição (2) de integrabilidade não tem logar, por isso que é 

dN dM 2 bxy 

(hJ d x V 1 + x 2 

mas, como o quociente d'esta quantidade dividida por M = 2by \ 1 + x2 

— x 
é uma funcção a de x, segue-se que a equação se tornará integra-

1 "f" X" 

vel por meio d 'um factor funcção de x, e que este, em virtude da equação 
(4 ) , a qual dá 

í* nrn (Y) \ / 
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é z = •••. Introduzindo pois o factor z, a proposta torna-se em 

V l + * 8 

dx 
+ adx + Zbydy = 0, 

V l + « ' 

í uS / 

que dá ax + Ic (x + v 1 + x 4 ) + by* = 0 . 

II. Na equação dy -j- Vydx = Qdx, 

d o n.° 3 1 2 , são M = I l N = P y - Q , 

dN dM n 
e por isso - = P. 

dy dx 

p 
Como — 6 uma funcção de x, a equação (4) dá 

dz S Pdx 
— = Pdx, Iz=JVdx, z = e =e«; 
z 

e pela introducção d e s t e factor, a proposta torna-se em 

eudy + «u (Py — Q) dx = 0, 

para cuja integração seguiremos o processo indicado no n.° 3 1 5 . Assim, 
integrando eudy em ordem a y, acha-se euy + X, cuja differeneial em 
ordem a x, comparada com eu(Vy — Q) dx, dá dX = — c"Qdx; por con-
seguinte X = — J e v Q d x , e o integral procurado é 

evy = J Qcudx + c, 
como já sabiamos. 

III. Do mesmo modo x 3 dy + (bx^y * ^ x Vi-*8 / dx = 0 


