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dé Iz == lz. Multiplicando pois a proposta pelo factor z, afim de a tornar

integravel, e integrando, acharemos zly + Vi—at=e.
IV. Para integrar ady —dx (y + V4 .:;‘- -|-—y‘} =0,

na qual os coefficientes de dy e da sio funcgdes homogeneas de @ e y, temos
1 slis .

o factor 5=-————3; o que lorna o primeiro termo em ————

Integrando este termo em ordem ay, vem I (y+ Va2 + y2); depois ajun-
ctando X a este integral, differenciando em ordem a @, e comparando com

y+vVayyt
ey a2ty

dz, acha-se

g
Sﬂ_z_—i—y +- - _ﬁ) dz
zVat4 y? V(e + %) [y + Varty?)

dX =

2_(_f+y‘+y¢w‘+-r-_yi Vgda

aVa i gt y+ Vad+yl

logo X=1lc—la%;

e o integral procurado & ey+ey ;‘-:}-? =z,
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Das equacoes da primeira ordem nas quaes as differenciaes
passam do 1.” gréu

348, Seja | F(:L', %Y. y™)=0

uma equagdo da primeira ordem do gréu m, cujo integral [(z, y, ¢)=0
se pretende conhecer.

Este integral deve ter uma constante ¢; e deve ser do griu m em ordem
a ella, para que, eliminando-a entre o mesmo integral e a sua differencial
immediata, resulte a proposta. Com efleito, para cada valor de e tirado

de f (z, y, ¢) =0 e substituido na derivada % +y'-—:—;-=-0. esta dard

um de y'; e como y' deve ter m valores, outros tantos dever ter ¢, isto
é, deverd [ (x, y, ¢)==0 ser do griu m em c.

Chamando Xy, Xg....Xpu, as m raizes da proposta resolvida em ordem
a y', demos a esta a forma

(y'_xl}(y’-xg‘). vi o[y = Xn)=0.
05 il]legraﬁ! P] =0, Pg_:"-{]’ e .Pm=0.
das m equagdes y' —X;==0,y —Xz3=0,.s..y —=Xu=0,

satisfazem a esta; e tambem lhe satisfaz o seu producto, porque, em virtude
de P'_==10, e por conseguinte da proposta, ¢

alPiPs... Py

(P Pe. Pa) =37

P, =0.

Suppondo pois 4 constante a mesma em todos os integraes particulares
Py =0,...Py=0, o producto P;.Py. . .Pn =0, que satisfaz & proposta,
e no qual & m o gréu mais elevado de ¢, serd o integral completo que se
procura,

Por exemplo gy | 2y’ =y
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cajo integral, por ser o segundo termo evidentemente a derivada de
F V4ot b
zx Vyt+atto=0.

O integral completo é pois

z—Vr+a+ez+ Vyt+at+e)=0,

ou y? = 2ex 4 ¢t

349. Quando a equaglo, for d'uma das férmas,
F(z, y) =0, F(y, y)=0:

1.° Se puder resolver-se em ordem a y', teremos immediatamente:

no primeiro coso y=fz,y= {fx&x;

e no segundo Y=y, m:J%.

2. Se for da primeira forma, e puder resvlver-se em ordem a =,
dando z = fy', teremos

y=fydz=yz— [zdy =yl — [[ydy's

e, leita a integraglio do segundo termo, eliminaremos y' entre esta equagio
e a proposla.
QQ
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Por exemplo, (1 + y*)z=1, da

1 Y dy' y
f = y Y= — = — te=—1y' e
fy 1+y" y {+y° I+y? 14y? arc(tg==y') +

e, eliminando y', vem o integral procurado

§= '6/-';——3‘ —arc (tang = \/gn) + .

3. Se for da segunda forma e puder resolver-se em ordem a y, y = v,
_ (a0 _ Iy | (fy-dy
teremos z—JT—;,—+f—-Fi—-

e a eliminaglo de y' dard o integral pedido.

320. II. Quando a proposta tiver a férma y=F(z, v,

dF dF dy
JI=-——- —_— =
G ¥ =% dy' dx

e, se soubermos integrar esta equagdo, a eliminacdo de y' entre o seu in-
tegral e a proposta dari o integral procurado.

Assim y=a%y + ¢y
dara ydz=oy'.dz + 29y .dy' + {'y'.dy/,
T Wt
s dz 4 2VW)_gy, Y0) dy =0,

o)—y ° " o) —y

de que se tractou no n.° 312,
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321. No caso de ser ¢ (y) =y, neste exemplo, isto ¢, de ser a pro-
posta y = ay' —+~¢ (y'), a equaglo differencial reduz-se a

[=+¥ )] dy'=0.

Egualando a zero cada um dos factores, teremos

y'=c, e+ {(y)=0;

1 e restard eliminar y' entre qualquer d’estas equagdes e a proposta.

A segunda ndo dard se ndo uma soluglo das chamadas singulares, de
que logo tractaremos. Mas a primeira conduzird ao integral completo;
porque a eliminagdo de ¢ entre ella e a sua primitiva, y = cx + C, satisfaz
&4 proposta, suppondo C={¢, e é por conseguinte y=—cx + {¢ este
integral.

Por exemplo ydz — zdy =a v dz® 4 dy?,

- y=yz+av1+y?
da VIR Wb Y
Vi4y?

A primeira fornece o integral geral y=cxr+a V14
A segunda dé a soluclio singular  y® + 2'=d?,

quando se tira d'ella o valor de y' para o substituir na proposta.
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Das solucdes singulares das equacdes differenciaes
da primeira ordem

322. Sejam: uma equacdo differencial proposta da primeira ordem,
e o seu integral completo, com a constante arbitraria ¢:

TN yT=0, ... (1); Fle 9. 0)=0,,.... (2).

A proposta (1) deve resultar da eliminagdo de ¢ entre a primitiva (2)

; b : d ; @F Ly
e a sua differencial immediata o= +v - L ST (3).

Se differenciassemos porém (2), fazendo tambem variar ¢, teriamos

dF
_+yf

dF dF (_di de
dx dy dc dz

y dy) " P (4);

a qual concorda com (3) nos casos de serem % e —:c— nullos, ou de
y

dF JF dF
ser —— unullo, ou de serem — e — infinitos.
de dy
No primeiro d'estes casos & c==const, como suppde (2). No segundo
g dF
a eliminago de ¢ entre = =0 e (2) dard uma equaglo ¢ (z, y)=0,

a qual serd um integral particular ou ser4 uma solugdo singular, segundo
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estiver ou ndo estiver comprehendida na primitiva (2). No terceiro a
d
eliminaclio de ¢ entre %mm ; ;5;1—_*:;1:, e (2) daré duas equagdes

que, se concordarem entre si, serfio a soluglo ¢ (z, y) = 0.

823. 1.° D'onde resultam dois processos differentes para obter a
solugdo procurada, no caso de se conhecer o integral completo: um cor-

respondent adF—O outro adF-—m ed—Fb-w' o segundo dos
espondente 5= = dy_ i g

quaes poderd ser util, quando a primitiva ndo estiver desembaragada de
radicaes,

Exemplos

I. Sejam (2 — 24%) y? — dayy' — 2 =0, y*—2ey + 2% = ¢?,

a equaglio differencial proposta e a sua primitiva,
Derivando a primitiva em ordem a ¢, e eliminando ¢ entre ella e a
derivada, ¢ + y =0, vem

2yt + 22 =0,

a qual & uma solugdo singular, por isso que satisfaz & proposta sem estar
comprehendida na primitiva geral.

II. A primitiva (2% 4 y*— ) (y2 — 2ey) + (a2 —b) 2=0

d ¥ o guuiveeaiy A ooy pebies,

e, eliminando ¢ entre estas equagdes, resulta

PRyt at—b) =0,
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a qual é um integral particular, por isso que a ella se reduz a primitiva
dada quando se toma ¢=0.

III. A primitiva e*—(z4+y+1)e+a+y=0

dF x i
da —d—‘-mic-ﬁx—*ya—l=0, c——u———:——,

que reduz a mesma primitiva, escripta sob a forma (¢—1)(e—z—y) =0,
a (x4+y—1)2=0; e esta & um integral particular, proveniente de se
fazer e==1 depois de ter dividido por ¢—1.

IV. A primitiva y=z+(c—1)}c—=z)?

da %g-=2(c-m){c—l){ﬂc—-z—ij=ﬂ.

O valor e=1 d4 o integral particular y—2; ¢== di o mesmo, :
x4

2

nlio uma solugdo singular, apesar de ser ¢ variavel; emfim =

da a solugdo singular.

) dF
V. A primitiva y + 2 =2cx dé v =2z=0,

que se pode considerar como um caso particular do integral completo,
correspondente a ¢ =00 .

VI. A derivada (22 —b) y2 —2zyy"— 2 =10

tem por integral completo 2 —2ey = b+ ¢?,
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dF : o
que dé Ec—=c+y==0, e conseguintemente, eliminando ¢, a solucdo

singular 2 4 y2 =),
O outro processo, depois de posta a primitiva debaixo da [6rma

+yi—b—y—ec=0,

g dF x 2 dF y e
i — = Ry et i,
dx Va4 y —b dy Vat+yt—b

a ambas as quaes satisfaz 24yt =),

Neste exemplo, como a primitiva estd resolvida em ordem a

e=vVat4 gt —b—y={(z y),

de dy de d}

sendo por conseguinte At 7o @=d—y'

as equacdes precedentes equivalem a gt =00 i =, que dio
quag p q m dx s o [l dy = y que com

effeito o mesmo.
324. 2.° Se nlo conhecermos a primitiva da proposta, mas soubermos

determinar o factor que torna esta integravel, esse factor servird para
obter as solugdes singulares.

Seja y+k=0
uma equagiio, e z o factor que a torna derivada exacta,
2(y+k)=¢ (z, y)=0.

Como na primitiva ¢ (, y) =¢ d'esta ndo deve ser comprehendida a
solugio singular S == 0, a expressdo y =y, tirada da mesma solugao,
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ndo deve reduzir ¢ (2, y) a uma constante, nem por conseguinte annular
a derivada ¢' (@, y).

Portanto, devendo y == {x annular y' 4~ k, mas ndo annular z (y' + &),
¢ necessario que torne s infinito.

Por onde se vé que as solugdes singulares fazem infinitos os [actores
proprios para tornar integraveis as equacdes differenciaes. Mostra-se alé
que as solugdes singulares d’uma equaclio sdo factores algebricos que por
uma transformaciio conveniente se podem pdr em evidencia, e separar
inteiramente d’ella (Cale. infinit. de Cournot n.” 478, 480). Consulte-se
no n.° 13.° do Journal de I’ Ecole Polytechnique uma memoria de Poisson,
na qual se mostra que sempre se pode desembaracar qualquer equaglo
de primeira ordem da sua soluglio singular, ou introduzir-lhe uma.

Seja por exemplo a equagdo

ou, resolvendo em ordem a y/,

(a2 —a)y +zy=a v 22+ y? —al.

|
y esta
(@ —at)y i g
equaclio satisfaz & condiglo de integrabilidade, seré y* 4-2* — % =0 uma
solugdo singular; o que logo se ver confirmado por outro processo (n.” 326
exemplo 11I).

Como, multiplicando pelo factor z=

325. Se a solugdo singular fosse dada, 2® + y* — a® =0, e quizes-
semos obter o integral geral, poderiamos, visto que z* — a® =0 satislaz
& proposta, examinar se o factor 3, que a faz integravel e se torna infinito
para asolugdo singular, tem a forma (2* — a?)—"(y* 4 2 —a?)—", sendo
m e n indeterminados. Assim, multiplicada a proposta por esta luncgio,
estabelecendo a condigdo de integrabilidade (n.® 315), achariamos que

i
aquella condiglio é satisfeita por m=1, n=zj e integrariamos a pro=

posta, depois de a multiplicar por :

T
(z! — )y + 2t — a!)_l-
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E um exemplo de taes artificios de calculo tirado da Memoria de Trem-
bley (Mem. da Academ. das Seienc. de Turin, 1790—1791).

326. Quando ndo se conhecer a primitiva da equaglo proposta, nem
o factor pelo qual seria necessario multiplical-a para a tornar differencial
immediata, poderemos deduzir da mesma proposta meios para reconhecer
as solugdes singulares d’ella.

Antes de expor este processo, procuremos a interpretagio geometrica
das solugdes singulares.

Por ser ¢ arbitraria, podemos considerar o integral geral f(z, y, ¢) =0
como equacio d'uma infinidade de curvas, que s6 differem entre si em
virtude dos differentes valores attribuidos ao parametro e.

Suppondo pois que se dao successivamente a ¢ todos os valores possivels,
separados por differengas infinitamente pequenas, as linhas correspondentes
consecutivas, que sdo integraes particulares, encontrar-se-hdo duas a duas
em uma serie de pontos, cujo systema lormard uma envolvente, tangente
a todas ellas; como se pode vér discorrendo d'um modo analogo ao do
n." 178.

Assim, para cada uma das curvas representadas pela equagio f(z, y, ¢)=0,
o paramelro ¢ 'é constante, mas, na passagem d'uma d'ellas para outra,
ou na passagem d'um poato para outro da envolvente que as toca, ¢ é
uma funcgdo variavel das coordenadas d’esse ponto.

Por onde se v& que: para cada valor de ¢, serd [(z, y, ¢)=0 um
integral particular; mas a equagio resultante da eliminagdo_de ¢ entre

[==0e %uﬂ, que & a da envolvente, serd, em geral, differente das

equagdes das envolutas, e por isso uma soluglio singular.
Ha pois, em geral, duas ou mais tangentes diversas na inlersecclio de
duas linhas que sdo integraes particulares da equagio proposta; mas, quando
essa intersecgdo € um ponto da curva de contacto, duas ao menos d'aquellas
tangentes devem conlundir-se. D'onde resulta que nos pontos pertencentes
& curva de contacto deve a proposta (1), resolvida em ordem a y/, ter
raizes eguaes; e conseguintemente deve nestes pontos verificar-se (. 73)
a equagdo
dVv
'_,=0|
dy
823, Ezemplos:

L Aequagio V=(a—2y*) y? = hayy —ad =0
RR




338 CALCULO INTEGHAL

dV

o A0 LR i
dé (dyr)_(:z ﬂy)y 2¢y_l}|

e, eliminando y' entre estas equagdes, vem a soluglo singular

z? 4 Qy! == 0.

II. A equagdo  adz 4 ydy ==dy \f"y! + a* _..—..;!1

ou o 4 2xyy + y'? (a? —a2?) = 0,
dv ,

dé Hyr=2xy+2y (0 =2t =0;

e, eliminando y', vem a4 yt=—al

. HI. A equaglo ydo — ady=—ads=a vz + dy®,

ou y —at=2ayy' +y? (a* —2?),

dVv ;
da _dy' = Ea:y e Ey (q! — :EE} == 0,

e, pela eliminagdo de y', a soluglio singular 2 4 y% — @2,

achada por outro processo no n.° 324,

IV. Para

y=ay + Yy,
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onde Yy representa uma funcglio de y’, temos

e a solugdo singular resultaré da eliminaglo de y' entre estas duas equagdes.

228. 4.° Este meihodo-suppﬁcm a equacio desembaracada de radicoes
relativamente a y'. Suppondo-a porém resolvida em ordem a y/, pode ainda
servir o que fica exposto para obter a solucdio singuler. Com effeito, se
derivarmos a equagiio (1) em ordem a y, e em ordem a &, considerando y'
como funcgdo d’estas variaveis, teremos

dv Pl dv dy's . dV S i dv  dy' e
dy - dy ‘dy ' dz @ dy " d=z 4
dv av
dy' dy © dy dx
13 i (R S ——— - DI S— s ———rr i
que dao 3 o av
dy dy'

dV
e como na curva de contacto & — =0, devem ser

d‘ '

d'f r
l:m, C-I‘—"*-zao.
dy dz

Seja ainda, por exemplo, a equagiio

y=.-zg'+a\/y'!+l,

que é a do n." 32§ e do n.® 327, ex. L
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!
Tt'rl':‘mf 8 -fr—y- =—.!—.-r._.
dy ay'
&t ——
Vyt+1

!
Depois, eliminando y' entre a proposta e ii2-=:Ia. isto €, entre as
equagdes dy

y=a'y*+n\/y'i+1, m\/y-"+ { +ay =0,

ou xy + oy =2y, 2 (y?+1)=a¥y",
acharemos 2 4 y?=al,

I

Nesta solugio singular confirma-se a interpretagio geometrica que
temos dado a taes solugdes.
Com efleito a primitiva geral da equacio proposta é

y=cz+ay e+ 1.

E como (Geom. Anal., n.° 39, 3.°) esta equacio pertence a uma recta
tangente ao circulo de raio a, cujo centro estd na origem das coordenadas,
vé-se que a solugio singular 2* 4 y* =a? & a equagdo do circulo tangente

a todas as rectas comprehendidas no integral geral y—ecz + a Veryd,
conformemente com o que tinhamos dito.

329. Os differentes processos, que ficam expostos, fundam-se em pro-
priedades pertencentes s solu¢des singulares: mas ndo examindmos ainda
se algum d’elles depende de propriedades exclusivas e caracteristicas d’estas
solucdes. E o que vamos fazer.

Supponhamos que y ==X satisfaz a uma equacdo proposta y = F(z, y),
sendo X uma funccio dada de z, sem constante arbitraria; de maneira
que tenhamos
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Procuremos conhecer s¢ y==X ¢ uma solugio singular, ou se ¢ um in-
tegral particular da proposta :

Seja y==1{ (x, a) o integral completo de y'=F (z, y), designando a a
constante arbitraria. Se y=X é um caso particular do integral y=y{ (z, a),
isto &, se ¥ (x, a) se torna em X quando se attribue a a um certo valor b,
deve ¢ (x, a) — X ser zero quando @ = b, e por conseguinte ser divisivel
por a — b.

Portanto § (@ a) —X=(a—0b)"3,

sendo m a mais alta potencia de a — b, e z uma func¢lo de z e a, que
ndo se torna nulla nem infinita quando a=="4.
Representemos (a — b)™ por ¢: o integral completo de y' = F (z, y)
serd assim
y=X +cz.
Substituindo este valor de y em y'==F (z, y), resultara a relaglio identica

X' +e¢i'=F(z, X + c3).

Ora, por uma parte, como ¢ =0 ndio torna z infinito nem nullo, o desen-
volvimento de z em ordem a ¢ tem a [6rma (n.° 60)

o g Pty kg

sendo a, 2,... expoentes crescenles e positivos, e K, A, B,, .. funcgdes
de z; o' que da

X' 4+ e'=X+Ke4+ A" ' Ml
Por outra parte o desenvolvimento de F (z, X 4 ez) deve egualmente ser
F (2, X 4 c3) =F (2, X) + Ne"z" 4 Mc™3® 4-.. .,

sendo n, m,.... expoentes crescentes e positivos, e M, N,. .. funcgoes
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de @. E ¢ facil determinar, tanto os expoenles m, n,.., d'esta serie,
como os coefficientes M, N,....

Substituindo pois estes desenvolvimentos de s e F em

X'+es'=F(z, X +¢3),

teremos, attendendo & equagdo (8),

K+ A" 4o =N A 4.00)"

+Mc (K+Ac*+.. .)m
-+ ete.

Tracta-se agora de saber se é possivel determinar os coefficientes
A, B,.... e os expoente z, B,.... de modo que tornem esta equaclo
identicaz porque, se isso ndio for possivel, y = X serd uma soluglo sin-
gular; mas se o for, teremos entdo um integral particular,

Offerecem-se tres casos:

1.° Se n > 1, ndo ha termo similhante que se possa reduzir com K'e.
Faremos pois K'==0, ou K =const.; poremos a4+ { —n, A'= NK»,
o que determinard a==n — 1 ¢ A= [NK"dz; e assim dos outros termos.
Portanto a identidade & sempre possivel neste caso, e y==X ¢ um integral
particular.

2.° Se n=1, o mesmo tem logar. Porque, pondo K'= NK, teremos
IK = [ Ndz. Serd pois facil ordenar os dois membros; e, comparando
entre si os expoentes e coefficientes respectivos dos termos da mesma
ordem, determinaremos os expoentes «, B, ... e os coefficientes K, A, B. ...

3. Em fim, se n <1, ndo haverd termo similhante que se reduza
com Ne"K*", por nio haver no primeiro membro expoente de ¢ que seja
< 1: logo, como K ndo pode ser nullo, seré impossivel satisfazer & iden-
tidade; e conseguintemente y =X sers uma solucio singular.

330. Como acabamos de ver que y==X & uma solucdo singular,
quando n < 1, segue-se que entdo, pondo X + cz em logar de y, o desen-
volvimento de F (z, y), effectuado pelo theorema de Taylor, deve ser de-
feituoso entre o 1.° e 2.° termo; portanto a derivada de F(z, y) em
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1

ordem a y deve ser infinita (n® 58, 2.°). Reciprocamente, um valor
== X, que salisfizer a y'=F (&, y) e tornar -:,—F infinito, serd uma so- |

lugho singular; porque daré ao desenvolvimento de F(z, X + ¢3) a f6rma

X'+ Ne"K».. ., n sendo < 1.
!
Logo a condigio %F--_—-m , Ou %"’;- ==, exprime o verdadeiro cara- |
¥

cter das solugdes singulares; e vé-se que, para que ella se verifique, deve
a funcgdo F, se for algebrica, conter um radical, que a hypothese y = X
fard desapparecer (n." 57, 2.%).

Poderemos pois obter as solugées singulares, sem conhecer o integral

!
completo, tirando % da equagao differencial, e egualando ao infinito,

: dy U
Seja 'ft;=-'l_‘

Faremos T=0, ou U=2¢ ; e, d'entre os factores d'estas equagdes, o8

resultados, que satislazem tambem a y' =F (z, y), serdo as solugdes sin-
gulares,

Ezemplos

L. No exemplo VI do n.° 323 &

U
yF:'?_[:yi ‘ia:'_-:;_y b)' %y'=',‘z (llt—'—_—.y—'::)i
e ey g 1D vaty yi—b
e esta ullima fracgdo torna-se infinita em virtude da solugdo singular

yi=b—az2
Il. Em y'=a(y—n)* a condigio ak(y— nfi—l==a0 exige que
seja k<1 ey=n. E como y ==n 0 satisfaz 4 proposta quando k ¢ posi-

livo, segue-se que esta ndo ¢ susceptivel de solugio singular sendio quando
k estd entre 0 e 1; sendo nesse caso Yy==n aquella solugdo,

—nji—k
O integral completo ¢ (HT:")T_ =ax + ¢,
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334. Para applicar o theorema, que fica demonstrado, nlio é ne-
cessnrm resolver a proposta em ordem a y', porque, segundo o que vimos
no n.” 328, temos

dv
dy' ety dy :
dy "3 85
dy'
dv g
e por isso, se for - =0, ou ;Y; =0, verificar-se-ha a condiglio cara-
Yy Yy

cteristica das solugdes singulares,

T

dy RIS
Mas, se forem v dy nullos on infinitos a0 mesmo tempo, procura-

remos, pelo processo ensinado no calculo differencial, o valor da [racgdo
dVv

dy ' ; el ; :
df’ : e, segundo sahir este valor infinito ou finito, assim haverd ou
dy'

nilo baverd solugdes singulares.
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Constantes arbitrarias; e inlegracio das equacdes dillerenciaes
de qualquer ordem pelas series

232. Sejn F@ o ¥se e Y™ =00seoivvenessends(l)

a equaclo differencial proposta da ordem n.

Se de F = 0 e das suas differenciaes successivas tirarmos as expressﬁes
de yi®), yH1, ., ., e fizermos nellas z =0, teremos y,, y,*1l,. ., .,
expressas em yg, ¥, + » .yﬂfﬂ—il ; e, substituindo-as na formula de Maclaurin

T M—i

am
iy i, i R | VR
y=Yotayot . T Pt @

serd este o integral da proposta, o qual conterd as n constantes arbitrarias
Yor Yoo+ Yo"V X
833. Este modo de integragiio nlio se pode empregar quando a hy-
these 2 =0 torna infinitas algumas das funcdes y,, ¥y« .y,*1; por=
que é entdo insufficiente a formula de Maclaurin.
Nesse caso tomemos por a na serie de Taylor,

,("[»:1+h)~=,(‘c|+l‘|,""-:l-[--%-h'z Pa ooy

uma quantidade tal que a hypothese @ ==0 nlo torne infinita nenhuma
das expressdes fa, f'a,.... Depois, pondo h=2 — a, teremos

1 (@—a)*1 @—1) (22— a)" .n,

y=y,,+(-f--—ﬂ;y ‘i‘---lgﬁyu mu

53

+ oo (3
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O mesmo processo acima empregado darh yi’}. yi”‘f'”,. ++ eXpressos
em ya.y'a.. ..yr_‘”; e (3) serd o integral da proposta (1), com as n

(n—1)

constantes arbitrarias y , Y oeey,

D’onde podemos concluir que:

1.* Sempre ha uma serie que ¢ integral de qualquer equagdo diffe-
rencial proposta entre duas variaveis; e sabemos o modo de achar esta
serie, ndo tendo que vencer sendo as difficuldades que o calculo apresentar.

2.° O integral contém sempre wm numero de constantes arbitrarias

egual d ordem da derivada.
Esta consequengja, posto que fundada na theoria das series, tem no

entretanto todo o rigor que se pode desejor; por quanto, se uma serie &
o desenvolvimento d'uma expressio finita y= fz, deve essa expresslio
conter tantas constantes arbitrarias quantas conlém a serie.

3.° De qualquer modo que se houver chegado a uma equagdo integral,
que tenha o numero de constantes arbitrarias exigido pela ordem da dif-
ferencial, esta equagio integral serd a primitiva da proposta, e nella se
conterd oulro qualquer integral, que tambem lhe satisfizer e tiver o mesmo
numero de constantes arbitrarias.

334. Fazendo h = — & nas equagdes

1
[@+h)=y+hy'+ 58y +. ..

AR LR RN R R R R NN

folo b=yt 4 by Ry 4
teremos:

e i
fO)=y—ay+gay'—....

LA R R R N N NN ]

. : 1
f“""tDJ — y::n-—i, _a.y.‘n; + i g‘zy,'n—l—'lj - e
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E, substituindo nestas n equagdes as expressdes de y®, y*+1, . . tiradas
de (1) e de suas derivadas, a eliminagdo de y', y",...y"=" entre ellas
dard uma resultante em x e y, com as m constantes arbitrarias f(0),
f'(0),....fr—1(0).

Logo: uma equagio differencial da erdem n tem n integraes da ordem
n—1.

Se estes n integraes forem conhecidos, a eliminaglio das n—1 pri-
meiras derivatlas entre elles dard o integral finito.

Se forem conhecidos s6 n —i integraes da ordem n— 1, a eliminagio
das n —i — 1 derivadas y/*—1), y=—2,. ., yli+1) entre elles reduziré a
resolugiio do problema a integrar a resultante da ordem (7).

Exemplos

I. Da equagdo yY4+y+az2=0
tiram-se

y=—y—2 y'=—y' —3at, y =—y" — bz,
Y= —y" —6,.. .yl = (—1)iyll};
e por conseguinte

Yo' =—Yp V" =Yp N =Yg+ Yt = (— 1)} (yy—6);

o que substituindo na formula (2) da

i+

| 1 a0 i
f— o — o (RN i i, OO —_— — —_————
Yy yﬂ'( z+ B T T )+(y0 B.}ED( 1] 2*3'"(*4_‘—:]

2.3

Il A equagdo ay +y+at=0,
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da qual se tiram

ndo se pode applicar a serie (2), porque z= 0 torna y' infinita.
Mas, para z =a, tiram-se d’estas expressdes

;__}_’_'___ 7 Ya 1 __9!‘;'_3
yﬂ a!. yﬂ Thw 0! ¥ TE a3 preey
que substituidas em (3) dardo o integral pedido.
III. Seja a equacdo oy + y=0.
Como.d’ella se tiram
. S ¥ ¥ y' 2y 2
N Y= e e I Ve o —_—— ..,
y PR x i 2t Y x 5 a ¥

que # = 0 torna, em geral, infinitas, poremos nestas = a, e substitui-
remos em (3) para obter o integral.

Mas, no caso particular de ser y, = 0, as derivadas da proposta, nio
resolvida, ay"'+y"4y'= 0, ay¥ + 2y 4y =0, xy 43y + y'' = 0,...

1
dariam Y'=—y, y'=—y, y'=—
0 0 2% o

' (]
. 3 yﬂ, sy
de cuja substitui¢lio em (2) resultaria o integral

ﬂ:’ xﬂ ml )
y=w(e— G+ima—rmeat)=Gh

Este integral é um integral particular, por niio conter duas constantes;
mas pode completar-se do modo seguinte,
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E claro que podemos em y := C;¥y considerar Cy como variavel, com-
tanto que a substituicio na equagio differencinl dé o mesmo que se Cy
fosse constante.

Applicando isto 4 equaglio proposta, que ¢ linear da segunda ordem,

teremos :i:C,Y;' + C1Y 4o (QC’IY’I + C;'Yﬂ =0,

a qual coincidird com a relativa a Cy coustante, pondo 2C, Y|+ C{Y1=0.

1
E como, multiplicando por o P integral primeiro d’esta equaglio, ou
131
24Y; | dC'y : g __ dC
L——==, [ CIY != o ¥ f e — = —
de Y, -+ ¢ 0, & log C'1Yy log ¢4, ou Cy T P
d
serd Ci=r¢ J ,:—, —+ea;
. dx

por conscguinte y=Y (c,J Vi + ¢ \,

com as duas constantes ¢q, ca.

0 methodo de que acabamos de servir-nos, e que se chama methodo da
variagio das constantes arbitrarias, ou da variagic dos parametros, é
muitas vezes empregado na integragdo das equacdes differenciaes.

335. A theoria que acabamos de expor, ainda que demonstrada com-
pletamente, nem sempre ¢ propria para fazer conhecer o integral appro-
ximado, a nlio se recorrer a transformacdes que reduzam a funcgio ao
estado necessario para se lhe poderem applicar os principios precedentes.

O methodo dos coefficientes indeterminados é ordinariamente mais util,
principalmente se o integral deve proceder segundo as potencias fraccio-
narias ou negativas de .

Facamos y=—A2°4 Bed 4 Cxf 4. cnnenscnnnne (4),

sendo a, b, ¢, expoentes, que tractaremos de determinar, assim como os
coeflicientes A, B, C,...




350 CALCULO INTEGRAL

Para isso tiraremos de (§) as expressdes de v y"s. . . e substituil-as-
hemos na derivada proposta, que por esta substituicio se devers tornar
identica; depois, ordenando relativamente a z, e comparando termo a
termo as potencias da mesma ordem, e seus coefficientes, do mesmo modo
que na pag. 280 da Alg. Sup., determinaremos A, a, B, b,. ..

Exemplos

I. Para (14 y)y=1,
teremos
(1+Aax™1 +Bbat—! .. ) (A2 4 Bab4...)=1;

o que dé
Alqx?—1 + ABazstd—1 4 ACazote—1 +...
+ ABbzet—1 1 B2 2i—1 " P
: + ACztte—1 + i
: —1 4 Ax® + Bx? +..

por conseguinte

20— 1=0,a4b—1=a, at+ec—1=b0=20—1,..:

ou ﬂml. b=1, c=§-. i
] 2
e depois A'a—=—1, AB (a4 b))+ A=0,
2 i
=2 B=——, C=— s
ou A=| 3 C 18l/ﬂ

Finalmente, substituindo na serie, teremos o integral

1 ;| 3
14, iul P
y:xgl’ﬂ—g x? +i§xﬁl"2,..
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ol o

is E! E'l s )

poderiamos logo empregal-a na serie (%), o que simplificaria os calculos;

e tambem poderiamos applicar a serie de Maclaurin, fazendo &= 22,
Pelo mesmo processo se pode ver que a equaglo

Se tivessemos presumido que a lei dos expoentes fosse

dy 4+ ydzr = az™ dx
da

Yy mlﬂ+1 _-_-_m--H xm—!—a

—— 1 S
e

a-mtl (mrn) @+ | m0)...(m+3)

336. O integral assim obtido ndo é geral, porque lhe falta a constante
arbitraria; mas, se na equaglo differencial proposta mudarmos z em
z+aeyemt+b, e desenvolvermos t em z, de modo que a =0 cor-
responda =0, acharemos o integral pedido substituindo neste desen-
volvimento 2 —a em logar de z e y — b em logar de t. Das constantes
a, b, s6 uma seré arbitraria, porque a condigdo de ser t =0 quando &
2=0, em t=F (a, b, z), dd uma relagdo entre a e b.

Nas ordens superiores completam-se tambem os integraes particulares
do modo que adiante exporemos.

IL. Seja a equagio y'=kay.
A substituiglio de y=A;z™ + Agz™ +  ..=3A; 2"
da i (i — 1) Aia = 3kA 25 T,
& qual se satisfaz, pondo
ay (g —1)=0, ay=oi _1 +n+ 2, i (i — 1) A;=kA; _1;}

ou, por formarem assim ay, as,....2; uma progressdio arithmetica cuja
razio é n- 2,

ay(og — 1) =0, ri=ay +i(n +2), a; (& — 1)A;=kA; - 1...(a).

F
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As duas primeiras condi¢des (a) darlio «;; a terceira fard depender A; de
Ay, queficard sendo a constante arbitraria.
Aos valores @y ==0, «y =1, corresponderiio as duas series

y=CiXy, y = CgXa.

Ora & evidente que, se as substiluigdes de y = C;X;, y = C3Xs,... em
uma equaglio linear relativamente a y e suas derivadas, a reduzem a uma
identidade, o mesmo deve acontecer & substitui¢do de y=CyX;+ CgXg+-...;
por isso que, sendo My, Ms,... os resultados d’aquellas substitui¢des, o
d'esta € My + Mg 4. ... O integral completo serd pois

a

y=0C1X; + CaXa.

{IL. As equacdes v' 4 ay=0, y' + _;'!;_.: 0,

sfio casos particulares da precedente; para o primeiro dos quaes é k= — 1
en=1;eparaosegundoé k=—1en=—1.

Mas os integraes particulares da segunda correspondentes a 2y =0 tor-
nam-se infinitos em virtude de n==—1; subsistindo por isso s6 os in-
tegraes particulares correspondentes a a; =1, .

339. Tambem se podem achar os integraes approximados por meio
das [racgdes conlinuas,

Supponhamos y=Az4, Bz}, Cs,.. .,

Azx® Bx? Ca*

isto &, y=1+«z'z=l+u'"=i+l"

Como A, a, B, b,. .. devem ficar 0s mesmos quando z se supplem infi-

nitesimo, substituiremos Az® em logar de y, e a comparacio daré A e a;
Azxa

depois faremos y - f—_" substituinde Bz® em logar de z, e a comparagiio

: Bzt
daré B, b; depois na equaglo em 3z faremos s= :: , e em logar de u
u
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substituiremos Cz*; e assim por diante, levando a approximaclio até onde
quizermos.

Seja por exemplo  my + (1 4 2)y' =0.

Fazendo y = Az, resultaré (m4-a) . Azt 4-a . Azt—1=;
logo a==0, e A fica indeterminado.
A
o=y & i ;
Fazendo depois y — Ty teremos m(l+z)=(1+42)7,
que, pondo 5= Bz", se torna em m ~+ Bxb(m — b) = bBs'—1;
logo b=1, B=m.
Fazendo depois 5 = ﬁt e continuando successivamente do mesmo

modo, acharemos o integral em fracglio continua,

y==A, mz, —-%(m-—i)w. %(m+ 1)z, ——é—(nﬁ-—-ﬂ}m,...

Como por outra parte a integragho da proposta dé tambem
mlog (1 4+ z)4logy =log A, ou y=A (1 4 z)—n,

teremos assim o desenvolvimento d'esta funcclo em fracglio continua, que
poderemos reduzir & forma de serie. (Alg. Sup., pag. 202, nota).
Pelo mesmo processo acharemos para integral da equagiio

dz = (1 + 2% dy,

2 (272 (322 (4t
SRR 2

Para maior desenvolvimento d'esta materia pode consultar-se o tomo
2.° u.” 598 do Caleulo Integral de Lacroix.
v )
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Da construccio das equacoes differenciaes

338. Quando a equagdo differencial proposta pertence a uma curva,
pode ser conveniente construir essa curva, sem integrar a equaclio; para
© que se operard do modo seguinte:

Supponhamos primeiramente que a equagdo € da primeira ordem

F(z, y, ¢)=0;

e concebamos que a constante ¢ determinada pela condigiio de ser y==1b,
quando z == a. Tomando AB—a, BC=14 (Fig. 54), marcaremos o ponto
C sobre a curva procurada. Substituindo depois & =a, y==56 em F=0,
tiraremos d'esta equagio o valor de y', que lixard a direcgho da tangente
KC no ponto C. Tomemos sobre ella um ponto D tao visinho de C, que
sem erro consideravel se possa suppor a recta CD confundida com o arco
da curva; AF =4/, FD =¥/, serio ag coordenadas d'um segundo ponto
D da curva: e fazendo x =4/, y = VU, na equagdo, teremos o valor cor-
respondente de y', que dard a diceegdo da tangente IE, um pouco afastada
da primeira. Continuaremos a operar do mesmo modo para um terceiro
pouto, e assim por diante, de maneira que a curva ficard substituida por
um polygono CDEZ que se approximara tanto mais d'ella quanto mais
vizinhos se lomarem os pontos B, D, E,...

Tambem se poderia discorrer do modo seguinte. Tirando da equagio
F =0 ¢ sua derivada as expressdes de y' e y", e substituindo nellas a e
b em logar de z e y, acharamos a direcgdo da tangente e o raio R de
curvatura no ponto G (n.” 105 e 118). Tragando depois a tangente KC,
levantando-lhe a perpendicular CN == R, e descrevendo do pouto N como
centro, ¢ com esle raio, um pequeno arco de circulo CD, considerariamos
o poato D, cujas coordenadas a' ¢ &' differem muito pouco de a e b, como
um ponto da curva. Neste ponto lirariamos a tangente 1D, e o raio de
curvatura DO, ele. Substituiriamos assim & curva um systema de arcos de
circulo contiguos. E claro que nesta construcglio o erro seria menor do
que usando dos tangentes, de sorte que, para obter o mesmo gréu de
approximagdo ndo seria necessario tomar os pontos C, D, E,. .. tao vizi-
nhos uns dos oulros; o que toruaria as construcgdes menos Lrabalhosas.

A cada pouto arbitrano de partida (a, b) correspondera uma curva; e
por isso @ primiliva, cuja derivada deve representar todas eslas curyas,
terd uma constante arbitraria,
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339. Se a equaglo differencial proposta ¢ da segunda ordem

-

F(z, ¥, y")=0,

escolheremos um ponto arbitrario C para um dos da curva, e tambem uma
recta arbitraria KC para tangente; condigdes estas, que determinarlo as
duas constantes. Depois tiraremos da equacdio o valor de y"; com y' e y"
acharemos o raio de curvatura, e descreveremos o pequeno arco CD, do
mesmo modo que precedentemente: e suppondo entdo que o ponto D d'este
arco pertence & curva, tiraremos n'elle a normal conduzindo a recta DN
do primeiro centro N para D. Teremos assim no segundo ponto as duas
coordenadas a’, b/, e o valor de y/, dado pela direccio da tangente ID:
com estes dados calcularemos y e o raio R'; e tomando OD =R/, de-
screveremos o arco DE : o que determinaré um terceiro ponto E, no qual
se conhecerd a direc¢io da normal, e as coordenadas. E assim por diante.

Por meio d'um raciocinio similhante poderiamos substiluir & curva uma
serie de parabolas osculatrizes,

y—b=A (x—a) + B(z—a)?,

pondo em logar de A o valor de y' que se tomou arbitrariamente, e
1 5 ;
em logar de B o valor de Ey” tirado da equagdio da curva.

A cada ponto arbitrario de partida (a, b) corresponderd um systema de
curvas que diffirirdo entre si em virtude dos valores arbitrarios da derivada
b'; e por isso a primitiva, cuja derivada deve representar todos estes syste-
mas de curvas, terf duas constantes arbitrarias,

Tambem se poderiam applicar estes principios &s equacdes differenciaes
da terceira ordem; mas entdo, além d’'um ponto C e da tangente KC,
tomar-se-ia lambem arbitrariemente o raio CN do circulo osculador neste
primeiro ponto, o que determinaria as tres constantes arbitrarias. Depois
ndio se poderia substitair & curva sendio uma serie de parabolas, cujo con-
tacto fosse da terceira ordem. O mesmo se dird das ordens superiores.

Do que fica dicto podemos concluir que: uma equagdo differencial
entre duas variaveis se pode construir por meio d’uma curva, que tem
tantos parameltros variaveis, quantas sio as unidades da ordem da equa-
gdo. O que concorda com o n.* 333, vnde se provou que esta equagio
tem sempre um integral,
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Das equacées das ordens superiores; e especialmente
da segunda ordem

340. Comecemos pelas qum;ﬁes da segunda ordem
F(y", ¥ y» 2)=0;
e enlre ellas pelos casos particulares:
Fy’', )=0, F(y', y)=0, F(y", y) =0,
Fy', ¥, 2)=0, F(y/, y, y)=0,

nos quaes entram s6 uma ou duas das quantidades y', y, 2.

3414, 1. Seja F(y', )=0.
!
Resolvendo em ordem a y”, ¢ attendendo a que sdo y' = %. y'= g%-
acham-se

y'=[2, y = [fxdz + ¢\, y=[dz ffadz + 1z + ¢,
sendo ¢y e ¢ duas constantes arbitrarias.

E, em geral, F (y, x)




r—_—'_"—'___'_—l

CALCULO INTEGRAL 357

resolvida em ordem a y!, dard

ytn] =, y{n-1]=j*fxdm+ Cfs- s .y:fﬁnjfxdx -+ S‘n ¢ T

=1 a—ifl

indicando J'(®) que devem fazer-se n integragdes successivas. : :

Ezemplo
y' = azx*
m ahe clz":[‘_' SoR iR ax"t1 RS
V= I T G ey AR

E nos casos particulares de n =—1, n=—2:
n=—I{, y =alz+ C, y=na(zle — z)4 Czx +¢3 = azlztciz+cq;

a
n=—2, y’=—; + ¢y y=—dalz 4 ;& + 3.

Il Seja F(y'y y)=0.

dy

Substituind
ubstituindo e

em logar de y", e resolvendo em ordem a dx, leremos

dz = fydy', dy=y'dz=y'fy'dy’,
entre cujos integracs

z = [fy'dy + ¢, y=/Y[y'dy' + cs,
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eliminando y/, vira a primitiva, com as constantes ¢; e ¢s.

Em geral F (y, yn=1)=0

gt :
substituindo T o logar de y™, dar

dx = fy.’l“*fldy[ﬂ*':'. T =ffyf“—1}dy=:"—ﬂ =03
depois successivamente desde n—2 até 0, isto ¢, desde y/*—2) até y, teremos
yli) = [ yli-+Nda — [y 1) fyn—Ndy—1);

e finalmente, eliminando y"—1) entre as expressdes de y e x, vird a pri-
mitiva com as n constantes dos integraes successivos z, y"1,., .y.

ady’ ay'dy'
dﬂl de = — —i. dy='— El
(1+y? (147
enlre cujos integraes, x=—¢;— L A1 ) Yy =0s+ Y.
VTR iag

eliminando y/, resulta a primitiva

(ef —2)* + (ca—y)2==a’.
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Como se suppoz a constante, vé-se que o circulo, e s6 elle, tem a pro-
priedade de ser constante o seu raio de curvatura.

III. Seja F(y", y)=

Resolvendo em ordem a y”, e substituindo em y'dy' =y"dy, que se
tira de dy' = y'"dz e dy = y'dx, resultam :

d
y 5'

com as constantes arbitrarias das duas integragdes.

Em geral, F (y®, y»—2) =0,

resolvendo em ordem a y, e substituindo em y/n—1dyin—1) = y!ndyr—2),
que se tira de dy' ¥ —ytdz e dy"—2 = y*—lidx, da I

y = fyn-2, yo—1) = /2 fyn-dyin-2), ou g (yi—1), yi—2) =0,

que estd no caso (11).

Tambem se pode eliminar y entre a proposta e d¥y"—2 —y/"dat,
que se tira de dy"—2 =y"—ldz e dy"—? = dyh—Nldz — ydaz?, re-
duzindo assim a proposta a

'fll—i" A
dy["«—*;

e esta da = 2

» ou o (y"2), z) =0,

que esté no case I,
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Ezemplos
b a’y'+y=0
da
v’ C‘—y’
. x z
que equivale a Y == €1 $e0 — - ¢y €08 —.
a a
9. y”l/qy—l MEa F

¥

i
‘Ly-f-q_' 5;-"‘=j Vﬂdy

|
di y'=fy=——, 2/ fydy= :
Vay Va 2 vy 4o

que, pondo 'y + ¢y =12, &

iy (2 2 14
w=¢a(ﬁ3- =3—9c15)+q=-§ vave+Vyy—2e) +e

IV. Seja F(y', ¥, o) =0.

')
Substituindo %:y_ em logar de y”, reduz-se a proposta a uma equaglo

differencial de primeira ordem em y' e , cujo integral serd o pedido.
Em geral F (y, yiv=1), z)=0,

n—1)
substituindo {ydx_ em logar de y, reduz-se a uma equagdo differencial
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de primeira ordem em y"—" e z; e, eliminando x entre o integral d’esta
e a proposta, obtem-se uma resultante ¢ (y™, y™=1)=0, que esté no

caso II.
Ezemplos
X
K 2z (1 +y?)? =a¥y"
] )
reduz-se a 2zdz= i T cujo integral é 2 4 ¢y = oy -
U+yy* b 1
- 2 d
e depois acha-se y=fy'da:=} @ +q);.
Vol — (@t ) :
TS
Assim a f6rma da linha na qual os raios de curvatura, “—_i—!f—)—. slio

2
a g ' , .
g ioversamente proporcionaes és abscissas, é a que dd uma lamina
x

elastica quando se curva.

3
)
A equaglio mais geral (l—-‘.%—}——-».—_; [z
daria, pelo mesmo processo,
‘ o
y (== s —_—'V,y=‘j——-——v‘im B
Viyt ” Vi—ve

Tal é a soluglio do problema inverso dos raios de curvatura.

2. (+y?) +ayy' =ay' V1i+y?
o
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reduz-se a dz (1 + y'?) 4 zy/dy’ = ady' NE| +-y,

que é linear e, dividindo por v+ y'?, da o integrai

ay' + ¢4
T=———;
Vi yt

! {
edepois y=[ydr=y'z— [ady'=yz *"f it

Finalmente, eliminando ' entre as expressdes de = e y, e pondo

=y a2,

L S +a
acha-se z='\/n‘+c"-w-z‘. =z—gl = S
1 y 1 cs (51 O -7)

3.° A equaglo 2(a%y? 4+ 2%y =ay/,

dy' :
substituindo -% em logar de y"”, é ama differencial homogenea, que,

dy' sds3 :
pondo & ==y's, se transforma na separada — = 2_"'__-!-*; e integrando
¥ a+s
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successivamente, vem

ly =le V242 + 3%, x=cy3 v 2a2 + 32,
2
y=/ydr= 3 ¢12z (302 + 3%) +ca.

0 systema das expressdes de z e y. ou antes a resultante da eliminagdo
de = entre ellas, seré o integral procurado,

V. Seja F(y", v, y)=0.

y'dy’
dy ;

primeira ordem entre y e y's depois substituindo y':% no integral

Substituindo y"' = a equacdo reduz-se a uma differencial da

d'esta, e integrando, obter-se-ha o integral finito:
Ou tambem, resolvendo o primeiro integral em ordem a y, differen-

ciando, e substituindo em 2 == ' EHT a climinagio de y' entre as duas
at y

expressdes de z e y darh o integral pedido.
Em geral F (y™, y—1), y=—2) =0,

y{ﬂ-—”dy"ﬂ-”
dyt—2)

de primeira ordem entre y*—1 e y"—2; e eliminando y(*=1) ou y—2)

entre o integral d’ella e a proposta, fica-se no caso 111 ou no caso L.

substituindo em logar” de y, reduz-se a uma differencial

Exemplos

B y! (yy +a) =y (L-+y?),
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! !

substituindo y"=-£&;‘i, e integrando (n.° 313, 1), d4

y=ay +c; v 1+ y*,
e depois

i 1-&: ady’
d'.l-—‘j 9’ J y' +.]

-

eydy

v u—_ua'!c*yF+cif(!f+ Vi4y%);
1 +y

restando finalmente eliminar ' entre estas expressdes,
No caso de ser ¢; =0, a eliminagio da

[ T
x=alﬁy—, ou _f,.-=i s =",
a €3
2° aby’ = v/ y* + a¥y?

reduz-se do mesmo modo a uma differencial homogenea, que a hypothese

Y = -%- transforma em
absdy — abydz = z%dy y/ 32+ gt

Depois, separando e pondo 4/ a? + 2% = 13,

dy  —budt

vem a nova transformada . .

Integrando esta, derivando a expressio de y que ella dé, e substitvindo
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d . vis
em :c=fif. teremos y e  em funcgdo dv (; e depois a eliminacio
y

de ¢ dard o integral pedido.

3.0 y"'+ Ay +B==0,
representando A e B constantes, reduz-se & differencial homogenea
y'dy' <4 Ay'dy+ Bydy =0,

na qual pondo %' == yu, e chamando a e b as raizes de u® 4 Au + B=0,

. dy dy du du
vira —_—_ e e — ———
Y yu w4 Au + (4 —a)(u—»b)

e por conseguinte

d d d d d d
Y y Y et b | R

cujos integraes sio  y (u — b) =cqe*%, y(u— a) =cqe'*;
e, eliminando u, vem
y (b —a) =cge?® — eqe2*, ou y=Cye® 4 Cgel®.

No caso de serem a e b imaginarios, da [6rma a=Fk 4 h}'— 1,
b=k —h1”—1, a subslituigdo no integral d&

y = ek# (Cy oV —1 - Cq e—hoviest)
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on, exprimindo ¢"V—1 ¢ e—hsv/~1 em [uncgdes circulares (Alg. Sup. n.°
169, eq. (L))

y==C'y e cos (hz 4 C'g).

Finalmente, no caso de serem as raizes eguaes, as equacdes

dy udu du
Selopasnliib 4 Revolqlpaadasienoy 3l o
y (u—a)* (u—a)*

a

dardio y(u-——n]:c]e'r‘:’, Z 4=

!

u—a
entre as quaes eliminando u — a, viré
y=rc (.t +i‘g) et (’+"3}=Cc"f[ﬂ‘:+cg).
342. A integraglo de '+ Py +Qy=0,

representando P e Q funcgdes de x, faz-se depender da de uma da pri-
meira ordem entre duas variaveis, pondo g;=e"m“.
Com efleito esta hypothese da y==e"""%, y/=ue/"%, y/'= /"% (u'+u?),

que transformam a proposta, dividida por e’ e o

w+ut4Pu+Q=0,

da primeira ordem em u e .
Ezxemplos

Appliquemos ao exemplo ultimo do numero precedente, isto &, suppo-
nhamos P e Q constantes,
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. . ' 3

E evidente que cada uma das raizes u =aeu==>5 dew®+ Pu+ Q=0 s
salisfaz & transformada, o que da os ivtegraes particulares da proposta 1
Judz ar-+m ar bx-+n b !

y=¢ =% 0 =cie ,Yy=¢e ==cg¢ =i !

i

; )

e a somma d'estes valores Y= ¢y €% + 3 €l?, !

por satisfazer (n.° 336, 11) & proposta, que é lincar, e conter duas constantes
arbitrarias ¢q, ca, ¢ o integral completo d’ella.
Quando a e b sio imaginarias, este integral, toma, como vimos, a f6rma

y==Cy " cos (hx + C3).
Quando slio eguaes, & necessario inlegrar a equaghio

du + (u —a)ldz =0,

i
o que da u—a:Wk,fudmﬁI(z+k)+az+D.

e por conseguinte 3:.¢=#’r ' Ce¥(z 1K)
tudo como tinhamos achado no numero precedente.
343. A integracio de y' 4+ Py +Qy=R,

representando P, Q, R, funcgdes de'z, reduz-se & do numero precedente,
pondo (como no n.* 312) y=ts; o que da

y’z L...'f+ :£l’ yﬂ' b I:.ﬂ + 2"5!+ 5‘”0
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Com effeito, substituinde estas expressdes, e attendendo a ser arbitraria
uma das variaveis z, {, podemos portir a proposta. nas duas

' 2 ; 23/ R
(1)...... 4P+ Qz=0, " (2)...... ¢’+:’(P+—;—) —

Supponhamos (1) integrada pelo numero precedente, e resolvida depois
!
em ordem a z: substituindo (' = %. ficard (2) uma differencial linear da

primeira ordem eulre (' e z, e integrar-se-ha facilmente pelo n.° 312,
mudando no integral alli achadoy em ¢, Pem P + 2—3, Qem E Tere-
mos assim od %

u=f(P+?—:-') de = dex-f—iz’——-l[z'efpdw), l’=a—-uj1%euda:;

* 'Pd
e depois §= l::=zf i l Rze d

Como os integraes, que envolve (3}, conlém duas constantes arbitrarias,
podemos suppor nullas as constantes que contém (1) e (2), ou dar-lhes os
valores que forem conveaientes para simplificar o calculo,

Exemplos
. vl ia g et
i ox Y +-:_c_ 2 a1
1 i a
temos P_?,Q=—E, Rzz‘-—l
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Assim (1) torna-se z" ¥ e 0
na- W e e — =}
ssim (1) to em T |
ud |
ou, pondo z =af z. du + (u‘ e —‘) dz =0.
z x

Pondo u = v—1, para [azer esta equaclo homogenea, e separando-a por
meio da hypothese z=wvs (n.° 310, 3.°), acharemos

T e T

dl‘l‘ "‘“l“ ll- f8+1
e I :Id's.quedhu —-\-‘ g |

sem ajuntar constante.
E repondo u—! e ux em logar de v e s, leremos

a4 1 J" e ad—1 Jude g3 —1

= —a
z(a* —1)'

"

J-‘Hzaj pd@d.‘b‘ =fudx =axr -4y}

o que substituido em (3) dé (4lg. Sup., n.* 138)

A

22 —1 [(az + ¢1) xda
frye J (@ —1)%

g T

_ B—lfe—e . @ a+ e a
— J({x-f-l}‘ .-.\:-[r-l"'-"I:zt:—1)"4-.'.@:—1l)d'n

ar 4 ¢ u{x‘—l)!(pm—l)
D T b ix+l ;

¥v
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0 i at—1 h
5o ¥ Bt I g

"(a‘!—l)z 0:

7

g

a equagdo (1) é

sendo por conseguinte nella

Panlh ot s

Poremos pois z=—e¢ 3

dv (s —a 4 1)ds

Fazendo na segunda u=—v—1, 2=vs, acharemos — — o
v f a—

§s' s—s4 .—)
\ 4

L]

ou. pondo s=y -+ 5,

do (Wb atRdy gy Y e ™
v R fa ' a NG 15}—;——2 —-&_ n|
(4y+2)[\a+y){i_ ) hg i

SESE 1 1 s

Ei("l‘az ) 3 ﬂ—;— 3ﬂ+a2‘6|

o == == PSR R N T 1l= :
ﬂ+1 xﬂ_ci

__(a41)2%4 (a—1)ey  1—a  az-!
w(zt—ey) 2w 7 z0—cy

U= ==t

-

z
1—a

SJudz=lesz * (2% — ¢y),
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1—a

e port;mlo s=cg.zT{z“ ~ ¢1).

Quando se fazem ¢; = 0, cg==1, vem o integral particular 3 =z,
de que usaremos.

Emfim I.Rze'rwxdm=fmda: =mz + Cy,

__[((mz+Cildw 1 R
W zf z+H T Va1l (Cim a a—I1 )

2484. Quando, contados z, y, dx, dy, d* por factores lineares, isto
¢, z e y por factores lineares, y' por factor da ordem 0, e y” da ordem
— 1, for homogenea a proposta F (z, y, v/, y')=0:

z
fazendo nella y=uz, y" =—,

e dividindo pela potencia mais elevada de z, poderemos reduzil-a a

S £ (uw)s o nihins <iloan oo ob k-

Com effeito, sendo @ + b —d==n a ordem de z°y®y"y"?, o gréu de =

na expressdo transformada x¢. u 2" . y". slzg—lédatb—d=n; con-
seguintemente x desapparece pela divisio por ™.

Ora temos  dy =y'dz=udz + zdu, rdy' = zdz,

d i /] dy'
das quaes se tiram —'z~=-—,r-l-‘—. —f-u—z-—yn s o s (E]
x y—u y—u z

Substituindo pois (4) na segunda (5), ficard uma equagdo da primeira

T
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ordem entre y' e u, que se integrard; depois a substituigio de i, tirado
d’este integral, na primeira (3), e a integragio dard lz— - u; e final-

i 1 i
mente a substituicho de uw ==Y nesta dars o integral da proposta, com
- .
as conslanles que provierem das duas intezracdes. Ou tambem o dard a
substituiclio de u, tirado do primeiro integral, na primeira de (6)3 a inte-

gracdo d'esta; a eliminacio de y' cutre os doiy integraes; e a substituigdo

do wa= L na resultante,
z

Exemplo
A equagho ' —y' =0 di z=y';
dy' du

e a segunda (8) é v ou y'dy' =y'du + udy,

Y  yY—u

cujo integral, y*=2y'u + ¢ reduz a primeira (8) a s -—-.d—3f, que
da x==cyy. &

Eliminando pois y' entre estes dois integraes, e substituindo -2~ em
X

logar de u, resulta emfim o integral 2 — 2oy —o,.

345. Quando a proposta for homogenea do gréu n, contando sé
U Y y" como factores, a hypothese y==e* dara

Y =ue, y'=(u?+u)e;

depois a substituicdo d’estas expressdes, e a divisdo por e™, faré desappa-
recer e* da proposta, que tomard a f6rma

[ (=, v, u")=0,

ficando assim no caso 1V du. n.® 341.
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Equacaes lineares de todas as ordens enlre duas variaveis

34@. Chamam-se equagdes lineares aquellas cujos termos sdio lineares
em ordem & variavel dependente e s suas derivadas; tendo assim a forma

K+Ay+Aw +.. Ayl =0........... (1),

onde K, A, Ay,....A, representam funcedes de 2 ou constantes.
Eram d'esta classe as equacdes de segunda ordem de que traclamos no
ultimo exemplo do n.” 317 e nos n.”* 312 e 343.

347. Quando falta o termo K, ¢ propriedade de taes equacdes que, se
a ellas satisfizerem as finitas

Y=Gp Y1=0- "awy
tambem lhes satisfard 8 sua somma 3Y;=0.

Foi esta propriedade a de que j& nos servimos no n.” 336, II.
Com effeito a somma das equagdes

AY 4+ A Y 4 AgY" 4=, .. . A, Y =0,

AY 4 AY'y + AYy" .. A Y0 =0,

LR R L R T I R I A ]

@ AXYi+Ap3Y'i+ .vvint ASY; =0,
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-

que, por serem Y, Yy,.... funcedes lineares de y, e por conseguinte

2V = (W), 2" = (3X)". ..,
se reduz a

AY; 4 A (3Y;) + ABYG)". . .. + A(2Y: )W =0,

348, 1. Supponhamos o caso mais simples de serem A, Ay, As,...A,
constantes e K nullo,
Fazendo y=ce'*, e substituindo na proposta, vem

A+Ah+ Aght ...  Ah"=0...\.......(M).

Se tomarmos pois por h as n raizes hy, hs,....h, da equagiio (M),
salisfardo respectivamente & proposta as equagoes

y: clehl'g’ y:t*ﬂhzr'_ $3 _y:cneh“#;

€ Como a somma
y=c|ﬂh13+cgﬂhzx+cﬂeﬁua L I I (N)

tambem lhe satisfaz, segundo acabamos de mostrar, e contém as n con-
stantes ¢q, €3,....cq, serd (N) o integral completo. 5

349, No caso de haver raizes imaginarias: como estas raizes hiio de
ser em numero par, e duas a duas da f6rma a == b} — 1, a somma dos
dois termos de (N), correspondentes a cada par, terd a forma

i ("—71 eflfl,f"——i + cf.l s—b:rv"-‘-l:l'
que (Alg. Sup., pag. 269, eq. (L)) se reduz a
¢"*(m cos bz + n sen bx) = Ce™ cos (b 1),

sendo C e | constantes arbilrarias.




r———ﬂ——"r

CALCULO INTEGRAL 378

350. No caso de ter a equacio (M) raizes eguaes, parece que é (N)
um integral particular, e nio o integral completo, porque os seus termos
respectivos 4s raizes eguaes se fundem em um s6, cujo coefficiente é a
somma dos coefficientes d’elles; reduzindo-se assim a n —r 4 1 o numero
das constantes arbitrarias, se for r o das raizes eguaes.

Removeu d’Alembert este inconveniente, como se segue:

Se & hy==hy: comecemos por suppor hg==hy+ «; e, depois das re~
duccdes convenientes, facamos w=0.

A somma dos termos correspondentes é assim

hax we hz i
e (c1+cae )=e (¢1+¢1+czmm+§cm‘£‘+---)1

que, pondo cgu==Cy, ¢y +ca=Cy, se reduz, para 0 =0, a e"""(ﬂi-f(:g:c]-
E portanto o integral completo tem a [6rma

Y =eh‘¢([}| + Caz) + t:;;e"’m + c;ehis + c,eh"z {

Se houver mais uma raiz egual, hy==Mhy: fazendo hg=hy + w, 0s tres
termos da ultima expressio de y serlio

bz 1 |
e (Cl+Gi=+53+C!M+-§-eau‘a:‘+—€csu3x’+...),
i
que, pondo 3 cgu® =Dy, Ca + g0 = Dy, Cy 4 e3==Dy,

se reduz, para =0, a  ¢™%(D; + Dz + Dyz¥);

tomando por isso o integral completo a f6rma

—

y === ‘hls{DI r D*x ‘l' Ds:ﬁ} + clﬂhit + e Cﬂeh nx ]
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E assim por diante, no caso de haver maior numero de raizes eguaes.
Para satisfazer 4s equagdes

ega="Cy, ¢1+cg=Cy,

de modo que Cy e Cy possam ser finitas, é necessario suppdr ¢y, s, infi-

nitas, e ¢; de signal contrario a ¢3; 0 que dard a Cg e a Cy as [6rmas inde-

terminadas oo X 0 e o0 — o0 . ;
Para satislazer a

i
3 ¢ = Dy, Ca + cg0 = (ca+¢p) o=Dy, Cy+cz=rc;+c3+ e=Dy,

de modo que Iy, Dy e Dy possam ser finitas, & necessario suppdr c3 e eg
infinitos de segunda ordem e de signaes coutrarios.
E assim por diante.

351. Como aintroducglio de infinitos e de desenvolvimentos em serie
tornam esta demonstragiio menos clara e subjeita a difficuldades, justifi-
quemos directamente as formas do iutegral a que ella conduziu.

No caso de duas raizes eguaes, substituamos y = ¢M?® (Cq + Cy2)
na proposta (1). Esta substituigio daré facilmente

dM
M7 (€ + Cem) M. +Cu"'"--ﬁ =0;

e como, por serem hy raiz de (M) e outra das raizes egual a hy, sio

(M)=0e (%):0. vé-se que a expressdo substituida satisfaz 4 pro-

posta,
Se forem tres as raizes eguaes, a substituigdo de y =e"l’(Ci +Caz+Cyz?)
em (1) dard tres grupos de termos, dos quaes serdo respectivamente fa-

=K. dM) d*(M)
ctores os primeiros membros de (M), = T
factores sdo nullos por serem hy raiz de (M) e outras duas das raizes

; e como esles
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eguaes a hy, a expressio substituida satisfaz & proposta. E assim por
diante (*).

e,

o mnnn

(#) Suppondo y=ehl" ferbtea+.... cﬂx"’"ij -—pM® P |1

teremos y"=ch"r[h,l’+ P'), y"—sh‘a:[: h*P 4 25, P' 4 2(2;” P”).
E, se for
() _ M= ifi— ’l (l a'i*l} i—ap(a) i(i— 1} (t—nj t—u.—l (a+1)
y [.Fl Pt.. o + P - ” P +..],

a derivagio d'esla dard ainda

(1) _, mef , i+t i(i—1)...(i—a41) i i—a (1)
y e‘(fh P+"'+_T§'.T)(l+?) by P +e

le + -,,,wﬂ_.‘i

trl—(a } 1), (a1
a+1) )h‘ petil...

Porlanto a lei & geral.

A bypothese (a), substituida na equagio proposta (1), dard pois

"T(P.‘.A.- P A et P At."["":)-nn("—u-'-’}

B bl‘_‘+..).
au
Jna , d(M) ple) g p®) gy
[P . “dh +...In--l. ahc +l 2.a" dhn]=0;

equagio salisfeita, porque, sendo Ay raiz da equacio (M), e sendo n o numero das

nu
raizes eguaes fy, serdo nullos (M), 4 (M) d” (M)

dh! it dh" 3
XX
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Portanto, se (M) tiver 1 raizes eguaes hy, serd o integral completo

y== Me (cr+eax+...20-1)+ c;.He""“F"I e o

Entendendo-se que, se entre as raizes, hiiy,...hy, houver alguns pares
imaginarios, por exemplo, ki, =—a+31"—1 h.,H__-x——ﬂt/—l suhsll-

tuiremos, em logar da somma dos termos respectivos, ¢; 4 ye Ritp® +ci1qe hite®,
a expressio 2e™” cos (@ + 1), sendo & e y constantes arbitrarias.

2852, II. Se K ndo for nullo, hastard fazer y=z-——lf—. para que
a transformada de (1) em z esteja no caso L. A

353, Ill. Se K é uma [uncgio K= —X de z, multipliquemos a
proposta
Ay+Ay....+ Ay =X

por um factor e—"* que torne integravel o primeiro membro; o que daré
um resultado da forma

E—}M’ [ay + aly' + T -an—l y"‘i])_—_-fe"'""IXd.‘B= P + Cu s (D)n

Para determinar os cocfficientes a, ay,. . ..ay,—y, differenciemos (0), e
comparemos com a proposta. Teremos

A=—ah, Ay=a—ath, Aa=ay—azh,....Ap=ay—1.
A formaglio d'estas equagdes mostra que sdo
A+4-Ath= —aih?, A4+ Ak —|—A1h!'—_ﬂ—-ﬂgh3, i

e finalmente A+Ah+Agh' ...+ A0 =0...........(M).
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As raizes de (M) fario conhecer os respectivos systemas de coefficientes,

A Ai—a As—ay Ap—2—0r—3 ks

G =y g = ooy D K prollp 2= —""_h_'__"i an—1

h

e estes systemas, substitvidos em (O), dardo ontros tantos integraes da
ordem n— 1 da f6rma (O), sobre qualquer dos quaes operaremos suc-
cessivamente do mesmo modo, até chegar ao integral finito.

Mas, se conhecermos as n raizes de (M), poderemos obter o integral
finito, eliminando y', y",....y("=1 entre os n integraes (0) da ordem
n—1. E, se apenas conhecermos n —i > 1 d'essas raizes, poderemos
eliminar y(+1), y42),. . .yi~—1), entre os n— i integraes (O) correspon-
dentes; e depois applicar o methodo exposto & equagdo resultante da
ordem i. (Cale. Int. de Euler, t. II, pag. 402).

254. 1V. Se sioK nullo e A, Ay,... funcgdes de z. a propriedade
referida no n.® 3%7 faz depender o integral geral dos n integraes particu-
lares; mas nem sempre se sabe achar estes.

Supponhamos que se conhecem alguns; e seja yy = [z um d’elles.

Pondo y==1y1 [zdz, substituindo na proposia, e attendendo a clla,
acha-se um resultado da férma

Bz + Bys' + ... . Bi_gzi—1=0.

Se forem conhecidos alguns dos integraes particulares d'esta, a substi-
tuigio em y == y4 [sdx dard outros tantos da proposta.

E tambem, se for conhecido outro integral da proposta, ya==fiz, e
chamarmos zy o correspondente de 3, a equacdo ya="y1 ) z51dz dara

Ys
a2
=
do
Obtido um valor z; de 3, a hypothese z === [udz reduzir similhan-

lemente a equagio em 3 a

=

Cu A= G'l"'-ii = T REE Cu—zulﬁ'_zlj =D;
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(2

b

v i . I
depois a integracdo d'esta, ou a formula o= —E;-——, abaterd a ordem

a n—3 pela hypothese u = uy ftdz. E assim por diante (Courn. Cale.
Int., n.° 462).

2855. V. Finalmente, se K, A, Ay,. ... sdo funcgdes de &, nlo lem
logar o theorema do n.° 347.

Supponhamos porém que se conhecem n integraes particulares y1, ya,...
Yn da proposta privada do termo K.

Ponhamos  y=X,y; 4 Xoys +.. Xoyn =2X;y;,

sendo Xy, Xg,...X,, funccdes indeterminadas de z.
Differenciando, vem

dy oy dy; dX;
a3 radarr o dide "
dX;
' d 2yi— =0,
que, fazendo Y
dy;
se reduz a %:Exi rdy?

| a—1
d i
considerava variavel, chegavamos a !fl - iy
da* dz*
A derivada seguinte seria
d%y £y il d%

~=3X{——+3 e Tl
da* dz* dz* s
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it
daX;
que, fazendo do mesmo modo p ijﬁ . — =0,
d*
se reduz a mg:EXi——E.
dz”* dz"
Substituindo pois na proposta esta expressio geral, excepto a da
. : an d™y; dr—1 ; dX;
ultima derivada :i;y" =2X;._:“. + };_ctz_“ﬂ_ P d&:" na qual se fard
d""yi dX; ¢
—, — =— —, leremos
dz»—1  dx A, gy

IX;(Ayi4+ Ay 4. .. Aayi ) =0;

e, como, em virtude da definicio de y;, o segundo factor de cada parte de
3 & nullo, esta equacdo fica satisfeita,

Portanto seré y=Xiy1+ Xaya+... Xnya

o integral completo, com tanto que X;, Xs,....X, se determinem pelas
n equagdes:

dX_1+ dXs & X, _,

h B o ene o Eo o serdo

dy; dXy ” dys dXg dy, dX, e
dr dz A G . A

d—yy dXy = di—Vyy dXg dn—y, dX, K
B, WETWE R e Tt T
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; dX X
Ora estas equagdes sdo lineares em ordem s derivadas ——1, ‘-fx!,...t-i -
dz dx dx

Conseguintemente a eliminagdo, e depois a integragio de

dXs g I o L2 dX,
FPstndt Sl ¥ g 4 oL W el £ 1t

dardo os valores de  X| =gz + ¢4, Xg=0s% + €3...Xy==0uZ + €53
sendo assim o integral pedido
y={(c1 +912)y1 + (ca + pax) ys +. ... (cn + PaT) Yu.

(Navier, Cale. Int., n. 4i2).
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Eliminacdo entre as equacoes differenciaes simullaneas

3586. Se for dado um numero § de equagdes differenciaes entre a
variavel prmmpul t e as i dependentes xy, xy,...x;; e se estas equncﬁes
forem: a primeira das ordens my, mg,... relativamente a xy, x3,...;
a segunda das ordens ny, ng. . . relatlivamente is mesmas variaveis; e assim
por diante: puderemos reduzir as equagdes propostas a um syslema de
oulras § entre duas variaveis, a principal e cada uma das dependentes.

Com effeito, se differenciarmos a primeira equagiio ny vezes e a segunda
mq vezes, estas duas equacdes com as suas differenciaes fardo o numero
mq + ny+ 2 de equagdes, entre as quaes eliminando x4 e 0s seus mq + ny
coefficientes differenciaes das ordens my 4 ny, my + nq — 1,...1, ficara
uma resultanle sem .

Do mesmo modo differenciando respectivamente p; vezes e my vezes a
primeira e a terceira equaglio, e eliminando 1 e os seus mq + py coeffi-
cientes differencises entre as my+p1 + 2 equagdes, obteremos outra
equagio sem z1. E tontinuando assim a combinar a primneira equagdo com
cada uma das outras, lormaremos 1 — | equagdes sem xy.

Depois, operando similhantemente sobre estas, obteremos i—2 equagdes
sem xg; @ assim por diante, até chegar a uma s6 equagiio eutre z; e f.

Pelo mesmo theor chegaremos a uma equagdo eotre &;__1 € ¢, a outra
entre z;_—3 e {, e assim por diante. E formando d’este modo o systema
de ¢ equagdes entre xy e {, entre z3 e (... entre z; e {, licaremos redu-
zidos ao problema ja tractado da integragdo de equagdes differenciaes entre
duas variaveis; devendo notar-se que estas equagdes serdo lineares, se as
propostas o forem.

857. Assim, differenciando uma vez as equagdes lineares

Mz 4+ Ny +P -d—+Q =R,

dz dy
M1$+Njy+P1‘&T+QlE[=Rl|
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obteriamos duas, tambem linearés,

dy diz d%y
gt ad o dl'-‘ﬁo’

dz
A+Bm+Cy+DEI-+E % T

dx dy d*x d?y
Ai+ Bz 4 C‘y+DtE+EIE+P}u_’+QE§_O

; , 0 dr dx i
Depois estas quatro dariam, pela eliminagdo de z, PTRT L pela elimi-

d
nagio de y, F‘T—, Ei%' as duas

d dr d*
F (a, v ?f. %)=u, f(:, z, -5, ﬁ):o.

358, No caso de serem as propostas lineares, como neste exemplo,
a eliminagdo entre ellas e a integrogio das equagdes finaes podem fazer-se
commodamente do modo que vamos expor.

Se eliminarmos dy, e dividirmos o resultado pelo coefficiente de dz, e
se fizermos o mesmo a respeito de dz e do coefficiente de dy, o systema
proposio lomara a férma mais simples

(az + by) dt +dx =Tdt

L B B YRR B B O O A ) i);
(a'z + b'y) dt + dy =Sd [

representando a, b, a', ¥/, S, T, funcgdes de ¢, ou constantes.
Multiplicando a segunda equagio (1) por uma funcgdo indeterminada k&
de ¢, e sommando com a primeira, teremos

b+ bk
a+ ak

(a + a'k) (a:+ y}dt+dx+kdy=('f‘+$k)dt.
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Pondo z + ky=u, que dd o =u—ky, de+ kdy == du — ydk,

substituindo, e egualando a zero o coefficiente de y, resultam
b4tk —(a+ ak)k]dt—dk=0........... (2)

(a4 a'k)u—T —Sk]di4du=0........... (3).

Do integral da primeira d’estas equagdes, que & da primeira ordem entre
k e t, tirar-se-ha k em funccdo de ¢; depois a substituicdo do valor de k em
(8) reduziré ‘esta equaglo a uma da primeira ordem entre u e, a qual
integrada daré u em funcgiio de ¢; e finalmente as funcedes k e u de t, substi-
tuidas na equagdo x + ky = u, reduzil-s-hio a uma finita entre @, y, L.
Tirando pois ¢ d’esta ullima equagio, substituiremos em qualquer das
propostas (1), que ficars reduzida a uma da primeira ordem entre z e y
e pela integragho dard a procurada. Ou, se a integragio de (2) der mais
d'uma solugdo para k, a substituicio de duas d'estas solugdes successiva-
mente em (3), e depois a d'essas e das correspondentes de (3) em
u ==z 4 ky, daré duas equagdes, das quaes, pela eliminagdo ¢, resultard
a procurada.

859, Sendo K, ', as raizes de  (a+ ak)k—b—Vk=0...(¥),

a equaglio (2) tomar a forma  a'(k—K)(k—K') dt 4 dk=0...(2)\

Se a, b, @', b, forem constantes, os valores constantes k', k", de k
satisfardio & equagio (2)'; mas, além d'esses, satisfario tambem os outros
que der o integral d'esta equagdo.

Em quanto & equaglio (3), o seu integral é (n.* 312)

u=c—-—j(ﬂ+ﬂ'k}d’lj-(nr +Sk)ﬂf(a+“rk)‘"dl..,.. o (5);

ficando envolvida a constante arbitraria no factor que tem de integrar-se,
YV
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2360. 1. No caso de serem as raizes constantes de (4) reaes e des-
eguaes, o integral (8) reduz-se a dois da f6rma

Rl R If (T + Sk) R i (8Y,

entre os quaes se eliminaré ¢,
IL No caso de serem as raizes de (3) imaginarias, k=g == 31" — {,
as duas equagdes (5)' serdio

rishe, “J'(cos a'Btr 1 —1send' 3

5
+ [
=
I : |
T ST+ 21— 1)1 Py (cos o’ 81 = 1°—1 sena Bf}e
ANE :
;:—;: +mxznl—1 ’
1sto é
..'T'.. o “F‘]‘[coa ¢'3t—1V —1sena 1)
'-LE La'y
(] T+ 8 (e B 1] (cosas 1 41— tsena'2 )
ANES "
“E ( m—nl —1 ‘

8—{“-}'4'!]‘{“}5 u# :’ {4 e { sen ﬂ'rB t:]

JIT4S(e—BV— 1)] e{a+a"}ldt{cusa'3l—l’——l sen a’st)
X ’

m+4nl —1

h(y—At—n)+o
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cujas somma e differenca dao

T - Sa A
cosa'B e, (( -—S,?niga’ﬁl) e{“m’}[dtwsa'ﬁt

x2 ay:e_("-}ulﬂl T+ Sz .
+ sena'} l[( + S@cota’d t)e“”" M gy sena’ Bt

+mcosa’Gt—nsena' B

(T—I—Sz g

cosa' il +S;5cota’,?al)e{“+a * dtsena’ 3t
—(ata'a)t

By=—¢e T + Sa :

—sena'ﬂ;.ﬂ\ -—SE:tga';l)s(‘““}‘d!tosarﬁl

|—ncosa' 3 t—msena'3 L.

IIL. Finalmente, no caso de serem eguaes as raizes de (4): tiraremos
do integral u==ft=2x 4+ ky os valores de ¢ e dt em funcclio de z e y e

suas differenciaes; substituiremos estes valores em uma das propostas (1),
e integral-a-hemos.

3614. Na mesma hypothese de a, o, b, b', constantes, podemos tam-
bem proceder do modo seguinte, em conformidade com o que fica preve-
nido no n.® 359.

i 2
O integral de (2)' ¢ v I A —:,7 +at4le=0,
ou C ol A— bt |
k— k'

Tomando pois por C dois valores, os correspondentes de k, substituidos
em (3), dardo dois de = + ky. entre os quaes se deve eliminar t.
I. Por exemplo C =0 ¢ C=w dordo k==k" ¢ k==K, como no

n* 369,

i
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Il. Se forem ' =a + 31 "—1, i'==a —B 1 —1, e por conseguinte
(k—K)(k—K") == (k—a)® + B2, a equaclio (2)’ ser4

a'[(k—a)!+ % dt + dk=0,
cujo integral é %arc (lang:--k—%f) +at=c,
ou k— a==3tang (¢ —a't) §:

tomando pois nesta dois valores por ¢, e procedendo como fica dito, acha-
remos a equagdio procurada,

2 i R
Por exemplo, tomando successivamente Be = x, 3¢ = — =, e substituindo

2
em (5) os valores correspondentes, k==a —* tang a’3t, k=a - B cot a'ét,
acharemos duas expressdes u', u”, de u=x + ky, por meio das quaes se
obterlio as duas

u" —

T —— t ﬂ'itz I col a’ i R e b s —
h oy =t by lgel o Py bot ity By cota’S t + tanga'i
que, attendendo a serem
Jla+a'a—a'3tga i t)dt=(a { @)t + logcosa'B1,

Ta+a'a+a'Bcotadt)dt=(a+a'a)t+logsena &,
/ g

cvincidem com as do n.* 360.
JIl. Se forem k' e k" eguaes, ou (k—K)(k—¥')=(k—k)? a
equacdo (2)' dard

com a qual, tomando dois valores de ¢, procederemos como nos outros casos.
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i
Por exemplo c=, ¢==0, dio k=K, k=F + — que se devem

substituir em u = x + ky e depois em (5).

362. Se tivermos agora tres equacdes da primeira ordem entre as
quatro variaveis 2, y, %, t, reduzil-as-hemos em primeiro logar, como no
caso precedente, & [6rma

(az + by +c¢s)dt 4 de="Tdi,
(a'z 4 by + ¢'z)dt + dy=S8dt,
(a"z + by + ¢"3) dt + dzs=RdL.

Suppondo que os coefficientes sdo [unccdes de ¢ ou constantes, e que
T, S, R, sdo funccdes de ¢, multipliquemos a segunda e a terceira por
indeterminadas k, I, em geral funcgdes de {; e sommemos. Vird

b4bk+ b1 e+ ck+ el

a+ak+ ald T a+ak+a'l z) dt + dz+ kdy + lds,

(a4 a'k+al) (a: +

= (T + Sk + RI) dt.
Fazendo nesta equagdo x4+ ky+4lz=u;

substituindo em logar de x e dx + kdy -+ ldz as suas expressdes tiradas
d’aquella hypothese,

x =u—ky— Iz, de + kdy + ldz = du — ydk — zdl;

e egualando depois a zero os coefficientes de y e z: teremos as tres trans-
formadas

[0+ bk + ¥ — (a+4-a'k + a'l) kldt—dk=0...... (7:},
e+ ck+cl—(a+ak+adl)[]dt—dl=0...... (8),
(@ + a'k + a"l) udt — (T — Sk —RI) dt + du=0..... (9).

e —
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Se os coefficientes a, a’, a", b, V/, b", ¢, ¢, ¢, forem constantes, é claro
que satisflaremos a (7) e (8) tomando por k e I numeros constantes dados
pelas equacdes

b4-bk+b'l1—k(a+ a'k+a'l)=0,
¢e+ck+c'l—1(a4ak+a"l)=0.

Como a resultante d’estas equagdes & do terceiro gréu, se chamarmos
(k1s U1)y (Kau 1g). (k3. lIg), tres systemas de valores que satisfacam a ellas,
e 0s substituirmos successivamente em (9), teremos os tres integraes

e ! It ML
B4 by + lgese (PTVRHE ‘*"U('h- Sky+Rlg) e ”'"nu"'dt}e)

: .

x_l_kw+E!==e_{a+a'h+aﬂfﬁl( f(T+5h+Bfa) 8fﬂ+ark2+a"hhdl+ﬂ \,

4

e { &
—(a+a'ky+a L) ’

x+k3y+13z=g : {T.'l's'iﬂ‘l‘ Rfs:l efﬂ ' n-k.jq—a"ji'n

dt i c”r).

entre os quaes se devem eliminar ¢ e z.

E evidente que um processo analogo se pode applicor » mais equacdes,
e que estas se integram sempre quando os coeflicientes de », y, = sio
constantes.

363. Eiemplos da integragio das equacdes simultaneas de primeira
ordem:

nydt =0, dy+ —— nzdt =10,

1. de 4 B

Comparando com as equagdes (1), temos

=t A g
a=ntb:'( B)nt ﬂi"‘:’(_‘i‘_—"n'l b’l:-‘ﬂp' =“|S—_-—ﬂ|

& " B
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e as equagdes (§) e (3) sdo  a'k?=b, a'kudt 4+ du==0.

A primeira da k== \/ -

a’

depois a segunda d4, para cada um dos valores de £k,

w=Mev@ht u'=Mevabt,

e finalmente, substituindo em z + ky = u, acha-se

b -.f b ] ']
d’onde resultam os integraes procurados

M M b M M
&= — gy a'd — Vb, \/_=_ alb _ __ gdveh
2 ¢ -+ 2 [ 2 y . 3 . 3 [

Se para dar a estas expressdes uma forma simples, puzermos

ficardo

/o
@=hsen(t1"a'b.t —{+4m), y'— !=hv’%— cos (117a'h.1 " — 14m),
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ou, flazendo

3 h\/-ﬂ—'-

o ot s (A—C}(B—E)_ b /A(A —=C) .
} ﬂﬁ.l/—l—ﬂ\f AB —l, 5 i l=h\.-" mﬂfli
z == hsen (lt-}m), y=HI cos (It + m).

1L dz - nydt = — hsen (It -+ m) dt,

dy —nedt= I cos(lt +m)dt;

designando n, h, I, m, as mesmas quantidades que no exemplo precedente.
Comparando com as equagdes (1), temos

a=0b=nad=—n, =0,
T = —hsen(lt+m), S=Hh cos (lt-{-m);
eas (4) e (3) stio  —nk=n, —nkudt - du = (T+£kS)dt.

A primeira d'estas di k===1"—1; e depois a segunda torna-se,
para os dous valores de k, respectivamente em

— nudty/—1{ + du==— hsen (lt4+m)dt+k cos (lt-+m) 1/ —1 dt =Q dt,

4+ nudt)’—1 4+ du = — hsen (le4 ) de —h' cos (lti4gm) V' —1 dt = Q'dt,
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cujos integraes (n.° 312) sio

W = "W St —1Qdt 4 ¢), u' = etV =1 [etv—1 Qdt + ¢.)

Substituindo em logar de Q e Q' as suas expressdes; transformando
sen(lt +m) e cos (It 4+~ m) em exponenciaes ; integrando, e fazendo

elittmly —— 5 g—(l+m)y/—1— g,
ficam

z Y - !

!"2!‘(2 (I —n) i 2{I~+ ﬂ))+ h'(i’- t 2 n) 2 “; "J)+“ﬂp’_|'

Rl | (2_@..1;5 * ﬂf—_ui) =F(3 (f: - “2(::,;)) +deniv—,

4

E como a equaglio u =2 + ky se torna nas duas

U=z +ylV—I, u'=z—yl'—1,

u 4w w — ' .
que dao x=—m—,y=m,
s+ 3 z—2z

attendendo a T T cos (It + m), S ™ sen (It + m),
e fazendo e==favV—1, ¢ = fe—ov—,

lh + nk’

teremos T= o0 (It + m) + f cos (nt + g),

nh b

y == ‘T_‘.__n-i sen ,.H + 'IJ‘]:] + f sen {nt + F):
iz
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nas quaes, em virtude das relacdes entre / e n, e entre b e k', do exemplo
precedente, que dio

B—C A—C CA+B—-C)
= nh/ —— f — s B e s BB . .
lh=nh n » W =nh , B—n n AR
" Hir{-m'af_ BA' m‘t+ﬂi‘m Ah
g BTGRP gl T G

364, Como applicagdo do processo indicado no n.° 356, integremos
tambem por elle as equagdes do exemplo I do numero precedente, ou,

B =
:C n=a, 2 B : n==b, as equagdes do—aydi=0, dy+bzdi==0

pondo

Differenciando, vira
d*z — adydt =0, d¥y + bdxdt —0;

depois, eliminando dy entre a segunda e a terceira, e dz entre a primeira
e a quarta, achar-se-hao

d*z + abzdi® =0, d® + abyd®=0;

e finalmente integrando (n.° 341, III), teremos

dz * de :c 3
g \/—Enﬁf;d.;= Jﬂ-ﬁjh‘ld_.a:!=\/la_b[nm(sm=r)-_m_]'

ou xnhun{l\/;—l-m). y=Nsen(t \/E-{-m"}.

Por se haverem differenciado as propostas, apparecem a mais duas
constantes, as quaes determinaremos de modo que os integraes satisfagam
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4s mesmas propostas. E teremos assim as condigdes
h \/a_bcus(t JE-}-m)-——ah'sen(t J;{;+m’)=ﬂ.
W/ ab cos (t \/a_b + m') + bhsen (t JE +m) =0,

fis quaes ovidentemente satisfazem m' =90 4m, h'=h\/ %.

Emfim, substituindo estes valores, e pondo 1=V ab, recahiremos nos
integraes achados no numero precedente.

365. Passemos 4s equagdes de segunda ordem. Se tivermos as equages
dy + (ady + bda) dt + (cy + g ) d=Tde,
&% + (a'dy + bdz)dt + ((y+g'z) d* = Sde?,
e fizermos dy — pdt, dx = qdt,

teremos, em logar das duas equacdes de segunda ordem entre x, y, t, s
quatro de primeira ordem entre z, ¥, % ps ¢» &

dp+(ap+bg+cy+ga)di=Td,
dq + (a'p + b'qg+ ¢y + g'z) dt=>5dt,

dy =pd|'., dx == qdt,

as quaes tractaremos pelo modo indicado para esta especie de equagdes.
Rellectindo peste processo, vé-se que elle & applicavel a qualquer numero
de equagdes do primeiro gréu e de qualquer ordem.

366. Algumas vezes a simples inspecgiio das equagdes mostra a férma
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dos seus integraes. Por exemplo, em logar das equacdes, importantes na
Mechanica,

& )
A'd—;=+n’d:y+E'd s —Ag—Dy—Es =0,

di? di®
d*z dy diz
] ' ] E—
D 7 + B i +F -—d"—D.m—By-—-—Fs_O.
dz d%y d%z
/ - — w— — e _
" El’+Fthi+Cfﬁ o A Ceand,

nas quaes A, A'. .. sdo coefficientes constantes, poderiam substituir-se as
seis de primeira ordem

A‘%!+D“%+E’%—Az—ﬂy—-ﬁlz=0.
H%+B’%—’+F"%-—Dm—3y-—1*':-——ﬂ.
E'%+F‘%+C’%—E¢— Fy— Cs =0,
£t B e

que se integrariam pelo methodo ex posto. Mas ¢ evidente que, reproduzin-
do-se os senos e cosenos nas suas derivadas de ordem par, as expressies

z = Hsen (mt + n), y = Hik sen (mt+n), 2= HEK sen (mt + n)

substituidas nas equagdes propostas devem ler sen (mt 4 n) por factor
commum, e reduzir-se a simples equagdes de condigiio entre as constantes.
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Com effeito a substituiclo da, fazendo m2=p,
o (Al + Dk + E'%) + A+ Dk + EK =0,
¢ (I + Bk + F'k) + D 4 Bk + FK =0,
o (B + Pk 4 CK) + E + Fle + Ck =0,

que determinardo p, k, I, de modo que as expressdes precedentes de z, y,
z, satisfacam &s propostas.

Chamando pois p1, pa, g3, 0s tres valores de p que da a equaclo final
do terceiro griu, e designando pelos mesmos indices inferiores os valores
de k e ' correspondentes, teremos os integraes completos da proposta

@ ==Hsen(t} z1 4 n) + H'sen (17 pa +n') + H"sen (1 g3 + n"), 4

y = Hky sen(th 24 4 n)+ Whasen (11 g+ n') + H'kg sen (¢1/p3 4 n"),

s==HFksen(t1"py + n)+ Hk'g sen (11753 4 n') + H'K'gsen (t1/pg 4 n”),
sendo H, H', H”, n, n' n”, as seis constantes arbitrarias,

8@7. A eliminagldo entre as equacdes lineares, cujos coeﬂicimteslsﬂo

0s mesmos em todas, offerece um theorema elegante e util.
Sejam
dizil) di—1z1)
§—— =1 ——F . .. . FAREN =0,
i dii + A4 dii—1 + + iy

di 22 di—1x®
Rractnials I g ity 7 4 o 2L
t d,['- + A-:-—I dl'_l "1' + A“a:{ ¥
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n equagdes d'estas da ordem i, ou

i dmglt) i gmgl® i geg
Eﬂﬁh d,l"‘ =01 Eﬂhm"-d_[;.‘-l_=0...'.§an“ d‘m =0.-. (ﬂ):
d'z
sendo 0 — % notagllo conforme com d™—1z = [d" z.

Se multiplicarmos n— k d'estas equacdes respectivamente por

i) W (n—k) .
a,a’...a °, esommarmos os productos, teremos evidentemente

P
a resultante
. (ydm () (g)dm 22 (n—k) d™ z'n—H) ol
Eoﬂm(ﬂp ._dIT--FaP —d—t-’-'---l-*...-l-ﬂp dm )=ﬂ..-.(b);

a qual se tornard n’aquella das equagdes (a), que & relativa & variavel
z("=¥tp), pondo

Wl B A ey (c).

Logo a equagio (c) satisfaz és propostas.

Fazendo variar o indice p desde 1 até k, teremos assim k equagdes
da férma (¢), que satisfazem 4s propostas, e contém (n — k)& arbitrarias
alt), al®,...; e ficardio para integrar n — k das equacdes (a), que deverdo
dar i (n — k) arbitrarias.

Mas, para que as k equagdes (¢) sejam integraes completos das pro-
postas (a), é necessario que, além de satisflazerem a estas equagdes, in-
volvam um numero de arbitrarias que juncto 4s i (n — k) perfaga o total
ni. Teremos pois a condigdo

(n—k) k+i(n —k) =ni,

que di as raizes k=0, e k=n—i. D'onde resulta que n —i é o
maior numero de integraes da forma (c), que satisfazem &s equagdes dil-
ferenciaes (a).
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Alguns problemas de geomelria

368. Quando na equacio d'uma curva F (z, y, ¢) =0 se attribuem
successivamente & constante ¢ todos os valores possiveis, resulta um systema
infinito de linhas. Chamam-se Trajectorias as curvas que tém a proprie-
dade de cortar estas linhas sempre debaixo do mesmo angulo, isto é, de
fazerem as suas tangentes com as d'ellas um angulo constante, para todos
0s pontos onde se encontram. A trajectoria é orthogonal quando as tan-
gentes tiradas a esta curva e & curva variavel, na sua intersecgdo, fazem
uma com a outra um angulo recto.

Procuremos a equaglio das trajectorias, f(z, y)==0; sendo conhecida
a equagdo da curva variavel, e o angulo constante das suas tangentes com
as d'aquellas.

Seja F (X, Y, ) =0

a equagdo da curva que varfa com o parametro c¢. Para um dado valor
de ¢ esta curva toma uma posigho determinada AM (Fig. 47); e chamando
Y/, y', o8 valores das derivadas das ordenadas Y, y, da curva AM e da
trajectoria na sua intersecglio M, a tangeate trigonometrica do angulo T'MT,
que fazem entre si as tangentes MT' e MT, sera

yF___Y.f
d=——
l+ yJYI

ou A4y a+ ¥V —y=0......cc...ou.(l);

onde devemos substituir z e y em logar de X e Y, por ser o ponto M com-

mum &s duas curvas, e tomar por a a constante ou funcgio dada para valor

da tangente trigonometrica do angulo das tangentes 4s duas curvas.
Raciocinando como na pag. 154 da Geom. Anal., vé-se que, se elimi«
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narmos ¢ entre F(z, y, ¢)==0 e (1), depois de nesta substituir y em
logar de Y, a resultante seré a equagio differencial da trajectoria, que
deveremos integrar.

Se a trajectoria ¢ orthogonal, ou a==w0 , a equagdo (1) reduz-se a

TR T T ).

Procuremos, por exemplo, a curva que corta rectangularmente uma
recta, que gira em torno da origem, Como a equagio da recta é Y =¢X,

teremos Y’ ==¢, o que reduz (2) a 1 +ey=0.

Eliminando pois ¢ entre esta e y = ¢z, a equagdo differencial da trajectoria
serd ' zdz + ydy =0
cuja integraclo da = AL

Por onde se vé, que neste caso a trajectoria é um circulo de raio arbi-
trario e qﬂB tem a urigem por centro,

Mas, se a trajectoria deve cortar a recta debaixo d’outro angulo dado
cuja tangente & a, o mesmo calculo, applicado & equaglo (1), da a diffe-
rencial homogenea

y +az=y' (z —ay),
cujo integral é al (C Vat 4 y?) =arc (tnng = % )

Logo a trajectoria ¢ uma spiral logarithmica (Geom. Anal., n.° 137),

como facilmente se vé transformando esta equagdo em coordenadas polares
(Geom. Anal., n.° 49).
O mesmo calculo applicado & equaglio Xmyn —p¢,

que pertence &s parabolos e hyperboles de todas as ordens, dé a equaglio
homogenea

(nz + amy) y' = anz — my.
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Se a trajectoria deve ser orthogonal, esta equaglo torna-se em myy' == nz,
cujo integral & my® — na? = A. Conseguintemente a curva serd entio uma
hyperbole do segundo gréu, ou uma ellipse, conforme for positivo ou ne-
galivo o expoente n.

A trajectoria do circulo, | que tem por equagdo y®=2cz— a?, &

(

x Eo s

Viat=Aly— E—) ; e, se deve'ser orthogonal, isto é, se a=o0, lor-
na-se em outro circulo, y* 4 2* = Ay. Construiremos este circulo tomando
para centro um ponto quilquér’do eixo dos y, e para raio a distancia
d'esse’ ponto ‘4 origem. : -

369. Quando se tracta de achar uma curva cuja subtangente, ou cuja
tangente, deve ser uma funcgdo dada ¢ de e y, é necessario integrar a

equaglio respectiva y =y ¢, ou y v 1 4 y"*=y’p. D'onde veio o nome de
methodo inverso das tangentes ao ramo de calculo que tem por objecto a
integraglio 'das ‘equacdes differenciaes de primeira ordem entre z e y.

Exemplos

270. Achar a curva, na qual, em cada wm de seus pontos, ha uma
relacio dada n = Ft entre a grandeza n da normal ¢ a da abscissa t
do pé da mesma normal.

Por serem ¢=m+yy’,n=y\f1+y".

o problema proposto reduz-se a integrar a equaglo

y V1492 =F+y).

Supponkiamos, por exemplo, que n= Ft deve ser a equaclio u* = 2pt
d’uma parabola, cujo parametro é 2p. Substituindo na equagdo precedente,

vem vi+y)=2p(+w).
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Para integrar esta equagio, resolvamol-a em ordem a yy/, e dividamos
depois tudo pelo radical; o que da

Ea ey
P. _yy +1=0.
Vt+2pz—yt

Como o primeiro termo é evidentemente a derivada do seu denomi-

nador, teremos y/ p? + 2pz — y? = a — , ou, quadrando e substituindo
¢ em logar da constante arbitraria a + p,

Y42t —2exr4 t—2pc=0.

Logo a curva procurada é um circulo, que tem o centro em qualquer
ponto do eixo dos &, e cujo raio é a meia proporcional entre 2p e a di-
stancia ¢ d’este ponto & origem: o que por outra parte & visivel.

Mas, além d’esta infinidade de circulos que satisfazem ao problema,
acha-se tambem, para uma das solugdes, a parabola. Com efleito, remon-
tando-nos aos processos dos n.” 323 e 330, acharemos a soluglio singular
y2 =2px + p?, que é a equacdo d’'uma parabola; e serd facil verificar
(como se viu no n,° 326) que esta parabola resulta da intersecglio con-
tinua de todos os circulos successivos que se comprehendem na solugho
geral.

3%4. Achar uma curva lal que as perpendiculares abaizadas de
dois ponlos fixos sobre todas as suas tangentes formem um rectangulo
constante = k.

Tomemos para eixo dos @ a linha, que passa pelos dois pontos dados;
e fixando a origem n’um d’elles, chamemos 2a a sua distancia. A equaglo
de qualquer tangente &

Y—y=y (X—r),

e as distancias dos dois pontos a esta linha sio (Geom. Anal., n.° 3%)

2y +y—yz y—yz
Vityr Vi+y?
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logo (ay' +y—y'@)(y —y'a)=k(1+y?)......... (a).
Para integrar esta equaglio, differenciemol-a primeiro, o que dé
y' (y—y'z) (20 —2) —y'2 (2ay’ +y —y'z) = hy'y'".
Como y" ¢ factor commum, teremos y” =0, e
(y—y'a) (2a—a) — (20y' +y —y'z) =2hy'....... (b).
A primeira d& y' =¢, o que muda a proposta em
(2ac +y — cz) (y—ea) =k (1 4 ¢%);

equaglio que se decompde mas de duas rectas: e com effeito é facil veri-
ficar que estas satisfazem ao problema. Demais, o numero dos systemas
de duas rectas, que se comprehendem na equaclo, é infinito,

Em quanto & equaglo (b): se d’ella tirarmos o valor de y', e o substi-
tuirmos em (a), mudando z em &+ a para transportar a origem ao meio
da recta, teremos

yi(a?+ k) + at=k(a®+K);

equaglio d'uma ellipse, cujos f6cos sdio os pontos fixos dados, e cujos semi-

eixos sdo v k+ a® e k. Esta curva é uma soluglio singular do pro-
blema, e resulta da interseccdio successiva das rectas comprehendidas no
integral completo.

Poderdio tambem servir de exercicio nesta especie de problemas as
questdes seguintes :

Achar uma curva tal que todas as perpendiculares abaixadas d'um
ponto dade sobre as suas tangentes sejam eguaes.

Achar uma curva tal que as linhas tivadas de qualquer dos seus pontos
para os dois pontos fixos sejam egualmente inclinadas sobre a tangente.
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INTEGRACAO DAS EQUACOES DIFFERENCIAES
QUE CONTEM TRES VARIAVEIS

Equacoes differenciaes tolaes

332, EQuA(dES LINEARES EM ORDEM AS DIFFERENGIAES., Como a
differencial exacta d’uma equaglo z==f(x, y) & dz = pda 4 gdy, s
funcdes p e g de & e y devem satisfazer 4 condicdo de integrabilidade
(0.0 315)

dp  dyg
d_y — a ------------------- L] l(‘)-

Quando uma d’estas equagdes satisfizer 4 condiglio (1), integrar-se-ha
a.differencial exacta pdax + gdy pelo. processo exposto. no n.° 315, e o
resultado seré a expressdo [ (z, y) de .

‘393, Se a equactio differencial proposta & implicita
Pdz + Qdy + Rdz=0,....... ... By (1),

designando P, Q, R funcgdes de a, Y %, podemos dar-lhé a férma
dz = pdx + ¢dy, pondo
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Neste caso terd ainda logar a equaglio (1) quando a proposta for inte-
gravel, ‘Como porém entdo p e ¢ ndo s6 contém os & ey explicitos, mas
tambem os implicitos em z, & necessario, para formar -0 dois membros
de- (1)} differenciar em ordem a cada variavel = ou y explicita, e em ordem
a 3 considerada como funcglio della; o que d4, em vez de (1), a seguinte

]

dp) Jorodp o 89.; ., 4
-@_}-qdzﬁdx_'_!) ds'

ou, pondo as expressdes de p e g em P, Q, R,

AR AR Qi BB ol R 104 80
Pd—y—RTy+BE;—Q-&;+QR;—PE;=0-----'-(2)*

condi¢lio necessaria para que 2 seja fancedo de duas variaveis indepeudentes,
ligada com ellas por uma s6 equagho (#).

B e P P A s

(+) Tambem se mestra do modo seguinle que a equagiio (2) ¢ necessaria para ser
(1)’ integravel:

Se (1)' é integravel, seja . o factor que torna differencial exacto o seu primeiro’
membro ; isto &, que torna wPdz+ pQdy + pRds =du. Serio:

du du

——‘:'P ..&_5_'

du
i A il

e por conseguinte (n.* 36)

Bah)_ 460 46?) 2B Ae0) 46N
dy s T dg 4, 18 _ Uy

Multiplicando estas equagies respectivamente por R, Q, P, e sommando, resulla a
equagio (2); porque a somma dos lermos mulliplicados por dy, para formar a qual
bastaria que na dos oulros se mudassem u, dP, 4Q, dR, respectivamente em d g, P,
Q, R, ¢ nulla. .

Quando pois (1)’ tem um integral u ==0, deve verificar-se a condigio (2).




506 CALCULO INTEGRAL

394. Para integrar Pdz + Qdy + Rdz==0, consideraremos primei-
ramenle uma das variaveis, por exemplo z, como constante; e integraremos
Pdz + Qdy=0: o que daré F (z, y, 5, Z) =0; representando Z uma
constante arbitraria, ou uma funcglio g (3) de z. Depois, differenciando esta
equagdo completamente, e comparando com a proposta, devers resultar
para dZ uma expressiio, que F = 0 reduziré a func¢lio unicamente de Z e
z, se a proposta é integravel; e a integraclo d’ella faré conhecer a ex-
pressdo Z, que torna F (z, y, 3, Z) o integral da mesma proposta.

Com effeito, se differenciassemos o integral M= 0 de (1)', suppondo =
constante, a integraciio de%dx+%dy=0. feita na mesma hypo-

these, reproduziria M= 0. Ora a differencial deve ser enl@o a mesma
que Pdz + Qdy = 0; portanto deve o integral M = 0 ser identico com
F (, y, 3, Z) = 0, determinando Z conyenientemente.

Seja por exemplo,

(v* +yz + 2%)da + (2® + 23 + 2%)dy + (2 + 2y + y*)ds =0,

dz s dy . (2 + ay+ y?) ds o
Btazt+® P ryr 4T (2 z3 4 3% (y 4 yz + 2 ;

Fazendo dz nullo, o integral &

zTi;fi [uc (lg=z:v,2;:‘ -+ arc (Ig=%)]=fz'

ou, por ser arc (tg =m) + arc (tg==n) =are (lg= m+:“)r

(e 4y+2)s13 { A
_ziﬁzz—:y_—zq,)=§'/3-zﬁ = arc (tg=2Z1"3),

arc (tg

(4y+32)z2 _(e+y+3)z

t fa—
e portanto L g, posmer 21_? D




CALCULO INTEGRAL 407
Differenciando em ordem a z, e egualando a0 termo em dz da proposta, vem
2 (222 + Bzyz + y¥z + 2% + 2% + 2% + y¥z) dz + DUz =0,
ou, pondo por D a sua expresslio e supprimindo o factor commum z+ y 4 z,
2(xy +yz 4 23) 2%z + (v + y + 2) 2UZ=0.

227 — 22— 2ayZ
Z+1
dividindo pelo factor commum 2Z (22 — zy), fica

Depois, substituindo zz 4 yz = » que se tira de (a), e

Z(Z—1)dz+ 2zdz=0,

3 z
T & por conseguinte Z=——,

¢
que da Fomar b

Finalmente substituindo em (z), temos o integral pedido, a que se pode
dar a férma
y+xzys=c(z+y +3).

895. Posto isto, seja p. o factor que torna integravel a somma dos
dois primeiros termos da equaglio (1)/, supposto z constante, e u o inte-
gral respectivo.

Para completar o integral da proposta, ajunctaremos uma funcglio Z = 93
de 5. E, comparando a differencial de u -~ gz com a proposta, serd

du du du
Hdm+d—ydy+-a—;dz+9"{z) ds=Ppdz+ Qpdy+ Rpds;

ou, por serem os dois primeiros termos do primeiro membro identicos
com os dois primeiros do segundo membro, g— + ¢'(s)=Ryp.

Satisfaré pois & proposta o systema das duas equagdes

U+ ¢ (3)=0, g—-i—tp’ Ry, oot (3).
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896. 1. Se, attendendo & primeira equacio (3), a segunda dé a ex-
pressio de ¢ (z) em 3, sem x nem y: substituindo esta expressdo na pri-
meira das mesmas equagdes, vird o integral

F (=, y, 5)=0,

da proposta, o qual ‘representa superficies distinctas umas das outras pelo
parametro ¢ proveniente d’aquella integrago.

333. Acontece isto, quardo a proposta (1)’ salisfaz & condicdio (2);
como vamos mostrar. )

Com efleito, se a primeira das equacdes (3) ¢ o integral de (1)/, deve a sua
differencial, na hypothese de z constante, coincidir com Ppdz + Qudy =0;

o que da entdo dy = — ia‘:a:. E para que a segunda das mesmas equagdes
dé a expressio de ¢ (z) em 3, ¢ necessario e basta que, attendendo pri-
meira, R#‘—""‘}:‘f se reduza a uma [unccdo de z, isto é, que, na mesma

hypothese de = constante, a sua differencial se anniquille; sendo assim

a(® By i g (ry —'%)

d _— '
e r + y=—=0

o

ou

isto &,

Q( ek diu)_P(RdF dR d*u)_u

Vi T T oy Ty T yds

Mas, por ser u integral de pPdz + 1 Qdy, e por conseguinte

dy du
- kb FythQ’
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d*u du dP d% duw
= _ h —y —= —_— —......-.b:
T Gl e LT ©)

e a condiglio respectiva de integrabilidade (n.* 315) da

d(Q) dP) 40

dp. dp du
S 3 By > § o6 @wrdeadm i

P'-d?_ dy

Deve pois attender-se ds equagdes (b) e (c); e, porque ellas reduzem
(a) a (2), segue-se que & (2) a condigdo necessaria e sufficiente para que
a segunda das equacdes (3) dé a expressio de ¢(z) em z, e portanto a
condigiio de integrabilidade da equago (1)'.

898. 2.° Mas, se a proposta (1)’ ndo satisfizer & condiglio de integra-
d .
bilidade, isto &, se ?Iz: — 1. R ndio for reduzivel a uma funcglio de =, to-

maremos ¢z arbitrariamente; e o systema (3) representard curvas que
satisfazem & proposta, distinctas umas das outras pela func¢io ¢z.

399. Portanto o systema de equagdes (3), que satisfaz & proposta (1),
representa linhas, que se distinguem umas das outras pela funcglo ¢ 53
mas, no caso de, em virtude da primeira, se reduzir a segunda a uma
differencial entre ¢z e z, o que tem logar quando (1)’ satisfaz & condiclo
de integrabilidade (2), as linhas estdo todas sobre uma superficie, cuja
equaglo resulta de eliminar ¢z entre a primeira das mesmas (3) e o in-
tegral da segunda.

Noutro tempo chamavam-se absurdas as equagdes que ndo satisfaziam
& condiglo (2) de integrabilidade; estabelecendo-se como principio que
taes equacdes nada significavam, e que um problema susceptivel de solugao
nunca podia conduzir a esta especie de relagdes, as quaes se suppunham
equivalentes aos imaginarios. Monge, apresentando a theoria precedente,
provou que similhante opinido ¢ falsa.

BBB
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380. Notaremos que as relagdes que ligam p e ¢ com P, Q, R,
(n.° 373),

Q
p=_'ﬁ| q‘=_il
ou RP+P=0’ Rq+0=0---.. --------- [d),

sio duas equacdes differenciaes parciaes da primeira ordem.

Assim o problema, que fica resolvido, equivale a achar uma funcglio
M= 0 tal que, tirando d’ella as expressdes de p e g, estas salisfacam a
(d), e por conseguinte (M) = 0 a dz = pda <+ qdy. (Cale. de Serret,
n.* 78%). ' -

388, Exemplos:

I. Para (y+3)de+ (2 + 2)dy + (4 y) ds =0,

que salisfaz & condiglo (2), o factor 1 ¢ W}. eé¢ R=z+y.
Temos pois u=I(y+ z)(2+32);
e as equagdes (3) slo
o(2) x4 y+ 23 dg(s) z-Fy
=], ——— = =
(y+3)(z+3)e P A e I

A segunda d’eslas reduz-se, em virtude da primeira, a

2z¢¥ ds +dg(s)=0;

e eliminando ¢ (z) enlre o seu integral, 2 ) pe=0ea pri-
meira, vem o integral procurado

Ty + x4 ys=¢c.
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1I. Para sdr + xdy + ydz =0,
que ndo satisfaz & condigho (2), o
pe=z—t, R=y,
o que dé& u=y + zlz.

Por conseguinte o systema de equagdes, que satifaz & proposta, é
y+sleto(s)=0, lz+¢ (s) =y
1. Para [#(@—a)+y(y—1b)dz= (z —¢)[zdx + ydy),

que sémente satisfaz & condigdo (2) no caso de serem a e b nullos, é

R=2z(x—a) + y({y—0b); e, se fizermos p. = ——, acharemos
i

=g (@ + 7).

Por conseguinte o systema das equacdes (3) serh

e e u:i-f{y_b] +¢/ (3)=0.

2yt 20 (s) =

No caso de serem a e b nullos, a segunda d’estas equagdes, attendendo
& primeira, da g(z) =A (z—¢)?; e substituindo na primeira, obtem-se

o integral da proposta

2+t +2A (z—¢)2=0.
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#82. EQuagdEs Nio LINEARES EM ORDEM As DIFFERENCIAES. Qual-
quer que seja o integral nestas equagdes, é claro que, differenciando, ha
de o resultado poder reduzir-se & f6rma Pdz -+ Qdy + Rds; conseguinte-
mente a proposta deve tambem ser reductivel a ella. Por onde se vé que,
se resolvermos a proposta em ordem a dz, os dz e dy ndo deverdo ficar
affectos de radical, e que ella ndio serd integravel quando ndo podér de-
compor-se em [actores lineares.

Assim a equagio

Ada® + Bdy? + Cd=2 + Ddzdy + Edzdz + Fdyds =0,

resolvida em ordem a dz, da o radical

v (E* — 4 AC) da? + 2 (EF — 2 DC) dady + (F* — 4 BC) dy?,

que a condigho

(EF —2DC)® — (E* — 4 AC) (F* — 4 BC)=0...... (4).

reduzira a dz / E2 — JAC +dy \PT—- 4BC.

Portanto, s a equacdo (%) for satisfeita, teremos de integrar duas equa-
¢oes da forma

Pdz + Qdy + Rdz =0,

das quaes a proposta é o producto,
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Equacoes differenciaes parciaes da primeira ordem

883. Temos tractado de reverter d'uma equagio dz = pdz - qdy,
na qual p e g sBo os coefficientes differenciaes dados de = em ordlemazey,
ao seu integral = f(, y). Agora vamos procurar o integral z = f(, y),
quando ¢é conhecido sémente um dos coefficientes p, ¢, ou uma relaglo
entre elles. .

384. Comecemos pelo caso em que ndio entra ¢ na relaglio proposta,
isto é, em que essa relagio tem a f6rma

F(z, y, = p)=0.

Por serem independentes as variaveis z, y, e ndo entrar q na proposta,
esta equagdo suppdem que sémente x e s variaram, isto é, que, para
passar do integral = [ (2, y) & proposta, o deveriamos differenciar par-
cialmente em ordem a z. i

Basta pois, quando se quer achar o integral, fazer na proposta p = =,

e integrar a equaglio em x e 3, suppondo y constante. Entlio a constante,
que se ajuncta ao integral, deve ser uma funcio arbitraria de y, que
representaremos por gy.

Assim: para integrar F (x, y, 2, p)==0, devemos eliminar p por meio
de dz=pdx; integrar, suppondo y constante; e ajunclar ao.integral a
funcgio arbitraria y.

Por um processo similbante se integrard F (z, y, z, g) = 0; e teremos
a mesma regra, mudando respectivamente nella z, y, p em y, 2, .

Exemplos

I. A equagdo w=py e+ ¢
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d.
da _I..x__:-dz,:.:‘/x!_l_y‘!_'_gy
Va4 y?
II. A equagio P r."ﬂi__J!_,_méza
d
da d==—-ﬂ—x-—__. z:aarv(snn=__.x____ + 9y.
vVa—yt g2 Va—y?

1. qry + az =0
xdz ad
du'fl .T S __y ____0. ;ryuz?:r_

IV. Em fim a equagio P+ 9% =y 4 52

da a homogenea (2 + y?) ds — (y* + 3¥)dz=0,
e depois

= x
arc (l:m =-— | —arc (l.'m;.; == ——-) = arc (tang =Y),
g = i )

o y(z — ) _y

V¥ +32

#85. Em geral o integral [y, 2, gp) =0 d'uma equagdo diffe-
rencial parcial da primeira ordem entre tres variaveis deve conler uma s6
funcglo arbitraria. Com cffeito, derivando este tegral em ordem as duas
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variaveis independentes, as duas equacdes resultantes

o Moo, S

¥ b TR R e o —— =0,
iz Pz +d{95]¢?(dx+}, d

df df af , (dp do\
dy “"?i;ﬁr(;;,'m('@*"‘f ) =0

e flz,y, 5 ) = 0,

formarlio um systema de tres equacdes, entre as quaes eliminando gp e
¢'p resultard a equaglo differencial parcial sem funcglio arbitraria.

386. Para interpretar geometricamente a introducglio da funegdo ar-
bitraria, lembremo-nos de que o plano tangente em qualquer ponto d’uma
superficie fica determinado quando se conhecem as tangentes nesse ponto
a duas curvas, que por elle passam, tracadas na superficie. Assim, tirando
por um ponto da superficie dois planos respectivamente parallelos aos dos
az e dos yz, as tangentes nelle 4s curvas de intersecgdo, que serlio dadas

pelos coefficientes differenciaes £= pe :—z=q, determinario o plano
Y
tangente & superficie no mesmo ponto.

Posto isto, como a equacio  F(z, y, 3, p, ¢) =0

deixa arbitrario um dos coefficientes p, g: se, tragando um plano paral-
lelo aos 3z, e descrevendo nelle uma curva arbitraria, tirarmos depois o
valor de p da equagdo d'essa curva, e o substituirmos na proposta, esta
darb ¢; por conseguinte os valores de p e ¢ assim obtidos em toda a ex-
tensdo da curva determinardo os respectivos planos tangentes, isto é, o
cylindro circumscripto & superficie ao longo d’essa curva. Depois, se cor-
tarmos este cylindro por um plano parallelo aos zz, e tio proximo do
precedente que a superficie do cylindro, comprehendida entre ambos, se
possa considerar como elemento da superficie curva, poderemos fazer, a
partir da nova curva, uma construc¢lio similhante, com a qual obteremos
outra por¢do de superficie; e assim por diante.

Por onde se v& que, tracando arbitrariamente a curva inicial, podemos
construir a superficie curva que representa a equagdo proposta. Conseguin-
temente a equagdo finita d'esta superficie f(«, y, 5, ¢) =0 deve conter

a [uncclo arbitraria @ correspondente & mesma curva inicial. (Cale. de
Navier, 0.° 470).
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38%. Equagdes LiNganes. Passemos & equaglo linear da primeira
ordem
PP+Qq=VIt-tilil----.-.l!-'-(1}'

sendo P, Q, V, funcgdes de «, y, z.
Eliminando p por meio da equagiio de defini¢io ds = pdz + qdy, resulta

Pdz — Vdz = g (Pdy — Qdz).

equacdo, & qual se deve satisfazer da maneira mais geral, independente-
mente do valor de ¢; porque, segundo a equaglo proposta, este coeffi-
ciente fica indeterminado.

388. Quando as variaveis 2, y, = estio separadas nos dois membros,
entrando s6 duas em cada um d'elles, podem ambos, prescindindo de g,
lornar-se integraveis multiplicando-os por factores convenientes.

Sejam = e p os integraes de p/ (Pdz — Vdz) e p (Pdy — Qdz), isto &,

sejam v’ (Pds — Vdx) =d=, p. (Pdy — Qdx) = dp.

A equacio (2) serd pdz=qp'd,.

!
E, como g ¢ arbitrario, podemos tomal-o tal que £1 sejo uma funegio
!J.
qualquer ¢'p de p; de sorle que o integral d'esta equaglio serd o pedido
%= qps

represéntando ¢ uma funcgdo arbitraria.

389, Supponhamos porém que x, y, 3 estio misturados em Pds —Vdz
e Pdy—Qdz. Se for possivel substituir o systema das equagdes Pdz—Vdaz=0,
Pdy — Qdz =0, pelo d'outras da forma dx =0, dg =0, resultantes da
sua combinagdo, esta combinaglio exprimir-se-ha do modo mais geral,
como é sabido, multiplicando por factores convenientes, e sommando.
Sejam pois A, B, A’, B', lactores convenientes, que tornem

A (Pdz — Vdz) -+ B (Pdy — Qda) = d=,
A (Pds— Vdz) + B/(Pdy — Qda) = dp.
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B'd=— Bd Adp — A'ds,
Teremos Pdz=Vdz= YT TBP Pdy —Qdz = _A_.IE'_I_TB"

que, substituindo em (2), dao Bldz — Bdp=¢q (Adp — A'dr),

Ag+B v = i)'
= — dp.
ou dw ANg+ D
Ag+B v
f’*.fs.i_m' ;ll{ll?atidﬂ q tai: goe seja 3'(; —T—:B' uma fu:ncqno qunlqucr‘ j:p_.de

o, sérlie =497 0 intégral da propostal
Por exemplo, na equagio

X i } ) ’ Tt

| g J ety e
P‘—q(—g--r-'ﬂ—\-"f‘!'.f'i' )=§—_—$+V~‘f‘!+§+5?
CHUH ‘ '

: W e :
"1, o_——*h— (E"l-x - ‘/zt 1 g"{':)' Vs

S » V‘m’+y+'~'_:

DO SRR | i 1 DS | 1 "TIR
eporlnnto \ : ;

Fcfz-—-—?dxr:b:fz-hdw(——z+ \fleai-y-]-l)
Prny—Qd‘;r:d'y } dx ‘-_)— +x—-v”.a:’+y.-|-,sj.

Mumphcuml? orAeB, A'e B', sommando, e ponda z2 +y+ 5 =ut,
0 que da d. z—gud —Zxcfx—-dy, leremos e

A’ I:d; —de (% oz +u}l +'B! [dg + dx (l

5 e=u)|=d,

A i_Eudu—Exd.r:—d?r—d:f (17 — ;r+u)] +B [dy+d.¥ (% +x;u)]%d:,

CCC
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que, tomando A' =—DB' =1, A=B= —2%, se reduzem a
dz —dz — dy = dp, du —dz=dr.

Portanto o integral = =g; ¢

U—z=y 2 ty+s—az=¢(s—y—a)

380. Se eliminassemos g de (1), o que daria Vdy—Qdz—p(Pdy—Qdz),
operariamos semelhantemente a respeito de Vdy — Qdz e Pdy — Qdzx.

394. Em qualquer d'estes casos é claro que os integraes = =a,
p=={, do systema das equagdes

Pds — Vdz =0, Pdy — Qdz = 0, Qdz — Vdy=0,...... (3)

cada uma das quaes resulta das outras duas, slio integraes particulares da
proposta, porque p == const. dd = = ¢p ==const.

Logo: para integrar a equacdo linear ds differenciaes parciaes da
primeira ordem (1), basta achar funcgées = =ua, p =[5, que satisfagam
ds equagdes (3), e pdr depois = = ¢ (p), sende ¢ (p) uma funcgdo arbi-
traria de p.

392, Para mostrar que = =¢ (p) ¢ integral de (1), podemos tam-
bem proceder do modo seguinte.

Para que o integral = =29 (g) satislaga a (1), é necessario que, diffe-
renciando-o debaixo da férma ds=pdx + qdy, os valores de p e ¢ assim
achados reduzam (1) a uma identidade. Eo que vamos verificar.

Sendo as differenciaes de x —=a, ; =3,

dz == Adz + Bdy + Cds, dp = adx + bdy + cds,
as de = — g (p) =0, serdo:

em ordem a z e & (C—c¢p)p+ A —app=0,

{m
ok
Y
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em ordem az ey (C—e9'p) g+ B — bglp=0.

Tirando d’estas equagdes as expressdes de p e g para as substituir em
(1), resulta a transformada

AP 4+ BQ + CV = (aP + bQ + ¢V) ¢'s.

Mas, substituindo nas expressdes de dw =10, dp =0, os valores de duas
das differenciaes dz, dy, dsz, tirados das equagdes (3), 4s quaes satislazem
®=ga, p=>/7, resultam !

AP+BQ 4+ CV=0, aP 4 Q4 V=0,

que reduzem a uma identidade a mesma transformada: logo é z==1¢p o
integral pedido.

493. Raciocinando d'um modo analoge, podemos inlegrar uma equa-
¢lo differencisl parcial linear da primeira ordem entré qualquer numero
de variaveis.

" ds dz dz
Seja PIE‘.'_P!E”..—FP'JEH_V'
BP o' AN 1]
dxy,

a equaglo linear de primeira ordem entre m variaveis independentes; na
qual 2y, 3,. ...z, designam estas variaveis, e Py, Pa,....P,, os coeffi-
cientes, que podem ser funcgdes d'ellas e de z.

Formando n equagdes da f6rma

Pidz; — Pidx; = 0
P.ds — Vdz, =0
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e procurando n equaciies finiths 6 mabio-me
A“] =c[” A':E]-:p'::!}, e .A':“.;' — C.:n:'.-. .J. acolm 2. ol [3]

que satisfagam a [2], o mtegral da propusta (1] serh

A —*?(A“‘L Af-ﬁl.....mnl)..............[.t],

designando p ima funeelit arhitraria. ¥ o' que pnqmmm n mna!rnr. Fhcioci-
nando de um modo analogo ao do numero precedente.”

Se differenciarmos a equaglio (4] separadamente em ordem &s n varia-
veis independentes &y, 29, .. Zoq leremos n equagdes; nas quaes entram
dp dyp dp
dAa‘d‘\{‘”"'.dﬁ{ﬂ
entre ellas estes coefficientes, resultard uma equagio de primem Mem
sem fluncgdio arbitraria, que se deve cnmparﬂr com a prﬂpnsh para deter-
minar @ forma das funcgdes ALY, AR) L0 AW, devniode qab eftR duas
equacdes sejam identicas, isto ¢, de mod que’a equaglio %) liejn nﬂe«r&l
da proposta.
Sejam

08 n— 1 coeflicientes differenciaes ;e ehmmandu

aA"Y oy & drs 4 dmg i a

(2)

dA” =adzy 4 o) day +. . . .a" dzi o dz

Differenciando [4] em ordem a xy, fesulta | 61 obasa

g @ U
dAl! ' dg @A

d'x, _":3] da‘“” : tf&'f =
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onde escrevemos Sypara designar sommas relativas s funcgdes A1), A3),...
A(®;1deymesmo -modo que 3 designa sommas relativas &s varioveis xy,
z‘i‘o . lxn- :

5 Emvirtudbrdas -equagdes' [6]; que dio

dA 0 g ds |
e @ ——

dzy, oV day

dA® al'f] @ ds
— u i —
daty ) dioy 2 aup Of 1

m_qw dp M ds| g "o6 @ aﬂt=;0;

reduz-se [6] a a, —b'[i:l FTUR ay + _&-171 .ta —Syam ,‘
0= 7"s 4 it g, .0~ il lnde -r
3 % 1 @ dAl) "1
da qual se lira v —_ : :
, A=y m, o .49, 0
1svataes  ee=1atilianl (Voo g de .G } = sl
I NP 3 L UmdAW 2
¢ similhantemtnle ——=— —— ;
d.ra- (1) q[ﬂ]ﬂ ()
SRl dald

| ehandR, sohabitheny GDGARL S :
Ty B | (§ 3] n) d(p (% !
“@ JA0
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Substituindo estas expressdes de d_tz' t:%.. o 'ddx_i na proposta [1],
e attendendo a que, em virtude da independencia dos symbolos 2 e 8, &
38 =83, resulta

n (1) () m| dp w4 (M _
Z: a P.+a VESEQ}]m [EI a, P.+a V) ..... [7],

equacho que se deve reduzir a uma identidade, para que [4] satisfaca
sempre & proposta [1].

Ora, se as funcgdes All), A2 .. A, forem taes que as equagdes [3]
ds

Y
em dAl') =0, dA® =0,...dAM =0, dars, supprimindo o factor com-

satisfacam a [2], a substituigio de dx; = Py —, tirado da segunda de [2],

ds
mum -—, as equagdes

Y
1 1 n n
2: Pkﬂ:‘ ]+ﬂ[ }V= 0, 2: Pp,-u{::l-i- a[g}": [ T, .2: P;_-ni_‘]ﬁ-ﬂf ]V=0.

que reduzem [7] a uma identidade. Logo, se A(1l, A2),., . AM), se deter-
minarem. de modo que as equagdes [3] satisfagam a [2], serd 4] o inte-
gral da proposta (1).

Na pratica a formagdo das equagdes [2] pode facilitar-se: escrevendo
as duas linhas, uma de differenciaes, outra de coefficientes,

dzy dzy dz3....dz, dsz

Pl P! Pa--;.Pn v;

multiplicando em cruz as quatro quantidades de cada par de columnas,
combinadas estas duas a duas; e egualando a zero a differenga dos dois
productos respectivos,
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Ezemplo
. d dd dd
Seja a equaglio ﬂ=xd?+ ”d?*‘"’&?'

onde z, y, 3, #, y', 3/, designam as seis variaveis independentes, e u' a
dependente.
Escrevendo, como fica dito, as duas linhas,

e multiplicando em cruz, formaremos as equacdes da férma [2], que todas
se reduzirlio 4s sete

du' =0, de=0, dy =0, dz =10,
ady' — ydz' =0, xds' — zdz' =0, yds' — zdy' =0.

Escolhendo as seis primeiras d’estas, que dao
w=¢, x=0¢q, §y =03 3==03, 1y — ca¥' = ¢y, 013’ — egx' =5,
o integral da proposta serd
=g 2y —yo, 2s'— 22, @, ¥, 3).

Se com a primeira nos tivessemos servido de outras cinco, nas quaes
entrasse uma differente d'aquellas de que acabamos de servir-nos, o inte-
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gral, posto que parecesse differente, nio o seria na realidade; porque ha
uma relaglio entre as seis funcedes &y Yo 5wy’ —ya!, @3’ — sa', yz'—zy/,
que reduz a cinco o numero das distinctas.

Com effeito, sejam xy iy’ =m0, x3' — z2' =0b.
i =10 ifigeups b Bee
ul 1.b { -
S as b
Eliminando 2/, vem 2y —ys' = —— _y.
x T :
."i.l £ns ISYEIIBY Eioe & N jlean = ¥\ b g llkll ok SN

-lll'-.i.up.l'l-"-.

Portanto, dando ao integral (Mee, Cel., liv, 2.° 0 18).a [6rma. .. o

u' =g (sy' —ys', ay’ —yz/, a‘:'—zx'l. Zy 5, Y)s
deve entender-se que esta forma s6 é mais geral apparentemente, e que
debaixo de ¢ n3o ka senfio cinco combinacdes distinctas.

A mesma observaglio deve fazer-se em outros casos, em que apparen-
temente figura come menos geral o integral qug, :r,e;,qlltu,_.d_p _@tgfﬁgﬁa
exposto. Se apparece debaixo da funcgdo arbitraria maior pumeno, de,
funcgdes que o das variaveis independentes menos uma, é por ser alguma
d’essas quantidades funcglio das outras. Nem outra cousa podia acontecer;
porque, se taes combinacdes fossern'distinctag, a8 equagdes resullantes da
differenciagio do integral em ordem a todas as variaveis independentes
ndo dariam, comp devem dar, pe]_u_e]iminqﬁo dos coefficientes_differen-
ciaes, uma equagdo final independente d'esles coefficientes.

394. Vejamos agora o ijue geonlece em: diversos.casas, oLl

1.° Se V é nulle, uma das equagdes (3) torna-se em dz=0, e da
z=a==m=; o que substituido na outra, a reduzird a uma equaclo entre as
duas variaveis z e y, cujo integral p==3 se ocharé pelos anethodos acima
expostos. Assim 3==gp serh o integral da proposta.

T0¢ qoidg B19590

Ezemplos
dr' " d2 ' izl
L o sendo z=={x (Mec. Cel., n.° 21).

1§ Lk f

: As duas p.rimeirn-s eqll.:.aqdes {3} .dﬁn da;-iﬂ., de ;p;:du&i):m integral’
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da primeira é z=c¢; e o da segunda, depois de feita a substitui¢io de
x=¢c bt+afc=c;

logo & =6 | +as=1¢,
e o integral da proposta & @ ==¢ (I -+ as).
II. Em Py =gz,
temos P=y, Q=—2a, V=0;
o que reduz as duas primeiras equagdes (3) a
dz=0, ydy + zdx=0;

logo r=—a=3, p=p=a 41y}
e o integral é =g (et +y?),

equaglo finita das superficies de revolugdo em volta do eixo dos 5 (Geom.
Anal., n.° 169, e Cale. Diff. n.® 150, 1V).

Il. Em px +qy=0,
temos zdy — ydz =0,
= - .
que dé& ly= lax, y—ax, ?——fx=g,
1 = (_y__ ).
0go - 7 =

que ¢ a equaclo dos conoides (n.® 150, THI).
DOD
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1V. Do mesmo modo q=pP,
onde P ndio contém z, da

p=/F (dz+ Pdy), 3=qp,

designando por F o [actor, que torna integravel dz 4 Pdy.
2. Quando dues das equacdes (3) ndo contém sendio duas variaveis e
suas differenciaes, a integragdo da facilmente = e p.

1. Seja, por exemplo, Pz + qy=ns.
As equagdes (3) dao xds =nzdz, zdy=ydz,
das quaes resulta F=ax", y=pux.

Tirando d'estas os valores de « e 3, e substituindo em « = ¢ (B), ser4

portanto o integral z-=z"1>( %)

Vé-se que ¢ é uma funcgdo arbitraria homogenea; e como a proposta
& o enunciado do theorema das funcgdes homogeneaes (n.° 317, 5.°), aqui
temos outra demonstragdo d'este theorema para o caso de duas variaveis.

II. Para pat 4 =132,
temos z¥dz = 3%z, 2dy = yidz;
logo gl =g, gyl —g1=y¢;
: 1 i 1 | )
e.umtegralé ;—;=?(;_; :
Ir—3 e r— y)
. P
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IIl. Para q=pX+YV,
onde X e V designam funcgdes de z, temos

Xdz 4 Vdz =0, Xdy + dz=0;

logo :=—j-%+:p(y+‘f¥).

3.° Quando uma das equacdes (3) contém s6 duas variaveis, a sua in-
tegracdo darh = =a: eliminando depois por meio d’este integral uma das
variaveis de qualquer das outras duas equagdes (3), e integrando, teremos
p==f: finalmente repondo = em logar de « na expressio p, serd o
integral = = gp, ou p =g, =.

I. Seja, por exemplo, qay — pat =yi
Teremos 2z + yidz =0, a¥dy + xydz =0.

A segunda da oy =pR=p;
Bz

e substituindo y = i na primeira, virdh  dz 4——=0,
x x

{ a2

A P ]

que da +a;

| 1
_E.-. R='ﬂ;

depois, pondo xy em logar de 3, 5— ==
x

sendo portanto o integral pedido

3z =y + 39 (zy).
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II. Para Pz +qy=nyz*+
temos zdz = ndz Va2 + y?, ady = ydz.

A segnnda db y=Fax; e eliminando y da primeira, fica

dz=nV1+ 2% . da,

que da s—nz V14 t=a;

Winig (b wojugen i 1)*___
logo ‘_[ﬁ_.?,z fu-\.tq_(z =a=rm,
e ==ﬂ\/y’+m’+?<%)*

395, Mas, quando z, y e z entram ao mesmo tempo em todas as
equagdes (3), ndo é possivel integrar cada uma d’estas equacdes em par-
ticular; porque y ndio se pude suppdr constante na primeira, nem z na
segunda, ete.

Neste caso & forgoso recorrer a artificios particulares de analyse. Assim
nas equagdes seguintes (que resultam da integragio: por partes, applicada
a ds = pda -+ qdy),

ze=pz + [(gdy —adp)........ gl St (%),
s=py+if(pde—ydg)......c.c......(B),
s=px+qy—)(edp+ydq) ..... v s DOy

substituindo, em logar de p ou ¢, o seu valor tirado da proposta, muitas
vezes se consegue integral-a.

Seja, por exemplo, p uma funcgdo dada de ¢,

p=0Q.
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A relaglo (6) da s=Qx+qy—/z(Q +y)dg:

logo o factor de dq nlo deve conter z, nem y; e teremos

zQ +y=4¢'q, =0z +qy—oq,

sendo g uma funcglio arbitraria. Eliminando depois ¢ entre estas duas
equagdes, para cada férma da funcglo ¢, resultard o integral pedido.

8396. Quando a equagiio Pp + Q¢ ==V lor homogenea em z, y e z,
faremos & = (z, y = us: P, Q, V mudar-se-hio em Py z", Qqz", Vy3%
e as equacdes (3) dardo

[:Pj - I'V]:] dz =zVdt, (Q, —_ H‘TI) dz = zVdu,
ou, eliminando dz,
(Py — tVy) du = (Q — uVy) dt.

Como esta ultima equagdo contém sémente as variaveis { e u, podemos
achar o seu integral, e servir-nos d'elle para eliminar ¢ ou u d'uma das
duas precedentes, que entdo se sabera tambem integrar: em fim, elimi-
nando u e t dos dois integraes assim achados por meio de # = s e y = u3,
acharemos as solugdes = e p das equagdes (3), e por conseguinte o integral
w=9p.

Seja, por exemplo, a equaglio pxs + qys =z
Teremos (1 — @) dz=ztdt, u (1 — ) ds =z2du;
logo udt = tdu, t==oau, zy1 — =3,

ou, eliminando ¢ e u por meio de z =1z e y—us,

2=ay, ¥ s?—a2*=03{,

e =gl (i )
¥ ¥
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399, Equagoes Ao LINEARES. A integracdo das equagdes differenciaes
parciaes ndo lineares da primeira ordem pode reduzir-se & d’aquellas, de
que acabamos de tractar, pelo processo seguinte :

Seja F(z, y, 5 p) q) =0,

uma equac¢io ndio linear da primeira ordem.
Resolvendo-a em relacdo a um dos coefficientes differenciaes, por exemplo
a g, vird

G R P B P 55 om o oo G ut0E (1).

Por serem p e g funcgdes de z, y, 3, e 3 funcgdo de z, y, ¢

dp_(dp) (dp) dq dPH(JP) dﬁ) :
2z \dz/ T \@s /P do~ dy dy +(:I; 1

d’onde resulta, differenciando (1) em ordem a z,

(2)+(2)o= (L) (D)r+ (L) +(2)e].

ou

(-0 +[r ) - )=~ .. 00

Esta ultima equagdo ficard linear da primeira ordem, quando nella se
substituir a expressio (1) de ¢, e se considerar p como func¢do das va-
riaveis principaes z, y, z; e o seu integral serd, como fica ensinado,
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& qual deverdo satisfazer para que z seja funcgio de x e y, serd neces-
sario sujeitar (3) a esta equaghio de condigio, de modo que a torne inte-
gravel.

Por serem A, B, €, funcgdes de «, y, z, p, poderio exprimir-se por
meio d’ellas tres d’estas ultimas variaveis em func¢do da quarta e de A,
B, C. Exprimindo pois ussim @, y, z, e substituindo em (4), resultard

GdA + HdB + KdC + Ldp=0............. (5).

Mas, porque no integral da proposta niio pode encontrar-se senfio uma
funcgio distincta debaixo da funcglo arbitraria (n.° 385), na equaglio (5)
simplificada devem entrar somente A, B, C (#), isto &, deve (5) redu-
zir-se a

GdA + HiB + KdCe= 0. versenien .(8).

399. Para integrar esta equaciio pelo processo do n.° 375, conside-
remos A como conslante; e chamando p. o factor que torna pHdB + 2KdC
integravel, seja M o seu integral. Satisfard a (5) o systema das equagdes

h[-]—lpﬁ:{]1r g+?'(ﬁ)=0 i R R (ﬁ].
Ezxemplos
I Seja pPr4q—y=0, ou g=y—pt.

Formando a equagiio (2), e integrando, acham-se :

xﬂ
A=p, B=—2py + z, C-=—2pz+p’x+¢y-1?.

(+) Para a demonstracio directa d'esta proposicio podem consultar-se o Cale. Int.
de Cournot, n.” 533, e os Estudos sobre o n.° 234 do Calculo Integral de Francoeur,
pag. 12, 13 e 14, do sr. Luiz da Costa e Almeida,
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Exprimindo p, &, z em [uncclo de A, B, C, y, e substituindo em (4),
acha-se a correspondente (5)' entre A, B, C, como tinhamos dicto,

(2AC 4 2A7B + B?) dA — (2A' 4 AB) dB — 2A%2dC=0;

depois, dividindo por A%, e integrando na hypothese de A constante, vem

Por conseguinte o systema das equagdes (6) &
i )
s+ A [Ay-—x)—-a—y‘—w\ =0, 2Ay —z —¢'A =0,

que, pera cada [6rma de ¢, dard o integral pedido, eliminando A entre ellas,

IL. Seja : s—pqg=20.
Formando a equagdo (2), e integrando, acham-se :

-1 z
A=y—p, C=—, B=2— —.
=" » ?

Exprimindo @, y, z em funcgio de A, B, C, p, e substituindo em (%),
vem AB + CdA =0,

cujo integral, na hypothese de A constante, é

oy

M=B—?A=E——;—_'—A— A.

O systema pedido (6) é pois

-
-

(y—A)?

x --4/A=0.

—‘?I‘l:”'

_y-—:\
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400. Pode usar-se d'um processo similhante, sem conhecer todos os
integraes A, B, C.

Seja fi (@ 9y 5 2 g, A) =0

um dos integraes particulares que satisfazem & equagiio (2)-

Achando os valores de p e g pela eliminagio entre f=10 e a pro-
posta F(z, y, 5. p, g) =0, ¢ substituindo-0s na equacio de definigho
ds = pdx + qdy, o integral d'esta seré

f! [xm Yy By ﬁl 'ﬂ) =0,

representando a a constante arbitraria.
Mas, se derivassemos f3 =0 na hypothese, em que se integrou, de
serem A e a constantes, a eliminagdo entre ella e as derivadas

dfy _ dfs dz dfs dfy dz
=R R oo (Y I ]

0,

reproduziria a proposta. e
E se, considerando @ como uma funcclo arbitraria ¢ (A) de A, derivas-
semos suppondo A variavel, as derivadas

dfy  dfs d= dfy  dfs ) dA dA ds )_
de T s de +(m+m“‘ (dx+ i

dfs dfs dz (dfg dfs F) dA dA ds)
dy BT dy i H+d?ﬁ?A dy Aty - dy "

seriam ainda as mesmas que as precedentes, comtanto que se estabele-

cesse a condiglio %-+di:‘:— ¢’A =0; e por conseguinte a eliminagdo
entre ellas e f3==0 ainda reproduziria a proposta,
EEE
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Portanto o systema das equagdes

' dfs dfs
( Zy A, =0, —— 4+ —-—-¢A=0....... 5
fi (Y, = A ?ﬁ) 0, dA -+ d?ﬂ IPA 0 (7]

por satisfazer & proposta e conter a funcglio arbitraria g, dard todos os
integraes procurados, eliminando A entre ellas, para cada f6rma que se
attribuir a .

Exemplos

I. Assim no primeiro exemplo g=y—p?

do numero precedente achou-se p =A, e por conseguinte g =y — A%, o
que, substituindo em ds = pda +- qdy, e integrando, da

1
zu_-Az+—2- yP— A%y +¢A;
e por conseguinte as equagdes (7) sdo
1
s+ (Ay —z) A"""'g' V¥—0A=0, 28y —o — ¢'A=0,

identicas' com as que se obtiveram naquelle numero.

Il. No segundo exemplo do mesmo numero  z= q

achou-se p==y— A, e por conseguinte =

3 ar
o 0 que, substituindo
em ds == pdz ~+-qdy, dividindo por y— A, e integrando, d4

3
y—A

- —

+9A;
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sendo portanto as equagdes (7)

4 z
— e, A=0 A ———————— JA=0,
Ty=A T =Tt

identicas com as obtidas pelo processo empregado naquelle numero.

401. O methodo da variagio das constantes arbitrarias, que aca-
bamos de empregar, e que ¢ muito util na integragdo das equagdes de
ordens superiores, pode applicar-se, qualquer que seja o modo de obter o
integral particular Fa (2, y, 5, A, ¢A)=0.

Se, suppondo p ou ¢, ou qualquer funccdo em que entre um d'estes
coelficientes, uma constante A, e substituindo em dz = pdx + gdy, depois
de tirar da proposta a expressio do outro, soubermos achar o integral
particular F3(z, y, 3, A, a) = 0=1F; (z, y, 5, A, 9A), procederemos
em seguida como fica dicto, comparando as derivadas d’este integral, obtidas
na hypothese de ser A constante, com as obtidas na hypothese de ser A va-
riavel, e escrevendo a condiglo necessaria para que fiquem identicos os
dois resultados.

E assim que no segundo exemplo proposto 5 =pq,

pondo p=y — A ou g==z — A, e procedendo como fica dicto, achamos
o systema integral debaixo de qualquer das [6rmas:

z
x— —oA=0, —— +¢A=0,
y—A ¥ y—ApR "
s s e RN o s g A
M e ¢A =0, (z_A:],!-i-tpA 0.

A symmetria da proposta a respeito de p e g fazia logo prever que, dada
uma d'estas [6rmas, tambem existia a outra.

402, D'este modo facilita-se muitas vezes a integraglio introduzindo
uma indeterminada A, com o fim de partir em duas a equacdo proposta.

Seja esta f(p @)=F(q y).
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Se fizermos f(p, £)=A, teremos F (g, y)=A; e resolvendo estas
equagdes em ordem a p e g, resullard

p=v9 (= A), g=y(y, A), ds="{dx+ ydy.

Ora, se considerarmos A como constante, § e y serfio respectivamente
funcgdes das variaveis z e y; logo, integrando nesta hypothese, teremos

2+ oA = [bdz - [ydy.

Em fim, derivando em ordem a A, e eliminando A entre a primitiva ¢ a
derivada, depois de haver determinado a funccdo ¢, acharemos o integral

pedido.

Por exemplo, em a¥pg = z%*
9
temos PI: —.:-‘l.{-. =A:
x aq
z%A y?
logo p—T=¢.q—H—y_.

_ y? Y
e por conseguinte  3az + gA =a’A 4 T’ :p'A=.z3-—T,

cujo systema satisfarh A proposta, e daré o integral d’ella, quando se houver
determinado ¢ e eliminado A.
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Reflexdes sobre a integracio das equacoes differenciaes parciaes

£03. Para que o integral primitivo scja geral, & necessario ndo s6 que
satisfaca & proposta, mas tambem que, tomando d’uma parte as suas de-
rivadas até uma ordem ndo inferior 4 da mesma equacdio, e da outra parte
as derivadas d’esta equagdo até dquella ordem, os resultados das duas deri-
vagdes coincidam.

Se o integral satisfizer sémente 4 primeira das duas condigdes, serd
particular ou singular, segundo se contiver ou ndio contiver no geral.

404, Seja, por exemplo, a proposta

Zem A A-BlYoo sbeensnannes A oy i

Agora, se integrarmos (a) applicando o processo do 0.” 391 para as equa-
¢oes lineares, ou os processos do n.” 401 para todas, acharemos:

o integral z=u{ (i) PO T P . +(2),
x
ou o systema z=ar+yga=0,2z4+yga=0........... (3).

Mas qualquer das formas do integral, (2) e (3), derivada até a segunda
ordem, e feitas as convenientes eliminagdes, conduz as derivadas de (a)

ar +ys=0, xs + yt =0,
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e & por conseguinte geral; em quanto que (1), derivada até a mesma
ordem, conduz a

r=0,5=0,t=0,

que nlio sdo identicas com aquellas derivadas.
Niio € pois (1) o integral geral. E como para ¢(—£~)=A+B % e

para ga =B -k (a—A), se reduzem respectivamente (2) e (3) a (1),
este integral & particular,

4®5. Portanto o integral primitivo d'uma equacao differencial parcial
da ordem m deve, para que possa ser o integral geral, conter um numero
tal de arbitrarias, que, derivando-o até a ordem m -+ i, e derivando tam-
hem a equagiio differencial proposta até a mesma ordem, a eliminaglo das
arbitrarias reduza o numero de equacdes do primeiro systema ao das equa-
¢des do segundo.
Ora, nas equagdes de duas variaveis independentes, por serem

d*F

dz’dy " .
0 até k, e ser conseguintemente % ~1 o numero de derivadas d’esta
ordem, o numero total das equagdes do primeiro systema ¢ a somma
(m+t'+1}_(m+i+ﬂ)_
2

f e acaba porm +i+1; e do mesmo modo, por ser no segundo systema
k+ 1 o numero de equagdes da ordem m + k, o numero total das equacdes,
desde a ordem m até a ordem m + 4, é a somma {t—_l-_—%(“r—m da pro-
gressio geometrica natural que comega por 1 e acaba por i + 1.

O numero das arbitrarias, extranhas & equaglo proposta, ndo deve pois
ser menor que

=0 as derivadas d’'uma ordem k de F =0, tomado « desde

da progressio geometrica natural que comega por

it ':m+f+1);5m+"+2} g I;ﬁ"'ﬁ) = (m+:'+l)m-—% m(m—1).

E assim deverd o integral, para ser geral, compor-se de modo que o
numero das arbitrarias cresca com as derivagdes successivas, satisfazendo
sempre & condiglio de ndo ser inferior a A,
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406. 0 modo mais ordinario de conseguir este fim é introduzir no
integral, implicita ou explicitamente, funcgdes arbitrarias das variaveis;
porque a derivaclio d’estas funcgdes augmenta o numero das arbitrarias.

Assim nas equagdes da primeira ordem, isto é, para m=1, se to-
marmos § = 0, serd h = 2. E portanto basta fazer entrar no integral uma
funcgiio arbitraria g, para que esse integral, formando com as suas duas
derivadas parciaes um systema de tres equagdes com duas arbitrarias es-
tranhas ¢ e ¢/, da eliminagio das quaes resultaria uma equacdio identica
com a proposta, seja por conseguinte o integral geral.

4073, Limitamos-nos aqui a estas nogdes fundamentaes, que serviram
de ponto de partida a Ampere, a Imschenetsky e ao sr. Gomes Teixeira
nos seus importantes trabalhos sobre a integragio das equagdes differen-
ciaes parciaes, especialmente sobre a das equagdes da segunda ordem
(Memorias d” Ampere nos tomos x e x1 do Jornal da Eschola Polytechnica
de Paris; Etudes sur I'intégration des équations, etc., de V. G. Imsche-
netsky; Integragao das equagdes ds derivadas parciaes de segunda ordem,
por F. G, Teixeira).

408. S6 accrescentaremos que o sr. Gomes Teixeira generalisou a
expressdo do numero total das equagdes derivadas, desde a ordem 0 até
a m 41, extendendo-a a qualquer numero n de variaveis independentes,
pela formula [(m —~i 4+ n) Ca] do numero de combinagdes de m =i + n
letras n a n (Alg. Sup., pag. 40).

Assim, no caso de duas variaveis independentes, esta expressiio ¢

[(m+i+2)gg]=(m+i+2)ém+i+1)'
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Equacoes differenciaes parciaes da segunda ordem

409, Uma equacio diffrencial parcial da segunda ordem pode conter,
além dos coefficientes p e ¢ da primeira ordem, os da segunda,

'

d¥z diz d¥z dz

— =P, e =, —— =,
i dxdy  dydx : dy*

As equacdes de definigho siio pois

5= pdx + qdy, dp=rdz + sdy, dg= sdx + tdy,
d*s = dpdx + dgdy == rda? 4+ 2 sdxdy + (dy?

410. Comecemos por alguns casos, nos quaes s6 entra um dos coel-
ficientes differenciaes da segunda ordem:

1.° Seja r=Pp+Q,

representando P e Q funcgdes de «, y, z.

Nesta equacdo, por ndo entrarem as derivadas ¢, s e ¢ relativas a y,
deve considerar-se y como constante. E temos assim de integrar uma
equagdo differencial de segunda ordem entre x e 3; ajunctando porém,
em vez da constante, uma funcglio arbitraria gy de y,

d
Se P e Q nlio contém 2, a proposta -EE-=Pp + Q & linear entre p
e z, e tem por integral (n.° 312)

dz fPdz —Pjdx
p=-—=¢ ([e Qdz + ¢y).




