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dá Iz = Ix. Multiplicando pois a proposta pelo factor x, afim de a tornar 

integrável, e integrando, acharemos x*y + 

IV. Para integrar xdy — dx (y -f Xi + j/s) = 0, 

na qual os coeflicientes de dy e dx são funcções homogeneas de x e y, temos 
1 <iy o lactor z = : o que torna o primeiro termo em — . 

x V Xi + j/2 V Xi + y2 

Integrando este termo em ordem a y, vem l (y + ^xi + J/4); depois a jun-
ctando X a este integral, differenciando em ordem a x, e comparando com 

y+^/xi + yi , 
dx, acha-se 

x V Xi -f y2 

« — - ( » + ^ + J g £ = ) i . 
V + y2 K ( * 2 + y2) [y + V / ® 2 +y 2 ) ' 

®4 + y4 + y V^x2 + y2 \ 
— ) a ao; 

x ^ i y 4 ( y + v V - + y2) 

_ Zdx 
x 

logo X = Ie — Ixi', 

e o integral procurado é cy + c ^xi + y2 = ®2. 

i 
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Maiol « ot> aiils .¾ IOl-J4J 0Í9<J e^oqoiq t c.b<j ôbuM^JlUf i . x \ « t \ 

Das equações da primeira ordem nas quaes as di l foreuciaes 
passam do gráu 

3 1 8 . Seja F ^ r , y, y>,.. .y"») = 0 

uma equação da primeira ordem do gráu m, cujo integral f ( x , y, c) = 0 
se pretende conhecer. 

Este integral deve ter uma constante c; e deve ser do gráu tn em ordem 
a ella, para que, eliminando-a entre o mesmo integra! e a sua differeneial 
immediata, resulte a proposta. Com effeito, para cada valor de c tirado 

/lf Af 
d e f ( x , y , ¢ ) = 0 e substituido n a derivada y ' = O , esta dará 

um de y'; e como y' deve ter m valores, outros tantos deverá ter c, isto 
é, deverá f ( x , y, c) =O ser do gráu m em c. 

Chamando X 1 , X 2 . . . . X m , as m raizes da proposta resolvida em ordem 
B y\ demos a esta a fórma 

(y'-X,)(y'-Xa). . , .(y'_xm)=0. 

Os Íntegrae9 P1 = O, P2 = O, Pm = O, 

das m equações y' — Xj = O, y' — X2 = O , . . . . y' — Xm = O, 

satisfazem a esta; e também lhe satisfaz o seu producto, porque, em virtude 
de P ' a = 0, e por conseguinte da proposta, é 

( P i . P 8 . . . 

Suppondo pois a constante a mesma em todos os integraes particulares 
P 1 = O , . . . P m = = O , o producto P 1 .P 2 . . . P m = O , que satisfaz á proposta, 
e no qual é m o gráu mais elevado de c, será o integral completo que se 
procura. 

Por exemplo y y ' 8 1 2xy' = y 
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JA I — x ± vV + *4 _ yy' + x dá y' = , ou 1 + — = U . 

y V7J/4 + x4 

cujo integral, por ser o segundo termo evidentemente a derivada de 
=F v y2 + X i , é 

x =p V y2 + Xi -f c = 0 . 

O integral completo é pois 

(x — Vy4 + X1 + e)(x + Vy2 + Xi + c) = O, 

ou y s = 2 cx -f e s . 

3 1 9 . Quando a equação, for d'uma das fórmas, 

F(x, y') = O, F (y, y') = 0 : 

I . 0 Se puder resolver-se em ordem a y', teremos immediatamente: 

no primeiro caso y ' = f x , y = J f x d x ; 

e no segundo y ' = f y , a ; = J 
ày_ 

f y 

2.° Se for da primeira fórma, e puder resolver-se em ordem a x, 
dando x = f y ' , teremos 

y — Jy'dx = y ' x - J x d y = y'fy' - J f y ' d y ' ; 

e, feita a integração do segundo termo, eliminaremos y' entre esta equação 
e a proposta. 

QQ 
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Por exemplo, ( t + y ' 2 ) x = l , d á 

v - i T P - n f e ~ 8 r c I * - * + i + y ' 2 ' i + y ' 2 ^ 1 + 2 / ' 2 l + y " 

e, eliminando y', vem o integral procurado 

y = V® — ^2 — are (^tang = \J —j -f- c. 

3.° Se for da segunda fórma e puder resolver-se em ordem a y, y = fy' 

e a eliminação de y' dará o integral pedido. 

3 2 0 . II . Quando a proposta tiver a fórma y = F [x, y'), 

será ' — — d F d y l -
^ dx dy1' dx' 

e, se soubermos integrar esta equação, a eliminação de y' entre o seu in-
tegral e a proposta dará o integral procurado. 

Assim y = x^y' tyy' 

dará y'dx = 9 y'. dx + Xf'y'. dy' + tyy'. dy', 

d x + - J M L 1 V - O , 

de que se tractou no n.° 3 1 2 . 
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3 3 1 . No caso de ser 9 (y') = y', neste exemplo, isto é, de ser a pro-
posta y — xy' -}-<jí (t/'), a equação differencial reduz-se a 

[x+v ( j f l W - o . 

Egualando a zero cada um dos factores, teremos 

J / ' = c, < r+ <]/(2/') = 0; 

e restará eliminar y' entre qualquer d'estas equações e a proposta. 
A segunda não dará se não uma solução das chamadas singulares, de 

que logo tractaremos. Mas a primeira conduzirá ao integral completo; 
porque a eliminação de c entre ella e a sua primitiva, y = cx-\- G, satisfaz 
á proposta, suppondo C = ^ c , e é por conseguinte y=cx + tyc este 
integral. 

Por exemplo ydx — xdy = a V cia;2 + d?/2, 

ou y = y'x + aiJ i +y'*, 

dá y' = c, x+ - °y - == 0. 

\ / l + 2 / ' 2 

A primeira fornece o integral geral y = cx + a \/1 + c2. 

A segunda dá a solução singular j/2 + Xi == a 2 , 

quando se tira d'ella o valor de y' para o substituir na proposta. 
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Das so luções s ingu lares das equações differenciaes 
da pr imeira ordem 

3 2 3 . Se jam: uma equação differencial proposta da primeira ordem, 
e o seu integral completo, com a constante arbitraria c: 

f ( x , y, y') = 0 ( 1 ) ; F (x, y, e) = 0 . . . . . . (2) . 

A proposta (1) deve resultar da eliminação de c entre a primitiva (2) 

d F d F 
e a sua differencial immediata — — l - «'—— = 0 (3). 

dx dy w 

Se differenciassemos porém (2), fazendo também variar c, teriamos 

dF , dF d F / d c , de\ A 

d ^ - ^ U + ^ j = 0 

dc dc 
a qual concorda com (3) nos casos de serem e nullos, ou de 

dx dy 
d F , d F d F . * 

ser -—— nullo, ou de serem —— e —— ínhmtos. 
dc dx dy 

No primeiro d'estes casos é c = const, como suppôe (2). No segundo 

d F 
a eliminação de c entre —— = Oe (2) dará uma equação 9 (x, y) = O, 

UC 

a qual será um integral particular ou será uma solução singular, segundo 
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estiver ou nSo estiver comprehendida na primitiva (2). No terceiro a 

d F d F 
eliminação de c entre —— = co , — = 00, e (2) dará duas equações 

dx dy 
que, se concordarem entre si, serão a solução <p (x, y) — 0. 

3 2 3 . i . ° D'onde resultam dois processos differentes para obter a 
solução procurada, no caso de se conhecer o integral completo: um cor-

d F r t d F d F 
respondente a — = O, outro a — = 00 e —- = o e ; o segundo dos 

dc dx dy 

quaes poderá ser util, quando a primitiva não estiver desembaraçada de 
radicaes. 

Exemplos 

I. Sejam (a 2 — 2y2) j/'2 — \xyy' — x2 = O, j / 2 — 2cj/ + a2 = c2 , 

a equação differeneial proposta e a sua primitiva. 
Derivando a primitiva em ordem a c, e eliminando c entre ella e a 

derivada, c -f y = 0, vem 

2 y 2 + X i = O, 

a qual é uma solução singular, por isso que satisfaz á proposta sem estar 
comprehendida na primitiva geral. 

II . A primitiva (a:2 + j/2 — b) (y2 — 2cy) 4 (X2 — b) C2 = O 

dá ^ = 0 = - y (x* + j/2 - b) + fx* - b) c-, 

e, eliminando c entre estas equações, resulta 

y*{y*+X* — b ) = 0 , 
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a qual é um integral particular, por isso que a ella se reduz a primitiva 
dada quando se toma c = 0. 

III. A primitiva c2 — (a; + j / + l ) c - f a ; + y = 0 

que reduz a mesma primitiva, escripta sob a fórma ( e — l ) ( c — x — y ) = 0, 
a (x + y — 112 = 0; e esta é um integral particular, proveniente de se 
fazer c = 1 depois de ter dividido por c— 1. 

IV. A primitiva y = x + (c—l)2(c — a;)2 

O valor c = l dá o integral particular y = x; c = x dá o mesmo, e 
x+ I 

não uma solução singular, apesar de ser c variavel; emfim c = -—-— 

dá a solução singular. 
dF 

V. A primitiva yi-\-xi = Zcx dá -— = 2* = O, 
(XC 

que se pode considerar como um caso particular do integral completo, 
correspondente a c = oo . 

dá 
dF 

dc 

dá ^ - = 2 (c — x)(c — 1 )(2c — x— 1) = 0 . 
dc 

VI. A derivada (a2 — b) t/'2 — Zxyy' — x9- = O 

tem por integral completo Xi — Zcy — b + c2, 
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, d F . ,. . , 
que dá —— = c + y = 0, e conseguintemente, eliminando c, a solução 

dc 
singular Xi -f y2 = b. 

O outro processo, depois de posta a primitiva debaixo da fórma 

V x*-\-y- — 6 — y —c = 0, 

d F x d F U 
d á -—- = - = Q 0 , - — - = - - * - I = Q P , 

a x y / ^ + y* — *> y \/x* + y9' — b 

a ambas as quaes satisfaz Xi -f y2 = b. 

Neste exemplo, como a primitiva está resolvida em ordem a 

c = V a 2 H - J / 2 - b — y = <|*(ar, y), 

, . dc db dc dJ/ 
sendo por conseguinte — = ——, — = 

dx dx dy dy 

as equações precedentes equivalem a = oo , ~ = oo , que dão com 

effeito o mesmo. 

3 2 4 . 2.° Se não conhecermos a primitiva da proposta, mas soubermos 
determinar o factor que torna esta integrável, esse factor servirá para 
obter as soluções singulares. 

Seja y' -+- k — O 

uma equação, e z o factor que a torna derivada exacta, 

z(y'-+-k)=<t' (x, y) — 0. 

Como na primitiva 9 (x , y) = c d'esta não deve ser comprehendida a 
solução singular S = O, a expressão y = ^ x , tirada da mesma solução, 
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não deve reduzir ç (x, y) a uma constante, nem por conseguinte annular 
a derivada (ar, y). 

Portanto, devendo y = annular y'-\-h, mas não annular z(y' -\-k), 
é necessário que torne z infinito. 

Por onde se vê que as soluções singulares fazem infinitos os factores 
proprios para tornar integráveis as equações differenciaes. Mostra-se até 
que as soluções singulares d'uma equação são factores algébricos que por 
uma transformação conveniente se podem pôr em evidencia, e separar 
inteiramente d'ella (Ca/c. infinit. de Cournot n.os 4 7 8 , 4 8 0 ) . Consulte-se 
no n.° 13.° do Journal de I'Ecole Polytechntque uma memoria de Poisson, 
na qual se mostra que sempre se pode desembaraçar qualquer equação 
de primeira ordem da sua solução singular, ou introduzir-Ihe uma. 

Seja por exemplo a equação 

y2 — a2 = Zxyy1 -H t,'2 (a2 — a;2), 

ou, resolvendo em ordem a y\ 

(a2 — a 2 ) y' + xy = a \ a 2 H- y2 — a 2 . 

Como, multiplicando pelo factor z = — — esta 

equação satisfaz â condição de integrabilidade, será j / 2 - f -a ; 2 — a2 = O uma 
solução singular; o que logo se verá confirmado por outro processo (n.° 3 2 6 
exemplo III) . 

3 2 ã . Se a solução singular fosse dada, a;2 + ?/2 — a 2 = 0, e quizes-
semos obter o integral geral, poderíamos, visto que a;2 — a2 = 0 satisfaz 
á proposta, examinar se o factor z, que a faz integrável e se torna infinito 
para a solução singular, t e m a fórma (a;2 — a 2 ) - m (y2 + a ; 2 — a 2 ) - n , sendo 
m e n indeterminados. Assim, multiplicada a proposta por esta funcção, 
estabelecendo a condição de integrabilidade (n.° 3 1 5 ) , acharíamos que 

aquella condição é satisfeita por m = l , rc=—; e integrariamos a pro-
Jd 

i 
posta, depois de a multiplicar por 

( X i - a 2 ) (y 2 + í c 2 — o « ) T 
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É um exemplo de taes artifícios de calculo tirado da Memoria de Trem-
bley (Mem. da Academ. das Scienc. de Turin, 1 7 9 0 — 1 7 9 1 ) . 

3 2 G . Quando não se conhecer a primitiva da equação proposta, nem 
o factor pelo qual seria necessário multiplical-a para a tornar differeneial 
immediata, poderemos deduzir da mesma proposta meios para reconhecer 
as soluções singulares d elia. 

Antes de expor este processo, procuremos a interpretação geometrica 
das soluções singulares. 

Por ser c arbitraria, podemos considerar o integral geral f (x, y, c) = 0 
como equação d'uma infinidade ue curvas, que só diíferem entre si em 
virtude dos diíferentes valores attribuidos ao parametro c. 

Suppondo pois que se dão successivamente a c todos os valores possíveis, 
separados por differenças infinitamente pequenas, as linhas correspondentes 
consecutivas, que são integraes particulares, encontrar-se-lião duas a duas 
em uma serie de pontos, cujo systema formará uma envolvente, tangente 
a todas ellas; como se pode vêr discorrendo d'um modo analogo ao do 
n.° 178. 

Assim, para cada uma das curvas representadas pela equação f (x, y, ¢)==--0, 
o parametro c é constante, mas, na passagem d'uma d eitas para outra, 
ou na passagem d'um ponto para outro da envolvente que as toca, c é 
uma funcção variavel das coordeuadas d'esse ponto. 

Por onáe se vô que: para cada valor de c, será f ( x , y, c ) = 0 um 
integral part icular; mas a equação resultante da eliminação de c entre 

f =Si 0 e — = 0, que é a da envolvente, será, em geral, difíerente das 
dc 

equações das envolutas, e por isso uma solução singular. 
Ha pois, em geral, duas ou mais tangentes diversas na intersecção de 

duas linhas que são integraes particulares da equação proposta; mas, quando 
essa intersecção é um ponto da curva de contacto, duas ao menos d'aque!las 
tangentes devem confundir-se. D onde resulta que nos pontos pertencentes 
é curva de contacto deve a proposta (1), resolvida em ordem a «/', ter 
raizes eguaes; e conseguintemente deve nestes pontos verificar-se (n.u 73) 
a equação 

dy' 
Exemplos: 

I. A equação Y = (x- — %jl) y- — Ixyy1 — Xi = 0 
k r 
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dá 
dy 

e, eliminando y' entre estas equações, vem a solução singular 

X i H- 2y 2 = s 0. 

II. A equação xdx H- ydy = dy V y* + — a 4 , * 

ou Xi + Zxyy1 + y '2 (a2 — ®2 j = O, 

dV 
dô => 2asy 2y' (a2 — x2) = O; 

dy' ' 

e, eliminando y', vem x 2 - ( - y 2 = = a 2 . 

III. A equação ydx — xdy = ads == a V ^8 + ^y 2 , 

ou y 2 — a 2 = = 2 a : y y , H - y ' 2 ( a 2 — x 2 ) , 

dV 

dá , = Zxy + 2y (a2 — x2) = O, 

e, pela eliminação de y' , a solução singular x2 -f y2 = a 2 , 

achada por outro processo no n.° 3 2 4 . 
IV. Para y = xy' H- Y i , ' 
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onde Yj representa uma funcção de y', temos 

3 3 9 

e a solução singular resultará da eliminação de y' entre estas duas equaçSes. 

3 2 8 . 4.° Este methodo suppõem a equação desembaraçada de radicaes 
relativamente a y'. Suppondo-a porém resolvida em ordem a y', pode ainda 
servir o que fica exposto para obter a solução singular. Com efleito, se 
derivarmos a equação (1) em ordem a y, e em ordem a ar, considerando y' 
como funcção d'estas variaveis, teremos 

d V d V d £ 

dy dy' ' dy 
O, 

dV dV d j / 

dx dy1 ' dx 
= 0 , 

que dão 
dy 

dV 

dy dy' 

dV ' dx 

dy' 

dV 

dx 

dw : 

dy' 

e como na curva de contacto é —- = 0, devem ser 
dy' 

dJL = oo d ^ 
dy ' dx 

— oo . 

Seja ainda, por exemplo, a equação 

y = xy' + a y/y'' + 1 

que é a do n.° 3 2 4 e do n.° 3 2 7 . ex. III. 
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Teremos j t y = 

dy ay 
x-h 

V y 2 + ! 

dy' 
Depois, eliminando y' entre a proposta e —— = oo , isto é, entre as 

equações f 

y = xy' - H a v V s - H 1, x \ / y ' 2 + 1 -H ay1 — 0, 

ou xy + cFy' = x-y1, ac2 (y'2 -H-1) = 

acharemos a2 + J/2 = a2 . 
i 

Nesta solução singular confirma-se a interpretação geometrica que 
temos dado a taes soluções. 

Com eííeito a primitiva geral da equação proposta é 

y — cx -H a <J c2 - H 1 . 

E como (Geom. Anal., n.° 39 , 3.°) esta equação pertence a uma recta 
tangente ao circulo de raio a, cujo centro está na origem das coordenadas, 
vê-se que a solução singular a;2 + Í/2 = a2 é a equação do circulo tangente 

a todas as rectas comprehendidas no integral gera! y = cx-\- a v /c 2 + 1, 
conformemente com o que tínhamos dito. 

Os diíTerentes processos, que ficam expostos, fundam-se em pro-
priedades pertencentes ás soluções singulares: mas não examinámos ainda 
se algum d'elles depende de propriedades exclusivas e caracteristicas d'estas 
soluções. É o que vamos fazer. 

Supponhamos que ?/ = X satisfaz a uma equação proposta y' = F(x, y), 
sendo X uma funcção dada de x, sem constante arb i t rar ia ; de maneira 
que tenhamos 

X ' = F X) (5). 
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Procuremos conhecer se y = X i uma solução singular, ou se é um in-
tegral particular da proposta: 

Seja y = ty a) o integral completo de y' = F (x, y), designando a a 
constante arbitraria. Se y=X é um caso particular do integral y=ty (x, a) , 
isto é, se <{i (x , a) se torna em X quando se at tr ibue a a um certo valor b, 
deve <J< (x, a) — X ser zero quando a = b, e por conseguinte ser divisível 
por a — b. 

Portanto ij» (x, a) — X = (a — b)m x, 

sendo m a mais alta potencia de a — b, e z uma funcção de x e a, que 
não se torna nulla nem infinita quando a = b. 

Representemos (a — 6)m por c: o integral completo de ?/' — F (a?, y) 
será assim 

y = X + cz. 

Substituindo este valor de y em y'=F (x, y), resultará a relação idêntica 

X ' H - c z ' = F (a r , X + cz). 

Ora, por uma parte, como c = 0 não torna z infinito nem nullo, o desen-
volvimento de z em ordem a c tem a fórma (n.° 60) 

z = K + Aca+ Hcr'+ 

sendo «, j j , . . . expoentes crescentes e positivos, e K, A, B , . . . funcçôes 
de x; o*que dá 

X' + cz'= X ' + K c + A'c* + 1 + . . . . 

Por outra parte o desenvolvimento de F (®, X + cz) deve egualmente ser 

F (x, X + cz) = F (x, X) + NcnZ" + Mcm zm + . . . , 

sendo n, m , . . . . expoentes crescentes e positivos, e M, N , . . . funcçôes 
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de x . Eé fácil determinar, tanto os expoentes m, n , . . . d'esta serie, 
como os coeflicientes M, N , . . . . 

Substituindo pois estes desenvolvimentos de z e F em 

X ' + m ' = F(J>, X + CZ), 

teremos, atteridendo á equação (5), 

K'c + A'c* + 1 + .. . = Nc" (K + Actt + .. . ) n 

+ MC
m (K + Ac* + . . . ) m 

4 - e t c . 

Tracta-se agora de saber se é possivel determinar os coeflicientes 
A, B , . . . . e os expoente a, [3 de modo oue tornem esta equação 
idêntica: porque, se isso não for possivel, y = X será uma solução sin-
gular ; mas se o for, teremos então um integral particular. 

Offerecem-se tres casos: 
I . 0 Se n> 1, não ha termo similhante que se possa reduzir com K'c. 

Faremos pois K' = O, ou K = Const.; poremos «4- 1 =n, A' = NK", 
o que determinará a= n — I e A =fNK"dx; e assim dos outros termos. 
Portanto a identidade é sempre possivel neste caso, e J / = X é um integral 
particular. 

2.° Se n = 1 , o mesmo tem logar. Porque, pondo I i ' = NK, teremos 
IK—jNdx. Será pois fácil ordenar os dois membros; e, comparando 
entre si os expoentes e coeflicientes respectivos dos termos da mesma 
ordem, determinaremos os expoentes a, [ 3 , . . . e os coeflicientes K, A, B , . . . 

3.° Em fim, se n < l , não haverá termo similhante que se reduza 
com Nc n K n , por não haver no primeiro membro expoente de c que seja 
< 1 : logo, como K não pode ser nullo, será impossível satisfazer á iden-
t idade; e conseguintemente y = X será uma solução singular. 

3 3 0 . Como acabamos de ver que J/ = X é uma solução singular, 
quando n < 1, segue-se que então, pondo X -f cz em logar de y, o desen-
volvimento de F (.r, »/), eflectuado pelo theorema de Taylor, deve ser de-
feituoso entre o l . ° e 2.° t e rmo; portanto a derivada de F.(x, y) em 
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ordem a y deve ser infinita (n.° 58 , 2.°). Reciprocamente, um valor 
dF 

y = X, que satisfizer a y' = F (x, y) e tornar —p- infinito, será uma so-

lução singular; porque dará ao desenvolvimento de F (x, X+ cz) a fórma 

X ' + N c n K n . n sendo < 1 . 

Logo a condição - ^ - = 00 , ou ^-- = 00 , exprime o verdadeiro cara-
dy dy 

cter das soluções singulares; e vô-se que, para que ella se verifique, deve 
a funcção F, se for algébrica, conter um radical; que a hypothese y = X 
fará desapparecer (u.° 57 , 2.°). 

Poderemos pois obler as soluções singulares, sem conhecer o inUgral 

dy' 
completo, tirando — da equação differeneial, e egualando ao infinito, 

ay 

o • dy1 U 
S e j a H a I ' 

Faremos T = O, ou U = 00 ; e, d 'entre os factores de s t a s equações, os 
resultados, que satisfazem também a y' = F ( x , y), serão as soluções sin-
gulares. 

Exemplos 

I. No exemplo Vl do n.° 3 2 3 é 

= x ( y ± > / x 2 + y 2 — b) dy^ = x / ^ y \ 
y x*—b ' d y x í — A . / z r r ~ ; — 

V a 4 H - y 4 — b 

e esta ultima fracção torna-se infinita em virtude da solução singular 
j/4 = b — x2. 

II. Em y'z=a(y — n) k a condição ak(y— n ^ - 1 = 00 exige que 
seja k < 1 e y = n. E como y = n só satisfaz á proposta quando k é posi-
tivo, segue-se que esta não é susceptível de solução singular senão quando 
k está entre O e 1; sendo nesse caso y = n aquella solução. 

O integral completo é - - — — — = a x - ( - c , 
1 --- K 
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3 3 8 . Para applicar o theorema, que fica demonstrado, não é ne-
cessário resolver a proposta em ordem a y', porque, segundo o que vimos 
no n.° 3 2 8 , temos 

d V 

dy' dy _ 

dy d V 

e por isso, se for — = o e , ou — = 0, verificar-se-ha a condição cara-
dy dy' 

cteristica das soluções singulares. 

dV dV 

dy dy1 

remos, pelo processo ensinado no calculo differencial, o valor da fracção 

Mas, se forem — e —: nullos ou infinitos ao mesmo tempo, procura-

dV 

dy 
•; e, segundo sahir este valor infinito ou finito, assim haverá ou 

dV 

dy' 
não haverá soluções singulares. 
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Constantes a r b i t r a r i a s ; e in tegração das e q u a ç õ e s d i f ferenc iaes 
de qua lquer ordem pelas ser ie s 

2 3 3 . Seja F (x, y, y ' , . . .yW) = O (1) 

a equação differencial proposta da ordem n. 
Se de F = 0 e das suas differenciaes successivas tirarmos as expressões 

de y(n), yt"+1^,. . e fizermos nellas x = 0, teremos y0W, yo^"+1 ' , . . . . 
expressas em y0 , y'q, . . . y 0 ' n - 1 ' 5 e> substituindo-as na formula de Maclaurin 

xn—* Xn 

2/ = 2/0 + xy'o + • •. O ^ T T ) y»[n-i] + TTITTTn yOtnl + • • • 

será este o integral da proposta, o qual conterá as ti constantes arbitrarias 

2/0' 2 / V - - 2 / o ( n _ 1 ) -

3 3 3 . Este modo de integração não se pode empregar quando a hy-
these x = O torna infinitas algumas das funcções y 0 , y ' 0 , . . por-
que é então insufficiente a formula de Maclaurin. 

Nesse caso tomemos por a na serie de Taylor, 

f{a + h)=fa + hf'a+^K*f"a + ...f 

uma quantidade tal que a hypothese a = O não torne infinita nenhuma 
das expressões fa, f'a,.. . . Depois, pondo h = x — a, teremos 

. , (x — n)'1-1 (n-i) (x— a)" (») 

» - » . + < — ) » ' . + • - r 5 > í r i ) » . + í X T T n " . + " - 1 3 ) ' 
Sã 
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r* • J J * (») t"+1) 

O mesmo processo acima empregado dará y , y , . . . expressos 

em jIa' Il'a" • -Ha » e (3) será o integral da proposta (1), com as n 

constantes arbitrarias j/^, y ' . . .y^ 
D'onde podemos concluir que: 
1.° Sempre ha uma serie que é integral de qualquer equação diffe-

reneial proposta entre duas variaveis; e sabemos o modo de achar esta 
serie, não tendo que vencer senão as difficuldades que o calculo apresentar. 

2.° O integral contém sempre um numero de constantes arbitrarias 
egual á ordem da derivada. 

Esta consequençja, posto que fundada na theoria das series, tem no 
entretanto todo o rigor que se pode desejar; por quanto, se uma serie é 
o desenvolvimento d'uma expressão finita y = f x , deve essa expressão 
conter tantas constantes arbitrarias quantas contém a serie. 

3.° De qualquer modo que se houver chegado a uma equação integral, 
que tenha o numero de constantes arbitrarias exigido pela ordem da dif-
fereneial, esta equação integral será a primitiva da proposta, e nella se 
conterá outro qualquer integral, que lambem lhe satisfizer e tiver o mesmo 
numero de constantes arbitrarias. 

3 3 4 . Fazendo h = — x nas equações 

f(x + h)=y + hy' + ± h y + . . . 

f[*-V(x + h) = j/t»-1) + hyW + 1AV"+D + . . . , 

teremos: 

f ( 0 ) = y - x y ' + ~ x Y - . . . . 

/ M ( O ) = y(«-i) — «y(») + - <cy«+i) —. , . , 
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E, substituindo nestas n equações as expressões de t/M, t / ( n + 1 ) . . . tiradas 
de (1) e de suas derivadas, a eliminação de y\ y",.. .t/(n—1J entre ellas 
dará uma resultante em x e y, com as n constantes arbitrarias /"(0), 
f ( o ) / I - 1 J ( O ) . 

Logo : uma equação di/ferencial da ordem n tem n integraes da ordem 
n — 1. 

Se estes n integraes forem conhecidos, a eliminação das n — 1 pri-
meiras derivadas entre elles dará o integral finito. 

Se forem conhecidos só n — i integraes da ordem n — 1, a eliminação 
das r» — i — 1 derivadas t/(n—1J, t / ( n — J ) , . . . t/f'+1) entre elles reduzirá a 
resolução do problema a integrar a resultante da ordem (i). 

Exemplos 

I. Da equação y' + y + x3 = 0 

tiram-se 

y1 = — y — x 3 , y" = — y' — 3a;2, y'" = — y" — 6a;, 

J,,v = _ yw _ 6 , . . . yd+«) = (_ 1 y yd); 

e por conseguinte 

2/o' = ~ 2/0' Vo" = y». 2/o"' = — 2/0' - - - 2/o{4+i) = (— 1)•' (2/0 — 6) 5 

o que substituindo na formula (2) dá 

II. A equação xy' + y + X1 = 0, 
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da qunl se tiram 

X Xi X , 3 X 3 Xt X 

não se pode applicar a serie (2), porque x = 0 torna y' infinita. 
Mas, para x = a, t i ram-se d'estas expressões 

y — „ u' y —^r» y — ^——»•••» 

O d a Or a a* a 

que substituídas em (3) darão o integra! pedido. N / I 

III. Seja a equação xy" -f- y == 0. 

Como d'ella se tiram 

y 1— „ » y — — i 5 > y —— > ? , õ-, . • •» 
X X Xi X Xx X6 

que x = 0 torna, em geral, infinitas, poremos nestas x — a , e substitui-
remos em (3) para obter o integral. 

Mas, no caso particular de ser yn=,0, as derivadas da proposta, não 
resolvida, xy'"+y"+y'= 0, xy,T -f 2y ' " - f j / " = 0, x y v + 3 y , v + y'" = 0 , . . . 

dariam y" = ~ y1, y"1 = ~ y \ y™ = — ~ y \ . . . , 
0 0 0 ^ O O Z-O 0 

de cuja substituição em (2) resultaria o integral 

> • 

/ X4 X3 X^ \ 

Este integral é um integral particular, por não conter duas constantes; 
mas pode completar-se do modo seguinte, 
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É claro que podemos em y -=• C j Y i considerar Cj como variavel, com-
tanto que a substituição na equação differencial dô o mesmo que se C1 

fosse constante. 

Applicando isto á equação proposta, que é linear da segunda ordem, 

teremos XC1Y;' 4 C i Y 1 + x ( 2 C ; y ; 4 C;'Y,) = 0, 

a qual coincidirá com a relativa a Ci constante, pondo 2C|Y' 1 4 C^ Yj = 0. 
E como, multiplicando por ^ T y ' 0 ^ n t e S r a ' P r i m e ' r o d esta equação, ou 

2 D Y I dC\ 1 1 C 1 D C I 
de 4 - ^cl- = 0 , é Iog C 1 Y 1

2 = Iog C1 , ou C 1 = — r = — , 

n l dX , 
será C1 = C1 j 4- cç>; 

por conseguinte ! / - Y 1 fq j — -+- c.2 ), 

com as duas constantes C1, 
O methodo de que acabamos de servir-nos, e que se chama methodo da 

variação das constantes arbitrarias, ou da variação dos parametros, é 
muitas vezes empregado na integração das equações differenciaes. 

3 3 5 . A theoria que acabamos de expôr , ainda que demonstrada com-
pletamente, nem sempre é própria para fazer conhecer o integral appro-
ximado, a não se recorrer a transformações que reduzam a funcção ao 
estado necessário para se lhe poderem applicar os princípios precedentes. 

O methodo dos coeflicientes indeterminados é ordinariamente mais util, 
principalmente se o integral deve proceder segundo as potencias fraccio-
narias ou negativas de x. 

Façamos y = A x a + B x i + Cxc 4- (4) , 

sendo a, b, c. expoentes , que t ractaremos de determinar , assim como os 
coeflicientes A , B , C , , , . 
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Para isso tiraremos de (4) as expressões de y', y",... e substituil-as-
hemos na derivada proposta, que por esta substituição se deverá tornar 
idêntica; depois, ordenando relativamente a x, e comparando termo a 
termo as potencias da mesma ordem, e seus coeflicientes, do mesmo modo 
que na pag. 2 8 0 da Alg. Sup., determinaremos A, a, B, b,... 

Exemplos 

I . Para (1-f « i ')y = i , 

teremos 

( ! + Aaa;"- 1 + B f t x 6 - 1 + . . . ) (Ax f l + B x 6 + . . . ) = 1 ; 

o que dá 

A 9OX 2 a - 1 + A B a x a + 6 - 1 + A C a x a + - 1 + . . . ' 

'+ A B f t x a + 6 - 1 + B 2 6x 2 6 ~ 1 + . . . | 

+ A C x a + c _ 1 + . . . I 

= O; 

/ 
— 1 + A x a + B x 6 + . . . 

por conseguinte 

2 a — 1 = 0 , a - + - 6 — 1 = a , a-\-c— I = 6==26— 1 , . 

1 ; / 3 
ou a = —, 6 = 1 , c = — . . . ; 

e depois A 2 a = l , AB ( a + 6 ) + A = O, 

ou A = J / 2 , B = — C = -^ | / 2 . . . 
O l o 

Finalmente, substituindo na serie, teremos o integral 

1 2 3 

1 , = ^ 1 / 2 - 1 ^ + 1 ^ ( / 2 . , . 
d l o 
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„ . , . , 1 2 3 
Se tivessemos presumido que a lei dos expoentes fosse —, —, 

a 2t 
poderiamos logo empregal-a na serie (4), o que simplificaria os cálculos; 
e também poderiamos applicar a serie de Maclaurin, fazendo X = Z i . 

Pelo mesmo processo se pode ver que a equação 

dy -J- ydx = axm dx 
dá 

y x"1+1 xm i -

T ^ w T + 1 ~~ ( m - h l ) ( m + 2 ) ( m - f - 1) . . . (m + 3 ) ~ ' ' ' 

3 3 6 . O integral assim obtido não é geral, porque lhe falta a constante 
arbi t rar ia ; mas, se na equação differeneial proposta mudarmos x em 
z + aey em t + b, e desenvolvermos t em z, de modo que a z = 0 cor-
responda t = 0, acharemos o integral pedido substituindo neste desen-
volvimento x — a em logar de z e y — b em logar de l. Das constantes 
a, b, só uma será arbitraria, porque a condição de ser í = 0 quando é 
2 = 0, em í = F ( a , 6, z) , dá uma relação entre a e b. 

Nas ordens superiores completam-se também os integraes particulares 
do modo que adiante exporemos. 

II . Seja a equação y" = kxny. 

A substituição de y = Aixc t l -b A2Xs* + . .= 2Aj x a < 

d á 2 A I ( A I — 1 ) A í x " < ~ 2 = S A A i x a i + n , 

á qual se satisfaz, pondo 

«l («l — 1 ) = = 0 , ai = « i _ i + n + 2, «i (<*£ — 1) Ai = M i _ i ; 

ou, por formarem assim a j , a2 «i uma progressão arithmetica cuja 
razão é n + 2, 

«1 («1 '— 1) = 0 , Vi = Iti + i ( n + 2) , ai (ai — l)Ai = AAi - 1 . . . ( a ) . 
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As duas primeiras condições (a) darão «Í; a terceira fará depender Aj de 
Ai , que ficará sendo a constante arbitraria. 

Aos valores Ot1 = O, 04 = 1, corresponderão as duas series 
t 

i/==CiXi, y = CaX2. 

Ora é evidente que, se as substituições de y = CiXi , t / = C2Xg,. . . em 
uma equação linear relativamente a y e suas derivadas, a reduzem a uma 
identidade, o mesmo deve acontecer á substituição de ( / = C 1 X ^ C 2 X 2 + . . . ; 
por isso que, sendo Mj , M 2 , . . . os resultados d'aquel!as substituições, o 
d'esta é Mi + M 2 4 - . . . . O integral completo será pois 

JZ = CiXi + C 2 X 2 . 

V III . As equações y " - | - x y = 0, h = 0, 
x 

são casos particulares da precedente; para o primeiro dos quaes é Ic =— 1 
e n = 1 ; e para o segundo è Ie = — 1 e » = — 1. 

Mas os integraes particulares da segunda correspondentes a ai = O tor-
nam-se infinitos em virtude de n = — 1 ; subsistindo por isso só os in-
tegraes particulares correspondentes a Ci1 = I. 

3 3 ? . Também se podem achar os integraes approximados por meio 
das fracções continuas. 

Supponhamos y = Axa, B x 6 , C x c , . . . , 

A x 0 Bx 6 Cxc 

isto é , y = — — , z = — — , U = 
i + z 1 + - a i - t - r 

Como A, a, B, 6 , . . . devem ficar os mesmos quando x se suppõem infi-
nitesimo, substituiremos A x a em logar de y, e a comparação dará A e o ; 

Axa 

depois faremos y = substituindo Bx6 em logar de z, e a comparação 
1 + z 

Bx 6 

dará B, 6; depois na equação em z faremos z= , e em logar de w 
1 + u 
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substituiremos Cxe; e. assim por diante, levando a approximação até onde 
quizermos. 

Seja por exemplo my H- (1 -J - x) y1 = 0. 

Fazendo y = kxa, resultará (m H--a) . \xa H- a . A ® a _ 1 = o 5 

logo a = 0, e A fica indeterminado. 
A 

Fazendo depois y = , teremos M (1 + z) = (1 H-ÍC) Z', 
l - J - s 

que, pondo s = Bxb, se torna em m- f -Ba : 6 (m — 6) = òBo;ò—1J 
logo 6 = 1, B = m. 

_ mx . . 
Fazendo depois s = , . . . e continuando successivamente do mesmo 

' 1 H - í 

modo, acharemos o integral em fracção contínua, 

j/ = A, mx, — ( m — l ) x , -1 (m H- l ) x , — ~ (m — 2) x , . . . 

Como por outra parte a integração da proposta dá também % m Iog (1 H- x) H-Iog y = Iog A, ou y = A (1 H- x ) - m , 

teremos assim o desenvolvimento d'esta funcção em fracção contínua, que 
poderemos reduzir á fórma de serie. (Alg . Sup., pag. 2 0 2 , nota) . 

Pelo mesmo processo acharemos para integral da equação 

d x = (1 H - Xi) dy, 

Xi (2x)« (3x)* (.1®)« 
y = are (ta ng = a?) = x , — , — , — 

Para maior desenvolvimento d'esta matéria pode consultar-se o tomo 
2.° n.° 5 9 8 do Calculo Inlegral de Lacroix. 

t t 
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Da cons lrucção d;is equações di f ferenciaes 

S 3 § . Quando a equação differencial proposta pertence a uma curva, 
pode ser conveniente construir essa curva, sem integrar a equação; para 
o que se operará do modo seguinte: 

Suppouhamos primeiramente que a equação é da primeira ordem 

F [cc, y, y') = 0; 

e concebamos que a constante é determinada pela condição de ser y = b, 
quando x = a. Tomando AB = a, BC = 6 (Fig. 54) , marcaremos o ponto 
C sobre a curva procurada. Substituindo depois x = a, j/ = 6 em F = O, 
tiraremos d esta equação o valor de y', que lixará a direcção da tangente 
KC no ponto C. Tomemos sobre ella um ponto D tão visinho de C, que 
sem erro considerável se possa suppòr a recta CD confundida com o arco 
da curva; A F = d, FD = 6', serão as coordenadas d'urn segundo ponto 
D da curva: e fazendo x = u', y = bJ, na equação, teremos o valor cor-
respondente de y', que dará a direcção da tangente IE, um pouco afastada 
da primeira. Continuaremos a operar do mesmo modo para um terceiro 
ponto, e assim por diante, de maneira que a curva ficará substituída por 
um polygono CDEZ que se approximará tanto mais d'ella quanto mais 
vizinhos se tomarem os pontos B, D, E , . . . 

Também se poderia discorrer do modo seguinte. Tirando da equação 
F = O e sua derivada as expressões de y1 e y", e substituindo nelias a e 
u em logar de x e y, acharíamos a direcção da tangente e o raio R de 
curvatura no ponto C (n.05 105 e l l 8 j . Traçando depois a tangente KC, 
levantando-lhe a perpendicular CN = 1 1 , e descrevendo do ponto N como 
centro, e com este raio, um pequeno arco de circulo CD, consideraríamos 
o ponto D, cujas coordenadas a' e b1 differem muito pouco de a e 6, como 
um ponto da curva. Neste ponto tiraríamos a tangente 1D, e o raio de 
curvatura DO, etc. Substituiríamos assim á curva um systema de arcos de 
circulo contíguos. E claro que nesta construcçâo o erro seria menor do 
que usando das tangentes, de sorte que, para obter o mesmo gráu de 
approximação não seria necessário tomar os pontos C, D, E , . . . tão vizi-
nhos uns dos outros ; o que tornaria as constiucçôes menos trabalhosas. 

A cada ponto aibi t runo de partida (a, b) corresponderá uma curva; e 
por isso a primitiva, cuja derivada deve representar todas estas curvas, 
terá uma constante arbitraria. 
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3 3 9 . Se a equação differeneial proposta é da segunda ordem 

F (x, y',y") = 0, 

escolheremos um ponto arbitrario C para um dos da curva, e também uma 
recta arbitraria KC para tangente ; condições estas, que determinarão as 
duas constantes. Depois tiraremos da equação o valor de y"; com ty' e yn 

acharemos o raio de curvatura, e descreveremos o pequeno arco CD, do 
mesmo modo que precedentemente: e suppondo então que o ponto D d'este 
arco pertence á curva, tiraremos n'elle a normal conduzindo a recta DN 
do primeiro centro N para D. Teremos assim no segundo ponto as duas 
coordenadas a' , b1, e o valor de ydado pela direcção da tangente I D : 
com estes dados calcularemos y" e o raio R ' ; e tomando O D = = R ' , de-
screveremos o arco D E : o que determinará um terceiro ponto F, no qual 
se conhecerá a direcção da normal, e as coordenadas. E assim por diante. 

Por meio d'um raciocínio similhante poderiamos substituir á curva uma 
serie de parabolas osculatrizes, 

y — b = A(x — a) H - B [ x — a ) 2 , 

pondo em logar de A o valor de y' que se tomou arbitrariamente, e 

em logar de B o valor de xj" tirado da equação da curva. 

A cada ponto arbitrario de partida (a, b) corresponderá um systema de 
curvas que diffirirão entre si em virtude dos valores arbitrarios da derivada 
6 ' ; e por isso a primitiva, cuja derivada deve representar todos estes syste-
mas de curvas, terá duas constantes arbitrarias. 

Também se poderiam applicar estes princípios ás equações difTerenriaes 
da terceira ordem; mas então, além d'um ponto C e da tangente KC, 
tornar-se-ia também arbitrariamente o raio CN do circulo osculador neste 
primeiro ponto, o que determinaria as tres constantes arbitrarias. Depois 
não se poderia substituir á curva senão uma serie de parabolas, cujo con-
tacto fosse da terceira ordem. O mesmo se dirá das ordens superiores. 

Do que fica dicto podemos concluir que : uma equação differeneial 
entre duas variaveis se pode construir por meio d'uma curva, que tem 
tantos parametros variaveis, quantas são as unidades da ordem da equa-
ção. O que concorda com o n.° 3 3 3 , onde se provou que esta equação 
tem sempre um integral. 
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Das e q u a ç õ e s das ordens super iores ; c espec ia lmente 
da segunda ordem 

3 4 0 . Comecemos pelas equações da segunda ordem 

F (y", y', y, x) = Oi 
, v \ 

e entre ellas pelos casos par t iculares : 

F (y", x) = 0, F (y", y') = O, F (y", y) = O, 

F ( y " , y', x) = 0, F (y", y', y) = O, 

nos quaes entram só uma ou duas das quantidades y ' , y, x. 

3 4 1 . I . Seja F (y", x) = 0. 

Resolvendo em ordem a y" , e at tendendo a que s5o y" = ——, y' = 
dx 

acham-se 

y"=fx, y' =Jfxdx + C1, y =Jdxffxdx -+-CiX +¢5, 

sendo C1 e c2 duas constantes arbi t rar ias . 

E, em geral , F (yW, x) 
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resolvida em ordem a t/M, dará 

t / W = f x , t / í " - 1 ) = j f x d x -{-cu...y=j fxdx -+- J * e
n_i+f '' 

indicando JW que devem fazer-se n integrações successivas. 

Exemplo 

y" = axn 

axn+1 a x n + 2 

d à y ~ ^ T l + C i < y = ( ^ + l ) ( n + 2 ) + C i a ! + * 

.¾. , .,.>' \j ,-k eo'<i>«»03iia kfiai^aJHí *ob eaJiicJcnor) n ec BIO-) iwilim 

E nos casos particulares de n = — 1 , n =— 2 : 

n = — 1 , y' = alx+ C, y = a(xlx — x)+Cx = axlx+cix+ci; 

N 

n = — 2 , u' = H c 1 , y ==— a/o; + C1X + c2. 
x 

II. Seja F (y", y1) = - 0 . 

dy' 
Substituindo -j- ero logar de y", e resolvendo em ordem a dx, leremos 

UX 

dx = fy'dy', dy = j f d x = y'fy'dy', 

entre cujos integraes 
x =Sfy1W + ci» y = f y ' f y ' d y ' + c2, 
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eliminando y', virá a primitiva, com as constantes C1 e c2 . 

E m g e r a l F (t/í"), y(«-i)) = O 

(fy'n-1; 
substituindo em logar de «("), dará 

dx 

dx = fy("-l)dy(n-V, x = f f y ( n - i ) d y ( n - i ) -+- c; 

depois successivamente desde n — 2 até O, isto é, desde j/(n_2) até y, teremos 

y(i) =fyW)dx=fy(i+'l)fy{n-Vdy(n-í); 

e finalmente, eliminando y("—V entre as expressões de y e x, virá a pri-
mitiva com as n constantes dos integraes successivos x, j/(n—1J,. . .y. 

Exemplo 

ay" + (1 - H I / ' 2 ) 2 = O 

d á , ^ = 0^dy = ^ t 

( 1 + j / ' 2 ) 2 ( l + < / ' 2 ) 2 

ay' a 
entre cujos integraes, x = c\ — t y = c2 + 

Vt +J/'2 V l + y' 

eliminando y', resulta a primitiva 

¢ ) 2 + (c2 — t/)2 = a 2 . 
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Como se suppoz a constante, vê-se que o circulo, e só elle, tem a pro-
priedade de ser constante o seu raio de c u n a t u r a . 

III. Seja F ( y " , y) = 0. 

Resolvendo em ordem a y", e substituindo em ydy' = y"dy, que se 
tira de dy' = y"dx e dy = y'dx, resultam : 

y" = /y» y'dy' = fydy, y' = v 2 f fydy, x= Ç y , 
J y / i f f y d y 

com as constantes arbitrarias das duas integrações. 

Em geral, F (yW, yt"-1)) = 0 , 

resolvendo em ordem a yW, e substituindo em y(B_1)dy!fl—1) = y W á y ( n — 2 ) , 

que se tira de dy i^-rI = y'"idx e dy'n~-i = y.n~ridx, dá 

y W = / y ( » - 2 ) , y > - l ) = V Z j f y n - ^ d y n - i I , OU Ç ( y y ! « - 2 ] ) = 0 , 

que está no caso (II). 
Também se pode eliminar yW entre a proposta e d2y(n—2) = y Wdas4, 

que se tira de dy ' 1 ^ = y>-i)dx e d y » - 2 ) = d y i ^ d x = yWrfx s , r e -
duzindo assim a proposta a 

K ^ U - H i 

dy(n—2 ' 
e esta dá as = | — - ou <p (y n — 2), x) = 0, 

' V 2jfyn~-><iyn~-i 

que está uo caso I. 
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Exemplos 

a y + 2 , = 0 

dá 

Z f f y d y = c ^ * 
a a J V7C2-J,8 C / 

; 
X X 

que equivale a W = C1Sen | - c 2 c o s — . 1 a a 

2 . ' y " K a y — 1 = 0 

a i r - h - ± 
J 2 y / V y + C 1 

que, pondo Ky + C1 = é 

4 / / 2 ,, „ \ 2 4 a r = y/a z3 — 2cxzj + C8 = V « sjcx +Vy (Vy-Zcx) + C2. 

IV. Seja F ( y " , y' , ar) = 0 . 

dy' 
Substituindo em logar de y" , reduz-se a proposta a uma equação 

(XX 

differencial de primeira ordem em y' e x, cujo integral será o pedido. 

Em geral F (yW, y i " - 1 ) , ar) = 0, 
dy.n—l) 

substituindo ——— em logar de yW1 reduz-se a uma equação differencial 
QX 
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de primeira ordem em y ' n ~ e « ; e , eliminando x en t re o integral d 'esta 
e a proposta, ob tem-se uma resul tante <p (t/W, y(«—1J) = O, que está no 
caso II . 

Exemplos 

2s(H-t/'V = a V 

a2dw' . . I 0
 a W 

reduz-se a 2 x d x = g-, cujo integral é X t + C\ — 

( I H - S l V v t ^ " 

r* (X* | dx 
e depois acha-se y = f y'dx= j — -

J V̂  a 4 — (ÍC2 + C I ) 2 

3 
( i + y ' 2 ) " 2 " 

Assim a fórma da linha na qual os raios de curvatura , T. , são 
a 2 y 

——, inversamente proporcionaes ás abscissas, é a que dá uma lamtna 
JiX 
tlastica quando se curva. 

± 
(1 + y ' í ) 2 

A equação mais geral —— = fx 
y 

daria, pelo mesmo processo, 

y' rdx ,- Vdx y rax v 

y / Y + Y 2 J f x J v / T — V 2 

TaI é a solução do problema inverso dos raios de curvatura. 

2.° (1 + y ' 3 ) + x y Y = a y " y / 1 + y * 
CO 
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reduz-se a d x ( t + y '1) -H xy'dy' = ady' y/ 1 -+-y a, 

que é linear e, dividindo por y/ 1 + y ' á , dá o integral 

ay1 -J-C1 
x-

y / t + J/'2 

e depois y = f y ' d x = y'x—fxdy' = y'x— f 

Vi+y'2 

^ ^ - a V T T ? — C1Iy'+ 
C2 

V l + 2 / ' 2 C2 

Finalmente , eliminando y' en t re as expressões de x e y, e pondo 

Z = y/ ar + C1
2 — Xi, 

acha-se z = yj a2 + C1
2 — as2, y = z — c\l 

x-{- a 
— ZY C2 ( C 1 - s) 

3.° A equação 2 ( a 2 y ' 2 + ÍC2) y" = xy\ 

v -Y — | V ' ' -A! + 1 V 

, - d l J l 

substituindo —— em logar de y" , é uma differeneial homogenea, que, 
clqg 

dii^ zdz 
pondo x = y'z, se transforma na separada - ^ r = - — — ~ > > e integrando 

y 2 a -J- z-

/ 
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sucecssivnmente, vem 

I y ' = IclS/'2a- + Zi, X = C1S s/z a2 

y = f y ' d x = | C1
2S ( 3 a 2 + s 2 ) 4- c 2 . 

O systema das expressões de x e y. ou antes a resul tante da eliminação 
de z entre ellas, será o integral procurado. 

V . Seja F ( y " , y \ y ) = 0 . 

y 'dy' 
Substituindo y" = -——, a equação reduz-se a uma differencial da 

dy d 

primeira ordem ent re y e y'; depois substituindo y' = — no integral 
(XX 

d'esta, e integrando, obter -se-ha o integral finito: 
Ou também, resolvendo o primeiro integral em ordem a y, differen-

f Éí 
) y> 

expressões de x e y dará o integral pedido. 

Em geral F (yM, y!» - 1 ) , y'n~-)) = O, 

ciando, e substituindo em x — I —, a eliminaçSo de y' en t re as duas 
J y 

l l j u í " - 1 ) 
substituindo r - ™ - — em logar de t/M, reduz-se a uma differencial 

dyi"—-) 
de primeira ordem en t re y(n—1) e t / í " - 2 ) ; e eliminando y("~') ou y(ft—2I 
entre o integral d'ella e a proposta, fica-se no caso III ou no caso II. 

Exemplos 

1. y" 4-«) = »'( i + y% 
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t / W 
substituindo = e integrando (n.° 3 1 3 , II) , dá 

y = ay' -+- C1 V 1 + Y ' 2 , 

e depois 

* = J V = J V * + f - = = = a í c 2 y ' + C1I (y> + V i + y ' 2 ) ; 
v l + t/'2 

restando finalmente eliminar y ' en t re estas expressões. 
No caso de ser C1 — O, a eliminação dá 

X X 

x = a l — , ou y = — e " = C e a . 
a C2 

2.° aby1'= \ / y 2 + a 2 y ' 2 

reduz-se do mesmo modo a uma differeneial homogénea, que a hypothese 
v y' = — transforma em J z 

abzdy — abydz — z*dy V ^2 + a 2 . 

Depois, separando e pondo V f l 2 + 22 = 

dy — btdt 
vem a nova transformada 

y òí2 — at — b' 

Integrando esta, derivando a expressão de y que ella dá, e substituindo 
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X= I —, teremos y e x em funcção dc l; e depois a eliminação 
J y 

de t dará o integral pedido. 

3.» '̂-HAy-HB = O1 

representando A e B constantes, reduz-se á differencial homogenea 

y'dy' -H hy'dy-\-Yiydy = 0, 

na qual pondo y' = yu, e chamando a e b as raizes de M2 -f AM + B = 0, 

dy dy du du 

y' yu M 2 + A M + B (U — A ) ( U — 6 ) ' 

e por conseguinte 

dy , dy dy du dy , , du 
— — adx = — — a-A-= ., — — bdx = — 

y y' u — b y u — a 

cujos integraes são y (u — b) = c\eax, y(u — a) = Ctfbx; 

e, eliminando M, vem 

y(b — a) = Ctfbx — c\tax, ou y = C1CCRA + Cae6*. 

No caso de serem a e b imaginarios, da fórma a = k-rhV—1, 
b = k — hV—1, a substituição no integral dá 

y = ek x (C1 +- C2 e - f t V - 1 ) , 
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ou, exprimindo «W—'1 e e - W - i em funcçôes circulares (Alg. Sup. n.° 
1 5 9 , eq. (L)) 

y = C 1 ekx cos (hx - H C 2). 

F ina lmente , no caso de serem as raizes eguaes, as equações 

dy udu , du 
5. dx — 

y (u — a)9-' (u a ) 2 ' 

— 1 
darão y (M — a) = c\ eu~a, x + Co = , 

M — « 

entre as quaes eliminando u — a, virá 

y = Ci (x - H c2) ea ^ + c^ = C e"T (x - H c2) . 

3 4 3 . A integração de ?/" -f Py' -f Qy = O, 

representando P e Q funcçôes de x , faz-se depender da de uma da pri-

meira ordem entre duas variaveis, pondo y — e'udx. 

Com eífeito esta hypothese dá y=e^udx, y'=ueJudx, y" = e^udx(u'-fw2), 

que t ransformam a proposta, dividida por eJudx, em 

ií' + « 2 + P « -H Q = O, 

da primeira ordem em u e x. 

Exemplos 

Appliquemos ao exemplo ultimo do numero precedente, isto 6, suppo-
nhamos P e Q constantes. 



CALCDLO INTEGRAL 3 6 7 

Ê evidente que cada uma das raizes u = a e u = ò d e u 2 + Pw + Q = O 
satisfaz á transformada, o que dá os integraes particulares da proposta 

Judx ax-t-m ax bx+n bx 
y = e = e =c\e , y = e =C^e ; 

e a somma d'estes valores y = Cieax + c^ ebx, 

por satisfazer (n . °336 , II) á proposta, que é linear, e conter duas constantes 
arbitrarias c\, é o integral completo d'ella. 

Quando a e b são imaginarias, este integral, toma, como vimos, a fórma 

y = Cl Cto cos (hx •+• C i ) . 

Quando são eguaes, é necessário integrar a equação 

du -+- (u — a)-dx = 0, 

o que dá u — a = — r , fudx — l (x + k) + ax + D, 
X ni 

fudx r* QX/ i\ 
e por conseguinte y = e =Le [x -f- k): 

tudo como tinhamos achado no numero precedente. 
' Ya'' 

3 4 3 . A integração de y'1 + ?y' + Qy — R, 

representando P, Q, R, funcções de x, reduz-se á do numero precedente, 
pondo (como no n.u 312) y = tz; o que dá 

y' = hf + zt', y" = tz" + 2<V + zt". 
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Gom effeito, substituindo estas expressões, e at tendendo a ser arbitraria 
uma das variaveis z, í, podemos part ir a proposta nas duas 

( Í ) 3 " + P * ' + O * - o , ( 2 ) . . . . . .t" + e ( P + 

Supponhamos (1) integrada pelo numero precedente, e resolvida depois 

dt1 

em ordem a z: substituindo i' = ——, ficará (2) uma differeneial linear da 
dx 

primeira ordem eut re í' e x, e integrar-se-ha facilmente pelo n.° 3 1 2 , 

2 z R 
mudando no integral alli achado y em I1, P em P H , Q em —. T e r e -
mos assim z z 

Ci 2 z'\ r S Vdx — tt r R « 
U=J IvP+ y J dx = J Vdx+ Iz*= K f e ),t' = e J —e dx-, 

, r dx f /Pdx 
e depois y = tz = zj —-dx/^ze d x . . . (3) . 

a V x 

Como os integraes, que envolve (3 ) , contêm duas constantes arbi trar ias , 
podemos suppor nullas as constantes que contêm (1) e (2), ou dar-lhes os 
valores que forem convenientes para simplificar o calculo. 

Exemplos 



\ 
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z' Z 
Assim (1) torna-se em z" A S- = O; w X X2 

, I u d x , / , M 1 N 
ou, pondo z = e , du + l us H -5-) a«e = 0. 

\ «C 00"/ 

Pondo « = r — 1 J para fazer esta equação homogenea, e separando-a por 
meio da hypothese x = vs (n.° 3 1 0 , 3 .°) , acharemos 

dv s2 + s — 1 J j l 1 / í + t 

T = - T F ^ T y d s ' q u e d 4 - T ^ = T 

sem ajuntar constante . 
E repondo u — 1 e ux em logar de v e s, leremos 

X i + 1 C , , x 2 — 1 Judx X 2 - I 
u = - — 5 , I udx = l ——, z=e = , 

X[X" — 1) ^ X X 

f JVdx r 
I Rze dx = I a d x = a x + c i ; 

o que substituído em (3) dá ( A l g . Sup., n.® 138) 

x 2 — 1 /"(ax + ci) x d x I + 
J f x 2 — X J ( X 2 - I ) 12 

X 2 — I f f a — C1 a a + cI a \ 
= i r J \ ( x + i ) 2 ~ x + 1 + - ( x — i ) 2 + x — 1 / ^ 

a x + ci a ( x 2 — 1) / x — 1 \ 

~ ~ ã x - " 1 4 Í " V 2 X - H l / " 
VV 
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0 „ „ ,. O1 — 1 m 
2 ' E m » ' — 5 T » - P v h 

a equação (1) é _ ÍÍLzJÍ! = 0 ; 

sendo por conseguinte nella 

„ _ a 2 — 1 m 
P==O, Q = - . - , R = 

4 x 2 ' K x 0 + 1 ' 

/ u da; a® — | 
Poremospois z = e , u' + U2 = 0 . 

_ , d« (4s2 — a 2 + 1)ds 
razendo na segunda U = V - 1 , X=DS, acharemos — = — ^— , 

w . ( „ a 2 — 1 \ 
4s s — s 2 + • , 

j V 4 
ou. pondo s = y - + - — , 

do (4j/2 + 4y — a 2 + 2 ) d y 4dj/_ 7 d y 

cujo integral, repondo y = s — — , d á 
JL 

f ( a — 1 \ \ 1 a + 1 a — 1 
C l ^ S + - õ — ] \ a S i c\— c I 

CI = X = I ; I , S = 
2 ' 2 

a + 1 / ' X a - C 1 ' 
S 2 

s ( a + l ) x a + (a—Ilc 1 1 — a a x 3 " 1 

« = - = C - , - . 1 -x 2 x ( x a — C 1 ) 2x xa — C1 

1—a 
Y u d x = /CJX 2 (XA — C1), 



CALCDLO INTEGRAL 385 

1—a 
I \ e portanto z = c%x - ( x a — cj) . 

Quando se fazem Cj = 0, C2 = 1, vem o integral particular z = K x a + 1 , 
de que usaremos. 

Emfim 
C fVdx C 

Rz é dx= I mdx = mx + Ci, 

Cimx + Ci) dx 1 /_ „ Ci mx \ 9 = - / - H S T T l - = j ^ i - v-5=i> 
3 4 4 . Quando, contados x, y, dx, dy, d-y por factores lineares, isto 

è, x e y por factores lineares, y1 por factor da ordem 0, e y" da ordem 
— 1, for homogenea a proposta F (x, y, y1, y') = 0: 

z 
fazendo nella y = ux, y" = —, 

OD 

e dividindo pela potencia mais elevada de x, poderemos reduzil-a a 

»)•• (*)• 

Com effeito, sendo a + 6— d = n a ordem de xayb y'cy',d, o gráu de x 
na expressão transformada x a . ub xb. y'c. zílx~d é a + 6— d = n; con-
seguintemente x desapparece pela divisão por xn. 

Ora temos dy = y]dx = udx + xdu, xdy = zdx, 

, . dx du du dy' . 
das quaes se tiram — = — , — = — (5). 

x y — u y — u z 

Substituindo pois (1) na segunda (o) , (içará unia equação da primeira 



3 7 2 CALCUI.0 INTfiGRAL 

ordem ent re y' e M, que se in tegra rá ; depois a substituição de y\ t irado 
d 'este integral, na primeira (5), e a integração dará Ix= tu; e final-

mente a sub>tituição de u= — nesta dará o integral da proposta, com 
OC 

as constantes que provierem das duas integrações. Ou também o dará a 
substituição de u, t irado do primeiro integral, na primeira de ( 5 ) ; a inte-
gração d ' e s ta ; a eliminação de y' entre os dois in tegraes , e a substituição 

de M = — na resul tante. 
x 

Exemplo 

A equação xy" — y' = 0 dá s = y'; 

e a segunda (5) é = . ou y'dy' = y'du + udy', 
y y, ^ 

cujo integral , ? / ' 2 = 2 y ' u c reduz a primeira (5) a — = ^ j - , que 
dá X = Citj'. x V 

Eliminando pois y' entre estes dois integraes, e substituindo — era 
x 

logar de u, resulta emfim o integral xl — 2c^j = c\. 

3 4 5 . Quando a proposta for homogenea do gráu n, contando só 
y, y', y" como factores, a hypothese y = eu dará 

y' = U^ew
t y" = (M'2 + u") eu; 

depois a substituição d 'estas expressões, e a divisão por en", fará desappa-
recer Cu da proposta, que tomará a fórma 

f (x, U1, u") = 0, 

ficando ussim no caso IV do n.° 3 4 1 . 
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Equações l ineares de M a s as ordens entre duas variaveis 

3 4 1 6 . Cliamam-se equações lineares aquellas cujos termos sSo lineares 
em ordem á variavel dependente e ás suas derivadas; tendo assim a fórma 

onde K, A, A j , . . . . A n representam funcçôes de x ou constantes. 
Eram d'esta classe as equações de segunda ordem de que tractamos no 

ultimo exemplo do n.° 3 1 7 e nos n.08 3 1 2 e 3 4 3 . 

3 4 9 . Quando falta o termo K, é propriedade de taes equações que, se 
a ellas satisfizerem as finitas 

também lhes satisfará a sua somma ^Y i = O, 

Foi esta propriedade a de que já nos servimos no n.° 3 3 6 , II. 
Com eífeito a somma das equações 

K + Ay + Ai? / ' + . . . . AnI/!") = 0 ( 0 . 

Y = O, Y 1 = O . . 

AY + A 1 Y' + A 2 Y " + . . . . AnYW = 0 , 

AY1 + A 1 Y i
1 + A 2 Y 1 " + . . .A n Y 1 W = 0, 

é A z Y i + A t f V i + A n Z Y i W = O1 
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que, por serem Y, Yi funcções lineares de y, e por conseguinte 

2 Y ( ' = (XY1)', 2 Y i " = (2Y,-)7 

se reduz a 

A X Y i + A i ( S Y i ) ' + A a ( X Y i ) " . . . . + A f l(XY i)W = O. 

3 4 8 . I . S u p p o n h a m o s o c a s o m a i s s i m p l e s d e serem A , Ai , A 2 , . . . A n 

constantes e K nullo. 
Fazendo y = Cehx, e substituindo na proposta, vem 

A + A,A + A 2Zi*+ . . . . Anft» = 0 (M). 

Se tomarmos pois por h as n raizes h\, h%,....hn da equaçSo (M), 
satisfarão respectivamente á proposta as equações 

- _ , . , M ,,-MhZx - h - x 
y~ cie ,IJ = Ctf- y = cne n ; 

e como a somma 

hl X , hnX , h X .... T Z = Cie1 + C t f z + C n C n (N) 

também lhe satisfaz, segundo acabamos de mostrar , e contém as n con-
stantes c i , c 2 , . . . . c n , será (N) o integral completo. v 

3 4 9 . No caso de haver raizes imaginar ias : como estas raizes h3o de 
ser em numero par , e duas a duas da fórma a ± bV — 1, a somma dos 
dois termos de (N), correspondentes a cada par , terá a fórma 

eax (c. ebx^—l cr. 

que (Alg. Sup., pag. 2 6 9 , eq . (L)) se reduz a 

eax(m cos bx + n sen bx) = Ceax cos (bx + l), 

sendo G e l constantes arbi t rar ias . 
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3 5 0 . No caso de ter a equação (M) raizes eguaes, parece que é (N) 
um integral particular, e não o integral completo, porque os seus termos 
respectivos às raizes eguaes se fundem em um só, cujo coefficiente é a 
somma dos coefficientes d'elles; reduzindo-se assim a n —r + 1 o numero 
das constantes arbitrarias, se for r o das raizes eguaes. 

Removeu d'Alembert este inconveniente, como se segue : 
Se é /11 = /12: comecemos por suppor = + w; e, depois das re -

ducções convenientes, façamos u = 0. 
A somma dos termos correspondentes é assim 

Se houver mais uma raiz egual, Ji3 = Zi1: fazendo Zi3 = Ai + to, os tres 
termos da ultima expressão de y serão 

que, pondo C A W = C 2 , C I + C2 = C j , se reduz, para W = 0 , a « M ( C I + C 2 A ; ) . 

E portanto o integral completo tem a fórma 

hi x / r , , r< \ , hiX . H1X , h~x y = e (Ci + C 2 x) + c3e 3 + c4e 4 + c„e » . 

H1X 1 1 
e (Ci + C 2 S + C3 + C3WX + — C3WV + — ¢3(0½3 + . . . ) • . . h 

que, pondo — c3w2 = D 3 , C2 + c3o> = D 2 , Ci + c3 = D i , 

se reduz, para <0 = O, a e A l í r (Di + D 2 X + D 3 X 2 ) ; 

tomando por isso o integral completo a fórma 

y = e
A ' * (D , h D 2 X + D 3 X 2 ) + CiJx^ + . . . cneh»x. 
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E assim por diante, no caso de haver maior numero de raizes eguaes. 
Para satisfazer ás equações 

C 2 W = C 2 , C I - H C 2 = C I , 

de modo que C1 e C2 possam ser finitas, é necessário suppôr c i , c2 , infi-
nitas, e ci de signal contrario a c 2 ; o que dará a C2 e a Ci as fórmas inde-
terminadas co x 0 e oe — oo . 

Para satisfazer a 

^ - C 3 W S = D 3 , C2 -f C3W — (c 2 + c 3 ) to = D 2 , CI + C3 = CI + C2 + C3 = D I , 

» 
de modo que DI, D2 e D3 possam ser finitas, é necessário suppôr C2 e C3 

infinitos de segunda ordem e de signaes contrários. 
E assim por diante. 

35 3. Como a introducção de infinitos e de desenvolvimentos em serie 
tornam esta demonstração menos clara e subjeita a difficuldades, justifi-
quemos directamente as fórmas do integral a que ella conduziu. 

No caso de duas raizes eguaes, substituamos y = ehlX (Ci + C2x) 
na proposta (1) . Esta substituição dará facilmente 

C 1 + Ca») M + C , . * 1 * . ^ = O ; 

e como, por serem A1 raiz de (M) e outra das raizes egual a Jt1, são 

(M) = Oe j = 0, vê-se que a expressão substituída satisfaz á pro-

posta. 

Se forem tres as raizes eguaes, a substituição de eh l í r(C1-f-C2®+C3a;2) 
em (1) dará tres grupos de termos, dos quaes serão respectivamente fa-

, d (M) d 2 (M) 
ctores os primeiros membros de (M)1 - „ e —; e como estes 

dh dhr 

factores são nullos por serem h\ raiz de (M) e outras duas das raizes 
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eguaes a h \ , a expressSo substituida satisfaz á proposta. E assim por 
diante (*•). 

(*) Suppondo y = ehíX ( C 1 -(- c2x + cnxn~{) = P e f t I * ( a ) , 

teremos y ' = ^ A 1 P + P') , y" = A1
2P + 2 A t P ' + 2 ( 2 ~ p > ' Y 

E, se for 

9 11 T 1 . 2 . . . a 1 1 .2 . . . ( a -f-1) + J' 

a derivação d'esta dará ainda 

• e W A / + 1 P r . . . V + W - V + i - A \ h i H l - ( « F l ) p («+ l ) 
V 1 T 1 ) 1 

Portanto a lei é geral. 
A hypothese (a), substituida na equação proposta (1) , dará pois 

A e ^ p i V 1 * 4 P '2Aj tA 1 * - * + . . . . , M ^ ^ - H - ^ l l ^ 
1 A 

OU 

L dh d h % 1 . 2 . . . « J 

equação satisfeita, porque, sendo A1 raiz da equação (M), e sendo ?j o numero das 

d (M) dn\M) 
raizes eguaes A1, serão nullos (M), 

XX 

dhl ' dhn 
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Portanto, se (M) tiver i raizes eguaes A1, será o integral completo 

i 

y = ehiX (ci -J- cix +... CiiCi-1) + Ci-|_ieAí+lX + .. .cnehnX. 

Entendendo-se que, se entre as raizes, hi+\,.. .hn, houver alguns pares 
imaginarios, por exemplo, Ai-^p = a-J - j J f /— 1, Ai_|_g = « — J 3 J / — I, substi-
tuiremos, em logar da somma dos termos respectivos, c^e '+í^-J-Ci-^e «+í®, 
a expressão Xea^ cos fax + y), sendo À e y constantes arbitrarias. 

pç 
3 5 3 . II. Se K não for nullo, bastará fazer y = z para que 

a transformada de (1) em z esteja no caso I. 

3 5 3 . III. Se K é uma funcção K = — X de a:, multipliquemos a 
proposta 

A y + Aij/ ' Any(n) = X 

por um factor e~hx que torne integrável o primeiro membro ; o que dará 
um resultado da fórma 

e~la [ay + a\y' + a„_\ y M ) =Jc-hxXdx= P -J- c . . . (O). 

Para determinar os coefficientes a, ai,. .. .an—l» diffeienciemos (O), e 
comparemos com a proposta. Teremos 

A = —ah, Ai = a — aiA, A 2 = a i — a 2A,. , . . An = a n _ i . 

A formação d'estas equações mostra que são 

A+-Aih= — ai/»2, A - J - A 1 A - J - A2/i2 = — a 2 A 3 , . . . » 

e finalmente A + A tA -J- A2A2 + . . . + AnAn = 0 (M). 
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As raizes de (M) farão conhecer os respectivos systemas de coefficientes, 

A A j - a A2-Oi 
a = = — — , a 1 = — , a 2 = — , . . . a n _ 2 = 

A„—i—a„—3 

h h 

e estes systemas, substituídos em (O), darão outros tantos integraes da 
ordem n — 1 da fórma (O), sobre qualquer dos quaes operaremos suc-
cessivamente do mesmo modo, até chegar ao integral finito. 

Mas, se conhecermos as n raizes de (M), poderemos obter o integral 
finito, eliminando y1, y",. . . .t/(n _1) entre os n integraes (O) da ordem 
n — I . E, se apenas conhecermos » — »> 1 d'essas raizes, poderemos 
eliminar y(1'+2),. . .y ( n _ 1 ) , entre os n —» integraes (O) correspon-
dentes; e depois applicar o methodo exposto ô equação resultante da 
ordem i. (Cale. Int. de Euler, t. II, pag. 4 0 2 ) . 

3 5 4 . IV. Se são K nullo e A, A i , . . . funcçôes de x. a propriedade 
referida no n.° 35-7 faz depender o integral geral dos n integraes particu-
lares; mas nem sempre se sabe achar estes. 

Supponhamos que se conhecem alguns; e seja y\ = fx um d'elles. 
Pondo y = y\f zdx, substituindo na proposta, e attendendo a cila, 

acha-se um resultado da fórma 

Se forem conhecidos alguns dos integraes particulares d'esta, a substi-
tuição em y = y\ f zdx dará outros tantos da proposta. 

E também, se for conhecido outro integral da proposta, y» = f\x, e 
chamarmos si o correspondente de z, a equação y2 = y \ f z \ d x dará 

Obtido um valor zi de z, a hypothese z*=z\f udx reduzirá similhan-
temente a equação em z a 

Bz -H B1Z' -H B , , - ^ » - 1 ) = 0. 

1 dx 

Cu -H Ciu' -H »• • • C = O; 
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depois a integração d'esta, ou a formula «i = , abaterá a ordem 
dx 

a n — 3 pela hypothese u= u\ftdx. E assim por diante (Courn. Cale. 
Jnt., n.° 4 6 2 ) . 

3 5 5 . V. Finalmente, se K, A, A j , . . . . são funcções de x , não tem 
logar o theorema do n.° 3 4 7 . 

Supponhamos porém que se conhecem n integraes particulares y\, j/2 , . . . 
i/n da proposta privada do termo K. 

Ponhamos y = X^yl -f X2t/2 +. . . Xnyn = IXi yi, 

sendo X i , X 2 , . . . X n , funcções indeterminadas de x. 
Differenciando, vem 

dx 1 dx dx ' 

, . dXj 
que, lazendo - — = 0 , 

dx 

se reduz a - = ^ X i dx dx 

Supponhamos que, egualando sempre a zero as derivadas nas quaes Xj se 

da—1 i«—1 
y d yi considerava variavel, chegavamos a — = 2 Xi 

dx* — dx' 
A derivada seguinte seria 



3 8 1 CALCDLO INTEGRAL 

r , , , d * " 1 j/Í dXi 
que, Tazendo do mesmo modo 2 — . — = 0 , 

( / X a " 1 d x 

A d%y VY d^i 
se reduz a = 2 A Í . 

dx* dx* 

Substituindo pois na proposta esta expressão geral, excepto a da 
, . , dny _ dHn d " - 1 j / i </X* , r * 

ultima derivada —^ = 2 Xi - r ^ — H 2 — : — r • n a t I u a l s e f a r á 

dxn dx'1 dx"-1 dx 
d n _ 1 V i d X i K 

2 . . = —, teremos 
dxn~1 dx An 

2 X i (Aj/i+A1j/'< + . . . . A n y t W ) = 0 ; 

e, como, em virtude da definição de y i , o segundo factor de cada parte de 
2 é nullo, esta equação fica satisfeita. 

Por tan to será y = Xi y\ -+• X2 yz + . .. Xn yn 

o integral completo, com tanto que X i , X 2 , . . . . X n se determinem pelas 
n equações: 

d X i d X 2 d X n 

yi~dx~^~yi~di h ^ " d ^ = 0 ' 

dx dx d x dx dx dx 

i?yt d X 1 d("-')y2 d X 2 d("~1)y„ d X n J ^ _ 0 

dx dx dx dx ' ' ' dx dx An 
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Ora estas equações são lineares em ordem ás derivadas — - ¾ . . . 
dx dx dx 

Consegnintemente a eliminação, e depois a integração de 

d X i , d X 2 d X n , 
—- =r 9 —— = 9 ' a ® , . . . . —j— = 9'„®, 

darão os valores de Xi = ^ja; -f cj , X2 = 9a® + c2- • - X n = ^ , X x + c„; 

sendo assim o integral pedido 

1 i . *' •i •» 

y — (ci + 91®) yi + (ca + 9*») ya f («»+ 9»®) yn-

(Navier, Cale. Int., n.° 4 4 2 ) . 
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Eliminação entre as equações differenciaes s imul tancas 

3 5 6 . Se for dado um numero » de equações differenciaes entre a 
variavel principal t e as t dependentes x\, . .Xi\ e se estas equações 
forem: a primeira das ordens m i , m 2 , . . . relativamente a x\, . .; 
a segunda das ordens n i , n 2 . . . relativamente ás mesmas variaveis; e assim 
por diante: poderemos reduzir as equações propostas a um systema de 
outras J entre duas variaveis, a principal e cada uma das dependentes. 

Com effeito, se differenciarmos a primeira equação n 1 vezes e a segunda 
mi vezes, estas duas equações com as suas differenciaes farão o numero 
mi + «l + 2 de equações, entre as quaes eliminando x\ e os seus mi + ni 
coefficientes differenciaes das ordens mi + n i , mi + ni — 1 , . . . 1 , ficará 
uma resultante sem x\. 

Do mesmo modo differenciando respectivamente pi vezes e mi vezes a 
primeira e a terceira equação, e eliminando x\ e os seus mi -f p\ coeffi-
cientes differenciaes entre as m i - f - / > i + 2 equações, obteremos outra 
equação sem x\. E continuando assim a combinar a primeira equação com 
cada uma das outras, formaremos t— i equações sem x\. 

Depois, operando similhantemente sobre estas, obteremos i — 2 equações 
sem X2 ; e assim por diante, até chegar a uma só equação entre XJ e (. 

Pelo mesmo theor chegaremos a uma equação entre X j _ i e (, a outra 
entre X Í _ 2 e t, e assim por diante. E formando d'este modo o systema 
de t equações entre x\ e t, entre X2 e í , . . . entre COi ® ^f ficaremos redu-
zidos ao problema já tractado da integração de equações differenciaes entre 
duas variaveis; devendo notar-se que estas equações serão lineares, se as 
propostas o forem. 

3 5 9 . Assim, differenciando uma vez as equações lineares 

M1Z + N i i / - + " p I J l + 0 l I i R l ' 
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obteríamos duas, também lineares, 

_ _ _ dx _ dy „ cPx „ d2u 
A + Bx+ Cy +D — + E - f - t - P + Q -I = O1 

dt dt dt2 d f 2 

Depois estas quatro dariam, pela eliminação d e ÍC, — , — e pela elimi-
dy d*y , dt dl 

nação de y, ——, —5, as duas 
dt dt-

_/ dy d2w\ „ J dx d2x> 

3 5 8 . No caso de serem as propostas lineares, como neste exemplo, 
a eliminação entre ellas e a integração das equações finaes podem fazer-se 
commodamente do modo que vamos expôr. 

Se eliminarmos dy, e dividirmos o resultado pelo coefficiente de dx, e 
se fizermos o mesmo a respeito de dx e do coefficiente de dy, o systema 
proposto tomará a fórma mais simples 

(ax + by) d í + d x = T d f 

(a'x + b'y) dt •+• dy = Sdi 
(Os 

representando a, b, a1, b', S, T, funcções de t, ou constantes. 
Multiplicando a segunda equação (1) por uma funcção indeterminada k 

de t, e sommando com a primeira, teremos 

(a + a'k) ( x + b + bk.y) dt + dx + kdy = (T + Sk) dt. 
* a + a k / 
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Pondo x + ky = u, que dá x = u — lcy, dx - f - kdy = du — ydk, 

substituindo, e egualando a zero o coefiiciente de y, resultam 

Co integral da primeira d'estas equações, que é da primeira ordem entre 
k e í, t irar-se-ba k em funcção de l; depois a substituição do valor de k em 
(3) reduzirá esta equação a uma da primeira ordem entre u e í, a qual 
integrada dará u em funcção de i; e finalmente as funcçôes k e u de t, substi-
tuídas na equação x + ky = u, reduzil-a-hâo a uma finita entre x, y, í. 
Tirando pois t d'esta ultima equação, substituiremos em qualquer das 
propostas (1), que ficará reduzida a uma da piimeira ordem entre x e y 
e pela integração dará a procurada. Ou, se a integração de (2) der mais 
d'uma solução para k, a substituição de duas d'estas soluções successiva-
mente em (3), e depois a d'essas e das correspondentes de (3) em 
u = x-\-ky, dará duas equações, das quaes, pela eliminação í, resultará 
a procurada. 

3 5 9 . Sendo k', k", as raizes de (a + a k) h — 6 — b'k== O . . . (4) , 

a equação (2) tomar a fórma a\k — k'){k — k") dt + dk = O . . . (2) ' . 

Se a, b, a', b', forem constantes, os valores constantes k', k", de k 
satisfarão á equação (2 ) ' ; mas, além d'esses, satisfarão também os outros 
que der o integral d'esta equação. 

Em quanto á equação (3), o seu integral é (n.° 3 1 2 ) 

[b H - Vk — (a + a'k) A-] dt — dk = O 

[ ( a . + a'k)« — T — Sk] dt-hdu=0 (3) . 

u = e - / ( a + a'k) dt ^ t + g ^ e / ( a + ak) dt 
( s ) ; 

ficando envolvida a constante arbitraria no factor que tem de integrar-se, 
YY 
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3 6 0 . I. No caso de serem as raizes constantes de (4) reaes e des-
eguaes, o integral (5) reduz-se a dois da fórma 

« = r [ a + a ' k ) 7 (T + S/c) e[a + a'k]l dl (5) ' , 

entre os quaes se eliminará t. 
II. No caso de serem as raizes de (4) imaginarias, Zt = a ± — I, 

as duas equações (5)' ser3o 

8 \ / + I 
ITl I L 
1+ ' I 

-lf> 1 )—1 

| I ] | f 
I l 

X 

[ / [ T + S ( « ± ? V— i)]e{a+a'a)tdt ( c o s a ' ± V-—1 sena 'p í )J 

-|- m + n V— i ) 

isto é 

•? \ I e~[a + a ' a ) , (cos o' í I t - V— 1 sen a' p t) 
S + 

TJO 
^ H ( f[T + S ( a + [ 3 V—t)]e[aJra'°-]tdi ( c o s a ^ t + V — 1 s e n t ) 1 

I X 
t n - n V - i 

+ 

1 
T l 

e - ( a + a ' « ) ^ c o g a / 3 ( + ( g ( j n a , p ^ 

' = { ( / [ T + S ( a — ^ - 1 ) ] « ( a W a ) < d t ( c o s a ' ^ — V — 1 s e n a ^ O ) 

m + nV— i 

x 
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cujas somma e diííerença dão 

Ícos o'{J t. /C — S l tg a' ? t) e{a ' a'*]tdl cos a1 3 í 

f / T N - S * , u 
+ «en a'$t.J\ + S^ cot a'$t)e[a+a x) dt sen a' 3 t m cos a' 3 t— n sen a' [3 t 

((T+ Sz \ 
} a ' í i t j \ + Sp cot a'3 t)e{a+a 1ldtsenl cos< 

— s e n a ' B < J \ — S3 tg o ' 31 )e[a" a x)t, ' p l. ) \ — S [3 tg a' 3 l)e[a a XJt dt cos a' 3 í 

n cos a' £ t — m sen a ' [3 <. 

III. Finalmente, no caso de serem eguaes as raizes de ( 4 ) : tiraremos 
do integral tt = fl = x + ky os valores de í e dt em funcção de x e y e 
suas differenciaes; substituiremos estes valores em uma das propostas ( í ) , 
e integral-a-hemos. 

3 6 1 . Na mesma hypothese de a, a', b, b1, constantes, podemos tam-
bém proceder do modo seguinte, em conformidade com o que fica preve-
nido no n.° 3 5 9 . 

O integral de (2)' 6 Z j E ^ n + «'< + Ic = O, 

k — k' a ' í . A ' - f t ' ' ) . 
OU C — e = 1 

Ic — k1' 

Tomando pois por C dois valores, os correspondentes de k, substituídos 
em (5), darão dois de x + ky. entre os quaes se deve eliminar t. 

I. Por exemplo C — O e C = tc darão k = k'' e k = k', como no 
n,° 359 . 
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II. Se forem k' = a + [3 Vr— 1, Zr' = a — (3 V— 1, e por conseguinte 
(Zt — k') (k — k") = (k — a ) 2 + [32, a equação (2) ' será 

a '[(A — c t ) s + [32]<ií + <tó = 0, 

1 / k — a . \ , 
cujo integral é — are ^tang = — - — J -J- a í = c, 

ou k — a = 3 tang (c — a't) (3: 

tomando pois nesta dois valores por c, e procedendo como fica dito, acha-
remos a equação procurada. 

Por exemplo, tomando successivamente J3c — w, j3c = — it, e substituindo 
2 

em (8) os valores correspondentes, k = a — | 3 tanga'(3í, k = x 4 [3 cot a '3f, 
acharemos duas expressões u ' , u", de u = x -f ky, por meio das quaes se 
obterão as duas 

u" — u' 
x -f Iy — u' + 3w t g a ' 3 í = u" — Sw cot o'3 í, Sw = -

* * 0 * K t^ cot a'[3 í -H tang a'J3 í 

que, attendendo a serem 

J (a + a' a — a' 3 tg a' l í) dt = (a + a ' a) t + Iog cos a' [3 í, 

/ ( a + fl'í + « ' 3 cot a '£ í ) <if = (a + a! a) t + Iog sen a! 3 t, 

coincidem com as do n.* 3 6 0 . 
I I I . Se forem k' e k" eguaes, ou (k — k')[k — A-") = (k — /c')2, a 

equação (2)' dará 

com a qual, tomando dois valores de c, procederemos como nos outros casos. 



CALCDLO INTEGRAL 3 8 9 

Por exemplo c = oo , c = 0, dão k = k', k = k' + -Lt q U e se devem 

substituir em u = x + ky e depois em (5). 

3 6 3 . Se tivermos agora tres equações da primeira ordem entre as 
quatro variaveis x, y, z, t, reduzil-as-hemos em primeiro logar, como no 
caso precedente, á fórma 

(ax + by + c z)dt + dx = T dt, 

(a'x + b'y + c'z )dt + dy = Sdt, 

(a"x + b"y + c"z) dt + dz = Rdí . 

Suppondo que os coefficientes são funcçôes de t ou constantes, e que 
T, S, R, são funcçôes de t, multipliquemos a segunda e a terceira por 
indeterminadas k, l, em geral funcçôes de t; e sommemos. Virá 

„ / b + b'k + b"l c + c'k+ c'i \ , , , 
a + a'Ic + a / (x + —- y +• ---77-7/1 *)dt + dxi kdy + Idz, 

^ ' \ a + a'k+ a'I a + a'k+ a"l / 

= (T + Sk + Ri) dt. 

Fazendo nesta equação x + ky +-Iz = u; 

substituindo em logar de x e dx+-kdy+-Idz as suas expressões tiradas 
d'aquella hypothese, 

— ky — Iz, dx + kdy Idz =:du — ydlc — zdl; 

e egualando depois a zero os coefficientes de y e z: teremos as tres trans-
formadas 

[b + b'k + b"l - ( a + - a'k + a" l) k] dt — dk = O (7) , 

[c + c k +- c"l — (a + a'k +- a"l) l]dt —dl = O (8), 

[a + a'k H- a"l) udt — (T — Sk — RZ) dt + du=O (9), 
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Se os coeflicientes a, a', a", b, b', b", c, c, c", forem constantes, é claro 
que satisfaremos a (7) e (8) tomando por k e Z números constantes dados 
pelas equações 

b - h Vk + b"l — k (a + a'k + - a"l) = 0 , 

c-hc'k + c"l -l{a-ba'k-h a"l) = 0. 

Como a resultante d'estas equações é do terceiro gráu , se chamarmos 
( A l > l \ ) , Z2), ( A 3 , / 3 ) , t res systemas de valores que satisfaçam a ellas, 
e os substituirmos successivamente em (9) , teremos os tres integraes 

. 1 . 1 - ( i i + A + « " l i ) t ( rr ,01 . m \ (a+a'Jil-TanI.^J ) 
x+kxy + lxz=e l T " \J ( r + S A i + R í i X 11 1 dt}cl>, 

,7 ií —{a+a'k2-*-a"l2)t( . {a+a'k2+a"l2)t ,á , ) 
x + hy + Uz= e \ / ( T + S / í 2 + R ' 2 ) e dt+ctl>, 

f f \ 
i í 1 7 ~ ( a + a ' f c 3 + a ' % ) í l Lrricr , ni \ (a La /c3+a"l3)í, ] 

x + k3y + hz=e \J ( T k + S A 3 + R / 3 ) e dt 1 c j , 

entre os quaes se devem eliminar t e z. 
E evidente que um processo analogo se pode appllcar a mais equações, 

e que estas se integram sempre quando os coeflicientes de x, y, z são 
constantes. 

Exemplos da integração das equações simultaneas de primeira 
o rdem: 

C - B , A — C , 
I. dx H nydt =0, dy H — nxdt = 0. 

A j y B 

Comparando com as equações (1), temos 

« = 0 , 6 = ( C ~ B ) n , a ' = ( A ~ C ) " , b' — 0 , T = 0 , S = O 1 
A li 
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e as equações (4) e (3) s3o O1Ici — b, a'kudt + du = 0. 

A primeira dá k = =íz \J —f» 

depois a segunda dá, para cada um dos valores de k, 

e finalmente, substituindo em x + ky = u, acha-se 

x — y y/^- = x y ^Jl. = M1
e-Va' b. 

d o n d e resultam os integraes procurados 

M
 £ / n , h

 M ' , / a l h /*> M' . . .. M X =— etV*'b _i ¢- ív/a'6 w i e—t\/a'b et\Za'b 

2 2 3 V a ' 2 2 

Se para dar a estas expressões uma fórma simples, puzermos 
hemV—1 he—miZ—l 

ficarão 

la! 
x=h sen(tVa'b.V— 1 + m ) , j / K — 1 = A y ^ — cos ( t f ' V f t . K — 1 + t n ) , 
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ou, fazendo 

, , * I> 

x = A sen (íf - J - m), y = A' cos (/< - J - m) . 

i 

I I . dx - J - nydt = — A sen (It - J - m) dt, 

dy — nxdt = A' cos (/< - J - m) d í ; 

designando n, A, Z, m, as mesmas quantidades que no exemplo precedente. 
Comparando com as equações (1) , temos 

o = 0 , 6 = n, o' = — n, b' = O, 

T = — A sen (Zí - J - m) , S = A' cos (Zí - f m ) ; 

e as (4) e (3) são — n A 2 = n, — n k u d t - f - d u = ( T - J - A S ) dt. 

A primeira d'estas dô k = ± V— 1; e depois a segunda torna-se, 
para os dous valores de k, respectivamente em 

— nudty—1 - j - d u = — Asen ( l l + m)dt+A'cos (U+m) V— í dt=*Qdt, 

+ nudty—i + du — — Asen (lt -J- to)dt —A' cos (li+m)V— 1 dt = Q'dt, 
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cujos integraes (n.° 312 ) são 

u' = e n V - l ( Z e - i V - I Qdt + c), u" = e~nW-\ftnW-\ Qdt + c\) 

Substituindo em logar de Q e Q' as suas expressões ; t ransformando 
sen (Zí -f- m) e cos (Zí -+- m) em exponenciaes ; in tegrando, e fazendo 

e!«+m)v/-l = 2 , e - ( i í + m ) i / — 1 = z ' : 

ficam 

z \ ! / Z \ 
, 2 ( / - « ) + i T T T T õ ) + f t \ 2 ( / - n ) " " 1 ( 1 + ¾ ) + c e n < / _ 1 ' 

( 2 ( ¾ + 2 ( Í — N ) ) - * ( ^ ) " ^ 7 ) ) + ^ V - 1 ' 

E como a equação u = x + ky se torna nas duas 

U1=X + yí/—1, u" = x — yV — 1, 

que dão x — 
2 ' 9 2 K 1 ' 

2 -f z ' 3 z' 
attendendo a — - — = cos (Z/ + m), — = sen (Zí + m) , 

M — 1 

e fazendo c = / e ? V - l , e ' = f e - 9 \ f - \ 

+ nh' 
teremos x=— - cos (Zí + m) + f cos (ní + g), 

L ~~~~ H"-

n , í ; W x , , 
f = j m ^ s s e n + + fscn ( n í + ?)» 

ZZ 
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nas quaes, em virtude das relações entre / e n, e entre h e h1, do exemplo 
precedente, que dão 

/ . , B - G J,' , A ~ C « * „C (A + B — CJ 
Ih = nh1 —T—, Ik = nh —-—, P — n* = — Ui — , 

A D A D 

Ih + nh' B/i' n/i + IW Ah 
serão / * _ „ 8 C n t P — n* Cn 

3 6 4 . Como applicação do processo indicado no n.° 3 5 6 , integremos 
também por elle as equações do exemplo I do numero precedente, ou, 

B - C A — C 
pondo — - — n = a , — - — n = ó , as equações dx—aydt—0, dy-\-bxdl=*0 

A lí 

Differenciando, virá 

<Px — adydt = 0, d*y •+• bdxdt = 0; 

depois, eliminando dy entre a segunda e a terceira, e dx entre a primeira 
e a quarta, achar-se-hão 

d?x -+- abxdfi = 0, dty -t- Obydli = 0; 

e finalmente integrando (n.° 3 4 1 , III), teremos 

r dx i r dx i r / * \ 1 
t= • , • = » — = Ju 5 = —^= are (sen = —) — m , 

Jy/-ZabJxdx y/ab'h*-x* y/abL V hJ J 

ou x «=» h sen (t y/ ab -+- m), y = h' sen (t y/ab + m'). 

Por se haverem diíferenciado as propostas, apparecem a mais duas 
constantes, as quaes determinaremos de modo que os integraes satisfaçam 
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ás mesmas propostas. E teremos assim as condições 

h yj ab cos (í y/ ab -H m) — ah' sen (t^ab-h m') = 0, 

h'y/ab cos (í \ / a b -H m') -H bh sen (t \ / a b -H m) = 0, 

ás quaes evidentemente satisfazem m' = 9 0 ° - h t n , h'=*h\J—. 

Emfim, substituindo estes valores, e pondo / = f a ò , recahiremos nos 
integraes achados no numero precedente. 

3 6 5 . Passemos ás equações de segunda ordem. Se tivermos as equações 

d9y + ( a d y -H bdx) dt + (cy-+-gx) dt1 = Tdti, 

d 9 x -H (a'dy -H &'dx) dt -H (c'j/ -H s 'x) d í s = Sd<2, 

e fizermos dy — pd í , dx = gdí, 

teremos, em logar das duas equações de segunda ordem entre x, y, t, as 
quatro de primeira ordem entre x, y, z, p, q, t, 

dp-{-(ap + bq + cy + gx)dl = T dt, 

dq -H [a'p + b'q + c'y -H g'x) dt = S d t , 

dy=pdt, dx = qdt, 

as quaes tractaremos pelo modo indicado para esta especie de equações. 
Reflectindo peste processo, vO-sc que elle é applicavel a qualquer numero 

de equações do primeiro gráu e de qualquer ordem. 

3 6 6 . Algumas vezes a simples inspecção das equações mostra a fórma 
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dos seus integraes. Por exemplo, em logar das equações, importantes na 
Mecbanica, 

. , <Px , d2w . d 2 z 

nas quaes A, A ' . . . são coefficientes constantes, poderiam substituir-se as 
seis de primeira ordem 

dx . dy , dz 
- T = X1

1 - f - = »/, = 
dt dt J dl 

que se integrariam pelo methodo exposto. Mas é evidente que, reproduzin-
do-se os senos e cosenos nas suas derivadas de ordem par, as expressões 

x = H sen (mt -F ti), y = H / Í sen (ml + n) , z — H/c ' sen (mf + n) 

substituídas nas equações propostas devem ter sen (mi + n) por factor 
commum, e reduzir-se a simples equações de condição entre as constantes. 
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Com effeito a substituição dá, fazendo m2 = p, 

p (A' + D'A + E'A') + A + DA + Ek' = 0, 

p (D' + B'A + FrA') + D + B/i + FA' = 0 , 

P (E' + FA + Ck') + E + FA + CA' = 0 , 

que determinarão p, A, k', de modo que as expressões precedentes de x, y, 
z, satisfaçam ás propostas. 

Chamando pois pi, p2, P3, os tres valores de p que dá a equação final 
do terceiro gráu, e designando pelos mesmos Índices inferiores os valores 
de A e A' correspondentes, teremos os integraes completos da proposta 

a; = H sen (í V f i + n) + H ' sen (tV p2 + n') + H " sen (í K p 3 + n") , 

y = HA1 sen( íK?i + n) + H'A2 sen (/ Kp 2 + n') + H"A3 sen (í K p 3 + n"), 

2 = HAi
1 sen(f Kp i + n) + H'A'2 sen (t [ /p 2 + n') + H"A'3 sen (í Kp 3 + n"), 

sendo H, FI', H", n, n' n ' ' , as seis constantes arbitrarias. 

i 
3 6 9 . A eliminação entre as equações lineares, cujos coeflicientes são 

os mesmos em todas, offerece um theorema elegante e util. 
Sejam 

. (JiXd) 4 d^xW . ... n 
Ai ~dT + -Jji=T + •••• + ^oaj = 0, 

, AxW d»—1^t2) 
A í ~dT 4 A < - ' "dF^ + • • • • + o -
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n equações d e s t a s da ordem », ou 

_J . dmÍCÍ1) „ * . dmxW „ i , dmxM n 

, d°x 
sendo = x, notação conforme com dm~1 X=Jdmx. 

Se multiplicarmos n — k d 'estas equações respectivamente por 
(1) (2) [n—k) , 

a ,a a , e sommarmos os productos, teremos evidentemente 
p p P r 

a resultante 

S
i . / (I) dm xW (2) dm xW (n—k) dm x'n iMx ^ 

A m ( a — 1 - a — — + . . . + o — = 0 (6 ) ; 
o \ P dlm P dtm P dlm J w 

a qual se tornará n'aquella das equações (a) , que é ' r e l a t iva á variavel 
x(n~k+P), pondo 

J - H , ) = a ( l ] ^ D a m J » _ _ a ( n - f c , Jn-V 

P P P 

Logo a equação (c) satisfaz ás propostas. 
Fazendo variar o indice p desde 1 até k, teremos assim k equações 

da fórma (c), que satisfazem ás propostas, e contém (n — k)k arbi trarias 
aí1), a ( 2 ) , . . . ; e ficarão para integrar n — k das equações (a) , que deverão 
dar i (n — k) arbi trar ias . 

Mas, para que as k equações (c) sejam integraes completos das pro-
postas ( a ) , é necessário que, além de satisfazerem a estas equações, in-
volvam um numero de arbitrarias que juncto ás »(n — k) perfaça o total 
m. Teremos pois a condição 

(n — k) k + i (n — k) = ni, 

que dá as raizes A = = O , e k = n — i. D 'onde resulta que n — i é o 
maior numero de integraes da fórma (c), que satisfazem ás equações dif-
ferenciaes (a ) . 
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Alguus problemas de geometr ia 

3 6 8 . Quando na equação d'uma curva F (x, y, c) = 0 se attribuem 
successivamente á constante c todos os valores possiveis, resulta um systema 
infinito de linhas. Chamam-se Trajectórias as curvas que têm a proprie-
dade de cortar estas linhas sempre debaixo do mesmo angulo, isto é, de 
fazerem as suas tangentes com as d'ellas um angulo constante, para todos 
os pontos onde se encontram. A trajectória é orlhogonal quando as tan-
gentes tiradas a esta curva e á curva variavel, na sua intersecção, fazem 
uma com a outra um angulo recto. 

Procuremos a equação das trajectórias, f ( x , j/) = 0; sendo conhecida 
a equação da curva variavel, e o angulo constante das suas tangentes com 
as d'aquellas. 

Seja F (X, Y, c) = 0 

a equação da curva que varia com o parametro c. Para um dado valor 
de c esta curva toma uma posição determinada AM (Fig. 4 7 ) ; e chamando 
Y ' , y', os valores das derivadas das ordenadas Y, y, da curva AM e da 
trajectória na sua intersecção M, a tangente trigonométrica do angulo T M T 1 

que fazem entre si as tangentes MT' e MT, será 

_ y' — Y' 
a~~l+y'Y>' 

ou (i + y'Y') a + Y' — J/' == 0 (1); 

onde devemos substituir x e y em logar de X e Y, por ser o ponto M com-
mum ás duas curvas, e tomar por a a constante ou funcção dada para valor 
da tangente trigonométrica do angulo das tangentes ás duas curvas. 

Raciocinando como na pag. 154 da Geom. Anal,, vê-se que, se elimi-



4 0 0 CALCUI.0 INTfiGRAL 

narmos c en t re F ( x , j / , c ) = 0e (1), depois de nesta substituir y em 
logar de Y, a resultante será a equação differencial da t ra jectór ia , que 
deveremos in tegrar . 

Se a t ra jectór ia é orthogonal , o u a = », a equação (1) reduz-se a 

H - Y Y = O (2) . 

Procuremos, por exemplo, a curva que corta rectangularmente uma 
recta, que gira em torno da origem. Como a equação da recta é Y = cX, 

uml-./z i'.A) S1ÍD291 <»Mlhv 1] Mttolttf »» Kohoi » OhlisJ-IIO:. St 'JhJiimr./!!?-; W t ' 
teremos Y' = c, o que reduz (2) a 1 + cy' = 0. 

Eliminando pois c entre esta e y — cx, a equação differencial da t rajectória 

será xdx -f- ydy = 0 

cuja integração dá X i + y2 = A 2 . 

Por onde se vê, que neste caso a trajectória é um circulo de raio a rb i -
t r a d o e que tem a origem por centro. 

Mas, se a t rajectória deve cortar a recta debaixo d o u t r o angulo dado 
cuja tangente é a, o mesmo calculo, applicado á equação ( I ) , dá a diffe-
rencial homogenea 

jI + ax = y' (x — ay), 

cujo integral é al (C \/ x2 + y 2) = are ( t a n g = — j. 
» X i 

Logo a trajectória é uma spiral logarithmica (Geom. Anal., n.° 1 3 7 ) , 
como facilmente se vê transformando esta equação em coordenadas polares 
(Geom. Anal., n.° 4 9 ) . 

O mesmo calculo applicado á equação X m Y n = C , 

que pertence ás parabolos e hyperboles de todas as ordens, dá a equação 
homogenea 

(nx amy) y' = anx — my. 
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Se a trajectória deve ser orthogonal, esta equação torna-se em myy1 — nx, 
cujo integral ó my2 — nx2 = A. Conseguintemente a curva será então uma 
hyperbole do segundo gráu, ou uma ellipse, conforme for positivo ou ne-
gativo o expoente n. 

A trajectória do circulo, que tem por equação j/2 = 2 c a ? — a ; 2 , é 
( x \ 

-J- Xi — A ! y — — J ; e, se deve ser orthogonal, isto é, se a = oo , tor-
na-se em outro circulo, y2 + a;2 — ky. Construiremos este circulo tomando 
para centro um ponto qualquer do eixo dos y, e para raio a distancia 
d'esse ponto á origem. 

3 6 ® . Quando se tracta de achar uma curva cuja subtangente, ou cuja 
tangente, deve ser uma funcção dada 9 de x e y, é necessário integrar a 

equação respectiva y = y' 9, ou y V 1 + y'i=y'f- D'onde veio o nome de 
melhodo inverso das tangentes ao ramo de calculo que tem por objecto a 
integração das equações differenciaes de primeira ordem entre x e y. 

Exemplos 

390. Âehar a curva, na qual, em cada um de seus pontos, ha uma 
relação dada n = Ft entre a grandeza n da normal e a da abscissa t 
do pé da mesma normal. 

Por serem t = x + yy', 11 = y \J 1 + y'2, 

o problema proposto reduz-se a integrar a equação 

y Vl +Jfii = F^ + yy'). 

Supponhamos, por exemplo, que n = Fi deve ser a equação M2 = 2pt 
d'uma parabola, cujo parametro é 2p. Substituindo na equação precedente, 

vem 
AAA 

y* (i + y!*) = 2p (x + yy>). 
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Para integrar esta equação, resolvamol-a em ordem a yy', e dividamos 
depois tudo pelo radical; o que dá 

Como o primeiro termo é evidentemente a derivada do seu denomi-
nador, teremos y/p^ + Spx— j/2 = a— x, ou, quadrando e substituindo 
c em logar da constante arbitraria a -f p, 

Logo a curva procurada é um circulo, que tem o centro em qualquer 
ponto do eixo dos x, e cujo raio é a meia proporcional entre 2p e a di-
stancia c d'este ponto á or igem: o que por outra parte é visivel. 

Mas, além d'esta infinidade de círculos que satisfazem ao problema, 
acha-se também, para uma das soluções, a parabola. Com eíleito, remon-
tando-nos aos processos dos n.03 3 2 3 e 3 3 0 , acharemos a solução singular 
j/2 = 2 p x + p*, que é a equação d'uma parabola; e será fácil verificar 
(como se viu no n.° 3 2 6 ) que esta parabola resulta da intersecção con-
tínua de todos os círculos successivos que se comprehendem na solução 
geral. 

3 * 1 . Achar uma curva tal que as perpendiculares abaixadas de 
dois pontos fixos sobre todas as suas tangentes formem um rectângulo 
constante = k. 

Tomemos para eixo dos x a linha, que passa pelos dois pontos dados; 
e fixando a origem n u m del les , chamemos 2a a sua distancia. A equação 
de qualquer tangente é 

e as distancias dos dois pontos a esta linha são (Geom. Anal., n.° 34 ) 

p—yy + - 1 = 0 . 

2/2 + xi _ 2cx + C2 — 2pc = 0. 

Y — 2/ = j/' (X — r), 

2 ay' + y — y'x y — y'x 

\ / l + 2/'2 ' V l + J/'2 
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(2ay' + y — y'x) (y - y'x) = k (1 + y'2) 

4 0 3 

(a). 

Para integrar esta equação, differenciemol-a primeiro, o que dá 

y" {y — y'x) (2a — x) — y"x (Zay' + y — y'x) = Zky1y". 

Como y" é factor commum, teremos y" = 0, e 

(y — y'x) (Za — x) - (Zay' + y - y'x) = Zky1 (6). 

A primeira dá y' = c, o que muda a proposta em 

(Zac + y —cx) (y — cx) = Ar(1 + c 2 ) ; 

equação que se decompõe nas de duas rectas : e com effeito é fácil veri-
ficar que estas satisfazem ao problema. Demais, o numero dos systemas 
de duas rectas, que se comprehendem na equação, é infinito. 

Em quanto á equação (6) : se d'ella tirarmos o valor de y', e o substi-
tuirmos em (a), mudando x em x + a para transportar a origem ao meio 
da recta, teremos 

j/2 (a2 + A) -)- X2 = A (a2 + k); 

equação d'uma ellipse, cujos fócos são os pontos fixos dados, e cujos semi-

eixos são e Vk. Esta curva é uma solução singular do pro-
blema, e resulta da intersecção successiva das rectas comprehendidas no 
integral completo. 

Poderão também servir de exercicio nesta especie de problemas as 
questões seguintes: 

^lcfcar uma curva tal que todas as perpendiculares abaixadas d'um 
ponto dado sobre as suas tangentes sejam eguaes. 

Achar uma curva tal que as linhas tiradas de qualquer dos seus pontos 
para os dois pontos fixos sejam egualmente inclinadas sobre a tangente. 
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I I I 

I N T E G R A Ç Ã O D A S E Q U A Ç Õ E S D I F F E R E N C I A E S 
Q U E C O N T Ê M T R E S V A R I A V E I S 

• { V - V. • • s — v.)' 

ma «Jaoqoiq . sBbnm iup o ,•) \i ã!» mismnq 

Equações di f ferenciaes to lacs 
i L t*\--r !-.n yt1 f-n - \v ^ f y 

3 ? 8 . EQUAÇÕES LINEARES E M ORDEM Á s DIFFERENCIAES. C o m o a 
differeneial exacta d'uma equação z = f ( x , y ) é dz=pdx + qdy, as 
funcçôes p e q de x e y devem satisfazer á condição de integrabilidade 
(n.° 3 1 5 ) 

dP=!1! m 

dy dx 

Quando uma d'estas equações satisfizer á condição (1), integrar-se-ha 
a differeneial exacta pdx + qdy pelo processo exposto no n.° 3 1 5 , e o 
resultado será a expressão f [x, y) de z. 

3 9 3 . Se a equação differeneial proposta é implícita 
.ri-:1 í."'>•> I tISOjiii 

Vdx+ Qdy+ Rdz = O (1)', 

designando P, Q, R funcçôes de x, y, s, podemos dar-Ihe a fórma 
dz — pdx -t- qdy, pondo 

P Q 
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Neste caso terá ainda logar a equaçSo (1) quando a proposta for in te-
grável. Corno porém então p e q não só contém o s a e y explícitos, mas 
também os implícitos em z, é necessário, para formar os dois membros 
de (1) , differenciar em ordem a cada variavel x ou y explicita, e em ordem 
a z considerada como funcção d 'e l la ; o que dá, em vez de (1) , a seguinte 
• \ o ! ) - m ••> . . , 1 

dp dp dq dq 
- i - a — = — - f - P — , 
dy dz dx dz 

- o q / d « n i > : ' > i r í j í i o l i - I , 0 - - i - . . V » - - - •»!> -
ou, pondo as expressões de p e q em P, Q, R, 
crr>' ín i. (-.'i.-i • -1I ' - •»."»;,' • ! .():-• If ,. >' .j>!•«-TI ' • .-•.•;!> 

dy dy dx dx dz dz 

condição necessaria para que z seja funcção de duas variaveis independentes, 
ligada com ellas por uma só equação (*). 

(«) Também se mostra do modo seguinte que a equação (2) é necessaria para ser 
(I ) ' integrável: 

Se ( I ) ' é integrável, seja u. o factor que torna differencial exacto o seu primeiro 
membro ; isto é, que torna ( » P i i + p Q d y + a R á * = du. Serão : 

du du du 
— = C-Pi — — IÍQI — 
dx dy dz 

i R ; 

e por conseguinte (n.° 36) 

d ( H . P ) _ d ( , t Q ) d ^ P ) d(tf. R ) d jy .Q) d j ^ K ) 

dy dx ' d t dx dz dy 

Multiplicando estas equações respectivamente por R1 Q1 P, e sommandò, resulta a 
equação (2); porque a somma dos terir.os multiplicados por d p , para formar a qual 
bastaria que na dos outros se mudassem p, d l ' , d Q 1 rfR, respectivamente em d p , P, 
Q, R, é nulla. _ 

Quando pois ( I ) ' tem um integral u = = 0 , deve verificar-se a condição (2). 
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3 9 4 . Para in tegrar P d x -I- Qdy + Rdz = O, consideraremos pr imei -
ramente uma das variaveis, por exemplo z , como constante; e integraremos 
P d x + Qdy = 0: o que dará F (x , y, z, Z ) = 0 ; representando Z uma 
constante arbi t rar ia , ou uma funcção <p (z) de z. Depois, differenciando esta 
equação completamente, e comparando com a proposta, deverá resultar 
para dZ uma expressão, que F = O reduzirá a funcção unicamente de Z e 
z, se a proposta é integrável ; e a integração d'ella fará conhecer a e x -
pressão Z, que torna F (x , y, z, Z) o integral da mesma proposta. 

Com effeito, se differenciassemos o integral M = O de (1) ' , suppondo z 

, ( I M 1 dM , A , . 
constante, a integração de —— dx - J — — dy = 0, feita na mesma hypo-

d x d y 

these , reproduziria M = 0. Ora a differeneial deve ser então a mesma 
que P d x + Qdy = 0; portanto deve o integral M = O ser idêntico com 
F ( x , y, z, Z) — 0, determinando Z convenientemente. 

Seja por exemplo, 

(i/s + 1IZ + z*)dx + (x 2 + XZ + z*)dy + (x 2 + xy + y*)dz = 0, 

ou 
dx dy (x2 + xy + y2) dz 

Fazendo dz nullo, o integral é 

ou, por ser por ser are (tg = m) + are ( tg = n) = are ( t g = -

art 
[x+-y + z)zVZ 

) = VZ. z f z = are (tg = Z K 3 ) , 
U £i Z2 — zx — zy — 2 xy 

e portanto 
{x-\-y+-z)z [x + y + z)z 

z 2 — zx — zy — 2xy D 
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Differenciando em ordem a z, e egualando ao termo em dz da proposta, vem 

2 (x2z + Zxyz + J/9Z -f Z2X + z9y + x*y + y*x) dz + D 2 dz = 0, 

ou, pondo por D a sua expressão e supprimindo o factor commum x - f t/ + z, 

2 ( x y + yz+xz) ZHz + (x + y + z) z 2 dZ = 0. 

"z^Tu ——• ẑ 1
 i 

Depois, substituindo xz + yz = ^ í » f I u e se t ' r a ^e («)> e 
Z + 1 

dividindo pelo factor commum 2Z (z2 — xy), fica 

Z (Z — 1) dz + zdz — 0 , 

que dá z = ° — e por conseguinte Z = 
Z — 1 ' r ° z — c 

Finalmente substituindo em (a), temos o integral pedido, a que se pode 
dar a fórma 

xy + x z -(- yz = c (x 4 - y -+- z). 

3 9 5 . Posto isto, seja [x o factor que torna integrável a somma dos 
dois primeiros termos da equação ( I ) ' , supposto z constante, e u o inte-
gral respectivo. 

Para completar o integral da proposta, ajunctaremos uma funcção Z = fz 
de z. E, comparando a differeneial de u + ipj com a proposta, será 

du du du 
— dx+-—dy + — dz-f- <p'(z) dz = P (/.dx + Q ^dy -+- R ^dz; 
ax ay az 

ou, por serem os dois primeiros termos do primeiro membro idênticos 

com os dois primeiros do segundo membro, — + <p'(z) — R U i 
dz 1 

Satisfará pois á proposta o systema das duas equações 

du 
, , + 9 ( , ) : = 0 , _ + ) = R | A (3 ) . 
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396. i.° Se, at tendendo á primeira equação (3 ) , a segunda dá a e x -
pressão de 9(2) em z, sem x nem y: substituindo esta expressão na pri-
meira das mesmas equações, virá o integral 

F (ar, y, « ) = 0 , 

da proposta, o qual representa superfícies distinctas umas das outras pelo 
parametro c proveniente d'aquella integração. 

3 5 5 . Acontece isto, quando a proposta ( I ) ' satisfaz á condição (2 ) ; 
como vamos mostrar . 

Com effeito, se a primeira das equações (3) é o integral de (1) ' , deve a sua 
differencial, na hvpothese de z constante, coincidir com P j.dx + Qj-dy = 0; 

P 
o que dá então dy = — — dx. E para que a segunda das mesmas equações 

dê a expressão de <p (z ) em z, é necessário e basta que, at tendendo á pr i -
du 

meira , RJA — — se reduza a uma funcção de z, isto é, que, na mesma 
dz 

hypothese de z constante, a sua differencial se anniquille; sendo assim 

dx dy 

'a ,6j«oqo;m e nu 

dx H - dy = 0, 

dx dy Q 

isto é, 
i l / 1 ' j l l l O l i l l I l 

/ dR d 8 « \ p Z r f f t | dR < P » \ Q /a> 

\ dx dx dxdz) V dy ^ dy dydz' 

Mas, por ser u integral de (a P d x + p. Qdy, e por conseguinte 
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d 2 u du. d P d2?, ^ d u . dQ ... 
são = F T T = Q T - + J a - T - 6 ? dxdz dz dz dydz dz dz 

e a condição respectiva de integrabilidade (n.° 3 1 5 ) dá 

d Q) djy. P) _ 7 d Q da ^ dP p d p _ 

d x dy d x d x 1 dy dy 

Deve pois a t tender-se ás equações (6) e (c) ; e, porque ellas reduzem 
(a) a (2) , segue-se que é (2) a condição necessaria e sufficiente para que 
a segunda das equações (3) dê a expressão de <p(z) em z, e portanto a 
condição de integrabilidade da equação (1) ' . 

3 ® 8 . 2.° Mas, se a proposta ( I ) ' não satisfizer á condição de in tegra -

du 
bilidade, isto é, se u. R não for reduzivel a uma funcção de z, t o -

dz 1 

maremos <pz a rb i t r a r i amente ; e o systema (3) representará curvas que 
satisfazem á proposta, distinctas umas das outras pela funcção <pz. 

3 5 » . Por tanto o systema de equações (3), que satisfaz á proposta (1) ' , 
representa linhas, que se distinguem umas das outras pela funcção <pz; 
mas, no caso de, em virtude da primeira, se reduzir a segunda a uma 
differeneial entre ?z e z, o que tem logar quando ( I ) ' satisfaz á condição 
de integrabilidade (2) , as linhas estão todas sobre uma superfície, cuja 
equação resulta de eliminar <p z en t re a primeira das mesmas (3) e o in-
tegral da segunda. 

Noutro tempo chamavam-se absurdas os equações que não satisfaziam 
á condição (2) de integrabi l idade; estabelecendo-se como principio que 
taes equações nada significavam, e que um problema susceptivel de solução 
nunca podia conduzir a esta especie de relações, as quaes se suppunham 
equivalentes aos imaginarios. Monge, apresentando a theoria precedente , 
provou que similhante opinião é falsa. 

BBB 
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3 8 0 . Notaremos que as relações que ligam p e q com P, Q, R, 

sBo duas equações differenciaes parciaes da primeira ordem. 
Assim o problema, que fica resolvido, equivale a achar uma funcção 

M = O tal que, tirando d'ella as expressões de p e q, estas satisfaçam a 
(d), e por conseguinte ( M ) = 0 a da = pdz-\- qdy. (Cale. de Serret , 
n.° 7 8 4 ) . 

3 8 1 . Exemplos: 

I. Para (y + z) dx -f (x + z) dy + (x + y) dz = 0, 

(n.° 373 ) , 

P 
P = - I P ? = 

Q 

ou Rp -+- P = 0 , R g + Q = 0 

que satisfaz á condição (2), o factor u. é — •, e é R = X + «. 

Temos pois u = / (y + z) (x + z); 

e as equações (3) são 

A segunda d'estas reduz-se, em viilude da primeira, a 

2 s efzdz + d f ( z ) = 0; 

e eliminando <p(z) entre o seu integral, z 2 — e~ ' v ^ + c = 0 e a pri 
meira, vem o integral procurado 

xy + xi + yz = c. 
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II . Para zdx H- xrfy + ydz = 0, 

que n3o satisfaz á condição (2) , sSo 

Y- = X-I, R = J/, 

o que dá u = y - f - zlx. 

Por conseguinte o systema de equações, que satifaz á proposta, é 

y + zlx + <p ( z ) = O, Ix + 9' ( a ) = ! / ® - 1 . 

III. Para [x(x — a) + y{y— b)]dz = (z — c)[xdx+ydy), 

que sómente satisfaz á condiçáo (2) no caso de serem « e l i nullos, é 
1 

R =B x (x — a) 4 y (y — b); e, se fizermos u = , acharemos 
Z C 

u = 2 (^ 2 + 2 / 4 ) ' 

Por conseguinte o systema das equações (3) será 

Z — C 

No caso de serem a e 6 nullos, a segunda d'estas equações, at tendendo 
á primeira, dá <p(z) = A ( z — c ) 2 ; e substituindo na primeira, ob tem-se 
o integral da proposta 

X 2 - H y 2 + 2A (s — c)2 — 0 . 
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3 8 3 . EQUAÇÕES NÃO L I N E A R E S E M ORDEM Á S DIFFERENCIAES. Q u a l -

quer que seja o integral nestas equações, é claro que, differenciando, ha 
de o resultado poder reduzir-se á fórma P d x + Qdy + Wdz ; conseguinte-
mente a proposta deve também ser reductivel a ella. Por onde se vê que, 
se resolvermos a proposta em ordem a dz, os dx e dy não deverão ficar 
affectos de radical, e que ella não será integrável quando não podér de-
compor-se em factores lineares. 

Assim a equação 

Adxi + Bdy* + Cdz* + Ddxdy -f Edxdz + Fdydz = 0, 

resolvida em ordem a dz, dá o radical 

y/ (E2 — 4 AC) dx* + 2 (EF — 2 DC) dxdy + (P 2 — 4 BC) dy2, 

que a condição 

( E F — 2 DC)2 — (E2 — 4 AG) (F2 — 4 BC) = 0 (4) . 

reduzirá a dx -JE2 — 4AC + dy V F 2 — 4BC. 

Portanto, se a equação ( i ) for satisfeita, teremos de integrar duas equa-
ções da forma 

Vdx + Qdy + Rdz = O, 

das quaes a proposta é o producto. 
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Equações dif ferenciaes parc iacs da pr imeira ordem 

3 8 3 . Temos tractado de reverter d'uma equação dz = pdx H- qdy, 
na qual p e q são os coefficientes differenciaes dados de z em ordem a x e y, 
ao seu integral z = f ( x , y). Agora vamos procurar o integral z = f ( x , y), 
quando é conhecido sómente um dos coefficientes p, q, ou uma relação 
entre elles. 

3 8 4 . Comecemos pelo caso em que não entra q na relação proposta, 
isto é, em que essa relação tem a fórma 

F(®, y, z, p) = 0. 

Por serem independentes as variaveis x, y, e não entrar q na proposta, 
esta equação suppóem que sómente x e z variaram, isto é, que, para 
passar do integral z = f[x,y) à proposta, o deveríamos differenciar par-
cialmente em ordem a x. ^z 

Basta pois, quando se quer achar o integral, fazer na proposta 

e integrar a equação em x e z, suppondo y constante. Então a constante, 
que se ajuncta ao integral, deve ser uma funcção arbitraria de y, que 
representaremos por <p y. 

Assim: para integrar F (x, y, z, p ) t = 0 , devemos eliminar p por meio 
de dz = pdx; integrar, suppondo y constante; e ajunctar ao integral a 
funcção arbitraria y. 

Por um processo similhante se integrará F ( x , y, z, q) = 0; e teremos 
a mesma regra, mudando respectivamente nella x, y, p em y, x, q. 

Exemplos 

I. A equação x = p y/x* + y* 
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ocdõc / 
dá — —-- dz, z = y a ; i + y 8 + i p y . 

V x 2 + y2 

II . A equação p / a 2 — y 2 — x 2 = a 

dá dz = — — T z = a are (sen = — - X \ -+- <py. 

V a 2 - » / 2 - ^ 2 V V a 2 — jz2 ; 

III. gxy -J- az = 0 

i . x d z ady dá j = 0 , par. 
z JZ * r 

f 

IV. Eiu Bm a equação p (a;2 -*- jz2) ^ jz2 -»- z2 

dá a homogenea ( a 2 + jz2) dz — (y2 + z2) dx = 0, 
e depois 

are ( tang = - f - ) — are ^tang = = are (tang = Y), 

w ( z — x ) ou 1 — Y. 
J Z 4 + z x 

Jl 8 S . Em geral o integral f ( x , y, z, <pp) — O d'uma equação diffe-
rencial parcial da primeira ordem entre tres variaveis deve conter uma só 
funcção arbitraria. Com cffeito, derivando este integral em ordem ás duas 
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variaveis independentes, as duas equações resultantes 

df df df , / dp d? \ _ 

dy ^ 1 dz d ( ç p ) dy dz J 

e f(x, y, z, <pp) - O, 

formarão um systema de tres equações, entre as quaes eliminando <po e 
ç'a resultará a equação differeneial parcial sem funcção arbitraria, 

3 8 6 . Para interpretar geometricamente a introducção da funcção ar-
bitraria, lembremo-nos de que o plano tangente em qualquer ponto d 'uma 
superfície fica determinado quando se conhecem as tangentes nesse ponto 
a duas curvas, que por elle passam, traçadas na superfície. Assim, tirando 
por um ponto da superfície dois planos respectivamente parallelos aos dos 
xz e dos yz, as tangentes nelle ás curvas de intersecção, que serão dadas 

pelos coefficientes differenciaes — = » e - = = 0 , determinarão o plano 
d x r d y 

tangente á superfície no mesmo ponto. 

Posto isto, como a equação F (x, y, z, p, q) = O 

deixa arbitrario um dos coeficientes p, q: se, traçando um plano paral-
Ielo aos xz, e descrevendo nelle uma curva arbitraria, tirarmos depois o 
valor de p da equação d'essa curva, e o substituirmos na proposta, esta 
dará q; por conseguinte os valores de p e q assim obtidos em toda a ex -
tensão da curva determinarão os respectivos planos tangentes, isto é, o 
cylindro circumscripto á superfície ao longo d'essa curva. Depois, se cor-
tarmos este cylindro por um plano parallelo aos xz, e tão proximo do 
precedente que a superfície do cylindro, comprehendida entre ambos, se 
possa considerar como elemento da superfície curva, poderemos fazer, a 
partir da nova curva, uma construcção similhante, com a qual obteremos 
outra porção de superfície; e assim por diante. 

Por onde se vê que, traçando arbitrariamente a curva inicial, podemos 
construir a superfície curva que representa a equação proposta. Conseguin-
temente a equação finita d'esta superfície f ( x , y, z, ç) = 0 deve conter 
a funcção arbitraria <p correspondente á mesma curva inicial. (Cale. de 
Navier, n.° 4 7 0 ) . 
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3 8 9 . EQUAÇÕES LINEARES. Passemos á equação linear da primeira 
ordem 

Pp+ Qq = V (1), 

sendo P, Q, V, funcções de x, y, z. 
Eliminando p por meio da equação de definição dz=pdx -f qdy, resulta 

Pdz —• Vdx = q (Pdy — Qdx) ( 2 ) : 

equação, á qual se deve satisfazer da maneira mais geral, independente-
mente do valor de q; porque, segundo a equação proposta, este coeffi-
ciente fica indeterminado. 

3 8 8 . Quando as variaveis x, y, z estão separadas nos dois membros, 
entrando só duas em cada um d'elies, podem ambos, prescindindo de q, 
tornar-se integráveis multiplicando-os por factores convenientes. 

Sejam n e p os integraes de \jJ IvPdz— Vdx) e {a (Pdy — Qdx), isto ó, 

sejam \j! (Pdz — Vdx) = d-, JA (Pdy — Qdx) = dp. 

A equação (2) será JA du = q [j.'d ?. 

u/q 
E, como q é arbitrario, podemos toma!-o tal que -— seja uma funcção 

(A 

qualquer <p'p de p ; de sorte que o integral d'esta equação será o pedido 

is = 9 p; 

representando 9 uma funcção arbitraria. 

3 8 9 . Supponhamos porém que x, y , z estão misturados em P d z — V d x 
e Pdy—Qdx. Se for possivel substituir o systema das equações P d z - V d x = O , 
Pdy — Qdx = O, pelo d'outras da fórma dit = 0, dp = 0, resultantes da 
sua combinação, esta combinação exprimir-se-ha do modo mais geral, 
como é sabido, multiplicando por factores convenientes, e sommando. 

Sejam pois A, B, À', B', factores convenientes, que tornem 

A (Pdz — Vdx) - + B (Pdy — Qdx) = d - , 

A' (P dz—Vdx) + B'(Pdy — Qdx) = dp. 
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— BJp ^ AJp — A'Jtc 
Teremos P J z - V J x = A B , _ A , B

? , My - Qdx = 

que, substituindo em (2), dão B'JTC— BJp = q ( A J p — A'Jtc), 

Xq-+B •• ! , l i u ' ' ' 
ou J u = — — Jp. 

X q 4- B' 

.(% — \s Cj ç x " i - h ^ t sX V -A- - - M 

Assim, tomando q tal qne seja ^ + ^ uma funcção qualquer <p'p de 
A G H - B BYFTORAACT! 

p, ser«.TC = <p? o integral da proposta.!'-1 ú nu Im !-; r./. i-
Por exemplo, na equação 

,S- - If <!'.ll;ia'iJlli r.n oup oili ') à (i(V;.. I tUiitiii liliíilíilij ; J . IWI' . 
li»VliWP I I-Ill ' *-- ' !» . 

1 

s ã o : 

P 

p — \ / a ; 2 + j / + z ) = — — x + v ^ 2 + y + z , 
2 - W - •• , 0 / , !.i - - v' . . 0 -

Mi ¢ = - ( . 1 - » x - s/x* í y + z ! , V= i — x+y/x*+y+z; 
\2 / 2 

DL J f t f t i f n o I MDIIH»IS\IÍ> *i> uvntvi OÍS)UMÇS i> M > m u ^ : O J J O J 

m y i \ H t w —i — w tnAin DttixS . ( I ) m»bio 

P J 3 - V J x = J 3 - J x ( i - x + s / x ^ + y + l ) , 

-niBi Komabgq «(Ij.cib la ta >Jiii,â f i \ P,?,/ — Cl,br- —- ihi I rir — U-. -r i/.tUiiXí 1. •m i . k , , I / - T - Itir-T \ P J y - Q J x = J y 4 d x { - X — V x H y + s ) • . ; . . 

-s l l ib ,'jup oiiBe«a)9ii ò , ( I l c 1.71 I<IJBIÍ (c .;» I e i ^ t u i o oup bii»'J 

Multiplicando por A e B , A' e B', sommando, e pondo x2 + y -f z = M2, 
o que dá dz = 2udu — 2xdx — dy, teremos 

A' [ d z — dx ( a + « ) + B' [dj/ + dx + x — « ) J = dp. 

A j 2 M J u - 2 x J x - J y - J x ( ^ — x + u j j + B £ d y - f d x ( l - + x — u ^ ) j = J i t , 
,0 • C vjlT - - / i \., V ' • ' • :u 'b 1" ii''» 

CCC 
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que, tomando A ' =— B ' = l , A = B = - J - , s e reduzem a 
2 « 

dz — dx — dy = d f , du — dx = dn. 

Portanto o integral 7r = <pp é 

u — ¢ = x* + y+-z — x = <p (z— y — x). 

3 S O . Se eliminássemos q de (1), o que daria Wdy-Qdz=^p(Vdy-Qdx), 
operaríamos semelhantemente a respeito de Y d y — Qdz e Pdy — Q d x . 

3 9 1 . Em qualquer d'estes casos é claro que os integraes ir = a, 
p = |3, do systema das equações 

Pdz — Wdx = 0 , Pdy — Qdx = 0 , Qdz — Vdy = 0 (3) , 

cada uma das quaes resulta das outras duas, são integraes particulares da 
proposta, porque p = const. dá n = <pp = c o n s t . 

L o g o : para integrar a equação linear ás differenciaes parciais da 
primeira ordem (1), basta achar funcçôes ti = a, p = {3, que satisfaçam 
ás equações (3), e pôr depois it = <p (p), sendo <p (p) uma funcção arbi-
traria de p. 

3 9 3 . Para mostrar que TC = <p (p) é integral de (1) , podemos tam-
bém proceder do modo seguinte. 

Para que o integral 7t = ç (p) satisfaça a (1), é necessário que, diffe-
renciando-o debaixo da fórma dz=pdx-f qdy, os valores de p e q assim 
achados reduzam (1) a uma identidade. É o que vamos verificar. 

Sendo as differenciaes de TC = a, p = [ 3 , 

d s = Adx -f Bdy + Cdz, dp = adx -f- bdy + cdz, 

as de ir — <p (p) = 0, serão: 

em ordem a z e x (C — c<p'p) p + A — a<p'p = 0, 
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em ordem a z e y (C — cç'p) q + B — 6<p'p = 0. 

Tirando d'estas equações as expressões de p e q para as substituir em 
(1), resulta a transformada 

AP + BQ + CV = (aP + 6Q + cV) ? ' P . 

Mas, substituindo nas expressões de d« = 0, dp = 0, os valores de duas 
das differenciaes dx, dy, dz, tirados das equações (3 ) , âs quaes satisfazem 
K = ct, p = ,3, resul tam 

que reduzem a uma identidade a mesma t rans formada : logo é ir = <pp o 
integral pedido. 

4 9 3 . Raciocinando d 'um modo analogo, podemos integrar uma equa-
ção differeneial parcial linear da primeira ordem en t re qualquer numero 
de variaveis. 

a equação linear de primeira ordem en t re n variaveis independentes; na 
qual x\, . . . .Xn designam estas variaveis, e P j , P a , . . . . P m os coeffi-
cientes, que podem ser funcçôes d'ellas e de z. 

Formando n equações da fórma 

A P + B Q + C V = O , aP + 6Q + cV = 0, 

ou 

Seja 

[1] 

Pkdxi- -Vidxli = 0 

Pfc dz - Ydxk = 0 
[2], 
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e procurando n equações finitas yt '» ? H ímlno im 

m j TMf! A < ' ) = c C ) , At2) = p ( 2 ) . . . . A H = cl") . . . . . . . v . [ 3 ] 

lib» rrnolífir.it n «Jhjiívi /1 
que satisfaçam a [2], o integral da proposta [1] será 

. ^ ( V a + Qà + lD) 7 3 | Ofl f I A 
At1I = Ip(Aí2), A O , . . . . A W ) [4], 

?niili 'it. /"JKifii/ se .0 = qt\ .d jt\i 'iti «!OÔeBaiqIM >Rii obtiiii)iÍ8du« ,«fiff-

designando 9 uma funcção arbitraria. É o que passámos a mostrar, racioòi-
nando de um modo analogo ao do numero precedente. 

Se differenciarmos a equação [4] separadamente em ordem ás n varia-
veis independentes Xif x^,^ . X n ^ teremos n equações, nas quaes entram 

d o d<n d<p 
o s n — 1 coefficientes differenciaes — — , . . . . - — f - ; e eliminando 

<iA1'-J dAW dAi-nI 

entre ellas estes coefficientes, resultará uma equação de primeira ordem, 
sem funcção arbitraria, que se deve comparar com a proposta para deter-
minar a fórma das funcçôes A O , At2),. . . .At"), de modo qne estas duas 
equações sejam idênticas, isto é, de modo que a equação [4] seja integral 
da proposta. 

Sejam 

dA ( i ) 
:i> 

: amdxi + a'1' dx* + . . . Ja^ dxn + o1'' dz 
1 2 n 

L J 1 ) 

(21 (2) (ilI (21 (21 
dA = a\ dxx + a d.r2 + a dxn + a d: 1 2 n [£]. 

dA1"1 = a ( n ) dxx -f a ("' dx* + a'n]dxn f a'"1 dz 1 2 n •my> ?.) <1 y\ . 
x -As 'I n\W 

DifTerenciando [4] em ordem a .ri, resulta 

rtiBiTtyeit) „®. . . . ,y*1 l t x IiiiiJ 
ó?'mui rn-iboq 9np ,e»Jn»i; 

d A ( i ) _ W d<p dAW 
, [6] ; 
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onde escrevemos S para designar sommas relativas ás funcçôes Aí1), A ! 2 ) , . . . 
m q s m o modo que 2 designa sommas relativas às variavteis ®i, 

CC^9« • • • CCJi• 
à , Em virttidè das equações [6] , que dão 

8llu> n ,Sri 

dAW (») (í) dz 
•a. + a 

; r T J 
, dx! 1 dx\ 

dA!2) (2) {2) dz 
= a. + a 

«?íl*itM [1. Miip Biitq ,iHatyti' ' ! ' .1 " • b líknfvn rr/ob 9« o»i|» ofijBupo 
. j I tiJsoqoiq n ' nqm tK 

j'6] i")í)?Biip9 »r oiip í<'íb1 moiol ,."-A. . . , t K , ' I *n "•- ,BiO 

4- i n ' 

,!Sl '»|i Rhuii"'>n iil) ohmil . - • " . ixto :<\> ofioiu: bdu? e J S ' it mB?sl«iJM 
dA/*) M (,) dz 

— a . - h a . 
- m m íol ifil o obniffiiiqqugdi*fsb ,(M==WAi) . d X i t y = - r A b ,0 = 1 Ak me 

, r A 1 d ) > ) </? / ' d 3 L f ) - l o " 
reduz-se [6] a - S - . a , + — « - S - O , 

. o = + " V . . . o - v f f i o - A j f e J h = v ' 1 , 

dz 1 ~ ( 2 ) d A W d i 
da qual se tira —— ^= -. , 

• f
d x í „ ( 1 ) <4("] d ? „(<) 

- io iob oí A. . .. - A ., T A ,(ífco.TTiflwbnrmp»dmo N . T j mosub 
-o)ni o [4 èw , -S i n oiR?i;1«itn>' T."' 890?Rup9 aop "bom oh jirjiGiiim 

. nfcoqoiq r»b ifiii; 
obfl9T9i389 : M-Ifttiliasl sboq j£ |< | W 1- gW q^flf tmol B Biiiriiq »Vl 

. >.,;„-. 9b BItIiX .«9B^dAWib Rmu ,«ednil e«ub >r 
e similhantemente — — = , 

d x 2 (í) (») dcp (i) 
a — S,,, - — ~ . a 

-A v\- , I2IdAW 

: Y . , i I :<l 

a(i) gW d<p ^a(X) 

,nBnmulo-» oh ir.q iJ.t. ^g ^ " (-)dAÍ':) ' " n ohosoi iqi j fun 
«iob '<>1; Bjnaioftib B c d j ^ í T - o l ii£Í(g}$9 « ««1« fenbeoídmoa 

a í2)(/\í») a ' ' «" tn iboi . 
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Substituindo estas expressões de 
dz dz dz 

dxi' dx2 dxn 
na proposta [1], 

e attendendo a que, era virtude da independencia dos symbolos 2 e S, é 
2S = S2, resulta 

equação que se deve reduzir a uma identidade, para que [4] satisfaça 
sempre á proposta [1]. 

Ora, se as funcções A' '), At2),. . .AW, forem taes que as equações [3] 

dz 

satisfaçam a [2], a substituição de dxk = P^ —, tirado da segunda de [2], 

em dAÍ') = 0, dA!2) = 0 , . . .dA(n) = 0, dará, supprimindo o factor com-

que reduzem [7] a uma identidade. Logo, se Af1), A í 2 ) , . . .AM, se de ter -
minarem de modo que as equações [3] satisfaçam a [2], será 4] o inte-
gral da proposta ( I ) . 

Na pratica a formação das equações [2] pode facilitar-se: escrevendo 
as duas linhas, uma de differenciaes, outra de coeflicientes, 

2 » . + « ( * « ! > * + « > [ 7 ] ; 

dz 
mum —, as equações 

dx\ dx<i dx 3 . . . . dxn dz n 

P i P 2 P 3 . . . . P n V ; 

multiplicando em cruz as quatro quantidades de cada par de columnas, 
combinadas estas duas a duas; e egualando a zero a differença dos dois 
productos respectivos, 
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Exemplo 

Seja a equação 
'du' du' du' 

onde x, y, z, x', y', z', designara as seis variaveis independentes, e u' a 
dependente. 

Escrevendo, como fica dito, as duas linhas, 

dx dy ds dx' dy' dz' du' 

O Q O x y z 0 , 

e multiplicando em cruz, formaremos as equações da fórma [2], que todas 
se reduzirão ás sete 

du' = 0, dx = 0, dy =0, dz = 0, 

xdy' — ydx' = 0, xdz' — zdx' = 0, ydz' — zdy' = 0. 

Escolhendo as seis primeiras d'estas, que dão 

u'= c, x = ci, y = C^, z — c3> ciJ/' — c<íx' = cí, C1Z1 — c%x' = c*j, 

o integral da proposta será 

u! = <p [xy' — yx1, xz' — zx', x, y, z). 

Se com a primeira nos tivessernos servido de outras cinco, nas quaes 
entrasse uma dilíerente d'aquellas de que acabamos de servir-nos, o inte-
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gral , posto que parecesse differente, não o seria na real idade; porque ha 
uma relaç3o entre as seis funcções x, y, z, xy'—yx', xz' — zx', yz1—zy', 
que reduz a cinco o numero das distinctas. 

Com eífeito, sejam xy' — yx = a, xz' — zx' = b. 
i M í •.— x - • 0 i>6j(iup C U--Iti. 

s Vv \ib xV> ' i t 
. az by 

Eliminando x, vem zy — yz' = . 
x x 

M , ,(-,Mjii1Jhiiyqi)liiii SUUVISIICY p.B« ?.6 misiijjieob , - , \J , ' x ,s ,¾ ,x abuo 
Ulfl i ". 

Por tanto , dando ao integral (.Mec. Cel., Iiv. 2.° n.° 18) a fórma 

u' = <f (zy1 — yz', xy1 — yx', xz' — zx', x, z, y), 
'•A Í. Vi x\s -Vi v î xii 

deve entender-se que esta fórma só é mais geral apparentemente , e que 
debaixo de <p não ha senão cinco combinações distinctas. 

A mesma observação deve fazer-se em outros casos, em que apparen-
temente figura como menos geral o integral .que resulta do processo 
exposto. Se apparece debaixo da funcção arbi traria maior numero de 
funcções que o das variaveis independentes menos uma, é por ser alguma 
d'essas quantidades funcção das outras. Ncm outra cousa podia acontecer ; 
porque, se taes combinações fossem distinctas, as equações resultantes da 
diílerenciação do integra! em ordem a todas as variaveis independentes 
não dariam, como devem dar , pela eliminação dos coeficientes differen-
ciaes, uma equação final independente d'esles coeflicientes. 

S 9 4 L Vejamos agora o que acontece em diversos casos. 
I . 0 Se V é nullo, uma das equações (3) torna-se em dz = 0, e dá 

z = a = T:', o que substituído na outra , a reduzirá a uma equação entre as 
duas variaveis x e y, cujo integral p = |i se achará pelos inethodos acima 
expostos. Assim s = cpp será o integral da proposta. 

nifjfe, fiJíiuqoiq cb Iingttfiii o 
Exemplos 

íl T (IT 
L — =z A sendo z = fx (.Mec. Cel., n.° 2 1 ) . 

d a dt ' ' 
gasup <i.n , loií i i e n J u o ob obiviog iomowti! son eiioíiniq k moo sC. 

As duas primeiras equações (3) dão d a ? = 0 , dt + zd% = 0: o integral 



! ,1-.1 1 I -.[ Ol;,li,IlijieHI) 

/,'JtHlIiU >MIÍ> <.r,(i')» m->l'i j > IiSu (8) ,-MlJtiuptf «nb íBiib obnuuQ .£ 

n . E m PV = QX, 

V t .1 
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da primeira é x = c; e o da segunda, depois de feita a substituição de 
x = c, é t a f e = e'; 

logo x = c, l -+- as S= c', 

e o integral da proposta é x = 9 (< + az ) . 

py = qx, 

temos P = j/, Q =— x, V = O; 

o que reduz as duas primeiras equações (3) a 

dz = O, ydy + xdx = O; 

logo Tt = Ct = Z, P = P = X 2 - H y 4 , 

e o integral é z = 9 (as 2-I-J / 2) , 

equação finita das superfícies de revolução em volta do eixo dos z (Gtom. 
Anal., n.° 1 6 9 , e Cale. Di/f. n.° 1 5 0 , IV) . 

>ÍM«JÍ1«/ Jiilb -ib 'OUBI o IiIDtj BltI JlOtflii Olril'!) OS1}!; lliíHOmtfb HTitJO BOUItfI 

I I I . E m px + qy = O, 

temos xdy — ydx = O, 

que dá Iy = Ux, y = otx, ~ = a = o; 

•WT 

logo z = ? 

que é a equação dos conoides (n.° 1 5 0 , I I I ) . 
DDD 

!ms*j)iii o 0 
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IV. Do mesmo modo 1 ~ P P > 
onde P não contém z, dá 

P — / F (dx-+-Vdy), z = <pp, 

designando por F o factor, que torna integrável dx •+• P d y . 
2 .° Quando duas das equações (3) não contêm senão duas variaveis e 

suas differenciaes, a integração dá facilmente it e f. 

I. Seja, por exemplo, px + qy = nz. 

As equações (3) dão xdz = nzdx, xdy = ydx, 

das quaes resulta z = axn, y = $x. 

Tirando d'estas os valores de a e [}, e substituindo em a — 9 ([}), será 

portanto o integral a = xny ( ~ 

Vê-se que 9 é uma funcção arbitraria homogenea; e como a proposta 
é o enunciado do theorema das funcçôes homogeneaes (n.° 3 1 7 , 5.°), aqui 
temos outra demonstração d'este theorema para o caso de duas variaveis. 

II . Para px2 + qy2 = a 2 , 

temos x*dz = z*dx, x^dy =Sy^dx; 

logo z—1 — x~1 = Tc, y~1 — x—1 = o; 

I i / 1 1 \ e o integral é = ( p l 1, 
z x \ v x / 

x — a x — v 
ou = 9 * 

xz ^ xy 
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<7 — p X + V, 

4 2 7 

onde X e V designam funcçôes de x , temos 

Xdz + Vdaj = 0, Xdy+ dx = 0; 

I Ydx ( í d x \ 
Iog0

 z = = - J ^ x " + n » + J Y > 

3.° Quando uma das equações (3) contém só duas variaveis, a sua in-
tegração dará « = a: eliminando depois por meio d 'este integral uma das 
variaveis de qualquer das outras duas equações (3), e integrando, teremos 
p = [3: finalmente repondo k em logar de a na express3o p, será o 
integral TC = çp, ou p = <p it. 

I. Seja, por exemplo, qxy—px2 = y 2 . 

Teremos x 2 d z y*dx = 0, x*dy + xydx = 0. 

A segunda dá xy = J3 = p; 

, . . , 3 . . . , ^dx 
e substituindo y — — na primeira, virá dz = O, 

OC OC 

1 3 2 

que dá Z = — - J + a; 
u OC 

i «« 
depois, pondo xy em logar de (J, z — — — = a = TC; 3 x 

sendo portanto o integral pedido 

3zx = j/2 + 3^9 (xy). 
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II. Para 

CALCDLO INTHGRAL 

px qy = n [Zxi -+- y2, 

temos xdz = ndx Vxi + xdy = ydx. 

A segunda dá y = $x; e eliminando y da primeira, fica 

dz = n\/1 -+- p2 . dx, 

que dá z — nx / I -+- = a ; 

logo l = p = p , í - M v / t + í l ) = S i = Icl x \ x / 

e z = n \/ y*+ Xi + (p f ^ 

3 9 5 . Mas, quando x, y e z entram ao mesmo tempo em todas as 
equações (3), não é possivel integrar cada uma d'estas equações em par-
t icular; porque y não se pode suppôr constante na primeira, nem z na 
segunda, etc. 

Neste caso é forçoso recorrer a artifícios particulares de analyse. Assim 
nas equações seguintes (que resultam da integração- por partes, applicada 
a dz=pdx-\-qdy), 

z = px + J (qdy — xdp) (4) , 

z = py + f(pdx — ydq) (5), 

z=px + qy —/ (xdp -H ydq) (6), 

substituindo, em logar de p ou q, o seu valor tirado da proposta, muitas 
vezes se consegue integral-a. 

Seja, por exemplo, p uma funcção dada de q, 

P=Q-
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A relação (6) dá z — Qx + qy — f x (Q1 + y)dq: 

4 2 9 

logo o factor de dq não deve conter x, nem y; e teremos 

+ y = z — Qx + qy — yq, 

sendo 9 uma funcção arbitraria. Eliminando depois q entre estas duas 
equações, para cada fórma da funcção 9, resultará o integral pedido. 

3 9 ® . Quando a equação Pp -+- Qg = V for homogenea em x, y e z, 
faremos x = Iz, y = uz: P, Q, V mudar-se-hão em Pi zn, Qj zn, Vi zn; 
e as equações (3) darão 

Como esta ultima equação contém sómente as variaveis t e u, podemos 
achar o seu integral, e servir-nos d'e!le para eliminar t ou u d 'uma das 
duas precedentes, que então se saberá também in tegrar : em fim, elimi-
nando u e t dos dois integraes assim achados por meio de x = tz e y = uz, 
acharemos as soluções « e p das equações ( 3 ) , e por conseguinte o integral 
* = 9p. 

Seja, por exemplo, a equação pxz -j- qyz = x*. 

(Pi — IV1) dz = zV id t , (Q i — uVi) dz = s V j d u , 

ou, eliminando dz, 

(Pi — f V i ) du = (Q1 — U V 1 ) dt. 

Teremos (1 — l2) dz = ztdt, u (1 — t2) dz = zfidu; 

logo udt = tdu, t = a.u, z Jl— = 

ou, eliminando t e u por meio de x = Iz e y = uz, 

X = OilJ, V S2 — x* = $, 

e 
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3 3 9 . EQDAÇÔES NÃO LINEARES. A integração das equações differenciaes 
parciaes não lineares da primeira ordem pode reduzir-se á d'aquellas, de 
que acabamos de tractar , pelo processo seguinte : 

Seja F (x, y, z, p, q) = 0, 

uma equação não linear da primeira ordem. 
Resolvendo-a em relação a um dos coefficientes differenciaes, por exemplo 

a q, virá 

q = f { x , y, z, p) (1). 

Por serem p e q funcções de x, y, z, e z funcção de x, y, è 

d x \ d x j \ d z / p ' d x d y \dy/ ^ d z J 9 ' 

d'onde resulta, differenciando (1) em ordem a x, 

Esta ultima equação ficará linear da primeira ordem, quando nella se 
substituir a expressão (1) de q, e se considerar p como funcção das va-
riaveis principaes x, y, z; e o seu integral será, como fica ensinado, 

A = ç ( B , C ) ( 3 ) . 

3 9 8 . Como poiém as variaveis x, y, z, estão ligadas pela relação 

dz = pdx + qdy ( 4 ) , 
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à qual deverão satisfazer para que z seja funcção de x e y, será neces-
sário sujeitar (3) a esta equação de condição, de modo que a torne inte-
grável. 

Por serem A, B, C, funcçôes de x, y, z, p, poderão exprimir-se por 
meio d'eilas tres d'estas ultimas variaveis em funcção da quarta e de A, 
B, C. Exprimindo pois assim x, y, z, e substituindo em (4) , resultará 

GtiA + IIdB + KdC + L d p = 0 (S). 

Mas, porque no integral da proposta não pode encontrar-se senão uma 
funcção distincta debaixo da funcção arbitraria (n.° 385) , na equação (5) 
simplificada devem entrar sómente A, B, C (*), isto é, deve (o) redu-
zir-se a 

GdA -+- IIdB +- KdC = 0 (5)'. 

3 9 9 . Para integrar esta equação pelo processo do n.° 375 , conside-
remos A como constante; e chamando JÍ. o factor que torna ^ I l d B + aKdC 
integrável, seja M o seu integral. Satisfará a (5) o systema das equações 

R H - 9 A - O , 1J^ -4- <p' (A) = 0 (6). 

Exemplos 

I. Seja P s - + - 3 — 3/ = 0, ou q = y— p*. 

Formando a equação (2), e integrando, acham-se: 

xs 

A = p , B = — 2 p y + x, C = — 2 pz+- p-x -+-xy -—. 
4 p 

(•) Para a demonstração directa d'esta proposição podem cônsultar-se o Cale. Int. 
de Cournot, n.° 5 3 3 , e os Estudos sobre o n.° 2 3 / do Calculo Integral de Francoeur, 
pag. 12 , 13 e 14, do sr. Luiz da Costa e Almeida. 
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Exprimindo p, x, z em funcção de A, B, C, y, e substituindo em (4), 
acha-se a correspondente (5) ' entre Â, B, C, como tinhamos dicto, 

(2AC + 2A 3 B + B2) dA — (2A4 + AB) áB — 2A 2 dC = 0; 

depois, dividindo por 4A 3 , e integrando na hypothese de A constante, vem 

1 B2 C 1 
M= _ _ A B - —s - — - <p(A) = z + A(Ay-X)- - y*~<pA = 0. 

Por conseguinte o systema das equações (6) é 

z + A (Ai/ — x) — — ?/2 — ipA = 0, I k y - X - ^ A = O , 
Jt 

que, para cada fórma de <p, dará o integral pedido, eliminando A entre ellas. 

II . Seja z — Pi — 0. 

Formando a equação (2), e integrando, acham-se: 

Z Z 
A = y — p , C = - T , B = X . 

p p 

Exprimindo x, y, z em funcção de A, B, C, p, e substituindo em (4), 

vem AB + CdA = 0 , 

cujo integral, na hypothese de A constante, é 

z 
M = B — <oA = x r — ç A. 

y — A 

O systema pedido (6) é pois 
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4 0 0 . Pode usar-se d u m processo similhante, sem conhecer todos os 
integraes A, B, C. 

Seja f\ (x, y, z, p, q, A) =0 

um dos integraes particulares que satisfazem á equação (2). 
Achando os valores de p e q pela eliminação entre f\ = 0 e a pro-

posta F (x, y, z, p, q) = 0, e substituindo-os na equação de definição 
dz = pdx -+- qdy, o integral d'esta será 

f i (as, y, z, A, a) = 0 , 

representando a a constante arbitraria. 
Mas, se derivássemos fa = 0 na hypothese, em que se integrou, de 

serem A e a constantes, a eliminação entre ella e as derivadas 

d f i | dfa dz df.2 | dfa dz ^ Q 

dx dz dx ' dy dz dy 

reproduziria a proposta. 
E se, considerando a como uma funcção arbitraria <p(A) de A, derivás-

semos suppondo A variavel, as derivadas 

d f j d f j d z Z d f i d f j , \ ZdA dk_ dz \ 

dx dz dx V d A d ? A 9 A dx dz dx J 

d f i 
dy 

d f i dz ( d f i Z d A dA i 
dz 

I 
dy VdA \ d y 1 1 dz - d r ) = 0 ' 

seriam ainda as mesmas que as precedentes, comtanto que se estabele-

d f i d f i 
cesse a condição —— + ——— <p'A = 0; e por conseguinte a eliminação 

dA d<f A 

entre ellas e fi = 0 ainda reproduziria a proposta. 
E E B 
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Portanto o systema das equações 

hlx, y , z , A, ©A) = 0, ^ + J Í ^ A - O (7), 

por satisfazer á proposta e conter a funcçSo arbitraria 9, dará todos os 
integraes procurados, eliminando A entre ellas, para cada fórma que se 
attribuir a 9. 

MW Sie^b o *t* . b<i •• 
S 

Exemplos 

I. Assim no primeiro exemplo 9 = 2/ — Pi 

do numero precedente achou-se p = A, e por conseguinte q = y — A 2 , o 
que, substituindo em dz = pdx-\-qdy, e integrando, dá 

z = \x - H y2 — A2y -I- 9 A ; 

e por conseguinte as equações (7) são 

z - H (Ay — a) A — y 2 —<pA = 0, 2 A y — x — ? ' A = 0, 

idênticas com as que se obtiveram naquelle numero. 

II. No segundo exemplo do mesmo numero Z = P1 

' W - . 
acnou-se p = y — A, e por conseguinte q = o que, substituindo 

y — A 
em dz = pdx-\-qdy, dividindo por y — A, e integrando, dá 

X = — + 9 A ; 
y — A T 
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sendo portanto as equações (7) 

idênticas com as obtidas pelo processo empregado naquelle numero. 

4LQA. O methodo da variação das constantes arbitrarias, que aca-
bamos de empregar, e que é muito útil na integração das equações de 
ordens superiores, pode applicar-se, qualquer que seja o modo de obter o 
integral particular F2 (ar, y, z, A, <pÁ) = 0. 

Se, suppondo p ou q, ou qualquer funcção em que entre um des tes 
coefficientes, uma constante A, e substituindo em dz = pdx -+- qdy, depois 
de tirar da proposta a expressão do outro, soubermos achar o integral 
particular F2 (x, y, z, A, a) = 0 = F2 (x, y, z, A, <pA), procederemos 
em seguida como fica dicto, comparando as derivadas d'este integral, obtidas 
na hypothese de ser A constante, com as obtidas na hypothese de ser A va-
riavel, e escrevendo a condição necessaria para que fiquem idênticos os 
dois resultados. 

É assim que no segundo exemplo proposto z=pq, 

pondo p = j / — A ou q = x— A, e procedendo como fica dicto, achamos 
o systema integral debaixo de qualquer das fórmas: 

x Z— — <pA = 0, . Z + < p ' A = 0, 
y — A T ( j /—A) 2 

•<pA = 0, * -f-<p'A = 0. 
* x—A T ' ( X - A j i 

A symmetria da proposta a respeito de p e q fazia logo prever que, dada 
uma d'estas fórmas, também existia a outra. 

4 0 2 . D'este modo facilita-se muitas vezes a integração introduzindo 
uma indeterminada A, com o fim de partir em duas a equação proposta. 

Se j ae s t a f (pt x) = F (q, y). 
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Se fizermos f ( p , x) = A, teremos ¥(q, y) = A; e resolvendo estas 
equações em ordem a p e g, resul tará 

p = ty(x, A) , g = A)« dz = ifdx + ydy. 

Ora , se considerarmos A como constante, ^ e y serão respectivamente 
funcçôes das variaveis x e y; logo, integrando nesta hypothese, teremos 

z - H 9 A = / <\idx - H / -/dy. 

Em fim, derivando em ordem a A, e eliminando A en t re a primitiva e a 
derivada, depois de haver determinado a funcção <p, acharemos o integral 
pedido. 

Por exemplo, em a 2 pg = íc2i/2 

an t/2 

temos —r = — = A; 
X1 aq 

logo p = - - . = ^ q = - = x . 

y' u" 
e por conseguinte 3 a z f çA =X3A + q/A = .*:3 —, 

A A 

cujo systema satisfará A proposta, e dará o integral d'ella, quando se houver 
determinado $ e eliminado A. 
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Reflexões sobre a integração das equações di f ferenciaes parc iaes 

£ 0 3 . Para que o integral primitivo seja geral, é necessário não só que 
satisfaça á proposta, mas também que, tomando d'uma parte as suas de-
rivadas ató uma ordem não inferior á da mesma equação, e da outra parte 
as derivadas des t a equação até áquella ordem, os resultados das duas deri-
vações coincidam. 

Se o integral satisfizer sómente à primeira das duas condições, será 
particular ou singular, segundo se contiver ou não contiver 110 geral. 

I O i . Seja, por exemplo, a proposta 

z = px + qy (a). 

É claro que satisfaz a esta equação a primitiva 

Z = AxH-B i / (1). 

Agora, se integrarmos (o) applicando o processo do n.° 3 9 ! para as equa-
ções lineares, ou os processos do n.° 401 para todas, acharemos: 

o integral z = ^ (2), 

ou o systema z = ax + y 9 a = O, x + y <p'a = O (3) . 

Mas qualquer das fórmas do integral, (2) e (3) , derivada ató a segunda 
ordem, e feitas as convenientes eliminações, conduz ás derivadas de (a) 

xr + ys — O, xs + yt = O, 
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e é por conseguinte geral; em quanto que (1 ) , derivada até a mesma 
ordem, conduz a 

r = 0 , s = 0 , t = 0, 

que não são idênticas com aquellas derivadas. 

Não é pois (1) o integral geral . E como para *}»( — ) = A + B — e 
^xJ x 

para 9a — B -H- k [a — A), se reduzem respectivamente (2) e (3) a (1 ) , 
este integral é particular. 

J K Í 5 . Por tanto o integral primitivo d 'uma equação differencial parcial 
da ordem m deve, para que possa ser o integral geral, conter um numero 
tal de arbi trar ias , que, derivando-o até a ordem m -+- i, e derivando t a m -
bém a equação differencial proposta até a mesma ordem, a eliminação das 
arbi trar ias reduza o numero de equações do primeiro systema ao das equa-
ções do segundo. 

O r a , nas equações de duas variaveis independentes , por serem 
dk F 

— = 0 as derivadas d 'uma ordem k de F = O, tomado a desde 
dx"'dy1 a 

0 até k, e ser conseguintemente fc H- 1 o numero de derivadas d'esta 
ordem, o numero total das equações do primeiro svstema é a somma 
(m + i + i ) ( m + i + 2 ) " 

— da progressão geometnca natural que começa por 
a 

1 e acaba por m + i -f 1; e do mesmo modo, por ser no segundo systema 
k -f 1 o numero de equações da ordem m + k, o numero total das equações, 

desde a ordem m a té a ordem m + i, é a somma <ja p r o _ 

gressão geometrica natural que começa por 1 e acaba por « + 1 . 
O numero das arbi trar ias , extranhas á equação proposta, não deve pois 

ser menor que 

( m + i + l ) ( m + , - + 2 ) ( » ' + i ) ( t + 2 ) 1 
A = - — = (m + » + l)«n — — m[m—1). 

E assim deverá o integral, para ser geral, compor-se de modo que o 
numero das arbi trar ias cresça com as derivações successivas, satisfazendo 
sempre á condição dc não ser inferior a h, 
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406. O modo mais ordinário de conseguir este fim é introduzir no 
integral, implícita ou explicitamente, funcçôes arbitrarias das variaveis; 
porque a derivação d'estas funcçôes augmenta o numero das arbitrarias. 

Assim nas equações da primeira ordem, isto é, para m = 1, se to-
marmos 1 = 0, será h = 2. E portanto basta fazer entrar no integral uma 
funcção arbitraria f, para que esse integral, formando com as suas duas 
derivadas parciaes um systema de tres equações com duas arbitrarias es-
tranhas <p e <p', da eliminação das quaes resultaria uma equação idêntica 
com a proposta, seja por conseguinte o integral geral. 

4 0 9 . Limitamos-nos aqui a estas noções fundamentaes, que serviram 
de ponto de partida a Ampere, a Imschenetsky e ao sr. Gomes Teixeira 
nos seus importantes trabalhos sobre a integração das equações differen-
ciaes parciaes, especialmente sobre a das equações da segunda ordem 
(Memorias d'Ampere nos tomos x e xi do Jornal da Eschola Polytechniea 
de Paris; Eludes sur l'inlégralion des équations, etc. , de V. G. Imsche-
netsky; Integração das equações ás derivadas parciaes de segunda ordem, 
por F. G. Teixeira). 

4 0 8 . Só accrescentaremos que o sr. Gomes Teixeira generalisou a 
expressão do numero total das equações derivadas, desde a ordem 0 até 
a m + i, extendendo-a a qualquer numero n de variaveis independentes, 
pela fórmula [ ( m - f - i -H n) Cn] do numero de combinações de m -H i -I- n 
letras n a n ( A l g . Sup., pag. 4 0 ) . 

Assim, no caso de duas variaveis independentes, esta expressão é 

[(m + t- + 2 ) C 2 ] = ^ + ' + 2 f + ' + 1 ^ . 
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CALCULO INTEGRAL 440 

Equações di f lerenciaes parc iaes da segunda ordem 

4 0 9 . Uma equação diferencial parcial da segunda ordem pode conter, 
além dos coefficientes p e q da primeira ordem, os da segunda, 

d?z cPz d^z (Pz 

dx1 ' dxdy dydx ' dy2 

As equações de definição são pois 

dz = pdx + qdy, dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy, 1 

d-z = dpdx + dqdy = rdx2 -f- 2 sdxdy + tdy2 ) 
. (A) . 

4 I O . Comecemos por alguns casos, nos quaes só entra um dos coef-
ficientes differenciaes da segunda o rdem: 

Seja r = P p - b Q , 

representando P e Q funcçôes de x , y , z . 
Nesta equação, por não entrarem as derivadas q, s e t relativas a y, 

deve considerar-se y como constante. E temos assim de integrar uma 
equação differeneial de segunda ordem entre x e z; ajunctando porém, 
em vez da constante, uma funcção arbitraria <pt/ de y, 

dp 
Se P e Q não contém z, a proposta —- = P p + Q é linear entre p 

Qju 

e x, e tem por integral (n.° 312) 

dz fPdx — P fdx 
P ~ Jx = 6 Qdx + W -


