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Depois, integrando esta, e ajunctando outra funcçSo arbitraria <J>y, vem o 
integral, com duas funcções arbitrarias, 

Pda — JVdx 
z = Je dx [Je Qdx H - <py) H - <|/y; 

que, no caso de P = O, se reduz a 

z = f d x (Qdx H- <py) H-^y-

Por exempLo, o integral da equação 

xyr= (n—1 )py-»-a, 

, _ _ n— l a 
n a qual P e Q representam respectivamente — - — e — , 

ax xn , 
(n — i)y n 

S i m i l h a n t e m e n t e T = Q J H - P , 

V T ' v V' , U 
não entrando s em P e Q, dá 

- SQdy , . , - / Q d y 
z =Je dy [Je rdy H- yx) + yx; 
"t" 9 M H M i ' '1 '' V" 

que, no caso de Q = O, se reduz a 

2 = 1 J d y ( / P d y H- <?x) H- \x. 

Por exemplo o integral da equação aí = xy, 

na qual Q e P representam respectivamente 0 e —, é 
a 

6az=JiX yt x-+-tyx. 
FFF 
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d*z 
2.0 O in t eg ra Ide <==-,—. = M , 

dxdy 

que se encontra na theoria das curvaturas, é 

z = Jdx JMdy -+• 9« + tyy. 

Por exemplo s = ax •+ by 

dá z = ^-xy(ax + by) + <px-+-tyy. 

dp 
3.° A equação s = —- = Mp -h N, 

tf 

, - ; , , / 
integrada como linear entre p e y, no caso de M e N não conterem z, dá 

dz JMdy —fUdy 
P = -^ = « ( / « N d y + 9'«), 

e depois 

mdy S ^ d y JMdy 
z=*fe dxje Ndy -+- /e yxdx + <|/y. 

\ • • > 1 ? - ' f 1» - 'J 'W t 

Por exemplo sxy = bpx + ay 

e depois z = y ^ » + 
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4 1 1 . EQUAÇÃO LINEAR D E SEGDNDA ORDEM. 

Passemos á equação linear 

R r + ZSs 4 - Ti + V = O, (1), 
/ 

na qual R, S, T, V, representam funcções dadas de x, y, z, p, q. 
Eliminando í por meio da terceira das equações de definição (A), resulta 

R r + ( 2 S - T s + V -+- T = 0 , 
\ ay / dy 

« • 
ou 

Esta equação (2) , com a primeira de definição (A), está no caso das 
lineares da primeira ordem, nas quaes são p a variavel dependente, e x 
e y as principaes. Applicando-Ihe pois o que se disse na integração das 
equações d'aquella ordem, teremos 

Rdy — (zS — T - | ^ ) d x = 0, Rdp -+- (v -+- T dy = O, 
j U 

ou Rdy 2 + T d x 2 — ZSdydx = O, Rdpdy + Jdqdx + Vdydx = 0 . . . ( 3 ) ; 

cujos integraes c = A, c' = B, dão o da primeira ordem da proposta 

A = ? ( B ) . 

A applicação da regra, que serve para integrar as equações da primeira 
ordem, á transformada (2) suppõem que R, S, T, V, p, e q são funcções 
de x e y, ou que z é funcção das mesmas variaveis. Esta condição é ex-
pressa pela primeira equação de definição (A), a qual por isso se deve 
ajunctar ás equações (3), quando se tracta de obter os seus integraes. 

Procedendo como no n.° 392 , podíamos verificar que A = <p (B) satisfaz 
com cfleito à proposta (1) (Ca/c. El. de Lacroix, n.° 349) , 
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4 L 1 2 . A solução, a que acabamos de chegar, é applicavcl á proposta 
mais geral 

R r 4 - 2Ss + Ti + V + N (rí — s2) = O (4), 

objecto especial do estudo de Monge e dos outros Geómetras que depois 
d'elle se tem occupado da integração das equações differenciaes parciaes 
da segunda ordem. 

Com effeito a expressão rt — s2 = — —s^qdy ^ 
dxdy 

que se tira da segunda e terceira das equações (A), sendo substituída cm 
(4), transforma-a em 

R r + [ 2 S - N ( | L + ^ ) ] i + T i + V + N ^ ? = 0 ; 
dxdy 

para reduzir á qual a fórma (1), basta mudar nesta 2S em 2S—N ( — + — ^ 
dpdq t/y dx 1 

e V e m V - f N • Por conseguinte, fazendo aquellas mudanças nas 
J 

equações (3), resultarão as correspondentes ao problema actual: 

Rdy 2 — 2 S d x d y + N ( d p d x + dqdy) + T d x 2 = O,] 

Rdpdy + Tdqdx + Wdydx + N d p d q = O, J 

as quaes se tornam em (3) , como deve ser, quando é N = O. 

( 5 ) , 

Substituindo na primeira (5), por dpdx + dqdy, a expressão que dá a 
dy 

ultima das equações de definição (A), e resolvendo em ordem a —, acha-se, 
dx 

depois de posta por (rt — i ) 2 a sua expressão tirada de (4), 

d y _ S — N s ± y / S * — R T + V S S - N s ± V G 

I x Í T + N í ~ I l + N i ' 
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isto é, R d y -f- N (tdy +• sdx) — (S =fc K G) dx = 0, 

ou, em virtude da 3." equação (A), 

Rdy + Ndq — (S ± Í /G) dx=0. 

Depois, eliminando T entre as duas equações (5), e substituindo na 
resultante a expressão de Ndq tirada da equação precedente, vem 

As equações pois, que dão as funcções A e B de A = ç (B), são : 

S 9 - R H - V N = G , j 

e R d y + J M g — ( S d = J / G ) < t e = 0. Rdp +Vdx + (S + VG)dq = 0 , 1 . ( 6 ) . 

Dos dois signaes, superior ou inferior, de VG escolher-se-ha aquelle que 
mais convier pnra fazer as integrações. 

Em vez da segunda ou da terceira, pode usar-se de 

que resulta da eliminação de dq entre ellas. 

4 8 3 . Como as equações (5) e a de definição dz = pdx + pdy con-
tém as cinco variaveis x, y, z, p e q. a eliminação de duas d'estas varia-
riaveis, para effectuar a qual se indicaram os processos no capitulo relativo 
á integração das equações simultaneas, dará uma resultante que conterá 
tres das mesmas variaveis. Por conseguinte, segundo Satisfizer ou não sa-
tisfizer esta resultante á condição (2) de integrabilidade do n.° 3 7 3 , 
assim haverá ou não haverá uma equação que seja o integral d'ella, isto é, 
assim a proposta terá ou não terá um integral intermédio da primeira 
ordem: sem que d'ahi no entretanto se possa concluir que á falta do in-
tegral intermedio corresponde a do pi imitido. 

Rdp + Vdx +(S + K G) dq = 0. 

dz = pdx - f - qdy. 

N d p — (S zp K G ) dy -+- Tdx = 0, 
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Não acontece porém o mesmo na integração das equações differenciaes 
parciaes da primeira ordem (n.° 3 9 1 ) ; porque nessas as duas equações 
differenciaes totaes, que devem dar n — a, p = S, contêm as tres variaveis 
x, y, z, e portanto, eliminando uma d'estas, fica a equação resultante 
entre duas variaveis, a qual por isso tem sempre um integral. 

Assim, para ar = q, que se encontra na theoria mathematica do calor 
(Cale. de Navier, n.° 4 8 9 ) , as equações (6) reduzem-se a 

dy<= 0, dp—qdx=0, 

das quaes a segunda entre as tres variaveis p, q e x não tem um integral 
(n.° 3 7 3 ) . Não ha pois uma equação única integral da proposta. E com 

tudo, pondo z = Ceax ^ 

e substituindo na proposta, vem aofi— [ 3 = 0 . 

Por onde se vê que, tomando por a quaesquer números a ; , satisfarão á 
proposta as primitivas 

e conseguintemente a sua somma 

Z=ICie^x+ aai2y. 

4 1 4 . O processo, que acabamos de empregar, applica-se á equação 
differeneial parcial linear de qualquer ordem n, de coefficientes constantes; 

porque da substituição de z = e*x + ^y, e da suppressão do factor e "^" 1 "^ , 
resulta f (a, fâ) = 0: e por isso o integral é 

z = l C i e * i x + t i y , 

dando valores arbitrarios a uma das quantidades a ; , (3j, e tomando por 
valores correspondentes da outra os tirados da equação f ( a i , [3() = 0. 
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4 J L 5 . Se, applicando Ã segunda ordem, isto é, a ro = 2, o que se disse 
no n.° 4 0 6 , tomarmos t = 0, será h= 5. 

Assim o integral geral d 'uma equação da segunda ordem deverá c o m -
por-se de tal modo que o numero de arbitrarias da sua derivada de segunda 
ordem não seja inferior a cinco. O que pode conseguir-se, fazendo ent rar 
nelle duas funcções arbi trar ias 9 e <J> das variaveis; porque as duas der i -
vações successivas introduzirão a s quatro funcções 9 ' , i |/, 9 " , i|i"; sendo 
assim seis o numero total das arbi t rar ias ext ranhas á equação proposta. 

No modo de integração exposto no n.° 4 1 1 en t ram com effeito no in-
tegral primitivo aquellas duas funcções. 

Exemplos 

I. Seja a equação q 2 r — 2pqs + ph = 0. 

Comparando com (1) , temos 

R = q*, S = —pq, T = p 2 , V = O. 

Por tanto as equações (6) são 

G = O, 

q*-Vpqdx = O1 q^dp—pqdq = 0, 

no 

das quaes a pr imeira , equivalente a dz — 0, dá z = B, e a segunda dá 
,Urrr- / ,UtKI "T ' ^k- A 'i~'V " Vi ^ . ~ 11 *' -V**̂  F • iliUIí Illl 

P • P — = A; sendo assim o integral intermedio — = 9 ( 4 ) 
1 9 

Para in tegrar de novo, o processo do n.° 3 9 1 dará 

dz = 0, dy = — 9 (z)dx; 

depois z = 0L, y + x ç («) = ^; 

e finalmente y -+- x 9 (z) = t{< (z). 
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II. Do mesmo modo rx* + 2xys + j/2/ = O, 
' .0 • !, !• ') - - \ I f n 1 I;.ÍÍJ 

na qual são R = = X i , S = Xyt T — y2 , V = O, 
t;..- f)i) ! U<i !'JlJ itili i.t) r iil ii: ilíH Ip iíi '.vTOIliljir O iIIilI OwOIfl'! 

dará G = O, e portanto (eq. 6) successivamente: 

primeiro x*dy — xydx = O, x*dp -+- xydq = O, 

o uío ) iíi / V \ 

y<=Bx,p + Bq = A,px + qy = xy J; 

depois xdy — ydx = 0, dz — <p ^ dx = O, 

y = ax, Z = X Ç (a) + £ =®<p ( ~ ) + P» 

III . Seja r (1 + g2 + pg) + í (g2 — p 2 ) — t ( l + p2 + pg) = O, 

ou, pondo p = (m + n) , q = -1 (m — n), 

r ( l +mq) + sm {q—p) — t (1 +mp) = 0, 

na qual R = 1 + mg, S = -i m (g — p) , T = — (1 + mp), V = O. 

' 3 ) A = - OI1>?JI:II I'J<ui !I' I^OJMÍI O tanttv. 00113« : A = 

P o r s e r G= j (g — p) 2 m2 + (1 + mg)( l + mp), 

_ (q-t-p)2 m2 4- 4 (1 + mg) [1 + mq + m ( g — p ) ] 

ou 

G = K i - P ^ 2 ( 1 + ^ ^ l 4 w g t S + K G = ~ ( Í + W p ) , 
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as equações (6) dão 

d y — dx== O, (1 -f mq) dp— (1 + mp) dq = 0, 

ou dy — dx = O, mndm — (2 + m2) dn = O; 

e depois y — ac = a, (¾ y 2 -H m2 = n, 

N == \ / 2 -+- M 2 <p' (y — ÍC). 

Para in tegrar esta equação da primeira ordem, substi tuamos em 
dz = pdx-\-qdy os valores 

i {)?* , - - J?*''", > r" v * ' í * > ) 'Jt -'!(l(1£'{ J 

P = - ^ i m + N / 2 + m 2 . í
, ( y — a r ) ] , q = ^ [m — ^2 + m 2 . < p ' ( y - a ; ) ] , 

o que dô 2 d z = m (dx + dy) + y/2 + m 2 . 9 ' (y — a;) (dy — da;). 

E, applicando o processo do n.° 3 7 5 , supposta m constante, o integral 
será representado pelo systema das duas equações : 

2 z + (J) (m) = m (x + y) -+• V 2 -H m 2 . <p (y — as), 

m 
f (m) = x + y + — = = . 9 (y — x ) . 

V 2 - + - m 2 

IV. Seja y2< -f r + yq = 0. 

Temos R = I, T = y 2 , S = O, V = y j , 
GGG 
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o que dá 

G = — y 2 , S — VG =— yV— 1, S -\~Vy = -hyV— 1, 

e portanto as equações (6) 

dy — y V — I d x = O , dp — y V~— 1 dg + yqdx = 0. 

Integrando estas equações, virá 

y e — 2 V - 1 = B1 p — Ilq V—. 1 _ A, 

p—yq Y— 1 = [ye-*s-i). 

Depois, integrando as equações do n.° 3 9 1 , 

dy + yV— 1 dx = 0, dz —9*1 ( y e - * ^ - 1 ) dx = 0, 

teremos y e * v / - i = a , z — 9 ( a e - 2 * V — i) = z — 9 ( y « 1 / — i ) = 

e finalmente z = <f(ye~xV-i) —|— (ye®v/— 1), 

ou (^ /y . Su/>., n.° 159) 

z = 9 [y (cos® — V— 1 senx)] + <J> [y ( c o s x - J - V — 1 senx) ] . 

É a equação da altracçSo dos cylindros (.Mec. Cel., liv. 2.°, n.° 13). 

V. Seja r = 62 / , 

isto é, R = I, S = O, T = — 6 2 , V = O; 

e portanto G = ò2 . 
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As equações (6) dão 

dy — adx = 0, dp — adq = 0, 

p — aq = (y — ax); 

e depois teremos 

dy + adx = 0, dz — (y — ax) dx = 0, 

z = <p (y — ax) 4 - <|> (y + ax) . 

A equação proposta é a das cordas vibrantes (Cal. de Navier, n.° 4 9 3 ) . 

VI. Seja r< = s2 , 

isto é, I l = = O , S = 0, T = 0, V = 0, G = 0, N = 1. 

As equações do n.° 4 1 2 , 

Rdy + Ndg — (S ±VG)dx= 0, N d p - ( S q= K G ) d y +-Tdx = O, 

dão dq = 0, dp = 0 , 
A b V l O f i J f l 9 ObiiBdM . a A i ^ t y f â ™ ^ * * " í j ^ L 

-V. i ' , j •:; 11 í)f.-iinJÍ!'<!ii» , , 9 tA,Y r u ' / A •{ .:; 
Substituindo depois em dz = pdx 4- qdy, integrando na hypothese de 

p constante, e continuando a proceder como se disse no n.° 3 9 1 , achare-
mos o systema 

z = px + y<?(p) + ty(p), 0 = x + y<f'(p) + V ( p ) . 

A proposta é a equação das superfícies planificáveis (n.0 ' 150, V, e 183) . 
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116. A complicação d'estes cálculos torna-os muitas vezes de execução 
difficilima. Por isso exporemos desenvolvidamente o modo como deve p ro -
ceder-se quando os coefficierites R, S, T, são constantes, N nullo e V uma 
funcção de x e y; caso que tem muitas applicações. 

S - h f / G S — V G 
En tão , pondo = m e = n, 

R R 

as equações (6) dão 

y — mx = B, Rp -+ nRq -+-/Xdx = A, 

Rp 4- « R j -+- JXdx = çj (y — mx). 

Para integrar esta equação, eliminaremos p entre ella e dz = pdx-f qdy, 
o que dará 

Rdz -+- dx JYdx — dx (y — mx) — Rg (dy — ndx); 
» 

e teremos (n.° 3 9 1 ) 

y — nx = $, Rz -+-JdxJYdx— Jdxf 1 (y — mx) = <x, 

Rz-+-JdxJYdx = 9 [y — mx) H- <L (y — nx). 

Para effectuar este calculo, convém fazer as seguintes observações: 
1.° Em V deve substi tuir-se m a ; + B por y, e, achando então JYdx, 

rest i tuir depois y — mx em logar de B. 
2 .° Em dxjYdx e dxy\ (y — ma;) devem substituir-se nx + [5 por y, 

e, achados então JdxJYdx e Jdxy\(y — mx), resti tuir depois y — nx 
em logar de |3. 

k 
Exemplo . Seja r — * — 21 = 0, 

isto é , R = | , S = - I , T = — 2 , V = - Z i / - 1 ; 
Z 



CALCL1I-O INTEGRAL 4 5 3 

e portanto G = 2 —, n =— 2, m = 1. 

/
dx 

— = — kl (x + B) = — kly, 
x + B e (n.° 199) 

JdxJWdx=-Jkdxl (— 2x + ?) = ^ k[(í—2x)l(:i—2x) - (£— 2x)\ 

= 2k(yly — y); 

Jdxtf1 (y — mx) =Jdxy1 [(» — m) x -f = <p {y — mx)-, 

e portanto 3 + ^ k {yly — y) = <p [y — x) + <j/ [y + 2x). 

<11®. Integra-se algumas vezes segundo o processo do n.° 4 0 2 , que 
consiste em partir em duas a proposta, introduzindo uma indeterminada Ô. 

Por exemplo a equação rt — S 2 ==O, 

de que tractámos no exemplo VI do numero precedente, dá 

s t 

das quaes se tiram r = s6 , s = <0, e por conseguinte 

rdx -f sdy = G ( s d x -f ídy), ou dp = Q dq. 

Esta equação só é integrável no caso de ser 0 funcção de q; e o seu 
integral èp = y(q). Depois continuando como naquelle numero, achare-
mos o integral procurado. 
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Integração das equações di f ferenciaes parc iaes 
por meio das ser ies 

• £ 1 8 . Muitas vezes convém, ou torna-se necessário pela deficiencia 
dos methodos geraes, procurar por approximação os integraes das equações 
differenciaes parciaes. 

Supponhamos dada uma equação da primeira ordem entre p, q, x, y, z. 
Para desenvolver o seu integral n u m a serie ordenada relativamente a uma 
das variaveis x, temos a formula de Maclaurin 

z = f + x f + 4 - a r + 4 - x ' T + . . . . , 
52 O 

sendo as funcçôes f, f de y aquillo cm que se torna o integral 
z = f (x, y), e suas derivadas em ordem a x, quando nellas se faz x —- 0. 

E no caso de a: = O tornar infinitas algumas das funcçôes f , f . . . r e -
cor rer -se-ha ao que fita dicto no n.° 3 3 3 . 

< 1 1 9 . Para determinar as funcçôes, f , f ' . . . supponhamos a proposta 

resolvida em ordem a p, P—F(q, x, y, z). 

Fazendo x = 0, teremos f = ~p(~, (x = 0) , y, f^j. 
if 

Por tan to f , e as suas derivadas successivas f", f " , . . . . dependerão 
da funcção f , que f ica arbi t rar ia . 

Do mesmo modo, resolvendo em ordem a r a equação da segunda ordem, 

r = F ( p , s, /, x, y, z), 

df d*f 
e fazendo X= O, teremos /"" = F ( f , — - , (x = Q), y, f ) , 

dy dy1 

a qual faz depender / ' ' , / " ' de f k f , que f icam arbi trar ias . 
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Para a terceira ordem mostrariamos por um raciocinio similhante que 
a serie precedente é o integral, com as tres funcções arbitrarias f , f , f". 

Em geral : qualquer equação differencial parcial da ordem n tem um 
integral com n funcções arbitrarias. 

dx dx 
4 2 0 . Seia, por exemplo, a equação — — z — ~ , 

da. dl 

de que tractámos no n.° 3 9 4 , sendo z uma funcção de x. 
Se partirmos da proposta, e mais geralmente de 

dnx \ dt' 
dst" d t » - 1 

acharemos, attendendo á mesma proposta e á independencia de a e í, 

. f d2x , dz dxi 
-1 Z n h IlZn-1 

L dtxdt di dt J 
, 1, ^ x 

fln—1 I zn _ _ 
d"+1X L dctdt ' "" da dt 
d a " + 1 = d t " - 1 

,1 , . d?x dz (dx 2 

d " (z»+l — ) 
dl 1 

dtn~i dtn 

Chamando pois <pí aquillo a que se reduz x quando se faz a = O, temos 

r . + w r - ' - ! * ® . 

E substituindo na formula de Maclaurin, vem 
• 

X _„ + ..y, + _ * - U J + -.«a -L i Li + 

que é [p. 67 , f. (C1)] o desenvolvimento de a? = ç (í -f az), 
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- 3 2 1 . Lagrange propoz também a approximação dos integraes por 
meio dos coefficientes indeterminados. 

Faz-se z = 9 [y) + x\ (y) + x\ (y) + xs n (y) + . ..; 

depois, tomando as differenciaes necessarias, substituem-se na proposta, e 
comparam-se os termos em que x tem o mesmo expoente. D'onde resultam 
diversas equações, por meio das quaes se determinam as funcçôes de y 
que não devem ficar arbitrarias. 

Seja por exemplo a equação ar = q, 

de que se tractou no n.° 4 1 3 . 
Para ella a serie precedente dá 

d*z dz 
j = r = 2^ + 6x75 + . . . , — = q = 9' + x } ' + ; dx4 dy 

depois, substituindo na proposta e comparando, acham-se 

" " T a * ' 

por conseguinte z = 9 -f xty + — x 2 f ' -f- — X3A' +. 
2a 6a 

/ 1 • 

Do mesmo modo, integrando a equação 

d 2 z d 2 z d 2 z 
H — — 6 . dx2 dy* dt2 

acharemos 

z = 9 -f- X<|i 
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4 3 2 . No raciocínio, que empregámos no n.° 4 1 8 para mostrar que 
a equação da ordem n tem n funcçôes arbitrarias, suppozemos em geral a 
equação completa. Mas é possivel que a serie obtida em casos particulares 
não dê o numero completo de funcçôes arbitrarias: como acontecerá se a 
ordem mais elevada dos coefficientes differenciaes não for a mesma para todas 
as variaveis independentes; por isso que a derivação de ordem mais ele-
vada, relativamente á variavel segundo as potencias da qual se faz o desen-
volvimento, deixa arbitrario um numero de funcçôes egual a essa ordem. 

Assim, no primeiro exemplo do numero precedente, se em vez de or -
denar o desenvolvimento relativamente ás potencias de x, o ordenarmos 
relativamente ás potencias de y, acharemos outra serie 

= » (®) + ayn" (x) + — a9-y*o>,v (as) + 

com uma só funcção arbitraria w (x). 
E fazendo, como Poisson, na primeira 

depois substituindo nella estas expressões, e finalmente pondo 

A -f k'x + 
Bx* B'x3 

f . . . . = W 

aquelle integral coincidirá com o ultimo. 
Cumpre porém não esquecer que no uso d'estas series, como no de todas 

as outras, é necessário verificar a sua convergência, sem a qual o emprego 
d'ellas daria resultados illusorios. 

Ii li o 
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Integração das equações differenciaes parc iaes 
por in tegraes definidos 

4 2 3 . Para exemplo d'esta integração tomemos a equação do n.° 4 1 3 

ar = q, 

cujo integral é z = ! ^ * » ® + 0 * ^ -

Pondo to — a Vay em vez de w na equação (2) do n.° 27 f i , 

r00 2 
/ «.-"(/o, = Vr., 
I — » 

v 

f i c a f X
 e - - í + W « » - « . l » < Í M = a ^ i e t 

J-OO 

f 
ajy 1 / " » —6.2-+-2Wa2/. 

que dá e ==• — / e da». 
VtsJ- oc 

Substi tuindo pois na expressão de s, vem 

1 r °° Zi (®+2«/ay) - o , 2 , 
z = r r l 2 Cfe e r ico; —o. 

ou, pondo <p(íc + 2 w l / a y ) e m logar d e 2 C1-e*i(x + W » 

1 />00 

2 = — / <p (x + 2 to Vay) e 
V ItJ —oo 

Mas, para que esta formula seja applicavel, é necessário dar a o uma 
fórma tal que o integral definido conserve um valor finito, quaesquer que 
sejam x e y. 
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Soluções s ingulares das equações di f ferenciaes parc iaes 
da pr imeira ordem 

4 2 4 . Sejam F = - O , V = O, 

uma equação differeneial parcial entre as derivadas independentes x\, x%,... 
xn, e o seu integrai completo, com n arbitrarias a\, a*,. .. an. 

O integral V = O ainda satisfará a F = O1 suppondo variaveis as arbi-
trarias, com tanto que seja nulla a sua differeneial em relação a ellas, isto é, 
com tanto que seja 

^ , dV J V j . . . . 
- — dai + —— das • • • + ~r~ «°n = O (A)« 
da\ dai dan 

Agora : 
I . 0 Se em (A) tomarmos da i = 0, daç> = 0 , . . . . da„ = 0, o integral 

V = O será completo. 
2.0 Se entre duas, ai e ak, das arbitrarias estabelecermos uma relação 

arbitraria a; = <p (a*), o que dará da* = ç' (a^) da/ ;, substituirmos em (A), 
egualarmos depois a zero os n — l coefficientes das restantes, e elimi-
narmos entre estas e V = O aquelles coeflicieuves, resultará o integral geral. 

3.° Se entre V = O e os n coefficientes de (A) egualados a zero se 
eliminarem as n arbitrarias, resultará um integral particular ou uma so-
lução singular. 

Applicando isto á equação s = px + qy + f (p, q), 

á qual satisfaz o integral z = ax + by + f (a, b), 
teremos: 

I . 0 O integral completo z = ax +- by + f(a, b). 

2.0 O systema integral geral df df 

a = o a j+ y? (a) +•f{a,ya), 0 = x + y <p'(a) + — -h ^^ <p'a. 

3.° O systema integral particular, ou a solução singular 

z=?ax + by + f(a, b), x+ ^ = 0, = 

{Cale. de Serret , n.03 8 0 5 e 8 0 6 ) . 
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Das funccões arbi trar ias 
o 

4 % Ã . 0 que dissemos (n.° 2 6 3 ) a respeito das constantes introduzidas 
nas integrações ordinarias, tem applicação á s funcções arbitrarias 9 , <J>,. . . 
das equações differenciaes parciaes. Em quanto só pretendemos integrar, 
isto é, achar uma expressão que por meio das regras do calculo dif-
ferencial reproduza a proposta, são 9 , ( J > , realmente arbi trar ias: 
mas, logo que tivermos de applicar os resultados a questões de Geometria, 
Mechanica, etc. , estas funcções poderão tomar fórmas determinadas, e 
deixar de ser arbitrarias. Melhor se entenderá isto por meio de alguns 
exemplos. 

I. A equação das superfícies cylindricas é (n.° 44 , e Geom. Anal. n.° 167) 

y — hz = 9 (x — az), ou ap -+- bq = I. 

A primeira d'estas equações é integral da segunda; e 9 é uma funcção 
arbitraria, cuja fórma depende da curva directriz. Se a base do cylindro 
está situada no plano dos xy, e é dada por sua equação y = f x , deverá 9 
ser tal que essa base seja comprehendida entre os pontos do espaço desi-
gnados pela equação y — bz = 9 — az), isto é, que satisfaça a esta 
equação. Fazendo pois 2 = 0, as equações y — yx c y = fx deverão ser 
idênticas, tendo por conseguinte 9 e f a mesma fórma; e a equação do cy-
lindro particular, de que se tracta, será 

y — bz = f ( x — az). 

Em geral, sejam M = O, N = 0, as equações da directiz. Fazendo 
x — az = «, podemos, pela eliminação, achar x, y, z, e portanto y — bz 
em funcção de u; o que dá a fórma da funcção 9, e por conseguinte a 
equação y — bz = <f(x — az) da superfície cylindrica particular, de que 
se tracta. 

II. Similhantemente as superfícies de revolução em torno do eixo dos z 
têm por equação py = qx, cujo integral é x2 + j/a = 9z (n.° 44 , e Geom. 
Anal. n.° 169) . Em quanto a generatriz fica indeterminada, a funcção 9 ó 
arbi t rar ia : mas se esta curva é dada por suas equações M = O , N = O , então, 
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pondo z = w, eliminando x, y e z por meio d'estas tres equações, e sub-
stituindo em ®2 + 1 / 2 = <pu, ficará determinada a fórma da funcção <p; 
de sorte que a equação x2 + t/2 = <pz será exclusivamente a da superfície 
proposta, cuja generatriz é M = O, N = O. 

Supponhamos que o corpo é gerado pela revolução d'uma superfície 
movei, invariavelmente ligada com o eixo dos z, e dada pela equação 
M = O. Considerando esta superfície n u m a das suas posições, poderemos 
tirar da equação M = O as expressões de p e q em x, y e z; e substi-
tuindo-as em py — qx = 0, teremos a outra equação N = 0 da curva de 
contacto da superfície generatriz com o corpo gerado, por isso que os planos 
tangentes são communs a ambos. Assim, as equações M = 0, N = O são 
as d'uma curva, que se pode considerar como generatr iz ; o que faz recair 
no caso precedente. 

III. O conoide tem por equação px -+- qy = 0, cujo integral é y = x<pz 
(n.0! 150 , III , e 3 9 4 , I I I ) . Fazendo z = u, e exprimindo x, y e z em u 
por meio das equações M = O , N = O , da curva directriz, determinaremos a 

fórma de <fu= —; e por conseguinte a equação particular y = xyz do 
X 

conoide proposto. 

Quando a directriz é um circulo descripto num plano parallelo aos yz, 

cujas equações são x = a, J/2 -+- z* — 62 , 

acha-se a2»/2 H- z 2 x 2 = 62a;2. 

IV- O integral da equação dos cónes (n.° 4 i , e Geom. Anal, n.u 168) 

Para que a base do cóne seja um circulo descripto no plano dos xy, e 
com o centro na origem, devemos ter 

c = p (x — a) + q [y — b), 

é 

s = O1 x* - b j / 2 = r s , e x — a = m ( z — c), 

o que dá s = 0 , x = a — cu, y — V7 r 4 — (a — CM) 2 . 
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Substituindo estes valores em y — b = (z — c)<pu, resultará a fórma 

4LQH. Estes exemplos bastam para mostrar como devem determinar-se 
as funcções arbitrarias, quando se tracta de applicar os cálculos geraes aos 
casos particulares. Seja em peral K = * 9 (L) um integral, com a funcção 
arbitraria 9 , representando K e L funcções dadas de x , y e z ; e suppo-
nbamos que a equação deve reduzir-se a F ( a \ y, z)—0, quando se suppõe 
f[x, y, s ) = 0 . Esta condição corresponde em Geometria a pedir que a su-
perfície procurada, cuja equação é K - 9 L, passe pela curva dada, que 
tem por equações F = O, [ = 0 . Para Ilie satisfazer, faremos L = u, e 
eliminando x, y, z entre esta equação e as duas precedentes, substituiremos 
em K=<p(u ) as suas expressões em u, assim achadas; o que determinará 
a fórma da funcção 9 e o integral procurado. 

Se tivessemos de determinar duas funcções arbitrarias, seria necessário 
que se dessem duas condições; e um calculo similhante ao precedente faria 
conhecer a fórma d'essas funcções. 

4L29 . Masse a natureza da questão não permitte determinar as f u n -
cções arbitrarias (o que acontece em muitos problemas de Phvsica e Geo-
metria transcendente), ellas ficam indeterminadas, e as propriedades, que 
se acham sem particularisar estas funcções, têm logar em geral. 

Para explicar este caso geometricamente, supponhamos que nas expres-
sões, de que se tracta, entra um termo da fórma ç>x. Se descrevessemos 
no plano xy a linha que tem por equação y = <px, as suas ordenadas y 
seriam os valores da funcção 9: e , sendo 9 arbitraria, esta curva poderia, 
não só ter uma fórma qualquer, mas até ser traçada á mão por um movi-
mento livre e irregular; e ainda ser discontinua, isto é, formada dé ramos 
differentes unidos pelas extremidades; ou disconligua, isto é, formada de 
partes isoladas e separadas umas das outras. Foi Euler quem pôz estes 
principies fóra de toda a dúvida, até contra a opinião de Alembert, que 
se pode considerar como o inventor do calculo ás differenças parciaes; 
calculo cujos recursos são immensos, cujas applicações são d'uma utilidade 
illimitada, e que serve, como acabamos de ver, para submetter as funcções 
irregulares á analyse malhematica. 

d e 9 ; e substituindo n a proposta, 
do cóne, de que se tracta, 

(1zy — 6z)2 + (az — cx)2 = r 2 (s — c)2. 
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C A L C U L O D A S V A R I A Ç Õ E S 

4 2 8 . Antes da descoberta do Calculo das variações muitos geómetras 
já se tinham occupado dos problemas dos isoperimetros; mas, como para re-
solver cada um d'el!es empregavam um methodo particular e artifícios de 
analyse ás vezes muito complicados, os processos, de que se serviam, não 
formavam um corpo de doutrina. 

Estava reservado para Lagrange reduzir todas as questões a um methodo 
uniforme que vamos expor. 

Posta uma funcção Z = F (x, y, y', y",. . . ) , na qual y', y",. . . desi-
gnam as derivadas de y considerada como funcção y = ox de x, pode exi-
gir-se que Z tenha certas propriedades, por exemplo, de ser maxima ou 
minima, quer assignando ás variaveis x, y, valores que satisfaçam a essa 
condição, quer estabelecendo relações entre as variaveis, e ligando-as por 
equações. 

4 2 9 . Quando a equação y = yx é dada, tiram-se d'ella y', y",. . .. 
em funcção de x, e substituem-se na proposta, que se torna em Z = f x . 
Nesse caso as regras conhecidas do Calculo differeneial ensinam a achar os 
valores de x que tornam fx maxima ou minima; o que corresponde a de-
terminar, d 'entre os pontos de uma curva dada, aquelles para os quaes a 
funcção proposta é maior ou menor do que para os outros pontos da mesma 
curva visinhos dos primeiros. 

Mas quando a equação y = ^x não é dada, então, attribuindo succes-
sivamente a <f differentes fórmas, também Z = /x tomará differentes ex -
pressões em x. E, se quizermos assignar a <px uma fórma tal que o Z 
correspondente a cada valor de x seja maior ou menor do que para qual-
quer outra fórma de ox infinitamente visinha, o problema pertencerá ao 
Calculo das variações. 

4 3 0 . Este calculo não se limita unicamente à theoria dos máximos e 
minimos; mas contentar-nos-hemos com a exposição d'e!la, por ter appli-
cação em questões muito importantes, e por bastar para a intelligencia 
das regras do mesmo calculo. 

Cumpre advertir que, em tudo o que vamos dizer, as variaveis x e y 
não são independentes; mas a equação y = ox, que as liga, é desconhe-
cida, e a fórma de <?x pode variar independentemente de x. 
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4 3 1 . Substituindo y + k em logar de y, y' + k' em logar de y1 

onde k, k't... . representam uma funcção arbitraria de x e as suas deri-
vadas, tornar-se-ba Z = F ( x , y, y', y'', .. .) em 

Z1 = F (a , j/ + /¢, y'+k', y" + k",...); 

e como o theorema de Taylor tem logar, quer sejam dependentes, quer 
independentes, as quantidades y, y', . . . e os seus augmentos k, k',... será 

dl dl , dl 
Z i = Z + k—+k' — H - A " - H -

dy dy dy' 

com tanto que, para achar este desenvolvimento, operemos como se x, y, 
y \ . . . . fossem variaveis independentes. 

Posto isto, tracta-se de determinar a fórma de <px de modo que, para 
o mesmo valor de x, se tenha sempre Z1 < Z ou sempre Z1 > Z, suppondo 
k, k' muito pequenos; e, discorrendo como na theoria dos máximos 
e minimos ordinários, vê-se que esta propriedade não pode verificar-se sem 
que os termos da primeira ordem sejam nullos, isto é, sem que seja 

, d l ,,dl , , d l 
k l~ k - j - j H - k —- -J- . . . . ~ 0 . 

dy dy' dy" 

Como k é arbitraria, para cada valor de x, e pode variar o seu valor 
ou a sua fórma independentemente de x, também k', k ' \ . . . . são a rb i -
trarias. 

Portanto a equação precedente parte-se, em virtude da independencia, nas 

d l _ Q Ml d_l q 

dy ' dy' ' dy" 

respectivas ao máximo ou minimo em ordem a cada uma das quantidades 
y, y', y", 

Para que haja máximo ou minimo, é necessário que estas equações 
subsistam simultaneamente, qualquer que seja o valor d e x ; e, havendo-o, 
a equação y — yxf que resultar d'ellas, será a procurada, isto é, a que tem 
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a propriedade de tornar Z maior ou menor, para cada valor de x, do que 
o correspondente a outra fórma muito visinha. 

Para distinguir o máximo do minimo, attenderemos aos termos da se-
gunda ordem de Z, conforme a theoria ordinaria. 

Mas, se estas equações não derem todas a mesma relação entre x e y, 
o problema será impossível, ao menos no estado de generalidade em que 
foi proposto. Então, se algumas d'ellas concordarem, a funcção Z terá 
máximos ou mínimos relativos a algumas das quantidades y, y', y" 
sem que os tenha absolutos e communs a todas estas quantidades; e as 
equações, que concordam, darão os máximos e minimos relativos. Se qui-
zermos porém fazer Z máximo ou minimo sómente em ordem a uma das 
quantidades y, y', y",.. ., o problema será sempre possível, por não ser 
necessário nesse caso satisfazer a mais d'uma condição. 

Se na mudança de fórma da curva y = yx quizessemos consi-
. dl 

derar as variações de x e y, accrescenlariamos à expressão de Zi , e 
dZ d x 

— = 0 ás equações respectivas ao máximo e ao minimo (Cal. Int. de 
dx 

Garnier, pag. 5 6 3 ) . 

4 3 3 . Appliquemos estas noções geraes a alguns exemplos. 
I. Sobre o eixo dos x tomemos duas abscissas m c n d 'uma curva plana, 

e nas suas extremidades levantemos parallelas indefinidas ao eixo dos y, 
existindo estes eixos no plano da curva. Suppondo que por qualquer ponto 
da curva se tira a tangente, e chamando li, l, as ordenadas dos pontos 
onde ella corta as duas parallelas, temos 

h = y + y'(m —x), l = y + y' (n — x). 

Se é dada a equação y = <px da curva, conhecem-se a fórma de ç e 
por conseguinte as expressões de Ii e l. Mas, se não é dada, e se per -
gunta qual é a curva que goza da propriedade ser o producto Ih das o r -
denadas menor, em cada um dos pontos de tangencia, do que para qual-
quer outra curva, isto é, de ser Z = Ih = minimo, tracta-se de dar a <p 
uma fórma tal que se verifique esta propriedade. 

Ora, segundo o enunciado do problema, as curvas que passam pelo 
mesmo ponto (x, y) têm tangentes de direcções diversas; e, d 'entre ellas, 
a que se procura deve ter uma tangente de tal modo dirigida que se veri-

IiI 
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fique a condição do minimo. Devem portanto considerar-se x e y como 
constantes, e y1 como variavel, em 

dl = 0 = d [y - f - (m — x) y'][y + (n — x) y']; 

o que dá 

dZ ^ r = 0 = [y + (m — x) y1] [n — x) + [y + (n — as) y'] {m — x), 

2w' 2x — m — n i 1 
ou — — 

y (x — m)(a: — n j x — m x — n 

e, integrando, y2 = C — m) (x — n), 

A curva será uma ellipse ou uma hyperbole, conforme for C negativo 
ou positivo; e os vertices serão determinados por x=m, x=n. No pri-
meiro caso o producto Z = Ih é um máximo, por ter y" o signal —; no 
segundo é um minimo, ou antes um máximo negativo. De mais o producto 

Ih é constante e = - C ( m — n) 2 = quadrado do segundo semieixo; 

como se pode verificar substituindo em Z os valores de y e y'. 
II. Achar a curva plana para a qual o quadrado da somma da subnormal 

com a abscissa é um minimo. 
A condição proposta, Z = (yy' -+- x)* = minimo, dá 

õi-HL d Z 
— = 2(yy'-\-x)y' = 0, ^ = + x)y = 0; 

e a estas satisfaz yy' + x = 0, cujo integral é x2 + y2 = r 2 . Logo todos 
os círculos descriptos da origem como centro, e só elles, resolvem o pro-
blema. 

4 3 4 . Ainda que a theoria exposta não tenha applicaçôes muito ex-
tensas, serve com tudo de esclarecimento para facilitar a intelligeucia de 
outro problema mais vasto, o qual consiste em applicar os raciocínios pre-
cedentes a uma funcção da fórma f Z . Neste caso a funcção Z é differeneial; 
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e tracta-se de fazer máximo ou minimo o seu integral, tomado entre li-
mites, Aias sem effectuar a integração indicada, que em geral não pode 
executar-se. 

4 3 5 . Supponhamos um fio flexível, ao qual se podem dar difierentes 
fórmas e posições. 

A mudança de coordenadas dos seus pontos pode provir: da passagem 
de um ponto para outro, quando se conserva invariavel a fórma e a posição 
do fio; ou da mudança d'estas. 

Assim, quando sobre a mesma curva MN (Fig. 55) consideramos o 
ponto M e o consecutivo M', se chamamos x, y, as coordenadas do primeiro, 
são x + dx, y-\-dy, as do segundo. Mas, quando o fio se deforma e se 
move de sorte que o ponto M passa para a posição consecutiva M i

1 , adopta-sc 
a notação S, anteposto ás coordenadas, para designar esta variação, isto é, 
são x+ Sx, y + fry, as coordenadas de MV 

Por onde se vê: que, tanto os dx e dy, como os Sx e Sy, são funcções 
das coordenadas; mas que os primeiros se referem a passagens d'uns pontos 
para outros consecutivos na mesma curva, e os segundos a mudanças de 
posição dos mesmos pontos em virtude de deformação ou transporte da curva. 

Similhantemente se torna dx em d (x 4 Sx), de sorte que o seu augmenlo 
é dSx; o de d2x é r; e assim por diante. 

4 3 6 . Cumpre observar que as variações indicadas pelo signal S são 
independentes das que designa a característica d; e por isso, sendo egual-
mente independentes as operações a que se referem estes signaes, não deve 
inlluir no resultado a ordem em que ellas se executam; de sorte que são 
teremos 

S.dy = d.Sy; d9-Sy = Sd*y JS\] = SJV. 

Com elfeito, suppondo (Fig. 55) P P ' = = tte, MMi = áy, é claro que 

M i
1P' = M P ' + M7

1M' = y + dy + J (y + dy), 

M ' , F = M1P + M7
1P' - M 1P = y + Sy + d (y + Sy) : 

o que dá Sdy=dSy; e por conseguinte também diSy=ddSy=dSdy=-8d'iy, 
e assim por diante. 

E, escrevendo U = Jf U, vera 

S\J = Sdf U = dsf U, /SU = SfU. 
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4 3 ? . Tem isto logar ainda que se considere Sy como M ' i P ' — M P re -
sultante da variação de x e da mudança da curva; porque então (Fig. 55) 

Sy = M i
1P' — MP t dy = M'P' — MP, 

dão dSy = M 1
w P " - M ^ P ' — (M'P' — MP), 

Wy = Mi"P" — M'P' — (M i
1P' — MP), 

e por consegunte dSy = Sdy. 

4 3 8 . Tracta-se agora de estabelecer entre x, y, z relações taes que 
fZ seja um máximo ou um minimo, entre limites designados. Para fazer 
os cálculos symmetricos, não supporemos constante nenhuma das diffe-
renciaes; e só consideraremos o caso de tres variaveis, porque, além de ser 
isso bastante para a inteliigencia da theoria, facilmente se poderão gene-
ralisar os resultados para maior numero d'ellas. 

Posto isto, seja 

Z = F (x, dx, d?x,.. . y, dy, d 2 y , . .. z, dz, d 2 z , . . .), 
t 

a funcção cujo integral deve ser um máximo ou um minimo. Teremos 

S f Z = 0 , ou fSZ = 0 . 

Seja 

/ SZ = mSx + n&dx+pSd*x + 

(A) + M S y + N S d y + PSd 2
y 

[ + + v $ d z + TtSd2Z + . . . . , 

onde m,n,p,..., M, N, P, (/., v, z,. .. representam os coefficientes 

d Z d Z d Z dZ dZ dZ dZ dZ dZ 
differenciaes - , - , 

\ 



I CALCULO INTEGRAL 4 6 9 

Em virtude dos theoremas precedentes, a primeira linha de (A) t ransfor-
ma-se em 

e do mesmo modo as outras . 
Tracta-se de integrar S Z ; e o processo do calculo fará ver que se devem 

desembaraçar , quanto é possivel, os termos que contêm differenciaes das 
variações das coordenadas. 

Para isso, empregando o processo da integração por partes, teremos 

e similhantemente para as outras variaveis y, z. 

4 3 9 . Reunindo estes resultados, e egualando separadamente a zero a 
par te integrada e a não integrada, o integral de (A) dá 

/ (n — d p + . . ) S x + ( N — d P + . . . ) f y + (v— dn + ...)Sz\ 

( C ) . . + (p — dg +...) dSx + ( P — d Q + .. .)dSy+ (TT—d*+.. . ) d j * [ = 0 

(+ [q — dr + . , . ) d 2 ^ + ( Q - d R + . . . ) d 2 , f y + ( x - d P + . . . ) d * $ s ) 

sendo K a constante. 
Part imos a equação em duas por que, não se podendo integrar os termos 

mSx +- ndSx + pd*Sx + .. 

/ ndSx = nSx — / drtSx, 

fpdrSx = pdSx— dpSx +- / drpSx, 

J qdtiSX = q(P$X — dqdSx -+ d-qSx — /d3qSx, 
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que ficam debaixo do signal f (a não se darem a ^a;, Sy, Sz, valores par-
ticulares, o que é contra a hypothese), as duas partes são irreductiveis, e 
por isso não pode fSZ tornar-se nulla se não aniquilando-se separada-
mente cada uma d'elías. 

Logo, para achar as relações entre x, y, z que fazem fZ máximo ou 
minimo, devemos differenciar a funcção dada Z em ordem á característica S, 
considerando x, y, z, dx, dy, dz, d-x, d^y, d^z. . . como variaveis inde-
pendentes. Comparando depois o resultado d'esta variação com a equação 
(A), teremos as expressões de m, M, (a,. . . n , N, v , . . .p, P, r , . . ., em 
x, y, z e suas differenciaes. Finalmente, substituindo estas expressões nas 
equações (B) e (C), das quaes a segunda é relativa aos limites que devem 
comprehender o máximo, obteremos as relações procuradas. 

4 4 0 . Se forem independentes as variações Sx, Sy, Sz, a equação (B) 
partir-se-ha nas tres 

m—dn 'rd-p—...=0, M — d N + d 2 P — . . . = 0 , d v + d 2 * — . . . = 0 . . . ( 1 ) ) . 

Se não o forem, as equações, que as ligarem entre si, servirão para eli-
minar de (B) outras tantas d'ellas; e egualar-se-hão a zero os coefficientes 
de cada uma das restantes: de sorte que, em todo o caso, será tres o 
numero das equações que se formam. 

Estas tres equações, que são differenciaes em x, y, z, não podem ex-
primir tres condições distinctas, porque, se as exprimissem, dariam valores 
numéricos para as variaveis. No caso de pertencer a proposta a um pro-
blema de geometria, devem ellas reduzir-se a uma da superfície ou a duas 
da curva que tem a propriedade exigida. 

4 4 1 . Como o integral eflectuado (C) se deve tomar entre os limites 
assignados, X\, xj\, z\ e yi, a equação 

L 2 - L 1 = O, 

na qual L2 e Li representam os termos de (C) que precedem K, appli-
cando-lhes os respectivos Índices 2 e 1, será relativa a estes limites. 

Geometricamente, podem as extremidades do fio, que acima figuramos, 
conservar-se fixas, e dependerem as variações só da deformação d 'el le; 
pode conservar-se uma das extremidades fixa, e dependerem as variações 
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do movimento da outra e da deformação do f io; e podem finalmente ter 
logar tanto o movimento das duas extremidades como a deformação do fio, 
dependendo então as variações de ambas estas causas. 

•AÃ®. Consideremos os diílerentes casos. 
I . 0 Se é fixo tudo o que pertence aos limites, isto é, se os valores de 
yu s l > X Z < J/2» s 2 > e das derivadas das variaveis dependentes são con-

stantes nos limites, as variações respectivas são nullas; por conseguinte 
todos os termos de Lj e L2 aniquilam-se, e a equação L2 — Lj = O re -
duz-se a uma identidade. 

Neste caso, para determinar as constantes que a integração introduz 
nas equações (D), devem substituir-se nos seus integraes, e nas differen-
ciaes até a ordem d'ellas, os valores de x, y, z, e dos coeflicientes dif-
ferenciaes das variaveis dependentes, relativos a cada um dos dois limites. 

2.° Se os limites são arbitrarios e independentes, cada um dos coefli-
cientes de Sart, Sar2,. . . na equação (C) é nullo separadamente. 

3.° Se ha condições relativas aos limites, isto é, se a natureza da questão 
estabelece equações entre algumas das quantidades x\, y\, z\, ar2, y2 , z 2 , 
como acontece, por exemplo, se a questão proposta se refere a uma porção 
de curva, a qual deve terminar em pontos, que não são lixos, mas estão sobre 
duas curvas ou duas superfícies dadas: differenciaremos essas equações, para 
tirar d'ellas tantas variações Sari, 8y\, Szi, S#2> Sy2, Sz2, quantas poder-
mos, em funcção das outras, o que substituído em L 2 — L i =0 reduzirá as 
variações ao menor numero possivel; e como as variações, que ficam, são 
independentes, a equação partir-se-iia em tantas quantas cilas são, egua-
lando separadamente a zero os seus coeflicientes. 

Podemos também neste caso usar do processo seguinte, que é mais ele-
gante. 

Sejam n = 0, tr = 0 , . . . as equações de condição dadas. Multiplicando 
as suas variações por indeterminadas /., A ',. . . , e ajunctando os productos 
ao primeiro membro de L2 — Li = O, teremos 

L 2 - L i H - U w - I - V S u - + - . . . = 0 ( E ) . 

Então, tractando como independentes todas as variações S^i , S x 2 , . . ., 
Sj/1, S y 2 , . . . . , egualaremos a zero os seus coefficientes, e eliminaremos 
depois entre as equações assim obtidas os coefficientes 1, X'. . . 

Convém observar que de satisfazerem os valores das variaveis nos limites 
a qualquer das equações u = 0, c = 0 não se segue que também 
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as differenciaes d'estas coordenadas, dadas pelas derivadas dos integraes 
das equações (D), satisfaçam á respectiva das equações differenciaes d u = 0 , 
dv = 0,. . . . Por exemplo, em Geometria, para que tenha isso logar, é 
necessário que haja um contacto de certa ordem entre a curva procurada 
e a superfície cuja equação é u = 0, ou v = 0,. . .. E, no caso de co-
existirem estas condições, entrarão respectivamente na equação (E), além 
dos termos ISu, \'Sv,... os termos \"Sdu, l'"Sdv,.... 

4.° Nada diremos do caso em que deve um dos limites ser fixo, e o 
outro estar sujeito a certas condições ou ser inteiramente arbi t rar io: como 
acontece em Geometria, quando uma das extremidades da curva procurada 
deve passar por um ponto fixo, e a outra ser qualquer e existir sobre uma 
curva ou superfície dada, porque este caso está comprehendido nos tres 
precedentes. 

E necessário advertir que, se a funcção Z contém algumas coordenadas 
dos limites, ou coefficientes differenciaes d'eilas, deve na variação a t ten-
der-se aos termos que provém d'essas quantidades, e incluil-os na equa-
ção (C). Por exemplo, se Z contém deve ao primeiro membro de (C) 

4 4 8 . As mais das vezes é Z dada debaixo da fórma Vdx, sendo V 
dy cfty 

uma funcção de x e y e seus coefficientes differenciaes —-—, - 7 - 3 , . . .. ** stnr st nnu 

Designemos pela característica Si as variações relativas a y e não a x; 
em quanto que a característica S se applica ás variações completas, nas 
quaes se fazem variar x e y. 

Representando V ordenadas da curva (Fig. 55) , são evidentemente 

accrescentar-se o termo Saj1 = 

M' iN' iQ 'P ' = M i N 1 QP 4- NjN i
1 Q i Q — M1M i

1P iP, 

S i f W d x = M 1N 1QP — MNQP, 

S fVdx = M i
1 N i

1 Q i P' — M N Q P ; 

e por conseguinte 

XfVdx = SifYdx + M i
1N i

1Q iP i — M t N i Q P 

= S\fYdx + N1N i
1Q iQ — M 1 M i

1 P i P, 
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ou, desprezando as quantidades de segunda ordem, 

4 7 3 

SfWdx = SifWdx + V 2 Sx 2 — V 1 Sx 1 ) 

(a). 
= / dxSiW + V 2Sx 2 — V1Sx1) 

Mas a variação de y = < p ( x ) , proveniente da mudança de fórma de <p e 
da variação de x, é 

Sy = ^ y + y'Sx, 

que dá (*) Siy = Sy — y ' S x : 

similhantemente S 1 - = S - — S x (b); 
dx dx dx2 

e assim por diante. 
Portanto as equações (6) darão as variações S1 das coordenadas e dos 

coeflicientes differenciaes de y, relativas a y, por meio das variações S, r e -
lativas a x e y; e as equações (a) darão as variações S do integral pro-
posto por meio das variações S1 do mesmo integral. 

(.) Com effeilo é (Fig. 55) 

M1
1P' = MP -+- Í M P = M 1 P -t- (M7

1P' — M 1 P) , 

d(y + *iy) isto e y H- Sy =. y + Stf -f 
dx 

dSty 
ou, por ser Sx da segunda ordem, y -t- íy =y -+- S,y + y'Sx. 

dx 

Pode considerar-se lambem a variação de fórma como devida á variação d'um p a -
rametro (Costa e Almeida, Cale. das variações, pag. 6, *»); o que dá do mesmo modo 

Sy-=Sfyx, a) ^ 
du dy 

•• í a -+- ~ Sx — SLy -»- y Sx. 
d x dx 

JJJ 
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4 4 4 . Posto isto, seja 

S V = N S y + P S - | - h Q S ^ + (A)' 

Attendendo a (a), a condição do máximo ou do minimo será 

O = J ( n S I J , -+- PSi + . . . ) dx -+- V2Sx2 — V i S x 1 ; 

a, procedendo como no n.° 438 , chegaremos a 

+ ( Q a _ d l L 2 ) $ ^ 2 _ ( 0 l _ ^ 1 M Ã 
V dx J dx \ dx J' dx 

r * i , / dP d 5 Q V x 

: nde, por Siyi e devemos substituir respectivamente S y i — — Sx, 
dx1 d x 

d*yi d y ^ + l , , . 
•> —j—r— - S x 1 ; e o mesmo a respeito do segundo limite. 

(XtX) QfíX/ 

O termo debaixo do signal y*egualado a zero dá a equação correspon-
dente (B) 

dP d 2 Q 
+ (B)'. 

Os lermos fóra do integral dão os correspondentes de (C)1 com a ad-
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diçSo dos lermos V2Sxa — V 1 S x j : 

L 2 - L 1 = O (C) ' ; 

sendo L 1 = V 1 S x 1 + ^ P 1 - ~ + - • + 

L2 = V2Sx2 + í P2 — + . . . ) SiJ/2 + • . . 
\ Jx J 

4 4 5 . Se V é uma funcção de x e de duas variaveis y e z dependentes 
de x, como acontece nas questões relativas a curvas de dupla curvatura, 
deve acerescentar-se ao segundo membro de (A)' outra linha similhante 

Jz JiZ 
^ « + P i ^ + tf^ + . . . . ; 

e as equações da curva procurada e dos limites serão 

- + V 2 S ^ - V 1 S x 1 

devendo substituir-se, em logar das variações Si de y e z e dos coeficientes 

dy dz d 2 

differenciaes — - , — , — 
d x d x Ja 

respondentes variações S> 

, . „ • Jy J z d 2 y d 2 z differenciaes —, — as suas expressões (o) nas cor-
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4 4 6 . Nos casos particulares é muitas vezes preferível executar sobre 
a funcção dada debaixo do signal f todos os cálculos que conduziram ás 
equações (B) e (C), em vez de comparar cada caso particular com as fór-
mulas geraes. 

4 4 S . Se a natureza da questão sujeitasse as variações Sx, Sy, Sz, a 
certas condições s = 0, 8 = 0, e isto independentemente dos limites; como, 
por exemplo, se a curva procurada devesse estar sobre uma superfície dada: 
procederiamos como no n.° 4 4 2 ; servindo aquellas equações de condição 
para eliminar algumas variações da primeira das equações do n.° 4 3 9 , que 
se formou egualando a zero a expressão que ficava debaixo do signal f. 

4 4 8 . En t r e essas condições cumpre notar a de ser a curva procurada 

tal que um certo integral definido j Vdx conserve um valor determinado. 
l X i 

Devem então verificar-se as equações 

E como estas equações se podem combinar multiplicando uma d'ellas 
por uma constante arbitraria 1 e sommando, fica reduzida a questão a 
tornar minima a expressão 

(V + \ U ) dx, 
J x x 

e portanto, a satisfazer á condição do máximo ou minimo 

A funcçSo assim obtida é a que se chama um máximo ou minimo rela-
tiva. 

A esta classe de condições pertencem as dos isoperimelros. 
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• 1 4 9 . 0 que fica exposto mostra que, tanto no caso do máximo como 
no do minimo, deve ser S/ Z ou S f S d x = 0. Agora, para distinguir o 
máximo do minimo, no caso de duas variaveis, citaremos a regra de L e -
gendre. 

Esta regra consiste em differenciar duas vezes a funcção V, conside-
rando como variavel independente o coefficiente differeneial d'ordem mais 
elevada que entra n'esta funcção, e ver qual é o signal do resultado. Se 
este signal for positivo, haverá minimo; e se for negativo, haverá máximo. 

/ tfu d*v dm v \ 
Assim, s e a funcção proposta é V = F l a ; , y , — , — — , diffe-

^ 3 dx dx2 dxm ' 
dmu 

renciaremos esta expressão duas vezes consecutivas em ordem a —- =M ; 

U • • . d ^ , , dV , dT 
e substituindo em os valores de y, -j—,. . . que resultam da ; equa-
ções (B) ou (D), o signa! ±: d'este coefficiente mostrará se ha minimo, 
ou se ha máximo. (Mem. da Ac. das Scienc. de Paris, 1786) . Veja-se tam-
bém uma these de Mr. Delaunay no Jornal de Malhemaiica de Mr. Liou-
ville, de junho de 1841 . 

Taes são os princípios do Calculo das Variações. Appliquemol-os a al-
guns exemplos. 

E X E M P L O S 

4 5 0 . L Achar a curva plana CMK (Fig. 7) cujo comprimento MK, 
comprehmdido entre os dois raios vectores AM e AK, é um minimo. 

!> Ai 
Temos (n.° 110) s = j y ' r W + (Zr2 = / Z ; 

e queremos achar a relação r = <p (0) que torna fZ um minimo. 

A • , , 7. rdÚ9-Sr + r*dt)SdÚ + drSdr A variação de Z é SZ = , 
ds 

a qual comparada com (A), suppondo x = 9 e y = r, dá 

r 2d9 „ rdG2 dr 
. = <) ,» = — , M = — , N = - , O = P = P . . . ; 
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e portanto as equações (D) são: 

r2d9 rd£ 2 / d r \ 
c, 

ds ds ^ds / - i a -

Como estas equações concordam entre si (*), basta integrar a primeira 

\ r / 
d'ellas, ou d9 =— : o que dá a equação polar da linha recta 

c = r cos (9 -+- a). 

4 5 9 . Se quizessemos usar da equação (A'), acharíamos 

V = Z r 2 -4- r ' 2 , SV = r Sr H — Sr' , 
/ r 2 + r ' 2 V^r2-H r ' 2 

r r ' dP 
que dá N= . P = ----- Portanto a equação (A'), N = 0 , 

/ r 2 + r ' 2 v / r 2 + r ' 2 , 
seria r 2 - f - 2 r ' 2 — r r " = O, a qual, pondo r = —, daria z + s " = 0 , e 
os integraes successivos z 

z 2 -f- z ' 2 = cz = sen (9 + c'), ou c = r cos (9 + o). 

(*) Eliminando de2 entre a segunda e d í 2 = r2d62 + dr 2 , resulta ds 

rdr / r d r \ r 2 dr 2 

rdr = —— d l -— I , cujo integral r2 = 4- c2 e idêntico com o resultado da e l i -
d i \ ds / „ ds2 

r2dô 
minarão de dt entre a outra = = c e á s 2 = r 2 d'r + drz. 

ds 
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4 5 2 . Ainda que do enunciado do problema facilmente se conclua que 
a funcção proposta não é susceptível se não de minimo, mostremos isto 
mesmo pela analyse, empregando o processo ensinado 110 n.° 4 4 9 . 

j r 
Pondo — = p , temos s = f d b / r 2 - + - p 2 ; 

e differenciando V = K r 2 - H p 2 duas vezes em ordem a p, virá 

d\ v d 2 V r 2 

dp ^ r 2 + p 2 ' d P i JL' 
( r 2 + p2) 2 

Por ser esta expressão positiva, a funcção proposta S=JXdb é com 
effeito um minimo. 

4 5 3 . II. Achar a linha mais curta entre dois pontos dados, ou entre 
duas curvas dadas. 

Tracta-se de fazer minima a expressão do comprimento d'uma linha, 

s = / Z = ^dxi -I- dy2 - f - dz2. 

. . dx dv dz 
A variação SZ = -- Sdx -+- - f - Sdy + -— Sdz 

ds ds ds 

comparada com a fórmula (A) dã 

_ , , „ dx ^t dy dz 
m = 0 , M = O, (t = O, « = — , N = - j - , v = — , 

ds ds ds 

e nullos os outros coeflicientes p, P, í c , . . . . 
As equações (D) são pois neste caso 
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Estas equações dão 

dx = ads, dy = bds, dz = cds, 

das quaes, quadrando e sommarido, resulta a condição aa + b* -+- c9 = 1, 
a que devem satisfazer as constantes a, b, c, para que as tres equações 
possam existir. 

b c 
Eliminando ds, resulta dy = — dx, dz = — dx; 

a a 

e, integrando, vem ay = bx + a1, az = cx-\- b', 

Por onde se vê, que as projecções da linha procurada sobre dous planos 
coordenados são linhas rectas; e conseguintemente esta linha também é uma 
recta. Para fixar a sua posição é necessário determinar as cinco constantes 
a, b, c, a1, b'. 

1.° Se a linha pedida deve ser a mais curta entre dous pontos fixos, A, 
C (Fig. 56) , cujas coordenadas são X1, y\ e x 2 , y2, a equação (C) tornar -
se-ha idêntica, por serem nullos Sx1 , . . Substituindo nas duas equa-
ções das rectas os dous systemas (X1, y\, S1), e (x2, y2 , z 2) , resultam 
quatro equações de condição, as quaes com a1 - f -b ' 1 + c1 = l, perfazem 
o numero de cinco, necessário para determinar as cinco constantes. 

2.° Se os limites estão sobre duas curvas, dadas pelas equações 

i/i. « i ) = 0 , f(xi, y u — 0; <p(a2, j/2, 3 2 ) = 0 , <]/(x2, y2 , z2) = 0 : 

substituindo em logar de Syu ^ 3 I i e Sj/2» a s s u a s expressões 

Syi = AiiLc1, Sz1 = B1Sx1 , e Sy2 = A 2Sx 2 , S z 2 = B 2 S x 2 , 

tiradas d'estas equações, vê-se que a equação (C) 
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se decompõe nas duas 

/dx s . dy, /dzy „ 

\dx/\ S#i \dx i òx\ 

\ dx Ji' $Xi \ dx Ji ' 8x<i 

Por conseguinte em cada um dos pontos (x\, y\, Z1), (0¾, z 2 ) , se ambos 
estiverem sujeitos u existir em curvas dadas, ou só naquelle que o estiver, 
a linha mais curta é perpendicular á respectiva curva limite. Se os !imites 
fossem superfícies curvas, tirar-se-hia uma conclusão similhante a respeito 
da perpendicularidade da linha mais curta ás superfícies limites. 

4 5 4 . Supponhamos agora, que a linha mais curta pedida deve ser 
traçada sobre uma superfície curva cuja equação é 

É necessário combinara equação (B) com Su = O; para o que a c r e s c e n -
taremos a (B) o termo XSu, e depois, egualando a zero os coeficientes de 
8x, St/i Sz, acharemos as relações 

, ( d x \ Su „ , / d u \ Su ^ J dz \ Su 

KKK 
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entre as quaes eliminando X, resultam as duas equações da curva procurada 

A condição de perpendicularidade do plano osculador da curva (n.° 151) 

d*y / dz d-y dy d 2 z \ d*z 
^ * 2 v l te dx* ~ d ^ J^v x + J x r i y + A 

ao plano tangente á superfície (n.° 145) 

du du du 
z — - + - y — + « — - + B = = O 

dz dy dx 

é (Geom. Anal., n.° 179) 

dz d*y dy d-z du du 

dx dx4 dx dx2 dx dx2 dy 

d*y du d*y ' du 

dx2 dz dx4 dz 

du du 

Substituindo nesta equação, em logar de —— e —, as suas expressões 
tiradas das equações da curva, _ 

dz dz 
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resulta uma identidade; por conseguinte o plano osculador da curva mais 
curta traçada sobre a superfície é sempre perpendicular a esta superfície. 

Tomemos para exemplo a maus curta distancia A'C' entre dous pontos 
d'uma esphera cujo centro é a or igem: teremos 

U = X i -H y2 -H z 2 — r 2 = 0 , ^ - = 2 x , ^ - = 2y , ^ - = 2 z . 
d x d y d z 

Substituindo nas duas equações precedentes, tomado ds constante, vem 

ZdiX = XdiZ, zd^y =ydiz, 

das quaes resulta ycíix = xd-y; 
e integrando, 

zdx — xdz = ads, zdy — ydz = bds, ydx — xdy = cds. 

Multiplicando a primeira d'estas equações por — y , a segunda por x, a 
terceira por z, e sommando, resulta ay = bx-+-cz: ora esta equação é a 
d'um plano, que passa pela origem das coordenadas; logo a curva procu-
rada é o circulo máximo A'C' (Fig. 56 ) , cujas equações são 

x 2 + y2 - f - Z2 — r 2 = 0 , bx -H cz — ay = 0 , 

e que, passando pelos dous pontos A' e C', é normal ás duas curvas A'B e 
C'D que servem de limite e são dadas sobre a superfície espherica. 

4 5 5 . III. Quando um corpo se move num fluido, experimenta da parte 
d'este uma resistencia que, pondo de parte as outras circumstancias, de-
pende da sua fórma: e se o corpo é de revolução, e se move no sentido 
do eixo, prova-se em Mechanica que a resistencia é minima quando a 
equação da curva generatriz satisfaz á condição 

/ ' V J y 3 • • ' — mínimo. 
dx2-H d y 2 

Determinemos esta curva generatriz do solido da menor resistencia. 
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Temos Z = ^ d x • 
i+y>* 

e tomando a variaçSo, para comparar com a equação (A), achamos 

n „ — 2ydysdx — %'3 

m = U, n = = — — - , / J = U , . . . , 
( d y í + tf)8 (1 -+- y ' 2) 2 

M = ^ y 3 _ y ' 3 ^ N . . y y ^ + y'8) 
d * 2 4 - dy 2 1 - h y ' 2 ' ( 1 - H J/'2)2 

1 
A primeira equação (D), m — dn = 0, dá immediatamente 

A segunda daria 

y*dx ( y y ' 2 ( 3 - H y ' * ) \ _ f 2yy>* \ / _ ^ \ 

I - H y ' 2 V ( H - y '2)2 / Hl + y ' 2 ) 2 ' ^ - H y r i ' ' 

i 
,, / 2yy ' 2 \ 2yw'2 , , / 2 y y ' 3 \ 

por onde se vê que as duas equações concordam entre si. 
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Temos pois 

a , , , ,* 

( I - H y ' 2 ) 

2yy'3 (1 - H y ' 2 ) 2 a - H y ' 2 ) 2 * , ' 
o u C f T i T = a ' x = a Sy7i J 

Feita a integração, e eliminando depois y' entre as duas equações, resul-
tará a equação da curva procurada, com duas constantes arbitrarias que 
se determinarão pelas condições dadas, 

4 5 6 . IV. Qual é a curva ABM (Fig. 9) na qual a área BODM, com-
prehendida entre o arco BM, os raios de curvatura BO e MD das suas 
extremidades, e o arco OD da evoluta, é minima? 

Esta área é o integral do producto do elemento do arco AM pelo raio 

de curvatura MD. Ora o elemento de AM é ds = d x ^ i + y '2 , e o raio 

( | _(_ y/2\ 2 
de curvatura MD (n.° 118) é : deve pois tornar-se minimo o 
integral 2/ 

í l l + y** / Z = J 
y" 

dx. 

Empregando o processo exposto no u.° 4 4 4 , e a notação alli adoptada, 
temos 

N - o n - w e + y " ) o -IX _ u, Y _ — ,KJ — )/2 - , 

e l i , . . . nullos: por conseguinte a equação d'aquelle numero, correspon-
dente a (B), é 
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Ora , at tendendo a esta equaç5o, é 

ou 

d ( ( i = P d y ' + Qdy" = Udy' + Qdj/" , 

= àady' -h d (Qy") = 4ady ' - d ( ( > , 

M ( ( ! + / ¢ 2 ) . 4 ^ , 

logo 2 ^ t = 4ay ' + 46 , 

y 2(ay' + b) dx' (1-hy'2)8 ' 

Finalmente , integrando, vem 

by' — a 
x = c+ Y+~y<* + b a r c ( t a n S ~ y 'r 

-som") 

Para achar y, temos 

y=fy'dx=y'x—fxdy'=y'x-cy'— f dy'—fbdy' arc ( t a n g = y ' ) ; 

e como este ultimo te rmo se integra por partes, resulta em fim 

y = y'x — cy' — (by' — a) arc ( tang = y') + f. 
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Eliminando are ( tang = J / ' ) entre estas duas expressões de x c y, vem 

( W _ a) 4 

b y = a ( x - c ) + K y
i + J + b f , 

, (6«' — a) dx bdy — adx 
Vby — ax-+- g = ——-—-—, ds= * ; 

ds Vby— 

e finalmente, in tegrando, s = 2Vby— ax-\- g -\-h. 

Esta equação comparada com a do n.° 3 0 1 , V, mostra que a curva 
procurada é uma cycloide. As quatro constantes determinar-se-hão por um 
numero egual de condições dadas. 

» 

4 5 7 . V. Achar a curva, para a qual a funcção 

/ H 
ds ( \Uxi -+- dy* + dz2 

— / 

V Z Z1 Wz Z1 

é minima. Este problema corresponde em Mecbanica a achar a curva AC' 
(Fig. 5 7 ) , que deve descrever um corpo sollicitado pela gravidade para 
chegar de C' a A no menor tempo possivel ( E l e m . de Mech., n.° 7 8 ) . 
Formando JZ, e comparando com A, acham-se 

ds dx „ dy dz 
— r, n = . N r - " 

2 V(z Z1)3 ds VZ—Z1 ds Vz Zj dsV Z Z1 

e m = P = 0 . 

Logo as equações (D) dão 

d ^ = ) - 0 . * ( - 4 = ) - O ( . ) . 
;—zí' sdsVz—Zy ds Vz—Zy ^ds Vz—Z1 
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Omitt imos a terceira equação, porque se pode demonstrar que ella está 
comprehendida nas o u t r a s ; condição sem a qual o problema seria ab-
surdo (*) . 

4 S S . In tegrando (1)«, e dividindo os resultados um pelo out ro , vem 
dy = adx; o que prova que a projecção da curva sobre o plano dos yx 
é uma recta , e por conseguinte que a curva está toda em um plano per -
pendicular aos xy. 

Suppondo este plano um dos coordenados, por exemplo o dos xz, a p r i -
meira das equações (1) será sufficiente; e integrando-a, virá 

Fazendo k 2 — Z - J - Z 1 = U, reconhece-se que esta equação é a d 'uma cy-
cloide vertical, sendo /.2 o diâmetro do circulo gerador (n.° 106 , VI) . 

1.° Se os limites sào dous pontos fixos A e C', não ha outras condições 
a satisfazer senão as de passar a cycloide por estes dous pontos, o que 
determina as constantes k e z\. 

2.° Se o primeiro limite é um ponto fixo ( z l t X1), e o segundo uma 
curva AB, situados ambos no plano vertical dos xz, temos Sx 1 = O, 
Sz1 = O, e SiC2 = ASz 2 , sendo esta expressão de Sx 2 tirada da equação 

(*) Com effeito, substituindo na terceira equação, 

kdx = ds Jz—Z1 — Jdxi + dz 2 . Jz—Z1, 

ou 
dz Jz—Z1 

dx== 
Jki-Z-^-Zl 

o valor de ds dado petas duas primeiras, 

ds 
ds — 

V/l l C^(X-X1) 
resulta uma identidade. 
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x = fz de AB. São pois 

dx 2 dz 2 
L 1 = 0 , L 2 = Sx 2 H S z 2 ; 

ds<i / a 2 — Z1 ds 4 Z z 2 — X1 

e a equaç5o dos limites L2 — L1 = O é d x 2 S x 2 - f - dz 2 Sz 2 = 0, 
ou, eliminando Sx 2 , 

d z 2 - + - A d x 2 = O. 

Por onde se vê, que a cycloide deve cor tar perpendicularmente a curva 
dada AB no segundo limite (z 2 , x 2 ) . A constante k de terminar-se-ha com-
parando a equação da cycloide com a precedente neste ponto commum ás 
duas curvas. 

3.° Se o primeiro limite t ambém é uma curva, estamos no caso indi-
cado no fim do n.° 4 4 2 ; e por isso 6 necessário accrescentar ao primeiro 

/
ÔsÍá 

- — . Assim as equações (D) da curva ficam 
as mesmas 

d x dy dz r ds . , > 
— = = c, _ L — = c', - f . / ( 2 ) ; 
ds Vz-Zt ds Vz—Z1 ds Vz—Z1 / 2 / ( Z - Z 1 ) 3 

porém deve accrescentar-se á equação dos limites o termo 

^ çdZ ^ . ds 
1 J d z 1

- 1 J 2 / ( Z - Z 1 ) 3 ' 

o que 

dxSx + dySy + + K = O . . . . (3) . 

ds Js-Z1
 J 2 / ( Z - Z 1 ) 3 

Eotre os dois limites, de que se tracta, a ultima equação (2) e a equação 
LLL 
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(3) , eliminando entre ellas I , e fazendo 
Z\ 2 /(Z-S1)3 

dz dz . dz 
-1 = C —— = C ——, 

dsVz-zi d x dy 

dão cSx2 + C1Sy^ + h^i — CriX1 — c'Sy\ — H Sz1 + Sz1 (J1 — í2) = 0, 

ou cSx2 -+- c'Syi -H — CSx1 — c'Sy i — ^Sz1 = 0 (4). 

4.° Se os dous limites estiverem sobre duas curvas situadas no plano da 
cycloide, que supporemos o dos xz , e forem nelles 

Sx1 = ASz1 , Sx2 = BSz2 , 

as equações differenciaes d'estas curvas: a equação (4) , que se tornará, em 

virtude d'ellas, em (Be + f2) Sz2 — (Ac + í2) Sz1 = 0, 
dará as duas 

B ^ 2 - M = O , A ^ 2 - M = O . 
a z 2 azg 

Estas equações mostram (Geom. Anal., n.° 31) que a tangente da cycloide 
é perpendicular á da curva no segundo l imite; e que uma parallela a esta 

tangente (para as quaes í - = é perpendicular á da curva no pr i -
OZ1 a z 2 / 

meiro limite. Portanto as duas curvas limites são parallelas nestes pontos. 
5.° Se os limites estiverem sobre duas curvas não situadas no mesmo 

plano, e forem nelles 

Sx1 = ASzi. Sy\ — aSzx, Sx 2 = BSz2, Sj/2 = ^ ¾ , 

as equações differenciaes des t a s curvas: a equação (4), que se tomará , em 
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virtude del ias , em 

(Be H- bc' H - ti) Sz2 — (Ac H- ac' + h) Sz1 = 0 , 

4 9 1 

dará B p- H- 6 £ + 1 = 0 , A ** + f l ^ + 1 = 0. 
a z 2 OZ2 OZ2 oz 2 

Estas equações mostram (Geom. Anal., n.° 178, 6.°) , como no caso p re -
cedente, que a tangente á cycloide no segundo limite e uma parallela a 
ella no primeiro limite são perpendiculares ás duas curvas sobre as quaes 
devem estar estes limites. 

6.° Finalmente, se os limites estiverem sobre duas superfícies curvas, 
e forem nelles 

Szi = ASxi H- aiyti S^2 = BSx2 H- b&yit 

as equações differenciaes d'estas superfícies: a equação (4), que se tornará, 
em virtude d'ellas, em 

(c + Bi2) Sx2 + (c' + bli) Sj/2 — (e + At2) Sx1 — (c + a<2) Sy1 = O, 

dará - ^ H - B = O , ^ + b = ^ H - A = O , ^ H - a = 0 . 
dz% UZ2 uz 2 dz 2 

Ora estas equações, comparadas com as differenciaes das superfícies, satis-
fazem (Geom. Anal., n.° 174) á condição de perpendicularidade entre os 
planos tangentes e a tangente da cycloide no segundo limite, e entre os 
mesmos planos e uma parallela a esta tangente no primeiro limite; por isso 
que os traços dos planos, dz = ASx, Sz = a!$y, Sz = BSx, Sz = ^S2/. são 
perpendiculares, em virtude das equações precedentes, ás projecções da 
tangente e da sua parallela: logo as duas superfícies são parallelas entre si 
nos dous limites, e perpendiculares á tangente da cycloide no segundo 
limite e á sua parallela tirada pelo primeiro limite. Pode também consul-
tar-se sobre esta matéria a Mec. de Poisson, 1 . ' edição, desde n.° 2 8 9 
até 2 0 3 . 
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4 5 ® . Quando a curva deve ser traçada sobre uma superfície dada por 
sua equação M = 0, a equação (B) não se parte em tres, senão depois de 
lhe haver ajunctado o termo Assim, em logar das tres equações (1), 
teremos outras, entre as quaes eliminando X resultarão as da curva pro-
curada. 

Se os limites forem dons pontos fixos, as constantes se determinarão 
pela condição de passar a curva por esses dous pontos. 

Quando os limites deverem estar sobre duas curvas, a pedida cortal-as-ha 
debaixo d'um angulo recto, como no primeiro caso. 

Portanto, o resto do problema 6 o mesmo em ambos os casos (*) . 

4 ® 0 . VI. Qual è a curva BM (Fig. 58) , de comprimento dado, que 
passa pelos pontos B « M, e que intercepta entre as ordenadas BC, PM, 
e o eixo Ax , a área maxima? 

Como deve ser maxima a área f y d x , e constante o arco /, é necessário 

combinar a variação de / Z = J y d x com a de f j d x * + dy* = const., 
como se viu no n.° 4 4 8 , a fim de poder partir em duas a equação (B). 

A variação completa é 

XdxSdx + dy%dy\ 
ySdx + dxSy + ——--J = O; 

d'onde resulta m = O, n = y - f - X , M = dx, N = X - ; 
ds ds 

e as duas equações, em que se parte a equação (B), são 

dx dy 
y-\- X —— = c, x — X —— = e'. 

ds ds 

(*) Para verificar que a funcção é susceptível de minimo e não de máximo, appli-

• l + To-
quemos o processo do n.° 4 4 9 . Temos V= . d'onde se tira 

Sfx-Zi 

dV 1 v <PV 1 1 
dP Jx-Zl + P2 dP2 JT^T1 -1 

( 1 + P 2 ) 2 

quantidade positiva: logo a funcção proposta é um minimo, como se suppoz no texto. 
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Estas equações são idênticas, porque a integração d'uma conduz ao mesmo 
resultado que a da ou t r a : não se deve pois eliminar X entre ellas. 

Substituindo na primeira Vdx2 -f dy2 em logar de ds, vem 

d y = / x * - ( y - c ) 2 

dx y — c 

o que dá (x — c ' )2 -+- (y — c)2 = X2. 

O mesmo resultaria da combinação das duas equações; porque tirando d'ellas 

a somma daria (x — c')2 + (y — c)2 = x 2 . 

Logo a curva procurada é um circulo. Para determinar as constantes 
c, c' e X, recorreremos ás condições de passar o circulo pelos pontos B 
e M, e de ter o arco BM o comprimento exigido. Tal é o mais simples 
dos problemas dos isoperimetros. 

4 ! © 1 . Esta e outras questões do minimo relativo, reduzem-se ás do 
minimo absoluto, ajunctando debaixo do integral a funcção constante. Assim, 
quando y = f x f izer f(ydx-+-lds) um minimo absoluto, também fará Jydx 
um minimo relativamente ás curvas para as quaes fds for o mesmo. 

Para applicar agora a regra da distincção entre o máximo e o minimo, 
é necessário combinar a segunda condição de ser Jds constante com a do 
máximo ou minimo. Ora , a equação 

dx 

dá 
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logo, substituindo em f(ydx-+\ds), temos 

fdx\y+- (c — i/)(i-h/>*)]; 

d2V 
e a regra de Legendre dá -^ = 2 (c— y). 

Como c é a ordenada do centro, a qual para a parte convexa é > y, e para 
d 2 V * . . 

a concava < y, segue-se que — - será positivo ou negativo, e a funcção 
dp2 

proposta um minimo ou um máximo, conforme o arco de circulo voltar a 
convexidade ou a concavidade para o eixo Ax. O mesmo faremos nos pro-
blemas seguintes. 

4 4 » ® . VII. Qual é a curva BM, que, para a área dada BCPM (Fig. 
58) , Iem o menor arco possível? Temos de combinar as duas condições 

f Vox 2 + dy* = minimo, / j / d x = const . ; o que dá, imitando os raciocí-
nios precedentes, 

dy dy , 
— -+Iy = C, \ x — - r = C. 
ds ds 

Estas equações sSo visivelmente as mesmas achadas no problema prece-
den te : logo o circulo é a curva procurada. 

4 6 3 - VIII. Qual é a curva, de comprimento dado entre dous pontos 
fixos, para a qual / y d s é um minimo ? 

Temos 8 f (yds + d s ) = 0. 

A primeira das equações (D) dá 

. dx 
( J Z - H X ) - = C5 

logo a curva pedida é uma catenaria, que tem o eixo horizontal. 
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A segunda daria ds = d £(y H- X) - ^ - J , 

(y + >) dy = (y + X ) ^ d | (y + X) ^ ] , 

dy2 
cujo integral (y H- X)8 = (y H- X)2 H- c 2 , 

( H - X ) 2 d z 2 , 

ds 2 ™ 

é idêntico com a primeira. 

4 6 4 . Para examinar se ha máximo, se minimo, temos a funcção 
proposta 

/ ( y d s H - X d s ) , 

dx 
e a equação achada (y H- X) — = c, 

que exprime a condição commum a ambas as propriedades. 
Tirando d'esta equação o valor de x» e substituindo-o na funcção, esta será 

^cds2 

J ou / c d x (1 + p 4 ) . 

d 2 V 
A regra do n.° 4 4 9 dá —- = 2c . 

d p 2 

—
 c^y Ora , comparando a equação achada dx--— 

V x I y H - x ) 2 - o 2 

com a da catenaria d®== (Elem . de Mcc. n.° 7 5 ) , 
- y ) « - 6 2 
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onde >. = — a e 6 = ± c, vê-se que y -+- X, e por conseguinte também c 
é negat ivo: logo a funcção proposta é um minimo. 

Com effei to a equação da[catenaria dx— ^ 
l / ( a _ y ) 2 _ 6 2 

suppõe que o eixo dos x é horizontal e corta a curva num ponto onde a 
tensão é a. En tão a curva volta a concavidade para o eixo das abscissas, 
a constante a é > y, e tem logar o que acaba de dizer-se, para que a 
equação achada se possa comparar immedialamente com a da catenaria. 

± cdy 
Mas, no caso de ser X = O a equação achada, que então é dx= . 

Vyi-Ci 

não se pode comparar com a da catenaria sem mudar nesta a — y era y, 
isto é, sem t ransportar o eixo dos x parallelamente a si mesmo, e collo-
cal-o abaixo do ponto infimo da curva, a qual voltará a convexidade para 

/-V dx dx 
este novo eixo. Ora a equação y — = c, em que se torna (y + XJ — = c, 

dá c positivo: logo temos neste caso um minimo, como deve ser , isto é, 
um' máximo a respeito do primeiro eixo. Similhantemente raciocinaríamos 
quando X fosse positivo, ou negativo e < y. 
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DIFFERENÇAS E SERIES 

Methodo directo das dif ferencas. Interpolação O A t » 

I 6 á . Sendo dada uma serie a, 6, c, d , subtrahamos cada um 
dos seus termos d'aquelle, que se lhe s e g u e ; teremos a serie das primeiras 
di/ferenças 

a' = b— a, b' = c — b, c' = d — c,.... 

Do mesmo modo as differenças dos termos consecutivos d e s t a serie 
darão a serie das segundas differenças, 

a"=b' — a', b" = c' — b' 

e assim por diante . 
Costumam designar-se as differenças pela característica A affecta d 'um 

expoente , que designa a ordem d 'e l ias : assim An é um te rmo da serie das 
differenças da ordem n. Toma-se cada differença com o signal respect ivo: 
H - , se é tirada d 'uma serie c rescente ; —, se é tirada d 'uma serie d e -
crescente. 

Por exemplo, se na funcção y = cc3 — 9 x 4 - 6 fizermos successivamente 
x = 0, 1, 2, 3 leremos uma serie de números, cujo t e rmo geral 
é y, da qual se t iram as differenças successivas do modo s e g u i n t e : 

Raizes x = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , . 

Funcçôes y = 6 , — 2 , — 4 , 6 , 3 4 , 8 6 , . 

1 . " diff. Ay = — 8 , — 2 , 1 0 , 2 8 , 5 2 , . . 

2 . " diff. A 2 y = 6 , 12 , 18 , 24 

3 . " diff. A 3 y = 6 , 6 , 6 

4 . " diff. A4y = O , O 
MMM 
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4 6 6 . Vê-se que neste exemplo as differenças 4."s são nullas, a s 3 . " 
constantes, e as 2 . " equidifferentes. Em geral , tomando para x números 
equidifferentes, sempre chegaremos a differenças nullas, uma vez que y seja 
funcção racional e inteira de x; como vamos most rar . 

Seja y = kxm -+- pxm~l -+- pxm—% = f [ x ) 

o polynomio proposto, e m o maior expoente de x. 
Subst i tuindo por x os números equidistantes a, a -+- h, a. + 2¾ 

isto é, mudando successivamente a em a -+- h, teremos 

UOC 

isto é, A1 = Z i - — ( - . . . . = Zi1 —— - + - . . . . 
da. dar 

E do mesmo modo 

3 ,d A* A 3 = A - - + . . . . =Hs-S-V 
dai da.6 

Am = A 
d Am"1 

da 
•hm 

dmf 

dã™' 

isto é, Am= i . 2 khm. 
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L o p o : em qualquer polynomio racional e inteiro do gráu m, a diffe-
rença da ordem m é constante, e a du ordem m + 1 nulla, quando se 
substituem por x números equidifferentes. 

4 6 9 . Por onde se vê que, se houvermos de substituir números equidif-
ferentes, como acontece na resolução das equações numéricas ( A l g . S u p . , 
n.° 7 3 ) , bastará procurar os primeiros m -h 1 resultados, e formar as suas 
differenças 1 . " , 2 . " , . . . . até a da ordem m, a qual será constante e 
= 1 . 2 . 3 . . .mlihm. Depois a serie d'estas ultimas differenças constantes, 
que se podem escrever indefinidamente, dará , pela addição ás da ordem 
precedente, a continuação da serie da ordem m— 1 ; esta dará , pela a d -
dição, a continuação da serie da ordem m — 2; e assim successivamente 
até chegar á serie dos resultados da substituição na equação, que se con-
tinuará pela addição das primeiras differenças. 

Seja, por exemplo, a funcção 

Como 

x = 0 , 1 , 2 , 3 

dá j/ = l , — 1 , 1 , 13 

A = — 2 , 2 , 12 

A 4 = 4 , 10 

A 3 = 6 , 

i/ = x 3 2 x + 1 : 

temos 

A 3 = 6 , 6 , 6 , 6 , 6 , 6 . . 

A 4 = 4 , 1 0 , 1 6 , 2 2 , 2 8 , 3 4 . . 

A = — 2 , 2 , 1 2 , 2 8 , 5 0 , 7 8 . . 

j / = 1 , - 1 , 1 , 1 3 , 4 1 , 9 1 . . 

para x = O , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 . . 

Estas series deduzem-se da serie das differenças constantes 6, 6 , 6 , . . 
e dos termos iniciaes já achados para cada u m a ; de maneira q u e : qualquer 
termo d uma das series se acha ajunctando o que na mesma serie lhe fica 
á esquerda com o que na precedente fica acima d'este ultimo. Também se 
podem continuar as series em sentido contrario, para achar os resultados 
correspondentes a x = — 1 , — 2 , —3 : subtrahindo do numero, 
que fica á direita do termo desconhecido, aquelle que fica acima do 
mesmo termo. 

Quando taes series se formam com o fim de resolver uma equação, 
não é necessário prolongar a serie dos resultados além do te rmo, passado 
o qual estes devem ter sempre o mesmo s ignal ; o que acontece, logo que 
são todos positivos os termos d 'uma columna qualquer , situada á esquerda 
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dos que falta calcular, ou de signal alternado os da columna situada 6 di-
reita. Com effeito as addições e subtracções successivas, que servem para 
prolongar as series, conservam constantemente os mesmos signaes nos re-
sultados. Por este modo se obtém os limites das raizes, tanto positivas, 
como negativas. 

4 6 8 . Designaremos por yr a funcção de x, que é o termo geral da 
serie proposta ; termo que gera todos os outros, fazendo a ? = O , 1, 2, 3 , . . . 
Assim yy, denotará o termo, que se obtém fazendo ar = 5 no geral; isto 
é, aqueile que tem 5 antes de si (como é o numero 91 no exemplo pre-
cedente). 

Conforme esta notação, teremos 

y l — ! Z o = z A y o . JZa — 

A »Zi — A j / 0 = A9
2Z0 , A j/2 — 

A 9 J Z i - A 9 J z 0 = A 3 y 0 ' A*J/2 — 

JZl = AJZi, JZ3— JZ2 = A JZ2> • • • 

A JZi = A 9 J Z i , A J/3 — A J/2 = A 9 J /2 , - . -

A9JZi = A3J/!, A 9 J z 3 — A9J/2 = A3JZ2- • • • 

Emgeral yx — yx_x = kyx_x, 

Ay x — A y x - x = 

A9J/® — A9JZir-I = A3j/X_i, etc. 

4 6 9 . Formemos as differenças d'uma serie qualquer 

y . . . a , b , c , d , e , ... b = a + a ' , c = 6 - I - 6 ' , d = c + ¢ ' , . . . 
A . . . a ' , ò ' , c \ d ' , e \ . . . 6 ' = a ' + a ' ' , c ' = 6 ' + 6 " , d ' = c ' + c " , . . . 
A 9 . . . a " , b", c", d " , e " , . . . b" =a' -+-a»', c" = 6 " - f - b ' " , d " = c " H - c ' " , . . . 
A 3 . . . a " ' , &"', c '" , d ' " , « " ' , . . . 6 ' " = a " ' - h a , v , < : " ' = & ' " + & " , d ' " = c " ' - | - c " , . . . 

Eliminando 6, 6', c, c ' , . . . das equações da primeira linha, reduziremos 
os segundos membros a não conter senão a, a' , a " , . . . Também se podem 
obter valores de a', a", a'",... que não contenham nenhuma letra accen-
tuada. 
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Teremos assim: 

ò==a + a', c = a + 2a' + a", d = a + 3a' + 3a" + a"', 

e=a + 4 a ' + 6 a " + 4 a ' " + a 1 1 ' , f = a + 5a ' + 1 0 a " etc. 

a'=b — a, a" = c — 26 + a , a ' " = d — 3c + 3b — a . . . 

Ora, como os iniciaes a ' , a", a ' " , . . . . s?io Ay0 ' A*J/o' ^3Vo e a> 
b, c, d , . . . . são y0 , !/li J/2,. . . .: as equações precedentes dâo 

2 / 1 = 2 / 0 + ¾ -

2 / 2 = y o + 2 A y o + A 2 y 0 , 

2/3=2/o-t"3 A í / o + 3 A s y f t + A 3 j / 0 , 

y t = y 0 + 4 A y 0 + 6 A 2 V 0 + 4A 3 2 / o + A 4 y 0 . 

etc. 

Em geral 

A 2 / o = ! / i !/o» 

a 9 2 / o = !/2 2 J / i + J / 0 , 

A3yo=!/3— ;3J/2 + 3J/!— y 0 , 

A 4 j / o ~ ! / 4 — 4 j / 3 + 6 j / í — 4 y i + j / 0 

etc. 

/p —— J J5 .. | — 2 
y x = 2/o H- ajAJZo + « - ¾ - A2JZo + * - S - • — õ — A3Jz0 + . . . . (A), 

» — 1 n — 1 n — 2 
An 2Zo = J/n — «2/n-i H- « —— y n - 2 — n 2 jp 2 /n -3H- . . . (B) ; 

ou 
a: (ÍC — 1 ) . . . (x — t + 1) . 

y ® = y o •+• 2 j — — - — — — . -A 1 yo 

, . . . n ( n — 1 ) . . . ( n — » + l ) 
a " y 0 = y* + 2 ( — 1 ) ' a ' t- y^ - í -

4 7 0 . A primeira d'estas equações dà o termo de qualquer ordem x, 
isto é, o te rmo geral, quando se conhecem os iniciaes de todas as ordens 

A 
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de differenças: a segunda dá o termo inicial da serie das differenças de 
qualquer ordem n, quando se conhecem os termos da serie y0, y\, 

Para applicar a primeira serie (A) ao exemplo do n.° 4 6 5 , faremos 

j / o = l , At/o = — 2, A2J/O = 4, A3(/O = 6 , A4JZ0 = O , . . . 

o que dá 

y x = | _ 2 x + 2 a ; ( a ; — í ) + Í C ( Í C — 1 ) (a; — 2 ) = a ; 3 — ÍC2 — 2 a + I . 

491. As equações (A) e (B) facilmente se gravam na memoria, no-
tando que os coefficientes das differenças A1, A2 em (A), e os dos 
termos j/n, ytv—\ em (B), sâo os mesmos que os coefficientes dos 
desenvolvimentos de (1 + AJ/0 )® e (y — 1 )n pela fórmula do binomio: de 
maneira que podemos escrever 

j/̂  = (H-AJZ0)", a"jzo = (y — 1)"; 

com tanto que nos desenvolvimentos d'estas expressões se substituam em 
logar das potencias de Ajzo os expoentes de A que marcam a ordem das 
differenças, e em logar das potencias de y os Índices; pondo além d'isso jz0 

em logar do primeiro termo 1. 

49®. Qualquer que seja a serie proposta a, b, c, d. .. ., podemos 
sempre concebel-a tirada d'outra, na qual se tivessem omittido periodica-
mente certos termos, isto é, da qual a, b, c, d. . . . fossem os termos to-
mados de 2 em 2, ou de 3 em 3, ou de 4 em 4 , . . . . Supponhamos pois 
que, dada a primeira serie a, b, c, d. . . . ou antes o seu termo geral yx 

(eq. A), nos propomos achar a serie primitiva, que designaremos por 

a.a'.a". . . a ( ' l - 1 ) . ó . ò ' . ò " . . .6C i-D.c.c ' .c" . . .Ci f t-1L . .e tc (C). 

Suppõ-se que d'esta serie resulta a primeira supprimindo h— 1 termos 
entre a e b, h — 1 entre 6 e c, h — t entre c e d , . . .; termos sujeitos 
á mesma lei de geração que a serie a, b, c, d a qual faz parte da 
primitiva. 



CALCCI-O INTEGRAL 5 0 3 

A inserção d 'um numero designado de termos entre os de uma serie 
proposta, sujeitando-os á mesma lei, chama-se interpolação; de maneira 
que interpolar consiste em achar estes termos intermedios, ou antes o 

z 
te rmo geral da serie (C). Para isto hasta evidentemente fazer x = — na 

equação (A), que representa o te rmo geral da serie a, b, c,. . .; z desi-
gnando a ordem d 'um termo da nova serie (C). Com effeito fazendo 

z = 0, 1, 2, 3. . . h, h+ 1, h-h2.. .2h. . . e tc . , 

1 2 3 1 2 
temos x = 0 , — , — , — . . . 1 , 1 + - , 1 + — . . . 2 . . 

h h h n h 

na qual se acha para x a serie 0, 1, 2 , . . . . com h — 1 termos in te rca-
lados entre 0 e 1, outros tantos ent re 1 e 2, e t c . ; e por conseguinte para 
a serie (A) os termos dados a, 6, c, d. . . . com os h— 1 interpolados 

z 
entre cada dous consecutivos. Substi tuindo pois x = — n a serie (A), t e -
remos a fórmula de interpolação 

„ - M i l • • z (z h)(z 2/t) . 3 

h 2 " 2 . 3 - 1 3 + " - W -

Esta equação dará os termos interpolados; e reproduzirá também os 
primitivos a , 6 , c , d , . . . , suppondo z=>hx=h.(0, 1 , 2 , . . . ) . As diffe-
renças de todas as ordens, (cujos termos iniciaes representam A 1 , A 2 , . . . ) 
t i ram-se da serie proposta a, b, c, d,. . . . 

Mas é necessário chegar a differenças constantes, para que a serie se 
componha d'um numero finito de t e rmos ; ou ao menos a differenças A1 , 
A2 , A 3 . . . . decrescentes, que tornem convergente a serie (D). En tão a 
fórmula (D) dará a grandeza approximada d 'um te rmo correspondente a 
qualquer valor de z: bem entendido que não se deve tomar z tal que os 
factores das differenças destruam a convergência da serie, o que restr inge 
S dentro de cer tos limites. 
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Por exemplo, acha-se na Geometria que, sendo 1000 ,0 a corda do 
arco de 60°, correspondem 

aos arcos x as cordas y; 

« = 60° t/ = 1000 ,0 i pyi /« 
65° 1074,6 A - Z J 1 J A* = — 2 , 0 
70° 1147 ,2 — 2 , 3 . 
75° 1217 ,5 

Como as differenças 2 . " são quasi constantes, ao menos no intervallo 
de 60° a 75°, podemos, entre estes limites, empregar a equação (D), fa-
zendo A = 5; o que dá 

1 2 
= 1000 ,0 + — . 7 4 , 6 . z — — z ( z — 5 ) = 1 0 0 0 , 0 + 1 5 , 1 2 . z — 0 ,04z 2 . 

5 5 U 

Assim, tomando z = 1, 2, 3 , . . a c h a r e m o s por esta fórmula as cordas 
de 61", 62°, 63° , . . .; e tomando para z valores fraccionarios, acharemos 
as cordas de quaesquer outros arcos intermedios entre 60° e 75°. Mas 
não se deve estender o uso das differenças assim obtidas além dos limites 
d'onde ellas foram tiradas. 

Mais um exemplo: 

Temos l o g 3 1 0 0 = t / m = 4 9 1 3 6 1 7 . i q Q a _ 
Iog 3 1 1 0 = 4 9 2 7 6 0 4 * ""J JJJZ A 2 = - 4 5 
Iog 3 1 2 0 = 4 9 4 1 5 4 6 ^ — 4 5 ; 
Iog 3 1 3 0 = 4 9 5 5 4 4 3 l d 8 y 7 

considerando a parte decimal do logarithmo como se fosse inteira. 
Fazendo h= 10, vem 

y z = Iog 3 1 0 0 -+- 1 4 0 0 , 9 5 . z — 0 , 2 2 5 . z s ; 

onde basta fazer Z = = I 1 2, 3 para achar os Iogarithmos de 3 1 0 1 , 
3 1 0 2 , 3 1 0 3 . . . . : e se quizermos o logarithmo de 3107,58» faremos 
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z = 7 , 5 8 , o que dará 

Iog 3 1 0 7 , 5 8 = Iog 31OO + 0 , 0 0 1 0 6 0 6 = 3 , 4 9 2 4 2 2 3 . 

Veja-se a Astron. Prat., n.° 7 7 , e a Giod., n.° 3 7 8 . 

4 L 9 3 . Estes processos empregam-se com vantagem para abreviar os cál-
culos das taboas dos Iogarithmos dos senos, das cordas, etc. Para as formar, 
procuram-se sómente os resultados de espaço a espaço, e enchem-se os 
intervallos pela interpolação. 

As mais das vezes a serie proposta a , b . c , d , , ou a taboa de nú-
meros, que se quer interpolar, corresponde ás ordens 1, 2, 3 , . . . . Temos 
então / » = 1 : e a fórmula (D), que se reduz a 

serve para achar qualquer termo intermedio entre yo e y\ correspondente 
á ordem z. 

I . 0 Quando A2 é nuila, ou muito pequena, a serie reduz-se a y + z\l; 
d'onde resulta que a differença yn—Í/O cresce então proporcionalmente 
a z, isto é, que, para ter y „ , basta accrescentar a yo a parte de Ai 
proporcional a z. 

2.° Quando A2 é constante, ou A3 muito pequena, como as mais das 
vezes acontece, fica 

D'onde resulta a regra seguin te : 

Forme-se — - ( z — I) A2, e ajuncte-se com o seu signal á differença A 1 ; 
£t 

depois com esta differença assim correcta faça-se o resto do calculo como 
no caso precedente (l.°). 

NNN 
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Por exemplo 

y 
l o g 3 I O = 2 , 4 9 1 3 6 1 7 
Iog 3 1 1 = 2 7 6 0 4 
Iog 3 1 2 = 4 1 5 Í 6 
Iog 3 1 3 = 5 5 4 4 3 

A* 

1 3 9 8 7 
1 3 9 4 2 
1 3 8 9 7 

4 5 
4 5 

Como os A2 são constantes: se quizermos Iog 3 1 0 , 7 5 8 , faremos z = 0 , 7 5 8 ; 

calcularemos — ( z — 1 ) A2 = O,121 . 4 5 = 5 , 4 4 5 , que ajunctaremos a 
Ji 

A j ; depois multiplicaremos a somma 1 3 9 9 2 , 4 4 5 por z, o que dará 
1 0 6 0 6 , 2 7 ; e em fim ajunctando o resultado 0 , 0 0 1 0 6 0 6 a Iog 3 1 0 , 
teremos Iog 3 1 0 , 7 5 8 = 2 , 4 9 2 4 2 2 3 . 

3.° Quando A3 é constante, ou A1 muito pequena, a serie (E) tem só 
quatro termos. En tão é necessário corrigir A2 de (z — 2) A 3 ; e operar 

o 
com o A2 assim correcto como no caso precedente (2.°) . 

Acham-se applicaçòes d'esta theoria a pag. 101 das taboas dos Iogari-
thmos de Callet, onde se calculam os logarithmos com 20 decimaes. 

4.° Reciprocamente, se os termos yz e yo são dados, e se pede a ordem 
z do l . ° , sendo constante a differença 2 . 8 ; temos 

V z - y o 

A l 4 - I ( Z - I ) A 2 

, (F) . 

Para calcular esta expressão, despreza-se primeiramente o segundo te rmo 
«lo denominador, o que dá um valor approximado de z; depois substi tue-se 
este valor de z no segundo membro da fórmula (F) , sem nada omiltir d'ella. 

Assim, se no exemplo precedente se conhece o resultado yz do cal-
culo: subtrahe-se d'elle yo = I o g 3 1 0 , e f ica 1 0 6 0 6 , 2 7 , que dividido por 
A * = 1 3 9 8 7 dá uma primeira approximação z = 0 , 7 5 8 : depois substituindo 

este valor n o segundo membro d e (F) , resulta z = ' = 0 , 7 5 8 . 
i o " y JL 

O problema inverso se resolverá do mesmo modo, quando A3 for con-
stante, e le . 
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4 9 4 . Quando A4 é constante, e se querem interpolar n números suc-
cessivos entre yo e y\, pode fazer-se o calculo muito commodamente, do 
modo seguinte. Mudando z em z -4- 1 na fórmula (D), e subtrahindo um 
resultado do outro, virá o valor geral da differença primeira para a nova 
serie interpolada; depois, fazendo o mesmo nesta, virá a differença se-
gunda. D'este modo acharemos 

diff. | . \ + diff. 2.», = 

Supponhamos que se querem inserir ri termos entre yo e y\. E neces-
sário tomar nas fórmulas precedentes h = n 4- 1; e depois fazer Z = O, 
para ter o termo inicial das differenças 

A 4 A 1 1 
S2 = 7 Tr4, S1 = j — a 2 -

( » + 1 ) 2 n + 1 2 

Por estas fórmulas calcular-se-ha !}-, e depois S 1 ; o termo inicial S1 , 
com a differença constante à 2 , servirá para compor as differenças pri-
meiras da serie interpolada; e estas differenças, com J/0, darSo a serie 
pedida, por addições successivas. 

Por exemplo, para calcular (pag. 5 0 4 ) os logarithmos de 3 1 0 1 , 3 1 0 2 , 
3 1 0 3 , . . . basta interpolar 9 números entre os dados Iog 3 1 0 0 e Iog 3 1 1 0 . 
Para isso temos n = 9; o que dá S i = — 0 , 4 5 , e S1 = 1 4 0 0 , 7 2 5 . Com 
este S1 inicial, e com a differença constante S2 , forma-se a serie das dif-
ferenças primeiras 

1 4 0 0 , 7 2 5 , 1 4 0 0 , 2 7 5 , 1 3 9 9 , 8 2 5 , 1 3 9 9 , 3 7 5 , 1 3 9 8 , 9 2 5 

Em fim, esta serie, com o termo inicial Iog 3 1 0 0 , dará os logarithmos 
consecutivos que se procuram. 

Supponhamos que de 12'' em 12h se observou um phenomeno physico, 
e que os resultados medidos foram 

horas y A 1 A 2 

Oh 7 8 _ 
12 3 0 0 t l ' 144 
2 4 6 0 6 1 4 4 

3 6 1176 a i U 
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Para achar os resultados correspondentes a 4h e 8 \ . . . . é necessário 
interpolar 2 termos. Temos então n = 2, â2 = 16, ^ = 5 8 : com o pri-
meiro termo 58, e com a razão 16, comporemos as equidifferenças que 
formam a serie das differenças primeiras; depois, com esta serie e com o 
termo 7 8 , formaremos a serie pedida: 

Diff. 1.8S S 1 . . . 5 8 . 7 4 . 9 0 . 1 0 6 . 1 2 2 . 1 3 8 

Serie 78 . 1 3 6 . 2 1 0 . 3 0 0 . 4 0 6 . 528 . 6 6 6 . . . 

0 ' , 4 \ 8", 1 2 \ 16 h , 2 0 b , 2 4 h . . . 

A supposição das differenças segundas constantes convém a quasi todos 
os casos, quando se podem escolher intervallos convenientes. Usa-se f re-
quentes vezes d'este methodo em Astionomia; e até, quando a observação 
ou o calculo dá resultados cujas differenças segundas offerecem um anda-
mento pouco regular, imputa-se este defeito a erros, que se corrigem re -
stabelecendo um andamento uniforme. 

4J-S5. As taboas astronómicas, geodesicas, etc., são formadas segundo 
estes principios. Calculam-se directamente alguns termos, tão proximos 
uns dos outros que as differenças primeiras ou segundas sejam constantes; 
depois interpola-se para obter os números intermédios. (Vej. Asir. prat., 
n.° 78) . 

Assim, quando uma serie convergente dá o valor de y, por meio d'uma 
variavel x: em vez de calcular y para cada valor de x, (o que se tornaria 
muito laborioso, sendo frequente o uso da fórmula), determinam-se os re-
sultados y para grandezas de x gradualmente crescentes, de maneira que 
estes resultados sejam pouco differentes; e fórma-se utna taboa, na qual 
se inscreve cada valor de y ao lado do correspondente de x, que se chama 
Argumento da taboa. Então, querendo achar os valores de y correspon-
dentes aos x intermedios, obtem-se immediatamente os resultados procu-
rados por meio de partes proporcionaes. 

Quando y depende de duas variaveis ou argumentos, x e z, dispõe-se 
os valores de y em taboas de duas entradas, como a de Pythagoras; de 
maneira que, tomando x e z como coordenadas, o resultado acha-se na 
casa, que elles determinam. Assim, para 2 = 1 , escrevem-se na primeira 
linha os resultados correspondentes a x= 1, 2, 3 , . . . ; para 2 = 2, escre-
vem-se na segunda linha os resultados correspondentes aos mesmos valores 



CALCCI-O INTEGRAL 5 0 9 

de as; com z = 3 fórma-se a terceira linha, etc. EntSo, querendo achar, 
por exemplo, o resultado correspondente a x = 3 e z= 5, basta procurar 
a terceira columna, e nella a quinta casa, que dará o resultado pedido. 
Os valores intermedios obter-se-háo d'uma maneira analoga ao que fica 
dicto. 

4 9 6 . Temos até aqui supposto que os x crescem por equidifferenças. 
Não acontecendo assim, e conhecendo os resultados y = a, b, c, d . . . . 
correspondentes a hypotheses quaesquer x = a., (J, y podemos r e -
correr á theoria, que se expoz (Geom. Anal., pag. 171), quando se tra-
ctava de fazer passar uma curva parabólica por uma serie de pontos dados. 
Também se pode proceder do modo seguinte: 

Com os valores correspondentes conhecidos a, a, b, [ 3 , . . . . formam-se 
as fracções consecutivas: 

A - - a " " A d ~ c A e ~ ~ d 
A = - , A 1 = — , A2 , A3 = — 

S — y e — ò 

A 3 - A 2 
B = 

C = 

D: 

b — a 
A. 

C — b 

P — 
» 

a 
14 J 

r - í * ' 

A 1 - A 
B1 

A2 - A 1 

y — 
» B1 

è 

B 1 - B 
C1 

B2 - B 1 

S -
» a C1 t -- P 

C 1 - C 

. . . , 
£ — y 

• — a 

Eliminando entre estas equações, acha-se successivamente 

6 = a + A ( [ 5 — a ) , 

c = a + A ( y - a ) + B ( y — a)(y — 

d = a -+- A (4 — a) + B (è — *){*•— ?>) + C (S — £)(*• — y), 
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e em geral 

yx = a + A (x — a) + B (x — a) (x — p) + C [x — a) (x — £) (x — y ) + . . . 

Para calcular esta fórmula, tomam-se as differenças primeiras entre os 
resultados a, b, c, d , . . . . . e dividindo-as pelas differenças das hypotheses 
respectivas a , |J, y , S , . . . obtem-se A, A j , A 2 : tractando depois A, A i , . . . 
d 'um modo analogo, deduzem-se B, Bi , B 2 , . . depois, por meio d'estes, 
acham-se C, Ci , C 2 , . . . ; e assim por d ian te : em fim, substituindo na fór-
mula, acha-se o termo geral pedido yx. 

Executando as multiplicações, a expressão precedente toma a fórma 
a 4- a ' x - H a " x 2 - H . . . . d 'um polynomio racional e inteiro; o que provém 
de se terem desprezado as differenças d'ordens superiores (n.° 4 6 6 ) . 

Por exemplo de resultam 

Corda de 60° 1 0 0 0 
6 2 . 2 0 ' = 1 0 3 5 
6 5 . 10 = 1 0 7 7 
6 9 . 0 = 1 1 3 3 

3 5 
4 2 
56 

A = , B rt t s 
A 1 = 1 4 , 8 2 
A 2 = 1 4 , 6 1 

B = 
Bi= 

— 0 , 0 3 5 
— 0 , 0 3 1 ; 

e são a = 0 , [3 = 2 - , y = 5 l , S = 9 : 

por conseguinte, desprezando as terceiras differenças, teremos 

yx = 1 0 0 0 H- 1 5 , 0 8 2 . x — 0 , 0 3 5 . x 2 . 

4 9 9 . Considerando qualquer funcção yx de x como termo geral da 
serie dos resultados correspondentes a x = m, m -H h, m + 2 h , . . . . , 
o termo geral das differenças entre estes resultados será a differença pri-
meira da funcção proposta yx, que se representa por àyx. Para ter esta 
differença basta mudar x em x -H h na funcção proposta yx, e subtrahir yx 

do resul tado: o resto gerará a serie das differenças primeiras, fazendo 
x = m, m -H h, «i + 2A 
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Por exemplo: yx — • 
a + x 

Ix + A)2 Xi 

dá Ayx = -a-\-x + h a-t-x' 

expressão, que se terá de reduzir, ou de desenvolver em ordem és poten-
cias de h.... 

Em geral, o theorema de Taylor dá 

Para ter a differença segunda, faríamos a respeito de Ayx o mesmo que 
fizemos a respeito de yx; e semelhantemente para as differenças terceiras, 
quartas, etc. 
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Integração das differenças. Somma das s er i e s 

4 9 8 . INTEGRAÇÃO DAS DIFFERENÇAS. Esta integração consiste em r e -
verter d 'uma differença, dada em x, á funcção que a produziu; isto é, em 
achar o termo yx d 'uma serie ym, yro+A» 2/m+2ft quando se conhece 
o da serie das suas differenças de qualquer ordem. Esta operação indica-se 
pelo signal 2. 

Sejn, por exemplo, 2 (3a;2 -h x — 2 ) , suppondo Ii = 1 = Ax. Esta e x -
pressão indica que uma certa funcção desconhecida yx dá, para x = 0, 1, 
2 uma serie de termos taes que o termo geral das suas differenças 
primeiras — 2 , 2 , 12 , 2 8 , . . . é 3 a ; 2 - + a ? — 2 . Assim, t racta-se de achar 
uma funcção fx de x tal que seja 

f(x+~ 1) —fx = 3a:2 -+- 2a; — 2 . 

Ora facilmente se vê q u e : 
1.° os signaes A e 2 se compensam; do mesmo modo que f e d: assim 

I A f x = f x . 
2.° A(ay) = aAy, por conseguinte 2 a y = aly. 
3. 0 A (At—BU) = AAÍ — BAw; logo 2 ( A í — B u ) = A 2 < — B 2 M , sendo 

l e u funcçôes d e x . 

4 9 9 . O problema, que consiste em achar yx por meio da sua primeira 
differença, não contém os dados necessários para se resolver completamente. 
Com effeito, supponhamos que — 2 , 2, 12, 2 8 , . . . . é a serie das pr i -
meiras differenças: para recompôr a serie primitiva bastará tomar o pr i -
meiro te rmo yo = a, e junclar successivamente as differenças, o que dará 
a, a — 2, a + 2, a - f - 12 ; mas a ficará arbi t rar io . 

Qualquer integral pode sempre julgar-se comprehendido na equação (A) 
do n . ° 4 6 9 : porque, tomando a ; = O, 1 , 2 , 3 , . . . na differença primeira dada 
em x, formar-se-ha a serie das differenças pr imeiras ; as differenças suc-
cessivas d'estas darão a serie das segundas; as d'estas as terceiras, e tc . Os 
termos iniciaes d'eslas series serão A^yo, A2t/0, A3(/o>- • .5 e estes valores 
substituídos em (A) darão yx. Assim, no exemplo precedente (que é o do 
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n.° 4 6 7 , quando a = 1) temos (n.° 4 7 0 ) 

A1JZo = - 2, A4JZo = 4, A3JZo = 6, A4JZo = 0 »• • • > 

logo yx = J/o — 2 x — x 2 - f - X 3 . 

Em geral , o primeiro termo j/o da equação (A) é uma constante arb i -
t rar ia , que se deve ajunctar ao integral . 

Se a funcção dada 6 uma differença segunda, será necessário por uma 
primeira integração reverter á differença primeira, e d'esta a yx ; o que 
introduzirá duas constantes arbi t rar ias . Com effeito a equação (A) faz 
ainda conhecer yx, achando A2, A 3 , . . .; mas ficam arbi trar ios j/o e A1JZo-
Semelhantemente discorreremos a respeito das ordens superiores. 

4 8 0 . Proponhamo-nos, por exemplo, achar 2 x m , sendo m um e x -
poente inteiro e positivo. Representem os este desenvolvimento por 

sendo p, q, r,. . . coef ic ientes , e a, 6, c , . .. expoentes decrescentes, que 
se tracta de de terminar . 

Para tomar a differença, temos de supprimir o signa! 2 no primeiro 
membro , e mudar no segundo x em x -h h, e de sub t r ah i r ; o que dá, pa-
rando nos segundos termos, 

ora , para que os dous membros d'esta equação sejam idênticos, é neces-
sário que tenhamos, em quanto aos expoentes , 

a — 1 = m, a — 2 = 6— 1, ou a = m - f - i , 6 = m; 

e, em quanto aos coef ic ientes , 

Sxfll=Pxa + qxb -I- rscfi + • • • • j 

OOO 
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Em quanto aos outros termos, é visivel que os expoentes são todos 
inteiros e positivos; e até se pode reconhecer que devem faltar de dous 
em dous; o que também resulta do calculo seguinte. Ponhamos 

2 x ! n = ^ x m + 1 — xm 4- axm~x 4- J J x m - 3 Hh yxm—3 4 - . 
Ji 

Para determinar «, (¾, y , . . . . tomemos a differença primeira, pondo 

x 4- A em logar de x, e subtrahindo. Passando px" 1 + 1 — xm para o pri-
JL 

meiro membro, e observando que p A ( m 4 - l ) = l , este membro redu-
zir-se-ha a 

. W « . , , » » — 3 3A i , â m —5 5A6 

A _ x - 2 4 - A" — x - 4 + A „ _ _ _ _ ^ 6 + . . . . 

onde omittimos, por abreviar, os termos do desenvolvimento de dous em 
dous, os quaes o calculo provaria que se destruem, e designamos por 1, m, 
A, A " , . . . os coeficientes do binomio. 

Fazendo o mesmo calculo sobre o segundo membro a x m — 1 + P x m - 3 + . . . , 
teremos 

, l • (m — l ) ( t n — 2 ) ( m — 3 ) , , 
(m — 1) aAxm — 2 4- ——-z ~z «A3 

2 

(m — 3) pA 

x' •m—l. 

Comparando termo a termo estes dous membros, acharemos 

tnh __ — A"A3 __ A»A8 
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e será assim finalmente, 

X m + 1 Xfn 

Ixm = — — + mahx"1-! + A "bh3xm-s 

(m+l)h 2 (D). 

+ A" ChPxm-S + A ^ d h 1 X m - 1 + 

Os coefficientes d'este desenvolvimento s3o os do binomio, de dous em 
dous termos, multiplicados por certos factores numéricos a, b, c,. . ., que 
se chamaram Números Bernoullianos, por ser Jacques Bernoulli o primeiro 
que os determinou. 

Como estes factores têm muito uso na theoria das series, ensinaremos 
(n.° 482) um meio fácil de os calcular: mas desde já damos os seus valores: 

= _ 1 = _ i L = J L 
° 1 2 ' 1 2 0 ' C 2 5 2 ' 2 4 0 ' 1 3 2 ' 

6 9 1 3 6 1 7 . _ 4 3 8 6 7 

3276Õ' 9 ~ V 2 ' 4 8 l 6 Õ ' ' 1 4 3 6 4 
• • • • 

4 8 1 . Por onde se vê que para achar Iym, quando m é um numero 
inteiro e positivo, é necessário, além dos dous primeiros termos 

a:"1+1 x m . . . 
- — —, tomar o desenvolvimento de (x-\-h)m, supprimindo os 
(m + l ) n 2 
termos d'ordem impar I . 0 , 3.°, 5 . 0 , . . . , e multiplicar os termos, que se 
aproveitam, respectivamente por a, b, c,... . Nestes termos x e h não 
tém senão expoentes pares, quando m é impar, e reciprocamente, e por 
isso deve rejeitar-se também o ultimo k m , quando elle é da ordem 

dos que não servem. O numero dos termos é m - | - 2 , quando m é p a r ; 
1 . . 

e — (m -I- 3) , quando m é impar ; de maneira que este numero de termos 
2 

vem a ser o mesmo para um inteiro par e para o impar consecutivo. 
Por exemplo, para »w = 10, desenvolveremos (a ; - f - / t ) 1 0 , e conservando 

os termos 2.°, 4.°, 6.° d'este desenvolvimento, teremos de ajunctar 
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1 Ox9ah+1 ZOxlbh9 + . . .a — 4 « 1 0 ; o que dá 
1IA 2 

10+1 x9h __ x7A3 + xs/t8 _ L x3h1 + JL 
1 Ift 2 6 2 66 

i 
Por este modo se obtém os seguintes integraes: 

/¥» /v»2 /v» 
. li/ - %âj %AJ 

T ' 2 2Ã—¥' 

2x< 

2x' 

X 3 x s Ax 
T + T ' ~ ~ 3A 

x s Ax 
T + T ' 

i ^ 4 X3 Jix2 
I . 

-

4fc 2 4 

XLI x 4 Ax3 

T + - S -

fc3x 

^ s B fc"" 

x 4 Ax3 

T + - S -~ 3 0 ' 

X 6 x 5 Sfcx4 

T h 12 
A3X2 

= 6fc ~ ~ 

x 5 Sfcx4 

T h 12 12 ' 

X7 X 6 Ax!i 
I A3X3 AsX j 

I h 2 ' 2 6 H 42 * 

X 8 x 7 f c x 6 
I 7A3x4 fcsx2 

I 
~ 8fc ~~ 2 12 2 4 1 1 2 ' 

x8 2 fcx7 
• 7fc3x5 2 fc5x3 

I A7x 

9fc 2 3 15 4 9 30 ' 

x " x9 3fcx8 
4 -

7fc3x6 A S X 4 

• 
3A7x2 

— I M - 2 4 10 + 2 2 0 ' 

r i t 
o _ f 

I U 
-lxio + 1 

2 6 
x9A — X7A3 + X3As - - I x 3 A 7 5 

6 6 ; 
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4 8 9 . Podemos achar facilmente os números bernoullianos, a, b, c, 
d , . . . por meio da equação (D) . Para isso façamos x = h=> 1 nesta equa-
ç ã o : como 2 x m 6 o t e rmo geral da serie, que tem xm por differença pr i -
meira , este te rmo será 2 1 , e a serie será a dos números 0, 1, 2, 3 , . . . . 
Tomando zero para primeiro membro , e t ranspondo os dous primeiros 
termos, t e remos 

j 1 tn 1 
• = am - f - 6 A" + cAIV -+- dAVI . .. + km. 

m + 1 2 2 ( m + J ) 

Ora , se fizermos nesta equação m = 2, o segundo membro reduzir-se-ha 

a am, e te remos a = ^; se fizermos m = 4, o segundo membro será 

3 1 
am + 6A", e teremos — = 4a 46, que dá 6 = — ; do mesmo modo 

m = 6 dará o segundo membro a m - f 6A" + 6c e por conseguinte c = — — 
SaX^ Sá 

e continuando assim a proceder segundo as potencias pares, m = 2 , 4 , 6 . . . , 
ob teremos equações que irão tendo successivamente um termo de mais, 
2 a , 46, 6c mk, e que servirão por isso para determinar os números 
a, 6, c , . . . .k. 

4 8 3 . Tomemos a differença d o producto 

yx = — h)x(x + h) (x +- 2 f t ) . . . (# + th). 

Substituindo x -I- h em logar de x, e subtrahindo, vem 

Ayx = x(x + h)(x + 2h).. .(x + ih) x (i-+- 2) h. 

Dividindo esta segunda equação pelo factor constante (i -+- 2) h, inte-
grando, e substituindo a expressão yx dada pela pr imeira , te remos 

2x(x + h)(x+2h)...(x + ih)==-^-^.x(x + h)(x + 2 h)... (x + ih); 

equação, que dá o integral do producto de factores que formam uma 
equidifferença. 
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4 8 4 . Tomando a differença do segundo membro, verifica-se a equação 

1 — 1 
V = S .. 

x(x + h)(x + 2h).. .(x + ih) ihx (x + h)...[«-+-(»— 1) h] 

4 8 5 . Para yt = a® , temos Ayx = a* (aA — 1), 

que dá yx = 2ax(ah—1) = 035 , 
ax 

e por conseguinte 2a* = ^- -+- const. 

4 8 6 . É 

A c o s x = cos (x + h) — cos® = — 2 sen (x + hj sen h; 

d'onde, integrando e mudando x + -i- h em z, 

C0SV~ 2 . 
resulta 2 s e n z = h const. 

2 sen — h 

Semelhantemente se acharia 

2 cos a = j h const. 

2 sen — h 
j. 

Para integrar as potencias de senos, basta transformal-as em senos e 
cosenos d'arcos múltiplos (Alg. Sup., n.° 1 6 2 ) ; e integrar os termos 
resultantes da fórma A sen qx ou A cos qx por meio das equações prece-
dentes, pondo qx = z. 
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4 8 1 ? . Para achar 2 u z , sendo « e z funcções conhecidas de x, r ep re -
sentemos este integral por 

onde í representa uma funcção de x, que se t racta de de terminar . Se m u -
darmos x em x - f - h, mudar-se-hão u, z e í em 

M H- A«, * H- A Í , e t + Aí, 

e « 2 z H- í em « 2 z H - « z H - Au2 (z H- Az) 4 - í H- Aí. 

Subtrahindo d 'este resultado o precedente u 2 z + t, te remos a differença 
de 2 u z , 

uz = uz H- A « 2 (z H - Az) H- A í ; 

d 'onde se t ira í = — 2 [AM2 (z H- A z ) ] ; 

e por tanto 2 u z = u 2 z — 2 [A«. 2 (z -h Az)], 

fórmula, que corresponde á integração por partes das funcções differenciaes. 

• 4 8 8 . Ha só um pequeno numero de funcções, das quaes se conheça 
o integral finito; e por isso, quando se não sabe in tegrar exactamente , 
recorre-se ás series. 

A serie de Taylor Ay i == y'h H-1 y"/ia H-... 
JU 

dá yx = hlyi H- j h*2y" H- j h*ly'» H- . . . , 

onde j/', y", y1" são as derivadas successivas de y®. 
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Se considerarmos y' como uma funcção dada a de x, teremos 

y' = Zf y" = z', y1" = z " , , . . , e yx =Jy'dx =Jzdx: 

logo / z d x = Klz + 4 - A 2 S s ' + 4 - ¾ ¾ " . . . . 
2 O 

e 2z = A - V zdx — hlz' KiIz" 

AL -+ l •+• {zL -i s) ZaL -+ ss> •+ s £ » o 1 1 I •:£>» '> 

equação, que dá 2 a , quando se conhecem 2 z ' , 2 z " 
Tomemos a sua der ivada: virá 

2z' = h-*z — i - A . 2 2 » . . . , 

isto é, Iz' expresso em 2 z"„ 2 z ' " , Tomando a derivada d 'es te 
resultado, acharíamos 2z" expresso em 2z ' " , 2 s l v . . . ; e assim por diante . 
Mas, sem fazer estes cálculos, facilmente se vê que o resultado das substi-
tuições successivas será da fórma 

2z = h-ijzdx + Aa + BAz' + CA2Z7 + . . . , 

onde resta determinar os coefficientes A, B , C , . . . . 
Para isso seja z = xm: t irando d'esta equação Jzdx, z', a " , . . . e substi-

tuindo, acha-se uma serie, que, por isso que deve ser idêntica com (D), 
não pode conter as potencias m — 2, m — 4 , . . . . de A. 

Assim . . • -J1',1 v 

^ - Í - T ^ Í X I ^ + e í m ^ - ' 

sendo a, b, c , . . , os números bernoullianos. 
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= ZJS e h — 1, temos 

5 2 1 

f z d x = f l x . d x = xlx— x, z' = x—zw = . . . \ 

e portanto 2 I x = C + xlx — x — —- Ix + ax-1 + for-3 + cx~5.... 

4 8 ® . SOMMA DAS SERIES. Sendo a, b, c, d,. .. uma serie, que tem 
a', b', e1,. . . . por differenças primeiras, são 

b=a + a1, c = b + b', d = c + c',.. .l = k + k'; 

equações, cuja somma é l = a + a' + 6' + c' + . . . .k'. 

Se a', b', c',.... são números conhecidos, podemos sempre conside-
ral-os como differenças primeiras d 'uma serie a, b, c, d , . . . . que facil-
mente se comporia por meio do primeiro te rmo a e das differenças dadas : 
e como por definição (n.° 4 7 9 ) sabemos que um termo qualquer l ' da serie 
a', b',... é Al, por isso que l' = m — l, segue-se que , integrando V = A/, 
teremos 2l' = l, ou 

2<' = o' + 6' + c' + . . . . f t ' , 

incluindo o t e rmo inicial a na constante da característica 2. L o g o : o in-
tegral de qualquer termo d'uma serie é egual á somma de todos os ler-
mos, que o precedem, 

2t/® = yo + J/i + J/2 + yx-i-

Mas, se na somma quizermos comprehender o t e rmo geral yx, será 
necessário ajunctal-o ao integral , ou mudar neste ® em ¢ + I, ou final-
mente mudar x em x + 1 na expressão de yx antes de in tegrar . Para 
determinar a constante, basta fazer a somma =yo, quando x = l . 

4 9 0 . Pelo que fica dicto, saben.os achar o termo sommatorio de 
qualquer serie, cujo termo geral se conhece em funcção racional e inteira 

PPP 
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de x. Assim, o termo sommatorio da serie que tem por termo geral 
yx = Axm — Bx n + C, sendo m e n positivos, até yx exclusivamente, é 
A 2 i ' n — B2*c" + C ^ x 0 . Antes ou depois de haver determinado este integral 
por meio da equação (D), mudar-se-ha i e m i + 1 , para comprehender 
yx na somma, e determinar-se-ha convenientemente a constante. 

I . Seja, por exemplo, yx=x(2x— 1). Mudando x em x i , e in-
tegrando o resultado, teremos 

4as 3 + 3 x 2 — x x + t 4« — 1 
2 2 x 2 + 3 2 * + 2*0 = — = a 5 . 

sem ajunctar constante, porque as = 0 deve reduzir a somma a zero. 
II. A somma da serie das potencias l m , 2 m , 3 m , . . . dos números na-

turaes acha-se integrando xm íeq. D ) ; mas é necessário accrescentar ao in-
tegral o termo da ordem x, que é xm, isto é, mudar o segundo termo 

1 1 
xm da eq. (D) em —xm. E para determinar depois a constante, é 

2 ~ 
necessário attender ao te rmo pelo qual a somma deve começar. 

Por exemplo, para a somma dos quadrados, temos de tomar 2®2 (p ag-
5 1 6 ) , mudando o signa! do segundo termo, o que dá 

1 , 1 , 1 2 x + l a s + 1 

"3 "2 "6 x = = x ' 2 ' ~3 ' 

não ajunctando constante, por ser a somma nulla quando as = 0. 
Mas, se quizermos que a somma comece por r 2 , extendendo-se de n2 

a as2, então deve ella ser nulla, quando x = n — 1, o que dá 

n — 1 2 n — 1 
a constante = — n — — — . — - — , 

III. Esta theoria applica-se á somma dos números figurados. Por exemplo, 
querendo sommar os as primeiros números pyramidaes 1, 4, 10, 2 0 , . . .. 
(Alg. Sup., n.03 17 e 19), devemos primeiramente integrar o termo geral 

1 1 
y ® ( a s + 2 ) ( * + i ) , o que dá (n.° 4 8 3 ) — (as — i)x (x + ! ) (« + 2 ) ; 
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e depois, mudando x era 1+ I1 acharemos a somma pedida 

_ x ( x + l ) ( x + 2)(x + 3 ) . 

A constante é nulla. 

4 9 1 . Os números figurados inversos são fracções, que têm por nu-
merador a unidade e por denominador uma serie figurada. O termo x m 0 

da ordem p ( A l g . Sup., pog. 31 ) é 

1 . 2 . 3 . . . ( p — 1 ) 

que tem por integral C 

x ( x + 1 ) . . . ( x + p — 2) ' 

1 . 2 . 3 . . .p — 1 

(p — 2 ) x ( x + 1 ) . . . ( x + p — 3) 
(n.* 4 8 4 ) . 

Mudando pois x em x + 1, e determinando depois a constante de modo 
P— 1 

que a somma seja nulla quando X = O, teremos C = , e a somma 
dos x primeiros termos será P 

p - 1 1 . 2 . 3 . . . p — 1 

p — 2 (p — 2 ) ( * + ! ) ( * + 2 ) . . . ( x + p — 2) 

Se fizermos sucessivamente p = 3, 4, 5 , . . . , acharemos 

1.2 2 2 1 1 1 
3 6 

1 

7 õ 

i í i 
1 1 h 

' 4 10 2 0 

1 I 1 

" " h I f + T 5 + 3 5 ' 

f 1 1 
I 1 . 

6 21 56 

X ( x + 1) 1 x + 1 

1 . 2 . 3 3 3 

x (x + l ) ( x + 2) 2 ( x + l ) ( x + 2) ' 

1 . 2 . 3 . 4 4 2 . 4 

x ( x + 3) 3 ( x + l ) . . . ( x + 3 ) ' 

1 . 2 . 3 . 1 . 5 5 2 . 3 . 5 

4 ( x + l ) . . . ( x + 4 ) ' 
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e assim por diante. Para ter a somma total des tas series, é necessário 
p—1 

pôr x = oo ; o que dá o limite do qual ellas se approximam indefi-

nidamente ao passo que x cresce. Para a serie sen a, sen (a + 2A) temos o integral (n.° 4 8 6 ) 

cos (a + hx— — h\ 
2 sen (a + hx) = C , 

2 sen — h 
jS 

no qual, mudando x em x - f - 1, e determinando a constante C pela con-
dição de ser nulla a somma quando x = — 1, acharemos o termo som-
matorio 

cos ( a — hj — cos (a + hx + ^-h) 
_ , 

2 sen — h 
2 

sen ^ a + i Iucj sen h (x + i ) J 

ou 
1 , 

sen — h 
2 

Do mesmo modo se achará que o termo sommatorio da serie cos a, 
cos [a -j- h), cos (a -f 2 h ) , . . . . é 

a + — hx) seu h (x + l)] cos _ , 
2 

sen — h 
A 
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499. Fazendo a — 0, temos 

„ cos I f c x s e n f l - A a ; + I f c o 2 >> 2 2 
V cos Ax = 

1 , 
sen — A 

2 

sen Ax cos 1 A + (1 + cos Ax) sen 1 A 

2 sen 1 A 

sen fx + l)A 
V 2 / I 1-

0
 T T 2 * 

2 sen — A 
2 

x + — ) f c 
_ » . sen ^ 2 / I 
y cos Ax = * , 2 sen — A 

FIM. 
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Pag. 5. Theorema de Taylor 

Demonstração de Lagrange 

Se em qualquer fuucção fx de x mudarmos x em x -+- A, o desenvol-
vimento de f(x-+ A), ordenado relativamente ás potencias ascendentes 
de A, te rá a fórma 

(1) f(x-hh)=fx-t-Ah-hBh* + Ch»+..., 

começando por f x , e não contendo termos com expoente negativo, nem 
fraccionario, de A. Com effeito, se este desenvolvimento podesse conter um 
te rmo da fórma Mfc -"1 , a hypothese A = O tornaria infinito o desenvolvi-
mento da funcção f(x-\-h), ao mesmo tempo que esta funcção não des-
envolvida se reduziria, naquella hypothese, a f x ; o que é cont rad ic tor io : 

n 

e se podesse conter um termo da fórma M A m , os m valores d 'este radical 
combinados com os de fx dariam a f [ x + h) mais valores do que a f x ; 
o que é absurdo ( * ) . Demais , o desenvolvimento de f(x-+-h) deve ser 

(*) Se no desenvolvimento entrassem radicaes, poderiam estes combinar-se uns 
com os outros de modo que o numero dos valores distinctos de f ( x + A) fosse egual 
ao dos valores de fx ? E se entrassem potencias negativas, poderiam estas combinar-se 
de fórma que, para /t = 0, dessem resultados indeterminados, taes como ao — »? 
Para evitar a primeira difliculdade, segue Poisson o mesmo processo de demonstração 
que Lagrange, com a modificação de suppor ao desenvolvimento de f ( x -f- h) a fórma 

f { x +h)=fx + PAa + Qhb +Shc+ 

onde a, 6, e , . . . designam números crescentes indeterminados. Depois, mudando 
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tal que a hypothese A = Oo reduza a fx; por conseguinte fx deve ser o 
te rmo d'elle independente de A. 

Assim, a equaçSo (1) tem logar em geral . Resta só determinar os roef -
ficientes A, B, C que sâo funcções de x desconhecidas. 

Mudemos i e m a ! + i na equação ( 1 ) : virá 

f { x -+- i + h) = f ( x + i) + A i A - H B1Z1S + C1A3 + . . . . ; 

A 1 , B1 , C 1 , . . . . designando as funcções em que se tornam A, B, C , . . . , 
quando nestas se muda x em x-j-i. Ora , se applicarmos a estas funcções 
a fórmula (1) , teremos 

f(x-h«) = f x + A t H - B i i H - . . . 

A 1 = A H- A' í H -

A 1 = B + B' i H-

C 1 = C H - C i H -

A', B', C ' , . . . sendo funcções, que se derivam respectivamente de A, B, 
C , . . . pelo mesmo modo que A se deriva de f x . Substituindo pois estes 
valores no desenvolvimento de f ( x - \ - i H-A) , e não at tendendo ás potencias 
de i superiores á primeira, teremos 

(2) f(x H- i H - h) = fx H - Ai 

H - AA H- A'Ai 

H - B A « H - B ' A s i 
V 

H- CA3 H - . . . 

separadamente h em 2ft e x em x -+- h, e comparando entre si os dous desenvolvi-
mentos que d'ahi resultam a f { x 4 - 2 h ) , determina o expoente a. Finalmente, m u -
dando A cm h -f- t, depois x em x -f- í. e comparando simultaneamente os coefficientes 
e expoentes dos dous desenvolvimentos de f (x + h H~*). determina b, e,. .. e P, Q» 
R1 . . . (Vej. Cale. d i f f . de Garnier, nota 1.*). No entretanto fora talvez mais seguro 
dizer, como o sr. J. Anastacio da Cunha, em casos similhantes, que os cálculos u l te-
riores, pelos quaes se determinam A, B, C, . . . justificam a fórma do desenvolvi-
mento ( I ) . 
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Mas, se na equação (1) mudarmos h em I i i , e não attendermos ás 
potencias superiores de i, teremos 

(3) f {x + Ii + i) = fx + Ah + B/i2 + CA3 + . . . 

+ Ai + 2B/it + 3CA2t : 

logo, comparando os segundos membros das equações (2) e (3), que devem 
ser idênticos, acharemos 

A' = 2B, B' = 3C, C' = 4 D , . . . 

o u B = I A ' , C = ^ B ' , D = I C ' . . . 

Ora, como A é a derivada de fx (n.° 4), designando-a por f x , e as 
derivadas successivas d'esta por f x , f " x , . . . . , teremos, em virtude das 
equações precedentes, 

B ~ 4 r * . c = i . i r * , D = - I f i f " * 

e assim por diante. Substituindo pois estes valores em (1), resultará final-
mente a fórmula de Taylor 

f(x + h) = fx + hrx + ~ hY'x + I3 hY'x + . . . . 

OQQ 
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Ao n.° 297. Regra de Simpson 

Dividamos, por exemplo, o intervallo b — a em um numero par 2n de 
partes eguaes, e supponhamos que os arcos de curva interceptados por 
t res ordenadas consecutivas tiradas pelos pontos de divisão, a contar da 
primeira f a , se podem considerar como arcos de parabola. Temos nesse 

caso, para qualquer d'estes arcos, y = A + Bx + C x 4 : 

e como a fórmula de interpolação (eq. D do n.° 4 7 2 ) dá, para o primeiro 
arco comprehendido entre fa e /"(a + 2 í ) , 

f{a+x) = f a + j [ f ( a + i ) - f a ] + X~^^ [f(a + 2i ) -2 f(a + i ) + fa], 

comparando com a precedente, acharemos 

/~(a + 2 f ) 2/~(a + i) + fa 
G = = 

Do mesmo modo, para o segundo arco de curva comprehendido entre 
f[a + 2») e f (a + 4 i ) , acharemos 

f(a + 4 í ) - 2 / - ( 0 + 3») + f(a + 2 i) 

< 2Í2 5 

e assim por diante. 
Ora a equação y = A + Bx + C x 2 , 

dá y ' = B + 2 C x ; 

(«) Citamos a formula (D) sómente para poupar o trabalho de eliminar A, B, C, 
en t re as tres equações correspondentes a x = a, x = a t- i, x — a 2 i . 
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d'onde resulta f (a + 2 i ) — f a = 4 C i : 

semelhantemente f (a + 4 i ) — f (a -f- 2 i ) = 4C ( i , 

e assim por d iante : logo 

/ ' (a + 2i) — f a = í [/ '(a + 2t) - Z f (a + i) + / a ] , 

f (a + 4i) - / • ( « + 2 O = y [/"(« + 4 O — 2/- (« + 3 0 + /" (a + 2»)], 

f ( a + 6i) — f (a + 4t) = , (a f 6i) — 2/"(« + 5t) + /- (a + 4i)], 

f 6 — f [ a + ( 2 n — 2 ) i ] = j [fb - 2 f { a + ( 2 n - l ) » ) + / > + ( 2 n - 2 ) « ) ] . 

Sommando estas equações, e chamando I a somma das ordenadas im-
pares, isto é, da l . \ 3." até a ultima fb inclusivamente, e P a 
somma das pares, isto é, da 2.% 4 . a , . . . até a penúltima f(a -f ( 2 n — 1 ) i] 
inclusivamente, teremos 

fb — f a = - (21 — fa — fb — 2 P ) . 
i 

Substituindo este valor no segundo membro da equação (2) do n . ° 2 6 8 , 
te remos 

F6 — Fa = t [ I + P — f b + ^ f b — i / b — ~ ( 2 1 - f a — fb — 2 P ) ] 

— | . * L i + p + p — i ( T « + /» ) ] . 

que é a regra de Simpson. 
Esta demonstração tem a vantagem de se ver nella a ordem das quan-

tidades que se desprezam. 



A o n . ° 3 4 ? 

Para maior clareza, damos aqui á doutrina d'este numero a fórma se-
guinte : 

Quando falta o termo K, é propriedade de taes equações que, se lhes 
satisfizerem y = X 1 , y = X 2 , . . . y = X j , . . . , 

também lhes satisfará y = 2 X j . 

Com effeito a somma das equações 

A X i - I - A 1 X ' ! + + A b X W 1 = O 

A X 2 + A 1 X i
2 + + A n XW 2 = O 

é A 2 Xj + A1 2 X'j + A „ 2 X i W = O , 

ou A 2 Xi + A 1 2 (X i)' + + A n 2 ( X i ) W = O. 
1 

O integral completo t/ = 2 Xi deve conter n constantes arbitrarias. E o 
que tem logar, por exemplo, sendo X i da fórma C i X i e n o maior dos 
índices t. 

A o i i . ° 3 9 9 

Aqui chama-se dM a differencial completa de M, em ordem a A, B, C, 

d u 

No n.° 3 7 5 chamou-se •— a derivada de u em ordem a z. 
d z 

Esta advertencia torna manifesta a identidade das equações corre-
spondentes. FIM. 
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Ao nosso já mencionado collega o sr. Dr. R. V. Rodrigues devemos 

ainda o obsequio, que egualmente agradecemos, da indicação da maior 

parte das erratas seguintes, colligida durante a regencia da cadeira respe-

ctiva no anno lectivo de 1 8 7 8 para 1 8 7 9 : 

Pag. Linh. Erros 

2 sub m A m - V 

6 n.» 20 

Emendas 

14 

31 

34 1 sub A dx* dy1" 

61 

64 

67 

1 sub 

3 sub i" 

3 

rifo (g, x) + 6i [z — a;)] 
ri [z, x -H A1 (z — a:)] 

du 

mzn-hz' 
n.° 21 

Aa dx"- d y * - • • 
dxz 

dx« dy* a 

riif [z, 9 -4- 6j (z — x)] 
ri [<r -H 0, — ar)] 

i ' 

« o = 

» 6 1 . 2 . . . « 1 . 2 . . . n d < " _ 1 1 . 2 . . . w d í " - 1 

» 10 /"(*<)=*« 
7 0 4 e 5 « n R n - 1 

7 8 11 7 8 — 7 8 

79 2 2 A 2 n 2«A 2 n 

8 0 1 sub !/"=" y " = -
» » sen3 m ( l 2cos 2 (m •(- y)) s e n 3 m ( l + 2 c o s 2 ( m + y) 

sen3 (m y) sen s (m-Hy) 



Pag. Linh. Erros 

d s e n 3 í 
83 9 

dt3 

• 10 (sen3< — sen t) 

93 5 x — t 
94 6sub a-\-h=al 

96 17 a = + 

107 12 x3 —axy-iy3 

111 3 sub y ' 1 +y'2 — — y"h —,. 

113 6 DPP'M' 

115 16 » 

117 12 (X — 6)2 

x'y' y'2 

118 2 sub a = x + - % - = ~ x — ^77 

y" x" 

1 2 0 14 as duas primeiras 

» 19 — o' -h 1 

123 15 na fig. 36 

» 6 sub o arco é reclificavel 

128 8 S j a 1 - X i 

» 20 dy' 

131 5 , 7 , 9 P ' H ' 

132 26 infinitos a nullos 

136 10 desde os eixos, leia-se: 

14 origem A 

y, y", • - • 137 5 

138 ult. y = 0 

155 I s u b d ^ + d c V - t - d c " ! 2 

A „2 

1 3 7 6 — .J-
ds dsi 

» 2 sub ± , 

Emendas 

d 2 s e n 3 í 

dt2 

(3 sen 31 — sení) 

a — i 
a — h=al 

« = + 
X3 — 3axy -+ y3 

1 

LPP'M' 

( Y - 6 ) 2 

a=x— 
x'y' J/'2 

as duas ultimas 

— b'y'—a'+i 
na fig. 44 

os arcos das suas evoluías são re-

ctificáveis 

\/x2 — a2 

dy 
dx' 
P ' H 

nullos a finitos 

o e i io dos y e a parallela y — 1 

ao eixo dos x, e do outro a 

mesma parallela; e neste a ori-

gem O é etc. 

origem O 

y' = 0 

d c ^ + d c V - t - d c V 

A.j!_ 
' ds6 

+ . ± 



Pag. Linh. Erros Emende 

159 5 ± + 
1 6 7 4 CE CL 

199 7 5 x 2 dx 5 x2 dx 

2 0 6 11 Xi -+- Z3 Xi -f- 2 x 3 

2 1 0 5 d y j - 1 o u d t / / — 1 

2 1 5 ult. dx [a +- bn)P d x (a bx Y 

2 1 9 11 
8 8 

15 

2 3 9 5 sub Hf — HLi2 G I - H L t 2 

2 7 6 ult. , r c— ar 2 7 6 ult. 

2 8 2 11 (2i—»1) ( 2 i — 2 ' . . I x 2 i _ 1 r ( » ) (2 t— 1) (2 i— 3) 

2 8 8 7 Fig. 36 Fig. 44 

2 9 0 ii.0 2 9 7 E F 

2 9 4 3 sub 2 a sen 8 2 a cos ft 

3 3 6 2 0 n. 3 2 6 n.° 3 2 7 

3 4 8 3 
x X 

351 ult. •+• i (n -4- 2) -+• ( t — 1) (n + ! 

381 ult. dx d x n _ 1 

4 0 7 8 zdz zdZ 

411 1 e 3 s u b A [z — c)2 A 2 (* — e)2 

4 1 9 12 4 9 3 3 9 3 

4 3 1 2 sub D.° 231 n.° 331 

4 3 2 14 AB AdB 

B 6 e 16 M M—f a 

4 3 6 3 sub 
V3 

x 3 — — 
A 

3 y3 

» 2 » A proposta á proposta 

4 3 8 19 e 2 3 geometrica arithmetica 

441 6 Qdx / Q d ® 

4 4 2 ult. ay bx OJ/ Iog X 

4 4 3 8 
dx dy 



Pag. Linh. Erros 

' 1 3 {V
 +

 T%)dy 

446 9 dp — qdx 
447 18 q2 + pqdx 
451 2,3,6,5 a 
467 25 que são 
471 29 » = 0 
481 ultima *u 

Emendas 

( v ^ l h 
adp — qdx 
q1 dy •+• pqdx 
b 
que 
« = 0 
du 
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