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Depois, integrando esta, e ajunctando outra funcglio arbitraria ¢y, vem o
integral, com duas funcgdes arbitrarias,

Pdz — (Pdx
s=fe dax(fe : Qdz +gy) + by

que, no caso de P==0, se reduz a
z=[dz (Qdz + ¢y) + Yy
Por exemplo, o integral da equagio

oyr=(n—1)py +a,

1PeQ t b Aty o
na qual P e Q representam respectivamente = —_,
ar "
é = Vo et :
5 m ”y-*b- Sk g
Similhantemente t=0Qq¢+P,

nlio entrando z em P e Q, dé

SQdy —jQdy
s=/¢  dy(fe  Rdy+g2)+ ga;

que, no caso de Q =0, se reduz a
s =[dy ([Pdy + ¢2) + .
Por exemplo o integral da equagio ot =ugxy,

na qual Q e P representam respectivamente 0 e %. é

baz=y'z + yyz + z.
FFF
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dz

2.° O integral de ‘=d:tdy=

M,

que se encontra na theoria das curvaturas, é

s =[dz [Mdy + cx + {y.

Por exemplo s=az + by
1
da z=§¢y[m+by}+?z+|[uy.
d
3.° A equaglio s=-§= Mp <N,

integrada como linear entre p e y, no caso de M e N nlo conterem z, di

d SMdy  —/Mady
p=£=a (e Ndy +¢/),

e depois

SMdy —Mdy IMd
z==fe¢ dxfe Ndy + fe y?’wdz+¢y.

Por exemplo szy = bpx + ay
CA NP, [S1] bey!
" i e

aybx
1—b

e depois g= + ylox + dy.
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4144. Fquagio LINEAR DE SEGUNDA ORDEM.
Passemos & equagiio linear

Rr4+2Ss +Tt+V=0,...c..00000... (1),

na qual R, S, T, V, representam funcgdes dadas de =, y, 3, p, ¢.
Eliminando ¢ por meio da terceira das equacdes de definido (A), resulla

dx dq
Rr+(2s—T_d;)s+v+Td—y_o,

 ou n(.g%) +(25—T‘;—:)(%)+V+T.:_§-=o ..... @).

Esta equacio (2), com a primeira de definigdo (A), estd no caso das
lineares da primeira ordem, nas quaes sio p a variavel dependente, e x
ey as principaes. Applicando-lhe pois o que se disse na integragio das
equagdes d'aquella ordem, teremos

Rdy'—-(ES—T%:—)dz:l}, I{dp+(V+Tj—:)dy=ﬂ.

ou Rdy? + Tdz® — 2Sdydz — 0, Rdpdy + Tdgdzr 4 Vdydz = 0...(3);
cujos integraes ¢ = A, ¢’ =B, dio o da primeira ordem da proposta
A=y¢ (B).

A applicagio da regra, que serve para integrar as equagdes da primeira
ordem, & transformada (2) suppdem que R, S, T, V, p, e q sdo [uncgdes
de & e y, ou que z & funcgio das mesmas variaveis. Esta condigdo é ex-
pressa pela primeira equacio de definigho (A), a qual por isso se deve
ajunclar &s equacdes (3), quando se tracta de obler os seus integraes.

Procedendo como no n.® 392, podiamos verificar que A = ¢ (B) satisfaz
com effeito & proposta (1) (Cale. El. de Lacroix, n.* 349),
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412, A solugdo, a que acabamos de chegar, ¢ applicavel 4 proposta
mais geral

Rr+28+Tt+V+N(rt—s¥)=0.......... (%),
objecto especial do estudo de Monge e dos outros Geometras que depois

d'elle se tem occupado da integra¢do das equagdes differenciaes parciaes
da segunda ordem.

Com effeito a expressiio re— s* -—-:dp oo S ’:ij: i 'dqdy'

que se tira da segunda e terceira das equagdes (A), sendo substituida em
(4), transforma-a em

dp dq) dpdg
] P Y b
Rr+[25 (dy+dz ]s+'l‘¢+V-1-I~IM_.“,r 0;
para reduzir & qual a [6rma (1), basta mudar nesta 28 em 25—N (d_p + -Eij)
eVem V+Nm—. Por conseguinte, fazendo aquellas mudangas nas
equagdes (3), resultaro as correspondentes ao problema actual:
Rdy? —28dzdy + N (dpdx -+ dgdy) + Tda? =0,
...... (6),
Rdpdy + Tdqdx + Vdydz + Ndpdg =0,

as quaes se tornam em (3), como deve ser, quando é N = 0.

Substituindo na primeira (), por dpdx +- dgdy, a expressio que di a
ultima das equagdes de definigdo (A), e resolvendo em ordem a g-i acha-se,

depois de posta por (rt — s)® a sua expressio tirada de (&),

dy S—Nit4/S'—RT+VN S—Ns=1'G
dx R+Ne T R+Ne !
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isto &, Rdy 4 N (tdy + sdz) — (S =17 G)dz = 0,
ou, em virtude da 3." equaciio (A),
Rdy 4 Ndg — (S =V'G) de=0.

Depois, eliminando T entre as duas equagdes (5), e substituindo na
resultante a expressio de Ndg tirada da equagio precedente, vem

Rdp + Vdz + (S5 V" G) dg = 0.
As equacdes pois, que ddo as funccdes A e B de A=g¢ (B), sdo:

S* —RT+ VN=¢,
¢ Rdy4+Ndg—(S=1"G)dz=0, Rdp + Vdz+(S=1"G)dg=0,}..(6).
ds = pdx + qdy. S

Dos dois signaes, superior ou inferior, de |G escolher-se-ha aquelle que
mais convier para fazer as integracdes.
Em vez da segunda ou da terceira, pode usar-se de

Ndp — (8 = V'G) dy + Tdx =0,
que resulta da eliminagio de dq entre ellas.

413. Como as equacdes (5) e a de definigio dz = pdz + pdy con-
tém as cinco variaveis z, y, 3, p e g. a eliminacio de duas d'eslas varia-
riaveis, para effectuar a qual se indicaram os processos no capitulo relativo
& integragio das equagdes simultaneas, dard uma resultante que conterd
tres das mesmas variaveis. Por conseguinte, segundo satisfizer ou ndo sa-
lisfizer esta resultante 4 condiclio (2) de integrabilidade do n.° 373,
assim haverd ou ndio havers uma equacio que seja o integral d'ella, isto é,
assim a proposta terd ou nio terd um integral intermedio da primeira
ordem: sem que d'ahi no entretanto se possa concluir que 4 falta do in-
tegral intermedio corresponde a do primitive,




456 CALCULO INTEGRAL

Nio acontecu purem 0 mesmo na integraglo das equacdes differenciaes
parciaes da primeira ordem (n.” 391); porque nessas as duas equagdes
differenciaes totaes, que devem dar x = a, p==_, contém as tres variaveis
Z, Y, 5 e portanln. eliminando uma d'estas, fica a equacfio resultante
entre duas variaveis, a qual por isso tem sempre um integral.

Assim, para ar==lg, qué 8¢ éncontra oA theoria mathematica do calor
(Cale. de Navier, n.” 489), as equagdes (6) reduzem-se a

| dy=0, dp— qdz=0,

das quaes a segunda entre as tres variaveis p, q e z nlio tem um integral
(n.° 373). Nao ha pois uma equaglio unica integral da proposta. E com

tudo, pondo z=Ce*®+BY,

e substituindo na proposta, vem ax® —B =0.

Por oude se v& que, tomando por « quaesquer numeros z;, satisfardo &
proposta as primitivas

& o C.-a‘i""' aqzy'
e conseguintemente a sua somma

a=zc“qs+a¢;’y_

4144. O processo, que acabamos de empregar, applica-se & equagio
differencial parcial linear de qualquer ordem n, de coefficientes constantes;

porque da substituiciio de z = ¢*® * P¥, e da suppressiio do factor ¢** +#,

resulta [ (a, p)==0: e por isso o integral é

z:'zcie“fw""ﬁiy

dando valores arbitrarios a uma das quantidades «;, B;, e tomando por
valores correspondentes da outra os tirados da equagdo f(a;, 2i) =0,
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415, Se, applicando & segunda ordem, isto €, a m==2, o que se disse
no n.° 406, tomarmos i =0, serd h=5.

Assim o integral geral d'uma equaglio da segunda ordem deverd com-
por-se de tal modo que o numero de arbitrarias da sua derivada de segunda
ordem ndo seja inferior a cinco. O que pode conseguir-se, fazendo entrar
nelle duas funcgdes arbitrarias ¢ e § das variaveis; porque as duas deri-
vagdes' successivas introduzirdo as quatro funcgdes ¢/, ¢/, ¢, "3 sendo
assim seis o numero total das arbitrarias extranhas & equagdo proposta.

No modo de integragho exposto no n.° 411 entram com effeito no in-
tegral primitivo aquellas duas funcgdes.

LY

Ezemplos
I. Seja a equaglio gir — 2pgs + pit=0.
Comparando com (1), temos
R=¢! S=—=pq, T=pt V=0,
Portanto as equagdes (6) sio
G=0,
g*-+pgdz =0, g*dp —pgdg=0,
das quaes a primeira, equivalente a dz =0, di =B, e a segunda d4
% —A; sendo assim o integral intermedio L oy a)
Para integrar de novo, o processo do n.’ 391 dard
dz =0, dy=— ¢ () do;
depois i=a, Y+ z¢(a)=8;

e finalmente Y+ z¢(3) =1 (3).
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IL Do mesmo modo ra® + 2ays + yU =0,
na qual sdo Re=a® Se=ay, T =2, V=0,
dard G==0, e portanto (eq. 6) suﬁces;ivamente:

primeiro &y — ayde =0, a*dp + aydg =0,

. oty y\ e
depois xdy — ydz =0, d:—?(_;, dz =0,

y=az, s=x¢(a) *I-ﬁ:#?(y )+B,

]
Cr=ag(L)4(L).
lL Seja  r(1+¢*+pg)+8(q*—p*)—¢ (1 +p* +pg) =0,
on, pondo 'p=%(m+n).q=%(m—n).
r(1+mg)+sm(g—p)—t(1+mp)=0,

i |
na qual R=1+4 mq, S=-§~m(q-—p}, T=— (14 mp), V=0.

1
Por ser G=1—(g—p)‘m‘+{l + mg)(1 4+ mp),

g i+ (1 +'mg) {1 4 mg+m (9 —p)]
1 1]

ou

¢ g—p)m—2(1+mg)?
” i

: S—kG= | mq, S+; G=— (l"'mP]:
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as equagdes (6) ddio
dy—dz=0, (1 + mq) dp— (1 + mp) dqg =0,

ou dy —dz =0, mndm — (2 + m¥) dn=0;

e depois y—z=e, fV24+mi=n,

n=v2+my(y—a.

Para integrar esta equagio da primeira ordem, substituamos em
dz == pdz - qdy os valores

p— g lmt V24t =2l g=g [n— V2wt g/(y—2),

o que d& 2dz=m(da:+dy)+\/2+m‘.<p'(y—x) (dy — dz).

E, applicando o processo do n.° 375, supposta m constante, o integral
serd representado pelo systema das duas equagdes:

2§ (m)=m(z+y)+Ve+mdoly—a)

Y(m)=z+y+ -_—_m:.q:(y—a:].

2 4 m?
IV. Seja v+ r+yg=0.
Temos Re={, T=4% 80, V=y9,

GGG
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o que da
G=—y , S—1G=—yl"—1, 8 +Vy=+yl"—1,
e portanto as equagdes (6)
dy—ylV —1dz=0, dp—yV"— 1 dg + ygdz—0.
Integrando estas equagdes, vira
ye—*W=1=B, p=Bgl/'—1esvV—1= |,

p—ygV — 1 =9y (yem2v 1),

Depois, integrando as equagdes do n.° 391,
dy +yV—1dz =0, ds— ¢y (ye—2vV=1)dz =0,
teremos yefV—l=a, z—?[ua—i"-"—1:]=z——9(yrﬂv—l) =3
e finalmente s=g(ye—*V—1) ¢ (yerv—1),
ou (Alg. Sup., n. 159)
z=g¢[y(cosz —1"— 1 senz)] + § [y (cos 2+ — I sena)).

Ea equagdio da attracglio dos cylindros (Mec. Cel., liv. 2.°, n.° 13).

V. Seja r=0%,
isto &, R=1,8=0,T=—, V=0;

e portanto G=1»52,




| CALCULO INTEGRAL AB1

As equagdes (6) ddo

dy —adz =0, dp —adq =0,

_ p—aq =9, (y—az);
e depois teremos

dy + adz=0, dz — ¢, (y —az) dz =0,

s=g(y—aa) + ¢ (y + az).

A equagdo proposta é a das cordas vibrantes (Cal. de Navier, n.° 493).
V1. Seja rt=s%,
isto &, R=0,5=0,T=0, V=0, G=0,N=1.

As equagdes do n.° §12,

Rdy + Ndg— (S = G) dz = 0; Ndp— (S =1/ G)dy + T dz=0,
dao dg=0, dp=0,

g=v(p)

Substituindo depois em dz==pdx + gdy, integrando na hypothese de
p constante, e continuando a proceder como se disse no n.” 391, achare-
mos o syslema

z=pz+yp(p) +¥(p) 0=2-+yy'(p)+ ¥ (p)

A proposta é a equago das superficies planificaseis (n.* 150, V, e 183).
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416. A cumplicaclo d’estes calculos torna-os muitas vezes de execu¢do
difficilima. Por isso exporemos desenvolvidamente o modo como deve pro-
ceder-se quando os coefficientes R, S, T, sdo constantes, N nullo e V uma
funcgdio de = e y; caso que tem muilas applicagdes.

S+VG S—VG
=N e R

Entao, pondo =mn,

as equagdes (6) do

y—mz =B, Rp + nRq + [Vdz =A,
Rp + nRq + / Vdz = ¢y (y— mz).

Para integrar esta equaciio, eliminaremos p entre ella e dz = pdz + qdy,
0 que darh

Rdz +dz [Vdz — dx ¢' (y — ma) = Rq (dy — ndx);
e teremos (n.° 391)
y—nx=0, Rz 4 [dz [Vda — [ dxg (y — mz) =g,
Rz + [dz [Vdz = ¢ (y — ma) 4 (y — nz).

Para effectuar este calculo, convém [azer as seguintes observagdes:

1. Em V deve substituir-se mz 4+ B por y, e, nchnndo entdo JVdz,
restituir depois y — ma em logar de B.

2.° Em dz [ Vdz e dzy| (y — mz) devem substituir-se nz 4 B por v,
e, achados entdio [dx [Vdz e [dzgy(y —mz), restituir depois y — nx
em logar de 3.

Exemplo. Seja l'-—-l~+21-—--%-=0,

s - Bwed, 5=-—%. T, Ve — by—1;
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e portanto G=5!1-.n=—9.., m=1.
dx
Teremos:  /Vdr=— k[—z T kl (z 4 B) = — kly,
e (n.° 199)
1 u

Jda Ve —— [ kdal (— 2 + )= = k[(3~22)1(3—22) — (3—23)]

2

|

{
3 Flyly—y):

[dzgy (y— mz) == [dzg; [(n —m) z + B] =g (y — mz);
e portanto =+ % kiyly—y)=9¢y—=)+¢(y+22).

417, Integra-se slgumas vezes segundo o processo do n.° 402, que
consiste em partir em duas a proposta, introduzindo uma indeterminada 0.

Por exemplo a equagio rt—st==0,

de que tractémos no exemplo VI do numero precedente, di
r 5
— =0,
§ t

das quaes se tiram r=s0, s =11, e por conseguinte
rdz + sdy =0 (sdz + tdy), ou dp =10dq.

Esta equaclio s6 é integravel no caso de ser 0 funcglio de q; e o seu
integral & p == g (q). Depois continuando como naquelle numero, achare-
mos o integral procurado.

| —
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Integracio das equacées differenciaes parciaes
por meio das series

448. Muitas vezes convém, ou torna-se necessario pela deficiencia
dos methodos geraes, procurar por approximagdo os integraes das equagdes
differenciaes parciaes.

Supponhamos dada uma equagio da primeira ordem entre p, ¢z 3
Para desenvolver o seu integral n'uma serie ordenada relativamente a uma
das variaveis z, temos a formula de Maclaurin

!
s=(+af | gt LD+ ....,

sendo as funcgdes f, ['..... de y aquillo em que se torna o integral
z==[(, y), e suas derivadas em ordem a z, quando nellas se faz z = 0.
E no ¢aso de @ =0 tornar infinitas algumas das funcdes f, [, . . re-
correr-se-ha ao que fica dicto no n.° 333.
449, Para determinar as funcgdes, /, /... supponhamos a proposta

resolvida em ordem a p, p=F(q, . y, z]'.
daf
Fazendo =10, teremos f::F(E, (x=0), y, f).

Portanto [, e as suas derivadas successivas [, f",. ... dependerio
da funcgdo f, que fica arbitraria.
Do mesmo modo, resolvendo em ordem a r a equacio da segunda ordem,
r=F(p, s, 1, 2,9, 3),

df’ a®
e fazendo £==10, teremos ['=F(/f, E:}_' d—-f. (x=0), y, [),

a qual faz depender /", f,.... de f e [', que ficam arbitrariss.
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Para a terceira ordem mostrariamos por um raciocinio similhante que
a serie precedente é o integral, com as tres funccdes arbitrarias f, ', ['".

Em geral: qualquer equagio differencial parcial da ordem n tem um
integral com n [uncgdes arbitrarias.

dz

420. Seja, por exemplo, a equagio S

da

de que tractémos no n.* 394, sendo = uma funcgdo de z.
Se partirmos da proposta, e mais geralmente de

dx
» 1 i
d‘—n:f_dn- (;n > )
da® dinv—1 4

acharemos, attendendo & mesma proposta e & independencia de a e t,

dn-l‘-zn d*z + nazn—1 .di E‘E:I
4}""‘1.-:: & - dadt dz dt
dart1 den—1
s d*x dz (dx * dx
dn—1] a8l ___ E, St e o n( -1 _)
L Lz dt“+[“+” ﬁda:(d:-l.l__d G -
kil dlﬂ'_i B den =

Chamando pois ¢t aquillo a que se reduz & quando se faz @ ==0, temos

. d(3%
f'm@,!' f‘:ZQJ!.‘ f-fz%'. " ..f{nj=

dr—1(zng't)
di—1"""

E substituindo na formula de Maclaurin, vem

d (z3¢'t 1 2/.3./
x=tpl+a:?'r+%¢!mi%l+_ﬁ_aad E:‘i‘P‘:' o

que é [p. 67, . (Cy)] o desenvolvimento de z=¢(t+ az),
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£24. Lagrange propoz tambem a approximagdo dos integraes por
meio dos coefficientes indeterminados,

Faz-se z=9(y)+ 2y (y) +2% )+ 3= (y) +...;

depois, tomando as differenciaes necessarias, substituem-se na proposta, e
comparam-se os termos em que = tem o mesmo expoente. D’onde resultam
diversas equagdes, por meio das quaes se determinam as funccdes de y
que ndo devem ficar arbitrarias,

Seja por exemplo a equaglio ar=gq,

de que se tractou no n.° 413,
Para ella a serie precedente da

diz
dx®

d
=r=2y+6zz4..., d—;=q=«p'+x}’+....;

depois, substituindo na proposta e comparando, acham-se

] | i
t + =2~ ...
por conseguinle ze==¢ 4 2y 2a.::f+ﬁa.::{,+

Do mesmo modo, integrando a equacdo

diz diz d¥z iy
dx? b dy? i T R

acharemos

Ay S By,

a/ T a3\aE

x d%
"_?+x¢_?i&?+ dy* " dr?
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A22. No raciocinio, que empregimos no n.° 418 para mostrar que
a equaglio da ordem n tem n funcgdes arbitrarias, suppozemos em geral a
equagdo completa. Mas & possivel que a serie obtida em casos particulares
ndo dé o numero completo de funcgdes arbitrarias: como acontecerd se a
ordem mais elevada dos coeflicientes differenciaes nlio for a mesma para todas
as variaveis independentes; por isso que a derivagdo de ordem mais ele-
vada, relativamente 4 variavel segundo as potencias da qual se faz o desen-
volvimento, deixa arbitrario um numero de funcgdes egual a essa ordem.

Assim, no primeiro exemplo do numero precedente, se em vez de or-
denar o desenvolvimento relativamente &s potencias de 2, o ordenarmos
relativamente s potencias de y, acharemos outra serie

z = w(z)+aye (z) + -»;—a‘y'm“ €[ S

com uma s6 funccio arbitraria o ().
E fazendo, como Poisson, na primeira

1
p() =A+By+5C ...,

1/,
L il b ek X

depois substituindo nella estas expressdes, e finalmente pondo

Bz Ba2?
ﬁ+A,$+—§—+T+....=M(ﬂﬁ),

aquelle integral coincidird com o ultimo.

Cumpre porém nlo esquecer que no uso d’estas series, como no de todas
as outras, é necessario verificar a sua convergencia, sem a qual o emprego
d'ellas daria resultados illusorios. -

finn
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Integracio das equacies differenciaes parciaes
por integraes definidos

423. Para exemplo d'esta integragio lomemos a equagio do 0.° $13

ar = gq,
cujo integral & z=3C;e%%+05%y.

Pondo w—al ay em vez de w na equagio (2) do n.” 276,

v G0

= ,
] e “do=I=x,
1

-l

2. 2
Bid j P + 220y ay—aa ¥ ot %,
—o0

a’ 1- Al Zaw
que dé& e V= —j ¢ sk

Substituindo pois na expressio de z, vem

- a; (2426 —w
z=_l‘f ‘C-s“ﬂr lf’w}e

]

ou, pondo ¢ {x+ 2wl ay) em logar de X C;exi(T+2uyay),

{7 sis0e Y]
z—I—JI ?(.r-{-‘.!m!-’ay:]e dw,

Mas, para que esta formula seja applicavel, é necessario dar a & ama
forma tal que o integral definido conserve um valor finito, quaesquer que

sejam x e y.
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Solucies singulares das equacies differenciaes parciaes
da primeira ordem

424. Sejam F=0, V=0,

uma equaglo differencial parcial entre as derivadas independentes zy, &3, . - .
x,. € 0 seu integral completo, com n arbitrarias ay, ag,. ..

O integral V=0 ainda satisfard a F—=0, suppondo variaveis as arbi-
trarias, com tanto que seja nulla a sua differencial em relacio a ellas, isto é,

com tanto que seja
dV dv ' dav
s day + 7R das...+ 5 day=0..... .(A).

Agora:

1.° Se em (A) tomarmos da; =0, dag=0,.... da,=0, 0 integral
V=0 sera completo.

9.0 Se entre duas, a; e ai, das arbilrarias estabelecermos uma relaglo
arbitraria a; ==¢(a;), o que dard da;=¢' (ag) day, substituirmos em (A),
egualarmos depois a zero os n— 1 coefficientes das restantes, e elimi-
narmos entre estas e V==0 aquelles coefficienies, resultard o integral geral.

3.° Se entre V=0 e os n coeflicientes de (A) egualados a zero se
climinarem as n arbitrarias, resultari um integral particular ou uma so-
lugao singular.

Applicando isto & equagdo  z=pz+qy+[(p, @)

4 qual satisfaz o integral s =azx+by+ [ (a, b),
teremos:
1.° O integral completo s=az+ by + [(a, b)-

2.° O systema integral geral
de

d
s=az+ y¢(a) + [ (. a), o=x+w’(“>+:5§+m"‘“

3.° O systema integral particular, ou a solugdo singular

df df
K= b ) — =0, y+ —==0.
az +by+[(a b), 2+ - 0,y T

(Cale. de Serret, n.* 805 e 806).

&
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Das funccoes arbitrarias

425. O que dissemos (n.° 263) a respeito das constantes introduzidas
nas integragdes ordinarias, tem applicaglio s funcgdes arbitrarias [
das equagdes differenciaes parcizes. Em quanto s6 pretendemos integrar,
isto é, achar uma expressdo que por meio das regras do calculo dif-
ferencial reproduza a proposta, sdo ¢, ¢,..... realmente arbitrarias:
mas, logo que tivermos de applicar os resultados a questdes de Geometria,
Mechanica, etc., estas funcgdes poderfio tomar férmas determinadas, e
deixar de ser arbitrarias. Melhor se entenderd isto por meio de alguns
exemplos.

L. A equagiio das superficies eylindricas é (n.° 4%, e Geom. Anal. n.° 167)

y—bz=y9 (2 —az), ou ap 4 bg = 1.

A primeira d'estas equacdes é integral da segunda; e ¢ é uma funcglo
arbitraria, cuja forma depende da curva directriz. Se a base do cylindro
estd situada no plano dos zy, e é dada por sua equacio y = fx, deverd ¢
ser tal que essa base seja comprehendida entre os pontos do espago desi-
gnados pela equaglio y — bz = ¢ (# — az), isto &, que satisfaca a esta
equagdo. Fazendo pois z=0, as equagdes y= gz e y — fxr deverdo ser
identicas, tendo por conseguinte ¢ e f a mesma férma; e a equagio do cy-
lindro particular, de que se tracta, sera

y—bz=f {m.— as).

Em geral, sejam M =0, N =0, as equagdes da directiz. Fazendo
& — az = u, podemos, pela eliminacdo, achar z, y, 2, e portanto y — bz
em func¢lio de u; o que dé a [orma da funcgdo ¢, e por conseguinte a
equaclo y — bz =g (xr —as) da superficie cylindrica particular, de que
se lracta, ,

II. Similhantemente as superficies de revoluglio em torno do eixo dos s
tém por equaglo py — gx, cujo integral é 22 + y* = ¢z (0.° 44, e Geom.
Anal. 0.° 169). Em quanto a generatriz fica indeterminada, a funcglio ¢ &
arbitraria : mas se esta curva ¢ dada por suas equagdes M=0, N=0, entdo,
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pondo 3 ==u, eliminando z, y e  por meio d’estas tres equagdes, e sub-
stituindo em & + y* =qu, ficard determinada a f6rma da func¢ldo ¢;
de sorte que a equaglio a* + y* = g3 serh exclusivamente a da superficie
proposta, cuja generatriz ¢ M=0, N=0.

Supponhamos que o corpo é gerado pela revoluglio d'uma superficie
movel, invariavelmente ligada com o eixo dos z, e dada pela equacdio
M = 0. Considerando esta superficie n'uma das suas posi¢des, poderemos
tirar da equagio M==0 as expressdes de p e g em &, y e 35 € substi-
tuindo-as em py —qx==0, leremos a oulra equagdo N = 0 da curva de
contacto da superficie generatriz com o corpo gerado, por isso que os planos
tangentes sio communs a ambos. Assim, as equagdes M=0, N=0 sio
as d’'ama curva, que se pode considerar como generatriz; o que faz recair
no caso precedente.

I1L. O conoide tem por equagdo pz —+ gy = 0, cujo integral é y = zps
(n.%* 150, III, e 394, 11I). Fazendo s =u, e exprimindo x, y e 3 em u
por meio das equagdes M=0, N=0, da curva directriz, determinaremos a

forma de pu= %; e por conseguinte a equacdo particular y = g3 do

conoide proposto. ..
Quando a directriz & um circulo descripto num plano parallelo aos ys,

cujas equacdes sdo z=a, y? 42t = b,
acha-se aly? 4 s%a? = b2
IV- O integral da equagdo dos cones (n.° 44, e Geom. Anal, n.” 168)
i—emp e —a)+q(y—D),
6 Rty |t

3—¢ NEg—8/

Para que a base do cone seja um circulo descriplo no plano dos zy, e
com o centro na origem, devemos ter

1=0, 22 4yt=1% e z—a=u(s—¢),

oque dd 3=0, a=a—cw ymv'}‘—-—(u—c'u}‘.
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Substituindo. estes valores em y— b — (z<—¢)pu, resultara a férma

o e SR —
de 9; e substituindo na proposta, y =9 (a: ). teremos a equacdo
do cone, de que se tracta, 27 4 ' i

| -
at

(ey —02) 4 (az — ex) =12 (z — )2

426. Estes exemplos bastam para mostrar como devem determinar-se
as funcedes arbitrarias, quando se tracta de applicar os calculos geraes aos
casos particulares. Seja em geral K ==g (L) um integral, com a funcglo
arbitraria g, representando K e L funccdes dadas de. , y e 27 e suppo-
nbamos que a equagdio deve reduzir-se a F(z, y, 3)=0, quando se suppde
[(®, y, 5)=0. Esta condi¢lio corresponde em Geometria a pedir que a su-
perficie procurada, cuja equaclio & K — gL, passe pela. curva dada, que
tem por equagdes F =0, f=0. Para lhe satisfazer, faremos L=u, e
eliminando , y, z entre esta equaghio e as duas precedentes, substituiremos
em K—¢ (u) as suas expressdes em u, assim achadas; o que determinaré
a [érma da funcclio ¢ e o integral procurado, -

Se tivessemos de determinar duas lunccdes arbitrarias, serfa necessario
que se dessem duas condi¢des; e um caleulo similhante ao precedente faria
conhecer a forma d’essas funcgdes,

427. Mas se a natureza da questio ndo permitte determinar as fun-
c¢des arbitrarias (0 que acontece em muitos problemas de Physica e Geo-
metria transcendente), ellas ficam indeterminadas, e as propriedades, que
se acham sem particularisar estas funccdes, tém logar em geral.

Para explicar este caso geometricamente, supposhamos que nas expres-
sbes, de que se tracta, entra um termo da férma gz. Se descrevessemos
no plano ay a linha que tem por equagio y= gz, as suas ordenadas y
seriam os valores da fune¢do ¢: e, sendo ¢ arbitraria, esta curva poderia,
niio 56 ter uma forma qualquer, mas até ser tracada & mao por um movi-
mento livre e irregular; e ainda ser diseontinua, isto é, formada de ramos
differentes unidos pelas extremidades; ou discontigua, isto é, formada de
partes isoladas e separadas umas das outras, Foi Euler quem poz estes
principios fora de toda a davida, até contra a opinito de Alembert, que
se pode considerar como o inventor 'do calculo 4s differencas parciaes;
calculo cujos recursos sdo immensos, cujas applicagdes sio d'uma utilidade
illimitada, e que serve, como acabamos de ver, para submetter as funcgies
irregulares & analyse mathematica,

B L ¥ TERESE—
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CALCULO DAS VARIACOES

428. Antes da descoberta do Caleulo das variacdes muitos geometras
jh se tinham occupado dos problemas dos isoperimetros; mas, como para re-
solver cada um d’elles empregavam um methodo particular e artificios de
analyse &s vezes muito complicados, os processos, de que se serviam, ndo
formavam um corpo de doutrina.

Estava reservado para Lagrange reduzir todas as questdes a um methodo
uniforme que vamos expor.

Posta uma func¢io Z=F (=, y, ¥, ¥",...), na qual ', y",. .. desi-
gnam as derivadas de y considerada como funcglo y==qz de @, pode exi-
glr-se que Z tenha certas propriedades, por exemplo, de ser maxima ou
minima, quer assignando ds variaveis @, y, valores que satisfacam a essa

condi¢io, quer estabelecendo relagdes entre as variaveis, e ligando-as por
equagdes.

429. Quando a equaclo y==gz ¢ dada, tiram-se d'ella y', ¢,.. ..
em [unc¢do de z, e substituem-se na proposta, que se torna em Z = [x.
Nesse caso as regras conhecidas do Calculo differencial ensinam a achar os
valores de & que tornam fr maxima ou minima; o que corresponde a de-
terminar, d'entre 'os pontos de uma curva dada, aquelles para os quaes a -
funcgio proposta é maior ou menor do que para os outros ponlos da mesma
curva visinhos dos primeiros.

Mas quando a equagiio y = ¢ nio é dada, entdo, attribuindo sucees-
sivamente a ¢ differentes formas, tambem Z == fa tomara differentes ex-
pressées em x. E, se quizermos assignar a gz uma f[6rma tal que o Z
correspondente a cada valor de & seja maior ou menor do que para qual-

quer outra f[orma de ¢z infinitamente visinha, o problema pertencera ao
Calculo das variagdes.

430. Este calculo ndo se limita unicamente & theoria dos maximos e
minimos; mas contentar-nos-hemos com a exposiglo d'ella, por ter appli-
caglio em questdes muito imporlantes, e por bastar para a intelligencia
das regras do mesmo calculo.

Cumpre advertir que, em tudo o que vamos dizer, as variaveis z e y
nio sdo independentes; mas a equagdo y== g, que as liga, € descouhe-
cida, e a forma de gx pode variar independentemente de .
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431, Substituindo y + k em logar de y, y' + &' em logar de y/,. ...
onde k, K,. ... representam uma funcgdo arbitraria de z e as suas deri-
vadas, tornar-se-ha Z=F (2, y, ¥, ', ...) em

Zl:.—_:Fl:.’.C.y-'f-k, y,+k', yrr-}-k",...];

e como o theorema de Taylor tem logar, quer sejam dependentes, quer
independentes, as quantidades y, Y, ...e os seus augmentos k, ¥, ... serh

pe dZ ., dZ  dL
=1 |—.’:dy+k ay +k d_y'+""’

com tanto que, para achar este desenvolvimente, operemos como se z, y,
y's. ... fossem variaveis independentes.

Posto isto, tracta-se de determinar a forma de gz de modo que, para
o mesmo valor de x, se tenha sempre Zy < Z ou sempre Z; > Z, suppondo
k, ¥,. ... muito pequenos; e, discorrendo como na theoria dos maximos
e minimos ordinarios, vé-se que esta propriedade niio pode verificar-se sem
que os termos da primeira ordem sejam nullos, isto é, sem que seja

TRRE ) SR
gy ¥ g g =0,

Como k & arbitraria, para cada valor de , e pode variar o seu valor
ou a sua forma independentemente de z, tambem K, k”,.... sdo arbi-
trarias.

Portanto a equaglo precedente parte-s¢, em virtude da independencia, nas

d dZ
o ._—;ﬂ.E:ﬂ._”_

Oy Ay dy’

respectivas a0 maximo ou minimo em ordem a cada uma das quantidades
Vo ¥s Ylse a0

Para que haja maximo ou minimo, é necessario que estas equacdes
subsistam simultaneamente, qualquer que seja o valor de z; e, havendo-o,
a equagdo y = ga, que resultar d’ellas, seré a procurada, isto ¢, a que tem
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a propriedade de tornar Z maior ou menor, para cada valor de x, do que
o correspondente a outra forma muito visinha.

Para distinguir o maximo do minimo, attenderemos aos termos da se-
gunda ordem de Z, conforme a theoria ordinaria.

Mas, se estas equagdes ndo derem todas a mesma relaglio entre z e y,
o problema serd impossivel, ao menos no estado de generalidade em que
foi proposto. Entdo, se algumas d’ellas concordarem, a funcgdo Z terh
maximos ou minimos relativos a algumas das quantidades y, y', y",. ...,
sem que os tenha absolutos e communs a todas estas quantidades; e as
equacdes, que concordam, dardio os maximos e minimos relativos. Se qui-
zermos porém fazer Z maximo ou minimo sémente em ordem a uma das
quantidades y, y', y",. . ., 0 problema serd sempre possivel, por ndo ser
necessario nesse caso satisfazer a mais d'uma condigio.

432, Se na mudanca de forma da curva y = gz quizessemos consi-

derar as variagdes de x e y, accrescenlariamos EE & expressdo de Zy, e

Z : . o
'?E=° is equagdes respectivas ao maximo e ao minimo (Cal. Int. de

Garnier, pag. 563).

433. Appliquemos estas nogdes geraes a alguns exemplos.

I. Sobre o eixo dos  tomemos duas abscissas m e n d’uma curva plana,
e nas suas extremidades levantemos parallelas indefinidas ao eixo dos y,
existindo estes eixos no plano da curva, Supponde que por qualquer ponto
da curva se tira a tangente, e chamando h, I, as ordenadas des pontos
onde ella corta as duas parallelas, temos

h=y+y (m—z), l=y+y (rn—a)

Se ¢ dada a equagdo y = gz da curva, conhecem-se a forma de ¢ e
por conseguinte as expressdes de h e I. Mas, se nldo ¢é dada, e se per-
gunta qual é a curva que goza da propriedade ser o producto lh das or-
denadas menor, em cada um dos pontos de tangencia, do que para qual-
quer outra curva, isto &, de ser Z=Ih — minimo, tracta-se de dar a ¢
uma forma tal que se verifique esta propriedade.

Ora, segundo o enunciado do problema, as curvas que passam pelo
mesmo ponto (z, y) tém tangentes de direccdes diversas; e, d'entre ellas,
a que se procura deve ter uma tangente de tal modo dirigida que se veri-

11
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fique a condigho do minimo. Devem portanto considerar-se z e y como
constantes, e y' como variavel, em

Z=0=d[y+(m — &)y ]ly + (s —2)y]:
0 que da

7 =0=[s+m—2)y] [0 —2) + [y + (1— )] (m—3)

2y 2L ——m—n i 1
—_—= = =t B
y (e—m)e—n) z—m z—n

ou

e, integrando, y*=C(z—m) (z —n).

A curva serd uma ellipse ou uma hyperbole, conforme for C negalivo-
ou posilivo; e os vertices serdio determinados por z=m, x==n. No pri-
meiro caso o producto Z==1lh é um mazimo, por ter y" o signal — ; no
segundo é um minimo, ou antes um mazimo negativo. De mais o producto

1
Ih é constante e = — i C (m —n)*=quadrado do segundo semieixo;

como se pode verificar substituindo em Z os valores de yey.

IL. Achar a curva plana para a qual o quadrado da somma da subnormal
com a abscissa ¢ um minimo.

A condigdo proposta, Z = (yy'+ z)% = minimo, di

dz : dz
—_—= —=2 / ==

e a eslas satislaz yy' + 2=0, cujo integral é 22 + y*=r% Logo todos
0s circulos descriptos da origem como centro, e s6 elles, resolyem o pro-
blema.

434. Ainda que a theoria exposta ndo tenha applicagdes muito ex-
tensas, serve com tudo de esclarecimento para facilitar a intelligencia de
outro problema mais vasto, o qual consiste em applicar os raciocinios pre-
cedenles a uma funcglo da forma JZ. Neste caso a luncgao Z ¢ differencial ;
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e tracta-se de fazer maximo ou minimo o seu integral, tomado entre li-

mites, fhas sem effectuar a integragio indicada, que em geral nlio pode
execular-se.

435. Supponhamos um fio flexivel, ao qual se podem dar differentes
formas e posigdes.

A mudanca de coordenadas dos seus pontos pode provir: da passagem
de um ponto para outro, quando se conserva invariavel a forma e a posigio
do fio; ou da mudanca d’estas.

Assim, quando sobre o mesma curva MN (Fig. 88) consideramos o
ponto M e o consecutivo M, se chamamos &, y, as coordenadas do primeiro,
sdo z+dz, y+ dy, as do segundo. Mas, quando o fio se deférma e se
move de sorte que o ponlo M passa para a posi¢lio consecutiva M'y, adopta-se
a notaglio 3, anteposto s coordenadas, para designar esta variagio, isto é,
sdo z+ 8z, y + 3y, as coordenadas de M'y.

Por onde se vé: que, lanto os dz e dy, como os 3z e Jy, sdo funcgdes
das coordenadas ; mas que os primeiros se referem a passagens d’uns pontos
para outros consecutivos na mesma curva, e os segundos a mudangas de
posigdo dos mesmos pontos em virtude de deformagiio ou transporte da curva.

Similhantemente se torna dx em d (z + J), de sorle que o seu augmento
é d3z; o de d*z ¢ d*3z; e assim por diante.

A36. Cumpre observar que as variagdes indicadas pelo signal § sio
independentes dus que designa a caracteristica d; e por isso, sendo egual-
mente independentes as operagdes a que se referem estes signaes, niio deve
influir no resultado a ordem em que ellas se executam; de sorte que sho
teremos

§.dy=d.3y; d¥y=73d%,.... U=3/U.
Com efleito, suppondo (Fig. 55) PP'=dz, MM, ==}y, & claro que
MR/ == NP/ MM =y 4 dy + 8y + dy),
MV =MP + M P —~MP=y+ 3y +d(y-+3y):

o que da 3dy=d3y; e por conseguinte tambem d23y—dd3y—dddy=3dZy,
e assim por diante.

E, escrevendo U=d U, vem

W=3dfU=d} U, [3U=3/U.
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4379, Tem isto logar ainda que se considere 3y como M'yP'—MP re-
sultante da variaglio de « e da mudanga da curva; porque entdo (Fig. 58)

3y =M|P' — MP, dy=MN'P' — MP,
diio d3y=M"P" — MNP’ — (W'P' — MP),

3dy = My"P" —M'P' — (M,P' — MP),
e por consegunte ddy == ddy.

A38. Tracta-se agora de estabelecer entre z, y, z relagdes taes que
[Z seja um mazximo ou um minimo, entre limites designados. Para fazer
os calculos symmetricos, nlio supporemos counstante nenhuma das diffe-
renciaes; e s6 consideraremos o caso de tres variaveis, porque, além de ser
isso bastante para a intelligencia da theoria, facilmente se poderdo gene-
ralisar os resultados para maior numero d’ellas.

Posto isto, seja

Z==F (z, dz, d*z,...y, dy, d%,...s, ds, d*s,...),
a funcgdo cujo integral deve ser um maximo ou um minimo. Teremos

3fZ=0, ou [3Z=0.
3Ze=mdzx +ndde4+pdde+ ....... A4
(A ot . ol + M3y + Nady + Pad%. ...
+ pds4 v¥ds +mdd®s ...,

onde m, n, p,..., M\, N, P,...., u, v, ®. .. representam os coefficientes

dZ dZ di dZi dZ dZ dZ dZ dZ

dlﬁﬂl‘EI‘lC!EES .Tw-' E!_z-. d:t'__m; _d_yr Fg' Eﬂ_y”‘."-d-z-' de'l -CIT;.IQl-
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Em virtude dos theoremas precedentes, a primeira linha de (A) transfor-
ma-se em

mdz 4 nddz + pd*3z +. ...,

e do mesmo modo as outras.

Tracta-se de integrar 3Z ; e o processo do calculo fara ver que se devem
desembaragar, quanto & possivel, os termos que conlém differenciaes das
variacoes das coordenadas.

Para isso, empregando o processo da integraglo por partes, leremos

Jnddz=njz— [dniz,

[pd*3z=pdiz— dpiz + [d*piz,

[qd%z = qd*3a — dqdiz + d*qdz — [diqiz,

e similhantemente para as outras variaveis y, 2.

439. Reunindo estes resultados, e egualando separadamente a zero a
parte integrada e a ndo integrada, o integral de (A) dd

(m —dn 4 d*p —d%...) 3=
. X .... f + (M—dN + d*P—d%Q. ..)3y —0,
+(w—dv +diz—d%...)3s
(n—dp+..) 3+ (N—dP+...)dy+(—du+...)8s
(©). . [+ (p—dg +...) ddw+ (P—dQ+ ...)ddy+ (x—dy. . )dds} =0
+ (g —dr +..)d%z + (Q—dR+...)d%0y+(y—dp +...)d*33)

sendo K a constante.
Parlimes a equagdo em duas por que, ndo se podendo integrar os termos

ﬁ
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que ficam debaixo do signal /" (a ndio se darem a 3z, dy, 3z, valores par-
ticulares, o que é contra a hypothese), as duas partes sdo irreductiveis, e
por isso ndo pode [3Z tornar-se nulla se ndo aniquilando-se separada-
mente cada uma d’ellas.

Logo, para achar as relagdes entre z, y, z que fazem [Z maximo ou
minimo, devemos differenciar a funccdo dada Z em ordem & caracteristica 3,
considerando =z, y, z, dx, dy, dz, d¥z, d%, d%. .. como variaveis inde-
pendentes. Comparando depois o resultado d’esta variaglio com a equacio
(A), teremos as expressdes de m, M, p,...n, N, v,...p, P, =,..., em
@, y, = e suas differenciaes. Finalmente, substituindo estas expressdes nas
equacdes (B) e (C), das quaes a segunda & relativa aos limites que devem
comprehender o maximo, obteremos as relagdes procuradas,

440. Se forem independentes as variagdes 3z, Jy, 3z, a equaglio (B)
partir-se-ha nas tres

m—dn  dp—...=0, M—dN+d*P—...=0, y—dv+d%—...=0...(D).

Se ndo o forem, as equagdes, que as ligarem entre si, servirdo para eli-
minar de (B) outras tantas d’ellas; e egualar-se-ho a zero os coelficientes
de cada uma das restantes: de sorte que, em todo o caso, serd tres o
numero das equagdes que se formam.

Estas tres equagdes, que sio differenciaes em =, y, z, ndio podem ex-
primir tres condigdes distinctas, porque, se as exprimissem, dariam valores
numericos para as variaveis. No caso de pertencer a proposta a um pro-
blema de geometria, devem ellas reduzir-se a uma da superficie ou a duas
da curva que tem a propriedade exigida.

444. Como o integral effectuado (C) se deve tomar entre os limites
assignados, zi, ¥, %1 e 23, ya, 23, a equagdo

[’E“Lt=01

na qual Lg e Ly representam os termos de (C) que precedem K, appli-
cando-lhes os respectivos indices 2 e 1, serd relativa a estes limites.
Geometricamente, podem as extremidades do fio, que acima figuramos,
conservar-se fixas, e dependerem as variacdes s6 da deformacio delle;
pode conservar-se uma das extremidades fixa, e dependerem as variacdes
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do movimento da outra e da deformagiio do fio; e podem finalmente ter
logar tanto o movimento das duas extremidades como a deformaciio do fio,
dependendo entdo as variagdes de ambas estas causas.

442, Consideremos os diflerentes casos.

1. Se é fixo tudo o que pertence aos limites, isto é, se os valores de
&1, Y1» 51, T3, Y3, 33, € das derivadas das variaveis dependeutes sio con-
stantes nos limites, as variagdes respectivas sdo nullas; por conseguinte
todos os termos de Ly e Ly aniquilam-se, e a equaglio Lg — Ly=0 re-
duz-se a uma identidade.

Neste caso, para determinar as constantes que a integra¢do introduz
nas equacdes (D), devem substituir-se nos seus integraes, e nas differen-
ciaes até a ordem d'ellas, os valores de z, y, 5, e dos coefficientes dif-
ferenciaes das variaveis dependentes, relativos a cada um dos dois limites.

2.” Se os limites sdo arbitrarios e independentes, cada um dos coeffi-
cientes de §xy, dx3,... na equacgio (C) é nullo separadamente.

3.° Se ha condigdes relativas aos limites, isto ¢, se a natureza da questao
estabelece equagdes entre algumas das quantidades xy, yy, 1, @, ya, 33,
como acontece, por exemplo, se a questdo proposta se refere a uma porglo
de curva, a qual deve terminar em pontos, que ndo slio fixos, mas estdo sobre
duas curvas ou duas superficies dadas: differenciaremos essas equagdes, para
tirar d'ellas tantas variacdes jzy, dy1s 831, 822, dya, 439, quantas poder-
mos, em luncglo das outras, o que substituido em Ly — Lj == 0 reduzirs as
variagdes a0 menor numero possivel; e como as variagdes, que ficam, sio
independentes, a equagdo partir-se-ha em tantas quantas ellas sao, egua-
lando separadamente a zero os seus coefficientes.

Podemos tambem neste caso usar do processo seguinte, que é mais ele-
gante.

Sejam n=0, v=0,. . . as equagdes de condigdo dadas. Multiplicando
as suas variagdes por indeterminadas 7, %/,..., e ajunctando os productos
ao primeiro membro de Ly — Lj =0, teremos

Ls — Ly +2u 4 Vdv4...=0............(E)

Entdo, tractando como independentes todas as variagdes 3z, §z3,. ..,
3Y1» 8Y2,- ..., egualaremos a zero os seus coefficientes, e eliminaremos
depois entre as equagdes assim obtidas os coefficientes 3, V. . .

Convém observar que de satisfazerem os valores das variaveis nos limites
a qualquer das equagles u==0, v==0,.... nlo se segue que tambem
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as differenciaes d’estas coordenadas, dadas pelas derivadas dos integraes
das equagdes (D), satisfagam & respectiva das equagdes differenciaes du=0,
dv=0,.... Por exemplo, em Geometria, para que lenha isso logar, &
necessario que haja um contacto de certa ordem entre a curva procurada
e a superficie cuja equagho é u=0, ou v==0,;... E, no caso de co-
existirem estas condigdes, entrardo respectivamente na equaglo (E), além
dos termos 23w, \'3v,... os termos \''3du, W'"3dv,. ..,

4.° Nada diremos do caso em que deve um dos limites ser fixo, € o
outro estar sujeito a certas condigdes ou ser inteiramente arbitrario: como
acontece em Geometria, quando uma das extremidades da curva procurada
deve passar por um ponto fixo, e a outra ser qualquer e existir sobre uma
curva ou superficie dada, porque este caso estd comprehendido nos tres
precedentes.

E necessario advertir que, se a funcgdo Z contém algumas coordenadas
dos limites, ou coefficientes differenciaes d’ellas, deve na variagiio atten-
der-se aos termos que provém d'essas quantidades, e incluil-os na equa-
¢do (C). Por exemplo, se Z contém @y, deve ao primeiro membro de (C)

accrescentar-se o lermo f e Sy == §x .
dxy LAty dey

A48, As mais das vezes é Z dada debaixo da f6rma Vd.;,! sendo V
¥
dz’ da¥’’’
Designemos pela caracteristica §y as variagdes relativas a y e nio a &;
em quanto que a caracteristica § se applica &s variagdes completas, nas
quaes se fazem variar z e y.
Representando V ordenadas da curva (Fig. 55), sio evidentemente

uma funcglo de x e y e seus coefficientes differencines

M/ {N'{Q'P! = M{N;QP - N;N'{Q'Q — M;M',P'P,
81 Vda = M;N;QP — MNQP,
3 /Vdo =M'{N;Q'P' — MNQP;
e por conseguinte
3 [ Vda == § f Vdx + WyN1Q'P' — M;N,QP

==&/ Vdz + N\N1Q'Q — MM PP,
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ou, desprezando as quantidades de segunda ordem,

3/ Vdz =3, /Vdz 4 Vsdzs — Vyd2, o
sssasnannssash@)e

= [ dws iV + Vedag — Vida

Mas a variagio de y=g(), proveniente da mudanga de férma de ¢ e
'da variaglo de z, é

35' =31y o y'&ﬂh
que da (=) Sy =3y — y'dz:

ol dy dy dy 4
similhantemente 31 = _a—dr-.; Tt Sl i swievevunnes (B)S
e assim por diante.

Portanto as equagdes () dardo as variagdes §; das coordenadas e dos
coeflicientes differenciaes de y, relativas a y, por meio das variacdes §, re-
lativas a e y; e as equacdes (a) dardo as variagdes § do integral pro-
posto por meio das variagdes §; do mesmo integral,

S

R P P AP i

(+) Com effeilo ¢ (Fig. 55)

M P’ = MP + 3MP — M,P + (M, P’ —M,P),

d s
isto é Y+dy=y+dy+ sty ie t;y] ”.
& "
ou, por ser —d;;h: ¢z da segunda ordem, y+dy =y +dy+y'a.

Pode considerar-se tambem a variagio de forma como devida 4 variagio d'um pa-
rametro (Costa e Almeida, Cale, das variagbes, pag. 6, +:); o que di do mesmo modo

dy dy '
:Ty-=6,"[l', u]=d;3’u+d—xé‘x=3;y+ya‘a’.

Jil
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444. Posto isto, seja

. dy dy ;
3v==h3y+PEE;+Q8d_1ﬁ_+ ........... (A).
Attendendo a (a), a condigio do muimt; ou do minimo sera

d
0=f(N31y+ Psrd—% +.. .)d.z+Vg&xg—-V,3.r,;

¢, procedendo como no n.® 438, chegaremos a

/!

Pi"‘%'F s -)313;2—-* (Pl —-%) 31y

.

dRy\  dys dRy\  dy,
+ (Qi—”cf_;)‘h&; —-(Qi —-E)h-&;

---------------------------------

+f:: d:u:(lhl—:E +d’—0 e .)3’;9‘:

dr = daz®

unde, por 31y e 3y Ei& devemos substituir respectivamente ayl--ff."ﬂ 3z,
' dat’ dx

diy;  dyi+t . 43
Gl o dz4; e o mesmo a respeito do segundo limite.
O termo debaixo do signal / egualado a zero da a equacdio correspon-
Jdente (B)
dP  d*Q ;
N_E;+m_l-t-=0 oooooooooooo (B)

Os termos [6ra do inlegral dao os correspondentes de (C), com a ad-
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digio dos lermos Vadzs — Vy3a,:

La—Li=0

d!
sendo L1=V|3:rl+(ﬁ—-%-l----)aly['f'---

(

: |
Lg=V§31’i+[P2_-dgg+- --)315"!"‘---

445, Se V ¢ uma funcglo de e de duas variaveis y e = dependentes
de , como acontece nas questdes relativas a curvas de dupla curvatura,
deve accrescentar-se ao segundo membro de (A) outra liha similhante

iz

dz
I'I33+P3‘(E+qr}d;;i"|--...:

e as equagdes da curva procurada e dos limites serdo

dp dp
(N—Fx- =4 g .)&ty—f-(ﬂ-—a-"f-- ,.)513*0,

(Pg—%+...:]3,yg+...+ (p, o +...)3132+ S

P bt ]
dx
_(Pj-—‘_ffr_i-l-...)319‘[—...—(;;-]_%_!_.“)SI:I_ 2 L

~+ Vs yxs — Vidz,

devendo substituir-se, em logar das variagdes §; de y e z e dos coefficientes
. dy dz diy d®
differenciaes —%-, —— £y o

el e TURRRE as suas expressdes (b) nas cor-
respondentes variagdes 3.
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446, Nos casos particulares é muitas vezes preferivel executar sobre
a funccdo dada debaixo do signal [ todos os calculos que conduziram 4s

equacdes (B) e (C), em vez de comparar cada caso particular com as [6r-
mulas geraes.

4473, Se a natureza da questdo sujeitasse as variacdes dz, Jy, 3z, a
certas condigdes ¢ =0, § = 0, e isto independentemente dos limites; como,
por exemplo, se a curva procurada devesse estar sobre uma superficie dada:
procederiamos como no n.” 42; servindo aquellas equagdes de condigdo
para eliminar algumas voriagdes da primeira das equagdes do n.° 439, que
se formou egualando a zero a expressio que ficava debaixo do sigual f.

448, Entre essas condi¢des cumpre notar a de ser a eurva procurada
: 50 115 100e :
tal que um certo integral definido |  Udx conserve um valor determinado.

=1
Devem entdo verificar-se as equagdes

2 a I
3 i W i | T
I Iy

E como estas equacdes se podem combinar multiplicando uma d’ellas
por uma constante arbitraria X e sommando, fica reduzida a questdo a .
tornar minima a expressio

1Ty
j (V+120) da,
o

e portanto, a satisfazer & condigio do maximo ou minimo
g
(

¥

3 V+20)dz=0.

A funcglio assim obtida é a que se chama um maximo ou minimo rela-
tiva.
A esta classe de condigles pertencem as dos isoperimetros.
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449. O que fica exposto mostra que. tanto no caso do maximo como
no do minimo, deve ser 3 /Z ou § /Vde=0. Agora, para distinguir o
maximo do minimo, no caso de duas variaveis, citaremos a regra de Le-
gendre,

Esta regra consiste em differenciar duas vezes a funccio V, conside-
rando como variavel independente o coefficiente differencial d’ordem mais
elevada que entra n'esta funcglo, e ver qual é o signal do resultado. Se
este signal for positivo, haverd minimo; e se for negativo, haverd maximo.

2 m
sy . d_y] diffe-
dz’ dx* " dx™
. . dmy
renciaremos esta expressio duas vezes consecutivas em ordem a o =M;

i
e substituindo em % os valores de y, :—:.. .+ que resultam das equa-

¢oes (B) ou (D), o signal = d'este coefficiente mostrard se ha minimo,
ou se ha maximo. (Mem. du Aec. das Sciene. de Paris, 1786). Veja-se tamn-
bem uma these de Mr. Delaunay no Jornal de Mathematica de Mr. Liou-
ville, de junho de 18%1.

Taes sdo os principios do Calculo das Variagdes. Appliquemol-os a al-
guns exemplos. '

Assim, se a [funcglo proposta éV:F(a:. Y,

EXEMPLOS

450. 1. Achar a eurva plana CMK (Fig. 7) cujo comprimento MK,
comprehendido entre os dois raios veetores AM e AK, ¢ um minimo.

Temos (n.° 110) § = I Y rdo? 4+ dr= [Z;

e queremos achar a relagio r==y (4) que torna /'Z um minimo.

_ rd0®yr 4 r2do3do 4 drydr

A variaglo de Z & LY
ds

a qual comparada com (A), suppondo z=10 e y=r, di

ridy _ rdt? dr
m-—ﬂ,ﬂ——— dj’M-'_ d‘,N—-E,ﬂ=P=P...?

i




478 CALCULO INTEGRAL

e portanto as equagdes (D) siio:

r2d ety (dr)
e e ds

Como estas equacdes concordam entre si (x), basta integrar a primeira
‘3
e d f_‘)

dellas, ou dd—=——"' ;¢ que dé a equacio polar da linha recta
/ c?

Vil

ri

c==rcos (0 + a).
454, Se quizessemos usar da equacio (A’), achariamos

r r!
r4—3,

V=V Ve —
Vrt 4 r2 Vit

r ! dP
ue da N= —, P= . Portanto a equagdio (A’), N— — =0,
p Vrtyr? Vrty e ; i nt

seria r2 4~ 2¢r* —rr/ =0, a qual, pondo r=—, daria 3 43"=0, e
08 integraes successivos "

3‘+z"—w;i+. es==sen (§ + ¢), ou c=rcos (0 4a).

B B e B P o B I A P o B P B P PP PP S S PP P L

(+) Eliminando do® entre a segunda e ds? — r2dy® + dr?, resulta ds=d ( ::) o0

dr? ! : :
F + ¢* & identico com o resultado da eli-

rdr=—g ( r) cujo integral r? =
ds 8

ridy
minacio de ds entre a outra - =¢ e ds® = r2dy® 4 qr>.
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452. Ainda que do enunciado do problema facilmente se conclua que
a funcclio proposta nlio ¢ susceptivel se ndio de minimo, mostremos isto
mesmo pela analyse, empregando o processo ensinado no n.® §39.

Pondo %=P' lemos s=[di Vr? 4 p¥;

e differenciando V==V/r? 4 p* duas vezes em ordem a , vird
P P

| R i TS
dp ymL A L
Vit g p (4 g

Por ser esla expressio positiva, a funcgdo proposta s=/[Vdb & com
effeito um minimo.

453. 1l. Achar a linka mais curta entre dois pontos dados, ou entre
duas curvas dadas. :

Tracta-se de fazer minima a expressdo do comprimento d’uma linha,

s=fZ=Vdz* + dy® 4 dz*.
: dz dy dsz
A variagio 3Z S ddx + vy 3dy + Y dds

comparada com a formula (A) da

dx dy dz
m=0, M=0, . =0, l‘t—?‘—. N=‘E“. V=I-

e nullos os outros coefficientes p, P, =, .. ..
As equagdes (D) sdo pois neste caso

i(G)=0.4(Z)=0.9(F)=0
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Eslas equagdes dao
dx = ads, dy = bds, dz = eds,

das quaes, quadrando e sommando, resulta a condicio a® 4 b + ¢*= 1,
a que devem satisfazer as constantes a, ‘b, ¢, para que as tres equacDes
possam existir.

Eliminando ds, resulta dy = —E dz, ds=— % dz;

e, integrando, vem ay=bz +a, as=cx 4V,

Por onde se vé, que as projec¢des da linha procurada sobre dous planos
coordenados siio linhas rectas; e conseguintemente esta linha tambem ¢ uma
recla, Para fixar a sua posiglo é necessario determinar as cinco constantes
a, b, ¢, a', V.

1.° Se a linha pedida deve ser a mais curta entre dous pontos fixos, A,
C (Fig. 56), cujas coordenadas slo xy, yy e 3, y3, a equagdo (C) tornar-
se-ha identica, por serem nullos 32y, §x3,. .. Substituindo nas duas equa-
¢Oes das rectas os dous systemas (zy, y1, 31), @ (%2, ya, 52), resultam
quatro equacdes de condigio, as quaes com a4 b4 ct=1, perfazem
o numero de cinco, necessario para determinar as cinco constantes.

2.° Se os limites estdo sobre duas curvas, dadas pelas equagdes

F(z1, y1, 51)==0, [ (@1, Y1, 51)==0; 9(22. Y2, 59)=0, § (3. ya, 59) =0+
substituindo em logar de 3y, 834, e 8ya, 832, as suas expressdes
Sy = Aydzy, 831 =BiSx;, e dya=Asdzs, 333=Dssxs,

tiradas d’estas equagdes, vé-se que a equagdo (C)

( )a g+( y)f?y:+( )355

(@) (@)= (@)
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se decompde nas duas

(e (22) (5 o

(i-‘pafi-i-(d )r?yﬂ. (j:)gﬁlgﬂﬂi

dyy SYFL pNs. e

o L (o) e A e =
dy 8y dz 833

OO o i a PRSTY
+(dzm 3£vs+(da:}g dxy

Por conseguinte em cada um dos pontos (24, yy, 31), (@, ya, 38), se ambos
estiverem sujeilos a existir em curvas dadas, ou s6 naquelle que o estiver,
a linka mais eurta ¢ perpendicular 4 respectiva curya limite. Se os limites
fossem superficies curvas, tirar-se-hia uma conclusdo similhante a respeito
da perpendicularidade da linha mais curta &s superficies limites.

454. Supponhamos agora, que a linha mais curta pedida deve ser
tragada sobre uma superficie curva cuja equaglo é

Hﬂﬂ.

T

E necessario combinar a equaglo (B) com Ju==0; para o que accrescen-
taremos a (B) o termo AJu, e depois, egualando a zero os coefficientes de
3z, 8y, &3, acharemos as relagdes

:l(£)+1ﬁx=t} d( "") 1%30 d(::)+1:—:=0.
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entre as quaes eliminando X, resultam as duas equagdes da curva procurada

dz du / dz) du ( d..) da ' (dy
—_d(ds) _d\d_ dyd ds dxd<?;)'
A condigio de perpendicularidade do plano asculador da curva (n.* 151)

d‘y (dz dy dy d"z) d*z A

at dz dz* dzr dz* lti.::‘l
ao plano tangente & superficie (n.° 145)

d du du
o ™ +9E+xd—+ﬂ_0

é (Geom. Anal., n.° 179)

ds d%y dy d*s du d¥z du

s d—— b i s —

dz da® dz d2* de d.::’ dy

1— i ——
d¥y du d¥ du
dz? dz  dz* Az

du du
2 dr dy
Substituindo nesta equaglo, em logar de ; e ——, as suas expressdes
tiradas das equagdes da curva, -
dz dz
d (d:c) du (dy)
w @) w *\u
d —_ —
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resulta uma identidade ; por conseguinte o plano osculador da curva mais
curta tragada sobre a superficie é sempre perpendicular a esta superficie.

Tomemos para exemplo a mais curta distancia A'C’ entre dous pontos
d'uma esphera cujo centro & a origem: teremos

du du du
. 2 f_ 20 —=22, — =92y, —=23.
u=2x 4 y* 4 22—r2=0, = ' By 2y r 2z

Substituindo nas duas equacdes precelentes, tomado ds constante, vem
sdiy — zxd¥s, 3dly = yd?s,

das quaes resulta ydiz =— zd’y;
e integrando,

zdx — xds ==ads, zdy — yds = bds, ydx— zdy==cds.

Multiplicando a primeira d'estas equacdes por —y, a segunda por z, a
terceira por z, e sommando, resulta ay == bx -+ cz: ora esta equagldo ¢ a
d’'um plano, que passa pela origem das coordenadas; logo a curva procu-
rada é o circulo maximo A'C' (Fig. 56), cujas equagdes siio

2+ 42t —r =0, bz + s —ay=0,

e que, passando pelos dous pontos A’ e C', é normal s duas curvas A'B e
C'D que servem de limite e sdo dadas sobre a superficie espherica.

455. II. Quando um corpo se move num fluido, experimenta da parte
d’este uma resistencia que, pondo de parte as gutras circumstancias, de-
pende da sua forma: e se o corpo ¢ de revolugdo, e se move no sentido
do eixo; prova-se em Mechanica que a resistencia é minima quando a
equagho da curva generatriz satisfaz & condiclio

3

i d
} —g—y—izminiﬂw.
dz? 4 dy

Determinemos esta curva generatriz do solide da menor resistencia.
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e tomando a yariaglio, para comparar com a equagio (A), achamos

— 2ydy*dz — 2yy"?
N=—+— “aim — !|p=0,oo-|

(dy* + da®) (1 + y7)

M__ 9% yldz o yy?(8+y"?)
T da? +dy 14y

e

A primeira equagio (D), m — dn==0, di immediatamente

13
—dn=n=d(%ﬁ,).

A segunda daria

134 (g 4 oy G ;]
y'de =d(yy 4y J)=d( 2yy )+a( vy ;)'

iy Vg | ) G
2yy* 2yy’ .
ou 0=d(“+yn}i)+u+yﬂ}!dy»
2yy? 29y 2yy"
=y = B
ou ¥ (“ +y) i 1 +yo) dy' =d (“ +y:i)i)

por onde se v& que as duas equagdes concordam entre si,
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Temos pois

2yt dy ydy'
(_,,_y::]! -1t - "_f L y:!‘

2y’ (14 y?? C(1 -y iy

—_—, = — e ———

1+ y%) oyt T2 2» y®

Feita a integragiio, e eliminando depois y' entre as duas equagdes, resul-
tard a equacdo da curva procurada, com duas constantes arbitrarias que
se determinardo pelas condigdes dadas,

456. 1V. Qual € a curva ABM (Fig. 9) na qual a drea BODM, com-
prehendida enire o arco BM, os raios de curvatura BO e MD das suas
extremidades, e o arco OD da evoluta, é minima?

Esta érea é o integral do producto do elemento do arco AM pelo raio

de curvatura MD. Ora o elemento de AM é ds=dz V1 + y'2, e o raio
3

2
de curvatura MD (n.° 118) ¢é (—’ +?: )

integral

: deve pois lornar-se minimo o

] 4 4
Jh== “—-;ﬂy ) dax.

Empregando o processo exposto no n.® 444, e a notacio alli adoptada,
temos

2 At
N=0, p=m ) QuaateStY )

'.l'! ¥
y y
e R,... nullos: por conseguinte a equaglio d'aquelle numero, correspon-

dente a (B), &

d(i’— \l= P—@—ia
/ dx




486 CALCULO INTEGRAL

Ora, attendendo a esta equacio, é

(1 2
d L{ -:aﬂ) = Pdy' + Qdy" = dady' + % dy' =+ Qdy’,

=4adyr'._|.. d (Qy"r] = Jady'—d (“ =i y‘t]‘) s

Y
i 22
ou 24 ((_‘:”5'_)) — Jady';
e
logo 2 “—_:-'—F——}- == day' + 4b,
& G (1+y2?: dy . 2(ay +b)dy

o (e

Finalmente, integrando, vem

by' —a
r=c+ P + b arc (tang =1y).

Para achar y, temos

a

y=/y'dz=y'r— [zdy'=y'z—cy'— [ l;y;:;" dy'— [bdy' arc (tang=y");

e como este uitimo termo se integra por partes, resulta em fim

y=y'z—ey — (by' —a) arc (tang =) + /.
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Eliminando arc (tang =1y') entre estas duas expressdes de z ¢ y, vem

(by' —a)?

bf,
1 4y? H

by=a(x—e¢)+

L b b
d" by —azx+g
e finalmente, integrando, =2 v"by —azx -+-_g +h.

Esta equagio comparada com a do n.° 301, V, mostra que a curva
procurada é uma cycloide. As quatro constantes determinar-se-hdo por um
numero egual de condigdes dadas.

45%9. V. Achar a curva, para a qual a funcgio

| na, ; Vdz® + dy® + ds?

T — 3 'V’z—q

st=f

¢ minima. Este problema corresponde em Mechanica a achar a curva AC’
(Fig. 57), que deve descrever um corpo sollicitado pela gravidade para
chegar de C' a A no menor tempo possivel (Elem, de Mech., 0.° 78).
Formando fZ, e comparando com A, acham-se

- o 28 oo A 1 il o881
2V(i—m)®  dsVi—z dsVi—s  dsVi—s
e m="0P... =0

Logo as equagdes (D) dio

dz dy
d(m)=ﬂ, d(m)=o ......... (1).
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Omittimos a terceira equagdo, porque se pode demonstrar que ella esta
comprehendida nas outras; condigho sem a qual o problema seria ab-
surdo («).

458. Iotegrando (1)y e dividindo os resultados um pelo outro, vem
dy==adz; o que prova que a projecgdo da curva sobre o plano dos yz
¢ uma recta, e por conseguinte que a curva estd toda em um plano per-
pendicular aos xy.

Suppondo este plano um dos coordenados, por exemplo o dos zz, a pri-
meira das equagdes (1) serd sufficiente; e integrando-a, vira

kde = ds Vz—z; = Vda* + dz? . V3—z,,

dz b/z-—-zi

de = ————.
ViE—z 4 34

Fazendo k* —z + z;—u, reconhece-se que esta equagdo é a d'uma cy-
cloide vertical, seado k* o diametro do circulo gerador (n.° 106, VI).

1.° Se os limites sdo dous pontos fixos A e C/, ndo ha oulras condigdes
a satislazer sendo as de passar a cycloide por estes dous pontos, o que
determina as constantes k e 4.

2.° Se o primeiro limite é um ponto fixo (z;, #1), e o segundo uma
curva AB, situados ambos no plano vertical dos xz, temos 3z =0,
331=0, e dxy = Adz3, sendo esta expressio de Jx3 lirada da equaglo

e . -

(+) Com effeito, substituindo na terceira equacio,

,— ds d ( ds )
2y (s—z) s /s — 5,
o valor de ds dado pelas duas primeiras,

dz
Vi—(] etz —3)

ds ==

resulla uma identidade.
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x == [z de AB. Sio pois

d dz
Li=0, Lg=—=—— < dxe !_—"_ dsa;
dsg I3 — 5 ds* 'l/zg—-.t1

e a equaclio dos limites Ly —Li=0 ¢  daxadas + dsalze=0,
ou, eliminando $aa,

dzg 4= Adxy = 0.

Por onde se v&, que a cycloide deve cortar perpendicularmente a curva
dada AB no segundo limite (za, 23). A constante k determinar-se-ha com-
parando a equagdo da cycloide com a precedente neste ponto commum &s
duas curvas,

3.° Se o primeiro limite tambhem ¢ uma curva, estamos no caso indi-
cado no fim do n.” 442; e por isso ¢ necessario accrescentar ao primeiro

membro de (C) o termo 3z f ::TZ Assim as equagdes (D) da curva ficam
1

48 mesmas

dz dy ¥ dz : ds

— =0, —— =, bt —v
ds Vz—z dsVz—1, ds V3 —3 j 2 b"(z—zﬂa

=¢"...(2);

porém deve accrescentar-se 4 equaglo dos limites o termo

. ds
| 3=1J d—i—r?ztj ;’l?{;:l_ﬁ
o0 que da
dxdx - dydy + dzds +dny i b K =20 (3)
ds '/:—z; J 2 V’ 5—3113

Entre os dois limites, de que se tracta, a ultima equaglio (2) e a equaglo
LLL
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(3), eliminando entre ellnsj " i

5 2 '|/'{:;-—z,)3

, & fazendo

dz =[|=-.g:E =¢ de

ds Fz—li dx dy ‘

dio ey + ¢dya + tadsa — clay — /Sy — 11331 + 83y (11 — 1) =0,
ou edxa + ¢'3ya 4 tadzs — edxy — ¢'Sy1 — 2331 =0...... (4).

4.° Se os dous limites estiverem sobre duas curvas situadas no plano da
cycloide, que supporemos o dos xz, e forem nelles

Jxy = Ajs 1y 823 =DBjza,

as equacdes differenciaes d’estas curvas: a equaglo (4), que se tornard, em

virtude d'ellas, em  (Be + t3) 832 — (Ac + f2) 831 =0,
dard as duas

5 St A"”‘+1=u
da

Estas equagdes mostram (Geom. Anal., n.° 31) que a tangente da cycloide
é perpendicular 4 da curva no segundo limite; e que uma parallela a esta

dax
tangente (para as quaes Ez_i — :‘:i) & perpendicular 4 da curva no pri-
1 2
meiro limite. Porlanto as duas curvas limites siio parallelas nestes pontos.
5.° Se os limites estiverem sobre duas curvas ndo situadas no mesmo

plano, e forem nelles
3z =Adzy, jys=ads, dxa=Bdzs, dya =032,

as equagdes differenciaes d’estas curvas: a equaglo (4), que se tornard, em
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virtude d'ellas, em

(Be + be' 4-1t3) 329 — (Ae 4 ac’ + t3) 3351 =0,

daré Bix—g+b-@4+t=0,ﬁﬂ+ad—y!+i=ﬂ.
dzg dlg dzg dz-;

Estas equacdes mostram (Geom. Anal., n.° 178, 6.%), como no caso pre-
cedente, que a tangente & eycloide no segundo limite e uma parallela a
ella no primeiro limite sdo perpendiculares &s duas curvas sobre as quaes

devem estar estes limites.
6.° Finalmente, se os limites estiverem sobre duas superficies curvas,

e forem nelles

331 ==Adx +adyy, dz2==DBjzs + bdya,

as equacdes differenciaes d’estas superficies: a equaglo (%), que se tornaré,
em virtude d’ellas, em

{c-]- B,!!'} Sxs + [c’ + blg] oYz — [c }- ﬂ!g_) sz — (b‘ + ﬂf&) 39‘1 =0,

d. i d d
dara —?3+B=l}.fﬂ+b=0. ﬂ--|-—A|=l]',«ﬂ'-+¢:|=l_'l.
d!] dzg dﬁg d}:g

Ora estas equagdes, comparadas com as differenciaes das superficies, satis-
fazem (Geom. Anal., n.° 174) & condigio de perpendicularidade entre os
planos tangentes e a tangente da cycloide no segundo limite, e entre os
mesmos planos e uma parallela a esta tangente no primeiro limite; por isso
que os tragos dos planos, dz = Adz, 3z ==4ady, js=DBjz, dz==>bgy, sho
perpendiculares, em virtude das equagdes precedentes, &s projeccdes da
tangente e da sua parallela: logo as duas superficies siio parallelas entre si
nos dous limites, e perpendiculares & tangente da cycloide no segundo
limite e & sua parallela tirada pelo primeiro limite. Pode tambem consul-
tar-se sobre esta materia a Mee. de Poisson, 1.* edi¢do, desde n.” 289

' até 203.
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459. Quando a curva deve ser tragada sobre uma superficie dada por
sua equaclio u =0, a equaclo (B) nlio se parte em tres, sendio depois de
Ibe haver ajunctado o termo Aju. Assim, em logar das tres equagdes (1),
teremos outras, entre as quaes eliminando % resultardio as da curva pro-
curada.

Se os limites forem dous pontos fixos, as constantes se determinariio
pela condi¢do de passar a curva por edses dous pontos.

Quando os limites deverem estar sobre duas curvas, a pedida cortal-as-ha
debaixo d'um angulo recto, como no primeiro caso.

Portanto, o resto do problema ¢ o mesmo em ambos os casos ().

480. VI.. Qual ¢ a curva BM (Fig. 58), de comprimento dado, que
passa pelos pontos B e M, e que intercepia entre as ordenadas BC, PM,
e 0 eixo AX, a drea maxzima?

Como deve ser maxima a irea [ydz, e constante o arco s, é necessario

combinar a varisglo de [Z=[ydz com a de ['Vdz® 4 dy®= const.,
como se viu no n.” 448, a fim de poder partir em duas a equagio (B).
A variaghio completa é

i} ' 4 T dydd,
f(y3d3+dzay+ [zsdw;; v y)=0;
d’onde resulta m=0, n—=y -+ E, M =dz, N=1f_.;
ds ds

e as duas equagdes, em que se parte a equaclio (B), sio

dx dy
A—— = & — A —==¢.
y+ ds ¥ g ds 4

B B B P I P P P B P P P P B P P P P G AP P PP e B PO

(+) Para verificar que a funcciio é susceplivel de minimo e nao de mazimo, appli-

1 4pt
quemos o processo do n.® $49. Temos V= lvf_:"_l:ﬁ d'onde se lira
b Bl "!.
BE . P " di i 1
# e i W T
+p

quantidade positiva: logo a funcciio proposta é um minimo, como se suppoz no texto.
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Estas equacdes sdo identicas, porque a integragiio d’uma conduz ao mesmo
resultado que a da outra: ndo se deve pois eliminar % entre ellas.

Substituindo na primeira ¥ dz? + dy? em Jogar de ds, vem

dy  At—(y—o)®
dr y—e :

o que da b (e = (y—ot=2"

O mesmo resultaria da combinac@io das duas equacdes; porque tirando d’ellas

da? dy?
g P S (e—y)% 22 7 Y ([ —2)

a somma daria (z—e 2+ (y—e)t=>1

Logo a curva procurada & um circulo. Para determinar as constantes
¢, ¢ e ), recorreremos 43 condicdes de passar o circulo pelos pontos B
e M, e de ter o arco BM o comprimento exigido. Tal é o mais simples
dos problemas dos isoperimetros.

4@14. FEsta e outras questdes do minimo relativo, reduzem-se #s do
minimo absoluto, ajunctando debaixo do integral a funcglio constante. Assim,
quando y=gx fizer [ (ydz-1ds) um minimo absoluto, tambem faré fydz
um minimo relativamente és carvas para as quaes /ds for o mesmo.

Para applicar agora a regra da distinegio entre o maximo € o minimo,
& necessario combinar a segunda condiglo de ser [ds constante com a do
maximo ou minimo. Ora, a equaciio

+dm .
y 1'&;

gl B . S e
da A= IS ey VI
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logo, substituindo em [ (ydz -+ Ads), temos

Sdz[y 4 (e—y)(1 +pY)]s

d*
e a regra de Legendre da TP—’=2 (e —1y).

Como ¢ é a ordenada do centro, a qual para a parte convexa é >y, e para
s

a concava <y, segue-se que i serd posilivo ou negativo, e a funcglo

proposta um minimo ou um maximo, conforme o arco de circulo voltar a

convezidade ou a concavidade para o eixo Az. O mesmo faremos nos pro-

blemas seguintes.

462. VII. Qual ¢ a curva BM, queé, para a drea dada BCPM (Fig.
58), tem o menor arco possivel? Temos de combinar as duas condigdes

SVdz? + dy*=minimo, [ydz=-const.; o que d4, imitando os racioci-
nios precedentes,

d
b + Wy =c¢, m—%:f—=e'.

ds

Estas equagdes sdo visivelmente as mesmas achadas no problema prece-
dente: logo o circulo & a curva procurada.

463. VII. Qual ¢ a curva, de comprimento dade entre dous pontos
fizos, para a qual [yds é um minimo?

Temos 3 [(yds + 1ds) =0.
A primeira das equagdes (D) dé

dz
(y 43} =—=me;

logo a curva pedida & uma catenaria, que tem o eixo horizontal.




CALCULO INTEGRAL 495

; dy
A segunda daria ds=—d [{y +1) i
dy .| dy

ou (y+1)dy=(y+l}-§dl_(y+1]-£].

. . dy‘
cujo integral (y+2)2=(y+2)? ¥ + ¢

278

ou (y+2)72da® o

ds®

é identico com a primeira.

A64. Para examinar se ha maximo, se minimo, temos a [uncgdo

proposta
J(yds + 3ds),
e a equagdo achada (y+2%) % ==,

que exprime a condigho commum a ambas as propriedades.
Tirando d’esta equaglio o valor de 3, e substituindo-o na funcglo, esta sera

~

J%wfch(l+p‘}.

A regra do n.° 449 da ﬂ=2|=.

dp*
=+ edy
Ora, comparando a equagiio achada dz=—--—"--—"——
Viy +2t—¢
; bdy
com a da catenaria  do=— (Elem. de Mec. n.° 78),
| Via—y)*=2"
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onde y=—a e b= ==¢, v8-se que y + ), e por conseguinte tambem ¢
é negativo: logo a funcgdo proposta é um minimo.

bdy

Com effeito a equaglo da_catenaria dompbir—pt——
Va—yi—o0

suppde que o eixo dos z é horizontal e corta a curva num ponto onde a
tensdo é a. Entlo a curva volta a concavidade para o eixo das abscissas,
a constante a é >y, e tem logar o que acaba de dizer-se, para que a
equaclo achada se possa comparar immediatamente com a da catenaria.
=+ edy
—_—)
Vyt—c?
ndo se pode comparar com a da catenaria sem mudar nesta a—y em y,

isto &, sem transportar o eixo dos z parallelamente a si mesmo, e eollo-
cal-o abaixo do ponto infimo da curva, a qual voltara a convexidade para

Mas, no caso de ser A==0 a equaglio achada, que entdo é dz=

: dz
este novo eixo. Ora a equaclo y 2, = em que se torna (y + %) 5=

di ¢ positivo: logo temos neste caso um minimo, como deve ser, isto é,
um maximo a respeito do primeiro eixo. Similhantemente raciocinariamos
quando ) fosse positivo, ou negativo e < y.
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DIFFERENCAS E SERIES

Methodo directo das differencas. Interpolacao

465, Sendo dada uma serie a, b, ¢, d,...., subtrahamos cada um
dos seus termos d'aquelle, que se lhe segue; teremos a serie das primeiras
differencas

a=b—a, V=c—0b, ¢/=d—e,....

Do mesmo modo as differengas dos termos consecutivos d’esta serie
dardo a serie das segundas differengas,

@'=b—a, V=¢—V,....;

e assim por diante.

Costumam designar-se as differencas pela caracteristica A affecta d'um
expoente, que designa a ordem d'ellas: assim A" é um termo da serie das
differengas da ordem n. Toma-se cada differenca com o signal respectivo:
—+, se é tirada d'uma serie crescente; —, se ¢ tirada d’'uma serie de-
crescenle. ,

Por exemplo, se na funcglio y = a* — 9z 4~ 6 fizermos successivamente
z=0,1,2,3,...., leremos uma serie de numeros, cujo termo geral
é y, da qual se tiram as differencas successivas do modo seguinte:

Raizes z==0 , | sidl oraroilh, porlbapa By it
Funcgdes y=—6 ,—2 ,—4& , 6 ,3% ,86 i
1. diff, Ay—— 8 e W28 B ...,

2. diff. Aly=— e | e e
3-“diﬂnﬁsy= ﬁ " ﬁ » ﬂ Fee 0 8w a e
'l-.“diﬁl.ﬁ‘y=ﬂ 0O , 0 PrAs s sy
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466. Vé-se que neste exemplo as differengas 4. sdo nullas, as 3.
constantes, e as 2." equidifferentes. Em geral, tomando para x numeros
equidifferentes, sempre chegaremos a differengas nullas, uma vez que y seja
funcglio racional e inteira de x; como vamos mostror.

Seja y=ka™ 4 pa™1 - pz"2 4., .. =[ ()

o polynomio proposto, e m o maior expoente de .
Substituinde por @ os numeros equidistantes «, = + h, « +2h,....
isto ¢, mudando suecessivamente « em « -+ h, teremos

ﬂ:ﬂf(ﬂ:—l—h]——ft—_': -;E-F—;- !g+..”

a’=f(¢+2h}—f(¢+h}=n+k%+....

dA dif
1 T h— .= Lyl 1N gt
isto &, A hdc-l-... hdu'_l-
E do mesmo modo
dA? d*f
S h— 4 ... =k
Ad==h— Bog
dan—1 anf
a1 =N
isto &, am—=1.2,...kk",
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Logo: em qualguer polynomio racional e inteiro do grdu m, a diffe-
renga da ordem m ¢ constante, ¢ a du ordem m + 1 nulla, quando se
substituem por x numeros equidifferentes.

467. Por onde se v& que, se houvermos de substituir numeros equidif-
ferentes, como acontece na resolucdo das equacdes numericas (Alg. Sup.,
n.° 73), bastara procurar os primeiros m 1 resultados, e formar as suas
differencas 1.*, 2.*,.... até a da ordem m, a qual serd constante e
==1.2.3...mkh™. Depois a serie d’estas ultimas differencas constantes,
que se podem escrever indefinidamente, dard, pela addigdo s da ordem
precedente, a continuagdo da serie da ordem m—1; esta dar4, pela ad-
dicio, a continuaglio da serie da ordem m—2; e assim successivamente
até chegar & serie dos resultados da substituicdo na equaglo, que se con-
tinuarh pela addigho das primeiras differengas.

Seja, por exemplo, a funcgdo y=2a% —2*— 2+ 1:
Como temos
z=0 , 1,2 , 3 AS— 6, 6, 6, 6, 6, 6...
da y=1 ,—1,1 , 13 At= 4, 10, 16, 22, 28, 34...
A=—2, 2 ,12 A=-—2, 2, 12, 28, 50, 78...
A= 4 10 y= 1,—1, 1,13, 4#,91...
A= 6, pars z= 0, 1, 2 3, & R

Estas series deduzem-se da serie das differengas constantes 6, 8 6,...,
e dos termos iniciaes j& achados para cada uma; de maneira que: qualquer
termo d'uma das series se acha ajunctando o que na mesma serie lhe fica
d esquerda com o que na precedente fica acima d’este ultimo. Tambem se
podem continuar as series em sentido contrario, para achar os resultados
correspondentes a8 z=-—1, — 2, —3,....: subtrahindo do numero,
que fica d direita do termo desconhecido, aquelle que fica acima do
mesmo termo.

Quando taes series se formam com o fim de resolver uma equaclio,
ndo ¢ necessario prolongar a serie dos resultados além do termo, passado
o qual estes devem ler sempre o mesmo signal ; o que acontece, logo que
s8o todos positivos os termos d’'uma columna qualquer, situada & esquerda
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dos que falta caleular, ou de signal alternado os da columna situada 4 di-
reita. Com efleito as addigdes e subtracgdes successivas, que servem para
prufnngnr as series, conservam constantemente 08 mesmos signaes nos re-
sultados. Por este modo se obtem os limites das raizes, tanto positivas,
como negativas, -

4@68. Designaremos por v, a funceo de z, que & o termo geral da
serie proposta ; termo que gera todos os outros, fazendo x=0,1,9,3....
Assim yy denotars o termo, que se obtem fazendo z =5 no geral; isto
é, aquelle que tem 5 antes de si (como € o numero 91 no exelﬂplu pre-
cedente).

Conforme esta notaglio, teremos

i— Y%=AY% Ya— y1i=Ay, Yy3— Y2=A4y3...
AYy1— A Yy=2%p, A yo— Ay =A%), Ay — Aya=A4%s,...

Aty — Ay, = Ay, A%ys — A%y =A%, Aty — Atys=Aly,,. ..

Em geral Ye— Yo1=AYo—1»
AYr— A Yoy= —"-’ys—h

:.'l! 7 Nt a!ys—t —_= ﬁayg—h ﬂtl.‘n
469. Formemos as differengas d'uma serie qualquer
gy, ) dyowyo. | b =a +d, c =b 4V, d =¢ +¢, ..
Bt V¥, R s see | O =a' +a" ¢ =V V', & =¢ -+, ...
Ag".a"’ b”p l’.'", d”, e”|. aes ‘ b” :ﬂq +n”rp "” =bff +b’”’ d” --—"-l:" +c'”-- e
A3..a", 0", ¢, d'", e",... | b'=a""'4-a" , ¢"=b/"'4-b" d''=¢" 4-¢",...

Eliminando , ¥, e, ¢',. .. das equacdes da primeira linha, reduziremos
o0s segundos membros a ndio conter sendo a, a', a”,. .. Tambem se podem
obter valores de o', a”, a",. .. que nio contenham nenhuma letra accen-
tuada,
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Teremos assim:

b=a+ d,¢c=a +2' +a',d=—a+ 3a'+ 3a'4a",

¢=a-4a' 4 6a"+4a"4a", f=a+ Ba’' 4+ 10a" etc.

=b—a, d"=—=¢—2+a, a"—=d—3c +3b—a...

Ora, como os iniciaes a/, a’, a",. ... sio AYye ﬂ‘yu. aay,,.. wadt Bl
b, ¢, d,.... 580 yg, Y1, y2,....: as equagdes precedentes ddo
Y1=Yo+A4Yp, AYo=Y1—Yor
ya=y,+24y,+ A%y, a®yy=ya—2y1+yy»

Y=y, +3Ay,+ 35!9{1""53!10- ady=y3—3ys +3y1—vp,
Y=Y+ A4y, +68%,+ EA%y Ay, | ayg==yi—hys+6ys—iys+y,
elc. ele.

Em geral

x—1 r—1 z—2

Ye=Yy+2Ay,+2= 3 ﬂ'¥o+3"2—- 3 Alyy+ ... (A),

n—1 n—{ n—2

A% 90 =Ya — Mot + A —5— Y — 0

5~ —3 Yot (B);

z(lz—1)... (2 —i41)

- ks o R Frer Ry &0,
o), Jolmasdipi)
d‘yﬁ=ya+2( :)."(_"_ '] ("' - s ) n—i

490, A primeira d'estas equacdes di o termo de qualquer ordem z,
isto é, o termo geral, quando se conhecem os iniciaes de todas as ordens
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de differencas: a segunda dé& o termo inicial da serie das differengas de
qualquer ordem n, quando se conhecem os termos da serie y;. y1, Ya. ..
Para applicar a primeira serie (A) ao exemplo do n.° 465, faremos

yo=1, ayp=—2, alyg=14, a3y =06, alyy=0,...

o que dé
Yr=1—202 42z (z— 1)+ 2(x—1)(zc—2) =2 —2? — 22 4 1.

4314, As equacdes (A) e (B) facilmente se gravam na memoria, no-
tando que os coefficientes das differengas al, a%,.... em (A), e os dos
termos Yn, Yn—i.+++. em (B), sho 0s mesmos que os coeflicientes dos
desenvolvimentos de (1 + ayg )® e (y — 1)" pela f6rmula do binomio: de
maneira que podemos escrever

y=(1 4+"ayy)" a™yo=(y—1)";

com tanto que nos desenvolvimentos d'estas expressdes se substituam em
logar das potencias de Ayy os expoentes de A que marcam a ordem das
differencas, ¢ em logar das potencias de y os indices; pondo além d'isso y,
em logar do primeiro termo 1.

432. Qualquer que seja a serie proposta a, b, ¢, d...., podemos
sempre concebel-a tirada d’outra, na qual se tivessem omittido periodica-
menle certos termos, isto é, da qual a, b, ¢, d. ... [ossem os termos to-
mados de 2 em 2, ou de 3 em 3, ou de & em 4,.... Supponhamos pois
que, dada a primeira serie @, b, ¢, d.... ou antes o seu termo geral ys
(eq. A), nos propomos achar a serie primitiva, queé designaremos por

a.a.a"...a™0.0.0.0" ... .00~ ed.¢. . b1, ete....(C).

Suppd-se que d’esta serie resulta a primeira supprimindo h— 1 termos
estreae b, h— 1 entre b e ¢, h — 1 entre ¢ e d,...; termos sujeilos
4 mesma lei de geracdo que a serie a, b, ¢, d,...., a qual faz parte da
primitiva.
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A inser¢io d’'um numero designado de termos entre os de uma serie
proposta, sujeitando-os & mesma lei, chama-se interpolagio; de maneira
que interpolar consiste em achar estes lermos intermedios, ou antes o

termo geral da serie (C). Para isto basta evidentemente fazer a:=a—{— na

equagdo (A), que representa o termo geral da serie a, b, ¢,...; 3 desi-
goando a ordem d'um termo da nova serie (C). Com efleito fazendn

2=0,1,2,3...h h+1, h+2...2h... etc,

1

23 i 2
temos =0, B I.I...l,1+I,1+I...i....

na qml-se acha para x a serie 0, 1, 2,.... com h —1 termos interca-
lados entre 0 e 1, outros tantos entre 1 e 2, etc.; e por conseguinte para -
a serie (A) os termos dados @, b, ¢, d.... com os h— 1 interpolados

entre cada dous consecutivos. Substituindo pois z — = na sefie (A), te-
remos a [érmula de interpolagao h

z.al  z(z—h) a® z(s—h)(z—2h) a3
ot Mol st eBiae Sl ey

Yy: =Y +

Esta equaglio daré os termos interpolados; e reproduzird tambem os
primitivos a, b, ¢, d,. .., suppondo z =hz=h.(0, 1, 2,...). As diffe-
rengas de todas as ordens, (cujos termos iniciaes representam A, A%,...)
tiram-se da serie proposta a, b, ¢, d,....

Mas é necessario chegar a differengas constantes, para que a serie se
componha d'um numero finito de termos; ou ao menos a differencas Al,
A%, A3, ... decrescenles, que tornem convergente a serie (D). Entdo a
formula (D) daré a grandeza approximada d'um termo correspondente a
qualquer valor de z: bem entendido que ndo se deve tomar  tal que os
factores das differengas destruam a convergencia da serie, 0 que restringe
& dentro de certos himites, LA
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Por exemplo, acha-se na Geometria que, sendo 1000,0 a corda do
arco de 60°, correspondem

@08 arcos xr as cordas y;
8= B800.:.0.5.. y==1000,0 1
88Y) svisle w00 o $074:8 +on A0 TG0 g0 s gio
oL ST G 1147,2 .70'3 —2,3.
i A Sl 1217,6 £

Como as differencas 2.** sio quasi constantes, a0 menos no intervallo
de 60° a 75°, podemos, entre estes limites, empregar a equaglio (D), fa-
zendo h==>5; o que da

2
y:==1000,0 + % 74,6,z — 30 3(z—8)=1000,0+15,12.z — 0,0432.

Assim, tomando 5=1, 2, 3,. .., acharemos por esta formula as cordas
de 61°, 62°, 63°,...; e tomando para 3 valores [raccionarios, acharemos
as cordas de quaesquer outros arcos intermedios entre 60° e 75°. Mas
ndo se deve estender o uso das differengas assim obtidas além dos limites
d’onde ellas foram tiradas.

Mais um exemplo :

Temos log 3100 =y, = 4913617

log3110 " —49a760s *'=13987
log 3120 = 4941546 13897 —45;
log3130  — 4955443 -

considerando a parte decimal do logarithmo como se fosse inteira.
Fazendo h= 10, vem

ye=log 3100 + 1400,95.z — 0,225, :2;

onde basta fazer =1, 2, 3,.... para achar os logarithmos de 3101,
3102, 3103....: ¢ se quizermos o logarithmo de 3107,58, faremos
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5="17,58, o que daré
log 3107,58 =1log 3100 4 0,0010606 — 3,4924223.

Veja-se a Astron. Prat., n.° 77, e a Géod., n.° 378.

493. Estes processos empregam-se com vantagem para abreviar os eal-
culos das taboas dos logarithmos dos senos, das cordas, ete. Para as formar,
procuram-se sémente os resultados de espago a espaco, e enchem-se os
intervallos pela interpolagdo.

As mais das vezes a serie proposta a, b, ¢, d,..., ou a taboa de nu-
meros, que se quer interpolar, corresponde as ordens 1, 2, 3,.... Temos
entdo h=1: e a férmula (D), que se reduz a

z—la'_htz-—-t 5—92
R b

yz=y“+’ﬁ1’+£ As+.--.-(E)g

serve para achar qualquer termo intermedio entre yg e yy correspondente
& ordem z.

1.° Quando A? ¢ nulla, ou muite pequena, a serie reduz-se a y + zA;
d’'onde resuita que a differenca y, — yo cresce entdo proporcionalmente

a z, isto &, que, para ler Y,, basta accrescentar a yo a parte de Ay
proporcional a 2.

2.° Quando A® é constante, ou A® muito pequena, como as mais das
vezes acontece, fica

y:=yn+:=(.&’+%(z—1}a‘).

D’onde resulta a regra seguinte:

Forme-se i—[:— 1) A%, e ajuncte-se com o seu signal 4 differenga A1;

depois com esta differenga assim correcta faga-se o resto do caleulo como
no caso precedente (1.°).
NNN
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Por exemplo
LY

log310=2,4913617
log 311 = 2760% : ggg; — 45
log 312 = 51546 13897 — 45

Como os A® siio constantes: se quizermos log 310,758, faremos —0,758;
i
calcularemos 3 (s— 1) A*=0,121 .45 = 5,445, que ajunctaremos a

Ay; depois multiplicaremos a somma 13992,885 por =, o que dara
10606,27; e em [im ajunctando o resultado 0,0010606 a log 310,
teremos log 310,758 =2,4924223.

3.° Quando A3 é constante, ou A muito pequena, a serie (E) tem sé

! bt i
quatro termos. Entdo é necessario corrigir A? de 7 (s —2) A%; e operar

com o A assim correcto como no caso precedente (2.°).

Acham-se applicacdes d’esta theoria a pag. 101 das taboas dos logari-
thmos de Callet, onde se calculam os logarithmos com 20 decimaes.

4. Reciprocamente, se os lermos y. e yy sdo dados, e se pede a ordem
z do 1.° sendo constante a differenca 2."; temos

- y;:}‘“ .......ot-.c--v'(FJ‘

&1+%(z-—-l]ﬁ*

Para calcular esta expressiio, despreza-se primeiramente o segundo termo
do denominador, o que da um valor approximado de z; depois substitue-se
este valor de 2 no segundo membro da (6rmula (F), sem nada omittir d’ella.

Assim, se no exemplo precedente se conhece o resultado y. do cal-
rulo: subtrahe-se d'elle Yo =log 310, e fica 10606,27, que dividido por
A1=13987 di uma primeira approximagio z==0,758: depois substituindo

cste valor no segundo membro de (F), resulta x=%= 0,758.

O problema inverso se resolvera do mesmo modo, quando A3 for con-
slante, elc,
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A%4. Quando A% & constante, e se querem interpolar n numeros suc-
cessivos entre yo € yy, pode fazer-se o calculo muito commodamente, do
modo seguinte. Mudando z em z 4 1 pa formula (D), e subtrahindo um
resultado do outro, vird o valor geral da differenga primeira para a nova
serie interpolada; depois, fazendo o mesmo nesta, vird a differenca se-
gunda. D'este modo acharemos

: Al 2—h+41 : Al
nlindos T e e i; . e,
diff. 1.5 = o —een M2 G 25, P -

Supponhamos que se querem inserir n termos entre ¥o € yi. E neces-
sario tomar nas formulas precedentes h==n + 1; e depois lazer =0,
para ter o termo inicial das differencas

Al Al i
Blo B gimensais dival il
l{u+l)"”g n+1 2 -

31

Por estas formulas calcular-se-ha 3%, e depois 3'; o termo inicial 3, I
com a differenca constanle §%, servird para compor as differengas pri-
meiras da serie interpolada; e estas diflerengas, com y,, dardo a serie
pedida, por addigdes successivas,

Por exemplo, para calcular (pag. 504) os logarithmos de 3101, 3102,
3103, . . . basta interpolar 9 numeros entre os dados log 3100 e log 3110.
Para isso temos n==9; o que da }*=—0,45, e }'=1400,725. Com
este 31 inicial, e com a differenga constante §%, forma-se a serie das dil-
ferengas primeiras

1400,725, 1400,275, 1399,825, 1399,375, 1398,925,....

Em fim, esta serie, com o termo inicial log 3100, dara os logarithmos
I conseculivos que se procuram.

Supponhamos que de 12" em 12" se observou um phenomeno physico,
e que os resultados medidos foram

horas y Al AR
08 s v 43000078
st 300 - 144
25...... 666
36...... 1176

510 154
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Para achar os resultados correspondentes a 4* e 8°,. ... & necessario
interpolar 2 termos. Temos entdo n=2, 32— 16, }!=—58: com o pri-
meiro termo 58, e com a razio 16, comporemos as equidifferencas que
formam a serie das differencas primeiras; depois, com esta serie e com o
termo 78, formaremos a serie pedida:

Diff. 1.~ 31,.. B8. 74%. 90.106.122.138.......,
Serie........ 78.136.210.300.506. 528 .666. . .
o', 4%, 8, 13", 16", 20%, 24...

A supposiglo das differencas segundas constantes convém a quasi todos
0s casos, quando se podem escolher intervallos convenientes. Usa-se fre-
quentes vezes d’este methodo em Astronomia; e até, quando a observacao
ou o caleulo dé resultados cujas differengas segundas offerecem um anda-
mento pouco regular, imputa-se este defeito a erros, que se corrigem re-
stabelecendo um andamento uniforme.

435. As taboas astronomicas, geodesicas, ete., sio formadas segundo
estes principios. Calculam-se directamente alguns termos, tao proximos
uns dos outros que as differencas primeiras ou segundas sejam constantes ;
depois interpola-se para obter os numeros intermedios. (Vej. Astr, prat.,
n." 78).

Assim, quando uma serie convergente da o valor de Yy, por meio d’'uma
variavel : em vez de calcular y para cada valor de z, (o que se tornaria
muito laborioso, sendo frequente o uso da férmula), determinam-se os re-
sultados y para grandezas de = gradualmente crescentes, de maneira que
estes resultados sejam pouco differentes; e f6rma-se uma taboa, na qual
se inscreve cada valor de y ao lado do correspondente de z, que se chama
Argumento da taboa. Entao, querendo achar os valores de y correspon-
dentes aos z intermedios, obtem-se immediatamente os resultados procu-
rados por meio de partes proporcionaes.

Quando y depende de duas variaveis ou argumentos, z e 3, dispde-se
os valores de y em taboas de duas entradas, como a de Pythagoras; de
maneira que, tomando @ e z como coordenadas, o resultado acha-se na
casa, que elles determinam. Assim, para =1, escrevem-se na primeira

linha os resultados correspondentes a =1, 2, 3,...; para 5=2, escre-
vem-se na segunda linha os resultados correspondentes aos mesmos valores
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de z; com =23 f6rma-se a terceira linha, etc. Entdo, querendo achar,
por exemplo, o resultade correspondente a =23 e =35, basta procurar
a terceira columna, e nella a quinta casa, que dard o resultado pedido.
Os valores intermedios obter-se-hio d'uma maneira analoga ao que fica
dicto.

4798, Temos até aqui supposto que os z crescem por equidifferencas.
Nio acontecendo assim, e conhecendo os resultados y=—a, b, ¢, d....
correspondentes a hypotheses quaesquer £ ==, &, v,. ..., podcmos re-
correr & theoria, que se expoz (Geom. Anal., pag. 171), quando se tra-
ctava de fazer passar uma curva parabolica por uma serie de pontos dados.
Tambem se pode proceder do modo seguinte:

Com os valores correspondentes conhecidos a, a, b, B,.... formam-se
as fracgbes conseculivas:

b—a c—b d—e¢ e—d
A= 1A= .A— ’A= N
= W T T

Aj—A As — A Az —A
B—-l % 1=_’____|.B!____ 3 ] 9
; B d—3 ja=sy
C=B\1—B- ctﬂﬂg—ﬁl :
3 —a 1—B
D=E’_C
—a

Eliminando entre estas equacdes, acha-se successivamente

be—a+ AR —4d),
c=a-+ Ay —a)+B(y—a)(y—82),

d=a+ A3 —a)+B (3 —a)(d—5)~+C(3—8)3—1)
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e em geral
ys=a+A(z—a) + Bz —a)(z —B) + Clz—a)(x —B)(z—1)+...

Para calcular esta f6rmula, tomam-se as differencas primeiras entre os
resultados a, b, ¢, d,. ..., e dividindo-as pelas differencas das hypotheses
respectivas «, 3, y, 4,. .. obtem-se A, Ay, Ag: tractando depois A, Ay, . ..
d’'um modo analogo, deduzem-se B, By, Ba,. . .; depois, por meio d’estes,
acham-se C, Cy, Cq,...; e assim por dianle: em fim, substituindo na [6r-
mula, acha-se o termo geral pedido y,.

Execatando as multiplicacdes, a expressio precedente toma a férma
@ +a'z+a'"z? +.... d'um polynomio racional e inteiro; o que provém
de se terem desprezado as differengas d’ordens superiores (0.’ 466).

Por exemplo de resultam

Corda de 60° = 1000

35 | A —18
62. 20'— 1038
65. 10 — 1077 ¥2 | Ai=14.82

69. 0 =1133 50 | A= 1461

—0,18 | B =—0,035
—0,21 Bi= —0,031;

e slo -:=0.[3=2%,]r=5%-. d=09:

por conseguinte, desprezando as terceiras differencas, teremos
yz==1000 + 15,082, 2 — 0,035 . «2.

437. Considerando qualquer funcglio y, de £ como termo geral da
serie dos resultados correspondentes a z=m, m + h, m + 2h,... o
o termo geral das differencas entre estes resultados seré a differenca pri-
meira da funcglio proposta y,, que se representa por Ay, Para ter esta
differenca basta mudar # em 2 + h na funego proposta y,, e subtrahir y.
do resultado: o resto gerard a serie das differencas primeiras, fazendo
z=m, m + h, m + 2h,. ...
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Por exemplo: Y=

(x + h)2 ?

d G e a+z+h a-{—z:

expressdo, que se terd de reduzir, ou de desenvolver em ordem és poten-
cias de h....
Em geral, o theorema de Taylor da

1 i
Ays =y'h + g y''h* + i—ay-'”ﬁ“ +...

Para ter a differenca segunda, fariamos a respeito de Ay, o mesmo que
fizemos a respeito de yz; e semelhantemente para as differencas terceiras,
quartas, etc.
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Integracio das differencas. Somma das series

478. InTeGrAGAO DAS DIFFERENGAs. Esta integrachio consiste em re-
verter d’uma differenca, dada em =, 4 funcglio que a produziu; isto é, em
achar o termo y, d’uma serie Yms Ymt-hs Ymi-2h+ - - -, quando se conhece
0 da serie das suas differengas de qualquer ordem. Esta operaglo indica-se
pelo signal 3.

Seja, por exemplo, X (3% 4~z — 2), suppondo h =1 = Az. Esla ex-
pressdo indica que uma certa funcgio desconbecida y= dé, para z=0, 1,
2,...., uma serie de termos taes que o termo geral das suas differencas
primeiras — 2, 2, 12, 28,... é 322+  — 2. Assim, tracta-se de achar
uma funcgdo fz de  tal que seja

[(@+1) — fo =324 22 —2.

Ora facilmente se vé que:

1.7 os signaes A e 3 se compensam ; do mesmo modo que Je d: assim
ZAfo==fz.

2." A(ay)==apy; por conseguinte ay = aly.

3.° A (At—Bu)=AAt—BAu; logo 2(At—Bu)=AZ(— BZu, sendo
t e u funcgdes de z.

- 439, O problema, que consiste em achar y, por meio da sua primeira
differenca, ndio contém os dados necessarios para se resolver completamente.
Com effeito, supponhamos que —2, 2, 12, 28,.... é a serie das pri-
meiras differengas: para recompdr a serie primitiva bastard tomar o pri-
meiro termo yy==a, e junclar successivamente as differencas, o que daré
a,a—2,a+2,a+12,....; mas a ficard arbitrario.

Qualquer integral pode sempre julgar-se comprehendido na equagdo (A)
do n.* 469: porque, tomando z =10, i,2,3,...na differenca primeira dada
em x, formar-se-ha a serie das differencas primeiras; as differencas suc-
cessivas d’'estas dardio a serie das segundas; as d'eslas as terceiras, ete. Os
termos iniciaes d’estas series serdio Alyo, A%, A%y,...; e estes valores
substituidos em (A) dardio y,. Assim, no exemplo precedente (que é 0 do
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n.° 467, quando a ==1) temos (n.’ §70)
Alyg=—2, A'yo =4, A% =6, Alyy=0,...;

logo yr =1y — 2z — a4 2%,

Em geral, o primeiro termo yo da equagio (A) é uma constante arbi-
traria, que se deve ajunctar ao integral.

Se a funcgdio dada é uma differenga segunda, seri necessario por uma
primeira integragho reverler & differenca primeira, e d'esta a y,; o que
mtroduzird duas constantes arbitrarias. Com effeito a equagio (A) faz
ainda conhecer y., achando A%, A3,...; mas ficam arbitrarios yy e Aly,.
Semelhantemente discorreremos a reﬂpeilu das ordens superiores.

480. Proponhamo-nos, por exemplo, achar 2z™, sendo m um ex-
poente inteiro e positivo. Representemos este desenvolvimento por

SaM=—pz® 4 q2* 41 +....,

sendo p, ¢, r,. .. coeflicientes, e a, b, ¢,. .. expoentes decrescentes, que
se tracta de determinar.

Para tomar a differenga, temos de supprimir o signal % no primeiro
membro, e mudar no segundo & em @ -k A, e de subtrahir; o que d4, pa-
rande nos segundos termos,

z" = paha*—1 4 %pa (@ — 1) k2222 4 gbhat—1+-, . .:

ora, para que os dous membros d’esta equaglio sejam identicos, ¢ neces-
sario que tenhamos, em quanto aos expoentes,

a—1l=ma—2=b—1,oua=m+1, b=m;

e, em quanto aos coefficientes,

!
{ =pah, — = pa[u-—-l]h\-_-gb, oup=( ) P q-—

000
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Em quanto aos outros termos, & visivel que os expoentes sio todos
inteiros e positivos; e até se pode reconhecer que devem faltar de dous
em dous; o que tambem resulta do calculo seguinte. Ponhamos

hm=pﬂ+1—%x“+mﬂ'1+ﬁzﬂ4+1x‘—3+...

Para determinar a, B, y,.... tomemos a differenca primeira, pondo
\ | :
Z+h em logar de z, e subtrahindo. Passando pz™t1 — Ez" para o pri-

meiro membro, e observando que ph(m 4 1) =1, este membro redu-
zir-se-ha a

B m—3 3ht R g
—1 e | e il — b
AT R Tl e 5

onde omittimos, por abreviar, os termos do desenvolvimento de dous em
dous, os quaes o caleulo provaria que se destruem, e designamos por 1, m,
A, AY,. .. o8 coellicientes do binomio.

Fazendo o mesmo calculo sobre o segundo membro az®—1 4 Bam—34 ...,
teremos

(m— 1) ahan—t 4 2B =) i
+ (m —3) Bh

Comparando termo a termo estes dous membros, acharemos

mh 3 — AlR3 Avpb
—_—— = == sy
NTE ¥ Jhmid 6 3 W iaimnl o e b AL




e serd assim finalmente,

1
e o L etk AR

I
(m+Dh 2 bk v « (D2

+ A7 chbzm—5 - Andhia™—7 4 , ..

0s coefficientes d'este desenvolvimento slio os do binomio, de dous em
dous termos, multiplicados por certos factores numericos a, b, ¢,. .., que
se chamaram Numeros Bernoullianos, por ser Jacques Bernoulli o primeiro

que os delerminou.

Como estes factores tém muito uso na theoria das series, ensinaremos
(n.* 482) um meio facil de os calcular: mas desde ja domos os seus valores:
-

1 = T e 16_1
12’ 120 262 © 240" 132’

691 {3617 . 43867
= rhiee "Nashy

(== 3760’ = T3

AS1. Por onde se v& que para achar 3y™, quando m é um numero
inteiro e positivo, & necessario, além dos dous primeiros termos
e imento de (2 -+ A", supprimindo
P S tomar o desenvolvimento de (& - k)™, supp 0s
termos d’ordem impar 1.°, 3.°, 5.°%..., e mulliplicar os termos, que se
aproveitam, respectivamente por a, b, ¢,.... Nestes termos x e h ndo
tém senio expoentes pares, quando m € impar, e reciprocamenle, e por
isso deve rejeitar-se tambem o ultimo k™, quando elle ¢ da ordem

dos que ndo servem. O numero dos termos é 3 m 2, quando m € par;
e -2!- (m + 3), quando m ¢ impar; de maneira que este numero de termos

vem a ser 0 mesmo para um inteiro par e para o impar consecutivo,
Por exemplo, para m = 10, desenvolveremos (2 - h)'Y, e conservando
08 termos 2.°, 4.° 6.%. ... d'este desenvolvimento, leremos de ajunctar

~
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11
102%h + 12027003 + . . .a Eﬁ-lm"’; o que da

spl0 — _2_11 =« A _!_ x10 ..5_ ah — 2Th3 4 2545 — l .'1:3!'!7-}-—5—.!:-‘!9.
ith 2 6 2 66

11h

2

Por este modo se obtem os seguintes integraes:

bhat

$ o 0¥

hz?

ha®
8h 2

x? 8  9hx?
zxs= sl il T

T
Sha®

230 a8

pl

i
2

e

R R

hiz?
12’
h3x3
¥ X
Thizt
24
Thizgh
15
Thiz®
10

hiz

32

hBx2
12

PIREE hiz

hozt 3R

2 20 '

1 i 5
3zll— :_I{fﬁ —— a0+ —:— x%h — xTh3 4 &8 — = a3h7 + -6—6:..'!;“, ete.
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489, Podemos achar facilmente os numeros bernoullianos, a, b, ¢,
d,. .. por meio da equagio (D). Para isso facamos x==h==1 nesta equa-
¢ho: como 3z™ ¢ o termo geral da serie, que tem 2™ por differenca pri-
meira, este termo serd 31, e a serie serd a dos numeros 0, 1, 2, 3,....
Tomando zero para primeiro membro, e transpondo os dous primeiros
termos, teremos

£, met
m+1" 2 2(m+1)

=ﬂm+bﬂ”+ﬁt‘“+dﬁ“ -at+kml

Ora, se fizermos nesta equaglio m = 2, o segundo membro reduzir-se-ha

a am, e teremos umﬁ; se fizermos m = 4%, o segundo membro seré

am -+ bA", e teremos % ==4a + &b, que db b=— F%O‘ do mesmo modo
m—~06 daré o segundo membro am + bA" 4 6¢ e por conseguinte e= T

e continuando assim a proceder segundo as potencias pares, n=2, 4, 6...,
obteremos equagdes que irdo tendo successivamente um lermo de mais,
2a, &b, 6¢,....mk, e que servirio por isso para determinar 08 numeros
B.he .k,

483. Tomemos a differenga do producto
ye =(x — h) z (2 + h) (= + 2h). . .(z + ih).
Substituindo = + h em logar de z, e subtrahindo, vem

Ays =@ (& + h)(x 4+ 2h). . . (@ + th) X (i +2) h.

Dividindo esta segunda equacdo pelo factor constante (i 4+-2)h, inte-
grando, e substituindo a expressdo y; dada pela primeira, teremos

x—nh

23(3.1—};)(;4-\2!:)..(x+|h)=mx(m+h][z+ 2h). .. (x+k);

equaclo, que dé o integral do producto de factores que formam wma
equidifferenca.
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484. Tomando a differenca do segundo membro, verifica-se a equaglio

i e
2@t )@t 2h).. (@t ih) ke @A) (@t G— 1) A]

A85. Para y,=a”, temos Ay, =a® (a* —1),

que dé Yo =20 (a* — 1) =a”,
. I
e por conseguinte Ea’=w,‘ T DT const,
486. E

Acosz==cos (2 + h) — cosx=——2 sen (.‘.I: - ._;..4,) sen%—h;

d’onde, integrando e mudando z + % h em z,

welefa ot 34

resulta 3sen z=—— :

Esen—ih

-}~ const.

Semelhantemente se acharia

1
sen (z - h)
JZco8 5 ——-o-— 4 const,

Esen%k

Para integrar as potencias de senos, basta transformal-as em senos e
cosenos d’arcos multiplos (Alg. Sup., 0. 162); e integrar os termos
resultantes da forma A sen gz ou A cosqz por meio das equagdes prece-
dentes, pondo gz = z.
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487. Para achar 3usz, sendo u e z luncgdes conhecidas de =, repre=-
sentemos este integral por

Fuz=—ulz 4|,

onde ¢ representa uma funcglo de z, que se tracta de determinar. Se mu-
darmos & em x -+ h, mudar-se-hdio u, z e t em

¥+ Au, 34 Az, e (AL
e Uiz 4 em uls~us—+Aul (3 + Az) + {4+ Al

Subtrahindo d’este resultado o precedente uXz - ¢, teremos a differenga
de Zuz,

us=us + AuZ (5 4 Az) 4 Al;
d’onde se tira t=—23[AuZ (z + A3z)];
e portanto Juz =u3¥s — 3 [Au.3(z + Az)],

férmula, que corresponde & integragdo por partes das funcgdes differenciaes.

48S. Ha s6 um pequeno numero de funcgdes, das quaes se conhega
o integral finito; e por isso, quando se ndo sabe integrar exactamente,
recorre-se s series.

A serie de Taylor Ay =y'h+ -;- YR+,

{
da Yo =h3y' + - M3y" + é-h‘zy’” + ey

onde ¥, ¥, ¥"y+ 1« sho as derivadas successivas de y; .
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Se considerarmos y' como uma func¢do dada z de =, teremos

yf=" yu==fi y”"~=8”p ves 8 ¥z u=fy'dx=fzdx:

logo fsdz==ﬁ£z+%h’2:’+—;-k’zz"....

e zz=h—‘1fzdm—%-hzzf—%ﬁ*£z”....,

equacdo, que d& 2z, quando se conhecem X3/, 33",....
Tomemos a sua derivada: vird

i
zz’=h—1x—ih.22"". .5

isto 6, %z’ expresso em 3z”, 33",.... Tomando a derivada d'este
resultado, achariamos 32" expresso em 23", 33% , . .; e assim por diante.
Mas, sem fazer estes calculos, facilmente se vé que o resultado das substi-
tuigdes successivas serh dd forma -

Yz==h~1 fzde 4+ Az 4 Bhs' 4 Ch¥%:" 4., .,

onde resta determinar os coefficientes A, B, C,. ...

Para isso seja z=2z™: tirando d'esla equacdo [ zdz, 5/, 5",. . . e substi-
tuindo, acha-se uma serie, que, por isso que deve ser identica com (D),
nlio pode conter as potencias m —2, m — 4,.... de h.

Assim _ 4%

dz 1 b
Re el -.—iz+%hz"+mh"s’f’+2.3f‘.sh5ﬂ+...,

sendo a, b, ¢,.., 0s numeros bernoullianos,
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Por exemplo, para s3=Ilr e h=1, temos

[sdz=[flz.dz=2zlz—z, ' =21, =, ,.; |.
e porlanto zl':s:={l+z!z—z—%fz-{-m‘ti-ba"'“-[-cx""....

489, Somma pas series. Sendo a, b, ¢, d,... uma serie, que (em
a, V¥, ¢,.... por differengas primeiras, sao

b=a+tad,e=b4b,d=c+¢,...I=k+4k;

equagdes, cuja somma ¢ [=a4a' +V 4+ .... K.

Se @', ¥, ¢,.... sdo numeros conhecidos, podemos sempre conside- I
ral-os como differengas primeiras d'uma serie a, b, ¢, d,. ... que facil-
mente se comporia por meio do primeiro termo a e das differencas dadas:
e como por definigho (n.° 479) sabemos que um termo qualquer !’ da serie
@', b',... é Al, por isso que I'==m — I, segue-se que, integrando I'= 4l,
teremos 3l'==1, ou

U=a+b+c+....F, : |

incluindo o termo inicial a na constante da caracteristica 2. Logo: o in-
tegral de gualquer termo d'uma serie é egual d somma de todos os ter-
mos, que o precedem,

Se=Yo+ Y1 +yat... Yeq.

Mas, se na somma quizermos comprehender o termo geral y., serd
necessario ajunctal-o ao integral, ou mudar neste z em z 4 {, ou final-
mente mudar £ em 4+ 1 na expressio de y, antes de integrar. Para
determinar a conslante, basta fazer a somma =y, quando x=1.

490. Pelo que fica dicto, saben.os achar o (ermo sommatorio de

qualquer serie, cujo termo geral se conhece em funcgdo racional e inteirg
PPP

ot
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de x. Assim, o termo sommatorio da serie que tem por termo geral
yr==Aa™ —Ba" 4 C, sendo m e n positivos, até y, exclusivamente, &
A3z™ —B3z* + Cxa’. Antes ou depois de haver determinado este integral
por meio da equagdo (D), mudar-se-ha z em @+ 1, para comprehender
Yy, na somma, e determinar-se-ha convenienlemente a constante.

I. Seja, por exemplo, y. = (2# -~ 1). Mudando z em z + 1, e in-
tegrando o resultado, teremos

!-;r3+331—z_x o4+ 1 dz—1
2.3 T LT

23351 4 332 4 320 =

sem ajunctar constante, porque =10 deve reduzir a somma a zero.

II. A somma da serie das potencias 1™, 2™, 3™ .., dos numeros na-
turaes acha-se integrando z™ (eq. D) ; mas é necessario accrescentar ao in-
tegral o termo da ordem x, que & a™, isto é, mudar o segundo termo

—-:?x"' da eq. (D) em -;-‘-:c"'. E para determinar depois a constante, é

necessario attender ao termo pelo qual a somma deve comecar.
Por exemplo, para a somma dos quadrados, temos de tomar 3z (pag.
516), mudando o signal do segundo termo, o que da

1 1 1 92241 41
bl B g i, e 7.
FUFgPrgame 3

nio ajunctando constante, por ser a somma nulla quando z=0.
Mas, se quizermos que a somma comece por n®, extendendo-se de n®
a %, enliio deve ella ser nulla, quando z=n—1, o que da

n—1 2n—1
B o =3’

a constante—=—n

I1I. Esta theoria applica-se & somma dos numeros figurados. Por exemplo,
querendo sommar os & primeiros numeros pyramidaes 1, 4, 10, 20,....
(4lg. Sup., n.” 17 e 19), devemos primeiramente integrar o termo geral

—;—-w(m+2)(¢+i], o que da (n.° 483) 2%(:.1:-!};:(4:-}- 1)(z+2);
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¢ depois, mudando z em z + 1, acharemos a somma pedida

|
Eix(m + 1)z +2)(z+ 3).

A constante & nulla.

491, Os numeros figurados inversos sio [raccdes, que tém por nu-
merador a unidade e por denominador uma serie figurada. O termo zm0

da ordem p (Alg. Sup., pag. 31) é
it _1.2.3..,_(;3—!)
z(@+1)...(a+p—2)
1.2.83...p—1
(p—2 z(x4-1)...(x+p—3)

(0. 48%).

que tem por integral C—

Mudando pois z em @ 4 1, e determinando depois a constante de modo

que a somma seja nulla quando 2==0, teremos C=p
dos z primeiros lermos serd Ko,

y 2 4 s0mma

F—"_ 1.2.3...}1:_‘.“_—_-
p—2 (p—2z+1)z+2)...(z+p—2)

Se fizermos sucessivamente p =3, &, 5,..., acharemos

1 | 1 i 1.2 2 2

C Sl Ut oy T | Al S R
i 1 1 | 1.2.3 3 3
TY37T 10720 2@+ )z+2) 2 (@+0)=z+2)
e A i) . i s, T A i 1
§ g TS T BT g (z+3) " 3 (z+1)..(x+3)
1 1 1 1 1.2.3.5.8 B 2.3.56
O S TR MR 4 I gt Y WA
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e assim por diante. Para ter a somma total d'estas series, é necessario

F_;, do qual ellas se approximam indefi-

por & == ; o que da o limite

nidamente ao passo que z cresce.
Para a serie sena, sen (a4 2h).. ... temos o integral (n.° 486)

ms(u+hz—?:—h)
zsen (a4 ha)=C — -
1
2 sen §-h

no qual, mudando # em 41, e determinando a constante C pela con-
di¢do de ser nulla a somma quando 2==— 1, acharemos o termo som-
matorio

cos(a—;—h)—coi (a-{-h:c-]-%-h)

»

1
2sen —h
e o

sen (a+ %hz) sen[%h(z+ I)]

i
sen — h
e =

ou

Do mesmo modo se achard que o termo sommatorio da serie cosa,
cos \a+ h), cos (a4 2h),.... é

wles g e )]

sen —h

2
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492, Fazendo a =0, temos

| /1 1
. l:us—-flzsen'|—hx+—h>
N coshr= - o 2
i e 1 2
SEI.'I‘E-

sen hx cos —;~ h+ (1 + cos hz)sen -;—h

1
2sen— h
sen <

FIM.







NOTAS

Pag. b. Theorema de Taylor

Demonstragio de Lagrange

Se em qualquer func¢do [z de 2 mudarmos z em z + A, o desenvol-
vimento de [(z— h), ordenado relalivamente 4s potencias ascendentes
de h, terd a f6rma

(M)eeeivene f(m4h)=fe+ Ah4Bh®* 4 Ch* ...,

comegando por fz, e nlio contendo termos com expoente negativo, nem
fraccionario, de h. Com effeito, se este desenvolvimento podesse conter um
termo da férma MA—™, a hypothese A—0 tornaria infinito o desenvolvi-
mento da funcglo (@< h), ao mesmo tempo que esta funcglo nlio des-
envolvida se reduziria, naquella hypothese, a fz; o que é contradictorio:
n
e se podesse conter um termo da [6rma MA™, os m valores d’este radical
combinados com os de fz dariam a f(z + h) mais valores do que a fz;
o que é absurdo (). Demais, o desenvolvimento de [(x + h) deve ser

.

(+) Se no desenvolvimento entrassem radicaes, poderiam estes combinar-se uns
com os outros de modo que o numero dos valores distinctos de f(z 4 A) fosse egual
a0 dos valores de fiz ? E se entrassem polencias negalivas, poderiam estas combinar-se
de forma que, para h =0, déssem resultados indeterminados, taes como @ — oo ?
Para evilar a primeira difficuldade, segue Poisson o mesmo processo de demonstragio
que Lagrange, com a modificagio de suppor ao desenvolvimento de f(z + ) a férma

fl®+4-h) =fz+PA" + QA" +-8A°+., . ..

onde a, b, ¢, ., . designam pumeros crescentes indeterminados, Depois, mudande
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tal que a hypothese A==10 o reduza a fz; por conseguinte [z deve ser o
termo d’elle independente de h.

Assim, a equaclio (1) tem logar em geral. Resta s6 determinar os coef-
ficientes A, B, C,.... que sdo funegdes de & desconhecidas.

Mudemos z em z -+ i na equagdio (1): vird

f(z+i4+h)=f(z+i)+Ah+Bht 4+ Ch3+....;
Ay, By, Cy,. ... designando as funegdes em que se tornam A, B, C,. ..,

quando nestas se muda 2 em z 4 i. Ora, se applicarmos a estas funcgdes
a formula (1), teremos

[le+i)=fz+ Ai4+B¥+....,
A=A 4 ANig....,
Ai=B+PBi+....,
Ci=C+Cid...u»

A, B, C,... sendo funcgdes, que se derivam respectivamente de A, B,
Gy, .. pelo mesmo modo que A se deriva de fz, Substituindo pois estes
valores no desenvolvimento de f(z 41 -+ h), e ndio attendendo s potencias
de ¢ superiores 4 primeira, teremos

(2)eesesseefl@+idh)=fr+ Ai
+ Ah + A'hi
<+ Bht - B/A%
+ Chd ...

AR

separadamente A em 2h ¢ # em z + h, e comparando entre si os dous desenvolvi-
mentos que d'ahi resultam a f (@ 4 2h). determina o expoente a. Finalmente, mu=
dando & em h + i, depois £ em & 4 i, e comparando simultaneamente os coefficientes
¢ expoentes dos dous desenvolvimentos de f (& 4 b +i), determina b, ¢,...eP, Q;
R, ... (Vej. Cale. diff. de Garnier, nota 1.*). No entretanto féra talvez mais seguro
dizer, como o sr. J. Anastacio da Cunha, em casos similhantes, que o0s calculos ulte-
riores, pelos quaes se determinam A, B, C, . ., justificam a [érma do desenvolvi-
mento (1),
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Mas, se na equagio (1) mudarmos h em h -4, e ndo attendermos s
potencias superiores de i, teremos

(B oS g [(@4+h+i)=[z+ Ah+ Bh% 4+ Ch3 4 ...
+ Ai + 2Bhi + 3Ch¥i. . . .:

logo, comsparando os segundos membros das equacdes (2) e (3), que devem
ser identicos, acharemos

A'==2B, B'=3C, C'=4D,...

1
2

! 1 i l )
A|C=§'B,D=IC «

ou B=

Ora, como A ¢ a derivada de fir (n.° 4), designando-a por [z, e as
derivadas successivas d'esta por [z, ["z,...., teremos, em virtude das
equagdes precedentes,

g 0 B
= — _— — D=
B 3 f=,C 53 g G

i

1
Bl = L ey
'3 2{ x,

o= -

e assim por diante. Substituindo pois estes valores em (1), resultari final-
mente a formula de Taylor

[(@+h)==fz+hfz + % W'z + 2-%1.3,0"5 S

Qe




530 CALCULO INTEGRAL

Ao n." 297. Regra de Simpson

Dividamos, por exemplo, o intervallo b—a em um numero par 2n de
partes eguaes, e supponhamos que os arcos de curva interceptados por
tres ordenadas consecutivas tirajas pelos pontos de divisio, a contar da
primeira fa, se podem considerar como arcos de parabola. Temos nesse

caso, para qualquer d’estes arcos, y=A + Bz + Cx*:

e como a formula de interpolacio (eq. D do n.® 472) d4, para o primeiro
arco comprehendido entre fa e f(a + 2i),

(x—1)

f(at+a) =fa+ = [[lati)—fa)+ == [f (a + 2) —2f(a + i) + fa),

comparando com a precedente, acharemos

=,"[n+'2i)—2,"(a+ i)+ fa L

5 27 (*)

Do mesmo modo, para o segundo arco de curva comprehendido entre
f(a+ 2i) e f(a+ 4i), acharemos

B0 e o b b 5

% 23

e assim por diante.
Ora a equagio y=A + Bz 4 Cat,

di y'=B 4 2Cz;

A B A P

B o R L P

(+) Citamos a formula (D) sdmente para poupar o trabalho de eliminar A, B, C,
enlre as lres equagdes correspondentes a ¢ =@, £ =a + i, x=a + 2i,
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d’onde resulta f (a4 2i)—[a=4Ci:
semelhantemente [ (a + 4i) — [ (a 4 2i) = 4G,

e assim por diante: logo
2 ]
}u (ﬂ+ 2!'} ——rﬂ:T rr{ﬂ L ﬂi:l -—Qf(ﬂ-l- i"l - fu],

[ lat ) — (a+ )= o+ 5) —3f (a+ 30+ f(a +20),

[ (@ 60)— [ (a-+ 50) = = [/ (a4 6) — 2/ (a=+ 81) + [ (a + 40,

...................................................

fo—{fla + (2n—2)i [fb 2f (a4 (2n—1)i)+f (a+(2n—2)i)].

Sommando estas equagdes, e chamando I a somma das ordenadas im=
pares, isto &, da 1.%, 3.%,.... até a" ultima fb ‘inclusivamente, e P a
somma das pares, isto é, da 2.%, 4.%,. .. até a penultima f(a + (2n—1)i]
inclusivamente, teremos

fb-—f'a:.—?—(:’ll—fa—fb—-flP).

Substituindo este valor no segundo membro da equagdo (2) do n.° 268,
teremos

}~5—Fa—_ﬂ.£[l+P+—fb+%fb—%fa#-% (@1 — fa — fb—2P)]

r...|ra

=24+ P4P— 1 (fas 1))

que é a regra de Simpson.
Esta demonstracio tem a vanlagem de se ver pella a ordem das quan-
tidades que se desprezam.




Ao n." 34%

Para maior clareza, damos aqui 4 doutrina d'este numero a [6rma se-
guinte :

Quando falta o termo K, é propriedade de taes equacbcs que, se lhes
satisfizerem y=X;, y=Xy,...y=X;,.

tambem lhes satisfara y=23X;.

Com effeito a somma das equagdes

AX1+A1X’1+ ..... - A XMy =0

S RN O G ST 1, |V
é ﬂle—i—ﬂqz X',- ..... + A2 X0 =g,
on A E x|+ Ai 2 (X.i)'r + ..... + ARE [:Xl‘_}[n}=ﬂ_

O integral completo y = 3 X; deve conter n constantes arbitrarias. E o
que tem logar, por exemplo, sendo X; da forma C;X; e n o maior dos
indices 1.

Ao n'’ 399

Aqui chama-se d M a differencial completa de M, em ordem a A, B, C,

o () + (10w 1 () ac[(2) 0 ]

d
No n.” 375 chamou-se &_u a derivada de u em ordem a z.

Esta advertencia torna manifesta a identidade das equagdes corre-
spondentes.

FIM.




ERRATAS

Ao nosso j& mencionado collega o sr. Dr. R. V. Rodrigues devemos
ainda o obsequio, que egualmente agradecemos, da indicacio da maior
parte das erratas seguintes, colligida durante a regencia da cadeira respe-

ctiva no anno lectivo de 1878 para 1879:

Pag. Linh.
i 2sub
31 6
34 1 sub
61 i sub
64 3sub
67. 3
» 6
» 10
70 Geb
78 i1
79 2
80 1sub

Erros

mhm=1z'
n.* 20

A, da* dy‘-{_

o (5. 9) 1 s — )
dz,x+p (z—a)]

i

"yl rdu

Teimhagy

1.2...n 1.2...nd*1

fl=={t

Rl

78

25!1

y'=

sen’? m (1 -} 2cos? (m + y))
s m 1)

Emendas

ms™=1hs'
n." 21

A, dz* dy'—= L [

dz® dy*—*

de[z, 9+ (s — )]
d[z+8(s—a)

.I'Ii

du
M= ielhoi & /s

1.2...n a1

DRI T
R

n—1

— 178
ﬂﬂAh

y!i__

sen’m (1 + 2 cos®(m +y)
sen® (m+y)




83

93
9%
96
107

111

113
115
17

118
120

123

128

131
132
136

137
138
155

157

d sen’t
Lasie g
10 (sen3t—sent)
5 &—
6sub ath=aqa
17 a=+

12 &' —axy 1 y°

i
3 sub \/ § g4 %y”ﬁ—...

6 DPP'M’
16 &
12 (X—)p
! r,_
2 sub a——x+$nxugﬁ
y T
14 as duas primeiras
19 —a 1
15 na fig. 36
Gsub o arco é reclificavel
8 al— z?
20 dy'
57T,9PH
26 infinitos a nullos
10 desde os eizos, leia-se:

14 origem A
5 iy
ult. y=10
{sub ddy2+de?+de’?

Emendas
d*sen’t
d

{3sen3 t—sent)
a—3
a—h=ay
a= 4

o3 —3axy + y?

|
V’ B 'R —
{+y 3 y

LPP'M
&
(Y—b)?
=y y?
A= — F =T+ -
as duas ultimas
—by'—d +1
na fig. 44
o0s arcos das suas evolulas sdo re-

clificaveis

W e e

dy'

da’'

P'H

nulles a finites

o eixo dosy e a parallela y = {
ao eixo dos x, e do oulro a
mesma parallela; e neste a ori-
gem O ¢ ele.

origem 0

v.y,...

Yy =0

de - de'y2+de'y?

A P
s " st
;' i




Pag. Linh.
159

ot

167 4
199 7
206 1t
210 5
215 ult.
219 11
239 5sub
276 ult.
282 11
288 7
290 n.® 297
295 3sub
336 20
348 3
351 ult.
381 ult.
407 8
§11 1edsub
419 12
4§31 2sub
432 14

» ©Gelt
436 3sub
» 20
438 19e23
481 6
§42 ult.
443 8

Erros
o

CE
5atdr
o + 17

dyv’:-l

dz (@ + b™)P
8

a2

HI — HL#
+C

(2i—1) (2i—2... 1 < 21p(j)
Fig. 36
E
2a sen §
n. 326
_v
T
+1i(n+ 2)

dx
zds
Az —e)
493
n.® 231
AB
M
& — y—j
A

A proposla
geomelrica
Qdz
ay bx

dgq
iz

Emendas
T
CIJ
Bxidzx
at + 227
ou dyy"-Tl
dz (a + ba ™
8
15
GI — HL2
et

(2i—1) (2i—3)..1 <21 ()
Fig. 44

F

2a cos §

n.® 327

M

¥

T
+(i—1) (v + 2)

a1
zdZ
A% (g —¢)?
393
n.® 331
AdB
M—sa
zt— %—Z—
a proposta
arithmetica
S Qdz
aylog =

dq

dy




Pag. Linh.

» 13

446 9

447 18

451 2,3,6,5
467 25

471 29

481 ultima

Erros

d
(v +T —q)dy
dy

dp — qdz
g* + pgdz
a

que sio
n=>0

du

Emendas

dq
(v +T oy )dx
adp — qdz
q* dy + pgdz
b
que
u==10
du
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